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❇❡t✇❡❡♥✲s✉❜❥❡❝t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ ♣r♦♠✐♥❡♥t ❡✛❡❝t ✐♥ ♠❛♥② ✜❡❧❞s ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧
✐♠❛❣✐♥❣✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❲❤✐❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❝❛♥
❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ♥♦r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦r ❛❝r♦ss r❡♣❡❛t❡❞ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣r♦❜❧❡♠s✱
♣❛rt ♦❢ ✐t ♠❛② ❜❡ ❛ ❝♦♥❢♦✉♥❞✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ s❝❛♥♥❡r ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐s✲
s✉❡s✱ ♦r ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❙✉❝❤ ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✲
✐t② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐ss✉❡s ✭♠♦t✐♦♥✱ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ s❝❛♥♥❡r
s♣✐❦❡s✮ ❝❛♥ ♠❛s❦ t❤❡ tr✉❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❜r❛✐♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞✐s❡❛s❡s✱ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r ❣❡♥❡t✐❝ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤✐s ❝❛♥
✉♥❞❡r♠✐♥❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❣r♦✉♣ st✉❞✐❡s ❛s t❤❡ ❧❛tt❡r ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ ❝♦❤♦rts ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♦r
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❝❧✉st❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ♠♦❞❡✳ ❆s t❤❡ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝♦♥t❡①t ♣r❡✈❡♥ts ♠❛♥✉❛❧ ❞❛t❛ s❝r❡❡♥✐♥❣✱ s♦♠❡ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ s✉❜❥❡❝ts ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❨❡t✱ ✐t r❡♠❛✐♥s
✉♥❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ♦✉t❧✐❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ❛♥❞✱ ✐❢ s♦✱ ✇❤❛t t♦❧❡r❛♥❝❡ t♦
❝❤♦♦s❡✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ s❡✈❡r❛❧ ♦✉t❧✐❡r✲r❡s✐st❛♥t ♠❡t❤♦❞s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r
st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ st✐❧❧ ♥♦t ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✳
❇❡②♦♥❞ ♦✉t❧✐❡r✲r❡s✐st❛♥❝❡✱ s✉❝❤ r♦❜✉st ♠❡t❤♦❞s s❡❡♠ ❜❡tt❡r ❛❞❛♣t❡❞ t♦ r❡❛❧
✇♦r❧❞ ❞❛t❛ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛❧s♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ✐♥❡①❛❝t ❤②♣♦t❤❡s❡s ✭❡✳❣✳ ❞❛t❛ ♥♦r✲
♠❛❧✐t②✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞❛t❛s❡t✮✳ ❆♥♦t❤❡r ✕♣❛rt✐❛❧❧② r❡❧❛t❡❞✕ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t t❤❡
❧❛❝❦ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♦❢ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❝✉rr❡♥t ✈♦①❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s s❝❤❡♠❡s ♠❛②
❧❡❛❞ t♦ ♥♦♥✲r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ r❡s✉❧ts✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✜rst ❞❡✈❡❧♦♣ st❛t✐st✐❝❛❧❧②✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛✿ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❡r✲
s✐♦♥ ♦❢ ❛ r♦❜✉st ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r s♦ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s❡tt✐♥❣s✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t r❛♥❞♦♠
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦✛❡r t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣r♦♠✐s❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦✉t❧✐❡r
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡✐r ❛❝❝✉r❛❝② st❛♥❞s ❤✐❣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r
✉s❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥
♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡♠ ❛s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② t♦♦❧ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥s✐❣❤t
❛❜♦✉t t❤❡ ❞❛t❛ st❛t✐st✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❆s ❛ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛
♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✕❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ P❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❘P❇■✮✕ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡
t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ st❛❜✐❧✐③❡ ♣❛r❝❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧✲
②s✐s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❛❧②③❡s t❤❛t ✇❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t♦❣❡t❤❡r
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✜♥❛❧ ❝♦♥s❡♥s✉s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡②s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t❤❛♥
st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧
❞❛t❛s❡ts✳ ■♥ ♦✉r t❤✐r❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧② r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ t♦ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

✼



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

st✉❞✐❡s✱ ❤❡r❡❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ s♦♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❣r♦✉♣✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥
❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ st✉❞✐❡s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ❝♦❤♦rts ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵ s✉❜❥❡❝ts✳ ❖♥ ❜♦t❤
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡s
t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢
❜❡✐♥❣ r♦❜✉st t♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ❝❛r❡❢✉❧ ♦✉t❧✐❡r
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥❡ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❘P❇■
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts✳

❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t

❈❤❛♣t❡r ✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭❢▼❘■✮✳ ❆❢t❡r ❛
s❤♦rt t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤♦✇ t❤❡s❡ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❜r❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t st❛rts ✇✐t❤ r❛✇ ▼❘■ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❡♥❞s ✇✐t❤ ❣r♦✉♣✲❧❡✈❡❧ ♠❛♣s t❤❛t ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② ♥❡✉r♦s❝✐✲
❡♥t✐sts✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛s t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r s✐♥❝❡ t❤✐s ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳
❈❤❛♣t❡r ✶ ✐s t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ r♦❜✉st ❛♥❞ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❛❧②③❡s✿ ❲❡
❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❝❛✉s❡ t❤❡ st❛✲
t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❈❤❛♣t❡r ✷ ❣✐✈❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s ❜❛✲
s✐❝s ❛❜♦✉t ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♣r♦❜✲
❧❡♠ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st✐♥❣✳ ❚❤❡♥✱ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝
t♦ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣✲
t❡r ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t✐♦♥✮✱
❛s ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ r♦❜✉st ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✸✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❝❧✉❞❡ s♦♠❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t ✈❛r✐♦✉s ♣❡♥❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ♦♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✷ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢
♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ st❛t✐st✐❝s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s②♥✲
t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦r ❛s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s
t❤❛t ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❛❣❛✐♥st ♦✉rs✳

❈❤❛♣t❡r ✸ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧▼✐♥✐♠✉♠ ❈♦✲
✈❛r✐❛♥❝❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t ❡st✐♠❛t♦r ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠✱ t❤❛t ❡♥✲
s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s ❛♥❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛♥② ♦✉t❧✐❡rs✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✲
✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts t❤❛t ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡
s✐③❡s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s ❣r♦✉♣ st✉❞✐❡s✱ ❡✈❡♥ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛❧s♦
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤
❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦
s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ s♦ t❤❛t t❤❡
♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r ❝❛♥ ✜♥❞ ❤♦✇ ♠❛♥② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ ❞✐s❝❛r❞✳

❈❤❛♣t❡r ✹ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✕❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ P❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ❆♥❛❧✲

✽



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

②s✐s ✭❘P❇■✮✕ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣r♦✉♣
❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✐✈❡ ✈♦①❡❧s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♥✲
s❡♥s✉s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ r❛♥❞♦♠ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ♣❡r✲
♠✉t❛t✐♦♥ t❡st ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r✐s❦✳ ❇♦t❤ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧
❞❛t❛✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇s ❤✐❣❤❡r s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r
r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② t❤❛♥ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❛ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✲❣❡♥❡t✐❝
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ✐t s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛♥t ♥❡①t t♦ t❤❡ ❈❖▼❚ ❣❡♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❇❖▲❉ s✐❣♥❛❧
✐♥ t❤❡ ❧❡❢t t❤❛❧❛♠✉s ❢♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥tr❛st
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝♦rr❡❝t r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ❢r♦♠ ❛ ❙t♦♣ ❙✐❣♥❛❧ ❚❛s❦
♣r♦t♦❝♦❧✳

❈❤❛♣t❡r ✺ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❛❧②③❡s✱
✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ st✉❞✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ s♠❛❧❧✲s❛♠♣❧❡ s✐③❡ st✉❞✐❡s
❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡
♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ st❛✲
t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ st✉❞✐❡s ✭❡✳❣✳ ♦♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵ s✉❜❥❡❝ts✮ ❣✐✈❡
❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐❝t✉r❡ ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ t❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r t♦ ✉s❡ ✜♥❡r ♠♦❞❡❧s t♦
♣❡r❢♦r♠ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ r♦❜✉st r❡✲
❣r❡ss✐♦♥ ❛s ❛ t♦♦❧ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦❤♦rts✳ ❖✉r ✜rst
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ t❡st ❜❛s❡❞ ♦♥ r♦❜✉st ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡s✲
t✐♠❛t❡s❀ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦r❣♦ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st✐♥❣
❛♥❞ t❤✉s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✇❤♦❧❡ ❜r❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ②✐❡❧❞s s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t✇♦
r❡❛❧ ❞❛t❛ ❡①❛♠♣❧❡s ♦♥ ✸✾✷ ❛♥❞ ✶✺✵✷ s✉❜❥❡❝ts✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② s❤♦✇ t❤❛t r♦❜✉st
r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s
t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✇❤♦❧❡✲❜r❛✐♥ t❡sts s❡♥s✐t✐✈✐t②✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❢▼❘■ st✉❞✐❡s

✶✵



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣ st✉❞✐❡s

❈♦♥t❡♥ts
✶✳✶ ■♠❛❣✐♥❣ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✇✐t❤ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✲

✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✶✳✶ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✶✳✶✳✷ ❙❤♦rt ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✶✳✷✳✶ ▼❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✶✳✶✳✷✳✷ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✶✳✷✳✸ ❊❝❤♦✲♣❧❛♥❛r ✐♠❛❣✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✶✳✸ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ▼❘■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✶✳✶✳✹ ❯t✐❧✐t② t♦ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✷✳✶ ❊✈❡♥t✲r❡❧❛t❡❞ ❢▼❘■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✶✳✷✳✶✳✶ ❚❤❡ ❇❖▲❉ s✐❣♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✶✳✷✳✶✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✷✳✷ ■♥tr❛✲s✉❜❥❡❝t ✭♦r ✜rst✲❧❡✈❡❧✮ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✶✳✷✳✷✳✶ ■♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✳ ✳ ✳ ✶✻
✶✳✷✳✷✳✷ ■♠❛❣❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✶✳✷✳✷✳✸ ❙♣❛t✐❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✶✳✷✳✷✳✹ ❈♦♥tr❛sts ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✷✳✸ ■♥t❡r✲s✉❜❥❡❝t ✭♦r s❡❝♦♥❞✲❧❡✈❡❧✮ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✶✳✷✳✸✳✶ ❱❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✶✳✷✳✸✳✷ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✷✶
✶✳✷✳✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✶✳✷✳✸✳✹ ◆❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ st✉❞✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✷✳✹ ▼❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣r♦✉♣
st✉❞✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✶✳✷✳✹✳✶ ❖✉t❧✐❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✶✳✷✳✹✳✷ ❉❛t❛ s❝❛r❝✐t② ❛♥❞ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ✳ ✷✹
✶✳✷✳✹✳✸ ❉❛t❛ q✉❛❧✐t② ✐s ❤❛r❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✸ ❙♦♠❡ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛t❛✲❛♥❛❧②s✐s s♦❢t✇❛r❡s ✳ ✷✺

✶✳✸✳✶ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✶✳✸✳✶✳✶ ❆♥❛t♦♠✐st ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✶✳✸✳✶✳✷ ▼❛②❛✈✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✶✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❢▼❘■ st✉❞✐❡s

✶✳✸✳✷ ■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✶✳✸✳✷✳✶ ❋r❡❡s✉r❢❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✶✳✸✳✷✳✷ ❙P▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✶✳✸✳✸ ◆♦t❡ ♦♥ ❛❧❧✲✐♥✲♦♥❡ s♦❢t✇❛r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✶✳✸✳✹ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✶✳✸✳✹✳✶ ❙❝✐❦✐t✲❧❡❛r♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✶✳✸✳✹✳✷ ❙t❛ts♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✶✳✸✳✹✳✸ ◆✐♣② ✴ ◆✐❧❡❛r♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✹ ❚❤❡ ■♠❛❣❡♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✶ ■♠❛❣✐♥❣ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✇✐t❤ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡

■♠❛❣✐♥❣

✶✳✶✳✶ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣

▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣ ✭▼❘■✮ ✐s ❛ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ✐s
✉s❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡s ♦❢ t✐ss✉❡s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲✐♥✈❛s✐✈❡ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ▼❘■
✐♠❛❣❡ ✇❛s ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ✶✾✼✻ ❜② ❉❛♠❛❞✐❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪✱ ❜✉t t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s
❛♣♣r♦✈❡❞ ❢♦r ❝❧✐♥✐❝❛❧ ✉s❡ ❛❧♠♦st t❡♥ ②❡❛rs ❧❛t❡r ❬✸✸❪✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣✱
▼❘■ ✇❛s t❤❡♥ ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♥❡✉r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s♦r❞❡rs s✉❝❤ ❛s ❛tr♦♣❤✐❡s
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡♣✐❧❡♣s②✱ ❝❛♥❝❡r♦✉s t✉♠♦rs✱ ♦r ❆❧③❤❡✐♠❡r ❞✐s❡❛s❡ ❬✽❪✳ ■♥ t❤❡ ❡❛r❧②
✾✵✬s✱ ▼❘■ st❛rt❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❜r❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✹✽❪✱ ❣✐✈✐♥❣ ❜✐rt❤ t♦ ❛
♥❡✇ ❞♦♠❛✐♥ ❝❛❧❧❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■✳ ■t ❤❛s ❛ ❣♦♦❞ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r✳ ❙♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✭✐✮
▼❛❣♥❡t♦❡♥❝❡♣❤❛❧♦❣r❛♣❤② ✭▼❊●✮ t❤❛t ❤❛s ❛ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✶ ♠s✱ ❜✉t ❛
♣♦♦r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭♠♦r❡ t❤❛♥ ✶ ❝♠✮ ❀ ✭✐✐✮ tr❛♥s❝r❛♥✐❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✭❚▼❙✮ ❛♥❞ P♦s✐tr♦♥ ❊♠✐ss✐♦♥ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ✭P❊❚✮ t❤❛t ❤❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ▼❘■ ❜✉t ❛r❡ ✐♥✈❛s✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❀ ✭✐✐✐✮ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✱ t❤❛t ❤❛s
❜♦t❤ ❛ ❜❡tt❡r t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ ▼❘■ ❜✉t ✐s ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♦♥ ❛♥✐♠❛❧s✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■ ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ♥♦♥✲✐♥✈❛s✐✈❡♥❡ss✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ♦✛❡rs ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧ ❜r❛✐♥ ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ❆ ❣♦♦❞
s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ✉s❡❢✉❧ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✇✐t❤ ❡♥♦✉❣❤ ❞❡t❛✐❧s
✇❤✐❧❡ ❛ ❣♦♦❞ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣
✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✳

✶✳✶✳✷ ❙❤♦rt ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

✶✳✶✳✷✳✶ ▼❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞② ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❜r❛✐♥✮ ❤❛✈❡
♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭◆▼❘✮ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ t❤❡② ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡ts
t❤❛t s♣✐♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡r❡ ❛①✐s ❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❲❤❡♥ ♣❧❛❝❡❞
✐♥t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡② st❛rt ♣r❡❝❡ss✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛①❡s ✐♥ ❛
❣②r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭t❤❡ ❛t♦♠s ❛r❡♠❛❣♥❡t✐③❡❞✮✳
❆t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ st❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❛t♦♠s ❛t t❤✐s st❛❣❡✿ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
st❛t❡ ✭✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧ st❛t❡ ✭❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧✮✳
❆s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭✉♥✐t✿ ❚❡s❧❛✱ ❚✮✱ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡

✶✷



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❢▼❘■ st✉❞✐❡s

❛t♦♠s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥
♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧ st❛t❡ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉♠
♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t❛ ♦❢ ❛❧❧ ❛t♦♠s✱ t❤❡ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ▼❘■ ❛s ✐ts ♥♦r♠ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡
▼❘ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳ ❚❤✉s✱ ✼❚ s❝❛♥♥❡rs ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r
q✉❛❧✐t② ✐♠❛❣❡s ✭✐♥ t❡r♠ ♦❢ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✮ t❤❛♥ ✸❚ s❝❛♥♥❡rs✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
❧❛tt❡r ❛r❡ st✐❧❧ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛♥❞❛r❞ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t ✐s t❤❛t
t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ✭❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▲❛r♠♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✮ ❞❡♣❡♥❞s
❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✳

✶✳✶✳✷✳✷ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥

■♥ ▼❘ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ st❡♣ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ st❡♣✳ ■t
❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ r❛❞✐♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣✉❧s❡ ❛t t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡✲
t✐③❡❞ ❛t♦♠s s♦ t❤❛t t❤❡ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ✐ts ♦♣♣♦s✐t❡✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢
t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①❛❝t❧② ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t②♣❡ ♦❢ t❛r❣❡t❡❞ ❛t♦♠s✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ✭❡✳❣✳ ❤②✲
❞r♦❣❡♥ ♥✉❝❧❡✐✮ ♣r❡❝❡ss ✐♥✲♣❤❛s❡ ♦♥❝❡ ❡①❝✐t❡❞ ✭✐✳❡✳ ♥♦t ♦♥❧② ❞♦ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
♣r❡❝❡ss✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❜✉t t❤❡✐r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t❛ ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞✮✳ ❊❛❝❤ t②♣❡ ♦❢
❛t♦♠ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❛t ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞✳ ▼❘■ t❛r❣❡ts ❤②❞r♦❣❡♥ ♥✉❝❧❡✐ ❛s t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞② ✐s
♠♦st❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡♠✳ ❖♥❝❡ t❤❡✐r ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ st♦♣s✱ t❤❡② ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦
t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐③❡❞ st❛t❡ ✭r❡❧❛①❛t✐♦♥✮✱ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ ❜❛❝❦ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ❡♥❡r❣②
✭✐✳❡✳ t❤❡ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ r❡❝♦✈❡rs✮✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❧❡❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❝❛♣t✉r❡❞
❜② t❤❡ s❝❛♥♥❡r r❡❝❡♣t✐♦♥ ❝♦✐❧s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ▼❘ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦
♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ▼❘ s✐❣♥❛❧✿ ✭✐✮ ❚❤❡ r❡❝♦✈❡r② t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥❡t
♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛t❡ ✭t❤❡ ❚✶ r❡❝♦✈❡r②✮❀ ✭✐✐✮ ❚❤❡ ♣❤❛s❡
❞❡❝❛② t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛t♦♠s✬ ♣❤❛s❡ ❧♦♦s✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❞✉❡ t♦ s♠❛❧❧
♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭t❤❡ ❚✷ ❞❡❝❛②✮✳ ▲♦❝❛❧
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛❞❞ ❛ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡✛❡❝t t❤❛t ♠♦❞✐❢②
t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞❡❝❛②✳ ❚✷✯ ❞❡❝❛② ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❚✷ ❞❡❝❛②✱ ❜✉t t❛❦❡s t❤❡ ❧❛tt❡r ❡✛❡❝t
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❚✶✲✱ ❚✷✲✱ ♦r
❚✷✯✲✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳

✶✳✶✳✷✳✸ ❊❝❤♦✲♣❧❛♥❛r ✐♠❛❣✐♥❣

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✭✐✳❡✳ ♠❛♣ t❤❡ ▼❘ s✐❣♥❛❧
✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s✮✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♥❣ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❡❞
♥✉❝❧❡✐ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❤❡② ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥t♦✳ ❇②
❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♣r♦♣❡r❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s♣❛t✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ▼❘ s✐❣♥❛❧ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ▼❘■ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛s s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❧✐❝❡s✿ ❚❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❡❝❤♦✲♣❧❛♥❛r ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ✭t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✮✱ ❛ ✇❤♦❧❡ ❜r❛✐♥ ✈♦❧✉♠❡
❝❛♥ ❜❡ ✐♠❛❣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐♦✉s s❝❤❡♠❡s✳ ▼♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡
❝❛♥ ❤❡❧♣ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ s♦♠❡ ❛rt✐❢❛❝ts t❤❛t ❛r❡ ❞✉❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ♠♦t✐♦♥ ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✷✮ ❜✉t t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ✐s
❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❜♦♦❦ ❜② ❙✳

✶✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❢▼❘■ st✉❞✐❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ✸❚ str✉❝t✉r❛❧ ✭❚✶✲✇❡✐❣❤t❡❞✮ ✐♠✲
❛❣❡✳ ●r❛② ♠❛tt❡r ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❜r❛✐♥
❛♥❞ ❝❡r❡❜❡❧❧✉♠ ❝♦♥t♦✉rs ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✲❜r❛✐♥✳ ❲❤✐t❡ ♠❛tt❡r ✐s ✐♥ ❧✐❣❤t ❣r❛②✳
❈❡r❡❜r♦s♣✐♥❛❧ ✢✉✐❞ ✐s ✐♥ ❞❛r❦ ❜❧❛❝❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❜r❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ s❦✉❧❧✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥ ✭✶♠♠✮ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❊P■ s❡q✉❡♥❝❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳

❆✳ ❍✉❡tt❡❧ ❬✹✶❪✳

✶✳✶✳✸ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ▼❘■

❙tr✉❝t✉r❛❧ ▼❘■ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥
♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐ss✉❡s t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ●r❛②
♠❛tt❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s②♥❛♣s❡s ✭✐✳❡✳ ❤❡❛❞s✮ ❛♥❞ ♥❡✉r♦♥ ❜♦❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❧❧✐♦♥s
♥❡✉r♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✐♠♣❧❛♥t❡❞ ❛❧❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✭❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ✐♥♥❡r ♥✉❝❧❡✐ ❛s
✇❡❧❧✮✳ ❚❤❡ ❣r❛② ♠❛tt❡r ✐s ❛ ❧❛②❡r ♦❢ ✷✲✸♠♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✮
t❤❛t ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦rt❡①✳ ❚❤❡ ❛①♦♥s ✭❦✐♥❞ ♦❢ r❛♠✐✜❡❞ st❡♠s✮ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s
❞✐✈❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♠❛tt❡r✱ ❛s t❤❡② ❛r❡
❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ ✇❤✐t❡ ♠②❡❧✐♥✳ ❚❤❡ ❜r❛✐♥ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡r❡❜r♦s♣✐♥❛❧ ✢✉✐❞
✭❈❙❋✮✱ ✇❤✐❝❤ s❡♣❛r❛t❡s ✐t ❢r♦♠ t❤❡ s❦✉❧❧✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✐t❡♠s ❝❛♥ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ st✉❞✐❡s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❜r❛✐♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✈❡r ❛ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢
t✐♠❡ ✭✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs✮ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ s❝❛♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢
❡♣✐❧❡♣s②✱ ♦r ❧♦❝❛❧✐③❡ ❝❛♥❝❡r♦✉s t✉♠♦rs✳

✶✳✶✳✹ ❯t✐❧✐t② t♦ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡s

❇❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r♦s❡✱ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ❛♥❛t♦♠② ❝♦✉❧❞ ♦♥❧②
❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❡① ✈✐✈♦✱ ❛♥❞ ❜r❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❞✐r❡❝t❧②
❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❡✳❣✳ str♦❦❡ ♣❛t✐❡♥ts ✇✐t❤ ❤❡❛❧t❤② s✉❜❥❡❝ts✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
❜❡tt❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ♦♥❧② ❧✐♠✐t❡❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s✉❧ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
▼♦st ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❜r❛✐♥ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢r♦♠ ✐♥✈❛s✐✈❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛♥✐♠❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❡❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣② ♦♥ ♣r✐♠❛t❡s ❬✶✱ ✻✽❪ ♦r
r♦❞❡♥ts ❬✸✹❪✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♥♦♥✲
✐♥✈❛s✐✈❡ ♦♥❡s✱ ❝♦❤♦rts ♦❢ ❤✉♠❛♥ s✉❜❥❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
st✉❞② s♣❡❝✐✜❝ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❜r❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✶✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■ ❞❛t❛

❈♦❣♥✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t② ✉♥❞❡r
✈❛r②✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ✈❛r✐♦✉s
t✐♠❡ s❝❛❧❡s✱ ❛♥❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ♠❡❛♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❀ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞
♣r♦♠✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡ ❬✺✻❪✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥

✶✹



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❢▼❘■ st✉❞✐❡s

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇❤❡r❡❛s ❚✶✲✇❡✐❣❤t❡❞ ▼❘■ ❝r❡❛t❡s
♥❡❛t ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ▼❘ s✐❣♥❛❧ ✭❡✳❣✳ ❚✷✲ ❛♥❞ ❚✷✯✲✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♠❛❣❡s✮✳

✶✳✷✳✶ ❊✈❡♥t✲r❡❧❛t❡❞ ❢▼❘■

✶✳✷✳✶✳✶ ❚❤❡ ❇❖▲❉ s✐❣♥❛❧

❆t r❡st✱ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦♦❞ t❤❛t ❝♦♠❡s t♦ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✐s ❝♦♥s✉♠❡❞✱ ✇❤✐❝❤
tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❤❡♠♦❣❧♦❜✐♥ ✐♥t♦ ❞❡♦①②❣❡♥❛t❡❞ ❤❡♠♦❣❧♦❜✐♥ ❀ ✇❤❡♥ ❛
❝♦❣♥✐t✐✈❡ t❛s❦ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ♦✈❡r❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇
✉♣ t♦ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❞❡♦①②❣❡♥❛t❡❞
❤❡♠♦❣❧♦❜✐♥ ❬✻✵❪✳ ❚❤✐s ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜❧♦♦❞✲♦①②❣❡♥✲❧❡✈❡❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❇❖▲❉✮
r❡s♣♦♥s❡✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦♥ ❚✷✯✲✇❡✐❣❤t❡❞ ▼❘■ ✐♠❛❣❡s✳ ■t ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛
❝♦rr❡❧❛t❡ ♦❢ ♥❡✉r♦♥s s②♥❛♣t✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❬✼❪✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❝❝✉r ✐♥t♦ t❤❡ ❣r❛② ♠❛t✲
t❡r ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s✬ s②♥❛♣s❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡
❇❖▲❉ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❧❛②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❇❖▲❉ s✐❣♥❛❧
❛s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ▼❘■ ❤❛s ✐ts s♣❡❝✐✜❝ ♣❛tt❡r♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❍❛❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❘❡✲
s♣♦♥s❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❍❘❋✮ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❍❘❋ ❬✸✺❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❇❖▲❉ r❡s♣♦♥s❡ s❧✐❣❤t❧②
✈❛r✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ❜r❛✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❬✸✾✱ ✸❪✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s s♣❡❝✐✜✲
❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡rs ❇❖▲❉ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■ ❬✹✽✱ ✻✶❪ ✭✐✳❡✳ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❇❖▲❉ s✐❣♥❛❧✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■ ✭❢▼❘■✮
✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳

✶✳✷✳✶✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❇❖▲❉ s✐❣♥❛❧ ♦✛❡rs ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❤❡r❡❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s♦♠❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ st❛t❡ ❛❝r♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✳ ❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■ ✐s r❡st✐♥❣ st❛t❡ ❢▼❘■✱ ✇❤❡r❡ s♣♦♥t❛✲
♥❡♦✉s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ r❡st✐♥❣ st❛t❡
▼❘■ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡✈❡♥t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✐❣♥❛❧ ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❡✛❡❝t s✐③❡✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs ❡✈❡♥t✲r❡❧❛t❡❞ ❢▼❘■✱ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❇❖▲❉ s✐❣♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t✐♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❡♥ts
s✉❝❤ ❛s ✜♥❣❡r✲t✐♣♣✐♥❣✱ s♦✉♥❞s ❧✐st❡♥✐♥❣✱ ♦r ✈✐❡✇✐♥❣ ❢❛❝❡s✳ ❙✐♠♣❧❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ t❛s❦s
❛r❡ t❤✉s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ s✉❜❥❡❝t ✐♥t♦ t❤❡ ▼❘■ s❝❛♥♥❡r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❇❖▲❉ s✐❣♥❛❧
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛s ❚✷✯✲✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♠❛❣❡s s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❊✈❡r② ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s♦ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦
❝r❡❛t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❇❖▲❉ s✐❣♥❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❛s❦❡❞ t♦
❝❧♦s❡ ❤✐s ❡②❡s ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❧✐st❡♥✐♥❣ t❛s❦✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t ♥♦ s♣✉✲
r✐♦✉s ✈✐s✉❛❧ ❡✈❡♥t ✇♦✉❧❞ ♣♦❧❧✉t❡ ✐ts ♠❡♥t❛❧ st❛t❡✮✳ ▼♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣
❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ❜r❡❛t❤✐♥❣ ♦r ❤❡❛rt ❜❡❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦r❞❡❞ t♦♦ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡
♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■ ✐s t♦ ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♠❡♥t❛❧ st❛t❡ ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡✐r ❝❧✐♥✐❝❛❧ st❛✲
t✉s ✭❞✐s❡❛s❡❞ ♦r ♥♦t✮ ❛♥❞ s♦♠❡ ❣❡♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞s ❛s r❡❢❡r✲
❡♥❝❡✴❝♦♥tr♦❧ ♠❡❛s✉r❡s✳ ■♥ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡✱ t❤❡② t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✲❧❡✈❡❧
❜r❛✐♥ ♠❛♣s t❤❛t r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛ t✇♦✲st❛❣❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥

✶✺



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❢▼❘■ st✉❞✐❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❤❛❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ●❧♦✈❡r ❬✸✺❪✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
t✐♠❡❞ ❇❖▲❉ r❡s♣♦♥s❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rr✐♥❣
❛t ✧t✐♠❡ ❂ ✵✧✳ ❆ ♣❡❛❦ ♦❝❝✉rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺ s❡❝♦♥❞s ❛❢t❡r
t❤❡ ❡✈❡♥t✳ ❇❡t✇❡❡♥ ✶✵ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ ✶✺ s❡❝♦♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✲
✐♥❛❧ ❡✈❡♥t✱ ❛♥ ✉♥❞❡rs❤♦♦t ♦❢ t❤❡ ❇❖▲❉ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳
❚❤❡ ❍❘❋ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❡✈❡♥t✲r❡❧❛t❡❞ ❞❡s✐❣♥s ✈✐❛
❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♠❛tr✐① ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✹✮✳

✐♥tr❛✲s✉❜❥❡❝t ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥t❡r✲
s✉❜❥❡❝t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❢▼❘■ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞✐❡s✳

✶✳✷✳✷ ■♥tr❛✲s✉❜❥❡❝t ✭♦r ✜rst✲❧❡✈❡❧✮ ❛♥❛❧②s✐s

✶✳✷✳✷✳✶ ■♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

❚❤❡ r❛✇ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ❝♦♠✐♥❣ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛♥♥❡r ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ✹❉
✈♦❧✉♠❡s✱ ✐✳❡✳ ❛ s❡t ♦❢ ✈♦①❡❧ t✐♠❡ ❝♦✉rs❡s ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ✸❉ ❛rr❛②✳ ❊❛❝❤ ✈♦❧✉♠❡
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❇❖▲❉ s✐❣♥❛❧ ❛t ❛ ♣r❡❝✐s❡ t✐♠❡ st❛♠♣✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ t❤❡
t✐♠❡ s❡r✐❡ ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ❛♥❞ t❤r❡❡ s❡❝♦♥❞s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❜♦✉t t❡♥ ♠✐♥✉t❡s ❢♦r
t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ♣♦♦r❡r r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥✿ ✷✲✸ ♠♠ ✈❡rs✉s ❧❡ss t❤❛♥ ✶ ♠♠✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❢▼❘■ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳ ❆t t❤❡ ✸❚ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❢▼❘■ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❛ ❣r✐❞ ♦❢ ≃ 200, 000
✈♦①❡❧s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛s❦❡❞ t♦ ❢♦❝✉s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ ✈♦①❡❧s t❤❛t ❛❝t✉❛❧❧②
❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✭≃ 60, 000 ✈♦①❡❧s✮✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■ ✐♠❛❣❡s ✐s t❤❡✐r s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✱ t❤❛t ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤
♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❋♦r ❛♥ ❡✛❡❝t
t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦✲r❡❧❛t❡❞ ❇❖▲❉ s✐❣♥❛❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ♥♦♥✲t❛s❦✲r❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥♦✐s❡✳ ◆♦✐s❡ ❝❛♥ ❝♦♠❡
❢r♦♠ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣ ✐ts❡❧❢✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❚❤✐s
✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ ✭♥♦✐s❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❝❛♥✲
♥❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡❞ ♦❜❥❡❝t✮ ❛♥❞ s②st❡♠ ♥♦✐s❡ ✭✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡
✐♠❛❣✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡✱ ❡✳❣✳ s❧♦✇ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✈♦①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♦✈❡r t✐♠❡ ❦♥♦✇♥ ❛s s❝❛♥✲
♥❡r ❞r✐❢t✮✳ ■♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✿
♠♦t✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts ❛♥❞ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦✐s❡✳ ▼♦t✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥
♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❧❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥♦✐s❡ r❡✢❡❝ts ♥❛t✲
✉r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ❜r❛✐♥ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ❧❡✈❡❧ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝❛r❞✐❛❝ r❤②t❤♠
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r♦✉s❛❧✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✐♠❛❣❡s ✐♥❝❧✉❞❡
s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛❝r♦ss tr✐❛❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ t✇♦ ♦r❞❡rs✿ t❛s❦✲r❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✲
✐t② ❛♥❞ ♥♦♥✲t❛s❦✲r❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❞✐r❡❝t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✭✈❛r②✐♥❣ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡✱ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
t❛s❦✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ♠❡♥t❛❧ st❛t❡ t❤❛t ❝❛♥ ♦❝✲
❝✉r ❛❝r♦ss tr✐❛❧s ✭❡✳❣✳ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥✱ t✐r❡❞♥❡ss ♦r ♣❛✐♥✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st
s♣❡❝✐✜❝ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ♦r ♣r❡✈❡♥t t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② s♦✉r❝❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ ✐♥t❡r✲s✉❜❥❡❝t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♦❢ ❛♥ ✐ss✉❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✳

✶✻



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❢▼❘■ st✉❞✐❡s

Time

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❆ ❇❖▲❉ ❢▼❘■ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❙♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜②
❡②❡✳ ❖♥❧② st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ r❡✈❡❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ r❡❧❛t❡ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣r❡♣r♦❝❡ss❡❞✳

✶✳✷✳✷✳✷ ■♠❛❣❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❛✇ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■ s❡✲
q✉❡♥❝❡s ♣r✐♦r t♦ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋✐rst✱ r❛✇ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
✧❢❡❛t✉r❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✧ ❬✷✷❪✳
❙❡❝♦♥❞✱ s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞
✐♠♣r♦✈❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❏✉st ❛s ❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤❡r ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❧② ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱
✜❧t❡rs ❛♥❞ ♠❛❣♥✐❢② r❛✇ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤s✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ r❛✇ ▼❘■
✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s
t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts ❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❜✉t ❞♦ ♥♦t s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥
❤♦✇ t❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞✱ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ❧♦t ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s
t❤❛t ❛r❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳

❆rt✐❢❛❝ts ❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s✿

❙❝❛♥♥❡r✲r❡❧❛t❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts✴❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ❛♥❞ r❡s✉❧t ❢r♦♠
❤❛r❞✇❛r❡ ❢❛✐❧✉r❡s ♦r ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❙❝❛♥♥❡r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❬✹✷❪ ✐s t❤❡ ♠♦st
❢❛♠♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s❝❛♥♥❡r✲r❡❧❛t❡❞ ❛rt✐❢❛❝t✱ t❤❡② ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t②
t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ♣❡r❢❡❝t❧② st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s❝❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❬✻✷❪✳ ❘❛❞✐♦❢r❡✲
q✉❡♥❝❡s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛❧s♦ ②✐❡❧❞ ❛rt✐❢❛❝ts✿ ❚❤❡② ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✲
✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡ ✭❡✳❣✳ ♠♦♥✐t♦rs ♦r ❝♦♠♣✉t❡rs✮ ❬✶✾❪✳

❙✐❣♥❛❧✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts✴❞✐st♦rt✐♦♥s ❬✶✶❪ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳
■♥ ❡❝❤♦✲♣❧❛♥❛r ✐♠❛❣✐♥❣ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✮✱ s❧✐❝❡✲t✐♠✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❬✼✹❪ ✐s
✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❞r♦♣ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s t❤❛t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t
s❧✐❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ✈♦❧✉♠❡ ❛r❡ ✐♠❛❣❡❞ ❛t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ✭✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✮ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡✲
s♣♦♥s❡ ❧❡✈❡❧s✳ P❛rt✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢
❛♥ ♦❜❥❡❝t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✈♦①❡❧ ❬✽✹❪✳ ❈❤❡♠✲
✐❝❛❧ s❤✐❢t ❛rt✐❢❛❝ts ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛rt✐❢❛❝ts ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ♥✉❝❧❡✐ ✈❛r✐❡s s❧✐❣❤t❧② ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t✐ss✉❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❬✹✾❪✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ s♣✉r✐♦✉s ❧❛②❡rs
❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t✐ss✉❡s✳ ❘✐♥❣✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts ❬✻✹❪ ❛r❡
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ●✐❜❜s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✲
♦✉s ✐♥t❡♥s✐t② r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❛t ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❛s ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❋♦✉r✐❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ t❤✐♥❦ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✐❞❡❛ t♦ r❡❛❞ ❛❜♦✉t ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼❘■ ❛rt✐❢❛❝t ✐♥t♦ ❞❡t❛✐❧s❬✸✻❪✳

P❛t✐❡♥t✲r❡❧❛t❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts✴❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣❡❞ s✉❜❥❡❝t✳ ▼♦✲
t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❬✸✵❪ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s t♦

✶✼



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❢▼❘■ st✉❞✐❡s

t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡
♠♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❜r❡❛t❤✐♥❣ ♦r ❤❡❛rt ❜❡❛t✱ ✇❤✐❧❡ s♦♠❡ ❛r❡ ♠❡r❡
♠♦✈❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❢♦r t❤❡ s✉❜❥❡❝t t♦ r❡♠❛✐♥ st❡❛❞②
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❚♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r s✉❜❥❡❝t ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s
❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❧✐❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈♦①❡❧s✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱
❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ s✐♥❝❡ ♠♦t✐♦♥ ❝✐♥❡t✐❝s ✐s ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❞ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ♥♦♥✲r✐❣✐❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✜❡❧❞
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❬✾✸✱ ✸✵❪✳ ❖♥❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐s t♦ r❡❣✐st❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
✐♠❛❣❡s t♦ ❛♥ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✳ ❚❤✐s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡✲
❧❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡
s♣❛t✐❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬✷✼❪ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✭✐✳❡✳ r❡❣✐str❛t✐♦♥ t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡
st❡r❡♦t❛①✐❝ s♣❛❝❡ ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ s✐③❡✮✳ ❙♣❛t✐❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ❛s ✐t ✐s ❛ ❦❡② ♣♦✐♥t t♦ ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ❬✹✻❪✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ♣❛t✐❡♥t✲r❡❧❛t❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts t❤❛♥ ♠♦t✐♦♥✳ ❋❡rr♦♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s ♦r ♠❛❦❡✲✉♣ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ♠❡t❛❧ ❛rt✐❢❛❝ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡②
❧♦❝❛❧❧② ❞✐st♦rt t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❬✺✹❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧✐q✉✐❞ ✢♦✇s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤✉✲
♠❛♥ ❜♦❞② ✭❡✳❣✳ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇✮ ❛❧s♦ ❛❧t❡r ❧♦❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ♠❛② ②✐❡❧❞
❛rt✐❢❛❝ts ❬✷✵❪✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ t♦ ❛ ✈♦①❡❧✬s t✐♠❡ ❝♦✉rs❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t t✐♠❡ ❝♦✉rs❡✳ ■♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦✇❡r ❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❛s❦✲
r❡❧❛t❡❞ ❡✈❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ s♦♠❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♥♦✐s❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✉s✱
♦♥❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❧♦✇✲ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲♣❛ss ✜❧t❡rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
✐♠❛❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳ ❙✉❝❤ ❛ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❝❛❧❧❡❞
t❡♠♣♦r❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❙♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✿ ✐t ✐s ✉s❡❞
t♦ s♣❛t✐❛❧❧② s♠♦♦t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t♦ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡①t❡♥t ✐s
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r t❤❡♦r❡♠ ❬✾✷❪ st❛t❡s
t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡
♣r♦s ❛♥❞ ❝♦♥s ♦❢ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳

✶✳✷✳✷✳✸ ❙♣❛t✐❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

❆❧t❤♦✉❣❤ ♦♣t✐♦♥❛❧ ✐♥ ✐♥tr❛✲s✉❜❥❡❝t st✉❞✐❡s✱ s♣❛t✐❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦s✲
s✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✐♠❛❣❡ ✐♥ ✐♥t❡r✲s✉❜❥❡❝t ❛♥❛❧②③❡s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♦♥❡
s✉❜❥❡❝t ❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❡r❡♦t❛①✐❝ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s ♦♥❡
✐s t❤❡ ❚❛❧❛✐r❛❝❤ s♣❛❝❡ ❬✽✶❪✱ t❤❛t ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❧❛♥❞♠❛r❦s
♦❢ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜r❛✐♥✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡s❡ ❧❛♥❞♠❛r❦s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② ❏❡❛♥ ❚❛✲
❧❛✐r❛❝❤ ❛s ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦st r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ♦♥❡s ❛❝r♦ss ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚❤❡ ▼♦♥tr❡❛❧
◆❡✉r♦❧♦❣✐❝❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ✭▼◆■✮ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❜② r❡❣✐st❡r✐♥❣ ❛♥❞
❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❤✉♥❞r❡❞ s✉❜❥❡❝ts ❬✷✸❪✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ r❡❣✐st❡r ♦♥❡ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣❡ t♦ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❢♦✉r st❡♣s✿
✭✐✮ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡r✐♦r ❝♦♠♠✐s✉r❡ ✐s ❛t
t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ st❡r❡♦t❛①✐❝ s♣❛❝❡ ❀ ✭✐✐✮ ❛ r♦t❛t✐♦♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✲❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝
♣❧❛♥❡ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ y ❛①✐s ✭✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ z ❛①✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ s❦✉❧❧✮ ❀ ✭✐✐✐✮ ❛ r♦t❛t✐♦♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r
❝♦♠♠✐s✉r❡ ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ x ❛①✐s ❀ ✭✐✈✮ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦t❤❡rs s♣❡✲
❝✐✜❝ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❧❛♥❞♠❛r❦s s♦ t❤❛t t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s✐③❡✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st

✶✽



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❢▼❘■ st✉❞✐❡s

mm ✭❛✮ mm ✭❜✮ mm ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❈♦♥tr❛st ♠❛♣s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❛s❦ ✭❛①✐❛❧ ❝✉t✱ ③ ♠❛♣s✮✳ ❚❤❡
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ✇r✐tt❡♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♠❛♣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❛s❦❀ ✭❜✮ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♠❛♣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s❡♥t❡♥❝❡ r❡❛❞✐♥❣ ❀
✭❝✮ ❚❤❡ ❝♦♥tr❛st ♠❛♣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❛s❦ ❛♥❞
s❡♥t❡♥❝❡ r❡❛❞✐♥❣✳

❛ ❧♦t ♦❢ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❝❛♥ r❡❣✐st❡r ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣❡s t♦ ❛ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞
t❡♠♣❧❛t❡ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✼✾❪ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✮✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ r❡q✉✐r❡ ✉s❡r ✐♥t❡r✲
✈❡♥t✐♦♥ ❬✺✸❪✱ s♦♠❡ ♦t❤❡rs ✉s❡ ♥♦♥✲r✐❣✐❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❬✹✻❪✱ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✉s❡ s✉r❢❛❝❡✲❜❛s❡❞ ❧❛♥❞♠❛r❦s ❬✷✺❪ ♦r ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❧❛♥❞♠❛r❦s s✉❝❤ ❛s s✉❧❝✐ ❬✶✺❪✳

✶✳✷✳✷✳✹ ❈♦♥tr❛sts ❡st✐♠❛t✐♦♥

❆s ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■ ✐s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✭❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥✮
t❛s❦✲s♣❡❝✐✜❝ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡✲
t✇❡❡♥ t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❛s❦ ♥♦t ♦♥❧②
✐♥✈♦❧✈❡s ❜r❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦s t❤❛t ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❝✲
t✐✈❛t❡s t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ♦r ❛✉❞✐t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✮✳ ❚❤✉s✱ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥s r❡❧❛t❡❞ t♦
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❛s❦ ❛♥❞ ❛
✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭♦r ❧✐st❡♥✐♥❣✮ t❛s❦✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳ ■♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■
♣r♦t♦❝♦❧✱ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠ s❡✈❡r❛❧ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ t❛s❦s✱ t❤❛t
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ②✐❡❧❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ❛❝t✐✈✐t② ♠❛♣s✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❝♦♥tr❛st ♠❛♣s✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ❝♦♥tr❛st ♠❛♣s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✬s t✐♠❡ ❝♦✉rs❡ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ ●❡♥❡r❛❧ ▲✐♥❡❛r
▼♦❞❡❧ ✭●▲▼✮ ❬✷✾❪✿

Y = X1β + ǫ1. ✭✶✳✶✮

Y ✐s ❛ (t × v) ♠❛tr✐① t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ t ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ v
✈♦①❡❧s ❡❛❝❤ ✭♥♦t❡ t❤❛t ❛ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ❜r❛✐♥ ♠❛s❦ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
✐♠❛❣❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦①❡❧s✮✳ β ✐s t❤❡ (m × v) ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♠❛tr✐① t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ X1 ✐s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♠❛tr✐① ♦❢ s❤❛♣❡ (t × m)
t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ m ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛t❡s t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦r t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❡♥t s✉❝❤ ❛s ✧s♦✉♥❞ ❤❡❛r❞✧
♦r ✧❜✉tt♦♥ ♣r❡ss❡❞✧✮✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♠❛tr✐① ✐s ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❍❛❡♠♦❞②♥❛♠✐❝
❘❡s♣♦♥s❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❍❘❋✮ ✜❧t❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✮ t❤❛t r❡❧❛t❡s t❤❡ s②♥❛♣t✐❝ ❛❝t✐✈✲
✐t② t❤❛t ❝❛✉s❡s t❤❡ ❇❖▲❉ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ǫ1 ✐s
❛ t × v ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ǫ1(·,i) ∼ N (0, σ2Vi)✱ ✇❤❡r❡ ǫ1(·,i) ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r t❤❛t
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ it❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ǫ1✳ ❆ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ✜t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢
❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts β̂ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ s❝❛❧❡

✶✾
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✯ ❂

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❉❡s✐❣♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❍❛❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❘❡s♣♦♥s❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❍❘❋✮✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥
♠❛tr✐① ✭❧❡❢t✮ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❍❘❋ ❤❡❧♣s
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥❡✉r♦♥s r❡s♣♦♥s❡ ❞❡❧❛② ❛♥❞ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❇❖▲❉ s✐❣♥❛❧✳
■t ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♠❛tr✐① ✈✐❛ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

σ̂✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ t❡st✐♥❣ ❢♦r t❤❡
st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿ ♦♥❡ ✉s❡s ❛ ❝♦♥tr❛st
✈❡❝t♦r c t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st ♦♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛t❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛
s✐♠♣❧❡ t❡st ♦♥ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛♥ t❤❡ ✜rst
❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✈✐❡✇✐♥❣ ❧❡tt❡rs ♦♥ ❛ s❝r❡❡♥ ✇❤✐❧❡
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❛s❦ ❢r♦♠ ✈✐s✉❛❧❧②
♣r❡s❡♥t❡❞ st✐♠✉❧✐✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ♠❛♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛❝✲
t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❋✲st❛t✐st✐❝
❛t t❤❡ it❤ ✈♦①❡❧✿

Fi =
Tr(cβ̂(·,i)β̂

T

(·,i)c
T)

σ̂2Tr(cT(XT

1 ViX1)−1c)
, ✭✶✳✷✮

✇✐t❤ c = (−1, 1, 0, . . .)✳ ❚❤❡ F ✲st❛t✐st✐❝ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳
❆ t✲st❛t✐st✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐s t♦
❝♦♥✈❡rt t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝s ✐♥t♦ z✲✈❛❧✉❡s ✭✐✳❡✳ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ st❛t✐st✐❝✮✳ ❙✉❝❤ ❞❡❝✐✲
s✐♦♥ st❛t✐st✐❝s r❡✢❡❝t ❛♥ ❡✛❡❝t s✐③❡✱ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❤❛♥❝❡ ✭✐✳❡✳ ✐❢ ♥♦ ❡✛❡❝t ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t✮✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛♥
❡✛❡❝t✱ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥t✐sts ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ✐ts s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞
❜② ❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ F ✲ ♦r t✲st❛t✐st✐❝s ✐♥t♦ ♣✲✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐st✐❝s ✈❛r✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡
❞❡s✐❣♥ ♠❛tr✐①✱ m✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② t − m ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✳

✶✳✷✳✸ ■♥t❡r✲s✉❜❥❡❝t ✭♦r s❡❝♦♥❞✲❧❡✈❡❧✮ ❛♥❛❧②s✐s

●r♦✉♣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛ss❡ss
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦♥ ❜r❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣❛tt❡r♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♠❛♣s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s✉❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛t❡✳ ■❢
❣r♦✉♣s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❛t ✈❛r✐❛t❡✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♣❡r❢♦r♠ st❛t✐st✐❝❛❧
t❡sts t❤❛t ❝♦♥✜r♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ s✉❜❥❡❝ts✱ t❤❡
♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✐s t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥t❡r✲s✉❜❥❡❝ts ✭♦r s❡❝♦♥❞✲❧❡✈❡❧✮ ❛♥❛❧②s✐s ❛✐♠ ❛t
✉♥❝♦✈❡r✐♥❣ s✉❝❤ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢
♦t❤❡r ✈❛r✐❛t❡s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

✶❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♣r❛❝t✐❝❡ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ♣r❛❝t✐❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✺✽❪✳

✷✵
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mm mm mm mm

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❈♦♥tr❛st ♠❛♣s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦t♦r t❛s❦ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❥❡❝ts ✭s❛❣✐tt❛❧ ❝✉t✱
③ ♠❛♣s✱ ❬❧❡❢t✲r✐❣❤t❪ ❝♦♥tr❛st✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr❛st ♠❛♣s ❛r❡ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s✐♠✐❧❛r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s
❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❙♣❛t✐❛❧ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✐s t❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
❜❡t✇❡❡♥✲s✉❜❥❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✭♥♦t ❛♣♣❧✐❡❞ ❤❡r❡✮✳

✶✳✷✳✸✳✶ ❱❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛

❚✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❥❡❝ts✿ t❤❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧
✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❬✸✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❬✻✼❪✳

❆♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r❛✐♥ s✐③❡✱ s❤❛♣❡✱ ❢♦❧❞✲
✐♥❣ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛❝r♦ss s✉❜❥❡❝ts✳ ❆ ❜❡tt❡r ❜❡t✇❡❡♥✲s✉❜❥❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥❝❡ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉r❢❛❝❡✲❜❛s❡❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t
❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ❬✷✺❪ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✸✮✳ ❚❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s
❝♦♠♠♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ✶❝♠✳ ❙♠♦♦t❤✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦r
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ❛s ✐♠❛❣❡s ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✐♠♣r♦✈❡s ❛❣❛✐♥ t❤❡
❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜✉t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦ss ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❢♦r t❤❡
s✉❜s❡q✉❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✾✷❪✮✳

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❜❡t✇❡❡♥✲s✉❜❥❡❝t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ t❛s❦✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ✈❛r✐♦✉s ❝♦❣♥✐✲
t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡❛❞✐♥❣
t❛s❦ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ s✉❜❥❡❝t ❝❛♥ r❡❛❞ ❛ ✇♦r❞ ❜② r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ ✐t ❛s ❛
✇❤♦❧❡✱ ♦r ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❡tt❡rs ♦♥❡ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❬✶✸❪✳
■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ t❛s❦ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✱ ❜✉t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ♦♥ ❢▼❘■ ❝♦♥tr❛st ♠❛♣s ❜② ❞✐st✐♥❝t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
♣❛tt❡r♥s✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳ ❲✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ s♦ ❡①tr❡♠❡✱ s♠❛❧❧
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❥❡❝ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❧❡① t❛s❦s ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐♥t❡r✲s✉❜❥❡❝t ❛♥❛❧②s✐s r❡q✉✐r❡ ✜♥❡✲t✉♥❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧
♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐♦✉s ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❬✾✵✱ ✼✵❪✳

❙✉r❢❛❝❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②③❡s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲s✉❜❥❡❝t ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s
❛♥❞ ❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❬✽✺❪✱ ❜✉t ✐t ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② r❡❞✉❝❡ t❤❡
❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳

✶✳✷✳✸✳✷ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s✉❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤❛t
t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❛s❦✳ ❙❡❝♦♥❞✲❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②③❡s✱ ♦r
❣r♦✉♣ st✉❞✐❡s ❛✐♠ ❛t ✜♥❞✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ✭t❤❡ t❛r✲
❣❡ts✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♠❛❣✐♥❣ ✈❛r✐❛t❡s ✭t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✮✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ ♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥❛❧
✈❛r✐❛t❡s ✭t❤❡ ❝♦♥❢♦✉♥❞s✮✳ ❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

B = X2γ + ǫ2, ✭✶✳✸✮

✷✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❢▼❘■ st✉❞✐❡s

✇❤❡r❡ X2 ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲❧❡✈❡❧ ❞❡s✐❣♥ ♠❛tr✐① ✭t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♥❢♦✉♥❞s✮✱ γ ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ B ✐s ❛ n × v ♠❛tr✐①
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✜rst✲❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛♣s ♦❢ n s✉❜❥❡❝ts✱ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ v ✈♦①❡❧s
❡❛❝❤✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✳✶ ❛♥❞ ✶✳✸✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠✐①❡❞ ❡✛❡❝ts
♠♦❞❡❧ ✭▼❋❳✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡ ✉s❡❞ ✭ǫ1 ❛♥❞ ǫ2✮✿

Y = X1X2γ +X1ǫ2 + ǫ1. ✭✶✳✹✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✹ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ s✉❜❥❡❝t r❡s♣♦♥s❡ ♠❛t❝❤❡s ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✲
❧❡✈❡❧ ♣❛tt❡r♥ ✭✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ǫ2✮ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② s♦♠❡ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝
✈❛r✐❛t✐♦♥s ✭❛s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ǫ1✮✳ ❚♦ s♦❧✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✹✱ ❛ t✇♦✲st❛❣❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬✹✵❪ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞✿ ❚❤❡ ♠❛♣s t❤❛t
❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✲❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✮ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ♠❛♣s✱
t❤❡ t✲✈❛❧✉❡s ♠❛♣s✱ ♦r ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛♣s t❤❛t ❝❛rr② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst✲
❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✹ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❝♦♥tr❛st
♠❛♣s ❛r❡ ✉s❡❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛♣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝♦❡✣❝✐❡♥ts β̂✮✳ ❖♥❡ ❛❧s♦ r❡t❛✐♥s t❤❡ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ✜rst✲❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ✕ ♥❛♠❡❧② σ̂ ✕✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♠♦♥
❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ s✉❜❥❡❝ts✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧ ✭❘❋❳✮✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧
t❡sts ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ t❡sts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst✲❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✹✮✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ♦❢
❝❤❛♣t❡r ✷ r❡✈✐❡✇s t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❦✐♥❞ ♦❢ ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t♦ t❡st ✐❢ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐❣♥❛❧ ❛❝r♦ss s✉❜✲
❥❡❝ts ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♥♦♥✲♥✉❧❧✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛t❡ ✭t❤❡
✐♥t❡r❝❡♣t✮ ❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧♦❝❛t✐♦♥
✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r♦✉♣✲❧❡✈❡❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛t t❤❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤❡♥
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❛s❦ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
✇✐t❤ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❣r❛② ♠❛tt❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛♣s
❛s ✐♥ ❱♦①❡❧ ❇❛s❡❞ ▼♦r♣❤♦♠❡tr② ✭❱❇▼✮ ❬✷❪ ✭s❡❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✸✱
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✮✿ ❣r❛② ♠❛tt❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛♣s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❬✶✷❪ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✮❀ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ s♦ ❛s
t♦ ♦❜t❛✐♥ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛♣s❀ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ s♠♦♦t❤❡❞
s♦ ❛s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❜❡t✇❡❡♥✲s✉❜❥❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s❀ ✜♥❛❧❧② ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛s❤✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■ ❛♥❛❧②s✐s✳

✶✳✷✳✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡

▼♦st ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞✐❡s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✶✵ t♦ ✺✵ s✉❜❥❡❝ts✳
❚❤✐r✐♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✽✷❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✷✵ ✇❛s ❛ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ r❡✲
♣r♦❞✉❝✐❜❧❡✳ ■♥ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s✱ ♠❛✐♥❧② ❝❧✐♥✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ r❛r❡ ❞✐s❡❛s❡s✱
❧❡ss t❤❛♥ ✶✵ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❋♦r ✶✺ ②❡❛rs✱ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥t✐sts ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦
♠❛♣ t❤❡ ❜r❛✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❛s❦s ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥
t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t ✭❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✮✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❜r❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t❧❛s❡s
t❤❛t r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣❤r❡♥♦❧♦❣✐sts ✇♦r❦ ✕ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✕✱ ✇✐t❤ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
t❡♠♣♦r❛❧ r❡❣✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛✉❞✐t♦r② t❛s❦s ❬✸✼✱ ✺✱ ✾✹❪✱ ♦r ♦❝❝✐♣✐t❛❧ r❡❣✐♦♥s
✇✐t❤ ✈✐s✉❛❧ t❛s❦s ❬✷✶✱ ✼✽❪✳ ❆t ◆❡✉r♦s♣✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝❡♥t❡r✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■ ♣r♦✲
t♦❝♦❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞ ❛s ❛ r♦✉t✐♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ♠❛♣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦❣♥✐t✐✈❡
❜r❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✻✻❪✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
t❛s❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❜r❛✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ r❡❛❝t✐♦♥ t♦ ❛✉✲
t♦❜✐♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❡✈❡♥ts ❬✶✵❪ ♦r ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ❬✻❪✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡♠❛r❦ ❛

✷✷



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❢▼❘■ st✉❞✐❡s

❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡s✱ ❛s ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❡❛s✐❡r t♦ ❛❝q✉✐r❡✳ ❚❤❡
tr❡♥❞ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♠♦r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❜r❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤✐❝❤
s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❞❡❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✽✻❪✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡
♣❤r❡♥♦❧♦❣✐sts ♠♦❞❡❧ ❬✼✻❪✳ ❨❡t✱ r❡❣✉❧❛r ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②③❡s st✉❞✐❡s ❛r❡ st✐❧❧ r❡❧❡✈❛♥t✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❙✉❝❤ ✈❛r✐❛t❡s ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ ❛s ❞✐❛❣♥♦s✐s ✐♥❞✐❝❛t♦rs r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❡❛s❡ ✭❡✳❣✳ ❬✼✼✱ ✺✶❪✮ ♦r
r✐s❦② ❜❡❤❛✈✐♦rs ❬✺✵✱ ✺✾❪✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ st✉❞✐❡s✳

✶✳✷✳✸✳✹ ◆❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ st✉❞✐❡s

◆❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❦✐♥❞ ♦❢ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞② t❤❛t
✐♥✈♦❧✈❡s ❣❡♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛t❡s ✐♥ t❤❡✐r ❞❡s✐❣♥ ♠❛tr✐① ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✻✱ ✾❪✮✳ ▼♦st ♦❢
t❤❡ t✐♠❡✱ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛t❡s ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❝❛✲
t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❆❉◆✱ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❙✐♥❣❧❡ ◆✉❝❧❡♦t✐❞❡ P♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ ✭❙◆P✮ ❬✺✺❪✳ ❚❤❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❙◆P✭s✮ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢t❡♥ ❝r❡❛t❡s ✐♠❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝❧❛ss❡s ♦r ✐❧❧✲♣♦s❡❞
❞❡s✐❣♥s ❛s s♦♠❡ ❣❡♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥❧② ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ ❢❡✇ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
✭s♦♠❡t✐♠❡s ❧❡ss t❤❛♥ ✺✮✳ ❙◆Ps ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① st❛t✐st✐❝❛❧
str✉❝t✉r❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♠♦❞❡❧ ❡①✐sts✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ❞✐✣❝✉❧t② r❡❧❛t❡❞ t♦
❙◆Ps ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✉♣ t♦ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤✉♠❛♥ ❣❡♥♦♠❡ ❬✼✷❪✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛s ♠❛♥② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛t❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✲
✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ●❡♥♦♠❡ ❲✐❞❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❙t✉❞✐❡s ✭●❲❆s✮ ❬✽✵✱ ✶✼❪ ❛r❡ ❡s✲
♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ s❝r❡❡♥✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣❡♥♦♠❡ ✐♥ s❡❛r❝❤ ♦❢ ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣❡s ♣❤❡♥♦t②♣❡s ❛♥❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❣❡♥❡t✐❝
✈❛r✐❛t❡s ✭❣❡♥❡s ♦r ❙◆Ps✮✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ❙◆Ps ❛r❡ t❡st❡❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t❤❡r❡ ✐s t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤
♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥
t♦ st❛t✐st✐❝✐❛♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ◆❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣❡✲
♥❡t✐❝ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✉❜❥❡❝t t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♣r♦❜❧❡♠s ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❞❛t❛ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥
✐♠❛❣❡s ✭✉♣ t♦ t❡♥t❤ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ✈♦①❡❧s✮✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❥♦✉r♥❛❧s✱ ❛♥②
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛t❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s✉❧ts
✐❢ t❤❡s❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♥❝♦rr❡❝t❡❞ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ 10−8 ❛t ♠♦st✷ ❢♦r ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♣❤❡♥♦✲
t②♣❡ ❬✹❪✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡t✐❝ ❞❛t❛✱ ❡①♣❡rts ✐♥ ❣❡♥❡t✐❝s ❜✉✐❧❞
❛ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ t❤❛t ❤❡❧♣s t❛r❣❡t✐♥❣ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛ss♦✲
❝✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❙◆Ps ❛♥❞ ❜r❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❜✉t t❤❡② ♠❛✐♥❧② ❞♦ ✐t ❛t t❤❡
❣❡♥❡ s❝❛❧❡✳ ❆t ❜❡st✱ ❛ ❢❡✇ ❞♦③❡♥ ♦❢ ❙◆Ps ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❱♦✉♥♦✉
❡t ❛❧✳ ❬✽✽❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ st✉❞✐❡s ✐♥t♦ ❢♦✉r
❣r♦✉♣s✿ ❜r❛✐♥✲✇✐❞❡✱ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✲❣❡♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭❇❲✲❈●❆✮ st✉❞✐❡s❀ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
♣❤❡♥♦t②♣❡✕❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭❈P✕●❲❆✮ st✉❞✐❡s❀ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣❤❡♥♦t②♣❡✕
❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❣❡♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭❈P✕❈●❆✮ st✉❞✐❡s❀ ❛♥❞ ❜r❛✐♥✲✇✐❞❡✱ ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭❇❲✲●❲❆✮ st✉❞✐❡s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❇❲✲❈●❆ st✉❞✐❡s ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ●❲❆s t❤❛t ♠❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❡♥❝♦♠♣❛ss ❈P✕●❲❆ ❛♥❞
❇❲✲●❲❆ st✉❞✐❡s✳

✶✳✷✳✹ ▼❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣r♦✉♣
st✉❞✐❡s

✷❈♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❣❡♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛t❡s✳

✷✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❢▼❘■ st✉❞✐❡s

✶✳✷✳✹✳✶ ❖✉t❧✐❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡

▼❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦♥❡ t♦ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡rr♦rs s✉❝❤ ❛s s❝❛♥♥❡r
✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ♦r ✐ss✉❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜✐♦✲♠❡❞✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡s❡ ❞❛t❛s❡ts ♠❛② ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥ ✉♥❝♦♠♠♦♥✱ ②❡t t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t✱
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▼❛♥✉❛❧ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐s ♦❢t❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞r✐✈❡ ♦✉t s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❙✉❝❤ ❛ q✉❛❧✐t②✲❝❤❡❝❦ ✐s ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♠❡❡ts s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡s✐❣♥ ❜❛❧❛♥❝❡✱ ✉♥✐✲
♠♦❞❛❧ ❞❛t❛✱ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ❆s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✐♠♣r♦✈❡s✱ ♠❛♥✉❛❧ s❝r❡❡♥✲
✐♥❣ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t❡❞ t♦♦❧s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱
t❤❡s❡ t♦♦❧s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡
❞❛t❛s❡t st❛t✐st✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ t❤❛t ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ■t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦
♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞②✳ ❋✐rst✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ❛♥ ♦✉t❧✐❡r ✐s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣♦s✲
s✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡
✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♦✉t❧✐❡rs ♠❛② ✐♥ ❢❛❝t r❡✢❡❝t ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s❡❧❞♦♠ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t ❬✼✶❪
✭❡✳❣✳ ❛ t✐♥② ❝❧✉st❡r ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♦✉t❧✐❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛st❡✮✱
✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
❚❤✐r❞✱ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ♦✉t❧✐❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡✐r
❢❡❛t✉r❡s✱ ❛♥❞ st✐❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
✐♥ s♦♠❡ ❜r❛✐♥ r❡❣✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉r ✇♦r❦✮ r❡♣♦rts
s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞✐❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲r♦❜✉st
❛♥❞ ❛ r♦❜✉st ✈❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❜♦t❤
❝❛s❡s ❬✸✶✱ ✽✾✱ ✻✸❪✳ ❚❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ❛♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝♦♥tr♦❧
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❧✐❡rs✱ ❜✉t t❤❡② ❝❧❡❛r❧② ♣♦✐♥t ♦✉t ✐ts ❞❛♥❣❡r✳

❈❤❛♣t❡r ✸ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t❧✐❡rs ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣
❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ ♠❛✐♥❧② t❛r❣❡ts ❝❧✐♥✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ✇❤❡r❡ s✉❜❥❡❝ts ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❧❛②s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ r❡♠❛✐♥ ❛✇❛r❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② r❡❛s♦♥ ✇❤② r♦❜✉st ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡r
❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ❛❞❞r❡ss❡s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
♣r♦❜❧❡♠ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❙✉❜s❡❝t✐♦♥✳

✶✳✷✳✹✳✷ ❉❛t❛ s❝❛r❝✐t② ❛♥❞ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t②

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡
♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ❢❡✇ ❞♦③❡♥s ♦❢ s✉❜❥❡❝ts✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ s✉❝❤ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❤✐♥❞❡r❡❞ ❜② t❤❡
❧❛r❣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦ s✉❜t❧❡ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡ st❛✲
t✐st✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ✐s ♣♦♦r✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ st✉❞✐❡s✱ ❧❛r❣❡
❝♦❤♦rts ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵✵ s✉❜❥❡❝ts st❛rt t♦ ❡♠❡r❣❡ ❛s ♣❛rt ♦❢ ♠❛❥♦r ♣r♦❥❡❝ts ✭❡✳❣✳
■♠❛❣❡♥ ❬✼✸❪✱ ❍✉♠❛♥ ❈♦♥♥❡❝t♦♠ Pr♦❥❡❝t ❬✽✼❪✱ ❆❉◆■ ❬✹✸❪✮✳ ❋r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t s❡❡♠s ❤♦✇❡✈❡r t❤❛♥ ♠♦r❡ s✉❜❥❡❝ts ✭✶✵ t♦ ✶✵✵ t✐♠❡s ♠♦r❡✮ ✇♦✉❧❞
❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ ✜♥❞✐♥❣s ❬✽✵❪✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
r❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s✳

❇❡❢♦r❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t r❡✲
❞✉❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡s r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♠❛②

✷✹



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❢▼❘■ st✉❞✐❡s

❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❞❛t❛ ✭s❡❡ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❛❜♦✉t ♦✉t✲
❧✐❡rs✮✳ ❘♦❜✉st st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞r♦♣ t❤❛t s♦✉r❝❡ ♦❢ ✈❛r✐✲
❛❜✐❧✐t②✳ ❙♦♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s ②❡t ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣
❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲
❛rt ♠❡t❤♦❞s✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ s❛♠❡
❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ r❛♥❞♦♠ s✉❜❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❤♦rt✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ♠♦r❡✲
♦✈❡r ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❛✛♦r❞s ❛ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ st❛t✐st✐❝❛❧
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ s✉❜t❧❡ ❡✛❡❝ts✳

✶✳✷✳✹✳✸ ❉❛t❛ q✉❛❧✐t② ✐s ❤❛r❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧

❆ st❛♥❞❛r❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ✈♦①❡❧✲✇✐s❡ ❛♥❛❧②③❡s ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞♦❡s ❛❧✲
♠♦st ♥❡✈❡r ❤♦❧❞s ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❙❤❛♣✐r♦✲❲✐❧❦ ●❛✉ss✐❛♥✐t②
t❡st ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❬❆♥❣r② ❢❛❝❡s ✈✐❡✇✐♥❣ ✲ ❈♦♥tr♦❧❪ ❢▼❘■ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❣r❛②
♠❛tt❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛♣s ♦❢ ✶✺✵✵ s✉❜❥❡❝ts✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✭♥♦t s❤♦✇♥✮ ✇❡r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♣❛r❝❡❧✲❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡s ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ❢♦r ❜r❛✐♥ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✶✵✵✱
✶✵✵✵ ❛♥❞ ✶✵✵✵✵ ♣❛r❝❡❧s✳ ❚❤❡ s❦❡✇♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❦✉rt♦s✐s ♦❢ t❤❡ ✈♦①❡❧s ❛❝r♦ss
s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ❢♦r ❢▼❘■ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ❢♦r ❣r❛② ♠❛t✲
t❡r ✐♥t❡♥s✐t② ♠❛♣s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✈♦①❡❧s ❤❛✈❡ s❦❡✇♥❡ss ❛♥❞ ❦✉rt♦s✐s
✈❛❧✉❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛ ✭♦♥❧② s✉❝❤ ✈❛❧✉❡s
❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞✮✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ s♠♦♦t❤ r❡❣✐♦♥❛❧✐③❡❞ ♣❛tt❡r♥s✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡
st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✈♦①❡❧s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❡❡ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❦❡✇♥❡ss ❛♥❞ ❦✉rt♦s✐s✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞
②❡t t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣✲❧❡✈❡❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✭♥♦t s❤♦✇♥✮✳ ❙tr♦♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ s❦❡✇♥❡ss ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❝♦♥t♦✉rs ❢♦r ❣r❛② ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ♠❛♣s✱
❛♥❞ str♦♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❧✐❡ ✐♥ ❞❡❡♣ ❜r❛✐♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❤✐❣❤✲✈❛r✐❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥s ✭✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✐s ❤✐❣❤❧②
✈❛r✐❛❜❧❡✮ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ s✉❜❥❡❝ts ♠❛② ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ❣r❛② ♠❛tt❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❧❛tt❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ s✉❜❥❡❝ts ✕♣r♦❜❛❜❧②
♦✉t❧✐❡rs✕ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❣r❛② ♠❛tt❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✶ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦✲
❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐r✐♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✽✷❪ ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✇❛s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❡♥❢♦r❝❡❞✳ ❑❤❡r✐❢ ❡t ❛❧✳ ❬✹✺❪ str❡ss❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛❜♦✉t r♦❜✉st st❛t✐st✐❝s ♣r♦✈✐❞❡s s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ t♦♦❧s
t♦ ♣❡r❢♦r♠ r❡❧✐❛❜❧❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❞❛t❛s❡ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❚❤✉s✱ r♦✲
❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞✐❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥
❝♦♠♣❧❡① ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✭❡✳❣✳ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ st✉❞✐❡s✮ ♦r ✇❤❡♥ ❧❛r❣❡
❝♦❤♦rts ❛r❡ st✉❞✐❡❞✳ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❜r♦✉❣❤t ❜② r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥✳

✶✳✸ ❙♦♠❡ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛t❛✲❛♥❛❧②s✐s s♦❢t✲

✇❛r❡s

❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦st❧②
P②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡s ❢♦r ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❤❛♥❞❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ■♠❛❣❡ Pr♦✲
❝❡ss✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤

✷✺
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10

✭❛✮

10

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✶✵♣✲✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ✈♦①❡❧✲✇✐s❡ ❙❤❛♣✐r♦✲❲✐❧❦ ●❛✉ss✐❛♥✐t② t❡st ❢♦r ✭❛✮
❢▼❘■ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡s❀ ✭❜✮ ❣r❛② ♠❛tt❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛♣s✳ ❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ❝❧❡❛r❧② ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♥♦t ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ✇✐t❤✐♥ ♣❛r❝❡❧s ❞♦❡s ♥♦t ❤❡❧♣✳

mm mm mm mm mm

mm mm mm mm mm

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❙❦❡✇♥❡ss ✭✜rst r♦✇✮ ❛♥❞ ❦✉rt♦s✐s ✭s❡❝♦♥❞ r♦✇✮ ❛❝r♦ss t❤❡ ❢▼❘■ ❝♦♥tr❛st
♠❛♣s ♦❢ ✶✺✵✵ s✉❜❥❡❝ts✳ P♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❦❡✇♥❡ss ❛♣♣❡❛r s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❱♦①❡❧s
✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❦✉rt♦s✐s ✈❛❧✉❡s s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❝❧✉st❡rs t❤❛t s♣❛t✐❛❧❧② ♠❛t❝❤ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤
t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛❜s♦❧✉t❡ s❦❡✇♥❡ss ✈❛❧✉❡s✳ ❙✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉❣❣❡st ❧♦❝❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧
str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❤✐♥❣ s❡❡♠s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❛tt❡r♥s✳

mm mm mm mm mm

mm mm mm mm mm

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ❙❦❡✇♥❡ss ✭✜rst r♦✇✮ ❛♥❞ ❦✉rt♦s✐s ✭s❡❝♦♥❞ r♦✇✮ ❛❝r♦ss t❤❡ ❣r❛② ♠❛tt❡r ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ♠❛♣s ♦❢ ✶✺✵✵ s✉❜❥❡❝ts✳ P♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❦❡✇♥❡ss st❛t✐st✐❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❜r❛✐♥
❝♦♥t♦✉rs✱ ✇❤✐❧❡ ❞❡❡♣❡r ❜r❛✐♥ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐t❡ ♠❛tt❡r ❤❛✈❡ str♦♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❦❡✇♥❡ss
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ str♦♥❣ ❦✉rt♦s✐s ✈❛❧✉❡s✳ ❯♥❧✐❦❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✱ t❤❡
♣❛tt❡r♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡s s❡❡♠ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❉❛t❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤
▼❛②❛✈✐✳ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛
s✉r❢❛❝❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♠❛t❝❤❡❞ t♦
t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✳

t❤❡② ❛❧❧ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♠❛❣❡ ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣✱ t❤❡✐r s♦✉r❝❡✲❝♦❞❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❞✐t❡❞ ❛s ❡❛s✐❧② ❛s P②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡s✱ r❡✲
s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❡ss ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡ ❢♦r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ s♦❢t✇❛r❡s
❤♦✇❡✈❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥ts s♣❡❝✐✜❝ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ tr❡❛t♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ♥♦t
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡❧s❡✇❤❡r❡✳

✶✳✸✳✶ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥

✶✳✸✳✶✳✶ ❆♥❛t♦♠✐st

❆♥❛t♦♠✐st ❬✶✹❪ ✐s ❛ ✈✐❡✇❡r ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✰✰✳ ■t ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t P②t❤♦♥ ❝♦❞❡✱ ❜✉t
✇❡ ✉s❡ ✐t ❢♦r ✐ts s✐♠♣❧❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❲❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ ❤♦✇ ✐t ✐s
❡❛s② t♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦❧♦r ♠❛♣ ♦❢ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❛❞❥✉st
t❤❡✐r ❜♦✉♥❞s✳ ❇❛s✐❝s ♦♣❡r❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s s✉♣❡r✐♠♣♦s✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦r s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣
t❤❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇✐♥❞♦✇s ❛r❡ ✈❡r② ❤❛♥❞② ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❧♦♦❦ ❛t
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛♥② ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ❜❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❛r❡
❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡✳

✶✳✸✳✶✳✷ ▼❛②❛✈✐

■♠❛❣❡s ✈✐③✉❛❧✐s❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ P②t❤♦♥ s❝r✐♣ts t❤r♦✉❣❤ ❝❛❧❧s t♦ t❤❡
▼❛②❛✈✐ ❬✻✾❪ P②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ r♦✉t✐♥❡s ✭♦✉t♣✉t ❡①❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡♥ ❛t ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✮✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✱ ▼❛②❛✈✐ s✉✐ts t❤❡ ♥❡✉r♦✲
s❝✐❡♥t✐sts ♥❡❡❞s ❛s ❢❡✇ ❝♦❞❡ ❧✐♥❡s ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✸❉ r❡♥❞❡r✐♥❣✱
♣r♦✈✐❞✐♥❣ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✈✐❡✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✜♥❡✲
t✉♥❡❞ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡s ❛ ❣♦♦❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ▼❛②❛✈✐ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s
❛♥❞ ❆P■✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐ts ✉s❡ r❡♠❛✐♥s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❝♦♠♣❧❡①
✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳

✶✳✸✳✷ ■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

✶✳✸✳✷✳✶ ❋r❡❡s✉r❢❡r

❚❤❡ ❋r❡❡s✉r❢❡r s♦❢t✇❛r❡ ❬✷✹❪✱ ❢r♦♠ ❍❛r✈❛r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✐s ♠❛✐♥❧② ❢❛♠♦✉s ❢♦r ✐ts
r♦❜✉st ❛♥❞ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡✿ ✐♥♣✉t r❛✇ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s
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❛r❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss❡❞✱ r❡❣✐st❡r❡❞✱ r❡s❛♠♣❧❡❞✱ s❡❣♠❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✭❡✳❣✳ ✜❜❡rs r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮✳ ❖t❤❡r s♦❢t✇❛r❡s s✉❝❤ ❛s
❇r❛✐♥✈✐s❛ ♦r ❈❛r❡t ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ ❜✉t t❤❡✐r ✉s❡ ✐s ❧❡ss
st❛♥❞❛r❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❋r❡❡s✉r❢❡r ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ♣r❡♣r♦❝❡ss✲
✐♥❣s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❇♦✉♥❞❛r②✲❇❛s❡❞ ❘❡❣✐str❛t✐♦♥ ✭❇❇❘✮✱ ✇❤✐❝❤
②✐❡❧❞s ❛ ❜❡tt❡r q✉❛❧✐t② r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ q✉❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣s✳

✶✳✸✳✷✳✷ ❙P▼

❙t❛t✐st✐❝❛❧ P❛r❛♠❡tr✐❝ ▼❛♣♣✐♥❣ ✭❙P▼✮ ✐s ❛ s♦❢t✇❛r❡ t❤❛t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✜♥❞ ❧♦❝❛❧
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t② ✉♥❞❡r s♣❡❝✐✜❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ❜r❛✐♥
✐♠❛❣❡s ❬✷✻✱ ✷✽❪✳ ❙P▼ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ✜rst✲❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛s ✇❡❧❧
❛s s❡❝♦♥❞✲❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡s ✐♥
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥tr❛st ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞❡s✐❣♥
♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ ▼❛t❧❛❜ ✐s ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦✳ ❆❧❧ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣❡s ✉s❡❞
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡r❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❙P▼✽ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹ ❛❜♦✉t t❤❡ ■♠❛❣❡♥
❞❛t❛❜❛s❡✮✳

✶✳✸✳✸ ◆♦t❡ ♦♥ ❛❧❧✲✐♥✲♦♥❡ s♦❢t✇❛r❡s

❚❤❡ t✇♦ s♦❢t✇❛r❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❧♦♦❦ ♠♦r❡ ❧✐❦❡ ♠❡t❛✲s♦❢t✇❛r❡s t❤❛t ❡♥❝♦♠✲
♣❛ss ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ ♥❡✇ ♦♥❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ♦♥❡ ✐s ❋❙▲ ✭❋▼❘■❇ ❙♦❢t✇❛r❡ ▲✐❜r❛r②✮ ❬✹✹✱ ✾✶✱ ✼✺❪✱ ❢r♦♠ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳
❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s♦❢t✇❛r❡s✱ ❛ ❞❡❢❛✉❧t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s s❡t ✉♣ s♦ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ r✉♥ ❛♥
❡♥t✐r❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤♦✉t ♥❡❡❞✐♥❣ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥② ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❜✉t t❤✐s ❢❡❛✲
t✉r❡ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✬s ✇❡❛❦♥❡ss ❛s t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ❛❝r♦ss
✈❡rs✐♦♥s ❛♥❞ ②✐❡❧❞ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ✈❡rs✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❛ r❡s❡❛r❝❤ r❡♣♦rt ❛s t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✶✳✸✳✹ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

✶✳✸✳✹✳✶ ❙❝✐❦✐t✲❧❡❛r♥

❙❝✐❦✐t✲❧❡❛r♥ ❬✻✺❪ ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ P②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♠♣❤❛s✐s ✐s ♣✉t ♦♥ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■ts ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ■♥r✐❛ P❛r✐❡t❛❧ t❡❛♠✳ ❙❝✐❦✐t✲❧❡❛r♥ ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣
s✐♥❝❡ ❛ ❧♦t ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣ ♦r ❞❛t❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✧♦✉t ♦❢ t❤❡ ❜♦①✧ ❜❡❢♦r❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❧② ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❙❝✐❦✐t✲❧❡❛r♥✱
✐✳❡✳ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❜② ❛
s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡♦♣❧❡✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t
❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts q✉❛❧✐t②✱ ❜✉t ❧✐♠✐ts t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡✱ t❤❛t ♥❡❡❞s
t♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛❝❦❛❣❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✲s♣❡❝✐✜❝
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✷✽



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❢▼❘■ st✉❞✐❡s

✶✳✸✳✹✳✷ ❙t❛ts♠♦❞❡❧s

❋✐♥❡✲t✉♥❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙t❛ts♠♦❞❡❧s✸ P②t❤♦♥
♣❛❝❦❛❣❡✳ ❯♥❧✐❦❡ ❙❝✐❦✐t✲❧❡❛r♥✱ st❛ts♠♦❞❡❧s ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ❛♥❞ ❡st✐♠❛t♦rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛r✐❛♥ts t❤❛t s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❛
♣♦♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ ❙t❛ts♠♦❞❡❧s ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ②❡t ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② ❝♦♠✲
❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣❛❝❦❛❣❡s t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♥❡✇ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s
✭❡✳❣✳ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉t❧✐❡r
❞❡t❡❝t✐♦♥✮✳

✶✳✸✳✹✳✸ ◆✐♣② ✴ ◆✐❧❡❛r♥

❉❛t❛ tr❡❛t♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ♣❛rts ♦❢
t❤❡ ◆✐♣② ❬✺✼❪ P②t❤♦♥ s♦❢t✇❛r❡✱ ♦r ✐ts ✭st✐❧❧ ②♦✉♥❣ ❜✉t ♣r♦♠✐s✐♥❣✮ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
◆✐❧❡❛r♥✹✳ ◆✐♣② ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣s✳ ❆s ♦♣❡♥✲
s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ P②t❤♦♥✱ ◆✐♣② ❛♥❞ ◆✐❧❡❛r♥ ❛r❡ ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤❡r ❛s t❤❡✐r ❝♦❞❡ s❡r✈❡s ❛s ❛ ❜❛s✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ t♦♦❧s✳
❚❤❡s❡ t♦♦❧s ❝❛♥ t❤✉s ❞✐r❡❝t❧② ❜❡ s❤❛r❡❞ ❛s r♦✉t✐♥❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ❜❛s❡✳

✶✳✹ ❚❤❡ ■♠❛❣❡♥ ❞❛t❛❜❛s❡

❚❤✐s t❤❡s✐s ✉s❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ■♠❛❣❡♥ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ■♠❛❣❡♥ ✐s ❛ ❊✉r♦♣❡❛♥
♠✉❧t✐❝❡♥tr✐❝ st✉❞② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛❞♦❧❡s❝❡♥ts ❬✼✸❪✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧❛r❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♥❡✉✲
r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇✐t❤ ❢▼❘■ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✾✾ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡s ❢♦r
✹ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✵✵✵ s✉❜❥❡❝ts✱ ✇❤♦ ❣❛✈❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ s✐❣♥❡❞ ❝♦♥s❡♥t✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✇❡ ♥♦t❛❜❧② ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝❡s ♣r♦✲
t♦❝♦❧ ❬✸✽❪ ❛♥❞ ✐ts ❬❛♥❣r② ❢❛❝❡s ✲ ❝♦♥tr♦❧❪ ❝♦♥tr❛st✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
✇❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❣r② ❢❛❝❡s ❛♥❞ ♥♦♥✲❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ st✐♠✉❧✐ ✭❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❲❡ ❛❧s♦
✉s❡ t❤❡ ❙t♦♣ ❙✐❣♥❛❧ ❚❛s❦ ✭❙❙❚✮ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬✺✷❪✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❬❣♦
✇r♦♥❣❪ ❡✈❡♥t✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♣✉s❤❡s t❤❡ ✇r♦♥❣ ❜✉tt♦♥✳ ■♠❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡
▼♦❞✐✜❡❞ ■♥❝❡♥t✐✈❡ ❉❡❧❛② ✭▼■❉✮ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬✹✼❪ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞✳

❊✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥t ✸❚ s❝❛♥♥❡rs ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs ✭●❊✱ ❙✐❡♠❡♥s✱ P❤✐❧✐♣s✮
✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❝q✉✐r❡ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❧✐❝❡ t✐♠✐♥❣
❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ s♣✐❦❡ ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡tr❡♥❞✐♥❣ ✭❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✮✱
❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✮✱ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❙P▼✽ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ✐ts ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡rs❀ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ r❡✲
s❛♠♣❧❡❞ ❛t ✸♠♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆❧❧ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ✇❛r♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼◆■✶✺✷ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
s♣❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❛ st✉❞②✲s♣❡❝✐✜❝ t❡♠♣❧❛t❡✳ ❖❜✈✐♦✉s ♦✉t❧✐❡rs ❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡
r✉❧❡s s✉❝❤ ❛s ❧❛r❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛❢t❡r t❤✐s st❡♣✳ ❇❖▲❉ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ✉s✐♥❣
❊❝❤♦✲P❧❛♥❛r ■♠❛❣✐♥❣✱ ✇✐t❤ ❚❘ ❂ ✷✷✵✵ ♠s✱ ❚❊ ❂ ✸✵ ♠s✱ ✢✐♣ ❛♥❣❧❡ ❂ 75◦ ❛♥❞ s♣❛✲
t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✸♠♠ × ✸♠♠ × ✸♠♠✳ ●❛✉ss✐❛♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛t ✺♠♠✲❋❲❍▼ ✇❛s
✜♥❛❧❧② ❛❞❞❡❞✺✳ ❈♦♥tr❛sts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♥♦♥✲
✐❝❛❧ ❤❛❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❤✐❣❤✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣

✸❤tt♣✿✴✴st❛ts♠♦❞❡❧s✳s♦✉r❝❡❢♦r❣❡✳♥❡t✴✳
✹❤tt♣✿✴✴♥✐❧❡❛r♥✳❣✐t❤✉❜✳✐♦✳
✺❙♠♦♦t❤✐♥❣ ✐s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst✲❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢

t❤❡ ✜rst✲❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝♦♥tr❛st ♠❛♣s✳

✷✾

http://statsmodels.sourceforge.net/
http://nilearn.github.io


■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❢▼❘■ st✉❞✐❡s

✭♣❡r✐♦❞ ❂ ✶✷✵s✮ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧❧② ❛✉t♦✲r❡❣r❡ss✐✈❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✜rst✲❧❡✈❡❧ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙P▼✽ s♦❢t✇❛r❡✳ ❚✶✲✇❡✐❣❤t❡❞ ▼P❘❆●❊
❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✶♠♠ × ✶♠♠ × ✶♠♠✱
❛♥❞ ❣r❛② ♠❛tt❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛♣s ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ✶✾✽✻ s✉❜❥❡❝ts ❛s ♦✉t♣✉ts ♦❢
t❤❡ ❙P▼✽ ✧◆❡✇ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❆
♠❛s❦ ♦❢ t❤❡ ❣r❛② ♠❛tt❡r ✇❛s ❜✉✐❧t ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❣r❛② ♠❛tt❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛♣s✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❞❛t❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✽✸❪✳ ●❡♥♦t②♣✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ✉s✐♥❣ ■❧❧✉♠✐♥❛ ◗✉❛❞ ✻✶✵
❛♥❞ ✻✻✵ ❝❤✐♣s✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✻✵✵✱✵✵✵ ❛✉t♦s♦♠✐❝ ❙◆Ps✳ ✹✼✼✱✷✶✺ ❙◆Ps
❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ t❤❡ t✇♦ ❝❤✐♣s ❛♥❞ ♣❛ss ♣❧✐♥❦ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭▼✐♥♦r ❆❧❧❡❧❡
❋r❡q✉❡♥❝② > 0.05✱ ❍❛r❞②✲❲❡✐♥❜❡r❣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ P < 0.001✱ ♠✐ss✐♥❣ r❛t❡ ♣❡r
❙◆P < 0.05✮✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆r❡③③♦✱ ❏✳✱ ❱❛✉❣❤❛♥ ❏r✱ ❍✳✱ ❑r❛✉t✱ ▼✳✱ ❙t❡✐♥s❝❤♥❡✐❞❡r✱ ▼✳✱ ▲❡❣❛tt✱ ❆✳✿ ■♥tr❛❝r❛✲
♥✐❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ ❡✈❡♥t✲r❡❧❛t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ♠♦♥❦❡②✳ ❋r♦♥t✐❡rs ♦❢ ❝❧✐♥✐❝❛❧
♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡ ✸✱ ✶✼✹✕✶✽✾ ✭✶✾✽✻✮

❬✷❪ ❆s❤❜✉r♥❡r✱ ❏✳✱ ❋r✐st♦♥✱ ❑✳❏✳✿ ❱♦①❡❧✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦♠❡tr② ✕ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ◆❡✉r♦✐♠✲
❛❣❡ ✶✶✭✻✮✱ ✽✵✺✕✽✷✶ ✭✷✵✵✵✮

❬✸❪ ❇❛❞✐❧❧♦✱ ❙✳✱ ❱✐♥❝❡♥t✱ ❚✳✱ ❈✐✉❝✐✉✱ P✳✿ ●r♦✉♣✲❧❡✈❡❧ ✐♠♣❛❝ts ♦❢ ✇✐t❤✐♥✲ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥✲
s✉❜❥❡❝t ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❢▼❘■✳ ◆❡✉r♦■♠❛❣❡ ✭✷✵✶✸✮

❬✹❪ ❇❛rs❤✱ ●✳❙✳✱ ❈♦♣❡♥❤❛✈❡r✱ ●✳P✳✱ ●✐❜s♦♥✱ ●✳✱ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❙✳▼✳✿ ●✉✐❞❡❧✐♥❡s ❢♦r
❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s✳ P▲♦❙ ❣❡♥❡t✐❝s ✽✭✼✮✱ ❡✶✵✵✷✽✶✷ ✭✷✵✶✷✮

❬✺❪ ❇❡rr②✱ ■✳✱ ❉❡♠♦♥❡t✱ ❏✳✱ ❲❛r❛❝❤✱ ❙✳✱ ❱✐❛❧❧❛r❞✱ ●✳✱ ❇♦✉❧❛♥♦✉❛r✱ ❑✳✱ ❋r❛♥❝♦♥✐✱ ❏✳✱
▼❛r❝✲❱❡r❣♥❡s✱ ❏✳✱ ❊❞❡❧♠❛♥✱ ❘✳✱ ▼❛♥❡❧❢❡✱ ❈✳✿ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛✉❞✐t♦r②
❝♦rt❡① ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■✳ ◆❡✉r♦✐♠❛❣❡ ✷✭✸✮✱ ✷✶✺✕✷✶✾ ✭✶✾✾✺✮

❬✻❪ ❇❡rt❤♦③✱ ❙✳✱ ❆r♠♦♥②✱ ❏✳✱ ❇❧❛✐r✱ ❘✳✱ ❉♦❧❛♥✱ ❘✳✿ ❆♥ ❢▼❘■ st✉❞② ♦❢ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♥❞
✉♥✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ ✭❡♠❜❛rr❛ss✐♥❣✮ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s✳ ❇r❛✐♥ ✶✷✺✭✽✮✱ ✶✻✾✻✕✶✼✵✽
✭✷✵✵✷✮

❬✼❪ ❇♦②♥t♦♥✱ ●✳▼✳✱ ❊♥❣❡❧✱ ❙✳❆✳✱ ●❧♦✈❡r✱ ●✳❍✳✱ ❍❡❡❣❡r✱ ❉✳❏✳✿ ▲✐♥❡❛r s②st❡♠s ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ ❤✉♠❛♥ ❱✶✳ ❚❤❡ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♥❡✉r♦✲
s❝✐❡♥❝❡ ✶✻✭✶✸✮✱ ✹✷✵✼✕✹✷✷✶ ✭✶✾✾✻✮

❬✽❪ ❇r❛♥t✲❩❛✇❛❞③❦✐✱ ▼✳✱ ❋❡✐♥✱ ●✳✱ ❱❛♥ ❉②❦❡✱ ❈✳✱ ❑✐❡r♥❛♥✱ ❘✳✱ ❉❛✈❡♥♣♦rt✱ ▲✳✱
❉❡ ●r♦♦t✱ ❏✳✿ ▼❘ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❣✐♥❣ ❜r❛✐♥✿ ♣❛t❝❤② ✇❤✐t❡✲♠❛tt❡r ❧❡s✐♦♥s ❛♥❞
❞❡♠❡♥t✐❛✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♥❡✉r♦r❛❞✐♦❧♦❣② ✻✭✺✮✱ ✻✼✺✕✻✽✷ ✭✶✾✽✺✮

❬✾❪ ❇r♦✇♥✱ ❙✳▼✳✱ ❍❛r✐r✐✱ ❆✳❘✳✿ ◆❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞✐❡s ♦❢ s❡r♦t♦♥✐♥ ❣❡♥❡ ♣♦❧②♠♦r✲
♣❤✐s♠s✿ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ❣❡♥❡s✱ ❜r❛✐♥✱ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❈♦❣♥✐t✐✈❡✱ ❆✛❡❝✲
t✐✈❡✱ ✫ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ◆❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡ ✻✭✶✮✱ ✹✹✕✺✷ ✭✷✵✵✻✮

❬✶✵❪ ❈❛❜❡③❛✱ ❘✳✱ Pr✐♥❝❡✱ ❙✳❊✳✱ ❉❛s❡❧❛❛r✱ ❙✳▼✳✱ ●r❡❡♥❜❡r❣✱ ❉✳▲✳✱ ❇✉❞❞❡✱ ▼✳✱ ❉♦❧❝♦s✱
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✷✳✷✳✷✳✷ ℓ1 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✷✳✷✳✷✳✸ ▲❡❞♦✐t✲❲♦❧❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✷✳✷✳✷✳✹ P❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✳ ✹✾

✷✳✷✳✸ ❘♦❜✉st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✷✳✷✳✸✳✶ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♣✉rs✉✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✷✳✷✳✸✳✷ ▼✲❡st✐♠❛t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✷✳✷✳✸✳✸ ▼❈❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✷✳✸ ◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ st❛t✐st✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✷✳✸✳✶ ❙❛♠♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✷✳✸✳✷ ❉❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✷✳✸✳✸ ●❛✉ss✐❛♥ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✷✳✸✳✹ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✼



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t♦♦❧s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧
♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶ t❤❛t st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ❛r❡ t❤❡
❜❛s✐s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ st✉❞✐❡s ❛s t❤❡s❡ tr② t♦ ✉♥❝♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t②
❛❝r♦ss ✈❛r②✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ❣✐✈❡s ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❛s ✐t ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐♥ ♠❛♥②
st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✭❡✳❣✳ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✸ ♦r ❋✲t❡sts
♦♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✮✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡
♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ t♦♦❧s ♦❢ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ st❛t✐st✐❝s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♣✉r♣♦s❡ s✉❝❤
❛s ❜✉✐❧❞✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦♥s❡♥s✉s st❛t✐st✐❝s ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣
st❛t✐st✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

✷✳✶ ❍②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣

✷✳✶✳✶ ■♥❢❡r❡♥t✐❛❧ st❛t✐st✐❝s

❆s s♦♦♥ ❛s ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✲❣r♦✉♥❞❡❞ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐✈❡ st❛t✐st✐❝s ♦r ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❜② ❞♦♠❛✐♥ ❡①♣❡rts✳ ❍②✲
♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ✐s ❛ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ st❛t✐st✐❝s t❤❛t ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s ❡✈❡r②
r✉❧❡✱ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛✐♠✐♥❣ ❛t t✉r♥✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ❡rr♦rs✳ ❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ✐s t❤✉s t♦ ❧✐♠✐t s✉❜❥❡❝t✐✈❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠❡❛♥s ♦❢ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❡rr♦rs✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❡①♣❡rts ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✉♥❞❡r ♣r❡❝✐s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t t❤❡② ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ✇♦♥❞❡r ✐❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❤❛♣♣❡♥❡❞ ❜② ❝❤❛♥❝❡ ✭t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮✳
■❢ s♦✱ t❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡✐r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦r ❛t ❧❡❛st ♥♦t s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✿ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝❛♥♥♦t
❜❡ r❡❥❡❝t❡❞✶✳ ■❢ ♥♦t✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤❛s ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
t❤❛t t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♥♦t ❛ s♣✉r✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ r❡✈❡❛❧s ❛ tr✉❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ✇❡
s❛② t❤❛t ❡①♣❡rts r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

✷✳✶✳✶✳✶ ❋♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✧♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❛s ❛ r❛♥✲
❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ H0,X t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ X ✉♥❞❡r ♥♦ s♣❡❝✐✜❝ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮✱ ✇❤✐❧❡ H1 ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ X ✉♥❞❡r t❤♦s❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①♣❡rts✬ ❝♦♥❝❡r♥
✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r H0 ♦r H1 ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ✭✇❡ ♦♠✐t t❤❡ X ✐♥❞❡① ✇❤❡♥
♥♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ X✱ s❛② X(ω)✱ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r X(ω)
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ X ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ H0 ♦r ✇❤❡t❤❡r
t❤❡r❡ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s s♦ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ t❤❛t ✐t ♦❜✈✐♦✉s❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ H1✳
❚❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡❡♠s ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧✱ t❤❡ ♠♦r❡ ♦♥❡ ✐s ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ t❤❛t
H1 ✐s ❧✐❦❡❧②✳

✶■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ❛❝❝❡♣t ✭r❡s♣✳ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✮ ❛s ❛ ♠✐s♥♦♠❡r ❢♦r ❢❛✐❧ t♦ r❡❥❡❝t

✭r❡s♣✳ ❢❛✐❧✉r❡ t♦ r❡❥❡❝t✮✳

✸✽



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

Reject
null

hypothesis

Accept
null

hypothesis
(event is rare 

enough to 
joepardize the 

hypothesis)

(event is 
considered as 

common 
according to 

the 
hypothesis)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙✐♠♣❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✲
✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✈❡♥t X(ω) ✐s ❡①✲
❝❡♣t✐♦♥❛❧ r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❛t ✇❡ ❡①♣❡❝t
❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ H0✱ ✇❡ r❡❥❡❝t
t❤❛t ❤②♣♦t❤❡s✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t
t❤❡ ❡✈❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❛♥♦t❤❡r r✉❧❡✳ ❚❤❡ α ♣❛r❛♠❡t❡r ✭t②♣❡
■ ❡rr♦r r❛t❡✮ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥✜✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥✳

❖♥❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ♦❢ X(ω) ✉♥❞❡r H0 ❛♥❞ H1✱ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧② L(H0|X(ω)) ❛♥❞ L(H1|X(ω))✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ Λ(X(ω)) = L(H0|X(ω))
L(H1|X(ω)) ✐s ❛

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ X(ω) t♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r H0 ♦r H1✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥
❛❝❝❡♣t✐♥❣✴r❡❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ Λ(X(ω))✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡
❛❝❝❡♣t✴r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r 0 < α < 1✿ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡
η s♦ t❤❛t P(Λ(X) ≤ η|H0) = α✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞
✐❢ Λ(X(ω)) ≤ η✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ◆❡②♠❛♥✲P❡❛rs♦♥ ❧❡♠♠❛✱ t❤✐s t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♠♦st ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❡sts✳
❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t♦ t❤❡ ◆❡②♠❛♥✲P❡❛rs♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐❢ qD,δ ✐s t❤❡ δ q✉❛♥t✐❧❡ ♦❢ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ D✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ✭✇✐t❤ 100(1−α)✪ ♦❢
❡rr♦r✮ ✐❢ X(ω) > qH0,1−α ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ P(X > qH0,1−α|H0) = 1−α✳
P(X > X(ω)|H0) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ X(ω)
✉♥❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛❝❝❡♣t✐♥❣✴r❡❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤✲
❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✵❪✳

❲❤❡♥ n s❡✈❡r❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts {X(ω1), ..., X(ωn)} ♦❢ X ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉♥❞❡r t❤❡
s❛♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥t♦ ❛ s✉♠♠❛r② t❡st st❛t✐st✐❝ T (X(ω1), ..., X(ωn)) ✭❡✳❣✳ t❤❡
♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❛t t❡st st❛t✐st✐❝ ✐s t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ♥❡✇ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ♥✉❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ H0,T

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ T ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❛s t❤❡ q✉❛❧✲
✐t② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇✐❧❧ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ ✐t✳ ❆ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝ ✐s ❛
st❛t✐st✐❝ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛s ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ st❛t✐st✐❝ ✭✐✮ ♠✉st
❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❀ ✭✐✐✮ ✐ts ♥✉❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦♥♦✇♥✱ ♦r ❛t ❧❡❛st ❡st✐♠❛❜❧❡
✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮❀ ✭✐✐✐✮ ✐t ♠✉st r❡s♣❡❝t s♦♠❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ❝♦st✱ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜✐❧✐t②✱ ♦r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞✐t② ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
❝♦♥str❛✐♥ts ✭❡✳❣✳ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞✮✳ ■♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✱
t❤❡ F ✲st❛t✐st✐❝ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✹ ✐s ✉s❡❞✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡st✲
✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t❡①t❜♦♦❦ t❤❛♥ ❝✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥ ❬✸✵❪✳

✸✾



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

✷✳✶✳✶✳✷ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ t❡st

❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st t♦ ❣✉❛r❛♥t② t❤❡ 100α✪ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❧s❡ ♥✉❧❧
❤②♣♦t❤❡s✐s r❡❥❡❝t✐♦♥s ✐❢ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ t❤❡ t❡st✱ ♦r t❤❡ ❚②♣❡ ■ ❡rr♦r
❝♦♥tr♦❧✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❤❡♥ ✐t ❛❝t✉❛❧❧② s❤♦✉❧❞
✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ♦r ❚②♣❡ ■■ ❡rr♦r ❝♦♥tr♦❧✳ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t
♦❢ ❛s t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ t❡st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
❛r❡❛ ✉♥❞❡r H1,T ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [q(H0,1−α); +∞[✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❛r❡❛✱ t❤❡ ♠♦r❡
s❡♥s✐t✐✈❡ ✐s t❤❡ t❡st✳

❙❡♥s✐t✐✈✐t②✱ s♣❡❝✐✜❝✐t②✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ r❡❝❛❧❧✱ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❜✐♥❛r② ❞❡✲
❝✐s✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠❡s ♦✉t ❢r♦♠ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st ②✐❡❧❞ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❡rr♦rs ✭t②♣❡ ■ ✕
✇r♦♥❣ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ H0✱ ❛♥❞ t②♣❡ ■■ ✕ ✇r♦♥❣ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦❢ H0✮ ❛♥❞ t✇♦ t②♣❡s
♦❢ ❝♦rr❡❝t ♦✉t❝♦♠❡s ✭❝♦rr❡❝t ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦r r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ H0✮✳ ❚❤❡ t❡r♠s ❚r✉❡
P♦s✐t✐✈❡ ✭❚P✮✱ ❋❛❧s❡ P♦s✐t✐✈❡ ✭❋P✮✱ ❚r✉❡ ◆❡❣❛t✐✈❡ ✭❚◆✮ ❛♥❞ ❋❛❧s❡ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❛r❡
❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ❝♦rr❡❝t r❡❥❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❝♦rr❡❝t r❡❥❡❝t✐♦♥✱ ❝♦rr❡❝t ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✱ ✉♥❝♦rr❡❝t
❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦❢ H0✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s
s❡✈❡r❛❧ t❡sts ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥
♦❢ t❤❛t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❚P ✴ ✭❚P ✰ ❋P✮✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✧✉♥♦r❞✐♥❛r② ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✧ ✐♥ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ t❡st ✐s ❛❝t✉❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t✳
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛s❤✐♦♥✱ t❤❡ r❡❝❛❧❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❚P ✴ ✭❚P ✰ ❋◆✮ ❛♥❞ ✐s t❤❡ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ r❡❧❡✈❛♥t ✧✉♥♦r❞✐♥❛r② ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✧ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐❢ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✭❚P ✰ ❚◆✮ ✴
✭❚P ✰ ❚◆ ✰ ❋P ✰ ❋◆✮ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱
✐✳❡✳ ❤♦✇ ❝❧♦s❡ ✐t ✐s t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆♥♦t❤❡r ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ✐s t❤❡
❋❛❧s❡ ❉✐s❝♦✈❡r② ❘❛t❡ ✭❋❉❘✮ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✧1− ♣r❡❝✐s✐♦♥✧✳

●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
❝❤♦♦s❡ t❤❡ r✐❣❤t α t❤r❡s❤♦❧❞ s♦ ❛s t♦ ❣✉❛r❛♥t② ❛ ❣✐✈❡♥ s♣❡❝✐✜❝✐t②✴s❡♥s✐t✐✈✐t②
♦r ♣r❡❝✐s✐♦♥✴r❡❝❛❧❧ tr❛❞❡✲♦✛✳ ❚❤❡ ❘❡❝❡✐✈❡r ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✭❘❖❈✮
❝✉r✈❡ ❬✷✵❪ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✮ ♣❧♦ts t❤❡ ♣❛✐r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s♣❡❝✐✜❝✐t②
❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ α ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ t❡st ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❧✐♥❡ ✭f(x) = x, ∀x ∈ [0, 1]✮✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ✉♥✲
❞❡r t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ❝✉r✈❡ ❬✹✷❪ ♣❧♦ts t❤❡ ♣❛✐r❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧
✈❛❧✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s α✳ ❯♥❧✐❦❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝✐t②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ✈❛❧✉❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ α✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ❝✉r✈❡ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ❖♥❡ ❤❛s t♦ ✜① t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭r❡s♣✳ r❡❝❛❧❧✮ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❝❛❧❧
✭r❡s♣✳ ♣r❡❝✐s✐♦♥✮✳

●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✿
❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧♦t✱ ❛♥❞
♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ ✐❢ ♦♥❡ ♠❡t❤♦❞ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❣✐♠❡
♦❢ t②♣❡ ■ ❡rr♦r ❝♦♥tr♦❧✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐s
t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❛♥② t❡st st❛t✐st✐❝✱ ✇✐t❤♦✉t t✉r♥✐♥❣ ✐t ✐♥t♦
♣✲✈❛❧✉❡s✳ α ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛♥ ❤✐❞❞❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥② ✈❛r②✐♥❣
t❤r❡s❤♦❧❞✳

✹✵



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

✷✳✶✳✷ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

◆❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②③❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❧❛t❡ ✐♥t❡r✲s✉❜❥❡❝t s✐❣♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♦r ❣❡♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t♦ ❛ss❡ss r✐s❦s
❢❛❝t♦rs ♦❢ ❜r❛✐♥ ❞✐s❡❛s❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♠❛❥♦r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦
♣♦✐♥t ♦✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t② ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r②✐♥❣ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ❞✐✣❝✉❧t② ✇✐t❤ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞✐❡s ❧✐❡s ✐♥ t❤❡
✐♥t❡r✲s✉❜❥❡❝t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜r❛✐♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✈❛s❝✉❧❛t✉r❡✳ ■♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ st✉❞✐❡s✱ ❛
t❛s❦✲r❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❜❥❡❝t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞
❛♥❛❧②t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ r❡❣✐st❡r ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡
s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛ ♣❡r❢❡❝t ✈♦①❡❧✲t♦✲✈♦①❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s t❡♥t❛t✐✈❡❧② r❡❞✉❝❡❞ ❜② s♠♦♦t❤✐♥❣ ❬✶✹❪✳
❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤♦❧❞s ❢♦r ✈♦①❡❧✲❜❛s❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ❛♥❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠❡t❤♦❞s
t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞
tr✉t❤✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
Pr❛❝t✐t✐♦♥❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐sts t❡♥❞ t♦ ♣r❡❢❡r ♠♦❞❡❧s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡
t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❛ t❡st ✉♥❞❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❢❛❧s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❛r❜✐tr❛r②✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t♦ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧
✐s ✐♥❞❡❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡♥❡ss ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣✲
t❡r ✶✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ✐s t♦ ✜t ❛♥❞ t❡st ❛ ♠♦❞❡❧ ❛t ❡❛❝❤
✈♦①❡❧ ✭✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ✈♦①❡❧ ✇✐s❡ ♠❡t❤♦❞✮ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

B = X2γ + ǫ2, ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡X2 ✐s ❛ ❞❡s✐❣♥ ♠❛tr✐① ✭t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❢♦✉♥❞s✮✱
γ ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ B ✐s ❛ n× v ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♠❛♣s ♦❢ n s✉❜❥❡❝ts✱ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ v ✈♦①❡❧s ❡❛❝❤✳ ❲❡ t❡st t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s
H0 : γ = 0✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❬✶❪✱ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❡st st❛t✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲t❛✐❧❡❞
t❡st ✐s t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ B ❛♥❞ X2✱ r

2
S ✱ t❤❛t ❝❛♥

❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♠❛tr✐①X2 ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡
❝♦❧✉♠♥✱ r2S ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ F ✲st❛t✐st✐❝ t❤❛t ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✳ ❋♦r
t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r r2S t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡❝t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ F ✉s❡❞ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✳ ❚❤✐s ❜♦t❤ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛❦❡
t❤❡♠ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ ❬✶✺❪ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ r❡❛❞❡r r❡❢❡rs t♦ ✐t✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
r❡s✉❧ts t❤❛t ❢♦❧❧♦✇ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ X2 ❤❛s s❡✈❡r❛❧
❝♦❧✉♠s ❛♥❞ ❛ ❝♦♥tr❛st c ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳

✷✳✶✳✷✳✶ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s

❆♠❛❥♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡sts ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ②✐❡❧❞s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st
❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❢❛❧s❡ r❡❥❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ♥♦t ❤❛♣♣❡♥ t♦♦ ♦❢t❡♥✱ ❡✳❣✳ α = 5✪ t✐♠❡s✳
❇✉t ❛❝t✉❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ❛ ❧♦t ♦❢ t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ s❛②m t❡sts✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡✲
❥❡❝t✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ tr✉❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦✉t ♦❢m ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1−(1−α)m ≃ 1−αm
✐❢ αm≪ 1 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❧s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✐s αm✳ ■♥
♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ✈♦①❡❧✲❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❤❛✈❡ m > 40, 000✳ ❚❤✐s ❤❛s
❛ str♦♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳ ❨❡t✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t② t❡st ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s st❛t✐st✐❝❛❧
♣r♦❝❡❞✉r❡s✳

❇♦♥❢❡rr♦♥✐ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❜② ❞✐✲
✈✐❞✐♥❣ ✐t ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✭m✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

✹✶



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳
❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❥❡❝t✐♥❣ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ tr✉❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s r❛♣✐❞❧② ❣r♦✇s
✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❡sts ✭m✮✳
❚❤✐s ✐s ❛ ♠❛❥♦r ✐ss✉❡ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣
s✐♥❝❡ s♣✉r✐♦✉s ❞❡t❡❝t✐♦♥s ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥
♠✐s✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✳ ❇♦♥❢❡rr♦♥✐ ❝♦rr❡❝✲
t✐♦♥ s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜✉t ✐t ✐s ❛❝✲
❝✉r❛t❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
t❡sts ✭✐✳❡✳ ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t❡st❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳

♦❢ r❡❥❡❝t✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ tr✉❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❝❧♦s❡ t♦ α✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ t♦♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ♥♦♥✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡sts ❛r❡ ✐♥✲
✈♦❧✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✈♦①❡❧s ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✳ ❇♦♥❢❡rr♦♥✐
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ P(❋P > 0)✳ ❆♥② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✲
✜❝✐t② t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❋❛♠✐❧② ❲✐s❡ ❊rr♦r ❘❛t❡ ✭❋❲❊❘✮
❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❋❛❧s❡ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❘❛t❡ ✐s ❛❧s♦ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s E[❋P ✴ ✭❚P ✰ ❋P✮] ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥
t❤❛t ❋❉❘ = 0 ✇❤❡♥ ✭❚P ✰ ❋P✮ = 0✳ ▼♦r❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s s♣❡❝✐✜❝ t♦
♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞ ❚❤❡♦r② ✭❘❋❚✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s
✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❬✺✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s ❜♦t❤ ❤✐❣❤ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ❞❛t❛
s♠♦♦t❤♥❡ss t♦ ❜❡ r❡❛❧❧② ❡✛❡❝t✐✈❡ ❬✷✷❪✳

✷✳✶✳✷✳✷ ❚❡st ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❙♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s tr② t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✐♠❛❣❡s ❛t t❤❡ ✈♦①❡❧ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡
❝♦♥s✐sts ✐♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝
❛❝t✐✈❛t❡❞ r❡❣✐♦♥s ❬✻✵❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t t❤❡ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡
✈♦①❡❧ ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥②♠♦r❡✳ ❯♥❞❡r t❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❋❲❊❘ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ❝♦♥s❡r✈❛✲
t✐✈❡✷✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦♣♦s❡ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✱ ❧✐❦❡ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞s ❬✸✼❪✱ ✇❛✈❡❧❡ts
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❬✺✻❪✱ s♣❛t✐❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦r t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❬✶✼✱ ✶✷❪ ❛♥❞
❛♥❛t♦♠✐❝❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ♠♦❞❡❧ ❬✷✻❪✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♥♦t ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♣r♦❜✲
❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦st❧② ❛♥❞ ♥♦t ❛❧✇❛②s ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ t♦
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ s✉❜❥❡❝ts✳ ❆ ♣♦♣✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤
s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ❘❡❣✐♦♥s ♦❢ ■♥t❡r❡st ✭❘❖■s✮✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t
❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡s ✐♥t❡r✲s✉❜❥❡❝t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❬✸✻❪ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✮✳

✷✳✶✳✸ P❡r♠✉t❛t✐♦♥s t❡st✐♥❣

●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ♠♦❞❡❧ ✷✳✶✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝ r2S
♠❛② ♦♥❧② ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✉♥❞❡r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐♥

✷❤tt♣✿✴✴❥♣❦t❞✳❜❧♦❣s♣♦t✳❢r✴✷✵✶✸✴✵✹✴♠✉❧t✐♣❧❡✲t❡st✐♥❣✲♣✲✈❛❧✉❡✲❝♦rr❡❝t✐♦♥s✲✐♥✳

❤t♠❧✳

✹✷

http://jpktd.blogspot.fr/2013/04/multiple-testing-p-value-corrections-in.html
http://jpktd.blogspot.fr/2013/04/multiple-testing-p-value-corrections-in.html


❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ P❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st✐♥❣✳ ❯♥✲
❞❡r s②♠♠❡tr② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐✲
❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ st❛t✐s✲
t✐❝ ✭t❤❡✐r ❤✐st♦❣r❛♠✱ ✐♥ r❡❞✮ st❛②s t❤❡
s❛♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s r❛♥✲
❞♦♠❧② ✢✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✵ ❜② s✇❛♣✲
♣✐♥❣ s✐❣♥s ✭❜❧✉❡ s❤❛❞❡❞ ❤✐st♦❣r❛♠s✮✳
❍❡r❡✱ ✶✵ s✉❝❤ r❛♥❞♦♠ s✇❛♣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡✇
❤✐st♦❣r❛♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✐♥
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ■♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ♦♥❡ r♦✈❡rs
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱
✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ 2n ❛rt✐✜❝✐❛❧
❞❛t❛s❡ts ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ✇❤✐❧❡
♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✲
❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧✳

♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ t❤❡ t❡st ✐s t❤❡♥ ✐♠♣❛❝t❡❞✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ♠❛②
✇❛♥t t♦ ✉s❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ t❡st st❛t✐st✐❝✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
❦♥♦✇♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
r❡❛s♦♥s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ❬✸✸❪ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿ N ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛s❡ts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ♦♥ t❤❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ s♦ t❤❛t N r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡❛❧✲❞❛t❛
♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ P❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ❜✉✐❧❞
t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ H0 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤♦s❡ ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ st❛t✐st✐❝s✬ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❞❡r t❤❡
♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❡st❡❞ ❡✛❡❝t ✐s r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ γ = 0✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ B = ǫ2✳ ❘❛♥❞♦♠❧②
s✇❛♣♣✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ bi ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡
✈❡❝t♦r B ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❣❡♥❡r❛t❡ N = 2n ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛s❡ts ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✮✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝ ♦❢ t❤❡s❡ 2n ❞❛t❛s❡ts ②✐❡❧❞s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ H0✳ ❆♥♦t❤❡r
st❛♥❞❛r❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s t♦ s❤✉✤❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s bi ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡
❢❡❛t✉r❡s ✜①❡❞✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞ ❜② ❋r❡❡❞♠❛♥ ✫ ▲❛♥❡ ❬✶✺❪✿ ❚❤❡② ❞❡♥♦t❡ π
❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s {1, . . . , n}✳ ❲❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❧♦✇❡rs❝r✐♣t✱ π
r❡❢❡rs t♦ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✭✐✳❡✳ ♣❡r♠✉t❡❞✮ ❞❛t❛s❡t✱ ✇❤✐❧❡
π ❛s ❛♥ ✉♣♣❡rs❝r✐♣t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡rs❝r✐♣t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✐ts❡❧❢ ♣❡r♠✉t❡❞✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ t❡st st❛t✐st✐❝ r2S ❜❡❝♦♠❡s

r2π =
(
∑n
i=1 B

π
i X2i)

2

∑n
i=1 B

2
i

∑n
i=1 X

2
2i

✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛ π✲♣❡r♠✉t❡❞ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t t❡st
✐s P(r2π ≥ r2S)✳

✷✳✶✳✸✳✶ P❡r♠✉t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s

❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✇❤❡♥ ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭✐✳❡✳ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ✜tt❡❞ ❜✉t ♥♦t t❡st❡❞✮ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♠✉st ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡
st❛t✐st✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
✇❤✐❧❡ ✐t ❜r❡❛❦s t❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✹✸



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

♦♥❡ ❛❧s♦ ❤❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✿

Y = Xβ +Zα+ ǫ. ✭✷✳✷✮

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ Y ❛r❡ ♥♦t ❡①❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ✉♥❞❡r H0 ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡
s♦♠❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② Z✳ ❆ ✈❛❧✐❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st ♠✉st
t❛❦❡s t❤✐s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❡st ♠❛② ✐♥❞❡❡❞ ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❬✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥❧② ❢♦r
s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♠❛tr✐① ✐s ❧♦✇ r❛♥❦ ♦r ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤✐s ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ st✉❞✐❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❆♥❞❡rs♦♥ ✫ ❘♦❜✐s♦♥✬s ✇♦r❦ ❬✶❪✱ ♦♥❧② t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
❋r❡❡❞♠❛♥ ✫ ▲❛♥❡ ❬✶✺❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①❛❝t t❡st✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ✭✐✮ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ Y ❛♥❞ Z✿ Y = Zα+RY |Z ❀ ✭✐✐✮ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ X ❛♥❞ Z✿
X = Zγ +RX|Z ✱ ❛♥❞ t❤❡② ❞❡✜♥❡ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝ ♦❢ ♥♦ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
Y ❛♥❞ X✱ ❜❡②♦♥❞ t❤❡✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❤❛r❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ Z✿

r2 =

(

∑n
i=1 RY |Zi

RX|Zi

)2

∑n
i=1 R

2
Y |Zi

∑n
i=1 R

2
X|Zi

,

❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣❡r♠✉t❡❞ st❛t✐st✐❝ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✷✳✷ ✇♦✉❧❞ ❜❡✿

r2E =

(

∑n
i=1(Yπ −Zαπ)iRX|Zi

)2

∑n
i=1(Yπ −Zαπ)2i

∑n
i=1 R

2
X|Zi

,

❜✉t s✐♥❝❡ α ❛♥❞ RY |Z ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❋r❡❡❞♠❛♥ ✫ ▲❛♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦
r❡♣❧❛❝❡ t❤❡♠ ❜② t❤❡✐r ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t❡s a =

∑n
i=1 YiZi/

∑

Z2
i ❛♥❞ RY |Z ✱

②✐❡❧❞✐♥❣ Yπ(F ) = Za+Rπ
Y |Z ❛♥❞ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝ ✉♥❞❡r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✿

r2F =

(

∑n
i=1(Yπ(F ) −Zaπ(F ))iRX|Zi

)2

∑n
i=1(Yπ(F ) −Zaπ(F ))

2
i

∑n
i=1 R

2
X|Zi

,

✇❤❡r❡ aπ(F ) =
∑n
i=1 Yπ(F )i

Zi/
∑n
i=1 Z

2
i ✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❛t ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s t❤❛t s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥
♠❛tr✐① ✐♥t♦ t❡st✐♥❣ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✭X✮ ❛♥❞ ❝♦♥❢♦✉♥❞s ✭Z✮ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦✉♥❞s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧✳

✷✳✶✳✸✳✷ ❈❧✉st❡r✲s✐③❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

❆ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ t❡st ♦♥ ❝❧✉st❡rs s✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦ ❞❡t❡❝t s♣❛t✐❛❧❧② ❡①✲
t❡♥❞❡❞ ❡✛❡❝ts ❬✹✸✱ ✶✽✱ ✹✵❪✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❝❧✉st❡r ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘❋❚ ❬✻✶✱ ✷✷❪
♦r ✇✐t❤ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st ❬✶✸✱ ✷✸✱ ✸✺❪✳ ❈❧✉st❡r✲s✐③❡ t❡sts t❡♥❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡
s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❛♥ ✈♦①❡❧✲ ✐♥t❡♥s✐t② t❡st✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s s♣❛t✐❛❧❧② ❡①✲
t❡♥❞❡❞ ❬✸✹✱ ✶✻✱ ✹✶❪ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛ str♦♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ✈♦①❡❧s
✇✐t❤✐♥ s✉❝❤ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤♦✇❡✈❡r s✉✛❡rs ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳
❋✐rst✱ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐ts r❡s✉❧t ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧②
♦♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝❧✉st❡r✲❢♦r♠✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ❬✶✻❪✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✈♦①❡❧s ✈❛r✐❡s ❛❝r♦ss ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❞✐✣❝✉❧t
✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♠♦♦t❤♥❡ss ✐s ❧♦✇✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❘❋❚ t♦ ❛❞❥✉st

✹✹



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

❢♦r s♣❛t✐❛❧❧②✲✈❛r②✐♥❣ s♠♦♦t❤♥❡ss ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❬✷✷✱ ✹✼❪✳ ❆
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✾✱ ✸✹❪✳

✷✳✶✳✸✳✸ ❚❋❈❊

❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✲❢r❡❡ ❝❧✉st❡r ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✭❚❋❈❊✮ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣
❛ ❝❧✉st❡r✲❢♦r♠✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❝❧✉st❡r✲s✐③❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❜② ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t✱ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ❬✺✸✱ ✹✼❪✳ ■t ❤♦✇❡✈❡r ❧❡❛❞s t♦ ♦t❤❡r ❛r❜✐tr❛r② ❝❤♦✐❝❡s
s✉❝❤ ❛s ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚❋❈❊ st❛t✐st✐❝✳
▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❡sts t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ❛♥❞ ✈♦①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ ❬✹✶✱ ✷✶❪✳ ❚♦ ❣❡t ♣✲✈❛❧✉❡s ♠❛♣s✱ t❤❡ ❚❋❈❊ st❛t✐st✐❝ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❡st❡❞
✇✐t❤ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st✳ ❚❤❡ ❋❙▲ s♦❢t✇❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡t❤♦❞✳ ❆ P②t❤♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❛s✐❧②
♣❧✉❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡
P❛r✐❡t❛❧ t❡❛♠ ❝♦❞❡ ❜❛s❡✳

✹✺



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

✷✳✷ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

✷✳✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ s❡❡♥ ❛s r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ p✲❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t X ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✉♥✐♠♦❞❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② X✳ ❚❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ t❤❡
✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ X ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❜❡st ✜rst ✭r❡s♣✳ s❡❝♦♥❞✮ ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✐t✳ ❚❤❡
❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡② ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✱ t❤❡② t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡
✉s❡❢✉❧ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✐♥ r❡st✐♥❣ st❛t❡ st✉❞✐❡s✮✱ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●❡♥❡r❛❧ ▲✐♥❡❛r
▼♦❞❡❧ ✭●▲▼✮✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❝t✉❛❧❧② ♥❡❡❞ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❛tr✐①✳

❚❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s❛♠♣❧❡✿
Xn = {x1, . . . ,xn}✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ xi ✭i ∈ {1, . . . , n}✮ ❛ p✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t X ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭s❛♠♣❧❡✮ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡
❧♦❝❛t✐♦♥ µ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❢♦r♠✉❧❛s✿

µ̂n =
1

n
XT

n1,

Σ̂n =
1

n
(Xn − µ̂n)

T(Xn − µ̂n).

✭µ̂n✱ Σ̂n✮ ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

(µ̂n, Σ̂n) = ❛r❣♠✐♥
µ,Σ

(

log |Σ|+
1

n

n
∑

i=1

(xi − µ)TΣ−1(xi − µ)

)

, ✭✷✳✸✮

✷✳✷✳✷ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ ❛r❡
♦♥❧② ♣♦♦r❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤♦s❡ ♦❢ Σn✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛s t❤❡ p/n r❛t✐♦ ✐♥❝r❡❛s❡s✳
❚❤✐s ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs
✭t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✈♦①❡❧s✱ ✉s✉❛❧ p✮ ✐s ♦❢t❡♥ ❛❜♦✈❡ ✹✵✱✵✵✵✱ ❢♦r ✷✱✵✵✵ s✉❜❥❡❝ts ❛t ♠♦st✱
❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✭r❡s♣✳ ❧❛r❣❡st✮ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ Σ̂n t♦ ❜❡ ❜✐❛s❡❞ ❞♦✇♥✇❛r❞s
✭r❡s♣✳ ✉♣✇❛r❞s✮✳ ❲❡ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ❡✛❡❝t ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ✇✐t❤✐♥
♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ ♣❛r❝❡❧s ❛♥❞ t❤✉s ♦❜t❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ p ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵✵ ❛♥❞ ✶✵✵✵✳ Σ̂n

❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ②❡t✳ ❲❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❛rt✐❢❛❝t ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛
♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✷✳✸✿

(µ̂n,J , Σ̂n,J) = ❛r❣♠✐♥
µ,Σ

(

log |Σ|+
1

n

n
∑

i=1

(xi−µ)TΣ−1(xi−µ)+λJ(Σ)

)

, ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ J ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ♠❛tr✐① ♥♦r♠ ❛♥❞ λ ✐s ❛ s❝❛❧❛r t❤❛t
❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞

✹✻



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

❛ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤✐s ❛✈♦✐❞s ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛♥❞
t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❡st✐♠❛t❡✱ ❜✉t ✐♥tr♦❞✉❝❡s s♦♠❡
❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ r✐❣❤t ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡
r✐❣❤t λ✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✐✮ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❛tr✐① ✈✐❛ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡✮✱ ❛♥❞
✭✐✐✮ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❧♦ss ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t Σ ✭✐✳❡✳ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ Σ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ♠❛② ②✐❡❧❞ ❛ ❣♦♦❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ❜✉t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡ ♦✛✲
❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ Σ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦st✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ str✉❝t✉r❡
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♥♦t ❛❧❧ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❲❡ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥
♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ✇❛② ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞
t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✳

✷✳✷✳✷✳✶ ℓ2 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

ℓ2 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❛❦✐♥❣ J(Σ) = tr(Σ−1) ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✿

(µ̂n,ℓ2 , Σ̂n,ℓ2) = ❛r❣♠✐♥
µ,Σ

(

log |Σ|

+
1

n

n
∑

i=1

(xi − µ)TΣ−1(xi − µ) + λtr(Σ−1)

)

,

✭✷✳✺✮

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳
❚❤✐s ❜✐❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦tr♦♣②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✲
✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ℓ2 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✷✳✺ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧②

❣✐✈❡♥ ❜②✿ Σ̂n,ℓ2 =
XT

nXn

n + λ I ❛♥❞ µ̂n,ℓ2 =
XT

n1

n ✳ ❚❤✉s✱ ♣r♦❜❧❡♠ ✷✳✺ ✐s ❢❛st t♦
s♦❧✈❡ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ λ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✴❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥st❡❛❞ ✉s❡❞
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✧♦♣t✐♠❛❧✧ λ✮✳ ▼✉❝❤ ♦❢ t❤❡
❡✛♦rt ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s♣❡♥t ♦♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ λ t❤❛t ②✐❡❧❞s t❤❡ ♠♦st s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡
s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❬✶✾❪✳

✷✳✷✳✷✳✷ ℓ1 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ℓ1 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣✿

(µ̂n,ℓ2 , Σ̂n,ℓ2) = ❛r❣♠✐♥
µ,Σ

(

log |Σ|+
1

n

n
∑

i=1

(xi−µ)
T
Σ

−1(xi−µ)+λ‖Σ‖♦✛

)

, ✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ℓ1 ♣❡♥❛❧t② ‖A‖♦✛ =
∑

i 6=j |ai j | ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ℓ1 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡
♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♠❛tr✐① ♥♦r♠✮✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s♣❛rs❡ ✐♥✈❡rs❡ ❬✺✹❪✳ ❚❤✐s s♣❛r✲
s✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✱ ♥♦t ❛❧❧ ❜r❛✐♥ r❡✲
❣✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❬✺✺❪✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

✹✼



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳
❱❛r✐♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ℓ1 ❛♥❞ ℓ2 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡❣✲
❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡❛❝❤❡s ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❞♦
♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✉❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ②✐❡❧❞❡❞ ❜② ▲❡❞♦✐t✲❲♦❧❢ ❛♥❞
❖❆❙ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
ℓ2 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❤r✐♥❦❛❣❡✳

♣❛r❛♠❡t❡r λ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤✐s
✈❛❧✉❡✳ ❲❤❡♥ λ→∞ t❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ s❤♦✇s t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ λ✳

✷✳✷✳✷✳✸ ▲❡❞♦✐t✲❲♦❧❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥

▲❡❞♦✐t ✫ ❲♦❧❢ ❬✷✼❪ ❡♠♣❧♦② ❝♦♥✈❡① s❤r✐♥❦❛❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✭Σ̂n✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✭Σ✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡② ❜✉✐❧❞ ❛ ♥❡✇ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠
❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ̂n ❛♥❞

❛ str✉❝t✉r❡❞ ❡st✐♠❛t♦r M ✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐s M = ❚r(Σ̂n)
p ■❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡

Σ̂n,M,ρ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❣✐✈❡♥ ❜② (1−ρ)Σ̂n+ρM ✱ ✇❤❡r❡ 0 < ρ < 1✳ ▲❡❞♦✐t ✫ ❲♦❧❢
❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠✱ ‖A‖2F = ❚r(ATA)/p s♦ t❤❡✐r ♦r❛❝❧❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ρ ✐s✿

ρ∗ = argmin
ρ

E

{

‖Σ̂n,M,ρ −Σ‖2F

}

.

■♥ ❬✷✼❪✱ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ρ∗✿

ρ̂▲❲ = min







∑n
i=1 ‖xix

T

i − Σ̂n‖
2
F

n2
[

❚r(Σ̂2
n)−

❚r2(Σ̂n)
p

] , 1







,

②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡✿

Σ̂n,M,▲❲ = Σ̂n,M,ρ▲❲

❊q✉✐✈❛❧❡♥t r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ M ❛♥❞ ❛ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ρ ❡①✐sts ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❞❛t❛ ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥✲❞✐str✐❜✉t❡❞✳
❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✹❪ r❡✜♥❡s t❤❡ ❧❛tt❡r r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❖r❛❝❧❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❙❤r✐♥❦❛❣❡
✭❖❆❙✮ ❡st✐♠❛t❡✿

ρ̂❖❆❙ = min







❚r(Σ̂2
n) + ❚r2(Σ̂n)

(n+ 1)[❚r(Σ̂2
n)−

❚r2(Σ̂n)
p ]

, 1







,

❜✉t Σ̂n,M,▲❲ ✐s ♠♦r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥✲❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❤❛r❞ t♦ ✈❡r✐❢②✳

✹✽



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

▲❡❞♦✐t ✫ ❲♦❧❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❬✷✽✱ ✷✾❪✱ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s r❡q✉✐r❡ ❛ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✛♦rts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❥✉st✐✜❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✷✳✷✳✷✳✹ P❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❛s ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ tr❛❞❡✲♦✛
❜❡t✇❡❡♥ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ st❛t✐s✲
t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ♣♦♦r❧② s❡♥s✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✇❤✐❧❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
♠❛❦❡s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉♥st❛❜❧❡ ✭❡✳❣✳ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❦✲❞❡✜❝✐❡♥t
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❢❛✐❧s✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❛t ♣r♦❜❧❡♠
❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛s❡t s♣❧✐tt✐♥❣ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡❢✉❧✳ ▼♦st ♦❢
t❤❡♠ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛♥♦t❤❡r✭♦t❤❡rs✮ ♣❛rt✭s✮
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ k✲❢♦❧❞ ❝r♦ss
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ st❛rts ✇✐t❤ s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t ✐♥t♦ k ❞✐s❥♦✐♥t ♣❛rts ♦❢ ✭❛❧♠♦st✮
❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✐③❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❛s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛ s❡t ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s♣❧✐ts ✭t❤❡ t❡st s❡t✮ ✐s t❛❦❡♥ ♦✉t✳ ❆ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡
λ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✇❡ ♦♠✐t
t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✮ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ t❡st ❞❛t❛✳ ❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❣❛✐♥
❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ k tr❛✐♥✐♥❣ s❡ts ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✜♥❛❧❧② r❡s✉❧ts ✐♥ k t❡st s❡t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
✈❛❧✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ✳ ❚❤♦s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ λ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ λ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s
t❛❦❡ ❛s t❤❡ k✲❢♦❧❞ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ λ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤
✈❛❧✉❡s ♦❢ k✱ t❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ✐s st❛❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ k = n − 1 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t ✭❝r♦ss
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ✸✲✱ ✺✲ ❛♥❞ ✶✵✲❢♦❧❞ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❚♦
❞❛t❡✱ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❧② r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ℓ1
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭s❡❡ ❙❝✐❦✐t✲❧❡❛r♥ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s✸✮✳

✷✳✷✳✸ ❘♦❜✉st ❡st✐♠❛t✐♦♥

❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥✐♠♦❞❛❧ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡
♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❞❛t❛ ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐s ♦❢t❡♥ ♠❛❞❡✳
❙❧✐❣❤t ❞❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠ ●❛✉ss✐❛♥✐t② ✇❡❛❦❧② ❛✛❡❝t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s
str♦♥❣❧② ✈✐♦❧❛t❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ str♦♥❣ ♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ♦r ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s
❛ str♦♥❣ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐♠♦❞❛❧
❞❛t❛ ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ✈✐♦❧❛t✐♦♥ str♦♥❣❧② ❛✛❡❝ts ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡✲s❛♠♣❧❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ✈❛❧✉❡ ǫ∗n(Ŝ,Xn)

♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r Ŝ ❛t t❤❡ ❞❛t❛s❡t Xn ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥
t❤❛t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ ❡✛❡❝t ♦♥ Ŝ ❬✽✱ ✷✺❪✿

ǫ∗n(Ŝ,Xn) ≡ min
m







m

n
; sup

∼
Xn,m

‖Ŝ(
∼
Xn,m)− Ŝ(Xn)‖ =∞







,

✸❤tt♣✿✴✴s❝✐❦✐t✲❧❡❛r♥✳♦r❣✳

✹✾

http://scikit-learn.org


❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❘♦❜✉st ✈s✳ ♥♦♥✲r♦❜✉st
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■❢ s❡✈❡r❛❧
♠♦❞❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ♥♦♥✲
r♦❜✉st ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜r❡❛❦s
❞♦✇♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❛♠♣❧❡ ❝♦✲
✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ ♠❛❦❡s ♥♦
s❡♥s❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t❡ ✭✐♥
❣r❡❡♥✮ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡✳

✇❤❡r❡
∼
Xn,m ✐s ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ m ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ Xn ❜② ❛r❜✐✲

tr❛r② ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r Ŝ ❛t t❤❡ ❞❛t❛s❡t Xn

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s lim
n→+∞

ǫ∗n(Ŝ,Xn)✳

❆♥♦t❤❡r ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ ✐♥ r♦❜✉st st❛t✐st✐❝s ✐s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r✳
■t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r✱ ✐✳❡✳ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ♣r❡s❡r✈❡s
✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❡✳❣✳ ✉♥❜✐❛s❡❞♥❡ss✱ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✮ ✉♥❞❡r s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡✇r✐t❡
❛♥② ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r Ŝ ❛t t❤❡ ❞❛t❛s❡t Xn ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❡♠✲
♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ Fn(x) =

1
n

∑n
i=1 1{xi<x} ❛♥❞ ✇❡ t❛❦❡ F = lim

n→∞
Fn✳

❋✐♥❛❧❧②✱ δx ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t♠❛ss ✶ ❛t x✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ IF (x,Xn, Ŝ) ♦❢ ❛♥

❡st✐♠❛t♦r Ŝ ❛t t❤❡ ❞❛t❛s❡t Xn = {x1, . . . , xn} ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ∈ R ✐s
t❤❡♥ ❬✷✹❪✿

IF (x,Xn, Ŝ) = lim
s→0

Ŝ((1− s)F + sδx)− Ŝ(F )

s

✷✳✷✳✸✳✶ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♣✉rs✉✐t

❘♦❜✉st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ✜rst r❡♠♦✈✐♥❣ s♣✉r✐♦✉s ✭❣r♦✉♣
♦❢✮ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛❞ ❤♦❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲r♦❜✉st ❡st✐♠❛t❡✳
Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♣✉rs✉✐t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦
s♦♠❡ ✇❡❧❧ ❝❤♦s❡♥ s✉❜s♣❛❝❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❛t❛ st❛t✐st✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♣♣❡❛rs ♠♦r❡
❝❧❡❛r❧②✳ ❚❤❡② ❛r❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡② r❛♣✐❞❧② ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡
r❡s✉❧ts✳ ❚❤✉s✱ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣✉rs✉✐t ✐s ♠♦r❡ ❛ ❞✐❛❣♥♦s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛♥ ❛♥ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ✇❡ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡♠ ✐♥ ♦✉r s✉r✈❡② ❛❜♦✉t r♦❜✉st ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❢❛✐r❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❬✺✼❪✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ s❡♣❛r❛t❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ ❛ ❧✐♥❡ ❬✸✶❪✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ r❛♥❞♦♠ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❛② ❜❡ ❛ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ♦❢
r❛♣✐❞❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✭❛♥❞ ❞✐s❝❛r❞ ♦✉t❧✐❡rs✮✳ ❚❤❡
❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝❧❡✈❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋✐❧③♠♦s❡r ❡t
❛❧✳ ❬✶✶❪ ♣❡r❢♦r♠s ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧②
2p ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ p✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❦✉rt♦s✐s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤✲

✺✵



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

♥✐q✉❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s ✐s t❤❡ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t
❆♥❛❧②s✐s ✭P❈❆✮✳ P❈❆ ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❤❡♥ t❤♦s❡ ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ ✐t✳ ❚❡❝❤✲
♥✐❝❛❧❧②✱ P❈❆ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① XTX✱ ❜✉t t❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♣♦♦r ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ P❈❆ ❛r❡ t❤✉s ❝❧❡❛r❧② r❡❧❛t❡❞✳
❙♦♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ♠❡❞✐❛♥ ❬✺✶❪ ❜✉✐❧❞ r♦❜✉st ❧♦❝❛t✐♦♥
❛♥❞✴♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ p ❢❡❛t✉r❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛
♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ❜✉t t❤❡② ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡s✳

✷✳✷✳✸✳✷ ▼✲❡st✐♠❛t♦rs

❆ss✉♠✐♥❣ ❝❡♥t❡r❡❞ ❞❛t❛✱ ❛ M ✲❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❬✸✷❪ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ Ŝn ♦❢✿

S =
1

n

n
∑

i=1

ρ(xT

i S
−1xi)xix

T

i ,

✇❤❡r❡ ✭✐✮ ρ : s 7→ u(s) ✐s ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ♥♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢♦r
s ≥ 0❀ ✭✐✐✮ ρ′ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ s❝❛❧❛r K❀ ✭✐✐✐✮ ρ′ ✐s ♥♦♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ❛♥❞ str✐❝t❧②
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤❡r❡ ρ′(s) < K✳ M ✲❡st✐♠❛t♦rs ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡✱ ❜✉t t❤❡✐r ✐♥t❡r❡st ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
ρ t❤❛t ❞❛♠♣❡♥s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
♣❛tt❡r♥ ✭❛ss✉♠✐♥❣ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✉♥✐♠♦❞❛❧ ❞❛t❛✮✳

■♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t M ✲❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❍✉❜❡r ❬✷✹❪✳ ❚❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❛t t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ρ′✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ρ ❣✐✈❡s ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥
♣♦✐♥t ♦❢ M ✲❡st✐♠❛t❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ρ ❛s ✇❡❧❧✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤
✵✳✺ ✭✐ts ♠❛①✐♠❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
M ✲❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡♠✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍✉❜❡r✱ ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❣✐✈❡ ❣♦♦❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s❬✷✹❪
❜✉t t❤❡② r❡♠❛✐♥ s❧♦✇ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭t❤❛t ✐s ♥♦t
③❡r♦ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✮ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r M ✲❡st✐♠❛t❡s ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

✷✳✷✳✸✳✸ ▼❈❉

❚❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❤✐❣❤ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♣♦✐♥t r♦❜✉st ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ♠✉❧✲
t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❞❛t❛ ✐s ❘♦✉ss❡❡✉✇✬s ▼✐♥✐♠✉♠ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t
✭▼❈❉✮ ❡st✐♠❛t♦r ❬✹✺❪✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ n p✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱
X ∈ R

n×p✱ ▼❈❉ ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ h ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥❧✐❡rs✱ ❜② ♠✐♥✐✲
♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡✐r s❝❛tt❡r ♠❛tr✐①✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❛s t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ▼❈❉✳
❚❤❡ ❝♦r❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▼❈❉ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✲
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②
❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t XH ♦❢ h ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✱
❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ̂H ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐s✲
t❛♥❝❡✳ |Σ̂H | ❞❡❝r❡❛s❡s ❛t ❡❛❝❤ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ XH ✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❋❛st✲▼❈❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✹✻❪ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ❢r♦♠

✺✶



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ▼❈❉ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✶✳ ❙❡❧❡❝t h ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❝❛❧❧ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛s❡t XH✮❀
✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σ̂H ❛♥❞ ♠❡❛♥ µ̂H ❀
✸✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s d2

µ|H,Σ|H(xi)✱ i = 1..n❀
✹✳ ❙❡❧❡❝t t❤❡ h ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡❀
✺✳ ❯♣❞❛t❡ XH ❛♥❞ r❡♣❡❛t st❡♣s ✷ t♦ ✺ ✉♥t✐❧ |Σ̂H | ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞❡❝r❡❛s❡s✳

❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ s✉❜s❡ts XH ❛♥❞ r❡t❛✐♥ ♦♥❧② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡✲
t❡r♠✐♥❛♥t✳ ❚❤❡ ▼❈❉ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿

(Ĥ, µ̂h, Σ̂h) = ❛r❣♠✐♥
µ,Σ,H

(

log |Σ|+
1

h

∑

i∈H
(xi − µ)TΣ−1(xi − µ)

)

. ✭✷✳✼✮

✷✳✸ ◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ st❛t✐st✐❝s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ t❛s❦s✳ ❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡s t❤❛t
✇❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡ t♦ ❜✉✐❧❞ s✉❜s❡ts ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡
❝❧♦s❡ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ♥❡❡❞ s✉❝❤ s✉❜s❡ts ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦r r❛♥❞♦♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡
✈❛r✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉✐t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❞❛t❛s❡ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✐s ♦❢t❡♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡st✐♠❛t❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉♥❞❡r
❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ●❛✉ss✐❛♥
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s✳

✷✳✸✳✶ ❙❛♠♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡s

▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✵❪
❝♦♥s✐st ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛s❡ts ❜② r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇✐♥❣ n ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛s❡t Xn✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝ ❝❛♥ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❜♦♦tstr❛♣ ❞❛t❛s❡t s♦ ❛s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐✲
♠❛t❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✭♦r t❤❡ ♠❡❞✐❛♥✮ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ s❧✐❣❤t
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ Xn ✭s❡❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳ ❇❛❣❣✐♥❣ ❬✸❪ ✐s
✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❜♦♦tstr❛♣✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s❛♠♣❧❡s
♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ n ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦ss ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r t❤❡
❡st✐♠❛t❡s ❜✉t t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❢❛st❡r✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥✲❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ st❛♥❞❛r❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♠❛② ❜❡ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♠♦st t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡
◆♦r♠❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❇♦♦st✐♥❣ ❬✹✽❪ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✿ ❙❡✈❡r❛❧
t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ❛ ✜♥❛❧ ❝♦♥s❡♥s✉s ✭♦r ✈♦t❡✮ ✐s ♠❛❞❡ t♦ ❝♦♠❡ t♦
❛ ✜♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✇❡❛❦❧② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ✐t ✐s t❤✉s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♦♥❡✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♥❢✉s❡❞✳
❘♦❜✉st♥❡ss ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✭s❡❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮ ❜✉t st❛❜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ r♦❜✉st✳ ❇♦♦tstr❛♣ ❛♥❞

✺✷



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❑❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ P❛r③❡♥✲❘♦③❡♥❜❧❛tt ❡st✐♠❛t♦r✳ ❊❛❝❤ ❜❧✉❡
♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❛①✐s ❤❛s ❛ s♠♦♦t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✭r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ②✐❡❧❞s
❛ s♠♦♦t❤ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r t❤❡✐r ✇✐❞t❤✳

❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡s st❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛✈♦✐❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥
❡st✐♠❛t❡ t❤❛t ❞❡✈✐❛t❡s t♦♦ ♠✉❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r s❧✐❣❤t❧②
❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♥♦t r♦❜✉st ♣❡r s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❣r♦ss ♦✉t❧✐❡r ❝♦✉❧❞
❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❤✐❢t t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡✱ ❛♥❞✱ ✐♥ t✉r♥s✱ r❡s✉❧t
✐♥ ❛ ❜❛❞ ❜♦♦tstr❛♣ ❡st✐♠❛t❡✳

✷✳✸✳✷ ❉❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥

▲❡t Xn = {x1, . . . , xn} ❜❡ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ n ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ t❤❛t t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✳ ❉❡♥s✐t②
❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ X✱ ✉s✉❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ s❛♠♣❧❡ Xn✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ X✿ Fn(x) =

∑n
i=1 1{xi<x}✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ Dn ❛♥❞ ♥♦t ✐ts ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣✉t

Dn(x) =
n
∑

i=1

1

2
1{

|xi−x|
h

<1
}, ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ h ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✮ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
s♦ ❛s t♦ ♦✛❡r ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥♦✐s② ✭✐✳❡✳ t♦♦ ♠✉❝❤ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ ❛♥❞ ❛
✢❛t ✭✐✳❡✳ t♦♦ ♠✉❝❤ ❜✐❛s✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ P❛r③❡♥✲❘♦③❡♥❜❧❛tt ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦
t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ❜② r❡✇r✐t✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ ❛ ❦❡r♥❡❧ K✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡✈❡♥✱
♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡r✐❢②✐♥❣

∫ −∞
+∞ K(u)du = 1✿

Dn(x) =

n
∑

i=1

K

(

xi − x

hi

)

. ✭✷✳✾✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ K✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ s♠♦♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡
✉s✉❛❧ ❤✐st♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❛r❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❝❤♦s❡♥ ❜② ❝r♦ss✲
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✾ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ P❛r③❡♥✲❘♦s❡♥❜❧❛tt ✇✐♥✲
❞♦✇ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬✸✽✱ ✹✹❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s ❦❡r♥❡❧ ✐s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧✿
K(u) = 1√

2π
e−

1
2u

2

✳ ■❢ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ❤❛s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❬✺✷❪✿

h =
(

4σ̂(d+4)

(d+2)n

)
1

d+4

✱ ✇❤❡r❡ σ̂ ✐s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✲✇✐s❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

n s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ h
✇❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✧❛s s♠♦♦t❤ ❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥✧ ❛♥❞ ❝❛♥ s❡r✈❡
❛s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳
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❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡✮

❉❡✜♥❡✿ k✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❀
X = {x1, . . . ,xn} t❤❡ s❡t ♦❢ n p✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s❀
Z = {z1, . . . , zn} t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ k ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
s✉❝❤ ❛s xi|(zi = j) ∼ Np(µj ,σj) ∀(i, j) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . , k}❀

τ = {τ1, . . . , τk} r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞
∑k
j=1 τj = 1✳

L(θ;X,Z) ✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ θ = (τ ,µ1, . . . ,µk,σ1, . . . ,σk)
✐s t❤❡ q✉❛♥t✐t② t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥✐t✿ ǫ = 10−5✱ θ(0) = r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡s
r❡♣❡❛t
Q(θ|θ(t)) = ❊[logL(θ;X,Z)] ✭❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ st❡♣✮
θ(t+1) = ❛r❣♠❛①

θ

Q(θ|θ(t)) ✭▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ st❡♣✮

t← t+ 1
✉♥t✐❧ |L(θ(t);X,Z)− L(θ(t−1);X,Z)| < ǫ
θ ← θ(t)

✷✳✸✳✸ ●❛✉ss✐❛♥ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧s

❆ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛s❡t ✐s ❛ ❞❛t❛s❡t t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s
s❡✈❡r❛❧ ◆♦r♠❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✭❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮ ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛♥② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❝♦♠✲
❜✐♥✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ✇❡✐❣❤ts ✭✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝❧❛ss❡s✮✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲
▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞
✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✹✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦r ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ ❇■❈ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬✺✵❪✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐♥ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s
t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♠❛② ❜❡ ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦r
♥♦♥✲✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s✳

❖♥❝❡ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♣✉r♣♦s❡s
s✉❝❤ ❛s ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① st❛t✐st✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳
❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦✉t❧✐❡rs
❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ✇✐❞❡r ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r st❛♥❞❛r❞ ❡①❛♠♣❧❡
✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜✲●❛✉ss✐❛♥ ❞❛t❛✱ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦ s✐♠♣❧❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ✇❤❡r❡❛s ❙t✉❞❡♥t ♦r ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ s✉♣❡r✲●❛✉ss✐❛♥
✭✐✳❡✳ ✧♣❡❛❦❡❞✧ ❞❛t❛✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
✧♣❡❛❦❡❞✧ ♦r ✧✇✐❞❡✧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✹s♦✉r❝❡✿ ❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥❴❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✺✹

http://en.wikipedia.org/wiki/Expectation-maximization_algorithm


❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❣r♦✉♣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛r✐✲
♦✉s ✇✐❞t❤s✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ◆♦r♠❛❧ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥✐t
✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮✱ ❜✉t ✐t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ✉s❡❢✉❧
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✇✐❞❡r ♦r ♥❛rr♦✇❡r ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r r❡❛❧✲❞❛t❛ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✇✐❞❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ✭✐♥ r❡❞✮ ❜② ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t✇♦ ●❛✉s✲
s✐❛♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✭✐♥ s❤❛❞❡❞ ❜❧✉❡✮✳ ❆ ❙t✉❞❡♥t ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮ ✐s ♠♦r❡ ✧♣❡❛❦❡❞✧ t❤❛♥ ❛
●❛✉ss✐❛♥✳

✷✳✸✳✹ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s

❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s ✭❙❱▼s✮ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t♦♦❧s✳ ❚❤❡ ✇❡❧❧✲
❦♥♦✇♥ ❧✐♥❡❛r ❙❱▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❧✐♥❡❛r❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❤②♣❡r✲
♣❧❛♥❡ t❤❛t ❝❛♥ ❝❧❛ss✐❢② ♥❡✇ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❡rr♦r r❛t❡ ❬✷❪✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❱▼ ✐s✿

min
w,b

1

2
‖w‖2

s✳t✳ yi(wxi − b) ≥ 1 ∀i ∈ {1, . . . , n},

✇❤❡r❡ yi ✐s t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ i ✭✲✶ ♦r ✶ ✐♥ t❤✐s ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ t✇♦✲❝❧❛ss❡s ❡①✲
❛♠♣❧❡✮✳ w ❛♥❞ b ❛r❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✳
❙❱▼s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝❧❛ss❡s ✭s♦❢t✲♠❛r❣✐♥
❙❱▼s✮ ❬✺❪✱ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭ξi, i ∈ {1, . . . , n}✮ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ♥❡✇ s❛♠♣❧❡s ✭❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✿

min
w,ξ,b

{

1

2
‖w‖2 + C

n
∑

i=1

ξi

}

s✳t✳ yi(wxi − b)− ξi ≥ 1, ξi ≥ 0 ∀i ∈ {1, . . . , n},

❆ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❙❱▼s ✐s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❞❛t❛ ✭❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✮✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡
s♣❛❝❡✳ ❆ ❧♦t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❱▼s ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦
❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ❜❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s ❛tt❡♠♣ts t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❙❱▼s✳ ❆♥ ✐♥t❡r✲
❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼ ❬✹✾❪ t❤❛t ✇❛s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ r❡❣✉❧❛r ❙❱▼s
❜✉t ✇❤✐❝❤ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❝❧❛ss ❝♦♥t♦✉rs
✭♦r ❢r♦♥t✐❡r✮✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✭s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞✮ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r✲
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♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡r✲❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts✳ ■♥✿ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣
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▼❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦♥❡ t♦ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡rr♦rs s✉❝❤ ❛s s❝❛♥✲
♥❡r ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ♦r ✐ss✉❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜✐♦✲♠❡❞✐❝❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣♦♣✲
✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡s❡ ❞❛t❛s❡ts ♠❛② ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥ ✉♥❝♦♠♠♦♥✱ ②❡t t❡❝❤♥✐❝❛❧❧②
❝♦rr❡❝t✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✐♠❛❣❡s ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧✐t② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
♦✉t❧✐❡rs✳ ❖✉t❧✐❡rs ♠❛② ❜❡ ♥✉♠❡r♦✉s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❜❡t✇❡❡♥✲s✉❜❥❡❝ts ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤
❛♥❞ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡r❧② ♥♦✐s②
♦r ❛❜❡rr❛♥t ✐♠❛❣❡s ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞❛t❛s❡ts t②♣✐❝❛❧❧② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦✉t❧✐❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇ t♦ ❤❛✈❡
❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ st❛♥❞❛r❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❖r❞✐♥❛r② ▲❡❛st
❙q✉❛r❡s r❡❣r❡ss✐♦♥ ❬✶✾✱ ✹✹❪✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬✾✱ ✶✺❪✱ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❬✺✼❪ ♦r ♥❡✉✲
r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②③❡s ❬✷✺✱ ✸✷❪✳ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♦♥ ❛♥
❡①❛♠♣❧❡ ❞❛t❛s❡t ♦♥ t❤❡ ✇❤✐❝❤ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧❡❛♥ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞
❞❛t❛s❡t✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ♦♥❡✲s❛♠♣❧❡ F ✲t❡st ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ❞❛t❛s❡t
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✶✵✵ ✐♥❧✐❡rs s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ ✷✵ str♦♥❣ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s

✻✷



❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ✐♥
❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ t❛s❦✳ ✭❛✮ ❈♦♥t❛♠✐✲
♥❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t✳ ✭❜✮ ❯♥❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞
❞❛t❛s❡t✳ ❖✉t❧✐❡rs ②✐❡❧❞ ❤✉❣❡ r❡s✐❞✉✲
❛❧s t❤❛t st❛♥❞❛r❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ tr✐❡s t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ s♦ ❛s t♦ ❞✐♠✐♥✐s❤ t❤❡ s✉♠
♦❢ sq✉❛r❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❘♦❜✉st
r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡ ♣r❡s✲
❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ ✐s ❛❧♠♦st ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t t♦ st❛♥❞❛r❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇❤❡♥ ♥♦
♦✉t❧✐❡r ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳

✭❝✮

⇓ P❈❆

✭❞✮

⇓ P❈❆

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ♦♥
❛ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s✳
✭❝✮ ❈♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t✳ ✭❞✮ ❯♥✲
❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣❧♦ts
❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡✳ ■♥ t❤❡
✜rst ♦♥❡✱ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s❡❡♠s t♦ ❡①✲
♣❧❛✐♥ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❤✐❞❞❡♥ ❜② t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs✳

❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛s❡t ❛❢t❡r ♦✉t❧✐❡rs r❡♠♦✈❛❧✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❜♦t❤
❛♥❛❧②③❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✶✹✶✹ ✐♥❧✐❡rs s✉❜❥❡❝ts✶✳
❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ●❧♦❜✉s P❛❧❧✐❞✉s ✇❛s ♠✐ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ s❡t✱ ❜✉t
✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛❢t❡r ♦✉t❧✐❡r r❡♠♦✈❛❧✳ ❆❧s♦✱ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ❝♦rt❡①
✇❛s ♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛tt❡r ❞❛t❛s❡t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❧❡ss
s✉❜❥❡❝ts ✭r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❧♦ss✮✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥
❢♦r t❤❡ ✏❝❧❡❛♥❡❞✑ ❣r♦✉♣ ❜❡tt❡r r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t✱
s❤♦✇✐♥❣ ❛ str♦♥❣❡r ❡✛❡❝t ✐♥ ❡✈❡r② ❛❝t✐✈❛t❡❞ r❡❣✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♠❛♣ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ s❡t✳

✸✳✶✳✷ ❈♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡s ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

❆♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛❝❦
♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ❛❜♥♦r♠❛❧ ❞❛t❛❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♥♦ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
♦✉t❧✐❡rs ♠✐❣❤t ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ s✉❝❤ ❞❛t❛
❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✜✈❡ t✐♠❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✭♦r
❢❡❛t✉r❡s✮ ❬✶✻❪✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✲♣♦s❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r②
❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧✐t②✳ ❋r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱
♠❛♥✉❛❧ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❈✉rr❡♥t ♠❡t❤♦❞s
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✉t❧✐❡rs ✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✉♥✐✈❛r✐❛t❡
♠❡t❤♦❞s✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ❬✸✾✱ ✺✽❪✳ ❚❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❢❛✐❧ t♦ t❛❣ ❛s ♦✉t❧✐❡rs ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❞❡✈✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❜✉t ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❞❡s❝r✐♣✲
t♦r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❞♦❡s ♥♦t r❡✈❡❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧✐t②✳ ▼❡❞✐❝❛❧
✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❛r❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐♥ t❤❡✐r ✈❛r✐❛♥❝❡✱

✶❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❤♦✇ ✇❡ ❝♦✉❧❞ t❛❣ s✉❜❥❡❝ts ❛s ✐♥✲ ♦r ♦✉t❧✐❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✻✸



❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

✭x = 3♠♠✱ y = −4♠♠✱ z = −25♠♠✮ ❝✉t✳

✭✐✮

✭✐✐✮

✭✐✐✐✮

✭x = 20♠♠✱ y = 19♠♠✱ z = −5♠♠✮ ❝✉t✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ r❡♠♦✈✐♥❣ ♦✉t❧✐❡rs✳ ●r♦✉♣ ❛❝t✐✈✐t② ♠❛♣ ✭t✇♦✲s✐❞❡❞
t❡st ❢♦r ❛ ♥✉❧❧ ✐♥t❡r❝❡♣t ❤②♣♦t❤❡s✐s β = 0✱ r❡❥❡❝t❡❞ ❛t P < 0.05 ❧❡✈❡❧✱ ❢❛♠✐❧②✲✇✐s❡ ❝♦rr❡❝t❡❞✮ ❢♦r
t❤❡ ❛♥❣r② ❢❛❝❡s ✈✐❡✇✐♥❣ t❛s❦ ♦❢ t❤❡ ■♠❛❣❡♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✮ ♦♥ ✭✐✮ ❛ r❡❞✉❝❡❞
❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✵✵ ✐♥❧✐❡r s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ✷✵ str♦♥❣❡st ♦✉t❧✐❡r s✉❜❥❡❝ts✱ ✭✐✐✮ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛s❡t
✇✐t❤ ♦✉t❧✐❡rs r❡♠♦✈❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❘▼❈❉✲ℓ2 ♠❡t❤♦❞✱ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ ♦✉t❧✐❡rs r❡♠♦✈❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❘▼❈❉✲ℓ2 ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs✱
❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❛t❛s❡t ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✜rst r♦✇✳ ❚❤✐s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡
❛❞✈❡rs❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉t❧✐❡rs ✐♥ ❣r♦✉♣✲❧❡✈❡❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡ ✈♦①❡❧s✳ ❚❤✐s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♠✉❝❤
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❛♠♣❧❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♣❛r❝❡❧✲❧❡✈❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥s ✭t❤❛♥❦s t♦ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✮ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ❛♥❞
❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦✳ ■♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❘■ st✉❞✐❡s✱ ♥❡✉✲
r♦s❝✐❡♥t✐sts ♦❢t❡♥ s❝r❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❛♥✉❛❧❧② ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✹✵❪✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢
❛♥ ❛❞❛♣t❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ ❞❛t❛ ❛r❡ ♥♦t
❛❧✇❛②s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♠❛❣❡s ♠❛② ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ✐❢✱ ✉♣♦♥
✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡✢❡❝t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✭❡✳❣✳
✐♥ ❛ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥tr❛st ♠❛♣✮✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s t❡❞✐♦✉s ❛♥❞ ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡✱ ❜✉t ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t❧② ✐t ♠❛❦❡s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❛t❛ ✐♥✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❛t
♣❛tt❡r♥ ✕❛s ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛tt❡r♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ r♦❜✉st st❛t✐st✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❞✲
❞r❡ss❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s
st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❛t s❡tt✐♥❣✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡✐r ♣r♦s ❛♥❞ ❝♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥
♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✐♥s✐st ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t
❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r♦❜✉st st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✳ ❊①✲
♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✐♠♣r♦✈❡s s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛s ✭✐✮ ❛ ♣❡r❢❡❝t ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞✱ ❡s♣❡✲
❝✐❛❧❧② ✉♥❞❡r ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s ❀ ✭✐✐✮ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ♠❡r❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦ss ♦✉t❧✐❡rs✳

✻✹



❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

✸✳✷ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥
♦✉t❧✐❡r s❝♦r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t r❡❣✉❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥❧✐❡rs✱ ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞✱
❛♥❞ t❤❛t ♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s♦♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✳

✸✳✷✳✶ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ xi ∈ R
p ✇✐t❤✐♥

❛ s❡t X ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ♦✉t❧✐❡r ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s
❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s d2µ,Σ(xi) = (xi −

µ)TΣ−1(xi−µ)✱ µ ❛♥❞Σ ❜❡✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳
❈r✉❝✐❛❧❧②✱ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❬✽✱ ✸✽❪✳

✸✳✷✳✶✳✶ ▼✐♥✐♠✉♠ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t

❚❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt r♦❜✉st ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥
❞❛t❛ ✐s ❘♦✉ss❡❡✉✇✬s ▼✐♥✐♠✉♠ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t ✭▼❈❉✮ ❡st✐♠❛t♦r ❬✹✸❪✱
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ n p✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ X ∈
R
n×p✱ ▼❈❉ ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ h ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥❧✐❡rs✱ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡✐r s❝❛tt❡r ♠❛tr✐①✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛s t❤❡
s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ▼❈❉✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ▼❈❉✿

(Ĥ, µ̂h, Σ̂h) = ❛r❣♠✐♥
µ,Σ,H

(

log |Σ|

+
1

h

∑

i∈H
(xi − µ)TΣ−1(xi − µ)

)

,

✭✸✳✶✮

❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼❈❉ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❝❛tt❡r ♠❛tr✐① ♠✉st
❜❡ ❢✉❧❧ r❛♥❦✱ ❛s ✐t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
h ♠✉st ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ hmin = n+p+1

2 ✿ t❤❡ ▼❈❉ ❝❛♥♥♦t ❧❡❛r♥ t❤❡ ✐♥❧✐❡r ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ hmin ✐♥❧✐❡rs✳ ■♥ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s✱ ❛s p

n
❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡✱ hmin ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✲
✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ n−p−1

2 ♦❢ t❤❡♠✳ ❲❤❡♥ p = n−1✱ t❤❡
▼❈❉ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✉♥❜✐❛s❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t r♦❜✉st✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ p ≥ n✱ t❤❡ ▼❈❉ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ▼❈❉ ✐s ♥♦t r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✇❤❡♥ p

n > 0.2✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ✐ss✉❡s
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ✭h = n

2 ✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡♥✲
s❛t❡ t❤❡ s❤♦rt❛❣❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❢♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s ❘❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ▼❈❉ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ t❡①t✳

●❛✉ss✐❛♥ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧s ✭●▼▼✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮ s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ▼❈❉ ✐♥ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ✜t
●▼▼ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
❘❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ●▼▼ ❡①✐st ❬✺✾✱ ✺✷❪ ❜✉t t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡q✉✐r❡
t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛s ♠❛♥② r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡

✻✺



❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛ ❧♦t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱
♥♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ②❡t ❢♦r t❤✐s ♣r♦♠✐s✐♥❣ t♦♦❧✳

✸✳✷✳✶✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r♦❜✉st ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡

❆ ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤r❡s❤✲
♦❧❞ ♦♥ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s t❤❛t ❤❡❧♣s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛t t❤❡ τ t②♣❡ ■ ❡rr♦r ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧✳ ❋♦r ❛♥② r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
X ∼ N (µ,Σ)✱ ✐t ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ r❡s✉❧t t❤❛t d2µ,Σ(X) ∼ χ2

p✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t

❡①✐sts ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ d2
µ̂,Σ̂

(X)✱ ❛♥❞ ❬✶✽❪ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛

❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❈❉✲❜❛s❡❞ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s ❢♦r t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▼❈❉✬s s✉♣♣♦rt ✭t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ ❛r❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶✽❪✮✳ ❇✉t s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❤♦❧❞s ❢♦r
❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
♠❡t❤♦❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ d2

µ̂h,Σ̂h
(X)✿ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ n × p ❞❛t❛s❡t

♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ ▼❈❉ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡
Σ̂h ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ ♥❡✇ Σ̂h

❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥s✉✐♥❣ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s
❞✐st❛♥❝❡s✳ ❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s s❝❤❡♠❡ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ t❛❜✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
▼❈❉ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡tt✐♥❣✳ ❲❡
✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ s♠❛❧❧✲s❛♠♣❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P✐s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✹✶❪✳

✸✳✷✳✷ ❘❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ▼✐♥✐♠✉♠ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t

❲❡ ✜rst ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡st✐♠❛t♦rs r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣❡♥❛❧✲
✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡
st❡♣ ✷ ♦❢ t❤❡ ▼❈❉ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❜② ❛ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳

✸✳✷✳✷✳✶ ❘▼❈❉✲ℓ2

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ℓ2 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭♦r r✐❞❣❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✮✿ ❧❡t λ ∈ R
+ ❜❡ t❤❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ Σ̂r|H t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❛ n× p ❞❛t❛s❡t
XH t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✿

(µ̂r, Σ̂r|H) = ❛r❣♠✐♥
µ,Σ

(

log |Σ|+ λ❚rΣ−1

+
1

h

∑

i∈H
(xi − µ)TΣ−1(xi − µ)

)

,

✭✸✳✷✮

②✐❡❧❞✐♥❣ Σ̂r|H =
XT

HXH

h + λ I ❛♥❞ µ̂r|H =
XT

H1

h ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡st✐♠❛t♦r ❘▼❈❉✲ℓ2✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦✲
✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ❜✐❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦tr♦♣②✳
■❢ t❤❡ ✐♥❧✐❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ str♦♥❣❧② ✈✐♦❧❛t❡s t❤✐s ♣r✐♦r✱ t❤❡ ❜✐❛s ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦✉t✲
❧✐❡rs ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✬s s✉♣♣♦rt✳

✻✻



❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

✸✳✷✳✷✳✷ ❘▼❈❉✲ℓ1

❲❡ ❜✉✐❧❞ ❛♥♦t❤❡r r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❈❉ ✉s✐♥❣ t❤❡ ℓ1 ♣❡♥❛❧t② ‖A‖♦✛ =
∑

i 6=j |ai j | t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ℓ1 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢
t❤❡ ♠❛tr✐① A ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♠❛tr✐① ♥♦r♠✮ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛t st❡♣ ✷ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿

(µ̂ℓ1 , Σ̂ℓ1 |H) = ❛r❣♠✐♥
µ,Σ

(

log |Σ|+ λ ‖Σ−1‖♦✛

+
1

h

∑

i∈H
(xi − µ)TΣ−1(xi − µ)

)

.

✭✸✳✸✮

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦r ❘▼❈❉✲ℓ1✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✸✳✸ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s♣❛rs❡ ✐♥✈❡rs❡ ❬✺✸❪✳ ❚❤✐s s♣❛rs✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✱ ♥♦t ❛❧❧ ❜r❛✐♥ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② r❡❧❛t❡❞
t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❬✺✺❪✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✸✮✱
✇❡ ✉s❡ t❤❡ ●▲❛ss♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✹❪✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝✐❦✐t✲❧❡❛r♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✸✻❪✳

✸✳✷✳✷✳✸ ❙❡tt✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭λ✮

❋♦r ❘▼❈❉✲ℓ2 ❛♥❞ ❘▼❈❉✲ℓ1✱ t❤❡ λ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❝❛r❡❢✉❧❧② t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ r✐❣❤t tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t♦♦ ♠✉❝❤ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✳ ■❢ λ = 0
✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ▼❈❉ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ✐ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ λ ✐s ✈❡r②
❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s
t❤❡♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❡❛♥✳ ❲❡ r❡♣♦rt ❤❡r❡ t❤r❡❡ str❛t❡❣✐❡s
t❤❛t ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦ s❡t t❤❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✿

✐✮ ❚❤❡ ✜rst str❛t❡❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥❧✐❡rs✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r λ = 1

n p❚r(Σ̂)

✇❤❡r❡ Σ̂ ✐s t❤❡ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t✱ ✇❡
✐s♦❧❛t❡ ❛♥ ✉♥❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ s❡t ♦❢ n2 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❘▼❈❉✬s

s✉♣♣♦rt✳ ▲❡t λ = δ
n p❚r(Σ̂pure)✱ ✇❤❡r❡ Σ̂pure ✐s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①

♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ δ s♦ t❤❛t ✐t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ t❡♥✲❢♦❧❞
❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡ ❝r♦ss✲
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ℓ2✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❈❉ ❜② ❘▼❈❉✲ℓ2✭❝✈✮✳
❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t❤✐s str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘▼❈❉✲ℓ1 s❤r✐♥❦❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱
s✐♥❝❡ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ℓ1 ❝❛s❡✳

❚❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥✈❡① s❤r✐♥❦❛❣❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s (1 − α)Σ̂ + α

p❚r(Σ̂)I✳ ✐✐✮ ❖✳ ▲❡❞♦✐t

❛♥❞ ▼✳ ❲♦❧❢ ❬✸✶❪ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α t❤❛t
❣✐✈❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r ✭▼❙❊✮ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ r❡❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❤r✉♥❦ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✸✮✳ ✐✐✐✮ ■♥ ❛ r❡❝❡♥t ✇♦r❦✱ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✼❪ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥♦t❤❡r
❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t ❣✐✈❡s ❛ s♠❛❧❧❡r ▼❙❊ t❤❛♥ ▲❡❞♦✐t✲❲♦❧❢ ❢♦r♠✉❧❛ ✉♥❞❡r t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❚❤❡② ❝❛❧❧❡❞ ✐t t❤❡ ❖r❛❝❧❡
❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❙❤r✐♥❦❛❣❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭❖❆❙✮ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✸✮✳ ❲❡ ❛❞❛♣t t❤❡s❡
r❡s✉❧ts t♦ s❡t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ♦✉r ▼❈❉ ℓ2✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥
❜② t❛❦✐♥❣ λ = α⋆

p (1−α⋆)❚r(Σ̂) ❢♦r α⋆ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▲❡❞♦✐t✲❲♦❧❢ ❛♥❞ ❖❆❙ ❢♦r♠✉❧❛s

✻✼



❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

Random data projection

MCD's support 

Outliers

Original data

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❘♦❜✉st ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳
■❧❧✉str❛t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❘▼❈❉✲❘P
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛
❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ r❛♥❞♦♠ s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢
✭✜①❡❞✮ ❧♦✇❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ s♦ t❤❛t ❛ st❛♥✲
❞❛r❞ ▼✐♥✐♠✉♠ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t
❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❥❡❝t❡❞
❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣✲
✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ s✉❜✲
s♣❛❝❡s ❣✐✈❡s ❛ ✜♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ s❝♦r❡✳

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ s❡t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ②✐❡❧❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦rs t❤❛t ✇❡ r❡❢❡r
t♦ ❛s ❘▼❈❉✲ℓ2✭❧✇✮ ❛♥❞ ❘▼❈❉✲ℓ2✭♦❛s✮ ❡st✐♠❛t♦rs✳

❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❘▼❈❉✲ℓ2✭❝✈✮ ❛♥❞ ❘▼❈❉✲ℓ2✭♦❛s✮ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ②✐❡❧❞
❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ❘▼❈❉✲ℓ2✭❧✇✮✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❖❆❙ ❛♥❞ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❡❞♦✐t✲
❲♦❧❢ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ ❜② t❤❡ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣
s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛s ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥
❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❘▼❈❉✲ℓ1✬s s❤r✐♥❦❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ❤♦✇
t♦ s❡t t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ✉s✐♥❣
❘▼❈❉✲ℓ2✭❧✇✮ t❤❛t ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛s ❘▼❈❉✲ℓ2✳

✸✳✷✳✷✳✹ ❘▼❈❉✲❘P

❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ ▼❈❉ ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t
✐s t♦ r✉♥ ✐t ♦♥ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✈✐❛ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❚❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣
t♦ ❛ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k < p✳ ❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❈❉ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞❛t❛ ✐❢ k/n r❛t✐♦ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱
t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✐♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ♠✐ss t❤❡ ♠♦st
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ s✉❜s♣❛❝❡s✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✇❡r❡
❛✈❡r❛❣❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳

❙❡tt✐♥❣ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧✳ ❆ t♦♦ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❧♦ss ♦❢
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞ t❤✉s r❛✐s❡s t❤❡ ✐ss✉❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ k✱ t❤❡
❣❡♦♠❡tr② ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜✉t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♠✐❣❤t s✉✛❡r t❤❡ s❛♠❡ ✐ss✉❡s ❛s t❤❡ ▼❈❉✱
❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ❘▼❈❉✲❘P ♠♦r❡ r♦❜✉st✳
❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ k ❜❡t✇❡❡♥ p/10 ❛♥❞ p✳ ❖✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❛t t❛❦✐♥❣ k = p/5 ✇❛s
❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✮✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡
❘▼❈❉✲❘P✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r p/n r❛t✐♦s ✉♣
t♦ ✶✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ▼❈❉✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t
✇❤❡r❡ t❤❡ ▼❈❉ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡ ✭k/n < 0.2✮✳

✻✽



❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ s✉❜s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦♥
❘▼❈❉✲❘P✬s ❛❝❝✉r❛❝② ✭❛s ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ❜② ❆❯❈ ❝✉r✈❡s✱ s❡❡ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳✶✮✳ ❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥s ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ s✉❜s♣❛❝❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❘▼❈❉✲
❘P✳ ❉❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲
t✐♥❣s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳✶✳
❱❛r✐❛♥❝❡ ♦✉t❧✐❡rs ✭p = 100✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♥✉♠❜❡r ❂ ✶✵✵✱ a = 1.15✱ γ = 20%✮✳
k = p/5 s❡❡♠s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ✭❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤❡r❡ t♦ k = 10✮ ❢♦r ❛ ✈❛r✐♦✉s
s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣s✳

❙❡tt✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❲❤✐❧❡ t♦♦ ♠❛♥② r❛♥❞♦♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐s
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦st❧② ❢♦r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❣❛✐♥✱ t♦♦ ❢❡✇ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♠❛② ♠✐ss ❛ ❣♦♦❞
❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ ✉s t❤❛t ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡
✇♦r❦✐♥❣ s♣❛❝❡ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡✿ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤✐s
♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘▼❈❉✲❘P ♠❡t❤♦❞✳

✸✳✷✳✷✳✺ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢r♦♠ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s

▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ss❡ss ❘▼❈❉✲ℓ2✬s ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐s✲
t❛♥❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛s❤✐♦♥ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s✉❜s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳✷✳
❲❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✐t t♦ ❘▼❈❉✲❘P ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✿

✶✳ ❲❡ t❛❜✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ FXk
♦❢ t❤❡ ▼❈❉✲❜❛s❡❞ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡

✉♥❞❡r n× k s❡tt✐♥❣s ✭k ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉❜s♣❛❝❡s✮❀

✷✳ ❲❡ t❛❦❡ τ/p ❛s t❤❡ ♥❡✇ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❡rr♦r ❧❡✈❡❧ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛♥❞♦♠
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ p❀

✸✳ ❚❛❦✐♥❣ d∗ = F−1
Xk

(1 − τ/p)✱ ❞❡✜♥❡ ❡✈❡r② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s
❞✐st❛♥❝❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ d∗ ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❛s ♦✉t❧✐❡r✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❛t st❡♣ ✷ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❋✐❣✲
✉r❡ ✸✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ■ ❡rr♦rs ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❘▼❈❉✲❘P ❢♦r ❛
❞❡s✐r❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ τ = 0.05 ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s p/n s❡tt✐♥❣s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧
❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❛ ❜✐t ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❜✉t st✐❧❧ r❡❧❡✈❛♥t✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢
r♦❜✉st ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦rs✳ Pr♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦✉t❧✐❡rs ♦♥ ❛ ❝❧❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❞❛t❛s❡t ❛t P < 0.05 ✉♥❝♦rr❡❝t❡❞✳ ✭❛✮ κ(Σ) = 1✳ ✭❜✮ κ(Σ) = 1000✳ ❚②♣❡ ■ ❡rr♦r r❛t❡ ♦❢ ❘▼❈❉✲ℓ2
❛♥❞ ❘▼❈❉✲❘P ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✵✺ ✉♥❝♦rr❡❝t❡❞ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✳

✻✾



❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

✸✳✸ ◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥

▼❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥✳ ❚❤✉s ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ t♦ s❡❡❦ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s
❞✐st❛♥❝❡s t♦ s❝r❡❡♥ ❞❡✈✐❛♥t ❞❛t❛✳ ❙♦ ❢❛r✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦st❧② r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♣❛t✐❡♥ts ❛♠♦♥❣st ❤❡❛❧t❤② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦r t✉✲
♠♦rs ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛s❡s ♦r ❛t ❧❡❛st s♦♠❡ ✐♥♣✉t
❢r♦♠ t❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✭s❡♠✐✲✮s✉♣❡r✈✐s❡❞
♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ t❛s❦ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ♣r✐♦r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♥♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs✳

✸✳✸✳✶ ❉❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♣❛❝❡✱
♦✉t❧✐❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧②✐♥❣ ✐♥ ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❢♦r ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❉❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧s ❛r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ❞✐st❛♥❝❡s t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❬✸✱ ✻✱ ✸✺✱ ✶✷❪✿
❚❤❡ ✭❛✈❡r❛❣❡✮ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t♦ ✐ts ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞
✐♥t♦ ❛ s❝♦r❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇❤✐❝❤ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s
❛♥ ♦✉t❧✐❡r ♦r ♥♦t✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ ❛♥❣❧❡s ❬✸✵❪ ♦r r✉❧❡s ❬✶✸❪ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
♦✉t❧✐❡r s❝♦r❡s✳ ❉✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ✭❉❇✲♦✉t❧✐❡r✮ ❬✷✻❪ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♦✉t❧✐❡r ❢❛❝t♦r
✭▲❖❋✮ ❬✻❪ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s❀ t❤❡✐r
s❝♦r❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s t♦ t❤❡ k✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❝❧✐♥❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✈❛r✐❛♥ts ❬✷✱ ✹✱ ✷✼✱ ✸✼✱ ✹✷✱ ✷✶✱ ✷✷✱ ✺✵✱ ✺✶❪✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♠❡r❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭▲❉❖❋✮ ❬✻✵❪✱
✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥ts ❢♦r ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❬✺✻✱ ✷✽❪✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞
♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t❤❛t t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❝♦r❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡
❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❛❞✐❧② ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ st❛t✐st✐❝s ❬✷✾❪✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤✲
♦❞s r❡q✉✐r❡ ❛r❜✐tr❛r② ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ k✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤✲
❜♦rs ❞✐st❛♥❝❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❝♦r❡ ✐s ♥♦t ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡✳ ■♥ ♦✉r
✇♦r❦✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✲
✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❜❡❤❛✈❡ ✇❡❧❧ ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡st✐♠❛t❡
❞❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❡r❡ s❝♦r❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡ ♥❡✇
s❝♦r❡s ❢♦r ♥♦✈❡❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭♥♦✈❡❧t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜❧t❡r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ tr❛❝❡ ♥♦r♠
♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♦✉t❧✐❡rs✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✮✳

✸✳✸✳✷ ❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼

❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼ ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦t❤❡r r♦✲
❜✉st✱ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ t♦♦❧s s✉❝❤ ❛s ❘♦❜✉st P❈❆ ❬✷✵❪ ♦r ▲♦❝❛❧
❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ❬✹✺❪ ❤❛❞ ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼ ♥♦✈❡❧t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✹✻❪ ✐s ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ P❛r③❡♥ ✇✐♥❞♦✇s ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t♦r ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮
t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢r♦♥t✐❡r ❛r♦✉♥❞ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s✳ ■t ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❛♥② ♣r✐♦r s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✲ ❛♥❞
♦✉t❧②✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▼♦✉r❛♦✲▼✐r❛♥❞❛ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❖♥❡✲❈❧❛ss
❙❱▼ ❝❛♥ ❜❡ tr❛✐♥❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ♣❛t✐❡♥ts✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦❤♦rt ♦❢ ❤❡❛❧t❤②

✼✵



❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

s✉❜❥❡❝ts ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ▲❡t ✉s r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❣r❛♠✿

min
w∈F,ξ∈Rn,ρ∈R

1

2
‖w‖2 +

1

ν n

∑

i

ξi − ρ ✭✸✳✹✮

s✉❜❥❡❝t t♦ (w · Φ(xi)) ≥ ρ− ξi, ξi ≥ 0 ✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ Φ ✐s ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣ R
p → F ✈❡r✐❢②✐♥❣ K(x,y) = Φ(x) ·Φ(y) ❢♦r ❛♥② ♦❜s❡r✲

✈❛t✐♦♥s x✱ y ∈ R
p ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ❦❡r♥❡❧ K✳ ❚❤❡ ❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❡❡❞s

t♦ ❜❡ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s♦
t❤❛t t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♥t✐❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ✇❡❧❧ t♦ ♥❡✇ s✉❜❥❡❝ts✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛ s✉♣❡r✈✐s❡❞ s❡tt✐♥❣✳

❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢
t❤❡ ❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼ ✐s t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ν✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦t❤ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❧✐❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❢r♦♥t✐❡r ❧❡❛r♥❡❞ ❜② t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❬✹✻❪✳
■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✱ ✇❡ s❡t ν t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥
✭✐✳❡✳ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❢❛✈♦rs t❤❡
❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✐❣♥♦r❡ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❋♦r r❡❛❧
❞❛t❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ s❡t ν = 0.5 ❛s ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛t ♠♦st ✺✵✪ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✳
❲❡ ✉s❡ ❛ ❘❛❞✐❛❧ ❇❛s✐s ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❘❇❋✮ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ s❡❧❡❝t ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
σ ✇✐t❤ ❛♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❬✹✽❪✿ σ = 0.01

∆ ✱ ✇❤❡r❡ ∆ ✐s t❤❡ ✶✵t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡
♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t t❤✐s
❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ ♥♦t ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠✐❧❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ σ ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ✈❛❧✉❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❢r♦♥t✐❡r ❛s ❛♥ ♦✉t❧✐❡r s❝♦r❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❡t ❛ ♠❛♥✉❛❧
t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✳

✸✳✸✳✸ ▲♦❝❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✭▲❈❆✮

✸✳✸✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

▲♦❝❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✐s ❛♥♦t❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ P❛r③❡♥ ✇✐♥❞♦✇s ❞❡♥s✐t② ❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ ♠♦st ❦❡r♥❡❧s ✐s r❡❧❛①❡❞ t♦
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ θ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❤❡♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❛t❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t
❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛s ✐♥ ❬✹✺❪✿

Σ
∗ = argmin

Σ



−
n
∑

i=1

log





|Σ|−
1
2 (2π)−

p
2

n− 1

∑

j 6=i
exp

(

−
1

2
d2xj ,Σ(xi)

)







 . ✭✸✳✻✮

✸✳✸✳✸✳✷ ❙❡tt✐♥❣ ▲❈❆✬s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r

■♥ ▲❡r♦✉① ❡t ❛❧✳✬s ♣❛♣❡r ❬✹✺❪✱ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡
▲❈❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ✐s s❡t t♦ λ = 10−4✱
✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♥♦r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✳
■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ λ s♦ t❤❛t ✐t ♠♦❞❡❧s ♣r♦♣❡r❧② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳
❙✐♥❝❡ ♦✉t❧✐❡rs ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t
❛❧♦♥❣ s♦♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ r♦❜✉st ❤❡✉r✐st✐❝✿ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ✺✵✪ ♠♦st

✼✶



❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❇✐✲
♥❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❘P❇■ st❛t✐st✐❝✳ ❲❡ ✉s❡ s♦❢t t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣
❢♦r ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ②✐❡❧❞✲
✐♥❣ t❤❡ ∆ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙♦❢t t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✐s
t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥✈❡① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣st t❤❡
t❤r❡❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt②
②✐❡❧❞s ♠♦r❡ st❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ P❛r③❡♥ ✇✐♥❞♦✇s ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥✱
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▲❡❞♦✐t✲❲♦❧❢ ❬✸✶❪ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s❤r✐♥❦❛❣❡ α ❢r♦♠ t❤✐s s✉❜s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞
s❡t λ = α

1−α ✳ ▲❡r♦✉① ❡t ❛❧✳ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ▲❈❆✱ ❜✉t ♥♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

✸✳✸✳✸✳✸ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r ❝❛♥ ✜♥❞ ❤♦✇ ♠❛♥② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦
❞✐s❝❛r❞✿ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ▲❈❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ♣r♦①✐♠✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s kij = exp

(

− 1
2 (xi − xj)

T
Σ

∗−1(xi − xj)
)

✱ t❤✉s
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❦❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❢✲
✐♥✐t❡ ♠❛tr✐① K = (kij)i,j∈[1..n]2 ✱ t❤❛t s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛ s❡t str✉❝t✉r❡✳

▲❡t K = UDUT✱ ✇❤❡r❡ U ❛♥❞ D ❛r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛♥❞
❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✭σi, i ∈ [1..n]✮ ♦❢ K✳ ▲❡t Dδ ❜❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧
♠❛tr✐① ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❤r✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ D ❜② ❛ ❢❛❝t♦r δ ≥ 0 ❧✐❦❡ ✐♥ ❬✺✼❪✿
Dδ(i, i) = 1 − δ

σi
✐❢ σi > δ✱ Dδ(i, i) = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s

❝❛❧❧❡❞ ❛ s♦❢t t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✮✳ Dδ ②✐❡❧❞s ❛ s❤r✉♥❦ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t❡
❛t ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ gδ(xi) = eTi UDδU

Te✱ ✇❤❡r❡ ei ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ✇❤♦s❡ ❡♥tr✐❡s
❛r❡ ✵ ❡①❝❡♣t ✐ts i✲t❤ ❡❧❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ✶ ❛♥❞ e ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦♥❡s❀ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✐s ♦♠✐tt❡❞ ❛s ✐t ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡ ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧②
❞❡✜♥❡ ∆(xi) = minδ{δ : gδ(xi) < 0.5}✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s❤r✐♥❦❛❣❡ ✈❛❧✉❡ δ t❤❛t ✕❛❧♠♦st✕ ❝❛♥❝❡❧s ✐t✳ ∆ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✉s❡❞
t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♠♦♥❣st t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ♦✉t❧✐❡rs
✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ✈❛♥✐s❤ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡s
♦❢ δ✱ ✇❤❡r❡❛s ❧❛r❣❡r δ ❛❧s♦ tr✐♠ ♦✛ r❡❣✉❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛ r❛♥❦❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ∆✱ ❛s✿ ∆rank(i) =
∆(xi)i:n✱ ✇❤❡r❡∆(xi)i:n ✐s t❤❡ i✲t❤ ♦r❞❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢∆(xi)✳ ❲♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t❡❞
❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ p✱ p/n r❛t✐♦s ❛♥❞ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♠♦✉♥t γ✱ ✇❡
♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❦♥❡❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ∆rank ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦ s✉❝❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢r♦♠
t❤❡ ▲❈❆✬s r❛♥❦❡❞ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ grank(i) = g(xi)i:n✱ ✇❤❡r❡ g(xi) =

1
Z e

T

i Ke

❛♥❞ Z ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ∆rank ❜❡tt❡r
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t❤❛♥ grank✳
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❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t❧✐❡rs ❢♦r ●❛✉s✲
s✐❛♥ ❞❛t❛ ✭p = 2✮✳ ✭❛✮ ❱❛r✐❛♥❝❡ ♦✉t❧✐❡rs ✭a = 3✮✳ ✭❜✮ ▼✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ ♦✉t❧✐❡rs ✭b = 3✮✳ ✭❝✮
▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t❧✐❡rs ✭c = 5✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ✷✺✪✳

✸✳✹ ❆♣♣❧②✐♥❣ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ t♦ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

✸✳✹✳✶ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛

✸✳✹✳✶✳✶ ❖✉t❧✐❡r ♠♦❞❡❧s

◆♦r♠❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❲❡ ✜rst st✐❝❦ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s
t❤❛t ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛ ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r ❛r❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥❧✐❡rs ❛r❡
❝❡♥t❡r❡❞ ✭µ = 0✮ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳ ▲❡t Σ ❜❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
❢♦r t❤❡ ✐♥❧✐❡rs✳ ▲❡t µq ❛♥❞ Σq ❜❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡
♦✉t❧✐❡rs✳ ❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ t❤r❡❡ ♦✉t❧✐❡rs t②♣❡s ✉s✐♥❣ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✮✿
❱❛r✐❛♥❝❡ ♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ Σq = aΣ✱ a > 1 ❛♥❞ µq = 0✳ ❚❤✐s
s✐t✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s s✐❣♥❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s ♦r ❛❜❡rr❛♥t ❞❛t❛✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ♦✉t❧✐❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐s ❛❜♥♦r♠❛❧❧② ❧❛r❣❡✳
▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ Σq = Σ ❛♥❞ µq = b1✳ ❚❤✐s
s✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡
♦✉t❧✐❡rs str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✳
▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ µq = 0✱Σq = Σ+c σmax(Σ)aaT

✇❤❡r❡ a ✐s ❛ p✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛N (0, I) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧
s✐♠✉❧❛t❡s ♦✉t❧✐❡rs ❛s s❡ts ♦❢ ♣♦✐♥ts ❤❛✈✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛❜♥♦r♠❛❧❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥
s♦♠❡ r❛♥❞♦♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
■♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ ✇❡ r❡❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧t d2µ,Σ(X) ∼ χ2

p t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡
♦✉t❧✐❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✾✾✪✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t
❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥❧✐❡rs s✉♣♣♦rt✳ ❚❤✐s ✇❛s ❞♦♥❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✲ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡rs ✐❢ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ r❡❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳

❉❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❘❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r✱ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦t ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❬✶✶✱ ✷✹✱ ✺✹❪✳ ❨❡t✱
✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ ✐s ❛ ✈❡r② ♣♦♣✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ♠❛♥② ✜❡❧❞s ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❛s ✐t ❛♠♦✉♥ts t♦ r❡❞✉❝✐♥❣ ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧s t♦ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞r❡ss ❞❡✈✐❛✲
t✐♦♥s ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧✐t②✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛s ❞❛t❛ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ m ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥
❢r♦♠ ❛ N (0, 1

β2 I) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ β ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡s✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦✉t❧✐❡rs ✭a = 1.15✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳✶✮✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ β ♣❛r❛♠❡t❡r
✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦✈❡r❧❛♣✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❙t✉❞❡♥t

✼✸



❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❙✉❝❝❡ss ♠❡tr✐❝s ✕ ✐❧❧✉s✲
tr❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ❆❯❈
❝✉r✈❡ t❤❛t ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❆❯❈ ♣❧♦ts✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✉t❧✐❡r ❞❡✲
t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✶✵✵ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥s
❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
s✐③❡ ✭n✮ ❛♥❞ ❛s ♠❛♥② ❘❖❈ ❝✉r✈❡s ❛r❡
❜✉✐❧t✳ ❆♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ✐s t❤❡♥
❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ❆r❡❛ ❯♥✲
❞❡r ❈✉r✈❡ ✭❆❯❈✮✳ ❚❤✐s ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r
✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ n✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥ ❆❯❈
✈❛❧✉❡ ♣❡r p/n r❛t✐♦✳ ❚❤♦s❡ ❛r❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ✜♥❛❧ ♣❧♦t s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✭p✮
❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✭γ✮
❛r❡ ✜①❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛ ❛s ❛ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐✲
❛t✐♦♥ ✐s ❛❣❛✐♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✭♠✐①t✉r❡
♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦r ❙t✉❞❡♥t ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛✮✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦✉t❧✐❡rs
s♦ t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✾✾✪ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ✐♥❧✐❡rs✳ ❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ●❛✉ss✐❛♥✐t② ♦❢ ♦✉r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ t❤♦✉s❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐t② t❡sts ✭❙❤❛♣✐r♦ t❡st ❬✹✾❪✮ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥
r❛♥❞♦♠ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦✇ ❢r❡q✉❡♥t❧②
t❤❡s❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❜❡❧♦✇ .05✳

✸✳✹✳✶✳✷ ❙✉❝❝❡ss ♠❡tr✐❝s✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✉t❧✐❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ p/n r❛t✐♦✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✶✵✵
♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ r✉♥s✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡
❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ r✉♥s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ❬✻✶❪ ♣❡r ♠❡t❤♦❞✱
❛♥❞ t❤❡ ❆r❡❛ ❯♥❞❡r t❤❡ ❈✉r✈❡ ✭❆❯❈✮ ❬✶✼❪ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❆❯❈ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r ✈❛r✐♦✉s p/n r❛t✐♦s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✬s ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ♦✉t❧✐❡r
❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✐s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡
❝✉r✈❡s t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳

✸✳✹✳✶✳✸ ❘❡s✉❧ts

❆❧❧ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s p ❡q✉❛❧ t♦ ✶✵✵✱ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ r❡❛❧ s❡tt✐♥❣ ✭p = 113✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮✳ ❚❤❡② ❤♦❧❞ ❢♦r ❣r❡❛t❡r ♦r ❧♦✇❡r
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❞❛t❛ ♥♦t s❤♦✇♥✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ♥♦ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❜✉r❞❡♥ ❢♦r ✈❡r② ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ r❡♣♦rt✐♥❣
r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ♦r❛❝❧❡ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡
♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♥❧✐❡rs ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡rs✳

❱❛r✐❛♥❝❡ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞r♦♣
♦❢ t❤❡ ▼❈❉ ❛❝❝✉r❛❝② ❛s p/n ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ▼❈❉ ℓ1✲ ❛♥❞ ℓ2✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s
❛❧✇❛②s ❣✐✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❛❜♦✈❡ ✵✳✾✱ ❘▼❈❉✲ℓ1 ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❜✐t ❜❡tt❡r✳ ❘▼❈❉✲
❘P ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧✳ ❘▼❈❉✲ℓ1 ❛♥❞ ❘▼❈❉✲ℓ2 ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐✳❡✳ t❤❛t ✇❡ ❞♦
♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ❜✐❛s ❜② r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
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❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✱ ✈❛r✐✲
❛♥❝❡ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❆❯❈ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♦✉t✲
❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦✉t❧✐❡rs ✭p = 100✱ κ(Σ) =
100✱ a = 1.15✱ γ = 40%✮✳ ℓ1✲ ❛♥❞ ℓ2✲
r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼❈❉ ♦✉t✲
♣❡r❢♦r♠ ❜② ❢❛r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ▼❈❉✱
❜❡♥❡✜t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❘▼❈❉✲❘P✬s
❛❝❝✉r❛❝② s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ p/n✱
✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♦✉r
♣r♦❜❧❡♠✳ ❖❈❙❱▼w ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ❣♦♦❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛❝❤✐❡✈❡ ❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✳

❖♥ ❜♦t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❙t✉❞❡♥t ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✉t❧✐❡r
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ▲❈❆ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛❧❧
❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❆❯❈ ❛❜♦✈❡ ✵✳✾ ✭♥♦t s❤♦✇♥✮✳

▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♦✉t❧✐❡rs✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ ▼❈❉ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ▼❈❉✬s
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼❈❉ ❡st✐♠❛t♦r
②✐❡❧❞❡❞ ❛ ♣❡r❢❡❝t ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❡✈❡♥ ❢♦r p/n > 1✳ ❙❤♦rt❡♥✐♥❣
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡s ♦♥❧② ✐♠♣❛❝t❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘▼❈❉✲
❘P✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✇❛s ❤✐❣❤✱ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❲❤❡♥ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t♦ ❛ k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r

√

k/n ❬✷✸❪ s♦ t❤❡r❡
✐s ❛ ✇❡❛❦❡r ❝❤❛♥❝❡ t♦ r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ s❡♣❛r❛✲
❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼ ✐s ♥♦t ❛❞❛♣t❡❞ t♦
t❤✐s ♦✉t❧✐❡rs ♠♦❞❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs ❡✈❡r② ❞❡♥s❡❧② ♣♦♣✉❧❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ❛s ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ ✐♥❧✐❡rs✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡ ❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼ ❛♥❞
❛♥② ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❞❡t❡❝t ♦✉t❧✐❡rs ❛s ❛❜♥♦r♠❛❧ s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ❝❧♦s❡st ❝❧✉st❡r✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢
❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐♥❧✐❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥②✇❛② ❞❡❜❛t❛❜❧❡ ❛s r❡❣❛r❞s
♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛✳

p✴n ✵✳✶ ✵✳✺ ✵✳✽ ✶✳✵

▲❈❆ ✵✳✾✾ ±0.0017 ✵✳✾✾ ±0.0054 ✵✳✾✾ ±0.0080 ✵✳✾✽ ±0.0078

P❛r③❡♥ ✵✳✾✽ ±0.0043 ✵✳✾✽ ±0.0103 ✵✳✾✽ ±0.0091 ✵✳✾✻ ±0.0094

P❛r③❡♥✇ ✵✳✾✾ ±0.0022 ✵✳✾✼ ±0.0055 ✵✳✾✼ ±0.0082 ✵✳✾✼ ±0.0095

❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼ ✵✳✾✾ ±0.0037 ✵✳✾✶ ±0.0296 ✵✳✼✼ ±0.0795 ✵✳✻✹ ±0.0593

❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼✇ ✵✳✾✾ ±0.0022 ✵✳✾✻ ±0.0061 ✵✳✾✼ ±0.0095 ✵✳✾✼ ±0.0104

❘▼❈❉ ✵✳✾✾ ±0.0023 ✵✳✾✺ ±0.0055 ✵✳✾✼ ±0.0083 ✵✳✾✼ ±0.0090

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❉❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❆❯❈ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦✉t❧✐❡rs ✭●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛✱
p = 100✱ γ = 0.4✱ κ(Σ) = 1000✱ α = 1.15✮✳
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❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✱ ♠✉❧✲
t✐♠♦❞❛❧ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❆❯❈ ❢♦r ✈❛r✐✲
♦✉s ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t❧✐❡rs ✭p = 100✱
κ(Σ) = 50✱ c = 20✱ γ = 30%✮✳ ❲❤✐❧❡
▼❈❉✬s ❛❝❝✉r❛❝② ❞r♦♣s✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✲
✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼❈❉ ❛❧♠♦st ❣✐✈❡
t❤❡ s❛♠❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❡❛❝❤
p/n r❛t✐♦✳ ❘P ❛♥❞ ❘▼❈❉✲ℓ1 ❤❛✈❡ ❛
❧♦✇❡r ❆❯❈ t❤❛♥ ❘▼❈❉✲ℓ2✳

▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t❧✐❡rs✳ Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ✭✐✳❡✳ c ≥ 10✮✱
t❤❡ ▼❈❉ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t❧✐❡rs ❢♦r
p/n < 0.2✱ s✐♥❝❡ ✐ts ❆❯❈ ✐s ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ❛❜♦✈❡ ✵✳✾✳ ❨❡t✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❞r♦♣s
❛s t❤❡ p/n r❛t✐♦ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❘▼❈❉✲ℓ1 ❛♥❞ ✲ℓ2 ❤❛✈❡ st❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱
t❤❡② ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ▼❈❉ ❢♦r ❧❛r❣❡ p/n ✈❛❧✉❡s✳ ■♥✲❜❡t✇❡❡♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥❧✐❡rs ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥t❛♠✲
✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❛② ✈❛r② ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ♦♥❡ ♠❡t❤♦❞ ♦r ❛♥♦t❤❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ❣✐✈❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❡t❤♦❞s ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❋♦r c < 10✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s
❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✲ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❆❯❈ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✐♥❝r❡❛s❡s
✇✐t❤ c✱ t❤❡ str♦♥❣❡st ♦✉t❧✐❡rs ❜❡✐♥❣ ❞❡t❡❝t❡❞ ✜rst✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛✲
t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦✉t❧✐❡rs✱ ❘▼❈❉✲ℓ1
❛♥❞ ❘▼❈❉✲ℓ2 ❝♦♥❢✉s❡ ✐♥✲ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡rs ✇❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t✲
❧✐❡rs✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ❛❞❛♣t❡❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥
t❤❛t ❝❛s❡✿ t❤❡ ♠♦st ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❛t❛ s❡t✳ ❚❤❡ ✭❘✮▼❈❉ s✉♣♣♦rt ✐s t❤✉s
❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡✜♥❡✱ ❛♥❞ s♦ ✐s t❤❡ ✭❘✮▼❈❉✳

❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✳ ❇❡❝❛✉s❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡ ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤✲
♦❞s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ✐♥❧✐❡rs ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r κ(Σ)
❝♦♠♣r✐s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✶✵✱✵✵✵✳ ❲✐t❤ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦✉t❧✐❡rs✱ ✇❡
♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❘▼❈❉✲ℓ1✱ ❘▼❈❉✲ℓ2 ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤✲
♦❞s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐s s♠❛❧❧✳ ▼❈❉ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤✐s ♣❛r❛♠❡✲
t❡r✳ ❯♥❧✐❦❡ ❘▼❈❉✲ℓ1✱ ❘▼❈❉✲ℓ2 ❛♥❞ ❘▼❈❉✲❘P✱ ❖❈❙❱▼ ❛♥❞ P❛r③❡♥ ♠❡t❤♦❞s

p✴n ✵✳✶ ✵✳✹ ✵✳✻ ✵✳✽ ✶✳

▼❈❉ ✶✳ ±0.008 ✶✳ ±0.065 ✵✳✽ ±0.052 ✵✳✻✺ ±0.058 ✵✳✺✺ ±0.067

❘▼❈❉✲❘P ✶✳ ±0.008 ✵✳✾✽ ±0.035 ✵✳✾✺ ±0.031 ✵✳✾✵ ±0.056 ✵✳✽ ±0.057

❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼ ✵✳✼✻ ±0.009 ✵✳✼✻ ±0.020 ✵✳✼✻ ±0.016 ✵✳✼✺ ±0.025 ✵✳✼✻ ±0.028

❘▼❈❉✲ℓ1 ✴ ❘▼❈❉✲ℓ2 ✶✳ ±0. ✶✳ ±0. ✶✳ ±0. ✶✳ ±0. ✶✳ ±0.

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✱ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❆❯❈ ❢♦r ▼❈❉ ❛♥❞ ❘▼❈❉✲❘P ❝♦♥❢r♦♥t❡❞
✇✐t❤ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♦✉t❧✐❡rs ✭p = 100✱ b = 3✱ κ(Σ) = 10✱ γ = 30%✮✳ ▼❈❉ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ❢♦r p/n > 0.4✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♣♦✐♥t✳ ❘▼❈❉✲❘P✬s ❆❯❈ st❛②s ❛❜♦✈❡ ✵✳✽✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❣♦♦❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ p/n ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❖t❤❡r r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛❝❤✐❡✈❡ ♣❡r❢❡❝t
♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭❆❯❈= 1✮ ❛♥❞ t❤❡ ❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼✬s ❆❯❈ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❛t ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧✳

✼✻



❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

κ(Σ) = 1 κ(Σ) = 10

κ(Σ) = 100 κ(Σ) = 1000

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✱ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❆❯❈ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t❧✐❡rs ✭p = 100✱ κ(Σ) = {1, 10, 100, 1000}✱ c = 10✱ γ = 20%✮✳ ❆ s♠❛❧❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❣✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ t❤❡ ❘▼❈❉✲ℓ1 ❛♥❞ ✲ℓ2 ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❖❈❙❱▼✳ ❋♦r
κ(Σ) > 100✱ ❛❧❧ ❘▼❈❉ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r❧②✳

❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ✇❤❡♥ κ(Σ) ≥ 1000 ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦
✇❤✐t❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② t♦ ✉s✐♥❣ ❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼ ❛♥❞ P❛r③❡♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ▲❈❆ ✐s t❤❛t s✉❝❤ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡ ✐♥❧✐❡rs ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❤❛s t❤❡ ♠♦st ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✇❤❡♥
♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ♣♦♦r ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✳

❈♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② r❡♠❛✐♥s s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❡❛❝❤
♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❘▼❈❉✲❘P ♠❡t❤♦❞ t❤❛t
✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ t②♣❡
✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✮✳

❙♣❛rs✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❆s t❤❡ ℓ1 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡
s♣❛rs✐t② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥❧✐❡rs ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✬s
✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❙♣❛rs✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❛tr✐① ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥

p✴n ✵✳✶ ✵✳✹ ✵✳✻ ✵✳✽ ✶✳

γ = 20% ✶✳ ±0 ✶✳ ±0.005 ✶✳ ±0.008 ✵✳✾✾ ±0.019 ✵✳✾✽ ±0.027

γ = 30% ✶✳ ±0 ✵✳✾✽ ±0.023 ✵✳✾✺ ±0.051 ✵✳✾✵ ±0.104 ✵✳✽ ±0.187

γ = 40% ✵✳✻✺ ±0.198 ✵✳✻ ±0.164 ✵✳✺✾ ±0.075 ✵✳✺✺ ±0.063 ✵✳✺✽ ±0.084

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛
❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ ❘▼❈❉✲❘P✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❆❯❈ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ γ✳
▼✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♦✉t❧✐❡rs ✭p = 100✱ b = 3✱ κ(Σ) = 10✮✳

✼✼



❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ✐♥❧✐❡rs ❝❛s❡✳ ❆❯❈ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s
♦♥ ❞❛t❛s❡ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ γ = 0.4✳ ✭❛✮ ▼✐❧❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧✐t②✳ m = 4✱ β = 1.1✳ ❘▼❈❉✲
ℓ2 ❆❯❈ ✐s st❛❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ p/n r❛t✐♦s ❜✉t ✐s r♦✉❣❤❧② ✵✳✶ ❜❡❧♦✇ ❘▼❈❉✲❘P ❛♥❞ ❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼ ❆❯❈✳
❘▼❈❉✲❘P ❤❛s t❤❡ ❜❡st ❛❝❝✉r❛❝②✳ ✭❜✮ ❙tr♦♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧✐t②✳ m = 4✱ β = 0.7✳ ❚❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ t✇♦✲ ♦r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❘▼❈❉✲ℓ2✬s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♣♦♦r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❖❈❙❱▼ ❛♥❞ ❘▼❈❉✲❘P✳

t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❆❯❈✿ ♦♥❧② t❤❡ ❘▼❈❉✲ℓ1 ❤❛s ❛ s❧✐❣❤t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❆❯❈ ✇❤❡♥ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ✈❡r② s♣❛rs❡✳ ❨❡t✱ ❘▼❈❉✲ℓ1 ✐s ♥♦t ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥
❘▼❈❉✲ℓ2✱ s♦ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❘▼❈❉✲ℓ1 ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳

◆♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❯♥❞❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧✐t②✱ ❘▼❈❉✲❘P ❛♥❞
❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❘▼❈❉✲ℓ2✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✳ ❘▼❈❉✲ℓ1 r❡✲
s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t r❡♣♦rt❡❞ s✐♥❝❡ ❘▼❈❉✲ℓ2 ❛❧✇❛②s ②✐❡❧❞s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆❧❧
♠❡t❤♦❞s ❜✉t ▼❈❉ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ st❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r p/n > 0.4✳ ■♥t❡r❡st✲
✐♥❣❧②✱ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛♥ ❆❯❈ ❝❧♦s❡ t♦ ✶ ❢♦r p/n < 0.1✱ ✇❤✐❝❤ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ✉s❡
♦❢ ▼❈❉ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✐♥ ♦✉r r❡❛❧✲❞❛t❛
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆ str♦♥❣❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧✐t② ②✐❡❧❞s ♣♦♦r❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❧❛r❣❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❘▼❈❉✲❘P r❡✲
♠❛✐♥s t❤❡ ❜❡st ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♦✉t❧✐❡rs ✇✐t❤ ❛♥ ❆❯❈ ❛❜♦✈❡ ✵✳✽✺✳ ▼❈❉
❛♥❞ ❘▼❈❉✲ℓ2 st✐❧❧ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r p/n < 0.1 ✇✐t❤
❛♥ ❆❯❈ ❝❧♦s❡ t♦ ✶✳ ❘▼❈❉✲❘P ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥
❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠❧② ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐s ❝❧♦s❡r t♦
♥♦r♠❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ▼❈❉ ♦♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞
❞❛t❛ ②✐❡❧❞s ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝❛♥
❜❡ s❡t ❡①❛❝t❧②✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✲
❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❜✉t ❘▼❈❉✲❘P ❜❡❤❛✈❡s ✇❡❧❧ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
❛r❡ ♥♦t ♠❡t ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✐s ❤✐❣❤✳ ❘▼❈❉✲❘P ❝♦♠❡s ✇✐t❤
❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ ♦✉t❧✐❡r ❞✐s❝❛r❞✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡
♦✈❡r❛❧❧✳ ■ts ♦♥❧② ✇❡❛❦♥❡ss ✐s t❤❛t ✐t ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✱
✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳

■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❲❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❡①t❡♥s✐✈❡ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ✜rst ❦♥❡❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s st❛t❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s

✼✽



❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

r❛♥❦❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭i✮

δ

●❛✉ss✐❛♥✲❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛✱ p = 2✱ n = 100✱
α = 4✱ γ = 0.4

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❋✉♥❝t✐♦♥s s✉♠♠❛r✐③✐♥❣
t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❞❡♥✲
s✐t②✳ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❧✐❡rs ✭r❡❞
❞♦ts✮ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✐♥❧✐❡rs ✭❜❧❛❝❦ ❞♦ts✮
❞❡♥s✐t② ♦♥❧② ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✲
❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ δ ≃ 5 ②✐❡❧❞s
❛♥ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡s✲
t✐♠❛t✐♥❣ γ̂ ≃ 35% ❢♦r ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢
γ = 40%✳

r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s p✱ p/n ❛♥❞ α ✈❛❧✉❡s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ s❤♦✇❡❞
t♦ ❜❡ ❛ ❜✐t ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ②❡t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ❧♦✇ ❢❛❧s❡
❞❡t❡❝t✐♦♥s r❛t❡ ♦♥ ❤❡❛✈② t❛✐❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❙t✉❞❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾ s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣✉r❡ ❙t✉❞❡♥t ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛✳

✸✳✹✳✷ ❘❡❛❧ ❞❛t❛

✸✳✹✳✷✳✶ ❉❛t❛ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❲❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥tr❛sts ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠
t❤❡ ■♠❛❣❡♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✮ t❤❛t s❤♦✇ ❜r❛✐♥ r❡❣✐♦♥s ✐♠♣❧✐❡❞ ✐♥ s✐♠♣❧❡
❝♦❣♥✐t✐✈❡ t❛s❦s✿

• ❛♥ ❛✉❞✐t♦r② t❛s❦ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❛ ✈✐s✉❛❧ t❛s❦❀

• ❛ ❧❡❢t ♠♦t♦r t❛s❦ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❛ r✐❣❤t ♠♦t♦r t❛s❦❀

• ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❛s❦ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❛ s❡♥t❡♥❝❡s r❡❛❞✐♥❣ t❛s❦❀

• ❛♥ ❛♥❣r② ❢❛❝❡s ✈✐❡✇✐♥❣ t❛s❦✳

❋♦r ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✶✶✸ ❢❡❛t✉r❡s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ ❝♦♥tr❛st
✐♠❛❣❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ ✶✶✸ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡s❡
r❡❣✐♦♥s ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❍❛r✈❛r❞✲❖①❢♦r❞ ❝♦rt✐❝❛❧ ❛♥❞ s✉❜✲❝♦rt✐❝❛❧ str✉❝t✉r❛❧
❛t❧❛s❡s✷✳ ❲❡ r❡♠♦✈❡❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❝♦✈❡r✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✪ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜r❛✐♥
✈♦❧✉♠❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤✐♥ s✉❝❤ ❧❛r❣❡ r❡❣✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t s✉♠♠❛r✐③❡
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s✐❣♥❛❧ ✇❡❧❧✳ ❲❡ r❡♠♦✈❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❣❡♥❞❡r✱ ❤❛♥❞❡❞♥❡ss ❛♥❞
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❜② ✉s✐♥❣ ❛ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼✲❡st✐♠❛t♦rs ❬✶✾❪✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ s❝✐❦✐t✳st❛ts♠♦❞❡❧s P②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✹✼❪ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛t ❛ ♣✲✈❛❧✉❡ P < 0.1 ❢❛♠✐❧②✲✇✐s❡ ❝♦rr❡❝t❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❛❧❧ s✉❜❥❡❝ts ✭n > 1500)✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ❛ s♠❛❧❧ p

n ✈❛❧✉❡✱ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❈❉ ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤❡ ♦✉t❧✐❡r ❧✐st
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ✜rst ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❛s t❤❡♥ ❤❡❧❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣
❢♦r ❢✉rt❤❡r ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ r❡❞✉❝❡❞ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s✱
✉s✐♥❣ ▼❈❉ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❘❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ▼❈❉ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ✈❡r② s♠❛❧❧
s❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ▼❈❉✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♦✉t❧✐❡r
❧✐sts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❘❖❈ ❝✉r✈❡s ✇❡r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳
❋♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ s✐③❡✱ ✇❡ r❡♣❡❛t❡❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✶✵ t✐♠❡s ✇✐t❤ ✶✵ ❞✐✛❡r❡♥t✱
r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ s❛♠♣❧❡s✳

✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝♠❛✳♠❣❤✳❤❛r✈❛r❞✳❡❞✉✴❢s❧❴❛t❧❛s✳❤t♠❧
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❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦♥
r❡❛❧ ❢▼❘■ ❞❛t❛✳ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧ ▼❘■ ❞❛t❛ ❛❢t❡r r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❣❡♥❞❡r✱ ❤❛♥❞❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❛❝✲
q✉✐s✐t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✳ ❆❯❈ ❝✉r✈❡ ✐❧❧✉s✲
tr❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ t♦
✜♥❞ ❜❛❝❦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❢r♦♠
r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜✲s❛♠♣❧❡s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐♦✉s p/n r❛t✐♦s✳ ❘❡❢✲
❡r❡♥❝❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ▼❈❉ ❢r♦♠ n = 1995 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
✭p = 113✮✳

❱♦①❡❧✲❇❛s❡❞ ▼♦r♣❤♦♠❡tr② ✭❱❇▼✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❣r❛② ♠❛tt❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♠❛♣s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ■♠❛❣❡♥ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❲❡ ✉s❡ ✶✷✵ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❞❡✜♥❡❞
❛s ✹♠♠✲r❛❞✐✉s ❜❛❧❧s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣r❛② ♠❛tt❡r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡ tr♦✉❣❤ s✉❜❥❡❝ts✿ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✇❛t❡rs❤❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✸✹❪ t♦
s❡❣♠❡♥t t❤❡ ✈♦①❡❧✲✇✐s❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♠❛♣ ✐♥t♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧
♣❡❛❦ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✶✷✵ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤❡st ♠❡❛♥ s✐❣♥❛❧ ✇❡r❡ r❡t❛✐♥❡❞ ❛s r❡❣✐♦♥s
♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❲❡ ❧✐♠✐t❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♦♥s t♦ ✶✷✵ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡
st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❛t❛s❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s
s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ ✇❡❧❧ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✲❜❛s❡❞
♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①ts ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧
✐♠❛❣✐♥❣✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ❛❧s♦ tr✐❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
❍❛r✈❛r❞✲❖①❢♦r❞ ❛t❧❛s r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦♥ t❤❡ ❣r❛② ♠❛tt❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛♣s✳

✸✳✹✳✷✳✷ ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥✲
str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❢▼❘■ ❝♦♥tr❛st r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥❣r②
❢❛❝❡s ✈✐❡✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ❘▼❈❉✲❘P ♠❡t❤♦❞✬s ❝✉r✈❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♦t❤❡rs ♠❡t❤♦❞s✬
❝✉r✈❡s ❢♦r p/n > 0.2✳ ❘▼❈❉✲ℓ2✬s ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❛❧✇❛②s ❛❜♦✈❡ ✵✳✾ ✇❤✐❧❡ ▼❈❉✲❜❛s❡❞
♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ✇❤❡♥ p/n ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✲
♦✉t r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❣❡♥❞❡r✱ ❤❛♥❞❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❛r❡ s✐♠✐❧❛r
t♦ ♦✉r ✜rst r❡s✉❧ts✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❘▼❈❉✲❘P ❛♥❞ ❘▼❈❉✲ℓ2
✐s ❛ ❜✐t ❧❛r❣❡r ✭♥♦t s❤♦✇♥✮✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡rs ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr❛sts
❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛st✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❉❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻ s❤♦✇s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❛ r❡❛❧ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡t✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr❛st r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣r② ✈❡rs✉s ♥❡✉tr❛❧ ❢❛❝❡s✳ ❆❧❧ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ✇✐t❤
❛♥ ❆❯❈ ❛❜♦✈❡ ✵✳✽✳ ❨❡t✱ ▲❈❆ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s
❛❜♦✈❡ ✵✳✾✺ ❢♦r ❛❧❧ p/n r❛t✐♦s✳ ❲❤✐t❡♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r✐♦r t♦ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤
❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼ ♦r P❛r③❡♥ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❡✈❛♥t s✐♥❝❡ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♠❡t❤♦❞s ❜② r♦✉❣❤❧② ✵✳✶✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
✜✈❡ ♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr❛sts✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼ s❤♦✇s ❛❝t✐✈✐t② ♠❛♣s ✭t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ❛t P < 0.01 ❢❛♠✐❧②✲✇✐s❡ ❝♦r✲
r❡❝t❡❞✮ ♦❢ ♦✉t✲ ❛♥❞ ✐♥❧✐❡rs s✉❜❥❡❝ts ✐♥ ❛ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
❛ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ❆♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧✱ ♦✉t❧✐❡r✲❢r❡❡ ❞❛t❛ s❡t✳
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❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢
♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❆❯❈ ✭r❡❛❧
❞❛t❛✮✳ ▲❈❆ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❜♦t❤ P❛r③❡♥ ❞❡♥s✐t②
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼✱ ❡✈❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥
✇❤✐t❡♥❡❞ ❞❛t❛✳ ❘▼❈❉ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s
t❤❡ s❛♠❡ ❛❝❝✉r❛❝② t❤❛♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ▲❈❆ s❡❡♠s
t♦ ❜❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ p/n r❛t✐♦ ❛s ✐ts ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤✐s r❛t✐♦✳

❖✉t❧✐❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❖✉t✲
❧✐❡rs ❢♦✉♥❞ ❜② ❘▼❈❉✲ℓ2✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ st❛♥❞ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝❧✉st❡r✱ ✇❤✐❝❤
✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ▼❈❉ ✜♥❞s ♦♥❧② t❤r❡❡
♦✉t❧✐❡rs✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ t❤❛t s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❣❣❡❞ ❛s
❛❜♥♦r♠❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡s
✭❡✳❣✳ t♦♦ ♠✉❝❤ ❛❝t✐✈✐t② ❢♦r s✉❜❥❡❝ts ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✮✳ ❨❡t ♠❛♥✉❛❧ s❝r❡❡♥✐♥❣
♠❛② ♥♦t ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡t❡❝t s♦♠❡ s✉❜t❧❡t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❥❡❝ts ✭❞✮ ❛♥❞ ✭❡✮ ✭❜♦t❤ ✇❡r❡ ②❡t ✐♥ t❤❡
❘▼❈❉✲❘P s✉♣♣♦rt✮ ✐s ♥♦t ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡
t❤❛t s♦♠❡ ♦✉t❧✐❡rs s❡❡♠ t♦ ❢❛❧❧ ❛♠♦♥❣st ✐♥❧✐❡rs ❞✉❡ t♦ ❛♥ ❛rt✐❢❛❝t ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
s✐♥❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❧✐❡ ✐♥ ❛ ✶✵✵✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❧② ✼✵✪ ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ✜t ❜② t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❱♦①❡❧✲❇❛s❡❞ ▼♦r♣❤♦♠❡tr② ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽ ❣✐✈❡s t❤❡ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❝❝✉✲
r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❘▼❈❉✲ℓ2✱ ❘▼❈❉✲❘P✱ ▼❈❉ ❛♥❞ ❖❈❙❱▼ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❣r❛② ♠❛tt❡r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛♣s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣✐♥❣ ♠♦❞❛❧✐t② ❛♥❞ ❘❖■
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✭≃ 3%✮✳ ❚❤❡ ▼❈❉
❞r♦♣s ❢❛st❡r ❛♥❞ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ❢♦r p/n > 0.5✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s
❜✉t ❘▼❈❉✲❘P ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ P❈❆ ♣❧♦t ❣✐✈❡♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❍❛r✈❛r❞✲❖①❢♦r❞ ❛t❧❛s✬s r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♠❡❛♥ s✐❣♥❛❧ ❛s ❛ ❞❡✲
s❝r✐♣t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛② ♠❛tt❡r ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✱ ❝♦♥✲
✜r♠✐♥❣ t❤❡ ❘▼❈❉✲❘P✬s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦♥
r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts ✭♥♦t s❤♦✇♥✮✳

■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵ ❣✐✈❡s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢
r❡❛❧ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ▲❈❆✲❧❡❛r♥❡❞ ❞❡♥s✐t② tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s✳ ❑♥❡❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝✉r✈❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t✇♦ ♦r ♠♦r❡
r❡❧❡✈❛♥t ❣r♦✉♣s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ r❛♥❦ ♣r♦♣❡rt②
❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t
♠❛♥② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❛❜♦✉t ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✮ s❡❡♠ t♦ ❜❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❛s ♦✉t❧✐❡rs✱
✇❤✐❧❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❛ st❛♥❞❛r❞ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P❈❆ ♣❧♦t ✭♥♦t s❤♦✇♥✮ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r✳
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❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ◆❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧✱ ❝❧❡❛♥❡❞ ❞❛t❛s❡t✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❛❣❣❡❞ ❛s ♦✉t❧✐❡rs ❜② t❤❡ ❘▼❈❉✲❘P
♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ♦✉t❧✐❡rs ❛t ❧❡❛st ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ✜rst P❈❆ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ▼❈❉✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦♥❧② ✜♥❞s t❤r❡❡ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ ♠✐ss❡s str♦♥❣ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢
♠❛♥✉❛❧ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✿ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧✐t② ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ✉♥✉s✉❛❧ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t
❡❛s✐❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✈♦①❡❧✲❜❛s❡❞ ♠♦r♣❤♦♠❡tr② ❞❛t❛✳ ❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❝❝✉✲
r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❘▼❈❉✲ℓ2✱ ❘▼❈❉✲❘P✱ ▼❈❉ ❛♥❞ ❖❈❙❱▼ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❣r❛② ♠❛tt❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛♣s ❛♥❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛s❡t✳ ✭❛✮ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ▼❈❉ ❞r♦♣s ❢❛st❡r✳ ❘▼❈❉✲❘P st✐❧❧ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s
✇✐t❤ ❛♥ ❆❯❈ ❛❜♦✈❡ ✵✳✾✺✳ ✭❜✮ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛
P❈❆ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖✉t❧✐❡rs ✭✐♥ r❡❞✮ ❛♥❞ ✐♥❧✐❡rs ✭✐♥ ❜❧❛❝❦✮ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳

✽✷



❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ ✧❙♣❡❝tr✉♠✧ ♦❢ ❙t✉❞❡♥t✲
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛✳ ❉❛t❛ st❛t✐st✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✉♥❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ❙t✉❞❡♥t✲
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛✳ ◆♦ ❤❛r❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡
s✉❣❣❡st❡❞✳ p = 100✱ n = 300✱ γ = 0✳

r❛♥❦❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭i✮

δ

✭❛✮

r❛♥❦❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭i✮

δ

✭❜✮

r❛♥❦❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭i✮

δ

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵✿ ❉❛t❛s❡t str✉❝t✉r❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡♥s✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ r❡❛❧ ♥❡✉✲
r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts✳ ✭❛✮ ❱✐❡✇✐♥❣ ❆♥❣r② ❢❛❝❡s
✲ ✈✐❡✇✐♥❣ ♥❡✉tr❛❧ ❢❛❝❡s✳ ❆ s❧♦♣❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ✐s ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ❛t i ≃ 1000✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ❤❛❧❢ t❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❤❡t✲
❡r♦❣❡♥❡♦✉s s❡t✳ ✭❜✮ ❘❡✇❛r❞✐♥❣ t❛s❦✳ ❚❤❡ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❝❛❧❡s
❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♠❛② ❜❡
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ grank ✭s❡❡
✸✳✸✳✸✳✸✮ ❞♦❡s ♥♦t r❡✈❡❛❧ ❛♥② str✉❝t✉r❡✳

✸✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✸✳✺✳✶ ❘▼❈❉✲❘P ✐s r♦❜✉st t♦ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❆s ♠♦st ♦✉t❧✐❡r✲❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ t❤❡ ❘▼❈❉✲❘P✬s ❛❝❝✉r❛❝② s❧✐❣❤t❧② ❞r♦♣s
❛s p/n ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❨❡t✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s s✉❝❤ ❛s ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞
❧❛r❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦r ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s ❆❯❈ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✵✳✽✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳
■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❘▼❈❉✲❘P ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❡st ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✭s❡❡ ✸✳✹✳✶✳✸✮ ✉♥❞❡r ♠✐❧❞ ♦r str♦♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧✐t②✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❘▼❈❉✲ℓ2 ❜r❡❛❦s ✇✐t❤ str♦♥❣❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♥♦r✲
♠❛❧✐t②✱ ❘▼❈❉✲❘P ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞♦♠✐♥❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❣❛✐♥ ✐♥ ❆❯❈ ♦❢ ✵✳✷ ♦r ♠♦r❡ ✐♥
♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ s❡tt✐♥❣s✳ ■♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ s❡tt✐♥❣s✱ ❘▼❈❉✲❘P ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ❛s ✉s❡❢✉❧✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts r♦❜✉st♥❡ss t♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧✐t②✳ ❆ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❢❛❧s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❘▼❈❉✲❘P ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✺✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳✸ t❤❛t ✉s✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡
▼❈❉ ✇❛s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❞❡t❡❝t ♦✉t❧✐❡rs ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛s t❤❡ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts
t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❚❤❡ ❘▼❈❉✲❘P ❡st✐✲
♠❛t♦r ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❛t ❝♦♥t❡①t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✮
s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ♦♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ s✉❜s♣❛❝❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r
♠♦r❡ ●❛✉ss✐❛♥ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❈❡♥tr❛❧ ▲✐♠✐t ❚❤❡♦r❡♠✳ ❊✈❡♥ ♦♥ s♠❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts ✭p/n > 0.2✮✱ ❘▼❈❉✲
❘P ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❞❡t❡❝t ♦✉t❧✐❡rs t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜②
❤❛♥❞✳

✸✳✺✳✷ ▲❈❆ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞

❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ▲♦❝❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✭▲❈❆✮ ❛❝❤✐❡✈❡s ❤✐❣❤❡r ❛❝✲
❝✉r❛❝② t❤❛♥ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♦♥❡s✳ ❖♥❧②
❘▼❈❉✲❘P ♦✛❡rs ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✇❛s s❤♦✇♥ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s p/n
s❡tt✐♥❣s ♦♥ ❜♦t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❙t✉❞❡♥t ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ✇✐t❤ ✉♣
t♦ ✹✵✪ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❘❡❛❧ ❞❛t❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ▲❈❆ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❣❡♥❡r✲
❛❧❧② ❛❜♦✈❡ ✵✳✾✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t s❡❡♠s t♦ s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❖✉r

✽✸



❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶✿ P❛✐r✇✐s❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✭L2✮ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ Lk ✭k ≤ 1✮ ❞✐s✲
t❛♥❝❡s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❬✶❪ ❛r❡
♥♦t ✇♦rt❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❝❛♥ tr✉st✇♦rt❤② r❡❧② ♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛✐r✇✐s❡ ❊✉✲
❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s ✭✇❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ❜②
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts✮✳

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❈❆ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❛t r❡✲
❣❛r❞ ❛♥❞ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ▲❈❆ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ♦t❤❡r
♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐t ✉s❡s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱
▲❈❆ ❛❞❛♣ts t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❦❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ s♦❢t t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ tr❛❝❡ ♥♦r♠ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛r✲
r✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ r❡✈❡❛❧s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❞❛t❛ ❬✺✼❪✳ ❆s t❤✐s ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡① r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛♥❛❧②s✐s✲❜❛s❡❞ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♠❛tr✐①✱ ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ st❛❜❧❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳
❲❡ ✉s❡❞ ✐t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ ✐♥❧✐❡rs ✐♥ ❛ r♦❜✉st
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s ♠❡❛♥t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs ❛ ❢❛✐t❤❢✉❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ❲❡ ✈❡r✐✜❡❞ ♦♥ s❡✈✲
❡r❛❧ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts t❤❛t t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ t♦
❝❤♦s❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❈❆ ❞♦❡s ♥♦t ②✐❡❧❞ s♣✉r✐♦✉s ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳ ❆♥
❛ttr❛❝t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❈❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s ✐s
❛ ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ s✐♠♣❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥✱
✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ❬✹✺❪✳

✸✳✺✳✸ Lk ❞✐st❛♥❝❡s

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ L2 ❞✐st❛♥❝❡✮ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛s❡ts ❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡s t✐❣❤t❡r ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s p
❣❡ts ❧❛r❣❡ ❬✺❪✳ ❆❣❣❛r✇❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✶❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t Lk ♥♦r♠s ✇✐t❤ k < 1 ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡s✱ t❤✉s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t r❡❧② ♦♥ ✐t✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶ s❤♦✇s t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ L2

❞✐st❛♥❝❡s✳ ❖♥ ❢▼❘■ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ Lk ❞✐st❛♥❝❡s ✇✐t❤ k < 1✳ ❲❡ ❞♦ ♥❡✐t❤❡r ♦❜s❡r✈❡
❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ P❛r③❡♥ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t♦r
✭♥♦t s❤♦✇♥✮✳

✸✳✺✳✹ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥

◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ▲❈❆✱ ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❝❝✉✲
r❛❝② ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡② ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❞♦ ♥♦t
r❡❧② ♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♥✲
tr♦❧✳ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ s♦ ❛s t♦

✽✹



❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ◆♦r♠❛❧✐t②

♦❜t❛✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s ♦❢ ❜r♦❛❞ ✐♥t❡r❡st
✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ st✉❞✐❡s r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ ♥♦ ❛❞ ❤♦❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢
s✉❜❥❡❝ts t♦ ❞✐s❝❛r❞ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r ♠❛② ✉s❡ ❘▼❈❉✲❘P ♦r ▲❈❆ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦✉t❧✐❡r
❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❲♦✉❧❞ ▲❈❆ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✱ ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❤❡❧♣s s❡tt✐♥❣ ✉♣ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❞❛t❛ st❛t✐st✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆❣❣❛r✇❛❧✱ ❈✳❈✳✱ ❍✐♥♥❡❜✉r❣✱ ❆✳✱ ❑❡✐♠✱ ❉✳❆✳✿ ❖♥ t❤❡ s✉r♣r✐s✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r ✭✷✵✵✶✮

❬✷❪ ❆♥❣✐✉❧❧✐✱ ❋✳✱ P✐③③✉t✐✱ ❈✳✿ ❋❛st ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s✳ ■♥✿
Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❉❛t❛ ▼✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐s❝♦✈❡r②✱ ♣♣✳ ✶✺✕✷✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r ✭✷✵✵✷✮

❬✸❪ ❆r♥✐♥❣✱ ❆✳✱ ❆❣r❛✇❛❧✱ ❘✳✱ ❘❛❣❤❛✈❛♥✱ P✳✿ ❆ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥
✐♥ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ■♥✿ ❑❉❉✳ ♣♣✳ ✶✻✹✕✶✻✾ ✭✶✾✾✻✮

❬✹❪ ❇❛②✱ ❙✳❉✳✱ ❙❝❤✇❛❜❛❝❤❡r✱ ▼✳✿ ▼✐♥✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡rs ✐♥ ♥❡❛r ❧✐♥❡❛r t✐♠❡
✇✐t❤ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r✉♥✐♥❣ r✉❧❡✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ♥✐♥t❤ ❆❈▼
❙■●❑❉❉ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✳ ♣♣✳
✷✾✕✸✽✳ ❆❈▼ ✭✷✵✵✸✮

❬✺❪ ❇❡②❡r✱ ❑✳✱ ●♦❧❞st❡✐♥✱ ❏✳✱ ❘❛♠❛❦r✐s❤♥❛♥✱ ❘✳✱ ❙❤❛❢t✱ ❯✳✿ ❲❤❡♥ ✐s ✧♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤✲
❜♦r✧ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧❄ ■♥✿ ❉❛t❛❜❛s❡ ❚❤❡♦r②✕■❈❉❚✬✾✾✱ ♣♣✳ ✷✶✼✕✷✸✺✳ ❙♣r✐♥❣❡r ✭✶✾✾✾✮

❬✻❪ ❇r❡✉♥✐❣✱ ▼✳▼✳✱ ❑r✐❡❣❡❧✱ ❍✳P✳✱ ◆❣✱ ❘✳❚✳✱ ❙❛♥❞❡r✱ ❏✳✿ ▲❖❋✿ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❞❡♥s✐t②✲
❜❛s❡❞ ❧♦❝❛❧ ♦✉t❧✐❡rs✳ ■♥✿ ❆❈▼ ❙✐❣♠♦❞ ❘❡❝♦r❞✳ ♣♣✳ ✾✸✕✶✵✹✳ ❆❈▼ ✭✷✵✵✵✮

❬✼❪ ❈❤❡♥✱ ❨✳✱ ❲✐❡s❡❧✱ ❆✳✱ ❊❧❞❛r✱ ❨✳✱ ❍❡r♦✱ ❆✳✿ ❙❤r✐♥❦❛❣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ▼▼❙❊ ❝♦✲
✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ✺✽✭✶✵✮✱ ✺✵✶✻✕✺✵✷✾
✭♦❝t ✷✵✶✵✮

❬✽❪ ❉❛s③②❦♦✇s❦✐✱ ▼✳✱ ❑❛❝③♠❛r❡❦✱ ❑✳✱ ❍❡②❞❡♥✱ ❨✳❱✳✱ ❲❛❧❝③❛❦✱ ❇✳✿ ❘♦❜✉st st❛t✐s✲
t✐❝s ✐♥ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ✕ ❆ r❡✈✐❡✇✿ ❇❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❈❤❡♠♦♠❡tr✐❝s ❛♥❞ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t
▲❛❜♦r❛t♦r② ❙②st❡♠s ✽✺✭✷✮✱ ✷✵✸✕✷✶✾ ✭✷✵✵✼✮
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❊♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❘❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ ●r♦✉♣ ❆♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❇r❛✐♥ P❛r❝❡❧✲
❧❛t✐♦♥s✳ ■♥✿ ▼■❈❈❆■ ✲ ✶✻t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣
❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❆ss✐st❡❞ ■♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ✲ ✷✵✶✸ ✭❖❝t ✷✵✶✸✮

◆❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❧❛t❡ ✐♥t❡r✲s✉❜❥❡❝t s✐❣♥❛❧ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ♦r ❣❡♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t♦
❛ss❡ss r✐s❦s ❢❛❝t♦rs ♦❢ ❜r❛✐♥ ❞✐s❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♦❢ s❡♥s✐t✐✈✐t②
♦❢ ❝✉rr❡♥t ✈♦①❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s s❝❤❡♠❡s ♠❛② ❤♦✇❡✈❡r ❧❡❛❞ t♦ ♥♦♥✲r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡
r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ st❛♥❞❛r❞
♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✐✈❡ ✈♦①❡❧s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ♦♥ s❡✈✲
❡r❛❧ r❛♥❞♦♠ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st ❝♦♥tr♦❧s
t❤❡ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r✐s❦✳ ❇♦t❤ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇s
❤✐❣❤❡r s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② t❤❛♥ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲
❛rt ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❛ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✲❣❡♥❡t✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ✐t s✉❝❝❡❡❞s ✐♥
❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛♥t ♥❡①t t♦ t❤❡ ❈❖▼❚
❣❡♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❇❖▲❉ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t t❤❛❧❛♠✉s ❢♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦✲
♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥tr❛st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝♦rr❡❝t r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ❢r♦♠
❛ ❙t♦♣ ❙✐❣♥❛❧ ❚❛s❦ ♣r♦t♦❝♦❧✳

✹✳✶ ❇r❛✐♥ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s

✹✳✶✳✶ ❙♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

❙♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s tr② t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✐♠❛❣❡s ❛t t❤❡ ✈♦①❡❧ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❥❡❝t✲
s♣❡❝✐✜❝ ❛❝t✐✈❛t❡❞ r❡❣✐♦♥s ❬✸✹❪✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦♣♦s❡ ♠♦r❡
❡❧❛❜♦r❛t❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✱ ❧✐❦❡ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠
❋✐❡❧❞s ❬✶✾❪✱ ✇❛✈❡❧❡ts ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❬✸✶❪✱ s♣❛t✐❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦r t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝
♠❡t❤♦❞s ❬✽✱ ✻❪ ❛♥❞ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ♠♦❞❡❧s ❬✶✹❪✳ ❚❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♥♦t
✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦st❧② ❛♥❞ ♥♦t ❛❧✇❛②s
✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ s✉❜❥❡❝ts✳ ❆ ♣♦♣✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥
✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ ❘❡❣✐♦♥s ♦❢ ■♥t❡r❡st ✭❘❖■s✮✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡s ✐♥t❡r✲s✉❜❥❡❝t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✷❪ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r ♣❛r✲
t✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❜r❛✐♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ♥❡♦❝♦rt❡①✳ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚❤✐r✐♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✼❪ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✿ t❤❡② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣❛r❝❡❧s t❤❛t ✈❛r②
❛❝r♦ss s✉❜❥❡❝ts t♦ ❜❡tt❡r ✜t t❤❡ ❢▼❘■ s✐❣♥❛❧✳

✹✳✶✳✶✳✶ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬✷✼❪ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ ✭✐✮ ✐t ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡❛s✐❧②
✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✭✐✐✮ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ✐t ❛❧❧❡✈✐❛t❡s
t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ♣❛r❝❡❧s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♠♦♦t❤♥❡ss✳ ❇✉t ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s✱

✾✵



❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ P❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡

✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s♣❛t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✲
str✉❝t t❤❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❝❡❧s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥t❡①t ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✐♥ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥t❡①t✱ ♦r ♠❛② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ♣♦♦r❧② t♦ ♥❡✇ s✉❜❥❡❝ts✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡✲
♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❝r♦ss s✉❜❣r♦✉♣s✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❧❛tt❡r ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳
❚❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t❤❛t
❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡❛s✐❧② ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡❀ ✐t ♠❛② t❤✉s ❢❛✐❧
t♦ ❞❡t❡❝t ❡✛❡❝ts ✐♥ ♣♦♦r❧② s❡❣♠❡♥t❡❞ r❡❣✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ❜②
✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❬✸✵✱ ✸❪ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤✲
♦❞s ✭❜♦♦tstr❛♣✮ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣
❛♥ ❡st✐♠❛t♦r s✉❝❤ ❛s ♣❛r❝❡❧✲❧❡✈❡❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜② ❛ ♠❡❛♥ ♦❢ ❜♦♦tstr❛♣ ❡st✐♠❛t❡s
✐s ❦♥♦✇♥ t♦ st❛❜✐❧✐③❡ ✐t❀ ❛ ❢♦rt✉♥❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧ts ✭❛❝r♦ss s✉❜❣r♦✉♣s ♦❢ s✉❜❥❡❝ts✮ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡
✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✉t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝s ✈❛❧✉❡s✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛
✈♦①❡❧ ❬✶✻✱ ✶❪ ❛❝r♦ss ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st✳

✹✳✶✳✶✳✷ ❆ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✿ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs

❚❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❬✸✵❪ ♦r ♦✉t❧✐❡rs
❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✿ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ♦❢t❡♥
❝♦♥t❛✐♥ ❛t②♣✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s❀ s✉❝❤ ♦✉t❧✐❡rs ❝❛♥ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✲r❡❧❛t❡❞
✐ss✉❡s ❬✶✷❪✱ ❜❛❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬✸✺❪✱ ♦r t❤❡② ❝❛♥ ♠❡r❡❧② ❜❡ ❡①tr❡♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s
♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛✱ s❝r❡❡♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ✈❡r② t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✱ ❛♥❞
❜❡❝♦♠❡s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❝♦❤♦rt st✉❞✐❡s✳ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ st❛t✐st✐❝❛❧❧②✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✐♥❝❧✉s✐♦♥
♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞✐❡s ❬✾❪ ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✸✮ ❛♥❞ ②✐❡❧❞ ❛ ❣♦♦❞ ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s r❡❧② ♦♥ ♣r✐♦r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ✇✐t❤✐♥ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❜r❛✐♥ ♣❛r❝❡❧s✳ ❆s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛ ✜①❡❞ ❜r❛✐♥ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡✳
❘❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t t❤✉s ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✹✳✶✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s
t❤❛t ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥♦✉❣❤ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥✲
❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥ts ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❣✐♦♥s
t❤❛t ❞✐s♣❧❛② s♦♠❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s
✐s t♦ t❛❦❡ ❜♦♦tstr❛♣ s❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❛♣♣❧② ❲❛r❞✬s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t♦ t❤❡✐r ❝♦♥tr❛st ♠❛♣s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ❜r❛✐♥ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❜❡st s✉♠♠❛r✐③❡
t❤❡ ❞❛t❛ s✉❜s❛♠♣❧❡s✱ ✐✳❡✳ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❝❡❧✲❧❡✈❡❧ ♠❡❛♥ s✐❣♥❛❧ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡
s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛r❝❡❧✱ ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜❥❡❝t✳ ■❢ ❡♥♦✉❣❤ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡
♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ♦✛❡r ❛ ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
t❤❛t t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ s❝❤❡♠❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡♥♦✉❣❤ ❡♥tr♦♣② ❬✸✵❪✳

✾✶
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ s♦ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛r② tr❡❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♠❡r❣❡s ❤❛s t♦
❜❡ ❝✉t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s✐r❡❞ ❝❧✉st❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ s✉❜❥❡❝t✬s ✐♠❛❣❡✳

✹✳✶✳✷✳✶ ❲❛r❞✬s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❲❛r❞✬s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✸✸❪ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛❣❣❧♦♠❡r✲
❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✸❪✿ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛s ♠❛♥② ✭s✐♥❣❧❡t♦♥s✮ ❝❧✉st❡rs ❛s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✉♥t✐❧ ♦♥❧②
♦♥❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣❡s
✐s ❦❡♣t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ tr❡❡ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❝✉t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ❱❛r✐♦✉s ❝r✐t❡r✐❛ ❡①✐st t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ❝❧✉st❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡r❣❡❞
❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛s ♠❛♥② ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❛r❞✬s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s
♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ♠❡r❣✐♥❣ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥tr❛✲
❝❧✉st❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❧✉st❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✭❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
✐♥tr❛✲❝❧✉st❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ♦t❤❡r ❝❧✉st❡rs r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡r❣❡s✮✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❲❛r❞✬s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❛t ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ✐s ❛ ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t Y = {y1, . . . ,yp} ∈ R
n×p ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ n ❢▼❘■ ✈♦❧✉♠❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜② p ✈♦①❡❧s ❡❛❝❤✳ ❋♦r t✇♦ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ✈♦①❡❧s c ❛♥❞ c′✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✿

∆(c, c′) =
|c||c′|

|c|+ |c′|
‖〈Y 〉c − 〈Y 〉c′‖

2
2, ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ 〈Y 〉c = 1
|c|
∑

j∈c y
j ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ C = {c1, . . . , ck} ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢

✈♦①❡❧s Y ✭✐✳❡✳ ∪c∈C = Y ❛♥❞ ci ∩ cj = ∅ ∀(ci, cj) ∈ C2✮✱ ✇❡ ♥♦t❡ C∗ t❤❡ s❡t ♦❢
❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❧✉st❡rs t❤❛t s❤❛r❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✈♦①❡❧✳ ❲❛r❞✬s ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ p ❝❧✉st❡rs C = {{y1}, . . . , {yp}} t❤❛t
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝❧✉st❡r ♣❡r ✈♦①❡❧✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❡r❣❡ t❤❡
t✇♦ ❝❧✉st❡rs ci ❛♥❞ cj ♦❢ C

∗ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ∆✿

(ci, cj) = ❛r❣♠✐♥
(c,c′)∈C∗

∆(c, c′). ✭✹✳✷✮

❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ C∗✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ K✲♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ✇❤❡♥ ❝❛r❞(C) = K✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳✷✱ ✇❡ ✉s❡ ✈❛r✐♦✉s ❲❛r❞✬s

✾✷
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❝❧✉st❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s t❤❛t s✐♠♣❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r Y ✳
❲❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❲❛r❞✬s ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡

❙❝✐❦✐t✲❧❡❛r♥ P②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✷✵❪✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠✲
♣❧❡s ✭t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✮✳ ■♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❛s❦✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❲❛r❞✬s ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❢▼❘■ ✐♠❛❣❡s✳

✹✳✶✳✷✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐✲
❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❜✉✐❧t✳ ■❢ ❢❡✇ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡
✉s❡❞✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐s ❤✐♥❞❡r❡❞✳ ❈♦♥✲
✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖❜t❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ✐s
❝r✉❝✐❛❧ ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✱ ❜✉t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❝❡❧s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡
❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❛❝ts ❛s ❛ tr❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❝r✉❝✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s✳ ❉r❛✇✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭✐✳❡✳ ❜❛❣❣✐♥❣✱ s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✮ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢
t❤❛t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ r❡❧✐❛♥❝❡ ♦♥ ✐t✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ r❡♣♦rts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣❛r❝❡❧s s♣❛t✐❛❧ s♣r❡❛❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡
✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❛s t❤❡✐r
❛❞❥✉st❡❞ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✸✷❪✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ s♣r❡❛❞ ♦❢ ❛ ♣❛r❝❡❧ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s
t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❝❡❧✬s ✈♦①❡❧s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ ❛①✐s✳ ■♥
❛ ✜rst ❝❛s❡✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤♦✉t r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①tr❡♠❡
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✭❢♦r ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡
✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♠❛❣❡s✮✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞r❛✇ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤
r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t t♦ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ s✉❜❥❡❝t ❞r❛✇♥✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥❝❧✉❞❡ ❡♥♦✉❣❤ s✉❜❥❡❝ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❤❛✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣❛r❝❡❧s✳ ❲❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❜❛❣✲

❙✉❜s❛♠♣❧❡

s✐③❡

✭♦✈❡r ✷✵✮ ✶ ✺ ✶✵ ✶✺ ✷✵
r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ✲ ✗ ✓ ✗ ✓ ✗ ✓ ✗ ✓

❆❞❥✉st❡❞

♠✉t✉❛❧ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥

✵✳✹✵ ✵✳✺✺ ✵✳✺✹ ✵✳✻✹ ✵✳✻✵ ✵✳✻✾ ✵✳✻✷ ✶ ✵✳✻✺

✭± ✵✳✵✾✮ ✭± ✵✳✵✷✮ ✭± ✵✳✵✸✮ ✭± ✵✳✵✷✮ ✭± ✵✳✵✷✮ ✭± ✵✳✵✶✮ ✭± ✵✳✵✸✮ ✭✵✮ ✭± ✵✳✵✶✮

❙♣❛t✐❛❧

s♣r❡❛❞

✭♠♠✮ ✶✷✵✳✺ ✶✶✺✳✼ ✶✶✽✳✹ ✶✶✹✳✸ ✶✶✹✳✾ ✶✶✹✳✸ ✶✶✹✳✵ ✶✶✸✳✼ ✶✶✻✳✹
✭± ✶✶✳✻✮ ✭± ✺✳✵✮ ✭± ✻✳✶✮ ✭± ✷✳✷✮ ✭± ✷✳✹✮ ✭± ✷✳✻✮ ✭± ✷✳✼✮ ✭✵✮ ✭± ✸✳✶✮

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❱❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❝❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s✳ ❉r❛✇✐♥❣ t❤❡
s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❤❡❧♣s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r❝❡❧s ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♣❛t✐❛❧
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❜♦♦tstr❛♣ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ✭✐✳❡✳ ❞r❛✇✐♥❣ n
s✉❜❥❡❝ts ❛♠♦♥❣st n ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t✮ ❛s ❛ ❞❡❢❛✉❧t ❝❤♦✐❝❡✳

✾✸



❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ P❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙✐③❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢
t❤❡ ♣❛r❝❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❲❛r❞✬s
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❢▼❘■ ❝♦♥✲
tr❛st ♠❛♣s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❝❡❧✱ t❤❡ ❝♦♠✲
♣❛❝t♥❡ss ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ❛ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠❛s❦ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❝❡❧ ❛♥❞ ✐ts ✶✲
❡r♦❞❡❞ ✐♠❛❣❡✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❣r❡❛t
✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♣❛r❝❡❧ s✐③❡✴❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✱
✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲
❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢▼❘■ ❝♦♥tr❛st ♠❛♣s✳

❣✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ ✭✐✳❡✳ r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇✐♥❣ n s✉❜❥❡❝ts ❛♠♦♥❣st n ✇✐t❤
r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✿ ❲❡ ❛❞✈♦❝❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
t♦ ❜✉✐❧❞ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s✳

✹✳✶✳✷✳✸ ❙❡tt✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❝❡❧s

❲❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t❤❛t ✉s✐♥❣ ✶✵✵✵ ♣❛r❝❡❧s ✐s ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥
❛❝❝✉r❛t❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❧❡❛❞s t♦ ✉s✐♥❣ ❛♥
❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✺✵ ✈♦①❡❧s ♣❡r ♣❛r❝❡❧✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❝❧✉st❡rs ❣✐✈❡♥ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✐♥t❡r✲s✉❜❥❡❝ts ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛r❝❡❧s ✐s ❢❛r ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ ❜r❛✐♥ ❛t❧❛s❡s ✇✐t❤✱ ❛t ❜❡st✱ t✇♦ ❤✉♥❞r❡❞ ❘❖■s✱
s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ❝✉rr❡♥t ❛t❧❛s❡s ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r s✉❝❤ st✉❞✐❡s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✷✾❪✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ s❤♦✇s t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❛r❝❡❧s ❢♦r ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✶✵✵
♣❛r❝❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❲❛r❞✬s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ r❡❛❧ ❢▼❘■ ❞❛t❛✳

✹✳✷ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ P❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡

✹✳✷✳✶ ▼❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❘P❇■✮ ♣❡r❢♦r♠s s❡✈❡r❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❛♥✲
❛❧②③❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t✐s✲
t✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ V ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈♦①❡❧s
✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✈♦①❡❧ v ❛♥❞ ❛ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ P ✱ t❤❡ ♣❛r❝❡❧✲❜❛s❡❞
t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ θt ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

θt(v, P ) =

{

1 ✐❢ F (ΦP (v)) > t
0 ♦t❤❡r✇✐s❡

✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ ΦP : V → P ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ✇✐t❤ ❛
♣❛r❝❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ P ✭∀v ∈ P (i), ΦP (v) = P (i)✮✳ ❋♦r ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ t❡st✱
F r❡t✉r♥s t❤❡ F ✲st❛t✐st✐❝ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❝❡❧✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ st❛t✐st✐❝ ❛t ❛ ✈♦①❡❧ v ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥
Ct✿

Ct(v,P) =
∑

P∈P
θt(v, P ). ✭✹✳✹✮

Ct(v,P) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ ✈♦①❡❧ v ✇❛s ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣❛r❝❡❧ ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t ❛❝r♦ss t❤❡ ❢♦❧❞s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t P ♦❢ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ s❡t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t t♦ ❡♥s✉r❡ ❛

✾✹



❘
❛♥

❞
♦♠

✐③❡❞
P
❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥

❇
❛s❡❞

■♥
❢❡r❡♥

❝❡

fMRI for
n subjects

100
randomized
parcellations

Permutations loop

FWER corr.
p-values map

( (

Step 2
 
For each parcellation, the 
statistical design is tested (F-test)
on each parcel. A voxel-level 
counting map is produced by 
counting how many times a voxel
is in a parcel that passes a given
threshold.

Step 0
 
Apply Ward's clustering on 
bootstraped subsamples to 
generate 100 randomized
parcellations.

Step 1
 
For each parcellation and each 
subject, extract parcels mean 
signal.

Step 3
 
A permutation test is performed:
The step 2 is repeated 10,000
times with permutated data to 
tabulate the distribution under 
the null hypothesis. A FWER corr.
p-values map is produced. 

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦♥ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❢❡✇ ♣❛r❝❡❧s✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❝❡❧s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦
♦❜t❛✐♥ ✈♦①❡❧✲❧❡✈❡❧ st❛t✐st✐❝s✳

✾✺



❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ P❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡

❇♦♥❢❡rr♦♥✐✲❝♦rr❡❝t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛t p < 0.1 ✶ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❝❡❧✲❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②③❡s✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✇❡❛❦❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠✐❧❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛ss❡ss t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ st❛t✐st✐❝ ❛t ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st✱ ✐✳❡✳ ✇❡ t❛❜✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Ct(v,P) ✉♥❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②✲
♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈♦①❡❧s✬ ♠❡❛♥ s✐❣♥❛❧
❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ✈♦①❡❧✲✇✐s❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ♠❛♣ s✐♠✐❧❛r
t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛♣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❢❛♠✐❧②✲✇✐s❡ ❡rr♦r
❝♦♥tr♦❧ ❜② t❛❜✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛❝r♦ss ✈♦①❡❧s ✐♥ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ θt ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s
❝♦♥✈❡① ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤♦✐❝❡ θt(v, P ) = F (ΦP (v))
②✐❡❧❞s s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✭♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✮ ❜✉t ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s
♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♠❡♠♦r② s✐♥❝❡ t❤❡ v → θt(v, P ) ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ❜♦♦tstr❛♣ ❛✈❡r❛❣❡s
❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r s♣❛rs❡✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣✐✈♦t❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝ ✐♥ t❤❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✭✹✳✸✳✹✮✳

❙♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s tr② t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠♣❡r❢❡❝t ✈♦①❡❧✲t♦✲✈♦①❡❧ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛❢t❡r ❝♦✲r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡✳
❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❬✷✹❪✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❛r❝❡❧s ❛r❡ ♥♦t s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ✈♦①❡❧s
✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❝❡❧✱ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❯♥❧✐❦❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦r s♣❛t✐❛❧
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ♦✉r st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❡♠❜❡❞s t❤❡ s♣❛t✐❛❧
♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡sts ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡♣❡♥❞❡♥✲
❝✐❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❡♥s✉r❡s ❛ ❜❡tt❡r r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✉♥❧✐❦❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ♦♥❡ ✜①❡❞ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥✳

✹✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s

✹✳✷✳✷✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❢▼❘■ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡s ❛s ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ s❤❛♣❡ 40×40×
40 ✈♦①❡❧s✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ 4× 4× 4 ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❛t❝❤
❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❥✐tt❡r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ N (0, I3)
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❥✐tt❡r ❛r❡ r♦✉♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✐♥t❡❣❡rs✮✳ ❚❤❡
str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐s s❡t s♦ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮ ♣❡❛❦s ❛t
✷ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈♦①❡❧✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ N (0, 1)
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ●❛✉ss✐❛♥✲s♠♦♦t❤❡❞ ❛t σnoise ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ✐ts ❣❧♦❜❛❧
❡♠♣✐r✐❝❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r s✉♣❡r✐♠♣♦s✐♥❣ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡
♦♣t✐♦♥❛❧❧② s♠♦♦t❤ ❛t σpost = 2.12 ✈♦①❡❧s ✐s♦tr♦♣✐❝✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ 5 ✈♦①❡❧s
❋✉❧❧ ❲✐❞t❤ ❛t ❍❛❧❢ ▼❛①✐♠✉♠ ✭❋❲❍▼✮✳ ❱♦①❡❧s ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛❜♦✈❡ ✵✳✶
t♦ ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ t❡st ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳
❚❡♥ s✉❜s❛♠♣❧❡s ♦❢ ✷✵ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥❛❧②③❡s✳ ❊❛❝❤ t✐♠❡✱ ❘P❇■
✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❤✉♥❞r❡❞ ✶✵✵✵✲♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ ❜♦♦tstr❛♣♣❡❞
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷✵ ✐♠❛❣❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✶✵ ❣r♦✉♣s✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣✲✈❛❧✉❡s ♠❛♣ t❤❛t s❤♦✇s ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡s✳

❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢♦✉r ♠❡t❤♦❞s t♦ ❛❝t✉❛❧❧② r❡❝♦✈❡r t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢
❛❝t✐✈❛t✐♦♥✿

✶❲❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ♥✉❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦✉♥t✐♥❣ st❛t✐st✐❝✳ ❲✐t❤ ✶ t❛r❣❡t ❛♥❞ ✶✱✵✵✵ ♣❛r❝❡❧s✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❛✇ ♣✲✈❛❧✉❡ < 10−4✳

✾✻



❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ P❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡

✭✐✮ ✈♦①❡❧✲❧❡✈❡❧ ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣❀

✭✐✐✮ ❝❧✉st❡r✲s✐③❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ✕ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳✷✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❦♥♦✇ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❛♥ ✈♦①❡❧✲✐♥t❡♥s✐t② ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ❬✶✼✱ ✼✱ ✷✶❪❀

✭✐✐✐✮ t❤r❡s❤♦❧❞✲❢r❡❡ ❝❧✉st❡r ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✭❚❋❈❊✮ ❬✷✸❪ ✕ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳✸❀

✭✐✈✮ ❘P❇■✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳

❲❡ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st✐♥❣✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ t②♣❡ ✶ ❡rr♦r ❝♦♥tr♦❧✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ✹✵✵ s❡ts ♦❢ ✷✵ ✐♠❛❣❡s
✇✐t❤ ♥♦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♦♥❧② ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ σnoise = 1✱ ❛♥❞ ❙◆❘ ❂
✵✮✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t❡ ❛t ✈♦①❡❧ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❘P❇■✳

❘❡s✉❧ts✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ✇❛s r❡♣♦rt❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❘P❇■ ❛❧✇❛②s ❛❝❤✐❡✈❡s ♠♦r❡ ♦r ❛s ♠❛♥②
❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛s t❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✐s
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛t ✺✪✱ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ t❤❡
r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❘P❇■ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡✳ ❱♦①❡❧✲✐♥t❡♥s✐t② ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ✐s
t❤❡ ♦♥❧② ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s♠♦♦t❤✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ s♣❛t✐❛❧ ♠❡t❤✲
♦❞s ✭❝❧✉st❡r✲❧❡✈❡❧✱ ❚❋❈❊✱ ❘P❇■✮ ❧♦s❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s♠♦♦t❤❡❞✳
❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✸✹❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ s❤♦✇s
t❤❛t ❞❡t❡❝t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② s♣❛t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✭❝❧✉st❡r✲s✐③❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❚❋❈❊
❛♥❞ ❘P❇■✮ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ✇r♦♥❣❧② r❡♣♦rt❡❞ ❡✛❡❝ts ✐♥ ✈♦①❡❧s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ❡✛❡❝t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t s✐♠♣❧② ❡①t❡♥❞s
❛ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❡✛❡❝t t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✈♦①❡❧s ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ✇r♦♥❣❧② ❜❡ t❤♦✉❣❤t
t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♣♦✐♥ts ♦✉t ♠♦r❡ ✈♦①❡❧s✳ ❘P❇■ ♦✛❡rs t❤❡ ❜❡st
♣r❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❛s ✐ts ♣r❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ❝✉r✈❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳
❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r✲s✐③❡ ♠❡t❤♦❞ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
t❤❡ ❝❧✉st❡r✲❢♦r♠✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞✿ ♠♦st ✈♦①❡❧s ❞♦ ♥♦t ♣❛ss t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡♥
✇❡r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✲
❢♦r♠✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛❝ts ♦♥ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❜✉t
❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❣❡♥✲
❡r❛❧✳ ❇② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞s✱ t❤❡ ❚❋❈❊ ♣❛rt✐❛❧❧② ❛❞❞r❡ss❡s t❤✐s
✐ss✉❡✳ ❲❤❡♥ ♥♦ s✐❣♥❛❧ ✐s ♣✉t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✭❙◆❘ ❂ ✵✮✱ ❘P❇■ r❡♣♦rts ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
✸✼ t✐♠❡s ♦✈❡r ✹✵✵ ❛t P < 0.1 ❋❲❊❘ ❝♦rr❡❝t❡❞✱ ✷✵ t✐♠❡s ❛t P < 0.05 ❋❲❊❘
❝♦rr❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ✹ t✐♠❡s ❛t P < 0.01 ❋❲❊❘ ❝♦rr❡❝t❡❞✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ t②♣❡ ■ ❡rr♦r r❛t❡✳

✹✳✷✳✷✳✷ ❘❡❛❧ ❞❛t❛

❘❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛♥ ❬❛♥❣r② ❢❛❝❡s
✲ ❝♦♥tr♦❧❪ ❢▼❘■ ❝♦♥tr❛st✳ ✶✺✻✼ s✉❜❥❡❝ts ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❢t❡r r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲
❥❡❝ts ✇✐t❤ t♦♦ ♠❛♥② ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞✴♦r ❜❛❞✴♠✐ss✐♥❣ ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆❢t❡r st❛♥✲
❞❛r❞ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ♦♥t♦ t❤❡
s❛♠❡ t❡♠♣❧❛t❡✱ ✇❡ t❡st ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ❢♦r ❛ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ✶✺✻✼ s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤
❛♥ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤❛♥❞❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❣❡♥❞❡r ❛s ❝♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛
r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈♦①❡❧✲✇✐s❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ♠❛♣✳ ❲❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤✐s ♠❛♣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ✺✪
♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛❝t✐✈❡ ✈♦①❡❧s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ − log10 P > 77.5✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
✐t ❛s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡ ❛ ✈♦①❡❧ ❜❛s❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤
♠❛② ❜❡ ❜✐❛s❡❞ t♦ ✈♦①❡❧✲❧❡✈❡❧ st❛t✐st✐❝s ✭t❤✉s ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣✐♥❣ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✮✳

✾✼
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Voxel-level Voxel-level

✭❜✮✭❛✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳ Pr❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ❝✉r✈❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s ❛❝r♦ss ✶✵ r❛♥❞♦♠
s✉❜s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✷✵ s✉❜❥❡❝ts✳ ❙◆❘ ❂ ✷ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ s♣❛t✐❛❧ s♠♦♦t❤♥❡ss✿ ✭❛✮ σnoise = 0✱ ✭❜✮
σnoise = 1✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❜r❛✐♥ ♠❛♣s ❛t ✈❛r✐♦✉s ❧❡✈❡❧s✱
②✐❡❧❞✐♥❣ ❛s ♠❛♥② ♣r❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ♣♦✐♥ts✳

❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✬s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦♥ s✉❜✲
s❛♠♣❧❡s ♦❢ ✷✵ r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥ s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✉s❡❞✱ ✇❡
❝❛♥♥♦t ❡①♣❡❝t t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♠❛♣ ❛s ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧✲s❛♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s✐s
❞✉❡ t♦ ❛ ❧♦ss ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ✇❡
❜✉✐❧❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ❝✉r✈❡s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ♣❡r✲
❢♦r♠ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ ✶✵ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s
♠❡t❤♦❞s ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦✉r
♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ ✶✵ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✿

✭✐✮ ❘P❇■ ✭s❤✳ ♣❛r❝❡❧s✮ ✇✐t❤ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❜✉✐❧t ♦♥ ❜♦♦tstr❛♣♣❡❞ s✉❜s❛♠♣❧❡s ♦❢
✶✺✵ ✐♠❛❣❡s ❛♠♦♥❣st t❤❡ ✶✺✻✼ ✐♠❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢▼❘■ ❝♦♥tr❛st
✉♥❞❡r st✉❞②❀

✭✐✐✮ ❘P❇■ ✭❛❧t✳ ♣❛r❝❡❧s✮ ✇✐t❤ s❤❛r❡❞ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❜✉✐❧t ♦♥ ✐♠❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢▼❘■ ❝♦♥tr❛st❀

✭✐✐✐✮ ❘P❇■ ✭r❛♥❞✳ ♣❛r❝❡❧s✮ ✇✐t❤ s❤❛r❡❞ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❜✉✐❧t ♦♥ s♠♦♦t❤ ●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡ ✭❋❲❍▼ ❂ ✷ ✈♦①❡❧s✮❀

❲❡ ❛❧s♦ ❛ss❡ss t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ ❤♦✇ ♠❛♥② t✐♠❡s
❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ✇❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ❛❝r♦ss s✉❜❣r♦✉♣s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t

σnoise ✵ ✶ ✷
♣♦st✲s♠♦♦t❤✐♥❣ ✗ ✓ ✗ ✓ ✗ ✓

❱♦①❡❧✲✐♥t❡♥s✐t② ✸ ✶✵ ✸ ✹ ✸ ✷
❈❧✉st❡r✲s✐③❡ ✾ ✶✵ ✻ ✸ ✶ ✵

❚❋❈❊ ✶✵ ✶✵ ✺ ✷ ✷ ✶
❘P❇■ ✶✵ ✶✵ ✼ ✹ ✹ ✷

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❋r❡q✉❡♥❝② ✭♦✈❡r ✶✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t r❡♣♦rt✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s ✭♣❡❛❦ ❙◆❘ = 2❀ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛t P < 0.05 ❝♦rr❡❝t❡❞✮✳ ❋♦r
s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ σnoise ✉s❡❞ t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥ r❡♣♦rt ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t
♣♦st✲s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛♥❞ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♣♦st✲s♠♦♦t❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❋❲❍▼ = 5 ✈♦①❡❧s✳ ❘P❇■
r❡♣♦rts ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② s♦♠❡ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛
♣♦st❡r✐♦r✐ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✉♥❞❡r♠✐♥❡s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞s✬ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✾✽
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FDR = 5%

✭❜✮

✭❛✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❘❡❛❧ ❢▼❘■ ❞❛t❛✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s ❛❝r♦ss
✶✵ r❛♥❞♦♠ s✉❜s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✷✵ s✉❜❥❡❝ts✳ ✭❛✮ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❝❧✉st❡r✲s✐③❡
✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ❛t ✺✪ ❋❲❊❘✳ ✭❜✮ Pr❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ❝✉r✈❡s ❜✉✐❧t ✇✐t❤ ❛ ♣s❡✉❞♦ ❣r♦✉♥❞
tr✉t❤ ✇❤❡r❡ ✺✪ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛❝t✐✈❡ ✈♦①❡❧s ❛❝r♦ss ✶✺✻✼ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ❦❡♣t✳ ❘P❇■ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st
s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ s❤♦✇s ❛ ❣♦♦❞ r❡❝❛❧❧ r❛t❡ ❛t ❋❉❘❂✺✪✳

t❤❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❛t ❝♦✉♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✱
r❡str✐❝t✐♥❣ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✈♦①❡❧s t❤❛t ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡✳ ❆
♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ t❤❛♥ ❛♥♦t❤❡r ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ ✈♦①❡❧s ❛♣♣❡❛r
♠♦r❡ ♦❢t❡♥✱ t❤❛t ✐s ✐❢ ✐ts ❤✐st♦❣r❛♠ s❤♦✇s ♠❛♥② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s✳

◆❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✲❣❡♥❡t✐❝ st✉❞②✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t
❘P❇■ ❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ✉♥❝♦✈❡r ♥❡✇ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣
❛♥❞ ❣❡♥❡t✐❝s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❢▼❘■ ❝♦♥tr❛st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡✈❡♥ts ✇❤❡r❡
s✉❜❥❡❝ts ♠❛❦❡ ♠♦t♦r r❡s♣♦♥s❡ ❡rr♦rs ✭❬❣♦ ✇r♦♥❣❪ ❢▼❘■ ❝♦♥tr❛st ❢r♦♠ ❛ ❙t♦♣
❚❛s❦ ❙✐❣♥❛❧✮ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❙✐♥❣❧❡✲◆✉❝❧❡♦t✐❞❡ P♦❧②♠♦r♣❤✐s♠s ✭❙◆Ps✮
✐♥ t❤❡ ❈❖▼❚ ❣❡♥❡✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡ ❝♦❞❡s ❢♦r t❤❡ ❈❛t❡❝❤♦❧✲❖✲♠❡t❤②❧tr❛♥s❢❡r❛s❡✱ ❛♥
❡♥③②♠❡ t❤❛t ❝❛t❛❧②③❡s tr❛♥s❢❡r ♦❢ ♥❡✉r♦tr❛♥s♠✐tt❡rs ❧✐❦❡ ❞♦♣❛♠✐♥❡✱ ❡♣✐♥❡♣❤r✐♥❡
❛♥❞ ♥♦r❡♣✐♥❡♣❤r✐♥❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st st✉❞✐❡❞ ❣❡♥❡s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦
❜r❛✐♥✳ ❙✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ t♦♦ ♠❛♥② ♠✐ss✐♥❣ ✈♦①❡❧s ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ♠❛s❦ ♦r ✇✐t❤ ❜❛❞
t❛s❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❡r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛♥ts✱ ✇❡ ❦❡❡♣ ♦♥❧② ✷✼
❙◆Ps ✐♥ t❤❡ ❈❖▼❚ ❣❡♥❡ ✭±✷✵❦❜✮ t❤❛t ♣❛ss ♣❧✐♥❦ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭▼✐♥♦r
❆❧❧❡❧❡ ❋r❡q✉❡♥❝② < 0.05✱ ❍❛r❞②✲❲❡✐♥❜❡r❣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ P < 0.001✱ ♠✐ss✐♥❣ r❛t❡
♣❡r ❙◆P < 0.05✮✳ ❆❣❡✱ s❡①✱ ❤❛♥❞❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❘❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✇❡r❡ r❡♣❧❛❝❡❞
❜② t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦✈❡r t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆❢t❡r t❤♦s❡
✜❧t❡r✐♥❣ st❡♣s✱ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥✈♦❧✈❡s ✶✱✸✼✷ s✉❜❥❡❝ts✳
❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✷✼ ❙◆Ps✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠❛ss✐✈❡❧② ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ✈♦①❡❧✲✇✐s❡ ❛♥❛❧✲
②s✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✹❪✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❧✉st❡r✲s✐③❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬✶✶❪✱
❛♥❞ ❘P❇■ t❤r♦✉❣❤ ✶✵✵ ❞✐✛❡r❡♥t ❲❛r❞✬s ✶✵✵✵✲♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s❀ ✶✵✱✵✵✵ ♣❡r♠✉t❛✲
t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❛ss❡ss st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
❝♦♥✜❞❡♥❝❡✳

❘❡s✉❧ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺❛ s❤♦✇s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❝❧✉st❡r✲s✐③❡
❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s ✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❢❛❧s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛t ✺✪ ❋❲❊❘✳
❈❧✉st❡r✲s✐③❡ ✇❛s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ②✐❡❧❞s t❤❡
♠♦st s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♠♦♥❣st st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❘P❇■
t♦✳ ❘P❇■ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❘P❇■ ✇✐t❤ s❤❛r❡❞✱
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦r r❛♥❞♦♠ ♣❛r❝❡❧s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❛♥ ❚❋❈❊✳ ❱♦①❡❧✲❧❡✈❡❧

✾✾



❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ P❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡

❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ②✐❡❧❞s ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ❝❧✉st❡r✲s✐③❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
t♦ ❚❋❈❊✳ ❚❤❡s❡ ❣❛✐♥s ✐♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②
✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳✷✮✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ♠❡t❤♦❞✬s ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✇❡
❝♦♥str✉❝t ♣r❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ❝✉r✈❡s ❜② r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ✐♥
t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✭♣r❡❝✐s✐♦♥ = 1− ❋❛❧s❡ ❉✐s❝♦✈❡r② ❘❛t❡✱ ❋❉❘✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✷✮
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✭t❤❡ r❡❝❛❧❧ ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
♦❢ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❛♠♦♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡❛❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧②✿ ❛t
❛ ✜①❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ t❤❡ ❜❡st ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❡❝❛❧❧
✭✐❡✳ ❧❡ss ❢❛❧s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s st❛♥❞❛r❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❋❉❘ ❛t ✺✪✳
Pr❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❘❖❈ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ✐s ❜❡tt❡r
s✉✐t❡❞ t♦ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❝❧❛ss❡s ❬✺❪✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺❜ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ❝✉r✈❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉♥❞❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❋♦r ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❘P❇■
♦✉t♣❡r❢♦r♠s ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❜✉✐❧t ♦♥
t❤❡ ❝♦♥tr❛st ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ❘P❇■ ✇✐t❤ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦r r❛♥❞♦♠ ♣❛r❝❡❧s ②✐❡❧❞s ♣♦♦r
r❡❝♦✈❡r② ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐s ♥♦t ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞
t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❘P❇■✳
❯♥❧✐❦❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ r❡❛❧ ❞❛t❛ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ♦✉t❧✐❡rs✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❖♥❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❘P❇■ ✇✐t❤ s❤❛r❡❞ ♣❛r❝❡❧s ✐s t❤❛t t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❜❛❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s
♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❞❛t❛ ❜✉t s✐♠✐❧❛r ❞❛t❛ ✐♥ ❣r❡❛t❡r q✉❛♥t✐t②✳
❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ♦t❤❡r ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❜✉t ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺❜ s❤♦✇s t❤❛t
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❝❛❧❧✳

❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❣r♦✉♣ st✉❞✐❡s ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐ss✉❡ ❬✷✻✱ ✷✽❪✱ ❜✉t
✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐❢ ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❘P❇■ ❤❛s ❜❡tt❡r r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t②
t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳ ❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❘P❇■
♠❡t❤♦❞ ❞♦♠✐♥❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝ts ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ♠♦r❡
♦❢t❡♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ s❛♠❡ ✈♦①❡❧✮ ❛❝r♦ss s✉❜❣r♦✉♣s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
❘P❇■ t❤❛♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❋♦r ❘P❇■ ✇✐t❤ s❤❛r❡❞ ♣❛r❝❡❧s✱ ✐t ✐s
❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡
s❤❛r❡❞ ❛❝r♦ss s✉❜❣r♦✉♣s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❡❛❦s ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r✲s✐③❡✱ t❤❡ ❚❋❈❊ ❛♥❞ t❤❡ ❘P❇■
♠❛♣s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✮✳ ❚❤❡ ❚❋❈❊ s❧✐❣❤t❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝❧✉st❡r✲s✐③❡
❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ✈♦①❡❧✲❧❡✈❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s ✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✱ t❤❡ ♠❛♣
r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❘P❇■ ❜❡tt❡r ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♣ ❛♥❞ ✐s
❧❡ss s❝❛tt❡r❡❞✳ ❱♦①❡❧✲❜❛s❡❞ ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ❝❧❡❛r❧② ❢❛✐❧s t♦ ❞❡t❡❝t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❡❛❦s✳

❚❤❡ ❙◆P rs✾✶✼✹✼✽ ②✐❡❧❞s t❤❡ str♦♥❣❡st ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❡♥♦t②♣❡s ❛♥❞
❧✐❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥tr♦♥✐❝ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❆❘❱❈❋✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❣❡♥♦t②♣❡
❣r♦✉♣ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞✿ ✺✷✸ ❤♦♠♦③②❣♦✉s ✇✐t❤ ♠❛❥♦r ❛❧❧❡❧❡✱ ✻✻✸ ❤❡t❡r♦③②❣♦✉s ❛♥❞ ✶✽✻
❤♦♠♦③②❣♦✉s ✇✐t❤ ♠✐♥♦r ❛❧❧❡❧❡✳ ❋♦r ❘P❇■✱ ✸✶ ✈♦①❡❧s ✭r❡s♣✳ ✽✶✮ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t ❙◆P ❛t P < 0.05 ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭r❡s♣✳ P < 0.1✮ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t
t❤❛❧❛♠✉s✱ ❛ r❡❣✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ s❡♥s♦r②✲♠♦t♦r ❝♦❣♥✐t✐✈❡ t❛s❦s✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
♣❡❛❦ ❤❛s ❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✵✶✻ ❋❲❊❘ ❝♦rr❡❝t❡❞✳ ❈❧✉st❡r✲s✐③❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✜♥❞s t❤✐s
❡✛❡❝t ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣✲✈❛❧✉❡ ✭P = 0.046✮✳ ❱♦①❡❧✲❜❛s❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t
✜♥❞ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r rs✾✶✼✹✼✾ ✐s ♦♥❧② r❡♣♦rt❡❞
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❱♦①❡❧✲❧❡✈❡❧ ❈❧✉st❡r✲s✐③❡ ❚❋❈❊ ❘P❇■ ❘❡❢❡r❡♥❝❡

1.0

3.7

③❂✺

③❂✺✷ 77.5

222

✭❛✮ s✉❜❣r♦✉♣ ♥♦✳ ✶

1.0

4.0

③❂✲✽

③❂✲✶✽ 77.5

222

✭❜✮ s✉❜❣r♦✉♣ ♥♦✳ ✷

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣♣✲✈❛❧✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ✐♥t❡r❝❡♣t t❡st ✇✐t❤ ❝♦♥❢♦✉♥❞s ✭❤❛♥❞✲
❡❞♥❡ss✱ s✐t❡✱ ❣❡♥❞❡r✮✳ ❚❤❡ s✉❜❣r♦✉♣s ♠❛♣s ❛r❡ t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ❛t − log10 P > 1 ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♣ ❛t − log10 P > 77.5 ✭✐✳❡✳ ✺✪ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛❝t✐✈❡ ✈♦①❡❧s✮✳ ❙♠❛❧❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝❧✉st❡rs ❛r❡
s✉rr♦✉♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ✈✐s✐❜❧❡✳

❘❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ❛❝r♦ss s✉❜❣r♦✉♣s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❘❡❛❧ ❢▼❘■
❞❛t❛✳ ■♥✈❡rs❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❤✐s✲
t♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ✈♦①❡❧s t❤❛t ✇❡r❡ r❡✲
♣♦rt❡❞ ❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t s❡✈❡r❛❧
t✐♠❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✶✵ s✉❜s❛♠✲
♣❧❡s ✭P < 0.05 ❋❲❊❘ ❝♦r✲
r❡❝t❡❞✮✳
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❜② ❘P❇■❀ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ❙◆P ✐s ✐♥ ❤✐❣❤ ❧✐♥❦❛❣❡ ❞✐s❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✭▲❉✮ ✇✐t❤ rs✾✶✼✹✼✽ ✭D′ = 0.98 ❛♥❞ R2 = 0.96✮✳ ❚❤♦s❡ ❙◆Ps ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥ ▲❉ ✇✐t❤
rs✾✸✵✻✷✸✺ ❛♥❞ rs✾✸✸✷✸✼✼ ✐♥ ❈❖▼❚✱ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❣❡♥❡ ❢♦r t❤✐s st✉❞②✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽
s❤♦✇s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ♣✲✈❛❧✉❡s ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❘P❇■ ✇✐t❤ rs✾✶✼✹✼✽✳ ❚❤❡
❆❘❱❈❋ ❣❡♥❡ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜r❛✐♥
♣❤❡♥♦t②♣❡s ❛♥❞ ♥❡✉r♦❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❡rr♦r t❡sts ✐♥ ❛ st✉❞② ❛❜♦✉t s❝❤✐③♦♣❤r❡♥✐❛ ❬✷✷❪✳
❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t❤✐s ❣❡♥❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ✸✸ ❙◆Ps✱ ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦t
✜♥❞ ❛♥② ❡✛❡❝t ❡①❝❡♣t ❢r♦♠ rs✾✶✼✹✼✽ ❛♥❞ ❙◆Ps ✐♥ ▲❉ ✇✐t❤ ✐t✳

✹✳✷✳✷✳✸ ❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥

❲❡ ✜♥❛❧❧② ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s t♦ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
❲❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❤♦rt ♦❢ ✶✽✽✻ ❢▼❘■ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ ✇❡
r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t ✸✵✵ s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ✺✵✵✲
♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❲❛r❞✬s✮ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ♣❛r❝❡❧✳ ❲❡
♣❡r❢♦r♠ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ ❛ r♦❜✉st ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r ❘▼❈❉✲❘P ❬✾❪✳ ❚❤✐s ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜tt✐♥❣ r♦❜✉st ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦rs t♦ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r
t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❛♥ ✐♥ ❡✈❡r② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉❜s♣❛❝❡✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞
st❡♣✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❘▼❈❉✲❘P ♦♥ r❛♥❞♦♠ s✉❜s❛♠♣❧❡s ✿
❲❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇ ❛ s✉❜s❛♠♣❧❡ ♦❢ n s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ✶✵✵ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥s ✇✐t❤ ❘▼❈❉✲❘P ♦♥ ✶✵✵ ❞✐✛❡r❡♥t p✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
❞❡✜♥❡❞ ❜② ✶✵✵ ❲❛r❞✬s p✲♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❜✉✐❧t ♦♥ ✸✵✵ ❜♦♦tstr❛♣♣❡❞ s✉❜❥❡❝ts ❢r♦♠
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦❤♦rt✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❘P❇■✱ ✇❡ r❡♣♦rt ❤♦✇ ♠❛♥② t✐♠❡s ❡❛❝❤
s✉❜❥❡❝t ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ❛s ❛♥ ♦✉t❧✐❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ ✶✵✵ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡
✉s❡ t❤❛t ♥✉♠❜❡r ❛s ❛♥ ♦✉t❧✐❡r s❝♦r❡✳ ❲❡ ❤❡♥❝❡ ❝♦♥str✉❝t t✇♦ ❘❡❝❡✐✈❡r ❖♣❡r✲
❛t✐♥❣ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✭❘❖❈✮ ❝✉r✈❡s ❬✶✵❪✿ ♦♥❡ ❢♦r r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s✲❜❛s❡❞
✭❘P❇✮ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ✶✵✵ ✐♥♥❡r
♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❘P❇ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡♣♦rt
t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✺✪ ♦❢ ❢❛❧s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞✱ t♦ ❝♦♥tr♦❧
t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤✐s t❡st ✇❤❡♥ ✇r♦♥❣❧② r❡❥❡❝t✐♥❣ ❢❡✇ ♥♦♥✲♦✉t❧✐❡r ❞❛t❛✳ ❚❤❡s❡
st❛t✐st✐❝s ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡❛s✐❧② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❘P❇
♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❝r♦ss s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❛♠♣❧❡s
♦❢ n s✉❜❥❡❝ts ✭❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ✜rst st❡♣✮✳ ■♥
♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ p = 100 ❛♥❞ n = {80, 100, 200, 300, 400}✱
②✐❡❧❞✐♥❣ p/n ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐✣❝✉❧t②✳ ❋♦r
❛ ✜①❡❞ (n, p) ❝♦✉♣❧❡✱ ✇❡ r✉♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ ✺✵ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ✇❡
♣r❡s❡♥t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❜♦①✲♣❧♦t✳

❩❂✹ ❨❂✲✶✾ ❳❂✲✶✷ 1.0

1.8

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ st✉❞② ❜❡t✇❡❡♥ ✷✼ ❙◆Ps ❢r♦♠ t❤❡ ❈❖▼❚ ❣❡♥❡ ❛♥❞ ❢▼❘■ ❝♦♥tr❛st
♣❤❡♥♦t②♣❡s✳ ❈♦rr❡❝t❡❞ ♣✲✈❛❧✉❡s ♠❛♣ ✭t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ❛t P < 0.1✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❘P❇■ ❢♦r rs✾✶✼✹✼✽✱
t❤❡ ❙◆P ✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣❡st r❡♣♦rt❡❞ ❡✛❡❝t✳

✶✵✷



❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ P❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❖✉t❧✐❡rs ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤
r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s✳ Pr♦♣♦rt✐♦♥
♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❧② t❛❣❣❡❞ ❛s ♦✉t✲
❧✐❡rs ✇❤❡♥ ✺✪ ❡rr♦rs ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞✳ ❘❡s✉❧ts
❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❜♦①❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s✉❜s❛♠✲
♣❧❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❡❡❦ ❢♦r ♦✉t❧✐❡rs✳ ❈❤❛♥❝❡
❧❡✈❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✳
❘P❇ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ♦✉t♣❡r❢♦r♠s
st❛♥❞❛r❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ ♠❛②
♥♦t ✇♦rt❤ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ❝♦sts✳ ■t ✐s ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛♥ s✉❜❥❡❝ts✳

❘❡s✉❧ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❘P❇ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛s ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ st❛♥❞❛r❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡
♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✺✪ ❢❛❧s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s
✐s ❛❝❝❡♣t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ✺✵ s✉❜s❛♠♣❧❡s ♦❢ n s✉❜❥❡❝ts✱
✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ n ✭n ∈ {80, 100, 200, 300, 400}✮ ✇✐t❤
❜♦①✲♣❧♦ts✳ ❋♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✭❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s✿ n < p✮
❘P❇ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ st❛♥❞❛r❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✱
✇❤✐❧❡ ✐♥ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s ✭p > n✮ ✐t ❝❧❡❛r❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❤❡♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛♥② ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢
❢❛❧s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✪ ❛♥❞ ✶✵✪✳

✹✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✹✳✸✳✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s

❖✉r ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❤♦✇s t❤❛t ❘P❇■ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞r♦♣s ✇❤❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐❢ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❯♥❧✐❦❡ ✈♦①❡❧✲✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝❧✉st❡r✲
s✐③❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❚❋❈❊ ❛♥❞ ❘P❇■✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♣❛t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉✛❡r ❢r♦♠ ❞❛t❛
s♠♦♦t❤✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♠♦♦t❤ ♥♦✐s❡✱ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t
❘P❇■ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❤♦✇s t❤❛t
❘P❇■ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❝❧✉st❡rs ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♠❛♣s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳ ❨❡t✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛r❝❡❧s ❝❧❡❛r❧② ❤❡❧♣s
❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛r❝❡❧
s✐③❡✳ ❈❧✉st❡r✲s✐③❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ❛❧s♦ ❢♦❝✉s❡s ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ♦♥ s♦♠❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ s✐③❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❧✉st❡r ❢♦r♠✐♥❣
t❤r❡s❤♦❧❞ ♦r ❛♥ ♦♣t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ s♠♦♦t❤✐♥❣✳ ❚❋❈❊ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡
❛♥❞ ❝❧❡❛r❧② ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✲s✐③❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

✹✳✸✳✷ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t②

❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r
❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❘P❇■ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ✈♦①❡❧✲ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❝❧✉st❡r✲
s✐③❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❚❋❈❊ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮✳ ❇② ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ✶✵✵ × ✶✵✵✵ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✱ ❘P❇■ ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ st❛✲
❜✐❧✐③❡s ♣❛r❝❡❧✲❜❛s❡❞ st❛t✐st✐❝s✳ ◆❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞✐❡s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢
r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦st s❡♥s✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t♦
✉♥✈❡✐❧ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ r❡s✉❧ts ❬✷✻✱ ✷✽❪✳ ❇② ♥❛t✉r❡✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r✲

✶✵✸



❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ P❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡

❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❡♥s✉r❡s ❛ ❣♦♦❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛
s❤♦✇ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❘P❇■ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s
✇❤❡♥ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ❝❤❛♥❣❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✮✳ ❘P❇■ ✇✐t❤ s❤❛r❡❞ ♣❛r❝❡❧s ❤❛s
❛ ❜❡tt❡r r❡❝♦✈❡r② ❛♥❞ ②✐❡❧❞s r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ❛❝r♦ss ✈❛r✐♦✉s
❛♥❛❧②s✐s s❡tt✐♥❣s✳
❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ t❛s❦s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✲
s♣❡❝✐✜❝ s❡tt✐♥❣s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛❜♦✉t ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ s✉❣❣❡sts
t❤❛t ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡q✉✐r❡ ❛ ♠♦r❡ s✉❜t❧❡ ✉s❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❡❞
♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t s✐❣♥✐✜❝❛♥t s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳

✹✳✸✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t st❡♣s✿ ✭✐✮ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✵✵
❲❛r❞ K✲♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠❡❛♥s✱ t❤❡♥ ✭✐✐✮ t❤❡ st❛t✐st✐✲
❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ✐s ♦♣t✐♦♥❛❧ ✭♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❡s✮✱ ❜✉t ❲❛r❞✬s ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
❢❛st ❛♥❞ t❤✐s st❡♣ t❛❦❡s ♦♥❧② ❢❡✇ ♠✐♥✉t❡s ♦♥ ❛ ❞❡s❦t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r ❢♦r ✶✵✵ ♣❛r❝❡❧✲
❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✜ts
❛ ▼❛ss✐✈❡❧② ❯♥✐✈❛r✐❛t❡ ▲✐♥❡❛r ▼♦❞❡❧ ❬✷✺✱ ✹❪ ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❛❞❛♣t❡❞
t♦ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✇✐t❤ ✷✵ s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ ✶✵✱✵✵✵ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❛❦❡s ♦♥❧② ✶
♠✐♥✉t❡s×❝♦r❡s✱ ✐✳❡✳ ✺ s❡❝♦♥❞s ♦♥ ❛ ✶✷✲❝♦r❡ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ t❤✉s ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ ❢❡✇ ♠✐♥✉t❡s ♦♥ ❛ ❞❡s❦t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜②
t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡
✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦
t❡st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② t♦ s❝❛❧❡ t♦ ❧❛r❣❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❧✐❦❡ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✲
❣❡♥❡t✐❝ st✉❞✐❡s✳

✹✳✸✳✹ P✐✈♦t❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ st❛t✐st✐❝

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ st❛t✐st✐❝ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✹✳✸
✐s ❛ ✈❛❧✐❞ st❛t✐st✐❝ t♦ ❞❡t❡❝t ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✈♦①❡❧s✳ ❖♥❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤✐s
✐s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♣✐✈♦t❛❧✐t②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✕✉♥❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✕ ♦❢
t❤❡ st❛t✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦✇❛r❞ ❛ ❧❛✇ t❤❛t ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣✐✈♦t❛❧✐t② ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❝❡❧ s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲❧❡✈❡❧ ♦♥❡✲s❛♠♣❧❡
t st❛t✐st✐❝ ✭❛✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✭❜✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥✱ t❤❡r❡
✐s ♥♦ ❝♦♥s♣✐❝✉♦✉s ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✶✵✹



❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ P❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡

❢r♦♠ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✭❡①tr❡♠❡✮ st❛t✐st✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❝❡❧
s✐③❡✿ ❧❛r❣❡ ♣❛r❝❡❧s ✇♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t ❢▼❘■ s✐❣♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❧❛r❣❡r ❞♦♠❛✐♥s✱
❛♥❞ t❤✉s ✇♦✉❧❞ ❣❡t t②♣✐❝❛❧❧② ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r
t❤❡ ♠❡❛♥ st❛t✐st✐❝ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✱ ✭❜✮✮❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❛t
t❤❡ t st❛t✐st✐❝ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳✷ ✐s ✈❡r② ✇❡❛❦❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❝❡❧
s✐③❡✿ ✇❡ r❡♣❡❛t❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳✷✱ ✐✳❡✳ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ t st❛t✐st✐❝ ♦♥ ♣❛r❝❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❲❛r❞✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✶✵✵ r❛♥❞♦♠
❜❛t❝❤❡s ♦❢ ✷✵ s✉❜❥❡❝ts✱ ❛❢t❡r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❜② r❛♥❞♦♠ s✐❣♥ s✇❛♣✳ ❲❡ t❛❜✉❧❛t❡
t❤❡ t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛r❝❡❧ s✐③❡ ❜② ✉s✐♥❣ ✶✵ s✐③❡ ❜✐♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✱
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✱ ✭❛✮✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✱ ✐❢ ❛♥②✱ ✐s ♥♦t ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ❜② ✈✐s✉❛❧
✐♥s♣❡❝t✐♦♥✳

❚♦ t❡st ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♣❛r❝❡❧ s✐③❡✱ ✇❡ t❡st❡❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✱ ♠❡❞✐❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s✐③❡✲s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❖♥❡✲✇❛② ✭♠❡❛♥✮✱ ❑r✉s❦❛❧ ✭♠❡❞✐❛♥✮✱ ❇❛rt❧❡tt
✭✈❛r✐❛♥❝❡✮✱ ▲❡✈❡♥❡ ✭✈❛r✐❛♥❝❡✮ ❛♥❞ ❋❧✐❣♥❡r ✭✈❛r✐❛♥❝❡✮ t❡sts ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
❙❝✐P② ❧✐❜r❛r②✷✳ ❆❧❧ t❤❡ t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ✶✵ ❜✐♥s ❥♦✐♥t❧②✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✲✈❛❧✉❡s✿ ❖♥❡✇❛②✱ P = 0.36 ❀ ❑r✉s❦❛❧✱ P = 0.27 ❀ ❇❛rt❧❡tt✿
P = 0.95❀ ▲❡✈❡♥❡✿ P = 0.016❀ ❋❧✐❣♥❡r✿ P = 0.06✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s
♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ▲❡✈❡♥❡ t❡st✱ t❤❛t ✐s ♠♦r❡
s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❛♥ ❋❧✐❣♥❡r ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝✮ ❛♥❞ ❇❛rt❧❡tt✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ ❤❛s ♥♦ ♦❜✈✐♦✉s
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❞♦
♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ tr❡♥❞s ✇✐t❤ s✐③❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❡✛❡❝t ❢❛❞❡s ♦✉t
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✭❤❡r❡✱ ♦♥❧② n = 20 s✉❜❥❡❝ts ♣❡r ❣r♦✉♣s
✇❡r❡ ✉s❡❞✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭✉s✐♥❣ ✉♥❝♦rr❡❝t❡❞ ♣✲✈❛❧✉❡s ♦❢
10−2, 10−3, 10−4✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❝❡❧ s✐③❡✳

❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛r❝❡❧ s✐③❡ ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ t♦ ❥❡♦♣❛r❞✐③❡ t❤❡ ✉s❡✲
❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ st❛t✐st✐❝✳

✷ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐♣②✳♦r❣✴

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ✭❛✮ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❝❧✉st❡r✲s✐③❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ❛t
✺✪ ❋❲❊❘✳ ✭❜✮ ■♥✈❡rs❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦①❡❧s t❤❛t ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞
❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✶✵ s✉❜s❛♠♣❧❡s ✭P < 0.05 ❋❲❊❘ ❝♦rr❡❝t❡❞✮✱ ♦♥ ❛ ❬❛♥❣r②
❢❛❝❡s ✲ ❝♦♥tr♦❧❪ ❢▼❘■ ❝♦♥tr❛st ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝❡s ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❘P❇■ ✇✐t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞s
♣♦♦r s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ♣♦♦r r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t②✳

✶✵✺

http://www.scipy.org/


❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ P❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❘❡❛❧ ❢▼❘■ ❞❛t❛ ✕ ❘P❇■ ✇✐t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s ❛❝r♦ss ✶✵ r❛♥❞♦♠ s✉❜s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✷✵ s✉❜❥❡❝ts✱ ♦♥ ❛
❬❛♥❣r② ❢❛❝❡s ✲ ❝♦♥tr♦❧❪ ❢▼❘■ ❝♦♥tr❛st ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝❡s ♣r♦t♦❝♦❧✳ Pr❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ❝✉r✈❡s ❜✉✐❧t ✇✐t❤ ❛
♣s❡✉❞♦ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✇❤❡r❡ ✺✪ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛❝t✐✈❡ ✈♦①❡❧s ❛❝r♦ss ✶✹✸✵ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ❦❡♣t✳ ❘P❇■ ✇✐t❤
❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❤❛s ♣♦♦r❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ❘P❇■ ✇✐t❤ ❲❛r❞✬s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s✳

✹✳✸✳✺ ●❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s

❲❡ r✉♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝
♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ❜✉✐❧t ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✶✵✵✵ ♣❛r❝❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❑✲♠❡❛♥s
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✺❪ ✭✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥s✮ ♦♥ t❤❡ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
♦❢ ❛ ❜r❛✐♥ ♠❛s❦ ✈♦①❡❧s✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞ ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛r ♣❛r❝❡❧s
t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❲❛r❞✬s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞
❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❧♦s❡ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ ❲❛r❞✬s
♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t❡r♠s✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❘P❇■ ✇✐t❤ ❲❛r❞✬s ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❉✳❍✳✱ ▲❛♥❣❡✱ ❑✳✿ ❙t❛❜✐❧✐t② s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳
●❡♥❡t ❊♣✐❞❡♠✐♦❧ ✸✺✭✼✮✱ ✼✷✷✕✼✷✽ ✭◆♦✈ ✷✵✶✶✮

❬✷❪ ❇♦❤❧❛♥❞✱ ❏✳❲✳✱ ❇♦❦✐❧✱ ❍✳✱ ❆❧❧❡♥✱ ❈✳❇✳✱ ▼✐tr❛✱ P✳P✳✿ ❚❤❡ ❜r❛✐♥ ❛t❧❛s ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡
♣r♦❜❧❡♠✿ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s✳ P▲♦❙ ❖♥❡ ✹✭✾✮✱
❡✼✷✵✵ ✭✷✵✵✾✮

❬✸❪ ❇ü❤❧♠❛♥♥✱ P✳✱ ❘üt✐♠❛♥♥✱ P✳✱ ✈❛♥ ❞❡ ●❡❡r✱ ❙✳✱ ❩❤❛♥❣✱ ❈✳❍✳✿ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥✿ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ s♣❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❆r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts ✭❙❡♣ ✷✵✶✷✮

❬✹❪ ❉❛ ▼♦t❛✱ ❇✳✱ ❋r♦✉✐♥✱ ❱✳✱ ❉✉❝❤❡s♥❛②✱ ❊✳✱ ▲❛❣✉✐tt♦♥✱ ❙✳✱ ❱❛r♦q✉❛✉①✱ ●✳✱ P♦❧✐♥❡✱
❏✳❇✳✱ ❚❤✐r✐♦♥✱ ❇✳✿ ❆ ❢❛st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
st✉❞✐❡s ✇✐t❤ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛✳ ■♥✿ ✷✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ✭✷✵✶✷✮

❬✺❪ ❉❛✈✐s✱ ❏✳✱ ●♦❛❞r✐❝❤✱ ▼✳✿ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥✲r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ❘❖❈
❝✉r✈❡s✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✸r❞ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳
♣♣✳ ✷✸✸✕✷✹✵✳ ❆❈▼ ✭✷✵✵✻✮

❬✻❪ ❋❧❛♥❞✐♥✱ ●✳✱ P❡♥♥②✱ ❲✳❉✳✿ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢▼❘■ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ s♣❛rs❡ s♣❛t✐❛❧ ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r✐♦rs✳ ◆❡✉r♦✐♠❛❣❡ ✸✹✭✸✮✱ ✶✶✵✽✕✶✶✷✺ ✭❋❡❜ ✷✵✵✼✮

❬✼❪ ❋r✐st♦♥✱ ❑✳❏✳✱ ❍♦❧♠❡s✱ ❆✳✱ P♦❧✐♥❡✱ ❏✳❇✳✱ Pr✐❝❡✱ ❈✳❏✳✱ ❋r✐t❤✱ ❈✳❉✳✿ ❉❡t❡❝t✐♥❣ ❛❝t✐✲
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❬✶❪ ❋r✐ts❝❤✱ ❱✳✱ ❉❛ ▼♦t❛✱ ❇✳✱ ❱❛r♦q✉❛✉①✱ ●✳✱ ❋r♦✉✐♥✱ ❱✳✱ ▲♦t❤✱ ❊✳✱ P♦❧✐♥❡✱ ❏✳❇✳✱
❚❤✐r✐♦♥✱ ❇✳✱ ❡t ❛❧✳✿ ❘♦❜✉st ❣r♦✉♣✲❧❡✈❡❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ st✉❞✐❡s✳
■♥✿ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✐♥ ◆❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ✭✷✵✶✸✮

❬✷❪ ❋r✐ts❝❤✱ ❱✳✱ ❉❛ ▼♦t❛✱ ❇✳✱ ❱❛r♦q✉❛✉①✱ ●✳✱ ❋r♦✉✐♥✱ ❱✳✱ ▲♦t❤✱ ❊✳✱ P♦❧✐♥❡✱ ❏✳❇✳✱
❚❤✐r✐♦♥✱ ❇✳✱ ❡t ❛❧✳✿ ❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞✐❡s✳ ✐♥ ♣r❡♣❛✲
r❛t✐♦♥ ✭✷✵✶✹✮

❚❤❡ ♠✉❧t✐✲s✉❜❥❡❝t ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ✉s❡❞ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣r♦✉♣ st✉❞✲
✐❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① st❛t✐st✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥s✱ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛rt✐❢❛❝ts✳
❲❤✐❧❡ s♠❛❧❧✲s❛♠♣❧❡ s✐③❡ st✉❞✐❡s ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞
❤②♣♦t❤❡s❡s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ st✉❞✐❡s ✭❡✳❣✳ ♦♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵ s✉❜✲
❥❡❝ts✮ ❣✐✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐❝t✉r❡ ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ t❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r t♦ ✉s❡ ✜♥❡r ♠♦❞❡❧s
t♦ ♣❡r❢♦r♠ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢
r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛s ❛ t♦♦❧ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦❤♦rts✳ ❖✉r ✜rst
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ t❡st ❜❛s❡❞ ♦♥ r♦❜✉st ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t❡s❀
t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦r❣♦ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st✐♥❣ ❛♥❞ t❤✉s t♦ ♣❡r✲
❢♦r♠ ✇❤♦❧❡ ❜r❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t
r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ②✐❡❧❞s s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t✇♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❡①❛♠♣❧❡s ♦♥
✸✾✷ ❛♥❞ ✶✺✵✷ s✉❜❥❡❝ts✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② s❤♦✇ t❤❛t r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✇❤♦❧❡✲❜r❛✐♥ t❡sts s❡♥s✐t✐✈✐t②✳

✺✳✶ ❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

✺✳✶✳✶ ▲✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✿

B = X2γ + ǫ2, ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ B ✭t❤❡ t❛r❣❡t ❢❡❛t✉r❡✮ ✐s ❛ s❡t ♦❢ n s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡
✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ n s✉❜❥❡❝ts t②♣✐❝❛❧❧②✮✱ X2 ✐s ❛ n × p ♠❛tr✐① ♦❢ p ✈❛r✐❛t❡s
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ n s❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ ǫ2 ✐s s♦♠❡ ♥♦✐s❡✳ ❙♦♠❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ X2

♠❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✈❛r✐❛t❡s ♦❢ ♥♦ ✐♥t❡r❡st✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥❢♦✉♥❞s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r
❝♦❧✉♠♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛t❡s✱ ✐✳❡✳ ✈❛r✐❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡
t❛r❣❡t ✈❛r✐❛t❡ B✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts γ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❖r❞✐♥❛r② ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s ✭❖▲❙✮
r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡♥❞s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡
✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧✿

γ̂❖▲❙ = ❛r❣♠✐♥
γ
‖B −X2γ‖

2. ✭✺✳✷✮

■♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✱ t❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ✈♦①❡❧✲✇✐s❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱
t❤❛t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✶✮ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛t ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ✭❛ss✉♠✐♥❣

✶✶✵



❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❣✐st❡r❡❞ ♣r✐♦r t♦ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❧② ♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✮ ❜② ✉s✐♥❣ ✭✺✳✷✮✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠✐s♠❛t❝❤✱
❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✿ ❙✐❣♥❛❧ ❛✈❡r✲
❛❣❡s ✇✐t❤✐♥ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ r❡❣✐♦♥s✲♦❢✲✐♥t❡r❡st ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛s ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡
✈♦①❡❧✲✇✐s❡ s✐❣♥❛❧✳ ■❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❜r❛✐♥ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥✱
✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ❛ ♣❛r❝❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✶✮ ✐s
✜t ❛t t❤❡ ♣❛r❝❡❧ ❧❡✈❡❧ ♦r ❛t t❤❡ ✈♦①❡❧ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✐✳❡✳ ✉s✐♥❣ ✭✺✳✷✮✳
❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts γ̂❖▲❙ ❛r❡ t❡st❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲③❡r♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ♣✲✈❛❧✉❡ ♣❡r
❞❡s❝r✐♣t♦r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❛♣✳ ❙✉❝❤ ♠❛♣s s❤♦✇
✇❤❛t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ✈❛r✐❛t❡s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤✳

❙t❛t✐st✐❝s ❡♥s✉r❡ t❤❛t γ̂❖▲❙ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ γ ❢♦r
●❛✉ss✐❛♥✲❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥♦✐s❡ ✭ǫ2✮✱ ❜✉t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ♥❡✉✲
r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳✸✮✳ ❈♦rr✉♣t❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t
❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡
❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡s❡ ✉♥✉s✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦✉t❧✐❡rs✳ ❋♦r✲
♠❛❧❧②✱ ♦✉t❧✐❡rs ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❖▲❙
❝r✐t❡r✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣♦♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ γ✳ ❇✉t ❛s
✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ ♦✉t❧✐❡rs ❛❧♦♥❡ ❛r❡ ♥♦t r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t❤❛t ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❡✉✲
r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧s
tr② t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✳ ❚❤❛t s❛✐❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ ♠❡r❡
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ t✇♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❛r❡ ❤❛r❞❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✈❛❧✐❞ ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t❤❛♥❦s t♦ r♦❜✉st st❛✲
t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t
r♦❜✉st ♣r♦❝❡❞✉r❡s ②✐❡❧❞ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

✺✳✶✳✷ ▲❛r❣❡ ❝♦❤♦rts ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r r♦❜✉st t♦♦❧s

■❢ st❛♥❞❛r❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❡❛s✐❧② r❡❥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ✇❤❡♥ ✶✵ t♦ ✷✵ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ✐♥✲
❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡♣❛rt✉r❡ ♠❛② ❜❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
✇❤❡♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t ❛
♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❤❡♥❝❡ s♦♠❡ ❣❛✐♥s ✐♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡
❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t r❡❧❛①❡s t❤❡s❡ ❝♦♠♠♦♥ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❚❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ ✐s ❣❛✐♥✐♥❣ s♦♠❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝♦❤♦rts t❤❛t ❛r❡ ♥♦✇ ❡♠❡r❣✐♥❣ ✭❆❉◆■ ❬✶✵❪✱ ■▼❆●❊◆ ❬✷✵❪✱ ❍✉♠❛♥
❈♦♥♥❡❝t♦♠❡ ❬✷✷❪ ❝♦❤♦rts✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❣❡tt✐♥❣ r✐❞ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❝❛r✐❝❛t✲
✉r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❧✐❦❡ ●❛✉ss✐❛♥✲❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛✱ ♦r ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡ ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳✸✳ ❖♥❡ ♣r❡❝✉rs✐✈❡ st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❛t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
❲❛❣❡r ❬✷✸❪✿ ●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♥❛❧②s✐s s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡❧② ✉♥✐✲
✈❛r✐❛t❡ ✈♦①❡❧✲✇✐s❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❲❛❣❡r s✉❣❣❡st❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦r❞✐♥❛r②
❧❡❛st sq✉❛r❡s r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜② ❛ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❍✉❜❡r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❬✾❪✮✱ ✇❤✐❝❤
❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✭✐✮ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ✇❡❛❦ str✉❝t✉r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭s②♠♠❡tr✐❝✱
✉♥✐♠♦❞❛❧ ❞❛t❛✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❜❡✐♥❣ r♦❜✉st t♦ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❲❛❣❡r✬s ✇♦r❦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
s❤♦✇❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❢♦r ❜♦t❤ ✐♥t❡r✲ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲s✉❜❥❡❝t ❛♥❛❧②③❡s✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s st❛❜✐❧✐t② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❇✉t t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞
t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ❣r♦✉♣s ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✭< ✷✵✮ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ✧♦✉t❧✐❡r✲
r❡s✐st❛♥t✧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ❤❛❞ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉✲
♥✐t② ❬✶✼✱ ✶✺✱ ✶✹✱ ✶✶✱ ✶❪✳

✶✶✶



❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

✺✳✶✳✸ ❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

✺✳✶✳✸✳✶ ❆ s❤♦rt r❡✈✐❡✇

▼❛♥② r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ s❡tt✐♥❣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
▲❡❛st ❆❜s♦❧✉t❡ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ✭▲❆❉✮ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭♦r ℓ1 r❡❣r❡ss✐♦♥✮ ❬✹❪ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✐❞✉❛❧s✳ ℓ1 r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❤❛r❞
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s
✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s✐❣♥ ♠❛tr✐① ✭❧❡✈❡r❛❣❡ ♣♦✐♥ts✮ ❬✶✾❪✳ ❆♥② r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❛t
♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ✇✐t❤♦✉t r❡s❝❛❧✐♥❣ t❤❡♠
❜② t❤❡✐r ✈❛r✐❛♥❝❡ s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✾❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡
♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❞❛t❛ ♠❡❛♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❧❡✈❡r❛❣❡ ♣♦✐♥ts ❛ttr❛❝t t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✳
❚❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ♠❡❞✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✶❪ ✐s ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t t❛r❣❡ts ❛
❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦✉t❧✐❡r r❡s✐st❛♥❝❡✱ ♥❛♠❡❧② ✉♣ t♦ ✺✵✪ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥
✭❛ ♣r♦♣❡rt② ❦♥♦✇♥ ❛s ❤✐❣❤✲❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♣♦✐♥t✮✳ ■t ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦st❧② ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♥♦t ❛✣♥❡❧② ❡q✉✐✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡ ▲❡❛st ▼❡❞✐❛♥ ♦❢ ❙q✉❛r❡s
✭▲▼❙✮ ❬✼❪ ❛♥❞ ▲❡❛st ❚r✐♠♠❡❞ ❙q✉❛r❡s ✭▲❚❙✮ ❬✶✽❪ ❡st✐♠❛t❡s ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤
❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♣♦✐♥t ❜✉t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡
❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ✉♥❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s r❡♠❛✐♥s ♣♦♦r✳ ❆❧❧ ♦❢
t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♣♣❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❙❱❘✮ ❝❛♥
✉s❡ ❦❡r♥❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ ❜✉t ❧❛❝❦s
❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥t♦ ♣✲✈❛❧✉❡s✳ ❍✉❜❡r✬s
r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✹✮ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥
t♦ ❞❛t❡✱ ❛s ✐t ♦✛❡rs ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜✐❧✐t②✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st✱ ❛♥❞ r♦❜✉st ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r♦❜✉st t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞
♦✉t❧✐❡r r❡s✐st❛♥❝❡✮✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❙❱❘ ❛♥❞ ▲❚❙ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡
t❤✐♥❦ t❤❡② ❛r❡ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ ▲❚❙ ✐❧❧✉str❛t❡s
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❤✐❣❤ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♣♦✐♥t ✇❤✐❧❡ ❙❱❘ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ r♦❜✉st ♥♦♥✲
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✺✳✶✳✸✳✷ ▲❡❛st ❚r✐♠♠❡❞ ❙q✉❛r❡s r❡❣r❡ss✐♦♥

❙♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ t❛r❣❡t ❛ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✺✵ ✪✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡
❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❝♦rr❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✉♥❞❡r ❛♠♦✉♥ts
♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❣♦✐♥❣ ✉♣ t♦ ✺✵ ✪✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s r♦❜✉st♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✐s ❝r✉❝✐❛❧
r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❝♦❤♦rt✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♣♦✐♥t r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣✉r♣♦s❡ ❛♥❞ ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ▲❡❛st ❚r✐♠♠❡❞ ❙q✉❛r❡s ✭▲❚❙✮
r❡❣r❡ss✐♦♥ ❬✶✽❪ ✐s t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❤✐❣❤ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♣♦✐♥t r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥✿

h
∑

i=1

(r2)i:n, ✭✺✳✸✮

✇❤❡r❡ (r2)i:n =
(

(bi −
∑

x2i j
γj)

2
)

i:n
✐s t❤❡ it❤ ♦r❞❡r❡❞ sq✉❛r❡❞ r❡s✐❞✉❛❧

❛♥❞ 1 ≤ h ≤ n
2 s❡ts ✉♣ t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❣r❡ss✐♦♥

❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❞r❛✇❜❛❝❦
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

✶✶✷



❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

3 2 1 0 1 2 3
2

1

0

1

2

3

4

ρ

ρ′

χ

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❍✉❜❡r✬s ρ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ρ ✐s ❛ ♣❛r❛❜♦❧❛
t❤❛t ✐s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡ ♦♥ ✐ts ❜♦t❤ ❡♥❞s✳ ❚❤❡
sq✉❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♠♦♦t❤❧② ❞♦✇♥✇❡✐❣❤ts
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛s t❤❡② ❞❡♣❛rt ❢r♦♠
t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ✜t ✭❛♥❞ ❛ t❡st✲
✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✮ t❤❛t ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡s t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦
❜❡ ❞r❛❣❣❡❞ ❜② str♦♥❣ ♦✉t❧✐❡rs ❛s t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ✭s❡❡ t❤❡ ✢❛t ♣❛rt ♦❢ ρ′✮✳ χ : x 7→ xρ′(x) −
ρ(x)✱ ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳

✺✳✶✳✸✳✸ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ❘❡❣r❡ss✐♦♥

❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❙❱❘✮ ✐s ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ✭❙❱▼✮ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❝♦♥✈❡① ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❛♥❞ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛s❤✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❙❱▼✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ♥♦t ❛❧❧ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ r♦❜✉st t♦ ❞❡✈✐❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦
st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❙❱❘ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
❞❡r✐✈❡❞ s♦ ❢❛r✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡s♦rt t♦ ❝♦st❧② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡sts✳

✺✳✶✳✹ ❍✉❜❡r✬s r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥

✺✳✶✳✹✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❆s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ✐s ❛❝❝❡♥t✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✱
❍✉❜❡r ❬✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ✐t ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ t❤❛t ❞❛♠♣❡♥s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs✿

γ̂❘▲▼ = ❛r❣♠✐♥
γ

n
∑

i=1

ρ

(

bi −
∑p
j=1 x2i j

γj

σ

)

. ✭✺✳✹✮

❚❤❡ ❞❛♠♣❡♥✐♥❣ ✐s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤✉s ♦✛❡rs ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥
st❛t✐st✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛t t❤❡ ◆♦r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡r r❡s✐st❛♥❝❡✳ σ ✐s t❤❡ st❛♥✲
❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s✱ ❛♥❞ ❛❝ts ❛s ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r t♦ t✉♥❡ t❤❡ ♥♦♥
❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ρ✳ ❆ st❛♥❞❛r❞ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ρ ✐s

ρ(x) =

{

1
2x

2, ✐❢ |x| < c,

c|x| − 1
2c

2, ✐❢ |x| ≥ c,
✭✺✳✺✮

✇✐t❤ c = 1.345 ❢♦r ✾✺✪ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♦♥❧② ✉s❡ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ρ✳

❋✐tt✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✺✳✹✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❞♦✇♥✇❡✐❣❤t✐♥❣
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤✉s✱ ❜❡②♦♥❞ ♦✉t❧✐❡r r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❛ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡
✜t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡

✶✶✸



❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ■t❡r❛t✐✈❡❧② ❘❡✇❡✐❣❤t❡❞ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s

❘❡q✉✐r❡✿ X2, b, ρ✳
❊♥s✉r❡✿ ǫ = 10−8✱ W♦❧❞ =∞✱ h(p) ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✳
❞❡✜♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ χ : x 7→ xρ′(x)− ρ(x)
γ ← (XT

2 X2)
−1XT

2 b

σ2 ← ❱❛r[bi −
∑p
j=1 x2i j

γj ]

σ2 ← 1
nh(p)

∑n
i=1 χ

(

bi−
∑p

j=1 x2i j
γj

σ

)

σ2

W ← ρ′
(

bi−
∑p

j=1 x2i j
γj

σ

)

✇❤✐❧❡ ‖W♦❧❞ −W ‖∞ > ǫ ❞♦
W♦❧❞ ←W

σ2 ← 1
nh(p)

∑n
i=1 χ

(

bi−
∑p

j=1 x2i j
γj

σ

)

σ2 ✭s❝❛❧❡ st❡♣✮

W ←
(

ρ′(bi−
∑p

j=1 x2i j
γj/σ)

bi−
∑p

j=1 x2i j
γj/σ

)

i∈{1..n}
✭r❡✇❡✐❣❤t✐♥❣✮

▲❡t τ̂ ❜❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ XT

2 WX2τ̂ = XT

2 Wb

γ ← γ + τ̂

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❝♦✈(γ̂) = K
[1/(n−p)]∑n

i=1 ρ
′′(bi−

∑p
j=1 x2i j

γj)
2

(1/n)
∑

n
i=1 ρ

′′(yi−
∑p

j=1 x2i j
γj)

W−1✱

K = 1 + p
n

❱❛r[ψ′(bi−
∑p

j=1 x2i j
γj)]

(❊[ψ′(bi−
∑p

j=1 x2i j
γj)])2

❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r♦❜✉st t❡st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳

✺✳✶✳✹✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ σ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❡✐♥❣
✜t✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❥♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✭✐✳❡✳ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❡st✐♠❛t❡ γ̂ ❛♥❞ σ̂ ❛t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ■t❡r❛t✐✈❡❧② ❘❡✇❡✐❣❤t❡❞ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s ✭■❘▲❙✮✱ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛s ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✱ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ t♦
❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ s❝❛❧❡ st❡♣✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ σ̂✳ ■♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s✬
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ s♦ ❛s t♦ ✉♣❞❛t❡ σ̂ ✭❡✳❣✳ ✐♥ ❬✶✻✱ ✸❪✮✱ ❜✉t ❍✉❜❡r
r❛✐s❡s t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❛t ♥♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❛t s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ s✉❣❣❡sts ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✉♣❞❛t❡ t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♥✈❡① ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❬✾❪✳ ❲❡ ✉s❡
❛ P②t❤♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ st❛ts♠♦❞❡❧s ✶

❧✐❜r❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ str✐❝t❧②
❢♦❧❧♦✇s ❍✉❜❡r✬s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ✉♣❞❛t❡ st❡♣✳

✺✳✶✳✹✳✸ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t❡st✐♥❣

❍✉❜❡r ❬✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❋✲t❡st t♦ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ ❛ r♦❜✉st ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦✈(γ̂) ✭❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✮✳
❙✉❝❤ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ✉s ❛s t❤❡ ■❘▲❙ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❝♦sts t♦♦ ♠✉❝❤ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st✐♥❣✳ ❲❡ ❞❡❞✐❝❛t❡

✶❤tt♣✿✴✴st❛ts♠♦❞❡❧s✳s♦✉r❝❡❢♦r❣❡✳♥❡t

✶✶✹
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❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t♦ ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✐t ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥
❞♦♥❡ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

✺✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡

✺✳✷✳✶ ▼❡t❤♦❞s

✺✳✷✳✶✳✶ ●❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧

❇❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❘▲▼ ✮ t♦ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❝❛rr② ♦✉t ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐t✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤
st❛♥❞❛r❞ ♦r❞✐♥❛r② ❧❡❛st sq✉❛r❡s r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❖▲❙ ✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ n ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s {y1, . . . , yn}✿

Y = Xβ + aqǫ+ α(1n − aq)ǫ, ✭✺✳✻✮

✇❤❡r❡ X ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ (n×r) ❞❡s✐❣♥ ♠❛tr✐①✱ β ✐s t❤❡ (r×p) ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ǫ ∼ N (0, Idn) ♠♦❞❡❧s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ aq ✐s ❛ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r
✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ B(1 − q)✱ ❛♥❞ α > 1 ✐s ❛
s❝❛❧❛r✳ q ✐s t❤✉s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t✱
❛♥❞ α ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s ❤♦✇ str♦♥❣❧② t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡
r❡❣✉❧❛r ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ s❡t α t♦ ✺✳

✺✳✷✳✶✳✷ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ■ ❡rr♦r r❛t❡

❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t②♣❡ ■ ❡rr♦r ✉♥❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
✇❡ s❡t ❛ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ β t♦ 0 ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✻✮✱ s❛② ❝♦❧✉♠♥ j✳ ❋♦r ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s
♦❢ q✱ ✇❡ ✜t ❜♦t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ ❛ r♦❜✉st ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ ❞❛t❛s❡t ❣❡♥❡r❛t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ②✐❡❧❞✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞
♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts β̂OLS ❛♥❞ β̂RLM✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ t❡st t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ j✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ β̂OLS ❛♥❞ β̂RLM✱ t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥✉❧❧ tr✉❡
❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♥✉❧❧ r❡❥❡❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ t❤✉s ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♦r ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡
♥♦♠✐♥❛❧ t❡st ♣✲✈❛❧✉❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ✉♥❜✐✲
❛s❡❞✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ ✺✪ ❝❛s❡s t❤❛t ❖▲❙✴❘▲▼ r❡♣♦rts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t
❛t P < 0.05 ✉♥❝♦rr❡❝t❡❞✳ ❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❧♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞s ✭< 10−3✮
❛s ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❝♦rr❡❝t❡❞ ♣✲✈❛❧✉❡s✳

✺✳✷✳✶✳✸ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ✭t②♣❡ ■■ ❡rr♦r r❛t❡✮

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ r♦❜✉st t❡st
✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♥ ❋✲t❡st s✉❜s❡q✉❡♥t
t♦ ❛♥ ❖▲❙ ✜t✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t s❡t ❛♥② ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ β t♦ ✵✱ s♦ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❡sts
♦♥ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✳ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❘❡❝❡✐✈❡r ❖♣❡r❛t✐♥❣
❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✭❘❖❈✮ ❝✉r✈❡s ❬✽❪ ❢♦r ❘▲▼ ❛♥❞ ❖▲❙ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr✉❡✴❢❛❧s❡
❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✴r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭✐✳❡✳ ✧♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t❡st❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✭s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢▼❘■ s✐❣♥❛❧ ✈❛❧✉❡s✧✮✳

✶✶✺



❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ Pr♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ■ ❡rr♦rs ❢♦r ❖▲❙ ❛♥❞ ❘▲▼ ✭❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✮✳
❘▲▼❡♠♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ■❘▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❝❛❧❡
✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❞✐❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ✭❛✮ ◆♦♠✐♥❛❧ r❛t❡ ❛t P < 0.05 ✉♥❝♦rr❡❝t❡❞✱ ❡st✐♠❛t❡❞

♦♥ ✶✵✱✵✵✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ✭❜✮ ◆♦♠✐♥❛❧ r❛t❡ ❛t P < 5.0e−4

✉♥❝♦rr❡❝t❡❞✱ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ ✶✱✵✵✵✱✵✵✵ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ✸✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭n = 400✮✱ ✶ t❡st❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✶✵ ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❡rr♦r r❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥♦♠✐♥❛❧ r❛t❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s✳

✺✳✷✳✷ ❘❡s✉❧ts

✺✳✷✳✷✳✶ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ■ ❡rr♦r r❛t❡

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t②♣❡ ■ ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❖▲❙ ❛♥❞ ❘▲▼ ✐s ❡①❛❝t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭n✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ t❡st
✭✐✳❡✳ s❡✈❡r❛❧ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♠❛tr✐① ✇❡r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥✉❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❛♥❞ t❡st❡❞ ❢♦r ❛ ❥♦✐♥t ❡✛❡❝t✮✳

✺✳✷✳✷✳✷ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ■■ ❡rr♦r r❛t❡

❚❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❡st✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❖▲❙ ✭r❡s♣✳ ❘▲▼✮ t♦ ❞❡t❡❝t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♥♦♥✲♥✉❧❧
❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠✐s❧❡❛❞ ❖▲❙ ✇❤✐❧❡
❘▲▼ ❦❡❡♣s ❛ ❣♦♦❞ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦rr❡❝t ❛♥❞
✉♥❝♦rr❡❝t ♥✉❧❧✲❤②♣♦t❤❡s✐s r❡❥❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ♠❛② ❞r♦♣ ❛s ♠♦r❡ ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ ❜✉t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ❜♦t❤ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❡st✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛t ❛ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❲❡ ❛❧s♦
❣✐✈❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡s t❤❛t s❤♦✇ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▲❡❛st ❚r✐♠♠❡❞ ❙q✉❛r❡s ✭▲❚❙✮
r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❤❛✈❡s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❘▲▼
♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② str♦♥❣ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ✺✵ ✪✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s
♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛s❡ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ▲❚❙ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ✐s ♣♦♦r ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❢✉rt❤❡r t❤✐s
r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✺✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛

✺✳✸✳✶ ❙②♥t❤❡t✐❝ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛

❲❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ②✐❡❧❞❡❞ ❜② r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜② ✜rst ❛♣✲
♣❧②✐♥❣ ✐t ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♠❛❦❡s
✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s r❡s✉❧ts t♦ ❛ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ②✐❡❧❞ ❞❛t❛ t❤❛t ♠♦❞❡❧ r❡❛❧ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛
✇❡❧❧✳

✶✶✻



❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❆❝❝✉r❛❝② ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ r♦✲
❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉♥❞❡r ✈❛r✐✲
♦✉s ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❘♦❜✉st
r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡ ❛❧✇❛②s ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t②♣❡ ■ ❛♥❞ t②♣❡ ■■ ❡rr♦rs✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❆❝❝✉r❛❝② ♦❢ ▲❡❛st ❚r✐♠♠❡❞ ❙q✉❛r❡s ✭▲❚❙✮ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❖▲❙
❛♥❞ ❘▲▼✳ ✭❛✮ ♥♦ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✭❜✮ ✸✵ ✪ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✭❝✮ ✺✵ ✪ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ▲❚❙ ♦♥❧②
♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❢♦r ❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♣♦✐♥t✱ ✐✳❡✳ ✺✵ ✪ ❝♦♥✲
t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✭❝✮✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r❡❢❡r ❘▲▼ ❛s ❛
r♦❜✉st t♦♦❧✳ ▲❚❙ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ✐s ♣♦♦r ✭❛✮✳

❉❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❢▼❘■ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡s ❛s ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ s❤❛♣❡
40× 40× 40 ✈♦①❡❧s✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ 4× 4× 4 ❛❝t✐✈❛✲
t✐♦♥ ♣❛t❝❤ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❥✐tt❡r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
N (0, I3) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❥✐tt❡r ❛r❡ r♦✉♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✐♥t❡✲
❣❡rs✮✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐s s❡t s♦ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮
♣❡❛❦s ❛t ✷ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈♦①❡❧✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛
N (0, 1) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ●❛✉ss✐❛♥✲s♠♦♦t❤❡❞ ❛t σnoise ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜②
✐ts ❣❧♦❜❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r s✉♣❡r✐♠♣♦s✐♥❣ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧
✐♠❛❣❡s✱ ✇❡ ♦♣t✐♦♥❛❧❧② s♠♦♦t❤ ❛t σpost = 2.12 ✈♦①❡❧s ✐s♦tr♦♣✐❝✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
❛ 5 ✈♦①❡❧s ❋✉❧❧ ❲✐❞t❤ ❛t ❍❛❧❢ ▼❛①✐♠✉♠ ✭❋❲❍▼✮✳ ❱♦①❡❧s ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❛❜♦✈❡ ✵✳✶ t♦ ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ t❡st ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
tr✉t❤✳ ❚❡♥ s✉❜s❛♠♣❧❡s ✭♦r ❣r♦✉♣s✮ ♦❢ ✶✵✵ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ❛♥✲
❛❧②③❡❞✳ ❊❛❝❤ s✉❜s❛♠♣❧❡ ✇❛s t❤❡♥ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✶✺ ✪ ♦✉t❧✐❡rs✱ ✐✳❡✳ ✐♥ ❡❛❝❤
❣r♦✉♣✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ ✶✺ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜② ✐♠❛❣❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛t❡❞
❛t ❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs ♣❛r❛♠❡t❡rs st❛② t❤❡ s❛♠❡ ❛s
❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✽✺ ✪ ✈❛❧✐❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠ t✇♦ ✈♦①❡❧✲✐♥t❡♥s✐t② ❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②③❡s ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜✲
❣r♦✉♣s✿ t❤❡ ✜rst ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❖▲❙✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✉s✐♥❣ r♦❜✉st
r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❘▲▼✮✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t②♣❡ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❛♣s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❡♥ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♣♦♦❧❡❞ t♦❣❡t❤❡r s♦ ❛s t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡
st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❛♣ t❤❛t ✐s t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✈❛r②✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ✈❛r✲
✐♦✉s t❤r❡s❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞
✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❘❖❈ ❝✉r✈❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡

✶✶✼



❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❙❡♥s✐t✐✈✐t②✴s♣❡❝✐✜❝✐t② tr❛❞❡✲♦✛
❢♦r st❛♥❞❛r❞ ✭❖▲❙✮ ❛♥❞ r♦❜✉st ✭❘▲▼✮ r❡✲
❣r❡ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈♦①❡❧✲❧❡✈❡❧ ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧✲
②s✐s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❘♦❜✉st
r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t❤❛♥ st❛♥✲
❞❛r❞ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐s ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡s t♦ ❞❡✲
✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s
❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✲
✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✐s ❛❧♠♦st ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❤❡♥ ♥♦ ♦✉t❧✐❡r ✐s ♣r❡s❡♥t
✭❝♦♥❢♦✉♥❞❡❞ ❝✉r✈❡s✱ ♥♦t s❤♦✇♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s
t❤❡ ❣♦♦❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛t t❤❡
r❡❣✉❧❛r ♠♦❞❡❧✳

❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t s♠♦♦t❤✐♥❣✳

❘❡s✉❧ts✳ ❲❤❡♥ ♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡s❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ②✐❡❧❞s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❖▲❙ r❡✲
❣r❡ss✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳ ❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s ②❡t ❝♦♥s✐st❡♥t ❛t t❤❡
r❡❣✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭♥♦t
s❤♦✇♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❝♦♥❢✉♥❞❡❞✮✳ ❚❤✐s ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r②✳
❚❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✉s❡❞
✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞✱ ❡s♣❡✲
❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦❤♦rts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✺✳✸✳✷ ❘❡❛❧ ❞❛t❛

✺✳✸✳✷✳✶ ❆ ❣❡♥❡✲♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞②

❲❡ ❛♣♣❧② r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ t♦ ❛ ❣❡♥❡✲♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❣❡♥❡ ×
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭●×❊✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❢▼❘■ ❇❖▲❉ ❛❝t✐✈✐t② t♦ ❛♥❣r② ❢❛❝❡s
✭❬✻❪✮ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ n = 392 s✉❜❥❡❝ts t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝❡♥tr❡ st✉❞②
■▼❆●❊◆ ❬✷✵❪✳ ❙❡✈❡r❡ ♦✉t❧✐❡rs ❞✉❡ t♦ ♠♦t✐♦♥ ♦r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤♦s❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t❧✐❡r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜r❛✐♥✱
✇❡r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ✸✾✷ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
❝♦rr❡❝t ✉♣♦♥ ♠❛♥✉❛❧ q✉❛❧✐t② ❝❤❡❝❦✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❤②✲
♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❣❡♥❡t✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❜r❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✮ ♠❛② ♦❢t❡♥ ♦♥❧② ❜❡
❞❡t❡❝t❡❞ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✷❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s✱ t❡sts ♦❢ t❤❡ ●×❊ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ r❡♥❞❡r t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r
s❡♥s✐t✐✈❡ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ✬❡♥❞♦♣❤❡♥♦t②♣❡s✬ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ ♣❡rt✐♥❡♥t✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
❝♦✈❛r✐❛t❡s ✇❡r❡ ❣❡♥♦t②♣❡✱ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ r✐s❦ ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡ss❢✉❧ ❧✐❢❡ ❡✈❡♥ts✱
❙▲❊✮✱ s❡①✱ ♣✉❜❡rt② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ st✉❞② ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❤❛♥❞❡❞♥❡ss✳ ❆s ✐♥ ♠❛♥②
❣❡♥❡✲♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞✐❡s ✇❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞❡s✐❣♥✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✻✺
♠✐♥♦r ❛❧❧❡❧❡ ❝❛rr✐❡rs ♦❢ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❙✐♥❣❧❡ ◆✉❝❧❡♦t✐❞❡ P♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ ✭❙◆P✮ ✐♥
t❤❡ ♦①②t♦❝✐♥ r❡❝❡♣t♦r ❣❡♥❡ ✭rs✷✷✻✽✹✾✹✮ t♦ ✸✷✼ ♠❛❥♦r✲❛❧❧❡❧❡ ❤♦♠♦③②❣♦✉s✳ ❖✉r
❛✐♠ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ t♦ ✉♥❝♦✈❡r ✐♥t❡r✲
❡st✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛t ❛ ✜①❡❞ s♣❡❝✐✜❝✐t② ❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡
❝♦♥str✉❝t ✷✵✵ ❜r❛✐♥ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ✭❢r♦♠ ✶✵✵ t♦ ✷✵✵✵ ♣❛r❝❡❧s ❜② ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ✶✵✵✱
❛♥❞ ✶✵ ❜r❛✐♥ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ♣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❝❡❧s✮ ✉s✐♥❣ ❲❛r❞✬s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬✷✹❪
♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✸✵✵ ❜♦♦tstr❛♣♣❡❞ s✉❜❥❡❝ts ❛♠♦♥❣st t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✸✾✷✳

✶✶✽



❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

❊❛❝❤ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✸✾✷ s✉❜❥❡❝ts ✐♥t♦
♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ✈♦①❡❧s s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛r❝❡❧✳ ❋♦r
❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t t✇♦ ❛♥❛❧②③❡s✿ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❖▲❙ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r
✇✐t❤ ❘▲▼✳ ❲❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝ts ❢♦✉♥❞ ✭P < 0.1 ❇♦♥✲
❢❡rr♦♥✐ ❝♦rr❡❝t❡❞✮ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❝❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✉♥❞❡r ❛ ❣✐✈❡♥ t②♣❡ ■ ❡rr♦r ❝♦♥tr♦❧✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛
✈♦①❡❧✲✇✐s❡ ❇♦♥❢❡rr♦♥✐✲❝♦rr❡❝t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✉s✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ r♦❜✉st
r❡❣r❡ss✐♦♥✳

✺✳✸✳✷✳✷ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥t♦ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞s

❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛♥❛❧✲
②s✐s ♠❡t❤♦❞s ✭❚❋❈❊ ♦r ❘P❇■✱ s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✮✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t s✉❝❤ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥s ❛❝t✉❛❧❧② ②✐❡❧❞ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✱ ♥♦♥✲r♦❜✉st ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❘P❇■ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡✲♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✶✵✵ r❛♥❞♦♠ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✶✵✵✵ ♣❛r❝❡❧s
❡❛❝❤✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡✳ ❘P❇■ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t✇✐❝❡✿ t❤❡
✜rst t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘P❇■❖▲❙✮✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡
✇✐t❤ ❛ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘P❇■❘▲▼✮✳

❆s ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ❝♦♥tr❛st
✐♠❛❣❡s ♦❢ ✶✸✻✹ s✉❜❥❡❝ts ❢r♦♠ t❤❡ ■♠❛❣❡♥ st✉❞② ✇❡r❡ r❡❣r❡ss❡❞ ❛❣❛✐♥st ❛♥ ✐♠♣✉❧✲
s✐✈✐t② ❢❛❝t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ P❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❈♦✈❛r✐✲
❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s ❤❛♥❞❡❞♥❡ss✱ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✱ s❡①❡ ❛♥❞ ❛❣❡ ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡
t❛s❦ ✇❛s ❛ st♦♣✲s✐❣♥❛❧ t❛s❦ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❬st♦♣ s✉❝❝❡ss
✲ st♦♣ ❢❛✐❧❪ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❬✶✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st♦♣ s✉❝❝❡ss ✭r❡s♣✳ st♦♣ ❢❛✐❧✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡✈❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♠❛♥❛❣❡❞ ✭r❡s♣✳ ❢❛✐❧❡❞✮ t♦ ✐♥❤✐❜✐t ✐ts
r❡s♣♦♥s❡ ✇❤❡♥ ❛s❦❡❞ t♦ ❞♦ s♦ ✭✐✳❡✳ ♥♦t ♣r❡ss✐♥❣ ❛ ❜✉tt♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡♥t✐♦♥
✇❛s t♦ ♣r❡ss ✐t ❜✉t ❛ st♦♣ s✐❣♥❛❧ ♦❝❝✉r❡❞✮✳ ❆s ❛❜♦✈❡✱ ✸✵✵ ❜♦♦tstr❛♣♣❡❞ s✉❜❥❡❝ts
✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ✶✵✵ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛r❞s ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✶✵✵✵ ♣❛r❝❡❧s ❡❛❝❤✳

✺✳✸✳✷✳✸ ❘❡s✉❧ts

●❡♥❡✲♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞② ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ s❤♦✇s t❤❛t r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛❧✇❛②s
r❡♣♦rts ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s t❤❛♥ st❛♥❞❛r❞ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ♣❛r❝❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢
r❡♣♦rt❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s st❛❜✐❧✐③❡s ❛s s♦♦♥ ❛s ✺✵✵ ♣❛r❝❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❋✐❣✲
✉r❡ ✺✳✻ ♠♦r❡♦✈❡r s✉❣❣❡sts t❤❡ ❡①❛❝t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❝❡❧s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣
✐♠♣❛❝t ✐❢ ❡♥♦✉❣❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ❥✉st✐✜❡s t♦ s❛♠❡ ❡①t❡♥t ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
✉s✐♥❣ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②③❡s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ✭✶✵✵✵✮ ♦❢ ♣❛r❝❡❧s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✈♦①❡❧✲❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②③❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❖▲❙ ✭r❡s♣✳ ❘▲▼✮✱ ❛ s✐❣♥✐❢✲
✐❝❛♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ✭r❡s♣✳ ❢♦✉r✮ ✈♦①❡❧✭s✮ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
r✐❣❤t ✭r❡s♣✳ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t✮ ✈❡♥tr❛❧ str✐❛t✉♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡
st✉❞②✱ ❛s t❤❡ ✈❡♥tr❛❧ str✐❛t✉♠ ♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞
♥❡❣❛t✐✈❡ r❡✇❛r❞ s✐❣♥❛❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥❣❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❬✶✸❪✳ ❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♠✲
♣r♦✈❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✜♥❞✐♥❣s ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧② ✉♥❝♦✈❡r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❛s ✇❡❧❧✳

❋✐✈❡ ❜r❛✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲
♥✉❧❧ ❡✛❡❝t ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❘P❇■❘▲▼ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡✲♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞② ♦❢ t❤✐s r❡❛❧
❞❛t❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖♥❧② t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❘P❇■❖▲❙✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

✶✶✾



❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣❛r❝❡❧s s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲♥✉❧❧
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❙◆P × ❙tr❡ss❢✉❧ ▲✐❢❡
❊✈❡♥ts ✭❙▲❊✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
❛❧✇❛②s ✉♥❝♦✈❡rs ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛ss♦❝✐❛✲
t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♠②❣❞❛❧❛ ✭z = 7 ♠♠ s❧✐❝❡✮ ✐s ❧❛r❣❡r ❛♥❞
♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❘P❇■❘▲▼✳

◆❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞② ✇✐t❤ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✱ ❛
st❛♥❞❛r❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ r❡♣♦rts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✉❧s✐✈✐t② ❢❛❝✲
t♦r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤②♣♦t❤❛❧❛♠✉s ✭P < 0.1 ❇♦♥❢❡rr♦♥✐ ❝♦rr❡❝t❡❞✮ ✇❤✐❧❡ ❛ r♦❜✉st
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t r❡♣♦rt ❛♥②t❤✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✇s
t❤❛t ♦♥❡ s✉❜❥❡❝t ✐s ❛♥ ♦✉t❧✐❡r ❛♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱
✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦♥ ❛ ♣❛r❝❡❧ ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r❧❛♣s
✇✐t❤ t❤❡ ❤②♣♦t❤❛❧❛♠✉s ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛
✐♥ ❛ s❝❛tt❡r ♣❧♦t✱ ❛♥❞ ♥♦t❛❜❧② ♦♥❡ s✉❜❥❡❝t ❤❛✈✐♥❣ ❜♦t❤ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❛✈❡r❛❣❡ s✐❣♥❛❧
✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ✐♠♣✉❧s✐✈✐t② s❝♦r❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❖▲❙ ❛♥❞ ❘▲▼ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥❡s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❝❛tt❡r ♣❧♦t✳ ❚❤❡ s❤✐❢t ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t❧✐❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❝❡❧ t❤❛t ♠❛t❝❤❡s t❤❡ r✐❣❤t
❤②♣♦t❤❛❧❛♠✉s ❛t ❜❡st✳ ❘❡♥❡✇✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♦✉t❧✐❡r r❡s✉❧ts ✐♥
t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❛❧❛♠✉s ✇✐t❤
❖▲❙✳

✺✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❍✉❜❡r✬s r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② r❡♣❧❛❝❡ ❖r❞✐♥❛r② ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s
r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞②✳ ❆❢t❡r ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡
t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛❝t ❝♦♥tr♦❧
♦♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❡rr♦rs✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ♦✉t❧✐❡rs ②✐❡❧❞s ❛ ❜❡tt❡r
st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ♦♥ r❡❛❧ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛✳

❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❘♦❜✉st st❛t✐st✐❝❛❧ t♦♦❧s ❛r❡ ♠❛✐♥✲
❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ♦✉t❧✐❡r✲r❡s✐st❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ s♦♠❡ st✉❞✐❡s ❞♦ ♥♦t
✉s❡ r♦❜✉st t♦♦❧s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② q✉❛❧✐t② ❝❤❡❝❦❡❞ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞
♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♦✉t❧✐❡r✳ ❚❤✐s st❡♣ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ✇❡ ❛❞✈♦❝❛t❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐t ✐♥
♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡ ❣r♦ss ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞❛t❛ ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❖✉t❧✐❡r
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✺❪ ♦r ▲❡❛st ❚r✐♠♠❡❞ ❙q✉❛r❡s r❡❣r❡ss✐♦♥ ❬✶✽❪ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧
❢♦r ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❞✐❛❣♥♦s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▲❚❙ str❡ss❡s
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ r♦❜✉st ✜t ❞♦❡s ♥♦t s✐♠♣❧② ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♦✉t❧✐❡rs✳ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧✐t② ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ t❤❛t

✶✷✵



❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

❘P❇■❖▲❙

z = −18 ♠♠ z = −10 ♠♠ z = 7 ♠♠ z = 56 ♠♠

❘P❇■❘▲▼
1.0

2.15

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❱♦①❡❧✲❧❡✈❡❧ ❋❲❊❘✲❝♦rr❡❝t❡❞ ♣✲✈❛❧✉❡s ♠❛♣s ❣✐✈❡♥ ❜② ❘P❇■❖▲❙ ❛♥❞ ❘P❇■❘▲▼
♦♥ ♦✉r ❣❡♥❡✲♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞② ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✶✵ ♣✲✈❛❧✉❡s✮✳ ❋♦✉r ❜r❛✐♥ r❡❣✐♦♥s
❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥♦♥✲♥✉❧❧ ❡✛❡❝t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r♦❜✉st ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❘P❇■✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧②
t✇♦ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞ ❘P❇■✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞
r✐❣❤t ✈❡♥tr❛❧ str✐❛t✉♠ ✭t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥✱ z = 7 ♠♠✮ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ st✉❞②✱ ❛s t❤❡
✈❡♥tr❛❧ str✐❛t✉♠ ♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡✇❛r❞ s✐❣♥❛❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❛♥❣❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

❘P❇■❘▲▼

z = 6

❘P❇■❖▲❙ 1.0

1.65
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❘P❇■ ❛♥❛❧②✲
s✐s ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ r❡❣r❡ss✐♦♥
✭❖▲❙✮ ❛♥❞ r♦❜✉st r❡❣r❡s✲
s✐♦♥ ✭❘▲▼✮✳ ❘P❇■❖▲❙ ✭❧❡❢t✮
r❡♣♦rts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ❢♦r ❛
❣r♦✉♣ ♦❢ ✈♦①❡❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r✐❣❤t
❤②♣♦t❤❛❧❛♠✉s ✇❤✐❧❡ ❘P❇■❘▲▼
✭r✐❣❤t✮ ❞♦❡s ♥♦t r❡♣♦rt ❛♥② s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❛ ❣r♦ss ♦✉t❧✐❡r ✭❞❡t❛✐❧s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥
s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❛r❝❡❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡
❤②♣♦t❤❛❧❛♠✉s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣✉❧s✐✈✐t② ❢❛❝t♦r
✭✶✸✻✹ s✉❜❥❡❝ts✮✳ ❈♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥
r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s✳ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞r❛✇♥ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r st❛♥❞❛r❞
✭❖▲❙✮ ❛♥❞ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❘▲▼✮✳

✶✷✶



❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❜② ♦✉t❧✐❡rs ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t ♥❡❡❞s
t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ✐♥❢❡r❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ▼♦r❡ s✉❜t❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ r♦❜✉st t♦♦❧s st✐❧❧
t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ ❛s ♦✉r r❡❛❧ ❞❛t❛ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ❞❡♠♦♥str❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥
♦✉r ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t②✳ ❚❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❢❛❝t♦rs ❛❧s♦ s❤♦✇s ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ r♦❜✉st ❛♥❞
❛ ♥♦♥✲r♦❜✉st ✜t✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ r❡✈❡❛❧s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡
♦✉t❧✐❡r t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❡r❡ q✉❛❧✐t② ❝❤❡❝❦ ✭t❤❡ ✐♠♣✉❧s✐✈✐t②
s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦✉t❧✐❡r ✐s ♥♦t ❛♥ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡✱ ❜✉t ✐ts ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
✐♠❛❣✐♥❣ ♣❤❡♥♦t②♣❡s ♠❛❦❡s ✐t ❛♥ ♦✉t❧✐❡r✮✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❯♥❧✐❦❡ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r♦❜✉st
r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❍✉❜❡r✬s r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ❛♥ ❛♥✲
❛❧②t✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡①✐st t♦ t❡st t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡
r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣❤❡♥♦t②♣❡s✳ ❲❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r♦❜✉st r❡✲
❣r❡ss✐♦♥ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ✈♦①❡❧✲❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②③❡s ♦❢ ❛ ❝♦❤♦rt ♦❢ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢
s✉❜❥❡❝ts ✐♥ ❛ ❢❡✇ ♠✐♥✉t❡s ♦♥ ❛ ❞❡s❦t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❆ r♦❜✉st ✜t ✐s ②❡t ✶✵ t♦ ✶✵✵
t✐♠❡s s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛♥ ❖▲❙ ✜t✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥ts ❘▲▼ t♦ ❜❡ r♦✉t✐♥❡❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st✐♥❣✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① st❛t✐st✐❝ s✉❝❤ ❛s
❘P❇■❘▲▼ ♦r r♦❜✉st ❝❧✉st❡r✲s✐③❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡rs t♦ r✉♥
t❤❡ ❛♥❛❧②③❡s ✇✐t❤ ❘P❇■❘▲▼✳

❊♠❜❡❞❞❡❞ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t r♦❜✉st r❡✲
❣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❛❧✲
②s✐s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛❧❜❡✐t ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡
t❤❛♥ ♠♦r❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡s✱ ✐s ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛r❣❡
❝♦❤♦rts ❛♥❞ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❣r♦✇✐♥❣✳ ❚❤♦s❡ ❞❛t❛s❡ts ❤❛✈❡ ❛
❝♦♠♣❧❡① st❛t✐st✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡✲
q✉✐r❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ P❛r❝❡❧✲
❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡rs st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤✲
♦❞s✱ ❜✉t r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❝❧✉st❡r✲s✐③❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❚❋❈❊
❛s ✇❡❧❧✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s
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❬✷❪ ❈❛s♣✐✱ ❆✳✱ ❍❛r✐r✐✱ ❆✳❘✳✱ ❍♦❧♠❡s✱ ❆✳✱ ❯❤❡r✱ ❘✳✱ ▼♦✣tt✱ ❚✳❊✳✿ ●❡♥❡t✐❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❡r♦t♦♥✐♥ tr❛♥s♣♦rt❡r ❣❡♥❡ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❢♦r st✉❞②✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐s❡❛s❡s ❛♥❞ tr❛✐ts✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♣s②❝❤✐❛tr②
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♣r♦❛❝❤✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝s✲❚❤❡♦r② ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ✷✻✭✻✮✱ ✶✸✽✶✕✶✸✾✹
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❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

❬✹❪ ❉♦❞❣❡✱ ❨✳✿ ♦♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲✶✲♥♦r♠ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ♠❡t❤✲
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❬✺❪ ❋r✐ts❝❤✱ ❱✳✱ ❱❛r♦q✉❛✉①✱ ●✳✱ ❚❤②r❡❛✉✱ ❇✳✱ P♦❧✐♥❡✱ ❏✳❇✳✱ ❚❤✐r✐♦♥✱ ❇✳✿ ❉❡t❡❝t✐♥❣
♦✉t❧✐❡rs ✐♥ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ✇✐t❤ r♦❜✉st ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐✲
♠❛t♦rs✳ ▼❡❞ ■♠❛❣❡ ❆♥❛❧ ✶✻✭✼✮✱ ✶✸✺✾ ✕ ✶✸✼✵ ✭✷✵✶✷✮

❬✻❪ ●r♦s❜r❛s✱ ▼✳❍✳✱ P❛✉s✱ ❚✳✿ ❇r❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✈✐❡✇✐♥❣ ❛♥❣r② ❤❛♥❞s ♦r
❢❛❝❡s✳ ❈❡r❡❜ ❈♦rt❡① ✶✻✭✽✮✱ ✶✵✽✼✕✶✵✾✻ ✭❆✉❣ ✷✵✵✻✮

❬✼❪ ❍❛♠♣❡❧✱ ❋✳❘✳✿ ❇❡②♦♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❘♦❜✉st ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❇✉❧✲
❧❡t✐♥ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ✹✻✭✶✮✱ ✸✼✺✕✸✽✷ ✭✶✾✼✺✮

❬✽❪ ❍❛♥❧❡②✱ ❏✳❆✳✱ ▼❝◆❡✐❧✱ ❇✳❏✳✿ ❚❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛♥❞ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r ❛ r❡❝❡✐✈❡r
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❬✶✵❪ ❏❛❝❦✱ ❈✳❘✳✱ ❇❡r♥st❡✐♥✱ ▼✳❆✳✱ ❋♦①✱ ◆✳❈✳✱ ❚❤♦♠♣s♦♥✱ P✳✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ●✳✱ ❍❛r✈❡②✱
❉✳✱ ❇♦r♦✇s❦✐✱ ❇✳✱ ❇r✐ts♦♥✱ P✳❏✳✱ ▲ ❲❤✐t✇❡❧❧✱ ❏✳✱ ❲❛r❞✱ ❈✳✱ ❡t ❛❧✳✿ ❚❤❡ ❆❧③❤❡✐♠❡r✬s
❞✐s❡❛s❡ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡ ✭❆❉◆■✮✿ ▼❘■ ♠❡t❤♦❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s✲
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❋❧♦r✱ ❍✳✱ ●❛❧❧✐♥❛t✱ ❏✳✱ ●❛r❛✈❛♥✱ ❍✳✱ ❍❡✐♥③✱ ❆✳✱ ❇r✉❡❤❧✱ ❘✳✱ ▲❛✇r❡♥❝❡✱ ❈✳✱ ▼❛♥♥✱
❑✳✱ ▼❛rt✐♥♦t✱ ❏✳▲✳✱ ◆❡❡s✱ ❋✳✱ P❛✉s✱ ❚✳✱ P❛✉s♦✈❛✱ ❩✳✱ P♦✉st❦❛✱ ▲✳✱ ❘✐❡ts❝❤❡❧✱ ▼✳✱
❙♠♦❧❦❛✱ ▼✳✱ ❙tr✉✈❡✱ ▼✳✱ ❋❡♥❣✱ ❏✳✱ ❙❝❤✉♠❛♥♥✱ ●✳✱ t❤❡ ■▼❆●❊◆ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✿
❖①②t♦❝✐♥ r❡❝❡♣t♦r ❣❡♥♦t②♣❡ ♠♦❞✉❧❛t❡s ✈❡♥tr❛❧ str✐❛t❛❧ ❛❝t✐✈✐t② t♦ s♦❝✐❛❧ ❝✉❡s ❛♥❞
r❡s♣♦♥s❡ t♦ str❡ss❢✉❧ ❧✐❢❡ ❡✈❡♥ts✳ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ Ps②❝❤✐❛tr② ✐♥ ♣r❡ss ✭✷✵✶✸✮
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❚❤❡ ♥❡✉r❛❧ ❜❛s❡s ♦❢ ❞✐str❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛♣♣r❛✐s❛❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦❣♥✐t✐✈❡ ◆❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡
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❬✶✺❪ ❖❝❤s♥❡r✱ ❑✳◆✳✱ ❍✉❣❤❡s✱ ❇✳✱ ❘♦❜❡rts♦♥✱ ❊✳❘✳✱ ❈♦♦♣❡r✱ ❏✳❈✳✱ ●❛❜r✐❡❧✐✱ ❏✳❉✳✿ ◆❡✉r❛❧
s②st❡♠s s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦♥✢✐❝ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
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❬✶✻❪ P❤✐❧❧✐♣s✱ ●✳❘✳✱ ❊②r✐♥❣✱ ❊✳▼✳✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥
✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐str② ✺✺✭✼✮✱ ✶✶✸✹✕✶✶✸✽ ✭✶✾✽✸✮

❬✶✼❪ P♦❧❞r❛❝❦✱ ❘✳❆✳✿ ❘❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❢▼❘■✳ ❙♦❝✐❛❧ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❛✛❡❝t✐✈❡
♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡ ✷✭✶✮✱ ✻✼✕✼✵ ✭✷✵✵✼✮

❬✶✽❪ ❘♦✉ss❡❡✉✇✱ P✳❏✳✿ ▲❡❛st ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ sq✉❛r❡s r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥
st❛t✐st✐❝❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✼✾✭✸✽✽✮✱ ✽✼✶✕✽✽✵ ✭✶✾✽✹✮

❬✶✾❪ ❘♦✉ss❡❡✉✇✱ P✳❏✳✱ ▲❡r♦②✱ ❆✳▼✳✿ ❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✺✽✾✳
❲✐❧❡②✳ ❝♦♠ ✭✷✵✵✺✮

❬✷✵❪ ❙❝❤✉♠❛♥♥✱ ●✳✱ ▲♦t❤✱ ❊✳✱ ❇❛♥❛s❝❤❡✇s❦✐✱ ❚✳✱ ❇❛r❜♦t✱ ❆✳✱ ❇❛r❦❡r✱ ●✳✱ ❇ü❝❤❡❧✱ ❈✳✱
❈♦♥r♦❞✱ P✳❏✳✱ ❉❛❧❧❡②✱ ❏✳❲✳✱ ❋❧♦r✱ ❍✳✱ ●❛❧❧✐♥❛t✱ ❏✳✱ ●❛r❛✈❛♥✱ ❍✳✱ ❍❡✐♥③✱ ❆✳✱ ■t✲
t❡r♠❛♥✱ ❇✳✱ ▲❛t❤r♦♣✱ ▼✳✱ ▼❛❧❧✐❦✱ ❈✳✱ ▼❛♥♥✱ ❑✳✱ ▼❛rt✐♥♦t✱ ❏✳▲✳✱ P❛✉s✱ ❚✳✱ P♦✲
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❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

■▼❆●❊◆ st✉❞②✿ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t✲r❡❧❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❜r❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
♣s②❝❤♦♣❛t❤♦❧♦❣②✳ ▼♦❧ Ps②❝❤✐❛tr② ✶✺✭✶✷✮✱ ✶✶✷✽✕✶✶✸✾ ✭❉❡❝ ✷✵✶✵✮
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❤♦✇ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞✐❡s ✇✐t❤
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r♦❜✉st st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❛✐♠ ✐s t♦ ❛s❝❡rt❛✐♥ t❤❛t t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ✭✐✮ r♦❜✉st t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜✲
♥♦r♠❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s❀ ✭✐✐✮ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ❛❝r♦ss st✉❞✐❡s❀ ✭✐✐✐✮ ❞♦ ♥♦t r❡❧② ❝r✉❝✐❛❧❧②
♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t r❡❧❛t❡❞✱
t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t✉r♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❜❡❢♦r❡ ❣❧♦❜❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥
❞✐r❡❝t✐♦♥s✿

❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❜✲
♥♦r♠❛❧ ❞❛t❛ t❤❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠✐s❧❡❛❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦✉t✲
❧✐❡rs✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ n ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❜r❛✐♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ n s✉❜❥❡❝ts✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✲
✐♥❣ ❧♦❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ✐♥ p ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♣❛r❝❡❧s ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜r❛✐♥✳ ❲❡
❛❞❛♣t❡❞ ❛ r♦❜✉st ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r✱ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t
✭▼❈❉✮ t♦ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s ✭ pn > 0.2✮ ❜② r❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ ✐t✳ ❆ss✉♠✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥✲❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❡st✐♠❛t♦r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ st❛t✐st✐❝❛❧❧②✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t❧✐❡r
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉♣♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❆♠♦♥❣st ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t r❛♥❞♦♠ ♣r♦❥❡❝✲
t✐♦♥s ✭②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❘▼❈❉✲❘P ❡st✐♠❛t♦r✮ ❛r❡ ♠♦st s✉✐t❡❞ t♦ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦
✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs✱ ✐t ✐s r♦❜✉st t♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ◆♦r♠❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✐t
❦❡❡♣s ❛ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ p > n✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ℓ2 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
✉s❡❢✉❧ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭❘▼❈❉✲ℓ2✮ ✐s ❢❛st❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡
❛♥❞ t♦ s❡t ✉♣ ✭❡✳❣✳ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♠♦✉♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤
❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛✮✳ ◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s s✉❝❤ ❛s
❖♥❡✲❈❧❛ss ❙❱▼ ♦r ▲♦❝❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✭▲❈❆✮ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②
❜✉t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ s✉❜❥❡❝ts ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ♦❢ t❤❡♠✱ ▲❈❆✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❛t❛s❡t t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥s✐❣❤t ❛❜♦✉t ✐ts st❛t✐st✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳

■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞✐❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞✐❡s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✭♠♦r❡ t❤❛♥ ✹✵✱✵✵✵ ✈♦①❡❧s✮ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❡①t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ✈❛r✐❛t❡s✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵✱✵✵✵ ❣❡♥❡t✐❝s
✈❛r✐❛♥ts✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ✉s❡❞ ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❛r❡ ♣♦♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢
t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡

✶✷✺



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
♠❛② ✈❛r② ❛ ❧♦t✳ ❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❡✈❡♥ ✇♦rs❡ ❛❝r♦ss ❝♦❤♦rts✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ P❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ❆♥❛❧②s✐s ✭❘P❇■✮✱
t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✐✈❡ ✈♦①❡❧s ❛r❡ ❞❡✲
t❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ r❛♥❞♦♠ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥
✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r✐s❦✳ ❚❤✉s✱ ❘P❇■
st❛❜✐❧✐③❡s st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❝❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ ❢♦r♠ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ✭♥❛♠❡❧② r♦❜✉st♥❡ss r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡
✐♥♣✉t s❛♠♣❧❡✮✳ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❲❛r❞✬s ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❇♦t❤ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇s ❤✐❣❤❡r s❡♥s✐✲
t✐✈✐t②✱ ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② t❤❛♥ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✳
❚❤❡s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ st✉❞✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♥❡✉✲
r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ st✉❞✐❡s✱ ❛s ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ✉♥❡✈❡♥ ❝❡❧❧ s✐③❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤r♦✉❣❤
❝♦♠♣❧❡① ❞❡s✐❣♥s✳

❘♦❜✉st♥❡ss t♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① st❛t✐st✐❝❛❧
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ♥❡✉✲
r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
❞❛t❛ ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥✲❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t s✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t
✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ✭❡✳❣✳ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ st✉❞✐❡s✮✳ ❆❧s♦✱ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
♠❛② ♥♦t ❜❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦✉r❝❡ ❢♦r ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡s♦rt
t♦ ♦✉t❧✐❡r✲r❡s✐st❛♥t st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡
t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥♦t ❞r✐✈❡♥ ♦✉t ❜② ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s t❤❛t ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧
❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❣r♦✉♣ st✉❞✐❡s✳ ❲❡
❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❝♦❤♦rts ✭♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵ s✉❜❥❡❝ts✮ ❛s s♠❛❧❧✲s❛♠♣❧❡
s✐③❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ✈❛❧✲
✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ t♦
✈❡r✐❢② t❤❛t ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦rr❡❝t ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ■ ❛♥❞ ■■ ❡rr♦r r❛t❡s✳ ❲❡
t❤❡♥ s❤♦✇❡❞ ♦♥ t✇♦ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ②✐❡❧❞s ♠♦r❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② t❤❛♥ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♥♦♥✲r♦❜✉st ♠❡t❤♦❞s✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡
♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛s ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r✐♦r t♦ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ✐s
❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t r♦❜✉st ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ q✉❛❧✐t②✲❝❤❡❝❦❡❞
❞❛t❛✳

❆ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r r♦❜✉st r❡s✉❧ts ✐♥ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣

❖✉r ❧❛st ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s t♦ s❤♦✇ t❤❛t r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts✳
■♥❝r❡❛s❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✈✐t❛❧ ❢♦r st✉❞✐❡s ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❜r❛✐♥✲❜❡❤❛✈✐♦r r❡✲
❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ♦r ❣❡♥❡✲♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞✐❡s✳ ❲❡ str♦♥❣❧② r❡❝♦♠♠❡♥❞ ✉s✐♥❣ ❘P❇■
✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛♥
❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛❞✈✐s❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣r❡❧✐♠✲
✐♥❛r② ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❘▼❈❉✲❘P✱ ✇✐t❤
❛ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ s✉❜❥❡❝t ❡①❝❧✉s✐♦♥✱ ❜✉t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠♦✈❡❞ s✉❜❥❡❝t ♣❧❛②s ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r♦❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ●r♦ss ♦✉t❧✐❡rs
❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ✈❡r② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ♦r ✇✐t❤ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝

✶✷✻



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s ▲❈❆✱ ✇❤✐❧❡ ❛ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ✇❡❛❦ ♦✉t❧✐❡rs ✐♥
❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ r♦❜✉st ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛❧❧ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ t♦♦❧s s✉❝❤ ❛s ▲❈❆✮ s✉❣❣❡st t❤❛t ❢▼❘■ ❞❛t❛s❡ts ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥
✸✵✪ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢▼❘■ ✐s ♥♦t ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
♠❡t❤♦❞✱ ❜✉t ♦♥❧② r❡❧❛t❡s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❛❝r♦ss
s✉❜❥❡❝ts✳ ■t ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❆ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✇♦r❦ ♦♥ t✲ ♦r z✲♠❛♣s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥tr❛st ♠❛♣s✱ ❛❧✲
t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✐✳❡✳ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
s♦❧✈❡❞✱ ❜✉t t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❛rt✐❢❛❝ts r❡♠❛✐♥s✮✳

❋✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦✐♥t ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛r❛❣r❛♣❤ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ♣✉s❤❡❞ ❢✉rt❤❡r✳

❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧ t❤❛t ❤❡❧♣s t❤❡ ♣r❛❝✲
t✐t✐♦♥❡r ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ✐t✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ p

n > 1✱ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡② ❛r❡✱ ✐♥ t✉r♥✱ ♠♦r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ❛♥❞
t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ❤✉♠❛♥✲r❡❛❞❛❜❧❡
✇❛②✳

❘❛♥❞♦♠ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛② ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❛r✲
❝❡❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❝❡❧s✱ ♦r ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡
❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣❛r❝❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②③❡s✳ ❲❡ ♣❧❛♥ t♦ ✉s❡
s♦❢t t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛s ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❝♦♥✈❡① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ②✐❡❧❞s r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t✳

❘♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭■❘▲❙✮
✐s ✉s❡❞ t♦ ✜t ✐t✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ■❘▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭❡✳❣✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ●r❛❞✐❡♥t ❉❡s❝❡♥t ❬✶❪✮
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❥♦✐♥t❧② ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ r♦❜✉st ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡♥t
✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❙✐❡rr❛ ■♥r✐❛ t❡❛♠ t❤❛t ✇♦r❦s ♦♥ r♦❜✉st ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬✹❪✳

❲❡ ❛❧s♦ ♣❧❛♥ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥✳ P❡♥❛❧✐③❡❞
r❡❣r❡ss✐♦♥ st❛rt❡❞ r❡❝❡♥t❧② t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ st✉❞✲
✐❡s ❬✸✱ ✷❪✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ ❛ r♦❜✉st ✈❡rs✐♦♥✳

❙♦❢t✇❛r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❆❧❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ P②t❤♦♥✳ ❘P❇■
❛♥❞ r♦❜✉st r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ P❛r✐❡t❛❧ t❡❛♠ ❝♦❞❡ ❜❛s❡✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧
s♦♦♥ ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞ ❛s ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ♣r♦❥❡❝ts✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦❞❡
✐s ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ P❛r✐❡t❛❧ t❡❛♠ ❝♦❞❡ ❜❛s❡ ❜✉t st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❧❡❛♥❡❞ ❜❡✲
❢♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤
♣✉r♣♦s❡ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❖✉r ✇♦r❦ ♦♥ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❤♦✇❡✈❡r r❡✲
s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t ✭▼❈❉✮
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ▲❡❛st ❚r✐♠♠❡❞ ❙q✉❛r❡s ✭▲❚❙✮ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❙❝✐❦✐t✲❧❡❛r♥✷ ❬✺❪ ❛♥❞ ❙t❛ts♠♦❞❡❧s✸ P②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❇♦tt♦✉✱ ▲✳✿ ▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇✐t❤ st♦❝❤❛st✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t✳ ■♥✿
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