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❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à r❡♠❡r❝✐❡r ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ▼♦♥s✐❡✉r ❊✳ ▲❛♠❜❛❧❧❛✐s✱ ▲✳ ❙❤❛♦✱ P✳
❙❛❣❛✉t✱ ❊✳ ▲é✈êq✉❡✱ ❊✳ ▲❡r✐❝❤❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r②✳ ❏❡ t✐❡♥s à
r❡♠❡r❝✐❡r ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐ér❡♠❡♥t ▼♦♥s✐❡✉r ❊✳ ▲❛♠❜❛❧❧❛✐s✱ ▲✳ ❙❤❛♦ ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧s ♦♥t
❝♦♥s❛❝ré à r❛♣♣♦rt❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

▼❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✈❛ ❛✉ss✐ à ▼♦♥s✐❡✉r ▼✳ ❙t❛♥✐s❧❛s✱ ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✱ ♣♦✉r
♠✬❛✈♦✐r ❣✉✐❞é t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ♣r♦✜t❡r ❞❡ s❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡♥
t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❙❡s r❡♠❛rq✉❡s✱ t♦✉❥♦✉rs ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ ♦♥t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t
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♠✬❛ ❝♦♥s❛❝ré ❡t ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✈❡rs ♣r♦❜❧é♠❡s r❡♥❝♦♥trés✳ ❏❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐
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❞✉ ❧❛❜♦✱ q✉✐ ♠✬♦♥t ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ à ❜r❛s ♦✉✈❡rts ❡t q✉✐ ♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ♠❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡
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❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ♠❡s ❛♠✐s ♣♦✉r ❧❡✉rs ❛✐❞❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❛♥s✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✈❛ ❛✉ss✐ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣♦✉r✲

s✉✐✈r❡ ♠❡s ét✉❞❡s ❞❛♥s ❞❡s trés ❜♦♥♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✷



❘és✉♠é

❆♣rès ♣❧✉s ❞❡ ✺✵ ❛♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧✬✐♥tér❡t ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tré❡ ❡t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝❧❛ss❡s
❞❡ ♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞♦♥t ❝❡❧❧❡ très ❝♦♥♥✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té
s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ s♦✉✈❡♥t ♣ré❢érré❡s ♣♦✉r ❧❡✉r s✐♠♣❧✐❝✐té ❡t ❧❡✉r r♦❜✉st❡ss❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❛❥✉sté ♣♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❡t q✉✐ ❛ été ❛♥❛❧②sé ♣♦✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s s✐♠♣❧❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ré❛❧✐s❡r
❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ❛✲♣r✐♦r✐ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛♥ ❡t ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✲
❞✐✈❡r❣❡♥t à r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s✳ ▲❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ✜❧t❡r ❡t
❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ✜❧tr❡ s♦♥t s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛❜♦r❞é❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s✳
▲❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ s♦♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ét✉❞✐és✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②✱ ❙♠❣♦r✐♥s❦② ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❲❆▲❊ ❡t ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❙✐❣♠❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé s♦♥t ❡st✐♠és ❛✲♣r✐♦r✐✳ ■❧ ❡st ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ❞❡s q✉❛tr❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st s♦♥t
❧❛r❣❡♠❡♥t ❛✛❡❝tés ♣❛r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛❞✈❡rs❡✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ r❡✲
❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❡♥✜♥✱ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❡①❛❝t❡s ❡t ❧❡✉r éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♠♦❞é❧✐sés
s♦♥t ❡①❛♠✐♥és✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲
♠❛✐❧❧❡ ❡t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♠♦❞é❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s r❡❣✐♦♥s ❞❡ ❢♦rt ❣r❛❞✐❡♥t
❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛❞✈❡rs❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ▲❊❙
❞❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

✸



❆❜str❛❝t

❆❢t❡r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵ ②❡❛rs ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐ts
❜❡♥❡✜t ❢♦r ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡♥❣✐✲
♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ✉s✉❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r s✐♠♣❧✐❝✐t✐❡s ❛♥❞
r♦❜✉st♥❡ss✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡✲
tr✐❡s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛✲♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥
♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t ❢❛✐r❧② ❧❛r❣❡ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥
❛♥❛❧②s❡s ♦❢ ❛❧❧ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛r❡ ✜rst❧②
❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②✱ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②✱ t❤❡ ❲❆▲❊ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ✉♣❞❛t❡❞ σ
♠♦❞❡❧s✱ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞✈❡rs❡
♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡①❛❝t q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ ❧♦✇ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❜❣r✐❞
s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛ str♦♥❣ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣
❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ▲❊❙ r❡s✉❧ts
✐♥ s✉❝❤ ✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
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✻ ❈❖◆❚❊◆❚❙
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❇✳✶✳✷ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❆P● r❡❣✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

❇✳✷ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
❇✳✷✳✶ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ 〈Cs〉 ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
❇✳✷✳✷ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❉❙▼ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cd〉 ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❡st

✜❧t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹
❇✳✸ ❚❡sts ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❜❡❤❛✈✐♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

❇✳✸✳✶ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼
❇✳✸✳✷ ❲❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτ11 ✱ Cτ22 ❛♥❞ Cτ33 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
❇✳✸✳✸ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ 〈τ12〉 ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵
❇✳✸✳✹ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶
❇✳✸✳✺ ❇❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❙●❙ ❢♦r❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷
❇✳✸✳✻ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❙●❙ ❢♦r❝❡ 〈f1〉 ❛♥❞ 〈f2〉 ❛♥❞ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧❡❞

❝♦✉♥t❡r♣❛rts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸
❇✳✸✳✼ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❙●❙ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ✶✻✻



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✳✶ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♦♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✶✳✷ ▲❡♦♥❛r❞♦ ❞❛ ❱✐♥❝✐✬s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✶✳✸ ❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭✈❡❧♦❝✐t② ✐s ③❡r♦ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✮✱ ✜❣✉r❡

❢r♦♠ ●❧❡♥♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥t❡r✱ ◆❆❙❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✶✳✹ ▼❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤✲✢❛t✲♣❧❛t❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ♣❧♦t✲

t❡❞ ✐♥ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐t❤ ❧❛✇✲♦❢✲t❤❡✲✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✶ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✬s ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ✭❢r♦♠ ❑✳ ❑❤✉s♥✉t❞✐♥♦✈❛✱ ✷✵✵✾✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✷✳✷ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✸✳✶ P❡r✐♦❞✐❝ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧t❡r ❢♦r ✸ s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡rs ✭r = 1, 3, 5✱ ∆ ✐s ✜❧t❡r
✇✐❞t❤✱ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✷ P❡r✐♦❞✐❝ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧t❡r ❢♦r ✸ s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡rs ✭Ĝ(k∆) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ r = 1, 3, 5✱ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s (k∆)−2(r+1)✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲ss✲5th✱ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❝✉t♦✛
✜❧t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✹ ❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✇✐t❤ ✸ s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡rs ✭r = 1, 3, 5✱ w ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r❡✲
q✉❡♥❝②✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲ss ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♠♦t❡❞ ▲ss✲❛✈❡ ❢♦r ❛ s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡r
r = 3✱ t❤❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✐s k∆ = 1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✻ ❚❤❡ ♣r♦♠♦t❡❞ ▲ss✲❛✈❡ ✇✐t❤ ✸ s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡rs ✭ r = 1, 3, 5✮✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
❧❡❣❡♥❞ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧✲
t❡r ✭▲ss✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♠♦t❡❞ ♦♥❡ ✭▲ss✲❛✈❡✮ ❢♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✽ ❖♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ♦❢ E11(x) ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦✲
❣❡♥❡♦✉s ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✸✳✾ ▼❡❛♥ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② U+ ✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡ η ✭❜✮ ❛❧♦♥❣
✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❤❛❧❢ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t Reτ = 950✳ ✳ ✺✺

✸✳✶✵ ❚✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 〈q2〉 ✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ r❛t❡ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 〈ǫ〉 = 〈|2νSijSij|〉 ✭❜✮ ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t Reτ = 950✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✽



▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙ ✾

✸✳✶✶ ❙♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉◆❙ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡✳
∆x,∆y,∆z ❛r❡ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡s ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡✱ ✇❛❧❧✲♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✸✳✶✷ Pr❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t dCp/ds ❛t t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✸✳✶✸ ❙❦✐♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cf = τw/(

1
2
ρU2

o ) ❛t t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✸✳✶✹ ❆✈❡r❛❣❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 〈q2〉 = 〈1

2
u′
iu

′
i〉 ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇✐t❤

❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t Reτ = 617✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✸✳✶✺ ◆♦r♠❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 〈q2〉 ❛t t❤❡ t✇♦

✇❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t r❡❣✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✸✳✶✻ ❘❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫ〉 = 〈2νSijSij〉 ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇✐t❤

❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t Reτ = 617✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✸✳✶✼ ■s♦✲✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ✭Q = 1

2
[|Ω|2 − |S|2] ✇✐t❤ S = 1

2
[∇u + (∇u)T ]

❛♥❞ Ω = 1
2
[∇u− (∇u)T ]✮ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✶✽ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛❞✐✉s ♦❢ str❡❛♠✇✐s❡ ✈♦rt✐❝❡s ✭❛✮ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ str❡❛♠✇✐s❡ ✈♦rt✐❝❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❤✐❣❤ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
r❡❣✐♦♥ ✭❜✮ ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇✐t❤ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t Reτ = 617
✭❢r♦♠ ▲❛✈❛❧ ✷✵✶✷ ❬✼✶❪✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✶ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ❛❧♦♥❣ str❡❛♠✇✐s❡ ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡
✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛t t❤r❡❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s✿ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r ✭y+ = 15✮✱
❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❧❛②❡r ✭y+ = 80✮ ❛♥❞ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ✭y+ = 600✮✳ uη = (ǫν)1/4✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✹✳✷ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
〈
q2sgs
〉
t♦ t❤❡ t♦t❛❧ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝

❡♥❡r❣② 〈q2〉 ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs✱ ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧
r❡❣✐♦♥ ✭❛✱ ❜✮ ❛♥❞ ✐♥ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ✭❝✱ ❞✮ ✭❚❤❡ s❛♠❡ ❧❡❣❡♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r ❡①❝❡♣t s♣❡❝✐❛❧
♥♦t✐✜❝❛t✐♦♥s✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✹✳✸ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥s✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✭❛✮ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✭❜✮ r❛t❡
♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤
∆+

x = 100 ❛♥❞ ∆+
z = 20 ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✹ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✇✐t❤
t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r s❡t ❛t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 20✳ ❚❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥

✐♥s❡t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✹✳✺ ❖✉t❡r r❡❣✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th

❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧s ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✹✳✻ ◆❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✉s✐♥❣ ▲ss✲

5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧s ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✹✳✼ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ Tsgs < 0 ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮

✜❧t❡rs✱ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡rt✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧s ❛s
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✽ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ♣❧❛♥❡✲
❛✈❡r❛❣❡❞ ✭❛✮ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✭❜✮ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r s❡t ❛t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 20✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✾ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ❢♦r
❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r s❡t ❛t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 20✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾



✶✵ ▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙

✹✳✶✵ ◆❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✭❛✮
❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧s ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✹✳✶✶ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th

✜❧t❡r ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✮✳ ❆ ③♦♦♠ ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ✐♥s❡t✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧s ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✹✳✶✷ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦
s❝❛tt❡r ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✭❜✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹✳✶✸ P❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✜❧t❡r
✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✜❧t❡r t②♣❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧s ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹✳✶✹ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ♦❢ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✹✳✶✺ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ♦❢ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♥❡❛r r❡❣✐♦♥
✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ f(y+) = 1 − exp(−y+/25) ✐s t❤❡ ❱❛♥ ❉r✐❡st ❉❛♠♣✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✹✳✶✻ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦♥ 〈Cs〉 ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r ✇✐❞t❤
❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❛t✐♦ α = 2.5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✹✳✶✼ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cd〉 ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣
▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✹✳✶✽ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ❛♥❞ 〈Cd〉 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✹✳✶✾ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ❛♥❞ 〈Cd〉 ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✹✳✷✵ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ▲ss✲

5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✹✳✷✶ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cw〉 ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

▲ss✲5th ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✹✳✷✷ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cw〉 ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧

r❡❣✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✹✳✷✸ ◆❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ♦♣❡r❛t♦r 〈Sd

ijS
d
ij〉 ✉s✐♥❣ ▲ss✲

5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✹✳✷✹ ◆❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣②

❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✹✳✷✺ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cw〉 ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r

r❡❣✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✹✳✷✻ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cw〉 ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧

r❡❣✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✹✳✷✼ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cσ〉 ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✽✷
✹✳✷✽ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cσ〉 ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✉s✐♥❣

▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✹✳✷✾ ◆❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ♦♣❡r❛t♦r 〈Dσ〉 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✽✷
✹✳✸✵ ◆❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r 〈SijSij〉 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th

✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✹✳✸✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r t②♣❡ ♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cσ〉 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ✽✸
✹✳✸✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r t②♣❡ ♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cσ〉 ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th

❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
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✹✳✸✸ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r ✭uτ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✲
✐t②✮ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✸✹ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτij ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛❝t ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥✲
t❡r♣❛rts ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✸✺ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτ12 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✹✳✸✻ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r t②♣❡ ♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτ12 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✹✳✸✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτij ❜❡t✇❡❡♥ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s

✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✹✳✸✽ ❊①❛❝t 〈τ12〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞✲

❡❧s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✹✳✸✾ ❊①❛❝t 〈τ12〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡

❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 50✱ ∆+

z = 20 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✭❛✮
❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✹✳✹✵ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ 〈τ12〉 ✇✐t❤ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x =

100✱ ∆+
z = 40 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✹✳✹✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❙●❙ ❢♦r❝❡ 〈fi〉 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✮ ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✹✳✹✷ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cf1 ❛♥❞ Cf2 ❜❡t✇❡❡♥ ∂τij/∂xj ❛♥❞ ∂(τSMij + 1/3τkkδij)/∂xj

✭❛✮ ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ∂τij/∂xj ❛♥❞ ∂τSMij /∂xj ✭❜✮ ❢♦r ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ ✉s✐♥❣
▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✹✳✹✸ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cfi ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✹✳✹✹ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r t②♣❡ ♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cfi ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✹✳✹✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cfi ❜❡t✇❡❡♥ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❲❆▲❊

♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✹✳✹✻ ❊①❛❝t fi ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❲❆▲❊

♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✹✳✹✼ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cǫsgs ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛❝t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞

♦♥❡ ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✹✳✹✽ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cǫsgs ❜❡t✇❡❡♥ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❲❆▲❊

♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r s❡t ∆+
x = 50✱ ∆+

z = 20✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✶ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❣r✐❞ ✐♥ t❤❡ ✭①✱ ②✮ ♣❧❛♥❡ ✭❡✈❡r② ✶✻ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤
❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ✐s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✺✳✷ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 〈q2sgs〉 t♦ t❤❡ t♦t❛❧ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② 〈q2〉 ✐♥ ①✲② ♣❧❛♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✺✳✸ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ t♦t❛❧ t✉r✲
❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛t ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✭❛✮ ❛♥❞ ✢❛t ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ✭❜✮
r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r s❡t ✭∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✹ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r 〈Tsgs〉 ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✐♥ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✺ P♦s✐t✐✈❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❜✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✇✐t❤ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r s❡t ❛t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✻ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✉s✐♥❣
t❤❡ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮ ✜❧t❡r s❡t ❛t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾



✶✷ ▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙

✺✳✼ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥
t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✐ts
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r
✭❜✱ ❞✮✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ✳ ✾✾

✺✳✽ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥
t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✐ts
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r
✭❜✱ ❞✮✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ✳ ✶✵✵

✺✳✾ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮
✜❧t❡rs✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✶✵ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫsgs〉 ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✐♥ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲
❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✮
✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✶✶ P♦s✐t✐✈❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❜✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r s❡t ❛t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✶✷ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮ ✜❧t❡r s❡t ❛t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✶✸ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣②
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✱ ❞✮✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✺✳✶✹ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✱ ❞✮✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✶✺ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲
5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✱ ❞✱ ❢✮✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✶✻ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ✐♥
❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮
❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✺✳✶✼ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ −〈ǫsgs〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt −〈ǫCs=1
sgs 〉 ❜②

t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ Cs = 1.0 ❛t x = 1.8✱ ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤
∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✺✳✶✽ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ −〈ǫsgs〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt −〈ǫCs=1
sgs 〉 ❜②

t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ Cs = 1.0 ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢
s✉❜❣r✐❞ str❡ss t❡♥s♦r ❛t x = 1.8✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100✱
∆+

z = 40✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✺✳✶✾ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ 〈Cs〉 ♦❢ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧

r♦✉❣❤❧② ❜❡❢♦r❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✭❜✮ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❛t
t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r s❡t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵



▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙ ✶✸

✺✳✷✵ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cd〉 ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐♥
❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✭∆̂ = 2.0∆✮ ✉s✐♥❣
▲ss✲5th ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭r✐❣❤t✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✺✳✷✶ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ 〈Cd〉 ♦❢ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②
♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r s❡t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✺✳✷✷ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
〈Cs〉 ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ 〈Cd〉 ♦❢ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝
❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮
❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✺✳✷✸ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cw〉 ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱
❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 〈Cw〉 r❡❛❝❤❡s ✉♣ t♦ 2.3
✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✺✳✷✹ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ −〈ǫsgs〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt −〈ǫCw=1
sgs 〉 ❜②

t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ Cw = 1.0 ❛t x = 1.8 ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 100✱

∆+
z = 40 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✺✳✷✺ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ −〈ǫsgs〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt −〈ǫCw=1
sgs 〉 ❜②

t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ Cw = 1.0 ❛t x = 1.8 ❢♦r t❤❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤
∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40 ❛♥❞ ∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✺✳✷✻ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ♦♣❡r❛t♦r 〈Sd
ijS

d
ij〉 ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r

✇❛❧❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40 ❛♥❞ ∆+
x = 200✱ ∆+

z = 80✳ ✶✶✺
✺✳✷✼ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ 〈Cw〉 ♦❢ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r

✇❛❧❧ ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40 ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞
●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✺✳✷✽ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cσ〉 ♦❢ σ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣
r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱
❢✮ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 〈Cσ〉 ✐s 1.65 ❢♦r ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✺✳✷✾ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ −〈ǫsgs〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt −〈ǫCσ=1
sgs 〉 ❜②

t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ Cσ = 1.0 ❛t x = 1.8 ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 100✱

∆+
z = 40 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✺✳✸✵ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ −〈ǫsgs〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt −〈ǫCσ=1
sgs 〉 ❜②

t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ Cσ = 1.0 ❛t x = 1.8 ❢♦r t❤❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤∆+
x = 100✱

∆+
z = 40 ❛♥❞ ∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✺✳✸✶ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ σ ♠♦❞❡❧ ♦♣❡r❛t♦r 〈Dσ〉 ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✭❛✮ ❛♥❞
✉♣♣❡r ✭❜✮ ✇❛❧❧s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40 ❛♥❞ ∆+

x =
200✱ ∆+

z = 80✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✺✳✸✷ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ 〈Cσ〉 ♦❢ σ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧

✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✺✳✸✸ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙●❙ t❡♥s♦r 〈τ11〉/(uo

τ )
2✱ 〈τ12〉/(uo

τ )
2✱ 〈τ22〉/(uo

τ )
2

❛♥❞ 〈τ33〉/(u
o
τ )

2 ✭uo
τ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✮ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✱ ❣✮ ❛♥❞

●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✱ ❤✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✺✳✸✹ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτij ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛❝t ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts

♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✱ ❣✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱
❞✱ ❢✱ ❤✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
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✺✳✸✺ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cτ12 ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th

✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
✺✳✸✻ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cτ12 ❜❡t✇❡❡♥ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s

✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✱ ❞✮ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
✺✳✸✼ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t τ12 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❜②

t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥
✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✺✳✸✽ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ τ12 ✇✐t❤ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 50✱

∆+
z = 20 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮ ✜❧t❡rs ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✺✳✸✾ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cf1 ❛♥❞ Cf2 ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❙●❙ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt
♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱
❞✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✺✳✹✵ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cf1 ❛♥❞ Cf2 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞
❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r
✇❛❧❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✺✳✹✶ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cǫsgs ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛❝t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞
❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮ ✜❧t❡rs✳✶✷✽

✺✳✹✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cǫsgs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊
♠♦❞❡❧s ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✶✷✾

❆✳✶ ◆❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r s❡t ∆+

x = 100 ❛♥❞ ∆+
z = 20✳ ❙t❛t✐st✐❝s

❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻
❆✳✷ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cf1 ❛♥❞ Cf2 ❜❡t✇❡❡♥ 〈∂τij/∂xj〉 ❛♥❞ 〈∂(τSMij +1/3τkk)/∂xj〉 ✭❛✮

♦r ❜❡t✇❡❡♥ 〈∂τij/∂xj〉 ❛♥❞ 〈∂τSMij /∂xj〉 ✭❜✮ ❢♦r ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ ✉s✐♥❣
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

❆✳✸ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cǫsgs ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛❝t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞
♦♥❡ ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

❇✳✶ ❇❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫsgs〉 ✐♥ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❢❛✈♦r❛❜❧❡
♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t r❡❣✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ✜❧t❡rs✳ ✶✹✽

❇✳✷ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢♦r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✮
❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

❇✳✸ P♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢♦r ✜❧t❡r s❡t ∆+
x = 100✱ ∆+

z =
40 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

❇✳✹ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢♦r ✜❧t❡r s❡t ∆+
x = 100✱ ∆+

z =
40 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

❇✳✺ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢♦r ✜❧t❡r
s❡t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

❇✳✻ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ 〈Cs〉 ✭❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✮ ✐♥ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r s❡t ✭∆+

x = 100✱ ∆+
z =

40✮ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭∆+
x = 200✱ ∆+

z = 80✮ ✭❜✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
❇✳✼ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cd〉 ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐♥

t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r s❡ts ✭∆̂ = 1.5∆✮
✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹



▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙ ✶✺

❇✳✽ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ❛♥❞ 〈Cd〉 ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ✜❧t❡rs ✭∆̂ =
1.5∆✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

❇✳✾ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cd〉 ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r s❡ts ✭∆̂ = 3.0∆✮
✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

❇✳✶✵ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ❛♥❞ 〈Cd〉 ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs ✭∆̂ = 3.0∆✮✳ ✶✺✻

❇✳✶✶ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r
✭❛✮ ❛♥❞ ✉♣♣❡r ✭❜✮ ✇❛❧❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳✶✺✼

❇✳✶✷ ❲❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτ11 ✱ Cτ22 ❛♥❞ Cτ33 ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧
✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳✶✺✾

❇✳✶✸ ❲❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❡①❛❝t 〈τ12〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❜② t❤❡
❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱
❞✮ ✜❧t❡rs ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

❇✳✶✹ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ 〈τ12〉 ✇✐t❤ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x =

50✱ ∆+
z = 20 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮ ✜❧t❡rs ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳ ✳ ✶✻✶

❇✳✶✺ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙●❙ ❢♦r❝❡ 〈f1〉✱ 〈f2〉 ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r
✭❛✮ ❛♥❞ ✉♣♣❡r ✭❜✮ ✇❛❧❧s ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳ ✳ ✳ ✶✻✷

❇✳✶✻ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❡①❛❝t 〈f1〉✱ 〈f2〉 ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦✉♥✲
t❡r♣❛rts ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱
❝✱ ❡✱ ❣✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✱ ❤✮ ✜❧t❡rs ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

❇✳✶✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t f1✱ f2 ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ✜❧t❡r
✇✐❞t❤ ∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs ❛t

t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺
❇✳✶✽ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ 〈Cǫsgs〉 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊

♠♦❞❡❧s ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✶✻✻



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✷✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❧t❡rs ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✸✳✶ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✸✳✷ ❚❤r❡❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✇✐t❤ r❡✲

❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡ ✭η✮ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ s❝❛❧❡ ✭L✮ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✸ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts 〈Cs〉✱ 〈Cd〉✱ 〈Cw〉✱ 〈Cσ〉 ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs ✉s✐♥❣
❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ✳ ✳ ✺✹

✹✳✶ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
〈q2sgs〉v/〈q

2〉v✱ 〈q〉v = 0.004 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✹✳✷ ❘❛t✐♦ ♦❢ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cw〉/〈Cs〉 ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 300 ≤ y+ ≤ 850 ✉s✐♥❣

▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✶✻



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡

■♥ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s ❛ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❝❤❛♦t✐❝ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝
♣r♦♣❡rt② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❧♦✇ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❤✐❣❤ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱
❛♥❞ r❛♣✐❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✮✳ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇❛s
r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s ❛ ❞✐st✐♥❝t ✢✉✐❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜② ▲❡♦♥❛r❞♦ ❞❛ ❱✐♥❝✐ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵✵ ②❡❛rs ❛❣♦ ✭❋✐❣✳
✶✳✷✮✳ ■t ✐s ▲❡♦♥❛r❞♦ ✇❤♦ t❡r♠❡❞ s✉❝❤ ♠♦t✐♦♥s ✏t✉r❜♦❧❡♥③❡✑✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ♦✉r
♠♦❞❡r♥ ✇♦r❞ ❢♦r t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✢✉✐❞ ✢♦✇✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s t♦ ♦❜s❡r✈❡ t✉r❜✉❧❡♥t
✢♦✇s ✐♥ ♦✉r ❡✈❡r②❞❛② s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✱ ✇❤❡t❤❡r ✐t ❜❡ s♠♦❦❡ ❢r♦♠ ❛ ❝❤✐♠♥❡②✱ ✇❛t❡r ❢r♦♠ ❛ r✐✈❡r
♦r ✇❛t❡r❢❛❧❧✱ ♦r t❤❡ ❜✉✛❡t✐♥❣ ♦❢ ❛ str♦♥❣ ✇✐♥❞✳ ■♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ✇❛t❡r❢❛❧❧✱ ✇❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ✐s ✉♥st❡❛❞②✱ ✐rr❡❣✉❧❛r✱ s❡❡♠✐♥❣❧② r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ❝❤❛♦t✐❝✱ ❛♥❞ s✉r❡❧② t❤❡
♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ❡❞❞② ♦r ❞r♦♣❧❡t ✐s ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ✭P♦♣❡ ✷✵✵✵ ❬✶✶✻❪✮✳ ❇✉t ✐t ✇❛s♥✬t ✉♥t✐❧ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❝❡♥t✉r② t❤❛t r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ r✐❣♦r♦✉s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❛❥♦r st❡♣ ✇❛s t❛❦❡♥ ❜② ❚❛②❧♦r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✶✾✸✵s✱ ✇❤♦
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r♠❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ♣♦✇❡r
s♣❡❝tr❛ ✐♥t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❛ ♣❛♣❡r ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✶✾✸✺ ✐♥ t❤❡ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ▲♦♥❞♦♥✱ ❚❛②❧♦r ✈❡r② ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t
t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t♦♦❧s
❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ■♥ ✶✾✹✶ t❤❡ ❘✉ss✐❛♥ st❛t✐st✐❝✐❛♥
❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ t❤r❡❡ ♣❛♣❡rs ✭✐♥ ❘✉ss✐❛♥✮ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
❛♥❞ ♠♦st ♦❢t❡♥ q✉♦t❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠❛❥♦r
s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ✸❉ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇✳ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ♣r♦✈❡❞
t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ✢✉❝t✉❛t❡s ✐♥
❛♥ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❢❛s❤✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ✭❤♦✇ ♠✉❝❤ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s ♣r❡s❡♥t ♦♥
❛✈❡r❛❣❡ ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❝❛❧❡✮ ✐s ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❤❛❞ ❛
♣r♦❢♦✉♥❞ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐t ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥②
t❤❡♦r✐❡s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳

◆♦❜❡❧ ▲❛✉r❡❛t❡ ❘✳ ❋❡②♥♠❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛s ✏t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✉♥s♦❧✈❡❞
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✑ ❬✶✹✷❪✱ ❜✉t P♦r❞❛❧ ✭✷✵✵✻✮ ❬✶✶✼❪ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❛❞✈❡♥t ♦❢ ❢❛st❡r ❝♦♠♣✉t❡rs ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❛❝❝❡ss ♦❢ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡rs✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❣r❡❛t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st

✶✼
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♦♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t
s❝❛❧❡s ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ▲❡♦♥❛r❞♦ ❞❛ ❱✐♥❝✐✬s ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇

❞❡❝❛❞❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s ✭❈❋❉✮ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢
t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✺✵ ②❡❛rs ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳

✶✳✷✳ ❲❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡

❖✈❡r t❤❡ ♣❛st ②❡❛rs✱ ✇❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❤❛s ❛ttr❛❝t❡❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥s ❢r♦♠ s❝✐❡♥t✐sts✱ ❞✉❡
t♦ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✐ts ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✱ t❤❡ ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❣❡tt✐♥❣ s♦ s♠❛❧❧ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✭❙t❛♥✐s❧❛s ❡t ❛❧✳
✷✵✵✾ ❬✶✸✹❪✮✳

✶✳✷✳✶✳ ❋❧♦✇ ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧

❲❤❡♥ ❛ ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞ ✢♦✇s ❛❧♦♥❣ ❛ ✜①❡❞ ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡ ✇❛❧❧✱ ♦r ♣❛st t❤❡ r✐❣✐❞ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛♥
✐♠♠❡rs❡❞ ❜♦❞②✱ ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ✇❛❧❧ ♦r ♦t❤❡r
✜①❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✐s ③❡r♦✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
✉♣♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t②✳ ■❢ t❤❡ ❜♦❞② ✐s ♦❢ str❡❛♠❧✐♥❡❞ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✐s
s♠❛❧❧ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ t❤❡ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♥❛rr♦✇
r❡❣✐♦♥s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡s✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✑✳ ❲✐t❤✐♥ s✉❝❤
❧❛②❡rs t❤❡ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❤❛♥❣❡s r❛♣✐❞❧② ❢r♦♠ ③❡r♦ t♦ ✐ts ♠❛✐♥ str❡❛♠ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ♠❛②
✐♠♣❧② ❛ st❡❡♣ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ s❤❡❛r✐♥❣ str❡ss✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s t❡r♠s ✐♥
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥
❛s ❛ ❢❛❝t♦r✱ ✐s ✐ts❡❧❢ ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❚❤✉s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛r❡
❡①tr❡♠❡❧② t❤✐♥✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ♠❛② ❜❡ ❡✐t❤❡r ❧❛♠✐♥❛r ✭❧❛②❡r❡❞✮✱ ♦r t✉r❜✉❧❡♥t ✭❞✐s♦r❞❡r❡❞✮ ❞❡✲
♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❆t ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❧❛②❡r ✐s ❧❛♠✐♥❛r ❛♥❞ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❤❛♥❣❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛s ♦♥❡ ♠♦✈❡s ❛✇❛② ❢r♦♠
t❤❡ ✇❛❧❧✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❋✐❣✳ ✭✶✳✸✮✳ ❆t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❧❛②❡r ✐s t✉r❜✉❧❡♥t ❛♥❞ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✉♥st❡❛❞② ✭❝❤❛♥❣✐♥❣



✶✳✷✳ ❲❆▲▲ ❚❯❘❇❯▲❊◆❈❊ ✶✾

✇✐t❤ t✐♠❡✮ s✇✐r❧✐♥❣ ✢♦✇s ✐♥s✐❞❡ ✐t✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✢♦✇ r❡❛❝ts t♦ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❧❛②❡r ❥✉st ❛s ✐t ✇♦✉❧❞ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳ ❙♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❣✐✈❡s
❛♥② ♦❜❥❡❝t ❛♥ ✧❡✛❡❝t✐✈❡✧ s❤❛♣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s❤❛♣❡✳
❚♦ ♠❛❦❡ t❤✐♥❣s ♠♦r❡ ❝♦♥❢✉s✐♥❣✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ♠❛② ❧✐❢t ♦✛ ♦r ✧s❡♣❛r❛t❡✧ ❢r♦♠ t❤❡
❜♦❞② ❛♥❞ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❤❛♣❡ ♠✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❤❛s ✈❡r② ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❢r❡❡ str❡❛♠✮ ❛♥❞ ✐s
♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣r❡ss✉r❡✳ ❋❧♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ✇✐♥❣ st❛❧❧ ❛t
❤✐❣❤ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛tt❛❝❦✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭✈❡❧♦❝✐t② ✐s ③❡r♦ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✮✱
✜❣✉r❡ ❢r♦♠ ●❧❡♥♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥t❡r✱ ◆❆❙❆

❑♥♦✇✐♥❣ t❤✐s✱ ✐t✬s ❡❛s② t♦ ✜♥❞ ✈❛r✐♦✉s ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❙✉❝❤ ❛s t❤❡ ✢♦✇
❛r♦✉♥❞ ❛✐r❝r❛❢t ❛♥❞ s❤✐♣s✬ ❤✉❧❧s✱ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ r✐✈❡rs✳ ■♥
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✢♦✇s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ✐s ♥❡❛r❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❛r✲✇❛❧❧
❜❡❤❛✈✐♦rs ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✭P♦♣❡ ✷✵✵✵ ❬✶✶✻❪✮✳ ❱❛r✐♦✉s ✇❛❧❧✲❜♦✉♥❞❡❞
✢♦✇s ♦❝❝✉r ❢r❡q✉❡♥t❧② ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✐s t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱
s✐♥❝❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s
r❡❛s♦♥✱ ❛ ❧♦t ♦❢ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡
❢♦r t❤❡ t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ✭❙●❙✮ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧s ✭▼❛②❡rs ❡t ❛❧✳
✷✵✵✼ ❬✾✽❪✮✳

✶✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✢✉✐❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ♠❛♥② ②❡❛rs✱ ❜✉t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡s❡
❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦t ♣r♦♣❡r❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✢♦✇ ❡✛❡❝ts ✭❧✐❦❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✮✳
❚❤❡ t❤❡♦r② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❡✛❡❝ts ✇❛s ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② Pr❛♥❞t❧ ✐♥ t❤❡
❡❛r❧② ✶✾✵✵✬s✳ Pr❛♥❞t❧ ✇❛s t❤❡ ✜rst t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧
❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s ❢♦r❝❡s ❝❤❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❧❛②❡r ✈❡r② ♥❡❛r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡
s✉r❢❛❝❡✳ ❍❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ❝♦✉♣❧❡❞✱ t✇♦ ❧❛②❡rs s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❡r❧②
♠♦❞❡❧s ♠❛♥② ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ✷❉ ✢❛t ♣❧❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✶✳✹✮✳
◗✉❛♥t✐t✐❡s ♠❛❞❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✉s✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② uτ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ν ❛r❡
s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✇❛❧❧ ✉♥✐ts ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❛ s✉♣❡rs❝r✐♣t + ✭u+ = u/uτ , y

+ =
yuτ/ν✮✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✱ t❤❡ ✇❛❧❧✲❧❛②❡r ✭♦r ✐♥♥❡r
❧❛②❡r✮✱ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞s t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❜♦tt♦♠ 10− 20% ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ❛♥❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s
y/δ < 0.1 ✭y ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✱ δ ✐s ❤❛❧❢✲❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r
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✇✐t❤♦✉t ❛♥② t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧
s❝❛❧❡s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠✉st ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❣r✐❞ ♠❡s❤ ♠✉st r❡s♦❧✈❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
s❝❛❧❡s✱ ❢r♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ s❝❛❧❡ ✭❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡✮ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ s❝❛❧❡✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st ♦❢ ❉◆❙ ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✱ ❡✈❡♥ ❛t ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳ ❋♦r t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs
❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ♠♦st ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❛
❉◆❙ ✇✐❧❧ ❧❛r❣❡❧② ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❡rs ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s✲❆✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❘❆◆❙✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐❞❡❛ ✜rst❧② ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❜② ❖s❜♦r♥❡ ❘❡②♥♦❧❞s ✭✶✽✾✺✮✱ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✢✉✐❞ ♠♦✲
t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❜② ❛♥ ✐♥st❛♥✲
t❛♥❡♦✉s q✉❛♥t✐t② ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ✐ts t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤✉s✱
❘❆◆❙ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚♦
❞♦ s♦✱ ❘❆◆❙ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s str❡ss❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✉s✉❛❧❧② ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜②
t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ❘❆◆❙✲❜❛s❡❞ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧s✿ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s✱
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❘❡②♥♦❧❞s str❡ss ♠♦❞❡❧s ✭❘❙▼✮✳

▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭▲❊❙✮ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ✭✶✾✻✸✮✱ t♦ s✐♠✉✲
❧❛t❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❛✐r ❝✉rr❡♥ts✳ ❇✉t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ✐ss✉❡s ✉♥✐q✉❡ t♦ ▲❊❙ ✇❡r❡ ✜rst❧② ❡①♣❧♦r❡❞
❜② ❉❡❛r❞♦r✛ ✭✶✾✼✵✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✏❧♦❝❛❧ ✐s♦tr♦♣②✑ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✱ ❛t s✉❢✲
✜❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s
❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ▲❊❙ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❜② ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r t♦ ✜❧t❡r ♦✉t
t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ♦❢ ✢♦✇✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s r❛♥❣❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙♦
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ▲❊❙ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
s♠❛❧❧ ✭✉♥r❡s♦❧✈❡❞✮ s❝❛❧❡s ♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✭r❡s♦❧✈❡❞✮ s❝❛❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❜❡tt❡r ✜❞❡❧✐t② t❤❛♥
❘❆◆❙ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ ❘❆◆❙✱ ❛❧❧ t❤❡ ✉♥st❡❛❞✐♥❡ss ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❛rt
♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▲❊❙ ✐s ♠♦r❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ t❤❛♥ ❞✐r❡❝t❧② r❡s♦❧✈✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ❧✐❦❡
❉◆❙✳ ■t ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡①
❣❡♦♠❡tr② ♦r ✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛tt❛✐♥❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡rs✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ✸❉ ❝♦♠♣❧❡① ✢♦✇s✱ ✇❤❡r❡ ❉◆❙ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❬✶❪✳

❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ▲❊❙ ♠♦❞❡❧s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ ♥❡❛r
✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✱ ❤❛s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛tt❡♠♣t t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡
❜❡st ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❘❆◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
❛ ❤②❜r✐❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❡ ❉❡t❛❝❤❡❞ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❉❊❙✮ ✭❙♣❛❧❛rt ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼✮ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛tt❡♠♣ts t♦ tr❡❛t ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❛ ❘❆◆❙ ❧✐❦❡ ♠❛♥♥❡r✱ ❛♥❞ tr❡❛t t❤❡ r❡st
♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥ ❛♥ ▲❊❙ ❧✐❦❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❘❡❣✐♦♥s ♥❡❛r s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t
❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r✐❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ❘❆◆❙ ♠♦❞❡ ♦❢
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❣r✐❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❊❙ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❣r✐❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛s ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛s ♣✉r❡ ▲❊❙✱
t❤❡r❡❜② ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❝✉tt✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✇❡❛❦♥❡ss
♦❢ ❉❊❙ ✐s ✐ts r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❣r✐❞s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❛❧❧✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❣r✐❞ s♣❛❝✐♥❣ ✐s ♦❢
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✲❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✭❙♣❛❧❛rt ✷✵✵✾ ❬✶✸✶❪✮✳ ■♥ s♦♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❉❊❙
♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣r✐❞ ✐s t❤❡♥ ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ ❘❆◆❙ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r✐❞ ♦r ❉❊❙ ♦♥ ❛ ❝♦❛rs❡r
❣r✐❞✳ P❛rt✐❛❧ r❡♠❡❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱ ②❡t ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤✐❝❦❡♥✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ✐s ❛
❝❡♥tr❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳

❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ▲❊❙ ✐s st✐❧❧ ❛ ✈❡r② ♣r❡✈❛❧❡♥t
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✇❛② ❞✉❡ t♦ ✐ts s♣❡❝✐✜❝ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳

✶✳✹✳ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤

❚❤✐s t❤❡s✐s ❛✐♠s ❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ ❛
♣r✐♦r✐ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛♥❞
❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❙t❛♥❞❛r❞ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞✲
❡❧s ✭❙♠❛❣♦r✐♥s❦②✱ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
r❡❝❡♥t❧② ✭t❤❡ σ ♠♦❞❡❧✮ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ✇❛❧❧ ✢♦✇s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳
❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛ss❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞
✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇✲❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡
✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ▲❊❙ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✇❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♣r❡ss✉r❡
❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✶✳✺✳ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s✐① ❝❤❛♣t❡rs✳ ❆❢t❡r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ♦♥❡
❛♥❞ ❛ ❜r✐❡❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ t❤✐r❞
❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤✳ ■t
♦✉t❧✐♥❡s ❛ ♥❡✇ ✜❧t❡r ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♦✉r ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧s ❛♥❛❧②③❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✜rst ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝
t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇s
❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t
❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡
♠♦❞❡❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
❝❤❛♣t❡r ✜✈❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t
❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✱ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✜rst❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s✉❜❣r✐❞
s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇s
❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝❤❛♣t❡r s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠
t❤✐s st✉❞② ❛♥❞ ♠❛❦❡s s♦♠❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳



❈❤❛♣t❡r ✷

▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ✭✶✾✷✷✮✱ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡ ❡❞❞✐❡s✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡❞❞✐❡s ❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜r❡❛❦ ✉♣ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ❡❞❞✐❡s ❛♥❞ s♦ ♦♥✳
❙♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ♣❛ss❡❞ ❞♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s ✉♥t✐❧
r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②
❞✐ss✐♣❛t❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✬s ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ✭❢r♦♠ ❑✳ ❑❤✉s♥✉t❞✐♥♦✈❛✱ ✷✵✵✾✮

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t❤❡♦r② ✐♥ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r ❜❡❣❛♥ ✇✐t❤ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ✭✶✾✹✶✮ ✇❤♦ ❧❛✐❞ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✳
❍②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s✉♣♣♦s❡s t❤❛t✱ ❛t ✈❡r② ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t
♠♦t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛r❡
st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❛t ❡♥❡r❣②✲❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡
❡♥❡r❣②✲❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛t ❧❛r❣❡
s❝❛❧❡s✱ ❜✉t t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣r❛❞✉❛❧❧② ❧♦st ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ s♦ t❤❛t ❛t ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r
s❝❛❧❡s t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝✳ ❚❤✉s✱ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❤②♣♦t❤❡s✐s
s✉♣♣♦s❡s t❤❛t✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❛♥❣❡ ✐s ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ❛♥❞
✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ν ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ǫ✳ ❆t ✈❡r② ❤✐❣❤
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ s❝❛❧❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♥❞ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈

✷✸
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❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ✭❵✐♥❡rt✐❛❧ s✉❜r❛♥❣❡✬✮ ❛r❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts s❝❛❧❡ k
❛♥❞ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ǫ✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ s✉❜r❛♥❣❡✱ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❡♥❡r❣②
s♣❡❝tr✉♠ E(k) s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

E(k) = Ckǫ
2/3k−5/3 ✭✷✳✶✮

Ck ✐s t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❝♦♥st❛♥t✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 1.5✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❵❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s ✺✴✸ ❧❛✇✳ ▼❛♥② st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢
t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛t ❧❛r❣❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✳

■♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ♠♦t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s❝❛❧❡s✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛s✲
❝❛❞❡ ❛♥❞ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❜♦t❤ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ✭P♦♣❡ ✷✵✵✵ ❬✶✶✻❪✮✳ ■t✬s
❝❡rt❛✐♥❧② ❛♥ ♦✈❡rs✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ✇❛② tr❛♥s❢❡r
♦❢ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ❡❞❞✐❡s t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❞❡♣❡♥❞s
s♦❧❡❧② ♦♥ ♠♦t✐♦♥s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❡❞❞✐❡s✳ ❉♦♠❛r❛❞③❦✐ ❛♥❞ ❘♦❣❛❧❧♦ ✭✶✾✾✵✮ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡r❡
✐s ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜♦t❤ t♦ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ t♦ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡t tr❛♥s❢❡r ❜❡✐♥❣ t♦✲
✇❛r❞ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦ ❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡
♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❘❡②♥♦❧❞s str❡ss❡s ✐♥ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s✱ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s ❛r❡ ♦❢ ♠✐♥♦r
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛s ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ r❡s❡❛r❝❤✳

✷✳✷✳ ▲❊❙ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

■♥ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ♦♥ ◆❛✈✐❡r✲
❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ✜❧t❡r✱ t❤❡ s✉❜❣r✐❞
s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❊❙✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲❊❙ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
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✷✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ❛r❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
❡q✉❛t✐♦♥s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

∂ui

∂xi

= 0

∂ui

∂t
+

∂

∂xj

(uiuj) = −
1

ρ
·
∂p

∂xi

+ ν
∂

∂xj

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

), i = 1, 2, 3 ✭✷✳✷✮

■♥ ✇❤✐❝❤✱ t ✐s t❤❡ t✐♠❡✱ xi ✐s t❤❡ ith ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ ui ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ i✱ ρ ✐s t❤❡ ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t②✱ p ❛♥❞ ν ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ st❛t✐❝ ♣r❡ss✉r❡
❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t②✳ ■♥ ▲❊❙ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✜❧t❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦✇✲♣❛ss
✜❧t❡r✳ ❆ ✜❧t❡r❡❞ ✭r❡s♦❧✈❡❞✱ ♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡✮ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❛♥ ♦✈❡r ❜❛r✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

f(x) =

∫

D
f(x′)G(x, x′)dx′ ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ D ✐s t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ● ✐s t❤❡ ✜❧t❡r ❦❡r♥❡❧✳ ∆ ✐s t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✇❤✐❝❤ ✐s
❡①t❡r♥❛❧❧② s♣❡❝✐✜❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣
❛ ✜❧t❡r✱ ✐t✬s r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t t❤❡ ✜❧t❡r s❤♦✉❧❞ ✈❡r✐❢② t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❙❛❣❛✉t
✶✾✾✽ ❬✶✷✸❪✮✿

• ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts

a = a ⇐⇒

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
G(x, x′, t′)dx′dt′ = 1 ✭✷✳✹✮

• ▲✐♥❡❛r✐t②

f1(x) + f2(x) = f1(x) + f2(x) ✭✷✳✺✮

❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ✈❡r✐✜❡s ✐t
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ G✳

• ❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥

∂f(x)

∂s
=

∂f(x)

∂s
, s = x, t ✭✷✳✻✮

❚❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s✿

∂ui

∂xi

= 0

∂ui

∂t
+

∂

∂xj

(uiuj) = −
1

ρ

∂p

∂xi

+ ν
∂

∂xj

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

) ✭✷✳✼✮

t❤✉s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳ ▲❡♦♥❛r❞ ✭✶✾✼✹✮ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s✉♠✲
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♠❛t✐♦♥✿

uiuj = (ui + u′
i)(uj + u′

j) ✭✷✳✽✮

= uiuj + uiu′
j + uju′

i + u′
iu

′
j

❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡r♠ ✐s ♥♦✇ ✇r✐tt❡♥ ❡♥t✐r❡❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ q✉❛♥t✐t② ui ❛♥❞
t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ u′

i✳ ❚❤❡ ▲❡♦♥❛r❞ t❡♥s♦r Lij r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡
s❝❛❧❡s t❤❛t r❡s✉❧t ❢r♦♠ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱

Lij = uiuj − uiuj ✭✷✳✾✮

❚❤❡ ❝r♦ss✲str❡ss t❡♥s♦r Cij r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ s✉❜✜❧t❡r
s❝❛❧❡s ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Cij = uiu′
j − uju′

i ✭✷✳✶✵✮

t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s s✉❜❣r✐❞ t❡♥s♦r✿

Rij = u′
iu

′
j ✭✷✳✶✶✮

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡s✳ ●r♦✉♣✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s✱ t❤❡
s✉❜❣r✐❞ t❡♥s♦r ❜❡❝♦♠❡s✿

τij = Lij + Cij +Rij = uiuj − uiuj ✭✷✳✶✷✮

❚❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

∂ui

∂xi

= 0

∂ui

∂t
+

∂

∂xj

(uiuj) = −
1

ρ

∂p

∂xi

+ ν
∂

∂xj

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)−
∂τij
∂xj

✭✷✳✶✸✮

❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧✲str❡ss t❡♥s♦r τij ✭♦r s✉❜✲
❣r✐❞ s❝❛❧❡ str❡ss t❡♥s♦r✮ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳

✷✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ✜❧t❡rs

■♥ ❉◆❙✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ♦♥ ❧❡♥❣t❤s❝❛❧❡s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈
s❝❛❧❡✳ ■♥ ▲❊❙✱ ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✜❧t❡r❡❞
✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❡q✉❛t❡❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♦♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦❛rs❡ ❣r✐❞✳ ■♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡
✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐s s♦♠❡✇❤❛t s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡♥❡r❣②✲❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠♦t✐♦♥s
s♦ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠♦t✐♦♥s ❛r❡ ❢✉❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ✭P♦♣❡ ✷✵✵✵ ❬✶✶✻❪✮✳

✷✳✷✳✷✳✶✳ ■♠♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣

❚❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ♦r ❡①♣❧✐❝✐t✳ ■t ✐s ♦❢t❡♥ ❛s✲
s✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣r✐❞ ❛❝t ❛s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t
✜❧t❡r✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐s s❡t ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣r✐❞ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜❧t❡r
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❦❡r♥❡❧ ✐s s❡t ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱
❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✜❧t❡rs t❤❡ ✜❡❧❞ ❛t ❛ s❝❛❧❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣r✐❞✳ ❊①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✜❧t❡r ❦❡r♥❡❧ t♦ ❜❡ t❛✐❧♦r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❞❡s✐r❡❞
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❜✉t r❡q✉✐r❡s ❣r❡❛t❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✜❧t❡r s✐③❡✳
❍❡♥❝❡✱ ✐♠♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡✳ ❆♥❞ ✐t ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡
s♦♠❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤✐s ✜❧t❡r✳

❋♦r❡♠♦st ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ✐s t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s tr✉❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✜❧t❡r ❛❝ts ♦♥❧② ✐♥ ❛
s✐♥❣❧❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s t❛❦❡♥✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡❛❝❤
t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❛❝t❡❞ ♦♥ ❜② ❛ ❞✐st✐♥❝t ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✜❧t❡r✱ ❛♥❞
t❤✉s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✜❧t❡r ✭❱❛s✐❧②❡✈ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽ ❬✶✹✶❪✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s ❛♠❜✐❣✉✐t② ✐♥ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ▲❡♦♥❛r❞ t❡r♠ ✭❡q✉❛t✐♦♥
✷✳✾✮ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ♣♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞✲s❝❛❧❡
str❡ss✳ ❆♥❞ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♥❡❛r❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ▲❊❙ r❡s✉❧ts ✇✐t❤
t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣ ❝❛♥ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥
❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ✜❡❧❞✳ ◆❡①t✱ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s
♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s r❡✜♥❡❞✳ ❆♥❞ ♦✇✐♥❣
t♦ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✜❧t❡r❡❞ ▲❊❙ ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭❇♦s❡
❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵ ❬✶✻❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ♠❛❦❡s ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢
r❡s♦❧✈❡❞ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✳ ❆♥♦t❤❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥tr♦❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦r ✭❱❛s✐❧②❡✈ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽ ❬✶✹✶❪✮✳ ❲✐t❤♦✉t ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t
✜❧t❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐r❡❝t ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳
❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤✐s ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❧✐❛s✐♥❣ ❡rr♦r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❧❧ ❞✐s❝r❡t❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❜❡❝♦♠❡ r❛t❤❡r ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
❛♥❞ t❤✐s ❡rr♦r ✐♥t❡r❢❡r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❡❞❞✐❡s✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❤❛r♠❢✉❧ ✭▲✉♥❞ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✺✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐t r❡❧✐❡s
❡♥t✐r❡❧② ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s✳ ❙♦ ✐t✬s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛ss❡ss
t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧ t♦
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t❡st t♦ ♣r✐♠❛r② ✜❧t❡r r❛t✐♦ ✇❤✐❝❤
✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts ❝❛❧❧ ❢♦r
t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ✜❧t❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳

❊①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣ r❡❡♠❡r❣❡❞ ❛ ❞❡❝❛❞❡ ❛❣♦ ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ r✐❣♦r♦✉s❧② ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝♦♥st✐✲
t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭❇♦s❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵ ❬✶✻❪✱ ▲✉♥❞ ✷✵✵✸ ❬✽✻❪✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤❡s
✭❑❡♥♥❡❞② ✶✾✾✹ ❬✻✽❪✱ ❱❛s✐❧②❡✈ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽ ❬✶✹✶❪✮✱ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠✲
♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t
✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❊①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❋✐rst❧②✱ ❡①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✜❧t❡r❡❞ ✜❡❧❞✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s ❦♥♦✇♥ ❡①❛❝t❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▲❡♦♥❛r❞ t❡r♠✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❡①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✜❧t❡r s✐③❡ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ s♣❛❝✐♥❣✱ t❤✐s ❛❧❧❡✈✐❛t❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ ❣r✐❞ ♠❡s❤✳ ■♥ ♣❛r✲
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t✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐s ❤❡❧❞ ✜①❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡s❤ ✐s r❡✜♥❡❞✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡
t♦ t❤❡ tr✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❊❙ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡❛♥s
❢♦r ❜♦t❤ ❛ss❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❆s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ▲✉♥❞ ✶✾✾✼ ❬✽✹❪✱ ❡①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ❛❧✐❛s✐♥❣ ❡rr♦rs ❢r♦♠ t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❞✈❡❝t✐♦♥ t❡r♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❡①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣ ❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ r❡❞✉❝❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❡rr♦rs t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡s ✉s❡❞ ❛s ✐♠♣❧✐❝✐t ✜❧t❡rs✱ ❡✈❡♥ ✐❢
t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st✱ ❞②✲
♥❛♠✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t✱ ♣❤②s✐❝❛❧ s❝❛❧❡ ✭❇♦s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❬✶✻❪✮✳ ❇② ❞❛♠♣✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡
❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ ♦r ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
s♦✉r❝❡s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦r t❤❛t ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤✐s ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦st s❡✈❡r❡
❢♦r ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✭❱❛s✐❧②❡✈ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽ ❬✶✹✶❪✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡
t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s♦✉r❝❡s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦r t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❡♥t❡r t❤❡ str❡ss❡s s❛♠♣❧❡❞
✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✉❧t✐♠❛t❡❧② r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡
❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s
❛❧✐❛s✐♥❣ ❡rr♦rs ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❞✈❡❝t✐♦♥ t❡r♠✱ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ▲✉♥❞✭✶✾✾✼✮✳ ❇✉t
t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✜❧t❡r❡❞ ▲❊❙ ✐s ❧❛r❣❡❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❇♦s❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵ ❬✶✻❪✮✳
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❙♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭▲❡♦♥❛r❞ ✶✾✼✹✮ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
✜❡❧❞ ✐♥t♦ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✳ P♦♣❡ ✭✷✵✵✵✮ ❬✶✶✻❪ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
♦❢ ✈❛r✐♦✉s ✜❧t❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❇✉t t❤r❡❡ ❝♦♠♠♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡rs ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞
✐♥ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡♥❡✜t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r ✭❙❛❣❛✉t
✶✾✾✽ ❬✶✷✸❪✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡ ❇♦① ♦r t♦♣❤❛t ✜❧t❡r✱ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♦r
s❤❛r♣ ❝✉t♦✛ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡✐r ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ s♣❛❝❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✷✳✶✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝✉t♦✛ ✜❧t❡r ❝❧❡❛r❧② s❡♣❛r❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ❜♦① ✜❧t❡r ❤❛s ❣♦♦❞

■♥ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ■♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡

❚♦♣❤❛t G(x− ξ) =





1

∆
if |x− ξ| ≤

∆

2
0 otherwise

Ĝ(k) =
sin(k∆/2)

k∆/2

●❛✉ss✐❛♥ G(x− ξ) =

(
γ

π∆
2

)
exp

(
−γ|x− ξ|2

∆
2

)
Ĝ(k) = exp

(
−∆

2
k2

4γ

)

❈✉t♦✛ G(x− ξ) =

(
sin(kc(x− ξ))

kc(x− ξ)

)
, kc =

π

∆
Ĝ(k) =

{
1 if |k| ≤ |kc|
0 otherwise

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❧t❡rs ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡s

s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❝❛❧❡s ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❤❛s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❜♦t❤
♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ s♣❛❝❡✳ ▼❛♥② r❡s❡❛r❝❤ ✭P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✶ ❬✶✶✷❪✱ ◆❛❥❥❛r ❡t ❛❧✳
✶✾✾✻ ❬✶✵✵❪✮ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ▲❊❙ s♦❧✉t✐♦♥ t♦
t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✜❧t❡r ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜❧t❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✳
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✷✳✷✳✷✳✸✳ ❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡rr♦r

■♥ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡✲
t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s
✭❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✮ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ■♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
▲❊❙ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❛s t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐✲
❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠✉st ❝♦♠♠✉t❡✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t♦r [f, g] ♦❢ t✇♦
♦♣❡r❛t♦rs f ❛♥❞ g ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡ φ

[f, g]φ = f ◦ g(φ)− g ◦ f(φ) = f(g(φ))− g(f(φ)) ✭✷✳✶✹✮

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲✇r✐tt❡♥ s②♠❜♦❧✐❝❛❧❧②✿

[G⋆,
∂

∂s
] =

∂φ

∂s
−

∂φ

∂s
= 0 ✭✷✳✶✺✮

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✜❧t❡r ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❇✉t ✐♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✐③❡ ♦❢ ❡❞❞✐❡s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✈❛r✐❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡✲
❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✱ ♠✉❧t✐✲♣❤❛s❡ ✢♦✇s ❛♥❞ str♦♥❣❧②
❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤✉s t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤
❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡ ✇❤❡♥ t❤❡
✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐s ♥♦♥✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ s♣❛❝❡ ✭❱❛s✐❧②❡✈ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽ ❬✶✹✶❪✱ ●❡✉rts ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻ ❬✺✺❪✮✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t♦r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮✱ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
❡q✉❛t✐♦♥s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✜❧t❡rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✿

∂ui

∂xi

= −

[
G⋆,

∂

∂xi

]
(ui) ✭✷✳✶✻✮

∂ui

∂t
+

∂

∂xj

(uiuj) +
∂p

∂xi

− ν
∂

∂xj

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
=

∂τij
∂xj

−

[
G⋆,

∂

∂t

]
(ui) ✭✷✳✶✼✮

−

[
G⋆,

∂

∂xj

]
(uiuj)−

[
G⋆,

∂

∂xi

]
(p) + ν

[
G⋆,

∂2

∂xk∂xk

]
(ui)

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ●❡✉rts ❛♥❞ ❍♦❧♠ ✭✷✵✵✻✮ ❬✺✺❪✱ ✇❤♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲
✉♥✐❢♦r♠ ✜❧t❡rs✱ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t♦r ❡rr♦rs ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✲✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✜❧t❡r✲s❦❡✇♥❡ss ✭❡❛r✲
❧✐❡r st✉❞✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r t♦ ❜❡ s❦❡✇❡❞ ❬✶✺❪✮✳ ●❤♦s❛❧ ❛♥❞ ▼♦✐♥
✭✶✾✾✺✮ ❬✺✽❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✜❧t❡r✱ ❙❖❈❋✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✉♥✐❢♦r♠ ❣r✐❞✳ ■t ✐s
s❤♦✇♥ t❤❛t ✇✐t❤ t❤✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝♦♠✲
♠✉t❡ ✉♣ t♦ ❛♥ ❡rr♦r ✇❤✐❝❤ ✐s s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❚❤❡② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥
t♦ s❤♦✇ ✇❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❛t ♠♦st ♦❢ ♦r❞❡r (k∆)2m ✭∆ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✜❧t❡r
✇✐❞t❤✱ m ✐s ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✱ k ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡✮✳ ❇② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣
❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t♦ ❛♥② ❞❡❣r❡❡
♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❚❤✉s ✐t ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡rr♦r
❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❜r✐❡❢✱ t❤❡ st✉❞✐❡s
❛❜♦✈❡ ❛❣r❡❡❞ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r ❛❧❧♦✇s ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡
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♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t♦r ❡rr♦r ✭●❤♦s❛❧ ❛♥❞ ▼♦✐♥ ✭✶✾✾✻✮ ❬✺✻❪✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞
✐♥ s✐③❡ ❜② ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ✜❧t❡r✲✇✐❞t❤ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❦❡✇♥❡ss
♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✭●❡✉rts ❛♥❞ ❍♦❧♠ ✷✵✵✻ ❬✺✺❪✮✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ●❤♦s❛❧ ❛♥❞ ▼♦✐♥ ✭✶✾✾✺✮ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ❝❛♥
❜❡ r❡t❛✐♥❡❞ ✐❢ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ▲❊❙ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✉s✐♥❣ ✜❧t❡rs ✇✐t❤
s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❱❛s✐❧②❡✈ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❛ ✜❧t❡r
✉s✐♥❣ ♥♦♥✉♥✐❢♦r♠ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❝♦♠♠✉t❡ t♦ ❛♥② ❞❡s✐r❡❞ ♦r❞❡r✳ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✜❧t❡r ❤❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♠♦♠❡♥ts✳ ▼❛rs❞❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✱
❍❛s❡❧❜❛❝❤❡r ❛♥❞ ❱❛s✐❧②❡✈ ✭✷✵✵✸✮ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② t♦ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s✳

❱r❡♠❛♥ ❛♥❞ ●❡✉rts ✭✷✵✵✷✮ ❬✶✹✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ tr❡❛t♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✲
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ t❡r♠ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡✲♦♣❡r❛t♦r r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✲❡rr♦rs✳ ❚❤✐s r❡✲❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✲
♠❛✐♥✐♥❣ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛ ♥❡✇ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥t❡①t✳ ❯♥❧✐❦❡
t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❡st✲✜❧t❡r s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤
✇❛s t❡st❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡❧② str❡t❝❤❡❞ ❣r✐❞ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❡✇
❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳

✷✳✷✳✸✳ ❙✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s

■♥ ✶✽✼✼✱ ❇♦✉ss✐♥❡sq ♣♦st✉❧❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r ❝❛✉s❡❞ ❜② t✉r❜✉❧❡♥t ❡❞❞✐❡s
❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t②✳ ❇② ❛♥❛❧♦❣②✱ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② s✉♣♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡
s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ t❡r♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❛t ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐s❝♦s✐t② ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜❣r✐❞
✈✐s❝♦s✐t② νsgs✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❬✶✷✸❪✿

τij −
1

3
τkkδij = −2νsgsSij ✭✷✳✶✽✮

❲❤❡r❡ δij ✐s t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r s②♠❜♦❧✳ Sij ✐s t❤❡ str❛✐♥✲r❛t❡ t❡♥s♦r✿

Sij =
1

2
(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

) ✭✷✳✶✾✮

✷✳✷✳✸✳✶✳ ❚❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ▼♦❞❡❧ ✭❙▼✮

❋♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ✭✶✾✻✸✮ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❙●❙ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦

νsgs = (Cs∆)2|S| ✭✷✳✷✵✮

∆ ✐s t❤❡ ✜❧t❡r s❝❛❧❡✱ Cs ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ s❝❛❧❡✳

|S| =
√

2SijSij✳ ❚❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ▼♦✐♥ ❛♥❞ ❑✐♠



✷✳✷✳ ▲❊❙ ▼❖❉❊▲▲■◆● ✸✶

✭✶✾✽✷✮ ❬✾✾❪✱ ❘♦❣❛❧❧♦ ❛♥❞ ▼♦✐♥ ✭✶✾✽✹✮ ❬✶✷✷❪✱ ▲❡s✐❡✉r ❛♥❞ ▼❡t❛✐s ✭✶✾✾✻✮ ❬✼✹❪✱ ❛♥❞ ❧❛t❡r ✐♥
❞❡♣t❤ ❜② P♦♣❡ ✭✷✵✵✵✮ ❬✶✶✻❪✳ ❋♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✲
tr✉♠✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❧✐❡s ✐♥ t❤✐s ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡✱ Cs = 0.18 ✭▲✐❧❧② ✶✾✻✼ ❬✼✼❪✮✱ ✇❤✐❝❤✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ t♦♦ ❧❛r❣❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❱❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ Cs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝♦♠✲
♠❡♥❞❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✢♦✇ ❛♥❞ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭▲✐❧❧② ✶✾✻✼ ❬✼✼❪✱ ❉❡❛r❞♦r✛ ❡t

❛❧✳ ✶✾✼✵ ❬✸✻❪✱ P♦♣❡ ✭✷✵✵✵✮ ❬✶✶✻❪✱ ▼❡②❡rs ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻ ❬✾✼❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡s ♦❢
♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t Cs ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✐s ✐♥✈❛❧✐❞ ✐♥
s✉❝❤ ❝❛s❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r |S| ✐s ♥♦t ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❛❥♦r
❞r❛✇❜❛❝❦ ❤❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❱❛♥ ❉r✐❡st ❉❛♠♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❱❛♥ ❉r✐❡st ✶✾✺✻✮
Cs = Cs(y

+)(1 − e−y+/A+

)✱ A ✐s t❤❡ ✈❛♥ ❉r✐❡st ❝♦♥st❛♥t ❬✶✸❪✳ A+ = 25 ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥
♠❛♥② st✉❞✐❡s✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❝♦♥st❛♥t Cs t♦ 0 ❛s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❛t✐s❢② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤❡♦r②✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ✐ts ❞❡✜❝✐❡♥❝②✱ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ✐♥ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s ✭P❛♥t❛♥♦ ✶✾✾✾ ❬✶✷✽❪✮✳
❚❤✉s✱ ✐t✬s ❛❧✇❛②s ❛ ✈❡r② ♣r❡✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❧❛r❣❡r ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ♠❛♥② ❛tt❡♠♣ts t♦ ✉s❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛s❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞♦♥❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙❝♦tt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮ ❬✶✷✻❪ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②
♠♦❞❡❧ ♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❣r✐❞s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❉❡❛r❞♦r✛s ❡st✐♠❛t❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❣r✐❞
s❝❛❧❡ ∆ = (∆1∆2∆3)

1/3 ❢♦r ♠♦❞❡r❛t❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s✱ t❤❡ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ✐s r❡✲
❝❛st❡❞ ❛s νsgs = [Cs∆f(a1, a2)]

2|S|✳ ✇❤❡r❡ f(a1, a2) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❛s♣❡❝t
r❛t✐♦s a1 ❛♥❞ a2 ✭a1 = ∆1/∆3 ❛♥❞ a2 = ∆2/∆3✮✳ ❋♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✜❧t❡r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s✱
f(a1, a2) ≈ cosh{(4/27)[(ln(a1))

2 − ln(a1)ln(a2) + (ln(a2))
2]}1/2✳ ■t ✐s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡s❡

r❡s✉❧ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❡r♠❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✇❤❡♥❡✈❡r
t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ t❡st✲✜❧t❡r ❞✐✛❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❣r✐❞✳

❆♥♦t❤❡r ❛tt❡♠♣t t♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✉r✲
❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞s ♥❡❛r s♦❧✐❞ ✇❛❧❧s ♦r ✐♥ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ r❡❣✐♠❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✷✳✷✳✸✳✷✳ ❚❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ▼♦❞❡❧ ✭❉❙▼✮

❚❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ●❡r♠❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✶✮ ❬✺✷❪ ❛♥❞
✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ▲✐❧❧② ✭✶✾✾✷✮ ❬✼✼❪✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢
❇❛r❞✐♥❛ ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✸ ❬✼❪ ❛s ❜❛s❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cd ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧
✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❜✉t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳ ■♥
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ✜❧t❡r ∆̂ ✭t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❵t❡st
✜❧t❡r✬✮ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✜❧t❡r ∆✳ ❇② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❙●❙ str❡ss❡s ❞✉❡ t♦ ❜♦t❤
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ t❡st ✜❧t❡r ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t Cd ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❡st✲s❝❛❧❡ ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤♦s❡ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
✜❧t❡r✳ ❚❤❡ s✉❜t❡st✲s❝❛❧❡ str❡ss Tij ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s✿

Tij −
1

3
δijTkk = −2(Cd∆̂)2|Ŝ|Ŝij ✭✷✳✷✶✮

❚❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t str❡ss❡s ❛r❡✿

Lij = Tij − τ̂ij = ûiuj − ûiûj ✭✷✳✷✷✮
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❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡r❡ ✐s✿

Lij −
1

3
δijLkk = −2C2

dMij ✭✷✳✷✸✮

❛♥❞
Mij = ∆

2̂|S|Sij − ∆̂2|Ŝ|Ŝij ✭✷✳✷✹✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cd ♦❢ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

C2
d =

1

2
(LijMij/M

2
ij) ✭✷✳✷✺✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳
❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ s❝❛❧❡s ❤❛✈❡ ❛♥
✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t②✱ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞
❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❙●❙ str❡ss❡s ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ t❡♥s♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦t tr✉❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
t✉r❜✉❧❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ str✉❝t✉r❡s ♣r❡s❡♥t ❛t ❛❧❧ s❝❛❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡
❧♦❝❛❧ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ✐s♦tr♦♣② ✭❆❜❜à ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸ ❬✶❪✮✳

❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❉◆❙ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Cd ♣r❡❞✐❝t❡❞
❜② ❢♦r♠✉❧❛ ✭✷✳✷✺✮ ✈❛r✐❡s str♦♥❣❧② ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡
✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s✳ ❆♥❞ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ Cd ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ r❡♠❡❞② ♦❢t❡♥ ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞
❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Cd ✐♥❝❧✉❞❡s ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❞❡♥♦♠✐♥❛✲
t♦rs ♦❢ ✭✷✳✷✺✮ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞✴♦r t✐♠❡ ✐♥ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❧♦s✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❧♦❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭▲❡s✐❡✉r ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✻ ❬✼✹❪✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs s✉❣❣❡st t❤❛t ❛ ❝❧✐♣♣✐♥❣ ♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✭❆❜❜à
✷✵✵✸ ❬✶❪✱ P✐♦♠❡❧❧✐ ❛♥❞ ❈❤❛s♥♦✈ ✭✶✾✾✻✮ ❬✶✶✹❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ Cd ✐s
♥♦r♠❛❧❧② s❡t ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥❡✈❡r ✐ts ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳

▼❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡rs ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ t❤❡ t❡st ✜❧t❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❚s✉❜♦❦✉r❛ ✷✵✵✻ ❬✶✸✾❪✮✳ ●❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ t❡st ✜❧t❡r s❝❛❧❡
∆̂ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ∆✳ ❆♥❞ ∆̂ = 2.0∆ ✐s ♠♦st ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❛♥❞ ✐s t❤♦✉❣❤t t♦ ②✐❡❧❞ t❤❡
❜❡st r❡s✉❧ts ✐♥ ♠❛♥② st✉❞✐❡s ✭●❡r♠❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✶ ❬✺✸❪✱ ◆❛❥❥❛r ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✻ ❬✶✵✵❪✱ ❈♦❧❧✐s
❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾ ❬✶✶✾❪✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ▼❡♥❡✈❡❛✉ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮ ❬✾✹❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝
❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s❝❛❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s r❛♥❣❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳
❚❤❡② ♣♦✐♥t❡❞ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥❝❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛t t❤❡ ❣r✐❞ ❛♥❞ t❡st✲✜❧t❡r ❧❡✈❡❧s✳ ■♥ ♠❛♥②
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠❡t✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❧t❡r✲❧❡♥❣t❤ ✭∆✮
❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭Cd✮ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦✱ t❤❡② s❤♦✇❡❞
t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❛ t❡st✲✜❧t❡r s❝❛❧❡ ✭a∆✱ a ✐s ❝♦♥st❛♥t✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ s❝❛❧❡ ✭∆✮✳ ◆❛❥❥❛r ❡t ❛❧✳
✭✶✾✾✺✮ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ st✉❞② ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ t❡st ✜❧t❡rs ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❋♦r t❤❡
s❛♠❡ t❡st ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ t❡st ❛♥❞ ❣r✐❞ ✜❧t❡rs✳

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t②
❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✭❘♦❞✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼✮✳ ■t ❛❧s♦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s❡❧❢✲❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
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❛♥✐s♦tr♦♣② ✭❱♦r♦❜❡✈ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼ ❬✶✹✸❪✮✳ ❇✉t t❤❡s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧❡❛❞
t♦ ❜❡tt❡r ✢♦✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♠❛✐♥❧② ♦✇✐♥❣ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐ss✉❡s✳ ■t ❛❧s♦ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧
❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ♦❢ s✉❜❣r✐❞✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ♥❡❛r t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t✴♥♦♥✲t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ ❥❡ts ✇❤✐❝❤
✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❙✐❧✈❛ ✭✷✵✵✾✮ ❬✸✸❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♥❡❛r t❤❡ ❥❡t ❡❞❣❡ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧
✐s s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②✳

✷✳✷✳✸✳✸✳ ❚❤❡ ✇❛❧❧✲❛❞❛♣t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧ ✭❲❆▲❊✮

❆s ✐t✬s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✈❛♥✐s❤❡s ❢♦r ♣✉r❡ r♦t❛t✐♦♥ ❜✉t ♥♦t ❢♦r ♣✉r❡ s❤❡❛r✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❱❛♥ ❉r✐❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ t❤❡
❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✭❛s ❛♥ ❛❞ ❤♦❝ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✮✱ t❤✐s ✇❛② ✐s ❤❛r❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡✲
tr✐❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤♦✉t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞✴♦r ✇✐t❤ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s✳ ❆❧s♦ ✐t ♠❛② ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♥❡❛r✲✇❛❧❧ s❝❛❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ r❡♠❡❞② ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❡ ❲❛❧❧✲❆❞❛♣t❡❞ ▲♦❝❛❧ ❊❞❞②✲
✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧ ✭❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ◆✐❝♦✉❞ ❛♥❞ ❉✉❝r♦s ✭✷✵✵✵✮ ❬✶✵✷❪✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞
❧♦❝❛❧❧② ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② ❜②✿

νsgs = (Cw∆)2
(Sd

ijS
d
ij)

3/2

(SijSij)5/2 + (Sd
ijS

d
ij)

5/4
✭✷✳✷✻✮

✇❤❡r❡ Cw ✐s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐✳ Sd
ij

❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr❛❝❡❧❡ss s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r Sd
ij =

(g2ij + g2ji)/2 − δijg
2
kk/3✱ ✇❤❡r❡ g2ij = gikgkj✱ ✇✐t❤ gij = ∂ui/∂xj✳ ❚❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐s

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜♦t❤
t❤❡ str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ r❛t❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛r t♦ t✉r❜✉❧❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥
❛♥❞ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♥❡❛r ✇❛❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❙●❙ ✈✐s❝♦s✐t② ✇❤✐❝❤ ❣♦❡s ♥❛t✉r❛❧❧② t♦
③❡r♦ ❛t t❤❡ ✇❛❧❧ ✇✐t❤ ♥❡✐t❤❡r ❞❛♠♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥♦r ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ■t ♦✛❡rs
t❤❡ s❛♠❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛s t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②✲▲✐❧❧② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛ss❡ss❡❞ ♦♥ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣r✐❞✳

❙✐♥❝❡ ✐ts ❡♠❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢
✢♦✇s✳ ❉✉❝r♦s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ❬✹✷❪ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇
✐♥ ❛ ♣✐♣❡ ♦♥ ❛♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ❣r✐❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣r♦✈❡s
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ str❡ss r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✳ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❬✼✾❪ ❞✐❞ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❲❆▲❊
♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s ♥❡❛r ❛ ✢❛t ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡
❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❡①❝❡❧❧❡♥t ❞❛♠♣❡❞ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧✳

✷✳✷✳✸✳✹✳ ❚❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ✭σ✮

◆✐❝♦✉❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶ ❬✶✵✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛s✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②
t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✈❛♥✐s❤ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✜❡❧❞ ✐s ❡✐t❤❡r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦r t✇♦✲
❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣✉r❡ s❤❡❛r ❛♥❞ s♦❧✐❞ r♦t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧
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❣❡♥❡r❛t❡s ♥♦ s✉❜❣r✐❞✲s❝❛❧❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ❛r❡ ✐♥ ♣✉r❡ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ ♦r
✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✴❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❝✉❜✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ ❛♥② ❛❞✲❤♦❝ tr❡❛t♠❡♥t✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

νsgs = (Cσ∆)2Dσ ✭✷✳✷✼✮

Dσ =
σ3(σ1 − σ2)(σ2 − σ3)

σ2
1

✭✷✳✷✽✮

❲❤❡r❡ σ1✱σ2✱σ3 ❛r❡ t❤r❡❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r✳ ❚❤❡②
❛r❡ ✐♥ ♦r❞❡r s✉❝❤ t❤❛t σ1 ≥ σ2 ≥ σ3✳ Cσ ✐s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧✳

❘❡s✉❧ts ❢♦r t✇♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❡st ❝❛s❡s ✭❞❡❝❛②✐♥❣ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ t✉r❜✉✲
❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ◆✐❝♦✉❞ ✭✷✵✶✶✮ ❬✶✵✸❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦r s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠
t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✳ ❙t✐❧❧✱ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ✐s ❡❛s②
t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡ ♦r t✐♠❡✳ ■t ✐s t❤✉s
❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ t❤❛t ✐t ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✇❛❧❧✲
❜♦✉♥❞❡❞ ✢♦✇s✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇❛❧❧✲❜♦✉♥❞❡❞ ✢♦✇s ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ▲❊❙ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇s ❛t ❢r✐❝t✐♦♥ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r Reτ = 395 ❛♥❞
590 ❜② ❇❛②❛ ❚♦❞❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❬✾❪✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ✐♥ ❢❛❝t s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❛t✱ ❢♦r s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣❡r
❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♣❧❛♥❡✇✐s❡✱ ❜② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❇✉t t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡s ✇✐t❤
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❜✉✐❧t ✐♥ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧✬s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
♦♣❡r❛t♦r ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ♥♦ s♣❡❝✐✜❝ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡✴❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s r❡q✉✐r❡❞✳

❆s ✐t✬s ❛ ♥❡✇ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧✱ ♥♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ σ
♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ✐ts s✉♣❡r✐♦r✐t② ❝❛❧❧s ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥ ✈❛r✐♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥
✢♦✇s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳

✷✳✷✳✸✳✺✳ ❖t❤❡r ♠♦❞❡❧s

❙✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ▲❊❙ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s ♠❛✐♥❧② ❢❛❧❧ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧
❣❡♥❡r❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s✱ s❝❛❧❡ s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧✲
♦♣✐♥❣ tr❡♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭●❡r♥❛♠♦ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✶✱ ▲✐❧❧② ✶✾✾✷✱ ❛♥❞ ●❤♦s❛❧
❡t ❛❧✳ ✶✾✾✺✮ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢r♦♠ ❛ r❡s♦❧✈❡❞ ✜❡❧❞ r❛t❤❡r
t❤❛♥ ♣r❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡♠ ❛s ❝♦♥st❛♥ts✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♠♦r❡ ♣♦♣✉❧❛r
s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ r♦❜✉st ❛♥❞ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡
t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✇❛❧❧✲
❛❞❛♣t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧✳ ❆ ❣r♦✇✐♥❣ ❜♦❞② ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s
❜❡❡♥ r❡✈✐❡✇❡❞ t♦ ❡①❤✐❜✐t t❤❡✐r str❡♥❣t❤s ❛♥❞ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ✭P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✶ ❬✶✶✷✱ ✶✶✺❪✱
▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✽✵❪✱ ▲❡s✐❡✉r ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✻ ❬✼✹❪✱ ▼❡♥❡✈❡❛✉ ❛♥❞ ▲✉♥❞ ✶✾✾✼ ❬✾✹❪✱ ❈❛♥✉t♦
❛♥❞ ❈❤❡♥❣ ✶✾✾✼ ❬✷✷❪✱ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾ ❬✼✽❪✱ P♦♣❡ ✷✵✵✵ ❬✶✶✻❪✮✳ ❚❤❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡
❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ str❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t tr❛♥s❢❡rs ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡



✷✳✷✳ ▲❊❙ ▼❖❉❊▲▲■◆● ✸✺

s✉❜✜❧t❡r s❝❛❧❡s t♦ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ✭❈❛r♣❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽ ❬✷✺❪✮✳
■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ♠❛♥② ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛r❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ✭❙❝❤✉♠❛♥♥ ✶✾✼✺ ❬✶✷✺❪✮✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭▼❡t❛✐s ❛♥❞ ▲❡s✐❡✉r ✶✾✾✷ ❬✾✻❪✮✳ ❖t❤❡r ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞
s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♥❡❡❞s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ t✇♦✲♣❛rt ❙●❙ ❡❞❞②✲
✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧ ✭❙✉❧❧✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✶✸✻❪✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥
▲❊❙ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ❢♦r♠s ✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r✳ ❙♦♠❡ ♦t❤❡r ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❱r❡♠❛♥ ✭✷✵✵✹✮ ❬✶✹✹❪
❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❧❛r❣❡✲❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t s❤❡❛r ✢♦✇s ✇✐t❤ q✉✐t❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡✲
s✉❧ts✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❤❛♥❞❧❡ ♥♦t ♦♥❧② t✉r❜✉❧❡♥t ❜✉t ❛❧s♦ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧
✢♦✇✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭❙t♦❧③ ✷✵✵✺ ❬✶✸✺❪✮ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞
❢♦r ❧❛♠✐♥❛r✱ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s ✇✐t❤♦✉t ❛❞✲❤♦❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣
❤✐❣❤✲♣❛ss ✜❧t❡r❡❞ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s✉❜❣r✐❞✲s❝❛❧❡ ❡❞❞② ✈✐s✲
❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✸❉ t✉r❜✉❧❡♥t ❥❡t ✐♥ ❛ ❝r♦ss ✢♦✇ ✭❚❛❡✐❜✐✲❘❛❤♥✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵ ❬✶✸✼❪✮ ❛♥❞
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s✉❜❣r✐❞✲s❝❛❧❡ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧ ❢♦r ▲❊❙ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①
❣❡♦♠❡tr② ✭P❛r❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❬✶✵✻❪✮ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

❚❤❡ s❝❛❧❡ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇❛r❞✐♥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✵✮ ❬✻❪ ✇✐t❤ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❛ str♦♥❣ ❛♥❞ ❛❧♠♦st ❧✐t❡r❛❧ s❡♥s❡✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛t s❝❛❧❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✜❧t❡r s❝❛❧❡ ✐s ♣♦st✉❧❛t❡❞ t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ❛t
s❝❛❧❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✜❧t❡r s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s ♣♦st✉❧❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❜❛s✐s ❢r♦♠ ❜❛♥❞✲
♣❛ss✲✜❧t❡r❡❞ P■❱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✽✵❪✮✳ ■♥ t❤❛t ♣❛♣❡r✱ ✈❡❝t♦r ♠❛♣s ❢r♦♠
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❜❛♥❞s ♦❢ s❝❛❧❡s s❤♦✇ t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ str✉❝t✉r❡s ♦❝❝✉r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
s❝❛❧❡s ❛t ♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✭▼❡♥❡✈❡❛✉ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵ ❬✾✸❪✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s
s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ t❡♥s♦r ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ str❡ss t❡♥s♦r ❝♦♥str✉❝t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✱

τij = uiuj − uiuj ✭✷✳✷✾✮

■❢ ❛ ❝✉t♦✛ ✜❧t❡r ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡♥ ui = ui ❛♥❞ τij = 0✱ s♦ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠♦❞❡❧ ♣r♦❞✉❝❡s ♥♦t❤✐♥❣✳
❚❤❡ s❝❛❧❡ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ✐♥ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧❧②
r❡❛❧✐st✐❝ ♠❛♥♥❡r✱ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t ❙●❙ str❡ss❡s ✐♥ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✇❡❧❧ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❧❛r❣❡ ❘❡②♥♦❧❞s str❡ss ♦❝❝✉rs ✭❙❛r❣❤✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾ ❬✶✷✹❪✮✳ ▼❛rtí♥ ❡t ❛❧✳

✷✵✵✵ ❬✽✾❪ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ s❝❛❧❡ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐r❡❝t
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❣✐✈❡ ♠♦r❡
❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ str❡ss❡s ❛♥❞ ❤❡❛t ✢✉①❡s t❤❛♥ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t②✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥✱ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡
✈✐s❝♦✉s ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ✈✐s❝♦✉s ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦❢ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❡ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡❧ ❤❛r❞❧② ❞✐ss✐♣❛t❡s ❛♥②
❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ♥♦t s❡r✈❡ ❛s ❛ ✬st❛♥❞ ❛❧♦♥❡✬ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✳

❚♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ✐t✬s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞
s❝❛❧❡ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡❧s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ✬♠✐①❡❞✬ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ str❡ss❡s ❛r❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ui ❛♥❞ u′

i✱ t❤❡ ✏❧❛r❣❡
s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡s✑ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② u′

i = ui−ui t♦ ②✐❡❧❞
u′
i = ui − ui✳ ❚❤❡ ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

τij = −2νsgsSij + uiuj − uiuj ✭✷✳✸✵✮

❚❤❡ ❧❛st t✇♦ t❡r♠s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✵✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❝❛❧❡ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t②



✸✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲❆❘●❊ ❊❉❉❨ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧❡ s✐♠✐❧❛r ♣❛rt ❛❧♦♥❡
✭P✐♦♠❡❧❧✐ ✷✵✶✵ ❬✶✵✾❪✮✳ ❚❤❡ ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ s✉❝❝❡ss ✭❩❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮ ❬✶✺✵❪✱ ❱r❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮ ❬✶✹✻❪✱ ❲✐♥❝❦❡❧♠❛♥s
❡t ❛❧✳✭✶✾✾✽✮ ❬✶✹✼❪✱ ❙❛r❣❤✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾ ❬✶✷✹❪✱ ▲♦❞❛t♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❬✽✶❪✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ❙❛r❣❤✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾ ❬✶✷✹❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ❣✐✈❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❜❡st ❛❣r❡❡✲
♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ♣❧❛♥❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ ❛♥❞ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢♦✇✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❲✐♥❝❦❡❧♠❛♥s
❡t ❛❧✳✭✶✾✾✽✮ ❬✶✹✼❪ ✇❤♦ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ▲❊❙ ♦❢ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❤♦✲
♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝
❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s❛♠❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣✳

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●❡r✲
♠❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✶ ❬✺✸❪✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❡tt❡r ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛s ✐t t❛❦❡s
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧s ❛s ❛ ❜❛s✐s✳ ❊①❝❡♣t t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ●❡r♠❛♥♦ ❡t ❛❧✳✱ ♠❛♥② ♦t❤❡r
❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ r❡❝❡♥t❧② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✭●❤♦s❛❧ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✺ ❬✺✼❪✱ ❆♥❞rés ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹ ❬✷❪✱ ❚s✉❜♦❦✉r❛ ✷✵✵✻ ❬✶✸✾❪✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❡r② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞
✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♣✉t ✐♥t♦ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✈❛r✐❡s ✈❡r② r❛♣✐❞❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ t✐♠❡ ❛♥❞ t❛❦❡s
♦♥ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ s✐❣♥s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ✇✐t❤ ❜♦t❤ s✐❣♥s✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ s❡✈❡r❛❧ ❝✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈✐s❝♦s✐t②✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧
s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠❛♥② ♦t❤❡r s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
♠♦❞❡❧s ✭❈❤♦❧❧❡t ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✶ ❬✷✼❪✱ ▼ét❛✐s ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✻ ❬✾✺❪✮✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦r ❣r❛❞✐❡♥t
♠♦❞❡❧s ✭▲✉ ❛♥❞ P♦rté✲❆❣❡❧ ✷✵✶✵ ❬✽✷❪✱ ❇❡rs❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸ ❬✶✷❪✮✱ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❘❆◆❙
♠♦❞❡❧s ❛♥❞ s♦ ♦♥✳

✷✳✷✳✸✳✻✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ ▲❊❙✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t♦ s❛t✐s❢② ✈❛r✐♦✉s r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞
s❝❛❧❡ s❤❡❛r str❡ss ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ♥❡t ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ ♦♥❡s ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳
❚❤✐s tr❛♥s❢❡r ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✱
❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s t♦ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ ♦♥❡s ✭❆❜❜❛ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✸✮ ❬✶❪✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜❧t❡r
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✉❧t ♦❢ ▲❊❙✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✉s❡
♦❢ ▲❊❙ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♥♦♥✲s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛t ❝♦❛rs❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ❝♦❛rs❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥
❛♥❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ♠❛② ❜❡ ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ♦❢ ❡q✉❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❜❡❝♦♠❡s q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦♥
t❤❡ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❙♦♠❡ ✇♦r❦s ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞s ♦r ❡①♣❧✐❝✐t
✜❧t❡r✐♥❣ t♦ ❞❛♠♣ s❝❛❧❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❣r✐❞ s✐③❡ ✭●❤♦s❛❧ ✶✾✾✻ ❬✺✻❪❀ ❈❛r❛t✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶ ❬✷✸❪❀
❈❤♦✇ ❛♥❞ ▼♦✐♥ ✷✵✵✸ ❬✷✽❪✮✳ ❖t❤❡rs ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡rr♦r
✭▲✉♥❞ ❛♥❞ ❑❛❧t❡♥❜❛❝❤ ✭✶✾✾✺✮ ❬✽✺❪❀ ❇❛❧❛r❛s ❡t ❛❧✳✭✶✾✾✻✮ ❬✺❪❀ ◆❛❥❥❛r ❛♥❞ ❚❛❢t✐ ✭✶✾✾✻✮ ❬✶✵✵❪✮✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐ss✉❡s
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✐s ♣r❡s❡♥t❧② q✉✐t❡ ❧✐♠✐t❡❞✳
■♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ✜❧t❡r✱ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤

❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧ ❣r❡❛t❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
t②♣❡ ♦❢ ✜❧t❡r ✉s❡❞ ✭P✐♦♠❡❧❧✐ ✶✾✽✽ ❬✶✶✸❪❀ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✽✵❪✮✱ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡
s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✭Pr✉❡tt ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵ ❬✶✷✵❪✮✳ P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✽✮ ❬✶✶✸❪
❧♦♦❦❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✜❧t❡rs ❛♥❞ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ str❡ss ♠♦❞❡❧s ❢♦r ▲❊❙✳ ❚❤❡②
❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✜❧t❡rs ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛❝❝✉r❛t❡
▲❊❙ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❣✐✈❡s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡
st❛t✐st✐❝s t❤❛♥ t❤❛t ✐❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ❝✉t♦✛
✜❧t❡r ✐s ❛ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ♦♥❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❧t❡rs ♦❢ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐t
❝❧❡❛r❧② s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ❛♥❞ s✉❜✜❧t❡r s❝❛❧❡s✳ ▼♦st s✉❝❝❡ss❢✉❧ t❡sts t②♣✐❝❛❧❧②
✉s❡ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝✉t♦✛ ✜❧t❡r ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ❧✐♠✐t❡❞
t♦ ✢♦✇s ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ▼♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ✜❧t❡rs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✢♦✇s ✇✐t❤
❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✐s st✐❧❧ ❛ ❣r❡❛t ❧❛❝❦ ✐♥ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✷✳✷✳✹✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s

❱❛r✐♦✉s ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s r❡✲
s❡❛r❝❤✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛♥❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐r❡❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

✷✳✷✳✹✳✶✳ ❆ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛♥❞ ❛ ♣r✐♦r✐ st✉❞✐❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ▲❊❙ ✇✐t❤
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛✳
❚❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢r♦♠ ❉◆❙ ♦r ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t②
❛♥❞ ❘❡②♥♦❧❞s str❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ s♣❡❝tr❛✱ ❡t❝✳ P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✽✮ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ♥❛♠❡
❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ t❡sts ❢♦r s✉❝❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥❧②
❛❢t❡r ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆ ♣♦st❡r✐♦r✐ t❡sts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡
t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ t❡sts ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧ts ✭❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✮✱ ❛
♣♦st❡r✐♦r✐ t❡sts t②♣✐❝❛❧❧② ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♠✉❝❤ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ♠♦❞❡❧s
❛♥❞ t❤❡ r❡❛s♦♥s ✇❤② t❤❡② s✉❝❝❡ss ♦r ❢❛✐❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳

❆ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✲
✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ τij(x, t) ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt τmod

ij (x, t)✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡q✉✐r❡s
❞❛t❛ ❛t ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ s✉❜❣r✐❞✲s❝❛❧❡ r❛♥❣❡✳ τij(x, t) ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❊q✳ ✷✳✶✽✮✱ ❛♥❞ τmod

ij (x, t) ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞
❞❛t❛✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛♥❛❧②s✐s✱ ♦♥❡ ✉s❡s t❤❡ ♥❛♠❡ ❵❛✲♣r✐♦r✐✬ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ♥♦ ❛❝t✉❛❧ ▲❊❙
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r s✉❝❤ st✉❞✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❉◆❙✱ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✱ ❜✉t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❧♦✇
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❈❧❛r❦ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮✱ ▼❝▼✐❧❧❛♥ ✫ ❋❡r③✐❣❡r
✭✶✾✼✾✮✱ ❛♥❞ ❇❛r❞✐♥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✵✮ ❛r❡ ❡❛r❧② ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ st✉❞✐❡s✱ ❛♥❞ ❍❛✉ët ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✼✮ ❬✻✹❪✱ ❇♦✉✲❩❡✐❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❬✶✽❪✱✈❛♥ ❙tr❛t✉♠ ✭✷✵✶✷✮ ❬✶✹✵❪ ❛r❡ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ❡①❛♠♣❧❡s
♦❢ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ st✉❞✐❡s✱ ②✐❡❧❞
❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✢♦✇s ✐♥ t❤❡ t✇♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✈♦❧✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳ ❆ ♣♦st❡r✐♦r✐
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t❡st ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❊❙ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ♣r✐♦r✐ t❡st ✐s ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞
♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ ❛ ❉◆❙ ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s
r❡s❡❛r❝❤✳ ❇❛r❞✐♥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✵✮ ❬✻❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ▲❊❙✱ ✇❤✐❝❤
❣❡♥❡r❛t❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣r✐♦r✐ st✉❞✐❡s✱ ❜✉t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♣♦♦r❧② ✐♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ t❡sts✳ ❙♦✱
✐t✬s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♥♦t ♦♥❧② ❛ ♣r✐♦r✐ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ t❡sts t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ▲❊❙
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❛ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧✳

✷✳✷✳✹✳✷✳ ❚❡sts ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❆ ♣r✐♦r✐ st✉❞② ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♠❛♥②
r❡s❡❛r❝❤ ✭▼❡♥❡✈❡❛✉ ✶✾✾✹❀ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹❀ ▼❡♥❡✈❡❛✉ ❛♥❞ ❑❛t③ ✷✵✵✵✱ ❆❜❜❛ ❡t ❛❧✳✭✷✵✵✸✮ ❬✶❪✱
❉❡ ❙t❡❢❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺ ❬✸✺❪✮✳ ❆♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥
r❡❛❧ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ str❡ss❡s ✇✐t❤✐♥ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❤❛s ♦❢t❡♥ ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭❈❧❛r❦ ❡t ❛❧✳ ✶✾✼✾ ❬✸✶❪✮ ♦r ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
t❡♥s♦rs ✭❆❜❜à ✷✵✵✸ ❬✶❪✮✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t s✉❜❣r✐❞
s❝❛❧❡ str❡ss t❡♥s♦r✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ str❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ t❡♥s♦r
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❜② ❆❜❜à ✭✷✵✵✸✮ ❬✶❪✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❡❞❞② ✈✐s✲
❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s s❤♦✇ ✈❡r② ❧♦✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ tr✉❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ str❡ss❡s ✐♥ ❛ ♣r✐♦r✐ t❡st ❢♦r
✈❛r✐♦✉s ✢♦✇s ✭Pr✉❡tt ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵ ❬✶✷✵❪✱ ❖✬❙✉❧❧✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶ ❬✶✵✺❪✱ P❛r❦ ✷✵✵✺ ❬✶✵✼❪✮✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡② ✇♦r❦ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ✐♥ ❛❝t✉❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t ❤✐❣❤
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ♣r✐♦r✐ t❡sts ♠♦st❧② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ s✉❜✜❧t❡r s❝❛❧❡ str❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❢♦r♠❛❧❧②
✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ✜❧t❡rs ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞✳ ■❢ s✉❝❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ s♣❡❝tr❛❧ ❝✉t♦✛
✜❧t❡r t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❙●❙ ♠♦❞❡❧s ♣❡r❢♦r♠ ♣♦♦r❧② ✐♥ ❛ ♣r✐♦r✐
t❡sts✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ t❤❡② ♣❡r❢♦r♠ ✐♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ t❡sts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✐♥ ❛ ♣r✐♦r✐ t❡sts ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❜✉t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ♣r✐♦r✐ t❡st ✐ts❡❧❢ ✭P❛r❦ ✷✵✵✺ ❬✶✵✼❪✮✳ ❙♦✱ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❆❜❜à ✷✵✵✸ ❬✶❪ ✇❤♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ ✜❧t❡r
✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡ ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡
♠♦❞❡❧❡❞ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ♦♥❡s t❤❛♥ ✇❤❡♥ ❛
s❤❛r♣ ❝✉t♦✛ ✜❧t❡r ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❣r✐❞
r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❆❜❜à ❬✶❪✱ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s s❤♦✇ ✇♦rs❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ str❡ss
t❡♥s♦r ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ t❡♥s♦r✳

✷✳✷✳✹✳✸✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❧♦✇ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ str❡ss✱ ❜✉t ✐t ♣r❡✲
❞✐❝ts ♠❡❛♥ str❡ss❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛s t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ✭❈❛r♣❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽ ❬✷✺❪✮✳
❚❤✐s ❞❡✜❝✐❡♥❝② ♦❢ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ❉◆❙ ❞❛t❛ ❜② ❈❧❛r❦
❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮ ❬✸✶❪✱ ▼❝▼✐❧❧❛♥ ❛♥❞ ❋❡r③✐❣❡r ✭✶✾✽✵✮✱ ❛♥❞ ❇❛r❞✐♥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✵✮ ❬✻❪✳ ◗✉❛♥t✐✲
t❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t②♣✐❝❛❧❧② r❛♥❣❡s ❢r♦♠ 0 t♦ 0.25 ✭❈❧❛r❦ ❡t ❛❧✳ ✶✾✼✾ ❬✸✶❪✱
▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✽✵❪✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r ✭❛❜♦✉t 0.4✮ ✇❤❡♥ t❤❡ s✉❜❣r✐❞
s❝❛❧❡ ❢♦r❝❡ ▽ · τij ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ▽ · τmod

ij ✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❤✐❣❤❡r ✭✐♥
t❤❡ r❛♥❣❡ [0.5− 0.7]✮ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❙●❙ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ τijSij ✇✐t❤ τmod

ij Sij

✭❈❧❛r❦ ❡t ❛❧✳ ✶✾✼✾ ❬✸✶❪✮ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ♦❢t❡♥ ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s t❤❛♥ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s✳



✷✳✸✳ ▲❊❙ ❖❋ ❲❆▲▲✲❇❖❯◆❉❊❉ ❋▲❖❲❙ ✸✾

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ Pr✉❡tt ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵ ❬✶✷✵❪ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥
❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇✱ ❡❞❞②✲❞✐✛✉s✐✈✐t② ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❧❛t❡s ♣♦♦r❧② ❛❣❛✐♥st ❡①❛❝t str❡ss❡s ✭❧❡ss
t❤❛♥ 0.2✮✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❧❛t❡s ♠♦❞❡r❛t❡❧② ✇❡❧❧ ✭C ≈ 0.6✮✱ ❛♥❞ ❛ str❡ss✲s✐♠✐❧❛r✐t②
♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❧❛t❡s r❡♠❛r❦❛❜❧② ✇❡❧❧ ✭✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [0.8 − 1.0]✮✳ ❚❤❡ ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧ ❡①❛♠✐♥❡❞
❜② ❲✐♥❝❦❡❧♠❛♥s ❡t ❛❧✳✭✶✾✾✽✮ ❬✶✹✼❪ ✐♥ ❛ ♣r✐♦r✐ t❡st ✉s✐♥❣ ❉◆❙ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 0.9✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r s✐③❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇♦r✉❡ ❛♥❞ ❖rs③❛❣ ✶✾✾✽ ❬✶✹❪✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ str❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❛r ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t②
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ s❝❛❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② ♥❡❛r❧② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t✇♦ ✇❤❡♥ ❛ ❝✉t✲♦✛ ✜❧t❡r
✐s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮ ❬✽✵❪✳ ❇❛r❞✐♥❛
❡t ❛❧✳ ✶✾✽✵ ❬✻❪ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ str❡ss❡s ❛t ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r s❝❛❧❡s s❤♦✇
❤✐❣❤❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❆ ♣r✐♦r✐ t❡st ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ♦♥ s❝❛❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠❛♥②
st❛t✐st✐❝s ✭▲✉❝♦r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼ ❬✽✸❪✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❇♦✉✲❩❡✐❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❬✶✽❪ ❝♦♥❞✉❝t❡❞
r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ s❝❛❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜❣r✐❞✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜② ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ st✉❞②✳
❈❛r♣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❬✷✺❪ st✉❞✐❡❞ s✉❜✜❧t❡r✲s❝❛❧❡ ✢✉①❡s ♦✈❡r ❛ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss tr❛♥s✐t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ s❝❛❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❧t❡r s❝❛❧❡s ❢❛❧❧ ✐♥t♦
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✉❜r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢♦✇ s❝❛❧❡s ❛r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✳ ❆ ♣r✐♦r✐
❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧s♦ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ♦t❤❡r s✐t✉❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✉❜❣r✐❞✲s❝❛❧❡
♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ✭❙✐❧✈❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ ❬✸✹❪✮✳

●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ t❡st ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇ ❛r❡ ♥♦t
♠✉❝❤ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ▲❊❙ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇s✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ✢♦✇ ❛r❡
❞✐✛❡r❡♥t s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜s❡♥t ✐♥
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ q✉✐t❡
❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ t❤✐s ♣r♦❞✉❝❡s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✭❆❜❜❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❬✶❪✮✳

✷✳✸✳ ▲❊❙ ♦❢ ✇❛❧❧✲❜♦✉♥❞❡❞ ✢♦✇s

❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❝❡♥t✉r②✳ ❚❤❡
❜❛s✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✇❡r❡ ✇✐❞❡❧② ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡r✲
st♦♦❞✱ ❜✉t ✐t ❜♦t❤❡r❡❞ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ t❤❛t r❡❛❧ s❤❡❛r str❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞✐✛❡r❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②
❢r♦♠ ✭t❤❡♦r❡t✐❝❛❧✮ r❡s✉❧ts ✭●❡♦r❣❡ ✷✵✵✻ ❬✺✶❪✮✳ ❚❤✉s✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
st❛rt❡❞ t♦ ❜❡ r❡✲❡①❛♠✐♥❡❞✳

■♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✢♦✇s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡❞❞✐❡s✱ ❝❛rr②✐♥❣ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ s❡t
t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t✐♠❡ s❝❛❧❡s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ♣✐❝t✉r❡
✐s r❡✈❡rs❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦st ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❡❞❞✐❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ♠♦t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❜♦t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ✇❛❧❧✲❜♦✉♥❞❡❞
✢♦✇s✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✭❍✉t❝❤✐♥s ❛♥❞
▼❛r✉s✐❝ ✷✵✵✼ ❬✻✻❪✮✳

❚♦✇♥s❡♥❞ ✭✶✾✼✻✮ ❬✶✸✽❪ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s❝❛❧❡s
✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❧❛②❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ❵❛tt❛❝❤❡❞ ❡❞❞②✬ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡♠ ❛s ❵✐♥❛❝t✐✈❡✬✱
♥♦t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❘❡②♥♦❧❞s str❡ss❡s✳ P❡rr②✱ ❍❡♥❜❡st ❛♥❞ ❈❤♦♥❣ ✭✶✾✽✻✮ ❬✶✵✽❪ r❡♣❡❛t❡❞ t❤❛t
❛ss❡rt✐♦♥✳ ❏✐♠é♥❡③ ✭✶✾✾✽✮ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ♣❛rt❧② ❝♦rr❡❝t✱
❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s❝❛❧❡s ❝❛rr② ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s
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str❡ss❡s✳ ❆❧❛♠♦ ✭✷✵✵✶✮ ❬✸✼❪ r❡♣♦rt❡❞ ❢✉rt❤❡r ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡② ❝❛rr② ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❵❛❝t✐✈❡✬ ✐♥ ❚♦✇♥s❡♥❞✬s s❡♥s❡✳ ❖t❤❡r ♣❡♦♣❧❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥❡❛r✲✇❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s ✇❡❧❧ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✇✐t❤ ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ✭❑❧✐♥❡
❡t ❛❧✳ ✶✾✼✶✱ ❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ✶✾✼✶✱ ❙t❛♥✐s❧❛s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽✮✳

■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♥❡❛r✲✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ ❛ ✈❡r② ✜♥❡ ♠❡s❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣♦✐♥ts ♥❡❡❞❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t ❧❡❛st ❧✐❦❡ Re1.8 ✭P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷ ❬✶✶✶❪✮✳ ❆ ❧♦t ♦❢ ❡✛♦rt
❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❬✹✻❪✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❊❙
❝♦st ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❤❛♣♠❛♥ ❬✷✻❪✳ ❍❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ✇❛❧❧✲r❡s♦❧✈❡❞ ▲❊❙ ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ Re2.4✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♠❛❦❡s ▲❊❙ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r
✭♦r❞❡r ♦❢ 106 − 108✮ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤✉s ❛ str♦♥❣
❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡ ▲❊❙ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❚♦ ❜②♣❛ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✈❛r✐♦✉s
♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ✈❡r② ❝♦st❧② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥❡❛r✲✇❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡s ❜② ❜r✐❞❣✐♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦✉t❡r ❧❛②❡r ✭❉❡❛r❞♦r✛ ✶✾✼✵ ❬✸✻❪✱ P✐♦♠❡❧❧✐✱ ❋❡r③✐❣❡r ✫ ▼♦✐♥
✶✾✽✽ ❬✶✶✸❪✮✳ ❚❤❡s❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢t❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❦❡❡♣✐♥❣
❛ ✜♥❡ ❣r✐❞ ❛t t❤❡ ✇❛❧❧ ❜✉t s♦❧✈✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡❡❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t♦
t❤❡ ♦✉t❡r ✢♦✇✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥❡❛r✲✇❛❧❧ ✢♦✇ ✐s
r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✜rst ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② ❇❛❧❛r❛s ❡t ❛❧✳ ❬✺❪✱ ✇❤♦
✉s❡❞ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐♥✲❜♦✉♥❞❛r②✲❧❛②❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r
❧❛②❡r✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦❛rs❡ ❣r✐❞ ❛t t❤❡ ✇❛❧❧ ❛♥❞ t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡❞❞✐❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛❧❧✲❧❛②❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ ✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧✱
s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ✜rst ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② ❙❝❤✉♠❛♥♥ ✐♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ❙❤✉♠❛♥♥✬s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧❛t❡r ❜② ●röt③❜❛❝❤ ❬✺✾❪ ❛♥❞ ❙♣❛❧❞✐♥❣ ❬✶✸✸❪✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ ▲❊❙ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭❈❛❜♦t
❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵ ❬✷✶❪✱ P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷ ❬✶✶✶✱ ✶✶✵❪✮✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦♥❡ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❤②❜r✐❞
♠❡t❤♦❞s✱ ✉s✐♥❣ ❘❆◆❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❧❛②❡r✱ ✇❤✐❧❡ ▲❊❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❛✇❛②
❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ✭❋rö❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ✈♦♥ ❚❡r③✐ ❬✹✾❪✮✳ ❚❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❞❡t❛❝❤❡❞ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✭❉❊❙✮ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙♣❛❧❛rt ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛tt❡♠♣ts t♦ tr❡❛t t❤❡ ♥❡❛r✲✇❛❧❧
r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❛ ❘❆◆❙✲❧✐❦❡ ♠❛♥♥❡r✱ ❛♥❞ tr❡❛t t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥ ❛♥ ▲❊❙✲❧✐❦❡ ♠❛♥♥❡r✳

✷✳✸✳✶✳ ❲❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t

❲❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❤❛s ❛ttr❛❝t❡❞ ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ ▲❊❙ r❡s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ✢♦✇ ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥s ✭●röt③❜❛❝❤ ✶✾✽✼ ❬✺✾❪✱ ●✉❧❧❜r❛♥❞ ✷✵✵✶ ❬✻✵❪✱ ❉❡❧ ➪❧❛♠♦ ✷✵✵✸ ❬✸✽❪✱ ❋rö❤❧✐❝❤ ❡t ❛❧✳
✷✵✵✺ ❬✹✽❪✱ ❇r❛♥❞t ✷✵✵✻ ❬✷✵❪✱ ❊❧s♥❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾ ❬✹✺❪✱ ❈❤✉♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾ ❬✷✾❪✱ ❑✉❜❛♥ ❡t

❛❧✳ ✷✵✶✷ ❬✼✵❪✮✳ ❇✉t ♠✉❝❤ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✇❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❛✐♥❡❞ ♦♥ s✐♠♣❧❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳

❚❤❡ ♦♥❧② ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ ✇❛② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ▲❊❙ ♦❢ ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s✲♥✉♠❜❡r ❛tt❛❝❤❡❞ ✢♦✇s✱
✐s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❡r ❧❛②❡r ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ❣r✐❞ s✐③❡ ❝❛♥✱ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❜❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t❡r✲✢♦✇ ❡❞❞✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♦♥❧② ✇❡❛❦❧②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣r✐❞ ✐s t♦♦ ❝♦❛rs❡ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥♥❡r✲
❧❛②❡r str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ❧❛②❡r ♠✉st ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t s♣✉rr❡❞
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ✇❛❧❧ ❧❛②❡r ✭P✐♦♠❡❧❧✐ ✷✵✵✷ ❬✶✶✶❪✮✳ ▼❛♥② ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ✇❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❛❝t✐❝❛❧
♥❡❡❞s ✭❇❛❣✇❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✸❀ ❍❛rt❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ❬✻✶❪❀ ◆✐❝♦✉❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❀ ❊❢r♦s ✭✷✵✵✻✮ ❬✹✹❪✮✳



✷✳✸✳ ▲❊❙ ❖❋ ❲❆▲▲✲❇❖❯◆❉❊❉ ❋▲❖❲❙ ✹✶

❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✢♦✇s ♦♥ ✢❛t ✇❛❧❧s ✇✐t❤ ♠✐❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ❛❧♠♦st
❝❡rt❛✐♥❧② ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r ✢♦✇s ✇❤✐❝❤ s❡♣❛r❛t❡ ❛♥❞ r❡❛tt❛❝❤ ♦r ✢♦✇s ♦✈❡r ❝♦♠♣❧❡①✲s❤❛♣❡❞
✇❛❧❧s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ tr✉st✇♦rt❤② ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①
✢♦✇s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❢♦r s❡♣❛r❛t❡❞ ✢♦✇s ✐s ♠♦r❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝❛❧✱
❞✉❡ t♦ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ s❝❛r❝❡ ❛♥❞ ❧❛❝❦ ❞❡t❛✐❧ ✭❋❡r③✐❣❡r ✶✾✾✺ ❬✹✼❪✮✳

✷✳✸✳✷✳ ❲❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t

▲✳ Pr❛♥❞t❧ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ✶✾✵✹ t❤❛t ❛♥ ❆❞✈❡rs❡ Pr❡ss✉r❡ ●r❛❞✐❡♥t ✭❆P●✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❝♦✉❧❞ ♣♦ss✐❜❧② r❡t❛r❞ t❤❡ ✢♦✇ t♦ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✭③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t②✮
❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❜② r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❧❛②❡rs ♦❝❝✉r ✐♥ ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❞✐✛✉s❡rs✱ ❛t t❤❡ tr❛✐❧✐♥❣
❡❞❣❡ ♦❢ ❛✐r❢♦✐❧s ❛♥❞ t❤❡ ❛❢t s❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❤✐♣ ❤✉❧❧s✱ ❛♥❞ t❤❡② ♦❢t❡♥ ♣❧❛② ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ r♦❧❡ ✐♥
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ❛❝❝✉r❛t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s t❤❡ ♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r ✐♥
♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡✈✐❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❞✐✛✉s❡rs
❛♥❞ ❛✐r❝r❛❢t ❤✐❣❤ ❧✐❢t s②st❡♠s ♦❢t❡♥ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r❡ss✉r❡ r❡❝♦✈❡r②✱ ✇❤✐❧❡
❛✈♦✐❞✐♥❣ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s dP/dx > 0✳ ❚❤✐s
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✱ s✐♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❛❦✐♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❧♦✇✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❛✛❡❝t❡❞
❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ◆❛❣❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤✐s ♥❡❛r✲✇❛❧❧
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
❛s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❛♥ ❆P● ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣s ❛ ❧❛r❣❡ ✇❛❦❡
r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✳ ■❢ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t
❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✢♦✇ ❡♥❝♦✉♥t❡rs ❛ ❧❛r❣❡ ❆P●✱ t❤❡ ✢♦✇ ❜❡❝♦♠❡s ✉♥st❛❜❧❡✳ ■❢ t❤❡ ❆P● ✐s
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ t❤✐s ✢✉✐❞ ♠❛② s❧♦✇ t♦ ③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t② ♦r ❡✈❡♥ ❜❡❝♦♠❡ r❡✈❡rs❡❞✳ ❲❤❡♥ ✢♦✇
r❡✈❡rs❛❧ ♦❝❝✉rs✱ t❤❡ ✢♦✇ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❙✉❝❤ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧♠♦st
❛❧✇❛②s ❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s s✉❝❤ ❛s ❞r❛❣ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ❧♦ss ♦❢ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r✳ ❚❤✐s ❤❛s
✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝s s✐♥❝❡ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦❞✐✜❡s
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❧✐❢t ❛♥❞ ❞r❛❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳
❚❤✉s ✐t✬s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❆P● ♦♥ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r②
❧❛②❡rs✳ ❚✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s✉st❛✐♥ ❛♥ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❧❛♠✐♥❛r ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ♠✐①✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs
✐♥ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r tr❛♥s♣♦rts ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❧❛②❡r t♦ t❤❡ ❧♦✇ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✢♦✇ ❛t t❤❡ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡✱ ♦❢t❡♥ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ❢♦r ❛ ❧❛♠✐♥❛r ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣❤②s✐❝❛❧
❢❛❝t ❤❛s ❧❡❞ t♦ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❝❤❡♠❡s t♦ ❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ✇❤❡♥
❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳

▼❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❆P● t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❛r❡ q✉✐t❡ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞
✭❈❧❛✉s❡r ✶✾✺✹ ❬✸✷❪✱ ❇❡❝❤ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽ ❬✶✵❪✱ ❆✉❜❡rt✐♥❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺ ❬✹✱ ✸❪✱ ❉r♦❜♥✐❛❦ ❡t ❛❧✳

✷✵✵✾ ❬✹✶❪✱ ❊❧s♥❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾ ❬✹✻❪✱ ❍❛r✉♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵ ❬✻✸❪✱ ▲❛✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵ ❬✼✷❪✮✳ ❚❤❡ ❧❛✇
♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❆P● ✢♦✇s ✭❙❦❛r❡
❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✶✷✾❪ ❛♥❞ ❇❡r♥❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸ ❬✶✶❪✮✳ ■♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❧❛②❡r✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ✇❡r❡
❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ str♦♥❣ ❆P● ✭❙❦åt❡ ✫ ❑r♦❣st❛❞ ✶✾✾✹ ❬✶✷✾❪✮ ❛♥❞ t❤❡
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t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❆P● ✢♦✇s ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝✉r✈❡
✇❤❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❧❡t ❢r❡❡✲str❡❛♠ ✈❡❧♦❝✐t② ✭◆❛❣❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✸✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❈❧❛✉s❡r ✭✶✾✺✹✮ ❬✸✷❪ s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❆P●✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r❝❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r ❢♦r❝❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡
♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ✐♥ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❛t ❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠✇✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s
s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇❤❡♥ ♣r♦♣❡r❧② s❝❛❧❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡s ❛❧s♦ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡
✈♦rt✐❝❡s ✭❘♦❜✐♥s♦♥ ✶✾✾✶ ❬✶✷✶❪✱ ❇❡❝❤ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽ ❬✶✵❪✱ ❙❦♦t❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷ ❬✶✸✵❪✱ ▲❛✈❛❧ ❡t ❛❧✳
✷✵✶✷ ❬✼✸❪✮✳

❚✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s ✇✐t❤ ❛♥ ❆P● ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t
✢♦✇s t♦ ♣r❡❞✐❝t ✉s✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧s ✭❲✐❧❝♦①✱ ✶✾✾✸✮✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ s✐♠✲
✉❧❛t✐♥❣ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ❡✈♦❧✈✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❆P● ✐s ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❢r❡❡ str❡❛♠ ✢♦✇s ❛♥❞ r❡❛❧✐st✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥✢♦✇s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s②st❡♠✲
❛t✐❝ ✇❛② t♦ ❝❤♦♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t r❡s✉❧t ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✭◆❛ ❛♥❞ ▼♦✐♥✱ ✶✾✾✽✮✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ♠❛♥② r❡✲
s❡❛r❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛tt❡♠♣t❡❞ ✇✐t❤ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t
❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥ ③❡r♦ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❜② ❇❛r❡♥❜❧❛tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❬✽❪✳ ❊❧s♥❡r
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❞✐❞ ❛ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇✐t❤
♦♥❡ ❝✉r✈❡❞ ✇❛❧❧✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛② t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇❛s ✐♠♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣r✐❞
❞❡♥s✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣
t♦ t❤❡ ❉◆❙ ♦❢ ▼❛rq✉✐❧❧✐❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶ ❬✽✼❪✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡
✜♥❡r ❣r✐❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡
s❦✐♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛❧♦♥❣ ❜♦t❤ ✇❛❧❧s ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜✉♠♣✳
❋♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣r❡❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤
t❤❡ ❉◆❙✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❛tt❛❝❤♠❡♥t ♣♦✐♥t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r❡s✲
t✐♠❛t❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ✇❤✐❧❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ✐t ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡
✇✐t❤ ❉◆❙✳ ❉✉♣r❛t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ✇❛❧❧ ❧❛②❡r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ t♦ ♣❡r❢♦r♠
❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ ✢♦✇s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛
str❡❛♠✇✐s❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ✢♦✇s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t str❡❛♠✇✐s❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❛♥❞ ✇✐t❤ ❡✈❡♥t✉❛❧ ✢♦✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ▲❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❛❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛
❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❜♦t❤ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t str❡❛♠✇✐s❡ ♣r❡ss✉r❡
❣r❛❞✐❡♥t ❬✹✸❪✳ ❑✉❜❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❬✼✵❪ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇✐t❤ ❛ ❝✉r✈❡❞
✇❛❧❧ ❛♥❞ r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ s✐③❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✜❧t❡r s❝❛❧❡ ✐s ♠♦r❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧s✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r r❡s❡❛r❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡
❣r❛❞✐❡♥t ✢♦✇s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡
❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ✈❡rs❛t✐❧✐t② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❣✐✈❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠❛♥②
♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞
❡✈❡♥ ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ▲❊❙ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧
✢♦✇ ✇✐t❤ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤✱ ✐s ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦
♠❛❦❡ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✳

❚❤✐s ✐ss✉❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❛t
❧❛r❣❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡
❞❛t❛ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡✈✐❞❡♥t✳ ❆s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❙❤❛❤ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾ ❬✶✷✼❪ ❛♥❞
●❡♦r❣❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵ ❬✺✵❪✱ t❤❡ ❆❞✈❡rs❡ Pr❡ss✉r❡ ●r❛❞✐❡♥t ✭❆P●✮ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r



✷✳✸✳ ▲❊❙ ❖❋ ❲❆▲▲✲❇❖❯◆❉❊❉ ❋▲❖❲❙ ✹✸

✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♣r♦♣❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧②
❧❛r❣❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r❡❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳



❈❤❛♣t❡r ✸

❆ ♣r✐♦r✐ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②

❚❤✐s ❈❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡
❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✜rst t❡st❡❞ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡
❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ❉◆❙ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ✜♥❛❧❧②✳

✸✳✶✳ ▲❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧t❡r

■♥ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ s✉❜✜❧t❡r
s❝❛❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❧t❡rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ t❤❡ ❝✉t♦✛
✜❧t❡r ❤❛s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ✐♥ ✇❛✈❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐♥
r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s
r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r ▲❊❙ ✉s✐♥❣ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✭P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✶ ❬✶✶✷❪✱ ❆❜❜à ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸ ❬✶❪✱
❇r❛♥❞t ✷✵✵✻ ❬✶✾❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝✉t♦✛ ✜❧t❡r ✐s ♠♦r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❢♦r ✢♦✇ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r
❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ✐ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t♦ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s
r✐s❡s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r ✢♦✇s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧t❡r ✇❛s
❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❡①❝❡❧❧❡♥t ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ❤✐❣❤ s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡r✱ t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧t❡r ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝✉t
♦✛ ✜❧t❡r ❛♥❞ ♠✉❝❤ s❤❛r♣❡r t❤❛♥ ♦t❤❡r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❧t❡rs ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧t❡r ✐s t❤❛t ✐t ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ ❡❛s✐❧②
✜❧t❡r ♦♥ ❜♦t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣r✐❞s✳ ▲❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧t❡r ✇✐❧❧ ❜❡
✉s❡❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ✜❧t❡r ❜♦t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳

✸✳✶✳✶✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✜❧t❡r

❚❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧t❡r ✉s❡s ❇✲s♣❧✐♥❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜t ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ s♣❧✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
♦r❞❡r ♥✱ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ s❡♥s❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ s✉♠✿

∑
i Wi|f(x) − f(x)|2 ✭Wi ✐s ✇❡✐❣❤t ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ f(x) ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐❣♥❛❧✱ f(x) ✐s

t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡
❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❛s✐❧② ✈❛r② ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r ✐s ❡❛s② t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✹✹
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❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣r✐❞ ❛s t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡
❣r✐❞✳ ❆ ❋♦rtr❛♥ ❧✐❜r❛r② ♦❢ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❉✐❡r❝❦① ✶✾✼✺ ❬✸✾❪✳ ❚❤❡
✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✿

f(x) =

∫ ∞

−∞
f(ξ)H(x− ξ)d3ξ = H ⋆ f(ξ) ✭✸✳✶✮

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡✿

F̂ (k) = F̂ (k)Ĥ(k) ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ k ✐s ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✱ F̂ (k)✱ F̂ (k)✱ Ĥ(k) ❛r❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ f(x)✱ f(x) ❛♥❞
H(x)✳ ❙♦✱ ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s✿

Ĥ(k) =
F̂ (k)

F̂ (k)
✭✸✳✸✮

■t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✐ts tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts
❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r t♦ ❛ ❣✐✈❡♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✐ts ✜❧t❡r❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳ ❲❤❡r❡✱

Ĝ(k) =
|F̂ (k)|

|F̂ (k)|
✭✸✳✹✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ Ĝ(k) ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♦❢ ✶✵✵ ❢✉♥❝t✐♦♥s fl(x) ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

fl(x) =
1

n

n∑

j=1

cos(wjx+ ϕi), x ∈ [−1, 1], l ∈ [1, 100] ✭✸✳✺✮

❲❤❡r❡ wj ❛♥❞ ϕi ❛r❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✳ ❚❤❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r kc ❝❛♥
❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ Ĝ(k) ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❡√

2
2
F̂ (k)✳ ❚❤❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ Ĝ(k) ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡r ❞♦❡s ♥♦t

❝♦❧❧❛♣s❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ♠♦✈❡s t♦✇❛r❞ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ L/(2∆)✱ L ✐s
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡✮ ♦❢ ❝✉r✈❡s F (k)r=1✱ F (k)r=3 ❛♥❞ F (k)r=5 ❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡r✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r kc ❛♥❞ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆ ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s kc ≈ L/(2∆)✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡r✳

❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ĝ(k∆) ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷ s❤♦✇s t❤❛t Ĝ(k∆) ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡r k−2(r+1)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ 5th✲♦r❞❡r ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✭▲ss✲5th✮ ✐s t❤❡ s❤❛r♣❡st
♦♥❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲ss✲5th✱ ❝✉t♦✛ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✐s ✈❡r② ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ♥❡❛r❧② ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝✉t♦✛ ✜❧t❡r✱
❛♥❞ ✐s ♠✉❝❤ s❤❛r♣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳

❚❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ✜❧t❡r✳ ❋✐❣✳
✸✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧t❡r ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❧✐♥❡
♦r❞❡rs✳ ■t✬s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐❣♥❛❧ ❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮✳ ❚❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ P❡r✐♦❞✐❝ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧✲
t❡r ❢♦r ✸ s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡rs ✭r = 1, 3, 5✱ ∆ ✐s
✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❝✉t♦✛
✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ P❡r✐♦❞✐❝ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧✲
t❡r ❢♦r ✸ s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡rs ✭Ĝ(k∆) ✐s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ r = 1, 3, 5✱ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s
(k∆)−2(r+1)✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲ss✲5th✱ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❝✉t✲
♦✛ ✜❧t❡rs

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✇✐t❤ ✸
s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡rs ✭r = 1, 3, 5✱ w ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧
❢r❡q✉❡♥❝②✮✳

❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆✿

Err(∆) =

√√√√
m∑

i=1

(
∂f(xi)

∂x
−

∂f(xi)

∂x

)2
/√√√√

m∑

i=1

(
∂f(xi)

∂x

)2

✭✸✳✻✮

❚❤❡ ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡rs r❡❛❝❤ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ 1.0 ❛t 2w∆ = 1✳
❋✐❣✳ ✸✳✹ ❡①❤✐❜✐ts t❤❛t✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡r r✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡rr♦r Err(∆) ≈ ∆

5
♦❝❝✉rs ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st

s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡r r = 5✳ ■t ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❧t❡rs ✇❤♦s❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s
❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭●❤♦s❛❧ ❛♥❞ ▼♦✐♥ ✶✾✾✺ ❬✺✽❪✮✳
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✸✳✶✳✷✳ ❚❤❡ ♣r♦♠♦t❡❞ ✜❧t❡r

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧t❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝②✳ ❇❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s ✐s ♥♦t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞
✐♥ ✭f 2(x) − f

2
(x)✮ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❧✐♥❡

❥✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♦t❤❡r st❛t✐st✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥
♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧t❡r ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s ▲ss✲❛✈❡✮ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲ss ❛♥❞
t❤❡ ♣r♦♠♦t❡❞ ▲ss✲❛✈❡ ❢♦r ❛ s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡r r =
3✱ t❤❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✐s k∆ = 1✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❚❤❡ ♣r♦♠♦t❡❞ ▲ss✲❛✈❡ ✇✐t❤ ✸
s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡rs ✭ r = 1, 3, 5✮✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
❧❡❣❡♥❞ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡
✜❧t❡r ✭▲ss✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♠♦t❡❞ ♦♥❡ ✭▲ss✲❛✈❡✮ ❢♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✸✳✺✮✳

▲ss✲❛✈❡ ✜❧t❡rs ❛ ✜❡❧❞ t✇✐❝❡ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r
♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡ ♠♦✈❡s ❢♦r✇❛r❞ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s✿

x(i+ 1) = x(i) + 0.5× (x(i+ 1)− x(i)), i = 1, 2...(n− 1) ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ✭f 2(x)− f
2
(x)✮

❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♥t❡r❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✜❧t❡r❡❞
q✉❛♥t✐t✐❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ s❡t f1(x) ❛s t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ♥♦❞❡s✱ f2(x) ❛s t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r
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t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧t❡r ✭▲ss✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

f(x)Lss = f1(x) ✭✸✳✽✮

❢♦r t❤❡ ♣r♦♠♦t❡❞ ♦♥❡ ✭▲ss✲❛✈❡✮✱ ✐t✬s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

f(x)Lss−ave = 0.5× (f1(x) + f2(x)) ✭✸✳✾✮

❋✐❣✳ ✸✳✺ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ▲ss ❛♥❞ ▲ss✲❛✈❡ ❢♦r s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡r r = 3✳ ❚❤❡
♦♣t✐♠✐③❡❞ ✜❧t❡r ▲ss✲❛✈❡ ✐s s♠♦♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡ ▲ss✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t❤❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡
♥✉♠❜❡r ✭k∆ = 1✮✳ ▲ss✲❛✈❡ ❝❛♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✱ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ s♠♦♦t❤❡r st❛t✐st✐❝s✳ ▼♦r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ▲ss✲❛✈❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲ss ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❧❡❛st
sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧t❡r r❡q✉✐r❡s t✇✐❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♠❡♠♦r② ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧t❡r ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❛t✱ ✐ts tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥
Ĝ ✐s ♠✉❝❤ s❤❛r♣❡r✱ s♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r ❧❡❛✈❡s ♠♦r❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡
s❝❛❧❡ t❤❛♥ s♠♦♦t❤❡r ✜❧t❡rs ❧✐❦❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ ❧❡❛st sq✉❛r❡
s♣❧✐♥❡ ✜❧t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❦❡♣t s♠❛❧❧ ❛s ✐t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❧✐♥❡ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
✐s t❤❛t t❤❡ ▲ss ✜❧t❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜❧t❡r ❜♦t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇s✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ 5th✲♦r❞❡r ❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡ ✜❧t❡r ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
▲ss✲5th ❤❡r❡❛❢t❡r✳

✸✳✷✳ ❊♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠

■♥ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ s❝❛❧❡s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛r❡ r❡s♦❧✈❡❞ ♣♦♦r❧②✱ ♦r ♥♦t ❛t
❛❧❧✳ ❆s ✐t✬s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ♠❛✐♥ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❡①tr❛❝t ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡
❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞
s❝❛❧❡s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ r❡s♦❧✈❡❞
❡♥❡r❣② q2 ✭q2 = uiui/2.0✮ ❛♥❞ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② q2sgs ✭q

2
sgs = τkk/2.0✮✱

∂q2

∂t
+

∂

∂xj

(q2uj)

︸ ︷︷ ︸
Advection of q2

= −
∂

∂xj

(puj)

︸ ︷︷ ︸
Press. Diff. of q2

+
∂

∂xj

(
ν
∂q2

∂xj

)

︸ ︷︷ ︸
V isc. Diff. of q2

−
∂

∂xj

(τijui)

︸ ︷︷ ︸
SGS Diff.

− ν
∂ui

∂xj

∂ui

∂xj︸ ︷︷ ︸
V isc. Diss. of q2

+ τijSij︸ ︷︷ ︸
SGS Diss.

✭✸✳✶✵✮
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∂q2sgs
∂t

+
∂

∂xj

(q2sgsuj)

︸ ︷︷ ︸
Advection of q2sgs

= −
∂

∂xj

(uiuiuj − ūiūiūj)

︸ ︷︷ ︸
Turb. T ransport

−
∂

∂xj

(puj − p̄ūj)

︸ ︷︷ ︸
Press. Diff. of q2sgs

+
∂

∂xj

(
ν
∂q2sgs
∂xj

)

︸ ︷︷ ︸
V isc. Diff. of q2sgs

+
∂

∂xj

(τijui)

︸ ︷︷ ︸
SGS Diff.

− ν

(
∂ui

∂xj

∂ui

∂xj

−
∂ui

∂xj

∂ui

∂xj

)

︸ ︷︷ ︸
V isc. Diss. of q2sgs

− τijSij︸ ︷︷ ︸
SGS Diss.

✭✸✳✶✶✮

❇♦t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✶✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ✉♥r❡✲
s♦❧✈❡❞ ✭♦r r❡s♦❧✈❡❞✮ s❝❛❧❡s ❛♥❞ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s t❤r♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❡❝✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡r♠s ♦♥❧② r❡❞✐str✐❜✉t❡ ❡♥❡r❣②✳ ❇♦t❤ r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❡♥❡r❣②

❛r❡ ❞❡str♦②❡❞ ❜② ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t❡r♠s −ν
∂ui

∂xj

∂ui

∂xj

❢♦r

r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ❛♥❞ −ν

(
∂ui

∂xj

∂ui

∂xj

−
∂ui

∂xj

∂ui

∂xj

)
❢♦r s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡s❡ t❡r♠s ❛r❡ ❛❧✇❛②s

♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤✉s ♦❢ ❛ ♣✉r❡❧② ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♥❛t✉r❡✳
❚❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱

ǫsgs = τijSij ✭✸✳✶✷✮

❛♣♣❡❛rs ✇✐t❤ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✶✮✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② ǫsgs ❛❝ts ❛s ❛ s✐♥❦
♦❢ r❡s♦❧✈❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛s ❛ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢♦r ❙●❙ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② q2sgs✳

❚❤❡ t♦t❛❧ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡s ✐s t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s✲
❢❡r✱ s✉♠ ♦❢ ❙●❙ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Tsgs =
∂

∂xj

(uiτij)− ǫsgs ✭✸✳✶✸✮

❚❤❡ t❡r♠ ∂(uiτij)/∂xj ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
❞✉❡ t♦ ❙●❙ ♠♦t✐♦♥s✳

❇♦t❤ ǫsgs ❛♥❞ Tsgs ❝❛♥ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t✉r✲
❜✉❧❡♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❡♥❡r❣② ✢♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✱ ❛♥❞ ǫsgs < 0 ♦r
Tsgs > 0 ✭❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✮✱ r❡✈❡rs❡❞ ❡♥❡r❣② ✢♦✇ ǫsgs > 0 ♦r Tsgs < 0 ✭❜❛❝❦ s❝❛tt❡r✮ ❢r♦♠
t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♦♥❡s ♠❛② ❛❧s♦ ♦❝❝✉r ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t❧②✳

❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭ǫ+sgs✮ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭ǫ−sgs✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ǫsgs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ǫ+sgs =
1

2
(ǫsgs + |ǫsgs|), ǫ−sgs =

1

2
(ǫsgs − |ǫsgs|) ✭✸✳✶✹✮

❙✐♠✐❧❛r t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ Tsgs ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛s ✇❡❧❧ ❜②✿

T+
sgs =

1

2
(Tsgs + |Tsgs|), T−

sgs =
1

2
(Tsgs − |Tsgs|) ✭✸✳✶✺✮
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❆s ✐t ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ▲❊❙✱ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡
❢♦❝✉s ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st✉❞✐❡s ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✶ ❬✶✶✷❪❀ ❍♦r✐✉t✐ ✶✾✾✼ ❬✻✺❪❀
❍ärt❡❧ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽ ❬✻✶❪❀ ❆❜❜à ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸ ❬✶❪❀ ❍❛✉ët ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼ ❬✻✹❪❀ ❈✐♠❛r❡❧❧✐ ❛♥❞
❉❡ ❆♥❣❡❧✐s ✷✵✶✷ ❬✸✵❪✮✳ ▼❛♥② r❡s❡❛r❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉◆❙ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❤❛✈❡
s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❙●❙ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛r s✉❜❧❛②❡r ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡
❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r ✭❍ärt❡❧ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✻✷❪✮✳
❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢❡r ❝❛♥♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② t②♣❡ ♦❢
s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❍ärt❡❧ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ s✉♣♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ str❡ss❡s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ r❛t❡s ♦❢ str❛✐♥✳
❍ärt❡❧ ❛♥❞ ❑❧❡✐s❡r ✭✶✾✾✽✮ ❬✻✶❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ s✉❜❣r✐❞ str❡ss
❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧✲♥♦r♠❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❧❛②s t❤❡ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥
t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝❛s❝❛❞❡ ❛♥❞ ✐s str♦♥❣❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ❝♦❤❡r❡♥t ♠♦t✐♦♥s✱ s✉❝❤
❛s t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❜✉rst✐♥❣ ❡✈❡♥ts ✭❍ärt❡❧ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✻✷❪✮✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥✈❡rs❡
tr❛♥s❢❡r ✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✱ ❜✉t ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ❧✐tt❧❡ ♦♥ t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❛♣♣❧✐❡❞ ✭❍ärt❡❧ ❛♥❞ ❑❧❡✐s❡r ✶✾✾✽ ❬✻✶❪✮✳ ●❡♥❡r❛❧❧② ✐t✬s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❝♦rr❡❝t r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
♥❡❛r✲✇❛❧❧ st❛t✐st✐❝s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s s✉❜❧❛②❡r ✐s ♥♦t ♣r♦♣❡r❧② r❡s♦❧✈❡❞ ✭▲♦❞❛t♦
❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾ ❬✽✶❪✮✳

✸✳✸✳ ❆ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s

▼❛♥② ❛ ♣r✐♦r✐ t❡sts ❢♦r s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❧t❡rs
♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✭▼❝▼✐❧❧❛♥ ❛♥❞ ❋❡r③✐❣❡r ✶✾✼✾ ❬✾✶❪❀ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✽✵❪❀ ❇♦r✉❡
❛♥❞ ❖rs③❛❣ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽ ❬✶✹❪❀ P♦♣❡ ✷✵✵✵ ❬✶✶✻❪❀ ▼❡♥❡✈❡❛✉ ❛♥❞ ❑❛t③ ✷✵✵✵ ❬✾✸❪❀ Pr✉❡tt ❛♥❞
❆❞❛♠s ✷✵✵✵ ❬✶✷✵❪❀ ❲♦❧❧❜❧❛❞ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞s♦♥ ✷✵✵✽ ❬✶✹✽❪✮✱ ♦r ♦♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t ❧♦✇
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✭P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✶ ❬✶✶✷❪❀ ❍ärt❡❧ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✻✷❪❀ ❍♦r✐✉t✐ ✶✾✾✼ ❬✻✺❪❀
❆❜❜à ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸ ❬✶❪❀ ❈✐♠❛r❡❧❧✐ ❛♥❞ ❉❡ ❆♥❣❡❧✐s ✷✵✶✷ ❬✸✵❪✮✱ ♦r ♦t❤❡r ✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱
s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❛ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❜② ❈❛r♣❡r ❛♥❞ P♦rté✲❆❣❡❧ ✷✵✵✽ ❬✷✺❪✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✭●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✜❧t❡r ✭▲ss✲5th ✜❧t❡r✮✳
❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ t❡sts ♦❢ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✭❙▼✮✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✭❉❙▼✮✱ t❤❡ ✇❛❧❧✲
❛❞❛♣t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧ ✭❲❆▲❊✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ r❡❝❡♥t ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♦♥ ❛ ❉◆❙ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r
✭Reτ = 950✮ ❛♥❞ ❛ ❉◆❙ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t Reτ = 617✳

✸✳✸✳✶✳ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t②
s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱

τij −
1

3
τkkδij = −2νsgsSij ✭✸✳✶✻✮

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✻✱
❛s ✐t ✐s ❛ t❡♥s♦r✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✻ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝❛❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ♠✉st ❜❡
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s❛t✐s✜❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ♦♥❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠
❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

〈
τmod
ij Sij

〉
=
〈
τijSij

〉
✭✸✳✶✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t ✏♠♦❞✑ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ q✉❛♥t✐t②✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s✱ ❛ ♣r✐♦r✐
❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts 〈Cs〉 ♦❢ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ 〈Cw〉 ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ 〈Cσ〉 ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞
s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛s✿

〈C2
s 〉 =

〈τijSij〉

−2(∆)2〈|S|SijSij〉
✭✸✳✶✽✮

〈C2
w〉 =

〈τijSij〉

−2(∆)2

〈
(Sd

ijS
d
ij)

3/2SijSij

(SijSij)5/2 + (Sd
ijS

d
ij)

5/4

〉 ✭✸✳✶✾✮

〈C2
σ〉 =

〈τijSij〉

−2(∆)2
〈
σ3(σ1 − σ2)(σ2 − σ3)

σ2
1

SijSij

〉 ✭✸✳✷✵✮

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cd〉 ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✺✮
✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❡st ✜❧t❡r s❝❛❧❡ ∆̂ = 2.0∆ ✐♥ ♠♦st ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ❡①❝❡♣t
s♣❡❝✐❛❧ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cd〉 ♦❢ ❉②✲
♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥❧② ❢r♦♠ r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
❜❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ♦❢ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✢♦✇✳

❋♦r t❤❡ ✸❉ ✜❧t❡r ♦❢ ♦✉r ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ ❣r✐❞ s❝❛❧❡ ∆ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

∆ =

√
(∆

2

x +∆
2

y +∆
2

z)/3.0 ✭✸✳✷✶✮

❲❤❡r❡ ∆x,∆y,∆z ❛r❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ x, y, z ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇
✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❛ ✷❉ ✜❧t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✭✇✐t❤ ♥♦ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥✮ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

∆ =

√
(∆

2

x + (∆gridy)2 +∆
2

z)/3.0 ✭✸✳✷✷✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ r❡s❡❛r❝❤✱ ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠❡s❤ ❣r✐❞ ❛❧♦♥❣ ② ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✱ s♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❣r✐❞ s♣❛❝✐♥❣
∆gridy ✐♥ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡∆✳ ❆s∆gridy ✐s s♠❛❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ∆x ❛♥❞ ∆z✱ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❧②
∆x ❛♥❞ ∆z✳
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✸✳✸✳✷✳ ❚❡sts ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❜❡❤❛✈✐♦r

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❙●❙ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❝♦♠✲
♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ❙●❙ str❡ss❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❤❡r❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❙●❙ str❡ss s❤♦✉❧❞ ✐❞❡❛❧❧② s❛t✐s❢②
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✢♦✇ st❛t✐st✐❝s ✭▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✽✵❪❀ ▼❡♥❡✈❡❛✉ ❛♥❞ ❑❛t③ ✷✵✵✵ ❬✾✸❪✮✳
❚❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

〈τij〉 = 〈τmod
ij 〉 ✭✸✳✷✸✮

〈
∂τij
∂xj

〉
=

〈
∂τmod

ij

∂xj

〉
✭✸✳✷✹✮

〈
τijSij

〉
=
〈
τmod
ij Sij

〉
✭✸✳✷✺✮

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✷✸✮ ✐s t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ❙●❙ str❡ss✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s
t❤❡ t❡r♠ t❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦
❛s t❤❡ ❙●❙ ❢♦r❝❡ ✭▼❡♥❡✈❡❛✉ ❛♥❞ ❑❛t③ ✷✵✵✵ ❬✾✸❪❀ P♦♣❡ ✷✵✵✵ ❬✶✶✻❪❀ ●❡✉rts ✷✵✵✹ ❬✺✹❪✮✳ ❚❤✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ▲❊❙ ✇✐t❤ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧s ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♠❡❛♥
✜❧t❡r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r r❡s♦❧✈❡❞ ♠♦♠❡♥ts✱ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♠❡❛♥
♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥t❡❣r❛❧ s❝❛❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛
s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♠♦♠❡♥ts 〈u′

iu
′
j〉

✭▼❡♥❡✈❡❛✉ ✶✾✾✹ ❬✾✷❪✮✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡
❙●❙ tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ♦❢ r❡s♦❧✈❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳

❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❈✭❊✱ ▼✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛❝t ✭❊✮ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭▼✮ q✉❛♥t✐t✐❡s
✉s✐♥❣ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

C(E,M) =
〈EM〉 − 〈E〉〈M〉

[(〈E2〉 − 〈E〉2)(〈M2〉 − 〈M〉2)]1/2
✭✸✳✷✻✮

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❢♦r s✐♠✐❧❛r ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ✭❈❧❛r❦ ❡t ❛❧
✶✾✼✾ ❬✸✶❪✱ ❇♦r✉❡ ❛♥❞ ❖rs③❛❣ ✶✾✾✽ ❬✶✹❪❀ Pr✉❡tt ❛♥❞ ❆❞❛♠s ✷✵✵✵ ❬✶✷✵❪✮✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t ✐❢
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ▼ ✐s ♥❡❛r❧② st❛t✐st✐❝❛❧❧② ♦r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❊✱ t❤❡♥
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❈✭❊✱ ▼✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t②✳

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❊ ▼

Cτij τij τmod
ij = −2νsgsSij +

1

3
δijτkk

Cfi

∂τij
∂xj

∂τmod
ij

∂xj

=
∂

∂xj

(−2νsgsSij +
1

3
δijτkk)

Cǫsgs τijSij τmod
ij Sij = (−2νsgsSij +

1
3
δijτkk)Sij

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✸✲✸✳✷✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✭✸✳✶✮✳ ❚❤❡✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠❛r❦❡❞
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❛s Cτij ✱ Cfj ❛♥❞ Cǫsgs ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✸✳✹✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡

❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s r❛r❡❧② ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ✢♦✇s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡✲
❧❡ss✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s ❤❛s ♣❧❛②❡❞ ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t✱ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❜r✐♥❣✐♥❣ ✐♥ ♠♦r❡
tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ✐♥ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦ ❛ ❣r❡❛t
❞❡❣r❡❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❤♦✲
♠♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ s♣❛❝❡ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❛❧❧♦✇
t♦ st✉❞② t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ✢♦✇ s♣❛❝❡✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡s❡ ✢♦✇s
✈❡r② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ❞✐r❡❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✢♦✇ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② r❡❞✉❝❡s
t❤❡ ❞❡♠❛♥❞s ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t ✉♣ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞
✐♥ ✇❡❧❧ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✸✳✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉✲
❧❡♥❝❡ ❛t Reλ = 144 ✭λ ✐s t❤❡ ❚❛②❧♦r s❝❛❧❡✮✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s 5123 ✐♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞♦♠❛✐♥ ♦❢ s✐③❡ (2π×2π×2π)✳ ❚❤r❡❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs kc = 8, 16, 24 ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❤❡r❡✳
❚❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ❉◆❙ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✜❧t❡r❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳

kc 8 16 24

∆/η 51.15 25.58 17.05

L/∆ 2.0 4.0 6.0

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❚❤r❡❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡
✭η✮ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ s❝❛❧❡ ✭L✮ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r✲
❜✉❧❡♥❝❡✳

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤ ✭s✉❝❤ ❛s ▲✐❧❧② ✶✾✾✷ ❬✼✻❪✮✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✉❜❣r✐❞
♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❧✐❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ k−5/3 ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❝❛s✲
❝❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ s✉❜❣r✐❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
r❛t❡✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str❡❛♠✇✐s❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ E11 ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✽✳ ■t s❤♦✇s
t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs ❢❛❧❧ ❢❛✐r❧② ✇❡❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ s❤♦rt ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇✳

✸✳✹✳✷✳ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ 〈Cs〉✱ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②
♠♦❞❡❧ 〈Cd〉✱ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ 〈Cw〉 ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ 〈Cσ〉 ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ♦♥
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡s❡
s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s 〈Cs〉 = 〈Cd〉 ≈
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❖♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ♦❢ E11(x) ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳

0.16 ✭▲✐❧❧② ✶✾✻✼ ❬✼✼❪❀ ▼❡♥❡✈❡❛✉ ✶✾✾✼ ❬✾✹❪✮✱ 〈Cw〉 ≈ 0.5 ✭◆✐❝♦✉❞ ❛♥❞ ❉✉❝r♦s ✶✾✾✾ ❬✶✵✷❪✮
❛♥❞ 〈Cσ〉 ≈ 1.5 ✭◆✐❝♦✉❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶ ❬✶✵✸❪✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ❜r❛❝❦❡t ♠❡❛♥s t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ❛❧❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢
s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢
〈Cs〉✱ 〈Cd〉✱ 〈Cw〉 ❛♥❞ 〈Cσ〉 ✐♥ ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❢❛r ❢r♦♠ ❝♦♥st❛♥t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❡②❡rs ❛♥❞
❙❛❣❛✉t ✷✵✵✻ ❬✾✼❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ t❡r♠ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧ ✏❝♦❡✣❝✐❡♥t✑ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡
♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✏❝♦♥st❛♥t✑✳

kc 8 16 24

〈Cs〉
▲ss✲5th 0.143 0.122 0.107

●❛✉ss✐❛♥ 0.142 0.124 0.115

〈Cd〉
▲ss✲5th 0.145 0.141 0.133

●❛✉ss✐❛♥ 0.151 0.155 0.145

〈Cw〉
▲ss✲5th 0.435 0.367 0.326

●❛✉ss✐❛♥ 0.440 0.387 0.359

〈Cσ〉
▲ss✲5th 1.133 0.983 0.870

●❛✉ss✐❛♥ 1.132 0.999 0.936

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts 〈Cs〉✱ 〈Cd〉✱ 〈Cw〉✱ 〈Cσ〉 ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs ✉s✐♥❣
❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ❡①❤✐❜✐ts t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✜❧t❡r
✇✐❞t❤ ✭♦r ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✮ ❛♥❞ ✜❧t❡r t②♣❡✳ ❚❤❡② ❜❡❝♦♠❡ s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
❛s t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❧❛r❣❡r ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ 0.107 ≤ 〈Cs〉 ≤ 0.143 ❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝
❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ 0.133 ≤ 〈Cd〉 ≤ 0.155 ❛r❡ ❛❜♦✉t 30% s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞ ✈❛❧✉❡
0.16✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ 0.33 ≤ 〈Cw〉 ≤ 0.44 ❛♥❞ σ ♠♦❞❡❧ 0.87 ≤ 〈Cσ〉 ≤ 1.2
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❛r❡ ❛❧s♦ ❛❜♦✉t 30% s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ 0.5 ❛♥❞ 1.5 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❛t ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❧t❡r ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ♠❛②
❜❡ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡
✜❧t❡r t②♣❡ ♦r t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣ ▲❊❙ ✭❙❝♦tt✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✸ ❬✶✷✻❪❀
◆✐❝♦✉❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶ ❬✶✵✸❪✮✳

✸✳✺✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ✇❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ♦✉r
❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛ ❞✐r❡❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇
✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r Reτ = 950✱ ❛♥❞ ♦♥ ❛ ❞✐r❡❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t Reτ = 617✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛❜❛s❡s
✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✸✳✺✳✶✳ P❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇

▼♦st r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛t ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r
✭P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✶ ❬✶✶✷❪❀ ❍ärt❡❧ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✻✷❪❀ ❆❜❜à ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸ ❬✶❪❀ ❈✐♠❛r❡❧❧✐ ❛♥❞ ❉❡
❆♥❣❡❧✐s ✷✵✶✷ ❬✸✵❪✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱
t❤❡ ❉◆❙ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ✉s ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
❏✳❏✐♠❡♥❡③ ❡t ❛❧✳ ❛t Reτ = 950✳ ❚❤✐s ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ ❉◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ str❡❛♠✲
✇✐s❡ ✭①✮ ❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡ ✭③✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦ s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦
♣❛r❛❧❧❡❧ ✇❛❧❧s✳ ❚❤❡ ❣r✐❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s Nx × Ny × Nz = 2048 × 385 × 1535✱ ✐♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥
8π× 2× 3π✳ ❆ ❈❤❡❜②❝❤❡✈ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ✇❛❧❧✲♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭②✮✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
✇♦r❦✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦✇❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ▼❡❛♥ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② U+ ✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡ η ✭❜✮ ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧
♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❤❛❧❢ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t Reτ = 950✳

❚❤❡ ✷❉ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ◆♦ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱



✺✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❆ P❘■❖❘■ ❆PP❘❖❆❈❍ ❆◆❉ ▼❊❚❍❖❉❖▲❖●❨

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❚✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 〈q2〉 ✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ r❛t❡ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 〈ǫ〉 = 〈|2νSijSij|〉 ✭❜✮ ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t Reτ = 950✳

s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛ r❛t❤❡r ✜♥❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ st❡❡♣ ♠❡❛♥✲✢♦✇
❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✜❧t❡r s❝❛❧❡s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ t❤❡ ❙●❙ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇✐❧❧
st✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t t✉r❜✉❧❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r✲✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡❧♦✇
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳

❚❤❡ ♠❡❛♥ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ✇❛❧❧ ✉♥✐t U+ ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✭✸✳✾✮✱ ✐t ❦❡❡♣s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡
✭η✮ ✐s ❛❧s♦ ♣❧♦tt❡❞✳ ❋✐❣✳ ✭✸✳✶✵✮ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ t♦t❛❧ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 〈q2〉✱ ❛♥❞ t❤❡
❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ 〈ǫ〉 ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ t❡r♠s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦
♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♦t❤❡r st❛t✐st✐❝s ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
❢♦✉r s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

✸✳✺✳✷✳ ❈❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇✐t❤ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣✲
✐♥❣ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▼❛rq✉✐❧❧✐❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶ ❬✽✼❪ ❛♥❞ ▲❛✈❛❧ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✷✮ ❬✼✸❪✳ ❚❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❧❡t ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❤❛❧❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐❞t❤ ✐s
Reτ = 617✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ✐s 4π×2×π ✇✐t❤ ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ 2304×385×576✳
■♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ 4th✲♦r❞❡r ❡①♣❧✐❝✐t ✜♥✐t❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✳ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❈♦❧❧♦✲
❝❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ s♣❛♥✇✐s❡
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ s♣❛♥✇✐s❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ 2π ❛♥❞ ❛ s②♠♠❡tr② ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ π
✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❛❧❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t♦ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♦♥❡s✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s
❛❜♦✉t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▼❛rq✉✐❧❧✐❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽ ❬✽✽❪✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❤♦✲
♠♦❣❡♥❡♦✉s s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜r❛❝❦❡t 〈·〉✳ ❲❛❧❧
✉♥✐ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ s✉♠♠✐t ♦❢ t❤❡ ❜✉♠♣ ✭us

τ = 0.0695✮ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t +✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❛❧❧ ✉♥✐ts ❜❛s❡❞ ♦♥ uo

τ = 0.0494 ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ❤❛✈❡
t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t ⋆✳

❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡ η ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✭✸✳✶✶✮✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤✐s r❛t✐♦ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 2✳ ■t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸ ✐♥ t❤❡
❞✐✈❡r❣✐♥❣ ♣❛rt ❛♥❞ ❣♦❡s ✉♣ t♦ ✺ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✐♥ ✇❛❧❧ ✉♥✐ts ✉s✐♥❣ t❤❡
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✐♥❧❡t ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ∆⋆
x = 5.1, 0.02 < ∆⋆

y < 5.1,∆⋆
z = 3.4✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s

❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ∆⋆
x = 10.7,∆⋆

y = 7.9,∆⋆
z = 7.4✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❙♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉◆❙ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡✳
∆x,∆y,∆z ❛r❡ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡s ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡✱ ✇❛❧❧✲♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ Pr❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t dCp/ds ❛t
t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❙❦✐♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cf =
τw/(

1
2
ρU2

o ) ❛t t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s✳

❚❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t dCp/ds ✭s ✐s t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜✉♠♣✮ ❛t t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷✱ ✇❤❡r❡ uτ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡
♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t t❤❡ ✢❛t ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ✐s s♠♦♦t❤❡r ❛♥❞ ✇❡❛❦❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r
✇❛❧❧✳ dCp/ds ❜❡❝♦♠❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ x = 0.2 ❛♥❞ r✐s❡s ✉♣ t♦ dCp/ds = 0.8 ❛t
❛❜♦✉t x = 1.6✳ ❆t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❜❡❣✐♥s ❛t x = −0.2
❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✈❡r② s❤❛r♣❧② ♥❡❛r x = 0.2✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ❡♥❝♦✉♥t❡rs ❛ str♦♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t
✭dCp/ds > 0.09✮ ❛t ❜♦t❤ ✇❛❧❧s✳ ❚❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ dCp/ds ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ 0.09 ❛t t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s ❛r❡ x = 0.24 ❛♥❞ x = 0.75 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Cf = τw/(
1
2
ρU2

o ) ❢♦r t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸✱
✇❤❡r❡ Uo ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t✳ ❇♦t❤ ♣❡❛❦s ♦❢ Cf ❛t t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s ♦❝❝✉r
❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x ≃ −0.6✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ s❧✐❣❤t❧② s❡♣❛r❛t❡s ❛t
t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ❜✉t ♥♦t ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳ ❆ t❤✐♥ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡
0.5 < x < 1.5✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷✳

❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 〈q2〉 ✐♥ t❤❡ ①✲② ♣❧❛♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✹✳
❚✇♦ str♦♥❣ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧
t❤❛♥ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❆P● ❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✳ ❙♦ ❛s t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❛ ❞❡t❛✐❧
✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛❧♦♥❣
t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♣❡❛❦ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧♦❝❛t❡❞ ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ♥❡❛r y⋆ ∼ 11 ❛t x = 0.0 ❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇❤❡♥ ♣r♦❣r❡ss✐♥❣
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❞♦✇♥str❡❛♠✳ ❚❤❡s❡ ♣❡❛❦s r❡❛❝❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥❡❛r y⋆ ∼ 33 ❛t x = 1.2✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❛
✈❡r② s❤❛r♣ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭▲❛✈❛❧ ❡t ❛❧ ✷✵✶✷ ❬✼✸❪✮✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❡❛❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ y⋆ ≃ 30 ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ♣❡❛❦ ♦❢ ✈♦rt✐❝❡s ♥❡❛r
x ≃ 1.0 ❡①❛♠✐♥❡❞ ❜② ▲❛✈❛❧ ✷✵✶✷ ❬✼✶❪✳ ❚❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ♥❡❛r ✇❛❧❧ ♣❡❛❦ ✐s r❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡s ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ♠♦✈❡ ❛♣❛rt✳ ❚❤✐s ❛❣r❡❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ str❡❛♠✇✐s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ❜②
▲❛✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷ ❬✼✸❪ ✇❤♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡
❣r❛❞✐❡♥t ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡❛❦✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♣❡❛❦ ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t
t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ❜✉t s❧✐❣❤t❧② s❤✐❢t❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❧✐❣❤t str❡❛♠✇✐s❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡
✜rst ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ◆♦r♠❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 〈q2〉 ❛t t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s
✐♥ t❤❡ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t r❡❣✐♦♥s✳
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❖

+0.0E+00
+1.0E-02
+2.0E-02
+3.0E-02
+4.0E-02
+5.0E-02
+6.0E-02
+7.0E-02

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❘❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫ〉 = 〈2νSijSij〉 ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇
✇✐t❤ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t Reτ = 617✳

❙♦ ❛s t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♦t❤❡r st❛t✐st✐❝s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐s✲
s✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫ〉 = 〈2νSijSij〉 ✐♥ t❤❡ ①✲② ♣❧❛♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✻✳ ❚✇♦ ✐♥t❡♥s❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢



✸✳✻✳ ◆❯▼❊❘■❈❆▲ ▼❊❚❍❖❉❙ ❆◆❉ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❆▲ ■❙❙❯❊❙ ✺✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ■s♦✲✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ◗✲❝r✐t❡r✐♦♥ ✭Q = 1
2
[|Ω|2−|S|2] ✇✐t❤ S = 1

2
[∇u+(∇u)T ]

❛♥❞ Ω = 1
2
[∇u− (∇u)T ]✮ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛❞✐✉s ♦❢ str❡❛♠✇✐s❡ ✈♦rt✐❝❡s ✭❛✮ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ str❡❛♠✇✐s❡ ✈♦rt✐❝❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❤✐❣❤ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥ ✭❜✮ ♦♥
❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇✐t❤ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t Reτ = 617 ✭❢r♦♠ ▲❛✈❛❧ ✷✵✶✷ ❬✼✶❪✮✳

〈ǫ〉 ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❤❛r♣ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❜♦t❤
t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✺✮ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✻✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢
❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦rt✐❝❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ s❧✐❣❤t❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s✉♠♠✐t ♦❢ t❤❡ ❜✉♠♣
❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✼✳ ■♥
t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ✈♦rt✐❝❡s r❛❞✐✉s ✐♥ t❤❡ ①✲②
♣❧❛♥❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ▲❛✈❛❧
✷✵✶✷ ❬✼✶❪✱ ✇❤♦ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ str❡❛♠✇✐s❡ ✈♦rt✐❝❡s ♥❡❛r t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❡♥❡r❣②
♣❡❛❦ r❡❣✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ✸✵ t✐♠❡s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r r❡❣✐♦♥s✳ ❆t x ≃ 1.0✱ y+ < 50 ♦❝❝✉rs t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♥s✐t② ♦❢ str❡❛♠✇✐s❡ ✈♦rt✐❝❡s ✇❤♦s❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛❞✐✉s ✐s r⋆ ≃ 15 ✭❧❡ss t❤❛♥ 10
t✐♠❡s ♦❢ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡ η✮ ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✽✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s r❛❞✐✉s ✐s r⋆ ≃ 30 ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣❡❛❦ r❡❣✐♦♥✳ ❙♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s❡
❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ✐s ♠❛✐♥❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ✈♦rt✐❝❡s✳

✸✳✻✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐ss✉❡s

❆s ❛ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥ 8th✲
♦r❞❡r ✭✐♠♣❧✐❝✐t ✺✲✺ st❡♥❝✐❧✮ ❝♦♠♣❛❝t ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛✲
t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣r✐❞✱ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ✜♥✐t❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❵❘✉♥❣❡✬ ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ ✐s s♣✉r✐♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s t❤❛t ♠❛②
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❛♣♣❡❛r ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✲
✐♥❛❧ ❉◆❙ ❣r✐❞✱ t❤❡ ♦♥❧② s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❵❘✉♥❣❡✬ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥♦♥✳ ❯s✐♥❣ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ❵❘✉♥❣❡✬ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s ✉s✉❛❧❧②
r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst 4−5 ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✹✽ ♣♦✐♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛t
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ s♣❛♥✇✐s❡ ❛♥❞ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧
✢♦✇✱ ❛♥❞ ✷✹ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇✐t❤ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛r❡ ✐❣♥♦r❡❞✳ ❚❤❡s❡
❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❵❘✉♥❣❡✬ ❡✛❡❝t t♦ ❛✛❡❝t t❤❡
st❛t✐st✐❝s✳

❚❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ♣r❡s❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r ✶✵ ✜❡❧❞s ♦❢ ♣❧❛♥❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ ❛♥❞ ✹✻✺ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ♦r ✶✽✻ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❢♦r t❤❡ ❆P●
❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦❞❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥
❋♦rtr❛♥ ✾✵ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣ ■♥t❡r❢❛❝❡ ✭▼P■✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ✸✷ ✭❢♦r ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✮ ♦r ✸✺ ✭❢♦r ❆P● ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✮ ❈P❯s ♦♥
t❤❡ ▲▼▲ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s❡r✈❡r ✭✻ ♥♦❞❡s✱ ✹ ✶✷✲❝♦r❡s ❆▼❉ ❈P❯✱ ✷✳✵ ●❤③✮✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❧❛r❣❡❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐s ❛✛❡❝t❡❞
❜② t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② ✹✻✺ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ r❡q✉✐r❡s ❛❜♦✉t 100 t♦ 200 ❤♦✉rs
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡✳ ❆s t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✭❤❛❧❢ ❛ ❜✐❧❧✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢
❣r✐❞ ♠❡s❤✮ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ s♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡s ✉♣ t♦ 200 ●❜ ♦❢
♠❡♠♦r②✳



❈❤❛♣t❡r ✹

❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇

✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ t❡sts ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❛♥❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧
✢♦✇ ❛t Reτ = 950✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣
❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞ ✜♥❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ t❡st❡❞ ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ✷❉ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳

✹✳✷✳ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t❧② s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ❧❛②❡r ♦❢ ✇❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ t❤❡
❡♥❡r❣② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞✳ ❘♦❜✐♥s♦♥ ✭✶✾✾✶✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t
❞②♥❛♠✐❝ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❧❛②❡r ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✈♦rt✐❝❡s ✇❤♦s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ✇❛❧❧
✉♥✐ts✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② r❡s♦❧✈❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ❧❛t❡r
r❡s❡❛r❝❤ ♦❢t❡♥ s✉❣❣❡st t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐❞t❤ t♦ ❜❡ ∆+

x ≤ 100 ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❛♥❞ ∆+
z ≤ 20 ✐♥

s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛s t❤❡ ♦✉t❡r ✢♦✇ ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞✱ ❧❛r❣❡r s♣❛❝✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✭❩❛♥❣
✶✾✾✶ ❬✶✹✾❪❀ P✐♦♠❡❧❧✐ ✷✵✶✵ ❬✶✵✾❪❀ ❈✐♠❛r❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷ ❬✸✵❪✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡✱ ❛ ❧❛r❣❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✭✹✳✶✮ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s❡❛r❝❤✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ✜❧t❡rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✹✳✶✮✳ ❚❤r❡❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛t y+ = 15 ✭❜✉✛❡r ❧❛②❡r✮✱
y+ = 80 ✭❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❧❛②❡r✮ ❛♥❞ y+ = 600 ✭♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✮ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t
✜❧t❡r s✐③❡s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s✳ ■♥ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ✇❤✐❝❤
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ❜② t❤❡ ✜❧t❡r✳ ❚❤✐s s❡♣❛r❛t✐♦♥
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✭✹✳✶✮ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ ♣♦s✐t✐♦♥ y+ = 15✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❧❛r❣❡
s❝❛❧❡s ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ E11✱ E22 ❛♥❞ E33✳ ❆s ♠♦✈✐♥❣ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✱
t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r ❛t t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♣♦s✐t✐♦♥s y+ = 80 ❛♥❞ y+ = 600✳ ❚❤❡
✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s♣❡❝tr❛ r❛♥❣❡✳ ▼♦st
♦❢ t❤❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ❢❛❧❧s ✐♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡ ♦r ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ r❛♥❣❡✳ ❙♦♠❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ s❧✐❣❤t❧② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡✳

✻✶



✻✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❋❖❘ ❚❍❊ P▲❆◆❊ ❈❍❆◆◆❊▲ ❋▲❖❲

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ❛❧♦♥❣ str❡❛♠✇✐s❡ ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡ ✭❜✱
❞✱ ❢✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛t t❤r❡❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s✿ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r ✭y+ = 15✮✱ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❧❛②❡r
✭y+ = 80✮ ❛♥❞ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ✭y+ = 600✮✳ uη = (ǫν)1/4✳

❇✉t t❤❡② ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ ♥♦t t♦ t❛❦❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ❛s t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧
r❛♥❣❡ ❜❡❝♦♠❡s ✇✐❞❡r ❢♦r t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❋✐❣✳ ✭✹✳✶✮ ❛❧s♦ ❞✐s♣❧❛②s
t❤❛t✱ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

z ♣❧❛②s ❛ ❧❡ss s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ❢♦r t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝



✹✳✷✳ ❈❍❖■❈❊ ❖❋ ❋■▲❚❊❘ ❲■❉❚❍ ✻✸

❡♥❡r❣② ❛s ♠♦✈✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ■t ✜❧t❡rs ♦✉t ❧❡ss s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♥❡❛r
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ✭y+ = 600✮ t❤❛♥ ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❢r♦♠ ∆+

z = 10 t♦ 20 ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤
✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 〈q2sgs〉v t♦
t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 〈q2〉v ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥
✜❧t❡rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✭✹✳✶✮✳ ❆s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✹✳✶✮✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤
✭❜♦t❤ ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ❛t s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r t❤❛♥ ✇✐t❤
▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✐s ♥♦t
❛s s❤❛r♣ ❛s t❤❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ■t ✜❧t❡rs ♦✉t ❧❡ss ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ s♠❛❧❧ s✉❜✜❧t❡r s❝❛❧❡s✱ ❜✉t ✐t
❛❧s♦ ✜❧t❡rs ♦✉t ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ s♦♠❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
s♣❡❝tr❛✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ s✉❜✜❧t❡r ❡♥❡r❣② ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r
t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
r❡s❡❛r❝❤✳

∆+
x = 50 ∆+

x = 100 ∆+
x = 200

∆+
z = 10

▲ss✲5th 2.77% 10.42%
●❛✉ss✐❛♥ 6.70% 15.26%

∆+
z = 20

▲ss✲5th 3.14% 10.66% 24.54%
●❛✉ss✐❛♥ 8.34% 16.53% 29.59%

∆+
z = 40

▲ss✲5th 12.62% 25.71%
●❛✉ss✐❛♥ 20.03% 32.03%

∆+
z = 80

▲ss✲5th 30.27%
●❛✉ss✐❛♥ 37.79%

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 〈q2sgs〉v/〈q

2〉v✱ 〈q〉v = 0.004

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❡✛❡❝t✱ ❋✐❣✳ ✹✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛✈❡r❛❣❡❞ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ✭①✱③✮ t♦ t❤❡ t♦t❛❧
♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❘❡s✉❧ts
❛r❡ ❣✐✈❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ ❛♥❞ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ t❤✐s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
❞❡♣❡♥❞s ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x ✱ ❛s ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✇❛✈❡
♥✉♠❜❡rs ✇❤❡r❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ✐s ✢❛tt❡r t❤❛♥ s♣❛♥✇✐s❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✮✳ ❆❧❧
t❤❡ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❝♦❧❧❛♣s❡ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ❢♦r ∆+

z = 10
❛♥❞ 20✱ ❛s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ∆+

z = 10 ❛♥❞
20 ✐s s♠❛❧❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❛❜❧❡✳ ✭✹✳✶✮ ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t✱ ❛❧❧ t❤❡ ✜❧t❡r s❡ts
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❤❛✈❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞
s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❢r♦♠ ∆+

z = 10 t♦
20✳ ❇✉t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝❛✉s❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r
✇✐❞t❤ ❢r♦♠ ∆+

z = 20 t♦ 40 ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✹✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ s✉❜❣r✐❞
s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❚❛❜❧❡✳ ✭✹✳✶✮✳

■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❢r♦♠ ∆+
z = 20 t♦ 40 ❛♥❞ ❢r♦♠ 40 t♦ 80 ❧❡❛❞s t♦ ❛

s✐❣♥✐✜❝❛♥t r✐s❡ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②



✻✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❋❖❘ ❚❍❊ P▲❆◆❊ ❈❍❆◆◆❊▲ ❋▲❖❲

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
〈
q2sgs
〉
t♦ t❤❡ t♦t❛❧ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝

❡♥❡r❣② 〈q2〉 ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs✱ ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✭❛✱ ❜✮ ❛♥❞
✐♥ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ✭❝✱ ❞✮ ✭❚❤❡ s❛♠❡ ❧❡❣❡♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✜❣✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r ❡①❝❡♣t s♣❡❝✐❛❧ ♥♦t✐✜❝❛t✐♦♥s✮✳

✐♥ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❛♥❞ ❜✉✛❡r ❧❛②❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛
❛t y+ = 15 ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✹✳✶✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ y+ ≤ 10✱ t❤❡ ✜❧t❡r s❡t ❛t∆+

x = 100 ❛♥❞
∆+

z = 40 ❤❛s ❧❛r❣❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② t❤❛♥ t❤❡ ✜❧t❡r s❡t ❛t ∆+
x = 200

❛♥❞ ∆+
z = 10✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r s❡t ✇✐t❤ ∆+

x = 50 ❛♥❞ ∆+
z = 20 ✐s ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❧t❡r

s❡t ✇✐t❤ ∆+
x = 100 ❛♥❞ ∆+

z = 10 ✉s✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡
❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ s♣❛♥✇✐s❡ s❝❛❧❡s✳ ❚❤✐s ❛❣r❡❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❈✐♠❛r❡❧❧✐ ❛♥❞
❉❡ ❆♥❣❡❧✐s ✷✵✶✷ ❬✸✵❪✱ ✇❤♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ str♦♥❣❡r
✐♥ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s✳

✹✳✸✳ ❊♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠

■♥ ▲❊❙✱ ✐t✬s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞
❛♥❞ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s✳ ▼♦st ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛t ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❧t❡rs ✭P✐♦♠❡❧❧✐



✹✳✸✳ ❊◆❊❘●❨ ❚❘❆◆❙❋❊❘ ▼❊❈❍❆◆■❙▼ ✻✺

❡t ❛❧✳ ✶✾✾✶ ❬✶✶✷❪❀ ❍ärt❡❧ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✻✷❪❀ ❍♦r✐✉t✐ ✶✾✾✼ ❬✻✺❪❀ ❆❜❜à ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸ ❬✶❪❀ ❈✐♠❛r❡❧❧✐
❛♥❞ ❉❡ ❆♥❣❡❧✐s ✷✵✶✷ ❬✸✵❪✮✳ ❚❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t❧②
♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❙❡❧❞♦♠ st✉❞✐❡s ❞✐r❡❝t❧② r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❙●❙
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♦r ❙●❙ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ✇✐❧❧ st✉❞② t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ♦♥ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ ♦♥❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❙●❙ ❞✐✛✉s✐♦♥
❛♥❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐❛❧ ❡♠♣❤❛s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙
❡♥❡r❣②✳

✹✳✸✳✶✳ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✇✐❧❧ ✜rst ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✱ ✇✐t❤
✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100 ❛♥❞ ∆+
z = 20✱ ✉s✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢

❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❢♦r✇❛r❞❧② tr❛♥s❢❡r❡❞ ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s
✭❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r Tsgs ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ✐♥ t✉r♥
tr❛♥s❢❡r❡❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❢r♦♠ s♠❛❧❧ t♦ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ✭❜❛❝❦ s❝❛tt❡r✮ ✇❤❡♥ Tsgs ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡
❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r Tsgs ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐tt❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳
❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ T+

sgs ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✱
❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡ T−

sgs ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❛r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ❛♥❞
❜❛❝❦✇❛r❞ s❝❛tt❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✹✳✸✮✳ ❚❤❡
st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫ〉 ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✸✭❛✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦
s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✹✳✹✮✳

■♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r 〈T+
sgs〉/〈ǫ〉 ✐s ♦♥

❛✈❡r❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 〈T−
sgs〉/〈ǫ〉✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ♥❡t ❢♦r✇❛r❞ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ❢r♦♠

❧❛r❣❡ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✭❧❡ss t❤❛♥
4%✮ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤
▲ss✲5th ✜❧t❡r✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t 〈T+

sgs〉/〈ǫ〉 ❛♥❞ 〈T−
sgs〉/〈ǫ〉 ❛r❡ ❛❧♠♦st t✇✐❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ♠❛❣♥✐t✉❞❡s

✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❆✳✶ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤❛r♣♥❡ss
♦❢ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❛s✐❧② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡
st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫ〉v
❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✭❜✮✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ ❞♦♠✐♥❛♥t r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r 〈Tsgs〉/〈ǫ〉v ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ❞❡♠❛r❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡❣✐♦♥✳ ❆❜♦✈❡
y+ ≈ 15✱ t❤❡ ♥❡t tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐s ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✳ ❆ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♣❡❛❦
♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r 〈Tsgs〉/〈ǫ〉v ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r✱ ❛t ❛❜♦✉t y+ ≈ 21✳ ❚❤✐s
♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♣❡❛❦ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ y+ ≈ 18✱ ❛s
❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✭✸✳✶✵✮ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❇✉t s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ✭❛❜♦✉t 10%✮ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡
❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r t❤❛♥ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ❛t t❤✐s ♣❡❛❦ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

❆ ♥❡t ❜❛❝❦✇❛r❞ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ 〈Tsgs〉/〈ǫ〉v ❢r♦♠ s♠❛❧❧ t♦ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ♦❝❝✉rs ✐♥
r❛♥❣❡ y+ < 15✱ ❛s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❡r♠ 〈T−

sgs〉/〈ǫ〉v ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
♦♥❡ 〈T+

sgs〉/〈ǫ〉v ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r y+ ≤ 5✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s
❛❧♠♦st ③❡r♦✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✭72%✲85%✮ tr❛♥s❢❡r ❡♥❡r❣② t♦ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s✳
❚❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ♥❡t ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❝❝✉rs ❛t ❛❜♦✉t y+ ≈ 6✱ ✇❤❡r❡ ❛❜♦✉t 85% ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ✐s ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❧❛②❡r✳
❍ärt❡❧ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✻✷❪ ❛♥❞ P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✻ ❬✶✶✹❪ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ❛ r❡✈❡rs❡ ❡♥❡r❣②



✻✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❋❖❘ ❚❍❊ P▲❆◆❊ ❈❍❆◆◆❊▲ ❋▲❖❲

✭❛✮ ❙t❛t✐st✐❝s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② 〈ǫ〉 ✭❜✮ ❙t❛t✐st✐❝s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② 〈ǫ〉v

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥s✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✭❛✮ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✭❜✮ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100 ❛♥❞ ∆+
z = 20 ❛♥❞ ❛

●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✇✐t❤ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r s❡t ❛t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 20✳ ❚❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✐♥s❡t✳

tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r✳ ❇✉t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♣❡❛❦s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
t❤❡ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t r❛♥❣❡ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✇❡r❡ ♥♦t
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ✭P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✶ ❬✶✶✷❪❀ ❍♦r✐✉t✐ ✭✶✾✾✼✮ ❬✻✺❪❀ ❆❜❜à
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❬✶❪✮✳

❋♦r t❤❡ ✜❧t❡r s❡ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 100 ❛♥❞ ∆+

z = 20 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th

✜❧t❡r✱ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s❤♦✇ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❡①✐st✳ ❋✐❣✳ ✹✳✺ ❛♥❞ ✹✳✻ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞
❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦❢ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ♦✉t❡r
r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✐s ❧❛r❣❡r ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞
♠♦r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ t❤❛♥ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ t❛✐❧ ♦❢ ❙●❙
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r 〈Tsgs〉/〈ǫ〉 ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡
y+ > 500 ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺✭❜✮✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t♦✇❛r❞ t❤❡



✹✳✸✳ ❊◆❊❘●❨ ❚❘❆◆❙❋❊❘ ▼❊❈❍❆◆■❙▼ ✻✼

❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❝❛tt❡r ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✼✳ ❆♥ ❡✈✐❞❡♥t r✐s❡ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r
♦❝❝✉rs ♥❡❛r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ∆+

x = 200 ❛♥❞ ∆+
z = 80✳

❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝❛✉s❡❞
❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐s ❝♦♥s✉♠❡❞ t♦ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ❝❛✉s❡❞ ❜② ✜❧t❡r t②♣❡ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣
tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳

✭❛✮ ❙t❛t✐st✐❝s ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✭❜✮ ❙t❛t✐st✐❝s ✇✐t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❖✉t❡r r❡❣✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th

❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧s ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ◆❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th

❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧s ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳

■♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ ❋✐❣✳ ✹✳✺ s❤♦✇s t❤❛t✱ t❤❡ ❢r♦♥t✐❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞
❞♦♠✐♥❛t❡❞ r❡❣✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ ♣❡❛❦s ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
〈Tsgs〉/〈ǫ〉v ♠♦✈❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❜♦t❤ ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡
❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛❧s♦ ❢♦r❝❡s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ♣❡❛❦s
t♦ ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r s❡ts ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳
❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣②
❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧t❡r s❡t ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✼✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❋✐❣✳ ✹✳✻ ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
〈Tsgs〉/〈ǫ〉v ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡r s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡
♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❜✐❛s ❡✈❡♥ ♦❝❝✉rs ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r s❡ts ✇✐t❤
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ Tsgs < 0 ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮
✜❧t❡rs✱ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡rt✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧s ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳

s♠❛❧❧❡r s♣❛♥✇✐s❡ s❝❛❧❡s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❋✐❣✳
✹✳✷✳ ❚❤❡ ♣❧❡♥t✐❢✉❧ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡r
✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦r t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡✱ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉s❡❞ t♦ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ ❙●❙
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✳

✹✳✸✳✷✳ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r s❡t ❛s
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x =
100 ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ∆+

z = 20 ✐♥ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✽ ❛♥❞ ✹✳✾✳ ❚❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡
♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✽✭❛✮
❛♥❞ ✹✳✽✭❜✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤
✭P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✶ ❬✶✶✷❪❀ ❆❜❜à ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸ ❬✶❪✮✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❛t ǫsgs > 0 ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ ❡♥❡r❣② ✢♦✇ ❢r♦♠ s♠❛❧❧ t♦ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ✭❜❛❝❦ s❝❛tt❡r✮✱ ❛♥❞ ǫsgs < 0 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ✭❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✮✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ǫ+sgs ❛♥❞ ǫ−sgs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✱ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐✲
♣❛t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ❛t ❛❧❧ ✇❛❧❧
♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❇✉t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❙●❙ ❞✐s✲
s✐♣❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r♦❜✉st ▲❊❙ ♠♦❞❡❧s✱ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤ ✭◆❛tr❛❥❛♥ ❛♥❞ ❈❤r✐st❡♥s❡♥ ✷✵✵✻ ❬✶✵✶❪✮✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
〈ǫ−sgs〉/〈ǫ〉 ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❦❡❡♣s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡ 〈ǫ+sgs〉/〈ǫ〉 ❛t ❛❧❧
✇❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦✇❡r❡❞ ❜② ❛ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✭♠♦r❡ t❤❛♥ 60%✮ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞
s❝❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✾✳

■♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♣❡❛❦ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
♦❝❝✉rs ❛t ❛❜♦✉t y+ = 11✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✽✳ ❆ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
♣❡❛❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❜② P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✶ ❬✶✶✷❪✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡ s♠❛❧❧ ♦r ❧❛r❣❡ ✜❧t❡r
✇✐❞t❤ ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❛t ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r Reτ = 180✳
❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤✐s ♣❡❛❦ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t ❛t ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
✷❉ ❝✉t♦✛ ✜❧t❡r✳ ❆❜❜à ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸ ❬✶❪ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ❝❧❡❛r ❢♦r✇❛r❞ ♣❡❛❦ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣②
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r Reτ = 660 ❢♦r t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✸❉
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✭❛✮ ❙t❛t✐st✐❝s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② 〈ǫ〉 ✭❜✮ ❙t❛t✐st✐❝s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② 〈ǫ〉v

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞
✭❛✮ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✭❜✮ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r ❛ ●❛✉ss✐❛♥
✜❧t❡r s❡t ❛t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 20✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❛
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r s❡t ❛t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 20✳

t♦♣❤❛t ✜❧t❡r✳ ❍ärt❡❧ ❛♥❞ ❑❧❡✐s❡r ✭✶✾✾✽✮ ❬✻✶❪ r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣②
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤✐s
❢♦r✇❛r❞ ♣❡❛❦ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ t②♣❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜❧t❡r s❡ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵✳ ❋♦r ❛❧❧ ✜❧t❡r s❡ts ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✳ ●❧♦❜❛❧❧②✱ ❤✐❣❤❡r ❢♦r✇❛r❞ ♣❡❛❦s ❛r❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ✜❧t❡r s❡ts ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ■♥ t❤❡ r❛♥❣❡ y+ < 10✱ ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r s❡t ✇✐t❤ ∆+

x = 100 ❛♥❞ ∆+
z = 40✱ t❤✐s

♣❡❛❦ ✐s ❧❛r❣❡r ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛♥ ❢♦r ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ✇✐t❤ ∆+
x = 200 ❛♥❞

∆+
z = 10✳ ❆♥❞ t❤❡ ✜❧t❡r s❡t ∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20 ❛♥❞ ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 10 ❤❛✈❡ ✈❡r② s✐❧✐♠❛r

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ t❤✐s r❛♥❣❡ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ●❧♦❜❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙●❙ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤❛t❡✈❡r
t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦r t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧
s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✇✐❧❧ ❞r✐✈❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣❡❛❦ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t♦ ♠♦✈❡
t♦✇❛r❞ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s r❡✈❡rs❡ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ♣❡❛❦s ♦❢ ❙●❙
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❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ◆❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✭❛✮
❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧s ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ❛♣♣❡❛rs ❛t ❛❜♦✉t y+ = 8
❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✾✳ ❚❤✐s ♣❡❛❦ ✐s ❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✶ ❬✶✶✷❪✱
✇❤♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ✐s ❝❧♦s❡ t♦ 50% t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛t ❧♦✇
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✭Reτ = 180✱ ✉s✐♥❣ ❝✉t♦✛ ✜❧t❡r✮✳ ❚❤❡② ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤✐s ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ▲❛t❡r✱ ❍♦r✐✉t✐ ✭✶✾✾✼✮ ❬✻✺❪
❢♦✉♥❞ t❤✐s ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♣❡❛❦ ❛t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r Reτ = 180 ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇
✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❆❜❜à ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❬✶❪ ❢♦✉♥❞ t❤✐s ♣❡❛❦ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱
❛t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r Reτ = 660 ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✉s✐♥❣ ❛ t♦♣❤❛t ✜❧t❡r✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶
s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ♣❡❛❦ ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞
t②♣❡✳ ■t ✐s ♠♦r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th

✜❧t❡r ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✮✳ ❆ ③♦♦♠ ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡t✳
❚❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧s ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳

❋✐❣✳ ✹✳✽ ❛♥❞ ✹✳✾ r❡✈❡❛❧ t❤❛t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦✛s❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐♥❝✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭y+ = 8✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢
t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ 〈ǫ+sgs〉/〈ǫ〉v ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭y+ = 11✮✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐ss②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙
❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ ❛s t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜②



✹✳✸✳ ❊◆❊❘●❨ ❚❘❆◆❙❋❊❘ ▼❊❈❍❆◆■❙▼ ✼✶

str❡❛❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇❡❧❧ ♦r❣❛♥✐③❡❞ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧② t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
〈ǫ+sgs〉 ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ 〈ǫ−sgs〉 ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷ s❤♦✇s t❤❛t✱
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ∆+

x = 100 ❛♥❞ ∆+
z = 20 ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✽ ❛♥❞ ✹✳✾ ✉s✐♥❣ ▲ss✲

5th ✜❧t❡r✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ 〈ǫ+sgs〉/〈ǫ〉v ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs
❛t y+ = 11✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡
✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥❡❛r y+ = 8 ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠
♥❡❛r y+ = 40✳ ❙♦ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ❞✐s♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣
❜❛❝❦✇❛r❞ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ 〈ǫ+sgs〉/〈ǫ〉v ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r
t❤❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ▲ss✲5th ✜❧t❡r ❛❝ts s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❛ ❝✉t♦✛ ✜❧t❡r ✇❤✐❝❤
♠♦r❡ ♠❛r❦❡❞❧② r❛✐s❡s t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛s
❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ▲❡s❧✐❡ ❛♥❞ ◗✉❛r✐♥✐ ✶✾✼✾ ❬✼✺❪ ❛♥❞ P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✻ ❬✶✶✹❪✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦
s❝❛tt❡r ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✭❜✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ P❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✜❧t❡r t②♣❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧s ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳

❋✐❣✳ ✹✳✽ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✲
✐♠✉♠ ♥❡❛r y+ = 100✳ ❚❤❡♥ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ❣r❛❞✉❛❧❧② t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤✐s ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❇✉t t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫsgs〉/〈ǫ〉
r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❛❢t❡r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳
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✭✶✾✾✶✮ ❬✶✶✷❪ ❛♥❞ ❆❜❜à ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❬✶❪✳ ❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ❛❧s♦ ♦❝❝✉r ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✜❧t❡r s❡ts ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✱ ❛s
r❡✈❡❛❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✸✳ ❚❤✐s ✐s r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞
❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺✭❜✮✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛s
s❡♥s✐t✐✈❡ ❛s t❤❡ ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
✜❧t❡r ✇✐❞t❤ st✐❧❧ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧
✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡ ❜② P♦rté✲❆❣❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶ ❬✶✶✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣②
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❧❛r❣❡r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❜♦t❤ ✐♥
str❡❛♠✇✐s❡ ❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✸✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣②
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡r ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✜❧t❡r
s❡ts✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ ❖✬❙✉❧❧✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶ ❬✶✵✺❪✱ ✇❤♦ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢
❙●❙ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ✜❧t❡r t②♣❡ ✐♥ sq✉❛r❡ ❞✉❝t ✢♦✇ ❛t Reτ = 600✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇❛❧❧✲❜♦✉♥❞❡❞ ✢♦✇ ❞♦ ♥♦t
❝♦❧❧❛♣s❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ✇❛❧❧✲❜♦✉♥❞❡❞ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛t ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r
✭P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✶✮ ❬✶✶✷❪❀ ❍ärt❡❧ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✻✷❪❀ ❍♦r✐✉t✐ ✭✶✾✾✼✮ ❬✻✺❪✮✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t
❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❝❛s❝❛❞❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❜♦t❤ ✐♥ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐s✲
s✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡❣✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✻ ❬✶✶✹❪✱ ✇❤♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❜❛❝❦✇❛r❞ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r
✉s✉❛❧❧② ♦❝❝✉r ✐♥ ❝❧♦s❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ❡✈❡♥t ❜❡✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧❧②
s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉♦♠❛r❛❞③❦✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✹✵❪ ❛♥❞ P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✻ ❬✶✶✹❪✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r✲
✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞
❛♥❞ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ✐s str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡ ✇❛❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ ✢♦✇s✳ ❆ s✐♥❣❧❡✱ q✉❛s✐✲str❡❛♠✇✐s❡✱ ✈♦rt❡① ✭♦r ❛ ♣❛✐r ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ❧❡❣
❛♥❞ ❛ ✇❡❛❦ ♦♥❡✮ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r ✐♥ ✇❛❧❧✲❜♦✉♥❞❡❞ ✢♦✇ ❛t ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✻ ❬✶✶✹❪✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ❛♥❞ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ❛♣♣❛r❡♥t❧②
❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❡❞❞②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡t tr❛♥s❢❡r ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
t✇♦ s✐❞❡s✳ ❋♦r ♦✉r r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ s♠❛❧❧ s♣❛♥✇✐s❡ t✉r❜✉❧❡♥t
s❝❛❧❡s ✐♥ ✈✐s❝♦✉s ❛♥❞ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r ✭❋✐❣✳ ✹✳✷✮ ✐s ✐♥❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ♥❡❛r✇❛❧❧
t✉r❜✉❧❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✉s✱ ♥❡❛r ✇❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t✱ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ❜✐❛s ✐♥ s♠❛❧❧ s♣❛♥✇✐s❡ t✉r❜✉❧❡♥t s❝❛❧❡s ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r
❝❛s❝❛❞❡ r❡❣✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✹✳✸✭❜✮ ❛♥❞ ✹✳✻✮ ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✳ ❇✉t
✐t✬s ♥♦t r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ♠❛✐♥❧②
❢♦r ❞✐ss✐♣❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡t ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ❛r❡ ♥♦t r♦❜✉st✳ ❚❤✐s ❛❣r❡❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤
▼❡♥❡✈❡❛✉ ❛♥❞ ❑❛t③ ✷✵✵✵ ❬✾✸❪ ✇❤♦ t❤♦✉❣❤t t❤❛t ❢♦r ❛ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡
❝♦rr❡❝t ♠❡❛♥ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♦♥❧② ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❜✉t ♥♦t ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦
r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✢♦✇ st❛t✐st✐❝s✳

✹✳✹✳ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ st✉❞✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✭❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❜② Pr✉❡tt ❛♥❞ ❆❞❛♠s ✷✵✵✵ ❬✶✷✵❪❀



✹✳✹✳ ❆ P❘■❖❘■ ❊❱❆▲❯❆❚■❖◆ ❖❋ ▼❖❉❊▲ ❈❖❊❋❋■❈■❊◆❚❙ ✼✸

❢♦r t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥ sq✉❛r❡ ❞✉❝t ✢♦✇ ❜② ❖✬❙✉❧❧✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶ ❬✶✵✺❪❀ ❢♦r t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝
s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ❜② P♦rté✲❆❣❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶ ❬✶✶✽❪❀ ❢♦r ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ❜② ❈❛r♣❡r ❛♥❞ P♦rté✲❆❣❡❧
✷✵✵✽ ❬✷✹❪❀ ❢♦r ❛ ❧❛❦❡ ❜② ❇♦✉✲❩❡✐❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽ ❬✶✽❪ ❡t❝✳✳✳✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦❢ ✉♣✲t♦✲
❞❛t❡ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❛r❡ ❣r❡❛t❧② ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤
❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②✱ ❲❆▲❊ ❛♥❞ σ
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❙●❙ tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ♦❢ r❡s♦❧✈❡❞
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✽✱ ✸✳✶✾ ❛♥❞ ✸✳✷✵ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢
t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✺ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳

✹✳✹✳✶✳ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ 〈Cs〉 ≈ 0.16 ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞
❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✭▲✐❧❧② ✶✾✻✼ ❬✼✼❪❀ ▼❡♥❡✈❡❛✉ ✶✾✾✼ ❬✾✹❪✮✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢ 〈Cs〉 ❤❛s ❜❡❡♥
❢♦✉♥❞ t♦♦ ❧❛r❣❡ ❢♦r ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❜② ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤ ✭❉❡❛r❞♦r✛ ✶✾✼✵ ❬✸✻❪❀ ▼♦✐♥ ❛♥❞
❑✐♠ ✶✾✽✷ ❬✾✾❪❀ P✐♦♠❡❧❧✐✱ ▼♦✐♥ ❛♥❞ ❋❡r③✐❣❡r ✶✾✽✽ ❬✶✶✸❪✮✳ ❙♦ 〈Cs〉 ≈ 0.10 ❛♥❞ 〈Cs〉 ≈ 0.065
✇❡r❡ ✉s❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② ❉❡❛r❞♦r✛ ✶✾✼✵ ❬✸✻❪ ❛♥❞ ▼♦✐♥ ❛♥❞ ❑✐♠ ✶✾✽✷ ❬✾✾❪ ❢♦r ♣❧❛♥❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ▲❛t❡r✱ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾ ❬✼✽❪ r❡♣♦rt❡❞ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ 0.06 ≤ 〈Cs〉 ≤ 0.14 ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✉s✐♥❣ ▲ss✲
5th ✜❧t❡r ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✹✳ ■♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cs〉 ❢❛❧❧ ✐♥ r❛♥❣❡
0.05 ≤ 〈Cs〉 ≤ 0.07✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤✱ ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ♦r t♦ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✭❙❝♦tt✐
❡t ❛❧✳ ✶✾✾✸ ❬✶✷✻❪❀ ◆✐❝♦✉❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶ ❬✶✵✸❪✮✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ✐s ♥❡❛r❧② ❝♦♥t❛♥t ❢♦r
∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20 ❛♥❞ r✐s❡s s♦♠❡✇❤❛t t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✜❧t❡r

✇✐❞t❤s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ P♦rté✲❆❣❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶ ❬✶✶✽❪✱
✇❤♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❤❛s ❧✐tt❧❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ tr❡♥❞s ♦❢ s✉❜❣r✐❞
s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ 〈Cs〉 ✐s s♠❛❧❧❡r ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r str❡❛♠✇✐s❡ ∆+

x ✱ ❡①❝❡♣t
❢♦r t❤❡ s❡t ∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20 ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞

s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✭❧❡ss t❤❛♥ 10%✮ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ■♥ ❢❛❝t✱ 〈Cs〉 ❤❛s t❤❡ s❛♠❡
str❡❛♠✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛s t❤❡ ♣❧❛♥❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫsgs〉/〈ǫ〉
✭❋✐❣✳ ✹✳✶✸✮ ❛♥❞ ❛s t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r ∆+
z ✳

❚❤✐s ❛❣r❡❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ P♦rté✲❆❣❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶ ❬✶✶✽❪✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞
s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞s s❧✐❣❤t❧② ♦♥ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ 〈Cs〉 ❤❛s ❛ ∆+

z ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡✲
❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫsgs〉/〈ǫ〉 ✐♥ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✳ ❙♦ 〈Cs〉 ✐s ♠❛✐♥❧② r❡❧❛t❡❞ t♦
❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦✇❛r❞ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 〈Cs〉 ❞✐s❝♦♥♥❡❝ts ❢r♦♠ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ 〈Cs〉 ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r
r❡❣✐♦♥ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♦♣❡r❛t♦r |S| ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲
✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♥❡❛r s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤✐s ♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦ ❤❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❱❛♥
❉r✐❡st ❞❛♠♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s s♦ ❛s t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ✐t ❜② ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺ s❤♦✇s
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ♦❢ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ♦❢ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♥❡❛r r❡❣✐♦♥
✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ f(y+) = 1− exp(−y+/25) ✐s t❤❡ ❱❛♥ ❉r✐❡st ❉❛♠♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s✐♦♥ ♦❢ 〈Cs〉 ✇✐t❤ ❱❛♥ ❉r✐❡st ❞❛♠♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡
st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② 〈Cso〉 ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧t❡r s❡t ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡
300 ≤ y+ ≤ 850✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉/〈Cso〉 ✐s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❱❛♥ ❉r✐❡st ❞❛♠♣✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ y+ < 20✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s 〈Cs〉/〈Cso〉 ♠♦st❧②
r❡❧② ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ α ✭α = ∆+

x /∆
+
z ✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t

r♦❧❡ ✐♥ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉✱ ❛s ❛♥❛❧②③❡❞ ❛❜♦✈❡ ✳ 〈Cs〉/〈Cso〉 ✐s ❝❧♦s❡r t♦
❱❛♥ ❉r✐❡st ❞❛♠♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r s♠❛❧❧❡r α✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢
〈Cs〉/〈Cso〉 ✐s ❛❧♠♦st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡✳

❋✐❣✳ ✹✳✶✻ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ r❛t✐♦ α = 2.5✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ 〈Cs〉 ❤❛s ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r t❤❛♥ ✇✐t❤
▲ss✲5th ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
〈Cs〉 ❜❡t✇❡❡♥ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❙♦ 〈Cs〉 ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥
✜❧t❡r ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤✱ s✐♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❛t✐♦ α = 2.5
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦♥ 〈Cs〉 ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r ✇✐❞t❤
❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❛t✐♦ α = 2.5✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cd〉 ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧
✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ✐s ❧❛r❣❡r ❢♦r ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r s❡t ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th✱ ❜✉t ✐s
s♠❛❧❧❡r ♦♥ ❧❛r❣❡ ✜❧t❡r s❡t ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cd〉 ♦❢ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞
s❝❛❧❡s ✐s ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②
♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧t❡r s❡t✳ ❚❤❡ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 〈Cd〉 ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✼✳ ■t
✐s ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧t❡r s❡t ✐♥ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ 〈Cd〉 ✇❤✐❝❤
✐s [0.03 − 0.07] ✐s ❛❧✇❛②s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ 〈Cs〉 ✭[0.05 − 0.07]✮ ❡①❝❡♣t ❢♦r ✭∆+

x = 50✱
∆+

x = 20✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ 〈Cd〉 ❤❛s ♠♦r❡ s❝❛tt❡r t❤❛♥ 〈Cs〉 ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r s❡ts✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈❛r♣❡r ❛♥❞ P♦rté✲❆❣❡❧ ✷✵✵✽ ❬✷✺❪✱ t❤✐s s❝❛tt❡r ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
❛ ❧❛r❣❡r t❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❧✐♠✐ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣♦✐♥ts ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ 〈Cd〉 ✐♥
t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❧✐❡s ♦♥ s♠❛❧❧❡r r❛t✐♦ α ✭α = ∆+

x /∆
+
z ✮✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t❧②

s♠❛❧❧❡r ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❢♦r ❡❛❝❤ α✳ ❚❤✉s✱ ✐t✬s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cd〉
✐s ❝❧♦s❡r t♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ❢♦r s♠❛❧❧ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ r❛t✐♦ α ❢♦r ♠♦st ❝❛s❡s✱ ❡①❝❡♣t
t❤❡ ✜❧t❡r s❡t ∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20 ❢♦r ✇❤✐❝❤ 〈Cd〉 ✐s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ 〈Cs〉✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜❧t❡r s❡t ✭∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40✮ ❢♦r α = 2.5 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r s❡❡♠s t♦ ❜❡
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t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ♠❛t❝❤ ❢♦r 〈Cd〉✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❛s 〈Cs〉 ✐♥ ♦✉t❡r
r❡❣✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ❛♥❞ 〈Cd〉 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ❛♥❞ 〈Cd〉 ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✱ ❇♦✉✲❩❡✐❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❬✶✽❪ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ ♦❢
〈Cd〉✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ 〈Cs〉 ❛♥❞ 〈Cd〉✱ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✉s✐♥❣
❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✽ ❛♥❞ ✹✳✶✾ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ 〈Cd〉 ❢r♦♠ 〈Cs〉 ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✭❢r♦♠ 0 t♦ 85%✮ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ ♦✉t❡r
r❡❣✐♦♥ ✭❧❡ss t❤❛♥ 40%✮✳ ❚❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞
❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮✳ ❱❡r② s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛r❡

♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ▲ss✲5th ✜❧t❡rs ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ❛
❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮ s❡❡♠s

t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cd〉 ✇✐t❤
t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ 〈Cs〉✳ ❖✬❙✉❧❧✐✈❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶ ❬✶✵✺❪ ❢♦✉♥❞ t❤❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t ❢♦r ❝✉t♦✛ ✜❧t❡r ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉✐t❛❜❧❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❢♦r ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②
♠♦❞❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ✈❡r✐✜❡s t❤❛t ▲ss✲5th ❤❛s ♣r♦♣❡rt✐❡s s✐♠✐❧❛r
t♦ ❝✉t♦✛ ✜❧t❡r✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐s s❤♦✇♥ ❤❡r❡ t♦ ❜❡ ♦❢t❡♥
✉♥❞❡r✲❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❇♦✉✲❩❡✐❞
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❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❬✶✽❪✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳

❋♦r t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ t❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆̂ ✐s ♦❢t❡♥ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤
t❤❛t ∆̂ = 2.0∆✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡✱ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cd〉

✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ t❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆̂ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧
✢♦✇ ❜② ❚s✉❜♦❦✉r❛ ✷✵✵✻ ❬✶✸✾❪✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆̂ ♦♥ 〈Cd〉 ❤❛s ❜❡❡♥
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✵✳ ❚❤❡ t❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆̂ ❤❛s ❛
❧❛r❣❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ 〈Cd〉 ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✐♥
t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st t❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆̂ = 1.5∆✳ ❙✉❝❤ ❛ s♠❛❧❧ t❡st
✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐s ♥♦t ❛❞✈♦❝❛t❡❞ ❢♦r ▲ss✲5th ✜❧t❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
〈Cd〉 ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r s❡t ✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮✳ ❚❤✐s t❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❤❛s ❧✐tt❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡

✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ✜❧t❡r ❛♥❞✴♦r t❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
〈Cd〉 t♦ 〈Cs〉 ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✱ ♥♦t ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

✹✳✹✳✷✳ ❲❛❧❧✲❆❞❛♣t✐♥❣ ▲♦❝❛❧ ❊❞❞②✲❱✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♣r♦♣❡r y+3 ♥❡❛r✲
✇❛❧❧ s❝❛❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❜② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡
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str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡s♦❧✈❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s ❛❧❧ t❤❡
t✉r❜✉❧❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤✐s ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ♦♥
▲❊❙ ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ♣✐♣❡ ✢♦✇ ❜② ◆✐❝♦✉❞ ❛♥❞ ❉✉❝r♦s ✶✾✾✾ ❬✶✵✷❪✳ ❆❧❧
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✿ t❤❡ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② ❣♦❡s ♥❛t✉r❛❧❧② t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡
✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❛ ✇❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s ③❡r♦ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ❢♦r ♣✉r❡ s❤❡❛r✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
〈Cw〉 ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ▲❊❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱
♥♦t❛❜❧② ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❜② ❑✉❜❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷ ❬✼✵❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞
♦♥ ✇❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cw〉 ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
▲ss✲5th ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cw〉 ≈ 0.5 ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇ ❜②
◆✐❝♦✉❞ ❛♥❞ ❉✉❝r♦s ✶✾✾✾ ❬✶✵✷❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❑✉❜❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷ ❬✼✵❪ ✇✐t❤
0.2 ≤ 〈Cw〉 ≤ 0.4 ❢♦r ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡
❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ 〈Cw〉 ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ▲ss✲5th ✜❧t❡rs ❛s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✶✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cw〉 ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ✭0.2 ≤ 〈Cw〉 ≤ 0.27✮
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤ ❛❧s♦ r❡✈❡❛❧s ✐ts s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ♦r t♦ t❤❡ ✷❉
✜❧t❡r✐♥❣ ❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cw〉 ✐s ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ∆+

x ✱ ❜✉t
✐s ❛❧✇❛②s ❧❛r❣❡r ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r ∆+

z ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ t❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤
t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❙●❙
❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
❜② t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✭−2.0〈(νsgs/C

2
w)SijSij✮✳

◆✐❝♦✉❞ ❛♥❞ ❉✉❝r♦s ✶✾✾✾ ❬✶✵✷❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ ✢♦✇✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ 〈Cw〉 ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ 〈Cs〉 ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ t❤❡
r❛♥❣❡ 3.24 ≤ 〈Cw〉/〈Cs〉 ≤ 3.36✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ 〈Cw〉 ❛♥❞ 〈Cs〉 ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❢❛❧❧s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 3.31 ≤ 〈Cw〉/〈Cs〉 ≤ 3.69 ❛s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✢♦✇✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❧❛r❣❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳

❆s ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cw〉 ❜❡❝♦♠❡s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❧❛r❣❡r ✭❛❜♦✉t
0.1 ≤ 〈Cw〉 ≤ 1.4✮ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✷✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✵✮✳ ■t✬s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ t❤❡
♣❡❛❦ ♦❢ 〈Cw〉 ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧t❡r s❡t ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ y+ < 10✳ ❚❤✐s ♣❡❛❦ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
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∆+
z t❤❛♥ t♦ ∆+

x ✳ ■t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
z ✱

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ∆+
z = 80 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇❤❡r❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✐♥ ✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥✳

❚❤✐s ✐s ♣❛rt❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
✭❋✐❣✳ ✹✳✶✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t✬s ❧❛r❣❡❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r 〈Sd

ijS
d
ij〉

♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✸✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t♦r r❛♣✐❞❧② ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ♥❡❛r
s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ ❛ ✇❛② ✇❤✐❝❤ ✐s ❣r❡❛t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ■t ❜❡❝♦♠❡s
✈❡r② s♠❛❧❧ ❢♦r ❧❛r❣❡ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

z ✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r
✇✐❞t❤ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✹✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cw〉 t♦
s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

z ♣r❡✈❛✐❧s ✐♥ ✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥✳

∆
+
x = 50 ∆

+
x = 100 ∆

+
x = 200

∆
+
z = 10

▲ss✲5th 3.35 3.48

●❛✉ss✐❛♥ 3.37 3.46

∆
+
z = 20

▲ss✲5th 3.31 3.43 3.65

●❛✉ss✐❛♥ 3.34 3.45 3.69

∆
+
z = 40

▲ss✲5th 3.35 3.61

●❛✉ss✐❛♥ 3.39 3.66

∆
+
z = 80

▲ss✲5th 3.66

●❛✉ss✐❛♥ 3.64

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❘❛t✐♦ ♦❢ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cw〉/〈Cs〉 ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 300 ≤ y+ ≤ 850 ✉s✐♥❣
▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cw〉 ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧
r❡❣✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
z = 80 ❛r❡

♥♦t ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡❛❧ str❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦rr❡❝t❧②
♣r❡❞✐❝t t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ♠♦t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥
✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✹✳✷✮✳ ❚❤✉s✱ s♠❛❧❧ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

z < 40 ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦♥ 〈Cw〉 ✐s st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲ss✲5th ❛♥❞
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✺ ❛♥❞ ✹✳✷✻✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ 〈Cw〉
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✿ ◆❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ♦♣❡r❛t♦r 〈Sd
ijS

d
ij〉 ✉s✐♥❣

▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✿ ◆❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣②
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

✐s ❧❛r❣❡r ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r s❡t ✭∆+
x = 200✱

∆+
z = 80✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♣❡❛❦ ♦❢ 〈Cw〉 ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤

∆+
z = 80 ✐s ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞ s♦♠❡✇❤❛t ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❜② t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❲❤❡♥

❧❛r❣❡ s♣❛♥✇✐s❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐s ✉s❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧❡ss ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡
✐♥ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❧❛②❡r ✭y+ < 10✮ ✇❤❡r❡ ♣✉r❡ s❤❡❛r ♦r r♦t❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥❢r❡q✉❡♥t❧②✳ ❆♥②❤♦✇✱
s♠❛❧❧ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

z < 40 ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ▲ss✲5th ♦r ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s
✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ 〈Cw〉 ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✳

✹✳✹✳✸✳ σ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳✹ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷ t❛❦❡s ❛ ❢♦r✇❛r❞ st❡♣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝✉❜✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ ❛♥② ❛❞✲❤♦❝ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
✈❛♥✐s❤ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✜❡❧❞ ✐s ❡✐t❤❡r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦r t✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ♣✉r❡ s❤❡❛r ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❜♦❞② r♦t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✳ ❙t✐❧❧✱ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st✱ ✐s ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡ ♦r
t✐♠❡ ✭◆✐❝♦✉❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶ ❬✶✵✸❪✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cw〉 ✐♥ t❤❡
♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cw〉 ✐♥ ♥❡❛r
✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳

❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❝❛②✐♥❣ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ◆✐❝♦✉❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶ ❬✶✵✸❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
♦r s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ❤❛s s❤♦✇♥
t❤❡ ♣r♦♣❡r ❝✉❜✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ♥❡❛r✲✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t Reτ = 395 ❛♥❞
590 ❜② ◆✐❝♦✉❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶ ❬✶✵✸❪✳ ❇✉t ✐t st✐❧❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
♦❢ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✇❛❧❧✲❜♦✉♥❞❡❞ ✢♦✇s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ◆✐❝♦✉❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶ ❬✶✵✸❪✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t 〈Cσ〉 ≈ 1.5 ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝
t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cσ〉 ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇
✉s✐♥❣ t❤❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✼ ❛♥❞ ✹✳✷✽✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ 〈Cσ〉 ❤❛s ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r
✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ 〈Cw〉 ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ 〈Cσ〉 ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r
r❡❣✐♦♥ ✭0.55 ≤ 〈Cσ〉 ≤ 0.75✮ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤✱ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡
s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ❛s ❢♦r 〈Cs〉 ♦❢ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ 〈Cw〉 ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cσ〉 ✐s ❛❧s♦ ❧❛r❣❡r ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭❛❜♦✉t 0.3 ≤ 〈Cσ〉 ≤ 1.8✮ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r
✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✳ ❆ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 〈Cσ〉 ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✇❛❧❧
❞✐st❛♥❝❡ ✭y+ < 10✮ ❛s ❢♦r 〈Cw〉 ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r t❤❡ σ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ 〈Cσ〉 ✐s
❧❛r❣❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
❜② t❤❡ σ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r 〈Dσ〉 ✭❞❡✜♥❡❞ ❜②
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼✿ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cσ〉 ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽✿ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cσ〉 ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥
✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾✿ ◆❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ♦♣❡r❛t♦r 〈Dσ〉 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th

✜❧t❡r✳

❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✽ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✮ ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✳ ✹✳✷✾✮✱ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r 〈SijSij〉
✐s ♥♦t ❛s s❡♥s✐t✐✈❡ ❛s 〈Dσ〉 t♦ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✹✳✸✵✮✳

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦♥ 〈Cσ〉 ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✶ ❛♥❞
✹✳✸✷✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ♦r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❤❛s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ 〈Cσ〉 ❛♥❞ 〈Cw〉
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✵✿ ◆❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r 〈SijSij〉 ✉s✐♥❣
▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✶✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r t②♣❡ ♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cσ〉 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥
✜❧t❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✷✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r t②♣❡ ♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cσ〉 ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th

❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳

❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✷✺ ❛♥❞ ✹✳✷✻✮✳ ❚❤✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s s❡❡♠s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❜♦t❤ σ ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ ❙●❙
❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t



✽✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❋❖❘ ❚❍❊ P▲❆◆❊ ❈❍❆◆◆❊▲ ❋▲❖❲

r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cw〉 ❛♥❞ 〈Cσ〉
❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤∆+

z t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ♦r
❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥st❛♥t✳
❚❤✉s✱ s♠❛❧❧ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

z < 40 ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ r❡❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❢♦r
t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳

❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ♠❛♥② st✉❞✐❡s ✭❖✬◆❡✐❧
❛♥❞ ▼❡♥❡✈❡❛✉ ✶✾✾✼ ❬✶✵✹❪❀ ❈❛r♣❡r ❛♥❞ P♦rté✲❆❣❡❧ ✷✵✵✽ ❬✷✺❪✱ ❇♦✉✲❩❡✐❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❬✶✼❪✮
✇❤❡♥ t❤❡ ✜❧t❡r ❛♥❞✴♦r t❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❢❛❧❧ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ s✉❜r❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✉❜r❛♥❣❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡
♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜r❡❛❦s
❞♦✇♥ ✇❤❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ s❤♦✇ ❣r❡❛t s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ t②♣❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ P♦rté✲❆❣❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶ ❬✶✶✽❪✱ ✇❤♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❤❛s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦♥
t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ②✐❡❧❞ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝
r❡s✉❧ts ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ✜❧t❡r
✇✐❞t❤✳ ❚❤❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❧✐❡s ✐♥ t❤❛t ❛ str♦♥❣ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦
t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ❛♥❞ σ ♠♦❞❡❧s ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱
✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐❝❛❧ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts
❝♦♥✜r♠ t❤❛t ❢♦r ▲❊❙ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡
✜❧t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤ ✭P✐♦♠❡❧❧✐ ✶✾✽✽ ❬✶✶✸❪❀ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✽✵❪❀
Pr✉❡tt ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵ ❬✶✷✵❪✮✳

✹✳✺✳ ❚❡sts ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❜❡❤❛✈✐♦r

▲❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉① ✉♥❞❡r ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢♦✇ r❡q✉✐r❡s
❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣r✐♦r✐ t❡sts ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡
♠♦❞❡❧s ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛r❡ ♥♦t s♦ ♥✉♠❡r♦✉s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤✳ ■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❡
❡①♣❧♦r❡ ❤♦✇ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ♣❡r❢♦r♠ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ t❤r❡❡
st❛t✐st✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✸✱ ✸✳✷✹ ❛♥❞ ✸✳✷✺ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♠♣♦rt❛♥t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛❝t q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❝♦♠♣✉t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s
❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛❝t ✭❊✮
❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭▼✮ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✻ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s
✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♣r✐♠❛r✐❧② ♦♥ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ✭❛s t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ❜❡❤❛✈❡s
q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛♥❛❧②③❡❞ ❛❜♦✈❡✮✳ ❆ ♣r✐♦r✐ t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳

✹✳✺✳✶✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙●❙ t❡♥s♦r

❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❙●❙ str❡ss❡s 〈τij〉 ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥
✈❡❧♦❝✐t② u2

τ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✸ ✇✐t❤ ❛ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 100✱

∆+
z = 40✳ ❆❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r 〈τij〉 ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥

✜❧t❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥
❝♦♠♣♦♥❡♥ts 〈τ11〉✱ 〈τ12〉✱ 〈τ22〉 ❛♥❞ 〈τ33〉✱ ❛s 〈τ13〉 ❛♥❞ 〈τ23〉 ❛r❡ ③❡r♦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡
❤♦♠❡❣❡♥❡✐t②✳ ❙✐♠✐❧❛r s❤❛♣❡s ♦❢ ❙●❙ tr❡ss t❡♥s♦r 〈τij〉 ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳



✹✳✺✳ ❚❊❙❚❙ ❖❋ ▼❖❉❊▲❙ ❇❊❍❆❱■❖❘ ✽✺

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✸✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r ✭uτ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✮
✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮ ✜❧t❡rs✳

✭❛✮ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ 〈τij〉 ❛♥❞ 〈τSMij +1/3τkkδij〉✭❜✮ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ 〈τij〉 ❛♥❞ 〈τSMij 〉

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✹✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτij ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛❝t ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r✲
♣❛rts ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

❚❤❡ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♦♥❧② t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r
τij−1/3τkkδij✳ ❋♦r t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭i = j✮✱ ✐t✬s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡❛❧ ❙●❙
str❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥❡✱ ❛s 1/3τkkδij ✐s ♥♦♥✲③❡r♦✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ τii −
1/3τkk ❛♥❞ −2νsgsSii+1/3τkk ❞♦ ♥♦t ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❜❣r✐❞
s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t τii ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ 1/3τkkδij ✐s
♦❢t❡♥ ✐❣♥♦r❡❞✱ ♦r ♦♥❧② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts i 6= j ♦❢ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r ❛r❡ t❡st❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ ♣r✐♦r✐
❛♥❛❧②s✐s ✭▼❡♥❡✈❡❛✉ ❛♥❞ ❑❛t③ ✷✵✵✵ ❬✾✸❪❀ ❲♦❧❧❜❧❛❞ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞s♦♥ ✷✵✵✽ ❬✶✹✽❪✮✳ ❘❡❝❡♥t❧② ❛♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❈❛r♣❡r ❛♥❞ P♦rté✲❆❣❡❧ ✷✵✵✽ ❬✷✺❪ ✇❤♦ ❛❞❞❡❞ t❤❡ r❡❛❧
✈❛❧✉❡ ♦❢ 1/3τkkδij t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ t❡♥s♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♥♦♥✲❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❜♦t❤
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐❣♥♦r✐♥❣ 1/3τkkδij✳

❋♦r ❛ ♣r✐♦r✐ t❡sts ♦❢ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ▼❝▼✐❧❧❛♥ ❛♥❞
❋❡r③✐❣❡r ✶✾✼✾ ❬✾✶❪ r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞



✽✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❋❖❘ ❚❍❊ P▲❆◆❊ ❈❍❆◆◆❊▲ ❋▲❖❲

t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥❡ ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐s 0.33✳ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✽✵❪ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ 0.25✳ ❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❡❞❞②✲
✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✐s ✈❡r② s❝❛r❝❡✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτij ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❡①❛❝t ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✸✹✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✜rst ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40 ✉s✐♥❣ t❤❡

▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτij ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳
❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cτ12 ✐s ❛❜♦✉t 0✲0.1 ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ ✐t ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✭▼❝▼✐❧❧❛♥ ❛♥❞ ❋❡r③✐❣❡r ✶✾✼✾ ❬✾✶❪✱ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✽✵❪✮✳

❍✐❣❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ 0.3 t♦ 1.0 ♦❝❝✉r ♦♥ Cτ11 ✱ Cτ22 ❛♥❞ Cτ33 ✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ 1/3τkk
✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ ❡❛❝❤ τii✳ ❲❤❡♥ 1/3τkkδij ✐s ✐❣♥♦r❡❞✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτ11 ✱ Cτ22 ❛♥❞
Cτ33 ❝♦❧❧❛♣s❡ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ Cτ12 ✱ Cτ13 ❛♥❞ Cτ23 ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✹✭❜✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✹✱ ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ ❞r♦♣ ♦❝❝✉rs ♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cτ12 ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ Cτ11 ❛♥❞ Cτ33 ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✹✭❜✮✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ τ12
❛♥❞ S12✱ τ11 ❛♥❞ S11 ❛s ✇❡❧❧ ❛s τ33 ❛♥❞ S33 ❜❡❝♦♠❡s ✇♦rs❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ P♦♣❡
✷✵✵✵ ❬✶✶✻❪ ❛♥❞ ▼❡♥❡✈❡❛✉ ❛♥❞ ❑❛t③ ✷✵✵✵ ❬✾✸❪ r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ τij
❛♥❞ t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ t❡♥s♦r Sij ✐s ♥♦t ❛s ❣♦♦❞ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ Cτ11 ✱ Cτ22 ❛♥❞ Cτ33 ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✹✭❛✮ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❈❛r♣❡r
❛♥❞ P♦rté✲❆❣❡❧ ✷✵✵✽ ❬✷✺❪✱ ✇❤♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✸✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts i = j ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❙●❙ str❡ss
t❡♥s♦r ❛r❡ ♠❡s✉r❡❞ ❤❡r❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❈❛r♣❡r ❛♥❞ P♦rté✲❆❣❡❧ ✷✵✵✽ ❬✷✺❪ ♠❡❛s✉r❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ str❡ss t❡♥s♦rs ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
❞❛t❛ s❡t ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡✐rs✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✺✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦♥
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτ12 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✻✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r t②♣❡ ♦♥ ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥s Cτ12 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ t②♣❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣ ✹✳✸✺ ❛♥❞ ✹✳✸✻✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢♦r ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✭P♦♣❡ ✷✵✵✵ ❬✶✶✻❪❀ ❆❜❜à
✷✵✵✸ ❬✶❪✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cτ12 ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✸✺✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❇♦r✉❡ ❛♥❞ ❖rs③❛❣ ✶✾✾✽ ❬✶✹❪ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧
r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✢♦✇ ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❧t❡rs✱ ❛♥❞ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✽✵❪ ✐♥
❛ t✉r❜✉❧❡♥t ❥❡t✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❤✐s ✜❧t❡r✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇✐t❤
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ♦♥❡s t❤❛♥ ✇❤❡♥ ❛ s❤❛r♣ ▲ss✲5th



✹✳✺✳ ❚❊❙❚❙ ❖❋ ▼❖❉❊▲❙ ❇❊❍❆❱■❖❘ ✽✼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
Cτij ❜❡t✇❡❡♥ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊
♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✽✿ ❊①❛❝t 〈τ12〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞
❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊
♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

✜❧t❡r ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✭❆❜❜à ✷✵✵✸ ❬✶❪❀ P❛r❦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺ ❬✶✵✼❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧♦✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢
s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ ♣r✐♦r✐ t❡sts ❞♦ ♥♦t ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❜✉t t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r✐♦r✐ t❡st ✐ts❡❧❢ ✭P❛r❦ ✷✵✵✺ ❬✶✵✼❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❡tr❛②❛❧
❢♦r t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥ ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❢♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cτ12 ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r
❧❛②❡r✱ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛❝t ❛♥❞
♠♦❞❡❧❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ♣r❡s❡♥t ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❡①❤✐❜✐t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢❡❛t✉r❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ t②♣❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτij ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤
✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✼✳ ❚❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cτ12 t❤❛♥ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r ✇❤❡r❡ ♥♦ ❞r♦♣
♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ◆♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❤✐❣❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
Cτ11 ✱ Cτ22 ❛♥❞ Cτ33 ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✳

❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦❢ S11✱ S22 ❛♥❞
S33 ❛r❡ ③❡r♦ ❞✉❡ t♦ str❡❛♠✇✐s❡ ❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✳ ❙♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s
♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❙●❙ t❡♥s♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts 〈τ11〉✱ 〈τ22〉 ❛♥❞ 〈τ33〉
❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t 〈τ12〉 ❛♥❞ ✐ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②
❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✽ ❛♥❞ ✹✳✸✾✳ ❚✇♦ ✜❧t❡r s❡ts ∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20 ❛♥❞

∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40 ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②
❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ q✉✐t❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ y+ < 10✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ 〈τ12〉 ✐s
❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❲❆▲❊ t❤❛♥ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡
♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✳ 〈τ12〉 ✐s ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❜②

t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40 ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r ❛t

♣r❡❞✐❝t✐♥❣ 〈τ12〉 ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ s✉❜❣r✐❞
♠♦❞❡❧s ❢♦r ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞
✜❧t❡r t②♣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t✬s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❛t✱ t❤❡ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢
❜♦t❤ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❧❛②❡r t❤❛♥ ✐♥ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cτ12 ❢♦r t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✸✼✮✳

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ12 ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t
〈τij〉 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✵✳ ■♥ t❤❡ r❛♥❣❡ y+ > 20✱ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❛❧✇❛②s ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r



✽✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❋❖❘ ❚❍❊ P▲❆◆❊ ❈❍❆◆◆❊▲ ❋▲❖❲

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✾✿ ❊①❛❝t 〈τ12〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡
❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥

✜❧t❡r ✭❜✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✵✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ 〈τ12〉 ✇✐t❤ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x =

100✱ ∆+
z = 40 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✮✳

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ τ12 ✇✐t❤ ❜♦t❤ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢
τ12 ✐s ✇❡❧❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ r❛♥❣❡ y+ < 10 ❜② t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ■t ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦♦r
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r τ12 ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✼✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♣r❡❞✐❝t❡❞
✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ❛r❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✳

✹✳✺✳✷✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙●❙ ❢♦r❝❡

❆ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❙●❙ ❢♦r❝❡ ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ♦❢
❈❤❛♣t❡r ✸✮ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❣✉❛r❛♥♥t❡❡
t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ▲❊❙✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙●❙ ❢♦r❝❡ 〈fi〉 ✇✐t❤ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40

❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✶✳ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts 〈f1〉 ❛♥❞ 〈f2〉 ❛r❡ ❧♦♦❦❡❞ ❛t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✱
s✐♥❝❡ f3 ✐s ③❡r♦ ❞✉❡ t♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ s❧✐❣❤t❧②
❧❛r❣❡r ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cf1 ❛♥❞ Cf2 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✷✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
❞r♦♣ ♦❢ Cf2 ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cf1 t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✷✭❛✮ ❛r❡ ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❡r♠ 1/3τkkδij ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✷✭❜✮✳ ❙✐♠✐❧❛r



✹✳✺✳ ❚❊❙❚❙ ❖❋ ▼❖❉❊▲❙ ❇❊❍❆❱■❖❘ ✽✾

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✶✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❙●❙ ❢♦r❝❡ 〈fi〉 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✮ ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✷✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cf1 ❛♥❞ Cf2 ❜❡t✇❡❡♥ ∂τij/∂xj ❛♥❞ ∂(τSMij + 1/3τkkδij)/∂xj ✭❛✮
♦r ❜❡t✇❡❡♥ ∂τij/∂xj ❛♥❞ ∂τSMij /∂xj ✭❜✮ ❢♦r ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❆✳✷ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✜❧t❡r t②♣❡ ♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cf1 ❛♥❞ Cf2 ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ✹✳✹✸ ❛♥❞ ✹✳✹✹✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❢✉rt❤❡r s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❜❡s✐❞❡ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✜❧t❡r t②♣❡✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐s ✐♥✈❡rs❡ ❢♦r Cf1 ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r
t❤❡ ❧❛r❣❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80 ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✹✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♣♣❛r❡♥t ❣r♦✇t❤ ♦❢

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② Cf1 ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ✐s ♥♦t ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♦❢ ❙●❙ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✹✺ ❛♥❞ ✹✳✹✻ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❇♦t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❙●❙ ❢♦r❝❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ❢♦r ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ◆♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❝❝✉rs
♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cfi ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✹✺✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❙●❙ ❢♦r❝❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r
r❡❣✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✳ ▼❛s♦♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠s♦♥ ✶✾✾✷ ❬✾✵❪ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥



✾✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❋❖❘ ❚❍❊ P▲❆◆❊ ❈❍❆◆◆❊▲ ❋▲❖❲

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✸✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦♥
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cfi ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✹✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r t②♣❡ ♦♥ ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥s Cfi ✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥s Cfi ❜❡t✇❡❡♥ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✻✿ ❊①❛❝t fi ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞
❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳

✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❤❛❞ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❢♦r♠ ❛♥❞ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r ❜② ❛❞❥✉st♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ ❧❡♥❣t❤s❝❛❧❡✳ ❚❤❡② t❤♦✉❣❤t t❤❛t ❛♥
♦❜✈✐♦✉s ❞❡❢❡❝t ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐s ✐ts ❢❛✐❧✉r❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t st♦❝❤❛st✐❝ s✉❜❣r✐❞ str❡ss
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠❛r❦❡❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
✐♥ t❤❡ ♥❡❛r✲✇❛❧❧ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❙●❙ ❢♦r❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣
❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ t②♣❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts
r❡✈❡❛❧ t❤❛t str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s s♦♠❡t✐♠❡s ❞♦ ♥♦t ✐♠♣❧② ❤✐❣❤ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❡❞❞②✲
✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❈❛r♣❡r ❛♥❞
P♦rté✲❆❣❡❧ ✷✵✵✽ ❬✷✺❪ ✇❤♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧ ♣r♦❞✉❝❡s ❧♦✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ♠❡s✉r❡❞ ❙●❙ str❡ss ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✉♥r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧② ❧♦✇ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭P❉❋s✮ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t τ12 ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ τ ev12
❜② ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥❡❛r❧② ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳



✹✳✺✳ ❚❊❙❚❙ ❖❋ ▼❖❉❊▲❙ ❇❊❍❆❱■❖❘ ✾✶

✹✳✺✳✸✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛ ♣r✐♦r✐ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t
✐♠♣❧② ❛ ❣♦♦❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t❡r♠s ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡
❡①❛❝t q✉❛♥t✐t②

〈
τijSij

〉
❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✸✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cǫsgs ❜❡t✇❡❡♥ τijSij ❛♥❞

τmod
ij Sij ✉s✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✼✳ ■♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✼✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cǫsgs ❜❡t✇❡❡♥ ❡①✲
❛❝t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✲
❡❧❡❞ ♦♥❡ ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲
5th ✜❧t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
Cǫsgs ❜❡t✇❡❡♥ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r s❡t ∆+

x =
50✱ ∆+

z = 20✳

t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cǫsgs ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❝❡♥t❡r✳ ▼❛♥② st✉❞✐❡s s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❛s Cτij < Cfi < Cǫsgs ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✭▼❡♥❡✈❡❛✉ ❛♥❞ ❑❛t③
✷✵✵✵ ❬✾✸❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♣r❡❝✐s❡❧② r❡✈❡❛❧s
t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♦r❞❡r ✐s ♥♦t ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥
❛ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤✐s ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ Cǫsgs ✐s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ Cf2 ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✷ ♦r t❤❛♥ Cτ11 ✱ Cτ22 ✱ Cτ33 ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✹✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cǫsgs ❤❛s
s✐♠✐❧❛r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✜❧t❡r t②♣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτ12 ❛♥❞ Cf1 ✱ Cf2 ✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❙❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cǫsgs ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❆✳✸ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cǫsgs ❜❡t✇❡❡♥ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✽✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❝♦rr❡❧❛t❡ ♣♦♦r❧② ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ❡①❛❝t❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✽ ❛♥❞ ✸✳✶✾ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡
❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s s❤♦✇ ✈❡r② ❧♦✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♣r✐♦r✐ t❡st✱ t❤❡② ✇♦r❦ ❛❞❡q✉❛t❡❧②
✐♥ ❛❝t✉❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭P❛r❦ ✷✵✵✺ ❬✶✵✼❪✮✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s ❛❧✇❛②s
♣r❡✈❛✐❧ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ❞❡✜❝✐❡♥❝② ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡✐r ❜❛❞ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❢♦r
s✉❜❣r✐❞ str❡ss t❡♥s♦r τij ❛♥❞ ❙●❙ ❢♦r❝❡ fi ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳
■♥ ❢❛❝t✱ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❞r❛✐♥ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ r❡s♦❧✈❡❞
s❝❛❧❡s ✐♥ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
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✹✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✭Reτ = 950✮✳
❆ str♦♥❣ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧
♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆♥ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ str❡❛♠✇✐s❡ ❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t✇♦ ❝♦♥tr❛r② ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❜② ❛ ❢r♦♥t✐❡r ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦
s❝❛tt❡r ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❛♥❞ ❜✉✛❡r
❧❛②❡rs✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤✱ ❜✉t ✐t ✐s ❡♥❞♦rs❡❞ ❜②
❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ❚❤✐s
❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ✐s str♦♥❣❡r ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ✇❤✐❝❤ ❜❡❣✐♥s ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r
❧❛②❡r ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✱ ❛s ✐t✬s ♣♦✇❡r❡❞ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✉♣ t♦ 85% ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts
❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ 50% ♦❢ ❣r✐❞
♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣②
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ❛t ❛❧❧
✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣②
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 40%✳ ❚❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ s♠❛❧❧ s♣❛♥✇✐s❡
t✉r❜✉❧❡♥t s❝❛❧❡ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢
t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥t❡rs❝❛❧❡ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧
r❡❣✐♦♥ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❞❡❡♣❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧
✢♦✇s ❛t ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱
t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❝❡♥t σ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②✳ ■♥
t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts 〈Cs〉 ❛♥❞ 〈Cd〉 ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡❛r
✇❛❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ 〈Cs〉/〈Cso〉 ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐♥ str❡❛♥✇✐s❡ ❛♥❞
s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ 〈Cd〉 ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞
✜❧t❡r t②♣❡✳ ❚❤✐s ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠❡❞✐❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ t❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✱ ❜✉t ♥♦t ❛ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts 〈Cw〉 ❛♥❞ 〈Cσ〉 ❛r❡
❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❚❤❡②
❛r❡ ❣r❡❛t❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

z ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛r❡
❡s♣❡❝✐❛❧❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❧❛r❣❡ ∆+

z ✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❙●❙ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r 〈Sd

ijS
d
ij〉 ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r

〈Dσ〉 ❢♦r t❤❡ σ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛ s♠❛❧❧ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤
∆+

z < 40 ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ σ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
♣r❡s❡♥t ✢♦✇✳

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛❝t ❙●❙ t❡♥s♦r τij✱ t❤❡ ❙●❙ ❢♦r❝❡ fi✱ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐✲
♣❛t✐♦♥ ǫsgs ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❲❆▲❊
♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❛ss❡ss❡❞✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣r❡❛t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✲
✐t✐❡s ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s t❡st❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r ❝♦rr❡❝t❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❙●❙ t❡♥s♦r τ12 ❛♥❞ ✐ts
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
t❤❛♥ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ τ12✱ ❜✉t ♦♥❧②
❢♦r t❤❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❝♦rr❡❝t❧② ❞✐ss✐♣❛t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②
❢r♦♠ r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ❞❡s♣✐t❡ ✐ts ❞❡✜❝✐❡♥❝✐❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
❝♦♥✜r♠ s♦♠❡ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❧❛r❣❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥
✜❧t❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❤❛r♣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ♦r ❢♦r ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s♠❛❧❧❡r



✹✳✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✾✸

✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭P♦♣❡ ✷✵✵✵ ❬✶✶✻❪✮✳ ❇✉t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥s
✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠♦r❡ st✉❞✐❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞
t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳



❈❤❛♣t❡r ✺

❘❡s✉❧ts ❢♦r ❆P● ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇

✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❘❡❝❡♥t❧②✱ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡❞❞②
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❞r❛✇♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ ▲❊❙ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ s✉❝❤
t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭❊❧s♥❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾ ❬✹✻❪❀ ❑✉❜❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵ ❬✻✾❪❀
❑✉❜❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷ ❬✼✵❪✮✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝s
✐♥ t❤❡ ♥❡❛r✲✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇✐t❤ ❛ ❝✉r✈❡❞ ✇❛❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▼❛rq✉✐❧❧✐❡ ❡t

❛❧✳ ✷✵✶✶ ❬✽✼❪ ❛♥❞ ▲❛✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷ ❬✼✸❪✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r Reτ = 617✱ t❤❡ ✢♦✇ s❧✐❣❤t❧② s❡♣❛r❛t❡s ❛t
t❤❡ ❧♦✇❡r ❝✉r✈❡❞ ✇❛❧❧ ❛♥❞ ✐s ❛t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✇❛❧❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ✜rst ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❆
♣r✐♦r✐ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭〈Cs〉 ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ 〈Cd〉 ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝
❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ 〈Cw〉 ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ 〈Cσ〉 ♦❢ σ ♠♦❞❡❧✮ ❛r❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②
♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛❝t q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r
❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s
❛s ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✜♥❛❧❧②✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ s♣❛❝✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛r❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t
♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ r❡s✉❧ts✳ ❏♦r❞❛♥ ✶✾✾✾ ❬✻✼❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
t❤❡ ♦r❞❡r t❤❛t ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✜❧t❡r t❤❡ ❢✉❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ ♦r ❛❢t❡r t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚✇♦ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ▲❊❙ ❝✉r✈✐✲
❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢♦r♠✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✜❧t❡rs t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♣r✐♦r
t♦ ✐ts tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♣♣❡❛rs ❛s✿

◆❙ ✭❈❛rt❡s✐❛♥✮ ⇒ ❋✐❧t❡r ⇒ ▲❊❙ ✭❈❛rt❡s✐❛♥✮ ⇒ ❚r❛♥s❢♦r♠ ⇒ ▲❊❙ ✭❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r✮
❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣❛t❤ ✐♥✈♦❧✈❡s r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s✿

◆❙ ✭❈❛rt❡s✐❛♥✮ ⇒ ❚r❛♥s❢♦r♠ ⇒ ◆❙ ✭❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r✮ ⇒ ❋✐❧t❡r ⇒ ▲❊❙ ✭❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r✮
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✜❧t❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ s❡♥s✐❜❧② ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❣r✐❞ ❧✐♥❡s✳ ❚♦ ❥✉st✐❢② t❤✐s
❧❛tt❡r ❝❤♦✐❝❡✱ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣
❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ◆♦ ❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞
✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜② ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

✾✹



✺✳✷✳ ❈❍❖■❈❊ ❖❋ ❋■▲❚❊❘ ❲■❉❚❍ ✾✺

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❣r✐❞ ✐♥ t❤❡ ✭①✱ ②✮ ♣❧❛♥❡ ✭❡✈❡r② ✶✻ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤
❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ✐s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✳

❞♦♠❛✐♥ ♦r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s♣❛❝❡ ✭❏♦r❞❛♥ ✶✾✾✾ ❬✻✼❪✮✳ ❆s ❛ ♣r❡♣❛r❛t♦r② ❛✲♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s
❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ r❡s❡❛r❝❤✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ✜rst ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ ▲❊❙
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❞♦♠❛✐♥s✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ str❡ss
t❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ✷❉ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥
❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭①✱ ③✮✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr② ♦❢
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣
t❤❛t ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✇✐t❤ ❛ ✢❛t s✉r❢❛❝❡ ❛t t❤❡
✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳

❲❛❧❧ ✉♥✐ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t s✉♠♠✐t ♦❢ t❤❡ ❜✉♠♣ us
τ = 0.0695 ❛r❡

❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t +✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❛❧❧ ✉♥✐ts ❜❛s❡❞ ♦♥ uo
τ = 0.0494 ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t

❤❛✈❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t ⋆✳

✺✳✷✳ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✜❧t❡r t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐
t❡sts✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ ✜❧t❡r s❡ts ✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮✱ ✭∆+

x = 100✱
∆+

z = 40✮ ❛♥❞ ✭∆+
x = 200✱ ∆+

z = 80✮ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 〈q2sgs〉 t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 〈q2〉 ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✳ ❚❤❡ ✷❉ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳
✸✳✶✹ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❖♥❧② ❢❡✇ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞✉❡ t♦ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r
❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s✳

❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥❝r❡❛s❡s r❛♣✐❞❧② ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r
✇✐❞t❤ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ 〈q2sgs〉/〈q

2〉 ✐s ❧❛r❣❡r ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ♣❧❛♥❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭❋✐❣✳ ✹✳✷✮✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✱ ❤✐❣❤ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❙●❙
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❝❝✉r ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧s✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s t❤❡ t✇♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢ str♦♥❣
t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✹✮✳ ❚❤❡s❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ str♦♥❣❡r ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧
t❤❛♥ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✱ s❛❧✐❡♥t❧② ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r
✭∆+

x = 200✱ ∆+
x = 80✮✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ 〈q2sgs〉/〈q

2〉 r❡❛❝❤❡s 80%−90% ♥❡❛r t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳ ❚❤✐s
r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛❧s♦ t♦ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ✈♦rt✐❝❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ▲❛✈❛❧
❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷ ❬✼✶❪✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡♥s❡ s♠❛❧❧ ✈♦rt✐❝❡s ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦st
♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡
❡♥❡r❣②✲❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡s ❛t ❜❡st ❜② ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✜❧t❡r s❡t ✭∆+

x = 200✱



✾✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❋❖❘ ❆P● ❈❍❆◆◆❊▲ ❋▲❖❲

✭❛✮

�✹ �✷ ✵ ✷ ✹ ✻
①

✵✿✵

✵✿✺

✶✿✵

✶✿✺

✷✿✵

②

❤q✁s❣s✐❂❤q
✁✐ ❀✂✰

✄ ☎ ✆✝❀✂✰
③ ☎ ✞✝❀ ✭▲✟✟✠✆t✡✮

☛☞✳☞❊☛☞☞

☛✌✳☞❊✲☞✍

☛✎✳☞❊✲☞✍

☛✏✳☞❊✲☞✍

☛✽✳☞❊✲☞✍

☛✍✳☞❊☛☞☞

✭❜✮

✑✒ ✑✓ ✔ ✓ ✒ ✕
✖

✔✗✔

✔✗✘

✙✗✔

✙✗✘

✓✗✔

✚

✛✜✢✣✤✣✥✦✛✜
✢✥ ✧ ★✩

✪ ✫ ✬✯✯✧ ★✩
✱ ✫ ✴✯✧ ✸✼✾✾❁❃❄❅❆

❇❈❉❈❋❇❈❈

❇●❉❈❋❍❈■

❇❏❉❈❋❍❈■

❇❑❉❈❋❍❈■

❇▼❉❈❋❍❈■

❇■❉❈❋❇❈❈

✭❝✮

◆❖ ◆P ◗ P ❖ ❘
❙

◗❚◗

◗❚❯

❱❚◗

❱❚❯

P❚◗

❲

❳❨❩❬❭❬❪❫❳❨
❩❪ ❴ ❵❛

❜ ❝ ❞❡❡❴ ❵❛
❢ ❝ ❥❡❴ ❦❧♠♠♥♦♣r✉

✈✇④✇⑤✈✇✇

✈⑥④✇⑤⑦✇⑧

✈⑨④✇⑤⑦✇⑧

✈⑩④✇⑤⑦✇⑧

✈❶④✇⑤⑦✇⑧

✈⑧④✇⑤✈✇✇

✭❞✮

❷❸ ❷❹ ❺ ❹ ❸ ❻
❼

❺❽❺

❺❽❾

❿❽❺

❿❽❾

❹❽❺

➀

➁➂➃➄➅➄➆➇➁➂
➃➆ ➈ ➉➊

➋ ➌ ➍➎➎➈ ➉➊
➏ ➌ ➐➎➈ ➑➒➓➔→→➣➓↔↕

➙➛➜➛➝➙➛➛

➙➞➜➛➝➟➛➠

➙➡➜➛➝➟➛➠

➙➢➜➛➝➟➛➠

➙➤➜➛➝➟➛➠
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② 〈q2sgs〉 t♦ t❤❡ t♦t❛❧ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② 〈q2〉 ✐♥ ①✲② ♣❧❛♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳

∆+
z = 80✮ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t♦♦ ❧❛r❣❡ t♦ ❜❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐♥ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤✐s ❧❛r❣❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ tr❡♥❞
♦❢ st❛t✐st✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳

❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✶❉ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳ ◗✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r
❜❡❤❛✈✐♦r ❛t t✇♦ ✇❛❧❧s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❆t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ 〈q2sgs〉/〈q

2〉 ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❛t x ≃ 1.3✱ 20 < y⋆ < 30✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✜❧t❡r
t②♣❡✳ ❚❤✐s ♦❝❝✉rs r♦✉❣❤❧② ❛t t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❛♥❞ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛s t❤❡ ♣❡❛❦
♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✭❛✮✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ 〈q2sgs〉/〈q

2〉 ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r
✇❛❧❧ ♦❝❝✉rs ❛t x ≃ 2.8✱ 20 < y⋆ < 40✱ ♠♦r❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ t❤❛♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✭❜✮✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s s❤❛♣❡ ♦❢ 〈q2sgs〉/〈q

2〉 ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧
r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✇❡❛❦❡r ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✮ ❡✈♦❧✈❡
s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ t♦✇❛r❞ t❤❡ ✇❛❧❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✷✮✳
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✭❛✮

✶✵� ✶✵✷

②
❄

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

❤
q

✁ s
❣
s
✐
❂
❤
q

✁
✐

✂✰
① ✄ ☎✆✆, ✂✰

③ ✄ ✹✆

Lower wall
Lss✝✺t✞

x=1.2
x=1.3
x=1.4

✭❜✮

✟✠✡ ✟✠☛

☞
✌

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

✍
✎

✏ ✑
✒
✑
✓
✔
✍
✎

✏
✓

✕✖
✗ ✘ ✙✚✚, ✕✖

✛ ✘ ✜✚

Upper wall
Lss✢✣✤✥

x=2.0
x=2.8
x=3.6

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ t♦t❛❧ t✉r❜✉❧❡♥t
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛t ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✭❛✮ ❛♥❞ ✢❛t ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ✭❜✮ r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th

✜❧t❡r s❡t ✭∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40✮✳

✺✳✸✳ ❊♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠

❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✢♦✇ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ▼❛rq✉✐❧❧✐❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶ ❬✽✼❪
✇❤♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦♥s❡t ♦❢ ❧♦✇✲s♣❡❡❞ str❡❛❦s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ♣❡❛❦s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♥❡❛r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♥ ❜♦t❤
t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✢❛t ✇❛❧❧s✳ ▲❛✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷ ❬✼✸❪ r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t t❤✐s ❛❞✈❡rs❡✲♣r❡ss✉r❡
❣r❛❞✐❡♥t t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② str♦♥❣ ♣❡❛❦s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛t
❜♦t❤ ✇❛❧❧s✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ♠♦r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✢♦✇ str✉❝t✉r❡s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ❆P● t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❤❛s ❢♦✉♥❞
❧❡ss ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❛ss❡ss✐♥❣ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✱ t♦ ♠❛❦❡ ♣r♦❣r❡ss ✐♥
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ s✉❝❤ ✢♦✇s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r s✉❝❤
t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳

✺✳✸✳✶✳ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r

❚❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡ ①✲② ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r s❡ts ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ❛♥❞
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②
❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛s ❜❛♥❞s t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞
✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳ ❆ ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ ♥♦♥✲❝♦rr❡❧❛t❡❞
✜❡❧❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛✛♦r❞❛❜❧❡ ❢♦r s✉❝❤ ❉◆❙ ❛t ❧❛r❣❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ♥❛rr♦✇ ✇❤✐t❡
str✐♣s ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ✇❤✐t❡ ❞♦ts ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❝❡♥t❡r ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♥✈❡r❣❡❞✱ ❜✉t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r t❤❛♥
▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ♠♦r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts str♦♥❣ s❤❛r♣♥❡ss
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✻✮✳

❖♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡r❡❞ ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ t♦ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ✭〈Tsgs〉 > 0✮
❢♦r ♠♦st r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t❤✐s tr❛♥s❢❡r ✐s ❣r❛❞✉❛❧❧② r❡❞✉❝✐♥❣ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❝❡♥t❡r✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ 〈T+

sgs〉 ✐s ❧❛r❣❡r ✐♥
♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡ 〈T−

sgs〉 t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡❣✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✺✳
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✭❛✮

�✷ �✶ ✵ ✶ ✷ ✸
①

✵✿✵

✵✿✺

✶✿✵

✶✿✺

✷✿✵

②

❤❚s❣s✐❀ ✁✰
✂ ❂ ✺✵❀ ✁✰

③ ❂ ✷✵, (Lss�✺t✄)
✭❜✮

☎✆ ☎✝ ✞ ✝ ✆ ✟
✠

✞✡✞

✞✡☛

✝✡✞

✝✡☛

✆✡✞

☞

✌✍✎✏✎✑✒ ✓✔
✕ ✖ ☛✞✒ ✓✔

✗ ✖ ✆✞, (Gaussian)

+1.0E-05

+1.0E-04

+1.0E-03

+1.0E-02

+1.0E-01

+1.0E+00

✭❝✮

✘✙ ✘✚ ✛ ✚ ✙ ✜
✢

✛✣✛

✛✣✤

✚✣✛

✚✣✤

✙✣✛

✥

✦✧★✩★✪✫ ✬✭
✮ ✯ ✚✛✛✫ ✬✭

✱ ✯ ✹✛, (Lss✘✤✲✳)
✭❞✮

✴✻ ✴✼ ✽ ✼ ✻ ✾
❁

✽❃✽

✽❃❄

✼❃✽

✼❃❄

✻❃✽

❅

❆❇❈❉❈❊❋ ●❍
■ ❏ ✼✽✽❋ ●❍

❑ ❏ ▲✽, (Gaussian)

+1.0E-05

+1.0E-04

+1.0E-03

+1.0E-02

+1.0E-01

+1.0E+00

✭❡✮

▼◆ ▼❖ P ❖ ◆ ◗
❘

P❙P

P❙❯

❖❙P

❖❙❯

◆❙P

❱

❲❳❨❩❨❬❭ ❪❫
❴ ❵ ◆PP❭ ❪❫

❛ ❵ ❜P, (Lss▼❯❝❞)
✭❢✮

❡❢ ❡❥ ❦ ❥ ❢ ❧
♠

❦♥❦

❦♥♦

❥♥❦

❥♥♦

❢♥❦

♣

qr✉✈✉✇④ ⑤⑥
⑦ ⑧ ❢❦❦④ ⑤⑥

⑨ ⑧ ⑩❦, (Gaussian)

+1.0E-05

+1.0E-04

+1.0E-03

+1.0E-02

+1.0E-01

+1.0E+00

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r 〈Tsgs〉 ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✐♥ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ✜❧t❡rs✳

✭❛✮

❶❷ ❶❸ ❹ ❸ ❷ ❺
❻

❹❼❹

❹❼❽

❸❼❹

❸❼❽

❷❼❹

❾

❿➀➁
➂➃➂➄➅ ➆➁

➇ ➈ ❸❹❹➅ ➆➁
➉ ➈ ➊❹, (Gaussian)

✭❜✮

➋➌ ➋➍ ➎ ➍ ➌ ➏
➐

➎➑➎

➎➑➒

➍➑➎

➍➑➒

➌➑➎

➓

➋➔→➣
↔↕↔➙➛ ➜➝

➞ ➟ ➍➎➎➛ ➜➝
➠ ➟ ➡➎, (Gaussian)

+1.0E-05

+1.0E-04

+1.0E-03

+1.0E-02

+1.0E-01

+1.0E+00

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ P♦s✐t✐✈❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❜✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✇✐t❤ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r s❡t ❛t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ✐♥ ♠♦st r❡❣✐♦♥ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❡ss t❤❛♥ 50% ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✻✮✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ❡♥❧❛r❣❡❞ ✈✐❡✇s ♦❢ 〈Tsgs〉✱ 〈T+

sgs〉 ❛♥❞ 〈T−
sgs〉✱ ❛s

✇❡❧❧ ❛s P (Tsgs < 0) ♥❡❛r t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s ♠♦st❧② ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✳ ❇✳✷✲❇✳✺ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

❚✇♦ str♦♥❣ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r r❡❣✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❆P● r❡❣✐♦♥ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛t x ≃ 0.8
❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ ❛♥❞ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ✭❋✐❣✳ ✺✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡②
❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❚✇♦ ✐♥t❡♥s❡ r❡❣✐♦♥s ❛❧s♦ ♦❝❝✉r ❛t ❜♦t❤ t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ 〈T+

sgs〉✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡ 〈T−
sgs〉 ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✺✮✳ 〈T+

sgs〉 ✐s ♠♦r❡
str♦♥❣❡r t❤❛♥ 〈T−

sgs〉 ✐♥ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ❚❤❡② ❛r❡ ♣♦✇❡r❡❞ ❜② t✇♦ str♦♥❣



✺✳✸✳ ❊◆❊❘●❨ ❚❘❆◆❙❋❊❘ ▼❊❈❍❆◆■❙▼ ✾✾

✭❛✮

�✷ �✶ ✵ ✶ ✷ ✸
①

✵✿✵

✵✿✺

✶✿✵

✶✿✺

✷✿✵

②

❤P ✭❚s❣s ❁ ✵✮✐❀ ✁✰
✂ ❂ ✶✵✵❀ ✁✰

③ ❂ ✹✵, (Lss�✺t✄)

✭❜✮

☎✆ ☎✝ ✞ ✝ ✆ ✟
✠

✞✡✞

✞✡☛

✝✡✞

✝✡☛

✆✡✞

☞

✌✍ ✎✏✑✒✑ ✓ ✞✔✕✖ ✗✘
✙ ✚ ✝✞✞✖ ✗✘

✛ ✚ ✜✞, (Gaussian)

+2.0E-01
+3.0E-01
+4.0E-01
+5.0E-01
+6.0E-01
+7.0E-01
+8.0E-01

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✉s✐♥❣ t❤❡
▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮ ✜❧t❡r s❡t ❛t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳

❡❧♦♥❣❛t❡❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐♥❝✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ✭> 50%✮ ♦❢ ❙●❙
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭❞❛r❦ ❜❧✉❡ r❡❣✐♦♥s✮ ♥❡❛r t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻✳ ◆❡❛r t❤❡
❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ ▼❛rq✉✐❧❧✐❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶ ❬✽✼❪ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t✱ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t str❡❛❦s ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥
❛t x = 0.78 ✇❤❡r❡ ❛ ❤❛✐r♣✐♥✲t②♣❡ str❡❛♠✇✐s❡ ✈♦rt❡① ❡♠❡r❣❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ str♦♥❣ ❢♦r✇❛r❞
s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡♥s❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦rt✐❝❡s✳

✭❛✮

✢✣✤ ✢✣✥

✦
❄

0

6

10

20

30

40

50

✧★
✩ ✪ ✫✬✬, ✧★

✯ ✪ ✱✬

Lower wall
Lss✲✳✴✻

✼✽✾❃✾❅❆✼❇❅

✼✽❈
✾❃✾❅❆✼❇❅

❉✼✽❊
✾❃✾❅❆✼❇❅

x=1.0
x=1.2
x=1.4

✭❜✮

❋●❍ ❋●■

❏
❑

0

2

4

6

8

10

12

▲▼
◆ ❖ ◗❘❘, ▲▼

❙ ❖ ❯❘

Lower wall
Gaussian

❱❲❳❨❳❩❬❱❭❩

❱❲❪
❳❨❳❩❬❱❭❩

❫❱❲ ❴
❳❨❳❩❬❱❭❩

x=1.0
x=1.2
x=1.4

✭❝✮

❵❛❜ ❵❛❝

❞
❡

-11

0

16

30

40

50

60

❢❥
❦ ❧ ♠♥♥, ❢❥

♦ ❧ ♣♥

Lower wall
Lssqr✉✈

✇④⑤⑥⑤⑦⑧✇⑨⑦

✇④⑩
⑤⑥⑤⑦⑧✇⑨⑦

❶✇④❷
⑤⑥⑤⑦⑧✇⑨⑦

x=1.0
x=1.2
x=1.4

✭❞✮

❸❹❺ ❸❹❻

❼
❽

0

5

10

15

18

❾❿
➀ ➁ ➂➃➃, ❾❿

➄ ➁ ➅➃

Lower wall
Gaussian

➆➇➈➉➈➊➋➆➌➊

➆➇➍
➈➉➈➊➋➆➌➊

➎➆➇➏
➈➉➈➊➋➆➌➊

x=1.0
x=1.2
x=1.4

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡
❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✱ ❞✮✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜②
t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳

❚❤❡ t❤✐♥ ✇❤✐t❡ ❜❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❜✉♠♣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ♦r ❛❧♦♥❣
t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ ❆P● ❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭❋✐❣✳ ✺✳✹✭❞✮✱ ✺✳✹✭❡✮ ✱



✶✵✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❋❖❘ ❆P● ❈❍❆◆◆❊▲ ❋▲❖❲

✺✳✹✭❢✮✮ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ✇❡❛❦ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✱ ❞✉❡ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ 〈T−

sgs〉 ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✺✭❜✮✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛ t❤✐♥ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ❤✐❣❤
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✭> 50%✱ r❡❞ r❡❣✐♦♥✮ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉♠♣ ❛♥❞ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s ✐♥ ❆P● ❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ✭r❡❞ r❡❣✐♦♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✺✮ ✐s ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r t❤❛♥ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❧❛r❣❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✹✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✱ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢
❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r ❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞
s❝❛tt❡r ❛❧✇❛②s ❛♣♣❡❛rs ♥❡❛r x = 1.2✱ ❛♥❞ 60 < y⋆ < 70✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤
❛♥❞ t②♣❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
♣❡❛❦ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✭❛✮ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✭❛✮✮✱ ❜✉t ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♣❡❛❦s✳
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❱❲❪
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡
❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✱ ❞✮✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜②
t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❋✐❣ ✺✳✼✱ ❜♦t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s 〈T+
sgs〉 ❛♥❞ 〈T−

sgs〉 ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r 〈Tsgs〉 ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✱ ✇❤✐❧❡ 〈Tsgs〉 ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦
✐ts t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✻✮✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r
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❜❡t✇❡❡♥ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛❧s♦ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✸✭❛✮✱ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ❆✳✶
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤
▲ss✲5th ✜❧t❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛s ♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
▲ss✲5th ✜❧t❡r ✐s s❤❛r♣❡r t❤❛♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♠♦r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❤❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞
q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡s❡ ❛r❡ ♠♦r❡ s❛❧✐❡♥t t❤❛♥ ✐♥
♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✺✭❜✮✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st ✈♦rt✐❝❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜❧t❡r
✇✐❞t❤ ✐♥ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t✱ ❝♦♥tr❛r②
t♦ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ 40 < y⋆ < 200✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞ ❧❛r❣❡r y⋆ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡✳
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Lower wall
Lss☎✺t❤
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Lower wall
Gaussian
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Lower wall
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❆❇❈❉❈❊❋❆●❊

❆❇❍❈❉❈❊❋❆●❊

■❆❇❏❈❉❈❊❋❆●❊
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs✳ ❙t❛t✐st✐❝s
❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✺✳✼ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✇❡❛❦ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡
y⋆ < 30✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ❛♣♣❡❛r ❢♦r ❧❛r❣❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✼✭❝✮✮✱ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡
70 < y⋆ < 80✳ ■t ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r s❡t ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✹✳✺✭❛✮✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ 〈Tsgs〉 ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✻✮✳ ❆ ❞❡t❛✐❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
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❜❛❝❦ s❝❛tt❡r r❡❣✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❧❛t❡r✳
❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡ ❆P●

✉♣♣❡r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡
✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ♥❡t 〈Tsgs〉✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t
❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♦❝❝✉rs ❛t x ≃ 2.4✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✜❧t❡r t②♣❡✳
❚❤✐s ✐s ♠♦r❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ t❤❛♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✭❜✮✮✱ ❜✉t
♠♦r❡ ✉♣str❡❛♠ t❤❛♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✭❜✮✮✳
❚❤✉s✱ ❛t t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛s❝❛❞❡ ✐s ❧❡ss ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✭❜✮✮ ♦r t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❈♦♥tr❛r② t♦
✇❤❛t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ 〈T+

sgs〉
❛♥❞ 〈T−

sgs〉 ✐s ✇❡❛❦❡r ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇
✭❋✐❣✳ ✹✳✸✭❛✮✮✱ ❜♦t❤ 〈T+

sgs〉 ❛♥❞ 〈T−
sgs〉 ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ❛t

t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❛ ✇❡❛❦❡r ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ♥♦ ❝✉r✈❛t✉r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r y⋆ < 30 ✇✐t❤
❧❛r❣❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✽✭❜✮✲✺✳✽✭❞✮✮✱ ❜✉t ♠♦r❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾✳ ❇♦t❤ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♣❡❛❦ ✐s ❣r❡❛t❧②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡✱ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡r
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ❝❛s❝❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❲✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✱ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ 〈Tsgs〉 ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t
r❡❣✐♦♥ ❛t x = −0.5✱ y⋆ ∼ 30✳ ❚❤✐s ✐s r♦✉❣❤❧② t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ s❦✐♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✱ t❤❡
♣❡❛❦ ♦❢ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ✐s ❧❛r❣❡❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ t♦ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥ ❛t x ≃ 1.0✱
70 < y⋆ < 90✱ ♥❡❛r t♦ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
❛♥❞ ♣❡❛❦ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱
st❛t✐st✐❝s ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❡✈♦❧✈❡s s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛♥❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛s ♠♦✈✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✸✭❛✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r
❝❛s❝❛❞❡ ✐s str♦♥❣❡r ❛♥❞ t❤❡ ❢r♦♥t✐❡r s❡♣❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♦❢ 〈Tsgs〉
✐s ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ✭60 < y⋆ < 80✮✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②
t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ 〈Tsgs〉 ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❢♦r ❜♦t❤
✜❧t❡r t②♣❡s✳

✺✳✸✳✷✳ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞
♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r s❡t ❛s ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙●❙
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫsgs〉 ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥
✜❧t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵✳ ❆s t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ♥♦ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢
✜❧t❡r❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s ❛r❡ s♠♦♦t❤❡r t❤❛♥ ❢♦r 〈Tsgs〉✳ ■♥ ♠♦st
r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✭♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ 〈ǫ−sgs〉 ✐s ❧❛r❣❡r ✐♥
♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡ 〈ǫ+sgs〉 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ✐s ✐♥



✺✳✸✳ ❊◆❊❘●❨ ❚❘❆◆❙❋❊❘ ▼❊❈❍❆◆■❙▼ ✶✵✸

✭❛✮

�✷ �✶ ✵ ✶ ✷ ✸
①

✵✿✵

✵✿✺

✶✿✵

✶✿✺

✷✿✵

②

�❤✎s❣s✐❀ ✁✰
✂ ❂ ✺✵❀ ✁✰

③ ❂ ✷✵, (Lss�✺t✄)
✭❜✮

☎✆ ☎✝ ✞ ✝ ✆ ✟
✠

✞✡✞

✞✡☛

✝✡✞

✝✡☛

✆✡✞

☞

☎✌✍✏✑✏✒✓ ✔✕
✖ ✗ ☛✞✓ ✔✕

✘ ✗ ✆✞, (Gaussian)

+1.0E-05

+1.0E-04

+1.0E-03

+1.0E-02

+1.0E-01

+1.0E+00

✭❝✮

✙✚ ✙✛ ✜ ✛ ✚ ✢
✣

✜✤✜

✜✤✥

✛✤✜

✛✤✥

✚✤✜

✦

✙✧★✩✪✩✫✬ ✭✮
✯ ✱ ✛✜✜✬ ✭✮

✲ ✱ ✹✜, (Lss✙✥✳✴)
✭❞✮

✻✼ ✻✽ ✾ ✽ ✼ ❁
❃

✾❄✾

✾❄❅

✽❄✾

✽❄❅

✼❄✾

❆

✻❇❈❉❊❉❋● ❍■
❏ ❑ ✽✾✾● ❍■

▲ ❑ ▼✾, (Gaussian)

+1.0E-05

+1.0E-04

+1.0E-03

+1.0E-02

+1.0E-01

+1.0E+00

✭❡✮

◆❖ ◆P ◗ P ❖ ❘
❙

◗❚◗

◗❚❯

P❚◗

P❚❯

❖❚◗

❱

◆❲❳❨❩❨❬❭ ❪❫
❴ ❵ ❖◗◗❭ ❪❫

❛ ❵ ❜◗, (Lss◆❯❝❞)
✭❢✮

❡❢ ❡❥ ❦ ❥ ❢ ❧
♠

❦♥❦

❦♥♦

❥♥❦

❥♥♦

❢♥❦

♣

❡qr✉✈✉✇④ ⑤⑥
⑦ ⑧ ❢❦❦④ ⑤⑥

⑨ ⑧ ⑩❦, (Gaussian)

+1.0E-05

+1.0E-04

+1.0E-03

+1.0E-02

+1.0E-01

+1.0E+00

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫsgs〉 ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✐♥ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ✜❧t❡rs✳

✭❛✮

❶❷ ❶❸ ❹ ❸ ❷ ❺
❻

❹❼❹

❹❼❽

❸❼❹

❸❼❽

❷❼❹

❾

❿➀➁➂➃➂➄➅ ➆➁
➇ ➈ ❸❹❹➅ ➆➁

➉ ➈ ➊❹➋ ➌➍➎➏➐➐➑➎➒➓

✭❜✮

➔→ ➔➣ ↔ ➣ → ↕
➙

↔➛↔

↔➛➜

➣➛↔

➣➛➜

→➛↔

➝

➔➞➟➠➡➢➡➤➥ ➦➧
➨ ➩ ➣↔↔➥ ➦➧

➫ ➩ ➭↔➯ ➲➳➵➸➺➺➻➵➼➽

➾➚➪➶➹➘➶➴

➾➚➪➶➹➘➶➷

➾➚➪➶➹➘➶➬

➾➚➪➶➹➘➶➮

➾➚➪➶➹➘➶➚

➾➱➪➶➹➘➶➚

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ P♦s✐t✐✈❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❜✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r s❡t ❛t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳

✭❛✮

✃❐ ✃❒ ❮ ❒ ❐ ❰
Ï

❮Ð❮

❮ÐÑ

❒Ð❮

❒ÐÑ

❐Ð❮

Ò

ÓÔ ÕÖ×Ø× Ù ❮ÚÛÜ ÝÞ
ß à ❒❮❮Ü ÝÞ

á à â❮, (Lss✃Ñãä)

✭❜✮

åæ åç è ç æ é
ê

èëè

èëì

çëè

çëì

æëè

í

îï ðñòóò ô èõö÷ øù
ú û çèè÷ øù

ü û ýè, (Gaussian)

+2.0E-01
+3.0E-01
+4.0E-01
+5.0E-01
+6.0E-01
+7.0E-01
+8.0E-01

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮ ✜❧t❡r s❡t ❛t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳



✶✵✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❋❖❘ ❆P● ❈❍❆◆◆❊▲ ❋▲❖❲

✭❛✮

✶✵� ✶✵✁ ✶✵✷

②
❄

-2

-1

0

1

2

3

✂✰
① ❂ ✄☎☎, ✂✰

③ ❂ ✹☎

Lower wall
Lss✆✺t❤

✝✎s❣s✐✞✝✎✐

✝✎✟s❣s✐✞✝✎✐

✠✝✎✡s❣s✐✞✝✎✐

x=1.1
x=1.2
x=1.3

✭❜✮

☛☞✌ ☛☞✍ ☛☞✏

✑
✒

-2

-1

0

1

2

3

✓✔
✕ ✖ ✗✘✘, ✓✔

✙ ✖ ✚✘

Lower wall
Gaussian

✛✜✢✣✢✤✥✛✜✤

✛✜✦✢✣✢✤✥✛✜✤

✧✛✜★✢✣✢✤✥✛✜✤

x=1.1
x=1.2
x=1.3

✭❝✮

✩✪✫ ✩✪✬ ✩✪✭

✮
✯

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

✱✲
✳ ✴ ✸✻✻, ✱✲

✼ ✴ ✽✻

Lower wall
Lss✾✿❀❁

❃❅❆❇❆❈❉❃❅❈

❃❅❊❆❇❆❈❉❃❅❈

❋❃❅●❆❇❆❈❉❃❅❈

x=1.1
x=1.2
x=1.3

✭❞✮

❍■❏ ❍■❑ ❍■▲

▼
◆

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

❖P
◗ ❘ ❙❚❚, ❖P

❯ ❘ ❱❚

Lower wall
Gaussian

❲❳❨❩❨❬❭❲❳❬

❲❳❪❨❩❨❬❭❲❳❬

❫❲❳❴❨❩❨❬❭❲❳❬

x=1.1
x=1.2
x=1.3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐✲
♣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡
❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✱ ❞✮✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳

♠♦st r❡❣✐♦♥s ❧❡ss t❤❛♥ 50%✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t✇♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢ str♦♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡

t✇♦ ✇❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ str♦♥❣❡r ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r
✇✐❞t❤ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t✇♦ str♦♥❣❡r r❡❣✐♦♥s ♦❝❝✉r ♦♥ t❤❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ 〈ǫ−sgs〉 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ 〈ǫ+sgs〉 ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧
r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ♣❛rt ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t✇♦ ❞❛r❦
❜❧✉❡ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ P (ǫsgs ≤ 0) < 0.5 ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r ▲ss✲5th

✜❧t❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛s❝❛❞❡ r❡❣✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r
✇✐❞t❤ ❛t t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s ❢♦r ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s✳

▲❛r❣❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣r❡ss✉r❡
❣r❛❞✐❡♥t r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉♠♣ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s✉♠♠✐t✱ ♠♦r❡
s❛❧✐❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤✐s ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t 〈ǫsgs〉 ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣❧❛♥❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✽✭❛✮✮✳ ■ts ♦❝❝✉r❡♥❝❡ ✐s ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ 〈ǫ−sgs〉 ✐s
❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡ 〈ǫ+sgs〉 ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶✮✳ ■t
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷✱ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣
❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭r❡❞✲✇❤✐t❡ r❡❣✐♦♥✱ ✉♣ t♦ 80%✮ ❞♦❡s ♥♦t
✐♠♣❧② ❛ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛♥ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦



✺✳✸✳ ❊◆❊❘●❨ ❚❘❆◆❙❋❊❘ ▼❊❈❍❆◆■❙▼ ✶✵✺

❛ ✇❤✐t❡ r❡❣✐♦♥ ✭s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ 50%✮ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣r❡ss✉r❡
❣r❛❞✐❡♥t r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉♠♣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ❜❡❝♦♠❡
str♦♥❣❡r ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ ❜✉t st✐❧❧ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ ♠♦st ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♦❢
♥❡t 〈ǫsgs〉 ❢♦r ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❇✳✶ ♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✳

✭❛✮

✶✵� ✶✵✁ ✶✵✷

②
❄

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

✂✰
① ❂ ✄☎☎, ✂✰

③ ❂ ✹☎

Upper wall
Lss✆✺t❤

✝✎s❣s✐✞✝✎✐

✝✎✟s❣s✐✞✝✎✐

✠✝✎✡s❣s✐✞✝✎✐

x=1.2
x=2.2
x=3.4

✭❜✮

☛☞✌ ☛☞✍ ☛☞✏

✑
✒

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

✓✔
✕ ✖ ✗✘✘, ✓✔

✙ ✖ ✚✘

Upper wall
Gaussian

✛✜✢✣✢✤✥✛✜✤

✛✜✦✢✣✢✤✥✛✜✤

✧✛✜★✢✣✢✤✥✛✜✤

x=1.2
x=2.2
x=3.4

✭❝✮

✩✪✫ ✩✪✬ ✩✪✭

✮
✯

-1.3

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

✱✲
✳ ✴ ✸✻✻, ✱✲

✼ ✴ ✽✻

Upper wall
Lss✾✿❀❁

❃❅❆❇❆❈❉❃❅❈

❃❅❊❆❇❆❈❉❃❅❈

❋❃❅●❆❇❆❈❉❃❅❈

x=1.2
x=2.2
x=3.4

✭❞✮

❍■❏ ❍■❑ ❍■▲

▼
◆

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

❖P
◗ ❘ ❙❚❚, ❖P

❯ ❘ ❱❚

Upper wall
Gaussian

❲❳❨❩❨❬❭❲❳❬

❲❳❪❨❩❨❬❭❲❳❬

❫❲❳❴❨❩❨❬❭❲❳❬

x=1.2
x=2.2
x=3.4

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✱ ❞✮✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ♦❢
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳

❙♦ ❛s t♦ ✐♥s♣❡❝t t❤❡s❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦ ✇❛r❞ s❝❛tt❡rs✱ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✸✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉r ❛t x = 1.2✱ 40 < y⋆ < 60✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❛t t❤❡ ✜❧t❡r
✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛r❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✭❛✮ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✮✱ ❜✉t s❧✐❣❤t❧② ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ t❤❛♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣②✳ ■t ❛❧s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✼✮✱ ❜✉t ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♠♦✈✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ 〈ǫ+sgs〉 ❛♥❞ 〈ǫ−sgs〉✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♥❡t 〈ǫsgs〉 ❛r❡ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✽✭❛✮✮✱ ❛s t❤❡
s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t✱ ❛ ✇❡❛❦
♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ 〈ǫ+sgs〉 ❛♣♣❡❛rs ♥❡❛r y

⋆ ≃ 4 ❢♦r ❛❧❧ ✜❧t❡r s❡ts ❡①❛♠✐♥❡❞ ❤❡r❡✱
✇✐t❤ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❛s ♠♦✈✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠
t❤❡ ✇❛❧❧✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❡❛❦ ♦❢ 〈ǫ+sgs〉 ♦❝❝✉rs ♥❡❛r 70 < y⋆ < 100✱ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ t❤❛♥ t❤❡



✶✵✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❋❖❘ ❆P● ❈❍❆◆◆❊▲ ❋▲❖❲

✭❛✮

100 200 300 400 500

②
❄

-0.3

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

✁✰
① ❂ ✺✵, ✁✰

③ ❂ ✷✵

Lss-✺t❤

�✎s❣s✐✂�✎✐

�✎✄s❣s✐✂�✎✐

☎�✎✆s❣s✐✂�✎✐

x=-1.6
x=-1.0
x=-0.4

✭❜✮

100 200 300 400 500

✝
✞

-0.3

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

✟✠
✡ ☛ ☞✌, ✟✠

✍ ☛ ✏✌

Gaussian

✑✒✓✔✓✕✖✑✒✕

✑✒✗✓✔✓✕✖✑✒✕

✘✑✒✙✓✔✓✕✖✑✒✕

x=-1.5
x=-0.9
x=-0.3

✭❝✮

100 200 300 400 500

✚
✛

-0.6

0.0

0.5

1.0

1.5

✜✢
✣ ✤ ✶✥✥, ✜✢

✦ ✤ ✹✥

Lss-✧★✩

✪✫✬✭✬✮✯✪✫✮

✪✫✱✬✭✬✮✯✪✫✮

✲✪✫✳✬✭✬✮✯✪✫✮

x=-1.6
x=-1.0
x=-0.4

✭❞✮

100 200 300 400 500

✴
✸

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

✻✼
✽ ✾ ✿❀❀, ✻✼

❁ ✾ ❃❀

Gaussian

❅❆❇❈❇❉❊❅❆❉

❅❆❋❇❈❇❉❊❅❆❉

●❅❆❍❇❈❇❉❊❅❆❉

x=-1.5
x=-0.9
x=-0.3

✭❡✮

100 200 300 400 500

■
❏

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

2.8

❑▲
▼ ◆ ❖PP, ❑▲

◗ ◆ ❘P

Lss-❙❚❯

❱❲❳❨❳❩❬❱❲❩

❱❲❭❳❨❳❩❬❱❲❩

❪❱❲❫❳❨❳❩❬❱❲❩

x=-1.6
x=-1.0
x=-0.4

✭❢✮

100 200 300 400 500

❴
❵

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

❛❜
❝ ❞ ❡❢❢, ❛❜

❥ ❞ ❦❢

Gaussian

❧♠♥♦♥♣q❧♠♣

❧♠r♥♦♥♣q❧♠♣

✉❧♠✈♥♦♥♣q❧♠♣

x=-1.5
x=-0.9
x=-0.3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♦❢ ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✱ ❞✱
❢✮✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳

✜rst ♣❡❛❦✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ s❛❧✐❡♥t ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ s❤❛r♣ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ 〈ǫ+sgs〉 ♥❡❛r ✐ts s❡❝♦♥❞ ♣❡❛❦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ♥❡t
〈ǫ+sgs〉 ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 40 < y⋆ < 60✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❙●❙
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s 〈T+

sgs〉 ❛♥❞ 〈T−
sgs〉✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢

❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❢♦r ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡
♦t❤❡r ✐♥t❡♥s❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✼✱ ✺✳✽ ❛♥❞
✺✳✾✮✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t 〈ǫsgs〉 ✐s ❛❧s♦ s❧✐❣❤t❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r
✇✐❞t❤✳



✺✳✸✳ ❊◆❊❘●❨ ❚❘❆◆❙❋❊❘ ▼❊❈❍❆◆■❙▼ ✶✵✼

❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐✲
✈❡r❣✐♥❣ ❆P● ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✹✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧
r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ ✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✽✭❛✮✮ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t 〈ǫsgs〉 ✐s
❛❧s♦ s❧✐❣❤t❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛s ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ♦❝❝✉rs ❛t x ≃ 2.2✱ 40 < y⋆ < 70✳ ❚❤✐s ✐s
r♦✉❣❤❧② t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❞✐✲
✈❡r❣✐♥❣ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✭❜✮✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ♠♦r❡ ✉♣str❡❛♠ t❤❛♥ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✭❜✮✮✳
❇✉t t❤✐s ♣❡❛❦ ✐s ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ t❤❛♥ t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❛s❝❛❞❡
♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ❜✉t
♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳

❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡
❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t r❡❣✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ✐s ❧❛r❣❡❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞
✜❧t❡r t②♣❡✳ ❚❤✐s ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r
✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r s❡ts✱ ❛♥❞

❧❛r❣❡r ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r
❤❛♣♣❡♥s ❞✐st✐♥❝t❧② ❛t x ≃ −0.9✱ y⋆ > 400✱ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ✉♣str❡❛♠ t❤❛♥ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ s❦✐♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✮✳

✺✳✸✳✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t✱ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ❛❞✈❡rs❡
♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❡❛❝❤ t❤❡✐r ♠❛①✐♠❛
❡①❛❝t❧② ❛t t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡
❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✜❧t❡r t②♣❡✳ ■t✬s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❛t✱ ✐♥t❡♥s❡
❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛❜s❡♥t ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤✐s ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ✉♣str❡❛♠
t❤❛♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ s❦✐♥ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❣r❡❛t❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤
❛♥❞ ✜❧t❡r t②♣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r
✐s ❣r❡❛t❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡✱ ❧♦❝❛t❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ s❦✐♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛r♣♥❡ss ♦❢
t❤❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✐s ❧❛r❣❡r ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇✐t❤ ❛ ❝✉r✈❡❞
✇❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳



✶✵✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❋❖❘ ❆P● ❈❍❆◆◆❊▲ ❋▲❖❲

✺✳✹✳ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❚❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❑✉❜❛♥ ❡t
❛❧✳ ✷✵✶✷ ❬✼✵❪ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ❛t t✇♦ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs
Reτ = 395 ❛♥❞ Reτ = 617✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▲❊❙ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡② ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ ❛ ♣r✐♦r✐
t❡sts ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✇❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡
❣r❛❞✐❡♥t✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ ❞②♥❛♠✐❝
❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ σ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇✐t❤
❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t Reτ = 617✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

✺✳✹✳✶✳ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧

✭❛✮

�✷ �✶ ✵ ✶ ✷ ✸
①

✵✿✵

✵✿✺

✶✿✵

✶✿✺

✷✿✵

②

❤❈s✐❀ ✁✰
✂ ❂ ✺✵❀ ✁✰

③ ❂ ✷✵, (Lss�✺t✄)

✭❜✮

☎✆ ☎✝ ✞ ✝ ✆ ✟
✠

✞✡✞

✞✡☛

✝✡✞

✝✡☛

✆✡✞

☞

✌✍✎✏✑ ✒✓
✔ ✕ ☛✞✑ ✒✓

✖ ✕ ✆✞, (Gaussian)

✞✡✞✞

✞✡✞✟

✞✡✞✻

✞✡✞✾

✞✡✝✆

✞✡✝☛

✭❝✮

✗✘ ✗✙ ✚ ✙ ✘ ✛
✜

✚✢✚

✚✢✣

✙✢✚

✙✢✣

✘✢✚

✤

✥✦✧★✩ ✪✫
✬ ✭ ✙✚✚✩ ✪✫

✮ ✭ ✹✚, (Lss✗✣✯✱)

✭❞✮

✲✳ ✲✴ ✼ ✴ ✳ ✽
❁

✼❃✼

✼❃❄

✴❃✼

✴❃❄

✳❃✼

❅

❆❇❉❊❋ ●❍
■ ❏ ✴✼✼❋ ●❍

❑ ❏ ▲✼, (Gaussian)

✼❃✼✼

✼❃✼✽

✼❃✼▼

✼❃✼◆

✼❃✴✳

✼❃✴❄

✭❡✮

❖P ❖◗ ❘ ◗ P ❙
❚

❘❯❘

❘❯❱

◗❯❘

◗❯❱

P❯❘

❲

❳❨❩❬❭ ❪❫
❴ ❵ P❘❘❭ ❪❫

❛ ❵ ❜❘, (Lss❖❱❝❞)

✭❢✮

❡❢ ❡❣ ❥ ❣ ❢ ❦
❧

❥♠❥

❥♠♥

❣♠❥

❣♠♥

❢♠❥

♦

♣qr✉✈ ✇④
⑤ ⑥ ❢❥❥✈ ✇④

⑦ ⑥ ⑧❥, (Gaussian)

❥♠❥❥

❥♠❥❦

❥♠❥⑨

❥♠❥⑩

❥♠❣❢

❥♠❣♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ✐♥
❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥
✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ✜❧t❡rs✳

❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐s
✜rst ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥
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350 400 450 500 550 600 650

②
❄

0.0025

0.0030

0.0035

0.0040

0.0045

0.0050

✁✰
① ❂ ✶✵✵, ✁✰

③ ❂ ✹✵

x=1.8

�❤✎s❣s✐ ✂ ✄☎☎, Lss-✺t✆

�❤✎❈✝✞✟s❣s ✐, Lss-✺t✆
�❤✎s❣s✐ ✂ ✄☎☎, Gaussian

�❤✎❈✝✞✟s❣s ✐, Gaussian

�❤✎s❣s✐ ✂ ✄☎☎, Lss-✺t✆

�❤✎❈✝✞✟s❣s ✐, Lss-✺t✆
�❤✎s❣s✐ ✂ ✄☎☎, Gaussian

�❤✎❈✝✞✟s❣s ✐, Gaussian

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ −〈ǫsgs〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt −〈ǫCs=1
sgs 〉 ❜② t❤❡

❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ Cs = 1.0 ❛t x = 1.8✱ ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40
✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳

✠✡☛ ✠✡☞ ✠✡✷

✌
✍

✠✡✏✷

✠✡✏☞

✠✡☛

✠✡☞

✠✡✷

✠✡✸

✑✒
✓ ✔ ✕✖✖, ✑✒

✗ ✔ ✘✖

Lower wall, x=1.8
Gaussian

✙✚✛✜✢✜✣ ✤ ✥✦✦

✙✚✛✧★✩✪✜✢✜ ✣

✚❙✫❥❙✫❥✣

✙✚✛✜✢✜✣ ✤ ✥✦✦

✙✚✛✧★✩✪✜✢✜ ✣

✚❙✫❥❙✫❥✣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ −〈ǫsgs〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt −〈ǫCs=1
sgs 〉 ❜② t❤❡

❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ Cs = 1.0 ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ str❡ss t❡♥s♦r ❛t
x = 1.8✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳

✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ ✷❉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻✳ ❖♥❧② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞
❛s✱ ✐♥ ❛ ▲❊❙ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❧❡❛❞ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②
❝❧✐♣♣❡❞ t♦ ③❡r♦✳ ❆s ❛ ❝❧❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cs〉
✭✇❤✐t❡ r❡❣✐♦♥✮ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ✭❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✮
r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉♠♣✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ✐s ❧❛r❣❡r ✇✐t❤
t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ❜❛❝❦
s❝❛tt❡r r❡❣✐♦♥s ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵✮✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❇✳✻ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✜❧t❡r s❡t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ 〈Cs〉 ❡①t❡♥❞s ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡r r❛♥❣❡ t❤❛♥ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧
✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✹✱ ❛♥❞ ✹✳✶✻✮✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❤✐❣❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cs〉 ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥✲
t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧✲
t❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫsgs〉 ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧
✭〈ǫCs=1

sgs 〉 = −2.0〈(νsgs/C
2
s )S

2

ij〉✮ ✉s✐♥❣ Cs = 1 ✐s ❧❛r❣❡r ✇✐t❤ ▲ss✲5th t❤❛♥ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥
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✜❧t❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✼✮ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥✳ ❆s ❛ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ 〈ǫsgs〉 ❛♥❞ 〈ǫCs=1
sgs 〉✱ ❛ ❧❛r❣❡r 〈Cs〉

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r
✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥
t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● ♣❛rt ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵✮✱ 〈Cs〉 ✐s ❧♦✇❡r ♥❡❛r
t❤❡ ✇❛❧❧ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧t❡r s❡t✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ −〈ǫCs=1

sgs 〉 ✐s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❛❧ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ −〈ǫsgs〉 ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥
y⋆ < 100 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞
❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❛t x = 1.2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ 〈ǫsgs〉✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛r❣❡
−〈ǫCs=1

sgs 〉 ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ t❡♥s♦r 〈Sij〉✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧② ❧❛r❣❡r
✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ❛t t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ 〈Cs〉 ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
✈❛❧✉❡ ♦❢ 〈Cs〉 ≃ 0.16 ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✭▲✐❧❧② ✶✾✻✼ ❬✼✼❪❀ ▼❡♥❡✈❡❛✉ ✶✾✾✼ ❬✾✹❪✮✱ ❜✉t
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✻✮✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❛s
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cs〉 ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r ▲ss✲5th ✜❧t❡r✱ ❜✉t
❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤✐s ❛❣r❡❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢
♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✻✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ 〈Cs〉 ✭❧❡ss t❤❛♥ 0.06✮ ❛♣♣❡❛r
✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✇❡❛❦❡r
❢♦r✇❛r❞ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳

✭❛✮

✶✵� ✶✵✁ ✶✵✷

②❄

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

❤
❈
s✐

✂✰
① ❂ ✄☎☎, ✂✰

③ ❂ ✹☎

Lower wall
Lss✆✺t✝

plane channel flow at ❘❡✜ ✞ ✾✟✠x=-2.2
x=-0.2
x=0.2
x=0.6

✭❜✮

✡☛☞ ✡☛✌ ✡☛✍

✎✏

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

✑
✒
✓✔

✕✖
✗ ✘ ✙✚✚, ✕✖

✛ ✘ ✢✚

Lower wall
Lss✣✤✥✦

plane channel flow at ✧★✩ ✪ ✫✬✭x=0.7
x=1.0
x=1.3
x=1.8

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ 〈Cs〉 ♦❢ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ r♦✉❣❤❧②
❜❡❢♦r❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✭❜✮ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th

✜❧t❡r s❡t ∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ 〈Cs〉 ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉♠♣✱ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❛♥❛❧②s✐s ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾✳ ■♥ t❤❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t r❡❣✐♦♥✱
t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ 〈Cs〉 ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✇✐t❤ t❤❛t ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾✭❛✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ ❛t x = −0.2 ✭t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❤❛♥❣❡s t♦ ♣♦s✐t✐✈❡✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷✮✱ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ 〈Cs〉 ✐♥❝r❡❛s❡s s❤❛r♣❧② ♠♦✈❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠
✉♥t✐❧ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❛t x = 0.6✳ ❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ x = 0.7 ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾✭❜✮✱
❛ ♥❡✇ ♣❡❛❦ ♦❢ 〈Cs〉 ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✭10 < y+ < 20✮✳ ❚❤✐s ♣❡❛❦ ✜rst❧②
❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ♠♦✈❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ r❛♣✐❞❧② ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❣r❛❞✉❛❧❧② ❛s
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✶✿✺

✷✿✵

②

❤❈❞✐❀ ✁✰
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③ ❂ ✷✵, (Lss�✺t✄)
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✖ ✕ ✆✞, (Gaussian)
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✮ ✭ ✹✚, (Lss✗✣✯✱)
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❑ ❏ ▲✼, (Gaussian)

✼❃✼✼

✼❃✼✽

✼❃✼▼

✼❃✼◆

✼❃✴✳

✼❃✴❄

✭❡✮

❖P ❖◗ ❘ ◗ P ❙
❚

❘❯❘

❘❯❱

◗❯❘

◗❯❱

P❯❘

❲

❳❨❩❬❭ ❪❫
❴ ❵ P❘❘❭ ❪❫

❛ ❵ ❜❘, (Lss❖❱❝❡)

✭❢✮
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♠

❦♥❦

❦♥♦

❥♥❦

❥♥♦

❣♥❦

♣

qrs✉✈ ✇④
⑤ ⑥ ❣❦❦✈ ✇④

⑦ ⑥ ⑧❦, (Gaussian)

❦♥❦❦

❦♥❦❧

❦♥❦⑨

❦♥❦⑩

❦♥❥❣

❦♥❥♦

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cd〉 ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐♥
❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✭∆̂ = 2.0∆✮ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞
●❛✉ss✐❛♥ ✭r✐❣❤t✮ ✜❧t❡rs✳

♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ■t ✐s ❤❛r❞❧② ❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡ ❛t x = 1.8 ✭r♦✉❣❤❧② t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✮✳ ❙✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ 〈Cs〉 ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✇✐t❤
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛♥❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮✳ ❋♦r 〈Cs〉 ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st

✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+
x = 200✱ ∆+

z = 80✮✱ ♥♦ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ dCp/ds ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥
♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ 〈Cs〉 ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ♠♦❞❡r❛t❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✉s✐♥❣ ❜♦t❤
▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
❣r❛❞✐❡♥t dCp/ds✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ 〈Cs〉 ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ dCp/ds ❛t t❤❡
✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cd〉 ♦❢
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
❚❤r❡❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ t❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆̂ = 2.0∆ ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✵✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✜❧t❡r s❡t✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ 〈Cd〉 ✭✐♥ ✇❤✐t❡✮ ❡①t❡♥❞ ✇✐❞❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ 〈Cs〉 ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻✮ ♦r t❤❛♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t
❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵✮✳ ❆♥ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ 〈Cd〉 ✐♥ ❞❡t❛✐❧ s❤♦✇s
t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ 〈Cs〉 ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❇✳✻ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✳ ■♥ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣❛rt✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cd〉 ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cs〉✳ ❚❤✉s✱ 〈Cd〉 ✐s ♠♦r❡ s❝❛tt❡r❡❞ t❤❛♥ 〈Cs〉 ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮ ♦❢ ❜♦t❤ ✜❧t❡r

t②♣❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✼✮✱ ❛♥❞
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❤❈
❞✐

✂✰
① ❂ ✄☎☎, ✂✰

③ ❂ ✹☎
Lower wall
Lss✆✺t✝

plane channel flow at ❘❡✜ ✞ ✾✟✠x=-2.2
x=-0.2
x=0.2
x=0.6

✭❜✮

✡☛☞ ✡☛✌ ✡☛✍

✎✏

-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04
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✑✒
✓✔

✕✖✗ ✘ ✙✚✚, ✕✖✛ ✘ ✢✚
Lower wall
Lss✣✤✥✦

plane channel flow at ✧★✩ ✪ ✫✬✭x=0.7
x=1.0
x=1.3
x=1.8

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ 〈Cd〉 ♦❢ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②
♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r s❡t ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳
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✳

✲✿✲

✲✿✴

✱✿✲

✱✿✴

✯✿✲

✻

✼✽s ✮ ✽❀❁❃✼✽s❁❅ ❆❇
❉ ❊ ✴✲❅ ❆❇

❋ ❊ ✯✲● ❍▲■■✮✴❏❑▼

✭❜✮

◆❖ ◆P ◗ P ❖ ❙
❚

◗❯◗

◗❯❱

P❯◗

P❯❱

❖❯◗

❲

❳❨❩ ◆ ❨❬❭❪❳❨❩❭❫ ❴❵
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➑→➣

➐→➒

↔
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➥ ➤ ➦➒➧ ➨➩➫➭➯➯➲➫➳➵

➸➺➻➼
➸➼➻➽
➸➼➻➾
➸➼➻➚
➸➼➻➪
➼➻➼
➼➻➪
➼➻➚
➼➻➾
➼➻➽
➺➻➼

✭❡✮

➶➹ ➶➘ ➴ ➘ ➹ ➷
➬

➴➮➴

➴➮➱

➘➮➴

➘➮➱

➹➮➴

✃

❐❒❮ ➶ ❒❰ÏÐ❐❒❮ÏÑ ÒÓ
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✭❢✮

ßà ßá â á à ã
ä

âåâ

âåæ

áåâ

áåæ

àåâ

ç

èéê ß éëìíèéêìî ïð
ñ ò àââî ïð

ó ò ôâõ ö÷øùúúûøüý

þÿ✳✵
þ✵✳✽
þ✵✳✻
þ✵✳✹
þ✵✳✷
✰✵✳✵
✰✵✳✷
✰✵✳✹
✰✵✳✻
✰✵✳✽
✰ÿ✳✵

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉
♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ 〈Cd〉 ♦❢ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐♥
❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ✜❧t❡rs✳

♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❛ t♦♦ ❧❛r❣❡ t❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❈❛r♣❡r ❛♥❞ P♦rté✲❆❣❡❧ ✷✵✵✽ ❬✷✹❪✳
❆ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ 〈Cd〉 ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✐s

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✶✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ 〈Cd〉 ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ 〈Cs〉
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾✮✳ ❆ ♥❡❛r ✇❛❧❧ ♣❡❛❦ ♦❢ 〈Cd〉 ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0.7 ≤ x ≤ 1.8✱ r♦✉❣❤❧②
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ 〈Cd〉 ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
❛t x = 1.0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ 〈Cd〉 ✐s ♠♦r❡ s❝❛tt❡r❡❞ t❤❛♥ 〈Cs〉 ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r s❡t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
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✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❡st ✜❧t❡r ♦❢ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✳ ❆t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
〈Cd〉 ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ t❤❛t ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳

❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ 〈Cs〉 ❛♥❞ 〈Cd〉 ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✷✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❛t ❜♦t❤ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
〈Cd〉 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ 〈Cs〉 ♦❝❝✉r ❛t ❛❧❧ ✜❧t❡r s❡ts ❡①❛♠✐♥❡❞ ❤❡r❡✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧
❝❡♥t❡r✱ 〈Cd〉 ✐s ♠❛✐♥❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ✭❛❜♦✉t 0✲60%✱ ✐♥ ❜❧✉❡ r❡❣✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥
✐s ✇❡❛❦❡♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦❢ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✱ ❜✉t str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❛❜♦✉t 40✲80%✮ ♦❢ 〈Cd〉 ♦❝❝✉rs
♠♦st❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ♣❛rt✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♦✉r r❡s✉❧ts
✐♥ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✽ ❛♥❞ ✹✳✶✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉♥❞❡r✲
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ 〈Cd〉 ❜❡❝♦♠❡ str♦♥❣❡r ❢♦r ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦❢ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥
✜❧t❡rs✳ ❚❤❡② ❡✈❡♥ ❣♦ ✉♣ t♦ 100% ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0.0 < x < 2.0 ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤
✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♥❧② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ 〈Cd〉 ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✽ ❛♥❞ ✹✳✶✾✮✳ ❇♦t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥
✭✉♣ t♦ 100%✮ ❛♥❞ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❞♦✇♥ t♦ −100%✮ ♦❢ 〈Cd〉 ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ 〈Cd〉 ❢r♦♠ 〈Cs〉 ✐♥ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ✐s ♠✉❝❤
❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳

▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✭∆̂ = 1.5∆ ❛♥❞ ∆̂ = 3.0∆✮ ❛r❡ ❛❧s♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣s✳ ❇✳✼✲❇✳✶✵ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ 〈Cd〉 t♦ t❤❡
t❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆̂ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✷✵✮✱ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ 〈Cd〉

❛♥❞ 〈Cs〉 ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆̂ = 2.0∆✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
r❡s✉❧ts ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t Reτ = 640 ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❚s✉❜♦❦✉r❛ ✷✵✵✻ ❬✶✸✾❪ ✳

✺✳✹✳✷✳ ❲❛❧❧✲❆❞❛♣t✐♥❣ ▲♦❝❛❧ ❊❞❞②✲❱✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧

❆s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s
❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✸✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦r 〈Cs〉✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ 〈Cw〉
♠❛✐♥❧② ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ♣❛rt ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮✳

❆♥ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ 〈Cw〉 s❤♦✇s t❤❛t ✐t ❜❡❤❛✈❡s t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ 〈Cs〉 ❛♥❞
〈Cd〉✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r 〈Cs〉✱ 〈Cw〉 ✐s ❧❛r❣❡r ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲
5th ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❙●❙
❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫsgs〉 ❛♥❞ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✭〈ǫCw=1

sgs 〉 = −2.0〈(νsgs/C
2
w)S

2

ij〉✮ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②
t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ Cw = 1.0 ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✹✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✇✐t❤ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✱ −〈ǫsgs〉 ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❛ s♠❛❧❧❡r −〈ǫCw=1

sgs 〉 ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x = 1.8✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❧❛r❣❡r 〈Cw〉 ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ 〈ǫsgs〉 ❛♥❞ 〈ǫCw=1

sgs 〉 ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤✐s
❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❢♦r ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ 〈Cw〉 ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r ❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❜♦t❤ ✐♥
t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s✳ ❚❤❡ str♦♥❣❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cw〉
✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ❧❛r❣❡❧② ❡①❝❡❡❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❛❧✉❡ 〈Cw〉 ≃ 0.5 ❢♦r
✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ str♦♥❣ 〈Cw〉 ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P●
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③ ❂ ✷✵, (Lss�✺t✄)
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✮ ✭ ✯✚, (Lss✗✣✱✲)
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❑ ❏ ▲✽, (Gaussian)
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❵ ❴ ❛◗, (Lss◆❯❜❝)

✭❢✮

❞❡ ❞❢ ❣ ❢ ❡ ❥
❦

❣❧❣

❣❧♠

❢❧❣

❢❧♠

❡❧❣

♥

♦♣qrs ✉✈
④ ⑤ ❡❣❣s ✉✈

⑥ ⑤ ⑦❣, (Gaussian)

❣❧❣

❣❧❢

❣❧❡

❣❧❥

❣❧⑧

❣❧♠

❣❧⑨

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✿ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cw〉 ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥
✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 〈Cw〉 r❡❛❝❤❡s ✉♣ t♦ 2.3 ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r
✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✳

350 400 450 500 550 600 650

⑩❶
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❷❸
❹ ❺ ❻❼❼, ❷❸

❽ ❺ ❾❼
x=1.8

❿➀➁➂➃➂➄ ➅ ➆➇, Lss-➈➉➊

❿➀➁➋➌➍➎➂➃➂ ➄, Lss-➈➉➊
❿➀➁➂➃➂➄ ➅ ➆➇, Gaussian

❿➀➁➋➌➍➎➂➃➂ ➄, Gaussian

❿➀➁➂➃➂➄ ➅ ➆➇, Lss-➈➉➊

❿➀➁➋➌➍➎➂➃➂ ➄, Lss-➈➉➊
❿➀➁➂➃➂➄ ➅ ➆➇, Gaussian

❿➀➁➋➌➍➎➂➃➂ ➄, Gaussian

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹✿ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ −〈ǫsgs〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt −〈ǫCw=1
sgs 〉 ❜② t❤❡

❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ Cw = 1.0 ❛t x = 1.8 ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40 ✉s✐♥❣
▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳

♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✱ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫsgs〉 ❛♥❞
✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ 〈ǫCw=1

sgs 〉 ✉s✐♥❣ Cw = 1 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✺✳
❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ❛t x = 1.8✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❙●❙ ❡♥❡r❣②
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Lower wall, x=1.8
Lss-✺t❤

✭✄✰
① ❂ ☎✆✆, ✄✰

③ ❂ ✝✆✮❀✞✟✎s❣s✐ ✠ ☎✆✆

✭✄✰
① ❂ ☎✆✆, ✄✰

③ ❂ ✝✆✮❀✞✟✎❈✇✡☛s❣s ✐

✭✄✰
① ❂ ☞✆✆, ✄✰

③ ❂ ✽✆✮❀✞✟✎s❣s✐ ✠ ☎✆✆

✭✄✰
① ❂ ☞✆✆, ✄✰

③ ❂ ✽✆✮❀✞✟✎❈✇✡☛s❣s ✐

✭✄✰
① ❂ ☎✆✆, ✄✰

③ ❂ ✝✆✮❀✞✟✎s❣s✐ ✠ ☎✆✆

✭✄✰
① ❂ ☎✆✆, ✄✰

③ ❂ ✝✆✮❀✞✟✎❈✇✡☛s❣s ✐

✭✄✰
① ❂ ☞✆✆, ✄✰

③ ❂ ✽✆✮❀✞✟✎s❣s✐ ✠ ☎✆✆

✭✄✰
① ❂ ☞✆✆, ✄✰

③ ❂ ✽✆✮❀✞✟✎❈✇✡☛s❣s ✐

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺✿ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ −〈ǫsgs〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt −〈ǫCw=1
sgs 〉 ❜② t❤❡

❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ Cw = 1.0 ❛t x = 1.8 ❢♦r t❤❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40
❛♥❞ ∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✳
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Lower wall, x=1.8
Lss✘✙✚✛

✜✢
✣ ✤ ✥✦✦, ✜✢

✧ ✤ ★✦

✜✢
✣ ✤ ✩✦✦, ✜✢

✧ ✤ ✪✦

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ♦♣❡r❛t♦r 〈Sd
ijS

d
ij〉 ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧

✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40 ❛♥❞ ∆+
x = 200✱ ∆+

z = 80✳

❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ −〈ǫsgs〉 ✐s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40✮
❛♥❞ ✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❛♥❣❡ y⋆ < 100 ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱

−〈ǫCw=1
sgs 〉 ✐s s♠❛❧❧❡r ✇✐t❤ ✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮ t❤❛♥ ✇✐t❤ ✭∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✮ ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ r❡❣✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ −〈ǫsgs〉 ❛♥❞ −〈ǫCw=1
sgs 〉 ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❧❛r❣❡r 〈Cw〉 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
〈ǫsgs〉 ❛♥❞ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt 〈ǫCw=1

sgs 〉 ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r
✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮ t❤❛♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡ ✭∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✮✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ −〈ǫCw=1
sgs 〉 ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐♥

t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r 〈Sd
ijS

d
ij〉 ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✺✳✷✻✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x = 1.8✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✐♥
t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❛♥❣❡ y⋆ < 100✱ 〈Sd

ijS
d
ij〉 ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤

✭∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40✮✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❧❛r❣❡r −〈ǫCw=1
sgs 〉 ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 100✱
∆+

z = 40✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✭∆+
x = 200✱ ∆+

z = 80✮ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷✺✮✳ ❚❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛❧❧ st❛t✐st✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cw〉 ♥❡❛r ❜♦t❤ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ❛♥❞
✢❛t ✇❛❧❧s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ❤✐❣❤
✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cw〉 ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛r❡ ❣r❡❛t❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊
♦♣❡r❛t♦r 〈Sd

ijS
d
ij〉 ✇❤✐❝❤ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳
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✭❛✮

✶✵� ✶✵✁ ✶✵✷

②❄

✲✂✳✄

✂✳✂

✂✳✄

✂✳✹

✂✳✻

✂✳✽

❤
❈
✇
✐

☎✰
① ❂ ✺✆✱ ☎✰

③ ❂ ✝✆
▲♦✞❡r ✞❛❧❧

▲ss✟✺t✠

♣✡☛♥☞ ❝✌☛♥♥☞✡ ✍✎✏ ☛✑ ❘✒✜ ✓ ✾✔✕

✖✗✘✙✚

✖✗✛✙✢

✖✗✛✙✣

✭❜✮

✤✥✦ ✤✥✧ ✤✥★

✩✪

✫✬✫

✫✬✭

✫✬✮

✫✬✸

✫✬✯

✫✬✴

✫✬✼

✫✬✿

❀
❁
❃
❅

❆❇
❉ ❊ ❋●❍ ❆❇

■ ❊ ❏●
❑▼◆❖P ◆◗❙❙
❚◗✉❯❯❱◗❲

❳❨❩❬❭ ❪❫❩❬❬❭❨ ❴❵❜ ❩❞ ❢❣❥ ❦ ♠q✈

④⑤⑥⑦⑧

④⑤⑨⑦⑩

④⑤⑨⑦❶

✭❝✮

❷❸❹ ❷❸❺ ❷❸❻

❼❽

❾❿➀➁

❿➀❿

❿➀➁

❿➀➂

❿➀➃

❿➀➄

➅
➆
➇
➈

➉➊
➋ ➌ ➍➎➎➏ ➉➊

➐ ➌ ➑➎
➒➓➔→➣ ➔↔↕↕

➒➙➙➛➜➝➞

➟➠➡➢➤ ➥➦➡➢➢➤➠ ➧➨➩ ➡➫ ➭➯➲ ➳ ➵➸➺

➻➼➽➾➚

➻➼➪➾➶

➻➼➪➾➹

✭❞✮

➘➴➷ ➘➴➬ ➘➴➮

➱✃

❐❒❐

❐❒❮

❐❒❰

❐❒Ï

❐❒Ð

❐❒Ñ

❐❒Ò

❐❒Ó

Ô
Õ
Ö
×

ØÙ
Ú Û ÜÝÝÞ ØÙ

ß Û àÝ
áâãäå ãæçç
èæéêêëæì

íîïðñ òóïððñî ôõö ï÷ øùú û üýþ

ÿ❂✵✳✻

ÿ❂✶✳✷

ÿ❂✶✳✺

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ 〈Cw〉 ♦❢ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r
✇❛❧❧ ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40 ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱

❞✮ ✜❧t❡rs✳

❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ 〈Cw〉 ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ✇❛❧❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✺✳✷✼✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ 〈Cw〉 ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②
❧♦✇❡r ❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ y⋆ < 6 t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤✐s ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s
♦❢ 〈Cw〉 ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ x = 0.6 ❛s ♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ❋♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ▲ss✲5th ✜❧t❡r
✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮✱ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ 〈Cw〉 t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞

✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ y⋆ > 10 ✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✭∆+
x = 100✱

∆+
z = 40✮ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣❡❛❦ ♦❢ 〈Cw〉 ♦❝❝✉rs ❢r♦♠ t❤❡

♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ x = 0.6✱ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ y⋆ > 10✳ ❚❤✐s ♣❡❛❦ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r
❛♥❞ ♠♦✈❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛s ♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ❆ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✢❛tt❡r 〈Cw〉 t❤❛♥ ✐♥
♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ✭x = 1.5✮ ❢♦r t❤❡
❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✮ ❢♦r ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ 〈Cw〉 ✐♥

t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+
x = 200✱ ∆+

z = 80✮✳
❆ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ 〈Cw〉 ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳

✺✳✹✳✸✳ σ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cσ〉 ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r
✇✐❞t❤s ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✽✳ 〈Cσ〉 ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r
❜❡❤❛✈✐♦r t♦ 〈Cw〉 ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥✳ 〈Cσ〉 ✐s ❧❛r❣❡r ✇✐t❤
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❚❤✐s ✐s ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝ts
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✭❛✮

�✷ �✶ ✵ ✶ ✷ ✸
①

✵✿✵

✵✿✺

✶✿✵

✶✿✺

✷✿✵

②

❤❈✛✐❀ ✁
✰
✂ ❂ ✺✵❀ ✁✰

③ ❂ ✷✵, (Lss�✺t✄)

✭❜✮

☎✆ ☎✝ ✞ ✝ ✆ ✟
✠

✞✡✞

✞✡☛

✝✡✞

✝✡☛

✆✡✞

☞

✌✍✎✏✑ ✒✓
✔ ✕ ☛✞✑ ✒✓

✖ ✕ ✆✞, (Gaussian)

✞✡✞

✞✡✆

✞✡✹

✞✡✻

✞✡✽

✝✡✞

✝✡✆

✝✡✹

✭❝✮

✗✘ ✗✙ ✚ ✙ ✘ ✜
✢

✚✣✚

✚✣✤

✙✣✚

✙✣✤

✘✣✚

✥

✦✧★✩✪ ✫
✬
✭ ✮ ✙✚✚✪ ✫✬

✯ ✮ ✱✚✲ ✳▲ss✗✤✴✼✾

✭❞✮

❁❃ ❁❄ ❅ ❄ ❃ ❆
❇

❅❉❅

❅❉❊

❄❉❅

❄❉❊

❃❉❅

❋

●❍■❏❑ ▼◆
❖ P ❄❅❅❑ ▼◆

◗ P ❘❅, (Gaussian)

❅❉❅

❅❉❃

❅❉❘

❅❉❙

❅❉❚

❄❉❅

❄❉❃

❄❉❘

✭❡✮

❯❱ ❯❲ ❳ ❲ ❱ ❨
❩

❳❬❳

❳❬❭

❲❬❳

❲❬❭

❱❬❳

❪

❫❴❵❛❜ ❝
❞
❡ ❢ ❱❳❳❜ ❝❞

❣ ❢ ❥❳, (Lss❯❭❦❧)

✭❢✮

♠♥ ♠♦ ♣ ♦ ♥ q
r

♣✉♣

♣✉✈

♦✉♣

♦✉✈

♥✉♣

✇

④⑤⑥⑦⑧ ⑨⑩
❶ ❷ ♥♣♣⑧ ⑨⑩

❸ ❷ ❹♣, (Gaussian)

♣✉♣

♣✉♥

♣✉❺

♣✉❻

♣✉❹

♦✉♣

♦✉♥

♦✉❺

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽✿ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cσ〉 ♦❢ σ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣
r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 〈Cσ〉 ✐s 1.65 ❢♦r ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s✳

♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫsgs〉 ❛♥❞ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ σ ♠♦❞❡❧
〈ǫCσ=1

sgs 〉 = −2.0〈(νsgs/C
2
σ)S

2

ij)〉 ✉s✐♥❣ Cσ = 1✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✾✳
❆t x = 2.0✱ ❧❛r❣❡r ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈ǫsgs〉 ❛♥❞ 〈ǫCσ=1

sgs 〉 ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ▲ss✲5th ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❧❛r❣❡r 〈Cσ〉 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✱
❜② t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ 〈ǫsgs〉 ❛♥❞ 〈ǫCσ=1

sgs 〉 ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ♦❢ ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s✳

■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✽✱ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cσ〉 ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✱ ♠♦r❡
♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ 〈Cσ〉 ≃ 1.65

✐s ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❛❧✉❡ 〈Cσ〉 ≃ 1.5 ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cσ〉 ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥

✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫsgs〉 ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ 〈ǫCσ=1

sgs 〉 ❜② t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✵✳ ❚❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣②
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ −〈ǫsgs〉 ✐s ❛❧♠♦st ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ y⋆ < 100 ❢♦r t❤❡ t✇♦ ▲ss✲5th ✜❧t❡r
✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✮ ❛♥❞ ✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮✳ ❙✐♥❝❡ −〈ǫCσ=1

sgs 〉 ✐s s♠❛❧❧❡r ❢♦r t❤❡
❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡ ✭∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✮

✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡✱ s♦ ❛ ❧❛r❣❡r 〈Cσ〉 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ 〈ǫsgs〉 ❛♥❞ 〈ǫCσ=1
sgs 〉

✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+
x = 200✱ ∆+

z = 80✮ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣
❆P● ♣❛rt✳
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350 400 450 500 550 600 650

②❄
0.00002

0.00003

0.00004

0.00005

0.00006

0.00007

0.00008

0.00009

0.00010

✁✰① ❂ ✶✵✵, ✁✰③ ❂ ✹✵
x=1.8

�❤✎s❣s✐, Lss-✺t✂

�❤✎❈✛✄☎s❣s ✐, Lss-✺t✂
�❤✎s❣s✐, Gaussian

�❤✎❈✛✄☎s❣s ✐, Gaussian

�❤✎s❣s✐, Lss-✺t✂

�❤✎❈✛✄☎s❣s ✐, Lss-✺t✂
�❤✎s❣s✐, Gaussian

�❤✎❈✛✄☎s❣s ✐, Gaussian

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾✿ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ −〈ǫsgs〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt −〈ǫCσ=1
sgs 〉 ❜② t❤❡

σ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ Cσ = 1.0 ❛t x = 1.8 ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th

❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳

✆✝✞ ✆✝✟ ✆✝✷

✠✡

✆✝☛☞

✆✝☛✸

✆✝☛✷

✆✝☛✟

✆✝✞

✆✝✟

Lower wall, x=1.8
Lss-✌✍✏

✭✑✒✓ ✔ ✕✖✖, ✑✒✗ ✔ ✘✖✮❀ ✙✚✜✢✣✢✤ ✥ ✕✖✖

✭✑✒✓ ✔ ✕✖✖, ✑✒✗ ✔ ✘✖✮❀ ✙✚✜
✦✧★✩✢✣✢ ✤

✭✑✒✓ ✔ ✪✖✖, ✑✒✗ ✔ ✽✖✮❀ ✙✚✜✢✣✢✤ ✥ ✕✖✖

✭✑✒✓ ✔ ✪✖✖, ✑✒✗ ✔ ✽✖✮❀ ✙✚✜
✦✧★✩✢✣✢ ✤

✭✑✒✓ ✔ ✕✖✖, ✑✒✗ ✔ ✘✖✮❀ ✙✚✜✢✣✢✤ ✥ ✕✖✖

✭✑✒✓ ✔ ✕✖✖, ✑✒✗ ✔ ✘✖✮❀ ✙✚✜
✦✧★✩✢✣✢ ✤

✭✑✒✓ ✔ ✪✖✖, ✑✒✗ ✔ ✽✖✮❀ ✙✚✜✢✣✢✤ ✥ ✕✖✖

✭✑✒✓ ✔ ✪✖✖, ✑✒✗ ✔ ✽✖✮❀ ✙✚✜
✦✧★✩✢✣✢ ✤

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵✿ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ −〈ǫsgs〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt −〈ǫCσ=1
sgs 〉 ❜② t❤❡

σ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ Cσ = 1.0 ❛t x = 1.8 ❢♦r t❤❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40 ❛♥❞
∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✳

✫✬✯ ✫✬✱ ✫✬✲

✳✴

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14

0.16

✻❉
✼
✾

Lower wall, x=1.8
Lss✿❁❃❅❆❇❊ ❋ ●❍❍, ❆❇■ ❋ ❏❍

❆❇❊ ❋ ❑❍❍, ❆❇■ ❋ ▲❍

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✶✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ σ ♠♦❞❡❧ ♦♣❡r❛t♦r 〈Dσ〉 ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✭❛✮ ❛♥❞ ✉♣♣❡r
✭❜✮ ✇❛❧❧s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40 ❛♥❞ ∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✳

❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ 〈ǫCσ=1
sgs 〉 t♦ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ♦♣❡r❛t♦r 〈Dσ〉

✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✳ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ 〈Dσ〉 ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x = 1.5
✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✶✳ ❆t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ 〈Dσ〉 ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✜❧t❡r
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✭❛✮

✶✵� ✶✵✁ ✶✵✷

②❄

✲✂✳✹

✲✂✳✄

✂✳✂

✂✳✄

✂✳✹

✂✳✻

✂✳✽

☎✳✂

❤❈
✛
✐

✆✰
① ❂ ✺✝✱ ✆✰

③ ❂ ✞✝
▲♦✇❡r ✇❛❧❧

▲ss✟✺t✠

♣✡☛♥☞ ❝✌☛♥♥☞✡ ✍✎✏ ☛✑ ❘✒✜ ✓ ✾✔✕

✖✗✘✙✚

✖✗✢✙✣

✖✗✢✙✤

✭❜✮

✥✦✧ ✥✦★ ✥✦✩

✪✫

✬✭✬

✬✭✮

✬✭✯

✬✭✴

✬✭✸

✼✭✬

✿
❀
❁
❃

❅❆
❇ ❉ ❊❋● ❅❆

❍ ❉ ■❋
❏❑▼◆❖ ▼P◗◗
❙P✉❚❚❯P❱

❲❳❨❩❬ ❭❪❨❩❩❬❳ ❫❴❵ ❨❜ ❞❢❣ ❥ ❦♠q

✈④⑤⑥⑦

✈④⑧⑥⑨

✈④⑧⑥⑩

✭❝✮

❶❷❸ ❶❷❹ ❶❷❺

❻❼

❽❾❿➀

❽❾❿➁

❾❿❾

❾❿➁

❾❿➀

❾❿➂

❾❿➃

➄❿❾

➅
➆
➇
➈

➉➊
➋ ➌ ➍➎➎➏ ➉➊

➐ ➌ ➑➎
➒➓➔→➣ ➔↔↕↕

➒➙➙➛➜➝➞

➟➠➡➢➤ ➥➦➡➢➢➤➠ ➧➨➩ ➡➫ ➭➯➲ ➳ ➵➸➺

➻➼➽➾➚

➻➼➪➾➶

➻➼➪➾➹

✭❞✮

➘➴➷ ➘➴➬ ➘➴➮

➱✃

❐❒❐

❐❒❮

❐❒❰

❐❒Ï

❐❒Ð

Ñ❒❐

Ò
Ó
Ô
Õ

Ö×
Ø Ù ÚÛÛÜ Ö×

Ý Ù ÞÛ
ßàáâã áäåå
æäçèèéäê

ëìíîï ðñíîîïì òóô íõ ö÷ø ù úûü

ýþÿ✳✻

ýþ✶✳✷

ýþ✶✳✺

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✷✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ 〈Cσ〉 ♦❢ σ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧
✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs✳

✇✐❞t❤ ✭∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40✮ ✐s ❛❧♠♦st ✹ t✐♠❡s t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s
❛ ❧❛r❣❡r ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ −〈ǫCσ=1

sgs 〉 ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✜❧t❡r
✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✮ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✵✮✳ ❙✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢

〈Dσ〉 ❛♥❞ 〈ǫCσ=1
sgs 〉 ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②

♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ♦♣❡r❛t♦r 〈Dσ〉 t♦ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡
❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cσ〉 ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● ♣❛rt✳

❆ ❞❡❡♣❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ 〈Cσ〉 ✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✷✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ ✈❡r② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cσ〉
❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✳ ❇❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡
❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cσ〉 ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s ♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠✱ ❜✉t ❦❡❡♣ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡
♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ 〈Cw〉 ✭❜✉t ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✮✱ ❛ ♣❡❛❦ ♦❢
〈Cσ〉 ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ y⋆ > 10 ✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ❆t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥✱
〈Cσ〉 ✐♥❝r❡❛s❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ 〈Cw〉 ❛s ♠♦✈✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❛♥❞ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✳ ●❧♦❜❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡
r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱ 〈Cσ〉 ✐s st❡❡♣❡r t❤❛♥ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❜✉t s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss
st❡❡♣❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ 〈Cσ〉 ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳

✺✳✹✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❢♦✉r s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛ ♣r✐✲
♦r✐ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡



✶✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❋❖❘ ❆P● ❈❍❆◆◆❊▲ ❋▲❖❲

❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛t
t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❤♦✇ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❝❛tt❡r t❤❛♥ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇
❛s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡
♠♦❞❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦ ✇❛r❞ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧
✢♦✇✱ ❛s ♥♦ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡
❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♠♦❞❡❧❡❞
❜② t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❧❛r❣❡r ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✳ 〈Cs〉 ❛♥❞ 〈Cd〉 ❛r❡ s♠❛❧❧❡r ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❝❡♥t❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ t❡♥s♦r
〈Sij〉 ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ 〈Cd〉 ✐s
❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ 〈Cs〉 t❤❛♥ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r
✇✐❞t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r 〈Sd

ijS
d
ij〉 ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r

〈Dσ〉 ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ str♦♥❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cw〉 ❛♥❞ 〈Cσ〉 ♥❡❛r ❜♦t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞
✉♣♣❡r ✇❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 200✱
∆+

z = 80✮ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts 〈Cw〉 ❛♥❞ 〈Cσ〉 ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡ q✉✐t❡
s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t✱ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t ❜♦t❤ ✇❛❧❧s ❤❛✈❡
❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❆t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ 〈Cs〉 ❛♥❞ 〈Cd〉 ❛r❡ q✉✐t❡
s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❆ ♥❡✇ ♣❡❛❦ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ◆❡❛r t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱ 〈Cw〉 ✐s
✢❛tt❡r t❤❛♥ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛❧❧ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱ 〈Cσ〉 ✐s st❡❡♣❡r
t❤❛♥ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳
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✺✳✺✳ ❚❡sts ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❜❡❤❛✈✐♦r

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r✱ t❤❡ ❙●❙ ❢♦r❝❡✱ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣②
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❡①❛❝t❧②✳ ❙t❛t✐st✐❝s
✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● ♣❛rt ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ❛s t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✉s✉❛❧❧② ❢❛✐❧s t♦ ♣r❡❞✐❝t ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ✢♦✇ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳

✺✳✺✳✶✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙●❙ t❡♥s♦r

❚❤❡ ❡①❛❝t ❙●❙ str❡ss❡s 〈τij〉 ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② (uo
τ )

2 ❛t
t❤❡ ✐♥❧❡t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✸ ❢♦r ❛ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢

♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts 〈τ11〉✱ 〈τ12〉✱ 〈τ22〉 ❛♥❞ 〈τ33〉✱ ❛s 〈τ13〉
❛♥❞ 〈τ23〉 ❛r❡ ③❡r♦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✳ ❋✐❣✳ ✺✳✸✸ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ 〈τij〉 ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❚✇♦ ♣❡❛❦s ♦❢
♣♦s✐t✐✈❡ 〈τ11〉✱ 〈τ22〉 ❛♥❞ 〈τ33〉✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ 〈τ12〉 ♦❝❝✉r ♥❡❛r t❤❡
✇❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ✈♦rt✐❝❡s
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✼✳ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r
♦❝❝✉rs ❛t t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡
❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ ❜✉t ♥♦t ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❇✳✶✶ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r
❣✐✈❡s ❧❛r❣❡r ♣❡❛❦s ✇✐t❤ str♦♥❣❡r ✐♥t❡♥s✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ▲ss✲5th ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
〈τij〉✳

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτij ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♠♦❞❡❧❡❞
❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40 ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞

●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✹✳ ■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ ❛❧❧ ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❤✐❣❤❡r ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ✇♦rs❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
Cτ12 ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✈❡r② ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ❛s
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✸✹✮✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτ11 ✱ Cτ22 ❛♥❞ Cτ33

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ Cτ12 ❛r❡ ❞✉❡ t♦ 1/3τkk ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ t❡♥s♦r
❛s ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣❡❛❦ ♦❢ Cτ11 ✭✉♣ t♦ ✶✳✵✮ ❛♣♣❡❛rs ❛t
❜♦t❤ ✇❛❧❧s ❢r♦♠ t❤❡ t❤r♦❛t ✉♥t✐❧ x ≃ 2.0✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Cτ12 ✱ Cτ22 ❛♥❞ Cτ33 ♦❝❝✉r
♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r
✐♥t❡♥s✐✈❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✸ ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✹✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cτ12 ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ ❜♦t❤
▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✮ ❛♥❞ ✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮ ❛t t❤❡

❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✺✳ ■♥ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❧❛②❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧t❡r s❡t✱ Cτ12 ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥
✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧t❡r s❡t✳ ■t ✐s ❝❧♦s❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮ ✐♥

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ Cτ12 ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ●❛✉ss✐❛♥
✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮ ❛s ♠♦✈✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+
x = 100✱ ∆+

z = 40✮ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s✱ ❛ ♣❡❛❦ ♦❢ Cτ12

❛♣♣❡❛rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❛t x = 0.5✳ ❚❤✐s ♣❡❛❦ ✜rst❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞
t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠✱ ✜♥❛❧❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✱ Cτ12 ✐s s❧✐❣❤t❧②
❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r
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✵

✷

✹

✻

✽

✶✵

✶✷

✶✹

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✸✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙●❙ t❡♥s♦r 〈τ11〉/(uo
τ )

2✱ 〈τ12〉/(uo
τ )

2✱ 〈τ22〉/(uo
τ )

2

❛♥❞ 〈τ33〉/(u
o
τ )

2 ✭uo
τ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✮ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✱ ❣✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱

❞✱ ❢✱ ❤✮ ✜❧t❡rs✳

t❤❡ ❧❛r❣❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+
x = 200✱ ∆+

z = 80✮ ♦❢ ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡
r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ Cτ12 ✐s ♠♦r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡✱
t❤❛♥ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❙✐♠✐❧❛r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
Cτ11 ✱ Cτ22 ❛♥❞ Cτ33 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❇✳✶✷✮✳

❋✉rt❤❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτ12 ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s
✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮ ❛♥❞ ✭∆+

x = 200✱
∆+

z = 80✮ ❛t x = 1.3 t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✭t❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ τ12 ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✮
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✻✳ ❆ ♣❡❛❦ ♦❢ Cτ12 ♦❝❝✉rs ❛t t❤✐s st❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ y⋆ ≃ 100✳
■t ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 200,∆+
z = 80✮✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✸✼✮✱ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡
str♦♥❣ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤
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♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✱ ❣✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✱ ❤✮ ✜❧t❡rs✳

✭∆+
x = 200✱ ∆+

z = 80✮ ❛♥❞ ❜♦t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✱ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r
Cτ12 t❤❛♥ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤
✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Cτ12 ✭✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [0, 0.2]✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜♦t❤

♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+
x = 50✱

∆+
z = 20✮✱ Cτ12 ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱ s❤♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❧♦♥❣ y⋆ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧

✢♦✇✳ ■♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ Cτ12 ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✹✳✸✼✮✳

❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❙●❙ t❡♥s♦r τ12 ❛♥❞ ✐ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②
❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ❛t x = 1.3 ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✼✳ ❆s τ12 ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ 1/3τkk
t❡r♠✱ ✐t ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳
❚✇♦ ✜❧t❡r s❡ts ✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮ ❛♥❞ ✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✺✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cτ12 ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th

✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs✳

❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✹✳✸✽✮✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❡①❛❝t τ12 ❛♥❞ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❝♦❧❧❛♣s❡ t♦
③❡r♦ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ y⋆ > 100✳ ■♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❛♥❣❡ 5 < y⋆ < 80✱ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ▲ss✲5th

✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+
x = 50✱ ∆+

z = 20✮✱ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r Cτ12 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧
t❤❛♥ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ τ12 ✐s ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❢♦r
t❤❡ ✜❧t❡r s❡t ✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t τ12 ❛♥❞ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r ❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤
✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮ ✇✐t❤ ▲ss✲5th✱

t❤❡ ✇♦rst ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥ r❛♥❣❡ 40 < y⋆ < 50✱ ✇❤❡r❡ ❛
❞❡❡♣ ❞r♦♣ ♦❢ 〈τ12〉 ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡ ❛s t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✸✳✶✺✭❛✮✮✳ ■t ❛❧s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧♦✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cτ12 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ r❛♥❣❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✻✮✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❇✳✶✸
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✳

❆ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ12 ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r
τ12 ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✽✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✉♥❞❡r♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
♦❢ τ12✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠s s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐♥
t❤❡ r❛♥❣❡ y⋆ < 100✳ ❲✐t❤ ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s✱ ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t σ12 ❛♥❞
✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇✐t❤ ❛
♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 30 < y⋆ < 50✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧♦✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cτ12 ❛♥❞ ❛ ❜❛❞
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r τ12 ❜② ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞
❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ♣❡r❢♦r♠ ♣♦♦r❧② ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r
τ12 ✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cτ12 ❜❡t✇❡❡♥ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s
✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭❜✱ ❞✮ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳

✺✳✺✳✷✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙●❙ ❢♦r❝❡

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙●❙ ❢♦r❝❡ fi ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✹✮ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛s ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ❡①❛❝t t❡r♠ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ 〈f3〉 ✐s ③❡r♦ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❧② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts f1 ❛♥❞ f2 ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❙●❙ ❢♦r❝❡ ❛t s❡✈❡r❛❧ str❡❛♠✇✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s
✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶✺ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cf1 ❛♥❞ Cf2 ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❡①❛❝t ❙●❙ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡✐r
♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤
∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✾✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ Cf1 ❛♥❞ Cf2 ✇✐t❤ ▲ss✲5th

✜❧t❡r ❛♥❞ Cf1 ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ 0.4 ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✲
✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✳ ■♥ ♠♦st r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❧❛r❣❡r Cf2 ✭✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [0.4, 0.6]✮
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✹✷✭❛✮ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ❆✳✷✮✳ ❚❤✐s ❧❛r❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
1/3τkk ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ Cf1 ❛♥❞ Cf2 ❛r❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣
❆P● ♣❛rt✳ ■♥ ♠♦st r❡❣✐♦♥s✱ Cf1 ❛♥❞ Cf2 ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✹✸✮✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cf1 ❛♥❞ Cf2 ❜❡t✇❡❡♥ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣
❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✵ ❛t x = 1.3✳ ❆s ❛
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ ❛ ♣❡❛❦ ♦❢ Cf1 ❛♥❞ Cf2 ♦❝❝✉rs ❛r♦✉♥❞ y⋆ ≃ 100 ❢♦r
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✭
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✆✰① ✝ ✺✞, ✆✰③ ✝ ✟✞
Lower wall, x=1.3
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❅❆❇ ❈ ❉❊❊, ❅❆❋ ❈ ●❊
Lower wall, x=1.3
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❚
❯
❱
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❳
❨
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❭
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❪❫❴ ❵ ❛❜❜, ❪❫❝ ❵ ❞❜
Lower wall, x=1.3
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Exact
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✼✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t τ12 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❜②
t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs
❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳

✭❛✮

❡❢❣ ❡❢❥ ❡❢❦

❧
♠

♥

♣

q

r
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✈

✇

④

⑤

⑥
⑦
⑧
⑨
⑩
❶
❷ ❸
❹
⑧

❺❻❼ ❽ ❾❿➀ ❺
❻
➁ ❽ ➂❿

➃➄➅➆➇ ➅➈➉➉➀ ➊➋➌➍➎

➃➏➏➐❾➑➒

➓➔→➣↔

↕➙

➛➜➝➓

✭❜✮

➞➟➠ ➞➟➡ ➞➟➢

➤
➥

➦➧➦

➦➧➨

➩➧➦

➩➧➨

➫➧➦

➫➧➨

➭➧➦

➭➧➨

➯➧➦

➲
➳
➵
➸
➺
➻
➼ ➽
➾
➵

➚➪➶ ➹ ➘➴➷ ➚
➪
➬ ➹ ➮➴

➱✃❐❒❮ ❐❰ÏÏ➷ ÐÑÒÓÔ
Õ❰Ö××Ø❰Ù

ÚÛÜÝÞ

ßà

áâãÚ

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✽✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ τ12 ✇✐t❤ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 50✱

∆+
z = 20 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮ ✜❧t❡rs ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳

❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ r♦✉❣❤❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛s t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ Cτ12 ❜♦t❤ ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡
❛♥❞ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✻✳ ❲❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠✱ ❜♦t❤ Cf1

❛♥❞ Cf2 t❡♥❞ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧
✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✹✺✮✳ ❆❧♦♥❣ ❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ Cf1 ❛♥❞ Cf2 ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♦r ❧❛r❣❡r
✇✐t❤ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❧❛r❣❡r Cf1 ❛♥❞ Cf2 ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ y⋆ > 100 ❛♥❞ y⋆ < 10 ✉s✐♥❣
t❤❡ ❧❛r❣❡st ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cf1 ❛♥❞ Cf2 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞
❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳
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❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cf1 ❛♥❞ Cf2 ❛r❡ ❧❛r❣❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ t❤❛♥ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧
✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐♥
t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✳

✺✳✺✳✸✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦✉♥✲
t❡r♣❛rts ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❡①❛❝t 〈ǫsgs〉 ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cǫsgs ❜❡t✇❡❡♥ ǫsgs ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts
❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✶✳ ■♥ ♠♦st
r❡❣✐♦♥✱ ♣♦♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [0.0, 0.4]✮ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✱ ✇❤✐❧❡
❤✐❣❤❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [0.4, 0.6]✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✹✼ ❛♥❞
❆✳✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cǫsgs ✭✉♣ t♦ 0.8✮
❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❧❛②❡r ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳
❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳

✭❛✮

�✷ �✶ ✵ ✶ ✷ ✸
①

✵✿✵

✵✿✺

✶✿✵

✶✿✺

✷✿✵

②

❈✎s❣s❀ ✁✰
✂ ❂ ✶✵✵❀ ✁✰

③ ❂ ✹✵✱ ✭▲✄✄✲✺t❤✮

✭❜✮

☎✆ ☎✝ ✞ ✝ ✆ ✟
✠

✞✡✞

✞✡☛

✝✡✞

✝✡☛

✆✡✞

☞

✌✍✏✑✏✒ ✓✔
✕ ✖ ✝✞✞✒ ✓✔

✗ ✖ ✘✞✙ ✚●❛✉✛✛✐❛♥✜

✞✡✞

✞✡✆

✞✡✘

✞✡✻

✞✡✽

✝✡✞

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✶✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cǫsgs ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛❝t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞
❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮ ✜❧t❡rs✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ Cǫsgs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r
✇❛❧❧ ❛♥❞ ❛t x = 1.3 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✷✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ Cτ12 ❛♥❞ Cf1 ✱ Cf2 ✱ ❛ ♣❡❛❦ ♦❢
Cǫsgs ❛♣♣❡❛rs ❝❧♦s❡ t♦ y⋆ ≃ 100 ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞
✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮ ❢♦r ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s✱

❤✐❣❤❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡
✇❤♦❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮✱

t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ Cǫsgs ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❋♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤
✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮✱ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ y⋆ > 20✱

✇❤✐❧❡ ❛ ✇♦rs❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cǫsgs ♦❝❝✉rs ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞
t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ ✐s ♥♦t ❤✐❣❤ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ ❛♥❞ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r
t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❇✳✶✽ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✳
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➍➎
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➐➑➐

➐➑➓

➐➑➒

➐➑➔

➐➑→

➐➑➣

➐➑↔
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➙ ➛
➜➛
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➞
➥ ➠ ➦➢
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➼➯➽➾➾➚➯➪

➶➹

➘➴➷➬

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cǫsgs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊
♠♦❞❡❧s ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs✳

✺✳✺✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s✉❜❣r✐❞
s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡ ❙●❙ t❡♥s♦r ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ t❤❛♥ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳ ❚❤✐s ❛❣r❡❡s ✇❡❧❧
✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❇✉t t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r
❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱ ❧♦✇ Cτ12 ✐s
♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ♦♥ Cτ12 ✐s ❧❛r❣❡r ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ t❤❛♥ ❢♦r ❧❛r❣❡
✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❆ ♣❡❛❦ ♦❢ Cτ12 ❛♣♣❡❛rs ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
1/3τkk✱ Cf2 ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5

th ✜❧t❡r✳ ❍✐❣❤❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♦❢ ǫsgs ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ■♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥✱
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ǫsgs ✐s ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ■♥ ♠♦st ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥s
❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❤✐❣❤❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτ12 ✱ Cf1 ✱ Cf2 ✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
Cǫsgs t❤❛♥ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥
♦❢ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r τ12 ✐s ❜❛❞❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡
♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧♦✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cτ12 ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞
♠♦❞❡❧❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐s ❧♦✇✳



✶✸✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ❋❖❘ ❆P● ❈❍❆◆◆❊▲ ❋▲❖❲

✺✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❈❤❛♣t❡r ✜rst❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❆P● r❡❣✐♦♥✳ ❚✇♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ str♦♥❣ ❙●❙
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ str♦♥❣ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P●
♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥t❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ t❤❛♥ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳ ❚❤❡s❡
r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦rt✐❝❡s✱ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ▲❛✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷ ❬✼✸❪
❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s r❡✈❡❛❧
t❤❛t✱ ❜♦t❤ 〈Tsgs〉 ❛♥❞ 〈ǫsgs〉 ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞
t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ t❤❛♥ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✱
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ t②♣❡✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛r♣♥❡ss ♦❢ t❤❡ ▲ss✲5th

✜❧t❡r ✐s ❧❛r❣❡r ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❢♦✉r s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡
♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡
✜❧t❡r t②♣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♠♦❞❡❧❡❞
❜② t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r s✉❜❣r✐❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❧❛r❣❡r ✇✐t❤
●❛✉ss✐❛♥ t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✳ ❖✇✐♥❣ t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ♥♦r♠
♦❢ t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ t❡♥s♦r 〈Sij〉 ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✱ s♠❛❧❧
〈Cs〉 ❛♥❞ 〈Cd〉 ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳
❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts 〈Cw〉 ❛♥❞ 〈Cσ〉 ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛
♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r 〈Sd

ijS
d
ij〉 ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r 〈Dσ〉 ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧s ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤❡r 〈Cw〉 ❛♥❞ 〈Cσ〉 ♥❡❛r ❜♦t❤ t❤❡
❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤
✇✐t❤ ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇ t❤❛t✱ ❛ ♥❡✇ ♣❡❛❦ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥✲
s❦② ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❤✐❣❤❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτ12 ✱ Cf1 ✱ Cf2 ✱ ❛♥❞ Cǫsgs t❤❛♥ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♠♦st
r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳ ■♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❙●❙
str❡ss t❡♥s♦r τ12 ✐s ❜❛❞❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❛ ❧♦✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cτ12 ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❜✉t ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳



❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✻✳✶✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✜rst ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t ❢❛✐r❧②
❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ✢♦✇ ✇✐t❤ ❛
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr②✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t ❧♦✇
♦r ♠♦❞❡r❛t❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✭P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✶ ❬✶✶✷❪❀ ❍♦r✐✉t✐ ✶✾✾✼ ❬✻✺❪✮✱ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛t
y⋆ = 10✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ❛t ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ ❢✉❧❧ t❡r♠s ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❆ ♥❡t ❜❛❝❦✲s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❧❛②❡r✳ ❇✉t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ s❤❛r♣ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ❙♦✱ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡t t❡r♠ ♠❛②
❜❡ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣✱ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳

❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❢♦✉r ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ■♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭▲✐✉ ❡t ❛❧✳

✶✾✾✾ ❬✼✽❪✮✳ ❖♥❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✷❉ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦r t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ✐s r❛t❤❡r
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✉♥❞❡r♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②
❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
s♠❛❧❧ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ ✇❤❡♥ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s
✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s r❡✈❡❛❧s ❛ str♦♥❣ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❲❆▲❊ ❛♥❞ σ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜✉✛❡r ❧❛②❡r
r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❲❆▲❊ ❛♥❞ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜r❡❛❦s
❞♦✇♥ ✇❤❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ■♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡
❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ (0.2, 0.35) ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡
r❛♥❣❡ (0.5, 0.85) ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡✐r r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✭0.5 ❢♦r t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ◆✐❝♦✉❞ ❛♥❞ ❉✉❝r♦s ✶✾✾✾ ❬✶✵✷❪✮
♦r ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭1.5 ❢♦r t❤❡ σ ♠♦❞❡❧✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ◆✐❝♦✉❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶ ❬✶✵✸❪✮✳ ❚❤❡

✶✸✶
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r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ r❛t✐♦ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ◆✐❝♦✉❞ ❛♥❞ ❉✉❝r♦s ✶✾✾✾ ❬✶✵✷❪ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐s♦tr♦♣✐❝
t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳

❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝s
♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r τii ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❈❛r♣❡r
❛♥❞ P♦rté✲❆❣❡❧ ✷✵✵✽ ❬✷✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦r ♥♦♥✲❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙●❙
str❡ss t❡♥s♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ τ12 ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❛♥❞
✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ❡①❛❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❈❛r♣❡r ❛♥❞ P♦rté✲❆❣❡❧ ✷✵✵✽ ❬✷✺❪ ✐♥ ❛ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❍✐❣❤❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♠♦♦t❤❡r ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳
❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇
❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ ❛♥❞ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞
♠♦❞❡❧s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣♦♦r❧② ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t②
♠♦❞❡❧s ✐s ♦♥❧② t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧♦✇
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❜✉t ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
♣r✐♦r✐ t❡st ✐ts❡❧❢ ✭P❛r❦ ✷✵✵✺ ❬✶✵✼❪✮✳

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥
❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ✇❛❧❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞
✇❛❧❧ ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ ✇❡❛❦ ❜❛❝❦
s❝❛tt❡r ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉♠♣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s✉♠♠✐t✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥✱ ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r
✇❛❧❧✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ t✇♦ str♦♥❣ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❢♦r✇❛r❞
s❝❛tt❡r ✐s ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳ ❆❜♦✈❡ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
s❝❛tt❡r ❜❡❣✐♥s ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ■♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣
❆P● ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● ♥❡❛r
✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s r❡✈❡❛❧ t❤❛t✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ str♦♥❣ ✈♦rt✐❝❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ str❡❛❦s
✐♥st❛❜✐❧✐t② ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ♥♦t tr❛♥s❢❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s
✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠✱ ❛s t❤❡ ♥❡t ❛✈❡r❛❣❡❞ ❡♥❡r❣② ✢✉① ✐s ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ r❡s♦❧✈❡❞
t♦ s♠❛❧❧ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦rr♦❜♦r❛t❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
♣♦✐♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✳

❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡✈❡❛❧s str♦♥❣ ♥♦♥✲
✉♥✐❢♦r♠✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
❜♦t❤ t❤❡ ❡①❛❝t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ▲♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s
✇✐t❤ ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣
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❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ❛♥❞ σ ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ✜❧t❡r
t②♣❡ ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ❛♥❞ σ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣ ❡♥❡r❣②
♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♥❡❛r t❤❡ t✇♦ ✇❛❧❧s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❧❛r❣❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ✢♦✇ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ❛ ▲❊❙✱ st❛t✐st✐❝s ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● ♥❡❛r
✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ✐♥❝♦rr❡❝t❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ ♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❡①♣❧✐❝✐t
♦r s♠♦♦t❤ ✜❧t❡r✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❑✉❜❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷ ❬✼✵❪ ✐♥ ▲❊❙ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ ❣r✐❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t
✜❧t❡r✮ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡② ❛❞♦♣t❡❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡
❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ♥❡❛r ✇❛❧❧
r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ σ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r✱ t❤❡ ❙●❙ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐✲
♣❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇✐t❤ ❛ ❝✉r✈❡❞ ✇❛❧❧✳ ▲♦✇
Cτ12 ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❇✉t s❧✐❣❤t❧②
❤✐❣❤❡r Cτ12 ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ s♦♠❡✇❤❛t ❛❜♦✈❡
t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r τ12
❛♥❞ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②
❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ♣❡r❢♦r♠ ♣♦♦r❧② ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❙●❙ str❡ss
❝♦♠♣♦♥❡♥t τ12 ✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣❧❛♥❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇✳ ❍✐❣❤❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♥❡❛r t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣
❆P● r❡❣✐♦♥✳
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❋♦r t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r
❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r s❡ts ❛s ✐♥ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✳ ❆s t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ❛♥❞ σ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤
t❤❡ ❧❛r❣❡ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥✱ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❡st❡❞
✐♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡rs✳

❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ ✈♦rt✐❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ str❡❛❦s ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈♦rt✐❝❡s ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t❡❞ ❜② ▲❛✈❛❧ ❡❧ ❛❧✳ ✷✵✶✷ ❬✼✶❪ ❬✼✸❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t✱ ❜♦t❤ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❤❛♥ t❤❡ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s✲
❢❡r t❡r♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❆s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢
❜♦t❤ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ♦t❤❡r ♥♦♥✲❡❞❞② ✈✐s❝♦s✲
✐t② ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡✢❡❝t t❤❡ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❙❝❛❧❡
❙✐♠✐❧❛r✐t② ▼♦❞❡❧✱ ♦r ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦r ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s
♦❢ st❛t✐st✐❝s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❡st❡❞ ❜♦t❤ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳

❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❑✉❜❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷ ❬✼✵❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡
✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ✇❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ♥♦t
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❣❡t ❛ ❣♦♦❞ ♥❡❛r ✇❛❧❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❉◆❙ ✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❆P● r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛
♣♦st❡r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛s ♦✉r ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❡st❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✜❧t❡r s✐③❡
t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ s♣❛❝✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❑✉❜❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷ ❬✼✵❪✱ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t
❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②
♠♦❞❡❧✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ❲❆▲❊ ❛♥❞ σ ♠♦❞❡❧s
✇✐t❤ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛ ❞❡❡♣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❲❆▲❊ ❛♥❞
σ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✱
❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ ✜❧t❡r
✇✐❞t❤ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✳

■♥ ♦✉r st✉❞②✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❢♦✉r ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✇✐t❤ ❛ ❝✉r✈❡❞ ✇❛❧❧✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t str♦♥❣❧② ❡✈♦❧✈❡s ✐♥ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ ♦t❤❡r ❆P● ✢♦✇s✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛ ♣r✐♦r✐ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛t s✉❝❤ ❦✐♥❞ ✢♦✇ ✐s s❝❛r❝❡✱ ❛s ❢✉❧❧
✸❉ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ ✢♦✇s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr② ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ❜❡
❛❝q✉✐r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ t❡sts ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡
❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛t ❛ ❧❛r❣❡
❡♥♦✉❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣r❡ss✉r❡
❣r❛❞✐❡♥t ♦r ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❜❡❤❛✈✐♦r✳
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❬✶❪ ❆✳ ❆❜❜à✱ ❈✳ ❈❡r❝✐❣♥❛♥✐✱ ❛♥❞ ▲✳ ❱❛❧❞❡tt❛r♦✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❈♦♠✲
♣✉t❡rs ❛♥❞ ▼❛t❤♠❛t✐❝s ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✹✻✿✺✷✶✕✺✸✺✱ ✷✵✵✸✳

❬✷❪ ❊✳❚✳▼✳ ❆♥❞rés ❛♥❞ ❊✳❏✳ ❑❡♥♥❡t❤✳ ❆ ❞②♥❛♠✐❝ s♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ r❛t✐♦✳ ■♥ ❚❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ✇♦r❦ s✉♣♣♦rt❡❞
❜② t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ●r❛♥t ◆♦✳ ✾✾✽✺✸✹✵✳ ❜ Pr❡s❡♥t ❛❞❞r❡ss✿
❈❡♥t❡r ❢♦r ❈♦❛st❛❧ P❤②s✐❝❛❧ ❖❝❡❛♥♦❣r❛♣❤②✱❖❧❞ ❉♦♠✐♥✐♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ◆♦r❢♦❧❦✱ ❱❆
✷✸✺✷✾✱ ✷✵✵✹✳

❬✸❪ ❈✳ ❉✳ ❆✉❜❡rt✐♥❡✳ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❡✛❡❝ts ♦♥ ❛♥ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t t✉r❜✉❧❡♥t
❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❚❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♦❢ ❙t❛♥❢♦r❞
❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✵✵✺✳

❬✹❪ ❈✳ ❉✳ ❆✉❜❡rt✐♥❡ ❛♥❞ ❏✳ ❑✳ ❊❛t♦♥✳ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
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❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❲♦r❧❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙❝✐❡♥❝❡s ❏♦✉r♥❛❧✱ ✾✿✶✶✾✶✕✶✷✵✵✱ ✷✵✶✵✳



✶✹✹ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨

❬✶✸✽❪ ❆✳ ❆✳ ❚♦✇♥s❡♥❞✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t s❤❡❛r ✢♦✇ ✭s❡❝♦♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✮✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡
✉♥✐✈❡rs✐t② ♣r❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ✶✾✼✻✳

❬✶✸✾❪ ▼✳ ❚s✉❜♦❦✉r❛✳ ❙✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s✲
✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐ts ❛ss❡ss♠❡♥t ♦♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧❧② str❛t✐✜❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t
❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❙▼❊✱ ✼✸✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✹✵❪ ❇✳❏✳❍✳ ✈❛♥ ❙tr❛t✉♠✳ ❆ Pr✐♦r✐ ❙t✉❞② ♦❢ ❙✉❜✲❣r✐❞ ▼♦❞❡❧s ✐♥ ▲❛r❣❡✲❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ ❉✐r❡❝t ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚✉r❜✉❧❡♥t ❈❤❛♥♥❡❧ ❋❧♦✇✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ▼✐♥♦r
▼❙❝✲❚❤❡s✐s ▼❡t❡♦r♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆✐r ◗✉❛❧✐t② ❙❡❝t✐♦♥✱ ❲❛❣❡♥✐♥❣❡♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✵✶✷✳

❬✶✹✶❪ ❖✳ ❱✳ ❱❛s✐❧✐❡✈✱ ❚✳ ❙✳ ▲✉♥❞✱ ❛♥❞ P✳ ▼♦✐♥✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✜❧t❡rs ❢♦r
▲❊❙ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❏✳ ❈♦♠♣✳ P❤②s✳✱ ✶✹✻✭❈P✾✽✻✵✻✵✮✿✽✷✕✶✵✹✱ ✶✾✾✽✳

❬✶✹✷❪ ❉✳ ❱❡r❣❛♥♦✳ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ t❤❡♦r② ❣❡ts ❛ ❜✐t ❝❤♦♣♣②✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✹✸❪ ❆✳ ❱♦r♦❜❡✈ ❛♥❞ ❖✳ ❩✐❦❛♥♦✈✳ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❧❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
♠❤❞ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡♦r✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❋❧✉✐❞ ❉②♥✳✱ ✷✷✿✸✶✼✕✸✷✺✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✹✹❪ ❆✳ ❲✳ ❱r❡♠❛♥✳ ❆♥ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② s✉❜❣r✐❞✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t✉r❜✉❧❡♥t ❤❡❛r ✢♦✇✿
❆❧❣❡❜r❛✐❝ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ P❤②s✳ ❋❧✉✐❞s✱ ✶✻✭✶✵✮✿✸✻✼✵✕✸✻✽✶✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✹✺❪ ❆✳❲✳ ❱r❡♠❛♥ ❛♥❞ ❇✳❏✳ ●❡✉rts✳ ❆ ♥❡✇ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✲❡rr♦rs ✐♥ ❧❛r❣❡✲
❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ■❳✱ ♣❛❣❡s ✶✾✾✕✷✵✷✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✹✻❪ ❇ ❱r❡♠❛♥✱ ❇ ●❡✉rts✱ ❛♥❞ ❍ ❑✉❡rt❡♥✳ ❖♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠✐①❡❞
s✉❜❣r✐❞✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✳ P❤②s✳ ❋❧✉✐❞✱ ✻✱ ✶✾✾✹✳

❬✶✹✼❪ ●✳ ❙✳ ❲✐♥❝❦❡❧♠❛♥s✱ ❆✳ ❆✳ ❲r❛②✱ ❛♥❞ ❖✳ ❱✳ ❱❛s✐❧②❡✈✳ ❚❡st✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♠✐①❡❞
♠♦❞❡❧ ❢♦r ❧❡s✿ t❤❡ ❧❡♦♥❛r❞ ♠♦❞❡❧ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s♠❛❣♦r✐♥s❦② t❡r♠✳
❆str♦♥♦♠② ✫ ❆str♦♣❤②s✐❝s✱ ✹✶✹✭✸✮✿✽✵✼✕✽✷✹✱ ✶✾✾✽✳

❬✶✹✽❪ ❈✳ ❲♦❧❧❜❧❛❞ ❛♥❞ ▲✳ ❉❛✈✐❞s♦♥✳ P♦❞ ❜❛s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ str❡ss❡s ❢♦r ✇❛❧❧
❜♦✉♥❞❡❞ ✢♦✇s ✉s✐♥❣ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❋❧♦✇ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❈♦♠❜✉st✱ ✽✶✿✼✼✕✾✻✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✹✾❪ ❚✳ ❆✳ ❩❛♥❣✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✿
P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t♦r✳ P❤✐❧✳ ❚r❛♥s✳ ❘✳ ❙♦❝✳ ▲♦♥❞✱ ❆ ✸✸✻✿✾✺✕✶✵✷✱
✶✾✾✶✳

❬✶✺✵❪ ❨✳ ❩❛♥❣✱ ❘✳ ❙tr❡❡t✱ ❛♥❞ ❘✳ ❑♦s❡✛✳ ❆ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠✐①❡❞ s✉❜❣r✐❣✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t✉r❜✉❧❡♥t r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ✢♦✇s✳ P❤②s✳ ❋❧✉✐❞s ❆✱ ✺✿✸✶✽✻✕✸✶✾✻✱ ✶✾✾✸✳



❆♣♣❡♥❞✐❝❡s

✶✹✺



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❆ ♣r✐♦r✐ r❡s✉❧ts ❢♦r ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇

❆✳✶✳ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ◆❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r s❡t ∆+

x = 100 ❛♥❞ ∆+
z = 20✳ ❙t❛t✐st✐❝s ❛r❡

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳

✶✹✻



❆✳✷✳ ❈❖❘❘❊▲❆❚■❖◆❙ ❖❋ ❙●❙ ❋❖❘❈❊ F1 ❆◆❉ F2 ❯❙■◆● ●❆❯❙❙■❆◆ ❋■▲❚❊❘ ✶✹✼

❆✳✷✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❙●❙ ❢♦r❝❡ f1 ❛♥❞ f2 ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥

✜❧t❡r

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cf1 ❛♥❞ Cf2 ❜❡t✇❡❡♥ 〈∂τij/∂xj〉 ❛♥❞ 〈∂(τSMij + 1/3τkk)/∂xj〉 ✭❛✮
♦r ❜❡t✇❡❡♥ 〈∂τij/∂xj〉 ❛♥❞ 〈∂τSMij /∂xj〉 ✭❜✮ ❢♦r ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✱ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳

❋✐❣✳ ❆✳✷ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ Cf1 ✐s ❧❛r❣❡r ✇✐t❤♦✉t t❤❛♥ ✇✐t❤ ✐t❡♠ 1/3τkk✱
✇❤✐❧❡ ❛ ❧❛r❣❡r Cf2 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ 1/3τkk✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ 1/3τkk✱ Cf2 ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ t❤❛♥ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✹✷✭❛✮✮ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ Cf2 ✐s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ✇❤❡♥ 1/3τkk ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❆✳✸✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ●❛✉s✲

s✐❛♥ ✜❧t❡r

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ Cǫsgs ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❛❝t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞
♦♥❡ ❜② ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❆ ♣r✐♦r✐ r❡s✉❧ts ❢♦r ❆P● ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇

❇✳✶✳ ❊♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠

❇✳✶✳✶✳ ❇❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

✭❛✮

�✷ �✶ ✵ ✶ ✷ ✸
①

✵✿✵

✵✿✺

✶✿✵

✶✿✺

✷✿✵

②

❤✎s❣s✐❀ ✁✰
✂ ❂ ✺✵❀ ✁✰

③ ❂ ✷✵, (Lss-✺t✄)
✭❜✮

☎✆ ☎✝ ✞ ✝ ✆ ✟
✠

✞✡✞

✞✡☛

✝✡✞

✝✡☛

✆✡✞

☞

✌✍✏✑✏✒✓ ✔✕
✖ ✗ ☛✞✓ ✔✕

✘ ✗ ✆✞, (Gaussian)

+0.0E+00

+2.0E-05

+4.0E-05

+6.0E-05

+8.0E-05

+1.0E-04

✭❝✮

✙✚ ✙✛ ✜ ✛ ✚ ✢
✣

✜✤✜

✜✤✥

✛✤✜

✛✤✥

✚✤✜

✦

✧★✩✪✩✫✬ ✭✮
✯ ✱ ✛✜✜✬ ✭✮

✲ ✱ ✹✜, (Lss-✥✳✴)
✭❞✮

✻✼ ✻✽ ✾ ✽ ✼ ❁
❃

✾❄✾

✾❄❅

✽❄✾

✽❄❅

✼❄✾

❆

❇❈❉❊❉❋● ❍■
❏ ❑ ✽✾✾● ❍■

▲ ❑ ▼✾, (Gaussian)

+0.0E+00

+2.0E-05

+4.0E-05
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◗❚◗

◗❚❯

P❚◗

P❚❯

❖❚◗

❱

❲❳❨❩❨❬❭ ❪❫
❴ ❵ ❖◗◗❭ ❪❫

❛ ❵ ❜◗, (Lss-❯❝❞)
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❡❢ ❡❥ ❦ ❥ ❢ ❧
♠

❦♥❦

❦♥♦

❥♥❦

❥♥♦

❢♥❦

♣
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♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡s ♦❢ 〈Cs〉 ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② −0.08✮ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢
❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s r♦✉❣❤❧② t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢
♥❡t 〈ǫsgs〉 ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ❇✳✶ ♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ 〈Cs〉
❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡r ❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ tr❡♥❞ ♦❢
❜❛❝❦ s❝❛tt❡r ♦❢ ♥❡t ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳

✭❛✮

�✷✿✵ �✶✿✺ �✶✿✵ �✵✿✺ ✵✿✵ ✵✿✺ ✶✿✵
①

✵✿✵

✵✿✺

✶✿✵

✶✿✺

✷✿✵

②

❤❈s✐❀ ✁
✰
✂ ❂ ✶✵✵❀ ✁✰

③ ❂ ✹✵✱ ✭●❛✉✄✄☎❛♥✮

✭❜✮

✆✝✞✟ ✆✠✞✡ ✆✠✞✟ ✆✟✞✡ ✟✞✟ ✟✞✡ ✠✞✟
☛

✟✞✟

✟✞✡

✠✞✟

✠✞✡

✝✞✟

☞

✌✍✎✏✑ ✒
✓
✔ ✕ ✝✟✟✑ ✒✓✖ ✕ ✽✟✗ ✘✙✚✛✜✜✢✚✣✤

✲✥✳✥✦

✲✥✳✥✼

✲✥✳✥✻

✲✥✳✥✧

✲✥✳✥★

✲✥✳✥✸

✲✥✳✥✩

✲✥✳✥✪

✲✥✳✥✥

❋✐❣✉r❡ ❇✳✻✿ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ 〈Cs〉 ✭❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✮ ✐♥ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r s❡t ✭∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✮ ✭❛✮ ❛♥❞

✭∆+
x = 200✱ ∆+

z = 80✮ ✭❜✮✳
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❇✳✷✳✷✳ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❉❙▼ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cd〉 ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
t❡st ✜❧t❡rs

✭❛✮

�✷ �✶ ✵ ✶ ✷ ✸
①

✵✿✵

✵✿✺

✶✿✵

✶✿✺

✷✿✵

②

❤❈❞✐✭
❜✁ ❂ ✶✿✺✁✮❀ ✁✰

✂ ❂ ✺✵❀ ✁✰
③ ❂ ✷✵, (Lss�✺t✄)

✭❜✮

☎✆ ☎✝ ✞ ✝ ✆ ✟
✠

✞✡✞

✞✡☛

✝✡✞

✝✡☛

✆✡✞

☞

✌✍✎✏✑
✒✓ ✔ ✝✡☛✓✕✖ ✓✗

✘ ✔ ☛✞✖ ✓✗
✙ ✔ ✆✞, (Gaussian)

✞✡✞✞

✞✡✞✟

✞✡✞✻

✞✡✞✾

✞✡✝✆

✞✡✝☛

✭❝✮

✚✛ ✚✜ ✢ ✜ ✛ ✣
✤

✢✥✢

✢✥✦

✜✥✢

✜✥✦

✛✥✢

✧

★✩✪✫✬
✯✱ ✲ ✜✥✦✱✳✴ ✱✹

✼ ✲ ✜✢✢✴ ✱✹
✽ ✲ ❁✢, (Lss✚✦❃❄)

✭❞✮

❅❆ ❅❇ ❉ ❇ ❆ ❊
❋

❉●❉

❉●❍

❇●❉

❇●❍

❆●❉

■

❏❑▲▼◆
❖P ◗ ❇●❍P❘❙ P❚

❯ ◗ ❇❉❉❙ P❚
❱ ◗ ❲❉, (Gaussian)

❉●❉❉

❉●❉❊

❉●❉❳

❉●❉❨

❉●❇❆

❉●❇❍

✭❡✮

❩❬ ❩❭ ❪ ❭ ❬ ❫
❴

❪❵❪

❪❵❛

❭❵❪

❭❵❛

❬❵❪

❝

❡❢❣❥❦
❧♠ ♥ ❭❵❛♠♦♣ ♠q

r ♥ ❬❪❪♣ ♠q
s ♥ ✉❪, (Lss❩❛✈✇)

✭❢✮

④⑤ ④⑥ ⑦ ⑥ ⑤ ⑧
⑨

⑦⑩⑦

⑦⑩❶

⑥⑩⑦

⑥⑩❶

⑤⑩⑦

❷

❸❹❺❻❼
❽❾ ❿ ⑥⑩❶❾➀➁ ❾➂

➃ ❿ ⑤⑦⑦➁ ❾➂
➄ ❿ ➅⑦, (Gaussian)

⑦⑩⑦⑦

⑦⑩⑦⑧

⑦⑩⑦➆

⑦⑩⑦➇

⑦⑩⑥⑤

⑦⑩⑥❶

❋✐❣✉r❡ ❇✳✼✿ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cd〉 ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r s❡ts ✭∆̂ = 1.5∆✮ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱
❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ✜❧t❡rs✳
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✭❛✮

�✷ �✶ ✵ ✶ ✷ ✸
①

✵✿✵

✵✿✺

✶✿✵

✶✿✺

✷✿✵

②

❤❈s � ❈❞✐❂❤❈s✐❀ ✁✰
✂ ✄ ✺✵❀ ✁✰

③ ✄ ✷✵, (Lss�✺t☎)
✭❜✮

✆✝ ✆✞ ✟ ✞ ✝ ✠
✡

✟☛✟

✟☛☞

✞☛✟

✞☛☞

✝☛✟

✌

✍✎✏ ✆ ✎✑✒✓✍✎✏✒✔ ✕✖
✗ ✘ ☞✟✔ ✕✖

✙ ✘ ✝✟, (Gaussian)

-1.0E+00
-7.5E-01
-5.0E-01
-2.5E-01
+0.0E+00
+2.5E-01
+5.0E-01
+7.5E-01
+1.0E+00

✭❝✮

✚✛ ✚✜ ✢ ✜ ✛ ✣
✤

✢✥✢

✢✥✦

✜✥✢

✜✥✦

✛✥✢

✧

★✩✪ ✚ ✩✫✬✭★✩✪✬✮ ✯✱
✲ ✳ ✜✢✢✮ ✯✱

✴ ✳ ✹✢, (Lss✚✦✻✼)
✭❞✮

✽✾ ✽❁ ❃ ❁ ✾ ❄
❅

❃❆❃

❃❆❇

❁❆❃

❁❆❇

✾❆❃

❉

❊❋● ✽ ❋❍■❏❊❋●■❑ ▲▼
◆ ❖ ❁❃❃❑ ▲▼

P ❖ ◗❃, (Gaussian)

-1.0E+00
-7.5E-01
-5.0E-01
-2.5E-01
+0.0E+00
+2.5E-01
+5.0E-01
+7.5E-01
+1.0E+00

✭❡✮

❘❙ ❘❚ ❯ ❚ ❙ ❱
❲

❯❳❯

❯❳❨

❚❳❯

❚❳❨

❙❳❯

❩

❬❭❪ ❘ ❭❫❴❵❬❭❪❴❛ ❜❝
❡ ❢ ❙❯❯❛ ❜❝

❣ ❢ ❥❯, (Lss❘❨❦❧)
✭❢✮

♠♥ ♠♦ ♣ ♦ ♥ q
r

♣✉♣

♣✉✈

♦✉♣

♦✉✈

♥✉♣

✇

④⑤⑥ ♠ ⑤⑦⑧⑨④⑤⑥⑧⑩ ❶❷
❸ ❹ ♥♣♣⑩ ❶❷

❺ ❹ ❻♣, (Gaussian)

-1.0E+00
-7.5E-01
-5.0E-01
-2.5E-01
+0.0E+00
+2.5E-01
+5.0E-01
+7.5E-01
+1.0E+00

❋✐❣✉r❡ ❇✳✽✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ❛♥❞ 〈Cd〉 ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ✜❧t❡rs ✭∆̂ = 1.5∆✮✳
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✭❛✮

�✷ �✶ ✵ ✶ ✷ ✸
①

✵✿✵

✵✿✺

✶✿✵

✶✿✺

✷✿✵

②

❤❈❞✐✭
❜✁ ❂ ✸✿✵✁✮❀ ✁✰

✂ ❂ ✺✵❀ ✁✰
③ ❂ ✷✵, (Lss�✺t✄)

✭❜✮

☎✆ ☎✝ ✞ ✝ ✆ ✟
✠

✞✡✞

✞✡☛

✝✡✞

✝✡☛

✆✡✞

☞

✌✍✎✏✑
✒✓ ✔ ✟✡✞✓✕✖ ✓✗

✘ ✔ ☛✞✖ ✓✗
✙ ✔ ✆✞, (Gaussian)

✞✡✞✞

✞✡✞✟

✞✡✞✻

✞✡✞✾

✞✡✝✆

✞✡✝☛

✭❝✮

✚✛ ✚✜ ✢ ✜ ✛ ✣
✤

✢✥✢

✢✥✦

✜✥✢

✜✥✦

✛✥✢

✧

★✩✪✫✬
✯✱ ✲ ✣✥✢✱✳✴ ✱✹

✼ ✲ ✜✢✢✴ ✱✹
✽ ✲ ❁✢, (Lss✚✦❃❄)

✭❞✮

❅❆ ❅❇ ❉ ❇ ❆ ❊
❋

❉●❉

❉●❍

❇●❉

❇●❍

❆●❉

■

❏❑▲▼◆
❖P ◗ ❊●❉P❘❙ P❚

❯ ◗ ❇❉❉❙ P❚
❱ ◗ ❲❉, (Gaussian)

❉●❉❉

❉●❉❊

❉●❉❳

❉●❉❨

❉●❇❆

❉●❇❍

❋✐❣✉r❡ ❇✳✾✿ ❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cd〉 ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❧t❡r s❡ts ✭∆̂ = 3.0∆✮ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮
❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs✳

✭❛✮

❩❬ ❩❭ ❪ ❭ ❬ ❫
❴

❪❵❪

❪❵❛

❭❵❪

❭❵❛

❬❵❪

❝

❡❢s ❩ ❢❣❥❦❡❢s❥❧ ♠♥
♦ ♣ ❛❪❧ ♠♥

q ♣ ❬❪, (Lss❩❛r✉)
✭❜✮

✈✇ ✈④ ⑤ ④ ✇ ⑥
⑦

⑤⑧⑤

⑤⑧⑨

④⑧⑤

④⑧⑨

✇⑧⑤

⑩

❶❷❸ ✈ ❷❹❺❻❶❷❸❺❼ ❽❾
❿ ➀ ⑨⑤❼ ❽❾

➁ ➀ ✇⑤, (Gaussian)

-1.0E+00
-7.5E-01
-5.0E-01
-2.5E-01
+0.0E+00
+2.5E-01
+5.0E-01
+7.5E-01
+1.0E+00

✭❝✮

➂➃ ➂➄ ➅ ➄ ➃ ➆
➇

➅➈➅

➅➈➉

➄➈➅

➄➈➉

➃➈➅

➊

➋➌➍ ➂ ➌➎➏➐➋➌➍➏➑ ➒➓
➔ → ➄➅➅➑ ➒➓

➣ → ↔➅, (Lss➂➉↕➙)
✭❞✮

➛➜ ➛➝ ➞ ➝ ➜ ➟
➠

➞➡➞

➞➡➢

➝➡➞

➝➡➢

➜➡➞

➤

➥➦➧ ➛ ➦➨➩➫➥➦➧➩➭ ➯➲
➳ ➵ ➝➞➞➭ ➯➲

➸ ➵ ➺➞, (Gaussian)

-1.0E+00
-7.5E-01
-5.0E-01
-2.5E-01
+0.0E+00
+2.5E-01
+5.0E-01
+7.5E-01
+1.0E+00

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✵✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 〈Cs〉 ❛♥❞ 〈Cd〉 ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧ r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs ✭∆̂ = 3.0∆✮✳
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❇✳✸✳ ❚❡sts ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❜❡❤❛✈✐♦r

❇✳✸✳✶✳ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r

✭❛✮

✶✵� ✶✵✁ ✶✵✷

②
❄

-5
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✂✰① ❂ ✄☎☎, ✂✰③ ❂ ✹☎

Lower wall, x=1.3
Gaussian
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✩✪✫✫✬✯✲✴
✼
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✿

✩✪✫✿✬✯✲✴
✼
✽✾
✿

✩✪✿✿✬✯✲✴
✼
✽✾
✿

✩✪❀❀✬✯✲✴
✼
✽✾
✿

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✶✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r
✭❛✮ ❛♥❞ ✉♣♣❡r ✭❜✮ ✇❛❧❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳

❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r ✇✐t❤ ●❛✉s✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+
x = 100✱

∆+
z = 40 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶✶✳ ❆t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts 〈τ11〉✱

〈τ12〉✱ 〈τ22〉 ❛♥❞ 〈τ33〉 ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x = 1.3 ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 30 < y⋆ < 50✱
❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ t♦ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✭❛✮✮ ❛♥❞ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✭❛✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ ❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳ ❖♥❧② t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ 〈τ11〉 ♦❝❝✉rs ❛t
x = 2.0✱ 20 < y⋆ < 30✱ ❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✭❜✮✮ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ❛♥❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❙●❙ str❡ss t❡♥s♦r ✐s ♠♦r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧
t❤❛♥ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r✳
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❇✳✸✳✷✳ ❲❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτ11✱ Cτ22 ❛♥❞ Cτ33

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♥❡❛r ❜♦t❤
t❤❡ ✢❛t ❛♥❞ ❝✉r✈❡❞ ✇❛❧❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶✷✳ Cτ11 ❦❡❡♣s ❤✐❣❤ ✭♥❡❛r t♦ 1.0✮ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ♣❛rt✳ ❆ ♣✐ts ❜❡❣✐♥s t♦ ❛♣♣❡❛r ❛t x = 0.7 ✇✐t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞
❛t x = 0.6 ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✐♥ r❛♥❣❡ y⋆ < 10✱ r♦✉❣❤❧② ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡
✢♦✇ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♣✐ts r❡❛❝❤❡s ♠✐♥✐♠✉♠ ❛t x = 1.9 ✇✐t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ❛t x = 1.6
✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✱ ❛❧♠♦st t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ Cτ11

❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ♠♦✈❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0.7 < x < 1.9✱ y⋆ > 30
✇✐t❤ ▲ss✲5th✱ 0.6 < x < 1.6✱ y⋆ > 30 ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✱ ❛s ♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❛❧♦♥❣
str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ◆❡❛r t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✱ Cτ11 ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ ♥❡❛r
✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇✳ ❆ ♥❡✇ ♣❡❛❦ ♦❢ Cτ22 ❜❡❣✐♥s t♦ ❛♣♣❡❛r ❛t x = 0.2 ✇✐t❤
▲ss✲5th ❛♥❞ x = 0.6 ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ■t ♠♦✈❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ x = 7.0 ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ Cτ33 ♦❝❝✉rs
❛t x = 0.3 ✇✐t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ x = 0.5 ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳ ❆ ♣❡❛❦ ♦❢ Cτ33 ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ x = 0.3✱ y⋆ < 10 ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❛ s✐♠✐❧❛r
♣❡❛❦ ♦♥❧② ❛♣♣❡❛rs ❢r♦♠ x = 0.9✱ y⋆ < 10 ✇✐t❤ ▲ss✲5th✳ ❚❤✐s ♣❡❛❦ ♠♦✈❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡
✇❛❧❧ ❛♥❞ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛s ♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s✱ ❛ ♥❡✇
♣❡❛❦ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ Cτ11 ✱ Cτ22 ❛♥❞ Cτ33 ✈❡r② ♥❡❛r t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❜❡❣✐♥s
❛t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳
❇❡s✐❞❡s✱ s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✭Cτ11 ✱ Cτ22 ❛♥❞ Cτ33✮ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ t❤❛♥
▲ss✲5th ✜❧t❡r ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✸✻✮✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s✳ ◗✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r
t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡
❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳



❇✳✸✳ ❚❊❙❚❙ ❖❋ ▼❖❉❊▲❙ ❇❊❍❆❱■❖❘ ✶✺✾

✭❛✮

✶✵� ✶✵✁ ✶✵✷

②❄

✂✳✹

✂✳✺

✂✳✻

✂✳✼

✂✳✽

✂✳✾

✄✳✂

✄✳✄

❈
✜ ☎
☎

✆✰
① ❂ ✝✞✞✱ ✆✰

③ ❂ ✟✞
▲♦✇❡r ✇❛❧❧
▲ss✲✠t❤

♣✡☛♥☞ ❝✌☛♥♥☞✡ ✍✎✏ ☛✑ ❘✒✓ ✔ ✕✖✗

✘✙✚✛✢

✘✙✚✛✣

✘✙✤✛✥

✘✙✤✛✢

✭❜✮

✦✧★ ✦✧✩ ✦✧✪

✫✬

✭✮✯

✭✮✴

✭✮✸

✭✮✿

✭✮❀

✭✮❁

❃✮✭

❃✮❃

❅
❆ ❇
❇

❉❊
❋ ● ❍■■❏ ❉❊

❑ ● ▼■
◆❖P◗❙ P❚❯❯
❱❚✉❲❲✐❚❳

❨❩❬❭❪ ❫❴❬❭❭❪❩ ❵❜❞ ❬❢ ❣❥❦ ♠ q✈④

⑤⑥⑦⑧⑨

⑤⑥⑦⑧⑩

⑤⑥❶⑧❷

⑤⑥❶⑧⑨

✭❝✮

❸❹❺ ❸❹❻ ❸❹❼

❽❾

❿➀➁➂

➀➁➀

➀➁➃

➀➁➄

➀➁➅

➀➁➆

➀➁➇

➈
➉ ➊
➊

➋➌
➍ ➎ ➏➐➐➑ ➋➌

➒ ➎ ➓➐
➔→➣↔↕ ➣➙➛➛
➔➜➜➝➞➟➠

➡➢➤➥➦ ➧➨➤➥➥➦➢ ➩➫➭ ➤➯ ➲➳➵ ➸ ➺➻➼

➽➾➚➪➶

➽➾➚➪➹

➽➾➘➪➴

➽➾➘➪➷

✭❞✮

➬➮➱ ➬➮✃ ➬➮❐

❒❮

❰ÏÐ

❰ÏÑ

❰ÏÒ

❰ÏÓ

❰ÏÔ

❰ÏÕ

❰ÏÖ

❰Ï×

❰ÏØ

ÐÏ❰

Ù
Ú Û
Û

ÜÝ
Þ ß àááâ ÜÝ

ã ß äá

åæçèé çêëë
ìêíîîïêð

ñòóôõ ö÷óôôõò øùú óû üýþ ÿ ✾✺✵

①❂�✳✹

①❂�✳✽

①❂✶✳✷

①❂✶✳✁

✭❡✮

✂✄☎ ✂✄✆ ✂✄✝

②❄

✞✟✞

✞✟✠

✞✟✡

✞✟✻

✞✟☛

☞✟✞

❈
✜ ✸
✸

✌✰
✍ ✎ ✏✑✑✱ ✌✰

③ ✎ ✒✑
▲♦✇❡r ✇❛❧❧

▲ss✲✓t❤

♣✔✕♥✖ ❝✗✕♥♥✖✔ ✘✙✚ ✕✛ ❘✢✣ ✤ ✥✦✧

★✩✪✫✬

★✩✪✫✭

★✩✮✫✯

★✩✮✫✬

✭❢✮

✴✼✿ ✴✼❀ ✴✼❁

❃❅

❆❇❉

❆❇❊

❆❇❋

❆❇●

❆❇❍

❆❇■

❆❇❏

❆❇❑

▼❇❆

◆
❖ P
P

◗❙
❚ ❯ ❱❲❲❳ ◗❙

❨ ❯ ❩❲
❬❭❪❫❴ ❪❵❜❜
❞❵✉❢❢✐❵❣

❥❦♠q✈ ④⑤♠qq✈❦ ⑥⑦⑧ ♠⑨ ⑩❶❷ ❸ ❹❺❻

❼❽❾❿➀

❼❽❾❿➁

❼❽➂❿➃

❼❽➂❿➀

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✷✿ ❲❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cτ11 ✱ Cτ22 ❛♥❞ Cτ33 ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧
✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✮ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳



✶✻✵ ❆PP❊◆❉■❳ ❇✳ ❆ P❘■❖❘■ ❘❊❙❯▲❚❙ ❋❖❘ ❆P● ❈❍❆◆◆❊▲ ❋▲❖❲

❇✳✸✳✸✳ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ 〈τ12〉 ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧

✭❛✮

✶✵� ✶✵✁ ✶✵✷

②
❄

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14

0.16

❤
✜
✂
✄
✐
❂
✭
✉
♦ ☎
✮
✄

✆✰① ✝ ✺✞, ✆✰③ ✝ ✟✞
Upper wall, x=2.3

Lss-✺t✠

Exact

SM
WALE

✭❜✮

✡☛☞ ✡☛✌ ✡☛✍

✎
✏

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

✑
✒
✓
✔
✕
✖
✗
✘
✙ ✚
✛
✔

✢✣✤ ✥ ✦✧, ✢✣★ ✥ ✩✧
Upper wall, x=2.3
Gaussian

Exact

SM
WALE

✭❝✮

✪✫✬ ✪✫✯ ✪✫✱

✲
✳

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

✴
✸
✹
✻
✼
✽
✾
✿
❀ ❁
❃
✻

❅❆❇ ❈ ❉❊❊, ❅❆❋ ❈ ●❊
Upper wall, x=2.3

Lss-❍■❏

Exact

SM
WALE

✭❞✮

❑▲▼ ❑▲◆ ❑▲❖

P
◗

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

❘
❙
❚
❯
❱
❲
❳
❨
❩ ❬
❭
❯

❪❫❴ ❵ ❛❜❜, ❪❫❝ ❵ ❞❜
Upper wall, x=2.3
Gaussian

Exact

SM
WALE

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✸✿ ❲❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❡①❛❝t 〈τ12〉 ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❜② t❤❡
❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs ❛t t❤❡
✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳
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❇✳✸✳✹✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧

✭❛✮

✶✵� ✶✵✁ ✶✵✷

②
❄

✂✳✂

✂✳✺

✄✳✂

✄✳✺

☎✳✂

✛
✆
✝
❂
✭
✉

♦ ✜
✮

✝

✞✰
① ✟ ✠✡✱ ✞✰

③ ✟ ☛✡

❯♣♣❡r ✇❛❧❧✱ ☞✌✍✎✸

▲ss✲✠t❤

❊✏✑❝✒

❙▼

❲❆✓❊

✭❜✮

✔✕✖ ✔✕✗ ✔✕✘

✙
✚

✢✣✢

✢✣✤

✢✣✹

✢✣✻

✢✣✽

✥✣✢

✦
✧
★
✩
✪
✫

✬ ✯
✴

★

✼✾
✿ ❀ ❁❃❅ ✼✾

❇ ❀ ❈❃

❉❋❋●❍ ■❏❑❑❅ ◆❖P◗❘

❚❏❱❳❳✐❏♥

❨❩❬❭❪

❫❴

❵❜❞❨

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✹✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ 〈τ12〉 ✇✐t❤ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤∆+
x = 50✱

∆+
z = 20 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✮ ✜❧t❡rs ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳
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❇✳✸✳✺✳ ❇❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❙●❙ ❢♦r❝❡

❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ 〈f1〉✱ 〈f2〉 ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛t ❜♦t❤
❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶✺✳ ❆t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢
〈f1〉 ❛♥❞ 〈f2〉 ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x = 1.3✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡
40 < y⋆ < 70 ❛♥❞ y⋆ < 10✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢
❜♦t❤ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✭❛✮✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✭❛✮✮✳ ❆t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❡❛❦s ♦❝❝✉r ❛t x = 2.3✱
50 < y⋆ < 80✳ ❚❤✐s ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ t❤❛♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✭❜✮✮✱ ❜✉t ♠♦r❡ ✉♣str❡❛♠ t❤❛♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✭❜✮✮✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ 〈f1〉 ❛♥❞ 〈f2〉 ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
❢♦r ♦t❤❡r ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛t ❜♦t❤ ✇❛❧❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ 〈f1〉 ❛♥❞ 〈f2〉 ❛r❡ ♠♦r❡
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦r t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ t❤❛♥ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳

✭❛✮

✶✵� ✶✵✁ ✶✵✷

②
❄

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8
✂✰

① ❂ ✄☎☎, ✂✰
③ ❂ ✹☎

Lower wall
Gaussian

❤❢✆✐✝✭✭✉
♦
✜✮

✸✝✗✮ ❤❢✞✐✝✭✭✉
♦
✜✮

✸✝✗✮

x=1.0
x=1.3
x=1.5

✭❜✮

✟✠✡ ✟✠☛ ✟✠☞

✌
✍

✲✎✳✏✎

✲✎✳✎✺

✎✳✎✎

✎✳✎✺

✎✳✏✎

✎✳✏✺
✑✒

✓ ✔ ✕✖✖✱ ✑✒
✘ ✔ ✙✖

❯♣♣❡r ✇❛❧❧

●❛✚ss✛❛♥

✢✣✤✥✦✧✧★
✩
✪✫

✬✦✯✫ ✢✣✴✥✦✧✧★
✩
✪✫

✬✦✯✫

✻✼✽✾✿

✻✼❀✾❁

✻✼❀✾✿

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✺✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❙●❙ ❢♦r❝❡ 〈f1〉✱ 〈f2〉 ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r
✭❛✮ ❛♥❞ ✉♣♣❡r ✭❜✮ ✇❛❧❧s ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 100✱ ∆+
z = 40✳
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❇✳✸✳✻✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❙●❙ ❢♦r❝❡ 〈f1〉 ❛♥❞ 〈f2〉 ❛♥❞ t❤❡✐r

♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts

❆ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t str❡❛♠✇✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s x = 1.3 ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ ❙●❙ ❢♦r❝❡s ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶✻✳ ❖♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❡①❛❝t 〈f1〉✱ 〈f2〉 ❛♥❞ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥✲
s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs✳ ❆ ♣❡❛❦ ♦❢ 〈f1〉
❛♥❞ 〈f2〉 ✭✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥✮ ♦❝❝✉r ❛t x = 1.3✱ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 40 < y⋆ < 70✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛✉s❡❞
❜② t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② r♦✉❣❤❧② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡✳ ■♥ t❤❡ r❛♥❣❡ y⋆ > 100✱
❜♦t❤ t❤❡ ❡①❛❝t ❙●❙ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❝♦❧❧❛♣s❡ t♦ ③❡r♦✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❛ ♣♦♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s Cf1 ❛♥❞ Cf2 ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✹✵✮✳

■♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❛♥❣❡ y⋆ < 100✱ ❜♦t❤ 〈f1〉 ❛♥❞ 〈f2〉 ❛r❡ ❜❛❞❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦
♠♦❞❡❧s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t y⋆ = 1✳ ■♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 10 < y⋆ < 100✱ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤
✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮✱ 〈f1〉 ✐s ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ▲ss✲5th t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r 〈f1〉 ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+
x = 200✱ ∆+

z = 80✮ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❛♥❣❡ 4 < y⋆ < 100✱ ✇❤✐❧❡ 〈f1〉 ✐s
❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 200✱
∆+

z = 80✮✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t✱ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r 〈f2〉 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜♦t❤
♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤s ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 50✱
∆+

z = 20✮✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+
x = 200✱ ∆+

z =
80✮✱ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts 〈f2〉 ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ 〈f1〉 ❛♥❞ 〈f2〉 ✐s ♥♦t str✐❦✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
✜❧t❡r ♦r s♠❛❧❧ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙♠❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ▲ss✲5th ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮✳ ❆ s✐♠✐❧❛r

❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧✳
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Lower wall, x=1.3
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Exact
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❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❡①❛❝t 〈f1〉✱ 〈f2〉 ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦✉♥✲
t❡r♣❛rts ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✱ ❡✱ ❣✮ ❛♥❞
●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✱ ❢✱ ❤✮ ✜❧t❡rs ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳
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■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❙●❙ ❢♦r❝❡ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 50✱ ∆+
z = 20✮

✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▲ss✲5th ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡rs ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶✼✳ ■♥ t❤❡
r❛♥❣❡ y⋆ < 2✱ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ 〈f1〉 ❛♥❞ 〈f2〉 ❛r❡ ❜❛❞❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s
✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ✜❧t❡r t②♣❡s✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜❛❞
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ 〈f1〉 ❛♥❞ 〈f2〉 ✐♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶✻✳ ■♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 3 < y⋆ < 70✱ t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s
s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ f1 ❛♥❞ f2
✇✐t❤ ▲ss✲5th ✜❧t❡r✳ ❇✉t ♥♦ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ f1 ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ r❛♥❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶✻✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ f2 ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐s ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡
❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 3 < y⋆ < 70 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✭∆+

x = 200✱
∆+

z = 80✮✱ ✇❤✐❧❡ 〈f2〉 ✐s ♥♦t ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶✻✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ f1 ❛♥❞ f2 ❛♥❞ ❢♦r 〈f1〉 ❛♥❞ 〈f2〉
❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳
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❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t f1✱ f2 ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ∆+

x = 50✱
∆+

z = 20 ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧✳
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❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ 〈Cǫsgs〉 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ ❲❆▲❊
♠♦❞❡❧s ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ✇❛❧❧ ✉s✐♥❣ ▲ss✲5th ✭❛✱ ❝✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❜✱ ❞✮ ✜❧t❡rs✳



❘és✉♠é ét❡♥❞✉

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛tt✐ré ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉✲
♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s
♣❤②s✐q✉❡s ❡t à ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❡r✳ P❛r♠✐s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♣rès
❞✬✉♥❡ ♣❛r♦✐ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❛r ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s s♦♥t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡
❧✬♦♥ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐✳ ▲❡s ❝♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s ✭ré❣✐♦♥s ❛✛❡❝tés ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
♣❛r♦✐✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s♦✐t ❧❛♠✐♥❛✐r❡s ♦✉ s♦✐t t✉r❜✉❧❡♥t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s✳ ◆♦tr❡ ét✉❞❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s t✉r❜✉❧❡♥t❡s✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛r♦✐ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡
s✐♠♣❧❡ ❞♦♥t ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛♥✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r
❝❡tt❡ ❣é♦♠étr✐❡ s♦♥t ❛①é❡s s✉r ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ à ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s ✭P✐♦♠❡❧❧✐ ❡t

❛❧✳ ✶✾✾✶ ❬✶✶✷❪❀ ❍ärt❡❧ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹ ❬✻✷❪❀ ❆❜❜à ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸ ❬✶❪❀ ❈✐♠❛r❡❧❧✐ ❛♥❞ ❉❡ ❆♥❣❡❧✐s
✷✵✶✷ ❬✸✵❪✮✳ ◆♦tr❡ ét✉❞❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s
❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬ é♥❡r❣✐❡ ❡t ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞❡s ♠♦❞è❧❡ s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡s✱ s✉r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛♥ ❡t ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛♥❛❧
❝♦♥✈❡r❣❡♥t✲❞✐✈❡r❣❡♥t à ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s
❞❡ t②♣❡ ✧✈✐s❝♦s✐té t✉r❜✉❧❡♥t❡✧ s♦♥t ét✉❞✐és ❡♥ ❞ét❛✐❧ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❡t t❛✐❧❧❡s ❞❡
✜❧tr❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ♣ré❞✐❝t✐✈❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
é✈❛❧✉é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳

P❛r♠✐s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✏✈✐s❝♦s✐té t✉r❜✉❧❡♥t❡✧ ❜❛sé s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❇♦✉ss✐✲
♥❡sq✳ P❧✉s✐❡✉rs ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❛♥❛❧②sés ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳ P❛r♠✐ ❡✉①✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥é✲
t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té t✉r❜✉❧❡♥t❡
♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♣❛r♦✐s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❝❡ ❞é❢❛✉t✱ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛ été ♣r♦✲
♣♦sé❡ ♣❛r ●❡r♠❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥✬❡st
❛❧♦rs ♣❧✉s ❝♦♥st❛♥t ♠❛✐s é✈❛❧✉é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s rés♦❧✉❡s✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❜t❡♥✉❡
r❡tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❧❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣rès ❞✬✉♥❡ ♣❛r♦✐ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ❛❞❛♣té ♣♦✉r
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞❡ ♣❛r♦✐✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❛❧t❡♥❛t✐✈❡ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✏❲❛❧❧ ❆❞❛♣t✐♥❣
▲♦❝❛❧ ❊❞❞② ✈✐s❝♦s✐t②✧ ✭❲❆▲❊✮✳ ❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ t❛✉① ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❡t ❞❡
r♦t❛t✐♦♥✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧❛♠✐♥❛✐r❡ à
✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t t✉r❜✉❧❡♥t✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ✈✐s❝♦s✐té s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❜♦♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ♣r♦①✐♠✐té ❞✬✉♥❡ ♣❛r♦✐ ❡t ❝❡❝✐ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♠♦✐♥❞r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❡s ♠ê♠❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ré❝❡♠♠❡♥t ✉♥
♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ σ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s✬❛♥♥✉❧❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
❞ès q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ rés♦❧✉ ❡st ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♦✉ à ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ② ❝♦♠♣r✐s ♣♦✉r ❧❡s
❝❛s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣✉r ❡t ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ s♦❧✐❞❡s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✐❧ ❡st
❢❛❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦✉ ❞❛♥s

✶✻✼
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❧❡ t❡♠♣s✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s q✉❛❧✐tés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛r♦✐✳

▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ✜❧tr❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ✜❧tr❡ s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s
♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡s ❡st ❡①❛♠✐♥é❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ ✜❧tr❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❡t
❧❡ ✜❧tr❡ ❵❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡✬ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ✜❧tr❡r ✉♥
❝❤❛♠♣ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♦✉ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♥❡✳ ▲❡ ✜❧tr❡ ❵❧❡❛st sq✉❛r❡ s♣❧✐♥❡✬ ✭▲❙❙✮
❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❞❡s ❇✲s♣❧✐♥❡s ❞✬♦r❞r❡ ♥ ❛❥✉stés ♣❛r ♠♦✐♥❞r❡ ❝❛rrés ♣♦♥❞érés✳ ❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡

∑
i Wi|f(x)− f(x)|2 ❡st ♠✐♥✐♠✐sé ✭Wi ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♣♦✐❞s✱ f(x) ❡st ❧❡

s✐❣♥❛❧ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡t f(x) ❡st ❧❡ s✐❣♥❛❧ ✜❧tré✮✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡
kc ❡t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ✜❧tr❡ ∆ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r kc ≈ L/(2∆)✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡s s♣❧✐♥❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt Ĝ(k∆) ❞é❝r♦✐t ❝♦♠♠❡ k−(n+1)✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞❡
❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ ▲❙❙ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s s♣❧✐♥❡s ✉t✐❧✐sé❡s ✭Err(∆) ≈ ∆

n
✮✳

▲✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ n = 5 ✭▲ss✲5th✮ ❡st Err(∆) ≈ ∆
5
✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧✬

❡rr❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❧tr❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭s♦✉✈❡♥t ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥
r❛✐s♦♥ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♥÷✉❞s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❇✲s♣❧✐♥❡s ❡st ✜①é✱
❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s st❛t✐st✐q✉❡s✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ▲ss✲5th ✭✜❧tr❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡✉① ❢♦✐s ❛✈❡❝ ✉♥
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s✮ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❡t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s✳

❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❧❡s ✜❧tr❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r
♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✳ ▼ê♠❡
s✐ ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts t✉r❜✉❧❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ✐s♦tr♦♣❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✬✐♥térêt ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧s s♦♥t
✐♥t❡r❡ss❛♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡s✳ ❉❛♥s
♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ✈❛❧✐❞é s✉r ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ✐s♦tr♦♣❡
à Reλ = 144 ✭♦ù λ ❡st ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✮✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st 5123 ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st (2π× 2π× 2π)✳ ▲❡s ♠ê♠❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❞✉
✜❧tr❡ kc s♦♥t ❛❞♦♣té❡s ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡t s♦♥t s✐t✉é ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t✱ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛♥tér✐❡✉r❡s✱ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s
♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡s s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡s à ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ✜❧tr❡ ❡t ❛✉ t②♣❡ ❞❡ ✜❧tr❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② 〈Cs〉✱ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❉②♥❛♠✐q✉❡
〈Cd〉✱ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❲❆▲❊ 〈Cw〉 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ σ 〈Cσ〉 s♦♥t ❡♥✈✐r♦♥ 30% ♣❧✉s ♣❡t✐ts
q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs st❛♥❞❛r❞ ♣ré❝♦♥✐sé❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳

❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ s✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛♥ à ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ❉◆❙ à Reτ = 950 ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❏✳ ❏✐♠❡♥❡③ ❡t ❛❧✳ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❉◆❙ ❛
été ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✭①✮ ❡t
tr❛♥s✈❡rs❡ ✭③✮ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡st ✐♠♣♦sé❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣❛r♦✐s
♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡st Nx × Ny × Nz = 2048 × 385 × 1535✱ ❞❛♥s ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ 8π×2×3π✳ ❯♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❡❜②❝❤❡✈ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s
♥♦r♠❛❧ à ❧❛ ♣❛r♦✐ ✭②✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡
❝❡✉① ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛♥tér✐❡✉r❡s✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡
✷❉ ❛✈❡❝ ❧❡s ✜❧tr❡s ▲ss✲5th ❡t ●❛✉ss✐❛♥ s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡t
tr❛♥s✈❡rs❡✳ ❆✉❝✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ♥✬❡st ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐✱ ♣✉✐sq✉❡✱
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✜♥❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♠♦②❡♥✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ s✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡
t✉r❜✉❧❡♥t❡ ❡st ❡①❛♠✐♥é❡✳ ❯♥❡ ❢♦rt❡ ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à



❇✳✸✳ ❚❊❙❚❙ ❖❋ ▼❖❉❊▲❙ ❇❊❍❆❱■❖❘ ✶✻✾

❧❛ ♣❛r♦✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ✜❧tr❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡t tr❛♥s✲
✈❡rs❡✳ ▲❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ♥é❣❛t✐✈❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s s♦♥t ❡①♣❧♦ré❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s
❧❛r❣❡✉rs ❞❡ ✜❧tr❡ ▲ss✲5th ❡t ●❛✉ss✐❡♥✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❡ ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♥❡t
s❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ t❛♠♣♦♥✳ ▲❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s
é❝❤❡❧❧❡s ✈❡rs ❧❡s ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ ❡st ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❡t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡
❧❛ ❝♦✉❝❤❡ t❛♠♣♦♥✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥✬❛ ♣❛s été r❛♣♣♦rté ❞❛♥s ❧❡s ét✉❞❡s ❛♥tér✐❡✉r❡s✱
♠❛✐s ✐❧ ❡st ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧❛r❣❡✉rs ❞✉ ✜❧tr❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
▲ss✲5th ❡t ●❛✉ss✐❡♥✳ ▲❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡st ♣❧✉s ❢♦rt q✉❡ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡
❞✐r❡❝t q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ t❛♠♣♦♥ ❥✉sq✉✬❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❡st
✐♥✈❡rs❡ ✭❥✉sq✉✬à ✽✺✪ à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ♣♦✉r ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❡ 50% ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❡①✲
tér✐❡✉r❡✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝❛s❝❛❞❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡
q✉✐ ❞♦♠✐♥❡✳ ❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛ ❝❡ q✉✐ ❛✈❛✐t été ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s à
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❢❛✐❜❧❡ ♦✉ ♠♦❞éré✱ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❝♦♥✜r♠❡♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ♣✐❝ ❞❡
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♣❛r♦✐✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
❞✬é♥❡r❣✐❡ ♥❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡✱ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s rés♦❧✉❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ❞❡✉①
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉❡ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ♥❡t
❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝♦❤ér❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐és à
❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♣❛r♦✐ ❞❡✈r❛✐❡♥t ❢♦✉r♥✐r ♣❧✉s
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt✳

❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭〈Cs〉✮✱ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭〈Cd〉✮✱ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❲❆▲❊ ✭ 〈Cw〉✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♠♦❞è❧❡ σ
✭〈Cσ〉✮ s♦♥t ❡st✐♠és ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ③♦♥❡
❡①tér✐❡✉r❡✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts 〈Cs〉 ❡t 〈Cd〉 s♦♥t ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♣rès ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❡st s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛
❧❛r❣❡✉r ❞❡ ✜❧tr❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡t tr❛♥s✈❡rs❡✳ ▲❛ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❞②♥❛♠✐q✉❡ 〈Cd〉 ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ✜❧tr❡ ❡t ❞✉ t②♣❡
❞❡ ✜❧tr❡✳ ❈❡tt❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ✜❧tr❡ t❡st
♣♦✉r ✉♥ ✜❧tr❡ ●❛✉ss✐❛♥✱ ♠❛✐s ♣❛s ❛✈❡❝ ✜❧tr❡ ▲ss✲5th✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts 〈Cw〉 ❡t 〈Cσ〉 ♦♥t ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛♥✳
■❧s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ✜❧tr❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ∆+

z ❡t s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♣❛r♦✐✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞✉❡ ❛✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ 〈Sd

ijS
d
ij〉

❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❲❆▲❊ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ 〈Dσ〉 ♣♦✉r ❧❡ σ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ♣rés❡♥t❡
❛♥❛❧②s❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ✜❧tr❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ∆+

z < 40 ❡st r❡❝♦♠♠❛♥❞é❡ ♣♦✉r
❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❲❆▲❊ ❡t σ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ♣rès ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐✳

▲❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞✉ t❡♥s❡✉r s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ τij✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ fi✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ ǫsgs ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❧❡s ♠♦❞è❧❡ s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②
❡t ❲❆▲❊ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ é✈❛❧✉és ❡t ❛♥❛❧②sé❡s✳ ▲❡s ❛♥❛❧②s❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ♠❡ttr❡
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ♣ré❞✐❝t✐✈❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ t❡stés✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ τ12✱ t❛♥t s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ q✉❡
s✉r ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞é❥à
ét❛❜❧✐❡s✱ t❡❧❧❡s q✉✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧tr❡ ●❛✉ss✐❡♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ ✜❧tr❡ ▲ss✲5th ♦✉ ♣♦✉r ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ❧❛r❣❡✉rs ❞❡ ✜❧tr❡ ✭P♦♣❡ ✷✵✵✵✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦s
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❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❜❛sé s✉r ❧❡s tr♦✐s ❝r✐tèr❡s ❡①❛♠✐♥és ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ t❛♠♣♦♥✳

❯♥❡ ét✉❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♠❡♥é❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛♥❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✲❞✐✈❡r❣❡♥t ❞♦❝✉♠❡♥té ❞❛♥s ▼❛r✲
q✉✐❧❧✐❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶ ❬✽✼❪ ❡t ▲❛✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❬✼✸❪✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❜❛sé
s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t à ❧✬❡♥tré❡ ✭uo

τ = 0.0494✮ ❡t ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ❝❛♥❛❧
✭h = 1✮ ❡st Reτ = 617✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 4π × 2 × π ❛✈❡❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ 2304 × 385 × 576✳ ❯♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✜♥✐s ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ✹è♠❡
♦r❞r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t
tr❛✐tés ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ✭❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t
❋♦✉r✐❡r ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡✮✳ ▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛ été ♦❜t❡♥✉ ♣❛r
✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡
✈❡rs ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝❛rtés✐❡♥✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s
❞❛♥s ▼❛rq✉✐❧❧✐❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽ ❬✽✽❪✳ ❆✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❧❡s
rés✉❧t❛ts s♦♥t ♠♦②❡♥♥és ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ▲❡s ✉♥✐tés ❞❡ ♣❛r♦✐
❜❛sé s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❛✉ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ❜♦ss❡ ✭us

τ = 0.0695✮ s♦♥t ✐♥❞✐q✉és ♣❛r
❧✬❡①♣♦s❛♥t +✱ ❧❡s ✉♥✐tés ♣❛r♦✐ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❜❛sés s✉r uo

τ = 0.0494 à ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦♥t ❧✬❡①♣♦s❛♥t ⋆✳ ❙✉r ❧❛ ♣❛r♦✐ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é
dCp/ds ✭♦ù s ❡st ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❛♥❣❡♥t❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐✮ ❞❡✈✐❡♥t ♣♦s✐t✐❢ à x = −0.2 ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡
très ❢♦rt❡♠❡♥t ✈❡rs x = 0.2✳ ▲❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ à ❧❛ ♣❛r♦✐ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣❧❛♥❡ ❡st✱ q✉❛♥t
à ❧✉✐✱ ♣❧✉s ❧✐ss❡ ❡t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉✬à ❧❛ ♣❛r♦✐ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❯♥❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ très ✜♥❡
✭✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t Cf = τw/(

1
2
ρU2

o ) s❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡
0.5 < x < 1.5 à ❧❛ ♣❛r♦✐ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬ ❛♥❛❧②s❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✐✈❡r❣❡♥t❡ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt
❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✐r❡❝t ❡t ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✐r❡❝t❡ s♦♥t étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐és à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡
t✉r❜✉❧❡♥t❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡ ❢♦rt ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛❞✈❡rs❡ ❞û à ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✳ ▲❛ ❢r❛❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥❡tt❡s ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❡✉r ♠❛①✐♠✉♠ ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♣✐❝ ❞✬é♥❡r❣✐❡
❝✐♥ét✐q✉❡ t✉r❜✉❧❡♥t❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❡t ❝❡❝✐ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡t ❞✉ t②♣❡
❞❡ ✜❧tr❡✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ♥❡t ❞❛♥s
❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧
♣❧❛♥✳ ▲❡ ♣✐❝ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❡♥ ❛♠♦♥t q✉❡ ❧❡ ♣✐❝
❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t à ❧❛ ♣❛r♦✐✱ ❡t s♦♥ ✐♥t❡♥s✐té ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡t ❞✉ t②♣❡ ❞❡
✜❧tr❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ ♣✐❝ ❞❡ tr❛♥s❢❡r ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞é♣❡♥❞
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ✜❧tr❡✳ ■❧ ❡st s✐t✉é ♣rès ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t à ❧❛ ♣❛r♦✐ ❛✈❡❝
❧❡ ✜❧tr❡ ●❛✉ss✐❡♥✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❡t é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛♥❛❧ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥t ❞✐✈❡r❣❡♥t✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞✉ ✜❧tr❡ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s❢❡rts
❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ❈❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ♣❧✉s ♣r♦♥♦♥❝é ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛♥❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✲❞✐✈❡r❣❡♥t q✉❡ ♣♦✉r
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛♥✳ ❙✉✐t❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❞❡ ❝❛♥❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✲❞✐✈❡r❣❡♥t✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ q✉❛tr❡ ♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ s♦♥t é✈❛❧✉é❡s
❛ ♣r✐♦r✐ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧❛r❣❡✉rs ❞❡ ✜❧tr❡ ▲ss✲5th ❡t ●❛✉ss✐❡♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦♠♣❛rés
❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛♥✳

❊♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❧❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐s♣❡rsés q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛♥ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✹✳✹ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥é❣❛t✐❢s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à



❇✳✸✳ ❚❊❙❚❙ ❖❋ ▼❖❉❊▲❙ ❇❊❍❆❱■❖❘ ✶✼✶

❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥✈❡rs❡✮ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❈❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥é❣❛t✐❢s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦❜s❡r✈és ❞❛♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛♥✱ ❝❛r ❛✉❝✉♥❡ ❞✐s✲
s✐♣❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ♥✬❛ été ♦❜s❡r✈é❡✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s✱ s✉♣ér✐❡✉r❡
❛✉① ✈❛❧❡✉rs st❛♥❞❛r❞s ♣♦✉r ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s♦tr♦♣❡✱ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❛❧
❞✐✈❡r❣❡♥t✳ ▲❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ré❡❧❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❞❡s ♠♦❞✲
è❧❡s s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡s ét❛♥t très s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉ t②♣❡ ❞❡ ✜❧tr❡ ❝❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s q✉❛tr❡ ♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧tr❡ ●❛✉ss✐❡♥ q✉✬❛✈❡❝ ❧❡
✜❧tr❡ ▲ss✲5th ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥t✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts 〈Cs〉 ❡t 〈Cd〉 s♦♥t
♣❧✉s ♣❡t✐ts ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♣❛r♦✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥t✳ ❈❡❧❛
❡st ❞û à ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ 〈Sij〉
♣rès ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❡t ❝❡❝✐ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ✜❧tr❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ✜❧tr❡✳ ▲❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❞②♥❛♠✐q✉❡ 〈Cd〉 s✬ét❡♥❞ s✉r ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❡t ❡st ♣❧✉s
é❧♦✐❣♥é ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✲♣r✐♦r✐ ❞❡ 〈Cs〉 ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛♥✳ ▲❡s ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r 〈Sd

ijS
d
ij〉 ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❲❆▲❊

❡t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r 〈Dσ〉 ❞✉ ♠♦❞è❧❡ σ ❞♦♥♥❡♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❢♦rt❡s ❞❡ 〈Cw〉 ❡t 〈Cσ〉
♣rès ❞❡s ♣❛r♦✐s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✐✈❡r❣❡♥t❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❛
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ✜❧tr❡ ✭∆+

x = 200✱ ∆+
z = 80✮ ❡t ❝❡❝✐ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ✜❧tr❡s✳

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❲❆▲❊ ❡t σ ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡
❛♥❛❧②s❡ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛❞✈❡rs❡
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts ♣rès ❞❡s ❞❡✉①
♣❛r♦✐s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛♥✳ ❆ ❧❛ ♣❛r♦✐ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ 〈Cs〉 ❡t 〈Cd〉 s♦♥t très
s❡♥s✐❜❧❡s à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✳ ❯♥ ❡①tr❡♠✉♠ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ♠♦❞è❧❡
s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ ❡st ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳ Près ❞❡
❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✱ 〈Cw〉 ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❤♦♠♦❣è♥❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧
♣❧❛♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✱ 〈Cσ〉 ❝❤❛♥❣❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛♥✳

▲❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ q✉❛♥t✐té s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ ré❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❛♥t✐tés ♠♦❞é❧✐sé❡s
s♦♥t ét✉❞✐és✳ ▲❡s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ s♦♥t ♣♦s✐t✐♦♥♥é
❛✉① ♠ê♠❡ ❡♥❞r♦✐t q✉❡ ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ t✉r❜✉❧❡♥t❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛❧♦rs q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡s à ❧❛ ♣❛r♦✐ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞
❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ▼❛✐s ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ t❡♥s❡✉r
♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s ❛✉① ❢♦rt❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛
ré❣✐♦♥ ❞❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ Cτ12 ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢❛✐❜❧❡ τ12 ❡st ♦❜s❡r✈é❡✳
▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ✜❧tr❡ s✉r Cτ12 ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ❧❛r❣❡✉rs ❞✉ ✜❧tr❡✳ ❯♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❞❡ ǫsgs ❡t ❞❡ f2 = ∂τ2j/∂xj

❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✜❧tr❡ ●❛✉ss✐❡♥ ❝♦♠♣❛ré ❛✉ ✜❧tr❡ ▲ss✲5th✳ ❉❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥
❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥t✱ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ǫsgs ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛♥✳ ▲❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②sés✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s
ré❣✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s
❞❡ Cτ12 ✱ Cf1 ✱ Cf2 ✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ Cǫsgs ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❲❆▲❊ ✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r τ12 s♦♥t ♠❛❧ ♣ré❞✐t❡s ♣❛r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❡t ❲❆▲❊ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛
❢❛✐❜❧❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ Cτ12 ♦❜s❡r✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
ré❡❧❧❡ à ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♠♦❞é❧✐sé✱ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s r❡st❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s✳
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❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②sé❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❞❡s ❣r❛❞✐✲
❡♥ts ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣❛r♦✐s✱ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❢♦rt ❡t é✈♦❧✉❡
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ▲❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥❝ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ ♣r✐♦r✐ s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❣é♥ér❛❧✐s❡r à ❞✬❛✉tr❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❡t ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ♥♦s ❝♦♥✲
♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡s ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♣❧✉s ✈❛r✐és ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s
r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s✳



❇✳✸✳ ❚❊❙❚❙ ❖❋ ▼❖❉❊▲❙ ❇❊❍❆❱■❖❘ ✶✼✸

❆♥❛❧②s❡ ❛✲♣r✐♦r✐ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ▲❊❙ s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡s ❛♣♣❧✐q✉és à ❧❛ t✉r✲
❜✉❧❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛r♦✐ ❛✈❡❝ ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥

❆♣rès ♣❧✉s ❞❡ ✺✵ ❛♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧✬✐♥tér❡t ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tré❡ ❡t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝❧❛ss❡s
❞❡ ♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞♦♥t ❝❡❧❧❡ très ❝♦♥♥✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té
s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ s♦✉✈❡♥t ♣ré❢érré❡s ♣♦✉r ❧❡✉r s✐♠♣❧✐❝✐té ❡t ❧❡✉r r♦❜✉st❡ss❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❛❥✉sté ♣♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❡t q✉✐ ❛ été ❛♥❛❧②sé ♣♦✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s s✐♠♣❧❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ré❛❧✐s❡r
❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ❛✲♣r✐♦r✐ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛♥ ❡t ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✲
❞✐✈❡r❣❡♥t à r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s✳ ▲❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ✜❧t❡r ❡t
❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ✜❧tr❡ s♦♥t s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛❜♦r❞é❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s✳
▲❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ s♦✉s✲♠❛✐❧❧❡ s♦♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ét✉❞✐és✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②✱ ❙♠❣♦r✐♥s❦② ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❲❆▲❊ ❡t ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❙✐❣♠❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé s♦♥t ❡st✐♠és ❛✲♣r✐♦r✐✳ ■❧ ❡st ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ❞❡s q✉❛tr❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ♥♦♥✲❤♦♠♦❣è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st s♦♥t
❧❛r❣❡♠❡♥t ❛✛❡❝tés ♣❛r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛❞✈❡rs❡✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ r❡✲
❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❡♥✜♥✱ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❡①❛❝t❡s ❡t ❧❡✉r éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♠♦❞é❧✐sés
s♦♥t ❡①❛♠✐♥és✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲
♠❛✐❧❧❡ ❡t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♠♦❞é❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s r❡❣✐♦♥s ❞❡ ❢♦rt ❣r❛❞✐❡♥t
❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛❞✈❡rs❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ▲❊❙
❞❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
▼♦ts ❈❧és ✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s é❝❤❡❧❧❡s✱ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ✜❧tr❛❣❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
❞✐r❡❝t❡✳

❆✲♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲❊❙ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✇❛❧❧ t✉r✲
❜✉❧❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts

❆❢t❡r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵ ②❡❛rs ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐ts
❜❡♥❡✜t ❢♦r ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡♥❣✐✲
♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ✉s✉❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r s✐♠♣❧✐❝✐t✐❡s ❛♥❞
r♦❜✉st♥❡ss✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡✲
tr✐❡s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛✲♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥
♣❧❛♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣✲❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛t ❢❛✐r❧② ❧❛r❣❡ ❘❡②♥♦❧❞s
♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r t②♣❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥
❛♥❛❧②s❡s ♦❢ ❛❧❧ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ❙●❙ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❙●❙ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛r❡ ✜rst❧②
❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②✱ ❉②♥❛♠✐❝ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②✱ t❤❡ ❲❆▲❊ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ✉♣❞❛t❡❞ σ
♠♦❞❡❧s✱ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞✈❡rs❡
♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡①❛❝t q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜❣r✐❞ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ ❧♦✇ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❜❣r✐❞
s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛ str♦♥❣ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣
❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ▲❊❙ r❡s✉❧ts
✐♥ s✉❝❤ ✢♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❑❡②✇♦r❞s✿ ▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ✜❧t❡r✱ ❞✐r❡❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥


