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Résumé

Le co-clustering est une technique de classification consistant a réaliser une
partition simultanée des lignes et des colonnes d’une matrice de données. Parmi
les approches existantes, MODL permet de traiter des données volumineuses et
de réaliser une partition de plusieurs variables, continues ou nominales. Nous
utilisons cette approche comme référence dans ’ensemble des travaux de la
thése et montrons la diversité des problémes de data mining pouvant étre
traités, comme le partitionnement de graphes, de graphes temporels ou encore
le clustering de courbes.

L’approche MODL permet d’obtenir des résultats fins sur des données
volumineuses, ce qui les rend difficilement interprétables. Des outils d’analyse
exploratoire sont alors nécessaires pour les exploiter. Afin de guider lutilisateur
dans linterprétation de tels résultats, nous définissons plusieurs outils consistant
a simplifier des résultats fins afin d’en avoir une interprétation globale, & détecter
les clusters remarquables, & déterminer les valeurs représentatives de leurs
clusters et enfin & visualiser les résultats. Les comportements asymptotiques
de ces outils d’analyse exploratoire sont étudiés afin de faire le lien avec les
approches existantes.

Enfin une application sur des comptes-rendus d’appels de 'opérateur Orange,
collectés en Cote d’Ivoire, montre I'intérét de I’approche et des outils d’analyse
exploratoire dans un contexte industriel.
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Abstract

Co-clustering is a clustering technique aiming at simultaneously partitioning
the rows and the columns of a data matrix. Among the existing approaches,
MODL is suitable for processing huge data sets with several continuous or
categorical variables. We use it as the baseline approach in this thesis. We
discuss the reliability of applying such an approach on data mining problems
like graphs partitioning, temporal graphs segmentation or curve clustering.

MODL tracks very fine patterns in huge data sets, that makes the results
difficult to study. That is why, exploratory analysis tools must be defined in
order to explore them. In order to help the user in interpreting the results, we
define exploratory analysis tools aiming at simplifying the results in order to
make possible an overall interpretation, tracking the most interesting patterns,
determining the most representative values of the clusters and visualizing the
results. We investigate the asymptotic behavior of these exploratory analysis
tools in order to make the connection with the existing approaches.

Finally, we highlight the value of MODL and the exploratory analysis tools
owing to an application on call detailed records from the telecom operator
Orange, collected in Ivory Coast.
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Introduction

Depuis quelques années, on assiste a une augmentation significative du
volume des données. Le domaine des télécommunications est particulierement
touché par cette croissance : le taux de pénétration de la téléphonie mobile
en France est passé de 64% a 114% en dix ans et le trafic mensuel de SMS
a été multiplié par cent dans la méme période!. Afin de mieux comprendre
les usages dans une optique de développement des services, les entreprises
s'intéressent a l'extraction de 'information présente dans leurs données. Ce
processus d’extraction et de restitution est appelé fouille de données (ou data
mining).

Les techniques de data mining se sont adaptées a la croissance du volume
des données. L’amélioration des performances des algorithmes et ’augmen-
tation des moyens de calcul permettent aujourd’hui de traiter d’importantes
quantités de données. Mais ces avancées sont a 'origine de nouvelles difficul-
tés. Plus les données sont nombreuses, plus la quantité d’information fiable
potentiellement extraite est importante. Il existe de nombreuses approches
de data mining permettant une restitution fine de 'information extraite des
données. Cependant, la complexité des résultats produits peut étre un réel
obstacle pour l'interprétation. Il est alors nécessaire que l'utilisateur soit guidé
afin d’exploiter les résultats obtenus. Dans ce cas, la mise en place d’outils
d’analyse exploratoire s’avére nécessaire. Il faut permettre a I'utilisateur d’avoir
une vue des résultats aussi bien macroscopique — pour comprendre la structure
générale des données — que microscopique, pour détecter les phénomeénes de
niches, c’est-a-dire des segments dans les données présentant un fort intérét
opérationnel mais contenant peu d’individus.

Le data mining peut étre divisé en deux grandes sous-familles. Dans les
approches supervisées, on cherche a prédire la valeur d'une variable cible conti-
nue (régression) ou nominale (classification supervisée), a partir des attributs
descriptifs des données. Dans le domaine des télécommunications, on utilise
notamment ce type d’études pour attribuer un score & un client en fonction de
ses caractéristiques. On peut par exemple chercher a prédire attrition (perte
de clientéle) ou I'appétence du client (volonté de souscrire a un service). L’autre
grande famille regroupe les approches non-supervisées, parmi lesquelles on peut

1. Observatoire des marchés des communications électroniques en France, actes de I’AR-
CEP, Juillet 2013.
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citer 'estimation de densité, la détection de motifs et la classification, que nous
désignons par le terme clustering dans la suite du manuscrit. Le clustering
consiste a grouper des individus similaires. Par exemple, dans les problémes
de segmentation marketing, on crée des groupes d’individus ayant le méme
profil en fonction d’attributs, comme 1’age, la catégorie socio-professionnelle,
les habitudes de consommation, etc.

Mais les approches de clustering classique ne sont pas adaptées a tous les
problémes non-supervisés. Dans certaines études, on cherche & effectuer des
regroupement d’objets plus complexes. Parmi elles, le clustering de nceuds dans
les graphes a connu un nouvel engouement ces derniéres années, lié notamment
a I’émergence des réseaux sociaux. L’évolution temporelle de ces graphes et du
role des acteurs des réseaux est un probléme qui suscite de plus en plus 'intérét
des industriels. Dans le domaine des télécommunications, ce type d’études est
utilisé afin de comprendre les profils socio-économiques des usagers du réseau.
Comprendre les habitudes comportementales de la population d’un quartier,
d’une ville ou d’une région est important dans le développement de 'activité
d’un opérateur de téléphonie mobile.

Afin de répondre a cette demande d’analyse de données plus complexes,
nous utilisons le co-clustering. Cette technique consiste a réaliser un clustering
simultané des lignes et des colonnes d’une matrice de données. Les dimensions
de cette matrice peuvent étre des individus et des attributs (Hartigan, 1972),
ou alors des variables dont on cherche a faire des clusters de modalités (Dhillon
et al., 2003). Les applications d’une telle approche sont nombreuses.

De la méme maniére que les approches de clustering, les approches de
co-clustering sont conditionnées par le choix de plusieurs parameétres comme le
nombre de clusters, la mesure de dissimilarité ou encore la représentation des
données. L’approche MODL (Boullé, 2007) ne requérant pas de paramétre de
I'utilisateur, nous avons fait le choix d’axer cette thése autour de cette approche
de co-clustering.

Avec I'augmentation du trafic et du nombre d’usagers, ces segmentations
sont de plus en plus complexes a interpréter et nécessitent la mise en place
d’une méthodologie d’analyse exploitant au mieux les résultats. Pour cela, nous
proposons, dans cette thése, un ensemble d’outils d’analyse exploratoire déduits
de 'approche de co-clustering utilisée pour mener les analyses.

Les pays émergents connaissent actuellement une trées forte croissance de la
consommation de services téléphoniques. Il est donc primordial de comprendre
les données dont nous disposons pour développer au mieux les usages et pro-
poser des services adaptés. Dans cette thése, nous menons une étude sur des
comptes-rendus d’appels enregistrés en Cote-d’Ivoire en 2012. Le volume des
communications étudiées nous permet d’avoir des résultats trés fins. Notre
contribution est de proposer une méthodologie et des outils d’analyse, pour
permettre a l'utilisateur de se focaliser sur les observations les plus remarquables
dans les résultats. Une fois I'information intéressante extraite, les résultats sont
interprétés et validés par des experts du domaine.



La these se compose de cinq chapitres.

Le chapitre 2 est un état de 'art divisé en deux parties correspondant aux
deux thématiques principales de la thése. Dans un premier temps, nous nous
intéressons aux difficultés liées au clustering. Nous nous intéressons également
aux problémes de l'interprétation et de 'exploration des résultats des algo-
rithmes de clustering. La deuxiéme partie du chapitre est un état de ’art sur
le co-clustering ot plusieurs approches sont présentées, y compris ’approche
MODL (Boull¢, 2007), dont le fonctionnement est détaillé. Cette approche sert
de support pour les chapitres suivants de la thése.

Le chapitre 3 est une présentation de différents problémes pouvant étre
traités par les approches de co-clustering. Nous montrons que le probléme du
clustering de noeuds dans les graphes peut étre traité par un co-clustering
en deux dimensions (ou biclustering). Nous proposons ensuite de traiter le
probléme de la segmentation des graphes temporels par application d’un co-
clustering en trois dimensions (ou triclustering) et montrons en quoi cette
formalisation est adaptée a ce type de problémes. Nous traitons également le
cas du clustering de courbes en considérant les données comme un ensemble de
points de mesures décrits par 'identifiant de leur courbe et leurs valeurs en
abscisse et ordonnée. On utilise dans ce cas un triclustering également. Enfin,
nous proposons une extension au cas a d dimensions et présentons un ensemble
de problémes pouvant étre traités par cette approche.

Le chapitre 4 est dédié a ’exploration et a ’exploitation des résultats du
co-clustering. L’approche MODL permet d’obtenir des résultats optimaux trés
fins et informatifs. Dans ce chapitre, nous proposons deux axes d’analyse des
résultats. Le premier consiste a détecter les clusters les plus atypiques. Nous
définissons pour cela une mesure d’intérét des clusters qui nous permet de
détecter les niches au sein d’une partition fine. Le second consiste a détecter les
individus les plus caractéristiques de leur cluster. Nous utilisons pour cela une
mesure de typicité qui nous servira a étiqueter les clusters. Nous étudierons
également, dans ce chapitre, une mesure de dissimilarité directement dérivée du
critére optimisé par I’approche MODL. Cette mesure nous servira a simplifier
les résultats trop complexes a I’aide d’une classification hiérarchique ascendante.
Enfin, nous proposons des outils de visualisation basés sur des concepts de
théorie de 'information, de maniére a faciliter I'interprétation de la structure
de co-clustering des données.

Le chapitre 5 est une application du co-clustering sur un probléme lié a
lactivité de 'opérateur Orange : ’analyse de compte-rendus d’appels collectés
en Cote d’Ivoire. Cette application a pour but d’illustrer les différents modéles
de co-clustering qui peuvent étre utilisés pour traiter divers problémes opéra-
tionnels. Nous proposons dans un premier temps une méthodologie d’analyse
des données permettant d’avoir une seule démarche d’étude pour toutes les
analyses menées sur ces données. Cette méthodologie permet de mieux com-
prendre 'utilisation des outils d’analyse précédemment introduits. La premiére
analyse est une segmentation du territoire Ivoirien, menée en étudiant le graphe
de communications entre les antennes du pays. Cette étude est approfondie en
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ajoutant des composantes temporelles comme la date, le jour de la semaine ou
encore I'heure de la journée, dans le but de caractériser les usages par zone
géographique. Une seconde analyse consiste en 1’étude des communications
internationales au niveau des antennes, auxquelles on ajoute également des
informations temporelles, ainsi que le type de communications afin de com-
prendre la nature des échanges avec l'international. Enfin, dans une derniére
étude, on réalise une segmentation d’un échantillon d’utilisateurs en fonction
de leur utilisation du réseau : position géographique, jour de la semaine, heure.
Ainsi on méne une étude de la mobilité des utilisateurs.

Pour finir, une conclusion dresse le bilan des trois années de thése, des
travaux réalisés et des travaux futurs. Nous rappelons les différentes notions
introduites dans la thése, ainsi que les résultats obtenus. Nous positionnons
également les travaux réalisés par rapport aux besoins opérationnels d’Orange
en termes d’analyse exploratoire, en détaillant les éléments introduits dans la
these qui sont aujourd’hui utilisés et en proposant d’étendre certains concepts
faisant 'objet d’utilisation dans des études en cours.



Clustering et co-clustering

Dans le domaine de I'analyse de données, il existe deux grandes catégories
d’approches. Les approches supervisées traitent les données étiquetées, et
apprennent, a partir de données explicatives, a prédire une variable a expliquer.
Au contraire, les approches non-supervisées n’ont pas de variables a expliquer
mais cherchent la structure sous-jacente des données. Une de ces approches, la
classification (ou clustering), a pour but de grouper des observations similaires.
Les observations peuvent appartenir a un ou plusieurs groupes (ou clusters).
Dans cette thése, nous nous limitons au cas ot les observations appartiennent
a un seul cluster. Plus complexe que le clustering simple, le co-clustering
est également une approche non-supervisée qui réalise un partitionnement
simultané des dimensions d’'une matrice de données.

Nous nous intéressons dans un premier temps & définir les concepts de base
du clustering (choix des paramétres, de la mesure de dissimilarité. ..) et dans
un second temps, nous introduisons la notion de co-clustering et présentons
différentes approches dans un état de I’art.

2.1 Le clustering, définitions et concepts . . . . . . . . .. .. ... 6
2.1.1 Représentation des données . . . . . . . ... ... ... 6
2.1.2 La notion de dissimilarité . . . . .. .. ... ... ... 9
2.1.3 Choix du nombre de clusters . . . . . . . ... ... ... 13
2.1.4 L’évaluation du clustering . . . . .. .. ... ... ... 15
2.1.5 Tendance au clustering . . . . . .. ... ... ... ... 17
2.1.6 L’exploitabilité du clustering . . . . . . . ... ... ... 19

2.2 Le co-clustering, définitions et état de 'art . . . . . . . . . . .. 20
2.2.1 Les premiéres approches . . . . . .. .. ... ... ... 20
2.2.2 Les approches stochastiques . . . . .. ... ... .. .. 22
2.2.3 Les approches spectrales . . . . . .. ... .. ... ... 23
2.2.4  Les approches basées sur la théorie de 'information . . . 24
225 MODL . ... .. 25

23 Bilan . . . ..o 32
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2.1 Le clustering, définitions et concepts

Dans les problémes de clustering, les données sont composées d’observations
sans étiquette (ou classe), chacune décrite par plusieurs wvariables. On note
X = {Xy, Xy, ..., Xy} 'ensemble des d variables décrivant les données D, un
ensemble de m observations. Chaque observation est un vecteur u de dimension
d tel que D = {u},_1 ,,. Les données peuvent donc étre représentées par une
matrice de taille m x d.

Il existe un trés grand nombre d’algorithmes abordant le probleme du
clustering sous différents aspects. Ces différentes approches ne sont pas I'objet
de la these et ne sont donc pas étudiées. Cependant, nous introduisons, dans ce
chapitre, les notions clés des approches de clustering, afin de cibler les besoins
en termes d’analyse exploratoire développée dans la thése. Cet état de I'art sur
le clustering est, de ce fait, succinct. Jain et Dubes (1988) proposent une étude
détaillée des différents points abordés dans cette section.

2.1.1 Représentation des données

La représentation des données est une étape indispensable en amont du
clustering. Bien souvent, une mauvaise représentation produit un clustering
complexe et difficilement exploitable. Il se peut ainsi qu'un méme algorithme
produise un clustering satisfaisant et un clustering aberrant sur les mémes
données mais représentées différemment.

En fonction de la nature des variables traitées, leur représentation est
différente. Nous considérons deux principaux types de variables :

— les variables nominales (ou discrétes, ou catégorielles) : variables prenant
un nombre fini de valeurs non-ordonnées. Par exemple : un nom, une
couleur, etc;

— les variables continues (ou numériques) : variables prenant leurs valeurs
dans R ou dans un de ses sous-ensembles. Par exemple : la taille, une
distance, etc.

Les variables continues Bien que les données décrites par des variables
continues soient directement exploitables, il est souvent préférable de les pré-
traiter afin d’exploiter au mieux l'information qu’elles apportent. En effet,
admettons que nous ayons des variables avec des échelles de valeurs différentes.
Si on applique un algorithme de clustering, basé sur un calcul de distance
(voir section 2.1.2), les variables ayant les valeurs les plus élevées dominent les
variables ayant des valeurs moindres et ’algorithme n’exploite pas I'information
apportée par certaines variables. C’est ce qui est illustré par la figure 2.1.
Une solution possible a ce probléme est de normaliser les données. Centrer
et réduire les variables est une normalisation permettant de fixer la moyenne
et la variance des valeurs des variables respectivement a 0 et a 1. Si cette
normalisation présente I'avantage de préserver la dispersion des données et de
ramener toutes les données a une méme échelle, elle présuppose que les données
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sont distribuées selon une loi proche de la loi normale et ignore la présence
de données aberrantes (ou outliers), ce qui représente des hypothéses fortes,
pas toujours vérifiées empiriquement dans les applications réelles. Une autre
normalisation fréquemment utilisée, et présentant des propriétés similaires est
la normalisation MinMax, elle consiste a projeter les observations sur 'intervalle
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FIGURE 2.1 — Un clustering a été réalisé sur les données Wine (UCI). Seules
deux variables avec des échelles différentes ont été conservées. L’algorithme des
k-means a été appliqué, dans un premier temps sur des données non normalisées
(a). On réalise que la variable ayant les valeurs les plus importantes a dominé
lautre en réalisant une projection des clusters sur cette méme variable (b).
Une normalisation des variable par centrage et réduction est effectuée puis
I'algorithme k-means est appliqué (c). La méme opération est ensuite réalisée
avec une normalisation de type statistique d’ordre (d).

La normalisation par statistique d’ordre consiste a remplacer les valeurs des
variables par leur rang, projeté sur [0, 1]. Chaque observation a donc un rang
unique selon chacune des d variables. Cette normalisation a pour caractéristiques
de supprimer la dispersion des données, au sens oil on se rameéne a une loi
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uniforme. Ainsi 'impact des valeurs aberrantes est limité. De plus, les données
deviennent invariantes par transformation monotone. L’impact sur le clustering
de la normalisation est illustré par la figure 2.1.

Les variables nominales. Un clustering de données décrites par des va-
riables nominales est complexe. Dans le cas continu, il est facile de quantifier
la différence de valeurs prise par deux observations. En effet, admettons que
I’on veuille faire un clustering de données ou les observations sont des consom-
mateurs décrits par une variable continue indiquant leur age et une variable
nominale indiquant leur parfum préféré de créme glacée. Il semble évident qu’'un
consommateur de 10 ans est plus proche d’'un consommateur de 12 ans que de
50 ans, sur 'axe des ages. Cependant, il est difficile de dire si un consommateur
préférant les glaces au café est plus proche du consommateur préférant les
glaces au chocolat ou a la vanille. Il est courant d’appliquer une recodage
disjonctif complet sur les données nominales. Il s’agit de remplacer la variable
qualitative par des variables booléennes représentant les valeurs (ou modalités)
de la variable remplacée. Les variables peuvent ainsi étre traitées comme des
variables numériques (Ralambondrainy, 1995). Mais cette transformation ne
résout en rien le probléme de la dissimilarité dans le cas nominal, il s’agit
simplement de fixer la plupart du temps une dissimilarité de 1 entre toutes les
modalités des variables. Le probléeme d’un tel pré-traitement des données est
I’augmentation du nombre de variables, et donc de la complexité algorithmique.
Cette transformation des variables nominale n’est pas nécessaire, nous verrons
dans la section 4.3.1 qu’il existe des mesures de dissimilarités adaptées aux
données nominales.

La sélection de variables Il est souvent préférable dans un clustering de
ne garder que les variables les plus descriptives et les plus discriminantes. Dans
le but d’avoir un clustering de meilleure qualité et plus interprétable (voir
section 2.1.6), on cherche & éliminer les variables qui sont inintéressantes dans
I’analyse. La premiére étape consiste a éliminer les variables de maniére subjec-
tive, c’est-a-dire qu’elles sont enlevées des données a partir de connaissances a
priori des données, en fonction des besoins de ’analyse. Dans un second temps,
on peut observer des redondances dans les données qui apparaissent dans des
variables différentes. Par exemple, si on souhaite faire un clustering sur une
base de données de produits destinés a la vente, le prix peut étre une variable
trés discriminante. Cependant, il est inutile de conserver le prix hors taxe et
le prix avec les taxes dans l'analyse car ces deux variables sont trés fortement
corrélées. On cherche donc & éliminer ces variables afin d’avoir un clustering
plus parcimonieux.

La sélection de variables fait I’'objet d’une littérature abondante dans le
cas des analyses supervisées, Guyon et Elisseeff (2003) ont réalisé un état de
I’art des méthodes de sélection de variables dans ce contexte. Dans le cas
non supervisé, la sélection de variables a été beaucoup moins étudiée. Des
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techniques de réduction de la dimensionnalité ou d’extraction des variables ont
été proposées, comme par exemple I’ Analyse en Composantes Principales (ACP).
Cette technique permet de transformer un ensemble de variables en un ensemble
réduit de nouvelles variables, combinaisons linéaires des variables initiales. Les
variables associées au coefficient le plus fort sont les plus informatives pour le
clustering. Une autre technique consiste a filtrer les variables utiles & I'analyse.
D’abord introduits dans le cadre de ’analyse supervisée, les approches de type
filter (Guyon et Elisseeff, 2003) permettent de sélectionner un sous-ensemble
de variables ou de classer ces variables en fonction d’un critére de qualité. Dash
et al. (2002) proposent une adaptation au cas non supervisé de ces approches
en se basant sur une mesure d’entropie. Une autre technique de sélection de
variables populaire en classification supervisée est ’approche wrapper (Guyon et
Elisseeff, 2003). Elle consiste a utiliser un prédicteur pour attribuer un score aux
variables. Le prédicteur est entrainé sur plusieurs sous-ensembles de variables
différents : celui qui maximise les performances est sélectionné. Une adaptation
a la classification non-supervisée a été proposée par Dy et Brodley (2004). Une
approche de clustering de type Espérance-Maximisation est appliquée et ses
performances sont mesurées grace a un critére de séparabilité des clusters ainsi
que par maximum de vraisemblance.

D’autres approches de sélection de variables adaptées aux approches non-
supervisées ont été étudiées en détails par Liu et Yu (2005).

2.1.2 La notion de dissimilarité

L’objectif du clustering est de grouper des observations similaires. Il est
donc important de définir une notion de similarité (ou de dissimilarité). Les
algorithmes de clustering optimisent un critére dérivé de cette mesure afin de
déterminer la meilleure partition des données. Le résultat est donc tres lié au
choix de la dissimilarité entre observations. La mesure de dissimilarité peut
étre soit calculée sur les variables descriptives des observations, soit donnée
directement. Ici, on se limite & 1’étude des dissimilarités calculées a 'aide des
variables.

Les distances La dissimilarité, entre deux observations est souvent définie
comme une distance. Pour rappel, une distance est caractérisée par les propriétés
suivantes :
— une distance est positive ou nulle : D(u®, 1)) >0,
— une distance est nulle si et seulement si les deux observations comparées
sont identiques : D(u®, u)) = 0 <= u® = 4V,
— une distance est symétrique : D(u®, u0)) = D(u@), u®),
— une distance respecte I'inégalité triangulaire : D(u®, u®)) < D(u®, u0)) 4
D), u®).

Définition 1. Parmi les mesures de similarité utilisées dans le cadre de va-
riables continues, les distances de Minkowski sont couramment utilisées. FElles
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sont définies de la maniére suivante :

D

d
D, (u®, ut) = (Z g —u&j"\p) (2.1)
k=1

Notons que dans le cas ott p = 1 on obtient la distance de Manhattan, qui
correspond a la somme des valeurs absolues des différences entre les valeurs
prises par deux observations sur chaque dimension. Pour p = 2, on a la distance
euclidienne, qui est souvent utilisée pour évaluer la proximité des observations
les unes par rapport aux autres. Cette distance est une mesure de similarité
adaptée aux données avec des observations formant des clusters compacts et
isolés et lorsque les variables sont indépendantes. Dans le cas contraire, s’il
existe une corrélation entre les variables, alors cela reviendrait & donner plus
de poids a certaines variables. Afin de corriger ce probléme il est possible
d’utiliser la distance de Mahalanobis qui prend en compte la covariance des
variables (Duda et al., 2001). Enfin, avec p = oo, on obtient la distance de
Tchebychev, qui correspond a la différence maximale entre les valeurs prises
par deux observations sur chaque dimension.

Dans le cas ol les données ne sont pas continues, la distance de Hamming
permet de quantifier la différence entre deux ensembles de valeurs nominales
en comptant le nombre de valeurs qui différent d’un ensemble & I'autre. Ainsi
la distance minimale entre deux observations est 0 si elles prennent les mémes
valeurs sur chacune des variables nominales. A l'inverse, la distance maximale
est égale & 2 X d, c’est-a-dire deux fois le nombre de variables.

Définition 2. La distance de Hamming Dy est définie de la maniére suivante
(Steane, 1996) :

d
Da(u®,u) = 3 (! & ) (22
k=1

ou @ est l'opérateur ou exclusif.

Une autre distance trés utilisée est la distance de Jaccard (Duda et al.,
2001), qui correspond au ratio du nombre de valeurs communes prises par
deux observations sur le nombre de valeurs différentes observées sur les deux
observations, soustrait a 1. Ainsi, une distance de Jaccard est nulle si les deux
observations sont identiques et vaut 1 si elles sont totalement différentes.

Définition 3. La distance de Jaccard Dj est définie de la maniére suivante
(Duda et al., 2001) :

() )y —
Dy, u) =1 0@ U ul)|

(2.3)

De nombreuses mesures de similarités pour les variables nominales ont été
définies et sont détaillées par Boriah et al. (2008).
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D’aprés Wilson et Martinez (1997), lorsque les données sont décrites par
des variables continues et nominales, il est possible de définir une distance eucli-
dienne adaptée. Cette métrique est nommée HEOM (Heterogeneous Euclidean-
Overlap Metric) et suggére de pré-traiter les données nominales en réalisant
un codage disjonctif complet, de normaliser les données numériques par une
statistique d’ordre, et de prendre la distance Euclidienne comme mesure de
similarité sur les données ainsi préparées.

Dissimilarité entre clusters Dans certains problémes, comme la classifica-
tion hiérarchique ascendante, on peut étre amené a calculer la dissimilarité entre
clusters. Dans ce type d’approches de clustering, le clustering est initialisé avec
autant de clusters que d’observations. A chaque étape, les deux clusters les plus
similaires sont fusionnés jusqu’a ce qu’il n’y ait plus qu'un seul cluster. Ainsi
on obtient une hiérarchie des clusters. Plusieurs mesures de similarités peuvent
étre utilisées, basées notamment sur la distance euclidienne. Cependant, la
notion de dissimilarité entre deux clusters peut étre définie de plusieurs fagon,
en fonction du lzen choisi :

— lien minimal : la dissimilarité entre deux clusters est la distance minimale
entre les observations de chacun des deux clusters,

— lien maximal : la dissimilarité entre deux clusters est la distance maximale
entre les observations de chacun des deux clusters,

— lien moyen : la dissimilarité entre deux clusters est la distance moyenne
entre toutes les observations de chacun des deux clusters,

— lien de Ward : la dissimilarité entre deux clusters est la distance entre
les barycentres des clusters, pondérée par la moyenne harmonique des
effectifs des clusters. Ce lien ne peut étre utilisé que lorsque les données
sont décrites par des variables continues.

Peu importe le lien choisi, la dissimilarité entre clusters n’est pas une distance.
En effet, aucune d’elles ne respecte la propriété d’identité des indiscernables.
Deux clusters différents peuvent avoir une dissimilarité nulle si le lien minimal
ou le lien de Ward est utilisé. Plus formellement, soit ¢; et ¢; deux clusters
et A la dissimilarité choisie, ¢; = ¢; = A(¢;, ¢;) = 0 mais la réciproque est
fausse. D’autre part, les dissimilarités associées aux liens de Ward et minimal
ne respectent pas 'inégalité triangulaire.
Au contraire, si le lien maximal ou le lien moyen est utilisé, une dissimilarité nulle
n’est observée que si les observations des deux clusters sont toutes exactement
identiques. Dans le cas contraire, si le lien maximal est utilisé, la dissimilarité
entre deux clusters identiques est égale a leur diamétre et si le lien moyen est
utilisé, elle correspond a la distance moyenne entre les observations des clusters
(ou inertie intra-cluster). Plus formellement, A(c¢;, ¢;) = 0 = ¢; = ¢; mais la
réciproque est fausse.

Lorsque les données traitées sont décrites par des variables nominales et que
ces derniéres ont été transformées par codage disjonctif complet, les observations
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deviennent des vecteurs booléens, et les clusters peuvent étre représentés par des
lois de probabilités. Dans ce cas, il est possible d’utiliser des divergences en guise
de dissimilarités entre clusters. La plus couramment utilisée est la divergence
de Kullback-Leibler (Cover et Thomas, 2006). Il est possible d’utiliser cette
divergence sous sa forme symétrisée pour comparer deux clusters. L’inconvénient
est qu’elle n’est pas bornée et qu’il suffit qu'un des deux clusters prenne la
valeur 0 sur une des variables pour que sa dissimilarité avec n’importe quel
autre cluster y prenant valeur soit infinie. La divergence de Jensen-Shannon
ne pose pas ce probléme et est donc plus adaptée pour comparer directement
deux lois. Ces divergences sont détaillées dans le chapitre 4.

Propriétés des dissimilarités On a vu que les mesures de dissimilari-
tés n’étaient pas nécessairement des distances. D’ailleurs, il n’existe pas de
propriétés universelles pour définir une dissimilarité. Néanmoins certaines carac-
téristiques sont préférables pour rendre une mesure de dissimilarité exploitable
(Jain et Dubes, 1988) :

— nulle pour deux objets identiques : qu’ils s’agissent de clusters ou
d’observations, s’ils sont identiques il est préférable que leur dissimilarité
soit nulle ;

— symétrique : de part sa définition, une dissimilarité mesure les différence
entre objets et non pas les différences de 'un par rapport a ’autre. On
préfére donc les mesures symétriques. Notons qu’une simple moyenne
permet de symétriser des mesures asymétriques ;

— positive : a I'image des distances, il n’est pas intuitif d’expliquer une
dissimilarité négative. On se limite donc a des définitions positives des
dissimilarités.

La notion d’inertie L’inertie est un indicateur assimilable & une variance.
Elle quantifie la dispersion des observations ou des clusters dans l’espace des
données :

— I’inertie inter-clusters : I'inertie inter-clusters est une mesure qui per-
met de quantifier la dispersion des clusters. Il s’agit de la dissimilarité
moyenne entre les clusters, pondérée par leurs populations. Dans la plu-
part des problémes de clustering basés sur une mesure de similarité, cette
mesure est maximisée. En effet le but d’un clustering est d’obtenir une
représentation synthétique des données telle que tous les clusters soient
les moins similaires les uns par rapport aux autres;

— Pinertie intra-cluster : on étudie la dispersion des éléments qui com-
posent chacun des clusters, c¢’est-a-dire la distance moyenne entre observa-
tions d’'un méme cluster. Dans ce cas la, on cherche & minimiser 'inertie
de maniére & obtenir des clusters groupant des valeurs les plus similaires
possible ;

— Pinertie totale : il s’agit de la somme des inerties inter- et intra- clusters.
Elle correspond a la dispersion des observations dans 1’espace des données.
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Elle est donc indépendante du clustering. Dans le cas ou la mesure de
dissimilarité utilisée respecte le théoréme de Huyghens, l'inertie totale
est un terme constant, correspondant & la somme des inerties inter- et
intra-cluster. Cette propriété permet de minimiser 'inertie intra-cluster
en maximisant l'inertie inter-clusters.

2.1.3 Choix du nombre de clusters

La majorité des approches de clustering sont basée sur 'optimisation d’un
critére dérivé d’une mesure de dissimilarité. Peu importe la mesure choisie, le
clustering qui maximise l'inertie inter-clusters et minimise 'inertie intra-cluster
est toujours le clustering avec autant de clusters que d’observations (inertie
intra-cluster nulle). Le choix du nombre de clusters est donc un des problémes
majeurs dans les approches de clustering.

Le nombre de clusters en tant que paramétre Dans certaines approches,
le nombre de clusters est un parameétre choisi par I'utilisateur. Dans certains
cas de figure, I'utilisateur connait le nombre de clusters qu’il souhaite obtenir
et donc le choix du nombre de clusters n’est pas un probléme en soi. Dans le
cas contraire, I'utilisateur a besoin d’outils lui permettant de faire un choix.

Une des solutions est d’étudier ’évolution de mesures de qualité globales du
clustering — souvent liées aux inerties (Milligan et Cooper, 1985) — du meilleur
clustering trouvé en fonction du nombre de clusters donné en paramétre (voir
exemple de la figure 2.2). L’inertie intra-cluster diminue avec le nombre de
clusters construits : le clustering ayant un unique cluster maximise la valeur de
la mesure, alors que le clustering avec autant de clusters que d’observations
la minimise. On cherche donc dans I’évolution le point d’inflexion permettant
de trouver un bon compromis entre un clustering fin et précis et un clustering
simple. Le probléeme de ce type d’approches est que I’évolution n’est pas
forcement strictement décroissante avec un point d’inflexion marqué dans
I’évolution de la mesure choisie. D’autres mesures ont été proposées afin de
faciliter le choix du nombre de clusters, voir par exemple Tibshirani et al.
(2001).

De maniére similaire, 1'utilisation de dendrogrammes permet de choisir le
nombre de clusters (Hastie et al., 2009) (voir exemple de la figure 2.2). Le
dendrogramme est un arbre construit suite a un clustering hiérarchique. Il
présente la hiérarchie des clusters depuis le clustering avec une observation
par cluster jusqu’a un cluster avec toutes les observations. La hauteur des
branches de I'arbre quantifie la dissimilarité entre les deux clusters fusionnés.
L’utilisateur a ainsi la possibilité de choisir le niveau de grain de clustering qui
lui convient.

Le nombre de clusters déterminé automatiquement La majorité des
méthodes de clustering, dans lesquelles le nombre de clusters est déterminé
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Inertie

Nombre de clusters

(a) Courbe de 'inertie intra-cluster en
fonction du nombre de clusters (b) Dendrogramme

FIGURE 2.2 — Classification hiérarchique des textes de la base 20 Newsgroups.
La courbe de I'inertie intra-cluster et le dendrogramme ont été construits pour
le méme clustering hiérarchique.

automatiquement, se raménent & des problémes de sélection de modéle (Jain,
2010). Dans ce cas, le modeéle définit ’ensemble des paramétres décrivant le
clustering, comme par exemple le nombre de clusters, leur composition, etc.
Ces paramétres sont optimisés de maniére & ce que les clusters soient les plus
fidéles aux données. Par exemple, un cluster groupant des observations trés
similaires est une bonne représentation des observations qu’il groupe. Cette
mesure de « justesse » du clustering, lorsqu’elle prend un sens statistique, est
la vraisemblance du modele.

Cette vraisemblance est maximale lorsque les clusters décrivent exactement
les données, c’est-a-dire lorsqu’il y a autant de clusters que d’observations.
Cependant, I'objectif du clustering est d’avoir un nombre suffisamment petit
de clusters pour synthétiser les données. Une pénalisation de la vraisemblance
est donc nécessaire. Cette pénalisation a pour but d’apporter un compromis
entre un clustering fin et un clustering synthétique. Plusieurs approches ont
été développées pour fixer cette pénalisation, parmi lesquelles on peut citer le
critére d’information d’Akaike (AIC, Akaike (1974)), le critére d’information
bayésienne (BIC, Fraley et Raftery (1998)), la longueur de message minimal
(MML, Wallace et Boulton (1968)) ou encore la longueur de description minimale
(MDL, Rissanen (1978)).

Le principal probléme de la sélection de modéles est la complexité algorith-
mique. L’espace des modeéles (ensemble de tous les clusterings possibles) est en
général trés grand et le critére optimisé peut admettre plusieurs optima locaux.
L’utilisation d’heuristiques permettant de trouver une solution satisfaisante au
probléme est alors nécessaire.
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2.1.4 L’évaluation du clustering

De par sa définition, un clustering est difficile a évaluer. Lorsqu’on applique
un clustering sur un jeu de données, on cherche a découvrir la structure qui
les caractérise. Mais sans a priori sur les données, comment évaluer la qualité
du résultat obtenu? Bien str, 1'utilisateur peut juger satisfaisant ou non le
résultat mais rien ne lui indique si le résultat est pertinent ou pas. Plusieurs
solutions permettent néanmoins d’évaluer la qualité de ’algorithme.

L’évaluation sur données artificielles Cette évaluation consiste a cons-
truire un jeu de données artificiel et a appliquer un algorithme de clustering. Un
bon algorithme doit permettre de retrouver les classes engendrées, a condition
que les données soient effectivement structurées. Cette technique d’évaluation
est illustrée dans le chapitre 2. Une bonne propriété d’un algorithme est sa
généricité, c’'est-a-dire sa capacité a trouver des clusters engendrés suivant
différentes hypotheéses de distributions. Pour montrer cette caractéristique, une
solution est de construire des données respectant des hypothéses de distributions
différentes. Un bon algorithme est alors capable de retrouver le clustering
engendré quelles que soient les hypothéses de construction des données.

Un autre probléme se pose : le choix du critére de qualité du clustering.
Une maniére classique d’évaluer la qualité des clusters retrouvés est la pureté.
Il s’agit de traiter le clustering comme un probléme supervisé. Chaque cluster
engendré est associé a la classe avec laquelle il partage le plus d’observations.

Définition 4. Soient C' l’ensemble des k clusters engendrés et C Uensemble
des k clusters trouvés par ’algorithme. Pour un ensemble de m observations,
la pureté est définie de la maniére suivante :

pureté = 1 Z max (|C; N C)) (2.4)

Prenons un exemple simple. Les données de la figure 2.3 sont constituées
de 18 observations. Il y a trois clusters engendrés artificiellement dont les
observations sont matérialisées par trois couleurs (rouge, jaune et cyan). Nous
avons également trois clusters trouvés par une méthode de clustering quelconque.
Le premier cluster trouvé par I’algorithme contient trois observations jaunes, le
second cinq observations rouges et le troisiéme quatre observations cyan. On a
donc une pureté de 0,66.

Le probléme de la pureté est qu’un clustering avec autant de clusters que
d’observations a une pureté maximale.

L indice de Rand, noté RI, est une mesure également utilisée pour évaluer un
clustering (Rand, 1971). On considére deux partitions des données en clusters :
C T'ensemble des k clusters engendrés et C Densemble des k clusters trouvés par
I’algorithme. On cherche & grouper deux observations dans un méme cluster si
elle proviennent d’'un méme cluster artificiel. On mesure donc le taux de bonne
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FIGURE 2.3 — Exemple de clustering. Les cercles noirs représentent des clusters
obtenus via une approche de clustering. Les couleurs modélisent I’appartenance
a des classes engendrées artificiellement.

assignation de ces paires d’observations. Pour chaque couple d’observations, on
peut compter quatre types d’assignations possibles :
— les vrais positifs (VP) : les deux observations sont dans le méme cluster
dans C et C ,
— les vrais négatifs (VN) : les deux observations sont dans des clusters
différents dans C et C ,
— les faux positifs (FP) : algorithme a classé les observations dans le méme
cluster dans €' alors qu’elles ne le sont pas dans C,
— les faux négatifs (FN) : algorithme a classé les observations dans des

~

clusters différents de C' alors qu’elles sont dans le méme dans C'.

Définition 5. L’indice de Rand est défini comme le pourcentage de bonnes
assignations.

|VP|+|VN|
\VP|+ |VN|+ |FP|+ |FN|

RI = (2.5)

1
Le nombre total d’assignations (|VP|+ |VN|+ |FP|+ |FN|) vaut §m(m —1)

ot m est le nombre d’observations.

L’indice de Rand est compris entre 0 et 1. Deux clustering exactement
identiques donnent une valeur de 1 a la mesure. Le probléme de l'indice
de Rand est que pour deux partitions aléatoires, on peut avoir des valeurs
différentes et non nulles. Une version ajustée ARI de cette mesure est donc plus
souvent utilisée : I'indice de Rand Ajusté (Hubert et Arabie, 1985). On compare
la valeur de I'indice de Rand avec sa valeur attendue en cas d’indépendance de
la classe engendrée et de la classe retrouvée.
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Définition 6. L’indice de Rand peut étre ajusté de la maniére suivante :

RI — ERI
ARI = 2.
R max(RI) — ERI (2:6)

ot ERI est la valeur de lindice de Rand avec sa valeur attendue en cas
d’indépendance de la classe engendrée et de la classe retrouvée.

Reprenons 'exemple de la figure 2.3, nous avons 153 assignations possibles,
20 sont des vrais positifs et 80 sont des vrais négatifs. On a donc un indice de
Rand de 0,65 et une indice de Rand ajusté de 0,18.

L’information mutuelle est une autre mesure d’évaluation basée sur la théorie
de I'information qui permet de mesurer la corrélation entre la répartition des
observations dans les clusters engendrés artificiellement et la répartition des
observations dans les clusters trouvés par I’algorithme. Sa version normalisée
(Strehl et Ghosh, 2003) est plus souvent utilisée afin de rendre la mesure plus
interprétable : s’il y a identité entre les clusters engendrés et les clusters trouvés,
cette mesure vaut 1.

Définition 7. Soient C' l’ensemble des k clusters engendrés et C lensemble
des k clusters trouvés par l'algorithme. L’information mutuelle est définie de la
maniere sutvante :

k k

MI(C,C) = C;,C:)lo M 7
(C,C) ;;p( ) gp(ci)p(oj) (2.7)

Linformation mutuelle admet un maximum éqgal a la moyenne des entropies
H des partitions engendrées et trouvée. Ce maximum est donc utilisé pour
normaliser linformation mutuelle :

NMI(C,C) = 2M1(C, 0) (2.8)
’ H(C)+ H(C) ’

Reprenons 'exemple de la figure 2.3, 'information mutuelle entre la partition
engendrée artificiellement et la partition inférée vaut 0,29, sa version normalisée
vaut 0,27.

Pour résumer, ces mesures permettent de vérifier que I’approche de clustering
regroupe des observations qui ont été engendrées de maniére a provenir d'un
méme groupe.

2.1.5 Tendance au clustering

La tendance au clustering consiste & déterminer a priori si les données
peuvent étre partitionnées en clusters. Les approches de clustering basées
sur 'optimisation d’un critére non régularisé, construit sur une mesure de
similarité, produisent des clusters, méme si les données sont distribuées de
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maniére aléatoire. On a vu dans la section 2.1.4 qu’il est possible d’évaluer un
algorithme de clustering sur des bases de données artificielles, mais ’évaluation
d'un clustering sur une base de données réelle est subjective. On cherche
donc a éviter une utilisation inappropriée du clustering sur des données ne
présentant aucune structure sous-jacente. Ainsi, tester la tendance au clustering
permet d’éviter I'application inutile d’un algorithme de clustering et d’une
étape d’évaluation des résultats (Jain et Dubes, 1988). De plus, en procédant
ainsi on évite de produire des résultats non pertinents, ce qui augmente la
fiabilité dans la démarche d’analyse exploratoire.

Des données ayant une tendance au clustering sont distribuées de ma-
niére non uniforme sur leur espace de définition. La tache principale du test
de tendance au clustering se raméne donc & déterminer si les données sont
uniformément distribuées, en amont du clustering. Une technique consiste a
déterminer I'indice d’"Hopkins (Diggle, 1983). Pour le déterminer : (i) on calcule
la dissimilarité moyenne entre les observations et leur plus proche voisin, (ii)
on engendre uniformément autant de points qu’il y en a dans les données et
dans l'espace dans lequel sont définis les observations, (iii) on calcule la dissimi-
larité moyenne entre les observations et leur plus proche voisin aléatoirement
engendré. L’indice d’Hopkins est ensuite calculé.

Définition 8. Soit D = {u(")}izlnm l’ensemble des m observations présentes
dans les données. DA = {U(i)}izlnm est [’ensemble des données générées aléa-
toirement, définies sur le méme espace que D. La dissimilarité entre une obser-
vation et son plus proche voisin dans D est notée w; = .gllin (D(u(i), u(j))). La
S
dissimilarité entre une observation et son plus proche voisin dans D? est notée
= jr:nlirin (D(u(i), v(j))). L’indice d’Hopkins est défini par :
J#i
Z;‘L 4di
Do wi 33 6

Si les données ne sont pas disposées au clustering, alors 'index est proche de
0,5. S’il y a présence de groupes naturels d’observations et donc une tendance
au clustering, alors la dissimilarité moyenne entre les observations et leur plus
proche voisin artificiel est plus importante que la dissimilarité moyenne entre
les observations et leur plus proche voisin dans les données. Dans ce cas, I'indice
d’Hopkins est compris entre 0,5 et 1, ce dernier étant d’autant plus proche de 1
que les données se prétent au clustering.

Une seconde approche (Jain et Dubes, 1988) consiste & construire un graphe
dont les nceuds modélisent les observations des données et des observations
artificielles générées de la méme maniére que pour le calcul de I'indice d’"Hopkins.
Ces noeuds sont reliés par des arétes pondérées par la dissimilarité entre les
observations. L’arbre couvrant de poids minimal est calculé sur ce graphe. Il
s’agit du sous-graphe qui connecte tous les nocuds du graphe de maniére a ce
que la somme des poids des arétes soit minimale. Une fois I’arbre construit, on

H= (2.9)
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compte le nombre d’arétes connectant un noeud issu des données réelles et un
neeud issu des données artificielles. Plus ce nombre est faible, plus les données
ont une tendance au clustering.

De nombreuses techniques basées sur des tests statistiques sont détaillées
par Jain et Dubes (1988). Des approches basées sur des interprétations visuelles
ont également été proposées par Bezdek et Hathaway (2002).

2.1.6 L’exploitabilité du clustering

Lorsque le clustering est réalisé sur un jeu de données réelles, la pertinence
du résultat est subjective et liée & un jugement de l'utilisateur. L’exploitabilité
des résultats peut malgré tout étre étudiée. Une bonne approche de clustering
n’est pas simplement une approche fiable, c¢’est surtout une approche qui
permet de tirer une information pertinente de données présentant une structure
sous-jacente. Lorsque le volume des données est important, le probléme se
complexifie : plus il y a de données, plus il y a potentiellement de clusters. C’est
pourquoi il est important de permettre a I'utilisateur d’extraire une information
utile et synthétique du clustering.

Les approches de clustering hiérarchique permettent a l'utilisateur de régler
le niveau de précision souhaité dans le clustering. Cette hiérarchie peut étre
construite pour les méthodes de clustering basée sur une sélection de modéle.
Pour cela, on calcule la matrice de dissimilarité inter-clusters depuis le nombre
de clusters trouvé par 'algorithme jusqu’a la racine de la hiérarchie, c’est-a-dire
le modéle avec un seul cluster. Cette facon de procéder est cotliteuse mais
permet a l'utilisateur de sélectionner un niveau de précision qui le satisfait,
du plus précis au plus synthétique. De plus, I’avantage sur une classification
hiérarchique classique est qu’on ne risque pas de choisir un modéle avec des
clusters non significatifs.

Lorsque 'approche de clustering produit un trop grand nombre de clusters
mais qu’on souhaite malgré tout conserver le niveau de précision maximal, on
cherche & se focaliser sur les clusters les plus intéressants. Le probléme est de
mesurer la notion d’intérét des clusters. Les premiéres définitions de I'intérét
des clusters ont été principalement subjectives, nécessitant des connaissances a
priori des caractéristiques des clusters intéressants que ’on souhaite observer
(Silberschatz et Tuzhilin, 1995). Plus récemment, des mesures de U'intérét ont
été construites selon des principes de théorie de I'information (De Bie, 2011).
Mais ces derniéres sont également subjectives car elles dépendent d’hyperpara-
métres fournis par l'utilisateur. Geng et Hamilton (2006) ont fait une liste des
caractéristiques que doit posséder un cluster intéressant. Un cluster intéressant
doit étre simple a analyser par I'utilisateur. Il doit étre surprenant dans le sens
ou le cluster trouvé va a I’encontre de ’a priori que peut avoir 1'utilisateur sur
les données. 11 doit grouper des observations qui soient suffisamment nombreuses
pour que le cluster soit significatif et éloignées des autres observations pour
que le cluster soit atypique.
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2.2 Le co-clustering, définitions et état de ’art

Le co-clustering est une technique qui a pour but de réaliser une partition
simultanée des lignes et des colonnes d’une matrice de données (Hartigan, 1972;
Mirkin, 1996). On distingue trois types de co-clustering (Van Mechelen et al.,
2004). Dans le cas classique, les dimensions de la matrice sont les observations et
les variables. Dans ce cas, on réalise simultanément une partition des individus
et des variables descriptives des données. Le co-clustering peut également
consister a réaliser une segmentation conjointe des valeurs de deux variables
descriptives des observations. Cette catégorie de co-clustering est différente des
approches initiales. Ici on réalise une partition d'une table de contingence. Enfin,
le co-clustering peut aussi étre appliqué sur une matrice de similarité entre
deux ensembles d’observations, identiques ou différents. L’approche MODL, sur
laquelle est basée cette thése, permet de réaliser un co-clustering des valeurs
de d variables descriptives des données. On choisit donc une notation adaptée
a ce type d’approches de co-clustering.

Les données étudiées dans les probléemes de co-clustering sont de méme
nature que les données traitées par les approches de clustering : elles sont
composées de m observations sans étiquette (ou classe), décrites par plusieurs
variables, notées { Xy, Xo, ..., X4}. Ces variables peuvent étre continues ou
nominales, prenant alors un nombre fini n; de valeurs différentes. On cherche a
partitionner les valeurs prises par les variables descriptives afin d’obtenir de
nouvelles variables {X{, X2 ... X'}, que nous appelons variables-partitions.
Les modalités de ces variables sont les clusters obtenus par les partitions des
valeurs des variables { X1, Xs, ..., X4}. Chacune de ces variables a {ki, ko, ..., kq}
modalités qui sont des groupes de valeurs si la variable est nominale et des
intervalles si la variable est continue.

Dans cette section, plusieurs approches sont succinctement présentées (voir
Madeira et Olivieira (2004), Charrad et Ben Ahmed (2011) et Govaert et Nadif
(2013) pour des états de I'art complets sur le co-clustering), dont ’approche
MODL (Boullé, 2007) qui servira de base pour le reste de la thése.

2.2.1 Les premiéres approches

Les premiéres approches de co-clustering sont des partitions conjointes des
observations et des variables. La premiére approche est souvent attribuée a
Hartigan (1972). Ce dernier n’emploie cependant pas le terme de co-cluster
pour désigner une sous-matrice dans une matrice de contingence, mais le terme
cluster. Il utilise I’exemple des résultats des votes des assemblées générales des
Nations Unies tenues en 1969 et 1970. Les données sont traitées sous leur forme
tabulaire : les pays votant en ligne, les résolutions soumises au vote en colonne
et dans les cases de la matrice le résultat du vote (oui, non, abstention, absent
du vote). L’intérét de faire simultanément des clusters de pays votants et de
résolutions est alors souligné par Hartigan (1972), ce qu'il met en application
en faisant émerger des clusters de pays du bloc de 'Est, de I’'Ouest et du Tiers
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Monde en paralléle de clusters de résolutions.

Hartigan (1972) propose de construire une matrice A* modélisant 'interac-
tion moyenne des clusters de lignes et de colonnes de la matrice de contingence
étudiée A. La mesure de qualité de la matrice A* par rapport a la matrice A est
la somme des carrés résiduels ;. (Ay; — A3;)? qui est minimisée. L’algorithme
proposé est hiérarchique descendant. A 'initialisation, on a donc un seul bloc
et tous les éléments la matrice A* sont égaux a la moyenne des éléments de la
matrice A et la somme des carrés résiduels équivaut & la variance des éléments
de la matrice A. Au contraire, lorsqu’il y a autant de clusters que de lignes
et de colonnes, A* est identique a A et la somme des carrés résiduels vaut 0.
A chaque étape de I’algorithme, la partition d’une sous-matrice de A en deux
sous-matrices maximisant la perte du critére est opérée. On cherche donc a
réaliser la partition réduisant au maximum la variance au sein des sous-matrices.
A chaque étape, la perte de critére est également calculée pour des partitions
aléatoires. Lorsque la meilleure partition n’est pas meilleure que la partition

aléatoire, ’algorithme est arrété.

On obtient donc une partition des lignes et des colonnes ainsi qu'une hiérar-
chie des clusters, a I'image des méthodes de clustering hiérarchique classiques.
Des méthodes similaires cherchant le découpage optimal de matrices de données
en sous-matrices ont également été développées par Eckes et Orlik (1993) et
Mirkin et al. (1995).

D’autres approches assimilables & du co-clustering consistent a ordonner
les lignes et les colonnes des matrices de données, de maniére & grouper les
lignes et les colonnes similaires. Ces clusters peuvent étre obtenus en utilisant
une mesure de similarité comme la mesure de x? (Govaert, 1977). Ils peuvent
également étre obtenus en cherchant des blocs denses et/ou homogénes dans la
matrice. On parle dans ce cas de Blockmodeling (Breiger et al., 1975; Arabie
et al., 1988). Issus principalement de concepts sociométriques, cette notion
de blockmodeling est étudiée plus en détails dans la section 3.2 traitant de
I’application du co-clustering au partitionnement de graphe et a I’analyse de
réseaux sociaux.

Comme dans certains algorithmes de clustering, 'optimisation de I'inertie a
également été utilisée dans certaines approches de co-clustering. Govaert (1995)
propose un algorithme agglomératif permettant de maitriser la dégradation
de l'inertie des clusters a chaque fusion de lignes ou de colonnes. Le critére
optimisé par cette approche peut étre interprété comme une généralisation du
critére des k-means pour les données tabulaires (Van Mechelen et al., 2004).
Notons que 'approche d’Hartigan (1972) minimisant la variance dans les blocs
de la matrice de données peut également étre interprétée comme une méthode
d’optimisation de 'inertie associée a la sommes des carrés résiduels en tant que
mesure de dissimilarité.

Mirkin (1996) dans un état de I’art des techniques de clustering introduit



22 CHAPITRE 2. CLUSTERING ET CO-CLUSTERING

pour la premiére fois le terme de biclustering en tant que clustering simultané
des lignes et des colonnes dans les données matricielles. Cheng et Church
(2000) ont notamment illustré 'intérét du co-clustering dans le domaine de la
biostatistique et plus particuliérement dans les problémes d’expression de génes.
De maniére similaire a 'approche d’Hartigan (1972), le co-clustering est traité
comme un probléme d’optimisation : chaque bicluster est considéré comme une
sous-matrice et associé & un résidu quadratique moyen qui est minimisé afin
d’obtenir de grands biclusters homogénes.

2.2.2 Les approches stochastiques

Dans les approches dites stochastiques 'hypothése est faite que les données
sont issues d’'un mélange de lois sous-jacent aux données.

Dans les mélanges finis, on considére que les données sont engendrées
suivant un mélange de k lois modélisant les clusters. On peut donc définir un
modéle décrit par 'ensemble des k paramétres de distribution 6 = {6;...0;} des
observations dans les clusters et des coefficients de mélange des k clusters m =
{my...m}. On cherche donc & maximiser la vraisemblance p(D|r, #) d’observer
les données connaissant les parameétres du modeéle. On introduit une variable
latente z indiquant I’appartenance des observations a chacun des clusters. Les
m observations u(? sont supposées avoir été engendrées indépendamment.

Définition 9. La probabilité d’observer les données connaissant les paramétres
m et 0 est définie de la maniere suivante :

p(D|x,0) HZ?‘(‘JP

=1 j=1

. (2.10)
=3 plelmp(DI8, 2)
z=1

Dans le cas ou la loi est normale, le paramétre 6 est 'ensemble des
moyennes et des variances de chacune des lois associées aux clusters. Ces
parameétres peuvent étre inférés en utilisant des algorithmes de type Espérance-
Maximisation (EM).

Dans le cas du co-clustering, les données observées dans une table de
contingence. On cherche une partition conjointe des lignes et des colonnes.

Définition 10. Govaert et Nadif (2003) proposent un modele de mélange
adapté au biclustering ot deux partitions sont calculées simultanément :

k1
p(Dlm,0) = Z VNP p(D)g, 2, 2?) (2.11)

2(N=12(2)=1

o 2V et 2 sont respectivement les variables latentes associées auz lignes
et auxr colonnes de la matrice de données, et 7 et 7@ les coefficients de
mélanges des clusters associés aux partitions.
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Les probabilités a priori sont déterminées indépendamment sur chacune des
variables alors que la vraisemblance est définie comme la probabilité d’observer
les données connaissant les parameétres de co-clustering. Plusieurs approches
permettant de déterminer ces paramétres ont été proposées en utilisant des
approches de type EM (Govaert et Nadif, 2003; Nadif et Govaert, 2010) ou
encore des méthodes variationnelles (Shan et Banerjee, 2008).

Un modéle génératif populaire est 1'allocation latente de Dirichlet (LDA)
(Blei et al., 2003). Ce modéle a été initialement introduit dans le cadre de
la classification de documents. Il s’agit de faire un clustering des mots afin
d’obtenir une description simplifiée de chaque document. Pour déterminer le
nombre de clusters et la proportion d’éléments qu’ils contiennent, une loi a
priori de Dirichlet de parameétre o pénalise la vraisemblance du modéle.

Définition 11. La fonction de densité de probabilité associée au modele LDA
est définie de la maniére suivante :

p(Dla, 0) = / Dir(rla) (H 3 p(zi\w)p(um@,zi)) dn (2.12)

i=1 z;=1

Cette probabilité peut étre estimée par des méthodes variationnelles (Jordan
et al., 1999) ou encore par un échantillonnage de Gibbs (Gelfand et Smith,
1990). II ne s’agit pas directement d’une approche de co-clustering mais peut
étre adaptée afin de réaliser un clustering conjoint des textes et des mots (Shan
et Banerjee, 2008).

Dans le domaine de la sociométrie, Holland et al. (1983) ont introduit la
notion de blockmodeling stochastique. Différentes approches stochastiques ont
par la suite été proposées, elles sont détaillées dans la section 3.2 dédiée a
I'utilisation du co-clustering pour ’analyse de graphes.

L’avantage des approches de co-clustering stochastique est de pouvoir traiter
des données nominales et continues (Nadif et Govaert, 2010) et donc d’envisager
un large ensemble d’applications.

2.2.3 Les approches spectrales

De maniére générale, le clustering spectral consiste & prendre une matrice
de similarité entre observations et & la réduire de maniére a construire des
clusters. Notons A la matrice de similarité de taille m x m, m étant le nombre
d’observations. La matrice D est une matrice diagonale telle que D;; = Z;n:l Ajj.
On peut alors définir la matrice Laplacienne normalisée L telle que :

L=I—D3AD>

Les k plus grandes valeurs propres de la matrice L sont sélectionnées et une
nouvelle matrice X de taille m x k est construite. Les vecteurs propres normalisés
par leur norme euclidienne forment les colonnes de la matrice X. Enfin en
appliquant un algorithme de clustering (hiérarchique ou k-means par exemple)
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sur chacune des lignes de la matrices X modélisant les m observations de départ
dans un espace R*, on obtient un ensemble de clusters (Ng et al., 2002).

Dhillon (2001) propose une approche spectrale pour le biclustering adaptée
a la classification de textes et de mots. Une matrice A est construite avec
en ligne les mots, en colonne les documents et dans les cases la fréquence
d’apparition d’'un mot dans un document. Une version normalisée A, de la
matrice de co-occurrences est définie par :

N

A, =D, 2AD,

D, (resp. Dy) est la matrice diagonale dans laquelle les éléments diagonaux
sont la fréquence des mots (resp. la taille des textes). Au lieu de calculer les
vecteurs propres, les vecteurs singuliers de gauche et de droite, correspondant
a la seconde plus importante valeur singuliére, sont calculés. La partition des
mots et des documents est obtenue de la méme maniére que pour le clustering
spectral calculé avec les vecteurs propres.

Notons que 'exemple du co-clustering de textes et de mots peut étre vu
comme un co-clustering observations/variables ou modalités/modalités. En effet,
on peut considérer les textes comme les textes comme les observations et les
mots comme des variables. On peut également voir le probléme de classification
de documents comme une partition de matrice de contingence ot les dimensions
sont une variable mot et une variable texte. Dans ce cas les éléments de la
matrices sont les fréquences ou les probabilités jointes des textes et des mots.

Kluger et al. (2003) proposent une extension de I’approche de Dhillon (2001)
pour le biclustering adaptée aux problémes d’expressions de génes.

2.2.4 Les approches basées sur la théorie de
I’information

L’information mutuelle est une mesure fréquemment utilisée dans 1’éva-
luation du clustering de maniére générale (voir section 2.1.4). Elle permet de
mettre en évidence les corrélations entre deux variables. Quand elle est utilisée
dans le cadre d’'une mesure d’évaluation sur des données artificielles dont les
clusters sont connus, elle étudie les corrélations entre les clusters engendrés et
les clusters retrouvés par une approche.

Dans le cadre du co-clustering en deux dimensions, Dhillon et al. (2003)
proposent un critére minimisant la perte d’information mutuelle lorsque les
valeurs des deux variables sont partitionnées. En effet, le partitionnement des
valeurs des variables engendre nécessairement une perte d’information. Ainsi
I'information mutuelle entre les deux variables descriptives des données est
nécessairement supérieure a l'information mutuelle entre les deux variables
issues du partitionnement simultané des deux dimensions de la matrice de
données.

Définition 12. Soit un ensemble de données D décrites par deux variables
X1 et Xs. On cherche un modéle M de biclustering, définit par les partitions
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conjointes des valeurs des variables X, et X,. Les variables-partitions XM et
XM prennent valeurs dans 'ensemble des clusters obtenus respectivement sur
les variables X, et X5. Le biclustering est optimal si la perte d’information
mutuelle est minimisée.

M* = argmin(M (X1, Xy) — MI(XM, X37)) (2.13)
M

En démontrant que la perte d’information mutuelle peut se décomposer
sous forme d’une somme pondérée de divergences de Kullback-Leibler entre la
loi de probabilité des lignes conditionnellement aux clusters des colonnes et la
loi des colonnes conditionnellement aux clusters des lignes, Dhillon et al. (2003)
définissent un algorithme qui décroit de maniére monotone jusqu’a un optimum
local. Dans les problémes de clustering de documents et de mots, cet algorithme
sera particulierement efficace du fait de sa complexité linéaire en fonction
du nombre de co-occurences de documents et de mots. Une généralisation
des méthodes basées sur la perte d’information d’'un modéle en biclusters est
proposée par Banerjee et al. (2004).

2.2.5 MODL

L’approche MODL (Boull¢, 2007) est basée sur la sélection de modéle. Le
meilleur modele est sélectionné de maniére & maximiser une vraisemblance
pénalisée par une loi de probabilité a priori sur I’ensemble des paramétres. Ces
parameétres sont organisés de maniére hiérarchique afin de construire une loi
a priori elle-méme hiérarchique. A chaque niveau de la hiérarchie, la loi est
uniforme de maniére a étre la moins informative possible. Contrairement &
beaucoup d’approches génératives classiques, MODL ne fait pas d’hypothése
d’indépendance conditionnelle des parameétres. On cherche donc a les générer
en une seule fois. En outre, la loi a priori est construite pour une valeur fixée
du nombre d’observations (et de modalités). Le modéle M est défini par un
ensemble de paramétres caractéristiques d’un co-clustering en d dimensions
avec des variables continues ou nominales :

1. le nombre de clusters par dimension,

2. la partition de I'ensemble des valeurs (ou modalités) de chacune de
variables nominales (pour un nombre de clusters connus),

3. Peffectif de chacun des co-clusters (en nombre d’observations),

4. le nombre observations prenant chacune des valeurs (ou modalités) dans
les clusters (dans le cas de variables nominales, en respectant la contrainte
induite par les effectifs des co-clusters).

Afin de rechercher le meilleur modeéle, on applique une approche MAP
visant & maximiser la probabilité. Nous définissons dans un premier temps
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la loi a priori. La loi a priori a chaque niveau de la hiérarchie est définie
conditionnellement aux valeurs des parameétres des niveaux précédents. Les
choix des paramétres sont indépendants au sein d’un niveau (par exemple les
nombres de clusters sont choisis indépendamment sur chaque variable). Enfin,
les paramétres sont choisis de maniére uniforme a chaque niveau de la hiérarchie.
comme l'illustre le schéma suivant :

Description des données :
- Nombre d’observations : m
- Nombre de valeurs des variables nominales : {nj,ng,...,ng}

l

Choix du nombre de clusters {kq, ko, ..., kq}:

— si X; nominale.
n; ’

d
p({k;}{n;},m) = H

— si X; continue.
m

Choix de la répartition des m observations
dans les k = k; X ... X kg4 co-clusters :

Pour X variable nominale, choix de la parti-
. , . 1
tion des ni,ns,...,ng valeurs nominales dans les p({m-c Hm k) = —
ki, ko, ..., kq groupes : m + 1
k-1
d 1
(L C . ) —
pins, Mok 65 = T (557 )
Jj=1
Pour chaque groupe de valeurs, choix de la répartition des m?iw observa-
tions prenant valeur dans le cluster sur les nCLJ valeurs groupées :
d kj 1
. C C —
p({ml,}Hmz]}v{an}) - H ‘ <mC v +TLC _ 1)
j=1lij=1 Ly v
nCLJ -1
Parametres du partitionnement (variables Parametres de la discrétisation (variables
nominales) : continues) :
- {k;} nombre de groupes - {k;} nombre d’intervalles
- {mcll} nombre d’observations prenant une - {mczl} nombre d’observations prenant
valeur dans chaque groupe une valeur dans chaque intervalle
- {nc7l} nombre de valeurs par groupe
- {m_4,..} nombre d’observations prenant
chacune des valeurs
kj 0.
Le terme B(n;, k;) = E { ]} est une somme de nombres de Stirling de
K
k=1

second ordre, c’est-a-dire le nombre de partitions en x sous-ensembles d’un
ensemble de n; éléments.
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Le nombre de paramétres nécessaires pour définir les variables continues
est inférieur a celui des variables nominales. En effet, il est inutile de spécifier
le nombre de valeurs différentes par intervalles puisque les données numériques
sont normalisées par statistique d’ordre. De ce fait, on aura une seule possibilité
de distribuer les valeurs dans les intervalles puisqu’elles sont ordonnées. On
aura également une seule possibilité de distribuer les observations sur les valeurs
des intervalles puisque, pour chaque observation, est attribué un unique rang
sur chacune des variables continues.

Définition 13. La probabilité a priori d’un modéle M de co-clustering en d
dimensions est définie par le produit des probabilités de ses paramétres :

p(M) = p({k;}{n},m) x p({mg,_;, }m, k)

x p({nC, Ynib (k1) x p({ma Y{mC, 1 AnC 1) (2.14)

Prenons un exemple simple pour illustrer la construction de la loi a priori.
On considére des données, composées de m = 100 observations décrites par
deux variables X; (nominale) et X5 (continue). La variable X; prend des valeurs
dans un ensemble de n; = 10 valeurs (ou modalités). La variable X5 prend des
valeurs sur un domaine numérique quelconque. Nous détaillons la valeur des
termes de la loi de probabilité a priori pour chaque niveau de la hiérarchie pour
un modéele en particulier :

e le choix du nombre de groupes de valeurs
k1 pour la variable X; et du nombre d’in-
tervalles ko pour la variable X5 sont faits
indépendamment. Le nombre de groupes
de valeurs est compris entre 1 et 10 (le X,
nombre de modalités pouvant étre prises
par X1), tandis que le nombre d’intervalles
est compris entre 1 et 100 (le nombre total
d’observations). X,

1 1
k =10) = — et p(k =100) = —
p(k1|nq 0) 10 et p(ka|m 00) 100

On choisit k1 =2 et ky = 3;
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e le choix de la partition de 1’ensemble
des modalités prises par la variable X;
est équiprobable parmi toutes les parti-

oy b B Y

s 5 Vv Vg Vo

tions possibles de 10 éléments dans 2 sous- X
ensembles, dont I'un est potentiellement
vide.
1 1
c
p({n’u.}’nl s vl ) B(1072) 512

Nous choisissons la partition suivante : {vg, v1, Vo, V3, V4 } et {vs, vg, V7, Vs, Vo } ;

e le nombre de clusters et d’intervalles nous
permet de connaitre le nombre de co-
clusters : £k = k1 X ky = 6. On consideére
équiprobables toutes les répartitions pos-
sibles des m = 100 observations dans 6 co-
clusters. On choisis la répartition ci-contre.

Vi b4l Y VgV

20 15
X, 10 20
20 15

X

1
o 10
1) T 9,656.10

p({mﬁm}lm =100,k =6) = (100+671

Notons que les effectifs des co-clusters nous permettent de déduire le
nombre d’observations prenant valeurs dans les intervalles et dans les
groupes de valeurs par des sommes sur les colonnes et sur les lignes.
Dans le cas de la variable X5, les valeurs numériques étant ordonnées et
pré-traitées par statistique d’ordre, on en déduit les intervalles ;

e pour chacun des deux groupes de valeurs
de la variable X, nous répartissons les
effectifs (en termes d’observations) sur les
cinq valeurs groupées.

p(m0.7m1.7m2.;m3.;m4,|mlcj == 50,77/? = 5) =

Wi b Yy

s o V' Ve Vo

B\\\io
50

&o 15
50

1

X,

1

5—1

(OFT) T 3,163.10°
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1 1

(1) T 3,163.10°

p(m5.>m6,7m7.7m8.7m9.‘mg = 50,”5 = 5) =

Dans le cas continu, on a fait 'hypothése qu’il y a autant de valeurs que
d’observations. Ces termes ne sont donc pas a spécifier dans la loi de
probabilité a priori.

Dans cet exemple simple, nous avons un modéle de co-clustering dont le
cotlit de codage, c’est-a-dire le logarithme négatif du produit des termes de la
loi a priori, vaut 56,86.

Une fois les parameétres du modéle spécifiés, la vraisemblance est définie
comme la probabilité d’observer les données connaissant les paramétres du
modele. Les observations sont distribuées en un seul tirage selon une hiérarchie
et de maniére uniforme & chaque niveau de cette hiérarchie. Les termes de
vraisemblance de chacun des paramétres du modéle sont détaillés dans le schéma
suivant :

- Paramétres du modele M
- Données D

Choix uniforme de la répartition des m observations dans les k =
9 4 C
ki x .. X kq co-clusters sachant qu'ils sont peuplés de m;;,;, ;.
observations :
ki1 ko kaq
c
H H H miliz---id!
ii=liz=1 ig=1
m!
Pour les variables nominales, choix uniforme Pour les variables continues, choix uniforme de
de la répartition des observations sur les la répartition des observations sur les rangs,
valeurs, localement et indépendamment a localement et indépendamment a chaque in-
chaque groupe : tervalle :

Définition 14. La vraisemblance L d’un modéle M de co-clustering en d
dimensions est définie par le produit des termes de vraisemblance de ses para-
metres :

k1 k2 kq

c
H H H miliz--~id!

i1=112=1 ig=1
£M) = m! (2.15)
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Reprenons ’exemple introduits pour illustrer la construction de la loi a priori.
Les observations sont étiquetées : D = {uy, ..., u100}. On note les clusters ¢;
avec ¢ et j respectivement les ¢ et j¢ clusters associés aux variables-partitions
XM et XM

e toutes les données satisfaisant la réparti- obs.| X; X co-cluster

tion des observations dans les co-clusters, u, Coo
spécifiée dans la loi a priori, peuvent étre
engendrées avec la méme probabilité. Usg Cop
Uy Co1
20!10120!15120!15! 1
100! ~1,04.10™ Uy Col

On choisit la configuration ci-contre parmi
les 1,04.107 configurations possibles ; Uy Ca3

e pour la variable X; (nominale), toutes les
données satisfaisant la répartition des ob-

servations sur les valeurs, spécifiée dans obs.| X, X co-cluster
la loi a priori localement et indépendam-

N u | v, Co.
ment pour chaque groupe, peuvent étre :
engendrées avec la méme probabilité.

Usy V, Co.
10!10!10!10'10! 1 Us, Ve Cy.
50!  4,83.10°%
15!5!1015!15! 1 Hoa | Y5 o
50! ~3,40.102°
obs.| X; Xo  co-cluster
e pour la variable X, (continue), toutes u, 1 C.q
les données satisfaisant la répartition des ...
observations dans les intervalles spécifiée Uy 35 C.o
dans la loi a priori, peuvent étre engendrées  u,, 36 C.4
avec la méme probabilité, sachant que la
variable continue est normalisée par sta-  Ugs 65 C.;
tistique de rang et qu’on n’observe quun  Ug, 66 C.s
rang par observation.
Ui 100 C.2
1 1 1 1 1 1

35! 1,03.10° ' 30!  2,65.102 ’ 35!  1,03.10%

On choisit la configuration ci-contre parmi les 1,03.10%° x 2,65.10%? x
1,03.10%° = 2,83.10"2 configurations possibles.
Notons que pour chaque terme de la vraisemblance, la probabilité que des
données soient engendrées, alors qu’elles ne respectent pas les paramétres spéci-
fiée dans la loi a priori, est nulle. Le produit de I’a priori et de la vraisemblance
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du modele donne la probabilité a posteriori du modéle connaissant les données.
Le critére optimisé par I'approche MODL est le logarithme négatif de cette
probabilité a posteriori.

Définition 15. Un modele de co-clustering M est optimal s’il minimise le
critére € :

{(M) = —log P(M) —log LIM)

d
= Z (Lnom. (X;) log n; + Leone. (X;) logm)

j=1
d
+ ﬂnom.(Xj> lOg B(”jv k])
j=1
. m+k—1
0
S\ k-1
d k; c c
m7;.  +n  —1
+ ) Tnom. (X)) log ( R ) (2.16)
j=1 Q= e
k1 ko kq

+ logm! — Z Z Z log mgmu_id!

i1=lig=1 ig=1

d k; i
+ Z Lyom. (X;) Z log m?ij._.! — Z logm._;;..!
j=1 ij=1 i=1
d k;
+ > Teont (X5) > logm?, !
j=1 ij=1

0U Leont. (X;) et Lpom.(X;) indiquent le type de la variable X;, respectivement
continue et nominale.

Les quatre premiéres lignes du critére correspondent au logarithme négatif de
la probabilité a priori du modeéle et les trois derniéres au logarithme négatif de la
vraisemblance. En théorie de I'information, un logarithme négatif de probabilité
est équivalent a la longueur de codage de Shannon-Fano Shannon1948. Le
logarithme négatif de la probabilité a priori du modéle —log P(M) correspond
donc & la longueur de codage du modéle de coclustering et le logarithme négatif
de la vraisemblance —log £L(M) a la longueur de description des données.
Minimiser la somme des deux revient alors a chercher le modéle de longueur et
de description minimale, le critére a donc une interprétation en terme de MDL
(Minimum Description Length).

D’un point de vue algorithmique, 'optimisation est réalisée a I'aide d’une
heuristique gloutonne ascendante, initialisée avec le modéle le plus fin, c’est-a-
dire avec une modalité par cluster pour chacune des d variables. Elle considére
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toutes les fusions entre les clusters et réalise la meilleure d’entre elles si cette
derniére permet de faire décroitre le critére. Cette heuristique est améliorée avec
une étape de post-optimisation, pendant laquelle on effectue des permutations
au sein des clusters. Le tout est englobé dans une méta-heuristique de type
VNS (Variable Neighborhood Search, Hansen et Mladenovic (2001)) qui tire
profit de plusieurs lancements de l'algorithme avec des initialisations aléatoires
différentes. L’algorithme est détaillé et évalué par Boullé (2008). La complexité
algorithmique est en O(m+/mlog(m)). Cette complexité est calculée dans le
pire des cas, c¢’est-a-dire lorsque la matrice des données est pleine. En pratique,
I’algorithme est capable d’exploiter 1’aspect creux habituellement observé dans
ce type de données.

MODL est une approche de coclustering en d dimensions pouvant traiter
des variables continues et nominales. De ce fait, elle est adaptée & de nombreux
problémes comme ’analyse de graphes ou de courbes. Ces applications sont
détaillées dans le chapitre 3.

Boullé (2012, EGC) a démontré que le critéere MODL dans le cas d’un bi-
clustering de variables nominales converge asymptotiquement vers I'information
mutuelle entre les variables X; et X5. Dhillon et al. (2003) minimisent la perte
de l'information mutuelle liée a la partition des valeurs des variables X; et
X,. Cette approche est équivalente & maximiser 'information mutuelle entre
XM et XM puisque Iinformation mutuelle entre deux variables descriptives
des données est un terme constant. L’approche MODL est donc asymptotique-
ment assimilable & Papproche de Dhillon et al. (2003). Cependant MODL est
régularisée, ce qui en fait une approche plus fiable en régime non-asymptotique.
D’autre part, 'approche MODL ne requiert pas de paramétrisation de la part
de I'utilisateur, ce qui la rend plus simple & utiliser.

2.3 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons, dans un premier temps, introduit les notions
clés des approches de clustering. Dans un second temps, nous avons passé en
revue les principales approches de co-clustering. Il apparait que la majorité
des problémes identifiés pour le clustering est rencontrée dans de nombreuses
approches de co-clustering. On peut noter par exemple le choix du nombre
de clusters qui est un probléme récurrent dans les méthodes de co-clustering.
Le choix d'une dissimilarité est également nécessaire dans plusieurs approches,
notamment les approches hiérarchiques.

L’approche MODL permet de traiter des données nominales ou continues,
avec deux ou plusieurs variables, et ce, sans requérir de 'utilisateur le moindre
paramétre de modélisation. Nous décidons donc de choisir cette approche
comme base pour le reste de la these.

Les problémes de I’évaluation et de l’exploitation du co-clustering sont
plus rarement traités. Nous proposons, dans le reste de la thése, de modéliser
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certains problémes de data mining a ’aide du co-clustering. La pertinence de
I'utilisation d’une telle approche sur les problémes traités est évaluée grace a
un protocole expérimental sur des données artificielles. On a vu que I'approche
MODL posséde des propriétés algorithmiques permettant de réaliser des co-
clustering sur des données volumétriques. Nous verrons que, dans ce cas, il est
important de savoir extraire une information pertinente des résultats.
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Le co-clustering est une technique permettant de réaliser des classifications
croisées de données décrites par des variables de type numérique ou nominal.
Cette technique peut donc étre appliquée & de nombreux types de problémes de
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3.1 Objectifs et contributions

Dans ce chapitre, nous présentons des utilisations possibles du co-clustering
avec deux dimensions ou plus. Les dimensions des données sont les modalités
des variables, qui sont simultanément partitionnées par ’approche MODL. Pour
chacune d’elles, nous suivons la méme démarche :

— un positionnement du probléme,

— la formalisation du probléme de co-clustering,
— des expérimentations sur données artificielles,
— des expérimentations comparatives.

La premiére étude concerne le partitionnement de graphe. La modélisation de
ce probléme avec I'approche MODL a déja été proposée par Boullé (2011). Nous
proposons dans ce chapitre un positionnement différent, orienté réseaux sociaux,
et effectuons des expérimentations comparatives sur des données engendrées
selon deux modéles différents. Cette étude nous sert de base pour proposer une
modélisation adaptée a l'analyse des graphes temporels. Aprés avoir réalisé un
état de I'art, nous proposons une modélisation du probléme permettant une
segmentation simultanée des nocuds et du temps. Des expérimentations sur
des données artificielles montrent la pertinence de la modélisation : I’approche
est testée sur des graphes aléatoires, stationnaires (c’est-a-dire sans évolution
temporelle) et sur des graphes dont nous connaissons la structure et 1’évolution
temporelle sous-jacente. Nous ne réalisons pas d’expérimentations comparatives,
faute d’implémentations disponibles d’approches alternatives. Enfin, nous nous
intéressons au probléme du clustering de courbes, formalisé et étudié par
Boullé (2012). Dans cette étude, nous utilisons une variable nominale « fictive »
correspondant aux identifiants des courbes. Nous proposons dans ce chapitre un
positionnement ainsi que des analyses sur des données artificielles, engendrées
suivant quatre motifs différents.

3.2 Le biclustering nominal pour le
partitionnement de graphes

Dans un premier temps, nous étudions le cas le plus simple de co-clustering,
a savoir le biclustering ou co-clustering en deux dimensions. Cette technique a
déja été largement étudiée, notamment dans le domaine de la bio-statistique
ou du traitement des données textuelles. Une autre application est 1’étude
de graphes. Nous proposons, dans cette section, de présenter les différentes
approches de partitionnement de graphes, de voir en quoi le biclustering est
particulierement adapté a ce type de problémes, d’introduire I’approche MODL
pour les graphes et son utilisation pour la détection de structures dans les
graphes.
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3.2.1 Rappels de théorie des graphes

Rappelons la terminologie et les principales définitions de théorie des graphes.
Un graphe est un ensemble de neeuds (ou sommets) reliés entre eux par des
liens. 1l existe plusieurs types de graphes :

— les graphes non-orientés : les nceuds sont reliés entre eux par des liens

symétriques appelés arétes,

— les graphes orientés : les liens (appelés ici arcs) ont un noeud de départ

(la source) et un nceud d’arrivée (la cible),

— les multigraphes : plusieurs liens (arcs ou arétes) peuvent lier deux mémes

neeuds du graphe,

— les graphes bipartis : le graphe posseéde deux ensembles de nceuds distincts

correspondant a la source et a la cible des liens.

Ainsi, les graphes sont des représentations appropriées pour la modélisation
de réseaux ou de données relationnelles. On peut, par exemple, représenter un
réseau social par un graphe simple (graphe non-orienté sans liens multiples et
sans boucles) ol les noeuds modélisent des acteurs et les arétes le lien qui les
unissent. On peut également utiliser un multigraphe orienté pour modéliser un
flux de personnes dans un réseau de transports. Enfin, un multigraphe biparti
peut étre utilisé pour modéliser un ensemble de transactions de type achats de
produits par des clients.

La notion de degré est importante pour la suite de I'étude. 11 s’agit du
nombre d’arcs sortant d’un noeud source ou entrant dans un nceud cible. Dans
un graphe de transaction par exemple, le degré d’un noeud de type « client »
est le nombre total d’achats qu’il a effectués.

3.2.2 Etat de ’art des approches de clustering de
graphes

Le clustering de graphe a été largement étudié. De nombreux états de
I'art présentent un large panorama des méthodes existantes (Schaeffer, 2007;
Goldenberg et al., 2009; Fortunato, 2010), parmi lesquelles on peut compter les
clusterings hiérarchiques basés sur une mesure de similarité entre les noeuds
(Hastie et al., 2009) ou encore sur les méthodes spectrales (Pothen et al., 1990).
Ici, les approches de type Blockmodeling (ou modélisation par blocs) pour la
segmentation de graphes sont mises en avant. Ce choix est motivé par la nature
commune des structures recherchées par ces méthodes et par 'approche MODL.

Des premiéres analyses de réseaux sociaux a ’introduction du block-
modeling Deés le milieu des années 1950, Nadel (1957) introduit la notion de
role pour décrire le comportement d’acteurs au sein d’un réseau et s’intéresse
a leurs interrelations. Il part du principe selon lequel un réseau posséde une
structure sociale s’il existe des motifs caractéristiques dans les relations entre
les acteurs du réseau.
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Ces travaux sont repris par Lorrain et White (1971) qui définissent la notion
d’équivalence structurelle : dans un réseau, deux individus jouent le méme role
s’ils interagissent de la méme maniére avec le reste du graphe. Ainsi, les acteurs
sont regroupés afin de construire une représentation synthétique de la structure
du graphe. Les classes définies sont décrites par le role qu’elles ont vis-a-vis de
I’ensemble des individus du réseau.

White et al. (1976) proposent une représentation matricielle du graphe o les
éléments de la matrice modélisent les interactions entre les noeuds représentés
par les lignes et les colonnes. Ce type de représentation est par la suite désigné
par le terme matrice d’adjacence (voir exemple figure 3.1.c¢). Ils proposent de
regrouper les individus jouant un méme role en ordonnant les lignes et les
colonnes de la matrice d’adjacence afin de partitionner cette derniére en blocs.
On peut ainsi résumer une matrice de taille n2, avec n le nombre d’acteurs, par
une matrice de taille k2, avec k le nombre de groupes de lignes et colonnes. Cette
matrice résumée est la matrice d’adjacence d’un nouveau graphe, dit graphe
image (voir exemple figure 3.1.b), qui est une représentation plus interprétable
du graphe initial. Cette conception de la modélisation des roles dans un réseau
social est nommeée blockmodeling.

A D|C B E
A A
B D
C c
D 2
E :

(c) ()

FIGURE 3.1 — (a) exemple d’un graphe orienté constitué de 5 acteurs. (c)
est la matrice d’adjacence correspondant a ce graphe. Le graphe (b) est le
graphe image de (a) aprés avoir affecté 3 roles aux acteurs de celui-ci. (d) est la
représentation sous forme de blocs de la matrice (b), les colonnes et les lignes
ont été réordonnées pour mettre en relief la structure sous-jacente du graphe.
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White et Reitz (1983) introduisent la notion d’équivalence réguliére comme
une généralisation de I'équivalence structurelle. A la différence du cas structurel
qui requiert que des acteurs ayant des roles similaires interagissent avec les
mémes acteurs, I’équivalence réguliére se veut plus souple en nécessitant que
deux acteurs interagissent de maniére identique avec les mémes clusters pour
étre groupés ensemble. Ainsi, dans le cas de la figure 3.1, les noeuds A et D
sont équivalents structurellement et réguliérement, et les nceuds B et E ne sont
pas équivalents structurellement mais le sont réguliérement. Dans le cas des
cliques, c’est-a-dire lorsque les acteurs sont tous connectés les uns aux autres,
les acteurs sont régulierement équivalents mais pas structurellement.

De nombreuses approches de partitionnement de graphes sont basées sur le
blockmodeling. Elles se décomposent en plusieurs sous familles.

Le blockmodeling déterministe. Les premiers algorithmes proposés pour
extraire des blocs dans les matrices d’adjacence se sont appuyés sur les défini-
tions de I'équivalence structurelle. Avec 'algorithme CONCOR, Breiger et al.
(1975) proposent une classification hiérarchique descendante basée sur ’étude
des corrélations entre les lignes et les colonnes de la matrice.

Suite a I'introduction de la notion d’équivalence réguliére, les techniques ont
évolué. Batagelj et al. (1992) proposent l'optimisation d’une fonction objectif
pour isoler les blocs vides. D’abord utilisée sur les graphes simples, cette
technique est étendue aux multigraphes bipartis par Doreian et al. (2004).

La principale direction prise dans le blockmodeling déterministe s’oriente
vers l'optimisation de critéres évaluant la pertinence du graphe image en tant
que représentation synthétique du graphe d’origine. Wasserman et Faust (1994)
proposent un ensemble de mesures permettant de quantifier la qualité du
schéma en blocs du graphe.

La maximisation de modularité et la méthode de Clique Percolation.
Une des approches les plus populaires en analyse de réseaux sociaux consiste a
maximiser la modularité (Blondel et al., 2008; Rossi et Villa-Vialaneix, 2012).
La modularité, introduite par Girvan et Newman (2002), est une mesure définie
sur [—1,1] qui compare le nombre d’arétes dans les clusters avec le nombre
d’arétes observées dans un graphe aléatoire de méme taille et avec la méme
répartition des degrés. En maximisant cette mesure, on obtient des clusters
de noeuds fortement connectés entre eux et faiblement connectés au reste du
graphe, appelés aussi Communautés. En outre, on se place dans le cas trés
particulier d’un blockmodeling diagonal avec correction des degrés (Reichardt
et White, 2007).

Comme il a été vu précédemment, de nombreux algorithmes de blockmode-
ling cherchent a faire en sorte qu'un graphe image défini par certains parameétres,
se calque sur le graphe d’origine. Wasserman et Faust (1994) proposent des
mesures de qualité qui permettent de juger de la cohérence du graphe image
par rapport au graphe initial. Ici, la modularité est également une mesure de



40 CHAPITRE 3. CO-CLUSTERING, APPLICATIONS DIVERSES

(a) (b)

FIGURE 3.2 — (a) Graphe non-pondéré contenant deux sous-ensemble de noeuds
fortement connectés entre eux. (b) représentation du graphe image correspon-
dant.

qualité qui détermine si un graphe image, dont ’ensemble des arétes sont des
boucles, représente bien le graphe étudié, comme c’est le cas dans la figure 3.2.
La maximisation de modularité ne respecte pas les assertions de Lorrain
et White (1971) dans le sens ou elle ne considére que les interactions internes
aux clusters. De plus, malgré un sens statistique du critére, Bickel et Chen
(2009) ont démontré que son optimisation est asymptotiquement biaisée et
peut conduire a la construction de structures incorrectes. Néanmoins, bien que
la maximisation de modularité soit un probléme NP difficile (Brandes et al.,
2006), des algorithmes (Blondel et al., 2008; Rossi et Villa-Vialaneix, 2012)
permettent d’obtenir une partition satisfaisante des graphes dans des temps
raisonnables, ce qui en fait une technique populaire dans la littérature.

Le blockmodeling stochastique. Holland et al. (1983) définissent la notion
d’équivalence stochastique : deux nceuds sont stochastiquement équivalents si
leurs lois de probabilités de connexions avec les autres acteurs du réseau sont
les mémes.

Nowicki et Snijders (2001) proposent un algorithme de blockmodeling
stochastique avec un nombre de clusters fixe. A chaque nceud du graphe est
associé une variable latente z tirée suivant une loi multinomiale de paramétre
(1, «), un vecteur de taille k& le nombre de clusters, dont les éléments sont les
proportions de chaque cluster. La variable z est également un vecteur de taille
k dont I’élément modélisant 'appartenance a un cluster est égal a 1, les autres
a 0. Les arcs sont finalement tirés conditionnellement a la variable latente
suivant une loi de Bernoulli prenant en paramétre la matrice des probabilités de
connexion entre deux clusters. La loi de probabilité a posterior: des parameétre
du modéle est approchée par un échantillonnage de Gibbs.
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Kemp et Tenenbaum (2006) proposent d’étendre le précédent algorithme
de blockmodeling stochastique en définissant un modéle relationnel infini.
Ce modéle traite une matrice binaire exprimant les relations entre noeuds
source et noeuds cible. Ce modéle est infini car le nombre de clusters est
potentiellement infini en régime asymptotique, c¢’est-a-dire lorsque le nombre
d’arcs et de noeuds tendent vers I'infinis. La principale différence avec I'approche
de Nowicki et Snijders (2001) réside dans la probabilité a priori des paramétres
de modélisation, probabilité sur la variable latente qui permet de déterminer le
nombre de clusters. Ce nombre et I'affectation des éléments dans les clusters
sont déterminés a 'aide d’un processus du restaurant chinois (Pitman, 2006)
de paramétre de concentration ~. L’idée est d’initialiser le clustering avec un
seul cluster contenant un unique noeud, puis d’ajouter des éléments un par un,
chacun des clusters attirant des nouveaux noeuds en fonction de son volume et
du paramétre de concentration . Ainsi & chaque itération, soit le nceud est
placé dans un cluster, soit il permet la création d’un nouveau cluster dont il est
l'unique élément. A chaque ajout d’élément, la probabilité d’observer des liens
entre les clusters est spécifiée et suit une loi Beta de paramétre §. Enfin, la
probabilité d’observer des liens entre les noeuds suit une loi de Bernoulli définie
suivant les parameétres de précédents.

Airoldi et al. (2008) proposent le mized-membership stochastic blockmodeling.
Contrairement aux approches précédentes, la variable latente n’est pas un
vecteur contenant un 1 associant un nceud & un cluster, et des 0 ailleurs ; mais
un ensemble de réels compris entre 0 et 1 et sommant a 1, indiquant le degré
d’appartenance d’'un nceud a ’ensemble des clusters. L’ensemble des paramétres
de modélisation est inféré par des méthodes variationnelles.

Les graphes bipartis. Dans certains cas, il peut y avoir deux types d’acteurs
dans un graphe, ainsi la matrice d’adjacence n’est plus carrée et le schéma de
clustering est différent sur les lignes et les colonnes. C’est le cas, par exemple,
des graphes représentant les achats de produits par des clients, les gotits
musicaux, voire des graphes de co-citations ou d’envois de mails ol il peut étre
intéressant d’avoir des clusters d’acteurs source et d’acteurs cible. Dhillon et al.
(2003) appliquent une méthode de co-clustering sur une table de contingence
normalisée traitée comme une loi de probabilité jointe entre deux variables
nominales prenant leurs valeurs sur les lignes et les colonnes de la matrice. Les
biclusters sont obtenus par minimisation de la perte d’information mutuelle
entre les variables segmentées en clusters et les données initiales. Cette méthode,
illustrée par des exemples de coclustering textes/mots, peut étre étendue aux
graphes bipartis comme suggéré par Karrer et Newman (2010). Cependant,
bien que le critére puisse étre optimisé de maniére efficace avec des heuristiques,
le nombre de clusters doit étre spécifié. 1l s’agit d’un parameétre qui peut étre
difficile & déterminer, notamment dans le cas de graphes de grande taille.
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3.2.3 MODL pour le partitionnement de graphes

L’approche MODL se préte bien au partitionnement de graphes. Différents
types de graphes peuvent étre étudiés. Le cas le plus général est celui des
multigraphes bipartis orientés, c’est-a-dire le cas ot la matrice d’adjacence
est rectangle (donc asymétrique) avec le nombres d’arcs dans les cases de la
matrice. Mais les autres types de graphes peuvent également étre traités. Par
exemple, un graphe non orienté est représenté par une matrice d’adjacence
carrée et symétrique et peut étre traité de la méme fagcon qu’un graphe biparti.

Dans le cas des graphes, les variables étudiées sont les noeuds source et les
nocuds cible. L’unité statistique est 1'arc : chaque arc est une observation décrite
par son noceud source et son noeud cible. On a donc affaire & un biclustering
(ou co-clustering en deux dimensions) des valeurs de variables nominales. Le
tableau 3.2 donne les notations.

Le graphe D Le graphe image M

X les neeuds source X la partition des noeuds source

ny le nombre de noeuds source k1 le nombre de clusters source

m,;, degré du nceud source %y mi(’:. degré du cluster source iy

X5 les neeuds cible XM 1a partition des noeuds cible

ny le nombre de noeuds cible ks le nombre de clusters cible

m;, degré du nceud cible 75 m% degré du cluster cible iy

m le nombre d’arcs k = ki1ks le nombre de biclusters
m¢ .. effectif du bicluster formé par
les clusters i; et iy

TABLE 3.1 — Notations pour les graphes

Comme il a été vu dans le chapitre 2.2.5, I'approche MODL infére & partir
des données de graphe D, le meilleur modéle M, ici le graphe image. Le graphe
image est défini par un ensemble de paramétres, sur lesquels sont faites des
hypothéses de loi a priori uniforme :

1. les nombres de clusters de noeuds. Il s’agit ici de fixer les nombres
ki et ko de groupes qu’on souhaite obtenir. Le choix des nombres de
clusters est réalisé indépendamment pour les deux variables. A priori,
ces nombres sont inconnus. On considére donc qu’ils sont compris entre
un et le nombre de noeuds. Lorsque le graphe n’est pas orienté et non-
biparti, le nombre de clusters de nocuds source et de nceuds cible sont
identiques. Le cas avec un unique cluster correspond & un graphe image
ol aucune structure significative n’est capturée. Le cas avec autant de
clusters que de noeuds modélise le graphe image le plus fin, ol chacun des
acteurs du réseau joue un role suffisamment caractéristique pour qu’il soit
différencié des autres. Ces deux schémas sont en accord avec la définition
de I’équivalence réguliére (White et Reitz, 1983; Borgatti, 1988);
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2. la répartition des noeuds dans les clusters. Une fois les nombres de
clusters ki et ko connus, on choisit une partition uniformément parmi
I’ensemble des partitions possibles. Le choix des partitions est réalisé
indépendamment pour les deux variables. Il est difficile de savoir comment
se répartissent les nceuds au sein des clusters. Le choix est donc fait de
considérer équiprobables toutes les partitions de n; (resp. ny) nceuds dans
ki (resp. k) clusters, potentiellement vides. Le nombre de répartitions
possibles B(ni, k;) (resp. B(nsg, ks)) équivaut & une somme de nombres
de Stirling de second ordre. En comparaison, Kemp et Tenenbaum (2006)
utilisent un processus du restaurant chinois pour choisir a la fois le nombre
de clusters et leurs effectifs. Les répartitions avec un gros cluster et de
nombreux petits clusters sont ici favorisées et donc les structures avec
des clusters équilibrés demandent un plus grand nombre d’observations
pour étre détectées. Les hypothéses faites dans I’a priori de ’approche
MODL ne favorisent pas une répartition en particulier, comme c’est le
cas dans 'approche de Kemp et Tenenbaum (2006).

3. la répartition des arcs dans les biclusters. Le nombre de clusters de
chaque partition des noeuds source et cible permet de connaitre le nombre
de biclusters k = k1ky. On connait également le nombre total d’arcs m
du graphe. On peut donc spécifier le nombre d’arcs reliant les clusters.
On considére ici aussi que toutes les configurations sont équiprobables ;

4. la répartition du degré des clusters sur leurs nceuds. Le degré
des clusters est déduit des effectifs des arcs reliant les clusters, spécifiés
précédemment. Le nombre de nceuds de chaque cluster est également
connu. On considére équiprobables, pour chaque cluster, toutes les fagons
de distribuer le degré du cluster source mg (resp. cluster cible m$)) sur
les n;;. (resp. n;,) nceuds qu’il contient. La répartition des degrés est
réalisée indépendamment pour chacun des clusters.

Ces parameétres spécifiés, le critére décrit en section 2.2.5 peut se simplifier
comme décrit dans I’équation 3.1.
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Définition 16. Le meilleur modéle M (ou graphe image dans le cas des
graphes) est obtenu en mazimisant le critere MODL &.

§(M) =logn; +logn,
+ log B(ny, k1) + log B(na, k»)

+lo m+k—1
8\ ko1

k1 c c k2 c c
+Zlog( e 1 ) i Zlog( ne 1 )
i1=1 1.

k1 ko

+ logm! — Z Z log mgizl

i1=112=1

k n k n
+ i: log mg; ! — i: logmi !+ 22: log m%,! — i log m ;5!

i1=1 i1=1 io=1 i2=1

(3.1)

Les quatre premiéres lignes du critére correspondent aux termes de I'a
priori : la premiére spécifie le nombre de clusters pour chacun des ensembles de
neeuds source et cible, la seconde la partition des nceuds en clusters, la troisiéme
la répartition des arcs dans les biclusters et la quatriéme la répartition du degré
des clusters sur les noeuds qu’ils contiennent. Les deux derniéres lignes sont les
termes de vraisemblance développés dans le chapitre 2.2.5 et adaptés au cas
d’un biclustering de deux variables nominales.

3.2.4 Expérimentations sur des multigraphes
non-orientés

Dans cette partie, nous construisons des graphes artificiels non-orientés et
a arcs multiples. Nous utilisons des graphes avec une structure en quasi-cliques.
Un graphe composé de quasi-cliques est un graphe qui peut se partitionner en
sous-graphes dont les noeuds sont fortement connectés entre eux et trés peu
connectés avec les noeuds des autres sous-graphes. Cette structure de graphe
est recherchée par les approches de clustering basées sur la maximisation
de modularité. Nous comparons 'approche MODL avec la maximisation de
modularité (Girvan et Newman, 2002) sur les graphes artificiels.

Construction des graphes On considére un multigraphe non-orienté. Les
variables X et Xy, ainsi que les variables-partitions XM et X3! sont iden-
tiques. Afin d’alléger la notation, on note X la variable prenant des valeurs
sur I’ensemble des n noeuds et XM la variable-partition prenant des valeurs
sur I’ensemble des k clusters. L’ensemble des m arcs est nommé E. © est une
matrice de taille n? dont les éléments sont les probabilités de connexion de
chaque paire de nceuds. On note p la proportion d’arétes observées a 'intérieur
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des clusters et 1 — p la proportion d’arétes observées entre les clusters, avec
p > 0.5. Les graphes sont engendrés suivant le protocole suivant :

e choix du nombre de clusters : &k = 10;
e choix du nombre de nceuds : n = 100;
KWk

e construction de la matrice triangulaire supérieure de probabilités de
connexion des n neeuds :

1 1
e partition des n noeuds en k clusters : XM ~ multinomiale (n; -, —) ;

Oiyi, =D si i <19 et x;,,x;, sont dans le méme cluster,
O=1<¢ 0;;,=1—p siiy <iyetx;,x, nesont pas dans le méme cluster,
0ii, =0 sinon ;

iz
e la moitié des arcs est tirée sur U la matrice triangulaire supérieure de la
matrice d’adjacence :

m )
U ~ multinomiale | —, —=—— ihh=1.n 19=1.n
2 Zil,ig Hiliz
e on construit A la matrice d’adjacence symétrique pour que le graphe soit
non-orienté : A = {aim = Uiy + uizil} /il =1.n Zé =1.n

FIGURE 3.3 — Exemple de graphe modulaire avec n = 100 nceuds, k£ = 10
clusters, m = 10% arcs et p = 0.8 la proportion d’arétes observées a l'intérieur
des clusters.
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Les expérimentations ont été effectuées avec un nombre croissant d’arétes
m et avec des valeurs différentes de p. Pour la construction de I'intégralité des
graphes, les clusters de noeuds demeurent inchangés. Pour chaque combinaison
de m et p, dix graphes différents sont engendrés. Dans ce protocole expérimental,
nous engendrons des graphes avec des structures en co-cliques avec un croissant
d’arétes. Dans ’approche MODL, les observations sont les arcs. Nos données
sont engendrées suivant un modeéle génératif proche de celui de MODL mais avec
structure contrainte, favorable aux approches de maximisation de modularité.

Expérimentations Nous comparons deux approches de partitionnement de
graphe dans cette partie : une approche de maximisation de modularité adaptée
aux multigraphes et 'approche MODL. La maniére dont sont engendrées
les données est adaptée aux deux approches. La maximisation de modularité
cherche & segmenter le graphe en cliques, alors que 'approche MODL cherche des
co-clusters d’arcs de densités homogeénes. L’approche MODL est implémentée
dans le logiciel Khiops, qui a été utilisé pour cette étude. Pour la maximisation
de modularité, nous utilisons I'implémentation de Rossi et Villa-Vialaneix
(2012). Cette implémentation compare la valeur de la modularité obtenue pour
la meilleure partition du graphe étudié a la valeur obtenue en partitionnant des
graphes aléatoires dont la répartition des degrés est identique a la répartition des
degrés du graphe étudié. Ce correctif permet & la maximisation de modularité
d’étre plus robuste vis a vis des graphes aléatoires. Afin de s’assurer de cette
propriété, nous avons cherché a partitionner cent graphes d’Erdés-Renyi de
tailles différentes. Il s’agit de graphes aléatoires, construits de maniére a ce
que la probabilité de connexion des nceuds soit la méme pour chaque couple
de nocuds du graphe. L'implémentation de la maximisation de modularité n’a
jamais segmenté les graphes. Les résultats obtenus sur les mémes graphes avec
I’approche MODL sont identiques.

Reésultats Les graphiques de la figure 3.4 et 3.5 sont appelés diagrammes a
violons (Hintze et Nelson, 1998). Il s’agit de boites & moustaches, combinées
avec des estimateurs de densité locaux a chacune des séries de mesures. Cette
visualisation nous permet d’étudier les statistiques de bases comme la médiane,
les quartiles ainsi que les valeurs minimales et maximales. De plus I'estimateur
de densité nous donne une idée de la répartition des points de la série des
mesures d’ARI pour chaque parameétre des graphes engendrés. Dans notre
étude, nous tragons un diagramme pour chaque ensemble de graphes, construits
avec les méme parameétres.

L’évolution du nombre de clusters retrouvés par ’approche MODL et par
I’approche de maximisation de modularité, en fonction du nombre d’arétes
engendrées, est tracée dans la figure 3.4. On observe que pour un faible nombre
d’arétes, ’approche MODL ne retrouve aucune structure : 'information pré-
sente dans les données ne permet pas de faire émerger de partition du graphe.
Suit une période transitoire trés bréve (observée seulement pour p = 0,6) on,
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FIGURE 3.4 — Nombre de clusters trouvés en fonction du nombre d’arétes
engendrées pour des proportions d’arétes dans les co-clusters diagonaux de
60%, 80% et 100%.

pour certains graphes, les arétes sont en quantité suffisante pour faire émerger la
structure engendrée, alors que pour d’autres, les données ne sont pas en quantité
suffisante pour que le graphe soit segmenté. Enfin, le régime asymptotique est
atteint : le nombre de clusters engendrés est retrouvé et I’ARI est maximal (voir
figure 3.5), ce qui prouve que la structure trouvée est la structure engendrée
artificiellement. Le régime asymptotique est observé pour un nombre d’arétes
engendrées d’autant plus petit que la proportion d’arétes dans les co-clusters
diagonaux est proche de 1.

L’évolution de 'indice de Rand ajusté (ARI) entre la vraie partition du
graphe et les partitions obtenues par I’'approche MODL et par I’approche de
maximisation de modularité, en fonction du nombre d’arétes engendrées, est
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FIGURE 3.5 — Indice de Rand ajusté en fonction du nombre d’arétes engendrées
pour des proportions d’arétes dans les co-clusters diagonaux de 60%, 80% et
100%.

tracée dans la figure 3.5. Contrairement aux résultats obtenus avec MODL,
la maximisation de modularité produit systématiquement une partition des
graphes. Pour un faible nombre d’arétes engendrées (entre 2 et 2%), la partition
obtenue est composée de nombreux clusters (entre cing et vingt). Bien que
I'indice de Rand ajusté soit proche de zéro, ce résultat montre que les partitions
trouvées différent de la partition engendrée avec les paramétres précédemment
fixés. A partir de 2% arétes engendrées et pour une proportion d’arétes inter-
clusters nulle, la maximisation de modularité permet de retrouver la partition
théorique engendrée. Pour une proportion d’arétes inter-clusters non-nulle,
la partition obtenue trouve une partie des clusters : 'ARI est positif et le
nombre de clusters inférieur a dix, ce qui signifie que la structure en cliques
est partiellement trouvée. Notons que les variances de ’ARI et du nombre de
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clusters sont faibles, ce qui montre que la qualité des partitions trouvées est
constante d’un graphe a 'autre. Enfin & partir d'un nombre d’arétes engendrées
(229 lorsque la proportion d’arétes dans les co-clusters diagonaux est de 60% et
214 Jorsqu’elle est de 80%), la structure théorique engendrée est retrouvée par
la maximisation de la modularité. De la méme maniére que pour les partitions
obtenues par 'approche MODL, le nombre d’arétes nécessaires pour faire
émerger la structure du graphe est d’autant plus important que la proportion
d’arétes inter-clusters est forte.

En termes d’ARI, la maximisation de modularité produit de meilleurs ré-
sultats que 'approche MODL car elle nécessite un nombre moins important
d’arétes pour faire apparaitre une structure pertinente (ARI positif). Cepen-
dant, la variance des résultats est bien plus importante que la variance des
résultats obtenus avec MODL. Cette stabilité des résultats montre la fiabilité
de I'approche MODL. Notons que la variabilité des résultats obtenus par maxi-
misation de la modularité peut étre lié a de 'algorithme utilisé (Fortunato,
2010), dont les résultats dépendent de I'ordre de traitement des observations
(ici les arétes).

Pour un faible nombre d’arétes, la maximisation de la modularité produit
un trés grand nombre de clusters (entre quinze et vingt) mais présente une
ARI proche de zéro, cette partition fine est donc trés différente de la parti-
tion théoriquement engendrée. Ce résultat est caractéristique des approches
non-régularisées : la qualité de la partition est meilleure avec un grand nombre
de clusters, mais le gain n’est pas substantiel par rapport & une partition
parcimonieuse ou a I’absence de partition. Comme toute approche de clustering,
on cherche a simplifier au maximum les données. On préfere donc une partition
simple & une partition fine a qualités égales. Enfin, dernier point, la modularité
est algorithmiquement plus rapide a optimiser. Les résultats ont été produits
plus rapidement avec la maximisation de la modularité (environ deux minutes)
qu’avec l'approche MODL (environ une heure).

Pour résumer, dans le cas ol on sait a priori que le graphe peut se segmenter
en cliques et que les arétes sont en trés grande quantité, 'utilisation de la
maximisation de la modularité est privilégiée pour ses qualités algorithmiques.
Sinon, on préfére 'approche MODL pour sa fiabilité et sa capacité a inférer des
structures plus complexes, qui ne se limitent pas a des structures diagonales.

MODL et la maximisation de modularité, deux approches différentes.
L’approche MODL fait 'hypothése que les données sont engendrées suivant un
modeéle et cherche a inférer les parameétres de ce modéle alors qu’en maximisant
la modularité, on cherche la meilleure segmentation des données observées. Les
données de cette expérimentation ont été engendrées sous 'hypothese qu’il
existe un modéle génératif de données avec une structure en cliques. Dans le cas
ou les données (ici les arétes) sont engendrées en faible quantité, la structure
théorique du graphe n’est pas empiriquement observée, c’est-a-dire que les arcs
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ne sont pas en nombre suffisant pour faire émerger les dix cliques du modéle
génératif des données.

Pour illustrer ce phénomeéne, nous proposons d’étudier I'information mutuelle
normalisée (NMI) entre les variables-partitions XM et XM,

Définition 17. L’information mutuelle normalisée entre XM et XM est définie
de la maniére suivante (Cover et Thomas, 2006) :

k1 ko C
M., yy M\ _ z i

11 1is=1 1.7 2

ot H est Uentropie de Shannon (voir chapitre 4), PS,  est la probabilité d’ob-
server des arcs dans le co-cluster (i1,12), P est la probabilité d’observer des
arcs ayant le cluster i1 pour origine et PZC2 est la probabilité d’observer des arcs

ayant le cluster io pour destination.

On calcule I'information mutuelle normalisée dans les cas suivants :

— linformation mutuelle normalisée théorique (NMI théorique) : 'informa-
tion mutuelle normalisée entre les deux variables-partitions telles que la
loi de probabilité jointe des variables-partitions soit la loi de probabilité
jointe du modéle génératif des données, c’est-a-dire les proportions p et
1 — p normalisées. Cette valeur est constante quel que soit le nombre
d’arcs engendrés ;

— Uinformation mutuelle normalisée empirique (NMI empirique) : 'informa-
tion mutuelle normalisée entre les deux variables-partitions telles que la
loi de probabilité jointe des variables-partitions soit la loi de probabilité
jointe empirique, observée dans les vrais co-clusters. Plus les données sont
nombreuses, plus la loi empirique est proche de la loi théorique ;

— linformation mutuelle normalisée entre les variables-partitions obtenues
avec MODL (NMI MODL);

— linformation mutuelle normalisée entre les variables-partitions obtenues
par mazimisation de la modularité (NMI Modularité).

Nous étudions ces mesures sur les graphes avec une proportions d’arétes

inter-cliques de 80%.

Peu importe le nombre d’arétes engendrées, la NMI théorique reste constante
puisque elle est indépendante du volume de données engendrées et que les
probabilités de connexion des clusters sont inchangées pour chaque graphe
engendré. La NMI empirique, quant & elle, décroit et finit par converger vers
la NMI théorique a partir de 2000 arétes engendrés. Cela signifie que pour
un nombre inférieure & 2000 arétes, la répartition des arcs observée dans les
biclusters est différente et plus contrastée que la répartition théorique engendrée.
Alinsi, en ayant tiré moins de 2000 arétes, les données engendrées ne sont pas
en nombre suffisant pour faire apparaitre la structure utilisée pour construire
le graphe. La NMI de la structure de biclustering obtenue par MODL est
nulle jusqu’a 2000 arétes engendrés, aprés quoi elle converge vers la NMI
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FIGURE 3.6 — Informations mutuelles normalisées moyennes théoriques, empi-
riques, obtenues avec MODL et par maximisation de la modularité, en fonction
du nombre d’arcs engendrés. Les graphes sont composés de 100 nocuds et 10
clusters. La proportion d’arétes dans les cliques est p = 80%.

théorique. Avec moins de 2000 arcs, aucune structure n’est construite. Aprés,
la vraie structure est retrouvée : le régime asymptotique est atteint. Enfin, en
ce qui concerne la NMI entre les variables-partitions obtenues par maximisation
de modularité, elle est supérieure a la NMI empirique pour moins de 2000
arétes engendrées et converge vers la NMI théorique aprés. Cela signifie que la
partition du graphe obtenue par maximisation de la modularité est meilleure
que la partition théorique appliquée sur les données engendrées.

Au-dela de 2000 arétes engendrées, la maximisation de modularité et MODL
retrouvent les bons clusters. Boullé (2012, EGC) a démontré la convergence
asymptotique du critere MODL vers I'information mutuelle entre les variables.
Cette propriété de 'approche est ici vérifiée empiriquement. Pour moins d’arétes
engendrés les deux approches produisent des résultats différents car elles n’ont
pas les mémes objectifs : MODL cherche & inférer les parameétres du modéle
génératif des données alors que la maximisation de modularité cherche la
meilleure partition empirique des données observées. Les performances des deux
approches sont donc difficilement comparables.

3.2.5 Expérimentations sur des graphes simples orientés

Dans cette partie, nous construisons des graphes artificiels simples orientés.
Les graphes sont engendrés suivant un modéle génératif infini, similaire & celui
défini par Kemp et Tenenbaum (2006). Nous comparons ’approche MODL et
une approche de blockmodeling stochastique sur les graphes construits.

Construction des données Le nombre de noeuds est égal a 100, et leur
répartition dans les clusters suit un processus du restaurant chinois (pre) de
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parameétre de concentration . Ainsi il est inutile de fixer le nombre et 'effectif
des clusters. Dans I'approche de Kemp et Tenenbaum (2006), la matrice de
connexion des clusters est tirée suivant une loi Beta. Construire des graphes
avec cette répartition d’arcs dans les co-clusters produirait des graphes trés
différents avec un méme paramétrage du modele. De plus, rien ne garantit que
des co-clusters contigus aient des probabilités de connexion différentes. De ce
fait, nous préférons engendrer des graphes avec une structure simple & analyser.
La matrice de probabilité de connexion entre les nceuds O est construite de
maniére a ce que les arcs dans les blocs de la partie triangulaire inférieure de la
matrice d’adjacence aient une probabilité p d’étre engendrés, que les arcs de la
diagonale aient une probabilité £ et les arcs de la partie triangulaire supérieure
alent une probabilité nulle. Enfin, pour chaque couple de nceuds (z;,, x;,), un
arc e;,;, est tiré suivant un tirage de Bernoulli de paramétre 6, ;,, la probabilité
de connexion des nceuds z;, et x;,. Les données sont engendrées suivant le
protocole suivant :

e choix du nombre de nceuds : n = 100;
e répartition des n noeuds dans les clusters : XM ~ pre(n,y);

e construction de la matrice de probabilités de connexion des clusters :

p . A
Oiriy = 5 ST,y sont dans le méme cluster.
O = 0iyi, =D sl xy,x, sont dans des clusters différents et i1 > iy

02‘”’2 =0 sinon.

e entre tout couple de noeuds (z;,, x;,), un arc e;,;, est tiré suivant une loi
de Bernoulli :¥(x;,, x;,), €4, ~ Bernoulli(6;,;,).

Les données sont engendrées pour différents paramétres v et probabilités
de connexion des clusters p. Plus le paramétre de concentration v du pro-
cessus du restaurant chinois est petit, moins les clusters sont nombreux et
équilibrés. Au contraire, lorsque v — oo, on obtient un noeud par cluster.
L’impact du parameétre de concentration du processus du restaurant chinois
sur la répartition des nceuds dans les clusters est illustré par la figure 3.7. Nous
prenons quatre valeurs différentes du parameétre v dans les expérimentations :
1072, 1071, 1 et 10. Nous faisons varier la probabilité p de 0,05 & 1 par pas de
0,05. Pour chaque combinaison de p et 7, cent graphes différents sont engendrés.

Expérimentations Nous comparons deux approches de partitionnement de
graphe dans cette partie : le blockmodeling stochastique et I’approche MODL.
La maniére dont sont engendrées les données est favorable au blockmodeling
stochastique car le modeéle génératif des données est similaire au modéle inféré
par cette méthode. Les deux approches cherchent des co-clusters d’arcs de
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(a) Parameétre de concentra- (b) Paramétre de concentra-
tion v = 1072 tion v = 1071
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(c) Paramétre de concentra- (d) Parameétre de concentra-
tion vy =1 tion v =10

FIGURE 3.7 — Exemples de données engendrées suivant le modeéle génératif avec
différents parameétres de concentration du processus du restaurant chinois ~.
La probabilité p vaut 1 dans les quatre cas.

densités homogeénes. L’hypothése est faite que ces arcs sont engendrés suivant
un modele génératif. Les deux approches cherchent a en inférer les parameétres.
L’approche MODL est implémentée dans le logiciel Khiops, qui a été utilisé
pour cette étude. Pour le blockmodeling stochastique, nous utilisons I’approche
de Latouche et al. (2010), implémentée dans le logiciel Mizer (Ambroise et al.,
2010). Dans cette implémentation, il est nécessaire de spécifier en parameétre
les nombres de clusters minimal et maximal. De maniére & pouvoir comparer
les deux approches, nous spécifions un nombre de clusters pouvant aller de 1 a
100.

Résultats Dans les graphiques de la figure 3.8, on utilise de nouveau les
diagrammes en violon pour montrer 1’évolution de I'indice de Rand ajusté entre
la vraie partition du graphe et les partitions obtenues par les approches compa-
rées (MODL et le blockmodeling stochastique) en fonction de la probabilité de
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connexion des clusters. On ne s’intéresse pas au nombre de clusters car il peu
différer d’un graphe a 'autre pour une méme combinaison de p et ~.
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FIGURE 3.8 — Indice de Rand ajusté en fonction de p la probabilité de connexion
des clusters. L’expérience compare les résultats trouvés par MODL et par
une approche de blockmodeling stochastique (SBM) pour quatre différents
parameétres de concentration v du processus du restaurant chinois.
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Pour les valeurs 1072, 107! et 1 du paramétre de concentration du processus
du restaurant chinois, l'indice de Rand ajusté évolue de maniére similaire pour
chacune des approches. Lorsque la probabilité de connexion des clusters est
faible, 'approche MODL ne produit aucune partition du graphe. A partir de
p = 0,25, des structures sont retrouvées. L’ARI median croit avec la probabilité
de connexion des nceuds jusqu’a une valeur autour de 0,9, qui n’est jamais
excédée. Cela signifie que MODL trouve des partitions qui coincident de
mieux en mieux avec la partition du graphe engendrée. En faisant croitre la
probabilité de connexion de noeuds, on fait également croitre le nombre d’arcs,
ce qui explique ce gain d’ARI. L’approche de blockmodeling stochastique
nécessite beaucoup moins d’arcs pour inférer une structure. Dés p = 0,05,
I’ARI est fort. L’approche infére donc une partition pertinente vis-a-vis de la
partition engendrée, méme avec trés peu de données. L’ARI médian obtenu
avec ’approche de blockmodeling stochastique est meilleur que I’ARI obtenu
avec MODL, mais la variance des résultats est trés forte. On obtient des ARI
négatifs pour certains graphes, ce qui signifie que la partition obtenue est pire
qu’une partition aléatoire. Pour des fortes valeurs de p, les partitions inférées
par le blockmodeling stochastique sont de qualité supérieure aux partitions
trouvées par 'approche MODL. Le blockmodeling stochastique parvient &
trouver la bonne partition (ARI de un), ce que MODL ne parvient pas a
faire. On note malgré tout que les partitions de MODL ont tendance & étre
plus parcimonieuses en nombre de clusters que les partitions obtenues par
application du blockmodeling stochastique.

Pour une valeur v = 10 du parameétre de concentration du processus du
restaurant chinois, 1’évolution de l'indice de Rand ajusté médian est quasi
linéaire pour les deux approches. Le blockmodeling stochastique parvient
beaucoup mieux & reconnaitre la structure que MODL. La figure 3.7.(d) montre
a quel point la structure est complexe : il y a un grand nombre de clusters treés
peu peuplés. Pour retrouver ce type de structures, I’approche MODL a besoin
d’un grand nombre de données, ce qui n’est pas le cas ici car les arcs sont
simples, ce qui implique que leur nombre est limité par le nombre de nceuds.
Pour les graphes construits avec ces parameétres, le blockmodeling stochastique
produit systématiquement une partition alors que MODL, dans la plupart des
cas, ne parvient pas a produire des clusters.

Pour I’ensemble des diagrammes de la figure 3.8, on remarque que la variance
de ’ARI entre la partitions trouvées par le blockmodeling stochastique et les
partitions engendrées est bien plus forte que la variance de I’ARI entre les
partitions trouvées par MODL et les partitions engendrées. L’approche MODL
est bien plus parcimonieuse que le blockmodeling stochastique. MODL a donc
tendance & sous-partitionner le graphe mais avec une qualité constante. Au
contraire I'approche de blockmodeling stochastique trouve la plupart du temps
beaucoup plus de clusters. Dans certains cas, I’ARI entre la partition trouvée
et la partition engendrée vaut 1, ce qui signifie que la partition inférée est la
partition engendrée. Mais dans d’autres cas, on a un ARI négatif : la partition
produite est pire qu'une partition aléatoire. L’approche MODL est donc plus



56 CHAPITRE 3. CO-CLUSTERING, APPLICATIONS DIVERSES

« prudente » que le blockmodeling stochastique dans le sens ou elle ne fait pas
émerger de structures non pertinentes, mais nécessite un plus grand nombre
d’observations pour trouver des clusters.

Pour p = 1 et pour les deux approches comparées, I’ARI ne vaut jamais
1. Cela signifie que la structure trouvée n’est pas celle qui a été engendrée.
Les clusters ne contenant qu’un seul nceud sont rarement trouvés. C’est ce
qui explique cette valeur de I’ARI. Boullé (2012, EGC) a montré que dans le
cas d’un biclustering de variables nominales, la répartition des arcs dans les
biclusters trouvée par ’approche MODL converge asymptotiquement vers la
vraie loi de probabilité jointe des variables. En augmentant le nombre d’arcs de
maniére a construire un multigraphe et en conservant la répartitions des arcs,
on inférerait la vraie partition du graphe. Dans I’étude comparative sur des
multigraphes de la section 3.3.3, on a identifié trois phases dans 1’évolution de
I’ARI en fonction du nombre d’arcs engendrés : une phase initiale ot aucune
structure n’est trouvée, une phase transitoire ol une structure partielle est
inférée et le régime asymptotique ou la vraie structure est obtenue. Dans les
expérimentations présentées ici, on retrouve les deux premiéres phases. Au
début, aucune structure n’émerge car les observations sont trop peu nombreuses,
puis a partir de p = 0,25 (degré moyen des noeuds de 12) la structure commence
a apparaitre. Le nombre d’arcs engendrés n’est cependant jamais suffisant pour
trouver intégralement la structure du graphe.

De maniére générale, 'approche de blockmodeling stochastique produit
des meilleurs résultats que MODL sur ces données. Cependant, les données
ont été engendrées de maniére a étre favorable a 'approche de blockmodeling
stochastique. L’utilisation de cette approche est surtout bénéfique lorsque les
probabilités de connexions des clusters sont faibles. Dans le cas contraire, on pré-
fere utiliser MODL car les résultats sont plus stables. En termes d’algorithmique,
I’approche MODL est plus rapide que le blockmodeling stochastique : le temps
de calcul pour réaliser ’ensemble de ces expériences est de quelques minutes
pour MODL et d’environ deux jours pour le blockmodeling stochastique.

Les expérimentations des sections 3.2.4 et 3.2.5 ont montré que ’approche
MODL est adaptée au partitionnement de graphes. Dans MODL, 'unité sta-
tistique est 'arc. L’application de cette approche est donc plus pertinente
pour traiter des multigraphes que des graphes simples. Les données ont été
engendrées artificiellement suivant deux protocoles menant & des structures
trés différentes. Dans les deux cas, ’approche MODL s’est montrée robuste et
performante, ce qui montre la flexibilité de son utilisation dans les problémes de
clustering de nceuds dans les graphes. Nous n’avons pas étudier le probléme des
clusters chevauchants dans cette section, ’approche MODL n’est actuellement
pas con¢u pour détecter ce type de motifs. Néanmoins, I'introduction d’une
nouvelle formalisation du probléme pourrait permettre de détecter ce types de
structures.
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3.3 Le triclustering hétérogéne pour ’analyse
de graphes temporels

Dans la continuité de 1’analyse de graphes, on propose maintenant de
considérer une évolution temporelle des clusters. Le co-clustering permet de
réaliser une partition simultanée de plusieurs variables descriptives des données.
Dans le cas des graphes simples, les deux variables sont les noeuds source et les
neeuds cible. Dans le cas de graphes temporels, il suffit d’ajouter une troisiéme
variable qui est le temps. On parlera alors de co-clustering en trois dimensions
ou encore de triclustering. Dans cette partie, nous formalisons le probléme de
la segmentation de graphes temporels pour le traiter par le co-clustering et
menons des expérimentations sur des données artificielles. Des expérimentations
sur des données réelles du réseau de vélo en libre service de Londres ont été
réalisées dans Guigourés et al. (2012).

3.3.1 Etat de lart des approches de clustering de
graphes temporels

Contrairement a I’étude des graphes statiques, ’analyse des graphes tem-
porels est relativement récente. Un graphe temporel est un graphe qui évolue
sur une période de temps définie pouvant modéliser, par exemple, des échanges
d’emails sur une année ou encore des transactions commerciales pendant deux
mois. Plusieurs types d’études peuvent étre menées sur des données de cette
nature. Leskovec et al. (2005) s’intéressent a 'évolution des paramétres carac-
téristiques du graphe au cours du temps, comme le nombre d’arcs, le degré
moyen des nceuds ou encore le diamétre du graphe, c’est-a-dire la distance
maximale entre deux noeuds du graphe. Xing et al. (2010) utilisent 'approche
de blockmodeling stochastique d’Airoldi et al. (2008) pour étudier I'appar-
tenance des nceuds aux différents clusters et étudient I’évolution de cette
appartenance au cours du temps. Ici, nous cherchons a déterminer la meilleure
partition du graphe temporel, c¢’est-a-dire le meilleur clustering de nceuds et le
meilleur découpage temporel permettant de mettre en évidence des ruptures
dans ’évolution du graphe.

Les premiéres études des graphes temporels ont cherché a adapter les
critéres déterministes utilisés pour déterminer la structure des graphes statiques.
Hopcroft et al. (2004) se sont les premiers intéressés a 1’évolution des clusters
de noeuds dans le temps. Dans leur approche, le graphe temporel est étudié
comme une séquence de graphes statiques. Pour chaque graphe statique, une
classification hiérarchique ascendante est utilisée afin de retrouver la structure de
clustering. La mesure de similarité est une mesure de cosinus qui est couramment
employée pour la fouille de données textuelles (Li et Jain, 1998). Une fois, les
clusters obtenus, des nceuds sont aléatoirement retirés et les clusters peu
affectés par cette perturbation du graphe sont appelés Communautés naturelles.
L’évolution de ces clusters est étudiée d'un graphe statique a 'autre de la
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séquence mettant en évidence la naissance, le peuplement et la mort du cluster.

Palla et al. (2007) proposent une adaptation de la méthode de cligue
percolation (Palla et al., 2005) pour les graphes temporels. Le principe est
également d’étudier une séquence de graphes statiques. Le graphe au temps ¢
est fusionné avec le graphe au temps ¢ + 1, et la méthode de clique percolation
(capable de détecter des clusters chevauchants qui n’apparaissent que rarement)
est appliquée sur le graphe obtenu. Le cluster a ¢ + 1 qui a le chevauchement
maximal avec un cluster au temps t est considéré comme la version évoluée du
cluster au temps ¢. Ainsi, on peut suivre I’évolution des clusters au cours du
temps et quantifier leur stabilité en utilisant un indice de Jaccard (Duda et al.,
2001) entre les clusters au temps ¢ et les clusters au temps ¢ + 1.

Sun et al. (2007) ont utilisé une méthode basée sur la théorie de I'information
nommeée GraphScope. Cette méthode est assez proche de MODL dans le sens ot
elle minimise un critére basée sur une approche MDL (Griinwald, 2007), avec un
logarithme de probabilité a priori codant les parameétres de modélisation et un
logarithme de la vraisemblance du modéle codant 'information présente dans
la partition du graphe. Cependant, GraphScope calcule le clustering des noeuds
et la discrétisation temporelle en deux étapes indépendantes, contrairement a
MODL qui engendre le graphe image en une seule étape.

Les méthodes précédemment citées calculent la discrétisation temporelle et
les clusters dans deux phases distinctes. Par conséquent, les corrélations entre
la structure de clustering des nocuds et le temps ne sont pas capturées. De
plus, considérer un graphe temporel comme une succession de graphes statiques
requiert une pré-discrétisation du temps, ce qui pourrait faire disparaitre des
motifs trés fins des données. Enfin, comme le souligne Fortunato (2010), ces
méthodes sur des données bruitées trouvent des clusterings de nceuds trés
différents d’un graphe de la séquence a 'autre, et donc I’évolution temporelle
de la structure sous-jacente du graphe n’est pas retrouvée.

En réalisant une partition simultanée de trois variables, le triclustering est
une bonne solution pour intégrer la discrétisation temporelle et la construction
des clusters dans une méme phase. Zhao et Zaki (2005) ont déja utilisé le tri-
clustering pour étudier I’évolution de données d’expression de génes. Cependant
leur approche est basée sur la détection de motifs locaux et n’est donc pas
comparable & MODL qui est, quant a elle, mieux adaptée a l'analyse de la
structure globale et donc des graphes temporels.

3.3.2 MODL pour les graphes temporels

Le graphe est considéré comme un ensemble d’arcs décrits par trois variables :
le nceud source, le nceud cible et une estampille temporelle. Nous considérons
I’ensemble des nceuds constant dans le temps et ’étude se fait sur une période
déterminée. Le temps est donc une variable temporelle définie sur un intervalle
[Tonins Trnaz]- Notons que si on observe I'apparition d’un acteur dans le graphe,
celui-ci est traité comme s’il était présent dés T,,;, mais inactif jusqu’a son
apparition. De la méme maniére s’il disparait du graphe, le nceud reste présent
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dans le graphe mais devient inactif. Avoir un ensemble des noeuds constants
n’est pas un probléme puisque les observations sont les arcs dans I’approche
MODL.

Un graphe temporel est donc un graphe dont ’ensemble des arcs évolue
au cours du temps. Le temps est une variable continue qui est discrétisée en
intervalles. Le graphe image est une séquence de graphes statiques, représenta-
tions synthétiques du graphe initial projeté sur chaque intervalle de temps. Le
tableau 3.2 donne les notations.

L’utilisation du triclustering pour ce type d’études ne permet pas de faire
apparaitre une évolution du contenu des clusters. Ainsi, si certains noeuds
passent d'un cluster 1 & un cluster 2 au cours de la période étudiée, on considére
qu’il y a trois clusters : les noeuds changeant de clusters sont groupés dans un
cluster 3, similaire au cluster 1 avant la migration des nocuds et similaire au
cluster 2 aprés la migration des nceuds.
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