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Introduction

Dans ce travail, notre intérét porte sur la théorie des déformations appliquée & la construc-
tion d’extensions galoisiennes & travers les déformations localement abéliennes, ou plus
exactement presque extraordinaires.

Ce manuscrit est composé de trois chapitres. Le chapitre 1 propose des rappels sur les
déformations galoisiennes. Le chapitre 2 est consacré aux déformations presque extra-
ordinaires en p, ici p est un nombre premier. Notre théoréme principal est un résultat de
relévement de représentations résiduelles presque extraordinaires (cf. théoréme B). Comme
conséquence, on montre l'existence, pour certains premiers p, d’extensions galoisiennes de
Q(ppee ) non-ramifiées en p dont le groupe de Galois est isomorphe a SLy(Z,,) (cf. théoréme
C). Ici, Q(pup) est I'extension obtenue & partir de Q@ en ajoutant les racines de 'unité
d’ordre une puissance de p. N

La motivation initiale du chapitre 3 est de décrire une pro-p-extension Kg/ K dont la
définition s’inspire du cas presque extraordinaire du chapitre 2. Le point de vue est
purement arithmétique, la méthode aussi. On détermine le nombre minimal de générateurs
et de relations du groupe de Galois de Kg: /K (cf. théoréme 3.4.1). Comme conséquence, on
obtient des exemples nouveaux de pro-p-groupes de Galois libres & plusieurs générateurs.
On donne également une application en déformant une représentation de Gal(KZ /K). Les
deux derniers chapitres sont indépendants, méme si le cadre du chapitre 3 s’inspire du
chapitre 2.

Nous détaillons le contenu des chapitres en présentant le contexte général et les méthodes
de démonstration de nos résultats.

Chapitre 1. Déformations galoisiennes : rappels

Commencons par présenter le contexte de notre travail. Soit p un nombre premier. On
note respectivement Q et @p une cloture algébrique de Q et de Q. On fixe un plongement
Q— 0,

A chaque forme modulaire f parabolique, propre, normalisée de poids k > 2 et de niveau
N > 1, on peut associer une représentation py : Gal(Q/Q) — GL2(Q,) continue et non-
ramifiée en dehors de pN grace aux travaux de Deligne (cf. sous-section 1.5.3).

En réduisant ps (et en semi-simplifiant), on obtient une représentation résiduelle ps :
Gal(Q/Q) — GL2(F,) continue, impaire et non-ramifiée en dehors de pN (cf. théoréme
1.5.7).

Un probléme inverse apparait et porte sur 'existence de relévement d’une représentation
résiduelle p : Gal(Q/Q) — GLo(F,) continue, irréductible, non-ramifiée en dehors d'un
ensemble fini de premiers. Pour donner un sens précis & cette question, il s’agit de savoir
ce que l'on entend par relévement. Comme p est continue, elle prend ses valeurs dans
un corps fini F de caractéristique p. On note Cla catégorie des anneaux locaux, complets,
Noetheriens de corps résiduel F (cf. sous-section 1.1.1). On regarde alors les représentations
continues pg : Gal(Q/Q) — GLy(R) telles que (pr mod mp) = p, ot R € C et ont mp est
I'idéal maximal de R. Les relévements de g dont on parle par la suite sont de cette forme().
Ce chapitre est consacré a ce probléme de rélévement (cf. théoreme 1.3.9). On rappelle la

M Dans| |, Hida construit des représentations a valeurs dans GL2(Z,[[X]]) & partir de formes ordinaires
(p-adiques).



théorie de Schlessinger (cf. sections 1.2 et 1.1) ainsi que la théorie des déformations "a la
Mazur" (cf. sections 1.3 et 1.4), Pexposition est classique et les démonstrations bénéficiant
d’une référence précise dans la littérature ne sont pas reproduites. On termine par des
rappels sur les formes compagnons (cf. sous-section 1.5.4).

Chapitre 2. Relévement de représentations presque extraordinaires en p

Notre approche est motivée par le principe suivant : "les représentations galoisiennes asso-
ciées aux formes modulaires (|[DS|) permettent de construire des extensions galoisiennes,
de décrire les groupes de Galois de ces extensions et d’en connaitre la ramification". Le
maniére dont Ribet démontre le résultat ci-dessous illustre ce principe.

Théoréme 0.0.1 (|[Ri], Th.1.2). — Soit 2 < k < p — 3 un entier pair. Supposons que le

nombre premier p divise le k-éme nombre de Bernoulli By,.

Alors il eziste une extension galoisienne E/Q contenant Q(py) telle que :

(a) E/Q(up) soit non-triviale et non-ramifiée,

(b) le groupe H = Gal(E/Q(pp)) soit abélien de type (p,...,p),

(c) sige€ G =Gal(E/Q) eth € H, alors : ghg™ = xp(g)* 1 h, ot x,, désigne le caractére
cyclotomique.

Ribet exhibe une forme modulaire f dont les coefficients du g-développement vérifient des
congruences heéritées de I'hypothése de divisibilité p|By ([Ri], Th.3.7). On note pripet :
Gal(Q/Q) — GLy(FF) la réprésentaion associée a f, ot F désigne un corps fini de caracté-
ristique p.

La représentation pripe: €st continue et non-ramifiée en dehors de p. De plus, pripet €st
une extension non-triviale de la représentation associée & la puissance X’;_l du caractére
cyclotomique par la caractére trivial :

_ 1 *
PRibet = 0 Xl;—l

et la restriction de ppiper au sous-groupe de décomposition en p est diagonalisable ([Ri],
Th.1.3). Le corps E du théoréme ci-dessus est alors défini comme le sous-corps fixe par

ker (PRibet)-

Cas ordinaire. — Soit p : Gy — GL2(F,) une représentation continue, ot Gg )
désigne le groupe de Galois de 'extension maximale de Q qui est non-ramifiée en dehors
de p (nous n’imposons aucune condition sur les places archimédiennes). On suppose p
absolument irréductible. Dans ce cas, il existe une déformation universelle p : G,y —
GL2(R(p)) de p (cf. théoréme 1.3.9).

Nous accordons notre attention au cas ou p est ordinaire(® (sous-entendu en p). Cela
signifie que la restriction de p au groupe de décomposition en p est isomorphe &

X1 *
0 X2 ’

1] arrive que la condition de ramification soit imposée a x2 au lieu de x1. On passe d’un cas & l’autre
en remplagant p par p ® det (ﬁ)fl. Le probléme de déformation est le méme dans chacun des cas (cf.
proposition 1.3.19).
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avec x1 non-ramifié et xo ramifié (cf. exemple 1.4.7). La représentation priper de Ribet est
un exemple de représentation ordinaire en p. Mazur montre existence de la déformation
universelle ordinaire de p (| |, §.30) notée par la suite :

p?: Go,gpy — GL2(R?), ot R? désigne I'anneau de déformation ordinaire de p.

L’anneau de déformation R(p) se surjecte sur R° (cf. théoréme 1.4.5 et proposition 1.4.8).
Sous T’hypothése det (p) ¢ {LX%l,Xz(vp_l)/Q}, Mazur décrit le noyau de cette surjection
en mettant en évidence des générateurs particuliers des sous-groupes de décomposition et
d’inertie (| |, §.3 et §.8) ; ce dévissage repose sur la méthode mise au point par Boston
pour expliciter la déformation universelle grace a la théorie des pro-p-groupes (cf. section
3.6).

On rappelle maintenant une fagon d’obtenir des représentations résiduelles p ordinaires.
Soit f = >, ang" € Sk(T'1(1),F,)(e) une forme parabolique modulo p, propre pour les
opérateurs de Hecke et normalisée (cf. section 1.5.3). On suppose f ordinaire, i.e. a, # 0.
Sip: Gopy — GL2(F)) est associée a la forme f® (et sile poids de f vérifie 2 < k < p+1),
alors la représentation p est ordinaire (cf. théoréme 1.5.10). On choisit de travailler avec la
réprésentation p associée & la forme ordinaire f. Dans ce cadre, 'anneau R° posséde une
description dans laquelle anneau de déformation A du caractere

det (p) : GQ,{p} — GLl(Fp)

joue un role central.

On sait que A est isomorphe a l'algébre d’Twasawa Z,[[X]] (cf. exemple 1.3.22). Comme
R? induit une déformation du caractére det (p), 'anneau R° est naturellement muni d’une
structure de A-module. Par ailleurs, ’algébre de Hecke T, définie dans | | (8§.6) et
introduite par Hida®, est de type fini et plate sur A si p > 5 (] |). Lorsque p > 5, il
existe une déformation de p & T, notée :

pHida * Go,py — GL2(T).

Cela provient de la théorie de Hida (] |, Th.4) et signifie que toute déformation de p
attachée & une forme p-adique ordinaire sa factorise grace a pr;qq. Par conséquent, il existe
une application

R°—T
qui est conjecturalement un isomorphisme(®) (| |)- On sait que cette application est
surjective. La conjecture "R° ~ T" implique que

P° > PHida
et posséde par conséquent une interprétation en termes de déformation. Elle signifie qu’une

déformation ordinaire est modulaire, autrement dit chaque déformation ordinaire de p se
trouve associée a une forme modulaire p-adique ordinaire (| D).

() Au lieu de considérer une forme f modulo p, on pourrait prendre une forme f classique. Dans ce cas,

c’est la condition "a, est un unité p-adique" qui assure que la représentation p; est ordinaire (| D-
#On devrait le noter R(det (p)) selon la convention adoptée pour les anneaux de déformation universel.
®)Dans [ |, cette algebre est définie comme un localisé de h2™.

©)si p > 5 et silarestriction de pa Q ( (fl)pTﬂp> est une représentation absolument irréductible, alors

la conjecture "R° ~ T" est vérifiee ([Wi], Th.3.3).
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Supposons, jusqu’a la fin de cette introduction, que R° >~ T et que T ~ A. Il en résulte que
R(p) est isomorphe & I’algébre des séries formelles a trois indéterminées sur Zj, (| ])-
Pour la suite, on suppose que le caractére € de la forme f associée & p est le caractére trivial.
Dans cette situation, le déterminant de la représentation p°, connu grace a la théorie de
Hida (| |, §.2 ou [GV], §.3), s’exprime de la fagon suivante

det (p°) : Goypy — A% .
o = bl (D)

ol [xp] est le relevement de Teichmiiller du caractére cyclotomique mod p et ot I'application
s provient de la théorie du corps de classes :

Go,(py  Gal(Q¥/Q) =~ (1+pZp)
o = (1+p)5@),

On en vient & présent & décrire I'extension Q(p°) qui désigne le sous-corps fixe par p°.
Puisque 'on dispose de 'expression de det (p°), on s’appuie sur le sous-corps Q(det (p°))
fixe par ker det (p°) pour étudier Q(p°).

Si (k — 1) est premier avec (p — 1), alors il résulte de Q(det (p°)) C Q(p°) que

Qup=) € Q(p°).

L’extension Q(p°)/Q est non-ramifiée en dehors de p. Pour connaitre la ramification de
Q(p?)/Q, il suffit ainsi de regarder la ramification de I'extension Q(p?)/Q(pp). Or, lorsque
(k — 1) est premier avec (p — 1), la restriction de p°® au sous-groupe d’inertie en p de

Q(p?)/Q(ppe=) est isomorphe a
1 *
(0 1)

Dans la suite, le désir de tuer la ramification en p nous améne vers le cas ou I’étoile "*"
disparait. Mais avant, voyons ce que ’on connait de 'image de p°.

Si I'image de p contient SLy(F)p) et si pged(k — 1,p — 1) = 1, alors I'image de p® contient
SLa(A) (] |, Appendix, Prop.3) et donc :

Gal(Q(p?)/Q(pp=)) == SLa(A).

L’hypothése concernant 'image de p est discutée dans la suite de l'introduction. Notons
que si p > 5 et si SLy(F,) C imp, alors la conjecture "R° ~ T" est vérifiée d’apres [Wi]

(Th.3.3) car la restriction de p a Q ( (—1)1021p> est absolument irréductible.

Cas extraordinaire et travail d’Ohtani. — On se souvient que la représentation
p: G py — Gl (Fp) est associée & la forme ordinaire f et qu’elle est supposée absolument
irréductible. Dans [Oh], Ohtani étudie le cas ou p est extraordinaire en p, i.e. lorsque la
restriction de p au groupe de décomposition en p est isomorphe & la somme de deux
caracteres
X1 7 X2

avec x1 non-ramifié et yo ramifié.

Avant de parler des déformations extraordinaires de p, on rappelle comment obtenir des
représentations résiduelles p extraordinaires. Grace a un théoréme de Gross (cf. théoréme
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1.5.14 et lemme 1.5.13), on sait que la représentation résiduelle attachée a f est extra-
ordinaire en p si et seulement si f admet une forme compagnon. On remarque que si
P Go,ipy — GL2(IF,) est une représentation impaire(") et absolument irréductible, alors
on a ’équivalence : p’ est extraordinaire si et seulement si g’ est associée a une forme com-
pagnon. Ceci est une conséquence de la conjecture de Serre (| |, pour le cas N = 1)
combinée au théoréme de Gross évoqué précédemment.

On suppose désormais que p est une réprésentation extraordinaire. Il existe une déformation
extraordinaire p® : G (py — GL2(R*) de p et comme une déformation extraordinaire est
en particulier ordinaire, il existe une surjection R® — R (cf. proposition 1.4.8). Ohtani
montre que si x1X5 L4 X;H, alors le noyau de la surjection R° — R est un idéal principal,
que nous notons (b) (cf.[Oh], Coro.2.2). Comme on a supposé d’une part que R° ~ T et
d’autre part que T ~ A, il vient :
R ~ A/(V),

ou (b') désigne 'image de (b) dans A. Dans ce contexte, Ohtani montre que la dimension
de Krull de R®° vaut 1, cela passe par la théorie des formes p-adiques & multiplication
complexe (|Oh], Lem.3.3).

On en vient a décrire 'extension galoisienne construite grace a p®, i.e. le corps Q(p®°)
deéfini comme le sous-corps fixe par ker (p°). Il se trouve que la déformation extraordinaire
p° est localement abélienne, autrement dit 'image de chaque groupe de décomposition
par p est abélienne. 1l en résulte, grace & la théorie du corps de classes, que 1’extension
Q(p°°)/Q(pp) est non-ramifiée. On termine cette description avec le résultat principal de

| concernant le groupe de Galois de Q(p®°)/Q(pp=). Supposons que p > 5, que SLa(F))
soit contenu dans l'image de p et que pged(k — 1,p — 1) = 1. Alors le groupe de Galois de
I'extension non-ramifiée Q(p®°)/Q(pp=) est isomorphe a

SLo(A/(1)) (JOh], Th.0.1).

Il ne manque qu’une seule information pour étre en possession d’une description compléte
de Q(p°°)/Q(ppe). On sait que la dimension de Krull de R® vaut 1 et que R® ~ A/(V),
mais on ne sait pas si b est divisible par p®. Supposons un instant que ¥ = X. Alors la
représentation

P Go,ipy — GLy(R°)

est modulaire & twist prés; il s’agit d’une conséquence du théoréme principal de | |
combiné a la preuve de la conjecture de Serre par Khare-Wintenberger pour le niveau
N=1( |, Cor.1.4).

Nos résultats. — Déterminer si p|b’ constitue la motivation initiale de mon travail. On
change de cadre en s’intéressant aux déformations de représentations presque extraordi-
naires®), cela tient & la méthode employée. Car si les objets sont de méme nature que ceux

(M Je ne connais pas d’exemple naturel de représentation extraordinaire qui soit paire.

®)Le théoréme de préparation de Weierstrass indique de (b') = (p* P(X)), ot i € N et P est un polynome
distingué de A ([Wa], Th.7.3).

1anneau de déformation presque extraordinaire R™°° existe; avec les notations de [Oh], on sait que
R"™° ~ R(p)/(b,c) et que R*° ~ R(p)/(a—1,b,c) (JOh], §.2). Le morphisme naturel qui va du foncteur de
déformation extraordinaire vers le celui de déformation presque extraordinaire n’est pas lisse (cf. définition
1.2.2).
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présentés précédemment, notre approche est différente puisqu’elle repose sur la méthode
de Ramakrishna (cf | |), formalisée par Taylor (| D-

Soit p : G gpy — GL2(IFp) une représentation continue, impaire et absolument irréductible.
On dit que p est presque extraordinaire si sa restriction au groupe de décomposition en p
est isomorphe & la somme de deux caractéres.

Dans la suite, indiquons deux différences avec les deux cas présentés précédemment :

e on oublie la condition associée & l'action de 'inertie en p. Cela présente 'avantage de
pouvoir utiliser la méthode Taylor-Ramakrishna évoquée en fin d’introduction. Cependant,
il y a un inconvénient : on ne peut pas aborder la question de modularité du relévement.

e les déformations que 1'on considére sont a déterminant fixé (cf. sous-section 2.1.2) ; cela
revient & travailler avec des groupes de cohomologie & valeurs dans Ad°(p) et non plus
dans Ad(p). Cette seconde différence met & notre disposition un dévissage cohomologique
(cf. lemme 2.4.1).

Jusqu’a la fin de l'introduction, les déformations sont supposées étre & déterminant fixé.

Le résultat principal s’énonce :

Théoréme A. — Soit p : Gg — GLo(F,) une représentation continue, impaire et non-
ramifiée en dehors de p, avec p > 5. On suppose p presque extraordinaire en p. De plus,
supposons que SLa(Fp) C im(p).

Alors il existe un relévement p : Gg — GL2(Zy,) de p et un ensemble fini de premiers T
contenant p tels que

p soit T-ramifiée et P|Gg, SOut isomorphe & la somme de deuz caractéres.
92

Le théoréme suivant est une conséquence du théoréme A, il fait appel aux formes compa-
gnons et s’obtient en reformulant le corollaire 2.5.4.

Théoréme C. — Soit p € {107,139,271,379}.
Alors il existe une extension galoisienne M /Q(pp) non-ramifiée en dehors d’un ensemble
fini de places ne contenant pas p et telle que

Gal(M/Q(pp)) ~ SLa(Zp).

On donne les idées de la preuve du théoréme C. L’extension M n’est rien d’autre que le corps
Q(p) fixe par le noyau du relévement p dont l'existence est assurée par le théoréeme A. Un
résultat de relevement de Serre indique que I'image de p contient SLy(Z,,) puisque celle de p
contient SLy(F),) (cf. proposition 2.5.2) ; ici nous n’utilisons pas le résultat de Boston évoqué
dans le cas ordinaire (| |, Appendix, Prop.3). Enfin, comme une déformation presque
extraordinaire de p : Gg — GL2(IF,) est localement abélienne, I'extension M /Q(pp~) est
non-ramifiée en p. On renvoie & la section 2.5 pour les détails.

Pour terminer, on discute des hypothéses et on donne le gotit de la démonstration du
théoréme A. En réalité, on démontre un résultat plus général (cf. théoréme B) ; comme les
idées en jeu sont les mémes, on expose le cas plus simple du théoréme A.

La démonstration du théoréme A repose sur la méthode de Taylor-Ramakrishna qui assure
Pexistence d'une déformation presque extraordinaire de p prenant ses valeurs dans Z,. De
fagon générale, en combinant des théorémes de modularité avec la méthode de Taylor-
Ramakrishna, on peut espérer que le relevement fourni est modulaire ([ | et [Ge],
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par exemple). Le cadre presque extraordinaire n’offre pas cette application puisque nous
n’avons aucun contréle sur I'image de l'inertie en p.

On peut résumer la méthode de Taylor-Ramakrishna de la fagon suivante. On commence
par montrer que les restrictions locales de p possedent une déformation a valeurs dans Z,
(cf. définition 2.2.4 et section 2.3). Ensuite, on voit qu’un groupe de Selmer mesure 1'obs-
truction & ce qu'une déformation extraordinaire de p a Z, existe, il s’agit d’'un principe
local-global appliqué au foncteur de déformation presque extraordinaire de p (cf. proposi-
tions 2.2.9 et 2.2.10). Pour terminer, grace au théoréme de densité de Cebotarev, il existe un
algorithme pour trivialiser le groupe de Selmer en question. Cela ajoute de la ramification,
c’est de 1a que vient ’ensemble fini de places T' (cf. proposition 2.4.4).

L’initialisation de l'algorithme impose & p d’étre impaire (cf. corollaire 2.3.5). Par ailleurs,
dans le cas extraordinaire, cette étape d’initialisation fait défaut (cf. sous-section 2.3.3) et
c’est pour cette raison que nous travaillons avec des déformations presque extraordinaires
plutét qu’avec des déformations extraordinaires. Par ailleurs, supposer p > 5 implique
que le groupe PGLy(F,) n’est pas résoluble et que H'(SL2(F,), Ad(5)) = (0) (cf. lemme
2.4.1). Ces deux points interviennent dans l’algorithme (cf. sous-section 2.4.2) sachant que
I'image de p est supposée contenir SLy(IF)). Parlons de cette hypothése concernant 'image
de p. Comme p est impaire, absolument irréductible et non-ramifiée en dehors de p, on sait
qu’il existe une forme modulaire de niveau 1 a laquelle p est attachée (| ])- Or, dans
ce cas, il n’y a qu'un nombre fini de premiers p pour lesquels SLy(F,) € im(p) (| I,
Th.l())(lo). Cette hypothese sur 'image de p s’avére donc naturelle.

On propose de terminer cette introduction par un exemple. Dans le théoréme C, les premiers
p sont choisis de sorte qu’il existe une forme compagnon f modulo p de niveau N = 1,
a caractére trivial, de poids k avec pged(k — 1,p — 1) = 1 et SLa(FF,) € im(p), ol p est
attachée a f. L’hypoteése "pged(k — 1,p — 1) = 1" n’est présente que pour s’assurer que
Q(det(p)) = Q(pup) et permet d’énoncer un résultat uniforme.

Si p est différent de
2,3,5,7,11,31,59 et 3617,

alors I'image de la représentation p : Ggpy — GLa(F,) attachée a Ay (la forme pa-
rabolique propre et normalisée de poids 16) contient le groupe SLa(F,) (| |, §.3.5).
Des calculs menés par Elkies et Atkin (cf. sous-section 1.5.4) indiquent que Aig est une
forme compagnon modulo 397, de niveau N = 1. On désigne par p le relévement fourni
par le théoréeme A. Alors l'extension Q(p)/Q(det(p)) est non-ramifiée en p de groupe de
Galois isomorphe & SLa(Z)y) et ici Q(det(p)) C Q(up~) car pged(k — 1,p — 1) = 3, avec
k=16,p = 397.

Chapitre 3. Arithmétique des extensions peu ramifiées en p

Soit K un corps de nombres, soit S et T deux ensembles finis et disjoints de places de K
avec T formé uniquement de places au-dessus de p. On note S, ’ensemble des places de S

(19)Sj I'image d’un représentation associée une forme modulaire ne contient pas SLo (Fp), alors cette image
est contenue dans un sous-groupe de Borel, dans un normalisateur d’un sous-groupe de Cartan ou son
image dans PGL(F)) est isomorphe au groupe symétrique Ss ([ |, §-3.2). Khare a montré I'existence
de relévements a Z, lorsque I'image est contenue dans un sous-groupe de Borel (] |, Th.2), mais sans
controler le comportement local du relévement.
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au-dessus de p. On fixe K une cloture algébrique de K. Le couple (r1(K),ro(K)) désigne
la signature de K. On note K¢ la Z,-extension cyclotomique de K.

Par définition, f(g est la plus grande pro-p-extension de K¢ non-ramifiée en dehors de S
et totalement décomposée en T'. Le pro-p-groupe de Galois de K g /K est désigné par C:’g
Notre désir d’étudier l'extension IN(g/K trouve son origine dans le chapitre 2 ou des
extensions de Q(pp~) non-ramifiées en p sont exhibées grace aux représentations associées
aux formes compagnons. Dans le cas ot K = Q,p ¢ S et T = (), on peut voir une analogie
entre une extension de Q(jp ) non-ramifiée en p et une sous-extension de I?g qui contient
Keve,

Quand Q est un pro-p-groupe, on note H*(Q) le groupe de cohomologie H'({2,F,), ou
1 =1,2. On souhaite donc déterminer :

(i) dimg, H 1(@?), i.e. le nombre minimal de générateurs de (N}'g,

(ii) dimeHQ(ég), i.e. le nombre minimal de relations de ég,

(iii) la dimension cohomologique cd(ég)

En particulier, il est intéressant de savoir si 'inégalité Cd(ég) < 1 peut avoir lieu puisque
cela équivaut & dire que le groupe GE est pro-p-groupe libre.

Avant de présenter nos résultats concernant C:'g, on fait des rappels de résultats connus
dans le cadre de la ramification restreinte au-dessus d’un corps de nombres. Les méthodes
que nous employons pour étudier ég s’inspirent de ce cadre.

Ramification restreinte au-dessus d’un corps de nombres. — Ici, Kg(p) désigne
la plus grande pro-p-extension S-ramifiée de K (nous n’imposons aucune condition sur
les places archimédiennes). On note Gg(p) = Gal(Kg(p)/K). On peut ainsi faire varier
K ou S. Rappelons deux cas simples, le premier est une conséquence du théoréme de
Hermite-Minkowski et le second du théoreme de Kronecker-Weber :

- K=Q,5=0:Qp) =Q;

~ K =Q, 5= {p}: Qs(p) = Q lorsque p > 3.

Dans le cas ou p = 2, on suppose K totalement imaginaire. De cette fagon, si v est une
place de K telle que Nv # 0,1 mod p, alors v ne se ramifie pas dans Kg(p)/K (ici Nv
désigne le cardinal du corps résiduel du complété K,).

Le résultat suivant donne le nombre minimal de générateurs de Gg(p) et fournit un majo-
rant du nombre minimal de relations de Gg(p). Dans les deux cas, le module de Kummer

Vs = (Ik H Uy,) N R intervient (cf. section 3.1 pour la définition des modules Jx, U,

v¢S
et RK).
Théoréme 0.0.2 (|KKo|, Th.11.5, Th.11.8). — Sous les conditions précédentes, on a :
dimg, H' (Gs(p)) = dimg, (Vs /RE)* + > 6(up(EKy)) = 8(up(K)) + 1 — 11 (K) — ra(K)
vES
+ Z (K = Qp,
vESH(K)
et
dimp, H*(Gs(p)) < dimg, (Vs/RE)* + > 6(up(Ky)) — 6(pp(K)) + 6,

vES
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ou 0 vaut 1 51 S est vide et si p, C K, et vaut 0 sinon.

Le nombre minimal de générateurs de Gg(p) se calcule grace a la théorie p-adique du corps
de classes (cf. section 3.1) puisque H*(Gg(p)) = Hom(Gs(p)/Gs(p)?[Gs(p), Gs(p)], Fp).
Pour le nombre minimal de relations, on fait appel & un principe local-global, ce qui explique
la présence d’une inégalité. Plus précisément, il s’agit de comparer les relations locales et
globales (sur le modéle du lemme 3.4.4) & I’aide du noyau de Shafarevich :

5 = ker | H*(Gs(p)) — GBHQ(GU) (cf. section 3.2 pour la définition de (/}'\U)
veS

Avant de revenir plus en détail sur cette stratégie dans la section 3.4, on énonce le théoréme
suivant motivant lintroduction du module (Vg/RE.)*.

Théoréme 0.0.3 (|Ko], Th.11.3). — Le noyau de Shafarevich s’injecte dans l’espace
dual (Vg/RY)*
g — (Vs/Ri)"

Le groupe abélien Ulg est donc fini.

Dans le théoreme 0.0.2, la dimension dimg, H?(Gg(p)) est estimée par une inégalité. Dans
la sous-section qui suit, la dimension dimg, H*(Gg(p)) est donnée par une égalité.

Cas ou S contient les places au-dessus de p. —

Théoréeme 0.0.4 (| |, Th.10.7.13). — Soit K un corps de nombres et S un en-
semble fini de places de K contenant les places au-dessus de p. Lorsque p = 2, on suppose
K totalement imaginaire. On note Gg le groupe de Galois de Kg/K ot Kg est la plus
grande extension de K non-ramifiée en dehors de S.

Alors la caractéristique d’Euler-Poincaré tronquée a l'ordre deux est donnée par :

x2(Gs(p)) = —ra(K).

Théoréeme 0.0.5 (| |, Cor.10.4.9, Prop.10.11.3). — Sous les mémes hypotheéses
que dans le théoréeme qui précéde, on a :

cd(Gs(p)) < cdp(Gg) = 2.

De plus, on dispose de l'inégalité suivante portant sur la dimension cohomologique stricte :
scd(Gal(Kg(p)/KY°)) < 2.

La question se pose de savoir si des résultats analogues aux deux théorémes précédents

existent dans le cas ol la ramification est incompléte en p, i.e. lorsque S ne contient pas
toutes les places au-dessus de p.
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Travaux de Labute et de Schmidt. — Labute a mis en évidence une classe de groupes
dont la dimension cohomologique est 2, il s’agit des groupes mild ([La]). En arithmétique,
certains groupes de Galois Gg(p) se trouvent étre mild pour des ensembles de places S ne
contenant pas de place p-adique ; Labute en donne des exemples (cf. [La|, §.1.2).

En se penchant sur le cas de la ramification restreinte avec des ensembles S ne contenant
pas toutes les places au-dessus de p, Schmidt a montré dans [Sch] le théoréme suivant ; le
résultat principal de [Sch] comporte quatre points, nous reproduisons ici le premier d’entre
eux.

Théoréme 0.0.6 ([Sch], Th.1.1). — Soit p un nombre premier différent de 2. On se
donne S, T et M trois ensembles de places de K disjoints deux & deuz, avec S et T finis
et M de densité de Dirichlet nulle.

Alors il existe un ensemble fini Sy de places de K disjoint de SUTUM pour lequel le groupe
de Galois de la pro-p-extension mazimale de K qui est S U So-ramifiée et T-décomposée,
noté Gguso(p), est de dimension cohomologique 2 et tel que le cup-produit swivant soit
surjectif :

HY(G&us, (p), Fp) ® H' (G s, (p), Fp) — H* (G, (), Fp).

Schmidt montre méme que le groupe Gguso (p) est mild selon la terminologie de Labute
[La]. D’aprés [La], on sait qu'un groupe mild est de dimension cohomologique 2.

Tentons de résumer les grandes lignes des méthodes utilisées.

Il s’agit dans un premier temps de travailler avec un groupe G?;Uso (p) dont les relations
sont purement locales; on s’assure donc que le noyau de Shafarevich associé est trivial
de sorte que le second groupe de cohomologie de Giguso (p) s’'injecte dans la somme des
seconds groupes de cohomologie locaux. Dans un second temps, on note la place tenue par
le cup-produit grace au théoréme de Schmidt suivant.

Théoréme 0.0.7 (|Sch], Th.6.2). — Soit p # 2 un nombre premier et soit G un pro-p-
groupe tel que H'(G) := HY(G,F,) soit fini.

Supposons H?(G) # (0) et qu’il existe une décomposition H(G) =U @ V telle que :

1) le cup-produit V@V — H?(G) soit trivial,

2) le cup-produit U @ V. — H?(Q) soit surjectif,

Alors le groupe G est (mild et en particulier) de dimension cohomologique 2.

Nos résultats. — Notre travail permet d’unifier le cas T = () traité dans [Sa| ([Sa],
Th. I1.2.2 et 2.8) et le cas T' = Pl, et S = () traité dans [JM]. Remarquons aussi que

lorsque T'= () et S contient les places au-dessus de p, 'extension Kg coincide avec la pro-
p-extension S-ramifiée de K. Nous nous sommes inspirés de ces travaux pour démontrer le
résultat suivant.

Théoréeme 0.0.8. — Le nombre minimal de générateurs dl(ég) et le nombre minimal de
relations do(GY) de GL satisfont :

dy (G§) = dimp, (VS /RE) + 1+ |Pl, — (S, UT)| = r1(K) — ra(K) + Y [K, : @y
vES)
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+ 3 (up(Ky)) = 6(pp(K)).

vES
et

do(G%) < dimg, (V' /RE) + [Ply — (Sp UT)| + Y 8(pp(Ky)) — 5(8)d (1 (K)),
veS
ot 0(S) vaut 0 s S =0 et 1 sinon.
En notant XQ(GE) la caractéristique d’FEuler-Poincaré de Gg tronquée a l'ordre 2, on a :

X2(GE) < ri(K) +r2(K) = > [Ky: Q.
vES)

Le résultat que nous démontrons est en fait plus précis puisqu’il concerne les modules
H 1(G£) pour ¢ = 1,2 vus comme des modules galoisiens aprés avoir fixé un sous-corps k
de K tel que K/k soit galoisienne et d’ordre premier a p (cf. théoréme 3.4.1).

Au cours de la preuve du théoréme précédent, on montre I’inclusion suivante concernant le

groupe de Shafarevich I_H(ég) := ker HQ(ég) — @ves H2((A;U) D ®U¢SUT HZ(GgT)} _

Proposition 0.0.9. — (cf. proposition 3.4.19) Le groupe de Shafarevich vérifie l'inclu-
s4on :

HI(GE) — (V§ /RE)".

La présence de S et de T permet d’obtenir des situations ol le groupe ég est libre. On
énonce la proposition :

Proposition 0.0.10. — (cf. proposition 3.4.24) Soit K un corps de nombres ne contenant

pas les racines p-emes de l'unité. Supposons que :

1) pour toute place v e S : ¢, ¢ K,

2) SUT = Ply,(K),

3) toute p-extension de K((p) non-ramifiée hors de T' et totalement décomposée en S soit
triviale. _

Alors le groupe G est libre et posséde 1 —r1(K) — ra(K) + 3 cql Ko : Qp] générateurs.

Nous souhaitons étudier la dimension cohomologique de ég dans un prochain travail. Cette
perspective s’inscrit dans le cadre dressé par Schmidt (cf. sous-section 3.4.4).

Les déformations extraordinaires en p nous ont conduits & définir le groupe CNJ:‘Q On termine
avec une application du théoréme 3.4.1 en théorie des déformations (cf. théoréme 3.7.2).
Ici, k est un corps de nombres et M), est l'extension maximale de £ contentant la Z,-
extension cyclotomique k¢ de k telle que My, /kY¢ soit S-ramifiée et T-décomposée.

Soit

une représentation continue. Posons K = (Mj,)5"?. On note Pl (k)* 'ensemble des places
pour lesquelles p est paire et Pl (k)™ 'ensemble des places pour lesquelles p est impaire.
Chaque déformation de p se factorise a travers le groupe Gal(KZ% /k) et on montre :
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Théoréme 0.0.11. — Soit p : Gal(My/k) — GL(F,) une représentation continue. Soit
Ad(p) la représentation adjointe de p. Notons Rg Uanneau de déformation de p. Alors

dimKrull(R§ /pRE) > dimp, Ad(p) ™ /M) 443 [k, : Q] — 4| Ploo (k) "] — 2| Ploo (k) |,
vES)

ot Sy est formé des places de S qui sont au-dessus de p.
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CHAPITRE 1

DEFORMATIONS GALOISIENNES : RAPPELS

Introduction

Ce chapitre est consacré & des rappels en théorie des déformations et en théorie des re-
présentations galoisiennes. Ce choix est motivé par le chapitre 2 de ce travail dans lequel
le formalisme des déformations est utilisé pour construire des extensions galoisiennes non-
ramifiées (en p) au-dessus de la Z,-extension cyclotomique de Q.

Jusqu’a la section 1.4, on propose un exposé de la théorie des déformations initiée par
Mazur dans son article | |. Le but est de trouver un objet universel paramétrant
les déformations d’une représentation continue p : II — GL,(F) d’un groupe profini II,
avec F un corps fini de caractéristique p. Mazur montre que le foncteur(!) associé a ce
probléme vérifie le critére de Schlessinger, i.e. les points H1, ..., H4 dans [Sc|. On adopte
ce point de vue par la suite. Signalons d’autres approches de ce probléme, par exemple celle
de Rouquier-Nyssen avec les pseudo-caractéres (| |, §.7), celle de De Smit-Lenstra
[ | et celle, plus géométrique, de Kisin avec les "framed" déformations | |-

Le travail de Schlessinger repose sur I’étude des nilpotents des anneaux locaux, Noetheriens
(ou Artiniens), complets et de corps résiduel fixé F. I’anneau des nombres duaux F[e] :=
F[X]/(X?) permet de définir des F-espaces vectoriels, les espaces tangents, qui jouent un
role central notamment pour tester des propriétés de produit fibré. Schlessinger s’intéresse
a un critére de (pro)représentabilité pour un foncteur F : C — Ens, ou C désigne la
catégorie des anneaux Artiniens, locaux, complets de corps résiduel F; autrement dit, on
s’intéresse a existence d’un anneau R tel que F' ~ Hom(R,—). L’anneau R peut vivre
dans la catégorie C (des anneaux locaux, complets, Noetherien de corps résiduel F) plus
grande que C, c’est ce qui justifie la terminologie pro-représentable. On peut maintenant
citer le théoréme suivant dt a Grothendieck (] |, §.18).

Théoréme 1.0.12 (Grothendieck). — Soit F': C — Ens un foncteur a valeurs dans la
catégorie des ensembles tel que F(IF) soit réduit a un élément. Alors F' est pro-représentable
st et seulement si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :
1) Pour chaque couple (A, ), (B, 3) avec o € Hom(A, C) et § € Hom(B, C), l'application
naturelle
F(A x¢ B) — F(A) xpc) F(B) est un isomorphisme.

2) F(F[e]) est de dimension finie sur .

(MLes foncteurs utilisés sont tous covariants.



Le critére de Schlessinger est analogue au théoréme ci-dessus, il réduit le nombre de cas a
tester dans le premier point. C’est 1a que F[e] intervient.

Le fil conducteur est donc le foncteur Hom(R,—) : C — Ens, avec R € C. On re-
marque que Hom(R,—) est continu, respecte le produit fibré (i.e. Hom(R, A x¢ B) ~
Hom(R, A) Xtom(r,c) Hom(R, B) en gardant les notations du théoreme ci-dessus) et que
I'espace tangent Hom(R,F[e]) est un F-espace vectoriel de dimension finie. Ce sont ces
trois propriétés qui tracent le chemin pour trouver une caractérisation des foncteurs repré-
sentables.

La section 1.5 s’articule en trois sous-sections. On présente d’abord des résultats classiques
et bien connus concernant les représentations galoisiennes de dimension deux. Ensuite, la
construction d’'une représentation & partir des points de torsion d’une courbe elliptique est
rappelée, ainsi que les résultats de Eichler-Shimura (lorsque k = 2), généralisés par Deligne
(pour k > 2), qui associent une représentation galoisienne a une forme modulaire propre
et normalisée. Pour terminer, on introduit les formes compagnons qui sont utilisées dans le
chapitre 2 pour construire une extension non-ramifiée en p au-dessus de la Z,-extension
cyclotomique de Q.

Notations

P un nombre premier.
F un corps fini de caractéristique p.

W(F)  D’anneau des vecteurs de Witt de F.
Ad(p) la représentation adjointe associée & p.
Ad’(p)  la sous-représentation de Ad(p) formée des matrices de trace nulle.

C la catégorie des anneaux locaux complets et Artiniens de corps résiduel F.
C la catégorie des anneaux locaux complets et Noetheriens de corps résiduel F.
R

I'idéal maximal de I’anneau local R.
dimKrull(R)  la dimension de Krull de 'anneau R.
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1.1. Préliminaire fonctoriel

Soit p un nombre premier. Soit F un corps fini de caractéristique p et soit W(F) 'anneau
des vecteurs de Witt de F. On note mp l'idéal maximal d’un anneau local R.

1.1.1. Anneaux Noetheriens et Artiniens. —

On appelle algebre de coefficients un élément de la catégorie C des anneaux locaux (R,mRg)
Noetheriens, complets et munis d’un isomorphisme R/mpg ~ F. On dit simplement que le
corps résiduel de R est F.

Les morphismes entre de tels anneaux sont des morphismes continus d’anneaux locaux qui
induisent l'identité sur les corps résiduels. On note Hom(R, S) I’ensemble des morphismes

R — S, lorsque R, S € C.

Remarque 1.1.1. — Pour chaque anneau R € C, , il existe une application naturelle
¢p:R— @R/m% .

Comme R est Noetherien, la topologie mpg-adique est séparée et ¢ est injective. La surjec-

tivité provient du caractére complet de R. La topologie de R est celle donnée par la base
de voisinage m%, de 0 et ¢ est un homéomorphisme.

1.1.1.1. Surjectivité, espace tangent. —

Définition 1.1.2. — On appelle espace cotangent (de Zariski) de R € C le R/mp-module
suivant :

t}% = mR/(m%%p)'
(C’est ainsi un F-espace vectoriel de dimension finie car R est Noetherien. On note

tr = Homg(mpg/(m%, p),F) son espace dual, appelé I’espace tangent de R.
On dispose de la caractérisation suivante :

Lemme 1.1.3 (|Sc|, Lem.1.1). — Soit R, S € C. Un morphisme R — S est surjectif si
et seulement si l'application induite t, — t§ est surjective.

Chaque anneau R € C est muni d’une structure naturelle de W(IF)-algebre donnée par un
morphisme naturel W(F) — R. En effet, si on note z1,...,z, une base de t}, et r1,...,r,
une famille qui la reléve dans I'idéal maximal mpg, alors le morphisme d’anneaux

W) [[X1, ..., Xn]] = R

qui associe r; & X; est surjectif d’aprés le lemme 1.1.3. Chaque R € C est un quotient de
W(F)[[X1, ..., X,,]], ot I'entier n est égal & dimpmpg/(mg?, p), avec mp I'idéal maximal de
R. La difficulté se concentre sur I'idéal qui définit ce quotient.

Remarque 1.1.4. — Au départ, on peut adopter un point de vue plus général en se
donnant un élément A € C et en regardant la catégorie Cp formé des anneaux R € C qui
possédent une structure d’algébre sur A donnée par A — R. On a choisi de se limiter a la
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catégorie C vue comme CAW(]F). Dés que R € a le produit complété R @W(F) A appartient
a 5A. Par définition, le complété R ®W(11<‘) A est la limite
lm (R @we) A) /m?,
J

avec m = mp Qwr) A+ R Qwr) ma. De cette fagon, on a bien (R @W(F) A) € (?, son
idéal maximal étant la cloture de m.

Dans la suite, nous allons nous poser la question de la représentabilité de foncteurs
F:C— Ens,

ot Ens désigne la catégorie des ensembles. Etre représentable pour un tel foncteur est lié a

la propriété (dite de Mayer-Vietoris) de conservation du produit fibré. Pour pouvoir parler

de produit fibré, il faut se placer dans une sous-catégorie de C comme le suggere l'exemple
suivant.

Exzemple 1.1.5. — Cet exemple da a Conrad (] | p-270) montre que C n'est pas
stable par produit fibré. Considérons le produit

R =F[[X, Y]] xp[x) F,

ou l'application F — F[[X]] est le morphisme naturel (et le seul possible) et l'autre appli-
cation est définie par Y +— 0. On peut voir R comme le sous-anneau

{a+YP(X,Y)|a€eFet PeF[X,Y]]}

de F[[X,Y]] avec pour idéal maximal mp = (V). Par conséquent dimgpmp/m% est infinie
et R n’est pas Noetherien, oit mp désigne I'idéal maximal de R.

1.1.1.2. Anneauz d’Artin, petite surjection. — La sous-catégorie de C formé des anneaux
d’Artin est stable par produit fibré et les surjections entre deux anneaux d’Artin se facto-
risent grace aux "petites surjections". C’est ce que nous présentons dans cette sous-section.

Définition 1.1.6. — On note C la catégorie des anneaux locaux (A, my4) Artiniens, com-
plets et munis d’un isomorphisme A/my4 ~ F. Les morphismes entre de tels anneaux sont
des morphismes continus d’anneaux locaux qui induisent I'identité sur les corps résiduels.

Remarque 1.1.7. — 1) Tout idéal propre d’'un anneau A € C est nilpotent.

2) Lorsque R € (?, on a vu dans la remarque 1.1.1 que R est homéomorphe a la limite
projective de ses quotients R/m',. Chaque quotient R/mf, appartient a C.

3) Dire que A est Artinien équivaut a dire que A est Noetherien et dimKrullA = 0. Dans la

suite, la dimension de Krull du quotient R/pR jouera un roéle important, lorsque R € C.

~

Cette catégorie C (qui est une sous-catégorie pleine de C) est stable par produit fibré :

Lemme 1.1.8. — Soit A,B,C €C et soita:A— C etb: B— C deux morphismes.
Alors le produit A x¢ B = {(z,y) € Ax B | a(xz) =b(y)} appartient a C.

Pour étudier une surjection entre deux anneaux de C, on peut se limiter & étudier des
petites surjections. C’est 'objet du lemme qui suit la définition :
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Définition 1.1.9. — On appelle petite surjection R — S entre deux anneaux de C une
surjection dont le noyau est un idéal principal (t) tel que (t) - mpg = (0).

Lemme 1.1.10. — Soit s : A - B une surjection entre deuxr anneouzr de C. Alors la
surjection s est la composée d’un nombre fini de petites surjections.

Démonstration. — C’est de ’algébre commutative élémentaire. On se donne s : A — A/I
la surjection canonique avec I un idéal de A. Comme A est Noetherien, I'idéal I est engendré
par un nombre fini d’éléments (z1, ..., x,). Quitte a factoriser s par les quotients successifs
A — A/(x1) — ... — A/I, on peut supposer I principal engendré par un élément noté x.
Comme A est un anneau d’Artin, tous les idéaux propres sont nilpotents. Quitte a factoriser
A — A/(x) par les quotients A/(x)%, on peut supposer que z2 = 0. L’idéal maximal m 4
de A est engendré par un nombre fini d’éléments (m,...,my) et il existe un entier o tel
que m% = (0). La factorisation A — A/(zm{™ ') — A/(zm$™Hamy™!) — ... — A/(z)
permet de conclure. O

1.1.2. Continuité. — Remarquons que W(F) ¢ C. On souhaite pouvoir travailler avec
des anneaux de C. Dans la pratique, nous allons soit définir des foncteurs sur C et les étendre
par continuité & C, soit les définir sur C et vérifier qu’ils sont continus. On rappelle que

I'idéal maximal de chaque anneau de C est nilpotent, et donc chaque foncteur F' : C — Ens
vérifie F'(A) =lim F(A/m}), ot A €C.

Définition 1.1.11. — 1) On étend un foncteur F' : C — Ens par continuité en posant

F(R) = lim F'(R/mpy), pour chaque R € C.

n

2) On dit qu’un foncteur F : C — Ens est continu lorsque pour chaque R € Cle morphisme
naturel

F(R) — lim F(R/mp) est bijectif.
Un tel foncteur est donc déterminé par sa restriction a C.
Il est bien connu que la limite projective commute avec le foncteur Hom(A, —), i.e.
Hom(A,li_mi B;) ~ lim, Hom(A, B;), avec A, B; des anneaux commutatifs. En particulier,

on a :

Lemme 1.1.12. — Soit R € C. Alors le foncteur Hom(R, —) : C — Ens est continu.

Cette propriété de Hom(R, —) montre que les foncteurs représentables, définis dans la
sous-section suivante, sont nécessairement continus.

1.1.3. Foncteur représentable. — Parmi les foncteurs F': C — Ens ou F': C— Ens,
on va s’intéresser a ceux qui sont (pro-)représentables, i.e. de la forme Hom(R, —) pour un

ReCouC. Enoncons la définition :
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Définition 1.1.13. — 1) On dit d’un foncteur F : C — Ens qu’il est représentable lors-
qu’il existe R € C tel qu’il existe un isomorphisme fonctoriel
F ~Hom(R, —).

De fagon équivalente, dire que F' est représentable signifie qu’il existe un couple (R, p)
vérifiant :
(i) ReCetpe F(R),
(i) Pour tout S € C et tout pg € F(S), il existe un unique morphisme 7 : R — S tel
que F(r) applique p sur pg.
2) On dit que F': C — Ens est pro-représentable lorsqu’il existe R € C tel que

F ~ Hom(R, —).

1.1.4. Espace tangent. — Par la suite, on dit que
Fle] := F[X]/(X?) est 'anneau des nombres duaux de F.

[’anneau F[e] est un F-espace vectoriel de base {1,e}, on écrit ses éléments sous la forme
x 4 ye dans cette base, avec x,y € F.

Définition 1.1.14. — On dit que F(F[e]) est U'espace tangent du foncteur F : C — Ens.

Cette définition est motivée par le lemme suivant.

Lemme 1.1.15 (| |, Prop. p.271). — Soit R € C. Il existe un isomorphisme na-
turel de F-espaces vectoriels :
tr ~ Hom(R,F[e]).

L’espace tangent du foncteur Hom(R, —) est ainsi isomorphe en tant que F-espace vecto-
riel & tg. On souhaite munir d’une structure de F-espace vectoriel 'espace tangent d’un
foncteur. Pour cela, considérons les deux morphismes suivants :

. Fle] xp Fle] — Fle]
N (z+ye,x+28) > a+ (y+2)e
et

,ou Ael.
2+ ye -+ (Ay)e

_ { Fle] — FJe]
my :

On énonce une condition suffisante pour que F(F[¢]) soit un espace vectoriel pour les lois
induites par I'addition a et par la mutliplication my par un scalaire.

Proposition 1.1.16 (|Sc|, Lem.2.10.). — Soit F' : C — Ens un foncteur tel que F(F)
soit réduit a un élément. Supposons que Uapplication naturelle suivante soit une bijection :
se : F(Fle] xp Fle]) — F(Fle]) x F(F[e]).

Alors lespace tangent F(F[e]) posséde une structure de F-espace vectoriel ou 'addition et

la multiplication (par \ € F) sont respectivement données par :

st F(a)

F(Fle]) x F(Fe]) == F(Fle] xp Fle]) — ok F(Fle]) et F(F[e]) —o

— F(F[e]) -
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Si F est représentable, son espace tangent est un F-espace vectoriel. On veut s’assurer en
particulier que s; : F(F[e] xpF[e]) — F(F[e]) x F(F[e]) est bijective. Cela est précisé dans
la section suivante (cf. propriété H2 a venir).

1.2. Critére de Schlessinger

On énonce le critére de Schlessinger dans deux cas : lorsque le foncteur F' : C — Ens
est pro-représentable et lorsque F' n’est pas pro-représentable, mais trés proche de 1’étre.
Dans le premier cas, on peut associer & F' un anneau R € C qui est unique & unique
isomorphisme prés, on parle d’anneau universel pour F. Dans le second cas, on attache
également un anneau R € CaF qui est unique mais pas a unique isomorphisme prés, on
parle d’anneau versel pour F.

1.2.1. Version universelle. — Ce critére s’énonce de la facon suivante.

Théoréme 1.2.1 (|Sc|, Th.2.11). — Soit F' : C — Ens un foncteur. On suppose que
F(F) est réduit o un élément. Soient a : A — C et b: B — C deuz morphismes dans C.
On note

s: F(Ax¢g B) — F(A) Xpc) F(B) Uapplication naturelle déduite des projections.
Alors F est pro-représentable si et seulement st F' satisfail les propriétés ci-dessous :

H1. L’application s est surjective dés que b: B — C' est une petite surjection.

H2. L’application s est bijective dés que C =TF et B = F[e].

H3. L’espace tangent de F' est de dimension finie : dimpF (F[e]) < oo.

Hjy. L’application s est bijective dés que A = B, a = b et a : A — C est une petite
surjection.

Les vérifications & effectuer pour utiliser le théoréme ci-dessus reposent sur des petites
surjections et sur ’espace tangent de F'. D’apreés la proposition 1.1.16, I’hypothése H2 im-
plique que 'espace tangent de F est un F-espace vectoriel. Cela rend légitime la formulation
de H3. Cette propriété H3 assure que ’anneau qui représente F' est bien Noetherien.

1.2.2. Version verselle. — Dans la sous-section précédente, une caractérisation est
donnée pour les foncteurs C — Ens pro-représentables. Ici, on s’intéresse & des foncteurs
qui sont assez proches des foncteurs représentables, i.e. qui possédent un pro-hull (R, )
selon le vocable utilisé dans [Sc|. Pour de tels foncteurs F', on dispose d’'un morphisme
Hom(R,—) — F (avec R € C) dit lisse. Mais 4 la différence du cas ot le foncteur est
représentable, on ne sait pas si le couple (R,r) est unique & isomorphisme unique preés.
C’est ce qui explique le titre de cette sous-section, 'objet (R, ) est dit versel pour F' dans
le cas ol c’est un pro-hull de F'. Commencons par définir la notion de morphisme lisse
entre deux foncteurs et celle de "hull".

1.2.2.1. Morphisme lisse et hull. — On fixe deux foncteurs F, G : C — Ens tels que F(F)
et G(F) soient réduits & un élément. On prolonge par continuité ces deux foncteurs a C.

Définition 1.2.2. — On dit qu'un morphisme F' — G est lisse lorsque pour toute sur-
jection A — B dans C, 'application naturelle suivante est surjective :

F(A) — F(B) xg() G(A).
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Remarque 1.2.3. — On peut reformuler cette définition de la facon suivante :

f: F — @ est lisse lorsque pour toute surjection A — B dans C, pour tout élément
by € F(B) et tout rélevement as de by = f(B)(b1) dans G(A), il existe a; € F(A) tel que
f(A)(a1) = a2 et tel que a; soit un relévement de by.

Voyons ce que signifie &tre lisse dans le cas simple ot les deux foncteurs sont représentables :

Proposition 1.2.4 (|Sc|, Prop.2.5). — Soit R — S un morphisme d’éléments de C.
Alors Hom(S,—) — Hom(R, —) est lisse si et seulement si S est un anneau de séries
formelles sur R.

On dit alors que S est lisse sur R (ou relativement a R).

Dans la catégorie C, dire que R — S est lisse revient & dire que S est un anneau de séries
formelles sur R. On a donc étendu cette notion au niveau des morphismes de foncteurs.
La définition suivante formalise la notion d’étre proche d’un foncteur représentable.

Définition 1.2.5. — On dit d’un couple (R, r) qu’il est un pro-hull pour le foncteur F
si R € Cetsir:Hom(R,—) — F est un morphisme de foncteurs qui est lisse et tel que
Papplication induite tgr — F(Fe]) soit une bijection.

Remarque 1.2.6. — 1) Bien entendu, si F' est pro-représentable par (R,r), alors ce
couple est un pro-hull pour F.

2) Soit S — F la réduction modulo mg, avec S € C.Si (R, ) est un pro-hull pour F', alors
application induite Hom(R, S) — Hom(R,F) x pr) F'(S) est surjective. Dés que F(S)
est non-vide, on dispose donc d’une application (non-canonique) R — S.

La question de 'unicité du pro-hull de F' se pose, c’est 'objet de la proposition suivante.

Proposition 1.2.7 (|Sc|, Prop.2.9). — Soient (R,r) et (S,s) deuzr pro-hulls pour F.
Alors il existe un isomorphisme u : R — S tel que s = r ou*, ot u* est Uapplication
Hom(S, —) — Hom(R, —) induite par u.

La caractéristique du pro-hull R posséde un véritable intérét dans le cadre galoisien. En
restant vague, si une représentation continue du groupe de Galois absolu de Q & valeurs
dans GLg(F,) posséde certaines propriétés dites de modularités, on s’attend a ce que cette
représentation posséde un relevement & GLy(Z,), par exemple. C’est dans cet esprit que
nous donnons la proposition suivante.

Proposition 1.2.8 (|Sc|, Rem.2.10). — Soit (R,r) un pro-hull pour F. Alors les deuz
points suivants sont équivalents :

1) R est un anneau de séries formelles sur W(F).

2) Si A — B est surjective dans C, alors F(A) — F(B) est surjective.

28



1.2.2.2. Critére de Schlessinger dans le cas versel. — On peut énoncer la version suivante
du critére de Schlessinger.

Théoréeme 1.2.9 (|Sc|, Th.2.11). — Soit F' : C — Ens un foncteur tel que F(F) soit
réduit & un élément. Soient a: A — C et b: B — C deuz morphismes dans C. On note

s: F(Ax¢ B) — F(A) xpc) F(B) Uapplication naturelle déduite des projections.

Alors F posséde un pro-hull si et seulement si F' satisfait les propriétés H1, H2 et H3 (du
théoréme 1.2.1).

Remarque 1.2.10. — 1) On peut trouver dans [Sc| 'isomorphisme canonique
F(R) ~ Hom(Hom(R, —), F),

ot R € C et F est vu comme un foncteur C — Ens dans le membre de droite. On a
utilisé cette identification (du type Yoneda) pour énoncer la définition et la proposition
précédente ; dans [Sc|, I'élément 7 ci-dessus est vu dans F'(R).

2) Dans la preuve de la proposition ci-dessus, on exhibe deux morphismes u : R — S et
v: S — R tels que uow induise un automorphisme de tg, ainsi uov est surjectif (d’aprés
le lemme 1.1.3). On sait enfin que que w o v est bijectif car S est Noetherien.

1.3. Le critére de Schlessinger revu par Mazur

Soit p : IT — GL,,(F) une représentation continue du groupe profini II. On souhaite étudier
des (classes de) relévements de p et pouvoir les paramétrer par un anneau universel (ou
versel selon les cas). Le probleéme est posé en termes fonctoriels a 'aide de Def 5(p) et
Def(p) (cf. la définition 1.3.2 & venir).

Mazur applique le critére de Schlessinger (version universelle ou verselle) avec Def(p), ce

qui donne un anneau de déformation R(p) pour lequel Def(p) ~ Hom(R(p), —) (version

universelle) ou Hom(R(p), —) Jisse Def(p) (version verselle). On donne ensuite des exemples

simples en déformant des caractéres de groupes de Galois dans le cas des corps locaux et des
corps de nombres. Enfin, on rappelle la minoration de la dimension de Krull des quotients
R(p)/pR(p) obtenue grace aux espaces tangents et a la théorie de I'obstruction, i.e. grace
a HY(IT, Ad(p)), pour i = 1,2 et Ad(p) la représentation adjointe.

1.3.1. Théoréme de Mazur. — Pour chaque anneau R € CA, on dispose de la réduction
naturelle g : GL,(R) — GLy,(F) modulo mpg. On définit alors le sous-groupe suivant :

I'(R) = ker[GL, (R) =5 GL,(F)] = 1 + mrM,(R).

Lemme 1.3.1. — 1) I'(R) est un pro-p-groupe.
2) T'(R) agit de fagon naturelle sur ’ensemble des relévements pg : 11 — GL,(R) continus
de p de la fagon suivante :

Y- pr="prY ', avecy €T.
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Démonstration. — 1) 1l suffit de remarquer que le noyau est égal & 1 +mpM,,(R), i.e. & la
limite projective liinj 1+ M, (mg/ mﬁ) Une récurrence immédiate montre que les groupes
qui définissent cette limite sont des p-groupes. En effet, chacun de ces groupes multiplicatifs
est isomorphe au groupe additif Mn(mR/mfé) qui se dévisse grace a 1\/In(rrz§;,/_1 / mf_z) Or,
ce dernier est un F-espace vectoriel, de dimension fini car R est Noetherien.

2) C’est immeédiat. O

On définit le foncteur de déformation cadrée Def U(p) et le foncteur de déformation Def(p).

Définition 1.3.2. — Les foncteurs Def 2(p) : C — Ens et Def(p) : C — Ens sont
définis par :

Def B(5)(R) = {pg : Il — GL,,(R) morphisme continu tel que (p mod mg) = p}
Def(p)(R) = Def °(p)(R)/T'(R).

Donnons une autre approche des foncteurs Def 5(p) et Def(p).

On note V& un F-espace vectoriel de dimension n muni d’une action continue de II. Soit
R € C. On considere les R-modules libres Vi de rang n munis d'une action continue de 11
et d’un isomorphisme II-équivariant ¢ : Vg ® F ~ Vg, deux tels modules Vg et V}, étant
équivalents lorsqu’ils sont isomorphes en respectant ¢ et ¢/, avec des notation évidentes.
Alors, Def(p)(R) correspond a l’ensemble des classes d’équivalence des V.

Pour Def 5(p), fixons une base by de Vir. On considére les couples (Vg, br) avec Vi comme
ci-dessus et bg une base du R-module d’image by via ¢. Alors Def H(5)(R) correspond a
Pensemble des classes d’équivalence des couples (Vg,bg).

Dans la suite, notre étude porte sur les déformations de p dont voici la définition.

Définition 1.3.3. — Soit R € C.

1) On appelle déformation cadrée de 5 a R un élément de Def Z(5)(R). C’est la notion de
"framed deformation" de Kisin (c’est de la que vient le [J, la base est fixée).

2) On appelle déformation de p & R un élément pr de Def(p)(R). On dit aussi que (R, pgr)
est une déformation de p & R.

On confondra la plupart du temps une déformation et un de ses représentants.

Remarque 1.3.4. — De facon générale, il est plus simple de montrer une propriété pour
Def U(5) que pour Def(p). Pour s’en convaincre, il suffit de comparer la preuve du théoréme
1.3.9 avec celle de la proposition 1.3.8.

Chacun des foncteurs Def P(5) et Def(p) est déterminé par sa restriction a C, c’est ce que
nous dit la proposition suivante.

Proposition 1.3.5. — Les foncteurs Def B(p) et Def(p) sont continus.

Démonstration. — La preuve pour Def H(5) est simple. En effet, il suffit de remarquer
que GLy(lim, R/m%) ~ lim, GL, (R/m}) pour conclure & la continuité de Def Dip).
Pour la continuité de Def(p), nous renvoyons a (| |, §.20, Prop.1). O
Lemme 1.3.6. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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1) Le pro-p-complété liLnN II/N dell est topologiquement de type fini, o la limite projective
est prise sur les sous-groupes fermés N distingués, d’indice une puissance finie de p.

2) L’abélianisé du pro-p-complété de 11 est un Zy-module de type fini.

3) Le quotient I1/TIP[I1, II] est fini, avec IIP[IL, 1] le sous-groupe distingué et fermé engendré
par les puissances p-émes et les commutateurs.

4) L’ensemble des morphismes continus II — F), est fini.

Démonstration. — Les implications 1 = 2 = 3 sont immeédiates. De plus, comme tout
morphisme continu IT — F,, se factorise via II/IIP[IL, II], on a l’équivalence entre les points
3 et 4. Enfin, le théoréme de la base de Burnside ([Ro]) montre ici que 3 = 1. O

Définition 1.3.7. — On dit que le groupe II vérifie 'hypothése de p-finitude lorsque tout
sous-groupe ouvert de II vérifie une des propriétés équivalentes du lemme ci-dessus.

Proposition 1.3.8 (| ). — Soit p: II — GL,(F) une représentation continue d’un
groupe profini 11 qui vérifie Uhypothése de p-finitude. Alors le foncteur Def D(ﬁ) est repré-
sentable.

Démonstration. — On note H = ker(p : II — GL,(F)). Chaque relévement pp : II —
GL,,(R) de p voit sa restriction pr| g Prendre ses valeurs dans le pro-p-groupe (cf. lemme
1.3.1) T(R). Ainsi pgy se factorise a travers le pro-p-quotient maximal de H. Notons H' le
sous-groupe distingué dans H tel que H/H' soit ce pro-p-quotient maximal. On peut voir
H' comme l'intersection des noyaux ker(pr)|m, avec R parcourant C et PR parcourant les
relévements de p & R. Le groupe H' est donc distingué dans II. L’hypotheése de p-finitude
assure que H/H' est topologiquement de type fini et il en est de méme pour G/H’, car
G/H est fini. Notons 1, ...,z les générateurs topologiques de G/H'. Alors Def H(p) est
représentable par un quotient de W(F)[[X; ; x]] avec les entiers i € [1, s] et 4,k € [1,n%]. O

On énonce le résultat principal concernant Def(p).

Théoréeme 1.3.9 (| |, Prop.1). — Soit p: II — GL,(FF) une représentation conti-

nue d’un groupe profini I1 qui vérifie I’hypothése de p-finitude.

1) Alors le foncteur Def(p) posséde un pro-hull, noté (R(p), p) et appelé déformation ver-
selle de p.

2) Si de plus le commutant C(p) = F, alors Def(p) est représentable par l'anneau R(p).
On dit que (R(p), p) est la déformation universelle de p.

Remarque 1.3.10. — D’apreés la remarque 1.2.6, le premier point du théoréme ci-dessus
signifie, en particulier, que pour toute déformation (S, pg) de p, il existe un morphisme
R(p) — S, pas nécessairement unique, tel que pg soit induite par p via ce morphisme. Le
second point du théoréme assure l'unicité de R(p) — S.
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Mazur ne donne pas tous les détails de la preuve de ce théoréme dans | |, en parti-
culier les lemmes 1.3.11 et 1.3.14 (cf. ci-dessous) sont juste énoncés. Ces détails sont bien
connus et classiques. Cependant, pour le confort du lecteur, nous reproduisons I'intégralité
de la preuve avec tous les détails. Enfin, le lemme 1.3.15 est di & Ramakrishna sous cette
forme (cf. | ), Mazur utilisait 'hypotheése plus restrictive "p absolument irréductible”
(le lemme de Schur nous dit que C(p) = F dés que p est absolument irréductible).

Démonstration. — On adopte les notations du théoréme 1.2.1 et on s’intéresse donc a
I’application naturelle

s: Def(p)(A x¢ B) — Def(p)(A) Xpet(p)(c) Def(p)(B).
Il s’agit de s’assurer que Def(p) vérifie les propriétés H1, H2, H3 (et H/ lorsque C(p) = F).
Lemme 1.3.11. — Le foncteur Def(p) vérifie la propriété HI.

Soit B — C' une surjection dans C. On note ([pa], [pp]) un couple de Def(p)(A) X pet()(C)
Def(p)(B). On se donne un couple de représentants (pa, pg) de ([pal, [pB])- Ainsi, il existe
une matrice M € T'(C) telle que pqa = MpgM~'. Or, T'(B) se surjecte sur I'(C) grace
a application naturelle déduite de B — C. Notons donc N un relévement de M dans
['(B). Les représentations NogN ! et ps ont méme image dans T'(C), cela définit donc un
élément p de Def D(5)(A x¢ B). La classe de p dans Def(5)(A x¢ B) est un antécédent
de ([pal, [pB]), ce qui montre la surjectivité. Remarquons au passage que nous n’avons pas
besoin de supposer que B — C' est une petite surjection.

Lemme 1.3.12. — Le foncteur Def(p) vérifie la propriété H3.

Soit p un relevement de p a F[e]. Ce morphisme p détermine un morphisme de groupes
h, : ker p — I'(F[e]) et I'application p — h, est injective. Or I'(F[e]) est un espace vectoriel
sur IF, de dimension finie. Et donc, comme ’hypothése de p-finitude est vérifiée, il n’y a
qu'un nombre fini de morphismes ker p — T'(F[e]). Cela montre que Def(p)(F[e]) est de
dimension finie.

On note
G(pr) ={v € T(R) | vpr = PRV},

avec pr € Def(p)(R). Par abus, dire que ypr = pr7 signifie que vpr(g9) = pr(9)y, pour
tout g € IL.

Lemme 1.3.13. — On rappelle que B — C' est fizée.
Si pour tout pg € Def(p)(B) d’image pc € Def B(p)(C), lapplication G(pp) — G(pc)
(induite par B — C') est surjective, alors l'application

s: Def(p)(A xc B) — Def(p)(A) X pefip)(c) Def(p)(B) est injective.

Soient p et p’ deux éléments de Def B(5)(Axc B) et soient leurs images respectives (pa, pp)
et (04, p) dans Def B(5)(A) X pos D(ﬁ)(C)DefD(ﬁ)(B). On suppose que les couples (pa, pB)
et (p'y, plz) ont la méme image dans Def(p)(A) X peg(p)(c) Def(p)(B). Autrement dit, il
existe (Ma, Mp) € T'(A) x T(B) tel que pa = Map,M" et pp = MpplyMy'. Comme
pA et pp ont la méme image po dans Def D(ﬁ)(C), on en déduit que 'image de MglMA
dans T'(C) est un élément M¢ de G(pc). On note N € G(pp) un antécédent de Me, qui
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existe par hypothése. Les matrices M4 et MpN ont la méme image dans I'(C). Ainsi le
couple (M4, MpN) € T(A xX¢ B), ce qui montre que p et p’ ont la méme image dans
Def(p)(A x¢ B). L'injectivité est prouvée.

Lemme 1.3.14. — Le foncteur Def(p) vérifie la propriété H2.

Soient C =F, A = B = F[e]. 1l suffit de montrer que s est injective, on va utiliser le lemme
précédent. En fait, on a G(pc) = {1} et donc G(pp) — G(pc) est surjective. On peut donc
conclure avec le lemme 1.3.13.

Lemme 1.3.15. — Si on suppose de plus que C(p) =T, alors le foncteur Def(p) vérifie
la propriété HJ .

La preuve de ce dernier lemme demande un peu de soin. Commencons par noter qu’il nous
suffit de montrer que pour chaque petite surjection B — C, dés que G(p¢) est réduit a
des homothéties, nécessairement il en va de méme pour G(pp), avec pp un relévement de
p & B et po son image dans C'. En effet, pour chaque anneau C' € C, la réduction naturelle
modulo l'idéal maximal C' — F est la composée de petites surjections et par hypothése
G(p) = {11

Soit B — C une petite surjection de noyau (t). Notons pp € Def B(5)(B) et pc son image
dans Def J(5)(C). Supposons que G(pc) est formé uniquement d’homothéties.

Soit M € G(pp). L'image de M dans G(p¢) est une homothétie et donc M = My + t Mo,
avec My € M, (B) une homothétie et My € M, (B). Comme M commute avec I'image de
pp et comme Mj est une homothétie, on a t(Mapp) = t(ppMs). Ici, la seule structure
d’anneau ne suffit pas pour conclure puisque t est nilpotent; on a besoin de voir I’égalité
t(Mapp) = t(ppMs) en termes d’algebre linéaire. L’idéal (t) posséde une structure naturelle
de F-espace vectoriel puisque t - mp = (0). On a ainsi Iégalité

(Mapp mod mp) = (ppMz mod mp).

Enfin, comme C(p) = F, la matrice My s’écrit comme la somme d’une homothétie et d'une
matrice & coefficients dans mp et donc M = My + tMs est une homothétie (encore une
fois car t - mp = (0)). O

Remarque 1.3.16. — L’hypothése de p-finitude implique que 1'espace Def(p)(F[e]) est
de dimension finie, ce qui implique que I’anneau universel (ou versel) est bien Noetherien.
Les autres points de la preuve ne dépendent pas de cette hypothése de p-finitude.

La théorie du corps de classes global et local donne deux types de groupes qui vérifient
I’hypothése de p-finitude. C’est 'objet de la proposition ci-desssous.

Proposition 1.3.17. — 1) On note Gk s le groupe de Galois de l'extension mazimale
S-ramifice de K dans Q, avec S un ensemble fini de places du corps de nombres K/Q.
Alors Gk s vérifie U'hypothese de p-finitude.

1) Soit K,/Q; un corps local, avec | un nombre premier. Alors le groupe de Galois absolu
de K, vérifie ’hypothése de p-finitude.

En conservant les notations de la proposition 1.3.17, on dispose du corollaire suivant.
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Corollaire 1.83.18. — Soit p : II — GL,(F) une représentation continue et soit I =

Gr,s ou Gal(K,/K,). Alors le foncteur Def(p) posséde une déformation (uni)verselle
(R(p), p)-

1.3.2. Représentations de dimension 1. — D’aprés la proposition suivante, le twist
par un caractére ne change pas le probléme de déformation. En particulier, déformer une
représentation de dimension 1 revient & déformer le caractére trivial. On donne ensuite
la déformation universelle du caractére trivial, en l'illustrant lorsque II est le groupe de
Galois d'un corps local ou Gg,s. Enfin, on termine cette sous-section en notant que chaque
représentation induit grace au déterminant une représentation de dimension 1, cela munit
chaque anneau de déformation d’une nouvelle structure d’algébre.

Proposition 1.3.19 (| |, §.1.2, Prop.1). — Soit p : Il — GL,(F) continue telle
que C(p) =T et soit p’ ~ x ® p une représentation isomorphe au twist de p par le caractére
x : II — F*.

Alors les anneauz de déformation universels de p et p' sont isomorphes :

R(p) ~ R(7).

1.8.2.1. La déformation universelle explicitée. — La proposition ci-dessus montre qu’une
représentation p : II — GL; (F) de dimension 1 posséde un anneau de déformation universel
R(p) ne dépendant que de IT et de IF; on propose de décrire 'anneau R(p) et la déformation
universelle de p.
Le probléme se raméne & déformer 'abélianisé de II. Il faut considérer la partie premiére a
p qui se traite grace au Teichmiiller et la partie en p qui se traite grace & l'algébre complétée
de 'abélianisé du pro-p-complété de II.
On note

[p] : IT — GL; (W(IF)) le relevement de Teichmiiller de p.

On définit T’ comme I1%:(®) .= lgn N I19b /N, ot N parcourt les sous-groupes fermeés d’indice

une puissance (finie) de p dans II1%. On note v : IT —» T la surjection canonique.
Notons ’algébre complétée

W(E)[[L] = lim W(E) [T/ H],
ou H parcourt les sous-groupes ouverts de I'. On sait que I' est un Z,-module de type
fini (I vérifie 'hypothése de p-finitude), de rang noté r; soit (v1,...,7,) un systéme de

générateurs. L’algebre W(F)[[T]] appartient & C, c’est un quotient de W(F)[[X1,..., X,]],
ou les éléments de torsion de I' induisent 1idéal qui détermine ce quotient. On note encore

[p] : T — (W(F)[[T]))*

Papplication déduite de [p] par le morphisme naturel W(F) — W(IF)[[I']].
Par ailleurs, il y a une injection naturelle I' — W(F)[[T']]* (construite par exemple grace
a v — 1+ X;) que 'on compose avec v : Il — I" pour obtenir ’application notée :

A I — (W(F)([T]]) .

On fait le bilan de ces observations dans la proposition suivante.
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Proposition 1.3.20. — L’anneau de déformation universelle de p est
R(p) ~ W (F)[[T]]
et la déformation universelle est donnée par :

p: e [pl(x) - Aa).

Démonstration. — Cette preuve est formelle. Il s’agit de montrer que le couple proposé
est bien la déformation universelle de 5. Soit pg € Def B(5)(S), avec S € C. Comme le
caractére [p]~'ps prend ses valeurs dans le pro-p-groupe abélien 1 + mg (ot par abus on
note encore [p] : II — S* le caractére obtenu comme composé du Teichmiiller avec le
morphisme naturel W(F) — 5), il se factorise a travers I' et il en ressort un morphisme
continu I' — 1 + mg donnant naissance & un morphisme d’algébres W(F)[[[']] — S qui
transforme p en pg.

Ezemple 1.3.21 (Cas local). — Soit [ un nombre premier et soit K, /Q; une extension
finie de degré d. On note G, le groupe de Galois absolu de K, et ¢, le cardinal du corps
résiduel de K,. On note encore «,, la plus grande puissance de p qui divise ¢, — 1. Par la
théorie du corps de classes, on sait que :

1) sil # p, alors Gﬁb’(p) ~ Zp X fpew 81 ¢y =1 mod p et ng’(p) ~ 7, sinon.

2) sil = p, alors G @ Zg“ X fpoe (Ky), 0t pupee (Ky) désigne les racines de I'unité dans

K, d’ordre une puissance de p. On note n le plus grand entier tel que pyn C K.

Ainsi, 'anneau de déformation universel R(p) d’'un caractére de G, vérifie :

R(p) ~ WX, Y]]/ ((1+Y)P™ —1) sil # p,
| WE X, Xa, Y/ (A Y)P —1) sil=p.

Ezemple 1.3.22 (Cas global). — Soit p > 3. On rappelle que Gg,s désigne le groupe
de Galois de 'extension maximale de Q non-ramifiée hors de S. Par la théorie du corps de
classes, on a Gf@?s ~ [T,es Z; - On note I Pensemble des premiers [ de S qui vérifient [ = 1
mod p; on confond un élément I; € I et son indice i. On suppose que p € S (si ce n’est pas
le cas, il suffit de ne pas faire figurer la variable 7" dans ce qui suit). Alors

R(p) ~ W(E)[[X;, T | i € 1)/ ({(1 + Xa)""" — L}ier) ,

oll o; désigne la plus grande puissance de p qui divise [; — 1.

1.8.2.2. Le déterminant. — Soit p : Il — GL,(FF) continue. La représentation
det (p) : II — F*

posséde une déformation universelle, notée (A, d). Chaque déformation (R, pr) de p induit
une déformation de det (p), et donc par universalité, il existe une application naturelle A —
R munissant ainsi R d’une structure de A-algébre. Le probléme de déformation de p peut
étre restreint & cette catégorie d’anneaux munis d’une structure d’algébre supplémentaire.
La proposition suivante présente ce cas.
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Proposition 1.3.23 (| |, §.12). — Soit p : II — GL,(F) continue et telle que
C(p) =F. Soit A € C. Soit Cy la sous-catégorie de é\formée des anneaur R munis d’une
structure de A-algébre donnée par un morphisme naturel A — R. On note Def(p), le fonc-
teur qui associe 4 chaque R € CAA les déformations de p a R. Alors Def(p)a est représentable
par

~

R(p) @wa) A

1.3.3. Espace tangent et obstruction. — On note Ad(p) la représentation adjointe de
la représentation p : II — GL,(F), i.e. 'espace M,,(IF) muni de 'action de GL,, par conju-
gaison via p. Dans cette sous-section, on propose un survol de la théorie de ’obstruction
et des espaces tangents dans le cadre des déformations. On termine avec des exemples de
minoration des dimensions de Krull des anneaux de déformations provenant de représenta-
tions de Gk g (conséquence de la minoration de Mazur interprétée a 'aide de Poitou-Tate)
et de groupes de Galois de corps locaux (exemples obtenus par Ramakrishna).

1.3.3.1. Le premier groupe de cohomologie. — Soit 6 : II — GL,,(F[¢]) une application qui
reléve p, mais d n’est pas un morphisme a priori.
Remarquons que le groupe GL,,(IF) s’injecte de maniére naturelle dans GL,,(F[e]). On écrit
0 sous la forme suivante : §(g) = (1 4+ ec(g))p(g)-
Formons alors

b(g,h) = 6(gh)d(h)~15(g)~", avec g, h € 1L
L’application b mesure 'obstruction & ce que ¢ soit un morphisme de groupes. L’inverse
de la matrice 1 + ec(g) étant 1 — ec(g), un calcul immédiat donne

b(g,h) =1~ (p(g)c(h)p(g) ™" — c(gh) + c(9)) -
Ainsi, 0 est un morphisme de groupe si et seulement si 'application ¢ : II — Ad(p) est
un 1-cocycle. La correspondance linéaire ¢ : 6 — ¢ est donc une bijection entre l’espace
tangent de Def D(p) et I'espace des 1-cocycles Z'(II, Ad(p)). Les images de § et de & par
¢ différent d’'un 1-cobord si et seulement si ' = MM !, avec M € I'(F[¢]). On peut alors
énoncer la proposition suivante, dont on vient de prouver le premier point.

Proposition 1.3.24 (| |, §.21, Prop.1). — On désigne l’espace des 1-cocycles de
I dans Ad(p) par Z'(I1, Ad(p)).

1) Il y a un isomorphisme canonique entre les F-espaces vectoriels suivants
Def "(p)(Fle]) ~ Z'(T1,Ad(p)) et Def(p)(Fle]) ~ H'(II, Ad(p)).

2) Supposons que 11 vérifie I'hypothése de p-finitude.
Alors les espaces tangents Def B(p)(Fle]) et Def(p)(F[e]) sont de dimension finie et :

dimp Def 9(p)(Fle]) = dimp(Def(7)(Fle])) + dimpAd(5) — dimpAd(5)".

Démonstration. — Pour le second point, seule ’égalité portant sur la dimension de ’espace
tangent Def Z(5)(F[e]) n’a pas été démontrée. Cela ne figure pas dans | |. 11 s’agit
du cadre de Kisin | |. Quoiqu'il en soit, la preuve est élémentaire. Comme un 1-cobord
est de la forme g — p(g)Mp(g)~' — M, avec M € Ad(p) fixée, il y a une bijection entre
Ad(p)/Ad(p)™ et cet espace des 1-cobords. O
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Remarque 1.3.25. — 1) On peut aussi voir que Def(p)(F[e]) est en bijection avec

Exti;(p, p) (par exemple dans [ D-
2) On suppose que C(p) = F. L’application naturelle Def B(5) — Def(p) induit RP(p) —
R(p) ; cette application est lisse (cf. | ]) donc RY(p) est un anneau de séries formelles

sur R(p). D’apreés la proposition précédente, il vient R2(p) ~ R(p)[[X1, ..., X,2_1]]-

1.8.8.2. Le second groupe de cohomologie. — On se donne R, S € C avec R — S une
surjection de noyau I tel que I -mpg = (0). On voit I comme un F-espace vectoriel.

Soit pg : II — GL,(S) une représentation continue. On note § : II — GL,(R) une
application telle que (6 mod mpg) = pg, ici on ne suppose pas que § est un morphisme.
Formons alors

c(g,h) == 6(gh)s(h)~16(g9)~", avec g,h € IL.
Cette application c est telle que c(g,h) € 1+ 1 ® M, (F). Un calcul (un peu long) nous
indique que ’application
(g,h) = c(g,h) =1

est un 2-cocycle a valeurs dans I ® Ad(p). Un autre calcul (au moins aussi long que le
précédent) montre que l'on passe de ¢ au 2-cocycle ¢ associé a une autre application ¢’
(qui releve pg) grace a un 2-cobord. De cette facon, on dispose d’un élément O(pg) de
H2(IT, Ad(p)) ®@F I qui dépend uniquement de pg. On dit que O(pg) est la classe d’obs-
truction de pg. Dire que cette classe O(pg) est nulle signifie qu’il existe une représentation
& valeurs de R qui reléve pg.

Remarque 1.3.26. — Avant ce commentaire sur 1’obstruction, nous avons regardé le cas
R = Fle] et S = T, avec psg = p. Le 2-cocycle associé a ce probléme de relévement est
(g,h) — p(g)c(h)p(g)~t — c(gh) + c(g), qui est un 2-cobord. La classe O(p) est nulle ici, la
représentation g — p(g) € GLy,(Fle]) € GL,(IF) est un relévement de p.

1.3.8.3. Dimension de Krull, déformation sans obstruction. — Donnons une idée de la
preuve du théoréme ci-dessous.
On a vu qu’un anneau R € C admet une présentation donnée par

W(F)[[X1,...,X,]] = R—0.
En réduisant modulo p et en considérant R(p), on a une suite exacte
0—J = F— R(p)/pR(p) — 0,

ou F' = F[[Xy,...,X,]]. Notons que le quotient R(p)/pR(p) est 'anneau de déformation
universel pour les déformations de p en caractéristique p. En considérant la suite exacte

0= J/(mp-J) = F/(mp-J) — R(p)/pR(p) = 0,

on voit que la dimension de Krull de R(p)/pR(p) dépend du nombre minimal de générateurs
de J. On note py la déformation de p & valeurs dans R(p)/pR(p) induite par p et on
forme la classe d’obstruction O(p,) € H*(I1, Ad(p)) ® J/(mp - J). Mazur montre alors que
I'application suivante est injective

Hom(J/(mp - J),F) —  H2(II,Ad(p))
f = (1@ f)(O(py))-
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Le nombre minimal de générateurs de J est donc majoré par 'entier dimpH?(II, Ad(p)).
On peut alors énoncer :

Théoréeme 1.3.27 (| |, §.1.6, Prop.2). — On suppose que C(p) = F. Soit R(p)
lanneau de déformation universel de p. On note
d; = dimp H(II, Ad(p)), aveci=1,2.
Alors on a l'inégalité suivante :
dimKrull R(p)/pR(p) > di — ds.

St da = 0, alors Uinégalité ci-dessus est une égalité et donc

R(p) = W(F)[[X, ., X,
On dit que le probleme de déformation est sans obstruction lorsque ds est nul.
Dans tous les cas, l'anneau R(p) est de la forme :

R(p) = W[ X1, ..., Xa,]]/1
avec gen(I) := dimp(I/mprl) < do.

1.3.3.4. Cas Global. — En s’appuyant sur la suite exacte de Poitou-Tate (cf. | D,
Mazur obtient la minoration suivante de la dimension de Krull. Comme le module Ad(p)
est d’ordre une puissance de p, I’ensemble de places S autorisées a se ramifier doit contenir
les places archimédiennes et les places au-dessus de p. On rappelle que Gk g désigne le
groupe de Galois de I'extension maximale de K non-ramifiée en dehors de S.

Corollaire 1.3.28 (| |, §.1.10, Prop.5). — Soit K/Q un corps de nombres de de-
gré d. On se donne un ensemble fini S de places de K contenant les places archimédiennes
Ploo(K) et les places au-dessus de p. On note Gal(K,/K,) le groupe de Galois absolu du
complété K, de K en v € Ploo(K). Soit p: Gk g — GLy(F) une représentation continue
telle que C(p) = F. On note R(p) l'anneau de déformation universelle de p.

Alors

dimKrull R(p)/R(p) > 1+dn® — > H°(Gal(K,/K,),Ad(p)).
VEPloo (K)

Dans la suite, on travaille avec des représentations de dimension deux. En distinguant les
représentations paires et impaires, on peut préciser le corollaire ci-dessus lorsque K = Q.

Définition 1.3.29. — Soit p différent de 2. On dit que p : Gg,g — GLa(F) est impaire
lorsque detp(c) = —1, ou ¢ est une conjugaison complexe. Sinon, on dit que p est paire.

En dimension deux avec K = Q, le corollaire ci-dessus donne :

Corollaire 1.3.30. — Soit p > 3. On conserve les mémes hypothéses que dans le corol-
laire ci-dessus avec p : Gg,s — GLa(IF). Alors

5 est i .
dimKrull R(5)/pR(5) > {3 SZ/j es zm?alre,
1 s p est paire.

Remarque 1.3.31. — On retrouve ce résultat dans le chapitre 3 dans le cas particulier
k= Q (cf. Cor. 3.7.8).
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Terminons en discutant du cas d’égalité dans le théoréme 1.3.27, i.e. du cas ol
dimKrull R(p)/pR(p) = di — da.

Mazur a conjecturé que cette égalité a toujours lieu dés que p est absolument irréductible.
Il n’y a pas de contre-exemple, ni de preuve de ce fait pour le moment.

Notons que cette conjecture est une version de la conjecture de Leopoldt (qui dit que le
nombre de Z,-extensions linéairement indépendantes d'un corps de nombres K de signa-

tures (71, 7r2) est égal & 14 r9) en dimension n. Puisque R(p) ~ W(F)[[Gig’ép)ﬂ (d’apres la

proposition 1.3.20), la dimension de Krull de R(p)/pR(p) est égale au Z,-rang de G%’:gp).

Ainsi lorsque n = 1, dire que dimKrull R(p)/pR(p) = di — ds équivaut a dire que le couple
(K, p) verifie la conjecture de Leopoldt; ici dy — d2 = 1 + 7o puisque Ad(p) = F.

Revenons 4 la situation générale en dimension n. Le cas le plus simple pour lequel I’égalité a
lieu est donné par do = 0, c’est le cas sans obstruction. Citons un exemple tiré de | |-
On note K/Q le corps de décomposition de X3 — X + 1. Le groupe de Galois associé a
ce polyndme est le groupe symétrique Sz, K/Q est p-ramifiée avec p = 23. Comme S;
s'injecte dans GLa(IF23), il existe une représentation p : Ggg — GL2(F23) absolument
irréductible (avec S = {23}). Mazur montre alors que ce probléme est sans obstruction et
donc R(ﬁ) ~ ZQg[[Xl,XQ,Xg]].

1.8.8.5. Cas Local. — Soit p: Gal(Q,/Qp) — GL2(F) une représentation continue.
Lorsque C(p) = F, la formule d’Euler-Poincaré pour le groupe Gal(Q,/Q,) donne :

dy —dy = b.

Comme dans le cas global, donnons un exemple d’anneau sans obstruction. Dans | I,
il figure une condition suffisante pour que do soit nul. Les représentations absolument
irréductibles p : Gal(Q,/Q,) — GL2(F,) sont connues, on trouve leur table dans [FM], §.9
par exemple. On peut énoncer le théoréme suivant, légérement différent de celui de | |

(cf. [FM]).
Théoréeme 1.3.32 (| |, Th.4.1). — Soit p > 3 et soit p : Gal(Q,/Q,) — GLa(F))

une représentation continue et absolument irréductible. Alors on est dans le cas sans obs-
truction doy = 0 et donc
R(p) ~ Zp[[ X1, ..., X5]].

1.4. Condition de déformation, foncteur relativement représentable

Soit F' : C — Ens un foncteur tel que F(F) soit réduit & un élément. Soit G un sous-
foncteur de F, i.e. G(A) C F(A) pour tout A € C. On suppose que G(F) = F(F). 1l
s’agit de mettre en évidence une condition (étre relativement représentable) pour que le
foncteur G soit pro-représentable dés que F' ’est. Une condition de déformation définit un
foncteur relativement représentable ; dans la pratique, 'arithmétique motive l'introduction
des conditions de déformation. De cette facon, le probléme de déformation est différent
de celui posé au départ mais dans cette nouvelle configuration il y a encore un anneau de
déformation (uni)versel, c’est un quotient de R(p). Nous y reviendrons dans le chapitre
2 (en rappelant certains éléments de cette section).
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Soit p : II — GLy(F) une représentation résiduelle fixée. Soit D une propriété satisfaite
par p. La définition suivante présente une classe de propriété D, appelée condition de
déformation.

Définition 1.4.1. — On dit que D est une condition de déformation lorsque les deux

points suivants sont vérifiés :

1) Soit a : A — B un morphisme d’algebres de coefficients. Si py vérifie D alors a0 pg
vérifie aussi D.

2) Soit p : II — GL,(A X¢ B) une déformation de p avec A, B, C' trois anneaux locaux
Artiniens. Soit ps : A xg B — A et pg : A x¢ B — B les deux projections naturelles.
Alors :

p satisfait D < [pa o p et pp o p satisfont D].

Le premier point permet d’utiliser le langage fonctoriel, on confond ainsi la condition de
déformation D et le foncteur Defp(p) associé a D défini de la maniére suivante :

cC — Ens
A — {pa € Def(p)(A) vérifiant D}.

On étend ce foncteur & la catégorie C par continuité

Defp(p)(R) = lim Defp(p)(R)(R/mp’) avec R € C.
J

Pour montrer que Defp(p)(R) est pro-représentable, on peut le voir comme un foncteur
relativement représentable par rapport a Def(p).

Définition 1.4.2. — On dit que G est relativement représentable par rapport & F si pour

chaque diagramme dans C
A B
C

G(A x¢ B) — G(A) Xg(c) G(B)
F(A x¢ B) ——= F(A) XF(C) F(B)

identifie G(A x¢ B) avec le produit fibré F(A x¢ B) X (G(A) x¢(c) G(B)) -
F(A)xp(c)F(B)

le diagramme naturel

Un foncteur relativement représentable par rapport a F' posséde les mémes propriétés que
le foncteur F' comme l'indique la proposition suivante.

Proposition 1.4.3 (| |, §.19). — Soit G un foncteur relativement représentable
par rapport a F'.
1) Pouri=1,...,4, si F vérifie la propriété Hi alors G la vérifie aussi.

2) Si F est pro-représentable par un anneau R € 5; alors G est pro-représentable par un
quotient de R.
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Proposition 1.4.4 (| |, §.23). — Si D est une condition de déformation pour p,
alors le foncteur Defp(p) est relativement représentable par rapport ¢ Def(p).

Comme conséquence directe, il vient :

Théoréme 1.4.5. — On suppose que C(p) = F. Si D est une condition de déformation,
alors le foncteur Defp(p) satisfait les propriétés H1, H2, H3 et Hj de [Sc|. Autrement dit,
Defp(p) est un foncteur représentable par un quotient de R(p).

Donnons deux exemples de condition de déformation, le premier est le plus simple et
concerne la ramification des déformations de p de dimension n; quant au second il nous
est donné par la théorie des formes modulaires dites ordinaires en p, i.e. les formes modu-
laires classiques f =) anq" pour lesquelles a, est une unité p-adique, cela concerne les
représentations en dimension 2.

Exzemple 1.4.6 (Ramification). — 1) Soit K un corps de nombres. On dit qu'une re-
présentation

pr: Gal(Q/K) — GL,(R)
est non-ramifiée en une place v de K lorsque pour chaque w|v :

pr(1w) = (1),
ou I, est le sous-groupe d’inertie associé a la place w|v. Comme les groupes d’inertie

sont conjugués, il suffit en réalité de vérifier que I,, C ker pg pour une place w|v. Dire

que pr est non-ramifiée en v revient a dire que v est non-ramifiée dans l'extension

—kerpr ., o , .
Q /K. "Etre non-ramifiée en v" est une condition de déformation. On se donne une

représentation résiduelle p : Gal(Q/K) — GL,(FF) non-ramifiée en dehors de I’ensemble
fini de places S. Or, p est non-ramifiée en dehors de ’ensemble fini T" dés que T contient
S. On note Gk s le groupe de Galois de I'extension maximale de K non-ramifiée hors de
S. On souhaite déformer p: G g — GL,(F) et p: Gxr — GL,(F), dont les anneaux
de déformation (uni)versels sont notés Rg(p) et pr(p). Avec ce qui précéde, on sait que
I’anneau R est un quotient de Rg. Il est naturel de vouloir en savoir plus sur cette
surjection, sur son noyau en particulier. Certains cas sont traités dans | |-
2) En revanche, "étre ramifiée en v" n’est pas une condition de déformation.

Exzemple 1.4.7 (Déformation presque ordinaire, déformation presque extraor-

dinaire )

Soit L/ K une extension galoisienne du corps de nombres K. Considérons deux sous-groupes

de Gal(L/K) : G, et I, les groupes de décomposition et d’inertie associés a une place de

L au-dessus d’une place v de K.

Soit R € C et soit p : Gal(L/K) — GLa(R) une représentation. Enfin V,, désigne l'espace

associé a p.

On dit que p est :

1) presque ordinaire en v lorsque V, admet un sous- R-module libre V| qui est G,-stable et
facteur direct de rang 1 de V.

2) presque extraordinaire en v lorsque V), admet une décomposition en facteurs directs de
R-modules libres de rang 1 et G,-stables : V, =V} @ V5.

3) ordinaire en v lorsque p est presque ordinaire en v et V3 = Vplv.

4) extraordinaire en v lorsque p est presque extraordinaire en v et Vj = Vplv.
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Proposition 1.4.8. — Chacune des propriétés ci-dessus est une condition de déforma-
tion. Les algébres de coefficients qui leur sont associées sont respectivement notées :

R’VZO RTL@O RO €t REO
) ) *
D’apres le théoreme 1.4.5, on dispose des fléches naturelles :
RTZO s RO Rneo s R@O et RO s RCO'

Démonstration. — On se limite au foncteur associé & la propriété presque eztraordinaire
en v. Soit p : Gal(L/K) — GLa(F) une représentation presque extraordinaire en v. Avec les
notations de la définition 1.4.1, supposons que paop et ppop soient presque extraordinaires
en v. Vj,0p (respectivement V,,o,) admet un sous-A-module libre V4 (resp. un sous-B-
module libre Mp) G,-stable et facteur direct de rang 1 de V) 0, (resp. de V,0p,). Le
C-module Vo = V4 ®4 C est libre de rang 1. Vo est isomorphe au C-module Vp ®p C.
Ainsi, le A x¢ B-module V4 Xy, Vg est libre de rang 1. Par construction, c’est un facteur
direct de V,. 0

1.5. Représentations galoisiennes

On présente ici des résultats classiques sur les représentations galoisiennes en dimension

deux. Tout au long de cette section, la lettre K désigne un corps de nombres et S un

ensemble fini de places de K. On note Kg l'extension maximale de K (dans une cloture

Q) non-ramifiée en dehors de S, le groupe Gk, s désigne le groupe de Galois Gal(Kg/K).

Pour chaque place v € S, on note Frob, un Frobenius associé a v dans G g et [Frob,] sa

classe de conjugaison. Enfin, le traditionnel caractére x, désigne le caractére cyclotomique

modulo p ou & valeurs dans Z; selon le contexte.

On considére ici les morphismes de groupes p : II — GL2(X) continus ou :

(1) II désigne un sous-groupe d'un quotient de Gk g,

(2) X désigne un sous-corps de ﬁp muni de la topologie discréte ou de @p muni de la
topologie p-adique.

1.5.1. Cebotarev et semi-simplicité. — On rappelle le théoréme de densité de Ce-
botarev et la classification -qui en découle griace au théoréme de Brauer-Nesbitt- des re-
présentations galoisiennes semi-simples.

Les classes de conjugaison des Frob, engendrent topologiquement le groupe de Galois sous-
jacent, c’est objet du théoréme de densité de Cebotarev (cf. | |, par exemple).

Théoréme 1.5.1 (Cebotarev). — Soit K un corps de nombres et soit L/ K une exten-
ston galoisienne non-ramifiée en dehors d’un ensemble fini de places S.
Alors la famille formée des [Frob,| pour v ¢ S est dense dans le groupe Gal(L/K).

On rappelle une version du théoérme de Brauer-Nesbitt (cf. [Ch], par exemple) qui carac-
térise les modules isomorphes grace & leurs polynémes caractéristiques.

Théoréme 1.5.2 (Brauer-Nesbitt). — Soit k un corps et soit A une k-algébre. On note
M et N deur A-modules semi-simples de dimension finie. Alors M et N sont isomorphes
si et seulement si les polynémes caractéristiques de M et de N sont égauz.

Avec le théoréme de Brauer-Nesbitt et le théoréme de densité de Cebotarev, on obtient :
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Théoréme 1.5.3. — Soit k un corps topologique.

Soient p1 : G — GLa(k) et p2 : Gx,s — GLa(k) deux représentations continues. On
suppose que p1 et pa sont semi-simples. Si l'égalité entre les polynomes en X suivants se
produit pour tout v ¢ S

det(X — p1(Froby)) = det(X — p2(Frob,)),

alors
pP1 = p2.

Remarque 1.5.4. — Lorsque 2 € k>, il suffit de vérifier que tr (pi(Frob,)) =
tr (p2(Frob,)) pour tout v € S pour dire que p; =~ ps.

o

1.5.2. Représentation associée a une courbe elliptique. — Soit £ une courbe
elliptique définie sur Q, i.e. une variété projective lisse de genre 1 définie sur le corps Q
et munie d’un point rationnel. En plongeant E dans ’espace projectif de dimension 2, la
partie affine de E posséde une équation de la forme

y? =2+ Az + B, avec A, B € Q.

La multiplication par un entier m € Z définit un morphisme de groupe :

(m]: E@Q — E@Q)
P —  mP.

On note E[m] le noyau de ce morphisme, il est formé des points de m-torsion de E(Q).

Lorsque p désigne un nombre premier et n un entier naturel non-nul, on sait que
Ep"| ~Z/p"Z x Z/p"Z.

En choisissant des bases compatibles pour les applications naturelles E[p"] «+ E[p

obtient I'isomorphisme :

n—l—l]7 on

lim E[p"] ~ 7.
n

On appelle module de Tate p-adique de E le Z,-module Ta,(E) libre de rang 2 :
—1; T
Tay(E) = lim B[p"].
n

Comme la courbe E est donnée par une équation algébrique a coefficients rationnels, le
groupe de Galois absolu Gal(Q/Q) agit sur E. De la méme fagon, ce groupe agit sur les
points de torsion E[p"] et par compatibilité, on récupére une action sur le module de Tate
Ta,(E). Aprés avoir fixé une base, on dispose des deux représentations

pEp: Gal(Q/Q) — GLa(Zy),
et

pE,p - Gal(Q/Q) — GLa(IF,),
associées respectivement & P'action de Gal(Q/Q) sur le module de Tate de E et sur E[p].
De plus, la réduction de pg , modulo p coincide avec pgp : pp,p mod p = pgy.
Soit | un premier ne divisant pas le conducteur N de la courbe elliptique E. Alors £
a bonne réduction modulo [, on note E; cette réduction. Le résultat suivant figure dans
[ | (cf. §.2.2) par exemple.

Proposition 1.5.5. — Soit E une courbe elliptique définie sur Q, de conducteur N.
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1) Soit p un nombre premier. Alors la représentation pg,, est non-ramifiée en dehors des
premiers qui divisent pN. Pour chaque premier [ { pN, on a :

tr pEJ,(Frobl) =1l+1- ‘EZGFI)’

La représentation pg, est absolument irréductible et det ppp = xp.
2) La représentation pgpp est absolument irréductible pour presque tout p.

On peut remarquer que la trace de pg p,(Frob;) est indépendante du premier p, avec p # .
Par ailleurs, le déterminant de I'image d’une conjugaison complexe par pg, ou pg,p vaut
—1, ces représentations sont impaires.

1.5.3. Théoréme de Deligne, Eichler-Shimura. — Dans cette section, on aborde les
représentations associées aux formes paraboliques classiques et modulo p. Le cadre choisi
pour la notion de forme parabolique modulo p est celui de | |. Une forme modulaire
appartenant a Si(I'1(N),C)(e) est par définition parabolique, de poids k et de caractére
£:(Z/NZ)* — C* pour I'1(N). La définition est analogue pour Sk(T'1(N),F,)(g).

Théoréeme 1.5.6 (|DS], Th.6.1). — Soit k > 2, N > 1 et p un nombre premier qui ne
divise pas N. Soit ¢ : (Z/NZ)* — C* un caractére.

Soit f =3, <1 an(f)q" € Sp(I'1(N),C)(e) une forme parabolique propre pour les opérateurs
de Hecke et normalisée. Alors il existe une représentation irréductible et non-ramifiée en

dehors de pN
pr: Gal(Q/Q) — GLQ(QP)
telle que pour tout  { pN :

tr pr(Froby) = a;(f) et det py(Froby) = e(1)I* 1.

On dit que py est associée a f.

D’aprés le théoréme 1.5.3, une telle représentation est unique et son déterminant est donné
par :

det py=c¢- Xl;*l.
En particulier, py est impaire : det pf(c) = —1, 0l coo désigne une conjugaison complexe.

Le théoréme ci-dessus peut s’énoncer de fagon plus précise a ’aide du corps de nombres
Q(f) :== Q({an(f)}n) associée a f; en particulier la représentation prend ses valeurs dans
un complété Q(f), de Q(f) (o v|p). On sait qu’il existe un réseau dans Q(f)?2 stable sous
I'action du groupe de Galois absolu. Cela nous autorise a réduire la représentation py. On
prend ensuite sa semi-simplifiée, i.e. la somme directe de ses facteurs de Jordan-Hélder. La
représentation obtenue est bien entendu semi-simple et ne dépend pas du réseau choisi au
départ.

La conséquence de cette observation s’énonce de la fagon suivante :

Théoréeme 1.5.7 (|DS], Th.6.7). — Soit k > 2, N > 1 et p un nombre premier qui ne
divise pas N. Soit € : (Z/NZ)* — F; un caractére.

Soit f =35 o1 an(f)g" € SE(T1(N),Fp)(€) une forme parabolique propre pour les opéra-
teurs de Hecke et normalisée. Alors il existe une représentation semi-simple et non-ramifiée
en dehors de pN

pf: Gal(Q/Q) — GLy(F,)
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telle que pour tout  { pN :
tr pr(Froby) = a;(f) et det py(Froby) = &(1)I1* 1.

On dit que py est associce a f.

Comime le groupe GLQ(E,) est muni de la topologie discréete, I'image de py est un groupe
fini. Il existe donc un corps fini F de caractéristique p tel que py : Gal(Q/Q) — GLy(F).
Par ailleurs, avec ce que I’on a vu auparavant, on sait que la représentation py est impaire.

1.5.4. Formes compagnons. — On se penche ici sur certaines formes modulaires mod
p appelées formes compagnons ("companion forms"). On laisse tomber la notation £ au
profit de e, jusqu’a la fin il s’agit de formes modulaires modulo p.

Soit f = > ang" € Sk(T'1(N),F,)(¢) une forme propre et normalisée telle que les ay,
appartiennent & un corps fini IF de caractéristique p. Par la suite, on dit qu’une telle forme
f est propre et normalisée de type (k,e) pour I'; (V).

La définition d’une forme compagnon nécessite de parler du poids k' donné par :

kli p+1_k Slk#z%
P sik=p.

Définition 1.5.8. — On suppose que 2 < k < p et que a, # 0. On suppose aussi que
ag # e(p) lorsque k = p. On dit que f admet une forme compagnon lorsqu’il existe une
forme g =, bng™ propre et normalisée de type (k',¢) pour I'; (V) telle que :

1) b, = annt’ ~
2) apbp, = (p).
Un tel couple (f, g) est appelé couple de formes compagnons, la notion de forme compagnon
est symétrique.

I pour tout entier n premier avec p,

Une reformulation de cette définition, grace aux théorémes 1.5.3 et 1.5.7, s’énonce de la
fagon suivante :

Lemme 1.5.9. — Les points suivants sont équivalents :
1) Le couple (f,g) est composé de formes compagnons,
2) pr ~ pg@xET,

3) by =~ PrOxp

L’étude de ces formes modulaires a été motivée par la recherche du poids optimal de la
forme modulaire f associée, d’apres la conjecture de Serre, & une représentation impaire
et absolument irréductible p : Gal(Q/Q) — GLo(F).

On distingue les formes modulaires modulo p selon que a, est nul ou non-nul. Il s’agit
respectivement du cas supersingulier ou ordinaire. Les formes compagnons sont ordinaires
par définition. La théoréme suivant, prouvé par Deligne et qui figure par exemple dans
[ | (cf. Prop.12.1), décrit I'image de la restriction pys, au groupe de décomposition
Gal(Q,/Q,) dans le cas ou f est ordinaire. On a besoin du caractére non-ramifié

Aa) : Gal(@,/Q,) — F*

qui envoie le Frobenius Frob, sur I’élément a € F*.

45



Théoréme 1.5.10. — Soit f = > anq" une forme propre et normalisée de type (k,¢)
pour I'1(N). On suppose que 2 < k <p+1 et que a, # 0. Alors

Prp = (X’;_l/\ (%))> i )

0 Aap)

Il s’agit de décrire des situations pour lesquelles la représentation py, est diagonalisable,
i.e. de caractériser les cas ol * = 0.
La réciproque du lemme suivant, conjecturée par Serre, a été démontrée par Gross dans

[Grol.

Lemme 1.5.11 (| |, Prop.13.8). — On suppose que f admet une forme compagnon.
Alors py,, est diagonalisable :

_ _ ep
Pfp X]; Y <C(L )> @ A(ap).
p

Démonstration. — Notons ¢ la forme compagnon de f. Dans le lemme 1.5.9, on a vu que
pr =~ pg® Xg_l. Avec le théoréme 1.5.10, on voit ainsi que l'espace sous-jacent a la
représentation pr, possede une droite stable sur laquelle le groupe agit via le caracteére

X’;_l)\ (%) et une droite stable sur laquelle le groupe agit via le caractére A (%f)). Or,

on sait que % = ap (et que alz) # e(p) lorsque k = p). Ainsi, les deux droites stables sont
. . . — ~ k* gp)
distinctes et on a bien py, ~ xp~'A (Ec(i)) ® Aap). O

Le sous-corps fixé par le noyau d’une représentation ps : Gal(Q/Q) — GLo(F) associée a
une forme compagnon f est modérément ramifié en p. Les déformations de cette représen-
tation admettant un comportement local analogue doivent pouvoir fournir des extensions
peu ramifiées. C’est pour cette raison que nous nous sommes intéressés aux formes com-
pagnons.

Définition 1.5.12. — On dit que py est modérée en p lorsque 'image de l'inertie en p
par py est d’ordre premier a p.

Voici une caractérisation des représentations py modérées en p.

Lemme 1.5.13 (| |, Prop.13.7). — Soit f =) a,q" une forme propre et norma-
lisée de type (k,e) pour I'1(IN). On suppose que a, # 0. Lorsque k = p, on suppose de plus
que ag # e(p). Alors on a l'équivalence suivante :

e(p)

Prp = X];_l)\ (a) @ Aap) <= py est modérée en p.
P

Le théoréme suivant est da & Gross. On a déja vu l'implication 2) = 1) (cf. les lemmes
1.5.11 et 1.5.13). La difficulté se concentre sur I'implication 1) = 2).
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Théoréeme 1.5.14 (| |, Th.13.10). — On se donne f une forme propre et normalisée

de type (k,e) pour I't(N). Supposons que 2 < k < p, a, # 0, ag # e(p) lorsque k =

p et enfin que la représentation pr : Gal(Q/Q) — GL2(F) associée a f est absolument

wrréductible.

Alors les assertions suivanies sont équivalentes :

1) La représentation py est modérément ramifiée en p lorsque k # p et non-ramifiée en p
lorsque k = p.

2) La forme f posséde une forme compagnon.

Ezxzemple 1.5.15 (| |, §.17). — Des calculs menés par Elkies et Atkin lorsque N =
1 décrivent les formes compagnons modulo p, avec p < 3500. Seules les formes f pour
lesquelles I'image de py contient le groupe SLa(IF)) ont été retenues. Par exemple, la forme
modulaire de poids 12 pour SLy(Z) :
A=q]]@-qg*
n>1
est sa propre forme compagnon modulo 23, mais I'image de pa dans GLa(F23) est isomorphe
au groupe symétrique Ss.
Les nombres premiers exceptionnels, i.e. ceux pour lesquels I'image de p; ne contient pas
SLy(F,), ne nous intéressent pas puisque notre objectif est de construire des extensions
galoisiennes avec des groupes de Galois du type SLs.
Soit
Ey=1+4240)o3(n)q"
n

et
Eg=1-— 504205(n)q”.

n
A partir de ces deux séries d’Eisenstein, posons :

Alﬁ = E4A, Alg = E@'A, AQO = EZ%A, et A26 = EiEﬁA

Alors chacun des couples (f,p) suivants désigne une forme compagnon f modulo p :

(A16,397), (A1s,271), (Ago,139), (Ag0,379), et (Ag, 107).
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CHAPITRE 2

RELEVEMENT DE REPRESENTATIONS PRESQUE
EXTRAORDINAIRES EN p

Introduction

Let p: Gg — GL2(F) be a continuous, absolutely irreducible, 2-dimensional representation,
with F a finite field of characteristic p > 5. Serre has conjectured (see | |) that p is
modular when it is odd, i.e. when the image of a complex conjuation by p is of determinant
—1. A refined form of this conjecture predicts the minimal weight and level of the newform

associated to p. It is now a theorem proved by Khare and Wintenberger (see | | for
the level one case, | I, | | and | |). Potential modularity lifting theory
and global deformation theory in the sense of Mazur (] |) are involved in | |-

The results in the first theory mentionned are linked to the conjecture of Fontaine-Mazur
[°M](see, e.g., [Ta 2] and [Ki 1]).

In our work, we focus on the global deformation theory with local conditions. To be more
precise, assuming that p is locally abelian (all the restrictions of p to the decomposition
groups have an abelian image), we study the deformations of p which are also locally
abelian. The main example arises from p attached to a companion modular form (in p);
in this case the restriction of p to the inertia group I, is isomorphic to the sum 1 ® x of
two characters. In some sense, it is the only example available on Q (see |[Grol).

The main result is the following.

Theorem A. — Let p: Gg — GLa(F)) be a continuous, odd and unramified outside p
representation of the Galois group Gg, with p > 5. Assume that PGy, 1 nearly extraor-
dinary, i.e. that it is isomorphic to the sum of two characters. Moreover assume that the
image im(p) contains SLa(F)).

Then there ezists a lift p : Go — GLa(Zyp) of p and a finite set of primes T containing p
such that

p 1s T-ramified and pig, s isomorphic to the sum of two characters.
P

In fact, we will prove the more general theorem which deals with an arbitrary number field
K (for the notations and terminologies, see below).



Theorem B. — Let p: Gg — GLo(TF) be a continuous representation, unramified outside
S =8,, withp > 5. Assume that p is totally odd, nearly extraordinary in v for eachv € S
and that the image of p is full.

Suppose that K is totally real and that p, ¢ K,, for each v € S.

Then there exists a deformation (W(F), p) of p and a finite set of primes T O S such that

p is T-ramified and (W(F), pa,) € C;°(W(F)),

forallv e S,.

When K = Q, note that we know that p is odd if and only if it is modular; that is a

theorem of Khare and Wintenberger (see, e.g., | D).

Our proof of Theorem B builds on the ideas of Ramakrishna | | and Taylor | |-
Before explaining the outlines of the proof, we give the following corollary which uses some
computations of Elkies and Atkin on companion forms in [Gro]. In [Oh|, Ohtani has got an
unramified Galois extension of Q(j,~) with Galois group isomorphic to SLa(Z,[[X]]/ ()
(|JOh, Corollary 0.2.]), without information on b'. Here, one has :

Theorem C. — Let p € {107,139,271,379}.
Then there exists a Galois extension M/Q(upe~) unramified at Sy, such that

Gal(M/Q(pp)) ~ SLa(Zp).

Moreover, there is a finite set of primes T' such that M /Q(upe) is T'-ramified and tamely
ramified at w, for each w € T'.

We explain the main ideas of the proof of Theorem B. We use the formalism of the defor-
mation theory introduced by Mazur | |- Thus we attach a local deformation functor
to the property "nearly extraordinary in v" (for v|p), denoted by CJ'°°. We show (Lemmas
2.3.7 and 2.3.8) that, for each v|p, this functor is a deformation condition, continuous and
smooth. In other words, if L°° denotes the tangent space of C]°°, then (C]'°°, L1'*°) is
admissible, which means that it satisfies the properties P1,..., P7 formalized by | |
and recalled in Definition 2.2.4. Hence, we know that C]'°° is unobstructed.

Afterwards, we use the following inequality (| |), based on the Poitou-Tate duality,

gen(Jio,y) < 3 gen() + dimeHY, g, (G, (A°R) (1)),
vES

which is recalled in Proposition 2.2.9. Tt is a weak local-global principle.

The ideal of relations J, of the versal ring of C'°° is trivial since this functor is unobs-
tructed. If the Selmer group in the right-hand side in the above inequality is trivial, then
the ideal of relations Jyc,y is also trivial and our global deformation problem admits a
universal ring of characteristic zero (see Propostion 2.2.10). Otherwise, we need to make
the Selmer group trivial. That is the object of the subsection 2.4.1 and of Lemma 2.4.3.
In this subsection, we describe an algorithm which decreases the dimension of the Selmer
group by adding a finite number of primes of K to the set S. The tangent spaces L;'*° need
to be big enough in order to initialize the algorithm (see Proposition 2.4.4).

We call this algorithm the Taylor-Ramakrishna method. Moreover, we give a bound for the
primes added, based on an effective version of Cebotarev density theorem, when K = Q.
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We itemise the contents of the article. In Section 2.1 we recall the basic preliminaries in
deformation theory. The proof of Theorem B needs some local-global principle for admis-
sible deformation functors, this is the object of Section 2.2. We show that (C}'¢°, L7¢%)
is admissible and we give the dimension of the tangent space L7}’ in Section 2.3. In
Section 2.4, Theorem B is finally proved. Some applications and the proof of Theorem C
are given in Section 2.5.

Notation. —

- p > 5is a fixed prime number.

- Let K/Q be a number field (we fix an algebraic closure of K). We will denote by G
its absolute Galois group and by Gk s the group Gal(Kg/K) where S is a finite set of
places of K and where Kg denotes the maximal extension of K which is unramified
outside S. We denote by S, the set of all places of K above p and denote by Pl (K)
the set of infinite places of K.

- Let x,, denote both the p-adic and mod p cyclotomic characters, this should cause no
confusion depending on the context.

- Let GG, denote an absolute decomposition group above a finite place v of K, let I,
denote the inertia subgroup of G, and Frob, denote an arithmetic Frobenius in G, /I,.

- Let F denote a finite extension of I, and W(F) for its ring of Witt vectors.

- If M represents a F[G,]-module, we will denote by M (i) the module M with the
action twisted by x?, (for i € Z) and by M’ the module Hom(M, p,).

- Let Ad°%(pR) be the trace zero submodule of the adjoint Ad(pr) which is the set
Ms(R) with the conjugation action by pgr, where pr denotes a representation (with
values in GLy(R)) specified in the context.

- Let v be a representation of G. We denote by K (7) the splitting field of 7, that is
the subfield fixed by ker~.

- Let Fle] represent the quotient ring of dual numbers F[x]/(2?), where € = x.

All representations are supposed to be continuous.

2.1. Deformation theory

2.1.1. Deformation functor. — We denote by C the category of complete Noetherian
local rings with residue field F, with the natural morphisms of such local rings which are
the identity by restriction to the residue field F. Let C be the subcategory of Artinian rings
of C. Let A € C. The object A has a natural structure of a W(IF)-algebra and there exists

an integer m such that A is a quotient W(F)[[X1, ..., X;,]]/I, where I is called the ideal of
relations of A (see | ]). In fact, m = dimpm/(ma2, p), where m 4 denotes the maximal
ideal of A.

Let II be a profinite group which satisfies the p-finiteness hypothesis :
V U open subgroup of II : Hom.(U, F)) is finite.

Let p: IT — GLo(F) be a continuous representation.

Two representations pa, p/y : I = GLy(A) are strictly equivalent if they are conjugated by
an element M € ker(GL2(A) — GL2(IF)). We will write [p4] for the strict equivalence class
of p4 and we will identify p4 and the class [pa] when the properties studied are stable by
conjugation by ker(GLg2(A) — GLa(IF)).
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The deformation functor Def(p) : C— Set, with values in the category of sets, is defined
by

Def(p)(A) = {[pall(pa mod ma) = p}.
Its tangent space is the F-vector space Def(p)(Fle]). This space is isomorphic to
HY(IT, Adp).
We recall that C(p) := {M € Ma(F) | Vg € II: Mp(g) = p(g)M }. The following theorem,
based on the deformation theory developed in [Sc], is due to Mazur (| )]

Theorem 2.1.1 (Mazur, | ). — Let IT be a profinite group as above and p : 11 —
GLy(F) be a continuous representation.
(1) Then Def(p) admits a pro-hull (R(p), p) in the sense of [Sc]|.

(2) Assume that C(p) = F; put d; = dimpH(II, Ad(p)), for i = 1,2. Then the functor
Def(p) is representable by a ring

R(p) ~ W(F)[[ X1, ..., Xq,]]/I, where gen(I) := dimp(I/mp - I) < da,

- Def(p)(~) =~ Homuy (s (R(p). -).

In (1), the ring R(p) is called the versal deformation ring for p.

In (2), the ring R(p) is called the universal deformation ring for p.

By local and global class field theory, the absolute Galois group of a local field and the group
Gk s satisfy the p-finiteness hypothesis. We will apply Theorem 2.1.1 for such profinite
groups.

2.1.2. Deformation conditions. — (See Section 1.4)

2.1.2.1. Fized determinant. — For R € CA, we denote by nr : W(F) — R the natural
morphism deduced from the W(F)-algebra structure of R.

Let p be a residual representation of II and let ¢ : II — W(F)* be a fixed morphism such
that det(p) = np o d.

We consider the deformations pr of p with fixed determinant, i.e. such that

det pr =nRr o .

This defines a subfunctor Defs(p) which is a deformation condition ; its tangent space is
H'(I1, Ad%p).

2.1.2.2. Ezxamples. — We recall Example 1.4.7. More details can be found in, e.g., | |
and [Oh].

Let p : Gk — GL2(R) be an absolutely irreducible representation, where R € C. Let M,
represent the free R-module of rank 2 defined by p.

Definition 2.1.2. — Let v be a place of K. The representation p is :

1) nearly ordinary in v if M, has a free sub-R-module My which is is stable by G, and a
direct summand of rank 1 of M,,.

2) nearly extraordinary in v if M, = My & My where My and My are free R-modules of
rank 1 and are stable by G, .

3) ordinary in v if p is nearly ordinary in v and My = M/f“.

4) extraordinary in v if p is nearly extraordinary in v and My = M[{”.

When it is clear from the context, we shall omit the reference to v.
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Proposition 2.1.3 (Mazur, | |). — The above properties are deformation condi-
tions.

Denote by R"™, R™°, R° and R the versal rings associated respectively to nearly ordi-
nary, nearly extraordinary, ordinary, extraordinary properties in v. Then there are natural
surjections :

R'!LO s RO’ RTLEO s R@O and RO s RGO'

2.2. Local-Global

We recall that K is a number field with absolute Galois group Gk . For a place v of K,
there is a natural restriction res, : G, — Gg.

Let p: Gx — GLo(F) denote an absolutely irreducible representation. Then p is unramified
outside a finite set .S of primes of K. We make the assumption that S contains all the places
of K above p. For each v € S, denote by p, : G, — GL2(F) the natural restriction pjg, of
p to Gy.

Until the end of this article, we will work with deformations with fixed determinant. So
by deformation, we will mean deformation with fixed determinant. The module associated
to this condition is Ad%p, i.e. we will deal with tangent space H'(Gg,Ad"p) and its
subspaces.

2.2.1. Selmer groups. — We will study local deformation conditions and associated
tangent spaces, i.e. some subspaces of H'(G,, Adoﬁ). Afterwards, the obtained results will
be applied to the module Ad°p.

From now on we fix M a finite discrete F[Gk g]-module and denote by M* = Hom(M,F)
its dual representation.

First, let us recall the following classical result about Tate local duality ; it could be found
in | | for example.

Proposition 2.2.1. — Suppose that i € {0,1,2}. Then by local duality, the perfect pairing
Mx M*—TF

induces a perfect pairing

HY(Gy, M) x H* Gy, M*(1))) — H?*(G,,F(1)).

Definition 2.2.2. — We fir a sub-F-vector space L, of H'(G,, M), for every v € S. De-
note by L+ C HY(G,,, M*(1)) the annihilator of L, under the perfect pairing of Proposition
2.2.1.

The preimage of L(S) := @,cg Lo under the natural restriction map

HI(GK,SaM) - @HI(GUaM)
vES

is called the Selmer group associated to (K, L(S)) and it is denoted by
H{y s (Grcis, M).
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In the same way, the preimage of L(S)+ = D.cs L under the natural restriction map
H' (G5, M*(1)) = D H' (Gv, M*(1))
veS
is called the Selmer group associated to (K, L(S)') and it is denoted by

It is a hard task to determine such Selmer groups. For example, in the case where L, = (0)
for all v € S, these are the classical Shafarevitch groups. Nevertheless, the following Euler-
Poincaré formula provides the value of the quotient of the orders of these groups. It is
based on the Poitou-Tate exact sequence.

Theorem 2.2.3. — | , Theorem 2.19]
1) The Selmer group HJ%L(S)}(GKS,M) is finite.
2) The following exact sequence holds :
HYGgs,M) — @ues H' (G, M)/Ly — Hip o, (Gr,s, M*(1))"
- H2(GK,S7M) - @vES Q(GUﬂM)'
3) The finite orders of the Selmer groups satisfy the equality

[Hipsy (Grs: M)l |HY Gy, M H |L,|
1H}, ¢, (Grs, M*(1)]  [H(GK, M* DI g 1HO(Go, M)
{L(s)~} ’
2.2.2. Admissible local conditions. — The main result of this article gives a lift p of p

to W(IF) such that each restriction p, satisfies some property C,. If the C,’s are subject to
some sufficient functorial properties of deformation and smoothness and if a certain Selmer
group is trivial, it is known (see Proposition 2.2.10) that the universal deformation ring
that is assoc1ated to Def(p)(c,1 (see Definition 2.2.8 for notations) exists and is smooth
over W(IF). We recall the definition given by Taylor in | | where the properties of the
C, are listed ; this definition formalizes the work of Ramakrishna | |

2.2.2.1. Definition. —

Definition 2.2.4. — (Taylor, | 1) Let Cy : C — Set be a collection of couples (R, p)

such that R € C and pr : Gy — GLa(R) is a representation with determinant 8, and (pr

mod mpg) = p; and let L, be a subspace of H'(G,, Ad"p).

A pair (Cy, Ly) is admissible if it satisfies the following properties :

P1. (F,py) € Cy.

P2. The set of lifts in Cy to a fized ring R is closed under conjugation by the subgroup
ker(GLg(R) — GLo(TF)).

P3. If (R,p) € Cy and if f : R — S is a morphism of elements of C, then (S, fop)eCy.

Pj. Let Ry and Ry be in C. Suppose that (Ri,p1) € C, and (Ra,p2) € C,. Suppose
also that Iy s an ideal of Ry and Iy an ideal of Ra such that there is an isomorphism
o Rl/Il — RQ/IQ satisfymg N a(p1 mod I1) = (pQ mod .[2). Then (Rg,pl D pg) S Cv;
where R3 is the fibred product Ry @4, Ra over the natural projections Ry — Ry /13 5 Ry /Iy
and Ry — Ry/I5.

P5. Let (R, p) be a deformation of pg,. If (R/(mg)",p) € Cy, for every n > 0, then
(R, p) € Cy.
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P6. Let R € C and I be an ideal of R such that mp - I = (0). If (R/I, p) € C,, then there
exists a deformation p’' of py to R such that (R,p') € Cy and (p mod I)=p.

P7. Let (R, p1) and (R, p2) be deformations of p, with (R, p1) € C,. Suppose that I is an
ideal of R such that mg - I = (0) and (p1 mod I) = (p2 mod I). We will let [p2 — p1]
denote the element g — p2(g9)p1(g) "' =1 of H'(G,, Ad°p)@rI. Then : [ps—p1] € Ly@rI
if and only if (R, p2) € Cy.

Moreover, we say that C, 1s admissible if it satisfies P1,--- | P6.

Remark 2.2.5. — 1) Properties P1, P2, P3 and P4 show that C,, can be seen as a functor
which is a deformation condition for p,. For example, if P4 is satisfied by C,, then so is
the third item of Definition 1.4.1 with Ry = pa(A xX¢ B),Re = pp(A x¢ B) and I; =
ker(R; — C), for i = 1,2. We will identify C, with the associated functor from C to Set ;
so Cy admits a versal ring.

2) Property P5 means that C, : C — Set is a continuous functor.

3) Property P6 means that the versal ring of C, is smooth over W(IF). See [Sc, Remark
2.10] for exzample.

2.2.2.2. L, and tangent spaces. — Fvery space L, can be obtained in a systematic way

as the tangent space of C,,. It is the object of Proposition 2.2.7, the proof of which is based

on the following lemma.

Let us first explain the abuse of notations in the following lemma. Denote by F[I] the

F-vector space F @ I. We identify ¢ with ¢(e) thanks to the isomorphism of F-spaces :

Hom(F[e|,F[I]) ~ I

@ = @(e).

It holds for all pr € Def(p)(R) : p(e)pr = w(€)p (because mp - I = (0)).

Lemma 2.2.6. — Let D be a deformation condition for the representation p, = p|q, and
F :C — Set be the functor
F(R) = Defp(p)(R).
Then for all rings R € C and all ideals I of R such that mp - I = (0), the following map is
surjective :
F(R) x (P(Fl)) @ I) — F(R) xpayn) F(R)
(b1, (L+eld)pe @) — (p1, (1 +@(e)c])p).

Proof. — The map of the lemma is the composition a4 o az o ag o a; where the a;’s are
defined below. So we need to show surjectivity of the following maps.

| {F(R) x (F(Fle)) @ I) — F(R) x F(F[1])
(o1, A+ €[d)p @ @) = (p1, (1 + p(e)[c])p)
The map a; is a bijection from Lemma 2.10 of [Sc|.
. {F(R) x F(F[I]) — F(R %z F[I))
2 (p1,p) = p1®p

The map as is a surjection from Theorem 2.11 and Remark (2.13) of [Sc]. Note that we
can apply Theorem 2.11 since D is a deformation condition, so F' admits a hull.
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ag : F(R xp F[I]) — F(R xg/; R) is the bijection induces by the isomorphism (2.16) of
JRxpF[I] = Rxg/ R
[5¢] r® (zo+z)—>rd(@+r)
F[I|=F&I.
F(R xg/ R) — F(R) Xpr/1) F(R)

aq
{01 @ p2 — (p1, p2)
At last, the map a4 is a surjection from Theorem 2.11 of [Sc]. O

, where zg 4+ x means xg € F and = € [ according to

Proposition 2.2.7. — The tangent space of C, satisfies property P7. From now on we
will write Ly, for

{[c € H'(Gy,Ad%p) | (1 +€[c])p € Cu(Fle])}-
Proof. — 1Tt is a direct consequence of Lemma 2.2.6. O

2.2.2.3. Selmer group and global tangent space. — We fix some useful notations for the
next proposition.

The deformation functor of p : Gx,g — GL2(F) is denoted by Def(p). The deformation
functor of pig, : Gy — GLa(F) is denoted by Def(p),. We fix a set of places S and pairs
(Cy, Ly) such that C, is a functor satisfying P1,..., P5 and L, is its tangent space, for
each v € S. Following the terminology recalled in | , Definition 3.1], we see that C, is
a continuous functor which is relatively representable as a subfunctor of Def(p),.

We study the deformations (R, pg) of p whose restrictions at v € S are of type C,, i.e.
such that (R, pr) € C,.

Definition 2.2.8. — The functor associated to the local requirements C,, denoted by
Def(p)ic,y, is the pullback in the following diagram

De.f(ﬁ){Cu} - Hves Cy

! !

Def(p)  —— Ilies Def(p)o-

Recall that gen(/) := dimp(I/mp-I) for an ideal I in the ring R. We can state the following
proposition.

Proposition 2.2.9. — | , Prop 3.4, Theo 4.2]

1) The functor C, admits a versal ring of deformation R,,.

2) Def(p)ic,y is representable by a ring denoted by Ric,y-

3) H{lL(S)}(GK,S,AdOﬁ) is the tangent space of Def(p)(c,), where L(S) = @, cg Lv-

4) Let J,, denote the ideal of relations of R, for eachv € S, and Jic,, denote the same for
Ric,y- So, it holds

gen(Jic,y) < Y gen(,) +dimsHY, o1 (G5, (Ad°5)*(1)).
veS
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Proof. — Proof of 1) is well-known and originates from Theorem 1.4.5; 2) corresponds to
[ , Prop 3.4] and 4) to | , Theo 4.2]. Point 3) is a consequence of the definition of
tangent spaces of functors in the diagram which defines Def(p)(c,). Note that, of course,
the proof of | , Theo 4.2] uses the Poitou-Tate exact sequence. O]

2.2.3. Smoothness and lift. — Recall that p : Gxg — GL2(F) is unramified outside
S. The following proposition represents a key result proved in | |, it is based on an
interpretation of the Poitou-Tate exact sequence (recalled in Theorem 2.2.3) with P5 and
P6. That is the proof of | , Lemma 1.1]. We propose an alternative proof thanks to
the inequality in Proposition 2.2.9.

Proposition 2.2.10. — For each v € S, let (Cy, Ly) be an admissible pair such that
plc, € Cuo(F). If H{lL(S)l}(GK,S,(AdOﬁ)(l)) = (0), then there exists a deformation
(W(F), p) of p which is S-ramified and such that p\q, € C,(W(F)), for all places v € S.

Proof. — The functors C, are smooth by P6, thus their ideals of relations J, are trivial.
We conclude, with item 4 of Proposition 2.2.9, that the ideal of relations Jy¢,y is also trivial

and so Ryc,} is a power series ring over W(F) in dimFH{lL(S)}(GK,S, Ad%p) variables. [

2.2.4. Example : tamely ramified lift. — In this subsection, we fix a finite place w
of K which is not above p.

Lemma 2.2.11. — Let py, : Gy — GLa(F) be an unramified representation with w { p.
Then the lifts of py, are tamely ramified.

Proof. — Let (R,pgr) be a lift of (F,p,). Note that, since p,, is unramified, one gets
pr(Ly) C ker(GLa(R) — GL2(F)). But the kernel ker(GLg(R) — GLo(F)) is the projective
limit of the p-groups ker (GLa(R/mpg"™) — GL2(F)) for n > 1, so it is a pro-p-group. [

We recall Example E3 given in | |. The lifts involved will be used for the prime in
T — S from Theorem B.

Suppose that w {1 p, that either Nw # 1 mod p (where Nw is the cardinal of the residue
field of Ky,) or p | |p(Gw)l.

Assume that

PGy = < XSX ; > , with respect to some basis eq, es of F2.

Take C!, to be the class of deformations of p|a,, of the form

XPX * . —
( 0 ) , where y lifts .

Take L!, to be the tangent space of C?,, and denote by Hom(Fez, Fe;) the submodule of

w?

Ad"p formed by the matrices ( 8 3 >
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Lemma 2.2.12. — | , Section 1 (E3)| Under the above assumptions, the following
properties hold.

1) The pair (CL, L)) is admissible.

2) The space L, is equal to

im (H' (G, Hom(Fez, Fey)) — H' (G, Ad%p))

and

dimpL!, = dimpH' (G /1, Ad°p).

2.3. The admissible pair (C}°°, L}*°)

Let S be equal to Sy, the set of all places of K above p. For each v € S, let p, : G, — GLa(F)
be a continuous representation. Assume that

pv 18 nearly extraordinary, for every v € S.

This means that, for each v € 9, there exists a basis in which p, = Xxu,1 © Xv,2, Where X,
are two characters (see Definition 2.1.2). We fix such basis.
By abuse of notation, we omit the reference to v and denote by y; the characters instead

of Xwv,i-
Assume also that

Xixa & {1 xps Xy ' -
Definition 2.3.1. — For each v € S, let (C]'°°, L1°°) be the following pair
C7°(A) = Def(p)neo(pv: A), with A € C.
i.€.
Cy°(A) = {lpall(pa mod ma = py),pa = ¢1 © ¢p2, where ¢; are characters}.

and

L7 = {[d] € H'(Gy, Ad°)|(1 + [e])p € C1°(Fe])}-

Let Diag(Ad’p) denote the sub-F[G,]-module of Ad’5 of diagonal matrices. The aim of
this section is to prove the next two results.

Proposition 2.3.2. — The following properties hold.

1) The functor CJ*° satisfies P1,...,P5, for eachv € S.

2) Assume that p, ¢ K,, for v e S. Then the pair (C1¢°, L7°) is admissible.
3) One has

L' = HY(G,, Diag(Ad%p)).
Thus
dima L7 = [K, : Q] + 1+ 0(pp(K.)),
where §(py(Ky)) =1 if pp, C Ky and 0 otherwise.

Remark 2.3.3. — In[Oh, Lemma 1.6.], it is proved that C})*° satisfies P4 in a different
way.
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The proof is performed in two steps. In section 2.3.1, parts 1) and 2) of Proposition 2.3.2
are proved. Afterwards, we will study the structure of the module Ad°s for the action of
G, and we will give the dimensions of the spaces L7°° in section 2.3.2.2. Before this, we
give a direct consequence of Proposition 2.3.2 needing the following definition.

Definition 2.3.4. — 01(p) is the number of places in Plo(K) which are even for p, and
0_1(p) is the analogous number for odd places in Pls(K).
When K is totally real, p is totally odd when [K : Q] = d_1(p).

Corollary 2.3.5. — We fiz p: Gg — GLa(FF) which is unramified outside S = S,.
Then

> dimpLpe > > dimpH%(Gy, Adp)

ves VESUPloo (K)
18 equivalent to

[ Q4+ ) 6(p(Ky)) = 361(p) +6-1(p).

vES
Proof. — One has dimFHO(Gv,Adoﬁ) =1 for each v € S, and
dimpH°(G,,, Ad°p) = 1, for every odd place v € Ply(K),
dimFHO(GU, Ad%p) = 3, for every even place v € Pl (K).

This implies the desired equivalence. O

2.3.1. About C}*°. — The following key lemma, whose proof is quite computational,
gives us a nice matrix representation of elements in C]°°. This representation is unique in
the following sense :

Lemma 2.3.6. — 1) Assume that p € C"°(A), where A €C.
Then there exists a representative of p of the form

M_1<1%1 £ )M, witth(i 31/) and Y,z € ma.
2

, o~
2) Let p1 = M1_1 v 0 My and po = M2_1 il 0, Ms two lifts of p, to A € C,
0 o 0 ¥y
where M; = ( Zl Ziz > and y;, z; € ma, fori € {1,2}.

Let g € G, and assume that :

(i) p1(g9) = p2(9),

(ii) py(g) is not scalar matriz.
Then

My = M; and ¢i(g) = ¥i(g) fori e {1,2}.

Proof. — 1) Since p € C'*°(A), there exists two characters 11,1y such that p ~ 1)1 @ 1s.
We define the following sets :

Com(p) = {M € GLa(A) | M< %1 52 )Ml - < %1 52 >},

B(s) = (M € GLa(a) | Mot = (% 0 )y
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Since 11 # 19, the subgroup Com(p) is equal to the subgroup of diagonal matrices of
GL2(A). Next, note that Com(p) acts on the left on B(p) by multiplication. Describing the

orbit of a matrix M = ( i EZ ) € B(p) under this action, we deduce part 1).

2)Let a = 11(9),b = ¥2(g), c = ¥ (g) and d = ¢5(g).

Part (7) implies that a +b = ¢+ d and ab = cd. Hence, ab = a(c + d — a) and then
(a —c)(a—d) =0.But (a —d) € A* from hypotheses (i) and (i7). This shows that a = ¢
and it follows that b = d. Now, we prove the equality M; = My. We get y1(a—b)(1—y222) =
y2(a—b)(1 —y121) comparing the antidiagonal of the matrices Ml_lNlMl and Mz_lNQMQ,
and we get (a —b)y121 = (a — b)ya2z2 comparing the diagonal of the same matrices. Thanks
to (i1), (a —b) € A*. It follows that y1(1 — y222) = y2(1 — y121), Y121 = Y222 and y; = yo.
The same way, we obtain z; = 2». O

Lemma 2.3.7. — C}'°° satisfies P1, P2, P8 and P5.

Proof. — It is easy to see that C}'° satisfies P1, P2 and PS3.
For P5, we work with the expression given in Lemma 2.3.6 for each p, = (p mod R/(mpg)") :

_ 0
pn:Mn1< On @n)Mn

where M,, = zl yln . The projective limit of the p,, exists thanks to item 2) of Lemma
n
2.3.6 and is equal to p. Thus, C]'°° satisfies property P5.

O
Lemma 2.3.8. — Property of fibred products P4 stands for C]'¢°.

Proof. — We will use Lemma 2.3.6. Let (Ry, p1) and (Ra, p2) be as in P/, and show that
(Rs, p1 @ p2) € CI'°(R3), in keeping notations of Definition 2.2.4.
As (Ry, pi) € CI°°(R;), we know from 2.3.6 there exists y;, z; € mp, such that

g Yix O -1
pz—Mz< 0 1/11‘,2 Mz

M; = ( 1‘ g{li > and (vi; mod mp;) = x;-.

Zi

where

We have to find X € GLa(R1) and two characters (¢1 @ ¢2), (o1 @ ¢2) with values in RJ
satisfying :

(MlX ©® Mg) € GLQ(Rg)
$1 D P2 0

and pl@pQZ(MlX@MQ)( 0 01D P2

) (M X @ M)~ L.

0 Y12
that a(M; X mod I) = (My mod I). Up to conjugate (p1 mod I1) by a~t(Ms mod 1),
we can assume that (Ma mod I) = Id, i.e.

(p2 mod I3) = ( d%’l

We search for an X € GLy(R;) which commutes with < Y 0 ) mod I and such

0

" > mod Is.
2,2

60



From now on, we omit the reference to a. Since (p1 mod I1) = (p2 mod I3), we get :

_ 1 Y-y (Y —h2)
(1=w2) < 21(12 —¥11) Y12 — 1211 ) mod I

_( Y21 O
—< 0 oo mod 5.

Since 91,1 # 12 (mod mpg, ), it holds
y1,21 € I1 and (¢1; mod I1) = (o ; mod I3).
We can conclude with the following suitable choice

X =1d,¢1 D P2 =11 Y21 and @1 @ @2 = P12 D P2 0.

O

Remark 2.3.9. — Note that the choice of X is quite immediate here thanks to Lemma

2.3.6 ; we give the details of the proof to illustrate the usual approach for P4 .

Lemma 2.3.10. — If u, ¢ K,, then C'*° satisfies P6.

Proof. — If p, ¢ K,, then the versal ring of CI'®° is smooth over W(F) (see Example

1.3.21). Property P6 is established for C}'*° thanks to Remark 2.2.5.

2.3.2. The tangent space L}*°. —

O

2.3.2.1. The Galois modules Ad°p and (Ad°p)(1). — The G g-equivariant and perfect

pairing
Ad%5 x Ad%5 — F
(A, B) —  Tr(AB)

shows that the representation Ad’p is self-dual : Ad%s ~ (Ad°p)*, where (Ad°p)*

Hom(Ad"p,F). For i € {0,1,2}, Proposition 2.2.1 states that
H'(Gy, Ad%p) x H*7'(Gy, (Ad°p)(1)) — H*(G,,F(1)) ~F.

We will describe the cohomology of the module Ad%p.
Proposition 2.3.11. — 1) As F[G,]-modules :

Ad% ~F @ F(x; 'x2) 8 F(xaxz ')-
2) The following holds :

H°(G,, Ad°p) = Diag(Ad°p) ~F,

dimg H?(Gy, Ad°p) = 6(p1p(Ky)),

and

dimp H' (G, Ad°p) = 1 + §(11p(Ky)) + 3 [Ky : Q).
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Proof. — The proof of 1) is immediate. We recall that x1x5 " ¢ {1,)@,,)(51}. Thus, with
1), it holds H°(G,, Ad’p) = Diag(Ad°5) ~ F. By local duality, the group H?(G,, Ad’p) is
the Pontryagin dual of H°(G,, (Ad°p)"), with (Ad°p)" = Hom((Ad%p), p).
Thanks to 1), one has (Ad%p)" ~ F(xp) @ F(Xflxgxp) @ F(Xlxglxp); the group G, acts
on (Adoﬁ)/ in the following way, with o € G, and f € (Adoﬁ)/ :

(0 F)(ma) = f(m)>),

(0 £)(ma) = f(ma)X1 X2)@) and (5 - f)(ms) = f(mg)*z X1%)(@)

Wherem1:< > (8 é)andmgz((l) 8>.IftheactionofGU0np,p

is trivial, then dumpH0 G, (Ad°p)") = 1, otherwise the space H? is trivial. We deduce the
dlmensmn of H' with the local Euler-Poincaré characteristic. O

2.8.2.2. Proof of item 8) in Proposition 2.3.2. — Thanks to Lemma 2.3.6 and to Propo-
sition 2.3.11, it follows that

L} = H'(G,, Diag(Ad%p)),

ie. Ly = Hom(G,/([Gv, G4]GY), F).
By local class field theory, one gets

dimp L3 = [Ky : Qp] + 1+ 6(pp(Ko)),
where §(pp(Ky)) =1 1if pp, € KX and 0 otherwise. O

2.3.3. About C;°. — In this subsection, we speak about the links between our work
and the article [Oh|. Let S = Sp. We fix peo : Gi,s — GL2(F) which is extraordinary in v,
for all v € S. In [Oh], Ohtani studied the functor which parametrizes the S-ramified and
extraordinary in v deformations of pe,. Here, we impose an additional and minor condition
by fixing derminant of such deformations. The functor associated to all these requirements
is denoted by Defceoy. By definition, it is the pullback in the following diagram

Defyceey —— [Toes C3°

| |

Def(peo) —— Hves Defv(peo|Gv)v

where Def(pe,) is the deformation functor of peo, Defy(peo|,) the same for pe, g, and CF°
its subfunctor which parametrizes the extraordinary deformations of p.|q, -

Let L = {[c] € H' (G, Ad’p)|(1 + €[c])peo € C5°(F[e])}-

Proposition 2.3.12. — The following properties hold.

1) If pp € Ky, for v € S, then the pair (C°, LE°) is admissible.

2) One has L = H' (G, /I,,Diag(Ad°p)) and dimpL® =1 for allv € S.
3) We have the following equality

> dimpL? — Y dimpH(Gy, Ad®) = —(361 +6_1).
veS VESUPIloo (K)
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Proof. — For item 1), we just use Lemma 2.3.6 and Proposition 2.3.11 as for the proof of
Proposition 2.3.2. Note that v is unramified character in the extraordinary case. Items 2)
and 3) are direct consequences thanks to Lemma 2.3.6. O

Proposition 2.3.12 implies the following inequality
D dimpL? < ) dimpH'(Gy, Ad).
ves VESUPIs (K)

Hence the initial hypothesis about the dimensions of tangent spaces in Propostion 2.4.4
fails, these tangent spaces are too small. It is due to the fact that 1)1 is unramified character,
which is too restrictive to use Taylor-Ramakrishna’s method with the data (C5°, LS°). That
is why we relax the assumption about the ramification of ¢ and work with (CJ¢°, L7¢?)
in Theorem B (see Corollary 2.3.5 for inequality about dimpL]®?).

2.4. Main Theorem
In this section, thanks to Propositon 2.2.10 and 2.4.4, we prove Theorem B :

Theorem B. — Let p: Gxg — GLa(F) be a continuous representation, unramified outside
S =8,, withp > 5. Assume that p is totally odd, nearly extraordinary in v for each v € S
and that the image of p is full.

Suppose that K is totally real and that p, ¢ K,, for each v € S.

Then there exists a deformation (W(F), p) of p and a finite set of primes T 2 S such that

p is T-ramified and (W(F), pc,) € C;*°(W(F)),
for allv e S,.

2.4.1. Strategy. — Let p: Gx — GLy(F) be a continuous representation, unramified
outside S.
The following strategy is due to Ramakrishna | |- The mean idea is the following.

We want to find a finite set T' of places and {(Cy, Ly)}ver admissible pairs such that
H%L(T)L}(GKT» (Ad°p)(1)) = (0), where L(T) = @D,cr Lv; in that case, we know (thanks
to Proposition 2.2.10) that there exists a deformation (W(IF), p) of p such that pg, €
Cy(W(F)), for all v € T. So we want to make trivial a Selmer group by adding some
primes to S in order to apply Proposition 2.2.10. We will be more specific.

Subsections 2.4.4 and 2.4.3 describe some estimations of the places w (when K = Q)
introduced in the following description.

1) a) If HEL(S)L}(GKS? (Ad°p)(1)) is already trivial, we use Proposition 2.2.10 and then

there exists a deformation (W(F), p) of p such that pig, € Cp(W(F)), for all v € S. We
take T'= S and (W(F), p) in Theorem B where C,, stands for C}'“°.
b) Otherwise, assume that H%L(S)L}(GK,S,(AdOﬁ)(l)) # (0). Write ¢ a non-trivial ele-

ment in H{lL(S)L}(GK,Sa (Ad°5)(1)). Let w be a place not in S and L} be a subspace of
HY(GYy, (Ad%5)(1)). The following natural sequence is exact

0= H{, o101y (Gr 50wy (Ad5)(1))

- H{lL(S)ieaHl(Gw,(AdOﬁ)(l))}(GK:SU{“)}’ (Adoﬁ)<1)) - Hl(GwyAdOﬁ(l))/Li :
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We want to find a place w depending on the pair (L(S)*, Gk s) such that :
(i) H%L(S)L}(GK,Sy (Adoﬁ)(l)) = H{IL(S)J_@Hl(G (Adoﬁ)(l)}(GK,Su{w}a (Adoﬁ)(l)),

(ii) the image of ¢ in H' (G, Ad°p(1))/L} is nonzero.
2) Now we discuss the the above equality in (i). Note that
ker(H{ps)y(GK,5,Ad°p) — H' (Gy/ 1y, Ad°p)) = Hyp )y (G sufw} Ad”P),

where the map considered in the kernel is the natural restriction.
Point 3) in Theorem 2.2.3 implies that

’H{IL(S)L@Hl(GuJ,(AdOﬁ)(l)}(GK,SU{w}, (Adoﬁ)(l))‘
’H{IL(S)J.}(GK,& (Adoﬁ)(l))|
_ [H s (G 50wy, Ad”D)]

|H{1L(5)}(GK,Sa Adoﬁ_’)|

So the above equality in (i) holds if and only if
i)’ the natural restriction H} G 5,Ad°p) — HY(Gyw/I, Ad"p) is surjective.
{L(s)\ 7S P P

|HY (G /1w, Ad%p)].

We see that we search for a place w such that (i)’ and (ii) hold. Note that for simplicity
we focus on place w such that H'(G., /I, Ad’p) is a one dimensional space over F. We
prove such a w exists in Lemma, 2.4.3.

3) We continue in this fashion obtaining, after a finite number of iterations, a finite set of
places T'= S U {wi, ..., w;} such that

Yoy 14(Grer, Adp(1)) = (0)

where ¢ < dimpH; o 1,(GK,s,(Ad°p)(1)) and LT = (@pes LE) @ LS, @ ... @ L,

2.4.2. Proofs : cohomology and Cebotarev. — We need the following lemmas to
prove Proposition 2.4.4. The method is in the spirit of | |. We give the details of the
proofs of two lemmas for the convenience of the reader.

Let p : Gxg — GL2(F) denote a representation unramified outside S = S,,. Assume also
that SLo(IF) C im(p).

The image of PGL(p) is not solvable, since it contains PGLgy(F), with p > 5. It implies that

Ad°p and (Ad°p)(1) are absolutely irreducible F[G i g]-modules (see, e.g., | , Lemma
17)).
Lemma 2.4.1. — | , lemma 2.48] Denote by K(Ad°p) the extension of K cuts out

by ker PGL(p) and by E the Galois extension K(Ad°p)K (1) over K. Assume that p > 5.
Then

H'(Gal(B/K),Ad°5) = (0) and H (Gal(E/K), (Ad°5)(1)) = (0).

Lemma 2.4.2. — Assume that p > 5. Let L and L' represent two affine proper subspaces
inside (Ad°p)(1) and Ad°p respectively. Assume that ¢ € H{lL(S)l}(GK’S, (Ad°p)(1)) and

(NS HEL(S)}(GK,S,AdOﬁ) are nonzero elements. By abuse, we denote also by ¢ and 1 their
associated cocycles.
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Then there exists g € Gal(E(¢)E(v)/E) such that

¢(g) ¢ L and ¢(g) ¢ L.

Proof. — Lemma 2.4.1 states the restrictions to Gal(Kg/FE) of the 1-cocycles ¢ and v are
morphisms, also denoted by ¢ : Gal(Kg/FE) — (Ad°p)(1) and + : Gal(Kg/E) — Ad%p.
The subfields fixed by these morphisms are denoted by E(¢) and E(1)) respectively. Note
that the abelian extensions E(¢)/FE and E(i)/E are non-trivial since the cocyles are
nonzero and so are the morphims. The F[G k. s]-modules Ad°p and (Ad°p)(1) are irreducible
since SLa(F) C im(p). Hence, the following Gal(E/K)-equivariant injections

Gal(E(¢)/E) — (Ad°p)(1) and Gal(E(y)/E) — Ad%p
are isomorphisms. We now need to distinguish two cases.

(i) Assume that the F[Gf s]-modules Ad’p and (Ad°p)(1) are not isomorphic.
Hence, the extensions E(¢) and E(v) are disjoint over E ; the group

Gal(E(9)E(¢)/E) = Gal(E(¢)/E) x Gal(E(y)/E)
admits a F[Gal(F/K)]-module structure, and it surjects on (Ad%p)(1) x Ad%p.

(ii) Assume that the F[Gk s]-modules Ad’p and (Ad°p)(1) are isomorphic.
As Ad°p is irreducible, it holds E(¢) = E(1). Since |F| > 2, one has |¢~ (L) Uy~ (L))| <
2|F|? < |Gal(E(¢)/E)| and so we are done.

O

Thanks to Lemma 2.4.1, to Lemma, 2.4.2 and to Cebotarev density theorem, we obtain the
following classical result. We recall that the pair (C%, L!,) is defined in Subsection 2.2.4.

Lemma 2.4.3. — Let p > 5. Let (Cy, Ly) be admissible for each v € S.

If ¢ € H%L(S)l}(GK,S,(AdOﬁ)(l)) and ¢ € H%L(S)}(GK,S,Adoﬁ) are nonzero, then there
exists w ¢ S such that (C}, L) is admissible for p|q,, , such that x,(Frob,) =1 and such
that :

1) ¢ does not map to zero in H' (G, (Ad°p)(1))/LL, ",

2) 4 does not map to zero in H (G, /I, Ad°p),

3) dimpLt, = dimg H (G /I, Ad%p) = 1.

w’

Proof. — The image of the map
PGL(p) x xp : Gr,s — PGLy(F) x F*

contains the product PSLy(F) x xp(Gk,s). Indeed |F| > 5, and so, the derivative
subgroup [PSLa(F),PSLa(IF)] is equal to the whole group PSLa(F). This implies that
PGL(p)(ker xp) 2 PGL(p)(|Gk,s, GKk,s]) 2 PSLa(F).

We fix some basis e1, es of F2. We now take a € Gk,s such that

PGL(p)(a) = < 0 ) and xp(a) = 1.

We work in the Galois extension E(¢)E(¢)/K and identify « and its projection in
Gal(E(¢)E(¢)/K). Take L to be
((Hom(Fey, Fe;) ® Hom(Feq, Feg)) N Ad°p)(1) © Hom(Feg, Fey)(1),

and take L' to be
Hom(Fe;, Feg) @ Hom(Fey, Fey).
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By Lemma 2.4.2; there exists g € Gal(E(¢)E(¢)/E) such that
d(g9) + ¢(a) ¢ L and ¥(g) +¢(a) ¢ L.

From Cebotarev density theorem, we know that there exists a place w ¢ S unramified in

the extension E(¢)E(¢)/K and such that Frob,, = ga. We see that PGy = < XSX ;—; >

Moreover, if b : Gy/I, — Ad°p denotes a 1-cobord and if [¢] € (L))", then one gets
b(Frob,,) € L' and that [c](Gy) C L. Since p | |[p(Gy)|, we conclude thanks to Lemma
2.2.12. O

We can state the result below and give the proof of Theorem B.

Proposition 2.4.4. — Let p: Gg — GLo(F) denote a representation unramified outside
S = S,. Assume that p is nearly extraordinary in v, for each v € S. Suppose that p, € K,
for each v € S. Assume also that

(i) SLa(F) C im(p)
and
(i) Y dimpLy® > > dimgH(G,,Ad"p).
ves VESUPloo (K)
Then there exists a finite set of places T containing S such that :

H{lL(T)L}(GK,Ta Adoﬁ(l)) = (0),

where L(T)* = L(S)* & (B yer_s LfUJ') and where L, is the tangent space of C., (defined
in Subsection 2.2.4).

Proof. — Thanks to Proposition 2.3.2, we know that the pair (C}}°, L7°°) is admissible,
for each v € S. Suppose that there is ¢ € H{lL(S)L}(GK,S’ (Ad°5)(1)) nonzero. It follows,

from Assumption (i¢) in Proposition 2.4.4 and from Item 3) in Theorem 2.2.3, that there
exists ¢ € H{lL(S)}(GK,S, Ad%p) nonzero. Then we take a place w given in Lemma 2.4.3. We

conclude thanks to Subsection 2.4.1 : the place w is such that the following strict injection
holds

H{lL(S)l@(LfU)l}(GK,SU{w}v (Adoﬁ)(l)) — H)%L(S)l}<GK,Sv (Adoﬁ)(1)>-
O

Proof of Theorem B. — Thanks to Proposition 2.3.2, we know that the pair (C]¢°, L7¢°) is
admissible, for each v € S. Since p, ¢ K, Corollary 2.3.5 and Proposition 2.4.4 imply that
there exists a finite set of places 7" containing S such that H{IL(T)L}(GK,T; Ad%5(1)) = (0),

with L(T) as in Proposition 2.4.4. Proposition 2.2.10, applied to the admissible pairs C]}<°
(for v € S) and CY, (for w € T — S), give a T-ramified deformation p of p such that

PlGw € Ct (W(F)), forw € T — S,

and
PG, € Cy°(W(F)), for v e S.
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2.4.3. About dimFH%L(S)}(GK’S,AdOﬁ). — Wefix K =Q, F =TF, and S = S,; we
assume that p is odd, nearly extraordinary and unramified outside S.

In this subsection, we will give a bound for dim]FH{lL(S)}(GQ,S,AdOﬁ) which depends
on dimp(Cl(Q(Ad°p))[p]), where C1(Q(Ad®p)) denotes the class group of Q(Ad"p), and
Cl(Q(Ad®p))[p] its subroup killed by p. It gives a bound for the number of places added
to make trivial (we recall that this method is decribed in Section 2.4.1) the Selmer group

associated to (Q, ®yeg L"), Indeed, we know that
dimFH{lL(S)}(GQS, Adoﬁ) = dimFHEL(S)J_}(GQ,S7 Adoﬁ(l)),
when L(S) = ®pes L.
Since HJ}L(S)}(G@,S, Ad®p) is a subspace of H'(Gq,s, Ad’p), the following proposition gives
a desired bound.

Proposition 2.4.5. — Let p : Gg — GLo(F) denote a nearly extraordinary, odd and
S-ramified representation. Assume that SLa(F) C im(p).

Then
dimgH' (Gg,5,Ad°p) <3 [ (p+1)(p* = p) + X5 0(1p(Q(Ad D))
+dimz (CL(Q(AAp))[p])].
Proof. — | , Lemma 2.48] tells that H'(SLy(F), Ad°5) = {0}.

Hence H'(imPGL(p), Ad°p) = {0} because SLy(F) C im(p). Then one has
HY(Gg.s,Ad’p) — H'(ker PGL(p), Ad"p)mPCL(P),
Since the action of ker PGL(5) on Ad%p is trivial, it comes
dimpH'(Gg,5,Adp) < 3 dimpHom(Gal(Qs/Q(Ad"p)),F).
We need [Ko, Theorem 11.8] and we can state that

dimFHom(GQ(Adop)ﬂv F) < ZveS[Q(Adoﬁ>v : Qp] + ZveS’ 5(NP(Q(AdOﬁ)v))

+dimp(CL(Q(AQ"))[p)).
O

2.4.4. Effective version of the Cebotarev density theorem. — (We thank
P.Lebacque for conversations around this subject) Let S’ be a finite set of primes
containing S = 5.

We fix nonzero elements

(NS H{lL(S,)}(GQS,, Ad%p) and ¢ € H%L(S,)L}(GQS/, Ad%5(1)),

where L(S") = @ es L1 & Bpeq_g L (see Subsection 2.2.4 for the definition of L1).
We recall that £ = Q(Ad"p)Q(x,). We used Cebotarev density theorem to prove Lemma
2.4.3, where E(¢)E(¢)/Q is the Galois extension involved.

In this subsection, following | |, we propose a classical estimation of the primes which
make trivial the Selmer group associated to (Q, L(S)1).

The finite Galois extension E(¢)E(¢)/Q is unramified outside S’. In this situation, | ,
Théoréme 6] gives the next proposition.

67



Proposition 2.4.6. — Let n denote [E(¢)E(¢) : Q].

We fiz g € Gal(E(¢)E(¢¥)/Q).
1) Then there exists a prime | ¢ S’ such that Frob; = g and

log(l) < log(2) + 2n c11(log(n) + Z log(q
qes’

where c11 is an absolute constant (it means that c11 does not depend on n and on g).

2) Assume that the Generalized Riemann Hypothesis (GRH) is true. Then the prime | can
be chosen such that :

[ < cyg n? (log(n) + Z log(q))*, with c12 = 280.
qes’

2.5. Applications, companion forms

We prove Theorem C in this section.

2.5.1. Locally abelian and unramified extensions. — Recall that p > 5.
In this subsection we keep the assumptions and the notations of Theorem B, with F = [F,,.
Hence, p is totally odd; and the field K is totally real and such that

pp € Ky, for each v € S.

Moreover, p : Gg — GL2(Z)) is the nearly extraordinary lift of p obtained in Theorem B.
We begin with the next result which gives us an unramified extension above K ().
Afterwards, we give the Galois group of K(p)/K (det p) thanks to a lifting property in group
theory (see, e.g., | |). Thus, under the “cyclotomic assumption” ker(det p) = ker x,, we
obtain the Galois group of the unramified extension K (p)/K (pp).

Proposition 2.5.1. — Assume that p splits completely in K/Q. Then the Galois exten-
sion K (ppee ) K (p)/ K (ppe) is unramified at p.

Proof. — As we assume that p splits in K, it follows that G% = Gal(@gb/(@p) for each
v € S. The lift p is nearly extraordinary in v, for all v € S. Denote by p, the restriction of
p to Gy. So, Qp(pv)/Qp is abelian, for v|p. Since the extension ng/(@p(,upoo) is unramified,
we see that Qp(pv)Qp(tp=)/Qp(pp=) is also unramified and we can conclude. O

The following proposition is a direct consequence of Lemma 5 in | , Ch. IV 83].

Proposition 2.5.2. — Recall that K (det p) denotes the splitting field of det p.
Then Gal(K (p)/K(det p)) is isomorphic to SLa(Zy).

Proof. — Thanks to Lemma 5 in | , Ch. 1V ,§3], we know that SLy(Z,) C im(p). We
recall some details of the proof of Lemma 5 for the convenience of the reader. Let H =
m(p)NSLa(Zy). We will show that SLy(Z,) C H. By assumption, one has SLy(F,,) C im(p)
and thus PSLy(IF,) € Occ(im(p)) (see | | for the notation Occ(+)). Since Occ(im(p)) =
Occ(H) U Occ(im(p)/H) and since PSLy(F,) ¢ Occ(im(p)/H) (indeed, im(p)/H is iso-
morphic to a closed subgroup of Z; and p > 5), we deduce that PSLy(FF,) € Occ(H).
We denote by H the image of H mod p. The kernel ker(H — H) is a pro-p-group and
thus Occ(H) = Occ(H). It implies that H = SLo(F ») as no proper subroup of SLy(FF,)
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maps onto PSLy(F,) and as PSLy(F),) € Occ(H). Thanks to Lemma 3 | , Ch. IV 83|,
it comes that SLy(Z,) = H. B
Hence, the restriction of p to Gal(Q/K (det p)) maps onto SLy(Z,) and we conclude. [

2.5.2. Companion forms. — If f =5 _, anq" € Si(I'1(1);F)(¢) isa mod p cuspidal
eigenform, then there is a continuous, odd, semisimple Galois representation py : Ggo —
GLy(F) attached to f. This representation is p-ramified and characterized by

det(X — p¢(Froby)) = X2 — ;X +e()IFL, for all prime [ # p.

Thanks to | |, we know that py is p-extraordinary if and only if f admits a companion
form (with the additional hypothesis a2 # e(p) if k = p). We recall the definition of a
companion form.

Definition 2.5.3. — Let g = anl bnq", where b, = n'"Fa, for all n such that
ged(n, p) =1 and where by, = ay.
The eigenform f, with weight 2 < k < p, admits a companion form if

4y £ 0 and if g€ Sp(T1(1):F)e).
where k' =p+1—k.

In | , §17|, a table lists the primes p < 3500 for which there are f with companion
forms such that the image of py contains SLy(IF,). These computations are due to Elkies
and Atkin. The following pairs satisfy these requirements :

(p, k) € {(107,26), (139, 20), (271, 18), (379, 20), (397, 16) }.
The pairs
(p, k) € {(107,26), (139, 20), (271, 18), (379, 20)}
satisfy the additional assumption ged(k — 1,p — 1) = 1.
Theorem C is a reformulation of the following corollary.

Corollary 2.5.4. — Let f be a companion form mod p of weight k and level N = 1.
Assume that the image of the Galois representation associated to f

pr: Go — GLa(Fy)

contains SLa(FF,). Suppose that ged(k —1,p—1) = 1.
Then there exists a finite set of primes T 2 {p} such that py admits a lift

ps: Go — Gla(Zy)

which is T-ramified and nearly extraordinary in p.
Hence, the Galois extension Q(py)/Q(pp=) is unramified at p and

Gal(Q(py)/Q(pp=)) = SLa(Zp).

Proof. — We can use Theorem B since p; is odd. Recall that we work with fixed determi-
nant. Here, one has

det py = X’;_l.
One gets Q(det py) = Q(up=), as (k — 1) is prime to p — 1. The conclusion comes from
Proposition 2.5.1 and Proposition 2.5.2. 0l
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Remarque 2.5.1. — Let f be the unique normalized cusp form of level N = 1, weight
k = 18,20 or 26. Consider the representations p; : Gg — GLa(F,) for the pairs (p,k) €
{(107,26), (139, 20), (271,18), (379, 20) } as above. Thanks to | , Th.5.6], we know that
T contains at most two finite places different from p.
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CHAPITRE 3

ARITHMETIQUE DES EXTENSIONS PEU RAMIFIEES
EN »p

Introduction

Soit p un nombre premier. Dans ce chapitre, en vue d’applications & la théorie des déforma-
tions de représentations galoisiennes, nous étudions certains quotients de la pro-p-extension
maximale d’un corps de nombres K. Toutes les extensions de Q considérées seront dans
une cloture algébrique Q fixée. Soit S et T deux ensembles finis et disjoints de places de
K avec T formé de places de K au-dessus de p. Le corps Kg, est le compositum des pro-
p-extensions L de K qui contiennent la Z,-extension cyclotomique K¢ de K et telles que
L/K%¢ soit non-ramifiée en dehors de S et totalement décomposée en 7. On note éfg le
groupe de Galois de IN(E/K

Dans la Partie I, nous déterminons le nombre minimal de générateurs et de relations du
pro-p-groupe Gg. Lorsque SUT contient les places au-dessus de p, on donne des situations
inconnues jusqu’a présent pour lesquelles le groupe GE est libre.

Dans la Partie 1I, nous appliquons a la théorie des déformations les résultats de la Partie
. On obtient une minoration de la dimension de Krull de I’anneau de déformation d'une
représentation p : Gal(KL /K) — GLy(F,). Notre étude est motivée par les déformations
de représentations p : Gal(@{p} /Q) — GL2(F,) dites extraordinaires en p, oil @{p} désigne
I’'extension maximale de Q non-ramifiée en dehors des places au-dessus de p. Les repré-
sentations extraordinaires proviennent de formes modulaires mod p dites compagnons (cf.
sous-section 1.5.4). Le comportement local de ces représentations fournit des extensions
L/Q non-ramifiées hors de p et localement abéliennes, i.e. telles que L, /Q, soient abé-
liennes pour chaque w|p. Cet aspect des déformations extraordinaires est a 'origine de
I’étude de ég

On détaille les deux parties de ce chapitre.

PARTIE I : A propos de G}

Dans la section 3.1, nous commencons par rappeler la théorie p-adique du corps de classes
selon [Ja].

Dans la section 3.2, nous présentons les objets arithmétiques que nous allons étudier : la
pro-p-extension Kg du corps de nombres K et les corps locaux associés qui proviennent



des propriétés locales de f(g fixées par les ensembles finis de places S,T de K. Nous
déterminons le groupe de normes de (IN(g)ab /K et introduisons le module de Kummer XN/ST
figurant dans ’approximation du groupe HQ(éfg, F,).

Dans la section 3.3, aprés avoir fixé un sous-corps k de K tel que K/k soit galoisienne, de
groupe de Galois H, on regarde les objets arithmétiques en question comme des modules sur
lesquels H agit de maniére naturelle. Dans un cadre semi-simple (I’ordre de H est supposé
premier & p) on décrit les caractéres associés aux modules H’(ég, F,), avec i = 1,2.

On présente nos résultats dans la section 3.4. Il s’agit d’une généralisation de ceux établis
dans |Sa]. Nous déterminons le nombre minimal de générateurs et de relations du groupe
CNJE Comme conséquence, dans la sous-section 3.4.3, nous produisons des exemples de
groupes ég libres avec S et T non-vides tels que S U T soit formé des places au-dessus de
p. Ces exemples sont nouveaux.

PARTIE II : Applications aux déformations

Dans la section 3.5, on fixe le cadre des déformations galoisiennes et on propose un bref
bilan des questions naturelles associées.

La section 3.6 est consacrée aux techniques introduites par Boston (| |) pour explici-
ter des anneaux de déformation de représentations galoisiennes (dont I'image est modérée,
i.e. d’ordre premier a p), elles reposent sur des observations en théorie des pro-p-groupes et
sur un dévissage du groupe de Galois & déformer selon un de ses pro-p-groupes. Le principe
dit "prime-to-ajoint" donne des conditions suffisantes pour que 'anneau de déformation
(uni)versel soit sans obstruction, i.e. lisse sur Z,,.

Enfin dans la section 3.7, on applique ces raisonnements lorsque le groupe de Galois a
déformer se dévisse grace a GE. Le théoréme 3.4.1 permet de minorer la dimension de
Krull (d’'un quotient) de l'anneau de déformation universel et de donner des situations
sans obstructions.
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PARTIE I : A propos de G}

3.1. Théorie p-adique du corps de classes

L’objet de la théorie (locale ou globale) du corps de classes est de décrire les extensions
abéliennes d'un corps (de nombres ou d’un corps local) a I'aide d’¢léments de ce corps et de
proposer une correspondance locale-globale. Différentes formulations existent. Ici, la théorie
p-adique du corps de classes introduite par Jaulent ([Ja]) sera celle que nous utiliserons.
Nous proposons d’en rappeler les grandes lignes dans cette section. En un mot, tout revient
a travailler initialement avec des Z,-modules définis & partir des groupes multiplicatifs K*
et K. Les résultats obtenus concernent ainsi des (pro-)p-extensions abéliennes décrites en
termes semi-locaux. Nous renvoyons le lecteur a l'article [Ja] pour les démonstrations, que
nous omettons.

3.1.1. Le p-groupe des idéles. — Soit K un corps de nombres et soit p un nombre
premier. On note Pl,(K') 'ensemble des places de K au-dessus de p. Nous proposons des
rappels généraux sur les objets p-adifiés. On note EIS; le groupe des S-unités de K lorsque
S est un ensemble fini de places de K.

Définition 3.1.1. — 1) Soit Ri = Z, ®7 K* le p-groupe des idéles principaux de K.
Ce groupe R est la réunion des £ f; =7, @7z, E[S{, avec S parcourant les ensembles finis
de places de K.

2) Pour chaque place v de K, on pose R, = @KUX/KUXP et U, = anUy/Uf , Uy
désignant ici les unités du complété K.

Proposition 3.1.2 (|Ja], Prop.1.2). — 1) Le p-groupe des idéles principauz Ry est un
Zp-module topologique pour la limite inductive des modules neetheriens 515;.
2) Le groupe R, est un Zy-module neetherien topologique pour la topologie définie par ses
sous-modules d’indice fini.
3) Soit v une place archimédienne de K.
a) Siv est réelle et si p=2, alors on a Ry ~ Z/27.
b) Sinon, R, est nul.
4) Soit v une place non-archimédienne. On note m, une uniformisante de K,.
Alors R, = wff’uv.
De plus, U, s’identifie :
— au p-Sylow du groupe des racines de l'unité de K,, lorsque v { p,
— au groupe des unités principales de K, lorsque v|p.

Définition 3.1.83. — Le p-groupe des idéles Jx du corps K est défini comme la réunion
des [[,cs Ro vaé g Uy, ou S parcourt les ensembles finis de places de K.

Le sous-groupe des idéles unités Uk est le produit des U, pour v parcourant les places de
K.

La topologie de Jx est celle de la limite inductive, chaque ], . ¢ Ro va U, étant compact.
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Remarque 3.1.4. — L’injection canonique K* — K induit I'injection diagonale
RK — jK-

Considérons les valeurs absolues p-adiques associées au corps K (cf. [Ja], Déf.1.7)
| |o: Ry — 1+ pZy.
En composant ces valeurs absolues avec l'application naturelle Rg — R,, on dispose
d’applications
‘ |K,U R —1 +pr7

appelées valeurs absolues principales.
Posons ensuite (cf. [Ja], Prop.1.10)

Uy := ker| |,.

En prenant le produit des valeurs absolues p-adiques, produit indexé par I’ensemble des
places de K, on définit une application produit

’ ‘K:jK —>1—|—pr.
Cela est bien défini car tous les termes du produit, sauf un nombre fini d’entre eux, sont
égaux a 1.
On note N
Jxk le noyau du morphisme de groupes | |x.
C’est un sous-groupe fermé de Jx contenant R (cf. [Ja], Prop.1.8).
Un sous-groupe naturel de Jx est celui formé par le produit des noyaux des valeurs abso-

lues : N B
Uy = HUU'

Proposition 3.1.5. — Le groupe abélien ﬁv est décrit de la maniére suivante.

1) Siv ¢ Pl,(K), alors U, = U,.

2) Siv e Pl,(K), alors Uy, ~ wp (Ky) X ZZ[,K“:QP}, ot pp(Ky) désigne le groupe des racines
de l'unité p-primaires de K.

Remarque 3.1.6. — En tant que Z,-modules, le noyau ﬁv et les unités U, ont le méme
rang; cela provient du fait que I'image de R, par | |, est d’indice fini dans 1 + pZ,,.

3.1.2. Symbole d’Artin et correspondance. — On rappelle des résultats de la théorie
du corps de classes locale et globale; les références sont nombreuses ([Gral,[Ja], [AT]).
Les symboles locaux/\ou d’Artin jouent un réle qui n’est pas détaillé ici. On rappelle que
K (respectivement K,) désigne la plus grande pro-p-extension de K (resp. de K, ), dans
un cléture algébrique fixée au départ.

Corps de classes local

Définition 3.1.7. — Le corps I/(\'fjb est la plus grande pro-p-extension abélienne de K. Le
corps K" est la plus grande pro-p-extension non-ramifiée de K,,. Le corps K,/ = QYK
est la Z,-extension cyclotomique de K.
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Le théoréme suivant rappelle la correspondance pour les pro-p-extensions K 3b, K" et Ky¥°
de K,.

Théoréme 3.1.8 ([Ja], Th.2.7). — L’application de réciprocité induit les isomor-
phismes de Zy,-modules topologiques suivants :

R, ~ Gal(K™/K,),
Uy, ~ Gal(K®/K™)
et U, ~ Gal(K®/K¥°).

De plus, si vt p, alors la ramification est modérée et Gal(K®/K") est isomorphe au
p-Sylow des racines de l'unité de K.

En revanche, siv|p, alors la ramification est sauvage, le sous-groupe d’inertie posséde une
filtration canonique provenant de la filtration canonique des unités principales de K.

Corps de classes global

Le p-corps de Hilbert d'un corps de nombres K est défini comme la plus grande p-extension
abélienne non-ramifiée de K. La proposition suivante décrit le groupe de Galois du p-corps
de Hilbert d’un corps de nombres.

Proposition 3.1.9 (|Ja|, Ex.2.8). — Le groupe quotient Jx /RxUK s’identifie naturel-
lement au p-groupe des classes de K.

Le résultat central de la théorie du corps de classes admet la formulation suivante.

Théoréme 3.1.10 ([Ja], Th.2.3). — Soit K un corps de nombres et K™ la pro-p-
extension abélienne maximale de K. L’application de réciprocité induit un isomorphisme
continy

Ji/Ric ~ Gal(K?/K).

On parlera de correspondance (globale) en référence a l'isomorphisme de réciprocité du
théoréme ci-dessus. Le lemme suivant tisse le lien entre la théorie du corps de classes locale
et globale en mettant en lumiére la compatibilité "local-global" de la correspondance.

Proposition 3.1.11 (|Ja], Th.2.3, Lem.2.4). — Soit S un ensemble fini de places du
corps de nombres K.
Alors la surjection naturelle

@UESRU - @’UESRURK/RK

est un isomorphisme de Z,-modules compacts.

En particulier, la correspondance globale respecte la compatibilité locale suivante :

— le sous-groupe de décomposition d’une place v de K est l'image dans Gal([A(“b/K) du
sous-groupe R, de Jk.

— le sous-groupe d’inertie d’une place v de K est l'image dans Gal(IA(“b/K) du sous-groupe
Z/[U de jK
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On résume & présent, dans le tableau qui suit, la correspondance pour des extensions
abéliennes de base qui interviendront par la suite. Dans la colonne "Groupe de Galois", on
donne un représentant a isomorphisme (continu) prés du groupe de Galois de I'extension
associée.

Définition 3.1.12. — Le corps K% est la plus grande pro-p-extension abélienne de K.
Le corps K™ est la plus grande pro-p-extension abélienne non-ramifiée de K et KY€ est
la Zy-extension cyclotomique de K.

Par ailleurs, désignons par K'°“¢ la pro-p-extension maximale abélienne de K contenant
K%Y et complétement décomposée sur K¢ en chacune de ses places.

Cette définition justifie la notation loc.cyc, puisque cette extension est localement cycloto-

mique. Le module
= [[

vePI(K)

intervient pour décrire le groupe de Galois Gal(K %/ Kloc-cye).

Extension | Groupe de Galois

K% /K Jk /R
Kab/Kmr UxRi /Ri
kab/Kcyc jK/RK

I?ab/Kloc.cyc gKRK/RK

3.2. Présentation des objets arithmétiques

On fixe un nombre premier p. Soit K/Q un corps de nombres de cloture algébrique K. On
s’'intéresse au pro-p-quotient maximal de Gal(K/K) et on note K la plus grande pro-p-
extension de K dans K. R
Pour chaque place v de K, on rappelle que K, désigne le complété de K en v et K, sa
plus grande pro-p-extension.

Les deux courtes sous-sections suivantes présentent les objets arithmétiques que nous sou-

haitons étudier dans ce chapitre.

3.2.1. Objets locaux. — On commence avec la définition suivante.

Définition 3.2.1. — L’extension K¢ := K"K’ est la pro-p-extension de K, appelée
extension cyclotomiquement ramifiée.

Remarque 3.2.2. — Si v { p, les trois extensions suivantes de K, coincident : K" =
Knr — KCT'
v v o

On recense dans le tableau ci-dessous les sous-extensions de K,/K, que nous aurons a
manipuler, on en profite pour fixer les notations des groupes de Galois associés :
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Extension | Groupe de Galois
K,/K, Gl
K, /K"K I,
K, /K D,
KKy Gy
K/ K, G

3.2.2. Objets Globaux. — On note S et T deux ensembles finis de places finies de K

vérifiant :
SNT =0 et T C Ply(K).

On partitionne S de la fagon suivante : S = S, U Sy, avec S, = SN PL,(K) et Sp =5 — 5.
Dans la suite, nous allons nous intéresser au corps Kg défini de la fagon suivante.

Définition 3.2.3. — Le corps I?S:,F est la plus grande pro-p-extension de K contenant

K¢ et telle que :
KL /K% soit S-ramifiée et T-décomposée.

Autrement dit, I?g /K est la pro-p-extension maximale vérifiant :
a) I?g/K est non-ramifiée en dehors de Pl,(K) U Sp,

b) ([?g)y C KK, pour toute place v ¢ S,

c) (KI), C K,Q¥, pour toute place v € T.

On note _ _
GL = Gal(KL/K).

Il s’agit d’un pro-p-groupe, quotient du groupe de Galois de la plus grande extension
(Pl, U Sp)-ramifiée de K. Comme K7 contient 'extension cyclotomique de K, le groupe

GE posséde un quotient isomorphe au groupe Z,,.

3.2.3. Groupe des normes et module de Kummer de ég — L’extension galoi-
sienne Kg /K est définie par des propriétés locales ; par compatibilité, il est ainsi facile de
voir que :

Gal(K/(KH™) ~ | [ I wwni. (H zft) /R
v¢SoUPL, vEPLl,—(SUT) veT
Donnons une écriture plus synthétique pour ce groupe de normes en posant
L~{§ = H u’u H uv mz;{vv <H Z;[vv) ’
vgSoUPI, vEPIl,—(SUT) veT

i.e.
Gal(K®/(KL)®™) ~ UL /R
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Définition 3.2.4. — On dit que
VI =ut g N Ry
est le module de Kummer associé a I?;‘C

Une maniére naturelle de voir ce module de Kummer provient du dévissage de (f(g)“b /K
selon la p-extension abélienne non-ramifiée et T-décomposée maximale de K ; cette exten-
sion de K fait également apparaitre le module de Kummer suivant :

VT = Uk <H R) JENRk.

veT

Remarque 3.2.5. — Lorsque A, B et C désignent trois groupes abéliens, on utilisera
I'isomorphisme élémentaire ABNCB/B ~ ABNC/(C N B).

Le principe de Hasse concernant les puissances donne RY. = Jr MRk ; ce principe de Hasse
repose sur le théoréme de densité de Chebotarev appliqué dans une extension de Kummer
de K ([ ])- En combinant ces deux observations, on dispose des isomorphismes suivants :

VTR ~ Uy (H Rv> TIENRTE]TE
veT
et _ _
Vg /RY = U T "Rk TR/ T

Lemme 3.2.6. — On rappelle que S et T sont deux ensembles (disjoints) de places de K.
Ona: B B
VSTU{U} C VST, avec v ¢ SUT,
et
Vi cvl c vl e vI c vl

On présente des résultats & propos de ‘7ST utilisés dans la section 3.4.

Soit C17(K) le quotient du groupe des classes CI(K) de K correspondant & l’extension
abélienne non-ramifiée et T-décomposée (i.e. dans laquelle les places au-dessus de T sont
complétement décomposées) maximale de K. Le groupe C17 (K) est fini.

Posons EIT( = E% ® L, O E}; désigne le Z-module des T-unités de K.

Lemme 3.2.7. — Les suites de groupes abéliens suivantes sont exactes
1 — O (K)[p] — CIT (K) 2 Q1T (K) — CIT (K) /p — 1,
1— EE/ef” = VI /RE. — CUK) [p] — 1.

Démonstration. — De maniére immédiate, on voit que la premiére suite est exacte. Jus-
tifions & présent que la seconde l'est aussi. Il suffit d’expliciter 'application 0 partant du
radical VT /RE.. Chaque a € V7T s’écrit (de maniére non-nécessairement unique) sous la
forme urj?, ot u € Ug, 7 € [[,er Ro , j € Ji- On pose

6(a) = j,
ceci définit une application et la suite exacte provient de cette construction. O

78



D’aprés le lemme 3.2.6, et comme CI7(K)[p] et 5}2/5}272 sont finis, on obtient :

Corollaire 3.2.8. — Les groupes abéliens V' et 175? sont finis.

Enfin, présentons un algorithme qui trivialise le module quotient ‘75T /RY.. Les modules

175? sont décroissants en S, I'idée de l'algorithme est donc de faire grossir S & l'aide du
théoréme de densité de Chebotarev.

Proposition 3.2.9. — Il existe un ensemble fini S’ formé de places de K étrangéres a p
tel que V& /RY- soit trivial.

Démonstration. — Supposons que p, € K. On considére L/K la p-extension abélienne
élémentaire non-ramifiée en dehors de p de K. Le théoréme de densité de Chebotarev
appliqué a I’extension L/K assure l'existence d’un ensemble fini de places S’ de K qui ne
rencontre pas Pl,(K) tel que les Frobenius associés aux places de S’ engendrent Gal(L/K).
Soit z € ‘N/ST, . Par la théorie de Kummer, on sait que 'extension cyclique K (¢/x)/K est non-
ramifiée hors de p et totalement décomposée en S’. De cette facon, 'extension K ({/x)/K
est triviale et donc x est une puissance p-éme.

Supposons que p, € K et notons ¢, un générateur de y,. Notons S’ un ensemble fini de
permiers obtenu en appliquant la méthode précédente a l'extension K((p).

Soit x € ‘757: L’élément z est une puissance p-éme dans K((p). Or, I'extension K((p)/K
est de degré premier a p. On conclut en considérant la norme Ny (¢,)/x (%) O

3.3. Structures de F,[H]-modules semi-simples

Soit k un sous-corps de K. Supposons que K /k soit une extension galoisienne de groupe
de Galois noté H. On souhaite faire ressortir les différentes actions du groupe H sur les
objets arithmétiques étudiés. En particulier, pour chaque Z-module M muni d’une action
de H, on s’intéresse &

M ®F, vu comme F,[H]-module.

Notons que cette tensorisation ne tue pas la p-torsion de M, contrairement au module
obtenu en tensorisant par @, par exemple.
Pour la suite, nous ferons I'’hypothése de semi-simplicité classique dans ce cadre en
supposant

pged(|H|, p) =1,
de sorte que chaque F,[H]-module se décompose comme somme directe de modules ir-
réductibles. L’hypothése de semi-simplicité revient a travailler avec une extension K/k
modérément ramifiée en p.
On note (M) le caractére du module M ; il arrive que I'on confonde, par abus de notation,
un module et son caractére. On note < ¢, > le produit scalaire de deux caractéres ¢ et

P
<o >= ;I, S e(h)w(h ).

heH
Lorsque M et N désignent deux modules, I'inégalité

p(M) < ¢(N)
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signifie que chaque module irréductible qui figure dans la décomposition de M figure dans
celle de N avec une multiplicité supérieure.
Le module trivial I, est noté 1.
Par ailleurs, on suppose S et T stables sous 'action de H et on note S(k),T'(k),... les
places de k qui sont sous les places de S, T, ....
Rappelons briévement quelques faits classiques en théorie des représentations.
Mazimalité : Par maximalité, le groupe H agit sur G? et sur (ég)“b.
Induite : Soit v une place de k. Pour chaque place w de K au-dessus de v, notons H,, le
groupe de décomposition associé, i.e. Hy, = Gal(K,/ky). Si pour chaque w|v, M,, désigne
un H,-module, alors la somme directe

SvR

wlv
posséde une structure naturelle de H-module puisque H permute de fagon transitive les
w|v; on note ce module
indfy M,.
En particulier, comme le caractére de M, (muni de l'action de H,,) ne dépend que de v,
on notera H, un groupe de décomposition pour une place w au-dessus de v.
Le module régulier ind?’ (1) est noté Reg.

Dualité : Le module M* = Hom(M,F,) désigne le dual du H-module M.

Compatibilité et corps de classes : Les isomorphismes de la théorie du corps de classes
peuvent se lire comme des isomorphismes de F,[H]-modules, les objets semi-locaux étant
munis de leurs structures naturelles d’induites.

Cohomologie : Partons d’une suite exacte de groupes 1 - A — B — C — 1. On sait alors
que le quotient C' agit de fagon naturelle sur les groupes de cohomologies H*(A,F),).
Par maximalité les extensions [N(;‘C /k sont galoisiennes, on récupére ainsi une action de H

sur les HI(G:SF) De facon analogue, les mémes observations ont lieu au niveau local, i.e.
pour les groupes de décomposition.

Remarque 3.3.1. — Le groupe H agit de fagon triviale sur le groupe de Galois
Gal(K%¢/K) puisque K%Y = VK.

Remarque 3.3.2. — Dans notre application & la déformation d’une représentation rési-
duelle continue p : G, — GLa(F,), le groupe H sera l'image de p et K l'extension de k
fixée par le noyau de p :

H = Gal(K/k) = im(p).

Dans la suite, les modules en jeu proviennent par dualité et induction des trois modules :
L, pip(K), pip(K).

Lorsque les racines p-émes de l'unité n’appartiennent pas au corps K (ou K,), le module
tp(K) (ou pp(Ky)) n'est rien d’autre que le module nul. On insiste quelques fois en notant
le caractére ¢(pu,(K)) de la fagon suivante

5(Np(K))W7

w étant le caractére de Teichmiiller, 6(u,(K)) valant 1 si p, C K, et 0 sinon.

80



La sous-section 3.3.1 propose des rappels concernant la structure des modules de Kummer
VT et celle des unités avec le théoréme de Dirichlet.
Dans la sous-section 3.3.2, la structure de H 1(G:§) est completement explicitée en faisant

appel a XN/bT . Les méthodes sont classiques, notre travail porte donc essentiellement sur une
description soigneuse dans ce contexte arithmétique nouveau.

Enfin, dans la sous-section 3.3.3, deux espaces cohomologiques locaux H 2 sont décrits,
notamment grace & la dualité de Tate. Lors du dévissage de HQ(GE), ces H? sont présents.

3.3.1. Groupe des classes, unités et module de Kummer. — Dans la suite, on
rappelle que C17(K) est le quotient du groupe des classes Cl(K) de K correspondant a
I’'extension abélienne non-ramifiée et T-décomposée maximale de K. On rappelle aussi que
EL = E[:'; ® Zp, ou E;‘Q désigne le Z-module des T-unités de K.

Lemme 3.3.3. — Par la théorie du corps de classes, on dispose de lisomorphisme de

F,[H]-modules

Tic/RicUic (][ Ro)TE ~ CIT(K)[p].
veT

Proposition 3.3.4 (voir par exemple |Gra]). — (théoréme de Dirichlet-Herbrand)
Soit H = Gal(K/k) d’ordre premier a p.
Le Fy[H|-module EL /EFY est décrit de la maniére suivante :

eER/ERT) = > imdf (1) + Y indf (1) + 6(up(K))w — 1,
vEPLoo (k) veT (k)

ot w est le caractére de Teichmiiller, 6(u,(K)) = 1 si K contient les racines p-iéme de
Punité et 6(py(K)) = 0 sinon.

En faisant ressortir ’action galoisienne dans le lemme 3.2.7 | on peut énoncer le résultat
suivant.
Lemme 3.3.5. — Les suites de Fp[H]-modules suivantes sont exactes

1 — QT(K)]p] — C1V(K) & C1P(K) - Q1P (K) /p — 1,

1— 5};/5};” — VT/’RII)( — C](K)T[p] — 1.

3.3.2. Structure du Hl(ég) — De facon a alléger les écritures, notons
Rr =[] Roet RS = [[ R
veT veT

Regarder le module Hl(ég) équivaut par dualité a regarder ég/(ég)p[ég, ég] La pro-
position qui suit en donne la structure, la preuve reposant sur le corps de classes et sur la
proposition 3.3.7.
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Proposition 3.3.6. — La suite suivante de F,[H]—modules est exacte :

1— VI/RE - VI RY. — U Ry JULREUE — Tic /R TEUE — T /RxUxk Ry T — 1.

Par conséquent, le caractére du module é:‘g/(ég)p[ég, ég] est égal a :

e(V§ /RY) — Y indff (1) — o(pp(K)) +1+ Y [ky : Qylp(Reg)
v€EPlso (k) vESp (k)

+ Y indf p(pp(Ky)) + > indff, (1).
veS(k) vEPL, (k) — (S, (K)UT (k)

Démonstration. — Commengons par la conséquence concernant les caractéres en suppo-
sant déja prouvée la proposition 3.3.7. La théorie du corps de classes assure que le groupe
de Galois GL/(GLPIGE, GL] (qui correspond au quotient abélien p-élémentaire maximal
de GE) et le quotient Jx /R J }?Ug sont des modules isomorphes. Grace aux lemmes 3.3.5
et 3.3.3, la suite exacte proposée implique ’égalité

0 (G5 /(GEP(GE, GE)) = o(V] /RE) — o(ER/EK") + oUx R JUR RGUE).
Il suffit ensuite, pour conclure, d’utiliser les propositions 3.3.4 et 3.3.7.
A présent, intéressons-nous a la suite proposée. On part de la suite exacte suivante :
1 — Gal(K®/HT(K)) — Gal(K®/KE) — Gal(HT (K)/K) — 1,

ott HT(K) désigne la p-extension abélienne, non-ramifiée, T-décomposée et maximale de
K. Par la théorie du corps de classes, on peut exprimer cette suite en termes d’idéles sous
la forme suivante :

1— UKRT/UKRT N RKgg: — jK/'RKﬁg — jK/RKUK'RT —1
En tuant les puissances de p (ce qui, du point de vue galoisien, correspond a travailler avec
les extensions p-élémentaires associées), on obtient la suite suivante :

ay [o %} Qg

1 — VIR

VT /RY,

Ui R JUEREUE

a2

Tk /R TPUL —> Tk /RkUx Ry TE — 1

ou
— a1, ag et ay sont les applications naturelles,
— «ag est définie de fagon naturelle (i.e. ay(urj?) = ur avec des notations évidentes) en
utilisant I'isomorphisme de la remarque 3.2.5 :
VT/R% ~ Z/{K’RTJIZQ N RKjﬁ/j;; .

Il est alors facile de voir que :

ker ay ~ U Ry /U Ry N R JPUE,
ker oy =~ U Ry N R TLJULREUE N Ry TP,
et ker ag ~ VST/R’;( :
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On peut ensuite conclure, la suite de Fp[H]-modules de 'énoncé de la proposition est bien
exacte.

O

Il nous faut donc prouver la proposition :

Proposition 3.3.7. — La structure du Fp[H]-module L{KRT/L{%R%Z]% est décrite de la
facon suivante :

PUkR ULREUE) = Y [k : Qpo(Reg) + Y indff o(up(Ky))
veSy (k) veS (k)

+ ) indfj1

vE(Plp—Sp)(k)

Démonstration. — Commengons par écrire sous une autre forme le module en question.
Le quotient U ([T,er Ro)/Uk-([T,er RY) UL est égal au produit suivant

([] thore)(I] torury I tho/ta2 @y nth)) (] ] Ro/RE Uy).
vES) vESy vePl,—(SUT) veT

Nous allons détailler le calcul classique des modules qui figurent dans la décomposition
précédente.

Fait : cp(@vesp U, /Uf) = Zvesp(k) [ky - Qp] ©(Reg) + 1ndH o(pp(Ky)).

Lorsque w désigne une place de K au-dessus de v € Pl,(k), le Q,[H,]-module U, s’identifie
au module U 11< des unités principales de K,,. On sait que le logarithme induit un isomor-
phisme entre le groupe des unités U = {u € Uk,, |[u =1 mod w™} et (wOk, )™ pour m
assez grand ; on tensorise par @, et sachant que Uy ~est d’indice fini dans Ul > le théoréme
de la base normale (i.e. K, =~ Z[H,|®zk, ) permet d’affirmer que Q, ®U,, =~ Q,[H,] k],

En prenant en compte la torsion et le fait que Z,[H,|**'@! est un Z,[H,]-module projectif
de type fini, on obtient finalement :

Uy JUY =~ Mp(Kw) D Fp[Hv][kv:Qp},

en tant que Fy[H,|-modules.
Ensuite, & l'aide de 1’égalité

Pumz= P | @ |,

vES) veSp(k) \wePl,(K)

on obtient

(P U /up) = > indff o(pp(Ky)) + [ky - Qp] indf (1)

vES, veSy (k)

Fait : SO(HUGSO Uy JUY) = Eveso(k) indgv¢(ﬂp(Kv))~

Lorsque w est une place de K au-dessus de v € Sy(k), on sait que Uy, ~ pu,(K,) en tant
que F,[H,]-modules. Ainsi, on a

Dumt= B D U/Ul= D ndj, o(u(K)).

vESy vESy(k) wePI,(K) vESo(k)
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Fait : o(IL,ep,—(suryUs/ U NU) UD) = 3 e (p, —(sumy) vy IdH, (1).

11 suffit de remarquer que Uy, /UL Uy N Uy) ~ [, en tant que Fp[H,]-modules, lorsque w
est une place de K au-dessus de v € Pl,(k). En effet, on dispose de la suite exacte :

1— U, ﬂﬁw — Uy — Gal(K Y/ Ky) — 1,
l'action de H, sur Gal(K,/ °/K,,) étant triviale puisque l'action de H sur Gal(K“¢/K) est
triviale.

Fazt N (P(@UGTR'U/RI; Zjll) = ZUET(]C) lndgv(l)

I suffit de remarquer, grace & la théorie du corps de classes locale, que le module R, /R, ﬁw
est isomorphe & I, pour chaque place w au-dessus de v € Ply(k). O

Remarquons que cette preuve est indépendante de la démonstration de la proposition 3.3.6.

Remarque 3.3.8. — La structure du module L?U/ij, qui n’intervient pas en tant que tel

dans les calculs de la preuve précédente, est décrite de la fagon suivante :

— si v {p, on sait que U, = U,.

— si vlp, on a U, /U ~ U,/UP. En effet, lextension cyclotomique ainsi que la pro-p-
extension non-ramifiée de K, proviennent des extensions analogues de k,, donc H, agit
trivialement sur Gal(K,"“/K,) et sur Gal(K]""/K,). Autrement dit, le groupe H, agit
trivialement sur les derniers termes des deux suites exactes suivantes :

1 —U,/U) — Ry/RY — Ry /RIU, — 1,
1 — U, JUP — Ry/RE — Ry/RPU, — 1.

3.3.3. Cohomologie et action galoisienne. —

Lemme 3.3.9. — Soit v € Ply(k). Pour sa structure du F,[H|-module, on a :
P H*(GS) ~ indj 1.

wlv

Démonstration. — On rappelle que k' représente la pro-p-extension maximale non-
ramifiée de k,. Fixons w|v. Dans ce cas, on voit que

Gy = Gal(K ki’ ky" / Ky).
Comme Gal(K,kp/ kD [k’ kD) ~ Gal(Ky, /Ky N kZ°kMY), le groupe H,, agit de maniére
triviale sur G§. Et donc H*(G§) ~ H?*(Z2) ~ F, en tant que F,[H,]-modules, ce qui
permet de conclure. O

Lemme 3.3.10. — La structure du F,[H]-module H2(G.) est donnée par Uinduite

suwivante :

w|v

@HQ(@U) o~ indgu o (Fy) ™.

wlv
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Démonstration. — Par la dualité de Tate, on a I'isomorphisme de [F,[H,]-modules :
HQ(av)* =~ Homy, (Fp, p(Ky)) = Hom(Fp, 1, (Kv)),
ot u(K,) désigne le module des racines de 1'unité de K, ; par conséquent, on a
H(Gy) =~ pp(Ky)*
En tant que Fp[H]-module |, H2(G,,) est donc isomorphe a induite indgv pp(Ky)* . O

3.4. Générateurs et relations de é:‘g

Soit p un nombre premier différent de 2.
On s’intéresse dans cette section aux nombres minimaux de générateurs et de relations du
pro-p-groupe GEL. i.e. respectivement &

d1(G%) = dimp, H'(GL,F,) et do(GE) = dimp, H*(GE, Fy).

On énonce le résultat principal de cette section. Rappelons que §(u,(K)) vaut 1 si K
contient les racines p-émes de l'unité p, et vaut 0 sinon; la convention est analogue pour

O (pp(Ky))-

Théoréme 3.4.1. — On dispose de [’égalité suivante concernant les caractéres de F,[H]-
modules :
P(HNGE) = o(VS)) +1+ > indff, (1) = ) indff (1)
vEPL, (k)—(Sp (k) UT (k) vEPL (k)
+ Y [k Qle(Reg) + ) indf @(up(K0)" = @lpp(K)".
veSp (k) veS(k)

Le caractére du Fp[H]-module H2((~;£) est inférieur ou égal a :

(V") + > indff (1) + > indff o(up(K.))* = 8(S)p(up(K))*,
vE Pl (k)—(Sp(K)UT(k)) veS(k)

ot 0(S) vaut 0 si S =0 et 1 sinon.

En particulier le nombre minimal de générateurs et le nombre minimal de relations de é:‘g
satisfont :

01(GF) = dimz, (VI /RE) + 1+ [Pl — (S, UT)| = 11(K) — ra2(K) + S [Ky : Q)
vES)

+ 3 (up(Ky)) = 6(pp(K)).

vES
et

do(G) < dimg, (V' /RE) + [Ply — (Sp UT)| + Y _8(pp(Ky)) — 8(S)d(ap(K)),
veS
ot 0(S) vaut 0 s S =0 et 1 sinon.

Comme conséquences immédiates, il vient :
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Corollaire 3.4.2. — Le groupe CNJE posséde un nombre fini de générateurs et de relations.

Corollaire 3.4.3. — On note @(Xg(ég)) =1- @(Hl(é%:)) + @(HQ(C?‘Q))

On suppose S # 0. Alors la combinaison de caractéres vérifie l'inégalité :
pOa(GE) < Y indf ()= Y [k Qle(Reg).
vEPloo (k) vESp(k)
En particulier, on a :
X2(G%) < ri(K) +ra(K) = > [Ky: @y,
vES)

ot (r1(K),r2(K)) désigne la signature de K.

La sous-section 3.4.1 est consacrée a la démonstration du théoreme 3.4.1.

La partie du théoréme 3.4.1 concernant HQ(GE) posséde une interprétation & l’aide du
noyau de Shafarevich, on la présente dans la sous-section 3.4.2.

Dans la sous-section 3.4.3, les propositions 3.4.22 et 3.4.24, obtenues comme conséquences
du théoréme 3.4.1, donnent des conditions arithmétiques pour que G%j soit libre. L’'inégalité

portant sur dg(é%:) donne une condition suffisante naturelle pour que le groupe G% soit
libre. Dans ce cas, le nombre minimal de générateurs du groupe est égal a 1 — r(K) —

ro(K) + Zvesp (Ko : Q).

3.4.1. Preuve du théoréme 3.4.1. — Le dual de H'! (ég) est décrit dans la proposition

3.3.6. On démontre ici la partie du théoréme qui concerne Hz(ég) Commengons par
rappeler le lemme suivant :

Lemme 3.4.4 ([iKo]). — La fléche de restriction est injective :

H(G) — P H*(G.).

L’idée de départ de la démonstration du théoréme 3.4.1, résumée dans la proposition sui-
vante, repose sur un principe local-global; introduisons les notations utilisées avant de
I'énoncer. Les groupes G, et G, désignent respectivement les sous-groupes de décomposi-
tion de G et G:§ en v. En particulier,

H*(G,) = (0) dés que v € T.

Enfin, rappelons que G$" = Gal(K{"/K,).
De cette fagon, on dispose :
— des trois inflations locales :

infy : HX(GS) — H2(G,),
inf, : H(G,) — H*(G,),
et inf,: H3(GY) — H?(G,), lorsque v ¢ SUT.

— de l'inflation globale :
inf : H*(G%) — H*(G).
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— et des applications naturelles de localisation, notamment :
H?*(GE) — H*(G), lorsque v ¢ SUT.
Combiné avec le lemme 3.4.4, le bilan de ces observations donne :

Proposition 3.4.5. — Le diagramme suivant, dont les fléches sont des applications na-
turelles, est commutatif

H?(G)
i \j [\ )
®U¢SUT HQ(GgT) @ ®v65 HQ(GU) - @v HQ(GU)

En particulier, on a
ker <inf . H*(GL) — H2(6)> = ker ¢.

On convient de noter §(S) = 0si S = () et 1 sinon. Avec la suite exacte de Poitou-Tate

(| |, Th. 8.6.10), on obtient comme corollaire :
Corollaire 3.4.6. — L’inégalité suivante entre les caractéres a lieu :
p(H*(G%)) < p(kerinf) + > o(im inf,) — 6(S)p(up(K))*,
vg¢T

avec inf : Hg(ég) — H2(Q), inf, : H2(G") — H%(G,) lorsque v ¢ SUT et inf, :
H2(G,) — H%(G,) lorsque v € S.

La fin de cette sous-section est consacrée aux caractéres ¢(im inf,) et puis & ¢(ker inf).

3.4.1.1. Sur les modules im (inf,). — Les applications inf, prennent leurs valeurs dans

H2(G,) dont la structure de module est rappelée dans le lemme 3.3.10.
Notons que I’hypothése faite sur p, a savoir p > 2, intervient dans la preuve du lemine
suivant.

Lemme 3.4.7. — Soit v € PI(K).
Alors Uinflation naturelle H*(GS") — H?*(G,,) est d’image nulle.

Démonstration. — Soit v € PI(K).

Lorsque v ¢ Pl,(K), lextension K< coincide avec K’“, et ainsi le groupe G est iso-
morphe au groupe libre Z,. Dans ce cas, H*(GS") = (0).

Lorsque v € Pl,(K), I'extension K" est obtenue comme compositum de K, et de Qf; de
cette facon, on dispose des deux surjections naturelles suivantes :

G, — Gal(Q,K,/K,) — G<.

Comme Gal(@pKv/Kv) ~ Gal(@p/KU N @p) est libre en tant que sous-groupe du groupe
libre Gal(Q,/Q,) (ici p > 2), le lemme est prouvé. O]
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Ainsi, seules les images des inf, associées aux places v € § contribuent & la somme

>, p(im inf,).

Les lemmes 3.4.7 et 3.3.10 impliquent :

Proposition 3.4.8. — On dispose des inégalités de caractéres suivantes :

p(im ¢) <> @(im inf,) = 6(S)p(up(K))* <> indjf o(up(Ko))* = 6(S)p(up(K))*,

veS vES
avec 6(S) =0 s1.S =10 et 1 sinon.

3.4.1.2. Sur le module ker (inf : HZ(CNJE) — H%@)) — Commengons par rappe-
ler que : G = Gal(K/K), GL = Gal(KL/K) et VI = ULJE N Ry; de plus,
GS = Gal(K. cch " /K). On démontre le résultat suivant.

Proposition 3.4.9. — On dispose de U'inégalité suivante entre les caractéres :
pker (inf : HA(GE) — HX(@))) < (VI /RR) ) + Y w(HH(G)).
vgSUT

La démonstration de la proposition ci-dessus utilise la suite spectrale de Hoschild-Serre
dans laquelle le groupe Dg intervient.

Définition 3.4.10. — Le groupe Dg est le groupe de Galois donné par la suite exacte
1— Dg —~G - ég — 1
i.e.

DL = Gal(K/KE).

Aprés cette définition globale, le lemme suivant propose un point de vue local sur le groupe
DT,
S

Lemme 8.4.11. — 1) Dg est le plus petit sous-groupe normal et fermé de G contenant
les groupes suivants :
I, := le sous-groupe d’inertie de Gal(K /K°) pour tout v ¢ SUT
et

D, := le sous-groupe de décomposition de Gal(I?/Kcyc) pour tout v € T.
2) L’application naturelle (partant d’un produit libre) (*vgésquv) s (xpDy) — DT induit,

par dualité, l'injection suivante :

H! (DT) & — @ GCT D @Hl prc

vgSuUT veT
Nv=0 ou 1 mod p

ot Nv désigne le cardinal du corps résiduel du localisé K,.

Démonstration. — Le premier point est immédiat et permet de voir que le groupe Dg est
topologiquement et normalement engendré par les groupes :
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I, avec v ¢ SUT et D, avec v € T.

Autrement dit, il existe une fleche naturelle partant du produit libre (x,¢ SuTI ) * (7 Dy)
et & valeurs dans DT dont la cléture normale de 'image est le groupe DS lui-méme. En

composant cette fleche avec le passage au quotient DL — DL /(DL)P[DL, GT], on dispose
du diagramme commutatif suivant :

(kogsurly) * (x7Dy)C D§

| T ]

(Mogsur Lo/ TelTs Gl ) (,er Do/ DEIDy, Gu)) —= DL /(DL)¥[DE, G

la fleche diagonale étant surjective. Par conséquent, ’application naturelle

[ i/EE.G (H B/ BYD., cm) . DE/DRYIDE. G
v 0v¢SL1JT . veT
v=0oul mod p

est surjective, les groupes fv étant triviaux lorsque Nv #Z 0,1 mod p. 1l suffit alors de
dualiser pour conclure O

Avec le souci de rendre les diagrammes plus simples a lire, posons

PN =P H(GHoPH (G

vgS vg SUT veT
et
Pr, = P H' @) o @ H (D).
vgS vgSUT veT

Dans la proposition suivante, les lignes du diagramme proviennent de la suite spectrale de
Hoschild-Serre, tandis que les colonnes proviennent des applications de localisations natu-
relles. On note a, b, ¢ les trois applications naturelles de localisations dans ce diagramme ;
on sait que b est injective d’aprés le lemme 3.4.11. On peut ainsi énoncer :

Proposition 3.4.12. — On dispose du diagramme commutatif suivant, les lignes formant
des suites ezactes :

HYGL)— H'(G) HI(DT) § — ker (mf H(GT) — H2(@))

| | | |
Dogs Mo B z5 HY(Gy) — @ygs Mo D.gsur H(GY)

Notons a l'application induite

a:HY(G)/HY(GE) - P HY G/ PN,
vgS vgS
qui permet de contréler le noyau de ¢ grace au lemme du serpent :

Corollaire 3.4.13. — On a :

ker ¢ — coker a .
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A présent, nous déterminons le noyau de I’application a* duale de a :
a: <@ HY(G.)/ P N,,) — (H1<é)/H1(é’§)) .
v¢S v¢S
Avant de décrire les espaces duaux, on énonce le lemme de théorie des pro-p-groupes :

Lemme 8.4.14. — Soit B un pro-p-groupe de type fini. Soit A un sous-groupe fermé et
distingué de B tel que B/A soit abélien et sans torsion.
Alors

(AN BP)[B, B] = A?|B, B|.

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que (AN BP)[B, B] C AP[B, B]. On fixe un élément
x € (AN BP)[B, B]. On peut raisonner modulo ouvert [B, B] et supposer ainsi qu’il existe
y € Betbe [B,B] tels que z = yPb. Or [B,B] C A, donc y? € A. Comme B/A est sans
torsion, nécessairement y € A, i.e. x € AP[B, B. O

Lemme 3.4.15. — On dispose des isomorphismes de F,[H]-modules suivants.
1) (HY(G)/HYGE)) = R TRUE /RK T

~ * ~, ~ P
2) (@gs H'(Go)/ Bogs No) = UL/WUL)".

Démonstration. — 1) La théorie du corps de classes fournit cet isomorphisme (cf. sous-
section 3.2.3), sachant que

(H'(G)/HNGE)) = ker (Gev — (GEy™)
2) Le quotient (A;v/fv est isomorphe & Z, si v { p, et & ZIQ, si v|p. Grace au lemme 3.4.14,
o~ * ~ ~ o~ o~ ~ ~ ~ o~ ~
on voit que (Hl(Gv) /Hl(fo)) ~ I,/(I, NGB)[Gy, G| = I,/ I2|Gy, Go). Dautre part,
le quotient @v/f)v est isomorphe & Z, et donc, toujours d’apres le lemme 3.4.14, on a
—~ * ~ ~ o~ -~ o~ ~ ~ ~ ~
(Hl(GU) /Hl(GgyC)) ~ Dy/(Dy N G2)[Go, Gl = Do/DE[Gy, Gyl. Par conséquent, on

2 (Bugs H(G)/ BrgsNo) = (Mgsor /701G, Cul) (Ter Do/ DhIGL, Gu]) =
ug /gy .

L’application naturelle a* peut se lire, grace au lemme précédent, & ’aide de la théorie du
corps de classes : elle est surjective et son noyau vérifie

ker(a*) = UL N RiJ/ uyw.

Lemme 3.4.16. — La composée naturelle
UL NRxJE - UETE N R JE ~ VI RE
induit l’isomorphisme de Fp[H|-modules suivant :

ker(a™) ~ ‘75/7?,5’(
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Démonstration. — D’aprés la remarque 3.2.5, on sait que ngjﬁ N RKJII; ~ ‘75/7?,7[’(

L’application proposée a donc bien du sens; de plus, cette composée est surjective et son

noyau est égal & l'intersection Z;Ig N Jj- 1l reste ainsi & voir que ﬁg NJk = (ﬁg)p ; gréace

au lemme 3.4.14 il suffit de montrer que chacun des facteurs du quotient ([],¢5Rv) /Z/ng

est sans torsion. Or, seuls les R, pour lesquels v est ultramétrique sont non-nuls et
Ry/Uy =~ Zy lorsque v { p,

R/ (Us NU) ~ Z?, lorsque v|p
et ~
Ry/Uy =~ Zy lorsque v|p.
0

Tous les ingrédients sont rassemblés pour démontrer la proposition 3.4.9 et le théoréme
3.4.1.

Démonstration de la proposition 3.4.9. — 1l suffit de dresser le bilan de nos observations
en partant de la suite exacte :

1 — ker ¢ — ker(inf) — imc — 1.
On sait bien stir que im ¢ — @ H?(GS). De plus, avec le lemme 3.4.16, on a

vgSUT

ker ¢ < cokera = (V& /RE.)*.

O
Démonstration du théoréeme 3.4.1. — C’est une conséquence directe des propositions 3.4.9
et 3.4.8, ainsi que du lemme 3.3.9. O
3.4.2. Groupe de Shafarevich. — La majoration de dg(é'g) repose sur le principe

local-global. Nous donnons ici une interprétation de la majoration du théoréeme 3.4.1 a
I’aide du noyau de Shafarevich défini de la fagon suivante.

Définition 3.4.17. — On conserve les notations utilisées jusqu’ici. On appelle groupe de
Shafarevich le sous-espace vectoriel de H?(G%) défini par :
I(G§) == ker | H*(GE) — P H*Gu) & P HGY)
veS vg SUT

On a implication :

I(GY) = (0) = {

Les relations du groupe GE sont entiérement
déterminées par des relations locales.

Remarque 3.4.18. — Dans la définition précédente, la partie semi-locale tient compte
des conditions qui définissent GL. En particulier, les H?(GY’“), avec v € T, devraient
figurer dans cette somme; ces espaces sont bien siir nuls.

On peut alors énoncer le résultat suivant de comparaison avec le module VST .
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Proposition 3.4.19. — Le groupe de Shafarevich vérifie ’inclusion :

II(GE) — (VI /RE)".

Démonstration. — On part du diagramme commutatif donné dans la proposition 3.4.5.
Par définition, le groupe de Shafarevich vérifie HI(@E) C ker ¢.

Or, ker ¢ = ker(inf : Hz(ég) — H%(G)). Ainsi, on dispose de I'égalité HI(ég) = kerc, ou
c est donnée dans le diagramme commutatif :

Hl(@)/Hl(ég) res Hl(Dg)ég —> ker (inf : HQ(CNJ:";) — H2(6)>

[T

Dogs H' (Gv)/ Does No — Dugs Mo Dogsor HA(GY)
On conclut grace au lemme du serpent et au lemme 3.4.16. g
Remarque 3.4.20. — Dans la preuve précédente, on a vu que kerc = U_I(ég), de sorte

que dimp, ker <inf : Hz(ég) — H2(@)> = dimeIU(ég) +dimp,im c. Cela donne un nou-

veau majorant de dg(é£> :

03(Gh) < dime, TL(GE) + [Pl — (S, UT)| + S 001y (K.)) — 8(S)8(1p(K)),
veS

ot §(S) =0 si S est vide et 1 sinon.

3.4.3. Exemples de groupes libres. — On fixe p. On note (, une racine primitive
p-éme de 'unité. _
Commencons par rappeler deux cas classiques connus de groupes Gg. D’abord lorsque

S = Pl, et T = 0, le groupe ég correspond au groupe de Galois de la pro-p-extension
maximale S-ramifiée dont on a vu qu’il est de dimension cohomologique au plus 2 (cf.
théoreme 0.0.5). Ensuite, le cas S =T = 0 et K = Q((p) produit GL ~ Zp, lorsque p est
un nombre premier régulier. Nous présentons des exemples nouveaux de groupes ég libres,
notamment avec deux générateurs.
On cherche des situations pour lesquelles le majorant (qui figure dans le théoréme 3.4.1)
de la dimension du second groupe de cohomologie H 2(@?;) est nul. Il s’agit donc d’avoir :
(i) un quotient VST/RP trivial,
(ii) S,UT = Ply,
(i) Y 0(pp(Ko)) = 6(pp(K)).

vES

Le lemme suivant provient directement de la définition du module de Kummer 175T (cf.
sous-section 3.2.3).

Lemme 3.4.21. — Supposons que toute p-extension de K((p) non-ramifiée hors de p et
totalement décomposée en S soit triviale. Alors le quotient Vg/Rp est trivial.
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On peut énoncer deux conséquences directes du théoréme 3.4.1, la premiére concernant le
cas "pp, C K" et la seconde le cas "p, € K.

Proposition 3.4.22. — Soit K un corps de nombres contenant les racines p-émes de

Uunité. Supposons que :

1) S ne contienne qu’une seule place au-dessus de p, notée v,

2) SUT = Ply,(K),

3) toute p-extension de K non-ramifiée hors de T et totalement décomposée en S soit
triviale. _

Alors le groupe G% est libre et possede 1 —r1(K) — ro(K) + [K{vy : Q] générateurs.

Donnons un exemple simple pour illustrer cette proposition.

Ezemple 3.4.23. — Icip = 3. On note x une racine du polynéme X3+ X +1. Considérons
le corps de nombres K = Q(z, (3), ou (3 est une racine primitive 3-éme de 'unité. Le corps
K posséde une place qui divise 3 dont le degré local est égal & 4, on la note v et on note w
lautre place de K au-dessus de 3. On pose S = {v} et T'= {w}. Toute 3-extension de K
non-ramifiée hors de T' = {w} est triviale. De cette fagon, le groupe é?; est libre engendré
par 2 générateurs. Les polynomes de la forme X3 + aX + 1 permettent d’illustrer notre
proposition pour des valeurs de a bien choisies.

Enfin le cas ot K ne contient pas les racines p-émes de I'unité :

Proposition 3.4.24. — Soit K un corps de nombres ne contenant pas les racines p-émes

de Uunité. Supposons que :

1) pour toute place v € S : ¢, ¢ K,

2) SUT = Pl,(K),

3) toute p-extension de K((p) non-ramifiée hors de T et totalement décomposée en S soit
triviale. _

Alors le groupe G est libre et posséde 1 —r1(K) — ra(K) + > cslKy : Qp] générateurs.

3.4.4. Perspectives, travaux de Schmidt. — Nous souhaitons dans un prochain tra-
vail exploiter nos résultats sur les groupes de cohomologie de ég pour étudier la dimension
cohomologique de ég sur le modele de Schmidt ([Sch]). La sous-section précédente suggere
que I’étude se décline en deux parties selon que , € K ou ¢, ¢ K.

Terminons avec un diagramme commutatif. On note U : Hl(ég) ® Hl(ég) — Hg(ég)
le cup-produit. D’aprés les propositions 3.2.9 et 3.4.19, on peut choisir I’ensemble S tel
que HI(C:'%:) soit trivial; dans cette configuration on dispose du diagramme commutatif
suivant :

~ loc -~
H*(GY) > Bes H(Gy) ® @ g5 H(GY)

UT /
HY(GE) ® HY(GE)
Imaginons que I'on ait S tel que le morphisme naturel ¢ soit surjectif, alors le morphisme
de localisation loc est un isomorphisme et 1'inégalité sur la dimension du H 2(@%) dans
le théoréme 3.4.1 est en fait une égalité. Ce commentaire s’ingpire du théoréme 0.0.7 de
Schmidt.

93



PARTIE II : Applications aux déformations

3.5. Déformation explicite, cadre

Soit p : Gal(k/k) — GLa(F,) une représentation continue du groupe de Galois absolu du

corps de nombres k, non-ramifiée en dehors d’un ensemble fini de places X. Le corps de

nombres fixé par le noyau de p est noté K. L’extension maximale X-ramifiée de k est notée

ks.

On g’intéresse a deux types de déformations de p :

— celles qui se factorisent a travers Gal(ky/k); la section 3.6 (ou k = Q) présente des
rappels pour ce cas;

— celles qui se factorisent a travers Gal(My/k), o M} désigne l'extension maximale S-
ramifiée et T-décomposée de la Z,-extension cyclotomique k¢ de k (S et T sont deux
ensembles finis de places de k), c’est Pobjet de la section 3.7.

Avant de dresser un panorama des résultats obtenus dans ce contexte (| I, [ I,
[ I, [ |), voici quelques rappels de théorie des déformations. On fixe un groupe
profini II tel que pour chaque sous-groupe ouvert U de II, I’ensemble des morphismes
continus de U dans [F), soit fini; il s’agit de la propriété dite de p-finitude. On appelle
déformation de p : II — GL2(F,) & un anneau R (local d’idéal maximal mp, complet
Noetherien de corps résiduel F,,) une classe d’équivalence formée de MprM ™!, ou pg :
II — GL2(R) est un relévement de p et ou M € 1+ mrMa(R). Mazur montre (dans
[ |) Pexistence d'un anneau de déformation universel lorsque le commutant de p est
réduit aux homothéties (et versel dans le cas général). On note R(p) cet anneau.

Il s’agit de décrire le plus précisément cet anneau de déformation. On rappelle que Ad(p)
désigne My (F,) muni de l'action par conjugaison de p. On sait que R(p) est de la forme

Zpl[ X1, .., Xall/1,

avec d = dimg, H' (I, Ad(p)), et I un idéal dont le nombre minimal de générateurs est
inférieur ou égal & r := dimp, H*(IL, Ad(p)). Il y a deux chemins possibles a partir de
la. Soit on détermine explicitement ’anneau de déformation R(p), soit on se limite & la
connaissance d'un minorant de la dimension de Krull du quotient R(p)/pR(p), en sachant
que

dimKrullR(p)/pR(p) > d — r, avec égalité lorsque r = 0.

Le cas de p : Gal(Qx/Q) — GL2(IF,) est initialement traité dans | | lorsque ¥ est
formé des places au-dessus de p. On dispose de la formule d’Euler-Poincaré pour donner
un majorant de dimKrullR(p)/pR(p). On distingue les représentations p paires de celles
qui sont impaires. Le cas ou p est impaire a été étudié notamment par Boston, en lien avec
les formes modulaires | | : de facon générale, on s’attend & ce que 'anneau R(p) soit
isomorphe & Z,[[ X1, X2, X3]]. Le cas ol p est paire est traité par Bockle dans | |- A
chaque fois, les méthodes s’adaptent a 'image de p; on peut consulter | | pour les cas
ol p est impaire d’image modérée, ou contenant SLy(IF,,) ou bien résoluble. Il est intéressant
de produire des exemples pour lesquels 'anneau R(p) est sans obstruction, i.e. de la forme
Zpl[X1,...,X4]]. On s'intéresse aux déformations sans obstruction pour deux raisons : il
s’agit du cas le plus simple & traiter, mais surtout parce qu’elles sont les plus répandues
dans la nature au moins lorsque p est impaire et absolument irréductible (on peut consulter
[ |). Le principe dit "prime-to-adjoint" donne un cadre qui produit des déformations
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sans obstruction ; le cas le plus simple est bien-str celui ou le groupe Gal(Qx/Q) est libre
(ou de maniére générale lorsque 'on travaille avec des extensions p-rationnelles présentées
dans [JN]).

Terminons en notant I'aspect arithmétique du principe prime-to-adjoint. On peut en effet
le voir comme un dérivé du principe local-global : on cherche des situations ot un noyau
de Shafarevich est prime-to-adjoint. Par dualité, on peut se représenter ce probléme en
termes de groupe des classes, de sorte que des hypothéses du type "la p-partie du groupe
des classes est triviale" débouchent sur une situation prime-to-adjoint. C’est dans cette
perspective que la conjecture de Vandiver (ou plus généralement la théorie d’Iwasawa)
intervient dans | | et | |.

Nous allons employer ces méthodes afin d’estimer la dimension de Krull d’'un anneau de dé-
formation provenant d’une représentation galoisienne associée & ’extension Kg /K définie
précédemment.

3.6. Méthode de Boston

Soit p : Gal(Q/k) — GLa(F,) une représentation continue. On note K le sous-corps fixe par
ker p. Le corps K est de degré fini sur QQ, notons S un ensemble fini de places de K contenant
les places qui se ramifient dans K/k. Dans la suite, on note encore p : Gal(ks/k) —
GLa(F,) la représentation que l'on souhaite déformer, avec kg I’extension maximale de
k non-ramifiée hors de places au-dessus de celles de S. Le groupe Gal(kg/k) vérifie la
propriété dite de p-finitude de Mazur, c’est cela qui assure l'existence d’une déformation
dite verselle (cf. proposition 1.3.17).

Boston a mis au point une technique basée sur la théorie des groupes pour de expliciter
les déformations de p. Nous proposons un panorama de ces méthodes. Guidé par le désir
de montrer au lecteur les techniques qui explicitent 'anneau de déformation et I'image de
générateurs privilégiés (dans un sens plus général lorsque l'image de p n’est pas modérée),

la preuve du théoréme 3.6.5 de Boston est reproduite. Le plan d’étude est classique (| I,
[ I, [ et | |) au moins dans un cadre semi-simple, i.e. lorsque p ne divise
pas [im(7).

On rappelle (cf. la sous-section 1.3.1) que I'(R) = ker (GL2(R) — GL2(FF,)) est un pro-p-
groupe. En notant Kg(p) la pro-p-extension maximale S-ramifiée de K dans Q, on voit que
tout rélevement de p se factorise par Gal(Kg(p)/k). Nous allons nous employer a dévisser

ce groupe a l'aide du sous-groupe privilégie Gal(Kg(p)/K).

3.6.1. Théorie des groupes profinis. — Les trois résultats de théorie des groupes
présentés dans cette sous-section sont & la base des observations faites par Boston pour
expliciter les déformations d’une représentation p. Ils figurent dans | |, le lemme de
Schur-Zassenhaus est montré dans [Ro]. Soit P un pro-p-groupe et soit PP[P, P] le sous-
groupe fermé de P engendré topologiquement par les puissances p-émes et les commuta-
teurs. Le quotient P/PP[P, P| est un p-groupe dés que P est topologiquement de type fini
en tant que pro-p-groupe. Dans la suite, les propriétés des groupes profinis sont & prendre
au sens topologique.
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Lemme 3.6.1 (théoréme de la base de Burnside). — Si la  famille (x1,...,zy)
forme une base du Fp-espace vectoriel P/PP[P, P|, alors (x1,...,x,) engendre le pro-p-
groupe P.

Le lemme suivant dit de Schur-Zassenhaus (cf. [Ro], par exemple) donne une condition
suffisante pour que la suite exacte 1 — P — G — G/P — 1 soit scindée.

Lemme 3.6.2. — Soit G un groupe profini et P un pro-p-sous-groupe de Sylow normal
de G. On suppose P de type fini et d’indice fini dans G. Alors le groupe G posséde un
sous-groupe A isomorphe & G/P. Deux sous-groupes isomorphes a G/P sont conjugués
par un élément de P.

On conserve les hypothéses du lemme précédent et on note A un sous-groupe de G iso-
morphe & G/P. En regardant la structure de F,[A]-module, Boston montre :

Proposition 3.6.3 (| |, Lem.2.4). — Soit V un Fy[A]-sous-module de P/PP[P,P],
alors il existe un sous-groupe A-invariant Q) de P avec dimg,V générateurs et tel que
son image dans P/PP[P,P| engendre V. Les générateurs de @ sont appelés générateurs
privilégiés.

3.6.2. Cas modéré. — On rappelle que p : Gal(ks/k) — GL2(F,) est la représentation
que l’on souhaite déformer.

Dans cette sous-section, I'image de p est supposée d’ordre premier a p. En notant H = imp,
I'hypothése faite sur |H| assure que les F,[H]-modules sont semi-simples.

Par le théoréeme de la base de Burnside (cf. lemme 3.6.1), on peut écrire Gal(Kg(p)/k)
comme le produit semi-direct suivant :

Gal(Kg(p)/k) ~ P x A,
ou P = Gal(Kg(p)/K) est un pro-p-Sylow normal de Gal(Kg(p)/k) et A est 'image de H
dans Gal(Kg(p)/k).
S’intéresser aux déformations de p revient ainsi a regarder les relevements de p|p et ceux de
p|4 en tenant compte de I'action par conjugaison de A sur P. Cette observation est formulée
en termes fonctorielles dans cette sous-section en comparant le foncteur de déformation

Hom(R(p),—) (R(p) désigne 'anneau de déformation (uni)versel ici) avec un foncteur dit
modéré obtenu en regardant des morphismes A-invariants définis sur P.

Comme | A| est premier avec p, les espaces de cohomologie H*(A, Ad(p)) sont triviaux pour
i = 1,2. Cela indique que 'anneau de déformation de p : A — GL(FF,) est Z,. Le lemme
de Schur-Zassenhaus appliqué a la suite exacte

1 — ker(GL2(Z),) — H) — GL2(Zp) - H — 1

permet de voir H = imp comme un sous-groupe de GL2(Z,). On note [h] I'image d’'un
élément h € H dans GLy(Z,).

Lemme 3.6.4. — La déformation verselle de p : A — GLa(FF,) est donnée a isomor-
phisme prés par le couple (Zy, pa) dont un représentant vérifie :

pa: A GLa(Z,) et pa() = [p(a).

96



Démonstration. — Comme dim]Fle (A,F,) = 0 et comme deux relévements de p sont
conjugueés par un élément de I'(Z,,) = ker (GL2(Z),) — GL2(F))), la représentation proposée
dans le lemme est bien un représentant de la déformation verselle de p. O

Chaque anneau R € C admet un structure naturelle de Zy-algebre donnée par un mor-
phisme canonique
Zy, — R.

De cette fagon, on récupére une action naturelle par conjugaison de A sur le noyau
ker [GL2(R) — GLy(F,)], via A — GL2(Z,) — GL2(R), o la derniére fleche est induite
par I'application naturelle Z, — R.
On définit R

T(p)(R) := Homy (P, T'(R)), pour R € C.
C’est le foncteur qui associe a chaque anneau R € C lensemble des morphismes continus et
A-invariants de P dans I'(R), pour l'action de A sur P et sur I'(R) décrite précédemment.

Le foncteur de déformation de p est désigné par Def(p), il associe & chaque anneau R € C
les déformations de p & valeurs dans GLa(R) :

Def(p) : {

ol Ens est la catégorie des ensembles.
D’aprés le lemme 3.6.4 et comme Gal(Kg(p)/k) ~ P x A, il y a un morphisme naturel :

T(p) — Def(p).

C — Ens
R +— { déformations de p de la forme pgr : Gal(Kg(p)/k) — GL2(R)}

Théoréeme 3.6.5 (| |, Prop. 6.1). — Le foncteur T(p) est représentable.

Le morphisme naturel T(p) — Def(p) est :

a) un isomorphisme lorsque le commutant de p vérifie C(p) = F).

b) lisse (i.e. chaque surjection R — S induit une surjection T(p)(R) — T(p)(S) X pef(5)(s)
Def(p)(R)) et induit un isomorphisme des espaces tangents

T(p)(Fplel) — Def(p)(Fyple]).

Remarque 3.6.6. — D’aprés ce théoréme, le foncteur T(p) est représentable par un an-
neau isomorphe a I'anneau de déformation universel lorsque C(p) = F, ou versel dans le
cas général (cf. proposition 1.2.7).

Démonstration. — Soit (x1,...,24) un systéme de générateurs topologiques de P. Se don-
ner un morphisme P — T'(R) revient & se donner I'image de chaque x;, i.e. une famille
1+ mij ma,j

ms3,; 1+ my j
l'action de A sur un tel morphisme P — I'(R) fournissent des équations sur les m; ;. Le
foncteur T(p) est ainsi représenté par Panneau quotient Z,[[X; ;| 1 <i < 4,1 < j <d]]/I,
ou l'idéal I provient des équations associées aux relations entre les z; dans P et a ’action
de AD,

de matrices < ), avec m; ; € mp. Les relations entre les x; dans P et

(W Un tel raisonnement se généralise en dimension n, ’anneau qui représente le foncteur est un quotient de
I'anneau des séries formelles sur Z, en dn? indéterminées.
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On fixe R € C. Pour montrer le point a), il s’agit de montrer que T(p)(R) — Def(p)(R)
est bijective. Une déformation (R, p) de p induit un relévement ps : A — GL2(R) de pj4,
n’importe quel relévement a R de pj4 lui est I'(R)-conjugué. Autrement dit, a conjugaison
prés, on n’a pas le choix pour le relévement p4. C’est exactement le sens du lemme 3.6.4.
La surjectivité est démontrée, sans avoir eu & utiliser 'hypothése C(p) = F),.

Supposons & présent que C(p) = Fp. On note hy et hy deux éléments de T(p)(R) qui
induisent la méme déformation [pr] € Def(p)(R). Deux représentants différents p; et
p2 de [pr| sont conjugués par une matrice de I'(R), disons M. En particulier p;(x) =
Mpo(z)M 1, pour tout € A. Nécessairement, M est une homothétie d’aprés ’hypothése
C(p) =T, et donc p; = po, i.e. hy = hy. L’injectivité est démontrée.

Enfin, pour montrer la lissité on 8’y prend de la méme fagon que pour la surjectivité dans
le point a). D’autre part, il suffit de remarquer, pour prouver l'isomorphisme des espaces

tangents, que le groupe I'(IF,[e]) est abélien et agit donc trivialement sur l'espace tangent
T(5) (Fy[<]) de T(p). .

L’application M — 1+eM montre que 'adjoint Ad(p) est isomorphe au A-module I'(F)[¢]).
On note < P/PP[P, P], Ad(p) >4 le produit scalaire des caractéres associés aux A-modules
P/PP[P,P] et Ad(p). Le résultat suivant est une conséquence du théoréme précédent
puisque la dimension de l'espace tangent d'un foncteur est égal au nombre de variables
de 'anneau de déformation (uni)versel associé a ce foncteur.

Corollaire 3.6.7 (| |, Cor. 6.2). — Soit p continue.
L’anneau de déformation (uni)versel de p est un quotient de Zpy[[ X1, ..., X4]], ow le nombre

de variables d =< P/PP[P, P], Ad(p) >|4-

Remarque 3.6.8. — Ce corollaire peut se montrer directement. La théorie des déforma-
tions nous dit que le nombre d est égal a dimp, H'(Gal(Ks(p)/k), Ad(p)). La suite exacte
de Hoschild-Serre nous assure, puisque |A| est premier avec p et que Gal(Kg(p)/k) ~ Px A,
que

H'(Gal(Ks(p)/k), Ad(p)) ~ Hom (P, Ad(p)) = Hom(P/PP[P, P, Ad(p)).

3.6.3. Le principe "prime-to-adjoint". — Ce principe donne une condition suffisante
de non-obstruction pour 'anneau de déformation (uni)versel de p (| |), autrement dit
assure que cet anneau est de la forme

Zpl[ X1, ..., Xd]],

avec d = dimg, H'(Gal(Ks(p)/k), Ad(p)).
On sait que 'obstruction provient du second groupe de cohomologie

H?(Gal(Ks(p)/k), Ad(p)),

c’est donc cet espace qu’il nous faut contréler. On peut voir le principe "prime-to-ajoint"
comme ’analogue en théorie des déformations du principe local-global concernant les re-
lations du groupe Gg (dés que III(Gg,F,) est trivial).

Définition 3.6.9. — On dit d'un F,[H]-module M qu’il est premier avec Ad(p) lorsque
ces deux modules ne possédent pas de caractére irréductible commun : < M, Ad(p) >g= 0.
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Lorsque S contient les places archimédiennes et les places au-dessus de p, la fin de la suite
exacte de Poitou-Tate (| |, Th. 8.6.10) s’écrit :

0 — II(Gs, Ad(p)) — H*(Gs,Ad(p)) — @D H* (G, Ad(p)) — H"(Gs,Ad(p)")* — 0,
veS

ou Gg = Gal(ks/k), HI(Gg,Ad(p)) est défini par la suite exacte, G, est le groupe de
décomposition de Gg en v, Ad(p)’ = Hom(Ad(p), p1p) et * désigne le dual de Pontryagin.

On suppose encore que p admet une image modérée H. On dispose ainsi de I'isomorphisme
H*(P,Ad(p))" ~ H?*(Gs, Ad(p)),
avec les notations des sous-sections précédentes. Or, le groupe P = ker p agit trivialement

sur l'adjoint, donc H%(P, Ad(p)) = H*(P,F,) @ Ad(p).

Lemme 3.6.10. — On a léquivalence suivante : H*(P,F,) est premier avec Ad(p) si et
seulement si II(P,IFp,) et coker(uy(K) — @, cq pp(Ky)) le sont.

Démonstration. — Cela provient de la suite de Poitou-Tate rappelée ci-dessus. O

La description de la structure du H-module P/PP[P, P| ([KKo] et | |) permet d’expli-
citer la déformation universelle dans le cas prime-to-adjoint. C’est ce que nous présentons
ici.

On rappelle que K, désigne le complété de K en v. On définit le module de Kummer

Vs = {a € K*| (a) soit une puissance p-éme et a € K2 pour tout v € S},

et
W = coker(up(K) — @NP(KU))‘
veS
Lemme 3.6.11. — On suppose que l’ensemble fini de places S contient les places au-

dessus de p et les places archimédiennes. Supposons les ordres de H et du groupe des classes
du corps K premiers avec p. On note Hoo le sous-groupe de H image d’une conjugaison
complexe, il est donc trivial ou d’ordre 2. Alors le Fp[H]-module P/PP[P, P] est isomorphe
a

Vs/K*? @ Ws @ F, @ ind}f_(ind{™ (1) - 1).
Les générateurs privilégiés de P associés o F), et indgoo (indf>= (1) — 1) sont respectivement
notés x ety, ceux associés a Vg /K*P et Wg sont notés de fagon générique z (cf. proposition

3.6.3).

Démonstration. — C’est une conséquence de | , Prop. 3.2] et de la suite exacte

0— Vs/K*P - U/UP — U, /UP — P/PP[P,P] -0,

ves
ou U, U, désignent respectivement les unités globales et locales de K et K,. Par la théorie
du corps de classes (| | §.3), exactitude provient du fait que l'ordre du groupe de
classes de K est premier avec p. O
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Remarque 3.6.12. — Lorsque H,, est non-trivial, I'induite ind{{‘x’(l) est la somme de
la représentation triviale et de la représentation de dimension 1 sur laquelle Hy, agit (non-
trivialement) de maniére involutive. Dans le théoréme qui suit, on suppose la représentation
p impaire, cela signifie que Ho, est non-trivial.

Théoréme 3.6.13 (| |, Prop. 6.3). — Supposons p : Gal(Qs/Q) — GLo(F,) im-
paire et notons H son image. On suppose que l’ensemble fini de places S contient les places
au-dessus de p et les places archimédiennes. Supposons les ordres de H et du groupe des
classes du corps K premiers avec p.

Enfin, supposons que les deux Fp[H]-modules Vs/K*P et Wg sont premiers avec l'adjoint.
Alors lanneau R(p) est isomorphe & Zp[[X1, X2, X3]] et la déformation (uni)verselle p

vérifie
(z) = 14+ X, 0
PAE) = 0 1+X; )
p(y) _ V1+ XoX3 Xo
X3 VI+XoXsg )
et

p(z) =1,

pour x,y et z les générateurs privilégiés de P mis en évidence dans le lemme 3.6.11.

Démonstration. — D’aprés le lemme 3.6.11, le produit < P/PP[P, P],Ad(p) > est égal
a 3, ce qui implique de I'anneau de déformation est un quotient de Z,[[X, X2, X3]] (cf.
corollaire 3.6.7). On précise de nouveau les roles joués par x,y, z. Selon la terminologie de
la propositon 3.6.3, notons x,y des générateurs privilégiés de P tels que x soit fixe sous
l'action de H et tels que la conjugaison complexe transforme y en y~ 1. Autrement dit = est
associé, grace & la proposition 3.6.3, & la représentation triviale dans le lemme 3.6.11 et y &
Iinduite. Les autres générateurs privilégiés (notés z de fagon générique) sont ceux associés
aux modules Vg/K*P et Wg premiers a ’adjoint, et leurs images par p sont triviales donc
p(z) =1.

On se donne un représentant de la déformation & A de p pour fixer les idées. Les conjugués
de z,y, z sous 'action de A engendrent P d’aprés la proposition 3.6.3 et le lemme 3.6.1.
Or on sait que les images de x et y par p vivent dans I'(R(p)) et on connait 'action (par
conjugaison) de A sur p(x) et p(y) qui vient juste d’étre décrite : p(z) est fixe sous l'action de
A, c’est donc une homothétie (car C(p) = F,,) et la conjugaison complexe transforme p(y)
1 0
0 -1
il est facile de voir que I'image la plus générale pour y est proposée par le théoréme. Au
passage, cela montre que R(p) ~ Z,[[X1, X2, X3]]. O

en p(y)~!. En supposant que p(c) = , ol ¢ désigne une conjugaison complexe,

Remarque 3.6.14. — Le lemme 3.6.10 indique directement que 'anneau R(p) est sans
obstruction. En effet, 'inclusion HI(P,F,) — Vs/K*P ([Ko]) permet de dire que III(P, F))
est premier avec 'adjoint lorsque Vg/K*P Dest.
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83.6.3.1. Fxemple 1. — On a toujours S un ensemble fini de places de K contenant les
places archimédiennes et les places au-dessus de p.

Remarquons que la preuve du lemme 3.6.10 montre que P est libre dés que Vs/K*P et Wg
sont nuls, puisque II(P,F,) C Vg/K*P.

La plupart des exemples classiques reposent sur cette observation, il s’agit de trouver une
situation arithmétique favorable pour avoir un groupe P libre. On mentionne briévement
Pexemple générique des extensions cubiques spéciales (| I, [ D.

Soit a € Z tel que p = 27 + 4a® soit premier. On note K la cloture galoisienne du corps
cubique (dit spéciale) Q(x) ot z est une racine (réelle) du polynome X°+aX + 1; notons
que le discriminant de Q(z) est égal a —p. Ici, k = Q.

On fixe un plongement Gal(K/Q) ~ Sz — GL2(IF,), ce qui est possible car 3 divise l'ordre
de GLy(FF,). Ce plongement définit une représentation résiduelle

/_)cubique : Gal(QS/@) - Gal(K/Q) — GLQ(FP)

Mazur montre (| |, §1.13, Prop.8) que pour de tels premiers p, les modules Vg /K *P et
W sont nuls. La représentation peupique vérifie les hypothéses du théoréme 3.6.13. Voici des
exemples de tels nombres p : 23,31, 59,283, 1399, 4027, 5351. On peut consulter | |
pour une liste compléte de tels p < 106.

3.6.53.2. Exemple 2. — Dans le méme contexte, Maire ([Mai]) étudie le cas ou S ne
contient pas toutes les places au-dessus de p. En particulier, la suite exacte de Poitou-Tate
ne peut pas étre évoquée. Les extensions cubiques dites spéciales fournissent la-aussi une
famille d’exemples. Le point de vue est toutefois différent, des conditions supplémentaires
sur p ressortent.

On note @ € N et d = 27 + 4a®. Ici k = Q(v/—d) et K désigne la cloture galoisienne de
Q(z), avec x racine (réelle) de X3 +aX +1 . L'extension K/k est non-ramifiée, notons H
son groupe de Galois. On choisit alors un nombre premier p totalement décomposé dans
K /k, ne divisant ni d ni Uordre du groupe des classes de K et pour lequel il existe une
injection H — GL2(FF,). Supposons H différent du groupe des matrices scalaires.

Il y a deux places v et w au-dessus de p dans K, notons S = {v}. Il s’agit alors de déformer

P{v} Gal(Qs/Q) -» H — GLQ(FP).

Une condition suffisante pour que Gal(Kg(p)/K) soit libre est mise en évidence ([Mail,
Prop.2.5). On est bien siur dans le cas prime-to-adjoint. Voici des couples (d,p) qui veéri-
fient de telles conditions (et pour lesquels I'anneau de déformation (uni)versel de py,) est
Zpl[X,Y]]) = (59,17),(59,71), (283,71), (283,73), (283, 83).

3.7. Dimension de Krull de Eg/p

Le contexte arithmétique suivant est dicté par la théorie des formes modulaires mod p
qui sont compagnons. Les sous-corps fixés par des déformations de représentations mod p
(de dimension 2) associées a de telles formes modulaires possédent des propriétés locales
analogues aux extensions présentées ci-dessous (cf. chapitre 2).

Soit k un corps de nombres. On note S et T' deux ensembles finis et disjoints de places de k
avec T C Pl,(k). On suppose que S est non-vide, cette hypothése va nous permettre d’utili-
ser les estimations les plus fines dont nous disposons concernant les espaces de cohomologie
H?.
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Dans la suite, M}, désigne I'extension maximale de k£ contentant la Z,-extension cycloto-
mique k%€ de k telle que My /k®¢ soit S-ramifiée et T-décomposée @),

Soit

une représentation continue. Notons K le sous-corps fixé par le noyau de p; cela définit la
tour d’extensions suivante :

Comme le groupe Gal(My/k) vérifie donc 'hypothése de p-finitude de Mazur, on peut
énoncer le lemme qui suit.

Lemme 3.7.1. — La déformation (uni)verselle de p : Gal(My/k) — GLa(F),) eziste,
notons la (Rg,fo). L’anneau RE vérifie

dimKrull(R% /pRE) > dimp, H' (Gal(My/k), Ad(p)) — dimp, H?(Gal(My/k), Ad(p)),
avec égalité deés que dimp, H?(Gal(M;,/k), Ad(p)) = 0.

Puisque la restriction suivante

7 : Gal(Mj,/K) — GLy(RE)
prend ses valeurs dans le pro-p-groupe I'(R), elle se factorise & travers le plus grand pro-p-
quotient de Gal(My/K). Par maximalité, ce pro-p-quotient est aussi Gal(KZ%/K). Autre-

ment dit, lorsque 'on étudie la restriction & ker p des relévements de p, on peut se ramener
& la tour d’extensions suivante :

My,
T
K S
plus grand pro-p-quotient de Gal(Mj/K)

K

imp

k
Regroupons alors les parties d’ordre une puissance de p. Plus précisément, supposons
qu’une des deux situations suivantes se produise :

) On devrait noter (k°v°)L cette extension My, ce qui n’est pas du gott de tout le monde.
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— Cas semi-simple : 'image imp est d’ordre premier a p.
— Cas p-Sylow : I'image imp posséde un unique p-Sylow, noté P.

Quitte & considérer I'extension K au lieu de K lorsque I’on étudie les restrictions a ker p de
relévements de p, on peut supposer (toujours par maximalité de propriétés arithmétiques
en jeu ici) que nous sommes dans la cas semi-simple. Désignons alors

H = imp.
On note Pl (k)" Pensemble des places v pour lesquelles P|H, est paire et Plo (k)™ len-

semble des places v pour lesquelles p|, est impaire® avec H, un groupe de décomposition
de v; de cette facon, on a

|Ploo (k)| 4 |Ploo (k)| = ri(k) + ra(k),
avec
ro(k) < |Ploo(k)T| et |Ploo(k)™| < r1().
On énonce le résultat principal de cette section.
Théoréme 3.7.2. — Soit p : Gal(M},/k) — GLa(IF,) une représentation continue. Notons

K le sous-corps fixé par le noyau de p. Soit Ad(p) la représentation adjointe de p. Notons
RE Uanneau de déformation de p. Alors

dimKrull(R§ /pRE) > dimg, Ad(p)" + 4 " [ky : Qp] — 4| Ploo(k) | — 2| Ploo(k) |,
vES)

ot S, est formé des places de S qui sont au-dessus de p.

Démonstration. — Comme 'ordre de I'image H est premier avec p, la suite de Hoschild-
Serre assure que

H'(ker p, Ad(p))¥ ~ H'(Gal(M,/k),Ad(p)), pour i = 1,2.
Puisque I’action du noyau sur ’adjoint est triviale, il vient
H' (ker p, Ad(p))" =~ (H'(ker p, F,) @ Ad(p))".
Par ailleurs, la dimension de I'espace des points fixes peut étre vue & travers ’égalité
dimy, (H' (ker p,Fp) ® Ad(p))" =< o(H' (ker p,Fp))*, Ad(p) >p .
Pour exprimer
dimg, H'(Gal(My/k), Ad(p)) — dimg, H*(Gal(Mj/k), Ad(p)),
il suffit donc de calculer
< p(H' (ker p, F))* — @(H2(ker 5, F,))", Ad(p) > .
A T’aide du théoréme 3.4.1, on sait que
p(H' (ker p,Fy)) — (H(ker p,Fp)) = 1+ Y [k : Qplep(Reg) — > indjfj, 1,
vESp vEPI (k)
et ainsi, grace a la réciprocité de Frobenius :
< (p(H (ker ,F,)) — o(H2(ker 5, F,)))", Ad(5) > >

®)On rappelle que P\, est dite paire lorsque son image dans PGL2(FF,,) est triviale et impaire dans le cas
contraire.
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<LAA() >+4 Y [k : Q)= Y <1,Ad(p) >, -
vESy vEPloo (k)

Pour conclure, il reste a décrire le comportement des places réelles et complexes du corps
de nombres k. Si v est complexe, le groupe de décomposition H, est triviale et dans ce cas,
le produit < 1, Ad(p) >g, est égal a la dimension de I'adjoint. Lorsque v est réelle, il y a
trois cas possibles :

— H, est trivial et on vient de voir que < 1,Ad(p) >p,= 4.

~ H, est d’ordre 2 et son action sur ’adjoint est triviale, on a encore < 1, Ad(p) >g,= 4.

. - . b .
— H, est d’ordre 2 et son action sur I'adjoint transforme la matrice < Z d ) en la matrice

( _ac _db > On a alors < 1,Ad(p) > g, = 2.

O

Remarque 3.7.3. — Dés que le groupe Gal(f(?/K) est libre, on est dans la situation dite
prime-to-adjoint, autrement dit 'anneau R(p) est sans obstruction. Ainsi, les propositions
3.4.22 et 3.4.24 (en particulier exemple 3.4.23) fournissent des illustrations simples du
théoréme ci-dessus.

Intéressons-nous au minorant proposé. Celui-ci fait intervenir des espaces de points fixes
dont les dimensions sont décrites dans le lemme suivant : elles peuvent prendre les valeurs
4,2 ou 1.

Lemme 3.7.4. — Soit M un sous-groupe de GLa(F,,) dont l'ordre est premier avec p. On
dispose des égalités suivantes selon M :

4 st M est formé d’homothéties,

. M )2 st M est un groupe de Cartan déployé ou non-déployé,
dimp Ad(p)™ = . L. iy
P 1 si M est projectivement diédral,
1 sinon.

La preuve repose sur le lemme suivant de théorie des groupes, qui provient de considérations
géométriques dans le cas PGLy(C) et s’en déduit par le principe de Lefschetz.

Lemme 3.7.5 (| |, §.2.6). — Soit M un sous-groupe fini de GLy(F),) d’ordre premier

a p. On note M son image dans PGLo(F),).

Alors M satisfait un des cas suivants :

1) M est cyclique, donc M est contenu dans un sous-groupe de Cartan (unique lorsque
M #{1}).

2) M est isomorphe a un groupe diédral Dy, pour un certain r premier avec p.

8) M est isomorphe G A4, Sy, As.

Démonstration du lemme 3.7.4. — Lorsque x : F, — IF; est un caractére, on désigne par
F,(x) le module F, muni de l'action m - x = x(m)x. La premiére chose & voir est la
décomposition

Ad(p) ~ F, & Ad(p),

en tant que M-modules.
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1) Le cas ou M est constitué uniquement d’homothéties est trivial, car alors
Ad(p) 2F, o F, e F,aF,.
2) Dans le cas d’'un Cartan déployé, on peut supposer que l'action sur ’adjoint se fait grace

X1

0 avec x1, x2 deux caractéres distincts et donc

A une matrice diagonale <

Ad(p) ~F, & F, @ Fp(x1x5 ") @ Fp(x 'x2)-

Dans le cas d’un Cartan non-déployé, le groupe M est cyclique d’ordre p?—1. En choisissant
une bonne base, on trouve finalement

Ad(p) ~F, @ F, & Vs,

ou Vs est irréductible. On peut par exemple voir le module des points fixes comme celui
_a, _p
formé des homothéties et des matrices de la forme ( ;x a * ), avec a et b fixés tels

2
que a? — 4b ¢ F%, cela provient de la description d’un Cartan non-déployé.

3) On suppose que projectivement, M est de la forme Z/rZ x7Z/2Z, on note s un générateur
de Z/2Z qui agit par x — —x sur Ad(p); en particulier s agit sur les matrices diagonales
de Ad°(p). On trouve finalement

Ad(p) ~F, & Fy(s) © V2,
ol V4 est irréductible.

4) Pour terminer lorsque projectivement M est de la forme Ay, Sy, As, en décrivant les
actions des transpositions, on voit que le module Ad°(p) est irréductible. O

Remarque 3.7.6. — Le groupe H n’est pas formé d’homothéties puisque C(p) = F, et
ainsi la dimension de 'espace des points fixes Ad(ﬁ)H ne dépasse pas 2. Le minorant donné
dans le théoréme 3.7.2 appartient donc & I'intervalle suivant :

[1—4(r1(k) + ra(k)) 4+ 2|Ploo(k) | , 2+ 4r2(k) + 2| Pl (k)] -

La question naturelle est alors de savoir quand la minoration de la dimension de Krull
que 'on a montrée s’avére pertinente, autrement dit de connaitre une condition suffisante
pour que le terme de droite dans I'inégalité du théoréme 3.7.2 soit positif. On cherche une
condition ne portant que sur 'arithmétique du corps k.

Proposition 3.7.7. — On conserve les hypothése du théoréme 5.7.2.
Supposons que Y g kv + Q] = ri(k) + r2(k). Alors Uinégalité du théoréme 3.7.2 n'est
pas triviale, autrement dit le minorant est supérieur ou égal ¢ 0.

Démonstration. — 11 suffit d’écrire sous une autre forme la combinaison suivante :
AY ke Q= D> <1,Ad(p) >m,=
vES, VEPlog (k)

A ke Q) = (k) +r2(k) | + > <indj,ind{™1 —indff 1, Ad(p) > .
vES) vEPls (k)

On peut conclure car la représentation triviale figure dans ind{{” 1. O
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Dans le corollaire suivant, retrouvons un cas pour lequel la minoration est bonne. Ce
résultat est prouvé dans (| |, § 1.10, Prop. 5) dans le cas particulier on T" est vide.

Corollaire 3.7.8. — Supposons que S, = Ply(k). Alors
dimKrull(RE /pRE) > 1 + 4ro(k) + 2| Plo (k).

Remarque 3.7.9. — Lorsque la représentation a déformer est p : Gal(ks/k) — GL2(F)),
avec kg l'extension maximale de k non-ramifiée hors de S = Pl,(k), alors 'anneau de
déformation R(p) de cette représentation vérifie également

dimKrull(R(p)/pR(p)) > 1 + 4ra(k) + 2| Pl (k)™ |.

Cette inégalité provient de la dualité de Poitou-Tate appliquée au groupe Gal(ks/k), avec
S =Pl )-

Remarque 3.7.10. — Si S, = (), alors le minorant du théoréme 3.7.2 est strictement
négatif dés que k est différent de Q. En fait, le minorant est inférieur ou égal a 2 —2r; (k) —
Ary(k).
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