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Introduction générale

Les préoccupations industrielles actuelles (maitrise des risques, streté de fonc-
tionnement, optimisation de la maintenance, de la production, etc) nécessitent 1'utili-
sation des mathématiques appliquées, et en particulier de la théorie des probabilités,
pour construire et étudier des modeles adaptés a la réalité, et prendre en compte les
aléas inhérents au fonctionnement de systemes de plus en plus complexes.

Les processus stochastiques en temps continu permettent de modéliser ces systemes
au comportement partiellement aléatoire. M.H.A. Davis ([20]) les classe en deux
catégories :

— celle des processus de diffusion, dont les techniques, fondées sur la théorie
des équations différentielles stochastiques et le calcul d’Ito, sont largement
développées et unifiées ;

— celle des processus non-diffusifs, ¢’est-a-dire qui prennent en compte des trajec-
toires déterministes et des sauts aléatoires, définis par M.H.A. Davis comme
« une collection hétérogene de modeles et de méthodologies spécifiques ap-
pliquées a des problemes spécifiques ».

Dans le but de construire une théorie globale pour les processus non-diffusifs, a
I'image de celle sur les diffusions, il introduit alors une classe générale de proces-
sus stochastiques, les processus markoviens déterministes par morceaux (Piecewise-
Deterministic Markov Processes, PDMP en abrégé). Les PDMP sont d’une part
adaptables a toutes les applications de type non-diffusion, et d’autre part peuvent
étre étudiés et analysés par des méthodes analogues a celles utilisées pour les diffu-
sions.

Les PDMP sont des modeles dynamiques stochastiques hybrides non-diffusifs,
définissant des trajectoires déterministes ponctuées par des sauts aléatoires. Le
caractere hybride de ces processus vient du fait qu’ils prennent en compte une
premiere variable discréte m; caractérisant ’état (ou mode) du processus a 'ins-
tant ¢, correspondant au mode de fonctionnement et/ou a I’environnement ; d’autre
part, I’évolution proprement dite du systeme étudié, décrit par une variable continue
euclidienne ;. Concretement, si ’on considere I'exemple traité dans la Partie I d’un
réservoir chauffé contenant un liquide dont la hauteur est régulée par des vannes
d’alimentation et de vidange, le mode discret m; du processus correspond a la posi-
tion (ouverte ou fermée) des vannes du réservoir, et la variable continue correspond
aux variables physiques du réservoir, a savoir la hauteur et la température.



Les PDMP se construisent de facon itérative : le processus suit une trajectoire,
donnée en général par un systeme d’équations différentielles sur les variables phy-
siques, jusqu’a un premier temps de saut 77. Ce premier temps de saut correspond
soit & un phénomene aléatoire (panne d’une vanne par exemple, ou changement
d’environnement), soit a I'atteinte d’une frontiére de l'espace d’état (par exemple,
dépassement d'une certaine hauteur ou température dans le cas du réservoir). Dans
les deux cas, un nouveau mode est sélectionné d’une fagon aléatoire, et le processus
suit une nouvelle trajectoire déterministe jusqu’au prochain temps de saut T5, etc.

Comme nous le voyons avec 'exemple du réservoir, les PDMP permettent de
modéliser le comportement physique d’un systeme hybride, pour par exemple, cal-
culer des indicateurs de fiabilité (probabilités de surchauffe, d’assechement ou de
débordement dans le cas du réservoir). L’utilisation des PDMP s’étend aujourd’hui
a des domaines de plus en plus variés : mécanismes de dégradation ([13]), planifica-
tion de la production et de la maintenance ([8]), génétique ([77]), controle optimal
([35, 16, 19, 22, 25]) et impulsionnel ([17, 15, 26]).

De récentes recherches s’intéressent aux propriétés des PDMP. On peut citer
par exemple les travaux de F. Dufour et O.L.V. Costa sur des propriétés de stabi-
lité et d’ergodicité des PDMP ([31, 18]), ceux de J. Chiquet et N. Limnios sur une
méthode numérique pour calculer la fonction de transition d'un PDMP ([12]), la
représentation des PDMP par des réseaux de Petri colorés par M.H.C. Everdij et
H.A.P. Blom ([34]), ou encore I’étude des densités et semi-groupes sous-stochastiques
des PDMP par M. Tyran-Kaminska ([75]).

L’objectif des travaux de these présentés ici est double. D’une part, nous étudions
un cas-test de la littérature en sireté de fonctionnement dans le contexte des PDMP
introduits par M.H.A. Davis dans [20]. Il est & noter qu’une sous-classe de ce type de
processus a été introduite par J. Devooght dans [28]. Deux méthodes numériques sont
proposées pour le cas spécifique du réservoir chauffé et les résultats seront comparés
a ceux de la littérature. D’autre part, la partie la plus importante de la these a
consisté a apporter une contribution théorique a 1’étude des PDMP, en particulier
nous proposons une méthode numérique et des résultats de convergence pour les
probleémes d’arrét optimal & horizon aléatoire (PAQ,,). Ce mémoire de these est donc
divisé en deux parties distinctes reprenant les objectifs cités ci-dessus, précédées d’un
chapitre introductif sur les PDMP et leurs propriétés.

Plus précisément,

— Le Chapitre 1 introduit la définition d’'un PDMP, apres quelques rappels sur
les équations différentielles ordinaires et les champs de vecteurs (Section 1.1).
Des résultats de M.H.A. Davis sur l'espérance de fonctionnelles d'un PDMP,
nécessaires pour la méthode numérique proposée au Chapitre 4, sont donnés
Section 1.4 : il est démontré que sous certaines hypotheses, la fonctionnelle d'un
PDMP est solution unique d'une équation intégro-différentielle. Le chapitre se
termine sur quelques résultats concernant la structure des temps d’arrét pour
les PDMP (Section 1.5) qui seront utilisés dans les Chapitres 5 et 7.



— La Partie I s’intéresse aux PDMP dans le contexte de la fiabilité dynamique.
Nous étudions ici deux méthodes numériques pour calculer les indicateurs de
fiabilité d’un réservoir, cas-test issu de la littérature en sureté de fonctionne-
ment et présenté dans le Chapitre 2.

— La premiere méthode numérique (Chapitre 3) repose sur la résolution du
systeme différentiel régissant I’évolution des grandeurs physiques du réservoir,
et I'utilisation d’un algorithme de simulation d’une variable aléatoire d’in-
tensité variable ([14]). Le calcul des probabilités de défaillance du réservoir
se fait par la méthode de Monte Carlo.

— La deuxieme méthode numérique ( Chapitre 4) utilise les résultats de M.H.A.
Davis sur les fonctionnelles de PDMP, présentées au Chapitre 1, pour calcu-
ler la probabilité de surchauffe du réservoir. A partir de ces résultats, nous
démontrons que 1’équation intégro-différentielle introduite au Chapitre 1
s’écrit sous la forme d’un systeme différentiel couplé dans le cas du réservoir
(Section 4.1). Puis, apres avoir étudié les domaines de définition des fonc-
tions solutions (Section 4.2), nous proposons un schéma numérique pour les
calculer (Section 4.3).

— La Partie II s’intéresse au probleme d’arrét optimal a horizon aléatoire (PAO).
— En premier lieu, nous donnons dans le Chapitre 5 les principaux résultats
connus dans le cadre des PDMP pour les problemes d’arrét optimal a hori-
zon infini ainsi que la démarche numérique pour les processus de diffusion
en temps continu (Section 5.2). En particulier, dans la Section 5.1, nous
présentons l'algorithme proposé par O.L.V. Costa et M.H.A. Davis ([16])
pour le calcul numérique de la fonction valeur. Dans la Section 5.2, nous nous
intéressons aux méthodes numériques développées dans le cas des processus
de diffusion en temps continu, notamment au procédé de quantification de la
chaine de Markov en temps discret du processus. Dans la Section 5.3, nous
regardons pourquoi la méthode numérique pour les diffusions ne s’applique
pas au cas spécifique des PDMP.

— Dans le Chapitre 6, nous proposons une méthode numérique pour le calcul
de la fonction valeur d'un PAO a horizon aléatoire pour les PDMP (Section
6.2), basée sur les méthodes de quantification et sur les résultats théoriques
de U.S. Gugerli ([42]) concernant le calcul de la fonction valeur du PAO a
horizon infini par l'itération d’un opérateur que nous expliciterons ici (Sec-
tion 6.1), et I'interprétation probabiliste de cet opérateur (Section 6.4).

— Le Chapitre 7 est dédié au calcul d’un temps d’arrét e-optimal du PAO (Sec-
tion 7.1). Un exemple et des résultats numériques sont ensuite donnés dans
la Section 7.2.

— Une Annexe regroupe divers résultats techniques sous forme de tableaux et les
codes correspondant aux deux méthodes numériques de la Partie 1.
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Chapitre 1

Les Processus Markoviens
Déterministes Par Morceaux

Ce chapitre introductif a pour but de poser les notations, les définitions et
les propriétés nécessaires pour les Parties I et II. Avant de donner la définition
des PDMP, nous rappelons tout d’abord quelques notations et propriétés sur les
équations différentielles ordinaires et les champs de vecteurs. Nous introduirons en-
suite les résultats sur le calcul d’espérance de fonctionnelle d'un PDMP. Puis, nous
donnerons quelques résultats sur la structure des temps d’arrét pour les PDMP. La
plupart des énoncés de ce chapitre sont tirés de [21] et toutes les références entre
parentheses s’y rapportent.

1.1 Equations différentielles ordinaires et champs
de vecteurs

Nous commencons par quelques rappels sur les champs de vecteurs. Dans toute
la suite, d est un entier supérieur ou égal a 1.

Définition 1.1 Soit une fonction g : R — R?. On dit que g est Lipschitz s’il existe
une constante K telle que |g(x) — g(y)| < K|x — y| pour tout z,y € R

Définition 1.2 Soit g : R? — R? une fonction Lipschitz. Alors l’équation différentielle
ordinaire (EDO)

<
dt

a une unique solution t — x(t) de classe C*, définie pour tout t € R.

(t) = g(z(t)), ©(0) =zo € R? (1.1.1)

On note cette solution x(-) = @(x, ).
Définition 1.3 ¢ s’appelle un flot ou un champ de vecteurs.

Du fait de I'unicité de la solution, ¢ vérifie les deux propriétés suivantes :
Propriété 1.1 L’application ¢; : x — ¢(x,t) est bijective, de réciproque continue.

C’est donc un homéomorphisme. En effet, ¢~ *(z,t) = ¢(x, —t) pour tout v € R%.

11



Propriété 1.2 La famille (gzﬁt)teR est un groupe, c¢’est-a-dire que pour tout s,t € R,
Giys = G; 0 Gs, ou plus explicitement, ¢(x,t + s) = ¢(d(x,s),t), pour tout v € RY.

Définition 1.4 Soit f : R? — R une fonction C'. Alors

2 66w, = 3° 2L 6,005 01,

ot g' est la i-éme composante de g.

Proposition 1.1 On note X l'opérateur différentiel de premier ordre

xf@) =Y 2L @) (112

Alors ¢(z,-) satisfait (1.1.1) si et seulement si ¢(x,-) satisfait pour tout f € C°(RY)
et toutt € R

& 1ot 1) = XF(o(a.1) (113

1.2 Définition

Soit M un ensemble dénombrable dont les éléments seront appelés modes. Pour
tout m € M, soit F,, un sous-ensemble ouvert de R¢, §E,, sa frontiere et F,, sa
fermeture.

Soit

E=|]J Enx{m}

meM
et
0E = | J 6E, x {m}.

meM

On note B(E) la tribu borélienne de E.

Définition 1.5 Si E est un ensemble dénombrable, un noyau markovien sur E X
B(E) est une application Q : E x B(E) — [0, 1] telle que

Vz, Q(z,-) est une probabilité sur B(E).
On peut aussi définir le noyau markovien de cette facon :

Définition 1.6 Soit Q un noyau markovien sur (E,B(E)) et w € B(FE). Alors
Quiz) = [ w(s)Q(r.dy).
M

ol

Un PDMP est déterminé par ses caractéristiques locales (gbm, Am, Qm)meM,

12



— L’application ¢,, : R? x R — R? est un flot.
Pour tout (z,m) dans E, on note

tr (x) = inf{t > 0, p(x,t) € OE}

avec la convention inf () = oo.

Alors t7, est le temps pour lequel le flot atteint la frontiere de 'espace d’état.
— L’intensité de saut A, : £ — R* est une fonction mesurable, caractérisant la

fréquence des sauts, et qui satisfait

V(xz,m) € E,Je > 0 tel que/ )\m(gbm(x,s))ds < 00.
0

— La mesure de transition du processus @y, : E x B(E) — [0, 1] vérifie pour tout
couple (x,m) € £

Qm(l‘7E - {(‘T’m)}) =1,

c’est-a-dire que le processus doit sauter vers un nouveau mode et/ou une nou-
velle position.

Remarque 1.1 Au moment d’une sollicitation, par exemple dans le cas du réservoir
chauffé, une vanne peut se déclencher ou se bloquer. Dans les deux cas, cela corres-
pondra a un changement de modele, c’est-a-dire soit a un changement de mode,
soit a4 un changement de dynamique des variables d’états définissant le systéme. La
définition de la mesure () telle qu’elle est donnée ici permet de prendre en compte ce
genre de situations. La situation qui est exclue dans le modele de M.H.A. Davis est
celle d’un instant de saut fictif qui ne correspondrait ni a un changement de mode
ou de position, ni a un changement de dynamique.

A partir de ces caractéristiques, d’apres le Théoreme (25.5), il existe un espace
de probabilité (2, F, {F:}, {Ps}eer) tel que {X(t)}is0, avec X (t) = (24, my), est
un processus de Markov fort dont les trajectoires peuvent étre définies de maniere
itérative de la facon suivante.

Au temps Ty = 0, on part du point initial X (0) = (zo, mo) avec (zg,mp) € E. Le
premier instant de saut 77 est déterminé, pour ¢ > 0, par

Py (Th > 1) = e~ Mm@t pour t < t5, ()
(wo,mo)\ L1 - 0 pourtzt:no(ﬂﬁo)

ou pour (z,m) € E et t € [0,t,(x)]

t
Ay (z,t) = / A (O (2, 5)) ds.
0
Le premier temps de saut 7 est donc le minimum entre un temps aléatoire donné

par l'intensité \,, et le temps déterministe d’atteinte d'une frontiere ¢ . Dans la
suite, nous appellerons sauts déterministes les sauts qui se produisent a la frontiere
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et sauts aléatoires les autres.

Sur lintervalle de temps [0,71[, m; = mg et le processus z; suit la trajectoire
déterministe donnée par le flot ¢y, (zo,t) (Figure 1.1). A T'instant aléatoire T3, le
processus subit un saut. On sélectionne alors via le noyau @),,, une variable aléatoire
Zy = (z1,m) & valeurs dans E et qui a pour distribution Qyn, (@m, (2o, T1), ).

Pour résumer, la trajectoire de {X(¢)} partant de X (0), pour ¢t < 77, est donnée
par

x(t) = 4 Gmo(@o.1);mo) - pour t <,
Z pour t = T17.

Emo //«’/ano(ﬁf)m@(xo,Tl), )

Fia. 1.1 — Trajectoire du PDMP au premier temps de saut 7} aléatoire.

Le processus repart ensuite de X(7}) = Z; et par la méme démarche que
précédemment, on construit la trajectoire de {X(¢)} sur lintervalle [T}, T3] ou Ty
est 'instant de saut suivant, et 75 — T a pour loi (¢m1 (x1, Ty —T1), ml). Ainsi, on a

X(t) _ (¢m1(x17t_T1)7m1) pourtE [T17T2[7
7y pour t = T5.

oll Zy = (x2,my) a pour distribution Q, (¢, (z1, T2 — T1),-) (Figure 1.2). Et ainsi
de suite.

Associé au processus { X (¢)}, il existe un processus a temps discret (0,,),en défini
par ©,, = (Z,,S,) avec

So=0

Zn=X(T,) et
S,=1T,—1T,1 pourn>1.
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\\\‘\\\\le (¢m]<$1, TQ - T1)7 )

Fi1a. 1.2 — Trajectoire du PDMP au deuxieme temps de saut 7, déterministe.

Remarque 1.2 La définition des PDMP donnée par M.H.A. Davis est beaucoup
plus large que la définition qu’en donne par exemple J. Devooght dans [28]. En
effet, la modélisation faite par M.H.A. Davis autorise des sauts sur les variables
euclidiennes, ces sauts pouvant étre d’origine soit déterministe, soilt stochastique.
Ces deuz possibilités ne peuvent pas étre prises en compte par la modélisation faite
par J. Devooght (par exemple dans [29]).

Proposition 1.2 Le processus a temps discret (O,,)nen €St une chaine de Markov.
On introduit ici une hypothese standard.

Hypothese 1.1 Pour tout (x,m) € E ett € RT, B [Z 1{Tk§t}] < 00.
keN
En particulier, cela implique que T, — oo quand k — oo.
Remarque 1.3 Dans les applications pratiques, M est un ensemble fini et corres-
pond auzx modes de fonctionnement du systeme ou a son environnement extérieur.

De plus, lespace d’états E est en général la réunion de sous-ensembles E,, de R?
indexés par le mode m : E = UpemFEop.

1.3 Exemples de PDMP

Nous allons dans cette section donner quelques exemples de PDMP.

1.3.1 Processus de Poisson

Les processus de Poisson ([76, 68]) permettent de modéliser des situations telles
que les arrivées de clients dans une file d’attente, les pannes de composants électroniques,
les appels a un central téléphonique ... Nous donnons ici une définition d’un processus
de Poisson, issue de [76] :
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Définition 1.7 Soit (T,,) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi exponentielle E(N). Posons Sy =0, et pour tout n > 1 :

Sp=T1+---+T,.
Pour tout t > 0, définissons la variable aléatoire Ny, a valeurs dans N, par :
Ny=n<= 5, <t<S,11.
On appelle processus de Poisson d’intensité X ’ensemble de variables aléatoires :
{N;; t >0}.

Pour le cas de 'arrivée de clients dans une file d’attente, T, est la durée séparant
I'arrivée du (n—1)-éme client de celle du n-eme client, S, la date d’arrivée du n-eme
client et N; le nombre de clients arrivés jusqu’a l'instant ¢.

Un processus de Poisson est donc un PDMP d’intensité constante A et de flot nul
entre les sauts 7,. En effet, le processus saute de 1 a chaque instant aléatoire T,,,
qui suivent une loi exponentielle £(\).

Plus généralement, les processus ponctuels sont des PDMP, avec (7T},) une suite
de variables aléatoires réelles telles que pour tout n, T, < T},,1. L’intensité moyenne

d’un processus de comptage est donnée par
E[N,
A= lim —[ /
t—o0 t

quand cette limite existe.
1.3.2 Exemple simple
Nous donnons ici un exemple simple de PDMP, développé dans la Partie II.

Sil'on pose E = [0, 1] Pespace d’état, OF = {1} sa frontiere, on définit le flot du
PDMP sur [0, 1] par

oz, t) =x+ct
avec ¢ une constante positive. L’intensité de saut A est donnée sur [0, 1] par
Az) = pz*

avec > 0 et a > 1, et on définit pour tout z € [0,1] le noyau markovien Q(z,.)
comme la loi uniforme sur [0, 1/2].

Alors le processus avance a vitesse constante ¢ vers 1, mais plus il s’approche de
la frontiere 1, plus la probabilité de revenir sur [0,1/2] est grande. La Figure 1.3
montre deux trajectoires de ce processus pour zog =0, c = a =1 et f = 3 jusqu’au
10-eme saut.

Nous donnerons par la suite I’exemple plus complexe du réservoir, mais le prin-
cipe des PDMP est le méme. Le flot ¢ décrit 1’évolution de variables physiques
(température, pression, ...). Les sauts, aléatoires ou déterministes, correspondent a
des pannes ou changements d’environnement : lorsque un certain seuil est atteint
par une variable physique (par exemple, dépassement d'une certaine hauteur dans
une cuve), le systeme réagit, par 'ouverture ou la fermeture de vannes par exemple.
Les PDMP sont donc particulierement adaptés a la fiabilité dynamique.
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F1a. 1.3 — Deux trajectoires du PDMP (temps en abscisse).

1.4 Espérance de fonctionnelle d’un PDMP

La méthode numérique employée dans le Chapitre 4 repose sur les résultats du
Chapitre 3 de [21]. En particulier, le calcul de 'espérance de fonctionnelle d’un
PDMP revient a résoudre une équation intégro-différentielle. La fonctionnelle est
I'unique solution de I’équation dans une certaine classe de fonctions bien choisie, et
M.H.A. Davis propose une méthode itérative générale permettant d’obtenir cette
solution.

Définition 1.8 On définit pour tout t € R le processus de comptage des sauts a la
frontiere du PDMP p; par

i =Y < ixayesm)-
Z‘Zl

On étudie alors la fonctionnelle

V(w,m) = Egm [ /O T X )+ /0 h c(X(t_))dp;‘} | (1.4.1)

ou

— X(t) = (x4, my) est la trajectoire du PDMP,

—1l:E— Rt et c:0F — R sont des fonctions mesurables.
On rappelle le résultat principal (Théoreme (32.2)).

Théoréme 1.1 On suppose que pour tout (x,m) € E, la fonctiont — l(d)m(x, t), m)
est intégrable sur tout intervalle [0,¢€], € > 0 et que la fonction V définie par (1.4.1)
est bornée. Alors V' est absolument continue et satisfait

%V(fcv m) + Am () (QmV(x,m) - V(z, m)) +1U(z,m) =0, (x,m) € E, (1.4.2)
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avec la condition aux bords
QmV(z,m)—V(x,m)+c(x,m) =0, (z,m) € OFE. (1.4.3)
L’unicité est donnée par le résultat suivant (Théoreme (32.10)) :
Théoréme 1.2 On suppose que f : E — R est absoliment continue et satisfait

%f(x,m) + () <me(x,m) — f(x,m)) +1l(z,m)=0, (xr,m) € FE
Qumflx,m)— f(z,m)+ c(x,m) =0, (z,m) € OF

On suppose de plus que Ez m) [f(tht)} — 0 quand t — oo pour tout (x,m) € E
et que

E(zm) [Z/ ‘f(xT“mTi) — f(fo’mTf)u < 0. (1.4.4)
i=1 7/ E
Alors
f(z,m) :E(x’m)[/o l(xt,mt)dt—l—/o c(xt_,mt_)dpt] (1.4.5)

Nous utiliserons plus particulierement le Corollaire (32.15) :

Corollaire 1.1 On suppose que le PDMP {X(t)} satisfait les conditions du Théo-
réme 1.1 et que V définie par (1.4.1) est bornée. Alors si E(gm) [V (dm(z,1))] — 0
quand t — oo pour tout (x,m) € E, V est l'unique solution absoliment continue de

(1.4.2) et (1.4.3).

Remarque 1.4 Pour simplifier l’écriture, nous noterons a partir de maintenant
fm(x) = f(xz,m) pour tout (x,m) € E.

1.5 Structure des temps d’arrét pour les PDMP

Les calculs de la fonction valeur des Chapitres 5 et 7 nécessitent I’étude plus
précise de la structure des temps d’arret des PDMP. Les résultats qui suivent sont
dans ([23]), paru dans Annals of Applied Probability.

Soit 7 un {.7-}} ser+-temps d’arrét. Nous rappelons ici le résultat important donné
par M.H.A Davis dans [21].

Théoreme 1.3 [l existe une suite de variables aléatoires non-négatives (Rn)neN*
telle que R, est Fr,_,-mesurable et T AT, 1 = (Tn + Rn+1) A Thiq sur {T >T,}.

Lemme 1.1 On définit Ry = Ry, et R;, = Rkl{sk,lgm,l}- Alors on a
T = Zﬁn/\sn.
n=1
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Preuve : D’'une facon évidente, sur {7, <7 < Tj11}, ona R; > S; et Rpy1 < Spt1
pour tout j < k. Par conséquent, par définition R; = R; pour tout j < k + 1, d’ou

) k 00
j{:?azA‘gn = EE:EaLA*Sn%_{?§h+lﬁ\5%+l}_F j{: FELA‘gn
n=1 n=1

n=k+2

= Ti+Repi+ Y, RuASn

n=k+2

Comme Rj,1 = Rpy1 < Spi1 DOUs avons Ej = 0 pour tout j > k + 2. Ainsi,
> Ry A S, =Ty + Ryp1 = 7, ce qui montre le résultat. O

Il existe une suite d’applications mesurables (rk) définies sur £ x (RT x E)*!

a valeurs dans RT satisfaisant

f%l = Tl(Zﬂﬂ,
R, = Tk<207rk71>7

keN*

car R, est Fr,_,-mesurable pour tout n, et ou I'y = (Sl, 1y Sk, Zk).

Définition 1.9 Soit p € N*. Soit (§k>keN* une suite d’applications définies sur
E x (RT x E)? x Q a valeurs dans R et définies par

fﬁ(y;V;“@ = Tp+1(yuv)7
et pour k > 2

Ri(y,v.w) = ok (¥, Vs D1 (W) g, <y (007, w).
Proposition 1.3 Supposons T, <1 < Ty. Alors on a
T = T,+7(Z, 1y, 01,),
ou7: Ex (RT x E)? x Q — R" est définie par

(y,7,w ZE (.7, w) A Sn(w), (1.5.1)

et  est Uopérateur de décalage sur (Q, F, (Fy)ier+, P).

Preuve : Tout d’abord, nous allons montrer par récurrence sur k € N* le résultat
suivant :

Ri(Z0,Typ,01,) = Ry (1.5.2)

En effet, on a }A%l(ZO,Fp,GTp) = R,:1, et sur I'ensemble {r > T,}, on a également

Ry = Rpﬂ. Par conséquent, ﬁl(Zo,Fp) = _p+1. Maintenant, supposons que
Ry(Zo, Ty, 01,) = R,y 1. Alors on a

st (Zo(w), Tp(w), 01, ()
— st (Zo(@), Tp(w), Te(0r, () Ly, <,y (Zo(w), Tp(), O, ())-
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Par définition, on a (07, (w)) = (Sps1(w), Zps1(w), ..., Sprk (W), Zprk(w)) et Ihy-
pothese de récurrence nous donne facilement

1{SkS§k}(ZO(w)’ Fp(w)’ HTP (w)) = 1{Sp+kﬁﬁp+k}<w)'
Ainsi nous obtenons ﬁkH(ZO, Iy, 07,) = Rpypi1, ce qui montre (1.5.2).

En combinant les équations (1.5.1) et (1.5.2), nous avons

N—n
F(Zo.Tp,01,) = > Rpin A Spin- (1.5.3)
n=1

Cependant, comme énoncé précédemment, nous savons que sur {7" > T,}, on a
Ry = Ry > Sy, pour k < p. Par conséquent, en utilisant (1.5.3), nous avons

p N N
T,+7(Zo,Tp.07,) = S+ > ReASp=Y RpASh
k=1 k k=1

:p+1

N
Comme 7 < Ty, nous obtenons du Lemme 1.1 et de sa preuve que 7 = ZE” A Sy,

n=1
ce qui montre le résultat. O

Proposition 1.4 Soit (U”)neN* une suite de variables aléatoires non-négatives telle
que U, est Fr,_,-mesurable et U,y = 0 sur {S, > U,}, pour tout n € N*. Posons

U = iUn/\Sn.

Alors U est un {.7-',5} -temps d’arrét.

teRt

Preuve : L’hypothese 1.1 nous donne

<= U[(tn < v < Tubofw < thofi <7,.))

n=0
(T <U<TednU 0T <0)| (5
Par définition de U, on a {U > T,,} = {U, > S,}, donc

{T, U< T} U <t}{t < Tr1} ={S, < U} {T,, + Upy1 < t}
T, <t}n{t < T,i1}.

Le Théoreme 2.10 i) dans [33] nous donne
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nous avons donc

{T, <U<Tp1} {U <t}{t < Tps1} € Fi. (1.5.5)
D’autre part,
{T, <U<Th1} {U <t} {Tpi1 <t} ={S, < U} {Ups1 < Sps1} N{Ths1 < t}.
Toujours d’apres le Theoréme 2.10 i7) dans [33],

{T,, U< Tha} {U <t} {T,11 <t} € F. (1.5.6)
Ainsi, de (1.5.4), (1.5.5), et (1.5.6) nous obtenons le résultat. O

Corollaire 1.2 Pour tout (y,7) € E x (R* x E)*, 7(y,7,-) est un {F;}
d’arrét satisfaisant 7(y,7,-) < Tn—p.

(ert TLEMPS

Preuve : Il vient de la définition de Ry, que ﬁk(y, v, w) < Sk(w) implique §k+1(y7 v, w) =

0 et la variable aléatoire positive Ry(y,,-) est Fr,_,-mesurable. Alors, par la Pro-

position 1.4, 7(y,~,-) est un {.7:,5} rep-+-temps d’arrét. Enfin, par définition de T,
N-—p

équation (1.5.1), on a 7(y,7,.-) < Z Sy, = T'n_p ce qui montre le résultat. O
n=1

Apres cette partie préliminaire sur les PDMP, nous allons maintenant passer au
sujet principal de ce mémoire.
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Premiere partie

Etude d’un cas-test de la Sureté

de Fonctionnement par les
PDMP : le réservoir chauffé
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Introduction

De tout temps, ’'Homme cherche a appréhender, analyser et controler, s’il le
peut, les risques auxquels il est confronté, qu’ils soient d’ordre naturel, comme les
séismes, les éruptions volcaniques et les inondations, ou technologiques. La Maitrise
des Risques est née de ce besoin d’ « identifier, comprendre, évaluer, hiérarchiser les
risques, puis [de] les passer sous controle, [de] les dominer, [de] les maitriser, lorsque
les risques s’averent négatifs (conduisant a une perte certaine) ou, au contraire, [de]
saisir des opportunités lorsque les risques s’averent positifs (conduisant a un gain,
un bénéfice » (A. Lannoy,[52]). Plusieurs disciplines sont issues de la Maitrise des
Risques : les cyndiniques (sciences qui étudient les risques naturels, technologiques
ou domestiques, et leurs préventions), la gestion des risques ou encore la stureté de
fonctionnement.

C’est apres la seconde guerre mondiale, durant la guerre froide, que la streté de
fonctionnement se développe : la course a 'armement et aux technologies de pointe
fait que I’étude de cette discipline est au départ destinée a la défense, ’aéronautique,
l'aérospatial, 1’électronique ou les télécommunications ([52]). Avec 1’évolution des
technologies dans les industries de produits « grand public », la streté de fonctionne-
ment s’étend dans les années 1980-1990 aux industries des processus, de I’équipement,
de 'automobile ou de I’électroménager, en cherchant a optimiser la maintenabilité,
la disponibilité, la sécurité et la fiabilité des systemes industriels. C’est a ce moment
la que la définition de la stureté de fonctionnement est clarifiée et formalisée. Avant
les années 80, on amalgame, sous le mot de fiabilité, la disponibilité, la maintenance,
la sécurité et donc la fiabilité. A la fin des années 80, on désigne sous 1’expression
de sureté de fonctionnement 1'étude de ces quatre propriétés. Des méthodes sont
développées, telles que les arbres de défaillance, les réseaux de Petri ou les réseaux
bayésiens. Mais, comme le fait remarquer P.-E. Labeau dans ([49]), ces méthodes sont
basées sur des modeles booléens ou discrets, qui ne prennent pas en compte de fagon
intégrée le caractere continu des variables physiques (par exemple la température,
la pression, ...) des systémes étudiés.

La fiabilité dynamique, discipline de la stureté de fonctionnement introduite dans
les années 90 par Jacques Devooght ([28]), répond a cette préoccupation, en prenant
en considération le caractere hybride (continu par les variables physiques et discret
par le mode de fonctionnement) des systémes industriels. Pour comprendre la dif-
ficulté de I'application de méthodes classiques de stireté de fonctionnement sur des
systemes hybrides et la complexité de ces derniers, des exemples représentatifs des
préoccupations industrielles, ont été construits ([45]). Celui qui nous intéresse est
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le cas-test du réservoir chauffé, issu de la littérature (D.L. Deoss et N. Siu en 1989
[27], et T. Aldemir en 1991 [2]). Le réservoir chauffé (Figure 2.1), dont la descrip-
tion détaillée est donnée dans la Section 2.1, est constitué de capteurs reliés a deux
vannes d’alimentation et une vanne de vidange qui permettent, par leur ouverture
ou leur fermeture, de réguler le niveau et la température d’un liquide entrant par les
vannes. L’objectif est de calculer les probabilités de défaillance du réservoir, a savoir
I’assechement, le débordement et la surchauffe. Ce systeme, a caractere hybride de
par ses variables physiques continues (température et hauteur du liquide) et discrete
(position des vannes), a fait 'objet de nombreuses études par différentes méthodes
de fiabilité telles que les réseaux de Petri ([32, 50], 'analyse sensitive ([47]), les au-
tomates stochastiques hybrides ([64]), 'algorithme des volumes finis ([57, 51]), la
méthode CCMT ([55]) et CCCMT ([74]).

Nous allons étudier dans cette partie de la these un cas-test de la littérature
qui est le réservoir chauffé. Dans le Chapitre 2, nous en donnerons une description
détaillée, de son principe de fonctionnement et des interactions entre les variables
continues et discrete. Nous donnerons alors dans le Chapitre 3 la premiere méthode
numérique permettant de calculer les probabilités de défaillance du réservoir. Dans le
Chapitre 4, nous exposerons une deuxieme méthode numérique, basée sur le calcul de
I’espérance d’une fonctionnelle d’'un PDMP en utilisant les résultats introduits dans
la Section 1.4, pour calculer la probabilité de surchauffe du réservoir, en étudiant en
particulier les domaines de définition et leurs frontieres des fonctions solutions de
I'équation intégro-différentielle (1.4.2).
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Chapitre 2

Le cas-test du réservoir

Le cas test, que nous avons choisi de modéliser par les PDMP, est un exemple

représentatif de l'industrie gaziere ou pétroliere. Le principe, fondé sur l'ouver-
ture et/ou la fermeture de vannes commandées par des capteurs, est de pouvoir
controler la hauteur d’un liquide dans un réservoir chauffé afin d’en empécher le
débordement, ’assechement ou la surchauffe. Ces trois événements, que nous qua-
lifierons d’événements redoutés, conduisent a la panne totale du systeme. Le but
est de pouvoir déterminer, a partir de I’étude des variables physiques du probleme
(c’est-a-dire la hauteur du liquide et la température du réservoir) et des différents
modes du systéme (c’est-a-dire la position des vannes qui sont susceptibles de tom-
ber en panne), la probabilité de chaque événement redouté et ainsi d’appréhender
le comportement dun tel dispositif.
Dans un premier temps, nous décrirons le fonctionnement du réservoir et I’étude
préalable effectuée pour comprendre les interactions entre les différentes variables
en jeu. Puis nous donnerons les deux méthodes abordées pour calculer la probabilité
de défaillance du réservoir.

2.1 Description du systeme

Dans cette section, nous allons décrire de facon exhaustive le fonctionnement

du réservoir, en nous attachant a détailler les interactions entre les variables du
réservoir. Cette étude va nous permettre de modéliser le comportement du réservoir
par les PDMP.
Nous précisons que nous ne discuterons pas ici de la pertinence des parametres et du
réalisme de cet exemple. Nous nous contenterons de reprendre les données proposées
par B. Tombuyses et T. Aldemir dans [74], ainsi que par d’autres auteurs, afin de
pouvoir comparer nos résultats numériques aux leurs.

2.1.1 Principe de fonctionnement

Le réservoir (Figure 2.1) contient un liquide dont le niveau est mesuré par trois
capteurs reliés chacun a une unité : les unités 1 et 2 permettent d’ajouter du li-
quide dans la cuve, et 'unité 3 d’en retirer. Les trois unités sont mutuellement
indépendantes et non réparables. Chaque unité a quatre états possibles : ouvert
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Fi1G. 2.1 — Schéma du réservoir thermique.

(0), fermé (F), ouvert bloqué (Ob) et fermé bloqué (Fb), les deux derniers états
faisant suite a une panne de I'unité. Trois variables décrivent 1’évolution du systeme
au cours du temps : la hauteur h, la température 6 et le mode m = (ay, as, a3) du
systeme, ou a; € {O, Ob, F, F'b} désigne I'état du composant i = 1,2, 3.

On souhaite maintenir la hauteur du liquide entre 6 et 8 metres. Pour cela, deux
lois de commande vont agir sur les trois unités pour modifier le mode m et ainsi éviter
deux des trois événements redoutés, c’est-a-dire I’assechement ou le débordement de
la cuve.

— La premiere loi de commande L' agit dés que le niveau du liquide est inférieur

a 6 metres. Les unités, si elles ne sont pas bloquées, se positionnent dans le
mode m = (O, O, F) afin de remplir le réservoir.

— La deuxiéme loi de commande L? intervient lorsque le niveau dépasse 8 metres :
les unités se placent dans le mode m = (F, F,O) afin d’évacuer le surplus de
liquide.

Ces deux lois de commande permettent au réservoir de maintenir la hauteur dans
un intervalle acceptable en réagissant au dépassement de frontieres (6m et 8m).
Cependant, en cas de panne de I'une des unités, et s’il y a franchissement de
frontieres, les unités bloquées n’obéissent plus aux lois de commande : il y a donc
risque de débordement ou d’assechement de la cuve. On considere que ces événements
surviennent lorsque le liquide est-au dessus des 10m ou en-dessous des 4m.

Le troisieme événement redouté (la surchauffe du réservoir) survient lorsque la
température de la cuve dépasse 100 ° C.

Ces trois événements conduisent a un arrét définitif du systeme.

Remarque 2.1 Dans [l'objectif d’une complexification du probléeme, mais que nous
ne traiterons pas dans ce mémoire, il pourrait étre envisagé, par exemple, de supposer
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que les lois de commande L' ou L? qui agissent sur 'ouverture ou la fermeture d’une
vanne s appliquent avec une probabilité strictement inférieure a 1. La définition d’un
PDMP, telle qu’elle est donnée dans le Chapitre 1, nous permettrait de prendre en
compte ce genre de situations (voir Remarque 1.1).

2.1.2 Interactions entre les variables

L’évolution du systeme dépend exclusivement, comme nous ’avons dit précédem-
ment, de la hauteur, de la température et du mode. Il existe trois types d’interactions
entre ces variables.

1. Le saut d’'un état non bloqué d’une unité ¢ vers un état bloqué est régi par
'intensité de saut 2\°, o A’ est fonction de la température (Equation (2.1.1)).
Ainsi, le passage d’'un mode a un autre dans le cas d’'une panne d’une unité
dépend de I’évolution de la température.

2. La variation de la hauteur au cours du temps oblige le systeme a réagir pour
se maintenir aux conditions d’équilibre. Les lois de commande L' et L%, par
un changement de mode du systeme, permettent de modifier la trajectoire
de la hauteur quand celle-ci dépasse les frontieres de 6m ou 8m. Il y a donc
interaction entre la hauteur et le mode.

3. La hauteur et la température sont des variables continues qui évoluent au
cours du temps. Elles sont étroitement liées par le systeme différentiel qui les
décrit (Equation (2.1.2)) : plus exactement, la hauteur est autonome, mais la
température dépend de la hauteur.

2.1.3 Equations du systeme

Nous allons maintenant décrire en détail ces interactions.

2.1.3.1 Interaction température - mode

La Figure 2.2 représente les transtions entre les états, 2\’ étant le taux de
défaillance de I'unité i = 1,2,3. La température et \* sont liés par la relation sui-
vante :

A= a(O)N, i=1,23, (2.1.1)

ou la fonction a est donnée par :

blebc(e_eref) _.I_ b2€_bd(0_0'ref)

0) = ,
a(9) by + by
avec
be (cC1) bg (cc1) by by
0.05756 0.2301 3.0295 0.7578
ALty A (1 Nty | Brey cO)
2.2831.103 | 2.8571.10° | 1.5625.10 2 20
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ou les 5@, 1 = 1,2,3, sont les taux de transitions correspondant a la température
de référence 6,.¢. La fonction a(f) atteint son minimum pour la température 6.5 =
20°C' (Figure 2.3). Cette fonction est une donnée du probleme qui a été choisie
arbitrairement de telle sorte que a(0) ~ 20 et a(100) ~ 80, autorisant ainsi une forte
dépendance entre la température et les taux de panne.

ETAT1:0 ETAT2:F

At

ETAT 3: Ob ETAT 4 : Fb

Fia. 2.2 — Diagramme des transitions.

—vy=a(®)

F1a. 2.3 — Fonction a(f), avec la température 6 en abscisse.

2.1.3.2 Interaction hauteur - mode

Les variations de la hauteur dépendent du mode a travers la position des unités
indépendamment de leur caractere fonctionnel ou bloqué. En effet, une unité ouverte
ou bloquée ouverte permet de la méme fagon au liquide de s’écouler. On ne s’intéresse
donc pas a I'état (normal ou défaillant) de I'unité mais & la nature de son débit
(écoulement ou non).

Définition 2.1 On note « le coefficient a = (a1, ag, ag) défini pour tout i = 1,2,3
par
o — { 0 si l'unité i est fermée ou fermée bloquée
1 1 sil'unité i est ouverte ou ouverte blogquée
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Les correspondances « Mode-Coefficient » sont données dans le Tableau 2.1.
La hauteur et le coefficient o sont reliés par I’équation différentielle

| | 11(1)0(?70” | coeiﬁ(ge?t o | | | mode m | coefficient «a |

T ((0 7F7Ob)) E1 0, 1§ mao | (Ob,0b, Fb) | (1,1,0)
o (O,F.Fb) | (1,0,0) o (OO0 0) 1 (10,1
m T (0.00.0) T (LD ma (001,00 | (.0 1)

s , Ob, 1, mas | (Ob, Fb, Fb) | (1,0,0)
R Ao o
my , 10, e mas | (Fb,O, Fb) (0,1,0)
ms | (O,Fb,0b) | (1,0,1) a7 | (Fb, F,0) (0,0,1)
oy | (F.O50) | (0.1.1) mao | B EFD | b))

11 , O, 1 mg | (Fb,0b,0) | (0,1,1)
mio (F, Ob, Ob) (0717 1) msy (Fb Ob F) (O 1 0)
mu g gz ?Z; Eg 38 msz | (Fb,0b,00) | (0,1,1)
na | ©00.10) [0y | (2 URGIIL B
mis y L'y i) M3y (Fb, Fb7 O) (07071)
ms | (Ob,F,0b) | (1,0,1) mss | (Fb,Fb,F) | (0,0,0)
o T

18 ) ? L msy (Fb, Fb, Fb) (07070)
mig (Obv Ob7 Ob) (17 17 1>

TAB. 2.1 — Tableau des correspondances mode-coefficient.

5271(@,

ou 7 («) est défini dans le Tableau 2.2.

2.1.3.3 Interaction hauteur - température

La température dépend de la hauteur et du coefficient o par I’équation différen-
tielle

a0 ya(a) —ys(a)d
dt h ’

ol 72 (a) et v3 () sont définis dans le Tableau 2.2.
Ainsi, les lois de conservation de masse et d’énergie nous donnent le systeme
d’équations différentielles suivant qui décrit le comportement global du réservoir :

(2.1.2)
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sous les conditions initiales 4(0) et 6(0).

71 (@) 72 () 73 () q | Oin K
(q + g —a3)q | (g +a2)@li + K | (a1 +a2)g | 1.5 | 15 | 23.88915

TAB. 2.2 — Constantes liées au systeme différentiel (S) (avec 71 («), 72 (@) et v3 ()
en m.h™'; ¢, en m.h™!, une mesure du débit des unités; 0,,, en °C, la température
du liquide délivré par les unités 1 et 2; et K, en m.°C.h~%, un parametre fixe lié aux
variables physiques du réservoir.)

On pose également comme constantes :

-0, = = 30.9261°C'
q
2¢0;n, + K
gy = 0T 99 96305°C
2q
72 (@) 01 sia;+ay=1,
de sorte que nous avons = .
73 () Oy si g+ ag = 2.
: K
Remarque 2.2 Notons que nous avons la relation 0;, = 6, — —.
q

Au temps initial ¢ = 0, nous avons les conditions initiales (Sp) suivantes :

h(0) = 7m,
(So) 4 6(0) = 6, = 30.9261°C,
m(0) = (O, F,0).

Lemme 2.1 Aux conditions initiales (Sp), le systéme est en équilibre.

Preuve : Au temps t = 0, et en utilisant la Remarque 2.2, le systeme différentiel
(S) s’écrit

dh
— = 07
() &

La hauteur et la température sont donc constantes et prennent respectivement
comme valeur h(0) = 7m et #(0) = 30.9261°C. O

Remarque 2.3 Comme la température initiale 0(0) est égale a 30.9261°C, la tempéra-
ture entrante 0;, = 15°C' compense exactement le chauffage du liquide dans le
TE€SEervoir.

Le but de notre étude est de calculer, a partir des données et du systeme d’équations
différentielles dont on dispose, la probabilité d’assechement avant ¢, p;(t), de débor-
dement avant t, py(t) et de surchauffe avant ¢, ps(t), en utilisant les PDMP.
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2.2 Etude préliminaire

L’objectif de cette étude préliminaire dans le cas particulier du réservoir est d’uti-
liser les spécificités du systeme afin de comprendre et de déterminer avec précision le
comportement de celui-ci. Dans un premier temps, nous nous intéressons aux modes
atteints par le réservoir pour pouvoir décrire I'ensemble des scenarios réalisables.
Nous allons pour cela étudier les modes du réservoir et montrer que nous pouvons
nous ramener a un systeme de 37 modes et non de 64, regroupables selon les coeffi-
cients . L’analyse et I’étude de méthodes générales pour la simplification de modes
ne fait pas 'objet de ce travail de these. Dans un deuxieme temps, nous étudions le
systeme différentiel (S).

2.2.1 Les modes atteints

Comme nous ’avons vu précédemment, chaque unité a quatre états possibles :
O, F, Ob et Fb. Le réservoir a donc potentiellement 64 modes possibles. Nous
avons cherché, avant de nous lancer dans la modélisation, a simplifier le systeme
en éliminant, si possible, les modes non réalisables. Nous avons décliné par étape en
partant de I’état initial m(0) = (O, F, O), tous les modes découlant de m(0), et nous
avons ainsi pu nous ramener a un systeme de 37 états.

— lere étape
De m(0), seule la panne d’une unité peut modifier I’état du systeme : le
réservoir étant a I’équilibre, la hauteur du liquide est constante (les trois unités
ayant méme débit). Il n’y a donc pas d’augmentation ni de baisse du niveau,
donc aucune raison pour que les lois de commande agissent.
Ainsi, de m(0) = (O, F,0), on ne peut aller que vers un mode ou 'une des
trois unités est en panne, donc bloquée : on atteint les 6 modes suivants :
(Ob, F,0), (O,Fb,0), (O, F,0b), (Fb, F,0),(0,0b,0), (O, F, Fb).
On élimine ainsi les 7 autres modes sans panne : (0,0, 0), (0,0, F), (O, F, F),
(F,0,0), (F,O,F), (F,F,0), (F,F,F).

— 2eme étape

En raison de la configuration des trois modes (F'b, F, O), (O, 0b,0), (O, F, Fb)
issus de m(0), et qui peuvent conduire a un dépassement de frontieres, on peut
atteindre, par I'action des lois de commande, les 3 modes (Fb, O, F'), (F,Ob, O)
et (F,F, Fb).

On élimine les 15 modes issus directement et uniquement des 7 modes non
atteints précédents, en excluant tous ceux qui sont issus de m(0) en premiere
ou deuxieme étape.

— 3eme étape
Depuis les 9 modes issus de m(0) en premiere ou deuxieme étape, on en déduit
les 19 modes suivants :
(Ob, F',0b), (Ob, F, F'b), (Ob,0b,0), (Ob, Fb,0), (O, Fb,0b), (O, Fb, Fb),
(Fb, Fb,0), (O,0b,00), (Fb, F,0b), (Fb, F, Fb), (Fb,0b,0), (O, Ob, Fb),
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(Fb,0,00), (Fb,0,Fb), (Fb,0b, F), (Fb,Fb, F), (F,0b,0b), (F,Ob, Fb) et
(F, Fb, F'b).

On écarte ensuite les modes issus directement et uniquement des modes éliminés
lors de la deuxieme étape et qui ne peuvent étre atteints depuis les 19 modes
précédents. On en élimine ainsi 5 :

(F, Fb, Ob), (Ob,0,0b), (Ob, 0, Fb), (Ob, Ob, F) et (Ob, Fb, F).

— 4eme étape
Des 19 modes précédents, on peut atteindre les 8 modes ou toutes les unités
sont en panne :
(Ob, Ob, Ob), (Ob, Ob, Fb), (Ob, Fb,Ob), (Ob, F'b, Fb), (Fb, Ob, Ob), (Fb, Ob, Fb),
(Fb, Fb,0Ob) et (Fb, Fb, Fb).

— beme étape
Aux 8 modes précédents, on associe trois modes « cimetieres » correspondant
aux trois événements redoutés :
— 1 : Assechement
— 2 : Débordement
— 3 : Surchauffe

Remarque 2.4 Les trois modes cimetieres permettent d’arréter le processus dées
qu’un événement redouté est atteint, empéchant ainsi le systéme de poursuivre son
évolution.

Les 37 modes qui sont atteints par le systeme sont résumés et numérotés dans le
tableau en Annexe A.1 et le graphe des 37 modes et des transitions possibles entre
eux est donné par la Figure 2.4.

Remarque 2.5 L’étude qui suit prouvera le Graphe 2.4, et en particulier le fait
que 4 modes « tout bloqué » sur 8 conduisent a l’événement 2 (débordement) : cet
cvénement est donc prépondérant par rapport auzx deux autres. Cela s’explique par
le fait que le réservoir est composé de deux unités qui alimentent en liquide et d’une
seule unité qui évacue du liquide, favorisant ainsi le débordement du réservoir.
D’autre part, deux modes (mag = (Ob, F'b, Ob) et mss = (Fb, Ob, Ob)), ne conduisent
a aucun événement redouté. En effet, pour ces deux modes, la hauteur est constante
et la température n’atteint jamais 100 ‘C (Tableau 2.5). Ils ne conduisent donc a
aucun événement redouté.

Remarque 2.6 Les huit configurations possibles du coefficient o : (0,1,0), (1,0,0),
(1,1,0), (1,1,1), (0,0,0), (0,1,1), (1,0,1) et (0,0,1), sont toutes atteignables par
l'un ou plusieurs des 37 modes (Tableau 2.3).

Les trois variables, la hauteur h, la température 6 et le mode m ou le coefficient
a, vont donc nous permettre de caractériser I’état du systeme a chaque instant. Il
est donc important d’étudier les variations de la température et de la hauteur pour
pouvoir par la suite définir les différents changements d’états.

Nous allons étudier dans la partie suivante les solutions analytiques du systeme
différentiel (S).
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’ CAS ‘ coefficient o ‘ mode m ‘

Cas 1.1 (0,1,0) my3, Mag, Mag, M31, M33
(1,0,0) mg, Mg, M7, Ma3
| Cas 1.2 | (1,1,0) [ mg, mag |
| Cas 1.3 | (1,1,1) [ my, ms, mug, mag |
] Cas 2 \ (0,0,0) \ Mo, M4, M29, M35, M37 ‘
(0, L, 1) mi1, Mig, Mas, M3p, M32
Cas 3
(1707 1) my, Mg, M7, Mg, M5, M16, Ma1, NM22
\ Cas 4 \ (0,0,1) \ Mo7, Mag, M34, M36 ‘

TaB. 2.3 — Tableau des correspondances coefficient-mode.

CAS | a=(manag) [mle) | la) [e)| 2|2
1.1 | a=(0,1,0) et (1,0,0) q q0in, + K q 0, 1
1.2 a=(1,1,0) 2qg | 290+ K | 2q 05 1
1.3 a=(1,1,1) q 20, + K | 2q 05 2

| 2 | a = (0,0,0) | 0] K | 0 [nd |nd]
| 3 Ja=(0,1,1)et (1,0,1) | 0 [ ghn+K ]| ¢ | 6o [nd ]
4 a=(0,0,1) | ¢ | K | 0 [nd] 0 |

TAB. 2.4 — Configurations en fonction du coefficient a.

2.2.2 Résolution du Systeme d’Equations Différentielles

Pour pouvoir comparer nos résultats numériques avec ceux proposés par B. Tom-
buyses et T. Aldemir dans [74], nous considérons, comme nous 'avons fait depuis
le début et contrairement a M. Marseguerra et E. Zio dans [56], que le débit ¢ est
identique pour les trois unités, c’est-a-dire ¢ = 1.5m.h~!. De plus, qu’une unité soit
ouverte (resp. fermée) ou ouverte bloquée (resp. fermée bloquée), la variation du
débit dans le réservoir est la méme. Nous proposons donc une classification, non pas
en fonction du mode m, mais selon les configurations du coefficient «, en fonction
de la nature de la variation de la hauteur liée au régime :

— CAS 1 : quatre états conduisent & une augmentation du niveau : (0,1,0),

(1,0,0), (1,1,0) et (1,1,1)

— CAS 2 : un état est sans débit : (0,0,0)

— CAS 3 : deux états donnent un débit constant : (0,1,1) et (1,0,1)

— CAS 4 : un état entraine une diminution du niveau : (0,0, 1)

En étudiant les coefficients v1(«), v2() et y3(«) des huit configurations, on re-
marque que l'on peut distinguer pour le CAS 1, trois sous-cas (Tableau 2.4), en
fonction des coefficients v; (), va() et y3().

Le CAS 1.1 regroupe ainsi les configurations (0,1,0) et (1,0,0) pour lesquelles
72 3
RE—

et — = 1; le CAS 1.2 correspond a la configuration (1,1,0) pour la-
3 gi!
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quelle P2 0y et 73 1etle CAS 1.3 & (1,1,1) pour laquelle 22 0y et B9

3 gs! V3
Les correspondances « Coefficient-Mode »sont données dans le Tableau 2.3.

Proposition 2.1 Soit (h(0),0(0), m(0)) les conditions initiales du réservoir.
Alors, l'ensemble des solutions de (S) sont :
1.1 St m(0) correspond au coefficient o = (0,1,0) ou (1,0,0), alors Vt € RT
h(t) = qt + h(0),
h(0)(6(0) — 6
IIOIGORT,
h(t)
1.2 S8t m(0) correspond au coefficient a = (1,1,0), alors Vt € RT
h(t) = 2qt + h(0),
h(0)(6(0) — 6
ooy~ MO0 6,
h(t)
1.3 Sim(0) correspond au coefficient o = (1,1,1), alors ¥Vt € RT
h(t) = qt + h(0),
h?(0)(6(0) — 6,)

+ 6.

+ 0.

2. Si m(0) correspond au coefficient o = (0,0,0), alors Vt € R
h(t) = h(0),
K
0(t) = —t +6(0).
)= 7t +0)

3. Sim(0) correspond au coefficient a = (0,1,1) ou (1,0, 1), alors Vt € Rt

h(t) = h(0),
0(t) = (6(0) — 6,)e " +0,.

4. St m(0) correspond au coefficient o = (0,0, 1), alors Vt € Rt

0(t) = 0(0) — %m (%)

Preuve : Comme I’équation de la température dépend de la hauteur et que I’équation
de la hauteur est une équation linéaire de premier ordre, autonome car ne dépendant
que de a, nous commencons par résoudre celle-ci, puis dans un deuxieme temps celle
de 6.

Nous avons directement la solution : h(t) = v (a)t + h(0) Vt € RT.

Nous allons maintenant résoudre la deuxieme équation différentielle en fonction des
différents cas.

CAS 1 On remarque que dans le cas 1, y1(a) et 73() sont non nuls. On pose
= 73(04)' On cherche la solution de @ =2 (@) = 73(2) 6

(@) dt h
Ecrivons cette équation sous une forme normalisée : V¢ € R*, §'(t) = A(t)0(t) + B(t)
ou
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V3(c)

h(t)’

Y2()

h(t) -

Comme ¢ — h(t) ne s’annule pas sur R*, A et B sont des fonctions continues sur R*.
Il existe donc une solution de I’équation différentielle sur R*™. La solution générale
est donnée par :

A:t— —

B:t—

t
Vi e RY,0(t) = 0(0)edo A@idw 4. / ele A% B(2)d.
0

Calculons le premier terme de cette expression. On a, pour tout ¢t € R,

/0 A(z)de =/O —f((;)dx = 2@ )

Y1 ()

car v (a) est non nul.

vece :73(06)
A 4 71 ()

, on a donc pour le premier terme, V¢ € RT :

o0yl e — e~ (i) — 20RO

En reprenant le calcul précédent, nous avons pour le deuxieme terme de I'expres-
sion
Vi e R :

t t +
/ef;A(s)dsB(x)dx = /6’81“(;5((1))) 22 g
0

0

ag
a1+ o — g
W (z) = (m(a)z + h(O))ﬁfl. Donc

/tefajA(s)dsB(x)dx _ 72(04)[ 1 (fyl(a)x+h(0))6]

Or, comme 3 — 1 = € {0,1}, on connait la primitive de =

: w(0) L3 @) :
 la), BAO)
= W)

OO)I(0) | mala) /. K(0)

0 = T e )
_ h7(0) _72(04) Y2(@)

= T O - 25) + e

Ya(a)
¥3(a)

2.4), on a les solutions 1.1, 1.2 et 1.3 de la proposition.

En remplacant 3 et par leur valeur correspondante aux trois sous-cas (Tableau
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CAS 2 On remarque que dans le cas 2, y1(a) = y3(a) = 0 et () = K. Le
systeme différentiel (S) devient pour tout ¢ € R :

Pour la premiere équation, on a :
vVt € Rt h(t) = h(0).

Pour I’équation de 6, nous avons assez facilement :

Vi e R, O(t) = 6(0) + %t.

CAS 3 Dans le cas 3, y1(a) = 0 et y(a) et y3(a) sont non nuls. Le systeme (S)
devient, pour tout ¢t € RT :

dt h ‘

Comme dans le premier cas, h(t) = h(0), pour t € RT. Une solution générale de
la seconde équation est donnée par :

(0 —0) + K

0 dx.

t q oy q
Vit € RY, (1) = 6(0)elo ~rlo ™ +/ oIt s o
0

On a donc, pour tout ¢t € RT,

" O —0) + K 1 _ 4\
o) = e(o)e‘W+q( ))+ /e w0 ) g
0
)
)

En utilisant la Remarque 2.2, on a donc, pour tout ¢ € R,
0(t) = (6(0) — 6,)e " +0,.

CAS 4 Dans le cas 4, 71 («) et 7(a) sont non nuls, et y3(a) = 0. Le systeme
différentiel (S) devient alors, pour tout ¢t € R* :

@:_q
B x
i h
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Nous déduisons facilement 1’expression de h : Vt € RT, h(t) = —qt + h(0).
Ainsi, 'équation de la température devient, pour tout t € R

o K KW

dt — —qt+h(0) ¢ h(b)

Une solution générale de cette équation est donnée par :

vVt € RT,
K ["H(t)
0(t) = 0(0)— —
O = 0= )
K ¢
:9@—E{mw@ﬂd
On a ainsi, pour tout t € R,
K . h(t)
0(t) =0(0) — —In (—=),
(1) = 00) = - In (3555)
d’ou le résultat. O

Nous avons ainsi une solution analytique du systeme différentiel (S) correspon-
dant a chaque mode du réservoir. Nous pouvons déterminer a tout instant ¢ la
hauteur et la température dans le réservoir en fonction de la position des unités.
Pour la méthode numérique présentée dans le Chapitre 3, la résolution du systeme
(S) est une étape importante dans le processus de modélisation du probleme par les
PDMP pour le cas spécifique du réservoir : ce travail préalable nous permet d’établir
I’évolution déterministe du réservoir, et ainsi de ne pas avoir a discrétiser le flot du
processus. En effet, la hauteur et la température représentent le flot ¢ du PDMP
décrivant le comportement du réservoir (Section 3.1).

2.2.3 Etude qualitative du systeme

Par une étude assez simple des fonctions h et €, on peut maintenant déterminer
le comportement du systeme en fonction du cas dans lequel il se trouve. Par exemple,
pour le CAS 1.1, on a pour tout ¢t € R*, h(t) = gt + h(0). Donc h est croissante :
la hauteur augmente linéairement au cours du temps. Elle peut donc dépasser les

frontieres.

h(0)(6(0) — 6y)
h(t)
si 0(0) < 6y, 0 est croissante, et si 0(0) > 6;, 6 est décroissante. De plus, 0 tend
vers #; donc la température ne peut dépasser 100°C'. Les CAS 1.2 et 1.3 sont assez
semblables : la température tend vers 6, et la hauteur est croissante. Nous résumons
dans le Tableau 2.5 le comportement de la hauteur et de la température pour chaque
cas.

+ 6. Alors

Pour la température, on a pour tout t € R*, 0(t) =

Remarque 2.7 D’apres la Remarque 2.3 concernant la température 0;, délivrée
par les unités 1 et 2, la température dans les Cas 1.1, 1.2, 1.3 et 3 ne peut physi-
quement dépasser 100 C du fait de la position ouverte d’au moins une des unités
d’alimentation.
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’ CAS ‘ Variations de h ‘ Variations de 6 ‘ Evénement redouté potentiel ‘

1.1

1h(0) / 10

6(0) /" 6,

Débordement

0(0) N\ 0

1.2
et
1.3

Rh(0) 7 10

0(0) /" 6,

Débordement

0(0) \ 6,

6(0) 7 100

\ Surchauffe

0(0) /" 6,

Aucun

0(0) \ 6,

|

4

|

R(0) \ 4

|

6(0) /100

\ Assechement et Surchauffe ‘

TAB. 2.5 — Evolution de la hauteur et de la température en fonction du cas.

Cette étude qualitative nous a permis de construire le graphe des transitions
(Figure 2.4). Cette étape est indispensable pour la compréhension du fonctionnement
du réservoir, et pour la modélisation du probleme par les PDMP. Nous allons détailler
ce dernier point dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Caractéristiques du PDMP
sous-jacent

Dans ce chapitre, une premiere méthode numérique est donnée pour calculer
les probabilités de défaillance du réservoir. Nous préciserons tout d’abord les ca-
ractéristiques locales du PDMP dans le cas du réservoir, puis nous proposerons une
méthode de simulation pour calculer la probabilité d’assechement, de débordement
ou de surchauffe du réservoir.

3.1 Description des caractéristiques locales du PDMP

Nous allons décrire ici les caractéristiques locales du PDMP associé au réservoir,
c’est-a~dire I'espace d’état, le flot du processus, I'intensité des sauts et la mesure de
transition du processus (voir Section 1.2).

3.1.1 L’espace d’état E

La hauteur, initialement & 7 m, doit évoluer dans 'intervalle [6,8]. Au-dela de
cet intervalle, le systeme réagit, grace aux lois de commande. Il en résulte un chan-
gement d’état. On considere donc que les hauteurs de 6 m et 8 m sont des frontieres
de l'espace d’états. Lorsque la hauteur se situe en dessous de 6 m (resp. au-dessus
de 8 m), il se peut qu’elle franchisse la hauteur critique de 4 m (resp. 10 m), ce qui
constitue un événement redouté conduisant au dysfonctionnement du systeme et a
un état cimetiere pour le PDMP.

On prendra donc en compte les frontieres des lois de commande L' et L2, ainsi que
les frontieres d’événements redoutés « 4 m » et « 10 m ».

La température, quant a elle, doit évoluer entre 0°C' et 100°C. Cependant, on mon-
trera dans le chapitre suivant que la température ne peut descendre physiquement
en dessous de 05 = 22.96305°C.

On peut donc poser comme ensemble de définition

B = ([4,6] x [62,100]) U ([6.8] x [62,100]) U ([8, 10] x [65, 100] ),
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et sa frontiere
OE = ({4} % [0, 100]) U <{6} X [6s, 100]) U ({8} % [0, 100]) U ({10} % [0, 100])
U<[4,6] X {100}) U ([6,8] x {100}) U ([8, 10] x {100}).

Remarque 3.1 [l est possible de raffiner les domaines de définition en fonction du
mode dans lequel on se trouve. Ce travail sera fait dans le Chapitre 4.

3.1.2 Le flot ¢,

Le flot associé au mode m est défini pour tout ¢ € R par ¢,,(h, 0,t) = <h(t), 0(25))
) =140

ol h(t) et 8(t) sont les solutions de (S) avec les conditions initiales h(0) = h, 6(0
et m(0) = m (Proposition 2.1).

3.1.3 L’intensité \,,

L’intensité de saut A,, pour un mode m donné est la somme des taux de défaillance
2\ des unités. Par exemple, d’apres le Tableau des transitions de I’Annexe A.1, pour
le mode my, on peut aller vers my5 et mo7 avec I'intensité \', vers my et ms avec I'in-
tensité A2, et vers my et mg avec U'intensité A>. Donc A (0) = 2(AY(0) +A2(0) +23(0)).
Nous résumons les intensités de saut des 37 modes dans le Tableau 3.1 avec les no-
tations suivantes :

0,(0) = 2)1(0)
l5(0) = 2X\%(0)
l5(0) = 2)3(0)
l12(0) = 2(A1(0) + X*(0))
13(0) = 2(A1(0) + X*(0))
lo3(0) = 2(N*(0) + \*(0))
Cros(0) = 2(A(0) + N(0) + \*(9))

3.1.4 La mesure de transition (),

La hauteur et la température sont des grandeurs continues. Le noyau de saut @)
n’agit donc que sur le mode du processus :

0 si {(h,0) ¢ A} ou {(h,0) € Aet m =m'},

Dmm/ SIDON .

VA € E,Q((m, h,0); (m',A)) = {

Le noyau () se résume donc aux probabilités de transition p,, ,s d’un mode m a un
autre mode m’. Ces probabilités sont données dans le Tableau 3.2.
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’ mode m ‘ intensité de saut A, ‘

ma 51,2,3(9)

’ mode m \ intensité de saut A, ‘

mo l12(0) Zzo 7 (()9)
ms €1,2(9) m21 30
My 31,3(9) mzj 0
5 51(0) may 52,3(9)
T 61(9) Mas 52(9)
dd b(0) Mag 5(0)
s ?(g) Moy 52,3(9)
Mo 1( ) Tog 62(6)
mio 51,2(9) m 7 (9)
miy €1,3(9) m29 ;(9)
Mg 51(9) m30 £3<0)
TMis 51(9) m31 30
14 51(9) m32 0
mis la3(0) m33 05(0)
e 62(6) 34 gB ;
o €2<9) mss 3(() )
m1s 53(0) m36 0
Mo 0 mar

TAB. 3.1 — Intensité de saut A, en fonction du mode m.

3.1.5 Le temps d’atteinte de la frontiere ¢,

Le temps ¢}, (Section 1.2 ) est le plus petit temps pour lequel il y a atteinte de
frontiere. Il dépend du mode dans lequel on se trouve et de I'évolution des grandeurs
physiques. Par exemple, si h(0) > 8 (c’est-a-dire que la loi de commande L? n’a
pas été appliquée car au moins une des unités est en panne), et qu’on est dans le
cas 1.1, la hauteur augmente et la température converge vers ; (Tableau 2.5). La

hauteur peut donc dépasser 10 m, mais la température ne peut dépasser 100 °C'. Il
10—nh
. Nous

y a ainsi franchissement de frontiere quand h(t) = 10, donc ¢¥,(h,0) =

résumons tous les cas dans le Tableau 3.3.

Remarque 3.2 Si h(0) < 6, cela veut dire que la loi de commande L' (positionnant
le mode en (0,0, F)) n’a pas fonctionné, donc il est impossible de se trouver dans
le cas 1.2 (o = (1,1,0)).

De méme, si h(0) > 8, la loi de commande L* (positionnant le mode en (F, F,0))
n'a pas fonctionné, donc il est impossible de se trouver dans le cas 4 (o = (0,0,1)).

Partant de la description et de la modélisation du probleme du cas test, nous pro-
posons une premiere méthode numérique pour déterminer les probabilités cumulées
de défaillance du réservoir : la méthode de Monte Carlo appliquée dans le cadre des
PDMP.
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Mode m initial

Modes atteignables

Probabilités de transition en (h,0)

my mis, Moz )\1(9)/51,2,3(9)
my, My A*(0)/012,3(0)
My, M3 A3 (0)/41.23(0)
ma Mie, Mag )‘1(9)/51,2(@
ms, Mg )\2(9>/£L2(9>
ms mio Lin—sy
my7, Mag )\1(9)/612(‘9) Linzsy
Mg, Mg )\2(9)/6172(0) ]l{h;zéS}
My mi1 ]l{hzs}
m1g, M30 A(0)/01,3(0) Tinzs)
ms, Mg )\3(6)/6173(6) ]l{h;,gg}
ms M2 Tin—sg
mMig, M32 1/2 ]l{h;és}
me mas ]l{h:S}
mMap, 133 1/2 ]l{h;AS}
mr ma1, M34 )\1(9)/€1,3(9>
mg, Mg )\3(9>/€1,3(9>
mg Moz, M3e 1/2
My M4 Tin=sg
Mas, M7 1/2 Lnzsy
mio mar, Mag )\1(9)/&72(9)
M1z, Mi4 )\2(9>/€1,2(9>
mi maig, M3 )\1(9)/&,3(9)
mi2, M3 )‘3(9>/€1,3(9>
mi2 Mig, M32 1/2
mi3 M0, M33 1/2
Mg M23, M3y 1/2
mis mig, Moy )\2(9)/52,3(9)
Mie, Mi7 )\3(9)/€2,3(9)
m16 M1g, Mo 1/2
mi7 M0, M23 1/2
mis mMig, M2o 1/2
Mg 2 ﬂ{h:lo}
mao 2 ]l{hzlo}
Ma1 Ma2, M23 1/2
Moy X 0
M23 2 1in=10y
Moy Moy ]l{h:S}
ma1, Ma3s N (0)/l5(0) 1 zsy
Mas, Mag >\3(9)/€2,3(9) Linrsy
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Mode m initial | Modes atteignables | Probabilités de transition en (h,6)
Mas M32, M3g 1/2
Mg Mag ]l{hzs}
m33, M37 1/2 1gpesy
Ma7 Mg Tin=6
30, M34 )\2(6)/52,3(‘9) ]l{h;éﬁ}
Mg, Mag N(0)/055(0) Lipze)
maosg mas ]l{h:G}
M32, M36 1/2 1z
Mg M3z, M3z 1/2
m30 M32, M33 1/2
msi1 m3o ]l{hzs}
m32, M33 1/2 Lgprsy
M3 X 0
ma3 2 Lin—10}
M34 m3s Tin=6
M36, M3y 1/2 1gprey
M35 M36, M37 1/2
m36 1 Tin—gy
3 16100}
m37 3 1 o—100}
TAB. 3.2 — Noyau de saut () en fonction du mode m.
| CAS | h(0) | type de fronticre tr (z)
1.1 si h(0) < 6 6m (6 — (0))
si 6 < h(0) <8 8m (8 —1(0))/q
si h(0) > 8 10m (10 — 1(0)) /q
12 [si6<h(0)<8 8m (8 — h(0))/2q
si h(0) > 8 10m (10 — 1(0)) /29
1.3 si h(0) < 6 6m (6 — n(0))/q
si6 < h(0) <8 8m (8 — 0)) q
si h(0) > 8 10m (10 — 1(0)) /q
| 2 ] \ 100 °C \ h(0)(100 — 6(0)) /K |
’ 3 \ \ pas de frontiere \ 00 ‘
4 | sin(0) <6 4m min((h(O) —4)/q, (1 - e%)%‘ﬂ
(6(0)—100 ) q
si 6 < h(0) < 8 6m min((h(c)) —6)/q,(1—e = )hT”)

TAB. 3.3 — Tableau des temps de franchissement de frontiere ¥ (x).
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3.2 Calcul des probabilités de défaillance

Nous voulons évaluer les probabilités de défaillance totale du réservoir a l'aide
de la méthode de Monte Carlo basée sur des simulations de la trajectoire du PDMP
associé au systeme. Pour simuler la trajectoire du PDMP, on utilise un algorithme
générique adapté aux PDMP, présenté par H. Zhang et al. dans [78]. La simulation
d’une trajectoire se décompose en plusieurs étapes que nous allons expliciter dans
la partie suivante.

3.2.1 Principe de la simulation

Pour simuler X(¢), 0 < t < Tp, c’est-a-dire la trajectoire du processus jusqu’a
I’horizon T, nous procédons en plusieurs étapes.

Etape 1 : Calcul des temps de saut du processus Le premier temps de saut
du processus est le minimum entre le temps de saut déterministe et le temps de saut
aléatoire. Pour chaque unité ¢ en position non bloquée, on calcule le temps de saut
aléatoire 7; qui a une intensité 2\°.

Remarque 3.3 La principale difficulté de la simulation se situe a cette étape. En
effet, \ dépendant de la position du processus, on ne peut pas utiliser les algorithmes
classiques de simulation d’une loi de Poisson d’intensité constante (voir par exemple
[30] et [9]). Nous utilisons un résultat de C. Cocozza-Thivent dans [Proposition 1.21,
p.17][14] que nous développerons dans la Section 3.2.2.

Puis on calcule ¢¥ le temps d’atteinte de la frontiere de l'espace d’états. Pour
cela, on utilise tout simplement les résultats décrits dans le Tableau 3.3. Alors

T1 = mini{n, tq*n}

Etape 2 : Mise a jour du flot a 'instant 7,, On actualise la valeur du flot
(donc de la température et de la hauteur) au temps 7,, pour obtenir la nouvelle
trajectoire ¢, (x,_1,T,). Pour cela, on utilise la résolution analytique du systéme
différentiel (S) en fonction du mode dans lequel on se trouve.

Etape 3 : Sélection du nouveau mode apres le saut Le noyau markovien nous
permet de déterminer le mode apres le saut (Tableau 3.2). Si le saut est déterministe,
alors c¢’est qu’une loi de commande a été appliquée. En fonction du mode dans lequel
on se trouve et de I’évolution de la hauteur, on peut alors sélectionner le nouveau
mode en ouvrant et/ou en fermant les unités selon la loi de commande actionnée.

Si S, = 7, c’est-a~dire 'unité ¢ est tombée en panne, pour sélectionner le nouveau

mode, on simule une loi de Bernoulli de parametre 3 pour déterminer si I'unité ¢
devient Ob ou Fb.
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On recommence ensuite a partir de I’étape 1 en posant

X(TN) = (¢mn_1($n—17Tn)7mn)

comme nouvelles conditions initiales, car h et # sont continues.

Nous avons ainsi {X(T1), X(T3),... X(Tr)} jusqu’au temps final fixé Tr. En
simulant un grand nombre de trajectoires (N = 102, 10%, 10° et 107), nous obtenons
les probabilités de défaillance py, po et p3 par la méthode de Monte Carlo. Avant
de donner les résultats obtenus par cette méthode, nous revenons dans la section
suivante sur le calcul du temps de saut aléatoire du PDMP grace a ’algorithme de
C. Cocozza-Thivent, point central de notre démarche.

3.2.2 Simulation des temps de panne des unités

Pour calculer le temps de saut du processus, il faut :
1. Simuler le temps de panne de chaque unité non bloquée,
2. Calculer le temps de saut déterministe ¢,

3. Prendre le minimum de ces deux temps pour obtenir le temps de saut du
processus.

Comme nous l'avons noté dans la Remarque 3.3, le point difficile est la simula-
tion des temps de saut aléatoire. Nous utilisons un résultat de C. Cocozza-Thivent
([Proposition 1.21, p.17][14]) qui propose un algorithme de simulation d’une variable
aléatoire d’intensité variable A donnée :

Soit A une fonction positive définie sur Rt et bornée sur tout compact. L’algo-
rithme suivant donne la construction d’une variable aléatoire 7 d’intensité .

Poser a = 0, choisir A > 0.

Poser a =a+ A et M > sup,<,.,, 4 A(7).

Choisir un entier n suivant la loi de Poisson de parametre M A.
Si n = 0, retourner en 2.

Sin #0,

(i) indépendamment, répéter n fois la démarche suivante :
— tirer un nombre aléatoire uy suivant la loi uniforme sur [a,a + A],
— tirer un nombre aléatoire vy suivant la loi uniforme sur [0, M].
— Si v < A(ug), mémoriser la valeur de uy.

A

(ii) S’il y a des valeurs de u, mémorisées, alors 7 = ming{ug, vy < A(ug)}
(iii) Sinon, retourner en 2.

Cet algorithme est du type « algorithme de rejet » sur des intervalles de longueur
A qui balaient la courbe de l'intensité A selon la température : si le couple (ug, vy)
se situe au-dessus de la courbe, on rejette la valeur de uy, sinon on la mémorise. La
plus petite valeur de u; mémorisée est alors égale a la variable aléatoire 7.
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F1a. 3.1 — Algorithme de rejet (C. Cocozza-Thivent) sur la courbe d’une intensité
variable \.

m h(0) | 6(0) T Ty T3 t* T
O.F0 | 7 | 6 |2829] 728 [19.1 | +oo || 19.1
O.FFb| 7 | 6 | >Tp | >Tr| x 0.7 198
F,F Fb 8 0, 5.9 19.9 X 23.1 || 25.7
Ob. F.Fb| 8 (48751 x | >Tr| x | 13 | 270

TAB. 3.4 — Temps de saut d’une trajectoire calculés par 'algorithme de C. Cocozza-
Thivent, avec m le mode, hg et 6y la hauteur et la température initiale correspondant
au mode m, 7y, T, et 73 les temps de panne des unités 1, 2 et 3, t* le temps de saut
déterministe et T le temps de saut du processus.

Dans le cas du réservoir, on choisit arbitrairement A = 1. On détermine M comme
le maximum entre A'(a) et \'(a + A) sur lintervalle [a,a + A]. En effet, comme
la fonction A\* est strictement monotone (strictement décroissante pour 6 € [0,15],
strictement croissante pour § €]15,100]), la borne supérieure de A’ sur l'intervalle
[a,a + A] est la plus grande valeur entre \'(a) et A'(a + A).

Exemple
— En partant du mode initial (O, F, O) et des conditions initiales (7, 6,) (Figure
3.2), lalgorithme calcule, lors de la premiere itération (ligne 1 du Tableau 3.4),
les temps de panne 71, 75 et 73 des unités 1, 2 et 3, et le temps d’atteinte d’une
frontiere t* grace au Tableau 3.3. Le minimum des quatre temps, et donc
le premier temps de saut 7} du processus, est ici 73 = 19.1 h, c’est-a-dire
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F1G. 3.2 — Graphe des transitions de I’exemple.

que l'unité 3 tombe en panne. L’algorithme sélectionne alors le nouvel état
1
de I'unité 3 par une loi de Bernoulli de parametre 3 et met a jour la valeur

du flot. Le nouveau mode sélectionné est, dans cet exemple, (O, F, Fb) avec
comme valeur du flot (7,6;) (ligne 2 du Tableau 3.4).

— Lors de la deuxieme itération, comme 1'unité 3 est en panne, 'algorithme ne
recalcule pas son temps de panne (croix dans le Tableau 3.4). De plus, les
temps calculés 71 et 7 sont supérieurs au temps de mission fixé T = 1000 h.
Le minimum est donc t* = 0.7 h, c’est-a-dire qu’il y a franchissement d’une
frontiere (ici, il s’agit de la frontiere des 8m). Le deuxieme temps de saut T du
processus est alors égal & Ty +t* = 19.8 h. La loi de commande L? s’applique
et I'algorithme sélectionne le nouveau mode et remet a jour le flot, etc.

— A la quatrieme itération de I'algorithme, le mode sélectionné est (Ob, F, F'b)
et le flot vaut (8,48.75). Le minimum des temps de saut est encore ¢* : il y a
donc franchissement d’une frontiere. Comme le mode (Ob, F', F'b) correspond au
cas 1.1, d’apres le Tableau 2.5, I’événement redouté atteint est le débordement
du réservoir (h = 10) pour un temps 7' = 27.0.

3.2.3 Résumé de la méthode numérique développée

Dans le cas du réservoir chauffé, nous avons cherché a exploiter au maximum
les particularités du réservoir pour proposer une méthode numérique spécifique a
celui-ci. Nous donnons ici une description de la méthodologie suivie. Les détails des
différentes étapes sont développés dans les parties ou chapitres référencés.

1. Analyse des scenarios réalisables
Dans la mesure ou il est possible de le faire pour le réservoir, nous cherchons
a réduire le systeme initial de 64 modes. Pour cela, nous étudions 1’ensemble
des scenarios réalisables en partant du mode initial (O, F,O). Ce point est
développé dans la partie 2.2.1.

2. Résolution du systeme d’équations différentielles et étude qualita-
tive
L’expression du flot donnée par le systeme (S) peut étre déterminée explici-
tement dans le cas du réservoir. Nous le résolvons donc analytiquement (par-
tie 2.2.2). A partir des solutions, nous donnons alors le comportement du
réservoir en fonction des cas 1.1 a 4 (partie 2.2.3).

3. Construction du graphe des transitions
A partir des étapes 1 et 2, nous pouvons construire le graphe des transitions
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F1G. 3.3 — Probabilités de défaillance pour la méthode PDMP pour N = 103 et
N = 10* comparés a la courbe de référence (N = 107), avec le temps (heure) en
abscisse.

pour le réservoir (Figure 2.4).

4. Description des caractéristiques locales du PDMP sous-jacent
Nous déterminons l'espace d’état FE, le flot ¢,, et le temps d’atteinte d’une
frontiere ¢, grace a I’étape 2, la mesure de transition @), grace a I'étape 3.

5. Simulation d’une trajectoire et Méthode de Monte Carlo
Grace aux étapes précédentes, nous pouvons calculer les probabilités de dé-
faillance, comme expliqué dans le début de la partie 3.2.

(i) Calcul des temps de saut du processus en utilisant I’algorithme de C. Co-
cozza-Thivent pour calculer les temps de panne des unités.

(ii) Mise a jour du flot.
(iii) Sélection du nouveau mode apres le saut.

A partir de ce simulateur de trajectoires, on utilise la méthode de Monte Carlo
pour déterminer les probabilités d’événements redoutés.

3.2.4 Calcul des probabilités de défaillance par la méthode
de Monte Carlo

Pour obtenir des résultats significatifs concernant les probabilités p;(t), pa(t) et
p3(t), nous avons simulé un nombre important de trajectoires et nous avons compté
le nombre de trajectoires conduisant a des modes cimetieres. Les deux graphiques
de la Figure 3.3 montrent les courbes obtenues pour N = 103 et 10* comparées
a la courbe de référence N = 107 en pointillés et la Figure 3.4 est un exemple de
trajectoire obtenue par notre algorithme. Le code correspondant se trouve en Annexe
B.1.

L’observation de N histoires nous permet donc de dire qu’au cours du temps,
pa(t) > p3(t) > p1(t). 11 est donc fortement plus probable que le systeme s’arréte a
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Fi1G. 3.4 — Exemple d’une trajectoire du PDMP jusqu’au 14-eme temps de saut,
avec la hauteur en metre sur le graphique du haut, et la température en degré sur
le graphique du bas.

53



Temps (heures) | Assechement | Débordement | Surchauffe
100 0.028463 0.205090 0.094659
200 0.059185 0.336688 0.143356
300 0.077217 0.405502 0.157475
400 0.086785 0.441659 0.161640
500 0.091610 0.461626 0.162823
600 0.093929 0473156 0.163193
700 0.095065 0.479960 0.163312
800 0.095633 0.484020 0.163342
900 0.095908 0.486432 0.163363
1000 0.096032 0.487753 0.163368

TAB. 3.5 — Probabilités d’événements redoutés pour N = 10* histoires.

cause du débordement du réservoir. Tres peu de scenarios (Tableau 3.5) conduisent
a lassechement (p;(1000) = 0.096032) et a la surchauffe (p3(1000) = 0.163368).
L’étude réalisée nous permet donc de prévoir le type d’événements susceptibles de se
produire pour le systeme proposé ainsi que leur probabilité. Il serait ainsi intéressant
d’utiliser ces résultats pour améliorer la fiabilité de ce systeme en tenant compte de
la prépondérance de I’événement {h(t) > 10}.

Pour connaitre I'efficacité de notre méthode de simulation, nous I’avons comparée
avec les résultats d’'une publication antérieure a nos travaux ([79] dans Journal
of Risk and Reliability) : la méthode CCCMT (Continuous Cell-to-Cell Mapping
Technique) présentée par B. Tombuyses et T. Aldemir dans [74] ; et deux publications
postérieures : la méthode ASH (Automates Stochastiques Hybrides) de G. Perez
Castaneda dans [64] et la méthode des volumes finis pour les PDMP de W. Lair et
al. dans [51].

Remarque 3.4 Dans ce qui suit, les temps de simulation donnés pour le calcul
des probabilités d’événements redoutés pour chacune des approches ne tiennent pas
compte du travail préliminaire nécessaire a l’élaboration de toute méthode numérique.
Nous ne donnons que les temps de compilation effective. Il ne s’agit pas ici bien sur
de faire un comparatif des temps de calcul de méthodes plus anciennes, n’ayant pas
a disposition d’ordinateurs aussi puissants qu’aujourd’hui.

Comparaison avec la méthode CCCMT La méthode CCCMT est la version
continue de I'approche markovienne discrete CCMT (Cell-to-Cell Mapping Tech-
nique) proposée par T. Aldemir en 1987 ([1]). L’idée de la méthode CCMT telle
qu’elle est exposée par T. Aldemir est de partitionner I'espace d’états des variables
physiques en cellules et de considérer les probabilités de transitions du systeme dy-
namique entre ces cellules pendant un intervalle de temps ko < ¢t < (k + 1)o avec
k=0,1,2,---. Le choix de ¢ s’avere difficile car il doit étre assez petit pour éviter
le franchissement de plus d’une frontiere de la cellule dans un méme intervalle de
temps. Et un o trop petit par rapport a la taille de la cellule empécherait la dy-
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Nb Approche Monte Carlo PDMP PDMP
d’histoires | Estimation de 'erreur | CPU Time | Estimation de

N relative sur p;(1000) | (2.2 GHz) | 'erreur relative

103 4% 0.98s 1.75%

10% 1.5% 10.03s 1.5%

10° 0.4% 1mn37s 0.9%

100 0.15% 16mn37s 0.13%

TAB. 3.6 — Temps de simulation pour la méthode PDMP et erreur relative de I'ap-
proche Monte Carlo et de la méthode PDMP.

namique du systeme de sortir de la cellule pendant 'intervalle de temps considéré,
faussant ainsi sa représentation. Une solution serait de réduire la taille des cel-
lules, mais cela affecterait tres fortement l'efficacité de la méthode. Une alternative
est d’utiliser une extension continue de la méthode CCMT, la méthode CCCMT.
Les équations décrivant 1’évolution du systeme sont alors réduites a 1’équation de
Chapman-Kolmogorov ([28]), intégrée sur la cellule. Dans leur article, B. Tombuyses
et T. Aldemir comparent la méthode CCCMT a une autre approche Monte Carlo,
décrite dans la Section 4.2 de [74] et dont la différence avec notre démarche réside
dans la méthode de simulation des instants de saut, et a la méthode CCMT dans le
cas du réservoir chauffé. Nous nous intéressons plus particulierement aux résultats
donnés par la méthode CCCMT décrite précédemment, et I’approche Monte Carlo
qui donne la solution de référence en utilisant notamment ’algorithme de Newton-
Raphson pour calculer le temps de sortie t* et un schéma adapté Runge-Kutta
d’ordre 4 pour déterminer I'évolution du systeme entre des temps de transition
aléatoires. La Figure 3.5 superpose les résultats des trois méthodes (PDMP, Monte
Carlo et CCCMT).

L’avantage de notre méthode numérique dans le cas spécifique du réservoir chauffé
est de donner une méthode de résolution exacte : en effet, contrairement a ’ap-
proche Monte Carlo qui utilise un schéma de Runge-Kutta d’ordre 4 pour déterminer
I’évolution du systeme entre deux sauts, et la méthode CCCMT qui utilise une
version intégrée de 1’équation de Chapman-Kolmogorov sur les cellules de I'espace
d’états partitionné, nous avons calculé une solution analytique du systeme pour
chaque cas a. Nous obtenons des résultats cohérents avec ces méthodes (Figure 3.5)
pour des erreurs relatives comparables a celle de 'approche Monte Carlo (Tableau 3.6)
et CCCMT (Tableau 3.7) (a partir de ny, = 3 et ng = 16, ou n; est le nombre de
divisions de la hauteur et ny est le nombre de divisions pour la température pour
la partition de 'espace d’états des variables physiques), et des temps de compila-
tion raisonnables (Tableau 3.6) : 10.03s pour une erreur relative de 1.5% par exemple.

Comparaison avec la méthode ASH La méthode ASH, développée dans la
these de G. Perez Castaneda [64], utilise les automates stochastiques hybrides (ASH)
implémentés par la boite a outils Scicos de Scilab. Un ASH est un automate composé
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F1G. 3.5 — Probabilités de défaillance pour la méthode PDMP pour N = 10* com-
paré aux probabilités de défaillance calculées avec I’approche Monte Carlo (solution
référence) et la méthode CCCMT (avec n, = 30 et ny = 60), avec le temps (en
heure) en abscisse.

ny | ne Estimation de
de Derreur relative p;(1000)

3|1 15%

6 | 1 14%

9 |1 13%

3| 4 8%

3 |16 5%

9 | 16 2.5%

30 | 60 0.7%

TaB. 3.7 — Erreur relative pour la méthode CCCMT.
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d’états discrets, chacun défini par un systeme d’équations continues et par des sauts
de transition déterministes. Chaque état discret est un sous-ensemble de variables
aléatoires et de sauts de transition aléatoires. G. Perez Castaneda donne la définition
suivante d'un ASH dans [64] :

Un ASH est défini comme un 11-uplet

ASH: (X,87A7X7A7H7f7p7X())xO’pO) (32]‘)

dans lequel X est un ensemble fini d’états discrets, £ un ensemble fini d’événements
déterministes ou stochastiques, X un ensemble fini de variables réelles évoluant dans
le temps, A un ensemble fini d’arcs, A : X x X — (R"" — R) est une fonction des
« activités », H un ensemble fini d’horloges défini sur R, F : H — (R — [0.1]) une
application qui associe a chaque horloge une fonction de répartition de probabilité,
p une distribution de probabilité de transition, A 1’état discret initial, zy la valeur
initiale du vecteur d’état continu dans I’état initial discret et py la distribution ini-
tiale de probabilité de transition dans I’état initial discret.

Dans le cas du réservoir chauffé, G. Perez Castaneda construit six automates a états
finis élémentaires (trois pour les composants, un pour le réservoir, un pour la com-
mande et un pour la détection de dépassement de température) dont la composition
synchronisée par le logiciel DESUMA permet d’obtenir I'automate global. Celui-ci
est composé de 1746 états regroupables en fonction de I’événement redouté atteint en
84 états. Il utilise ensuite la méthode de Monte Carlo pour quantifier les probabilités
d’événements redoutés.

Nous avons vu qu’au lieu d’étudier un systeme a 64 modes, 1’étude préalable et
exhaustive du réservoir nous a permis de montrer que seuls 37 modes étaient attei-
gnables a partir du mode initial (O, F, O), réduisant ainsi la complexité du probleme
et le temps de simulation, car, par les ASH, le temps de compilation pour calculer
les probabilités d’événements redoutés pour par exemple 10* histoires et un horizon
de 1000h, est de I'ordre de 5h et seulement de 10.03s pour notre méthode.

De plus, les résultats sont sensiblement différents au niveau des probabilités d’asseche-
ment et de surchauffe (Figure 3.6 issue de [64]). Ceci s’explique par le fait que G.
Perez Castaneda considere que 'occurrence d’un événement redouté n’empéche pas
I’atteinte d’un autre événement redouté : I’assechement du réservoir n’exclut pas la
surchauffe de celui-ci. En effet, d’apres 1’étude réalisée au Chapitre 2, on observe que
I’augmentation de la température dans le réservoir est liée a la baisse de la hauteur
du liquide.

Cependant, nous avons choisi d’introduire des modes cimetieres correspondant aux
événements redoutés afin de « tuer »le processus une fois ’assechement, le déborde-
ment ou la surchauffe atteints : dans 'optique d’'une application industrielle réelle
et pour des préoccupations liées a la streté de fonctionnement (en particulier la
sécurité), il nous a semblé plus réaliste d’arréter 1’évolution du réservoir lorsque
celui-ci atteint un événement redouté.

De ce point de vue, nous pouvons comparer nos résultats avec ceux de W. Lair
et al. dans [51] qui ont également pris en compte l'existence de ces trois modes
cimetieres. Leur méthode numérique, basée sur les PDMP, utilise ’algorithme de
volumes finis.
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F1G. 3.6 — Probabilités de défaillance pour la méthode PDMP pour N = 10* comparé
aux probabilités de défaillance calculées avec la méthode ASH, avec le temps (en
heure) en abscisse.

Comparaison avec la méthode des volumes finis La méthode proposée dans
[51] est basée sur la description des probabilités d’événements redoutés en fonction
des distributions marginales du PDMP modélisant le réservoir. Elle utilise le fait
que les lois marginales du PDMP sont I'unique solution des équations de Chapman-
Kolmogorov, équations qui décrivent un bilan de flux de probabilités. Pour donner
une estimation des lois marginales, 1'algorithme utilisé est le schéma des volumes
finis explicite. Il est basé sur la discrétisation du temps et des variables physiques.
Une partition de 'espace des variables physiques est réalisée, d'une facon analogue
a celle de la méthode CCMT. Le schéma des volumes finis calcule une approxi-
mation des lois marginales dont la densité est donnée par la mesure de Lebesgue,
qui est constante pour chaque pas de temps et chaque cellule de la partition. Les
résultats trouvés par W. Lair et al. sont comparables aux notres (Figure 3.7). Le
Tableau 3.8 donne le temps de calcul et I'erreur relative en fonction de différents pas
de discrétisation pour le schéma des volumes finis. Ainsi, nous voyons que pour des
erreurs relatives comparables, les temps de calcul sont plus intéressants avec notre
méthode numérique.

Conclusion Dans le cadre spécifique du réservoir, nous avons proposé une méthode
de simulation exacte basée sur la résolution analytique des équations d’état du
systeme (systeme différentiel (S)). Il est a noter que les méthodes CCCMT et
ASH ne discutent pas de la convergence de leur algorithme. Sans chercher a obtenir
un algorithme performant au niveau de la complexité, nous obtenons des résultats
cohérents avec des temps de calcul intéressants et une précision comparable aux
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F1G. 3.7 — Probabilités de défaillance pour la méthode PDMP pour N = 10* comparé
aux probabilités de défaillance calculées avec la méthode des volumes finis avec
o0h = 0.5, 60 = 2, 6t = 0.03.

’ Pas de discrétisation H Temps de calcul \ Erreur relative ‘

51h (158 0.?11 Tmn 4.23%
51h 549 05;5 3 2mn48s 2.87%
g}é 529 0%3 9mn12s 1.21%
055 5 529 05;55 1 13mn14s 0.71%
0(.5;5 519 O(Sf G 49mn 0.56%

TAB. 3.8 — Temps de calcul et erreur relative d’estimation de p;(1000) associés a

différents pas de discrétisation pour le schéma de volumes finis.
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autres méthodes. Les résultats obtenus paraissent prometteurs meme s’ils mettent
en évidence la difficulté de généraliser cette approche a des systemes plus complexes
et plus réalistes. Méme si I’étude complete des modes réalisée dans la partie 2.2.1
n’est pas nécessaire (notre simulateur de trajectoires est capable de détecter les
modes non atteignables (Annexe B.1)), nous avons besoin de connaitre les solutions
analytiques du systeme (S) pour déterminer I’évolution déterministe du réservoir.
Celles-ci ne sont généralement pas calculables pour des systemes plus complexes.
D’autre part, notre méthode numérique, ainsi que certaines des méthodes présentées,
utilisent le fait que le cas-test étudié ici est un probleme de petite dimension, régi
par des lois de commande déterministes avec des composants non réparables et une
dépendance entre les variables simples, mais qui apporte déja son lot de difficultés.
Si la modélisation par les PDMP permet de prendre en compte des lois de com-
mande aléatoires (Remarque 2.1) ainsi que la réparabilité des unités (ajout d’arcs
sur le graphe des transitions (Figure 2.4)), la dimension du systéme considéré reste
un probléeme majeur en vue d'une application plus complexe.
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Chapitre 4

Approche par les EDP

Dans ce chapitre, nous proposons une deuxieme méthode numérique, basée sur
le calcul de la fonctionnelle d'un PDMP. Apres quelques rappels sur les résultats
de M.H.A. Davis et leur application sur ’exemple du réservoir, nous explicitons les
domaines de définition des fonctions solutions de 1’équation intégro-différentielle.
Nous donnons ensuite la démarche de notre résolution numérique et les résultats
obtenus.

4.1 Propriétés des PDMP et application au réservoir

Nous allons appliquer les propriétés énoncées dans la Section 1.4 dans le cas du
réservoir. En particulier, nous souhaitons calculer la probabilité de surchauffe de
la cuve, en utilisant le Théoreme 1.1. Dans ce cas, I = 0, c¢(x,m) = L=1001(z) et
x = (h,0), car grace a la présence des cimetieres, le passage ¢ = 100 correspond bien
a un saut a la frontiere. De plus, en utilisant la Proposition 1.1.2, nous avons

@) = 2hle) = g oom) L2 gy 2P

avec

dh
1 = — =
df_ ya(e) —y3(a)f
dt h '

g*(z,m) =

L’équation intégro-différentielle (1.4.2) devient donc pour tout (x,m) € E,

() = y3() O
h a0

et la condition au bord (1.4.3)

71(a)%fm<x) + S (@) + A (2) (@ fin (€) = frn(2)) = 0 (4.1.1)

fm(aj) = c(a?,m) + mem(l"), (xam) €E. (4‘1.2)

La présence du noyau markovien ) dans 1’équation (4.1.1) rend plus compliquée qu’il
n'y parait la résolution de celle-ci. Il ne s’agit pas ici de résoudre I’équation (4.1.1)
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mode par mode car les modes, et donc les équations, sont couplés par le noyau Q).
Par exemple, en partant du mode initial m,, avec x = (7,6;), on peut atteindre ma,
mg, My, M7, M5 et moy (Figure 4.1). L’équation satisfaite par f; devient alors

1
(M) + A% (2) + A3(x))

[Al(w)(fm(ﬂf) + for(2)) + N () (falz) + fo(2))
£ 203 (fal) + fl@)].

fi(z) = 5

Puis, par exemple, de mso7, on peut atteindre may, mag, Mag, m3g et may(Figure
4.1) . On obtient en fait un systeme de 37 équations couplées a résoudre.
Cependant, les modes pour lesquels il n’est pas possible d’atteindre # = 100 n’ap-
portent pas de contribution. En effet, dans ce cas, la fonction solution de I’équation
rattachée au mode est nulle. Par exemple, pour le mode my9 = (Ob, Ob, Ob) (cor-
respondant au cas 1.3), toutes les unités sont bloquées, sans possibilité pour la
température d’atteindre 100 °C' (Tableau 2.5). On trouve fi9 = 0.

Il en est de méme pour les fonctions foo, foo, fo3, f32, f33 et fs7. Par répercussion,
d’autres fonctions n’apportent pas de contribution. Par exemple, pour le mode m3,
on a l’équation correspondante pour tout = € E3 :

q(6, — 0)

0 1 1 _
. @fls(l’) + A (@) (foo(®) + faz(@)) — 2A°(z) frs(z) = 0

0
Q%fl?)(x) +
et
fis(z) = 0 au bord.

Or, fao = f33 =0, donc on a fi3 = 0. Ains, fu, f5, fe, f11, f12, f13, [15, f16s J17, [is,
fo1, f30 et fz1 sont également nulles. On a donc un systeme de 17 équations couplées
non triviales, dont la solution est donnée par

{flaf27f37f7af87f97f107f14>f24af257f26>f27>f285f297f34>f35>f36}-

La Figure 4.1 représente le graphe des transitions entre les 17 modes liés aux 17
fonctions précédentes. On prendra donc

M ={1,2,3,7,8,9,10, 14, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 34, 35, 36 }.

Il nous faut maintenant décrire les domaines F,, et leurs frontieres précises pour
expliciter les conditions aux bords et donc les équations précises a résoudre mode
par mode.

4.2 Les domaines

Pour déterminer les différents domaines de définition de chaque équation, nous
avons utilisé les résultats de la Section 2.2.2, notamment 1’étude de ’évolution de la
hauteur et de la température en fonction des cas 1.1 a 4, en partant du mode initial
my. Dans une premiere partie, nous détaillons les domaines faciles a déterminer.
Nous étudierons a part les domaines Fsy et Es7, ainsi que leurs descendants, et le
domaine Fs; dans une derniere partie.
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4.2.1 Les domaines « simples »

Les domaines suivants se déterminent a partir de ’étude de la hauteur et de
la température (Tableau 2.5) en fonction du mode dans lequel on se trouve. Nous
pouvons distinguer 5 groupes de domaines différents.

4.2.1.1 Domaines F,, F», E; et Eg

Partons du mode initial m; = (O, F, O). La hauteur est a 7 m et la température
vaut 0, °C' : le systeme est en équilibre, donc

E1 = {(7, 01>} et 8E1 = .

D’apres la Figure 4.1 et le Tableau 2.5, comme les modes ms, m; et mg sont dans
le méme cas 3, et atteignables par aucun autre mode, on en déduit que

El - E2 - E7 == Eg - {(7, 91)}

4.2.1.2 Domaines E3 et Ey

On passe du mode m; au mode ms par la panne de I'unité 3 en position Fb.
On est donc dans le cas 1.1, avec comme conditions initiales {(7,6;)}. D’apres le
Tableau 2.5, dans le cas 1.1, la hauteur augmente et la température vaut toujours
0. Le domaine de définition est donc :

E; =[7,8[x{0,}.

Remarque 4.1 La hauteur ne peut atteindre 8 m car la loi de commande L? est
appliquée.

D’apres la Figure 4.1, de m3, on accede uniquement a mg par la panne de 'unité 2.
On est dans le méme cas que mg : le domaine de définition pour mg est le méme que
celui de ms.

By = By = [7,8[x{01}.
Et la frontiere du domaine est donnée par
8E3 - {(8,91)}
De la méme facon que précédemment, en étudiant les variations de la hauteur et
de la température, et les transitions entre les modes, on peut déterminer les domaines
de définition suivants.

4.2.1.3 Domaines Fg et Eyy

En remarquant que myg est issu du mode ms3 par commande, que my4 est issu
de myg, et que ces deux modes sont sans débit (cas 2), on trouve

E10 = E14 = {8} X [01, 100[
et
OB = {(8,100)}.
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F1G. 4.4 — Domaine Esg, avec la hauteur (en metre) en abscisse et la température
(en degré) en ordonnée.

4.2.1.4 Domaines Fyg et Ejs5

En remarquant que mog est issu du mode myy et que mg; vient du mode mgy
(Remarque 4.5, Section 4.2.2), on a

E29 = E35 :]6, 8] X [01, 100[
et

OFs9 = [6,8[x{100}.

4.2.1.5 Domaine Fsg

Comme mgg est issu du mode mss, on en déduit
Es6 =]4, 8] x [0y, 100]
et
0Fss = {4} x [01,100[J[4, 8] x {100}.

Pour ces domaines simples, on peut alors écrire les équations correspondantes
avec les conditions au bord associées pour chaque mode m (Tableau 4.1).
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Fic. 4.5 — Domaine Ejq, avec la hauteur (en metre) en abscisse et la température
(en degré) en ordonnée.

4.2.2 Les domaines FEyy et FEo;

Les modes mq4 et mo7 sont deux modes qui bouclent entre eux. Nous remarquons
que nous pouvons définir ces courbes par récurrence. Pour cela, nous regardons le
comportement de la trajectoire du processus qui part de mq, va en mo7, arrive ensuite
en Moy, retourne en moy, repart en moy, ainsi de suite.

1. Nous partons des conditions initiales (7,6, ma7). D’apres les équations de h
et 6 pour le cas 3, la hauteur diminue pour atteindre 6 m, et la température
. . K 6
augmente jusqu’'a u; = 6; — —In (?>
q
2. Nous sautons dans le mode mo4 par la loi de commande L' avec pour condi-
tions initiales (6, u1, maoy). La hauteur augmente jusqu’a 8 m et la température

diminue jusqu’a v; = Z(ul — 91) + 6.

3. Nous retournons dans le mode mo7 par la loi de commande L? avec pour condi-
tions initiales (8, vy, ma7). La hauteur diminue jusqu’a 6 m et la température

3
augmente jusqu’a ug = v; — — In (Z)
q

4. etc

On peut ainsi définir les suites u,, et v, :

K 3
Un+1 = Un — —In (Z)
Vn € N, %6

u1=91—;ln<?)

3
et Vn € N, Up+1 = Z(Un_|_1 — 01) —+ 91.

Théoreme 4.1 Pour tout n > 2, on a
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[ MODE | CAS | DOMAINE | FRONTIERE |

| mu=(0,F0O) | 3 | E | OE, |
fi(7,61) = 7123001 [AN(01) for (T, 601) + N2(60) f2(T. 61) + N2 (60) (f2(T, 01) + f3(7.61))]

| me=(0,F0b) | 3 | E \ OE, |
fo(7,01) = 7212(00) [AH(01) fas (T, 01) + N2(6h) fs(7, 61)]

| m3=(0,F,Fb) | 11 | Ey | OE; |

g Joh00) + X (00 oo, 1) + N2(00) fol, 00) = 1.(61) (1, 02) =0
f3(8,61) = f10(8,61)

| m7 = (O, Fb, 0) | 3 [ B ] OE, |
f(7,0,) = 813(91) [N (01) f34(7, 1) + X (01) (fs(7,01) + fo(7,61))]
| ms=(0,Fb,0b) | 3 | By \ OE, |
fs(7,01) = —f36(7 01)
| my = (O, Fb Fb) | 1.1 |  E3 | OF; |

0 Joh00) + AL (60) — 6(60) . 02) = 0
f9(87 01) — f14(87 6)1)
’ mig = (F F Fb) ‘ 2 ‘ E10 ‘ 8E10

5 10(5.0) + N (O)fn(8.0) + X2(6) 1a(3.0) — 2(0)0(8.0) = O

f10(8,100) = 1

| mu=(F,Fb,Fb) | 2 |  Eypn | dEy
S L 1(8,0) £ AL0) — () u(3.0) = 0
f14(8,100) =1
| may=(Fb,F,Fb) | 2 | Eyp | 0 Esg
K0

——fQQ(h 9) + /\2<€) - £2<9)f29(h7 0) =0
fgg(h 100) =1
| mgs=(Fb,Fb,F) | 2 | Eyp | OEa

T P, 6) + X60) (fao(h ) + 1) — £5(6) (. 6) = 0

Aol 100) = 1
’ msze = (Fb, Fb Ob) ‘ 4 ‘ E36 ‘ 8E36

0 K 0
—q%f%(hae) __f36(h 0) =0

f36(4,0) = 0 avec 9 6 [91, 100]
f36(h,100) =1 avec h € [4, §]

TAB. 4.1 — Equations pour les domaines simples.
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et pour tout n > 1,

K 3K . /4
vn:c@) L (-) 40,
4/ q q 3

7 3
ou C' =lIn <6> +41In <Z> De plus, si on note uy, la limite de w,, quand n tend vers

I'infint et v la limite de v,, quand n tend vers linfini, alors

4K 4 K 4
uoo:—ln<—)+01 etvoo:3—ln<—>—|—91.
q 3 q 3

Remarque 4.2 On a us = 49.252714°C et vo = 44.6710°C'. Ces deux valeurs sont
inférieures a 100 °C. La frontiere 8 = 100 n’est donc pas une frontiere de Foy et
E27.

Preuve : Nous allons exprimer u, et v, en fonction de n. Ecrivons tout d’abord
un41 en fonction de u,. Pour tout n € N*,

3 1 K 4
Un+1 = Zun -+ 191 -+ E In (g) .

Nous allons utiliser la méthode du point fixe. Notons B la partie constante de w,, 1 :

Bzi@l—l—gln(g).

3 4K 4
Soit r € R* qui vérifie r = i + B. Alorsr=4B =6, + —1In <§> On pose alors
q
pour tout n € N*,

Up = Uy, — T

(ﬂn)neN* est une suite géométrique dont la raison est 1 On peut donc écrire, pour
tout n € N*

3\ n—1
ﬂn:<1> ﬂlouﬂlzul—r.

D’ot, en utilisant le fait que u,, = u, + r, on a pour tout n > 2

§>"15 4 A (f> 40y, 00 C =1n (Z) +41n @)

n:C<
“ ¢ ¢ \3 6 4

Nous en déduisons alors I’écriture de v,, pour tout n > 1 :

v, = C(%)ng —i—%ln (%) +6;,0ouC =1n (g) +41In (%)
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En prenant la limite de ces deux expressions, on a bien le résultat voulu. O

Ainsi, nous pouvons définir les domaines Fay et Es; (Figure 4.6, avec Eoy en
pointillés et FEy; en gras) et leurs frontieres respectives 0Fsy et 0Fo7 :

E24 = U {h € [6,8[,9 = %(Un — 91) +91},
n=1

0Fa = | J{(8,va)}-

n=1

et

B ={nen o= - KMoy {nenso=u-Su (),

n=1

OEy; = U 1(6,uy,)}.

n=1

Remarque 4.3 Pour toute itération n, chaque morceau de courbe [v,, u, 1] représente
le domaine de définition For lorsque le systeme arrive en moy a litération n. De
méme, pour tout m, chaque morceau de courbe [u,,v,] représente le domaine de
définition Eoy lorsque le systeme arrive en moy a l'itération n. Les Figures 4.2.2 et
4.2.2 représentent donc l’ensemble exact des domaines de définition pour le mode
moyg et mar. Par abus de langage, nous parlons des domaines de définition Fyy et
Es7 au liew d’ensemble des domaines de définition Foy et Eoy.

Et on a les équations de foy et de for :

0 (01 —0)

q%fm(x) + d 3 %f%(%) + () f35(x) + A3 (2) (f25(55) + f26<x)) -

2(0%(z) + N3(2)) faa(z) = 0, & € Foy
avec la condition aux bords

J24(8,0) = for(8,vy,),
et

—qifw(x) + Eifwm + N () faa (@) + N3 () (fas(z) + faolz)) — 2(N2(2) +

odh h 0df
N(x)) far(z) = 0, z € Eyr
avec la condition au bord
f27(6,9) = f27(67un>-

Comme msgg a pour antécédent moy et est dans le méme cas 1.1, on a Foy = Fag
et 0Fo, = 0F5. De méme, comme mog et msy ont pour antécédent moy et sont dans
le méme cas 4, on a Fo; = Fag = E34 et OFEy; = 0F33 = 0F3,.
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F1G. 4.6 — Domaines FEyy et FEa7, avec la hauteur (en metre) en abscisse et la
température (en degré) en ordonnée.

6.0 6.5 7.0 7.5 8.0

F1a. 4.7 — Domaine FEyy, avec la hauteur (en metre) en abscisse et la température
(en degré) en ordonnée.
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467
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40
387
367

34

327

30 T T T T T T T T T T T T T T T T T
6.0 6.5 7.0 7.5 8.0

F1G. 4.8 — Domaine Es;, avec la hauteur (en metre) en abscisse et la température
(en degré) en ordonnée.

| MODE | CAS [ DOMAINE | FRONTIERE |

| m24— (Fb,O,F) | 1.1 |  Ey | OFEs, |
0 fo1.0) + T D (1) 4 0200) fal1, ) + NO) fa(.6) + (. )
—L33(0) fa4(h, 0) = 0
f4(8,0) = f27(8 0)

ym% = (Fb,0,Fb) | 1.1 |  Ey | OFEs, |
q—f26( ,0) + . -90 fze(h 0) + X(0) — £2(0) f26(R, 0) = 0
f26(8 0) = f29(8,0)

’ mo7 — (Fb, F, F) ‘ 4 ‘ E27 ‘ 6E27 ‘

—qa%fw(h, 0) + %%fw(f% 0) + X(0) f34(R, 0) 4+ X*(0)(fas(h, 0) + fag(h,0))

—6273(9).]027(]1, 9) — O

fo1(6,0) = f24(6,0)

[mas = (FO,F,00) | 4 | By | OB |
0 K 0

—q%fzs(hn 0) + E%JCQS(}% 0) + N*(0) fss(h, 0) — £2(0) fas(h,0) = 0

f28(6,0) = f25(6,0)

’ msy = (Fb, Fb, O) ‘ 4 ‘ E27 ‘ 8E27

e oa(h0) + a0 6) + N O) (0, 0) + 1) = (0)fa(1.6) = 0

f34(6,0) = f35(6,0)

TAB. 4.2 — Equations associées aux modes may, Mag, Moz, Mag €t M3y.
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Remarque 4.4 Les fonctions fos, fos, for, fos et fsa sont définies le long d'union
de courbes sur [6,8] et qui s’accumulent vers une courbe limite.

On peut alors écrire les équations correspondantes a ces modes, avec les conditions
au bord associées (Tableau 4.2).

Remarque 4.5 Comme mgs est issu de msy par la loi de commande L?, on peut
maintenant en déduire le domaine E35 donné précédemment dans le paragraphe 4.2.1.4.

4.2.3 Le domaine FEo;

Le mode mos5 est issu du mode moqs. On a donc
E25 = [6, 8[X]91,UOO].

On remarque que pour ce mode, le domaine n’a pas de frontiere, donc pas de condi-
tion au bord car les valeurs h = 8 ou 6 = 6; ne peuvent étre atteintes (Tableau 2.5).
L’équation du mode mos est donnée par

a(by — ) 0 : _
T%f(h’ 0) + X°(0) f3s(h,0) — €5(0) f(h,0) = 0. (4.2.1)

On constate qu’il n’y a pas unicité de la solution. En utilisant le Corollaire 1.1 du
Chapitre 1, on a la proposition suivante

Proposition 4.1 L’unique solution bornée fo5 de I'équation (4.2.1), définie le long
du flot, et qui vérifie E,.[f(¢(z,t))] — 0 quand t — oo pour tout x € FEas et tout
t € R™ est donnée par

fos(o(z, 1)) = /OO PM@EO=AM@INZ (1 5)) fae(p(, 5))ds. (4.2.2)

t

Preuve : Toutes les solutions sont de la forme

P90 1) =0 (5~ [ e ot )l ),

0

avec v € R. Pour obtenir une solution bornée le long du flot et donc la solution
unique d’apres le Corollaire 1.1 du Chapitre 1, vy doit étre égal a

T /ooo e NEIN((x, 5)) fas (D2, 5))ds.

ce qui nous donne le résultat. O

Corollaire 4.1 Pour tout (h,0) € FEas, l'unique solution bornée fo5 de l’équation
(4.2.1) est donnée par

e O ONO)R N 2020 1 o
f25<h,9) —/; exp(—/g q(el —6’)d9>q(01 — 9//) X §f36(h,6 )d9 . (423)

De plus, on a

Jm fas(h,6) = %f%(h, 6,). (4.2.4)
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Preuve : Comme mys5 correspond au cas 3, 'expression (4.2.3) se retrouve a partir
de (4.2.2) par le changement de variable suivant :

0(t) = (6(0) — 6y)e it + 6.

2)2(0)h .
Pour le calcul de la limite, on pose F(0) = J—0) Alors, (4.2.3) s’écrit
=
t 9// 1
fos(h,0) = lim exp(— / F(G’)d@’)F(&”) % = fas(h, 0")d6"
t=01 Jg 0 2
t 9// 1
— lim exp( - / F(e’)d9’>F(9”) % = fas(h, 61)d0" (4.2.5)
t—01 0 0 2
t 6// 1
wlim e = [ F@) PO x 5 (a0 8) = sl ) 0"
t—01 0 0 2
(4.2.6)
Calculons tout d’abord la limite du premier terme (4.2.5).
On a
a o / / /! v / /
o <exp<—/€ F(@)d@)) — _F(8 )exp<—/9 F(o )d@).
Donc
1 t 0//
> Fao(h,01) / exp<— / F(o )dQ’)F(@”)dQ”
0 0
1 / /
— 5 Jan(h,00) (= exp( - / 0')9') +exp( / F(6)at'))
1 /
= 5 Faolh,01) ( —exp( - / 0)d0') + 1),
On a
t t 2h)\2(9/)
F© dQ’:/ ———db’
/9 ) o q(01—0")
2 t t )\2 6/ _ )\2 9
q o h—0 q Je 0 — ¢
2 _ t )\2 o — )\2 0
_ 2k (91)111(91 9>+@/ (N2(O) = X*(01))
q 0 —t q Jo 0 — 0

Or le théoréme des accroissements finis appliqué & la fonction A2, continue sur l'in-
tervalle [04,0'] C [0y, 0] nous donne

A2(0') — N2(61) = (0 — 0,)N2(6,) avec 6, € [0, 0).
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Ainsi,

exp( — /Ht F(@’)d@’) = exp( — 2h/\2(91) In (le :z> + %/\/Q(GC)(Q/ - 91))

et donc

lim exp( — /t F(Q')dG’) =0.
0

t—01

La limite du premier terme (4.2.5) vaut

1 t 0" 1
lim lim = fas(h, 01) / exp(— / F(@’)d@’)F(@“)d@”: She(h01). (42.7)
6 6

0—601 t—61

Passons maintenant au calcul du deuxieme terme de (4.2.6).
Le théoreme des accroissements finis appliqué a la fonction fsg(h,-) sur 'intervalle
[01,0"] C [01,0], nous donne

Fao(hy 07) = fs6(Rh, 00) = (8" — 01) f14(R, 6.) avec 6, € [0”, 61].

On a ainsi

(4.2.6) /9 " exp( - /6 " F(0)d0 ) F(0") x %(6” 00 flo(h, 6.)d0"

1 91 9"
— 11 (h,6.) / eXp( - / F(@')de’)F(e") X (0" — 6,)d0".
2 6 6

Pour tout 6" € [6,64], on a

F(6") = 0,
0//
exp( —/ F(Q')dQ') >0,
0
6// _ 91 < 0
Donc
91 ex ( _ o F 0/ / /! n /"
P (0")do" ) F(0")(8" — 61)dd"” < 0.
0 0
De plus,
9//
/ F(0)d0 > 0,
0
donc ”
exp<— / F(G’)d&’) <1.
0
Ainsi

01 0" 01 _ 2(p
0> / eXp(— / F(&’)d&’)(e”—91)F(9”)d6”2 / W) o
0 0 0

q
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—2hA2(6" —2hA?(6
Comme limy_g, 991 #dm = limy_.g, J(91 —6) =0, on a par le
théoreme des gendarmes que la limite du deuxieme terme (4.2.6) tend vers 0 quand
1
6 tend vers 6;. Ainsi, avec (4.2.7), on a bien limg_.g, fo5(h,0) = §f36(h, 6). O

D’apres le Corollaire 4.1, on peut alors poser comme condition au bord :
1
fos(h, 01) = §f36(h791)-

Remarque 4.6 Pour pouvoir appliquer le théoreme des accroissements finis a la
fonction fsg, il faut s’assurer de la régularité de celle-ci. Or nous savons déterminer
f36 sur tout son domaine de définition Esg. En effet

f36(4,0) =0 pour 0 € [0y, 100],
f36(h,100) =1 pour h € [4,8].

La Figure 4.9 représente le domaine Esg. La courbe en gras délimite la partie du
domaine ou fsg a pour valeur 0 et celle ou elle vaut 1. Pour déterminer [’équation
de cette courbe frontiére, on montre qu’il existe t € R tel que

h(t) = 4,
S5 {e(t) = 100.

Les expressions de h et 6§ sont données par la Proposition 2.1 dans le cas 4 (corres-
pondant au mode mgg). On a

—qt + h(0) =4,
Sz & K 4
#(0) — — In(———) = 100.
(0) = ()
et donc
y h(0) — 4
Ssp < q 4

K
0(0) =100 + - In(755).

L’équation de la courbe frontiere en fonction de h est donc de la forme
K 4
0 =100+ —In(-).
+ . n( h)

Ainsi, comme on peut le voir sur la Figure 4.9, on a que pour tout couple (h,0)
situé en-dessous de la courbe, fss(h,0) = 0 et pour tout (h,0) situé au-dessus de
la courbe, fss(h,0) = 1. En particulier, tout point du domaine Fas se situe sous la
courbe frontiere. Donc fsg est bien régquliere sur Fos.

7



507 Uoo

0 A

F1G. 4.9 — Domaines E35 et FEas, avec la hauteur (en metre) en abscisse et la
température (en degré) en ordonnée.

4.3 Reésolution numérique

Pour calculer les fonctions solutions du systeme couplé, nous allons procéder
en plusieurs étapes. Dans un premier temps, il faut redresser les fonctions définies
sur les domaines du type Fs4 ou Esy; pour les calculer sur des grilles cartésiennes.
Une interpolation des fonctions sera ensuite nécessaire pour connaitre les valeurs de
celles-ci sur toutes les grilles. Nous présenterons ensuite les résultats du calcul de la
probabilité de surchauffe.

Remarque 4.7 Remarquons que chacune des équations différentielles du systéme
couplé peut se résoudre explicitement. En effet, l’équation de fsg est autonome et
sa solution permet de résoudre l’équation de fs5, qui ne dépend elle-méme que de
f35 et fsg, etc. Cependant, nous ne chercherons pas a résoudre analytiquement le
systeme car nous souhaitons développer une méthode numérique pour les solutions
du systeme couplé qui ne peuvent pas étre forcément calculées explicitement.

4.3.1 Redressement des fonctions

Les domaines de définition étant assez complexes, nous allons définir de nouveaux
domaines sur lesquels les courbes seront « redressées », grace a un changement de
variable. Prenons 'exemple du mode mo4 pour illustrer notre démarche. L’équation
correspondant au mode my, est donnée par :

q(@l - 9n>

O 0o 02)  X0,) P 0) + N0 (o 0) +

fas(h,0,)) — l23(6,) f2a(h, 0,) = 0.

Par un changement de variable décrit ci-apres et pour simplifier 'implémentation,
nous allons définir un nouveau domaine Doy = [6,8[xN*, I'idée étant de décrire foy

0
q%fgz;(hﬂn) +
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sur chaque morceau de courbe.
En remarquant que pour le mode maoy,

% _000t _q0r=0) 1 _6-0
oh  Otdh h g h

on peut récrire 1’équation :

00 0
57 5 (1 00) ) X20.) Fis (. 0) + X2(00) (fos (. 00) +

Jo6(R, 0n)) = L2,3(0,) faa(h, 8) = 0.

0
Q<%f24(h79 )+

Nous procédons maintenant a un changement de variable. Soit

¢ Doy — Eoy
(h,n) — (h,6,)

ot fosa 1 By — R?
(h7 9) = f24(h7 9)

. 6 1 eers )
ou 0, = E(un —01) + 01 et ¢ est un C'-difféomorphisme. On pose goy = fog 0 ¢ :
D24 — RQ.

Comme
8gb 6
0
= (1, 52(1.0,))

la dérivée de go4 fonction composée, est :

09 Ofoa dfa 00
T = (G od) x 1+ (G5t 00) x (o)
8f24 89 8.]024

= p, U On) + g, U On) 557 (B ).

Avec ce changement de variables, nous pouvons donner une nouvelle description
du mode may. Le domaine de définition est donné par Doy = [6, 8[xN*, la frontiere
par 0Dyy = {8} x N*| et avec gos(h,n) = fas(h,0,), on a I’équation

aghg24(h 77,) +)\2< n)f35(h, 971) +>\3(9n) (f25(h, en)—|—f26(h, 0n>) —62’3(9n)g24<h, n) = 0,

et la condition au bord devient

924(8,1n) = for(8,vy).

On procede de la méme fagon pour mag. Pour les modes mo7, mog et mgy, en pre-

-K 0
nant ¢j(h,n) =1 et ¢h(h,n) = — = g hous obtenons également les équations
q

sur les nouveaux domaines redressés (Tableau 4.3).
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| MODE

| CAS | DOMAINE |

FRONTIERE

’m24:(Fb,O,F) ‘ 1.1 ‘

Doy ‘ 0Doy

0
Q%924(h, n) + A%(0,) f3s5(h,

0n) + X(0,) (f25(h, 0n) + fas(h, 0,)) — la3(0n)gas(h,n) = 0

924(8,n) = for(8,vy)

’ m26 = (Fb O Fb) ‘ 1.1 ‘ D24 ‘ 8D24
q—gge(h, n) 4+ X2(6,) — l5(0,)ga6(h,n) = 0
926(8 n) = f29(8 Un)

’ Mmo7r = (Fb F F) ‘ 4 ‘ D27 ‘ 8D27

0
—q%gw(h, n) + X2(0,) faa(h, 0,) + X*(0,) (fas(h, 0n) + foo(h, 0,,)) — lo5(0,)g27(h,n) =0

927(6771) = f24(6>un+1)
’ mog — (Fb, F, Ob) ‘ 4 ‘ D27 ‘ 8D27
0
—Q%QQSUM n) 4+ X(0,,) fss(h, 0,,) — l2(0,)gas(h,n) = 0
928(6771) = f25(6, Un+1)
’ mzq = (Fb, Fb, O) ‘ 4 ‘ D27 ‘ 8D27

_qa%ggzx(h, n) 4+ A3(0,)(fas(h, 0n) + 1) — £5(6,)gsa(h,n) = 0
931(6,n) = f55(6, Un41)

TAB. 4.3 — Equations des fonctions redressées associées aux modes Moy, Mag, Moz,
Moy et mszy.
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Pas 66 Pas dh Ng Nh

1 0.2386 69 16
0.1 0.02386 | 690 | 167
0.01 | 0.002386 | 6907 | 1676

TAB. 4.4 — Tableau des différents pas de discrétisation.

4.3.2 Schéma de discrétisation

Les domaines étant définis, on établit sur le plus grand d’entre eux [4, 8] x [¢, 100]
une grille de discrétisation cartésienne en 6 et h. On note :

— 06 le pas en 0,

— 0h le pas en h,
liés par une relation standard de calcul numérique :

4q x 66
K
On définit ainsi pour i =1,--- ,N,+1et j=1,---,Ny+1 le couple (h;,8;) par

(hi,0;) = (4+ (i — 1)dh, 6, + (j — 1)db),

100 — 46
ol Ny = — et Ny = —— sont les nombres de points dans la grille. Le Ta-

oh

x 0.95.

bleau 4.4 donne les valeurs de Ny et N, en fonction des pas de discrétisation 06 et
oh.
Et pour m € M, on note

fm(%]) = fm<hi79j)'

Remarque 4.8 Dans le cas ot l'on étudie 'événement {6 > 100}, la hauteur du
réservoir ne peut dépasser physiquement 8 m (on le voit grace a l’étude de I’équation
de la hauteur dans les modes correspondant a cette situation).

Pour chaque équation, on part de la condition au bord, qui nous donne sur la grille
les points de la « couche » d’ou l'on part, et a partir de ces points, on calcule
les points de la couche suivante. Et on avance ainsi pas a pas. Expliquons notre
démarche par un exemple. On regarde le cas de I'équation de f35. Le domaine de
définition E35 =|6, 8] x [f1,100[ ne recouvre pas la totalité de la grille initiale. On
peut donc restreindre les calculs sur la moitié de cette grille. La frontiere de ’espace
d’état est OF35 = [6,8[x{100}. La condition au bord est f(i, Ny + 1) = 1 pour tout
1 <i < Np+1 fixé. On connait donc la valeur de fs5 sur {1,--+ , Ny +1} x {Nyg+1}.
On va calculer la valeur de f35 en Ny pour tout 1 < i < N, + 1 grace a la condition
au bord. Et ainsi de suite. L’équation discrétisée est :

K fs5(i,5 + 1) — f55(4, )
hi 00

pour j = Ny a 1.

On va donc écrire les f35(4, 7) en fonction des f35(i, 7+ 1) connus car calculés au pas

précédent.
Le Tableau A.3 en Annexes donne les 17 équations discrétisées pour les 17 modes.

+ 23(0,) (fas(iy ) + 1) — 2X3(8;) fas (i, j) = 0
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F1G. 4.10 — Domaines FEyy et FEa7, avec la hauteur (en metre) en abscisse et la
température (en degré) en ordonnée.

4.3.3 Interpolations

Comme nous 'avons expliqué précédemment, pour les fonctions du type foy ou
far, nous faisons un changement de variables qui nous permet de calculer les fonctions
sur une grille plus adéquate. Nous avons vu que les nouvelles fonctions sont définies
sur un espace du type [4,8] x N. Pour la résolution numérique, nous avons donc
besoin de déterminer sur la grille jusqu’a quel rang ng € N les fonctions vont étre
calculées. C’est ce que nous ferons dans un premier temps, puis nous interpolerons
sur cette grille les fonctions intervenant dans les équations des modes du type moy
ou myy et définies sur des domaines différents.

Détermination de ny Nous avons défini précédemment deux suites (uy), et (v,)n
qui nous permettent de décrire les domaines de définition Eoy et For (Figure 4.10)
L’indice ng est choisi de telle sorte que I’écart entre for(h,ng) et for(h,ng+1) d'une
part et fos(h,ng) et fag(h,ng+ 1) d’autre part soit suffisamment petit. Pour trouver
ng, il faut donc définir un critere d’arrét qui détermine l'instant ot v, 41 — vy, < 06.

Interpolations Les équations des fonctions du type foq ou for (Tableau 4.2) font
intervenir des fonctions définies sur des grilles cartésiennes différentes de celles de foy
ou for (par exemple Doy et Egg sur la Figure 4.11). D’apres le Tableau 4.2, on voit
que pour calculer fog par exemple, il faut connaitre f3g sur Dy;. Or, on ne connait
les valeurs de fs6 que sur la grille cartésienne (h;, 6;)1<i<n,+11<j<n,+1 (C’est-a-dire
les croix sur la Figure 4.11). Nous devons donc interpoler f3g sur Do,

Remarque 4.9 Nous noterons Gay la grille de discrétisation du domaine Doy et
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Fi1G. 4.11 — Grilles cartésiennes superposées Dor et Fsg.

Gor la grille de discrétisation du domaine Doyy.

Avant cela, nous rappelons le changement de variable effectué pour calculer les
fonctions du type for :

gor(hymn) = f27(h, wn) pour tout h €]6,8] x {0,1,...,n0}

avec la suite (w,,) définie par

wn:vn—;ln he€[6,8] Vn € {0,1,...,n0},
K

q

wg=vg— —1In= he67].

h
8
h
8
Sur la grille discrétisée Gy7, on a alors

gor(i,n) = f27(i,wi7n) pour tout Np/2+1<i< N,+1letne{0,1,...,n0}

avec la suite (w; ) définie pour tout N, /2+1<i< N,+1letn e {0,1,...,n0}
par

K h

Wip =V, — — In—,
) q 8
K _ h

W;0 = Vo — —In —.
qg 8



L(in)

Fi1c. 4.12 — Interpolation d’un point de E34 sur Doy.

Remarque 4.10 Le point w; ,, est donc le point d’intersection entre la droite h = h;
et (Do7 x {n}). (Figure 4.12).

Pour interpoler fsg sur Ga7, nous choisissons de définir fs6(i, w; ), ol (4, w;,,) est
le point de la grille Go7 pour lequel nous ne connaissons pas fzg, comme le barycentre
de fs6(i,7 — 1) et f36(7,7), points pour lesquels nous connaissons fsg. Il faut donc
tout d’abord déterminer les coordonnées de (i,j — 1) et (4, ) sur la grille Gy, puis
déterminer le poids de f36(2,7 — 1) et f36(1, 7).

1. Comme nous gardons la méme hauteur en abscisse, nous cherchons uniquement
j — 1 et 5 dans la grille G57. Nous avons assez facilement que

. Wi pn — 91
J-1= [ 50 ]
avec pour tout réel z, la partie entiere [z] définie comme le plus grand entier

relatif inférieur ou égal a x. Donc, si 'on note ent,, le vecteur des indices j
dans la grille Go7, on a

Win — 01

enty,(i,n) = [ 50

| +1
2. Le poidsde fs6(i, w; ) est donné par la distance Ly, (i, n) entre I'indice ent,, (i, n)
et w;,. On a

—0
L — enty (i, n).



De méme, pour la partie de courbe de Dy7; comprise entre 6 m et 7 m, on a

Wi o0 — 01

entyo(i) = E[ 50

41

et
Wi — th

00

Ainsi, pour calculer I'interpolée fss de la fonction fs sur la grille Gor, on a

Lw() (’l) = — Gntwo (2)

F36(i,n) = Lo(i,1) f36(i, entw(i,n)) + (1 — Ly (i,n)) f36 (i, enty (i,n) + 1).
De la méme facon, en considérant le changement de variable

6
g2a(h,n) = fos(h, E(un —61) + 61) pour tout h € [6,8[x{0,1,...,no}

on définit la suite (z,) pour tout h € [6, 8] et tout n € {0,1,...,n0} par

6
n = —(U, — 0 0.
Z h(u 1) + 0,
La suite discrétisée (z;,) est définie pour tout N,/2 4+ 1 < ¢ < N, + 1 et tout
n € {0,1,...,n0} par
2, 0 (u 1) + 01

Sur la grille discrétisée G4, on a alors
goa(i,n) = f24(z',zi7n) pour tout N,/2+1<i< N,+1letne{0,1,...,n0}.

Alors on a
Zim — 01

ent,(i,n) = [ 50

41

et
Zin — th

00

Et l'interpolée f de toute fonction f sur la grille Go4 est donnée par

L.(i,n) = —ent,(i,n).

f(i,n) = L.(i,n)f(i,ent,(i,n)) + (1 — L.(i,n)) f(i,ent,(i,n) + 1).

4.4 Calcul de la probabilité de surchauffe

A partir de la résolution numérique des équations différentielles discrétisées dans
I'ordre donné par le graphique de la Figure 4.13, nous pouvons calculer les 17 fonc-
tions sur leur grille de discrétisation, a des pas différents pour 66, dans l'ordre
d’implémentation permettant de calculer f; en (7,6;). Pour cela, nous avons pro-
grammé en Scilab, avec différents pas de discrétisation. Le code se trouve en An-
nexe B.2.
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L1

Fic. 4.13 — Graphe des 17 modes dans 'ordre de calcul.
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Pas de discrétisation (66) 1 0.1 | 0.01
Foo (7. 61) 0 0 0
f35(7,61) 0.749 | 0.741 | 0.739
934(7,01) 0.998 | 0.998 | 0.998

fao(7,61) 0.561 | 0.552 | 0.550

Fos (7, 01) 0 0 0

g2s8(7,601) 0.993 | 0.992 | 0.992

g26(7,61) 0.545 | 0.538 | 0.536

TAB. 4.5 — Les fonctions fsq, f35, g34, f29, fos, g2s €t gog en (7,01) pour différents
pas de discrétisation.

Pas de discrétisation (66) 1 0.1 | 0.01
f1a(61) 0.571 | 0.564 | 0.562
f10(61) 0.311 | 0.303 | 0.302

TAB. 4.6 — Les fonctions fi4 et fip en 0, pour différents pas de discrétisation.

Fonctions fsg, f35, G345 f29, fos5, gos €t gog La Figure 4.14 représente la fonction
f36 avec un pas 66 = 1. Elle prend comme valeurs, par définition, 1 ou 0 (Figure 4.9)
avec une frontiere entre ces valeurs définie par

K 4
0 =100+ —In(=).
+q n(h)

Le calcul numérique de f36 est cohérent avec la fonction théorique d’apres la Figure
4.14. Pour connaitre la valeur de f; en (7,6;), nous avons besoin de connaitre fsg
sur tous les points de sa grille. De la méme facon, nous avons f3s5, gs4, fog, fos5, 928
et gae

Dans le Tableau 4.5 nous donnons uniquement les valeurs de ces fonctions en
(7,0,) pour différents pas 6. Les Figures 4.14-4.20 donnent le tracé des fonctions.

Fonction f14 et fiy Les fonctions fi4 et fip ne dépendent que de la température.
Pour calculer f; en (7,6;), nous avons donc besoin de la valeur de fi4 et fig en 6;.
Les Figures 4.21 et 4.22 nous donnent le tracé de fi4 et fi4 et le Tableau 4.6 leurs
valeurs en 6.

Fonction fy et f3 Les fonctions fy et f3 ne dépendent que de la hauteur. On a
donc besoin de leur valeur pour h = 7. Les Figures 4.23 et 4.24 nous donnent le
tracé de fg et f3, et le Tableau 4.7 leurs valeurs en 6;.

Fonction fg, f; et fo Les fonctions fg, fr et fo sont définies en un seul point
(7,6,). Le Tableau 4.8 donne leurs valeurs.
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Pas de discrétisation (66) 1 0.1 | 0.01
fo(7) 0.570 | 0.563 | 0.562
f3(7) 0.311 | 0.303 | 0.301

TAB. 4.7 — Les fonctions fq et f3 en h = 7 pour différents pas de discrétisation.

Pas de discrétisation (66) 1 0.1 | 0.01
fs 0 0 0
Iz 0.338 | 0.335 | 0.334
f2 0 0 0

TAB. 4.8 — Les fonctions fg, f7 et fo pour différents pas de discrétisation.

Fonctions g4 et go; Pour calculer f; en (7,6;), nous n’avons besoin de connaitre
g24 €t goy qu’en (7,07). Or, d’apres le graphe des transitions (Figure 4.1) et le domaine
de définition couplé de ces deux fonctions (Section 4.2.2), nous voyons qu'il suffit de
connaitre la valeur de go7 uniquement au point initial (7,6;). Notre programme en
Annexe B.2 retourne donc la valeur de go7 en (7,6) apres itérations de goy et gor.
Le Tableau 4.9 nous donne ces valeurs.

Fonction f; La fonction f; définie en (7,6,), correspond a la probabilité de sur-
chauffe du réservoir. Comme expliqué précédemment, elle se calcule a partir des fonc-
tions précédentes au point (7,6;). Le Tableau 4.10 donne ses valeurs aux différents
pas de discrétisation.

Pas de discrétisation (66) 1 0.1 | 0.01
f1(7,60,) 0.187 | 0.185 | 0.185

TAB. 4.10 — La fonction f; en (7,6;) pour différents pas de discrétisation.

Le Tableau 4.11 donne les temps de compilation en fonction du pas de discrétisation
pour le calcul de la fonction f;, sur un ordinateur de bureau standard.

Pas de discrétisation (d6) 1 0.1 0.01
Temps de calcul 0.15s | 2.49s | 2mn4ls

TAB. 4.11 — Temps de calcul pour différents pas de discrétisation.

Pas de discrétisation (66) 1 0.1 | 0.01
Gor(7,601) 0.463 | 0.463 | 0.463

TAB. 4.9 — La fonction go7 en (7, 6;) pour différents pas de discrétisation.
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Nous rappelons que la premiere méthode numérique développée au Chapitre
3 nous donnait p3(1000) = 0.163368 pour N = 10* histoires, et nous obtenons
p3(00) = 0.185 pour un pas de discrétisation en 6 de 0.01.
L’ordre de grandeur des deux résultats est similaire, ce qui illustre la cohérence de
ceux-ci. La différence entre ces deux valeurs vient en partie du fait que nous calcu-
lons ici la probabilité de surchauffe a horizon infini, et non pas a horizon de 1000h,
comme dans le premier cas. Il est donc logique d’obtenir une valeur légerement
supérieure. De plus, nous avons été assez rapidement confronté a un probleme de
taille mémoire du aux capacités limitées dans ce domaine de Scilab. En effet, a
partir du pas 66 = 0.005, Scilab ne peut plus stocker toutes les valeurs. Le pas de
discrétisation étant moins fin que pour la premiere méthode numérique, il est logique
d’obtenir une valeur supérieure. Les temps de simulation pour cette méthode sont
raisonnables (Tableau 4.11) comparés a la premiere méthode numérique (10.03s pour
N = 10%) et autres méthodes exposées précédemment. Les équations différentielles
peuvent se résoudre une a une assez facilement, sans passer par un algorithme de
discrétisation partant de la fonction fs35, mais nous avons appliqué cette méthode
afin de tester la faisabilité de notre démarche.

Les deux méthodes numériques développées dans le Chapitre 3 et 4 nous per-
mettent de mettre en évidence l'intérét d’'une modélisation par les PDMP. La si-
milarité des résultats avec les autres méthodes de fiabilité dynamique montre bien
la cohérence de notre démarche. L’étude, qualitative et quantitative, du comporte-
ment du réservoir nous a particulierement aidé a comprendre les interactions entre
la hauteur, la température et le mode. Nous avons ainsi pu calculer les probabi-
lités d’assechement, de débordement et de surchauffe pour la premiere méthode, et
uniquement la probabilité de surchauffe pour la deuxieme méthode, mais un travail
analogue a celui exposé ici conduirait au calcul des probabilités des deux autres
événements redoutés. Il pourrait étre également intéressant d’envisager une com-
plexification du probleme du cas-test, en modifiant les lois de commande déterministes
en lois de commande aléatoires et/ou en considérant que les unités sont réparables.
Dans le premier cas, nous avons vu que la définition du PDMP, telle que nous
la donnons, prend en compte cette situation. En particulier, 'expression de la
mesure de transition se trouverait modifiée, sans que cela n’affecte fondamenta-
lement la construction des deux méthodes numériques. Dans le deuxieme cas (unités
réparables), le graphe des transitions se trouverait modifié (ajout d’arcs entre les
modes). Cette situation ne changerait pas essentiellement le déroulement de la
premiere méthode. Dans le cas de la deuxieme méthode, nous nous trouverions
avec un systeme d’équations couplées de la méme facon que les équations 24 et
27. 1l faudrait alors utiliser une résolution itérative sur le méme modele que celui
de la résolution de ces deux équations, mais opérée cette fois-ci sur ’ensemble des
équations, ce qui peut étre assez complexe, mais réalisable.
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la hauteur en Y et la probabilit

ture en X,

F1G. 4.14 — Fonction fs, avec la tempéra

en Z.

F1G. 4.15 — Fonction f35, avec la température en X, la hauteur en Y et la probabilité

en 7.
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F1G. 4.16 — Fonction ¢34, avec la température en X, la hauteur en Y et la probabilité
en 7.

0.9

0.8

0.6

0.5

F1G. 4.17 — Fonction fo9, avec la température en X, la hauteur en Y et la probabilité
en 7.

91



Fi1G. 4.18 — Fonction fo5, avec la température en X, la hauteur en Y et la probabilité
en 7.

F1G. 4.19 — Fonction gog, avec la température en X, la hauteur en Y et la probabilité
en 7.
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F1G. 4.20 — Fonction g6, avec la température en X, la hauteur en Y et la probabilité
en 7.

100

0954
EI.E’ID—_
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0759
070+
065

060

0ss — T 7T 7T T T T T T
30 40 a0 60 70 a0 40 100

Fi1G. 4.21 — Fonction fi4, avec la température en abscisse et la probabilité en or-
donnée.
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Fi1Gc. 4.22 — Fonction fj, avec la température en abscisse et la probabilité en or-
donnée.

5.7055e-01

5.7050e-01-

5.7045e-01

5.7040e-01

5.7035e-01-

5.7030e-01-

5.7025e-01

5.7020e-01 T T T T T T T T T T
6.8 6.9 7.0 71 7.2 7.3 7.4 7.5 7.6 7.7 7.8 7.9

F1G. 4.23 — Fonction fg, avec la hauteur en abscisse et la probabilité en ordonnée.
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F1G. 4.24 — Fonction f3, avec la hauteur en abscisse et la probabilité en ordonnée.
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Deuxieme partie

Arréet optimal
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Introduction

Dans de nombreux domaines d’application, tels que la santé, le militaire, la
maintenance ou la finance, il est nécessaire de savoir décider du moment oppor-
tun pour agir ou ne plus agir en fonction de l'objectif a atteindre. Par exemple, il
est important de connaitre I'instant optimal d’arrét d’un traitement médical afin de
maximiser 'efficacité de celui-ci tout en minimisant les effets secondaires (voir par
exemple [70, 5, 71, 67, 44]), ou encore, dans le domaine du nucléaire, de déterminer le
temps optimal pour I’enfouissement de déchets nucléaires en minimisant les risques
d’éventuelles fuites et les cotits en cas de radiation (voir par exemple [54, 37, 46]).
Dans le domaine de la finance, les résultats de Black et Scholes ou de Cox, Ross et
Rubinstein permettent de déterminer le temps optimal d’exercice d’une option pour
maximiser les gains (voir par exemple [65, 6, 58]).

Un exemple de Probleme d’Arrét Optimal (PAO) classique est le probleme de
la princesse (voir par exemple [36, 43]), encore appelé probleme classique de la
secrétaire. Une princesse doit choisir un mari parmi cent prétendants qu’elle audi-
tionne un par un. Elle peut décider soit de choisir le candidat qui se présente devant
elle, et dans ce cas elle ne pourra pas voir les suivants, soit de passer au candidat
suivant, sans avoir la possibilité de revenir ensuite sur son choix. Si apres avoir ren-
contré le 99-eme prétendant, son choix n’est pas arrété, elle devra obligatoirement
prendre le centieme candidat pour époux. Elle doit donc déterminer le temps d’arrét
optimal qui lui permette de choisir le « meilleur mari ».

Les PAO ont également été étudiés dans le cas des modeles de chocs (voir par
exemple [67, 80, 11]). Un systeme subit des chocs aléatoires et il faut déterminer le
temps d’arrét qui permette de réparer/remplacer le systeme avant que les dommages
soient trop importants. On retrouve des applications dans le domaine de la fiabilité
et de la maintenance préventive (voir par exemple [73, 72]), mais également dans
celui de la santé. Ainsi, la radiation de cellules cancereuses peut se modéliser par un
modele de chocs (voir par exemple [71, 67]). La radiation pouvant également tuer
des cellules normales, il est important de savoir quand arréter le traitement pour
éviter de tuer des cellules saines.

Pour revenir au cas-test présenté dans la Partie I, le PAO a étudier dans le cadre
d’une maintenance préventive (sous I’hypothese que les unités sont réparables) se-
rait de déterminer le temps d’arrét optimal de remplacement ou de réparation d’une
unité défaillante pour maximiser la disponibilité et le rendement du réservoir tout
en minimisant les cotits de réparation.
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Les PAO ont été étudiés pour les PDMP dans [16, 19, 21, 38, 42, 53], a hori-
zon infini (noté PAO) lorsque I’ensemble des Fi-temps d’arrét 7, noté M, vérifie
P.(r < o0) = 1 pour tout = € E, ou a horizon aléatoire (noté PAO,,), lorsque
I’ensemble des F;-temps d’arrét 7 est dominé par le n-eme temps de saut 7,, pour
n € N, avec F; la filtration naturelle du PDMP (voir Chapitre 1). A partir de la
définition qu’en donne M.H.A. Davis, on peut définir le PAO,, comme un triplet

(Mooagav) ou
1. My ={1€ M,P,(7 < o0) =1 pour tout x € E},

2. la fonction g, mesurable continue et bornée, détermine le gain g(x) obtenu
lorsque le processus est arrété au point x € E.

3. la fonction valeur v est définie pour tout = € E par

v(a) = sup Eq[g(X)],
TEMo

et le PAO,, comme un triplet (M,,, g,v) ou
1. Mn = {’7' € M,T S Tn p's'}7

2. la fonction g, mesurable continue et bornée, détermine le gain g(z) obtenu
lorsque le processus est arrété au point z € E.

3. la fonction valeur v est définie pour tout x € E par

v(z) = sup B,y [g(X,)].
TEMp

Alors, résoudre le PAO,, (resp. le PAO,,) revient a déterminer, s'il existe, le temps
d’arrét optimal 7% € My (resp. 75 € M,,) tel que v(z) = E,, [9(X-+)] pour tout
reFE.

Remarque 4.11 Un temps d’arrét 7 est dit e-optimal s’il vérifie
Esy [9(Xr)] > v(z) — e

En général, il n’existe pas de temps d’arrét optimal d’un PAO, mais il existe toujours
des temps d’arrét e-optimauzr du PAO.

Dans [42], Pauteur définit un opérateur relatif au premier temps de saut du pro-
cessus, et montre que la fonction valeur du PAO a horizon infini est un point fixe pour
cet opérateur. L’hypothese de base dans ce cas est que la fonction gain est continue
le long des trajectoires, et il est montré que la fonction valeur a la méme propriété.
Dans [38, 53], les auteurs posent des hypotheses fortes de régularité pour montrer
que la fonction valeur du PAO satisfait des inégalités variationnelles, relatives a des
équations intégro-différentielles. Dans [21], M.H.A. Davis suppose que la fonction va-
leur est bornée et localement lipschitzienne le long des trajectoires pour montrer que
les inégalités variationnelles sont nécessaires et suffisantes pour caractériser la fonc-
tion valeur du PAO. Dans [19], les auteurs consideérent des hypotheses de régularité
plus faibles que [21, 38, 53]. Nous nous intéressons particulierement aux résultats
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présentés par O.L.V. Costa et M.H.A. Davis dans [16], qui sont les seuls a propo-
ser une méthode numérique pour résoudre le PAO pour un PDMP, fondée sur la
discrétisation de l'espace d’états similaire a celle développée par H.J. Kushner dans
[48]. En particulier, les auteurs de [16] trouvent un résultat de convergence pour le
schéma d’approximation, sans toutefois pouvoir calculer une vitesse de convergence.

Notre but est d’utiliser les résultats de [42] et [16] pour les adapter au cas de
I’horizon aléatoire, ainsi que des méthodes numériques basées sur la quantification
(voir par exemple [3, 4, 41, 60, 61, 63, 62]) et développées dans le cadre des pro-
cessus de diffusion, pour écrire un schéma de dicrétisation adapté aux PDMP. En
effet, la structure particuliere des PDMP ne permet pas d’appliquer directement les
méthodes existantes, notamment celles développées pour les diffusions. Nous pro-
posons donc ici une méthode, prenant en compte les particularités des PDMP, qui
nous permet d’obtenir, en plus de la convergence, ’estimation de I'erreur commise
et le calcul d’un temps d’arrét e-optimal du PAO pour les PDMP.

Pour cela, dans le Chapitre 5, nous commencerons par donner un rapide état
de 'art des méthodes numériques, en rappelant les résultats de O.L.V. Costa et
M.H.A. Davis ([16]) pour les PAO a horizon infini (Section 5.1). Dans la Section 5.2,
nous expliquerons la méthode numérique appliquée dans le cadre des processus de
diffusion et montrer dans quelles mesures on peut les appliquer au cas spécifique des
PDMP.

Dans le Chapitre 6, nous donnerons une méthode numérique, basée sur les résultats
de U.S. Gugerli (Section 6.1), permettant de calculer la fonction valeur (Section 6.5)
en donnant des résultats de convergence et la vitesse de convergence de notre algo-
rithme (Section 6.7).

Et dans le Chapitre 7, nous calculerons un temps d’arrét e-optimal du PAO pour les
PDMP (Section 7.1), et nous donnerons nos résultats numériques sur un exemple
simple (Section 7.2).
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Chapitre 5

Etat de 'art des méthodes
numériques

Nous allons ici préciser le contexte de notre étude ainsi que les problématiques
soulevées par la spécifité des PDMP, en nous intéressant en particulier aux travaux
réalisés par O.L.V. Costa et M.H.A. Davis sur les PAO a horizon infini. Nous re-
garderons ensuite la méthode numérique proposée par, entre autres, V. Bally et G.
Pages, pour les processus de diffusion pour 'adapter au cas spécifique des PDMP.

5.1 Algorithme de Costa-Davis
Dans l'article [16], O.L.V. Costa et M.H.A. Davis étudient le PAO., d'un PDMP

= inf E|g(X
v(z) = inf E[g(X)],
pour une certaine classe de fonctions, afin d’étudier les problemes de controle im-
pulsionnel ([17, 15]). De plus, ils proposent une construction des temps d’arrét
e-optimaux et prouvent la convergence de la fonction valeur discrétisée pour le
probleme d’arrét optimal avec facteur de pénalité o > 0

v(r) = inf E|lexp * g(X;)|.

() = inf E[exp™ g(X;)]

En utilisant des résultats de U.S. Gugerli (voir Section 6.1), ils construisent une
suite de fonctions (v,,) qui converge vers la fonction valeur v du probleme d’arrét
optimal.

La méthode numérique utilisée se fait en deux étapes :

1. la discrétisation de ’espace d’état avec des grilles cartésiennes fixes, identiques
pour chaque saut,

2. la discrétisation de la position du processus apres saut (S,, Z,) en une suite
(SN ZNY sur chaque grille, avec N le nombre de points de la grille.

L’algorithme de résolution consiste alors a effectuer N minimisations a une dimen-
sion et obtenir une approximation de la fonction valeur discrétisée vV pour chaque
point de la grille de discrétisation.
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O.L.V. Costa et M.H.A. Davis donnent également des résultats de convergence uni-
forme de la fonction valeur discrétisée vers la fonction valeur du PAO,, basée sur la
convergence en loi, qui ne permet donc pas d’estimer la vitesse de convergence, et une
construction des temps d’arrét e-optimaux a partir de la fonction valeur discrétisée
o,

Nous souhaitons pour notre part obtenir une vitesse de convergence. Pour cela,
nous allons nous intéresser a la méthode numérique pour les processus de diffusion,
basée sur une discrétisation en espace qui, d’une part, est non-réguliere, c¢’est-a-dire
adaptée aux lois des variables aléatoires sous-jacentes, et d’autre part est différente
a chaque saut.

5.2 Méthode numérique pour les processus de dif-
fusion

Dans cette section, nous allons décrire la méthode numérique développée dans
le cas des processus de diffusion, sur la base des résultats de V. Bally et G. Pages
([3]), V. Bally, G. Pages et J. Printemps ([4]) et G. Pages, H. Pham et J. Printemps

([63]).

5.2.1 Démarche

Les approches numériques pour la résolution des problemes d’arrét optimal dans
le cadre des diffusions utilisent en général des méthodes analytiques qui sont cepen-
dant difficilement applicables pour de grandes dimensions. L’interprétation proba-
biliste se révele nécessaire pour surmonter cette difficulté. La méthode probabiliste
proposée dans [3, 4, 63] pour étudier le probleme d’arrét optimal pour un processus
de diffusion en temps continu {Y(¢)} se fait en trois temps :

1. la discrétisation en temps du processus de diffusion pour obtenir une chaine
de Markov en temps discret {Y,} adaptée & la trajectoire du processus. Il
est montré que le probleme original d’optimisation en temps continu peut
étre converti en un probleme d’arrét optimal auxiliaire associé a la chaine de
Markov en temps discret {Y7}.

2. l'approximation de la chalne de Markov en temps discret par un processus
a espace d’état fini. Il existe de nombreuses références dans la littérature au
sujet des méthodes de quantification des variables aléatoires et des processus.
Nous n’allons pas présenter ces méthodes de facon exhaustive, mais le lecteur
intéressé pourra par exemple consulter les travaux suivants [41, 60, 63] ainsi
que leurs références.

3. approximation des espérances conditionnelles de la formule de programmation
dynamique rétrograde par des sommes finies. En effet, I’enveloppe de Snell en
temps discret {U},} de la chaine de Markov discrétisée {Y;} satisfait le principe
de la programmation dynamique suivant :

Uy =h(Yy),
Uy = max (h(?k),E[UkH‘?k]) pour 0 <k <N —1,
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ou h est la fonction gain du PAO.

Cette étape consiste donc a remplacer les espérances conditionnelles par des
sommes finies, ce qui se fait naturellement en remplacant le processus a valeurs
continues Y, par son approximation & valeurs dans un espace fini.

Alors, sous certaines hypotheses, en particulier que la fonction gain soit Lipschitz,
on sait calculer une approximation de la fonction valeur et déterminer la vitesse de
convergence de la fonction valeur discrétisée vers la vraie fonction valeur du probleme
d’arrét optimal initial.

5.2.2 Quantification

La deuxieme étape de la démarche pour les processus de diffusion utilise la quan-
tification. La quantification est issue de la théorie du traitement du signal et de I'in-
formation. Elle permet d’approcher une variable aléatoire a valeurs dans un espace
continu Y par une variable aléatoire a valeurs dans un ensemble fini Y, de telle sorte
que ||Y — Y|, soit minimale en norme L?.

Ce procédé est utilisé dans de nombreux domaines scientifiques tels que la théorie

de l'information (compression de signal)([39]), l'intégration numérique ([60]), les
modeles mathématiques en économie ([7]) ou encore les processus stochastiques
([10).
Les méthodes de quantification ont été développées récemment dans le cadre des
probabilités numériques ([40], des filtrations non linéaires ou du contrdle optimal
stochastique avec des applications en finance [3, 4, 60, 61, 62, 63, 66, 69]. Plus
spécifiquement, des méthodes intéressantes et efficaces ont été développées dans
[3, 4, 63] pour calculer I'enveloppe de Snell associée a des chaines de Markov a
temps discret et des processus de diffusion.

En particulier, nous nous intéressons a une méthode numérique de discrétisation
en espace, la quantification en arbre, développée par V. Bally et G. Pages dans [3]
pour les processus de diffusion. Le principe est de projeter, pour chaque pas de temps
k, {Y}, la chaine de Markov approchée en temps discret du processus de diffusion
en temps continu {Y'(¢)}, sur une grille T'y = {f, ..., 2y } suivant la régle du plus

proche voisin. On obtient alors la suite quantifiée {Y;} de la chaine de Markov {Y7}

définie par
Yk = Z xfﬂ{?keczk}?
1<i<Ny
ot (CF)1<i<n,, appelée diagramme de Voronoi ([40, 59]), est définie par
Cr={y; ly—afl =minlly —25ll,.j = 1,--- Ni}.

Alors, V. Bally et G. Pages assurent que pour un choix spécifique des grilles I'y, on
obtient une estimation de l'erreur commise en norme L” en approchant la chaine de
Markov en temps continu {Y'} par la suite quantifiée {Y;} ([Théoreme 2.1][63)) :

Théoréme 5.1 Pour p > 1, supposons que E|Y|PT¢ < 400 pour tout € > 0. Alors
min ||Y = Vill, ~C x N7,

1<k<N
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Fic. 5.1 — Diagramme de Voronoi de la loi gaussienne centrée réduite, pour 200
points et 100 000 itérations.

ot Ny est la taille de la grille Ty, d la dimension de 'espace d’état et C' une constante
qui dépend de p, d et de la distribution de Y .

Les algorithmes de quantification sont basés sur du Monte Carlo et un simula-
teur de trajectoires. Les temps de calcul sont donc assez longs. Cependant, 1’avan-
tage de la quantification est de pouvoir calculer en avance et stocker les N grilles
de discrétisation. L'un des plus utilisés est I'algorithme des gradients stochatisques
(voir par exemple [60]), pour lequel cependant aucune preuve de convergence n’a été
donnée, hormis pour le cas L.

La quantification de la chaine de Markov nous donne d’une part une suite de
grilles, le poids des cellules de chaque grille, la matrice de transitions d’une grille
a l'autre ainsi qu'une estimation de l'erreur de quantification en norme LP. Il nous
semble donc intéressant d’appliquer la démarche pour les processus de diffusion au
cas spécifique des PDMP.

5.3 Spécificités des PDMP

Pour le cas des PDMP, il a été montré dans [42] que la fonction valeur du
probleme d’arrét optimal peut étre calculée en itérant un opérateur fonctionnel L,
défini dans la Section 6.1, relatif a la maximisation en temps continu et a la formule
de programmation dynamique en temps discret. Ainsi, pour approcher la fonction
valeur du probleme d’arrét optimal d'un PDMP {X(¢)}, une approche naturelle
serait de suivre la méme démarche que dans [3] et [4] et [63], en commencant par
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discrétiser le processus en temps. Cependant, leur méthode ne peut étre appliquée
directement a notre probleme pour deux raisons principales relatives a la spécificité

des PDMP.

Comme nous l'avons dit, les PDMP sont par nature discontinus a des temps
aléatoires. C’est pourquoi, comme le souligne U.S. Gugerli dans [42], il serait probléma-
tique de convertir le probleme original d’optimisation en un probléeme d’arrét optimal
associé a une discrétisation en temps de { X (¢)} avec des propriétés de convergence
satisfaisantes. En particulier, il semble inadapté de proposer comme dans [60] un
schéma de discrétisation en temps a pas fixe { X (kA)} du processus originel {X (t)}.
De plus, un autre probleme vient du semi-groupe des transitions { P; };er+ de { X (¢)}.
D’une part, on ne peut le calculer explicitement a partir des caractéristiques locales
(¢, A\, Q) du PDMP ([18] et [31]). En conséquence, il serait compliqué d’expliciter
le noyau markovien Py associé a la chaine de Markov {X(kA)}. D’autre part, la
chaine de Markov { X (kA)} n’est pas en général une chaine de Feller ([21, p 76-77]),
c’est pourquoi il serait difficile d’assurer qu’elle est K-Lipschitz ([3, Définition 1]).

La deuxieme différence fondamentale vient du fait que la fonction apparais-
sant dans la formule de programmation dynamique rétrograde associée a L (Equa-
tion (6.1.1)) et a la fonction gain ¢ n’est pas continue (fonction indicatrice) méme
si 'on pose des hypotheses fortes de régularité sur g. Ainsi, I’'approche développée
en [3], [4] et [63] doit étre affinée puisque elle ne concerne que des espérances condi-
tionnelles de fonctions Lipschitz.

Cependant, en utilisant la structure spécifique des PDMP, nous arrivons a sur-

monter ces deux difficultés, comme nous allons le voir dans la suite, sans pour autant
surmonter le probleme de dimension exposé dans le cas des diffusions. Pour cela, on
utilise {Ox} = {(Zk, Sk)} la chaine de Markov en temps discret sous-jacente ainsi
qu'une maximisation en temps continu pour expliciter 'opérateur principal L.
La démarche que nous allons appliquer consiste dans un premier temps a convertir
la maximisation en temps continu de 'opérateur L en une maximisation en temps
discret en utilisant un schéma de discrétisation en temps adapté aux trajectoires
du processus. Ceci nous permet d’approcher la fonction valeur par la solution d’une
équation de programmation dynamique rétrograde en temps discret induisant une
espérance conditionnelle de sa chaine de Markov {©;}. Alors une approximation
naturelle de ce probleme d’optimisation est obtenue en remplagant {©;} par son
approximation quantifiée.
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Chapitre 6

Calcul de la fonction valeur

Dans ce chapitre, nous donnerons en détails les résultats théoriques proposés par
U.S. Gugerli dans [42] sur les PAO,, et leurs applications dans le cas des PAO,,.
Puis, apres avoir posé les définitions, hypotheses et notations nécessaires pour la
suite, nous donnerons une interprétation probabiliste des opérateurs définis pas U.S.
Gugerli pour approcher la fonction valeur du PAQO,,. Grace aux propriétés lipschit-
ziennes de ces opérateurs, nous serons alors en mesure de donner une estimation de
I’erreur pour la fonction valeur.

6.1 Résultats de U.S. Gugerli

Pour résoudre le PAO,, défini par

W(ZE) = Ssup Emo [g(XT):|7
TEMoo

dans le cas des PDMP et contourner le probleme posé par leur construction par-
ticuliere (c’est-a-dire la continuité par morceaux), et donc tenir compte des sauts
aléatoires du processus, U.S. Gugerli, dans [42], propose de construire un opérateur,
noté L, satisfaisant les caractéristiques du PDMP et associé a la fonction gain g du
PAO,. L’itération successive de l'opérateur L détermine une suite croissante (wy,)
de fonctions dominant g. La fonction w,, au n-eme temps de saut est alors la fonction
valeur du PAQO,, et sa limite, fonction valeur pour le PAO,, est un point fixe pour
I'opérateur L. De plus, sous ces conditions, la fonction cotit est continue le long des
trajectoires, et la fonction valeur a la méme propriété. Nous donnons tout d’abord la
définition de I'opérateur L, avant de donner la construction itérative de la fonction
valeur pour le PAQO,,.

Définition de 'opérateur L  Soit F un espace métrique. On note B(E) I’ensemble
des fonctions réelles, bornées et mesurables de E. On rappelle que B(F) est la tribu
borélienne de F. Pour tout n € N, on rappelle que M,, est la famille de tous les
{Fi}-temps d’arrét dominés par 7,,. Pour tout n < p, on pose M,, , la famille de tous
les {F;}-temps d’arrét v satisfaisant 7,, < v < T,,. On note B¢ 'ensemble de toutes
les fonctions w définies sur E, bornées et mesurables, & valeurs réelles, et continues
le long des trajectoires jusqu’a I’horizon de temps de saut :
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Pour tout z € E, w(¢(z,-)) est continue sur [0,¢*(z)].

U.S. Gugerli construit donc l'opérateur L : B(E) x B — B¢ & partir des
opérateurs H : B(E) — B(E x RT), I : B(E) — B(E x R"), J: B(E) x B(E) —
B(E x RY) et K : B(E) — B(E) introduits dans [42, section 2] et de 1'horizon de

temps de saut s* défini pour tout x € E par t*(x) A inf{t > 0,e 2@ =0}

Hf(CL’, t) = ]1[0,5*(x)[(t)f(¢(x7 t))e_A(I’t) + ]l[s*(z)po[(t)f(gb(xv t*(l‘)))e_[\(x’t*(w)),

tAs* (x)
Tw(z,t) = / AQu(p(z, s))e M=) s,
0
J(w, f(x,t) = Tw(x,t)+ Hf(x,t),

5" ()
Kw(z) = /O AQu(d(z, $))e @) ds + Qu(d(x, t*(x)))e At @),
L(w,h)(m) = Sup J(w,h)(l‘,t> \/Kw(x) (611)

t>0

Remarque 6.1 L’opérateur K représente en fait la stratégie consistant a ne pas
s’arréter avant le prochain saut, c¢’est-a-dire qu’il est optimal de ne rien faire avant
le saut. L’opérateur J représente la stratégie de s’arréter avant le saut ou a l'instant
de saut t*. En prenant la borne sup de J, on choisit le meilleur temps d’arrét sur
[0,t*]. Ainsi, 'opérateur L représente la stratégie optimale entre ces deuz stratégies.

Construction itérative de la fonction valeur pour le PAO, U.S. Gugerli
montre alors (Théoreme 1) que pour une fonction gain g € B¢, la fonction valeur w;,
du PAQO,, peut étre construite récursivement par la procédure suivante sur I'opérateur
L : pour tout z € F, e > 0 et n € N*,

wn(x) = sup Eglg(X(7))]
TEMy

avec pour n € N

wo =49,
Wpt1 = L(wnug)

w = lim w,.
n—oo

et on a

De plus, ce résultat donne une construction d’'une famille des temps d’arrét e-
optimaux du PAO.
Dans notre cas, nous voulons calculer numériquement wy, que nous renommons vy.

6.2 Le probleme d’arrét optimal a horizon aléatoire
Nous allons utiliser une démarche similaire a celle proposée par U.S. Gugerli

pour la résolution numérique du probleme d’arrét optimal par les PDMP. En par-
ticulier, nous allons préciser les résultats de U.S. Gugerli, en donnant une autre
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interprétation des fonctions w,. A partir de maintenant, nous fixons N et nous re-
gardons le probleme d’arrét optimal a horizon le temps de saut Ty (PAOy). Nous
changeons la notation de U.S. Gugerli en récrivant (6.1.2) de fagon rétrograde :

{UN =g (: WO),

Uy = L(Upy1,9) (=wn_p) pourn < N —1.
Et nous voulons calculer numériquement v, (wx avec les notations de U.S. Gugerli).

Définition 6.1 On définit les variables aléatoires (V;)neqo,..N} par

Vn - Un(Zn)7
ou d’une facon équivalente
Vn = SU.(I; ) {E [Un+1(Zn+1)]l{Sn+1<U} + g<¢(Zna u))]l{sn-uzu}‘zn] }
u<t*(Zn
v E[Unﬂ(znﬂ)\zn]. (6.2.1)

Avec cette écriture, nous pouvons obtenir un résultat plus précis sur la construc-
tion de la fonction valeur. On sait que

v, = sup E[g(X(7))].
TEMN_n
Alors le théoreme suivant montre que la suite (Vn)ne{o,..., Ny correspond a une quasi
enveloppe de Snell associée au processus de gain {g(X (t))}, g+ Ol le temps d’horizon
est aléatoire et donné par les temps de saut (7},)neqo,.,n} du processus {X<t>}teR+ :

Théoréme 6.1 On consideére un entier n < N. Alors

Vi = sup By [g(X ()| Fr,].

I/EMmN

Preuve : Soit v € M,, n. D’apres la Proposition 1.3 et le Corollaire 1.2, il existe
U: Ex (Rt x E)"xQ — R tel que pour tout (29,7) € E x (R* x E)™ Papplication
U(z0,7): @ — Ry est un {]—}}tew—temps d’arrét satisfaisant v(zg,7) < Tn_n, et
v="T,+v(Zy,T,,0r,),0oul, = (Sl, Ziy.ooySh, Zn) et 0 est 'opérateur de décalage.
Pour (zg,7) € E x (RT x E)", on définit W: E x (Rt x E)" — R par

W(z0,7) = Ez, [9(X([@(20,7)] < sup  E., [9(X(7))]

TEMN _n

oU Y = (81,21, -+, Sn, Zn)-
Alors, par la propriété forte de Markov appliquée au processus { X (¢)}, on a

Bao [g(X W) F1,] = Bay [9(X (T, + (Zo, T, 01,)))| F ] = W(Zo, Tn).
Par conséquent, on a

Eoolg(X W) Fr,] = WI(Z, ) < sup Eg [g9(X(7))],

TEMN_n
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et ainsi on a

sup B [g(X(V))|Fr,] < sup Eg,[9(X(7))]. (6.2.2)

VEM N TEMN_n

Inversement, on considere 7 € My _,,. Il est facile de montrer que T, + 706y, €
M.

La propriété de Markov du processus {X (¢)} nous donne encore

Ez.[9(X ()] = By [9(X (T + 7 0 01,)) | Fr,] < sup  Eap[g(X ()| Fr,].

VEM, N
Alors nous obtenons
S ElXO)] < s Euly(XW)IF) (6.23)
En combinant (6.2.2) et (6.2.3), on a
sup Bz, [g(X(7))] = sup g lg(X ()| Fr,].

TEMN_n Z/E./\/ln,N

Enfin, comme v, (z) = sup, ey, E[g(X(7))], on a

Vo= sup Eg[¢(X(7))],

TEMN_p

ce qui montre le résultat. O
Nous allons maintenant poser les définitions et les hypotheses que nous utiliserons
par la suite.

6.3 Notations, définitions et hypotheses

Nous allons dans cette partie introduire les notations utilisées tout au long de ce
chapitre, et donner les définitions et les hypotheses nécessaires a notre démarche.

Avec les notations du Chapitre 1, on définit un PDMP par ses caractéristiques lo-
cales (¢, A, Q) et la chaine de Markov associée (©,,)nen = (Zn, Sn)nen, correspondant
aux positionnements apres sauts et au temps entre deux sauts.

Remarque 6.2 D’apres la Remarque (24.9) dans [21], nous pouvons occulter le
mode dans les notations, en l’intégrant a la variable euclidienne x, pour une écriture
plus stimple. C’est ce que nous ferons a partir de maintenant.

Notation 6.1 Pour tout (a,b) € R?, on a
a A'b=min(a,b) et a Vb= max(a,b).

On note L¢ I'ensemble des fonctions w définies sur E, bornées et mesurables, &
valeurs réelles et Lipschitz le long des trajectoires :
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1. il existe [w], € R tel que pour tout (z,y) € E% u € [0,t*(z) At*(y)], on a
|w((z, u)) — w(dly, u)| < [w], |z —yl,

2. il existe [w]z € R tel que pour tout z € E, et (t,s) € [0,t*(x)]?, on a
|w(e(z,t)) — w(g(x,s))] < [w],|t - s],

3. il existe [w]* € R* tel que pour tout (z,y) € E? on a

|w(e(z, t*(x))) —w(d(y. t* ()| < [w], ]z —yl.
Définition 6.2 Pour toute fonction f dans B°, on note Cy sa borne, définie par :

Cy = sup|f(z)|.
zelR

Définition 6.3 Pour toute fonction f Lipschitz dans B(E) ou B(E), on note [f] sa
constante de Lipschitz, définie par :
f@) = fy)
[ f} = sup Q
TAYEE lz —yl

Remarque 6.3 ¢ est un sous-ensemble de B¢ et toute fonction de IL¢ est Lipschitz
sur E avec [w} < [w}l.
Remarque 6.4 Pour alléger ’écriture, nous posons pour tout v € E, \Qu(r) =
Az)Qu(z).

Nous posons maintenant les hypotheéses nécessaires pour la suite, donnant la
régularité Lipschitz des caractéristiques locales du PDMP.

Hypothese 6.1 Lintensité de saut A est bornée et il existe [)\} S R* tel que pour
tout (z,) € B2, u € [0, £°(z) A t*(y)],
Hypothese 6.2 Le temps de sortie t* est borné et Lipschitz sur E.

Hypothese 6.3 Le noyau markovien QQ est Lipschitz dans le sens qu’il existe [Q] €
R* tel que pour toute fonction w € L€ les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. pour tout (x,y) € E?, u € [0,t*(x) At*(y)], on a
|Qu(p(z,u)) — Qu(d(y,u))| < [Q][w] |z —yl,
2. pour tout (z,y) € E?, on a
|Qu(p(z,t*(x))) — Qu(sly, t*(y))| < [Q] [w] |z —yl.
Hypothese 6.4 La fonction gain g associée au probleme d’arrét optimal appartient
a Le.

On suppose de plus que la distribution de X (0) est donnée par J,, pour un point
fixé Ty € E.
On considere alors le PAOy pour un entier fixé N :

sup B, [g(X(7))].

TEMN
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6.4 Interprétation probabiliste

La premiere étape de la méthode que nous proposons consiste a interpréter d’un
point de vue probabiliste 'opérateur L, pour en particulier faire apparaitre des
espérances conditionnelles.

Avec 'Hypothese 6.1, on peut simplifier I’écriture des opérateurs.

Lemme 6.1 Sous I’Hypothése 6.1, pour tout x dans E, l’horizon de temps de saut
s*(x) défini par t*(x) Ainf{t > 0, e @) =0} est égal au temps de sortie t*(x).

Preuve : D’apres ’hypothese 6.1, U'intensité de saut A est bornée.
On a alors A(x,t) < oo pour tout z,t, et donc e ™A@ > 0 pour tout ¢ < t*(x).
On a ainsi s*(x) = t*(z). O

Les opérateurs H, I, J, K et L se récrivent alors :

Hf(z,t) = f(d(z, t At (x)))e MA@

) = /OW ; AQu(o(x, s))e M) ds,
J(w, f)la,t) = Tw(z,t)+ Hf(x,1),

)

)

t*()

= / )\Qw(¢($7 8))e—A(z,s)d8 + Qw(d)(x, t*(w)))e—A(x,t*(x))’
0

— sup J(w, h)(z, 1) V Kw(z).

t>0

L’interprétation probabiliste de ces opérateurs en fonction de la chaine sous-jacente
(@”)n - ou 0, = (Zn, Sn), est le premier pas de notre démarche d’approximation
de la fonction valeur.

Proposition 6.1 Pour tout v € E, w € B(E), f € B(E), h€ B¢ ett >0, on a

Hf (vt E[f(qﬁ(ﬂf,t/\ (%)) Lisur12ene (0} | Zn = 9”]>

@) =
Iw(@,t) = Efw(Zun)Lis,ocnen|Z = 1],
Kw(z) = Elw(Zy1)|Z, =z,

L@ = swp {BlulZu) s, + (0 0) s,z % = o]

u<t*(z
VE [w(Zn+1)|Zn = x}

Preuve : Par définition, pour tout f € B(E), x € E et t > 0,
Hf(z,t) = f(p(z,tAt*(z)))e MA@,

En remarquant que

EAE(z) = {t sur [0, # ()] (6.4.1)

t*(z) sur [t*(z), 00,
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on a

Hf(z,t) = Lpe@it)f(o(z,t))e A@Y 4 ), oo[(t)f((b(:r:,t*(a:)))e*A(x’t*(I))
= Dper@nBe[f (02, 1)) Lisisny] + Lpimee@n B [f (82, 7(2))) L s,z ()]

Avec (6.4.1), on a

Hf(wt) = Eu[f(o(x,t A" (@) isistnr@p] + Ba[f (S, ¢ AT (2))) Lisimnr @]
E, [f( T, t N ()) )]1{51>t/\t*(m }
f(o(z, t At*(2)))P,(S) > t AtF(x))

— E[f( Oz, t A (2))) L5, 5tnt ()} | Zn —iL}

Par définition, pour tout w € B(E), x € E et t > 0,

tAL* (x)
Tw(z,t) = / AQu(p(x, 5))e M) ds
0

= /0 " squiote, 8))e I focone- @y ds
FAQu(d(x, t*(x)))e™ ™ VL e oy conte (-
Comme le second terme a droite de I'égalité est nul, on a
Tw(z,t) = E, [Qw(cb(:r, 51))1{51<w*<x>}} =E, [w(Zl)1{51<mt*<x>}
= Bw(Zu) s, con-@)] Zn = 2]
L’interprétation probabiliste des opérateurs K et L se déduit directement de leur

définition et des preuves précédentes. O

Ce résultat est un point clé de notre démarche. En effet, on constate que L
ne dépend du PDMP qu’a travers la chaine sous-jacente (0,,). La discrétisation en
temps n’est donc pas nécessaire puisque 1’'on a déja une chaine de Markov en temps
discret.

6.5 Approximation de la fonction valeur

Pour approcher la suite des fonctions valeurs (V},), nous procédons en deux
étapes. Premierement, la maximisation en temps continu de I'opérateur L est conver-
tie en une maximisation en temps discret en utilisant un schéma de discrétisation
dépendant de Z,,, c’est-a-dire de la trajectoire du PDMP, ce qui nous donne un
nouvel opérateur L?. Dans un deuxieéme temps, les espérances conditionnelles de la
chaine de Markov (©}) dans la définition de L? sont remplacées par les espérances
conditionnelles de 'approximation quantifiée (@k) définissant ainsi un opérateur L,

Nous allons tout d’abord définir les grilles de discrétisation en temps comme suit.

115



Définition 6.4 Soit z € E et A(z) €]0,t*(2)[. On définit n(z) = [28} — 1, ou [z]
est la partie entiére de x. L’ensemble des points (t;)ico,..n(=)y tel que t; = iA(z) est
noté G(z).

G(z) est la grille associée a Uintervalle de temps [0,t*(z)].

Remarque 6.5 Il est important de noter que, pour tout z € E, non seulement
t*(2) ¢ G(z), mais encore maxG(z) = ty) < t*(2) — A(z). Cette propriété est
cruciale pour la suite.

Définition 6.5 Soit w € B(E) et z € E,

LY (w,g)(z) = max {E[w(Zl)ll{sKs}+g(¢(y,U))1{slzu}|Zozz]}

VE |:U)<Zl)|Zg = z]

Venons-en maintenant a la quantification de (6,,). L’algorithme de quantification
nous fournit une grille finie I'® C E x R, & chaque temps 0 < n < N ainsi que des
poids pour chaque point de la grille (on pourra se reporter par exemple a [3, 60, 63]).
Soit p > 1 tel que ©,, ait des moments finis au moins jusqu’a 'ordre p, et p, la
projection du plus proche voisin de E x Ry sur I'© (pour la distance en norme p,
s’il existe plusieurs proches voisins a méme distance, on retient celui de plus petit
indice). Alors la quantification de ©,, est définie par

Nous noterons I'? la projection de I'© sur E et I'Y la projection de I'9 sur R™.

En pratique, on calcule d’abord les grilles de quantification et les poids, et ensuite
la grille adaptée discrétisée en temps G(z) pour chaque z € I'Z, pour tout 0 < n <
N — 1. Alors, il y a seulement un nombre fini de grilles a calculer, et tout comme les
grilles de quantification, elles peuvent étre calculées a ’avance et stockées dans une
bibliotheque.

En utilisant ce qui précede ainsi que la caractérisation des opérateurs donnée par
la Proposition 6.1, on en déduit la définition des opérateurs discrétisés.

Définition 6.6 Pour k€ {1,..., N}, w e B(I'?), z€ 7 |, et s € RF

~

Jr(w, g) (2, s)

~

E[w(Z) 15,0y + 9(6(2 )1 (5,59 Zer = 2],

Ri(w)(z) = E[w(fk)}@_lzz},
Liw.g)(:) = max {Ji(w.0)(z5)} v Ki(w)(z).

Notons que C:)n est une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs, et
donc que les espérances précédentes sont des sommes finies, la probabilité de chaque
atome étant donnée par son poids sur la grille de quantification.

Nous pouvons maintenant donner la construction complete de la suite approchant

(Vo).
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Définition 6.7 On considére vy (z) = g(2) ou z € T'% et pour k € {1,...,N}, on
pose

~

Ue1(2) = Li(Wk, 9)(2), (6.5.1)
otz €7,
Définition 6.8 L’approximation de V) est donnée par
Vie = U(Zp), (6.5.2)

pour k € {0,...,N}.

6.6 Résultats intermédiaires

Afin d’obtenir une borne de 'erreur commise en approchant la fonction valeur,
nous étudions ici les propriétés lipschitziennes des opérateurs J et K, ainsi que de
la suite des fonctions valeurs.

6.6.1 Propriétés lipschitziennes de J et K

Dans cette partie, nous allons établir des propriétés lipschitz de J et K en temps
et en espace.

Lemme 6.2 Soit h € L°. Alors, pour tout (z,y) € E? et (t,u) € R%, on a
‘h((b(x, AL () e MENTE) — b Gy, u A (y) e AT W) ‘
< Di(h)|z — y| + Da(h)|t — ul,

o
- sit <t*(x) et u <t (y),

Dy (h) = [h], + ChCi[A] Dy (h) = [h], + ChCi,

y
S sit=t(x) et u=1t*(y),
Dy(h) = [h], + ChCi [A], + GG [t], Da(h) =0,
~ sinon,
Dy(h) = [B], + ChCi [], + [B],[t] + ChCA[E], Da(h) = [], + CuCh.
Preuve : On note A la différence :

A= |h(p(z,t AtH(x))) e 2@INT@) b (b(y,u At (y))) e MEunt @)
ICERINAC)) (v.u At (1))
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Supposons ici que t < t*(z) et u < t*(z). Alors

A = ‘h((;ﬁ(x, t))e—A(m,t) _ h((b(y, u))efA(y,u)

h((, 1)) e @D — h(g(z, u))e 20| + |h(p(z, u))e W — h(g(y, u))e o

N J/ N J/
—~ —~

(1) (2)

Alors, pour le premier terme a droite de 'inégalité, nous avons :

(1)

IN

(h(cb(ax £))e M=) — h(p(, t))e Mo

+ ‘h(gb(x, u))e—A(x,t) . h(gb(:l?, u))e—A(x,u)
P(6(w,0)) = h(o, w)| + [(6(w,w) |2t = omdle)

—A(z,t)

IN

g

Comme A > 0, ‘e*A(z’t)‘ < 1. De plus, h o ¢ est Lipschitz par rapport a sa deuxieme

variable, de constante de Lipschitz [h}z et bornée de constante Cy, et t — e A0t

est Lipschitz, de constante de Lipschitz C). Donc
(1) < ([h}2 + ChCA) It — .
De la méme facon, pour le deuxiéme terme, nous avons

(2) < ‘e—A(x,u)

h(6(z,u)) = h(6(, )| + [A(6(y, w) [ — A0,

On a h o ¢ Lipschitz par rapport a sa premiere variable, de constante de Lipschitz
[h} .- De plus, x — e* est Lipschitz de constante 1 sur R™. Donc

efA(:r,u) . efA(y,u)

S ‘A(x,u)—/\(y,u)
< [)‘}1015*

x —yl.

On a donc

@) < ([A], + Cu [N, Cv)

T — y‘>
ce qui prouve le résultat pour le premier cas.

Pour le deuxieme et le troisieme cas, en appliquant le méme principe de décomposi-
tion que précédemment, et en utilisant les Hypotheses 6.1, 6.2 de la Section 6.3 et
le fait que h € IL¢, nous avons le résultat voulu. O

Lemme 6.3 Soit w € B(E). Alors, pour tout x € E, (t,u) € RZ, on a

J(w, g)(z,t) — J(w, g)(z, u))) < (CuCr + [g], + CyC) [t — ul.
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Preuve : Par définition de J, nous avons

uNt* (z)
/ AQu(p(z, s))e M@ ds
¢

At* ()

J(w.g) () = J(w.g)(w.u)) | <

+ g0t At (@) O — gloe,u A (@))e e,

Avec le Lemme 6.2, en prenant h = g, on a pour le deuxiéme terme a droite de
I'inégalité :
]g(cb(rc, tA L (2)))e MENT@) g ha,u A (x)))e MEunr @)
< ([9}2 + Cgc/\)‘t — ul.

Pour le premier terme, en utilisant les Hypotheses 6.1-6.3 de la Section 6.3, nous
avons assez facilement que

uNt*(x)
/ AQu(p(z, 5))e 2@ ds| < C\Cly|t — ul,
t

At (z)

d’ou le résultat. O

Lemme 6.4 Soit w € L¢. Alors, pour tout (z,y) € E* t € RT,
ot
E1 = C,\ [t*} + Ct* [/\} 1(]. + CﬁCA),

E, = CnCy[Q],
Es = [g], + [g],[t"] + Co{Cr- [A], + 5[]}

Preuve : Par définition, nous avons
[T, g)w,t) = T (w,9)(y,1)|

tAt* () tAL* (y)
< / AQu((, 5))e™"*)ds — / AQu(6(y. s))e ) ds
0 0

(@, A (@)))e D) — gy, £ A ¢ (y)))e )],

Sans perte de généralité, on peut supposer que t*(z) < t*(y). On a donc
[T, 9)(w,t) = T (w,9) (1))

tAL* (x)
< / IAQu(g(x,8))e ) — AQu(¢(y, s))e ¥|ds (6.6.1)
0

tAL* (x)
+ / AQu(@(y, s))e @] ds (662)

A (y)

+ g0, A (@) M@ gy, A1 (y)))e M0N0

. (6.6.3)
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Du Lemme 6.2 avec h = g, on a pour le terme (6.6.3),
©663) < ([g], +CoC [N, + [9],[1°] + CiCa ] ) b — o
< Eslz -yl
Pour le terme (6.6.2), comme [t At*(z) —t At (y)| <
(6.6.2) < CA\Cult At*(z) —t At (y)]
CACot* () — (1))
C)\C'w [t*} ’95 - y’
Enfin, pour le terme (6.6.1), on utilise le Lemme 6.2 avec h = A\Quw :
(6.6.1) < Cp <[)\Qw]l + ChrquCir [A] 1) lx — y|.

Assez facilement, on a

<
<

Qul, = G [Q][u], + Cu ],
et
Crguw = C\Cy.

Donc

6.6.1) < Cr(C[Q1[w], + CulA], + CxCuCre [, )12 = yl.
En réarrangeant les termes, on a le résultat attendu.
Lemme 6.5 Soit w € L¢. Alors, pour tout (z,y) € E?,

[Ku(z) - Kufy)| < (CoBi+ [w], B + [u], [Q])}x vl
ol By = 20\[t*] + Cp- [A], (2 + Ci-C)).
Preuve : Par définition, on a

‘Kw(x) - Kw(y)’

<

t*(z) —t*(y)|, nous obtenons

£ (@) t*(y)
/ AQu(¢(x, s))e” ) ds — / AQu((y, s))e ¥ ds
0 0

+ |Qui@(e, t (@) ) — Quig(y, t(y)))e ).

Sans perte de généralité, on suppose comme dans la preuve du Lemme 6.4 que

t*(z) < t*(y). On a donc de la méme fagon

Ku(x) = Ku(y)|

t*(2)
< [ Qulotes)e = = 2Quio(y. s)e 0 |ds
0

t*(x)
+ / IAQu((y, 5))e@|ds
t*(y)

+ )Qw(qﬁ(ar, £ (@)))e M) — Qu(g(y, t* (y)))e M WD),
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On a déja calculé les deux premiers termes a droite de l'inégalité dans la preuve
du Lemme 6.4. Pour (6.6.4), on utilise le Lemme 6.2 en posant h = Qw. Comme
[Qw}* = [Q} [w}* et Cgy = Cy, on a le résultat souhaité. a

6.6.2 Propriétés lipschitziennes des fonctions valeurs

Dans cette partie, nous allons étudier la continuité lipschitzienne de la suite des
fonctions valeurs (v,). Nous prouvons que sous certaines conditions, v, appartient
a IL¢ pour tout 0 < n < N. Nous allons de plus calculer la constante de Lipschitz
de v, sur E, plus précise dans certains cas que [vn} comme on le verra dans la
Remarque 6.6.

1’

Nous commencons par donner des résultats plus détaillés sur 'opérateur J.

Lemme 6.6 Soit w € L°. Alors pour tout v € E et (s,t) € R2,

sup J(w, g)(z,u) — sup J(w,g)(x,u)) < (C’wC,\ + [gb + CgCA)|t —s|.

u>t u>s

Preuve : Sans perte de généralité, on peut supposer que t < s.
Alors on a

sup J(w, g)(x,u) — sup J(w, g)(z, u)‘

u>t u>s

= sup J(w, g)(z,u) — sup J(w, g)(z,u). (6.6.5)

u>t u>s

Or il existe t € [t A t*(z),t*(z)] tel que sup J(w, g)(x,u) = J(w,g)(x,t). Ainsi, si

u>t

sup J(w, g)(z,u) —sup J(w, g)(x,u)| = 0.

u>t u>s
Et sit € [t At*(z), s[, alors

t> s, ona

sup J (w, ) (z, u) — sup J (w, 9)(z, u) < J(w, g)(x, 1) — J(w, g)(z, 5).

u>t u>s

Du Lemme 6.3, on obtient 1'inégalité suivante :

sup J(w, g)(z, u) — sup J(w, g)(z,u) < (C,Ch + [9]2 + CyCh) |t —s|.  (6.6.6)

u>t u>s

Des équations (6.6.5) et (6.6.6), et comme |t — s| < |t — s| on a le résultat souhaité.
O

D’une fagon similaire, nous avons le résultat suivant :

Lemme 6.7 Soit w € IL¢. Alors pour tout (z,y) € E?,

sup J(w,g)(x,t) — sup J(w,g)(y,t)‘ < (CwBs + [w], By + Eg) |z —y,
t<t*(x) t<t*(y)

ot B = Ey + Cy[t*] et Eg = B3+ ([g], + C,Ch) [t'].
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Preuve : Sans perte de généralité, on suppose t*(z) < t*(y). Deux cas se présentent.

L. Soitil existe t, € [tAt*(z), " ()] tel que sup,<y«(,) J (w, g)(z,t) = J(w, g)(w, t2).
Comme supy<-(, J(w, 9)(y,t) = J(w, g)(y,t) pour tout ¢, on a :

sup J(w, g)(w,t) = sup J(w, )y, )] < |J(w, g)(w ) = J(w, 9) (5, 1)
t<t*(x) t<t*(y)

En particulier,

sup J(w,g)(w,t) — sup J(w,q)(y.1)| < |I(w,g)(@t) = J(w, )y, L)
t<t*(z) t<t*(y)

Par le Lemme 6.4, on a alors le résultat.

2. Soit on suppose que la borne sup est atteinte sur [t*(x),t*(y)]. Il existe alors
ty € [t*(l’),t*(y)] tel QU SUDy () <t<t*(y) J(wag)(yat) = J(w,g)(x, ty) Et on a

sup J<wvg)(l‘7t) - sup J(wvg)(yat) Z J(wag)($at*($)) - J(w7g)(yaty)
t<t*(z) t*(x) <t<t*(y)
Donc

sup J(w,g)(x,t) - sup J(’lﬂ,g)(y,t)
t<t*(zx) t* (@) <t<t*(y)

> —|J(w, g)(w,t*(@)) = Tw, )y, #"(@))| = | T(w, 9) (5. () = T (w, ) (y.)

Avec les Lemmes 6.3 et 6.4, on a

sup J(w,g)(x,t)—  sup  J(w,g)(y,t) > —(CoBr + [w] Bz + Es) |z —y|
t<t* () t* (z) <t<t*(y)

_(CwCA + [9]2 + 090/\) t*(z) — ty|~

De plus, [t*(z) — t,| < [t*(z) — t*(y)| < [t.]|z — y|- Donc, en réarrangeant et
en regroupant les constantes,

sup J(w,g)(x,t)—  sup  J(w,g)(y,t) > —(CuBs + [w], Es + Eg) |z —yl,
t<t* (x) t*(z) <t<t*(y)

et comme avec le Lemme 6.4 on a aussi

sup J(w,g)(x,t) — sup  J(w,g)(y,t) < J(w,g)(x,t.) = J(w,9)(y,t)
t<t*(z) t* () <t<t*(y)

< (CwE5 + [U}] 1E2 + Eﬁ) |£L' — y|,

On a le résultat voulu.

a
Nous pouvons maintenant établir les résultats pour (v,). Par définition, on a
pour tout 0 <n < N que (v,) est bornée, avec C,,, = C\.
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Proposition 6.2 Pour tout 0 <n < N, v, € L%, C,,, = C, et v, =supE[g(X)],

0]y € O Qoo+ Gy + O+ O, ], (1 4+ Ch00)
e { (g, + () v (. [0} 667
OO {Cgc,\ (4 + C)\Ct*) + [g]2}, (668)

[on], + [a], [#].
o] < [onn] ot CoBut { BV ([vnsa] [Q]) }.

I~
|:_|
(V]

N

<
|3_|
*

IN

oit B = [g], +2[¢)([g), + C,C).
Preuve : D'une facon évidente, on a vy = g € LL°.

Supposons que v, 1 appartienne a IL¢. Alors, en utilisant la propriété de semi-groupe
du flot ¢, on peut montrer que pour tout = € E, t € [0,t*(x)], on a ([42, Eq. (8)])

Vn(d(z, 1)) = eA(m’t){ (sup J(vnt1, 9)(x,0) V Kvpi1(x)) — Tvn4a (2, t)} (6.6.9)

u>t

On remarque que pour z € E, t € RT, on a

sup J(Vnt1, 9) (2, u) V Kvp () < sup J(vpi1, 9)(x,u) V Kvgii(x) = v ().
u>t u
(6.6.10)

Soit (x,y) € E? et t € [0,¢*(x) A t*(y)]. On montre facilement que

‘&wﬂ_eMW) z -y, (6.6.11)

S GC,\Ct* [)\] 1Ct*
)[vnﬂ(:v, t) — Tvp(y, t)‘ < (Cvn+1E1 + [Un+1] 1E2) lz —yl. (6.6.12)
En effet, pour la premiere inégalité, on a pour x > 0

’ A _ A

< max e* ’Aw,t —A ,t‘.
U, A0 = A1)

Or A(z,t) < C\Cy donc max(a () Ay, € < eNCr d’ou le résultat.

La deuxieme inégalité se trouve en utilisant le Lemme 6.4.

Les équations (6.6.9)-(6.6.12) nous donnent

0a(6(2,8)) = va(@(y. )| < | 5D T Vi1, 9)(w,0) V Ko (@) = Tvnsa (@)}

u>t

= A0 L sup J(041, 0)(y 0) V Ko (9) = Tonsa (9,1) (6.6.13)

u>t
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En intercalant des termes, on a

0a(6(.1)) = vn(6(y.1)| < [ { sup I (V1. 9) (2 0) V Ko (&) = Lo (1)}

u>t
= MO0 sup I (41, 0) . 0) V Kty () — (2,0} (6.6.14)
u>t
+ ‘eA(y’t){ sup J(Vn 1, 9) (2, w) V Ko () = Tonga (2, t)}‘
u>t
- eA(y,t){ sSup J(Un—i-la g) <y7 U) \ Kvn+1(y) - ]vn+1(xy, t) } ‘ : (6615)
u>t

Pour la premiere différence a droite de I'inégalité, on a

(6.6.14) < €% [A],Cp

sup J(vpy1, 9)(x,u) V Kv,q(2) — Tvgyq(x, t)‘

u>t
< eOrCer [A]lct*{|vn(x)‘ + |Ivn+1(x7t)‘}‘x —yl.

Pour la deuxieme différence, on a

(6.6.15) SeA(y’t){ sup ’J(vnﬂ, g)(x,u) — J(Un—i-lag)(y?u)’ Vv ’Kvn—l-l(x) - KUn+1(y)‘}

u>t
+ eAwt) (Copr B =+ [ns1] B2 |2 — yl.
On a ainsi
0a(6(2,1)) = 069, 0))| < {[vn(@)] + [Fonsa (. )] e ], G

+ eA(y’t){ sup

u>t

z —y|

I 9w, 0) = S (0r11,9) (00| V [ K1 (@) = Ko ()]}

+ A <Cvn+1E1 + [Un—&-l} 1E2> |z —yl. (6.6.16)
Pour z € E, t € [0,t*(z)] et n € N, on note que

eMot) < eONCer |[vn+1(a:,t)’ < C\C

Un+1

Ci, et | (x)] < Cy. (6.6.17)

Alors, nous obtenons l'inégalité (6.6.7) en utilisant les équations (6.6.16), (6.6.17),
les Lemmes 6.4, 6.6, et le fait que C,Ey + E3 = CyEy + [g}l + [9]2 [t*}

Maintenant, posons = € E et t, s € [0,t*(x)]. D'une facon similaire, on a

A _ Ao < eNC Oy |t — s, (6.6.18)

’[vnﬂ(:v,t) ~ o (z, s)( < Gy, |t — 5. (6.6.19)
En combinant les équations (6.6.9), (6.6.10), (6.6.18) et (6.6.19), on a

0a((,1) = va((a, )| < { [0u@)] + [Tva ()] P Crle =

FRENCE) {

sup J(Vns1, 9)(z,u) — sup J(Vn+1, 9)(, u)‘ + C\C,y, |t — 3\}
u>t U
(6.6.20)
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Pour finir, I'inégalité (6.6.8) vient des équations (6.6.17), (6.6.20) et du Lemme 6.5.
On a par définition pour tout w € LL°,
w(o(z, () —wlely W))] < [w],[t]le -yl + [w], |z —yl.

Donc on a [wL < [wL + [w]Q[t*}. En l'appliquant a v,, on a [vn}* < [vn}
[on],[7]-

Pour la derniére inégalité, posons (x,y) € E’. Par définition,

LT

‘Un(x) _Un(y)’
<

S (0n41,9)(0) = S T(oni,9) ()| V[ Kenea(@) = Kvnia ()]

u<t*(z) u<t*(y)

Par les Lemmes 6.7 et 6.5, on a

}Un(x) - Un(?J)‘
< (CoBs+ fonea] Bt B ) o =]V (CoBa o [onaa] B o+ [ena] Q] ) b =,

et nous pouvons conclure en utilisant le fait que Fy = F5 4+ Cp- [/\}1 et en posant

Er = [g], +2[t*] ([9], + CoC)- 0

Remarque 6.6 On peut remarquer que [vn] est plus précise que [vn]l. Si, en plus
de nos hypotheses, le flot ¢ est Lipschitz pour toutes ses variables, alors on a [vn} <

i
[vn} [gzﬁL pour i € {1,2,%}, ce qui devrait nous donner une meilleure constante,
comme nous le verrons dans l'exemple détaillé dans la Section 7.2.

6.7 Estimation de ’erreur pour la fonction valeur

Nous pouvons maintenant établir notre résultat principal, c’est-a-dire la conver-
gence de notre schéma d’approximation et la détermination d'une borne supérieure
pour la vitesse de convergence.

Théoréme 6.2 Soit n € {0,...,N — 1}, et supposons que les A(z), pour z € T'Z,
sont choisis tels que

min{A(2)} > (C) B[N Zn = Zallp + 21 Sns1 = Snallp)

z€l'z

Alors, Uerreur de discrétisation pour V,, est bornée par :

WV =Vally < [[Vasr = Vil + @l A2y + BullZo = Zallp + 2[vnsa] [ Znsa = Zusally
{20 = Zally + 5B Z0 = Zally + 2001 = Suialy)
V{ (o] [QU1Z0 = Zully .

ol a0 = [g]2 +2C,Cy, B, = [vn} + [UHHLEQ + Cyly, v = 2[9]1 + [Q}Q[t*]y o =
4C,(C\)V2, et Ey et E, définis dans la Section 6.6.
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On rappelle que Viy = g(Zy) et Vy = g(Zy). Alors ||VN—‘7N||p S [Q]HZ\N—ZNHP.

Alors |Vy — ‘70| peut étre rendu arbitrairement petit par un choix adéquat des pa-
rametres de discrétisation. Nous pouvons également remarquer que la racine carrée
dans la derniere somme de 'erreur est le prix a payer pour I'intégration de fonctions
non-continues, c¢’est-a-dire les fonctions indicatrices intervenant dans la définition de
I'opérateur J.

Pour prouver le Théoreme 6.2, on décompose la différence ||V,, — V||, en quatre
termes :

4
Vo =Vall, < Y =
=1

=0 = fon(Za) = en(Zo)ly

% = (L1, 9)(Zn) = L0ni1,9) (Za)

= = | Lvns1,9)(Z o AnH(vnH, ><2>||
Zi o= L8 i1, 0)(Za) = L4y (Basr, ) (Zo) |-

6.7.1 Premier terme

Le premier terme est assez simple a majorer grace a la Proposition 6.2.

Lemme 6.8 Une borne supérieure pour = est

[0n(Zn) = vn(Zn)llp < [on]l[Z0 = Znllp-

6.7.2 Deuxiéme terme

Dans cette partie, nous allons étudier I'erreur commise quand on remplace la
borne supérieure de L sur tous les temps plus petits ou égaux a t*(z) par le maximum
de L sur la grille finie G(z).

Lemme 6.9 Soit w € L. Alors pour tout z € E,
| sup J(w,g)(z,t) — méx(x J(w, 9)(z, )] < (CuCh + [9]2 + CyCh) A(2).

t<t*(2)

Preuve : Clairement, il existe ¢ € [0, *(2)] tel que

sup J(w,g)(z,t) = J(w, g)(z,1),

t<t*(2)
et il existe 0 < i < n(z) tel que t € [t;,1;41] (avec ty(»41 = t*(2)). Par conséquent,

le Lemme 6.3 nous donne

0 < sup J(w,g)(=t) — max J(w,g)(z5) < J(w,g)(=7) — J(w, g)(z )
t<t*(z) s€G(2)

(CuCir+ [g], + CoCi) [T — ti
(CwC’A + [9}2 + C'gC,\) tiv1 — ti,
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ce qui prouve le résultat. O
Ainsi, en revenant sur le second terme, nous obtenons la borne suivante :
Lemme 6.10 Une borne supérieure pour Zy est

1L i1, 9)(Zn) = L0, 9)(Zu)lly < ([9], +2C,Ca)1A(Z0) -

Preuve : Par définition, on a

L(Un—I—la g)(Z\n) = sup J('Un—I—ly g)(z\nv t) \ Kvn+1<2\n)

t<t*(Zn)
et
Ld(vnH, 9)(Zn) = max J(Vny1,9)(Zn,s)V Ky, (Z,).
s€G(Zn)
D’ou

IZ(vns1, 9)(Zn) = L (011, 9)(Za)lly

SH sup  J(vp41,9)(Zn, 1) — max J(Un+lag)(Zn7S)Hp-
t<t*(Zn) s€G(Zn)

Et donc, d’apres le Lemme 6.9, on a

1L (01, 9)(Zn) = L (Wns1, 9) (Zn)llp
S (Cvn+1c)\ + |:g:|2 + CgCA) ||A<Zn)HP

Et comme C,,,, = C, (Proposition 6.2), on a bien le résultat. a

Un+1

6.7.3 Troisieme terme

Nous arrivons ici a la partie cruciale de notre démonstration : nous avons besoin
de comparer des espérances conditionnelles relatives a la vraie chaine de Markov
(Z,,Sy) et celles relatives a 'approximation quantifiée (Z,, S,) de la chaine de Mar-
kov. La principale difficulté vient du fait que certaines fonctions utilisées dans le
calcul des espérances sont des fonctions indicatrices et donc en particulier ne sont
pas Lipschitz. Nous parvenons cependant a surmonter cette difficulté en prouvant que
I’événement pour lequel il y a discontinuité a une probabilité suffisamment faible :
c’est le but des deux lemmes suivants.

Lemme 6.11 Pour tout n € {0,..., N} et 0 <n < min{A(z)},
zel'Z

[t*]HZn _ Zn”p.

i :

t*(Zn)<t*(2n)*17Hp <
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Preuve : En appliquant I'inégalité de Chebychev, on a

B[y 2y ] = P(£(Z0) <t°(Z0) =)
)) < P12

<
= e

< P(t*(zn)—t*(in)\ > :

ce qui montre le résultat. O

Lemme 6.12 Pour tout n € {0, .. — 1} et 0 <n < min{A(2)},
zelZ

~ 2 -~
max E[[ls, <y — Lz, <ol Zn] = 5||Sn+1 — Sntllp + Con

s€G(Zn )
2[t*] ||Zn - Z\n”p‘
n

Preuve : Posons 0 < 7 < mirzl{A(z)}. On remarque que la différence des fonctions
zel'¥

indicatrices est non nulle si et seulement si S, et §n+1 sont de part et d’autre de
s. Alors, si on note D, = |]1{Sn+1<s} — ]1{§n+1<8}}, on a

|Do| = [Dilys, 5,052y T Dolys,—gi<ny [L0sun—si<py + Lsea-si>p] |

1Ds| = [Lisicsy — Lz, 1< < Lsun-Sunt>3y + Lusia-al<gy-
Nous avons ainsi
H encl;z(li)E“]l{SnHQ} 1{§n+1<5}”2"] HP

|| {|Snt+1— Sn+1|>n}H _'_H GHGI?;()]E[]l{s_n<5n+1§5+g}|2n]Hp' (671)

D’une part, I'inégalité de Chebychev nous donne

22| g1 — n+1H§

H]l{|sn+1—§n+1|>g}Hz =P(|Sh11 — n+1| > 2) < " . (6.7.2)

D’autre part, comme s € G(Z\n) et par définition de 1, on a s + 7 < t*(Z\n), (Re-
marque 6.5). Alors on a
Z|

Zn:| +E []l{t*(Zn)gs+%}

E[H{S—%Ssmﬂéﬁg}‘z‘} - B [E []1{5_3§5n+155+g}’2"]

< g / " 6B )

Z|




En combinant les Equations (6.7.1)-(6.7.3) et en utilisant le Lemme 6.11, on a le
résultat. O

Nous revenons maintenant aux conséquences qu’entraine le changement de la
chaine de Markov (Z,, S,,) par son approximation quantifiée (Zn7 S, ) dans les espéran-
ces conditionnelles.

Lemme 6.13 Soit w € ¢, alors on a
E[w(Zni)|Z0 = 2] ~ E[w(Zus1)| 2]
< (CuBs+ [u], o+ [u], [QE(Za— Zul | 2] + [w]E[|Zuss — Zoa| 2.
Preuve : Tout d’abord, notons que

E[w(Zni1)|Zn = Z0) — E[w(Z11)|Z0] = E[w(Z0i1)| 20 :AZL} —E[w(Zn11)|Z0)

+E[w(Zni1)| Z0) — E[w(Zn11)| Z0).

D’une part, d’apres la Remarque 6.3, on a
S [w}EUZn-H - Z\n+1||2n] .

D’autre part, on se rappelle que par construction du processus quantifié, on a
(Zn, Sn) = pn(Zn, Sn). Alors nous avons la propriété suivante : 0{Z,} C 0{Z,, S,}.
En utilisant la structure particuliere du PDMP {X(¢)}, on a ¢{Z,,S,} C Fr,.
Maintenant, en utilisant la propriété de Markov du processus {X (¢)}, il suit

E[0(Zuin)|Z0] — E[u(Zui)| 2]

E[w(Zn41)|Z0] = E[E[w(znﬂ)\]-}n} 2] :E{szmnzn] 2}
L’Equation (6.1) nous donne
E[w(Zn1)|Z0 = Zn) = E[w(Z011)| Z]
= E[E[w(Zu1)|Z0 = Za] — E[w(Zns1)| 2] | 2]
- E[Kw@n) ~ Kw(Zy,) En]
En utilisant le Lemme 6.5, on a le résultat. O

Maintenant, en combinant les lemmes précédents, on en déduit le troisieme terme
de l'erreur.

Lemme 6.14 Pour tout 0 <n < mig{A(z)}, une borne supérieure pour Zg est

HLd(UnH,Q)(Zn) - zi—i—l (Vnt1, 9 ||
< [Unﬂ} || An+1 - n+1||p (CQE4 + [UnHLEZ) HZ% - Zn”p

+ {(2[9}1 + [g]g[t*})HZn - Zn”p + 209(@H2n - Zn”p

O+ 2||Sn+1 ; §n+1||p>} Vi {[Un+1]*[Q] HZ\n — Zn”p}.
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Preuve : Pour simplifier les notations, posons
\I/(l‘, Y, t) = Un+1 (y)]l{t<s} + g(¢(xa t)) ]l{tZs}'

De la définition de L? et Zg 41, on obtient

|01, 9)(Z) =i 1 (011, 9)(Z)|

S Hé?%{) ]E[\II(Zn) Zn-‘,—la S’rz—l—l)lZn = Z\n} - ]E[\I/(/Z\nu Z\n—l—h §n+1)’2’n}
se n
VAE[vni1(Zoi)|Zn = Z0) = E[vni1(Zni1)| Z0) |- (6.7.4)

D’une part, en utilisant le Lemme 6.13 et le fait que v,1 est dans L¢ (Proposi-
tion 6.2), on obtient

~ ~ ~

‘E[Un+1(Zn+l)|Zn = Zn} - E[Un-ﬁ-l(Zn—&—l)‘Zn}

S [Un—l—l}EUZn—s—l - /Z\n-l-l ‘ /Z\n]
+(CyBy + [vpsn]  Bo + [var] [Q))E[|Z0 — Z,| | Z.].  (6.7.5)

D’autre part, des arguments similaires a ceux de la preuve du Lemme 6.13 nous
donnent

= E[E[\P(Zn,zn+1, n+1 ‘ = 4n E[ Zn,Zn+17Sn+1)|Zn:Zn}
} E [\Ij(Zna Zn+1a §n+1)

Z|

E[qj(Zn7Zn+laSn+1)‘Z Z\ ] [\Il( ny n+17 n+1 ’Z }
%0 = 2] -
)|Z Z,] (6.7.6)

+E [\Ij<Zn7 Zn+1a n+1
= T+ 7.

Pour la seconde différence a droite de 1’équation (6.7.6), notée Y5, on a

|T2|<E[| (Zns Znits Su1) = W(Zns Znsr, S| 2]
E[[vn41(Znt1) s, 1 <st — Un+1(2n+1)1{§n+1<s}|
(¢ Zy, 5n+1))]1{sn+1>s} 9(0(Zn: Sni1)) 15,19 Z0]
Uvn+1 n+1>_vn+1( n+1 HZ}
[|Un+1 n+1)‘|]l{5n+1<s} ]l{sn+1<s}||2n]
+E[9(6(Zn, Sus1)) = 9(6(Zn, $11)) | Z1]
+E[19(6(Zns Su)) 1L (501151 — 1{§n+128}|}2n]-
(6.7.7)

On a ainsi

To| < [vaa]E [|Zn+1— n+1|’Z} [] [Z —ZnHZ\n]
+209E“]1{Sn+1<8} {Sn+1<5}” } (678)
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Regardons maintenant la premiere différence de 1’équation (6.7.6), notée Y. Nous
rencontrons une autre difficulté ici. En effet, nous savons par construction que s <
t*(Z,), mais nous ne savons rien sur les positions relatives de s et t*(Z,). Pour
I'événement s < t*(Z,), nous reconnaissons 'opérateur J dans les espérances. Pour
I'événement oppposé, s > t*(Z,,), nous pouvons grossierement borner ¥ par C,, ,, +
Cy = 2C,. Alors, nous obtenons

‘Tl, < E[‘J(Un-i-la g)(2n7 S) - J(Un—i-la g)<Zn> S)‘]l{sgt*(
+ 20,E[Lie(z2)<)| Zn].

Le Lemme 6.4 nous donne une borne supérieure pour le premier terme. Comme pour
le calcul de la fonction indicatrice, par définition de G(Z,,) et notre choix de 7, nous
avons s < t*(Zn) n. Alors on a

|T1’ < (CgEl + [UHH] 1E2 + E3)E[|ZL - Zn| ‘Zn] + QCgE []l{t*(Zn)<t*(2n)—n}|Z\"]'

(6.7.9)

Maintenant, en combinant (6.7.4), (6.7.5), (6.7.8) et (6.7.9), et le fait que Cy B4+ Es3 =
CoEy + [g} t+ [9}2 [t*}, on obtient
L4 (0n41.9) (Zn) = L1 (0ns1,9) (Z0)]|

< [onn]E[1Zn1 = Zunl| 2] +E[|Z0 = 20| 20] (Co Ba + [va11]  B2)

+ {QOg(E[ﬂt*(Zn)q*(Z ‘Z } + Serg?g)E“]l{SmKs} ]l{§n+1<s}||2n})

Cla), + o], [DENZ, — 2,12} { [onin) [QIEL 2, — 21| 2.] ).

On conclut en prenant la norme L” de chaque coté et en utilisant les Lemmes 6.12
et 6.11. O

6.7.4 Quatrieme terme
Le dernier terme de 'erreur est une simple comparaison de deux sommes finies.

Lemme 6.15 Une borne supérieure de =4 est
HLZ-&-I(UTH—h g)(Zn) - L?L—l—l (i}\n—&-l? g)(Zn) Hp < [Un-i-l] HZn—&-l —Znt1 ||p + HVn—I—l — Vot Hp-
Preuve : Par définition de 'opérateur Efl, on a

1541 (V1. 9)(Zn) = Liya (i1, 9) (Z) I
E

~

= max
s€G(Zn)
- Erga?){ [Un+1(Zn+1)]l{sn+1<s} + 9<¢(Zna ))]l{sn+1>s}|Z ]} v E[Un-i-l(zn-l-l)‘
< | Epns1(Zosr) = Bag1(Zosr) | Z) H
< ||vnsa( Zyi1) = Vos1(Znga) H + ||vns1(Znsa) — Un+1(An+1)H
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On conclut en utilisant que v,41 € L (Proposition 6.2) et les définitions de V,, et
Vo O

6.7.5 Preuve du Théoreme
On peut maintenant prouver le Théoreme 6.2. Les Lemmes 6.8, 6.10, 6.14 et 6.15

des sections précédentes nous donnent, pour tout 0 <7 < m}n{A(z)},
zel'y

1V = Vallp < [0a]11Z0 = Zallp + ([g], +2C,C0) 1A(Z0),
+ [Un—i-l} ||Zn+1 - Zn+1||p + (CQE4 + [Un+1} 1E2) ||Zn - Zn”p

L@l + [ EDIZ - 2+ 20, (42, - 2,

n
2)|Snr1 — Snsallp

=) by { o], Q)12 - Zul )

+ [Un—i-l] ||2n+1 - Zn+1Hp + ||Vn+1 — VnﬂH]f

+ Ch\n +

Le choix optimal pour 7 satisfait clairement
1, e o .
CAT] = 5(3 [t ] HZn - ZnHP + 2“Sn+1 - Sn+1HP)7
a condition qu’il satisfasse aussi la condition 0 < 7 < m%n{A(z)} On a donc
zel'z

n=CY? Bt 12 — Zallp + 21Sns1 — Susalln) .

Alors, en réarrangeant les termes précédents, on obtient le résultat :
Vi = Vallp < Vo = Vi ||, + (9], + 2C,Ca) [A(Z0) 1
t ([v] + [ona] o+ Cy B2~ Zally + 2[via) 1 Zusr — Zuially
+{ L), + [, [EDNZ0 = Zully + 4C,(C2) 2 B[ 11120 — Zally
201801 = Susally) "}V ([0n] [QU1Z0 = Zall).

O

Nous avons ainsi un schéma d’approximation de V,,. L’algorithme nous permet de
calculer en avance et de stocker des grilles de quantification avec le poids des cellules.
De plus, nous obtenons des grilles en temps, que 1'on peut également stocker, ou
méme ne pas conserver en mémoire, puisqu’elles sont de la forme iA(z) (il suffit de
connaitre A(z) pour avoir tous les pas de la grille). Ainsi, nous pouvons calculer
instantanément la fonction valeur, et il n’est pas nécessaire de modifier le schéma de
quantification si par exemple, on change la fonction gain du PAO. Dans le chapitre
suivant, apres avoir expliqué la construction d’'un temps d’arrét e-optimal, nous
donnerons un exemple numérique simple pour illustrer nos résultats. Dans [24], on
pourra trouver une application industrielle de la démarche exposée ici.
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Chapitre 7

Calcul d’un temps d’arret
e-optimal et Exemple

Dans la pratique, il est plus intéressant de connaitre le temps d’arrét optimal
d’un PAO que sa fonction valeur. Dans ce chapitre, nous donnons la construction
d’un temps d’arrét e-optimal pour le PAOy, puis nous illustrerons ce résultat par
un exemple numérique.

7.1 Calcul d’un temps d’arrét e-optimal

Apres avoir expliqué rapidement le principe de notre démarche, nous donnerons
une regle d’arrét pour le PAOy, et la preuve des théoremes de convergence.

7.1.1 Temps d’arrét e-optimal du PAOy

Dans [42, Théoreme 1], U.S. Gugerli définit un temps d’arrét e-optimal pour le
probleme initial. Ce temps d’arrét ne dépend que de la chaine de Markov sous-jacente
(6,), et de la fonction valeur optimale. Un candidat naturel pour un temps d’arrét
e-optimal pourrait donc étre obtenu en remplacant la chaine de Markov (©,,) et la
fonction valeur optimale par leur approzimation quantifiée. Cependant, des difficultés
apparaissent lorsque 'on veut comparer des termes dépendants de (0,) et ceux
de son approximation quantifiée. Il est donc loin d’étre évident que cette méthode
puisse fournir une regle d’arrét e-optimale. Néanmoins, en modifiant ’approche de
U.S. Gugerli, en utilisant & la fois la vraie chaine (Z,, S,,) et sa quantifiée (Zn, S'n),
nous sommes capables de proposer une construction numérique d’un temps d’arrét
e-optimal du probleme d’arrét optimal initial.

7.1.2 Regle d’arrét du PAO approché

Voici comment nous allons procéder. Tout d’abord, rappelons nous que p,, est la
projection du plus proche voisin de E x R* sur 'Y, et pour tout (z,s) € E x R,
on définit (z,,S,) = pa(z,s). Notons que z, et §,, dépendent tous deux de z et s.

133



Maintenant, pour n € {1,..., N}, définissons

s5(z,8) = min {t € G(Zn-1)

To(Bn ) (Gacr.t) = mas T,(00.9) B u)}

et

t*(2) st Kyon(Zao1) > max  Jo(Tn, 9)(Gnes, u),
TTL,,B(Z7 S) — ’U‘GG(anl)

S;(Z, 3)]1{3,’;(z,s)<t*(z)} + (t*(z) — 6)]1{3;«1(,273)2,5*@)} sinon.

On peut noter que I'on utilise ici 'horizon réel de temps de saut t*(z) ainsi que les
approximations quantifiées de K, J et (z,s). Posons

= rn(Zy,5%) N1,

et pour n € {1,..., N — 1}, posons

) rnnp(Zo,S0) st Ty > (20, S0),
Tn+1 — .
Ty + 7, 0 Op, sinon.

Cette construction est « récursive » dans le sens suivant : en partant au temps 0,
on pose 7y.3(Zp, So) un temps d’arrét « virtuel ». Le processus suit sa trajectoire
jusqu’au minimum entre 7y (Zy, Sp) et le premier temps de saut 77. Si le minimum
est 7 3(Zy, So), le processus s’arréte. Si le minimum est 77, on calcule rn_1 (Zo, So)
le prochain temps d’arrét « virtuel » et on relance le processus, jusqu’au prochain
temps de saut Ty ou d’arrét ry_y 5(Zo, Sp), et ainsi de suite.

Notre regle d’arrét est alors donnée par 7.

Remarque 7.1 Cette procédure est particulierement intéressante car elle ne re-
quiert pas plus de calculs : nous avons déja calculé les valeurs de K, et J, sur les
grilles. Il suffit juste de stocker le point ou le mazimum de J, est atteint, ou le
résultat de la comparaison de Kn et jn .

Proposition 7.1 7y est un {Fr}-temps d’arrét.
Preuve : Posons Uy = 1y 3(Zy, Sp) et pour 2 < k < N,

Uk = 71,8(Zk—15 Sk—1) L1 5(Z1—.5k_2)>S01}-

N

Alors on a clairement que 7y = Z Uk N\ Sk qui est un {Fr}-temps d’arrét par

k=1
la Proposition 1.4. O

Remarque 7.2 Ce résultat est trés important car on obtient le vrai temps d’arrét
du vrai processus, ce qui n’est pas obtenu dans le cas des processus de diffusion.
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Nous allons maintenant montrer que ce temps d’arrét nous donne une bonne
approximation de la fonction valeur Vj. Pour tout z € E| posons

Tuz) = E[g(Xey_,)|Zn = 2],
et en accord avec notre notation précédente, pour n € {1,..., N — 1}
Vo = 0u(Zy).

La comparaison entre Vj et V est donnée par les deux théoremes suivants.

Théoreme 7.1 Posons n € {0,...,N — 2} et supposons que les parametres de la
discrétisation sont choisis tels qu’il existe 0 < a < 1 satisfaisant

2a—1 _1/2 [t*] ~ ~ 1/2 '
ﬁ3a — 5 (Cy) (m“zn Znlp + 2[|Snt1 Sn+1||p) < gléllFI%{A(z)}
Alors on a

Ve =Vall, < Vo = Vasall, + Vo = V|, + [V = Va,
+2[Un+1} ||Zn+1 - Zn—l—al + anHZn - Zan
(b2 = Zl1,) v (3[6), 120 — 24,

|~ ~ 1/2
wacy ({5112, - 2l + 2018, - Bual) )

—a

avec a, = 2 |:'Un+1:| B+ 2C,Cy [)\} 1(2 + CpCy) et b, = 4C,C)y [t*] + 2 [Un_H] . [Q] .

Le Théoreme 7.1 donne une estimation récursive de ’erreur. Voici le pas d’ini-
tialisation :

Théoreme 7.2 On suppose que les paramétres de discrétisation sont choisis tels
qu’il existe 0 < a < 1 satisfaisant

20 — 1 |~ ~ 1/2
533 9 (CA)_1/2<1[_]QHZN—1 — Zn-allp + 2|15y — SN||p> < ngl%\,ril{A(z)}
Alors on a

HVNA — VN71Hp < H‘?NA — VN71||p + 2[g} HZN — /Z\NHp + aN71||ZN71 _ Z\NAH

0w 2y = Zvall,) v (3191 2v1 = Zvaa,

p

|~ ~ 1/2
cacyen (Ll 2y, 2o, 2180 - 500,) )

avec an—y = 2[g], E2 + 2C,Cy [A] (2 + C-Ch) et by_y1 = 4C,Ci[t] +2[g], [Q]-

Comme dans la Section 6.7, il est maintenant clair qu'un choix adéquat des
parametres de discrétisation apporte arbitrairement des erreurs petites si on utilise
le temps d’arrét 7.

Nous donnons dans la section suivante la définition des Théoremes 7.1 et 7.2.
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7.1.3 Convergence

Nous donnons ici la preuve des Théoremes 7.1 et 7.2.

Preuve du Théoréeme 7.1 : La définition de 7, et la propriété forte de Markov du
processus { X (¢)} donne

Un(Zy)
= E[9(Xr 10050 1Snir5rmin pZnsa} | Zn) + BOns1(Zni1) 1S i1 <rmprp(Zn50)} | Zn]
= L1 520502t (Zy K0n1(Z0) + L, 4y (20,50 <6220} (Ont1, 9)(Zns it1,8( 2, Sh)).-

Cependant, notre définition de r, 3 et I'utilisation particuliere du parametre  im-
plique

{Tn—i—l,,@(Zna Sn) Z t*(Zn)} = {}?n—i—lan—l-l(z\n) > Ig?%‘:) j;’b-l—l(i)\n-‘,—la g)(z\na 3)}
se€ n

Donc

~

}?n—i-llv\n—i-l(z\n) \ max :]\n—i-l(ﬁn—i-lu g)(Zm 5)
s€G(Zp)

~ ~

= L1 5(Z0,S0) 2t (20) K 10n11(Z0n) + Lin ) 5(Z0,S0)<t*(20)} Ig?%()Jn-i-l(i}\n—&-l,g)(Zna s).
ES n

Ainsi, nous obtenons

~

Tu(Zn) = Kns10ns1(Za) V max Jut1(Ons1,9)(Zn, 5)

a2 (20} | KO (Z) = B Bia(Z)| (7.1.1)

+ ]l{rn+1’g(Zn,Sn)<t*(Zn)} [J<6n+l> g)(Zn7 rn-I—l,ﬁ(Zna Sn)) - Hé?; ) Jn—i—l (i}\n—i-la g)(ZTw S) .
EIS n

Etudions le terme avec 'opérateur K. Tout d’abord, nous insérons le terme V,, pour
pouvoir utiliser le travail effectué dans la section précédente (nous ne pouvons direc-
tement l'appliquer a 7,, car on ne sait pas s’il est Lipschitz). On a donc clairement

~

K@n_;.l(zn) - Kn—i—li}\n—i-l (Z\n)

S E[‘Vn—&-l - Vn—HHZn}

~

+(Kvn+1(zn) — Rontnn(Z). (7112)

Des calculs similaires a ceux des Lemmes 6.5, 6.13 et 6.15, et 'Equation (6.7.5)
donnent

‘KURH (Zn) = Kni10ns1(Zy)

< (CoBit [tnn) Ba + [0nia], Q1) (|20 — 2| + E[|Z, 2| 2]
2[00 |E[| Zot1 = Zni1]|Zn] + E[|Vigs — Viral| Za).- (7.1.3)

136



Nous regardons maintenant le terme avec l'opérateur J. Posons R,, = 7,41,(Zn, Sp)-
Nous étudions tout d’abord le cas o R,, = s}, (2, S,) < t*(Z,). Par définition, on
a

-~ ~ -~

Tot1(Oni1, 9)(Zny Rp) = max o1 (Gas1, 9)(Zny 5)-
SEG(Zn)

Comme précédemment, nous insérons V,, et nous obtenons

‘{J(Uwrla 9)(Zna Rn) — Mmax ‘ZlJrl(ﬁnJrl? 9)(Znu 5)}]1{1%”:5;“(&1,5”)})

sGG(Zn)
< E[[Vas1 — Vn+1|‘Zn}]l{Rn:s;H(zn,Sn)}
+ ‘J(Un—&-la g)(Zm Rn) - Jn+1(6n+1a g)(Zn, Rn))‘]}'{Rn:52+1(z7uSn)}'

(7.1.4)

Encore une fois, des arguments similaires a ceux des Lemmes 6.4, 6.11 et 6.15, et les
Equations (6.7.6), (6.7.8) et (6.7.9) donnent, sur {R, = s’ (Z,,Sn)}

T Wns1,9)(Zas Ba) = Ta1(Bns; 9)(Zos Ra))|
< ([vs] Bo+ [9], + CuCre [N, 2 + CC) (|20 = Za| + E[1Z0 = Zl| Z0])

+2 [Un—&—l}]EUZn—i-l - Z\n+1||/Z\n] + E“Vn—i-l - ‘7n+1|}/Z\n}
+[9],E[1Zn = Zul|Z0] + 2C,E[[U1s, 1 <roy — L3, criyl | Zn]- (7.1.5)

On remarque que toutes les constantes avec un facteur [t*} sont supprimées car nous

~

savons ici que R, < t*(Z,) et R, < t*(Z,) sur {R,, = s}, 1(Z,, Sn)}

Enfin, sur {s*(Z,) > t*(Z,) = R, + 8}, par construction de la grille G(Z,) (Re-
marque 6.5), on a pour tout 0 < n < mirzl{A(z)},
zel'Z

R, =t"(Z,) — B < s*(Zy) < t*(Zy) — .

Par conséquent, en utilisant la borne la plus grossiere,

-~ ~

max Jo1 (B, 9)(Zn,5)| <26,

[ @a1,9)(Zos )| +
s€G(Zn)

on obtient

J(ﬁn-&-l’ g)(Zn, Tn—&-l,ﬁ(Zn? Sn)) — max o1 (Ung1, g)(Zm s)

]]' T n>Sn)=t*(Zn)—
G5 {rnt1,8(%n,Sn)=t*(Zn)—B}

‘ ~ ~

S 2Cg 1{t*(zn)fﬁ<t*(2n)777} . (716)
Maintenant, en combinant les Equations (7.1.1)-(7.1.6) et les Lemmes 6.12 et 6.11,
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on obtient pour tout § < n < mlrzl{A(z)}
zel'Z

Hi7n _’in‘p f; ”i7n+l __‘CF+1HP +_||v%+d _'in%al'+ 2[”n+4}||25n+1 _’éin+1Hp
120 = Zu], (2[ons1], Bo + 26, [N 2+ G )

+H{(c, e [t] +2onn ) [Q))1Z0 - 20, |

~ 2 ~
+v {3[g],1Z0 = Zu|, +2C,(Crn + ISes =Bl

3n—20 ~
+——— 1t |20 — Zn }
n(n___6>[ } ‘ Hp)
: o 2a — :
Supposons maintenant qu’il existe 0 < a < 1 tel que n = ﬁ?) 5 Alors, le choix
a —_—
optimal pour 7 satisfait
1/ [t] 5 .
C\n = _'(______ ézn _'ézn 2 ‘S% __‘S% )7
1= = (322120 = Zully+ 21801 = Bl
et cela satisfait également la condition 0 < n < m%n{A(z)}, d’ou le résultat. O
zelz

Preuve du Théoréme 7.2 : Comme précédemment, la propriété forte de Markov
du processus {X ()} donne

ENPJ(ZZV—1>::]E[g(X;NJﬂZN_LSN_ﬂ)H{SN>TNﬂ(ZN—hSN—IHwZZV_I}
+E[9(Zn)Lisy<rx s(Zyn 1,551} ZN-1]
= Loy p@nrsnon)ze 2y K 9(Zn-1)
+ L irn s Zn—1,Sn-_ D)<tz (9, 9)(Zn-1,7N8(ZN -1, SN -1))-

Le reste de la preuve est similaire a celle du Théoreme précédent. O

7.2 Exemple et résultats numériques

Nous rappelons ici 'exemple détaillé dans la Section 1.3.2 pour appliquer notre
méthode numérique et nous présentons ensuite les résultats numériques.

— On pose E =1[0,1[ et OF = {1}.
— Le flot est défini sur [0, 1] par

¢z, t) =x+ct

avec ¢ une constante positive.
— L’intensité de saut A est définie sur [0, 1] par

Az) = fz*

avec > 0et a > 1.
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— On définit pour tout = € [0, 1] Q(z,-) comme la loi uniforme sur [0, 1/2].

Alors le processus avance a vitesse constante ¢ vers 1, mais plus il s’approche
de la frontiere 1, plus la probabilité de revenir sur [0,1/2] est grande. La Figure 7.1
montre deux trajectoires de ce processus pour zog =0, c = a =1 et § = 3 jusqu'au
10-eéme saut.
La fonction gain g est définie sur [0, 1] par g(x) = z. Nos hypotheses sont donc clai-
rement vérifiées, et nous sommes méme dans le cas spécifique ot le flot est Lipschitz
(Remarque 6.6). Toutes les constantes des Théoremes 6.2 et 7.1 peuvent se calculer
explicitement.
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ner iRz o
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F1a. 7.2 — Deux trajectoires stoppées du PDMP, avec le temps en abscisse.

La fonction valeur Vj = vg(zg) n’est pas connue, mais, comme notre regle d’arrét
Ty est un temps d’arrét dominé par Ty, il est clair que I'on a
Vo=E4[9(X(w))] < Vo = Eq [9(X(7))] < Eqy [05;1; g(X®)]. (7:2.1)

sup
TEMN N

Le premier et le dernier terme peuvent étre évalués par la méthode de Monte Carlo,
ce qui nous donne un autre indicateur de la précision de notre méthode numérique.

Pour 10° simulations, on obtient
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E., [ supg<i<r, 9(X(t))] = 0.9878.

Les résultats de la simulation (pour d =2, xo =0, c = a = 1, § = 3, jusqu'au
10-eme saut et pour 10° simulations) sont donnés dans le Tableau 7.1. La Figure 7.2
donne des exemples de trajectoires stoppées. On peut constater que l'ordre de gran-
deur des erreurs théoriques est tres important. Ce résultat était prévisible, car ces
bornes sont valables pour une tres grande classe de PDMP. Notons cependant que,
comme espéré, elles diminuent quand I'erreur de quantification décroit. De I’équation
(7.2.1), il vient

Vo= Vo < Ey[ sup g(X(1)] — Vo,

0<t<Txn

ce qui nous permet d’avoir une borne supérieure empirique de l’erreur.

Pt QF A Vo Vo By By | Bs
10 [ 0.0943 | 0.151 | 0.7760 | 0.8173 | 0.1705 | 74.64 | 897.0
50 | 0.0418 | 0.100 | 0.8298 | 0.8785 [ 0.1093 | 43.36 | 511.5
100 | 0.0289 | 0.083 | 0.8242 | 0.8850 | 0.1028 | 34.15 | 400.3
500 | 0.0133 | 0.056 | 0.8432 [ 0.8899 | 0.0989 | 21.03 | 243.1
900 | 0.0102 | 0.049 | 0.8514 | 0.8968 | 0.0910 | 17.98 | 206.9

Pt | Nombre de points sur chaque grille de quantification
QF | Erreur de quantification : QF = maxo<i<n ||Of — (:)ng
A | Pour tout z, A(z) = A

B; | Borne empirique E,, [ supy<,<r,, 9(X(t))] — Vo

By | Borne théorique donnée par le Théoreme 6.2

B3 | Borne théorique donnée par les Théoremes 7.1 et 7.2

TAB. 7.1 — Résultats de la simulation.

Dans cette partie de la these, nous avons donc étudié le probleme d’arrét op-

timal a horizon aléatoire. En nous appuyant sur les résultats développés pour le
probleme d’arrét optimal a horizon fini et la méthode numérique pour les processus
de diffusion, avec notamment 1'utilisation de la quantification, nous avons prouvé la
convergence de notre schéma de discrétisation tout en étant capable de donner une
estimation de ’erreur commise. Nous pouvons en plus donner la construction d’un
temps d’arrét e-optimal pour le PAOy.
Les résultats numériques obtenus sur I'exemple simple (Section 7.2) permettent d’en-
visager des applications sur des exemples plus complexes. Les travaux de B. de Sa-
porta, F. Dufour, H. Zhang et C. Elegbede ([24]) appliquent notre démarche dans
le cas de la corrosion de structure.
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Conclusion générale

Nous finissons cette contribution a 1’étude des PDMP par un rapide bilan des
résultats développés dans ce mémoire et par quelques pistes d’améliorations ou d’ap-
plications possibles.

Bilan

Dans la Partie I de ce mémoire, ’étude exhaustive des trois variables relatives au
réservoir (hauteur, température, mode) nous a permis de comprendre et de forma-
liser avec précision leurs interactions, et de simplifier le probleme, en éliminant les
modes inatteignables. De plus, I’étude qualitative et quantitative de ’évolution de la
hauteur et de la température, avec notamment la résolution du systeme différentiel
(S), s’est révélée nécessaire dans les deux approches pour calculer les probabilités de
défaillance du réservoir. Les deux méthodes numériques que nous avons proposées
utilisent la modélisation par les PDMP. En effet, les PDMP, par leurs spécificités,
ont 'avantage de décrire au mieux le comportement réel d’un systeme dynamique
au cours du temps, car ils prennent en compte les phénomenes aléatoires liés aux
défaillances d’unités et I’évolution déterministe du systeme soumis a des lois phy-
siques.

Le calcul des probabilités de défaillance du réservoir dans le cas de la premiere
méthode numérique repose sur la résolution du systeme différentiel et la méthode
de Monte Carlo. En connaissant le flot (c’est-a-dire la hauteur et la température)
a chaque instant, nous avons ainsi pu calculer les temps de saut déterministes du
PDMP. Pour estimer les temps de saut aléatoires, nous avons du utiliser un algo-
rithme de simulation d’une variable aléatoire d’intensité non constante ([14]), car I'in-
tensité du PDMP dépendant de la position du réservoir, les algorithmes génériques
ne permettent pas de les calculer.

Dans la deuxieme approche, nous avons calculé la probabilité de surchauffe du
réservoir, en utilisant les résultats de M.H.A. Davis sur les espérances de fonction-
nelles d'un PDMP. Nous avons vu que ’équation intégro-différentielle devient un
systeme de 17 équations couplées auxquelles sont associées 17 conditions au bord.
L’étude des domaines de définition, nécessaire pour déterminer les conditions au
bord des équations, s’est révélée plus complexe qu’il n’y paraissait, a cause, en par-
ticulier, des domaines qui bouclent entre eux (Es4 et Fbr), du domaine sans bord
(Ess), et de la forme particuliere des domaines, non inclus les uns dans les autres.
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La différence majeure entre ces deux méthodes est que dans le premier cas, nous

avons calculé, par la méthode de Monte Carlo, les probabilités de défaillance a temps
fini (horizon de 1000h), alors que la deuxiéme méthode calcule une approximation
de la probabilité de surchauffe a horizon infini. Dans les deux cas, les résultats, com-
parés a d’autres méthodes, sont cohérents et satisfaisants, notamment au niveau du
temps de simulation, ce qui est en partie dii a ’économie réalisée en ne discrétisant
pas le systeme différentiel, puisque I'on a trouvé une solution analytique pour chaque
cas, pour la premiere méthode. Dans les deux cas, il n’y a pas discrétisation du pro-
Cessus.
L’intérét d’étudier par deux approches ce cas d’école nous permet de conclure de la
pertinence de la modélisation par les PDMP pour des systemes hybrides représentatifs
des problématiques industrielles, en relevant cepedant la limitation de ’adaptabilité
de nos méthodes a des cas significativement plus complexes.

Alors que la Partie I est une étude exploratoire sur le développement de méthodes
numériques utilisant les PDMP, la Partie II apporte une contribution théorique
dans 1’étude des PDMP. Dans cette partie, nous avons étudié le PAO a horizon
aléatoire pour les PDMP, en nous appuyant sur les travaux réalisés par U.S. Gugerli
concernant les PAO a horizon infini pour les PDMP : U.S. Gugerli donne des résultats
théoriques sur 'existence d’un temps d’arrét e-optimal du PAO.

Nous avons donc cherché, d'une part, a transposer les résultats de U.S. Gugerli
dans le cadre des PAO a horizon aléatoire et a construire une méthode numérique
permettant de calculer un temps d’arrét e-optimal du PAO, d’autre part d’obtenir la
convergence de la fonction valeur approchée vers la fonction valeur du PAO originel,
ainsi qu’'une vitesse de convergence. Pour cela, nous avons procédé en deux étapes :

— D'interprétation probabiliste des opérateurs introduits par U.S. Gugerli s’est
révélée nécessaire pour approcher la fonction valeur. Nous avons transformé
la maximisation en temps continu de 'opérateur L en une maximisation en
temps discret, en utilisant un schéma de discrétisation en temps dépendant de
la position apres-saut du PDMP ;

— les espérances conditionnelles de la chaine de Markov (6,,) sont remplacées
par des espérances conditionnelles de la chaine quantifiée (@n) Nous avons
utilisé pour cela, les résultats sur la quantification développés dans le cadre
des processus de diffusion.

Le travail réalisé dans cette partie apporte un résultat intéressant car, a ce jour, seuls
O.L.V. Costa et M.H.A. Davis ont proposé une méthode numérique pour résoudre
le PAO pour un PDMP, en prouvant la convergence de leur schéma sans, cependant,
donner une estimation de la vitesse de convergence. D’une part, comme nous ’avons
remarqué dans la section 5.3, nous construisons une méthode numérique pour les
PDMP en tenant compte de leur structure particuliere, qui ne permet pas d’utiliser
directement les résultats développés pour les diffusions. D’autre part, nous sommes
en mesure de prouver la convergence du schéma construit et de calculer en plus
la vitesse de convergence du schéma numérique. La méthode développée permet
alors de proposer une regle d’arrét qui est aussi un temps d’arrét e-optimal du PAO
originel.
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Perspectives

Le travail effectué au cours de cette these est une étude préliminaire qui a initié
le projet ANR FauToCoES (Fault Tolerant Control of Embedded Systems, ANR-
09-SEGI-004, 2009-2013) du programme ANR ARPEGE. Dans ce cadre, plusieurs
pistes d’améliorations ou d’approfondissements vont étre exploitées.

Il serait par exemple intéressant, dans ’approche par les EDP pour le calcul de
surchauffe du réservoir, de choisir des grilles adaptées au flot et non pas des grilles
cartésiennes fixes, ce qui permettrait d’éviter I’étape d’interpolation des fonctions.
De plus, la base de nos deux méthodes repose sur la résolution analytique du systeme
différentiel. La connaissance de 1’évolution de la hauteur et de la température a
chaque instant nous permet, entre autres, de déterminer le temps d’atteinte des
frontieres. Dans notre premiere approche, connaitre la solution analytique de (S) se
révele nécessaire, alors que 1’on peut éventuellement s’en affranchir dans la deuxieme
méthode, en discrétisant le systeme différentiel.

La méthode utilisée pour calculer la probabilité de surchauffe dans le réservoir
peut s’appliquer pour le calcul des deux autres probabilités d’événements redoutés
(assechement et surchauffe). Ces calculs n’ont pas été menés, car notre but était uni-
quement d’explorer cette méthode. Mais un travail similaire, c¢’est-a-dire en étudiant
les modes concernés, les domaines de définition des fonctions associées aux modes
et les bords de ces domaines, permettrait de le faire.

Aussi bien dans la premiere partie concernant le réservoir, que dans la deuxieme
sur les problemes d’arrét optimal, il serait intéressant d’appliquer les méthodes
numériques développées a des systemes dynamiques plus complexes. Dans ce sens,
une application du probleme d’arrét optimal au cas du réservoir, et a la propagation
de fissures sont a I’étude. Un exemple d’application industrielle proposée par EADS
Astrium pour les problemes d’arrét optimal sur la corrosion de structure dans le
cadre de la maintenance préventive est déja présenté dans [24]. Un autre axe naturel
de recherche intéressant mais difficile serait d’étendre nos résultats au probleme de
controle impulsionnel ot non seulement le controleur doit choisir ses instants d’in-
tervention, mais il doit aussi choisir le nouveau point de départ du processus. Du
point de vue des applications, ceci correspond a des maintenances successives avec
des réparations éventuellement partielles.
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Annexe A

Tableaux

Cette annexe est composée de trois tableaux. Le premier (Annexe A.1) résume
tous les modes étudiés dans la Section 2.2.1 et transitions du réservoir. On l"utilisera
notamment pour la détermination de I'intensité \,, du PDMP (Section 3.1.3) et du
noyau markovien @, (Section 3.1.4). Le deuxieme (Annexe A.2) donne les équations
du systeme différentiel (S) décrites dans la Section 4.2. Enfin, le troisieme tableau
(Annexe A.3) résume les équations discrétisées selon le schéma de discrétisation
donné dans la Section 4.3.2.
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A.1 Tableau récapitulatif des modes du réservoir
et de leurs transitions
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(9 91 1) = "= 1 (0'4d'0) = u — {1} < {8} = %ze
(91 9 “Quf ) = #5(9e] 91 'Q0) = T | (el ' '0) = b — | T'] {lo}x]8 2] = (9 ‘01 ‘0) = S
(01 °0) =+ — o ="de
(9094 *q1) = *w (9094 0) = T | (0 '0) =*w —= | ¢ (o} x {1} =*7 (9094 *0) = *w
(94 ‘91 ‘0) = W (90 91 *O) = St = o =tqe
(0t *91) =" (041 90) = Pw | (0'd'0) ="w —> | ¢ Ul x {1y = (001 °0) = 4w
(9490 1) = Fw— 1 (090°0) = "w —
(94 90 9uf) = Fwe (91 90 *40) = "W = | (@ '0) = — | ' uonnquIuod op sed (94 90" 0) = o
(90*90 1) = w1 (090°0) = "w —>
(9090 *41) = *w (9090 q0) = " | (0T '0) =W —= | €1 uonnquIuod op sed (20*90°0) = “w
(090 ) = T —
(94 90 °0) = w9090 °0) = “w
(090°41) = *w (090 0) = Sw —~ | (0'1°0) ="w — | €1 uonnqLuod op sed (0'0°0) = "
(1 ' o) = Ot —-
(94 *97 *0) = (90 90 °0) = "t {1} x {8} = fze
(e ' *qd) = Fw(qud 'f q0) = w1 (0 0)="w —= | T {lo}x]8 L] =t (947 °0) =
(9094 °0) = 5w (9090 "0) = “w - @ ="e
(901 *q) = Fw' (901 *q0) = " | (0d'0)="w —= | ¢ {or x {2} =" (901 °0) = fw
(1 T °0) = Fw (90 ' '0) = "
(001 °0) = *w (090 °0) = "t - o =40
(0 1) = #w (0 q0) = b x| o€ {toy x {2} ="'a (O0'd°0) ="
sjuelaos sjei sjuedjuo sje)y | Se) | S9IAIJUOI] I° Soulemwo(J w 9POIN
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(O'd90) = Tw —

X
(090 °d) = " m|<v
(94 90 *90) = *w (90 90 90) = "w | (090°0) =" —> | €1 UorNqLIyuoD op sed (090 90) = 3w
(0'd0) =" —
(. o ) = O'w —
(01 ‘9.1 *q0) = Fwe*(qu] Q0 90) = — | (q] ' '0) =t — | TT uornqLIuod op sed (94 ' ‘q0) = *1w
(0'd0) = 1w —
(9041 *q0) = #w (90 90 90) = " — | (Q0'd ‘'0) = — | ¢ UOTNLIYIO0D dp sed (90 ‘d 90) = Tw
(04 7 *90) = 1w (901 q0) = Mt
(091 90) = " (090 *90) = ¥t — (Od'0)="w—1| ¢ UONqLIIU0D dp sed (01 90) = T
(@ o ) = ' —> {oor} x {8} = "m0
(9 “Qf *Q1) = Q] ‘9] 90) = T = | (9 94 '0) = w —> | T Joot “Tg] x {8} ="'/ (1 Qg ) = T
(090'd) = M —
Q1 ' o) = Ot —
(94 90 *91) = #w'(qd 90 90) = e = | (91 90°0) = —> | T uornqLIpuod op sed (94 ‘0 ) = Flw
(090 ) = T —
(2090 *0.1) = #w*(q0 90 90) = 't — | (9090 °0) = w —> | ¢ uornqLiuod op sed Q090 ) = Fw
(94 90" 7) = F1w (90 90 ) = Pt =
(0*90 1) = *w (090 "0) = S | (090°'0) ="w —> | ¢ UONLIIUO0D dp sed (090 dq) = Tw
(@ *Qu o) = Pt (q] Q0 ) = Tl {oot} x {8} = 70
(0 o Q) = W (q] ' 0) = | (94 ' '0) = Fw—> | ¢ JooT ‘Y] % {8} = 07 (94 ‘T ) = "w
sjuelJaos sjeiy sjueIjuo Ssjrely mmo m@h@mugo,ﬂmm 1o w@ﬁmwgom w @UOE
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(O°d9d) = +ow —
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(0'10°90) = Stw —>
(90 T 90) = "w —>
(9090 1) = *w —>
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A.2 Tableau des équations

| MODE [ CAS [ DOMAINE | FRONTIERE
m =(O.F0) | 3 | B JF,

K00 =545 N (61) far (7, 01) + A2(01) f2(T, 61) + A2 (01) (f2(7, 61) + f(7, 61))]
m,=(O,F,00) | 3 |  Ei | O,

L1000 = 555 (M (61) fas(7, 01) + A*(61) fs(7, 61)]
ms=(O,F,Fb) | 11 |  E5 | OF;

Q%f?)(ha 01) + AH(01) fag(h, 01) + N2(61) fo(h, 01) — (12(01) f3(h,01) = 0
f3(8,601) = f10(8,61)

mr = (O, Fb, O) ‘ 3 ‘ E1 ‘ 8E1

f2(7,601) = [A(01) f34(7,01) + N2 (01)(fs(7,01) + fo(7,61))]
€1,3(91)

—OF00) | 3 | B OF,

fs(7,0,) = %f36(7, 01)

0
q%fsa(h, 01) + A (01) — £1(61) fo(h, 61) = 0
f9(8701) - f14<8;01)
mig = (F F Fb) ‘ 2 ‘ E10 ‘ 8E10

LK 2 F0(8,6) + A (6) fao3,6) + X(6) 14(8.6) — (1(6) Fol8,6) = 0

f10(8 100) =1

miq4 = (F Fb Fb) ‘ 2 ‘ ElO ‘ 6E10

o Fa(8.0) £ X(6) — (4(6) fu(8,6) = 0

Fal8100) = 1

m24 = (Fb ‘ 1.1 ‘ E24 ‘ 6E24

%fu(h, 0) + X2(0) f35(h, 0) + X3(0)(fos(h, 0) + fos(h,0))
—L33(0) f24(h, 0) =

f24(8 0

qa—f24(ha9) M o
) =

for (8, )
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MODE ‘ CAS ‘ DOMAINE ‘ FRONTIERE

mos = (Fb, O, Ob) ‘ 3 ‘ E25 ‘ 8E25

q(61—0) 0 2 —
T%f%(h, 0) + X*(0) fs6(h, 0) — €2(0) fos(xh,0) = 0

sl 1) = 3 fo(h, )

mQGZ(Fb,O7Fb) ‘ 1.1 ‘ E24 ‘ 8E24

0 0,—06) 0
0 pao0) + T 10) 4 X2(0) — 1a(0) o1, 0) =0

f26(8,0) = fa9(8,0)

mz? = (Fb, F, F) ‘ 4 ‘ E27 ‘ 8E27

—q%fw(h, 0) + %%fw(ha 0) + 22(0) faa (1, 0) + X(0)(fas (R, 0) + fos (R, 0))
—053(0) for(h,0) =0
fo1(6,0) = f24(6,0)

m28‘ = (Fb, F, Ob) ‘ 4 ‘ E27 ‘ 6E27

g ol 0) + 2 os(1,0) + N (0) s, 0) — E2(0) fos(h, ) = 0
f25(6,0) = f25(6,0)

Tog — (Fb, F, Fb) ‘ 2 ‘ Egg ‘ 8E29

K 0

%%‘fgg(h, ‘9) + )\2(9> - 62(0)]629(}7/, 9) - 0

fao(h,100) =1

msy = (Fb, Fb, O) ‘ 4 ‘ E27 ‘ 8E27
0 K 0

—q%fu(h, 0) + E%fu(h, 0) + X3(0)(fss(h,0) + 1) — £3(0) f34(h,0) = 0
f34(6,0) = f35(6,0)

mss — (Fb, Fb, F) ‘ 2 ‘ Egg ‘ 8E29

%%f:ss(h, 0) + X3(0)(f3s(h,0) + 1) — £3(0) f35(h,0) =0
f35(h,100) =1

Mmsze = (Fb, Fb, Ob) ‘ 4 ‘ E36 ‘ 8E36

0 K 0
_Q%fi’»ﬁ(h? 9) + %%fgﬁ(h, ‘9) =0
f36(4,60) = 0 avec 6 € [0;,100]
f36(h, 100) =1 avec h € [4, 8]
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A.3 Tableau des équations discrétisées

MODE ‘ CAS ‘ DOMAINE ‘ FRONTIERE

mze = (Fb, Fb, Ob) ‘ 4 ‘ E36 ‘ 8E36

pouri=1aN,et j=1a Ny

K f(i,j +1) — fs6(4,7)

_qfsﬁ(i +1,7) — f36(6, )

oh " 56 =0
f36(1,7) = 0 pour j =1a Ny
fa(i,Ng+1)=1pouri=1a N, +1
m3s — (Fb, Fb, F) ‘ 2 ‘ E29 ‘ 8E29
pouri=1aN,/2+1letj=Nyal
K fs5(i,7+1) — i, ] o .
W Rl 2 V2 BI) 500, i ) + 1) — 60, il ) = 0
fas(i, Ng+1) =1
mszq = (Fb, Fb, O) ‘ 4 ‘ D27 ‘ 8D27

pour i = Ny /2+1a Ny et k € N*

i1,k +1) — gsalis k41 _
—qg34( ) ~ gl )+>\3(wi+1,k+1)(f36(1+1,wi+1,k+1)+1)

oh
—l3(Wip1pi1)g3a(i + 1,k +1) =0

pour i = Np/2+1a3N,/4+1

i+ 1.1) — gaali, 1 .
—qg34( 5)]1 goalh,1) + N (weir1,)) (fss(Wasn,n)) + 1) — l3(wiig1,1))gsa(i 4+ 1,1) = 0

g3a(Np/2 4+ 1,k + 1) = f55(Np/2 4+ 1, wn, j241,k41)

Mog = (Fb, F, Fb) ‘ 2 ‘ E29 ‘ 8E29

pouri= Np/2+1aN,+1letj=Nyal

5f29(i7j + 1) B f29<i7j)
h; 00

+ N*(0;) — £2(0;) fao (i, ) = O

Joo(i, Ng+1) =1
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| MODE [ CAS [ DOMAINE | FRONTIERE

mos = (Fb, O, Ob) ‘ 3 ‘ E25 ‘ 6E25

pouri=Np/2+1aN,+1letj=1aN

q(01 — 0;11) fos(i, 5 + 1) — fas(i, j)
h; 00

+ N2(0ig1) fas (i, + 1) = Lo(041) fos(i,5 + 1) = 0

fos(i,1) = %f:&ﬁ(i’ 1)

mog = (Fb, F, Ob) ‘ 4 ‘ D27 ‘ 8D27

pour i = N, /241 a Ny et k € N*

_qggg(l —+ 1, k —+ 1) — ggg(i, k -+ 1)

+ AN (Wit k+1) f36 (¢ + 1, Wi1 41)

oh
—Lo(Wig1,k41))g28(i, k+1) =0

pour i = Np/2+1a3N,/4+1

i+ 1,1) — gaa(i 1 ,
_qg34( (5>h gaa(i, 1) + AN (wir11) (fa6(wir11)) — lo(wign1))g3a(i +1,1) = 0

Gos(Np/2 + 1,k + 1) = fos(Np/2 4+ 1, Wi, /241,641)

Mog = (Fb, O,Fb) ‘ 1.1 ‘ D24 ‘ 8D24

pour i = N a N, /2 + 1 et k € N*

1+ 1, k) — 1, k .
qg%( 5)h g%( ) + /\2(2i+1,k+1) - fz(zi+1,k+1)g26(l, k?) =0

Go6(Np + 1, k) = foo(Nn + 1, 2N, +1.1)

mig = (F, Fb, Fb) ‘ 2 ‘ ElO ‘ 8E10

pour j = Ngal

K fuu(j +1) — f1a(j)
8 00

+ AN(0;) — £1(0;) fra(j) = 0

fiau(Ng+1)=1
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MODE ‘ CAS ‘ DOMAINE ‘ FRONTIERE

mio = (F, F, Fb) ‘ 2 ‘ E10 ‘ 8E10

pour j = Ngal

K fu(j +1) — fu(j)
8 00

+ AN(0;) fao (N 41, 3) + N(0;) f14(4) — €1.2(6;) fro(j) = 0

fio(Ng+1)=1

mg = (O,Fb,Fb) | 1.1 | By | OE;

pour i = N a 3N, /4+ 1

foli +1) — fo(i)
q oh

Jo(Np +1) = f14(1)

+A(01) — £1(01) fo(i) =0

mg = (O, Fb, Ob) ‘ 3 ‘ E1 ‘ 8E1

fo = %f36(3]\7h/4 +1,1)

mer = (O,Fb, O) ‘ 3 ‘ E1 ‘ 8E1
fr= m (A (61)g3a(BNw/4 4+ 1,1) + X(01)(fs + fo(BNn/4 + 1)]
meo = (O,F, Ob) ‘ 3 ‘ E1 ‘ 8E1
=7 2}91) (NL(01)gas (BN /4 + 1, 1) + N2(61) i)

ms = (O, F, Fb) ‘ 1.1 ‘ E3 ‘ 8E3

pour i = N a 3N, /4 +1

qfs(i +1) — f3(7)

5h + X(01) fao (i, 1) + N*(61) fo(i) — €1,2(61) f3(i) = 0

f3(Nn +1) = fio(1)

Moy = (Fb,O,F) ‘ 1.1 ‘ D24 ‘ 8D24

pour i = N a N, /2 + 1 et k € N*

G2a(i + 1, k) — goa(i, k)

0
—52,3(Z¢,k)924(i, k) =0

+ N (2i k) fa5 (1, zik) + N (zi) (fos (4, zi) + go6(i, k)

Goa(Np +1,5) = gor(Nn + 1, J)
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[ MODE | CAS [ DOMAINE | FRONTIERE

mor = (Fb, F, F) ‘ 4 ‘ D27 ‘ 8D27

pour i = Np/2+1a Ny et k € N*

_qg27(2 + 1, k + 1) — g27(?:, k + 1)

5h + N (Wit1 1) g3a(i + 1k + 1)
AN (Wi 541) (928 (i + 1,k + 1) + foo(i + 1, wit1 441)) — los(Wis1 p41)927(i + 1,k +1) =0

pour i = Np/2+1a3N,/4+1

i+ 1,1) — gor(4, 1 .
_qg27( (5>h 927( ) + )\Q(wi+1,1)g34(z + 1, 1)

+/\3(wi+1,1)(g28(i +1,1) + foo(i + 1, wig11)) — los(wiz11)927(i +1,1) =0

9271 (Np/2+ 1,k + 1) = gos(NL/2 + 1, k)

my = (O,F, O) ‘ 3 ‘ E1 ‘ 8E1

bil (AL(01)gar(BNR /4 + 1,1) + A2(601) fr + N*(61) (fo + f3(BNK/4 + 1))

)
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Annexe B

Programmes

Dans cette annexe sont présentés les programmes informatiques pour les deux
méthodes numériques permettant de calculer les probabilités de défaillance du réservoir.
La premiere méthode est codée en C++, la deuxieme en Scilab.

B.1 Meéthode de Monte Carlo

Nous détaillons ici le programme utilisé pour la premiere méthode numérique
de calcul des probabilités de défaillance du réservoir (I’algorithme est décrit dans
le Chapitre 3). Le Fichier principal définit les parametres et appelle les fonctions
définies dans le fichier Calcul du temps de saut et du nouveau mode pour calculer
les probabilités de défaillance du réservoir. Le fichier Calcul du temps de saut et du
nouveau mode est découpé en plusieurs parties.

— La premiere fonction (alpha_recode) convertit les modes en configurations.

— La fonction calcul_a_theta permet de calculer la fonction a(#), la hauteur et la

température en fonction de la configuration a.

— La fonction saut_poisson calcule le temps de saut aléatoire, suivant 1’algorithme
de C. Cocozza-Thivent.

— La fonction calcul_nouvel_etat donne le nouveau mode en fonction du type
de saut (aléatoire ou déterministe). Il s’agit en fait de 'implémentation de la
mesure de transition @, du PDMP.

— La fonction tstar_nouveau_flot_initial permet de calculer le temps de saut, le
type de saut et remet a jour le flot en fonction de la configuration.

Le fichier principal fait donc appel aux cing fonctions présentées ci-dessus. Apres
la déclaration de toutes les constantes nécessaires (A1, A2, Az, @, K,...), on intro-
duit une boucle générant un certain nombre d’histoires N (on prendra N = 103,
10%, 10° et 107) afin de comptabiliser le nombre d’occurrences d’événements re-
doutés grace a des compteurs : p; pour P(h(t) < 4), ps pour P(h(t) > 10), et ps
pour P(6(t) > 100). Pour chaque itération de la boucle, on calcule tout d’abord le
temps de saut déterministe et le type de frontiere correspondant, grace a la fonction
tstar_nouveau_flot_initial et le vecteur 7 des temps de saut aléatoire de chaque com-
posant avec ’appel de la fonction saut_poisson. On choisit le minimum des quatre
temps (t., 71, T2, T3) qu’on appelle tau_total et le composant incriminé associé (on
déclare une variable io = 1,2,3 pour 71, 72, 73 et i0 = 4 pour t,).
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On calcule ensuite la hauteur et la température a I'instant tau_total de nouveau grace
a la fonction tstar_nouveau_flot_initial et I'on définit seulement a ce moment-la le
nouveau mode du systeme en fonction de la hauteur et de la température calculées.
Ainsi, si le nouveau mode conduit a un événement redouté, on incrémente le comp-
teur p; associé. A la fin de la boucle, on a ainsi les probabilités cumulées p1, ps et p3
en divisant le nombre d’occurrences par le nombre d’histoires observées.

B.1.1 Fichier principal

#ifndef MAIN_PROGRAMM_COMPILED
#define MAIN_PROGRAMM_COMPILED 11111171111111111111177

///Monte Carlo////////

#include<string> 111111111111111111117
#include<iostream>

#include<vector> for(int hist=0;hist<N;++hist) {
#include"constant.hh" // cout<<"hist = "<<hist<<": ";

double T=0.0, h0=7.0, theta0=30.9261;
string alphal="0", alpha2="F", alpha3="0";
int n=0;

int type_front=0;

double tau_total, tstar;

string alphaln, alpha2n, alpha3n;

double hOn, thetaOn;

using namespace std;

I111117117177117177171171171777171111117
///Fonction Mise & jour du flot////////
1111117171717711171171711171111111171117

extern void tstar_nouvel_flot_initial(int,

double &, int &,

double &, double &,
double,

string, string, string,
double, double);

11711771111771771111711171171171111171171117
///Fonction Calcul du temps de saut////////

Tn.clear();
Tn.push_back(0.0);
while (T<T_TOTAL) {
n=n+1;
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE

printf("n= %d T= %f\n",n,T);

#endif

111111717111111171111711111117111111111117 11111111117117111111111111111117
///Mise a jour du flot////////
11111111111111111111111111117

extern double saut_poisson(string,string,string,double,

double,int,double) ;

I1111171777117177717177717717717111711111117111111717
///Fonction Détermination du nouveau mode////////

I111177777177717777717717711711711711711711711711

extern void calcul_nouvel_etat(string&, string&, stringk,
double&, double&,string,string,string,double,double,int,
double,int);

I11111171111711171111171111111111171117117
///Paramétres et initialisation////////

11111777171171171171171171171111171117

int main() {

lambda[1] = 2.0%2.2831e-3;
lambda[2] = 2.0%2.8571e-3;
lambda[3] = 2.0%1.5625e-3;
Q=1.5;

K=23.88915;

theta_in=15;

b1=3.0295; b2=0.7578;
be=0.05756;

bd=0.2301;

srand48(9) ;

FILE *stat = fopen("stat","w");
double T_TOTAL=1000.0;

int I = 1000;

double *TG = new double [I];
int *probl = new int [I];

int *prob2 = new int [I];

int *prob3 = new int [I];

tstar_nouvel_flot_initial(1,

tstar,type_front,
hOn,thetaln,
tau_total,

alphal,alpha2,alpha3,theta0,h0);

I1111771711117111111111111111111117
///Calcul du temps de saut////////

I11711711711711711711111111711717

for(int composant=1;composant<=3;++composant) {

tau[composant]=saut_poisson(alphal,alpha2,alpha3,

theta0,h0, composant ,tstar) ;

}

int j=1;

double temp=taul[1];
double tau_min;

int io;

for(int i=2;i<=3;i++) {

if (taul[il<temp)
j=i,temp=taulil;

io=j, tau_min=temp;

int io_comp;

if (tau_min<tstar) {
tau_total=tau_min;
io_comp=io;

¥

else {
tau_total=tstar;
io_comp=4;

#ifdef DETAIL_AFFICHAGE

printf("hO= %f, thetaO=Jf

=> " h0,theta0);

for(int it=0;it<I;++it) { #endif
probi[it] = 0;
prob2[it] = 0; 11111771111771117711117711117117
prob3[it] = 0; ///Mise a jour du flot////////
TG[it] = (T_TOTAL/I)*it; 11111771111111111111111711117

¥

tstar_nouvel_flot_initial(0,
tstar,type_front,
hOn,thetaOn,
tau_total,
alphal,alpha2,alpha3,theta0,h0);
hO0=hOn,thetaO=thetaln;
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE

vector<double> Tn;

int N=100000;
int it = 0;

int p1 = 0, p2=0, p3=0;
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printf("hO= %f, theta0=)f\n",h0,theta0);
#endif

111111771717117711111117111711111711171117
///Détermination du nouveau mode////////
1111117117171177111117117111117111711717

calcul_nouvel_etat(alphaln, alpha2n,alpha3n, hOn, thetaOn,
alphal,alpha2,alpha3,theta0,h0,io_comp,
tau_total,type_front);

#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
cout<<"alpha=("<<alphal<<","<<alpha2<<","<<alpha3<<")
= ",

#endif
alphal=alphaln, alpha2=alpha2n, alpha3=alpha3n;

#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
cout<<"alpha=("<<alphal<<","<<alpha2<<","<<alpha3<<")\n ";

#endif

J1117711117111171111111111111111171111111111111117
///Calcul des probabilités de défaillance////////
J11117111171111711171111111171111711111111111117

if (alphai=="arret") {
it = (int) (T/TG[11);
if (type_front==4) {
++pl;
for(int k=it;k<I;++k)
probi[k] = probi[k]+1;
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if (type_front==10) {
++p2;
for(int k=it ;k<I;++k)
prob2[k] = prob2[k]+1;

if (type_front==100) {
++p3;
for(int k=it;k<I;++k)
prob3[k] = prob3[k]+1;

T=T_TOTAL;

}

else
T=T+tau_total;

if (hist%1000==0)
printf("pl = %f p2 = %f p3=%f\n",
(double) pi/(hist+1),
(double) p2/(hist+1),(double) p3/(hist+1));
¥
for(int it=0;it<I;++it)
fprintf(stat, "%f %f %f %f\n",TG[it],
(double) probi[it]/N,
(double) prob2[it]/N, (double) prob3[it]/N);
fclose(stat);
}

#endif



B.1.2 Calcul du temps de saut et du nouveau mode

#include<iostream> a_theta=lamb*(bl*exp (bc*(theta-20))
#include<string> +b2*exp (-bd* (theta-20)))/(b1+b2);
#include<math.h> type_flot=2;
#include"constant.hh" ¥
using namespace std; 111111711117117
////Cas 3/////
int poisson(double pmean) { 1111111111117
double bound= exp(-pmean);
int count=0; if ((al==0 && a2==1 &&a3==1)||
double lprod=1.0; (al==1 && a2==0 && a3==1)) {
while(1lprod>=bound) { h=ho;
lprod=lprod*drand48() ; theta=thetaO*exp(-gamma3*t/h0) +gamma2/gamma3-
count=count+1; gamma2*exp (-gamma3*t/h0) /gamma3;
a_theta=lamb*(bl*exp (bc*(theta-20))
return count-1; +b2*exp (-bd* (theta-20)))/(b1+b2);
¥ type_flot=3;
}
double pow(double a, double b) {
return exp(bxlog(a)); 111111711711117
¥ ////Cas 4/////
1111111111117
1111171717777117111717111171111711111117
////Conversion mode-configuration///// if ((al==0 && a2==0 && a3==1)) {
1117117711171117711177111777111771117 h=gammal*t+h0;
if (h<0) {
void alpha_recode(int a_bis[], string alphal, string alpha2, #ifdef DETAIL_AFFICHAGE
string alpha3) { cout<<"gammal= "<<gammal<<" alphal "<<alphal
if ((alphal=="0")||(alphal=="0b")) <<" alpha2 "<<alpha2 <<" alpha3 "<<alpha3<<"\n";
a_bis[1]=1; printf (" theta0 = %f,h0 = Jf,t = Uf,
else composant = %d\n",theta0,h0,t, composant);
a_bis[1]=0; printf("attention h negativen\n");
#endif
if ((alpha2=="0")||(alpha2=="0b")) theta=thetaO+gamma2+*log(gammal*t/hO+1) /gammal
a_bis[2]=1; a_theta=lamb* (bl*exp(bc* (theta-20))
else +b2%exp (-bd* (theta-20)))/(b1+b2) ;
a_bis[2]=0; type_flot=4;
¥
¥

if ((alpha3=="0")||(alpha3=="0b"))

a_bis[3]=1; 1111117711777117771177711177111777117711711717
else ////Calcul du temps de saut aléatoire ///////
a_bis[3]=0; ///Algorithme de C. Cocozza-Thivent ////////

¥ 1111717117771117777117711177111771117771177
double saut_poisson(string alphal,string alpha2,
I1111777777771777771777177777777177177777177177777177177177 string alpha3,double thetal, double hO, int composant,
////Calcul de la fonction a , de la hauteur et de /////// double tstar) {
///la température en fonction de la configuration //////
I11117777777717777171777177177177177117171177117111117117 alpha_recode(a_bis,alphal,alpha2,alpha3);
void calcul_a_theta(double &a_theta, double &h, double &theta, if (composant==1)
string alphal, string alpha2, string alpha3, if (alphai=="Fb"||alphal=="0b")
double thetal, double hO, double t, int composant){ return 1000000.0;
alpha_recode(a_bis, alphal,alpha2,alpha3);
int al=a_bis[1]; if (composant==2)
int a2=a_bis[2]; if (alpha2=="Fb" | |alpha2=="0b")
int a3=a_bis[3]; return 1000000.0;
double gammal=(al+a2-a3)*Q; if (composant==3)
double gamma2=(al+a2)*Q*theta_in+K; if (alpha3=="Fb"| |alpha3=="0b")
double gamma3=(al+a2)*Q; return 1000000.0;
double lamb = lambda[composant]; double a=0;
double A=1.0;
/111111111111177 double tau=1000000;
////Cas 1///// double M, w;
1111111111117 w = 100000;
double a_thetal, a_theta2;
if ((al==0 && a2==1 &&a3==0)|| while (a<tstar) {
a2==0 && a3==0) || double h,theta;
a2==1 && a3==0) || calcul_a_theta(a_thetal, h, theta, alphal,alpha2,alpha3,
a2==1 && a3==1)) { theta0,h0,a, composant) ;
double beta_user=gamm33/gamma1; calcul_a_theta(a_theta2, h, theta, alphal,alpha2,alpha3,
h=gammal*t+h0; theta0,h0,a+A, composant) ;
theta=pow (h0,beta_user)*theta0/pow(h,beta_user) M = max(a_thetal,a_theta2);
+gamma2/gamma3-gamma2*pow (h0,beta_user) double n= poisson(M*A);
/ (gamma3*pow (h,beta_user)) ; int trouve=0;
a_theta=lamb* (bl*exp(bc* (theta-20)) if(n!=0) {
+b2xexp (-bd* (theta-20)))/(b1+b2); for(int i=0;i<n; ++i) {
type_flot=1; double u = a + drand48()*A;

double v = drand48()*M;
double a_theta;

/11111111111117 calcul_a_theta(a_theta, h, theta,
////Cas 2///// alphal,alpha2,alpha3,theta0,h0,u,composant) ;
1111111111117 if (v<=a_theta) {
trouve=1;
else if (al==0 && a2==0 &&a3==0) { if (u<w)
h=h0; W= u;
theta=thetaO+gamma2*t/h0; }
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if (trouve) {
return w;
}
}
}
a=a+h;
}
return tau;

}

111117711717717717717117717717717717717117717711117717711711717
////Calcul du nouveau mode en fonction du type de saut ///////
I1111177777171777717777177717777177117177177117117117117117117

void calcul_nouvel_etat(string &ml, string &m2, string &m3,
double &theta_n, double &h_n,

string alphal, string alpha2, string alpha3,

double thetaO, double hO, int i_o, double tot,

int type_front) {

JI11117777711177771777777717777177777771717117111117171111111177
//// Sélection du nouveau mode si 1’unité 1 est en panne///////

I1111777777771777177771171177771171177171171171171171171171177

if(i_o==1) {
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
printf("Le composant 1 tombe en panne \n");
#endif
if ((alphal!="0b")&&(alphal!="Fb")) {
int bernoulli=drand48()<0.571:0;
if (bernoulli==1) {
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
printf ("Bernoulli = T, Composant 1 est Ouvert bloque\n");
#endif
mi="0b";
s
else {
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
printf("Bernouilli = F, Composant 1 est Ferme bloque\n");
#endif
m1="Fb";
}
}
else {
ml=alphal;
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
cout <<"hello je suis ici mi\n";
#endif
}
m2=alpha2;
m3=alpha3;
}

111717777711177771777777717717177711771717111111117171117111177
//// Sélection du nouveau mode si 1’unité 2 est en panne///////

I1111777777771777177777171177171171171171171171171171171171177

if (i_o==2) {
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
printf("Le composant 2 tombe en panne\n");
#endif
if ((alpha2!="0b")&&(alpha2!="Fb")) {
int bernoulli=drand48()<0.571:0;
if (bernoulli==1) {
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
printf ("Bernoulli = T, Composant 2 est Ouvert bloque\n");
#endif
m2="0b";

else {
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
printf ("Bernoulli = F, Composant 2 est Ferme bloque\n");
#endif
m2="Fb";
}
}
else {
m2=alpha2;
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
cout <<"hello je suis ici m2\n";
#endif

mi=alphal;
m3=alpha3;

I11117777717711771771777177777777177177777177177117177177117177177
//// Sélection du nouveau mode si 1’unité 3 est en panne///////

II117777777771777177771171177777177171171171171171171171171177

if (i_o==3) {
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
printf("Le composant 3 est en panne\n");
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#endif

if ((alpha3!="0b")&&(alpha3!="Fb")) {
int bernoulli=drand48()<0.5 ;
if (bernoulli==1) {
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE

printf ("Bernoulli = T, Composant 3 est Ouvert bloque\n");

#endif
m3="0b";

else {
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
printf("Bernoulli = F, Composant 3 est Ferme bloque\n");
#endif
m3="Fb";

}
else {
m3=alpha3;
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
cout <<"hello je suis ici m3\n";
#endif
}
ml=alphal;
m2=alpha2;
}

I11171111711777771171111711171111771171117
//// Sélection du nouveau mode si///////
//// franchissement de frontiéres//////
I1111771171171171171171171171171171177

////// atteinte de 6 m --> loi de commande //////

if (i_o==4) { // on passe les barrieres
if (type_front==6) {
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
printf("On passe en dessous de 6m appel de la
loi de commande \n");
#endif
if ((alphal!="0b")&&(alphal!="Fb")) {
mi="0";
}
else {
mi=alphal;
}

if ((alpha2!="0b")&&(alpha2!="Fb")) {
m2="0";

else {
m2=alpha2;
}

if ((alpha3!="0b")&&(alpha3!="Fb")) {
m3="F";

}

else {
m3=alpha3;

}
////// atteinte de 6 m --> pas de loi de commande //////

if (type_front==5) {

#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
printf("On passe au dessus de 6m\n");

#endif
ml=alphal;
m2=alpha2;
m3=alpha3;

¥

////// atteinte de 8 m --> loi de commande //////

if (type_front==8) {
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
printf("On passe au dessus de 8m, appel de la
loi de commande \n");
#endif
if ((alphal!="0Ob")&&(alphal!="Fb")) {
mi="F";
}
else {
ml=alphal;
}

if ((alpha2!="0b")&&(alpha2!="Fb")) {
m2="F";

}

else {
m2=alpha2;

}



if ((alpha3!="0b")&&(alpha3!="Fb")) {
m3="Q";
¥
else {
m3=alpha3;
¥
}

////// atteinte de 10 m --> événement redouté //////

if (type_front==10) {
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
printf ("Evenement rare la frontiere
depassee est 10m\n");
#endif
ml="arret";
m2="arret";
m3="arret";

}
////// atteinte de 4 m --> événement redouté //////

if (type_front==4) {

#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
printf("Evenement rare la frontiere
depassee est 4m\n");

#endif
ml="arret";
m2="arret";
m3="arret";

}
////// atteinte de 100 degrés --> é&vénement redouté //////

if (type_front==100) {
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
printf ("Evenement rare la frontiere
depassee est 100degres\n");
#endif
mil="arret";
m2="arret";
m3="arret";

}
////// pas de frontiére atteinte //////

if (type_front==0) {
#ifdef DETAIL_AFFICHAGE
cout<<"alphal = "<<alphal<<" alpha2 = "<<alpha2
<<" alpha3 = "<<alpha3<<"\n";
cout<<"calcul_nouvel_etat :
#endif
}
}

calcul_temps infini\n";

}

J111711711711117111177171711711171711171171777
//// Calcul du temps de saut et mise a///////
//// jour du flot en fonction du mode///////
J1111171771771171771711117717171111111711717

void tstar_nouvel_flot_initial(int cle,
double &tstar, int &type_front,
double &hn, double &thetaOn,
double tau_total,
string alphal, string alpha2, string alpha3,
double thetaO, double h0) {
alpha_recode(a_bis, alphal,alpha2,alpha3);

int al=a_bis[1];
int a2=a_bis[2];
//int a3=a_bis[3];

double gamma2=(al+a2)*Q*theta_in+K;
double gamma3=(al+a2)*Q;

////// hauteur initiale supérieure & 8m ////////
if (h0>8.0) {

////////CcAs 1.1 :(0,1,0) et (1,0,0)

if ((alphal=="F"&&alpha2=="0b"&&alpha3=="Fb") | |
(alphal=="Fb" && alpha2=="0" && alpha3=="Fb")]||
(alphal=="Fb" && alpha2=="0b" && alpha3=="F")]||

(alphal=="Fb" && alpha2=="0Ob" && alpha3=="Fb") ||

(alphal=="0" && alpha2=="F" && alpha3=="Fb")||
(alphal=="0" && alpha2=="Fb" && alpha3=="Fb")]||
(alphal=="0b" && alpha2=="F" && alpha3=="Fb")]||
(alphal=="0b" &% alpha2=="Fb" && alpha3=="F")||

(alphal=="0b" && alpha2=
if(cle) {
tstar=(10-h0)/Q;
type_front=10;

"Fb" && alpha3=="Fb")) {
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}
else {
hn=Q*tau_total+h0;
thetaOn=(hO*theta0) /hn+(Q*theta_in+K)/Q- (hO* (Q*theta_in+K))
/(hn*Q) ;
s
}
////7////cAs 1.2 : (1,1,0)
else if ((alphal=="0" && alpha2=="0" && alpha3=="Fb") ||
(alphal && alpha3
(alphal && alpha3
(alphal && alpha3
(alphal &% alpha
(alphal Ob" && alpha3=="F")||
(alphal Ob" && alpha3=="Fb")) {
if(cle) {
tstar=(10.0-h0)/(2.0%Q);
type_front=10;
s

else {
hn=2.0*%Q*tau_total+hO;
thetaOn=(hO*thetal) /hn+(2.0*Q*theta_in+K)/(2.0%Q)
-(hO*(2.0%Q*theta_in+K))/(2.0*hn*Q) ;

}

//////7//cAs 1.3 :(1,1,1)

&& alpha2=="0b" && alpha3=="0")||
"0" g& alpha2=="0b" && alpha3=="0b") ||
"Ob"%& alpha2=="0" && alpha3=="0b") ||
"Ob" && alpha2=="0b" && alpha3=="0")||
=="0b" &% alpha2=="0Ob" && alpha3=="0b")) {
if(cle) {
tstar=(10.0-h0)/Q ;
type_front=10;

else {
hn=Q*tau_total+h0;
thetaOn=(hO*hO*theta0)/ (hn*hn)+(2.0*Q*theta_in+K)/(2.0%Q)-
(hO*hO* (Q*theta_in+K) )/ (hn*hnxQ) ;
s
¥

////////CAS 2 :(0,0,0)

else if ((alphal=="F" && alpha2=="F" && alpha3=="Fb")||

(alphal=="F" && alpha2=="Fb" && alpha3=="Fb") ||
(alphal=="Fb" && alpha2=="F" && alpha3=="Fb")]||
(alphal=="Fb" &% alpha2=="Fb" && alpha3=="Fb")) {
if(cle) {

tstar=(100.0-theta0)*h0/K ;

type_front=100;
s

else {
hn=h0;
thetaOn=thetaO+K*tau_total/h0;
s
}

////////CAS 3 :(0,1,1)
else if ((alphal=="F" && alpha2=="0b" && alpha3=="0")||

(alphal=="Fb" && alpha2=="0b" && alpha3=="0b") |
(alphal b" &% alpha2=="0b" && alpha3=="0")||
(alphal=="Fb" && alpha2=="0b" && alpha3=="0b")){
if(cle) {

tstar=1000000;

type_front=0;

e}

else {
hn=h0;
thetaOn=thetaO*exp(-gamma3*tau_total/h0)+gamma2/gamma3-
gamma2*exp (-gamma3*tau_total/h0)/gamma3;

}

/////////cAs 3 : (1,0,1)
else if((alphal=="0b" && alpha2=="F" && alpha3=="0")||
(alphal=="0b" && alpha2=="F" && alpha3=="0b")||
(alpha "o") 1
(alphal=="0b" && alpha2=="Fb" && alpha3=="Fb")) {
if(cle) {
tstar=1000000 ;
type_front=0;
}

else {
hn=h0;
thetaOn=thetaO*exp (-gamma3*tau_total/h0) +gamma2/gamma3-
gamma2*exp (-gamma3*tau_total/h0)/gamma3;

}



//////////modes impossibles

else if ((alphal=="Fb" && alpha2=="0" && alpha3=="F") |
(alphal=="0" &% alpha2=="Fb" &% alpha3=="F")||

&& alpha3
&& alpha3
&& alpha3

(alphal==
if(cle) {
tstar=1000000000.0;
type_front=10000000;
cout<<"alphal = "<<alphal<<" alpha2 = "<<alpha2
<<" alpha3 = "<<alpha3<<"\n";
printf ("saut_deterministe() cle = %d provoque
erreur fatale\n mode ",cle);
cout <<"hO = "<<hO0<<" thetal = "<<theta0<<"\n";
exit(1);
}
else {
cout<<"alphal = "<<alphal<<" alpha2 = '"<<alpha2
<<" alpha3 = "<<alpha3<<"\n";
printf ("tstar_nouvel_flot_initial() cle = %d
provoque erreur fatale\n,mode ",

alpha2=="Fb" && alpha

cle);
exit(1);
¥
¥
/////mode 8 : (0,0,1)
/////impossible
s

////// hauteur initiale égale & 8m ////////
else if (h0==8) {

////7/7//CAs 1.1 :(0,1,0) et (1,0,0)
if ((alphal=="F" && alpha2=="0b" && alpha3=="Fb")||

(alphal=="Fb" && alpha2
(alphal=="Fb" && alpha2
(alphal=="Fb" && alpha
(alphal=="Fb" && alpha b" && alpha3=="Fb") ||
(alphal=="0" && alpha2=="F" && alpha3=="Fb") |
(alphal=="0" && alpha2=="Fb" && alpha3=="F")||
(alphal=="0" && alpha2=="Fb" && alpha3=="Fb")||
(alphal=="0b" && alpha2=="F" && alpha3=="Fb")||
(alphal=="0b" && alpha2=="Fb" && alpha3=="F")||
(alphal=="0b" && alpha2=="Fb" && alpha3=="Fb")) {

if(cle) {
tstar=(10-h0)/Q;
type_front=10;

}

else {
hn=Q*tau_total+h0;
thetaOn=(hO*thetal) /hn+(Q*theta_in+K) /Q- (hO* (Q*theta_in+K))
/(hn*Q) ;
}
}

////77///CAS 1.2 = (1,1,0)

else if ((alphal=="0" && alpha2=="0" && alpha3=="F")||

(alphal=="0" &% alpha2=="0" &% alpha3=="Fb")||
(alphal= F11
(alphal= Fb") ||
(alphal= F")11
(alphal= Fb") ||
(alpha: F"I11
(alphal= Fb")) {
if(cle) {

tstar=(10-h0)/(2.0%Q);

type_front=10;

Ob" && alpha3

else {
hn=2.0*Q*tau_total+hO;
thetaOn=(hO*thetal) /hn+(2.0*Q*theta_in+K)/(2.0%Q)-
(h0*(2.0*Q*theta_in+K))/(2.0xhn*Q) ;
s
¥

////77/7/cAS 1.3 :(1,1,1)

else if ((alphal=="0" && alpha2=="0" && alpha3=="0b") ||
(alphal=="0" &% alpha2=="0b" &% alpha3=="0")|]|

(alphal=="0" && alpha2=="0b" && alpha3=="0b")||
(alphal=="0b"&%& alpha2=="0" && alpha3=="0b")]||
(alphal=="0b" && alpha2=="0b" && alpha3=="0")]||
(alphal=="0b" &% alpha2=="0b" && alpha3=="0b")) {
if(cle) {

tstar=(10.0-h0)/Q ;
type_front=10;
¥

else {
hn=Q*tau_total+hO0;
thetaOn=(hO*hO*theta0)/ (hn*hn)+(2.0*Q*theta_in+K)/(2.0%Q)
- (hO*hO* (Q*theta_in+K))/ (hn¥hn*Q) ;
}
///////CAS 2 :(0,0,0)

else if ((alphal=="F" && alpha2=="F" && alpha3=="Fb")||
(alphal=="F" &% alpha2=="Fb" && alpha3=="Fb")||

(alphal=="Fb" && alpha2=="F" && alpha3=="Fb")||
(alphal=="Fb" &% alpha2=="Fb" && alpha3=="F")||
(alphal=="Fb" &% alpha2=="Fb" &% alpha3=="Fb")){

if(cle) {
tstar=(100.0-theta0) *h0/K ;
type_front=100;

else {
hn=h0;
thetaOn=thetaO+K*tau_total/h0;
}
}

/////////cAs 3 :(0,1,1)

else if ((alphal=="F" && alpha2=="0b" && alpha3=="0")||
(alphal=="Fb" && alpha2=="0b" && alpha3=="0b")]||

&& "0" && alpha3=="0b") ||

&&

&&

&&

(alphal=="Fb"
if(cle) {
tstar=1000000;
type_front=0;

}

"Ob" && alpha3=="0b")) {

else {
hn=h0;
thetaOn=thetaO*exp (-gamma3*tau_total/h0)+gamma2/gamma3-
gamma2*exp (-gamma3*tau_total/h0)/gamma3;

}
///////CAs 3 : (1,0,1)

else if ((alphal=="0" && alpha2=="F" && alpha3=="0")]||
(alphal=="0" && alpha2=="F" && alpha3=="0b")]||

(alphat Fb" && alpha3=="0")||
(alphat Fb" && alpha3=="0b") ||
(alphat "F" && alpha3=="0")||

(alphat "0b") ||
(alphat "0") [
(alphat "Fb" && alpha3=="Fb")) {
if(cle) {

tstar=1000000.0 ;
type_front=0;

else {
hn=h0;
thetaOn=thetaO*exp(-gamma3*tau_total/h0)+gamma2/gamma3-
gamma2*exp (-gamma3*tau_total/h0)/gamma3;
}
//1//7/7//cAs 4 : (0,0,1)

else if ((alphal=="F" && alpha2=="F" && alpha3=="0")]||

(alphat 0b") ||
(alphat "0 11
(alphat "0b™) ||
(alphat "0 1
(alphat "0b") ||

(alphal "0") |1
(alphal=="Fb" && alpha2=="Fb" && alpha3=="0b")) {
if(cle){

tstar=min((h0-6.0)/Q, (1-exp((theta0-100.0)*Q/K))*h0/Q) ;
if (((h0-6)/Q)<((1-exp((theta0-100.0)*Q/K))*h0/Q)) {
type_front=6;

else {
type_front=100;

¥
else {
hn=-Q*tau_total+hO;
thetaOn=theta0- (K/Q) *log(-Q*tau_total/h0+1);
}



}
}

////// hauteur initiale comprise entre 6m et 8m ////////
else if (h0>6 && h0<8) {
////////CAS 1.1 :(0,1,0) et (1,0,0)
if ((alphal=="F" &g alpha2=="0b" && alpha3=="Fb")||
(alphal=="Fb" && alpha2=="0" && alpha3=="F")||
(alpha! 'Fb" && alpha2: 0" && alpha3=="Fb")||

"Fb" && alpha2=="0b" && alpha3=="F")||
"Fb" && alpha2=="0b" && alpha3=="Fb")||

(alpha '0" && alpha2=="F" && alpha3=="Fb") ||
(alphal=="0" && alpha2=="Fb" && alpha: FI
(alphal=="0" && alpha2=="Fb" && alpha: Fb") ||
(alphal=="0b" &% alpha2=="F" && alpha3=="Fb")||

"E) ]
="Fb") {

(alphal=="0b" && alpha2=="Fb" && alpha
if(cle) {

tstar=(8-h0)/Q;

type_front=8;
¥

else {
hn=Q*tau_total+hO;
thetaOn=(hO*thetal) /hn+(Q*theta_in+K)/Q- (hO*
(Q*theta_in+K) )/ (hn*Q) ;

}
}
///////7/cAs 1.2 : (1,1,0)
else if ((alphal=="0" && alpha2=="0" && alpha3=="F")||

(alphal=="0" && alpha2=="0" && alpha3=="Fb")||

(alphal=="0" && alpha2=="0b" && alpha3=="F")||
(alphal=="0" &%& alpha2=="0b" && alpha3=="Fb")]||
(alpha && alpha2=="0" && alpha3=="F")||
(alpha: &% alpha2=="0" && alpha3=="Fb")||

(alphal

(alphal

if(cle) {
tstar=(8-h0)/(2.0%Q) ;
type_front=8;

Ob" && alpha2=="0b" &% alpha3=="F")||
&% alpha2=="0b" &% alpha3=="Fb")) {

else {
hn=2.0*Q*tau_total+hO;
thetaOn=(hO*thetal) /hn+(2.0%Q*theta_in+K)/(2.0%Q) -
(hO*(2.0*Q*theta_in+K))/(2.0xhn*Q) ;
}
}

/////7/7//CAS 1.3 :(1,1,1)

else if ((alphal=="0" && alpha2=="0" && alpha3=="0b")]||
(alphal=="0" && alpha2=="0b" &% alpha3=="0")|]|

(alphal=="0" &% alpha2=="0b" &% alpha3=="0b")||
(alphal=="0b"&& alpha2=="0" &% alpha3=="0b")||
(alpha: Ob" &% alpha2=="0b" &% alpha3=="0")|]|
(alphal=="0b" && alpha2=="0b" && alpha3=="0b")) {

if(cle) {
tstar=(8.0-h0)/Q ;
type_front=8;

else {
hn=Q*tau_total+h0;
thetaOn=(hO*hO*thetal)/ (hn*hn)+(2.0*Q*theta_in+K) /(2.0%Q)
- (hO*hO* (Q*theta_in+K) )/ (hn*hnxQ) ;
}
}

/////////CAs 2 :(0,0,0)

else if ((alphal=="F" && alpha2=="F" && alpha3=="Fb")||

(alphal=="F" && alpha2=="Fb" && alpha3=="Fb")||
(alphal=="Fb" && alpha2=="F" && alpha3=="Fb")||
(alphal=="Fb" && alpha2=="Fb" && alpha! FI11
(alphal=="Fb" && alpha2=="Fb" &% alpha3=="Fb")){
if(cle) {

tstar=(100.0-theta0)*h0/K ;

type_front=100;
}

else {
hn=h0;
thetaOn=thetaO+K*tau_total/hO;

}
////////CA8 3 :(0,1,1)
else if ((alphal=="F" && alpha2=="0b" && alpha3=="0")||
&% alpha2=="0b" &% alpha3=="0b")||
&% alpha2=="0" && alpha3=="0b")||

&% alpha2=="0b" &% alpha (RN
&% alpha2=="0b" &% alpha. AN
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(alphal=="Fb" && alpha2=="0b" && alpha3=="0b")) {
if(cle) {

tstar=1000000;

type_front=0;
b

else {
hn=h0;
thetaOn=thetaO*exp (-gamma3*tau_total/h0)+gamma2/gamma3-
gamma2*exp (-gamma3*tau_total/h0)/gamma3;

}
//////7/7//cAs 3 : (1,0,1)
else if ((alphal=="0" &% alpha2=="F" && alpha3=="0")]||

(alphai=="0"

(alphal=="0b" F" "M 1
(alphal=="0b" "0b") ||
(alphal=="0b" Fb" && alpha3=="0")|]|

(alphal=="0b"

if(cle) {
tstar=1000000.0 ;
type_front=0;

Fb" && alpha3=="Fb")) {

else {
hn=h0;
thetaOn=thetaO*exp (-gamma3*tau_total/h0)+gamma2/gamma3-
gamma2*exp (-gamma3*tau_total/h0)/gamma3;

}
/////////cAs 4 : (0,0,1)
else if ((alphal=="F" &% alpha2=="F" && alpha3=="0")]||
(alphal=="F" && alpha2=="F" && alpha3=="0b")]||
(alphal && alpha3=="0") ||
(alphat && alpha3=="0b") ||

&& alpha3:
&& alpha3=="0b") ||
Fb" &% alpha3=="0")||
"Fb" && alpha3=="0b")) {

"0

if(cle){
tstar=min((h0-6.0)/Q, (1-exp((theta0-100.0)*Q/K))*h0/Q) ;
if (((h0-6)/Q)<((1-exp((thetad-100.0)*Q/K))*h0/Q)) {
type_front=6;

else {
type_front=100;

}
else {
hn=-Q*tau_total+h0;
thetaOn=theta0-(K/Q)*log(-Q*tau_total/h0+1);
s
¥

////// hauteur initiale inférieure & 6m ////////
else if (h0<6) {

///////7/cAs 1.1 :(0,1,0) et (1,0,0)

alpha2

alpha2
alpha2

0" &% alpha3
0" && alpha3
Ob" && alpha3=

(alpha alpha2 Ob" && alpha: |

(alpha "Fb" && alpha3:

(alpha "Fb" && alpha3:

(alphal=="0b" && alpha2=="Fb" && alpha3=="F")||

(alphal=="0b" && alpha2=="Fb" && alpha3=="Fb")) {
if(cle) {

tstar=(6-h0)/Q;
type_front=5;
¥

else {
hn=Q*tau_total+h0;
thetaOn=(hO*thetal) /hn+(Q*theta_in+K) /Q- (hO* (Q*theta_in+K))
/ (hn*Q) ;
}
}

///1/77/CAS 1.2 :
////////impossible

(1,1,0)

////////CAS 1.3 :(1,1,1)

else if ((alphal=="0" && alpha2=="0" && alpha3=="0b")||
(alphal=="0" && alpha2=="0b" && alpha3=="0b")]||
(alphal=="0b"&%& alpha2=="0" && alpha3=="0b")||
(alphal=="0b" &% alpha2=="0b" && alpha3=="0b")) {
if(cle) {
tstar=(6.0-h0)/Q ;
type_front=5;




}
else {
hn=Q*tau_total+h0;
thetaOn=(hO*hO*thetal)/ (hn*hn)+(2.0*Q*theta_in+K)/(2.0%Q)
- (hOxhO* (Q*theta_in+K))/ (hnxhnxQ) ;
¥
¥

///1///7//cAs 2 :(0,0,0)

else if ((alphal=="F" && alpha2=="Fb" && alpha3=="Fb")||
(alphal=="Fb" &% alpha2=="F" && alpha3=="Fb")||
(alphal=="Fb" && alpha2=="Fb" && alpha FI1I
(alphal=="Fb" & alpha2=="Fb" &%& alpha3=="Fb")) {

if(cle) {
tstar=(100.0-theta0) *h0/K ;
type_front=100;

}

else {
hn=h0;
thetaOn=thetaO+K*tau_total/hO;
s
¥

/////7///¢cas 3 :(0,1,1)

else if ((alphal

"Fb" && alpha2=

alpha2=="0" && alpha3=="0b")||
(alphal=="Fb" && alpha2=="0b" &% alpha3=="0")||
alpha2=="0b" &% alpha3=="0")]||

(alphal=="Fb"

if(cle) {
tstar=1000000;
type_front=0;

alpha2=="0b" && alpha o0b")) {

else {
hn=h0;
thetaOn=thetaO*exp (-gamma3*tau_total/h0)+gamma2/gamma3-
gamma2+*exp (-gamma3*tau_total/h0)/gamma3;

¥
///////7/¢cas 3 : (1,0,1)

else if ((alphal=="0" && alpha2=="F" && alpha3=="0b") ||
(alphal=="0" && alpha2=="Fb" && alpha3=="0")||
(alphal=="0" && alpha2=:
(alpha: b" && alpha2
(alpha "0Ob" && alpha2
(alphal=="0b" && alpha2:
if(cle) {

tstar=1000000 ;
type_front=0;

else {
hn=h0;
thetaOn=thetaO*exp (-gamma3*tau_total/h0)+gamma2/gamma3-
gamma2+*exp (-gamma3*tau_total/h0)/gamma3;
}

///11177/CAs 4 :

(0,0,1)

"F" && alpha3
oI
0b") |1
oM I
0b") |1
0" 11
0p") {

F" && alpha2=:
&& alpha2:
&& alpha2:;
&& alpha2:
&& alpha2:

(alphal=
if(cle)
tstar=min((h0-4)/Q, (1-exp((theta0-100.0)*Q/K))*h0/Q) ;
if (((h0-4)/Q)<((1-exp((theta0-100.0)*Q/K))*h0/Q))
type_front=4;
else
type_front=100;

~

else {
hn=-Q*tau_total+h0;
thetaOn=theta0-(K/Q)*log(-Q*tau_total/h0+1);
}
}

/////////modes impossibles

else if ((alphal=="F" && alpha2=="0b" && alpha3=="Fb") ||

"0" && alpha2=="F" &% alpha3=="Fb")||
(alphal=="0b" && alpha2=="F" && alpha3=="Fb")||
(alphal=="0" && alpha2=="0b" && alpha3=="0")]||

Ob" && alpha3=="0")]||
"F" && alpha3=="Fb")||

"Ob" && alpha3=="0")|]|

oM 11
"1

"Ob" && alpha3=="0b") ||
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(alphal=="0" &% alpha2=="0" & alpha3=="F")||

(alphal=="0" && alpha2=="0" && alpha3=="Fb")]||
(alphal=="0" alpha2=="0b" && alpha3=="F")||
(alphat && alpha3=="Fb") ||
(alphat && alpha3=="F")||

(alphat "Fb") ||
(alphat "FU L
(alphat "Ob" && alpha3=="Fb")) {
if(cle) {

tstar=1000000000.0;
type_front=10000000;
cout<<"alphal = "<<alphal<<" alpha2 = "<<alpha2
<<" alpha3 = "<<alpha3<<"\n";
printf("tstar_nouvel_flot_initial () cle = %d
provoque erreur fatale\n, mode ",
cle);
exit(1);
}
else {
cout<<"alphal = "<<alphal<<" alpha2 = "<<alpha2
<<" alpha3 = "<<alpha3<<"\n";
printf("tstar_nouvel_flot_initial () cle = %d
provoque erreur fatale\n mode ",
cle);
exit(1);
}
}
}

////// hauteur initiale égale a 6m ////////
else if (h0==6) {
/////////CAs 1.1 :(0,1,0) et (1,0,0)

if ((alphal=="F" && alpha2=="0b" && alpha3=="Fb") ||

(alphal=="Fb" && alpha2=="0" && alpha3=="F")]||
alpha2=="0" && alpha3=="Fb")||
alpha2=="0b" && alpha3=="F")||
alpha2=="0b" &% alpha3=="Fb")||
"F" &% alpha3=="Fb")||
"Fb" && alpha3=
Fb" && alpha3:
"F" &% alpha3=
&& alpha2=="Fb" && alpha3
&& alpha2=="Fb" && alpha3:

if(cle) {
tstar=(8-h0)/Q;
type_front=8;

}

else {
hn=Q*tau_total+h0;
thetaOn=(hO*thetal) /hn+(Q*theta_in+K) /Q- (hO* (Q*theta_in+K))
/(hnxQ) ;
¥
s
////7/7//¢As 1.2 : (1,1,0)

else if ((alphal=="0" && alpha2=="0" && alpha3=="F")||

(alphal=="0" && alpha2=="0" && alpha3=="Fb")||
(alphat

(alphat

(alphal &

(alphal

(alphal &&

(alphal &&
if(cle) {
tstar=(8-h0)/(2.0%Q);

type_front=8;

"Ob" && alpha3

else {
hn=2.0*Q*tau_total+hO0;
thetaOn=(hO*thetal) /hn+(2.0*Q*theta_in+K)/(2.0%Q) -
(hOx(2.0%Q*theta_in+K))/(2.0%hn*Q) ;
}
¥

////////cAs 1.3 :(1,1,1)

else if ((alphal=="0" && alpha2=="0" && alpha3=="0b") ||
0" && alpha2=="0b" &%& alpha3=="0")]|
0" &%& alpha2=="0b" &% alpha3=="0b")||
0b"&%& alpha2=="0" &%& alpha3=="0b")||
Ob" &% alpha2=="0b" && alpha3=="0")||
(alphal=="0b" && alpha2=="0b" && alpha3=="0b")) {
if(cle) {
tstar=(8.0-h0)/Q ;
type_front=8;
}
else {
hn=Q*tau_total+h0;
thetaOn=(hO*hO*theta0)/(hn*hn)+(2.0*Q*theta_in+K)/(2.0%Q)
- (hO*hO* (Q*theta_in+K) )/ (hn*hnxQ) ;
}

}



////////CAS 2 :(0,0,0)

else if ((alphal=="F" && alpha2=="F" && alpha3=="Fb")||

(alphal=="F" && alpha2=="Fb" && alpha3=="Fb")||
(alpha: Fb" &% alpha2=="F" && alpha3=="Fb") ||
(alpha: Fb" &% alpha2=="Fb" && alpha3=="F")||
(alphal=="Fb" && alpha2=="Fb" && alpha3=="Fb")){
if(cle) {

tstar=(100.0-theta0)*h0/K ;

type_front=100;
}

else {
hn=h0;
thetaOn=thetaO+K*tau_total/hO;

}
/////7///cAs 3 :(0,1,1)

else if ((alphal=="F" && alpha2=="0b" && alpha3=="0")||

(alphal=="Fb" && alpha2=="0b" && alpha3=="0b")||
(alphal &% alpha2=="0" && alpha3=="0b")||
(alphal &% alpha2=="0b" &% alpha3=="0")|]|
(alphal &% alpha2=="0b" &% alpha3 AN
(alphal && alpha2=="0b" && alpha3=="0b")) {
if(cle) {

tstar=1000000;

type_front=0;

else {
hn=h0;
thetaOn=thetaO*exp (-gamma3*tau_total/h0)+gamma2/gamma3-
gamma2*exp (-gamma3*tau_total/h0)/gamma3;

}
////////CA8 3 : (1,0,1)
else if ((alphal=="0" && alpha2=="F" && alpha3=="0")||

"ob") ||
o1l
ob") ||

0" &% alpha2=="F" && alpha3=
0" && alpha: "Fb" && alpha3:
0" &% alpha2=="Fb" && alpha3
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(alphal=="0b" F" && alpha3=="0")]||
(alphal=="0b" F" && alpha3=="0b")||
(alphal=="0b" Fb" && alpha3=="0")||
(alphal=="0b" Fb" && alpha3=="Fb")) {
if(cle) {

tstar=1000000.0 ;
type_front=0;
¥

else {
hn=h0;
thetaOn=thetaO*exp (-gamma3*tau_total/h0)+gamma2/gamma3-
gamma2*exp (-gamma3*tau_total/h0)/gamma3;

}
////////cAsS 4 : (0,0,1)
else if ((alphal=="F" && alpha2=="F" && alpha3=="0")||

(alphal=="F" && alpha2=="F" && alpha3=="0b")]||

(alphal=="F" && alpha2=="Fb" && alpha3=="0")]||
(alphal=="F" && alpha2: && alpha3=="0b") ||
(alphal=="Fb" && alpha3=="0")||
(alphal=="Fb" && alpha3=="0b") ||

(alphal=="Fb" Fb" && alpha3=="0")||
(alphal=="Fb" &% alpha2=="Fb" && alpha3=="0b")) {
if(cle){
tstar=min((h0-4.0)/Q, (1-exp((theta0-100.0)*Q/K))*h0/Q) ;
if (((h0-4)/Q)<((1-exp((theta0-100.0)*Q/K))*h0/Q)) {
type_front=4;

else {
type_front=100;

}
else {
hn=-Q*tau_total+h0;
thetaOn=theta0-(K/Q)*log(-Q*tau_total/h0+1);
s
¥
}
}



B.2 Approche par les EDP

Le programme permettant de calculer la probabilité de surchauffe du réservoir
(I'algorithme est décrit dans le Chapitre 4) est composé de quatre fichiers.

— Le fichier fichier principal appelle les fonctions calculées dans le fichier Fqua-
tions dans l'ordre d’implémentation permettant d’obtenir la probabilité de
surchauffe en partant du mode initial.

Le fichier Parameétres définit tous les parametres du réservoir, le schéma de
discrétisation utilisé, ainsi que les suites permettant de définir les domaines de
définition E24 et E27.

Le fichier Equations calcule dans l'ordre d’implémentation les fonctions selon
le schéma de discrétisation défini dans la Section 4.3.2.

Le fichier Interpolations calcule les fonctions interpolées sur les grilles re-
dressées.

B.2.1 Fichier principal

//plot3d(z(:,Nh/2+1) ,h(VNh_2Nh1),g26) ;
stacksize (100000000) ;

exec(’parametres.sce’); fl4=equation(14);
//plot2d(theta,f14);
getf(’equations2.sci’);

getf(’interpolations.sci’);
£10=equation(10);
//plot2d(theta,f10);
f36=equation(36);
//plot3d(theta,h((Nh/2+1): (Nh+1)),£36);

f9=equation(9);

//plot2d (h(VNh_34Nh1),£9) ;
£35=equation(35);
//plot3d(theta,h((Nh/2+1): (Nh+1)),£35);
f8=equation(8);
[psi36 psi036]=interpolationl(£36,36);

f7=equation(7);
psi3b=interpolationCI(£35,27);
f2=equation(2);

[g34 g034]=equation6_7(34,psi35); f3=equation(3);
//plot3d(w(:,Nh/2+1) ,h((Nh/2+1) : (Nh+1)),g34) ; //plot2d (h(VNh_34Nh1),£3);
//plot2d(w0,g034) ;

[psi29b psi029b]l=interpolationl(£29,36);
f29=equation(29); //plot3d(w(:,Nh/2+1) ,h((Nh/2+1) : (Nh+1)) ,psi29b);
//plot3d(theta,h(VNh_2Nh1),£29);
[psi35b psi035b]=interpolationl(£35,24);
//plot3d(w(:,Nh/2+1) ,h((Nh/2+1) : (Nh+1)) ,psi35b);

f25=equation(25); [psi25b psi025b]=interpolationi(£25,24);
//plot3d(theta,h((Nh/2+1) : (Nh+1)) ,£25); //plot3d(w(:,Nh/2+1) ,h((Nh/2+1) : (Nh+1)) ,psi25b);
psi26=interpolationCI(£25,27); psi24=ones(compt+1,Nh/2+1) ;

[g28 g028]=equation6_7(28,psi25); [g0]l=equation24_27 (psi24);

//plot3d(w(:,Nh/2+1) ,h((Nh/2+1) : (Nh+1)),g28) ; //plot3d(w(:,Nh/2+1) ,h((Nh/2+1) : (Nh+1)),g27(:,VNh_21));
//plot2d(w(:,Nh/2+1),g28); //plot3d(z(:,Nh/2+1) ,h(VNh_2Nh1),g26) ;
//plot2d(w0,g028) ; //g27=equation24_27(2);

//g27=equation(27) ;

psi29=interpolationCI(£29,24); fl=equation(1);

g26=equation(26);
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B.2.2 Fichier Parametres

clear
11111111171117
//parametres//
11111111111117

K=23.88915;

Q=1.5;

theta_in=15;

theta_1=30.9261;

b1=3.0295;

b2=0.7578;

bc=0.05756;

bd=0.2301;//3.0295
1=[2.2831E-3,2.8751E-3,1.5625E-3] ;

//vecteur des lambda
dtheta=input ("choisir un pas") //pas de la grille
dh=(4*Q*dtheta*0.95) /K;

Ntheta=floor ((100-theta_1)/dtheta)

Nh=floor(4/dh)

VNhi=1:(Nh+1); /// 4:8

VNh=1:Nh;

VNthi=1: (Ntheta+1);

VNth=1:Ntheta;

VNh_21=1: (Nh/2+1); ////4:6 (ou 6:8)
VNh_2=1:Nh/2;

VNh_41=1: (Nh/4+1); /// 4:5 (ou 6:7)
VNh_4=1:Nh/4;
VNh_2Nh1=(Nh/2+1): (Nh+1); /// 6:8
VNh_34Nh1=((3/4)*Nh+1) : (Nh+1); /// 7:8
VNh_21Nh34=(Nh/2+1) : (3%Nh/4+1);  /////6:7

//////Fonction lambda//////////////
function[lambdal=Lambda(t,c)

lambda=1(c)* (blxexp(bck(t-20))+b2*exp(-bd* (£t-20)))/(b1+b2) ;
endfunction

/////1/111///Vecteurs theta et h////////////

theta=theta_1+(VNthi-1)*dtheta;
h=4+(VNh1-1)*dh;

I111717771711117111117171711711171717171111117

////////definition de la suite wvn/////////////

I111171777777177711177111771111771117711117117

vO=theta_1+(Kx1og(7/8))/Q;

vinf=(3*K/Q)*log(4/3)+theta_1;

V=vinf-v0;

compt=0;

while V>=(dtheta/100),
V=(1/4)*(vinf-theta_1)+(3/4)*(V+(K/Q)*1log(3/4));
compt=compt+1;

end;

////////determination du n0/////////11//1//

v26=((3/4)*26)*(K/Q) *Log ((7/6)*((3/4) ~4) ) +vinf;

v=((3/4)" (1:compt) ) *(K/Q) *1og ((7/6) *((3/4) "4) ) +vinf;
v=[v vinfl; ///////on met vO a part

Vcompt=1: (compt+1) ;
Vcompt2=1: (compt+2) ;
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///////////determination de la matrice w //////////
wO=zeros(1,Nh/4+1);
w0=v0-(K/Q)*Llog(h(VNh_21Nh34)/8); //creation de w0 & part
//sur 6:7
w=ones (compt+1,Nh/2+1) ;
for n=Vcompt;
w(n,:)=v(n)-(K/Q)*log(h(VNh_2Nh1)/8);
end;
entwO=floor ((wO-theta_1)/dtheta)+1;
entw=floor ((w-theta_1)/dtheta)+1;
LO=(wO-theta_1)/dtheta-entwO+1;

L=(w-theta_1)/dtheta-entw+l; //// on normalise par dtheta

II1111771771711711711711711711711711711711711711717
////1//1/////definition de la suite un//////////////
II1111771771771711711717711711711711711711711711717

ul=theta_1+(K/Q)*1og(7/6);
uinf=(4*K/Q)*log(4/3)+theta_1;
U=uinf-ul;

comptu=0;

while U>=(dtheta/100),
U=(1/4)*(uinf-theta_1)+(3/4)*U-(K/Q)*1log(4/3);
comptu=comptu+1;

end;

u26=((3/4)"25)*(K/Q) *Log ((7/6)*((3/4) "4) ) +uinf;
u=((3/4) " (2: (comptu) ) ) *(K/Q) *1og((7/6)* ((3/4) "4))+uinf;
u=[ul u uinfl;

///1////1///deternination de la matrice z //////////
z=ones (comptu+1,Nh/2+1);

for n=Vcompt;
z(n,:)=6%((h(VNh_2Nh1))." (1)) .*(u(n)-theta_1)+theta_1;
end;

entz=floor((z-theta_1)/dtheta)+1;

Lu=(z-theta_1)/dtheta-entz+1;

/111111117111111117///vecteurs lambda ///////////

Li=Lambda(theta,1);
L2=Lambda(theta,2);
L3=Lambda(theta,3);
L2w=Lambda(w,2);
L2w0=Lambda (w0,2) ;
L3w=Lambda(w,3);
L3w0=Lambda (w0,3) ;
L2z=Lambda(z,2);
L3z=Lambda(z,3);
Lith=Lambda(theta_1,1);
L2th=Lambda(theta_1,2);
L3th=Lambda(theta_1,3);

//// on normalise par dtheta



B.2.3 Fichier Equations

function[f]=equation(n)

I1111771777771777771771771777171171171171171177
11111777771771777777 36 /11711711711711111171177
I1111777771771777177771771177171171171111171177

if n==36 then,
f=zeros(Ntheta+1,Nh/2+1);

f(Ntheta+1,:)=1;
gprime=ones(1,Nh+1);

///initialiser la premiére ligne
fprime=zeros(1,Nh+1); ///ligne courante

for i=Ntheta:-1:1;
for j=VNh+1;

fprime (j)=((dh*K)/(dtheta*Q))*(h(j-1).~(-1))
.*(gprime (j-1)-fprime(j-1))+fprime(j-1);

end;
gprime=fprime;
£(i,:)=fprime (VNh_2Nh1);
end;
end;

I11117777717171177171171771171111171171171171177
11171171717117177717 35 171171111171171111171177
I1117171717111111717171711111171711171111111177

if n==35 then,
f=ones (Ntheta+1,Nh/2+1);
f(Ntheta+1,:)=1;

for i=Ntheta:-1:1;

£(i,:)=h(VNh_2Nh1)*dtheta.x*((K+2%L3(i)*dtheta
*h (VNh_2Nh1)) .7 (-1)) .*(K.*((h(VNh_2Nh1) *dtheta)
L7(-1)) K (341, ) +LB (1) *(£36(4,:)+1));

end;
end;

II11117771711117171717171711711171117171111117177
[11777111171111771117 29 111111117111111111117117
I111117771711117171117171111111171117111111111177

if n==29 then,
f=zeros(Ntheta+1,Nh/2+1);
f(Ntheta+1l,:)=1;

for i=Ntheta:-1:1;
£(i,:)=((K+2*L2(i)*dtheta*h(VNh_2Nh1)) .~ (-1)) .*(K*f (i+1,:)
+dtheta*L2(i) .*h(VNh_2Nh1));
end;
end;

I1111777777711777177777177177177171177177177177177
1111177777177177777777 25 71117111117117171177177
I111117777177717771777777177177177177177177177177177

if n==25 then,
f=zeros (Ntheta+1,Nh/2+1);
£(1,VNh_21)=0.5%£36(1,VNh_21);
for i=VNth;
A=(Q*(theta(i+1)-theta_1)/dtheta)*((h(VNh_2Nh1) .~ (-1)));
£(i+1,0)=F£(1, )+ ((A+2%L2(i+1)) .~ (1)) .*(A.*(£(1,:)-£(1,:))
+L2(i+1) . *(£36(i+1,VNh_21)-2%£(1,:)));
end;
end;

I1111777777711777177777177177177171177177171177777
11171777177711771777 26 1171171171171111171117177
I111117777177717771777777177177177171177177171177177

if n==26 then,
f=zeros(comptu+1,Nh/2+1);
£(:,Nh/2+1)=psi29(:);
for j=Nh/2:-1:1;
£ (Vcompt, j)=((2*L2z(Vcompt, j)+Q/dh) .~ (-1)) .*x((Q/dh)
*f (Vcompt, j+1)
+L2z (Vcompt, j));
end;
end;
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JI1111717717171717771771117171717171717111171117
I111717177117717777717 14 11717711111111111171117
II1111777711711711711711711711711711711711771777

if n==14 then,
f=zeros(Ntheta+1,1);
£($)=1;
for i=Ntheta:-1:1;
£(1)=((K/(8*dtheta)+2*L1(i)) .~ (-1)) .*(L1(i)
+(K/ (8*dtheta) ) *f (i+1));
end;
end;

JI11177171171717171717117171717171711117111717177
J111177777171717177717 10 [111711111711111111117
JI1117117717171117171711111111717171717111171117

if n==10 then,
f=zeros(Ntheta+1,1);
£($)=1;
for i=Ntheta:-1:1;
£(i)=((K/(8*dtheta) +2* (L1(i)+L2(i)))."(-1))
*((K/ (8xdtheta))
*f (i+1)+L1(i)*£29(i,Nh/2+1)+L2(i)*£14(i));
end;
end;

II11177117717777717117717117117117117117111177117
I111777717117777717117°9 117117111117111111111117
I1111777171771777117117717117117117117111117177117

if n==9 then,
f=zeros(1,Nh/4+1);
£($)=£14(1);
for j= Nh/4:-1:1;
£(j)=(dh/ (2*L1th*dh+Q))*((Q/dh)*f (j+1)+L1th);
end;
end;

II11117777717777777117777117117117117117117117117
11117171171171171771177 8 17117111117117111177117
II11717717117117177117717117117117117117111117117

if n==8 then,
f=zeros(1,1);
£=(1/2)*£36(1,Nh/4+1) ;
end;

II111771711717171717171711717171717171111117111717
I1111111717117177711177°7 111171711171111117111717
JI111771711717711177171171711111717171111117111717

if n==7 then,
f=zeros(1,1);
£=(1/(2%(L1th+L3th)))* (L1th*g034 (Nh/4+1) +L3th* (£8+£9(1)));
end;

JII111777771777717711771711711711711711711711711717
I111777117177717177177717 2 111711711111711171171717
II1111771771777711711711711711711711711711711711717

if n==2 then,

f=zeros(1,1);

£=(1/(2%(L1th+L2th)))*(L1th*g028 (Nh/4+1)+L2th*f8) ;
end;

JI11177177771777177717117171717171717717111717171717
1111111171711711111117117 8 111111711111111111171117
JI11171177171771777717117171117171711117111117171117

if n==3 then,
f=zeros(1,Nh/4+1);
£($)=£10(1);
for j=Nh/4:-1:1;
£(j)=0(Q/dh+2% (L1th+L2th)) . (-1))*((Q/dh) *£ (j+1)
+L1th*£29(1, j+Nh/4)
+L2th*£9(j)) ;
end;
end;

JI1111107117171717771711717171717171711717171717111177
JI11117071171717177717 L 17171717171111711171711111177
JI1117117117171717171711717171717171111711111711111177

if n==1 then,
f=zeros(1,1);
£=(1/(2%(L1th+L2th+L3th)))* (L1th*g0(Nh/4+1) +L2th
*E7+L3th* (£2+£3(1)));
end;



endfunction;

function[g0]=equation24_27(psi);

f=zeros (compt+1,Nh/2+1);
g=zeros (compt+1,Nh/2+1);
g0=zeros(1,Nh/4+1);
g(compt+1,1)=psi(compt+1,1);

norme=1;
x=0;
while norme>(dtheta/10000000) ;
for j=VNh_2;
g(compt+1, j+1)=((Q/dh+2x (L2w (compt+1, j+1)+L3w(compt+1, j+1)))
.7 (-1)) .*((Q/dh) *g (compt+1, j)+L2w (compt+1, j+1)
.*g34 (compt+1, j+1)+L3w(compt+1, j+1) . *(g28 (compt+1, j+1)
+psi29b(compt+1,j+1)));
end;

f (compt+1,Nh/2+1)=g(compt+1,Nh/2+1);

for j=Nh/2:-1:1;
£ (compt+1, j)=((Q/dh+2* (L2z (compt+1, j)+L3z(compt+1,j))) . (-1))
.*((Q/dh) *f (compt+1, j+1)+L2z(compt+1, j+1) . #psi3bb(compt+1, j)
+L3z(compt+1,j) . *(psi25bb(compt+1, j)+g26 (compt+1,3j)));

end;

norme=max (abs (g(compt+1,1)-f (compt+1,1))); //test d’arrét
g(compt+1,1)=f (compt+1,1);

x=x+1;
end;

disp(x)

for i=compt:-1:1;
g(i,1)=f(i+1,1);
for j=VNh_2;
g(i,j+1)=((Q/dh+2* (L2w (i, j+1)+L3w(i, j+1))) .~ (-1)) .*((Q/dh)
*g(i,j)+L2w(i, j+1) . *g34 (i, j+1)+L3w(i,j+1) .*(g28(i,j+1)
+psi29b (i, j+1)));
end;

£(i,Nh/2+1)=g(i,Nh/2+1);
for j=Nh/2:-1:1;

£(i,1)=((Q/dh+2% (L2z (i, j)+L3z(i,1))) .~ (-1)) .*x((Q/dh)
*f(1,j+1)+L2z(4,3) . #psi36b(i,j)+L3z (4, })
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.*(psi26b(i,j)+g26(i,j)));
end;
end;

g0(1)=£(1,1);
for j=VNh_4;
g0 (j+1)=((Q/dh+2x (L2w0 (j+1)+L3w0(j+1))) .~ (-1)) .*((Q/dh)
*g0(§)+L2w0 (j+1) . *g034 (j+1)+L3w0 (j+1) . *(g028(j+1)
+psi029b(j+1)));
end;

endfunction;

/7

function[f,f0]=equation6_7(n,psi);

f=zeros(compt+1,Nh/2+1);
fO=zeros(1,Nh/4+1);
£(:,1)=1;

f0(1)=psi;

if n==34 then,

for j=VNh_2;
£ (Vcompt , j+1)=((Q/dh+2*L3w(Vcompt, j+1)) .~ (-1)) .*((Q/dh)
*f (Vcompt, j)+L3w (Vcompt, j+1) . *(psi36 (Vcompt, j+1)+1));
end;

for j=VNh_4;
£0(j+1)=((Q/dn+2+L3w0(j+1)) .~ (1)) . *((Q/dh) *£0(j)
+L3w0(j+1) . *(psi036(j+1)+1));
end;
end;

if n==28 then,

for j=VNh_2;
£ (Veompt, j+1)=((Q/dh+2+L2w (Vcompt, j+1)) .~ (-1)) .*((Q/dh)
*f (Vcompt, j)+L2w(Vcompt, j+1) . xpsi36(Vcompt, j+1)) ;

end;

for j=VNh_4;
£0(j+1)=((Q/dh+2*L2w0 (j+1)) .~ (1)) .*((Q/dh) *£0 (j)+L2w0 (j+1)
. *psi036(j+1));
end;
end;
endfunction;



B.2.4 Fichier Interpolations

//
//

function[psi,psiO]l=interpolationl(f,p)
if p==36 then,

psi=zeros(compt+1,Nh/2+1);
psiO=zeros(1,Nh/4+1);

for j=VNh_21;
psi(Vcompt, j)=(1-L(Vcompt, j)) .*f (entw(Vcompt,j)-1,3)
+L(Vcompt, j) . *f (entw(Vcompt,j),j);

end;

for j=VNh_41;
psi0(§)=(1-L0(j))*f (entw0(j),j)+LO(]) .*f (entw0O(j)+1,3);
end;
end;
if p==24 then,
psi=zeros(comptu+1,Nh/2+1);
psiO=zeros(1,1);
psi0=0;
for j=VNh_21;
psi(Vcompt,j)=(1-Lu(Vcompt,j)) .*f (entz(Vcompt,j)-1,3)
+Lu(Vcompt, j) . *£f (entz (Vcompt,j),j);

end;

end;

endfunction;

//
//

function[psil=interpolationCI(f,p)

////////Conditions initiales pour 34 et 28
if p==27 then,
psi=zeros(1,1);
psi=(1-L0(1))*£f (entw0(1)-1,1)+LO(1) *f (entw0(1),1);
end;

///////// conditions initiales pour 26
if p==24 then,
psi=zeros(comptu+1,1);
psi(:)=(1-Lu(:,Nh/2+1)) .*f (entz(:,Nh/2+1)-1,Nh/2+1)
+Lu(:,Nh/2+1) .*f(entz(: ,Nh/2+1) ,Nh/2+1);
end;

endfunction;
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Résumé

Les Processus Markoviens Déterministes par Morceaux (PDMP) ont été intro-
duits dans la littérature par M.H.A Davis comme une classe générale de modeles
stochastiques. Les PDMP forment une famille de processus markoviens qui décrivent
une trajectoire déterministe ponctuée par des sauts aléatoires. Dans une premiere
partie, les PDMP sont utilisés pour calculer des probabilités d’événements redoutés
pour un cas-test de la fiabilité dynamique (le réservoir chauffé) par deux méthodes
numériques différentes : la premiere est basée sur la résolution du systeme différentiel
décrivant 1’évolution physique du réservoir et la seconde utilise le calcul de ’espérance
de la fonctionnelle d'un PDMP par un systeme d’équations intégro-différentielles.
Dans la seconde partie, nous proposons une méthode numérique pour approcher la
fonction valeur du probleme d’arrét optimal pour un PDMP. Notre approche est
basée sur la quantification de la position apres saut et le temps inter-sauts de la
chaine de Markov sous-jacente au PDMP, et la discrétisation en temps adaptée a la
trajectoire du processus. Ceci nous permet d’obtenir une vitesse de convergence de
notre schéma numérique et de calculer un temps d’arrét e-optimal.

Mots-clés Processus Markoviens Déterministes par Morceaux, méthodes numé-
riques, fiabilité dynamique, fonctionnelle d'un PDMP, probleme d’arrét optimal,
quantification, temps d’arrét e-optimal, vitesse de convergence.

Abstract

Piecewise Deterministic Markov Processes (PDMP’s) have been introduced in
the literature by M.H.A. Davis as a general class of stochastics models. PDMP’s are
a family of Markov processes involving deterministic motion punctuated by random
jumps. In a first part, PDMP’s are used to compute probabilities of top events
for a case-study of dynamic reliability (the heated tank system) with two different
methods : the first one is based on the resolution of the differential system giving the
physical evolution of the tank and the second uses the computation of the functional
of a PDMP by a system of integro-differential equations. In the second part, we
propose a numerical method to approximate the value function for the optimal
stopping problem of a PDMP. Our approach is based on quantization of the post-
jump location and inter-arrival time of the Markov chain naturally embedded in the
PDMP, and path-adapted time discretization grids. It allows us to derive bounds
for the convergence rate of the algorithm and to provide a computable e-optimal
stopping time.

Key-words Piecewise Deterministic Markov Processes, numerical methods, dy-
namic reliability, functional of a PDMP, optimal stopping problem, quantization,
e-optimal stopping time, convergence rate.
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