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Introduction

Cette thése est le fruit de trois années de recherches. Le sujet traité dans cette thése est
un sujet émergent dans le domaine de la physique des trés basses températures. La technologie
actuelle nous permet de piéger des atomes (fermions et/ou bosons) par des faisceaux lasers et
nous permet de contrbler leurs interactions & une température de ’ordre du nanokelvin. Il est
donc possible de contraindre les atomes piégés a adopter différentes phases compressibles, liquide
ou superfluide par exemple, ou incompressibles (phases de Mott). La température extrémement
proche du zéro absolu autorise les effets quantiques a apparaitre. Les phases adoptées par les
atomes présentent donc des particularités extraordinaires dans le sens ol elles n’apparaissent
pas dans les conditions thermodynamiques quotidiennes et sont appelées « phases quantiques ».
De tels piéges, ou simulateurs quantiques [1], rendent possible I’étude de phases quantiques de
la matiére condensée, autrement difficile & produire expérimentalement, ainsi que 1’étude des
transitions entre ces phases [2, 3|.

L’apparition récente de piéges purement optiques sans champ magnétique a ouvert de nou-
velles perspectives dans I’étude du magnétisme quantique. A I'inverse des piéges nécessitant un
champ magnétique, tel que le piége magnéto-optique, les réseaux optiques permettent de piéger
des particules sur un réseau sans figer le degré de liberté de leur moment cinétique, ou « spin ».
La problématique de cette thése est d’étudier 'influence du degré de liberté du spin des atomes
dans des phases quantiques, telles que la phase superfluide, la phase condensée de Bose-Einstein
et les phases isolantes de Mott. Le systéme peut-il spontanément adopter un ordre magnétique ?
Existe t-il différents arrangements magnétiques au sein d’'une méme phase? La transition ma-
gnétique « nématique - singulet » du premier ordre, prédite théoriquement dans la phase isolante
de Mott de densité deux [4, 5], est t-elle observée ? Les transitions de phases sont elles affectées
par le degré de liberté du spin ?

Comme nous le verrons dans cette thése, le systéme peut effectivement spontanément adopter
un ordre magnétique, ce qui ajoute une richesse supplémentaire aux phases quantiques déja
connues. L’ordre des transitions de phases est lui aussi parfois affecté par le degré de liberté du
spin des atomes. De plus, le contréle des interactions via les résonances de Feshbach optiques
permet la conversion du moment cinétique des atomes. Ces résonances permettent, d’une part, de
controler & notre guise les interactions magnétiques entre les atomes et d’autre part d’introduire
des conversions entre les différentes espéces de bosons piégés. Ces conversions vont introduire un
ordre de complexité supérieur aux systémes de bosons mixtes et seront a l’origine de ’équilibre
ou de la polarisation des populations.



Introduction

Les systémes de particules fortement corrélées sont activement étudiés expérimentalement et
théoriquement & 1D et 2D, dimensions pour lesquelles les fluctuations quantiques sont impor-
tantes. Cependant, ces études présentent des inconvénients majeurs: expérimentalement, le cott
en matériel et en temps est élevé et, théoriquement, les résultats exacts sont trés peu nombreux
et beaucoup d’approximations sont utilisées. Dans ces circonstances, 'utilisation de méthodes
numériques exactes, telles que la méthode de Monte Carlo quantique, représente une alternative
précieuse et peut s’avérer d’'une grande importance pour les expérimentateurs désireux d’effec-
tuer de nouvelles études.

La physique de bosons fortement corrélés sur réseaux est décrite par le modéle de Bose-
Hubbard. Le modéle de Hubbard [6], initialement introduit en 1963 par J. Hubbard pour décrire
une transition de phase entre un état métallique et un état isolant en physique des solides, re-
couvre un ensemble de modéles de particules quantiques, bosons ou fermions, évoluant sur un
réseau. De fagon générale, ce modéle décrit un probléme quantique & N-corps en interaction dont
le hamiltonien est équivalent a ’équation de Schrodinger discrétisée.

Lorsque les particules sont indiscernables, le formalisme de seconde quantification utilisé dans
ce modéle instaure naturellement la symétrie de la fonction d’onde associée a la nature des parti-
cules. La non-commutation du terme cinétique et d’interaction de ce modéle engendre une com-
pétition de ces termes afin de minimiser 1’énergie. A la différence des phases thermodynamiques
classiques, cette compétition est a ’origine des propriétés intéressantes des phases adoptées par
le systéme dans son état fondamental. De plus, la variation des interactions, contrélables expé-
rimentalement, permet le passage d’une phase & une autre. Lorsque les effets thermiques sont
négligeables, de telles transitions sont nommeées « transitions de phases quantiques » [3], par op-
position aux transitions de phases classiques issues d’'une compétition entre entropie et énergie.

Dans cette thése, nous étudions deux systémes de bosons sur réseaux optiques. L’étude numé-
rique du hamiltonien de Bose-Hubbard de ces systémes est effectuée par deux méthodes concep-
tuellement différentes. D’une part, nous employons une méthode de champ moyen qui simplifie
le hamiltonien et permet une diagonalisation exacte du hamiltonien simplifié, diagonalisation
numérique dans cette thése. En plus d’étre approximative, cette méthode présente, entre autre,
le désavantage de restreindre le nombre de quantités calculables & des quantités locales, sur site.
D’autre part, nous employons la méthode de Monte Carlo quantique, méthode numérique exacte
impliquant un temps de calcul parfois assez long !. Le principe de cette méthode est de calculer
la valeur moyenne de grandeurs physiques associées & un systéme classique de dimension d + 1,
exactement équivalent au systéme quantique de dimension d étudié, par une méthode de Monte
Carlo classique. Une telle correspondance, généralement possible par une formulation en inté-
grale de chemin, requiert I'introduction d’'une dimension supplémentaire, ou « temps imaginaire ».

Cette these est divisée en quatre parties. La Partie 1 est une partie introductive concernant
I’évolution des systémes expérimentaux d’atomes ultrafroids. Le Chapitre 1 explique comment
les différentes techniques de piégeage d’atomes, & des températures toujours plus basses, nous ont
progressivement amené & pouvoir simuler aujourd’hui différentes phases de la matiére condensée
avec un grand contrdle. En 1982, Richard P. Feynman [1] avait dé¢ja émis ’hypothése que de tels
systémes pourraient servir de simulateurs quantiques. La discussion du modéle de Bose-Hubbard
au Chapitre 2 permet d’introduire ce modéle, ainsi que les notations utilisées par la suite.

1. Simulations de 15 jours environ.



La Partie 2 concerne les deux modéles étudiés, ainsi que les outils numériques et théoriques
utilisés. Le Chapitre 3 présente les hamiltoniens des deux systémes, ainsi que leurs propriétés.
Afin de simplifier la lecture de ce manuscrit, il nous semble judicieux de prévenir le lecteur que
nous nous référerons a ce chapitre lors de I'étude de ces deux systémes. A la différence d’une
organisation conventionnelle linéaire, une organisation synthétique du manuscrit a été privilégiée
afin de comparer les deux modéles dans un unique chapitre. La particularité des deux systémes
étudiés est le terme de conversion du spin des bosons. La méthode du champ moyen utilisée,
conduisant & une simplification des hamiltoniens des deux systémes, est aussi expliquée. D’autre
part, la méthode de Monte Carlo quantique et 'algorithme utilisé sont discutés au Chapitre 4.

La Partie 3 concerne ’étude des propriétés a 1’équilibre du systéme de bosons de spin-1/2.
Ce systéme, dérivé de bosons de spin-1, met en jeu deux espéces de bosons, I'une correspond
a des bosons de spin 0 et 'autre a I'état A. L’état A est obtenu wia un couplage optique entre
les deux états de spin £1, couplage issu de la polarisation des lasers créant le réseau optique
|7, 8]. Ce systéme est donc un systéme de bosons & deux états de spin effectifs, d’ou 'appellation
de « bosons de spin-1/2 ». De plus, le terme de conversion du spin de ces deux espéces autorise
la conversion de deux particules d’une espéce en deux particules de 'autre espéce lors d’une
collision sur site.

Au Chapitre 5, ce systéme est étudié avec la méthode du champ moyen, présentée au Chapitre 3,
ainsi qu’avec la méthode de Monte Carlo quantique a température nulle en 1D, dimension pour
laquelle les fluctuations quantiques jouent un role capital. Les phases et les transitions de phases
sont analysées et les deux méthodes sont comparées. Comme attendu, nous montrons que le
champ moyen ne permet pas une description correcte des transitions de phases, bien que la
description des propriétés sur site soit parfois acceptable. L’existence d’un condensat de Bose-
Einstein est aussi invalidée par ’analyse en Monte Carlo quantique. Par ailleurs, nous présentons
dans ce chapitre des résultats inattendus: un couplage effectif des spins des atomes, issus des
déplacements de ceux-ci par effet tunnel, va permettre & un ordre ferromagnétique a longue por-
tée, de type Ising, ou & un quasi-ordre magnétique dans le plan yz, de se développer dans les
différentes phases étudiées. Des mouvements cohérents anticorrélés d’atomes de spin différents
vont lever la dégénérescence des phases de Mott prédite par le champ moyen. Ces mouvements
interviennent aussi dans la phase superfluide, dans laquelle des mouvements cohérents indivi-
duels existent déja, rendant cette phase extrémement complexe. Un autre résultat surprenant est
la quasi-polarisation de la phase superfluide, qui n’a pas été prédite par les études précédentes
en champ moyen |7, 8]. Ce résultat nous a amené a proposer un hamiltonien en champ moyen
permettant une meilleure description du systéme que celui précédemment étudié dans la biblio-
graphie par K.V. Krutitsky et al. |7, §|.

Le Chapitre 6 est consacré a I'étude 2D de ce systéme a température nulle, puis & tempéra-
ture finie. L’étude a température nulle permet d’isoler les différences liées au changement de
dimension du systéme. L’accord entre le champ moyen et la méthode de Monte Carlo quantique
est-il meilleur, comme attendu 7 Existe t-il des transitions de phases du premier ordre ainsi qu'une
phase condensée de Bose-Einstein, comme le prédit le champ moyen 7 Nous répondons & ces ques-
tions et nous montrons que les différents types d’ordres magnétiques observés & 1D sont conservés
a 2D et que le quasi-ordre, associé & une symétrie continue, se transforme en un ordre a longue
portée. Bien que les techniques de champ moyen échouent généralement a deux dimensions, cette
méthode s’avérera étre qualitativement acceptable & température nulle. Enfin, ’étude du systéme
poursuivie en 2D & température finie montre 'influence des effets thermiques sur les phases et sur
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Introduction

les transitions de phases. Quelle est la robustesse des propriétés magnétiques face aux effets ther-
miques ? A quelle température les phases de Mott et la phase superfluide disparaissent-elles pour
laisser place & un liquide de Bose normal 7 Les mouvements cohérents anticorrélés disparaissent-
ils & la méme température dans les différentes phases ? L’ordre des transitions est-il affecté ? Les
transitions de type BKT attendues sont-elles observées 7 Nous répondons & ces questions et nous
montrons, d’autre part, que le champ moyen utilisé échoue lorsque les effets thermiques ne sont
plus négligeables.

Cette troisiéme partie révéle les défauts, les limites et les points forts de la théorie du champ
moyen utilisée par de nombreuses équipes [3, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]. Les résultats
présentés dans cette troisiéme partie ont abouti a la publication de trois articles [17, 18, 19].

La Partie 4 est consacrée a 1’étude préliminaire du systéme de bosons de spin-1, a tempéra-
ture nulle pour un réseau optique 2D. Ce systéme, plus complexe que le précédent, correspond
a trois espéces de bosons de spin —1, 0 et +1 évoluant sur un réseau optique. Dans ce mo-
déle, deux particules de spin —1 et +1 peuvent se convertir en deux particules de spin 0, et
réciproquement, lors d’une collision sur site. L’intérét de ’étude de ce modéle, comparé & celui
des bosons de spin-1/2, est que de nouvelles phases magnétiques sont prédites, telles que la phase
« nématique » [4, 5, 20, 21]. De plus, cette analyse permet de compléter les études précédemment
effectuées [15, 22, 23, 24].

Les résultats obtenus en champ moyen, présentés au Chapitre 7, serviront de base pour ’étude en
Monte Carlo quantique actuellement en cours, présentée au Chapitre 8. Une partie des résultats
obtenus en champ moyen a déja été publiée par V. Pai et al. |9]. Cependant, nous présentons une
étude plus approfondie et plus compléte, notamment en ce qui concerne les propriétés magné-
tiques sur site. Les résultats en Monte Carlo quantique montrent qu’un ordre ferromagnétique
existe dans les différentes phases et confirment l’existence de transitions de phases du premier
ordre, prédites par le champ moyen. La phase nématique est-elle observée? La phase singulet
prédite théoriquement est-elle présente [4, 5] 7 Quelle sont les similarités avec le modeéle de bo-
sons de spin-1/2 7 Existe t-il pour ce modéle aussi des mouvements cohérents anticorrélés et une
polarisation de la phase superfluide ?

Cette étude préliminaire des bosons de spin-1 sur réseau optique s’ajoute aux nombreuses
études expérimentales [25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33| et théoriques [4, 5, 9, 12, 14, 34, 35, 36,
37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45] effectuées dans ce champ de recherche.
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Chapitre 1

Atomes ultrafroids ou simulateurs
quantiques

1.1 Condensation de Bose-Einstein

D’apres la théorie cinétique des gaz, la température est une mesure indirecte du degré d’agi-
tation microscopique des particules, soit principalement de la dispersion de leurs vitesses pour
un gaz. En 1848, William Thomson, Lord Kelvin, propose une échelle de température absolue
telle que le zéro absolu représente la température pour laquelle plus aucune chaleur ne peut étre
extraite d’un corps. Le zéro absolu correspond & —273.15° C. En Physique classique, cette tempé-
rature correspond donc & un état d’immobilité totale et d’entropie nulle. Cependant, la Physique
Quantique invalide I'idée d’une immobilité totale puisque, d’aprés les inégalités d’Heisenberg,
I’état fondamental d’un systéme & température nulle posséde nécessairement une quantité de
mouvement non nulle. Il est donc impossible de s’abstraire des fluctuations quantiques résiduelles.

Les effets dus & la nature quantique des particules émergent lorsque la température approche
la limite du zéro absolu. Il existe deux familles de particules: les bosons (particules de Bose) et
les fermions (particules de Fermi). Les bosons possédent un spin entier, satisfont la statistique
de Bose-Einstein et leur fonction d’onde globale est symétrique. Il n’y a aucune restriction sur le
nombre de particules occupant le méme état quantique. Cette famille regroupe des exemples trés
différents tels que les photons, I'hélium He?, ainsi que des quasi-particules comme les phonons,
les excitons etc. A contrario, les fermions possédent un spin demi-entier, satisfont la statistique
de Fermi-Dirac et leur fonction d’onde globale est antisymétrique. Le principe d’exclusion de
Pauli, satisfait par ces particules, impose qu’un état quantique ne peut pas étre occupé par deux
particules indiscernables ou plus. Cette famille regroupe aussi des exemples trés différents tels
que l'électron, le proton, le neutron, I'hélium He?, etc. Le nombre moyen (n;)BF ((n;)f'?) de
bosons (fermions) occupant 'état quantique d’indice [ d’énergie ¢; est:

1
BE _
()  eBla—n) — 1 (1.1)
1
FD __
()  eBlean) 11 (1.2)
ou u est le potentiel chimique et 3 = 1/kgT est linverse de la température, avec kp la

constante de Boltzmann. La différence du signe devant 1 au dénominateur entraine de pro-
fondes conséquences! Lorsque le nombre moyen de particules de I’état d’énergie ¢; est trés petit,
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BE2< >FD:

soit e#(&1=1) > 1. la nature quantique des particules ne se distingue plus: (n;) ny
e Be=1)  Cette approximation, appelée « approximation de Maxwell-Boltzmann », s’applique
au régime des "hautes" températures et/ou aux systémes dilués.

En 1924, Albert Einstein comprit, en s’inspirant des travaux de Satyendra Nath Bose, qu’'un
nombre macroscopique de bosons identiques sans interaction peut occuper 1’état quantique
de plus basse énergie lorsque la densité n satisfait la relation nA® > 2.612 [46]. La quantité
A = h/\/2mmkpT représente la longueur d’onde thermique de de Broglie des bosons de masse
m et h est la constante de Planck. Le phénoméne de condensation décrit par Einstein se produit
lorsque les fonctions d’onde des particules commencent & se recouvrir entre elles. Il fallut attendre
1995 pour voir la premiére réalisation expérimentale d’une telle condensation réalisée simultané-
ment par E. Cornell et C. Wieman dans le Colorado et par W. Ketterle au MIT [47, 48]. Cette
prouesse leur valut le prix Nobel de Physique en 2001 pour la réalisation et ’étude d’un condensat
de Bose-Einstein dans des gaz dilués d’atomes alcalins. Depuis, de nombreux type d’atomes ont
été condensés, tels que ’hydrogéne 'H, ’hélium “He, le lithium “Li, le sodium 23Na, le potassium
K et YK, le chrome ®2Cr, le rubidium #Rb et 87Rb, le césium '33Cs et '33Cs et I'ytterbium
170Yh et 174Yb [49]. Des quasi-particules fictives telles que les excitons dans les semi-conducteurs
présentent aussi des propriétés quantiques surprenantes liées a la condensation de Bose-Einstein.

La condensation de Bose-Einstein intervient dans d’autre phénoméne tels que la superfluidité,
la supraconductivité et peut également étre rapprochée de Veffet laser (Light Amplification by
Stimulated Emission of Radiation). En effet, lorsque la densité de photons atteint une certaine
valeur critique, le nombre de photons dans le méme état quantique (méme énergie, méme direc-
tion, méme phase ...) devient macroscopique, ce qui confére a la lumiére laser ses propriétés si
particuliéres. Cependant, le potentiel chimique nul pour les photons implique que le nombre de
photons n’est pas conservé. Cette différence entre 'effet laser et le condensat de Bose-Einstein
est a l'origine de controverses. Des expériences récentes contournent désormais cette différence
en créant des cavités dans lesquelles le nombre de photons est approximativement conservé et
permettent d’observer une condensation de Bose-Einstein stricte, selon les auteurs [50].

A contrario, la superfluidité et la supraconductivité sont des phénoménes impliquant la
condensation de particules en interaction. La superfluidité a été découverte en 1938 par P. Kapitza
[51], J. F. Allen et A. D. Misener [52] alors qu’ils étudiaient de I’hélium liquide. Ce phénomeéne
quantique permet & un liquide de présenter une viscosité nulle: il n’oppose aucune résistance a
I’écoulement. Par ailleurs, le superfluide est un superconducteur de chaleur. Cette découverte
valut & P. Kapitza le prix Nobel de Physique de 1978. La température de la transition super-
fluide Ty ~ 2.2 K, remarquablement proche de celle de la condensation de Bose-Einstein d’un
gaz parfait de méme densité que I'hélium liquide, soit Ts ~ 3.2 K, amena F. London & penser
que les deux phénoménes étaient liés.

Concernant la supraconductivité, des interactions complexes entre phonons du réseau et élec-
trons de conduction conduisent & I'apparition de paires liées d’électrons, appelées « paires de Co-
oper ». Bien que les électrons soient des fermions, ces paires d’électrons se comportent comme des
bosons condensés dans le méme état quantique, sous la forme d’un condensat de Bose-Einstein.
Les matériaux supraconducteurs n’opposent plus aucune résistance au passage du courant élec-
trique et expulsent les lignes de champ magnétique !. Une théorie compléte de la supraconducti-

1. Effet Meissner.



1.2. Refroidissement et piégeage des atomes

vité, la théorie BCS, fut proposée en 1957 par J. Bardeen, L. Cooper et J. Schrieffer. Pour leurs
travaux, les auteurs regurent le prix Nobel de Physique de 1972.

1.2 Refroidissement et piégeage des atomes

Les effets impliquant la condensation de Bose-Einstein apparaissent pour de faibles tempéra-
tures. Il est possible d’observer I'effet Meissner avec des matériaux composés d’oxydes métalliques
céramiques supraconducteurs refroidis par de ’azote liquide a environ —196° C, soit 77 K. Nous
avons aussi mentionné la transition superfluide de I'hélium *He, observée pour la premiére fois en
1938, a une température de 2.2 K. A I'inverse des ces deux cas, il a fallu développer de nouvelles
techniques de refroidissement afin d’observer, en 1995, le premier condensat de Bose-Einstein,
au sens strict d’Einstein, d'un gaz dilué d’atomes de rubidium & une température proche de 170

nk.

La formation de condensats de Bose-Einstein de gaz dilués, d’une densité voisine de 10'?
atomes,/m? environ, nécessite d’atteindre des températures plus basses que le microkelvin. Pour
de telles températures, le phénoméne d’adsorption des atomes par des parois matérielles est
inévitable. Il est donc impossible de piéger un tel gaz par des parois matérielles. De facon géné-
rale, I'utilisation d’un champ magnétique inhomogéne permet de maintenir le gaz en lévitation
au centre d'une enceinte dans laquelle régne un vide profond (1072 Pa). En effet, le moment
magnétique p de chaque atome se couple au champ magnétique B(r) pour donner une éner-
gie d’interaction & = —p.B(r). 1l résulte de cette énergie potentielle une force magnétique qui
permet de piéger les atomes. Cependant, afin de stocker un grand nombre d’atomes, une étape
préliminaire intervient avant le piégeage magnétique. Dans presque toutes ces expériences, cette
étape fait intervenir un piége magnéto-optique, basé sur les échanges d’impulsions entre atomes
et photons, afin de refroidir les atomes depuis la température ambiante jusqu’a des tempéra-
tures inférieures au millikelvin [46]. Ce type de piége permet d’obtenir le rapport nA3 ~ 1076,
ce qui est bien trop faible pour arriver a la condensation de Bose-Einstein, soit nA3 ~ 2.612.
Les atomes sont donc ensuite transférés dans le piége magnétique ou les atomes les plus chauds
sont éliminés par un processus d’évaporation radio-fréquence. Cette méthode permet encore de
refroidir les atomes jusqu’a des températures de quelques centaines de nanokelvins et d’obtenir
la condensation désirée. La Figure 1.1 montre la distribution de vitesses d’un gaz d’atomes de
rubidium Rb lors de la transition de Bose-Einstein.

Les techniques de refroidissement d’atomes par laser sont nombreuses (refroidissement Dop-
pler, Sisyphe, subrecul etc.). Le prix Nobel de Physique de 1997 a été décerné a C. Cohen-
Tannoudji, W. D. Phillips et S. Chu pour avoir développé le refroidissement par gradient de
polarisation. De plus, les expériences d’atomes ultrafroids promettent de nombreuses applica-
tions, notamment dans le champ de la métrologie (interférométrie atomique, horloge atomique
|GPS], gravimétre, gyrometre, laser & atomes . ..). En ce qui nous concerne, l'introduction de ré-
seaux optiques dans les expériences d’atomes ultrafroids a ouvert de nouvelles perspectives dans
le domaine de la matiére condensée. Les réseaux optiques résultent de I'interférence de faisceaux
lasers contra-propageants créant une onde stationnaire. Le champ électrique oscillant E(r) des
lasers induit un moment dipolaire atomique proportionnel a ce champ. Il en résulte un potentiel
périodique V (r) proportionnel & l'intensité des lasers, soit proportionnel a |E(r)|2. Afin d’éviter
au maximum le phénomeéne d’absorption des photons par les atomes, donc d’échauffement des
atomes, la fréquence w des lasers doit étre désaccordée par rapport a la fréquence wy d’absorption
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FIGURE 1.1 — Expérience du Professeur G. Rempe au Max-Planck-Institut Fiir Quantenoptik
[53]. Aprés cing secondes de refroidissement évaporatif, la température est diminuée d’environ
0.03 mK (a gauche) jusqu’a l'obtention d’un condensat de Bose-Einstein & 500 nK (a droite). La
quantité d’atomes occupant 1’état fondamental est alors macroscopique.

des atomes. Lorsque le désaccord A = w — wy est négatif (positif), les atomes sont piégés sur les
minima (maxima) du potentiel V(r). Il est aujourd’hui possible de créer diverses géométries de
réseaux périodiques en 1D, 2D et 3D [54].

En terme de mobilité, les atomes évoluant sur un réseau optique sont analogues aux électrons
évoluant dans un solide. En effet, les particules piégées se déplacent de site en site du réseau
optique par effet tunnel & l'instar des électrons évoluant d’un puits de potentiel & un autre créé
de fagon périodique par les ions positifs de la structure cristalline (¢f. Figure 1.2). Cependant, la
dimension des réseaux optiques permet de reproduire cette analogie & une échelle environ 1 000
fois plus grande. Il est donc possible d’analyser plus finement la physique de tels systémes. Un
autre avantage de ces expériences est la possibilité de réaliser et d’étudier des systémes simples
(contrdle du désordre, absence de phonons ...) correspondant a ceux étudiés théoriquement.
Nous pouvons donc étudier indépendamment différents aspects de la physique de ces systémes.
Le fait de pouvoir reproduire des systémes de la matiére condensée & notre guise fait des réseaux
optiques de vrais simulateurs quantiques. De plus, ces expériences sont complémentaires aux
simulations numériques handicapées par I’accroissement exponentiel du nombre d’états de base
de l'espace de Hilbert lorsque le nombre de particules augmente. Cette considération restreint
les études numériques & de petites tailles seulement, comme nous le verrons dans cette thése.

Le controle des interactions entre atomes rend possible 'observation de différentes phases,
théoriquement bien décrites par le modéle de Hubbard. Une expérience spectaculaire, réalisée a
Munich en 2001 avec du rubidium 8"Rb, a montré la transition entre deux phases quantiques trés
distinctes [55]. Dans cette expérience, les atomes évoluent sur un réseau 3D de symétrie cubique
associé au potentiel périodique V (r) = Vy(sin?(k,x) +sin?(kyy) +sin? (k. 2)). Lorsque 'amplitude
du potentiel Vg est faible, le couplage tunnel entre sites est important. Dans ce cas, le systéme
adopte une phase condensée de Bose-Einstein superfluide, phase dans laquelle les particules se
déplacent sans friction et dont la fonction d’onde est délocalisée dans ’ensemble du réseau |Fi-
gure 1.3 (a)|. La distribution en impulsion présente des pics signifiant que le mouvement des
atomes est cohérent: il existe une cohérence de la phase de la fonction d’onde des particules.
Lorsque Vp est augmentée, le systéme adopte une phase trés différente lorsque 'amplitude du
couplage tunnel est notablement inférieure a 1’énergie d’interaction entre deux atomes sur le
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méme site. La nouvelle phase adoptée, appelée « phase isolante de Mott », présente un nombre
entier bien défini d’atomes par site |Figure 1.3 (b)|. Les fluctuations du nombre de particules
par site, trop cotiteuses en énergie, sont nulles: cette phase incompressible ne présente aucune
cohérence de la phase de la fonction d’onde.

(a) Réseau optique

FIGURE 1.2 — (Source Réf. [54]) En noir, le potentiel périodique du réseau optique (a) est analogue
au potentiel créé par les ions d’un cristal (b). Les particules piégées sur un réseau optique évoluent
de site en site par effet tunnel comme les électrons évoluent sur le réseau ionique du cristal réel.

(a) Superfluide

FIGURE 1.3 — (Source Réf. [54]) Représentation des particules évoluant sur un réseau optique
(& gauche) et distribution de leurs impulsions (a droite). En (a): le systéme est superfluide.
L’amplitude du potentiel Vj est faible, les particules se déplacent de fagon cohérente sans friction.
Les pics de la distribution des impulsions révélent une cohérence de la phase de la fonction d’onde
des particules. En (b): le systéme adopte la phase isolante de Mott. L’amplitude du potentiel
Vo est importante, le nombre de particules sur chaque site est entier et sans fluctuation. La
distribution des impulsions de cette phase incompressible montre qu’aucune cohérence n’existe.
Il est possible de passer réversiblement d’une phase a lautre en variant Vj [55].
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Dans cette expérience, la variation de I'amplitude V;; du potentiel permet de passer réversi-
blement d’une phase a 'autre. Cette transition entre deux états fondamentaux est un exemple
typique de transition de phase quantique. Depuis 2002, de nombreuses expériences sont menées
dans ce domaine |2|. Les phénoménes fondamentaux de la matiére condensée, tels que les oscil-
lations de Bloch des atomes dans le réseau et la diffusion de Bragg, ont déja été observés. Il est
possible de réaliser des expériences avec des mélanges de type bosons-bosons, bosons-fermions
[56] et mémes fermions-fermions [57] en 1D, 2D et 3D pour différentes géométries de réseaux
[49, 58]. La réalisation de systémes de la matiére condensée incluant des paires de Cooper repré-
senterait un pas important dans notre compréhension de la supraconductivité, notamment dans
la compréhension des mécanismes intervenant dans la supraconductivité & haute température
critique. D’autres approches cherchent & utiliser ces systémes pour stocker des qubits dans le but
de développer des ordinateurs quantiques [59]. En ce qui nous concerne dans cette thése, depuis
1998, les techniques de piégeage optique pur permettent aux atomes piégés de conserver le degré
de liberté de leur spin, gelé auparavant par le champ magnétique du piége [26]. Le controle des
interactions entre spin enrichit considérablement les phases quantiques étudiées dans ces expé-
riences et permet de simuler des modéles impliquant le magnétisme quantique. Diverses études
expérimentales effectuées par les groupes les plus actifs dans le domaine, tels que le groupe de
D. M. Stamper-Kurn a Berkeley, de W. Ketterle au MIT, ou de I. Bloch & Munich, ont montré
que des ordres magnétiques (spin textures) émergent spontanément (cf. Figure 1.4).

=
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-
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-~
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t=66 96 126 156 186 216ms O 50 100 150 200 250ms O 150 200 250 ms

FIGURE 1.4 — (Source Stamper-Kurn) Diverses expériences du groupe de D. M. Stamper-Kurn
concernant un superfluide magnétique sur un réseau optique. Les graphes (a) et (f) renseignent
respectivement sur l'orientation spatiale du superfluide et sur amplitude et 'orientation de
I'aimantation. Les graphes (b), (c), (d) et (e) montrent I’aimantation du superfluide au cours
du temps. En (b): le superfluide initialement non magnétisé dans ’état |m, = 0) évolue spon-
tanément vers un état composé de domaines ferromagnétiques dans le plan zy [60]. En (c): le
superfluide ferromagnétique reste dans le méme état, alors qu’en (d) l'ordre hélicoidal initial est
détruit par les interactions magnétiques qui favorisent un ordre a trés courte portée [25]. En (e):
partant d’un superfluide paramagnétique inhomogéne, une aimantation macroscopique se forme
au cours du temps [61, 34].
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Il est possible, grace a ce type d’expériences, d’étudier des systémes décrits par le modéle de
Hubbard. Il est notamment permis de contréler les interactions entre les spins des atomes par
'utilisation de résonances de Feshbach [62]. Ces résonances de diffusion concernent 1’énergie de
liaison d’un état moléculaire composé de deux atomes formé lors d’une collision sur site. Elles
permettent donc de créer des molécules & partir d’atomes libres et réciproquement. Cependant,
ces résonances font intervenir un champ magnétique qui géle le degré de liberté du spin. Les
résonances de Feshbach optiques sont une alternative a ce probléme [63, 64|. La problématique
de cette thése est d’étudier les phases adoptées par des systémes présentant des interactions
spin-spin sur site modulables expérimentalement par les résonances de Feshbach optiques. Plus
précisément, notre but est d’étudier numériquement les propriétés thermodynamiques a ’équi-
libre de telles phases, ainsi que I'organisation magnétique qui s’y développe.
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Chapitre 2

Le modéle de Bose-Hubbard

2.1 Hamiltonien pour bosons sur réseau optique

A léquilibre thermodynamlque la phyblque de particules quantiques sur réseau est régie par
I’équation de Schrodinger H|U) = E|¥), avec H le hamiltonien du systéme tel que H = 7 + V.
Le terme cinétique T représente les sauts des particules entre sites du systéme et le terme V est
le terme d’interaction entre particules. Nous décrivons dans cette section le hamiltonien de base
d’une espéce de bosons, sans spin, piégée sur un réseau optique. Pour cela, nous considérons que
les bosons se déplacent seulement de sites plus proches voisins en sites plus proches voisins et
que le terme d’interaction intervient seulement lors de la répulsion entre particules sur le méme
site. Ce modéle est analogue & celui de la référence [55].

Dans l'espace des positions, pour lequel |[¥) = [dr ¥ o , le hamiltonien de bosons de
masse m piégés par le potentiel V(r) du réseau optique est [60].

~ ~ T 2as A A ~ ~
H = /dr \IJT(I')( Ui V2+V( )) U(r )—Fli dr UM (r) W (r)T(r)¥(r), (2.1)

2 m

avec \il(r) l'opérateur de champ bosonique et as la longueur de diffusion (scattering) des atomes.
Pour de tels systémes, lorsque la densité est faible, les interactions entre atomes interviennent
principalement lors de collisions élastiques binaires et peuvent étre traitées par la théorie de la
diffusion. Dans ce cas, I’énergie de répulsion sur site est donnée par un potentiel effectif propor-
tionnel a la longueur de diffusion as issue de cette approche. Le potentiel V(r) est la somme du
potentiel périodique du réseau optique Vj4(r) et du potentiel de confinement V. (r).

Le réseau périodique va induire, lorsque son amplitude est importante, une localisation de la
fonction d’onde sur les sites de piégeage conduisant & la discrétisation de ’équation de Schrédin-
ger. La base des fonctions de Wannier permet, dans ce cas, une discrétisation adéquate. De plus,
lorsque les énergies impliquées dans la dynamique du systéme sont petites devant les énergies
d’excitation de la seconde bande, seules les fonctions de Wannier de la premiére bande peuvent
étre considérées. Dans ces conditions, 'opérateur de champ \i’(r) peut étre approximativement
développé dans la base des fonctions de Wannier de la premiére bande de la fagon suivante:

U(r) ~ > aw(r—r;)

) (2.2)
Vi) ~ Yalw(r—r)
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Les équations (2.2) font intervenir le formalisme de seconde quantification pour lequel les
opérateurs de création &I et d’annihilation a; jouent un role majeur. L’opérateur a, [dj-] détruit
[crée| une particule dans le mode de la fonction de Wannier w(r — r;) [w*(r — rj)] localisée sur
le 7°™e site du réseau. L’avantage de ce formalisme est qu’il opére directement dans un espace
d’états symétrisés (antisymétrisés) pour les bosons (fermions). L’état |p) est créé par Paction de

lopérateur dL sur I'état vide |0), soit

) = af,|0). (2.3)
Il est possible de créer un état 4 deux particules par ’action supplémentaire d’un opérateur d;,
soit

—atatlo 24

|p9h) = aya|0). (2.4)

La symétrisation de la fonction d’onde des bosons impose I'égalité |p1)) = |1pp), soit djpdjp|0> =
deL|O>. Il en découle la relation de commutation de 'opérateur de création:

Wﬁﬂz@%—%@z& (2.5)

Par ailleurs, le méme raisonnement appliqué avec 'opérateur d’annihilation conduit & la relation
[CALQP, &¢] = CALSDCAL,Z) — CAW,CALSO =0. (26)

Ces opérateurs, appliqués sur un état quelconque de la base de Fock {|n)} composé de n parti-
cules, permettent de créer des états composés de n — 1 et n + 1 particules a partir des relations

aln) = Vn|n-1)
atln)y = Vn+1|n+1). (2.7)
Ces relations permettent de calculer le nombre n de particules dans 'état |n) en calculant la

valeur moyenne de l'opérateur 7 = a'a, soit (n|i|n) = n. Par ailleurs, les opérateurs de création
et d’annihilation des bosons satisfont la relation canonique

(.0l | = agal, - ala, = oy, (2.8)
ot ¢ est la fonction de Kronecker telle que 6y, = 0 si 1) # @ et dy, = 1 si ¢ = .

La base des fonctions de Wannier, ainsi que la seconde quantification, nous améne & la
réécriture du hamiltonien Eq. (2.1) sous la forme du hamiltonien de Bose-Hubbard suivant

Ho= =t (ala, +ala, )+ % > i (= 1)+ Y (Vear (x5) — 1), (2.9)
(3,9) i i

~

T V

ot 'opérateur n; = dIdi compte le nombre de particules sur le site 7. Le terme cinétique 7 décrit

les déplacements des particules par effet tunnel entre sites plus proches voisins. Ce terme tend
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2.2. Phases isolantes de Mott et phase superfluide

a délocaliser la fonction d’onde des particules dans I’ensemble du systéme. L’amplitude de ces
déplacements est donnée par 1’élément de matrice ¢ défini par

#:/Hrwﬂr—rﬁ<;iv2—wm@01dr—q) (2.10)

De facon plus conventionnelle, ce terme peut étre défini par t = h2/(2M*52) oi § est le pas du
réseau et M* est la masse effective des bosons. Le potentiel périodique du réseau optique Vi (r)
permet de faire varier la masse effective M™* des atomes en ajustant I’amplitude du potentiel via
I'intensité des lasers. Il est aussi possible d’agrandir ou de réduire le pas du réseau J en ajustant
la longueur d’onde des lasers.

Concernant le terme V, la premiére partie décrit I'interaction de n bosons interagissant chacun
avec n — 1 bosons sur le ™€ site du réseau. L’énergie de répulsion de deux atomes sur le méme
site est donnée par le parameétre U défini par

2
U:4ﬁ”“/ﬁrmuw. (2.11)
m
L’interaction des atomes, de courte portée devant le pas du réseau, permet de négliger les in-
teractions entre différents sites. Ce terme assure donc une bonne description des interactions et
tend & localiser les atomes sur les sites du réseau. Enfin, la seconde partie du terme V provient
du potentiel de confinement V.. (r;) de 'ensemble des atomes et introduit le décalage d’énergie
Vert (i) sur le i°me site du réseau. Dans cette thése, nous nous intéresserons seulement au centre
du piége, zone homogéne pour laquelle Ve (ri) ~ 0, Vi. D’autre part, le potentiel chimique p
est le multiplicateur de Lagrange qui fixe le nombre moyen de particules dans ’ensemble grand
canonique.

Le modéle de Hubbard [6] constitue un exemple typique de probléme quantique a N-corps
en interaction. Ce modéle a été initialement introduit par J. Hubbard en 1963 pour décrire la
transition métal-isolant dans certains solides et permet depuis de traiter aussi bien des bosons
(modéle de Bose-Hubbard) [35, 66] que des fermions (modéle de Hubbard).

2.2 Phases isolantes de Mott et phase superfluide

Le hamiltonien H [Eq. (2.9)] décrit deux phases radicalement différentes associées aux li-
mites de forte interaction ¢/U < 1 et de faible interaction ¢/U > 1. Pour ces cas limites, il
est possible de diagonaliser le hamiltonien et donc d’accéder analytiquement aux informations
physiques concernant ces phases. Nous présentons ci-dessous ces deux limites pour un systéme
homogéne (Vezi(ri) = 0, Vi) et nous discutons le cas général. Les calculs suivants, effectués pour
un réseau 2D carré composé de L? sites, se généralisent aisément pour des réseaux réguliers a d
dimension(s).

Phases de Mott

Lorsque les déplacements par effet tunnel sont nuls (¢ = 0), le hamiltonien, réduit au terme
d’interaction V, se diagonalise dans I'espace direct. Lorsque le nombre de particules est un mul-

tiple de L?, les interactions contraignent les particules a occuper les L? sites du réseau avec
une densité entiére de p bosons sur chaque site. Cette densité ne fluctue pas, cette phase est
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Chapitre 2. Le modéle de Bose-Hubbard

incompressible. Cette phase, appelée « phase isolante de Mott » (Mott Insulator), est décrite, a
un facteur de normalisation prés, par la fonction d’onde

L2
) =~ [[e@)o)
=1
2
~ @ |p);, (2.12)

avec |p),; I'état de la base de Fock {|n)} composé de p bosons sur le ¢ site. L’énergie interne
du systéme est donnée par

Eyr = (VW)
U o
= (‘I’MI\§ Z i (R — 1) [Warr)

UL?

LT (213)

On en déduit I'énergie par site exrr(p = 1) = 0, eprr(p = 2) = U, enmr(p = 3) = 3U, emr(p =
2) = 6U ... A température nulle, la relation g = E(N + 1) — E(N) permet de montrer qu'une
phase de Mott avec p bosons par site est adoptée par le systéme lorsque le potentiel chimique
satisfait p — 1 < p/U < p (¢f. Figure 2.1).

P Mott enr(p)

sl | =1 \O/N\O/N\O/ N8/ | o |
(. WY
A o NP

TR - A-A- A RS
1 A T
vl Ny

FIGURE 2.1 — A gauche: densité en fonction du potentiel chimique lorsque le terme cinétique
est nul, soit pour t = 0. A droite: représentation des particules piégées sur un réseau optique
1D, représenté en rouge, dans les phases de Mott de densité p = {1, 2, 3,4}. Pour chaque phase,
I’énergie sur site exr7(p) = Earr(p)/L? est indiquée dans la colonne de droite.

Partant d’un systéme vide, on peut ajouter sans cotiit énergétique des particules au systéme
jusqu’a atteindre la densité p = 1. Une fois ce seuil passé et jusqu’a la densité p = 2, le coiit
d’ajout d’'une particule supplémentaire sera de U. De la densité p = 2 jusqu’a la densité p = 3,
I’ajout d’une particule dans le systéme cotitera 1’énergie 2U. De méme, I'ajout d’une particule
colitera I'énergie 3U de la densité p = 3 jusqu'a la densité p = 4 et ainsi de suite ...
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2.2. Phases isolantes de Mott et phase superfluide

Les plateaux de la densité de la Figure 2.1 & gauche impliquent que la compressibilité
k = Op/Ou est nulle. Les phases de Mott sont des phases incompressibles dans lesquelles au-
cune cohérence de la phase de la fonction d’onde des particules n’existe.

Condensat de Bose-Einstein et phase superfluide

Lorsque les interactions sont nulles U = 0, le hamiltonien, réduit au terme cinétique ’j',
se diagonalise dans ’espace réciproque et les particules sont délocalisées dans l’ensemble du
réseau. Le nombre de particules sur chaque site p; fluctue et sa distribution de probabilité est
poissonienne : Var(p;) = p;. Le systéme adopte la phase condensée de Bose-Einstein pour laquelle
il existe un ordre de la phase de la fonction d’onde & longue portée. Cette phase est décrite par
la fonction d’onde |VUpg), telle que

Woe) = o= (ko) 10

avec N le nombre total de particules et dl:o I'opérateur qui crée une particule dans le mode
k = 0 de la base des ondes planes {|k)}, telle que
1 (&

k) =afjo) = - | S0l | o), (2.14)

r

avec r = (v,y) et k = (kz, ky) le vecteur d’onde tel que k() = 27l/L ot [ est un entier compris
entre —L/2 et +L/2. Cette phase est compressible et 1'énergie du systéme est donnée par

Epg = (Upp|T|¥pE)
— (Wppl -t (ala, +ala, ) [se)
(i,5)

= > exn, (2.15)
k

ol ny est le nombre de bosons dans le mode & de la base des ondes planes et I’énergie cinétique
€r du mode k est donnée par

e = —2t (cos(kz) + cos(ky)) . (2.16)

La représentation graphique des courbes de niveaux de cette énergie est représentée sur la Fi-
gure 2.2 a droite. L’origine k = 0 se situe au centre de ce graphe et

min(ey) = -4t & ky =k, =0
e=0 & ky=th,+n
max(ex) = +4t & k, = £k, = £ (2.17)

Dans le cas idéal ou toutes les particules sont condensées, celles-ci occupent 1'état de plus basse
énergie ep—o = —4t.

Lorsque de faibles interactions entrent en jeu dans cette phase, soit U < t, une faible per-
turbation extérieure permettra aux particules de se déplacer de facon cohérente, sans aucune
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Chapitre 2. Le modéle de Bose-Hubbard

(=m,+m) (47, +7)
f e (O
4 ky
; -
ks
2 Sk
' )
[ )

o7 3 5 & oMU (=7, —1) (47, —7)

FIGURE 2.2 — A gauche: représentation schématique de la densité en fonction du potentiel chi-
mique lorsque le terme d’interaction est trés faible devant le terme cinétique, soit U < t. A
droite: représentation des courbes de niveaux de 'énergie cinétique e, = —2t (cos(kz) + cos(ky))
du mode k. Au centre, le vecteur d’onde est nul £ = 0 et I’énergie est minimale e = —4t. Les
quatre pics en rouge situés en k, = +k, = £m correspondent a I'énergie mazximale e, = +4t.

friction. Dans ce cas, la phase superfluide se développe, phase dans laquelle la symétrie de jauge
U(1) est spontanément brisée. Nous tragons sur la Figure 2.2 & gauche la densité en fonction du
potentiel chimique lorsque le terme d’interaction est trés faible devant le terme cinétique, soit
U < t. A l'inverse du cas t = 0, aucun plateau n’apparait sur ce graphe, ce qui implique que la
compressibilité K = dp/0p ne s’annule jamais: le systéme est toujours compressible.

pu/U

Superfluide

Superfluide

> t/U

t/U

FIGURE 2.3 — A gauche: diagramme de phase dans le plan (¢/U, 1/U) composé de quatre phases
de Mott (MI) et de la phase superfluide. A droite: évolution de la densité pour chaque point
(t/U,u/U) du diagramme de phase de gauche. La phase de Mott p = 4 n’est pas représentée sur
ce graphe (source Greiner [65]).
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2.2. Phases isolantes de Mott et phase superfluide

A linverse du condensat de Bose-Einstein, un ordre & longue portée n’est pas strictement
nécessaire pour que cette phase apparaisse. En effet, un quasi-ordre & longue portée permet a
la superfluidité de s’établir. En vertu du théoréme de Mermin-Wagner-Hohenberg [67, 68, 69],
cette phase peut donc exister en 1D & température nulle ainsi qu’en 2D & basse température et
A température nulle.

Cas général

Dans le cas général, lorsque t et U sont simultanément non nuls, une compétition entre
le terme cinétique et le terme potentiel va se produire afin de minimiser ’énergie. Le rapport
t/U et la densité, ou le rapport /U dans I’ensemble grand canonique, vont déterminer la phase
adoptée par le systéme, i.e. & température nulle, soit une phase de Mott, soit la phase superfluide.

Partant du cas sans énergie cinétique, lorsque ¢/U augmente, le terme cinétique s’active et
lisse la courbe de p(u) présentée sur la Figure 2.1 a gauche. La largeur des plateaux de densité
constante diminue progressivement pour finalement disparaitre totalement. Dans ce cas, la courbe
de p(u) présente lallure de la Figure 2.2 a gauche et seule la phase superfluide est adoptée par
le systéme. L’évolution progressive de p(u) pour différentes valeurs de ¢/U est présentée sur la
Figure 2.3 a droite. Le diagramme de phase de la Figure 2.3 a gauche correspond & la projection
de la figure de droite dans le plan (¢/U, u/U).
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Deuxiéme partie

Hamiltoniens et outils numériques

23



24



Chapitre 3

Hamiltoniens de Bose-Hubbard pour
bosons de spin-1 et 1/2

Durant cette thése, nous nous sommes intéressés a deux types de systémes, I'un étant une
variante plus simple du second. Nous présentons, tout d’abord, le systéme de bosons de spin-1,
ainsi que le hamiltonien qui le modélise. Ce systéme, qui servira de référence pour le second, est
le plus complexe des deux, bien qu’étant le plus naturel. La complexité de ce systéme résulte,
d’une part, du fait que trois espéces de bosons interagissent et se convertissent entre elles et,
d’autre part, des propriétés magnétiques émergentes. Un couplage optique entre deux des trois
espéces permet de réduire ce systéme en un systéme moins complexe car composé de deux es-
péces seulement. Dans la seconde section, nous expliquons comment obtenir ce systéme et nous
présentons son hamiltonien. Nous nommons ce systéme de bosons de spin-1 réduit a deux états
de spins effectifs « systéme de bosons de spin-1/2 ».

Nous avons choisi d’utiliser deux méthodes afin d’étudier ces deux systémes: la méthode de
Monte Carlo quantique et la méthode du champ moyen. La méthode de Monte Carlo quantique
est une méthode exacte dans le sens ol elle ne nécessite aucune simplification du hamiltonien, &
I'inverse de la méthode du champ moyen. Cette méthode permet aussi de calculer un plus grand
nombre de quantités physiques ', donnant ainsi accés & une compréhension plus approfondie du
systéme étudié. Nous présentons la méthode du champ moyen utilisée a la troisiéme section de
ce chapitre.

3.1 Modéle de bosons de spin-1

Considérons un systéme d’atomes bosoniques neutres polarisables de spin-1 avec trois sous ni-
veaux magnétiques fondamentaux dégénérés caractérisés par le nombre quantique o = {—1,0,1}
(par exemple: rubidium ®°Rb et 8"Rb, sodium 23Na, potassium 39K, césium 33Cs [54]). Suppo-
sons ces atomes piégés sur un réseau optique régulier 1D de longueur L ou 2D carré de taille L x L
créé par des faisceaux lasers contra-propageants. Le pas ¢ de ce réseau est égal a la demi-longueur
d’onde A des lasers qui le crée, soit 6 = A\/2. Le systéme résultant est décrit par le hamiltonien

1. Comme les fonctions de corrélations, par exemple.
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Chapitre 3. Hamiltoniens de Bose-Hubbard pour bosons de spin-1 et 1/2

de Bose-Hubbard de spin-1 suivant [9, 35, 36]:

Hspint = —t Z <azraar,+h.c.> (3.1)
o,(r,r’)

o0 > e =1 (3.2)

+ 23 (82 - 20,) (3.3)

*Mzﬁrv (3.4)

ot ', est Popérateur de spin sur le site i défini par

.= Z alrjm,/aafr, (3.5)

avec J,o les matrices de spin-1. Il est pratique d’écrire cet opérateur sous sa forme développée
telle que F = F,% + F,§ + F.Z pour laquelle les trois composantes de cet opérateur sont

E, = % <(ai —i—abao—i-ag(al —|—aT))
Fy = ﬁ ((ai - abao - ag(al - aT)> (3.6)
F, = aJ{aT—aIal:ﬁT—le,

ou les notations | (ou -) et T (ou +) correspondent respectivement aux spins o = —1 et o = +1.

Le terme (3.1) représente le terme cinétique du hamiltonien composé des opérateurs de créa-
tion et de destruction® tels que aly (apr) crée (détruit) une particule de spin o = {-1,0,1} sur
le site r = (x,y) du réseau périodique. Le paramétre t représente I’élément de matrice associé
au saut d’un boson quelconque se déplagant du site r vers un site plus proche voisin noté r' [cf.
Figure 3.2 (a)]. Ce paramétre est li¢ a la longueur d’onde A des lasers et définit la masse effective
M?™* des bosons dans le réseau:

t = h*/(2M*5?)
= 2R%/(M*)?). (3.7)

Le contréle expérimental de I'intensité et de la longueur d’onde des lasers créant le réseau optique
permet donc de contrdler le taux de déplacement des bosons piégés. Dans le cadre de cette thése,
nous fixerons toujours t = 1 comme référence énergétique.

Le terme (3.2) est I’énergie d’interaction indépendante du spin avec Uy > 0 (c¢f. Figure 3.2
(b) a gauche) et iy = > Nor = ), alragr Vopérateur densité qui compte le nombre total de
bosons sur le site r.

1. Dans ce chapitre, nous omettons les chapeaux sur ces opérateurs afin d’alléger les notations.
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3.1. Modéle de bosons de spin-1

Le terme (3.3) du hamiltonien représente les interactions spin-spin sur site d’amplitude Us.
Ce terme modélise le changement possible du spin de deux particules lors d’une collision sur site
[cf. Figure 3.2 (c)].

Les paramétres Uy et Uy sont définis par |9, 36]

47h?(ag + 2as)

Uy = ——= 3.8

0 3 (3.8)
471'712(a2 - a0>

Uv, = ————= 3.9

2 3m ) ( )

ol m est la masse d’'un boson et ag (az) est la longueur de diffusion du canal de spin-0 (spin-1)
ajustable via les résonances de Feshbach optiques |25, 27, 62, 63, 64, 70, 71|. Le parameétre Us
peut étre positif ou négatif en fonction de la nature des bosons piégés. A titre d’exemples:

o Uy > 0 pour le sodium ?*Na pour lequel as ~ 52 ap et ag ~ 46 ap;
o Uy < 0 pour le rubidium 8"Rb pour lequel as ~ 107 ap et ag ~ 110 ap,

ou ap est le rayon de Bohr. L’évolution du rapport Uz /Uy = (az — ag)/(ap + 2a2) en fonc-
tion des longueurs de diffusion ag et as est montrée sur la Figure 3.1. Nous indiquons sur ce
graphe la position du sodium ?*Na pour lequel Us /Uy ~ 0.04, ainsi que la position du rubidium
8TRb pour lequel Us/Uy ~ —0.01 [28, 37, 72]. Le signe négatif (positif) du terme Uz, en facteur
devant le produit scalaire de 'opérateur de spin F, sur site avec lui méme, est a Iorigine de
I'appellation « ferromagnétique » (« antiferromagnétique ») dans la bibliographie [4, 36]. Cette
appellation est quelque peu abusive puisqu’elle ne correspond pas au développement d’ordres a
longue portée mais & la présence, ou a ’absence, d’'un moment magnétique local, sur site.

“Na “Rb

Ua/Up =004 0™ o

0.50
0.25

-0.25
-0.50
-0.75
-1.00

6
120 40 a2 /GB

140 0

160 g 2

FIGURE 3.1 — Rapport Us /Uy = (a2 — ap)/(ao + 2az2) en fonction des longueurs de diffusion ag
et as en unité de rayon de Bohr apg.
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Chapitre 3. Hamiltoniens de Bose-Hubbard pour bosons de spin-1 et 1/2

Le terme standard (3.4) du hamiltonien permet de travailler dans ’ensemble grand canonique
et fait intervenir le potentiel chimique p, identique pour chacune des trois espéces de bosons.

La forme développée du hamiltonien est

Hsp'ml = —t Z ( lI‘ ll" + ag)ra’Or’ + aTr Tr/ + h. C)

(r,r’")

Uy + U
< 0+ 2)2”“ (Agr — 1)
Up + U
( B S e 1)

+? nOr( r_l)

r

+(Uo+U2) Y forr
+(Uo+U2) Y frorivge
+ (Uo — Uz) Z ﬁTrﬁlr

+U, Z (agragralra“ + h.c.)
r

—10 > (e + fror + Mgy - (3.10)

r

Cette forme s’obtient en développant les termes (3.2) et (3.3) du hamiltonien initial. Cette
écriture met en évidence les différents cotits d’interaction sur site entre chaque espéce représentés
schématiquement sur la Figure 3.2 (b). De plus, cette forme d’écriture permet de voir clairement
que ce hamiltonien est inchangé lorsque 'on permute les opérateurs densités fi1r et 7 ,. Le
hamiltonien est donc invariant par transposition des opérateurs nqy et 71|y, s0it Hopint (A4, Njr) =
Heopin1 (N)r, T1yr). Cette propriété implique que les espéces de spin +1 et -1 ont des propriétés
identiques. Ceci permet de comprendre pourquoi le modéle a deux états de spins, ou bosons de
spin-1/2, présenté dans la section suivante et étudié a la Partie 3 posséde de nombreux points
communs avec ce modéle a trois états de spins.

La transformation globale de jauge du groupe U(1) laisse aussi inchangé ce hamiltonien, i.e.
Hspint (aTeid’, ape'®, a lei‘b) = Hspini(at, ag, a)). Nous soulignons cette propriété générale, car nous
verrons par la suite que la méthode du champ moyen utilisée rompt cette symétrie. La forme
compacte précédemment présentée [terme (3.3)] permet de remarquer une symétrie intéressante
de ce hamiltonien: 'isotropie du spin. En effet, seul le carré de I'opérateur de spin F intervient:
aucune orientation spatiale n’est donc favorisée.
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3.2. Modeéle o deux états de spins ou « bosons de spin-1/2 »

FIGURE 3.2 — Représentation des différents termes du hamiltonien [Eq. (3.10)] pour des bosons
piégés sur un réseau optique 1D sinusoidal représenté en rouge. En (a) leffet tunnel, en (b) les
interactions sur site pour les trois espéces de bosons et en (c) la conversion du moment cinétique
de deux bosons situés sur le méme site.

3.2 Modéle a deux états de spins ou « bosons de spin-1/2 »

Comme le cas précédent, considérons un systéme d’atomes bosoniques neutres polarisables
de spin-1 avec trois sous-niveaux magnétiques dégénérés caractérisés par le nombre quantique
S, ={-1,0,1}. Supposons ces atomes piégés sur un réseau optique. Il est possible de coupler les
états fondamentaux de spin S, = —1 et .S, = +1 en utilisant la polarisation des lasers générant
ce réseau optique et les transitions atomiques o~ et o |73, 74]. Le hamiltonien du systéme de
bosons de spin-1/2 est établi par Krutitsky et al. en décomposant I'opérateur de champ spinoriel
dans la base des spineurs de Wannier. Il aboutit alors & deux modes propres orthogonaux de
moment cinétique global nul, modes de Bloch, nommés respectivement 0 et A. Ce systéme pré-
sente 'avantage de réduire le systéme de bosons de spin-1 & un systéme de bosons & deux états
de spin effectif o = {0, A}, tout en conservant certaines propriétés. Les Parties 3 et 4 de cette
thése montrent que ce systéme présente des similarités avec celui des bosons de spin-1. En effet,
I'invariance par transposition des opérateurs nj, et 7, du hamiltonien de boson de spin-1 [cf.
Eq (3.10)] suggére que les espéces de spin +1 et -1 ont des observables égales en moyenne. Nous
nous contentons ici de donner le résultat du calcul et renvoyons le lecteur intéressé par les détails
de ce calcul vers les références |7, 8.
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Le hamiltonien de Bose-Hubbard obtenu par Krutitsky et al. est

K
Hspinl/z = —t Z (a(Jf[)raOr’ + aj\raAr, + hC)
(r,r’)
U L
+70 Nor (n()r — 1)
r
U A
+70 fiar (Mar — 1)

+(Uy + Uy) Z NorNAr

|Ua|
—3 Z (agragramam + h.c.)
r

—1 Y (Ror + fiar) (3.11)

r

ot Vopérateur ajy (agr) crée (détruit) un boson de "spin" o = {0, A} sur le site r = (z,y) et
Iopérateur ngy = alragr compte le nombre de bosons de spin o sur le site r. Le paramétre Uy > 0
est I'énergie de répulsion sur site de deux particules identiques et Us est ’énergie de conversion
du spin (Uz > 0 ou Uz < 0). Pour ce modéle aussi, le potentiel chimique p est supposé identique
pour les deux espéces et le paramétre ¢ associé au déplacement des particules par effet tunnel
sur les sites plus proches voisins servira de référence énergétique en fixant ¢t = 1.

Cependant, ce choix de hamiltonien n’est pas le seul possible. En effet, nous pouvons remar-
quer que le signe devant le terme

1%]1
BN Z (agragramam + h.c.) (3.12)
r

du hamiltonien Eq. (3.11) n’a aucune incidence sur I’énergie libre totale. Ce systéme est donc
aussi bien décrit par le hamiltonien suivant:

Hspin1/2 = —t Z (agr%r, + aj&ra’Ar’ + hC) (313)
(rr/)
+%Zn (fgr — 1) (3.14)
2 - Or \"*Or .
Uo
5 n r n r — 1 1
+ 9 Zr:nl\ (Rp ) (3.15)
+(Uo + Ua) Y fiorfiar (3.16)
U
-1-72 (agragramam + h.c.) (3.17)
—H Z (for + Aar) - (3.18)
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3.2. Modéle a deux états de spins ou « bosons de spin-1/2 »

Il est évident que ce hamiltonien est identique a 'Hﬁ;ml /o [Eq. (3.11)] pour le cas Uy < 0. Pour
le cas Us > 0, nous pouvons voir que ce choix de phase n’a aucune incidence sur 1’énergie du

systéme en écrivant la fonction de partition
_ K
Z=Tre Moy (3.19)

et en développant I’exponentielle en série de puissances, soit

oo

_ K
e Mepine =N (—pHE, ) /R (3.20)
k=0

Nous pouvons alors remarquer que seules les puissances paires du terme (3.12) peuvent contri-

buer & la trace en ramenant le systéme dans son état initial en effectuant un nombre pair de

conversions. Le signe positif ou négatif devant le terme (3.12) est donc sans importance. Pour

Uy > 0, il est possible de transformer le hamiltonien étudié par Krutitsky Hﬁ; i/ [Eq. (3.11)]
/2

en celui présenté ci-dessus H,pi,1/, par la simple transformation de phase apr — agre

spi

Ces arguments expliquent pourquoi ces deux choix de hamiltoniens sont tous deux valides
et donnent la méme énergie libre. Plus généralement, ces deux hamiltoniens donnent les mémes
résultats pour toutes les quantités laissées invariantes par la transformation agr — aore’™/?
lorsque celles-ci sont calculées avec des méthodes exactes. Cependant, ceci n’est plus forcément
le cas lorsque des approximations sont faites et nous montrons dans la Partie 3 que ces deux
formulations ne sont plus équivalentes lorsque 'on étudie ce systéme avec la méthode du champ
moyen présentée dans la section suivante. En effet, nous montrons que le choix de Krutitsky
[Eq. (3.11)] n’est pas le choix le plus cohérent avec les résultats obtenus avec la méthode de

Monte Carlo quantique pour Us > 0.

Nous avons donc choisi la formulation hamiltonienne H,p;,1/, afin d’étudier ce systéme de
bosons de spin-1/2. Comme nous I'avons fait précédemment pour le systéme de bosons de spin-1,
nous allons maintenant détailler les différents termes de ce hamiltonien. Le terme (3.13) repré-
sente le terme cinétique du hamiltonien. Nous représentons schématiquement ce terme sur la
Figure 3.3 en (a) sur un réseau optique 1D. Les termes (3.14), (3.15) et (3.16) du hamiltonien
représentent les cotits d’interaction sur site. Ces trois termes sont schématisés sur la Figure 3.3

en (b).

Le terme (3.17) du hamiltonien modélise le changement possible du spin de deux particules
sur site tout en conservant le moment cinétique total. Le mécanisme est le suivant: deux bosons
de spin A peuvent se convertir en deux bosons de spin 0 lors d’une collision sur site, et récipro-
quement. Ces deux possibilités sont schématisées sur la Figure 3.3 en (c). D’aprés le terme (3.17)
du hamiltonien, I’élément de matrice associé & une telle conversion est proportionnel a Us /2. Les
termes Uy et Us sont respectivement définis a partir des longueurs de diffusion symétrique as et
antisymeétrique ag:

Uy ~ 4h*as/ma® (3.21)
Uy, ~ 4h%a,/ma?®, (3.22)
(3.23)
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Up/2
D/ — _aﬁﬁbf
. S},

FIGURE 3.3 — Représentation des différents termes du hamiltonien Hp;,1/, pour des bosons
piégés sur un réseau optique 1D sinusoidal représenté en rouge. En (a) leffet tunnel, en (b) les
interactions sur site pour les deux espéces de bosons et en (c¢) la conversion du moment cinétique
de deux bosons situés sur le méme site.

ot m est la masse d’un boson et a; = y/2h/mw, la largeur de I’état fondamental. La fréquence
w, est la fréquence du potentiel harmonique qui confine les atomes dans la direction transverse
[7, 8]. On peut écrire plus simplement Upyg) =~ 2w ay,). Enfin, le terme standard (3.18) fait
intervenir le potentiel chimique .

Nous pouvons remarquer que ce hamiltonien est inchangé lorsque ’on permute les opérateurs
densités gy et npy. Le hamiltonien est donc invariant par transposition des opérateurs ng, et
finr, 801t Hpint/a(Ror, Mar) = Hpina(fiar, for). La transformation globale de jauge du groupe
U(1) laisse aussi inchangé ce hamiltonien. La méthode du champ moyen utilisée par la suite
rompt cette symétrie générale qui assure la conservation du nombre de particules.

Une autre formulation du hamiltonien H,y;,1/,, basée sur 'approche des bosons de Schwinger
[7 5], sera utile par la suite. Celle-ci fait intervenir les opérateurs de spin Sz = (for — Nar)/2,
S L= ajxra()r et S = agra Aps C€ qui permet d’écrire

U I
Hspml/Q = —t Z (azraar’ +h C) + 70 Nor (nor - 1) + (UO + UZ) anrn/\r
o,(r,x’) o,r r
Uz Pt ot . 394
+? AorQorApr Ay + AprOprQorQor ) — 1 Z Ny ( . )
r r
U A U-
=t Y (A he) + LD e = 1)+ 2 D2
o,(r,x’) r r
U2 S+ S+ G— &— Gz Qz ~
o > (S8 + 5087 —2828E) — iy, (3.25)
r r
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ou l'opérateur n,. = Nigr + Nar compte le nombre total de bosons sur le site r. Afin d’obtenir

une forme plus intuitive, nous utilisons les opérateurs Sm et SY tels que S+ S’f + iSY et
S* = Sx i5Y. Nous obtenons alors les écritures suivantes:
U() ~ ~ U2 ~
Hopinye = —t Z (azraﬂ, + h.c.) + 5 2T (e — 1) + i Zn%
o,(r,r’) r r
+U2 > (20557 = (80)?) =Y
r r
U A U: .
= —t Z (alragr,—khc)—k?() nr(nr—l)—i—szng
0’,<I‘,I‘l> r r
102 3 (597 = [(S02 + (822]) = 1D (3.26)
r r

Ces derniéres formulations seront exploitées dans la troisiéme partie de cette thése. A I'inverse
du systéme de bosons de spin-1, la minimisation de ’énergie libre va imposer une orientation
spatiale préférentielle aux spins selon le signe de Us. Lorsque la température est faible ou nulle,
les spins auront tendance & adopter:

— un ordre de symétrie discréte, de type Ising, suivant I’axe x lorsque Uy < 0 afin de mini-
miser le terme (S%)?;

— un ordre de symétrie continue dans le plan yz lorsque Uy > 0 afin de minimiser le terme

(S + (57)%.

Nous distinguons théoriquement deux types d’ordres: l'ordre & longue portée (LRO) et le
quasi-ordre a longue longue portée (QLRO). Le LRO est tel que les fonctions de corrélations
C(R) tendent asymptotiquement vers une valeur constante: C'(R — oo0) ~ cste. Le QLRO est
tel que les fonctions de corrélations présentent asymptotiquement une faible décroissance en loi
de puissance: C'(R — 00) o« R™", avec typiquement n < 1/4.

Cette considération théorique nous servira de référence afin d’interpréter les résultats numé-
riques, qui & eux seuls, ne nous permettent pas de discriminer le LRO du QLRO pour les tailles
étudiées. Par ailleurs, 'intérét d’étudier le QLRO est 1ié aux tailles limitées des systémes expéri-
mentaux, typiquement composés de quelques milliers de sites. Les effets de taille finie rencontrés
dans nos simulations numériques peuvent donc aussi apparaitre expérimentalement.

D’aprés le théoréme de Mermin-Wagner-Hohenberg [67, 68, 69], la température, nulle ou finie
et la dimension spatiale sont d’'une importance capitale pour le développement de ces ordres. Les
différents types d’ordres possibles et attendus sont résumés dans le Tableau 3.1.
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kpT =0 kpT <t,U
1D LRO, type Ising, axe x absence d’ordre
Us <0
2D LRO, type Ising, axe x LRO, type Ising, axe x
1D | QLRO, symétrie continue, plan yz absence d’ordre
Us >0
2D | LRO, symétrie continue, plan yz QLRO, symétrie continue, plan yz

TABLE 3.1 — Ordre (LRO) et quasi-ordre (QLRO) de spin a longue portée possibles et attendus
en fonction de la température et de la dimension.

3.3 Hamiltoniens simplifiés : théorie du champ moyen

Dans les sections précédentes, nous avons présenté le hamiltonien des deux systémes étudiés
dans cette thése. L’étude analytique exacte trés limitée de tels systémes, méme en 1D, donne
tout son sens & I’approche numérique. Il existe différentes facons d’étudier ces systémes numéri-
quement |76]:

— la diagonalisation exacte |77, 78];

— la DMRG, pour I'étude de systeme 1D: Density-Matriz Renormalization Group, proposée
par White en 1992 [79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86| ;

— la méthode de Monte Carlo quantique dont les algorithmes les plus courants sont: le World-
Line algorithm [87], le Loop algorithm [88, 89, 90|, ainsi que des algorithmes plus évolués
en temps imaginaire continu, tels que le Worm algorithm 91, 92, 93] et le développement
en séries stochastiques (SSE) [94].

La théorie du champ moyen, approche la plus simple, est aussi souvent utilisée. Cette ap-
proche permet de simplifier le hamiltonien via une approximation et nécessite parfois une ré-
solution numérique du hamiltonien simplifié. Afin d’obtenir des informations sur la physique &
I’équilibre de ces deux systémes, nous avons principalement utilisé deux méthodes: la méthode
de Monte Carlo quantique avec l'algorithme des Fonctions de Green Stochastiques [95, 96] et
la théorie du champ moyen. Nous verrons dans la partie suivante qu’a température nulle ces
deux méthodes présentent des avantages. En effet, la théorie du champ moyen permet parfois
d’obtenir les informations physiques essentielles, bien qu’approximatives, pour le cotit d’une dia-
gonalisation numérique assez rapide, alors que la méthode de Monte Carlo quantique permet
une analyse exacte bien plus détaillée mais est complexe a implémenter et nécessite un temps de
calcul parfois assez long!.

L’approximation usuelle de la théorie du champ moyen consiste & découpler les termes d’in-
teractions entre les particules afin d’obtenir un systéme effectif & une particule interagissant
avec la moyenne de la densité. Les conversions du spin des particules des systémes étudiés
dans cette thése rend cette approche difficile. Nous avons donc appliqué cette transformation

1. Simulations de quatre jours, en moyenne.
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3.8. Hamiltoniens simplifiés : théorie du champ moyen

au terme cinétique des hamiltoniens afin de réduire le probléme & un probléme sur "un site"
[7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15]. Cette approximation diminue considérablement l'espace des états
du systéme, réduit a un site, ce qui permet une diagonalisation numérique exacte du hamiltonien
en champ moyen. Considérons le terme cinétique standard, a d dimension(s), suivant

T =—t Z (aj,ragr, + h.c.) , (3.27)
(r,r’)

avec 0 = {—1,0,4+1} ou 0 = {0, A} selon le modéle considéré. Nous supposons que le systéme

est homogeéne, i.e. que les opérateurs aj,r et aqsr fluctuent autour de leur valeur moyenne <a:r,r>* =

(aor) = 1, invariante par translation dans 'espace, ou 9, € C. Avec cette méthode, le paramétre

d’ordre de la phase condensée est représenté par le champ ¥ = (¥ _, 1o, %4) pour le modéle de

bosons de spin-1 et ¥ = (¢, %) pour le modéle de bosons de spin-1/2.

Cette quantité est telle que:

— 1) = 0 est la signature d’une phase non condensée. A température nulle, la phase adop-
tée par le systéme sera la phase isolante de Mott: phase incompressible pour laquelle le
nombre de particules par site est un nombre entier dont les fluctuations sont nulles. Lorsque
la température est non nulle, le systéme peut aussi adopter une phase liquide de Bose com-
pressible. Dans ce cas, une analyse plus approfondie des quantités thermodynamiques, telle
que la compressibilité, est nécessaire afin de discriminer la phase isolante de Mott de la
phase liquide de Bose, ces deux « phases » n’étant que deux limites de la méme phase
séparées par un « corossover » ;

— 1 # 0 est la signature d’une phase condensée qui brise spontanément la symétrie de jauge
U(1).

La dimension du systéme et la température ont un impact sur cette phase condensée de
symétrie continue, nommée « condensat de Bose-Einstein ». En effet, le théoréme de Mermin-
Wagner-Hohenberg [67, 68, 69] démontre qu’aucune brisure spontanée de symétrie continue ne
peut exister a température finie pour une dimension inférieure ou égale a d = 2. A température
finie, le condensat de Bose-Einstein n’existe donc que pour un systéme 3D & trés basse tempéra-
ture (T < T¢) [76].

Lorsque I’énergie thermique kg7 peut étre négligée devant toutes les autres échelles d’énergie
du systéme, nous pouvons considérer la température comme nulle. Dans cette limite, la formu-
lation en intégrales de chemins de Feynman de la Physique Quantique permet 1’équivalence de
la Mécanique Statistique d’un systéme quantique de dimension d & T" = 0 & celle d’un systéme
classique de dimension d+ 1 [97]. L’analogie entre la fonction de partition et 'opérateur d’évolu-
tion en Physique Quantique permet d’interpréter 'inverse de la température 8 comme un temps
imaginaire, dimension additionnelle & température nulle.

Ainsi, en vertu du théoréme de Mermin-Wagner-Hohenberg & température nulle, une phase
condensée de Bose-Einstein ne peut exister que pour un systéme de dimension d > 2. Cepen-
dant, & température nulle, il est possible qu'un quasi-ordre & longue portée se développe dans
un systéme 1D, permettant ainsi & la phase superfluide d’exister. Dans ce cas, la densité super-
fluide, égale a la fraction condensée selon la méthode du champ moyen, qui confond la phase
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condensée de Bose-Einstein avec la phase superfluide quelle que soit la dimension, est donnée par
= 9> =3, [t»|>. Nous pouvons donc conclure que, en 1D & température nulle en présence
d’interactions, seule la phase superfluide se développe lorsque v # 0.

Les composantes 1, peuvent étre supposées réelles sans affecter la physique. En effet, M. Foss-
Feig et al. ont montré que ce choix implique uniquement que (S’%’ ) = 0, Vr: le spin est donc
restreint & évoluer uniquement dans le plan xz [11]|. Cette brisure de symétrie spatiale n’a pas
d’autre conséquence et peut étre utilisée afin de simplifier le probléme. En admettant ces hypo-
théses, il nous est donc permis d’écrire aj;r = (ﬂr—l—wg et oy = Opr + Yo Ol 5:;1« et 0, représentent
les fluctuations, ce qui donne:

bty = (00 + 1,0, + 1)
O340 s+ g8+ 0L by + Y2
= (aly = Vo)A — Vo) + Vo (g — o) + (aby = o )10y + 13
= (aby = Vo) (g — by) + Uyla,, +ab,) — ¥2. (3.28)

Soit en négligeant les termes quadratiques des écarts par rapport a I’'équilibre: aLraﬂ/ ~ Py (Agp +

aj;r) — 2. Le terme cinétique devient donc, & d dimension(s) avec I'approximation du champ
moyen (CM):

TOM = 20ty (Yo (g, +ab) = ¥2) | (3.29)

o Modéle de bosons de spin-1: le hamiltonien Hgpin1 présenté a la Section 3.1 devient donc

en champ moyen: HEM =>. Hpin1» avec Hy le hamiltonien de spin-1 sur site tel que:

spinl — spinl

spznl —2dt Z <¢U Gy + CLI,I.) - sz)czr) + %ﬁl‘ (ﬁl" - 1) gz (F2 - 2n1"> - Mﬁr (330)

o Modéle de bosons de spin-1/2: de méme le hamiltonien Hpin1 [Eq. (3.24)] présenté a

la Section 3.2 devient en champ moyen: HEM => H spini/ar AVEC HE le hamiltonien de

spinl/2 — spinl/2

spin-1/2 sur site tel que:

Hzpin1/2 = = thz <1/}a Aoy + ao‘r) 1/}0'> + 5 Z Nor (Ror —

A U: .
+ (Up + Uz)norfipr + 72 (a;r]ragraAraAr + h.c.) — iy (3.31)

Cette méthode fait interagir les particules situées au site r avec un réservoir de bosons sup-
posés condensés avec le paramétre d’ordre ). Ce réservoir, représenté par les nuages verts sur la
Figure 3.4, peut injecter des bosons de spin o sur le site r [Figure. 3.4 (b)] ou recevoir des bosons
de spin o de ce site [Figure. 3.4 (c)]. Les opérateurs aor—1, dort1, Ggp_q €t @5 1 sont remplacés
par leur valeur moyenne .
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r—1 r r+1

FIGURE 3.4 — Les particules situées au site r interagissent avec le réservoir de bosons condensés
représenté par des nuages verts. Ce réservoir peut créer des bosons de spin o au site r (b) ou

. . . , t
détruire des bosons de spin o de ce site (c). Les opérateurs aor—1, Gor41, aLp_q €t al, 4 sont
remplacés par leur valeur moyenne 1),.

Afin d’obtenir des informations physiques sur le systéme étudié, il convient d’écrire la matrice
hamiltonienne et de la diagonaliser numériquement. Pour cela, nous utilisons la base de Fock,
base du nombre de particules sur le site r telle que {|n)} = {|n_,ngp,n4+)} pour le modeéle de
spin-1 et {|n)} = {|no,na)} pour le modéle de spin-1/2. Nous avons tronqué cette base a la valeur
M = pMe = ngt®® = n'%* = 8 pour le modele de spin-1, ce qui donne une matrice de taille
(n™a% 4+ 1)3 x (n™e + 1)3 = 729 x 729. Pour le modéle de spin-1/2, nous avons choisi ™% =
N = peT = 12, ce qui donne une matrice de taille (n™%® +1)2 x (n™® +1)% = 169 x 169. Ces
choix nous assurent que les résultats obtenus avec cette méthode, pour des densités inférieures a

p = 4, sont affectés de fagon négligeable par cette troncature.

La diagonalisation numérique de la matrice hamiltonienne considérée [Eq. (3.30) ou Eq. (3.31)]
donne les vecteurs propres |¢,) et les valeurs propres &, associées satisfaisant 1’équation aux va-
leurs propres

’Hr|‘po¢> = an|<poc>' (332)
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Ceci permet de calculer I’énergie libre F(u, Uy, Us, T;1p) = —kpgT In Z(pu, Uy, U2, T; 1), ol
Z(u, Uy, Uy, T; ) est la fonction de partition telle que:

Z(p,Uo, Uy, Ts9p) = Y e e, (3.33)

[0}

avec 3 = 1/kgT et kp la constante de Boltzmann. Remarquons qu’a température nulle, i.e.
lorsque 3 — o0, la fonction de partition se réduit a Z(u, Uy, Us, T;4) = Ce 9, ol C est la
dégénérescence de I'état fondamental d’énergie £;. Dans ce cas précis, ’énergie libre devient
f(u, Uo, UQ, T; ’I,ZJ) = Eg,

L’équilibre est atteint lorsque

S OF [0y =0
(3.34)

f(u7 U07 U27 T7 'l;beq) = mln(f)

La formulation variationnelle, i.e. la recherche de 1., telle que F soit un minimum global,

assure 'autoconsistance de la théorie du champ moyen: <aj,r> = (apr) = V5, soit I'unicité de la
solution. Dans la limite de température nulle, ceci revient simplement a déterminer le minimum
de Pénergie interne car £, = min(F).
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Chapitre 4

Un algorithme pour mélanges de
bosons sur réseaux

4.1 Intégrales de chemins en temps imaginaire

En Physique Statistique Quantique, toute I'information thermodynamique se trouve dans la
fonction de partition Z donnée par la trace de la matrice densité exp(—FH), soit

2= (W exp(~BR)|W), (4.1)
v

avec H le hamiltonien et § = 1/kpT. La somme s’effectue sur tous les états possibles |¥). Le
calcul de la valeur moyenne d’une observable quelconque définie par 'opérateur O est alors donné
par

(0) = 2 3" (WO exp(~70)| ) (12)
)4

L’analogie entre la matrice densité exp(—ﬂﬂ) et le propagateur exp(—ﬁ:{t/ h) permet de penser
que l'inverse de la température § joue le réle d’'un temps imaginaire. La fonction de partition
Z = A1+ A2 + A3+ ... + Ay est donc la somme d’amplitudes de transition telles que le sys-
téme initialement dans l'état |¥;) finisse dans le méme état aprés avoir évolué durant le temps
imaginaire (3. Le temps d’évolution est d’autant plus grand que la température est petite car 3
diverge lorsque T — 0. Il n’est cependant pas toujours possible de calculer analytiquement les
amplitudes de transition A;. Les intégrales de chemin de Feynman permettent une formulation
pratique des amplitudes de transition A;. En effet, selon ce formalisme, il est possible de calculer
I’amplitude de transition

Ay = (U] exp(—fH)| ;) (4.3)

par la somme de toutes les amplitudes des chemins possibles entre ’état initial et ’état final. Le
chemin emprunté par le systéme est défini en spécifiant 1’état du systéme & chaque pas de temps
imaginaire §7. Formellement, cela revient tout d’abord & écrire

o(—BH) _ (—HOT) ((—HOT) [(—HOT)  (—HoT) (4.4)

)

'

N

39



Chapitre 4. Un algorithme pour mélanges de bosons sur réseaux

avec 3 = NoT tel que d7 < N. Il suffit maintenant d’introduire 'opérateur unité 1 = ) |m)(m|
correspondant & un ensemble d’états intermédiaires appartenant & une base compléte entre chaque
exponentielle pour obtenir la formulation en intégrale de chemin de 'amplitude de probabilité
Ai. SOit,

Av= > (Wil ) (ma e ) (mo . ) (miv|eCODE). (45)

mi,ma,....,myN

— -
5
>

3= Nor ? ? ‘ 8= Nor ? @ D,)
B — ot : : B —or ' :
B — 287 i//1 : 5257 7 :

46T . 467
30T 367
267 LN E 267 L
o | e s N
>0 ) > )
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

FIGURE 4.1 — Systéme 1D de quatre sites avec deux particules évoluant en temps imaginaire de
I’état initial |U;) vers I’état final |¥;). Ces deux graphes sont deux exemples dont les trajectoires
donnent des amplitudes de probabilité contribuant au calcul de 'amplitude 4; [Eq. (4.5)].

L’amplitude de probabilité A; se calcule en effectuant la somme des amplitudes de tous les
chemins possibles que peuvent prendre les particules initialement dans l’état |¥;) et finissant
dans le méme état |¥;). Nous montrons sur la Figure 4.1 deux exemples quelconques d’évolution
en temps imaginaire contribuant au calcul de amplitude A;. Les trajectoires des particules en
temps imaginaire s’appellent « lignes d’univers » (World-Lines). 1l est évident que plus la tem-
pérature est petite, plus 3 est grand et donc plus le temps durant lequel les particules évoluent
est grand. Dans ce cas, les particules pourront visiter une plus grande partie du systéme, voire
I’ensemble du systéme lorsque les interactions le permettent. De grandes déformations des lignes
d’univers, par rapport & leur état de départ, contribuent & la délocalisation de la fonction d’onde
des particules. Lorsque T' — 0, cette dimension supplémentaire diverge et le systéme peut étre
considéré comme un systéme effectif évoluant en d 4+ 1 dimensions classiques. Formellement, il
existe une équivalence entre un systéme quantique a d dimension(s) et un systéme classique a
d + 1 dimensions [97].

Nous allons présenter briévement un exemple concret afin d’expliquer par la suite I’avantage
de lalgorithme utilisé dans cette thése. Considérons un systéme 1D composé de quatre sites
(L = 4) avec des conditions aux bords périodiques telles que les sites 1 et 5 soient identiques.
Supposons que N, bosons indiscernables évoluent sur ce réseau et que le hamiltonien du systéme
soit:
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4 4
P AP P u P
H = —tZ (aiai+1+ai+1ai> —1—5271@ (R — 1) (4.6)
=1 =1
cinétique potg;ltiel

ot I'opérateur &;' (@;) crée (détruit) un boson sur le site i et I'opérateur n; = d;-r&i compte le

nombre de bosons sur le site 7. Le paramétre t est I’élément de matrice associé aux déplacements
des particules par effet tunnel sur les sites plus proches voisins. Enfin, le paramétre U > 0 est
I’énergie de répulsion sur site de deux particules. Le diagramme de phase de ce systéme a été
étudié théoriquement en 1989 par Fisher et al. |66, 98], ainsi que par Batrouni et al. en 1990 [99]
par la méthode de Monte Carlo quantique. Nous allons maintenant discuter la représentation en
intégrales de chemins des limites t < U et ¢t > U a température nulle (3 — o0), soit kT < t,U.

Discutons tout d’abord la limite kT’ < t < U avec N, = 4. Dans ce cas précis, chaque site
du systéme est occupé par une particule, la densité vaut p = N,/L = 1 et I’énergie de double
occupation sur site est grande. Il n’existe donc quasiment pas de fluctuations quantiques: les
particules ne se déplacent pas spatialement au cours du temps imaginaire lorsque U — o0, ce
qui se traduit par des lignes d’univers rectilignes et le systéme adopte la phase isolante de Mott
p = 1. Ce cas est représenté sur la Figure 4.2 & gauche.

L’autre cas limite, pour lequel les fluctuations quantiques sont importantes, existe dans le
cas de systémes dilués ! et/ou de répulsion faible U < ¢. Prenons comme exemple particulier un
systéme de quatre sites avec N, = 2 et supposons que l'interaction sur site est faible, mais non
nulle, soit kT <« U < t. Dans ce cas, les particules corrélées peuvent se déplacer dans ’ensemble
du systéme et contribuer & un mouvement macroscopique cohérent. Un tel cas est représenté sur
la Figure 4.2 & droite. Sur cette illustration, les deux particules ont fait le tour du systéme dans
le méme sens, elles présentent une cohérence dans leur mouvement: le systéme adopte la phase
superfluide.

La superfluidité est un phénomeéne quantique tel que la phase de la fonction d’onde ¢(r) est
rigide ou cohérente. En effet, I'impulsion moyenne

p = (¥|-ihV[Y)

= (¥|hVe(r)|¥)
= mvsg (4.7)
est non nulle lorsque la valeur moyenne du gradient de la phase V¢(r) est non nulle. Dans le
cas contraire oul la phase fluctue largement, la valeur moyenne du gradient de la phase est nulle

et donc la vitesse du superfluide vg est nulle. Par ailleurs, les conditions aux bords périodiques
imposent 1’égalité de la fonction d’onde aux bords du systéme, ce qui ce traduit par

(V(r)) = 2mn/L, (48)

oun € Z et L est la taille du systéme. Le nombre entier topologique n compte le nombre de fois
pour lequel le systéme entier a été traversé par la phase totale. Cette relation de quantification de

1. Densité p non entiére.
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Isolant de Mott p =1 Superfluide p <1
T  kpT <t U kT < U <t

T
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FIGURE 4.2 — Deux configurations possibles de lignes d’univers pour le systéme 1D de quatre
sites. A gauche, la densité est entiére p = 1 et I’énergie de double occupation sur site U, telle
que kT < t < U, rend improbable la déformation des lignes d’univers. Dans ce cas, le systéme
incompressible adopte la phase isolante de Mott p = 1. A droite, le systéme est dilué (p < 1) et
Iinteraction sur site est faible, mais non nulle kT <« U < t. Les deux particules ont fait le tour
du systéme dans le méme sens, elles présentent une cohérence dans leur mouvement: le systéme
adopte la phase superfluide.

la phase a été établie par Onsager en 1949 pour la superfluidité et est vérifiée expérimentalement
[100]. Cette relation permet d’exprimer la densité superfluide en fonction de la dérivée seconde
de I’énergie libre F, soit:

1 9%F(vs)
T (49)

ol m est la masse d’un boson, V' le volume du systéme et v, la vitesse du superfluide. Avec la

représentation des lignes d’univers, Pollock et Ceperley ont montré en 1984 que cette formule
devient [101, 102]:

W2
o= s (1.10)

ou d est la dimension du systéme, L sa taille, 5 = 1/kgT et t est le paramétre de saut du

hamiltonien. La quantité W € Z est le winding number des bosons. Cette quantité topologique
renseigne sur la cohérence du déplacement des particules pendant leur évolution en temps imagi-
naire et compte le nombre de fois ol les lignes d’univers traversent totalement le systéme dans sa
dimension spatiale. Par exemple, W = 0 sur la Figure 4.2 de gauche et W = 2 sur la Figure 4.2
de droite.
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4.2 Meélanges avec conversions: algorithme des Fonctions de Green
Stochastiques

L’étude d’un systéme quantique décrit par un hamiltonien, tel que 'Eq. (4.6), requiert le cal-
cul de la fonction de partition Z. Nous avons montré que le calcul de cette quantité, nécessaire
pour calculer la majorité des observables, implique une somme sur tous les états |¥) accessibles
au systéme. De plus, chaque terme de cette somme requiert la somme sur toutes les configurations
possibles des lignes d’univers partant de 'état |¥) considéré et finissant dans ce méme état |¥).
De facon générale, ce type de calcul est impossible & réaliser analytiquement en raison du trop
grand nombre d’états |¥) et du trop grand nombre de configurations possibles pour les lignes
d’univers. Dans ces circonstances, ’approche numérique est précieuse.

Il existe différentes approches numeériques [76], chaque méthode ayant ses avantages particu-
liers. La méthode de Monte Carlo quantique part du méme constat que le Monte Carlo classique:
il est impossible de diagonaliser numériquement le hamiltonien du systéme et de calculer la
fonction de partition & cause du trop grand nombre d’états possibles. Cette méthode consiste &
déterminer un modéle classique de dimension d + 1 exactement équivalent au modéle quantique
de dimension d en utilisant généralement une formulation en intégrale de chemin. Comme nous
I’avons expliqué précédemment, la dimension supplémentaire est analogue & un temps imaginaire.
Une fois le modéle classique trouvé, I'idée est de calculer numériquement la valeur moyenne de
grandeurs physiques en visitant ’espace des états par la méthode de Monte Carlo standard.

L’un des premiers algorithmes de Monte Carlo quantique permettant de simuler des parti-
cules sur réseaux fut le World Line algorithm développé en 1982 par Hirsch et al. [76, 87]. Cette
formulation met en jeu approximation de Trotter-Suzuki [103, 104, 105, 106] avec la décom-
position dite « en échiquier » ! du hamiltonien considéré [107]. La référence [108] apporte des
précisions sur cet algorithme et son application & un systéme de bosons sur réseau. Cependant, cet
algorithme souffre de différents problémes: ’espace des états visité de fagon basique et systéma-
tique pose des problémes de convergence aux voisinage des transitions? car I’algorithme n’est pas
ergodique et les fonctions de corrélations, telles que les fonctions de Green, sont presque impos-
sibles a calculer [109]. De plus, I’algorithme est local et peut avoir des temps de correlations longs.

Ainsi, des algorithmes plus performants ont vu le jour. Leur principe est d’améliorer la conver-
gence de 'algorithme en suggérant des mouvements globaux dépendant de la longueur de cor-
rélation £. Ces algorithmes sont nommés « algorithmes de cluster ». Par exemple, 'algorithme
initialement proposé par Swendsen et Wang, en 1987 pour le modéle d’Ising classique, visite
I’espace des états en proposant le retournement d’un paquet de spins, nommé « cluster », dont
la taille typique est de I'ordre de £%¢. Ce procédé permet de régler le probléme de la convergence
au voisinage d’une transition, notamment pour les transitions du second ordre pour lesquelles
& — o00. Ce type d’algorithme a été étendu par la suite aux systémes quantiques avec le Loop
algorithm [89, 90| et a permis le développement d’algorithmes plus évolués en temps imaginaire
continu tel que 'algorithme de Worm [91, 92, 93] et le développement en séries stochastiques
(SSE) [94].

1. Checkerboard decomposition.
2. Ralentissement critique ou critical slowing down.
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Chapitre 4. Un algorithme pour mélanges de bosons sur réseaux

L’algorithme des Fonctions de Green Stochastiques (SGF) utilisé dans cette thése est une ex-
tension de l'algorithme de Worm canonique [110, 111|. Bien que cet algorithme permette aussi de
travailler dans l’ensemble grand canonique, 'utilisation de I’ensemble canonique présente ’avan-
tage de controler a notre guise le nombre de particules présentes dans le systéme. En effet, ce
point n’est pas toujours simple dans I’ensemble grand canonique lorsque différentes espéces sont
présentes. D’une facon trés générale, cet algorithme est destiné a I’étude de tout systéme dont le
hamiltonien est de la forme H =V — 7 ou V est I’énergie potentielle définie par des opérateurs
diagonaux et T est la somme de I’énergie cinétique et de I’énergie de conversion définies par des
opérateurs non diagonaux [95, 96].

En ce qui nous concerne, 'avantage de cet algorithme est qu’il peut aisément traiter des
mélanges de bosons de différents spins en considérant des conversions du moment cinétique des
particules lors de collisions sur site. Afin d’approfondir ce point, considérons un exemple générique
tel que deux bosons « bleus » peuvent se convertir en deux bosons « rouges ». Il est important de
préciser que le nombre de bosons rouges N, et bleus N, n’est pas conservé lorsque les conversions
interviennent. Dans ce cas, le nombre de lignes d’univers n’est pas conservé au cours d’une
simulation. La contrainte canonique est imposée sur le nombre total de bosons N = N, + N,. La
Figure 4.3 représente trois configurations possibles de lignes d’univers appartenant a ’espace de
la fonction de partition Z((3) de trois particules sur un réseau 1D. Pour ces trois cas, l'opérateur
de conversion agit deux fois: deux lignes bleues (rouges) sont converties en deux lignes rouges
(bleues). Le nombre de lignes bleues et rouges fluctue au cours de cette évolution en temps
imaginaire.

A (a) 1 (b) J ()
P ST
i
N i
P : e
' é A e A B ol : i
i e 39 ? l'"'(---:: é\ 7
el esl Wl
—s > T - T —a & > T

FIGURE 4.3 — Différentes configurations possibles de lignes d’univers de trois particules évoluant
sur un réseau 1D. Pour ces trois cas, I'opérateur de conversion agit deux fois. Sur le graphe (a),
il y a algébriquement +3 sauts, puis -3 sauts pour les bosons bleus, soit une somme algébrique
nulle. La somme algébrique des déplacements est aussi nulle pour les bosons rouges. Sur le graphe
(b), le déplacement algébrique total vaut +10 (-10) pour les bosons bleus (rouges): la somme des
déplacements des deux espéces est nulle. Ceci n’est plus vrai sur le graphe (c).

De telles configurations sont obtenues grace a I'opérateur de Green G , introduit & un temps
aléatoire 7 dans la fonction de partition, qui permet des déformations globales des lignes d’uni-
vers. Cependant, ces déformations des lignes d’univers doivent respecter le bilan détaillé afin de
satisfaire la distribution de Boltzmann. Les graphes de la Figure 4.3 représentent trois cas tels
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4.2. Meélanges avec conversions: algorithme des Fonctions de Green Stochastiques

que 'opérateur G est diagonal. Dans ce cas, la mesure des quantités thermodynamiques peut
étre effectuée. Cet opérateur est défini par

400 +00 q

G = Zngq Z HAIkHAjl’ (4.11)

p=0¢=0 {ipliq} k=1 =1

ou les opérateurs A' et A satisfont les relations Af|n) = |n+1) et Aln) = |n — 1) avec le cas
particulier .fl\O) = 0. L’expression {ip|j,} correspond aux deux ensembles de sites 41,4z ..., et
J1,J2 - -, Jq duréseau tels qu’aucune égalité entre les indices de ces deux ensembles n’existe, bien
que I’égalité des éléments d’un méme ensemble soit permise, par exemple ¢; = i2. Les éléments de
matrice gp, sont définis par gy, = (r|G|Yr) ot I'état [1r) est obtenu a partir de 'état |1g) en
créant p particules sur les sites {i,} et en détruisant ¢ particules sur les sites {j,}. Les éléments
diagonaux de cette matrice sont tels que (¥|G|y) = 1.

A (a) A (%)

T

012345673891

FIGURE 4.4 — Trois particules évoluant sur un réseau 1D. L’opérateur de Green G agit au temps
imaginaire 7 sur les deux graphes. L’action de G conserve a la fois le nombre de lignes bleues et
le nombre de lignes rouges sur le graphe (a), ce qui n’est pas le cas sur le graphe (b) pour lequel
seul le nombre total de lignes est conservé (contrainte canonique). Ces déformations permettent
de calculer les fonctions de Green.

L’opérateur de Green g, qui peut étre vu comme une extension de 'opérateur de Worm, per-
met de déplacer simultanément plusieurs particules dans 1’ensemble du systéme (cf. Figure 4.4).
Ces déplacements aléatoires conduisent a des discontinuités des lignes d’univers, configurations
pour lesquelles 'opérateur G est non diagonal, permettant de calculer les fonctions de Green a
N-corps et justifiant le nom de l'algorithme. Les fonctions de Green a N-corps calculées sont
présentées a la sous-section 5.2.1 et a la Section 8.1.
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Troisiéme partie

Bosons de spin-1/2 sur réseaux optiques
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Chapitre 5

Bosons de spin-1/2 sur réseau 1D

En Physique Statistique classique & température non nulle, il n’existe de fagon générale
aucune transition de phase pour les systémes 1D dont les interactions sont de courte portée.
Plus précisément, les fluctuations thermiques ne permettant pas au systéme d’adopter une phase
ordonnée & longue portée, celui-ci adopte donc toujours une phase désordonnée. Cependant, la
physique des systémes 1D présente ’avantage d’étre décrite par des équations plus simples qu’a
2D et 3D. Il est parfois possible de résoudre ces équations de fagon analytique et donc d’accéder
4 un grand nombre d’informations.

Cette généralité sur I'absence de transition n’est plus vraie pour les systémes quantiques
1D a température nulle, température telle que I’énergie thermique kT est négligeable devant
toutes les autres énergies du systéme. Cependant, pour un systéme macroscopique, ce sont les
fluctuations quantiques qui empéchent le systéme d’adopter une phase ordonnée de symétrie
continue a longue portée, comme un condensat de Bose-Einstein par exemple. Toutefois, des
phases de quasi-ordre & longue portée peuvent se développer, comme la phase superfluide. Il
en est de méme des phases ordonnées a symétrie discréte, telles que 'ordre d’Ising. L’existence
de différentes phases quantiques & température nulle permet donc de faire passer le systéme
d’une phase ordonnée ou quasi ordonnée & une phase désordonnée en changeant les paramétres
d’interactions du hamiltonien. De telles transitions, issues de la compétition directe des différents
termes du hamiltonien, sont appelées « transitions de phases quantiques ».

Dans ce chapitre, nous étudions les propriétés & ’équilibre du systéme 1D de bosons de spin-
1/2 & température nulle. Dans la Section 5.1, nous étudions ce systéme avec une approche en
champ moyen. Dans la Section 5.2, nous présentons les propriétés du systéme avec la méthode
Monte Carlo quantique et 'algorithme des Fonctions de Green Stochastiques. Nous montrons
aussi que le champ moyen permet d’obtenir des résultats en accord qualitatif avec la méthode
Monte Carlo quantique. Il existe dans la bibliographie des études de systémes semblables avec
différentes approches théoriques et numériques [11, 38, 74, 112, 113, 114, 115]. Les principaux
résultats de ce chapitre ont été publiés dans la revue Physical Review A [17].
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5.1 Analyse en champ moyen a température nulle

Trois cas distincts seront abordés: le cas de référence sans conversion Us /Uy = 0, puis les
cas avec conversions du spin effectif tels que Uy /Uy < 0 et Uz /Uy > 0. Cette approche permet
de mettre en évidence 'influence des conversions entre les deux espéces de bosons en partant de
la description du systéme le plus simple. Pour ces trois cas, nous présentons le diagramme de
phase du systéme, composé de deux types de phases: des phases solides et incompressibles, sans
fluctuation du nombre total de particules sur site, appelées « phases isolantes de Mott » [Mott
Insulator (MI)] et une phase superfluide, telle que les particules présentent une quasi cohérence
de phase due a la délocalisation des particules dans le systéme. Nous présentons en détail ces
phases, ainsi que les transitions de phases. L’impact du terme de conversion sur ces phases et
sur les transitions de phases est aussi discuté. Cette étude réalisée en dimension d! donne quan-
titativement les mémes résultats quelle que soit la dimension du systéme & un facteur d prés?.
Les résultats présentés dans toute cette section sont trés similaires & ceux obtenus par Pai et al.
pour le systéme de spin-1 avec la méme méthode du champ moyen [9]. Certains résultats pré-
sentés dans cette section pour Us /Uy < 0 ont été précédemment publiés par Krutitsky et al. |7, 8].

5.1.1 Comment obtenir le diagramme de phase ?

Afin d’obtenir des informations physiques sur le systéme, il convient d’écrire la matrice ha-
miltonienne associée au hamiltonien HZ . ., [Eq. (3.31)] et de la diagonaliser numériquement.
Nous avons montré qu’a température nulle I'énergie libre devient F (¢, p1, Up, Ua; 9p) = &£, oi1 &, est
I'énergie de I'état fondamental. L’état d’équilibre du systéme est atteint lorsque ) _ 0F/0¢s = 0

et .7:(7‘5,,[1,, UOv UQ;'I,Z)eq) = mln(F) = Eg'

Lorsque I’énergie minimum &, est obtenue pour % = 0, la fraction condensée, égale a la den-
sité superfluide py = 92 = wg + 1/)/2\, est nulle et le nombre total de particules sur site ne fluctue
pas: le systéme adopte la phase isolante de Mott. Lorsque I’énergie minimum &, est obtenue
pour 1 # 0, la fraction condensée ¢)? est non nulle est le systéme adopte la phase superfluide.
Une remarque importante s’impose: le champ moyen confond le quasi-ordre a longue portée avec
I'ordre & longue portée, ce qui implique que la phase condensée de Bose-Einstein et la phase
superfluide sont confondues. Il est important de noter que cette approximation est trés grossiére
en 1D, car aucun ordre & longue portée de symétrie continue ne peut exister®. L’interprétation
exacte est donc qu’a 1D a température nulle, seule la phase superfluide se développe lorsque

Y # 0.

Le diagramme de phase dans le plan (t/Up, 1/Up) est obtenu en déterminant 1) minimisant
I’énergie libre, donc I’énergie interne du systéme, pour chaque couple (¢/Uy, 1/Up). Les quantités
calculables avec cette méthode du champ moyen sont uniquement des quantités sur site. Ces
quantités sont:

— les densités superfluides de chaque espéce psg = ¢8 et psp = wi, ainsi que la densité su-
perfluide totale ps = 12 = pso + psn ;

1. d =1 dans tout ce chapitre.
2. La quantité t/Uy est divisée par le facteur d.
3. ¢f. théoréme de Mermin-Wagner-Hohenberg [67, 68, 69].
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5.1. Analyse en champ moyen a température nulle

— les densités de chaque espéce py = (pg|noilpy) = (cpg\&gidol-\gog> et pa = (@glnaileg) =
<gog|dj\id Ail©g) avec |@g) le vecteur d’onde de I'état fondamental, ainsi que la densité totale
p = po + pa entiére, sans fluctuations dans la phase de Mott ;

— les corrélations spatiales densité-densité sur site, renseignant sur la structure spatiale de
chaque site du systéme, définies par

Coo(0) = (pglnoinoileg) = (g |d8i&0i&$id0i leg)
CAA(O) = <@gm/\iﬁ/&i|9@g> = <‘Pg|&j\idAi&TAidAi|90g> <5'1)
Coa(0) = (pglhoiniailpg) = <¢9‘&g}i&0idj\i&m|¢g>

— les valeurs moyennes des corrélations spin-spin sur site définies par
Sz2(0) = {egl( Afc)2|@g>
Syy(0) = {pgl(S7)?leg) (5.2)
S:2(0) = (pgl(57)°l¢g)

avec ST, S? et S7 les composantes de opérateur de spin S, défini par S =3 00! &LJ o' Qg s
ou o = {0,A} et J,, sont les matrices de Pauli. Les expressions de ces composantes sont:

S¢ = 3 <d$i&Ai + d;r\i&Oi)
Szy = _% (fL(T)i&Ai - aj\idOz) (5.3)
S; = 4 (Roi — i)
En utilisant la relation de commutation des bosons : [&w&j‘] = &id;r — &;-rdi = 1, ces
opérateurs se réécrivent simplement
(59?2 = % (2ﬁ0iﬁ/\i + i + Ains + ayadi00,00; + &j&i&j\idOi&Oi>
(szy)Q = % (2ﬁ0iﬁ/\i + 70i + 1ai — dgidgidmdm - &Ri&RiaOi&Oi) (5.4)
(57 = § (g +0%; — 2n0ifa;)

avec la propriété (5;)? = (S¥)% 4 (gly)2 +(57)2 = (n3/2) [(74/2) + 1], ot 7y = fag; + Ao
Ces opérateurs interviennent dans la formulation hamiltonienne (3.26) dont ’énergie asso-
ciée met en jeu la différence

AS(0) = S (0) Sy (0) + S-:(0)] (5.5)

51
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5.1.2 Meélange sans conversion du spin: Uy /Uy =0

Ce cas simple représente un mélange de deux populations de bosons dont les interactions
répulsives sur site sont identiques quel que soit le spin des atomes. Le diagramme de phase de ce
systéme représenté par la Figure 5.1 en haut est composé de deux types de phases: des phases
isolantes de Mott (MI) de différentes densités et une phase superfluide.

Superfluide

= U,/U,=0
- 2 ]
=,
i
1 | _
|
:
|
0o n % . . . | .
0 002 004 006 008 010 0.12
YU,
Isolant de Mott Superfluide
E -1.52 -1.6
-1.52 154 1.61
-1 .56 -1.56 -1.62
-1.6 -1.58 -1.63
1.6 -1.64

0.5
0
a wA

FIGURE 5.1 — Diagramme de phase en champ moyen sans conversion du spin Us/Uy = 0 (en
haut) et minimum de ’énergie en fonction des composantes ¢y et 1)y du paramétre d’ordre v
(en bas). La ligne bleue en trait discontinu correspond a la coupe de la Figure 5.3. En bas a
gauche: I'énergie est minimale pour ¢ = 0, signature de la phase isolante de Mott. Cette figure
correspond a un point du diagramme de phase dans le lobe MI p = 2, dont les coordonnées
sont (t/Uo, 11/Up) = (0.02,1.30). En bas a droite: ’énergie, en forme de chapeau mexicain, est
minimale pour ¢ = |/ps # 0, signature de la phase superfluide avec ps la densité superfluide
associée. Cette figure correspond & un point du diagramme de phase dans la phase superfluide
avec une densité p = 2, dont les coordonnées sont (¢/Up, 1/Up) = (0.08,1.42).

Phases de Mott
Les phases MI sont toutes déterminées par le fait que I’énergie est minimale en 1Yo = 1o =0
(cf. Figure 5.1 en bas a gauche). Remarquons que, dans la limite d’interactions fortes (i.e.

t/Uy — 0), le systéme adopte une phase MI avec p bosons par site lorsque le potentiel chi-
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5.1. Analyse en champ moyen a température nulle

mique p satisfait la condition p — 1 < /Uy < p. Ainsi, dans notre cas précis, la base des lobes

de MI vaut Ap/Uy = 1 pour toutes valeurs de p.

Mott p=1 | Mott p=2 | Mott p =3 | Mott p=4
Dégénérescence 2 3 4 5
Energie &y 0 Uy 30Uy 6Uy
|0) |00) |000) |0000)
|A) |OA) |O0A) |000A)
Etats |AA) |OAA) |00AA)
|AAA) |OAAA)
|AAAA)

TABLE 5.1 — Dégénérescence, énergie et états des phases de Mott p = {1,2, 3,4} avec Us /Uy = 0.

La dégénérescence et I’énergie des phases de Mott p = {1,2, 3,4} avec Uy /Uy = 0 sont présentées
dans le Tableau 5.1. Pour chacune de ces phases, nous explicitons les états de méme énergie qui
les composent. Le champ moyen prédit qu’il n’existe aucune corrélation des densités pg et pa
dans ces phases (i.e. Coo(0) = pg, Can(0) = p3 et Coa(0) = popa).

Phase superfluide

La région superfluide est caractérisée par le fait que I’énergie est minimale en ¥ # 0 (cf.
Figure 5.1 en bas a droite). Le profil de cette surface, en forme de chapeau mexicain, se géné-
ralise dans toute la phase superfluide. L’énergie minimale &, est située sur le cercle d’équation
P2 = wg +1/J/2\ et de rayon 1) = |/ps. Ainsi, tous les points situés sur ce cercle correspondent a des
états de méme énergie £;, de méme densité totale p et de méme densité superfluide p,s, donnée
par le carré du rayon de ce cercle. Dans I’ensemble grand canonique, les fluctuations du nombre
de particules de chaque espéce, issues de l'interaction entre le réservoir de particules condensées
et le systéme sur site, vont faire évoluer librement 1’état fondamental du systéme sur ce cercle
suivant un mode de Goldstone. A contrario, la valeur des densités pg et pa et des densités super-
fluides pso et psp varie en fonction des coordonnées du point considéré sur ce cercle. Il en est de
méme des valeurs des corrélations spin-spin sur site S;,(0) et S,.(0) et de la différence AS(0)
[cf. Egs. (5.2) et (5.5)].

Nous verrons par la suite que 'énergie libre sera minimisée lorsque la différence AS(0) sera
mazimale pour Uy < 0 et minimale pour Uy > 0. Afin d’illustrer clairement 'influence des coor-
données du point considéré, nous tragons sur la Figure 5.2 (en haut) la projection du graphe 3D
de la phase superfluide de la Figure 5.1. Sur cette figure, nous référencons un état fondamental
par ses coordonnées polaires (¢, 6). Sur la Figure 5.2 en bas a gauche, nous montrons le com-
portement sinusoidal des densités pg et pp et des densités superfluides pgg et psp en fonction de
0/m. La Figure 5.2 en bas a droite montre le comportement sinusoidal de S;;(0) et S,.(0) et de
AS(0) lorsque I'angle 6 varie. La valeur constante de S, (0) est la conséquence directe de notre
choix de travailler avec des composantes réelles du parameétre d’ordre 1. Notons que AS(0) est
mazimale lorsque 0 = Tk + 7 et est minimale lorsque § = Tk ou k € Z.
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Nous allons maintenant présenter ’évolution des différentes densités lorsque le systéme passe
de la phase superfluide & la phase isolante de Mott, et réciproquement.

-1.6
-1.61
-1.62
-1.63
-1.64
3.0 T T T T - T - 20f T T T ]
L _p t/U,=0.08, WU =1.42 : /U,=0.08, w/U =1.42
25 pO pSO 0 U (;U 0 - Sxx(o) - Szz(o) U_/U =0
D A T TsA =U 1.5F _ - 27070
| p=ptp, pz=p0+pSA ] Syy(O) S,,(0) [Syy(0)+SZZ(O)]
20 O 7 1.0 ]
1.0 £ ) { ¥ E
(R VA AN
0 / ) P ) N ) 3| L ) "
0 0.5 1.0 1.5 2.0 0 0.5 1.0 1.5 2.0

o/t o/m

FIGURE 5.2 — En haut: projection de ’énergie en fonction des composantes 1 et ¢p du paramétre
d’ordre % dans la phase superfluide avec les parameétres (t/Uy, 11/Up) = (0.08,1.42) et Uz /Uy = 0.
Cette projection correspond au graphe de la Figure 5.1 en bas a droite pour lequel p = 2 et
ps = 0.88. En bas a gauche: comportements des densités pg et pa et des densités superfluides pgo
et psp associées au graphe du haut en fonction de /7. En bas a droite: évolution des corrélations
spin-spin sur site Sz, (0), Syy (0) et S..(0) et de AS(0) [cf. Egs. (5.2) et (5.5)], associées au graphe
du haut en fonction de 6 /7.

Transitions de phases

Il est possible de se déplacer dans le diagramme de phase et donc d’amener le systéme a
changer de phase soit en changeant le taux de déplacement des particules t/Uy, soit en changeant
le potentiel chimique p/Uy. La Figure 5.3 représente I’évolution des différentes densités lorsque
le potentiel chimique p/Uy augmente en fixant le taux de déplacement des particules t/Uy tel
que t/Up = 0.04.
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U,/U,=0, ¥U,=0.04

FIGURE 5.3 — Coupe verticale du diagramme de phase de la Figure 5.1 avec t/Uy = 0.04 et
Us /Uy = 0. Cette coupe part de la phase superfluide, passe par la phase MI p = 1, passe
de nouveau par la phase superfluide, puis passe dans le lobe MI p = 2 et finit dans la phase
superfluide. Les valeurs des densités pg, pa, pso et psa ne sont pas déterminées de maniére
unique du fait de la dégénérescence des phases, seule la densité totale p et la densité superfluide
totale ps 1’étant.

Cette coupe verticale est représentée sur le diagramme de phase de la Figure 5.1 par la ligne
bleue en trait discontinu. Cette coupe part de la phase superfluide, passe par la phase MI p = 1,
passe de nouveau par la phase superfluide, puis passe dans le lobe MI p = 2 et finit dans la phase
superfluide. Ces deux phases de Mott sont représentées par les plateaux de densités p = 1 et p = 2
avec une densité superfluide nulle ps = 0. Dans cet exemple, la phase de Mott p = 1 (p = 2) n’est
composée que de bosons de spin A, ce qui représente un des deux (trois) états dégénérés possibles
de cette phase. Les valeurs des densités pg et pp dans ces phases de Mott ne sont pas déterminées
de maniére unique, seule la densité totale p I’étant. La phase superfluide est caractérisée par une
densité superfluide non nulle ps # 0 et une compressibilité non nulle kK = dp/du # 0. La phase
superfluide étant infiniment dégénérée, les valeurs des densités superfluides psg et psp ne sont pas
non plus déterminées de maniére unique, seule ps I’étant. Nous avons choisi ’angle 8 = 38° pour
la Figure 5.3 afin de montrer un cas quelconque. Il est intéressant de remarquer que la densité
superfluide décroit a approche des phases MI p = {3,4}, mais ne s’annule pas: les lobes MI
correspondant ne sont pas traversés.

Dans la théorie de Landau des transitions de phase, un paramétre d’ordre est une quantité qui
caractérise I’état d’un systéme physique au cours d’une transition de phase. Dans ’approximation
du champ moyen, pour la transition MI-superfluide, le paramétre d’ordre de la phase superfluide
est la racine carrée de la densité superfluide ps. Lors d’une transition de phase, nous pouvons
distinguer deux cas: soit le paramétre d’ordre évolue contintiment, ce qui est la signature d’une
transition du second ordre !, soit le paramétre d’ordre évolue de facon discontinue, ce qui est la
signature d’une transition du premier ordre 2. Le fait que la densité superfluide varie contintiment
lors de cette coupe implique qu’il en est de méme pour le module du paramétre d’ordre ¥ = /ps
et donc que les transitions de phases sont du deuxiéme ordre.

1. ¢f. modéle d’Ising 2D, par exemple.
2. Par exemple, les transitions solide-liquide et liquide-gaz.
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0.1 02 03 0.4

FIGURE 5.4 — Evolution de la densité superfluide p, en fonction de ¢/Uy pour les densités
constantes p = {1,2, 3,4} avec Us /Uy = 0. Ces courbes correspondent a des coupes horizontales
des lobes MI en passant par leur extrémité en fixant le potentiel chimique, puis & adapter celui-ci
pour maintenir la densité constante. L’évolution continue de p; est la signature de transitions du
second ordre.

11 est aussi intéressant de montrer I’évolution de la densité superfluide p; en fonction de t/Uj
pour une densité constante. La Figure 5.4 montre I’évolution de ps en fonction de t/Uy pour
les densités constantes p = {1,2,3,4}. Ces courbes correspondent a des coupes horizontales des
lobes MI, passant par 'extrémité des lobes, obtenues en adaptant le potentiel chimique. Sur la
Figure 5.4, I’évolution continue de p; est la signature de transitions du second ordre et nous pou-
vons voir que le systéme tend a étre entiérement superfluide dans la limite t/Uy — oo car ps — p.

Le cas sans conversions du spin que nous venons de présenter va servir de référence pour

comprendre 'influence des conversions du spin dans ce systéme. Nous allons maintenant présen-
ter le cas Us/Up < 0 et le comparer avec le cas Uy /Uy = 0.

5.1.3 Meélange avec conversions du spin : Us /Uy < 0

Le diagramme de phase de ce systéme avec Us/Uy = —0.1, représenté sur la Figure 5.5,
est obtenu en utilisant la méme méthode que celui du cas Uy /Uy = 0. Le choix de la valeur
Us /Uy = —0.1 vient du fait que la physique pour Us/Uy = 0.1 est particuliérement intéres-

sante. Garder la méme valeur absolue nous permettra de comparer aisément ces deux cas. Ce
diagramme de phase est aussi composé de phases isolantes de Mott et d’une phase superfluide.

Phases de Mott

Ces phases sont déterminées par le fait que l’énergie est minimale en g = 5 = 0 (cf.
Figures 5.6 (a) et (b)). Lorsque t/Uy = 0, le systéme adopte une phase MI avec p bosons par site
lorsque le potentiel chimique p satisfait la condition (p—1)(1—|Uz|/Uy) < p/Uy < p(1—|Us|/Up).
Avec Uy /Uy = —0.1, la base des lobes MI vaut donc Au/Uy = 1 — |Us|/Uy = 0.9 pour toute
valeur de p.
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Superfluide
U/U=01 |

0 I L L L L
0 0.02 0.04 006 008 010 0.12
YU,

FIGURE 5.5 — Diagramme de phase en champ moyen avec conversions du spin Us /Uy = —0.1.
Dans toutes les phases de ce diagramme, excepté dans la phase MI p = 1, les populations de spins
0 et A sont équilibrées pg = pa = p/2, avec psp = psa = ps/2 dans la phase superfluide. Toutes
les transitions de phases sont du second ordre. La ligne bleue en trait discontinu correspond & la
coupe de la Figure 5.9.

La Figure 5.7 représente 1’évolution de la frontiére entre les phases MI et la phase superfluide
en fonction de |Usz|/Up. Il est montré sur cette figure que la largeur des lobes MI en t/Uy = 0
décroit linéairement avec |Us|/Up et que toutes les phases MI disparaissent lorsque |Us|/Up = 1.

Mott Mott Mott Mott

p=1 p=2 p=3 p=4
Dégénérescence 2 2 2 2
Energie &, 0 Uo + Uz 3(Uo + Us) 6(Uop + Us)
Etat |¢1) |0) |OA) % (\/§|OOA> + |[AAA)) % (|000A) + [AAAD))
Densités (po, pa) | (1,0) (1,1) (1.5,1.5) (2,2)
Etat |ps) IA) % (100) + |AA)) | 3 (V3IAAO) +1000)) | —= (VB]AAOO) +[0000) + [AAAA))
Densités (po, pa) | (0,1) (1,1) (1.5,1.5) (2,2)

TABLE 5.2 — Dégénérescence, énergie, états et densités des phases de Mott p = {1,2,3,4} avec
Us /Uy = —0.1. La phase de Mott p = 1 est identique a celle du cas Us/Up = 0: le terme de
conversion ne joue aucun role. A contrario, le terme de conversion équilibre les populations des
phases de Mott p = {2, 3,4}, soit pg = pa (valeurs en couleurs).

Intéressons-nous maintenant au détail des phases isolantes de Mott. Le Tableau 5.2 indique
la dégénérescence et 'énergie des phases de Mott p = {1,2,3,4} avec Uy /Uy = —0.1. Pour cha-
cune de ces phases, nous explicitons les états dégénérés qui les composent, ainsi que le couple
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(a) (b)
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FIGURE 5.6 — Minimum de I’énergie en fonction des composantes ¥g et /5 du paramétre d’ordre
pour le rapport Uy /Uy = —0.1. De (a) vers (d): évolution de I’énergie lors de la transition de la
phase MI [(a) et (b)] vers la phase superfluide [(c) et (d)] pour la densité p = 2 (u/Uy = 1.30).
En (a), t/Up = 0.01: I’énergie est minimale pour 1 = 0, signature de la phase isolante de Mott.
En (b), t/Uy = 0.04: le systéme est encore dans la phase de Mott et approche la transition vers la
phase superfluide. En (c), t/Uy = 0.05: le systéme vient juste de passer dans la phase superfluide.
Le minimum situé précédemment en 1 = 0 s’est transformé contintiment en quatre minima
dégénérés symétriques situés sur les diagonales [1hg] = |1hp| # 0. Cette évolution continue du
paramétre d’ordre indique que la transition est du second ordre. En (d), t/Uy = 0.08: le systéme
est superfluide. Aucun minimum local n’existe, la transition est du second ordre.

des densités (po, pa) qui leur correspond. Toutes les phases de Mott sont deux fois dégénérées
et la phase de Mott p = 1 est identique a celle du cas Uz /Uy = 0 car le terme de conversion ne
joue aucun role dans cette phase. A contrario, les conversions entre les espéces équilibrent les
populations des phases de Mott p = {2, 3,4}, soit pg = pa.

Il convient d’apporter quelques précisions sur ces phases de Mott. Le Tableau 5.3 renseigne sur
les valeurs des corrélations densité-densité et spin-spin sur site pour les états |p1) et |¢2) définis
dans le Tableau 5.2. Pour p = 1, la phase de Mott, identique a celle du cas Uy /Uy = 0, est équiva-
lente a un systéme de spin-1/2 sur réseau: 5?(0) = Szz(0)+ Sy, (0)+5:.(0) = (p/2)(p/2+1) = 3/a.
Pour p > 1, le terme de conversion favorise des corrélations densité-densité positives entre par-
ticules de méme espéce et défavorise les corrélations densité-densité entre particules d’espéces
différentes. Dans toutes les phases de Mott, le carré de I'aimantation sur site S?(0) prend sa
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5.1. Analyse en champ moyen a température nulle

t/ Uy .
0.08 - Superfluide
0.06 - 0.06
0.04
0.0 0.04

0 0.02

0
1
0.8
0.6
U, |/ Uy 0.40
0,35 3 25
4 M/ Uy

FIGURE 5.7 — Evolution de la frontiére MI-superfluide du diagramme de phase en champ moyen
avec conversions de spin Us /Uy < 0 en fonction de |Uz|/Uy. La base des lobes MI en ¢t/Uy = 0
décroit linéairement avec |Us|/Up et toutes les phases MI disparaissent lorsque |Usz|/Uy = 1.
Toutes les transitions sont du second ordre.

Etat || Coo(0) | Coa(0) | Caa(0) || Szz(0) | Syy(0) | S..(0) || S2(0) || AS(0)
1=p32 0 0 0.25 0.25 0.25 0.75 || -0.25
Mott p = 1 1) Po
lp2) 0 0 1=p3 0.25 0.25 0.25 0.75 || -0.25
1=p? 1= 1=p? 1 1 0 2 0
Mott p = 2 1) 1% POPA PA
lpa) || 2>p2 | O<popa | 2>pk 1 0 1 2 0
lo1) || 3> p2 | 1.5 <popa | 3>p% || 225 0.75 0.75 3.75 0.75
Mott p =3 . .
lp2) || 3>p5 | 1.5 <popa | 3>p3 || 225 0.75 0.75 3.75 0.75
5>p2 | 3< 5> pa 4 1 1 6 2
Mott p = 4 1) 1% POPA Pi
lpa) || 5>p2 | 3<popr | 5>pk 4 1 1 6 2

TABLE 5.3 — Valeurs des corrélations densité-densité [Egs. (5.1)] et spin-spin [Egs. (5.2)] sur
site pour les états |p1) et |p9) définis dans le Tableau 5.2. La quantité S2(0) est telle que
52(0) = Szz(0) + Syy(0) + S.2(0) et AS(0) = Szz(0) — [Syy(0) + S..(0)]. Les valeurs en rouge
(bleu) montrent les corrélations densité-densité positives (négatives). En magenta: les corrélations
spin-spin sur site montrent qu’une "aimantation" sur site suivant I’axe x est systématiquement
favorisée pour p > 1.

valeur mazimale telle que S?(0) = (p/2)(p/2+1). Le détail de cette aimantation sur site montre
qu’une orientation privilégiée est imposée: un ordre de spin sur site suivant l'axe = est sys-
tématiquement favorisé. Ceci est une conséquence importante du signe négatif de Us. Afin de
comprendre cette anisotropie, il convient de regarder la formulation hamiltonienne (3.26) faisant
intervenir les corrélations spin-spin sur site S;;(0), Syy(0) et S..(0), ou plus précisément la dif-
férence AS(0) = S32(0) — [Syy(0) + S.2(0)]. Le signe négatif de Us, en facteur devant AS(0),
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contraint le systéme & adopter une phase qui maximise AS(0), i.e. qui minimise Sy, (0) + S..(0)
et maximise Sy»(0) afin de minimiser I’énergie libre. Cette contrainte se traduit par un ordre de
spin sur site suivant I'axe x. La derniére colonne du Tableau 5.3 donne la valeur de AS(0). Ces
quatre phases de Mott sont représentées schématiquement sur la Figure 5.8.

Mott p=1 \‘:)/ou\@/ Mott p=2 \}5(\3/+\8/) OU\S/
Mottp=3 3 (Vi +) o (v +Y)
Mott p=s Jli(\&%‘@’) ou \%(Jé‘@’#@’@@’)

FIGURE 5.8 — Représentation des phases de Mott p = {1, 2, 3,4} en champ moyen pour U /Uy < 0
sur un réseau optique 1D sinusoidal représenté en rouge. Les états séparés par un « ou » ont le
méme poids statistique.

Phase superfluide

A titre d’exemple, la surface de I'énergie &y de I'état fondamental dans la phase superfluide
est représentée sur les Figures 5.6 (c) et (d). Ces graphes présentent quatre minima dégénérés
situés sur les diagonales [¢o| = [¢a| # 0, soit en 0 = Tk+ 7 ot k € Z. Ces quatre états de densité
p et de densité superfluide ps présentent un équilibre des densités pg = pp = p/2 et des densités
superfluides pso = psa = ps/2 (c¢f. Figure 5.2 en bas a gauche). Cette phase présente aussi de
fortes corrélations entre particules de méme espéce Coo(0) = Can(0) > p et une anticorrélation
pour les particules d’espéces différentes Coa(0) < popa. La différence AS(0) prend sa valeur
mazimale en favorisant un ordre de spin sur site suivant 'axe x tel que S;,(0) > Sy, (0) = S..(0)
(cf. Figure 5.2 en bas a droite). A la différence du cas sans conversion Us/Uy = 0, les valeurs
des densités et des corrélations spin-spin sont déterminées de fagon unique quel que soit 1’état
initial.

Transitions de phases

La Figure 5.9 représente I’évolution des densités en fonction du potentiel chimique p/Uy avec
t/Uy = 0.02. Cette coupe verticale est représentée sur le diagramme de phase de la Figure 5.5 par
la ligne bleue en trait discontinu. Cette coupe traverse les quatre lobes MI du diagramme de phase,
ainsi que la région superfluide qui les sépare. Ces quatre phases de Mott sont représentées par
les plateaux de densité p = {1,2, 3,4} avec une densité superfluide nulle p; = 0. Tout le long de
cette coupe, excepté pour p = 1, les densités prennent une valeur unique telle que pg = pp = p/2.
Ceci est dii aux effets de conversions du spin qui favorisent des états sur site composés d’autant
de particules 0 que de particules A. Sur cette figure, le lobe p = 1 n’est composé que de bosons
de spin 0, ce qui représente un des deux états dégénérés possibles de cette phase. Dans ce lobe,
il n’est pas possible d’avoir deux particules sur un site et donc d’avoir une conversion entre les
deux espéces. Ceci explique pourquoi cette phase de Mott n’est composée, selon le champ moyen,
que d’une seule des deux espéces. Le module du paramétre d’ordre ¢ = ,/ps varie contintiment
lors de cette coupe, ce qui indique que les transitions de phases sont du second ordre.
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La Figure 5.10 montre I’évolution de ps en fonction de ¢/Uy pour les densités fixées p =
{1,2,3,4}. Les graphes de la Figure 5.6 correspondent au profil de I’énergie de la courbe orange
avec p = 2 pour les quatre valeurs t/Uy = {0.01,0.04,0.05,0.08}. Le comportement qualitatif de
ces courbes est le méme qu’avec Uz /Uy = 0 et toutes les transitions sont du second ordre. Seule
la valeur de t/Up a la transition a changé en diminuant systématiquement pour p > 1.

5 ‘ T

U,/Uy=-0.1, YU =0.02

FIGURE 5.9 — Coupe verticale du diagramme de phase de la Figure 5.5 avec t/Uy = 0.02 et
Us /Uy = —0.1. Cette coupe traverse les quatre lobes MI du diagramme de phase, indiqués par
les plateaux de la densité, ainsi que la région superfluide qui les sépare. Les valeurs des densités
P0, PAs Pso €t psa sont déterminées de maniére unique, excepté dans le lobe p = 1 pour pg et pa.

‘ ‘ ‘
o-op=1 U,/U.,=-0.1
L oop2 20

3
o 2
1
0 Q & " " "
0 0.1 0.2 0.3 0.4
t/U0

FIGURE 5.10 — Evolution de la densité superfluide ps en fonction de t/Uy pour les densités
constantes p = {1,2,3,4} avec Uy/Uy = —0.1. Ces courbes correspondent a des coupes ho-
rizontales des lobes MI en passant par leur extrémité en fixant le potentiel chimique, puis a
adapter celui-ci pour maintenir la densité constante. L’évolution continue de ps est la signature
de transitions du second ordre.
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5.1.4 Mélange avec conversions du spin : Us /Uy > 0

Le diagramme de phase du systéme avec Uy /Uy = 0.1, représenté sur la Figure 5.11, est
obtenu de la méme fagon que ceux des cas précédents Uy /Uy = 0 et Us /Uy = —0.1. Nous mon-
trerons ici que le choix de la valeur Uy /U = 0.1! est particuliérement intéressant.

Superfluide
U,/U,=0.1

L L L
0 002 0.04 006 008 0.10 0.12
YU,

FIGURE 5.11 — Diagramme de phase en champ moyen avec conversions du spin Uy /Uy = 0.1.
La phase superfluide présente un déséquilibre des populations de spin 0 et A, soit psg = 0 et
Psh = Ps avec po < pa, soit I'opposé pso = ps et psa = 0 avec pg > pp. La phase superfluide est
donc polarisée. Les transitions de phases sont toutes du second ordre, excepté aux extrémités des
lobes MI de densités paires, zones métastables situées entre la ligne rouge et la ligne noire pour
lesquelles les transitions sont du premier ordre. La ligne bleue en trait discontinu correspond a
la coupe de la Figure 5.16.

Phases de Mott

Les Figures 5.12 (a) et (b) montrent la surface de 'énergie de l'é¢tat fondamental dans la
phase de Mott p = 2 avec le rapport Us /Uy = 0.05. En (a), 'énergie est minimale pour ¥ = 0,
signature standard de la phase isolante de Mott. En (b), I’énergie présente quatre minima lo-
caux symétriques dégénérés situés sur les axes g et Y5 et un minimum global en ¥ = 0. Ceci
indique que la phase de Mott est stable et que la phase superfluide est métastable. Le systéme
est donc encore dans la phase de Mott, mais approche la transition vers la phase superfluide.
Cette métastabilité est aussi observée pour Uy /Uy = 0.1, mais est exacerbée pour des rapports
Us /Uy plus petits, ce qui permet de mieux représenter cet effet graphiquement.

L’étude des phases MI dans la limite ¢/Uy = 0 montre que le systéme adopte une phase
de Mott avec p bosons par site lorsque le potentiel chimique p satisfait la condition p — 1 <
/Uy < p — Uz /Uy pour des densités impaires et p — 1 — Uy /Uy < /Uy < p pour des densités
paires. Ainsi, la base des lobes MI vaut Au/Uy = 1 — Uy /Uy pour les densités impaires et vaut
Ap/Uy = 1+ Uy /Uy pour les densités paires. A la différence du cas précédent Us /Uy < 0 pour
lequel toutes les phases de Mott disparaissent lorsque Us /Uy = 1, les lobes pairs persistent pour
ce rapport.

1. Plus généralement, Uz /Uy < 0.2.
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FIGURE 5.12 — Minimum de I’énergie en fonction des composantes g et 1o du paramétre d’ordre
pour le rapport Uz /Uy = 0.05. De (a) vers (d): évolution de ’énergie lors de la transition de la
phase de MI [(a) et (b)] vers la phase superfluide [(c) et (d)] pour la densité p = 2 (u/Up = 1.35).
En (a) t/Up = 0.030: 'énergie est minimale pour ¥ = 0, signature standard de la phase isolante de
Mott. En (b) t/Uy = 0.080: I’énergie présente quatre minima locaux symétriques dégénérés situés
sur les axes 1y et ¥ et un minimum global en 1 = 0. Ceci indique que la phase MI est stable
et que la phase superfluide est métastable, le systéme est donc encore dans la phase de Mott,
mais approche la transition vers la phase superfluide. En (¢) t/Uy = 0.082: I'énergie présente
quatre minima globaux symétriques dégénérés situés sur les axes 1y et 15 et un minimum local
en ¢ = 0. La phase MI est maintenant métastable et la phase superfluide est stable, le systéme
vient juste de passer dans la phase superfluide. En (d) ¢/Uy = 0.090: 'énergie présente quatre
minima globaux symétriques dégénérés situés sur les axes 1y et 15, le systéme est superfluide.
L’évolution discontinue du minimum global est I'indicateur d’une transition du premier ordre.

La Figure 5.13 représente I’évolution de la frontiére entre la phase MI et la phase superfluide
en fonction de Us/Uy. On peut voir sur cette figure que, lorsque Uz /Uy = 1.0, toutes les phases
MI de densités impaires ont disparu et seules les phases MI de densités paires existent. De plus,
les zones grises délimitent les régions pour lesquelles les transitions sont du premier ordre. La
Figure 5.14 permet une comparaison directe du diagramme de phase pour les deux rapports
UQ/UO =01et U2/U0 =1.0.
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Superfluide

0.16
0.12
0.08
0.04

FIGURE 5.13 — Frontiére MI-superfluide du diagramme de phase en champ moyen avec conversions
de spin Uy /Uy > 0 en fonction de Us/Uy. La base des lobes MI impairs en t/Uy = 0 décroit
linéairement avec Us /Uy & l'opposé de la base des lobes MI pairs qui croit linéairement avec
Us/Up. Lorsque Uy /Uy = 1, toutes les phases MI de densités impaires disparaissent, seules les
phases MI de densités paires existent. Les zones grises délimitent les régions pour lesquelles les
transitions sont du premier ordre. Partout ailleurs, ainsi qu’en Uy /Uy = 0, les transitions sont
du second ordre.

46 : ‘ ‘
~ U Uy=0.1 |
N ooU,/U=1.0 |
o .
2 Superfluide
3.

0 0.05 0.10 0.15 0.20

FIGURE 5.14 — Superposition des diagrammes de phase en champ moyen avec les rapports
Us /Uy = 0.1 et Us/Up = 1.0. Le diagramme de phase avec Us/Up = 1.0 n’est composé que
de lobes de densités paires largement étendus et toutes les transitions de phase de ce diagramme
sont du second ordre.

La dégénérescence et 'énergie des phases de Mott p = {1,2,3,4} avec Us/Up = 0.1 sont
indiquées dans le Tableau 5.4. Nous explicitons les états qui composent ces phases et le couple

des densités (po, pa) qui leur correspond. Pour p = 1, la phase de Mott est identique a celle
des cas Uz /Uy = —0.1 et Us/Up = 0. Pour p > 1, ce tableau montre clairement une différence
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5.1. Analyse en champ moyen a température nulle

entre les phases de Mott de densités paires et impaires: les densités des états de la phase de
Mott p = 3 sont déséquilibrées !, alors qu’elles sont équilibrées pour I’état des phases de Mott de
densité paire. Remarquons que la dégénérescence des phases de Mott de densité paire, observée
lorsque Us /Uy = 0 dans le Tableau 5.1, est totalement levée lorsque Us /Uy > 0, alors que celle-ci
est partiellement levée pour les phases de Mott de densité impaire. Une analyse plus fine de
ces phases montre que le signe positif de Us a aussi un impact sur "’aimantation" et sur les
corrélations sur site.

Mott Mott Mott Mott
p= p=2 p= p=4
Dégénérescence 2 0 2 0
Energie &y 0 Uy — Us 33Uy — Uy 6Uy — 2Us
Etat |¢1) 0) | 25 (100) — [AA)) | £ (VBIAAA) — [00A)) | 4 <\/372|0000> + /32| AAAA) — |00AA))
Densités (po, pa) | (1,0) (1,1) (0.5,2.5) (2,2)
Etat [2) o) 5 (1AA0) — v/3/000))
Densités (po, pa) | (0,1) (2.5,0.5)

TABLE 5.4 — Dégénérescence, énergie, états et densités des phases de Mott p = {1,2,3,4} avec
Us /Uy = 0.1. La phase de Mott p = 1 est identique a celle des cas Us /Uy = —0.1 et Uz /Uy = 0.
Pour p > 1, le terme de conversion déséquilibre les densités des états des phases de Mott de
densité impaire py # pp (valeurs en bleu) et léve totalement la dégénérescence des phases de
Mott de densité paire observée avec Uy /Uy = 0. De plus, les populations des phases de Mott
de densité paire sont équilibrées (valeurs en magenta). La comparaison de ce tableau avec les
Tableaux 5.1 et 5.2 permet de voir I'influence du signe positif de Us.

Les valeurs des corrélations densité-densité et spin-spin sur site sont données dans le Tableau
5.5. Les états |¢1) et |p2) sont définis dans le Tableau 5.4. L’avant-derniére colonne est iden-
tique au cas Us < 0: le carré de 'aimantation sur site S?(0) prend sa valeur mazimale telle
que S%(0) = (p/2)(p/2 + 1) dans toutes les phases de Mott. Pour p = 1, la phase de Mott est
équivalente & un systéme de spin-1/2 sur réseau: S?(0) = (p/2)(p/2 + 1) = 3/4. Pour p > 1, le
terme de conversion favorise 1a aussi des corrélations densité-densité positives entre particules de
méme espéce et défavorise les corrélations densité-densité entre particules d’espéces différentes.
Une conséquence importante du signe positif de Us est de privilégier un ordre de spin sur site
dans le plan yz. En effet, le signe positif de U, contraint le systéme a adopter une phase qui
minimise AS(0) = S;4(0) — [Syy(0) + S:2(0)], i.e. qui maximise Sy, (0) + S..(0) et minimise
Szz(0) afin de minimiser I’énergie libre. Notons que les valeurs de AS(0) données par la derniére
colonne du Tableau 5.5 sont bien plus petites que celles du cas Us < 0 (¢f. Tableau 5.3). Ces
quatre phases de Mott sont représentées sur la Figure 5.15.

1. Ceci concerne les densités impaires de fagon générale.
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Etat | Coo(0) | Coa(0) | Can(0) || Suex(0) | Syy(0) | S..(0) || S2(0) || AS(0)
1 1=p? 0 0 0.25 025 | 025 || 0.75 | -0.25

Mott p = 1 i 0

|02) 0 0 1=p3 0.25 025 | 025 || 0.75 | -0.25
Mott p=2| |¢1) || 2>p2 | O0<popa | 2>p% 0 1 1 2 -2

lp1) || 1> pf | 0.5 <popa | 7> p3 || 0.25 1.75 1.75 3.75 || -3.25
Mott p =3

lpa) || 7> p% | 0.5<popa | 1>pF || 0.25 1.75 1.75 3.75 || -3.25
Mott p=4 | |¢1) || 7T>pd | 1<popr | 7>pi 0 3 3 6 -6

TABLE 5.5 — Valeurs des corrélations densité-densité [Eqgs. (5.1)] et spin-spin [Egs. (5.2)] sur site
pour les états [p1) et |¢o) définis dans le Tableau 5.4. La quantité S2(0) est telle que S?(0) =
Sz2(0) 4+ Syy(0) + S22(0) et AS(0) = Szz(0) — [Syy(0) + S>2(0)]. Les valeurs en rouge (bleu)
montrent les corrélations densité-densités positives (négatives). En magenta: une "aimantation"
sur site dans le plan yz est systématiquement favorisée pour p > 1. Ce tableau est & comparer
avec le Tableau 5.3.

Mottp=t  \@/ou\@/  Mottp- %(\&‘\8/)
(v -) o (-4
()

FIGURE 5.15 — Représentation des phases de Mott p = {1, 2, 3,4} en champ moyen pour Uy /Uy >
0 sur un réseau optique 1D sinusoidal représenté en rouge. Les états séparés par un « ou » ont le
méme poids statistique. A la différence du cas Us /Uy < 0, les états mixtes composés de particules
0 et A sur le méme site sont évités au maximum & cause du cott d’interaction supérieur a celui
du cotit d’interaction des particules de méme espéce.

Mott p=3

N| —

Mott p=4

N |

Phase superfluide

Les Figures 5.12 (c) et (d) montrent la surface de 'énergie de 'état fondamental dans la
phase superfluide p = 2 avec le rapport Us /Uy = 0.05. En (c), I'énergie présente quatre minima
globaux symétriques dégénérés situés sur les axes 1y et 1y, soit en § = Sk ou k € Z, et un
minimum local en @ = 0. La phase MI est donc métastable et la phase superfluide est stable,
le systéme vient juste de passer dans la phase superfluide. Cette métastabilité est aussi obser-
vée pour Us /Uy = 0.1. En (d), 'énergie présente quatre minima globaux symétriques dégénérés
situés sur les axes v et ¥y, le systéme est superfluide. A la différence du cas Uy /Uy = —0.1,
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5.1. Analyse en champ moyen a température nulle

ces quatre états présentent un déséquilibre des populations, soit (pso = ps, psa = 0) avec pp =0
lorsque k est pair, soit 'opposé (pso = 0,psa = ps) avec pg = 0 lorsque k est impair (cf. Fi-
gure 5.2 en bas a gauche). La phase superfluide est donc polarisée. De plus, la différence AS(0)
|[Eq. (5.5)] prend sa valeur minimale en favorisant un ordre de spin sur site suivant l'axe z tel
que S;-(0) > Syy(0) = Sz2(0) (c¢f. Figure 5.2 en bas & droite).

Nous appelons « état polarisé » un état tel que la distribution des densités qui lui est associée
présente deux mazrima symétriques situés proche de 0 et de N, N étant le nombre total de bosons
du systéme. Dans la limite thermodynamique & température nulle, la brisure spontanée de symé-
trie contraindra le systéme superfluide & rester bloqué dans I'un de ces minima. La conséquence
pour le systéme sera donc d’étre composé majoritairement d’une espéce, ’autre ayant presque
totalement disparue.

L’étude de ce systéme avec la méthode de Monte Carlo quantique présentée dans la section
suivante confirmera que la phase superfluide est bien polarisée. Ceci nous permet de penser, a
posteriori, que le choix du hamiltonien M1/, [Eq. (3.26)] est meilleur que celui fait par Kru-
titsky et al. avec Hﬁ;mlﬁ [Eq. (3.11)] [7, 8]. En effet, avec le choix de Krutitsky et al., la surface de
I’énergie en fonction de vy et @ dans la phase superfluide est invariante par rotation autour de
0 avec une énergie minimale &, infiniment dégénérée située sur le cercle d’équation P2 =} —|—¢12\

et de rayon ¢ = /ps.

Cette surface, similaire a celle de la phase superfluide avec Uy = 0 (Figure 5.1 en bas a
droite), ne représente pas de polarisation et n’est pas en accord avec nos résultats obtenus avec
la méthode de Monte Carlo quantique. En effet, dans leur cas, passer d’un minimum situé sur
ce cercle a un autre ne nécessite aucune énergie: la moindre fluctuation quantique va donc faire
évoluer librement ’état fondamental du systéme sur ce cercle suivant un mode de Goldstone. Il en
résulte un équilibre des deux populations. Nous insistons sur le fait que I’étude des hamiltoniens
Hpiny/z €t Hﬁ;ml /o donne les mémes résultats avec la méthode de Monte Carlo quantique, ce qui
n’est plus vrai en champ moyen car cette méthode rompt la symétrie U(1) des hamiltoniens.

Transitions de phases

La Figure 5.16 représente ’évolution des différentes densités lorsque le potentiel chimique
/Uy augmente tout en conservant constant le taux de déplacement des particules tel que
t/Uy = 0.05 avec Us/Uy = 0.1. Les trois phases de Mott traversées sont représentées par les
plateaux de densité p = {1,2,4} avec une densité superfluide nulle p; = 0. Le plateau de densité
p = 3 ne se développe pas car cette coupe passe proche de la phase de Mott p = 3 sans la
traverser. Ceci explique la décroissance de pg lorsque la densité augmente vers p = 3. Hormis les
deux lobes MI p = {2,4}, les valeurs des densités py et pp ne sont pas déterminées de maniére
unique. Toutes les transitions sont du second ordre, excepté les transitions du lobe MI p = 4
pour lesquelles on voit trés clairement une discontinuité dans 1’évolution de p;s (et de p), signature
d’une transition du premier ordre.

La Figure 5.17 montre I’évolution de ps en fonction de ¢t/Uy pour les densités constantes
p = {1,2,3,4} avec Us/Uy = 0.1. Les graphes de la Figure 5.12 correspondent a la surface
de D'énergie d'une telle coupe avec p = 2 et Uy/Uy = 0.05 pour les quatre valeurs t/Uy =
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FIGURE 5.16 — Coupe verticale du diagramme de phase de la Figure 5.11 avec ¢/Uy = 0.05 et
Us /Uy = 0.1. Cette coupe traverse les lobes MI p = {1,2,4} du diagramme de phase, ainsi que la
région superfluide qui les sépare. Hormis les deux lobes MI p = 2 et p = 4, les valeurs des densités
po et pa ne sont pas déterminées de maniére unique. Toutes les transitions sont du second ordre,
excepté les transitions du lobe MI p = 4 pour lesquelles on voit trés clairement une discontinuité
dans I’évolution de pg, signature d’une transition du premier ordre.

FIGURE 5.17 — Densité superfluide ps; en fonction de t/Uy pour les densités constantes p =
{1,2,3,4} avec Uz/Uy = 0.1. Ces courbes correspondent a des coupes horizontales des lobes
MI en passant par leur extrémité en adaptant le potentiel chimique pour maintenir la densité
constante. L’évolution continue de p,; pour les densités p = 1 et p = 3 est la signature de
transitions du second ordre. A contrario, la discontinuité dans I’évolution de ps pour les densités
p =2 et p=4 est la signature de transitions du premier ordre.

{0.01,0.04,0.05,0.08}. L’évolution continue de ps pour les densités impaires est la signature de
transitions du second ordre, alors que la discontinuité de p; a la transition pour les densités paires
est la signature de transitions du premier ordre. De telles transitions n’ont pas été observées pour
les cas Us /Uy = 0 et Uy /Uy < 0.
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Nous venons de montrer que la transition MI-superfluide est du premier ordre pour les den-
sités paires avec Us/Up = 0.1. Nous avons effectué¢ une étude approfondie du saut de ps a la
transition en fonction de Us /Uy pour les densités p = {2,4}. Nous nous sommes apergus que
le saut, nul en Uy/Uy = 0 augmente vers sa valeur mazimale en U /Uy ~ 0.05, puis décroit
jusqu’a zéro en Uy /Uy ~ 0.2. Ce comportement est visible sur la Figure 5.18. Les régions pour
lesquelles la transition MI-superfluide a été observée du premier ordre, soit Us /Uy €]0,0.2], sont
représentées par les zones grises sur la Figure 5.13.

2.0 ‘ T
p=2
1.5
w
1.0 |
— oo U2/U0=0.00

0-0U,/Uy;=0.05
00 U,U,=0.10

0.5 00U, U,=0.25
o0 U,/U,=0.50
o0 U2/U0=1 .00

O ® | L
0 03 0.4
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FIGURE 5.18 — Densité superfluide ps en fonction de t/Uy pour p = 2 et Us/Uy =
{0.00,0.05,0.10,0.25,0.50, 1.00}. L’évolution continue de ps pour Uz /Uy = {0.00, 0.25,0.50,1.00}
indique que ces transitions sont du second ordre. Sur cette figure, seuls les rapports Us /Uy =
{0.05,0.10} présentent une discontinuité dans ’évolution de ps, signature d’une transition du
premier ordre.

5.2 Analyse exacte: Monte Carlo quantique & température nulle

Dans cette section, nous étudions le systéme de bosons de spin-1/2 décrit par le hamiltonien
Hapinys [Eq. (3.26)] avec la méthode de Monte Carlo quantique et I'algorithme des Fonctions de
Green Stochastiques [95, 96]. Cet algorithme permet de travailler au choix soit dans 1’ensemble
canonique, soit dans 1’ensemble grand canonique [116]. Numériquement, la limite asymptotique
de la température nulle est atteinte quand les quantités étudiées saturent lorsque I’on augmente
la valeur de (3. Nous verrons que, avec notre algorithme, ceci est généralement valable lorsque
B = 2L/t, ou L est le nombre de sites du réseau 1D et ¢ le paramétre de saut du hamiltonien.
Nous présentons les résultats obtenus avec le méme plan que I’étude en champ moyen de la sec-
tion précédente.

Pour les trois cas étudiés, i.e. Uy/Uy = 0, Us/Uy < 0 et Uy/Uy > 0, nous présentons le
diagramme de phase du systéme et discutons les transitions de phases, ainsi que les différences
avec les résultats obtenus en champ moyen. La comparaison de la méthode du champ moyen
et de la méthode de Monte Carlo quantique montrera que les diagrammes de phases présentent
un accord trés approximatif dii, entre autres, a ’absence des fluctuations dans la méthode du
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champ moyen. D’autre part, les transitions du premier ordre prédites par la méthode du champ
moyen ne sont pas observées en 1D. Les diagrammes de phases présentés dans cette section pour
Us /Uy < 0 et Uz/Uy > 0 sont trés similaires a ceux obtenus par G. G. Batrouni et al. pour le
systéme de spin-1 avec le méme algorithme [22].

5.2.1 Comment obtenir le diagramme de phase ?

Nous détaillons ici les quantités mesurées avec la méthode de Monte Carlo quantique pour
un nombre d de dimension(s) afin d’avoir une référence pour toute 1’étude des bosons de spin-1/2.
Certaines quantités présentées ne seront pas discutées en 1D, mais seront utiles pour I’étude 2D
a température finie. Le diagramme de phase est caractérisé a la fois par la mobilité des parti-
cules (isolant de Mott ou superfluide), ainsi que par la distribution des densités des deux espéces
(polarisée ou centrée). Les informations principales pour déterminer le diagramme de phase sont
données par les quantités suivantes:

— les densités de chaque espéce: po = > (figr)/Le ot (pyr) = (@} +aor) est le nombre moyen
de bosons de spin o = {0, A} sur le site r = (z,y) et L? le nombre de sites du réseau! de
dimension d. La densité totale est p = pg + pa ;

— les histogrammes P(pg) et P(pa) des densités pg et pp ;

— I’énergie interne moyenne E = <Hspin1/2> et la capacité thermique C, = IOFE/0T =
32 (<Hspin1/22> — ('Hspml/Q}Q). La quantité 3 est I'inverse de la température ;

— la compressibilité locale & = 33 ((A2) — (Ar)?). La compressibilité locale est minimale

dans la phase de Mott ;

— les valeurs moyennes des corrélations spin-spin sur site:

Sea(0) = X.((88)%)/L¢
Syy(0) = 2.((S)%)/L¢ (5.6)
S:2(0) = 3.((5)%)/L
avec (5%)2, (S¥)? et (57)? précédemment définis par I'Eq. (5.4)
— la densité superfluide ps, détaillée ci-dessous.

Nous avons principalement utilisé ’ensemble canonique pour lequel le nombre total N =
No + Ny de particules est fixé et est relié au potentiel chimique par u(N) = E(N+1) — E(N) a
T = 0. Dans ce cas, ’énergie interne moyenne F est égale a I’énergie libre de I’état fondamental.
Dans I’ensemble canonique, bien que IV soit fixé, le nombre de particules de chaque espéce fluctue
lorsque les conversions sont non nulles (Uz/Uy # 0). Dans le cas d’une seule espéce de bosons
sur un réseau a d dimension(s), la densité superfluide est donnée par

1. Réseau carré en 2D.
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_ )

Ps = Sa1BLd—2
ou W est le winding number des bosons [101, 102|. Cette quantité topologique renseigne sur
la cohérence du déplacement des particules durant leur évolution en temps imaginaire. Nous
entendons par « quantité topologique » une quantité calculée par la moyenne de termes étant
des multiples de la taille L du systéme. Dans notre cas, deux espéces de bosons interviennent
et peuvent se convertir 'une en l'autre créant ainsi des fluctuations dans le nombre de lignes
d’univers de chaque espéce. Ces conversions impliquent que seule la valeur moyenne du winding
number total (Wy+ Wy) représente une quantité topologique relevante pour la superfluidité et il
n’est pas possible de calculer la densité superfluide de chacune des deux espéces indépendamment
[117]. La densité superfluide est donc

(5.7)

s 2dtFLA-2 ’
Les fonctions de corrélations, définies & partir d’opérateurs agissant simultanément sur au moins
deux sites différents du systéme, nous apporterons des précisions importantes sur le détail des

phases. Ces quantités sont:

— les corrélations spatiales densité-densité, renseignant sur l'ordre spatial du systéme (onde
de densité, phase homogeéne), définies par

Coo(R) = Y lfoesrior)/L? = 3,{a), mioes rtedor) /LY
Caa(R) = Splaarrian) /LY = (@, rOarsrihelng) /L (5.9)
Coa(R) = Y (AorprAar)/LY = Y, <d$r+R&0r+Ra’j\r&Ar>/ Ld

— les fonctions de Green individuelles renseignant sur la cohérence de phase de la fonction
d’onde du systéme et sur le type de mouvement des particules. Les fonctions de Green a
un corps sont définies par

Go(R) = Er(d(T)r+Rd0r+&$rd0r+R>/2Ld
(5.10)

Ga (R) = Zr <&j\r+R&Ar + &j\raAr+R>/2Ld

avec la propriété d’étre égales aux densités lorsque R = 0: Go(R =0) = pp et GA(R =0) =
pa. La fonction de Green Go(R) [Ga(R)] est la valeur moyenne de 'opérateur qui détruit
une particule de spin 0 [A] pour la récréer R sites plus loin. Un tel déplacement se faisant
pour une grande valeur de R signifie que les particules sont délocalisées dans 1’ensemble
du systéme et est la signature d’une cohérence de phase, signature typique de la phase
superfluide ;

— la transformée de Fourier des fonctions de Green individuelles d’impulsion nulle donne la
fraction condensée de chaque espéce:

po(k =0) => G, (R)e™ /L7, (5.11)
R

71



Chapitre 5. Bosons de spin-1/2 sur réseau 1D

72

ou o = {0, A}. La fraction condensée totale p(k = 0) = po(k = 0) + pp (k = 0) est toujours
nulle en 1D dans la limite thermodynamique, quelle que soit la température (cf. théoréme
de Mermin-Wagner-Hohenberg) ;

les fonctions de Green a deux corps telles que

GOO (R) = Zr<a$r+R&$r+R&0ra’Or + hc)/QLd
GaaR) = (@i riherOarda, +hec) /2L
(5.12)
GCOM(R) = Zr<&J1rXr+RdArdI)r+R&0r + h'c'>/2Ld
G anticorr(R) = 3,(ah, neGbeop g + hec.)/2L1
GOO(R) GAA(R) GC’O?‘T(R) GAnticorr(R)

FI1GURE 5.19 — Actions des fonctions de Green & deux corps.

La fonction de Green Goo(R) [Gaa(R)] est la valeur moyenne de lopérateur qui détruit
deux particules de spin 0 [A] situées sur le méme site pour les récréer ensemble R sites
plus loin. La fonction de Green corrélée Goorr(R) est la valeur moyenne de lopérateur
qui détruit une particule 0 et une particule A situées sur le méme site pour les récréer en-
semble R sites plus loin. Enfin, la fonction de Green anticorrélée G anticorr(R) est la valeur
moyenne de 'opérateur qui déplace simultanément une particule 0 du site A vers le site
B et une particule A du site B vers le site A, les sites A et B étant deux sites distants de
R sites. Ceci représente un mouvement anticorrélé de ces deux particules, d’otl le nom de
G Anticorr(R) (cf. Figure 5.19). Dans la phase superfluide, lorsque les particules présentent
individuellement une cohérence de phase et qu’aucune corrélation n’existe entre elles, la
valeur asymptotique en R = L/2 des fonctions de Green a deux corps vaut le produit des
fonctions de Green individuelles. Par ailleurs, la limite supérieure de G anticorr(R), telle
que G anticorr(R) = popa, est atteinte lorsqu’une cohérence parfaite existe ;

les corrélations spin-spin telles que
Sm(R) = Zr< f+RSf>/Ld

Syy(R) = Zr<S3+RSZr/>/Ld (5.13)

S.2(R) = Y (9,g5%)/L°



5.2. Analyse exacte: Monte Carlo quantique a température nulle

avec
(e & t t t t t i t i
Sr+RSr - <a0r+Ra’Ar+RaAra0r + aAr+Ra0r+Ra0ra’Ar + a0r+RaAr+Ra0raAr + aAr+Ra0r+RaAra0r> /4
v v (At A N St o S P TRS t
SeirSr = (aOr—i—RaAr—i—RaAraOr 1 aprRUr4RYWOr%Ar — Yor4+RIAr+RY0r%Ar — PAr+R%r+R%Ardor /4
SIrS: = (Mor+R7M0r + AAr+RAAr — Nor+RAAr — MAr+R70r) /4

(5.14)

Nous pouvons remarquer que les corrélations spin-spin dans le plan xy données par S,,(R)+
Syy(R) et que les corrélations spin-spin suivant I’axe z données par S.(R) valent

Sx:v(R) + Syy(R) = GAnticorr<R) (5 15)
S.-(R) = (Coo(R) + Can(R) — 2Cop (R) /4 |

L’égalité des corrélations densité-densité VR # 0 implique donc que S..(R) = 0, soit 1’ab-
sence de corrélation spin-spin suivant ’axe z.

Il est possible de discriminer la phase superfluide d’une phase désordonnée incompressible (Mott)
ou peu compressible (liquide) en tragant simplement p et ps en fonction de p/Uy pour différentes
valeurs de t/Ujy. Ceci représente une coupe verticale du diagramme de phase pour une valeur de
t/Uy fixée (cf. Figure 5.21, par exemple). Dans ’ensemble canonique, une telle coupe est obtenue
en augmentant le nombre total de particules d’une unité simulation par simulation, le potentiel
chimique étant directement donné par u(N) = E(N + 1) — E(N) a température nulle.

5.2.2 Meélange sans conversion du spin et limite de température nulle

Nous nous intéressons tout d’abord au cas le plus simple sans conversion du spin. Dans ce cas
il n’y a aucune fagon de convertir les espéces entre elles et I’état initial détermine la composition
du systéme dans ’ensemble canonique. L’énergie de répulsion sur site entre les particules vaut
Up quelle que soit la nature des particules. Nous avons montré & la sous-section 5.1.2 que, selon
la méthode du champ moyen, le diagramme de phase est insensible aux valeurs des densités des
deux espéces, mais dépend seulement de la densité totale.

Nous commengons 'analyse avec la méthode de Monte Carlo quantique en présentant le
diagramme de phase de deux cas: I'un composé uniquement de particules 0 et 'autre composé
d’autant de particules 0 que de particules A, tel que pg = ppr = p/2. Ces deux diagrammes,
présentés sur la Figure 5.20, sont composés de phases isolantes de Mott (MI) de différentes den-
sités et d’une phase superfluide. Ces diagrammes de phase ont été obtenus en effectuant des
coupes verticales dans ’ensemble canonique, i.e. en augmentant le nombre total de particules
d’une unité simulation par simulation pour une valeur de ¢/Uy fixée. Lors d’une telle coupe, le
potentiel chimique p = E(N +1) — E(N) subit un saut (gap) lorsque le lobe d’une phase isolante
de Mott est traversé. Ce saut permet de construire la démarcation entre les phases MI et la phase
superfluide. Nous pouvons voir sur la Figure 5.20 que la démarcation entre les phases MI et la
phase superfluide est strictement identique dans les deux cas, ce qui est en accord avec le champ
moyen, et que les effets de taille finie interviennent peu. Effectuer une telle coupe en variant p
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FIGURE 5.20 — Diagrammes de phase en Monte Carlo quantique (MCQ) sans conversion du spin
Us/Up = 0 et diagramme de phase en champ moyen (CM) en pointillés (c¢f. Figure 5.1). Le
diagramme de gauche correspond & un systéme composé de particules de spin 0 uniquement et
celui de droite correspond & un systéme composé d’autant de particules de spin 0 que de particules
de spin A. Ces deux diagrammes sont identiques, seul le détail des phases change. Lorsque
t/Uy # 0, le CM et le MCQ donnent des diagrammes en désaccord qualitatif et quantitatif.
Le diagramme de phase du CM présente des lobes MI arrondis, alors qu’en MCQ ceux-ci sont
pointus. Selon le CM, toutes les transitions sont du second ordre. Les transitions de phases en
MCQ sont du second ordre, excepté a 'extrémité des lobes MI ol la transition est de la classe
d’universalité de Kosterlitz-Thouless [66]. La ligne verticale en trait discontinu correspond a la
coupe de la Figure 5.21.

dans ’ensemble grand canonique donne les mémes résultats. La Figure 5.21 représente la coupe
verticale du diagramme de phase de la Figure 5.20 a droite représentée par la ligne verticale en
trait discontinu.

Afin de comparer la méthode de Monte Carlo quantique avec celle du champ moyen, nous
tragons en pointillés sur la Figure 5.20 le diagramme de phase obtenu en champ moyen (cf. Fi-
gure 5.1). Lorsque t/Uy # 0, les deux méthodes donnent des diagrammes en désaccord qualitatif
et quantitatif!. Le diagramme de phase en champ moyen présente des lobes arrondis, alors qu’en
Monte Carlo quantique ceux-ci sont pointus. Cette forme pointue est consistante avec 1’existence
d’un point critique, situé au bout des lobes, de la classe d’universalité de Kosterlitz-Thouless du
modéle XY bidimensionnel prédit par des arguments d’échelle (scaling) généraux [66] et observé
pour la premiére fois en Monte Carlo quantique en 1990 [99].

Limite de température nulle

Cette limite est obtenue lorsque les quantités qui définissent les phases, ainsi que leurs pro-
priétés, saturent: elles ne sont plus fonction de la température. Comme nous le montrons ci-
dessous, ceci est généralement vrai pour la plupart des quantités (p, ps, F, etc.) lorsque l'inverse
de la température 3 vaut deux fois la taille du systéme, soit 3 = 2L/t, le terme de saut ¢t étant
fixé & 'unité dans toute cette thése. Il est évident qu’augmenter 3 est cotiteux en temps de calcul.

1. Différence d’un facteur 5 environ.
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FIGURE 5.21 — Densité totale p et de la densité superfluide ps en fonction du potentiel chimique
pw=E(N+1)— E(N) pour Uy/Uy = 0 avec L = 20 et § = 40/t. Ces courbes correspondent
a la coupe verticale du diagramme de phase Figure 5.20 représentée en trait discontinu situé en
t/Up = 0.10 avec pg = pa = p/2. Les phases isolantes de Mott (MI) sont clairement identifiées
par les deux plateaux de densité p = {1,2} avec une densité superfluide nulle ps = 0. La phase
superfluide (SF) est compressible 0p/du # 0 avec une densité superfluide non nulle ps # 0.
Aucune discontinuité n’est visible dans I’évolution de ces deux quantités: toutes les transitions
sont du second ordre, en accord avec ’analyse en champ moyen.

Par conséquent, il convient de trouver un compromis entre le temps de calcul et une valeur
de [ suffisante pour atteindre la limite de température nulle. Afin de montrer que généralement
B = 2L/t suffit pour que les effets thermiques soient négligeables, nous présentons tout d’abord
I'évolution de ’énergie interne par site E/L en fonction de 3 pour les phases de Mott p = {1,2}
(cf. Figure 5.22). Nous rappelons que, a température nulle dans 1’ensemble canonique, ’énergie
interne permet d’obtenir le potentiel chimique = E(N + 1) — E(N) et intervient donc directe-
ment dans la détermination du diagramme de phase. D’o0l 'importance de cette quantité. Pour
cela, nous choisissons de travailler dans l’ensemble canonique avec pg = pp = p/2 et trois tailles
L = {20,40,60}. Nous pouvons voir sur la Figure 5.22 que les effets de taille finie, et de tem-
pératures, peuvent étre négligés pour 5t/L = 2, sauf pour p = 1 avec t/Uy = 0.02 ot de faibles
effets thermiques sont visibles. Bien que des effets thermiques soient visibles sur cette figure, a
I’échelle des diagrammes de phase de la Figure 5.20 nous n’apercevons aucune différence entre
les points obtenus pour L = 20 avec § = 2L/t et § = 5L/t.

A priori, il est tout a fait surprenant que 'effet de la température intervienne dans cette limite
de trés forte interaction entre particules Uy > t. Dans leur article de 2003, A. B. Kuklov et B. V.
Svistunov [118] montrent que, pour un mélange 2D de bosons & deux états de spin sans conversion
et pour la densité p = 1, le hamiltonien de Bose-Hubbard se réduit & un hamiltonien effectif de
Heisenberg dans la limite de forte interaction t/Uy — 0. Dans notre cas, le terme de saut,
le potentiel chimique et les interactions sont identiques pour les deux espéces. Le hamiltonien
effectif & 1D prend donc la forme du hamiltonien de Heisenberg isotrope suivant

H=7> 8iSi, (5.16)
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FIGURE 5.22 — Energie par site F /L en fonction de I'inverse de la température  dans les phases
de Mott p = 1 (a gauche) et p = 2 (& droite) pour trois différentes tailles avec U /Uy = 0 et
po = pr = p/2. Les barres d’erreurs sont de la taille des symboles. Trés profond dans les lobes,
i.e. pour t/Uy = 0.02 (graphes du bas), on observe de faibles effets de taille finie, ainsi que de
faibles effets thermiques pour §t/L = 2 avec p = 1. Plus loin dans les lobes, i.e. pour t/Uy = 0.10
(graphes du haut), les effets de taille finie, ainsi que des effets thermiques sont négligeables pour
Bt/L = 2 pour les deux densités.

ou S; est I'opérateur de spin au site ¢ défini a partir des matrices de Pauli et le couplage des
spins vaut [119] ,
4t
J = 0o (5.17)
Nous pouvons maintenant comprendre l'influence de la température dans la limite ¢t/Uy — 0:
lorsque t/Up diminue, la norme du couplage |J| diminue aussi, introduisant une échelle d’éner-
gie de plus en plus petite. A température fixée, les spins se découplent lorsque kT ~ ||,
permettant aux effets thermiques si faibles soient-ils devant ¢ et Uy d’avoir une influence sur la
statistique. En conclusion, bien que kT < t <« U, le systéme sera dans son état fondamental
dans la limite ¢/Up — 0 uniquement lorsque la relation kpT < 12 /Uy sera satisfaite.

Intéressons-nous maintenant a 'autre limite de ¢/Uy du diagramme de phase, i.e. & la phase
superfluide. Nous tragons sur la Figure 5.23 I’énergie par site E/L et la densité superfluide ps en
fonction de 'inverse de la température 3 dans la phase superfluide p = 1 (a gauche) et p =2 (a
droite) pour trois différentes tailles avec Uy /Uy = 0 et t/Uy = 0.40. 11 est clair que la limite de
température nulle est atteinte avec 8 = 2L/t pour 1’énergie par site et que les effets de taille finie
sont négligeables. En ce qui concerne la densité superfluide pg, la valeur 5 = 2L/t est acceptable
comme limite de température nulle.

Nous détaillons ci-dessous les propriétés des phases de Mott p =1 et 2 et de la phase super-
fluide & température nulle pour ce cas simple sans conversion du spin avec comme état initial

po = pa = p/2.
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FIGURE 5.23 — Energie par site E/L et densité superfluide ps en fonction de I'inverse de la
température 3 dans la phase superfluide p = 1 (& gauche) et p = 2 (a droite) pour trois différentes
tailles avec Us /Uy = 0 et pg = pa = p/2. Les barres d’erreurs sont de la taille des symboles.
Les effets de taille finie et les effets thermiques sont négligeables pour §t/L = 2 pour les deux
densités.

Phase de Mott p=1

Les simulations dans I’ensemble canonique conservent les densités initiales, soit pg = pp = 1/2.
Les corrélations densité-densité sur site valent Cpo(0) = Caa(0) 2 0.5 et Cpa(0) 2 0 dans
tout le lobe, ce qui signifie qu’en moyenne il y a environ sur un site donné soit une particule
0, soit une particule A avec la méme probabilité et presque jamais simultanément une parti-
cule 0 et une particule A sur le méme site. Les corrélations spin-spin sur site valent S,,(0) =
Syy(0) = S..(0) =~ 0.25, soit S*(0) = Suz(0) + Syy(0) + S.2(0) = (p/2) ((p/2) +1) =~ 0.75 et
AS(0) = 554(0) — [Syy(0) + S.2(0)] >~ —0.25. Ces résultats sur site sont en accord avec ceux du
champ moyen et le systéme est équivalent & des spins-1/2 sur réseau. Il nous est possible d’effec-
tuer une analyse plus approfondie de cette phase grace aux fonctions de corrélations.

— Aucun ordre spatial n’existe: la valeur asymptotique des corrélations densité-densité est
égale au produit des densités, soit Cpo(R =L/2) = Cap(R =L/2) = Coa(R=L/2) =
(0.25 £0.01) = popa (cf. Figure 5.24 a gauche). D’aprés les Egs. (5.15), cela implique que
S..(R=L/2) ~ 0: les corrélations spin-spin a longue portée suivant I'axe z sont donc
nulles. D’aprés I’équation

Sa(R) = 273 (85mSD)
- ﬁ Z<(ﬁ0r+R — fiar+R) (Ror — foar)), (5.18)

I’absence de corrélations spin-spin a longue portée suivant ’axe z implique que les deux
populations sont équilibrées, et réciproquement. Dans ce cas précis, sans conversion du
spin, cet équilibre, dans les simulations canoniques, provient trivialement de 1’état initial
choisi, soit pg = pp = 1/2.
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FIGURE 5.24 — Corrélations densité-densité pour des valeurs de /Uy faisant passer le systéme
de la phase MI vers la phase superfluide avec p = 1 (& gauche) et p = 2 (& droite) pour Uy /Uy =
0. Aucun ordre de densité a longue portée n’existe dans les deux phases: Cpo(R =L/2) =
Capn(R=L/2) = Coa(R =L/2) ~ pypn.

— Les fonctions de Green Go(R) = GA(R), Goo(R) = Gaa(R) et Georr(R) décroissent expo-
nentiellement (cf. Figure 5.25 en haut a gauche). Il n’existe pas de déplacements cohérents
de particule seule, de paire de particules de la méme espéce, ni de déplacements corrélés
d’une paire de particules 0 et A. A contrario, il existe des mouvements anticorrélés d’une
paire de particules 0 et A dtis au terme cinétique non nul (¢/Up # 0) qui permet d’effec-
tuer la permutation cohérente d’une particule 0 et d’une particule A situées sur deux sites
voisins. La signature de ces déplacements est indiquée par la décroissance lente, probable-
ment en loi de puissance, de la fonction de Green anticorrélée G anticorr(R). La taille des
systémes étudiables avec notre algorithme ne nous permet pas d’analyser numériquement
cette décroissance.

Pour les systémes de taille finie, cette décroissance lente, ainsi que la relation G gnticorr(R) =
Szz(R) + Syy(R) [Eq. (5.15)], indique qu'un quasi-ordre de spin a longue portée existe dans
le plan xy. Le théoréme de Mermin-Wagner-Hohenberg interdit a ce quasi-ordre de symétrie
continue d’exister dans la limite thermodynamique. De plus, avec Us/Uy = 0, nous pouvons
supposer que la valeur moyenne des opérateurs de conversions de spin agr TRy +Ra$ra Ar €h
aj\r+Ra0r+RaTAra0r est nulle et que, par conséquent S,,(R) = Syy(R), VR, d’aprés 'Eq. (5.14).
Nous ne pouvons malheureusement pas calculer indépendamment S, (R) et Sy, (R) via les fonc-
tions de Green disponibles dans le programme.

Cette phase de Mott, pour laquelle la densité superfluide est nulle, présente une autre pro-
priété importante: une superfluidité anticorrélée existe. Dans la limite t/Uy = 0, il existe deux
états fondamentaux sur site: |0) et |A). Cette phase est donc trés largement dégénérée. Lorsque
t/Uy # 0, tous les états dégénérés sont couplés par des contributions provenant du terme ciné-
tique qui léve la dégénérescence en établissant une quasi cohérence de phase via des mouvements
anticorrélés. Plus précisément, qu’un site soit occupé par une particule 0 ou A, I'énergie sur site
est la méme. Ainsi, quelle que soit la configuration du systéme global, permuter une particule 0 et
une particule A situées sur deux sites voisins changera 1’état du systéme sans changer I’énergie to-
tale. Ce type de mouvements anticorrélés permet de minimiser ’énergie cinétique du hamiltonien.
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FIGURE 5.25 — Fonctions de Green Go(R), GA(R), Goo(R), Gaa(R), Goorr(R) €t G anticorr(R)
en échelle semi-log et linéaire dans la phase de Mott avec t/Uy = 0.06 (& gauche) et dans la phase
superfluide avec t/Uy = 0.40 (& droite) pour p = 1 (en haut) et p = 2 (en bas) avec Uz /Uy = 0.
Dans les deux phases de Mott (MI), les fonctions de Green décroissent exponentiellement, sauf
G Anticorr(R) qui décroit lentement. Dans la phase superfluide, toutes les fonctions de Green
décroissent en loi de puissance et G anticorr(R = L/2) ~ popa.

De tels mouvements dans la phase de Mott sont associés a une superfluidité, nommée « Super-
Counter-Fluidity », initialement prédite pour un modéle similaire sans conversion du spin par A.
B. Kuklov et B. V. Svistunov en 2003 [118]. Cette superfluidité a été observée plus récemment
en 2010 avec la méthode de Monte Carlo quantique par B. Capogrosso-Sansone, S. G. Soyler,
N. V. Prokof’ev et B. V. Svistunov [120]|. La Super-Counter-Fluidity, ou « densité superfluide
anticorrélée », correspondante est définie par

(Wo —Wa)?)

T (5.19)

Pscf =

Lorsqu’il existe des conversions du spin, il n’est pas possible de calculer pg¢ car la quantité
(Wo— Wy) n’est pas une quantité topologique [117]. Cependant, lorsqu’il n’y a pas de conversion
(i.e. Uy = 0), cette quantité est bien une quantité topologique. Nous tragons ’évolution de pg.t
en fonction de t/Uy sur la Figure 5.26 en bas & gauche. Il est clair que pst est non nulle dans la
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phase de Mott p = 1, alors méme que ps; = 0 (¢f. Figure 5.26 en haut a gauche). De plus, pst est
sensible aux effets de taille finie et on observe clairement une différence dans le comportement
des courbes pour L = 20 avec § = 2L/t et 3 = 5L/t. Cette différence montre que la limite de la
température nulle n’est pas atteinte pour cette quantité avec § = 2L/t, alors que cette différence
n’est pas observée pour la densité superfluide p,. Il est intéressant de noter le comportement
linéaire de pgcs en fonction de t/Uy dans le lobe MI p = 1 avec 8 = 5L/t.

Phase de Mott p =2

Les densités initiales sont pg = pp = 1. Les valeurs approximatives des corrélations densité-
densité et spin-spin sur site mesurées dans toute la phase de Mott p = 2 sont indiquées par la
derniére ligne du Tableau 5.6. Un quart des sites du systéme est composé de deux particules 0,
un autre quart est composé de deux particules A et le reste des sites du systéme est composé
d’une paire de particules 0 et A. I’analyse en champ moyen prédit qu’il existe trois états fon-
damentaux équiprobables (|00), |0A),|AA)) et permet de prédire une valeur de S?(0) cohérente
avec celle mesurée en MCQ, soit S?(0) = (p/2) ((p/2) + 1) ~ 2.0.

Cependant, le détail des corrélations sur site n’est pas simplement la moyenne des quantités
mesurées en champ moyen. L’état initial choisi pour la simulation en MCQ a sans doute changé
le poids statistique des états [00), [0A) et |AA), afin que I’état |0A) soit deux fois plus probable
que les deux autres. En effet, cette redistribution des poids statistiques permet de retrouver tous
les résultats mesurés en MCQ. Par exemple, pour la premiére colonne, la quantité Coo(0)mcq
mesurée en Monte Carle quantique est telle que Coo(0)mcq =~ (COO(O)|OO> + 2000(0)\01&) +

C’oo(O)‘AA>)/4 =(4+240)/4=1.5.

Coo(0) Co(0) Can(0) || Sux(0) | Syy(0) | S-2(0) || S%(0) || AS(0)
CM [00) 4 0 0 05 | 05 1 2 1
CM [0A) 1 1 1 1 1 0 2 0
CM |AA) 0 0 4 05 | 05 1 2 1
MCQ | 215>p2 | ~05<popa | 215> || ~075 | ~0.75 | ~05 || ~2 || ~—05

TABLE 5.6 — Valeurs des corrélations densité-densité et spin-spin sur site pour les trois états
|00), |OA) et |AA) obtenus en champ moyen (CM) pour la phase de Mott p = 2 avec Us /Uy =
0. La quantité S%(0) est telle que S%(0) = Szz(0) + Syy(0) + S.2(0) et AS(0) = S;,(0) —
[Syy(0) + S..(0)]. La derniére ligne du tableau indique les résultats approximatifs mesurés avec
la méthode de Monte Carlo quantique (MCQ) dans toute la phase de Mott p = 2. Lorsque
t/Uy — 0, ces résultats sont égaux a la moyenne de ceux du champ moyen avec un poids double
pour l'état |OA).

Concernant les fonctions de corrélations:

— de méme qu’avec p = 1: aucun ordre spatial n’existe car Cpo(R = L/2) = Cxp(R =L/2) =
Coa(R=L/2) = (1.0£0.1) = popa (cf. Figure 5.24 a droite). La encore, d’aprés 'Eq. (5.18),
S..(R =L/2) ~ 0: les corrélations spin-spin a longue portée suivant 1’axe z sont nulles ;
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5.2. Analyse exacte: Monte Carlo quantique a température nulle

— toutes les fonctions de Green décroissent exponentiellement & I'exception de G anticorr(R)
qui décroit lentement (cf. Figure 5.25 en bas & gauche). Comme dans la phase de Mott
p = 1, lorsque t/Uy # 0, tous les états dégénérés sont couplés par des contributions du
second ordre provenant du terme de saut qui léve la dégénérescence en établissant une
quasi cohérence de phase via des mouvements anticorrélés. Plus précisément, qu’un site
soit occupé par deux particules 0 ou A ou un couple de particules 0 et A, I’énergie sur site
est la méme. Ainsi, quelle que soit la configuration du systéme, permuter une particule 0
et une particule A situées sur deux sites voisins changera 1’état du systéme sans changer
I'énergie totale. Cet effet est illustré sur la Figure 5.32 pour le cas Uy /Uy < 0. D’apreés les
arguments évoqués pour la phase de Mott p = 1, cet effet équivaut a I'existence d’un quasi-
odre de spin a longue portée dans le plan zy. Avec Us /Uy = 0, les termes de conversion ne
jouant aucun role, 'Eq. (5.14) donne S, (R) = Syy(R), VR.

Les mouvements cohérents anticorrélés sont, dans cette phase aussi, & l'origine d’une une
superfluidité anticorrélée. La superfluidité anticorrélée pg.s est tracée, pour p = 2, en fonction de
t/Uy sur la Figure 5.26 en bas a droite. Pour une taille donnée, nous voyons nettement que pgcs
est non nulle dans la phase de Mott p = 2, alors que simultanément p, = 0 dans cette phase
(cf. Figure 5.26 en haut & droite). A la différence du cas p = 1, la quantité pes est insensible
aux effets de taille finie et une faible différence existe pour L = 20 avec § = 2L/t et = 5L/t
seulement dans la limite /Uy — 0. La limite de la température nulle est donc raisonnablement
atteinte avec 5 = 2L/t. Ceci est aussi vrai pour ps, bien que ps soit sensible aux effets de taille
finie. Notons, 1a encore, que pg.t évolue linéairement avec t/Uy dans toute la phase de Mott p = 2.

Phase superfluide

La densité superfluide ps et la compressibilité locale & sont non nulles. De fagon générale,
les corrélations densité-densité sur site sont telles que Cpo(0) = Caa(0) > p3 et Coa(0) < popa
quelle que soit la densité totale. Concernant les fonctions de corrélations:

— il n’existe aucun ordre de densité a longue portée, soit aucune corrélation spin-spin suivant
l'axe z (cf. Figure 5.24 a gauche et a droite) ;

— les fonctions de Green individuelles décroissent en loi de puissance (cf. Figure 5.25 a droite
en haut et en bas) et sont égales Go(R) = Gx(R), VR, lorsque les populations initiales
sont équilibrées pg = pp = p/2. De plus, les fonctions de Green de paires Goo(R) =
Gar(R) ~ Georr(R) décroissent aussi en loi de puissance et G anticorr(R) semble rapide-
ment saturer vers une valeur approximativement égale & pgpa. Tous les mouvements sont
cohérents. De plus, les mouvements anticorrélés, présents dans les phases de Mott, restent
les mouvements dominants et présentent une parfaite cohérence pour les tailles étudiées
car G anticorr(R = L/2) ~ popa. Le plateau de G anticorr(R) = Szz(R) + Syy(R) indique
qu’un quasi-ordre de spin a longue portée existe dans le plan zy. La encore, le théoréme de
Mermin-Wagner-Hohenberg interdit a ce quasi-ordre de symétrie continue d’exister dans la
limite thermodynamique. Cet argument théorique nous permet de penser que G anticorr(R)
va décroitre en loi de puissance dans cette limite. La encore, avec Us /Uy = 0, 'Eq. (5.14)

donne S, (R) = S,y (R), VR.
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FIGURE 5.26 — Densité superfluide ps (en haut) et densité superfluide anticorrélée pgr (en bas)
en fonction de ¢/Up lors de la transition MI-superfluide pour les densités constantes p = 1 (a
gauche) et p = 2 (& droite) avec Uz /Uy = 0 pour trois différentes tailles. Notons que pscr # 0,
alors que simultanément p; = 0 dans les deux phases de Mott. Pour p = 1, les effets de taille
finie sont notables pour ces deux quantités et des effets thermiques sont visibles pour pg.s avec
B =2L/t. Pour p =2, les effets de taille finie sont plus faibles pour ps et négligeables pour pg.
De treés faibles effets thermiques sont visibles pour pst avec § = 2L/t dans la limite t/Uy — 0.
Ces transitions sont de la classe d’universalité de Kosterlitz-Thouless.

Transitions de phases

La Figure 5.21 représente I’évolution de la densité totale p et de la densité superfluide ps
lorsque le potentiel chimique p/Uy augmente. Cette coupe verticale est représentée sur le dia-
gramme de phase de la Figure 5.20 a droite par la ligne verticale en trait discontinu. Cette coupe
traverse les lobes MI p = {1,2} du diagramme de phase, ainsi que la région superfluide qui les
sépare. La densité totale p et la densité superfluide ps évoluent contintiment: toutes les transi-
tions sont du second ordre. Ce résultat est cohérent avec 'analyse en champ moyen.

La Figure 5.26 montre ’évolution de ps et de pgt en fonction de t/Uy pour les densités
constantes p = {1,2} dans ’ensemble canonique. Selon la théorie [66], ces transitions sont de la
classe d’universalité de Kosterlitz-Thouless, & l'inverse du champ moyen qui prédit uniquement
des transitions du second ordre, et nous pouvons voir que le systéme est entiérement superfluide
lorsque t/Uy — oo car ps — p.

Ce premier cas sans conversion donne une idée de base de la physique du systéme de bosons
de spin-1/2 et nous a permis d’introduire les quantités importantes mesurées avec la méthode de
Monte Carlo quantique. Une particularité intéressante de ce cas simple est que toutes les phases
présentent des mouvements cohérents anticorrélés de paires de particules 0 et A. A ces mou-
vements est associée une densité superfluide anticorrélée pgs non nulle, méme dans les phases
de Mott pour lesquelles ps = 0. De tels mouvements correspondent & un quasi-ordre de spin a
longue portée dans le plan zy.
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5.2.3 Meélange avec conversions du spin : Uy /Uy < 0

Le diagramme de phase est obtenu de la méme fagon qu’avec Uy /Uy = 0. Afin de considérer
les effets de taille finie et de température, nous effectuons des coupes dans le diagramme de phase
pour les tailles L = {20,40,60} avec § = 2L/t et § = 5L/t pour L = 20.

Le diagramme de phase avec Uy /Uy = —0.1 est présenté sur la Figure 5.27. Nous tragons
en pointillés le diagramme de phase obtenu en champ moyen (cf. Figure 5.5) afin de comparer
directement les résultats des deux méthodes. La délimitation des phases de Mott (MI) et de la
phase superfluide est peu affectée par les effets de taille finie. De plus, aucune différence n’est
visible entre les courbes pour L = 20 avec 8 = 2L/t et = 5L/t.

— Lorsque t/Uy = 0, le systéme adopte une phase MI avec p bosons par site lorsque le po-
tentiel chimique p satisfait la condition (p — 1)(1 — |Usa|/Upy) < /Uy < p(1 — |Usa|/Up). La
largeur des lobes de la phase MI vaut Ap/Uy = 1 — |Us| /Uy, soit Ap/Uy = 0.9 dans le cas
Us /Uy = —0.1.

— Lorsque t/Uy # 0, les deux diagrammes sont trés différents: pour la méme densité, les ex-
trémités des lobes difféerent d’un facteur 2.7 et leurs formes sont différentes. De plus, selon
le champ moyen, toutes les transitions sont du second ordre. Les transitions de phases en
MCQ sont toutes du second ordre, excepté a I'extrémité des lobes MI oul la décroissance
exponentielle des lobes et les arguments théorique de scaling [66] indiquent que les transi-
tions sont de la classe d’universalité de Kosterlitz-Thouless.

2.0 T T ‘
O L=20, p=2Ltt
[ L=20, p=5L1t
s AA =40, B=2L/t |
: v L=60, p=2Ltt
- CM
o
2 10 Superfluide
3
05 -
0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
vy,

FIGURE 5.27 — Diagramme de phase en Monte Carlo quantique (MCQ) avec Uz /Uy = —0.1 et
diagramme de phase en champ moyen (CM) en pointillés (c¢f. Figure 5.5). Lorsque t/Up = 0,
la largeur des lobes vaut Ap/Uy = 1 — |Us|/Uy = 0.9. Le diagramme de phase en CM présente
des lobes arrondis alors qu’en MCQ ceux-ci sont pointus. Ce comportement met clairement en
évidence la décroissance exponentielle du saut de ’énergie caractéristique de la classe d’univer-
salité de Kosterlitz-Thouless. Dans toutes les phases de ce diagramme les populations de spins
0 et A sont équilibrées: P(pg) = P(pa) et po = pa = p/2. La ligne verticale en trait discontinu
correspond & la coupe de la Figure 5.33.
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Phase de Mott p=1

Les populations de spins 0 et A sont équilibrées: les distributions de densités P(pg) = P(pa)
sont centrées en py = pp = 1/2 et les densités moyennes sont égales pg = pp ~ 1/2 (cf. Fi-
gure 5.28). Les corrélations densité-densité et spin-spin sur site obtenues en champ moyen et en
Monte Carlo quantique sont résumées dans le Tableau 5.7. Lorsque t/Uy — 0, les quantités sur
site sont égales & la moyenne de celles données par le champ moyen et sont donc en accord avec
cette méthode.

0.20
0.15
0.10 0.15
0.05 0.10
0 0.05
0

2.0

0.4 1.0 1.5

0.5
0
Po

FIGURE 5.28 — Histogramme des densités des particules 0 en fonction de t/Up pour la transition
MI-superfluide avec la densité totale p = 2 et le rapport Uy /Uy = —0.1 pour L = 40 et 5 = 80/t.
Pour t/Uy € [0,0.125], le systéme est dans la phase de Mott et lorsque t/Uy > 0.125 le systéme
est superfluide. L’allure de cet histogramme est la méme dans les deux phases et n’est pas
affectée par la transition. Les histogrammes des deux espéces 0 et A sont identiques et centrés
en po = p/2 = 1. Le méme comportement est observé avec p = 1: les histogrammes des deux
espéces 0 et A sont identiques et centrés en py = p/2 = 0.5.

Concernant les fonctions de corrélations:

— aucune corrélation densité-densité n’existe et les fonctions de corrélation densité-densité
sont égales entre elles en R = L/2 (c¢f. Figure 5.29 a gauche). De facon équivalente, les
corrélations spin-spin a longue portée suivant ’axe z sont nulles;

— les fonctions de Green décroissent exponentiellement, sauf G anticorr(R) qui atteint rapide-
ment un plateau tel que G anticorr(R) 2~ popa =~ 0.25 dans tout le lobe p = 1 (Figure 5.30).
Des permutations cohérentes d’une particule 0 et d’une particule A sont aussi présentes dans
cette phase: le terme cinétique couple tous les états dégénérés de cette phase existant dans
la limite ¢ /Uy = 0 et léve sa dégénérescence en établissant une quasi-cohérence de phase via
des mouvements anticorrélés. De plus, la relation G anticorr(R) = Szz(R) 4+ Syy(R) nous
permet de supposer qu’un ordre, ou quasi-ordre, magnétique s’établit dans le plan xy. Le
hamiltonien effectif suivant va nous permettre de mieux comprendre ce phénoméne.
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Coo(0) Coa(0) Can(0) || Szz(0) | Syy(0) | S-2(0) || S%(0) || AS(0)
CM |0) 1 0 0 025 | 025 | 025 0.75 -0.25
CM |A) 0 0 1 025 | 025 | 025 0.75 -0.25
MCQ >05>p% | Z20<popa | 205>p3 || ~0.25 | ~0.25 | ~0.25 || ~0.75 || ~ —0.25

TABLE 5.7 — Corrélations densité-densité et spin-spin sur site pour les états |0) et |A) obtenus
en champ moyen (CM) pour la phase de Mott p = 1 avec Us/Uy = —0.1. La derniére ligne du
tableau indique les résultats approximatifs mesurés avec la méthode de Monte Carlo quantique
(MCQ) dans toute la phase de Mott p = 1. Lorsque t/Uy — 0, ces résultats sont égaux a la
moyenne de ceux du champ moyen.

0.7 T T T T T T T T T T T T T T T T
_ ~ 1U,=0.02, I 18 1 OO tU,=0.01, MI |
o Cercles: Gy (R)=C,\(R) V,-007, | ¢ Cercles: C,(R)=C,,(R) ~ CO,-002 M
4 Triangles: R 0014 + . OO VL=000 M|
05% angles: G, (R) G{)ggozg]gm: | 1.6 g Triangles: C,(R) };Bozg-?g’m:
T #Ug=0.20, SF 14 1§ SO W=012, SF
#U7=0.24, SF #Up=0.14, SF
0.4 :;Bfg_ig,gg T 12 #U;=0.20, gF |
OO YU,=0.40, ’ 0O-O tU,=0.40, S
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FIGURE 5.29 — Corrélations densité-densité pour des valeurs de t/Uy faisant passer le systéme
de la phase MI vers la phase superfluide avec p = 1 (& gauche) et p = 2 (& droite) pour Us /Uy =
—0.1. Aucun ordre de densité a longue portée n’existe dans les deux phases: Cpo(R =L/2) =
Can(R=L/2) = Coa(R =L/2) ~ popa.

o Hamiltonien effectif: dans la phase de Mott p = 1 dans la limite de fortes interactions
Up > t, le hamiltonien H,p;,1/, se réduit & un hamiltonien effectif de Heisenberg anisotrope. Cet
hamiltonien effectif est de la forme:

Hepp = oy 87851+ 4y > SVSY,, + 1.5 8787, (5.20)

ol gf‘ est 'opérateur de spin suivant 'axe o = {x,y, z} sur le site i défini & partir des matrices
de Pauli. Les couplages des spins valent

o A48 (1 -3U2/Up
T L \1-U3/U8
4¢2 1+U2/Uo
Jy=J. —— | —5 5.21
y i (i) o2

Lorsque Uy /Uy €] — 1, 0], ces couplages sont toujours négatifs et sont tels que |J,| = || < |J4|.
Le systéme, équivalent a des spins-1/2 sur réseau, va adopter un ordre ferromagnétique de sy-
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métrie discréte, de type Ising, le long de ’axe x. Les corrélations spin-spin suivant ’axe x vont
donc dominer et un ordre de spin a longue portée (LRO) de symétrie discréte va s’établir dans
la limite thermodynamique. De plus, selon 'Eq. (5.18), absence de corrélation spin-spin suivant
I’axe z implique que les histogrammes sont égaux et centrés en pg = pp = 0.5. Ceci est bien
conforme & nos mesures discutées et présentées sur la Figure 5.28.

06 T T T T T T T T T T T T J T T T T
U,/U,=-0.1, L=40, =80, p=1 sl U,/U,=-0.1, L=40, p=80/t, p=1 |
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FIGURE 5.30 — Fonctions de Green individuelles (a gauche) et de paires (& droite) en échelle
linéaire (en haut) et semi-log (en bas) pour des valeurs de ¢/Uj faisant passer le systéme de
la phase MI vers la phase superfluide avec p = 1 et Uy/Uy = —0.1. Les fonctions de Green
Go(R) = GA(R) et Goo(R) = Gaa(R) ~ Georr(R) passent progressivement d’une décroissance
exponentielle, dans la phase MI, & une décroissance en loi de puissance dans la phase superfluide.
A contrario, G anticorr(R) sature rapidement vers la valeur G apnticorr (R = L/2) =~ popa ~ 0.25
dans les deux phases, signe que des mouvements parfaitement cohérents anticorrélés existent.

Phase de Mott p =2
Cette phase est qualitativement similaire & la précédente:

— les deux populations sont équilibrées: les histogrammes P(pg) = P(pa) sont centrés en
po = pa = 1 et les densités moyennes valent pg = pp =1 (¢f. Figure 5.28);
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5.2. Analyse exacte: Monte Carlo quantique a température nulle

— lorsque t/Uy — 0, les corrélations densité-densité et spin-spin sur site, résumées dans le
Tableau 5.8, sont égales a la moyenne de celles données par le champ moyen ;

— aucun ordre de densité a longue portée n’existe (cf. Figure 5.29 a droite). De fagon équi-
valente, il n’existe aucune corrélation spin-spin suivant l’axe z.

— les fonctions de Green décroissent exponentiellement, a Pexception de G anticorr(R) qui
sature rapidement vers la valeur G apticorr(R = L/2) >~ popp = 1 (Figure 5.31). Des per-
mutations cohérentes d’une particule 0 et d’une particule A sont aussi présentes dans cette
phase: le terme cinétique couple tous les états dégénérés de cette phase et léve sa dégéné-
rescence en établissant une cohérence de phase via des mouvements anticorrélés.

Coo(0) Coa(0) Can(0) || Sez(0) | Syy(0) | S:2(0) || S2(0) || AS(0)
CM |¢1) 1 1 1 1 1 0 2 0
CM [¢p2) 2 0 2 1 0 1 2 0
MCQ 215>p3 | 205 <popa | 21.5>p3 || ~1.0 | ~05 | ~05 || ~2 ~0

TABLE 5.8 — Corrélations densité-densité et spin-spin sur site pour les états |p1) = [0A) et |p2) =
(]00) + |AA))/v/2 obtenus en champ moyen pour la phase de Mott p = 2 avec Uy /Uy = —0.1. La
derniére ligne du tableau indique les résultats approximatifs mesurés avec la méthode de Monte
Carlo quantique dans toute la phase de Mott p = 2. Lorsque t/Uy — 0, ces résultats sont égaux
a la moyenne de ceux du champ moyen.

Pour cette phase, M. Foss-Feig et A. M. Rey démontrent ' que S,,(R) = 0, VR # 0.
Par conséquent, seules les corrélations spin-spin suivant l'axe x existent et S, (R =L/2) =
G anticorr(R = L/2) ~ popp ~ 1. Un ordre magnétique a longue portée suivant 'axe z, de symé-
trie discréte de type Ising, va donc s’établir dans la limite thermodynamique.

En résumé, les phases isolantes de Mott présentent un équilibre des deux populations de
bosons. Les résultats sur site sont cohérents avec ceux obtenus en champ moyen. De plus, aucun
ordre spatial de densité & longue portée n’est observé dans le systéme, mais des mouvements
anticorrélés de paires de particules 0 et A sont présents dans ces deux phases. Ces résultats se
généralisent pour Uy /Uy €] — 1,0[ et nous représentons schématiquement ces deux phases sur la
Figure 5.32. A la différence du cas Us /Uy = 0, un ordre magnétique a longue portée suivant I’axe
x, de symétrie discréte de type Ising, apparait.

Phase superfluide

Les deux populations sont équilibrées et les densités moyennes sont telles que pg ~ pp ~ p/2
(cf. Figure 5.28 pour p = 2). La différence AS(0) = S;4(0) — [Syy(0) + S5..(0)] prend sa valeur
mazimale en favorisant un ordre de spin sur site suivant 'axe x tel que S;4(0) > Sy, (0) = S.2(0).
Ces résultats sont cohérents avec ceux du champ moyen. L’équilibre des populations est équi-
valent & ’absence de corrélation densité-densité et donc de corrélation spin-spin a longue portée

1. Communication privée.
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FIGURE 5.31 — Fonctions de Green individuelles (& gauche) et de paires (a droite) en échelle
linéaire (en haut) et semi-log (en bas) pour des valeurs de ¢/Up faisant passer le systéme de
la phase MI vers la phase superfluide avec p = 2 et Uy /Uy = —0.1. Les fonctions de Green
Go(R) = GA(R) et Goo(R) = Gaa(R) ~ Geoorr(R) passent progressivement d’une décroissance
exponentielle, dans la phase MI, & une décroissance en loi de puissance dans la phase superfluide.
A contrario, G apticorr(R) sature rapidement vers la valeur G apticorr (R = L/2) =~ popp ~ 1 dans
les deux phases, signe que des mouvements parfaitement cohérents anticorrélés existent. Mémes
résultats qualitatifs que ceux du cas p = 1 (Figure 5.30).

suivant l'axe z (cf. Figure 5.29). Toutes les fonctions de Green décroissent en loi de puissance,
excepté G anticorr(R) qui sature rapidement vers la valeur Gapnticorr(R) =~ popa =~ 1: tous les
mouvements sont quasi cohérents et les mouvements anticorrélés restent dominants. Bien qu’il
nous soit impossible de discuter indépendamment les corrélations spin-spin S, (R) et Sy, (R),
Pinvariance par transposition des opérateurs (S¥)2 et (52)2 du hamiltonien Hpiny [Eq. (3.26)]
laisse supposer que Sy,(R) = S..(R) = 0, VR # 0. Dans ce cas, le plateau de Ganticorr(R)
correspond, comme dans les phases de Mott, & un ordre ferromagnétique a longue portée de
symétrie discréte suivant 'axe x.
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FIGURE 5.32 — Représentation des phases de Mott p = 1 et p = 2 pour Us/Uy €] — 1,0] sur
un réseau optique 1D sinusoidal représenté en rouge. Il existe dans ces deux phases des mouve-
ments anticorrélés parfaitement cohérents d’une particule 0 et d’une particule A, déplacements
minimisant ’énergie cinétique du systéme. La signature de ces mouvements est le plateau de la
fonction de Green anticorrélée tel que Ganticorr(R = L/2) ~ popa. Les états avant et aprés les
sauts ont la méme énergie.

Transitions de phases

La Figure 5.33 montre I’évolution des densités pg et pa, de la densité totale p et de la densité
superfluide ps en fonction de p/Uy. Cette coupe verticale, représentée par la ligne verticale en
trait discontinu sur la Figure 5.27, coupe les lobes MI p = 1 et p = 2 du diagramme de phase
(plateaux de densité entiére), ainsi que la région superfluide qui les sépare. Tout le long de cette
coupe, les deux populations sont équilibrées. Aucune discontinuité n’est visible dans I’évolution
de p et de ps: toutes les transitions sont du second ordre, en accord avec I’analyse en champ moyen.

A Tinstar du cas précédent sans conversion du spin, il est intéressant d’effectuer des coupes
horizontales du diagramme de phase pour des valeurs entiéres de la densité. La Figure 5.34
présente ps en fonction de t/Uy pour les densités constantes p = 1 et p = 2. L’évolution de
ps est continue et le systéme est entiérement superfluide lorsque t/Uy — oo car ps — p. La
décroissance exponentielle des lobes MI du diagramme de phase de la Figure 5.27 ainsi que des
arguments théoriques de scaling [66] indiquent que les transitions au bout des lobes sont de la
classe d’universalité de Kosterlitz-Thouless. Ce comportement est donc le méme que celui observé

avec Us /Uy = 0.

Nous pouvons conclure que les renseignements apportés par le champ moyen sur les quan-
tités locales des phases sont en accord qualitatif avec la méthode de Monte Carlo quantique.
Cependant, le champ moyen, indépendant de la dimension du systéme, décrit mal les transitions
de phases a densité fixée. D’autre part, les fonctions de corrélations, accessibles avec la méthode
de Monte Carlo quantique, apportent des renseignements supplémentaires importants: des mou-
vements parfaitement cohérents anticorrélés de paires de particules 0 et A existent dans toutes
les phases. Ces mouvements sont associés & un ordre magnétique a longue portée suivant 1'axe
x dans les phases de Mott. Par ailleurs, ’absence d’ordre de densité, équivalente & 1’absence
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d’ordre de spin suivant 'axe z, impose un équilibre des populations dans toutes les phases, soit
P(po) = P(pa) et po = pa = p/2. Nous abordons maintenant le cas Uz /Uy > 0 en suivant la
méme procédure.

3.0

¥U,=0.075, U/U;=-0.1, L=20, p=2L/t

FIGURE 5.33 — Evolution des densités pg, pa, p et de la densité superfluide ps en fonction du
potentiel chimique u/Uy pour Us /Uy = —0.1. Ces courbes correspondent a la coupe verticale du
diagramme de phase Figure 5.27 en trait discontinu. Les deux populations sont équilibrées dans
toutes les phases et aucune discontinuité n’est observée, les transitions sont du second ordre.

o vv L=16, p=2L/t
a 1.0 0O L=16, B=5L/t
05l aa =24, B=2L/t |
[ oo L=40, p=4L/t
W L L | L
O0 01 0.2 0.3 0.4
t/U,

FIGURE 5.34 — Densité superfluide ps en fonction de ¢/Uy lors de la transition Mott-superfluide
pour les densités constantes p = 1 (a) et p = 2 (b) avec Uy/Uy = —0.1 pour trois tailles
différentes. Les courbes pour L = 16 avec § = 2L/t et f = 5L/t se superposent: la limite
de température nulle est donc bien satisfaite pour ps avec § = 2L/t. Cependant, la densité
superfluide ps est sensible aux effets de taille finie. Ces transitions sont de la classe d’universalité
de Kosterlitz-Thouless.
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5.2.4 Mélange avec conversions du spin : Uy /Uy > 0

Nous présentons le diagramme de phase avec Uz /Uy = 0.1 et Uz /Uy = 1.0 sur la Figure 5.35.
Le diagramme de phase en champ moyen est tracé en pointillés afin de comparer directement les
résultats des deux méthodes.

2045 ; O L=20, B=2L1t 20 ‘ a0 alen
7 \\@\ ! o b | N AAL=40, B=80/t
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FIGURE 5.35 — Diagrammes de phases avec conversions du spin en Monte Carlo quantique et en
champ moyen en pointillés avec Uy /Uy = 0.1 (& gauche) et Uz /Uy = 1.0 (a droite) (cf. Figure 5.11
et Figure 5.14). Les diagrammes de phase en Monte Carlo quantique présentent des lobes MI
pointus, ce qui est la caractéristique de la classe d’universalité de Kosterlitz-Thouless du modéle
XY bidimensionnel [66]. Pour Uy /Uy = 0.1: la phase superfluide et la phase de Mott p = 1
sont quasi-polarisées. La phase de Mott p = 2 est non dégénérée et les deux populations sont
équilibrées: les histogrammes P(pg) = P(pa) sont centrés. La ligne verticale en trait discontinu
correspond a la coupe de la Figure 5.45. Pour Us /Uy = 1.0: tous les lobes MI de densités impaires
ont disparu.

Lorsque t/Uy = 0, le systéme adopte une phase de Mott avec p bosons par site lorsque le
potentiel chimique p satisfait la condition p—1 < u/Uy < p—Usz /Uy pour des densités impaires et
p—1—=Us /Uy < /Uy < p pour des densités paires. La base des lobes MI vaut Au/Uy = 1—Us /Uy
pour les densités impaires et vaut Ap/Uy = 14 Uy /Uy pour les densités paires. Ainsi, a la diffé-
rence du cas précédent Us /Uy < 0, seules les phases de Mott de densités impaires disparaissent
lorsque U /Uy = 1.0 (Figure 5.35 a droite). Lorsque t/Uy # 0, les deux diagrammes présentent
les mémes différences qualitatives que celles du cas Us /Uy < 0 et les extrémités des lobes différent
environ d’un facteur 2.

Phase de Mott p=1

Pour des petites tailles (L < 20), les distributions sont égales P(pg) = P(pa) et présentent
chacune deux mazima, 'un situé proche de la densité totale p et l'autre situé proche de 0 (cf.
Figure 5.37 avec § = {6L/t,8L/t}). Ce comportement résulte du fait que le systéme adopte trés
souvent soit un état presque entiérement composé de particules de spin 0, soit un état presque
entiérement composé de particules de spin A.
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Cependant, la probabilité de passer d’un de ces états & 'autre diminue lorsque la taille L
du systeme augmente. Ceci est d au fait que la barriére d’énergie & franchir pour passer d’un
systéme composé principalement de particules 0 (A) & un systéme composé principalement de
particules A (0) croit avec la taille du systéme. Numériquement, I’augmentation de la taille va
rompre 'ergodicité de la simulation: 1’espace des états ne sera plus entiérement visité. Le sys-
téme va donc essentiellement visiter les états d’énergie proche de celle de I'état de plus basse
énergie déja visité. Sortir de cette zone prendra d’autant plus de temps que L est grand. Dans
nos simulations, la limite d’un systéme de grande taille est atteinte lorsque L = 40 et la symétrie
axiale des histogrammes en p/2 est rompue. A titre d’exemple, les histogrammes de la phase de
Mott p = 1 présentés sur la Figure 5.36 correspondent & un systéme essentiellement composé de
particules de spin 0 (max(P(pa)) en pp ~ 0 et max(P(pg)) en pg ~ 1).

P(pn) (a) P(po) (b)
0.15
0.10 0.100 g}g 0.100

0.075
0.050
0.025

0.075 0.05
0.050 0
0.025

0.05

0.50

0 i pA 0 ' PO

FIGURE 5.36 — Histogrammes des densités des particules A (a) et 0 (b) en fonction de t/Uy pour
la transiton MI-superfluide avec la densité totale p = 1 et le rapport Us /Uy = 0.1 pour L = 40 et
B = 80/t. Lorsque t/Uy < 0.05, les effets thermiques présents (kT > t2/Uy) équilibrent les deux
populations. Dans la phase de Mott, les histogrammes sont quasi-polarisés (QP): le maximum
de la distribution de l'une des deux espéces (spin A ici) se situe en p, ~ 0 et le maximum de
la distribution de ’autre espéce se situe en p, ~ 1. La quasi-polarisation persiste dans la phase
superfluide, i.e. pour t/Uy 2 0.20. Ce comportement, observé pour différentes tailles, ne peut

~

pas étre prédit par le champ moyen.

Nous montrerons que ce comportement des histogrammes est associé & une organisation des
spins de symétrie continue dans le plan yz. Le théoréme de Mermin-Wagner-Hohenberg, appli-
qué aux systémes 1D & température nulle, interdit tout ordre de symétrie continue d’exister dans
la limite thermodynamique. Cette considération théorique nous permet de conclure que le dés-
équilibre des populations observé dans nos simulations correspond & un « quasi-ordre & longue
portée » (QLRO) pour lequel les fonctions de corrélations décroissent en loi de puissance. Ce
déséquilibre n’existe que pour des systémes de taille finie car en 1D & température nulle, les
fluctuations quantiques empéchent tout ordre & longue portée de symétrie continue de se déve-
lopper dans la limite thermodynamique. Pour cette raison, le déséquilibre des populations est
nommé « quasi-polarisation » plutét que « polarisation », terme associé & un « ordre a longue
portée » (LRO). L’intérét d’étudier de tels phénomeénes liés a la taille finie du systéme provient
des systémes expérimentaux pour lesquels la taille reste limitée (quelques milliers de particules).
Les effets de taille finie rencontrés dans nos simulations peuvent donc aussi apparaitre expéri-
mentalement [121].
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5.2. Analyse exacte: Monte Carlo quantique a température nulle

Du point de vue des bosons de Schwinger |75], les spins présentent une certaine rigidité dans
le plan yz qui tend & les aligner dans la méme direction pour un systéme de taille finie L et donne
donc une quasi-polarisation telle que S,.(R = L/2) # 0 [¢f. Eq. (5.18)]. Lorsque la taille du sys-
téme augmente, cette "aimantation" dans le plan yz va peu & peu pointer aléatoirement dans
toutes les directions possibles et va donc changer la projection du spin suivant ’axe z. Lorsque
L — oo, "l'aimantation" totale sera donnée par la valeur moyenne de vecteurs d’orientation
aléatoire et sera donc nulle, dans ce cas, S..(R — o0) = 0 et la quasi-polarisation disparait. La
restriction due aux limites de notre algorithme ne nous permet pas de confirmer cette prédiction
théorique. En effet, il nous est difficile d’étudier proprement des systémes de taille L > 80.

0.25 : : ‘ : : : :
oop=2LA U,/U,=0.1, #U,=0.03 |
oo 3=3L/t
020 - ooP=4Ltt L=20, p=1
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FIGURE 5.37 — Evolution de I’histogramme P(ps) en fonction de I'inverse de la température 3
avec L = 20 et Us/Up = 0.1 situé a la base de la phase de Mott p = 1 telle que t/Uy = 0.03. Cet
histogramme est centré pour la température la plus chaude 5 = 2L/t et se « quasi-polarise »
lorsque la température diminue, i.e. lorsque 3 augmente. Cet histogramme se stabilise lorsque
I'on atteint la température nulle telle que 5 = 6L/t. Cette évolution met clairement en évidence
les effets thermiques non négligeables lorsque § < 6L/t. La limite de température nulle est
atteinte lorsque kT < t2/Uj.

Dans la limite t/Uy — 0, les effets thermiques présents équilibrent les deux populations. En
effet, la Figure 5.37 montre que I'histogramme P(py), centré en py = 0.5 pour 3 = 2L/t, se
« quasi-polarise » progressivement lorsque I'on baisse la température, i.e. lorsque I’on augmente
la valeur de . Cet histogramme se stabilise lorsque 'on atteint la limite de température nulle
telle que B = 6L/t. Nous avons montré pour le cas Uy /Uy < 0 que, dans la limite ¢/Uy — 0, le
hamiltonien Hy;,1/, se réduit & un hamiltonien effectif de Heisenberg anisotrope [Eq. (5.20)]. Ce
modéle montre que, dans cette limite de forte interaction, une nouvelle échelle d’énergie inter-
vient: t2/Up. A température fixée, les spins se découplent lorsque kpT > t2 /Uy, ce qui permet
aux effets thermiques, si faibles soient-ils devant ¢ et Uy, d’intervenir dans la statistique.

Dans la limite de température nulle, les corrélations densité-densité sur site, associées aux
simulations de la Figure 5.36, sont telles que Cpp(0) 2 0.7 et Caa(0) < 0.3: sur un site donné, il y

a toujours soit une particule 0, soit une particule A, mais la probabilité de trouver une particule
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0 est plus grande a cause de la polarisation. La probabilité qu'une particule 0 et qu’une particule
A soient situées sur le méme site reste trés faible. Cependant, les corrélations spin-spin sur site
sont identiques a celles du cas Us /Uy = —0.1 (¢f. Tableau 5.7).

L’analyse des fonctions de corrélations montre que:

— les valeurs asymptotiques des corrélations densité-densité sont égales aux produits des den-
sités: Coo(R = L/2) ~ pg, Caan(R = L/2) ~ p% et Copa(R = L/2) ~ pops (cf. Figure 5.38).
Il n’y a donc aucun ordre de densité. Cependant, & température nulle, ces corrélations ne
sont pas égales entre elles, ce qui implique que S, (R =L/2) # 0 [¢f. Eq. (5.15)]. Il
existe donc des corrélations spin-spin suivant l'axe z. La valeur de S,,(R=L/2) # 0
dépend de la quasi-polarisation et ne converge pas vers une valeur unique. Lorsque la
quasi-polarisation est trés importante, pg — p et pp — 0 par exemple, cette quantité est
telle que S,,(R =L/2) — 0.25;

— les fonctions de Green décroissent exponentiellement, sauf G anticorr(R) qui décroit lente-
ment, indiquant l’existence de mouvements cohérents anticorrélés (Figure 5.39). D’aprés
I'égalité G anticorr(R) = Szz(R)+ Sy, (R), un quasi-ordre magnétique s’établit dans le plan
xy. De plus, lorsque t/Uy — 0, les effets thermiques détruisent peu a peu la cohérence des
mouvements anticorrélés.
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FIGURE 5.38 — Corrélations densité-densité Cpo(R) et Cop(R) pour des valeurs de ¢/Up fai-
sant passer le systéme de la phase MI vers la phase superfluide avec p = 1 et Uy /Uy = 0.1.
Lorsque t/Uy — 0, les effets thermiques sont importants: les populations sont équilibrées et
Coo(R=L/2) = CAsa(R=L/2) = Coa(R =L/2) = popa ~ 0.25. Dans la phase de Mott et
dans la phase superfluide, les densités sont polarisées avec ici pg > pa. Les corrélations densité-
densité atteignent assez rapidement leurs valeurs asymptotiques telles que Coo(R = L/2) ~ p3,
Capn(R=L/2) ~ p?\ et Coa(R =L/2) ~ popa.-

Bien qu’il ne soit pas possible d’étudier numériquement la décroissance des fonctions de Green,
il est possible de discriminer le LRO du QLRO par les arguments suivants: d’une part, les fonc-
tions de corrélations densité-densité permettent de déduire que S,.(R =L/2) # 0 et, d’autre
part, la fonction de Green anticorrélee indique que Sy, (R = L/2) + S, (R = L/2) # 0. De plus,
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FIGURE 5.39 — Fonction de Green individuelle Go(R) (& gauche) et fonctions de Green de paires
Gow(R), Goorr(R) et Ganticorr(R) (& droite) en échelle linéaire (en haut) et semi-log (en bas)
pour des valeurs de t/Uj faisant passer le systéme de la phase MI vers la phase superfluide avec
p=1et Uy/Uy=0.1. La fonction G5 (R) (Gaa(R)), non tracée ici, suit le méme comportement
que Go(R) (Goo(R)), mais prend des valeurs plus faibles. Dans les phases MI et SF, G anticorr
décroit lentement, indiquant I'existence de mouvements cohérents anticorrélés. Dans la phase MI,
toutes les autres fonctions de Green décroissent exponentiellement. Dans la phase superfluide,
toutes les autres fonctions de Green décroissent en loi de puissance: tous les mouvements sont
cohérents et les mouvements anticorrélés présents dans la phase de Mott restent dominants.

les valeurs asymptotiques des corrélations densité-densité nous permettent de calculer la valeur
asymptotique S,,(R = L/2) via I'égalité S,, (L/2) = (Coo(L/2) + Can(L/2) — 2Cox(L/2)) /4.
La comparaison de S,,(R =L/2) avec la valeur asymptotique de la fonction de Green anti-
corrélée G anticorr(R = L/2) pour différentes valeurs de ¢/Uy dans la phase de Mott p = 1
montre que G anticorr(R) >~ S, (R) (cf. Tableau 5.9). Nous en déduisons que S,,(R =L/2) =
Sze(R=L/2) 4+ Sy (R = L/2). Enfin, le modéle effectif de Heisenberg anisotrope [Eq. (5.20)]
apporte une information supplémentaire sur 'ordre magnétique. En effet, ce modéle prédit que:

— Jy est négatif pour Us /Uy €]0, /3] et est positif pour Uz /Uy €]1/3, 1;

— Jy et J, sont toujours négatifs pour Us/Uy €]0, 1]: les interactions spin-spin dans le plan
yz sont donc toujours ferromagnétiques.
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t/UO Szz (L/2) GAnticorr (L/2)
0.08 0.08£0.02 0.06 + 0.01
0.10 0.07+0.02 0.06 £+ 0.01
0.12  0.09 +0.03 0.07+£0.01
0.14 0.07£0.03 0.05 £ 0.01
0.18 0.08 £0.03 0.07 £0.01

TABLE 5.9 — Valeurs asymptotiques des corrélations spin-spin S, (R = L/2) et de la fonction de
Green anticorrélée G anticorr (R = L/2) pour différentes valeurs de ¢/Uy dans la phase de Mott
p=1avec Uy/Uy=0.1, L =40 et =80/t

Cependant, la relation |J,| = |J,| > |J;| pour Us/Uy €]0, 1] implique qu'un quasi-ordre fer-
romagnétique va étre favorisé dans le plan yz et que les corrélations spin-spin suivant les axes y

et z sont égales. Ceci conduit a l'égalité S..(R =L/2) = Sy, (R =L/2) et Sz (R =L/2) ~ 0.

La symétrie continue associée a cette organisation des spins dans le plan yz, ainsi que le théo-
réme de Mermin-Wagner-Hohenberg appliqué au systéme 1D & température nulle, nous permet
de conclure qu'un quasi-ordre ferromagnétique & longue portée existe dans le plan yz.

Phase de Mott p =2

Cette phase non dégénérée présente un équilibre des populations: les histogrammes P(py) =
P(po) sont centrés en p, = 1 et les densités moyennes valent pg = pp = 1 (Figure 5.40). Les
quantités sur site sont en accord avec celles du champ moyen qui prédit que chaque site de cette
phase est décrit par 'état singulet |¢1) = (]00) —|AA))/v/2. (¢f. Tableau 5.10). En moyenne, nous
avons environ une chance sur deux de trouver deux particules identiques, mais aucune chance de
trouver deux particules différentes & cause du cotit d’interaction Uy + Uy trop élevé.

Coo(0) | Coa(0) | Can(0) || Szz(0) | Syy(0) | S:2(0) || S2(0) || AS(0)
CM |e1) 2 0 2 0 1 1 2 -2
MCQ ~2>p8 | ~0<popr | ~2>p% || ~0O ~1 ~1 ~2 || ~=2

TABLE 5.10 — Corrélations densité-densité et spin-spin sur site pour 'état [p1) = (|00)—|AA))/v/2
obtenus en champ moyen pour la phase de Mott p = 2 avec Us /Uy = 0.1. La derniére ligne du
tableau indique les résultats approximatifs mesurés avec la méthode de Monte Carlo quantique

dans toute la phase de Mott p = 2. Les deux méthodes donnent les mémes résultats lorsque
t/ Uo — 0.
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P(po) (b)
0.08 0.10 0.08
0.06 0.05 0.06
0.04 0 0.04
0.02 0.02
0 0 0
0.1
t/Ug

0 ' PA Po

FIGURE 5.40 — Histogrammes des densités des particules A (a) et 0 (b) en fonction de t/Uy pour
la transiton MI-superfluide avec p = 2 et Uy/Uy = 0.1 pour L = 64 et § = 128/t. Dans la
phase de Mott, i.e. pour ¢t/Uy < 0.17, les populations sont équilibrées P(py) = P(po) et les deux
distributions sont centrées en p, = 1. Lorsque le systéme devient superfluide a ¢/Uy ~ 0.17, les
histogrammes se quasi-polarisent (QP): le maximum de la distribution d’une des deux espéces
(spin A ici) se situe en p, ~ 0, alors que le maximum de la distribution de l'autre espéce se situe
en p, ~ 2. Ce comportement est observé pour différentes tailles.

Concernant les fonctions de corrélations:

— les corrélations densité-densité sont asymptotiquement égales entre elles et valent le produit
des densités popp = 1 (Figure 5.41);

4 T T T T T T T T
U,/U,=0.1, L=40, =80/, p=2
5| Cercles: C_ (R), Triangles: C, ,(R), Carres: C,, (R) |
x,/e—&%%@—&ﬂ—& -6—0—{
24 o—o tU;=0.04,MI ]

oo t/U0=O.4O, SF

L L L
4 6 8 10 12 14 16 18 20
R

FIGURE 5.41 — Fonctions de corrélations densité-densité pour la phase MI et la phase superfluide
avec p = 2 et Uy/Up = 0.1. Dans toute la phase de Mott, Cpo(R =L/2) = Caa(R =L/2) =
CoaA(R=L/2) ~ poppr =~ 1. Dans la phase superfluide, les densités sont quasi-polarisées
avec ici pg > pp. Les valeurs asymptotiques des corrélations densité-densité sont telles que
Coo(R=1L/2) ~ p3, Caoa(R=L/2) ~ p} et Coa(R) ~ popa, soit aucun ordre de densité a
longue portée.

— toutes les fonctions de Green décroissent exponentiellement (Figure 5.42). Cette phase n’est
pas dégénérée lorsque t/Uy = 0, il n’existe donc aucune dégénérescence que le terme ciné-
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tique puisse lever. Cet argument explique I’absence de mouvements cohérents anticorrélés,
mouvements précédemment observés avec Us /Uy < 0 et Uy /Uy = 0.

20 T T T T T T T T 15 T T T T T T T T
= = = =2
U2/U0 0.1, L=40, B=80#4, p U2/U0=O'1’ L=40, p=80/t, p=2
Cercles: Gy(R) o—o /U,=0.0T, MI
L5 o oo YUy=0.02, Ml | GO tU,=0.04, MI, G (R)=G,,(R)
o Carres: G, (R) o-o YU,=0.04, M 100 ¥U,=0.04, MI, G, (R) -
oo oo #/U,=0.06, MI | 1 ‘ AA Ug=0.04,MI, G, . (R)
o—o-o #U,=0.08, Ml | oo tUy=0.40, SF, Gy (R)
1LO# o0 YU,=0.10, MI | I ¥U,=0.40, SF, G, (R)
YU=0.12, Ml | | ¢ tU;=0.40, SF, G (R)
o0 YUy=0.14, Ml 0.5 oo YUy=0.40, SF, G, 0. (R)
05 o0 =016, Ml | |
: o oo YU,=0.40, SF
0 —s—8-u-gs o 5 =85 5-—5 b 0 A= D000 600 0 00000
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 8 10 12 14 16 18 20
R R
]()3 T T T T T T T T E ]03 T T T T T T T T E
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FIGURE 5.42 — Fonctions de Green individuelles (a gauche) et fonctions de Green de paires
(& droite) en échelle linéaire (en haut) et semi-log (en bas) pour des valeurs de t/Up faisant
passer le systéme de la phase MI vers la phase superfluide avec p = 2 et Uy /Uy = 0.1. Dans la
phase de Mott, les deux populations sont équilibrées, toutes les fonctions de Green décroissent
exponentiellement. Dans la phase superfluide, phase polarisée ici composée principalement de
particules 0, toutes les fonctions de Green décroissent en loi de puissance. Tous les mouvements
sont cohérents et les mouvements corrélés sont minoritaires.

Par conséquent, aucun ordre magnétique n’existe. L’unicité de la fonction d’onde du systéme
dans cette phase, égale & |®) = @/ [p1); = @, [ (/00) —[AA))/v/2 |, lorsque /Uy = 0, fait de

celle-ci la phase la mieux décrite par la méthode du champ moyen.

Phase de Mott p =3

Nous discutons cette phase afin de montrer que les phases de Mott de densités impaires ont
des propriétés communes. La Figure 5.43 montre que cette phase est aussi quasi-polarisée. Pour
une telle densité, 'ergodicité des simulations n’est plus assurée pour L > 12 et le temps de calcul
doit étre au moins doublé afin d’obtenir des données de qualité équivalente aux précédentes. Le
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5.2. Analyse exacte: Monte Carlo quantique a température nulle

Tableau 5.11 permet de comparer les quantités locales mesurées avec nos deux méthodes. La
méthode de Monte Carlo quantique donne des résultats égaux a la moyenne de ceux du champ
moyen lorsque t/Uy — 0, les états |p1) et |¢2) sont donc visités avec la méme probabilité. Pour

4 T T T T T
eal=12, =24/t  p=3, U/U=0.1, U, =0.05
o-ol=24, B=48/t ) .

N 6-0L=40. B=80/t Cercles: P(p,)"L

Carres: P(p,)"L |

FIGURE 5.43 — Histogrammes des densités pour la phase MI p = 3 avec Uy /Uy = 0.1 pour trois
tailles L = {12,24,40} et 3 = 2L/t. Les histogrammes sont multipliés par L afin d’avoir une
échelle appropriée. Pour L = 40, les histogrammes P(pp) et P(pg) sont respectivement centrés

en pp ~ 0.8 et pg >~ 2.2.

Coo(0) | Coa(0) | Caa(0) || Sux(0) | Syy(0) | S:.(0) || S2(0) || AS(0)
CM 1) | 1 0.5 7 025 | 175 | 175 || 3.75 -3.25
CM |po) | 7 0.5 1 025 | 175 | 175 || 3.75 -3.25
MCQ ~d | ~05 | ~4 || ~025| ~1.75 | ~1.75 || ~3.75 || ~—3.25

TABLE 5.11 — Corrélations densité-densité et spin-spin sur site pour les états [p1) = (V3|AAA) —
|00A))/2 et |p2) = (JAAO) — +/3]000))/2 obtenus en champ moyen pour la phase de Mott p = 3
avec Uy /Uy = 0.1. La derniére ligne indique les résultats approximatifs mesurés avec la méthode
de Monte Carlo quantique avec L = 12.

des systémes de grande taille, les valeurs asymptotiques des corrélations densité-densité, égales
aux produits des densités, ne sont pas égales entre elles. De plus, des mouvements anticorrélés
de particules 0 et A existent et assurent la levée de la dégénérescence de cette phase prédite par

le champ moyen.

En résumé, les phases isolantes de Mott de densités paires et impaires sont trés différentes:

— lorsque p est impaire: le systéme est quasi-polarisé et des mouvements cohérents anticorrélés
existent. Nous avons montré, pour la phase de Mott p = 1, qu’'un quasi-ordre magnétique
a longue portée (QLRO), associé a la quasi-polarisation, existe dans le plan yz.
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— lorsque p est paire: les populations sont équilibrées, aucun mouvement cohérent n’est ob-
servé, ce qui correspond aux états non dégénérés trouvés en champ moyen. De plus, le
systéme n’adopte aucun ordre magnétique a longue portée.

Les phases de Mott de densités paires, non dégénérées, sont les phases les mieux décrites par
la méthode du champ moyen. Les phases de Mott p = {1, 2} sont représentées sur la Figure 5.44.

FIGURE 5.44 — Représentation des phases de Mott p = 1 et p = 2 pour Uy /Uy = 0.1. La phase de
Mott p = 1 est quasi-polarisée, avec ici pg > pa, et des mouvements cohérents anticorrélés d’une
particule 0 et A sont présents. Dans la phase de Mott p = 2, les populations sont équilibrées et
aucun mouvement cohérent n’existe. La physique de cette phase est assez bien décrite par ’état

sur site 1) = (|00) — [AA))/V2.

Phase superfluide

Cette phase est quasi-polarisée (Figures 5.36 et 5.40 pour p = 1 et 2). Lorsque la polarisation
induit un déséquilibre tel que pg > pa, les corrélations densité-densité sur site sont telles que
Co0(0) > Cap(0) > Coa(0) (Figures 5.38 et 5.41 pour p = 1 et 2). Les états sur site composés
de particules de spin 0 sont alors favorisés et les états mixtes sont défavorisés a cause du cofit
d’interaction Uy 4+ Us trop grand. De plus, AS(0) prend sa valeur mazimale en favorisant un
ordre de spin sur site dans le plan yz tel que Sy, (0) = 5..(0) > S;2(0). Ces résultats sur site
sont cohérents avec ceux du champ moyen.

D’autre part, les valeurs asymptotiques des corrélations densité-densité, égales aux produits
des densités Coo(R =L/2) ~ p3, Caa(R=L/2) ~ p3 et Coa(R =L/2) ~ popy, indiquent
I'absence d’ordre de densité (Figures 5.38 et 5.41 pour p = 1 et 2). Cependant, ces valeurs non
égales entre elles impliquent la présence de corrélations spin-spin suivant l'axe z.

Par ailleurs, toutes les fonctions de Green décroissent en loi de puissance et la fonction de
Green anticorrélée G gnticorr(R) admet des valeurs supérieures aux autres: tous les mouvements
sont quasi cohérents et les mouvements anticorrélés sont dominants (Figures 5.39 et 5.42 pour
p =1 et 2). Il existe donc aussi des corrélations spin-spin dans le plan xy. Bien qu’il nous soit
impossible de prouver ’absence d’ordre magnétique suivant ’axe x, 'expression du hamiltonien
Eq. (3.26) laisse supposer que, a 'instar de la phase de Mott p = 1, seules les corrélations spin-
spin dans le plan yz existent. Dans ce cas, la signature de G anticorr(R) correspond uniquement
aux corrélations spin-spin suivant 'axe y et le systéme admet un QLRO dans le plan yz.
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5.2. Analyse exacte: Monte Carlo quantique a température nulle

Transitions de phases

La Figure 5.45 présente ’évolution de la densité totale p et de la densité superfluide ps lorsque
le potentiel chimique u/Up augmente. Cette coupe verticale est représentée sur le diagramme de
phase (Figure 5.35) par la ligne verticale en trait discontinu. Cette coupe, trés similaire a celles
des cas Uy /Uy = 0 et Uy /Uy = —0.1, traverse les lobes MI p = 1 et p = 2 du diagramme de phase,
ainsi que la région superfluide qui les sépare. Aucune discontinuité n’est visible dans ’évolution
de p et de ps lorsque 'on augmente la taille du systéme: toutes les transitions sont du second
ordre. La méthode du champ moyen prédit qu’il existe une zone métastable au bout des lobes
des phases de Mott de densité paire lorsque Us /Uy €]0,0.20]. Cette métastabilité implique que
la transition Mott-superfluide soit du premier ordre. Sur cette coupe, le lobe MI p = 2 n’est
pas coupé a son extrémité, I’ordre de la transition ne contredit donc pas les résultats du champ
moyen. Afin de confirmer ou d’infirmer qu’une transition du premier ordre existe, il est nécessaire
d’étudier ’évolution de la densité superfluide ps a 'extrémité du lobe MI p = 2.

30 T T T T T T T
AAPp,L=20 Y =0.10, U,/U=0.1, p=2L/t

25 VP L=40
e D, L=60 1
oo pg, L=

20 F gop e

1.5
1.0

0.5 1

FIGURE 5.45 — Densité p et densité superfluide ps en fonction du potentiel chimique g pour
Us /Uy = 0.1 pour différentes tailles. Ces courbes correspondent a la coupe verticale du diagramme
de phase Figure 5.35 en trait discontinu située en t/Uy = 0.10. Aucune discontinuité n’est visible
lorsque la taille augmente: toutes les transitions sont du second ordre.

La Figure 5.46 montre I’évolution de ps en fonction de t/Uy pour les densités constantes
p = {1,2} avec Uz/Uy = 0.1. La densité superfluide est sensible aux effets de taille finie et on
voit nettement que la pente devient verticale lorsque la taille augmente pour p = 2. L’évolution
de ps est continue et la décroissance exponentielle des lobes MI du diagramme de phase de la
Figure 5.35, ainsi que les arguments de scaling [66] indiquent que ces transitions sont de la classe
d’universalité de Kosterlitz-Thouless. Le comportement qualitatif de ces courbes est donc trés
similaire aux cas Uy /Uy = 0 et Us /Uy = —0.1, seule la valeur de ¢t/Uj a la transition change. Ces
résultats, obtenus avec Uy /Uy = 0.1, sont donc en désaccord avec la méthode du champ moyen
qui prédit un transition du second (premier) ordre lorsque la densité est impaire (paire). La méme
analyse effectuée avec Uy /Uy = {0.01,0.05,0.25,0.50, 1.00} conduit & la méme conclusion. Il n’est
pas étonnant que le champ moyen échoue dans les prédictions de 1'ordre de cette transition en
1D.
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FIGURE 5.46 — Densité superfluide ps en fonction de ¢/Uy lors de la transition Mott-superfluide
pour les densités p = 1 (a) et p = 2 (b) avec Us/Uy = 0.1 pour différentes tailles. La densité
superfluide p; est sensible aux effets de taille finie. Les courbes pour L = 16 avec § = {2L/t,5L/t}
se superposent: la limite de température nulle est bien satisfaite pour ps avec 3 = 2L/t. Ces
transitions sont de la classe d’universalité de Kosterlitz-Thouless du modéle XY 2D.

5.3 Conclusion du Chapitre 5: bosons de spin-l/2 sur réseau 1D

Dans ce premier chapitre, nous avons étudié le systéme de bosons & deux états de spin décrit
par le hamiltonien H,n1, [Eq. (3.26)] & température nulle. Nous I'avons, tout d’abord, étudié
avec une méthode de champ moyen qui transforme le hamiltonien H,,;,,1/, via une approximation
supposant le systéme uniforme. Nous obtenons ainsi le hamiltonien sur site H . ., [Eq. (3.31)]
que nous diagonalisons numériquement. Cette méthode nous restreint donc & une analyse locale,
i.e. sur site. Nous avons détaillé les trois cas suivants: sans conversion du spin Us /Uy = 0 et avec
des conversions du spin telles que U /Uy < 0 et Uy /Uy > 0. Pour ces trois cas, le diagramme
de phase est composé de phases isolantes de Mott et d’une phase superfluide. Le champ moyen

prédit que:

— pour Us/Up = 0: les phases de Mott et la phase superfluide sont dégénérées, toutes les
transitions sont du second ordre ;

— pour Uz /Uy < 0: les phases de Mott sont deux fois dégénérées. Les populations sont équi-
librées dans tout le diagramme de phase: py = pa et, lorsque p > 1, une « aimantation »
sur site suivant ’axe x est favorisée. Toutes les transitions sont du second ordre et toutes
les phases de Mott disparaissent lorsque |Usa|/Uy = 1;

— pour Us /Uy > 0: les phases de Mott de densité impaire sont deux fois dégénérées et les
populations sont déséquilibrées. A I'inverse, les phases de Mott de densité paire ne sont pas
dégénérées et pg = pp. Dans toutes les phases de Mott, lorsque p > 1, une « aimantation »
sur site dans le plan yz est favorisée. La phase superfluide est polarisée: soit psg = 0 et
pPsh = p, soit pso = p et psp = 0. Nous insistons sur le fait que cette polarisation, en accord
avec la méthode de Monte Carlo quantique, n’a pas été observée lors des études antérieures
effectuées par Krutitsky et al. |7, 8]. Le hamiltonien H*

spint/o Permet donc une meilleure
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K
spinl/2

transition Mott-superfluide est du premier ordre pour Us /Uy €]0,0.2]. De plus, lorsque
Us /Uy = 1, toutes les phases de Mott de densité impaire disparaissent.

description du systéme que leur choix H [Eq. (3.11)]. Pour des densités paires, la

La méthode de Monte Carlo quantique, méthode exacte, confirme certaines propriétés locales
des phases et permet d’approfondir I’étude de ce systéme grace au calcul des fonctions de corré-
lations renseignant sur la globalité du systéme. Nos travaux montrent que l'influence des effets
thermiques devient considérable pour la phase de Mott p = 1 dans la limite de forte interaction
entre particules Uy > t et montrent aussi que ces effets augmentent lorsque ¢/Uy diminue. Un
modéle effectif de spin basé sur le modéle de Heisenberg nous a permis de comprendre cet effet.
D’aprés la méthode de Monte Carlo quantique:

— pour Uy /Uy = 0: il existe dans les phases de Mott des mouvements cohérents anticorrélés
de paires de particules de spin différent, mouvements de permutation d’une particule 0 et
d’une particule A situées sur deux sites voisins. Lorsque t/Uy # 0, ces mouvements assurent
la levée de la dégénérescence de ces phases, dégénérescence observée lorsque t/Uy = 0, et
correspondent a un quasi-ordre magnétique a longue portée (QLRO) dans le plan zy. Dans
ce cas sans conversions, nous montrons qu’il existe une superfluidité anticorrélée non nulle
dans les phases de Mott ;

— pour U/Uy < 0: des mouvements anticorrélés cohérents sont présents dans toutes les
phases. De plus, les histogrammes des densités sont égaux et centrés et les deux populations
sont équilibrées dans tout le diagramme de phase. Un ordre ferromagnétique a longue
portée (LRO), de type Ising, existe suivant I’axe x dans les phases de Mott. Dans la phase
superfluide, les corrélations spin-spin indiquent que les spins s’organisent dans le plan zy,
ce que nous interprétons comme un alignement suivant ’axe x. Suivant cette hypothése, le
systéme adopte le méme ordre magnétique que dans les phases de Mott ;

— pour Uy /Uy > 0: pour les systémes de tailles finies étudiés, les phases de Mott de densité
impaire, ainsi que la phase superfluide sont principalement composées d’une seule espéce.
Des mouvements anticorrélés sont aussi présents dans ces phases et des corrélations spin-
spin existent dans le plan yz. A la différence du cas Uy/Uy < 0, la symétrie associée a
cette organisation magnétique est continue. Le théoréme de Mermin-Wagner-Hohenberg,
appliqué aux systémes 1D a température nulle, interdit & un tel ordre d’exister, ce qui nous
permet de conclure que cette organisation magnétique correspond a un QLRO. Les phases
de Mott de densité impaire, ainsi que la phase superfluide, présentent donc un quasi-ordre
ferromagnétique & longue portée dans le plan yz. A contrario, les phases de Mott de densité
paire, décrites par un état unique en champ moyen, présentent des populations équilibrées.
Aucun mouvement cohérent n’existe et ces phases ne présentent aucun ordre ou quasi-ordre
magnétique.

Enfin, quel que soit le rapport Us /Uy, toutes les transitions étudiées avec la méthode de Monte
Carlo quantique sont du second ordre, excepté les transitions & densité fixée qui sont de la
classe d’universalité de Kosterlitz-Thouless, ce qui contredit les prédictions du champ moyen.
Ce résultat n’est pas surprenant: le champ moyen ne devient correct qu’en grande dimension et
échoue donc a décrire correctement les transitions en 1D.
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Chapitre 6

Bosons de spin-1/2 sur réseau 2D

Nous poursuivons dans ce chapitre ’étude du systéme de boson de spin-1/2, précédemment
menée a 1D au Chapitre 5, en étendant la dimension spatiale & 2D pour un réseau optique carré
de taille L x L. L’étude a température nulle présentée & la Section 6.1 permet une comparaison
directe avec les résultats du Chapitre 5, permettant ainsi de voir 'influence de la dimension
spatiale. A 2D, les fluctuations quantiques sont moins fortes et une phase ordonnée peut exister
a température nulle!. En effet, le nombre de sites plus proches voisins multiplié par deux aug-
mente les interactions entre particules, réduisant ainsi les fluctuations des opérateurs de création
et d’annihilation autour de leur valeur moyenne. Cela renforce I’hypothése du champ moyen qui
suppose les fluctuations nulles et remplace les opérateurs de création et d’annihilation par leur
valeur moyenne. La nature de certaines phases est donc profondément affectée et nous verrons
que des transitions de phase du premier ordre peuvent exister.

Afin d’alléger le contenu de la Section 6.1, nous nous focaliserons essentiellement sur les
différences entre le cas 2D et le cas 1D. Nous verrons dans cette section que la méthode du champ
moyen et la méthode de Monte Carlo quantique sont en bon accord qualitatif. Les principaux
résultats de la Section 6.1 ont été publiés dans la revue Physical Review B [18]. A la Section 6.2,
nous étudierons l'influence des effets thermiques, effets toujours présents expérimentalement.
Lorsque la température est non nulle, nous verrons que la méthode du champ moyen utilisée
est incapable de décrire correctement le diagramme de phase, les propriétés de certaines phases
et lordre des transitions. Cette section présente donc les limites de validité de cette méthode
pourtant souvent utilisée a température finie |9, 16]. Les principaux résultats de la Section 6.2
ont été publiés dans la revue The European Physical Journal B [19].

6.1 Etude & température nulle

Tous les résultats obtenus avec la méthode du champ moyen présentés a la Section 5.1 restent
identiques, la seule différence quantitative étant qu’a 2D 'axe t/Up est divisé par un facteur 2.
Nous ne discuterons donc pas les résultats obtenus avec cette méthode et renvoyons le lecteur
a la Section 5.1. Nous nous focaliserons seulement sur les résultats obtenus avec la méthode de
Monte Carlo quantique utilisée avec le méme algorithme qu’a 1D [95, 96]. Un modéle similaire a
déja été étudié avec la méthode de Monte Carlo quantique [74].

1. Une phase condensée de Bose-Einstein, par exemple.
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Chapitre 6. Bosons de spin-1/2 sur réseau 2D

6.1.1 Cas U,/U, < 0: ordre ferromagnétique de type Ising

Pour |Us|/Uy < 1, le diagramme de phase est toujours composé de phases isolantes de Mott
et d'une phase superfluide. A la différence du cas 1D, la fraction condensée p(k = 0) non nulle
dans la phase superfluide est la signature d’une phase condensée de Bose-Einstein. La Figure 6.1
représente le diagramme de phase obtenu avec Uy /Uy = —0.1 pour trois systémes carrés de taille
L x L avec L = {8,10,12}. Ce diagramme a été obtenu en effectuant des coupes verticales dans
I’ensemble canonique, i.e. en augmentant le nombre total de particules d’une unité, simulation
par simulation pour une valeur de t/Uj fixée.

Sur cette figure, les trois tailles donnent les mémes résultats: les effets de taille finie sont né-
gligeables concernant la délimitation des phases. De plus, les points pour L = 10 avec § = 2L/t
et = 4L/t se superposent ce qui signifie que la limite de température nulle est raisonnablement
atteinte. Une conséquence liée a la dimensionnalité est que les lobes des phases de Mott se sont
"arrondis" par rapport a ceux du cas 1D (cf. Figure 5.27) et leur longueur a diminué d’un facteur
trois environ. Plus précisément, la décroissance en loi de puissance des lobes MI ainsi que les
arguments de scaling [66] indiquent I’existence de transitions du second ordre a l'extrémité des
lobes, de la classe d’universalité du modéle XY classique 3D au bout des lobes. Afin de comparer
les deux méthodes, le diagramme de phase obtenu avec la méthode de champ moyen est tracé en
pointillés. L’accord qualitatif et quantitatif de ces deux méthodes est meilleur qu’a 1D !,
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L5 e, v L=12,B=2L/t |
L Ml p=2 ,Le‘gk ~ oM
) | o™ ide
= 1.0A<‘ BEC Superfluide

froa,  UdUemod
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FIGURE 6.1 — Diagramme de phase en Monte Carlo quantique avec Uy /Uy = —0.1 et diagramme

de phase en champ moyen en pointillés (cf. Figure 5.5 avec d = 2). Les barres d’erreurs sont plus
petites que la taille des symboles et les lobes du diagramme de phase en Monte Carlo quantique
se sont arrondis comparé au cas 1D (c¢f. Figure 5.27). En 2D, I'accord des diagrammes de phase
obtenus avec les deux méthodes est meilleur qu’a 1D. Les deux populations sont équilibrées dans
tout le diagramme de phase: les histogrammes P(pg) = P(pp) sont centrés et pg = pa = p/2.
De plus, la fraction condensée, non nulle dans la phase superfluide, indique I'existence d’un
condensat de Bose-Einstein (BEC). Les transitions de phases sont toutes du second ordre.

1. En 2D, lextrémité des lobes différe d’un facteur 1.5 environ.
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6.1. Etude & température nulle

Phase de Mott p=1
Comme pour le cas 1D:

— les populations de spin 0 et A sont équilibrées: les histogrammes P(pg) = P(pa) sont cen-
trés et po = pa = p/2 = 0.5 (¢f. Figure 6.2). Ceci est cohérent avec le fait qu’aucun ordre
de densité n’existe, ou de facon équivalente, qu’aucun ordre magnétique n’existe suivant
l'axe z [cf. Eq. (5.18)];

— des effets thermiques interviennent lorsque ¢ /Uy — 0: on apergoit sur la Figure 6.2 une faible
déformation de I'histogramme dans la limite ¢/Uy — 0 due aux effets de température finie.
Le modele effectif de Heisenberg anisotrope [Eq. (5.20)] permet d’expliquer l'apparition
d’effets thermiques dans cette limite ;

P(pa) = P(po)

0.2
0.20

0.15
0.10
0.05

FIGURE 6.2 — Histogramme des densités des particules A en fonction de ¢/Uy pour la transition
MI-superfluide avec p = 1 et U /Uy = —0.1 pour L? = 10x 10 et 8 = 20/t. Pour t /Uy € [0, 0.055],
le systéme est dans la phase de Mott et lorsque t/Up > 0.055 le systéme est superfluide. L’allure
de cet histogramme est la méme dans les deux phases et n’est pas affectée par la transition. Des
effets thermiques déforment légérement I’histogramme lorsque t/Uy — 0. Les histogrammes des
deux espéces sont égaux et centrés en p/2 = 0.50, Vt/Uy.

— toutes les fonctions de Green décroissent exponentiellement, excepté la fonction de Green
anticorrélée qui sature rapidement vers sa valeur asymptotique telle que G anticorr(L/2) ~
popa == 0.25 |cf. Figure 6.3 (a) et (b)]. Il existe donc des mouvements parfaitement cohé-
rents anticorrélés de deux particules de spins 0 et A. D’aprés I'égalité S, (R) + Syy(R) =
G Anticorr(R), VR # 0, ces mouvements correspondent a une organisation magnétique dans
le plan xy. Nous avons précédemment expliqué que ce type de mouvements assurent une
cohérence lorsque t/Uy # 0. Comme pour le cas 1D, a 2D, le modéle effectif de Heisenberg
anisotrope [Eq. (5.20)] nous permet de conclure que seules les corrélations spin-spin suivant
'axe = existent dans cette phase. A 'instar du cas 1D, le théoréme de Mermin-Wagner-
Hohenberg, appliqué aux systémes 2D a température nulle, n’interdit pas a cet ordre de
symétrie discréte, de type Ising, d’exister (cf. Tableau 3.1).
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Chapitre 6. Bosons de spin-1/2 sur réseau 2D
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FIGURE 6.3 — Fonctions de Green individuelles G (R) et Go(R) et fonction de Green de paire
anticorrélée G anticorr(R) = G4(R) en échelle linéaire [(a) et (c)] et semi-log (b) pour p = 1
avec Uy /Uy = —0.1. En (a) et (b), t/Uy = 0.02: dans la phase de Mott, seuls des mouvements
anticorrélés parfaitement cohérents existent dans le systéme: G,(R = L/2) ~ popp ~ 0.25. En
(c), t/Up = 0.10: dans la phase superfluide, les fonctions de Green saturent: les mouvements
individuels sont cohérents et les mouvements cohérents anticorrélés sont toujours présents.

Phase superfluide p =1

Les populations de spin 0 et A sont équilibrées (cf. Figure 6.2). Les fonctions de Green in-
dividuelles Go(R) et GA(R) saturent, signature d’un ordre & longue distance (LRO) associé au
condensat de Bose-Einstein et indiquant qu’une cohérence de phase existe |cf. Figure 6.3 (c)|.
Pour t/Uy = 0.10, G gnticorr(R = L/2) > Go(R = L/2)Gx (R = L/2) indique que les particules
sont toujours corrélées. Bien que les particules se déplacent quasi librement individuellement, il
existe toujours des mouvements cohérents anticorrélés de paires de particules 0 et A. Dans cette
phase aussi, un ordre magnétique a longue portée s’établit dans le plan zy. A la différence du
cas 1D, les densités de la fraction condensée de chaque espéces pg(k = 0) et pp(k = 0) sont non
nulles et égales. La densité totale de la fraction condensée p(k = 0) = pg(k = 0) + pa(k = 0) se
comporte comme la densité superfluide, mais reste quantitativement légérement inférieure (Fi-
gures 6.13 et 6.14). Ceci est en accord avec le fait que certaines particules d’impulsion non nulle
contribuent & la superfluidité.

Phase de Mott p =2

Comme pour le cas 1D:

— les populations de spin 0 et A sont équilibrées ;

— lorsque t/Uy = 0, deux états dégénérés sur site minimisent ’énergie libre: |p1) = |0A) et
lp2) = (]00) +|AA))/+/2. Le systéme est donc trés largement dégénéré. Lorsque /Uy # 0,
tous ces états dégénérés sont couplés par des contributions du second ordre provenant du

terme cinétique et la dégénérescence de cette phase est levée en établissant une cohérence
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6.1. Etude & température nulle

de phase parfaite via des mouvements anticorrélés de paires de particules de spins diffé-
rents. Plus explicitement: qu’un site soit occupé par deux particules de méme spin ou deux
particules de spins différents, I’énergie sur site est identique et vaut Uy 4+ Us. Ainsi, quelle
que soit la configuration initiale, permuter deux particules de spins 0 et A situées sur deux
sites voisins va changer I’état du systéme sans changer son énergie. La Figure 6.4 (a) et (b)
montre la cohérence de phase parfaite de G anticorr(R) qui atteint sa valeur mazimale telle
que G anticorr(R = L/2) ~ popp ~ 1, alors que les fonctions de Green individuelles G (R)
et Go(R) décroissent exponentiellement ;

— d’aprés les mémes arguments que le cas 1D, un ordre magnétique a longue portée, de type
Ising, est établi suivant 'axe x.
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FIGURE 6.4 — Fonctions de Green individuelles GA(R) et Go(R) et fonction de Green de paire
anticorrélée G anticorr(R) = Go(R) en échelle linéaire [(a) et (c)] et semi-log (b) pour p = 2
et Ua/Uy = —0.1. En (a) et (b), t/Up = 0.02: dans la phase de Mott, seuls des mouvements
anticorrélés parfaitement cohérents existent: Go(R = L/2) ~ poppr ~ 1. En (c), t/Up = 0.10:
dans la phase superfluide, les fonctions de Green saturent, tous les mouvements sont cohérents.
De plus, les particules sont toujours corrélées car Ganticorr(L/2) > Go(L/2)Gx(L/2) et les
mouvements anticorrélés sont parfaitement cohérents.

Phase superfluide p = 2

Cette phase est trés similaire a la phase superfluide avec p = 1. La Figure 6.4 (b) montre
qu’il existe simultanément des mouvements cohérents anticorrélés de paires de particules 0 et A
et des mouvements cohérents individuels. Ici encore, la contribution majeure semble provenir des
mouvements cohérents anticorrélés. La fraction condensée p(k = 0) = po(k = 0) + pa(k = 0) est
non nulle et se comporte comme la densité superfluide, bien que légérement inférieure quantita-
tivement (Figures 6.13 et 6.14).

109



Chapitre 6. Bosons de spin-1/2 sur réseau 2D

Transitions de phases

Nous nous focalisons sur l'extrémité des lobes de Mott. Sur la Figure 6.5, nous tragons la
densité superfluide en fonction de t/Up lors de la transition MI-superfluide en fixant la densité
totale. Les courbes pour L = 8 avec 5 = 2L/t et # = 5L/t sont identiques: la limite de tempé-
rature nulle est bien satisfaite pour § = 2L/t. De plus, les effets de taille finie sont négligeables
pour les tailles étudiées. Sur cette figure, la densité superfluide ps évolue de fagon continue pour
les deux densités. A la différence du cas 1D, la forme des extrémités des lobes (cf. Figure 6.1)
indique que ces transitions, de la classe d’universalité du modéle XY classique 3D [66], sont du
second ordre. Bien que l'ordre de ces transitions soit en accord avec les prédictions du champ
moyen, nous ne pouvons pas comparer les exposants critiques de ces transitions.
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FIGURE 6.5 — Densité superfluide ps en fonction de ¢ /Uy lors de la transition MI-superfluide pour
les densités constantes p =1 (a) et p = 2 (b) avec Uy /Uy = —0.1 pour trois réseaux carrés de
coté L = {8,10,12}. Il n’y a aucun signe visible de discontinuité lorsque la taille augmente: ces
transitions sont du second ordre, comme le prédit ’analyse en champ moyen. Les effets de taille
finie et de température sont négligeables.

En résumé, pour Uz /Uy < 0, les propriétés principales des phases sont similaires a celles du cas
1D. Cependant, en comparaison avec le cas 1D:

— la fraction condensée p(k = 0) et la densité superfluide sont simultanément non nulles:
le comportement superfluide est donc ici une propriété d’'une phase condensée de Bose-
Einstein. A I'inverse du cas 1D, pour lequel le théoréme de Mermin-Wagner-Hohenberg
interdit 'existence de tout ordre a longue portée de symétrie continue dans la limite ther-
modynamique, le systéme peut adopter, en 2D a température nulle, une phase ordonnée de
symétrie continue, telle que la phase condensée de Bose-Einstein. Ceci explique pourquoi
les fonctions de Green peuvent désormais développer un ordre & longue portée;

— les extrémités des lobes des phases de Mott, qui décroissent en loi de puissance, se sont ar-
rondies et 'accord avec le diagramme de phase du champ moyen est meilleur. Ceci indique
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6.1. Etude & température nulle

que les transitions de phases & densité constante, de la classe d’universalité du modéle XY
classique 3D, sont du second ordre, alors qu’a 1D celles-ci sont de la classe d’universalité
de Kosterlitz-Thouless du modéle XY bidimensionnel.

6.1.2 Cas U,/U, > 0: polarisation et transitions du premier ordre

Ce cas est plus riche que le cas précédent et des différences importantes existent entre le
cas 1D et le cas 2D. La Figure 6.6 représente le diagramme de phase avec U /Uy = 0.1 pour
différentes tailles. Ce diagramme de phase est composé de phases isolantes de Mott et d’une phase
superfluide pour laquelle la fraction condensée est non nulle. A I'inverse des phases de Mott de
densités paires, les phases de Mott de densités impaires et la phase superfluide sont polarisées.
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FIGURE 6.6 — Diagramme de phase en Monte Carlo quantique avec Uy /Uy = 0.1 et diagramme
de phase en champ moyen en pointillés (cf. Figure 5.11 avec d=2). Les effets de taille finie et de
température sont négligeables et les barres d’erreurs sont plus petites que la taille des symboles.
La phase de Mott p = 1 et la phase superfluide sont polarisées, & I'inverse de la phase de Mott
p = 2 pour laquelle les populations sont équilibrées. La fraction condensée est non nulle dans
la phase superfluide, indiquant que cette phase est une phase condensée de Bose-Einstein. Les
transitions de phases sont du second ordre exceptées au bout du lobe p = 2 ot les transitions sont
du premier ordre, ce qui confirme les prédictions du champ moyen. La transition MI-superfluide
avec p = 1 fixée est de la classe d’universalité du modéle XY classique 3D.

o Lorsque t/Uy = 0, la largeur des lobes MI impairs vaut Ap/Uy = 1 — Uz /Uy et celle des
lobes pairs vaut Au/Uy = 1 + Uz /Upy. Comme nous I'avons vu en 1D, ceci implique que tous les
lobes impairs disparaissent lorsque Uy /Uy = 1.

o Lorsque t/Uy # 0, a l'instar du cas précédent, les lobes des phases de Mott se sont arrondis
en comparaison a ceux du cas 1D (¢f. Figure 5.35), signature, pour p = 1, de transitions de phases
du second ordre de la classe d’universalité du modeéle XY classique 3D [66] et leur longueur a
diminué d’un facteur trois environ.
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Chapitre 6. Bosons de spin-1/2 sur réseau 2D

Afin de comparer les deux méthodes, le diagramme de phase obtenu avec la méthode du
champ moyen est tracé en pointillés. Selon le champ moyen, une zone métastable existe & 1'ex-
trémité du lobe MI p = 2 entre les courbes en pointillés noirs et rouges. Les deux méthodes sont
en meilleur accord qu’a 1D L.

Phase de Mott p=1

Comme pour le cas 1D:

— & température fixée, des effets thermiques interviennent dans la limite ¢/Uy — 0. Hors
de cette limite, le systéme est fortement polarisé (Figure 6.7). A la différence du cas 1D
qui présente une quasi-polarisation, la polarisation, associée & un ordre a longue portée de
symétrie continue, persiste dans la limite thermodynamique;

— toutes les fonctions de Green décroissent exponentiellement & ’exception de la fonction de
Green anticorrélée qui atteint trés rapidement un plateau tel que Gapticorr(R = L/2) ~
1/8 < popa |cf. Figure 6.8 (a)]. Cette valeur asymptotique a été prédite par M. Foss-Feig 2.
De plus, des mouvements cohérents anticorrélés lévent la dégénérescence de cette phase
présente lorsque t/Up = 0. A la différence du cas Us /Uy < 0, Ganticorr(R = L/2) # popa ;

— un ordre ferromagnétique & longue portée existe dans le plan yz.
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FIGURE 6.7 — Histogrammes des densités des particules A (a) et 0 (b) en fonction de ¢/Uy pour
la transiton Mott-superfluide avec p = 1 et Uy /Uy = 0.1 pour L = 8 et f = 16/t. Pour ces
paramétres, des effets thermiques interviennent lorsque ¢/Uy < 0.02. Dans la phase de Mott, les
histogrammes se polarisent: le maximum de la distribution de I'une des deux espéces (spin A ici)
se situe en p, =~ 0, alors que le maximum de la distribution de ’autre espéce se situe en p, ~ 1.
La polarisation persiste dans la phase superfluide pour t/Uy > 0.06. Ce comportement, observé
pour différentes tailles, ne peut pas étre prédit par la méthode du champ moyen sur site.

1. En 2D, l'extrémité des lobes impairs (pairs) différe d’un facteur 1.5 (1.2) environ.
2. Communication privée.
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6.1. Etude & température nulle

Phase superfluide p =1

Cette phase est polarisée et Go(R) sature avec Gp(R) > G (R) a cause de la polarisation.
[cf. Figure 6.8 (c) et (d)]. Bien que les particules se déplacent quasi librement individuellement,
le plateau de G Anticorr(R = L/2) indique qu'’il existe toujours des mouvements anticorrélés de
paires de particules 0 et A. De plus, pour t/Uy = 0.10, les particules sont toujours corrélées
car Ganticorr(L/2) > Go(L/2)GA(L/2). A la différence du cas 1D, les densités de la fraction
condensée de chaque espéce po(k = 0) et pp(k = 0) sont non nulles. Cependant, ces densités ne
sont pas égales a cause de la polarisation.
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FIGURE 6.8 — Fonctions de Green individuelles G (R) et Go(R) et fonction de Green de paire
anticorrélée G apticorr(R) = G4(R) en échelle linéaire [(a) et (c)] et semi-log [(b) et (d)] pour
p = 1avec Us/Uy = 0.1. En (a) et (b), t/Up = 0.02: dans la phase de Mott, seuls des mouvements
cohérents anticorrélés existent dans le systéme et G,(R =L/2) ~ 1/8 < popa. En (c) et (d),
t/Up = 0.10: dans la phase superfluide, Go(R) sature avec Go(R) > Gx(R) a cause de la
polarisation. Les particules 0 et A sont corrélées Ganticorr(L/2) > Go(L/2)Gx(L/2) et des
mouvements cohérents anticorrélés de paires de particules 0 et A sont présents.

Phase de Mott p =2

Les populations sont équilibrées, les histogrammes P(pg) = P(pp) sont centrés en p/2 = 1
et les densités valent py ~ pp ~ p/2 ~ 1 (¢f. Figure 6.9). L’unicité de la fonction d’onde du
systéme dans cette phase pour t/Uy = 0, égale a |®) = @~ [ (|00) — |AA))/v2 ]i, fait de celle-
ci la phase la mieux décrite par la méthode du champ moyen. Lorsque t/Up devient non nul, il
n’existe aucune dégénérescence que le terme cinétique puisse lever, d’oti ’absence de mouvements
cohérents anticorrélés dans cette phase et la décroissance exponentielle des fonctions de Green
|cf. Figure 6.10 (a)]. Aucun ordre magnétique a longue portée n’existe dans cette phase. Ces
résultats sont similaires a ceux du cas 1D.
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0.20
0.15
0.10
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FIGURE 6.9 — Histogrammes des densités des particules A (a) et 0 (b) en fonction de ¢/Uy pour
la transiton MI-superfluide avec p = 2 et Uy /Uy = 0.1 pour L = 8 et § = 16/t. Dans toute la
phase de Mott, les populations sont équilibrées: les distributions P(py) = P(pg) sont centrées en
p/2 = 1. Lorsque le systéme devient superfluide (¢/Uy ~ 0.052), les histogrammes se polarisent:
le maximum de la distribution de I'une des deux espéces (spin A ici) est localisé en p, ~ 0, alors
que le maximum de la distribution de I’autre espéce se situe en p, ~ 2.

ol T ‘ T ‘ 1.2 ‘ T ‘ T ‘
100 R~ 7 -7t N (b) Superfluide, p=2 |
Mott, p=2) 4~ uyu,-01,L=12.
U /Uy=0.1, L=124 p=2L1, /U =0.08

B=4L/t, YU =0.02;

FIGURE 6.10 — Fonctions de Green individuelles Gx(R) et Go(R) et fonction de Green anticor-
rélée Ganticorr(R) = Go(R) en échelle semi-log (a) et linéaire (b) pour p = 2 avec Uy /Uy = 0.1.
En (a), t/Uy = 0.02: dans la phase de Mott, aucune cohérence de phase n’existe, toutes les fonc-
tions de Green décroissent exponentiellement. En (b), /Uy = 0.10: dans la phase superfluide, les
fonctions de Green saturent: tous les mouvements sont cohérents.

Phase superfluide p = 2

Les propriétés de cette phase sont les mémes qu’avec p = 1. Cette phase est polarisée (cf.
Figure 6.9) et la Figure 6.10 (b) montre qu’il existe, en plus des mouvements cohérents indivi-
duels, des mouvements cohérents anticorrélés de paires de particules 0 et A. Le régime de fortes
corrélations est toujours satisfait pour ¢/Uy = 0.10 et les particules sont toujours corrélées.
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6.1. Etude & température nulle

Nous venons de montrer que les propriétés des phases de Mott et de la phase superfluide sont
similaires & celles présentées en 1D. Cependant, la fraction condensée et la densité superfluide
sont simultanément non nulles dans la phase superfluide. A la différence du cas 1D pour lequel il
existe un QLRO, le systéme adopte un ordre de phase a longue portée et la superfluidité est, par
conséquent, une propriété d’une phase condensée de Bose-Einstein. Nous montrons maintenant
que la dimension du systéme a une forte influence sur les transitions de phases.

Transitions de phases

La méthode du champ moyen prédit qu’il existe une zone métastable a I'extrémité des lobes
des phases de Mott de densités paires pour Us /Uy €]0,0.20] (cf. Figure 5.13). Ceci se traduit par
une transition Mott-superfluide du premier ordre.

La méthode de Monte Carlo quantique & 1D, en désaccord avec le champ moyen, nous a per-
mis de constater que les transitions sont du second ordre, excepté aux points critiques situés aux
extrémités des lobes MI, pour lesquels la transition & densité fixée est de la classe d’universalité
du modéle XY bidimensionnel. Dans ce cas, les fluctuations quantiques trop importantes ne per-
mettent pas a la métastabilité de s’établir, et donc aux transitions du premier ordre d’apparaitre.
Ceci n’est plus vrai & 2D.

1.0 —— ‘ ‘ ‘
oskF (@ U2/U0=0.1 &
L o=
, 0.6 P=T1 w2 vy l=8, B=2L/
aoal O L=8, p=5L1t
all an L=10, p=2L/
02 =a L=12, B=2L/
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1.5
o> 1.0 =
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FIGURE 6.11 — Densité superfluide p; en fonction de ¢/Uy lors de la transition MI-superfluide pour
les densités constantes p =1 (a) et p =2 (b) avec Uz /Uy = 0.1 pour trois réseaux carrés de coté
L = {8,10, 12}. Les effets de taille et de température finie sont faibles et les barres d’erreurs sont
plus petites que la taille des symboles. Pour p = 1, il n’y a aucun signe de discontinuité lorsque
la taille augmente: la transition est du second ordre. Pour p = 2, la figure insérée représente un
agrandissement des courbes a la transition. Nous observons une discontinuité de ps lorsque la
taille augmente: la transition est du premier ordre. Ceci est en accord avec les prédictions du
champ moyen.
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Nous tragons sur la Figure 6.11 la densité superfluide ps en fonction de t/Uy lors de la tran-
sition MI-superfluide pour les densités constantes p = 1 (a) et p = 2 (b) avec Uz/Uy = 0.1.
Pour p = 1, il n’y a aucun signe de discontinuité lorsque la taille augmente: la transition, de
la classe d’universalité du modéle XY 3D [66], est du second ordre. A contrario, pour p = 2,
nous observons une discontinuité de ps lorsque la taille augmente laissant supposer que cette
transition est du premier ordre.

Afin de confirmer ce résultat, nous effectuons une coupe verticale du diagramme de phase
passant par le bout du lobe MI p = 2. En effet, un autre indicateur d’une transition du premier
ordre est l'observation d’une compressibilité négative kK = dp/0u dans I'ensemble canonique et
d’une discontinuité de p en fonction de p/Uy dans 'ensemble grand canonique [122]|. Dans 'en-
semble canonique, la construction de Maxwell permet de déduire la valeur de t./Uy a la transition.

Nous tragons sur la Figure 6.12 la densité p en fonction de p/Uy dans ’ensemble canonique
(a) et dans ’ensemble grand canonique (b) associée a la coupe verticale du diagramme de phase
passant par 'extrémité du lobe MI p = 2. Dans les deux ensembles, la signature d’une transition
du premier ordre est trés claire. Nous avons choisi le rapport Us /Uy = 0.05 car la zone métastable
est plus étendue pour ce rapport, ce qui rend plus explicite la représentation graphique de la
signature d’une transition du premier ordre. Cependant, cette signature est aussi observée dans
les deux ensembles pour le rapport Us /Uy = 0.1. Un saut de la densité superfluide ps est aussi
observé pour ces coupes.

511 (@) UyU,=0.05, U =0.042, L=8, p=16/t

Q 20

19 Ensemble canonique

i T i T i T i
2.1 (b) UyU,=0.05, ¥U,=0.042, L=12, B=24/t

Q20

1.9 | Ensemble grand canonique

L | L
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wu,

FIGURE 6.12 — Densité totale p en fonction de /Uy dans I'ensemble canonique (a) et dans
I'ensemble grand canonique (b), respectivement pour L = 8 et L = 12 a température nulle
B =2L/t avec Us/Uy = 0.05 et t/Uy = 0.042. Ces courbes correspondent a une coupe verticale
du lobe MI p = 2 a son extrémité. La pente négative (compressibilité négative) de p observée
dans I’ensemble canonique est le signe qu’une métastabilité existe. De méme pour la discontinuité
de p observée dans ’ensemble grand canonique. Pour ces deux courbes, la densité superfluide,
non tracée ici, présente une discontinuité et la transition est du premier ordre, en accord avec les
prédictions du champ moyen. Cette signature dans les deux ensembles est aussi observée pour le
rapport U /Uy = 0.1.
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FIGURE 6.13 — Densité superfluide ps en fonction de ¢/Uj avec une densité constante p = 2 pour
Us /Uy = {0.00,0.05,0.10,0.25,0.50, 1.00} avec la méthode de Monte Carlo quantique (a gauche)
et avec la méthode du champ moyen (& droite). Les deux méthodes sont en bon accord qualitatif et
quantitatif. Sur les deux graphes, I’évolution continue de p, pour Uy /Uy = {0.00,0.25,0.50,1.00}
indique que ces transitions sont du second ordre. Sur ces figures, seuls les rapports Us /Uy =
{0.05,0.10} présentent une discontinuité dans I’évolution de ps, signature d’une transition du
premier ordre.
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FIGURE 6.14 — Fraction condensée p(k = 0) en fonction de ¢t/Ujy avec une densité constante
p = 2 pour Uy /Uy = {0.00,0.05,0.10,0.25,0.50,1.00} avec la méthode de Monte Carlo quan-
tique pour L = 12 et § = 2L/t. L’allure de p(k = 0) est trés similaire a celle de ps de
la Figure 6.13 & gauche, mais p(k = 0) est quantitativement légérement inférieure a ps. Pour
Us /Uy = {0.05,0.10}, p(k = 0) présente une discontinuité dans son évolution: signature d’une
transition du premier ordre.
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Nous venons de voir que, contrairement au cas 1D, le champ moyen et la méthode de Monte
Carlo quantique sont en accord pour 'ordre des transitions pour les rapports Us /Uy = 0.05 et
Us /Uy = 0.10. Qu’en est-il des autres valeurs de Us /Uy ?

Le champ moyen prédit que la transition avec p = 2 est du premier ordre lorsque Uy /Uy €
10,0.2] et est du second ordre sinon (cf. Figures. 5.13 et 5.18). La Figure 6.13 montre la densité
superfluide ps en fonction de t/Uy pour différents rapports Us /Uy avec la méthode de Monte
Carlo quantique (& gauche) et avec la méthode du champ moyen (& droite). La figure de droite
correspond a la Figure 5.18 avec d = 2. Sur ces deux graphes, la transition est du second ordre
pour Us/Uy = {0.00,0.25,0.50,1.00} et est du premier ordre pour Us/Uy = {0.05,0.10}. Les
deux méthodes sont en bon accord qualitatif et quantitatif: le saut de ps, nul en Uy /Uy = 0,
augmente vers sa valeur mazimale en Us /Uy ~ 0.05, puis décroit jusqu’a zéro en Uy /Uy ~ 0.2.

Il est intéressant de montrer que la densité superfluide p; et la fraction condensée p(k = 0)
évoluent de fagon similaire. Nous tragons sur la Figure 6.14 la fraction condensée p(k = 0) me-
surée en Monte Carlo quantique en fonction de t/Uy avec une densité constante p = 2 pour
différentes valeurs de Us/Uy. Ces valeurs correspondent aux simulations de la Figure 6.13 a
gauche. Bien que ps et p(k = 0) évoluent de fagon qualitative identique, nous observons quan-
titativement que p(k = 0) est légérement inférieure & ps. Ceci est en accord avec le fait que
certaines particules d’impulsion non nulle contribuent a la superfluidité. De plus, sur cette figure
aussi, seuls les rapports Us /Uy = {0.05,0.10} présentent une discontinuité dans 1’évolution de

p(k =0).

6.1.3 Conclusion de la Section 6.1: étude 2D a température nulle

Cette étude 2D a montré que les quantités locales sont qualitativement identiques a celles
du cas 1D. Les principales différences observées dues & la dimensionnalité concernent ’ordre &
longue portée des fonctions de Green, la forme des diagrammes de phases, ainsi que la nature
des transitions de phases:

— al’inverse du cas 1D, pour lequel le théoréme de Mermin-Wagner-Hohenberg interdit 1’exis-
tence de tout ordre & longue portée de symétrie continue dans la limite thermodynamique,
le systéme peut adopter, en 2D a température nulle, une phase ordonnée de symétrie conti-
nue, telle que la phase condensée de Bose-Einstein (c¢f. Tableau 3.1). Nos mesures montrent
que la superfluidité est une phase condensée de Bose-Einstein ;

— par ailleurs, le quasi-ordre & longue portée associé a la quasi-polarisation des phases de
Mott de densité impaire et de la phase superfluide avec Us /Uy > 0 a 1D, se transforme, a
2D, en un ordre a longue portée dont la signature est le plateau de la fonction de Green
anticorrélée. Les phases de Mott de densité impaire et la phase superfluide sont polarisées
et présentent un ordre ferromagnétique a longue portée dans le plan yz;

— les extrémités des lobes des phases de Mott, qui décroissent en loi de puissance, se sont
arrondies et ’accord avec le diagramme de phase du champ moyen est meilleur.
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6.1. Etude & température nulle

Enfin, 'importance majeure de la dimensionnalité apparait dans I'ordre des transitions: des
transitions du premier ordre existent désormais pour le cas Us /Uy > 0 au bout du lobe de Mott
p = 2. Plus précisément, ces transitions sont du premier ordre lorsque Us /Uy €]0,0.2], comme
le prédit le champ moyen. Dans tous les autres cas, les transitions sont du second ordre et les
transitions & densité constante sont de la classe d’universalité du modéle XY classique 3D, alors
qu’en 1D, celles-ci sont de la classe d’universalité de Kosterlitz-Thouless du modéle XY bidimen-
sionnel. Nous avons aussi montré que la fraction condensée et la densité superfluide suivent le
méme comportement. Dans la section suivante, nous montrons, pour un systéme 2D, I'impact
des effets thermiques sur les phases et sur les transitions de phases précédemment discutées.
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6.2 Influence des effets thermiques

Expérimentalement, il est toujours difficile de s’affranchir des effets thermiques. Le refroi-
dissement subrecul, permet en pratique d’atteindre les températures les plus basses, de 'ordre
du nanokelvin (1079 K), soit le milliardiéme de degré au-dessus du zéro absolu [123]. Bien que
cette température soit extrémement basse a notre échelle, I’énergie thermique k7T qui lui est
associée reste proche des différentes énergies mises en jeu t, Uy, U et t2/Uy. D’autant plus, nous
avons vu qu'il n’est pas évident que les conditions kgT < {t,Uy, Uz} et kgT < t?/Upy soient
simultanément satisfaites dans la limite de forte interaction Uy > t.

L’étude des effets thermiques permet d’établir un lien entre la théorie et I’expérience en se
rapprochant un peu plus des conditions expérimentales. Une conséquence importante des effets
thermiques pour un systéme 2D est que les fluctuations thermiques détruisent systématiquement
tout ordre de symétrie continue & longue portée dans la limite thermodynamique (c¢f. Théoréme de
Mermin-Wagner-Hohenberg [67, 68, 69]). Le condensat de Bose-Einstein va donc disparaitre dés
lors que la température nulle n’est plus satisfaite. A I'instar du cas 1D a température nulle, nous
verrons cependant qu’un quasi-ordre & longue portée! peut s’établir dans la phase superfluide
pour un systéme de taille finie (¢f. Tableau 3.1). La petitesse de la taille des systémes étudiés
rend un tel ordre difficilement distinguable d’un véritable ordre a longue portée. Ce probléme
concerne aussi les systémes expérimentaux de taille finie L x L, avec généralement L ~ 1000.

L’étude en champ moyen nécessite, pour une gamme de paramétres u, Uy, Us, T fixés, de
minimiser 1'énergie libre 7 = —kpgT In Z par rapport au parameétre d’ordre, soit ) 0F /0¢s = 0
et F(1heq) = min(F). Pour cela, il faut calculer la fonction de partition Z telle que Z = 3" e~
avec f = 1/kpT. La diagonalisation numérique de la matrice hamiltonienne considérée permet
d’obtenir les vecteurs propres |¢,) et les valeurs propres &, qui satisfont I’équation aux valeurs
propres

Hzpin1/2|(1004> = 504|(:004>a

ouHE .1/, est le hamiltonien sur site |[Eq. (3.31)]. Nous renvoyons le lecteur a la Section 3.3 pour

plus de détails.

Nous présenterons les résultats des deux méthodes simultanément afin de les comparer direc-
tement. Nous aborderons, tout d’abord, le cas le plus complexe Us /Uy > 0 puis nous discuterons
briévement le cas plus simple Us /Uy < 0.

6.2.1 Cas U,/U, > 0: quasi-polarisation et disparition du premier ordre

A température nulle, le systéme adopte une phase isolante de Mott lorsque la densité est en-
tiére et lorsque la répulsion entre les particules est forte. Lorsque la répulsion sur site est faible, le
terme cinétique est alors minimisé et le systéme adopte une phase condensée de Bose-Einstein a
propriété superfluide (cf. Section 2.2). A deux dimensions, seule la propriété superfluide persiste
lorsque la température est basse, mais non nulle, et la phase superfluide disparait a haute tem-
pérature pour laisser place a une nouvelle phase. Cette nouvelle phase compressible ne présente
aucune cohérence de phase: ¢’est un liquide de Bose normal (NBL).

1. Décroissance des fonctions de Green en loi de puissance.
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6.2. Influence des effets thermiques

Par ailleurs, la phase de Mott, phase incompressible, n’existe strictement qu’a température
nulle. Il est cependant possible de fixer un critére quantitatif afin de discriminer une phase désor-
donnée peu compressible a basse température d’une phase désordonnée compressible (NBL) a
haute température |9, 16]. Par abus de langage, nous appellerons la phase peu compressible « ré-
gion de Mott ». Le passage de la région de Mott vers le NBL ne présente aucune singularité, ne
rompt aucune symétrie et est simplement un crossover entre deux comportement différents, peu
compressible et compressible, de la méme phase. Nous définissons arbitrairement ce critére de la
facon suivante: lorsque la densité du systéme différe de plus ou moins 1% d’une valeur entiére,
le systéme cesse d’adopter la région de Mott et adopte la phase NBL. De plus, la mesure de la
variance locale de la densité permet d’obtenir la compressibilité locale & = 3 ((nf) — <nr)2), ol
ny est le nombre total de particules au site r. Cette quantité permet aussi de distinguer les deux
phases désordonnées car < ~ 0 dans la région de Mott, alors que cette quantité est significative-
ment plus grande dans la phase NBL.

Nature des phases et fonte des régions de Mott
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FIGURE 6.15 — Evolution des régions de Mott (MI) de densités p = 1 et p = 2 en fonction de
la température T' pour un systéme carré de coté L = {8,10,12} en Monte Carlo quantique avec
Us/Up = 0.1. Aucune polarisation n’est observée dans les régions de Mott lorsque la température
est non nulle (k¥T'/Uy > 0.006). Ces régions disparaissent progressivement lorsque la température
augmente et finissent par disparaitre totalement lorsque k7'/Uy ~ 0.05. Dans la limite de tempé-
rature nulle (kT/Uy < 0.006), seule la phase superfluide existe en dehors des phases de Mott et
il existe une transition de phase. Lorsque k7'/Uy > 0.006, un liquide de Bose normal (NBL) se
développe progressivement entre les lobes MI et la délimitation en pointillés des régions de Mott
avec la phase voisine symbolise le crossover lorsque la phase voisine est la phase liquide.

Nous montrons sur la Figure 6.15 I’évolution des régions de Mott (MI) de densités p = 1 et
p = 2 pour différentes températures avec la méthode de Monte Carlo quantique (MCQ) pour
Us /Uy = 0.1. Pour une température donnée, ce graphe est obtenu en effectuant des coupes
verticales dans le plan (¢t/Up, 1/Up), i.e. en fixant la valeur de t/Uy et en variant u/Up dans
I’ensemble grand canonique. La région de Mott avec une densité p = 1 est détectée lorsque la
densité superfluide est nulle et lorsque la densité totale est telle que p € [0.99,1.01]. De méme, la
région MI p = 2 est détectée lorsque p; = 0 et lorsque la densité totale est telle que p € [1.98,2.02].
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Nous voyons sur cette figure que les lobes MI disparaissent progressivement lorsque la tem-
pérature augmente et finissent par disparaitre totalement lorsque k7T /Up ~ 0.05, ou k est la
constante de Boltzmann. Nous avons vu, dans la limite de température nulle (ici ¥7"/Up < 0.006)
a 2D, que la phase de Mott p = 1 est polarisée et des effets thermiques interviennent dans la
limite ¢/Uy — 0. A contrario, la phase de Mott p = 2 ne présente aucune polarisation. Lorsque la
température est non nulle mais basse, i.e. kT/Uy = 0.010 par exemple, aucune quasi-polarisation
n’est observée dans les régions de Mott: les histogrammes sont égaux et centrés en p/2 et les
densités moyennes sont égales pg ~ pp ~ p/2. L’équilibre des populations dans la région de Mott
p = 2 n’est donc pas affecté par les effets thermiques, contrairement a la région de Mott p = 1
qui se dépolarise trés rapidement lorsque la température augmente. En dehors des régions de
Mott, le systéme est soit liquide non polarisé (NBL), soit superfluide quasi-polarisé.

t/U;
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FIGURE 6.16 — Fonte des régions de Mott de densité p = 1 et p = 2 représentées en 3D avec
la méthode de Monte Carlo quantique pour Us/Uy = 0.1 et L = 8. La projection du graphe
3D dans le plan (u/Uy, t/Up), en haut, correspond a la Figure 6.15. La projection du graphe 3D
dans le plan (p/Uy, kT /Uy), en bas, montre I’évolution de la base (t/Up = 0) des lobes de Mott
en fonction de la température. Le gap & la base des lobes diminue quasi linéairement avec la
température.

La dépolarisation de la région de Mott p = 1 implique que 'ordre ferromagnétique a longue
portée existant dans le plan yz disparaisse dés lors que les effets thermiques interviennent. Cette
interprétation est cohérente avec I'argument théorique qui interdit ’existence d’un ordre a longue
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portée de symétrie continue pour un systéme macroscopique '. Nous montrons sur la Figure 6.16
la fonte de ces lobes de Mott en 3D toujours avec Us /Uy = 0.1. Nous pouvons voir dans le plan
du bas que le gap a la base des lobes diminue quasi linéairement avec la température.

Comparaison des diagrammes de phase avec k7T/Uy = 0.03

La Figure 6.17 montre les diagrammes de phase pour une température fixe, telle que kT /Uy =
0.03, obtenus avec la méthode de Monte Carlo quantique (& gauche) et avec la méthode du champ
moyen (& droite) pour Us /Uy = 0.1. La phase NBL et la phase superfluide sont toutes les deux
des phases compressibles et la mesure directe de la densité superfluide ps permet de les discrimi-
ner.

o Figure 6.17 a gauche: la phase liquide (NBL) et les régions de Mott ne sont pas polarisées,
les populations sont équilibrées. D’autre part, la phase des fonctions d’onde présente un QLRO
dans la phase superfluide. Cette phase présente aussi un QLRO magnétique dans le plan yz as-
sociée a une quasi-polarisation: les populations sont donc déséquilibrées pour les tailles étudiées
(cf. Figure 6.20). Au fur et & mesure que la température a augmenté depuis zéro, les extrémités
des lobes de Mott et la phase superfluide qui leur est contigué ont été détruites par les fluctua-
tions thermiques et le liquide est apparu. Pour k7/Uy = 0.03, la phase NBL est donc la phase
intermédiaire entre les phases de Mott et la phase superfluide.
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FIGURE 6.17 — Diagrammes de phase pour la température kT/Uy = 0.03 obtenus avec la mé-
thode de Monte Carlo quantique (a gauche) et avec la méthode du champ moyen (& droite)
pour U /Uy = 0.1. La méthode de Monte Carlo quantique montre qu’une région liquide (NBL)
intermédiaire s’est développée entre les régions de Mott et la phase superfluide. La méthode du
champ moyen est incapable de reproduire correctement ces résultats, car le terme cinétique n’est
pas pris en compte dans les phases désordonnées (MI ou NBL). De plus, elle prédit 'existence de
zones métastables (en rouge) et donc 'existence de transitions du premier ordre. Ceci contredit
les résultats obtenus avec la méthode de Monte Carlo quantique.

1. ¢f. théoréme de Mermin-Wagner-Hohenberg a 2D a température finie [67, 68, 69].
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o Figure 6.17 a droite: a la différence du cas en température nulle (cf. Figure 6.6), seule la
délimitation entre la phase superfluide et les autres phases est en accord avec le diagramme en
MCQ de gauche. La méthode du champ moyen ne permet pas d’obtenir les phases de Mott et la
phase NBL de fagon cohérente avec les résultats obtenus en Monte Carlo quantique. La raison
de cet échec est que lorsque le systéme n’est pas superfluide, i.e. lorsque le paramétre d’ordre )
est nul, le terme cinétique ne joue aucun role. Ainsi, le crossover entre la phase de Mott et le
NBL est indépendant de t/Uj et la démarcation de ces deux régions est invariablement la méme,
d’ou I’horizontalité de leur démarcation sur cette figure.

Avec cette méthode, il est donc seulement possible de distinguer de fagon satisfaisante la
phase superfluide d’une phase désordonnée. Nous attirons 'attention du lecteur sur le fait que
cette limite de la méthode du champ moyen sur site apparait aussi a température nulle pour des
systémes en présence de désordre [12]. Dans ce cas, la région NBL est remplacée par un verre
de Bose (Bose Glass) qui se développe lorsque le désordre croit (cf. Figure 4 de la Réf. [12]).
Comme & température nulle, le champ moyen prédit une phase superfluide polarisée. Un autre
point surprenant avec cette méthode concerne 'ordre des transitions. A température nulle, seule
la transition MI-superfluide avec p = 2 est du premier ordre pour le rapport Us/Uy = 0.1. A
température finie, les transitions de phases entre la phase superfluide et la phase désordonnée
sont du premier ordre aux extrémités des lobes MI p = 1 et p = 2. La région de métastabilité
associée a ces transitions est représentée en rouge sur cette figure. L’ordre de ces transitions est
invalidé par la méthode de Monte Carlo quantique.

Nous pouvons donc conclure que cette méthode de champ moyen ne permet pas d’obtenir un
diagramme de phase satisfaisant et est incapable de prédire correctement ’ordre des transitions
A température finie.

Comparaison des diagrammes de phase pour les densités p=1et p =2

Nous nous intéressons plus précisément aux diagrammes de phase pour les densités p = 1
et p = 2 avec Uy/Uy = 0.1. Afin de montrer les limites de la méthode du champ moyen a
température finie, nous utilisons et comparons, ici encore, les deux méthodes. Nous représentons
sur la Figure 6.18 les diagrammes de phase pour la densité p = 1 [graphes (a) et (b)| et pour
la densité p = 2 [graphes (c) et (d)]. Les diagrammes de phase du haut [(a) et (c)] sont obtenus
avec la méthode de Monte Carlo quantique et ceux du bas [(b) et (d)] sont obtenus avec celle du
champ moyen.

o Méthode de Monte Carlo quantique [Figure 6.18 (a) et (c)]
A température nulle:

— la phase superfluide polarisée est une propriété d’une phase condensée de Bose-Einstein
(BEC):

— la phase de Mott p = 1 est polarisée;

il existe une transition de phase quantique entre la phase de Mott et la phase superfluide

polarisée ;

— le point jaune situé a la transition MI-superfluide p = 2 indique que la transition est du
premier ordre.
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FIGURE 6.18 — Diagrammes de phase pour la densité p = 1 [(a) et (b)] et pour la densité p = 2 [(c)
et (d)] avec le rapport Us /Uy = 0.1. Les diagrammes de phase du haut [(a) et (c)] sont obtenus
avec la méthode de Monte Carlo quantique (MCQ) et ceux du bas [(b) et (d)] sont obtenus avec
la méthode du champ moyen (CM). Avec la méthode de MCQ: lorsque kT /Uy = 0, il existe
une phase de Mott et une phase condensée de Bose-Einstein superfluide polarisée. La phase de
Mott p = 1 est aussi polarisée et la transition MI-superfluide est du premier ordre pour p = 2
(point jaune). Pour les deux densités, une phase liquide intermédiaire non polarisée se développe
lorsque kT /Uy # 0 et la région MI disparait peu a peu. La polarisation du Mott p = 1 et le
BEC disparaissent dés lors que la limite de la température nulle n’est plus respectée. La phase
superfluide présente une quasi-polarisation due aux effets de taille finie et aucune transition du
premier ordre n’existe. Avec la méthode du CM: la délimitation des phases a température finie
n’est pas cohérente avec la méthode de MCQ et les régions rouges sont les régions de métastabilité
pour lesquelles les transitions sont du premier ordre. Cette méthode échoue a température finie.

A température finie:

— le condensat de Bose-Einstein disparait dés lors que la limite de la température nulle n’est
plus respectée ;

— la phase superfluide n’est plus strictement polarisée, mais présente une quasi-polarisation ;

— aucune forme de polarisation n’est observée dans les régions de Mott pour les températures
étudiées ;

— une phase intermédiaire désordonnée (NBL) se développe comme le prédit la théorie [3].

125



Chapitre 6. Bosons de spin-1/2 sur réseau 2D

Remarques:

— Dépolarisation de la région MI p = 1: cette région est équivalente & un systéme de spin-
1/2 sur réseau et est décrite par un modele effectif de spin de Heisenberg anisotrope [cf.
Eq. (5.20)] dont le couplage des spins est de I'ordre de #2/Uy. Dans la limite t/Uy — 0,
nous avons vu que ce couplage faible rend la phase de Mott p = 1 trés sensible aux effets
thermiques. Cette sensibilité permet de comprendre pourquoi cette région se dépolarise trés
rapidement pour de faibles températures, typiquement pour £7/Uy > 0.006 |Figure 6.19
(a)]. Du point de vue des bosons de Schwinger [75], ’absence de polarisation se traduit par
le fait que S..(R — 00) = 3 (52, g SF)/L? =0, avec SF = (fgr — Nar) /2 [cf. Eq. (5.18)].
Par conséquent, les deux populations sont équilibrées.

— Quasi-polarisation de la phase superfluide: les histogrammes mesurés dans cette phase sont
quasi-polarisés (cf. Figure 6.20). La quasi-polarisation a déja été discutée a la sous-section
5.2.4 pour le cas 1D a température nulle. Nous avons expliqué que, dans ce cas, les fluctua-
tions quantiques empéchent ’ordre magnétique a longue portée, associé a la polarisation,
de se développer dans la limite thermodynamique. Dans notre cas, ce sont les fluctuations
thermiques qui empéchent cet ordre a longue portée de se développer dans la limite ther-
modynamique.

Indépendamment de nos mesures, nous savons par des arguments théoriques que, dans la
phase superfluide & basse température, les fonctions de Green décroissent en loi de puissance
G(R) < R™" pour une distance R assez grande. Ce comportement est la signature d'un
quasi-ordre a longue portée (QLRO), l'ordre a longue portée (LRO) étant seulement établi
lorsque la température est nulle: le coefficient n variant de 1/4 & 0 dans la phase superfluide
lorsque la température tend vers zero [124]. Il est bien entendu que lorsque la tempéra-
ture est grande, le systéme adopte la phase NBL non polarisée et les fonctions de Green
décroissent exponentiellement. Cependant, la petitesse des systémes étudiés (L < 14) en
Monte Carlo quantique ne permet pas de distinguer le QLRO du LRO, bien qu’il soit facile
de distinguer la décroissance exponentielle. La quasi-polarisation de la phase superfluide
est donc, la encore, associée & un QLRO et n’existe que pour des systémes de taille finie.

Du point de vue des bosons de Schwinger, les spins présentent une certaine rigidité dans
le plan yz qui tend & les aligner dans la méme direction pour un systéme de taille finie
L x L et donne donc une quasi-polarisation telle que S,,(R = L/2) # 0. Lorsque la taille
du systéme augmente, cette "aimantation" dans le plan yz va peu & peu pointer aléatoire-
ment dans toutes les directions possibles et va donc changer la projection du spin suivant
I’axe z. Dans la limite thermodynamique, "I’aimantation" totale sera donnée par la valeur
moyenne de vecteurs d’orientation aléatoire et sera donc nulle: S,,(R — o0) = 0 dans ce
cas et la polarisation disparait.

o Méthode du champ moyen |Figure 6.18 (b) et (d)]

Les diagrammes sont composés de régions de Mott (MI), d’une phase liquide (NBL) et d’une
phase superfluide polarisée (« Polar. Superfluide »). Les régions rouges sont les régions de mé-
tastabilité pour lesquelles les transitions sont du premier ordre. L’analyse effectuée en Monte
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Carlo quantique ne montre pas l'existence de zones métastables. De plus, il est évident que cette
méthode est incapable de déterminer correctement les différentes phases & température finie: le
crossover MI-NBL ne tient pas compte du terme cinétique. Nous poursuivons donc notre étude
en utilisant seulement la méthode de Monte Carlo quantique.

Transitions de phases
o Crossover MI-NBL p =1 avec t/Uy = 0.02

Cette coupe verticale est représentée par le trait vertical discontinu dans le diagramme de
phase Figure 6.18 (a). Nous tragons sur la Figure 6.19 (a) I'évolution de G gnticorr(R) pour dif-
férentes valeurs de la température associées & ce crossover. A température nulle, soit kT /Uy =
0.0004, la phase de Mott polarisée présente des mouvements cohérents anticorrélés de paires de
particules 0 et A. La signature de ces mouvements est le plateau de la fonction de Green anti-
corrélée G anticorr(R = L/2). Toujours dans la région de Mott, lorsque 0.01 < kT'/Uy < 0.045, la
fonction de Green G gnticorr(R) décroit exponentiellement: les effets thermiques ont détruit les
mouvements cohérents anticorrélés. Ceci confirme la grande sensibilité de cette phase par rapport
aux effets thermiques. Aucun ordre n’est observé dans l'intervalle de température étudié, ce qui
n’exclut pas qu’un quasi-ordre puisse exister pour de plus faibles températures. Le crossover a
lieu lorsque kT /Uy ~ 0.045. La fonction de Green G gnticorr(R) décroit exponentiellement dans
toute la phase NBL.

o Transition de phase superfluide-NBL

Lors de la transition superfluide-NBL ayant lieu & température non nulle, nous montrons que:

A. les fonctions de Green G (R) et Ganticorr (R) passent d’une décroissance en loi de puissance
a une décroissance exponentielle ;

B. les histogrammes se dépolarisent ;

C. le saut universel et la chaleur spécifique permettent de déterminer la température critique.

A titre d’exemple, considérons la transition de phase superfluide-NBL p = 2 avec Us /Uy = 0.1
et t/Uy = 0.08. Cette coupe est représentée par le trait vertical discontinu de la Figure 6.18 (c),
ou la mesure de ps permet de voir que, dans ce cas, la transition a lieu pour k7"/Uy ~ 0.175.

A. Concernant le premier point, la Figure 6.19 (b) montre I'évolution de GA(R) et de
G anticorr(R) = G4 (R) avec ces paramétres. Bien que le changement de la pente de ces courbes
soit progressif, nous pouvons noter que celui-ci apparait environ a la transition. Sur cette figure,
GA(R) et G4(R) décroissent en loi de puissance dans la phase superfluide lorsque k7'/Uy < 0.175
et tendent vers une décroissance exponentielle dans la phase NBL, soit lorsque k7'/Uy augmente
depuis k£T'/Uy ~ 0.175. La fonction de Green Go(R), non tracée, suit le méme comportement.

B. Concernant la dépolarisation des histogrammes: la quasi-polarisation de la phase super-
fluide disparait systématiquement lorsque le systéme adopte la phase NBL, soit a la température
de transition T¢.. Nous montrons sur la Figure 6.20 I’évolution de I’histogramme P(py ) en fonction
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FIGURE 6.19 — En (a): fonction de Green anticorrélée G apnticorr(R) = G4(R) en échelle semi-log
pour différentes températures lors du passage de la région MI vers la phase NBL avec les para-
meétres Us /Uy = 0.1, L =12, t/Uy = 0.02 et p = 1. La fonction G,(R) décroit exponentiellement
VT, excepté dans la limite de température nulle k7'/Uy = 0.0004. En (b): fonction de Green
individuelle G5 (R) et anticorrélée G4 (R) en échelle semi-log pour différentes températures lors
du passage de la phase superfluide vers la phase NBL avec les paramétres Uy /Uy = 0.1, L = 12,
t/Uy = 0.08 et p = 2. La transition a lieu pour kT'/Uy ~ 0.175. Dans la phase superfluide, G5 (R)
et G4(R) décroissent en loi de puissance alors que ces fonctions décroissent exponentiellement
dans la phase NBL, ce qui signifie qu’aucun mouvement cohérent n’existe dans la phase NBL.

de la température associée & cette coupe. Nous voyons sur cette figure que le systéme est quasi-
polarisé pour kT'/Uy < 0.175 et 'histogramme se centre lors de la transition pour k7,./Uy ~ 0.175.
Les deux populations restent équilibrées dans toute la phase NBL. Dans la phase superfluide,
deux quasi-ordres a longue portée existent: celui lié a la symétrie globale de phase U (1) associée
a la superfluidité standard et celui lié & 'arrangement des spins dans le plan yz, soit la quasi-
polarisation. Ces deux QLRO disparaissent lorsque le systéme devient liquide. Dans la phase
superfluide, les spins, corrélés dans le plan yz, s’orientent aléatoirement dans I’espace lorsque la
dépolarisation se produit.

C. Enfin, nous montrons que le saut universel satisfait par ps, issu de la classe d’universalité
de Berezinsky-Kosterlitz-Thouless (BKT), et la chaleur spécifique C' permettent de détermi-
ner la température critique T,. Lors d’une transition BKT, la densité superfluide p, satisfait
la contrainte du saut universel a la température de transition T, [125]. Dans notre cas, cette
contrainte se traduit par la relation ps(T.) = kT'/nt, avec k la constante de Boltzmann et ¢ le
paramétre de saut du hamiltonien. La température a la transition 7, peut donc étre déterminée
par Uintersection de ps avec la droite kT'/wt. Cette détermination graphique de la transition
est montrée sur la Figure 6.21 pour différentes valeurs de t/Uy avec le rapport Us /Uy = 0.1 et
p = 2. La classe d’universalité BKT et le saut universel sont validés par une méthode totalement
indépendante: la température T, & la transition est déterminée par le maximum de la chaleur
spécifique C. En effet, la valeur de C' diverge a la transition dans la limite thermodynamique.
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FIGURE 6.20 — Histogramme P(ps) en fonction de la température lors de la transition de la
phase superfluide vers la phase NBL avec Uy /Uy = 0.1, t/Uy = 0.08, L = 8 et p = 2. Lorsque
kT /Uy < 0.175, le systéme superfluide présente une quasi-polarisation. Lorsque kT'/Uy > 0.175,
le systéme adopte une phase liquide de Bose normal non polarisée. La température pour laquelle
la quasi-polarisation disparait est donc approximativement la méme que celle de la transition.

Dans le cas d’un systéme de taille finie, C' atteint son maximum & la transition. Nous avons
utilisé un systéme de petite taille (L = 8 pour la Figure 6.21) car C est extrémement difficile &
calculer a basse température pour Us > 0 pour des tailles plus grandes.

t/Up T (ps)  Te(Cmax)
0.06 1.4940.10 1.674+0.15
0.07 1.82+0.05 1.854+0.15
0.08 1.99+0.05 2.00%0.15
0.09 2.10£0.05 2.10%0.20
0.10 2.19+£0.05 2.204+0.20

TABLE 6.1 — Valeurs de la température a la transition pour différentes valeurs de t/Uy avec
Us /Uy = 0.1 et L = 8. La température critique T.(ps) est obtenue via le saut universel alors
que T.(Cpax) est obtenue via le maximum de C: les valeurs sont en bon accord. L’hypothése
du saut universel est donc bien valide et le méme comportement est observé pour la transition
superfluide-NBL avec p = 1. Les données sont extraites de la Figure 6.21.

Le Tableau 6.1 permet de comparer les valeurs de T, obtenues par le saut universel et par
le maximum de C'. Les valeurs de la température critique 7, obtenues par les deux méthodes
indépendantes sont en bon accord: I’hypothése du saut universel est donc bien valide et la nature
de la transition est bien du type BKT.
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FIGURE 6.21 — Densité superfluide p; et chaleur spécifique C' en fonction de la température pour
différentes valeurs de t/Uy avec Uy /Uy = 0.1, p = 2 et L = 8. Selon le saut universel pour
les transitions du type BKT, la température a la transition 7, est déterminée par 'intersection
de ps avec la droite kT'/wt. Il est possible de déterminer 7, indépendamment en cherchant la
température pour laquelle C(T') atteint son maximum, indicateur de la transition de phase. Ces
deux méthodes sont cohérentes (cf. Tableau 6.1).

Comme nous 'avons mentionné, ces données sont obtenues pour un systéme de petite taille
de coté L = 8. La Figure 6.22 montre les effets de taille finie sur la densité superfluide pour
deux valeurs de t/Uy. Il n’est pas surprenant de voir que la pente de ces courbes a la transition
augmente lorsque la taille du systéme augmente. La détermination de la température critique
par le saut universel est donc plus précise pour des grandes tailles. En effet, lorsque L > 8, la
barre d’erreur des données de C' augmente significativement et ne permet plus de déterminer le
maximum de C' proprement. Il n’est donc plus possible de déterminer la température critique 7,
par la méthode du maximum de C. Nous observons le méme comportement pour la transition
superfluide-NBL avec la densité p = 1.

o Coupe du diagramme de phase a température fixée kT /Uy = 0.02

Revenons au diagramme de phase Figure 6.15. La Figure 6.23 correspond a une coupe verticale
de ce diagramme avec t/Uy = 0.035 pour une température fixée kT/Uy = 0.02. Nous tragons
sur cette figure la densité p, la densité superfluide p; et la compressibilité locale £ normalisée en
fonction de pu/Up. Cette coupe traverse la phase superfluide, la phase NBL et les phases MI p = 1
et p = 2. Lors du passage de la région MI vers la région NBL, la densité p et la compressibilité
locale K varient continiment et aucune symétrie n’est brisée, ceci est la signature d’un crossover.
De plus, la densité prend une valeur quasi entiére seulement dans la phase MI et la compressibilité
locale est constante dans cette phase. Dans la phase NBL, la densité ne prend pas une valeur
entiére (& 1% de la densité prés) et la compressibilité locale varie. Dans la phase superfluide, la
densité superfluide est non nulle et la compressibilité locale est plus grande que dans les deux
autres phases. Il est clair qu’aucune discontinuité n’existe sur cette figure et que par conséquent,
aucune transition de phase du premier ordre n’existe contrairement aux prédictions du champ
moyen.
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FIGURE 6.22 — Densité superfluide ps lors de la transition superfluide-NBL en fonction de la
température pour t/Uy = 0.06 et t/Uy = 0.10 avec Us/Uy = 0.1 et p = 2 pour les tailles
L = {8,10,12,14}. La pente de ps a la transition augmente systématiquement lorsque la taille
du systéme augmente. La température critique T,(ps), donnée par 'intersection de la courbe
de ps avec la droite kT'/7t, est donc déterminée de fagon plus précise. Nous observons le méme
comportement pour la transition superfluide-NBL avec p = 1.

3.0

T T T T T T
U,/U,=0.1, ¥U,=0.035, L=8, kT/U,=0.02
7.5 I Ensemble grand canonique

oop

FIGURE 6.23 — Evolution de la densité p, de la densité superfluide p, et de la compressibilité
locale % en fonction de p/Uy avec Uy /Uy = 0.1, t/Uy = 0.035 et L = 8 pour une température
fixée kT /Uy = 0.02. Cette coupe passe par la phase superfluide (ps # 0), la phase NBL (ps = 0
et & # cste) et les phases MI (ps = 0 et & = cste). La compressibilité & est multipliée par un
facteur arbitraire A pour une meilleure visibilité.
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Nous avons montré, lors de I’analyse 2D a température nulle, que la transition MI-superfluide
a densité constante p = 2 est du premier ordre lorsque Us /Uy €]0,0.2] et est du second ordre
lorsque Us /Uy = 0 ou Us /Uy €]0.2,1.0] (cf. Figure 6.13). A température finie, aucun signe d'une
transition du premier ordre n’a été observé pour les températures étudiées. La discontinuité dis-
parait trés rapidement et est trés sensible aux effets thermiques.

En conclusion, la température finie a un impact majeur sur les transitions du premier ordre et
sur les mouvements cohérents anticorrélés qui disparaissent trés rapidement lorsque la tempéra-
ture augmente depuis zéro. Pour une gamme de températures plus élevées, les effets thermiques
détruisent la phase de Mott et la phase superfluide pour donner naissance a un liquide de Bose
normal, phase compressible désordonnée. Nous allons maintenant traiter le cas Uy/Uy < 0 a
température non nulle qui a pour particularité de faire intervenir des mouvements anticorrélés
trés présents dans les phases de Mott lorsque la température est nulle.

6.2.2 Bréve discussion du cas U, /U < 0

A la sous-section 6.1.1, nous avons montré que les phases ne présentent aucune polarisation &
température nulle: les deux populations de bosons sont équilibrées. D’autre part, toutes les tran-
sitions sont du second ordre et des mouvements cohérents de paires anticorrélées existent dans
les phases de Mott. Nous nous intéressons aux effets thermiques en suivant le méme plan que
celui du cas précédent. Pour cela, nous n’utiliserons que la méthode de Monte Carlo quantique,
seule méthode satisfaisante a température finie.

Nature des phases et fonte des régions de Mott

La Figure 6.24 montre 1’évolution des régions de Mott de densités p = 1 et p = 2 pour
différentes températures avec Us /Uy = —0.1. Cette figure est obtenue en effectuant des coupes
verticales dans le plan (t/Up, u/Uy) dans I'ensemble grand canonique. La région MI avec une
densité p = 1 (p = 2) est détectée lorsque la densité superfluide est nulle et lorsque la densité
totale est telle que p € [0.99,1.01] (p € [1.98,2.02]).

Les lobes MI disparaissent progressivement lorsque la température augmente et disparaissent
totalement lorsque kT /Uy ~ 0.05. Ces résultats sont trés similaires & ceux du cas Uz /Uy > 0
(cf. Figure 6.15). De méme qu’a température nulle, aucune polarisation n’est observée dans les
régions de Mott: les histogrammes P(pg) = P(pa) sont centrés en p/2 et pg = pp = p/2. En
dehors des régions de Mott, le systéme est soit liquide (NBL), soit superfluide. Ces deux phases
aussi ne sont pas polarisées.

Nous allons directement discuter les diagrammes de phase de la Figure 6.25 pour les densités
p=1(a)et p=2(b)avec Uy/Uy = —0.1. Pour les deux densités, il existe une transition
de phase quantique du second ordre lorsque k7T /Uy = 0 entre la phase MI et la phase BEC
superfluide. Comme le cas Uy /Uy > 0, lorsque la température augmente depuis zéro, une phase
intermédiaire désordonnée, ou NBL, se développe. Pour les deux densités, le condensat de Bose-
Einstein disparait dés lors que la limite de la température nulle n’est plus respectée et aucune
polarisation n’est observée. Ces diagrammes de phase sont similaires a ceux du cas Uz /Uy = 0.1
(cf. Figure 6.18), notamment pour la densité p = 1 pour laquelle le terme de conversion n’a
presque aucune influence.
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FIGURE 6.24 — Evolution des régions de Mott de densités p = 1 et p = 2 en fonction de la
température pour un systéme carré L x L de trois tailles différentes en Monte Carlo quantique
avec Uy /Uy = —0.1. Dans toutes les phases de ce diagramme et pour toutes les températures
les deux populations sont équilibrées. Les régions de Mott disparaissent progressivement lorsque
la température augmente et finissent par disparaitre totalement lorsque kT /Uy ~ 0.05. Dans
la limite de température nulle (k7'/Uy = 0.006 sur le graphe), seule la phase superfluide existe
en dehors des lobes de Mott et il existe une transition de phase. Lorsque kT/Uy > 0.006, un
liquide de Bose normal (NBL) se développe progressivement entre les lobes et la délimitation en
pointillés des régions de Mott avec la phase voisine symbolise le crossover lorsque la phase voisine
est la phase liquide. Ce graphe est trés similaire a celui du cas Us /Uy = 0.1 (¢f. Figure 6.15).

Transitions de phases

o Crossover MI-NBL p = {1,2} avec t/Uy = 0.02

Ces coupes verticales sont représentées par les traits verticaux discontinus dans les dia-
grammes de phase Figure 6.25 (a) et (b). Nous tragons sur la Figure 6.26 1’évolution de G anticorr (R)
pour différentes valeurs de la température lors de ce crossover pour les densités p = 1 (a) et
p =2 (b). Lorsque la limite de température nulle est satisfaite, ici kT/Uy = 0.0004, G anticorr(R)
atteint rapidement un plateau tel que G anticorr(R = L/2) =~ popa, signature de la présence de
mouvements cohérents anticorrélés et d’un ordre ferromagnétique a longue portée, de type Ising,
suivant axe x. Lorsque kT /Uy > 0.01, la fonction G anticorr(R) décroit exponentiellement: il
n’existe plus de mouvements cohérents anticorrélés, ni d’ordre de spin. Cette décroissance, ob-
servée pour de faibles températures telles que kT/Uy ~ 0.01, montre que les effets thermiques
détruisent rapidement 1’ordre de spin. L’équilibre des deux populations est donc d’origine ther-
mique, & I'inverse de la limite de température nulle pour laquelle cet équilibre est assuré par un
ordre de spin & longue portée suivant I’axe . Aucun ordre de spin n’existe dans ces phases pour
les températures finies étudiées, ce qui n’exclut pas qu’un ordre puisse exister pour de trés faibles
températures, comme nous le supposions (c¢f. Tableau 3.1).
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FIGURE 6.25 — Diagrammes de phase pour les densités p = 1 (a) et p = 2 (b) avec le rap-
port Uy /Uy = —0.1 obtenus avec la méthode de Monte Carlo quantique. Lorsque kT'/Uy = 0, il
existe pour les deux densités une phase de Mott et une phase superfluide, propriété d’une phase
condensée de Bose-Einstein (BEC). La transition de phase est continue. Une phase liquide inter-
médiaire non polarisée se développe lorsque kT'/Uy # 0 et les régions MI disparaissent peu a peu.
Le condensat de Bose-Einstein disparait lorsque les effets thermiques interviennent. La transition
de phase superfluide-NBL est du type BKT et la passage de la région de Mott vers la phase NBL
est un crossover: aucune discontinuité n’est observée. Les traits verticaux en pointillés situés a
t/Uy = 0.02 pour les deux densités correspondent aux coupes de la Figure 6.26 et le trait vertical
en pointillés situé a t/Uy = 0.06 pour p = 2 correspond a la coupe de la Figure 6.27.

o Transition de phase superfluide-NBL

Quelle que soit la densité, cette transition ayant lieu & température non nulle est de la
classe d’universalité de Berezinsky-Kosterlitz-Thouless (BKT). En effet, la température critique
déterminée, d’une part, par I'intersection de ps avec la droite kT'/mt et déterminée, d’autre part,
par le maximum de la capacité thermique C sont en bon accord (c¢f. Tableau 6.2). L’accord de
ces deux méthodes indépendantes confirme que la nature de la transition est bien du type BKT.

t/UO Tc (ps) Tc (Cmax)
0.06 1.854+0.05 1.75%0.10
0.07 2.00+£0.05 2.00£0.10
0.08 2.10+£0.05 2.05x0.05
0.09 2.144+0.05 2.16=+0.05
0.10 2.18+0.05 2.15+0.05

TABLE 6.2 — Température a la transition superfluide-NBL pour différentes valeurs de t/Up avec
Us/Up = —0.1 et L = 12. La température critique T¢(ps) est obtenue via le saut universel alors
que To(Chax) est obtenue via le maximum de C: les valeurs sont en bon accord. L’hypothése
du saut universel est donc bien valide et le méme comportement est observé pour la transition
superfluide-NBL avec p = 1. Similaire au Tableau 6.1.
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FIGURE 6.26 — Fonction de Green anticorrélée G anticorr(R) = Go(R) en échelle semi-log pour
différentes températures lors du crossover MI-NBL avec Uy /Uy = —0.1, t/Uy = 0.02 et L =
12 pour les densités p = 1 (a) et p = 2 (b). Pour les deux densités, cette fonction décroit
exponentiellement VkT' /Uy > 0.01, ce qui n’exclut pas qu'un ordre a longue portée puisse exister
pour de trés faibles températures dans la région de Mott. Pour les températures étudiées, un
ordre & longue portée existe seulement a température nulle, ici k¥T/Uy = 0.0004, signalant la
présence de mouvements cohérents anticorrélés et d’un ordre ferromagnétique & longue portée,
de type Ising, suivant 'axe x.
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FIGURE 6.27 — Fonction de Green individuelle Ga(R) et anticorrélée Go(R) en échelle semi-log
pour différentes températures lors du passage de la phase superfluide vers la phase NBL avec les
paramétres Us /Uy = —0.1, L = 12, ¢t/Uy = 0.06 et p = 2. La transition a lieu vers kT /Uy ~ 0.125.
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Nous tragons sur la Figure 6.27 1'évolution de GA(R) et de Ganticorr(R) = Go(R) pour
différentes valeurs de la température lors de la transition superfluide-NBL avec p = 2 (¢f. trait
vertical de la Figure 6.25 (b) en t/Uy = 0.06). Dans la phase superfluide a température finie,
GA(R) et G4(R) décroissent en loi de puissance alors que ces fonctions décroissent exponen-
tiellement dans la phase NBL, ce qui signifie qu’aucun mouvement cohérent n’existe dans la
phase NBL. Nous avons précédemment montré que, dans la limite de température nulle, la phase
superfluide condensée de Bose-Einstein, présente un ordre magnétique, supposé de type Ising
suivant 'axe x. A température finie, la décroissance de Go(R) en loi de puissance indique que
cette organisation magnétique persiste dans la phase superfluide et disparait lorsque le systéme
adopte la phase NBL.

6.2.3 Conclusion de la Section 6.2: étude 2D a température finie

En 2D a température nulle, la méthode du champ moyen et la méthode de Monte Carlo
quantique sont en bon accord qualitatif:

— la superfluidité est une propriété d’'une phase condensée de Bose-Einstein ;

— lorsque Uy /Uy > 0, la phase MI p = 1 et la phase superfluide sont polarisées et la tran-
sition de phase MI-superfluide p = 2 est du premier ordre lorsque Us /Uy €]0, 0.2]. Toutes
les autres transitions sont du second ordre. La polarisation est associée a un ordre ferro-
magnétique a longue portée dans le plan yz;

— lorsque Uy /Uy < 0, toutes les phases sont équilibrées et des mouvements anticorrélés de
paires de particules 0 et A existent. Un ordre ferromagnétique & longue portée, de type
Ising, suivant I’axe = existe dans les phases de Mott et est supposé exister dans la phase
superfluide.

A température finie, le condensat de Bose-Einstein est immédiatement détruit par les fluctua-
tions thermiques: aucun ordre & longue portée de symétrie continue ne peut exister. De plus, quel
que soit le signe de Uy /Uy, les effets thermiques détruisent trés rapidement tous les mouvements
cohérents anticorrélés présents & température nulle.

Par ailleurs, une nouvelle phase désordonnée, de méme symétrie que la phase de Mott mais
compressible apparait: cette phase est un liquide de Bose normal. Dans toutes les régions de
Mott, ainsi que dans la phase NBL, les effets thermiques équilibrent les populations.

Plus précisément, pour Us /Uy > 0, la polarisation de la phase de Mott p = 1, associée a
un ordre magnétique a longue portée dans le plan yz, disparait car les excitations thermiques
détruisent rapidement les corrélations spin-spin. Nous observons toutefois une quasi-polarisation
de la phase superfluide associée a un quasi-ordre a longue portée. Cette quasi-polarisation, qui
n’existe que pour des systémes de taille finie, présente un intérét particulier pour les études ex-
périmentales qui mettent en jeu des systémes de taille limitée.
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Pour U /Uy < 0, les effets de température finie détruisent trés rapidement l'ordre ferroma-
gnétique suivant ’axe x des phases de Mott. Les régions de Mott étudiées ne présentent donc
aucun ordre magnétique. Cependant, 'ordre magnétique observé dans la phase superfluide a
température nulle, supposé étre un LRO de type Ising, persiste dans toute la phase superfluide
et disparait lorsque le systéme adopte la phase NBL.

Nous avons montré que le passage de la région de Mott vers le NBL est un « crossover » et il
nous a fallu fixer un critére quantitatif arbitraire afin de discriminer ces deux phases désordon-
nées. Par ailleurs, la transition superfluide-NBL est du type BKT et la température de transition
est déterminée a la fois par le critére du saut universel et par le maximum de la chaleur spécifique.
Aucune transition du premier ordre n’a été observée.

Un autre point important est que la méthode du champ moyen sur site échoue & température
finie. En effet, cette méthode ne prenant pas en compte le terme cinétique dans les phases désor-
données est incapable de déterminer correctement la région de Mott et la région NBL. Dans la
bibliographie, le méme probléme intervient, & température nulle en présence de désordre, pour
discriminer la phase de Mott du verre de Bose [12].

Enfin, les particularités liées aux effets de conversions du spin, avec |Us|/Uy = 0.1, semblent

trés fragiles face aux effets thermiques. Il risque donc d’étre trés difficile de les observer dans des
systémes expérimentaux pour lesquels les effets thermiques ont toujours une influence.
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Quatriéme partie

Bosons de spin-1 sur réseau optique 2D
a température nulle
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Chapitre 7

Etude en champ moyen

Dans cette partie, nous présentons nos résultats concernant 1’étude du systéme de spin-1
décrit par le hamiltonien HE, ; [Eq. (3.30)] avec la méthode du champ moyen & température
nulle. Comme pour le modéle de bosons de spin-1/2, trois cas distincts seront abordés: le cas
sans conversion Us /Uy = 0, puis le cas avec conversions du spin tel que Uz /Uy < 0, dit « fer-
romagnétique » et, enfin, le cas Us /Uy > 0, dit « antiferromagnétique » du fait du signe des
interactions spin-spin sur site. Pour ces trois cas, nous présentons le diagramme de phase du
systéme et discutons les transitions de phases. Nous précisons que cette étude, réalisée a d = 2
dimensions, donne quantitativement les mémes résultats quelle que soit la dimension du systéme
a un facteur d prés!. Les résultats présentés dans toute cette section sont trés similaires & ceux
obtenus par Pai et al. avec la méme méthode [9].

7.1 Diagramme de phase et quantités physiques mesurées

L’équilibre du systéme est obtenu en minimisant 1’énergie libre par rapport au paramétre
d’ordre 1 = (1_, %0, %) (cf. Section 3.3). A température nulle, I’énergie libre est égale a ’éner-
gie de I'¢tat fondamental £;. Nous rappelons que:

— lorsque I’énergie minimum &, est obtenue pour 9 = 0, la fraction condensée 1/12 = 1/13 +
@ZJ% + 1/)_2“ égale a la densité superfluide ps selon cette méthode, est nulle et le nombre to-
tal de particules sur site ne fluctue pas: le systéme adopte une phase isolante de Mott (MI) ;

— lorsque I’énergie minimum &, est obtenue pour % # 0, la fraction condensée Y% est non
nulle et le systéme adopte la phase superfluide avec la densité superfluide p, = 2.

Le diagramme de phase dans le plan (¢/Uy, pu/Up) est obtenu en déterminant la valeur de 1 mi-
nimisant I’énergie interne du systéme pour chaque couple (t/Up, 11/Up). Les quantités calculables
avec cette méthode sont uniquement des quantités sur site. Ces quantités sont:
— les densités des particules de spin 0 = {—1,0, 4+1} telles que p, = (@g|N0ilpg) = <<,0g|dj;i&m\<pg>,
avec |¢g) le vecteur d’onde de I'état fondamental, ainsi que la densité totale p = p_ + py +
P+

1. La quantité t/Uy est divisée par le facteur d.
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— les densités superfluides de chaque espéce ps— = V2, pso = w% et psy = wi, ainsi que la
densité superfluide totale ps = ps— + pso + Ps+ ;

— les corrélations densité-densité sur site, définies par Cyor(0) = (@g|feinioril@g), avec les
spins o et o’ égaux a {—1,0,+1};

— les valeurs moyennes des corrélations spin-spin sur site:

Fra(0) = {(pgl(FF)]0g)
Fyy(0) = <809|<Fiy>2’909> (7.1)
FZZ(O) - <¢g|(ﬁzz)2|¢g>

-~

avec Fl-‘”, Fiy et Ff les composantes de ’opérateur de spin f‘, défini par F= Yoo abJ oo Qg s

oo ={-1,0,+1} et J o' sont les matrices de spin-1. Les expressions de ces composantes

sont:

(dL‘ + ‘ﬂi)%i + d(];i(dli + du))

% (&L B dL)&Oz &(ng(alz &Ti)) (7.2)
afy; = aliay; = A =y
(F2) = Fuu(0) + Fyy(0) + Fo. (0); (7.3)

— le paramétre d’ordre nématique sur site, tenseur Q de trace nulle dont les composantes

diagonales sont:

ny = Fyy(o) - %F2(0) (7~4)
sz = Fzz(o) - %FQ(O)

Ces quantités, telles que Qzz + Qyy + Q2. = 0, renseignent sur 'ordre magnétique sur site

et sont identiquement nulles lorsque les spins sont isotropes [4, 5.

7.2 Meélange sans conversion du spin: U, /Uy = 0

Ce cas représente un mélange de trois populations de bosons dont le spin ne joue aucun role
dans le sens ou les interactions de répulsion sur site sont toutes identiques. Le diagramme de
phase de ce systéme est représenté sur la Figure 7.1 en haut.
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FIGURE 7.1 — Diagramme de phase en champ moyen sans conversion du spin Us/Uy = 0 (en
haut) et surface de I’énergie fondamentale en fonction des composantes du parameétre d’ordre vy
et 11 (en bas). En bas a gauche (t/Up, u/Up) = (0.02,1.30): I'énergie est minimale pour ¥ = 0,
signature de la phase isolante de Mott. En bas a droite (t/Uy, 1n/Up) = (0.03,1.30): 'énergie du
fondamental, située sur Uellipse d’équation ps = 2¢_2~_ + ¢8 avec ps = cste, est minimale pour
Y = \/ps # 0, signature de la phase superfluide avec p; la densité superfluide associée.

Phases de Mott

La Figure 7.1 en bas & gauche représente la surface typique de I’énergie dans la phase de
Mott. Dans la limite /Uy = 0, le systéme adopte une phase MI avec p bosons par site lorsque
le potentiel chimique p satisfait la condition p — 1 < p/Uy < p. La base des lobes MI vaut
Ap/Uy =1 pour toutes les valeurs de p. Ces propriétés sont trés similaires a celles des bosons a
deux états de spin. Le Tableau 7.1 indique les différents états |n_,ng,n4) dégénérés, d’énergie
&y, des phases de Mott p = {1,2} avec U /Uy = 0. Nous explicitons dans ce tableau les propriétés
magnétiques de chacun de ces états. Il n’existe aucune corrélation des densités: les corrélations
densité-densité sur site sont égales aux produits des densités considérées. Par ailleurs, la phase de
Mott p =3 (p = 4) est composée de dix (quinze) états dégénérés d’énergie £, = 3Uy (€, = 6U)).
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Etat [n—,n0,n4) || Fiz(0) | Fyy(0) | F22(0) || F(0) || Qua | Quy | Qs
1100) 0.5 0.5 1 2 | -1/6|-1/6 | 1/3
Mott p =1
P 010) 1 1 0 2 1/3 | 1/3 | -2/3
7 1001) 0.5 0.5 1 2 | -1/6|-1/6 | 1/3
1200) 4 6 1 1] 2
020) 2 2 0 4 2/3 | 2/3 | -4/3
Mott p = 2 002) 4 6 1 1] 2
& =Us 1110) 2.5 2.5 1 6 1/2 | 1/2 | -1
1101) 1 1 0 2 1/3 | 1/3 | -2/3
011) 2.5 2.5 1 6 1/2 | 1/2 | -1

TABLE 7.1 — Corrélations spin-spin sur site, moment magnétique local [Eq. (7.3)] et composantes
du paramétre d’ordre nématique [Eq. (7.4)] pour les trois (six) états dégénérés, d’énergie &, de
la phase de Mott p =1 (p = 2) avec Uy /Uy = 0. Le code couleur permet d’identifier les états de
propriétés magnétiques identiques.

Phase superfluide
Le hamiltonien g, [Eq. (3.30)] admet la symétrie H ;1 (qe, oyr) = HE1 (e, gr).-
Cette symétrie implique que, lorsque 1 # 0, I’énergie libre est minimisée avec ¥_ = v, [9].
Par ailleurs, la référence [9] précise que les parameétres ¥_, ¢y et ¥4 peuvent étre restreints a
'ensemble des nombres réels dans I'hypothése d’un superfluide spatialement uniforme. A titre
d’exemple, I'énergie du fondamental dans la phase superfluide est représentée sur la Figure 7.1
en bas a droite. Dans toute la phase superfluide, I’état fondamental est infiniment dégénéré et
I’énergie minimum &, est située sur 'ellipse d’équation ps = 21/1?r + 93 avec ps = cste. Ainsi,
tous les points situés sur cette ellipse correspondent a des états de méme énergie £;, de méme
densité totale p et de méme densité superfluide ps. Dans ’ensemble grand canonique, les fluc-
tuations du nombre de particules de chaque espéce, issues de l'interaction entre le réservoir de
particules condensées et le systéme sur site, vont faire évoluer librement I'état fondamental du
systéme sur cette ellipse. A contrario, la valeur des densités p, et des densités superfluides psq
avec o = {—,0,4} varie en fonction des coordonnées du point considéré sur cette ellipse. Il en
est de méme des valeurs des corrélations spin-spin sur site F;(0), Fyy(0) et F;.(0).

Afin d’illustrer clairement I'influence des coordonnées du point considéré, nous tragons sur
la Figure 7.2 (en haut) la projection du graphe 3D de la phase superfluide de la Figure 7.1. Sur
cette figure, nous référencons un état fondamental par ses coordonnées polaires. Sur la Figure 7.2
en bas & gauche, nous montrons I’évolution des densités p, et des densités superfluides p,q, avec
a = {—,0,+}, lorsque I'angle § varie. Remarquons que p = 1.93 et ps; = 0.52 sont constantes
V6. La Figure 7.2 en bas & droite montre le comportement des corrélations spin-spin sur site
F.2(0) = Fy, (0), F..(0) et du moment magnétique local F2(0) lorsque l'on fait varier 'angle 6.
Il est important, pour la suite de ce chapitre, de remarquer que:

— F2(0) atteint son maximum lorsque § = wk=+7 arctan(1/y/2) ot k € Z. Pour 6 € [0, 27], ceci
donne en radians §/7 ~ {0.2,0.8,1.2, 1.8}, soit en degrés 6 ~ {35.3°,144.7°,215.3°,324.7°}.
Ces angles correspondent aux états tels que pg = p— + p+ et pso = ps— + Ps+;
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7.2. Mélange sans conversion du spin: Uy /Uy =0

~ F%(0) est minimale pour § = 5k ot k € Z. Dans ce cas, les populations sont polari-
sées avec, d'une part, (pg = p, p— + p+ = 0) et (pso = ps, ps— + ps+ = 0) lorsque k est
pair, et d’autre part, (po = 0, p—+p4 = p) et (pso = 0, ps—+ps+ = ps) lorsque k est impair.

By, =g

1
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0.5
-1.6
0 -1.605
-0.5
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PEPGHPLAP. — PP tPe, P, 2507 8 2 #Y%
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FIGURE 7.2 — En haut: projection de I’énergie en fonction des composantes 1y et ¢y = ¥_ du
paramétre d’ordre 1 dans la phase superfluide avec les parametres (¢/Uy, p/Up) = (0.03,1.30) et
Us /Uy = 0. Cette projection correspond au graphe de la Figure 7.1 en bas a droite pour lequel
p =193 et p; = 0.52. En bas & gauche: comportements des densités pg et p+ + p_ et des densités
superfluides pso et pst + ps— associées au graphe du haut en fonction de /7. En bas a droite:
évolution des corrélations spin-spin sur site Fy(0), Fy,(0) et F,.(0) et de leur somme F?(0)
associées au graphe du haut en fonction de /.

Transitions de phases

Les différentes coupes verticales effectuées dans le diagramme de phase, non tracées ici, ne
montrent aucune discontinuité des densités et des densités superfluides: toutes les transitions
sont du second ordre. Nous montrons, cependant, la densité superfluide ps en fonction de ¢/Uy
pour les densités constantes p = {1,2,3,4} sur la Figure 7.3. Pour ces coupes aussi, toutes les
transitions sont du second ordre.
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4

FIGURE 7.3 — Evolution de la densité superfluide ps en fonction de ¢/Uy pour les densités
constantes p = {1,2, 3,4} avec Uz /Uy = 0. Ces courbes correspondent a des coupes horizontales
des lobes MI en adaptant le potentiel chimique pour maintenir la densité constante. L’évolution
continue de ps est la signature de transitions du second ordre.

Le cas sans conversion du spin que nous venons de présenter va servir de référence pour
comprendre l'influence des conversions du spin pour ce systéme. Nous avons vu que les propriétés
de ce systéme sont trés similaires & celles du systéme de bosons de spin-1/2 précédemment étudié.

7.3 Interaction ferromagnétique: U, /Uy < 0

Ce cas représente un mélange de trois populations de bosons tel que les espéces de spin —1 et
+1 peuvent se transformer en particules de spin 0, et réciproquement. Le signe négatif de Us, en
facteur devant les interactions spin-spin sur site du hamiltonien Hg;,; [Eq. (3.30)], va maximiser
le moment magnétique local F'(0) et est a l'origine de l'appellation « ferromagnétique » dans la

bibliographie [4, 36].

Le diagramme de phase avec Us /Uy = —0.1, composé de phases de Mott et d’une phase
superfluide, est représenté sur la Figure 7.4. Le choix de la valeur Us /Uy = —0.1 vient du fait
que la physique pour Uy /Uy = 0.1 est particuliérement intéressante. Garder la méme valeur ab-
solue nous permettra de comparer ces deux cas. De plus, ce choix nous permettra d’effectuer une
comparaison avec ’étude 1D [9, 22].

Phases de Mott
La Figure 7.5 (a) et (b) représente la surface de ’énergie dans la phase de Mott. Bien que

I’énergie la plus basse se situe en 9 = 0, nous pouvons noter que la surface de I’énergie adopte
une forme différente de celle du cas Uy /Uy = 0 (cf. Figure 7.1).
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7.8. Interaction ferromagnétique: Uz /Uy < 0

4 i
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3 i -
q
- Superfluide
2 - — -
2 2, U,/U,=-0.1
14 1
0d % . . I .
0 0.02 0.04 0.06 0.08
YU,
FIGURE 7.4 — Diagramme de phase en champ moyen avec conversions du spin Us/Uy = —0.1.

Toutes les phases de Mott sont dégénérées et les transitions de phases sont toutes du second
ordre. La ligne bleue en trait discontinu correspond a la coupe de la Figure 7.6.

Dans la limite t/Uy = 0, le systéme adopte une phase MI avec p bosons par site lorsque le
potentiel chimique p satisfait la condition (p — 1)(1 — |Uz2|/Uy) < p/Uy < p(1 — |Us|/Up). La
base des lobes MI vaut Ap/Uy =1 — |Us|/Up = 0.9 pour toutes valeurs de p. Ceci implique que
la largeur, en t/Uy = 0, des lobes MI décroit linéairement avec |Us|/Uy et que toutes les phases
MI disparaissent lorsque |Us|/Uy = 0.5. L’évolution de la surface délimitant la phase de Mott et
la phase superfluide en fonction de |Us|/Uy est qualitativement similaire a celle du systéme de
bosons de spin-1/2 (¢f. Figure 5.7).

Etat [n_,n9,m+) Fyu(0) | Fyy(0) | F22(0) || F2(0) || Qua | Quy | Q22
1100) 0.5 0.5 1 2 -1/6 | -1/6 | 1/3
Mott p=1
e o |010) 1 1 0 2 1/3 | 1/3 | -2/3
! 1001) 0.5 0.5 | 2 |[-1/6|-1/6| 1/3
1200) 1 1 4 6 1| -1 2
1002) 1 1 4 6 1| -1 2
Mott p =2
1110) 2.5 2.5 1 6 1/2 | 1/2 | -1
Sg =Up+ U,
|011) 2.5 2.5 1 6 1/2 | 1/2 | -1
(v/2|020) + [101))/+/3 3 3 0 6 1 1 -2

TABLE 7.2 — Corrélations spin-spin sur site et composantes du paramétre d’ordre nématique
[Eq. (7.4)] pour les trois (cinq) états dégénérés, d’énergie £,, de la phase de Mott p =1 (p = 2)
avec Us /Uy = —0.1. Le code couleur permet d’identifier les états de propriétés magnétiques
identiques. Les densités de la superposition linéaire (1/2/020) + [101))/+/3 sont (p_, po, py) =
(1/3,4/3,1/3). Ce tableau est a comparer avec le Tableau 7.1.
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Chapitre 7. Etude en champ moyen

Le Tableau 7.2 indique les états dégénérés, d’énergie &,, des phases de Mott p = {1,2} avec
Us /Uy = —0.1. Nous explicitons, dans ce tableau, les propriétés magnétiques de chacun de ces
états. La comparaison de ce tableau avec le Tableau 7.1 montre que la phase de Mott p = 1
n’est pas affectée par le terme de conversion. Concernant la phase de Mott p = 2, a la différence
du cas Us/Uy = 0, seuls les états dont le moment magnétique local F2(0) est maximisé, avec
F2(0) = p(p + 1) = 6, sont conservés. Les deux états |020) et [101), qui ne satisfont pas indivi-
duellement ce critére, forment la superposition linéaire (1/2]|020) +|101))/v/3 qui, elle, le satisfait
bien. La phase de Mott p = 3 [p = 4] est composée de sept [neuf| états « ferromagnétiques »
dégénérés d’énergie £, = 3(Up + Uz) [E, = 6(Up + U)] avec F?(0) = p(p + 1).

E (a) E (b)

-1.66 -1.67 -1.67

-1.68
1.7 -1.68 -1.68
-1.69 -1.69
-1
A7 1.7
¢ 0
0
E (c)
-1.69 47 17
-1.69 : A7
1.7 -1.72
-1.71 -1.695 -1.74 -1.72
R 1 -1.73
1 1.7
0.5 -0.5

0.5

T =y o=

FIGURE 7.5 — Minimum de I’énergie en fonction des composantes ¥g et 14 = ¢_ du paramétre
d’ordre pour le rapport Uy /Uy = —0.1. De (a) vers (d): évolution de I’énergie lors de la transition
de la phase de MI [(a) et (b)] vers la phase superfluide [(c) et (d)] pour la densité p = 2
(u/Up = 1.30). En (a), t/Uy = 0.010: I’énergie est minimale pour ¥ = 0, signature de la phase
MI. En (b), t/Uy = 0.020: le systéme est encore dans la phase MI et approche la transition
vers la phase superfluide. En (c), t/Uy = 0.026: le systéme vient juste de passer dans la phase
superfluide. Le minimum situé précédemment en 1 = 0 s’est transformé contintiment en quatre
minima dégénérés situés en |1hg| = /2|1y | # 0. Cette évolution continue est la signature d’une
transition du second ordre. En (d), t/Uy = 0.040: le systéme est superfluide.

A la différence du cas Uy/Uy = 0, les phases isolantes de Mott p > 1, d’énergie E(p) =
p(p—1)(Up+Uz)/2, sont donc exclusivement composées d’états « ferromagnétiques » maximisant
le moment magnétique local tel que F2(0) = p(p + 1).
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7.8. Interaction ferromagnétique: Uz /Uy < 0

Phase superfluide

La surface de l'énergie dans la phase superfluide est représentée sur la Figure 7.5 (c) et
(d). Cette surface adopte une forme trés différente de celle du cas Us /Uy = 0 (cf. Figure 7.1).
Elle présente quatre minima dégénérés d’énergie &, situés en [ho] = V2[x| # 0, soit en
0 = 7k + marctan(1/v/2) ot k € Z avec la convention 1+ = 0 en 6 = 0 (cf. Figure 7.2). Pour
0 € [0,27], ces quatre minima sont localisés pour les angles 6 ~ {35.3°,144.7°,215.3°,324.7°}.
Ces quatre états de méme densité p et de méme densité superfluide ps = 1% + ¢2 + ¥%, soit
ps = Pp + 205 = 493, sont tels que (ps—, pso, pst) = (ps/4,ps/2,ps/4) et (p—,po,py) =
(p/4,ps/2,p/4) (cf Figure 7.2 en bas a gauche). Le moment magnétique local F2(0) prend sa va-
leur mazimale en favorisant un ordre « ferromagnétique » sur site (cf. Figure 7.2 en bas a droite).

Transitions de phases

La Figure 7.6 correspond a la coupe verticale du diagramme de phase (Figure 7.4) représentée
par la ligne bleue en trait discontinu. Nous tragons sur cette figure la densité et la densité
superfluide en fonction du potentiel chimique p/Uy. Cette coupe traverse les quatre lobes MI du
diagramme de phase, représentés par les plateaux de la densité, ainsi que la région superfluide
qui les sépare. Tout le long de cette coupe, le moment magnétique local prend sa valeur maximale
telle que F2(0) = p(p + 1), favorisant un ordre ferromagnétique sur site. Par ailleurs, le module
du parametre d’ordre ¢ = /ps varie contintiment: les transitions sont du second ordre.

5 ‘ T ‘ T

U,/U,=-0.1, tU,=0.01

FIGURE 7.6 — Coupe verticale du diagramme de phase (ligne verticale bleue Figure 7.4) avec
t/Uy = 0.01 et Uy /Uy = —0.1. Cette coupe traverse les quatre lobes MI du diagramme de phase,
ainsi que la région superfluide qui les sépare. Nous précisons que les valeurs des densités pg, p— et
p+ ne sont pas uniques dans les phases MI a cause de leur dégénérescence. A contrario, ces valeurs
sont fixées dans la phase superfluide et sont telles que pg = 2p+ = p/2 et pso = 2ps+ = ps/2.

La encore, il est intéressant de montrer 1’évolution de la densité superfluide ps en fonction
de t/Uy pour une densité constante (cf. Figure 7.7). Les graphes de la Figure 7.5 correspondent
au profil de I'énergie de la courbe orange avec p = 2 et t/Uy = {0.010,0.020,0.026,0.040}.
L’évolution continue de ps est la signature de transitions du second ordre et nous pouvons voir
que le systéme est entiérement superfluide lorsque t/Uy — oo, car ps — p. Le comportement
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Chapitre 7. Etude en champ moyen

qualitatif de ces courbes est le méme que le cas sans conversion du spin Uy /Uy = 0 : toutes les
transitions sont du second ordre, seule la valeur de t/Up & la transition change.

005 0.10 0.15 0.20

FIGURE 7.7 — Densité superfluide ps en fonction de ¢/Uy pour les densités constantes p =
{1,2,3,4} avec Uz /Uy = —0.1. Ces courbes correspondent & des coupes horizontales des lobes MI
en adaptant le potentiel chimique afin de maintenir la densité constante. L’évolution continue de
ps est la signature de transitions du second ordre.

7.4 Interaction antiferromagnétique: Us /Uy > 0

Le signe positif de Us, en facteur devant les interactions spin-spin sur site du hamiltonien

r i1 |EQ. (3.30)], va anti-aligner les spins sur chaque site, soit minimiser le moment magnétique

spinl
local F2(0). Ceci est & 'origine de I'appellation « antiferromagnétique » dans la bibliographie
[4, 36]. Nous montrons dans cette section que le choix de la valeur Uy /Uy = 0.11 est particulié-
rement intéressant. Le diagramme de phase de ce systéme avec Uy /Uy = 0.1 est représenté sur
la Figure 7.8.

Phases de Mott

Les Figures 7.10 (a) et (b) représentent la surface de 1’énergie dans la phase de Mott avec
Us /Uy = 0.05. Comme le cas Uz /Uy < 0, le terme de conversion a une influence sur la forme de
la surface de I'énergie. Cette surface est trés différente de celle des cas précédents, surtout au
voisinage de la transition [Figure 7.10 (b)|. En (a): I’énergie est minimum pour ¥ = 0, signature
standard de la phase isolante de Mott. En (b): 'énergie présente quatre minima locaux dégé-
nérés situés sur les axes 1y et ¥4+ et un minimum global en @ = 0. Ceci indique que la phase
de Mott est stable et que la phase superfluide est métastable. Le systéme est donc encore dans
la phase de Mott, mais approche la transition vers la phase superfluide. Cette métastabilité est
aussi observée avec Us /Uy = 0.1, mais est exacerbée pour des rapports U /Uy plus petits, ce qui
permet de mieux représenter cet effet graphiquement, d’ou notre choix de Uy /Uy = 0.05.

1. U2/Up < 0.2, plus généralement.
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7.4. Interaction antiferromagnétique: Us /Uy > 0

L L L L
0 0.02 0.04 0.06 0.08
YU,

FIGURE 7.8 — Diagramme de phase en champ moyen avec conversions du spin Uy /Uy = 0.1.
La phase superfluide présente un déséquilibre des populations de spin 0 et £1 : soit psg = 0 et
Ps = Ps— + ps+, soit 'opposé psg = ps et ps— = pst+ = 0. La phase superfluide est donc polarisée.
Les transitions de phases sont toutes du second ordre, excepté aux extrémités des lobes MI de
densités paires, zones métastables situées entre la ligne rouge et la ligne noire pour lesquelles les
transitions sont du premier ordre. La ligne bleue en trait discontinu correspond & la coupe de la
Figure 7.11.

4 ‘ ‘
- UyU,=0.1
\ ooU,/Uy=0.5 |
o .
2 Superfluide
=4

= I n L n
0 0.05 0.10 0.15

FIGURE 7.9 — Superposition des diagrammes de phase en champ moyen avec les rapports Us /Uy =
0.1 et Us/Uy = 0.5. Le diagramme de phase avec Uz /Uy = 0.5 n’est composé que de lobes de
densités paires largement étendus et toutes les transitions de phase de ce diagramme sont du
second ordre.

Lorsque t/Uy = 0, le systéme adopte une phase de Mott avec p bosons par site lorsque
le potentiel chimique p satisfait la condition p — 1 < pu/Uy < p — 2Uz/Upy pour des densités
impaires et p — 1 — 2U/Uy < /Uy < p pour des densités paires. La base des lobes MI vaut
donc Ap/Uy = 1 — 2U3 /Uy pour les densités impaires et vaut Au/Uy = 1 4 2Us /Uy pour les
densités paires. Ceci implique que la base des lobes MI de densités impaires décroit linéairement
avec Uy /Uy et croit linéairement avec Us /Uy pour les densités paires. A la différence du cas
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Us /Uy < 0, pour lequel toutes les phases de Mott disparaissent lorsque U /Uy = 0.5, les lobes
pairs persistent pour ce rapport. La Figure 7.9 permet une comparaison directe des diagrammes
de phase avec Uy /Uy = 0.1 et Ua/Uy = 0.5. La surface délimitant les phases MI et superfluide
en fonction de Us /Uy est qualitativement similaire & celle du systéme de bosons de spin-1/2
(cf. Figure 5.13).

-1.62
-1.60 -1.690
-1.65 164
-1.70 -1.66
-1 1.68 1.695
-1.70
0
Yo
-1.68 -1.690 -1.68
-1.70 -1.70
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A -1.72
-1.700 -1.74

0

U =
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FIGURE 7.10 — Minimum de I’énergie en fonction des composantes ¥g et ¢4 = 1_ du paramétre
d’ordre pour le rapport Us /Uy = 0.05. De (a) vers (d): évolution de I’énergie lors de la transition
de la phase de MI [(a) et (b)] vers la phase superfluide [(c) et (d)] pour la densité p = 2
(u/Up = 1.30). En (a), t/Uy = 0.020: I'énergie est minimale pour @ = 0, signature standard
de la phase isolante de Mott. En (b), t/Uy = 0.049: I’énergie présente quatre minima locaux
dégénérés situés sur les axes 1y et ¥4+ et un minimum global en 9 = 0. Ceci indique que la
phase MI est stable et que la phase superfluide est métastable. Le systéme est donc encore dans
la phase de Mott, mais approche la transition vers la phase superfluide. En (c), t/Uy = 0.051:
I’énergie présente quatre minima globaux dégénérés situés sur les axes 1y et ¥+ et un minimum
local en 9 = 0. La phase MI est maintenant métastable et la phase superfluide est stable, le
systéme vient juste de passer dans la phase superfluide. La discontinuité du parameétre d’ordre
est la signature d’une transition du premier ordre. En (d), /Uy = 0.060: I’énergie présente quatre
minima globaux dégénérés situés sur les axes 1y et ¥, le systéme est superfluide.

Le Tableau 7.3 indique les états (dégénérés pour p impaire), d’énergie &, des phases de Mott
p =1{1,2,3,4} avec Uy/Uy = 0.1. Nous explicitons, dans ce tableau, la densité des états, ainsi
que leurs propriétés magnétiques. La phase de Mott p = 1, identique a celle des cas Uy /Uy = 0
et Us/Up = —0.1 (¢f. Tableaux 7.1 et 7.2), n’est pas affectée par le terme de conversion.
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7.4. Interaction antiferromagnétique: Us /Uy > 0

— Concernant les phases de Mott de densité paire: les états forment une superposition li-
néaire afin de minimiser le moment magnétique local, tel que F2(0) = 0. Ces phases, non
dégénérées, présentent un équilibre des populations p— = pp = p4 et ’état est singulet.

— Concernant la phase de Mott p = 3: cette phase est dégénérée et les états forment une
superposition linéaire afin de minimiser le moment magnétique local, tel que F?(0) = 2.
En effet, il n’est pas possible de former une superposition linéaire telle que F2(0) = 0
lorsque la densité est impaire.

A la différence du cas Us /Uy < 0, l'état fondamental des phases de Mott est principalement
« antiferromagnétique », i.e. le moment magnétique local est minimisé. De facon générale, 1’éner-
gie sur site de I’état fondamental vaut £(p) = (Upp/2 — Usz)(p — 1) pour les densités impaires et
vaut £(p) = Upp(p — 1)/2 — pUs pour les densités paires.

Etat |Tl_, no, n+> (p—7 P0, p+) wa(o) Fzz(o) F2(O) sz
Mott o — 1 1100) (1,0,0) 0.5 1 2 1/3
7 001) (0,0,1) 0.5 1 2 1/3
Mott p =2 1 (/3
L (v/2|101) — |020 2/3,2/3,2/3 0 0 0 0
£, = Uy — 20 5 (V2[101) —020)) (%/3,2/3,%/3)
Mott p— 3 1¢15(|021>) —2[102)) (0.8,0.4,1.8) || 05 1 2 1/3
&, = 3o — 205 %(V\/ﬁ\030> —V2|111)) (0.4,2.2,0.4) 1 0 2 -2/3
ﬁ(2\201> — |120)) (1.8,0.4,08) || 0.5 1 2 1/3
Mott p =14 |
L (04 21121 81202 4/3,4/3 4/3 0 0 0 0
£, — Uy — 4l | ¥5(1040) + F5I120) + \/§1202) || (3.4, 4)

TABLE 7.3 — Densités, corrélations spin-spin sur site Fy,(0) = F,,(0) et F,,(0) et composante
Q.2 = —2Qzx = —2Qyy du parameétre d’ordre nématique [Eq. (7.4)] pour les états d’énergie £, des
phases de Mott p = {1,2,3,4} avec Us/Uy = 0.1. Pour p > 1, le terme de conversion déséquilibre
(équilibre) les populations des phases de Mott dégénérées (non dégénérées) de densité impaire
(paire). Le code couleur permet d’identifier les états de propriétés magnétiques identiques. Ce
tableau est & comparer avec les Tableaux 7.1 et 7.2.

Phase superfluide

La surface de I'énergie dans la phase superfluide est montrée sur la Figure 7.10 en (c) et (d)
avec le rapport Uy /Uy = 0.05. En (c), 'énergie présente quatre minima globaux dégénérés situés
sur les axes g et 14, soit en § = Tk ott k € Z, et un minimum local en 1) = 0 avec la convention
1y = 0en @ = 0 (cf. Figure 7.2). Sur ce graphe, la phase MI est métastable et la phase superfluide
est stable, le systéme vient juste de passer dans la phase superfluide. Cette métastabilité est aussi
observée pour Us /Uy = 0.1. En (d), I'énergie présente quatre minima dégénérés situés sur les
axes 1 et 14, le systéme est superfluide. A la différence du cas Us /Uy = —0.1, ces quatre états
de densité p et de densité superfluide ps = 1/)3 + 21/1_2|r présentent un déséquilibre des populations
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de spin 0 et £1 : soit (ps—, ps0, Ps+) = (0, ps,0) avec (p—, po, p+) = (0, p,0) lorsque k est pair,
soit 'opposé (ps—, pso, ps+) = (ps/2,0, ps/2) avec (p—, po, p+) = (p/2,0, p/2) lorsque k est impair
(cf. Figure 7.2 en bas a gauche). La phase superfluide est donc polarisée. Le moment magnétique
local F2(0) prend sa valeur minimale en favorisant un ordre « antiferromagnétique » sur site
(cf. Figure 7.2 en bas a droite).

Transitions de phases

La coupe verticale Figure 7.11 correspond & la ligne bleue en trait discontinu du diagramme
de phase (cf. Figure 7.8). Nous tragons sur cette figure 1’évolution des densités et des densités
superfluides en fonction du potentiel chimique p/Uy. Cette coupe passe trés proche de 'extrémité
du lobe MI p = 1 et traverse les lobes MI p = {2,4} non dégénérés du diagramme de phase,
ainsi que la région superfluide qui les sépare. Ces deux phases de Mott sont représentées par les
plateaux de densité p = {2,4} avec une densité superfluide nulle p; = 0. Cette phase est polarisée
avec ps = pso sur la Figure 7.11. Tout le long de cette coupe, le moment magnétique local F2(0)
prend sa valeur minimale en favorisant un ordre « antiferromagnétique » sur site. Nous voyons sur
la Figure 7.11 que les densités évoluent contintiment lors de la transition Mott-superfluide p = 2,
ce qui indique que cette transition est du second ordre. A contrario, les densités présentent une
discontinuité lors de la transition Mott-superfluide p = 4, signature d’une transition de phase du
premier ordre. Le saut des densités est observé lorsque 1’on pénétre dans la zone de métastabilité.

5 ‘ T

U,/U,=0.1, ¥U,=0.04

FIGURE 7.11 — Coupe verticale du diagramme de phase (ligne verticale discontinue en bleu
Figure 7.8) avec Uz /Uy = 0.1. Cette coupe traverse les lobes MI p = {2,4} du diagramme de
phase, ainsi que la région superfluide qui les sépare. La transition Mott-superfluide est du second
(premier) ordre pour p =2 (p = 4).

Il existe cependant une zone métastable a 'extrémité du lobe p = 2 et, par conséquent, une
transition du premier ordre. Afin de montrer cet effet, nous tracons la densité superfluide ps en
fonction de t/Uy pour p = {1,2,3,4} sur la Figure 7.12. L’évolution continue (discontinue) de la
densité superfluide pour p = {1,3} (p = {2,4}) est la signature de transitions du second (pre-
mier) ordre. De telles transitions du premier ordre n’ont pas été observées pour les cas Us /Uy = 0
et Uz /Uy < 0. Le comportement qualitatif de ces courbes est similaire & celui du systéme de bo-
sons de spin-1/2 (¢f. Figure 5.17).
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7.4. Interaction antiferromagnétique: Us /Uy > 0

FIGURE 7.12 — Evolution de la densité superfluide ps en fonction de t/Uy pour les densités
constantes p = {1,2, 3,4} avec Uy /Uy = 0.1. Ces courbes correspondent & des coupes horizontales
des lobes MI en passant par leur extrémité. L’évolution continue de ps pour les densités p = 1
et p = 3 est la signature de transitions du second ordre. La discontinuité dans I’évolution de p;
pour les densités p = {2,4} est la signature de transitions du premier ordre.

T
| oo U,/U;=0.00

20 Foauu-00s  P=2 4
| o0 U,/U;=0.10
06 UJU=0.15
1.5 | AAU U=0.25

0 005 010 0.15 0.20

FIGURE 7.13 — Evolution de la densité superfluide ps en fonction de t/Uy avec une densité
constante p = 2 pour les valeurs Us /Uy = {0.00,0.05,0.10,0.15,0.25,0.50}. L’évolution continue
de ps pour Uz /Uy = {0.00,0.25,0.50} indique que ces transitions sont du second ordre. Sur cette
figure, seuls les rapports U /Uy = {0.05,0.10,0.15} présentent une discontinuité dans I’évolution
de ps, signature d’une transition du premier ordre. Le méme comportement est observé pour
p=4.
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Nous venons de montrer que la transition Mott-superfluide est du premier ordre pour des
densités paires avec Uy /Uy = 0.1. Nous avons effectué une étude approfondie du saut de ps a la
transition en fonction de Us/Uy pour les densités p = {2,4}. Le saut, nul en Uy /Uy = 0 aug-
mente vers sa valeur mazimale en Us /Uy ~ 0.05, puis décroit jusqu’a zéro en Us /Uy ~ 0.2. Ce
comportement est visible sur la Figure 7.13 pour p = 2. Ce comportement est similaire & celui
observé pour le systéme de bosons de spin-1/2 (¢f. Figure 5.18).

7.5 Conclusion du Chapitre 7: étude des bosons de spin-1 en
champ moyen

Nous venons d’étudier le hamiltonien Hgpin1 [Eq. (3.10)] via une approximation qui suppose
le systéme uniforme et qui découple les sites du systéme (cf. Section 3.3). Cette approximation
simplifie le hamiltonien Hgpin1 et conduit au hamiltonien sur site Hy ;1 [Eq. (3.30)] que nous
pouvons diagonaliser numériquement. En contrepartie, cette méthode nous restreint & une ana-
lyse sur site.

Nous avons détaillé les trois cas suivants: sans conversion du spin Uz /Uy = 0 et avec des
conversions du spin telles que Uy /Uy < 0 et Uz/Uy > 0. Pour ces trois cas, le diagramme de
phase est composé de phases isolantes de Mott et d’une phase superfluide. De facon générale:

— le cas Uy /Uy < 0 favorise des états sur site « ferromagnétiques » tels que le moment ma-
gnétique local F?(0) prend sa valeur mazimale telle que F2(0) = p(p + 1). Les transitions
de phases sont toutes du second ordre et toutes les phases de Mott disparaissent lorsque
|Us| /Uy = 0.5.

— le cas Uy /Uy > 0 favorise des états sur site « antiferromagnétiques » tels que le moment
magnétique local F2(0) prend sa valeur minimale. Les transitions sont du second ordre, &
I’exception des transitions localisées aux extrémités des lobes des phases de Mott de den-
sités paires qui sont du premier ordre pour Us /Uy €]0,0.2]. Lorsque Us /Uy = 0.5, seules
les phases de Mott de densités impaires disparaissent.

A Texception du détail des densités et des propriétés magnétiques, la physique de ce systéme est
trés similaire a celle du systéme de bosons de spin-1/2 avec la correspondance A «— {(—1)&(+1)},
soit p— = p+ = pa/2. Nous allons maintenant poursuivre ’étude 2D du systéme de bosons de
spin-1 avec la méthode de Monte Carlo quantique.
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Chapitre 8

Etude en Monte Carlo quantique

Dans cette section, nous poursuivons I’étude 2D a température nulle du systéme de bosons de
spin-1, décrit par le hamiltonien Hgpin1 [Eq. (3.10)], avec la méthode de Monte Carlo quantique et
I'algorithme des Fonctions de Green Stochastiques |95, 96]. Selon la théorie, de nouvelles phases
magnétiques sont prédites, notamment ’ordre nématique et I'ordre dimérisé [4, 5|. La méthode
du champ moyen, limitée au calcul de quantités sur site, ne permet pas de confirmer ’existence
de telles phases. Bien que le champ moyen donne une premiére description des propriétés du
systéme, il est nécessaire d’approfondir cette étude avec une méthode exacte, donnant accés au
calcul des fonctions de corrélations.

Nous présentons dans ce chapitre nos résultats préliminaires, obtenus dans le sous-ensemble
Ftotal — () de I'ensemble canonique. L’ordre magnétique, lorsqu’il existe, sera donc contraint dans
le plan zy. Ce choix nous permettra de comparer nos résultats avec ceux d’autres groupes et
nous permettra de compléter I’étude 1D précédemment effectuée par G. G. Batrouni et al. [22].
De plus, I'isotropie du spin du hamiltonien Hgpin1 [terme (3.3)] nous permet de supposer que ce
choix ne soustrait pas l'information physique essentielle du systéme. Nous effectuons actuelle-
ment une étude dans I’ensemble grand canonique afin d’approfondir ce point. Dans ce chapitre,
le cas Us /Uy = 0 ne sera pas présenté. Nous présenterons directement les propriétés des phases
des cas Us /Uy < 0 et Uz /Uy > 0. Les transitions de phases sont aussi étudiées et nous discutons
les différences entre la méthode de Monte Carlo quantique et celle du champ moyen.

8.1 Diagramme de phase et quantités physiques mesurées

Nous précisons ici les quantités mesurées avec la méthode de Monte Carlo quantique pour ce
systéme. Afin d’alléger le contenu de ce chapitre, certains détails déja présentés lors de 1'étude
du systéme de bosons de spin-1/2 ne seront pas mentionnés. Nous renvoyons donc le lecteur vers
la sous-section 5.2.1 pour plus de précisions sur les quantités discutées ci-dessous.

Le diagramme de phase est caractérisé par la mobilité des particules (isolant de Mott ou
superfluide), par la distribution des densités des espéces (polarisée ou centrée), ainsi que par
les propriétés magnétiques. Les informations principales pour déterminer le diagramme de phase
sont données par les quantités suivantes:
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Chapitre 8. Etude en Monte Carlo quantique

— la densité p, = > (figr)/L? de 'espéce de spin o = {—1,0,+1} avec r = (z,y) et L? le
nombre de sites du réseau carré. La densité totale est p = p_ + po + p+;

— P’histogramme P(p,) de la densité p, ;
— la densité superfluide pg, détaillée ci-dessous.

Dans I’ensemble canonique, le nombre total de particules N = N_ + Ny + N est fixé et est
relié au potentiel chimique par pu(N) = E(N +1)— E(N) a T = 0. Dans ce cas, I’énergie interne
moyenne F est égale a I'énergie libre de I’état fondamental. Bien que N soit fixé, le nombre de
particules de chaque espéce fluctue lorsque les conversions sont non nulles. L’expression générale
de la densité superfluide [cf. Eq. (4.10)] devient dans ce cas

(W + Wo+ WL)?)
Ps 2dt L2 ’

(8.1)

ou W = W_ + Wy + W est le winding number [101, 102], d = 2 est la dimension, ¢ est le
paramétre de sauts du hamiltonien et 5 =1/kpT.

Les fonctions de corrélations, définies a partir d’opérateurs agissant simultanément sur au
moins deux sites différents du systéme, nous apporterons des précisions importantes sur le détail

des phases. Ces quantités sont:

— les corrélations spatiales densité-densité définies par Coor (R) = Y. (AoriRAcw)/L? =
Zr<dir+R&Ur+R&erU,r)/L2 avec les spins o et o’ égaux a {—1,0,+1};

— les fonctions de Green individuelles, définies par G,(R) = Zr<d2r +ROor tabed orir)/2L%;
— la transformée de Fourier des fonctions de Green individuelles de chaque espéce:

po(a) =Y G, (R)eR/L2, (8.2)
R

avec q le vecteur d’onde. En q = 0, cette quantité donne la fraction condensée de chaque
espéce, la fraction condensée totale étant p(q =0) =) _ps(q=0);

— les fonctions de Green & deux corps de méme espéce telles que

2 ~ ~ PN

GPR) = Y, (al, gl rid, +he)/20?

2 A ~ PO

GPR) = ¥ (il mlyyriortor +hoc) /2L (8.3)
2 ~ ~ PN

GPR) = Y.lal, il pin g, +he)/20?

La fonction de Green G((f)(R) est la valeur moyenne de l'opérateur qui détruit deux par-
ticules de méme spin o = {—1,0,+1} pour les récréer toutes les deux R sites plus loin.
Ces fonctions renseignent donc sur les déplacements corrélés de paires de particules de

méme espéce (cf. Figure 8.1). En 'absence de corrélation: G((,2)(R) = G,(R)G,(R) et
donc GS,Q)(R) < P2
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8.1. Diagramme de phase et quantités physiques mesurées

FIGURE 8.1 — Représentation de ’action des fonctions de Green & deux corps de méme espéce.

— les fonctions de Green corrélées et anticorrélées de paires de particules de spin différent
telles que

(+—R) = Y,
(= R) = Y,
(
(

Ra’lr+Raira’Tr + h.c.)/2L?

8.4
+0,R (8.4)

Il
91

(al, )

(a il a al 4, +he )/2L2
T +RY|r+R™|r"r

(a ];r+RaTra;[)ra0r+R + h.c.) /2L

(af )

a 0_7R‘) = Zr

e+ RA0rit], 0y g + hoc) (217

G.(+—,R) Go(+—,R) Ga(+0,R) G.(0—,R)
NS ALNEALNINAY

FIGURE 8.2 — Actions des fonctions de Green de paire de particules de spin différent.

La fonction de Green G.(+—, R)) est la valeur moyenne de I'opérateur qui détruit un couple
de particules de spin +1 et —1 situées sur le méme site pour le récréer R sites plus loin.
En l'absence de corrélation: G.(+—,R)) = G4+ (R)G_(R) et donc G.(+—,R)) < p1p_.

Les fonctions de Green anticorrélées G,(+—,R), Go(+0,R) et G4(0—, R) représentent la
valeur moyenne de 'opérateur qui déplace simultanément une particule de spin ¢ du site
A vers le site B et une particule de spin ¢’ # o du site B vers le site A, les sites A et B
étant deux sites quelconques du systéme distants de R sites. Ceci représente un mouvement
anticorrélé de deux particules de spin différent (cf. Figure 8.2). Dans la phase superfluide,
lorsque les particules présentent individuellement une cohérence de phase et qu’aucune
corrélation n’existe entre elles, les fonctions de Green anticorrélées valent le produit des
fonctions de Green individuelles ;
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160

— les fonctions de Green corrélées et anticorrélées de paires de particules avec conversions du

spin:
((Ge(+—00,R) = Y (al,, pal,, réoeior) /L
Gc(oo - +7 R) = Zr<a$r+Ra$r+Ralr Tr>/L2
A (8.5)
Ga(+ — 00, R) = Zr«ﬁ +Ra1ra0r+Ra0r>/L2
Ga(oo - +aR) = Zr<d[];r+Ra$r lr+RaTr>/

FIGURE 8.3 — Actions des fonctions de Green de paires avec conversions du spin.

La fonction de Green G.(+ — 00, R) détruit deux particules de spin 0 et crée un couple de
particule de spin 1 R sites plus loin. Lors de ce déplacement, il s’est opéré une conversion
du spin des particules initiales. La fonctions de Green G.(00 — +,R) effectue l'action
inverse. La fonction de Green anticorrélée G,(+ — 00, R) transforme simultanément une
particule de spin O sur le site A en une particule de spin +1 sur le site B et une particule
de spin 0 du site B en une particule de spin —1 sur le site A, les sites A et B étant deux
sites quelconques du systéme distants de R sites (¢f. Figure 8.3). La fonction de Green
G4(00 — +, R) effectue I'action inverse;

les corrélations spin-spin définies par

Fu(R) = S(F2p b/

FyR) = 3, <F3+RFy>/L2 (8.6)

F(R) = >, <F -s-RFZ>/L2
ol Ff, FY et Flf sont les opérateurs de spins précédemment définis par 'Eq. (7.2). La
symétrie des opérateurs F'% et IY implique que les valeurs moyennes (Ff pEy) et (FY +RF£’ )
sont égales VR, soit F.;(R) = Fy,(R), VR. D’autre part, F,.(R) peut s’écrire en fonction

des corrélations densité-densité:

Fzz(R) - C++(R) + C——(R) — 205 - (R)v (8'7)



8.1. Diagramme de phase et quantités physiques mesurées

— le moment magnétique local: F2(0) = Fy;(0) 4+ Fyy(0) + F,.(0) ;

— le facteur de structure magnétique, transformée de Fourier des corrélations spin-spin ren-
seignant sur I’ordre magnétique:

Sy (CI) = ZR eiq'RFxx (R)
Syl = X eiq'RFyy (R) (8.8)

Szz (q) = ZR eiq'RFZZ (R)

L’égalité Fpz(R) = F,y(R), VR, implique que Syz(q) = Syy(q), Vq. La signature d’'un
ordre ferromagnétique est Soo(q = 0) # 0 lorsque L — oo. Lorsque les spins sont désor-
donnés, cette quantité est nulle Vq. Cette quantité est aussi nulle dans la phase nématique
discutée ci-dessous;

— le paramétre d’ordre nématique, tenseur Q de trace nulle dont les composantes diagonales
sont:

Qu = Fu(0) - 3F*0) (8.9)
sz = Fzz(o) - %FQ(O)

Ces quantités, telles que Qzp + Qyy + @-> = 0, sont nulles lorsque les spins sont isotropes
et sont non-nulles lorsqu’une direction magnétique est privilégiée. Dans notre cas, I'égalité
Fpz(R) = Fyy(R), VR implique que Q.. = —2Qz, = —2Qy,y, ce qui restreint cette quantité
a l'unique paramétre @,,. Selon les références [4, 5, 22|, deux types d’ordre magnétique
privilégiant un axe magnétique sont attendus: I’ordre nématique, pour lequel I’aimantation
est nulle, et I'ordre ferromagnétique. Ces ordres sont illustrés ci-dessous.

Désordonné Nématique Ferromagnétique
Y \
/
Z| r N 9 // » /
/
QZZ:O QZZ#O Li/ sz?éo J
Saala) = 0,¥q Sia(a) = 0,Yq Sela=0)#0 /

FIGURE 8.4 — Lorsque le systéme est désordonné magnétiquement, les spins sont isotropes (Q., =
0) et aucune aimantation n’existe (Saa(q) = 0, Vq). Dans la phase nématique et ferromagnétique,
un axe magnétique d est privilégié (Q.. # 0). Cependant, I'aimantation est nulle dans la phase
nématique (S;.(q) = 0, Vq) a 'inverse de la phase ferromagnétique qui privilégie, en moyenne,
un sens commun aux spins (Szz(q = 0) # 0).
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Chapitre 8. Etude en Monte Carlo quantique

Il est possible de discriminer la phase superfluide d’une phase désordonnée incompressible
(Mott) en tragant simplement p et ps en fonction de pu/Up pour différentes valeurs de t/U.
Ceci représente une coupe verticale du diagramme de phase pour une valeur de t/Up fixée (cf.
Figure 8.13, par exemple). Dans ’ensemble canonique, une telle coupe est obtenue en augmentant
le nombre total de particules d’une unité simulation par simulation.

8.2 Interaction ferromagnétique: U, /Uy < 0

Pour |Us| /Uy < 0.5, le diagramme de phase est composé de phases isolantes de Mott et d’une
phase condensée de Bose-Einstein superfluide. Toutes les phases de Mott disparaissent lorsque
|Us2|/Uy = 0.5. La Figure 8.5 représente le diagramme de phase obtenu avec Us/Uy = —0.1
pour différentes tailles. Dans tout le diagramme de phase, il n’existe aucun ordre de densité,
les valeurs asymptotiques des corrélations densité-densité sont égales aux produits des densités:
Cuo(L/2) ~ popor. D’apreés 'Eq. (8.7), ceci implique que F,,(L/2) ~ 0 et, par conséquent,
S..(q) ~ 0, Vq. Les quantités @, et S;;(q) permettent donc de décrire complétement 'ordre
magnétique, contraint dans le plan xy.

20 T T T T T
) : O L=8, p=2Ltt
o i 0O L=10, p=2L/t
AAL=10, p=4L/t
LSt 0=2 o L=12,B=2Lit |
T - CM
o |[Ferro.; ]
% 10 % BEC Superfluide
Ry Ferro.
0.5 Ml p=1: Uy/U,=-0.1 1
|Ferro. | ]
0 @& ‘ ! ‘ ! ‘ ! ‘
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
YU,
FIGURE 8.5 — Diagramme de phase en Monte Carlo quantique avec Uy /Uy = —0.1 et diagramme

de phase en champ moyen en pointillés (¢f. Figure 7.4). La superfluidité est une propriété d’une
phase condensée de Bose-Einstein (BEC). Dans toutes les phases de ce diagramme py = 2p_ =
2p4+ = p/2 et un ordre ferromagnétique existe. Selon les deux méthodes, les transitions de phases
sont toutes du second ordre. La ligne verticale en trait discontinu correspond & la coupe de la
Figure 8.13 & gauche.

Sur la Figure 8.5, les lobes des phases de Mott se sont arrondis par rapport & ceux du cas
1D [22]. La décroissance en loi de puissance des lobes indique que les transitions au bout des
lobes sont du second ordre. Par ailleurs, la théorie précise que ces transitions sont de la classe
d’universalité du modéle XY 3D, & l'inverse du cas 1D pour lequel ces transitions sont de la
classe d’universalité de Kosterlitz-Thouless du modeéle XY bidimensionnel [66]. De plus, un ordre
ferromagnétique existe dans le plan xy dans toutes les phases de ce diagramme. Le diagramme
de phase en champ moyen, tracé en pointillés, permet de constater que 'accord qualitatif et
quantitatif des deux méthodes est assez satisfaisant, surtout pour la densité p = 2 pour laquelle
les lobes MI sont pratiquement confondus.
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8.2. Interaction ferromagnétique: Uy /Uy < 0

Phases de Mott p=1et p=2

Pour ces deux phases de Mott:

— les densités valent pg = 2p— = 2p; ~ p/2. Les histogrammes des particules de spin +1

0.20

0.15

0.10

0.05

sont égaux et centrés en py = p/4, alors que 'histogramme des particules de spin 0 est
centré en pg = p/2 (cf. Figure 8.6);

le Tableau 8.1 indique les densités, les valeurs des corrélations spin-spin sur site et le pa-
ramétre d’ordre nématique Q.. des états équiprobables des phases de Mott p = {1,2}
obtenus en champ moyen (CM) et mesurés en Monte Carlo quantique (MCQ) dans tout
le lobe. La comparaison des valeurs moyennes associées aux états du CM, en bleu, avec
celles du MCQ), en rouge, montre que les simulations en MCQ ne visitent pas ces états avec
la méme probabilité, bien que F2(0) ~ p(p + 1) soit cohérente avec les deux méthodes.
En effet, selon la méthode de Monte Carlo quantique, le moment magnétique local moyen
est favorisé dans le plan zy et le paramétre d’ordre nématique est non nul. Il est possible
que la contrainte F;"tal = 0 imposée dans nos simulations favorise les états minimisant
F,.(0) en changeant le poids statistique des états dégénérés sur site. L’analyse du systéme
dans ’ensemble grand canonique, actuellement en cours, devrait nous permettre de mieux
comprendre ces résultats (origine physique ou artefact numérique). Pour la phase de Mott
p = 1, les mémes résultats ont été trouvés par Toga et al. en utilisant une méthode de
Monte Carlo variationnelle avec FL/ = ( [126].

‘ ‘ 0.20 ‘ ‘
| Mott, p=1 Mott, p=2
L=12, =4L/t, U,/U,=-0.1, YU =0.04 L=12, p=2L/t, U,/U;=-0.1, ¥U,=0.015
- . 0.15 -
— P(p)=P(p,)
. — P(py) 1 o1}
- . 0.05 -
L L 0 L
0.25 0.50 0.75 1.00 0 0.5
Ps

FIGURE 8.6 — Histogrammes des densités P(p_), P(p+) et P(pp) dans les phases de Mott de
densités p = {1,2} avec Uz /Uy = —0.1. Les valeurs nulles de P(pg) pour des densités pg = No/L?
avec Ny impair montrent que le nombre de particules de spin 0 fluctue par paires a cause du
terme de conversion du spin: partant d’un état initial avec Ny pair, la probabilité d’avoir un
nombre impair de bosons de spin 0 est nulle.

Concernant les fonctions de corrélations des deux phases de Mott:

— les fonctions de Green individuelles G,(R) avec o = {—1,0,+1} décroissent exponentielle-
ment alors que les fonctions G4 (+—, R) et G,(£0, R) saturent vers leurs valeurs asympto-
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tiques mazimales telles que Go(+—,L/2) ~ pip_ et Go(—0,L/2) = Go(+0,L/2) ~ p_po
(cf. Figure 8.7). Ceci indiquent qu’il existe des mouvements parfaitement cohérents an-
ticorrélés de paires de particules de spins différent +—, +0 et —0. De plus, le plateau
de Go(+ — 00,R) en G,(+ — 00,R =L/2) ~ p_pp indique qu'il existe aussi des mou-
vements cohérents anticorrélés de paires de particules de spins différent avec conversions.
Ces types de mouvements permettent de lever la dégénérescence de cette phase présente
lorsque t/Uy = 0;

— il existe des corrélations spin-spin a longue portée dans le plan zy telles que F,,(L/2) =

Fyy(L/2) ~ 0.5 pour p =1 et Fy,(L/2) = F,(L/2) ~ 2 pour p =2 (cf. Figure 8.8).

Etat In—,no,n4) p— Po P+ Frr(0) | F22(0) || F2(0) Qz:

CM |100) 1 0 0 0.5 1 2 1/3

CM |010) 0 1 0 1 0 2 -2/3
Mott

CM |001) 0 0 1 0.5 1 2 1/3
p =

CM moyenne 1/3 1/3 1/3 2/3 2/3 2

MCQ ~1/4 | ~12 | ~1fa | ~3/4 | ~1/2 || ~2 || ~—1/6

CM |200) 2 0 0 1 6

CM |002) 0 0 2 1 6

CM [110) 1 1 0 5/2 1 6 1
Mott

CM |011) 0 1 1 5/2 1 6 -1
p =

CM (1/2]020) + |101))/+/3 || 1/3 4/3 1/3 3 0 6 -2

CM moyenne 2/3 2/3 2/3 2 2 6

MCQ ~1/2| ~1 | ~1/2| ~5/2 ] ~1 || ~6 || ~-1

TABLE 8.1 — Densités, corrélations spin-spin sur site [Eq. (8.6)] et parameétre d’ordre nématique
Q2 |Eq. (7.4)] des états des phases de Mott p = {1, 2} obtenus en champ moyen (CM) et mesurés
en Monte Carlo quantique (MCQ) avec Uy /Uy = —0.1. Les valeurs en bleu correspondent aux
valeurs moyennes des quantités obtenues en CM. Les quantités mesurées avec la méthode de
MCQ, en rouge, ne correspondent pas aux valeurs moyennes du CM.

Nous tragons sur la Figure 8.8 a droite le facteur de structure magnétique S,,(q) en fonction
de ¢, et ¢,. La coupe de Sy;(q) en g, = 0 est représentée sur la Figure 8.8 en bas a gauche
avec L = {8,10,12}. Le pic du facteur de structure magnétique Sz, (q = 0)/L? ~ 0.5 pour p = 1
(Szz(q =0)/L? ~ 2 pour p = 2) persiste lorsque la taille augmente: un ordre ferromagnétique
existe.

Pour la phase de Mott p = 1, A. Imambekov et al. [4, 5] montrent que, dans la limite
t/Up — 0, le hamiltonien Hgpin1 [Eq. (3.10)] peut s’écrire sous la forme d’un hamiltonien effectif
de Heisenberg tel que

Hegp = —Jo— 7 Y Bud — 13 (Budy) (8.10)
(4.4 (4.4
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8.2. Interaction ferromagnétique: Uy /Uy < 0

' ! ' T E| L0 ’ T " T " lOOQ T T
Mott, p=1 ] Mott, p=2 b 2
L=12, B=4L4, 1 L=12, p=2LA, T
1 E 0.8 10" F
U,/Ug=-0.1, ¥Ug=0.04 | | | U/Ug=-0-1, 1U=0.02
0‘6[ — 10'2 ?

I p_po
cE---pp,
| 60 Gy(R)
I &—o G.(R)=G,(R) s
* k561 Gy (+-R) 4
E AA G,(+0,R)=G,(-0,R) 1
I G,(+00,R)=G,(00-+R) |
| | L

+0,R)=G,(-0,R)
G, (+-00,R)=G,(00-+,R) 1
0 2 4 6
R

0 2 4 6
R

FIGURE 8.7 — Fonctions de Green en échelle linéaire et semi-log pour les phases de Mott p = 1
et p =2 avec Uy /Uy = —0.1.

0.8 ; : ‘
— ol " Mott, p=1 ] Szz(a) = Syy(a)
T 0 | 80
g 04r )
L o2f =4L/t, U /U =-0.1, /U _=0.04 8 60
<1 p= 20T TR ] 40
O " " "
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10— —
N 0.8 | =0 s
= 0.6 b =0l=8 | -4
o->< L colL=10 |
v§ 0.4 B AAL=12 7
» 02 , qx
O L A som Aoy | PR N = T ]
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a,

FIGURE 8.8 — Pour la phase de Mott p = 1 avec 8 = 4L/t, U3 /Uy = —0.1 et t/Uy = 0.04. A droite:
facteur de structure magnétique [Eq. (8.8)] en fonction de q = (g, g,) pour L = 12. A gauche en
haut: il existe des corrélations spin-spin a longue portée telles que F;(L/2) = F,,(L/2) ~ 0.5.
A gauche en bas: coupe du graphe de droite en ¢y = 0 pour trois systémes de taille L x L avec
L = {8,10,12} normalisé¢ par L?. Les mémes comportements sont observés pour la phase de
Mott p = 2.

ot F; est lopérateur de spin au site i défini par 'Eq. (7.2). Nous montrons sur la Figure 8.9
le diagramme de phase de ce hamiltonien, établi en 2D & température nulle par K. Harada
et N. Kawashima avec Jo > 0 [127, 128]. Lorsque J; < 0, le systéme est antiferromagnétique
VJy. Lorsque J; > 0, le systéme est ferromagnétique lorsque J; > Jo et est quadrupolaire, ou
nématique, lorsque J; < Js.
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Chapitre 8. Etude en Monte Carlo quantique

Jo

\
Quadrupolaire

Nématique
Antiferro.

Ferro.
45°

:Jl

0

FIGURE 8.9 — Diagramme de phase du hamiltonien effectif H.s; [Eq. (8.10)] & température nulle.

Selon A. Imambekov, les couplages des spins du hamiltonien H.ss valent

2t2
Uy + Uy
2t2U0

ho= (Uo + U2)(Up — 2U2) (811

J =

Avec Uy < 0, nous obtenons donc Ji/Jo = 1 4 2|Us/Up|, soit 0 < Jo < Jp. Le systéme est donc
ferromagnétique, conformément a nos mesures en Monte Carlo quantique.

Phase superfluide p=1et p=2

— les densités des espéces sont telles que pg = 2p— = 2p4 =~ p/2 et les histogrammes sont
similaires a ceux des phases de Mott p = {1,2} (cf. Figure 8.6). Ces distributions sont co-
hérentes avec ’analyse en champ moyen. De plus, le champ moyen prédit que les densités
superfluides suivent aussi ces distributions: pso = 2ps— = 2ps4 = ps/2. Cependant, il n’est
pas possible de vérifier cette prédiction car les densités superfluides ne peuvent pas étre
calculées indépendamment lorsqu’il existe des conversions entre les espéces [117].

— le moment magnétique local est favorisé dans le plan zy. Avec t/Uy = 0.15, nous mesurons :

, F22(0)

o pour p =1, Fp;(0) = Fy(0) >~ 1 ~
= 3, F..(0) ~

O pour p = 2, sz(o) Fyy(o)

1R

0.5, soit F2(0) ~ 2.5;
1, soit F2(0) ~ 7.

A l'inverse des phases de Mott dans lesquelles nous mesurons F2(0) ~ p (p + 1), le moment
magnétique local fluctue a cause des mouvements cohérents individuels des particules, d’ol
F20)>p(p+1).

Concernant les fonctions de corrélations pour les deux densités:
— les fonctions de Green individuelles saturent (G, (L/2) ~ p, pour p = 2 ): des mouvements
cohérents de particules individuelles existent (cf. Figure 8.10). Le plateau des fonctions

de Green individuelles, indiquant un ordre de phase & longue portée et le théoréme de
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8.2. Interaction ferromagnétique: Uy /Uy < 0

Mermin-Wagner-Hohenberg [67, 68, 69] nous permettent de conclure qu’un condensat de
Bose-Einstein existe ;

— il existe des mouvements anticorrélés de paires de particules de spins +—, +0 et —0. En
effet, en I’absence de corrélation nous devrions mesurer G,(+—,L/2) = G4+ (L/2)G_(L/2)
et Go(£0,L/2) = G+(L/2)Gp(L/2). 1l est clairement montré sur la Figure 8.10 que ces
fonctions atteignent des plateaux supérieurs & ces limites ;

— le plateau de G4 (+ —00,L/2) > G.(+ — 00,L/2) indique que les mouvements anticorrélés
de paires de particules de spin différent avec conversion sont favorisés par rapport aux
mouvements corrélés (cf. Figure 8.10) ;

— il existe des corrélations spin-spin a longue portée dans le plan zy telles que F,,(L/2) =
Fyy(L/2) ~ 0.5 pour p =1 et Fpp(L/2) = Fy,(L/2) ~ 2 pour p = 2 (similaire aux phases
de Mott, cf. Figure 8.8).

T T T T T T T T T 1.6 y T "
SF, p=1 {10k - ew2eue | | SF, p=2 ]
L=12, p=2LA, | [ - G126 (L2 1 L4 1 =12, p=2L4, ]
U,/Uy=-0.1, ¥U,=0.10 | ] [ U/Uy=-0.1,¥U;=0.10 ]

| 361 G,-R) i
i X [ AL G (+OR)=G,(OR) ]
| AAGHOR-GOR) : 1 [ - G.(+00,R)<G (00-+R) ]
C(r00R)=G00-+R) | 02 1 | G+-00R=G(00-+R) ]
- £--3 G, (+-00,R)=G,(00-+ R) i 1 o(+-00.R)=G(00~+,
R N | . E 3 . ! . f . 0 . I . I . 10-3 . I . | .
0 2 _4 60 2 _ 4 6 0 2 _4 6°0 2 _4 6
R R R R

FIGURE 8.10 — Fonctions de Green en échelle linéaire et semi-log pour la phase superfluide avec
p=1et p=2et Uy/Uy = —0.1. Les mouvements corrélés sont défavorisés par rapport aux
mouvements anticorrélés.

Enfin, comme dans les phases de Mott, le facteur de structure magnétique présente un pic
en q = 0 tel que S;,(q =0)/L? ~ 0.5 (~2) pour p =1 (p = 2). Ce pic persiste lorsque la taille
augmente: un ordre ferromagnétique existe.

Transitions de phases

La Figure 8.11 montre ’évolution de p, en fonction de t/Up pour p =1 (a) et p = 2 (b) avec
Us /Uy = —0.1 pour trois tailles. Pour les deux densités, les effets de taille finie sont négligeables
et il n’y a aucun signe visible de discontinuité lorsque la taille augmente: les transitions sont
du second ordre. Selon des argument théoriques de scaling [66], ces transitions sont de la classe
d’universalité du modéle XY 3D. L’ordre des transitions est en accord avec le champ moyen.
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Chapitre 8. Etude en Monte Carlo quantique

D’autre part, la Figure 8.12 montre la valeur du pic du facteur de structure magnétique
normalisée Sy (q = 0)/L? lors de ces transitions. Les effets de taille finie sont faibles pour les
deux tailles étudiées. La valeur de S, (q = 0)/L? reste quasi constante durant toute la transi-
tion: Sy.(q=0)/L? ~ 0.5 (~2) pour p =1 (p = 2). Ces résultats montrent que, a 'inverse du
moment magnétique local qui varie d’une phase a 'autre, ’aimantation ferromagnétique globale,
présente dans le plan zy, est fixée par la densité et dépend peu du paramétre ¢/U.

1.0
08 |
0 06
0.4
02|

0
2.0

1.5
a” 1.0

0.5

0 0.25 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150

YU,

FIGURE 8.11 — Densité superfluide ps en fonction de ¢/Uy lors de la transition Mott-superfluide
pour les densités constantes p = 1 (a) et p = 2 (b) avec Us/Uy = —0.1. Ces transitions, du
second ordre, sont de la classe d’universalité du modéle XY 3D.

0 0.025 0050 0075 0.100 0125  0.150
/U

0

FIGURE 8.12 — Evolution du pic du facteur de structure magnétique normalisé S, (q = 0)/L?
pour L = {8,12} avec Usy/Uy = —0.1 et p =1 (p = 2) en haut (en bas). Cette valeur est quasi
constante lors de cette transition pour les deux densités.
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8.2. Interaction ferromagnétique: Uy /Uy < 0

Nous présentons sur la Figure 8.13 de gauche I’évolution de la densité totale p et de la den-
sité superfluide ps en fonction de p/Up associée a la coupe verticale du diagramme de phase
(cf. Figure 8.5) en trait discontinu situé en t/Uy = 0.02. Cette coupe traverse les phases de Mott
p = {1,2,3} et la phase superfluide. Les densités p et ps évoluent continiment, signe que toutes
les transitions sont du second ordre.

La Figure 8.13 de droite montre le comportement du pic du facteur de structure magnétique
normalisé Sy, (q = 0)/L?, du moment magnétique local F2?(0) et de la densité superfluide ps en
fonction de p associé a cette coupe. Le moment magnétique local F2(0) augmente linéairement
par paliers en fonction de p:

o OF2(0)/0p = 2 sur lintervalle p €]0,1[: sur cet intervalle, le spin de chaque nouvelle par-
ticule ajoutée contribue & ajouter au systéme un spin tel que F2(0) = 2;

0 OF?(0)/0p = 4 sur l'intervalle p €]1,2[: sur cet intervalle, il existe plus d'une particule par site.
Chaque nouvelle particule ajoutée va donc rencontrer une autre particule déja présente. Le spin
de la paire contribue & ajouter au systéme un spin tel que F2(0) = 6;

o OF%(0)/0p = 6 sur l'intervalle p €]2,3[: sur cet intervalle, il existe plus de deux particules
par site. Chaque nouvelle particule ajoutée va donc rencontrer deux autres particules déja pré-
sentes. Le spin du trio contribue & ajouter au systéme un spin tel que F2(0) = 12. Ainsi de
suite ...

4 T T T T T T T T 14 T T T T T T
L=8, B=4L/t, U =0.02, U /U =-0.1 L=8, B=4L/t, 1U;=0.02, UJUp=-0.1
I ' ' ' ' ' H 12
3 — ol —S.(@=0L® 1
- P i ~FO)
 |SF! | SF : s 8 —p, 1
| i i : 6 :
1t 4 : i A — 1
N |
0 ‘ ' T N
0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 05
WU, p

FIGURE 8.13 — A gauche: évolution de la densité totale p et de la densité superfluide py en fonction
de p/Uy lors de la coupe verticale du diagramme de phase (c¢f. Figure 8.5) en trait discontinu
situé en t/Uy = 0.02. Cette coupe traverse les phases de Mott p = {1,2,3}. Les densités p et ps
évoluent contintiment, signature de transitions du second ordre. A droite: évolution du pic du
facteur de structure magnétique normalisé S,,(q = 0)/L?, du moment magnétique local F2(0)
et de la densité superfluide ps en fonction de la densité p associée a la coupe de gauche.
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Chapitre 8. Etude en Monte Carlo quantique

8.3 Interaction antiferromagnétique: U, /Uy > 0

Lorsque Us /Uy < 0.5, le diagramme de phase est composé de phases isolantes de Mott et d’une
phase condensée de Bose-Einstein superfluide. Seules les phases de Mott de densités impaires dis-
paraissent lorsque Us /Uy = 0.5. Ceci est cohérent avec ’analyse en champ moyen (c¢f. Figure 7.9).

La Figure 8.14 représente le diagramme de phase obtenu avec Uz /Uy = 0.1 pour les tailles
L = {8,10,12}. Les trois tailles donnent les mémes résultats: les effets de taille finie sur I’énergie
sont négligeables. De méme, les points pour L = 10 avec § = 2L/t et § = 4L/t se superposent,
ce qui signifie que la limite de température nulle est raisonnablement atteinte pour ces valeurs.
Afin de comparer les deux méthodes, le diagramme en champ moyen est tracé en pointillés. La
zone métastable existant au bout du lobe MI p = 2 est délimitée par les traits en pointillés
noirs et rouges. L’accord qualitatif des deux méthodes est assez satisfaisant en ce qui concerne la
délimitation des deux phases. Comme pour le cas précédent Us /Uy < 0, dans tout le diagramme
de phase, les valeurs asymptotiques des corrélations densité-densité sont égales aux produits
des densités: Cyyr(L/2) ~ popyr. D’aprés 'Eq. (8.7), ceci implique que F,,(L/2) ~ 0 et, par
conséquent, S,.(q) ~ 0, Vq. Les quantités @Q,, et Sy,(q) permettent donc, ici aussi, de décrire
complétement ’ordre magnétique contraint dans le plan xy, lorsque celui-ci existe. Nous mon-
trerons que, dans ce diagramme excepté dans la phase de Mott p = 2, il existe une aimantation
ferromagnétique dans le plan xy.

20 T T T T T T
Q.. i O L=8, p=2L1t
! AA L=10, B=2L/t
. O] L=10, B=4L/t
B ! o L=12, p=2Lrt |
o | QZZ=O i |
= 10} i
S ! Polar. BEC
’ y Superfluide |
051 Mip=1 Polar."‘:} U, /Uy=0.1 1
Ferro. s Ferro.
04 - . . | . I .
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
’[/UO

FIGURE 8.14 — Diagramme de phase en Monte Carlo quantique avec Us /Uy = 0.1 et diagramme
de phase en champ moyen en pointillés (¢f. Figure 7.8). La fraction condensée et la densité
superfluide, simultanément non nulles, indiquent que la superfluidité est une propriété d’une
phase condensée de Bose-Einstein (BEC). Dans la phase MI p = 2, les trois populations sont
équilibrées. Cette phase, décrite par un état singulet sur site tel que F2(0) ~ 0, ne présente aucun
ordre magnétique (Q,, ~ 0). Dans la phase MI p = 1 et dans toute la phase BEC superfluide,
les histogrammes des densités sont polarisés et il existe un ordre ferromagnétique dans le plan
xy. Les transitions de phase sont du second ordre, excepté au bout du lobe MI p = 2 ot les
transitions sont du premier ordre, en accord avec le champ moyen. La ligne verticale en trait
discontinu correspond & la coupe de la Figure 8.27 & gauche.
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8.3. Interaction antiferromagnétique: Uy /Uy > 0

Phase de Mott p=1

Les histogrammes P(p_) = P(p+) et P(po) sont tracés sur la Figure 8.15 pour quatre tailles
et pour différents états initiaux avec Uz /Uy = 0.1. L’histogramme P(pg) [P(p+)| se concentre
en un pic situé proche de py ~ 0 [p+ ~ 0.5] au fur et & mesure que la taille augmente: les his-
togrammes sont polarisés. Cette polarisation est observée pour différents états initiaux. Pour de
grandes tailles, le systéme a 1’équilibre est donc essentiellement composé de bosons de spins +1
et les particules de spin 0 sont minoritaires. L.’étude en champ moyen a montré que cette phase
est décrite par les trois états équiprobables [100), |010) et [001). II est évident que ces états ne
sont pas visités de fagon équiprobable dans nos simulations en Monte Carlo quantique.

0.4 T T T T T T 0.25 T T T T T T T
| Mott, p=1, U,/U=0.1, p=4Lt (@) L=6, /U;=0.04 Etatinitial: p;=0.5, p,=p =0.25 |
0 L=4, ¥U,=0.04 Etatinitial: p,=0.5, p,=p =0.25 0.20
0.15
0.10
0.05
| o | !
0 0.25 0.50 0.75 1.00 0 0.25 0.50 0.75 1.00
Py Ps
025 T T T T T T T 025 T T T T T T T
L=8, #/U,=0.02 Etatinitial: p =0, p,=p_=0.5 L=12, /U ;=0.02 Etatinitial: p,=p =p_=1/3
0.20 | (c) 0.20 | (d) 1
0.15 | —P(p)=P(p,) 0.15 1
i —Plpy)
0.10 g 0.10 .
0.05 . 0.05 g
04

0 025 0.50 0.75 1.00
Ps

1.00

FIGURE 8.15 — Histogrammes P(p_) = P(p+) et P(po) pour quatre tailles L = {4,6,8,12},
respectivement en (a), (b), (c) et (d) dans la phase de Mott p = 1 avec Us /Uy = 0.1 et = 4L/t.
Pour de grandes tailles, les histogrammes sont polarisés: max(P(p+)) en p+ ~ 0.5 et max(P(po))
en po ~ 0.

Bien que le mécanisme assurant cette polarisation ne soit pas clair, il est nécessairement lié
au terme de conversion Us, ainsi qu’au terme cinétique ¢ qui léve la dégénérescence de cette
phase trouvée lorsque t/Uy = 0. Les excitations de paires de bosons +1, de cotit énergétique
minimal Uy — Uy, sont favorisées. La cohérence des résultats des deux ensembles montre que la

171



Chapitre 8. Etude en Monte Carlo quantique

contrainte F;"ml = 0 dans ’ensemble canonique ne semble pas avoir d’impact particulier sur cette
polarisation. De plus, la référence [126] prédit aussi cette polarisation et montre qu’a 1’équilibre
thermodynamique p; = p— = 0.5 et pg = 0 (Fig. 3 (b) de la Ref. [126]).

Les corrélations spin-spin sur site valent F;(0) = F,,(0) ~ 0.5 et F,,(0) ~ 1, d’ott le mo-
ment magnétique local tel que F%(0) = p(p + 1) ~ 2. Ceci implique que Quz = Qyy ~ —1/6 et
22 = 1/3. Ces résultats, correspondant a la moyenne des quantités des états |100) et |001) (cf.
Tableau 8.1), sont aussi trouvés par Y. Toga et al. [126]. De plus, nous pouvons remarquer, qu’a
I'inverse du cas U /Uy < 0, la composante @, est positive.

Concernant les fonctions de corrélations:

— les fonctions de Green individuelles G, (R) décroissent exponentiellement (cf. Figure 8.16) ;

— la fonction de Green G,(+—, R) sature vers la valeur G,(+—,L/2) ~ 0.20, indiquant que
des mouvements cohérents anticorrélés de paires de particules de spin +— existent. Ce
type de mouvement léve la dégénérescence de cette phase. Bien que les particules de spin
0 soient trés minoritaires, nous pouvons noter que des mouvements cohérents anticorrélés
de paires de particules de spin +0 et —0 existent car G4 (40, R) = G4(—0, R) saturent. De
méme, des mouvements cohérents anticorrélés de paires de particules de spin différent avec
conversions du spin existent: G, (+ —00,L/2) = G,(00 — +,L/2) ~ 0.02 (¢f. Figure 8.16) ;

— il existe des corrélations spin-spin & longue portée dans le plan zy, telles que F,,(L/2) =
Fyy(L/2) ~ cste < 0.50 (cf. Figure 8.17 en haut & gauche).

051 ‘ ‘
ti Mott, p=1
0.4 L=12, B=4LA, U,/U =0.1, ¥U,=0.02
0.3
02F VT TR/ T
0.1
i +0,R)=G,(-0,R)
; +00,R)=G,(00-+,R) 1
0 = a . . . ! .
0 6 2 4 6
R R

FIGURE 8.16 — Fonctions de Green en échelle linéaire (& gauche) et semi-log (& droite) pour la
phase de Mott p = 1 avec Uz /Uy = 0.1. Il n’existe pas de mouvements cohérents individuels. A
contrario, des mouvements cohérents anticorrélés de paires de particules de spin +— existent:
Go(+—,L/2) ~0.20.
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8.3. Interaction antiferromagnétique: Uy /Uy > 0

Le hamiltonien effectif de Heisenberg H.rs [Eq. (8.10)|, précédemment discuté pour le cas
Us /Uy < 0, apporte quelques précisions. Lorsque Us /Uy €]0, 0.5[, les couplages des spins sont tels
que Jy/Jy = 1 —2Us/Uy, soit 0 < J; < Ja. A température nulle, I'énergie libre sera minimisée
lorsque le terme }~; - (F;.F;)* du hamiltonien sera maximisé, i.e. lorsque les spins s’orientent
suivant un axe privilégiée sans qu’un sens préférentiel soit imposé. Selon les références [127, 128],
le systéme adopte dans ce cas l'ordre nématique (cf. Figures 8.9 et 8.4). Le paramétre d’ordre
Q.. non nul est une signature nécessaire mais non suffisante pour conclure que le systéme adopte
la phase nématique. En effet, dans la phase nématique, le facteur de structure magnétique S;»(q)
prend une valeur nulle, Vq, dans la limite thermodynamique.

Le facteur de structure magnétique Sy, (q) est tracé en fonction de g, et g, sur la Figure 8.17
a droite. La coupe de S;;(q) en g, = 0 est représentée sur la Figure 8.17 en bas a gauche. Le
pic de S;»z(q) en q = 0 observé pour différentes tailles semble indiquer qu'un ordre ferroma-
gnétique existe. Dans ce cas, nous pouvons conclure que @,, ~ 1/3 n’est pas la signature d’un
ordre nématique, le systéme étant ferromagnétique. Ces résultats préliminaires contredisent les
prédictions des références |4, 5, 126].
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FIGURE 8.17 — Pour la phase de Mott p = 1 avec 8 = 2L/t, Uy /Uy = 0.1 et t/Uy = 0.04. A droite:
facteur de structure magnétique [Eq. (8.8)] en fonction de q = (g, gy) pour L = 12. A gauche en
haut: il existe des corrélations spin-spin & longue portée telles que Fy,(L/2) = F,(L/2) ~ 0.3
pour L = 12. A gauche en bas: coupe du graphe de droite en gy = 0 pour quatre systemes de
taille L x L avec L = {6, 8,10, 12} normalis¢ par L?. Le pic en q = 0, plus faible que celui observé
pour Us < 0 (cf. Figure 8.8), existe pour ces quatre tailles: un ordre ferromagnétique existe.

Nous effectuons actuellement une analyse du facteur de structure magnétique dans l’en-
semble grand canonique avec le méme rapport Us/Uy = 0.1 afin de confirmer ce résultat.
D’autre part, nous effectuons des simulations avec Us /Uy = {0.2,0.3,0.4} afin d’avoir un rapport
J1/Ja =1 —2Uy /Uy plus petit, soit J; < Ja. Ces rapports devraient améliorer la convergence de
I’algorithme et devraient donc nous permettre d’observer la signature de la phase nématique pré-
dite par A. Imambekov [4, 5]. Cependant, lorsque Us /Uy augmente, le lobe de Mott p = 1 rétrécit
progressivement pour totalement disparaitre lorsque Uy /Uy = 0.5. Pour Uy /Uy = {0.2,0.3,0.4},
nous effectuons donc des simulations avec de grandes valeurs de Uy pour lesquelles la limite de
température nulle kpT < t2 /Uy devient difficile & assurer avec notre algorithme.
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Chapitre 8. Etude en Monte Carlo quantique

Phase de Mott p =2

Lorsque ¢/Uy = 0, cette phase non dégénérée est décrite par 1'état sur site |®) = /2/3|101) —
v/1/3/020), dans la base [n_,ng,n4). Cet état a pour propriétés Fi,(0) = Fy,(0) = F,,(0) = 0,
soit F2(0) = 0: cet état est un état singulet. Ceci implique que Q, = Qyy = Q.. = 0. Par
ailleurs, p_ = po = p+ = 2/3 et les corrélations densité-densité sur site valent Cpo(0) = 4/3,
C4+(0) = C_—(0) = C4—(0) = %3 et C40(0) = C—(0) = 0.

Nos simulations en Monte Carlo quantique, avec le rapport Us/Uy = 0.1, confirment ces
résultats dans toute la phase de Mott. Les histogrammes P(py) et P(pg), de forme gaussienne,
sont centrés en p, = 2/3 (cf. Figure 8.18 a gauche). D’autre part, il est possible de mesurer la
densité des paires de singulets p,, définie par

A~

Psg = <AT A ) (8.12)

59° 789

avec flig = (x/i(ﬂ&] - d%dg)/\/g. Nous mesurons dans cette phase psy ~ 1 (cf. Figure 8.26).
Chaque site du systéme est donc composé d’une paire de particules formant un état singulet.

0.10 T T T T T T T 101 T T T T T
Mott, p=2, U,/U,=0.1, B=2L/t ol Mott, p=2, L=12, p=2L/t, U,/U =0.1, U =0.04 |
0.08 - L=12,#/U,=0.04 Etatinitial: p=0, p,=p =1 10°¢ GO G(R)
| | 10-1 L c—o G,(R)=G.(R) i
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FIGURE 8.18 — Phase de Mott p = 2 avec Us/Uy = 0.1. A gauche: les histogrammes P(p_) =
P(p+) et P(po) sont tous de forme gaussienne et sont centrés en p, = 2/3. A droite: fonctions de
Green en échelle semi-log. Toutes les fonctions de Green décroissent exponentiellement.

Concernant les fonctions de corrélations, aucun mouvement cohérent n’existe (Figure 8.18
a droite). L’absence de mouvement cohérent s’explique par l'unicité de I’état |®), , décrivant
cette phase lorsque ¢t/Uy = 0: il n’y a aucune dégénérescence a lever par le biais du terme ci-
nétique. Dans la limite ¢/Uy = 0, la fonction d’onde décrivant le systéme dans cette phase est :

[B)yr = @1 |®), = @5 [\/273[101) — /1/3]020)]

Concernant 'aspect magnétique de cette phase, les simulations montrent qu’il n’existe aucun
ordre magnétique dans le systéme (cf. discussions sur les transitions de phases Figures 8.25 et
8.26). Les propriétés de cette phase sont donc essentiellement locales et sont données par des
quantités sur site. Cette phase est donc la phase la mieux décrite par le champ moyen.

i
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FIGURE 8.19 — Densité des paires singulets p,q, valeur absolue du parameétre d’ordre nématique
|Q..] et valeur du facteur de structure normalisé S, (q = 0)/L? dans la phase de Mott p = 2 avec
B = 2L/t pour les rapports Uy /Uy = {0.005,0.010, 0.050,0.100, 0.250,0.500}. La longueur du
lobe MI p = 2 croit en fonction de Us /Uy et la derniére valeur de t/Uy de ces graphes correspond
a la valeur de la transition Mott-superfluide. Dans tous ces graphes, loin de la transition, nous
mesurons Q| =~ 0, Syz(q = 0)/L? ~ 0 et psy ~ 1. L’ordre nématique n’est pas observé et cette
phase est composée d’états singulets.

Dans les références [4, 5], il est théoriquement prédit qu'’il existe une transition de phase
magnétique du premier ordre dans la phase de Mott p = 2. Cette transition concerne la phase
singulet et la phase nématique. Plus précisément, il est prédit que cette phase est entiérement
formée d’états singulets lorsque Uy /Uy > 0.025, ce que nous confirmons. Cependant, il est aussi
prédit qu’un ordre nématique se développe dans la partie droite du lobe et que la transition
singulet-nématique est du premier ordre lorsque Us /Uy < 0.025.
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Chapitre 8. Etude en Monte Carlo quantique

Nous avons donc effectué une analyse précise pour les tailles L = {4, 6,8, 10,12} avec les rap-
ports Us /Uy = {0.005,0.010, 0.050, 0.100, 0.150, 0.250, 0.500}. Nous montrons certains de ces ré-
sultats sur la Figure 8.19. Dans toutes nos simulations, nous mesurons Fy.(0) ~ F,, (0) ~ F.(0),
soit Q.. ~ 0 avec simultanément S,,(q = 0)/L?* ~ 0 et ps; ~ 1. Nous n’observons donc pas
d’ordre nématique, ni de transition magnétique dans cette phase. Il est possible que le modéle
développé dans les références [4, 5], seulement valide dans la limite ¢/Uy — 0 mais extrapolé
dans toute la phase de Mott, ne soit simplement plus valide hors de cette limite.

Phase superfluide p=1et p=2

Comme dans la phase de Mott p = 1, les histogrammes des populations sont polarisés: I’his-
togramme P(pg) [P(p+)] se concentre en un pic situé proche de py ~ 0 [p+ =~ p/2| au fur et a
mesure que la taille augmente (cf. Figure 8.20). Cette polarisation est observée pour différents
états initiaux. Pour de grandes tailles, le systéme & 1’équilibre est donc essentiellement composé
de bosons de spins £1 et les particules de spin 0 sont minoritaires.
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| SF, p=1, U,/U,=0.1, B=2L/t | | SF, p=1,U,U;=0.1, p=2L/t |
L=6, /U,=0.10 Etat initial: p,=p =p =1/3 L=10, ¥U,=0.12 Etat initial: p=1/2, p =p_=1/4
0.6 - a 0.6 - a
—P(p)=P(p,)
R 04| — P(py) }
b 0.2 b
! L L L 0 ! = | n | L | L
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0.3 ‘ T ‘ T ‘ 0.3 T \
SF, p=2, U,/U,=0.1, p=2L/t SF, p=2, U,/U,=0.1, p=2L/t
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FIGURE 8.20 — Histogrammes P(p+) et P(pg) pour trois tailles L = {6,8,10} dans la phase
superfluide p = 1 (p = 2) en haut (bas) avec Uy/Uy = 0.1 et § = 2L/t. Les histogrammes sont
polarisés.
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8.3. Interaction antiferromagnétique: Uy /Uy > 0

Nous avons montré que, selon le champ moyen (cf. Section 7.4), chaque site du systéme est
soit composé de particules de spin 0, soit composé d’'un mélange équilibré de particules de spin
+1. Or, seule I’équirépartition des particules de spin +1 est observée avec la méthode de Monte
Carlo quantique. Le systéme n’est jamais principalement composé de bosons de spin 0 comme
le suggére le champ moyen. L’origine de ce choix particulier de polarisation n’est pas claire. En
effet, pour un systéme de "grande taille" (e.g. L = 10), les bosons de spin 0 sont trés peu présents

et I’ensemble du systéme est composé d’autant de bosons de spin +1 que de bosons de spin —1
(cf. Figure 8.20).

Les corrélations densité-densité sur site sont telles que C__(0) = C11(0) > 0, Cpo(0) =
C10(0) = C_0(0) ~ 0 et C1+_(0) > 0. Pour p =2, C4_(0) > C__(0) = C4+4+(0) signifie que
les paires de particules de spins +— sont favorisées. De plus, les corrélations spin-spin sur site
satisfont la relation Fy,(0) = Fyy(0) < F;(0) pour les deux densités. Le moment magnétique
local est favorisé suivant 'axe z.
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SF, p=1,¥U,=0.15, UZ/U0=0-1, L=12, B=2L/t SF, p=2, U =0.15, U /U =0.1, L=12, p=2L/t
0.6 I § IR 0 D
--- G,(U2)G(L12) G- G(R)=G,(R) - GL2)G(L2) G- GR=G,RA)
0 5[7 E+ F;\‘)) G,(-0,R) h 15 ) Z-_ggata;)he (-0.R)
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FIGURE 8.21 — Fonctions de Green en échelle linéaire pour la phase superfluide de densité p = 1
a gauche et p =2 a droite avec t/Uy = 0.15 et Uy /Uy = 0.1.

La Figure 8.21 montre que:

— les fonctions de Green individuelles saturent: des mouvements cohérents de particules in-
dividuelles existent. Le plateau des fonctions de Green individuelles, indiquant un ordre
de phase a longue portée et le théoréme de Mermin-Wagner-Hohenberg [67, 68, 69| nous
permettent de conclure qu'un condensat de Bose-Einstein existe ;

— la fonction G4(+—,R) sature vers une valeur asymptotique telle que Gq(+—,L/2) >
G1(L/2)G_(L/2). 1l existe donc des mouvements cohérents anticorrélés de paires de par-
ticules de spin +— dans la phase superfluide. Bien que les particules de spin 0 soient trés
minoritaires, nous pouvons observer sur la Figure 8.21 que les fonctions de Green G, (£0, R)
et Go(+ — 00, R) saturent vers la méme valeur. Cependant, cette valeur asymptotique est
faible & cause de la polarisation. Les mouvements cohérents anticorrélés de paires de par-
ticules de spin +0 et —0 sont faibles;

— pour p = 2, les fonctions de Green & deux corps de méme espéce Gg )(R) sont non nulles.
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Chapitre 8. Etude en Monte Carlo quantique

D’autre part, il existe des corrélations spin-spin a longue portée dans le plan xy telles que
F,2z(L/2) = F(L/2) ~ cste < 0.5 pour p =1 et F,;(L/2) = F,,(L/2) ~ cste < 2 pour p = 2.
Ces corrélations impliquent que le facteur de structure magnétique présente un pic en q = 0. Ce
pic persiste lorsque la taille augmente: un ordre ferromagnétique existe.

De plus, il est possible que des mouvements cohérents de paires de particules singulets existent
dans cette phase. La précision actuelle de nos mesures ne nous permet pas, pour le moment, d’ob-
server clairement la signature de tels mouvements.

Transitions de phases

A. Transitions Mott-superfluide p =1 et p = 2

Nous discutons maintenant I’évolution de la densité superfluide lors de la transition Mott-
superfluide. La Figure 8.22 montre I’évolution de ps; en fonction de t/Uy pour les densités

constantes p = 1 (a) et p = 2 (b) avec Ua/Uy = 0.1. Fixer la densité correspond a effectuer
une coupe horizontale des lobes MI du diagramme de phase en passant par leur extrémité.
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0.8 |

0 06
0.4
02|

0
2.0

1.5
a” 1.0
0.5

0 0025 0050 0075 0100 0125 0.150

Y,

FIGURE 8.22 — Densité superfluide ps en fonction de t/Uy lors de la transition MI-superfluide
pour les densités constantes p = 1 (a) et p = 2 (b) avec Uz/Uy = 0.1 pour trois tailles. Pour
p = 1, la transition, de la classe d’universalité du modéle XY classique 3D, est du second ordre.
Pour p = 2, la transition est du premier ordre, en accord avec le champ moyen.

Il n’y a aucun signe visible de discontinuité lorsque la taille augmente pour p = 1, signe que
cette transition est du second ordre. Des arguments de loi d’échelle précisent que cette transition
est de la classe d’universalité du modéle XY classique 3D [66]. A contrario, une discontinuité
est nettement visible dans 1’évolution de ps pour la densité p = 2. Comme nous ’avons vu pour
le systéme de bosons de spin-1/2 & la sous-section 6.1.2 (Figures 6.11 et 6.12), la discontinuité
du paramétre d’ordre de la phase superfluide indique que la transition est du premier ordre. Ce
résultat est en accord avec le champ moyen selon lequel il existe une zone métastable & I’'extrémité
des lobes des phases de Mott de densité paire pour Us /Uy €]0,0.20] (c¢f. Figure 7.13).
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8.3. Interaction antiferromagnétique: Uy /Uy > 0

Afin de confirmer ce résultat, nous effectuons une coupe verticale du diagramme de phase
passant par 'extrémité du lobe MI p = 2. Nous tragons sur la Figure 8.23 la densité totale p
en fonction de p/Uy dans ’ensemble canonique (en rouge) et dans I'ensemble grand canonique
(en bleu). En effet, un autre indicateur d’une transition du premier ordre est I’observation d’une
compressibilité négative k = dp/Jdu dans 'ensemble canonique et d’une discontinuité de p en
fonction de pu/Uy dans ensemble grand canonique [122].

La signature d’une transition du premier ordre est trés claire pour les deux ensembles.
Nous avons choisi le rapport Us/Uy = 0.05 car la zone métastable est plus étendue qu’avec
Us /Uy = 0.10. Ce rapport permet donc une représentation graphique plus explicite de cette si-
gnature bien que celle-ci soit aussi observée pour le rapport Us /Uy = 0.1 dans ces deux ensembles.
Cette signature s’accompagne d’un saut de la densité superfluide. Ce type de transition a été
précédemment discuté en détail lors de I’étude du systéme de bosons de spin-1/2 (cf. sous-section
6.1.2).

23 L=8, p=2L1t, U,/U,=0.05, U =0.052

e—e canonique ]
wvgrand canonique |

4 15 16 L7
wu

0

FIGURE 8.23 — Densité totale p en fonction de p/Up dans 'ensemble canonique (en rouge) et dans
I’ensemble grand canonique (en bleu) pour L = 8 avec Uy /Uy = 0.05. Ces courbes correspondent
a des coupes verticales du lobe MI p = 2 passant par son extrémité. La pente négative (com-
pressibilité négative) de p observée dans ’ensemble canonique est le signe qu'une métastabilité
existe. De méme pour la discontinuité de p observée dans ’ensemble grand canonique. Pour ces
deux courbes, la densité superfluide (non tracée ici) présente une discontinuité et la transition
est du premier ordre, en accord avec les prédictions du champ moyen.

B. Influence de Uy /Uy sur la transition Mott-superfluide p = 2

Nous venons de voir que le champ moyen et la méthode de Monte Carlo quantique sont en
accord concernant I'ordre des transitions. Ces méthodes prédisent une transition Mott-superfluide
du premier ordre pour p = 2 avec Us /Uy = 0.05 et Uz /Uy = 0.1. Qu’en est-il des autres valeurs de
Us /Uy ? Le champ moyen prédit que cette transition est du premier ordre lorsque Us /Uy €]0,0.2]
et est du second ordre sinon (cf. Figure 7.13).
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Chapitre 8. Etude en Monte Carlo quantique

La Figure 8.24 montre la densité superfluide p, en fonction de ¢t/Uy avec p = 2 pour différents
rapports Us /Uy avec la méthode de Monte Carlo quantique (a gauche) et avec la méthode du
champ moyen (& droite). La figure de droite correspond a la Figure 7.13.

T T T T T
o-0 U,/U =0.00 oo U,/U,=0.00
201 5q ui/UZ=o.05 MCQ, L=12, p=2L1t, p=2 ] 20 1o quju-0.0s CM, p=2 ek
L oo U,U,=0.10 Y | o0 U, /U;=0.10 == p
-0 U,/U,=0.15 -0 U U=0.15
1.5 F a-aU/U=0.25 o~ 1.5 Fa-AU/U=0.25 E
vy U,/U,=0.50 - v-v U,/U,=0.50
n I = at 24 » I h
S ot o S S0 7
0.5 0.5
0 B0 SERIO RSO V9 0 3 —pergEl ——
0 0.05 0.10 0.15 0.20 0 0.05 0.10 0.15 0.20
vy, vy,

FIGURE 8.24 — Densité superfluide p; en fonction de t/Uy avec une densité constante p = 2 pour
Us /Uy = {0.00,0.05,0.10,0.15,0.25,0.50} avec la méthode de Monte Carlo quantique (& gauche)
et avec la méthode du champ moyen (a droite).

Les deux méthodes sont en bon accord qualitatif et quantitatif, sauf pour Us /Uy = 0.15. En
effet, le champ moyen prédit une transition du premier ordre pour Us/Uy €]0,0.20], alors que
selon la méthode de Monte Carlo quantique, seuls les rapports Uy /Uy = {0.05,0.10} présentent
une discontinuité dans ’évolution de pg sur cette figure. Nous pouvons donc conclure que la tran-
sition est du premier ordre pour Us/Uy €]0,0.15[. De plus, le saut de ps, nul pour Us /Uy = 0,
croit avec Us /Uy et atteint sa valeur mazimale en Uy /Uy ~ 0.05, puis décroit et devient nul
lorsque Uy /Uy ~ 0.15. L’influence du rapport Us /Uy concernant l'ordre de cette transition a été
étudiée par T. Kimura et al. par une approche variationnelle [15]. Cette étude prédit que cette
transition est du premier ordre lorsque Us/Up €]0,0.32]. Leur gamme de valeurs de Uy /Uy est
donc environ deux fois plus large que la notre.

Enfin, la densité superfluide p; et la fraction condensée p(q = 0), non tracée, évoluent de fagon
similaire. Cependant, nous observons quantitativement que p(q = 0) est légérement inférieure a
ps. Ceci est en accord avec le fait que certaines particules d’impulsion non nulle contribuent a la
superfluidité. (cf. Figure 6.14)

C. Corrélations spin-spin lors des transitions Mott-superfluide p =1 et p =2

L’étude détaillée des phases de Mott et de la phase superfluide avec Uy /Uy = 0.1 a montré
qu’il existe des corrélations spin-spin dans tout le diagramme de phase excepté dans la phase de
Mott p = 2 composée d’états singulets. Nous tragons sur la Figure 8.25 les corrélations spin-spin
Fyz(R) = Fyy(R) pour différentes valeurs de t/Uy pour p =1 (a) et p =2 (b) avec Uz /Uy = 0.1.
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FIGURE 8.25 — Corrélations spin-spin Fy,(R) = Fy,(R) dans 'ensemble canonique pour diffé-

rentes valeurs de t/Uy faisant passer le systéme de la phase de Mott vers la phase superfluide
avec p =1 (a) et p =2 (b) pour Uy/Uy = 0.1.

o Figure 8.25 (a): Fyz(R) tend vers un plateau Vt/Uy, soit dans la phase de Mott et dans la
phase superfluide, la transition ayant lieu a ¢./Uy ~ 0.050. Un ordre magnétique a longue portée
existe tout le long de la transition.

e Figure 8.25 (b): la transition MI-superfluide a lieu & ¢./Uy ~ 0.070. Dans toute la phase
superfluide, les corrélations spin-spin tendent vers un plateau, signe qu’un ordre magnétique &
longue portée existe. A contrario, dans toute la phase de Mott (t/Uy < 0.070), les corrélations
spin-spin décroissent exponentiellement, signe qu’aucun ordre magnétique n’existe dans cette
phase.

Intéressons-nous maintenant plus particuliérement a la transition MI-superfluide pour la den-
sité p = 2. Nous tracons sur la Figure 8.26, en haut & gauche, le moment magnétique local F2(0),
la densité de paires de particules singulets psy [Eq. (8.12)], ainsi que la densité superfluide py en
fonction de t/Uj. Cette figure montre que:

— profondément dans la phase de Mott, la densité superfluide ps est strictement nulle et la
densité des paires de particules singulets vaut pgy = (1.00 & 0.02) indiquant que les deux
particules situées sur chaque site forment un état singulet, d’ott F2(0) ~ 0. Prés de la
transition, la densité des paires singulets décroit légérement & cause des mouvements dus a
Ieffet tunnel laissant ainsi la possibilité a certaines particules de contribuer & un moment
magnétique local non nul. Ceci explique que F2(0) n’est plus strictement nul prés de la
transition ;

— & la transition (t./Up ~ 0.070), les trois quantités présentent une discontinuité;
— dans la phase superfluide (t/Uy > 0.070), des paires de particules singulets sont toujours
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présentes, mais psg < 1 et le moment magnétique local est non nul. Il nous est difficile
d’analyser proprement la cohérence des paires de particules singulets, mais il est envisa-
geable que celles-ci contribuent & la superfluidité.
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FIGURE 8.26 — Transition Mott-superfluide p = 2 avec L = 12, 3 = 2L/t et Uy/Uy = 0.1. A
gauche, en haut: moment magnétique local F2(0), densité des paires de particules singulets Psg
et densité superfluide p, en fonction de ¢/Uy. A gauche, en bas: paramétre d’ordre nématique Q..
et valeur du pic du facteur de structure magnétique normalisé S, (q = 0)/L2. A droite: facteur
de structure magnétique Sz, (q) dans la phase de Mott en (a) avec t/Uy = 0.06 et dans la phase
superfluide en (b) juste apres la transition avec ¢t/Uy = 0.08.

La Figure 8.26 en bas a gauche montre le paramétre d’ordre nématique @, ainsi que le pic
du facteur de structure magnétique normalisé¢ S,.(q = 0)/L? en fonction de t/Uy. De plus, la
Figure 8.26 a droite montre le facteur de structure magnétique S;,(q) dans la phase de Mott en
(a) et dans la phase superfluide en (b) juste aprés la transition avec Us /Uy = 0.1. Sur cette figure:

— le parameétre d’ordre nématique @Q,,, nul dans toute la phase de Mott, montre que 'ordre
magnétique sur site est isotrope Fy;(0) = F,,(0) = F,.(0) lorsque F2(0) # 0 prés de
la transition: il n’existe donc pas d’ordre nématique. Le facteur de structure magnétique
Szz(q) admet un maximum en q = 0 dont la valeur est proche de zéro dans cette phase.
Ces valeurs sont a comparer avec celles du cas Us /Uy < 0 de la Figure 8.12 en bas, pour
lequel S;.(q =0)/L? ~2;

— les deux quantités présentent une discontinuité a la transition (¢./Up =~ 0.070) ;

— le paramétre d’ordre nématique tend vers @,, ~ 0.44 pour t/Uy = 0.15 dans la phase
superfluide: l'ordre de spin sur site n’est pas isotrope et F,(0) > Fy.(0) = Fy,(0). Le
facteur de structure magnétique présente un pic significatif en q = 0 qui indique qu’un
ordre ferromagnétique existe.
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D. Coupe verticale du diagramme de phase en t/Uy = 0.04

La Figure 8.27 & gauche montre ’évolution de la densité totale p et de la densité superfluide
ps en fonction de /Uy associées a la coupe verticale du diagramme de phase (cf. Figure 8.14) en
trait discontinu. Lors de cette coupe, qui traverse les phases de Mott p = {1, 2}, les densités p et
ps évoluent contintiment, signe de transitions du second ordre. Il est intéressant de remarquer que
la pente de la densité p augmente et devient presque verticale lorsque le systéme passe de la phase
superfluide & la phase de Mott p = 2. La compressibilité k = dp/du tend donc a diverger lors de
cette transition. Ceci semble étre 'indicateur qu'une transition du premier ordre, située au bout
du lobe, est proche. Ce fait n’est pas observé pour cette transition pour le cas Us /Uy = —0.1
(cf. Figure 8.13).

4‘ T T T T T T T T 30 T ‘ T ‘ T ‘
L=8, B=2L/, t/U,=0.04, U/U=0.1 L=8, B=2L/t, /U,=0.04, U /U =0.1
3t se imott | SF | s
I :
1} ' . |
0
wu,

FIGURE 8.27 — A gauche: densité totale p et densité superfluide p, en fonction de ju/Ug lors de la
coupe verticale du diagramme de phase en trait discontinu (cf. Figure 8.14) avec Uz /Uy = 0.1.
Cette coupe traverse les phases de Mott p = 1 et p = 2 indiquées par les plateaux de la densité. Les
densités p et ps évoluent contintiment, signe de transitions du second ordre. A droite: évolution
du pic du facteur de structure magnétique normalisé S,.(q = 0)/L?, du moment magnétique
local F2(0), de la densité des paires singulets psg et de la densité superfluide p, en fonction de p
associée & la coupe de gauche.

D’autre part, nous tragons sur la Figure 8.27 a droite I’évolution des quantités Sy, (q = 0)/L?,
F%(0), psg et ps en fonction de la densité p associée au graphe de gauche.

— Pour p € [0, 1], le moment magnétique local F2(0) croit lindairement: F2(0) = 2p. Chaque
nouvelle particule injectée dans le systéme ajoute la quantité £2(0) = 2 au moment magné-
tique local total. La valeur du pic du facteur de structure magnétique S, (q = 0)/L? croit
sur cet intervalle: chaque nouvelle particule contribue & un ordre ferromagnétique. Ce com-
portement qualitatif est similaire & celui observé avec Us /Uy = —0.1 sur la Figure 8.13, bien
que, quantitativement, la valeur de S,.(q = 0)/L? soit plus faible (S,.(q = 0)/L? < 0.5
en p = 1, par exemple). Cette similarité est due au fait que le terme Us joue un role mi-
neur pour une densité inférieure a 1. De plus, il n’existe aucune paire de singulet par site
car la densité est inférieure a une particule par site, aucune paire n’existe donc, soit psy >~ 0.

183



Chapitre 8. Etude en Monte Carlo quantique

— Lorsque p > 1, il existe en moyenne plus d’une particule par site et il est possible de former
des paires de singulets. Dans ce cas, le terme Us joue un role déterminant dans la statistique:

e sur l'intervalle p €]1,2], les paires de singulets se forment et p,, augmente quasi li-
néairement de 0 en p = 1 jusqu’a 1 en p = 2. La formation de paires singulets fait décroitre
le moment magnétique local F2(0) jusqu’a F2(0) = 0 en p = 2 car le systéme est alors
entiérement composé de telles paires pour cette densité. La valeur du pic du facteur de
structure magnétique Sz, (q = 0)/L? décroit lorsque la densité approche p = 2;

e cnfin, pour p €]2,3.3], les quantités Sy, (q = 0)/L?, F?(0) et ps, augmentent de fagon
monotone: le moment magnétique local et I’aimantation globale augmentent bien que des
paires de singulets se forment. La densité superfluide décroit faiblement lors du passage
prés du lobe MI p = 3. Il est intéressant de noter le comportement linéaire de F2(0) et de
ps sur lintervalle p € [1.8,2.2].

8.4 Conclusion du Chapitre 8: étude des bosons de spin-1 en
Monte Carlo quantique

Dans ce chapitre, nous avons présenté nos résultats préliminaires du systéme de bosons de
spin-1 avec la méthode de Monte Carlo quantique dans le sous-ensemble F Ztoml = 0 de I'ensemble
canonique. Cette méthode nous a permis de mener une étude approfondie de ce systéme et de
comparer nos résultats avec ceux obtenus en champ moyen. Nous avons détaillé deux cas: le cas
« ferromagnétique », tel que Us/Up < 0 et le cas « antiferromagnétique », tel que Uy /Uy > 0.
Bien que, pour ces deux cas, le diagramme de phase soit composé de phases isolantes de Mott
et d’'une phase condensée de Bose-Einstein superfluide, les propriétés de ces phases sont trés
différentes en fonction du signe de U,. D’autre part, la délimitation des phases est en assez bon
accord avec les deux méthodes, surtout pour la densité p = 2 avec Uz /Uy < 0.

De fagon générale, le cas Uz /Uy < 0 favorise des états maximisant le moment magnétique
local tel que F2(0) = p(p+1). Dans tout le diagramme de phase, les histogrammes des particules
de spin +1 et —1 sont égaux et centrés en p, = p/4, alors que I’histogramme des particules de
spin 0 est centré en pg = p/2. Les densités valent pg = 2p_ = 2p4 = p/2. Ces particularités sont
bien en accord avec les prédictions du champ moyen en ce qui concerne la phase superfluide.
Selon le champ moyen, toutes les phases de Mott sont dégénérées. La méthode de Monte Carlo
quantique permet de constater que la dégénérescence de ces phases est levée par des mouvements
cohérents anticorrélés de paires de particules de spin +—, +0 et —0, mouvements aussi présents
dans la phase superfluide. D’autre part, il existe dans tout le diagramme de phase des corré-
lations spin-spin dans le plan zy et le facteur de structure magnétique admet un pic en q =0
indiquant qu’un ordre ferromagnétique existe. Les transitions de phases sont toutes du second
ordre et toutes les phases de Mott disparaissent lorsque Uy /Uy = —0.5. Lorsque la densité est
fixée, les transitions sont de la classe d’universalité du modéle XY classique 3D.
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A contrario, le cas Uy /Uy > 0 favorise des états minimisant le moment magnétique local.
Lorsque Uy /Uy = 0.5, toutes les phases de Mott de densité impaire disparaissent. La phase de
Mott p = 2, non dégénérée lorsque t/Uy = 0, est composée de paires de particules singulets telles
que F2(0) = 0 et est la phase la mieux décrite par le champ moyen. Aucune dégénérescence ne
peut étre levée, il n’existe donc pas de mouvements cohérents particuliers dans cette phase qui
présente seulement des propriétés sur site.

Dans tout le reste du diagramme de phase, i.e. dans la phase de Mott p = 1 et dans la phase
superfluide, les histogrammes sont polarisés: max(P(p+)) en pr =~ p/2 et max(P(pg)) en po ~ 0.
Ces phases sont donc trés majoritairement composées de particules de spin +1. Pour la phase
superfluide, cette polarisation différe de celle du champ moyen qui prédit que cette phase est
soit majoritairement composée de particules de spin 0, soit majoritairement composée de parti-
cules de spin £1 avec p; = p_. Par ailleurs, des mouvements cohérents anticorrélés de paires de
particules de spin +—, +0 et —0 sont présents dans ces phases et assurent la levée de la dégé-
nérescence de la phase de Mott p = 1 observée en t/Uy = 0. De plus, une aimantation globale
ferromagnétique existe dans ces phases.

Les transitions sont du second ordre, & l’exception des transitions localisées au bout du lobe
MI p = 2 qui sont du premier ordre lorsque Us/Uy =|0,0.15[. L’ordre des transitions est par-
tiellement en accord avec le champ moyen qui prédit des transitions du premier ordre sur une
gamme plus large (Uz/Up €]0,0.2]). De plus, les transitions du second ordre a densité constante
sont de la classe d’universalité du modeéle XY classique 3D.

Ces résultats préliminaires sont similaires & ceux du systéme de bosons de spin-1/2 avec la
correspondance A « {(—1)&(+1)}, soit p— = p+ = pp/2. Enfin, contrairement aux prédictions
théoriques des références [4, 5|, la phase nématique n’a pas été observée. Nous effectuons actuel-
lement une recherche minutieuse de la signature de cette phase dans l’ensemble canonique et
grand canonique.
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Le but de cette thése est d’approfondir nos connaissances dans le domaine du magnétisme
quantique spontanément adopté par des phases quantiques, telles que la phase superfluide ou
les phases isolantes de Mott. Ce travail numérique, complémentaire aux études expérimentales
menées par d’autres groupes, a montré l'existence de nouvelles phases quantiques magnétiques.
Plus précisément, ’étude de deux systémes de bosons fortement corrélés sur réseaux optiques a
montré que les interactions entre les spins des atomes apportent une grande richesse a ces phases.

Bien que l'étude de tels systémes soit envisageable par diverses méthodes, I'approche du
champ moyen est trés souvent utilisée. Dans notre cas, cette approche conduit & un hamiltonien
simplifié que nous diagonalisons numériquement. Malgré le fait que cette méthode soit approxi-
mative, elle présente I'avantage d’étre facile & implémenter et rapide & utiliser. De son utilisation
parfois abusive nait la nécessité de tester les limites de cette méthode [3, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14,
15, 16]. La méthode de Monte Carlo quantique, méthode exacte, nous a permis de comparer, avec
celle-ci, une méthode de champ moyen précédemment utilisée pour étudier les mémes systémes
[7, 8, 9]. La conclusion de cette comparaison est que, & température nulle, cette méthode n’est pas
qualitativement correcte & une dimension, comme attendu, bien qu’elle se montre satisfaisante
a deux dimensions. Cependant, cette méthode échoue dés lors que les effets thermiques inter-
viennent. Ce constat invalide donc une partie des études menées dans les références |9, 12, 16],
notamment en ce qui concerne les transitions de phase & température finie.

Deux modeéles, présentés au Chapitre 3, ont été étudiés: le modele de bosons de spin-1/2 et le
modéle de bosons de spin-1. Ces deux modéles mettent en jeu des conversions du spin des diffé-
rentes espéces de bosons. Nous avons présenté ’étude de ces deux modéles avec une méthode en
champ moyen « sur site » et avec la méthode de Monte Carlo quantique. L’algorithme utilisé avec
la méthode de Monte Carlo quantique, I'algorithme des « Fonctions de Green Stochastiques »
[95, 96], est une extension de l’algorithme de Worm canonique qui permet d’effectuer des conver-
sions entre les espéces et donne accés aux fonctions de Green & N-corps. Les propriétés générales
de cet algorithme ont été discutées au Chapitre 4.

Le systéme de bosons de spin-1/2 a été étudié a la troisiéme partie de cette thése. Ce systéme
a tout d’abord été étudié & température nulle & une dimension au Chapitre 5. Le diagramme de
phase est composé de phases isolantes de Mott et d’une phase superfluide. Bien que le champ
moyen apporte quelques renseignements, ’accord quantitatif des deux méthodes est peu satis-
faisant.
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L’étude en champ moyen a montré que la dégénérescence des phases de Mott, observée lorsque
Us = 0, est partiellement ou totalement levée lorsque Uy /Uy # 0. De plus,

— pour U/Uy < 0: les populations sont équilibrées dans tout le diagramme de phase et le
moment magnétique s’aligne suivant 1’axe x. Toutes les transitions sont du second ordre et
toutes les phases de Mott disparaissent lorsque |Us|/Uy = 1;

— pour U /Uy > 0: les phases de Mott de densité impaire sont deux fois dégénérées et les
populations sont déséquilibrées. A l'inverse, les phases de Mott de densité paire ne sont
pas dégénérées et les populations sont équilibrées. Le moment magnétique s’oriente dans le
plan yz dans tout le diagramme de phase. Par ailleurs, la phase superfluide n’est composée
que d’une seule espéce: elle est polarisée. Cette polarisation, en accord avec la méthode
de Monte Carlo quantique, n’a pas été observée lors des études antérieures effectuées en
champ moyen par Krutitsky et al. [7, 8]. Le choix du hamiltonien étudié ici permet donc
une meilleure description du systéme que celui des références |7, 8]. Pour des densités paires
fixées, la transition Mott-superfluide est du premier ordre pour Us /Uy €]0,0.2]. De plus,
lorsque Uy /Uy = 1, toutes les phases de Mott de densité impaire disparaissent.

La méthode de Monte Carlo quantique confirme certaines propriétés locales des phases et montre
que l'influence des effets thermiques devient considérable pour la phase de Mott p = 1 dans la
limite de forte interaction entre particules Uy > t. Un modéle effectif de spin basé sur le modéle
de Heisenberg nous a permis de comprendre cet effet. La méthode de Monte Carlo quantique
précise que:

— pour Uy /Uy = 0: il existe dans les phases de Mott des mouvements cohérents anticorrélés
de paires de particules de spin différent, mouvements de permutation d’une particule 0 et
d’une particule A situées sur deux sites voisins. Ces mouvements assurent la levée de la
dégénérescence de ces phases, dégénérescence observée lorsque t/Uy = 0, et correspondent
a un quasi-ordre magnétique a longue portée (QLRO) dans le plan xy. Nous avons montré
que ces mouvements induisent une superfluidité anticorrélée ;

— pour U/Uy < 0: les deux populations sont équilibrées et des mouvements anticorrélés
cohérents sont présents dans toutes les phases. Un ordre ferromagnétique & longue portée
(LRO) de symétrie discréte, de type Ising, existe suivant 'axe = dans les phases de Mott.
Nous supposons que cet ordre existe aussi dans la phase superfluide ;

— pour U /Uy > 0: pour les systémes de taille finie étudiés, les phases de Mott de densité
impaire, ainsi que la phase superfluide sont principalement composées d’une seule espéce:
ces phases sont quasi-polarisées. En plus de ce résultat surprenant, des mouvements an-
ticorrélés sont aussi présents dans ces phases et un quasi-ordre ferromagnétique a longue
portée existe dans le plan yz. A contrario, les phases de Mott de densité paire ne sont
pas dégénérées lorsque t/Uy = 0 et les populations sont équilibrées. Aucun mouvement
cohérent n’existe et ces phases ne présentent aucun ordre ou quasi-ordre magnétique.

Enfin, quel que soit le rapport Us /Uy, toutes les transitions étudiées avec la méthode de Monte
Carlo quantique sont du second ordre, excepté les transitions & densité fixée qui sont de la classe
d’universalité de Kosterlitz-Thouless du modéle XY classique 2D, ce qui contredit les prédictions
du champ moyen. Cette étude a abouti & une publication dans la revue Physical Review A [17].
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L’étude de ce systéme a été poursuivie a deux dimensions au Chapitre 6. La Section 6.1
montre qu’a température nulle, la méthode du champ moyen et la méthode de Monte Carlo
quantique sont en assez bon accord qualitatif. D’autre part, les propriétés locales des phases sont
identiques au cas 1D. Les principales différences observées dues a la dimensionnalité concernent
Iordre & longue portée des fonctions de Green, la forme des diagrammes de phases, ainsi que
la nature des transitions de phases. A l'inverse du cas 1D, le systéme peut adopter, en 2D a
température nulle, une phase ordonnée de symétrie continue, telle que la phase condensée de
Bose-Einstein. Nos mesures montrent que la phase superfluide est condensée de Bose-Einstein.
Pour Us /Uy > 0, les phases de Mott de densité impaire et la phase superfluide sont polarisées et
présentent un ordre ferromagnétique a longue portée dans le plan yz.

Enfin, I'importance majeure de la dimensionnalité apparait dans l'ordre des transitions: des
transitions du premier ordre existent désormais pour le cas Us /Uy > 0 au bout du lobe de Mott
p = 2. Plus précisément, ces transitions sont du premier ordre lorsque Us /Uy €]0,0.2], comme
le prédit le champ moyen. Dans tous les autres cas, les transitions sont du second ordre et les
transitions a densité constante sont de la classe d’universalité du modéle XY classique 3D. Les
principaux résultats présentés ont été publiés dans la revue Physical Review B [18].

La Section 6.2 montre que le champ moyen échoue lorsque la température est non nulle. En
effet, une nouvelle phase désordonnée, de méme symétrie que la phase de Mott, mais compres-
sible avec une densité non entiére apparait: cette phase est un liquide de Bose normal (NBL).
Cette méthode, ne prenant pas en compte le terme cinétique dans les phases désordonnées, est
incapable de discerner correctement la région de Mott de la région NBL. Nous avons donc pour-
suivi cette étude avec la méthode de Monte Carlo quantique.

Nous montrons que les effets thermiques détruisent immédiatement le condensat de Bose-Einstein.
De plus, quel que soit le signe de U /Uy, les effets thermiques détruisent trés rapidement ’ordre
magnétique des phases de Mott, ainsi que les mouvements cohérents anticorrélés présents dans
ces phases a température nulle. Pour Uy /Uy > 0, nous observons une quasi-polarisation de la
phase superfluide. Pour Uz /Uy < 0, il existe dans la phase superfluide des mouvements cohérents
anticorrélés et 'ordre magnétique & longue portée de type Ising, observé dans cette phase & tem-
pérature nulle, persiste a température finie.

Par ailleurs, la transition superfluide-NBL est de la classe d’universalité de Kosterlitz-Thouless
et la température de transition est déterminée & la fois par le critére du saut universel et par le
maximum de la chaleur spécifique. Enfin, aucune transition du premier ordre n’a été observée.
Les particularités liées aux effets de conversions du spin, avec |Usz|/Uy = 0.1, semblent trés fragiles
face aux effets thermiques. Il risque donc d’étre trés difficile de les observer dans les systémes
expérimentaux pour lesquels les effets thermiques ont toujours une influence. Ces résultats ont
été publiés dans la revue The European Physical Journal B [19].

Enfin, dans la quatriéme partie de cette thése, nous présentons nos résultats préliminaires
du systéme de bosons de spin-1. A la différence du systéme précédent, nous nous sommes res-
treints au cas 2D a température nulle pour lequel le champ moyen et la méthode de Monte Carlo
quantique sont en assez bon accord. Le Chapitre 7 correspond & 1’étude du systéme en champ
moyen et le Chapitre 8 présente les résultats en Monte Carlo quantique dans le sous-ensemble
Ftotal — () de I’ensemble canonique. L'intérét de I’étude de ce modéle, comparé & celui des bosons
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de spin-1/2, est que de nouvelles phases magnétiques, telles que la « phase nématique », sont
prédites par la théorie [4, 5|. De plus, cette étude compléte 'analyse 1D précédemment effectuée
par G. G. Batrouni et al. [22]. Nous montrons que:

— le cas Uz /Uy < 0 favorise des états maximisant le moment magnétique local et un ordre
ferromagnétique a longue portée existe dans le plan zy dans tout le diagramme de phase.
La méthode de Monte Carlo quantique permet de constater que la dégénérescence de ces
phases, présente en t/Uy = 0, est levée par des mouvements cohérents anticorrélés de
paires de particules, mouvements aussi présents dans la phase superfluide. De plus, toutes
les phases de Mott disparaissent lorsque Us /Uy = —0.5;

— le cas Uy/Up > 0 favorise des états minimisant le moment magnétique local. Les phases
de Mott de densité paire, phases non dégénérées lorsque t/Uy = 0, sont composées d’états
singulets et sont les phases les mieux décrites par le champ moyen. Aucune aimantation
n’existe dans ces phases. Dans tout le reste du diagramme de phase, les histogrammes sont
polarisés et les phases sont trés majoritairement composées de particules de spin +1. Pour
la phase superfluide, cette polarisation différe de celle prédite par le champ moyen. Par
ailleurs, des mouvements cohérents anticorrélés de paires de particules sont présents et une
aimantation globale ferromagnétique existe dans ces phases. Les transitions sont du second
ordre, a I'exception des transitions localisées au bout du lobe de Mott p = 2 qui sont du
premier ordre lorsque Us /Uy =|0, 0.15[. L’ordre des transitions est partiellement en accord
avec le champ moyen qui prédit une transition du premier ordre sur une gamme plus large

(UQ/U[) G]O, 0.2]) ;

Ces résultats préliminaires sont similaires & ceux du systéme de bosons de spin-1/2 avec la
correspondance A < {(—1)&(+1)}. Enfin, Uordre nématique prédit par les références [4, 5] n’a
pas été observé. Nous effectuons actuellement une recherche minutieuse de la signature de la
phase nématique dans ’ensemble canonique et grand canonique.

Pour conclure ce rapport, il est envisageable de poursuivre I’étude de ces systémes en consi-
dérant I'inhomogénéité du piége optique et en incluant une interaction de répulsion entre plus
proches voisins. Cette interaction permettrait une analyse plus réaliste et introduirait une com-
pétition supplémentaire entre les différents termes du hamiltonien. Il serait trés surprenant que
les mouvements cohérents anticorrélés observés persistent lorsqu’un ordre en échiquier se déve-
loppe. Une interaction spin-spin entre plus proches voisins conduirait sans doute & de nouvelles
propriétés magnétiques étonnantes.
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BOSONS DE SPIN-1/2 ET 1 SUR RESEAUX OPTIQUES
EN UNE ET DEUX DIMENSIONS

Le piégeage optique d’atomes sur réseaux optiques permet d’étudier leur comportement dans
un régime de trés basse température, de I'ordre du nanokelvin, sans geler le degré de liberté
de leur moment cinétique. Ces méthodes récentes de piégeage offrent la possibilité d’analyser le
magnétisme des phases quantiques spontanément adopté par les atomes. Dans cette thése, nous
étudions numériquement des bosons a deux états effectifs de spin, ou bosons de spin-1/2, ainsi
que des bosons a trois états de spin, ou bosons de spin-1, avec deux méthodes conceptuelle-
ment différentes: une approche simplifiée en champ moyen et une méthode exacte, la méthode
de Monte Carlo Quantique. Au dela de I’étude de ces deux systémes, nous comparons une mé-
thode en champ moyen, parfois abusivement employée, & la méthode de Monte Carlo Quantique.
L’étude approfondie du systéme de bosons de spin-1/2 en une et deux dimensions dans la limite
de température nulle montre I'influence de la dimension sur la physique de ce systéme. Les effets
thermiques, non négligeables expérimentalement, sont aussi étudiés. Enfin, le systéme de bosons
de spin-1 piégés sur un réseau bidimensionnel, systéme plus riche et plus complexe a étudier que
le précédent, est étudié dans la limite de température nulle. L’étude de ces deux systémes révéle
différentes organisations magnétiques dans les phases isolantes de Mott ainsi que dans la phase
superfluide, telles qu’un superfluide ferromagnétique. Des transitions de phases du premier ordre
et des mouvements cohérents anticorrélés, présents dans les phases de Mott, sont aussi observés.

Mots-clés: Bosons sur réseaux optiques, Condensats de Bose-Einstein miztes, Modéle de
Bose-Hubbard, Magnétisme quantique, Monte Carlo quantique, Systémes fortement corrélés, Ther-
modynamique Statistique, Matiére condensée.

SPIN-1/2 AND 1 BOSONS IN OPTICAL LATTICES
IN ONE AND TWO DIMENSIONS

Optical trapping of atoms on optical lattices allows the study of their behavior in the range
of ultra low temperature, at the nanokelvin scale, without freezing their angular momentum
degrees of freedom. Those recent trapping methods offer the possibility to analyse the quantum
magnetism spontaneously adopted by the atoms. In this thesis we study numerically bosons with
two internal effective degrees of freedom, referred to as spin-1/2 bosons, and also bosons with
three degrees of freedom, spin-1 bosons, with two conceptually different methods: a simplified
one using mean field approximation and an exact method, the Quantum Monte Carlo method.
Beyond the study of these two systems, we compare a mean field method, sometimes exces-
sively used, to the Quantum Monte Carlo method. The thorough investigation of the spin-1/2
bosons system in one and two dimensions in the zero temperature limit shows the influence
of dimensionality on the physical properties of this system. The thermal effects, still present
experimentally, are also analysed. Lastly, the spin-1 boson system trapped into a two dimension-
nal lattice, a richer and more complicated system than the previous one, is investigated in the
zero temperature limit. The study of these two systems reveals different magnetic organization
in Mott insulators and superfluid phases, such as a ferromagnetic superfluid. First order phase
transitions and coherent anticorrelated movements, present in the Mott phases, are also observed.

Keywords: Spinor Boson systems, Optical lattices, Multicomponent Bose-FEinstein conden-
sates, Bose-Hubbard model, Quantum Monte Carlo, Strongly correlated systems, Statistical Ther-
modynamics, Condensed Matter.
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