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Introduction

Les marchés financiers ont connu, grace aux études réalisées durant les trois dernieres
décennies, une expansion considérable et ont vu ’apparition de produits dérivés di-
vers et variés. Les plus utilisés parmi ces produits dérivés sont les options américaines.

Une option américaine est par définition une option qu’on a le droit d’exercer avant
I’échéance convenue T'. Les plus basiques sont le put ou le call américain (respec-
tivement option de vente (K — z)* ou d’achat (z — K)*). Une question découle
naturellement de la définition de 'option américaine ;

A quel moment est-il optimal d’exercer son option ?

La réponse a cette question a été clarifiée grace a différents travaux. Dans la plupart
de ces travaux, on se place sous I'hypothese d’absence d’opportunité d’arbitrage.
Dans le cadre de la théorie des martingales (voir [8, 9, 13]), I'absence d’opportunité
d’arbitrage se traduit par l'existence d’une probabilité équivalente dite probabilité
risque neutre, sous laquelle, les processus modélisant les prix actualisés des actifs
risqués sont des martingales. On note S; le processus décrivant le prix d’un actif
risqué (risky asset). On supposera donnée une probabilité risque neutre, sous la-
quelle S; = SpeXt = et Xt avec 2y = In(Sy) et X; un processus de Lévy. Sans perte
de généralité, on peut considérer, modulo un changement de variable logarithmique,
la fonction pay-off comme une fonction de (X;°) avec X;° = zg + X;. La théorie
moderne des options américaines due a Bensoussan [2] et a Karatzas [16] relie la
valeur d'une option américaine a la théorie de I'arrét optimal. Le prix d’une option
américaine d’échéance T' et de pay-off f (fonction de X;°), a une date t < T, est
donné par I'enveloppe de Snell du processus e~ f(X?°) (la plus petite surmartingale
majorant ce dernier), qui dans le cadre Markovien (voir [10]), est donnée par

P, =ess sup E (e f(X50)|X,) = uy(t, X;°),

T€T,T

ot T;r est I'ensemble des F-temps d’arrét a valeurs dans [t, T, avec F la filtration
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naturelle de (X;),., et la fonction uy est définie pour tout (t,z) € [0,7] x R",
par

usp(t,r) = sup E(e "D f(X2)| X, =a —39) = sup E(e " f(X2)).

T€T,T T€T0, 17—t

On a aussi une caractérisation du plus petit temps d’arrét optimal 7* (voir[11]),
par

" = inf{se€[0,T —t],us(t +s,X7) = f(X))}.

On obtient donc,
up(t,x) =E(e™™ f(XL)).

Le prix d’une option américaine peut également étre vu comme étant la solution
d’une inéquation variationnelle faisant intervenir le générateur infinitésimal Ay du
processus X (voir [3, 15] et [29, 21, 22] dans le cas des modeles exponentiels de Lévy
avec des pay-off continus bornés )

%Lf—kAxuf—rf = Osur {us > f}
%Ltf‘i_AXUf—?ﬂf < Osur {uy = f}
Uf(T,.> = f

Comme on peut le voir, les deux caractérisations du prix de l'option américaine font
intervenir ’ensemble crucial

E={(t,x)€[0,T] x R us(t,z) = f(x)}.

Cet ensemble est appelé la région d’exercice et comme son nom l'indique, il représente
exactement la réponse a la question posée plus haut. On note & = {z, (t,x) € £} ses
t-sections. Etant donné I'importance du role que joue cette région aussi bien dans
le pricing de 'option américaine que dans I'élaboration de stratégies optimisant les
gains d'un détenteur d’une telle option, elle a été tres tot 'objet de nombreuses
études, surtout dans le cadre du modele de Black Scholes.

La frontiere de la région d’exercice (frontiere libre) n’étant pas explicite, méme dans
le cas du modele de Black Scholes unidimensionnel, de nombreuses études se sont
ainsi intéressées a sa caractérisation (voir [17, 14, 1, 26] et [5, 35, 6] pour le cas



multidimensionnel). Pour mieux les comprendre, le comportement de la frontiere
pres de I’échéance a aussi été largement étudié. Ainsi dans le cas unidimensionnel,
les t-sections de la région d’exercice d'un put américain s’écrivent

{z eR*; z<b(t)},

ou b(t) est une fonction continue strictement croissante sur [0, 77 (voir [12, 28, 21])
qu'on appelle le prix critique d’'un put américain. La limite du prix critique b(t)
quand ¢ tend vers 1'échéance T est caractérisée dans ([28, 17]) par

b(T) = limb(t) =

t—T

8K si r—6<0

K s r—6>0"
avec r > 0 le taux d’intérét sans risque, 0 > 0 le taux de dividende et K le Strike du
Put. Dans le cas multidimensionnel, on a une caractérisation de la région d’exercice
limite & d’une option d’achat ou de vente sur un panier d’actifs ((z,a) — K)* (voir
[35])-

On ne s’est pas intéressé uniquement a l'identification de la limite du prix critique,
mais il y a eu aussi plusieurs travaux dans lesquels on s’est également intéressé a la
vitesse de convergence vers cette limite. En effet, Barles et al.[1] et Lamberton[19] se
sont penchés sur I’étude de cette problématique. Dans le modele de Black Scholes,
dans le cas ou r > 0 et 6 = 0. Le résultat qu’ils ont obtenu s’étend au cas ou § > 0 et
r—3 > 0 (voir [36]). Les cas our —d < 0 et r — 0 = 0 ont été étudiés par Lamberton
et Villeneuve dans [35]. Ainsi, grace a ces travaux, on a

VT DT =0 si r—6>0 (OT)=

K
%_Tb(t)w” V2/(T=H)In(T —t)] si r=6=0 (b(T)=K),
ab(T) yor/ (T —t) si r=0<0 (b(T)<K),

ou 0 <y < 1.

D’autre part I’étude des processus de Lévy a aussi connu une grande effervescence
ces derniéres décennies. Leur grande flexibilité (asymétrie, épaisseur des queues de
distribution, discontinuités des trajectoires ...) d’une part et leur nature Markovienne
homogene en temps, font d’eux des processus idéaux pour la modélisation financiere.
Ainsi les options américaines ont été étudiées dans le cadre de modeles exponentiels



de Lévy plus larges que le modele de Black Scholes et plusieurs des résultats établis
dans le cadre Black Scholes leur ont été généralisés.

Pham [29] donne une caractérisation du prix d'un put américain, dans le cadre Jump-
diffusion, a I’aide une inéquation variationnelle. Ce résultat a été démontré (voir [23])
dans un cadre plus large d’un processus de Lévy en s’affranchissant de la condition
o #0.

En effet, si on note ¢ la solution de I’équation rK — dx — [(ze¥ — K)*v(dy) = 0 avec
v la mesure de Lévy du processus X, alors

: € st r—0— [(ey—1)Tw(dy) <0
o(T) = [imb(#) = { K si r—6-— f(ey - 1)+u(dz) >0

Pham [29] s’est intéressé aussi a sa vitesse de convergence dans le cas ot 'on considere
un modele a sauts, plus précisément un processus X Jump-diffusion, sous des hy-
potheéses r— [(e¥ —1)Tv(dy) > 0 et § = 0, il a montré que la vitesse restait inchangée
par rapport au cas Black Scholes,

B(T) — b(t)
Tob(T) T V(T — 1) In(T —t)],

Ce qui se traduit par le fait que les sauts n’ont aucune influence sur le comportement
asymptotique du prix critique. Ces résultats restent vrais dans le cas ou 6 > 0 et
r—0— [(e¥—1)"v(dy) > 0 (voir [23]). Toujours dans le cas r—d— [(eV—1)*v(dy) > 0,
Lamberton et Mikou s’intéressent, dans [23], & des processus de Lévy sans terme de
diffusion (¢ = 0). Ils étudient, entre autres, un certain type de processus ayant un
comportement a-stable pour des temps petits. Ils montrent que,

b(T') — b(t) 1 11
W) o C(T = t)=[In(T = 1) "=,

avec C' > 0.

Dans ce travail, nous nous intéressons a I’étude des options américaines dans le cadre
des modeles exponentiels de Lévy. Notre contribution a ces travaux, a travers cette
these, consiste en :

Premierement, étendre, & des fonctions de gain non bornées définies sur R? une ca-
ractérisation du prix de l'option américaine associée a l'aide d’une inéquation varia-
tionnelle. Ceci est une conséquence d’une caractérisation analytique de la propriété



de surmartingale a l'aide du générateur infinitésimal du processus de Lévy établi
antérieurement (chapitre 1).

Deuxiemement, nous donnons quelques propriétés des régions d’exercice ainsi qu’une
condition nécessaire et suffisante pour que la région d’exercice soit non vide (résultat
établi dans le cadre Black Scholes dans [35]). Ensuite, on regarde de plus pres le
cas d’options d’achat américaines sur un panier d’actifs. Nous montrerons une pro-
priété de continuité par rapport au temps des t-sections ainsi que certaines de leurs
propriétés topologiques. Nous caractériserons aussi la région limite des t-sections
(chapitre 2).

Troisiemement, nous nous replagons dans le cas d'un put unidimensionnel et nous
étudions la vitesse de convergence du prix critique, dans un cadre Jump-diffusion,
dans les cas ot 7 — § — [(e¥ — 1)”(dy) < 0. Nous montrerons, notamment, qu’a
'encontre du cas ot r — 6 — [(e¥ — 1)(dy) > 0 (voir [23, 29]), les sauts ne sont pas
toujours sans conséquences sur la vitesse de convergence du prix critique (chapitre
3).

Quatriemement, on s’intéressera a la vitesse de convergence du prix critique d’un
put américain dans un modele ou le processus de Lévy n’a pas de terme de diffusion
(0 = 0) mais qui, pres de l'origine, a un comportement proche de celui d’un a-stable
(chapitre 4). Le cas ou b(T") = K a été étudié dans [23], nous nous intéresserons donc
dans le chapitre 4 au cas ot d* < 0

La deuxieme partie de cette these est indépendante de la premiere et est consacrée
a la valorisation de la CAV (Credit Valuation Adjustement). En effet, apres la crise
économique de 2007, plusieurs lois ont été émises pour une meilleure régulation fi-
nanciere. Parmi les mesures les plus importantes sont celles prises a Bale III qui
considerent le calcul de la CVA comme une partie importante des regles pruden-
tielles. Dans une transaction financiere entre une partie A qui doit payer a une autre
partie B une certaine somme V| la valeur de la CVA est le prix du contrat d’assurance
qui couvre le défaut de paiement de la somme entiere par la partie A. Formellement,
la valeur de la CVA est donnée par (voir [13, 14])

CVAt7T - (1 - R)Et (‘/;—+1t<T§T)
T
= (1- R)/ E (VM r =u) Py(du),
t

ou R (supposée égale a zéro dans ce document) est le recouvrement a faire sur le
portefeuille, s’il y a défaut de la contrepartie, F; désigne 'espérance conditionnelle
sachant toute 'information disponible a la date t, le processus V; modélise la valeur
de 'exposition, 7 est le temps de défaut de la contrepartie, T est la maturité de la
protection et la fonction ”partie positive” est notée par (.)* ou (.),. Donc, dans un

(1)



10

cadre ou on suppose l'indépendance entre le temps de défaut 7 et I'exposition V;, la
CVA sera donnée par

T
CVAt7T = / Et (Vu+) PT(dU,)
t

La simulation de la CVA entraine donc la simulation des trajectoires de V, et conduit
a un probleme d’approximation de ’espérance conditionnelle.

Outre le fait que I’hypothese d’indépendance entre le temps de défaut 7 et 'exposition
Vi n’est pas tres réaliste, une difficulté supplémentaire subsiste dans le fait que le
portefeuille d’exposition V; peut contenir, non seulement des actifs, mais aussi des
contrats européens et américains. Dans le cas ou il n'y a pas d’échange de contrats
américains, la méthode Monte Carlo ”carré” (MC2) est une méthode de référence
car elle est parallélisable (d'un point de vue implémentation) et suffisamment précise
pour un choix standard du nombre de trajectoires. Lorsque le portefeuille contient des
contrats américains, on a recours aux algorithmes fondés sur la régression. L’avantage
de ces méthodes provient de leur rapidité, néanmoins on ne dispose pas de facon
standard du choix de la base de régression pour les différents modeles et contrats.
De plus, ces méthodes ne sont pas efficaces pour des modeles a grande dimension et
ne permettent pas le calcul de sensibilités.

Dans cette partie, on présentera un travail fait conjointement avec L. A. Abbas-Turki
et M. A. Mikou dans lequel nous développons une méthode basée sur le calcul de
Malliavin dans un cadre ou les prix des actifs sont donnés par la dynamique :

ds; : i .
Si't =rdt+ Y oy()dW, Si=z, i=1,..4d, (2)
j=1
ou r; sont des constantes et o(t) = {0;(t)}1<ij<a est une matrice triangulaire

déterministe ({0;(t)}i<; = 0), inversible, bornée et uniformément elliptique. Nous
verrons que les résultats obtenus peuvent étre étendus a d’autres modeles et qu’il
est possible d’utiliser le calcul de Malliavin pour simuler la densité backward des
processus.

Nous exposerons une étude détaillée de la complexité de notre méthode comparée
aux MC2 et les méthodes fondées sur la régression.
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Chapitre 1

Inéquation Variationnelle

Dans ce premier chapitre, nous commencons par rappeler la définition d’un processus
de Lévy ainsi que certaines de ces propriétés qui nous seront utiles tout le long de
ce document. Ensuite, nous présenterons les hypotheses de notre cadre de travail et
nous élargirons ainsi le champ d’action du générateur infinitésimal afin de I'appli-
quer a certaines fonctions qui ne sont ni bornées ni C2. On caractérisera a l'aide du
générateur infinitésimal une condition suffisante et nécessaire pour qu'un processus
(f(X:)),>q soit une surmartingale. Enfin, comme application de cette caractérisation,
nous montrerons que le prix d’une option américaine, dont le pay-off est continu et
vérifie certaines hypotheses d’intégrabilité, est I'unique solution au sens des distri-
butions d'une certaine inéquation variationnelle qu’on précisera.

1.1 Processus de Lévy

1.1.1 Définitions et propriétés

Un processus (X;);>o défini sur un espace de probabilité (€2, F,P), a valeurs dans R?
est appelé un processus de Lévy, si

a) ses accroissements (X; — X) sont stationnaires (homogenes) et indépendants,
b) il est P-presque stirement issu de 0, P(X, =0) = 1,
c) il est continu stochastiquement, Ve > 0, P(| X; — X;| > ¢) — 0,

—S

d) ses trajectoires sont P-presque stirement cadlag (continue a droite limite a gauche),

15



16 Chap 1. Rappel

ott |.| désigne la norme euclidienne sur R

Remarque:
La propriété d) n’est pas essentielle car un processus de Lévy en loi, c’est a dire
vérifiant a), b) et ¢), admet une modification cadlag (voir [33], chapitre 2) .

On désignera, dorénavant par F la filtration {F;}i>0, o F; = o(F,N), FP =
o(Xs ,s < t) et N lensemble des parties P-négligeables. La filtration F est une
filtration continue a droite, pour tout t > 0, F; = NgspFs.

Grace a la décomposition de Lévy-Ito, un processus de Lévy X peut s’écrire comme
somme de trois processus indépendants

X = X'+X°+X°
X' représente la partie diffuse du processus,
X} =+t + 3B,

avec B; un mouvement brownien d-dimensionnel, ¥ = (0;,)1<ij<q4 €t 7 un
vecteur de R?, on notera A = X'X.

X? Un processus de Poisson composé,

t
XEZ// yJ(ds, dy),
0 Jlyl>1

X3 Une martingale de carré intégrable |

t ~
X} = lim/ / yJ(ds,dy),
=0Jo Je<pyl<a

La mesure J est la mesure rendant compte des sauts de X, ¢’est une mesure aléatoire
de Poisson sur Rt x R\ {0} d’intensité dsv(dy). La mesure J est la mesure compensé
de J, J(ds,dy) = J(ds,dy) — dsv(dy), la mesure v est appelée mesure de Lévy et
vérifie fRd\{O} ly|? A 1v(dy) < oo.

La loi du processus de Lévy X est caractérisée par le triplet (A,~,r) ou par son
exposant caractéristique qui est donné par la formule de Lévy-Kintchine

2

— (itp. = 2. ap) )~ ([0 = Dywidy) )~ ( [0 = 1= ifp, ywidy) )
( 2 ) (/y|>1 > </|y|<1 )

1 | , 1 i .
U(p) = InE(e"PX) = i(p,~) — =(p, Ap) — /d PV — 1 —i(p, y) 1y <1v(dy)
R



1.1. PROCESSUS DE LEVY 17

La décomposition de la somme dans la deuxieme égalité est pour faire le lien avec la
décomposition de Lévy-Ito.
Ezemples Mouvement Brownien ,Processus de Poisson composé ,Jump-diffusion...

On définit les g-moments d’un processus de Lévy par E(g(X;)). Les propositions
suivantes lient la finitude de ces moments a sa mesure de Lévy.

Définition 1.1.1 Une fonction g de R? dans R* est dite sous-multiplicative il
existe une constante positive a telle que pour tout x,y € RY, on a

0<g(z+y) <ag(x)g(y).

Proposition 1.1.1 Soient g une fonction mesurable sous-multiplicative localement
bornée de R? et (X;)i>0 un processus de Lévy d-dimensionnel de mesure de Lévy v.
Alors, E(g(X:)) < oo pour tout t si et seulement si f‘yblg(y)l/(dy) < 00.
Proposition 1.1.2 Soient (X;)i>0 un processus de Lévy d-dimensionnel, et g une
fonction positive continue sous-multiplicative de Ry dans R qui croit vers l'infini.
Alors, les propositions suivantes sont équivalentes

— E(g(sup,ejoq | Xs|)) < 0o pour un certain t > 0.

— E(g(sup,ejo 4 | Xsl)) < 0o pour tout t > 0.

- E(g(|X4])) < oo pour un certain t > 0.

- E(9(|X¢])) < 0o pour tout t > 0.

Pour les preuves de ces résultats, on peut voir [33].

Etant donné qu’on s’intéressera, dans la suite, a la modélisation des prix des actifs
risqués par des exponentielles de processus de Lévy, nous énongons ici une proposition
qui caractérise la propriété martingale de tels processus (voir [7] propositions 3.17 et
3.18 ou [33)])

Proposition 1.1.3 Soit X; un processus de Lévy unidimensionnel de triplet ca-
ractéristique (a%,7,v). Alors, on a

1. Le processus (X;) est une martingale si et seulement si f|y‘>1 lylv(dy) < oo et
v+/ yv(dy) = 0.
ly[>1

2. Le processus (eXt) est une martingale si et seulement si f‘y|>1 eYv(dy) < oo et

o2
v+ 5 + /(ey —1- y1|y‘<1)1/(dy) =0.
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UXt)

3. St pour un certainu € R, on a E(e < 00, pour toutt > 0, alors le processus

e Xt .
(W) est une martingale.

Les processus de Lévy sont quasi-continus a gauche , cette propriété est I'objet de la
proposition suivante (voir [18]).

Proposition 1.1.4 Soient 7 un F-temps d’arrét et (7,)n>0 une suite croissante de
F-temps d’arrét telle que lim,_,o, 7, = T P-presque sturement. Alors, on a presque
stirement lim, .. X, = X, sur {7 < oo}. Donc, si pour tout n, 7, < 7, alors le

n

processus X est continu a gauche en T sur l'ensemble {T < oo}.

On finit cette partie, par une formulation du lemme d’It6 pour les processus de Lévy
(voir[7]).

Proposition 1.1.5 Soit X; un processus de Lévy de triplet caractéristique (A,~,v).
Alors, pour toute fonction g de C?> de R? dans R , on a

dg(Xt> - dV;g + thv

avec la partie drift

82
aVy =|7.Vg + 5 Z Aijm o a‘qx /RLQ(Xt +y) — 9(Xi-) = Vgylyilv(dy) | dt
ij=1 J

et la partie martingale locale

M, = Vg.AdB, + / o(Xie +y) — g(X) T (dt, dy).

Rd

1.1.2 Générateur infinitésimal

Le générateur infinitésimal de X est défini, pour tout g € C? fonction bornée deux
fois dérivable et dont les dérivées sont aussi bornées, par

Ax(9)(x) = A% (9)(z) + Bx(9)(x),

avec
d

Ax0)(a) = 3-Vg(a) + 5 Y- g (o)

1,5=1
et

d

Bx(g)(x) = / (90 + ) — g(x) — Vg()-ylyar) v(dy).
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On peut définir aussi le générateur infinitésimal au sens des distributions pour toute
fonction bornée g. En effet, A5 (g) peut étre défini au sens des distributions pour
toute fonction ¢ localement intégrable. Et pour toute fonction g € L*°, on peut
définir la distribution Bx(g) telle que pour la fonction ¢ € D(R?), la fonction C* a
support compact, on a

<BX(9>7 ¢> = <gv B;((Qb»a

ou B est donné par

By (¢)(z) = g o(x —y) — o(x) +y.Vo(x)ly<iyv(dy).

La fonction B% (¢)(x) est continue intégrable (voir [21]).

Nous présentons, maintenant, les hypotheses qui nous permettront de nous affranchir

de I'hypothese de bornitude de f dans ce qui précede. On définit pour toute la suite

I'ensemble D¥ comme l'ensemble des fonctions mesurables de R? dans R vérifiant

I’hypothese

(A) 1 existe une fonction continue, positive, croissante et sous-multiplicative ® de
R, dans R avec ®(z) — oo telle que

Ve e R |f(x)] < @(J2))
{ f\y|>1 O(ly|)v(dy) < o0 (1.1)

Nous considérerons, par abus de notation, qu'une fonction g(t, z) sur I x R? dans R
appartient a D” si pour tout ¢t € I C R la fonction g(t,.) € D”.
Proposition 1.1.6 Soient une fonction f € D” et x € R%. Alors,

E(sup [f(X])]) < o0,

t<T
avec Xi¥ =z + X;.

Preuve :
Soit f € D” , on a alors, supeo 7y |f(Xi)| < supyeo ) @(|X7|). Comme @ est crois-
sante et sous-multiplicative, on a aussi

sup O(|z + Xy|) < CO(|z]) sup (| Xy)).
te[0,T) te[0,T]

La croissance de ® nous donne aussi

sup (|Xy[) < @(sup |Xy).
t€[0,7] t€[0,7]
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Enfin grace aux propositions 1.1.1 et 1.1.2, on obtient

E(@( sup X)) < oo,
te[0,7]
donc

E( sup |f(X7)]) < CO(|z[)E(P( sup |Xyf)) < oo.

te[0,7T] t€[0,T

[
Pour un ouvert U C R% on note D(U) I’ensemble des fonctions C* & support compact
dans U.

Proposition 1.1.7 Soit g une fonction de D¥. Alors, Uapplication T, définie sur
D(R) par

T,: 6 (g, By()) = / 9(2) B (6) (),

est une distribution sur D(R?).

Preuve :
La linéarité de T, découle de celle de BY.
Soient g une fonction mesurable vérifiant (A) et ¢ une fonction de D(R?), alors

{9, Bx(¢))]

IN

1@ [ 1ote =) - 6(e) = 9-Vola ey lvidis
= [ slet—9) —ote) +y Fow)vidnis
[ et ) — ot

Soit K un compact tel que suppgp C K. Alors pour tout y € B(0, 1), la boule unité
fermée, on a suppgp(. —y) C K + B(0,1) , d’ou

(p(x—y) = d(x) +y.Vo(x))ly<y = (9(x—y) = ¢(x) +y.Vo(2)) Ly <1y 1k 4B0,1) ()
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Ce qui nous permet d’écrire

(9. B ()] < /K N >|—\|D2¢||oo / L

v

/Rd/|y>1 z)||p(z —y ’dedx+/ﬂ£d/|y|>1 2)||o(2)|v(dy)dz

< C x)|dx T x)|dxv(d
< /K+B(o,1>'g( ) +/|yl>1/K|g< T )|[6(@)|dev(dy)
IES) /K 19(@)]|6(2)]da.

Comme g € D¥, on a |g(z + y)| < a®(|z])P(|y|) et ® localement bornée (continue),
donc

Ty(9)| < C/MB(OI)‘P(IxI) (1+|¢(:B)| ‘ |>1(0t<1>(|y|)+1)V(dy)) dr (1.2)

< 0o0.

Si (¢p)p une suite de D(R?) convergente! vers 0, alors (p,), et (D%p,), sont uni-
formément convergentes sur K + B(0, 1). On conclut, grace a (1.2), que

Ty(¢p) — 0.

p—o0

O

Remarque:
Si la fonction g est dans C2ND” et que ||Vg|| et || D?g|| sont aussi dans D”, alors on
retrouve

(Bx(9),¢) = (15, 9)-

On désignera, dans toute la suite, pour toute fonction g € DY, par Bx(g) la dis-
tribution T, et par Ax(g) la distribution A% (g) + Bx(g). On notera aussi A% (g)
'opérateur adjoint de Ay, pour tout ¢ € D(R?),

(Ax(9), ) = (g, Ax(9))-

1. T existe un compact K et un entier N tels que pour tout p > N, supp(p,) C K, et pour
tout multi-indice v € N, chacune des suites de dérivées 9%¢p, converge uniformément sur K.
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On a A% (g) = A% (9) + Bx(9)-

Dans ce qui suit, nous étendrons certaines propriétés de By vérifiées pour les fonc-
tions de LL*° aux fonctions de D”. Ces proposition nous permettent d’utiliser la
régularisation.

Proposition 1.1.8 Soient (g,), une suite de fonctions de D¥ et deux fonctions
g,¢0 € D" telles que (gn)n converge simplement vers g et, pour tout n € N, on a
lgn] < @. Alors, on a la convergence de la suite de distributions (Ax(gn)), vers

Ax(g). '

La preuve de cette proposition est une conséquence direct du théoreme de conver-
gence dominée.

Lemme 1.1.1 Soit g une fonction de D, alors pour toute fonction ¢ dans D(R?),
g *  est aussi une fonction de D".

Preuve :
Soient g une fonction mesurable vérifiant (A) et ¢ une fonction de D(RY), alors pour
tout z,y € RY, [g(z —y)| < &(|z] + |y]), dotr

et < [ @il + bl < o [ @blewidy) o)
= [a(@(L) «[¢]) (0)] @(a]).

O
Proposition 1.1.9 Soit g une fonction de D¥. Alors pour toute fonction p € D(R?),
on a

Bx(g * ¢) = Bx(g) * ¢.

(cette égalité est au sens des distributions)

La preuve de cette proposition est trés similaire au cas ou g est bornée [21].

1.2 Caractérisation de la propriété de surmartin-
gale

On définit, pour tout ouvert U C R? et tout =z € U , le temps d’arrét

7 =inf{t > 0,2+ X; ¢ U}.
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Proposition 1.2.1 Soit f une fonction de C*(R?) ND” et ||Vf(z)l,||D*f(z)| €
DY et soit U un ouwvert de R?. Alors, on a équivalence entre les deux propositions
suvantes

— Le processus f(XfATg) est une surmartingale pour tout x de U.

~ Pour tout x € U, on a Ax f(x) <O0.

Preuve :

Par le lemme d’It6 on a f(x + X;) = f(x) + fg Ax f(Xs + x)ds + My ou M, est une
martingale locale. Soit (7,,),>1 une suite de temps d’arrét croissante telle que

— T, — 00 P.S.

— pour tout n > 1, M;,,, est une martingale

Supposons que f (Xfmg;) est une surmartingale pour tout x de U. Considérons ensuite

un x € U choisi arbitrairement, on a alors pour tout ¢ €]0, T

E(f(z+ Xt/\T[I]/\Tn)) < f(z).

Donc grace au lemme d’Ito, on obtient

E(Z/ 6 ATn Ax f(Xs + x)ds) = %E(f(x + Xinrznr,) — f(2)) <O0.
0

Afin d’appliquer le théoreme de convergence dominée, nous majorons |Ax f(Xs+x)|,
pour tout s < ¢

Axf(Xe+ 2)] < WA + DA
+ / FXT 4y) — FX7) — VX ) ylu(dy)
ly|<1

+ / FOX ) — FXE)udy)
Be(0,1)

< CIO(IXT]) + Cysup [[D* f(u+ X7)] lyl*v(dy)ds

lul<1 ly|<1

+ / B(X)(@(lyl) + L (dy)ds
B(0,1)

< (Je) sup DX, ) (01 +cgoq) [ oPutads + [ (@) + 1>u<dy>ds) .

s<t lyl<1 <(0,1)

En faisant tendre n vers 'infini, on a t AT AT, — t AT{; et par convergence dominée,

on obtient donc ,
1 AT
]E(; Ax f(Xs+2)ds) <0.
0
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Etant donné que f € C2N DY et que X est continu & droite p.s. , on a Ax f(Xs+2)
est continue a droite p.s. et comme 737 > 0 p.s, on obtient, en faisant tendre ¢ vers 0,
que pour tout x dans U,

Ax f(x) <0.

Supposons, & présent, que pour tout x dans U, on a Ax f(z) < 0. Soient x € U et
deux réels positifs ¢, s tels que s < ¢, alors

E(f(x + Xt/\TlI]/\Tn)LFS)

SATH AT INTG AT
= E|(f(x)+ Ax f(X, + x)dv + Ax f(Xy + 2)dv + Miprenr, )| Fs
0 SAT{ NTn
:MS/\Tﬁ/\Tn
s/\'r[“f,/\Tn - A ~ t/\TlI]/\Tn
= f(.%’) + Axf(XU + iL‘)dU + E(Mt/\T[gj/\TnLFS) +E ( Axf(Xv + .%')d’l))
N 0 , s/\T[”j/\Tn
:f(x'i_Xs/\‘r;S/\Tn)

t
= f(ﬂf + Xs/\v-{}/\m) + E (/ AXf(X'U + x)l{v<75/\~rn}dv) .

Or par hypothese, on a Ax f(X, + z)1,<;z <0, donc

E(f(x + Xt/\TlI]/\Tn)|fS) S f(.T + XSAT5A7n>‘

Comme f est continue et que le processus X; est quasi-continu a gauche, on a

f(l' + Xs/\’r{j/\ﬂ) —7n—oo f(l’ + Xs/\T[f})'

Enfin, puisque E(sup;c( 7 [ f(X{)]) < 00, on conclut par convergence dominée que
]E(f((l? + Xt/\7§)|fs) S f(x + Xs/\’r(“j)'

O

On étend maintenant cette proposition aux fonctions dans D” mais non obligatoire-
ment dans C?(RY).

Proposition 1.2.2 Soient f une fonction continue de D¥ et U un ouvert de RY.
Alors, on a équivalence entre les deux assertions suivantes

~ [(X{\r) est une surmartingale pour tout x de U.
-~ Axf <0 sur U, au sens des distributions.
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Preuve :

On rappelle que, pour tout ouvert I C R? et tout z € I, on désigne par 77 le temps
d’arrét ainsi défini 77 = inf{t > 0;2 + X, ¢ I}.

Soit f une fonction continue vérifiant (A).

1) Supposons que f(Xj, =) est une surmartingale pour tout = dans U.

On a alors, pour tout x dans U et tout temps d’arrét 7,

E(f(z + XtArf}Ar)) < f(x). (1.3)

Soient a > 0 un réel positif arbitrairement choisi et V, C U un ouvert tel que tout
z € V, vérifie d(z,U°) > a (quitte a choisir a suffisamment petit). Considérons aussi
une suite régularisante p, tel que pour tout n, supp(p,) C B(0, §). Pour tout z € V,
et y € B(0, %), le temps d’arrét 77 < 7 Y. En effet,

supposons que 7, ¢ < ¢, = inf{t > 0;2 4+ X; ¢ V,}, on a alors z + Xz € Vo,
d’ou

r—y+ X € Vet B0, ).

3
Ord(V,+B(0,%),U¢) >a—%=2%>0,do =Y+ X ooy ¢ U, ce qui est absurde.
Donc, en appliquant (1.3) avec le temps d’arrét 7 = 777 , on a
E(f((z—y)+ Xt/\r‘ﬂ;a)) < f(fU — )
E(f((z = y) + Xiarg )pa(y) < = Y)pn(y)
[ B =)+ X iy < / 7 = g)pn(y)dy
Rd
E(f*/)n(w"i‘xt/\ﬁ“}a)) < f*pn(z).

D’apres le lemme 1.1.1, les fonctions f * p,, vérifient les hypotheses de la proposition
1.2.1, on en déduit alors, que pour tout entier n et pour tout x € V,,, on a

Ax(f * pn)(x) <0.

On a aussi, d’apres la proposition 1.1.9, ’égalité suivante au sens des distribu-
tions,

Ax(f) % pn = Ax(f * pn) <0.

Donc en faisant tendre n vers l'infini, on a

Axf <0, sur V,, (au sens des distributions).
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Puisque V,, a été choisi arbitrairement, 1'inégalité s’étend donc sur tout U.

2 ) Supposons que Ax f est une mesure négative sur U.

On considere la suite strictement croissante d’ouverts (VL) , alors V; 1T U. Soit
neN

pn une suite régularisante telle que supp(p,) C B(0, ) alors pour tout m > n, on a
sur Vi, au sens des mesures

Ax(f) * pm < 0.
En effet, pour toute fonction positive ¢ de D(V% ), on a en notant pour tout m,
Pm(2) = pm(—2)
<AX(f) * Pms gb) = <-AX(f)a ¢ * lém>;
et puisque supp(¢ * p,) C supp(pm) + supp(p) C B(0, %) + Vi CU (ie ¢ *py €
D(U)), alors par hypothese on a !

(Ax (f) * pm, @)

0.

IA

D’autre part, on a 1’égalité au sens des distributions Ax (f * pn) = Ax(f) * pm <0

sur V1 et donc, par régularité de f*p,,, on a Ax(f*pm)(x) < 0 pour tout z € V1. En

appliquant la proposition 1.2.1, on obtient que f pm(X;‘AT‘;; ) est une surmartingale
1

n

pour tout € Vi et donc
]E(f * pm(x + Xt/\T‘gﬁl)‘JT_‘s) S f * ,Om(x =+ )(s/\T{'}l )

On fait tendre m vers 'infini
f * pm(l‘ + Xs/\T{BL) — f(fl' + Xs/\T‘I,L )7

et
E(f * prn(x + Xt/\T‘gﬁl )’Fs) - E(f(fﬂ + Xt/\r )‘F)

d’ou

B/ + Xunrg, )IF2) < B (@ + Xy, )

n

Montrons, maintenant, que TV — 7’U p-s.
On a V1 S U, dou TV est croissante et lim,,_, s TV1 < 7. En particulier, sur

I ensemble {limy, 00 7 , = =00} ,ona

TUl{hmTHOO TV =oo} = nh_{go 7—V - OOl{hmTHoo Tv =o0}-
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Sur I'ensemble {lim,, . 77, < 0o}, on a
n

dis(XZ. ,U°) <
Vi

n

S|

Y

de plus, grace a la quasi-continuité de X et la continuité de la fonction distance, on
obtient
dis( X - US) =0,

n

d’ou lim,, o 77, > 777 €t donc

lim 7, = 7g.
n—o0 V% v

A présent, en faisant tendre n vers l'infini, toujours par quasi-continuité de X; et
continuité de f, on conclut que f(XT‘a51 + x) converge vers f(Xjim, .. g, + x) =

f(X7z + ). Enfin, par convergence dominée (f € D¥), on a bien
E(f (@ + Xinrg )| Fs) < fla + Xonrp).

O
Corollaire 1.2.1 Soient U un ouvert de R?, un processus de Lévy X, de mesure
de Lévy v et f une fonction continue de D”. Alors, le processus e~ f(XF) est une
martingale (respectivement une sous-martingale) pour tout x € U si et seulement si
la mesure A" f =0 sur U (respectivement A" f > 0 sur U), ou

.Arf = Axf —T’f.

1.3 Options américaines et Inéquation variation-
nelle

La valeur d'une option américaine d’échéance T' et de pay-off f, a une date t < T,
est donnée par ’expression suivante

Py = ess sup B (700 f(X)\F)
7T, T
ou X est un processus de Lévy et T; 1 est 'ensemble des temps d’arrét a valeurs dans
[t, T]. Dans ce cadre Markovien et sous les hypotheses d’intégrabilité nécessaires, on
a la proposition suivante (voir [15, 11])
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Proposition 1.3.1 On définit la fonction uy, pour tout (t,z) € [0,T] x R?, par

up(t,z) = sup E(e " F(XE)|F) = sup E(e7f(XD7)).

T€Ty,T T€T0,7—t

Alors,
us(t, X;) =ess sup E (e’T(T’t)f(XT)U-}) =P,

TG'Tt,T

Le processus (e "ug(t, X;))o<t<r est Uenveloppe de Snell du processus (e~ f(t, X;))o<i<r,
la plus petite surmartingale qui majore ce dernier. On a aussi une caractérisation du
plus petit temps d’arrét optimal 7* (voir [11]), par

= inf {s € [0, 7] ug(t + 5, X07) = f(XP7)}.

On a donc

uplt,x) = B F(X22).

1.3.1 Inéquation variationnelle

Il a été déja démontré, dans le cas ou f est continue bornée (voir [27]), que la
fonction uy est continue. Nous commencons donc par montrer la continuité de wuy
quand f € D¥. Ensuite, nous établirons le résultat principal de cette partie qui
caractérise le prix d’une option américaine comme l'unique solution d’une inéquation
variationnelle.

Proposition 1.3.2 Soient f une fonction continue bornée et T' > 0 un réel positif
fizé, alors la fonction uy(t,z) est continue sur [0,T] x R%.

Dans la proposition suivante, on établit la continuité de uy quand f n’est plus borné
mais f € D".

Proposition 1.3.3 Soient f une fonction continue de D et T un réel positif fire,
alors la fonction us(t,x) est continue sur [0,T] x R?.

Preuve :
Soit f une fonction de continue de D” et considérons la suite de fonctions (fy,)n>1
définie comme ceci
—n if f(z) < —n
f(z) if f(z) € [-n,n]

n if f(x) >n
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On a alors pour tout n € N, la fonction f, est continue bornée donc grace a la
proposition uy, est continue sur [0,7] x R% On consideére & présent un compact
K C R? arbitrairement choisi, alors pour tout (¢,z) € [0,7] x K on a

ug(t, x) —up, (¢ 2)| < sup E(e™|f(XT) = fu(XT)])

T€70,T
< sup E(e7"7|f(XI)1rcxe)sn})
TE%,T
< E(sup |[f(X)|1gsxa)sny)
TG%,T
< E(sup ®(|z 4+ XI|)L{o(erxz)>n})
TE%,T
<

C sup(®(|z]))E( sup ®(|X+[)1{0sup, e 2(al) sup e, 201X D>n} )

zeK T€T0, T

Donc par convergence dominée, on a

E( sup CI)(‘)(TDl{C’supmeK <I>(|$|)<I>(\XT|)>n}> —7n—oo 0.

TE%VT

Ce qui nous assure la convergence uniforme des wuy, vers u; sur chaque compact
[0, 7] x K et par suite, la continuité de uy.

O
Proposition 1.3.4 Soient f une fonction continue de DY, alors us est l'unique so-
lution continue dans D¥ de l'inéquation variationnelle suivante (au sens des distri-
butions)

v(T,.) = f sur R
v > f.
B+ Axv—r1v<0 sur )0, T[xR4

% +Axv—rv=0 sur{(t,z) €0, T[xRv(t,z) > f(z)}

N

(E)

=~ W
= —

Uinéquation variationnelle (E) est équivalente a

0, sur]0,T[xR<.
f

[ IA

B _ _
(E){ max{ —l—,z;l(szj) rv, f — v}

Preuve :
Tout d’abord, vérifions que u; est bien dans D”. Pour tout (¢,z) € [0,7] x R? on
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IN

up(0,x) = sup E(e™ f(z + X7))
C sup E(Q(|X:[) (|x]).

TG%,T

(.

us(t, )

IN

~
=C'<oco

Ensuite, nous montrons que us est bien une solution,

1. soit z € R
up(T,z) = Sup E(e™ f(z + X;) = E(f(z)) = f(2).
2. soit (t,x) €]0, T[xR?
up(t,xr) = Sup E(e™ f(z + X;))
> f(x).

3. Comme e "us(t,z + X;) est Penveloppe de Snell du processus e " f(x + X;),
donc une surmartingale, alors, pour tout z € R? la proposition 1.2.2 nous
donne 5

% + Axus —ruy <0, sur 0, T[xR*.

4. Sur {(t,z) €]0, T[xRus(t,x) > f(x)}, toujours grace a la théorie des enve-
loppes de Snell (voir [11]), e " u (¢, x + X;) est une martingale et donc encore
une fois due a la proposition 1.2.2; on a

an

¥ + Axup —rup =0, sur {(t,2)|us(t,z) > f(z)}.
Enfin, nous montrons 'unicité de cette solution. Soit u} une fonction vérifiant (A) et
'inéquation variationnelle. Alors (3.) et (2.) impliquent que le processus (e‘”u}(t, T+
X¢))o<t<T est une surmartingale majorant le processus (e~ f(x + X;))o<i<T, Or par
définition de 'enveloppe de Snell, (e us(t, z + X;))o<i<r est la plus petite surmar-
tingale dominant (e " f(x + X;))o<i<7 et donc

up < u}
D’autre part, considérons le temps d’arrét 7 = inf{t > Olup(t,z + X;) = f(z + X;)}.

ul R ..
Comme, on a % + Axuy —ruy =0, sur {uy > f}, alors grace a la proposition 1.2.2,
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pour tout temps d’arrét 7 < 7, on a que (e*’”(t”*)u}(t,x + Xinr+))o<t<T €st une
martingale, il en est de méme pour (e_r(mﬂu}(t, © + Xiar) Jo<i<r car uy est continue
et X quasi continu a gauche. On a donc

up(0,2) = E(e " Tus(r,2+X;)) = E(e™" f(a+X;)) < sup E(e™" f(a+X:)) = us(0,2),

7€To,T
d’on, u}(O,x) = us(0,z). En changeant l'origine du temps 0 en ¢ et en remplagant
Tor par Top—, on obtient up(t,x) = uy(t, ).
0

On désignera dans toute la suite de ce document par v le pay-off de I’'option américaine
considérée au lieu de f et par P son prix.
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Chapitre 2

Région d’exercice d’options
américaines

Dans ce deuxieme chapitre, nous nous intéresserons aux régions d’exercice dune
option américaine {(¢t,z) ; P(t,xz) = 1(x)} en général. Nous montrerons certaines
propriétés déja établies dans le cadre Black and Scholes ([35]). En particulier, nous
donnerons une condition suffisante et nécessaire pour que la région d’exercice soit non
vide. Ensuite, nous nous intéresserons plus particulierement aux régions d’exercice
des options américaines sur un panier d’actifs. Nous établirons quelques propriétés to-
pologiques des t-sections de la région d’exercice ainsi qu’une propriété de régularité
(continuité) par rapport a ¢, qui dans le cas unidimensionnel, est équivalente a la
continuité du prix critique d'un put ou call américain (voir [21]). Enfin, nous ca-
ractériserons la région d’exercice limite en fonction du générateur infinitésimal. Ce
résultat peut étre considéré comme étant la généralisation de la caractérisation de la
limite du prix critique dans le cas unidimensionnel modélisé par une exponentielle
de Lévy [21] ou également celle de la région d’exercice limite dans le cadre Black and

Scholes [35].

On étudie le comportement des régions d’exercice d’options américaines portant sur
d actifs sous-jacents. Notons r > 0 le taux d’intérét de l'actif sans risque, §; > 0 le
taux de dividende du #"*™ actif sous-jacent et (S;) son prix a l'instant ¢. Afin de
modéliser ces prix (S})1<i<q4, on considére un processus de Lévy X & valeurs dans R?,
ce dernier étant muni de sa base canonique (e;)1<;<4 €t du produit scalaire < .,. >.

On pose alors pour tout 0 <17 < d,

Si = SjeXee>,

33
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Notons que

X; = 7t+EBt+// J(ds,dy) +11m// J(ds, dy),
izt =0y Jeayiar”

avec v € R? ¥ une matrice dx d, ¥ = (0i.4)o<ij<d, J une mesure de Poisson aléatoire
sur R* x R‘\i{o} d’intensité v et J sa mesure compensée, on note ‘XY = A. La loi du
processus est caractérisé par le triplet caractéristique (4,7, v).

Sous une probabilité risque neutre, pour tout 0 < i < d, le processus (e~ "95%),5,
est une martingale. La proposition 1.1.3 nous donne alors

/ el y(dy) = / eYiv(dy) < oo,
ly[>1 ly[>1

d
1 .
320k (i 8)+ [ 1 e (@) =0, ()
i=1

et

d 2 _
on rappelle que 23:1 o= A
Ces deux propriétés nous permettent de réécrire 'opérateur Ax. En effet, en notant
eV =(e¥...e¥) et 1 =(1...1), on peut déduire de I’équation (2.1), que pour tout
u € R4,

1 _
(% U> = ((7“ - 5i) - QAM' - /d el — 1 — (?J, €z‘> 1y|<11/(dy)) U
R

-. -.
I a |l a
—_ —_

<(7‘ — ;) — %Am> u; — /Rd (e = 1,u) = (y,u) 1y <1v(dy).
(2.2)

En remplagant (v, Vf) par son expression (2.2) dans la formule du générateur infi-
nitésimal, on obtient pour toute fonction deux fois continument f € C2N DY telle
que [V, [[D*f|| € D",

1 o*f 1 af
- /Rd (e =1L, Vf) = (4, V) Ly<v(dy) + /Rd flx+y) = f(@) =y, V) Ly<«v(dy)

- 53, L TN LAY R R )




35
Nous noterons dans toute la suite, A" U'opérateur ainsi défini :
A'f(z) = Axf(z) —rf(z)

d 1 of
- _Z i g axﬁZ(r_éi_iA“) i

fle+y) = flx) = (e =1, V) v(dy) —rf(x).

Rd

Hypotheses

On note H l'image de R? par ¥, H = Zm(X), et L I'ensemble suivant

r={sem [ e vtan < .

L’ensemble L+ est I'orthogonal de L.

On considere dans toute la suite les trois hypotheses suivantes

H1 : le pay-off ¢ de 'option américaine est une fonction continue de D".
H2 : pour tout z € RY et t > 0, on a P(¢(x + X;) > 0) > 0

H3: H + Lt =R<

Les hypotheses H1 et H2 seront toujours supposé satisfaites.

L’hypothese H3 sera compte a elle motionnée a chaque fois qu’on aura besoin. On
rappelle que le domaine générateur infinitésimal de X peut étre étendue au sens
des distributions a I’ensemble des fonctions de D” aux sens des distributions et que
le prix P de l'option américaine associée au pay-off ¢ est continue et caractérisé
comme 'unique solution au sens des distributions d’une inéquation variationnelle
(voir chapitre 1). L’hypothese H3 nous permet d’affirmer que le support de la loi du
processus X contient toutes les fonctions continues. On trouve une caractérisation
plus précise du support dans [34].

Proposition 2.0.5 Soient X un processus de Lévy vérifiant H + L+ = R? et f une
fonction continue de R™ dans R™, alors pour tout t > 0 et tout € > 0, on a

P(sup | X, — f(s)| <€) > 0.

s<t
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2.1 Propriétés générales des régions d’exercice

Définition 2.1.1 Soit £ := {(t,z) € [0, T[xR% P (t,x) = (z)}. On appelle € la
région d’exercice d’une option américaine de pay-off .

On définit aussi les t-sections par & = {ZB ERYLP(t,z) = 1/1(93)} pour chaque t €
[0, T[ firé. On a clairement € = Ur ({t} x &).

Les premieres propriétés des régions d’exercice découlent directement de la définition
et des propriétés classiques de I'option américaine.
Proposition 2.1.1 Supposons que 1) est une fonction positive non nulle et continue

i) L’ensemble € est un fermé de [0, T[xR<.
ii) la famille (&), ., est croissante.

iii) pour tout t € (0,7, & C O = {z € R, ¢(z) > 0}.

Preuve :

i) Découle de la continuité de P et 1.

ii) Soient s <t < T et x € & , alors la décroissance de P en t donne P(t,x) <
P(s,z) =(x), donc P(t,x) = ¢(zx) et x € &;.

iii) On a pour tout (¢,z) € [0,T[xR%, P(t,z) > E (e """y (X%ft)). Or, vu que
pour tout s > 0, le support de X, est R?, X, charge en particulier O, donc

P(t,z) > E (eiT(T*t)lb (X%ft) 1o (X%ft)) > 0.

Si maintenant, x € &, on a P(t,z) = ¢(x) > 0 et donc z € O.
U

Grace a I'inéquation variationnelle satisfaite par P, on obtient une caractérisation des
régions d’exercice a 'aide de la mesure A"P. En effet, A"P > 0 sur £¢et AP <0
sur €. Btant donné, qu’on a plus de visibilité avec A"y que A" P, on essayera, a
travers les propositions suivantes, de relier les & a A"1).

Pour tout ensemble A, on notera A son intérieur.

Proposition 2.1.2

i) il existe t € [0, T tel que & # 0, alors A" < 0 sur Uouvert User &, (sens des
distributions).

ii) Sur <U3<T €S>C, on a A™p >0 (sens des distributions).

Preuve :
i) Supposons qu'il existe ¢t € [0, T tel que & # 0. D’aprés I'inéquation variationnelle,
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ona 92 4 A"P <0, en particulier sur J¢, T[ x &, or pour tout (s,z) € |t,T[ x &, on
a P(s,z) = ¢(z) donc & = 0 sur ¢, T[ x &,. On obtient donc

AP < 0sur Jt,T[ x &.

On en déduit de la continuité de P par rapport a s, que pour tout s € |, T, on a
A"P(s,.) < 0 sur &. Enfin, en faisant tendre s vers T et toujours par continuité de
P en s, on obtient que A"P(T,.) = A" < 0 sur Uyr&;.

i) Notons & = |J,_ & et A = &% Alors, pour tout (¢, z) € ]0,T[ x A, on a

P(t,z) > ¢(x),

donc sur |0, T x A, on a %—f + A"P = 0. Or vu la décroissance de P en t, on obtient
A"P > 0 . Considérons, maintenant, ¢ et ¢ deux fonctions tests positives définies
sur |0, T et sur A, on a alors

<APo®d>= / / e(t)P(t,x)A™ ¢(x)dxdt > 0
10,77 J A

= P(t,z) A" ¢(x)dxdt.
/]O,T[“O“)/A (1, 2) A" () ddt

Comme P est continue en ¢, ceci revient a dire que pour tout ¢

/ P(t,z)A™¢(z)dx > 0.

En faisant tendre t — T , par continuité de P et convergence dominée, on ob-
tient

limy,r < A"P(t,.), ¢ >= limt_>T/ P(t,x) A" ¢(z)dx
A

— [timerP(ta) 4 o0 de = [ P00

A
_ / (@) A $(z)dr =< AT, >> 0
A

donc A™) est une mesure positive sur A.

O

Théoreme 2.1.1 La région d’exercice d’une option américaine est vide si et seule-
ment si A" est une mesure positive non nulle.
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Preuve du théoréme 2.1.1:

1)=) Supposons que & = (), ce qui est équivalent a (US<T 5s> = (). Or d’apres la

proposition (2.1.2,ii), A" > 0 sur (US<T gs> _ RY.

Si A" = 0 sur R?, alors d’aprés la proposition (1.2.2), pour tout x € R? le processus
e ")(x + X;) est une martingale. Donc, P(t,z) = ¥(x), ce qui est contradictoire
avec € = .

2)<)Supposons que A" est une mesure positive non nulle sur R,
D’apres la corollaire 1.2.1, pour tout x € R, e—rti)(z + X;) est une sous martingale.
Donc, pour tout x € R? et tout 7 temps d’arrét, on a

Y(z) <E(eY(z+ X)) .

Supposons, en plus qu’il existe au moins (¢,x) € £. Alors, pour tout temps d’arrét
T € Tor—t, on a
P(t,z) =¢(z) > E (e ¢(z + X)) .

On en déduit que le processus (e‘r(“’\T_t)w(X;’ATft))wo est une martingale. Or,

e "™ P(t+u,r+ X,) est son enveloppe de Snell, donc la plus petite surmartingale le
majorant, d’ou pour tout u €]0,7 — t[, on a

e "MPt+u,x+ X,) =e ™Mp(x+ X,) ps.

La quasi-continuité de X ainsi que la continuité de P(t+wu,.) et 1) nous assurent que
pour tout (u,y) € [0,T — t] x supp(X,) + x, on a

P(t+u,y) = ¥(y).

Or par hypothese, on a, pour tout u, supp(X,) = R?, donc &, = R?. La proposition
(2.1.2,i) nous assure alors que A" < 0 sur R? et donc que A" = 0 sur R%. Ce qui
est contradictoire.

O

Nous énongons a présent, une version plus locale de la proposition 2.1.2. Néanmoins,
nous aurons besoin dans ce résultat de I’hypothese H3, qui nous assure le support de
la loi du processus X contient I’ensemble des fonctions continues.

Proposition 2.1.3

Supposons que l’hypothése H3 soit vérifice. St on a
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i) A"y est une mesure positive sur un ouvert connexe U C R,
ii) La fonction ¢ est C* sur un ouvert V.C U.

iii) Pour tout x € V., A™p(x) > 0.

Alors, pour tout (t,z) € (0,T) x U, on a

P(t,z) > Y(x).

Preuve :
Soient x € U et p; une suite régularisante et notons p; * ¢ = ;. Considérons un
ouvert connexe U; tel que x € Uy et V C Uy C U, C U. On définit ensuite le temps
d’arrét = inf {t > 0; X} ¢ U}, alors pour j assez grand, A"¢; > 0 sur U;. En
effet, on a pour ¢ € C (Uy) < A", ¢ >=< p; * A", ¢ >=< A", p; * ¢ >, avec
p(x) = p(—z). Or pour j assez grand,

supp(p; * ¢) C suppp; * suppp C suppp; * Uy C U.

Par la formule d’Ito, on obtient
TINT—t
E (e—T(Tl/\T—t)¢j (X-fl/\T—t)) — ¢j (ZE) +E (/ €_TSAT’¢J' (Xg,z) ds)
0
Comme s < 71 et que A"¢Y; > 0 sur Uy, on a
TINT—t
B (e (00) 2 ) 1B ([ e (K0 gy
o _
donc par convergence uniforme de 1); — 1 on obtient,
TIANT—t
E (7709 (X)) 2 ¢(2) + E ( / e A (X)) 1(X2’”“’ev)d5>
0

Montrons que
TINT—t
E (/ G_TS@/J (Xg’x) 1<X0,mev)d8) > 0.
0 s

Or, puisque X est cadlag

TINT—t
P(/ 1{X56V}d8>0) :P<Tv<T—t/\T1),
0
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avec 7y = inf{t > 0, X; € V'}. Comme U est un ouvert connexe et que VU{zo} C U,
il existe alors, une fonction continue de [0,] dans U telle que f(0) = zg et f(4) € V.
De plus, comme [0, 6] est un compact, on peut supposer que pour tout s € [0,6], la
boule ouverte B(f(s),e) C U. On note 7¢ = inf{s > 0; zo + X, ¢ B(f(s),€)}, on a
donc, ’ensemble

{r. <0} C {1v < 10 NO}.

On conclut finalement, grace a la proposition 2.0.5, qui nous assure que

P(r. <0) > 0.

2.2 Région d’exercice d’options Basket américaines

On se propose dans ce qui suit d’étudier une classe particuliere d’options qu’on définit

par B = {@D :3 (0, ..., aq) € R*; Vo € RY 4p(x) = (Z?Zl e’ — K> } On sup-
+

posera dans cette section que la mesure v satisfait

Hll

/ ey (dy) < oo.
ly|=1

Sous cette hypothese, on a bien

b e D

On adoptera les notations suivantes

— pour # € RY Inx = (Inzy,In s, ..., In7y)

— pour toute fonction ¢, pour tout x € (Ri)d, o(x) = o(In(z))

~ la région d’exercice, £ = {(t,x) €]0, T[x]0, +oo[%; P(t,z) = &(m)} et & ses t-
sections 3 .-

— l'ensemble O = {:v € (RY)"v(z) > O}

— Topérateur A7, tel que A7) (z) = A)(Inz)

- I={ie{l...d};a; >0}



2.2. REGION D’EXERCICE D’OPTIONS BASKET AMERICAINES 41

On a alors, sur {(Zle e — K) > O}

d

d
1 1
Arp(e”) = A"(z) = B E A joe™ + g <T -0 — §AH) ae”t
i=1 =1

d d
_{_/Rd (Zaiel‘i+yi _K>+ _ (;aiem —K) _

i=1

d
—r (Z et — K)
g
= rK — Zai&ezi +/

i=1 R

(e — 1) aye®v(dy)

d
—1

)

=1

d d
; Tityi | _ ; Tty | dy),
d<Zae >+ (;ae >V( )

donc

d d
AT@E([E) =rK — Z ozzélx, + / (K — Z Oéil',’é”) V(dy)
i=1 Rd i=1

+

2.2.1 Propriétés et régularité des sections temporelles

Nous donnons ici une condition suffisante et nécessaire pour avoir une région d’exer-
cice non vide.

Théoreme 2.2.1 La région d’exercice £ est non vide si et seulement s’il existe ig €
{1,....d} tel que oy > 0 et 6;, > 0.

Preuve : .
Soit € O ={z € (Ry)?; 9(2) > 0}, on a alors

d d
JZV?;(QU) =rK — Z ;0;7; + / (K — Z Ozixieyi> v(dy)
i=1 R4\ {0} i—1

+

Supposons qu'il existe iy tel que a;, > 0 et §;, > 0 et définissons la suite

() 1cica = ((@1) - (Tig—1) , (NTig) 51 » (Tigr1) » - - - (Ta)) -

Comme est croissante par rapport a la ™€ composante, on a &, € O pour tout
) 0 )

n € Net f,(y) := <K — NG, Tie¥o — ) . Zio aifie?h') est une suite décroissante de
+
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fonctions positives qui converge simplement vers (. On obtient donc par convergence
dominée

/ <K Qi Ty €10 — Z o :L’ze%) (dy) —n—00 0.
Rd 1#10 +
On obtient donc

lim A7 (") = lim rK — Zazé T — iy 0;, T

n—00 n—00
110

20 10 >n—>oo —0Q.

La continuité .,ZWZ sur O et le théoreme 2.1.1 nous permettent d’affirmer que la région
d’exercice £ est non vide.

Supposons que pour tout 1 <7 < d, on a o;6; < 0. Alors, d’une part, on a A”"@/J >0
sur O et € C O. D’autre part, d’apres la proposition 2.1.2 on a A7) > 0 sur E°.
Donc, toujours grace au théoreme 2.1.1, la région d’exercice &£ est vide.

O

On supposera dans tout ce qui suit qu’il existe un ¢ tel que «o;, > 0 et 9;, > 0.
Proposition 2.2.1 Pour tout t € [0,T] on a :

1. & est un convexe fermé de )0, +oo[?.

2. & est dintérieur non vide

Preuve :

1. Soit z,y € &, on a, par convexité de @E,

P(t,(1-Nz+Xy)= sup E [e_”@ (Ay+ (1 =N z) exf)}

T€T0, 7t

< Asup E <e_”15 (yeXT)> +(1—XA) sup E (e_”w (xeX*))

To, 7t To, Tt
< AP(t,y) + (1 = N)P(t,z).
Orz,yeé& CO,et @/; est linéaire sur O, d’ott
P(t, (1= Nz +Ay) < M(y) + (1= V(@) = (1= Nz +Ay).

Donc 3
(1—=XNz+ Iy €&
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2. Montrons que pour tout n > 0 on a én # (). En effet, si ceci est vrai, indépendamment
du choix de la maturité T, alors on aura én # () pour une option de maturité
T +n, et donc & # () pour la méme option de maturité T.
Supposons que c‘/:n = () pour un certain n €]0, T, alors pour le temps d’arrét

™ ={t>0; P(t,5%) = (S},

onaT*>n p.s.et 7" est un temps d’arrét optimal pour ]5(0,1'),
d
P0,2)= Efe (Z ;8T K> )
=1 +
d
< E 677‘7‘* (Z O{,LS;L_’fZ> )
i€l
d
Z 6—6¢T*€—(r—6,-)7—* Oé,S:.’fl>
< Z e,

Il existe un iy € {1,...,d} tel que a;, > 0 et §;, > 0 (par hypothese). Donc en
considéNrant T tel que x; = x; pour @ # iy et T;, > x;,, pour I;, assez grand, on
azre et

IN
=

d d
P(O,Zi) < Z oziiie_ém < Z o;x; — K.
i=1

a; >0

En effet, puisque (e %" — 1) < 0,

d d
E 057;572'6_6”7 — E aifi — K
=1

a; >0

d
aiofio (6761‘07] — 1) —|—Z aiii(e*5i77 — 1) — K
a;>0,i#1g
—>fi0—)+00 —00

et donc 7 € &), ce qui est contradictoire.
Montrons a présent que & est d’intérieur non vide. Soit (\;), <icq tel que, A; > 1
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pour i € [ et 0 < \; < 1 pour i ¢ I. Alors, pour tout temps d’arrét 7, on a

d
e " (Z )\zOéZS:_’mZ — K) ]
i=1 n
d
( " (Z(A —1) ;4% —i—ZoelS”“” - ) )
n

i=1
d
E ( Ty (Ni—1) aiSi"“> +E <e—” (Z ; SE — K) )
i=1 i=1 +

< Z (N — 1) uE (e777SE") + P (t, ).

i=1

E

I
=

IN

On vient de montrer que &, est non vide, d’on il existe au moins 7 € &, on
obtient donc que pour tout temps d’arrét 7,

d d
- (Z i SoT — K) ] < Z (N — 1) @ 4 (2)
i=1 + 2

Donc I'ouvert [[2, A;, ol les A; =|T;, 00 si i € I et A; =0, T;[ sinon, est bien
un ouvert contenu dans &;.

O

Dans le cas du put américain unidimensionnel dans le modele exponentiel de Lévy,
la région d’exercice £ = {(t,z)| = < b(t)} ou b(t) est une fonction continue en ¢
et appelée prix critique (voir [27]). On étend, dans la proposition suivante, cette
propriété au cas de notre étude.

Proposition 2.2.2 Continuité des t-sections

1. & = MNust E, pour tout t.

2. & = U, E, pour tout t.

Preuve :
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1. Soit = € (,oy

suite (t,), telle que ¢, \,t. On a donc pour tout n € N,
Sachant que P est continue ¢, on fait tendre n — oo

&., alors pour tout u > t, on a P(u,z) = 9 (x). Considérons la
P

(tn, 7) = Y(z).

0= lim P(t,,x) —(x) = P(t,x) — ()

n—oo

Donc z € & et ﬂu>t€ C St D’apres la proposition 2.1.1 (la croissance des
&,), il est clair que & C ﬂ

u>t

Et et notons A; = (Uu>t éfs)c, on a alors A; N & #+

(). De plus, d’apres la proposition 2.2.1, I'ensemble & est un convexe fermé

2. Supposons que | J

s<t

d’intérieur non vide d’ou g’t = (c‘ft) et donc Ay, N c‘?t est un ouvert non vide.
Pour tout (s,z) € |0,¢[ x (At ﬂc‘l), on a P(s,z) > ¢(z), dott A7P > 0 sur
louvert |0,¢[ x (At N €~t> Donc, pour toutes fonctions tests ¢ et ¢ définies

respectivement sur |0, ¢[ et sur A, N &, on a

< AP pp> = / / (s, ) A" ¢(x)dxds
Ot Atﬂgt
= / gp(s)/ P(s,2)Ar ¢(z)dxds > 0.
10,t[ AnE;

Comme P est dans D” et continue en s, ceci revient a dire que pour tout s < ¢,

/ P(s,2) A7 ¢(x)dx > 0.
A:NEr

En faisant tendre s — ¢, toujours par continuité de P et convergence dominée,
on a

lim P(s,x) A7 ¢(x)da :/ Els(t,q:)flrw(x)dx
AN

s—t Atﬁgt

donc sur <At N g}), on a , au sens des distributions

ArP(t,) >0 sur (Amfi). (2.3)
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D’autre part, sur &, on a

d’ol, grace a l'inéquation variationnelle, on a pour tout x € &,

d
ArP(t,z) = TK—Zai&xi—l—/P(t xe?) — Zoz zie¥v(dy) < 0. (2.4)

=1

On en déduit, grace & (2.3), que pour tout € A, N &,

d
ArP(t,z) = rK—Zai5ia:i+/P(t ze’)— (K — Za e’ )v(dy) = 0. (2.5)

=1

11 est clair que A" P(t, z) est convexe sur Sgt, de plus A7 P(t, z) = 0 sur un ouvert
non vide de c‘i, done, vu (2.4), on a A" P(t,z) = 0 pour tout z € ét.

Considérons zo € (‘i, alors, comme on a vu dans la preuve de la proposition
2.2.1, [TL leestunouvertdec‘ft,oqu—]x +oolsii € I et Ay =]0, 27|

sinon. Considérons, ensuite, une suite (,)n>1 C [[, Ao telle que
- - 7

2 oo osiodel
g N 0 si ¢l

On rappelle que I = {i € {1,..,d};a; > 0} et par hypothese il existe iy € I tel
que 9;,, d’ou

10

d
rK — E 0, —Fn—y00 —O0.

i=1
En remarquant que pour tout ¢t > 0 et a € ]Ri,

d

lafE Zal‘
2 i _2 /‘ S i § az n+1 n tal>0
=1

>0
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et d’ou la croissance de la suite (@(Sf”””)) , on a
n>1

0 < P(t,xnp1€?) — p(t zpe?)

sup E(e Zaz S i—K)Jr)— sup FEle Z S K),)
i=1

7€[0,T—t] T€[0,7—1]
d d ‘
< sup E(e Z Z - K), — (Z a; Sy et — K) ),
T€[0,7—1] - i=1

en utilisant le fait que la fonction (x — K)T soit lipschitzienne, on obtient

0 < P(t, xpy1€Y) — P(t, z,eY)

d

< sup FE(e ;S ey’
T€[0,T—t] Z:: Z

= sup E a;(z "+1 — ) e_ e~ (r=0)+Xz oui
T€[0,T—1] (Z

— n+1 Yi =87 ,—(r—0;)+ X1

= sup a;(z JeV'E (e e ) :
T€[0,T— t]Z

On rappelle que pour tout i € {1,..,d}, le processus (e_(’”_‘si)*Xi) est une
martingale et 9; > 0, d’ou

0< p(t Tnpre’) — P(t, xn e)

Z it ley Z arle?
(Z aix?ﬂey" - K)— (Z a;rle’ — K)
i=1 i=1

Donc pour tout n > 1, on a, pour tout y € RY,

0 < P(t,znp1€Y) — ZO" ntle K) < P(t, z,e¥ Za xle —



48 CHAPITRE 2. REGION D’EXERCICE MULTIDIMENSIONNELLE

On obtient donc

ArP(t, z,) g
rK — Za5m —I—/ P(t, zoe?) — Zozx e’ — K))v(dy)
i=1
— oo

—7n—oco — 00,

ce qui est contradictoire avec le fait que A7P(t,z) = 0 sur &,.
O

On étudie le comportement des régions d’exercice d’options américaines portant sur
d actifs sous-jacents.

2.2.2 Région d’exercice limite

Dans cette section, on caractérise la région d’exercice limite d'une option de la classe
B. On retrouve ainsi le résultat de S.Villeneuve [35] dans le cadre d’'un modele de
Black Scholes.

Théoreme 2.2.2 Supposons I’hypothése H3 vérifice et qu’il existe un entier iy tel
que 0;, > 0 et oy > 0 (la région d’exercice non vide). Alors, la région d’exercice
limite est caractérisée par

d
Uét: {{L’E (R | Zaimi—K>O et Aij(x) <O}
i=1

t<T

La nécessité de H3 dans ce résultat vient du fait qu’on a besoin de la proposition
2.1.3 dans sa démonstration.
Proposition 2.2.3 Pour tout

d
r € {ze R | Zaizi—K>0 et fl’”z;(z):()},
i=1

on a

P(t,z) > Y(z).
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Preuve du théoréme 2.2.2:

Du fait que P(t,z) > 0, il est clair que Uier & C O. Or, sur ouvert O, on a

d d +
/l’“z@(w) =rK — Z a;0;; + / (K — Z Ozﬁﬂ”) v(dy).
=1 i=1

Grace a la proposition 2.1.3 et la régularité de &(m) sur O, on a donc, par continuité

de A" sur O,
J& con{driw) <o}
t<T

De plus la proposition 2.2.3 nous donne

U&non{di@) =o} =0

t<T

Donc J
U gt C {ZL’ c (R:)d | Zozixi —K>0 et AT@Z(I') < O} .
t<T =1

Montrons maintenant 1’inclusion inver§e. o _
D’apres la proposition 2.1.2, 'ouvert O N {Arw < O} C Ujer & dou

o

@ﬂ{flT@Z<O}C U ;S’tC Ugt:

t<T t<T

la derniere inclusion étant diie a la convexité de (J,_ &

O
Pour la preuve de la proposition 2.2.3, on aura besoin des deux résultats suivants
Lemme 2.2.1 Soit (X;)i>0 une martingale continue & droite, nulle en 0, non nulle.

On suppose que, pour un T > 0, Esupgc,or|X| < 00, et que, pour tout t > 0,
P(X; #0) > 0. On a alors

Vt €]0,T], sup E (/ Xsds) > 0.
0

T€T0,¢
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Preuve :
On a, pour t €]0, 77,

t t
tX, :/ sd X +/ Xds p.s.
0 0

On en déduit que pour tout temps d’arrét 7 a valeurs dans [0, ¢],

E (/0 Xsds) =E(rX,).

On a
TAL
E/ Xyds = E(1 ANtXop)
0
= E (TXTl{Tgt}) +E (tXt1{7—>t})
= E(7X: 1<) +E(X) - E (X1 r<n)

= E (TXTl{TSt}) —E (tth{TSt}) )

ol la derniere égalité résulte de la propriété de martingale. On a aussi, par le théoreme
d’arret,

E(Xilp<y) = E(E(Xilp<y | Frnr))
= E(Xrnlpren) =E(Xrlp<n) -

TAE
E/ XSdS =K ((7’ - t)Xfl{TSt}) =K ((T - t)XTl{T<t}) . (26)
0

Pour € > 0, prenons
T=7T_=inf{t > 0] X; < —€}.

On a, sur {7_. < oo}, X, . < —e < 0. Donc, pour obtenir Efo ~MN X.ds > 0, il suffit
de montrer que P(7_. < t) > 0. Et pour montrer le lemme, il suffit d’avoir cela pour
au moins un € > 0. Or, si pour tout € > 0, P(7_c > ¢) = 1, on a P(X;/y > —¢) = 1,
donc Xy, > 0 p.s., et comme X est une martingale nulle en 0, X;/» = 0 p.s., ce qui
est contradictoire.

OJ
Proposition 2.2.4 Soit (X;)i>0 un processus de Lévy réel, a variation infinie, issu
de 0, intégrable. On a
SUD7e7g E (fOT Xsds)

ltlgl " = +o00. (2.7)
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Remarque:
Si X est intégrable a variation finie, on a E|X;| = O(t) pour ¢t | 0. Donc

sup E (/ Xsds> = O(t?).
TET0,¢t 0

Preuve de la Proposition 2.2.4 ::

On remarque d’abord qu’on peut supposer que X est une martingale. Ensuite, si le
processus X se décompose sous la forme X = X' 4+ X2, ou X' et X? sont des Lévy
martingales indépendants, on a, en considérant des temps d’arrét de la filtration
de X', sup, e, E (fy Xods) > Sup, 7, , B (fy Xlds). On en déduit que si X a une
partie brownienne, SUp,ety, B (fOT Xsds) > CsupTeTO’z E (fOT Bsds), avec C' > 0, ou
B est un mouvement brownien standard et, par scaling,

sup E (/ Bsds) =2 sup E (/ Bsds) .
T€T0,t 0 7€70,1 0

On en déduit (2.7).

On suppose maintenant que X est sans partie brownienne. On peut supposer que
la mesure de Lévy de X est a support dans [—1,0[U]0, 1]. Plus précisément, on va
considérer deux cas :

1) la mesure de Lévy est a support dans [—1, 0] et f[fl,o[ yv(dy) = —oo,

2) la mesure de Lévy est a support dans |0, 1] et f]0,1] yv(dy) = +oo.

Dans le premier cas, on introduit, pour € €]0, 1], le processus

Xi= [ yidsdy)
[0,6]x[~1,—€]
ou J est la mesure des sauts compensée de X. On a aussi

Xf = Z AXsl{—1§AXS§—e} — Ct,

0<s<t

Ce = / yl/(dy)
[_17_5]

sup E (/ Xsds> > sup E (/ X;ds)
TE€T0,¢ 0 TE€T0,¢ 0

avec

Notons que
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On note 717 le premier temps de saut de X¢, et on prend comme temps d’arrét

L Ty siTy <tetcTi—c/A>0
~ | t sinon,

ou A\c = v([—1,—¢]). On a alors, en utilisant (2.6) et l'indépendance entre T et
Zx;¥d¥7

E (/ X;ds) = E((t—1T7) (cTf — AX7e) Lirectnijng)
0

= E ((t —T7T) (cTT — ce/Ae) 1{Tf<t/\1/)\€})

t/\l/)\e 1
= —cE/ (t —s) (— — s) Aee™ M4 ds
0 Ac

1AL/ (Aet) 1
= —cetz/ (1 —w) ()\ e u) Acte M duy
0 €

1AL/ (Act)
= —cEtQ/ (1 —u) (1 = Atw) e du
0

D’ou, en fixant € et en faisant tendre ¢ vers 0,

t10 12 = /2

su E (] X.ds 1
lim inf <o Us ) > —ce/ (1 —u)du
0

On conclut en utilisant lim, o c. = —oo.

Dans le deuxieme cas, on prend, comme dans la démonstration du Lemme 2.2.1, on
applique (2.6), avec
T=7T_=inf{t > 0] X; < —¢}.

Notons que, X n’ayant pas de saut négatif, sur {7_. < oo}, X, . = —e On a
ainsi

T_eNE
E/ Xods = E(t—71_),
0
t
> 6519’(716 <t/2).

Par ailleurs, le processus de Lévy —X étant une martingale a variation infinie sans
sauts positifs et sans partie brownienne, on a lim. o7 /e = 0 presque sirement
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(voir [33]). Prenons alors e = At/2, avec A > 0 fixé. On a alors e£P(7_ < t/2) =
)\%P(T_e < €/)\) et par conséquent

.. SupTGTO,t E (fOT Xsds)
lim inf

ni 2 > \/4,

et comme A est arbitraire, on a (2.7).
O

Preuve de la proposition 2.2.3:
Soient 'ouvert ~(§ = {z € (R})%4(z) > 0} et 'ensemble H = {z € (R} Arip(z) =
0} . Soit zp € ONH, alors pour tout 6 > 0 et tout temps d’arrét 7 € Ty, on a

TATONO 5
P(T —0,20) > (x0) +E </ e’"sflrw(acoeXS)ds> :
0

Comme A} est convexe et que { AT (x) < 0} N O # 0 (car §;,a;, > 0), le point g
n’est pas un minimum. Donc, il existe un vecteur ¢ = (cq,...,cq) # 0 tel que pour
tout s > 0

Arip(zoeXs) > Arib(a) + (¢, zoe™® — x0).

Or, par hypothese .,Zl%/;(xo) = 0, ce qui nous donne alors
5 _ TATONE
P(t,zo) > 9¥(xo) +E (/ e " (e, xoe™ — :co)ds)
0

5 TATONE d ) )
U(zg) + E / Z cirhe " (et — 1)d$> :
0

=1

v

Montrons que E ( OTATOAG S cabe s (X — 1)ds> > 0. En effet, on a

TATONE
/ e " (c, xoe™* — o) ds
0

N0 TNO
= / e " e, xoe™* — o) ds —/ e " e, xoe™* — ) ds. (2.8)
0 T

ATONO
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D’une part,

TN
E/ e "¢, xoe™ — ) ds
T

ATONO

d TN )
CY E (/ (e + 1)dsl{m<7})
i=1 T

AToONO

d
CZ {QP{TO < T} + /HE <€X;1{T(9§T}) ds} .
i=1 0

Or, pour tout i € {1, ..,d}, le processus (e~("=%)s Xé) est une martingale de moyenne

IN

IN

1. Donc sous la le changement de probabilité %| £ = e (rm)seXs (La transformé
d’Escher voir [7, 18]), les processus X' restent des processus de Lévy. On obtient
donc

TAO
‘]E/ e " e, zoe™* — o) ds
T

AToONE
d TN )
< CZE (/ (€Xs + 1)d81{.ro<7}>
i=1 TATONO -
<

C {d@P{T@ <T}+ zd: OP {7 < T}} :

=1

Soient Y un processus de Lévy d-dimensionnel, U un ouvert de RY, zy ¢ U et ¢
une fonction de C°(R4, RT) telle que p(xg) = 0, pour tout = € U, p(x) = 1 et
| Ay ¢|loo < 00. Alors,

TUNT
Bl < 7) < Bl + X)) SE ([ Avielan + X)) < 48
0

ou A est une constante positive. D’ou

TAO
‘E/ e " (e, o™ — mo)ds| = O(6?).

ATONO

D’autre part,on a

EleX —1— X!

=0(0).
En effet, si on note h; la fonction définie par

hi(x) =e" — 1 —;,
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alors, h; est une fonction positive deux fois continument dérivable et h;, || V||, | D*hi|| €
DY, (toutes les trois étant majorées par Cel*l). En appliquant le générateur infi-
nitésimal, on obtient

E(hi(X.)) = hi(Xo) + E /0 " Axchi(X,)du.
Or, [ASchi(x)] < Cole™ +1) et
Bhi(w) = [ Il + 1) = hu(e) = (5-V ) L)
= / (e = 1= yilgyi<ny) = vilgi>13) v(dy)-
Donc, |Axh;(z)] < C(e® + 1), et par suite
E(hi(X)) < hi(Xo) + C/OS(E(eXZ) + 1)du = O(s).

On obtient, donc au final,

TATOND d ) )
E / Zcia:f)e_’"s(eX; — 1)ds
0

_ < /0 JZ:@ X;‘)ds) +O(6?),

olt ¢; = ¢;x%. Comme ¢ # Oa, on rappelle qu'une conséquence de 1’hypothese H +
L+ = R? est que pour tout vecteur non nul a € R?, le processus ((a, X;))i>o est
a variation infinie. Donc en appliquant la proposition 2.2.4, on obtient, pour tout ¢

suffisamment proche de T
P(t,z) —(x) >0

Ce qui prouve, finalement, grace a la croissance des & que

o ¢ U(‘:t
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Chapitre 3

Comportement du prix critique
dans le cadre Jump-diffusion

3.1 Introduction

Denote the critical price of the American put by b(t), it is defined by
b(t) = inf { > 0; P(t,z) > (K —z)"},

where P is the American put price. The behavior of b(¢), near the maturity, has been
extensively studied. Its limit when ¢ goes to T, is characterized, in Black Scholes
model by b(T') := lim;,7b(t) = min(K, s K) where r > 0 is the interest rate and
0 > 0 the dividend rate. In 1995, Burdeau et al. and Lamberton gave an equivalent
for the convergence rate of b(t), in the Black Scholes model. This study was done in
the case where there is no dividend rate, § = 0 (b(7") = K). This convergence rate is
given by

U—;{)Nt—m\/ — )| In(T — )|,
where the expression f(t) ~q g(t) (or f(t) ~ g(t) if there is no ambiguity) denotes
two functions f and g satisfying lim,_., J; Etg = 1. This result remains true in the case
where § > 0, as long as r — § > 0.

In 2003, Lamberton and Villeneuve reconsidered the case where r — ¢ < 0 in the
Black-Scholes model and established that, for r — § = 0,

b(t
UK( ~iosr A/ 2(T — )] In(T — )],

57
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and for r — ¢ < 0, there exists yo € (0, 1) such that

b(T) — b(t)
W ~ior Yo/ (T —t).

Notice that in this latter case b(T') < K.

The critical price has been also studied in the jump diffusion model. In fact, (Pham)
proved in 1997 in [29] that the result obtained in ”1995” remains exactly the same in
the Jump diffusion model, in the case where r — [(e¥ —1)*v(dy) > 0 and § = 0. This
remains true if r—d— [(e¥ —1)*v(dy) > 0 (see [27]). Notice that the latter condition
is a generalization of the condition » — ¢ > 0 in the Black-Scholes Model.

The purpose of this paper is to study the convergence rate of the critical American
price in the jump diffusion model with r — 6 — [(e¥ — 1)*v(dy) < 0. Considering the
results of Pham in [29], we expect to obtain the same results as the study performed
by Lamberton and Villeneuve in the Black-Scholes model when (r—¢ < 0 ), meaning
that jumps do not have any influence on the convergence rate. Surprisingly, we obtain
the expected result only for the case r —d — [(e¥ — 1)Tv(dy) = 0. Indeed, we obtain
for r—d — [(e¥ = 1)Tv(dy) =0,

K —b(t)
2~ AT = I 1),
and for r — 6 — [(e¥ — 1)*w(dy) <0,
b(T) — b(t)
W ~is1 Y/ (T — 1),

where y,, is a real satisfying y, > 4o, and depending on v (=) we can have y, > .

b(T)
This point will be discussed in more details in section 3.3.

This study is composed of four sections. In section 1, we recall some useful results on
the American Put which will be used throughout this study. In section 2, we give some
results on the regularity of the American Put price and the early exercise premium.
In section 3, we investigate the case where the limit of the critical price is far from
the singularity K. Therefore, we have enough regularity to give an expansion of the
American put price near maturity from which the American critical price behavior
will be deduced. Section 4 is devoted to the study of the case d = 0. In this case
b(T) = K, hence we have no longer enough smoothness to obtain an expansion
around the limit point (7',6(T)). Then we will study the behavior of the European
critical price b.(t) instead of the American one. Thereafter, we prove that b(t) and
be(t) have the same behavior.
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Model

We denote by (St)tzo the stock price process, and we consider

St _ Soe(r—5—é)t+aBt+Zt _ S()@Xt,
where r > 0 is the interest rate, § > 0 the dividend rate, (B;),, a Standard Brownian
Motion (SBM) and

Zi=y Vit [ = 1uldy) = Zi~t [~ Dwlay),

k=1

with (Z;),5, a Compound Poisson Process and v its Levy measure. We then have
dSt = St, (")/Odt -+ UdBt + dZt) s

with
Zy = 20<s§t(€AZS —1)
and vo =r — & — [(e¥ — 1)v(dy). Suppose that the following assumptions are satis-
fied
*o>0
*V(R) < o0
* [evv(dy) < oo
¥dt=r—0-— fy>0(ey — 1v(dy) <0,
The two last assumptions imply that (e*(T*‘y)tSt) is a martingale, then we are under
a risk-neutral probability.
The price of an American put with maturity 7" > 0 and strike K > 0, at an instant
t =T — 0 with S; = z, is given by

P(t,z) = sup E(e(K —ze™)),

T€To, Tt

where To 7 is the set of stopping times taking values in [0,T — t].
The critical price of this American put, at each ¢ € [0, 7], is given by

b(t) =inf {z > 0; P(t,z) > (K —z)"}.
We denote, from now on, by 6 the time to maturity 7" — ¢t. Recall that the price of a
European put with maturity 7" and strike K, in this model, is given at ¢t by
P.(t,z) = E(e™" (K — Sp)4|So = x).
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Let F' be the function defined by F(t,z) = P.(t,z) — (K — z), then F is C' on
(0,T) x (0, K) and satisfies 25 (t,2) = 9%=(t, ) + 1 > 0. We define, for all ¢ € (0,T),
the critical European put price, b.(t), as the unique solution of

F(t,z) = P.(t,x) — (K —2) =0

It is easy to check that, for all £ € (0,7), b.(t) is well defined, b.(t) € (0, K) and
limy_,7 be(t) = K. It is also straightforward that P, < P, therefore b(t) < b.(t) .

3.2 Preliminary results

3.2.1 American option in the exponential Levy model

The American option price under the exponential Levy models is characterized, under
some integrability assumption (see chapter 1) as the unique solution of a variational
inequality. In the case of the American put, we have (see [27])

Theorem 3.2.1 The price of the American Put P is characterized as the unique
continuous and bounded solution of the following variational inequality.

1. P(T,.) =1 on R%

2. P>

3. 92+ AP —rP <0 on]0,T[xR? (in the sense of distributions).
4.

98 + AP —rP =0 on the open set {(t,z) €]0, T[xR|P(t,z) > ¢(x)} (in the
sense of distributions ).

Where A is the infinitismal generator of the process S.

The two sets {P > ¢} and {P = 1} are called respectively, continuation region
and exercise region. The critical price is the free boundary of this variational inequa-
lity,

{P(t) > ¢(2)} ={(t,2);b(t) <z} and  {P(t,z) = ¢} = {(t,2);b(t) > z}.
The limit of (b(t)) near maturity is characterized by the following result (see [21]).

Theorem 3.2.2 We set dt =r—0— [(e¥—1)Tv(dy) and denote by b(t) the critical
price of an American option with maturity T and strike price K. We thus have

lim b(t) = b(T) < K

t—T
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if and only if dt <0, and in this case b(T) is the unique solution in |0, K[ of

rK — dx — /(xey — K)*v(dy) = 0.

See theorem 2.2.2 for the multidimensional case.

The quantity (P — P,) is called the early exercise premium and it is characterized
for the American Put in the exponential Levy model as follows (see[27])

Theorem 3.2.3 Under the model hypothesis, the price of the American put P can
be written as follows

P(t,x) = P.(t,x) + e(T —t,x),

with P,(t,x) the price of the European put. If we set 0 = T —t, then the early exercise
prime, e(0,x), is given by

e(0,r) =
o
E {/ e " (TK — 057 — / [P(t+s,5%¢Y) — (K — Sie”)] V(dy)) 1{5g<b(t+s)}ds} :
0 y>0

Notice that for all z > 0,
0<e(dz)<rKo.

3.2.2 Regularity estimate for the value function in the jump
diffusion model

In this section, we study the spatial derivatives behavior of P, P, and e(0, ) near
(T,b(T)). We also give a lower bound for the second spatial derivative near (T',b(T")).

Lemma 3.2.1 Under the model assumption, we have

1. For all x € (0,b.(t) Ab(T)], we have

% (6.)

1
ox = _0(\/5)7

X

with o(v/8) independent of z.
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2. For all x € (0,b6(T) A be(t)], we have

%(t,@ 1= (1+§)0(\/5),

with o(v/8) independent of z.

Lemma 3.2.2 According to the hypothesis of the model, we have, for all b(t) < x <
b(T) A be(t) and for all @ =T —t small enough, the following inequality

u‘o 8_P(t, u) > (5 — 6(9)) ((T) —z) — aE (O’Bg — ln(bx—T))) + 0(\/5),

b(t)l£u<x 2 Ox2

with €(0) —9—0 0, 0 =06+ f{y>ln(%} efv(dy) and o =

Remarque:

The expression infy)<y<s %%(t, w) is justified thanks to the smoothness of P in
the continuation region which can be proved thanks to PDE arguments (see for ins-
tance [?]). Nevertheless, we will only need this lower bound of the second derivative

in the distribtion sens (g%f(t, du)).

3.3 The case b(T) < K (i.e d" <0)

Since b(T) < K, we can also call this section ”"The regular case”. We start it by
giving an expansion of the American Put price (P) near maturity, which will lead
to an auxiliary optimal stopping problem. In a second paragraph we investigate this
auxiliary problem and state some of its properties. This auxiliary study and the
expansion will provide us with the needed tools to deal with the convergence rate of
b(t).

3.3.1 An expansion of the American Put price near matu-
rity

Theorem 3.3.1 Let a be a negative number (a < 0) and b(T) denote the limit of b(t)
when t goes to T, b(T) = limy_,7 b(t). According to the model hypothesis, if b(T) < K,
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then,

Njw

P(T = 0,b(T)e™?) = (K — b(T)e™VO)* + CO2v, B( Dy 4 o(03),

where C = ob(T)de with A\ = V{ln } §=6+ f SIn(K/b(T)) €yV(d?J) and Vo, 5(y) is
defined by

Vas(y) = sup E {@““1{7@1} / (y + Bs) +a (y + By)Tds + g(i Y- L7
T€7A’071 0

with :

e B a standard Brownian motion and L* denotes its local time at

o T the first jump time of a Poisson process Ny independent of B and of intensity

v{In(;5))

° 7A671 is the set of all o(Ny, By)i>o-stopping times with values in [0, 1] and

Kv{ln(yir)} K

a_b 5+f>lnL (dy))’ﬁz 5+f>lnLT) yl/(dy))

T)

o(T)

Uap(a) = sup E (/ (a+ By) ds) :
7€70,1 0

In this case, the American Put price will have the same expansion as in Black éScholes
model, (see [25]). Consequently, we obtain the same behavior as in ([25]).

Remark 1 Notice that if v does not charge {ln(i)}, meaning that « = 0 and

Ty = o0a.s. , then,

Before proving this result, we introduce this useful estimation of the expectation of
the local time of a Brownian motion.
Lemma 3.3.1 For all real number a and for all t > 0, we have

_d?
e 2t

OSE(G—Bt)+—UJ+§\/Z\/2_
™

proof of lemma 3.3.1 :
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The first inequality follows from Jensen’s inequality. For the other inequality, we
have

a/Vt Vi 29 dy
E(a — B = a—Vity)e ¥/ ——
( t)-‘r /Oo ( y) \/ﬂ

B /:f r*Jewé

Then, if a <0,
e~
E(a — B t .
( t)+ o
If a > 0, we can write
2 2
+o00 d
_ Y e~ St e~ St
Bla-B)e—a = - [ eI iE < Vi
o a/\/i V2 V2 V2

In this model, we have, from Meyer-Ité formula (see [30])

t
1
(K—=5)4 = (K—SO)++/ (—1gs,<ky)Ss(Yods+odB)+ Z (K—Ss)+—(K—SS_)++§Lf<,
0 0<s<t

(3.1)
where LE is the local time of the process at K until the date . We give, in the follo-
wing lemma, an estimation of ELX, for small time ¢, which will allow us to neglect
a part of the contribution of the local time in the expansion of P(t, x), near maturity.

Lemma 3.3.2 Let a be a negative number, a < 0. If b(T') < K then we have,

(LK | So = b(T)e af) E [LK LX, } +o(t3?) < w32 4 o(t%/2),

t/\T

where Ty = inf{s > 0; AX; = ln(%)} and w® a non-negative constante inde-
pendent of a and wy = 0 if V{ln(%}.

proofof Lemma 3.3.2 :
Let T7 be the first jump time of the process Z. We have

L = LS\Tl + L - Lg\Tl = Lt/\T1 + Lin<n (L LTl)
< Lt/\T1 + 1{T1<t} (LT1+t - Lg) :
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Estimate of EL/}

In the stochastic interval [0, T} [, the process (.S;) matches with the process (S,) defined
by

5, = Syt Luion.
We deduce (when observing that the process L¥ is continuous) that
Lingy, = Linry, < L',
where L¥ is the local time at K of the process S. We denote
1. . ¢ .
ELf( = (K —=8) — (K —So0)+ — / (—1{SS§K})SS(70d5 + 0dBy).
0
As the process (LX) increases only on {S; = K}, we have
Ltl( = LtI(]‘{TK<t}7
and, by Holder,
ELf < (P(rx < 1) 7 [|L{]lp, p> 1.
We easily deduce that ELK = o(t"), for all n > 0.
Estimate of E [1(7, <y (L%, — LY)]
By the strong Markov’s property
E [Lzi<ty (L1y4e — L7y) | = E (Lzi <o Esy (L)) (3.2)

where [E, is the expectation associated to P, and PP, defines the law of S; when
SO =X.

Estimate of E, (L)
Let 77 be the first jump time of the process Z. We then have

Lz{( = LfiTl + LtK - ij\Tl

According to equality (3.1) we deduce, using the compensation formula (see [33, 7,

4])

1 t
§Lf< = (K =5y — (K —S)4 + / (s, <k}Ss—(Y0ds + 0dB;)
0

_ /Ot ds/<1>(ss,y)v(dy) + M,
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where ®(z,y) = (K — ze¥), — (K — x)y and (M;) is a martingale equal to zero
at 0. Let (7,)nen be a sequence of stopping time localizing the local martingale
[ 1(s, <k} SsodBg. We have

1

tATh
§E (Lfim) = E(K—StATn)+—(K—SO)++E/ ('70551{55<K} — /@(Ss,y)y(dy)) ds.
0

We deduce easily from this equality that

%Ez (L{) = Eo(K = S))y — (K — )4 +20(1)

with O(t) independent of z. We have

0‘2 ~
E,(K = S)y = (K —2)y = BEy(K — el 0724080020, (K — 1),
We also have

2 ~ 2 2 ~
E e(rféf%)tJraBtJth oBy| _ e’ t/QE e(rfﬁf%)t+Zt -1

= O(t)
Then
E,(K = S)y — (K =)y = E(K —wze"™), — (K —a)y +20(t)
= E(K—z(l+0B))y — (K —2)1 +20(t)

::m(E(é;x—Bo+—(ééx))+wO@.

Therefore, using lemma 3.3.1 above,

(K — )

E. (K —S1)y — (K — )y <zo\t/(2m)exp (— SYEpo ) + z0(t).

Let’s return to (3.2), we obtain

1
iE [1{T1<t} (lefﬁ—t - Lg)]

[t K — Sp,)?
< 0 %E <1{T1<t}ST1 exp (_%)> +E (1{T1<t}ST1) O<t)

t _o2 Ty+0Bp +7 (K — ST1)2
= 04/ %SO]E (1{T1<t}€(vo )T 14T exp —W + O(t)
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At this stage, we notice that P(Ty; <t) =1 — e * = O(t) and that, conditionally to
{T1 <t}, Ti is distributed uniformly on [0, ¢].

As Z7p, is independent of both 77 and B, we see that, conditionally to {7} < t}, Sp,
has the same law as

Kexp{(v_ln<%>) Vi (a+ (0 — ";mmggﬁ)},

where U, g and V are two independent random variables, U is uniform on [0, 1], ¢
Gaussian centered reduced and V' has the same law as Z7,. Therefore, we can state
that there exists a non negative constante independent of a such that

E(LE | So = b(T)e™?) < w’t?/? = O(t*2).

Estimate of E [L) — Lf ;] in the case where v{In(;5)} =0 :

o(T)
If we assume V{IH(TI;))} = 0, which means that V' — ln(%) # 0 a.s , we obtain, by

dominated convergence that

limE [ S —Kz(l_s%)z T, <t| =0
gg T exp | — 25%10% | 71 < =0.

Therefore E [1q7y <y (L%, — LE)] = o(t*?), hence

E (LK | 5= b(T)e™") = o(t*?)

Estimate of E [L) — Lf ] in the case where V{ln(%)} >0 :

Let us introduce the processes X and Z such that

A ~ ~

Z = ZAXsl{AX’S:IH%} and X =X-7,

s<t

and Ty = inf{s >0, Z; # 0}. Then

e

t/\Tl t/\Tl
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Indeed, on {t < TI}, the process X matches with the process X whose Levy measure

does not charge the point {ln(%)}, (we are in the same case as V{ln(%)} =0).

And on {T} < Ty < t}, the process Z has jumped two times before ¢, however,
P (Yo Liazzo) > 2) = O(#2). Thus,

E[LE - Ly =E[LF - LK, | +o(¥?).

t/\Tl

proof of Theorem 3.3.1 :

First of all, we recall that we denote by X; = X, — Z;, S, = St/ezt (i.e the continuous
part of the processes) and Tj the first jump time 7} = inf{t > 0|Z; # 0} and
from now on, we consider Sy as a function of §. More precisely, we denote by S§ =
H(T)ewV? = emotavVe with ¢ < 0 and zo = In(b(T)).

According to equation (3.1), we have for all stopping times 7 € Ty g,

E[e (K — 8,)4] — (K — So)*

- E UO (e—fs1{ss<,<} <—TK 468, + S, /(ey - 1)y(du))

= I°%7) + J7), (3.3)
where
I0r) = E l /0 ' (ersl{sng} <—rK 185, + S, / (e¥ 1)u(du)>
v [ [ = sien® = (0 = 5 wian)) s
and

T(r) = %E ( /0 ' e_rdef) |

At this stage, since J* > 0, we can state that , given Sy = b(T)e)‘\/a, we have

Tr) <E[e7"(K = S;) 1] — (K — Sp)* = T%r) + J(7) < T(7) + w02, (3.4)
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the last inequality follows from Lemma 3.3.2. In what follows, we will express Z¢ and
J* in more appropriate forms. Let us start by J*.

Estimate of VAR )
Recall that T} = inf{t > 0; AX; =1n %}, then according to Lemma 3.3.2, for all

A < 0, we have E <LtK | So = b(T)e)“/é> = 0(63/%),

J(1) = %]E (LX) + o(07) = %E [Lf — LK ] + 0(6%2)

TATY

however

1 K K 1 K K
oF [~ L | = 5B [ - 2

= E[((K—S)% = (K —8;)%) Li,,] +o(6??)

- E K(K - iogeXT1XT1+XT)+ (K - %e%ﬁ) 111«} +o(6

[SI[9Y

).

As it was mentioned above, if there is more than a single jump of X before 6, than it
can be dominated by O(6?), since P <Zs§9 Leag, 20y 2 2) = O(6?). Conditionally to

{T | < T}, one can then suppose that Ny = 1, where N; denote the number of jumps
OiX up to 0, No =3 4 Ling, 201 = Y s<o 1{az.+0}- Noticing that % = Ke®V? we
obtain

) SoK %. _%. +%. Sok %,
JUr) = E {((K - ﬁexﬂ AT (K - ﬁeX 1)+) 1{N9=1}1{Tl<r}} +o(f
)

= KE[((1—emrmmtaboys (1= VIRTbny )y L4 o6
= KE _((—a\/a — 1 — 0Bt — (—aV0 — Ty — UBT1)+> 1{T1<T}] +0(6?)

N

(NI

)

— KE :((—a\/é — 0B, — (—aVl - JBT1)+> 1{f1<7}} +o(6%) (3.5)

The two last equalities follow from P(T} < 7) = O(6), |(1 —e’ + x)l{x§0}| < % and
the fact that, for all stropping time o with values in [0, 8], we have

2
0E (a + u% + %&) < 9.
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Estimate of Z¢ :
First of all, remark that we have

B [ (s [ 100 = S (5 = 57 () ]

< Kv(R) /GIP’{SS > K}ds

0
< Ku(R) / P{S, > K, T} > 0} + P{S, > K, T} < 0}ds (3.6)
0

IN

Kv(R) < /O 9 P{S, > K}ds + 0P{T} < 9}) = 0(0).
And noticing that
Lp<rey (z(e? = 1) + [(K —ze’)t — (K —2)*]) = (¢! — K) 1<k,
we thus obtain
I4r)=E (/0;_T81{55<K} (—TK + 65, + /(Ssey — K)+V(dy)> ds) +0(62).

We can also omit e in the expression as an error of the order of O(6?). Then we

obtain, for all stopping times 7 with values in [0, ]

I%(r) =E (/1{SS§K} (-TK + 0S5 + /(Ssey — K)*V(dy)> ds) +0(62).
0
We denote

h(xz) = —rK + de* + /(exey — K)tv(dy),

and recall that S; = S0eXt = p(T)eaVorXe = b(T)eX?\/a = exﬁf(?ﬁ, where X! is the
process X; starting from y . We thus have

a : Y 3
A (T) = E (Al{aﬁ+Xs<lnM%}h(xo —|—a\/5—|—XS)ds) +0(92).

J/

S

(

~
=
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Now, we will try to express the quantity (/) under a more appropriate form. The first
step is to neglect the contribution of the finite variation part of the process. Notice
that

Lpemirph(e)]| < KV |d*])  and |h<x>—h<y>|§|ef—ey|(6+ />0eyu<du>).

Moreover, for all (x,y) € R?, we have

{1{:c<ln }h( ) - l{ygln(K)}h(y)‘
= | (2) = h(y)) Liavy<in(r)y + (@)L p<in)<yr — h<y)1{y§1n(K)<m}‘
< Aole” — e Lpvy<m At (Lo <y} + L) <o) »
where Ay = K(r V |[d"|) > 0 and Ay =d + f v(du). Let k, = In <b(T)> > 0 and
recall that X, — o B; = (0 — 7)75 + Z;, then

’1{xo+a\/§+f{s§1nK}h(aj0 +ave + XS) - 1{xo+a\/§+aBs<1nK}h(x0 +avVl + oBy)

zo+avo+Xs erota oBs
< A lemt VO+Xs _ _ao+av0+oB Ly % voB.<ky— a\/}+0(1{kb avi<oBsy T L, — a\[<X})

< Aob(T) €GBS

o2
6(’7077)S+Zs — 1‘ + C(l{k‘b<a'Bs} + 1{kb<)25}>’
the last inequality is due to a < 0 and e = B(T).
Taking the expectation, we obtain, for all s € [0, 6]
Ky _ K
P(k, < 0B,) < P(—e < 0B;) < CVle 2%,

g

for 6 small enough, we have %2 < k, — (o — )s then

— (0 — §)S
v

- k k7
Pk, < X,) < P(— < By) +P(Ty < 0) < CVe 5% + Af

and

E <e”B s

6(’70*7)8+Zs _ 1‘) S ez%le

s _ 1) + OB [e? — 1| < Do.

Hence,

[4
/0 E <‘1{xo+a\/§+ngan}h(a:0 +av + X))

o 1{xo+a\/5+aBS§1n K}h(ﬂﬁo +aVo + oBy)

) ds = O(6%).
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Thanks to this estimation, equation (3.7) becomes

3
2

I%(r) = E (/Ol{a\/ngsﬂnb(KT)}h(xo +aVe + aBs)d5> +0(62).
(3.8)

The function A is convex, therefore it is right and left differentiable. Particularly, we
have all x < In(K),

W (x) = ¢ (5 4 / eyl{y>ln(K)_x}l/(dy))
and
ha(x) =€’ <5 + /eyl{y>ln(f<>x}”(d’y)) :
Hence, we can write
ha(zo)(x — m0) ™ — hy(20)(x — w0) ™ < h(x) — h(wo) < hy(a)(x —20)" — hy(2) (T — 20) ™,
hence
h(z) = (h(zo) + hy(wo)(x — o)™ — hy(wo) (2 — w0)7)

<
< (B () — W) (& — w0)* -+ (B o) — Hlw) (& — 20)
= (h/g(:z: V o) — hy(z A xo)) |z — xo].

Thanks to theorem 3.2.2, we have h(xy) = h(In(b(7)) = 0. We thus obtain, by setting
AR (o) = hg(wo) — hy(wo),
h(zo + x) = AW (xo)at + I (zo)x + |z| R(z),
where R(z) —,_0 0, and
0 < R(x) (hy(wo +2T) — hiy(zo — 27))
L(1+e%),

IA A

with L a positive constant.
We can then write
1{a\/§+035§1n%}h(x0 +aV0+ oB,)
= (AW () (@VB + 0B + Ry(w0)aVd +0B,) (1= 1uyspom )

+ ‘a\/@ + 0B,| R(aV0 + 0B,)1

{XeVo<im By (3.9)
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We state that

‘E/OT aV'0 + o B,| R(aV0 + OBS)l{Xgﬁglan;)}ds = 0(6’%)
(3.10)

'IE: /0 ' (Ah’(xo)(a\/é +0B,)t + bl (z0)aVl + UBS) LavsoB,5in 5105| = 0(62),
(3.11)

Indeed, we have for (3.10), by setting s = uf,

([

s ! >
= 92/0 E[|a—|—0’BS|R(\/é(a‘i‘UBS))l{a\/@ﬁf\/éBsSln%}} ds.

a0 + oB,| R(aV0 + O-Bs)l{a\/§+aBs§an>}d8>

(T

As |R(z)| < L(e* + 1) and |R(x)| —40 0, we have by bounded convergence

b(T)

1
/0 E |:‘a—|-OBS|R(Xg;/g)l{a\/g+038§1ni}:| ds —g_o 0.

And for the estimate in (3.11), we have

E/ (Ah'(mo)(a\/g +0Bs)" + h;(xo)a\/g + UBS) 1{a\/§+035>ln%}d5
0

4 s
< C\/é/o E{(]a\—i—o\/;]Bﬂ) 1{a+o‘Bl>\}§lnb(KT>}:| ds
< 0 (jaf + B [Pla+ 0By > =1 K}
2 a a—+o — ===
< ! Ve N

— 06",

Therefore, taking the expectation of the integral of (3.9) between 0 and all stopping
time 7 € Ty gives

IG(T) = E/O 1{@\/§+UBSSIH %}h(l’o + a\/é + UBs)dS

3
2

= hy(zo)E /07<a\/§ + O'BS> ds + AN (z0)E /OT<a\/§ + O'Bs)+d8 + 0(62),

= W) [ (aVB+0B.) +a (Vi +aB,) ds -+ o(6%),
’ (3.12)
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Kv{ln £ ) }

eyl/(dy) W

with 6 = 6 + f (In & and we recall that
b(T)

o0)

h(z0) = b(T) (5 —i—/( ) (dy)) and AR/ (xg) = KV{ID% :
In b(T) ,+oo

Comming back to a (3.3) and using (3.5) and (3.12), we obtain
E(e"(K—8)%) = (K—S)"+E (b(T)S/ (a\/é + 0B, +a(aVl + JBS)+> ds)
0
+K g, oy ((a\/é 0B — (aVl + UBT1)+)) +o(6Y?),
with 0(6%?) independent of 7. Hence

P(T —0,6(T)e*?) = (K —b(T)e™°)" + ob(T)0vaso(a/o) + o(68*?),
where 3 = K/(b(T)d) and v, 5 defined by

Ua,p0(y) = sup E (/OT falyV0 + By)ds + Blidyry ((y\/§+ B.)" — (yVo + BT1)+>) :

7€70,0

with fo(z) = x4+ ax™. To simplify the expression of v, s, we notice first that, if we
set BY = By, /\/0, we can write

Tapo = VO sup E (/ foly + Bljg)ds + Blig, .y <(y +B)" = (y+ B, )" ))
0

7€70,0

T/0
— VO sup E (9/0 faly + Bl)ds + 814, . ((y +B7)9)" — (y + By, ) ))

T€7?)79

We also notice that 7 € T if and only if 7/0 € T,, where 7§, is the set of the
stopping times of the filtration (Fy:)i>0, with values in [0, 1], then

Tapo = V0 sup E (9/ faly + B)ds + Bl ory ((y + B~ (y+ By, ) >>
0

7'676971

Note that v, g¢(y) does not change if we replace 76?1 by 7671 the set of the stopping
times of the natural filtration of the couple (BY, Ngt), where N is defined by

N, = Z Liaz,=in(x/b(1))}-

0<s<t
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The processes (N, )e=o is a Poisson process of intensity 6\, where A\ = v{In(K/b(T))}.
Under the probability P, defined by

dP — eNl —X(6— 1)
dP

the process (B, Nt)ogtgl has the same law as (BY, Ngt)ogtgl. Hence,

Tapoly) = VO sup E {GMG‘W‘” (9 /T faly+ Bo)ds + Bl oy ((y+ B-)" = (y + BT1)+))]

7€T0,1

[ o e - 1)

T7€T0,1

where L7Y(B) denotes the B at —y. We have for 7 € T,

e o f e )] ([ )
; 0

and if 0 <1

1
R < 0E [1{&21}5“(9-” ( / |fa<y+Bs>\ds)]:o<9>.

Hence,

E [Qme”(gl) (9 /T faly + Bs)dsﬂ = 0K [1{1\77:0}6” (/T Jaly + Bs)ds)l +0(6%),
; 0

Besides,
B[00 g (L) 132 B) ] = B0 N ((0728) - L31(8))]
= 0E [15yy ((17(B) - 12(B))] +0(62).
We then have
Tapo(y) = 0%%v,5(y) +0(6%?),

with

T ﬁ T — -
walw) = sw B |1y [ htor Bods+ Beni Ly (1) - ) .

7€T0,1
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Finally, we obtain

= a

P(T = 0,b(T)e™") = (K = (D)) = 63 (0b(T)deN)vas () + o6

nlw

)7

g

In view of Theorem 3.3.1, we are lead to the following auxiliary optimal stopping
problem

3.3.2 An auxiliary optimal stopping problem

Let a be a non-negative number, B, be a standard Brownian motion with a local time
at = denoted by L*, we denote by To1 the set of all o (B, ; t > 0)-adapted stopping
times with values in [0, 1] . Consider also a Poisson process Ny independent of B with
intensity A, we denote T} its first jump time and 75, the set of all o ((N;, By) ; ¢ > 0)-
adapted stopping times with values in [0, 1]. We define the functions v, 3 with = ¢
and u, as following

T ! ﬁ T — -
vap(y) = sup E [e)‘ 1{NTO}/0 faly + Bg)ds + Ee’\ Lig.—ny (LTy(B) — LTIy(B)> .

7€T0,1
Lemma 3.3.3 There exists yo5 € (0, (v + 1+ AB(1 + €*)) such that such that

VY < ~Ya,p;  Vas(y) = 0.

Yop = —inf{x € R| v, g(x) > 0}.

We finish this paragraph by a very useful inequality, which will be needed when we
derive a lower bound for the second derivative of P (see the proof of the upper bound
in Theorem 3.3.2).

We define the function C' on R by C(z) = © — a E(B; — )" Thanks to proposition
3.3.3, we already have that y, 5 € [O, (a + 1+ M3(1+ e’\))]. Moreover, we have the
following proposition

Lemma 3.3.4 For all x > y, 3, we have

C(z) > 0.

These results will be proved in Annex 2 : A study of u,.



3.3. THE REGULAR CASE 7

3.3.3 Convergence rate of the critical price b(t)

Theorem 3.3.2 Under the hypothesis of the model, if b(T) < K and v{ln %} =0,
then we have

b))

=T ob(T)\/(T — 1)
with yo = —sup{z € R ; voo(x) = sup,cy, , E(fy (x + By)ds) = 0}.
If v{In %} > 0, we then have

= Yo,

b(T) —b(t)
m = Ya,8,
=T gb(T)+\/(T — t)
with Ya.p as defined in Lemma 5.3.3, for
Kv{ln £ K _
= {—bET)} , b=——=and 6=90 —|—/ efv(dy).
b(T)s b(T')s y>In(K/b(T))

proofof Theorem 3.3.2 :
According to Theorem 3.3.1, we have for all a < 0,

P(T — 0,b(T)e™?) = (K — b(T)e™?)* + CO3 v, 5(2) + 0(03).
o
Lower bound for b(T") — b(t)
Specifically, we have for all @ > —oy, g, where y, s is defined by Lemma 3.3.3,

a
Ua:ﬁ(;) > Oa

we thus obtain for 6 close to 0,
P(t,b(T)e™?) > (K — b(T)e™v?),
and then
In(b(T)) + a0 > In(b(t)),
hence
b(T') — b(t)
b(t)Vo
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Noting that b(T") > 0 (see Theorem 3.2.2), by making ¢ tend to T" then a to —oy, s,

we obtain b(T) — b(1)
. . - > )
lim inf WT)WT =1 = Vs

Upper bound for b(T) — b(t)
Let’s consider a < —0yq,3, we have thus v, (%) = 0 and consequently,

P(t,b(T)e™?) — (K — b(T)e™?) = g(9),

with g(6) = o(62).
In addition, we have for all b(t) < x < K,

P(ta) = P(ED) — = b0) G .00) = [ (b)),

since Ig(t du) is a positive measure on ]0,+o00[. As the smooth-fit is satisfied,
9 (1, b( )) = —1 (see [22]), we have for all b(t) < z < K,

P(t,z) — (K —x) = /b;(u — b(t ))g:ﬁ (t,du).

Then, for b(t) < z = b(T)e*?, we have according to Lemma 3.2.2,

2202 %(t,u) > b(T)6 ((1 — V9 — aVioE <31 + %>+> +0(V0)
> b(T)6V 0o (—— —aE <Bl + >+) + 0(V0)

Hence o(-)
P(t,z) — (K —2) > [(x — b(1)) T [ 522
(20 = (0 = 2) 2 [(a = 000) P (aca VB oVA) ).
where C(z) = z — aE(B; — z)*. Due to lemma 3.3.4 and to the continuity of the

function z — x — oE(B; — 2)", we have, for =% close enough to ya5, C(=%) > 0.
Moreover,

[N

P(t,b(T)e™?) — (K — b(T)e™?) = g(0) = o(6?).
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Therefore, for 6 small enough, there exists a positive constant A such that

avo _ +12 2,2 g9(9) — 0
[(b(T)e b(t))™]" < Ab(0) o (6) (3.13)

and then, for # small enough,

b(T') — b(t)
o(T)Vo

Finally, by making a tend to —oy, g, we obtain

< —a+o(l).

lim sup b(T) — b(t)

220 < oy
W T =1 =P

3.4 The limit case d™ =0

In this part, we consider the limit case where r — § — fy>0(ey — Dr(dy) = 0 and
according to the theorem 3.2.2, we have b(T") = K. Before stating the main theorem

of this section, we will state and prove two propositions from which theorem 3.4.1
will follows.

We denote by

K
a(h) = Ln(bea)} — 0
0 )

where = vy — %2 =r—0— [(e? —1)v(dy) — % (see section Model for the definition
of b.).

Proposition 3.4.1 Under the model hypothesis, if d* = 0, then we have

i) VOa(h) —9_0 0
ZZ) a(@) —>p—0 0O
iti) o(f) ~ 1/2In(3)

iv) hmg_m %b;l(iza)‘ = \/§
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Proof of Proposition 3.4.1:
i) Since b(t) < b.(t) < K and b(t) — K, the first point easly follows.

ii) In order to prove the second point, we will first establish this equality

. K — be<t) _
élir(l) 0'—\/5 = +00. (314)
We have .
K — bo(t) = K {(K - be(t)eX9> } (3.15)
Therefore
- _
— b(t K —b(t 1—eXo
K—<) — ¢ "Rk —<> + be(t)—e
Vo \ Vi
- +
K —b.(t 1 — oVOB1+ub+Zg
— e—rGE ( ) + be(t) €
v Vi
Now, if we notice that w# —" o —0B1, we have by Fatou lemma
K — K —b, *
lim inf M > E (lim inf —b(t) — aKBl)
6—0 \/5 6—0 \/5
_ K — +
= liminf ﬂ + E <0K31 — lim inf ﬂ)
0—0 \/5 6—0 \/5

which is equivalent to

K— +
E <0KBl—1immfﬂ) ] <0.
0—0

7 <

This gives (3.14) which yields the wanted result.

iii) We rewrite equation (3.15) to obtain
. +
K—b(t)=e ™K —b.(t)e™® + e E [(be(t)exe - K) } :

therefore
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We will give an expansion for each side of the equation. For the left hand side of the
equation, we have

R [<6X9 B eln(b;ft))>+:|

e—r0+9u+oa(0)\/§E |:<eo\/§B1+Z9—aa(€)\/§ _ 1) +:|

_ 6—r0+9u+0a(9)\/5E [(Ueezg . 1)+] :

where Uy = eoV0B1-0al®)VE  Gince the process Z; is independent of Uy, we can
write

E |(Uge? —1)" U]
W) +EU is [ (w0 =2)" = (e = 1)) vian )

= (Uy-1)* / ds/ ((Uge? = 1)" = (Uy = 1)7) w(dy) + UpO(6?),

where O(#?) is detrministic. Indeed,

‘E [ /0 " ds / <(U96yeZS — ) = (e — 1)*) V(dy)|U9}

0
< Ug/eyy(du)/ E |e% — 1| ds = UpO(6).
0

Taking the expectation, we thus obtain,
E|(Upe? ~1)"]
=E[Uy—1)"] + 9/15: [(Use? — 1) ] v(dy) — v(R)OE [(Up — 1)7] + O(6°).
Since a(f) — oo, we have like in [19]

E[(Us—1)"] ~ oVOE (B, — a(8))" = o(V0),

then

E [(Ugez“’ - 1)*} — E[(U,—-1)"] + G/E [(Uge? — 1)*] v(dy) + o8

nlw
~—
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We recall that Uy = e“ﬁBl*UQ(a)ﬁ, then

E [(Upe? —1)7] — (ey—m(e)\/é - 1)+

< UV | oVOBL _ 1’ = ?O(V0).

Hence,
B [ 1)

= E[(Uy—1)"] + 9/ (ey—www - 1)+ v(dy) + O(62)

= E[U-1)T+0 [ (eree® 1) u(ay)

y>0

Since (1 —e™®) < x, we then have

—9—00
7\

< iV{O <y< 004(8)\/5;004(9)\/5

Y
J/

[ (e )
(0,004(9) \/6)

-

:a(a(G)G% )

and noticing that 62 = o(a(6)62), we obtain

N|wW

E (Upe”— 1)+: E (Ug— 1)+ 0/(ey — 1) u(dy) — 04(9)930/ eYv(dy) + o(a(0)02).

y>0

The left hand side of equation (3.16) becomes

e—reE |:<€X9 . eln(be}((t))>+:| _ e_r9+0u+0a(9)\/§E [(Ueezg _ 1)-4-}

e 0OtV (17, — 1)7]

+ <1+Ja(9)\/§ +0(a(«9)\/5)) (9 / (¥ — 1) v(dy) —a(f)f3o /y uldy) +o(a(0)) ))

jw

R R e QNG (U — 1)*] + 9/(ey — D u(dy) — v(RY)oa(0)02 + o(a(0)0?). (3.17)
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Besides, the right hand side of (3.16)

(1—e) = (1— ™) = enV0elOtnlrg — 50 + O(6%)
= (r—80+rof2a(f) + o(62a(0))
= (/(ey - 1)+1/(dy)) 0+ roa(0)02 + o(02a(6)). (3.18)
Thanks to (3.17) and (3.18), equation (3.16) becomes,
e T0HOtoa VIR [y — 1)7] = o (r + v(R)) a(B)82 + o(82a(6)).

Hence,
E[(Uy— 1)'] ~ o (r+ v(RY)) a(6)6.

As explained above, thanks to proposition 2.1 in [L], we have

oV
E U—1+Na\/§EBl_a9 + o .
ey ( v V2ra2(0)e ="
Thus, we have 1
T ~ TV ED) bol®) (319

hence
a(f) ~ 1/21n(%). (3.20)
K )

iiii) Since “=" ~ a(f), we obtain

K —bo(t) 1
“or T\
OJ

Lemma 3.4.1 The critical European put price, b.(t), is differentiable on (0,T) and
for t close to T, we have
b.(t) > 0.

Proof of Lemma 3.4.1:
We recall that F is the function defined by F(¢,x) = P.(t,z) — (K —z), F is C' on
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(0,7) x (0, K) and satisfies %—i(t,x) = 2% (¢,z) + 1 > 0. Due to its definition, b.(t)
satisfies the following equation, P.(¢,b.(t)) — (K — b.(t)) = 0. Then, thanks to the

implicit function theorem, b.(t) is differentiable on (0,7") and

G (,0e(1)) Gt be(t))

%) = e b ) T T b () + 1

Pe
oz
which means that
oP.

ot

We will study the sign of %£=(¢,b.(t)) instead of that of b.(t).

The European put price satisfies the following equation

OP,

7 (1 0e(1))

—b(t)

(Z,0c(t)) < 0.

02D, (t)? 62D, oP,

= rp 1) - T8O 1) — - 0)b (0 e )
- [ |Rnten = R - s - 05 w00 v
= ot = (0 = T ) (-0 fler - D vlan) 00 100

- / >0 [P.(t,be(t)e?) — Pu(t,be(t))] v(dy)

- [ [ - peaio) - s - n5E )| v
— (K —bo(t) - 2 b;<t) aax]} (£, be(1)) — />0 Pt ()" (dy) + Pult, be(t) v(RY)

- [Pt - b - o - 5E o) v,

Since P,(t,.) is a convex function, we have

/ <O{Pe<t7 be(t)e”) = Pe(t,be(1)) = be(t)(e” - 1)%@, be<t>>} v(dy) = 0,
so that
%(t,be(ﬂ) < (r+v(RY)) (K —be(t) — g bez(t) %;a (£.0.(1)).
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Thanks to lemma 3.4.1, we have an equivalent for (K —b.(t)). Now, let’s have a look

at the estimate of %gfz (t be(t)) near T'. We have

OP,
ox

(t, SU) — _efT(T*t)]E |:eXT—t 1{K7meXT*t >O}]

ln(g)
— _efr(Tft) / eupXTit (u)du,

—0o0

where px denotes the density of X and )~(T,t =T —1t)+0By_y+ Zp_;. Then, we

have
0*P, (Tt K K
W(f,l‘) = ( ) = pXT . (1H<;))
L, K K
_ (T—t) /puT O4oBr_, <1n(;) —y) Py, . (dy)
K K
> I s, () ) Pz =0)
- K K
> (T—t) 2p“(T t)+ocBr_¢ (ln(?)) ]P)(Tl > 9)
K —1 (In(i/2)—p6 >
— et (1 L Ha) P(T, > 0)
20/ 210
Then,
P, K «(0)2
0 (t be(t)) < (7’ + I/(R+)) (K —be(t)) — e "0 g e*%P(Tl > )
ot 24/ 270

We can easily check that K — b.(t) ~ o Kv0a(f) = o(a®(0)v#), and we recall the
equivalency (3.19)

g I~ (YR 00,

which yields

0 OK  _a0? e 2 oK N
——— ¢ 2 P(Ty >0) ~ oK ~ — (r+v(RY)) o®(0)V0.
Then, we have, for # small enough

S b)) < - (r +v(RY)) @®(0)VO + o(a*(0)V0) < 0,

which proves that b.,(¢) is a non decreasing function for ¢ close to T'.
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0

The previous proposition will allows us to dominate b, (t) — b(t).
Proposition 3.4.2 According to the model hypothesis, if d™ = 0, then there exists

C > 0 such that
be<t> - b(t) <C.

0< <
T—t

Proof of proposition 3.4.2:
An expansion of P(t,x) around (¢,b(t)) gives

Plt,) = PUt.b(0) — (2 = WO) 5000 = [ (u=b(0) 5 ),

(t) (91:2

and thanks to the smooth-fit which is satisfied at b(t), we obtain

P(t,z)— (K —x) >

First, we are going to give, as in Lemma 3.2.2, a lower bound for  inf “22"2 %271;(15, )

b(t)<u<be(t)

The variational inequality gives, for u € (b(t), K),

u?oc? 9*P
5 W(t, u)
oP

> rP(t,u) — (r — 6)ug—];(t, w) —/(P(t, ue?) — P(t,u) —u(e? — 1)%(15, u))y(dy)

> (K —u) — (7« - /y (¥ — 1)y(dy)) u%(t, u) — /y P(t,ue?) — P(t, u)v(dy)

>0 >0

— /y<o(P<t’ ue’) — (K —u) — u(e? — 1)2—§(t, u))u(dy).

Since P(t,.) is non increasing and d* = 0, we obtain

Y

<0 <0

> r(K—u)— /y P(t, ue")—(K — ue*)(dy) — u (g—f(t, u) + 1) ( /y (1- ey)y(dy)> |
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Thanks to the convexity of P, %—J;(t,u) is non decreasing. We then have, for all
t<T,

inf 5 g;ﬁ (t,u) > T(K—be(t))—/yp(t, be(t)e”)—(K — be(t)e”)v(dy)

b(t)<u<be(t) <0

_@@<§ﬁ¢bowu)<ég—&www)

MK—@@y/hﬁ¢4w&y4K_@ﬁk%w@o+q¢%.

<0

v

We obtained the last inquality, using the estimate of e(0, z) = O(0) and %(t, r)+1=
o(v/0) (see Lemma 3.2.1).
Since y < 0, we also have P(t,b.(t)e¥)—(K — b.(t)e?) < 0, thus

w202 2P
inf 0P

b(t)<u<be(t) 2 Ox?

——(tu) > r(K=b.(t)) + o(V0).

Besides, for § small enough, we have v/6 < K — b.(t), then we obtain

b)) — (K — b)) > O ZBONT ey )14 o(1)).

b2(t)o?
Furthermore,
P(t,be(t) — (K — bo()) = e(0,b.(1))
- ]E{ (rK 5.5%®) /(t+S,SSE(t)ey)—(K_SSE(t)ey)V(dy»1{sbe(“<b(t+s)}d8}
y>0 ’

IN

be (t be (T +
E {/0 (rK — 6P ) _ /y>0 (Ss ey — K) y(dy)) 1{526(t)<b(t+5)}d8}

Since 6 =7 — [ _o(e? — 1)v(dy), we have

0< (rK — oz — / (ze¥ — K)" V(d’y)) Lo<b(ers)}
y>0

IN

<r(K —T)— />0 (ve? — K)" — (e’ — )" V(dy)> Ha<ry
< (r+v(®RY) (K —a)t,
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thus,

0
e(8,b(t)) < E { /0 e (r+v(RY)) (K — Sﬁe(t))1{sge<t><b<t+s>}d5}
< (T—i— V(R+))JE {/9 0TS (K _ SSe(t))'i‘ds}
) 0
_ (T+U(R+))/O PAT — s, b (t))ds

= (7"+V(R+))/O P.(t + u, be(t))du.

And as we saw in lemma 3.4.1, near 7', b.(t) is non-decreasing, then b.(t) < b.(t+u).
Due to the non-decreasing of P.(t,z) — (K — ) on x, we thus have

Pt + 1, b.(8)) < K — by(0),
In conclusion, we have
e(6,be(t)) < (r+v(RT)) O(K — be(t))

and

[be(t) — b(t)]* <
6(97be<t>> Z W(5<K - be(t))‘

Which gives the wanted result : There exists a constant C' such that

be(t) — b(#)
T <C.

O

Now we can easily establish, thanks to the propositions 3.4.2 and 3.4.1, the main
Theorem of this section.
Theorem 3.4.1 According to the model hypothesis, if d* = 0, then, we have

lim K~ ob)
=T o K\/(T — 1) In(T — 1)]

V3
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Appendix 1 : proofs of lemmas

proof of Lemma 3.2.1 :
According to theorem 3.2.3, we have,

P(t,z) = P.(t,x) + e(T —t,x)

and

0
e(d,x) =E {/ e Pt + s, fES;>1{zS;<b(t+s)}d8} )
0

with
O(t,x) =rK —ox — / P(t,ze?) — (K — ze?) v(dy).
y>0
Notice that ® is a continuous function and ||/, ||. < + fy>0 eYv(dy).
1) It is obvious that 0 < e(f,z) < OrK = O(0), since 0 < O(t, )L pcpprsy < K.
2) For all random variable X, we denote by px its density, we thus have for all fixed
s € [0,0],

1 _(etps—uw)?
I R v A A

IN

Ccre—. (3.21)
We can state

6
/ ¢S L (t + 5,25, )1{xs;<b<t+s>}d5}
0

_ /09 O(t + s,;(t + s))p_;(s (m(b(ti S))) ds. (3.22)

Q|
D
=
&
Il
=
—N

Then, we have

0
%(9,33) < ‘E{/O 6TSS;CD;(Zf—l-S,$S§)1{xssl<b(t+s)}ds}
OOt + 5,b(t + 5)) x
AL ()
;0 b(T) Ot 4 5,b(t + 5)) x
< —_ % .
< DL oo . 0 + /0 . P_x. ln(b(t—i—s)) ds
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According to inequality (3.21) , we also have

/09 @(t—i—s,;(t—i—s))pj(s (ln<b(ths))> ds‘

/0 Ot 45,0t +5)
- Cte 1 O(t + Ou, b(t + Ou)) u
= N/ TR
<V s o) [

x t<u<t+0

< Cte

7

Cte
<=V sup |®(u,b(u \/ —du

x T—9§u<T

However, thanks to the continuity of b(u) and of ®(¢, z), we have lim  sup |®(u, b(u))| =

9—>0T 9<u<T
|®(T,b(T))| = 0. Therefore, we conclude that ‘ae 0, ) | = %0

3) Using the previous point, we have ‘ae 6, x) | = o \/5), then for all x < b(t) NO(T)
and € small enough , we have

0§1—|—2—P(t,x)§(

X

ai e (t,x)) +o(VA)
= 1-E ()l t)| +0(V0)

X
< 1B xyen s y| +o(VE).

If b(T) = K, then for x < b.(t),

— P(By > VOa(0)) — (0391{BG<M )}) +o(V0).

X
1-E [(e 9)1{X9<1nm}1|

Since a(f) — oo, we have
0—0

‘E (‘7391{30«/%(9)})‘ = 0VOE (Bil{s,<a@oy) = o(V0),

and using equivalencies (3.19) and (3.20), we also have

a2(8)
2

P (B, > a(f)) < eaw) < C0a2(0) = O(0]1n6]) = o(\/0).
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If b(T) < K, then for § small enough b(7T") < b.(t) and

X
1= E ()L ixycn(p ]

1

= P <B1 > \/gln(%)) + oVOE (Bll{B1>ln s }) + o(V0)

O

proof of lemma 3.2.2 :
Let be z € (b(t),b(T)), then the variational inequality gives, for almost u € (b(t), x),
u?c? 0?P oprP

5 gz bw) 2 TPt u) = (r—duz(t u)

- / (P(t,uey) — P(t,u) —u(e? — 1)%@,1&)) v(dy).

Notice that P(t,u) > K — u, thus
u?c? 0’°P
Z - > _ _
T ) 2 (- w) (- )
= [ (Pltuen) = (K~ u) +u(e ~ 1) vldy

u <%(t,u) + 1) <<r 5 — /(ey - 1)y(dy)) (3.23)
(3.24)

And thanks to Lemma 3.2.1, we also have, for all b(0) < u <z < b.(t) Ab(T),
P
é;_x(tuu) +1= O(\/§)7

independently of u, therefore,

U2‘7 %(t,u) > rK —du —/(P(t,uey) — (K —ue")) v(dy) + o(v8)(3.25)
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As the right hand side of equality (3.25) is non increasing in u, we obtain
w202 2P

b(t)lgugx 2 Or D2

—(t,u) > rK —ox— / (P(t, ze¥) — (K — ze¥)) v(dy) 4+ o(V0).
(3.26)
Notice that

/ Pt,ze’)v(dy) = Pu(t,xe?) +e(0, ve’)
_ / E(K — ze'e0)*u(dy) + o(v/8)
- /E (K — ze¥(1 4 0 By)) " v(dy) + o(V6)
- /E (K — ze?) — ze¥oBy) " v(dy) + o(V9).

Let’s consider the integral [ P(t,xze¥)v(dy) over these sets {y < ln(b(T )} {ln(LT) <
y} and {y = ln( )} Then, on the set {y < ln( )} we have

/ P(t,xe?)v(dy) = / E (K — ze¥) — ze’oBy)* v(dy) + o(V0)
{y<In(5ry }

B(T) {y<in(3{5}

= / (K — ze¥)P(xe?oBy < (K — xe¥))v(dy)
{y<in(55)
_/ zeVol (Bel{a:eyoBg<(K—xey)}) V<dy> + O(\/a)
{y<In(zEs}

< /{ (K — ze¥)v(dy) — xoV0 e/ <B11{B < (Koo 1)}) v(dy) + o(V0).

y<1n(TI§*)} {y<1n( b(T) }

we have %e‘y —-1> %e‘y — 1> 0, therefore

0<-E <Bll{Bl<#<%e—y71>}> -k (Bll{B 2ov(ae= 1”)

<E (Bl

For all y < ln(b(T))

wva (o) efy_l)}> o0 0.

By the dominated convergence we obtain,

/ P(t,ze’)v(dy) < / (K — ze¥)v(dy) + o(VB). (3.27)
{y<In(3(7} {y<In(5ry }
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On the set {y > ln(%)}, we have K < b(T')eY, therefore

/ P(t,ze’)v(dy) = / E (K — ze¥) — zeYoBy) " v(dy) + o(V0)
{y>In(555) {r>In(55)

b(T)

< / E | (T)e" — xe” — 26" 0VOBL) Lyroin, <(ic—seny | V() + 0(V0)
{y>ln(i)}

— (1) —x)/{ e <B1 < 7 (56 v 1)) v(dy)
y>In 50Ty g
—V0z /{y>ln(K} eVolE (Bll{BK%ﬂ(%e,y_l)}) v(dy) + o(V0)

b(T)

Notice that for all y > ln(%), we have ﬁ@ (Bev—1) < ﬁ(%e‘ —1) = —o0,
thus
1 K 1 K
P(B <——ey—1 P(B; < —=(——=€eY—-1
(Br< (e = 1) € BB < —=(zose 1)
— 0,
0—0
and
E (1Bl et ovny) S E(IBillpes sovy)
— 0.
0—0

Therefore, by dominated convergence, we obtain

1 K
e'P(B) < —=(——=¢Y = 1))v(dy) — 0
/{y>1n(b{§>} LT VB b(t) 60

and
_\/5‘%‘/ €y0'E (Bll{:reyo'\/§31<(foey)}) V(dy) = 0<\/§)
{y>1n(T};)}
Consequently, if we denote by €(6) = f{y>ln( K€ VP(B; < \[( e 1))v(dy), we
B(T) o

obtain

/{ Pt zew(dy) < (B(T) — 2)e(6) + o(v/0), (3.28)

y>ln(%}
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with €(6) — 0.
0—0

Finally, on the set {y = In(;2<)}, we have

(1)

/ P(t,xe?)v(dy) = / E((K — ze¥) — zeYoBy) " v(dy) + o(V0)
{n(;5)} (n(;5)}

b(T)

- / (K — ze¥)v(dy) +/ E (ze¥0By — (K — ze¥)) " v(dy) + o(V0)
{In( {In(5

L
b(T

K +
- / (K — ze¥)v(dy) —l—/ ze’E (O'Bg —(—e¥ - 1)) v(dy)
{1n(b(f;))} {In(-Z- T

5y}

= Juy e e (i (s e (o= (5 1))
e [ womtan s o ()2 o ()

50}
We have thus proved that

/P(t, zel)v(dy) < /{yg(h{(;a:ey)y(dy) + Kv {m (%) } E <JB€ —1In (bTT)>)+

(s}
+(b(T) = ) e(6) + o(\/0),

Coming back to inequality (3.26), we obtain

/P(t, ze?) — (K — xe?)v(dy)

o) oo (2)

+ (b(T) — z) €() + o(V0).
Finally, since rK = 0b(T) + [(b(t)e¥ — K)Tv(y), we have
, 262 0°P
a2 022 Y
> rK —dr — / (P(t,ze") — (K — ze¥)) v(dy) + o(V/0)

> (W(T) — z) (5 + /{ e'v(dy) + e(@)) ~Kv {m iT} E (039 - 1n(@))++ o(V9).

y>In T};)}
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We note @ =

55y and §=0+ f{y>ln( K }eyu(dy), we then have for all u
5
and all z such that b(t) <u < x < b(T)

)
u’o? O?P
inf —(t
b(t)lgugx 2 Ox? ( 7u>

> b(T)é (% —aE (039 — m@)) > — ((T) — x) €(8) + o(V8).

U

Appendix 2 : A study of v,z

Lemma 3.3.3 : There ezists Yo 5 € (0, (v + 1+ A3(1 + €)) such that such that
VY < —Ya,p;  Vas(y) = 0.

Yo,3 = —inf{x € R | vy g(x) > 0}.

proof of Lemma 3.3.3 :

We have
Va,s(y) = sup (Io(7) + Li(7)),
7€T0,1
with
Io(r) = E (e”l{m:o} | natw+ Bs>ds) ,
and

1(r) = BE ("1 s,y (4 + B = 4+ By)Y) ).

we will study Io(7) and I;(7). First of all, we note that the process (M?);>o defined
by M = eM1 (N0} 1S a non negative martingale with M = 1. Under the probability
P° with density M on F;, it is straightforward to check that (B);>o remains a F-
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Brownian motion. We have if y < 0,

I(r) = E° (/OT faly + Bs)ds)
= E° (yT + /OT B.ds + « /OT(y + BS)+ds)
< yE2 (1) + (1 + a)E° (/OT Bjds>
(

< yE° (1) + (+ 1E°

Notice that, for 7 € T,

- 1
2 ([ m)e) = 8 ([ 1 61 5) )

1
_ / E® (145qE (B | 7)) ds

0
— B (rBY)
2 2
o (752) o

where, we used 0 < 7 < 1, for the last inequality. We then have
I(t) < (y+a+1)E (7).
For the study of I;(7), let us introduce the martingale (M, )o<;<; defined by
Mtl = E <€>\1{N1:1} | E)

= 1{]\7,5:0}6)\]P)(N1 — Nt = ].) + 1{Nt:1}e)\IP)(N1 - Nt = 0)

IN

Under the probability P! with density M}!/\ on F;, it is straightforward to check
that (By)o<t<1 remains a F-Brownian motion. We have for y < 0,
L(r) = ME'((y+B)" = (y+ B
)\ﬁEl ((y+B)")
E' (B-1{5,>-y)
AﬁEl( 2/lyl) = ABE" () /1yl

IN A IA
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Using the two upper bound of Iy(7) and [,(7), we obtain

Vap(y) < squ <(y +a+ DE7) + |>;J_5|E1<T)>
B

= sup E ((y +a+1)TM1) + —TMl(T)>
7€T0,1 ’y|
p

7€T0,1

< sup E (f(T, NT)>,
7'676,1
with

f(t,2) = 1p—gyte (y fa+1+ /\\%) + L=y e /[y

Notice that
sup E <f(7, NT)> = sup E (f(T, NT)) ,

T€T0,1 7€T0,1(N)

A

where 75 1(/V) denotes the set of the stopping times of the natural completed filtration
of the process (NV;)>0, with values in [0, 1].

A

Then, if 7 € Ty1(N), there exists , thanks to Lemma 3.4.2, ¢, € [0, 1], such that
ATy =ty ATY.
we then have
E (Te’\fl{mzo}) = E <76A71{T1>T})

= toe)‘t‘)]P’(Tl > T)

= tO?

and

VAN

]E (T@AT 1{T1§7'})

E (TeATl{T1§t0}>
GA]P)(Tl S to)
= M1 —e M) < Nety.

IN
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we deduce that

sup ]E(f(r,NT)> < sup (to(y+a+1+)\ﬁ<l+eA>>).

eToA(R) 0<to<1 |yl
The right hand side of this equation will be equal to 0 if

B(1+e)

<0
Y|

— )

y+a+1+A

and particularly, if y < — (04 +14+ 281+ ek)), then

~Yap > — (a+1+AB(1+¢€Y)).

To prove —y, 3 < 0, we consider y = 0. Since for all stopping time 7,

¢ (eATl{fvT:o} /0 oy + Bo)"ds + Be’ Ly _yy ((y+ B-)" = (y+ BT1)+)> =

we have .
Va,53(0) > sup ]E/ Bgds > 0,
T7€T0,1 0
the last inequality follows from Lemma 2.2.1. O

Lemma 3.4.2 Let N = (N;)i>0 a homogenous Poisson process with intensity A, and
Ty its first jump time. if T is a stopping time of the natural completed filtration of N
such that 7 < T} a.s., then, T =17 a.s., or there exists tg > 0, such that T =tqg A1}
a.s.

proof We denote by F = (F;):>¢ the natural completed filtration of N. First of all,
notice that for all ¢t > 0 and A € F;,

P(A| N, =0) €{0,1}.
Indeed, the A having this property form a sub o-algebra of F; which contains the
events of the form {N; =n}, with 0 < s <t and n € N.

Now, let 7 be a F-stopping time. We have for all t > 0, P(r >t | N; = 0) € {0,1}.
We set
I'={tel0,+o0[ | P(T >t| N;=0)=0}.
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Notice that t € I if and only if P(7 > ¢,7; > t) =0, or
teleP(rATy <t)=1.

If 7 < Ty as. and if P(7 < T1) > 0, there exists s > 0 (rational number) such that
P(r <s,s <Ty) >0, hence P(1 < s | Ny =0) >0, and P(7 > s | N, =0) =0. We
deduce that I is non empty and we can write

I = [ty, +o0[, avec to =inf{t >0 | P(r >t | N, =0) =0}.

We then have 7 ATy < g a.s., hence 7 < to ATy. Moreover, for s < to, we have P(7 >
s| Ng=0)=1and P(t <s| Ny =0) =0, hence P(7 < 5,5 < T}) = 0.Therefore,
P(r < to ATy) = 0 and consequently 7 =ty ATy a.p. O

Lemma 3.5.4 : For all x > y, 3, we have

C(z) > 0.

proof We have v, s(—Yya ) = 0, considering the stopping time 7 = 1, we obtain

B [ ey [ (B = vl + 5y (B = o)) = (B, — o)) <0

However, we have, using the independence between N and B,

A~

1
E e 1{]\,1 0}/ fa(Bs — Yap)d } = *P(N, =0) (—ya,g—i-ozE/O (Bs—yaﬁ)*ds)

— ys+aE / (B, — yup)tds. (3.20)
On the other hand, we have 0
E[5eM gy ((Br = o)) = (B, = as)")]
= BEP(Ny = 1) [E(B1 — yas)* —E ((Bs, — yus) 1M = 1))
= A [E(B1— yap)” —E ((By, —yag) I 1))

Noticing that A3 = « and that conditionally to {73 < 1}, T} is uniformly distributed
on [0, 1], we obtain

E [56)‘1{]\71:1} ((Bl - ya,ﬁ)+) - (BT1 - ya’ﬁ)+)i|

- afe@ - £ ([ - aras)). (330)
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Combining (3.29) and (3.30), we have
~Ya,s + AE(B1 = Yas)" = —C(yas) <0

To conclude the proof, we use the strict increasing of C, hence for all x > y, 5, we

have
C(x) > C(yap) > 0.



Chapitre 4

Comportement du prix critique
dans un cadre a-stable tempéré

On modélise le prix d’un actif par une exponentielle de Lévy sous la forme
St = S()€Xt,

ou Xt est un processus de Lévy dont (F;):>o est la filtration naturelle. On note r le
taux d’intérét sans risque, ¢ le taux de dividende. Sous une probabilité risque neutre,
le prix du PUT américain de maturité 7" et de prix d’exercice K est alors, donné par
P(t,S;) ou la fonction P est définie par

P(t,z) = sup Ele (K — ze*)T],

T€To, Tt

avec Tor—t 'ensemble des Fi-temps d’arréts a valeurs dans [0,7" — t]. On définit le
prix critique de cette option par b(t) = inf{z > 0; P(t,z) > K — z}, on notera aussi
dt =r—06— [(eV — 1)"v(dy).

Il est déja établi, que dans des cadres ou le terme de diffusion est non nul, le prix
critique changeait de comportement selon que l'on ait suffisamment de régularité a
la limite du prix critique (limy b(t) < K) ou pas (limy b(t) = K)), c’est a dire selon
le signe de d* (voir chapitre 3 et [29, 23] pour des modeles Jump-diffusion et [1, 19]
et [25] pour les modeles Black Scholes). Ainsi, dans le modele Black Scholes, quand
dt >0 ([29, 23] et [1, 19]), alors b(t) —>r K et

b(T') — b(t)

im =Cl>0
S YOT - Dm0

101
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et si d* < 0 (chapitre 3 et [25]), alors b(t) —¢p 5K < K et
b(T) = b(t) _

lim ot AL
T T =1 vy

avec C, st dépendant de v{In %} et v est la mesure de Lévy du processus utilisé

}>O,

dans la modélisation.

D.Lamberton et M.Mikou ont étudié la vitesse de convergence du prix critique b(t),
quand d* > 0, pour des modeles régis par certains processus de Lévy sans terme de
diffusion (0 = 0) et ayant un comportement, aux abords de 'origine, proche (dans
un sens qu’on précisera) d’'un processus a-stable avec a €]1, 2]. Ils ont établi dans ce
cas[23], que si d™ > 0, alors

b(T') — b(t
D0
AT = t)e In(T =)=
Nous essayerons dans ce papier d’étudier la vitesse de convergence de b(t) dans le
cas ou dt < 0.

=C > 0.

4.1 Hypotheses et processus de Lévy limite

On se place dans le cadre du modele exponentiel de Lévy :
St — Soe(r—é)t—i—Xt’

ou le processus X; est un processus de Lévy de fonction caractéristique donnée
par

E (e™*) = exp (t/ (e — 1 —iu(e — 1)) Z/(dy)> :

avec les hypotheses suivantes sur la mesure de Lévy v.

1. / e!v(dy) < oo et il existe By €]1, af tel que / ly|Pov(dy) < oo.
10,00 J—o0,1

2.dt=r—456— [(e¥ = 1)4v(dy) < 0.

3. Pour un réel y < 0, on a

n(y)
1{X<y<0}y(dy) = Wl{x<y<0}dy7

ou 1 < a < 2 et n est une fonction borélienne positive sur [y, 0[, vérifiant

lim n(y) = no > 0.
y—0
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4.2 Propriété du modele

Dans cette cette section nous présentons quelques propriétés que conferent nos hy-
potheses au processus X.

On note XY le processus défini par X¢ = Xéu

i ona alors, la convergence en loi du
[e%

processus XY vers un processus a-stable (voir [31, 32])

Proposition 4.2.1 Sous ces hypothéses, le processus normalisé (Xg; /0" )0 converge
en loi quand 0 tend vers 0 wvers un processus de Lévy X° dont la fonction ca-
ractéristique est donnée par

iuX? e —iuz . dz
E(e t):exp tno i (e —1+zuz)zl+a , u€R.

On pose V' le processus défini par

Vi= Y AX a0 — t/ (e¥ — 1w (dy),

s<t R+

et X le processus défini par
Xt - Xt - ‘/;

Selon les hypotheses du modele (en particulier fy>0 eYv(dy) < oo) V est un processus
a variation finie.

On a aussi, une estimation de la transformée de Laplace de X,
Lemme 4.2.1 Soit (X;) un processus de Lévy défini plus haut. Pour tout p > 0 et
toutt >0, on a

E(ert) — o)

avee ¢(p) = [ e — 1 — p(e? — 1)v(dy).
Alors, pour tout a € |ag,0[ et tout p >0 on a

Y

P Ho(p) — Vo — pla < 0(p) < p“Ho(p) + pa,

ol v, = 1/(] 00, o)), Vo = 0|a|( —1+y)v(dy)
et Hy(p) = [}""(e70 — 1+ y) 2Py

Voir ([23] lemme 7.3) pour une démonstration de ce lemme.
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Lemme 4.2.2 Soit (X,) le processus défini plus haut et soient deux réels 0 > 0 et
K >0 et 7 un temps d’arrét défini par

T = inf{t > 0; X, > K}.
Alors, pour tout n € N, on a
P(7 < 0) = o(6").
P;'o(p)osition 4.2.2 Soit Y; un processus de Lévy vérifiant, pour tout u > 0, E(e?¥t) =
ety () oq

0 ) d
oy (1) = / (€ = 1 = iug)n(y)
X

avec 1 < aw < 2 et  une fonction positive bornée qui vérifie lim, ,o- n(z) = A > 0.
Alors pour tout 1 < B < «, il existe une constante positive D tel que

E(Y,") < Dt?.

Corollaire 4.2.1 Soit X un processus de Lévy vérifiant les hypothéses du modéle.
Alors, on a, pour tout 1 < 8 < [y, il existe une constante positive D telle que pour
t assez petit

E(|X,|%) < Dts.

preuve Grace a la décomposition d’Ito, on peut écrire, sous les hypotheses de notre
modele, X; =Y; + Z;, ou le processus Y vérifie les hypothese de la proposition 4.2.2
et Z un processus a variation finie.

On a, pour tout 1 < 8 < fy,

E|X,|° = B|Y, + Z|° < 2° (E|X,|° + E|Z,|%) < Dyt= + 2°E| Z,|°

z|%v(dxr) < oo, donc pour tout

Or, par hypothese, il existe By > 1 tel que ji_ao o
t <1ettout § < fy, ona
(Zt)ﬁ
s
to

On finit cette section par une estimation, fort utile, du temps local de X.

B
E < AO,ﬁotl_a < AO,ﬁo




4.2. PROPRIETE DU MODELE 105

Lemme 4.2.3 Pour tout nombre réel a et pour tout t > 0, on a
0 <E(a—X,); — as < tap(t,a),
avec p une fonction positive bornée qui vérifie pour tout € > 0,
lim sup p(t,z) =0

t—0 ‘x|>€

preuve Sia <0, alors on a

E(a — Xi)+ < ~E(=Xil(g,<a))+

< ta <IE

< Ct3P7 % (X, < a).

X,
1
ta

BO % 1 _
P'" % (X; < a)l{a<0}

La derniere inégalité est due au corollaire 4.2.1.

Enfin, on a , en notant X° le processus a-stable limite de X7, on a lim, IP(
P(X) < —o00) = 0.

Si a > 0, on a pour tout p > 0,

E(a— X)), —at =E(X;, —a),
S 1E<€Xt7a> < leC/tpa,pa’

p p
avec C' une constante positive. La derniere égalité est une conséquence du lemme
1

4.2.1 . En choisissant p = (z4=) ", on obtient

N

t

Q-
-
SHe
S~—
Il

t

o

1
1 a—1 _1 a—1
B _ ta _(a—1 } a—1 a
E(a—X,)4 —a* < Cto (-) ;) (*) ooy |

et d’'une fagon plus globale

1

- _1_ a—1
_ 1 ta \ 70 ey (1l )aT1( e
,5(25,@)25é < Ct= | P! %o (Xt < a)lygcoy + (;) e () (t%) Lia<oy + d0(a) | .

Avec C et C' deux constantes positives,d’oll le résultat voulu. O

On trouvera les preuves du lemme 4.2.2 et de la proposition 4.2.2 dans Anneze
1



106 CHAPITRE 4. CONVERGENCE RATE o-STABLE TEMPERE

4.3 Un probleme d’arrét optimal auxiliaire

Pour a > 0, on pose

ug(y) = sup E (/OT ((y+X§)+a(y+X§)+)d8) :

0
7'675’1

ou 76?1 est Pensemble des temps d’arrét de X° & valeurs dans [0, 1]. On a alors,
Lemme 4.3.1 Soit X} le processus de Lévy a-stable défini plus haut, et Ty en-
semble des FP-temps d’arréts a valeurs dans [0, 1].Alors, la fonction

ul(y) = sup E/ (y+ Xs)+a(y+ Xs)+ds
0

T7€T0,1

est une fonction positive croissante et il existe un réél y, > 0 tel que
—Ya = sup{y € Rjug(y) = 0}.

Voir Annexe 2 pour I'étude de .
On aura besoin de 'hypothese suivante sur y, :

(Ha) Le nombre y, vérifie

Yo — aE (XY —y,) " > 0.
L’hypothese (Ha) est évidemment vérifiée pour a = 0, nous conjecturons qu’elle est
vérifiée quel que soit a > 0, pour tout « €]1,2[ (on a eu affaire & la méme inégalité

dans le cas jump-diffusion (voir le lemme 3.3.4).
Notons a présent,

Ug(y) = sup E (/OT ((y +XJ) +aly + X))") d8> ,

7'676‘9’1
ot 7Y, est 'ensemble des temps d’arrét de X = j‘{s a valeurs dans [0, 1], on alors
’ a

la proposition suivante,
Proposition 4.3.1 On a pour tout A € R,

% 0
ua<)\) E ua<)\)'

On trouvera les preuves des résultats de cette section dans I’Anneze 2 : Etude de
Ug, -
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4.4 Le développement limité

On note P la fonction de prix du put américain d’échéance T et de prix d’exercice
K et b(t) le prix critique a la date t. Avec les hypotheéses sur v (en particulier
r—0— [(ev —1);v(dy) < 0), on sait que la limite limyus b(t), notée b(T) dans la
suite, est 'unique nombre & €]0, K| vérifiant

—rK +0¢ + / (€e¥ — K)" v(dy) = 0. (4.1)

Théoreme 4.4.1 Sous les hypothéses du modéle, pour tout A < 0 et 6 =T —t assez
petit, on a,

P(,0(T)EM ) — (K=, b(T)eM* > H(T)50 5 ud(A) + o(61+F)
et
P(tH(T)e™ )~ (K—~b(T)e™ )" < b(T)56"+% (ud(N) + u®) + 0(6' %),
(4.2)

avec u® définie dans la section 4.3, w° >0, et

_ Kv{ln 75=)}
5:5+/ eyy(dy)eta:_—()
JIn(5 o0 ob(T)

Remarque:

On notera que wy = 0 et a = 0 quand v{ln %)} = 0.
On déduit de I’équation vérifiée par b(T") que o > 0.
Lemma 4.4.1 On pose pour toutt > 0,

250 = { [ s ([ (6 = sienuta) ) s+ 27}

avec LE le temps local du processus S en K, et soit A un réel strictement négatif,
A <0.

Sib(T) < K, alors on a, pour tout temps d’arrét a valeurs dans [0, t]

E(ZF| So = HT)N" ) =B [T5(r) = (7 ATh) | So = HT)N | +oft'5),
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ot Ty =inf{s >0; AX, = ln(%)} Et

1 1 1
B (TE | Sy = b(T)eM" ) < a4 oft'3),

avec w® une constante positive indépendante de \ et T.

On fait remarquer que si la mesure de Lévy ne charge pas le point {In %}, alors on

. 1
a presque sirement 77 = oo, d'out E (ITK| So = b(T)eAt"‘) = o(t!*3)
preuve du lemme 4.4.1 :
Dans ce modele, en partant de la formule de Meyer-Ito (voir [30]), on a

(K — 8,), = (K — S)+ + / (—Lisyery)Salr — 6)ds
// (K — Su?)* — (K — )" + Lis,cxy Se(e? — 1)) v(dy)ds

~ 1
/ [(K — Sse!)™ — (K — S,)T] J(ds,dy) + =L,
[0,t] xR 2
t
= (K — So)+ —I—/ 1{SS§K} (58(5 — T‘) + / (Ssey — K)+ y(dy)) ds
0
t
1
+/ / ((K — Ssey)+1{Ss>K}) y(dy)ds + §Ll{< + Mt,
0

= (K —50): + /Ot lis.<k} (Ss(é —r)+ / (Sge¥ — K)* V(dy)) ds + T5(t) + M,,
(4.3)

ot LE est le temps local du processus S; en K et M, la partie martingale locale avec
My = 0. L’avant derniere égalité s’obtient en remarquant que

(K—Ssey)+—(K—SS)++1{SS§K}SS(€ZJ—1) = (Ssey—K)+1{SS§K}+(K—SSGy)+1{SS>K}.

On montre aisément, comme dans le cas Jump-diffusion (voir proof of Lemma 3.3.2)
en utilisant une suite de temps d’arrét localisants la martingale locale M;, que pour
tout temps d’arrét a valeurs dans [0, 6], on a

E {(K S), — (K — So)s /71{5 o [s (5—r)+/(Ssey—K)+y(dy)} ds}

- (// (K = 8ue") is.>xp) v(dy)ds + LK)
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on remarquera que

/ ((K — Ssey)+1{SS>K}) V(dy) = / ((K - Ssey)+1{SS>K}) V(dy)

y<0

/ ((Ssey - K)+1{55§K}) v(dy) = / ((Ssey — K)+1{55§K}) v(dy).

y>0

On notera ensuite 7, le premier temps de saut du processus a sauts positifs Z," =

SAS)EQO AX, et N; le nombre de ses sauts jusqu’a la date t, N; = ZKt Liax,>0}-

Le processus N; est donc un processus de Poisson d’intensité v(R™), on notera que
P(Np > 1) = O(0) et P(Ny > 2) = O(6?). On a alors,
E(Z"(t)) = EZ*(tAT))+E(Z(t,So) —I(tATY))
= E(Z"(tATh)) +E (Lin<y (Z%() — I%(T1)))
< E(Z"(tAT))+E (Ln<y (T8¢ +T1) = (1)) ,

la derniere inégalité étant due a la croissance de Z.

Estimation de Z% (¢t A T})

Sur Uintervalle stochastique [0, T}[, le processus (S;) coincide avec le processus (.S;)
défini par )
St = So€d+t+Xt

. uy_1__, y_ , .
notons que EeXt = efly<o€™—1=tule’=Dr(dy) —Op en déduit (en observant que le
processus Z¥ est continu en t) que

TEEAT) =I5t AT <TR(1),

ou ¥ est défini & l'aide de S de la méme manitre que Z® avec S. Notant que
ZK(0) = 0 et que ZX(t) ne croit que sur {S; > K}, on a

s (t) = 7K (t)l{ﬁ(gt}'

et de la méme maniere que (4.3), on a
t
Z9(0) = (K = 5.) — (K = S0+ — [ (~15.c00)S.d"ds 1,
0

on en déduit que [My| < Z¥(t) + K (2 + t|d"]). De plus, comme S, = K (les sauts
de S n’étant que négatifs), on a " (7x) = LE = 0. Donc
E(Z%(Olne<ny) < K@+ Ud)P(Tx < t) + [E(Mr Lze<n)|
< 2K(2+t|dT|)P(Tx < t).
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On en déduit aisément, grace au lemme 4.2.2 que E(Z%(t)) = o(t"), pour tout n >
0.

Estimation de E ({7, (Z¥(t) —ZX(t A TY))]

Par la propriété de Markov forte, on a

E [y <ty (T5(T1 +1) = Z%(11))] = E (Lin<nyEs,, (Z5(2))) (4.4)

Estimation de E, (Z%(t))
De I'égalité (4.3) on déduit que
TH(t) = (K =S+ — (K = So)+

t
+/ Iis, <Ky <Ss(5 —r)+ / (Sse¥ — K)+V(dy)) ds + M,.
0 y>0

Soit (7, )nen une suite de temps d’arrét localisant M;. On a
E(Zf,) = B(K = Sium)+— (K =S+
tATh
—HE/ Lis, <k} <Ss(5 —r) +/ (Sse¥ — K)*V(dy)) ds.
0 y>0

On déduit aisément de cette égalité que
E, (Z) = E.(K — S;)+ — (K — )4 +20(t),
avec un O(t) indépendant de z. On a
Eo(K = 8)e — (K —2)s = Eo(K — a5, — (K — ),
En notant que

E |edtt+Xetzt X

- E ’ed*”zf - 1’ —O(1),

on obtient

E.(K —S8); — (K —2), = E(K —zeX), — (K — ), +20(t)
= E(K —2(l+ X))y — (K —2)4 +20(t)

© (IE (K;x —)‘(t)+ - (K;x)) +20(1),
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en effet, E (eXt -1+ X)) = O(t&) = o(t).
D’ou, en utilisant le lemme 4.2.3,

K —
Eo(K — )4 — (K — ), < toap(t, =

)+ 20(t),

ol p est défini dans le lemme 4.2.3.
Revenant a (4.4), on obtient

E [Liry<y (Z5(Th +t) — Z5(TY)) ]

1 K-8
< Ct-E (1{T1<t}sﬂp(t, TT>) +E (1¢r,<1ySt,) O(t)
1 + 1 51y
—~ 1 + v —_— —_—
= CtaS,E (1{Tl<t}ed BAXn 2 54, S )) +O(t?).
K

A ce stade, on observe que P(Ty < t) =1 —e* = O(t) et que, conditionnellement &
{T} < t}, T} est uniformément distribué sur [0, ¢]. On constate donc qu'il existe une
constante positive w® (due & la domination de p) telle que

E(TX(t) | So < K) < a@tFa +o(t'a) = O(t'+e).

1 _
En posant Sy = b(T)eM™, comme Z7; est indépendant de T; et de X, on voit que,
conditionnellement a {77 < t}, S7, a méme loi que

K 1 1 X
K —In e | 4 ta e o
exp{(V nb(T))—i—t ()\—I—dt U+ 1 ,

ou U et V sont des variables aléatoires indépendantes, U est uniforme sur [0, 1] et V'
a méme loi que Z}, .

Le cas ou V{ln(%)} =0:

En supposant que V{ln(%)} = 0, on a presque surement V — ln(%) £ 0, et donc

St
_ 1-"0 ., . . _
t,—X- ] — 0, on a donc par convergence dominée (voir la domination de
9 S 10 )

Ty
K
Sl
mE (Spp(t Lk 1Ty <t)] =0
10 T1p ) S}? 1 .

dans le lemme 4.2.3)
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don E [1{T1<t} (ZK(Ty + 1) — TK(Ty)) | So = b(T)qu — o(t'+2), et donc

E (T5(t) | So = H(T)M) = oft4)

Le cas ou y{ln(%)} >0:
On considere a présent les processus X et Z tels que

~ ~

Z = ZAXsl{Axszln%} and X =X—2,

s<t

et T} = inf{s >0, A # 0}. Alors
E|Z5@AT) — T AT)| =E [(TX(AT) = T AT gy cangyy | = o8*5),

En effet, sur {t < Tl}, le processus X coincide avec le processus X dont la me-

sure de Lévy ne charge pas le point {ln(%)}, (on est dans le méme cas plus haut

ol V{ln(%)} = 0). Et sur {7} < T < t}, le processus Z deux fois avant ¢, or
P (3 .<; L{az.20y = 2) = O(¢?). Donc,

E[Z5(t) - IX(t ATh)] = E [IK(t) ~ TR (A T})] +o(tHE),

O
preuve du théoreme 4.4.1 :
Soit 7 le temps d’arrét défini par 7 = inf{t > 0; S, > K}.
Grace a I'égalité (4.3), on a pour tout temps d’arrét 7 € T,
E[e7 (K — S;)]—(K — Sp)*= (4.5)
E {/Te_” (—TK + 0S5, +/(§Sey — K)+y(dy))1{gs<K}ds} + J (71, S0),
0 y>

avec

J(1,5)=FE {/ e "1, >k} (/(K — Ssey)+u(dy)> ds + %/ e_rdef} .
0 0
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Il est clair, a travers cette expression, que J est une fonction positive. Dorénavant, on

1
considerera Sy comme une fonction de @. Plus précisément, on note S{ = b(T)er® =

1
e®0 A avec X < 0 et zp = In(b(T)). Donc, on obtient

E{e (K —S,):} — (K - S§)" = J(r,b(T)eM")

=F (/e_ml{gsg;(} (—T’K + 955 + /(Ssey — K)+V(dy)) ds) :
0

On peut omettre e™"* dans lexpression comme une erreur de I'ordre de O(6?)(car
la fonction 1<k} (—rK 4+ 6z + [(ze¥ — K)*v(dy)) est bornée ). On obtient alors,
pour tout temps d’arrét 7 a valeurs dans [0, 6],

E{e (K - 8,)+} — (K — S§)* — J(.b(T)eM%)
=F (/OI{SSSK} (—rK + 05 + /(Ssey - K)*u(dy)) ds) +o(0' ).

En rappelant que $ = Sje’" = T HNF KL oy X, = (r — 6)t + Xy, on a aussi
E{c (K = S;)+} = (K = 55)" = T (r,o(T)eM)
- (/01{”“’0“03“+f<ss1nf<}h(x0 + A0+ Xs)d5> +o(1+6%),
(4.7)

avec

h(z) = —rK + 0e® + /(ezey — K)tu(dy).

La fonction h étant la méme fonction utilisé dans le chapitre 3, (convexe, dérivable a
droite et a gauche). Plus précisément, on a, en notant zo = In % pour tout x € R,

en posant AR (xg) = hy(wo) — hy(wo),

h(zo + ) = AR (zo)at + ), (z0)z + |2| R(z),

ou R(z) —,00, et

0< R@) < (hylwo+a") = hy(wo—27))

L(1+¢€%),

IAINA
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avec L une constante positive.
L’égalité (4.7) devient

= {eiTT(K - ST)Jr)} — (K — b(T)e)‘aé)Jr — J(r, b(T)e)‘aé) _
# B Lty [P0 00F 5 K0+ 800 00 + Ko s

R(N= + X,)ds + o(1 + 03),

+E/1 ‘Aeiwzs
0

1 ~
{X02a +X:<In %}

Or, pour tout temps d’arrét 7 € Ty, on a

ds = 0(0”%),

T N TS PR
E/O (19(9&%@%}3@9& + X))+ Clwé%mba}) ‘)\Qa + X,
(4.8)

En effet, on a
E/O (1{>\6é+)~(s§1nb£~)}R(>\6a +Xs) +Cl{>\6é+)~(s>lnb(KT)}) ‘)\90 + X,

0
~ 1 ~ 1 ~
< - a - 3
= /0 E (1{A9é+xsglnb(’<T)}R()‘9 +X,) + Ol{mé+xs>1nb{;)}) ’/\9 + X

ds

ds,

X30

1
«@

A+ ds,

1
1 R(AGS + X
S 9 /0 E <1{>\9(1¥+Xse§1nb(}<T>}R()\9 +Xes) +01{)\9(1¥+X_56>1nb{;)})

Xso

1

XSQ
1
0«

1
d’apres le corollaire 4.2.1, on a, pour s € [0, 1] et 6 assez petit, E < (IE {f) <

~ ol ,
A et comme 1{/\9$+X59§1n%}R<>‘9a + Xos) +01{/\9$+X39>1n% est bornée et

tends vers 0, on a par convergence dominée (4.8).
On a donc, pour tout temps d’arrét 7 € Ty,

E{e (K — 5"} - (K = 8)" = T (r,MT)e*?)
_ E/T [h’g(xo)(wé + X,) + AR (20)(\0= +j(s)+} ds + o(+E)

X X 1
?9) +a(\ + u9)+:| du +o(0' =),

= b(T)591+éIE/Og [(A +

1
@ o
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AR/ (z Kv{In(K/b N N
aveca = h'g(ggcs) {a(b(T/)(T . , hy(wo) = b(T)0 et 6 = o+ | ysin( vy €V (AY).

Dans la deuxieme égalité, on a négligé la contribution de la partie drift (r — 0)t =
X, — X, en effet Derreur faite € est dominée par || < Cfoe |r — 6)sds = O(6?) et on
a aussi effectué le changement de variable suivant fu = s.

On rappelle les expressions de J et Z

750 = 8] [ ([ -senrvtan ) s+ ["emans).
0 0

T (1) — /0 / (K — Sue¥)*Lig,ony) v(dy)ds + %L{f |

Donc J est minorée par e "'E(Z% (7)) et majorée parE(Z¥ (7)), or d’apres le lemme
4.4.1, on a pour tout temps d’arrét & valeurs dans [0,6], E(Z% (7)) < @%0*Ta +
0(6**%), on a donc d’une part

E{e (K —-S)"} —(K—8)"

< B(T)50'* = (wo +]E/9 {()H— ); ) +a(A+ Aus
0 a

1
«

o) } du> +o(' ),

0_ _a°

TGIE Et d’autre part, comme J > 0, on a

avec w

E{e (K —S,)"} — (K —5))*

> b(T)s0' = (1@/g [(M); )+ a(\ + Xuo

@ s

40 ] du> +o(f'%).

Afin de retrouver la fonction prix P, on passe au sup sur I’ensemble 7 9, on obtient
alors ’encadrement suivant,

0 < P(t,, B(T)M™) — (K—,b(T)e" ) — b(T)S0+4ul(A) + o(01 %) < b(T)00™ 410

ot u?, est définie dans la seciton 4.3.
0

Enfin, grace a la proposition 4.3.1, on a la convergence suivante u! — 2, ou la
0—0

fonction uQ est la fonction u, associé au processus a-stable X, on en déduit donc,
que pour tout A < 0 et § assez petit, on a

0 < P(t,b(T)eM™) — (K —,b(T)eM™ ) — b(T)805u0(\) + o6 +) < b(T)80" 50",
0
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4.5 Vitesse de convergence de b(t)

On rappelle que X désigne le processus a-stable de méme loi que limg_,o X?, la fonc-
tion u{ définie pour tout a > 0, par ud(z) = sup, e, B [ (z + XJ) +a (z + X0)du

et pour tout a > 0, y, = —sup{y € R;ul(y) = 0}. On a alors, le résultat suivant

Théoréme 4.5.1 Sous les hypothéses du modéle, en particulier d™ < 0, on a alors :
e Siv{ln %} =0,

i ) — 00 _1b(t) = Yo,
2T = 1) b(T)
o Si V{ln } > 0, et l'hypothese (Ha) est vérifiée
b(T) — b(t b(T) — b(t
Yo < Yo < liminle() et limsule() < o0
=T (T —t)=b(T) -7 (T —t)ab(T)

Ko{In(35)}
b T)(E—l—f 2> K/b(T) € V(dZ)) ’

avec a =

preuve du théoreme 4.5.1 :

L’estimation liminf,p % Z Ya-

Au vu de I'encadrement (4.2) dans le théoréeme 4.4.1, on a pour tout A < 0,

P(t,b(T)e’\el/“) > (K _ b(T)e)‘el/"‘)Jr + (T )91+1/a O(N) + 0(91+1/a)

Or, pour tout A > —y, et 0 suffisamment petit, on a u2(A\) > 0 et donc

P(t, To + )\95) > "Lp(l’o + )\(95)

D’ou
In(b(t)) < xo+ 0=
In(b(T)) —In(b(t)) > —Mda
b(T) — b(t) -
b(t)f=

En faisant tendre A — —y, puis t — T, on obtient

W) -0

lim inf

ST T)(T — 1)s
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L’estimation lim sup,p %,

Dans l'ouvert {(¢,z) €]0,T[x]0,4o0[ | > b(t)}, on a, d’apres I'inéquation varia-
tionnelle,

/ (P(t,xey)—P(t,ac)—x( v )g (t) )) v(dy)
op op op
= 0y rP(tx) — - 00 (4.0 2 (K ) — (¢ — e (1),

ou on a utilisé la décroissance de t — P(t, ) et I'inégalité P(t,z) > K — x.

Cette inégalité va nous permettre de dégager ’estimation suivante.
Lemme 4.5.1 Pourt €)0,T] et x €|b(t),b(T)[, on pose

I(tz) = /]_ i <P(t,xey) Pt x) — a(e¥ — 1)2—];(75,:(;)) V(dy),

et, pour A €] — 00,0, on pose (si b(t) < b(T)e ")

i(\,0) = inf I(t,x).
2€]b(t),b(T)e 0/
On a alors .
lim inf i 6) > b(T)0 (=X — aEB(X) + N\)7T)
010 91/0& — 1

preuve Pour b(t) < x < b(T'), on a, d’apres (4.9),
I(t, z)

> r(K—z)—(r— §)xg—];(t,x) - /{ . <P(t,xey) — P(t,z) — x(e¥ — 1)%(1&, x)

— K — 61— / (P(t,ze¥) — P(t,x) + z(e¥ — 1)) v(dy),
{y>0}

) vt
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ou on a utilisé I'inégalité de convexité % > —1 et I'inégalité r—d— [(eV—1)*v(dy) <

0. Introduisons maintenant la fonction j définie par

j(z) =rK —dx — / (re? — K) v (dy).

y>0

Notons que j(b(T")) = 0. On peut réécrire la derniere inégalité sous la forme

I(t,z) > j(x)— /{ . (P(t, zeV) — P(t,x) + x(e? — 1) — (we¥ — K)+) v(dy)

= j(x)— /{ . (P(t,ze’) — (K — ze?)" — P(t,z) + K — ) v(dy)

v

j(z) — /{ . (P(t,ze") — (K — ze¥)") v(dy).

La fonction j est décroissante. Donc, si z €]b(t), b(T)e " [, on a, en utilisant j(b(T)) =
0
j@) = )
= G(@NB(T) (7 = 1) + 0(0"/)

TYXOM 4 0("/*). (4.10)

Pour estimer Iintégrale f{y>0} (P(t,ze¥) — (K — ze¥)T) v(dy), on introduit la nota-
tion

At,z) = P(t,z) — (K — 2)*.

On remarque d’abord que, pour tout z > 0, on a, en utilisant la formule de la prime
d’exercice anticipé,

Alt,z) < P.t,z)— (K —2)t+rK(T —t)
— E (e (K = 200 50) ) - (K~ 2)* 4 rKo
< E(K—2—2Xp)" — (K —2)" +CO(1 + 2), (4.11)

ou C' est une constante positive indépendante de z.
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On en déduit, en posant A.(0,2) = E(K —z—2Xs)" — (K — 2)* et (dy) =
Liym(epryv(dy), que, pour z < b(T)e

/ A(t,ze?)v(dy) = A(t,xK/b(T))i/{ln(K/b(T))}—|—/ A(t, ze?)0(dy)
{y>0} {y>0}

< A K {n(K BT} + /{ At aeitay)

< A0, Ke)‘el/a)y{ln(K/b(T))} + / A0, ze?)o(dy) + C'0

{y>0}

avec (' constante positive indépendante de x, la premiere inégalité résultant du fait
que = — A(t, x) est croissante sur [0, K] et la deuxieme de (4.11).

On a
A0, KMy = K <E (1 _ MOV e,\el/aXG)Jr - 6)\91/a>>
= K (B (=207 = X5)" +28"%) + 0(6"/)
= KE (Xy+ ") 4 0(6Y*)
= KOY°E (XD +))" +o(6Y).
Par ailleurs, on a I’estimation

Ac(0,2) < 2070, (K — 2)/2),

ol p est une fonction bornée vérifiant, pour tout € > 0, limgosupj >, p(6,7) =
0.

On en déduit que

sup / Ad(b, ze)i(dy) < 6V / C(6, y)(dy),
{y>0} {y>0}

b(t)<z<b(T)ero/

avec ((0,y) = SUD, ) g cp(7)er0l/ zeYp(f,ze?). Ona ((0,y) < Ce?, pour une constante
C > 0. De plus, pour y # In(K/b(T)), on a aisément limgo ((#,y) = 0. Comme ¥ ne
charge pas In(K/b(T)), on a par convergence dominée, limg,g f{y>0} C(0,y)v(dy) =
0.
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D’ou
SUD, 1) o p(1)er01/ A(t, ze¥)v(dy)
lim sup —2<r=0@) w 0{%?0} < Kv{ln(K/b(T))}E (X7 + )\)+.
610

(4.12)

En réunissant (4.10) et (4.12), on obtient

(A 0) = Kv{ln(K/b(T))} 0
hrgﬁ)nf e > 0b(T) (—)\ — 5H(T) E (X1 + >‘)+>

— 5(T) (—)\ —aE (X" + )\)+) .
O

Fixons maintenant A < 0 et ¢ €]0, 7. On suppose b(t) < b(T)e”". Pour z €
Jb(t), B(T)eX"" [, on a

I(t,z) = /]Oo’ln o (P(t,xey) — P(t,x) — xg—];(t,x)(ey — 1)) v(dy)

+/]1nb<t>,o[ (P(t,xey) — P(t,x) — ;z;g—};(t,:c)(ey - 1)> v(dy).

Siygln@, on a

P(t,xze?) — P(t,x) — xz—i(t, z)(ey —1) = (K —xe’)— P(t,x) — x%(t, z)(eV — 1)

< (K—uaze¥)— (K —x) — xg—];(t,x)(ey - 1)
oP
pu— —_— — y
x<1+ax(t,x)) (1—¢€Y).
Pour y €]In(b(t)/x),0], on a, en utilisant la convexité de P(t,.),
oP JoP oP
vy _ _ v _ < v _ vy _ v _
P(t,ze¥) — P(t,x) T (t,x)(e? —=1) < z(eV —1) 5 (t,zeY) T (t,x)(e’ — 1)
oP oP
= el _ 7 y — e
= I((‘?m(t’x> ax(t,xe )) (1—¢Y).

D’ou
It,z) < = (1 + g—i(t,x)) /] (1 —¢€Y)v(dy)

+/]1nb;t>,o[x (%(t,x) — aa—];(t, xey)> (1 —e¥) v(dy). (4.13)
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Posons maintenant, pour £ € |0, In(b(T)/b(t)) + AgY/],

9:(&) = P(t,b(t)e*).
Remarquons que la dérivée de g; est donnée par

(&) = blt)e> (1, b(t)e),

et que, par la propriété de “smooth fit”, ¢g;(0) = —b(t). On a aussi |g;(§)| < b(T) < K.
En appliquant (4.13) avec o = b(t)e®, on obtient

00 < (6O —g0)) [ (e iay)

|, (6 i+ ) (L= ) viay)
Remarquons que

(64(6) — g4(0)ef) / (- ) u(dy) = (d() - g(0)) / (1 — ) u(dy)

]700776} ]700775}

L (0)(1 - &) / (1 - &) u(dy).

]—OO,—S}

Il résulte des hypotheses sur v qu’il existe une constante C' > 0 vérifiant
(5~ 1) / (1= e u(dy) < Cere
]—OO,—&]
et par conséquent

(0.0 < (46 - g0) / (1 - ) vi(dy)

(—00,—¢]
+/ (9:(6) = gi(€ +y)e ™) (L — ") v(dy) + CE* . (4.14)
-€,0]

Soit maintenant ¢ € <0, ln(b(T)e’\el/a/b(t))). En intégrant (4.14) par rapport a £ de
0 a ¢, on obtient
Gi(0,A) < j1(¢) + j2(¢) + C¢F,
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avec C' > 0,

¢
10 = [t —aon ([ a-envian)
¢
2(¢) = [ d v(d (&) — g, e ) (1 —eY).
RO = [ de [ vld) (6(6) —si(e+)e) (1=
Pour estimer j;(¢) on remarque que, pour & €]0, ¢|,

GO = MO (1, b(1)ef)
< bt)e gp(t b(t)e®) = e gi(¢) < e°gi(C),

ou la premiere inégalité résulte de la convexité de P(t,.) et la seconde de g;(¢) < 0.

D’ou
(a0 -aio) [Cac ([ a-envia)

0 A (=)
= (e7g:(¢) — 4:(0)) / v(dy) (1 —e) ( /0 dg) .

Notons que e ~¢g;(¢) —g;(0) = b(t) (1 + ZE(t,b(t)e*)) > 0. En utilisant les hypotheses
sur v, on peut trouver xo < 0 tel que, pour y €]y, 0],

71(C)

IA

2m0
v(dy) < e dy,

de sorte que, en utilisant 'inégalité e¥ > 1 + v,

(CA=y)
710 < (€7°g.(¢) — g.(0)) (C/] ]V(dy) (1—ey)+/] ; |2y77|°1ilz (1—e¥) (/0 dg))

Ixol
(w(] = o0 xol) + / € / z’fﬁfi )
c) o0, x) + 2 / £ “dé)

PN 2770 2—a
) ,XO]>+(2_Q)(Q_1)<)

< (eg,(¢) — g,(0))

< (e7°94(0) — 41(0))

NN N

= (e70:(¢) — 91(0))
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On en déduit 'existence de C' > 0 tel que

Q) < ¢ (e74g,(¢) — g:(0))
= CC(g,(¢) — g,(0)) + Cg (O (e¢ = 1)

< O (91(C) — 9:(0)) + CE ¢ (4.15)
On montre de fagon analogue (voir [23], page 36-37) que la fonction j, vérifie
72(€) < CC(g)(¢) — g1(0)) + O™, (4.16)

avec C' > 0. En réunissant (4.15) et (4.16), on voit qu'il existe une constante C' > 0
telle que
Gi(0, A) < CC (,(¢) — g,(0) + C¢**
ou encore 0.)
7 I o— / /
Tg ' < 9:(¢) — 9:(0) + C.
On intégre maintenant par rapport a ¢ de 0 & ¢; = In(b(T))/b(t)) + A0*/*, obte-
nant
¢i(0,A) < C(9:(C) — 94(0) — 9:(0))
avec C' > (. D’ou
b(T)eM"*
b(t)
< P, (1)) + b(T)eM" — b(t) — (K — b(t))
= P(t,b(T)eM™) — (K = b(T)eM™).

é(ﬁi(@,A) < PLHT)E) 4 b(t) In Pt b()

Donc pour tout A < —y,, d’apres le théoreme 4.4.1 et le lemme 4.3.1, on a donc
1
GO0 < w'8'e o(d'te),

on rappelle que w® = 0, si v{In %} = 0.
D’apres le lemme 4.5.1, il existe C” > 0 tel que
i, 0)

: 0
ia < w"0 + o(0).

C'¢b(T)6 (=X — aE(XT + N)F) < C'¢ h%nf

b(T)—b(t

En utilisant —In(z) > 1 — 1z, on a b(T)( ) 4 \§Y/e < (; et en utilisant la conjecture

Cy, = |ya| —aE (X? - |ya|)+ >0,

— b(t) 1/a 1pl/a 1/a
A A A < + .
o(T) + M0 w6 o(6°)
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oll w! est une constante positive. Evidement, si w® = 0 alors w! = 0.
Enfin, on obtient en faisant tendre A\ vers —y,,

b(T) — b(t)

_ ,0pl/c < ol 1/ 1/
o(T) Y07 < w07+ 0(607).

Le résultat découle en faisant tendre 8 vers 0.

lim sup M

< L
610 b(T)(gl/o‘ = Ya +w

Annexe 1 : Preuves des propriétés du modele

preuve du lemme 4.2.2 :
Pour tout p > 0, on définit la transformée de Laplace de X,

E(ert) — loP)

Ou ¢(p) = ono eV — 1 —p(e¥ — 1)v(dy). Or, d’apres la proposition 4.2.1, il existe un
P > 0 assez grand tel pour tout p > P, on a 0 < ¢(p) < Cp®, ou C > 0.
Le processus (ePXt=9(?)),.; est une martingale de moyenne 1, on a donc pour tout
t >0,

E(e MW = e=PKP(1ye < t) + E(e"* 1iryty)

Comme E(ePX* 17, 51) < ePXP({rx > t}) et que 7 < 00 p.s., on obtient en faisant
tendre ¢ vers oo
E(emeb(P)) — ¢ PK
E(e~¢=P%)
e O P(1 < 6)

VvV 1V

Donc P(7x < 0) < %" ~PK ou Chp® — pK atteint sa valeur minimale en

1
K \1 1 11
= — — = AoT—
bo (C’a) Q-1 fa-1
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Remarquons que pour 6 assez petit, pg > P, donc en est bien dans le cadre de nos
hypotheses d’estimation.

COpg — ppK = COTAST — AT KO ot
= (CA—K)As1g o
= (l - 1) KA a1
« S—
—_——

>0
<0

Donc ils existent 6y > 0 et une constante C'(«, K) > 0 tels quel pour tout 6 < 6, et
tout n € N, on a

P(rx < §) < e 7 = o(6")

preuve Lemme4.2.2 :
On commence par prendre la partie réelle de la fonction caractéristique,

E(cos(uX))) = e~ cos(thy (u))

avec

ho(u) = [{/(1 — cos(yu)) Aerdy; In(w) = [ (sinyu) — yu) Aedy

\
ho(u) = [1*'(1 — cos(yu)) Ledy;  h(u) = [1" (yu — sin(yu)) "L dy

On a donc, pour 1 < < o < 2

1 — cos(u|X}|) 1 — et cos(thy (u))
E( ubB+1 >:: uPtl! )

En intégrant, a présent, par rapport a la variable u entre 0 et 400, on obtient

/OOE(I - Cos(u|th|))du _ /°° 1 — e7tho(w) cos(thl(u))du' (4.17)

uB+1 ub+1

D’une part, on a

> 1 — cos(u|X}) Ly [0 1 = cos(w)
B[ ) ~E(xP) [
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avec [;° 1‘;;)1(;”) dw < oco. En effet, pour w grand, on a %O(w*(ﬂﬂ)) et B+1 > 1,
pour w petit, on a l_lfﬁ;i(lw) =O0(w'P)et1—p>—1.

D’autre part, en effectuant un premier changement de variable w = wuy dans les
expressions de hg et hy, on obtient

ho(u) = /0 0 cos(yu))ny(;g)dy e /0 a _w‘;‘)ffw))n (‘“’) dw

et
h(e) = u /' (o= sinw) =),
on note
ot = [ () gy = [ D g,

En réinjectant hy et hy dans 'intégrale de droite dans (4.17) et en faisant le change-
ment de variable suivant, tu® = s, on obtient

o0 ai ~ du ta & 7 (s
1 e tu ho(u) tuh ] _ / |:1 _ ,—sho(3)
/0 [ e cos(tu“hy(u)) s il i e @

Q=
Q=

) cos (sih((S/t) ))] sgil

Remarquons aussi que pout tout ¢ > 0 et pour tout s > 0, on a

~ 1 t.1 oo (w—sin(w
o<intisiof = [T Ty (o Yo < ol J7 5 < Dy
0
T S\1 |a|(%)é (1 —COS(U))) 1.1 00 (1—cos(w))
o<l = [ LD () ) aw <l 7 O < D,
0

On notera D = max(Dy, D).
Sur (0, %), les fonctions cos(.) et e~) sont positives décroissantes, on a donc, pour

tout s € (0, 755), donc

ds < — ds = —A < o0.

ub+1 o 8§+1 o

/273 1 — et cos(thy (u)) ta /27;3 1 — e Pscos(Ds) ta
0 0
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Sur [5,00), on a

du < 0o

/°° 1 — e tho(w) cos(thl(u))d < ta [
u —

2D 2D

Donc, pour conclure la démonstration, on a

B T
1 — cos(w) ta 20 1 — e D% cos(Ds) > 2
1|8
]E(|Xt| )\/O de S E (/O E1 dS‘i‘/7r ﬁHdu

Sa 3D Sa
. ‘X_éﬁ
ta

Annexe 2 : Etude de Uy

IN

te
Clavs,Inlloo)

Lemme 4.3.1

Soit X} le processus de Lévy a-stable défini plus haut, et Toy l'ensemble des JF,-
temps d’arréts a valeurs dans [0,1].Alors, la fonction

ul(y) = sup E/ (y+Xs)+a(y+ XS)ers
0

7€T0,1

est une fonction positive croissante et il existe y° > 0 tel que

—y2 = sup{y € R;u,(y) = 0}.

preuve du lemme 4.3.1 :
Il est clair que la fonction u est croissante, convexe, positive et on montre que
u2(0) > 0 et qu'il existe un M < 0 tel que u2(M) < 0. On pose

Yo = —sup{y € R | ul(y) = 0}.

Le nombre y, est strictement positif
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u2(0) >0

Comme X est une martingale, on a, en notant v la mesure de Lévy de X, f{|x‘>1} |z|v(dx) <
oo donc d’apres le théoréme 25.18 dans [33] Esupyc,<;|Xs] < oo. On a donc

Jy E(X )ds < oo

D’autre part, on a, pour tout ¢t > 0

t t
/ X.ds =tX; — / sdXg
0 0

On en déduit que la martingale locale ( fg Xsds) est une vrai martingale et que
>0

pour tout temps d’arrét 7 € Ty,
]E(/ Xds) =E(1X,)
0

— On a pour tout temps d’arrét 7 € Ty 1,

E ( /O X, +aly + Xs)+ds) < JE(r)+E ( /O 1+ a>(Xs)+ds)
< yE(r) + (1 +a)E (1(X,)7)

Grace a la décomposition Lévy-Ito on peut écrire le processus X comme somme de
deux processus a sauts négatifs (hypotheése sur X)) compensés, X! (respectivement
X) a pour mesure de Lévy la restriction de v sur | — oo, —1[ (respectivement sur
[—1,0]), d’ou

E (r(X,)*) <E (r(X})*) +E (T(XT)+) .

Or, on a

X! = Z AX! — t/ zv(dz)

s<t;AXl<—1 J—00,—1]

t/ —zv(dz),
]—OO,—I[

IN
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done

E (r(X)") < E(r(x])*) + E (r(X,)")

2 4 X2
< / —2v(d2)E(r?) + E (T —; T)
]700771[

< E(7) </] o) 1 s V(d2)>'

00,—1] 2

Donc, pour vue que

1+ [, 7 v(d2)
2 )

y<—(14+a) /] —zv(dz) +

00771[

on aura ud(y) < 0.
— Comme, par le théoreme d’arrét, EX, = 0, on peut écrire

E(rX,) = E((r — )X, ). (4.18)

Pour € > 0, posons
T_.=inf{t >0; X, <—¢}.

En appliquant (4.18) au temps d’arrét 7_. A ¢, on obtient
T_eNt
E(/ Xyds) = E((ToeNt—t) X n) = E ((re =) X, = {(Toe ANt =) X+ <1})
0

On a, sur {7_. < oo}, X, . < —e < 0. Et pour montrer le lemme, il suffit d’avoir
cela pour au moins un € > 0. Or, si pour tout € >, P(7_. < t) =1, on a IP’(X% >

—€) =1, donc X ¢ > 0 p.s., et comme X est une martingale nulle en 0, X serait
nulle partout.
U

proposition 4.3.1 : On a pour tout A € R,

ug(A) —> u(A)

a 0—0

preuve de la proposition 4.3.1 :
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La preuve de cette proposition est une adaptation de celle du théoréeme 1.2 dans
24]. On considére une subdivision p de [0,1] et 7/ I'ensemble des temps d’arréts &
valeurs dans p du processus X?. On note

W (y) = sup E / (y+ X,) +aly + X.) s,
0

767;9

on montre alors que
luq(y) — ug”(y)| < Clol,

C' étant une constante positive indépendante de p et |p| désigne le pas de la sub-
division. On montre ensuite grace un argument de programmation dynamique que
u%?(y) converge uniformément sur tout compact vers u2*(y), quand 6 tend vers 0.
O
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Chapitre 5

Toward a coherent Monte Carlo
simulation of CVA

L. A. Abbas-Turki*, A. I. Bouselmi’ and M. A. Mikou!

This paper is devoted to the simulation of the Credit Valuation Adjustment (CVA)
using a pure Monte Carlo technique with Malliavin Calculus (MCM). The procedure
presented is based on a general theoretical framework that includes a large number of
models as well as various contracts, and allows both the computation of CVA and its
sensitivity with respect to the different assets. Moreover, we provide the expression
of the backward conditional density of assets vector that can be simulated off-line
in order to reduce the variance of the CVA estimator. Regarding computational
aspects, both complexity and accuracy are studied for MCM and regression methods
and compared to the square Monte Carlo benchmark.

5.1 Introduction

After the 2007 economic crisis, several laws were issued for better financial regulation.
Among the most important measures are those taken at Basel III that include the
calculation of the CVA (Credit Valuation Adjustment) as an important part of the
prudential rules. In a financial transaction between a party A that has to pay another
party B some amount V', the CVA value is the price of the insurance contract that
covers the default of party A to pay the whole sum V. In other words, in the absence

137
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of arbitrage opportunities, the CVA is the value of liquid products that must be
saved to deal with counterparty default (see [13, 14]).

Formally speaking, the CVA is given by the following equality
CVA; = (1= R)E; (Vi lirer)
T

= (1— R)/t E, (VH |1 = u) Py(du), (5.1)

where R (assumed equal to zero in this paper) is the recovery to make on the portfolio
if the counterparty defaults, E; denotes the conditional expectation knowing all the
available information at ¢, V; is the process of the value exposure to the counterparty,
7 is the random default time of the counterparty, T is the protection time horizon
and the positive part function is denoted either by ™ or .

What makes difficult the numerical approximation of (5.1) is the expression of V; that
does not only includes assets, but also European contracts and American contracts.
Said differently, once the stochastic model of the assets is fixed, one needs to simu-
late contracts before simulating the value of the CVA. The approximation of (5.1) is
performed through three steps : First, simulating the assets S; = (S}, ..., S¢) trajec-
tories, then simulating the contracts trajectories to get V; trajectories as a sum over
the whole exposure :

Z¢6l‘p St Z e St Z zegffl St +Z mt (52)

where i€, ii, id and ia are the exposure indices and :

¢%*P is an explicit function that represents pure assets transaction, for example :
7 (S,,) = S — SZ.

¢ is a path-independent European contract. It is a contract involving only the
simulation of the assets S; at ¢ = T and whose expression is given thanks to an
explicit payoff function f* by

¢ (Sy,) = E(f*(Sr)|Ss,), with t,, € [0,T], (5.3)

for example : f(Sy) = (S — S2),.
cud ig a path-dependent European contract. It is a contract involving the simulation
of the whole discretized path of S; at t € {tg,t1,...,T} and whose expression is

given thanks to a path-dependent payoff function fwd at each time t; by

¢EUd(Stk) - (erd(Stk+1)|Stk)7 (54)
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— 52

11, )+ Where V is the maximum

. reud _ 1 1
for example : f£““(S;, ) = (Zr:%axk S, V Sy,

operator. In the previous example, the dependence of the payoff according to the
information available at time ¢ is illustrated by max Sp.

1=0,..,

¢ is an American contract. It is a contract that depends on the assets path through

an optimal stopping problem implemented by the dynamic programming algorithm

Gty (St) = F(Si) V E(S7, (St )5 (5:5)

with f an explicit payoff that generally does not depend on the asset path.
Without loss of generality, assuming ¢t = 0 and R = 0 in (5.1), the last step of
approximating CVA( r is based on a time discretization, to get

N-1

CVAO,T ~ Z E (Vt;:lTG(tk,tkﬂ]) (5'6)

k=0

and N must be smaller or equal to the number of time steps used to approximate
the trajectories of the assets.

The last point that has to be specified is the model used for the default time 7
and how it should be related to the dynamic of V;. In this paper, the two main
families of modeling default time are studied : i) The reduced form family, ii) The
structural family. For each family, a specific model involving dependence between
the exposure and the default time (so called WWR/RWR) is considered with its
associated expressions of the computation of CVAyr and 856 CVAy 7, where S} is
the i*" spot price. The latter quantities will be expressed only as a function of the
exposure and its gradient vector.

The common point between the expressions (5.3), (5.4) and (5.5) is the computa-
tion of a conditional expectation that should be simulated before the approximation
(5.6). In this paper, we reexpress both the conditional expectation involved and its
gradient using Malliavin Calculus. Denoting E(f(S;,.,)|S) = ©(S,), we aim at
computing

o(x) = E(f(S,,)|St, = x) and 0y, p(x) with x; € {1, ..., 24} (5.7)

Inspired from papers [2, 3] dedicated to American contracts, we rewrite (5.7) as
a quotient of expectations that can be simulated by Monte Carlo. Going beyond
the latter result, we express the backward conditional density and its gradient as a
quotient of expectations that can be simulated by Monte Carlo. When this density
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and its gradient are known off-line for some trajectories (after discretization), then
the values given in (5.7) can be efficiently approximated for any path-dependent or
path-independent function f.

One could wonder why it is more advantageous to use Malliavin Calculus with Monte
Carlo simulation (MCM) when compared to the direct use of a square ! Monte Carlo
simulation. We will see that MCM is justified by its computational complexity which
is smaller than square Monte Carlo, in particular for the CVA that involves American
contracts. Moreover, in contrast to regression methods used in [14], we will justify
that MCM is a nonparametric method whose accuracy depends only on the number
of simulated trajectories. Consequently, one can increase “indefinitely” the accuracy
by simulating more trajectories and using more computational resources thanks to
an efficient parallel implementation.

The easy adaptability to various models is a key advantage of our procedure, then
we present in Section 5.2 a brief summary of the different models that can be used.
In Section 5.3, we provide, on the one hand, the expression of the conditional expec-
tation (5.7) as well as its partial derivative and we introduce, on the other hand, the
value of the backward conditional density that can be simulated off-line to speedup
the convergence of the CVA estimator. In Section 5.4, we compare the computa-
tional complexity of MCM with the method that involves regressions and with the
square Monte Carlo method used as a benchmark. In addition to the MCM general
framework, its adaptability to parallel architecture and its good accuracy studied in
Section 5.5 suffice to justify its use as a real alternative to regression methods.

5.2 Model families

In this Section, we present the general modelling framework of asset prices and
counterparty default for which MCM could be applied. We also express CVAq r and
0g: CVAg 7 using V; and Jg; V; whose values are given by (5.2) and

858‘/; Zasl ezp St ZaSl eui St Za‘sz f;ftl
+ ZaSl zat

1. This is a two levels Monte Carlo simulation, one for simulating assets trajectories and another
one for simulating contracts trajectories. We refer the reader to Section 5.4 for a detailed explanation
of the term square.

(5.8)
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The value of each ¢ term in (5.2) and its derivative in (5.8) has the general for-
mulation (5.7) given by ¢ and its derivative which are both computed thanks to
the results presented in Section 5.3. Without loss of generality, we remind that we
assume R =0 in (5.1).

Let T be the protection time horizon, (2, F, P) a probability space on which we define
a d-dimensional standard Brownian motion W = (W ... W4) and F = {F,}.<7 the
P-completion of the filtration generated by W until 7. We denote by S; the vector of
asset prices S}, ..., S¢. which are the solutions of the following stochastic differential
equations

dsi
St

=rdt+ Y oy(t)dW, Si=z, i=1,..4d, (5.9)

j=1

where r; are constants and o(t) = {0;;(t)}1<ij<d is a deterministic triangular ma-
trix ({o;(t)}i<; = 0). We suppose that the matrix o(t) is invertible, bounded and
uniformly elliptic which ensures the existence of the inverse matrix p(t) = o=1(¢)
and its boundedness. Dynamics (5.9) is widely used for equity models, HJM interest
rate models and variance swap models. One should note that in the case where the
dynamics of S is given by local volatility model, we can use a discretization scheme
to reduce it to an SDE of type (5.9) on subintervals. The methodology developed
in Section 5.3 can be extended to jump diffusion and stochastic volatility models,
Indeed :

i) We can replace (5.9) by the following SDE

dsi
St

=rdt+ Y oy()dW] +dJ), Sy=z, i=1,.4d,

J=1

where J = (J%, ..., J%) is a jump process independent from W. Then the conditional
expectation in (5.7) is given by

gp(&:):E (E[f<5tk+1>’0 ((JU>OSU§75) 7Stk = x”Stk = x) y L= (xh ES) xd)' (51())

The computations performed in Section 5.3 can be implemented to the inner ex-
pectation in (5.10).
ii) We can replace (5.9) by the following stochastic volatility model,

dsi
St

= Tzdt + ZO‘ij(t,vat)de, S(Z) = Z, 7= ]_7 ey d,

=1
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where W is a multidimensional Brownian motion correlated to W as it is done in
[2]. Then the conditional expectation in (5.7) is given by

o(z)=E (E[f(Stk+1)|a ((’Wu)ogugt) .Sy, = a]|S,, = g;) oz = (11, enzd)  (5.11)

and the inner expectation in (5.11) and its partial derivative according to each x;
can be computed as explained in Section 5.3.

In addition to the large number of asset models that can be used, when assuming
independence between V,, and 7 in (5.1), one has a wide choice of the counterparty
default time distribution P.(du). In fact, under the independence assumption, we
have

CVAor = /0 "B (V) Podu) — /0 B (V) Pdu),

T
D5 CVA = / E<8S3Vu1{vu>o}) P, (du).
0

The permutation of the differentiation 858 and the expectation is possible thanks to
Remark 2 ii).

In the following, we consider CVA models involving WWR or RWR, this implies that
V. and 7 are no longer assumed to be independent. ISDA (the International Swaps
and Derivatives Association) defines Wrong Way Risk as the risk that occurs when
the ”exposure to a counterparty is adversely correlated with the credit quality of that
counterparty”, when the Right Way Risk (RWR) refers to the opposite correlation.
Consequently, the choice of the counterparty default model will influence the CVA
and 0 CVA expressions.

Using the literature [6, 5, 12, 13], we distinguish two main ways to model the de-
fault time : i) The structural family (firm value) and ii) The reduced form (inten-
sity) family. However, as pointed out by the authors of [18], there is no standard
way to specify the dependence between the counterparty default and the exposure.
Subsequently, we will only give an example for each default model with its CVA
expressions.

5.2.1 CVA intensity models including WWR/RWR

In these models, we assimilate the default time as the first jumping time of a Poisson
process, where we denote by A its intensity. We point out that A can be even consi-
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dered as deterministic, either constant or time dependent, and even stochastic like in
Cox model. If ) is deterministic, we have P(7 > 6) = ¢=*? and more precisely

P(r € (t,t + dt))

= \dt.
P(r > 1) A

P(r € (t,t+dt]|r > t) =

The same formula is true when \; is F;-adapted by conditioning with respect to F;.
Defined by

t
At) = / \ods,
0

the function A is commonly known as the hazard function or cumulated intensity
and A represents the intensity or hazard rate.

When A is deterministic?, the Poisson process properties imply that A(7) is an
exponential random variable with E(A(7)) = 1. Notice also that A(7) is independent
from the default-free market information F. Thus we obtain,

P(r >1t)=P(A(1) > A(t)) = oM o i s
If the hazard function is stochastic, we get

P(r>t)=F (e‘fot Asd‘g) :

Specific example with its CVA and CVA sensitivity estimation

We present the model proposed in [18], involving WWR or RWR. The intensity
model is assumed to have a stochastic F;-adapted hazard rate );. Particularly, we
suppose that

At) = f(t, V),

where f is some "known” positive function and V; represents the exposure at ¢. In
some cases, one can take

At) = g(t, ),

where S; is the R? process describing the underlying asset prices. In [18], the authors
assume that either

A(t) = exp (a(t) + bV;) or A(t) =In[l + exp (a(t) + bV})],

2. If A is F;-adapted, we obtain the same result by conditioning with respect to F;.
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where a(t) is a deterministic function that is useful for the calibration and b represents
the dependence (WWR, or RWR). In our work, we test a simpler model that takes
into account only WWR and given by

A =a" +d'(V})y, witha >0 and o’ > 0. (5.12)

Assuming that we are able to estimate the process V; on a time discretized grid
{to <t1 <ty <. .<t,=T} (see Section 5.3), the value of the CVAq 7 will be given
by

CVAOvT - (Z tk+ T € tk7tk+1}|ftk+1)> . (513)

The sensitivity of the CVAg 7 according to the i spot price Sj is as follows,

n—1
aS(")C\/YAU,T = F (Z aS’éV;fk+11{Vtk+1>0}P(T € (tk7tk+1]|‘/—-;fk+1)>

k=0

+E (Z tht1 851 T € (tk7tk+1]|‘/—-;fk+1)> :

The permutation of the operator 853 and the expectation is justified in Remark 2 ii).
Regarding the derivative 9g; P(T € (ty, 1), we have

aSép(T S (tkvtk+1”ﬂk+1) = 853 (P(T > tk’ftk+l> - P(T > tk+1‘ftk+1)>
= O <6_ Jok F(siVds _ = 3! f(S’VS)dS> .
0

Using the chain rule and the expression of the hazard rate given in (5.12), this
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derivative becomes

tg
Ogs P(T € (ty, tet1]|Fyyy) = —P(7 > tk\]:tk+1)/ Oy, f(s,V5)0: Vsds
0

tht1

+P(T > tk+1|ftk+1) 8st(3’ V;)aSéV;dS
0

7%
= —P (7€ (titen]|Foyy) | v f(s,Vi)0s; Vids
0

tey1

P>t o) [0S (5, V0 Vds

ti

2%
=—-P(re (tk,tk+1]|ftk+1)/ a'0gi Viliv,>0pds
0

tht1

LP(r > et F) / 05, Vil v,y ds.

tr

Both V; and dg; V; are provided in (5.2) and (5.8).

5.2.2 CVA structural models including WWR/RWR

First introduced by Merton [21], the default time in these models is defined according
to the behavior of the positive firm value process (X;);>0. Merton’s example assumes
that default occurs if, at the final time 7', the firm value X7t is below a given threshold
L which generally represents a promised terminal payoff.

Inspired by this model, Black and Cox proposed to modelize the default time by

T = lnf{t Z 0 | Xt S Lt}

where

I e TOK if t<T
b L if t=1T

with v smaller than the risk neutral interest rate and K < L. In this situation, the
”critical” threshold L; must not be crossed by the firm value process. For more de-
tails, we refer the reader to [11]. In the structural model presented in Section 5.5, we
will assume that L, is constant.

Specific example with its CVA and CVA sensitivity estimation
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The dependence between the default time variable 7 and the exposure V; is mode-
lized thanks to the correlation between some Brownian motion W} that drives the
process X; and (th, o Wtd) which drive the asset prices S;.

Thus, CVA p is given by

n—1
CVAyr = E(Z‘/jl{TG(tk,tkH}})
k=0

n—1
E (Z ‘Gfl{feak,mﬂ}) :

k=0

(5.14)

Q

The sensitivity of CVAgr according to the i spot price S§ is given by

856CVA0,T — 8S(Z)E (V;:‘T S (tk,tk+1]> P(T - (tk7tk+1]>
+ E (‘/t:h— c (tk,tk+1]) aSéP(T & (tkatk—i-l])

— Z E (853‘/2k1{vtk>o}1{fe<tk,tk+11})
k=0

which is ensured by the assumption dg; P(T € (¢, tx+1]) = 0 and Remark 2 ii) that
allows the permutation of the operator (953 and the expectation.

Both V; and 0g; V; are provided in (5.2) and (5.8). Using the same argument presented
in (5.10) and (5.11), the dependence according to 7 is not an important issue for
computations performed in Section 5.3. In fact, the conditional expectation (5.7) is
equal to

o(z)=F (E[f(Stk+1)|a ((Wf)ogugt) .S, = ]| S, = x) , v = (x1,...,xq) (5.15)

and the inner expectation can be computed as if the trajectory of {X,}o<u<: is
completely known. For more details, we refer the reader to Section 5.5 in which a
more specific example is presented.



5.3. COMPUTING THE VALUE EXPOSURE, ITS SENSITIVITY ... 147

5.3 Computing the value exposure, its sensitivity

Estimating the value exposure to the counterparty V; is crucial in the CVA compu-
tation. In order to calculate V; using (5.2), one has to express the conditional ex-
pectation involved in each contract. Using Malliavin calculus for American contracts
pricing, this conditional expectation was expressed as a ratio of two expectations (see
for example [2, 3]). We aim here to adapt the previous results to the CVA problem.
Moreover, we give an explicit formulation of the sensitivity with respect to the initial
value of the stock price. In Section 5.3.2, we will be interested by rather a theoretical
result that provides the value of the backward conditional density of the process
(5.9) and of multidimensional stochastic volatility and jump diffusion models that
extends (5.9). The backward transition probability does not depend on the payoff,
then it should be computed off-line and stored to be re-used, in the same fashion as
it is done in [4, 22].

In this section we suppose that the stock price S is given by (5.9). To simplify the
notations, we denote Hf(S%) = H(S! — ;) := lgis,, for the Heaviside function of
the difference between the i*" stock and the i** coordinate of the positive vector z.
Throughout this article, we assume that g € &(R?Y) is a measurable function with
polynomial growth

ERY ={feMR?) : 3C >0andm eN; |f(y)| < C(1+|yla)™)} (5.16)

where M(RR?) is the set of measurable functions on R? and |-|, is the euclidean norm.
The elements of the set &(RY) satisfy the finiteness of the expectations computed
in this article. Besides, we usually use Malliavin derivative D? for the differentiation
with respect to the j** Brownian motion.

5.3.1 The conditional expectation value and its gradient

We have already seen that V; and 0g;V; are given by (5.2) and (5.8) where the
value of each contract is expressed using (5.3), (5.4) and (5.5). The only point that
remains to be specified is the conditional expectation and its partial derivative in
(5.7). Theorem 5.3.1 deals with the latter issue, but before that we need to introduce
some definitions.
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Definition 1 We define the random variable I's ; = Flt and I, st can be computed by
the following induction scheme

Pe, =agf, Th, =Tl — Z / DIT* A Dinkddu, ke {1,..,d — 1},

u st u st
j=k+1

where ﬂff s given by
S . 1 1
=1+ /O Pin (W)W, j(u) = —pje(U)lueos) = ;= Pin(W)lues-
j=k

with p 1s the inverse of the volatility matriz o.
Theorem 5.3.1 For any s € (0,t), g € &(R?Y) and x = (x4, ..., x4) with z; > 0,

E (g(St) S, = g;) - % (5.17)
and its partial derivative
0.5 (5505, = o) = Tl gz[l—]ég[g}<x>Rz,tm<x>, -
where Toy[f)(x) and Ri,[f)(z) are defined for every function® f € &(R7) by
Tyl f)(x) = E(ﬂs»rstﬁx(s >) (5.19)

R;t[fux):—E(%‘?)fmss)(rst1+ ) / DD ) ). (520

d
H
with Hx H , Ist and 7rst are given in Definition 1.
k=1
H{(S%) is the Heaviside function of the difference between the k™™ stock and the k"
coordinate of the positive vector z, &(R?) is defined in (5.16).

Using Theorem 5.3.1, the conditional expectation in (5.7) and its derivative are given

by (5.17) and (5.18). To prove Theorem 5.3.1, we need the following two lemmas
d

which are proved in [2]. It follows from Lemma 5.3.1 that the sum Zpﬂ(u)D{Lf(St)
j=i
does not depend on wu.

3. Inourcase f=gor f=1
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Lemma 5.3.1 For any u € (0,t), f € C'(RY) and S given by the SDE (5.9), we
have

Zpﬂ VDI £(S;) = Sid, f(Sy). (5.21)

The second lemma is based on the duality property of the Malliavin calculus.
Lemma 5.3.2 For any interval I C (0,t), h € C;°(R), F' € Dom(D) and S given
by the SDE (5.9), we have

E(/IFl;—?u()S)du) - E(h(s;)Fz:/lpﬁm)de)
- E(h(S;)zi; /I pji(u)D{Lqu). (5.22)

Preuve of Theorem 5.3.1:

The equalities (5.17) and (5.19) are proved in [2], the new result of this theorem
is the partial derivative value (5.18). Regarding this part, it is sufficient to prove
that

02, T i fl(x) = R;,t[f](@

Let gzﬁ € C*(R) be a mollifier function with support equal to [—1, 1] and such that
fR u)du = 1, then for any v € R we define

hmi(u) = (H * ¢m)(u) € CGF(R),  ¢m(u) = me(mu), m eN.

The dependence with respect to x; can be dominated and the differentiation under
the integral sign provides

0.8 (1600 2 (s ) = - (rsar i E i s) ) o)
. T H(SY)
where H'(S,) = H k—ls
k=1;k#i s

Under our assumptions, the distribution of the vector (S!,..., 8% S}, ..., S%) admits

*9 R

a lognormal joint distribution density ps; with respect to the Lebesgue measure on
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R? x RZ. Similar to the argument presented in proof of Theorem 2.1 in [2], using
Ps¢ one gets the limit as m — oo
0.8 (J(500., 0%

S

ﬁmgﬁ%mwm

that provides

. Wi Sé Iyi
Tl = - B (ssor. et i) (5:21)
We introduce the following notations
H(S,) - hini(S)) 24/ i
11 = TGN mi\Ps) = —=H'(S2).
(8= T Fi(80) = PR I(ST)

We have by the chain rule A/ (S!) = D]’;T—ZSZ and D!S! = o;(u)S? for every
€ (0,s), thus

B (ssor. P A ) Af “Hs*@%f“

I
&
/\/\

Using Lemma 5.3.2 with
F = f(S)lsy

= f(St>Fs,tH(Ss)7

/ AN . d s .

d

oyt S [ TauII(Ss) DLf(S) + f(Se)Ts DATI(S,)
— E(hmz<s ) ;/ p]z(u>|: +f(St)H(SS)D%FS7t }du)

) d s -
I@JZAWMWMMMD, (5.25
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since, using Lemma 5.3.1, we have

Do(gi d t
~ (PSS b [ copisisind ))
_p(milS) 1 SO E(f(s)r /t
S; t_sji st spjZ

—E(%&S@t:sgff(f(sg(rs,t /tpﬂ / ) DI, ydu) ))

Thus, (5.25) becomes

E(f(s,»r&t h*"bg(fg)ff%ss)) (5.26)

:E<hmg(i58)f(5t)< st(L+ o) — / DJ ;fpfrstdu>>.

s

Using a dominated convergence argument, from (5.24) and (5.26) we get

d
f(S, HE(Sk
aa:zT&t[f](x) = _E< glt) H kS(k ) <F5 t(l + ﬂ-st /Djﬂ-stD F tdu)
S k:1 S
O
Remark 2 i) Itsisimportant to point out that I's; and Z/Di foDj I's +du can be

simulated efficiently using the trick given in [2] which wzll be detailed in Remark 3.
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i) For every g € &(R?), one can show that the functions Rl [g] and Ty4[g] are
continuous since the Heaviside function is continuous except on the negligible set
{Ss = x}. The latter fact implies that the partial derivative of the conditional
expectation (5.18) is locally bounded when its payoff is in E,(RY).

5.3.2 Backward conditional density estimation

The authors of [22] proposed a Karhunen-Loeve expansion of Brownian motion and
provide in [26] an optimal choice? of the couple (space discretization, probability
weights) to approximate the standard Gaussian distribution. Known as quantization,
this method of using preloaded files should be the method of choice for problems in-
volving Brownian motion or Brownian bridge. Indeed, for this model, the effectiveness
of quantization and its good accuracy for dimensions bigger than 3 make it relevant
for various problems. Nevertheless, it is not straightforward to use this method for
other multidimensional stochastic volatility or jump diffusion models.

Developed for various models, our method of computing (5.7) employing Malliavin
Calculus is more complex than using directly preloaded files as done with the quanti-
zation method. However, one can use also Malliavin Calculus to express the backward
conditional density. Provided that we are employing the same pseudo random num-
ber generator, one can first approximate the backward conditional density off-line for
some points of assets trajectories and store it, then re-use them directly as preloaded
files to have the distribution of each contract which is sufficient to compute the CVA
or develop any other risk hedging strategy. Moreover, when the backward conditio-
nal density is already stored, using it to compute (5.7) is better, from a variance
reduction point of view, than using (5.17) and (5.18). In fact, we provide in (5.29)
and (5.30) the value of the backward conditional density and of its partial derivative.
First, let us introduce some notations. R

Definition 2 The random variables f&t and Fi,t are the solution X, of the following
induction scheme

Xoo= X1, XE, = XFPR - / DiXFI Dizbldu, ke {1,..,d},
with the terminal values
T Ty and TN =T, (14 7i) - / DI DIT, ydu,

4. In a sense explained in their paper.
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where T's 4, W;"ti are defined in Defintion 1 and ﬁf”td s given by

7ch
ml =1+

PR Z /Pyk YdW?, withpis the inverse of the volatility matrizo.

Theorem 5.3.2 For any s € (0,t), g € &(RY), v = (21,...,7q4) and y = (y1, ., Ya)
with z; > 0 and y; > 0,

where

B (T A5 (8)fY(s)

h(z,y) = E (T, H(S,)|Si = y) = ~ (5.29)
< > E(Ts+:HY(S))
) ; He(S,
(r,y) = E(( (14 ) Z/Di “DIr ) T )St=y>
Fst R R (5.30)
_stpra y
) BTG (S (50)
BT, HY(S))
¢ HY(S)) _ .
with HY (Sy) H JS L , Dot ;‘Z, I's: and I's; are given in Definition 1 and
7=1

Definition 2.

Proof I:
n

O

the same fashion as in the beginning of the proof of Theorem 5.3.1, we regularize the
heaviside function HY by h; € C;°(R). In order to lighten the notations, we remove
in this proof the dependence on m in h,,; (m — o0). Then, we need to prove that
for 0 < k < d, we have

E (rs tﬁx(ss)f[h'.(sg)) = E (r’ffm(s )ﬁh'.(sf) f[ hi(St) ) . (5.31)

i=1 i=1 i=k+1
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St:y

J .
H;(S}
with (5.27) obtained directly from (5.31) when k = 0. In fact, E |T's, | | ]S(js)
=1 7

(gd
E <rs,t 1T, Hﬂéjs)ey(st)>

E (g4(5t))
tion at y and we know that e, = (H/)". In order to make the reasoning rigorous, one
replace the expectation of €,(S) by the density of S; evaluated at y.

can be viewed heuristically as where €, is the Dirac distribu-

Now let us prove (5.31) by induction, we introduce the following notations

d i N k .
RS0 = 1200, fyesy = [T misi:
=1

o S
When k = d, we have by the chain rule h/,(S{) = DﬁDhgé?f) and DS = 044(u)S{ for every
€ (s,t), thus
B (T B (S)Ha(S)) = B 1 /tr (800 (50 2aa(SD)
S S = s s — U
t a5t e d—1(S¢ Diga
| A ~ Diha(S7)
= E|—— [ Ta H*(Ss)h q_1(St)——"+du | .
<t—s/s HH (SN a-1(St) oaa(u)S§ u)

Using Lemma 5.3.2 with r
F = Sinx(Ss)h’d_l(St)
t

and the fact that 7/ d—1(Ss) does not depend on the d** coordinate of the Brownian motion
yields

E (T B (SR alS1))

1 t de 1 t du
=k <th(st )t -5 /8 0dd(U)> b (hd(st )t -5 /s DUFUdd(“)>
T

73 y 1 t T du

- B ) Fre (S )i, sit=dd _ 1y _ /Dd st

<hd(St) (S )hd 1(St) S{i (ﬂ-s’t ) t—s s v S{i Jdd(u)>
_ ha(Sf) . oy _dd 1 /t d du
— E< 5 H*(Ss)h d—1(St)<Fs,t7Ts,t s/ Dqu,tJdd(u)> (5.32)

—d i hq(S¢
- 5 (Tl )R 0 50

t

where the equality (5.32) comes from the fact that for u € (s,t)

LDd Ust — ; _
ogd " Sg Slfladd v S;i
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Now, let us suppose that (5 31) is satisfied for k£ and prove it for &k — 1. We have by the

chain rule hj}(S%) = D;,féf <) and DESY = g14,(u)S*, thus

B (ot (SO a(S)) = B (T3 B (SR (SR (5)

1 [t ~ ~ DFhy(SE
—E ( /r’;flﬂx(ss)h/k_l(st)hk+1(st)“’“(tk)du) .
S Ukk<u)5t

As before, using Lemma 5.3.2 with in this time

F ==L H*(S)W_1(S) his1(S))

and the fact that h/;_1(S;) and hyy1(S;) are not depend on the k' coordinate of the
Brownian motion, we obtain

B (Do elI* (SR a($1))

d ~ ! =k+1
H*(Ss) (T t , t T
= 3 (st e $0Ra1(80 77 (i [outawi = [ntpi i)
=k s t
—E<I?“”(S e e )
_ E<r’;tﬁx(s Vi 1(St)hk(5t)>

Similarly, one can prove (5.28).

In Remark 3, we use the set of the second order permutations P; 4 defined by
Pra={p € Pia; pop=1Id}, (5.33)

where Py 4 is the set of permutations on {1,...,d} and Id is the identity applica-
tion.

Remark 3 In order to make easier the implementation of (5.19), it was shown in
[2] that T's+ given in Definition 1 can be computed as a determinant of a given matriz

A

d
Fs,t = Z E(p) HAi,p(i)a (534)
=1

pGﬁl,d
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with €(p) as the signature of the permutation p € Py 4, and

1,d
Tt C'1,2 Cl,S T Cl,d
2,d
1 7Ts,t 0273 e Ogyd
A= : .. : : )
d—1,d
1 ce 1 7Ts,t Od—Ld
d,d
11 - 1 T

where
/1 1
Cha = Contstntt) =3 (5 [nCapatuddu + = fon(wlpatuia)
j=kVi $

Using the same idea, we can deduce a generating method for the computation of T,

and fs,t' In fact, the solution X, of the induction scheme in Definition 2 can be
expressed in a similar way as follow

pefl,del

with €(p) is the signature of the permutation p € Py 411 and

_1,d A ~ =
gt 1,2 01,3 Tt Cl,d+1
_2d A A
I 7y Coz - Chap
A= ,
—dd A
Lo 1w G
d+1,d
1 1 - 1 XIh

where Cyg41 = <7‘T§7{d,ng1’d>t and
d
A _kd —ldy _
Ck,l = COU(WS,t aWs,t) = E ,

j=kVl

@__18)2/ pir()ps(w)du, k1€ {1,...d}.

Let denote Fs_f the second order permutation determinant of the matrix A" that
comes from A by suppressing both line and column ”k”

d
D= ep) I[ Ao

pef]f 4 i1=1;i#k
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where 7_311% = {p € P14, p(k) = k}. The following lemma gives a generating way to
implement the term ” Z;.l:i fg Diﬂi:?DiFS,tdu” which appear in both Theorem 5.3.1
and Theorem 5.3.2.

Lemma 5.3.3 Leti € {1,....,d} and s € (0,t). We have

d
/ Diri{ DIl ydu =Y T iCl.
=1

Proof F':
i

rst, using (5.34), we have for every u € (0,t)

d
DTy = Y «Dj (HAi,p(z’))
=1

peﬁl,d
d d ‘
= > E(P)Z( 11 Az‘m(z‘)) D3 Arpq)
peﬁlyd 1=1 \i=15il
d
= Z Z ( H Ai,p(i)) DJ st’
Lpep i=1;i#l

where the last equality is due to the fact that A, is deterministic except for

p(l) =1 for which A4;; = W‘iﬁl. Now, since wi”f does not depend on the Brownien motion W/
when [ > j, using Fubini theorem we get

d J
/D%rstDJF idu = D 3D € H A piiy / Dyt Dinldu

=i l= =l
Jj=t l=1 pEPY 4 1=1;1#l
d d d
= A Digtdpigldg
- 6<p) 4,p(1) ulst PyTg U
=1 j=IVi =l i=1:4
I=1j l\/zpefplﬁd =151l
d
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5.4 Complexity comparison of different approaches

5.4.1 Square Monte Carlo benchmark and regression me-
thod

As we saw in the introduction, to approximate the CVA value using (5.6), one needs
first to simulate assets trajectories, also known as simulating scenarios [14], that
corresponds to the outer expectation, then compute the conditional expectation given
by (5.7) involved in (5.3), (5.4) and (5.5). For some models and some contracts, this
computation could be explicit or semi-explicit using Fourier transform [12]. When the
dimension is 2 or 3 and for a large choice of models and contracts, numerical methods
for PDEs® become more appropriate because faster than a Monte Carlo simulation.
However, for the most general models and contracts and for dimensions bigger than
4, the only option that remains is the use of Monte Carlo for both simulating asset
trajectories and the conditional expectation in (5.7).

When only exchanging European contracts with the counterparty and the number of
simulated trajectories is big enough, using a square Monte Carlo for CVA computa-
tion gives reference results. The parallel suitability of Monte Carlo allows to increase
the accuracy using more computing resources including many-cores architectures as
done in [1]. Nevertheless, the complexity of square Monte Carlo remains too high.
Indeed, if we denote by d the dimension of the problem in terms of assets, by M
the number of simulated trajectories and by N the number of time steps of the si-
mulation ©, then we shall simulate exactly dNM|[1 + (M — 1)(N — 1)/2] segments of
trajectory (see Figure 5.1). The proof of this result is built on the assumption that
we use the same number of trajectories for both Monte Carlo simulations involved.
In fact, we have to draw dM N segments for the first Monte Carlo and at each time
step tx, we should simulate (M — 1)(IN — k) segments of trajectories at each point
from the first dM N set, which leads to

dMN +> dM(M —1)(N —k) = dMN <1 LW 1>2(N - 1)) .
k=1

Thus, if we denote by T the complexity of the simulation of a segment of a trajectory,
the complexity of square Monte Carlo is of order O(TdM?N?). Another inconvenient

5. Partial Differential Equations
6. Supposed here equal to the number of time steps of the SDE discretization
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F1GURE 5.1 — The price of the contract FIGURE 5.2 — The price of the contract
at T'/2 is approximated by a Monte Carlo at 7'/2 is approximated by a linear re-
simulation. gression on a finite basis.

of this method comes from the fact that it has an exponential complexity according to
the number of trajectories when employed for American contracts. Indeed, according
to induction (5.5), to get ¢f™(S;,) we must have M trajectories of the function
oit (St ) and so on.

For all the previous reasons, practitioners prefer the use of methods based on re-
gression whose complexity can be decomposed into two terms : A part associated
to the scenarios generation which is of order O(TdMN) and another part for the
approximation of the conditional expectation by a regression on a polynomial basis
b(Sy,) + E(f(Stpi1)|St) = Ab(Sy,) (see Figure 5.2). The vector A minimizes the

quadratic error
|| £(St,ir) — AB(S)]] (5.35)
and thus equal to
A=TTE (£(S4,)b(Ss,)) (5.36)

where the matrix U = E (b(S;, )b"(S;,)). Consequently, at each time step, the matrix
inversion (5.36) can be implemented by the Singular Value Decomposition (SVD) ex-
plained in [23] and the expectations are approximated by an arithmetic average

N
Z tk+1 tk )’

E (f(Stk+l Stk ~

= |

1

B (¥ (5) = 37 2 b(SH V(S

tg

&MZ I
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F1GURE 5.3 — Histogram of prices obtained by Monte Carlo using Longstaff-Schwartz
algorithm with maturity 7" = 1 and thirty exercise dates.

Due to the SVD inversion performed at each time step after an expectation approxi-
mation, the complexity of the regression phase is of order O(K3,MN), where K,
is the cardinal of the vector b(S;, ). The overall regression method for CVA compu-
tation has a complexity of order O((Td + K3;,)MN) even when American contracts
are involved. Although this method is less complex than square Monte Carlo, it is
not well suited to parallel implementation (see [1]) because of the matrix inversion
phase. Moreover, computing CVA with regression method involves generally the im-
plementation of several regressions, each one uses a different vector b(S;,) for each
contract. Finally, the accuracy cannot be increased only by increasing the number
of trajectories, because one has also to take bigger values of Kj;. The latter fact be-
comes a real issue when the dimension d is big enough which could be seen in Figure
5.3 for d = 5, as the obtained prices remain far from the real price even when taking
more trajectories. This limitation was studied by the authors of [17] that recommend
to have a number of polynomials K, ~ O(y/log(M)). Despite of these drawbacks
and because this method is quite fast, practitioners, like in [14], prefer to use it with
some heuristics to improve the simulated results.

Although we discussed here the basic implementation of the regression method, we
point out the existence of different versions of it. Among those versions, the authors of
[16] propose the use of a local regression basis and derived a full convergence analysis
of their method. The algorithm based on their idea can be considered in the midway
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between a basic global regression and MCM which is a pure local method. Indeed,
the algorithm proposed uses regressions iteratively that keeps the overall complexity
similar to a basic regression method and it improves the results locally. Nevertheless,
this algorithm inherits the problem of choosing the right local regression, especially
when dealing with American contracts, in which case one has to perform iterative
regressions for each contract.

5.4.2 MOCM as an alternative

From a theoretical point of view, MCM is really interesting because it is general
enough to a large choice of models and contracts. Thus, unlike regression methods,
there is no heuristic choice of the vector b(S;,) that should be specified according
to the model and to the contract. Indeed, as already mentioned in Section 5.2 as
well as in [2] and will be discussed also in Section 5.5, we can apply MCM to path-
dependent contracts and with models as multidimensional Heston models and usual
jump diffusion models and others. From a computational point of view, because it
is a pure Monte Carlo method, MCM is as suited to parallel implementation as a
square Monte Carlo method. MCM could be also used for CVA computation that
involves American contracts. Also, in contrast to regression algorithms, MCM aims
at a nonparametric algorithm in which the accuracy can be improved by increasing
only the number of the simulated trajectories and adding more computing resources
to speed up simulations. This fact is demonstrated on Figure 5.4 in which we can
see that MCM performs better 7 than Longstaff-Schwartz (LS) algorithm ® when we
increase the number of simulated trajectories. Moreover, according to Figure 5.4,
MCM is as efficient as LS because it could provide sufficiently good results even when
simulating very few number of trajectories, here only 2!°. In Section 5.5, we will see
that the accurate results obtained by MCM goes beyond the computation of the CVA,
because it allows to have compelling approximation of the delta sensitivity.

Although MCM is both less complex than square Monte Carlo and applicable for
CVA involving American contracts, it is more complex than regression methods.
Indeed, with MCM we need only to simulate the assets trajectories once, but the ap-
proximation of the conditional expectation as a quotient of two expectations is imple-
mented for each path. The complexity of this method is then of order O(CyTdM?N),

7. When only American options are involved. The error should be bigger when simulating the
CVA on various American options
8. An algorithm based on regression.
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5 Dimensions and 2'° Trajectories 5 Dimensions and 2'* Trajectories
1.9
1.8 1.8
@ 1.7 1.7 -©-McM
2 —5—1s
016 1.6/ mimimie I | KL XY PR
“o- T R
1.5 1.5 %/’@-ﬂ{af‘ﬂi\m
1.4 1.4
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Time Steps

FIGURE 5.4 — LS vs. MCM for 5 dimensional American option, the real price is
given by PR.

where C; depends on the dimension d. If the backward conditional density, introdu-
ced in Section 5.3, is computed off-line then Cy = 1. Otherwise, C; = O(n,) where
ng is the number of terms involved in the quasi-determinant I';; and expressed in
the following proposition.

Proposition 5.4.1 For d > 3, ng satisfies the following induction

Ng = Ng_1 + (d - 1)nd_2 (537)
with : ny = 1, Ng = 2.

Proposition 5.4.1 can be easily proved by induction using the relation
Pra={rlop; p € Praa}W{my 10p;p € Pra—r,p(l) = ,1 €{1,....d—1}},

where Tij : i <> j is the transposition application on {1,...,d — 1} that swaps only
i to j and j to i. This relation is another version of the relation (2.16) given in [2].
Although the induction (5.37) provides an ng which is by far smaller than d!, ng can
be quite big for high dimensions, for example : n5 = 26, ng = 76, n; = 232 and
nip = 9496. To overcome this problem, we explain, in the example given in Section
5.5 how to group contracts together in order to reduce the number of Brownian
motions involved and reduce d.

As proposed in [9], using the multidimensional quick sort changes the term M? that
appears in O(CyTdM?N) into M (In M)@=YV1 However, we prefer in our work to
use the straight implementation because the parallelization of the multidimensional
quick sort on GPU make the overall implementation generally either less efficient or
barely more efficient for the usual values of M and d.
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5.5 Numerical tests using parallel implementation

In the previous sections, we presented the theoretical framework of CVA estimation
using MCM and studied its computational complexity. To finalize this work one has
to give some theoretical approximations of the error of the estimation. However, this
part is delayed to future work which can be based on works dedicated to Ameri-
can options like [8]. Nevertheless, we demonstrate here the accuracy of MCM by
comparing it to square Monte Carlo and to a regression method. When using large
number of trajectories, square Monte Carlo provides benchmark values for both path-
independent and path-dependent European contracts that will be considered as the
real values. Consequently, we study the accuracy of MCM for CVA that involves only
European contracts. In order to have an idea of how MCM behaves when dealing
with American contracts, we refer the reader to [2, 9]. Before summarizing the results
of the different simulations, we start by presenting the considered models and how
simulating European path-dependent contracts could be performed.

5.5.1 Benchmarking setup

Based on Section 5.2, we implement one example from the intensity family and one
example from the structural family. Each model will be completely specified by the
assets dynamics and either the dependence between the assets S; and the default
time 7 or between the value exposure V; and 7.

Regarding the intensity model, we take the constant volatility version of (5.9) :

ds; d o .
Sgt :Tdt+UlZQZ]de, SO = Zj, 1= 17"7d7

(5.38)

j=1
N =" +d(Vy)y, witha' >0and o >0

with T' = 1, the risk neutral interest rate = In(1.1), the time discretization is defined
using the time steps that is given as a parameter in each simulation, S§ = 100
and 0;; = o;0;; with 0; = 0.2 where ¢ = {0;j}1<ij<q¢ comes from the Cholesky
decomposition of the correlation matrix d,_; + o(1 — 6;—;) such that a € [0,1) and o
is the Kronecker symbol.

Regarding the structural model, we take the constant volatility version of (5.9) and
we correlate it with the Brownian motion W} that drives the firm value process
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Xt .

dX

—t :Tdt+0'0th0, XO = 20,

Xy

t j 3 .
S; :rdt—i—alZQUth], Sozzi, 1= 1,..,d,
7=0

with 7' = 1, the risk neutral interest rate r = In(1.1), the time discretization is defined
using the time steps that is given as a parameter in each simulation, Sj = 100
and 0;; = o;0;; with 0; = 0.2 where ¢ = {0;j}o<ij<qs comes from the Cholesky

decomposition of the correlation matrix d,_; + o(1 — 6;—;) such that a € [0,1) and o
is the Kronecker symbol. With this specific example, one understands better the sense
of (5.15) and how the Malliavin Calculus can be implemented on W = (W1, ..., W)
without considering the dependence with respect to W7.

Using MCM, simulating CVA that involves only European path-independent contracts
(5.3) is quite simple when compared to adding European path-dependent contracts
(5.4). Then, some details should be provided for the implementation of (5.4). To
simplify the explanations, we assume that N involved in (5.6) is equal to the number
of time steps used to approximate the trajectories of the assets. Let us consider the
problem of approximating the conditional expectation

E (( max S, — SEN)+|ftk> :

i=0,..,N

Using Markov property and notation E; = max Stlz_ , this conditional expectation

i=0,..,

can be rewritten as

—1

—1
E ((z':o%?(NStli_ SEN)+|E’“) =k ((Stk \/z‘:i&%}.{.,NS;"_ Sin | St S ka) (5.40)
—1
= Ost 52 (S,)

with :

O 5,00 = B ((vy_max 5 = 52,51, 52) (5.41)

i=k+1,.,N
and for each asset trajectory, we have a specific value y and once it is fixed as a payoff
parameter, we can compute the conditional expectation using the result of Theorem
5.3.1 or Theorem 5.3.2.
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The previous idea for implementing European path-dependent contract can be ap-
plied for lookback as well as barrier and Asian contract. In order to have a bet-
ter approximation of some SDEs and path-dependent contracts, one can also take
the number of time steps bigger than N °. Indeed, considering the previous path-
dependent example, it is possible to increase the accuracy of the approximation of
SUPg<s<y, Os and sup,, <4 S5 if we have more than k points and N — k points in
the intervals [0, ¢;] and [tx, ty] respectively.

We should also discuss the parameters C; and ng introduced in Section 5.4.2. Pre-
viously, we pointed out that the induction (5.37) provides important values when d
is big. However, not all contracts require the d-dimensional information, fact that
can be seen with our previous example given in (5.41). Actually, assuming d = 10, to
evaluate (5.40) we need only two Brownian motions if we are using intensity model
(5.38) and three Brownian motions ' when using structural model (5.39).

We finish the benchmarking setup by presenting two numerical tricks : The first one
should improve the Monte Carlo estimator of (5.19) and (5.20) and the second one
removes the contributions that are “Wrong”.

Localization with truncation

In order to approximate numerically (5.19) and (5.20), we remind that we are using
the same set of trajectories which makes MCM less complex than a square Monte
Carlo. However, some trajectories must not be added '* to the Monte Carlo estimator
of T4[f](z) and R. ,[f](x) because they are far from the point x. This technique is
known by localization and some papers, as [3, 7|, propose some ”optimal” choice of
localizing functions. We use here a simpler idea based on truncation. Without loss
of generality, ignoring the dependence on the default time and introducing a subset
T € RY, we replace

Wk =F (%k+1lstk) =F <V;5k+113tk.+16'r|stk> +E <Wk+1 1Stk+IETC

Stk>

9. We remind the reader that IV is associated to the discretization of the time integral.
10. Because of W0,
11. Or added with a much smaller weight.
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in F((V;,)+) to get the inequality

DIRICCRINENN

< E <[‘/;k+1:|+ 1Stk+1€Tc> T ([E (WHIlStHlGTlStk)}*-) .

B (Vi) < B ([B (Vi s, er
(5.42)

The error value £ <[Vtk+1]+ 1gtk+1€p) can be estimated, and if it has the order of

the errors induced by the Central Limit Theorem (95% confidence interval) it can
be neglected and we consider :

B(Vie) =~ ([B (Vs erlsi)], )

From an implementation point of view, we choose T such that we include the most
likely asset trajectories, with probability between [85%,95%)] depending on the di-
mension of the problem. For example, for d = 1 or 2, we include only the 95%
probability trajectories. Formally speaking, for a fixed S¢ = z;, we take into account
only the trajectories associated to S that could occur with probability 95%.

Removing “Wrong” values of the conditional expectation

For a fixed set of simulated trajectories M and fixed trajectory [ € {1,..., M}, this
idea is based on the fact that we want the conditional expectation E (V;,,,|S} ) to
be included in min V¢ , max V/

jeflnMy} Y je(rmy
consider that our estimator gives us a wrong value and we stop taking into account
the conditional expectations generated by the trajectory of index I.

. If this condition is not fulfilled, we

5.5.2 MCM accuracy for CVA and CVA sensitivities

First, we need to point out that we were able to perform our accuracy study thanks
to a parallel GPU !? implementation on an Nvidia 480 GTX card. Indeed, one of the
advantageous of MCM algorithm is its suitability to parallel architecture. The goal
of this section is to prove the good accuracy of even a basic implementation of MCM

12. Graphic Processing Unit
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without reducing the variance using the backward conditional density introduced in
section 5.3.2. More advanced numerical study of the backward conditional density
will be performed in the future.

TABLE 5.1 — Examples of simulated CVA : MCM (2'¢ trajectories), regression Reg
(216 trajectories), square Monte Carlo MC2 (2! trajectories), N = 10.
Payoff d=2
a=0 a=0.5
MCM Reg MC2 MCM Reg MC2
Call on average 114 129 11.6 11.9 145 126
Call on max 20.9 23.7 221 183 214 19.5
(S7 — Sk 145 17.8 157 124 148 134
Payoft d=3
a=0 a=0.5
MCM  Reg MC2 MCM Reg MC2
Call on average 10.0 10.9 10.0 12.1 13.1  11.6
Call on max 30.3 29.2 28.0 25.6 254 23.3

(5 — 51y, 156 155 138 135 123 134

We present two parts of the accuracy study : The first one compares MCM to the
linear regression method to compute (5.6) when 1,¢@, +,,,] is assumed to be equal to
1 and V,, is the price of each contract associated to each payoff specified in Table
5.1. Thus, in this part we do not take into account the dependence according to the
default time simply because we do not know a standard way to do it for the regression
method. In the second part, we study the MCM accuracy for both computing the
CVA and its sensitivity for the intensity model (5.38) and the structural model
(5.39). In tables 5.1 and 5.2, the errors associated to the confidence interval of 95%
are smaller than 5% of the showed CVA values. As for Table 5.3, the confidence
interval of 95% is specified thanks to the + sign.

When considering the values given by the square Monte Carlo (MC2) as the real
values, according to Table 5.1, the values obtained by MCM are almost always better
than regression method (Reg). In cases when MCM is less accurate, it is sufficient
to increase the number of simulated trajectories. This fact is not true for regression
methods because they require the increase of the cardinal of the regression family.
Also unlike regression methods, the accurate results obtained by MCM allows to
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compute A sensitivity either by using the finite difference (FD) of two MCM prices
or by simulating R ,[f](z) introduced in (5.20).

TABLE 5.2 — Examples of CVA and sensitivity computations : MCM (2'® trajecto-
ries), square Monte Carlo MC2 (2! trajectories).

Payoft Intensity model
CVAQT 853 CVA(),T
MC2 MCM wusing (5.20) using FD
(S2-SL, 131 1.39 0.08 0.10
(S —SL), 255 270 0.10 0.13
Call on max  3.55 3.54 0.12 0.10
Payoff Structural model
CVAy 052CVAq 7
MC2 MCM using (5.20) using FD
(S2— Sk, 211 2.26 0.04 0.06
(So—SL), 384 413 0.10 0.12
Call on max  0.95 0.90 0.044 0.050

TABLE 5.3 — Examples of CVA values for d = 3 : MCM (2! trajectories), square
Monte Carlo MC2 (2!* trajectories).

Payoft

Call on average
Call on max

—3 S1+52
(ST_ Tg T)+

Intensity model Structural model
MC2 MCM MC2 MCM
0.21+0.04 0.27+£0.01 0.034£0.01 0.04 +0.01
0.67£0.01 0.84+0.05 0.224+0.03 0.31+0.05

0.80 £0.07 0.86 £0.09 0.25+0.06 0.30=+0.01

Once more, according Table 5.2, when the number of simulated trajectories is suf-
ficient, we obtain accurate values of the CVA and its sensitivity for both intensity
and structural modelling framework. Table 5.3 shows sufficiently accurate results for
d = 3 for intensity and structural models even when only 2!* trajectories are simu-
lated. For d = 3, the results of the sensitivity using (5.20) and using FD do not
coincides as good as in Table 5.2 except when we compute the sensitivity according
to an asset that is highly involved in the CVA.
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Based on what is discussed before, we summarize the comparison of the three me-
thods in the following table

TABLE 5.4 — Comparison of the different algorithms

Monte Carlo Monte Carlo Monte Carlo with
square with regression Malliavin calculus
Complexity | O(dM?N?) | O(Td+ K3, )MN) | O(CyTdM?N)
Parallelization Suited Limited Suited
American Op. No Yes Yes
Dimensions Unlimited ! Very limited Limited
Delta Expensive Not possible Limited

In Table 5.4, very limited in dimension means limited and not standard in the sense
of choosing the vector basis.
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