
HAL Id: tel-00944655
https://theses.hal.science/tel-00944655

Submitted on 10 Feb 2014

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Probabilistic numerical methods : multi-scale and
mean-field problems

Camilo Andrés Garcia Trillos

To cite this version:
Camilo Andrés Garcia Trillos. Probabilistic numerical methods : multi-scale and mean-field prob-
lems. General Mathematics [math.GM]. Université Nice Sophia Antipolis, 2013. English. �NNT :
2013NICE4133�. �tel-00944655�

https://theses.hal.science/tel-00944655
https://hal.archives-ouvertes.fr


���������� ���� ������ ���������� ��� ��������

����� ��������� �� �������� ������������� �� ����������

� � � � �

���� ������� �� ����� ��

������� �� ��������
�� ������������ ���� ������ ���������

���������� � �������������

��������� �� �������� ���

������ ������ ������ �������

�������� ���������� �������������� ���������

�������������� �� ��������� �� ����� �����

����� ������� ��� �� �������� �������

�������� �� �� �������� ����

���� �

�� ��� ������ ���������� �� �������� �������
�� �������� ������� ��������� �� ���������� ���� ������ ���������
�� �������� ����� ����������� �� ����� �������������
�� ������ ����� ���������� �� ���������� ������ �� ����� �����
�� ������� ����������� ����������� ��� ���������� ���� ������ ���������
�� ����� ����� ����������� �� ����� ������ ���������



����� ����� ��� ������ ���� ������� �������� ������� �� �������� ���



�������������

���� �������� ���������� ��������� ������������ ��� ��������� �� ������ �������� �������� �� ��������
��� �������� �� �������������� ���� �� �������� �� �� �������������� ���� ��� �������������� �� ���
��������� ������� ���� ��� �� ���� ��������� ������� ������ �� ��� ����������� ����������� �� �������
����� �� ������ ��� ������������ � ��� ������

�� �������� ��������� ��� ������ �� ������ ����� ������� ������� ����������� �� ��������� ��
����� �� ���� ����� ���������� ��������� ��� ��� ��������� � ��������� �� ����������

��� ������������� ����������� ����� � �������� ������ ������� ����������� �� ����� ����� ����
������� ������� ��������� �� ����� ������ �� ���� �� �� ������

�� �������� ��� ������ �� ��� �� ������� ���� ��������������� �� �� ������� �� ��������� �����������
�� ��� ������� �� ������������ ���������� ��������� ����� ������� ������ �������� ���������������
����� �� ������� ������

�� ����� ��������� � ��������� ������ �������� �� ������������ ��������� ���� ���� ������������� ��
���������� ��������� � ������� ����������

����� � ���� ��� ������� �� ����������� ��������� ���� ���� ������� ������� ������� ��� �����
������ ������� ���� ���� ��������� �� ������������� �� �������� ���� ������������ ��������� �������
������� ������ ��� ������ ������������� ����������� � ��� ������� ����� ��� ��������� ������� �� �����
���� ������� ���� ���� ���� �� ����������

����� � ���� ��� ����������� ��� ������� ����� ��� ��������� ���� ��� ���� ����� �� ���� �������
�� ����������� ����������� �� ��������� �� ����� �� ������� ������������ �� �� ������ �� ���������� ��
������� �� ����� �� ���� �������� �� ������ �� �� ��������� �� ������� � �� ������ �� ������� �� ������
�� ������� ���� �� ������� �� ����������� �� ����� ������

��� ������ �������� ���� ��� ������ ����� �� ����� ������������ ���� �� ������ ��������� ��
���������� �� ���������� �� �������� � �� ��� ����� �� ��������� ����������� �� �������������� �����
������ �������� ���

�� ����� � ��������� �� �������� ����� ����� ���� � �� �� ������� �� ���� �� ������ ��� ������
������� � �� ����� ��� ��������

���



����� �� �������� �� ���� ��� ����� �� �������� ����������� �� �������� ����� ������� ��
����� �������� �� ����� ��� ��������� ����� ���������� ���� ����������� ������� � ������ �� ����
����������� ��������� ������ ������ �������

��



����� ��� ��������

������������

� ������������ �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ��������� ��������������� ������������� ��������� ����������� � � � � � � � � � ��

��� �������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ������������� �� �� ������ ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� � ��� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ����������� ���������� ���� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� �� �� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� ������������� ��������� ����� ����� ��������� �� ���� �������������
��

��� ��������� �� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������� ��� �������� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������ ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ����� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� �������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��������� �������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�



����� ��� ��������

� �������� �������������� ����� ������� �� �������� ���� �������� ���
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ����������� �� �� ������� �� �������� ���� ��������������� ������ ��� ��� � � � ��

��� �������������� ����� ������� �� �������� ������� ���� �� �������� ��� ���� � � � ��

������������ ���������

� ������� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �������� ����������� ���������� ������������ ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� �������� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��������� ������������ ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ��� ���������� ���� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ����������� ���������� ���� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� �������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������ ������ ����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ������ ������ ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������� �� ������ ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� � ����� ������ �� ��������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ���������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ���������� �������������� �� � ������� �������� ������ �� ����� �����
��

��� ���� ����� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ����������� �� ��� �������� ������ ��� ���� ��� ������������� � � � � � � � � � � � ��

��� �������������� �� � ���������� �������� ������ �� ����� ����� � � � � � � � � � � � � � � � ��

� � ���������� ���� ������ ��� �������� ����������� ��������
��� ������

��



����� ��� ��������

� ����������� ����� ��� �������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ��� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��� ���� ��� ����� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� � ������ ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ���������� ���� ����� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������� ������� ��� ������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ����������� ������� ��� ��� ���� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ���������� ����������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ������ ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ����� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ����������� ������� ��� ��� ����� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

� ��������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� ��������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ���� ����������� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����
����� �������� ��� ���� T (γ, q,m) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� �������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

� ���� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� ��������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

��� ����� �� ��������� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� �������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ����� �� ������ ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� � ����� �� ������� �������� �� � ���� ����� ����������� � � � � � � � � � � � � � � ���

� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���



����� ��� ��������

� ����� �� ������� ��� ����� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

��� ���� �� ����������� �� ��� ������� �������������� ����� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ���� �� ����������� ��� ��� �������� �������������� ����� �� ������ ��� ������ � ���

� ������������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

��� ��� ����������� ������ ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��� ����������� ����������� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

��� �������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

��� ������ �� ������ ����� ���� ��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ����� �� ����� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����
����� ����� �� ����� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����
����� ����� �� ����� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

� ������ �� ��������� ��� ��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

��� ����� �� ��������� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

��� ����� �� ��������� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

� �������� �������������� �� � ������� �������� ������ ��
����� �����

� ����������� ��������� �� ������ �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

� ������������� ������� �������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

��� �������� �� ������ ������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� �������� �� ������ ����� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� �������������� ���������� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ���� ���������� �� ������ ��� ��������� �� ��� ���������������� ���� � � � � � � � � � � ����

� ��������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����



������������

� ������������ ��������

����� ����� ��������� ���� �� �������� �� ��������� ��������� ������������ �� ��� �������� �������
��� ��� �� �������� ��� ����������� ���������� ���� �������� ���������� �������� ���������
������������� ����������� ��� �������� �������������

������������ ����� � ���� �������� ������������ ��� ������ ��������� �� ��� ������������� ���
������� ������������� ���� ���� �������� ���� ���� ��� �������� ��� ��������� �� ����� ���������
��� ��������� ������������ ���������� ��������� ����������� ������� ��������� ������ ���������� ���
��������� ��� ������� ������������� ������ ��� ������� ���� ��� �������� ������ �� ���������
�������� �� ��� ������������ �� ������ ������ ��� ��������� ������ ��� ���� ����������� ���� ���
������� ���������� ������ ��� �� ��������� ��� ������ �� ������ ��� ����� ������� ��� ������
����� ���� � ��� �������� ��� �� ������������� �� ��������� ������������ �� ��� ������ �������� �
������ �� ����� ��� ������ �����

���� ������ ������ ��� ����� ������ �� �� ���������� ��� ������� ������������� ��� ������
���� ��� ��������� �� ������������ �� ������������ �� �� ������������� �� ��������� ���������
������������� �� ����� � ����������� �� �������� �������� ���� ������� �� ������� ��� ���������
������������ ������ �� ������ ������������ ��������� ��� ���� �� �������� �� �������� ��������
������ ����� �� ������� ��� ���� ������� ��������������� �� ��������� ���������� �������� ��� ������
������������� ���� ����� ������� ����� ������������� �� ������� ����� �������� ��� ������� ���� ���
����� ��������������� �� �� ������� ���� ������� ��� ������� ���� ������� ������������� ����
��������� ������������ ����������� ����� �� ������� ����������� �� �������� �����

��� ������������ ��������� ������������� �� �������� ���������� ���� �������� �� ���� ���
������ ������ �� ��������� �� �������� ����������� ���� ������� �� �� ��������� ��������� ���
��������� ������������� � ��������� ���� �� �������� ���� ����������� ���� ��������� ��������
����� ���� �������� ���� ��������� ��� ������� �� ����������� �� �� ��������� �������� ���������
�� ������� �� ���������� ����� ��� �������� ����������� ���� ��������������� ������ ��� ����

�� ������� �������� ��� ���� ����� ������ ��� ��������������� ��������� ��� ������� ����
���������� ��������� ����������� ������������� �� ������� ������������ ����� ��� ���� ������� ��

�



������������

��������� �� ����������� ����� ��� ����� ����������� ���� ��������� ��� ������ �� ��������� �����
� ������� � �� �� ����� �� ��������� ����� � ������ ��� �� ��� ��������� ��������� ���� ��� ���� �������
�� ���� ������� ��� �� ���������� ��� �������� ���� �������� ����� ����������� ������ ��� �����
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���� dy� B �� B̃ ���� ���� ���������� ��������� ������������ �� ���������� ����������� dx ��
dy� �� ���� �� ��������� �������� �� ������� ���� ���� ��������� �� ��������� �������� � ���
�������� �� ����� ����������� ������� ����� ��� ���� �������� �� ����� ��� ����� ��� �� ���������
�� ����� ����� ����� ��� �� ������ �� 1� ������������� �� ��� �� X� ������ ��������� ��� �������
� Y � ����� ������ ��� X� ��� �� �������� ����� �� Y � �� �������� ��������
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• � ������ �� ����� ���������� �������� ��� ��� ������� �� �������� ��� ���� ������� �������
������ �� ������ ������� ���� ���� ����� ������ ��� ���������� ������ ���� �� ���������� ��
�� ����� ���������� �� ��������� � ������ �� ��� ������������� ��� ����� �������� �� ����������
���� ���� ������ ��� ������� �� ������ ���� ���� ����� ���� ������ �� ������� ��������� � ���
���� ������� �� ���� �� �������� ������� ���� �� ����� �� ������� �� ���������� �������������
���� ������ ������� ��� ���� �������� ��� ������� ��� ��� ������������������ �����������
���� ��� ���������� �������� ����� ��� �������� �������� ���� ��������� ���������� ���
�������� ���� ������������ ���� ������ �������

dXt = rXtdt+ f(Yt)XtdBt

dY �t =
�
�−1(m− Y �t )− �−1/2ν

√
2Λ(Y �t )

�
dt+ �−1/2ν

√
2dWt,

�� f ��� ��� �������� �������� ��������� B �� W ���� ���� ���������� ��������� �����
����� ����������� ����������� ρ ∈ (−1, 1) ��

Λ(y) =
ρ(µ− r)

f(y)
+ γ(y)

�
1− ρ2,

���������� �� ���� �� ������ �� ������ ��������

�� �������� ��� ���������� ��� ������ ��� ���������������� ����������� �� ������ �� ������
�� ��� �� ������� �� ������ � �� ������� �� �� ���������� �� ��� ��������� �� �������� �������
���� �� ���������� ������� ����� ���������� ��������� �� �� �������� ������ ��� ������� �
�� �������� ������ ���� ������� ���������� ������� �� ��� ����� ����������� ����� �� ����
����� ������� �� ������������ �� ����� Λ ������� � ��� ���� ������

���� ��� �������� ���������� �� �������� ��������� ��� �� �������� ������ ������� �������������
����� �������� ��������� ��������� �� ��������� ������� �� ����������� ����������� �����������
�� ������ ��������������� ���� ������ ����� �� ������ �������� ���� h �� ������ �� ��� ��
�������������� ���� ������ �������� ���� ��� ���������� �������� �� ���������� �� ���������� ���
���������� ���� ������� �� ������� ��� ���������� ����� ������������ ��������� �������� ����
��� ���������� ������������� �� ���� �������� �� ��������� �� ���������� ��������� �� ��� ������
���� ������ ��� �� ������ ������� ����� �������� ������� ���� ������ ��� �������� ����� ����� �����
������������� ��� �� ������� �� O(�−1/2h1/2)� ������ ��� ����������� ��������� ���������� ��� �
��� ��������� Δ ����� �� ���� ������� �� ��� �� �������������� �� ������� �� �Δ2 �� ��� ��������
�������� ������� (dx + dy)�

−1Δ−2 ����������� �� �� ������ ��� ���������� ������� ������� �����
����� ����� �� ��������� ��� ������ ���������� ��� ���������

���� ����������� �� �������� ��� ���� �������� ����� ��� ��������� �� ����� ������������ ��
���� �������� ��������� ���� ��� �������� �������� �������������� ���� �� ���� ��������� ���
������ ���������� ���� ����������� � �� ������� ��� �� ����� ������ � ������������� ���� �������
���������� ���� �������� �� �������� ����� ������ � ������������� � ��� ������ ����� ���������
��� ������������ ��������� ���� �������� ���������� ��� � ������������� � �������� ��� �� ���
������ ������ ����� ��� ������� ������

�� ����� ������������ � ���� � ����� ������������� ����� ������� ���� ����� ��� ������� ����
������� �� ���������� ��� �������� ������ �� ���� ��� ����������� �������������� �� ��� ������ �
������ �� ������������� ���� ������ ���� �� �������� ����� ���� ������� �� ������ �������� ��� �
������ ����� ��������������� �� �� �������� ������ �� ����� ������ �� �������������� ����� ���
������� ���� �������� �� ������������ �� �� �������� ������� �� ������ ��������� ���� ���� ���
������� �� �������� ����� �� ������������ ����� �� ������� ��� �� ���������� �� �� �������� �����
��� ����� ������������� ����� g(x, y) = 0 ���� ����� �� ��� ������� �� �������� ������ ���� �� ���
���� �������� ���������� ����� ������� � ��� �������� ���� �������� ��� ���� � ���� ��������

��



�� ��������� ��������������� ������������� ��������� �����������

�����

���� �� �������� �� ����� �������� ��� �� �������� �� ��������� �� ���������� ���������� ����
��������� ���������� �� �������� � ���� �������� ��������� ��������� ��� ��� ������� ������
���� ����������� �� ��������� �� ���� �� �� ������� �������� � ���� �������� �� �������� ���������
��������������� ������� ��� ������� �� ������������ ���� ��� ����� �� ������� ���� ��� ��� ���
���������� �� ������� �� ����������� ����������� �� ������� ��������� ��������� ��� �� �������
������� ���� ������� ����� ���� ����� ��� ����������� ���������� ���� �� ������� ������� � ��� �����
������� ����������� ����� ���������� ��� ������� � �� ������ ��������� �� �� �������� ������ ��
���� ����� � ������� ��������� ���� ��������� �� �������� ��� ���������� � ������ �� ������������
� ��� ����������� ������� ��� ��������� �� ����� ���� ����� ������������� �� ��� ���������� ���
������� �� ������ ���������� ������������� ���� �� ������� �� ��������� �� ���������� ���������
��� ������� �� ������ �����

��� �������� ��������

�������� � ������� ���� �������� ��� �� ������� ������ ������� �→ 0 ������ ������� ��� ��������
������� ���� ���� ������ �� ������� ���� ��� ������ ������ �� �� ���� ����������� �� ��� ������
����� �� ���������� ��� �������� ���� ���� ������� ���� ��������� �� ������� ��������� ����������
�� ����� ��������� ��� �� �������� ������ ���� ���������� ������������� ���� ������� ������� ��
����� ����� ����� �� ����� � ����� �� ���� ����� ���������� ���� �� �������� ����� ��� �� ����
������ ���������� ������ ���� ��������� � �� �������� ������ ����������� ��� ���� ������� �����
����� ������� ��� �� �������� ����� ���� ���� ��������� ��� �� ����� ��������� ������������ ��
�� ���������� ��� ������� � �� �������� ������ ��� ��������� ��� ��� ������� ���������� ����
������ ����� ����� �� �� �������� ������ ���� ���������� ��� ������� � �� �������� ����� ������
���� �������� ��� ����� ���� ��� ������ ������ � ����� ��� ������ ���������� ��� �� �������
��������� ����������

�� ������������� ������������ �� ������ ��������� ���������� ������� ������������� �� �����
������ �� ������������ ����������� ����� ������ ���������� ��� ����������� ����� �� ������������
���� ��� ���� ��� ��� ������������� �� ��� ������������� ������� �� �������� ���� ����� ��������
�� �������� ����� ����������� ���� �� ������� �� ������������ ���� ����� ����� ����� ����� ���� ��
��� ������������� ���� ����������� �������������� ���������� �� ������� �� ������������ ��� ��
����� �� ���� ����� ��� �� ���� ������ � ����� ����������

�� ��� ��� �� ������� ����� ������ ��� ������ ������ ���� �� ������� �� ��������� X�� �������
� ���� ���� ����� ���� ����� ���� ��������� �������� �� ���������� ������������ �� X� ��� ��
�������� ���� ������ �� ��������� ����� ������� � ������� � ����� �� ���������� ������������ ��
����� �������� � ������� �� �������� ������ �������� ��� ���������� �������� ��� ���� �����
���������� ��� ����������� ��� ��������� �� �� ������� �������� �������� ������� ������� � ���� L�
�� ���������� ������������ �� ���� ��� ���� ���� ������ �����

L� = �−1Lxy + L�y
x

�� L�y
x ��� �� ���������� ������������ �� �� �������� ����� ���� ����� ��������� ��� y

L�y
x :=

dy�

i,j=1

hij(x, y)
∂2

∂xi∂xj
+

dy�

i=1

fi(x, y)
∂

∂xi
.

�� h(x, y) = gg∗(x, y) � �� Lxy ��� �� ���������� ������������ �� �� �������� ������ ����� �������

��



������������

���� ��������� {Y ��t}t≥0 ���� ����� ��������� ��� x� �������������

Lxy :=
dy�

i,j=1

aij(x, y)
∂2

∂yi∂yj
+

dy�

i=1

bi(x, y)
∂

∂yi
. ���

���� �� ������ ���� ������ µx �� ������ ���������� �������� � {Y ��t}t≥0 ���� ����� ���������
��� x ������������ �� ������� �� �������� ��� ��� ����������� �� ������������ �� �� �������� ��������

���� ������ ���������� �������� L� ���� �� ��������� L�y
x ������� �� �������� ������ � ����

������� �� ������ ������� ������ ���� ������������ ����������� L̄ ����� ����� ����������� �� L�y
x

��� ������� � µx�

L̄ :=
dx�

i,j=1

Hij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

dx�

i=1

Fi(x)
∂

∂xi
,

��

F (x) =

�
f(x, y)µx(dy) H(x) =

�
h(x, y)µx(dy). ���

���� ψ ��� ����������� ��������� ���������� ������ ����� Rdx �� R� �� ���� ������� ��� ������
������ ψ� ������ �� Rdx ×Rdy ���� R ����� ��� �������� �� L� ��� ψ� ���� ������ �� �������� �� L̄
��� ψ� �� ����� ���� ������� ������� �� ����� �� ���������� φψ ���� ���� ����� ���� �� ������
��� ���

ψ�(x, y) = ψ(x) + �φψ(x, y).

�� �� ������ ���

L�ψ�(x, y) = (�−1Lxy + L�y
x )(ψ(x) + �φψ(x, y))

= L�y
x ψ(x) + Lxyφψ(x, y) + �L�y

x φψ(x, y)

= L̄ψ(x) +O(�),

�������
Lxyφψ(x, y) = (L̄ − L�y

x )ψ(x). ���

����� �������� ��������� �������� ��� φψ ��� �������� �� ���������� �� ������� �������� � Lxy ����
����� ������ (L�y

x − L̄)ψ(x)� ���� ���������� ��� ���� ������ �� ���� �� ����� O(�)� �� ����
��� φψ ���������� � ��� ������ ���������� �� �����������

������ ������������� ������� � ���� ���� ����� �� ����� �� ���������� �� �������� ������������
���� ������� ���� ����� �� ���� �� ��������� ��� L�ψ� �������� ���� L̄ψ�

�� ������������� ������ ��� ���� ����� �������� ������ ����������� �� �������� ��������� ��
������� �� ������������� ��� ���� �������� ��� ���� ��� ������� ������� � ����� ����� ��������
�������

���� ������ ��� Cj,r+αb �� ���������� ��� ��������� ����� j �������� ������� ��� ������� � x ��
r �������� ������� ��� ������� � y� �� ����� ����� ��� ��� �������� �� ���� ����� ������ α−������
��������� ��� ������� � y ������������ �� x�

������� ��� ��������� � ���� ������ ������ b, σ, f, g ������ �� ��� �� a = σσ∗� ���������

��� lim
|y|→∞

b(x, y) · y = −∞ �� ��� �� ������� �a� ���� ������������ �������������� ���������

��������� ��� a, b ∈ C2,1+α
b � �� f, g ��������� ��������� ��� ������� � x ������������ �� y ��

����� ��� ���������� �� ���� ����������� �� y �� �������� �� x�

��



�� ��������� ��������������� ������������� ��������� �����������

����� ���� ���� T > 0� �� ������� �� ��������� {X�
t , 0 ≤ t ≤ T}0<�≤1 ��� ���������� ��������

���� C([0, T ];Rl) �� ���� ����� �������������� X ��� ��� �������� �� �������� �� ����������

������� � ����������� L̄�
�� ����� ������� �� �������� �� ���������� ��� ���� ����� ����� X� ⇒ X� �� X ��� ��������

��� ������������� �������� ����� L̄ ����� �����������

�� ��� ��������� �� ��������� ��� �� ����� ���� ������ ������� �� ������������ �������� ����
�������� ������ ����� �� ���������� �� ��� ���� �� ����� ������� �−1 ���� �� �������� ������ ��
����� ����������� ��� ��� ������ �� �������� ���� �� ������� �� ������������� ��� ����� �� ����
������� � �� ������ ������� �� ��������� ������ ���� C([0, T ],Rd) ����� �� �������� �� �������
�� �������� ������ ��� ��������� �� ��������� ��� ��������� �� ������� ���������� ����� ���� ��
����������� ���� � ������� ������� ��� �

• ���� ���� δ > 0� �� ������ M > 0� ��� ���

P

�
sup

0≤t≤T
|X�

t | > M

�
≤ δ 0 < � < 1.

• ���� ���� δ > 0� M > 0� �� ������ �0 �� γ� ���� ���

P

�
sup

0≤t0≤T
sup

t∈[t0,t0+γ]
|X�

t −X�
t0 | ≥ δ; sup

0≤t≤T
|X�

t | ≤M

�
< δ.

������ �� �� �������� ������ �������� ��������� ����������� �� �������� �������� �� �� ���� �����
����� �� ���������� �� ����� ���� ������� ���� �� �������� ������� �� �������� �� ���������������
�� �� ������� �� ������ �������� � ������� ��� ����� �� ��������� ������� ���� ������� � �� ��������
������ ��� ��������� �� ���� ������ ��� ���������� ��������� ���� � ������� �� �� ��������� ����
��� �������� ����� ����� ��� �� ������ � �� ������ ���� ��������� ������� ����� �� �������� �����
������

��� ����������� ����� �� �������� ��� ���� ����� ���� ������� �������� �� �������� �� ��
����� ��������� ���� ���������� ���������� ��������

Xt = x0 +

� t

0
F (Xs)ds+

� t

0
G(Xs)dBs, ���

�� G(x) =
�
H(x) �� F,H ���� ������� �� ���� ������ ��� �������� ���������� ��� G(x) ���

������ ��� ������ �� �� ������� ����������� �������� H(x)� �� ����������� �� � ������ � ������
��������� ������� ����������� ���� G(x)� ��� ����������� ���� ����������� �� ������ G(x) �����

�� ������������� �� �������� �� H� ������ ���� ��� ���������� ������������ X� L−→X �������
�→ 0� �� ��� ���� �������� �� ��������� �� ��������� �������� �� ������ � ���� ������� ������
���� �� �������� �� ������� ��� ��� ��������������� �� ������� ����

�� ����� ���� ���������� ������ �� �������� ������������� �� ������ ���������� �� ��� ����������
���������� �� ���� ���� ���� �������� �������� ������������� ����� �������� �� ������� ���������
��� ���� ��������� ���� ����� ������� �� ������ ��� ��� ������ ���������

��� ������������� �� �� ������ ����������

������ ������� ��������� ��� ��������� �� ���� ��� �������� ������� �������� ��� �����
���� ���� ���� ������ ����������� ��� ���������� ��� ������� � �� ��� ���������� ��� �� ��������

��



������������

���������� ���� ������������ �� Xt ��� �� ��������� ������������ ��������� ���� ������ ����������
µ� �����

�
f(x)µ(dx) = lim

t→∞
1

t

� t

0
f(Xs)ds ≈

1

N

NΔ�

k=0

f(X̄kΔ)ds,

�� 0 < Δ � 1� N ��� �� ������ N � 1 �� X̄kΔ ��� �� ������ ��������������� ���� ��� �����
kΔ� ���� k = 1, . . . , N � �� ��� ������ ��������� ���� ����� �������� �

• ��� ������ �� ����������� ����������� �� ������������ �� �� ������ � ������� ��� ���
����� ���� �� N �������

• ��� ������ �� ���������� �� ������ ����������� ������� �� ������ ��������� ��� ����� ���
�� ������ ��������������� �� ��� ��� �� �������� ����������

�������� �� ���������� ���� ���� ��������� � ������ �� ��������� ��� ��� ������� �� ������ �����
������� ����� �� �������� ������ ������� �� � ��� ����������� ��� �� ����������� �� ������ �������
���� �� ������ ����� ����� ������ ����� ������ ��� ������� �� N−1/2 ���� �� ����� ��������� �� hN
������������ ����������� �� ����� ��������������� �������� �� �������������� ��� ������� �������
�� ��������� ���� ������� �� ��������� �� ����������� �� ����������� ����������� ��������������
���� ������� �� ������������� �� �������� ����� ������ ���� ��� ����� �� ������ ���� ����
���� �� ������ ��������� ����� � ������ ��� ��������� �� ����������� ���� �� ������ ���������� ������
������� �� �� �������� ���������� ���� ��� ������� ���� ���� �� ��� �� ������� �� ����������� ���
����������� �� ���� ���� �� ��� �����������

���������� ����� ��� ������������� �� ��������� �������� � ��������� ��� �� ������ ��
�������������� ��� ���������� �� ��� �������� ��� �� �� ���� ��� �� ���� ���� �� �� ��������� �
��������� ��� ���������� ��� ������� ����� ������ �� ������ ����� ���������� ��� �� ��������

dXt = −X3
t dt+ dBt

��� ��������� �� ��� E
�
|Xt|2

�
≤ 3/2 ���� ���� t ∈ R+� ������ ��� �� �������������� �������

��������������
X̄k+1 = X̄k − X̄3

kΔTk+1
+ΔBk+1

� ��� ������� �� �������� ����� ���������� ������� k ���������

������ �� ��� ������������� �� ������� ������������ �� ������� ��������� ��������� ���� ������
������� ����� ���� �� ���� ���� ������������ � �� ������� � ������� ��� �� ������ �� ������
�������� ��� ������� ��� ������������ �� ���������� ��������� ��� �������� �� ������ ��������
���� ���� ��� ��������� � ������ ���� ������ �� �������� �� �� ��� ��������� ��������� ������� ���
���������� ��������� ���� ��� ����������� �� ����� ����� � �� ��������� ����������������� �� ��
������ �� ������ �� ���������� ����������� �� �� ������� �� �������� ������ ��� �� ��������� ��
���������� �������� ��� ������� � ������ ����� ��������� ����� ��� �� ����� �� ������ �� ������ �
�� �������� ����� ��� ��������� ��� ������������ �� ������� ��������� ��� ���������� ���� ���������
���� ��������� ���� ���� �� �����

����� ������� � ��� �����������

��� ����� ������� ��������������� �� �� ������ ���������� � ��� �������� ��� ��������� ��
����� ���� ���� ���� ���� ������� ���� ����� ���� ���������� ��� ������� ��������� �� ����� ���
������ ������� � ����� ����� ��������������

��
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���� {γk}k∈N ��� ����� �� ��� ������������ ���� γk > 0 ���� ���� k� lim
n→∞

γk = 0 �� lim
k→∞

Γk =∞
��

Γk :=
k�

j=0

γj .

���� B̃ �� ��������� ��������� ������
√
γk+1Uk+1 := B̃Γk+1

− B̃Γk
�� ����� ��� Uk+1 ����

�� ������� �������� ��������� ���� y0 ∈ Rdy � ���� ���������� ��������������� ������� � ���
����������� ����� �������� ��������� ���

Ỹ x0 = y0

Ỹ xk+1 = Ỹ xk + γk+1b(x, Ỹ
x
k ) +

√
γk+1σ(x, Ỹ

x
k )Uk+1, ���

�� ������������ � ��� ����������� �� �� ������� ���

F̃ k(x) =
1

Γk

k�

j=1

γjf(x, Ỹ
x
j−1) ���

��� ��������� ��� �� ��� ���������� ��� ������� ��������� �� ������������ �������� ���� �����
�� ������� ���� �������� ������ ������������� �� ������ ���������� ���� ��� ��� �� ������ �������
���� ��� �� ���� ������ ��� ����� �� �� ������� ���� ���� ���������� ���� ���� �������� � �����
������� ������� ��� ���� �������� �� ������������ ��� ��������� ���� ���� ������ ������� �� �������
�� ����������� ������������ �� ������������ ��������

�� ���������� ��������������� �� �� ������� � ��� ����������� ��� ���� ���� ������� �� ���
����� ����������� ����� �������� �� �������� ������������ �������� ���������� �� ��������� ���
��������� �� �������������� ��� ���������� ���� ������������ � ��� ����������� ������� ��������
��� �������� �� ��������������� ��������� ���� ������������ �������� ������� �������� ���� ��
������� ��������� �� �� �������� �������� ������� k → ∞ ����� ������ �� ����� ������������ �
��� ����������� ���� ���� ����� ������������� �����

F̃ 0(x) = 0; F̃ k(x) = F̃ k−1(x) +
γk
Γk

�
f(x, Ỹ xk−1)− F̃ k−1(x)

�

�� ��� ��� ���� ����������� ���� ����� �� ��� ���������

�� ������ �� �� ����������� ������� ���� ������� ����������� ����������� ����� �������� ��
�������� �� ��� ���������� �� ���������� ���� ������� �� ������� �� �� ����� �� ������� �����
k →∞� �������� �� ��������� �� �������� �� ���������� ��� �� ������� ��� �� ��� ������ ����
���� �������� ����� �� ��� ����� �������� ������� ���� ��� ���� � ������ �� �������� �������������
������ ����� ��� ��������� �� ��������� �� �� �������� �� ���������� ���������� ���������������
�� �� �������

��� ����� ��������������� �� ������������ ��� ����� ������ ��� �������� ����� �� � ��������
������ �� �������� � ������ ������ ���� ����� ��������� ��� �������� � ��� �������� �������
�� ���������� ����� ��������� ������� ���� ������ ���������� ������������� ����� ������������� ��
�������� ���� �������� �� ����� ��������� ���� �������� ��� ������� ���������� �� �������������

��� ���������� �������

�� ���������� ���������� ��� ��������������� �� �� �������� �� �� ������ ���������� ������ �����
����� �� �������� �� ���������� ��������������� ���� �� ������� ��������� ��������� ���� ����

��
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�������� ����� ��������� ���������� � ��� ����������� ������������� ����� ���� ��� ��������� ��

��������� �� ��� ����� ����� ��� ����������� ���� ������ ������� ���� ��������� ����� �� ��� ����
��������� ������������� �� �� ������� ������� � ��� ����������� ���� �������� ��� ���������� ��
�������� ��� �������� ���������� � ������ ������ ������� ���� ����������� ��� ���� �� �����
���� ��� ����������� �� ����� ������ ���� ������ ������� ��� ��������� ������������� � ������
������ � ������ ��� ������������� �� �������� ���� ������� �� ��������� �� �����������

����� ����������

��� ��������� ��� ���� ���������� ���� �������� ���� ��������� ���������� ��� ��� ���������� ��
�� �������� ������ ����������� (Hf.s.)�� ��������� ��� ��������� �� ������������������� ���
��������� �� ���������� �� ����������� �� ��������� ������ ��� �� ���������� �� �� ��������� ���
������������ ����������� ����� ������ ������ ���������� ���� �� �������� ������ {Y ��t}t≥0 ����
��������� ��������� ����� ��� x� ���� ���� x ∈ Rdx � �� ��������� �� ������������������ ��� ����
����� ��� ���������� ���� ������������� �� �� ������� ������� � ��� ������������ ���� �� ����
��������� ���������� ��� ��������� �� ������� �� ������������ ���� ������� �� ������������� ��
�������� �� ������ ��������������� ��� �������� �����������

���� �������� ��������� ��� ���������� ��� ��� ���������� ��������� ����� ����������� (Hs.s.)��
� ������� ��� ��������� �� ���������� ���������� ��� ������� � �� �������� x�� �� �������� ��� ��
���������� ������������ �� y �� �������� �� x� �� ���� ��������� �� ������� h = gg∗ ������������
��� ��������� �� ������������� ����� ���� ��������� ���������� ���� ��� ������� �� ��������� ���
������� � �� ������������� �� ���������� ��� ��������� ���� ������� �� ���������� ��� ����������
�������� ��� ������ ���� �� ������� � �� �������� ��

����� ����������� ���������� ���� ������

���� ��� �������� T ������� ���� n ∈ N∗ �� �� ����� tk = Tk/n� ������������ ���� ��� �����
�����

X̌n
tk+1

= F̃M(n)(X̌n
tk
)Δtk+1 + G̃M(n)(X̌n

tk
)ΔBk+1,

�� F̃M ��� ����� �� ��� �� G̃M (x) ��� ������� �� ���� ������ � ���� ���������� ������� H̃M (x)
���� ������������ � ��� ����������� ��� ���������� ��� h(x, y) = gg∗ (x, y)�� ���� ���� �������

��� ������������� �� �������� ���� ������� G̃M (x) =
�
H̃M (x)� ����� M(n) ��� �� ������ ��

��� � �������� � ������ ����������� �� �� ������� � ��� ����������� �� �� ��� ����� �� ��������
�� ������ ����� �� ��� ���� �� ������ ������� �������� ��� ���������� ��������� ��� ����������
���� ����� ���������� ��� ������ ���� �� �������� ����������

��������� ��� ���� ����� ������ ���������� �� ������ ������ ��� �� ������������� �� ��������
���� �������� � ��� �������������� ��������� ���������������� �� ������������ �� ��� �� ������
��� ���� ����� �� ��� ���������� �����������

���� ����� ��������� ������ ��� ������� ���������� �� ������������ ������ ���� ��� ���������
�� �������� ��� ���� �� ���� ��������� �� ���� ��� ������������ ���� ���� ���� �������� ����
��������� ����� ���������� ��� ������������� ������������������ �� ������������ �� ���� � ����
��� ����������� �������� �� ������������ � ��� ����������� ������� �� ��������� ���� ��������� ��
���������� ��������� ������� ���� ������� �� ���������� �� ������������ ���� ������� ���� ���������
���� �� �������� ���

��
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���� �������� �� ������� ���������� ��� ����������� �� F �� H ��� F̂ (n);λ(x)� H̃λ,M(n)(x) ���

������� �� ���� ���� ��� ���� ������������ �� ����� ���� ����� G̃λ,M(n)(x) =

�
H̃λ,M(n)(x)�

������������ ��������� ��� ����� ����� ����� ������������ ���� �� ����� ���� �� ����������
��� ����������� ��������� ��� ��� ���������� �����������

��� ��������� ����������

���� ��� ��������� ���� ������� ���� ��� ������� �������� �� ������������ ������� ��� ������
�������������� ������������� �� ���� ������ t = �nt�/n� ����� ���� �����������

X̃n
t = x0 +

� t

0
F̃M(n)

�
X̃n
s

�
ds+

� t

0
G̃M(n)

�
X̃n
s

�
dBs. ���

�� �������� ��� �������� ��� ���������� ��������� ��� ������������ ���� � �� �������� ���������
���� �� �������� ������ �� ��������� �� ���� ��� ������� ������������ ���� �������� ������ �������
������ �� ����� ��� �� ������������ ��� ������� ����������� �������� ���� �� �������� ����� ����

������� ���� ������ 0 < θ < 1� γ0 ∈ R+ �� γk = γ0k
−θ� ���� M1 ��� ��������� ���������

��������� ��� ��� ���������� (Hf.s.) �� (Hs.s.) ����������� ������������ �� ��������� ���� ��

������� � �� ��������� � ������ ������������ �� ������ M(n) ���

M(n) =M1n
1

1−θ ,

�����

�� ������������ ������� �� ������ ��� ��������� K ����� ���

E

�
sup

0≤t≤T

���Xt − X̃n
t

���
2
�
≤ Kn−[(1−θ)∧θ]/(1−θ)

��� ������� ���������� ���� �� ��� ��� � g ≡ 0�� ��������� �� ���� ��� f ��� �� ����� �

���� ��������� ��� ������� � y ���� ������ ��� �������� ��������������� �������� ���������

��������� θ ≥ 1/2� ������

n
�
X − X̃n

�
=: ζn ⇒ ζ∞

������������ �� ��� �� �� ����� �� ���������� ���� ζ∞� �������� ����� ��� ���� ��� ����������

���� �������� �� �� ��� ����������� ����� ��� ������ ������������� ���� �� ����������� ����

���� �� ������������

���� ������� ���������� ���� �� ��� ��� � h = gg∗ ��������������� ��������� �� ���� ��� f, h
���� �� ����� � ���� ���������� ��� ������� � y ���� ������ ��� �������� ���������������

�������� ��������� ��������� θ ≥ 1/3� ������

n1/2
�
X − X̃n

�
=: ζn ⇒ ζ∞

������������ �� ��� �� �� ����� �� ���������� ���� ζ∞� �������� ����� ��� ���� ��� ����������

���� �������� �� �� ��� ����������� ����� ��� ������ ������������� ���� �� ����������� ����

���� �� ������������

�� ������ �� ���� �� ��������� ������ � �������� ���� �������� �� �������� ��� ���������������
�� �� ������� ��������� � ������ ������ ���� �������� ��� �� �������� ��� ���� ��� �������
������ �� ���������� �� �� ������� �� ���������� �� �� �������� �� ���������� �� ������� �������� �
�� �������� � ������� ������� ��� ���������� ���� �������� � ������ ��� ��������� �� ������� ��
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������������ ����� �������� ���� ���������� �������� ������� ����� ����� ������� ��� ����������
���� �� ��������� ��� ��������� ���������� ���������� �� ������� �� ������� ��������� ��������
L2 ���� ������� �� ����������� ����� �� ����� ���������� �� ���� ����� �� ���� �������� ����
�� ������� �� ������������ �� ����� �� ���������� ��� ��������� ���������� �� �� ��������� ���
����������� ����������� ����������� ���� ��������� �� ��������� ��� ��������� �� ������������
������ �� ���������� �� ����� ����� ����� �� ������� ���� �� ����� ��� ������� ����� �� ��������
��� �� ��� �����������

�� ������ ���� �������� ���� �� ������� ����� ��� ������������ ���� ��� ���� ������ ���
������������� ������� ���� ������ ������� ������� �� ��������� �� ���������� ��� �������� � ��� ����
������

�� ������� ���������� �� ������������� ������ ���� �� ������� ��� �� �������� �� ������� ���
����� ���������� ��� �� ������� �� �����

��������� ���� ������ 0 < θ < 1� γ0 ∈ R+ �� γk = γ0k
−θ� ���� M1 ��� ��������� ���������

��������� ��� ��� ���������� (Hf.s.) �� (Hs.s.) ����������� ������������ �� ��������� ���� ��

������� � �� ��������� � ������ ������������ ���� M(n) ����� ����� ���� �� �������� ���� ����

X̂n �� �������� �� ������������� �� �� ������� ���������� �� ������������ ������ ���� �� ������� ���

�� �������� �� ������

�� ������������ ������� �� ������ ��� ��������� K ����� ���

E

�
sup

0≤t≤T

���Xt − X̃n
t

���
2
�
≤ Kn−[(1−θ)∧θ]/(1−θ)

��� ������� ���������� ���� �� ��� ��� � g ≡ 0�� ��������� �� ���� ��� f ��� �� ����� �

���� ��������� ��� ������� � y ���� ������ ��� �������� ��������������� �������� ���������

��������� θ ≥ 1/3� ������

n
�
X − X̃n

�
=: ζn ⇒ ζ∞

������������ �� ��� �� �� ����� �� ���������� ���� ζ∞� �������� ����� ��� ���� ��� ����������

���� �������� �� �� ��� ����������� ��� ���������� �� ����� ���� ������ ������������� ����

�� ���������� ���� �� �������� ����

���� ������� ���������� ���� �� ��� ��� � h = gg∗ �������������� ��������� �� ���� ��� f, h ����

�� ����� � ���� ���������� ��� ������� � y ���� ������ ��� �������� ��������������� ��������

��������� ��������� θ ≥ 1/5� ������

n1/2
�
X − X̃n

�
=: ζn ⇒ ζ∞

������������ �� ��� �� �� ����� �� ���������� ���� ζ∞� �������� ����� ��� ���� ��� ����������

���� �������� �� �� ��� ����������� ��� ���������� �� ����� ���� ������ ������������� ����

�� ���������� ���� �� �������� ����

���������� ���������� ������������ ��������� ����� ��� ������� � �������� ���� ��� �� ������� ��
����������� ����� �� ���� ��� ���� ������������ ��������� �� ����� ������������� �� ������������
��������� ������ �� ������� ��� ���� ������ ������ �� θ ���� �� ��������� �� �� ����� γk = γ0k

−θ�
�� ���������� ������� � ��� ��������� ������������ �� �� ���������� �� ������������� ����
������� ��� ������ ����������������� �� ���� � ����� ��� �� ����������� ���� ������ ������� ���
����������� �� ������� �������� �������� ���������� ����� ����������

��



�� ��������� ��������������� ������������� ��������� �����������

����� ������� �� �� ����������

���� ������� ��������� �� ����� ����������� ��� ���� ����������� ����� �� ������ �� ���
������ �� ������ ����� ������������ ����������� ���� ������� �� ������ ��������������� ��
���������� �������� ���� ������ ���� ����� ��� ���� ����������� ��������� �� ���� ����������
�� ���� ������� ���� ���� ���� ��� ����� �� ���� ����� κ(n) �� ������������ ���� n ��� ����
�������� �����

κ(n) = [κ1(n, dx, dy) + κ2(dx)]n,

�� κ1 ���������� �� ���� ������������ ��� ���������� � ������ ��� �� ������������ ������� ���
��������� �� κ2 ��� �� ���� �� ������ �� ������ ��� �� ������ ������� ��� ���������� ���������
�������� ��� �� ������� �� O(dx) ���� �� ��� ��� ��� O(d2x) ���� �� ��� ����

����������� ���� ������� �� ����� κ1� ��� ���� ����������� ������� ����� M1n
1/(1−θ) ����������

���� ��������� �� �������� Ỹ �� �������� ��� ����������� F̃ �� G̃� ���� ������������ ����� �������
�� ��� ���������� ����� O(dydx) ���������� ���� �� ��� ��� �� O(dyd

2
x) ���� �� ��� ���� ���

��������� ���� �� �������� ��� �� ���� ����� �������� ��� ������������� �� �������� ���� �� ����
�� O(d3x) ����������� ������

κMsDS1 (n, dx, dy) =




O
�
dydxn

1/(1−θ)
�

���� �� ��� ���

O
�
[dyd

2
x + d3x]n

1/(1−θ)
�

���� �� ��� ���
.

���� ������������ ������ �� ���� ������� ��� κEMsDS1 ≤ λκMsDS1 ����� �� ��������� ���� ��
���������� �� �������� ��� ����� ��� ���� ����������� ��������� �� ���� ������� ���� �� ����
�������� ���� ��� �� ������� ���������� �� ������������ ������ �� ������� �� θ ���� ������

�� ��� �� ���� ���� ����������� �� �������� ���������� ��� ���� ������������ ��������� ���� ��
����� ������� �� ������ ������������� τ ������� ���� ���������� ��� ��������� Δ ��� ��������� ��
�������� ��� �� �� ���������� ��� �������� ��� Δ(n) := O(n−1) ���� �� ��� ��� �� Δ(n) :=
O(n−1/2) ���� �� ��� ���� �� ���� �������� �� ������ �������� ���� θ� �� ������ ��� ������� ��
�� ����� � �

��� ��� ����������� ��� ��� �����������
θmin 1/2 1/3 1/3 1/5

τmin(Δ) O(dydxΔ
−3) O(dxdyΔ

−2.5) O([d2xdy + d3x]Δ
−5) O([d2xdy + d3x]Δ

−4.5)

����� � � �������� �������� �������� �� ������ ������������ ���� ���������� ��� ���������
Δ� �� ������������ �� ���� �� �� �� ������� ���������� ���� ��� ��� ��� �� ����

������ ���� ���������� ���������� ��� ����������� ������ ��� ���������� ����������� �� ������
������� ��� �� ������� ��������� ��������� � ���� �� ��� ���� �� ��� ������ ��������� (dx +
dy)�−1Δ−2 ����������� ������ ������������ ���� ��� ���� ������ ������� � < Δ(dx ∨ dy)

−1� ��
������������ ����� �� � < Δ1/2(dx∨dy)−1� ���� ������� ����� ���� �������� ���� ������������
������� ���� ����� �� ��� ����������� ��� ����������� ���� �� ����� ������� ���� ���� ���� �����
��������� ������������ ���� ������ ��������� �� ����� �� ������ ����������� �� �������� ��� ����
����������� ���� ������� �� �������� �� �� �������� ��������� ������� ��� �������� �� ����� ������

����� ���� �� ��� ���� ������������ ������� ��� ���� ������ ����� ����� ������������ �����
� < Δ3(dx∨dy)−1 �� ���� ������� ������������ ����� �� ����� � < Δ2.5(dx∨dy)−1 �� ���� ������� ��
������ ��� ������ �������� �� ������ ������������� �� ����� �������� ���� ���������� ���
���� ���� �� ��� � ��� ������� ��������� �� ������������ ���� �� ��� ����

��



������������

��� ���������

���� ����� �������� �� ���������� ���� ��������� ��������� ���������� ��������� ��� ��������
���� ���� �� ������� ��������� ���������� ���� ����� ������ �� ����������� �� �� ������� ��
����������� �������� ��������� � ������ ���� �������� �� ���� ��� �����������

���� ������� ����� � � ������ ��� ������������ �������������� �� ��� ���������� ��� ��������
�� ������ �������� ����������� ����������� �� ������������������ ������� ��� ��� �������� �������
�� ������� ���������� �� �������� ������ �� ���� ����� ����������� �� ������������������ ������
�������� �� ��������� ������������ �� �������� ���� ��� ������������ ���������� ���������� ����
��������� �� ��������� �� ������� ����� ����� ��� ��������� �������� �� �������� �������� ���������
���������� ���������������� ��������� ����������� ���� �� �������� ������ ���� �� ��������� ����
�������� ���� ��� �� ������� � ��� ����������� ����� ��� �������� ������ �� �� ����� ������������
���� ������� ������ �� ������� ��������� �� ������� �� ������������� ����� ��� ��� ��������� ���
��� ��� ������������ ������������ ���� ������� ��� ��� ��������� ���������� ������� ���� �������
��� ���� ��� ��������� ���� ������ ��� �� ��������� �� �� �������� ����� �� ��������� ���������
�����

���� ����� �������� ���� ����� ��� �� ������ �� ����������� ����� �� ������������� ���������
�� �� ����������� ������ ���� ���� �������� �� ������� ��� ���������� ��������� ��� ����� �� ������
���� ����� �� � �������� �� �������� �� ������������ � ��� ������������ ���� �� ��������� ��� ���
������� ��� ���� ���� ���������� ��� �� ����� ������� ���� ��������� ��� �� ������������� �� ��������
������ ��������� �� �������� ������� ��� ������������ � ��� ����������� ����� �� ����������� �����
����������� �� �� ������������� �� ������ ��� ��� ������������ ������ ���� ���������������� ��
���������� ��� ���� ���� ��� ����� ���������� �� �������� ���� �� ������� �� ����������� �� ����
������ ��� �� ������� �� n−1� ���� �� ����� �������� �� ������ �������� �� ������ ���� ����� ����
�� ������ ������� � ���� ������� �������� ��� ������������� �� ������� ���� �������� ��������
�� ������� ������ ���� ����� ���� ��� �� ������������� �� �� �������� �������� �� ��� ���������
��� ������������� ����� ���� ������� ���� ���� �� ��� �� ��������������� ������ �� �����������
��� ������ ������ {γk}k∈N � ��������������� �������� � ��� ������������� ������� ��������� �����
���� ������ ��������� ������� �� ��� ���������� ���� n−2� �

�� ����� ������ ��� �������� ���� ��������� ��� �� ������� ��� ������������ ������� � ���
������� ��������� �� ����������� ����� ���� �� ����������� ������ ����� ���� �� ������ � ���
�������� ���� ��� ���������� �� �������� ��������� ��������� ���� �� ���� ������� ���� �������
������� �� ����������� � ������������ ��� ������� ������������ �� �������� �� ���� ������ ���
������ ��� ��������� ����� �� �������� �� �������� �� ��������� ��� ����� ������� �� �������� ������
��� ����� �������� ���������� ���� ��� ������� �� �� ������� ������ �� ���� � ��������� �� ������ ��
������ ���� �������� �� ������� ��������� ���� ���� ������� ������ ����� ��� ����� �� ������ ��
���� �������� �� �������������� ���� ����� ������� ��� ������ ���������� �� ��������� ��� �������
�������� ���� ��� ��������� ��������� ��� �����������
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�� B1:d ���������� �� ��������� �������� �� ��������� d� �� ���� ����� ���� �� ����������
B0
t = t� ���� ���� t �� [0, T ]� T > 0 ������ ���������� ���� ��� ������� ����� �������� ��������

���� X ���� ��������� �������� x0 �� ����� �������� ���������� Y ���� ��������� ����� ��������
�� X� �� ������ ������� ��� ���������� ��� ������� ����������� �� ���������� ��������� �� �� ���
��� ��������� ����������� �� ��� �� �������� ���������� ���������� ��� ���� �� ����������� �� ��
�������� ������������ ���� ������ ��� ���������� ���� ��� ��� �������� ������������� ������������
����������� ���������� ��������� �� ���� ������������� ���������� ���� ��� ��������� ��
���������

����� �������� �� �������� � ��� �� ��������� ��� ������� ��������� ���� �������� ����������
����� �� �������� ��� ����������� �� ���� ���� �� ��� ��������� ����� ���� �������� ��� ��������
������ �� ��������� �� �������� ��� �� ������� ���� ����� ������ �� ���������� ���� ������
������ �� ���� ����� ������ �������� �� �� ������� ��� ���� � ����� ������ ���� ������ ��
����� ������� ��� �� ��������� �� ��������� �������� ��� ��� ���������� ��� ��������������� ��
����� ������ ���� ��� ����� ���������� ��� �� ������ ������������ ��� ���� ������������ ����
���������� ���� �� ������ ��� �� ������� ������� �� ������ �� ������� ���� ���� ������� ���� �����

������ �� ������� ����� ������� �� �� ����� �� �������� �� ��������� �� ��������� �� ��������
����������� �� �������� ���� ������������ ����� �� ����� ������������ �������� �� ������� ���� ����
���� ��������� �� ����� �������� ���� ����� ��� ��� �������� ��������� ���� �� ������������ �� ��
��������� �������� �� ������ ��� �� ������ ��� ���������� ����� ��� ���� ��� ����� ��� ������� ��
������ �� �������� ����� �� ������� ���� ��������� ��� �� ������ �� ������ ��� ��������� �������
�� ������ �� ������� �� ������ ������������� ��� ���������� � �� ������� ������ ���� �� ������������
��������� �� �� ��������� ������ ����� ������ �� ������� �� ������ �� ���� ���� ��������� ���� ��
������ ����� ���������� ��� T � �� ������ ���� �������� �������� � ���������� ���� ������������
[0, T ] �� ������ �� ������������� �� ������ �� ������ ��� �� �������� ���� ��� ������� �� ������
����� ���� �� ������

�� ������� ��� ���� ��� ������ �� ������ ���� �� ������������ ���� ��������� ��� ��� ���� ����
����� ��� ��� �������� ���� ��������� ������ ������������� �� ���� ������� ����������� �� �����
��� ���� ������ ��� ��������� ��� ��� ������ ������������� �� �� ���� ��� ����� ���������� ��
���� �������� ���� ���������� ���� ������ ���������� �� ������ �� ������� ��� �� ����� ������
��� ����� �� ��������� ��� ������� ����������� ���� ��������� ����� ������ ��� ���������������
����� ��� ���������� ��� ��������� ������������ ������ �� ������� ��� ��� ���������� �� �����
���� �������� �� �� ������� ��������� �� ���� ��� ������������ ���� ��������� ��������� ���
�������������� �������� �� ���� ��� ������ �� ������� ���� ������������ �� ������ �������� ��� ��������
���� ����������� �� ������ �� ������ �� ���� ������� ��� ���������� � �� �������� �� ������� ��������
�� ������ �� �� �������� �� ��������� ��� ��������� ��� ��� ��� ���� ��� ���������� �������� ��
�� ������������ �� ���� ��� ������ �� ������� �� �������� �� �������� �� �������� ��� �� ���������
�� ������ �� �� �������� �� ����������

����������������� �� ����������� � ��������� ��� ��������� ������� X̂ �������� ���� �� ���
����������� ��������� ���� ����� ������ �� ���������� ������������� �� ���������� X1, . . . , XM

���� ��� ������������ �� ���� ������� ��������� �� �� ���� ��������� ��� �� ��������� �������

��



������������

��������� ���������������� ���� ������ ��� ��� ���� ������ �� ��������� ���� ��� ������� ����
����������

dXj
t = b

�
t,Xj

t ,
1

M

M�

i=1

δXi
t

�
dt+ σ

�
t,Xj

t ,
1

M

M�

i=1

δXi
t

�
dBj(t) ��� j = 1, . . .M ;

dX̂1:M ;α
t = b0

�
t, X̂1:M ;α

t ,
1

M

M�

i=1

δXi
t
, αt

�
dt+ σ0

�
t, X̂1:M ;α

t ,
1

M

M�

i=1

δXi
t
, αt

�
dWt

X1
0 = . . . XM

0 = x, X̂1:M ;α
0 = x̃

�� Bj j = 1, . . .M ���� ��� ��������� ���������� �� ��������� d� W ��� �� ��������� �����
���� �� ��������� d�� �� α ���������� �� �������� ��� ���� ��������� ���������� � �� ��������
�� ��������� ����������� A� ���� ��������� ��� �� ������������� �������� ��� ������ ���

J(t, x, x̃, α) =E

�
g

�
X1:M ;α;t,x̃
T ,

1

M

M�

i=1

δXi
T

�
+

� T

0
f

�
s,X1:M ;α;t,x̃

s ,
1

M

M�

i=1

δXi
s

�
ds

�

������ ���������� ��� ����������� �� �������� �������� ��� �� ����� ���� ���� ��������� ���
���� ������ � ��������� ���� ���� ����������� ����� ��� �� �������� �� ������� ������ �� �������
� �� ������ ��� �� ������ �� ���������� ����� ��������� ���� ����� �� ��������� �� ��������
�������������� ������ ������� �� �������� ��� �� �������� �� �������� ������ �� ���� ��� ����
�������� �� �� �������� �� �������� ��������� ���� ��� �������� ���������� ���� ���������� ���
����� � �� ��������� �� ������������ �� ����� �� ������� ������������ ���� ��� �������� ��
�������������





dXt = b(t,Xt, µt)dt+ σ(t,Xt, µt)dBt
dX̃α

t = b0(t,Xt, X̃
α
t , µt, αt)dt+ σ0(t,Xt, X̃

α
t , µt)dWt

X0 = x, X̃α
0 = x̃

���� µt �� ��� �� Xt� ��� ���� ��������� ��� ���� �� ������ ������ ���� ���� �� ������� �������
���� ���������� �� ���� ��� ���������� �� �� �������� ������� ��� ������� � �� �������� ������
�� ���������������� ���� ���������� ���� �� ������� ��� ��� ���������� ������������ �����������
�� ��������� �� �� �������� �� �� ��������

�� ����� ���������� �� �������� ������������� ���� �� ������� ������������ �������

J(t, x, x̃, α) = E
�
g(Xt,x

T , X̃α;t,x̃
T , µT ) +

� T

0
f(s,Xt,x

s , X̃α;t,x̃
s , µs)ds

�
.

��������� ��� ���� ������ ���������� ��� �� �������� ��������

u(t, x, x̃) = sup{J(t, x, x̃, α), α ∈ A}.

������ ��� ������ ��� ��������� ������ ���� �������� ���� ������� �������� u �� ��������� �������
���� �� �������� ������ ������� ����� ��������

Dtu(t, x, x̃) +
1

2
Tr(āD2

x,x̃u(t, x, x̃)) + b(t, x, µt)Dxu+H(t, x, x̃,Dxu, µt) = 0,

����

ā =

�
σσT σρ(σ0)T

σ0ρTσT σ0(σ0)T

�
, ρ = [B,W ]

��� ��� ��� ������� ���� �������� ��� ���� ���� ���� ���������� �

��



�� ������������� ��������� ����� ����� ��������� �� ���� �������������

�� [·, ·] ��� �� ������� �� H ��� �������������

H(t, x, x̃, z, µt) = sup
α∈A

�
b0(t, x, x̃, µt, α)z + f(t, x, x̃, µt)

�
.

���� �� ����������� ��� ��� �� ����������� ����� �������� � ���������� ��� ����� ��� �������
���� �� ���� ���� ��� ����� ��� �� ������� �� ��������� ������� ��� ���� ������� ���������� ���
������ ���� ���� �������� ���� ����� �� ��� ������������ � u(t, x, x̃) = Y t,x,x̃t �� Y t,x,x̃ ��� �����
��� �� �������� ����� ���������





dXt,x,x̃
s = b(s,Xt,x,x̃

s , µs)ds+ σ(s,Xt,x,x̃
s , µs)dBs

dX̃t,x,x̃
s = σ0(s,Xt,x,x̃

s , X̃t,x,x̃
s , µs)dWs

−dY t,x,x̃s = H(s,Xt,x,x̃
s , X̃t,x,x̃

s , Z̃t,x,x̃s , µs)− Z̃t,x,x̃s dWs + Zt,x,x̃dBs
Xt,x,x̃
t = x, X̃t,x,x̃

t = x̃, Y t,x,x̃0 = g(Xt,x,x̃
T , X̃t,x,x̃

T , µT ).

�� ��� ������ ��� �������� ��� �������� ��� ����������� ���� ������� ��� �����������
��������� ���� ��� ������ �� ��������� �� ���������

��� �� ������ �� ����� ��������� ���� �� ��������� �� ��� ���������� ��� ��������� ��
�� ������ �� �������� ��� ��������� ����������� ���� ��� ��������� ���� ������� ��� ����� �����
�� �������� ���������� ���� ������� ��� ��� ��������� �� ������������� �� ��� ������� ����
������������ ��������� �� ������� �� �������� ��� �������� �� ������� ��������� ����� �� �����
����������� �������� ���� ���������� ������������ ������� �� ��� ��������� ���������� ���������

��� ��������� �� �������������

��� ��������� �� ������������� ���� ��� ��� ���� ��� ���������� ��������� �� �� ��� ��
��������� ��� ����� ������������

dXt = b(t,Xt, µt)dt+ σ(t,Xt, µt)dBt, 0 ≤ t ≤ T ; µ0 = µ̄0 ����

�� µt ��� �� ��� �� X �� ����� t� ����� ��� ��� ����������� ��� ������ ���� ����� ����� ��
������������ ������������ ������ ������� ���� ��� ��������� �� ��������� ���������� ��� ����
���������� �� ����� ������ �

∂t�µt, φ� = �µt,L(µt)φ� ����

�� L ��� �� ���������� ������������ ������� � �����

��� ��������� �� ������������� ������������ ������������� ����� ������ ��� �������� ��
���������� ���� ������ ������������ �� ��� ������������ �� ���� ������� ��������� ������� ��
������ �� ���������� ������� ���� ������ ������� �� ������������ ������ ���� ��� ������� ��
���������� ������� �� ������� �� � ����������� �� ����� �� ��������� ��� ��� ���� ���� �� ���� ����
��� ����� ������ ��� ������ ���� ���� ������ ����� �������� ���� ��� �� ������� ����� ���� ������
����� � � �� �� ����������� �� ����� ���� �� ������� ��������� �� N ���������� �� �����������
�� ���� ������� ��������� ��� ����� ����� ��� �� ������� ��� ���������� ���� ��� ���������� �����
��������� �� ������������� ������������ �� ��� �� k < N ���������� ���� ���� �� ��� �� k ����������
������ ������� N ���� ���� �������� �� ����� ������� �� ������� ��� ������������ �� �����������
�� ����� ��� ����������� � �� ����������� ������ �� �� ������ ��������� �� ������� ���� ���
��� ������� ������ ����� �� ������ �� ������� ���� ���� �������� ����� �������� ��������� ���
�������� �� ��������������� �� ���������� �� ������������� ����� ������ ���� �� ������������
������������ ���� ������� �� ���������� ���� ��� ������������ � ����� ������ ��� ����������
����� ��� �� ����� ��� ����� �� �������� ����� ��� ��������� ��� �� ������� �� ����������� �����
����� ������������� ���� ���������� ��� ������� ��� ������� ���� �����

��



������������

���� ��� ��� ��������� �� ������������� ������ ������� ������������ �� ��������� �������
������ ��� ���� ���������� �������� ���� �� �������� �������� �� ������ �� �� ����� �����
�������������� ���������� ��� ������� ������������ ��� �������� ��� ���� �������� �� ������� ����
��������� �� ���������� ������������ ���� ������ � ������� ��� �� ���� ��� ������� � ����������
���������� ���� � �� ��������� ���� �� ������� ��� � ���� � ����� ����� � ��������� ����������
��� ���� ����� �� ���� ����� ���� ��� ����� �� ������� ���� ��� ��� ��� ����� ����� ���� ��� ���
���� �� ����� �� ��� ������������� �� ����� �� ��������� �������������� ��������� ����

�� �������� �� ����������� �� �� ��������� �� �� �������� ����� �������� �� �������������
������ ���� ���� ������� ���� ��� ���������� �� ���������� ����������� ���� ��� �����������
�������� �� ���������� ��� ������� � �� ���� ������� �������� P2(C([0, T ],Rd)) ��� �������������
��� C([0, T ],Rd) ��������� ��� ������� �� ������ ������ ���� ��� ������� ���� ���������� ��
�������� �� �������������

DT (m1,m2) =


 inf
m∈Γ(m1,m2)

� �
sup
s∈[0,T ]

�xt − yt�
�2

m(dx, dy)



1/2

�� Γ(m1,m2) ������� �� ���������� �� ������ ��� ������� ��� P2(C([0, T ],Rd))×P2(C([0, T ],Rd))
���� ����� ���� ���������� m1 �� m2 ���������������

����������� ���� ��������� ��� ��� ���������� b �� σ ������ ���� ���� ������ ������������

��������� �������� �� [0, T ] × Rd × P2(C([0, T ],Rd)) �� ��� µ0 � �� ������ ������ ���� ������

�� � � ��������� �� ������� ����� �� �����

�� ����������� ��� ��������� ���� ����� ������ ��� �� �������� ��� �� �������� �� �����
��� � �� ������ ��� ����������� �� �������� ��� ��������� �� P2([0, T ],Rd) ���� ��������� �� ��
������ ������� ��� ��� ������������ �������� ��������� ����� ������� �� �� ���������� ��������� ���
�� �������� ����������

��� ���� ������� ��� ��������� ����������� �� ��������� �� �� �������� �� ���������� �� �������
������� �� �������� ��� �������� ���������� ���� �� �������� �������� �������������� �� ���
������ �� ��� ���� ������� �� �������� ����� ����� �� ��������� ���������� ���� �������� �� �����
���������� ��� ����� ��� ���������� �� ������ ������� �� ��� ����� �������� ���������� ��� ��������
������������� ������ ��� �� �������������� ����� ������ ���� ������� �� ���������� �� �����������
����� ��� ������� ���� ���� �� ���� �� ��� ���������� ���������� ������� ���� �� ����� �������������
��� �� ������� �� ����� ������ �� ���������� �� ����������� ���� ��� ������ ������������� �� ��
����������� �� ������ ��������� ��� ��������� �� ��������� ��� ���������� �� �������������� ������
���������� �� �� ���������� �� �� ��� ���� ��� ���������� ��� ��������� ��� �� ������ ���������
�� ���������� ��� �����������

���� �� ����� �� ����� ������ ���� ��������� ��� �������� ���������� ����� ��� �� �������
�� �������� ��� �������� �� �������

��� �������� ��� �������� �� ������

�� �������� ��� �������� �� ������ ������ ������ ����� ������� ��� ���� ��������������
�������� ��� ��� ������� �������� ��� ����������� ������������� ���������������������� ��� �������
� ��������� ���������� �� �� ����� ������������ ��� ����

���������� ������� �� ������� �� �������� ���� (Ω�,F �,P�) �� ������ �� ����������� ����
Ω� = C0([0, 1],Rd) ���������� �� ����������� ��������� �� [0, 1] ��� Rd ����� ����� ������

��



�� ������������� ��������� ����� ����� ��������� �� ���� �������������

�������� 0� ���� F � �� ����� �� ����� ������� � ��� ������ �� Px �� ������ �� ������� ���������
���� �� ������ ������� � �� ��������� �������� ���� ��� ������ �� ������������
������ �� X ��� �� ��������� ������������ �� ��������� d ����� ��� (Ω,F ,P) ���

Xt = x0 +

� t

0
b(Xs)ds+

� t

0
σ(Xs)dBs,

���� ����� ���� ������ f �������� ����������

E[f(XT )] =
�

C0([0,T ],Rd)
f(X �

T (ω))P(ω). ����

��

X �
t(ω

�) = x0 +

� t

0
b(X �

s(ω
�))ds+

� t

0
σ(X �

s(ω
�))dω�

s. ����

������ ���� ������� ��������� ���������� ��� ���� ���������� �� X �� ���������� �����������
�� ��������� ������ � ������ ���� ����� ������ ���������� �� �� ������� �� �������� ��� �� �������
��� ������ ���� ��� Ω� ��� � �������� � �� ������ P�� ������� ���� ������ �� ������ �� ������������
���� ���� ���� ����������� � ��� ����� ������������ �� ���� ��� ���� ������� ���� ������� � ��
������ �������� �� ��������� �� �� ��������� ������ �� ��� ���������� ��� ���������� ������� ��
��������� �������� ���� ���������� ������� �� ������� ������ ���� ��������� �� ������� ��
���������� ��� m�������� �� ���������

��������� ���� ���� m �� ������ ������� ��� t ∈ R+� ��� m�������� �� �������� ���� �����
���� �� ������ C0([0, t],Rd) ��� ��� ������ �������� �� ����������� Qt ���� ������� ��� ����
C0
bv([0, t],Rd) ������������ ��������� �� � ��������� ������ ���� ������ �������� ����� ����� ��� ���

���������� ��� ���������� �� ������������� ������� ������� m ���� �� ������ �� ������ ������
��� ����� ��� ���� �� ������ �� �������� Qt� ������������� ���� ���� ������������ (i1, · · · , il) ∈
{1, · · · , d}l� l ≤ m

E
�

0<t1<···<tl<t
◦dBi1t1 · · · ◦ dB

il
tl
= EQt

�

0<t1<···<tl<t
◦dBi1t1 · · · ◦ dB

il
tl

=

l�

j=1

λj

�

0<t1<···<tl<t
dωi1j (t1) · · · dωilj (tl),

�� �◦� ������� ����������� �� �������������� �� ���� ������ ��� ωij �� i−��� ����� �� j−���
������ ��������� �� ������ �� ���������

�� ������ �� �������� ������ ����� ����������� ���������� �� �������� ����� ���� �� ���� ��
�������� �� ������ ���������� ���� ��� ��������� ��� ��� ����� ��� ��������� ���� ���� ������
������� �� ������� �� �� ������� �� ��������� ���� ��� ����� ��������� ����� ��� �����������
������� �� ������������� �� �������������������� �������� � f(Xt)� ��� m�������� �� ��������
���������

|(E− EQt)f(Xt)| ≤ Ct(m+1)/2||f ||m+2,∞, ����

���� ����� �������� f ���� m + 2 ������� ��������� �� ������� ������� ��� ���������� b, σ ����
��������� �� �������

���� ���� �� �������� �������� ����� ��� �� ������� ������ ����� �� ��������� �� ��������� ��
������ �� �� ���������� �� ������� �� ��������� ��������� �� ��� �������� ����������� �� ���
����� �� �������� �� ����� ������� ��� ��� ������� ������������ �� ������������ [0, t] ���� ��������
�� �������� ���� ������ �� ����� � ����� �� ��� �������� ������

��



������������

�� ����� ��������� ��� ���� �������� ��������� ��� ��� ��� ������������ [0, T ]� ��������
���� ��� ������� �� �������� Q1 ������� m ∈ N∗ ����� �� ������� ���� � {ω1, . . . , ωκ} ��
���� ��� ����� �������� ���� {λ1, . . . , λκ}� ���� ���� h > 0 �� ���� t ∈ [0, T − h]� ���� ����
���� ���������� ��� ������ �� �������� Qt,t+h ������� m ���� �� ������� ��� {ω̃1, · · · , ω̃κ} ��
ω̃j : s ∈ [t, t + h] �→ ω̃(s) =

√
hωj((s − t)/h) ���� ���� 1 ≤ j ≤ κ � �������� ���� ��������� ���

����� ��������� {λ1, . . . , λκ}�

������ ����� � �� ��������� �� ������� ��� ����������� 0 = T0 < T1 < . . . < TN = T �� ��������
����� [0, T ] ������� � �� ������������ ���� ����� ���� κk ����� ��� ������ �� ������� ����������
� �� k−��� ����������� � �� ����� �� � � �� ���� ���� ��� ������ ��������� �� ����� T0 ����� ����
������ ���� � ��������� Tk� ������������� �� �� �������� ������ κ �������� �� ���� κ ����� ��
����� Tk+1� ��� ������������ ���� ������ ω̃(i1,...,ik)� �� (i1, . . . , ik) ���������� �� ����������� �� ����
������� ������� �� i1��� �������� ���� �� i2��� �������� ���� �� ����������� ω̃(i1,...,ik) ��� ��������

��� ����� ������� Λ(i1,...,ik) =
k�

j=1

λij �

�� ������ � �������� ������� �� �������� ������� � ��� �������� �������������������� �� ���
������� ��� �� ���� ����� ��� N = 5 �� ���� ����� ������� ��� ��������� �� ��������� �� �����
�� ������ ��������� ��� ���������� ��� �� ������ �� ������ �����

������ � � ������������ ���� ������� ����� ������ �� �������� �� ��������� ���

������ ���������� �� �� ������� �� �������� ��� �������� �� ������� ������������� ���������
��� ��� �� ����������� �� ��������� ������ ��� ��� ��� ���� �� ������� ��� ���� � ��� ���������
���������� �� ��������� ��� ������ ������������� ���������� ������������ ��� �������� �� �����
����� ��� ������� �� ����� ���� ���� ��� �� ������������� �� ��������� ���������� �� ��� �� ��
������������� ��� �� ���������� ��� ������ �������� �� ��� ����� �������� ���� ��������� ��� ��� ��
����������� ������ �� ����� �������� ��� ������� � ��� �������� Lp ��� ���� ����� �����������
p = 2�� �� ���� ����� ��� ���� �������� ��� ����� ������� ������������ ���� ��������� ���� ��������
�������� ��������� �� ����������� ���������� ��� �������� ���� �������� ���� ����� ��� ���
���� �������� ������� ���� ��������� � �� ���������� ��� ������

��



�� ������������� ��������� ����� ����� ��������� �� ���� �������������

��������� ��� �������� ���������� ������ ��� ��� ���������� �� ���������� ��� f �������
���� ���������� � �� ����� ��� ����� �� ��������� �� ������ �� �������������� ������ ��� �� ��������
���� ��������� ���������� �� ��������� ���������������� �� ������ ��������� ���� ��� ������ ���
������ ���� �� ��� ������������ ���������� �� ���� ���� ��� ��������� ���� ������ ��� �� ������
���� �� �������� ������� ��������� ����� �� ����� � ��� ���������� ����� �� ������� ���������
�� �������� �� �������� ���� f ��������� �� ���� �� �������������� �� ������������ ������ ���� ����
����� ��������� ����� ���� ����������� ���� �� �������� � �� ����������� ����� ��� ���� ���� ��
������� ������ ��������� ��� ��������� ����������� ������� f ��� �������� ��� ���������

����� ���� ������ ��������� ��� �� ���� ��� �� ��������� �� �� ������� �� �������� �������� ���
���������� ���� ����������� �� ������������� �� ��� ������ ���� ���������� ��� �� ����������� ���
���������� �� ������������� ������� �� ��� �� ����� �������� ���� ����� ��� �� ��������� ����������
������� ��� ���������� �� ������������� ��� ��� ����������� �������� ���� �� ������������ ���
�������� �� ��������� �� ������� ������ � ��� ������ ��� ���� ���� ���� �� ��� ������ �������
������ � ����� ����� ������� ��� ��������� �� ���� ���� �� ������� ��� ��� ������� ������� �� ����
����� ���� ������������� �� �������� ���� ���� �� ���� ��� �������� ���������� �� �������� ��
�������� � ��������� ������ �� ���������� ���������� ������� �� ����� �� ��������� ������������
��� ���������� �� ��������������

��� ������ ��� ������

��� ��������� �������������� ������������� ����������� ������ ��� ��� ����������� ��� ������
�� ���� ���� ���� ����� �� ���� ���������� �������� ���� �������� �������������� ������������
��������� �� ������� ������������ ��� ������� �� ���� ���� ���� �� ��� ������������� �� ��� ��������
���� �� �������� �������� ����� ��� ������� �� ������ �� ����� ����������� �� ����� �����
���� ���� ������������ ��� �������� ������� �� �� ���� ���������� ���������������� ������� ���
����������� ������������ �� ��� �� ������ ��� ���������� �� ���� �� ��� ���������� ���� �� ����
����� �������� ���������� �� ����������� ��� ���� ���� ���� ��� ��� ������������� �� ��� ���������
�� �������� ������������� �� ������� ��������� ������ ��������� ���� ���� ���� �� ������� ��� ���
���� ����� ��� ���� ���� �� ��� ������������� �� �������

����������� �� ������ ����������� (Ω,F ,P) �� ��������� {Ft}0≤t≤T ����� ����� ���������
�������� �������� �� ��������� m� (Bt)0≤t≤T � ������ � ����� ���������� �� �������� �� ������
��� ���������� �� ���� ��������� ������������� (Yt)0≤t≤T , (Zt)0≤t≤T � ������� � (Ft)0≤t≤T � �����
����

Yt = ξ +

� T

t
f(s, Ys, Zs)ds−

� T

t
ZsdBs, ����

�� ξ ��� ��� �������� ��������� FT � ��������� ��� ���������� �� ��������� �� ���� �� �� f ���
��� ����������� ��������� �� Ω× [0, T ]×Rd×Rm×d ���� Rd� ����������� ������ �����������
������ �� ���� ��� ���� �� ����� ���������� ������ ����� ��������� ���� ������� �������� ���������
�� �� �������� ���� ��������� ����������� ����������� ����� � �� ��������� �������������� �������
� Y �� Z�

����������� ���� ���� ����� �������� f ������������ �������������� ��� ��� f(., 0, 0) ���� L2
���� Ω× [0, T ]� �� ������ ��� ������ �������� �� ������ ���� �

���� ��������� ��� ��������� ���������� �� �� ������ �� ������� �� ���� ���� ����������
���������� �� ���������� �� �������� �������� ���� �� ��� �������������� ����� ���� ���
���� ��������� ��� ������� ��� ��� ������� ��������� ��� �������� � �������� ����������� �� ����
��������� (Y 1, Z1) �� (Y 2, Z2)� �� �������� �� ��������� �� ����� �� �������� �� ��� ����������

���� � � ��������� ������� ��������� �

��



������������

��������� ��� ����������� �� �� ��� �������� ������������ �� ��������� ��� ����� �� ���������
Y n, Zn ����� ���

Y
(n+1)
t = ξ +

� T

t
f(s, Y (n)

s , Z(n)
s )ds−

� T

t
Z(n+1)
s dBs,

�� ��� ������ �� ��������� ���������� ���������� ���� �������� �� ���� �� ������� ��� Y n, Zn

��� ��� ����� �� ������ �� ������ �� ����� ����� ��� �� �� ��������� �����������

�� ������� ���������� ������� �

Xt = x0 +

� t

0
b(s,Xs)ds+

� t

0
σ(s,Xs)dBs ����

Yt = φ(XT ) +

� T

t
f(s,Xs, Ys, Zs)dt−

� T

0
ZsdBs

��� �� ������� ������ �� �� ��������� �� ���� ����� ��� �� ���������� ��������� ��� �������
���������� ���� ����� ��������� ������������� �� �� �������� ���������� ��� ���� ����� �� ��������
��������� ���� ������ ��������� ����������� �� ��������� �� �� ��������� ������ ��� �� ���� �������
���� ��� ������ �������� ������������� ������������ ����������� ���������� ������� ���������
���� ��� ���������� �� ���������� ����������� �� ��������� ��� ��� ��������� �������������

��������� ���� �� ����� ���� �� ������������� ��� �������� ��������� ������������ �� �� �����

Xt = x0 +

� t

0
b(t,Xs, Ys, Zs)ds+

� t

0
σ(t,Xs, Ys)dBs

Yt = g(XT ) +

� T

t
f(t,Xt, Yt, Zt)dt−

� T

t
ZtdBt.

����� ����� ����������

����������� ��� ������� ���������� ������� �� ���������� ���� �� �� ������ ��� �� ���������
Xt = x� �������������

Xt,x
s = x+

� s

t
b(r,Xt,x

r )dr +

� s

t
σ(r,Xt,x

r )dBr ����

Y t,xs = φ(Xt,x
T ) +

� T

s
f(r,Xt,x

r , Y t,xr , Zt,xr )dr −
� T

s
Zt,xr dBr.

�� ������ �� �������� �� ���������� �������������� u ����� �

u(t, x) = Y t,xt p.s.

������������� � ����� ���������� � ����� �� ��� ����� ����� ������������ ������� �� �����
���������� �� �������� u ��������� ������� ��� �� ������ � � ������ ������� ��������� ��� ���
������� �� ���� ����� ���� ������ �� ��������� ������������� ����� �� ������ ����������� �� �� ������
�����������

����������� ���� � �������� ���������� �� �� �������� u� ���� ���������� �� ��� �������� ��
������� � ������ �� �� ��������� �� ������ ���

Y t,xs = u(s,Xt,x
s ).

�������� �� ��� ��������� �� �������� ��� �� �������� �� ���������� ���� �� ���� ����� ��� ������
�� ��� ����� �� ����� �� � ��� ������ ��� ���� ���� ���� ��� �� �������� ������� � ���� ���� ����
����������� ����� �������� �� ��������� �� ����� �

Dtu(t, x) + Lu(t, x) = f(t, x, u(t, x), σ∗Dxu(t, x)), u(T, x) = g(x), ����

��



�� ������������� ��������� ����� ����� ��������� �� ���� �������������

�� L ��� �� ���������� ������������ �� �� �������� ����������� �� ���������� ����� �� ���� ��
��������� �� ������ �� ���������� ������� �� ���� ��� ������ ���� �� φ, b, σ ���� C3

b ��� �������
� x �� �� f(0, ., .) ���������� � C3

b ��� ������� � (x, y)� ����� u ���������� � C1,2 ���� �� �����
��� �������� ��������� �� ����� �� ����������� ������ �� ������� ��� ������ �� ���������� �� ��
�������� u ���� ��� ���������� ���� ������� ��� g �� �������� ��� ���������� ��� ��� ����������
�� �������� �� �� �������� ����������� ���� � �� �������� ���� ���� �� ����� ��� ��������� ��
��������� �� ������� �� ������� �����

��������������� ������� �� ����� ������ �� ��� �������� u ���������� � C1,2 �� ������� ���������
���������� ����� ����� �� ������ Y t,xs := u(s,Xt,x

s ) �� Zt,xs := σ∗Dxu(s,Xt,x
s ) ��� �������� �� �����

����� �������� ���������

��������� �������� ���� ��������� ������������� �� �������� ����� ����� ��������� ����
������������ ��� �������� ������� ���� ���������� �� ���� ������� �������� ���� ����� ���� �����
��� ����������� ��� ��������� � �������� ����������� �� �������� �� ���������� u �� ���������
����� ���� ����������� ������ �������� ����� ������ �� ������� ����� ���� ����� ��� ����������� ���
��������� �� ����� �� ��� ������������� ���� ����� ������� ���� ���� �������� �� �� ������� �������
������ ���������� ��� ���������� �� �������� �� ���������� �� ��� ��������� ��� �� ���������� ����
�������� ���������� ���������� �� ������� �� �� ��������� �� ���� �� ���� ��������� �� ������
����� ���� ��������� �� ������ ��������������� �� ������� �� ��� ������� ���������������
��� ���������� ��������������� �� ����� ���� 0 = T0 < T1 < . . . < TN = T ��� ������ �� ������������
[0, T ]� �� ������ ΔTk = Tk − Tk−1� ������ ���� ������� ��������� �� �������� �� �� �������� ��
���������� u(t, x) = Y t,xt �� �� �������� v(t, x) = Zt,xt ��� �

u(TN , x) = g(x) ����

v(Tk, x) ≈
1

ΔTk+1

E
�
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�
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�
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, u(Tk+1, X
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)
�
. ����

���� ���������� ��� �� ���������� �� ����� �� ���������� ��������� ���������� ������ ���
�������� ��������� �� Θk+1,x�

��� �� ������ �� ������ ����� �� ��������� �� ���� ������� ��� ������� ��������������� ��
����������� �������������� ���� ����� ����� �� ���� ���������� ������� ���� ������� ��������� ���
����������� ������������� �� ����� ������� ������� � ����������� �� ���������� �� L2� �����������
������ ��� �� ������ �� ��������� �� ����������� �� �������������� ���������

��� ����������� �� ���������� ������������ �� �������� ��������������� � ���������� �������
����� ����� �� ������� ��� ��������� �� ���������� u, v � ��������� Tk� ������� ����� ������� ��
����� Tk+1� �� ������� ��� ���������� ��� �������� ������ ��� �� �������� ���� ������ �� �����
����� �� L2� �� ����� �� ���������� �� ��������� ������������ ��� �� ����������� ���� ����������
���� ����� ���� ������������ ��� ��������� ������� ��� �� ��������� �� ����������� �� �� �������
���� ��������� ��� ��������� ������� ��� �� ��������� ��� ����� ��������� ��������������� ��
�� ��������� ����������� ���� ���������� ����� �������� ���������� ��� ������� ��� ���������
���������� ��� �������� �� ���� ������������ ��� ��������� ������ � ����� ������� �� ����������
�� ���� �� ��������� ����� ������� ��� ������������� �� �������� L2 �� Tk ����������� �������
� ������ �� ����������� �� ����� ������ ����� �������� � ��� �������� ������� ��� ���������
������� ���� � ���� ������� �� ���������� ���� ��������� �������� ���� �� ���������� ���� �������
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�� ����������� ��� ������� ��� ������ ����� �� ����� ���� ���� �� ����� �� ����� ���� �����

��� ����������� �������� � ��������� ����������� ��������� �������������� �� ��������� �� ����
��� �� ���������� �� ����� �� ��� �������� �� �������� ����������� �������������� ����� �������� ��
��������� ����������� ������ �� �� �������� �������� ��� ��� �������� ��������� ��� ���� ���� ���
����������� �������� ����� �� ������ �� ���������� �������������� ���� ������� ���������� �����
��������� ����� �� ���������� �� ���������� �� �������� �� ����������� �� ����������� ������
���� ��������� �� �������� � ������ ��� ����������� �� ����� ������ ���� ��������� ���� �� ��� �����
��������� ��������� ��� �������� �� ���������� ��� �� ��������� ����������� �� ������������ �� ��
�������� �� ������������ ����� ��������� � ��� ���������� ��� ������� �� ��� ���� ���� ���� �������
���� ����� �� ������� ��� ������� ����� ���� �� ������ �� �������� �� ����� ���� ��� �����������
�������� ���� ���������� �� �������� �� ���� ��������� �� ������ �� ����������

����������� ���� ����� ��� ����������� ��� ��������� � ��������� �� ��� �� �� �������� ����
�������� �� ������������ ��� ������ ���� �������� �� �������� �� ��� ����� �������� � ������ �����
�� �� ������� ���� �� ���� ���������������� ������������ �� ���� �� ���� ������ � ������� ����
�������� �� �� ������������ �� �� ������� ����� �� ������ ����� ���� ��� ������� ���� ������� ��
�������� � ������ ����� �� ������� �� ������� ����� �������� ����� ��� �������� ���� ����������
�� �� ���� �������� ��� ���� ������ ��� �� ��������� �� ����� ��� ���� ������ ���� ��������������
�� ��� ���� ������ �� �������� ������ ���� ������ ���� ���� �������� ���� �������� ���������
��������� ����������� ����� ��� ������� ����������� �� ������� �� ���� ������ ���� ����� ���
����� ��� �� ������� �� ������������� �������� ��� ����� �� ����� ���� ��� �� ���� �� ��������
����� �� �� ������� �� ������������� �������� � ���������� ��� ������ ������ ��� N ������� ����
��� ����� ���������� ��� �������� �������� �� ������������� L2 ��� ���� ������������ Lp�� ����
����� ������������ ������� ��� ���������� �� ������������ �� ���������� �� �������� �� ��������
������������ ���� �� ������������� �� ��� �������������� ���������� ��� ������������ �� �����
������� ���� ��� �� ���� ����� �� ����� �������� ��� �� ������� �� ������������� ��� ������
���� �������� ��� ���� �������������������� ����� ���� �� ����� ���� ������� ��� ���������
���������� ���� ����� Z ���� �� ����������� �� ������� � ��� ����� �������� ���� �������� ���
����� ������������ �������� ��� ������� �� ������� ���� �����

���� ���������� ��� ����� ������� �� ���� ������ �������� � ��� ������� ��� ������ �� �����
������� ���� ����� ��� ������� ��������� �� ������� �� �������� ��� �������� �� ������ ����������
���� �� ������� ����� ������ ���������� �������� ���� ���������� ��� �� ������� �� �� ��������� ��
������ ���� ��������� ����������� ���������������

��� ��������� ������������ �� ������������ �� ������ �� ����������� ��� �� ���� ����� ���� ����
��������� ���� ��������� ��� ������� �� ����������� ����������� ���� �� �������� r > 1� � ������
���� ��� �� ����� �������� ���� ���������� ���������� �� ����� �� ���� ���������� ��� ������� ��
�������� ������� ��������� � ����� �� �� ���������� ���� �� ������ ������� ��������� � ����� ����
����� �� ������� ���� ������� ��� �������� �� �������������� �� ��������� ������ ���� ��� �������
�� ������ �� ����������� ����� �� ����������� �� ������ �����

��� ��������� �������� ����������

�������� � ����� �������� ��������� �� ����������� ���������� �������� ����� ���� (Ω,F ,
P, (Ft)t≥0) �� ������ ������������ B1:d

t �� ��������� �������� d������������ ������ �� B0
t = t�

���� ��������� ��� ��� ��������� Vi : (t, y, w) ∈ [0, T ] × Rd × R �→ Vi(t, y, w) � ϕi : y ∈
����� �� ���������� ���������������� �� ��� L2 ��� ���������� � ��� ��������� �� ��������������� �����������

��� ������������� ������������

��



�� ������������� ��������� ����� ����� ��������� �� ���� �������������

Rd �→ ϕi(y) ∈ R, i = 0, · · · , d � ϕf : (y, y
�) ∈ Rd × R �→ ϕf (y, y

�) �� f : t, y, y�, z, w ∈
[0, T ] × Rd × R × Rd × R �→ f(t, y, y�, z, w) ∈ R ���� ������� �� ������ ���� �� �������� ��
���� ����� �������� �� ������� ��������� ��� ������������� φ : Rd → R ��� �� ����� ���������
�������� �� ���� ����������� �� ���������� ���� �� ������

������ ��� ���� ���� �� ����� �� �� ���������� ��� ������� � �� ��� ��� ���� ����������
� ������� ��� ���������� ��������� �� �� ��� �������� ��� ��� ��������� ϕi� i = 1, . . . , d �� ϕf �
���� ����� ������ �� ����� ���� ��������� ������� � ������������� ����� ��� ����� �� ����� ���
������� ��� ����� ������ ��� ������������ ���������� ������������ ����� ��� �� ����� � ���
������ ���������� �������������� ���������� �� ���� �� ���������� ��� ��������� �� ��������
������������� � �� ���������� ����� ����� �������� �� ������������� �� �������������

���� ����� �������� �� �� ���� ��� �������� ����������� �� ��������� ���� ������� ���� �����
����� � ����� ���� ���� �������� �� �� ��������� ��������� � ���� ����� ���� ����� ��� ����������
������������ ����������� �� ��������� �� ���������� ������������ �� �� ����� ���� ���������� �������
���� ����������� �� ������ ��� ��������� � ����� ����� ������ ����� ������ � ������� �� ������
�� ������� ����� �� ��� �������������� ���� ������� ������ ��� �������� ������ ��� �������� ���
������������ ��������� �� L2 ���� ��� ����� �� ������� ����� ������ ����� ����������� ��� �������
� ��� �������� ������������

������� ���������� � �� �������� ���������� �� �������� ��� � �� ��������� ���� ����������
���������� ����������� ���������� ����� ������ ��� ��� ������� ������������ �� ����������� ����
���������� �� ��� ���� ������� ������� �� �� ���������� ���� �������� ���������� �� ����
������ ������� �� ������ ����������� ���� �� ������ ����������� ��� �������� ���� ��� ����������
��� ������� ������������ ���� ��������� �� ����� ������������� �� ������� ��� ��� ��������
���������� ���� �� ������ ����������� ���������� ��� �������� ������������� ������������ �� ����
������ ������ ������������� �� ��������� ��������� ���������� �� ��������� �� ��������
���� �� �������� ���������� � ������ �� ���������� ��� �� ���������� ���������� ���� ����������
������ �� ����� �� ���� ��� ����������� �� ���������� ���� ��� ���������� ��� ���� �����������
���� �� ���� �������� ������� ������� ��� ��������� ������������ � �� ��������

���� ��������� ��� �������� ���������� ���������� � ������ �� �� ������� �� �������� ���
�������� �� ������� ������ �� ���������� �� ������� �� �������� ��� ����� ���������� ��� �����
���� ������� ��������� ����������� ���� ���� � ������� ��� ������ �������������� ������� �����
��� �� � �������� ��� ������ ����������� �� ���������� �������� �� ��� �������� ����� ��
�� ���������� �������������� ������� �� �������� ����� ������ �� ������ ��� �� ��������� ��
������ ���� Rd� �� ��� ������� ������������� ������� �� �������� ������ ��������� ���������� ����
����� ����� ���������� ���� ������ ��������� �� ���������� �� ��� � �� ���� �� ����� �� ��� �� ��

�������� �� �������� ���� ��� ��� ����� ���������� ��������� �� ���������� �� ����� ���� ��

��� ���� ����� �� ��������� ����������

���� (ηt)0≤t≤T ��� ������� �� ������� �� ������������ ��� Rd� ������ �� ������� �� ���� ���� ���
������ ������������� �� ���� ����� � (ηt)0≤t≤T � �� ������� ������ ��� ��� �������� �����
���������� �� ���� ���� ������� ����������� � ������ �� �� ������� �� �������� ���� ��� ������
����� �� ����� ���� ��� ����� ��� ���������������� ������ ���� ���������� �� ������� �������� �
��� ����� � ������� ���� ������������ �� ����� �� �������� �� ���� ���� ��������� �� ����� ��
��������� ���� ������ ���� � ������ ����� �� ������ ��� ��������� ������������

����������� �� ��������� �� ������������ �������� �� ����� �� �� ��� �������� � �� ����� ��
�� ��� �� �� �������� ���� �� ����� �������������� ������ ����� ��� ���� ���� ���� ������� ����
������� ��� ����������� �� �� �������� ��������� ���� �� ����� ��������� ��� �������� �� � ���
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����� � ��� ����� �� �� ��� �� �������� ������� � ������ ��� �� ��������������� ����� �� �����
�������� ��� ������� �� ����� ������ ��� ������� �� �������� ��� ��� ��������� � ������ ����
��� �� ��������� ���� �������� ��� �� ���� ������� ��� m− ������� �� �������� �� N ��� ��
��������������� �� ����� ��������������� �� �� ��� �������� ��� ������ �� ����� ������ �� �������
�� N−(m−1)/2 ������� ���� �������� ����������� ����� �������� ������ m+ 2 ���� ��������� ����
������ ��� �������� ��������� �� ������� ��������� ��� ������ �� ����� ������ �� ������� ��
N−1 ���� �� ������ ���������� �� ������� ��� ����������� ��� ������������ ��� ���� ����������
��������������� ���������� ����������� �� �������� �� ����������� ������������

���� ����� �������� ���� �� ������� ������������� � �� ������� �� ��������� �� ������� ���
�������� �� ���� �� ����� ��� �� ���� ��������� ���������� ����������� �� �� �������� �����������
���� ���� ����� ���� ������� �������� ����������� �� ���������� �� �� ��������� ��������� φ ��
���� ��� ����� ����� �������� ����������� �� ��������� �������� ���� ��� ���������� ������� ���
���� ������ � �� ������ �� �� ��������� ������� ����� ������������� ����� ��� ���������� �� ���������
������ ��� ���� ������������ �� �������������� ��� ������� ��������� ���� ���� ���� ���� �� ������
�� ��� ���������� �� ���� �� ���� ���� �� ��� ����� ���� �������� ��� �� ����������� ���������� ���
���������� �� ���������� ����� ������� ���� �� ��� �������������� �� ��� ���� �� ��� ��� ��������
�� ����������� ��������� ������� �����������

�� ������� ������������� ���� ���������� ���� ������� ���������� ���������� ��������
�� ���������� �� �� ���� ��������� ����� ������ ��� ������ �������� {Xx

t , Y
x
t }t≥0 �� �������

����� ��������� ��������� ��� ������� �� ���������� ��� ���� ����� ��������� ��� ��� ������
���������� ���� �� ����� ���������� Y xt = u(t,Xx

t ) �� u ��� �� �������� �� ����������� �� ���� ���
�� ��� �� ������ (Xx, Y x) ��� ���������� ����������� ��� �� ��� �� (Xx

t )0≤t≤T ) ���� µ = (µt)0≤t≤T �
���� �������� ��� ���� �� ��� ������������� �� �������� ����� ������� ��� ������������� ���
��������� ���� �� ������� ��� �� ����� ������ ��� �������� ������������ u(t, y)� �������� ����� ��
µx� ����� ��� ���� ���� t ∈ R+�

Yt = u(t,Xt). ����

���� �������� ��������� �� ���������� �� u �� ������� ��� ������ ��� ��� �������� ���� ��� ������
����� ������������ ������ ���� ������� ���������� ������ ���������� �������� ��������������
��� 




dXt,y,µ
s =

d�

i=0

Vi(s,X
t,y,µ
s , �µs, ϕi�)dBis

dY t,y,µs = −f(s,Xt,y,µ
s , Y t,y,µs , Zt,y,µs , �µs, ϕf (·, u(s, ·))�)ds+ Zt,ys dB1:d

s

Xt,y,µ
t = y, Y t,y,µT = φ(Xt,y,µ

T ).

����

�� ���������� ��� ���� ����� �������� �� ���������� ��� ������� � �� ��� �� �� �������� ������
������ � ������ �� �� �������� �� �����������

���� �� ������ ���� ��������� ��������� �� �������� v : [0, T ]× Rd → R ������ ���

Zt = v(t,Xt), ����

����� ������������ �� �������� �� µx� �� ��� ���������

v(t, x) = (Vµu(t, x))T ,

�� u ��� ����������

����� ���������� �� ��� ������� φ ��� m+ 2 ���� ��������� ���� �������� ������� �� f = 0 �� �����

��



�� ������������� ��������� ����� ����� ��������� �� ���� �������������

��� ����������� ��������

���� ������� �� �������� �� ������� �� ��� ����������� ��������� ��� ����������� ��������� ���
���� ���������� ��� ����������� �������� ������ � ���������� ��������� ��� ����� ����������� ��
������������� �� �� ����� ��� ����������� �� ������������ [0, T ] �� N ∈ N∗ ������ 0 = T0 < · · · <
TN = T �

• ���������� ���� �� ������ ����������� ����������� � �� �������� � ������� ������ � �������
������ � ���� ���������� �������� � m� ��� ������ ������� ��� �������� �� �������� �� q
��� �� ������ ������� ���� ������������� �������

�� ��������� �k = 0� � � ������� 0� �� ��� X̂0 = x0 �� µ̂0 = δx0 � ������������ ��� ������
�� ����� �� ����� �� �������

�� ����������� �k = 1, . . . , N�

��� ����� �� ��� � ���� ���� ����� t ∈ [Tk, Tk+1) �� ��� �� ��� ���� �� ���������� ��
���������� ��� ����������� ����� � µ̂k−1� ���� �� ���� ��� �� ���������� �������
������ �� ������������� ������ ������� q� ���� �� ������ �µTk , ϕ� ���

q−1�

p=0

1

p!
(t− Tk)

p�µ̂Tk+1
, (Lµ̂)pϕi�.

����� ������� ��� ��� �������� ����������

��� �������� � �� ������� �� ������� �� �������� ���� ��������� ����� �� ��� ����
������ � ��������� ���� �� ������� ��� m− ������� �� �������� ��� ���� ������
���� X̂Tk−1

�� ����� Tk−1 �� ������ ����� ������� � ������ ωj ���� �� ����
���� �� ��������� � �� �� �� ����� ��������� �� ������� �� ����� �� ����������
������������� ������ �� ����� Tk

��� ���� � ���� �� �� ��� ��������� �� ������ µ̂k ����� �� ������ �������� ��� ������
����� ������������� �� ����� ����� ������� ���������

• ���������� ���������� ����������� � �� �������� � ������� ������ � ��������� ������� �����
�������� �� �������� ����� �

�� ��������� �k = N� � �� ��� û(TN , X̂N ) = φ(X̂N )� v̂(TN , X̂N ) = 0�

�� ����������� ������� k = N − 1, . . . , 0�
��� ����� �� ��� � ���� ���� ����� t ∈ [Tk, Tk+1) �� ��� �� ��� ���� �� ���������� ��

���������� ���������� ����� � (I⊗φ)(µ̂k+1)� �� ������� ����� ��� ���� ����������

��� ������ ���������� � �� ������ û(Tk, Xk) �� v̂(Tk, Xk) ���� ������ ���� ��
������� �� �������� �� ������� ������������ �� ������ �� ������������

������������ ���������� �� ������ ����� ����������� � �� �������� � ������� ������� ��� ���
������� � ����� ������ ���������� ���� �� ������� �� ������ �� �������������� ������� ����������
���� ������ ���������� ��� ������� ���������� ��� ��� ������ ������� � ����� �� �� ��������
��� ������ �� ���� �� �� ������ �� �������� � ���� ��������� �� ������ ����������������������
�� �� ����� ���������� ��� ��������� � ������ �� ������ ������� ���

��� ��������� ����������

����������� �� ������� ���� ������� ��� ��������� ��� ���� ����� ����� ������� ������� ���
��������� �� �������� �� ������������ ������� ������� ��� ���������� �� ���������� �� �� ��������
(t, x) ∈ [0, T ] × Rd �→ Eφ(Xt,x,µ

T ) ���� �� ������ ����������� �� �� u� �������� ������ �� �����
���� �� ������ ����������� ������ ���� ���������� ���� ����� ������������ ��� ���������� ���

��



������������

���������� �� ���������� ���������

�� �������� ������ �������� � �������� � �� ��������� ��������� �� ��� ���������� ��� ����
��������� ������������ �� ����������� ������ ��������� ���������� �� ������� ������ �������� �
���������� ��� ��������� ������������ ��� ���������� �� ���������� ���� ������� �� ��� ��������� ��
�������� ����������� ��� �� ������� �� �������� V �

���� ���� ������ ��� ����������� ���� ��� ���������� �� �� ��������� ��������� φ ������ �� ����
��� C∞

b

���� ���� ������ ��� ����������� ���� ��� ���������� �� �� ��������� ��������� φ ��� ���������
���� ��������� �������� �� �� �� ������� V V T ��� ������������ ����������� ������������� ����
������ c > 0 ����� ���

∀(t, y, w) ∈ [0, T ]× Rd × R, ∀ς ∈ Rd, c−1|ς|2 ≤ V V T (t, y, w)ς · ς ≤ c|ς|2.

�� ��������� ��� �������� ������� ���� �� ������������ ��� ��������� ��������� �� ���������
���� i = 1, 2 �

E iu(k) := max
π∈Sκ(k)

|u(Tk, X̂π
Tk
)− ûi(Tk, X̂π

Tk
)|; E iv(k) := max

π∈Sκ(k)
|v(Tk, X̂π

Tk
)− v̂i(Tk, X̂π

Tk
)|, ����

�� u, v ���� ������ �� ����� ���� �� û1, v̂1, û2 �� v̂2 ���� ��� ��������� ����������� �������� �������
��� ����������� ����������� �� ������� �� �� ������ �������

���������� ��������� ���� ��� ���������� ���� �

������� ���� ��������� ��� ���� ��� ����������� �� ���� ���������� ������������ � ���� �����

������ m �� q �� ��������� ��� ������ �������� ���� N ������� ����� �� ������ ��� ��������� ��������

C� ��� ������ ���������� �� T � q� d� ||ϕ0:d||2q+m+2,∞ �� ||φ||m+2,∞� ����� ��� �

max
k∈{0,...,N}

|�µTk − µ̂Tk , φ�| ≤ C

�
1

N

�[(m−1)/2]∧q
. ����

�� µ̂ ��� ������ ����� ���� ������������ �� ��������� �� ���� ��� q ≥ 1 ��� m ≥ 3� ��

������ ����� ������ ��� ��������� �������� C1� ��� ������ ���������� �� T � q� d� ||ϕ0:d||2q+m+2,∞�

||ϕf ||m+2,∞ �� ||φ||m+3,∞� ����� ��� ���� ���� k = 0, . . . , N �

E1u(k) + Δ1/2
Tk
E1v (k) ≤ C1

�
1

N

�
. ����

��������� �� ���� ��� q ≥ 2 �� m ≥ 5� �� ������ ����� ������ ��� ��������� �������� C2� ���

������ ���������� �� T � q� d� ||ϕ0:d||2q+m+2,∞� ||ϕf ||m+2,∞ �� ||φ||m+3,∞� ����� ��� ���� ����

k = 0, . . . , N �

E2u(k) + Δ1/2
Tk
E2v (k) ≤ C2

�
1

N

�2
. ����

�� ���� �� �� ������������� �� �� ����������� ��� ����������� ���������� �� ���������� ��� ��
�������� ��� ������� � ������ ������

• ���� ������� �� �������� �� ������������ ����������� ���� ���������� �������� ������ �����
��� ����� ������������ ��� ������� � ������ ������ ����� �������� � ������ ����� ���
�������� �� ������ �� �

� ��� ������ ��������� �� ��� �� �� ��� �� ��������� �� ������ ��� �� ����� �� �������
������� ��� ������ ��� ������� �� ��������� �� �������� ��� �� ���������� ��� ����������
�� �� �������� ������������

��



�� ������������� ��������� ����� ����� ��������� �� ���� �������������

� ��� ������ ��������� �� ������������� �� �� ��������� ��������� �� ����� ������ ���
������ ����� ���� ������� ������ ���� �� ������� ���� ��� ��������� �� ���������� ��
���������� ��� �������� �� (t, x) ∈ [0, T ]× Rd �→ Eφ(Xt,x,µ

T )�

� ��� ������ �� ����������� ��������� �� ���� ��� ���� ��������� �� ��� �� ��������
������ ��� �� ����� ��� �� ����������

�� ����������� �� ������ ����� � ������������� �� ����� �� �������� ������� ��� ��� ������
��������

• �� ������ �� �� ����������� �� ������������ ���������� �� ������� ����� ��� ����������
����� ���� ��� �������� ��� �������� �� ������ ��

� ��� ������ �� �������������� ��������� �� ������������� �� ������ ���� ���� ���������
��� ��������� u �� v ��� ����� �� ���������������

� ��� ������ ��������� �� ������ ��� ���������� ���������������� ��������� �� ����� ������
������� ������� �� ���������� �� u �� v�

� ��� ������ �� ������������

���� ����� ���� �� ��� �� �� ���������� ������������ ���� ���������� �������� ������ �
������ ��� ������ ���������� �� �� ����� �� ���������

• ������������ ���������� �� ������ ����� ���� ��� ����� ������ ���� ������� �� ���� ��
���������� �� ���������� � ������ ����� �� ������������� �� ��� ����� ��������� �� �� ����
����� ��� ��� ���������� ������� �� ������ ������� ��������� �� ��� ������� �� ��������
������� ���� ������

������� �� ����������� ���� �� ���������� ���� �

��������� ���� ��������� ��� ����������� ���� ���� ����������� �� ���� ���������� ������������

� ���� ����� ���������� m �� q �� ��������� ��� ������ � ��� ����������� ���� N ������ ������

���

Tk = T

�
1−
�
1− k

N

�γ�
,

���� γ > 0� ����� �� ������ ��� ��������� �������� C� ��� ������ ���������� �� T � ||ϕ||2q+m+2,∞
�� ||φ||1,∞� ����� ��� �

|�µT − µ̂T , φ�| ≤ C

��
1

N

�(γ/2)∧q
∨ L(γ,m)

�
. ����

��

L(γ,m) =





N−γ/2 �� γ ∈ (0,m− 1)
N−(m−1)/2 ln(N) �� γ = m− 1
N−(m−1)/2 �� γ ∈ (m− 1,+∞)

����

�� ����� �� γ > m−1� ��� ��������� �� ���������� �� �������� �� (û1, v̂1) �� (û2, v̂2) ��������������

������ �� ���� �� ���� ������� ������

������ ��� �� ���������� ���� ����� ������� ���� ��������� TN = T � ���� ��� ��� �����������
�� ���� ��� �� �������� ������� ������ ������������ �� �� ��������� �� ������ �� ���������� ��������
������� � ��������� ��� ���������� �� ���������� �� (t, x) ∈ [0, T ]×Rd �→ Eφ(Xt,x,µ

T )� ��� ��������
��� ���������� �� ������� �������� � ������ ����� �� �������������� ����� ���� �� ��� ���������
�������� ���� �������� �� �������� ��� �������� ������� ������� ���� �������� �� ����� �� �����
���� ��� ������ ��������

��



������������

��� ����������

��������� ���������� �� �������� ��������������� �� ����� ������������� �� ������������ ����
������ �������� �� ���� ����� ���������� ������� ��� ������������ ���� ���� �������� �������
�� ��������� ��������� φ : (y, w) ∈ Rd × R �→ φ(y, w) ������ ����� �� �� ��� �� ���������
(Xx

t , 0 ≤ t ≤ T ) � ��������� ������� ��� ���������� �� �������� ��� ����� ����������� ���
�������� ���� ���� ���������� �� ���

E [φ(Xx
t ,E[ϕφ(Xx

T )])]

���� ��� �������� ϕφ ∈ Cm+2
b �� φ ��������� �� w ������������ �� y�

�������� ������������ ���� ����� �������� ��� ��������� �� �� ����� �� �� ���������� ���
������� � �� ��� ��� ���������� ��� �������� �� ���� ���� ������� ���� �������� ��� ���������
�������� ����� ����������� �� ���� �� ������ ��������� ���� ����� ���� �

Vi(t, y, µ) = �µt, Vi(t, y, ·)�, i = 0, · · · , d.

��� ��������� �� �������� ��� �� �� ���������� ��� ������� ��������� ���� ����������� ���� ��
���� �� ���������� �� �� ��� ���� � ����������� ���������� ����������� ���� ���� �������� ��� ��
������� [�ηt, V (t, y, ·)�] [�ηt, V (t, y, ·)�]∗ ������������ �� y� t �� Rd×R+ �� η �������� �� �������
�� ����������� �� Rd��

�������� ��������������� �������������� ����� ����������� ���� ����� ��������� �� ����������
���� �� ������� � ��� �������� ��

��� ��������� ������

���� ����� �������� �� ������ ���������� ���� ��� �� �������� ��� �������� �� ������ ���� ���
������ ��� ��� �� ���� ������������� �� ���� ����������� ���� �������� ��� ��������� ������
�� ���� ������������� ��������� ���� ����� ������ �������� ��������������� ��� �����������
���� ��� ���������� �� ���������� �� ���������� ��� ��������� Vi, ϕi �� f �� ����� �� ���� ����
����� ������������ ���� �� ��������� ��������� φ � ��������� ��������� �� �������������� �����
�������� ����������� �� ���������� �������������

�������������� ���� ���� ��������� ���� ��� �������� ���������� ��� ���������� �������� ��
�������� ��������� ��� ���� �������� �������� ��� �� ���������� ��� ��������� ϕi, i = 0, . . . , d
���� �� ���������� �������������� �� ���� �������� ����� ���� ������������ ����� ��� ������
�µxt , ϕi�, i = 0, . . . , d ���� ��������� ��� ��� ������ ϕi �� ����� �������� � �� ��� �� ����� ����
�� ��������� ���������� ������ �� �������� �������� ��� ��������� ϕi, i = 0, . . . , d �� ������ ���
��������� ������ ��� ������� ����� ����� �������� �� ����������� �� ������ �� ����� ������� �� �� ���
������������ ������� �� ����������� �� ������� ������ ��������� ����� ��� ������� ��� �� � ������
��������� �� ����� ����� �� ����������� �� �� ������������ �� ������������ �� ���� ������� ��� ���

��������� ��� ��� �������� �� �� �������� (t, x)→ E
�
ϕi(X

0,x
t )
�
� �� �� �������������� ����� ����� ��

�� ��� ����������� ���� ��������� �� ��� �������� ���������� ������������ � ��������� �� ������� ��
������ �� �������������� ���� ����� ���� � �� ����������� �� ������ � ���� ������������ ��� ���������
������ ���������� ���� �� �����

��� ����� ��������� ������� ���� �������� ��� ���������� ����������� ���� �� ��� ����������
����� ��������� ����������� ��������� ������� �� ������� �� �������� ���� ��������� ���
����� ��������� ���� �� ����� ������������� �� �������� �� ������ �� ���� ������� ��
��������� �� ������� ���� �� ������ �� ������� ���� ���� ������� �� ���������� �������� � u ��
v ���� ��� ��������� ���� ������ ��� ������������� ��� ��������� ����� ���������� ���� �� �����

��



�� �������� �������������� ����� ������� �� �������� ���� �������� ���
����

��� ���� ����� ���� �� ����� ������������� ���� ���������� �� ����� ���������� �� �����
���� ��� ���������� �� �� ��������� ������������� ���� ������� ��� ��� ��������� ���������� � ��
��������� ��� ���� �� ����� ����������� � ����������� �� �������� ��� �� �������� ����������
� ������ ����� ��� ��������� ��������� � ���� ���� �� ���� ���� ������� �������� ��� �������
�������� �� ����������� �� ����� ����������� ���� ���� ����� � ���������������� �� ��� ����������
���� �� ����� ������� �������

����������� ��������� ��� ���������� Vi �� f � ����������� ��� ������� ��� ����������
Vi; i = 0, . . . , d ������ ������ ��� ��������� �� �������� ����� �������� ���� ���� ������ ��������
��� ��� �� ���� �� ��������� ���� ���� �������� �� ��� ��������� �� ���������� ��� ��� ����������
���� ������� ���������� �� ������������� �� ��� �� f ��� ���� ���������� ������� ���� ����������
��� �� ��������� �� ���������� ���� ����� �� ���� ��� �� ��������� �� ������� ������ ������������
������� ���� ������ ���� ������� ��� ���������� �� ����������� ����� ���� ���������� ���
������������ �� �������� ������� �� ���������� ��� ��������� Vi ���� ������� ��� ��������� �����
����������� ��� ���� ����� ��������� �� ����� � ����� ������������� ����� ��������� �� ����
��� ���� ��������

�� �� ��� �������� ������������� �� ������������ ���� ��� ������ ���� ��������� ������� ���
���������� ���� ����������� ���� �������� ��� ���� ��� ������������ ��� ��� ����� ���� ��������
��� ��������� ����������� �� ���� ���� ������� �� ���� ���� ���������� ���� �������� ���
��������� ��������� ������ ������ �� �������� ������������ ���� ��� ���������� �� ����� ����
���������� �� ��������� ����� ��� ������ �������������� ��� �� ���������� ��� ���������� ���
���������� ����������� ����� �������� ���� ������ �� �������� ��� ������� �� �������� ������ ��
������ ���������� � �� ���������� �� ����� ��� �� ��������� ���� ��� ��� ��������� �

���� ������� ����� ���� �������� �� ������������ �������� ���� ������ ���� �������� �� ���
������ �� �������� ������� φ ������ �� ����� �� ����������� �� �� �������� ����������� �� ��� ��
�� ��������� ��������� ���������� ����� �� ���� ��� ��� �������� ��������� ��� �� ������� ��
�������� ������ ���������� ������ ��� ��������� ��� ������������ ��� ���� ��������� ���� ���
����� �� ������ ��� ����������� ����� ������� �� ����������� ���������� �� �������� ������� ���
�������� �� ����������� ������ ��������� ���� �� ��� ���� �� ���� �� ���������� ��������������

����� ����� �� �������� �� �� ���������� �� ������������ �������� �������� ����� ��������������
���� ����� ��������� �� �������� ���� ���� �� ������� �� ���� �� ���������� ���� �� �������
���������

� �������� �������������� ����� ������� �� ��������
���� �������� ��� ����

���� �� ������� ������ ���� ����� �������� ������������ �� ������ �� ����������� ���� �� �����
���� ��� ���� ����������� ���������������� ������������ ������ �� �� ���������� �������������
�� �� ������� �� ��������� �� ������ �� ������������ ��� ���� �������� ���� ����� �� ��� ���
����� ��������� �� ���������� ������ ��� �������� �� ���������� �� ���� ������������ �� �����
������������ ������������ ���� �������� ������� �������� ��� �������� �� ����������� �� �����
�������� �� ����� ���������� �� ������� ������� �� ����������� ������� ���� ����� ��� �����������

���� ����� �������� �� ����� ��� ������� ��� ����� �������� �� �������� �� ���������� �� ��
������� �� ��������� �� ������ �� �� ������������� ������� ����� ��� ���� ���������� �� ��������

����� � ���� �������� ����� ����������

��



������������

��� �������������

����������� �� ������������� ������� ����� ��� ��� ��������� ���������� � ������������ �� �����
��� ���������� ���� ������� �� �������� ���� �������� ������� �� ��� ��������� �� ����������
��� ��� ��� �� ��������� �� ������� �� ����������� �� ��������������� ������ ����� ��� ���� ����
��� ���������� ������������

���� ������������ �� ������������� ��� ��� ��������� ���� � ������ ����� ������ �� �����������
�������� µ ��� Rd� ������� ��� ������ �� ����������� ������� µ̃ ���� �� ������� ��� �� �����
�������� ������ �� ������� �� µ �� ����� ��� ���� ���� ������� h ���� ��� ������� �� ���������
H�

�µ, h� = �µ̃, h�.
��������� ���� �������� �� �� ������ ��������� ��� �� ������� �� ��������� ���� H ��� �������� ���
�� ����������

����������� ����� ������ ������� ��� ����� � ������ ���� ���������� ��������� ��� ���������� �
������� ���� ������ � �� �� ������ �� ��������� ��������� �� �� ������ ������������ �� ��������
�� ������������ � ��������� ��� {h1, . . . , hl} ���� ��� ���� ���� H �� ��� µ ���� ��� ��� ��������
��� Rd ������ ���

µ =
N�

i=1

λiδxi ; �� x1, . . . , xN ∈ Rd.

���� µ̂ �� ������ ��� Rl ������ ���

µ̂ =
N�

i=1

λiδhi ; �� hi = [h
1(xi), . . . , h

l(xi)]
T .

������ ������������ �� ������� �� �� ����� ���������

�� ������� ��� �������� ������������ c = [c1, . . . , cN ] �� �������

N�

i=1

ci (hi − �µ̂, h�) = 0;
N�

i=1

ci = 0

�� ���� θ = min
|ci|>0

|λic−1i |� ���� i� �� ����� �� �� ������� ��� �������� ���� λ̃ = λ− sign(ci�)θc�

�� ������ ��� λ̂i� = 0� �� ��� ���� ���� ���� ������ �� ������ �������

µ̃ =
�

{i=1,...,N :λ̃i>0}
λ̃iδxi ,

���� �� ������� ��� �� ������������� ������ �� {x1, . . . , xN} ���� �������� Ñ < N � ��
����� ��� ������������� ��� �������� �� ������ �������� hj ��� ������� � µ �� ��� �������
� µ̃ ���� �������

������ ��� ���� ������� ������� �� ��������� ���� ��� Ñ > l+1� ��� ����� ��������� ������
��� ����������� ����� �������� ������������ c ���� ������� �� ������ ���� �������� ����������� �����
������ ������� ���� �� ������� � �� ���� l + 1 ���������

������� N � l+1� ������������ ��������� ��� ������ � ��� ��������� � ������� ���� ������ � �

• ������� �� ������� �� �� ������ µ �� 2(l + 1) ��������� �� ������� � ��� ���� ������� ��
���� ��� ��������� A1, . . . , A2(l+1)�

��



�� �������� �������������� ����� ������� �� �������� ���� �������� ���
����

• ������ Λk =
N�

i=1

λi1{xi∈Ak} �� gk = (Λk)
−1

N�

i=1

λihi1{xi∈Ak}�

• �� �������� ������������ �� ��������� � �� ������ �������� ��� Rl ������ ���
2l+1�

k=1

Λkδgk �

�� ��������� ��� ������� ���� ��� N � l + 1� ���������� ��� ����� ��������� ��� ���� ������
���� �� ���� ���������� �� ������ ���� ��������� �� �������� Ai � ������ ��������� �� ������������
�� ����������

����� ����������� �� �� ������� �� �������� ���� ��������������� ������ ��� ���

��� ���������� ������������ �� ������������� ���� �� ����� �� �� ������� �� ��������� ����
������ ������� �� ��� �������� �� ��������� ����� �� ��������� �� ������������� ��� �������
���������� � ������ ����� �� �������������� Tk� ��� �������� ���� ����� �� ������� ��� �������
������� H ��� ���������� �� ��������� ������ �� ����� ��������� � m � ���� ������������ ����
���� ����� �� �������������� Tk� ���������� �� ������������ {Okj � j = 1, . . . ,Mk} �� �������

�� �� ������ �� �������� ��� ��� ������ Okj �� ����� rk� ����� ���� ������� �������

Hk =





l�

j=1

aip
j
i1Ok

j
: ai ∈ R; i = 1, . . .

�
m+ d

d

�
; j = 1, . . . ,Mk,



 .

���������� �� ������� ��� ����� ������� �� ��������� ����� ��� �� �������� � ���� f ∈ Cm+1
b ����

��� �������� ������ m+ 1 ���� ��������� ���� ��� �������� ���� �������� ���� ΠHk ����������� ��
���������� ��� Hk� �� ������ �� �������� �� ������ �� �� ��������� �� Hk ���

|f(x)−ΠHkf(x)| ≤ K(rk)
m+1,

�� ��� ��������
|EQTk

[f(XTk)]− EQ̃Tk
[f(XTk)]| ≤ K(rk)

m+1,

�� QTk ��� �� ������ �� �������� �� Q̃Tk �� ������ ��������

���������� ���� � ������� ���� ������� ��������� �� ��������� �� ��������� � ������ ��� ��
����� k� ���� ���� �� ���� ���� ������ ��� �� �� ������ �� ���������� � ������� ��� ����� ���
������� �� ������ ������� �� ���������� ����� �� ���������� �� ����� ������� �� �������������
������� �� ���������� �� �� �������� � ��������� �� ���� �������� ��������� ����������� �� ���������
��������� ��������������� �� ���� ������ ������������� �� �� ��������� �� ����� TN �
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���������� � ���������� ������� �������� ������ �� ������ ������������� ������������� ���� ����
������ ������� ����� ������ ���������� ����� ��� ����� �������� ��������� ������� �� �����
����� �������� ������� ������� �� ���� ������������ ����������� ����������� ����� �������������

�� ��� ���������� �� ��� ������������ ������ ���������� ����� �� � ������ ���� ��� ������
�� ���� ������� ��� ������� ��������� ����������� ���� ���������� ����� ��������� ����������
�������� ���� ��� ������� ��������� �� ��� ������� ���������� �������� �� ���� ����� �� ����
�������� ��� ��������� �������� ��� ����� �� ������� � ��������� �������� ������� ��� � �����
������� ������� ���� ��� ����� �� �� �������� ��������� ������ �� ���� �������� ��������������

��� ���� ������� �� ����������� �� ��� ��������� ������������� �� �������� ����������� ��������
��� ������� ���� � ���������� ������ �������� �� ��� ����������� ������ �� ��������� ���� ����
�������� ��������� ���� ������ ������� ��������� ��� ������ ����������� �� ��� �������� ��������� ���
��� ���� ���� �� ��� ������ ���� ��� ����� ���������� ������� ��������� ��� ��������������� ���
�� ��������� �������������� ���������� ��� ������� ��� ������ ����� ��� ����� �������� �� �������

��



������������ ���������

�� ��������� ��� ������� ���� � ������� ���� ��� ���� ��������� ��� �������� �� ���� ����� �� ���
����� ���� �������������� �� ������� ��� ��� �� �� ����� ������ ��� ��� ���� ����� ���������
������� ���� � ���������� ���� ��������� ��� ��� ������� �������� �� ��� ����� ���������� �� �����
��� ������ ����������� �� ��� ��������� �� ���� �� � ������ ���� ����� ������ ��� ��� ����������
����� ������������� �� ��������� �� ������� �� ������������ ������� ���� ��� �� ��������������
����� ���������� ��� �������� ��� ���� ���������� �� ��� �������� �������� ���� ������� �� ���
������� �� � �������� ��������� �� ������ �� ������� ����������� ���������� ����� ����� �����
����� ���� ��� �� ��������� �� ������� � �

����� ��� ������ ������� �� �������� �� ��� ������� ������������� �� � ��������� ������
������ ���������������� ���������� ����������� �������� ����������� ������ ������ �����
����� ��� ���������� ����������� ��������� ���� ���������� ��������� �� ��� ��� �� ��� ��������
������� ��� ������ �� ��� ���������� ����� �� � ������ �� ��������� ���� ���� ���� ������������
���� ��� ������ �� ��������� ���� �� �������� ���� ������� �������� ������ �� ���� ���� ��
������ ��� ���������� ���������� �� ��������� ��������� ���� ��������� ����������������
�������� ����� ��� �������� �� ��� ������� ��� �������� ����� ��� �� ��� ������ ������ �����
�� ������� � ��� ������������� ��������� �� ����������� ������ ��� �������� �� � �������
������ ���� ��� ��������� �� ����� �� ��� �������� �� ������ ������ ������ �� ����� ���
������� ���� ��� ��� ��� ������� �������� ���� �� ��� �� ������������ �� ����� �� ������ ��� �����
����� �� ������������ ����� ����� ���� ��� ������� �� ��������� ������������� ���������� ��
����� ��� ��������� ����� �� ������������� ����� �� ���� ��� ���������� ��� ���� ���� ����
���� ����������� �� ������ ��� ��� ��� ����� ����������� ���������� ����������� ���� ������� ��
��� ������� �� � ��������� �������� ���� ���������� �� ���� ������� �� ������ ��� �� ���������
�� ������� ��

�������� ����� ��� �������� ��� �� ����������� ������� �� ������ � ������� ��������� ��
����� ��� �������� ��� ������� ��� ������������ ��� ���������� ���� �� �� ������� �������� �����
������ � ��� ��� ���� ����� �� ��� ���� ������� �� ��� ��� ������ �� ��������� �� ��� ������ � ����
�� ����������� ���������� �� ��� ������� ����� �� ��� ������������� � ��� ���� ����� �� ��� ����
������� ��� ��� ��� �� ��� ������ ��� �� ��� ��������� ������ ����� �������� �� ����� ���
����� ������� �� ��� �� ������������� �������� �� ��� ������ ��� ���� ����� ���� ����������
��� ����� �������� ���� �� �� ����� ���� �� ������ �� ���� ������ ���������� ����� ��� ����������
��� ������������� ������ ���� �������� ������ ����������� ������ �� ��� ����� ���� ������
��� ���� ����������� ����� ����������� � ���� �� ����� �� ���� ������� ���������� ��� ����������
���������� �� ��� ���������� ���������� ����������

�������� �� �������� � ����� ������� �������� ���� ��� ����� �� ��� �������� ������ ����
������� ��� ������������� ������ �� ����� ����� �� � �������� �������� �� ����� ��� ��������
������ �� ����� �������� ���������� �� ������� ��������� ��� ������ ����� �� ����������� ����
������� ������ �� ����� �� ��� ������� ���������� �������� ��� ��������� ����� ���� ����� �������
���� ���� ���� � ��� �������������� ������ ������ ��� ��������� ������� ����� �� ��������� ���
������� ��� �������� ������� �� ������ ����� �� ��� ����������� ������� �� ��� ����������
������� ������ ��� ����� ������� �� ����� �� ��� �� ������ ��� �������� ��������� �� ����� ��
������� ��� ���������� ������ �� ��� �������� ������ ���� ������� ����� ������� ����������
��� ����� �� ����������� �� ��� ���������� �� ������� � ���������� ����� �� ��� ���� �����
������������� ������ �� �������� ��� ����� ���� �� ���� ���� ���� ��������� ���� ������� ��
��������� �� ��� �������� �

�� ���� �������� �� ���� ��������� �������� ���� ��� �� ��� ���������� �������� ��� ���
���������� �� ���� �������� �� ����� ����� �� ������� ������� ��� ����� ������ ��� �������� ��
���� ��������� ��� ���� ������������ ����� ���������� �� ��� �������� �� ��� ��������� ���������

��



�� �������� ����������� ���������� ������������ ���������

� �������� ����������� ���������� ������������ ���������

��� �� �������� � ��� ������ ����� ��




X�
t = x0 +

� t

0
f(X�

s, Y
�
s )ds+

� t

0
g(X�

s, Y
�
s )dBs

Y �t = y0 + �−1
� t

0
b(X�

s, Y
�
s )ds+ �−1/2

� t

0
σ(X�

s, Y
�
s )dB̃s,

����

����� X�
t �� � dx������������ �������� Y �t � dy������������ �������� B ��� B̃ ��� ��� ��������

���� �������� ������� �� ���������� dx ��� dy� ���� ���� �� ������ ������ ��� �������� ��
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dXt = rXtdt+ f(Yt)XtdBt

dY �t =
�
�−1(m− Y �t )− �−1/2ν

√
2Λ(Y �t )

�
dt+ �−1/2ν

√
2dWt

����� f �� � �������� ���������� ��������� ��� �������� ������� B ��� W ���� ���������
����� ����������� ρ ∈ (−1, 1) ���

Λ(y) =
ρ(µ− r)

f(y)
+ γ(y)

�
1− ρ2

�� � �������� ������ ����� �� �����

���� ���� �������� ���� ������� ���� �� ��� ���� ��������������� �� ��� ����� �� ������
�� ��� ������� ��� ���� ����� ���� ��������� ���������� ��������� �������� �� �������� ���
�������� ���������� �� ��� ���� ����� �������� �� ��� ���� ����� ���� ��� ��� ���� �� �����
����� �� �� ����� ����������� ��� ����� �� ������� ��� ������������ �� Λ ���� � �� ������
������

�� ��� �������� ������������� �� ��� ��������� ���� ������� ��� ���� ����� ���������� �� �� ����
�� ��� ��� �������� �� ��������� ������ �� ��� ������� �� ��� �������� ���� ������� ��������
���� ��� ����� ������� ������� h �� ��� ���� ���� ��� ��� ����� ������� ��� ����� ��� �����
��������� ��� ������ ������������ �� ��� ���� ��� ������� ������� ������� �� ���� � ���� ���
������ ����� �� �� ����� O(�−1/2h1/2)� �� � ����������� �� ��� �������� �� ��� �−1 ��� �−1/2 ����
�� ��� ����� ��� ���������� ���������� �� ��� ���� ��������� �������� �� ����� ���� �� �����������
�������� �������� ���� ���� � ��������� Δ� ���� ����� �� ������ ���� � ���� ���� ������������ ��
�Δ2 �� � ����� �� (dx + dy)�

−1Δ−2 ����������� ������ ��� ������ ��� ����� ����������� ��� ����
��������� ��� ������ ����������� �� ����� ������ ��������

�� ������ ���� �������� �� ��� ��������� �� ��� ��� ����� �� ����� �������� ��� ���� ��������
��������� �� � ������ ������������� ������� ������� ��������� ������� �� ����� ���� � ������
�� ��� ������������� ���� ���� ���� ��������� ���� ��� ������� ��� ������ ������ ���� �� ����
��� ����� �� �������� � ������������ ��� ��� ���� ����� �� ����� ���� ����������� ���� ��� ����
����� �� ����� ��� ���������� ������������ �� ��������� ��� ������� ��������������

��� ���������� ���� ������� �� ��������� ������������� �� ��� ������� ���������� ���� �� ����
��������� ���� ��� �� ��� ���������� ���� ���� ����������� �� ���� ��� ������� ������� �� �����
����� ����� �� ��� ��� �� �� ������������� ������ ��� ��� ���� ����� ���� ������� ����� �������
��� �� ���� ���� �� ��� ���� ����� ������� ������ �� ���� �� ����� ��� ��� ���� ����� �������������
�� �������� �� ���� � ���� ��� ������ ����� �������� �� ��� ��������� �� ��� ���������� ���� ��
�� ��� ���� ����� �������� ��� � ���������� ������� ���� ����� �������� ����� ���� g(x, y) = 0
�� ������ ��� � ���� ����� �������� ��� ��� ���� ���������� ����� ��������� ���� ������ ��� ����
�������� �� ����� ����� �����

��� ���� �� ������� � �� �� ������� ��� ����� �� ����������� ��������� �� �������� ���������
��� ��� ����� ������� �� ��� ����� ������� ��� ���� �� ������ ��������� �� ��� ����� ���������
�� ��� ��������� ���� �� ���� ������ ���� ���� �������� ������������� ������� �� ������� ���
������������ �� � ������ �� ������ ���� ��� ��� ���� ���� ��� �������� ����������� ������ ��� ��
���������� �� �� �������� ��������� �������� ���� �������� ������ ��� ���������� �������� ��
������� �������� ���� �� ��������� �� ����� �� ��� ��������� ������� ������������� ���������

��



�� �������� ����������� ���������� ������������ ���������

�������� �� ��������� ��� ����� �� �����

��� �������� �������������

� ��� �� �������� ��� �������� ����������� ������ �� �� �������� ��� ����� ��������� ���� ���
����� ���������� ����� �� �������� ���� ������� �� ������� �� ��� ������ ���� � ����� �� �� �����
��� ����� �� ���� �� � → 0 ��� �� ������� ��� �� ������ ��� ����� ������� �� ���� �������������
�� �� ����� ������� ��� ���� ����� �� �������� ����� ��� ��������� �������� ���� � ���� �����
���� ������ �� ��� ���� �������� �� ������ ��� ������ ����� ����� ������� ��� ���� �������� ������
���������� ����� ��� ���� �������� ������ �� ���������� �� ������� ���������� ������� �����
��� ���������� ���� ������� �� ��� ���� �������� ��� ���� �������� �� �� ������� �������� ����
������� ����� ��� �� �� ��������� �������� ���� ������� ���������� ��� ���������

��������������� �������� ��� ����� ���� � ����� �� ���� �������� ���� �������� ������������
���������� �� ��� ���� ��������� ��� ������� �� ����������� ����� ��� ������������ �� ��� ���
������������� ������ �� �� ������������� ������� ��� �������� �� ����� �������� ��� ��������
����� ����������� ���� �� ������� ��� ������������ ���� ���� ���� ����� ����� ��� ��� ����������
����� �� ���� ����� �� ��� �������� �� ������� ��� ������������ �� ��� ��������� ����� �����
���� ����� ��� ����� ������������� �� ������� �� ��� ��� ������ ����������� ��������

��� ���� �� �� ����� ���� ��� ������ �� ��������� X� ���� ���� � ���� ����� �� � ����� ��
���� ��� �� �������� ���� ������ ��� ����� �� ���� ��� �� ������������� �� ��� ��� ������ �� ���
������������ ��������� ���� �� ������������� ������ ��� �� ���� ��������� ������� �� � ����������
��� �� ������� �� �� ��� ����� ��������� ��������� �� ��� ��������� ����������� �� ���� ������
��� �� ���� ���� ������ ������������ �� ���������� ��� ���� ������ ��� L� �� ��� ������������
��������� �� ��� ������ ����� �� ��� �� ������� ��

L� = �−1Lxy + L�y
x

����� L�y
x �� ��� ��������� �� ��� ���� �������� ���� ���� ��������� y

L�y
x :=

dy�

i,j=1

hij(x, y)
∂2

∂xi∂xj
+

dy�

i=1

fi(x, y)
∂

∂xi
.

���� h(x, y) = gg∗(x, y)� ��� Lxy �� ��� ��������� �� ��� ���� ������������ ���� �������� {Y ��t}t≥0
���� ���� x� ����

Lxy :=
dy�

i,j=1

aij(x, y)
∂2

∂yi∂yj
+

dy�

i=1

bi(x, y)
∂

∂yi
. ����

��� µx �� ��� ��������� ������� ���������� �� {Y ��t}t≥0 ���� ���� ��������� x � ����������
��� ��������� ������ �� �� ���� ������� ��� ���� ����� �������� �� ���������

��������� ��� ��������� �������� �� ���������� �� ���� �� ������� L� ���� �� ��������
������������� �� L�y

x ���� ��� ���������� ���� ������� �� ��� �������� y ��� �������� ��� ������
������ ������ �� ��������� ��� �������� L̄ �� �� ��� �������� �������� L�y

x ���� ������� �� µx�
����� ��� L̄ �� ����� ��

L̄ :=
dx�

i,j=1

Hij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

dx�

i=1

Fi(x)
∂

∂xi
,

�����

F (x) =

�
f(x, y)µx(dy) H(x) =

�
h(x, y)µx(dy), ����

��



������������ ���������

���� ��� ψ �� �� ��������� ������ ����������� ���� Rdx �� R� �� ��� ��� �� ����������� ψ�
���� Rdx × Rdy �� Rm ����� �� ����������� ψ ���� � ����� ���������� ����� ���� ���� ��� ������
L� ���� ψ� �� ����� �� ��� ������ �� L̄ ���� ψ� ������� �� ��� ��� � ����������� �������� φψ � ����
���� �� ������ ������������� �� ��� ����������� �� ���� �����

ψ�(x, y) = ψ(x) + �φψ(x, y),

������

L�ψ�(x, y) = (�−1Lxy + L�y
x )(ψ(x) + �φψ(x, y))

= L�y
x ψ(x) + Lxyφψ(x, y) + �L�y

x φψ(x, y)

= L̄ψ(x) +O(�)

�������� ����
Lxyφψ(x, y) = (L̄ − L�y

x )ψ(x), ����

����� �������� ��� φψ �� �� ��� �������� �� ��� ������� �������� ���������� �� Lxy ��� ������
���� (L�y

x − L̄)ψ(x)� ���� ���� ���� ���������� ���������� ��� φψ ��� ������ �� ���� � ����� ��
��� O(�) �����

����� ��������� ���� � ����� �� ����� ���� ��� ��������� ���� ��� ��� ����� �� ��� ��������
������ ���� �� ����� ��� �� ����� �������� ���� L�ψ ��������� �� L̄ψ�

������ ��������� ���� ������ ��������� ��� �� ����� ��� �������� �������� ������������� ������
�� ������� ��� ������������ ������� �� ��� ��������

����� �� ����� Cj,r+αb �� �� ��� ���������� �� ��������� ������ j ������� ����������� �� ��� x
�������� ��� r ������� ����������� �� ��� y ��������� ����� ��� ����������� �� ����� ����� ���
α−������ ���������� ���� ������� �� y ��������� �� x�

������� ��� �������� � �� ������ ��� b, σ, f, g �� ������ �� �� ���� ��� a = σσ∗� ������

�� ���� � ���������� ��������� �� ��� ���� lim
|y|→∞

b(x, y) · y = −∞� ��� ���� ��� ������ �a� ��

�������������� ��� ��������� ��������� ������ ���� a, b ∈ C2,1+α
b � ��� ���� f, g ��� ���������

���� ������� �� ��� x �������� ��������� �� y ��� ���� �� ���� ���������� ������ �� y ��� ������

������ �� x�

����� ��� ��� T > 0� ��� ������ �� ��������� {X�
t , 0 ≤ t ≤ T}0<�≤1 �� ������ ���������� �������

�� C([0, T ];Rl)� ��� ������������ ����� X �� � �������� �� ��� ���������� ������� ����������

���� ��� �������� L̄�
�� ��������� ��� ���������� ������� �� ���� ������ ���� X� ⇒ X� ����� X �� ��� ������ ���

���� �������� ������� ���� ��������� L̄�

�� �� ����� ���������� ���� ��� ������ ��������� �� ������� ��� �������������� ���������
�������� ��� ���� �� ����� ����� �� �� �−1 ����� ���� �� ��� ���� ��������� ����� ����������� ���
������ ��� ���� �������� �� ������� �� ��� ������ ������� ��� ���� ����������� �� C([0, T ],Rd)
��� ���� ����������� ��� ������� ��� ���� ���� �� �������� ����� ��������� ��������� ������� ��
��������� �� ����������� ���� ������ �� ���� ����

• ��� ��� δ > 0� ����� ������ M > 0� ���� ����

P

�
sup

0≤t≤T
|X�

t | > M

�
≤ δ 0 < � < 1;

��



�� �������� ����������� ���������� ������������ ���������

• ��� ��� δ > 0�M > 0� ����� ������ �0 ��� γ� ���� ����

P

�
sup

0≤t0≤T
sup

t∈[t0,t0+γ]
|X�

t −X�
t0 | ≥ δ; sup

0≤t≤T
|X�

t | ≤M

�
< δ

��� ����� �� ��� ���� �������� ������� ���� �������� ��� ������ ���������� ����� ���� �������
� ���� ������ ������ �� ����� �� �������� ��� ������ ��� ����� ���� �� �� ������ � �������� �� ����
��������� ������� ��� ���� ����� ��� �������� ���� ��� ������ ���� ����� ��������� �� ���� �� ���
����� �� ��� ���� ������ ����� ��� ������� ��������

������ ���� ��� ���������� ������� �� ���� ������ �� ������� ��� ������ �� �������� �����
��� �������� ��������

Xt = x0 +

� t

0
F (Xs)ds+

� t

0
G(Xs)dBs, ����

����� G(x) =
�
H(x) ��� F,H ��� ������ �� ����� ���� ���� G(x) ����� �� �� ��������� ���

������ ���� ������ ����� �� H ��� �� ������ �� �� ��������� ��� �������� ������������� ��

��� �������� ������������ ������ H� ����� ����� ����������� ����������� X� L−→X �� � → 0�
���������� �� ������ ��� �������� �� ����� �������� � �������� �� ��� �������� ������ ���� ��
����������� ��� ����� ������ �����

�������� ������ ��� � ��� ���������� ��������� �� �� ��� �� ���� ���� �� ��� �������� �����������
��� ��� ��������� ������� �� ��� �������� �� ����� ����� ��� ��������� ������ ���� ������� �
��� �� �������� ����� ��������� ������������ ���������

��� ��������� ������������ �������������

� ���� ������ ��������� �� ����� �� ���� ���� �������� �� �������� �������� ���� ������� �� ���
��������� ������������ �� ��� ������� ��� �� ����� �� ��� ������� ��������� ���� ���������� ��
Xt �� �� ������� ���������� ������� ���� � ������ ��������� ��� µ�

�
f(x)µ(dx) = lim

t→∞
1

t

� t

0
f(Xs)ds ≈

1

N

NΔ�

k=0

f(X̄kΔ)ds

��� ���� ����� Δ ��� ����� N � ����� X̄kΔ �� ��� ������� �� � ���� ������������� ������ �����
�� ���� kΔ� ��� ������ ������� ��� ����� �� ������������� �������

• � ���������� ����� ������ ���� ��� ���� ���� �� �������� ��� ����� �� ������� �� ��������
��� ��� �� ���� ��� N �

• � ������ �� ��������� ������� ������ ����� ����� ���� ��� ���� ���� ��� ������� ����� ��
����� �� ��� ������������� ������ ��� ��� �� ��� �������� ���������

��� ���������� ����� ����� �� ���������� �� ����� ������ ����� ���������� �������� ������� ��
��� ������� ����� ������� ��� ���� ��������� �� ��� ����������� �� ��� �������� ������ �������
��� ������ ��� ���� �� ����� �� ����� N−1/2 ���� ���� ���� ��������� �� hN ���������� ��������
������ ������������ ��� �������������� ����� ����� �� ������� ����� ���� ����� ���������� ����� ��
���������� ��������� ����������� �� ��������� �� ����� ��� ������ ��� ��� ����� ������ �� �����
��� ���� ���� ������� �� ��� �������� ����� �� ����������� ������� ��� ��������� ����� ���� ���

��



������������ ���������

������� ���� ��� ����������� ����� �� ���� ��� ���������� ������

���� ���� �� ��� �������� ���������� �� ��������� ��������� ��� ��� ��������� ������ ��
����� ��� ������ ������������� �������� ���� ���� �� �������� �� ����� ����� ���� � ������ ��
��� ������� ���� ���� ��� ���������� �������� �� �������� ��� ������� ���� ������ �� ��� ����
���� ��� ��������

dXt = −X3
t dt+ dBt

�� ������� ���� E
�
|Xt|2

�
≤ 3/2 ��� ��� t ∈ R+� ����� ��� ������������� ����� ��������������

X̄k+1 = X̄k − X̄3
kΔTk+1

+ΔBk+1

��� ��������� ������ ������� ��� ���������� k�

������ ��� ���������� �� ��� �������� ������ ���� �� ������ ������� ���������� ��� ����������
��� ������ ���� �� �� ���� ���� ��� �������������� ��� �������� ���������� ���������� �� ���
������ ������ ���������� �� ��� ������� ��� �������� ��� ������ ��������� �� ���� ����� ��
� �������� ������ �� ������� �������� ���� �������� ���������� ��� ����� ��� ��� ��������������
�������� �� � ����������� �� � ������� ����������� ���������� ����� ��� �������� ���������� �����
���� � ������ ���� ��������� ��������� �� ��� ������ ������ ���������� �������� ��� ���������
�� � ������� �������� ���� ���� ����� ���������� �� ��� �������� ��� ���� �� ���� �� �����

����� ��� ���������� ���� ������

� ������� ��� �������� �������� ��� �������� �� ��������� ��� ����� �� ���� ���� ������� �����
��� �� ����� ��� �� ������� � ��������� ������� �� ��� ������� ������� �� ��� ��� �� ���� ���� �� ���

��� {γk}k∈N �� � ���������� �������� �� ����� ���������� γk > 0 ��� ��� k� lim
n→∞

γk = 0 ���

lim
k→∞

Γk =∞; �����

Γk :=
k�

j=0

γj .

��� B̃ �� � �������� ������ ��� �����
√
γk+1Uk+1 := B̃Γk+1

− B̃Γk
�������� ���� Uk+1 �� �

�������� �������� ������� ��� y0 ∈ Rdy � �� ����� � ���������� ���� ����� ������������� ��
��� ������� �������� ��

Ỹ x0 = y0

Ỹ xk+1 = Ỹ xk + γk+1b(x, Ỹ
x
k ) +

√
γk+1σ(x, Ỹ

x
k )Uk+1, ����

��� ��� ���������� ���� ������� ��������� ��

F̃ k(x) =
1

Γk

k�

j=1

γjf(x, Ỹ
x
j−1) ����

�� ���� ������ ���� �� ���� ��������� ���� � ��������� ������� �� ��� ��������� �� ����
���� ������� ����������� ��� ���� ������� ������� �� ��� ��������� ������ ��� ��� �� ��������
��������� ��� ��� ����� ������ ���� ��� ��� ��� ������� �� ��� �������� �� �������� ���� ���
������� ������� �� �� ��������� ��� ������������ �� ��� ������� ������� ��������� ���� ����������
�� ��� ���������� ���� �� ����������� �� ��� ����������

��
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��� ���� ������� �� ��� ���������� ���� ������ �� ����� �������� ��� ��������� �� ��������
�������� ���������� ���� ������� ����������� ��� ������ �� ��� ���� �������� ��� ���� �� ����������
��� �������������� ����� �� ��� �������������� ���� ��� ��� ��������� ��������� ���� k → ∞
������ ������ �� ��� ������� ������� �� ��� ���������� �������� ���� ������ ��������� �� ��� ��
���� ��������� �������������� ��

F̃ 0(x) = 0; F̃ k(x) = F̃ k−1(x) +
γk
Γk

�
f(x, Ỹ xk−1)− F̃ k−1(x)

�

��� ����� �� ��� ������ ���� ����������� ������� ��� ������� ������� ���� ��� ��������� ��
� �������� �������� ��� ���������� ���������� �� ����� ��� ��������� �� ��� �������� �� ����
�� k → ∞� � ���������� ������� ���� ������� �� ����� ���� ��� ����� ��� ����� �������� ��
��������� �� ����� �� � ����� ��������� ���� �� ���� ����� ��� ���������������� �������� ��������
��������� ��� ���������� ���������� ��� ���� �� ���� ���� ��� ����� ������ �� ������ ��� ���������
������� �� ��� ���������� ���������

�� ���������� ������� �� ��� ��������� �� ���� �� ������ ��� ���� ���� �� ������ ���������� ���
����� �� ����� ���� ������� �� � ������� ������ �� ���������� ���� �������� �� ���� ������ ����
����������� �������� ���� ��������� �� ���� �� � ���� ������� �������� �����������

��� �������� ���������

��� �������� ���������� �� �������� ������������� ��� ��������� ������� ������������� ������
�������� ��� ������ ��� ��������� �� ������������� ��������� ��� ��� �������� ����������� ������
����� �� ������� � ����������� ���������� ���� ������ ��������� ������ �� � ����������� ��
�� ����� ������ ��� ��� ���� ����� ��� ����������� ������������ �� ��� ���������� ����� ����
��������� ��� ��������� �� ��������� ��� ���������� ��������� �� ������� �������� �� ���� �����
����� �� ��� ����������� � ����� ����� �������������� �� ��� ��������� �� ���� �� ��� �
�������� ������������� �� ���� ���� ��� ������ ��� ���������� ����������

����� �����������

��� ������� ������ ����� ���� ���� �� ����������� �� ��� ���� ����� ���������� �����������
(Hf.s.)� ��� �������� � �������������� ���������� � ���������� ��������� ��� ������ �� ��� ����
������ ������� ���� ��������� ��� ��������� �� � ������ ��������� ������� ��� ��� �������� ����
����� �������� ��� ��� ���� x ���������� ��� �������������� ��������� �� �������� ���� ������
�� ��� ���������� ����� ���� ������� ��� ���� ����� �� �� ��� ������� ��� ������������ �������
�� ������ �� ����� ����������� ��� ��� ������� ��������������

�� ���� ������ ���� ���������� �� ��� ���� ����� ���������� ����������� (Hs.s.)� ������
���������� ��������� ���������� �� ��� x ���������� ������ ������� ����������� �� y ��� ������
�� x� ��� ��� ��� ������ h = gg∗ ������ �� �� ��������� �������������� �� ����� �� ���� ��
���������� ������ ������ ��� ��������� �������� ���� ������� �� ��� �������� ���������������
��� ������� ��� �� ����������� �� ����� �� ������� � �� ������� ��

����� ����������� ���������� ���� ������

��� ���� ��������� �� ���� ������ ��� �������� � ���� ������� T � ��� n ∈ N∗ ��� �������
tk = Tk/n� ��

X̌n
tk+1

= F̃M(n)(X̌n
tk
)Δtk+1 + G̃M(n)(X̌n

tk
)ΔBk+1,

��



������������ ���������

����� F̃M �� ������ �� ���� ��� G̃M (x) �� ������ �� ��� ������ ����� �� ��� H̃M (x) �����
��� ���������� ���� ��������� �� �� ���� ������� ���� h(x, y) = g∗g (x, y)� ��� ���� �� ������� �

�������� ������������� �� �� �� ��� G̃M (x) =

�
H̃M (x)� �������� M(n) �� ��� ������ �� �����

�� ��� ���������� ����� ��������� ��������� �� � �������� �� ��� ������ �� ����� �� ��� �����
������ ��� ��� ���� ������ ��� ���� �� M(n) ���� �� ����� ���� ��� ���� ���������

�� ������ ���� �������� �� ������ ���� ��� ������ �� � �������� ������������� �� ����������
��� ���� ������ �� ����� ��� ����� ����� ����������� ����� ������ � ���������� �������������
����������

�� ������� ���� �� ������������ ������� �� ��� ��������� �������� ���� ������� ��� ����
����� ��������� �� ��� ���� ��������� ��� �� ����� �� ��� �� ��������� � ������������������
�������������� � ������ ����������� �� ��� ���������� ���� ������� ��������� ���� ��� ��������
���� �� ���������� ������ �� ������ ��� ���������� �� ��� ��������� ���� ������� ��� ���������
�� ������� ���

�� ������ ��� ������������ ������������� ��������� �� F ��� H �� F̂ (n);λ(x)� H̃λ,M(n)(x)�

��� ����� �� ������ G̃λ,M(n)(x) =

�
H̃λ,M(n)(x)� ����� �� ��� ����� ��� ���� ���� �� �� ���

����� ���� ���������� ��� ����� ��� ��� ����������

��� ���� �������

��� �� ��� ������� ���� �� ������� ��� � ���������� ������� �� ��� ��������� �������� �� ��������
������� ���� �� �� ������ t = �nt�/n� �� ��������

X̃n
t = x0 +

� t

0
F̃M(n)

�
X̃n
s

�
ds+

� t

0
G̃M(n)

�
X̃n
s

�
dBs. ����

��� ���������� ���� ��������� �������� ��������� �� ��� ����� �������� ��� �� �������� � ����
�������� ������ �������� �� ��� ����� ���� ��� ���������� ����� ������������ ��������� �������
��� �������� �� � ���� ����� ��� ��� ���� ������� �� ������� �����

������� ����� ��� 0 < θ < 1� γ0 ∈ R+ ��� γk = γ0k
−θ� ��� M1 �� � �������� ��������� ������

(Hf.s.) ��� (Hs.s.) �������� ��������� ������� ��� ��������� ������ �� ������� � �� ������� � ��

����� M(n) ��

M(n) =
�
M1n

1
1−θ

�
,

����

�� ������� ������������� ����� ������ � �������� K ���� ����

E

�
sup

0≤t≤T

���Xt − X̃n
t

���
2
�
≤ Kn−[(1−θ)∧2θ]/(1−θ)

��� ������ ���� ������ ��� ��� ��� ����� g ≡ 0�� ������ �� �������� ���� f �� �� ����� � �����

������������� �� y ���� ��� ����������� ����� ������������ �������� ������ �� ���� θ ≥ 1/2�
����

n
�
X − X̃n

�
=: ζn ⇒ ζ∞

������������ �� ��� �� ��� �������� �� ���������� ��� ζ∞ ����� �� ��� �������� �� ��� ������

�� ���� ���� ���������� ��������� �� ��� ��������� ��� ���������� ����� �� ����������� ����

�� ������� ����

��



�� �������� ����������� ���������� ������������ ���������

���� ������ ���� ������ ��� ��� ��� ���� h = gg∗ ��� ������������ ������ �� �������� ����

f, h ��� �� ����� � ����� ������������� �� y ���� ��� ����������� ����� ������������ ��������

������ �� ���� θ ≥ 1/3� ����

n1/2
�
X − X̃n

�
=: ζn ⇒ ζ∞

������������ �� ��� �� ��� �������� �� ���������� ��� ζ∞ ����� �� ��� �������� �� ��� ������

�� ���� ���� ���������� ��������� �� ��� ��������� ��� ���������� ����� �� ����������� �����

��� ����� �� ���� �� ������� ������ ����� �� ��� �� �������� �� ��� ������� ������� ��������
������ �� ���� ����� �� ���� ���� ���� ������� �� ����� �� ��� ���������� ���������� ��� �������
�� ��� �������� �� ��� ������� �������� ���������� �� ��� ���� ����� ��������� ��� ����� �� ��� ���
������� �� ������� ��� ������������ ������� ����� �� ������� ��� ����� �������� ����� ����������
� �������� �������������� ��� �������� ������� ����� �� �������� �� � �������� ���� ��� L2 ������
������ �� ��� ������ ����������� �� ��� ��������� ��� � ��������� ��� ��� ���� �� ������������
��������� �� ������� �� ����������� ��������� ��� ����� ��� ��������� ���������� �� ������
����� ����� ������������ ������� �� ��� ���� �� ���������� ��� ����� ����� ����� ��� ������� ����
��� ����� ��� ������� ����� ��� ����������� �������

�� �������� �� ��� ����������� �������� �� ���� �� ������� ����� ���� ��� ���� ��������� ��
���� ������� ���� � ������ ����� ������ ���� ��� ����� ���������� ��������� � �� ������ ����� �

��� ��� ������������ ������� �� ��� ���������� ������ �� ������� ��� �� ������� �� �� ����
��� ���� �����������

��������� ����� ��� 0 < θ < 1� γ0 ∈ R+ ��� γk = γ0k
−θ� ������ (Hf.s.) ��� (Hs.s.)� ����

M(n) ������ �� �� ������� �����

��� X̂n �� ��� ������ �� �������� ��� ������������ ������� �� ��� ��������� ������ �� �������

��� �� ������� �� ����

�� ������� ������������� ����� ������ � �������� K ���� ����

E

�
sup

0≤t≤T

���Xt − X̃n
t

���
2
�
≤ Kn−[(1−θ)∧4θ]/(1−θ)

��� ���� ����� g ≡ 0�� ������ �� �������� ���� f �� �� ����� � ����� ������������� �� y ���� ���

����������� ����� ������������ �������� ������ �� ���� θ ≥ 1/3� ���� ζ̂n := n
�
X − X̂n

�

�������� ��� ����� ������������ ������ ����� �� ������� ��� ii) ���� ��� ���������� ����� ��

��������� �����

���� ���� ����� ������ �� �������� ���� f, h ��� �� ����� � ����� ��������� �� y ���� ��� ��������

������ ����� ������������ �������� ������ �� ���� ��� θ ≥ 1/5�� ���� ζ̂n := n1/2
�
X − X̂n

�

�������� ��� ����� ������������ ������ ����� �� ������� ��� iii) ���� ��� ���������� ����� ��

��������� �����

��� ��������� �� ����� ��� ������������ ��������� ����� ��� �� ��������� �� ��� �����������
���� �� ��� ���� �� �� ��� �������� ���������� �� �� ��� ��������� ��� � �� ������ � ����� ����� ���

θ �� ��� ��������� �� ��� �������� γk = γ0k
−θ� ���� ������ ������� �� ���������� ��������� ��

��� ���������� �� ��� ���������� ������� �������� ��� ����� ��������� �� ��� ����� �� ���������
������ ��������� ����������� ��� ���� ������� ����� ������� ���� ����������

��



������������ ���������

����� �������� ��������

�� ��� ����������� ��� ��������� ���� �� ���� ���������� �� ���������� ��� ����� ������ ��
���������� ������ �� ������� ��� ���� ������������� �� ��� �������� �������� ����� ���� ����
����� ���� ���������� ����� ��� ���� ���������� � ������� �������� �� ����� ��� ���� �� ����� ���
����� ���� κ(n) �� ��� ��������� ���� n ����� ��� �� ������� ��

κ(n) = [κ1(n, dx, dy) + κ2(dx)]n,

����� κ1 ������ ��� ��� ���� ��������� ���������� �� ���� ���� �� ��� ���������� ������ ��� κ2
��� ��� ���� �� ����������� ��� ����� ���������� ��� ������ ���� �� �� ����� O(dx) �� ��� ��� ����
��� O(d2x) ��� ��� ��� �����

��� �� ����� ��� �� κ1� ���� ���������� ������� M1n
1/(1−θ) ���������� ��� �������������

��� �������� Ỹ ��� ��� ����������� �� ���������� F̃ , G̃� ��� ��� ���� ���������� ���� ��� �� ����
���������� ��� � ���� �� O(dydx) �� ��� ODE ����� �� O(dyd

2
x) �� ��� ��� ����� �� ��� ������� ��

���� ���� �� ������� � �������� ������������� ���� � ���� �� O(d3x) ����������� ������

κMsDS1 (n, dx, dy) =




O
�
dydxn

1/(1−θ)
�

�� ��� ����

O
�
[dyd

2
x + d3x]n

1/(1−θ)
�

�� ��� ����
.

�� ��� ����� ����� ���� ��� ��������� �� ��� ����� ���������� �� ��� κEMsDS1 ≤ λκMsDS1 � ���
���� ���� ����� ��� ���� ����� �� ����������� ���� ��� ���� ��������� ���� θ �� ������� �� ��

������� �� ��� ������������ ����������

�� ��� �� ���� ����������� �� ������� ��� �������� �� ���� ����������� ���� �� ��� ����
����� �� ������ � ����� ����� ��������� Δ� ���� �� ���� ������ �� τ(Δ)� �� ���� ���� �������
���� ��� ��������� ���� ���� Δ(n) := O(n−1) ��� ��� ���� ��� Δ(n) := O(n−1/2) ��� ��� ���
����� ��������� ��� ������� �������� θ ������ �� ������ ��� ���������� ������ ����� �� �����
��

��� ��� ����������� ��� ��� �����������
θmin 1/2 1/3 1/3 1/5

τmin(Δ) O(dydxΔ
−3) O(dxdyΔ

−2.5) O([d2xdy + d3x]Δ
−5) O([d2xdy + d3x]Δ

−4.5)

����� �� ������� �������� ����������� ��� ���� ������ �� ��� ����� ��� ������������ ���������
��� ��� ��� ���� ��� �����

��� �� ����� ������ ������� ���� � ��������������� ����� ������ ������� �� ��� ��������
������� ��� ��� ��� ����� �� ����� ������ ����������� ��� ��� �������� ������ ���� �����
������� � ����� �� (dx + dy)�−1Δ−2 ����������� ���� ��� ���� ��������� �� ���� ������� ��
� < Δ(dx ∨ dy)

−1� ��� ��� ����� �� � < Δ1/2(dx ∨ dy)
−1� ���� ������� �� ��� ��������� ����

������ �� ����� ��� �������� �� ���������� �� ��� ��� �������� ���� ����� � ���� ������ �� �����
��� ��� ������������� ��� ������� ��������� ��� ��������� �� ��� ������ �� ���� �� ���� ��
�������� �� ��� ���� �� ����������� �� ���������� ��� � ������ ���� �������

�� ��� ��� ����� �� ��� ����� ����� ��� �������� ��������� ���� �� ������������ �� ��� ����
�� ����� � < Δ3(dx ∨ dy)

−1 ��� ��� ���� �������� ��� � < Δ2.5(dx ∨ dy)
−1 ��� ��� ������

�� ����� ������ ��� �������� ���������� ���� �� ���� ������� �� ��� ������ �� �������� �� �
������ ����� ����� ���������� ����� ���� �→ 0�� �� ������ �� �������� ���� ��� ��� ���� �� ���
���������� ������� ��� ��� ��������� �� �����

��
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��� ����� �������

�� ��������� �� ��������� �� �������� �������� ��� �������� ��������� ����������� �� ���� ���
�������� ����������� ������� �� ������� ��� ����������� ��� ���� � ����� ����� �� �����������
��� � ������ ���� ������ ��� ���

�� ������� ����� �� ����� ���� ���� �� ������� ��� �������� ��� ������� ���� ������� �� ���
������� ����������� �� ������� ���� ��� �������������� ����������� �� ���� ��� ���� ��� ����
����� ��� �� �������� ������������ ����� ��� ���������� ���� ������ ���� ��� ������ ������� ����
���� �� ����������� ���� ������� �� ��� ���� ��������� ������� ��� �� ��� �������������� ���
��������� ������� ������ ���� �� ��� �������� ���������� ��� ��������� ��� ����� ��� ��� �����
�������� ������ ���� ���������� ��������� ����������� �������� ��� ������ ������� ������ ����
����������� ��� ���� ������ �� �� ����� ���� �� ������ ��� �������� �� ������� ��� �������������
����� �� ����� �� ��������� �������� ��� �������� �� ������� ���� ������� ������� ����� �� ���
������� ����� ���� ������ ���������� �� ��� ��������� �� ��� �������� ���� ��������� ����������

�� ��� ��������� �� ���� ������� �� ��� ������ ����������� �� ��� ���������� ��� �������� ��
��� ���� ����������� ��� �� ��������� ��������� ��� ���� �� ����� ��� ������ ����� ������
��� �������� �� ��� ���������� ���������� ���� ���������� �� ���� ��� ���� ��� �������� ��� ���
�� ��������� ���� ��� ��� ����� ��� ��� �������� �� ���� �� ���� �� �������� ��������� �� ���
����� ���� ����� ��� ���������� ���� ��������� ���� ����������� ����� ����� ����������� ����
��� ������ �� ��� ����� ����� ��� ������ ���� �� ���� ����� ��� ���� ���������� �� �������
����� ��� ���� ���� �� ����������� �� n−1� �� ���� ���� ��� ������� ������ ��� ��� ����� �������
��������� ���� �� ��� ��� ����� ������� �� ��� ������� � ������� ������������� �� ��� ��� ��
��� ���� ����� ������ ��� ���� ���� �� ��� ����� �������� �������� ������������� ��� ��� ���� ��
��� ��������� �� �� ���� ���� ��� ��� ������ ����� �� �� �������� ��� ����� �������� {γk}k∈N�
���� ���� ���� �� � ������ ����� ������ ���� ���� ����������� ������ ���� n−2��

������� ������ ���� ����� �� ���������� �� �� ��� ���� �� ������� ���������� �����������
����� ��� ��� ���� ��� ������ ������������� ��� ��������� �� ����� �� � ���� �� ����� �������
�������� ���������� �� ��� ���� ������ �� �������� ���� ����� ���������� ������ ��������� ���
��� ��� ���� ���� �� ���� ��������� �� ��� ���� ������ ���� ��� ���������� �� ���������� ���
������ �� ������ ��� ����� ��� ������� ������� �� ���������� ������ ���� ���� �� ��� ���� ������
���� ���� �� ��� ����������� �� ��������� ���� ��������� ������� ����� ������ ������ ��� ���
������� ���� ��� �����������

� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ���
������ ������ ����

��� �� �������� ��� ������
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dY xt = −f(t,Xx
t , Y
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t , Z

x
t ,Eϕf (Xx
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x
t ))dt+ Zxt dB

1:d
t

Xx
0 = x, Y xT = φ(Xx

T )

����

����� B1:d ������� � d ����������� �������� ������ ��� ���� ��� ���������� ���� B0
t = t� ���

��� t �� [0, T ]� T > 0 �� ������ �������� ���� �� �������� �� � ������� �������� X ���� �������
��������� x0 ��� � �������� �������� ���� ���� ��������� ��������� �� X� ��������� ����� ���

��
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���������� �� ��� ������� ��� �������� ����� ������ �� ��� ��� �� ��� ��������� ���������� ���
��� �������� �������� ���� ��� ������ �� ��� ������� ������������ �� ��� ���� �������� �� �� �
��������� ������������� ���������������� �������� �����������

��� ��������� �� ������� � �� �� ������� � ��������� ������ �� ����� �������� ����� ���� ��
��� ���� ����������� �� ������� ��� �� ���� ������ �� ����� � ������� ����� �� ������� �������� �� �
������ �� � ����� ������ �� ��������� ���� ���� ���� ������������ �������� ���� ��� ������ ��
���� ���� ����� ��� �������� �� ���� � ��� ���� ��� �������� �� ��� ���������� ������� ����
�� �������� �� ��� ���� ���� ������������ ��� � ���� ���������� �� ��� ��� ���������� ������
�� ���������� ����������� ����� ���� � ����� ������ �� ������� �� ��� ������ �� ������� ����� ��
��� ������� ��� �����

� ������ �������� ������� �� ���� ���� �� ������� ������� ������� ���� ����������� ��� �����
���� �� ���������� ��� ������ �� �� ������ ������ � ����� ��������� �� ������ ������ �������� �� ���
��������� ��������� �� ����� ��� �� ��� ������� ���� �� ����� ������ ����� �������� �� ��� ��
������ ���������� ����� ���� ��� ��� � ������ �� ������ ���� �������� ����� ���� ������ �� ������
���� � ������ ������� �� ��������� ���� ��� ����� �� ��� ������������� ������ ����� �� ����� �
������� ���������� �� ��� �������� ������ ������ ��� ������� ��� ���� �� ��������� �� � �������
���� �������� ���� T � �� � ������ ���� ��������� ����� ��� ������� �� ��������� ��� ���� ���� ���
������ ����� �� ����� ��� ����������

�������� ��� ��� ������ ������ �� ��� ������ ��� ����� ��� ����������� ������ ��� �� ������
��� ��� ��� �������� �� ������� ���� ������ �� ��� ���� �������� ������� �� ���� ����� ����� ��
������� �� ���� ���� ��� ���� ���������� ��� ����� �������� ������ �� ��������� �� ���� ��������
��� ������� ������ ������ ��������� �� ����� �� ������� ��� ����������� ��������� ������� ��
������� ����� �� � ���� ���� ���� ���������� �� ��� ��������� �� �������� �� ��� ������ �������
�� ������� ��� ������ ��� � ������ ��������� ���� �� ��� ������ �� ������ ��� ������ ����� ���
������� �� ������ ���� ������ ���� ������������ �� �� ������� ��������� �� ��� ������ ������� �����
��� ����� �� ��� �������� �� ��� ������ �� ������� �� �� ��� ���� ���������� ��������� �� ���
������������ �� ��� ������ ������� ��� ��������� �� ��� ������� ������� �� �� �������� ��� �����
�� ��� ������ ���������

���� � ������������ ����� �� ����� ��� ��������� ����� ������� �� � ����� ������� ��������
�� ����� ��� �� ���������� �� ����������� � ������ �������� X̂ �������� �� �� ����������� �� �
����� ������ �� ����������� ��� ��������� ��������� X1, . . . , XM ���� ���� ���� �������������
��� ����� �� ������ ��� ������ �������� ������� ��� ����������� ��� ���� ��� ��� �� ��� ���
�������� �� ���� � ������ ������ ��

dXj
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t ,
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i=1
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�
dt+ σ

�
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t ,
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i=1

δXi
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�
dBj(t) ��� j = 1, . . .M ;

dX̂1:M ;α
t = b0

�
t, X̂1:M ;α

t ,
1

M
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i=1

δXi
t
, αt

�
dt+ σ0

�
t, X̂1:M ;α

t ,
1

M

M�

i=1

δXi
t
, αt

�
dWt

X1
0 = . . . XM

0 = x, X̂1:M ;α
0 = x̃

����� ��� Bj ��� ����������� d−����������� �������� ��������� W �� � d�� ����������� �����
���� ������� ��� α ������� ��� ������� ���� �� ������� ������� �� � ��� �� ���������� ��������

���� ��� ��� ������� �� � ����������������� �������� ������ ���� �� ������ ���� � �������������
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�� �������� ��� ������ �� ������� �� ��� ����� �� ��� ������ �� ��������� �� ���� ��� �������
�� ����� �� �� ���� ������� �� ��� ���������� ��� ���������� �������� ���� �� ����� �� ��� ������
������ ������ 




dXt = b(t,Xt, µt)dt+ σ(t,Xt, µt)dBt
dX̃α

t = b0(t,Xt, X̃
α
t , µt, αt)dt+ σ0(t,Xt, X̃

α
t , µt)dWt

X0 = x, X̃α
0 = x̃

����� µt �� ��� ��� �� Xt ���� �� ���� ������ �� ��� ��������� �� �� ����� ���� �� ���� �������
��� � ������� ���������� �� ��� ������ �������� �� ��� ����� �� ��� ������������� ��������� ����
������� ���� ��������� � ������ �������� �� ���� � ������ ��� ����� �� ������� ����

���� ��� ��� ���������� �������������� ��� ������ �������� ��� �����

J(t, x, x̃, α) = E
�
g(Xt,x

T , X̃α;t,x̃
T , µT ) +

� T

0
f(s,Xt,x

s , X̃α;t,x̃
s , µs)ds

�
.

������ �� ���� �� ����� ��� ��� ������� ����� ��������

u(t, x, x̃) = sup{J(t, x, x̃, α), α ∈ A}.
�������� ��� ��� ��������� ��� ���� ������� �� ��� ��� ����� ��� ���������� �������� ������
������� ����� �������� ��� u�

Dtu(t, x, x̃) +
1

2
Tr(āD2

x,x̃u(t, x, x̃)) + b(t, x, µt)Dxu+H(t, x, x̃,Dxu, µt) = 0,

����

ā =

�
σσT σρ(σ0)T

σ0ρTσT σ0(σ0)T

�
, ρ = [B,W ]

��� ����� [·, ·] ������ ��� ��� ����������� ��� H �� ��� �����������

H(t, x, x̃, z, µt) = sup
α∈A

�
b0(t, x, x̃, µt, α)z + f(t, x, x̃, µt)

�
.

�� ���� ��� ������� ���� ��� ������������� �� ��� ��� �������� ���� ���� ���� �� ���� ��� � �������
������� �� ��� ��������� ������ ���� � ������������� ����� �� ����� �� ���� ���� u(t, x, x̃) = Y t,x,x̃t

����� Y t,x,x̃ �� ����� �� ��� ���������





dXt,x,x̃
s = b(s,Xt,x,x̃

s , µs)ds+ σ(s,Xt,x,x̃
s , µs)dBs

dX̃t,x,x̃
s = σ0(s,Xt,x,x̃

s , X̃t,x,x̃
s , µs)dWs

−dY t,x,x̃s = H(s,Xt,x,x̃
s , X̃t,x,x̃

s , Z̃t,x,x̃s , µs)− Z̃t,x,x̃s dWs + Zt,x,x̃dBs
Xt,x,x̃
t = x, X̃t,x,x̃

t = x̃, Y t,x,x̃0 = g(Xt,x,x̃
T , X̃t,x,x̃

T , µT ).

������ ��� ��������� ������� ���� ���� ������� ��� ������ ����������� ��� ��� �� ������ ����
��� ��������� ��������� �� ��

����� ����� ���� ������� ���������� ��� �� ������������ �� ��� ������� ������ �������
������ ��� � ����� �� ������� ��������� ��� ��� ��� �� ��� ��� ���������

�� ����� �� ���� �� ����������� ������� �� ��� ��������� ��� ���������� �� �������� ���
�� ��������� ��� �������� ���������� �� ������� ����� �� ���� ������ ������ ���� ���� ����� �����
������ �� ���� ��� �� ��� ��������� ��������� ���� �� ������ ������ ��������� ��� ������� ���
�� ���� ���� ������� ��� �������� ������� ����� �� ���� ������� ��� �������� ��������� ��� ���
���������� ���� ��������

��



������������ ���������

��� ������ ������ ���������

������ ������ ��������� ��� ���������� ����������� ��������� ����� ��� ���������� �� ��� �����
���� ������ �� ��� ��� �� ��� �������� �������

dXt = b(t,Xt, µt)dt+ σ(t,Xt, µt)dBt, 0 ≤ t ≤ T ;µ0 = µ̄0 ����

����� µt ������� ��� ��� �� X �� ���� t� ���� ���� ���������� �� ������ �� ����� �� � ������
�������� ����������� �� � ������ �� ���� ���������� ��������� �� ���������� ��������� ���������
������� �� ���� ���� ��

∂t�µt, φ� = �µt,L(µt)φ� ����

����� L �� ��� ���������� ������������ ��������� �� �����

��� ������ ������ ��������� ������ ��������� �� ��� ���������� ����� �� �������� �������
���� ���� ���� ������������ ��� ����������� ����� ���� ��� ������ �� ��������� ������� ����
������ ��� ����� �� ��� ����� �������� �� ���� ������ �� ��������� ���� ��� ������� �� �������
������ �� ������� ���� ���������� �� ��� �� ���� ��� ������� ������� ����� ������ �� ������
���� ���� ������ ����� �������� ���� ��� ��� ������� ����� �� ���� ��� ���� ����� �� �����������
�� ����� ��� � ������ �� N ����������� ��������� ���� ��������� ���� ����������� ��� ����� ����
��� ������ �� ����������� ���� ������ ���������� ��� ��� �� k < N ��������� ����� �� ��� ��� �� k
������ ��������� �� N ����� �� �������� ��������� ���� ��� ������ �� ������������� �����������
�� ����� �� ���������� �� ��� ���� ����������� �� ��� ��������� ������� �� ��� ������ �� � ������
������ ��� ���� ��� ���� �� ��� ������ ����� �� �������� ���� ������ �������� �� ������ ���
���������������� �� ��� ������ ������ �������� �� ����� ��� ��� ���������� �������� �� ������
�� ��������� �� ���� ���� �������� ��� �� ��������� ������ ��� �������� ����� ������� �� ��� ����
�� ����������� �� ���� �� ������������� ��� �� ������ ��� �������� �� ������� �����

�������� ������ ������ ��������� �������� ��������� �� ����������� ���������� ���� ��� ���
���� �� ���� ����� ������� �� ��� ���� ����� �� ������������ ��������� ����� ����������� ���
����������� ��� �������� ���� ��� ���� �� ������� �� ������ ���������� ���������� ������ ��� ��
��������� ���������� ������ ����� �� ���������� �� ��� ������ �� ����� ���� ������ �������� ���
������� �� ���� ����� ��� ���� ����� �� � ������ �� ������ ���� ��� ��� ���� ���� ���� ��� ��� ���
��� ������������� ������������ ��� ���� �� �������� ������������� �������� ����

��� �������� �� ��������� ��� ���������� �� ��� �������� �� � ����� ������ ������ ��������
��� �� ��������� ����� ����������� ���������� ����������� �� ��� ����������� ��������� ����������
���� ������� �� ��� ��� ���������� ����� ��� �� �������� ��� ����� P2(C([0, T ],Rd)) �� �������
������� �� C([0, T ],Rd) ���� ������ ����� �������� �� ���� ������ �� ����� ��� �������������
������ ��

DT (m1,m2) =


 inf
m∈Γ(m1,m2)

� �
sup
s∈[0,T ]

�xt − yt�
�2

m(dx, dy)



1/2

����� Γ(m1,m2) ������� ��� ���������� �� ��� �������� �� P2(C([0, T ],Rd)) × P2(C([0, T ],Rd))
���� ��������� m1 ��� m2 �������������

����������� ����� ������ ���� ��� ���������� b ��� σ �� ���� ��� ��������� ��������� �������

���� �� [0, T ] × Rd × P2(C([0, T ] × Rd)) ��� ���� µ0 ��� ����� ������ ������� ����� ����� ��

��������� ��� ���������� ��������� ��� �� ���� �� �����

��� ����� ��� �� ����� �� ����� ��� ���� �� �� ������� �� � ���� ����� ��������� ���
������ �� ����������� ���� ��� ����� �� ��������� P2([0, T ] × Rd) ���� ������� ��� ���� ���� ��

��



�� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������ ������
����

�� �� ���� � ������������ ����� �������� ���������� ������� ���� ��� ��������� ���������� �� �
������� ���������

������ ��� ��������� ��� ���������� ������� �� ��� �������� �� ��� ������ ������ ���������
��� �������� �� ��������� ������� �� ����� �� ������� ���������� ������� ��� ���� ��� �� ��������
����� �������� ��� ����� ��������� �� �� �� ���� ��� ������ ����� ��������� � �����������
��� �������� �� ���� ���������� ����� �� ��� �������������� �� ����� �� �� ����������� ��������
������ ���� ��� ������� ���� ���� �� ���� ��� ���������� ��������� ��� ���� �� ���� ���� �� �����
����� �� �� �������� � ����� ������ �� ����������� ��������� ���� ����������� ������� ����� ���
���������� �� ���� �������� �� ���������� ����� ����������� �������������� ���������� ��� ��� ���
���������� �� ��� ���������� �� �������� ���� ��� ��������� ������� �� ��� ����� ��� �� ����������

�� ���� �� ���� ����� ������� �� ������� � �������� �������� ����� �� ��� �������� �� ������
������ �������

��� �������� �� ������ ������

�������� ���� ����������������� ����������� ����������� ��� �������� �� ������ ����� ������
����� ����� �� ��� ��� ���������������������� �� � ������������� ��������� �� ������ ��������
� ����� ���������� ����������� ���������

��� �� ������� ��� ��� ������ ������ ��� (Ω�,F �,P�) �� � ����������� ����� ���� Ω� =
C0([0, 1],Rd) ��� ����� �� ���������� ��������� ���� [0, 1] ���� Rd ���� ������� ����� 0� F � ���
���������� ����� ����� ������� ��� Px ��� ������ �������� ���� ��� ����������� ������� �� ���
�������� ������ �� ���� ����������� ������

������ �� X �� � d������������ ���������� ������� ������ �� (Ω,F ,P) ��

Xt = x0 +

� t

0
b(Xs)ds+

� t

0
σ(Xs)dBs,

�� ���� ��� ����� ���������� f

E[f(XT )] =
�

C0([0,T ],Rd)
f(X �

T (ω))P(ω). ����

�����

X �
t(ω

�) = x0 +

� t

0
b(X �

s(ω
�))ds+

� t

0
σ(X �

s(ω
�))dω�

s.

����� �� ��� �������� ������ ��� ��������� �� X �� ����������� ��� ������� �����������
�������� �� ��� ����� ���� ���� �� ����� ��� ���� ���� �� ��� �������� ������ �� �� ��� � �����
������� �� Ω� ������������� P� ������ �� ���� �� �������� ��� ��������� ����� �� ��� ���� ���
��� �������� ������� ���������� ��� ������� ��������� �� ��� ����������� �� �������� ��������� ��
��� �������� ������ ��� ��������� �� �� � ������� ������ ��� �� ������� ���� ������� �� �������
�� m��������� ��������

��������� ����� ��� m �� � ������� ������ ��� t ∈ R+� �� m��������� ������� �� ��� ������
����� C0([0, t],Rd) �� � �������� ����������� ������� Qt ���� ����� ������� �� C0

bv([0, t],Rd)
����������� ��������� ��� ������� ��������� �������� �� �� ���� ���� ��� ����������� �� ���
�������� ������������� ��������� �� ������ m ����� ��� ������ ������� ��� ����� ��� ��������

��



������������ ���������

������� Qt ��� ��� ����� ����� ��� ��� ����������� (i1, · · · , il) ∈ {1, · · · , d}l� l ≤ m

E
�

0<t1<···<tl<t
◦dBi1t1 · · · ◦ dB

il
tl
= EQt

�

0<t1<···<tl<t
◦dBi1t1 · · · ◦ dB

il
tl

=
l�

j=1

λj

�

0<t1<···<tl<t
dωi1j (t1) · · · dωilj (tl),

����� �◦� ������ ��� ��� ������������ �������� ��� ωij ��� ��� ith ���������� �� ��� jth �����

����� �� � ������ ����������� �� ��� �������������������� ��������� ������� �� f(Xt)� �
�������� ������� �� ������ m �� ���� �����

|(E− EQt)f(Xt)| ≤ Ct(m+1)/2||f ||m+2,∞, ����

��� ��� ������� ��� m+2 ����� ������������ ������������� �������� f ���� ������� ������������
�������� ���� b, σ ��� ������ ��� �������� �� ������ ���� ����� ������� �� ��� �� ������� ������
��� ��� ������ ��� ������� ���������� �� ��� �������� ������ ��� �� ���� �� ����� ��� �����
���� ������ ����������� �� ����� ������������ �� ��� �������� [0, t] ��� ����� �� ���� � ���� �����
��������

������ ������� �� ���� �� �������� �� ��� �� [0, T ]� �������� � �������� ������� Q1 ��
����� m ∈ N∗ ���� ������� {ω1, . . . , ωκ} ��� ������������� ������� {λ1, . . . , λκ}� ��� ��� h > 0
��� ��� t ∈ [0, T − h]� ��� ��� ������ � �������� ������� Qt,t+h �� ����� m ���� ����� �������
�� C0

bv([t, t + h],Rd) ����� �� {ω̃1, · · · , ω̃κ} ���� ��� ���� ������� {λ1, . . . , λκ} ��� ����� ���
����� ��� ������ �� ω̃j : s ∈ [t, t+ h] �→ ω̃(s) =

√
hωj((s− t)/h) ��� ��� 1 ≤ j ≤ κ�

����� �� ������ �� ��� ������ ��������� � ����������� �� [0, T ] ����� �� ��� ������������ �� �
���� ����� ��� κk ����� �������������� �� ��� ������ �� ������ �� ��� kth ������������ ����
���� ω̃(i1,...,ik)� ����� (i1, . . . , ik) ������ ��� ��� ���������� �� ��� ����� ��� ���� � �������� ������

�� ��� ���� Λ(i1,...,ik) =

k�

j=1

λij �

������ � ����� �� ������� �� ��� �������� ���� �� ����� ��� ���������� �� � ���������� ��������
�� �� ������������������ ������� �� ��������� ���� ����� ��� ���� �� ���� ���� ������������ ���
���������� ����� �� ��� �������� �������� ��� ���� ���������� �������� �������� �� ���� ������
���� ���� �� ��� ���� �� ������� �� ��� ����� ����� ������ �� ����������� �������

��� ����� ���������� ���� ������ ��� �������� ������� ���� ��� �� ������� � ����������� ���
�� ������� ���������� �� � ��� ���� ����� �������� ��� ���� �������� �� ����� �������� �����
������� �� ��� �������� ��� �������� ��� ���� �� ������� ��� ����� ���� �� ������������ ��
�������� ���������� ��� ��������� �� ��� ������������ ������ �� �� ��������� ����� ������� �����
��� ���������� ������� �� �������� � ����� ����������� ��� ��������� �� ���� Lp ����� ���� ����
������ ���� ����� p = 2� � ��� �������� ������� ���� ������� ������� �� ������� ������������
�� ��������� ������������ ��� �������� ���� ������� ��� �� ���� �� ����� ����� �� ��������
����� �� �� ������� �� ������

���� ���� ������� ��� �� ������ �� �� ����� �������� ���� ��� ���������� ����������� �� f ���
�� �������� ��� ��� ����� �� �� ����� ���� � �������������� ����� ������� �� ��� �������� �����
���� ���������� ��������� ����������� ������� �� ���� ��������� ��� ����� �� ���� ���� �������
����������� �� ������� ��� ���� ���� � ������ ���������� �� ��� ���������� ��������� � ��� ��
������ ��������� ������� ��������� ����� ���������� �� �������� ����� ���� �������� ����� ���
������� ���� ��� ����� ������� ��� f ���������� ��� � ���� ������ ���� �������������� �� ���� ���

��



�� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������ ������
����

������ �� �� ������� �� � �������� ���� �� ����� ����� �� ��������� ����

���� ��� ���� ��������� ����� ������� ��� ��������� ������� �� ������� � �� �� ���� ����
������� ��� ���� ��������� ���� f �� ��������� �����������

�� ��������� ���� �� ��� ��������� �� �������� ��������� �� ���� ���� ������������ ���� ���
���� ���������� ���� ��� ������������� ����� ���� �� ��������� �� �� ���� ���� ����������� �������
������������ ��������� ���� ���������� ��� ���� ����� ��� �� �� ���� �������� �� �� ���������
��������� �������� �� ������������ ��������� ���� �� ��������� ������ ��� ��� ������������ ��
�������� ��������� ���� �� ������� �� ���� ������ ��� ������� ������� ��� ���� �� ��� �����
���� ������ �� ����� ����� ������������ �� ���� ��������� ����� ���� �������� �������� ��������
�� �������� ������ ��� �������� ���������� ��� ��������� �� ���� ��� �����

��� � ����� ������ �� ��������� ������

���������� ���� �� ������ ���� �� ��� ������ ����� ���� ������������ �� ������� �������� ���
���������� ������������� ��� ���� �������� �� ������� ��� ���� ���� �� ��� ������� ����������
����� �������� ���������� ����������� ��������� ������� ��� ����� �� ���� ������������ ������
�� ����� ����� ���� ���������� ���� ��� ���������� �������� ��� ��������� �� ������� ���� ��� �
�������� ���� ��� ���������� ����� ��������� ��� �������� ��������� ���� ����������� ������� ��
���� ����������� ���������� �������� ��� ���� ��� � ������ �� ����� ��� ���� ��� � ������ ��
����� �� �������

����� � ����������� ����� (Ω,F ,P) ���� � ��������� {Ft}0≤t≤T � ��� � �������� m− ������
������ �������� ������ B0≤t≤T ������� �� ��� ���������� ��� �������� �� � ���� �� � ������
�� Ft�������� ���������� ��������� Y,Z ���������� � ������� ������� ��� �������� ����������
������

Yt = ξ +

� T

t
f(s, Ys, Zs)ds−

� T

t
ZsdBs, ����

����� ξ� ��� �������� ���������� �� �� FT ���������� ������ �������� ��� f � ������ ��� �������
�� � ���������� ������� ���� Ω × [0, T ] × Rd × Rm×d ���� Rd� ���� ���� �������� ���� ���

��
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�������� �� ������� ��� ����������� ��������� ������� �� ���������� ���������� �������� �� ��
������ ���������� �� ��� �������� ����� ����������� �����������

����������� ����� �������� f �� ��������� ��������� ���������� ��� ���� f(., 0, 0) �� ������

���������� �� Ω× [0, T ]� ���� ����� ������ � ������ �������� �� ���� ���� �

�� ������ ��� ���� ��������� �� ��� ����� �� ������� ��� ���� �� ���� �� ���� ���� ��
���������� ��� ��������� ������ �� ��� ������ ������ ����� ������ �� �������� ��������� ��
����������� ��� �������� ��� ���� �� ��� ��� ��������� ��� ���������� ������� �������� �����
����� ��� ��������� (Y 1, Z1) ��� (Y 2, Z2) �� ��� ����� �� ��� ��� ��������� �������� �� ���
����������� ������� ������������ ��� ���������� ����� �� �������� ���� ����� ���� ���������
�� ����� ���������� ��� �������� �� ��������� �� ����������� � �������� �� ��������� Y n, Zn ����

Y
(n+1)
t = ξ +

� T

t
f(s, Y (n)

s , Z(n)
s )ds−

� T

t
Z(n+1)
s dBs,

��� ����� �� ���� Yn, Zn �� � ������ �������� �� ����� ����� ����� ��� ��������� �����������

� ���������� ������� �� ���� ������ ���� �� ������ ��� �������� ��������� ��� ������ ��
������ ���� ��� �������� ������ �� ������� ���������� �������� ���� ���� �� ���� ���� � ������
����

Xt = x0 +

� t

0
b(s,Xs)ds+

� t

0
σ(s,Xs)dBs

Yt = φ(XT ) +

� T

t
f(s,Xs, Ys, Zs)dt−

� T

0
ZsdBs.

���� ��� ������ ��������� ������� ��������� ��������� ��� ���������� ������ ���� �����������
����� �������� ��� ������� �������� �� ���� ������

������� �� ��� ����������� �� ���� ��� �������� ������� ������ ���� ������ �� ��� ����

Xt = x0 +

� t

0
b(t,Xs, Ys, Zs)ds+

� t

0
σ(t,Xs, Ys)dBs

Yt = g(XT ) +

� T

t
f(t,Xt, Yt, Zt)dt−

� T

t
ZtdBt.

����� ���������� ����

�������� � �������� ������� ������� �� ��� ��������� ����� ����� �� ��������� ��� �������
�������� �� �� �� ���� t �� ����� x� ����

Xt,x
s = x+

� s

t
b(r,Xt,x

r )dr +

� s

t
σ(r,Xt,x

r )dBr ����

Y t,xs = φ(Xt,x
T ) +

� T

s
f(r,Xt,x

r , Y t,xr , Zt,xr )dr −
� T

s
Zt,xr dBr.

�� ����� ��� ��������������� ������������ �������� u ��

u(t, x) = Y t,xt a.s.

��� ����������� �� ���������� ���� ����� ���� ��� ����� ������� ����� ����� ����� ���� ��������
�� ��� ��� ���� �� ��� ��������� ������ �� ��� ������� ��� ���� ���� �� �������� ��� �����������

��



�� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������ ������
����

������� ��� ������� ��� �������� ������ ��� ���� �� ����� �� ��� ��������� ���� �����

�� ��� ���������� �� ���� �� ��� ���������� �� ��� ���������� ��������� ��� ��������� ��� �����
����� ��� ������ �������� ����

Y t,xs = u(s,Xt,x
s ).

����� �� ������ �� �������� ���� ��� ���������� �������� ������� � ���� ������� ������ ���
����� ������� �� ����� �� ���� �� ����� ��� ������� �������� �� ���� ��� �� ����������� �� ���
������������� ������� �� � ��������� �������� �� ��� ���

Dtu(t, x) + Lu(t, x) = f(t, x, u(t, x), σ∗Dxu(t, x)), u(T, x) = g(x), ����

����� L �� ��� ������������ ��������� �� ��� ������� �������� �� ����� ��������� �� ����� �������
��� ���� ������ ����� ��������� �������� ����������� ���� �� φ, b, σ ��� �� C3

b ���� ������� �� x
��� f(0, ., .) ��� �� C3

b ���� ������� �� (x, y)� ���� u �� �� C1,2 ��� �� ���� �� � ��������� ��������
�� ����� ������ ��� �������� ������� �� ���� ��� ���������� �� ��� �������� u ����� ������ ���
��������� �� g ���� ������ � ���������� �� ��� ���������� �� ��� ������� ���������� ����� ������
��� �� ���� �� �� ��������� �� ��� ������� �� ������� ��� ������� �����

����������� �� ������� ���� ����� ����� ���� �� � �������� u �� C1,2 ��� �������� �������� �����
���� Y t,xs := u(s,Xt,x

s ) ��� Zt,xs := σ∗Dxu(s,Xt,x
s ) ����� �����

����� ������� ��������

����� ��� �������� ��������� ������� �� �������� ��������� ������ ���� �� ��� �������
�������� �� ��� ��� ��������� �� ���� ��� ����� �������� ���� ��� ����� ���������� ��� �����
�������� �������� ���� ��� �� ����� �������� ��� ��� ���������� �������� ����� ��� ����� ��
��� ����� ����� �� ���� ������������� ����� ����������� �� ����� �� ��� ������� ��� ���� ����
�� ������������� ���� ���������� �� �� ��� ��� ���������� �������� ��� ������� �� ����� �����������
�� ������� �������� ���������� �� ����� ���� ������� ��� ����������� �� ����������� �������������
��� 0 = T0 < T1 < . . . < TN = T �� � ���� �� [0, T ]� ������ ΔTk = Tk − Tk−1� ����� �� ���
�������� ����������� ��� ��������� ���� u(t, x) = Y t,xt ��� ��� �������� v(t, x) = Zt,xt �� �����
��� ������

u(TN , x) = g(x) ����

v(Tk, x) ≈
1

ΔTk+1

E
�
u(Tk+1, X

Tk,x
Tk+1

)ΔWk+1

�

u(Tk, x) ≈ E
�
u(Tk+1, X

Tk,x
Tk+1

) + ΔTk+1
f(Θk+1,x)

�

����� �� �������

Θk+1,x :=
�
Tk+1, X

Tk,x
Tk+1

, u(Tk+1, X
Tk,x
Tk+1

), v(Tk+1, X
Tk,x
Tk+1

)
�
. ����

���� ���� ��������� �� ��� ���������� �� ��� ���������� ����� �� �� �������� �� ��� ������� �
������������� �� ���������� �������� ������� �� Θk+1,x�

���� �� ������ ��� ������ �������������� �� ���� �� ���� �� �������� ��� �� �������� ���
����������� ������������ �� ����� �� ��� �������� ��� ��������� ���������� �� ������� �����
������� ���������� ����� ��������� ���� ��� ���� ���� �����������

���������� ���������� ������� �� ����������� ��� ������� �� ������ ��� ������� ������ �� ���
���������� ��������� u, v �� ���� Tk ������� ����� ������ �� ���� Tk+1 �� � ���������� �������

��
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��� ���������� �� ��������� ���� � ��� ��������� �� ���� ����������� ��� �� ���������� �� �������
��� ����� ���� ��� ���������� ��� �� �� ����� ������ �� �� �������� ��� ���������� �������� ���
���� ������ �� ����� ��� � ���� ������������� ��������� ���� ������� � ��� �� ����� �����������
�� ������� �������� ��� ����� �� �� ��������� ��� ��� ���������� �� ��� L2 ����� �� Tk� ������� ����
������� ����� ����� ����� ������������ ���� �������� ��� ���� �������� �� ����������������
����� ��� �� ��� ������� ������� ����� ������� ���������� ���������� ��� ������� �� ������ �����
��� ����� �� ���� ��� ����� ��� ����� �� �����

������� ����������� �� �� �������� ��� ����������� ����������� �������� � ����� ���������
��������� ���� ������������� �������� ����������� ���������� ����������� ������������ �� �����
������������ �� ����������� �� ���� ������ ������ �������� ���� �� ���������� ����������� ���
���� ����������� ���� �� � ��������� ������� ��� ������ �������� ��� ��� ����� ����������� ���
����������� �� �������� ����� ����� ����� ����������� ���� ����������� ���������� ��������� ��
������� �������� ������������� �� ��� ������ ������ ��������� ��� ��������� �������� ��������
�� ��������� ����������� ������������ ��� ���� ���������� �� ������� �� ��� �� ���� ��� �������
�������� �� ����� �� ��� ����� �� �������� ��� ����� ���� ��� � �������� ����������� �� �� �����
����� ������� ������� ����� ����� �� ���� ���������

�������� �� ���� ��� ���������� ����� �� ��� ������������ �� � ���� ���� ������� �� ���� �
�������� �������������� �� ��� ��� �� ��� ������� ��������� �� �������� ���� ���� �� �������� ����
�� ��� ������ ����� ��� ����� �� ������� �� ������������ � ���� ������������� ����� ����� � ����
��� ��������� �� ���� �� ������ ��� �������� �� ��� �������� ������� �� ���� ����� �� ��� �����
�� ������� ���� ����� ��� ������������ ��������� ���� ��� ���������� ����� �� ����� ��� ����
���� �� ���� ���� ��������� �� ���������� ���� ��� ������ ���� ���� ������������� ��� ����
��������� ���� ������� �� ��� �������� ��� �������� ���� � ���� �� ������� ������� ��������
�������� ���� �������� ���� ����� ���� �������� �������� ��������� ��� ������� ��� �� ������ ��
������ �� ����� ��� ���� ����� ������ �� ���� ���� �� ��� ������������ ������ ���� ��������
�� ����� ��� ����� �� ��� ��� ���� �� ��� ���� ������ � ���� �� ������ ��� ���������� ������� ������
�� ���� N �������� ��� ���������� ��� L2 ��� �� ������� Lp� ������������ ����� �� �����������
�� ��������� � ������� ����������� ��� ���������� �������� ������������� ���� ���� ���������
������������� �� ���������� �������������� �� ��� ��� ���� ��� ������������ ������ ��� �����
�� ���������� ����� ����� �� ��� ���������������� ���� ����� ����������� ���������� ���������
������� ��� ��� ���� ����� ��� ������ ���� ��� ������ �� Z� �� ��� ���� ���� ������������ �������
�� ����� ����� ������� ��������� �� ������� ��� ������� �����

��������� ������� ������ ��������� �� ��� ���� ���� ������ ��� ���������� �� ������ ���
����������� �� ���� ����� �� ��� �������� �� ������ ������ ���������� ��� ����� ���� �� ��
��� ��� ���� ���� ��� ������� �������� ���� � ����� ���� �� ��� �������� ����� ������ �� ���
��������� ��������� ���������� ��� ����������� ����

�� �������� �� ��� ������� ��������� ����������� �� �������� ������� ���� �������� ���� ���
���� �������� ����� ��� �������� ��������� �������� ���� ��� ���� �������� �� ������� ������� ���
���� ��� ��������� ������ �� ����������� �� ��� ����������� ����������� �������������� ����� ��
����� ������� ������ ����� �������������� ������������ ��� ������ ���� ��� ��� �������� ������
�� ������ ������ ����� ������� �� �������� ������ ������ ����� ������� ���� �������� ����
������� �� ������ ��� ����������� ���� ��� �� ����������� ��� ������ �����

��� ��� ������� �������� ������������ ��� ��������� ���� �� ���������� �� � �������� ����������� ��������
������ �������������

��



�� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������ ������
����

��� ��������� ����������

��� �� �� ���� �� ��� �������� ������� ��� �������� �������� ����� �� ����� ��������� �� �
������� ����������� ����� (Ω,F ,P, (Ft)t≥0)� ���� B1:d

t � d������������ ������� �������� ���
���� ��� B0

t = t� �� ���� Vi : (t, y, w) ∈ [0, T ] × Rd × R �→ Vi(t, y, w)� ��������� ϕi : y ∈
Rd �→ ϕi(y) ∈ R, i = 0, · · · , d ��� ϕf : (y, y

�) ∈ Rd × R �→ ϕf (y, y
�) ��� ��� �������

f : t, y, y�, z, w ∈ [0, T ] × Rd × R × Rd × R �→ f(t, y, y�, z, w) ∈ R �� �� ��������� ��������
������ ���� ������� ������������ ��� ������� φ �� �� �� ����� ��������� �������� ���� Rd �� R
����� ������� ���������� �� ����� ������

����� ���� �� ���� ������� � ���������� ���� ��� ��� ��� ���������� �� ��� ���������� ��
�������� ����� �� �� ���� ������� ���� ��� ��� ������� ������ ���� ��� ��������� ϕi� i = 1, . . . , d
��� ϕf � �� ���� ������ �� ���� ���� ���� ���������� ���������� ��� ������� �������� �����
������� �� �� � ���� ������� ��� �� ������ � ��� ���������� ��� �� ������ � ����� ������ ��
��������� ��������� ���� ������� �� ��� ���� ������������ ����������� ������� ���� ����������
�� ��������� ���� ������� �� ��� ������������� ���� �� ���� ������ ������� ��� ������ �������
�� ��������� ��� ������������� �� ��� ����������

��������� ��� ���������� �� ��� ������ ���� �� � �������� ������� ������� �� ��������� ��
�������� �� ��� ����� ��� ������� �������� �� ������ � ������ ������ �������� ��� �� ����
������� ��������� �� ��� ��������� ������� �� ��������� ��� ���������� ��� ��� ��� ����� ��
��� �������� ���� ��������� ���� �� � ������ ���� ����� �� ���� �� ������� �� �����������
�������� ��� ������� �� �� � ������������� ������ ��� ���������� ��� ���� ���� �� �����������

���� �� ���������� �� ��� ���������� �� ������ ��������� ������� �� ����� �������� �����
��� ������� ��� �������� ����� ����� ���������� �� ����� ���������� �� ��� �� ����� ���� ���
������� ������ ������ ��������� ��� ���� ����� ��� �������� ����� � ���� ���� ����� �� ��
��� �������� � ���������� ������ �� �������� ��� ������ �������� ��� ���� �������� ��� �� ���
��������� ��������� ������� �� ���� ���� ��� �������� ��������� �������� ���������� �������
��������� �� ���� ���������� �� ��� �������� ������ �� ���������� ����� ��� ��������� �� ���
����� �� ��� �������� �������� �� ��� ����� ���� ��� ��� ����� �� ���������� ��� ���������� ��
������� ����������� ��� �������� ��������� ���� �� ���� ��������� ��������� ����� �� ��������
������ �� ���������

������� �� ������ � �������� �������� �� ����������� ��� �������� �� ������ ����� ����������
��� ������ �� � ������� ��������� �� �� ������ �� �� �������� ��� ���� ��� ������������� ����
����� �� ����������� ��� ������� ���� �� ��� ����������� ��� ������� ��������� ������� ���
�� ������� ��� ����� ����� ��� ���� ����� �� ��� ���� �� � ��������� �� ��� �������������
���������� ���� ������� �� ��� ����������� ���� ���������� ������ ��� ������ �������� �����
������� ���� �� Rd� �� ��� ������� �� ���� �� �� ��� �������� �� ������ � ������� ���� ���������
�������� ������ �� ����� �� ������ ���� �������� ��� ���� �������� �� ���������� ��� ��� ���
�������� � ����� ��� ��� �� ��� �������� �� ��� ������� ���� �� � ��������� ���� �������������

��������� ����� ���� ��� ���� ���� �� � ���� ��������� �����������

��� (ηt)0≤t≤T �� � ������ �� ����������� �������� �� Rd� ��� ��� �� �� ��� ��� �� ��� �������
������ ����� �� ���� �� �� (ηt)0≤t≤T � ��� ���� ������� ������� �� ��� ����� � ��������� ��������
������ ��� ��� ����� ���� ���� ���������� �� ��� ���������� ����� ������� �� ���� ����������
��� ����� �������� �� ������ ��������� �� ��� ��������� �������� �� ���� ����� � �������� ����
���������� �� ��� ����� �� ��� ��������� ��� ���� �� ���� ����� ��� ����� �� ��� ���� �� ����
������ ��� ������� ����� �� ��� �������� ������� �� � ����������� ����������� �� ���� �����

��
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���������� �� ���� ���� �� ��� ������� �� ��� ��� ����� �� ����� �� ��������� �����������
������� �� ��������� ��� ��� ���������� ������� �� ��� ��� �� ��� �������� ��������� ���� ���
��� �� �� ������ ��������� �� ����� �� ���� � ���� ������� �� ��� ����� ��� ������� ������������
�� ������� �� � ����� ������� �� �� ���� �� ���� ���� �� ��� �������� ���� ��� �������� ��������
��� ����� �� ��� �������� �� ��� ���� ����� ��� �������� ����� ��� ������������� ��������
�� ���� ���� ��� � �������� �� ����� m ��� � ������ N �� �������������� ������ ���� ������ ��
������������� ��� ����� �� � N−(m−1)/2 ����� ������������� �� ��� ����������� �� ��� m + 2
����� ������������ ������������� ���������� �� ��� ������� ���������� ���� ��� ��� �����������
��� ��������� ��� �� � ���� ����� ������������� ������ �� ��� �������� ���������� �����
��� ����� ������ ����� ��� ��� �������� ���� ������ ������ ������ �� ������������� ��� ����
�������� �� ���������� ���� ����� �� ��� ����������

�� �� �� ������� ��� �� ���� ��� ����� ��� ���������� �� ��� �������� ��������� φ �� ���� ��� ��
������� �� ��������� ��� ��� ������������� ����������� ���� ���������� �������� ���� ��� ����
��� ����� ��� ��������� �������������� ��� ����� ��� ��������� �� ��� ����� ���������� �� �������
����� ��� ������ ����� ��� �������� �� ������� �� ��� ���������� ��� ������ ���� ������ �� ���
�������������� ���������� �� ��������� ��� ����������� ��������� ���� ���� ���� ��� �� ��������
�� ��� �������� ���� ��� ������������ ���� ��� ���� ��� ��� ��� ������ �� ���� ���� ���� �������
���� �� ��� ������������� ���� ��� ���� ��� ����������� ���� ����� ����� ���� ��� �������� φ ��
��������� ���� ��� ���� ��� ������ ����� ��� ��������� ���������

��� ����������� ������� ��� �� ������� ������� ��� �� ������� ��� ��� ����������� ������
�� ���� ������ ���� ����� ������ � ������ �������� {Xx

t , Y
x
t }t≥0 �� ��� ������ ����� �� �� ����

��������� �� ��� ������� ��� � ��������� ��������� ����� �� � ��������� �������� ��� ��� �� ����
������ �� �������� ���������� �� ��� ��� µ = (µt)0≤t≤T �� ��� ������� ������� (Xt)0≤t≤T ������
�� ��� ���������� �������� u� �� ��� ����� ��� ��� ���� ���� ���� ������� ���� ���� ������� �
����� ��� � ������ �� ���� ����� ������ � ������������� u(t, y) ���� ���� ��� ��� t�

Yt = u(t,Xt). ����

�� ����� ���� ����� ����������� ����������� u �� ������� ��� �� ���� ���� ��������� �� �� ���
��� ������������ ��� ����������� ��������� ������ ��� �� ���� ������ ��





dXt,y,µ
s =

d�

i=0

Vi(s,X
t,y,µ
s , �µs, ϕi�)dBis

dY t,y,µs = −f(s,Xt,y,µ
s , Y t,y,µs , Zt,y,µs , �µs, ϕf (·, u(s, ·))�)ds+ Zt,ys dB1:d

s

Xt,y,µ
t = y, Y t,y,µT = φ(Xt,y,µ

T ).

����

���� ���� �� ���� ������� �� ���� ��������� ��� ��� ���������� ���� ������� �� ��� ��������
��������� ������� ���� ��� ���������� ���� ������� �� ��� ��� �� X�

��� �� ������ ���� �� ���� �������� �� ��� ���� ����� ��� ������������� ������� v : [0, T ] ×
Rd → R ���� ����

Zt = v(t,Xt). ����

�� �� ��� ��������� ���� ������� ����� ����������� ���������� �����������

v(t, x) = (Vµu(t, x))T .
����� �� ��� ������� ���� ���� φ �� m+ 2 ����� ������������ ������������� ���� ������� ����������� ��� f = 0

�� �����

��



�� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������ ������
����

��� �������� ����������

�������� ������������ �� ��� ��������� ��� ��������� �� ������� � ������� �� �� ������� ���� �
����� ����������� �� ������� ��� ��������� ������ ��� �������� ���������� �� ������ �� ���
����� � ����������� �� ��� ���� �������� [0, T ] ���� N ∈ N∗ ����� 0 = T0 < · · · < TN = T �

• ������� ������������� ���������� � �� ������� � ������� ������� ��� ��������� ��������
��� ����������� m ������� ��� ����� �� ��� �������� ������� ��� q ���� ���� ������ �� �
������ ����������

�� �������������� ����� k = 0�� �� ���� �� �� X̂0 = x0 ��� µ̂0 = δx0 � ���� ��� ����� ����
�� ��� �������� ������

�� ����������� ������ k = 1, . . . , N�

��� ��� ��������� ������� ����� Tk−1, Tk� ���� ��� ��� ��������� �� ��� ����������
�� ��� ��� �������� ����� �� µ̂k−1� ����� ���������� �� ���������� ��������� ��
����� q �� ��� ������ ����������� ����� �� ������ �µTk , ϕ� ��

q−1�

p=0

1

p!
(t− Tk)

p�µ̂Tk+1
, (Lµ̂)pϕi�.

��� ��� �� ��� �� �������� ���������

��� ��������� ����� ��� �������� ������ �� ��� ������� �������� ���� ����� ������
� �������� ������� �� ����� m ��� ��� ���� �������� X̂Tk−1

�� ���� Tk−1 ����� ���
���� ��������� ��� ���� ωj �� ��� �������� �������� ���� ���� ������� � �����
�� ������������� ��������� �� ���� Tk ����� �� ��� �������� �� ��� ��������� �����

��� ������ ��� �������� ���� ��� µ̂k �� �� ��� �������� ������� ������ ���� ���
�������� ����� �� ��������� ��� ����� ���������� ���������� ��������

• �������� ������������� ���������� � �� ������� � ������� ������� ��� �� �������� ���
���� ����� �������� ����������

�� �������������� ����� k = N�� �� ���� �� �� û(TN , X̂N ) = φ(X̂N )� v̂(TN , X̂N ) = 0�

�� ����������� ������ k = N − 1, . . . , 0�
��� ��� ��������� ������� ����� Tk, Tk+1� ���� ��� ��� ��������� �� ��� ����������

�� ��� �������� �������� ����� �� (I ⊗ φ)(µ̂k+1) �� ������ �� �������� �����

��� �������� ������ ���� ��������� ���� û(Tk, Xk) ��� v̂(Tk, Xk) ��� ���� ���� ��
��� �������� ����� ���� �� ���� �� �� ��� ������ ��� ����������� ������� �������
��� ��� �������������� �� ���� ��� ��� �������� �� ���� ����������� �������������

��� ������ ����� �������� ��������� ���������� � �� ������� � ������� ������� ������� ���
���� ������ ��� ���� � ������ ����� ������ ��� ������������� ��� ���������� ��������� ��
����� �������� ����� �������� �� ��������� ������� �� ��� ��� ����� �� �������� ������������
�� ��� � ������������������� ��������� ����� ��� ���������� ���� �� ����� �� ��� ���� �����
����������

��� ���� �������

������������ �� ��� ������ ����� ����� ���� ��� �������� ����������� ��� ����� �������� ��
��� �������� ��������� ���� ����������� ��� ���������� �� (t, x) ∈ [0, T ] × Rd �→ Eφ(Xt,x,µ

T ) ���
��� ������� ���� ��� �� ��� �������� u �� ���� ��� ��� �������� ����� ���������� �� ������� ���
����� �� ���������� ���� ��������� ���� ��� �������� ���������� �� ���������
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��� ���� ������ �� �� ������� ���������� �� ��� �������� ��������� ��� ��� ��� ���������
���������� ���� ����� �� ���� ������ ��� ��������� ����������� �������� �� �� ���� �����������
�� �������� �������� ���������� ���� ���� ����������� �� ���� ����� �� ���� �� ���������� ���
���������� ���� �� �������� �������� �������� ���������� �� ��� ������� ��������� ������ ������
��� ������� ����������� �� ��� �������� ������ V �

���� �� ��� ���� ���������� ���� ����� �� ��� ������� φ �� ���� �� C∞
b �

���� �� ��� ���� ���������� ���� ����� �� ��� ������� φ �� ���� �� ��������� ���������
���������� ��� �� ��� ������ V V T �� ��������� �������� ����� ����� ������ c > 0 ���� ����

∀(t, y, w) ∈ [0, T ]× Rd × R, ∀ς ∈ Rd, c−1|ς|2 ≤ V V T (t, y, w)ς · ς ≤ c|ς|2.

�� ����� �� ���� ��� ���������� �� ��� ������� ������ ��� �� ������ ��� i = 1, 2�

E iu(k) := max
π∈Sκ(k)

|u(Tk, X̂π
Tk
)− ûi(Tk, X̂π

Tk
)|; E iv(k) := max

π∈Sκ(k)
|v(Tk, X̂π

Tk
)− v̂i(Tk, X̂π

Tk
)|, ����

û1, û2, v̂1 ��� v̂2 ����� ��� ������������ ��������� ����� ��� ���� ��� ��� ������ ����� �����
������ ����� u, v ��� ������ �� ����� �����

���� ������ �� � ������ �������� �� ���� ����

������� ����� ������� ���� ���������� ���� ������ ����� ��������� � ���� ���������� m
��� q �� � ������� ���� ���� ���� N ������� ����� ����� ������ � �������� �������� C� ���������

���� �� T � q� d� ||ϕ0:d||2q+m+2,∞� ||φ||m+2,∞� ���� �����

max
k∈{0,...,N}

|�µTk − µ̂Tk , φ�| ≤ C

�
1

N

�[(m−1)/2]∧q
, ����

���� µ̂ �� ������ �� ��������� �� ��� ����� �� ���� ��� ������� �������� �µ, ϕi� ���

�
ϕidµ�

������� �� �������� ���� q ≥ 1 ��� m ≥ 3� ����� ����� ������ � �������� ��������� C1� ���������

���� �� T � q� d� ||ϕ0:d||2q+m+2,∞� ||ϕf ||m+2,∞�||φ||m+3,∞� ���� ���� ��� ��� k = 0, . . . , N �

E1u(k) + Δ1/2
Tk
E1v (k) ≤ C1

�
1

N

�
, ����

��������� ������� �� �������� ���� q ≥ 2 ��� m ≥ 5� ����� ����� ������ � �������� ���������

C2� ��������� ���� �� T � q� d� ||ϕ0:d||2q+m+2,∞� ||ϕf ||m+2,∞�||φ||m+3,∞� ���� ���� ��� ��� k =
0, . . . , N �

E2u(k) + Δ1/2
Tk
E2v (k) ≤ C2

�
1

N

�2
. ����

��� ����� �� ���� ��� ������� ��� ��� �������� ���������� ��� ����� �� ����������� ��� ����
�������

• �� ����� ��� ������ ��� ��� ������� ���������� �� ������� ��� ����� ����� �� � ����������
��� �� ��� ���� ������� ����� ���� ��� ���� ����� �� ���������� �� ���� ���

� �� ����� ������ ���� �������� ���� ��� ��� ��� ��� ���� �������� �� ��� ������� ���� ��
��� ����� ���� �� ���������� ����� ��������� �� ��� ���������� �� ��� ������� ���������

� �� ����� ������ ���� ��� �������� �������������� ���������� ��� ��������� ��
(t, x) ∈ [0, T ]× Rd �→ Eφ(Xt,x,µ

T ) ��� ��������� �������

��



�� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������ ������
����

� � ����������� ����� ������ ���� ��� ���� ���� �� ��� �� ��������� ��� ������� �� ���
����� ��� �� ��� ��������

��� ����� ������� ���� �� ����� � �������� ���������� ����� �� ��� ��������� ������������

• ��� ���� ����� �������� ��������� �� ������ �� � ������� ������� ���� ����� ���� ��� ����
����� �� ���������� ��

� � ������ ����� ������ ���� ��� ������ ���� �� �������� ��� ��������� u ��� v ��
��� �������������� ������

� �� ����� ������ ���� ��� �������� ������������� �� ��� ����������� �������������
���������� ��� ��������� �� u, v ��� �������

� � ����������� ������

�� �� ��� ������� ����� ��� ��������� ����� ��� ��� ��� �� ���������� ����� �� ����� ���
������

• ��� ������ ����� �������� ��������� ������� ��� ���� ���� ��� ������� ������ ���� ��
��� ���������� ���������� ����� ��� ��� ��� ������ ����� �������

����������� ����� ��� � ��������� �������� ����������

��������� ����� ������� ���� ���������� ���� ������ ��� m �� � ����� �������� ����� ��� q �

����� ������������ ������� �������� ��� ���������� ��������� �� ��� ������ ������ ����������

��� ��������� � ������� �� � ���������� ���� ���� ���� N ������� ����

Tk = T

�
1−
�
1− k

N

�γ�
,

��� ���� γ > 0� ����� ����� ������ � �������� �������� C ��������� ���� �� T � ||ϕ||2q+m+2,∞�

||φ||1,∞� ���� �����

|�µT − µ̂T , φ�| ≤ C

��
1

N

�(γ/2)∧q
∨ L(γ,m)

�
. ����

�����

L(γ,m) =





N−γ/2 �� γ ∈ (0,m− 1)
N−(m−1)/2 ln(N) �� γ = m− 1
N−(m−1)/2 �� γ ∈ (m− 1,+∞)

����

��������� �� γ > m− 1� ��� ������� �� ��� ����� ������� �� (û1, v̂1) ��� (û2, v̂2) ������������ �����

�� ���� ��� ���� ������ ������

���� ����� �� ����� ��� ������� ����� ���� �� ���� T �������� �� ����� �� ���� ���� �� ����� ����
�� ������� ��� �������� ��������� �� ��������� ���� �� ���� �� ���� �� ���� ��� ��� ���������
����� �� ���� ������ ��� ����� �� ���� ��������� �� ��������� � ����������� �� ������������ ���
������ ���������� �� ��� ��������� (t, x) ∈ [0, T ] × Rd �→ Eφ(Xt,x,µ

T ) ��� ��� ������� ���� ��� ��
��� �������� u, v ��� ��� �������� �����

��



������������ ���������

��� ����������

�� �� ������ ����� ���� ��� ��������� ���� ���� ���������� �� �� ��� ��� �������� ���������
φ : (y, w) ∈ Rd × R �→ φ(y, w) ������ ���� �� ��� ��� �� ��� ������� (Xx

t , 0 ≤ t ≤ T )� �� ����
�� ���� ���������� ������� ������� ��� ������� ��� ��� ��������

E [φ(Xx
t ,E[ϕφ(Xx

T )])]

��� � ����� ϕφ ∈ Cm+2
b ��� ����� φ �� ��������� �� w ��������� �� y�

���������� ��� ��������� ��� �� ������ ������� �� �������� ����� �� ��� ����������� ���
�������� �� ��� �� ���� ���� ��� ���������� ���������� �������� �� �����

Vi(t, y, µ) = �µt, Vi(t, y, ·)�, i = 0, · · · , d,

��� ��� ������ �� ������� ���� ��� ��������� ���� ������ ������ ���� ���� �� ���� ���� ���
������� ����������� ���� ��� �� �� ���������� ��� ��� ������ [�ηt, V (t, y, ·)�] [�ηt, V (t, y, ·)�]∗ ����
������ �� y� t �� Rd × R+ ��� η ������ �� ����������� �������� �� Rd�

���� ���������� ���� ���� ��������� � ��������������� ��� ���� �������� �� ������� � �� �������
��

��� ����� �������

�� ���� ��������� � ��� �������� ����� ������ �� �������� ������ ������ ���� ��� ����
�������� ����� �� �� ��� ���������� �� �������� ��������� ������� �� ���� ��������� ���
������� �������� ���������� ��� ����������� �� ��� ��������� Vi, ϕi ��� f �� ����� ����� ���
����� �� ���������� ��� ��� �������� ��������� φ� ���������� ��� ��������� ���������� ���� ����
���� ����������� �� ��� ������� ���������

��������� �� ������ ������� ��� �������� �� ��������� ��� ������� ����������� ��� ����
��������� �� ����� ����� �� ��� ��� ������� �� ��� ��������� ��������� �� ��� ������ ������
����� ���� ϕi, i = 0, . . . , d� ������� �� ��� ���������� ������ �� �������� �� ϕi ��� ��� �� ���
ϕi ����������� ��� ����� ����� ����� ��� ��������� ������ �� �� ���� ���� ��� ��� ��������
���������� ���� ��� �������� ���� ���� �������� ���� ���������� �� ����� ��������� ���� ��������
���� ��������� ������������ �� ����� �� �� ����� �� ���� ���� ������� ����� �� ��������� ��� ��
��� ��������� ������� ���� ��� ������ ���� �� �������� ��� ������������ �� ��������� �����

����� �� ��� ����������� �� ��� �������� (t, x) → E
�
ϕi(X

0,x
t )
�
� �� ����� ������ �� ���������

� ��������� ��������� �� ��� ���� �� ��������� �������� ���������� ��� ���������� ������ ������
�� �������� ����� �� t = 0 ��� ������������� ������� ���� ��� ����� �� ���� �� ��� ���������
������������ ���� ����� ����� �� �� ������ ��� �������������� ������ ���� �� �� ���� � � ����������
���� �������������� �� ����� ���� ��� ��������� ����� ��� ��� ��������� �������� ���������� ��
����� ���� �� ���������� ���� �� ��� ���� �� ��������� ��������� �� ��� ������ ����� �����
�� ����� ���� �� ���������� ���� ���������� ���� ���� �� ������ �������������� ���� �����������

������� ��������� ���� ����� ���������� �� ������� �� ��� ����������� ���������� ������ ��� ���
��������� ����� ���� ����������� � ����������� ��������� ����� ������� ��� ������ �����
��� ��������� ������� ��� ��������� �� ������� ���� ��� ������ ��� ������� ���� ������ �����
��� �� ������ ��� ���������� ����� �� � ��������� ������ ���� ��� ��������� ���������� ���� ��
������ ���� ������� ������������ �� ��� ������ �� ���� ����� ��� ����������� ������� ��� ������
������ ���� ���� �� �� �� ������������� ����� ��� �� ���� ��� ����� ���������� ������� ��
��� ���������� ����� ���� ������ � ���� ���� �� �� ������� ��� ����������� ���� �� ��������
���������� �� ��� ���� �������� �� ������� ���� � ����� ���������� ��� �� ���� ���� ���� ���� ��

��



�� ���������� �������������� �� � ������� �������� ������ �� ����� �����

������ �� ���������� ��� �� ��������� ����� ���������� �� ��� ������ ������ ������

��� �� �������� �� ���� ��� ���������� �� ��� ���������� Vi ��� f � ��� ����������� �� ���
���������� Vi �� ������ � ��������� ���������� ���� ��������� ��� ��������� ��� �� ������� ����
���� ���� �� ��������� ����� �� ��������� ��� ���� ���������� ������ ������� �������� ���
������������ �� ��� ���������� ��� ���� ��� f �� ���� ������������ �� ������� �� ��� ������
��������� ��� ����� ��� ��������� �� ��� ����� ����� ��� ��������� ������ �� ������������
���� ���������� ���������� �� �� ������� �� ���� ���� �� ����������� ������� ��� �������� �����
����� ����� � ������� ���������� �� ��� ��������� Vi, f �� ���� �������� ��� �� ��� ���������
���� ���������� ������ �� ��������

��������� �������� ���� �� ��� ���������� �� ������� ���� �������� �� ��� ���� �������� ��
���� ��� ��������� ����������� ���� ������ ��� ���� �� ���������� �� � �������� ����� �� ���
�� ���������� �� ����������� ��� ����� ������� ���� ����� ��� ������� ���������� ������ �� ���
�������� ���������� ��� ������� ��� ���� ����� ����������� ������������� � ��� �� ���� �� ���
������ �� ����� ��� ������� ���������� ��� ����� �������� ��� ������� ��� ��������� �� � ��������
��� ����� �������� ���� ��� �������� ���� ����� ��������� ����� �������� �� ��� ��� �� ����� ��
�������� �� ��� ����� ������� ��������

������� ����������� �������� �� �� ��� ��������� ��� �� ���� ���� ��� �������� ���������
φ ������� �� ��� ����� ���������� �� ��� ������� �������� X ��� ��� ���� �� ��� ���� ������
����� ��� ���� ���� �������� ����� ���� ��� �������� ������ ������ ��� ���� ����������� ��
������� �������������� ��������� ���� �������� ����� ������ ���� ��� ����� �� ������ �� ��������
����������� ����� � ������ �� ���� ��������� ����� �� ����������� ���� �� ��� ���������� ������
�����

�������� ����� �� ��� �������� �� ��� ���������� �� ��� ������� ������� ����� �� �� ��� �����
�������� �� ���� ����������� ���� ������� �� ���� ������� ��� �� ������� �� �� ��� ���� ��������

� ���������� �������������� �� � ������� �������� ������
�� ����� �����

�� ������� ������ �� ��������� ������ ��� ������������ ��������� �� ����� ��������� ������
����� ��� �������� �� ������ ������ ������� �������������� ��� ��������� �������� ��� ��������
���� ���������� ������ �������� ������� ���� ��� ������� ������������� ��� ���� �������������
���� ���� ��� �� � ������� �� ����� ������ ��� �� �������� ���� ���� ��� �������������� ������
��� ���� ������������ ��� ������� � ������ ����������

��� ������ ���������� ��� ������� ��������� �� ���� ����� � ���� ������ ����� ���������
������ ��� �������� �� ������� ��� ������ �� ��� ������ �� ��������� ������ �� ��� ���������
��� ���� ��������� �������� �� ��� ���������� ������ �������� �� ��� ���� �� ����������� ��
���������� ����������� ��� ���� ����� ������ ���� ������������ ���������� ��� ����� �����
�� ��� �������� ��� � ����� ������ ������ �� ������ ��������� ����� ��� �� ��������� �� ��� ����
�� ���� ������ ���� ����������� �� ��� ������� �����

������� �������� �������� �� ��� ���������� ������ ������� ����� ���� ��� �������������
��������� �������� �� �������� ��� ����� �� ����� ��� �� ������� ���� �������

��



������������ ���������

��� ���� ����� �������������

���� ����� ������������� �� � ��������� ����� ���� ������� �� ��� �������� ������� µ �� Rd�
���� �� ������� � ������� ������� µ̃ ����� ������� �� � ������ �� ��� ������� �� ��� ��������
�������� �������� ��� ���� ���� ��� ����� ������� h �� � ����� ������ �� ��������� H �� ����

�µ, h� = �µ̃, h�,
���� ��� ������ �� ��� �������� ������� ���� � ��� H �� ���� �������� �� ��������� ����� ��� ������
����� ������ �� ��� ��� �� ���� ��������� �� ����� �������� �� ��� ������ �� ������ ��� ������ ��
�������� �� ��� ������� �� ��� �������� ������� ����� ������� ��� ��������� �����������

��� ������ �������������� �� ������ ��� ������� ������� �� � ����������� �� ������ ���
������� ���������� ���� � ��������� ������ ����� �� ������������ ������ �� ��������������
�������� ������� ���� {h1, . . . , hl} �� � ����� ��� H� ��� ���� ��� �������� ������� �� ����� ��

µ =
N�

i=1

λiδxi ; ��� ���� x1, . . . , xN ∈ Rd.

������� �� ����������� ��� �������� ������� µ �� Rd� �� ���� ���� ��� ������� ������� �� Rl

µ̂ =
N�

i=1

λiδhi ; ����� hi = [h
1(xi), . . . , h

l(xi)]
T ,

��� ��� ��������� ��������� �� �� ��������

�� ���� � ����������� �������� c = [c1, . . . , cN ] ��

N�

i=1

ci (hi − �µ̂, h�) = 0;
N�

i=1

ci = 0

�� ��� θ = min
|ci|>0

|λic−1i | �������� �� ����� �� ��� ����� i�� ��� ��� λ̃ = λ − sign(ci�)θc� ����

���� �� ����� ��� ����� �� λ̃i �� ����� �� ���� ������� λ̂i��� ������ �� ��� ����� ��� �������
���

µ̃ =
�

{i=1,...,N :λ̃i>0}
λ̃iδxi

����� ��� ������� �� ����������� Ñ ������ �� {x1, . . . , xN} ���� Ñ < N ���� �� ���������
����� ��������� ��� ������� �� ���� hj �

���� ���� ������ �� ����� ������ ������� ����������� �� ��� ������ ���� ������� �� ���� ��
Ñ > l+1� ������� �� ��� ������ ��� � ����������� c �� ���� �� ��������� �� ������ ��� ���������
�� � ������� ������� ���� ����������� �� ��� ������� ���� ���� l + 1�

���� N � l+1� �������� ��� ����� ������� �� ������� ��� �������� ��������� ���� � ������
��� ������� ���������

• ������ ��� ������� �� µ �� 2(l + 1) ���� �� ������� ��� ���� ���� ���� A1, . . . , A2(l+1)�

• ����� Λk =
N�

i=1

λi1{xi∈Ak} ��� gk = (Λk)
−1

N�

i=1

λihi1{xi∈Ak}� ��� �������� ��� ����������

�������� ������� �� Rl�
2l+1�

k=1

Λkδgk �

��



�� ���������� �������������� �� � ������� �������� ������ �� ����� �����

• ����� ��� ��������� ��������� �� ��� ���������� �������� ����

����� ��� ���� �� ���� �� ���� ���� �� ��� ��������� ���������� �� ������ ������ Ai �� ����������
����� ������� Ñ/(2(l + 1)) �������� ������������ ��� ��������� ��������

����� ����������� �� ��� �������� ������ ��� ���� ��� �������������

�� ����� ��� ������������� ��������� �� ��� �������� ������� �� ������ � �������� ��� �� ����
���������� ��� ����� ��� ������������� �� ��� �������� �������� ������� �� ��� ��������������
����� Tk� ��� �������� �� ����� ��� ������ �� ������� ���� ����������� H �� ��� ��� �� �����
����������� �� ������ �� ���� m� ���� ������������ ��� � ����� �������������� ���� Tk� �� ����
Okj � j = 1, . . . ,Mk � ����� ���������� �� ���� ����� �� ������ rk �������� ��� ������� �� ���

�������� ����� ���� �� {pj1, . . . , pjl }� ����� ���� j = 1, . . . ,Mk� ��� ����� ��������� ��� ��� ��� ��
����������� �� ������ m ���� d ���������� �� ����

Hk =





l�

j=1

aip
j
i1Ok

j
: ai ∈ R; i = 1, . . .

�
m+ d

d

�
; j = 1, . . . ,Mk,



 .

��� ��������� �� �������� ���� � ������ �� ���� ��������� �� ��� ��������� ���� ��� f �� ��
Cm+1
b �� m+1 ������������� �������� ���� ������� ����������� �� �� ����� m+1�� ��� ��� ΠHk

�� ��� ���������� �������� ���� Hk� ����� �������� ������� ��� ��� ��������� �� Hk �����

|f(x)−ΠHkf(x)| ≤ K(rk)
m+1.

���� ����� �� ������� �� ��� ��������� �� ��� ���������� �������� ������� �����

|EQTk
[f(XTk)]− EQ̃Tk

[f(XTk)]| ≤ K(rk)
m+1.

����� QTk �� ��� �������� �������� ������� ��� Q̃Tk �� ��� ���������� ����

���� ���� �� ���� �� ���������� ����� ��� ��������� ��������� �� ���� ������� ���� k� ��
��������� �������� ���� ����� ��� �� ��� ���� �������� ��� �� ��� ���������� �� ��� ���������
���������� �� ��������� ���� ���� ���� �� ����� ���� ����� ��� ������� �������� ������ ��
������ �������� ��� ������� �� ��������� ������� ���������� ��� ��������� ���� ������ ��� ��
������� �� ��� ���� ���� �� ����� �� ��� ������ ���������� �� ����� ��� ������ ������� �� ���
����� �� ��� ������������� ������� ��� ����� ���� ���� ������ ���� ��� �������������� ������ ��
��������� �� ��� �������� ������������� ��� �� ���� ������� �� ��� ��� �� ��������������

��� ������������� ��������� �� �������� �� �������� ��� ���� ������������� �� ��� ���������
�� ��� ������� �������� �� ��� ���� �� ������ ��� ��������� ��������� ��� �������� ������� ����
������ ���� �� ������ ����������� �� ������ ����� ����� �� �� ����� �� ������� �� � ����������
�������� ���� �������� ���� ������ ��� ������� ���� �� � ����������� �� ��� ���������� �����
��� ������ ��� ����� �� �� ��� ���� � ������� ���������� ����������� ��� ����������� ���� ��
����� �� ��� ��� ��� ����� ���� �� ������ ������

�� � ������������ � ���������� �������� ���� ������ �� ���� �� ����� ������ ��������� ���
������ �� ������ ��� ������������ ������� ��������� ���� ����� �� ������ ������ �� ��� ����
������ ��� ������������ ������ ���� ���� ���� �������� ���� �������� �� ��� ������� ������
����� �� �� ����������� ��������� �� ��� ��� �������� �� ��� ��� ������� ��� ���������� ��������
������� �� �������� ����� ������ ��� ��� ����� ������� ���������� ���� ��������� ���������� ��
�������� �������������� ������

��
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������ �� �� ������� �� � ������� �������� ����� ��� ������� �������� ���� ������ ��� ���������
��������� �� ��� ��������� ��������� ���� ��� ����� ���� �� ���������� ��� ��� ��� �� ��� ���� ��
�����������

��� �������������� �� � ���������� �������� ������ �� ����� �����

��� ��������� �� �������� � �� �� ������� � ��������� �� ����� ��� ������������� ��������� ��
����� �� ���� ��� ��� �������� �� ������

��� ���� ���� ���� �� ������������ �� �� � ���������� ������ ��� �������� �������� ���� ����
��� ������� ���� �������� ����� ��� �� ������� ���� �� ������� ���� ����� �� ������� �� ������
��� ��������� �� ��������� � ������� ����������� ������� ����� ��� ������������� ��������� ���
��� ������� �� ������ � ������� ������ �������� ��� ��������� �� ��� ��������� ���� ����� �� ��
����������� ��� ������ �� ��� ������� ������ ��� �� ��� ��� ��������� �� ��� �������� �������� ����
�� ��� ����������� ������������� ����� ����������� ������������ �� ��� ������� ������ ��������
�� ���� ��� ��������� �� ������ ��� �������� ��� ���� ������ �� ����������� �� ��� ��������
�������� ������ �� �� � ��������� �������� �� �� ��� ���� �������� ������� �� ��� ���������
������ ������ ��� ����� ������� ��� ������ �� ����� �� ��� ������� �������� ��� ����� �� ���
�������� ��������� ��� ��������� ����� ���� �� ������� ���� ��� ������ �� �������� �� ������ ���
����������� ������ �� ��� ��������� ��� � ���������� ����
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�� ���� �������� �� ���� ����� �� ��������� � ��������� ������ �� ��������� �������� ��� ���������
������ 




X�
t = x0 +

� t

0
f(X�

s, Y
�
s )ds+

� t

0
g(X�

s, Y
�
s )dWs

Y �t = y0 + �−1
� t

0
b(X�

s, Y
�
s )ds+ �−1/2

� t

0
σ(X�

s, Y
�
s )dW̃s,

�����

����� X�
t �� � dx������������ �������� Y �t � dy������������ �������� W ��� W̃ ��� ��� ��������

���� �������� ������� �� ���������� dx ��� dy� ��� ��� ��������� b, σ, f ��� g ���� ��� �����
�����������

�� ��������� �� ��� ������������� �� �������� ��� ������ ����������� ������ �� ����� ����
��� ��������� ������ �������� ��� � �� ������� ��� ������������ ���������� �� ������ �������

���� ����� ����������� ����������� ����� �� ���� ������ �� ��� ���������� X� L−→X �� � → 0�
����� X �� ��� �������� �� ��� �������� ��������

Xt = x0 +

� t

0
F (Xs)ds+

� t

0
G(Xs)dWs, �����

���� ���������� ����� ��

F (x) =

�
f(x, y)µx(dy) G(x) =

�
H(x) H(x) =

�
h(x, y)µx(dy), �����

����� h(x, y) = gg∗(x, y)� ��� G(x) ����� �� �� ��������� ��� ������ ���� ������ ����� �� H�
��� �� ������ �� �� ��������� ��� �������� ������������� �� ��� �������� ������������ ������ H
� �������� ����

Y xt = y0 +

� t

0
b(x, Y xs )ds+

� t

0
σ(x, Y xs )dW̃s, �����

��



������� �� � ���������� ���� ������ ��� �������� ����������� ����������
������

�� �� ������� �������� ���� ������ ��������� ������� µx�

����� �� ����� ��� ������ �� ����������� ��� �������� �������� ������ �� ���������� ��
������� ��� ����������� � ���� ���������� ���� �� ���� ���� ����������� ���������� ���� ���������
������ ��������� ��� �� ���� �� �������� ��������� �� ��� ����� �������� ��� ������ �� ��
���� ������� ���� � ������ ����� ������ ��� ������ ����������� ��������� ��������� �� ��������
� ������������ ������ �������� �� ��� ����� ���� ��� ���������� ����� ������������ ���������
������� ��� �������� �� � ���� ��� ���������� ��������� �� ���� ���������� ����� ��� ������
�� ��� ��������� ������� ��� ����� ���� �� �������� �������� ������������� ��� ��������� ��������
���������� ��� ���� �� �������� ��� ��� ���������� �� ��������� ��������� ��� ����� ��� ���� ��
��������� ������ ��� ������ �������������� �� ��� ���������� �� ����� �� ���� �� ������������

���� ������� ������� �� ��� ���������� �������� ���� ��� �������� ��� �� ���� �� ���� �� �������
��� �� ��� ������� ������� � ������������������ ������������� �� ��� ���������� ���� ���������
����� � ���� ������ ������ ����������� �� ��� ���������� ���� ����� ��������� ���� �����������
������������ �� ��� ����� ��� ����� ���� �������� � ������������ ������ �������� ��� ������
��� ���� ���� �� ������������ �������� ��� ������������ ������� ��� ����� ���������� ��������
��� ��� ����� ������ ���������� �������� ���� ��� �������� ����

�� ����� �� ������� ��� ����� ����� ������������� �� ��� �������� ���������� �� ���� �� ����
���� ������� ���� ������� ������ �� ���� �� �������� �� ��� ������� ������� ������������� ��
���� ����� �� ���� ���� ���� ������� �� ����� �� ��� ���������� ���������� ��� ������� �� ���
�������� �� ��� ������� �������� ���������� �� ��� ���� ����� ��������

Lxyφψ(x, y) = ψ(x, y) �����

�����

Lxy :=
dy�

i,j=1

aij(x, y)
∂2

∂yi∂yj
+

dy�

i=1

bi(x, y)
∂

∂yi
�����

���� a := σσ∗� ���� ����������� �� ������� ����� ��� ����� ���� ���� ���������� ��� ���������� F
��� H �������� ���� ������� �� ����� ���������� ��������� ��������� ������� �� ���� �� �������
��� ����� �������� ����� ���������� � �������� �������������� ������ �� ���� �� ������� ���
�������������� ������� �������� �� ���� �� ������� ��� ����� ����������� ����� ���� �� ��������
����� ���� ������ ������� �� ��� ���������� �� ��� �������� ���������

��� ������������ �� ��� ������� �� �� �������� �� ������� � �� ������� ��� ������� ���������
������������ ����� ��� ���� ������������ �� �������� ��� ��������� �� ��� ��� �������� �����
��� ������� ��������������� ��� ���� ������� ������� ������������ ����� �������������� ���� ����
�� ��� ���� ��� ������� �� ���� �� ������� �� ������� ��� ����� �� ��� ���� �������� �� �����
������ ����� �� ������� �� �� ������ ���� ����� ���������� ���������� �� ��� �������� ��������
��� ��������� ������� �� ��� ���������� ����� ���������� ���������� ����� �� ������� �� �� �����
��� ����������� ��� ����� ������������ ������� ��� ��� ���� ���������� ������ �� ������� � ��
������ ����� ������� �� ��� ����� ���������� �� ����� ���� ������� ���� �� ������������ �� ���
��������� ������� �� ���������� ���� ��������� ����� �� ������� � ��� ���� ��� ����� �� � �����
����� ������ �� ����������� �� � ����� ���� �� ��� ���� ����� �� ������� ��

� ����������� ����� ��� �������� ����������

�� ��������� � ����������� ����� ���� � ���������� ��������� ���� ���� �� ����������� ��� ��������
���� �� ���������� �������� ��� ����� (Ω,F ,P) ���� �� ������� �������� ������ W � �������

��



�� ����������� ����� ��� �������� ����������

�� ���� �� ��� ����� �� ����������� ����������� ����� (Ω̃, F̃ , P̃) ��� � ������ �� �����������
�������� ������� W̃ q, q ∈ Q ���� �� ���������� ��������� F̃qt := σ{W̃ q

s , s ≤ t}� ����� ���
�������� ����� (Ω̄, F̄ , F̄t, P̄) ��

Ω̄ := Ω× Ω̃, P̄(dω, dω̄) = P(dω)P̃(dω̄),

F̄ := F ⊗ F̃ , F̃qt :=
�

q∈Q;q≤t
F̃ q∞, F̄t := Ft ∨ F̃qt .

���� �������� ����� ���� �� ������ ��� �������� ������������� ��� ����� ������ ���� ��� �����
���� �� ��� �������� �������� ��� ��� ��� ������� �� ��� ������� �������� ��������� ������ ��
��� ���� �� F �� ��� ���� ����� ����������� ��������� ����� ��� ������ F̃q �������� ��� �������
����������� �������� ������������ ������ �� ������ ����������� ������������ �� ��� ����������
����� ����������

��� �������� ����������

��� �� ��������� ��� ��� �� ���������� ����� ����� �� ������ ��� ��������

���������� (Hs.s.) ��� ��� ���������� ������������

�� ��������� �� �� ����� ����� ��������� K,m ���� ���� ��� ��� x, x� ∈ Rdx ��� y ∈ Rdy �

|f(x, y)− f(x�, y)|+ |g(x, y)− g(x�, y)| ≤ K|y|m|x− x�|;

��� ����������� f, h ������ �� C2,ry

b,p ��� ���� ry > 3� ����� ��� �������� b, p ����� ��� �������

����� ∂ix∂
j
y ��� 0 ≤ i ≤ 2 ��� 0 ≤ j ≤ ry − i ��� ������� �� x ��� ������������ ������� ��

y�

���� ����������� ������ h �� ����������� ����� �� �� �� ��������� ��� ����������� ���� ��� �����
������ λ�− ���� ���� λ�−I ≤ h(x, y)�

������ ������ ��� �������� ���������� �� ��� ���� ����� ��������� ������ ���� �� ���� ������
��� ������ a(x, y) = σσ∗(x, y)�

���������� (Hf.s.) ��� ��� ���������� ������������

�� a, b ∈ C2,0
b,l � ���� ���� ��� ���������� ��� �������� ������� �� y� ��� C2 ��� ������� �� x�

��� ��� ������ a �� ��������� ���������� ��� ��������� �������������� ��� �������� ���� �����
����� λ−, λ+ ∈ R+

∗ ���� ����
λ−I ≤ a(x, y) ≤ λ+I;

���� sup
x
b(x, y) · y ≤ −c1|y|2 + c2, ��� ���� c1 ∈ R∗

+, c2 ∈ R

��� ���������� ��� ������ ����������� ��������� �� (Hs.s.) ��� ������� �� ������� ��� �����
������������ �� ��� ����� ����� (Hf.s.) �� ����� ����������� �� �� �������� ������� ������ ��
x� ���� �� ���������� ���� (Hf.s.) ��� ������� sup

x
|b(x, y)| = O(|y|) ��� (Hf.s.) ����� �������

lim
|y|→∞

sup
x
b(x, y) · y = −∞� ������� ���� ��� ����� ��� �� ���� ������ ������ �� y ��� �� ����

��



������� �� � ���������� ���� ������ ��� �������� ����������� ����������
������

��������� ��������� �� x� ����� ���������� �� ��� ���� ����� �������� ������ �� �� ��� ������ ��
���� �� ��������� ����� ��� ��� �������� ���� ����� �� x ��� � ������� ������� �� ��� ��������� ��
����� ��� ����������� ��� �������������� ���������� (Hf.s.) ���� �� ������� �� ������ ��� ����������
�� ��� ��������� ��������

� ��� ���������

�� ������ ��� ��������� �� ��� ���������� ���� ��������� ��� ��������� ����� �� ��� �������������
��� ������� �� ��� �� ���������� ��������� �� ������ �������� ������������ �� ���������� �� ���
��������� �� ��� ����������� ����� �� ���� �����������

��� q ∈ Q� ��� ���
√
γk+1U

q
k+1 := W̃ q

Γk+1
− W̃ q

Γk
�������� ���� Uk+1 �� � �������� ��������

������� ��� y0 ∈ Rdy � �� ����� � ���������� ���� ����� ������������� �� ��� ������� ��������
��

Ỹ x,q0 = y0

Ỹ x,qk+1 = Ỹ x,y0,qk + γk+1b(x, Ỹ
x,q
k ) +

√
γk+1σ(x, Ỹ

x,q
k )U qk+1, �����

����� {γk}k∈N �� � ���������� �������� �� ����� ����������

���������� (Hγ) ��� ��� �������� �� ����� ��� ��� ������� ���������� �����������

�� γk > 0 ��� ��� k�

��� γk �� � �������� �� ���������� ����� ���� lim
n→∞

γk = 0�

���� lim
k→∞

Γk =∞; ����� Γk :=
k�

j=0

γj �

���
∞�

k=1

�
γ2k
Γk

�
< +∞�

����� �� ����� ��� ���������� ���� ������� ��������� ��

F̃ k(x, q) =
1

Γk

k�

j=1

γjf(x, Ỹ
x,q
j−1) �����

����� �� ���� �������� �� ���� ������ �� Γ[r]M =

M�

k=1

(γk)
r� �� �� ����������� Γ[1]M = ΓM �

��� ��� ���� ��� ����� ����������

�� ����� �� ����� ������ �� �������� ��� �������� ��������� �������� � ���� ������� T � ���
n ∈ N∗ �� ��� tk = Tk/n� �� ���� ��� ����� ������ ���� �� ����� ��

X̌n
tk+1

= X̌n
tk
+ F̃M(n)(X̌n

tk
, tk)Δtk+1 + G̃M(n)(X̌n

tk
, tk)ΔWk+1,

����� F̃M �� ������ �� ����� ��� G̃M (x, q) �� ������ �� ��� ������ ����� �� ��� H̃M (x, q) �����
��� ���������� ���� ��������� �� �� ����� ������� ���� h(x, y) = g∗g (x, y)� ��� ���� �� �������

� �������� ������������� �� �� �� ��� G̃M (x, q) =

�
H̃M (x, q)� �������� M(n) �� ��� ������

��



�� ��� ���������

�� ����� �� ��� ���������� ����� ��������� ��������� �� � �������� �� ��� ������ �� ����� �� ���
����� ������ ��� ��� ���� ������ ��� ���� �� M(n) ���� �� ����� ���� ��� ���� ���������

�� ���� �� ������ �� ���� �������������� ���� � ���������� ������� �� ��� ����� ��������������
��� �� ������ �� t(n) = �nt�/n ��� �� ���� ������� ���� ��� �������� ���������� �� n ��� �����
t ���� ����� ���� ��� �������� �� ����� ��� ���������� ����� ������������� ��

X̃n
t = x0 +

� t

0
F̃M(n)

�
X̃n
s , s
�
ds+

� t

0
G̃M(n)

�
X̃n
s , s
�
dWs �����

���� ���� �� ����� tk ��� ���������� ����� �������� ���� ��� ����� ���������� ��� ��� �������
���� �� ������� ��� ���� ������� �� ��� ����������

������� ��� �������������� ��������� �� ����� �� ���� ���������� �� ��������� ��� ���������
F̃n ���������� H̃n� ����������� ��

F̃ 0(x, q) = 0; F̃ k(x, q) = F̃ k−1(x, q) +
γk
Γk

�
f(x, Ỹ x,qk−1)− F̃ k−1(x, q)

�

��� ������������ ������� �� ��� ��������� ������� ��� ���� ����� ��������� �� ��� ����
��������� ��� �� ��� �� ��������� � ������������������ �������������� � ������ �����������
�� ��� ��������� ���� ��� �������� ��� �� ���������� ������ �� ������ ��� ���������� �� ���
����������

������� ��� λ �� � �������� ����� �� {γk} �� � �������� �� ����� ���������� (Hγ)� ���� ���

�������� γλk :=
γk
λ

���� ���� ������� (Hλ)� �� ���� ������ ΓλM ��� Γλ,[r]M ��� ��� �� ��� γλk ���

����� ������� �� �������
��� �� ������ �� F̃ λ,M (x, q) ��� ������� ������� ��������� �� ������ �� ����� ���� ��� �����

������� {γλk } ��� �����
�� ����� �� ������������ ������������� ��������� ��

F̂ (n);λ(x, q) =
1

λ− 1
�
λF̃ λ,M(n)(x, q)− F̃M(n)(x, q)

�
. ������

�� ������� �� ��� ���� ����� �� ����� G̃λ,M(n)(x, q) =

�
H̃λ,M(n)(x, q) ��� H̃λ,M(n)(x, q) ������

�������� ������ �� h� �� ������ �� ���� X̂ ��� ���������� ������������� ����� ���� ����������
����� �� ��� ���������� ���� �������

��� �� ����� ��� ���� �������� �� ��� ���� ���������� ��� ����� �� ����� �� ������� ��

������� ���� ��� 0 < θ < 1� γ0 ∈ R+ ��� γk = γ0k
−θ� ��� M1 �� � �������� ��������� ������

(Hf.s.) ��� (Hs.s.)� ����� M(n) ��

M(n) =
�
M1n

1
1−θ

�
,

����

�� ������� ������������� lim
n→∞

E

�
sup

0≤t≤T

���Xt − X̃n
t

���
2
�
→ 0

��� ������ ���� ������ ��� ��� ��� ����� G(x) ≡ 0�� ������ �� �������� ���� ry ≥ 7 ���

1/2 ≤ θ� ����

n
�
X − X̃n

�
=: ζn ⇒ ζ∞

��� ζ∞ ����� �� ��� �������� �� ��� ������ �� ����

ζ∞,it =

dx�

j=1

�� t

0
∂xjF

i(Xs)ζ
∞,j
s ds+

1

2

� t

0
∂xjF

i(Xs)F
j(Xs)ds

�

+

dx�

j=1

� t

0
ϕi,jF (Xs)dB

1;j
s

��



������� �� � ���������� ���� ������ ��� �������� ����������� ����������
������

����� B1 �� � dx−����������� �������� ������ ����������� �� W � F i, Gi,j , ζi ��� ���

������� �� F,G, ζ ������������� ��� ϕi,jF ��� ��������� ��������� ���� �� ��� ���������� b, σ�
��� ��������� M1, γ0, θ ��� F ��� ��� ����������� �� �� ����� �� ��� ��� ���������� ����� ��

����������� �����

���� ������ ���� ������ ��� ��� ��� ���� G(x) �= 0� ������ �� �������� ���� ry ≥ 7 ��� 1/3 ≤ θ�
����

n1/2
�
X − X̃n

�
=: ζn ⇒ ζ∞

��� ζ∞ ����� �� ��� �������� �� ��� ������ �� �����

ζ∞,it =
�

j

�� t

0
∂xjF

i(Xs)ζ
∞,j
s ds+

� t

0
Ri,jG (Xs)dW

j
s

�

+

dx�

j,l=1

� t

0
∂xjG

i,l(Xs)ζ
j
sdW

l
s +

dx�

j,l,k=1

� t

0
ϕi,j,l,kG (Xs)dB

3;l,k,j
s

+
1√
2

dx�

l,j,k=1

� t

0
∂xjG

i,l(Xs)G
j,k(Xs)dB

2;k,l
s

����� B2 �� � d2x ��� B3 �� � d2x × dx ����������� �������� ������� ����������� �������

���� ��� ����������� ���� W � Ri,jG , ϕi,j,l,kG ��� ��������� ��������� ���� �� b, σ� ��� ����

������ M1, γ0, θ� F ��� ��� ���� ������������ G ��� ��� ����������� �� �� ����� �� ��� ���

���������� ����� �� ����������� �����

�� ���� �� ����� ���� ����������� ����� ��� ���������� Ri,jG , ϕi,jF ��� ϕi,j,l,kG ��� ���������� �����
�� ����� �� ��� ��������� ��� �� ��� ������� �������� ��� ��� ������������ �������� ��� ���
����� �� ����� ����� ��������� ���� ����� �� ��������� ����������� ��� ��������� ���������

���� ������� �� ��� ������������ �������� ��������� ��� ����� ��� ��������� �� ����� ���
����� ���������� �������� ������ ����������� ��� ��� ���������� �� ��� ���� ��������� ���
��������� ��� ��� ������������ ������� ������ � ����� ����� ��� θ �� ��� ��������� �� ��� ��������

γk = γ0k
−θ� ���� ��������� �� ���� ���� 1/2 �� 1/3 �� ��� ��� ���� ��� ���� 1/3 �� 1/5 ��

��� ��� ���� �� ������� θ ������� �� � ����������� �� ���� ���������� ��� ���������� �� ���
������� ������� �� �� ������� �������������� ����� ���� ���� �� ��� ��� ������������ ��������

��������� ���� ��� 0 < θ < 1� γ0 ∈ R+ ��� γk = γ0k
−θ� ������ (Hf.s.) ��� (Hs.s.)� ����

M(n) ������ �� �� ������� ����

��� X̂n �� ��� ������������ �������� ����� �� ������� ��� ������� ��������� ����� �� �������
����

�� ������� ������������� lim
n→∞

E

�
sup

0≤t≤T

���Xt − X̂n
t

���
2
�
→ 0

��� ���� ����� G(x) ≡ 0�� ������ �� �������� ���� ry ≥ 8 ��� 1/3 ≤ θ� ���� ζ̂n :=

n
�
Xt − X̂n

�
�������� ��� ����� ������������ ������ ����� �� ������� ��� ii) ���� ��� ���

�������� ϕ̂F ���� ���� �� ����� �� ��������� �����

���� ���� ����� ������ �� �������� ���� ry ≥ 8 ��� 1/5 ≤ θ�� ���� ζ̂n := n1/2
�
Xt − X̂n

�
����

����� ��� ����� ������������ ������ ����� �� ������� ��� iii) ���� ��� ���������� R̂F , R̂G, ϕ̂F

��� ϕ̂G ���� ���� �� ����� �� ��������� �����

��� ����� �� ��������� ��� �� ����� �� ������� ��

��



�� �������������

� �������������

�� ����� ��� ���� ������� �� ���� ���� �� ��� �������� ���������� ��� ������� ������� �� ���
����������� ����� �� ��� ������ ����������� �� ���� ������� �� ������� ������ ���� ������� ����
��� ��������� ���������� ����� ���� ������ ������������� ���� ���� �� ������� ��� ��� �����

��� � ������ ���������

�� ��������� ������ �� ������� �� ���� � ������ ��������� ����� ��� ������� ����� ����� ���� ���
����� ��������� �� ���� ����� ��� ������ ������� ������ ��� ������� �� ��� ������

����������� ���� ���

ϑt = ϑ0 +

� t

0
V1(ϑs, s)ds+

� t

0
V2(ϑs, s)dWs, ������

����� V1, V2 ��� ������� ������ ����������

�� ��� ��� α ≥ 2�

E

�
sup

0≤t≤T
|ϑt|α

�

≤ KαE (|ϑ0|α) +K(α, T )

� T

0
(E (|V1(ϑs, s)|α) + E (|V2(ϑs, s)|α)) ds

��� ������������

E

�
sup

0≤t≤T
|ϑt|α

�

≤ KαE (|ϑ0|α) +K(α, T )

�
sup

0≤t≤T
E (|V1(ϑt, t)|α) + sup

0≤t≤T
E (|V2(ϑt, t)|α)

�
.

��� ������ ���� ∀α ≥ 2�

E (|V1(ϑt, t)|α) + E (|V2(ϑt, t)|α) ≤ K (1 + E (|ϑt|)α) .

�����

�� ��� t ∈ [0, T ] ��� α ≥ 2� E (|ϑt|α) ≤ K(α, T )

�� ��� α ≥ 2� E
�
sup
0≤s≤t

|ϑs|α
�
≤ K(α, T )

�� ��� τr = inf{t : ϑt ≥ r}� ����

P
�
sup
0≤s≤t

τr ≤ t

�
≤ K �(α, t)

rα
.
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��� �������� ������������� �� � �������� ������� ������ �������� �� ���������� ���� ������ ��
��� ������� �� � ����� ���������� ������ ��� ��� ��������� ���������� � ��������� �������� �� ����
��������� �� � ��� ����� �� ��� �������� ��� ��� ��� ���� �������� �� ��� ����������

������ ���� �� ������ �� | · | ��� ������� �������� ����� ��� �� ������ �� �·�F ��� ���������
����� ������ ���� �� H �� � d× d ������

|H| ≤ �H�F ≤
√
d|H|. ������

������� ��� �������� ��� �� ������ ��� H �� � d × d �������� ������� ������ ���� ��������

������������� H = GG∗� �� ΔH �� � d× d ����������� ������ ����������

|H−1|�ΔH�F < 1/2

���� ����� �� � ������ �������� ������������� H +ΔH = (G+ΔG)(G+ΔG)∗ ���

�ΔG�F
|G| ≤

√
2

κ2(H)κ

1 +
�
1− 2κ2(H)κ

, ������

����� κ2(H) = |H||H−1| ���
κ =

�ΔH�F
|H| . ������

������� ��� ����� � ������� �� ��� ����������� �� ��� �������� ���������� �� ����� �����
��� ����������� ����� �� ���� ����� �� ��� �������� ������������� �� ��� � ������ ��� ���� �� ���
���������� ���� �� ��� ������

����� ���� ������� ��� ���������� �� ������� ��� ����� �����

ΔGi,i =

ΔHi,i − 2
i−1�
k=1

ΔGi,kGi,k

2Gi,i
+O(|ΔH|2), ������

ΔGi,j =

ΔHi,j −Gi,jΔGj,j −
j−1�
k=1

(ΔGj,kGi,k +ΔGi,kGj,k)

Gj,j
+O(|ΔH|2) ������

��� i > j�

������ ����� G+ΔG �� ��� ����� ���������� ������ �� H +ΔH� �� ����

(Gi,i +ΔGi,i)
2 = Hi,i +ΔHi,i −

i−1�

k=1

(Gi,k +ΔGi,k)
2.

�� ��������� ������������ ��� ��� ���� ���� G �� ��� �������� ������������� �� H �� ����

ΔGi,i =

ΔHi,i − 2
i−1�
k=1

ΔGi,kGi,k

2Gi,i
−
�
(ΔGi,i)

2 +

i−1�

k=1

(ΔGi,k)
2

�
.

��� ���� ����� ������� �� ����������� ��� ���� ���� �� ��������� �� i� ������� ��� ��� ����
����������� ����� �� ������� ��� ���� i > j �� ������ �� ��� ���� ����

����� ��� ����� � ���� ����� ������������� �� ��� ����� ������ ΔG ������� ��� ������������
������ ΔH� ��������� �� ��� ������ �� ��� ���������� �� ��� �������� ��������������

��
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��������� ���� ��� H : Rd →Md×d �� C2
b ��� �������������� ��� ��� ����� ����� �� ����������

(Hs.s.)� ���� G �� ���� C2
b ��� ���������������

������ ��� �������������� ��� ����������� ���� ������� ����� ���� ��� ���������� |G|2 =
|GG∗| = |H|� �� ����

�
λ− ���

�
λ+ ��� ������������ ����� ��� ����� ������ ��� |G|� ���

���������� ����� �� ������ ���� ��� ����� ��������� �� ��� ����������� ����� ��� ������ �� �����
����

��� ���������� ���� ����� ���������

�� ���� ������� �� ������� ���� ������� ��� ����� ��������� ������� ����� ��� ��� ���������� ����
����� ���������� ��� ������� ���� ��������� ��� ����� �� ���� �� �� ��� ��� ������ �����

� ���� ����������� �������� �� ���� ��� �������� �� ���������� ������ �� ����� ��������� ������
������ �� ��� ������� ������� ��� ��� ���� x�

����������� ���� ������ (Hf.s.)� ��� ��� ψ : Rdx × Rdy → Rd
�
��� ���� d� ∈ N∗� ��� �������

���� ψ(x, y) ≤ C(x)(1+ |y|π)� ��� Ψ̃M (x, q) �� ������ �� �� ������ ����� ��� ��� x ∈ Rd1 , q ∈ Q�

Ψ̃M (x, q)
a.s.−→
�
ψ(x, y)µx(dy), �� M →∞

����� µx �� ��� ��������� ������� �� ������

������ (Hf.s.) ����� ���� V (y) := 1 + |y|2 �� � ��������� �� x �������� ���������� ��� ����������
�� ������� � �� ����� ���� ����� ��� ����� ��������

�� ���� �� ���� � ������� �� ��� ������� �� ��� ����� �� Ỹ x,qk �

����������� ���� ��� π > 0 ��� ��� Ỹ x,qk �� ����� �� ������ ���� ����� ������ � �������� Kπ

����� ���� �� π� λ−� λ+ ��� γ0 ���� ���� ��� ��� x ∈ Rdx ��� q ∈ Q

sup
i∈N

E
�
|Ỹ x,qi |π

�
< Kπ.

��������� ��� ����� π > 1�

sup
M∈N

�
1

ΓM

M�

i=1

γi|Ỹ x,qi |π
�
< +∞

������ �� ����� � �� ���� ����� ���� U qk ��� ������� �� ��� ����� ��� V (y) = |y|2+1 ��������
��� ������ ���������� ��������� �� x� �� ��� ���� ��� ��� π ≥ 1 ��� q ∈ Q�

sup
i∈N

E
�
|Ỹ x,qi |2π

�
≤ sup

i∈N
E
�
V (Ỹ x,qi )π

�
< Kπ.

��� ��������� �� ��� π > 0 �� ����������������
��� ������ ����� �� � ����������� �� ������� � �� �����

����������� ��� �� �� ���������� �� �� ��������� ������ ��������� �� ��� ��� ������ �������
��� ����� ����� ���� ���������� � ������ ��������� ��� ���������� ��� ����� �� � ������ ����

������� ����������� ���� ���������� �� �������� �� ��� �������� γ{k≥0} � ��� �������� ����
�� �� ���� ������ �� η{k≥0} ������ �� ������� ��� �� ����� ����� �� ��� �������� ���� �����
���������� ���� �� ������ �� ��� ���������� �� ���������� �� ����� ����������� ������� �� ���
��������� ����������� ��� �� �� ����� ��������� ������� ������ �� �� �� ηk = γk ���������� (Hγ)
���� �� ���� ���� �� �������� ���������� ��� ��� ������������� ����� �� ��� ���������� �����
����������

��



������� �� � ���������� ���� ������ ��� �������� ����������� ����������
������

����������� ���� ��� ψ : Rdx × Rdy → R� ����� ��� ����������� �� ����������� ���� �������

���� ��� ���� x ∈ Rdx ����� ������ φxψ �������� �� ��� �������� ������� ��������

Lxyφxψ(y) = ψ(x, y)−
�
ψ(x, z)µx(dz) ������

������� �� ���� ��� r ∈ N� r ≥ 2� ���� φxψ �� Cr �� ��� y��������� ��������� �� x� ��� Drφψ ��

��������� �� y ��������� �� x� ��� γk ��� ηk �� ��� ���������� ��������� ���� γk → 0� ηk → 0�

Γk =
�

1≤j≤k
γk� Hk =

�

1≤j≤k
ηk� ��� Ỹ x,qk �� ������ �� �� ����� ����� ���� �������� γk�� �����

M�

k=1

ηk

�
ψ(x, Ỹ x,qk−1)−

�
ψ(x, z)µx(dz)

�
= A0

ψ,M −Nψ,M −
r�

i=2

Aiψ,M − Zrψ,M

�����

A0
ψ,M (x, q) :=

M�

k=1

ηk
γk

�
φxψ(Ỹ

x,q
k )− φxψ(Ỹ

x,q
k−1)

�
������

Nψ,M (x, q) :=
M�

k=1

ηk√
γk
�Dyφxψ(Ỹ x,qk−1), σ(x, Ỹ

x,q
k−1)U

q
k � ������

A2
ψ,M (x, q) :=

1

2

M�

k=1

ηk

�
D2φxψ(Ỹ

x,q
k−1) · (σ(x, Ỹ

x,q
k−1)U

q
k )

⊗2 ������

− ��
�
D2φxψ(Ỹ

x,q
k−1)(σ

∗σ(x, Ỹ x,qk−1)
��

Aiψ,M (x, q) :=

M�

k=1

ηkγ
i/2−1
k vi,rψ (x, Ỹ

x,q
k−1, U

q
k ) ������

��� i = 3, . . . , r ����

vi,rψ (x, y, z) =
i∧r�

j≥i/2

�
j

i− j

�
1

j!
Dj
yφ
x
ψ(y) ·

�
b(x, y)⊗(i−j), (σ(x, y)z)⊗(2j−i)

�
;

���

|Zrψ,M |(x, q) ≤ K
M�

k=1

ηkγ
r−1
2

k (1 + |Ỹ x,qk−1|r+1)(1 + |U qk |)r+1. ������

��� ������� �� ���� ��������� ���� ���� ���� �� ��������� ���� �� ��� ��������� �� ���� ��
���� ������� � ������� �������� ��� ����� ������� ���

v̄i,rψ (x, y) := E
�
vi,rψ (x, y, U

0
1 )
�

=
i∧r�

j≥i/2

�
j

i− j

�
1

j!
Dj
yφ
x
ψ(y)E

��
b(x, y)⊗(i−j), (σ(x, y)U0

1 )
⊗(2j−i)

��

=

i∧r�

j≥i/2

�
j

i− j

�
1

j!
Dj
yφ
x
ψ(y)E

��
b(x, y)⊗(i−j), (σ(x, y)U qk )

⊗(2j−i)
���F̃Γk−1

�
������

������� �������� A2i+1
ψ,M ��� i ≤ �(r−1)/2�� �� 2j−2i−1 �� ��� ��� ��� j ������� ��� ����� ���

���� ���� ��� ��� ������ �� � �������� �������� ��� �������� �� ������ v̄2i+1,rψ = 0. �� ������

���� �������� ��������� �� A2i+1
ψ,M �� ���� E

�
A2i+1
ψ,M

�
= 0� �������� �� ���� ���� ��� ����� ���� ��

��� ����� ��� ���������

��
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����� ���� ���������� ����������� ����������� ��� ��� �� ���� �� ������ � L2 ������� �� ���
����� �� ��� ��������������

����������� ����� ����� ��� ����������� �� ����������� ���� ��� α ≥ 1� ������ {γk} ��������

(Hγ)� ��� ���� Γ
[α]
M →∞� ������ �� ���� ���� ��� �������� �� ��� �������� ������� �������� φψ

�� �� C2,r
b,p ��� r > 3� ��� Ψ̄ :=

�
ψ(x, z)µx(dz)� ����

E



�����
1

Γ
[α]
M

M�

k=1

γαk

�
ψ(x, Ỹ x,qk−1)− Ψ̄(x)

������

2

 ≤ K

1 + Γ
[2α−1]
M + Γ

[2α]
M + (Γ

[α+1]
M )2

(Γ
[α]
M )

2

������ �� ������ ���� ���� ���������� ������������� ��� {ak} �� ��� �������� �� ������ ��������
�� �������������� ���������� �� ���� ����

E



�����
M�

k=1

γpkak

�����

2

 ≤ E

�
Γ
[p]
M

M�

k=1

γpk |ak|2
�
= Γ

[p]
M

M�

k=1

γpkE
�
|ak|2

�
. ������

��� {bk} �� ���� � �������� �� �������� �� s0 < s1 < . . . < sk < . . .� ��� {ak}, {bk} ��� F̃qsk
������� ��� ��� ��� k� E

�
ak
��F̃qsk

�
= E

�
bk
��F̃qsk

�
= 0� �� ���� �� ���������� ���������� ����

E

��
M�

k=1

γpkak,
M�

k=1

γpkbk

��
=

M�

k=1

γ2pk E (�ak, bk�) ; ������

��� �� ����������

E



�����
M�

k=1

γpkak

�����

2

 =

M�

k=1

γ2pk E
�
|ak|2

�
. ������

���� ���� ��� ����� ��������� �� ����������� ��� ���� r = 3 ��� ��� ηk = γαk � �� ������ ������
���������� ����� ���������� ��� �������� ������� ��� ���������� ���������� �� φψ ��� �����������
���� �� ���

E
�
|A0
ψ,M (x, q))|2

�
= E



�����
M�

k=1

γα−1k

�
φxψ(Ỹ

x,q
k )− φxψ(Ỹ

x,q
k−1)

������

2



= E



�����γ
α−1
M φxψ(Ỹ

x,q
M )− γα−10 φxψ(Ỹ

x,q
0 ) +

M−1�

k=1

�
(γα−1k − γα−1k+1 )φ

x
ψ(Ỹ

x,q
k )
������

2



≤ 3E
����γα−1M φxψ(Ỹ

x,q
M )
���
2
�
+ 3E

����γα−10 φxψ(Ỹ
x,q
0 )
���
2
�

+ 3E



�����
M−1�

k=1

�
(γα−1k − γα−1k+1 )φ

x
ψ(Ỹ

x,q
k )
������

2



≤ K


(γα−1M )2 + 1 +

�
M−1�

k=1

(γα−1k − γα−1k+1 )

�2

 ≤ K

������

�������� ����� ��� ���� ���� ��� ����� ��� �������� ���� ������ ���� �������� ������ ���

��



������� �� � ���������� ���� ������ ��� �������� ����������� ����������
������

��� ����� ������� �� ��� �������� ���������� �����

E
�
|Nψ,M (x, q)|2

�
=

M�

k=1

γ2α−1k E
�
|�σ∗Dyφψ(x, Ỹ

x,q
k−1), U

q
k �|2
�
≤ KΓ2α−1M ������

E
�
|A2
ψ,M (x, q)|2

�
≤ 1

4

M�

k=1

γ2αk E
�
|D2
yφ(x, Ỹ

x,q
k−1) · (σ(x, Ỹ

x,q
k−1)U

q
k )

⊗2)|2
�

≤ KΓ
[2α]
M

������

���� ���������� �������� ������ ����� ��

E
�
|A3
ψ,M (x, q)|2

�
=

M�

k=1

γ2α+1k E
�
|v3,3
F i (x, Ỹ

x,q
k−1, U

q
k )|2
�
≤ KΓ

[2α+1]
M , ������

����� �� ������ �� ������� �� ��� �� ��������

E
�
|Z3
ψ,M (x, q)|2

�
≤ KE



�����
M�

k=1

γα+1k (1 + |Ỹ x,qk−1|4)(1 + |U qk |)4
�����

2

 ≤ K(Γ

[α+1]
M )2 ������

�� ��� ����� ����� ���� (Hγ) ��� ����� ���� Γ[α]M → ∞� �� ���� ��� M ����� ������ ���� ��
i > j

Γ
[i]
M

Γ
[α]
M

≤ Γ
[j]
M

Γ
[α]
M

.

��� ����� ������� ���� ����������� ��� ��� ��������� �����������������������������������

��� ������� ������� ��� ������� ��������

����� ����� �� ��� ��������� �� ��������� �� ���� ������� ���� ����� ���������� �� ��� �����
�������� ��� ��� �������� ��������� ����� ������� ������ �� ������� ��� ������������ ����
��� ����� ���� ���������� ��� ���� ����� ������������� ������ ��������� �� ��� �������������
������� ����

��� �� ����� ���� ���� ������� �������� �� ���� �� �� ����� ���� ��� ��� ����� α� �� ���� �
������� ����� ��� ��� ������ �� ����� α �� ��� ��������� �� Y x �������� �� ������

����������� ����� ��� α > 0 ��� ��� Y xt �� ��� �������� �� ����� ���� ������������� �������

��������� y0 ��� ���������� ���������� (Hf.s.)�

���� ����� ������ � �������� K ����� ���� �� α� λ−� λ+ ���� ���� ��� ��� t ≥ 0 ��� x ∈ Rd1

E (|Y xt |α) < K(1 + |y0|α+2).

���� ����������� ��� � ������� ���������

��������� ����� ����� ��� ���� ���������� �� ��� �������� ��� ��� α > 0 ��� ��� x ∈ Rd1

�
|y|αµx(dy) < K.

����� ����� ��� ψ(x, y) �� � �������� ���������� ��� ���������� ��� ������ ���������� �� (Hs.s.)�

��� ��� Ψ(x) =

�
ψ(x, y)µx(dy)� ���� Ψ(x) �� C2

b �

��



�� ����������� ������� ��� ��� ���� ���������

������ ��� ����� ������� ���� �������� �������� � ��� � �� ���� �� ��� ������ ������ ����� ���
������ ���������� ������� �� ����������� �� ����� ��������� ��� ������� �� ������������ ��� ��
����� �� �����

����������� ��� ����� ���� ��� �������� �� ��� �������� ������� �������� ������ ����� � �������
���� �� ������������� ��� ����� ��������� �� ��� ���������� ����� ���������� ����������� �����
����� �� �� ���������� �� ������� � �� ���� ��� ����� ������ ���� �������� ���������� ��� ������
��� �������� �� ���� �� �������� ���� f ������� �� � ������� ������ �� ����������

����������� ����� �������� � �������� ψ(x, y) ���������� ��� ���������� ��� ������ ����������

�� (Hs.s.) i), ii)� ��� ���� ���� �
ψ(x, y)µx(dy) = 0, ∀x.

������ (Hf.s.)� ����� ����� ������ � �������� φψ(x, y)� ���������� �� y ��� ��������� �� ���

�����
�

p>1

W 2
p,loc �� y� ���� ���� ��� ����� x ∈ Rdx �

�� Lxyφψ(x, y) = ψ(x, y)�

���

�
φψ(x, y)µ

x(dy) = 0�

���� φψ ∈ C2,ry

b,p �

���� �������� �� ��� ������ �������� �� �� �� �������� �������� �� ��� ������� �������� �� ���

����� �� ���������� ���
�

p>1

W 2
p,loc ��������� �� y ����� ��� ������� ������� ��� ���� �� ����

������������ �� |y| �� |y| → ∞� ��������� �� ��� ��� ��������������

φψ(x, y) = −
� ∞

0
Ex,y(ψ(x, Y xt ))dt

� ����������� ������� ��� ��� ���� ���������

�� ����� ��� �� ��� ����� �� ��� ���� ���������� ������ �� ���� ���� ��� �������� ��������
����� ���������� ��� ����� �� ���������� ����� ���� ��� �������� ����������� ������� � ������
������� ��� ����� ������� ����������� �� � ������������ �� ���� �������� �� ���� ���������� �����
���� �� ��� ������������ �������� ����� ��� ���� ��� ������ ����������� ������� ������ �����
�� ���� ����� ��� ����� ����� ������������ ���������

��� ���������� ����������� ����������

�� ������� ���� ���������� (Hs.s.)� (Hf.s.)� ����������� ���� ��� ����������� ��� ���� ����� ������
� ������ �������� �� �������� ���� ��� ���� �� ��� � ���������� ������������ �� ���� ��� ������
������������� ��� ��� ���� �����������

����������� ���� ���� ��� ������� �� ������� � �� ���� ����� ����� ��� �������� ����������� ���
���������� �� ��� ������������ �������� ���� ����� ������� �� ��� ������ ��� ���� ��� �����
���� ������� �� ��� ����� ���������� �������� �� � ����� �� ��� ������ �� ����� n�

����������� ����� ������ (Hs.s.)� (Hf.s.) ��� (Hγ)� ��� β0 > 0� ��� ����� M(n) ����������

�� ΓM(n) = C0n
2β0 � ����� C0 �� ���� ���������

��



������� �� � ���������� ���� ������ ��� �������� ����������� ����������
������

�� ����� ����� φf ��� φh ��������� �� ��� �������� ������� ���������

Lxyφf (x, y) = f(x, y)−
�
f(x, y�)µx(dy�),

Lxyφh(x, y) = h(x, y)−
�
h(x, y�)µx(dy�),

��� ���

ς := min
l≥4,i=1,...d

(v̄l,r
y

F i �= 0) ∧ min
l≥4,i,j=1,...d

(v̄l,r
y

Hi,j �= 0) ∧ (ry + 1) ������

����� ��� ���������� ���� min(∅) =∞) ��� v̄l,r
F i , v̄

l,ry

Hi,j ������ �� �� ������ ������� ��

F 1, . . . , F dx , H1,1, . . . , Hdx,dx .

������ ���� �� ���� ��� ���������� ���������

Γ
[ς/2]
M

ΓM
= C1n

−β1 + o(n−β1) ������

��� ���� β1 > 0 ��� ���� �������� C1� ���

β := β0 ∧ β1. ������

���� F̃n ���� ������������ H̃n, G̃n :=
�
H̃n� �������� ��� ��� α ∈ R+ ��� k = 0, . . . , n




E
�
|F̃n(x, tk)|α

�
≤ K

E
�
|F̃n(x, tk)− F (x)|2

�
≤ Kn−2β .

������� �� ������ ���������� ς �� ������� ��� ���� �������� ����� �� ��� ����� ��������� ��
������ F̃n �� H̃n� ������� ����������� �� ��� ���������� �� ��� �������� ��� ������� �������� ���
���������� �� ���� ��� ������ �� n��

������� ����������� ���� ����� ���� �� ���� � ���� �� ����������� �� ���� L2 ��� ��� ���������
���������� �� ����� O(n−β)� ����� �� ������ β0 �� ������ M(n) �� ������� ��� ������ ����� ��
β ����� ���� β1� ��� �� ������� ���������� β0 ������� ������� M ������ �� � �������� �� n�
���������� ��� ����������� �����

����� �� ����������� ����� ���� ���� ���� i) ������� ���� (Hs.s.) ��� ����������� �����
�� ����� ii)� �� ������ ���������� ��� ����������� ��� �� ���� ��� ����� α ≥ 1 ��� n ���

�������

E
�
|F̃n(x, q)|α

�
= E

������
1

ΓM

M�

k=1

γkf(x, Ỹ
x,q
k−1)

�����

α�
≤ E

�
1

ΓM

M�

k=1

γk|f(x, Ỹ x,qk−1)|α
�

≤ K,

��� ��������� ��� ����� α ≥ 2

E
�
|G̃n(x, q)|α

�
= E

�
|H̃n(x, q)|α/2

�
≤ K,

����� |G|2 = |H|� ��� ������ ������� ��������� �� ����� α > 0�
�� ������� �� ����� ��� ����� �������� �� ������ �� ��������� �� ����� ry �� ����������� ����

�� ��� ����� ��� ���� ����� �� �� ��� �� ����������� ���� �� ������ γk = ηk ��� ��� k = 1, . . . ,M

��



�� ����������� ������� ��� ��� ���� ���������

����� ������ α = 1 �� ��� ��������� �� ����������� ������ ���� ���������� ���� ��� ��������� ��
ς �� ������� �� ���� ���� ��� ����� l < ς �� l ��� v̄l,r

y

F i (x, y) = 0� ����� ������ ����� ��

E
�
|AlF i,M (x, q)|2

�
=

M�

k=1

γlkE
�
|vl,ry
F i (x, Ỹ

x,q
k−1, U

q
k )|2
�
≤ KΓ

[l]
M , ������

����� ��� ���� l ���� l ≥ ς� �� ������ �� ������� �� ��� �� ��������

E
�
|AlF i,M (x, q)|2

�
≤ Γl/2M

M�

k=1

γ
l/2
k E

�
|vl,ry
F i (x, Ỹ

x,q
k−1, U

q
k )|2
�
≤ K(Γ

[l/2]
M )2, ������

���������

E
�
|ZryF i,M (x, q)|2

�
≤ KE



�����
M�

k=1

γ
ry+1/2
k (1 + |Ỹ x,qk−1|r

y+1)(1 + |U qk |)r
y+1

�����

2



≤ K(Γ
[ry+1/2]
M )2

������

���� ���� ��������� ������ ��� ������ ��� ������� �� x� �� ��� ����� ����� ���� (Hγ)� ��
���� ��� M ��� ������ ��� l ≤ ry ����

1 ≥ Γ
[2]
M

ΓM
≥ Γ

[3]
M

ΓM
≥ . . .

Γ
[l]
M

ΓM
;

������ ���� ����������� ��� ��� ��������� �����������������������������������

E
�
|F̃ i;n(x, q)− F i(x, q)|2

�
≤ K(Γ

[ς/2]
M )2

(ΓM )2
+

K

ΓM
≤ K �n−2(β0∧β1).

�������� ��� ����� ��� F � F̃n� ����� H �������� ��� ���� ���������� ���� F � ��� ����� �������
��� H, H̃n�

�� � ���� ����� �� ����� ��� ����� ������� ��� G̃n� ��� �� ������ΔHn(x, q) := H(x)−H̃n(x, q)�
��� E =

�
|ΔHn(x, q)| ≥ |2H−1|−1

�
. ������ ���������� ����� �� ��� �������

P (E) ≤ 4|H−1(x)|2E
�
|ΔHn(x, q)|2

�
≤ Kn−2min(β0,β1)

���� ���� ������� ��� ������� ���� �� ���

E
�
|G(x)− G̃n(x, q)|2

�

= E
�
|G(x)− G̃n(x, q)|21E

�
+ E

�
|G(x)− G̃n(x, q)|21E�

�

≤ K �n−2min(β0,β1) + E
�
|G(x)− G̃n(x, q)|21E�

�

≤ K �n−2min(β0,β1) +Kn−2min(β0,β1) = K ��n−2min(β0,β1).

�� ��� ������ ���� ����������� ���� ��� ��� ������� ��������� ��� ��������� � ������ �����
������

��������� ����� ����� ��� ���������� ��� �������� �� ����������� ����� ��� ��� 0 ≤ s ≤ T �

E
�
|F̃n(X̃n

s , s)|α
�
≤ K, ������

���

E
�
|F̃n(X̃n

s , s)− F (X̃n
s )|2
�
≤ Kn−2β . ������

��� ���� ������ ���� ���� F̃n, F �������� �� H̃n, H ��� G̃n, G�

��



������� �� � ���������� ���� ������ ��� �������� ����������� ����������
������

������ �����

F̄t,t− :=


Ft ∨

�

q∈Q,q<t
F̃q∞


 ������

�� ������������� X̃s �� F̄s,s− ���������� ��� ��� ��� ������������� x� F̃n(x, s) ⊥⊥ F̄s,s− �� ����
�� ��� ���� ����������� ����

E
�
|F̃n(X̃s, s)|α

�
= E

�
E
�
|F̃n(X̃s, s)|α

��F̄s,s−
��

≤ E (K) = K.

� ������� �������� ����� �� ������� ��� �� ��� ������ ��� H̃n, H ��� G̃n, G�

��������� ���� ������ �� ���������� �� �� � ������ ������� �� ��� ������������ �������� ����
���� �������� �� ��� ������� ����� ����������� ����� �� �� ��� ���� �� ��� �������� ��������� ���
��������� ��� ������ ���������� �� ��� �������� �� ��� ������������ �������� ������ �� ���������
����������� ���� ������ ���� ��� ������������� ����� ��� � ���������� ������������ ��� ������
������� ���� ����������� ����� ��� ��������� �� ��������� ���� ��� ������������ ����������

����������� ����� ����� ��� ���������� ��� �������� �� ����������� ����� ��� ����� α ≥ 2

E
�
|X̃n

t − X̃n
s |α
�
≤ Kα,T (t− s)α/2((t− s)α/2 + 1).

��������� ��� �������� �� ����� ��� � ���������� ������������

��� ������ �����������

�� ���� �������� �� ������ X̃ �� �� ���������� �� ����� �� ��� ������� �� ���� ��� ������
����������� �� X̃n ������� X�

������� ����� ����� (Hs.s.)� (Hf.s.) ��� (Hγ)� ��� X �� ������ �� ����� ��� X̃n �� ������
��� β �� ������ �� �� ������� �����

E

�
sup

0≤t≤T
|Xt − X̃n

t |2
�
≤ Kn−(1∧2β).

������ �� ���������

Xt − X̃n
t =

� t

0

�
F (Xs)− F̃n(X̃n

s , s)
�
ds+

� t

0

�
G(Xs)− G̃n(X̃n

s , s)
�
dWs.

��� ���� �� �� ��� ����������� ��� i)� �� ���������

���F (Xs)− F̃n
�
X̃n
s , s
����

2

≤ 3
���F (Xs)− F

�
X̃n
s

����
2
+ 3
���F
�
X̃n
s

�
− F

�
X̃n
s

����
2

+ 3
���F
�
X̃n
s , s
�
− F̃n

�
X̃n
s , s
����

2
.

�� ��������� ���������� �� (Hs.s.)�

E
����F (Xs)− F

�
X̃n
s

����
2
�
≤ KE

����Xs − X̃n
s

���
2
�

E
����F

�
X̃n
s

�
− F

�
X̃n
s

����
2
�
≤ KE

����X̃n
s − X̃n

s

���
2
�
≤ Kn−1,

��



�� ����������� ������� ��� ��� ���� ���������

��� ���� ���������� ����� �������� ��� n ����� ������ ������ �� ����������� ����� ����� �� ������
���� ���� � �� ���

E
����F

�
X̃n
s , s
�
− F̃n

�
X̃n
s , s
����

2
�
≤ Kn−2β .

���������

E
����F (Xs)− F̃n

�
X̃n
s , s
����

2
�
≤ K

�
n−(1∧β) + E

�
|Xs − X̃n

s |2
��

, ������

����� �� ��� ������ ������� ������ ��� ��� ����� ���� G� �� ���� ����

E
����G(Xs)− G̃n

�
X̃n
s , s
����

2
�
≤ K

�
n−(1∧β) + E

�
|Xs − X̃n

s |2
��

. ������

���� ����������� ��� i) �����

E
�
|Xt − X̃n

t |2
�
≤ K

� T

0

�
n−(1∧β) + E

�
|Xs − X̃n

s |2
��

ds,

���������� �� ���������� ������

sup
0≤t≤T

E
�
|Xt − X̃n

t |2
�
≤ Kn−(1∧2β).

��������� �� ������ ��� ������ �� ���

sup
0≤t≤T

�
E
����F (Xs)− F̃n

�
X̃n
s , s
����

2
�
+ E

����G(Xs)− G̃n
�
X̃n
s , s
����

2
��

≤ Kn−(1∧2β).

�� ���� �� ����������� ��� i)�

E

�
sup

0≤t≤T
|Xt − X̃n

t |2
�
≤ Kn−(1∧2β).

��� ����� ������������

�� ���� ������� �� ���� ����� ����� �������� �������� ���������� ����������� �� ��� ����������
�� ��� ��������� �� ���� ����������� �� ��� ���� �������� ��������� ����� ������� � �����
������������ ����� �� ��� �������� �� � ���������� ����

��� ���� �� ����� ��� ����� ������������ ������ �� �� ���� �� ��� �������� ����� ��� ��� ����������
���������� ����������� ��������� �� ����� ��� ����� ���� ����������� �� ��� ����� ��������� ��
���� ��� ��� ��� ��� ���� ���� ����� ������� ���������� ��� ����� ����������� �� ��� �����
������ �� ������ ��� ���� ����������� �� ��� �������� �� ��� ��������� ��� ������ ��� ���
���� �� ��� ������ �������� �� ���� ����������� �� ���������� ��������� ��� ���������� ���� ��
����� ���� ��� �����

��������� ����� ��� Xn �� � �������� �� Rd������� ��������������� ��� ��� An(δ) �� ���
����������� ������� ���� ����� ��������� ���� �� ���� ��� Mn(δ) ��� ����� ���������� ���� �� ����
��������� �� ��� �������������� �� Xn ��

Xn
t = Xn

0 +Ant (δ) +Mn
t (δ) +

�

s≤t
ΔXn

s 1{|ΔXn
s |>δ}.

�� ��� ���� ��� �������� Xn �������� �������� ��� �� ��� ���� δ > 0

�Mn(δ),Mn(δ)�T +
� T

0
|dAn(δ)s|+

�

s≤T
|ΔXn

s |1{|ΔXn
s |>δ} ���

�� ������ ���� ��������
� T

0
|dA| ������� ��� ����� ��������� �� A �� [0, T ]�

��



������� �� � ���������� ���� ������ ��� �������� ����������� ����������
������

��� ���������� �� �������� ��� �� ����� �� ��� ��������� ������� ���� ����� ���� ��� ������

������� ����� ��� Xn �� � �������� �� Rd− ������ ��������������� �������� �� ��� ���������

Ft� ������� ���� Xn ������ ��������� �� ��� ��������� �������� DRdx � ���� ��� �� ���������

��� �������� ��� ��������� ��� ��� �������� Hn �� (Ft)− ������� ������ ��������� ���� ����

(Hn, Xn) ⇒ (H,X) �� ��� ��������� �������� DMdx×dx×Rdx � ���� X �� � �������������� �����

��� ��������� ��������� �� (H,X) ��� (Hn, Xn,

�
HndXn)⇒ (H,X,

�
HdX) �� ��� ���������

�������� DMdx×dx×Rdx×Rdx �

�������� ����� �� � ������ ��� �� ���� ��� ����������� �� ��������� �� ���������� ����������
��� ���� ���� � ��� ���� ��� ��� ����������� �� ��������� �� �����

������ ���������� �� ��� ���� ������������ �� ���� �������� �� ���� ������� ������ ������
���������� ���� ����������� �� ��������� �� ��������� �� ����� �������� �� ������� ��� ����� ��
��� ��������� ���� ���������� �����������

������� ���� �������� ��� ��� ������ �������� � �������� �� ������ ����

ϑnt = Pnt +

� t

0
ϑns−Q

n
t dJt ������

����� ��� Pnt ��� ���������� ��������� �� Rd� Qnt ��� ���������� ��������� �� Rd×d
�
��� ��� Jnt ���

��������������� �� Rd
�
� ��� ��� ��������� ��� �� ���� ��� ������� ����������� ������ ������� ����

�� ���� ������� �������� �� ��������� ���� ������ ���� �������� ϑ�n ��� ���������� P �n ��� Q�n�
�� ��� ��������� sup

0≤s≤T
�Pns � ��� sup

0≤s≤T
�Qns � ��� ����� ��� ��

sup
0≤s≤T

�Pns − P �n
s �

P−→ 0 sup
0≤s≤T

�Qns −Q�n
s �

P−→ 0

�����

sup
0≤s≤T

�ϑns − ϑ�ns �
P−→ 0

����������� ���� ����� ��� ���� ����������� �� ���� ������ ��������� �� ��� �������� �����
����

����������� ����� ��� I �� � ��� �� �������� ��� �������� � ������ �� ����������� ��������

�������� ��������� {νi;ntk }n∈N∗;0≤k≤n;i∈I ����� ��� ��� n, i �� ���� νi;ntk �� F̄tk �����������

�������� ��� �������� �� ������ ��������� A0;n � ��������� ��� A1;n, B0;n ���������� dx��
B2;n ���������� dx×dx�� B1;n ���������� |I|� ��� B3;n ���������� |I|×dx� ������ ����������

���� ��

B0;j;n
t :=

� t

0
(s− s)dW j

s ; A0;n
t := 2

� t

0
(s− s)ds; ������

B2;l,j;n
t :=

� t

0

√
2(W l

s −W l
s)dW

j
s ; A1;j;n

t :=

� t

0
(W j

s −W j
s )ds; ������

B3;i,j;n
t :=

� t

0
νi;ns dW j

s ; B1;i;n
t :=

� t

0
νi;ns ds; ������

����� �� ���� ��� ��������� ����� �������

(X, X̃n,W, nA0;n,
√
nB1;n)⇒ (X,X,W,A0, B1) ������

(X, X̃n,W, n
1
2A0;n, n

1
2B0;n, n

1
2A1;n, n

1
2B2;n

s , B1;n, B3;n)⇒ (X,X,W, 0, 0, 0, B2, 0, B3) ������

��



�� ����������� ������� ��� ��� ���� ���������

����� A0
t = t� B0� B1� B2 ��� B3 ��� �������� �������� ������� ������ �� �� ��������� ��

��� ����� W � ���� ���������� dx� d
2
x� |I| × dx ��� |I| �������������

��������� �� ���� {B0� B2� B3� W} ��� ������������ {B0� B2� B1� W} ��� ������������

��� B1;n�
√
nB2;n ��� B3;n ��� ������ �� ��� ����� �� ������� �����

��� ����� �� ����������� ���� ���� �� ����� �� ������� ����

����������� ����� ����� ��� ����������� ��� �������� �� ����������� ����� ������ ���� ry >
ς + 3 �� (Hs.s.)� ��� ���� ����� �� β2 ≥ 0 ���� ���� �� ���� ��� ���������� ���������

Γ
[ς/2+1]
M

Γ
[ς/2]
M

= C2n
−β2 + o(n−β2) ������

����� ς �� ������ �� ������� ���

ρ = 1{β0>β1}(β2 ∧ (β0 − β1)) + 1{β0<β1}(β0 ∧ (β1 − β0)). ������

�� ��� ΦF �� ��� dx × dx ������ ������ �������������� ��

Φi,jF (x) := C−1
0

�
�σ∗DyφF i(x, y), σ∗DyφF j (x, y)�µx(dy),

����� φF i �� ��� ��������� �� ��� ������� �������� ������ ���� ������ F i� ���

ϕF (x) := 1{β1≥β0}
�
ΦF (x); RF i(x) := −1{β0≥β1}C1

�
v̄ς,r

y

F i (x, y)µ
x(dy),

���� ��� ������ ���� ������� ��� �������� ����� ����� ����� ����� � ������ �� �����������

�������� �������� ��������� {νi;nk }n∈N∗;0≤k≤n;1≤i≤dx � ���� ���� ���� νi;nk �� F̄tk ����������

���

E



������
nβ
�
F i(x)− F̃ i;n(x, tk)

�
−

dx�

j=1

ϕi,jF (x)ν
j;n
k −RiF (x)

������

2
 = O(n−2ρ),

��� ��� x ∈ Rdx �

��� �� ��� ��� ���� �h �= 0�� ����� �� � ������� ��� � d2x ����������� ������ �������� RH
��� � d2x × d2x ����������� ������ �������� ΦH � ����

Φi,j,i
�,j�

H (x) := C−1
0

�
�σ∗DyφHi,j (x, y), σ∗DyφHi�,j� (x, y)�µx(dy),

ϕH(x) := 1{β1≥β0}
�
ΦH(x); Ri,jH (x) := −1{β0≥β1}C1

�
v̄ς,r

y

Hi,j (x, y)µ
x(dy),

����� ����� ����� � ������ �� ����������� �������� �������� ��������� {νi,j;nk }n∈N∗;0≤k≤n;0≤i,j≤dx �
���� ���� ���� νi,j;nk �� F̄tk ���������� ���

E



������
nβ
�
H i,j(x)− H̃ i,j;n(x, tk)

�
−

dx�

i�,j�=1

ϕi,j,i
�,j�

H (x)νi
�,j�;n
k −Ri,jH (x)

������

2


= O(n−2ρ),

��



������� �� � ���������� ���� ������ ��� �������� ����������� ����������
������

��� ��� x ∈ Rdx � ��������� ������� RG� ϕG �� ������ �������������� ��� 0 ≤ i�, j� ≤ dx ��

Ri,iG =

Ri,iH − 2
i−1�
k=1

Ri,kG Gi,k

2Gi,i
, ϕi,i,i

�,j�
G =

ϕi,i,i
�,j�

H − 2
i−1�
j=1

ϕi,j,i
�,j�

G Gi,j

2Gi,i
;

��� ��� i > j

Ri,jG =

Ri,jH −Rj,jG Gi,j −
j−1�
l=1

(Rj,lGG
i,l +Ri,lGG

j,l)

Gj,j

ϕi,j,i
�,j�

G =

ϕi,j,i
�,j�

H − ϕj,j,i
�,j�

G Gi,j −
j−1�
l=1

�
ϕj,l,i

�,j�
G Gi,l + ϕi,l,i

�,j�
G Gj,l

�

Gj,j
.

�����

E



������
nβ
�
Gi,j(x)− G̃i,j;n(x, tk)

�
−

dx�

i�,j�=1

ϕi,j,i
�,j�

G (x)νi
�,j�;n
k −Ri,jG (x)

������

2
 = O(n−2ρ).

������ �� �� ����� ��� ���� ������ �� ��� ��� ��������� �� ����������� ��� �� �� �����������
����� ��� ��������� ������� ������� ������� ������� ������� �� ��� ��� ��� x ����

E

�����(F i(x)− F̃ i;n(x, q))− 1

ΓM

�
NF i,M (x, q) +A

(ς)

F i,M
(x, q)

�����
2
�

= O


max





K

(ΓM )2
,

�
Γ
[ς/2+1]
M

ΓM

�2







������

��� �� ������� ���������� ����� ����� ��������� �� ��� �������� ������� β0 ��� β1�

• �� β0 > β1�
Γ
[ς/2]
M√
ΓM

=
Γ
[ς/2]
M

√
ΓM

ΓM
=
C1n

β0−β1

C0
+ o(nβ0−β1). ������

�� ��� ������� ������ �� ���

E



�����
ΓM

Γ
[ς/2]
M

(F i(x)− F̃ i;n(x, q))− 1

Γ
[ς/2]
M

NF i,M (x, q) +
1

Γ
[ς/2]
M

Aς
F i,M

(x, q)

�����

2



= O



�
Γ
[ς/2+1]
M

Γ
[ς/2]
M

�2

+

�
1

Γ
[ς/2]
M

�2

 ������

�� ���� ��� ��������� ��������� ��������� ������� � �� L2� ��� ���� ������ �� ����

E



�����
1

Γ
[ς/2]
M

NF i,M (x, q)

�����

2

 = O

�
ΓM

(Γ
[ς/2]
M )2

�
. ������

��� �� �����

Āς
F i,M

(x, q) :=

M�

k=1

γ
ς/2
k v̄ς,r

y

F i (x, Ȳ
x,q
k−1) ������

��



�� ����������� ������� ��� ��� ���� ���������

��� v̄ς,r
y

F i ������ �� ������� �� ��� ������� (Γ[ς/2]M )−1Aς
F i,M

��� (Γ[ς/2]M )−1Āς
F i,M

�� L2
�� ������� ������� ������ �� �������� ������ ��� ������� �� ���� ����

E
����(Γ[ς/2]M )−1

�
Aς
F i,M

(x, q)− Āς
F i,M

(x, q)
����

2
�

= E



�����(Γ

[ς/2]
M )−1

M�

k=1

γ
ς/2
k

�
vς,r

y

F i (x, Ȳ
x,q
k−1, U

q
k )− v̄ς,r

y

F i (x, Ȳ
x,q
k−1)

������

2



≤ Γ
[ς]
M

(Γ[ς/2])2
= O

�
ΓM

(Γ
[ς/2]
M )2

�
. ������

���������� ������ ��� ������ �� ������ �� ���

E



�����
ΓM

Γ
[ς/2]
M

(F i(x)− F̃ i;n(x, q)) +
1

Γ
[ς/2]
M

Āς
F i,M

(x, q)

�����

2



= O



�
Γ
[ς/2+1]
M

Γ
[ς/2]
M

�2

+
ΓM�
Γ
[ς/2]
M

�2


 = O(n−2β2 + n2(β1−β0)).

������ �� ����� ��� ������ �� ������ �� ���� ����

E



�����
Āς
F i,M

(x, q)

Γ
[ς/2]
M

+RiF (x)

�����

2

 = O(n−2ρ).

���� ������ ��� ΓM → ∞ ����� Γ[ς/2]M → ∞� ��������� ���� ��� ������� ����������
����������� v̄ς,r

y

F i (x, y) �� C2,ry−ς
p,b � ���������� ����������� ���� ���������� ��� ���������

�� � �������� �� ��� �������� ������� �������� ���� ������ Āς,r
y

F i (x, y) �� ��� ����
����������� ��� ���� ���� ����� ���� Āς

F i,M
(x, q) ��������� ��������� ���� ������� �� x

�� L2 �� −RiF (x) ���� ���� (β0 − β1) ∧ β2 ≥ ρ �����

K
1 + Γ

[ς]
M + Γ

[ς−1]
M + (Γ

[ς/2+1]
M )2

(Γ
[ς/2]
M )2

≤ K
ΓM + (Γ

[ς/2+1]
M )2

(Γ
ς/2
M )2

= O(n−2((β0−β1)∧β2)).

• �� β1 > β0� �� ���� ���� �� ��� ���� ������ ����
Γ
[ς/2]
M√
ΓM

→ 0. �������� �� ���������

������ �� ���

E

�����
�
ΓM (F

i(x)− F̃ i;n(x, q))− 1√
ΓM

NF i,M (x, q) +
1√
ΓM

Aς
F i,M

(x, q)

����
2
�

= O




�
Γ
[ς/2+1]
M

�2

ΓM
+

1

ΓM




��� ���� ������

E

�����
1√
ΓM

Aς
F i,M

(x, q)

����
2
�
= O

�
(Γ

[ς/2]
M )2

ΓM

�
.

��



������� �� � ���������� ���� ������ ��� �������� ����������� ����������
������

������

E

�����
�
ΓM (F

i(x)− F̃ i;n(x, q)) +
1√
ΓM

Aς
F i,M

(x, q)

����
2
�

= O




�
Γ
[ς/2]
M

�2

ΓM
+

1

ΓM


 = O(n−2(β1−β0) + n−2β0)

�� �� ������� �� �������� ��� NM ����� ���� ���� ����� ��� U qk ��� ����������� �����

���� �������� �������� (C0

�
ΓM )

−1NF i,M (x, q) ���� i ������ 1, . . . , dx �� � ��������
�������
��� �� ����� ��� ���������� ������ ΦnF � ����� ������ �� ��� ��� i, j = 1, . . . , n

Φi,j;nF (x, q) := E
�
1

ΓM
NF i,M (x, q)NF j ,M (x, q

�)
�

= 1{q=q�}

M�

k,k�=1

γk�σ∗(·)DyφF i(·), σ∗(·)DyφF j (·)�(x, Ỹ x,qk−1).

����� ϕnF =
�
ΦnF ���� �������� ��������������� ����� ����� ������ � ������ �� ���

��������� �������� ��������� νi,j;ntk
� F̄tk ����������� ���� ���� (ΓM )

−1NF i,M (x, q) =
dx�

j=1

ϕi,j;nνi,j;ntk
� �������� ���� ����������� ��� ��� ����������� ���� �� ���� ����

ΦnF (x, q) ��������� ��������� �� x �� L2 �� ΦF (x) �� ������ �� ��� ����� ���� ����
O(n−β)� �� ������� ��� �� ��� ��� ���� ������� ����������� ��� ϕnF � ��� �����
������� �� ���� �����

• ��� ���� β0 = β1 �� ��������������� ���� ���� ��� ���� ������ �� ��� �������� ������

��� ����� H, H̃n ������� ��� ���� ���������� �� F, F̃n� �� ��� ��� ����� ��� RH � ϕH ��� νi,j;nk

�� ��������� ���������� ��������� ���� ������ �� ��� ����������� �� ��� �������� ���������
����� �� ����� ���� ��� ������ ���� ������� ��� ������������ �� ��� �������� �������� ��
��� ��� ����� ��� RG ��� ϕG�

��� {υn} �� � �������� �� ���������� �������� ������� ��� ��� �� �������� ��� �������� ��
�������� ����� ��������� ζn� ������ ��

ζnt := υn(Xt − X̃n
t ).

�� ��� ���� ���� ���� �������� �� ��������� ��������� �� ������������ �� ��� ������� �������
����� �������� �� � ������� ζ ������ �� ��� �������� �� � ������� ���������� ����������� ���������
�� ������ ��� �������� �� ��� ���� ������ � ���� ��� �� ����� G(x) ≡ 0� ���� ���� X �� ���
�������� �� �� �������� ����������� ��������� ��� ��� ���� ���� G(x) �� ��� ����������� ����
�� �� ��� ���������� ����� �������� ��� ��� ����� ���������� ����� ������ ����� �� ����� �� ����
������ �������� ����� ��� �������� ���������� �� ��� �������� ��� ���� ������

������� ���� ������ �������������� ����� ��� ����������� ��� �������� �� ����������� �����

��� ρ,RF , ϕF , RG, ϕG �� ������ �� �� ����������� ���� ��� β ������ �� �������

�� ���� ����� G(x) ≡ 0�� ��� B1 �� ��� �������� ������� ����� �� ����������� ����� ���

r = min{1, 1/2 + β}� ��� ������� ρ ≥ r − β� ���

ζnt := nr(Xt − X̃n
t ).

��



�� ����������� ������� ��� ��� ���� ���������

���� ζn ⇒ ζ∞ �� ��� ������� ����������� ������ ����� ζ∞ �� �������� �� ��� ������

ζ∞,it =

dx�

j=1

�� t

0
∂xjF

i(Xs)ζ
∞,j
s ds+ 1{β≥1/2}

1

2

� t

0
∂xjF

i(Xs)F
j(Xs)ds

�

+ 1{β≤1/2}

�� t

0
RiF (Xs)ds+

dx�

l=1

� t

0
ϕi,lF (Xs)dB

1;l
s

�
. ������

��� ���� ���� � G(x) �= 0� ��� B2 ��� B3 �� ��� ����������� �������� ��������� ����� ��

����������� ����� ��� r = min{1/2, β} ���

ζnt := nr(Xt − X̃n
t ).

���� ζn ⇒ ζ∞ � ����� ζ∞ �� �������� �� ��� ������ ��� i = 1, . . . , dx ��

ζ∞,it =
�

j

�� t

0
∂xjF

i(Xs)ζ
∞,j
s ds+

� t

0
Ri,jG (Xs)dW

j
s

�

+ 1{β≤1/2}

dx�

j,k,l=1

� t

0
ϕi,j,l,kG (Xs)dB

3;l,k,j
s

+ 1{β≤1/2}

dx�

j,l=1

� t

0
∂xjG

i,l(Xs)ζ
∞,j
s dW l

s

+ 1{β≥1/2}
1√
2

dx�

j,k,l=1

� t

0
∂xjG

i,l(Xs)G
j,k(Xs)dB

2;k,l
s .

������

������ �� ������ �� ��� �� ��� ��� ����� �� ���� ���� ��� ��������� �� ζn ����

ζnt =

� t

0
nr
�
F (Xs)− F̃n(X̃n

s , s)
�
ds+

� t

0
nr
�
G(Xs)− G̃n(X̃n

s , s)
�
dWs. ������

��� �� ������� ���� ��� �� ����� ����� ����������� �������� �� xi ��� i − th ��������� ��
x� ��� x, y ∈ Rdx � �� ����� ��� ��� �� ������� Δj(x, y)

Δj(x, y) :=

�
x ��� j = 0

(y1, y2, . . . , yj , xj+1, xj+2, . . . , xdx)
∗ ��� 1 ≤ j ≤ dx

���

ΔjF i(x, y) := 1{xj �=yj}

�
F i(Δj−1(x, y))− F i(Δj(x, y))

xj − yj

�
+ 1{xj=yj}∂xjF

i(x),

��� ��������� ����

X̃j,n
s − X̃j,n

s = F j(X̃n
s )(s− s) +

dx�

l=1

Gj,l(X̃n
s )(W

l
s −W l

s),

��



������� �� � ���������� ���� ������ ��� �������� ����������� ����������
������

�� ����

� t

0
nr
�
F i(Xs)− F̃ i;n(X̃n

s , s)
�
ds

=

� t

0
nr(F i(Xs)− F i(X̃n

s ))ds+

� t

0
nr
�
F i(X̃n

s )− F i(X̃n
s )
�
ds+

+

� t

0
nr
�
F i(X̃n

s )− F̃ i;n(X̃n
s , s)

�
ds

=

� t

0

�

j

�
nrΔjF i(Xs, X̃

n
s )(X

j
s − X̃j;n

s )

+ nrΔjF i(X̃n
s , X̃

n
s )F

j(X̃n
s )(s− s)

+

dx�

l=1

nrΔjF i(X̃n
s , X̃

n
s )G

j,l(X̃n
s )(W

l
s −W l

s)

�
ds

+ nr−β
� t

0
nβ
�
F i(X̃n

s )− F̃ i;n(X̃n
s , s)

�
ds.

��������� ��� ���� �������� �� ������ ��� ���� l = 1 . . . , dx

� t

0
nr
�
Gi,l(Xs)− G̃i,l;n(X̃n

s , s)
�
dW l

s.

=

� t

0

�

j

�
nrΔjGi,l(Xs, X̃

n
s )(X

j
s − X̃j;n

s )

+ nrΔjGi,l(X̃n
s , X̃

n
s )F

j(X̃n
s )(s− s)

+

dx�

k=1

nrΔjGi,l(X̃n
s , X̃

n
s )G

j,k(X̃n
s )(W

k
s −W k

s )

�
dW l

s

+ nr−β
� t

0
nβ
�
Gi,l(X̃n

s )− G̃i,l;n(X̃n
s , s)

�
dW l

s.

�� ����������� ����� �� ��� ������� ���� �� �����

ζi,nt = (P i,n1 (t) + P i,n2 (t)) +

� t

0
�Qi;n1 (s), ζns �ds+

dx�

l=1

� t

0
�Qi,l;n2 (s), ζns �dW l

s.

����� Qi1� Q
i,l
2 ��� dx ����������� ������ ��������� ���� ����������

Qj,i;n1 (s) = ΔjF i(Xs, X̃
n
s ) Qj,i,l;n2 (s) = ΔjGi,l(Xs, X̃

n
s )

��



�� ����������� ������� ��� ��� ���� ���������

���

P i;n1 (s) =

� t

0

�

j

�
nrΔjF i(X̃n

s , X̃
n
s )F

j(X̃n
s )(s− s)

+

dx�

l=1

nrΔjF i(X̃n
s , X̃

n
s )G

j,l(X̃n
s )(W

l
s −W l

s)

�
ds

+

� t

0

dx�

j,l=1

�
nrΔjGi,l(X̃n

s , X̃
n
s )F

j(X̃n
s )(s− s)dW l

s

+

dx�

k=1

nrΔjGi,l(X̃n
s , X̃

n
s )G

j,k(X̃n
s )(W

k
s −W k

s )

�
dW l

s

P i;n2 (s) =nr−β
� t

0
nβ
�
F i(X̃n

s )− F̃ i;n(X̃n
s , s)

�
ds

+ nr−β
� t

0
nβ
�
Gi,l(X̃n

s )− G̃i,l;n(X̃n
s , s)

�
dW l

s.

�� �� ���� ����� �� ������� ������� �������� ���� ����� ���������� ��� ����� ��� ������������
�� ����� ���� ���� ��������� ����� ��� ���� ����� ������������� ���

ζ̌i,nt = (P̌ i,n1 (t) + P̌ i,n2 (t)) +

� t

0
�Q̌i;n1 (s), ζ̌ns �ds+

dx�

l=1

� t

0
�Q̌i,l;n2 (s), ζ̌ns �dW l

s.

�����

Q̌i;n1 (s) = ∇F i(Xs) Q̌i,l;n2 (s) = ∇Gi,l(Xs)

P̌ i;n1 (s) =
1

2

� t

0
nr
�
∇F i(Xs), F (Xs)

�
dA0;n

+

dx�

l=1

� t

0
nr�∇F i(Xs), G·,l(Xs)�dA1;l;n

s

+

� t

0
nr�∇Gi,l(Xs), F (Xs)�dB0;l,n

s

+

dx�

k,l=1

1√
2

� t

0
nr�∇Gi,l(Xs)G·,k(Xs)�dB2;k,l,n

s ,

P̌ i;n2 (s) =nr−β
� t

0

dx�

j,k,l=1

ϕi,j,l,kG (Xs)dB
3;l,k,j,n
s + nr−β

� t

0

dx�

j=1

Ri,jG (Xs)dW
j
s

+ nr−β
� t

0

dx�

j=1

ϕi,jF (Xs)dB
1;j,n
s + nr−β

� t

0
RiF (Xs)ds,

��� RF , RG, ϕF , ϕG ������ �� ����������� ����� �� (Hs.s.)� F,G ��� �������� �� �����
����� ∇F ��� ∇G ��� ���� ������� �������� ��� ���� ������� ������������ ��� ���� ���
��������� �� RF , RG, ϕF , ϕG ��� C1

b �

��



������� �� � ���������� ���� ������ ��� �������� ����������� ����������
������

���� ���� ������ �� ����������� ���� ����� �� �������� ��� ����������� �� ��� ����� (nrA0,n,
nrA1,n, nrB0,n, B1,n, nrB2,n, B3,n)� ������ �� ������ �� ������� ��� �� ���� ζ̌n(·∧ τnK) �� �����
��� ��� ����� ����� ���� ������� ������ �� ��� �������� [0, τK ] ����� τK = (inf{t : |ζ(t)| >
K} ∧ T )� ��������

sup
0≤s≤τK

�P̌ns �, sup
0≤s≤τK

�Q̌n1 (s)�, sup
0≤s≤τK

�Q̌n2 (s)�;

��� ������

�� �� ����� ��� ���� ���� ζn ��� ζ̌n ���� ��� ���� ����� �� ��� �������� [0, τK ]� �� �����
��� ����� �� ������ �� ����� ���� ��� ���� �� ��� ��������� �� ��� ���������� �������� ��
������������ �� ������� ���� ��� ���������� ���������� �� F ��� ��� ���� ����� ������� ��
����

E
�
sup

0≤t≤τK
|Qi,n1 (t)− Q̌i,n1 (t)|

�
≤ E

�
sup
x
|D2F (x)| sup

0≤t≤τK
|Xt − X̃n

t |
�
→ 0.

��� ����� �� Qn2 , P
n
1 ��� ������� �� ��� ���� ���� �� ��� ����� ����� �� ��� ���� ���������

����� ����������� ���� ��� ����������������������� ���������� ����

sup
0≤t≤T

������
nr−β

� t

0


nβ

�
F i(·)− F̃ i;n(·, s)

�
−

dx�

j=1

ϕi,jF (·)νj;ns −RiF (·)


 (X̃n

s )ds,

������

sup
0≤t≤T

����nr−β
� t

0

�
nβ
�
Gi,j(·)− G̃i,j;n(·, s)

�

−
dx�

j,k=1

ϕi,j,l,kG (·)νl,k;ns −Ri,jG (·)


 (X̃n

s )dW
l
s

������

��� ����� ��� �������� �� �����

����� �� ������� ���� �� ���� ���� ���� ζi;n ��� ζ̌i;n ���� �������� �� ��� ���� ������

�� �������� ���� ���� τnK →∞ ��� τK →∞� ������� ��� ����� �� ��� ��� �����

�� �� ����� i) �� ������ �� ������ ��� ���� ��������� �� ������ �� ���������� ����������� ���
��� ��� ���� ���������� �� ���� ��� ���������� ��� ���� �� ��� ����� �������� �� ������� ����
���� ����� ������ ��� ��� ���� ����������� �� ��� ������

������� �� β > 1/2 �� ������� ����� ��� ����� �� ��� ����� ������ ���������� �� �������
��� ����� ������������ ����� ��� �� ����� ������ ���� ����� ���������� ����� �� ���� �� ����� ��
��������� �� β < 1/2� �� �� ��� ���������� ����� �������� ����� ���� ������� ��������� ����� �
������ β �� ������� ���� �������� �� ������ � ������ ����� �� ��� �������� ������ �� ����� ���
��� ���������� ����� ����� ��� ������� ������ ������� ����� β = 1/2�

����� �� ������� ���� ��� ������ �� ��������� ���� �������� ���� ��� ����� �� ��������� ���
���������� ������� �� ����� ���������

��� �������� ������ �� γk = γ0k
−θ ��� 0 < θ < 1 �������� ���������� (Hγ)� ������ ���� ��

���� M(n) =M1n
1/(1−θ)� ��� �� ���� ��� n ����� ������

ΓM ≈ γ0M
1−θ
1 n

1− θ
,

Γ
[ς/2]
M

ΓM
≈ (1− θ)M

−(ς/2−1)θ
1 n−

(ς/2−1)θ
1−θ

1− ςθ/2
,

Γ
[ς/2+1]
M

Γ
[ς/2]
M

≈ (1− ςθ/2)M−θ
1 n−

θ
1−θ

1− (ς/2 + 1)θ ;

���



�� ����������� ������� ��� ��� ����� ���������

�� ���� �� ��� ���� ����������� ����� ���� β0 = 1/2 ���

β1 =
(ς/2− 1)θ
1− θ

, β2 =
θ

1− θ
, C0 ≈

γ0M
1−θ
1

1− θ
, C1 ≈

(1− θ)M−θ
1

1− 2θ .

������ ���� ς �� ������ �� ������ ��� ������ ��� ��� ���� �������� ���� �� ��� ����� ���������
�� ��� ���������� ����� ���������� ��� �� ������ �� ��� �� ��� ���� ������� ���� ���� �� �������
��� ������� ����� ς = 4� �����

β1 =
θ

1− θ
, C1 =

(1− θ)M−θ
1

1− 2θ .

����� ���� ��� ���������� �� ������� ���� �� ���� ��� ��� ��� ����

r = 1 ∧
�
1

2
+ β

�
=
1

2
+

�
1

2
∧ β
�
=
1

2
+

�
1

2
∧ (β0 ∧ β1)

�
=
1

2
+ β

����� �� ������ ���� ρ ≥ r − β = 1/2� �� ���� ������

|β0 − β1| =
����
1

2
− θ

1− θ

���� ≥ ρ ≥ 1

2
,

����� �� ��� ���� �� θ ∈ [1/2, 1)� ��������� ����� �� ���� ���� β1 ≥ 1 > β0 = 1/2� �� ��� r = 1/2�
��� ��� RF ���� �����������

��� ��� ��� ����� �� ���� r = β = min(1/2, θ/(1 − θ)) ��� ���� ����������� ����� ����
�������� β = 1/2� ���� �� �������� ��� 1/3 ≤ θ < 1� ���� ���� ��� RG ���� �� �������� ����
���� ���� �� θ = 1/3�

��� �� �������� ��� ��� ���� ς > 4� ���� ��� ����������� θ ∈ [1/2, 1) �� ��� ��� ����
��� θ ∈ [1/3, 1) �� ��� ��� ����� �� ������ β1 > β0 = 1/2� β1 > β2� ��� �� ��� ��� ����
β1 > β0 + 1/2� ��� ��� ������ �������� ���� ���� �� ���� ����� ��� RG ���� �� �����

�������� ���� ��� ����� �� ������� ��� ����� ���� ������� � ������ ���� ς > 4� ����� �����
��� ����� �������� ����� ��� θ �� ��� �������� ����� �� ������� �� �� ��� ���� ς� �� ���� ����
��� ��������� ����������� �������

� ����������� ������� ��� ��� ����� ���������

����� ��� ����� ��������� ��� ��� ���������� ���� ��������� ��������� �� ����������� ���� �� �����
������� �� ������� �� � ������������������ ������������� ��� �� ���� �� ������ ��� ����������
���� ���� ��� ���� ����������� ���������� �� ���� ������� ��� ���� �� ���� � ��������� �� ��
�������� ��� ���������� �� ���������� � ������ ����������� �� ��� ��� ����� ������������ �� ���
��������� ���� ��������� ������ ����������� �� ������ ���� ��� ��������� �� ������ �� �����

��� λ �� � �������� ����� �� {γk} �� � �������� �� ����� ���������� Hλ� ��� �������� γλk :=
γk
λ

���� ���� ������� (Hλ)� �� ���� ������ ΓλM ��� Γλ,[r]M ��� ��� �� ��� γλk ��� ��� ����� �� �������
��� �� ������ �� F̃ λ,M (x, q) ��� ������������� �� ������ �� ����� ���� ��� ���������� {γλk }

��� �����
��� ς ������ �� ������� �� ����� �� ������������ ������������� ��������� ��

F̂ λ;M(n)(x, q) =
1

λς/2−1 − 1
�
λς/2−1F̃ λ,M(n)(x, q)− F̃M(n)(x, q)

�
������

���



������� �� � ���������� ���� ������ ��� �������� ����������� ����������
������

��� ���� �������� �� ����� ��� �� �� ��������� ������ ���� �������� �� ��� ������ �������
�������� ��� ���� ���� �� ���������� �� ��������� �� ������� ��� ��������� �������� �� ���������
�� ������ ��� �Y = (Y 1, Y 2)∗ ����

Y 1;x
t = y10 +

� t

0

b(x, Y 1;x
s )

λ
ds+

� t

0

σ(x, Y 1;x
s )√
λ

dŴ 1
s ,

Y 2;x
t = y20 +

� t

0
b(x, Y 2;x

s )ds+

� t

0
σ(x, Y 2;x

s )dŴ 2
s .

������

�� Ŵ 1 ��� Ŵ 2 ��� ������������ ���� ���� ������ �������� (Hf.s.) ���� � ������ ��������� �������
������ �� �µx(d�y) = µx(dy1)µx(dy2)� �� �� �����

�f(x, �y) :=
1

λς/2−1 − 1
�
λς/2−1f(x, y1)− f(x, y2)

�
, ������

��� ������� �� �� ��������� ��� �h� ���� �� ��� �� ���� ���� �f,�g,�h := �g∗�g ������� (Hs.s.)� �����
���� �� �� ����� ��� ���������� ���� ��������� �� �f ������������� �h� �� ��� �������� ����������
�� ������ ��� ���������� ������� ������ �� �������� ���� ��� ����� ��������� �� ���������� ��

��� ���� ��������� ������� �� �� �������� �������

��� �� ������ �� X̂n ��� ������������� �� ��� �������� X ����� ��� ������������ �������
�� ��� ���������� �� ���� �� ��� ���������� �� ��������� ������� ��� ��������� ������ �� ���� �
������������ �� �������� ���� ��� �����

��������� ���� ��� �������� ���� ��� ������ ����� ��� ���������� ��� �������� �� ��������

���� ��� �����

• X̂n ��������� �������� �� X�

• ������� ���� ry > ς + 4 ���

Γ
[ς/2+1]
M

ΓM
= Ĉ1n

−β̂1 + o(n−β̂1) ;
Γ
[ς/2+2]
M

Γ
[ς/2+1]
M

= Ĉ2n
−β̂2 + o(n−β̂2) ������

�����

Ĉϕ =
(λς−1 + 1)1/2

λς/2−1 − 1 . ������

����� ��� ����� ������� ζ̂n := X̂n −X �������� ��� ����� ���� ������ ��������� �� �������

���� ���� r̂, ρ̂, R̂F , R̂H , ϕ̂F , ϕ̂H ����� ��

r̂ = min(β0, β̂1);

ρ̂ = 1{β0>β̂1}(β̂2 ∧ (β0 − β̂1)) + 1{β0<β̂1}(β0 ∧ (β̂1 − β0));

ϕ̂F (x) := 1{β0≥β̂1}Ĉϕ

�
Φ̂F (x); ϕ̂G(x) := 1{β0≥β̂1}Ĉϕ

�
Φ̂G(x);

R̂iF (x) := 1{β̂1≥β0}Ĉ1(1− λ−1)
�
v̄ς+2,r

y

F i (x, y)µx(dy);

R̂i,jH (x) := 1{β̂1≥β0}Ĉ1(1− λ−1)
�
v̄ς+2,r

y

Hi,j (x, y)µx(dy).

������ �� ��� ����������� �� ��� ���������� ��������� ��� ���������� ��� ����� ��������� ��
��� ���� ��������� ������� �� �� �������� ������� ��� ����� ��� ������ ����������� ��� �����
������������ ���������� ��� � ����������� ���� �������� ���� ��� ����� �� ������� ���� �� �������

���



�� ����������� ������� ��� ��� ����� ���������

��� ������ �� ��� ��������� ��� ��������� ��������� �� ������������ ���� ��� ���� �� ����� �� ���
�������� ������� ������� ������ ����

�b(x, �y) =

�
λ−1b(x, y1)
b(x, y2)

�
; �σ(x, �y) =

�
λ−1/2σ(x, y1) 0

0 σ(x, y2)

�
; ������

�� i) �� ����������� ���� ������� �� ��� �������� ������� ���� ��� ��� ������ ������ ��� �f ������
�� �������� �� ���� � �������� ��� ��� �������� �������� ������� �������� ����� ��

�φF i(x, �y) =
1

λς/2−1 − 1
�
λς/2φF i(x, y1)− φF i(x, y2)

�
,

����� ��� �������� �� �������� ������ ���� �������� F i ����� ��� �������� ������ �� � ������ ����
�������� �� ��� �������� �� ��� �������� ������� ����� ��� ��� j > 0�

Dj
y
�φF i(x, �y) =

1

λς/2−1 − 1

�
λς/2Dj

yφF i(x, y1)

−Dj
yφF i(x, y2)

�
. ������

�� ������� ����

Dj
y
�φF i(x, �y)E

��
�b(x, �y)⊗(l−j), (�σ(x, �y)U0

1 )
⊗(2j−l)

��

=
λς/2

λς/2−1 − 1D
j
yφF i(x, y1)E

���
b(x, y1)

λ

�⊗(l−j)
,

�
σ(x, y1)√

λ
U0
1

�⊗(2j−l)��

− 1

λς/2−1 − 1D
j
yφF i(x, y2)E

��
�b(x, y2)⊗(l−j), (σ(x, y2)U0

1 )
⊗(2j−l)

��
.

���������

�̄vl,r
y

F i =

�
λ(ς−l)/2 − 1
λς/2−1 − 1

�
v̄l,r

y

F i , ������

��� �� ������ ���� ��� ����� �� ��� ����� ��������� ���� �� ���� ��� l ≤ ς + 1�
��� �ς� �� ������ �� ������ ����� ��� �������� ������ ���� ������ �� �������� ���� �ς = ς+2�

������ �� ������ ���� β̂1� β̂2 ������ �� ������ ��� ��� ������������� ���� �� ����������� �����
��� ���� R̂iF �� ��� ��������� ��������� �� ����������� ����� ������� ������������ ��� H �����
�� ������ ��� ���������� �� R̂i,jH �

�� ��� ����� ����� ������� �� ��� ��������� �� ϕF ��� ΦF ���� ����������� ���� ��� ������
�� ��� ����

Φ̂i,jF (x) =
C−1
0

(λς/2−1 − 1)2
�
λς−2

�
�σ∗DyφF i , σ∗DyφF j �(x, y1)µx(dy1)

+

�
�σ∗DyφF i , σ∗DyφF j �(x, y2)µx(dy2)

�
;

���� Φ̂F (x) = (λ
ς−2+1)(λς/2−1−1)−2ΦF (x)� �� ��� � ������� ������ �� Φ̂G� �� ������ ��� �����

Ĉϕ ����� �� ������� ��� ����� ��������

����� �� ��������� ���� �� ����� ��������� ���� �� ��� ��������� ���������� ���������� �� ��
��� ����� �� ���� �� ���� ���� ��� ���� ������� ���� ς = 4� (Hγ) �� �������� ��� ��� ������ ���
��������� �� ���� �� ��������� ��� ����� ���

ΓM ≈ γ0M
1−θ
1 n

1− θ
,

Γ
[3]
M

ΓM
≈ γ20(1− θ)M−2θ

1 n−
2θ
1−θ

1− 3θ ,
Γ
[4]
M

Γ
[3]
M

≈ γ0(1− 3θ)M−θ
1 n−

θ
1−θ

1− 4θ ;

���



������� �� � ���������� ���� ������ ��� �������� ����������� ����������
������

�����

β0 =
1

2
, β̂1 =

2θ

1− θ
β2 =

θ

1− θ
,

Ĉϕ ≈
(λ3 + 1)1/2

λ− 1 , Ĉ1 ≈
γ20(1− θ)M−2θ

1

1− 3θ .

��� ��� ��� ����� ������� ���� ���� ���

ρ ≥ r − β = min

�
1

2
, 1−min

�
1

2
,
2θ

1− θ

��
=
1

2

������� r = min(1, 1/2 + min(1/2, 2θ/(1− θ)))� ������

|β0 − β1| =
����
1

2
− 2θ

1− θ

���� ≥ ρ ≥ 1

2

����� �� ��� ���� �� θ ∈ [1/3, 1)� ��� �������� β1 ≥ 1 > β0� ���� ���� �� ���� �������� �� ����
r = 1/2 �� �������

��� ��� ��� ����� �� ���� r = β = min(1/2, 2θ/(1− θ))� �� ���� �� ���� r = 1/2� �� ��� ���
1/5 < θ < 1�

������� �� ������ ���� Ĉϕ �� � �������� ����������� ��� ����������� ������ ���� ��� ����������
���� ���������� ����� �� ����� ���� ���� �������� �� ����� �� ��������� ������ �� �������� �����
��� Ĉϕ �� ���� ������ ���� � ��������� ����� �� ����� �� ��� ������ λ �� �������� Ĉϕ� �� ���
������� ���� ς = 4 �� ���

λ∗ = 1 + (
√
3 + 1)1/3 + (

√
3 + 1)−1/3 ≈ 3.196

�������� Ĉϕ ≈ 2.64� ���� �� ��� ������� ���������� ���� ���� ��� �� �� ���� ��� ��� ��������������
������ ��� ����� ��������� ������ ��� ����� n� ����� ��� ��������� �� ���������� �� ��� �����
�� ������ �� ���������� ��� ��� ������ ������ �� ���� �� ��� ��������� ����� �� ������� ��

� ��������� �����

�� ���������� ��� ���� �������� �� ��� ���������� �� ������� �� ���� ������� ��� ��������� ��������
���� ���� ��� ������� � ��� ������ ��� ����� �� ��� ���� �� ������ �� ����� ��������� ��������

dY xt =

��
1

|x|2 + 1 − Y xt

�
+
√
2dW̃t,

����� �� �� ������������������ ������ ������ � ������ ��������� ������� ���� ������������

N
�
(|x|2 + 1)−1/2, 1

�
� ��� ����� ��� ��� ������

dXt = F (Xt)dt+G(Xt)dWt,

����

f(x, y) :=

�
1 + y − (|x|2 + 1)−1/2

1

�
; g(x, y) :=

�
|x|2 + 1
2|x|2 + 3(y

2 + 1)

�
1 0
1 1

�
,

���� F,G ������ �� ������ ��� ����� W̃ �� � ���� �������� ������ ����������� �� ��� ������
�������� ������ W � ��� ���� �� ��� ������� ���������� �� ������ �� ������� ��� ����������

���
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������ ���� ������� ��������� ��� �������� ������ ����� ��������� �� ��� ���������� ���� n = 510
��� ��� ����������� ����� ������������ � ��� ��������� ���� ���������� � ������� ������� ��� � ���
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������ ���� ������� ��������� ��� �������� ������ �� ��� ���������� ������� ��������� ����
n = 510 ��� ��� ����������� ����� ������������ � ��� ��������� ���� ���������� � ������� �������
��� � ��� ���������� ����� ����� ��� �������������
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������ ���� ����� L2 ����� �� � �������� �� ����� ��� ��� ��� ���� �������� ������� ���� ����
��� ��������� ������ ��� ��� ������ ������ ��� ���� �� ����������� ��� ��� ��������� �� ����
���������������� ������ L2 ����� �� � �������� �� ��������� ���� ��� ��� ��� ���� ��������
������� �������� � ������ ����� ���� �� ����� ��� � ����� ���� ������� ��� ����� ���������
������� � ������ �� ��� ���������� ����� �� ������������
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��� ������� ����� ���������� �� (Hs.s.) ��� (Hf.s.) ��� �� ���� � ������ �������� ��������
����������� �� ����� �� �� ������ ������� ���� ��� ����� �������� �������� ��

Xs =

�
x10 + s+W 1

s

x20 + s+W 1
s +W 2

s

�

�� ���� ���� �� ��� ��������� ������� �� �������� ��� ���������� ���� ���� �������� γk = k−1/3

��� ��� ����� ������� ���� �������� γk = k−1/5 ��� λ = 3� ��� �� ������� ��� ������������
�� ��� ����� �� � ���� ���� T = 1 ����� ζ = X̃1 − X1 �� ������� ��� ��� ��� ���� ��� ���
����� �� ��� �������� ��������� ������

√
nζ ��� ��� ����� ������������ ����� �� ��� ������� ������

�� ������ ��� ��������� ������������� �������� ����� ���� ����������� ���� n = 510 ������ ���
�������� ����� ���������

������ ��� ���� ����� �� � ������� ����� ��� ��������� �� ��� L2 �����

ζL2 =

�
E

�
sup

0≤t≤T
|X̃t −Xt|2

��1/2

�� �������� �� ��� ������ �� ����� n� ��������� ���� �������� �� ��� ���������� ��� �����������
�������� ����� � ����� �� −0.5 �� ���� ����� � ���������� ��� ����� �� ��� ������������� ��� ��
��� ��� �������� ���� ��� ����������� ���������

�� ���� �� ���� �� ������ ��� ����� � ���������� �� ��� �������� �� ���� ������� ���������
�� ��� ����� �� ����� �� ��� ��������� ����� �� ���� ��� �� ��� ����������� ��� ����� �� ���
������������� �� ��� ���� �� ��� ��������� �� ��������� �� ��� ��������� �� ����� �� ��� ���������
���� ��� ���� ����������� ������ ��� �������� ����� �� ���� ���� ������� ��� Δ �� ���� ����� ��
��� ΔMsDS = O(τ−0.2) ��� ΔEMsDS ≈ O(τ−0.222)� ������ ���� ��� ��������� �� ��� ���������
����������� �� �� ����� ��������� ��� ��������� �� ��� ��������� �� ���� ������ ������� ���� ���
������ ����� ����� ���� � ���� �� ��� ������� ������ ��� ���������� ����� ���� ��� ��� �������
��� ���� �� ������������ ��� ���� ������ �������� ������������ ��� ������������ ������� ����
���� ��������� � ���� ���� ��������� �� ��� ������������� ��������

� ��������� �������

��� ���� ����������� �� ������

����� �� ����������� ����� �� ��� �� ����� �� ������� ������� ���� ���� ��� ��������������
������ �� ����� ��� ������ �� ��� ���� ������ ����� �� ��� �������� �������� ����� ��� ����
�� ���� ������ �� ������� ���� ����

sup
0≤s≤t

|X̃n
s −Xs| P−→ 0.

������
(X, X̃n,W )⇒ (X,X,W ). ������

���� nA0;n �� �������������� ���������� ���

lim
n→∞

nA0;n
t = lim

n→∞
2n

�
t2

2
− �nt�(�nt� − 1)

2n2

�
= t.

�� ��� ����������� �� ������� �� t�

�� ��� ����� ����� �� ��� ������ ������ ���� ��� ��� t� ��� 1 ≤ i ≤ dx

√
nB1;i,n

t =
√
n

� t

0
νi;ns ds =

�nt��

i=0

1√
n
νi;ns +

nt− �nt�
n3/2

νi;nt

���



�� ��������� �������

��� �� �������������� ���������� �� ����

E



����� sup0≤t≤T

�
nt− �nt�
n3/2

νi;nt

������

2

 ≤ E



�����
n�

k=1

1

n3/2
|νi;ntk |

�����

2



≤ E
� n
n3

�
|νi;ntk |

2
�
→ 0.

����� �� ������ �� ����� ��� ����������� �� ��� �������� ����������
�nt��

i=0

n−1/2νi;ns � ���

0 ≤ j ≤ dx� ���� ��� ������������ ���������� ��� �� ����������� �� � �����������������
������ ����� �� ����

��nt��

i=0

1√
n
νi;ns ,

�nt��

i=0

1√
n
νj;ns

�
=
1

n

�nt��

i=0

νi;ns νj;ns
P−→ δi=j .

�� �������� ���� B1 �� ��� �� � ������������ � �������� ������ ����������� ���� W ���
X� �� ��������� ��� �������� ������ ���� ����������� ���������� �������� ��� ����������
������ �� ��� ��� �� ��� �������� �������� ��� ����� ������ �������� ���� ���� �� ���� ��
���� ����� �������� ��� ��� ������������ �������� �� ��� ���������

�� �� ����� ������ ���� ���� ����
√
nB2;i,j;n �� � ���������� ����������� �� ���� �� ��� �������

�� ����� �� ������� ��� �������������� ��������� ���������� �� �������� ���������� �� ���

�√nB2;i,j;n,
√
nB2;i�,j;n�t = 2n

� t

0
(W i

s −W i
s)(W

i�
s −W i�

s )ds

P−→1{i=i�}t,

��� ��� �� ������������ �� ��� �� ���� ����� ������� j �= j��

�√nB2;i,j;n,W j�t P−→ 0

�√nB2;i,j;n,
√
nB2;i,j�;n�t = 0 ; �√nB2;k;n,W j�t = 0.

�� ������� ��� �� ����� B2;n ������������ ������ �� ��� ������� B2 � �������� ��������
������ ����������� ���� W ���� ��� ��������� �� ���� ���� �� ����������� ��� ��� �� ������
����� ��� ��� ��������� ��� ����������� ����������� ������ �� ��� ������� ����� ������������
��������� ����������� ������� �� ����

(X, X̃n,W,B2;n)⇒ (X,X,W,B2).

���� ���� �� ������ ��������� �� ��� ��������� ��������� �� ��� ����������
√
nB2;n� �� ����

�� ��� �������� ���� ��� ��������� �� �� �����

���� B3;n �� ���� � ���������� �������� ����������� �� ���� �� ��� ���� ��� ����� �� �����
��� ��� �� ����� ��� �� ����� ��� ����������� �� ����������� �� ��� ��������� ��������� �������
tI ��� �� ��� ��������� ����������� ���� ������� �� ��� ����� ������������ ������� �� �� ���������
������� ���� �� j �= j�� �B3;i,j;n, B3;i�,j�;n�t = 0� ����� �� ������ ���� ��� ����������������

����� �B3;i,j;n, B3;i�,j;n�t P−→1{i=i�}t. �� ������ ���� ���� ����� �������� �� B3;n� ����� ���
���� ���������� �� ����� ��� ��� i, j, l ����

�B3;l,j;n,
√
nB2;i;n�t = 0, ��� �B3;l,j;n,W � = 0.

�����
(X, X̃(n),W,B2;n, B3;n)⇒ (X,X,W,B2, B3).

���



������� �� � ���������� ���� ������ ��� �������� ����������� ����������
������

�� ����� ��� ��� ����������� �� ����������� ������� ���� �� ��� ��������� ����� �� ��� ����
���� ����� �� �������

����� n−1/2 → 0 ��� nA0,n ⇒ A0� �� ���� n1/2A0,n ⇒ 0 ��� ���� n1/2A0,n P−→ 0�

�� ��� ����� ����� ��� ��� t ≥ 0 ��� k�

E
��√

nB0;k;n,
√
nB0;k;n

�
t

�
= n

� t

0
(s− s)2ds

=

�nt��

i=0

n

� 1/n

0
r2dr + n

� t−�nt�/n

0
r2dr ≤

�nt�+1�

i=0

1

3n2
= O(n−1),

�� ���� �� ����������������������� ����������� E

�
sup

0≤t≤T
|√nB0;n|2

�
����� �� ���� �� n→

∞� ��������
√
nB0;n P−→ 0 � �� ��������� �� ��� �� ������� ���� ����

E
�
|nA1;k;nA1;j;n|

�
= 0

��� j �= k� �� ���� �� ���� �� ����� ������ ��� �������������� �������������

E

�
sup

0≤t≤T
|√nA1;n

t |2
�
≤ nT

dx�

j=1

� T

0
E
�
(W j

s −W j
ts)
�
≤ dxT

2

������ �� ��� ��� �� ����� ��������
√
nA1;n P−→E

�√
nA1;n

�
= 0�

�������� ��
√
nB1;n ��������� �� ��� �� � ��������� B3;n P−→ 0� ��������� ������ �� �������

���



������� �

������� ������������� ��
��������� ������ �� ��� ������

������ ����

�������� ��� ��������� ������������� ������� �������� ���������� ����������� �������� �����
������ �������





dXx
t =

d�

i=0

Vi(t,X
x
t ,Eϕi(Xx

t ))dB
i
t

dY xt = −f(t,Xx
t , Y

x
t , Z

x
t ,Eϕf (Xx

t , Y
x
t ))dt+ Zxt dB

1:d
t

Xx
0 = x, Y xT = φ(Xx

T )

�����

��� ��� t �� [0, T ]� T > 0 �� ������ �� ����� ��������� �� � ������� ����������� ����� (Ω,F ,P, (Ft)t≥0)�
���� B1:d

t � d������������ ������� �������� ������ ��� B0
t = t� �� ���� Vi : (t, y, w) ∈

[0, T ]× Rd × R �→ Vi(t, y, w)� ��������� ϕi : y ∈ Rd �→ ϕi(y) ∈ R, i = 0, · · · , d ��� ϕf : (y, y
�) ∈

Rd×R �→ ϕf (y, y
�) ��� ��� ������� f : t, y, y�, z, w ∈ [0, T ]×Rd×R×Rd×R �→ f(t, y, y�, z, w) ∈ R

�� �� ������� ��� ��������� ������������� ���� ������� ������������ ��� ������� φ �� �� ��
����� ��������� �������� ���� Rd �� R ����� ������� ���������� �� ����� ������

������ ���� ��� ������� �� �� ����� ��� ������ �� ��� ������ ����� �� ����� ��� ������� ����
������ �� ���������� ��� ��� ����������� �� ������ ���� ������ �� ����������� �������� ��
Rd (ηt)0≤t≤T ��� �� ��� ��� �� ��� ������������� ����� �� ����� �� �� (ηt)0≤t≤T � ��� ����
������� ������� �� ��� ����� � ��������� �������� ������ ��� ��� ������� ��������� ���� ����
���������� �� ��� ���������� ����� ������� �� �� ���������� ����������� ����� �� ����� ���
�������� ����� �� ���� ��������� �� ��� ��������� ������� ����� ���� ����� ��� ����� �� ���
�������� ���� �� ��������� ��� ������� ����� �� ��� �������� ������� �� � ����������� ������
������ �� ���� ����� �� �� ������ ��� ������������ ������ �� �������� �� ���� ��� ��������� ��
������� ��� �� ��� �������������

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

��� ������ ��� ��� ���������� ��� �� �� ���� �� ���� ���� �� ��� �������� ���� ��� ��������
�������� ��� ����� �� ��� �������� �� ��� ���� ����� ��� �������� ����� ��� �������������
�������� �� ���� ���� ��� � �������� �� ����� m ��� � ������ N �� �������������� ������ ����
������ �� ������������� ��� ����� �� � N−(m−1)/2 ����� ������������� �� ��� ����������� ��
��� m + 2 ����� ������������ ������������� ���������� �� ��� ������� ���������� ���� ��� ���
����������� ��� ��������� ��� �� � ���� ����� ������������� ������ �� ��� �������� ����������
����� ��� ����� ������ ����� ��� ��� �������� ���� ������ ������ ������ �� ������������� ���
���� �������� �� ���������� ���� ����� �� ��� ����������

�������� ������� �������� ��� ������ �� ����� �������� ���������� ���� ��� ������� ��� ��� ��
���� ��� ���������� �������� �� ����� ��� ������ ���� �� ���������� ���� ��� ��������� �������
�� � ����� ������ �� ����������� ��������� ���� ����������� ������ �������� ���� ���������� ��
��� ���������������� ������� �� ��� ������� �� ��� ���� ��������� �� ��� �������� ��������
������ ������ �� ��� ������ �� ���������� �������� � ������� � ���� ��������� �������� �������
���� ��� ������� ������������ ��� ��� ��������� ��������������� �� ����������� ��� ��������
��������� ����� � ������������� ������������� �� ��� ������ ����� ��� ����� �� ���� ��� ������
��� ���������� ������ �� ���� ��� �������� ��� ��������� �� ��� �������� ��������

�������� ��� ��������� ����� ��� ��������� ����������� �� ������� ���� ������ ��� ����
�� ���������� �� � �������� ����� �� ��� �� ���������� �� ����������� ��� ����� ������� ���� �����
��� ������� ���������� ������ �� ��� �������� ���������� ��� ������� ��� ���� ����� ������
������ ������������� � ��� �� ���� �� �������� �� ����� ��� ������� ���������� ��� ����� �� �����
���� ��������� ����� �������� �� ��� ��� �� ����� �� �������� �� ��� ����� ������� ��������

��� ����������� ������� ��� �� ������� ������� ���� �� ���� ���� ��� �������� ������
��� ��� �� ��� �������� �� ��� ������� ����� �� � ��������� ���� ������������� �������
������� ���� � ���������� �������� ���� �� ���������� ����� �� ������� �� ��� ����� ���
���� ������ �� ���� ���� �� ��� ����������� ������� ���� �� ��� ����������� ���� ������ �� ���
��� �� ��� ���������� �� ��� ��� ��� �� ������� �� �� � ���� ��������� ����������

��������� ��� ���� ���� �� ��������� ��������� �� �������� �� ��� ����� �� �� ���� ���� ����
����� ������ � ������ �������� {Xx

t , Y
x
t }t≥0 �� ��� ������ ������ �� � ��������� �������� ��� ���

�� ���� ������ �� �������� ���������� �� ��� ��� µ = (µt)0≤t≤T �� ��� ������� ������� (Xt)0≤t≤T
��� � ����� ������������� �������� u : [0, T ] × Rd → R� �� ��� ����� ��� ��� ���� ���� ����
������� ���� ���� ������� � ����� ��� � ������ �� ���� ����� ������ � ������������� u(t, y) ����
���� ��� ��� t�

Yt = u(t,Xt). �����

�� ����� ���� ����� ����������� ����������� u �� ������� ��� �������� ��� ������������ ����
����� ���� ������ �����

Dtu(t, y) + Lµu(t, y) = f
�
t, y, u(t, y), (Vµu(t, y))T , �µt, ϕf (·, u(t, ·))�

�

u(T, y) = φ(y)
, �����

����� Vµu ������ ��� ��� ��� ������ (∇u · V1, . . . ,∇u · Vd)� (Vµu)T �� ��� ��������� �� Vµu ���
Lµ �� ��� ��������� �� ��� ������� ��������� �� ����� ����� ��� ����� ���

Lµ := V0(·, ·, �µ·, ϕ0�) ·Dy +
1

2
Tr[V V T (·, ·, �µ·, ϕi�)D2

y]. �����

����� �� ���� ��� ������� �������� �µ, ϕi� ���
�
ϕidµ� ��������� ��� ����������� µ ����� ���� ���

������ ����� ��� ����� �� ��� ����� (·, ·, �µ·, ϕi�) ������ ��� i ∈ {0, · · · , d} �� ����� ���� �������
����� �� ��� ������� ���� ���� φ �� m+ 2 ����� ������������ ������������� ���� ������� ����������� ��� f = 0

�� ������

���



�� ��� ������������� ������ ������ V �� ��� ������ [V1, · · · , Vd]� “·� ������ ��� ��� ��������� ������
������� �� Rd ��� �Tr� ��� ��� ������

��� ����������� ��������� ������ �� ���� ������ ��





dXt,y,µ
s =

d�

i=0

Vi(s,X
t,y,µ
s , �µs, ϕi�)dBis

dY t,y,µs = −f(s,Xt,y,µ
s , Y t,y,µs , Zt,y,µs , �µs, ϕf (·, u(s, ·))�)ds+ Zt,ys dB1:d

s

Xt,y,µ
t = y, Y t,y,µT = φ(Xt,y,µ

T ).

�����

��� �� ������ ���� �� ���� �������� �� ��� ���� ����� ��� ������������� ������� v : [0, T ] ×
Rd → R ���� ����

Zt = v(t,Xt). �����

�� �� ��� ��������� ���� ������� ����� ����������� ���������� �����������

v(t, x) = (Vµu(t, x))T .

������������ ���� ��� �������� ����������� ��� ����� �������� �� ��� �������� ���������
���� ����������� ��� ���������� �� (t, x) ∈ [0, T ] × Rd �→ Eφ(Xt,x,µ

T ) ��� ��� ������� ���� ��� ��
��� �������� u �� ����� ��� ��� �������� ����� ���������� �� ������� ��� ����� �� ����������
���� ��������� ���� ��� �������� ���������� �� ���������

���� �� ��� ���� ���������� ���� ����� �� ��� ������� φ �� ����� �� C∞
b �

���� �� ��� ���� ���������� ���� ����� �� ��� ������� φ �� ����� �� ��������� ���������
���������� ��� �� ��� ������ V V T �� ��������� �������� ����� ����� ������ c > 0 ���� ����

∀(t, y, w) ∈ [0, T ]× Rd × R, ∀ς ∈ Rd, c−1|ς|2 ≤ V V T (t, y, w)ς · ς ≤ c|ς|2.

�� ��������� �� ��� ������������� ��� ���������� ���� ����� ��� ��������� ��������� �� ����
�������� �� �������� �������� �������� ���������� �� ��� ������� ��������� ������ ������ ���
������� ����������� �� ��� �������� ������ V �

������� � ������ ������������ ���� ��� �������� ������ ����� ������ ��� �� ������ ����
���� ����������� ������� �� ��� ������ ��� ��������� ������� ������ ��� �������� ��� ������
���� ��������� �������� ����������� ��� ������ �� ���� ��� ��������� ������� �� ������� ���
������� ���� ���� ��� ����� ��������� ������ ����� ����� ��� ��������� �� ��� ����� �������� ��
��� ��������� ���� � ���� ���������� ������ ���� ��� ������ ����� ����� �� ���� ������
���� �� ��� ���� ������������� ���� ���� �� ��� ������� ����������� �� ��� V0 ��������� ���� ���
������� ���� ��� ���������� ��������� ���� �� ��� ���� �� ��� ���������� ����� �� �� ������ ����
����� �� ������� �� ��� ����������

������� � ���� ������� ����� �� ����������� �� ���� ������ �� ���� ���� ��� �������
�������� ���������� �� ��� ���������� ���� ������� �� ��� ���� �� �� �� ���� ������� �� ���������
�� ���� �� � ����������� �� ��� ��������� ��� ��������� ����� ��� � ���� ������� ����� �� ����
������ ���� ��� � ������ ������� ��





dXx
t =

d�

i=0

Vi(t,X
x
t , µt)dB

i
t

dY xt = −f(t,Xx
t , Y

x
t , Z

x
t , µ

X,Y
t )dt+ Zxt dB

1:d
t

Xx
0 = x, Y xT = φ(Xx

T ),

�����

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

����� µX,Y = (µX,Yt )0≤t≤T ������� ��� ����� ��� �� (Xt, Yt)0≤t≤T � ��� ���������� Vi� 0 ≤ i ≤ d
���� f� ��� ��������� ���������� ���� ������� �� �� ������������� ������ �������� �� ��� �����
�� ����������� �������� �� Rd ������������� Rd × R � ����� ���������� ��� ������ �� ��� �����
��������� ����� ��� �������� �� �������� �� ������ �� �������� ��� F �� � ����������� ������
����� �� ��������� ����� ���� �� �������� �� ��� ����������� ���� �� ����� ��� �������� dF �������
��� ����������� �������� �� Rn ��

dF (µ, ν) = sup
ϕ∈F

|�ϕ, µ− ν�|. �����

�� ���� ��������� ���� ��� ��������� �������� �� ��� ���������� ���� ������� �� dF �������
��� ��������� �� � ������ �������� �� ����� �� ����� �� ��� ���� �� ������� ��� ����������� ��
��� ��������� �� ��� �������� ������ ���� F �� ��� ����� �� ����������� ���������� ���� ���� ���
�������� �� ��� ��������� ������������� ��������� ��� ���� ��� ������ ����� ��� ��������� ��������
��� ��������� ����� �� �� N−1/2 ����� ��������������� ���� F �� ��� ����� �� C∞

b ��������� ��
������ �� N−1 ����� ������������� ������� ��� ����������� ���������� �� ��� �������� �������

���������� ��� ������������ �� ��� �������� �� � ��������� �� ��� ���������� �� ��� ����
�������� ������ �� ��� ������ ��� ��������� �� ��� ������������� �� Eφ(Xx

T )� ����� (Xx
t )0≤t≤T

�� ��� �������� �� ����� ��� �� u ���������� ������

���� ������� �� ��������� �� �������� ������� � ������ ��� ���������� ����� ��� �����������
���� �� ��� ������� ��� �������� �������������� �� ������ �� ������� �� ����� �� ���� � ���
������� ������� ��� ���� ��� �� ���������� ���� ��� ���� �� ������� �� � ����� �� �������
�������� �� ���������� �� ������� �� ��� ��������� �� ��� ������� �� ��������� �� ��� ����� ��
��� ������������ ��� ��� ���� �� ����������� �� ���� ������ ���� ����������� ����� ����� ��� �����
����� �� ������� �� ��� ������� ��� �������� ����������� ����� ��� ������� �������� ����������
��� ������������ ������ �� ������� � ��� ��� ������ ������������ ����� ��� ����� �� ������� ��
������� � �������� ��� ��������� �� ��� ��������� �������� ��������� ���� ��� ��� ���������
�������������� �� ��� ��� ���������� �� ��� ������ ������

���������� �� �� ��� �������� ���� ������� ���������� �������� ������������ ��� ��������
��� ������ � ��� ������ ��� ��� ���� �� ����������� �� ����� ��� ��������� ������������ ��
������ �� ϕ ��� �������� ϕ = [ϕ1, · · · , ϕd]� ��� ��� �������� �������� i < j� ��� �������� �i : j�
����� ����� ����� i �� j�� ��� ��� ς ∈ Rn, n ∈ N ��� ������� ���������� [∂/∂ς] �� �������
�� ∂ς � ��� g : y ∈ Rd �→ g(y) ∈ R �� � p������������� ������������� ��������� �� ���
||g||∞,p := max

j≤p
||∂jyg||∞� �� ��� ���� � �������� g ���� [0, T ] × Rd × Rd �� Cpb � p ∈ N∗ �� �� ��

������� ��� p������ ������������ ������������� ���� ������� ������������ �� ������� ������
�� η ����������� ���� �� ��������� � ������ �� ����������� �������� (ηt)0≤t≤T �� Rd� ��� ����
� ������� �� ��� Lη �� �� ��� ������ ����� �������� �� ��� ���� ����� ���� η ������� �� µ� �� ����
����� �� ���� ���� ���� ��� ������ ����� ����� �� ��� ����� (·, ·, �µ·, ϕi�) ������ ��� i ∈ {0, · · · , d}
������� ��� ������������� ������ ����� ��� �� ������� �� ���� ���� ��� �������� ���������� ��
µ �� ��� ��������� �� ��� ����� �� ���� ���� ��� ��� ���������� ���������� ���� ������� ��
���������� ���� � ���������� ���� ������� �� � �������� ��� ��������

������������ ������������� ����� �� ������ ������ �������������� ��� ����������� �� �������
����������� ���

M = {∅} ∪
�

l∈N∗
{0, 1, . . . , d}l, �����

��� ������ ������� ��� ����� �� 1���������� ����������
��� ��������� �� F � ��� �������� dF �� ���� ���� �� ����� �� ��� ����������� � ��������� ����� ��� ���� ���

���� ���� �� ��������� �� �� �����
������� ���� N ������� ��� ������ �� �������������� ������

���



�� ���������

������� ��� ��� �� ������������� ����� ∅ ������� ��� ��� ���� �� ������������� �� ��� �����������
������������ �� ����� �∗� �� �� ��� ������������� �������� ���� ���� �� β1 = (β11 , . . . , β

1
l ) ���

β2 = (β21 , . . . , β
2
n) ���� β1 ∗ β2 = (β11 , . . . , β1l , β21 , . . . , β2n)�

� ���������

��� ����������

�� ������� �� ���� � ������� ����������� �� ���� �� ��� ��� ���� ����� �� ��� �������� ����������
����� ��� �������� �������� ������������� ���������� �� ����

V̄ k0 = V k0 − 1
2

d�

i,j=1

V ij
∂

∂xj
V jk , ������

��� ��� k ∈ {1, · · · , d} ��� ������� ��� ������ ����� ���





dXx
t = V̄0(t,X

x
t ,Eϕ0(Xx

t ))dt+

d�

i=1

Vi(t,X
x
t ,Eϕi(Xx

t )) ◦ dBit

dY xt = −f(t,Xx
t , Y

x
t , Z

x
t ,Eϕf (Xx

t , Y
x
t ))dt+ Zxt dB

1:d
t

Xx
0 = x, Y xT = φ(Xx

T ).

������

�� ����� �� ���� ��� ����������� �� ��� ��������� �� ����� �� ��������� ��� ��� k, κ �� N� ��
��� Sκ(k) = {����������� (j1, · · · , jk) ∈ {1, · · · , κ}k}� ����� Sκ(k) �� ��� ��� �� ������������� ����
������� ������� 1, . . . , κ �� ������ ��������� k�

����� �������� ��� ���� T (γ, q,m)

��� ������������ ��� γ > 0� N ∈ N∗� ��� 0 = T0 < . . . < TN = T �� � �������������� �� ���
���� �������� [0, T ] ����� ��

Tk = T

�
1−
�
1− k

N

�γ�
������

��� ��� ΔTk = Tk − Tk−1�

������� ���� ��� �������� ��������� �� ��� ������� �� ���� � ����������� ����������� ��
����� �� ����� ��� �������������� ���� ����� �� ��� �������� �� �������� �� ������� �� ����� ���
�� ��� ��������� ��� �������� ��������� �� ������� �� ��� ��� � ��������� ������� ���������������
��� ���� ������� �� ��� ��������� �� ������ ���� γ = 1 �� ���� ������ ��� ���� γ > m− 1 �����
�����

��� γ �� ����� �� ��������� ������ q ���m �� ��� ����� ��������� ���
�
{ω1, · · · , ωκ}, {λ1, · · · , λκ}

�

�� � m ����� �������� ���� ������ κ �� ����� ��� ������� ������� �� m�� ������ ����
ωj : t ∈ [0, 1] �→ (ω1j (t), . . . , ω

d
j (t)) ∈ Rd �� ���� ���������� �������� ���� ������� ���������

��� ��� ��� t �� [0, T ]� �� ��� ω0(t) = t� �������� �� �������� �������� �� ����� 3, 5, 7, 9, 11 ���
�� ����� �� ���� �� �����

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

��������� � �������� ���� T (γ, q,m)
�� ��� (X∅, µ̂T0 ,Λ0) = (x, δx, 1)
�� ��� 0 ≤ i ≤ d ��

�� ��� Fi(t, µ̂T0) =
q−1�

p=0

1

p!
(t− T0)

p�δx, (Lδx)pϕi�

�� ��� ���

�� ��� 1 ≤ k ≤ N − 1 ��

�� ��� π ∈ Sκ(k) ��
�� ��� 1 ≤ j ≤ κ ��

�� ����� X̂π∗j
Tk+1

�� ��� �������� �� ��� ����

dX̂π∗j
t =

d�

i=0

Vi(t, X̂
π∗j
t , Fi(t, µ̂Tk))

�
ΔTk+1

dωij((t− Tk)/ΔTk+1
),

X̂π∗j
Tk

= X̂π
Tk

�� ��� ��� ���������� ������� Λπ∗j = Λπλj
��� ��� ���

��� ��� ���

��� ��� µ̂Tk+1
=

�

π∈Sκ(k+1)

ΛπδX̂π
Tk+1

��� ��� 0 ≤ i ≤ d ��

��� ��� Fi(t, µ̂Tk+1
) =

q−1�

p=0

1

p!
(t− Tk)

p�µ̂Tk+1
, (Lµ̂)pϕi�

��� ��� ���

��� ��� ���

����� �������� ������

��������� � ����� ����� �������� ������
�� ��� π ∈ Sκ(N) ��
�� ��� û1(TN , X̂

π
TN
) = φ(X̂π

TN
)

�� ��� v̂1(TN , X̂
π
TN
) = 0

�� ��� ���

�� ��� N − 1 ≥ k ≥ 1 ��

�� ��� π ∈ Sκ(k) ��

�� v̂1(Tk, X̂
π
Tk
) =

1

ΔTk+1

κ�

j=1

λj û
1(Tk+1, X

π∗j
Tk+1

)
�
ΔTk+1

ωj(1)

�� ��� 1 ≤ j ≤ κ ��

�� Θ̂π,1k+1,k(j) =
�
Tk+1, X̂

π∗j
Tk+1

, û1(Tk+1, X̂
π∗j
Tk+1

), v̂1(Tk, X̂
π
Tk
), F 1(Tk+1, µ̂Tk+1

)
�

��� ��� ���

��� û1(Tk, X̂
π
Tk
) =

κ�

j=1

λj

�
û1(Tk+1, X

π∗j
Tk+1

) + ΔTk+1
f(Θ̂k+1,k(j))

�

��� ��� ���

��� ��� F 1(Tk+1, µ̂Tk+1
) = �µ̂Tk+1

, ϕf (·, û1(Tk+1, ·))�
��� ��� ���

���



�� ���������

��������� � ������ ����� �������� ������
�� ��� π ∈ Sκ(N) ��
�� ��� û2(TN , X̂

π
TN
) = φ(X̂π

TN
)

�� ��� v̂2(TN , X̂
π
TN
) = 0

�� ��� ���

�� ��� π ∈ Sκ(N − 1) ��
�� ��� û2(TN−1, X̂π

TN−1
) = û1(TN−1, X̂π

TN−1
) ��� v̂2(TN−1, X̂π

TN−1
) = v̂1(TN−1, X̂π

TN−1
)

�� ��� F 2(TN−1, µ̂TN−1
) = �µ̂TN−1

, ϕf (·, û2(TN−1, ·))�
�� ��� ���

�� ��� N − 2 ≥ k ≥ 1 ��

��� ��� π ∈ Sκ(k) ��
��� ��� 1 ≤ j ≤ κ ��

��� Θ̂π,2k+1(j) =
�
Tk+1, X̂

π∗j
Tk+1

, û2(Tk+1, X̂
π∗j
Tk+1

), v̂2(Tk+1, X̂
π∗j
Tk+1

), F 2(Tk+1, µ̂Tk+1
)
�

��� ζ̂π∗jk+1 := 4
1

ΔTk+1

�
ΔTk+1

ωj(1)−6
1

Δ2
Tk+1

� Tk+1

Tk

(s−Tk)
�
ΔTk+1

dωj((s−Tk)/ΔTk+1
)

��� ��� ���

��� ��� v̂2(Tk, X̂
π
Tk
) =

κ�

j=1

λj

�
û2(Tk+1, X

π∗j
Tk+1

) + ΔTk+1
f(Θ̂π∗j,2k+1 )

�
ζ̂π∗jk+1

��� ���������� � ũ(Tk, X̂
π
Tk
) =

κ�

j=1

λj

�
û2(Tk+1, X

π∗j
Tk+1

) + ΔTk+1
f(Θ̂π∗j,2k+1 )

�

��� ��� F̃ (Tk, µ̂Tk) = �µ̂Tk , ϕf (·, ũ(Tk, ·)�
��� ���������� � Θ̃πk =

�
Tk, X̂

π
Tk
, ũ(Tk, X̂

π
Tk
), v̂2(Tk, X̂

π
Tk
), F̃ (Tk, µ̂Tk)

�

��� û2(Tk, X̂
π
Tk
) =

κ�

j=1

λj

�
û2(Tk+1, X

π∗j
Tk+1

) +
1

2
ΔTk+1

�
f(Θ̂π∗j,2k+1 ) + f(Θ̃πk)

��

��� ��� F 2(Tk, µ̂Tk) = �µ̂Tk , ϕf (·, û2(Tk, ·))�
��� ��� ���

��� ��� ���

������� ��� �������������� ����� ��� v �� ��� ��������� ���� �� ���� ���� �� 0� �� ����������
����� ���� ��� ���� ����� �� ���� ���������� ���� ��� ��� ���� ������

�������� �� ��� ��������� �� ���� ����� ���� ��� ��� ������ �� Dxu ��� �� ������ ����������
�� ��� ��������� �� ���� � ������� �������������� ����� ��� v� �� ���� ����� �� ��� ����������
��� �������� ���������� �� ����� ��� ��� ��� �� ������ ���� ���������� ������������ �� �������
v(t, x) = (Vµu(t, x))T �

���� ����������� ���� ���� �� ����� �� ��� ��� ��� ���� ����� ������� ��� �� ����������� ����
���� ��� ����� �� ���� �� ������������ �� ��� ����� ����� �� ��� ������ ����� ���������� ���
������� �������������� �� v ������ �� ���� ��� ���� ����� ����� ���� ������ ���� ��� ����� ���
������� ���� �� ����������� �� ��� ��������� ��� ���� ������ � ��������� �� ��� ����� ��������
������ �� ��� ����� ������������� ������

�� �� ����� �������� ���� ��� ����� ��������� �� ������������ �������� ��� �������� ��� ����
��� ���������� �� ��� �������� ���������� ������� ���� ���� ��� ����������� �� ��� �������
������ �������� �� û �� ������� ��������� ����� ���� ��� ������� �� ��� ������������� ������� µ̂
��������� ���� ��� ������ ����� û �� ���������� �� ������ ��� ��������� �� ����� �������� ���� �
�������� ��������� ���� � �������� ������� �� �����

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

�������� ��� ����������� �������� �� ����� m = 3� �� ���� ����� �� ��� ��� � �����
���� ������� ���� κ = 2 ����� ����� �� {+t,−t}� ��� ���������� �������� {λ1 = 1/2, λ2 = 1/2}�
��� �� ������� ��� ���� ������ ��� ��������� ���� �� ������� ��� 2 ������ �� ����� �� ������
���� �� ���������� ��� ���� �� � ����� ����� x� ��� ��� ��� �� T0 �� δx� ����� �� ��� ��� �������
����� ����� �� ��� �������� �� �� ��� ���� ���� ��� �������� X� ��� ��� �������� ������ ���
�� ������������ ��� ����� ��� ����������� �� ���� 0� ���� ���������� ���� ���� � ������ �����
�� ��� ������� �� ��� ������ �� ��� ������ ����� ��� ������ ����� �� ��� ������������� ��������
����� ���� ��� ����� �� ���� T1 ��� ����������� �� ������ ��� �������� ������� µ̂T1 � ��� ���
������������� �� ���� T1� ��� ������� �� ���� �������� ��� ���� ���� �� ���� T1 �� ����� ���
���� ���� T = T2�

������ ��� ����� ����������� ��� ���� ������ ��� �������� �������������� ��� ������������
�������� û �� ������ ���� �� ��� ������ �� ��� ����������� ����� ��� ���� ��������������� �����
��� ������������ ��� �� ������ û �� �������� ������ ��� ���������������� �� ���� �� ������
������ ������������ ������� ���� ������� �� ��� ������ �� ���� �������� �����

x

X̂
(1)
T1
, λ1

X̂
(1,1)
T2

,Λ(1,1) = λ1λ1

X̂
(1,2)
T2

,Λ(1,2) = λ1λ2

X̂
(2)
T1
, λ2

X̂
(2,1)
T2

,Λ(2,1) = λ2λ1

X̂
(2,2)
T2

,Λ(2,2) = λ2λ2

û(0, x)

û(T1, X̂
(1)
T1
)

û(T2, X̂
(1,1)
T2

) = φ(X̂
(1,1)
T2

)

û(T2, X̂
(2,1)
T2

) = φ(X̂
(2,1)
T2

)

û(T2, X̂
(2)
T1
)

û(T2, X̂
(1,2)
T2

) = φ(X̂
(1,2)
T2

)

û(T2, X̂
(2,2)
T2

) = φ(X̂
(2,2)
T2

)

δx µ̂T1 µ̂T2 δx µ̂T1 µ̂T2

������ ���� ����� �������� ����� ������ �������� �������

� ���� �������

�� ���� �������� �� ���� ���� ��� ���� �� ����������� �� ��� ���������� �� � ��� � ���� ����
��� ���������� ��� �������� ��������� �� ����� ��� ������� ���� �� ����� �� ������� ��� ������
����� �� ���� ��� ���� ���� ��� �������� ��������� �� ��������� ��� ���� ��� �������� ���� ��
����� �� ��������� ��������������� ���� ���� ��� ������ ����� ��� ����������� ������ �������� ���
����������� �� ����� �������������� ��� ������ �� ���������� �� ��������� ��� ������ �������� ��
���� ��� ����������� �� � ������� �� ��� ��������� ������� �� �������� ������ ���� ��� ����������
�� ��� ���������� ���� ������� �� ��� ��� �� �������� ���� �� ����� �� ��������� ����

�� ����� �� ���� ��� ���������� �� ��� ������� ������ ��� �� ������ ��� i = 1, 2�

E iu(k) := max
π∈Sκ(k)

|u(Tk, X̂π
Tk
)− ûi(Tk, X̂

π
Tk
)|; E iv(k) := max

π∈Sκ(k)
|v(Tk, X̂π

Tk
)− v̂i(Tk, X̂

π
Tk
)|,

������

���



�� ���� �������

���� û1, û2, v̂1 ��� v̂2 �� ������ �� ��� ���������� � ��� � ��� ����� u, v ��� ������ �� ������
������

���� ������ �� � ������ �������� �� ���� ����

������� ���� ������� ���� ���������� ���� ������ ��� m �� � ����� �������� ������ q � �����
������������ ������� ��� T (1, q,m) ��� �������� ���� ������ �� ��������� �� ����� ����� ������
� �������� �������� C� ��������� ���� �� T � q� d� ||ϕ0:d||2q+m+2,∞� ||φ||m+2,∞� ���� �����

max
k∈{0,...,N}

|�µTk − µ̂Tk , φ�| ≤ C

�
1

N

�[(m−1)/2]∧q
, ������

���� µ̂ �� ������ �� ��������� ��
������� �� �������� ���� q ≥ 1 ��� m ≥ 3� ����� ����� ������ � �������� ��������� C1� ���������
���� �� T � q� d� ||ϕ0:d||2q+m+2,∞� ||ϕf ||m+2,∞�||φ||m+3,∞� ���� ���� ��� ��� k = 0, . . . , N �

E1u(k) + Δ1/2
Tk
E1v (k) ≤ C1

�
1

N

�
, ������

��������� ������� �� �������� ���� q ≥ 2 ��� m ≥ 7� ����� ����� ������ � �������� �������� C2�
��������� ���� �� T � q� d� ||ϕ0:d||2q+m+2,∞� ||ϕf ||m+2,∞�||φ||m+4,∞� ���� ���� ��� ��� k = 0, . . . , N �

E2u(k) + Δ1/2
Tk
E2v (k) ≤ C2

�
1

N

�2
. ������

����������� ����� ��� � ��������� �������� ����������

��������� ���� ������� ���� ���������� ���� ������ ��� m �� � ����� �������� ������ q �
����� ������������ �������� γ � ��� �������� ���� ��� T (γ, q,m) ��� �������� ���� ������ ��
��� ��������� �� ����� ����� ������ � �������� �������� C ��������� ���� �� T � ||ϕ||2q+m+2,∞�
||φ||1,∞� ���� �����

|�µT − µ̂T , φ�| ≤ C

��
1

N

�(γ/2)∧q
∨ L(γ,m)

�
. ������

�����

L(γ,m) =





N−γ/2 �� γ ∈ (0,m− 1)
N−(m−1)/2 ln(N) �� γ = m− 1
N−(m−1)/2 �� γ ∈ (m− 1,+∞)

������

��������� �� γ > m−1� ��� ������� �� ��� ����� ������� �� û1, v̂1; û2, ��� v̂2 ������������ ����� ��
������ ��� ������ ������ ����� ����� � �������� C �

2 ��������� ���� �� T � q� d� ||ϕ0:d||2q+m+2,∞�
||ϕf ||m+2,∞�||φ||1,∞��

���� ����� �� ������� ��� ������� ����� ���� �� ���� T �������� �� ����� �� ���� ���� �� �������
���� �� ������� ��� �������� ��������� �� ��������� ���� �� ���� �� ���� �� ���� ��� ��� ���������
����� �� ���� ������

�� ��������� ���� ��� ������ ����� ������� �� �� ��� ��� �������� ��������� φ : (y, w) ∈
Rd ×R �→ φ(y, w) ������ ���� �� ��� ��� �� ��� ������� (Xx

t , 0 ≤ t ≤ T )� ��� ������� ��� ���
��������

E [φ(Xx
t ,E[ϕφ(Xx

T )])]

��� � ����� ϕφ ∈ Cm+2
b ��� ����� φ �� ��������� �� w ��������� �� y�

��� ��������� ��� �� ������ ������� �� ��� ���� �� ��� ���������� ���������� �������� �� �����

Vi(t, y, µ) = �µt, Vi(t, y, ·)�, i = 0, · · · , d,

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

��� ��� ������ �� ������� ��� ��� ��������� ��� ������ ������ ���� ���� �� ���� ���� ��� �������
����������� ���� ��� �� �� ���������� ��� ��� ������ [�ηt, V (t, y, ·)�] [�ηt, V (t, y, ·)�]∗ ��������� ��
y� t �� Rd × R+ ��� η ������ �� ����������� �������� �� Rd�

������� ����� � ���� ������� ��� �����������

�� ��������� �� ��� ������������� ��� ��������� ��� �� ������� �� ����� �������� �� �
��������� �������� ���������� ��� �� ������� ��� ��������� �� ���� ����������

��� F ��� F � �� ��� ������� �� ���������� ����� �� ��� ����� �� ���������� ��������� ���� ���
���� �� �������� ��� dF dF � �� ��� ��������� �� ������ �� ������ ������ ���� �� ������� ���
������ ����� Vi 0 ≤ i ≤ d ���� ������ �� ����� �� �� ��������� ���������� ���� ������� �� dF
��� ��� ������ f �� �� ��������� ���������� ���� ������� �� dF � � ������������ ��� �� �������
���� ����� ������ � ������ �������� Xx

t , Y
x
t , Z

x
t �� ���� � ������ ���� �� ������� ������ �� u ���

���������� �������� ������ �� ����� ����� ��� ����������

�������� �� ���� �� ������ ��������� � �� ��� ������� ��� �� �� ���� �� ���� ���������� ����
��� �� ���� �������������� ����� �� ���� �������� �� ��� ���������� ��� �������� ����� ����

�� ����� �� �������� ������ ������ �� ������������ �� ���� �� ������ ��� ������ ���� ����
������� �� ��� ����������� �� ���� �������� ����� �� ���� �� �� ������� ���� ����������� ���
������� ��������� ���� q > 1� ������� �� ���� ���� ����� �� ��� ��������� �������� �� ���
��������� �� ��� ��������� Fi 0 ≤ i ≤ d �� ��������� �� � ���� ������ ��� �� ��� ��� ��������
�� ������� � �� ����� �� ����� ������� ��������������� �� ���� �������� ���� ���� ��� ���� ����
q = 1� ����� ���� �� ��������� �� ����������

���� ���� ���������� ��� ������������ �� ����� �� ���� ��� ���� ������ ����� � ���� �������
��� �����������

��������� ���� ��� µT �� ��� �������� ��� �� ��� ������� ������� �� ����� �� ���� T � ��� m ≥ 3
�� � ����� �������� ����� ��� µ̂T �� ��� �������� ������� ����� �� ��� �������� ���� T (1, 1,m)
������ �� ��� ��������� �� ����� ����� ����� ��� �������� ��������� C1 ��� C2� ��������� ����
�� T � d ���� �����

• �� ���� ����� ��� F ������ F �� �� ��� ����� �� ��������� ϕ �� C∞
b (Rd,R) ������ C∞

b (Rd ×
R,R)� ���� ���� ||ϕ||∞,∞ ≤ 1� ����

dF (µT , µ̂T ) + E1u(k) + Δ1/2
Tk
E1v (k) ≤ C1N

−1. ������

• �� ���� ����� ��� F ������ F �� �� ��� ����� �� ��������� ϕ �� C1
b (Rd,R) ������ C1

b (Rd×R,R)�
���� ���� ||ϕ||1,∞ ≤ 1� ����

dF (µT , µ̂T ) + E1u(k) + Δ1/2
Tk
E1v (k) ≤ C2N

−1/2. ������

�� ��������� ����� ���� F = {ϕ ∈ C1
b (Rd,R), s.t. ||ϕ||1,∞ ≤ 1}� ������ �� ��� ������

������������ ������� �������� ��� �������� dF �� ��� ��������� ������������� ���������

� ��������� ��������

���



�� ��������� ��������

�� ���� �������� �� ���������� ��� ��������� �������� �� �������� �� �� � ��� ����� ��� ����� ���
����� �������� �� ����������

�������� ��� d−����������� ��������� �� ��� �������� [0, 1] ���� �������� ����� ��

dXt = E (sin(Xt)) dt+ dBt

−dYt =
�
1 · cos(Xt)

2
+ E

�
(1 · sin(Xt)) exp(−Y 2

t )
��

dt− Zt · dBt,

����� (Bt)0≤t≤1 �� � d−����������� �������� ������� 1 �� � d−����������� ������ ������ ����
����� ����� �� ��� ��� ��� sin ��� cos ��������� ��� ������� ����������� ��������� ������� ����
X0 = 0� �� �� ������ ������� ���� � �������� ��� ��� ������� �������� �� X = B� ��� ������ �� ���
���������� ������ ���� �� ��� ������ �������� ��� ��� ������� ���������

���� ������� �� ��� �������� ����� ���� ��� �������� �������� ���������� ������������� ��
��� ��� ���������� ��� �� ����������� ���� ��� �����

���� ��� x ∈ Rd� �� �� φ(x) = 1 · cos(x)� �� ���� ����� ��� �������� �� ��� �������� ���� �� ���
������� ��

u(t, x) = 1 · cos(x)� ��� v(t, x) = − sin(x),
����� ������� ������� Yt = 1 · cos(Xt) ��� Zt = − sin(Xt)�

���� �� �� ��� �������� ��������� �� �� φ(x) := φ�(d−1/2(1 · x)) ����� φ� �� ��� ����������
�������� ������ ��� ��� y ∈ R ��

φ�(y) =





y +K �� y ∈ (−K, 0]
−y +K �� y ∈ (0,K]
0 ����������

�� ���� ����� ��� �������� �� ����� ��

u(t, x) = E
�
φ(Xx

T ) +

� T

t

�
1 · cos(Xt)

2
+ E

�
(1 · sin(Xt)) exp(−Y 2

t )
��

ds

�
.

����� ���������� �� ��� �������� ������ ����� ����

u(t, x) = U(t, d−1/2(1 · x)) + (1 · cos(x))
�
exp

�
t− 1
2

�
− 1
�

�����

U(t, y) =

�
1− t

2π

�
exp

�−(K + y)2

2(1− t)

�
+ exp

�−(K − y)2

2(1− t)

�
− 2 exp

� −y2
2(1− t)

��

+ (K + y)

�
F

� −y√
1− t

�
− F

�−K − y√
1− t

��
+ (K − y)

�
F

�
K − y√
1− t

�
− F

� −y√
1− t

��

��� F �� ��� ���������� ������������ �������� �� ��� �������� ������ ������������� ����
������ v(t, x) = Dxu(t, x)� ��� �� ������ ��� t < 1�

��� ����� �� ��������� ���

����� ���� ��� ��� ���������� ������� ��������� ��� ��������� �� ��� �������� �� ����� ��
���������� ���� ������� ���� �� �� d = 1�

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

����� ������� ���������

�� ��������� ��� ������� ��������� �� ��� ��� �������� �������� �� ����� � ��� � ��������� ��
����� ����� ���� ����� ������� �� ���� κ = 2 ��� κ = 3 ������������� ����� ��� ������ ���������
�� ��� ������� �������� �������� ��� ��� ��������� ������ ��������� �� ��� ���������� �� ��� ����
�� ����� ���������� ��� ���� ��������� ������ ��� ���� ������������� ����� ����� �� �� ���� ��
��� ��� ��� �������

�� ��� ���� ���� �� �������� ��� ���� ������������� ����� �� X ����� ��� �������� φ �� ����
��������� ������ �� ���� �� ����� ��� ��� ���� ����

max
k=1,...,N

|�µ̂Tk − µTk , cos�| ,

����� ��� ��� ���� ����� �� ����
|�µ̂Tk − µTk , φ�| ,

����� φ �� ��� ������ ���������� �������� ���� K = 0.6� �� ��� ������� ��� ������� ��� ���������
������� ��� ���� �� ����� �� ��� ��������� ��� ���� ���� �� �������� �� � ��������� ����� �� ������
��� ��� ������������� �� �� ����� ����� ���� �

6 9 12 15 18
N (steps)

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

m
a
x
E
(c
o
s(
X
))
−
E
(c
o
s(
X̂
)) Alg1; rate = -1.01

Alg2; rate = -2.02

Forward Error -uniform

6 9 12 15 18
N (steps)

10-4

10-3

10-2

10-1

m
a
x
E
(c
o
s(
X
))
−
E
(c
o
s(
X̂
)) Alg1; rate = -1.02

Alg2; rate = -2.02

Forward Error -decreasing

������ ���� ���� ������������� �� ��� ������� ��������� ��� ���������� ����� ��� ��� ����� �� � ������
���������� �� ��� ���� � �������

������ ��� ����� ��� �������� ���� �� ����������� ����� �� ���� ���� ��� ������� �����������
���� �� ��� ���� ���� ��� ��� �������������� ���� γ = 2 ��� ��� ���� ����� ���� ��� ���������
�� ��� ���� �� ����������� ��� ��� ������ ����� ��������� ����� ���� ������ �� �������� ������
���� ��� ��������� ����� ��� �������� ����� �� ����������� ��� ������� �� ���� ������

��������� ����� ��� ������ ����� ��� ������ �� ����� ��� ������ ����� ������ �� ��� ����
������� ���� � �������� ������������ ��� ��� ����� �������� ������ �� �������� ���� �� �� �����
���� ������� �� ��� ���������� �������� ��� �� ������ �� �� �� �� ����������� �� ������ ���� �
������ ����� �� ����������� ���� ��� ����� ����������� � ������ ������� ���������

����� �������� ���������

��� �� ����� ��� ��� ������������� �� ��� �������� ��������� �� �������� �����������

max
0≤k≤N−2; π∈Sκ(k)

���û1(Tk, X̂π
Tk
)− u(TkX̂

π
Tk
)
��� ��� max

0≤k≤N−2; π∈Sκ(k)

���û2(Tk, X̂π
Tk
)− u(TkX̂

π
Tk
)
��� ;

��� ���� ��� ���� ��� ���� ������ ����� �� �� K = 0.6 ��� ��� �������

���
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�����������������������

6 9 12 15 18
N (steps)

10-5

10-4

10-3

10-2

m
a
x
(∆

T
k
Z
−
Ẑ
)

Alg1; rate = -1.85

Alg2; rate = -2.96

Error : ∆ Tk
Z - SB

� � �� �� ��

���������

��
��

��
��

��
��

��
��

�
��
��

�
�

��
�
� �
��

������������������

������������������

����� � �
�
�

� � ��

������ ���� ���� ������������� �� ��� �������� ��������� ��� ���������� ����� ��� ��� ����� �� � ������
���������� �� ��� ���� � �������

��� ������� ��������� �� ��� �������� ������ �� �� ������ � ������ ����� ����������� ������
���� � �������� �� ����� ���� �� ������� �� ���� � ����� ��� ����� �� ����� �� ��� ������� ����
�� ����������� �� ��� �������� ����� �������� ��� ����� ����� ��� ����������� �� ����� ���� ���
����� � �������� ������� � ����� ����������� �� �� ������� �� ����� ��� ����������� ��� � ������
������ �� ������

�� ��� �� ����������� ���� ��� ��� ��������� ����� �� ������ ���� ��� �������� ����� ��
����������� ��� ���� ���������� ��� ������� ����� ��� ������ ��� ��������� ����������� ���� ��
�� �������� �� ��� ������� �������������� ������� ��� �������� �������� �� ��� ������ ����
���� ��� ������ ����� ������ ��� ��� ������ ������ �� ������ ���� �� ����������� ��� �������
��������� �� ��� ����� ������� ��� �� ��� ��� �� ������ ����� ������������ ���� �� �� ������ ����
��� ��� ��������� �����

�� �� ����������� �� ���� �� ��� �������� �� ��� ����� �������� ��������� Z� �� ���� ���� ��

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

�� ����� �� ��� ����

max
0≤k≤N ; π∈Sκ(k)

���v̂1(Tk, X̂π
Tk
)− v(TkX̂

π
Tk
)
��� ��� max

0≤k≤N ; π∈Sκ(k)

���v̂2(Tk, X̂π
Tk
)− v(TkX̂

π
Tk
)
��� .

��� ��� ����� �� ��� ������ �� ������ ��� ��� ��������� ���� ����� ������� �������� ����
����������� �� �������� �� ��� ������ ����� ���� �� �� ������ ���� ��� ��� ���� ����� �����
��� ����� ���������� �� ���� �� ����� ���� ��� ��������� ���� �� � ����������� �� ��� �����������
��������� �� ��� �������� �� ��� ������� �� ����������� �� ���� ����� ������ � ���� ��������
����� �������� ��������� ������ ����� ��

max
0≤k≤N ; π∈Sκ(k)

Δ
1/2
Tk

���v̂1(Tk, X̂π
Tk
)− v(TkX̂

π
Tk
)
��� ��� max

0≤k≤N ; π∈Sκ(k)
Δ
1/2
Tk

���v̂2(Tk, X̂π
Tk
)− v(TkX̂

π
Tk
)
��� .

��� �������� ���� �� ����������� �� ���� ���� �� ����� ��� ������������ ��� v̂1 ��� v̂2� �� ���
���� ����� �� ��� ����� �� ��� ����� �� û1, û2 ���� ������� �� u� �� ����� �� ��� ����������
����� �� ������ ���� ��� ��������� ����� ��� ��� ���� ��� ���� ����� ������ ��� �������� ������

��� ����� �� ������ ����������

�� �������� �� ���� ��� ��������� ����� ��� ���� ������ ���� , ���� ���� ���������� d = 2
��� d = 4� ��� ����� ������ �� �������� ���� ��� ���� ����� ������� ��� ��� ��� ����������
�������� ��������� �� ���� ����� ���� �������� �� ���� κ = 4 ��� κ = 6 �������������

������ ��� ����� ����� ���� �� �� �� ��� ��������������� ����� ��� ��������� ����� �� �������
����� ��� ��� ������� ��� �������� ��������� ��� �������� ���� ���� ��� ��� ���������� ������
��������� ��� ����� ����� ������� ���� �������� ���� ����������

��� ���� �� ���������� � ��� � ���� ��� �� ��� ������� ����������� �� ��� ������� ��� ��������
��� ������ �� �������� ������������� ���� �� ����� �� ��� ������ �� ���������� ��� ��� ���������
�� ��� �������� ������� ����������� ���� ����� ��� ���������� �������� �� ���� ���� �� �������
��� ������ �� ����� �� ��� ���� ��

�(nodes) =
(2d)n−1 − 1
2d− 1 ,

���� ��� ������� ������ �� ������ ���������� ��� ��������� ����� �� ������ ���� ���
���� ���������� ������ ��� ���������� ��� �� ��������� ������ ��� ��������� ����� ��� ����
�� �������� ����� ��� �������� ���������� ��� ������ �������� ����������� ����� ���������
�������� �������� ��� �� ��� ����� ����� �� � ���� �� �������������� �� ��� �������� ���� �������
�� ���������� ���� �� ��� ����

�(nodes) =
n�

i=1

id,

���� ���������� �� n ���� ��� ����� �� ��� ���������� ��������� �� ��� ��������� d�

� � ����� �� ������� �������� �� � ���� ����� ��������
����

�� ���� �������� �� ���� ���� �������� ����� ������� ���� ������� � ����� �� ������� ��������
�������� ���� ��� ������ �� ���� ���� ����� ��� �������� �� ���� � ��� ���� ��� �������� ��
��� ���������� ������� ���� �� �������� �� ��� ���� ���� ������������

���
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������ ���� ������� �� ��������� � ��� ��

��� ��� ���� �� ������������� �������� ��� �������� ��� ������� �� ������������ �� �� ������
������ � ����� ��������� �� ������ ������ �������� �� ��� ��������� ��������� �� ����� ��� �� ���
������� ���� �� ����� ������ ����� �������� �� ��� �� ������ ���������� ����� ���� ��� ��� �
������ �� ������ ���� �������� ����� ���� ������ �� ������ ���� � ������ ������� �� ���������
���� ��� ����� �� ��� ������������� ������ ����� �� ����� � ������� ���������� �� ��� ��������
������ ������ ��� ������� ��� ���� �� ��������� �� � ������� ���� �������� ���� T � �� � ������
���� ��������� ����� ��� ������� �� ��������� ��� ���� ���� ��� ������ ����� �� ����� ��� ����������

�� ������ ���� ��� ������ ������ �� ��� ������ ��� ����� ��� ����������� ���� �������� ��
������� ���� ������ �� ��� ���� �������� ������� �� ���� ����� ����� �� ������� �� ���� ���� ���

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

���� ���������� ��� ����� �������� ������ �� ��������� �� ���� �������� ��� ������� ������ ������
��������� �� ����� �� ������� ��� ����������� ��������� ������� �� ������� ����� �� � ���� ����
���� ���������� �� ��� ��������� �� �������� �� ��� ������ ������� �� ������� ��� ������ ��� �
������ ��������� ���� �� ��� ������ �� ������ ��� ������ ����� ��� ������� �� ������ ���� ������
���� ������������ �� �� ������� ��������� �� ��� ������ ������� ����� ��� ����� �� ��� �������� ��
��� ������ �������� �� ������� �� �� ��� ���� ���������� ��������� �� ��� ������������ �� ���
������ ������� ��� ��������� �� ��� ������� ������� �� �� �������� ��� ����� �� ��� ������ ���������

�� ���� ��������� �������������� � ����������� ������� �� ��� ��������� �������� ��� �����
�� ��������� � ������ �� ����� � ������ �������� ���� ������ �� ��� �������� ���� � ����������
����� �������� Xα �� �������� �� �� ����������� �� M ����������� ��������� ���� ������ ������ ��
��� �������� ���� ����� ��������� X1, . . . , XM � ��� ����� �������� ��� ����� ��





dX1
t = b(t,X1

t ,
1

M

M�

i=1

δXi
t
)dt+ σ(t,X1

t ,
1

M

M�

i=1

δXi
t
)dB1

t

���
���

dXM
t = b(t,XM

t ,
1

M

M�

i=1

δXi
t
)dt+ σ(t,XM

t ,
1

M

M�

i=1

δXi
t
)dBMt

dX1:M ;α
t = b0(t,X1

t , X
1:M ;α
t ,

1

M

M�

i=1

δXi
t
, µt, αt)dt+ σ0(t,X1

t , X
1:M ;α
t ,

1

M

M�

i=1

δXi
t
, µt, αt)dWt

X1
0 = . . . XM

0 = x, X1:M ;α
0 = x̄

����� (αt, t ≥ 0) �� � ������������� ���������� ������� ���� ����� �� A ⊂ R� {(B1
t , . . . , B

M
t )

T =
B̄t, t ≥ 0} �� �� M ������������ �������� ������ ��� (Wt, t ≥ 0) �� � ������������� ��������
������ �������� ���������� ���� B̄� ���� ����� �� ���� ���������� ��� ������ ������ ���� ���
�������� ��� �������� �� ��� ����� ��������

��� � ����� ������ �� ����������� �������� ��� ������ �� ���������� �� ��� ������ ������
������ 




dXt = b(t,Xt, µt)dt+ σ(t,Xt, µt)dBt
dX̄α

t = b0(t,Xt, X̄
α
t , µt, αt)dt+ σ0(t,Xt, X̄

α
t , µt)dWt

X0 = x, X̄α
0 = x̄

����� µt �� ��� ��� �� Xt ���� �� ���� ������ �� ��� ��������� �� �� ����� ������ ���� ���
������ ������ �� ���������� �� ���������� ��� ���� ����������

J(t, x, x̄, α) = E
�
g(Xt,x

T , X̄α;t,x̄
T , µT ) +

� T

0
f(s,Xt,x

s , X̄α;t,x̄
s , µs)ds

�
,

��� α ∈ A� ��� ��� �� ��� ������������� ���������� ������� α = (αt, t ≥ 0) ������ �� A ����
������������ ���� �� ��������� �� �� � ������ �� ������ �� ���� �� ����� ��� ��� ������� �����
�������� u(t, x, x̄) = inf{J(t, x, x̄, α), α ∈ A}� ����� ��� ���������� �������� ������ �������
�������� ��� u �����

0 =Dtu(t, x, x̄) +
1

2
Tr(āD2

x,x̄u(t, x, x̄)) + b(t, x, µt)Dxu ������

+H(t, x, x̄,Dxu, µt),

����

ā =

�
σσT σρ(σ0)T

σ0ρTσT σ0(σ0)T

�
, ρ = [B,W ]

���



�� �������������

��� ����� [·, ·] ������ ��� ��� ��������� ��������� ��� H �� ��� �����������

H(t, x, x̄, z, µt) = inf
α∈A

�
b0(t, x, x̄, µt, α)z + f(t, x, x̄, µt)

�
.

�� ���� ��� ������� ���� ��� ������������� �� ��� ��� �������� ���� ���� ���� �� ���� ��� � �������
������� �� ��� ��������� ������ ���� � ������������� ����� �� ����� �� ���� ���� u(t, x, x̄) = Y t,x,x̄t

����� Y t,x,x̄ �� ����� �� ��� ���������





dXt,x,x̄
s = b(s,Xt,x,x̄

s , µs)ds+ σ(s,Xt,x,x̄
s , µs)dBs

dX̄t,x,x̄
s = σ0(s,Xt,x,x̄

s , X̄t,x,x̄
s , µs)dWs

−dY t,x,x̄s = H(s,Xt,x,x̄
s , X̄t,x,x̄

s , Z̄t,x,x̄s , µs)− Z̄t,x,x̄s dWs + Zt,x,x̄dBs
Xt,x,x̄
t = x, X̄t,x,x̄

t = x̄, Y t,x,x̄0 = g(Xt,x,x̄
T , X̄t,x,x̄

T , µT ).

��� ������ ��� ������ ���� ��� ����������� H ���� ��� ������� ��� ����������� ���������
�� ���� ������� ��� ��� �������� �� ��� ��������� �������� ���� ������� ����������� ������ ���
�������� z�� �������� ���� ���������� ���� ����������� ��������� ���� ��� ���� ���������� ����
Z̄ ���� �� �������� ���� �� ������ ������ ���� ��� �������� ��������� g �� ������� ��� ������
��� ������ �� ���� ���� g �� ��������� ��� ��� �������� ������ ��������� ��������� ������ �����
�� �������� �� ���� ��������� ��� ��� ��������� � ������� ������ �� ����� �� ������� �� ���
�������� (Z, Z̄) �� (ψ(Z), ψ̄(Z̄))� ����� ψ, ψ̄ ��� ���������� ��������� ���� �� ���� ��� ����� ��
Z, Z̄ ������� ��� ����� ���������� �� �� ���� ��� ��� �������� �� ��� ���������� ������ � ��������
�� ��������� ������������� ��� �������� ��� �� ���� �� �� ����� ��� ���� ���������� ���� �����
�� ������ �� ������� ��� ��� ���������� ������� �� ���� ������ ��� ��������� ������� ���� ����
������� ��� ������ ����������� ��� ��� �� ������ ���� ��� ��������� ��������� �� ��

� �������������

�� ��� ��������� �� ��� � ����������� T0 = 0 < · · · < TN = T �� [0, T ]�

��������� ��������� �� ������ �� s ��� ������� s �→ s = Tk �� s ∈ [Tk, Tk+1)� k ∈
{0, · · · , N − 1}�

��� ��� ������ �� ����������� �������� η1 ��� η2� ��� ������� �� P η
1

��� P̃ η
2

��� ���������
���� ����� ��� ��� t < s �� [0, T ]� ��� ��� ���������� �������� g ���� Rd �� R ��� ��� ��� y �� Rd�

P η
1

t,sg(y) = E[g(Xt,y,η1

s )] ��� P̃ η
2

t,sg(y) = E[g(X̃t,y,η2

s )]

��� (Lη1s )t≤s≤T ��� (L̃η2s )t≤s≤T ����� ������������ ���������� ����� ��� ��� g �� C2(Rd,R)

Lη1s g(y) := V0(s, y, �η1s , ϕ0�) ·Dyg(y) +
1

2
Tr[V V T (s, y, �η1s , ϕ�)D2

yg(y)] ������

��� �� ��������� L̃η2s = Lη2s � ���� Xt,y,η1 ��� X̃t,y,η2 ��� ��� ���������� ��������� ��

dXt,y,η1

s =
d�

i=0

Vi

�
s,Xt,y,η1

s , �η1s , ϕi�
�
dBis, Xt,y,η1

t = y, ������

dX̃t,y,η2

s =
d�

i=0

Vi


s, X̃t,y,η2

s ,

q−1�

p=0

[(t− t)p/p!]�η2s , (L̃η
2
)pϕi�


 dBit, X̃t,y,η2

t = y. ������

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

�������� ��� �� ����� ��� �������� ���������� �� ��� �������� �������� Qµ̂� ��

Qµ̂t,sg(y) = EQt,s [g(X̃
t,y,µ̂
s )] ������

��� ��� t < s �� [0, T ] ��� ��� y �� Rd ��� ��� ��� ���������� �������� g ���� Rd �� R� ���� ����
��� ��� k �� {1, . . . , N}�

Qµ̂0,Tkg(x) = �µ̂Tk , g�.
����������� ���� ��� M �� ������ �� ������ ��� β ∈ M� �� ����� |β| = l �� β =

(β1, . . . , βl)� |β|0 := ����{i : βi = 0} ��� �β� := |β| + |β|0� ��������� |∅| = |∅|0 = �∅� = 0� ���
����� β �= ∅� �� ��� −β := (β2, . . . , βl) ��� β− := (β1, . . . , βl−1)� �� ��� β+ ��� �����������
�������� �� �������� ��� ���� ���������� �� β�

�� ���� ���������� ����� �� ��� ��� �� ������������� �� ������ �� ���� l ������� �� Al := {β ∈
M : �β� ≤ l}� �� ����� �� ���� ��� �������� ��� ∂A := {β ∈ M \ A : −β ∈ A}. �� ��� ������
����� ���� ∂Al ⊂ Al+2 \ Al�

����������� ������������ ��� ���������� ������������ ��� �� ����� ��� ������ ����� ��������

V(0) := ∂t + L,

��� ��� j = {1, . . . , d} ��� ��������

V(j) := Vj
∂

∂xj
.

������ �� ��������� �� ��� �������� �������� �� �� ��� ���� ���������� ��� ����� ����� ��� ���
����������� ��� ����� �β� ≤ l ��� �� ����� �����������

Vβg :=
�
g �� |β| = 0
Vβ1V−βg �� |β| > 0,

������

�������� ���� g : [0, T ] × Rd �→ R �� ������ ������� ������ ��� n ∈ N �� ������ �� Dnb � ���
����� �� ���� ��������� g ��� ����� Vβg ������ ��� �� ������� ��� ����� β ∈ An� ��� ��� ��������
g �� Dnb � �� ��� ��� ��� β ∈ An�

Dβg :=
∂

∂yβ1
· · · ∂

∂yβ|β|
g,

����� [∂/∂y0] ���� �� ���������� �� [∂/∂t]�

�������� ���������� ��� ��� ����������� β ��� ������� ������� g �� ����� ��� ��� t < s ∈
[0, T ] ��� �������� ��� �������� It,sβ [g] ����������� ��

It,sβ (g) =





g(τ) �� |β| = 0� s

t
Iρ,rβ−(g)dr �� |β| > 0 ��� βl = 0� s

t
It,rβ−(g)dB

βl
r �� |β| > 0 ��� βl > 0

�� ���� ����� It,sβ := It,sβ (1)�

��� �������� �������� �� ���� ���������� �� ��������� �� ���������� ���������� ���� �� ��
�������� �� ������ ������� ���� ������� ���� ��� ���������� ��� ����� ������� ������ �� ��������
��������� �� ����� ������ ��� ��� �� ����� �������� ��� ��� ����������� �� �����

���



�� ����� �� ������� ��� ����� ����

����� ���� ��� t < s ∈ [0, T ] ��� y ∈ Rd� ��� n ∈ N∗ ��� ��� g �� Dn
b ����� ��� ���� ������ ��

����������� �������� η �� Rd� �� ���� ���� �� ���������� ��������� �� ����� n� ���� ��

g(s,Xt,y,η
s ) = g(t, y) +

�

β∈An

Vβg(t, y)It,sβ +
�

β∈∂An

It,sβ [Vβg(., Xt,y,η
. )]

����� (Xt,y,η
s , t ≤ s ≤ T ) �� ��� �������� �� �������

��� ��������� ����� �� � ���������� ���� �� � ������ �� ����� �� ������� ���� ����������� ��
����� ������� ��� ����������� �����������

����� ���� ��� β ∈ M� ��� ��� t1 < t2 ∈ [0, T ]� ���� ��� ��� ������� ��� ����������
��������� g1 ��� g2 �� [t1, t2] ����� ������ � �������� ��������� ���� �� β ��� i ���� ����

E
�
It1,t2β (g1)I

t1,t2
(i) (g2)

��Ft1
�
≤ 1{(β)+=i}C(β, i)(t2 − t1)

(||β||+1)/2 sup
t1≤s≤t2

|g1(s)| sup
t1≤s≤t2

|g2(s)|,

E
�
It1,t2β (g1)I

t1,t2
(0,i) (g2)

��Ft1
�
≤ 1{(β)+=i}C

�(β, i)(t2 − t1)
(||β||+3)/2 sup

t1≤s≤t2
|g1(s)| sup

t1≤s≤t2
|g2(s)|.

� ����� �� ������� ��� ����� ����

��� ���� �� ����������� �� ��� ������� �������������� ����� �� ������

���� �� ����� ��� ������������� ����� �� ��� ������� ���������� ��� η �� � ����� ������ ��
����������� �������� �� Rd� �� ���� ��� ��������� ������������� �� ��� ������

(PT0,TN −Qµ̂T0,TN )φ(x) = (PT0,TN − P ηT0,TN )φ(x) +Qµ̂T0,TN−1
(P ηTN−1,TN

−Qµ̂TN−1,TN
)φ(x)

+Qµ̂T0,TN−2
P ηTN−2,TN

φ(x)−Qµ̂T0,TN−1
P ηTN−1,TN

φ(x)

+Qµ̂T0,TN−3
P ηTN−3,TN

φ(x)−Qµ̂T0,TN−2
P ηTN−2,TN

φ(x)

���

+P ηT0,TNφ(x)−Qµ̂T0,T1P
η
T1,TN

φ(x)

= (PT0,TN − P ηT0,TN )φ(x) + (P
η
T0,T1

−Qµ̂T0,T1)P
η
T1,TN

φ(x)

+
N−1�

j=1

Qµ̂T0,Tj

�
(P ηTj ,Tj+1

−Qµ̂Tj ,Tj+1
)P ηTj+1,TN

φ(x)
�
,

�� �����

(PT0,TN −Qµ̂T0,TN )φ(x) = (PT0,TN − P ηT0,TN )φ(x) + (P
η
T0,T1

−Qµ̂T0,T1)P
η
T1,TN

φ(x)

+
N−2�

j=1

Qµ̂T0,Tj

�
(P ηTj ,Tj+1

−Qµ̂Tj ,Tj+1
)P ηTj+1,TN

φ(x)
�

+Qµ̂T0,TN−1

�
(P ηTN−1,TN

−Qµ̂TN−1,TN
)φ(x)

�

���� ��� ��� ������ ����� �� ���������� �� � ��� �� ����� ������ ������ �� ��� ��� �� ������ �� ����
���������� ����� ����� ������ ��� �� ���� ������ ��� �� ����� ��� ��������

ψ(Tk, x) := P ηTk,TNφ(x). ������

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

�� ��������� ���� ��� ��� t �� [0, T )� y �→ ψ(t, y) �� C∞
b � ������� ���� �������� ��� �� ���� �� ���

�������� �� ��� ��� �
∂tψ(t, y) + Lηψ(t, y) = 0, �� [0, T ]× Rd
ψ(T, y) = φ(y)

������

����� �� ���� Tk� ����� Lη �� ������ �� ������� ��� ����� ������� ���� ����� ����� �� ����
�������� ΔTk , k = 1, · · · , N − 1� ��� ����� ����� (P ηTk,Tk+1

−Qµ̂Tk,Tk+1
)ψ(Tk+1, x) �� ��������� ��

(P ηTk,Tk+1
−Qµ̂Tk,Tk+1

)ψ(Tk+1, x) = (P ηTk,Tk+1
− P̃ µ̂Tk,Tk+1

)ψ(Tk+1, x) ������

+(P̃ µ̂Tk,Tk+1
−Qµ̂Tk,Tk+1

)ψ(Tk+1, x). ������

����� ������ ��� �� ��������� �� � ������ ��� ����� ����� ���� ��� � ���� �� ���� ����� ������ ����
�� ������������� ������ �� ��� ����� ���� �� ���� k� ��� ������� µTk �� ������������ �� ���
�������� ��� µ̂Tk � ����� ������ �� � �������� �������� ����� �� ��� ����� ��� �� �����

(PT0,TN −Qµ̂T0,TN )φ(x)

= (PT0,TN − P ηT0,TN )φ(x)

+(P ηT0,T1 − P̃ µ̂T0,T1)ψ(T1, x) +

N−2�

j=1

Qµ̂T0,Tj

�
(P ηTj ,Tj+1

− P̃ µ̂Tj ,Tj+1
)ψ(Tj+1, x)

�

+(P̃ µ̂T0,T1 −Qµ̂T0,T1)ψ(T1, x) +
N−2�

j=1

Qµ̂T0,Tj

�
(P̃ µ̂Tj ,Tj+1

−Qµ̂Tj ,Tj+1
)ψ(Tj+1, x)

�

+Qµ̂T0,TN−1

�
(P ηTN−1,TN

−Qµ̂TN−1,TN
)φ(x)

�

�� ���� ��� ��� ��������� �������

����� ���� ����� ������ � �������� �������� C(T, V0:d) ��������� �� ��� ���������� �� ��� V0:d ���
�� T ���� ����� ��� ��� y �� Rd� ��� ��� ������ �� ����������� �������� η� ��� ��� k ∈ {1, · · · , N−1}�
��� ����

���(P ηTk,Tk+1
− P̃ µ̂Tk,Tk+1

)ψ(Tk+1, y)
���

≤ C(T, V0:d)||ψ(Tk+1, .)||2,∞
d�

i=0

� Tk+1

Tk

������
�ηt, ϕi� −

q−1�

p=0

[(t− Tk)
p/p!]�ηTk , (Lη)pϕi�

������
dt

+C(T, V0:d)||ψ(Tk+1, .)||2,∞
d�

i=0

q−1�

p=0

[ΔpTk+1
/p!]
����ηTk , (Lη)pϕi� − �µ̂Tk , (Lµ̂)pϕi�

��� .

������ �� ������ ��� ����� �� �������� ����� ���� �� y �→ ψ(Tk, y) ��� ���� k ∈ {0, · · · , N −
2}�

����� ���� ����� ������ � �������� �������� C(T, V0:d, d,m) ��������� �� ��� ���������� �� ���
V0:d �� ��� ��������� d ��� ��� �������� ����� m ���� ����� ��� ��� y �� Rd� ��� ��� ������ ��
����������� ������� η� ��� ��� k ∈ {0, · · · , N − 1}� ��� ����

���(P̃ µ̂Tk,Tk+1
−Qµ̂Tk,Tk+1

)ψ(Tk+1, y)
��� ≤ C(T, V0:d, d,m)

m+2�

l=m+1

||ψ(Tk+1, ·)||l,∞Δ
l
2
Tk+1

.

���



�� ����� �� ������� ��� ����� ����

������ ��� ����� �������� �� �������� ����� ���� ���� µ̂ �� ��� �������� y ∈ Rd �→ ψ(Tk, y) ���
���� k ∈ {1, · · · , N − 1}�

����� �� �������� ��������� �� ������ ��� ��� ��� �� ��� ����� ��������� �� ������ �����

���(PT0,TN −Qµ̂T0,TN )φ(x)
��� ������

≤ C(T, V0:d)

N−1�

j=0

||ψ(Tj+1, ·)||2,∞
� Tj+1

Tj

d�

i=0

������
�ηt, ϕi� −

q−1�

p=0

[(t− Tk)
p/p!]�ηTj , (Lη)pϕi�

������
dt

+C(T, V0:d)

N−1�

j=0

||ψ(Tj+1, ·)||2,∞
q−1�

p=0

Δp+1Tj+1

d�

i=0

����ηTj , (Lη)pϕi� − �µ̂Tj , (Lµ̂)pϕi�
���

+C(T, V0:d, d,m)
N−1�

j=0

m+2�

l=m+1

||ψ(Tj+1, ·)||l,∞Δ
l
2
Tj+1

+
���(PT0,TN − P ηT0,TN )φ(x)

���

�� �� ���� ��� �������� ����� ��� ��� ������ �� ����������� �������� η� ��� ��� ����� �� ���
����� �� �� ���� ���� �� ��� �������� ������ η = µ� ���� ��� ��� ��� �� ��� �������� �� ��� �������
��������� �� ������ �� ���� ���� ��� ��� ���������� �������� g�

�η·, g� = �µ·, g� = E[g(Xx
· )].

����� ������ ��������

���(PT0,TN −Qµ̂T0,TN )φ(x)
��� ������

≤ C(T, V0:d)
N−1�

j=0

||ψ(Tj+1, ·)||2,∞
� Tj+1

Tj

d�

i=0

������
E [ϕi(Xx,µ

t )]−
q−1�

p=0

[(t− Tk)
p/p!]E

�
(Lµ)pϕi(Xx,µ

Tj
)
�
������
dt

+C(T, V0:d)
N−1�

j=0

||ψ(Tj+1, ·)||2,∞
q−1�

p=0

Δp+1Tj+1

d�

i=0

���E
�
(Lµ)pϕi(Xx,µ

Tj
)
�
− E

�
(Lµ̂)pϕi(X̂x,µ̂

Tj
)
����

+C(T, V0:d, d,m)
N−1�

j=0

m+2�

l=m+1

||ψ(Tj+1, ·)||l,∞Δ
l
2
Tj+1

����� Ps,t = Pµs,t ��� ��� s < t ∈ [0, T ]� �� ���������� ��� �� �����

����� ���� ��� ��� k ∈ {0, · · · , N −1}� ��� ��� ��� t �� [Tk;Tk+1) ����� ������ � �������� ��������
C(d, V0:d) ���� �����

� Tk+1

Tk

d�

i=0

������
E [ϕi(Xx,µ

t )]−
q−1�

p=0

[(t− Tk)
p/p!]E

�
(Lµ)pϕi(Xx,µ

Tk
)
�
������
dt ≤ C(d, V0:d)�ϕ�2q,∞Δq+1Tk+1

������ ���� ������� �� ���������� ��������� �� ����� q �� ϕi(X
XTk

,µ) ��� ���� i = 0, · · · , d ���
��� ��� k �� {0, · · · , N − 1}�

����������

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

���(PT0,TN −Qµ̂T0,TN )φ(x)
��� ������

≤ C(T, V0:d)

N−1�

j=0

||ψ(Tj+1, ·)||2,∞
q−1�

p=0

Δp+1Tj+1

d�

i=0

���(PT0,TN −Qµ̂T0,TN )L
pϕi(x)

���

+C(T, V0:d, d)�ϕ�2q,∞
N−1�

j=0

||ψ(Tj+1, ·)||2,∞Δq+1Tj+1

+C(T, V0:d, d,m)

N−1�

j=0

m+2�

l=m+1

||ψ(Tj+1, ·)||l,∞Δ
l
2
Tj+1

.

������ �� �������� ������ �� ����� ����� ��� ��� n �� N� �� ���� ��� ��������� ����� �� ���
�������� ���� �� ��� ����������� �� ψ �� �� ����� n�

||∇nyψ(t, ·)||∞ ≤ C(T, V0:d)||φ||n,∞. ������

�� �������� ���� ����� �� ������ �� ���

���(PT0,TN −Qµ̂T0,TN )φ(x)
���

≤ C(T, V0:d)||φ||2,∞
N−1�

j=0

q−1�

p=0

Δp+1Tj+1

d�

i=0

���(PT0,Tj −Qµ̂T0,Tj )L
pϕi(x)

���

+C(T, V0:d, d,m)(||φ||2m+2,∞ + ||ϕ||2q,∞)
�
1

N

�q∧(m−1)/2
.

�� ������ �� �������� ���� ��� ���� �� ��� ����� ���� ���� �� ���������� �� ����� �� ��� �������
������� ����� ������� ������ �� ��� ��������� Lpϕi, i = 1, · · · , d, p = 0, · · · , q − 1� ���� ���� 0 ��
j ��� ��� j �� {1, · · · , N − 1}� �� �������� ��� �������� �� ��� ��������� ���� ����� ����� ������
���� ��� ��� ��� ������ φ ������ ������� ��� ��� ��� φ = ϕ0� ��� ��� ��� �������� �������� �����
�� ��� ��� ��������� ����� �� ϕ0�

���(PT0,TN −Qµ̂T0,TN )ϕ0(x)
��� ≤ C(T, V0:d,m, ||φ||m+2,∞, ||ϕ||2q,∞, ||ϕ0||2q+m,∞)

�
1

N

�q∧[(m−1)/2]

×
�N−1�

j=0

q−1�

p=0

Δp+1Tj+1

d�

i=1

���(PT0,Tj −Qµ̂T0,Tj )L
pϕi(x)

���

+
N−1�

j=0

q−1�

p=1

Δp+1Tj+1

���(PT0,Tj −Qµ̂T0,Tj )L
pϕ0(x)

���
�

�� �� ����� ����� �� ��������� ���� �������� ������ �� ������� φ = ϕ1 ��� ���� φ = ϕ2�. . .� φ = Lϕ0�
������� �� �������

���(PT0,TN −Qµ̂T0,TN )φ(x)
��� ≤ C(T, V, d, q,m, ||φ||m+2,∞, ||ϕ||2q+m,∞)

�
1

N

�q∧[(m−1)/2]
.

���� ��������� ��� ����� ������ �� ���� T � ���� ����� ���������� �� ������ ������ ���� ���
�������� ����� ��� ��� Tk� k = 1, . . . , N �

���



�� ����� �� ������� ��� ����� ����

��� ���� �� ����������� ��� ��� �������� �������������� ����� �� ������ ���
������

���� �� ����� ��� ������������� ����� �� ��� �������� ���������� ������ ���������� ��� ������
�� ��������� ���� ���������� ��� �� ����� ��� �������� ������������ �� Θ̂k+1,k, Θ̂k ��� ζ̂k �����
�� ���� � �� ��������� � ��� ����� ��� �� ��� �� �� ��������� �� ��� ��� ������ �� �����������
�������� η �� ���

Θηk(y) := (Tl, y, u(Tk, y), v(Tk, y), �ηTk , ϕf [·, u(Tk, ·)]�) , ������

Θ̄η
1,η2

k+1,k(y) :=
�
Tk+1, X

Tk,y,η
1

Tk+1
, u(Tk+1, X

Tk,y,η
1

Tk+1
), v(Tk, y), �η2Tk , ϕf [·, u(Tk, ·)]�

�
,

���

ζk = 4
BTk+1

−BTk
ΔTk+1

− 6
� Tk+1

Tk
(s− Tk)dBs

Δ2
Tk+1

.

��� ����� ���� ����������� ��� ���������� �� ��� �������� u� ���� ����� ����� ��� ��� t ∈ [0, T )�
��� �������� y ∈ Rd �→ u(t, y) �� C∞

b ���� ������� ������ �� ����� �� ��� �������� ���� ��� ����
��������� ������ �������� ��� ������ ������ �� ���� ��� ���� �� �� ��� ��������� ������ ��
���� ����� �� ��� �������� ���������� �� ���� ����� ���� �� u ��� ��� ����������� �� ���� � ���
���� ��� ����� �� ��������� ��� ��� �������� �����

��������� �� ���� ������ ��� ����� ����� �� ��� ���� y �→ f(·, y, u(·, y),Vu(·, y), ·)� ����
�������������� ���� � ����� ��� ������ ������� ��� ������� �� ��� ����������� �� u ���� �������
�� ��� ����� ��������� ������� ��� rth �������������� �� f �������� � ������� �� �� ���� r + 1
����������� �� u� �� ���� ����� �� ��� ����� �� ��� ����������� ���� ������ �� ��� ������ ��
��������� ��� ��� �� �������� �������� ��� ����� ����� ��� �� ���� ���� �� ����� �� r� I(l, r) =
{I = (I1, . . . , Il) ∈ {1, . . . , r}l :

�

j

Ij ≤ r}� ��� ����� ��� ���������

Mu(r, s) :=

r�

l=1

�

I∈I(l,r)

l�

j=1

||u(s, .)||Ij ,∞. ������

��� ����� �� ��� ����� �� ����������� ��� ��� ���� ����� ��������� ���������� ���

��� k ∈ {1, . . . , N − 1}� �� ���� ����� ��� ����� ������� u ��� û1 �� ��������

u(Tk, X̂
π
Tk
)− û1(Tk, X̂

π
Tk
) = u(Tk, X̂

π
Tk
)− E

�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
) + ΔTk+1

f(Θ̄µ,µk+1,k(X̂
π
Tk
))

�
������

+E
�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
) + ΔTk+1

f(Θ̄µ,µk+1,k(X̂
π
Tk
))

�
������

−EQTk,Tk+1

�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
) + ΔTk+1

f(Θ̄µ̂,µk+1,k(X̂
π
Tk
))

�

+EQTk,Tk+1

�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
)− û1(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
) ������

+ΔTk+1

�
f(Θ̄µ̂,µk+1,k(X̂

π
Tk
))− f(Θ̂π,1k+1,k)

��
.

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

���������� �� ��� ������ ��� ����� ������� v ��� v̂1 ���

ΔTk+1

�
v(Tk, X̂

π
Tk
)− v̂1(Tk, X̂

π
Tk
)
�

= ΔTk+1
v(Tk, X̂

π
Tk
)− E

�
u

�
Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1

�
ΔBTk+1

�
������

+E
�
u

�
Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1

�
ΔBTk+1

�
− EQTk,Tk+1

�
u

�
Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1

�
ΔBTk+1

�
������

+EQTk,Tk+1

��
u

�
Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1

�
− û1

�
Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1

��
ΔBTk+1

�
. ������

����� �� ���� ����� ��� ������������� ����� �� ��� �������� ��������� ��� �� �������� ���
� ���� ���� ������ ��� ������� ������������� �� ������ ������� � ������ ����� ������ ��� �������
������������� �� ����������� �������� ������ ��� ��� �� ������ �� ��� ���� �������� �� ��� ����
���� ����� ������ �� ������� ��� � ��� � ����� ����� ������ ��� ������� ����� ��� �����������
�������

��� �� ������� ��� ��� ����� ������ �� ���� ����� ���������� ���� ������ ��� �������
�������� ��� ����������� ������� ���� ����� �� ���������� �� � ����� ������������� ������
���� ���� ��� ���� ������� ����� �� ���� ������ ��� �������� �� ��� ����� �� ���� k� E1u(k) ������
�� ������ ��� �������� ���� � �������� ���������

��� ���� ����� ����� ����� ��� ������ �� ��� ������ �������

����� ���� ����� ������ � �������� C ��������� �� ��� ���������� �� V0:d ��� f ���� ��� �� k�
���� ���� ��� ������ ������ ������ ��� ������ ��� ������� ���

����u(Tk, X̂π
Tk
)− E

�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
) + ΔTk+1

f(Θ̄µ,µk+1,k(X̂
π
Tk
))

����� ≤ C sup
s∈[Tk,Tk+1]

||u(s, ·)||4,∞Δ2
Tk+1

����ΔTk+1
v(Tk, X̂

π
Tk
)− E

�
u

�
Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1

�
ΔBTk+1

����� ≤ C sup
s∈[Tk,Tk+1]

||u(s, ·)||3,∞Δ2
Tk+1

������ ��� ����� �� ��� ���� �������� ������� ���� � ������ ����� ���������� ���������� ��������
����� ��� ���� n = 2 �� u ��� ������ ��� ����������� ����� ���

E
�
u(Tk+1, X

Tk,y,µ
Tk+1

)
�
= u(Tk, y) + ΔTkV(0)u(Tk, y) +

�

β∈∂A2

E
�
I
Tk,Tk+1

β [Vβu(·, XTk,y,µ· )]
�

������

��� �������� ����� ����� ��� ���� n = 1 �� V(0)u ��� ������ ��� ����������� ������

E
�
V(0)u(Tk+1, XTk,y,µ

Tk+1
)
�
= V(0)u(Tk, y) +

�

β∈∂A1

E
�
I
Tk,Tk+1

β [VβV(0)u(·, XTk,y,µ· )]
�
. ������

���� ���� ���� ����� u �� ��� �������� �� ��� ����� �� ���� f = −V(0)u� �� ����� �� ���������
������� ������ ��� �������� �� ����� ���� �� ������

����u(Tk, X̂π
Tk
)− E

�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
) + ΔTk+1

f(Θ̄µ,µk+1,k(X̂
π
Tk
))

�����

≤ 2
�

β∈∂A2

E
�
I
Tk,Tk+1

β [Vβu(·, XTk,y,µ· )]
�

≤ C(T, V0:d, f) sup
s∈[Tk,Tk+1]

||u(s, ·)||4,∞Δ2
Tk+1

.

���� ��������� ��� ����� �� ��� ���� ��������� ��� ����� �� ��� ������ �������� �� �������� ��
���� ����� �� ���������� ��������� �� ����� ��� ���� n = 1 �� u� ����� �� �������� ����

���



�� ����� �� ������� ��� ����� ����

ΔBTk+1
= (I

Tk,Tk+1

(1) , . . . , I
Tk,Tk+1

(d) )T ��� �� ����������� �� I
Tk,Tk+1

(j) ��� �������� ��������� �� u�
��� ������ ��� ����������� ������ ������ �� ����� �������

E
�
u(Tk+1, X

Tk,y,µ
Tk+1

)I
Tk,Tk+1

(j)

�
= V(j)u(Tk, y)ΔTk+1

+
�

β∈∂A1

E
�
I
Tk,Tk+1

β [Vβu(·, XTk,y,µ· )]I
Tk,Tk+1

(j)

�
,

��� j = 1, . . . , d ��� ����� ��� ���� ���� �� ��� ����� ���� ���� �� ��� ������� ������� ���
���������� ���������� ��� ���� ���� �� ���������� �� ����� ����� ���� ��������� ���� ��� j���
��������� �� ��� �������� v �� ����� �� V(j)u ��� ���������� ��� ����� �� ������ ��� ������
�����������

�� ��� ���� �� ����� ��� �������� ���� ����� ����� ������ ��� ������� ���� �� ����������
���

����� ����� ����� ����� ��� ��������� C� ��������� �� d� q� T � m� ��� ��� ���������� �� V0:d
��� ϕ0:d ���� ��� �� k�� ��� C �� ��������� �� �������� �� ��� ���������� �� f � ���� �����

����E
�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
) + ΔTk+1

f(Θ̄µ,µk+1,k(X̂
π
Tk
))

�
− EQTk,Tk+1

�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
) + ΔTk+1

f(Θ̄µ̂,µk+1,k(X̂
π
Tk
))

≤ C

�
||u(Tk+1, ·)||2,∞

�
Δq+1Tk+1

+ΔTk+1
N−[(m−1)∧2q]/2

�
+ ||u(Tk+1, ·)||m+1,∞Δ

(m+1)/2
Tk+1

+||u(Tk+1, ·)||m+2,∞Δ
(m+2)/2
Tk+1

�
+ C �

�
Mu(2, Tk+1)

�
Δq+1Tk+1

+ΔTk+1
N−[(m−1)∧2q]/2

�

+Mu(m+ 1, Tk+1)Δ
(m+1)/2
Tk+1

+Mu(m+ 2, Tk+1)Δ
(m+2)/2
Tk+1

�

����E
�
u

�
Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1

�
ΔBTk+1

�
− EQTk,Tk+1

�
u

�
Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1

�
ΔBTk+1

�����

≤ C

�
||u(Tk+1, ·)||3,∞

�
Δq+1Tk+1

+Δ2
Tk+1

N−[(m−1)∧2q]/2
�
+ ||u(Tk+1, ·)||m,∞Δ(m+1)/2

Tk+1

+||u(Tk+1, ·)||m+1,∞Δ
(m+2)/2
Tk+1

�

������ ���� ���� ��� rth ���������� �� ��� �������� y �→ f(·, y, u(·, y), ·, ·) �� ������� �� C �Mu(r, ·)
������ �� ������� ����� ��� ����� �� ��� ���� ��������� ������� ���� ������ �� ����� ���� �������
�� u ��� f ��� ��� ������ ��������� ���� ������ �� ����� ���� ������� �� u�

�������� �� �������� �� ��� ����������� ����� ������ �� ����� ���

����� ����� ����� ������ � �������� C ��������� �� d� q� T � m� ��� ��� ���������� �� V0:d ���
ϕ0:d ���� ��� �� k� ���� �����

����EQTk,Tk+1

�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
)− û1(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
) + ΔTk+1

�
f(Θ̄µ̂,µk+1,k(X̂

π
Tk
))− f(Θ̂π,1k+1,k)

������

≤ (1 + CΔTk+1
)E1u(k + 1) + C

�
||u(Tk+1, ·)||m+2,∞ΔTk+1

N−[(m−1)/2]∧q

+||u(Tk+1, ·)||3,∞
�
Δ2
Tk+1

+Δq+1Tk+1
+Δ2

Tk+1
N−[(m−1)∧2q]/2

�

+||u(Tk+1, ·)||m+1,∞Δ
(m+1)/2
Tk+1

+ ||u(Tk+1, ·)||m+2,∞Δ
(m+2)/2
Tk+1

�

������ ��� �� ����� �� ��������� ��� f ����� �� ��� ���� ��� ���� ����� ������� ���� �����
����� ����� ������ �������� Ψ1,Ψ2,Ψ3� ������������ ������� �� �∂y�f�∞� �∂zf�∞ ��� �∂wf�∞

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

������ ������� ��������� �� ���� �������� �� Θ̂π,1k+1,k ��� Θ̄µ̂,µk+1,k ���� �����

ΔTk+1

�
f(Θ̄µ̂,µk+1,k(X̂

π
Tk
))− f(Θ̂π,1k+1,k)

�

= ΔTk+1
Ψ1

�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
)− û1(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
)

�
+ΔTk+1

Ψ2

�
v(Tk, X̂

π
Tk
)− v̂1(Tk, X̂

π
Tk
)
�

+ΔTk+1
Ψ3

�
�µTk+1

, ϕf [·, u(Tk+1, ·)]� − �µ̂Tk+1
, ϕf [·, û1(Tk+1, ·)]�

�
.

���� �� ��� ��� ��� ����� ��������� ������� ������ ��� ������ ��ΔTk+1

�
v(Tk, X̂

π
Tk
)− v̂1(Tk, X̂

π
Tk
)
�

�������� ���� ��� ������ ��������� �� ������ ��� ��� ���� �� ���
����EQTk,Tk+1

�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
)− û1(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
) + ΔTk+1

�
f(Θ̄µ̂,µk+1,k(X̂

π
Tk
))− f(Θ̂π,1k+1,k)

������

≤
����EQTk,Tk+1

��
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
)− û1(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
)

�
(1 + Ψ1ΔTk+1

+Ψ2ΔBTk+1
)

�����

+C||u(Tk+1, ·)||3,∞
�
Δ2
Tk+1

+Δq+1Tk+1
+Δ2

Tk+1
N−[(m−1)∧2q]/2

�
+ C||u(Tk+1, ·)||m+1,∞Δ

(m+1)/2
Tk+1

+C||u(Tk+1, ·)||m+2,∞Δ
(m+2)/2
Tk+1

+ΔTk+1
�∂wf�∞

���µ− µ̂Tk+1
, ϕf [·, u(Tk+1, ·)]�

��

+ΔTk+1
�∂wf�∞

���µ̂Tk+1
, ϕf [·, u(Tk+1, ·)]− ϕf [·, û1(Tk+1, ·)]�

�� . ������

���� ���� ���� ��� ������� ������ ������ �� ������� ���� �� ����

ΔTk+1
�∂wf�∞

���µ− µ̂Tk+1
, ϕf [·, u(Tk+1, ·)]�

�� ≤ C(||u(Tk+1, ·)||m+2,∞)ΔTk+1
N−((m−1)∧2q)/2,

������
����� ����� ��� ���������� �� ϕf ��� ��� ��������� �� µ̂ ������

ΔTk+1
�∂wf�∞

���µ̂Tk+1
, ϕf [·, u(Tk+1, ·)]− ϕf [·, û1(Tk+1, ·)]�

�� ≤ C �ΔTk+1
E1u(k + 1). ������

��� ����� ������� �� �������� ��� ��������������� ���������� �� ��� ���� ���� �� ��� �����
���� ���� �� ������ ��� �������� ������ ��� ������ �� �������

�� ��� ��� ������� ��� ����� ����� �� ���� k� �� �������� ��� ��������� ���� ������ ����
���� ��� ���� �� ��� ��������� ������� ������ ��� ������ �� u− û �� ������ �����

E1u(k) ≤
�
1 + CΔTk+1

�
E1u(k + 1) + �̄(k + 1), ������

����

�̄(k + 1) = C

�
sup

s∈[Tk;Tk+1]
||u(s, ·)||2,∞Δ4

Tk+1
+ ||u(Tk+1, ·)||2,∞ΔTk+1

N−[(m−1)∧2q]/2

+||u(Tk+1, ·)||m+1,∞Δ
(m+1)/2
Tk+1

+ ||u(Tk+1, ·)||m+2,∞Δ
(m+2)/2
Tk+1

+||u(Tk+1, ·)||3,∞
�
Δ2
Tk+1

+Δq+1Tk+1
+Δ2

Tk+1
N−[(m−1)∧2q]/2

��
������

+C �
�
Mu(m+ 1, Tk+1)Δ

(m+1)/2
Tk+1

+Mu(m+ 2, Tk+1)Δ
(m+2)/2
Tk+1

+Mu(2, Tk+1)
�
Δq+1Tk+1

+ΔTk+1
N−[(m−1)∧2q]/2

��
.

����� ���� � �� ���� ���� ����� ���� ���� ��� ��� n ∈ N∗ ����� ������ � �������� K�
��������� �� ��� ���������� �� V0:d ��� φ� ���� ���� ��� ��� k ∈ {0, · · · , N − 1}�

Mu(n, Tk+1) + sup
s∈[Tk,Tk+1]

||u(s, ·)||n,∞ ≤ K.

���



�� ����� �� ������� ��� ����� ����

���������� ���������� ����� ������� �� ������ ��� ��� ��������� �� ΔTk �������

E1u ≤ CN−1. ������

��������� ������ ��� ��� ���� ��� ��������� ������� ������ ��� ������ ���� �����

ΔTk+1
E1v (k + 1) ≤ C

�
sup

s∈[Tk,Tk+1]
||u(s, ·)||Δ2

Tk+1
+ ||u(Tk+1, ·)||3,∞

�
Δq+1Tk+1

+Δ2
Tk+1

N−[(m−1)∧2q]/2
�

+ ||u(Tk+1, ·)||m+1,∞Δ
(m+1)/2
Tk+1

+ C||u(Tk+1, ·)||m+2,∞Δ
(m+2)/2
Tk+1

�
+Δ

1/2
Tk+1

E1u(k + 1),

����� �������� ���� ������ �����

Δ
1/2
Tk
E1v ≤ CN−1,

��� ��� ������ ������

��� ����� �� ��� ����� �� ����������� ��� ��� ������ ����� ��������� ���������� ���

��� k ∈ {0, . . . , N − 2}� �� ��� ������ �� ������ ��� ������ �� ��� u ��� v ��������������
���

u(Tk, X̂
π
Tk
)− û2(Tk, X̂

π
Tk
) = EQTk,Tk+1

�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
)− û2(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
)

�

+
1

2
ΔTk+1

EQTk,Tk+1

�
f(Θµk+1(X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
))− f(Θ̂π,2k+1)

�
������

+
1

2
ΔTk+1

[f(Θµk(X̂
π
Tk
))− f(Θ̃πk)] ������

+ �sû2,k(π) + �cû2,k(π),

�����

�sû2,k(π) = u(Tk, X̂
π
Tk
)− E

�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
) +

ΔTk+1

2

�
f(Θµk(X̂

π
Tk
)) + f(Θµk+1(X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
))

��

������

�cû2,k(π) = E
�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
)

�
− EQTk,Tk+1

�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
)

�

+
ΔTk+1

2

�
E
�
f(Θµk+1(X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
))

�
− EQTk,Tk+1

�
f(Θµk+1(X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
))

��
. ������

���������� �� ����

v(Tk, X̂
π
Tk
)− v̂2(Tk, X̂

π
Tk
) = EQTk,Tk+1

��
u

�
Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1

�
− û2

�
Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1

��
ζk+1

�

+ EQTk,Tk+1

��
f [Θµk+1(X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
)]− f(Θ̂π,2k+1)

�
ΔTk+1

ζk+1

�

������

+ �sv̂2,k(π) + �cv̂2,k(π),

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

����

�sv̂2,k(π) = v(Tk, X̂
π
Tk
)− E

��
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
) + ΔTk+1

f [Θµk+1(X
Tk,X̂

π
Tk
,µ

Tk+1
)]

�
ζk+1

�
������

�cv̂2,k(π) = E
�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
)ζk+1

�
− EQTk,Tk+1

�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
)ζk+1

�

+ E
�
f [Θµk+1(X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
)]ΔTk+1

ζk+1

�
− EQTk,Tk+1

�
f [Θµk+1(X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
)]ΔTk+1

ζk+1

�
.

������

�� ��������� �� ��� ��� ���� ����� ���������� ���� ����� ����� ������������� �� ��� ������
����� ������ ��� ������� ����������� �������� ������ ������ ��� ������ ��� ����������� ������
������� ������� ���� ��������� ������� ��� ����� ���� ��� ���������� �� ���� �� �������� �
���������� ����� ���� ������ ��������� ��� ���� ���� �� ������� � ��� ������������ ����� ��� ��
���� ���� f ���� �� ������� ������ �� ��� ����������� ������

��� ����� ��� ��� ������ ����� ������������� �� ���� ������� �� ��� ���� ����� ����������� ���
�� ���� ���� �� �������� ��� ��������� ���������� ������ �� ����������� ��� ���� ���� ��� ������
����� ������������� v̂2(X̂π

Tk
) �������� ��� ���� f(Θ̂π,2Tk+1

)� ���� �� ���������� �������� ������
���� ���� �� ����� ��� �� ����� �� �������� ��� ��������� �� ��������� ��� ��������� ��������

Ef (k) = max
π∈S(k)

|f(Θµk(X̂π
Tk
))− f(Θ̂π,2k )|

��� �� ���� ������� ��� �������� �� ��� ��� �� ������ �� ���� k� E2u(k) + ΔTkEf (k)�
�� ���� ���� �� ���� ����� ���������� ��� ������ ��� �������� ������� ���� ����� �� ������

����� �� � ����� ������������� ������ ����� ���� ������� ����� �� ���� �������� ���� � ��������
���������

��� ������ ����� ����� ������ ��� ������ ��� ��� ����������� �������� ������ ������ ��� ������
��� ������� ��������� �� �� ��� ���� ����� ������� �� ���� ���� �� ������ ���� ��� �����

����� ����� ����� ������ � �������� C� ��������� �� ��� ���������� �� V0:d ��� f ���� ��� ��
k� ���� �����

����sû2,k(π)
��� ≤ C sup

s∈[Tk,Tk+1]
||u(s, ·)||6,∞Δ3

Tk+1

����sv̂2,k(π)
��� ≤ C sup

s∈[Tk,Tk+1]
||u(s, ·)||5,∞Δ2

Tk+1
.

����� �sû2,k(π), �
s
v̂2,k(π) ��� ������ �� ������ ��� �������

������ ��� ����� ������� �� ��� ���� ��� �� ��� ��� �� ����� ���� �� ���������� � ������
��������� �� ��� ���������� ������ ��� ������ �� ζk+1 �� ��� ��� ������ �� ����� ��� ����� �����
����� ������� ���� ��� ith ��������� �� ζk �� ��������� �� ζik = 4Δ

−1
Tk
I
Tk,Tk+1

(i) − 6Δ−2
Tk
I
Tk,Tk+1

(0,i) ��
�������� ����� ��� ���� n = 4 �� u ��� ���� n = 2 �� V(0)u �������� ����� ������ ���

������������ ����

E
�
u(Tk+1, X

Tk,y,µ
Tk+1

)
�
= u(Tk, y)+ΔTkV(0)u(Tk, y)+

1

2
V(0,0)u(Tk, y)Δ2

Tk+1
+
�

β∈∂A4

E
�
I
Tk,Tk+1

β [Vβu(., XTk,y,µ
. )]

�

���

E
�
V(0)u(Tk+1, XTk,y,µ

Tk+1
)
�
= V(0)u(Tk, y)+V(0,0)u(Tk, y)ΔTk+1

+
�

β∈∂A2

E
�
I
Tk,Tk+1

β [V(β∗0)u(., XTk,y,µ
. )]

�
.

���



�� ����� �� ������� ��� ����� ����

����� ��� �������� �� ����� ��� �����

E
�
u(Tk+1, X

Tk,y,µ
Tk+1

)− ΔTk
2

�
V(0)u(Tk, y) + V(0)u(Tk+1, XTk,y,µ

Tk+1
)
��

− u(Tk, y)

=
�

β∈∂A4

E
�
I
Tk,Tk+1

β [V(β)u(., XTk,y,µ
. )]

�
− ΔTk

2

�

β∈∂A2

E
�
I
Tk,Tk+1

β [V(β∗0)u(., XTk,y,µ
. )]

�

≤ C(T, V0:d, f)Δ
3
Tk+1

sup
s∈[Tk,Tk+1]

||u(s, .)||6,∞,

���� ����� �� ������ ��� ���� �����������
���������� �� ����� ����� ��� ���� n = 3 �� u ��� ���� n = 1 �� V(0)u ��� ������ ���

������������ ����� ��� ���� ���� ζik = 4Δ
−1
Tk
I
Tk,Tk+1

(i) − 6Δ−2
Tk
I
Tk,Tk+1

(0,i) � �� �������

E
��
u(Tk+1, X

Tk,y,µ
Tk+1

)−ΔTk+1
V(0)u(Tk+1, XTk,y,µ

Tk+1
)
�
ΔTk+1

ζjk

�

= E

�
�
V(j)u(Tk, y)ITk,Tk+1

(j) + V(0,j)u(Tk, y)ITk,Tk+1

(0,j) + V(j,0)u(Tk, y)ITk,Tk+1

(j,0)

−ΔTk+1
V(j,0)u(Tk, y)ITk,Tk+1

(j)

�

4ITk,Tk+1

(j) − 6
I
Tk,Tk+1

(0,j)

ΔTk+1



�
+R(k, j)

= ΔTk+1
V(j)u(Tk, y) +R(k, j)

�����

R(k, j) = ΔTk+1

�

β∈∂A3

E
�
I
Tk,Tk+1

β [V(β)u(., XTk,y,µ
. )]ζjk

�

−Δ2
Tk+1

�

β∈∂A1

E
�
I
Tk,Tk+1

β [V(β∗0)u(., XTk,y,µ
. )]ζjk

�
.

����� ����� ��� �� ����� ��� �������� ���� R(k, j) ��� ������

ΔTk+1

�

β∈∂A3

E
�
I
Tk,Tk+1

β [V(β)u(., XTk,y,µ
. )]ζjk

�
−Δ2

Tk+1

�

β∈∂A1

E
�
I
Tk,Tk+1

β [V(β∗0)u(., XTk,y,µ
. )]ζjk

�

≤ Δ3
Tk

sup
s∈[Tk,Tk+1]

||u(s, .)||5,∞ +Δ7/2
Tk

sup
s∈[Tk,Tk+1]

||u(s, .)||5,∞,

��������� ���� v(Tk, y) = V(j)u(Tk, y) �� ������ ��� ������ �����������

����� ����� ����� ����� ��� ��������� C� ��������� �� d� q� T � m� ��� ���������� �� V0:d ���
ϕ0:d ���� ��� �� k�� ��� C �� ��������� �� �������� �� ��� ���������� �� f � ���� �����
����cû2,k(π)

��� ≤ C

�
||u(Tk+1, ·)||2,∞

�
Δq+1Tk+1

+ΔTk+1
N−[(m−1)∧2q]/2

�
+ ||u(Tk+1, ·)||m+1,∞Δ

(m+1)/2
Tk+1

+ ||u(Tk+1, ·)||m+2,∞Δ
(m+2)/2
Tk+1

�

+ C �
�
Mu(3, Tk+1)

�
Δq+2Tk+1

+Δ2
Tk+1

N−[(m−1)∧2q]/2
�
+Mu(m+ 2, Tk+1)Δ

(m+3)/2
Tk+1

+Mu(m+ 3, Tk+1)Δ
(m+4)/2
Tk+1

�
,

����cv̂2,k(π)
��� ≤ C

�
||u(Tk+1, ·)||3,∞

�
ΔqTk+1

+ΔTk+1
N−[(m−1)∧2q]/2

�
+

m+1�

i=m−2
||u(Tk+1, ·)||i,∞Δ(i−1)/2

Tk+1

�

+ C �
�
Mu(4, Tk+1)

�
Δq+1Tk+1

+Δ2
Tk+1

N−[(m−1)∧2q]/2
�
+

m+2�

i=m−1
Mu(i, Tk+1)Δ

i/2
Tk+1

�
.

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

����� �cû2,k(π), �
c
v̂2,k(π) ��� ������ �� ������ ��� �������

������� �������� ��� ����� �� ����������� ���� � ������� ���� �� ����� Δ(m−1)
Tk+1

���� �� �����
���� ��� ��� �� ��� ���� ����� ������ ������� ������ ���� �� ���� �� ������ ���� m �� �������
��� ���� ���� ��� �������� ��� � ������ ����� �������

������ ���� ���� ���� ��� rth ���������� �� ��� �������� y �→ f(·, y, u(·, y),Vu(·, y), ·) �� �������
�� Mu(r+1, ·) ������ �� ������� ���� �������� ���� �� �� r+1 ��� ��� ���� r �� �� ����� �����
������� ��� �������������� �� y ∈ Rd �→ f(Θµk+1(y)) �������� ��� ���������� ���������� �� Vu�

����� ��� ���� ��������� ������� ���� �������� ������ �� ����� ���� �� u ��� f(Θµk+1)� ���

��� ������ ���������� ������ ���� ��� ith ��������� �� ζk �� ��������� �� ζik = 4Δ
−1
Tk
I
Tk,Tk+1

(i) −
6Δ−2

Tk
I
Tk,Tk+1

(0,i) � ����� �������� ������ ��� ������ ���� n = m �� ����� ���� �� u ��� f(Θµk+1)�
�� �������� �� ��� ������ ����������

�� ���� �� ����� �� ���� �� ��������� �� ��� ���������� ������ �� ��������� ���� ũ �� �����������
�� ����������� �� ��� ���� ����� ������� �� ������� ����

(u− ũ)(Tk, X̂
π
Tk
) = EQTk,Tk+1

�
(u− û2)(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
) + ΔTk+1

�
f(Θµ̂k+1(X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
)− f(Θ̂π,2k+1)

��

������

+ �sũ,k(π) + �cũ,k(π)

�����

�cũ,k(π) := E
�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
) + ΔTk+1

f(Θµk+1(X
Tk,X̂

π
Tk
,µ̂

Tk+1
)

�

− EQTk,Tk+1

�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
) + ΔTk+1

f(Θµ̂k+1(X
Tk,X̂

π
Tk
,µ̂

Tk+1
)

�
������

�sũ,k(π) := u(Tk, X̂
π
Tk
)− E

�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
) + ΔTk+1

f [Θµk+1(X
Tk,X̂

π
Tk
,µ̂

Tk+1
)]

�
. ������

���� ���� �sũ,k(π) ��� �cũ,k(π) ��� �� ������� ������������ �� �� ������ ����� ��� ������ � ���
���� ���� �� ��� ����� ���� Θµk+1 ������� �� Θ̄µ,µk+1,k �� ����� ������� �� ��� ������ ������������ ���
��� ������ ����� �� ����� ������ ��� ��������� ��� �� ���������� �� �� ���������� �����������
�� ����� �������� ��� �� ���� ��� �������� ��� ��� �������� ����� �� ����� ������ ���� ���������
����� �� ���� �� ����

��� �� ��� ����� �� ��� ������ ���� ����������� ��� ������� ����� ��� ���� ����� ��������
�� ���� ���� ����� ����� Ψ1,Ψ2,Ψ3 ������������ ������� �� �∂y�f�∞� �∂zf�∞ ��� �∂wf�∞�
���� ����

f(Θµk(X̂
π
Tk
))− f(Θ̂π,2k ) = Ψ1

�
u(Tk, X̂

π
Tk
)− û2(Tk, X̂

π
Tk
)
�
+Ψ2

�
v(Tk, X̂

π
Tk
)− v̂2(Tk, X̂

π
Tk
)
�

������

+Ψ3

�
�µ̂Tk , ϕf [·, u(Tk, ·)]� − �µ̂Tk , ϕf [·, û2(Tk, ·), ·)]�

�
������

+Ψ3 (�µTk , ϕf [·, u(Tk, ·)]� − �µ̂Tk , ϕf [·, u(Tk, ·), ·)]�) , ������

���������� ����� ����� ������ ��������� ��� Ψ�
1,Ψ

�
2,Ψ

�
3 ������������ ������� �� �∂y�f�∞� �∂zf�∞

��� �∂wf�∞� ���� ����

f(Θµk(X̂
π
Tk
))− f(Θ̃πk) = Ψ

�
1

�
u(Tk, X̂

π
Tk
)− ũ(Tk, X̂

π
Tk
)
�
+Ψ�

2

�
v(Tk, X̂

π
Tk
)− v̂2(Tk, X̂

π
Tk
)
�

������

+Ψ�
3 (�µ̂Tk , ϕf [·, u(Tk, ·)]� − �µ̂Tk , ϕf [·, ũ(Tk, ·), ·)]�) ������

+Ψ�
3 (�µTk , ϕf [·, u(Tk, ·)]� − �µ̂Tk , ϕf [·, u(Tk, ·), ·)]�) .. ������

���



�� ����� �� ������� ��� ����� ����

����� ����� ��� ����� ����������� ��� (u−û2)(Tk, X̂π
Tk
) ����� �� �������������� ������������� ���

����� ��� ��� ���� ��� f(Θµk(X̂
π
Tk
))−f(Θ̂π,2k ) �� ������������� ��� ������ ��� f(Θµk(X̂

π
Tk
))−f(Θ̃πk)

�� ������� ������ ��� ������ � �� �������

(u− û2)(Tk, X̂
π
Tk
) +

1

2
ΔTk

�
f(Θµk(X̂

π
Tk
))− f(Θ̂π,2k )

�

= (1 +ΔTkΨ1)EQTk,Tk+1

�
u(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
)− û2(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
)

+
1

2
ΔTk+1

�
f(Θµk+1(X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
))− f(Θ̂π,2k+1)

��

+ (1 + ΔTkΨ1)(�
s
û2,k(π) + �cû2,k)(π)

+
1

2
[Ψ2ΔTk +Ψ

�
2ΔTk+1

]
�
v(Tk, X̂

π
Tk
)− v̂2(Tk, X̂

π
Tk
)
�

+ΔTk+1

Ψ�
1

2

�
u(Tk, X̂

π
Tk
)− ũ(Tk, X̂

π
Tk
)
�

+
1

2
[Ψ3ΔTk +Ψ

�
3ΔTk+1

] (�µTk , ϕf [·, u(Tk, ·)]� − �µ̂Tk , ϕf [·, u(Tk, ·), ·)]�) ,

+ΔTk
Ψ3

2

�
�µ̂Tk , ϕf [·, u(Tk, ·)]� − �µ̂Tk , ϕf [·, û2(Tk, ·), ·)]�

�

+ΔTk+1

Ψ�
3

2
(�µ̂Tk , ϕf [·, u(Tk, ·)]� − �µ̂Tk , ϕf [·, ũ(Tk, ·), ·)]�)

����� ��������� ��� ��������� ��� ��� ����� �� v̂2 �� ����� �� �������������� ������ ��� ��� ��� ���
(u − ũ) �� ����� �� ������� ������� ������� ��� �� �� ��������� ���� �� ��� Ψ ������ ����������
��� �������

(u− û2)(Tk, X̂
π
Tk
) +

1

2
ΔTk

�
f(Θµk(X̂

π
Tk
))− f(Θ̂π,2k )

�
������

= EQTk,Tk+1

�
(1 + ΔTk+1

Ψ��
1 +ΔTkζk+1Ψ

��
2)

�
(u− û2)(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
)

+
1

2
ΔTk+1

�
f(Θµk+1(X

Tk,X̂
π
Tk
,µ

Tk+1
))− f(Θ̂π,2k+1)

���

− EQTk,Tk+1

��
(u− û2)(Tk+1, X

Tk,X̂
π
Tk
,µ̂

Tk+1
)

�
(ΔTk+1

Ψ��
1 +ΔTk+1

ζk+1Ψ
��
2)

�

+ (1 + ΔTkΨ1)(�
s
û2,k(π) + �cû2,k(π)) + ΔTk+1

Ψ��
3(�

s
ũ,k(π) + �cũ,k(π))

+ ΔTk+1
Ψ��
4(�

s
v̂2,k(π) + �cv̂2,k(π))

+
1

2
[Ψ3ΔTk +Ψ

�
3ΔTk+1

] (�µTk , ϕf [·, u(Tk, ·)]� − �µ̂Tk , ϕf [·, u(Tk, ·), ·)]�) ,

+ΔTk
Ψ3

2

�
�µ̂Tk , ϕf [·, u(Tk, ·)]� − �µ̂Tk , ϕf [·, û2(Tk, ·), ·)]�

�

+ΔTk+1

Ψ�
3

2
(�µ̂Tk , ϕf [·, u(Tk, ·)]� − �µ̂Tk , ϕf [·, ũ(Tk, ·), ·)]�) .

�� ��� ��� �� �������� �� ���� ��� �������� �� ��� ��� �� ��� ������� ������ E2u(k)+ΔTkEf (k)�
�� ��� ��������������� ���������� �� ��� ���� ��� ����� �� ������� ����� ��� ���� ��� �����
�� ������ ����� ��� ��������� �������� �� ϕf � �� �� ��� ���� ����� ����� ��������� �� ��� ������
���� ��� ���� ��������� C,C ��

E2u(k)+ΔTk+1
Ef (k) ≤ (1+CΔTk+1

)
�
E2u(k + 1) + ΔTkEf (k + 1)

�
+C �(�̄2(k)+ΔTk+1

N−[(m−1)∧q]/2)
������

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

����

�̄2(k) = sup
π∈Sk

|�sû2,k(π)+ΔTk+1
�sv̂2,k(π)|+ sup

π∈Sk

|�cû2,k(π)+ΔTk+1
�cv̂2,k(π)|+ΔTk+1

( sup
π∈Sk

|�sũ,k(π)+�cũ,k(π)|).
������

�� ��� ����� ��� ��� ���� ����� �� �̄2(k) ����� ������������ ������ ����� ����� ����� ��� ����
���� ��� �� ������� ����� ������ ��� ��� ���� �� �� ���� ��������� ������� �� ���� ����� �� �
�������� C ��

�̄2(k) ≤C ��
�

sup
s∈[Tk,Tk+1]

||u(s, ·)||4,∞Δ3
Tk+1

������

+ [||u(Tk+1, ·)||3,∞ +Mu(4, Tk+1)]
�
Δq+1Tk+1

+Δ2
Tk+1

N−[(m−1)∧2q]/2
�

+
m+1�

i=m−2
[||u(Tk+1, ·)||i,∞ +Mu(i, Tk+1))]Δ

(i+1)/2
Tk+1

+
m+3�

i=m+2

Mu(i, Tk+1)Δ
(i+1)/2
Tk+1

�
.

����� ���� ��� �������������� ���� �� ��� ���� ����� ������� ������ ���� ���� ��� ���� �����
E2u(N − 1) ≤ KN−2 ��� ΔTN−1

E2f (N − 1) ≤ KN−2� ��������� ����� ���� � �� ���� ����
����� ���� ���� ��� ��� n ∈ N∗ ����� ������ � �������� K� ��������� �� ��� ���������� �� V0:d
��� φ� ���� ���� ��� ��� k ∈ {0, · · · , N − 1}�

Mu(n, Tk+1) + sup
s∈[Tk,Tk+1]

||u(s, ·)||n,∞ ≤ K.

�� ����������� �� ��� �������� �������� ����� �� ��� ��� E2u(k) + ΔTk+1
Ef (k)� �����

sup
k≤N−1

E2u(k) + ΔTkEf (k) ≤ C

�
E2u(N − 1) + ΔTNEf (N − 1) +N−[(m−1)∧q]/2 +

N−2�

i=0

�̄2(k)

�
.

����� ������ �� ������ ����� �� m ≥ 7������ ��� ����� �� � ����������� �� ��� ������ ���������
�� ����� ����� �� ����

sup
k≤N−1

E2u(k) + ΔTkEf (k) ≤ CN−2.

�� ��� ��� ���� ����� ����� ��� �������� ������ �������� ���� ��� ��������� �� v− v̂2 ����� �������
������� ������ ��� ��������������� ����������� �������

Δ
1/2
Tk
E2v (k) ≤ CN−2.

���� ��������� ��� ����� �� ���������� ������ ��� ������ �� ������� ����

� ������������ �����

���� �� ���� ����������� ��� ��� ������� ������ �� ������� ��

��� ��� ����������� ������ ���

����� ����� ��� η �� � ����� ������ �� ����������� �������� �� Rd ��� �������� ��� ���

�
∂tψ(t, y) + Lηψ(t, y) = 0, �� [0, T ]× Rd
ψ(T, y) = φ(y)

������

���



�� ������������ �����

����� Lη �� ������ �� ������� ������� ���� ���������� ���� ������ ����� ���� ��� ������ �
������ ��������� ������������� �������� ψ ��� ��� ����� ����������� β ∈M ����� ������ � ��������
�������� C ��������� �� ��� ���������� �� V0:d� ϕ0:d ��� T ���� ����� �

||Dβψ(t, .)||∞ ≤ C||φ||||β||,∞ ������

������ ����� ��� ��� ���� ������� �� ��� ���������� �� ��� ��� �� ����� ���� �� �� �������
����������� �� ��� ���������� �� ��� ���������� ��� ��� �������� ����������

��� ��� ����������� ����������� ���

����� ����� ����� ���� ����� ������ � �������� u ���� [0, T ]× Rd �� R ���� ����

Y yt = u(t,Xy
t )

����� Y yt �� ������ �� ������ ���� �������� �� �� C1,2([0, T ] × Rd,R) ��� �� ��� ������ ��������
�� ��� ����������� ����
�

∂tu(t, y) + Lµu(t, y) = f
�
t, y, u(t, y), (Vµu(t, y))T , �µt, ϕf (·, u(t, ·)�

�
, �� [0, T ]× Rd

u(T, y) = φ(y)
������

����� Lµ �� ������ �� �� ������
��������� u �� ��������� �������������� ��� ��� ����� ����������� β ∈M ����� ������ � ��������

�������� C ��������� �� ��� ���������� �� V0:d, f, ϕ0:d� φ ��� T ���� �����

||Dβu||∞ ≤ C ������

����� �� ����� �����

��� ��������� ��� ��� ��������� �������� ��� ����������� �����





dXt,y,x
s =

d�

i=0

Vi(s,X
t,y,x
s ,E [ϕi(Xx

s )])dB
i
s

dȲ t,y,xs = −f(s,Xt,y,x
s , Ȳ t,y,xs , Z̄t,y,xs ,E [ϕf (Xx

s , Y
x
s )])ds+ Z̄t,y,xs dB1:d

s

Xt,y,x
t = y, Ȳ t,y,xT = φ(Xt,y,x

T ),

������

��� s �� [t, T ]� ���� ���� ��� ������ ���� �� ������� Eϕf (Xx
s , Y

x
s )� ���� ��� ������ �� y� ��

����� �� ��� �������� �� ����� �� ������ ��� ��� �������� ��� ���� Eϕf (Xx
s , Y

x
s ) ������ �� � ����

��������� �� ����� �� ���� ������������� �� ������� ��� ����� ��� �� (Xx
t , Y

x
t , 0 ≤ t ≤ T )�

�������� ������ �� ��������� ��� ������� �� ������� ��� ������� ��� ��������� �� � ������ ��������
�� ����� ������� ��� ����� �� ��� ������� �� �����

�� �� ����� ���� ��� �������� ���������� ���� �� ����� ����� ��������� ������� �� ���� ��
������� �������� ������� �� ����������� �� ���� ���� ��� ������� �� ������� ��� ���� �� ����
����� ��� ���������� �� ����� �� f ��� φ� ���� ��� ������� (t, y) �→ ū(t, y) = Ȳ t,y,xt ��� ��������
�� ������ �� �������������� ���� �� ���� ��� ����� �� ����� ���� ������� ����������� ��� ��������
��� ����

�
∂tū(t, y) + Lµū(t, y) = f

�
t, y, ū(t, y), (Vµū(t, y))T ,E[ϕf (Xx

t , Y
x
t )]
�

ū(T, y) = φ(y)
,

�������� ������ �� ��� ������ �� f ��� φ �� ������� ���� ����������� ��� �� ���� ����

||ū(t, ·)||∞ ≤ C(T, V0:d, f)(1 + ||φ||p∞)1/p ≤ C(T, V0:d, f, φ).

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

��������� �� ����� �� ���� ��� ���������� �� ∇yȲ t,y,xs �� ����� �� ��� �������� �� ��� �����

∇yȲ t,y,xs =∇yφ(Xt,y,x
T )∇yXt,y,x

T −
� T

s
∇yZ̄t,y,xr dBr ������

+

� T

s

�
∂yf(r,X

t,y,x
r , Ȳ t,y,xr , Z̄t,y,xr ,E[ϕ(Xx

r , Y
x
r , )])∇yXt,y,x

r

+ ∂y�f(r,X
t,y,x
r , Ȳ t,y,xr , Z̄t,y,xr ,E[ϕ(Xx

r , Y
x
r )])∇yȲ t,y,xr

+ ∂zf(r,X
t,y,x
r , Ȳ t,y,xr , Z̄t,y,xr ,E[ϕ(Xx

r , Y
x
r )])∇yZ̄t,y,xr

�
dr,

��� ∇yū(t, y) = ∇yȲ t,y,xt � ���� ����� ����� ��� ������ �� ��� ����������� �� ����� �� φ ��� f
��� ��� ������� �� ���� �� ������

||∇yū(t, ·)||∞ ≤ C(T, V0:d, f)(1 + ||∂yφ||p∞)1/p ≤ C(T, V0:d, f, φ). ������

�������� ��� ��� ���� ���� ū ������ ������� �� ��� ����� ������ ���� ��� �� ��� ���������� ��
��� ��������� �� ����� ��� �������

ū(t,Xx
t ) = ū(t,X0,x,x

t ) = Ȳ
t,X0,x

t ,x
t = Ȳ 0,x,x

t = Y xt .

���� �������� �������
E[ϕf (Xx

s , ū(s,X
x
s ))] = E[ϕf (Xx

s , Y
x
s )]

��� ��� s �� [0, T ]� ��������� �� ��� u := ū� ���� ��������� ��� ����� �� ��� ���� ����������

���� ������� �� ��� ������������
�� ����� ��� ���������� �� u ��� ��� ��� ����� �� ��� ������������ �� �������� ���� ��� ����

��������� ���� ����� ������������ �� ���� ���� ��� ����� �������� �� ������� ��� ���� ��� ��
�������� ��������� �� ��� ���� ��� ��� ���� ����������� �� ���� �� ��� ���������� ������ ������ ��
������ � ���� ��� ������ ����� ����������� �� ������ �� ���� ��� ������ �� ��� ����� �� ������
��� ������� ���� ����� ���� �� ���� �� ������ ������� ���� ������� ��� ���������� ��� ����������
���� ���� �� ���������� �� ��� �����������

�� ������� �� �������� ��� ���� �� ������� ����������� ��������� ���� ������������ �� �� ����
���� ������� ��������� ������������ �� ��� ������� ��� ���� �������� ���� �� ���� ������� ��
������� ����� �� ��� ����� ���� �� ��� ���� �� ������������ ���� �� ���� ��� ����� ��� �����������
�� ������ �� �� ���� ����� ���� ��� ������� �� ��� ����� ����������� ���� ��� ���������� ����������
�� ��� ���������� ����� ��� ������� ��� ���� ������������

��� �������� ������

��� η �� � ����� ������ �� ����������� �������� ��� Xt,y,η� X̃t,y,η ������ �� �� ������ ��� �������
�� ������ ���� µ̂ ������� ��� �������� ����������� ������� ������ �� ��������� � ��� µ ��� ���
�� ��� ������� ���� �� ������

����� ����� ��� g �� � C2
b �������� ���� Rd �� R� ����� ����� ������ � �������� C ���������

���� �� V0:d ��� T ���� ���� ��� ��� k = 1, · · · , N − 1�
���(P ηTk,TTk+1

− P̃ µ̂Tk,TTk+1
)g(y)

��� ������

≤ C||g||2,∞
d�

i=0

� Tk+1

Tk

������
�ηt, ϕi� −

q−1�

p=0

[(t− Tk)
p/p!]�ηTk , (Lη)pϕi�

������
dt

+C||g||2,∞
d�

i=0

q−1�

p=0

Δp+1Tk+1

����ηTk , (Lη)pϕi� − �µ̂Tk , (Lµ̂)pϕi�
��� .

���



�� ������������ �����

��������� �� g �� C3
b � ����� ������ � �������� C ��������� ���� �� V0:d, d ���� ���� ��� ���

l = 1, · · · , d ��� k = 1, · · · , N − 1�
���E
��
g
�
XTk,y,η
Tk+1

�
− g
�
X̃Tk,y,µ̂
Tk+1

��
I
Tk,Tk+1

(l)

���� ������

≤ C||g||3,∞
d�

i=0

� Tk+1

Tk

� t

Tk

������
�ηs, ϕi� −

q−1�

p=0

[(t− Tk)
p/p!]�ηTk , (Lη)pϕi�

������
dsdt

+C||g||3,∞
d�

i=0

q−1�

p=0

Δp+1Tk+1

����ηTk , (Lη)pϕi� − �µ̂Tk , (Lµ̂)pϕi�
���

���
���E
��
g
�
XTk,y,η
Tk+1

�
− g
�
X̃Tk,y,µ̂
Tk+1

��
I
Tk,Tk+1

(0,l)

���� ������

≤ C||g||3,∞ΔTk+1

d�

i=0

� Tk+1

Tk

� t

Tk

������
�ηs, ϕi� −

q−1�

p=0

[(t− Tk)
p/p!]�ηTk , (Lη)pϕi�

������
dsdt

+C||g||3,∞
d�

i=0

q−1�

p=0

Δp+2Tk+1

����ηTk , (Lη)pϕi� − �µ̂Tk , (Lµ̂)pϕi�
��� .

����� ����� ��� n ≥ 1� g �� � Cn+2b �������� ���� Rd �� R ��� Q �� � �������� ������� �� �����
n� ����� ����� ����� ��������� C,C � ��������� ���� �� V0:d, d, n ���� ���� ��� ��� i = 1, . . . , d�
��� ��� k = 1, · · · , N − 1�

���(P̃ ηTk,Tk+1
− Q̃ηTk,Tk+1

)g(y)
��� =
���(E− EQ)

�
g(X̃Tk,y,η

Tk+1
)
���� ≤ C

n+2�

l=n+1

||g||l,∞Δ(l)/2
Tk+1

������

���(E− EQ)
�
g(X̃Tk,y,η

Tk+1
)I
Tk,Tk+1

(i)

���� ≤ C
n+1�

l=n

||g||l,∞Δ(l+1)/2
Tk+1

������

���(E− EQ)
�
g(X̃Tk,y,η

Tk+1
)I
Tk,Tk+1

(0,i)

���� ≤ C �
n−1�

l=n−2
||g||l,∞Δ(l+3)/2

Tk+1
, ������

��� ��� y ∈ Rd�

����� ����� ��� n ≥ 1 ��� g �� � Cn+2b �������� ���� Rd �� R� ��� Q �� � �������� �������
�� ����� n� ��� X̂ �� ��� ���������� �������� ����� ����� ����� ������ � �������� C ���������
���� �� d� q� V0:d, n, T, ||ϕ0:d||2q+n+2,∞ ���� ����� ��� ��� k = 1, · · · , N − 1�
���E
�
g
�
XTk,y,µ
Tk+1

��
− EQTk,Tk+1

�
g
�
XTk,y,µ̂
Tk+1

����� ≤ C||g||2,∞
�
Δq+1Tk+1

+ΔTk+1
N−[(n−1)∧2q]/2

�

+C||g||n+1,∞Δ(n+1)/2
Tk+1

+ C||g||n+2,∞Δ(n+2)/2
Tk+1

,������

���E
��
g
�
XTk,y,µ
Tk+1

�
− g
�
X̂Tk,y,µ̂
Tk+1

��
I
Tk,Tk+1

(l)

���� ≤ C||g||3,∞
�
Δq+1Tk+1

+Δ2
Tk+1

N−[(n−1)∧2q]/2
�

+C||g||n,∞Δ(n+1)/2
Tk+1

+ C||g||n+1,∞Δ(n+2)/2
Tk+1

������

���
���E
��
g
�
XTk,y,µ
Tk+1

�
− g
�
X̂Tk,y,µ̂
Tk+1

��
I
Tk,Tk+1

(0,l)

���� ≤ C||g||3,∞
�
Δq+2Tk+1

+Δ3
Tk+1

N−[(n−1)∧2q]/2
�

+C||g||n−2,∞Δ(n+1)/2
Tk+1

+ C||g||n−1,∞Δ(n+2)/2
Tk+1

.������

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

��� ������ �� ������ ����� ���� ��� ����

����� ����� �� ����� ����

��� k ∈ {0, · · · , N − 1}� �������� ��� ��� ������ ���� g �� �������� ���������� �� �� ����� ����
���� ��� ������ � ������ �������� ũ ��� ���� ����� ������ � �������� �������� C(T, V0:d) ����
���� ��� ����� ����������� �� ����� ����������� ���� β ∈ A3

||ũ||∞ + ||Dβũ||∞ ≤ C(T, V0:d)||g||||β||,∞. ������

��� �� ������ ���(P ηTk,TTk+1
− P̃ µ̂Tk,TTk+1

)g(y)
��� =
���E
�
g
�
XTk,y,η
Tk+1

�
− g
�
X̃Tk,y,µ̂
Tk+1

����� .

���� �� ����

g
�
XTk,y,η
Tk+1

�
= ũ(Tk, y) +

� Tk+1

Tk

Vη(0)ũ(s,X
Tk,y,η
s )ds+

d�

j=1

� Tk+1

Tk

Vη(j)ũ(s,X
Tk,y,η
s )dBjs

= ũ(Tk, y) +
d�

j=1

� Tk+1

Tk

Vη(j)ũ(s,X
Tk,y,η
s )dBjs , ������

����� ��� ���� ���� ũ �� ��� �������� �� ������� ���

g
�
X̃Tk,y,µ̂
Tk+1

�
= ũ(Tk, y) +

� Tk+1

Tk

V µ̂(0)ũ(s, X̃
Tk,y,µ̂
s )ds+

d�

j=0

� Tk+1

Tk

V µ̂(j)ũ(s,X
Tk,y,µ̂
s )dBjs

= ũ(Tk, y) +

� Tk+1

Tk

(Lη − L̃µ̂)ũ(s, X̃Tk,y,µ̂
s )ds

+

d�

j=1

� Tk+1

Tk

V µ̂(j)ũ(s, X̃
Tk,y,µ̂
s )dBjs . ������

����������

E
�
g
�
XTk,y,η
Tk+1

�
− g
�
X̃Tk,y,µ̂
Tk+1

��
= E

� Tk+1

Tk

�
Lη − L̃µ̂

�
ũ(t, X̃Tk,y,µ̂

t )dt, ������

����� ∂tũ = −Lηũ� �� ������ ������� ���� ũ ��� ��� ��� ���� ����������� ��� �������� �� ���
������� ��� ���� ����� �� ��� ��������� ������� ��� ��� ����������� ���� �� ��� ���������
������� ��� ������ ��� ����� �� ����������� �������� (ηt)TK≤t≤Tk+1

��� ��� ����������� ���
������ ��� ����� ������� µ̂Tk � ������ ������ ���� ������� ��� ���������� ���������� �� ���
������� �� ��� ���������� �� �������

���E
�
g
�
XTk,y,η
Tk+1

�
− g
�
X̃Tk,y,µ̂
Tk+1

�����

≤ C||g||2,∞
� Tk+1

Tk

� d�

i=0

�����ηt, ϕi� −
q−1�

p=0

[(t− Tk)
p/p!]�ηTk , (Lη)pϕi�

����

+
d�

i=0

q−1�

p=0

ΔpTk+1

����ηTk , (Lη)pϕi� − �µ̂Tk , (Lµ̂)pϕi�
���
�
dt

≤ C(T, V0:d)||g||2,∞
� Tk+1

Tk

d�

i=0

�����ηt, ϕi� −
q−1�

p=0

[(t− Tk)
p/p!]�ηTk , (Lη)pϕi�

����dt

+C(T, V0:d)||g||2,∞
d�

i=0

q−1�

p=0

ΔpTk+1
ΔTk+1

����ηTk , (Lη)pϕi� − �µ̂Tk , (Lµ̂)pϕi�
���

���



�� ������������ �����

���� ��������� ��� ����� �� ��� ���� ���������� ���� �� ������ ���� ������ ��� ������ ���
����������� �� ������ �����

E
��
g
�
XTk,y,η
Tk+1

�
− g
�
X̃Tk,y,µ̂
Tk+1

��
I
Tk,Tk+1

(l)

�
������

= E
� Tk+1

Tk

�
Lη − L̃µ̂

�
ũ(t, X̃Tk,y,µ̂

t )ITk,t(l) dt

+E
� Tk+1

Tk

�
V(l)(t,XTk,y,η

t , �ηt, ϕl�)− V(l)(t,XTk,y,η
t , �µ̂Tk , ϕl�)

�
ũ
�
t,XTk,y,η

t

�
dt

+
1

2
E
� Tk+1

Tk

�
V(l)(t,XTk,y,η

t , �µ̂Tk , ϕl�)ũ(t,XTk,y,η
t )− V(l)(t, X̃Tk,y,µ̂

t , �µ̂Tk , ϕl�)ũ(t, X̃Tk,y,µ̂
t )

�
dt.

�� � ���� ����� ���� ���� ��� ���� ��� ����� �� ��� ����� ���� ���� ����� ��� �� ���������� ��
��� ��������� ������� ��� ���������� ����� ��� �������� ���� �� ��� ���� ��� ������ �����
����������� �� ũ ����� ��� ����� �� ��� ���������� �� �� ��� ��� ������� �� ��� ����� ����� ����
���� ��� ���� ��������� �� ����� ���� ��� �� ������� �� ��� �������� V(l)(t, ., �µ̂Tk , ϕl�)ũ(t, .) ��
��� ���� ���� �� ��� ����� ���� ���� ������ ����� ���������� �������� ���� ��� ����� ������
���� ���

���E
��
g
�
XTk,y,η
Tk+1

�
− g
�
X̃Tk,y,µ̂
Tk+1

��
I
Tk,Tk+1

(l)

����

≤ C(T, V0:d)

� Tk+1

Tk

(||g||1,∞ + ||g||2,∞(t− Tk)
1/2)

d�

i=0

�����ηt, ϕi� −
q−1�

p=0

[(t− Tk)
p/p!]�ηTk , (Lη)pϕi�

����dt

+C(T, V0:d)
d�

i=0

q−1�

p=0

ΔpTk+1
ΔTk+1

(||g||1,∞ + ||g||2,∞Δ1/2
Tk+1

)
����ηTk , (Lη)pϕi� − �µ̂Tk , (Lµ̂)pϕi�

���

+C(T, V0:d)||g||3,∞
�� Tk+1

Tk

� t

Tk

d�

i=0

�����ηs, ϕi� −
q−1�

p=0

[(s− Tk)
p/p!]�ηTk , (Lη)pϕi�

����dsdt

+

d�

i=0

q−1�

p=0

ΔpTk+1
Δ2
Tk+1

����ηTk , (Lη)pϕi� − �µ̂Tk , (Lµ̂)pϕi�
���
�
,

��� ���� ��������� ��� ����� �� ��� ������ ���������� �������� ������ ��� ������ ��� �����������
�� ������ �����

E
��
g
�
XTk,y,η
Tk+1

�
− g
�
X̃Tk,y,µ̂
Tk+1

��
I
Tk,Tk+1

(0,l)

�

= E
� Tk+1

Tk

�
Lη − L̃µ̂

�
ũ(t, X̃Tk,y,η

t )ITk,t(0,l)dt

+E
� Tk+1

Tk

�
V(l)(t,XTk,y,η

t , �ηt, ϕl�)− V(l)(t,XTk,y,η
t , �µ̂Tk , ϕl�)

�
ũ
�
t,XTk,y,η

t

�
ITk,t(0) dt

+
1

2
E
� Tk+1

Tk

�
V(l)(t,XTk,y,η

t , �µ̂Tk , ϕl�)ũ(t,XTk,y,η
t )− V(l)(t, X̃Tk,y,µ̂

t , �µ̂Tk , ϕl�)ũ(t, X̃Tk,y,µ̂
t )

�
ITk,t(0) dt.

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

���� ��� ���������� ���� ������� �� ���� � ������� ����������� �����

���E
��
g
�
XTk,y,η
Tk+1

�
− g
�
X̃Tk,y,µ̂
Tk+1

��
I
Tk,Tk+1

(0,l)

����

≤ C(T, V0:d)

� Tk+1

Tk

(||g||1,∞(t− Tk) + ||g||2,∞(t− Tk)
3/2)

d�

i=0

�����ηt, ϕi� −
q−1�

p=0

[(t− Tk)
p/p!]�ηTk , (Lη)pϕi�

����dt

+C(T, V0:d)ΔTk+1

d�

i=0

q−1�

p=0

ΔpTk+1
ΔTk+1

(||g||1,∞ + ||g||2,∞Δ1/2
Tk+1

)
����ηTk , (Lη)pϕi� − �µ̂Tk , (Lµ̂)pϕi�

���

+C(T, V0:d)ΔTk+1
||g||3,∞

�� Tk+1

Tk

� t

Tk

d�

i=0

�����ηs, ϕi� −
q−1�

p=0

[(s− Tk)
p/p!]�ηTk , (Lη)pϕi�

����dsdt

+

d�

i=0

q−1�

p=0

ΔpTk+1
Δ2
Tk+1

����ηTk , (Lη)pϕi� − �µ̂Tk , (Lµ̂)pϕi�
���
�

���� ����� ��� ���� ����� �� ��������

����� ����� �� ����� ����

��� k ∈ {0, · · · , N − 1}� ���� ������ �� �������� ��� ������ ��������� ������������� �������� ũ ��
��� ������ ���� g �� �������� ���������� ������ ���� ��� ����� β ∈ M ����� ������ � ��������
�������� C(T, V0:d) ���� �����

||ũ||∞ + ||Dβũ||∞ ≤ C(T, V0:d)||g||||β||,∞. ������

��� ������ ���� ������� ���� ������������������� ��������� �� (t, y) �→ ũ(t, y) ������ (Tk, XTk)
�� ������� ����� �� ���� ��� �������� ��� ��������� �� �� ����������� ��� �� �����

����� ����� �� ����� ����

���� ����
���E
�
g
�
XTk,y,µ
Tk+1

��
− EQTk,Tk+1

�
g
�
XTk,y,µ̂
Tk+1

����� =
���E
�
g
�
XTk,y,µ
Tk+1

��
− E

�
g
�
X̃Tk,y,µ̂
Tk+1

����� ������

+
���E
�
g
�
X̃Tk,y,µ
Tk+1

��
− EQTk,Tk+1

�
g
�
XTk,y,µ̂
Tk+1

����� .

��������� �������� ������ �� ����� ���� ���� ����� ��� ��� ������ �� ������� ���� �� ���
���� ��� ���� ���� �� ��� ����� ���� ���� �� ������� ���

C||g||2,∞
�
Δq+1Tk+1

+ΔTk+1
N−[(n−1)∧2q]/2

�
.

��� ������ ���� �� ��� ����� ���� ���� �� ������ ��� �� ��������� �� ��������� ���� ����� ����
��� �������� ������ �� ���� ����� �������� η = µ��

��� ����� ��������� ������� ���� ��� ���� ���������� ������������ ������ ������ ������� ��
������ ��� ������ ������ ������� �� �������

� ������ �� ��������� ��� ��� ���

���



�� ������ �� ��������� �� ��� ��

��� ����� �� ��������� ���

���� ��������� ������������� ������������ �� ������� ������� ��� ��������� �� �� ���� �� �����
�������� �� ����� ��� �������� ��������� φ �� ���� �������� ���� ���� φ �� ���� ���������� ��
���� �������� �� ����� ��� ��� ������� �������� �� ��� ������� ���� ������ �� ��� ���� ����
���������� ���� ����� �� ��������� ��� ������

� ����������� ������� �� ��� �� �������� �� ��������� ������ ����� �� ��� ����� �� �������
� �� �����

����� ����� ����� ������ � �������� �������� C ���� �����

N−2�

j=0

Δ
(m+1)/2
Tj+1

(T − Tj)
−m/2 ≤ CL(γ,m),

����� L �� ������ �� �������

�� ��� ��� ����� �� ������� ��� ����� ����������� ��� ��� ������� ��� �������� ����������
�� ��� ����������

����� �� ��� ������� ������������� �� ��������� ���

��� ���������� �� ��� �������� �� ��� ������ ���������� ������ ��� �� ��������� �� ��� ���������
�� ����� �� ������� � ������ �� ���� ����� ����� ����� ���� �� ���������� ��

����� ����� ����� ����� ����� ������ � ������ �������� ψ �� ��� ��� ������ ��� ��� �����
����������� β ∈M ����� ������ � �������� C ���� �����

||Dβψ(t, ·)||∞ ≤ C(T − t)−(||β||−1)/2 ������

������ ���� ������� ���� ��������� ������� �� ��������� ��������� ���� ���������� ��� ������� ��
������� � �� �����

������ �� ��� ������� ����������� ����������� ���� �� ��� �������� ��������� �� ��� ��������
������� �� ���� ���� ��� �������� �� ��� ��� ������ �� ������ ������ �� ��� ��������� ����������
��� �������� ������ ������ ��� ��� ����� ��

||∇nyψ(t, ·)||∞ ≤ C(T, V0:d)||φ||1,∞(T − t)(1−n)/2, ������

����� ψ �� ������ �� ������� ���� ���� �� ����� �� ��� ������ ��� ����� ������� �� ��� ��� ��
��� ������������� ������� ���� �� ������� ��� �� �� �������� ������ ��� ����� �� �������� ���
����� �� ��� ���� ����� ����� ����� �� �� ��������� ����� ������ ����� �������� �������� ������
�� ������ ������� �� ������� �� ����

���(PT0,TN −Qµ̂T0,TN )φ(x)
���

≤ C(T, V0:d)||φ||1,∞
N−2�

j=0

q−1�

p=0

Δp+1Tj+1
(T − Tj+1)

−1/2
d�

i=0

���(PT0,TN −Qµ̂T0,TN )ϕi(x)
���

+C(T, V0:d, d)||φ||1,∞�ϕ�2q,∞
N−2�

j=0

Δq+1Tj+1
(T − Tj+1)

−1/2

+C(V0:d, d,m)||φ||1,∞
N−2�

j=0

m+2�

l=m+1

Δ
l
2
Tj+1

(T − Tj+1)
(1−l)/2

+
���(PT0,TN − P ηT0,TN )φ(x)

��� .

���



������� �� ������� ������������� �� ��������� ������ �� ��� ������
������ ����

�� �������� ��� ����� �� ����� ����� ���� �� ��� ���� ��� �� ��������� ��������� ��������
�� φ ��� ������� ��������� �� ��� ���� ���� ������

����� �� ��� �������� ������������� �� ��������� ���

���� �� �� ��� ������� ����� ��� �������� ������ �� ��� �������������� ���������� �� ��� ����������
���������� ��� ����� ����� �� ����

����� ����� ����� ����� ����� ������ � ������ �������� u �� ������� ��� ��� (t, y) ∈ [0, T ]×Rd� ��
�� ����� ��

u(t, y) = Y t,y,µt ,

����� Y t,y,µt �� ������ �� ������ ��������� ��� φ ��������� ��� �������� ��� ����� �����������
β ∈ M ����� ������ � �������� �������� C ��������� �� ��� ���������� �� V0:d, f, ϕ ��� T ����
�����

||Dβu(t, ·)||∞ ≤ C||φ|||β|1,∞(T − t)−(||β||−1)/2 ������

������ �� ����� ����� ����� �� ������ ��� ���� ��������� ����� ��� ����� ����� ������ ��� ��
��� ���������� ���������� �� ��� �������� ����� ��� �������� ����� �� ���� ������� ���������� ��
����� ���� �� ��� ����� �� ������ ��� ������� ����� ���� �� ��� ��������������� ���� ���������
��� ����������� �� ����� �������� �� ����� �� ������ ������ �� ��� ��� ������� �� �����������
������ ��� ����� ������������ ��� ������ ��� �� ������� �� ���� ������������

����� ���� ��� ���������� �� ��� �������� u� �� ��� ������ ��� ����� �� ��� �������� �������
������� �� ������� ������ �� ������� ������ ��� ��� ���� ����� ������ ��� ������ ��� ��� ������
����� ������� ����

E1u(k) ≤
�
1 + CΔTk+1

�
E1u(k + 1) + �̄(k + 1), ������

E2u(k) + ΔTk+1
Ef (k) ≤ (1 + CΔTk+1

)
�
E2u(k + 1) + ΔTkEf (k + 1)

�
+ C �(�̄2(k) + ΔTk+1

N−[(m−1)∧q]/2),
������

����� �̄, �̄2 ��� ������������ ������ �� ������� ������� ���� �� �� ���� ����

N−1�

k=0

�̄(k) ≤ N−1; ���
N−2�

k=0

�̄2(k) ≤ N−2; ������

����� �� �� ��� ������ �������� �� ��� ����� �������� ����� �� ������ ��� ������ ��� ��������
�� ��� ������� ����� �� ����������� ��� ��� ������������� �� u� ��� ��������� ��� ��� ���� ��
��� ������������� �� v ��� ������� �� �� ��� ������ ������� ���� ���������� ��� ����� �� ���
������� �������

���������� �� ���� ���� �� ����� ������� ���� ����� ���� ��� ��� ��������� �� Mu ����� ��
������ �����

Mu(n, Tk+1) ≤ (T − Tk+1)
(1−n)/2||φ||n1,∞,

����� �������� ���� ����� ���� ���� ���� ����� ��� ��������� �������� ������

�̄(k + 1) ≤ C

�
(T − Tk)

−1/2ΔTk+1

�
Δ3
Tk+1

+ΔqTk+1
+N−[(m−1)∧2q]/2

�

+(T − Tk)
−m/2Δ(m+1)/2

Tk+1
+ (T − Tk)

−(m+1)/2Δ
(m+2)/2
Tk+1

+(T − Tk)
−1Δ3/2

Tk+1

�
Δ
1/2
Tk+1

+Δ
q−1/2
Tk+1

+Δ
1/2
Tk+1

N−[(m−1)∧2q]/2
��

.

≤ C

�
(T − Tk)

−1/2ΔTk+1
N−1 + (T − Tk)

−m/2Δ(m+1)/2
Tk+1

�������

+(T − Tk)
−(m+1)/2Δ

(m+2)/2
Tk+1

+ (T − Tk)
−1Δ3/2

Tk+1
N−1/2

�
;

���



�� ������ �� ��������� �� ��� ��

����� �� ���� ���� ��� ���� ���� ΔTk ≤ CN−1 ���� �� ��� ���������� ��������������� �� ���
������� ��������� ��� �̄2 ���� ���������� ������ � �� ���

�̄2(k) ≤C ��
�
(T − Tk)

−3/2Δ3
Tk+1

+ (T − Tk)
−3/2

�
Δq+1Tk+1

+Δ2
Tk+1

N−[(m−1)∧2q]/2
�

�������

+
m+3�

i=m−2
(T − Tk)

−(i−1)/2Δ(i+1)/2
Tk+1

�
.

����� ������ ������� �� �������� ����� ���� �� ������� ��� �������

��� ����� �� ��������� ���

�� � ���� ����� �� ��������� ��� ����� �� ������ �� ������� ��� �� ��� ������� ����� ���
��������� ������� ��� �������� �� ��� ϕi, i = 1, . . . , d ������� ��� �������� �� ��� ����� ����
���� ��� �������� �� ��� �������� dF � ����� ��� ��� Tk < t < T dF (µt, µTk) ≤ C(t − Tk) ������
(t − Tk)

1/2� �� ��� ���� ������ ������ �������� ��� ������ ������� ���� ���������� ������ ����
����� ��� ���� �� ������������� �� ��� ��� �� ��� ������� ��������

�� � ������ ����� ��� �������� ������ ��� ���� �������� �� ��� ���� ��������� �������
��������� �� ��� ����� �� ������ �� ������� ���� ����� ��� ��� ������� ������������� ������
������ ������� ������� �� ������ ������ ������� �� ��� ������ �� ������ ���� ��� �����

���
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�������� ������ �� ����� �����

�� ��� ������������ �� ���� ������ �� �������� ��� ��� �������� ������ ������ ���� ��� �����
��������� ������ �� ��� ����������� �� ��������� ���� ����� ������ ���� ���������� ���� �����
�� ������� ���� ���������� ������� ������� ���������� ��� ���� �� ����������� �� ��� ��������
���������� ������� ��� ���� ������ ��� ��� ���� ����� ������������� ���������� ��������
�� ��� ������� �� ������ ��� ��� ��������� ������� ��� ������ �� ������ ����� �� ��� �������
�� ���������� ��� ������ ��������� �� ��� �������� ���� ������������� �� � ������������ ���
��������� ������ �� ���� �������� �� ����� ������

�� ���� ��������� �� ������� ���� ����� ������� �� ������ � ��� ������������� ���������
������� �� ������� ��������� �� ����� ������ ��� ��� ����� �� �� ���� ���� �� ��� ��������� ����
�� ��� ������������ ������� ����� �� ��� ���� ��� ����� ������������ �� ���� ���������� ���
���� �� ����������� ��� �� ��� ����������� �� ���� ����� �� ��� ������������� ���� �� ������
����� ������������ ���� ������� �� ���� �� ��� ��������� �����

���� ���������� �� ������� �� �������� �� ����� �� ��� ��� �������� ���������� �������������
������� ��� ������� �� ��� ���������� ����� ��� ������� �� ���� Tk ���� ������ ��� ����������
������ ��� ���� ���� �� �������� ���� ������������ ����� ������� ���� � ��������� �� � ����
��� ��� ����������� ������������� �� � ����������� ������� �� ������� ������������� �� � ������
��������

��� �������� ������ �� ����������� ����������� ��������� �� ������ �������� �� ������� ��
����� �� ���� ������� ��� ������ �� ������� ���� ������ �������� ������� �� ����������� ����
������ ��� ���� � ���� ���� ���� ��������� ��� �������������� ����� �� ������� �� �� ��� ���
���������� �� ��� ������ ��������� �� ���� ���� ����� ����������� ��������� �� � ��������� ��
��� ��������� � ������� �������� ������� �� ����� ������ �� ���� ������� �� ������� ��� ����
������ �� ��� ����� ��� ��� ����� ������������� �� ����� �� ��� ���������� ���������� ��� ���
������� �������� ���� ������������� ������� � �������� � �������� ������ �� ��������������
�� ��� ����������� ��������� ��� ��� �������������� ���� ���� ��������� �� �� �������� �� ���

���
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���������������� ����� �� ������� �� ���� ���� �������� ���� ������� �� ��� ��������� ������ ���
��� ������� ��������� �������� �� ���������� ��� ������� �� ������� � ��� ������� �� ������� ��

� ����������� ��������� �� ������ ��������

�� ��������� � ������� ���� ������� ��� ��������� ��������� ������ ��� ������������� ����
������� �� ���� ���� ���� � ����� �� ���������� ��� ������� ����������� �������� ���������
����������� �������� ��� ������ ���� ���������� ����������

��� Ω1,Ω2 �� ��� ����� ��� ��� µ �� � �������� ������� ������ �� Ω1 × Ω2 ����� ��

µ =

m1�

i=1

m2�

j=1

µi,jδxiδyj ,

��� ���� x1, . . . , xm1 ∈ Ω1� ��� y1, . . . , ym2 ∈ Ω2� �� ���� ��� �������� ��������� �� �����������
�������� ����� ��� ���������� ����� �� ���������� ��� �� �� ��������� �� ����� �� ���� ���� ����
������ �������� ���� ����

m1�

i=1

m2�

j=1

µi,j = 1; max
i,j

|µi,j | ≤ 1. �����

���� �� ���� ���� ���������� ������ �������� ���� ������� ����������� �� ������ �����������
�������� ��� �������� �� ���� ������

�������� �� ������ �� µ1 ��� µ2 ��� ������������� �������� �������� ���� Ω1 ��� Ω2 �������
������� ��� ���

µ1i =

m2�

j=1

µi,j ��� µ2j =

m1�

i=1

µi,j

��������� ���� ��� H �� � ����� ��� �� ���� ��������� ���� ������� �� Ω2� ���������� ����
������� �� µ2� �� ��� ���� µ̃ �� � Kmax− ������� ������������� ������� ����������� ������� ��
µ ���� ������� �� H �� �� �������� ��� ��������� ����������

�� µ̃1 = µ1 ����� µ̃1 �� ��� �������� ������� �� µ̃ �� Ω1 �

�� supp(µ̃2) � supp(µ2) ����� µ̃2 �� ��� �������� ������� �� µ̃ �� Ω2 �

�� µ̃ �� ���� ���������� ���� ������� �����������

m1�

i=1

m̃2�

j=1

µ̃i,j = 1; max
i,j

|µ̃i,j | ≤ 1.

�� µ̃ ��������
m̃2�

j=1

|µ̃i,j | ≤ Kmax|µ̃1i |, ��� i = 1, . . . ,m1.

�� ����� ����� ��� ������� ����������� �������� ���� ������� �� ���� ���� �� Ω1 ���� l1
���� ������� �� Kmax�

���



�� ����������� ��������� �� ������ ��������

�� ��� ��� i = 1, . . . ,m1 ��� h ∈ H�

m̃2�

j=1

µ̃i,jh(ŷj) =

m2�

j=0

µi,jh(yj)

����� supp(µ̃2) = {ŷ1, . . . , ŷm̃2}�
��� ���� ���������� ������ ��� ��������� �� � ��������� ������� ����� ���� ��� ���� ��

���������� � ���� �� ������ �������� ���� ������������ � ������� �������� �� ����� �����������
��� ��������� ���������� �� ���� �� �� ���� �� �������� ����������� ������������ �� ���� ��
����� ������������� ����������� �� ��� ���� ���� ��� ��������� �� ��� ��������� ���� ������ ���
����������� ��� ���������� Kmax��

���������� �� ����� ������ ���� ���� ������� ����������� �������� ������� �� ����� ����
��� ��� ����������� ��������� ���������� ���� ���� �� ��� ��������� ���� ����� ������� �� ��
Kmax ≡ 1� �� ������� ���� ����� �� � ���� ������ ��������� ���� ����� ������� �������� ���
������� �� ���� ������ ���� �� ������ ���� �������� ���� �������� ������� �� �� ��� ������
���������� ��� ��� ��������� �� ���� ����� ������� �� ��� ���� ���� ��� ��������� �����������

�� ���������� ���� ������ �������� ��� ��������� ������ �������� ��� Ω1 = Ω2 �� � ����� ������
�� [−1, 1] ���� {−1, 0, 1} ⊂ Ω2� ��� µi,j = |supp(Ω2)|−1δi,j � �� H �� ��� ��� �� ����������� ��
�� ����� �� �� ��� ���� ����� �� Kmax = 1 ���� ����������� ������� ������ ��� ������� ���� ���
������� ���������� ��� ���������� �� ��������� ����� �� µ �������

�� ��� ����� ������ �� ������������� ���� ����� ������ � ��������� ������� µ̃i,j � ��� ���
S = {ŷ1, . . . , ŷl} �� ��� ������� �� ��� ������ ��������� �� ��� ������� �� µ̃ ������ �� �������
���� Ω2� ����� ������ j∗ ���� ���� xj∗ ∈ Ω2 ��� xj∗ /∈ S� ��� ����� µ̃i,j �� � ��������� ����
����� �� ������� ���� [xj∗ , x

2
j∗ ]
T ��� �� ��������� �� � ������ ����������� �� ��� �������� �� ���

��� {[ŷ1, ŷ21]T , . . . , [ŷl, ŷ2l ]T }} ���������� ��� ������������ �������� �� H ���� ��� ������ ��� ���
����� �� ������ ������������ �� {[ŷ1, ŷ21]T , . . . , [ŷl, ŷ2l ]T }} �� ���� ��� ������ ����� ����� ����������
��� ��� {[x, x2]T , x ∈ [−1, 1]} ���� �� ��� ������ �� S ��� �� ��� ������ ��������� �� ��� ������
�������� ���� ������ ��� ��� �� �������������� ���� ����� ����� xj∗ /∈ S ����� �� ��� �������
��������������

�� ����������� �� �� ���� Kmax = 1.25 ��� ��� ��������� � ������� µ̃ ������ �� ������� ���
��� ������ �������� ��� ��� {−1, 0, 1} � ��� ������� ����� ��

µ̃x,0 =
(x+ 1)(1− x)

|supp(Ω2)|
µ̃x,−1 =

x(x− 1)
2|supp(Ω2)|

µ̃x,1 =
x(x+ 1)

2|supp(Ω2)|
,

������ ��� ��� ���� �� �������� �� ������ �� ��� �������� �� ������ ��� ������ �� ��� ������� ��
��� �������� ������� ���� ����

µ̃x,0 + µ̃x,−1 + µ̃x,1 =
1

|supp(Ω2)|
= µx,x

µ̃x,0(0) + µ̃x,−1(−1) + µ̃x,1(1) =
x

|supp(Ω2)|
= xµx,x

µ̃x,0(0) + µ̃x,−1(−1)2 + µ̃x,1(1)
2 =

x2

|supp(Ω2)|
= x2µx,x.

�������� ���� ���� ���� µ̃x,−1, µ̃x,1 ��� �� ��������� ��� ��� �� ��� ���� ���� ��� ��������
|µ̃x,−1|, |µ̃x,1| ≤ (1/8)|supp(Ω2)|−1 ��� ��� ����� x ∈ [−1, 1]� �����

|µ̃x,0|+ |µ̃x,1|+ |µ̃x,−1| ≤ µ̃x,0 + µ̃x,1 + µ̃x,−1 +
2

8
≤ 1.25|supp(Ω2)|−1.

���
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������ ���� ��� ������ ��������� ������� ���� ��� ������ ���� �� ��� ��� �� ������ � ���������� ���
����� [x, x2] ���� �� ��� ������ ��

������ �� ������ ���� ��� ����� ���� �� ��� � ��������������� �� ���� � ��������� ������� ����
���� � ������ �� ��� ������� �� ��� ������ �������� ���������� �� ��� ���� �� Ω2� �� ����� ���
���������� �� �������� ��� ���� ��������� ���� ���� � ���������� �������������� �� �������
��� ���� ������� ��������� ��� ������������� �� ����� ����

������ ����������� ��� ���������� �� ���� �� ��� ������ ������� ���������� ��� �� �� ����
�� ���������� ������������ �������� ��� �������� µ̃2 �� � ��������� ��� ��� ����� �� �������� ���
������ �� ��� �������� µ2� ��� ����������� ��������� ��������� �� ��� � ��������� ����� �� ���
����� Ω1 × Ω2 ����� �� ��� ����� �� �������� ������� ��� ������ �� ���� ����� ������ �� ���
�������� ����������� �� ������ �� ��� ������� �� ���� �������� ���� ���� ��� ��������� �������
���������

�� ��� ���� � ����������� �������������� �� ��� ����� �� �������� ���������� � �������� �� ���
��� �� ������ ������� P �� � ����������� ������� ������ ���� � ��� Ω� ��� A1, A2 ��� ��� ���
�������� ��������� ������ ���� ���� Ω = A1 ∪A2� ����

1 = P(Ω) = P(A1) + P(A2)− P(A1 ∩A2),

��� P(A1),P(A2),P(A1 ∩A2) ��� ��� �� [0, 1]�

���������� �� ��� ����� ����� ��� �������� ������� �� ��� ������� ���������� �������� ������
�� ������������ ��� ��������� ����������� ����� �� �������� �������� ���� ����� ��� ����� ����
��������� �� ��� ��������� �� ��������� �� �� ��������� ������ ���� �� ������� µ �� � �����������
�������� ��� �� ��������� µ̃ �� �������� �� ��� ����������� ������� �� ���� ������ ���������
�������� ��� ���� ����� �� ���� �� �������� �� ���������� ��� �������� ������� ������ ����
���� ���� ��������� ���������

���� ��� ���������� �� ��� ��� ���� ��� ����������� ��������� �� � ������� ������� �� ���
������ ��� �������� �� ��� ������� �� ��� ����� ������� �� �� �������� �������� �������� ���

���



�� ����������� ��������� �� ������ ��������

������� ������� �� � ����������� �������� �� ���� �� ���� �� ���� � �������� ��������� �� ��� �
��������� ������� ��������� ���� �� ��� �������� �� ��� ������� �� µ2� ��� ������ �������� �� µ�

����� ���� ���� ��� ���� �������� �� ������� ������ ���� µ �� � ����������� �������� �� �����
������ S = {ŷ1, . . . , ŷm̃2} � Ω2 ��� αkj ∈ R ��� j = 1, . . .m2; k = 1, . . . m̃2 ���� |αkj | < 1 ���� ����
��� ����� h ∈ H ��� j = 1, . . . ,m2

h(yj) =

m̃2�

k=1

αkjh(ŷk) ;

m̃2�

k=1

αkj = 1 ���
m̃2�

k=1

|αkj | ≤ Kmax,

����

µ̄i,k =

m2�

j=1

αkjµi,j , ��� k = 1, . . . m̃2 �����

�� � Kmax ������� ��������� ������� �� µ ���� ������� �� H�

����� ��� ����� ���� ��� ������� �� ������ � ������� ��������� ��� � ����������� �������
��� �� ������ �� � ����������� ������������� �������� �� ���� ��� � ������ �� ����� ���� ������
������ ��� ��������� h ∈ H �� � ������� ������ ���������� ��� ��� ����� �� ��� ������� �� µ�
���� ���� ��� l1 ���� �� ��� ������������� ���������� ��������� �� ��� ������ �� ��� ������� ��
��� �������� ������� �� ������� �� Kmax� ���� ��������� ��� ��������� ����������

��������� ���� �� ���� ��� ���� (S̄, (αkj )1≤j≤m2;1≤k≤m̃2) �� � Kmax ������� ������������� ��
Ω2 ���� ������� �� H� �� �� �������� ��� ���������� �� ����� ���� ��������� �� ���� ��� ���� µ̃
�� � Kmax ������� ����������� �� µ ���� ������� �� H ������ ���� ������������� �� �� ��� ��
������� �� �� ������

����� �� ����� ��� � ��� ����� �������� �� ��������������� ������������ �� ���� ���� µ̄ �� �
��������� ������� �� ������ �� ��������� ���� ���������� supp(µ̄2) � supp(µ2)� ��� ��� ���
i = 1, . . . ,m1

µ̄1i =

m̃2�

k=1

µ̄i,k =

m2�

j=1

�
m̃2�

k=1

αkj

�
µi,j =

m2�

j=1

µi,j = µ1i ,

���������

max
i=1,...,m1,k=1,...m̃2

|µ̄i,k| = max
i=1,...,m1,k=1,...m̃2

������

m2�

j=1

αkjµi,j

������
≤ max
i=1,...,m1


 max
k=1,...m̃2

|αki |
m2�

j=1

µi,j


 ≤ 1

����� �� ��� ��� ���� ���� ��� ������� ������� �� � ����������� ��������

������������ ��� ���� ��� ������� l1 ����� �����

m̃2�

k=1

|µ̄i,k| ≤
m2�

j=1

m̃2�

k=1

|αkj |µi,j ≤ sup
j=1...,m2

�
m̃2�

k=1

|αkj |
�
m2�

j=1

µi,j ≤ Kmaxµ
1
i .

�������� �� � ������� ���������

m̃2�

k=1

µ̄ki h(ȳk) =

m2�

j=1

µi,j

�
m̃2�

k=1

αkjh(ȳk)

�
=

m2�

j=1

µi,jh(yj)

���



�������� �� �������������� �� � ������� �������� ������ �� ����� �����

� ������������� ������� �������� �������

�� ���� ������� �� ������� ��� �� ����� ��� ��������� ��������� �� ��� �������� �� ������ �����
������� ��� (Ω,P,F) �� � ������� ����������� ������ ��� t ∈ [0, T ] ��� x ∈ Rd� �������� ���
��� ������� �� ������������� �������� ����� ��

Xt = x+
d�

i=0

� t

0
V i(Xs) ◦ dBis �����

��� ��� t �� [0, T ]� T > 0 �� ������ ���� B1:d
t � d������������ ������� �������� ������ ���

��� ���������� B0
t = t� �� ���� ��� ��������� Vi : (t, y) ∈ [0, T ] × Rd �→ Vi(t, y) �� �� ���������

������������� ���� ������� ������������

��� ω ∈ C0,bv([0, t],Rd)� ��� ����� ��� ���������� ω0(t) = t� ��� Φt,x(ω) �� ��� �������� �� ���
���

Φt,x(ω) = x0 +

d�

i=0

� t

0
V i(Φs,x(ω))dω

i(s).

��� m �� � �������� �������� ������ �� ��� ����� �� ���������� ������� ���� ��� ���� ��������
[0, 1]�� ������ �� ��� ������� (λ1, ω1), . . . , (λκ, ωκ)� ���� ωi ∈ C0,bv([0, 1],Rd)� ������ ���� ���
������������ ���� ��� λi ��� ωi;t(s) :=

√
tωi(s/t) ����� � �������� ������� Qt �� [0, t]�

��� �� ���� ��������� ���� ������ �������� ������� ������� �������� ������� ������� �������
��� ����� ��� KLV (.; s) �� � ������� ������ �������� �������� �� Rd �� �������� �������� �� Rd�

���� ���� �� µ =
l�

j=1

µjδxj �

KLV (µ, t) =
l�

j=1

κ�

i=1

µjλiδΦt,xj (ωi;t). �����

���� ���������� ������� ��� �� ���� �� ��� �������� ����� �� ��� �������� ���� ������������� ��
0 = T0 < T1 < . . . < TN = T �� ��� �������������� ����� ��� ΔTk := Tk − Tk−1 ��� k = 1, . . . , N �
���� �� ����� �������� �������� ����������� X �� ���� �������������� ����� ����������� ��

QT0 := δx0 ; QTk := KLV (QTk−1
,ΔTk).

�� ���� �� ������ �� ���� �� ��������� ��� �������� ������� KLV ������ �������� �������� ��

Rd �� �������� �������� �� Rd × Rd� ���� ���� �� µ =
l�

j=1

µjδxj �

KLV (µ, t) =
l�

j=1

κ�

i=1

µjλiδ(Φt,xj (ωi;t),ωi;t),

����� �� ���� KLV ��� ������� ��� ����������� �� ���� � �������� ������� ����������� �������
X ��� B�

���



�� ������������� ������� �������� �������

�������� �� ��������� ��� ����������� jKLV (.; s)� � ������� ������ �������� �������� �� Rd

�� �������� �������� �� Rd × (Rd × Rd)� ���� ���� �� µ =
l�

j=1

µjδxj �

jKLV (µ, t) =
l�

j=1

κ�

i=1

µjλiδ(xj ,(Φt,xj (ωi;t),ωi;t)),

�� ���� ��������� ����� �� � ����� ��� ������ �� ���� �������� µ ��� �� ������ �������� ���
KLV (µ, t) ��������

����� ��� ��������� �������� ������� Q̃ �� ������ �� ��������

��������� ��� ���������� �������� ������� Q̃ �� ��� (rk)k=1,...,N−1� (ηk)k=1,...,N−1 �� ���
��������� �� �������� ���� �������� ��� ��� (m�

k)k=1,...,N−1 � �������� �� N ���� ���� �� ���� ��
���������� �� ��� ����������

• ��� k = 0� �� Q̃0 = δx0 � ��� ��� S0 = {x0}�

• ��� k = 1, . . . , N − 1�

� ��� ��� ��������� ������� Q̌Tk−1,Tk := jKLV (Q̃Tk−1
,ΔTk) ��� ��� Q̌Tk �� ��� ����

����������� �� ��� ������ �������� ����� Q̌Tk = KLV (Q̃Tk−1
,ΔTk)��

� ��� Okj � j = 1, . . . ,M
k �� � ����� ���������� �� �������� ���� ����� �� ������ rk ��������

��� ������� �� Q̌Tk � ��� {p1, . . . , pl}� ���� l =

�
m�
k + d

d

�
�� � ����� ��� ��� ��� ��

����������� �� Rd �� ������ �� ���� m�
k �� Rd�

� ��� Sk = {x̂1Tk , . . . , x̂
nk
Tk
} ��� αkj ���� �� ηk ������� ������������� �� ��� ������� ��

Q̌Tk ���� ������� �� ��� ��� �� ���� ��������� Hk �� ����� ����������� �� ������ �� ����
m�
k ����

Hk = {pi1Oj
k
: i = 1, . . . , l; j = 1, . . .Mk}. �����

��� Q̃Tk−1,Tk �� ��� ���������� ��������� ��� ��� �� ����� ���� ��� Q̃Tk �� ��� ������
���������

• ��� k = N � ��� Q̃TN−1,TN := jKLV (Q̃TN−1
,ΔTN )� ��� Q̃TN �� ��� ������������� ������

��������� ��� ������ ������ ������� SN = {x̂1TN , . . . , x̂
nN
TN
}�

��� �� ������� �� ��� ��������� �������� �������� ����� �� ���� ��� �������� �������� Q̃Tk
��� k = 0, . . . , N ��� ����������� �������� ��� ���� � ������� �������� ������� �� ��� ����� ��
��� ��������� �� �������� ��� ������ ��� �� ���������� ���� ��� ������� �������� ����� �� ����
�� ���������� ��������� �� �������� ����������� ������������ ������� ���������� ������ ���� ����
�� �� ��������� ������� �� �� ���� �� ����� �������� ���������

������ ���� �� ���� �������� ��� ������� �������� �� ������� ���� ��� ����������� ���������
�������� ����������� �� ��������� ���� ����� ���� �� ������ ���� �� ������ ��� ������� ��
��� ������ ���������� ��� ��� ��������� �� ���� ���������� �� ��� �������� �������� ����
����� ������ ����������� ���� ����� �� �� ������ ��� ����������� �� ��� ����������� ������������
��������� �������� ���������� �

���



�������� �� �������������� �� � ������� �������� ������ �� ����� �����

��� �������� �� ������ ������� ���������

�������� ��� ���� t ∈ [0, T ] ��� x ∈ Rd� � ��������� ������� �������� ���������� �����������
�������� ������ ����� ��

Xt = x0 +
d�

i=0

� t

0
V i(Xs) ◦ dBis

Yt = g(XT ) +

� T

t
f(s,Xs, Ys, Zs)dt−

� T

t
ZsdBs,

�����

��� ��� t �� [0, T ]� T > 0 �� ������ ���� B1:d
t � d������������ ������� �������� ������ ���

��� ���������� B0
t = t� �� ���� ��� ��������� Vi : (t, y) ∈ [0, T ] × Rd �→ Vi(t, y) ��� ��� ����

���� f : t, x, y, z ∈ [0, T ] × Rd × R × Rd �→ f(t, x, y, z) ∈ R �� �� ��������� ������������� ����
������� ������������ ��� g � ������ ��� ������� �������� ���� Rd �� R� ���� ���� �� ���
��������� �� �� ���� ���� ��� �������� ������� �� ���� �������� ��������� ��� ������� ��������
�� ������������ �������� ���� ������� ��� �� ��� ������������ ��� � ������ �� ��� �������� ��������

���� ��� ��� ��� 0 ≤ T0, . . . ≤ TN = T �� � �������������� �� ��� �������� [0, T ]� �� ��� ������
������� �� ��� ������� �� ���� � ������� �������������� �� ��� ���������� ���� �������������� ��
���������� �������

Tk = T

�
1−
�
1− k

N

�γ�
. �����

�� ������� ��� ΔTk = Tk − Tk−1� ����� �� ��� ��� ��� ��������� �������� ���� ������������ ���
��� ������� ����� ������� ���� ��� �������� ��������� �� �������� �� ������ ��� �����������
���� ��� ���� ��������� ���� ��� ��� �� ��������� �� ������� � �� ������� � ���� ��� ������
���� �� ����� �� ������ �� �� �������� ��

• ��������� �������� ���� ������������ �� ������ �� �������� ���

• �������� ������������

�� �� k = N ����� t = T �� �� ��� ����������� �������� ��� ����� �� u(T, x) ��� x ∈ SN
�� ��������

�
û(TN , X̂

j
TN
) := g

�
X̂j
TN

�
;

v̂(TN , X̂
j
TN
) := 0

�� ��� �� ������� ���� ��� k ≤ N � �� ���� ����� û
�
Tk+1, X̂

i
Tk+1

�
��� v̂

�
Tk+1, X̂

i
Tk+1

�

��� ��� i = 1, . . . , nk+1�

�� �� ��������� ��� ������������� ������ ��� ���� x ∈ Sk



v̂(Tk, x) =
1

ΔTk+1

EQ̃
�
û(Tk+1, X

Tk,x
Tk+1

)ΔBk+1

�

û(Tk, x) = EQ̃
�
û(Tk+1, X

Tk,x
Tk+1

) + ΔTk+1
f(Θ̂k+1,x)

� �����

����� �� ������

Θ̂k+1,x :=
�
Tk+1, X

Tk,x
Tk+1

, û(Tk+1, X
Tk,x
Tk+1

), v̂(Tk, x)
�
. �����

������� ���� �� �� ������� �� �� ��� ����� ��� ���������� ��������� �� g ��� ��� ��� ���������
���������� �� �������� �� ���������� ���������� ��������� ����� ���� �� ��� ��� ��� ���������
������� ��������� ����� ��������� ��� ������ �������� ���� ����� ���� ����������� �����������
��� ����� �� ����� ��� ������������ ������� ������� ���� ���� ����������� ��� �����������
����������� �� ��� ������� ����������� �������� �� ��� �������� �� ������� ���������� �� ��� ����
����� ������ �� ������� �� ������ �� ����� ��� ��������� ����� ������ �����������

���



�� ������������� ������� �������� �������

��� �������� �� ������ ����� ��������

�� ������ ������� ��� ����� ��� ��� ���� ����� �������� ��������� � �� ��� ���� ����� �� �������
����

��� �� ���� ������� ���� ������ ������� �������� ��� ��� ��������� ��������

����� ���� ��� ψ �� � ������� �������� ���� Rd �� R� ��� K � ����� ����� ����� ��� �����
x ∈ Sk ���EQ̃

�
ψ(XTk,x

Tk+1
)
���� ≤ ηk+1||ψ||

��� ���EQ̃
�
ψ(XTk,x

Tk+1
)
�
K +ΔBTk+1

����� ≤ ηk+1||ψ||∞(K +ΔTk+1
)1/2

������ ��� µk+1x,. = KLV (δx,ΔTk+1
) �� ��� �������� ������� ������ �� �������� ��� ��� ������

��� ������ �� ������ ���� ���� ���� ������� ����������� �� � ����������� ��������

�������� Q̃[Tk,Tk+1] ��� Sk+1 = {x̂k+11 , . . . , x̂k+1m̃ } ��� ������� ��������� ����� �� Tk+1 �� ��

��������� ������ �� ������������� ����� ����� αij ��� j = 1, . . . , |supp(µ)| ��� i = 1, . . . , m̃ :=

|supp(Q̃[Tk,Tk+1])| ���� ����

EQ̃
�
ψ(XTk,x

Tk+1
)
�
=

m̃�

i=1

|supp(µ)|�

j=1

αijµ
k+1
x,j ψ(x̂

k+1
i ) =

|supp(µ)|�

j=1

µk+1x,j

m̃�

i=1

αijψ(x̂
k+1
i )

���� ����� ��� ���� ����� �������� ����������

EQ̃
�
ψ(XTk,x

Tk+1
)
�
K +ΔBTk+1

��
=

m̃�

i=1

|supp(µ)|�

j=1

αijµ
k+1
x,j

�
ψ(x̂k+1i )

�
K +Δωj

��

=

|supp(µ)|�

j=1

µk+1x,j

��
K +Δωj

�� m̃�

i=1

αijψ(x̂
k+1
i )

�� ���� ��� ������ ����� ������� ���� ������ ������� �����������

�� ���� �� ��������� �� ����� ��� ���� ����� ��������������� ��� �� ������ ���� ���� ��� ����
����� ������� �������� �� ��� �������� ������� ���� �� ���� ������� ��������� ��� ��������� ��
��� ������������ ��� �� � �������� �������� ��������� �� ����� �����

����� ���� ��� ψ �� � Cm+2
b �������� ���� Rd �� R� ����� ����� ����� ��������� C,C �

��������� ���� �� V0:d, d,m ���� ����� ��� ��� i = 1, . . . , d� ��� ��� k = 0, · · · , N − 1 ��� ��� ���
x ∈ supp(QTk)�

���(E− EQ)
�
ψ(XTk,x

Tk+1
)
���� ≤ C

m+2�

l=m+1

||ψ||l,∞Δ(l)/2
Tk+1

���(E− EQ)
�
ψ(XTk,x

Tk+1
)ΔBk+1

���� ≤ C �
m+1�

l=m

||ψ||l,∞Δ(l+1)/2
Tk+1

����� ΔBk+1 = BTk+1
−BTk �

��� ��������� �������� ������� ��� � ���� ������� ���������

���



�������� �� �������������� �� � ������� �������� ������ �� ����� �����

����� ���� ��� (rk)k=0,...,N � (m�
k)k=0,...,N ��� (ηk)k=0,...,N �� ������������ ��� �������� �� �����

�� ��� �������� ������ ��� �������� �� ������� ������ �� ��� ������������� ����������� ��� ���
�������� �� l1 ������ �� ������ �� ��������� ����

��� ψ �� � C
(m+2)∨(m�

k+1+1)

b �������� ���� Rd �� R� ����� ����� ����� ��������� C,C � ���������
���� �� V0:d, d,m ��� (m�

k)0≤k≤N ���� ���� ��� ��� k = 0, · · · , N − 1� ��� ��� i, j = 1, . . . d� ���
��� ��� z ∈ Sk�
���(E− EQ̃)

�
ψ(XTk,x

Tk+1
)
���� ≤ Cηk+1||ψ||m�

k+1+1,∞r
m�

k+1+1

k+1 + C
m+2�

l=m+1

||ψ||l,∞Δ(l)/2
Tk+1

������

���(E− EQ̃)
�
ψ(XTk,x

Tk+1
)ΔBik+1

���� ≤ C �ηk+1||ψ||m�
k+1+1,∞r

m�
k+1+1

k+1 Δ
1/2
Tk+1

+ C �
m+1�

l=m

||ψ||l,∞Δ(l+1)/2
Tk+1

������

������ ��� �� ��������� ��� ����� ��
���(E− EQ̃)

�
ψ(XTk,x

Tk+1
)
���� ≤

���(E− EQ)
�
ψ(XTk,x

Tk+1
)
����+

���(EQ − EQ̃)
�
ΠHkψ(X

Tk,x
Tk+1

)
���� ������

+
���(EQ − EQ̃)

�
ψ(XTk,x

Tk+1
)−ΠHkψ(X

Tk,x
Tk+1

)
����

��� ���� ���� �� ��� ����� ���� ���� �� ������ �� � �������� ����� ��� �� ���������� ����� ���
������� �� ����� ����� ��� ������ ���� �� ���� �� ��������� �� ��� ������������� ������� �������
Q̃� ��� ���� ���� �� ���������� �� �������� ��� O1

k+1, . . . , O
Mk+1

k+1 �� ��� ���������� �� �������� ����
����� �� ������ rk+1 ���� ��� ��� ������������� ���������� ��� ΠHk �� ��� ���������� ��������
���� ��� ��� �� ����� ����������� Hk ������ �� ������ ������ �� ��� ���������� �� ψ ��� ���
������ ������� �� ������� ���� ��� ��� y ∈ supp(Q̃Tk+1

)

|ψ(y)−ΠHkψ(y)| ≤
�ψ�m�

k+1+1,∞
(m�

k+1 + 1)!
r
m�

k+1+1

k+1 .

������ ����� ���� Q �� � ����������� ������� ��� ����� ����� ���� �� �������

���(EQ − EQ̃)
�
ψ(XTk,x

Tk+1
)−ΠHkψ(X

Tk,x
Tk+1

)
���� ≤ ηk+1

�ψ�m�
k+1+1,∞

(m�
k+1 + 1)!

r
m�

k+1+1

k ,

���� ����� �� ������ ������� ������� ��������� ���� �� �������

�� ��� ����� �� ����� ��� ���� ������� �� ����� ������������� �� ��� ���� ������ �����
��� ��������� �������� ������� ������ ���� ���� k = N � �� ���������� ��� ��� x ∈ SN
û(TN , x) = u(TN , x)� ������ �� ����� ���� �� ��� L∞ ����� ������� 0 ��� N − 1�
������� ���� �� �������� �� ��� �������� ������������ ������� ���� m ≥ 3 ��� ����� �����
�������� ��������� K,K � ���� ����

r
m�

k+1+1

k+1 ≤ KΔ
(m+1)/2
Tk+1

��� ��� k = 0, . . . , N

���
N−1�

k=1

(ηk − 1) ≤ K �.

���
Eu(k) := max

x∈Sk

|u(Tk, x)− û(Tk, x)|; Ev(k) := max
x∈Sk

|v(Tk, x)− v̂(Tk, x)|.

�����
max

0≤k≤N−1
(Eu(k) + Δ1/2

Tk+1
Ev(k)) ≤ CN−1

���



�� ������������� ������� �������� �������

������ ��� ����� �� � ����������� �� ��� ���� ����� �������� ��������� � �� ��� ���� ����� ��
������� ���� ���� �� ���� ������������ ��������� ��� ������ �� ��� �������� ����� ��� ��� ��
��� ��������� ������� �����������

��� k ∈ {0, . . . , N − 1}� ��� ��� x ∈ Sk� �� ����� ��� ����� ������� u ��� û �� ��������

u(Tk, x)− û(Tk, x) = u(Tk, x)− E
�
u(Tk+1, X

Tk,x
Tk+1

) + ΔTk+1
f(Θ̄k+1,k(x))

�
������

+ (E− EQ̃)
�
u(Tk+1, X

Tk,x
Tk+1

) + ΔTk+1
f(Θ̄k+1,k(x))

�
������

+ EQ̃

�
u(Tk+1, X

Tk,x
Tk+1

)− û(Tk+1, X
Tk,x
Tk+1

) ������

+ΔTk+1

�
f(Θ̄k+1,k(x))− f(Θ̂k+1,x)

��
.

����
Θ̄k+1,k(x) :=

�
Tk+1, X

Tk,x
Tk+1

, u(Tk+1, X
Tk,x
Tk+1

), v(Tk, x)
�
.

���������� �� ��� ������ ��� ����� ������� v ��� v̂ ���

ΔTk+1
[v(Tk, x)− v̂(Tk, x)] = ΔTk+1

v(Tk, x)− E
�
u
�
Tk+1, X

Tk,x
Tk+1

�
ΔBTk+1

�
������

+ (E− EQ̃)
�
u
�
Tk+1, X

Tk,x
Tk+1

�
ΔBTk+1

�
������

+ EQ̃
��
u
�
Tk+1, X

Tk,x
Tk+1

�
− û
�
Tk+1, X

Tk,x
Tk+1

��
ΔBTk+1

�
. ������

�� ���� ���� ���� ��� ������� �� ��� ����������� ������ ������ ��� ������� ���� ��� ����
����� �������� ����� ����� ������ ��������� Ψ1,Ψ2� ������������ ������� �� �∂yf�∞� �∂zf�∞
������ ������� ���� �����

ΔTk+1

�
f(Θ̄k+1,k(x))− f(Θ̂k+1,x)

�
=ΔTk+1

Ψ1

�
u(Tk+1, X

Tk,x
Tk+1

)− û(Tk+1, X
Tk,x
Tk+1

)
�

������

+ΔTk+1
Ψ2 (v(Tk, x)− v̂(Tk, x)) .

��������� ������� ������ ��� ������ �� ������ ��� ���� �� ������� �� ���

|������+ ������| =
����EQ̃
��

u(Tk+1, X
Tk,x
Tk+1

)− û(Tk+1, X
Tk,x
Tk+1

)
� �
1 + ΔBTk+1

�

+ΔTk+1

�
f(Θ̄k+1,k(x))− f(Θ̂k+1,x)

������

≤
����EQ̃

��
u(Tk+1, X

Tk,x
Tk+1

)− û(Tk+1, X
Tk,x
Tk+1

)
�
(1 + Ψ1ΔTk+1

+ (1 + Ψ2)ΔBTk+1
)
� ����

≤ ηk+1Eu(k + 1)(1 + CΔTk+1
)1/2.

������ �� ����� ����

������ ����� � ������� ��� ��� ����������� ������ ������ ��� ������� �� �������� ��� �����
����� �� ��� ����� ���������� ��� ������ ������ ������ ��� ������ ��� �� ���������� �� �� �����
��� �� ������� � �� ������� ��� ������ ���� ����� �� ����� ��������� ��� ����������� ��������
������ ������ ��� ������ ��� ���������� ����� ����� ������ ������ �� ���� ���� ��� ���������
�� u �� ������� ������� ������ ����

Eu(k) ≤ ηk+1
�
1 + CΔTk+1

�
Eu(k + 1) + �̄(k + 1), ������

���



�������� �� �������������� �� � ������� �������� ������ �� ����� �����

����

�̄(k + 1) = C

�
sup

s∈[Tk;Tk+1]
||u(s, ·)||2,∞Δ4

Tk+1
+ ηk+1||ψ||m�

k+1+1,∞r
m�

k+1+1

k+1 +

m+2�

l=m+1

||ψ||l,∞Δ(l)/2
Tk+1

�

≤ C

�
sup

s∈[Tk;Tk+1]
||u(s, ·)||2,∞Δ4

Tk+1
+K(K � + 1)||ψ||m�

k+1+1,∞Δ
(m+1)/2
Tk+1

+

m+2�

l=m+1

||ψ||l,∞Δ(l)/2
Tk+1

�
,

����� ��� ���� ���������� ���� ��� ��������� �� (rk)0≤k≤N ��� (m�
k)0≤k≤N � ���������� ����������

����� ������� �� ������� ����� ��� ��������� �� ��� �������� (ηk)0≤k≤N ��� ��� ��������� ��
ΔTk �������

Eu(i) ≤
N−1�

k=1

C � exp(K �)�̄(k + 1) ≤ CN−1.

��� ������ ��� Ev ������� ���� ��� ����� ��� Eu ��� ��� ��������� ������� ������� �������

� �������������� ���������� ��

�� ��� �������� ��������� �� ��������� � �������� ��� �� ������ ��� �������� ��������� �� ���
������ ����� ���� ������� �� �������� �� ��� ����������� �� ��� � ������� ������������� ��� �
����� ����� ��� �� ������ Ω2 ��� � ������ �� ���� ��������� �� �� ����� ������

��� ������ �� � ��������� ��������� �� ������������ �� �� ������ �� ��� � ����� �������������
��� ���� ������������� ���������� ���������� ��� ������������ ��� ������� �� ���� ������� �� ��
������������ ������� �� �������� �������� ��� ���� �� � ��� S ���� ���� ����� ����� ���������� α
������ (S, α) � Kmax ������� ������������� �� Ω2 ���� ������� �� H� �� ���� �������� �� ����
H �� �� ��� ��� �� ����������� �� �� ����� m� ��������� ��� ��������� ��� �� ���� ������� ��� �
�������� ��� �� ���� �����������

������ ���� ��� ������ ��� �� ���� S ⊂ Ω2 ����� ���� ��� �������� �������� ��� ���� ��
��� �� ������� ���������� ���� ��� ��� ������� �� ��� �������� �� �� ������������� �� ������
�� ��������� ��� ���� ���������� ���� ��� ������ ������� �� ����� �� ���� ��� ��������� ��� �����
������������ �������� �������� �� ��� �������� ��������� ���� �� ��� ���� �� ��������� ���� ��
��� ������ �� ������� �� �������� ���������

���� ���� ��� �������� ������������ ������� �� �� � ������������ ����� �� �� �� ����� �������
�� ����� ��� �� ������ �� ������� �� �� ��� ������ ��� �� �� ���� � ������ ��������� ������� ��
��� ������������ ����� ��� ����������� ������� �� ������� �� ���� �� �������� ��� ���������� �����
�� ��������� � ��� �� ������� � �������� ���� ������� �� �������� ����� ����� ������� �� ������
��������� ����� �� �� ����� �� ����������� ��������� ��� ���� ������ ��������� �� �����
���� � ������� ������ �� ������������ ��� l0 ������� �� ���������� ��� ������ �� �������� ��
��� ����� ��� ���� �� ��� ������������� ������ �� � ������� �� ���������� ����� l1 ���� ���� ���
������� ������ ���� ������� ���� �� ������ ��� ���� ���� �� ���������� ��� ������� l1 ���� ��
��� ���� ����� �� �������� �� ������ ��� ������ ��� Ω2 �� ������� �� ��� ������� �������� ��
��� ����������� ��������� ��� l1 ����� �� ���� �� �������� ������� ���������

������ �� ���� ��� ���������� �� ������ � ��������� ��������� ��� ��� ������� ����������
�� ���� �������� ����� ��� ����� m� = {0, 1} ��� ����� ����� ��� ������ �������� ��������� ��
����� ��� ��������� �� ��� ���� ���� �� ��� ������� ������ �� ��� ������������� �������� �� ���

���



�� �������������� ���������� ��

�������� �� ������� �� ������ �� �������� ����� �� ��� ��������� ������������� ��� �������� �����
������������ ���������� ��� ��� ������������� ������� �� ������ �� ��������� �� �� ��������
���� ���� S = Ω2 ��� ���� ������������� ���������� ���� S ��� ����� ���� ��� �� �����������
�� ������ ����������� �� ��� ��������� ���� ������� ����������� ��� ������ ������� �� ����������

��� �� ��������� ��� ����������

��������� ��� ��������� ��������� ����������� ��� ��������� �������� �� ���������� ��� l1
����� ��� ��� ������������� ���������� Kmax� ��� ������� ������ �� ������������� �����������
m� ��� ��� ��� Ω2 = {x1, . . . , xm2} �� ������ �� �� �������������

�� ���� ���������� S = {x̄1, . . . , x̄m̃2} �� ��� ��� �� ������������� ����� ��� A �� � m2 × m̃2

������ ���� ���� ��� i−�� ��� �� A �������� ��� ������������� ���������� �� ��� ����� xi �� �����
�� ��� ������������� �������

�� ��������������� ��� S = Ω2� m̃2 = m2� ��� A = Id(m2) �� ��� �������� m2 ×m2 �������

�� ���� ������������ �� ������ �� ��� ������� ������ �� ������������� ������ �� ��������� ��

m̃2 ≤
�
m� + d

d

�
,

��� ��� ��������� ��� �� ���� ���

�� ������ ������������ ��� V̄S �� ��� ����������� ������ �� ��� ��� S�

V̄S =




1 x̄1 x̄21, . . . x̄m
�

1

1 x̄2 x̄22 . . . x̄m
�

2
���

���
���

� � �
���

1 x̄m̃2 x̄2m̃2
. . . x̄m

�
m̃2


 .

���� � ����� C = {c1, . . . , cl�} ∈ Rm̃2 ��� ��� ������ �� V̄ TS ���� ������� ����� �������� �����
���������������

�� �������� ��� ���� �� �� �������� ��� ���� i = 1, . . . , l� ��� j∗(i) = argminj=1,...,m2
|cij |� ����

��� i∗, j∗ �� ������ ��

i∗ = argmini=1,...,l�
m2�

j=1

�����
cij

cij∗(i)

����� ��� j∗ = j∗(i∗).

����� c̄ �� c̄j := −ci∗j /ci
∗
j∗

����� ��� ���� �� ��� ���������� ���� ���� ��� ���� ci ∈ C ��� k = 0, . . . ,m�� �� ����

m̃2�

j=1

cij x̄
k
j = 0⇒ cij∗(i)x

k
j∗(i) =

m̃2�

j=1;j �=j∗(i)
−cij x̄kj ,

�� ���� ��� ������������� ���������� ��� ������ ���� �� c̄� ���� ���� �� ������ j∗(i) ��
��������� ��� ���������� ��� ���� ���� ���� ��� �� ������ i∗ �� ��������� ���� ������
������������� ���������� �� ����� �� ��� ����� ���� ���� ����� ����� l1 �����

���



�������� �� �������������� �� � ������� �������� ������ �� ����� �����

�� ���������� ��� α �� �� �������� �������������� ������� �� ���� ���� ��������� (m̃2) ×
(m̃2 − 1)� ��� �� ����� ��

α =




1 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 0 . . . 0
���

���
� � �

���
���

���
� � �

���
0 0 . . . 1 0 0 . . . 0
c̄1 c̄2 . . . c̄j∗−1 c̄j∗+1 c̄j∗+2 . . . c̄m̃2

0 0 . . . 0 1 0 . . . 0
���

���
� � �

���
���

���
� � �

���
0 0 . . . 0 0 0 . . . 1




�� ����� ����������� � ��������� ��� ��� �������������� ������� A� := A× α� ��
m̃2−1�

k=1

|A�
j,k| ≤ Kmax, ∀j = 1, . . . ,m2, ������

����� �� ��� l1 ��������� �� �������� ���� ��� ������� ��� A := A�� S := S\{x̄j∗}� m̃2 := m̃2−1
��� �� �� ���� ��

���������� ���� C := C \ {ci∗}� �� C �= ∅� ��� ������� ���������� �� �� ���� ��

�� ���� ��� ����� S ��� ��� ������� ����� �� A ��� � Kmax ������� ������������� �� ��� ���
Ω2 ���� ������� �� ��� ����������� �� �� ����� m��

����� ��� ��������� ������ �� ����������� ��� ����� �� ���� �� ��� ����� ���� �� ���� �����
��� ���������� �� �� ������� ���� ���� ���� �� �� ��� �� ����� �� ��� ���� ����� ����� �����
����������� ���� �� ������� � ����� ����� �� ����� �� ��� ��������� ����� ��� �������� �� ����
�������� �� ������ � ��������� ���� �� �� ��� ��� �� ��� ������������� ������ ���������� ���
��������� ���� ���� ������������� ��������� ���� �� ������� ���� ���� ��� �� ����� �� ��� ����
�� �������� ����� ���� ����� ��� � ����� l1 ������ �� ����� �� ��� ��������� ����� �������������
�� ������ ���� �� ��� ��� ����� �� ����������� ���� ������������ ����� �� ��� ��������� �� ���
������ ����� �� ��� ���� ������ ��� �� ����� �� ���� ��������� �� ���� �� ��� �������� �������������

��� �������� ��������� �� � ��������� ������� �� �� ���� �� �� ��� ���� ����������� �������
��� ��� �� ������ ���� � ���������� ����� ��� ��� ��������� ������� �� �� ������� �� ��� ���� ��
��� ������� ������������� ��� ��� ��� ������ �� �������� ����������� �� ����� �������� ��� ����
�� ��� ��������� �� ��� ���������� ��� ������ �������������� �� ���� � �� �� ���� � ������ ������
��������������� ������ ������ ���� ������� ���� ��� ��� �� ���� � ��� �� ������� � ����������
�� m̃2(r + 1)

2 ����� ������ �� m̃2�� �� �������� ��� ���� ��������� ���� �� ��� ��������� �� ���
������ �� ������ ��������� �� ���� � ��� �������� ��� ������� ����� �� ���� � ���� ������� ���
� ���������� �� (m̃2)

2�

��� ��������� ������

��� ������ �������������� �� ��� ������������� ��������� �� �� ������� �� ��� ��������� ��
���������� � �������� �������� ������� ��� ��������� �� ��� ���� ���������� �� ��� ������ ��
������ �� ��������� ���� ������ ��� ��������� (rk)k=0,...,N � (m�

k)k=0,...,N ��� (ηk)k=0,...,N � ����
������ ������� ��� ����������

r
m�

k+1+1

k+1 ≤ KΔ
(m+1)/2
Tk+1

��� ��� k = 0, . . . , N ������

N−1�

k=1

(ηk − 1) ≤ K �. ������

���



�� ��������� �����

��� ���� ��� �� ���� ���� ���� ����������� ���� ���������� ���� ����� ����������� ���� ���
���� ���������� �� ������ ����

rk+1 ∝ Δ
(m+1)

2(m�
k+1

+1)

Tk+1
.

������ ���� � ��������� ����� �� ����� �� ����� ���������� �� ����� ����� ������ �� m�
k+1 ����

������� ���� ���� ����� ΔTk+1
� ��� ������� �� ��� ���� ����� �� � ���������� ���� ��������������

�� ������ �� ������ ���� �� ���� ���� ��������� ������ ��� ��� ���� �� ��� �������� �������� ��
��� ����� ��������� ������ � ����� ����� ��� ηk� �� N ������ ��� ���� k �� {0, . . . , N}� ���� �������
������ ����� ������ �� m�

k+1� ��� �� ��� ��������� ������ ���� ����� ������ �� ηk − 1 ������ ��
������ ������� �������� ����� ��� ����������� �� ���������� ������ ��� �������� ��������

���� ��� �������� ����������� � ���� ���������� ����� �� �������� �� �������� ��� (ak)0≤k
�� �������� ���� ���������� ���������� ������ ���� ����������� ���� ���� ���� ������������� ���
�������� ���� ak = k−2�� ��� ���� �������� ������� M � ��� ηk = 1 +MaN−k� �������� ��� θ > 0
�� � ���������� ��������� ��� �������������� ����� �� m�

k = m �� ηk > θ �� m�
k = 1 ����������

��� ���� �� ���� � ������ �� �� ����� ���� ��� ��� �� ������������� �� ������ ����� ���� �������
���� ���� ������ ��� ������� ���������� ��� ��������� ������ �� � ������ �������� ������ �������
������� �� ��� �� ������� � ������������ ��� ��� ��� ������ �� ����� �� ��� ���� ����������
�������� ��� �������� ���������

��� ���� ���������� �� ������ ��� ��������� �� ��� ���������������� ����

�� ���� �������� � ������ �� ����� ��� ����� ������� �� ��������� ���� � ������� ���� �� ���
��������� ����� ����� �� ����������� �� ������ ����������� ��� ����� ��� ���� ������ �� ����
���������

������ ����� �� ��� ������� ����� ���� ������� �� ���� ����� �������������� �� ������������
����������� ��� ���� �������� ���� ��� ��� ���������� �� ��������� ��� �� �� ����� ������ ��
��������� �� �������� ���������� ��� ������� �� ��� ���������� �������� �� ��������� ������
���� ���� ����� �� � ���� ����� �� �������� � ���� ��� �� �� ���� ��������� �� �� �� ����� ���������
�� ����� ��� ������ �� ������ ���� ������ �� ��� ���� ���� ����� ���� ������ ������ ���� ���
��������� ����� �� ����� �� ��� l1 �� l∞ ����� ��� ������

����� �� ����� �������� ����� ���� ��� ���� ���� ��������� �� ��� ���������� ������ �� m̃ = 0�
������� ��� ���� m̃ = 1� ���� ��� ������ ������ �� ��������� ���� �������� ��� �� ������ ���
������ ���� �� ��� ������� �� ��� �������� �������� ��� �� �� ��� ���� ��������� �� ������ ����
����������

��� �������� ������ ��� � ��� �� ��� ���������� �� ��� ��������� �� ��� ���������������� �����
��� �� ��� ���������� ���� ���� ��� �� ��������� �� ����� ���� ��� ��������� ������� ���� ��
���� �����

� ��������� �����

�� ���� �������� �� ���������� ��� ��������� �������� �� �������� �� �� � ��� ����� ��� ����� ���
����� �������� �� ���������� ��� t ∈ [0, 1]� �������� ��� �������� ����� ��

���



�������� �� �������������� �� � ������� �������� ������ �� ����� �����

dXt = dt+ dBt

− dYt =

�
cos(Xt)−

1

2
Yt − Zt

�
dt− Zt · dBt,

X0 = 0; Y1 = cos(Xt)

����� ��� ����� �������� ����� �� Yt = cos(Xt)� Zt = − sin(Xt)� �� ����� ��� ������ ���� �
��������������� ������������� �� ��� �������� ������ ��� ���� ���� �� �������������� �� ���
��������� �������� ���� ���������� ����� ��

• ��� ������� ���������

• ηk = 1 + 15ΔTN−k

• ��������� ��� ������ �� ������� ����� θ = 1.1

• m�
k = m ����� ��� ���������� ��� m�

k = 1 ������

• rk = Δ
1/2
Tk

����� ��� ���������� ��� rk = Δ
2/3
Tk

������

����� �� �� ��������� �� ������ ���� � �������� ���� �� � ������� �������������� �� ��� ��������
[0, 1] ��� ��� ������ �������� �� ���������������� �� ��� ����� ���� ���� ���� ������ �����������
���� ��� ��������� ������� ��� �������� ���� ����� ���� �������� �� ���� ������ ��� ��� �������
��������� �� ����� ���� ������������� ������� �� ����� ������� � ���������� ���� �� ��� ��� ����
������ �� ������

��� �� ���� ���� �� ��� ������� ��� �������� ������������� �������� ������ ��� ����� ���
���� ���� ��� ��������� ����� �� ����������� �� ��� ��������� �������� ��� ��������� ��� ����
���� �� ���� ������� �� ���� ��� ���������� �� ��� ���������� ������� �� ���� � ��� �� ��
���� ������ �� ����������� �� ��� ������������� ������� ������ ��� ��� ������� �� ��������
���������� �� ��� �������� ������ ����� �������� ��� ����������� ����������

��������� �� ��������� ����� �� � �������� ��������� �� ��� ���������� �� ��� ���������� ������
��� ���� ����� ��� ��������� �� ��� ����� ������ �� ����� �� � �������� �� ��� ������ �� �����
�� ��� �������������� ������� ��� ��������� ������� �� ��������� ������ �� ��� ��� ���������
����� ����� ��� ���������� �� ������� � ���������� ������ ���� �� ������ ���� ���� ���� �����
����� ���������� ��� ��������

������ ��� ����� ����� �� ���� ���� ������������ �� �� ����� ���������� ��� ���������� ���� ��
��� ��������� ���������� �������� ���� ��� �������� ��� ��� ���� �� ������ �� ��� �����������
������� ��� ���� ���� �� ��� ��������� �� ��� ��� ����������� �� ��� ��������� ����������
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������ ���� ��� �������� �� ���������� ������ ��� ��� ���������� ������ �� ����� ����� ���
����� ��������� ���� �� � �������� �� ��� ������ �� ����� ���������� ��� ����������� ������� �����
� �������� ����������� ���� ������� �� ��� ��������������� ���������

���



�������������

��� �� �� ������ ��� �� �� ��������� �� ������ ��� ��������� �� ����� ��������� ���� ������
������� ���� ��������� ����� ����� ���

��� �� ��������� ��� �� ������������� ���� �� ����������� �� � �������� ������ �� ��� ��������
�� ��� ������������� ��������� ��� ������ �� ������� ������������ ����� ��������� �����
����� ��� ��� ���

��� �� ����� ��� �� ������ ����� �������� �� ��� ������� ������������ ��������� ��� ��������
��������� ���������� ��������� ��� ����� ������������� ������ ������ ���� ����� ����� ���
��

��� �� ����� ��� �� ������ � ������������ ��������� ��� ������� ���������������� �������������
������� �������� ��������� ���������� ���� ����������� ���� ����� ������������ �������
������ ������������ � ��������� � ������������ ���� ��������� � ��������� ����� ���
��

��� �� ����� ��� �� �� ����� �������� �� ������ ����� � �������� ������������ �������
����������� ��� ������������� �� ������������� ������� ���� ������������ �� ������������
����� ��������� ����� ����� ��� ��

��� �� ����������� �� ������ ��� �� ������������� ���������� �������� ��� �������� �����������
����� �������� ����� ����� ��� ��

��� �� �������� ����� �������� ���� ���� ��������� ����� �� �������� ������ ������� ��������
�������� ���������� ��� ���� ����� ����� ��� ��

��� �� �� ��������� �� ����������������� ��� �� ���������� ������ ���� ��������� �����
���������� ����� ������ ����� ����� ��� ��� ���

��� �� ������������ ����������� �� ����������� ��������� ����� ������ �� ����������� ��� �������
���� � ����������� ��� ����������� ���� ����� � ���� ����� ��� ����� ������ �������� �����
� ������������������ ������������ ����� ��� ��

���� ����� ������� ��������� ������ ��������� �� ������� ���������� �������� ������� �� ������
������� �������� ��� ������������� ����� ��������� ���� ����� ����� ��� ��
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���� �� ������ ���� ���������� �������� ������� ��� ��������� ��������� ����� ��
������������� ����� �� �������� ������������� ������ �� �� ����� ������ ���� ������
��� ����� ��� ����� ����� ����� ��� ��� ���

���� �� �������� ��� �� ������ ������������� ������������� ��� ����������� ���������� ��
�������� ���������� ����������� ���������� ���������� ��������� ��� ����� �������������
������ ��������� ����� ����� ��� ��

���� ����� �������� �������� �� �� ��� ������������������� ������ ��� � ������ �� ����������
����� ���� ������� �� ��������� ��������� ����� ����������� ���� ����� ����� ��� ��

���� �� ������� �� ������� �� ��� �� �������� ��� �� ������� �� ��������� �� �������� ����������
����������� ���������� ���������� ��������� ��� ����� ������������� ������ ��������� ����
����� ����� ���� ���

���� �� ��������� �� ��� ��� �� ����� ��������� �������� ���������� ����������� ���������
��� ������� ������� ����������� ���������� ���������� ��������� ��� ����� �������������
������� ����������� ����� ����� ��� ��� ��� ��� ���� ���� ���

���� �� ����� �� �� ������� �� �������� �� ���� ��� �� ���������� ���������� ��������� ���������
�� ��������� ������ ���������� ���� ������� �� ��������� ������������ ���� ��������� ����
����� ����� ��� ��� ���

���� �� ������������� ����� �� ���� ���� ������ ��������� ������� ����� ����� ���

���� �� ������� ��� �� �������� ���� ���� ���������������� ���������� ����������� ����������
����� ����������� ���� ����� ����� ��� ��

���� �� ������� ��� �� �������� ������������� �������� �� ��������� ������ ��������� �������
����� ����� ��� ��

���� �� �������� �� �������� ��� �� ����������� ������� �� ������������� �������� ������
���� ���� ������ ����������� ��� ��������� ���������� ����� ����� ����� ����� ��� ���
��� ��� ��� ��

���� �� �������� ��� �� ��������� ������������ ��������������� ���������� ����������� ������
��� ������� ������� ������ ��������� ���� ����� ����� ���

���� ����� ����������� ��� �� ������� ����������� ������� ��� ������ ��������� ����� �����
��� ��

���� ����� ������� �� ������ ��� �� �� ������ �������� � �������� ����� ��������� �� �����
��������� ������������� ������� �������� ���������� ����������� ���������� ����� �������
���������� ���� ����� ����� ��� ��

���� ����� ����� ����������� �� ������ ��������� ���������� ��� � ����������� ������ ��������
�������� ������ �� ������������ ����� ��������� ���� ����� ����������� � ����������������
� ���� ����������� ���� � ����� ���� � ��������� �� ���� ������ �� ������������ ����� ���
��

���� �� ������ ��� �� �������� ����� ���������� ������ ��� ��������� �� ���������� �����������
������� ����������� ���������� ������� ���������� ��������� ������� ����������� ���� �����
����� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���� ���� ���� ���

���� �� ������ ��� �� �������� �� ��� ����������� ����� �� � ������� ����� �� ���� ����������
����� �� ����� �� ���������� ����������� ��������� � ������ ��� ������������� ������ � ��
������������ ����� ����� ���� �������� ����� ���� ������ ����������� ��� ����� ����� ���
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���� �� ������ ��� �� ������������ ������ ����� �������������� �� �������� �����
����� ����������� ���� ����� ����� ��� ��� ��� ��

���� �� ������ ��� �� ������������ ������� �������� ���������� ����������� ��������� �����
��� �������� ������� ����������� �� ��������� �������� �� �������� �� �������� ��� ���
������������� ���� �������� ����� ���� ������ ����������� ��� ����� ����� ��� ��� ��� ���
���� ���

���� �� ������� ��� �� �������� � ���������������� ���������� ��������� ��� ������������ �����
��� ������ �� ������� ������������ ����� ��������� ����� ����� ��� ��

���� �� �� ������ ��� �� ������� ������ ����������� �������� �� ��������������� ������ �����
����� �� ������ ������������ ����������� �� ��� �������� ������� �� �������� �� ��� ������
������ �� �������� ������� ���������� ������������� ����� ����� ���

���� �� �� �� ��������� �� ��� �� ���� ��� �� ��������������� ������������� ����������
������� � � ������� ������ ������ ����� ���� ��������� ����� ����� ��� ��

���� �� �� �� ���� ��� �� ��������������� �������� �� ���������� ������� ��� ���������� �����
������� ���������� �������������� �� ���� ��� ������� ������������ ������ �����������
����� ����� ��� ��� ��� ��� ��

���� �� �� ������� �� ����� ��� �� �� ������� �������� ���������� ����������� ��������� ��
������� ������������ �������� �� ������������� ������� �� ������������ ���������� ���
��������� ���������� ���� ������ ����� ����� ��� ��

���� �� �� ������� ��� �� �� ������ ���������� ������ ��������� ��� ��������� ����������
��������� ����� ����� ��� ��� ���

���� �� ������� �� ������������� �� ������� ��� �� ������ �������� ������������� �� ������
�������� ���� ������� �� ������� ������������ ����� ����������� ����� ����� ��� ��
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