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Résumé & Abstract

Résumé : Dans ce travail, nous étudions de maniére approfondie les processus a
mémoire longue saisonniers avec variance infinie des innovations. Dans le premier
chapitre, nous rappelons les différentes propriétés des lois a-stables univariées (stabilité,
calcul des moments, simulation, ...). Nous introduisons ensuite deux modéles & variance
infinie largement utilisés dans la littérature statistique : les modéles ARMA a-stables
et les modéles ARFIMA a-stables développés respectivement par Mikosch et al. [57]
et Kokoszka et Taqqu [45]. Constatant les limites de ces modéles, nous construisons
dans le second chapitre de nouveaux modéles appelés processus ARFISMA symétriques
a-stables. Ces modéles nous permettent de prendre en compte dans une modélisation
la présence éventuelle des trois éléments caractéristiques suivants : mémoire longue,
saisonnalité et variance infinie, que 'on rencontre souvent en finance, en télécommu-
nication ou en hydrologie. Aprés avoir conclu le chapitre par I’étude du comportement
asymptotique du modéle par des simulations, nous abordons dans le troisiéme chapitre,
le probléme d’estimation des paramétres d’un processus ARFISMA a-stable. Nous
présentons plusieurs méthodes d’estimation : une méthode semiparameétrique développée
par Reisen et al.[67], une méthode de Whittle classique utilisée par Mikosch et al. [57]
et par Kokoszka et Taqqu [45], et une autre approche de la méthode de Whittle basée
sur I’évaluation de la vraisemblance de Whittle par une méthode de Monte Carlo par
chaines de Markov (MCMC). De nombreuses simulations, effectuées avec le logiciel
R [64], permettent de comparer ces méthodes d’estimation. Cependant, ces méthodes
ne permettent pas d’estimer le paramétre d’innovation «. Ainsi, nous introduisons,
dans le quatriéme chapitre deux méthodes d’estimation : la méthode de la fonction
caractéristique empirique développée par Knight et Yu [43] et la méthode des moments
généralisés basée sur des moments conditionnels continus, suggérée par Carrasco et
Florens [16]. De plus, afin de comparer les propriétés asymptotiques des estimateurs,
des simulations de Monte Carlo sont effectuées. Enfin, dans le cinquiéme chapitre, nous
appliquons ce modéle sur des données de débits du fleuve Sénégal & la station de Bakel.
En guise de comparaison, nous considérons le modéle linéaire classique de Box et Jenkins

[11], et nous comparons leurs capacités prédictives.

Mots-clés : distribution alpha-stable; variance infinie; saisonnalité; mémoire longue; es-

timations semiparamétriques; estimations de Whittle; Monte Carlo chaines de Markov.



Abstract: In this work, we thoroughly study the seasonal fractionally integrated
ARIMA time series with stable innovations. In the first chapter, we make an overview
of the various properties of the univariate a-stable distribution (stability, calculus of
moments, simulation, ...). Then we introduce two models with infinite variance which
are widely used in the statistic literature: the stable ARMA model and the stable
ARFIMA model developed respectively by Mikosch et al. [57] and Kokoszka and Taqqu
[45]. In the second chapter, noting that these models admit some limit, we build a new
model called the ARFISMA symmetric a-stable model. These models help us to take into
account, in a modelisation, the following three stylized facts: long-memory, seasonality
and infinite variance, which are often encountered at finance, telecommunication,
or hydrology. After having concluded the chapter with the study of the asymptotic
behaviour of the model by some simulations, we focus, in the third chapter, on the
parameter estimation problem of the stable ARFISMA model. We present various
estimation procedures: the semiparametric estimation methods proposed by Reisen et
al.[67], the classical Whittle estimation method used by Mikosch et al. [57] and Kokoszka
and Taqqu [45], and another approach of Whittle’s method based on the approximation
of the Whittle’s likelihood function by Markov Chains Monte Carlo (MCMC) method.
Many simulations, carried out in R [64], allow to compare these estimation methods.
However, these methods do not permit to estimate the « innovation parameter. Thus,
in the fourth chapter, we introduce two estimation methods: the empirical characteristic
function method developed by Knight et Yu [43] and the generalized method of
moments with a continum of moment conditions, suggested by Carrasco et Florens
[16]. Moreover, the asymptotic properties are validated and compared via Monte Carlo
simulations. To finish, in the fifth chapter, we apply this model to monthly mean level
observations in Bakel (Sénégal). For comparison purpose, we consider the classical linear

model of Box et Jenkins [11], and a comparison is made between their forecasting abilities.

Keywords: alpha-stable distribution; infinite variance; seasonality; long-memory; semi-

parametric estimates; Whittle estimates; Markov chains Monte Carlo.



Abréviations & Notations

Variables aléatoires et modes de convergence

P(A) : La probabilité de I'événement A.

E (X) : L’espérance mathématique de la variable aléatoire X.

xZy : Les deux variables aléatoires X et Y ont la méme loi de probabilité.
X 25Y  :La variable aléatoire X converge en loi vers Y.

p.s . . . . ~
X, =Y : La suite de variables aléatoires (X,,), converge presque strement vers Y.

Notations a-stables

SasS : Symétrique a-stable.

S (7,8, 1) : La variable aléatoire X suit une loi a-stable de paramétres «, v, 5 et .

Notations d’ordre général

N : ensemble des entiers naturels.
N* : ensemble des entiers naturels non nuls.
R . ensemble des réels et RT =R x ... xR .
AR
d fois
Y/ : ensemble des entiers relatifs.
C : ensemble des nombres complexes.
i : le nombre complexe solution de I’équation 2 = —1.
X' : Transposée du vecteur X.
Dr(a) : Transformées de Fourier Discréete (TFD) de a.
FFT : Fast Fourier Transform.
iid : indépendantes et identiquement distribuées.
MCMC : Monte Carlo par Chaines de Markov.
ECF : Empirical Characteristic Function

Remarque sur la bibliographie

Nous signalons que les numéros qui apparaissent aprés une référence dans la bibli-

ographie désignent les numéros de pages ou cette référence a été citée.
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Introduction Générale

Une revue de la littérature

‘étude des séries temporelles ou séries chronologiques, correspond a ’analyse
L statistique d’observations réguliérement espacées dans le temps. Leur domaine
d’application est trés vaste et s’étend de l'astronomie a I’économie en passant par la
biologie ou la théorie du signal. Elles ont donc suscité un trés vif intérét, ce qui a eu pour
conséquence le développement de nombreux modéles : AR, ARMA, ARIMA GARCH!
s’appliquant particuliérement & la compréhension des processus a mémoire courte, i.e.
ceux pour lesquels il n’y a pas persistance des chocs. Pour tenir compte de la persistance
a long terme des chocs dans certaines séries, Granger et Joyeux |31] ainsi que Hosking
[37] ont suggéré d’utiliser les modéles ARFIMA 2. Ils supposent dans leur théorie que
les résidus sont des bruits blancs gaussiens. Cependant, ’hypothése de gaussianité
s’avére trop restrictive, en particulier dans certains domaines tels que la finance ou les
télécommunications pour lesquels, il faut prendre en compte une plus grande variabilité
des données qui peut se traduire par le phénoméne de variance infinie. Ainsi, on assiste
au développement de modéles a variance infinie, parmi lesquels on peut citer : les
processus ARMA avec variance infinie des innovations introduits par Mikosch et al. |57|
et les processus ARFIMA symétriques a-stables développés par Kokoszka et Taqqu [45].
Mais toujours dans un cadre longue mémoire, si on désire modéliser simultanément un
comportement longue mémoire et un comportement cyclique périodique, on ne pourra
malheureusement pas utiliser un modéle ARFIMA. Pour palier & ce manque, plusieurs
auteurs ont développé différents modéles longue mémoire intégrant une composante de
saisonnalité. Par exemple, Porter-Hudak [63]| ainsi que Reisen et al.[67] ont proposé les
processus ARFISMA gaussiens qui prennent en compte les phénoménes de mémoire
longue et de saisonalité. Nous pouvons également citer dans cette classe de processus,
les modeles GARMA? & k facteurs développés par Woodward et al. |[78] afin de pou-

1. Respectivement AutoRegressive, AR Moving Average, Integrated ARMA, Generalized AR Condi-

tionnally Heteroscedastic
2. Fractionary ARIMA
3. Gegenbauer Autoregressive Moving Average



voir modéliser & la fois les phénoménes de cycles plus ou moins fixes et de mémoire longue.

De nombreuses méthodes d’estimation du parameétre de mémoire longue d’un modéle
ARFIMA ont été développées depuis les années 50s. Elles peuvent étre regroupées en
trois grandes classes : les méthodes heuristiques (voir Hurst [38], Higuchi [36], Lo [50]),
les méthodes semiparamétriques (Geweke et Porter-Hudak [29], Robinson ([69], [70]),
Reisen [66], Lobato et Robinson [51]) et les méthodes d’estimation paramétriques telles
que les méthodes du maximum de vraisemblance (Whittle [77], Sowell [72]), la méthode
du minimum de distance (Kouamé et Hili [47]) et la méthode du minimum de distance
de Hellinguer (Bitty et Hili [10]). Pour les modéles ARFISMA gaussiens, Reisen et al.
|67] ont utilisé une forme modifiée de la méthode de Geweke et Porter-Hudak [29] et la
méthode du maximum de vraisemblance pour estimer les paramétres de mémoire longue.
Dans le cas stable, la méthode du maximum de vraisemblance souffre d'un manque de
forme explicite de la densité de probabilité. Ainsi, pour les modéles ARMA(p, q)-SaS
et ARFIMA (p, d, q)-SasS, le probléme d’estimation est résolu en utilisant la méthode
de Whittle classique (voir respectivement Mikosch et al. [57] et Kokoszka et Taqqu [46],
pour plus de détails).

L’utilisation de modéles a variance infinie a recu une attention particuliére dans la
littérature statistique, depuis les années 1960. En effet, dans les années 60s, Mandelbrot
[55] étudie les fluctuations boursiéres, pour lesquelles il était tout-a-fait clair que le modéle
gaussien ne convenait pas. Il s’appuie alors sur les lois de Pareto pour mettre en évidence
un nouveau modéle de variation des prix, appelé "loi a-stable". Le paramétre v compris
entre 0 et 2, représente ’exposant caractéristique des lois stables et lorsque celui-ci est
strictement inférieur a 2, la variance de la loi stable est infinie. Bien qu’une certaine
réticence persistat & propos de I'utilisation de ces modéles en finance, la théorie de ces lois
a variance infinie s’est développée petit a petit. Mandelbrot [55] confirme que son modéle
décrit de facon réaliste la variation des prix pratiqués sur certaines bourses des valeurs.
Fama [24]| va valider le modéle précédent sur le prix du marché des actions. Quelques
années plus tard, Stuck et Kleiner [75] analysent le signal téléphonique en utilisant des
modéles basés sur des processus a variance infinie. Gallagher [27] modélise des données
de température de la surface de la mer, en considérant un processus AR gaussien et un
processus AR stable. Il montre que les meilleurs résultats sont obtenus par le modéle
AR stable. Lewis et Ray [49] ont également analysé des données de température de la
surface de la mer, en utilisant un modéle & mémoire longue combiné avec un phénomeéne

périodique. Récemment, Stanislavsky et al. [73] décrivent Pactivité de radiation solaire



et suggérent d’utiliser un modéle ARFIMA(2, d, 0) avec un bruit de type Pareto.

Notre contribution

Contribution du Chapitre 1 : Le premier chapitre est surtout un chapitre de
généralités qui permet de définir 'ensemble des notions que nous utiliserons dans la
suite de ce travail. Nous commencons par les définitions et les propriétés des variables
a-stables unidimensionnelles. Nous prétons une attention particuliére a la présentation
de deux modéles a variance infinie : les processus ARMA et ARFIMA avec variance
infinie des innovations. Dans chacune de ces étapes, nous présentons les résultats les plus

importants qui nous seront utiles dans les chapitres qui suivent.

Contribution du Chapitre 2 : Le deuxiéme chapitre apporte une réponse a la
question principale que nous nous sommes posés, a savoir : Existe-t-il un modéle plus
général qui permet de prendre en compte les trois caractéristiques suivantes : mémoire
longue, variance infinie et saisonnalité 7 Dans ce chapitre, nous introduisons le modéle
ARFISMA symeétrique a-stable et précisons les conditions permettant d’assurer la
stationnarité et 'inversibilité de ce modéle. Nous étudions une méthode de simulation
pour ce type de processus. En particulier, nous étendons la méthode basée sur ’approche
proposée par Stoev et Taqqu [74] pour les processus ARFIMA a-stables. Nous montrons
sur des données simulées? les trois caractéristiques du modéle. Ces résultats ont fait
'objet de la publication Diongue, Diop et Ndongo [21|. Toutefois, notons que la contribu-

tion présentée dans ce chapitre est plus générale par rapport a I’article cité précédemment.

Contribution du Chapitre 3 : Nous nous intéressons a l’estimation des
paramétres d’'un processus ARFISMA symétrique a-stable. Nous proposons plusieurs
méthodes d’estimation. La premiére méthode est une méthode semiparamétrique
développée par Reisen et al.[67], pour estimer les paramétres de mémoire longue d’un
processus ARFISMA gaussien. Cette méthode est basée sur une extension dans le cas
saisonnier de la méthode de Geweke et Porter-Hudak [29]. Nous proposons d’étendre
cette méthode dans le cas stable en utilisant la fonction de transfert puisque la densité
spectrale n’existe pas lorsque la variance est infinie. La seconde est la méthode de
Whittle classique utilisée par Mikosch et al. [57] et par Kokoszka et Taqqu [45], pour
estimer les paramétres des modéles ARMA et ARFIMA a-stables. Elle est basée

4. Tous les calculs numériques établis dans ce document sont effectués avec le logiciel R [64].



sur une évaluation de la fonction de vraisemblance de Whittle par une méthode de
quadrature. Nous proposons aussi une autre approche de la méthode de Whittle qui
consiste a évaluer cette fonction de vraisemblance par une méthode de Monte Carlo
par chaines de Markov (ou MCMC). Afin d’apprécier les propriétés asymptotiques et
la performance de ces différentes méthodes d’estimations, des simulations numériques
sont effectuées. Nous faisons varier la taille de ’échantillon, ainsi que les paramétres de
mémoire longue du modéle et nous avons étudié deux cas : un cas gaussien (o = 2) et
un cas stable avec a = 1.3. Les résultats de simulations ont permis de conclure que la
méthode de Whittle par MCMC est alors privilégiée par rapport aux autres méthodes.

Ces travaux ont donné lieu a la publication Ndongo, Diongue, Diop et Dossou-Gbété [59].

Contribution du Chapitre 4 : Vue la limite des méthodes proposées dans
le Chapitre 3, pour estimer les parameétres de la distribution du bruit, on se propose ici
d’adapter la méthode basée sur la fonction caractéristique empirique (ou méthode ECF)
pour estimer simultanément ’ensemble des paramétres du modéle. Nous fournissons des
conditions nécessaires pour établir les propriétés asymptotiques de cet estimateur. Nous
effectuons des simulations dans le but de déterminer la taille optimale des blocs, puis
de comparer la performance de cette méthode avec celle de la méthode de Whittle par
MCMC. Nous définissons également une autre alternative : la méthode des moments
généralisés basée sur des moments conditionnels continus qui est comparée avec la
méthode ECF dans un modéle simple. Les résultats de simulation ont montré que la
méthode ECF est meilleure pour le modéle avec présence de parties courtes mémoires et
longues mémoires, alors que pour le modéle sans partie courte mémoire la méthode de
Whittle par MCMC est préférée. Nous avons également montré, sous certaines conditions

de régularité, que l'estimateur ECF est convergent et asymptotiquement normal.

Ces résultats ont fait I'objet de présentations a des séminaires et Workshop :
- Séminaire LMA, 27 Mai 2008, Université de Pau et des pays de I’Adour, France.
- Séminaire LERSTAD, 27 Novembre 2008, Université (Gaston Berger de Saint-Louis,
Sénégal.
- Séminaire LMA, 19 Novembre 2009, Université de Pau et des pays de I’Adour, France.
- Workshop : Risques Extrémes et Applications, 24-25 Novembre 2009, LERSTAD,
Université Gaston Berger de Saint-Louis, Sénégal.
- Workshop : Modélisation et Environnement, 20-26 Mai 2010, LTT, ESP, UCAD,
Sénégal.
- Workshop : Statistique Spatiale et Applications, 29 Novembre-04 Décembre 2010,



LERSTAD, Université Gaston Berger de Saint-Louis, Sénégal.

- Séminaire LERSTAD, 9 Février 2011, Université Gaston Berger de Saint-Louis,
Sénégal.

- Atelier CORUS AIRES-SUD : Protection des ressources naturelles, 14-19 Février 2011,

Méknes, Maroc.

Contribution du Chapitre 5 : Le Chapitre 5 a pour objet de réviser les
différentes étapes de la modélisation de Box et Jenkins [11| dans le cas gaussien et
d’effectuer des applications sur des données réelles. Ainsi, nous avons considéré des
données du débit du fleuve Sénégal a la station de Bakel. Nous avons mis en compétition
deux types de modeéles : le modéle classique SARIMA de Box et Jenkins et le modéle
ARFISMA «-stable développé dans le Chapitre 2. Les résultats ne sont pas trés
satisfaisants pour les deux modéles. Cependant, le modéle ARFISMA «-stable semble
fournir une meilleure performance, en terme des critéres RMSE ("Root Mean Squared
Error") et MAPE ("Mean Absolute Percentage Error").



CHAPITRE 1
Distributions a queues lourdes et

processus symeétriques a-stables

Résumé

Dans ce chapitre, nous résumons les définitions et les propriétés des distributions

a-stables dans le cas univarié. Nous présentons également deur modéles a variance

nfinte, ainsi que leurs propriétés probabilistes et statistiques.
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1.1. Introduction 7

1.1 Introduction

a propriété de stabilité, le théoréme de la limite centrale et la caractérisation par-
faite par les moments d’ordre un (la moyenne) et d’ordre deux (la variance ou la
covariance) sont des propriétés qui font de la loi gaussienne une des lois les plus utilisées
en modélisation statistique. Cependant, bien que les calculs d’inférence statistique soient
simples, I’hypothése de gaussianité s’avére trop restrictive en particulier dans certains
domaines pour lesquels il faut prendre en compte une plus grande variabilité des données
qui se traduit par une variance infinie. Dans le cadre des distributions non-gaussiennes a
variance infinie sont alors apparues les lois a-stables , dont les moments d’ordre 2 sont
infinis dés que l'exposant caractéristique « est strictement inférieur a 2. Ces lois sont
utilisées dans de nombreux domaines tels que les télécommunications (voir Bestravos et
al.[9]), le traitement du signal (voir Nikias et Shao [60]) et la finance (voir Bassi et al.|8])
ete. .. Elles font partie de la classe des lois de probabilités non-gaussiennes a queue lourde *
qui englobent d’autres modeéles existant dans la littérature et qui ont attiré ’attention
de beaucoup de chercheurs en statistique et en séries chronologiques (voir Mikosch et al.
[57], Kokoszka et Taqqu [45], Brockwell et Davis [13], Embrechts et al. [23]). Le but de
ce chapitre n’est pas de faire une description exhaustive des modéles non-gaussiens, mais
d’introduire ceux qui sont particuliérement adaptés a la modélisation des phénoménes
de mémoire courte et de mémoire longue. En d’autres termes, nous présentons de facon
plus détaillée la famille des distributions a-stables univariées. Ainsi, aprés un bref rap-
pel historique sur les lois stables, leurs distributions univariées sont définies et diverses
propriétés sont présentées dans un premier temps. Puis, sont abordés le probléme du test
d’une variance finie ou infinie ainsi que I'estimation des quatre paramétres caractérisant
une loi a-stable. Dans une deuxiéme et troisiéme section, nous présentons deux modéles
non-gaussiens a queue algébrique largement utilisés en séries temporelles pour la modéli-
sation des phénoménes de mémoire (courte et longue) : les processus ARMA symétriques

a-stables et les processus ARFIMA symétriques a-stables.

1.2 Les lois stables univariées

La théorie des distributions a-stables apparait dans le cadre de la généralisation du
théoréme de la limite centrale. En effet, ce théoréme permet d’écrire pour une suite

de variables aléatoires X, X5, ..., X,, indépendantes et de méme loi, d’espérance et de

1. Formellement, une variable aléatoire réelle a une queue lourde si elle a une queue algébrique : il

existent ¢, a tel que P(|X| > z) ~ cz®, quand = — oo.
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variance o finies, que :
Sy —nE(X)
oyvn

2, N(0,1), quand n — oo, (1.1)

n

ou S, = g X;. Dans le cas ot 'espérance et la variance ne sont pas nécessairement

finies, est—ilﬁaossible de trouver une loi limite ? Plus précisément, étant donnée une suite
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.), peut-on trouver
des suites a, € R et b, > 0, et une loi non dégénérée? caractérisée par sa fonction de
répartition H telles que :

Sn - Un

b—a Py H, quand n — oco. (1.2)
En 1924, Paul Lévy [53] a montré que de telles lois existaient, en introduisant pour cela
la notion de loi dite stable.

1.2.1 Définitions et résultats préliminaires

Dans cette section, nous donnons les quatre définitions équivalentes d’une variable aléa-
toire stable.

Définition 1.2.1 Une variable aléatoire X est dite stable (ou a une distribution stable)
si et seulement si pour tous réels positifs A et B, il existe un réel positif C' et un réel D
tels que :

AX, 4+ BX, 2 CX + D, (1.3)

ou les variables aléatoires X; et X5 sont des copies aléatoires indépendantes de X.

La loi de la somme de deux variables aléatoires indépendantes est le produit de convolu-
tion des lois respectives de ces deux variables. La Définition 1.2.1 justifie la nomination
"stable", car elle fait intervenir la stabilité par produit de convolution. Il est montré dans
Feller (|25], pages 170-171) que pour toute variable aléatoire X stable, il existe un réel «,
0 < a <2, tel que les nombres réels positifs A, B, et C' dans I’équation (1.3) vérifient

A%+ B = C°. (1.4)

Le nombre « est unique et ne dépend que de la loi de la variable aléatoire X, d’ou la
nomination a-stable. La relation (1.4) peut étre généralisée pour un nombre fini de copies
indépendantes d’une variable aléatoire a-stable. La définition suivante permet d’expliquer
cela.

2. Une variable aléatoire est dégénérée si toute la masse de probabilité est concentrée en un seul point.
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Définition 1.2.2 Une variable aléatoire X a une distribution stable si et seulement si
pour toute suite (A, ),en+ de nombres réels positifs, il existe un réel positif C, et un réel
D,, tels que :

AXy+ A Xo+ -+ A, X, 2 CoX + D,

ou X1, Xs,..., X, sont des copies aléatoires indépendantes de X.

En utilisant la relation (1.4) et en procédant par récurrence, il est facile de montrer qu’il
existe une constante o, 0 < o < 2, telle que C'Y = A} + -+ - + A% pour tout n € N*.
La définition suivante explicite les variables stables en terme du théoréme de la limite

centrale.

Définition 1.2.3 Une variable aléatoire X est dite stable si et seulement si elle posséde
un domaine d’attraction, c’est & dire qu’il existe une suite de variables aléatoires Y7, Y, . . .,
i.i.d. et des suites {a, } de nombres réels strictement positifs et {b,,} de nombres réels telles

que
VitYo4---+Y,

an

+b, 25 X,

La Définition 1.2.3 est équivalente aux Définitions 1.2.1 et 1.2.2. Pour plus de détails voir
Feller[25] et Samorodnitsky et Taqqu[71]. Elle permet de définir une variable aléatoire
stable comme somme normalisée d’une suite de variables i.i.d.. Remarquons que ce résul-
tat est trés utile dans la pratique, car il permet d’approcher une somme normalisée d’une
suite de variables aléatoires i.i.d par une variable aléatoire stable. Cela généralise le cas
classique du théoréme de la limite centrale pour les variables aléatoires de variance finie
(cas Gaussien). Ces trois derniéres définitions introduisent les variables a-stables d’une
maniére abstraite et ne donnent aucune précision sur la distribution de probabilité de ces

variables. La définition suivante donne la fonction caractéristique de ces variables.

Définition 1.2.4 Une variable aléatoire X est dite avoir une distribution stable si et
seulement si, il existe quatre parameétres uniques : 0 < a <2, v >0, -1 <[ <1, et p

réel tels que sa fonction caractéristique s’écrit sous la forme :

exp {iput — v |t|* [1 — iBsign(t) tan Z2] } si a # 1,

Ox (1) = (1.5)
exp {iput — v |t| [1+iB2sign(t)Inft|]]} sia=1,
1 sit>0,
ou sign(t) = 0 sit=0,

-1 sit<O.



1.2. Les lois stables univariées 10

Une loi stable notée S, (7, B, i) est caractérisée par quatre paramétres. Par conséquent,
il est important pour un praticien de connaitre la signification statistique de chaque

parametre.

1. a: I’exposant caractéristique, 0 < a < 2. Il caractérise les queues de distribu-
tion en mesurant leurs épaisseurs. C’est pourquoi on parle de distributions a-stables
a queue lourde ou & queue épaisse. Quand « est proche de 2, la probabilité d’ob-
server des valeurs de la variable aléatoire loin de la position centrale est faible. Une
valeur proche de 0 de I'indice « signifie que la masse de la queue a une probabilité
considérable. Le cas a« = 2 et 8 = 0 correspond & la loi normale (loi de Gauss),

alors que a =1 et § = 0 correspond & la loi de Cauchy.

2. p : paramétre de position. Il mesure la tendance centrale de la distribution.
Lorsque 1 < a < 2, u caractérise la moyenne mais il représente la médiane dans le

casou 0 <o < 1.

3. 7 : paramétre de dispersion. Son role est similaire a celui de 1'écart-type dans

le cas d’une variable normale.

4. [ : paramétre de symétrie, —1 < § < 1. Si f = 0, la loi est symétrique par

rapport au parameétre de position u, de fonction caractéristique
Oy (t) = exp {iut — v [t|*}, ViteR.

Dans ce cas, la loi de probabilité est dite a-stable symétrique ou tout simplement
SaS. Les distributions a-stables symétriques représentent une sous classe impor-
tante des distributions a-stables.

Remarque 1.2.5 Par convention, une loi a-stable est dite standard si p =0 et v = 1.
Enfin, il reste & noter aussi qu’il est assez courant dans la littérature de remplacer la

dispersion v par c” et d’appeler ¢ paramétre d’échelle.

Exemple 1.2.6 Certaines des lois connues appartiennent a la classe des lois stables :

1. La loi normale N (m,c?) est une loi Sy (%276, m) et réciproquement une loi

Sy (7, B, i) est une loi normale N (p, 27).
2. La distribution symétrique de Cauchy est une loi S (7,0, u).
3. La distribution de Lévy est une loi S% (7,1, ).
4. La loi de Poisson P (\) n’est pas stable.

Preuve :
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Soient X; et X5 deux variables aléatoires réelles 1.i.d. suivant une loi de Poisson de
paramétre A. Supposons que X; et Xy sont stables, alors il existe a > 0 et b réel

tels que :
X+ X, 2 aX, +0.

Par égalité des moyennes et des variances, nous pouvons voir que :

{2AzaA+b L.6)

2X = a? ).

En résolvant le systéme (1.6), on obtient a = v/2 et b = (2 — v/2) A. Ce qui entraine
une contradiction car la quantité X; + Xy a ses valeurs uniquement dans N alors
que vV2X, + (2 — \/5) A n’est pas forcément a valeurs dans N. [

1.2.2 Propriétés des lois stables

Dans cette partie, les propriétés les plus importantes des lois a-stables seront présentées.

1.2.2.1 Densité de probabilité

Pour la plupart des lois connues, nous avons une forme explicite de la densité de prob-
abilité (normale, Cauchy, gamma,...). Pour la loi a-stable, nous n’avons que la forme
explicite de la fonction caractéristique. Cependant, on peut obtenir une expression de
la densité, sous forme d’une intégrale a I'aide de la transformée de Fourier inverse de la

fonction caractéristique @,

+00
[z, a,y, B, p1) = i/ exp (—itx) x (t) dt.

21 J_ o

Quand la distribution représentée par cette densité est symétrique (5 = 0) autour de zéro
(u = 0), alors la fonction caractéristique est une fonction réelle et paire, ce qui permet

de simplifier I’expression de la densité de probabilité qu’on peut écrire comme suit :

[z a,v) = %/o ooexp(—*y\t]a) cos (tx) dt. (1.7)

A ce jour I'évaluation explicite de l'intégrale (1.7) n’est possible que dans les trois cas
particuliers suivants : distribution de Lévy quand a = %, distribution de cauchy quand

a =1 et distribution gaussienne quand o = 2.

Proposition 1.2.7 (Propriété de la densité)
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1. La densité de probabilité vérifie : f (z;a, 8) = f (—x; , =)
2. La densité de probabilité d’une distribution a-stable est une fonction bornée.

3. La densité de probabilité d’une distribution a-stable est de classe C™°.

Pour la démonstration de la Proposition 1.2.7, voir Zolotarev [80].

1.2.2.2 Stabilité

Proposition 1.2.8 Pour « # 1, nous avons ’équivalence suivante

X —
XNSQ(%B,M)@Y:wasa(1,5,o)

Preuve :

Tout d’abord remarquons que ®,,x, (t) =E [e“(mxﬂ’)} =Py (mt).

Condition nécessaire : Soit m = —— et p = alors

,-)/1/04

_,-Yl/a’

t
,yl/a

Or sign(—75) = sign(t) car v > 0, donc

dy (t) = exp {— |t [1 — if3sign(t) tan ?} } ,

qui est bien la forme de la fonction caractéristique d’une loi S, (1, 3,0).
Condition suffisante : la démonstration est similaire & la condition nécessaire en
prenant m = Y/ et p = p. m

1.2.2.3 Comportement de queues lourdes

Définition 1.2.9 La loi de probabilité d’une variable aléatoire est dite & queue lourde

(ou "heavy-tailed") d’indice « §'il existe un nombre a €]0, 2[ et une fonction h a variation

h (b
lente, c’est-a-dire lim (bz)

= 1, pour tout b € R* tels que :

P(X >x)=x%h(z).

Les lois a-stables sont des distributions & queue lourde. En effet, ce résultat est résumé

dans la proposition suivante :
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Proposition 1.2.10 Soit X une variable aléatoire de loi S, (v, 8, 1) avec
0 < a < 2, alors on a les deux résultats suivants :

: o L 1+B
tLlinoot P(X >t) = CD‘T v,
(1.8)
o 1-p
ltL11r+noot P(X < —t)= C’aT v,
ou (', est une constante qui ne dépend que de « et est définie par :
11—«
i 1
i~ -1 ['(2— a)cos (ra/2) sta 1,
Cy = (/ x sinxdm) = (1.9)
0 2
— sia=1.
0

La démonstration de cette proposition est détaillée dans Samorodnitsky et Taqqu ([71],
pages 16-18 ).
On rappelle que la fonction Gamma, notée I' (.), est définie, pour tout réel a positif ou

nul, par :

L’extension de cette fonction pour des valeurs négatives de a est basée sur le fait que :
I'(a+1)=al(a).

1.2.2.4 Calcul des moments

Proposition 1.2.11 Si X suit une loi S, (v, 5, ), alors
I.sia=2: Vp>0, E|X|’ < +oo,
2.510<a<?2:
E|X[P <400 V0<p<a,
(1.10)
E|X|" =400 Vp>a.

Preuve :
Remarquons tout d’abord que pour toute variable aléatoire réelle Y positive et intégrable,
on a

E(Y):/O+OO]ID(Y>U) dv.
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En posant Y = | X|” et v = w”, nous avons
+oo
EX) = [ POXP>w)p du
0

M +00
= / P(|X]| > u)puP™? du+/ P(|X|>u)pu’t du  (1.11)
0 M

PP (|1 X
Or lim = ( ’>u)zlimIP’(|X|>u):1,

u—0 up—1 u—0

donc  w?'P (| X| > u) ~ ul~!

M M
et/ wIP (| X7 > uP) du<+oo<:>/ uP™! du < +oo = p>0
0 0

PP (1X] >
Remarquons que  lim “ (1X] > u) = lim w*P (| X| > u) = Cy,

u—~400 yupb—1l-«o u—~400

donc w’'P(|X|>u) ~ uPt
+oo

+oo +oo
et/ uP TP (| X7 > uP) du < +oo = P du < +oo = p < .
M M

D’aprés la relation (1.11), nous avons E (| X |”) < +oo lorsque
M

uP P (|1 X] > u) du < +o00
0

+oo
/ uP TP (| X| > u) du < +oo,
M

c’est a dire lorsque 0 < p < a. [

1.2.3 Simulation des lois stables
1.2.3.1 Sources des codes

Pour simuler les lois stables, il existe un algorithme développé par Chambers et al. [17].
Celui-ci permet de générer une loi S, (1, 3,0). Pour obtenir une loi S, (v, 3, p), il suffit
de faire un changement de variables, en utilisant la Proposition 1.2.8. Un code en langage
FORTRAN a été donnée dans Chambers et al. [17] et est ensuite amélioré et publié
dans le livre de Samorodnitsky et Taqqu [71]. Il existe aussi une fonction rstab dans la
bibliotheque de S-Plus. Pour générer des lois a-stables sous le logiciel R, on peut utiliser

la fonction rstable disponible dans le package fBasics.
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1.2.3.2 Quelques exemples

Nous avons simulé 5000 réalisations de lois SaS standard pour différentes valeurs de a. Le

Tableau 1.1 suivant représente la moyenne et la variance empirique des 5000 réalisations.

Valeurs de « 2 1.7 1.5 1.2 1 0.9
Moyenne -0.0098 -0.0005 0.0150 0.1109 0.4174 1.0815
Variance 1.9732 5.6939 16.838 204.00 807.29 16974

TABLE 1.1 — Moyenne et variance empirique calculées sur 5000 réalisations.

Ces résultats confirment I’équation sur le calcul des moments. En effet, lorsque a décroit
vers 1, la variance diverge et lorsque « devient plus petit que 1, c’est la moyenne qui

commence a exploser.

1.2.4 Inférence Statistique des lois stables

Dans cette partie, nous allons mettre I'accent sur les différentes maniéres de tester et
d’estimer les paramétres d’une loi a-stable. Pour les problémes de test de variance ou
d’estimation des paramétres, nous considérons un échantillon (X, ..., X,) extrait de la

variable aléatoire réelle X définie par sa fonction caractéristique (1.5).
1.2.4.1 Test graphique de la variance
Nous allons présenter deux méthodes graphiques pour tester si la distribution de nos

observations est & variance finie ou infinie.

a)- Test graphique de la convergence de la variance empirique.

Ce premier test est trés simple et se décompose en trois étapes :

1 n
Etape 1 : Calcul de la moyenne empirique T = — Z x;.
n 4

=1
1 n
Etape 2 : Calcul de la variance empirique s? = — E (z; — T)°.
n
i=1

Etape 3 : Visualisation de la courbe (n, s?) pour des valeurs de n assez grandes.
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Intuitivement, si le Processus Générateur des Données (PGD) a une variance finie, alors
peu d’observations proviennent de la queue et donc la variance empirique s? converge
vers une valeur finie, lorsque la taille des observations n devient assez grande. Par contre,
si le PGD est a variance infinie, alors beaucoup d’observations viennent de la queue et
par conséquent s2 — 400, lorsque n — +o00. En d’autres termes, lorsque n augmente
et lorsque la variance est finie, le tracé doit converger et si on est en présence d’une

variance infinie, le tracé diverge.

b)- Test graphique de la queue
L’idée principale de ce deuxiéme test est basée sur le fait que :

lim t°P (|X| > t) = Cyr,

t——+o00
ou la constante C,, est donnée par I’équation (1.9). Alors, cela implique :

dP(|X]>1t)

~ — dt— .
P log(t) «, quan +00

A ce niveau également, deux étapes sont nécessaires :

Etape 1 : Fixer x et calculer le logarithme de la queue

1 n
=1

Etape 2 : Tracer la courbe (log (x),q(x)) et voir si la pente est finie & partir d’une

certaine valeur de x.

¢)- Quelques exemples

Pour cela, nous avons repris les simulations de la section précédente. Les graphiques de
la Figure 1.1 représentent le test graphique de la convergence de la variance empirique
(Test graphique 1). Ceux de la Figure 1.2 résument le test graphique de la queue (Test
graphique 2). Nous pouvons remarquer que seul le cas a égal & 2 fait converger la
variance. Pour tous les autres cas, il y a divergence. Nous constatons également, sur la
Figure 1.1, que plus on s’éloigne du cas gaussien (« = 2), plus la variance explose. Ce

résultat confirme celui observé sur le Tableau 1.1.
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1.2.4.2 Estimation des paramétres des lois a-stables

La plupart des algorithmes de traitement de données utilisant des lois a-stables exigent
I’estimation a priori des paramétres de la distribution a-stable et en particulier I’exposant
caractéristique a. C’est le paramétre le plus controversé car c’est lui qui indique si la vari-
ance est infinie ou non. Il semble donc primordial de pouvoir 'estimer de la maniére la
plus correcte qui soit. Il existe plusieurs méthodes d’estimation des paramétres d’une dis-
tribution a-stable. Alvarez et Olivares [4] proposent une revue des différentes méthodes
d’estimation dont les méthodes de queue, quantiles, moments, maximum de vraisem-
blance et de fonction caractéristique et comparent leur performance par simulations de
Monte Carlo. Aprés 'analyse des résultats de I'étude des simulations, ils arrivent & la
conclusion que le meilleur compromis entre précision de 'estimateur et vitesse est soit
la méthode de McCulloch soit la méthode de régression itérative; avec comme préférence
la premiére. Ainsi, dans cette partie nous décrivons la méthode de McCulloch et nous
renvoyons le lecteur a l'article original de McCulloch [56] ou a Alvarez et Olivares [4],
pour plus de détails.

On suppose que l'on dispose d’un échantillon X, X5, ..., X,, de variables aléatoires sta-
bles, indépendantes et identiquement distribuées, avec X; ~ S, (7, 8, ). Soit F' la fonc-
tion de répartition de la variable aléatoire stable X et soit z, le quantile d’ordre p,
c’est-a-dire, F'(z,) = p, et T, le quantile empirique correspondant. Pour éviter une fausse

asymeétrie des petits échantillons, une correction est nécessaire : si les xz; sont ordon-
2i—1
2n "

Puis, on effectue une interpolation linéaire pour obtenir 7, a partir de Ty et Zyi41), ol

nées de fagon croissante cette correction se fait en posant Z,; = z; ou ¢(i) =

q(i) <p < q(i+1). L’estimateur obtenu Z, est un estimateur convergent de x,,.
En considérant les quatre tableaux suivants3, Dlalgorithme d’estimation des quatre
paramétres peut étre défini comme ci-dessous.
Procédure concréte de ’algorithme
1. Ordonner I’échantillon.
2. Calculer les quantiles empiriques Zo. o5, Zo.25, £0.5, L£0.75, £0.95-

3. Calculer les indices 7, et Vs :

~ Z0.95 — L0.05 ~ Zo.95 + T0.05 — 2%0.5
Vo = ———— Vﬁ =

Zo.75 — L0.25 Z0.95 — L0.05

McCulloch montre que les indices v, et vz ne dépendent pas de v ni de p. De plus,

ils sont respectivement des fonctions décroissante et croissante de a et de 3.

3. Les quatre tableaux (TABLE III, TABLE IV, TABLE V, TABLE VII) sont scannés et proviennent
de larticle de McCulloch [56].
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4. Estimer av et 3 :
a =11 (Va, Vg) B =13 (P, D),
ou les fonctions 11 et 1y sont respectivement déterminées par les tableaux TABLE
IIT et TABLE IV, pour 7, et Vs données.

5. Estimer v R R
~  Toos — To.25
e —
¢3 (057 /8)
avec ¢3 déterminée par le tableau TABLE V.
6. Estimer C

~ -~

¢ =Tos5 +795(, B),
o5 est donnée par le tableau TABLE VII.

7. Estimer p N
= 6 -B ~ tan ?.

Caractéristiques de la méthode
Comme 7, est un estimateur convergent et asymptotiquement de loi normale de z,
et les fonctions 1); et ¢; sont continues, alors les estimateurs des paramétres sont
convergents et asymptotiquement de loi normale (voir Garcia et al.[28] pour I’analyse de
Defficacité de cette méthode). Il est & noter que, sans considérer le travail préliminaire de
génération des tableaux (TABLE III, TABLE IV, TABLE V, TABLE VII), la méthode

de McCulloch est facile & implémenter et sa complexité est de Pordre de O(nlog(n)).

Quelques exemples

Nous allons illustrer dans cet exemple les différentes étapes de la méthode de McCulloch
sur des données simulées. Pour cela, nous générons un échantillon de taille n = 1000
d’une variable aléatoire X ~ S, (v, 5, 11), avec a = 1.5, 3 =0,y =1 et p = 0.

Le calcul des quantiles donne :
/.I'\0.05 - —33564, &'\0‘25 = —09150, /.CIZ'\O.5 - —00341, §0.75 == 09804, §0.95 == 3091
On en déduit : 7, = 3.4016 et vz = —0.0304.

En utilisant les tableaux III et IV et en faisant une interpolation, on obtient :

a = 1.4478 B = 0.0509.

-~

Pour calculer la valeur de 7, on détermine d’abord la valeur de ¢3(a@, 3) qui s’obtient par

-~

interpolation linéaire dans le tableau V. Ainsi,on a ¢3(@, 5) = 1.9457 et par conséquent

-~

~4 = 0.9741. De maniére similaire, on obtient la valeur de ¢5(a, ) = 0.0143 & partir du
tableau VII. Par suite, ¢ = —0.0201 et 7i = 0.0383
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TABLE III

a = ‘3‘1("“: \’5)

Va

v, 0.0 0.1 0.2 0.3 05 07 1.0

7,439 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0

2.5 1,916 1.924 1.924 1.924 1.924 1.924 1.924
3 5 1.808 1.813 1.829 1.829 1.829 1.829 1.829
2.7 1,729 1.730  1.737  1.745 1.745 1.745 1.745
2.8 1.666 1.663 1.663 1.668 1.676 1.676 1.676
3.0 1,563 1.560 1.553 1.548 1.547 1.547 1.547
3.2 1.484 1.480 1.471 1.460 1.468 1.438 1.438
3.5 1.391 1.386 1.378 1.364 1.337 1.318 1.318
4.0 1,279 1.273  1.266 1.250 1.210 1.18 1.150
5.0 1,128 1.121 1.114 1.101 1.067 1.027 0.973
6.0 1.029 1.021 1.014 1.004 0.976 0.935 0.874
8.0 0.896 0.892 0.887 0.883 0.855 0.823 0.769
10.0 0.818 0.812 0.806 0.801 0.780 0.756 0.691
15.0 0.698 0.695 0.692 0.689 0.676 0.656 0.595
5.0 0.593 0.590 0.588 0.586 0.579 0.563 0.513

Note that wl(va, -va) = wl(va, “ﬁ)'
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- e

TABLE IV
B = 'J’z(var \’B)

A

8
. 0.0 0.1 0.2 0.3 0.5 0.7 1.0
2.439 0.0 2.160 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
2.9 0.0 1.592 3.390 1.0 1.0 1.0 1.0
2.6 0.0 0.759 1.800 1.0 1.0 3.0 1.0
2.7 0.0 0.482 1.048 1.694 1.0 1.0 1.0
2.8 0.0 0.360 0.760 1:232 2,229 1.0 1.0
3.0 0.0 0253 0.518 0.823 1.575 1.0 1.0
3.2 0.0 0.203 0.410 0..632 1.244 1.906 1.0
3.5 0.0 0.165 0.332 0.499 0.943 1.560 1.0
4,0 0.0 0.136 0.271 0.404 0.689 1.230 2,195
5.0 0.0 0.109 0.216 0.323 0.539 0.827 1.917
6.0 0.0 0.096 0.190 0.284 0.472 0.693 1.759
8.0 0.0 0.082 0.163 0.243 0.412 0.601 1.596
10.0 0.0 0.074 0.147 0.220 0.377 0.546 1.482
15.0 0.0 0.064 0.128 0.191 0.330 0.478 1.362
25.0 0.0 0.056 0.112 0.167 0.285 0.428 1.274%
Note that E w (v i Entries in this table

I
greater than % 0 are rghu1red ifi ofder ?o permit accurate bivari-
ate linear interpolation as B approaches 1.0 from below. As a
result, sampling error in finite samples may yield an interpolated
estimate of B greater than 1.0. In this case, the estimate should
be truncated back to 1.0.
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TABLE V
\'c = #3(“1 B).
8

._9__ 000 0-25 O-SO 0-75 1-00

2.00 1.908 1.908 1.908 1.908 1.908
1.90 1.914 1,915 1.916 1.918 1.921
1.80 1.921 1.922 1.927 1.936 1.947
1.70 1:927 1.930 1.943 1.961 1.987
1.%0 1.93M 1.940 1.962 1.997 2.043
1.50 1.9%9 1,952 1.988 2.045 2.116
1.40 1.946 1.967 2.022 2.106 2.d11
1.30 1.935 1.984 2.067 2.188 2+333
1.20 1.963 2.007 2,125 2.294 2,491
Leil 1.980 2,040 2.205 2.435 2.696
1.00 2.000 2.085 2.311 2.624 2,973
0.90 2.040 2.149 2.461 2.886 3.356
0.80 2.098 2,244 2.676 3.265 3.912
0.70 2.189 2.39 3.004 3.844 4.775
0.60 2.337 2.635 3.542 4.808 6.247
0.50 2.388 3.073 4,334 6.636 9.144

NOte that ¢3(G, 'B) s ¢3(a' B)'
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TABLE VII
VC = ¢5(a! 6)'
B

o 0.0 0.28 0.30 0.5 1.00
2,00 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

1.90 0.0 -0.017 -0.032 -0,049 -0.064
1.80 0.0 -0.030 -0.061 -0.092 -0.123
1.70 0.0 -0.043 -0.088 -0.132 -0.179
1.60 0.0 -0.056 -0.111 -0.170 -0.232
1.50 0.0 -0.066 0,134 -0.206 -0.283
1.40 0.0 -0.075 -0.154 0.243 0. 315
1.30 0.0 -0,084 .41 -0.276 -0.390
1.20 0.0 -0.090 -0.192 -0.310 -0.447
1.10 0.0 -0.095 -0.208 -0.346 -0.508
1.00 0.0 -0.098 .32 -0,183 -0.576
0.90 0.0 -0.099 -0.237 0,424 -0.5652
0.80 0.0 -0.096 -0.250 0. 469 -0.742
0.70 0.0 -0.089 -0.262 -0.520 -0.853
0.60 0.0 -0.078 0,272 -0.581 -0.997
0.50 0.0 -0.061 -0.279 -0.659 -1.198

Note that 1:5(0&, -B) = -¢5(0=, B).
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1.3 Les processus ARMA (p, q)-SaS

Dans ce paragraphe, on définit les processus ARMA (p, () symétriques a-stables introduits
par Brockwell et Davis [13], dans le but de prendre en compte dans une modélisation la
présence de composantes & mémoire courte et de variance infinie. On s’intéresse ensuite

aux propriétés probabilistes et statistiques de ce modéle.

1.3.1 Présentation du modéle

Définition 1.3.1 Le processus (X;),., est appelé processus ARMA (p, q)-SasS, il vérifie
I’équation suivante :
® (B) X, =0 (B) Z,, (1.12)

ott les (Z;),c, sont indépendants et de méme loi symétrique a-stable de parameétre de
dispersion 7 pris égal a 1 sans perte de généralités et B est I'opérateur retard, c’est
a dire BX; = X;_1. Les polynomes ® (B) et © (B) sont respectivement les polynomes

autorégressifs d’ordre p et moyenne mobile d’ordre ¢ et sont définis par :
p . q ‘
®(B)=1-) 6B et O(B)=1+) 6,B" (1.13)
i=1 i=1

On note que si a = 2, alors le processus défini en (1.12) est un processus ARMA(p, q)

gaussien tel qu’il est décrit par Box et Jenkins [11].

1.3.2 Propriétés probabilistes

Dans cette section, on rappelle les résultats relatifs a la stationnarité et I'inversibilité des
processus ARMA (p, q)-SasS.

Définition 1.3.2 Le processus ARMA(p, q)-SaS (X;),., est dit causal §'il existe une
suite (¢;);_ o tel que Zjﬁg P < oo et

+oo
Xi=> 12 (1.14)
j=0

Proposition 1.3.3 Supposons que les polynomes ®(z) et O(z) n'ont pas de racines

communes dans le disque unité {z : [z| < 1}. Alors :

i) si le polynome ®(z) n’a pas de racines dans le disque unité, alors le processus
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ARMA(p, q)-SasS (X¢),cy est causal et stationnaire, et admet une unique représentation
moyenne mobile infinie donnée par I'équation (1.14), ot les coefficients (¢;),., sont
définis par :

@(Z) B +oo 4
v ’Z‘ S 1, w —;wjzj

ii) si le polynome O(z) n’a pas de racines dans le disque unité, alors le processus ARMA (p,
q)-SaS (X;),c, est inversible et admet une représentation autorégressive infinie définie
par :

+oo
Z =Y mX, (1.15)
=0

ou les coefficients m; sont déterminés par

(I)(Z) +oo ‘
V2| <1, = izt
’ ’ @(Z) Jgo J

La démonstration est détaillée dans Brockwell et Davis ([13], page 537).

1.3.3 Estimation des paramétres

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a I’estimation des paramétres d’un processus ARMA (p,
q)-SasS. On présente la méthode de Whittle introduite par Mickosch et al [57] pour ce
type de processus.

On considére un échantillon (X, ..., X,,) de taille finie n extrait d’un processus ARMA (p,
q)-SasS, centré, stationnaire et inversible. On suppose que les paramétres sur la distribu-
tion des innovations (« et 7) sont connus et on s’intéresse a l'estimation du paramétre
vectoriel B = (¢1,...,¢p,01,...,0,) composé des parameétres autorégressifs et moyenne

mobile. L’espace des paramétres a estimer est alors :
C={BeR:¢,#£0, 0,#0, O(z) et (z) n’ont pas de racines

communes, ¢ (z)O (z) # 0 pour |z| < 1}.

Supposons que [y est la vraie valeur du paramétre [ et se trouve a l'intérieur du com-
pact C'. Ainsi on appelle estimateur de Whittle, noté ,, la valeur de 5 qui minimise la
vraisemblance de Whittle :

2 [T LN
o2 (B) = /_WgM,ﬁ) d), (1.16)
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oit I, (\) représente le périodogramme normalisé du processus (X;),., et est défini par :

()

La fonction g (A, ) est la fonction de transfert définie par :

e —T <AL, (1.17)

q 2
o[
— _ k=1 .
g\ ) = Y ; — <AL, (1.18)
1 — Z <bkefz/\k
k=1

Le choix de l’estimateur de Whittle est motivé par deux faits. Le premier est que la
7&0

fonction f d\ a un minimum absolu au point 5 = [, dans le compact C' (voir
Brockwell et Dams[lS]7 Proposition 10.8.1). En plus, d’aprés Kliippelberg et Mikosch[40],
I,, (\) est un estimateur de g(\, 8o)/92(5y), avec W2(By) est la quantité donnée par :

+oo
0) = Z ¢j7
=0
ou les coefficients 1; sont définis dans la Proposion 1.3.3.
En pratique, Uintégrale (1.16) est souvent remplacée par une somme. Ceci donne

un estimateur, noté Bn, asymptotiquement équivalent a [, et qui est obtenu en

minimisant sur le compact C' la fonction objective suivante :

,_.

n—

—2 _2_7T In()‘J)
o (B) =", PIEYL (1.19)

J

Il
=)

) ) 277
ou les \; sont des fréquences de Fourier définies par \; = —‘7, j=0,...,n—1.
Ainsi, si on suppose que By € C est la vraie valeur des paramétres a estimer, alors les

deux estimateurs naturels de 3y sont donnés par :

_ : 2 _ =2
Bn=argmino, (6), B, = argming, (§).

Nous résumons dans le Théoréme 1.3.8 suivant les propriétés asymptotiques de I’estima-
teur de Whittle. Nous précisions tout d’abord quelques hypothéses faites sur le processus

d’innovation (Z;),,, pour tout b > 0 et a, > 0 tel que a, 1 0o :
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Hypothése 1.3.4 : E|Z;|" < 0

Hypothése 1.3.5 : % — 0, quand n — +o00, et pour § =1 A b,
a

n

Hypothése 1.3.6 : lim limsup P (an2 Z 7: < 1;) =0.
t=1

=0 nytoo
Ces trois hypothéses permettent d’établir la consistance de l'estimateur de Whittle.
Cependant, pour obtenir des informations sur sa distribution asymptotique, nous avons

besoin de 'hypothése supplémentaire suivante :

Hypothése 1.3.7 : Nous supposons que Z; appartient au domaine d’attraction d’une
loi symétrique a-stable; c’est a dire :
n
nVeN" 7 2y, (1.20)
t=1
ou Y suit une loi symétrique a-stable.

Théoréme 1.3.8 Supposons que (X;),., est un processus ARMA(p, q) a-stable causal
et inversible introduit par la Définition 1.3.1. Alors :
i) si les Hypothéses "Hypothése 1.3.4"-"Hypothése 1.3.6" sont vérifiées, alors :

Bn £, Bo et a2 () Lor w2 (Bo), quand n — oo. (1.21)

ii) si de plus, 'Hypothése 1.3.7 est satisfaite, alors :

n \la D 1 Yk
(m) (B — Bo) — 4nW ™" (o) ;bk%, quand n — 00, (1.22)
ou Yo, Y1,Ys,... sont des variables aléatoires indépendantes; Yy est positive § -stable de

parametre d’échelle C;/22/ “ et (Y}),>, est une suite de variables aléatoires indépendantes

et de méme loi symétrique « -stable de paramétre de dispersion C~/®. La constante Cq

est donnée par 1’équation (1.9). La matrice W1 () est I'inverse de la matrice W (53,)

wiay= [ [TRa0] [oms )",

et pour tout k € N, by est le vecteur défini par :

1 T
by, = or /7r g (X, Bo)

définie par :

—Tr

89—1 ()‘7 BO)

R dA.

La preuve de ce théoréme est détaillée dans Mikosch et al.[57].

Remarque 1.3.9 Les relations (1.21) et (1.22) restent encore vraies si on remplace 3,

et o2 par 3, et 52.
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1.4 Les processus ARFIMA(p, d, q)-SaS

Les processus ARFIMA(p, d, q) symétriques a-stables (0 < a < 2) ont été introduits
dans la littérature statistique par Kokoszka et Taqqu [45] afin de prendre en compte, dans
une modé¢lisation, la présence éventuelle d’'une composante longue mémoire et d’une com-
posante de variance infinie dans la série étudiée. Ces processus constituent une générali-
sation des processus ARFIMA gaussiens (cas a = 2) proposés par Granger et Joyeux [31]
et Hosking [37].

Dans ce paragraphe, nous allons rappeler quelques résultats sur les propriétés proba-
bilistes et statistiques des processus ARFIMA(p, d, q)- SaS. On rappelle premiérement
la définition d’un processus ARFIMA(p, d, q)- SaS et deuxiémement nous posons notre

regard sur les problémes d’estimation des paramétres de ce processus.

1.4.1 Présentation du modéle

Définition 1.4.1 Soit (Z;),., une suite de variables aléatoires i.i.d suivant une loi
symétrique a-stable, de moyenne nulle et de paramétre de dispersion v = 1, sans perte
de généralité. On dit que le processus (X;),., est un processus ARFIMA(p, d, q)- SaS

s’il vérifie I’équation suivante :
®(B)X,=0(B)(1-B)“2Z, (1.23)

ou d est un nombre fractionnaire et B est opérateur retard. Les polynomes ® (B) et
© (B) sont respectivement les polyndomes autorégressifs d’ordre p et moyenne mobile

d’ordre q définis précédemment.

Le filtre linéaire dans ’équation (1.23) peut s’écrire de la maniére suivante :

1-B)"Z=> bZ_ (1.24)
=0
ou les (b;),., sont les coefficients du développement en série de (1 — 2)~ pour |z] < 1;
c’est & dire

_ _ I'(j+4d
by =1 bjfr(d)r(j 1),321. (1.25)
1.4.2 Propriétés probabilistes

Nous nous intéressons maintenant aux conditions d’existence et d’inversibilité d’un pro-

cessus ARFIMA (p, d, q)-SaS. Nous rappelons d’abord quelques hypothéses.
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Hypothése 1.4.2 : Le polynéme @ (2) n’admet pas de racines dans le disque unité.
Hypothése 1.4.3 : 0 <a <2 et a(d—1) < —1.

Hypothése 1.4.4 : Le polynome © (z) ne s’annule pas dans le disque unité.
Hypothése 1.4.5 : 1 <a <2 et|d <1- 1.

Les résultats relatifs a la stationnarité et a l'inversibilité d’un processus ARFIMA (p, d,

q)-Sas sont résumés par la Proposition 1.4.6 suivante :

Proposition 1.4.6 Supposons que les polynomes ®(z) et O(z) n'ont pas de racines

communes dans le disque unité {z : 2| < 1}. Alors :

i) si les Hypothéses "Hypothése 1.4.2" et "Hypothése 1.4.3" sont vraies, alors le
processus ARFIMA(p, d, q)-SaS (X;),., est stationnaire, causal et admet une unique

représentation moyenne mobile infinie donnée par :

Xi =Y ¢Zij, (1.26)
=0
ot les coefficients (cj)jzo sont obtenus par I’équation suivante :
© (z) i o j
8 (1—2)"= jz;cjzj, vzl <1, (1.27)

ii) si de plus, les Hypothéses "Hypothése 1.4.4" et "Hypothése 1.4.5" sont vérifiées,
alors le processus ARFIMA (p, d, q)-SaS (X}),.;, est inversible et admet une représentation

autorégressive infinie donnée par
[e.e]
Zy = E ¢ Xi—j, DS, (1.28)
J=0
ot les coefficients (¢;) .., sont déterminés par :
7=>0

Oocz] —zd(I)(Z>
257 =(1-2" 50

V2| < 1. (1.29)

@

j=0

La preuve de cette proposition se trouve dans Kokoszka et Taqqu [45].
Remarque 1.4.7 Un développement de 1'équation (1.27) permet de calculer les coeffi-

cients (¢;).-, par la formule récursive suivante :
7=>0

min(j,q) min(j

=1 et ¢ =b;+ Z 0:b; s + Z dici_i, J > 1. (1.30)
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1.4.3 Estimation des paramétres

Dans cette section, nous présentons l'estimation des paramétres d’un processus
ARFIMA(p, d, q)- SaS par la méthode de Whittle proposée par Kokoszka et Taqqu
[46]. Nous donnons ensuite les propriétés asymptotiques de cet estimateur. On considére
une suite (Xy,...,X,) de valeurs issue d’'un processus ARFIMA(p, d, q)- SaS, (X),c,
stationnaire, inversible et de moyenne nulle. La moyenne étant fixée, on suppose les
parameétres de la distribution des innovations connus et on s’intéresse a l’estimation du
paramétre ¢ = (d, ¢1,..., Py, 01,...,0,). L'espace des parameétres d’intérét, noté W, est

défini comme suit
U= {peRF* ¢ £0,0,#0, ©(2) et ®(2) n'ont pas de racines

1
communes, ¢ (2)O (z) # 0 pour |2| <1, d€]0, 1 ——[, 1 <a <2}
a

Supposons que 1 est la vraie valeur du parameétre v et se trouve a 'intérieur du compact
U. L’estimateur par la méthode de Whittle 1, de ¥ sur ¥ minimise la fonction objective

donnée par : N
[T LY
) N

ot la fonction I, (M) représente le périodogramme normalisé défini par I’équation (1.17)

o (¥) d, (1.31)

et f (A 1) est la fonction de transfert définie de la maniére suivante :

oo

2: Y
CJG

=0

ot les coefficients (¢;);., dans la derniére égalité sont donnés par I'équation (1.30).

2

o) (e—i)\)
D (e=) (1 — e

2

fA) = (1.32)

Y

On aborde maintenant les propriétés asymptotiques de lestimateur de Whittle

1. Le théoréme suivant donne la consistance de ,.
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Théoréme 1.4.8 Si v est la vraie valeur des parameétres a estimer et v, la valeur de 1

qui minimise o2 (v), alors

+o0 -1
¢n i> ¢0 et UTQL (wn) L 2T (Z C?) s (133)

J=0

olt les coefficients (¢;),., sont définis par I'¢quation (1.30).

La preuve de ce théoréme est détaillée dans la Section 2 de Kokoszka et Taqqu [46].

Pour établir la distribution asymptotique de cet estimateur, nous avons besoin de

, . . . ,- .
I’hypothése suivante, relative au processus d’innovations (Z;),,.

Hypothése 1.4.9 : Supposons que les Z; appartiennent au domaine d’attraction d’une
loi SaS (voir équation (1.20) pour la définition) ou de maniére équivalente vérifient la

relation suivante :

lim AP (|Z| > \) = Cy, (1.34)

A—400

ot la constante C,, est définie par 'équation (1.9).

Nous introduisons aussi quelques notations que nous allons utiliser dans le théoréme suiv-
ant donnant la distribution asymptotique de . Soit W (1)) une matrice de dimension

(p+q+1) x (p+q+1) et d’éléments générateurs :
2
0000,
ieme

et soit vg, k € Z un vecteur de dimension (p+ ¢+ 1) dont la j coordonnée est donnée

wz-j=/ 7O\ o) FUOte) AN, ij= 1. pta+l,

par

(" . g . ,
0 = 3= [ PO g SO D G = L

Théoréme 1.4.10 Si le processus d’innovations (Z;),., vérifie "THypothése 1.4.9, alors

n 1/ D 1 > Yk
— n — — A7 W — Vg, 1.35
(55) " (W = o) 2> 47W () > g (1.35)
ou Yy, Y1, Ys, ... sont des variables aléatoires indépendantes; Yy est positive 3 -stable de

parametre d’échelle C;/QZ/ “et (V) r>1 €st une suite de variables aléatoires indépendantes
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et de méme loi symétrique « -stable de paramétre de dispersion Cy le [

La Démonstration de ce théoréme se trouve dans la Section 3 de Kokoszka et Taqqu ([46]).

On peut remarquer que ce résultat est similaire a celui développé dans le Théoréme
2.2 de Mikosch et al.[57] et montre ainsi que le résultat asymptotique pour d = 0 peut
bien étre étendu dans le cas d > 0. Il faut également noter que dans ce théoréme, le

paramétre de dispersion des (Yk)k21 est C’;l/a, au lieu de C’g/a comme dans le cas des
ARMA a-stables.

1.5 Conclusion

Comme nous venons de le remarquer, 'hypothése de gaussianité s’avére trop restrictive
dans certains domaines pour lesquels on assiste a une grande variabilité des données. Pour
palier & ce manque plusieurs modéles a variance infinie ont été développés parmi lesquels
on peut citer les processus ARFIMA(p, d, q)- SaS. IIs permettent de prendre en compte la
présence de dépendance a long terme et de variance infinie. Mais toujours dans un cadre
longue mémoire si on désire modéliser simultanément une composante longue mémoire
et une composante cyclique périodique, on ne pourra malheureusement pas utiliser un
modéle ARFIMA qui n’est pas assez souple pour intégrer un phénoméne périodique. La
question qu’on peut se poser est : est-il possible de créer un modéle plus général qui prend
en compte la présence des trois éléments caractéristiques : mémoire longue, saisonnalité
et variance infinie? C’est 'objet du chapitre suivant.



CHAPITRE 2
Les processus ARFISMA symétriques

a-stables

Résumé

Dans ce chapitre, nous nous proposons de développer un nouveau modele prenant en
compte les phénomeénes de mémoire longue, de saisonnalité et de variance infinie. Nous
établissons les conditions de stationnarité et d’inversibilité. Nous proposons également
une méthode de simulation et nous montrons le comportement asymptotique du modele
par des simulations.
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2.1 Introduction

fin de prendre en compte la propriété de mémoire longue dans une modélisation, de
A nombreux auteurs ont suggéré d’utiliser les processus ARFIMA. Granger et Joyeux
[31] ainsi que Hosking [37] donnent clairement les bases de cette théorie et supposent
que les résidus sont des bruits blancs gaussiens. Bien que les calculs (d’estimation, de
prévisions,...) soient rapides avec cette hypothése, on se rend compte qu’elle est trop
restrictive, surtout pour des données présentant un phénomeéne de variance infinie,
comme en finance, en télécommunication ou en hydrologie. Ainsi Kokoszka et Taqqu [45]
ont développé la théorie des processus ARFIMA avec variance infinie des innovations qui
prennent en compte les comportements de mémoires longues et de variance infinie. Par
ailleurs, dans tous les champs d’application des statistiques, nombreuses sont les séries
chronologiques qui possédent un comportement cyclique, périodique ou non périodique.
Un exemple célébre qui a illustré de nombreux travaux sur les séries chronologiques est
la série du nombre de taches solaires de Wolfer, que I'on peut trouver, par exemple dans
le livre de Brockwell et Davis [12]. Ainsi, dans un cadre longue mémoire, si le statisticien
désire modéliser simultanément une composante longue mémoire et une composante
cyclique périodique persistante, il ne pourra malheureusement pas utiliser un modéle
ARFIMA qui n’est pas assez souple pour intégrer un phénoméne périodique. Pour
atteindre ce but, plusieurs auteurs ont proposé différents processus longue mémoire, dont
le point commun est d’avoir une densité spectrale ayant une ou plusieurs singularités sur
intervalle [0, 7]. Porter-Hudak [63] ainsi que Reisen et al.[67] ont proposé les processus
ARFISMA qui prennent en compte les phénoménes de mémoire longue et de saisonalité
et dont la principale caractéristique est d’avoir une densité spectrale non bornée aux
fréquences saisonniéres situées dans [0, 7]. Cependant ce modéle est trés limité face a des
données pésentant une variance infinie. Il apparait donc judicieux de proposer un modéle
plus général qui prenne en compte ces trois éléments : mémoire longue, saisonnalité et
variance infinie. On se propose dans ce chapitre de faire I’étude de ces processus que I'on
qualifiera de processus ARFISMA symétrique a-stable.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans la Section 2.2, nous com-
mengons d’abord par définir le modéle ARFISMA symétrique a-stable et nous donnons
ensuite quelques extensions de ce modéle. Dans la Section 2.3, nous discutons les
conditions de stationnarité et d’inversibilité du modéle. Dans la Section 2.4, nous
proposons une méthode de simulation d’'un processus ARFISMA symétrique a-stable.

Dans la Section 2.5, nous présentons quelques simulations, dans le but de montrer le
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comportement asymptotique du modéle. La Section 2.6 est dédiée aux conclusions et

perspectives.

2.2 Présentation du modéle

Dans ce paragraphe, nous introduisons d’abord le modéle avec lequel nous travaillons.

Nous donnons ensuite quelques extensions de ce modéle.

Définition 2.2.1 Soit (Z;),, une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi symétrique a-stable, de moyenne nulle, de paramétre d’échelle égal a I'unité et d’indice
de stabilité 0 < o < 2. On dit qu'un processus centré, noté (Xy),.,, est un processus
ARFISMA(p, d, q)(P, D, Q)s-SasS ¢’il vérifie I’équation suivante :

@ (B)®, (B') X, = (1- B (1- BY) " 6/(B)6,(B") Z, (2.1)

ou les réels d et D sont les paramétres de mémoire longue, B est 'opérateur retard et
s désigne la période de saisonnalité (s = 1 pour des données annuelles, s = 12 pour des
données mensuelles,. . .). Les polynomes ® (B) et © (B) sont les polynomes autorégressifs
et moyenne mobile de la partie non saisonniére donnés par I’équation (1.13). Les polynome
O, (B?) et O4 (B®) sont respectivement les polynomes de degrés P et () en B® de la partie

saisonniére et sont définis par :

P Q
O (B)=1-> ®;B"  O,B)=1+)Y 08" (2.2)

j=1 j=1

Remarque 2.2.2 Dans I'équation (2.1), le terme (1 — B) ™% controle le comportement
de mémoire longue, la saisonnalité est captée par la quantité (1 — BS)_D et la variance
infinie vient du fait que le processus d’innovations (Z;),., est symétrique a-stable avec
a < 2.

Les processus ARFISMA(p, d, q)(P, D, Q)s-SaS constituent une généralisation des pro-
cessus ARFIMA (p, d, q) de Granger et Joyeux [31] et possédent plusieurs extensions :

l.sid=D =0et P=( = 0, nous avons alors les processus linéaires avec variance
infinie des innovations étudiés par Fama [24], Stuck et Kleiner [75], ou Brockwell et
Davis [13].

2. Sid est un entier, D = 0 et P = () = 0, alors nous retrouvons les processus ARIMA

stables de Samonodnitsky et Taqqu [71].
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3. SiD=0et P=Q =0, alors le modéle (2.1) devient le processus ARFIMA(p, d,
q) symétrique a-stable de Kokoszka et Taqqu [45].

4. Si d et D sont des entiers et o = 2, on obtient les processus SARIMA de Brockwell
et Davis [13].

5. Si a = 2, alors on retrouve les processus ARFISMA gaussiens introduits par Reisen
et al. [67].

2.3 Propriétés probabilistes

Dans cette section, nous établissons les conditions d’existence et d’inversibilité d’un pro-
cessus ARFISMA(p, d, q)(P, D, Q)s-SasS introduit par la Définition 2.2.1. Nous définissons
d’abord les polynomes de Gegenbauer. Les polynomes de Gegenbauer, notés (C;(d, V))jeN,
sont des polyndmes orthogonaux générés par la fonction suivante :

(1-2vz+ 22)7d = Z Ci(d,v)27, (2.3)
J20
ol [z| < 1et |v| < 1. Rainville [65] montre que les coefficients (C;(d, ),y peuvent étre

calculés trés simplement de la maniére suivante :

2]

(=D)*(d +j — k) (2v)" ™
(T(k+ 1D —2k+1)

Viz0, Cildv)= (2.4)

[
k=0
ol [%} est la partie entiére de J Cependant, I’expression des coefficients (2.4) est extréme-

ment lourde, et implique donc une grande quantité de calculs. Il est d’usage de considérer

I’algorithme récursif suivant :

C() (dz, Vi) =1
C (di, v;) = 2d;v;
C; (ds,vi) = 2v; <le— + 1) Cj-1 (di,v;) — (2% + 1> Cj o (di,vi), Vj > 1.

Pour plus de détails sur les polynomes de Gegenbauer, on se référe a Szegd [76], Rainville
[65] ou Magnus et al.[54]. Dans la suite, nous allons transformer le modéle (2.1), afin
de pouvoir I'écrire sous une forme moyenne mobile infinie. Notons d’abord par w; les
fréquences saisonniéres définies par :

o
wj:%, pour j =0, 1, 2,...,[%].
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Ainsi en se basant sur Giraitis et Leipus [30] ou Reisen et al.[67], le filtre dans 1’équation

(2.1) peut étre récrit comme suit :

roln

(I-B) I -B)" = [[[1-e“B)(1-e™B)] ™"
5=0
(5]
= (1 —2cos(w;)B + B*)™%, (2.5)
5=0
avec dy = “TD, di=D, pour i=1,...,[5]—1, et dis) = %. Par conséquent, le
processus défini par I’équation (2.1) se met sous la forme suivante :
(3]
®(B)®,(B*)X; =0 (B)0, (B*) | | (1 —2cos(w;)B + B*)~% Z,. (2.6)
=0
Par développement en série, nous avons également
+o0 '
(1-B) (1 =B°)"=> 4(d, v)2, (2.7)
5=0
ol les coefficients (¢;(d, v));, sont définis par
¢j(d7 V) = Z Clo (d07 V()) e Ol[%] (d[g], V[§]> s (28)
0§107“'7l[%]§j7
avec d = (do, dy,...,dg)) et v = (vo, v1,...,1z)) olt v; = cos(w;), pour j =0,...,[5].

Les coefficients (Cj(d;, 14)),cy sont les polynomes de Gegenbauer définis précédemment.
Dans toute la suite du document, on suppose que les polynomes ®(z), ®4(2%), O(2) et
O4(z*) n’ont aucune racine commune et ont toutes leurs racines en dehors du cercle unité.
Ainsi, pour montrer que 1’équation (2.1) admet une unique solution qui s’écrit sous une
représentation moyenne mobile infinie, nous avons besoin de définir les coefficients (Cj)jzo
de cette représentation a partir de la relation suivante :

400 +o0o
@S(zs)@(z)z¢j(d, )zl = CIDS(ZS)(I)(Z)chzj, Y |z| < 1. (2.9)

En développant I'équation (2.9) et par identification de polyndémes, nous obtenons une

formule explicite pour le calcul des coefficients (cj)j>0 (un calcul détail est présenté en
Annexe A).
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Supposons sans perte de généralité que P < (). Nous avons alors les équations suivantes :
e Pour j € [0, s—1JU[(Q+1)s, +o0]

min(j,p) min(j,q)
— Y i =(d, v) + Z 0:0;_i(d, v). (2.10)
=1
e Pour j € s, (P+1)s—1]
min(jip) o min(j,q) )
o i+ Hi— B =wi(d, v)+ > Oi(d, v)+ K+ d. (2.11)
i=1 =1

e Pour j € [([P+1)s, (Q+1)s—1]

min(j,p) min(j,q)
Z dici—i = Ui(d, v)+ D Oai(d, v)+ Kj + a. (2.12)
=1

Les quantités Bj, aj, Flj et f(j sont données par les expressions suivantes. En
remarquant que, pour tout j € [s, (Q+1)s—1],ilexiste 1 <A< Qetk=0,1,...,5—1

tels que j = As + k, nous avons :

a)pour 1 <A< P

Brsth = Z BisCOr s (2.13)
1l p
Hyorr = s Z Gick—i+ Y P > GiConsmith (2.14)
i=1 = =1
b) pour 1 <A< Q
Wrsth = 291s¢ —is+k(d; V) (2.15)

k A—1 q
Kok = O Z Oihp—i(d, v) + Z O Z Oitbr—1)s—ivk(d, V) (2.16)
i—1 =1 i—1

En utilisant expression (2.5) et se basant sur Giraitus et Leipus [30] ou Woodward et
al.[78], nous pouvons déterminer une région de convergence des moments d’ordre o du
processus (2.1). C’est & dire des conditions sur les paramétres de mémoire longue d et D

telles que » 22 [c;|® < 1. Ce résultat est spécifié dans le théoreme suivant.
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Théoréme 2.3.1 Sous les conditions suivantes |[d+ D| < 1 — L et [D] < 1 — 1 avec

1 < a <2, nous avons :
i) si les polyndmes ®(z) et ®4(2°) ne s’annulent pas dans le cercle unité, alors le processus
défini en (2.1) est strictement stationnaire, causal et admet une unique représentation

moyenne mobile infinie donnée par :

+oo
X =Y ¢Zi;, (2.17)

J=0

ou les coefficients (c;);., sont obtenus par les équations (2.10), (2.11) et (2.12).
i) si, de plus, les polynémes O(z) et O,(z°) n"admettent pas de zéros dans le cercle unité,
alors le processus (2.1) est inversible et a une représentation autorégressive infinie définie

par :
—+00

Zy =Y &Xij, DS, (2.18)

J=0

olt les coefficients (¢;),, sont définis par

(1 — 2cos(wj)z + %)% = Z Gzl (2.19)

J=0

<
I
=)

Un calcul analogue a celui des coefficients (c;);>0 (voir Annexe A) permet d’établir I'ex-
pression explicite des coefficients (¢;);>0 de la maniére suivante :
e Pour j € [0, s—1]U[(Q + 1)s, +o0]

min(3,q) min(j,p)
¢ + Z 0,¢;—; = m;(d, v) Z ¢imi—i(d, v) (2.20)
=1

e Pour j € [s, (P+1)s—1]

min(j,q) min(j,p)

Z 0:¢; i+ L+ =, Z oim;_i(d, v) + Gy — (2.21)

e Pour j € [(P+1)s, (Q+1)s—1]

min(j,q) min(j

¢j + Z 0ici— 1—|—L +CJ—7r]d V) Z ¢imi—i(d, v) (2.22)

=1
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Les poids (m;(d, v));5, sont tels que m;(d, v) = ;(—d, v), avec les coefficients
(1j(—d, v)),5, sont donnés par I'équation (2.8). Les quantités L;, , G, #; sont définies
de maniére correspondantes par :

a)pour 1 <A< P

k A—1 p
P?)\s-i-k Z (I)zsﬂ— —1i) S+k d V) G/\s+l<: = CI>/\s Z ¢i7rk—i + Z (I)ls Z ¢i7r()\fl)sfi+k(d7 l/)
=1 = =1

b) pour 1 <A< Q

k A-1 a
Otk = Z Oislinmiysrh  Lasth = Oxe Y Oilhoi + Y O Y il r_tys—ith
=1 =1 =1

Pour établir la preuve du Théoréme 2.3.1, nous avons besoin du Théoréme 2.3.2 suivant

que l'on doit a Kokoszka et Taqqu [45].

Théoréme 2.3.2 Supposons que {e,, n € Z} est une suite de variables aléatoires i.i.d
selon une loi SaS, avec 0 < a < 2. Soit (cj)j>0 des coefficients réels satisfaisant
> oo leil™ < oo et soit (1;),5, une suite de nombres réels telle que : 3772 [¢h] < oo,
sia>1et ) 2 [Yy]" <oo,sia<1 Si

X, = C(B)sn:chsn_j (2.23)
j=0
Y, = U(Ben =) tjen; (2.24)
j=0
AB)en = Y _ajeny, (2.25)
j=0

ol a; = E Yrcj_g, pour j =0, 1,..., alors on a :

k=0
m oo S oo
lim E X, = E Qi€ et lim E Y, ;= E AiE i
m—r+00 wk n—k Jmn=d S—+400 Jen=d T
k=0 J=0 j=0 j=0

ou la convergence est dans IL?, pour tout 0 < p < «. Par conséquent, on obtient :

U(B) [C(B)ey] = A(B)e, = C(B) [¥(B)e,], pes (2.26)
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La preuve de ce théoréme est détaillée dans Kokoszka et Taqqu [45].

Preuve du Théoréme 2.3.1 :

La preuve de i) est une adaptation de la preuve du Théoréme 2.1 de Kokoszka et Taqqu

[45]. Sous les conditions [d+ D| < 1 —2< et [D| < 1 -1 avec 1 < a < 2, les séries

X CiZn_iet S a(d,v)Z,_; convergent presque sirement.
j=0Cjémn—j j=0¥j j g

Posons Qg = {w : chZn,j (w) et ij(d, V) Zp—j(w) convergent} :
=0 =0
Pour wy € Q) fixé, notons par :
Z; = Zj(wo), Xn Zc] noj(wo) et Yo=Y w(d,v) Zy_j(wn).

Nous devons montrer alors que

(B)®s(B°) X, = O(B)0:(B°)Y,

P p +oo
®(B)®,(B*)X, = <1 -y <I>z-B“> <1 - Zqﬁij) >k Znk
i=1 j=1 k=0
+oo

= Z Ckn—k

k=0

o) Eer) )

En se servant du développement de l'expression A.1 (Annexe A), nous obtenons :

S

1 min(j,p)
O(B)P(BY)X,, = Gicj_i | Zn—j

7=0 =1

vl
[y

NER

(ﬁ,\s+k - BAerk) Zn-xs—k

1
N
i
= o

®
I

min(p,As+k)

Chs+h — Z DiCrstk—i | Ln—rs—k (2.27)

Nk

>
Il
—
b
Il
o
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ou les quantités Hy,.p et Srssr sont définies par les équations (2.14) et (2.13). En re-
groupant les termes qui se ressemblent, on peut récrire I’équation (2.27) comme suit :

s—1 min(j,p)
O(B)2,(B)X, = ) |c bicj-i | Zn-
7=0 =1
P s—1 min(p,As+k) B ~
+ Z Chs+k — Z PiCrsvk—i + Hasvk — Bastk | Zn-rs—k
A=1 k=0 i=1
0o s—1 min(p,\s+k)
+ Z Z Crs+k — Z (bzc)\erk i an)\sfk (228)
A=P+1 k=0

En utilisant les équations (2.10), (2.11) et (2.12), remplagons chaque terme de 1’équation

(2.28) par son expression. Ainsi on obtient :

s—1 min(j,q)
O(B)2,(B)X, = Y Z 00 _i(d,v) | Zn_;

7=0
Q s—1

+ Z K)\s+k+05)\s+k> Zn—xs—k
A=1 k=0
oo s—1 min(g,\s+k)

+ ) Urarkl(dv) = Y Ohaesni(d, 1) | Znoxei
A=1 k=0 =1

Grsin €6 Kysir sont données par les équations (2.15) et (2.16).
+o0 Q ' +oo
— ®(B)®,(B)X, = Y (d,v) 7+ (Z @iB”> (Z Ww;i(d, I/)Zn_])
§=0 i=1 §=0
q ' +00
+ ZezBl> <Z ’ij(d, V)an)
i=1 §=0
Q ‘ q ‘ +oo
+ Z@ZB’S> (Z QZBZ) (Z ¥;i(d, V)Zn_j)
i=1 k=1 5=0
Q ' q N\ oo
= (1+> <I>i3w> (1 +) eiBZ> > i(d,v) Zny
i=1 k=1 §=0

— 6(B)6,(B")Y,
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(o]
Dou X, = Z ¢jZn—; est solution de I'équation (2.1). Pour prouver l'unicité, supposons
5=0

oo
que X/ = Z ¢ Z,—j est une autre solution du systéme (2.1). L'égalité

§=0
®(B)®,(B*)X, = ®(B)®,(B*)X), implique que Y a;Z,; = Y a;Zy_j, p.s, oit les
j=0 J=0
coefficients a; sont définis par :
min(j,p)
Cj — Z ¢icj—ia pOllI'j S Jl,
. — i=1
J min(j,p) . 3
Cj — Z ¢icjfi + Hj — 6j7 pourj € JQ,
i=1

avec J; = [0, s —1U[(Q +1)s, +oo[U[(P+ 1)s, (Q+1)s—1], Jo=[s, (P+1)s—1].
Les coefficients ag sont définis de maniére correspondante. Comme les variables Z; sont
i.i.d., nous avons Z;’ig |aj — a}’ = 0, ce qui implique a; = a et par conséquent c; = c.
La preuve de ii) suit les grandes lignes de la preuve du Théoréme 2.3 de Kokoszka et
Taqqu [45]. Sous les conditions du Théoréme 2.3.1, nous avons » 77 |¢;|* < oo. Or
les variables aléatoires (Z;),., sont ii.d suivant une loi SaS, donc le processus (Xy),.,

admet également une loi SaS. Ainsi nous avons :

E(Z!Eth_j!> = > 1GIE(Xal)
7=0 J=0
= > IGIE(X)),
=0

or E(|X;]) < oo, puisque 1 < a < 2 (voir Proposition 1.2.11). D’ott nous avons 3 372 |&;] <

oo. Ainsi appliquons le Théoréme 2.3.2 avec :

W) = Cun(B) = oo (1= B (1= 5"

®(B)®,(57)

C(B) = Cyp(B) = W

(1—-B)(1—B*".
Nous aurons alors :

U(B)[C(B)Z)] = A(B)Z, = C(B) [¥(B)Z], ps,
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or A(B)Z; = Cap(B)Cy(B)Zy = Zy et

U(B)[C(B)Z] = Cap(B)[Cyh(B)Z]
= Cup(B)X:

oo
= E Cth,j.
J=0

(o9}
Par suite, nous avons Z; = E ¢ Xi—j, P-s. [
J=0

2.4 Meéthode de simulations numériques

Dans ce paragraphe, on étend la méthode décrite par Stoev et Taqqu [74] pour simuler
un processus ARFIMA(p, d, q)-SaS, au cas des processus ARFISMA(p, d, q)(P, D,
Q)s symétrique a-stable introduit par la Définition 2.2.1. Nous rappelons d’abord
quelques définitions et résultats relatifs aux Transformées de Fourier Discréte (TFD).
La raison pour laquelle la TFD est importante et d’un intérét pratique est qu’il existe
des algorithmes rapides pour effectuer cette transformation. Parmi ces algorithmes, on
peut citer I'algorithme de la Transformée de Fourier rapide (sigle en anglais : FFT ou
Fast Fourier Transform) qui est disponible dans plusieurs logiciels statistiques (Matlab,
S-plus, R,...).

Soit @ = (a(j), j € Z) une suite périodique de période R telle que a(j + R) =
a(y), V j € Z. La TFD de la séquence a, notée Dg(a) = (Dgr(a)(k),k € Z) est définie

par :

a(k) = Dr(a)(k) = Z_:a(j)e%ijk/R, VkeZ.

Alinsi, la suite @ est périodique de période R et satisfait a la formule d’inversion

1R

R

—_

a(k)e 2™ak/R -y € 7.
k=0

a(j) = Dx'(a)(j) =

En plus, si a et b sont deux suites périodiques de période R, alors nous avons par produit
de convolution
Dgr(a)(k)Dgr(b)(k) = Dr(axb)(k), k€ Z,
R—

ot (axb)(k) == a(k—jb(j), ke
j:
Si R est un entier tel que R =2™, m € N, alors la TFD de la suite a peut étre calculée

—_
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de maniére efficace en utilisant 'algorithme FFT.

Notre objectif est de générer une trajectoire X (¢), t=0,1,...,N—1, N € N, issu
d’un processus ARFISMA(p, d, q)(P, D, Q)s-SasS, en utilisant sa représentation moyenne
mobile infinie donnée par I’équation (2.17). En d’autre termes, nous pouvons approximer

cette trajectoire de taille N par sa version tronquée de la maniére suivante :
M-1
X(t)~ Xy(t) =Y ¢Zj t=01,...,N-1, (2.29)
j=0
olt les coefficients (c;),., sont définis par les équations (2.10), (2.11) et (2.12), (Z;),,
est une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi symétrique a-stable
standard et M est le paramétre de troncature. Nous allons décrire trés rapidement une

procédure de simulation et nous renvoyons a 'article de Stoev et Taqqu [74] pour plus
de détails.

~ ; =0, 1,... M -1
Posons b(j):{cﬂ pour j » ’ ’

0 pourj=M,.... M+ N —1,
et soit b(j + k(M + N)) :==b(j), j =0, 1,....M+N —1, k € Z, de sorte que la
suite b = <g(j), j e Z) soit périodique de période (M + N). De méme, définissons la

séquence Z périodique de période (M + N) comme suit Z(j + k(M + N)) = Z(j), j =
0,1,... M+N—1, keZ,

. Z() Z; pour j=0,1,..., M —1,
ou =
J 0 pourj—=M, . M+N—1,

Ainsi, d’aprés la relation (2.29), nous avons

AI+N—1~ _
Xu®) 2 > b)Z(t—j), t=01,... N-1 (2.30)
§=0

Nous pouvons alors utiliser un algorithme FFT (qui n’est pas décrit dans ce document)
pour calculer 1'équation (2.30). Plus précisément, nous avons I’algorithme suivant.

Algorithme
1. Choisir le paramétre de troncature M et la taille de I’échantillon N tels que (M +
N)=2m meN.

2. En utilisant les équations (2.10), (2.11) et (2.12), calculer les coefficients b(j), j =
0, 1,...,M + N — 1. En appliquant 'algorithme FFT, calculer la TFD /b\(k) =
D(M+N)(g)(k)7 k=0,1,...,M+ N — 1 de la suite b.
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3. Générer une suite de variables aléatoires Z;, j = 0,1,..., M+ N —1, indépendantes
et de méme loi symétrique a-stable standard. En appliquant ’algorithme FFT,
calculer la TFD Z(k) = Dspny(Z)(k), k=0, 1,...,M + N — 1 de la séquence
Z.

4. En utilisant I’algorithme FF'T, calculer I'inverse de la TFD du produit (A 2) et soit

o~

Xu(t) =Dyt v 2)(t), t=0,1,...,N 1

Prendre la suite {Xy,(¢), ¢=0, 1,..., N — 1} comme une réalisation d’un pro-
cessus ARFISMA (p, d, q)(P, D, Q)s symétrique a-stable.

2.5 Quelques simulations

Nous présentons dans cette section un ensemble de simulation pour illustrer le comporte-
ment asymptotique d’un processus ARFISMA(p, d, q)(P, D, Q)s symétrique a-stable
(variance infinie, mémoire longue et saisonnalité). Pour simplifier nous nous limitons
sans perte de généralité au modele avec p = ¢ = P = @Q = 0. Plus précisément, nous

simulons, en utilisant la méthode proposée dans la section 2.4, le processus donné par :
X, =(1-B) %1 -B"Zz, (2.31)

avec d = 0.15, D = 0.20. Nous considérons la taille d’échantillon N = 2000 avec un
parameétre de troncature M = 5000 pour différentes périodes de saisonnalité s =4, s =6
et s = 12. Nous étudions deux cas : un cas gaussien (« = 2) et un cas stable avec v = 1.7,
Nous notons également que les valeurs des parameétres de mémoire longue sont choisies
telles que |[D| <1 — < et |[D+d| <1— 2, en accord avec le Théoréme 2.3.1.

2.5.1 Cas gaussien

Dans cette partie, nous supposons que les bruits (Z;),., du modéle (2.31) suivent une

tez
loi normale standard. Nous tracons sur les Figures 2.1((a)), 2.2((a)) et 2.3((a)) les
trajectoires du processus (X¢),., pour les périodes de saisonnalité s = 4, s =6 et s = 12.
Dans ces trois graphiques, on peut constater que cette série semble étre strictement
stationnaire. De méme, en considérant les deux tests graphiques (voir Section 1.2.4,
page 15), visibles sur les Figures 2.1((b), (c)), 2.2((b), (¢)) et 2.3((b), (c)), les résultats

montrent clairement que nous sommes en présence de données & variance finie.
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Les outils de bases utilisés pour analyser une série chronologique par des proces-
sus longue mémoire sont la fonction d’autocorrélation empirique (ACF) et la densité
spectrale empirique. La densité spectrale d’un processus ARFISMA gaussien est

largement étudiée dans la littérature (voir Reisen et al.[67]). Ainsi, elle est définie par :

flw) = 2z [2sin(ws/2)] 7P [2sin(w/2)] >, -7 <w <, (2.32)

2w
ol 02 désigne la variance du bruit. Cette densité spectrale est non bornée aux fréquences

. _ 2mj . s
saisonniéres w; = =+, pour j =0, 1, 2,..., [5
détails). A échantillon fini, la densité spectrale est estimée par le périodogramme normal-

| (voir Reisen et al.[67] pour plus de

isé donné par I’équation (1.17) et qui est visualisé respectivement pour s = 4, s = 6 et
s = 12 sur les Figures 2.1((d)), 2.2((d)) et 2.3((d)). Ces graphiques montrent des pics sur
les fréquences saisonniéres, ce qui est en accord avec le fait que, dans le domaine spectral
un pic sur la densité spectrale a une fréquence donnée w indique un cycle périodique de
période 27” sur le processus.

Dans le cas classique, la fonction d’autocorrélation empirique p(h) est définie par :

N—|h|
D (XK= X)(Xipn = X) n
ph) = =— ,ou X = %ZX (2.33)
> (X - X)? =1

et qui est un estimateur de la fonction d’autocorrélation théorique. Les graphiques (e)
des Figures 2.1, 2.2 et 2.3 illustrent le comportement asymptotique de (2.33) pour s =
4, s =6 et s = 12. Ces trois graphiques montrent une décroissance lente de la fonction
d’autocorrélation lorsque les retards augmentent, assurant ainsi une dépendance a long

terme du processus (X;),c.
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2.5.2 Cas stable

Considérons maintenant que les innovations (Z;),.; sont distribuées suivant une loi
symétrique a-stable standard d’exposant caractéristique o = 1.7. Les graphiques (a),
(b) et (c) des Figures 2.4, 2.5 et 2.6 montrent clairement que les données considérées
présentent un phénomeéne de variance infinie. En effet, on observe sur les trajectoires
(graphiques (a)) du processus une grande variabilité et les tracés des deux tests

graphiques (graphiques (b) et (c)) divergent.

Dans le cas de variance infinie, certaines modifications peuvent étre apportées. En
effet, les outils de bases utilisés (fonction d’autocorrélation et densité spectrale) n’exis-
tent plus. Néanmoins, méme si ces quantités n’ont pas d’existence théorique, on peut
tout de méme calculer leurs valeurs empiriques et les utiliser comme dans le cas classique
(voir Mickosch et al.[57], Kokoszka et Taqqu.[46]). Ainsi la fonction d’autocorrélation

empirique appropriée dans le cas stable est donnée par :

N—|h|

> XiXin
pu(h) = = 5——.
2 X
i=1

On observe sur les graphiques (e) des Figures (2.4, 2.5 et 2.6), que cette fonction

(2.34)

d’autocorrélation pg(h) décroit lentement lorsque h — oco; montrant par conséquent la
présence de mémoire longue. Les graphiques (d) des Figures (2.4, 2.5 et 2.6) donnent
le comportement asymptotique du périodogramme normalisé. On observe des pics sur

chaque fréquence saisonniére, indiquant ainsi une saisonnalité.
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2.6 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons introduit les processus ARFISMA symétriques a-stables,
dans le but de prendre en compte dans une modélisation la présence éventuelle de
comportement de mémoire longue, de saisonnalité et de variance infinie. Nous avons
étudié les conditions de stationnarité et d’inversibilité et de causalité de ce processus.
Nous avons proposé une méthode de simulation pour ce modéle, et nous avons montré

sur quelques exemples le comportement asymptotique de ce processus.

Il reste bien des choses & faire pour cette famille de processus. Il serait d’abord
intéressant de s’investir sur lestimation des paramétres de ce modéle. Le Chapitre
suivant fait I'objet de I'estimation des paramétres d’un processus ARFISMA symétrique

a-stable.



CHAPITRE 3
Estimation des paramétres d’un
processus ARFISMA symétrique

a-stable

Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons différentes méthodes d’estimation des paramétres

de mémoire longue d’un processus ARFISMA symétrique a-stable. Nous comparons ces

méthodes d’estimation par des simulations de Monte Carlo.
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3.1 Introduction

es processus ARFISMA symétriques a-stables introduits dans le Chapitre 2, ont été
développés par Diongue, Diop et Ndongo [21], dans le but de modéliser les com-
portements de mémoire longue, de saisonnalité et de variance infinie. Dans ce chapitre,
nous nous proposons d’étudier les différentes méthodes d’estimation des paramétres
de mémoire longue d’un processus ARFISMA-SaS et d’évaluer leurs performances par
des simulations de Monte Carlo. Ainsi, nous considérons la méthode semiparamétrique
proposée par Reisen et al. [67] et deux approches de la méthode de Whittle : la méthode
de Whittle classique et une autre alternative basée sur la méthode de Monte Carlo par
chaines de Markov (en abrégé MCMC).

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la Section 3.2, nous introduisons quelques no-
tations et définitions nécessaires pour I'estimation. Dans la Section 3.3, nous présentons
la méthode semiparamétrique. La Section 3.4 est consacrée & la présentation des deux
approches de la méthode de Whittle. Dans la Section 3.5, nous donnons les résultats
de simulation de Monte Carlo pour comparer ces différentes méthodes d’estimation. La

Section 3.6 permet de tirer quelques conclusions et perspectives.

3.2 Quelques notations

Dans toute la suite de ce chapitre, nous considérons une trajectoire finie Xy,..., X, is-
sue d'un processus ARFISMA(p, d, q)(P, D, Q)-SaS, (X;),., stationnaire, inversible
et de moyenne nulle. Nous supposons que les paramétres de la distribution du proces-
sus d’innovations sont conns. Nous nous intéressons donc a l’estimation du parameétre
vectoriel 1, incluant les paramétres de mémoire longue (d, D), les paramétres de mé-
moire courte de la partie non saisonniére (¢1, ..., ¢y, 01,...,0,) et de la partie saisonniére
(®1,...,Pp,0O1,...,00). Soit 9y la vraie valeur du paramétre ¢ et supposons qu’elle se

trouve a 'intérieur de ¥, ot ¥ est un compact de RPT9TP+9+2 éfini par :
U= {¢p e RPHFPHR2 5 £ 0 0, #£0, Pp £ 0, Og # 0, les polynomes
O(z) , ®(z), Ps(2°) et O4(z°) n’ont pas de racines communes pour |z| <1,

1 1
d+D|<1l——cet |D|<1—— 1<a<2}.
« (0%
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La fonction de transfert du processus (X;),., est définie par :

2 sin (é> 2 sin (ﬁ)
2 2

—2d —2D

O (™) 0, (™) Y (M) € [~ 7] X W

g\ ¥) = D (=) D, (e~ )

(3.1)

3.3 Estimation semiparamétrique

Dans cette section, nous présentons une extension dans le cas saisonnier de la méth-
ode dite du log-périodogramme proposée par Geweke et Porter-Hudak [29] pour estimer
le paramétre de mémoire d d’un processus ARFIMA(p, d, q) gaussien. Cette méthode
d’estimation, notée par la suite GPH, est dite semiparamétrique, car elle est fondée sur
I’expression locale de la densité spectrale du processus lorsque les fréquences tendent vers
zéro. Reisen et al.[67] étendent la méthode GPH dans le cas saisonnier pour estimer les
paramétres de mémoire longue d’un processus ARFISMA gaussien et 'idée fondamentale
est d’exploiter le comportement asymptotique de la densité spectrale autour de chaque
fréquence saisonniére. Notre objectif est d’étendre cette méthode dans le cas stable pour
estimer les paramétres de mémoire longue d’un processus ARFISMA symétrique a-stable.
Puisque la densité spectrale n’existe pas dans le cas stable, nous considérons la fonction
de transfert du processus ARFISMA(0, d, 0)(0, D, 0)s,-SaS pour construire cette régres-

sion. Cette fonction de transfert s’obtient en posant p = ¢ = P = () = 0 dans I’équation

(3.1) et soit alors :
A A
2sin (§> 2 sin (78)

Pour illustrer cette méthode, considérons d’abord les fréquences suivantes :

—2d —-2D

g(\Y) = , avec ¥ = (d, D). (3.2)

2 21y
)\V’j:ﬂ—l-%,V:0,1,...,[§]—17]'21;27'--777% (33)

S

ou m représente la largeur de la bande de fréquences utilisées et qui satisfait % + 2 =0,

lorsque n — +o00. Comme les fréquences A, ; doivent appartenir a 'intervalle [0, ],
2m)

nous posons alors Ajzj; = m — <. En évaluant I'équation (3.2) aux fréquences A\, j, pour

7 =1,...,m et par passage aux logarithmes, on obtient alors :

~ M\ 2 Shy 2 fn<)\y )
(In (A 5)) : 5 oS (3.4)
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ot I, (\,;) est le périodogramme normalisé évalué a la fréquence A, ;.

Différentes méthodes d’estimation de d et D peuvent étre obtenues par choix ap-

proprié des fréquences de Fourier \; = 27

__n7

(3.4). Ainsi, GPH,, v = 0,..., [g] — 1 est l'estimateur obtenu en choisissant 2%

fréquences a droite de chaque fréquence saisonniére w, = 2% et GPH B est celui obtenu

e s
S 2

j =1,...,m, dans I'équation de régression

en utilisant 2% fréquences a gauche de la fréquence Wil Par exemple pour s = 4,
nous obtenons les estimateurs GPHy, GPH, et GPH, en utilisant respectivement
les fréquences Xo; = 24, \; = I + 2% et \yj = ™ — %, pour j = 1,...,m.
Cependant, il apparait clairement, par des simulations dans Reisen et al.[67], que les
méthodes GPH,, v = 0,..., [g] ne fournissent pas de bonnes performances. Ceci est
surtout di au nombre de fréquences insuffisant utilisé dans ’équation de régression
(3.4). Par conséquent, ces méthodes ne seront pas considérées dans la suite de ce
document. Nous nous intéressons ici particuliérement aux méthodes GPHy et GPHp

qui se distinguent par le choix de la largeur de bande m dans I’équation de régression (3.4).

e La méthode GPHy, T pour total, calcule les estimateurs de d et D en utilisant
toutes les fréquences dans 'équation (3.4). Ainsi, la régression est construite sur les
fréquences )\, ; = 2Z£ + %, v=201,..., [%] —1, 7 =1,2,...,m, avec une largeur de

S

bande m = [g] — 1.

e La méthode GPHp, P pour partiel, considére une collection des fréquences de

Fourier a droite des fréquences saisonniéres (& gauche pour v = 3) avec une largeur de
bande m = [2ﬁ] — 1.
S

Pour plus de détails relatifs a ces méthodes, nous renvoyons a la Section 3.1 de Reisen
et al.[67].

Remarque 3.3.1 Si nous désirons estimer simultanément les paramétres de mémoire
courte et de mémoire longue du processus (2.1) par la méthode semiparamétrique, il

suffit de décomposer sa fonction de transfert de la forme suivante :
g(/\) — ’1—ei)‘|_2d‘1—eiS)‘|_2Dg*(/\), (35)

ou g*(A) est une fonction positive, continue et périodique de période 27 et controle le
comportement de mémoire courte. Ainsi, en se servant de I'article de Moulines et Soulier
[58], nous pouvons étendre la méthode GPH pour estimer 'ensemble des composantes du

paramétre vectoriel ¢ du processus (X;) Dans ce cas, il est commode de considérer

tez:
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la méthode GPHrp, car elle utilise toutes les fréquences comme le suggérent Moulines et
Soulier [58].

3.4 Estimation par la méthode de Whittle

Dans cette section, nous développons deux méthodes d’estimation des paramétres d’un
processus ARFISMA (p, d, q)(P, D, Q)s-SaS défini par I'équation (2.1), basées sur une

évaluation de deux fagons différentes de la vraisemblance de Whittle.

Par définition, on appelle estimateur de Whittle de 1y, noté @n, la valeur de

qui minimise la vraisemblance de Whittle définie par :

S L 0
o2 () = /_ B (3.6)

ou g (A, v¢) désigne la fonction de transfert du processus (X3)

1z définie par I'équation
(3.1) et I, (\) son périodogramme normalisé donné par U'expression (1.17).

Il existe de nombreuses méthodes concurrentes pour approcher U'intégrale (3.6). Nous
considérons ici deux approches. La premiére utilise une méthode de quadrature pour
approcher la fonction de vraisemblance de Whittle et aboutit & la méthode de Whittle
classique, alors que dans la seconde approche, nous proposons d’évaluer U'intégrale (3.6)

en utilisant la méthode de Monte Carlo par chaines de Markov.

3.4.1 Whittle classique

Afin d’estimer les paramétres d’un modéle ARMA a-stable, plusieurs auteurs ont utilisé
la méthode de Whittle classique (voir Kliippelberg et Mikosch (|41], [40]), Mikosch et al.
[57], Embrechts et al.[23]). Cette méthode est basée dans le domaine spectral et nécessite

I’approximation suivante :

n—1

) =2 % (37)

n Og

N
I

ot les fréquences \; sont données par \; = =2, j=1,...,n— 1.

3.4.2 Whittle par la méthode MCMC

Dans cette section, nous proposons une autre alternative; une approche qui utilise la

méthode de Monte Carlo basée sur les chaines de Markov pour calculer 'intégrale (3.6).
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La méthode est la suivante :

Soit C' une constante strictement positive telle que C' = / I, (\)d), alors I, ()

est une densité sur [—m, 7|, & une constante multiplicative prés. Ainsi, la vraisemblance
de Whittle (3.6) peut s’écrire sous la forme :
Q)

9 B B 1
W =0 [ oy P08 (g 5 w>> ’ (38)

ou f(A) =72 I, (\) est une densité de probabilité sur [—m, 7]. En utilisant la loi forte des
grands nombres, nous pouvons estimer I'espérance mathématique dans 1'équation (3.8)

par sa moyenne empirique donnée par :

N
1 1
—2
on (V) ==Y ———  pour N assez grand. 3.9
N N ]z:; g (>‘j> w) ( )
[’échantillon (A1, ..., Ay) est généré suivant la loi de f qui est connue & une constante

multiplicative prés. Le principe des méthodes MCMC est de construire une chaine de
Markov ergodique dont la loi stationnaire est f. Un des algorithmes qui permettent de
générer (A1,...,An) sans simuler directement suivant la loi de f est lalgorithme de
Metropolis-Hastings que 1’on peut calculer de la maniére suivante.

Algorithme :

1. Etant donné )\,
2. Générer Y; suivant une loi uniforme sur U|_. r et notons par y, la valeur obtenue.

3. Prendre
y; avec probabilité p (A, y;),

)\t+1 =
A\ avec probabilité 1 — p (A, v),

ot p (A, yt) zmm{;((i; 1} :min{?gt;, 1}.

Pour plus de détails relatifs a cet algorithme, nous renvoyons a Robert et Casella

[68]. Par suite, une procédure d’estimation de ¢ est de minimiser 1’équation (3.9) sur le
compact V.
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3.5 Simulations numériques

Nous présentons maintenant un ensemble de simulations pour valider et comparer les
méthodes d’estimation présentées ci-dessous. Pour mener notre étude, nous générons
différents processus ARFISMA(0, d, 0)(0, D, 0),-SasS, pour différentes valeurs de d et D.

Les modéles qui seront considérés, sont résumés dans le tableau suivant :

Paramétres d D
Modéle 1 0.20 0
Modéle 2 0 0.20
Modéle 3 0.1 0.12

TABLE 3.1 — Processus générateur de données.

Les modéles simulés sont définis par ’équation suivante :
X,=(1-B)1-B)"2z, (3.10)

ol le processus (Z;),., est symétrique a-stable. Nous simulons, en utilisant la méthode
décrite a la Section 2.4, des échantillons de taille n = 100 puis n = 500 et n = 1500 avec un
paramétre de troncature M = 5000 (M > n suggéré par Stoev et Taqqu [74]). Pour chaque
modéle, nous effectuons 1500 réplications et nous considérons deux cas : a = 1.3 et a = 2
avec une période de saisonnalité fixée a s = 4. Les résultats des simulations donnent la
moyenne, la racine de 'erreur quadratique moyenne (RMSE : Root Mean Square Error)
et erreur moyenne absolue (MAE : Mean Absolute Error) des estimations basées sur
1500 réplications. Pour étudier la dispersion des estimations, nous construisons les box
plots correspondants. Tous les calculs ont été menés avec le logiciel R et les résultats de
simulations sont donnés par les Tableaux C.1-C.6 et les Figures C.1-C.4 de I’Annexe C.
Dans ces tableaux, la premiére colonne donne les tailles d’échantillon. Dans les colonnes
suivantes, nous donnons les paramétres estimés par les différentes méthodes. Les valeurs
entre parenthéses représentent les RMSE des estimateurs et celles entre crochets sont
les MAE. Les figures montrent la dispersion des 1500 valeurs estimées par les différentes

méthodes. L’axe vertical de la figure indique une déviation a la valeur nominale.
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3.5.1 Modéle ARFIMA (0, d, 0)-SaS

Dans cette section, nous nous intéressons a l'estimation du parameétre de mémoire
longue d’un processus ARFIMA(0,d,0) symétrique a-stable introduit par Kokoswka
et Taqqu [45]. Ce modéle est un cas particulier du modéle (2.1), obtenu pour
p=q=P = = D = 0. Pour résoudre le probléme d’estimation, Kokoswka et
Taqqu [46] utilisent la méthode de Whittle classique (voir Chapitre 1) pour estimer
simultanément les paramétres de mémoire longue et de mémoire courte, alors que Geweke
et Porter-Hudak [29] emploient la méthode de régression semiparamétrique pour estimer
le paramétre de mémoire longue dans le cas gaussien (o = 2). A notre connaissance, cette
méthode n’est pas encore considérée dans le cas stable. Par conséquent, nous proposons
dans cette section d’estimer le paramétre de mémoire de ce processus en utilisant les
méthodes GPHr et GPHp que nous allons comparer avec les méthodes de Whittle
classique et Whittle par MCMC. La méthode GP Hr utilise toutes fréquences de Fourier
Aj = %, j=0,...,n—1. La méthode GPHp sélectionne partiellement les fréquences
de Fourier avec une largeur de bande classique, telle que m = [n”] et v est généralement
choisi : v = 0.5, 0.6, 0.7 (voir Porter-Hudak [63] et Crato et De Lima [20]). Nous consid-

érons le modele 1 et les résultats de simulation sont présentés dans les Tableaux C.1 et C.2.

Ce qui apparait en premier est que les RMSE et MAE des paramétres estimés
sont tous relativement faibles pour chacune des méthodes d’estimation. De plus, les
estimateurs obtenus par les méthodes de Whittle (classique et MCMC) sont meilleurs
que ceux obtenus par les méthodes semiparamétriques (GH Pr et GPHp). Lorsque nous
comparons les deux méthodes d’estimation paramétriques, nous notons en général, que
Pestimateur de Whittle par MCMC fournit un RMSE faible pour les petites tailles
d’échantillon (n = 100), alors que les résultats obtenus par la méthode de Whittle
classique sont meilleurs pour de grandes tailles d’échantillon (n = 500, n = 1500).
Concernant, les méthodes de régression, les résultats sont meilleurs pour la méthode
GPHr, car cette méthode utilise toutes les fréquences dans 1’équation de régression
(3.4). Pour la méthode GPHp, le cas v = 0.7 donne une meilleure performance que
les autres valeurs de v, puisqu’il utilise plus de fréquences dans I’équation (3.4). Nous
remarquons également, que les RMSE et MAE des estimateurs dans le cas gaussien
(v = 2) sont, en général, plus larges que ceux obtenus dans le cas stable (o = 1.3).
Ce phénomeéne est souvent noté dans la littérature (voir Kokoszka et Taqqu [46]). Les
simulations de Monte Carlo montrent également I'impact de la taille de 1’échantillon sur

les méthodes d’estimation. En effet, quand nous augmentons la taille de I’échantillon
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(n = 1500), les résultats s’améliorent considérablement. La Figure C.1 confirme les
résultats précédents. En effet, nous pouvons observer que la dispersion des estimateurs
obtenus par les méthodes semiparamétriques est plus large que celle des estimateurs
calculés avec les méthodes de Whittle classique et MCMC. Cette dispersion s’améliore

lorsque la taille de I’échantillon s’accroit (n = 1500).

3.5.2 Modéle ARFISMA (0, D, 0),-SaS

Lorsque nous posons d = p = P = ¢ =@ = 0 et a = 2 dans le modéle (2.1), nous
obtenons le processus longue mémoire saisonnier flexible de Hasler [34]. Reisen et al.
[67] résolvent le probléme d’estimation en considérant les méthodes GPHy, GPHp et la
méthode du maximum de vraisemblance (MLE). Dans cette section, nous étendons les
deux premiéres méthodes dans le cas stable (a« = 1.3). Comme la méthode du maximum
de vraisemblance n’est pas une possibilité viable dans le cas stable (la densité n’a pas de
forme explicite en général), nous allons comparer leurs performances aux méthodes de
Whittle classique et MCMC. Pour ce faire, nous considérons le modéle 2 et les résultats
sont donnés dans les Tableaux C.3 et C.4.

Dans ces tableaux, nous observons que les méthodes paramétriques sont meilleures que les
méthodes semiparamétriques, en terme de RMSE et de MAE. Cependant, la performance
de la méthode de Whittle par MCMC est meilleure que la méthode de Whittle classique,
pour toutes les tailles d’échantillon. Concernant, les méthodes de régression, la méthode
G PHr est meilleure, comme le note également Reisen et al. [67] dans le cas gaussien. La
figure C.2 confirme ces résultats, et montre également 'impact de la taille de I’échantillon

sur la dispersion des estimateurs.

3.5.3 Modéle ARFISMA (0, d, 0)(0, D, 0),-SaS

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au processus ARFISMA symétrique a-stable intro-
duit par Diongue et al. [21] et défini par I’équation (2.1). Nous proposons d’estimer
les paramétres de mémoire longue de ce modéle en utilisant les méthodes d’estimation
décrites dans les sections précédentes. Nous considérons alors les modeéle 3 et les résultats
sont résumés par les Tableaux C.5 et C.6.

Nous observons que les estimateurs de Whittle classique et de Whittle par MCMC ont
une meilleure performance que les méthodes de régression. Pour la méthode de Whittle
classique, on note une grande différence entre la vraie valeur du parameétre et la valeur

estimée, pour la taille d’échantillon n = 100. cependant, les résultats s’améliorent claire-
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ment lorsque la taille de 'échantillon augmente (n = 500, n = 1500). Pour les méthodes
de régression, les meilleurs résultats sont toujours obtenus avec la méthode GPHy. On
note également que le paramétre d a une grande influence sur 'estimation du parameétre
D, en particulier pour de petites tailles d’échantillon. Ces résultats peuvent étre observés
graphiquement a travers les figures C.3 et C.4. En effet, ces figures montrent clairement
que les intervalles de confiance obtenus par les méthodes paramétriques sont plus pe-
tits que ceux des méthodes de régression et de plus, ils s’améliorent lorsque la taille de
I’échantillon s’accroit (n = 500, n = 1500).

3.6 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons considéré différentes méthodes d’estimation des parameétres
de mémoire longue d’un processus ARFISMA symétrique a-stable. D’un point de vue
empirique, les méthodes de Whittle classique et de Whittle par MCMC donnent une trés
bonne performance, en terme de RMSE et de MAE. Par conséquent, il nous semble plus
adapté d’utiliser ces deux méthodes pour 'estimation des paramétres d’un processus
ARFISMA symétrique a-stable. Cependant, les résultats de simulation montrent, en
général, que la méthode de Whittle par MCMC est meilleure que la méthode de Whittle
classique, en particulier lorsqu’il y a présence de composantes de saisonnalité dans le
modéle. On note aussi I'impact du paramétre d sur 'estimation du paramétre D par les
différentes méthodes considérées. Cette étude par simulation de Monte Carlo, nous méne
également a conclure qu’il y a une similarité entre les méthodes paramétriques et les

méthodes semiparamétriques, lorsque que la taille de I’échantillon est grande (n = 1500).

D’autres pistes restent a explorer pour ces méthodes d’estimation. Il serait in-
téressant, par exemple, de faire varier la période de saisonnalité s (s = 6, s = 12,...).
En effet, il apparait clairement dans Reisen et al. [67] que la performance des méthodes
semiparamétriques croit avec la valeur de s. Il serait aussi trés intéressant de s’investir sur
les propriétés asymptotiques de I'estimateur de Whittle basé sur la méthode MCMC. Un
sujet qui reste encore flou avec ces types d’estimateur est I'influence de la présence d’une
partie autorégressive et d’une partie moyenne-mobile sur l'estimation des paramétres
de mémoire longue. Dans le cas d’'un processus ARFIMA, plusieurs auteurs (voir par
exemple Agiakloglou et al. [3]) ont montré une dégénérescence des performances de
Iestimateur du log-périodogramme selon les valeurs d’un parameétres autorégressif. Une

étude théorique ou une étude précise par simulations de Monte Carlo semble nécessaire
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dans le cas des processus ARFISMA «-stables. Les méthodes d’estimation considérées
dans ce chapitre ne permettent pas d’estimer le paramétre de la distribution des
innovations, il serait donc intéressant d’étudier les méthodes d’estimation simultanées

des paramétres de ce processus.



CHAPITRE 4

Estimation simultanée des parameétres

d’un processus ARFISMA symétrique

a-stable via la méthode de la fonction

caractéristique empirique

Résumé

Nous étudions dans ce chapitre une méthode d’estimation basée sur la fonction

caractéristique empirique, pour estimer simultanément [’ensemble des parameétres d’un

processus ARFISMA symétrique a-stable. Nous établissons les propriétés asymptotiques

de cet estimateur et nous évaluons sa performance par des simulations de Monte Carlo.
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4.1 Introduction

a méthode du maximum de vraisemblance est considérée comme I'une des méthodes
les plus importantes pour estimer simultanément les paramétres d’un modeéle, en
série chronologique (voir Brockwell et Davis [12], Box et Jenkins [11] ou Hamilton [32]).
Une des raisons est que, sous certaines conditions de régularité appropriées, ’estimateur
du maximum de vraisemblance est asymptotiquement efficace. Cependant, pour implé-
menter la méthode du maximum de vraisemblance, la fonction de vraisemblance doit
avoir une forme explicite et est souvent bornée sur I’espace des parameétres a estimer. Il
y a plusieurs modéles en économétrie et en finance pour lesquels, il est trés difficile d’ap-
pliquer la méthode du maximum de vraisemblance, aussi bien dans le cas d’observations
dépendantes que dans le cas d’observations indépendantes et identiquement distribuées
(i.i.d.). Nous pouvons citer particuliérement les modéles a-stables : modéles ARMA a-
stables, ARFIMA a-stables et les processus ARFISMA a-stables, pour lesquels la densité
de probabilité n’a pas de forme explicite. Toutefois, la fonction de vraisemblance peut étre
non bornée mais sa transformée de Fourier est toujours bornée. De plus, si la vraisem-
blance n’admet pas de forme simple, la transformée de Fourier peut avoir une expression
explicite. Puisque, la transformée de Fourier de la densité de probabilité est la fonction
caractéristique (CF), on peut alors exploiter la fonction caractéristique empirique (ECF)
pour estimer le systéme de paramétres. Dans ce chapitre, notre objectif est d’estimer si-
multanément ’ensemble des paramétres d’un processus ARFISMA symétrique a-stable,
en utilisant la méthode de la fonction caractéristique empirique (ECF). Nous comparons
également la performance de cette approche avec celle de la méthode de Whittle par
MCMC proposée dans le Chapitre 3.
Ce chapitre est organisé comme suit. La Section 4.2 est consacrée a la présentation de
la méthode de la fonction caractéristique empirique. Dans la Section 4.3, on établit les
conditions nécessaire pour obtenir la consistance et la normalité asymptotique de cet es-
timateur. La Section 4.4 donne les résultats de simulations par Monte Carlo. La Section

4.6 est dédiée aux conclusions et aux perspectives.

4.2 Procédure d’estimation

Nous nous intéressons, dans ce paragraphe & l’estimation simultanée de l’ensemble
des paramétres d’un processus ARFISMA symétrique a-stable, par la méthode de
la fonction caractéristique empirique (ECF : Empirical Characteristic Function). La

motivation de cette méthode ECF apparait par le fait que, deux distributions sont
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égales, si et seulement si, leurs fonctions caractéristiques sont identiques (voir Lukacs
[52], page 28). L’idée fondamentale est de minimiser la distance entre la fonction
caractéristique empirique et la fonction caractéristique. Il existe plusieurs variétés de
méthodes ECF et I'approche dans le cas dépendant n’est pas, exactement, la méme
dans le cas d’observations i.i.d., car la dépendance doit étre prise en compte dans la
procédure. Dans la section suivante, nous résumons ’approche dans le cas dépendant
et pour plus d’informations, nous renvoyons & Feuerverger [26|, Knight et Satchell [42],
Knight et Yu [43], Carrasco et Florens [16], Jiang et Knight [39] et Yu [79].

Nous considérons une trajectoire finie Xi,..., Xy issue d’un processus ARFISMA
symétrique a-stable, centré, stationnaire et inversible, défini par I’équation (2.1). Nous
supposons, sans perte de généralité, que le paramétre de dispersion v du processus
d’innovations est connu et égal a l'unité. Nous nous intéressons a l’estimation des
paramétres de mémoire longue (d, D), des paramétres de mémoire courte de la partie
non saisonniére ( = (¢1,...,¢,,61,...,60,), des paramétres de mémoire courte de la
partie saisonniére { = (®y,...,Pp,01,...,0¢) et de 'exposant caractéristique o du
processus d’innovations. Notons alors par ¢ = («, d, D, (, &)’ le vecteur des paramétres

a estimer et par 1)y sa vraie valeur. L’espace des paramétres a estimer est alors défini

par :
U= {¢p e RPFOFPHES £ 0 0, #0, Pp #0, Og # 0, les polynomes
O(z) , P(z), Ds(2°) et O4(2°) n’ont pas de racines communes
1 1
dans le cercle unité, |[d+ D[ <1——et [D|<1——, 1 <a <2}
a a
Notre objectif est d’estimer le paramétre ¢ & partir de la réalisation (X7,..., X7), par

la méthode ECF. Dans le cas dépendant, la procédure nécessite la construction de blocs

adjacents & partir des observations (Xi,..., Xr), de la maniére suivante :
Y;=(X;,....,Xj4m) , pour j=1,..., T —m.

Ainsi, chaque bloc contient m + 1 observations. La fonction caractéristique jointe de

chaque bloc est définie par
c(r,) =E (exp (ir'Y;)), o r = (r1,...,7ms1)’ est la variable de transformation.

La fonction caractéristique empirique jointe est donnée par :

1 n
ey (r) = EZeXp(ir'Y}% oun="T-m.
=1
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Par construction, la fonction caractéristique empirique est une contrepartie empirique
de la fonction caractéristique et contient toute 'information sur les données, alors que
la fonction caractéristique fournit 'information sur les paramétres. Il est alors possible
d’avoir une idée sur les paramétres, & partir de la fonction caractéristique empirique
cn(r). Ainsi, on appelle estimateur de ¢ par la méthode ECF, noté @n, la valeur de ¥ qui

minimise la fonction objective suivante :

)= [ [lat) - o)l o) ar (4.1

ou g(r) est une fonction de poids continue. Ou de maniére équivalente, on peut minimiser

[ [ leatr) = et acio) (12)

ou résoudre I’équation suivante :

[ [ @) - ronw ) ar=o, (4.3

ou G(r) et W(r, 1) sont des fonctions de poids. Sous certaines conditions de régularité, ces
trois procédures sont équivalentes. Cependant, pour faciliter 'application de la méthode
ECF, il faut s’assurer d’abord, que la fonction caractéristique jointe admet une expression
explicite et ensuite étre en mesure de déterminer la valeur de la taille des blocs m et la
fonction de poids & utiliser. Pour cela, nous montrons d’abord dans le théoréme suivant,

que la fonction caractéristique jointe a une forme explicite.

Théoréme 4.2.1 Soit (X;),., un processus ARFISMA symétrique a-stable défini par

'équation (2.1). La fonction caractéristique jointe de Xy, Xi—ma1, ..., X est donnée
par :
oo | m @ m4l |m+1-1 o
c(ri,re, . Tmy13 ) = exp {—Z ZTH-ICJ'—H - Z Z Th+1Ch } )
j=0 | i=0 =2 ] h=0

ot les coefficients (c;),., sont déterminés par les équations (2.10), (2.11) et (2.12).

>0
Preuve : Par définition, nous avons :

c(ri, ., rmes ) = E(exp (ir'Y)))
= Elexp {irXi_pm +ir2 Xy g1 + - + i1 X}

En utilisant la représentation moyenne mobile infinie donnée par 1’équation (2.17), nous

pouvons écrire :

exp {i?“l Z Cth—m—j + 7;7"2 Z Cth—m-',-l—j + ...+ 7;7°m+1 Z Cth_j}

Jj=0 Jj=0 J=0

c(r;v)=E
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En développant, puis en regroupant les termes en Z;_,,_;, pour j allant de 0 a oo, nous

obtenons :

B %) m—1
c(r;v) = E |exp { Z Zrchﬁl)Zt m—j 1 Z ThaoChZi—me1 + -+ + z"r’chOZt}

j=0 1=0
B m+1m+ll

= E |exp E E T141Cj41) Ztmm—j + 1 E E ThtiCh) Zt—m—1+1
L j=0 1=0 =2 =

En utilisant 'indépendance des Z;, nous aurons :

c(riv) = E eXP{iZ(ZﬁHCjH)Ztmj}]

j=0 1=0
B m+1 m+1-—1

x K |exp @E ( E TheiCh) Zt—m—1+1
L =2 h=0

Posons :

A=E

exp {Z Z(Z T141Cj11) Zt—m—j }]

j=0 1=0

m+1 m+1-1
exXp {@Z( Z Th+lCh)Ztm1+z}] .
=2  h=0

B=E

Nous avons :

m—+1 m+1 l T
B = exp Th+lCh)Zt—m—1+l
1=2 i
m—+ m+1 l T
= E |exp E ThiCh) Zt—m—1-41 , par indépendance des Z,

m—+1 m+1-—1
= H b, rruch |, car les Z; ont méme loi que Z
=2 h=0

m—+1 m—+1-—1 «
= exp {— Z ThalCh } , car Z ~ SaS de dispersion égal a 1
m

1=2 h=0
+1 |m+1-1 «
= €exXpy§ — § Th+1Ch .
1=2 | h=0
m
Pour calculer 'expression de A, posons Y = E ( E T141Cj+1) Zt—m—j €t remarquons que
j=0 1=0

A = Py (1), ot Py est la fonction caractéristique de Y.
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[0}

o0 m
Nous avons E E ri41Cj41| < oo. En effet

j=0 | 1=0
m @ m @
E TGl < E |T141Cq
=0 =0

En appliquant I'inégalité de Hélder, nous avons

m @ m m a-1
o Je 2
E Ti1Civl| < E ¢4 E T *
=0 =0 =0
S Ka(r)VV%
m a—1
ou K,(r) = g |riq] et est une constante dépendant de r et de a.
1=0
m
W; = E lcj11|™ est le terme général d’une série convergente, car
1=0
oo oo m m oo
[0 [0
W= el ) =D |cj|™ | < oo,
§=0 j=0 \i=0 1=0 \j=0
o0
puisque, d’aprés les conditions de stationnarité du modéle, on a E le;|* < 1. Ce qui
Jj=0
0o m @
entraine que, E g TG < Q.
§=0 | 1=0

Les variables aléatoires (Z;), sont i.i.d selon une loi symétrique a-stable et de plus

0 m @

Z ZTZ_HCJ'_H < o0, donc la variable aléatoire Y est aussi symétrique a-stable et

7=0 | 1=0
on a
00 m a\ 1l/a

Yg Z ZTZHC]'H Zy.

j=0 | 1=0
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(Voir Cline[18] ou Cline et Brockwell [19], pour plus de détails.)

Par conséquent nous avons :

Py (u) = E |exp {@uz ZTZ_HC]_H Lt ]}

j=0 1[=0

00 m a\ 1l/a
= [E [expK{ iu E E T141Cj+l Z
j=0 | 1=0
00 m a\ 1l/a
= &z lu E E T141Cj41
j=0 | 1=0

m

E Ti+1Cj+1

=0
a }

m @ m-+1
E T141Cj41 X €xXp § — E
=0

=2

)

oo
- exp{—wz
=0

Dot A =Py (1) =exp {—Z
=0 | 1=0

Finalement, on obtient :

c(r;v) = AxB

_ exp{_ >
_ exp{_ }

Concernant le choix de la fonction de poids, si nous nous référons a larticle de

m—+1—1

E Th+i1Ch

)

@ m-+1

m
E Ti41Ci41| — E
=0 1=2

m—+1—1

E Th+i1Ch

11 10

Knight et Yu [43] ou Yu [79], nous pouvons obtenir une fonction de poids optimale

W*(r, ) qui s’écrit sous la forme suivante :

) :/.../exp (ir'y;) 21081 ( J+m|§2""’xj+m‘1) AX; .. dXjm,  (44)

ol f(Xjtm|Xj, .., Xj1m—1) est la fonction de score conditionnelle. Feuerverger [26] mon-

tre que, pour m assez grand, cette fonction de poids est optimale, dans le sens ot I'es-
timateur basé sur 1'équation (4.3) et W*(r, ) peut atteindre D'efficacité de I'estimateur
du maximum de vraisemblance. Par exemple, Knight et Yu [43] ont donné U'expression

explicite de W*(r, 1), pour un processus ARMA gaussien pour lequel la fonction de score
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conditionnelle est connue. Ils ont également montré, par simulation, que I’estimateur basé
sur I’équation (4.3) avec la fonction de poids W*(r, 1) a de trés bonnes performances, en
comparaison avec la méthode du maximum de vraisemblance. Cependant, dans le cas sta-
ble, cette fonction de score conditionnelle n’admet pas une forme explicite, par conséquent
cette procédure ne sera pas considérée dans la suite du document. Ainsi, nous adaptons
ici une méthode ECF avec une fonction de poids exponentielle de type : g(r) = exp(—r'r)
qui est trés utilisée en pratique. L’avantage majeur de 'utilisation d’une fonction de poids
exponentielle est que, l'intégrale (4.1) peut étre calculée numériquement, en utilisant une
méthode de quadrature ou une méthode d’intégration par Monte Carlo. Cependant, il
faut noter que la fonction de poids exponentielle n’est pas, en général, optimale.

En ce qui concerne le choix de la taille des blocs, il est important de noter que 'efficac-
ité de I'estimateur par la méthode ECF dépend fortement du choix de m. En effet, la
quantité d’information fournie par les blocs sur I’échantillon croit avec la valeur de m. Il
y a, en général, un compromis entre petite et grande valeur de m. Comme le processus
(2.1) dont nous disposons, n’admet pas une propriété de Markov, une grande valeur de
m marcherait mieux qu’une petite valeur de m, en terme d’efficacité asymptotique, car
les blocs retiennent toute I'information sur la série de départ. Cependant, il n’existe pas,
dans la littérature un outil théorique qui guide le choix du paramétre m. Ainsi, nous pro-
posons de déterminer m empiriquement, en minimisant I'erreur quadratique moyenne de
Pestimateur par la méthode ECF. Plus précisément, soit zﬂ(m) I’estimateur par la méthode

ECF, pour m donné. Alors la valeur optimale de m, notée m,,, est telle que

R
1 > (m) 2
Mopt = ArgMin — g (% — wo) , (4.5)

Jj=1

ou R est le nombre de réplication de I’échantillon, 1y la vraie valeur de 1 et d;j(m) est

Pestimateur pour ’échantillon j.

4.3 Propriétés asymptotiques

Les propriétés asymptotiques de I'estimateur par la méthode ECF, dans le cas i.i.d., ont
été établies par Heathcote [35]. Dans le cas dépendant, Knight et Yu [43] ont montré,
sous certaines conditions de régularité, la consistance et la normalité asymptotique de
cet estimateur. Notre travail consiste, dans ce paragraphe, a établir les conditions néces-
saires permettant de vérifier les hypothéses du Théoréme 2.1 de Knight et Yu [43]. Les

hypothéses suivantes sont alors nécessaires :
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Hypothése 4.3.1 : On suppose que 9y se trouve a I'intérieur de ¥, ou ¥ est un compact
de RPHa+P+Q+3.

Hypothése 4.3.2 : Les coefficients (c;);., de la représentation moyenne mobile infinie

(2.17) vérifient les propriétés suivantes :

1) Z 6] < o0, Vi<a<2
=0
2 o] 2
82 Cj
< oo et Z 9506
7=0
00 4
8

]7
Hypothése 4.3.3 : /.../]rj|69(7“) dr<oo, Vj=1,....m+1

o0

2)

< oo, avec 0= (d,D,(¢E).

m

E T141Cj41

=0

Hypothése 4.3.4 : Soit (¢ / /] o) — c(r; )2 g(r) dr et Io(yp) = 0 si et

seulement si ¢ = 1.

Hypothése 4.3.5 : Soit J; la o-algébre telle que {K;,J;} est une suite stochastique
adaptée, ot K; = K(Yj; 1) avec K(x; 1) est la fonction définie par :

0= [ [ eostrn) = i) o el )g(r)

o
On peut considérer que 3; est la o-algébre engendrée par le passé historique des K.
Soit v; = E[K0|K_j,K_j_1, .. ] - E[K0|K_j_1,K_j_2, .. .]7 pour tout j > 0. Sup—

posons que E [Ky|S_;] converge en moyenne quadratique vers 0, lorsque [ tend vers oo et
Y2 E [vy] <o.
Hypothése 4.3.6 : g(r) est une densité de probabilité sur R™+.

Remarque 4.3.7

1) I’Hypothése 4.3.2 et 'Hypothése 4.3.3 sont techniques et permettent de vérifier
les hypothéses (A2), (A3), (A5) et (A6) du Théoréme 2.1 de Knight et Yu [43].
L’Hypothése 4.3.2 n’entrave pas les conditions de stationnarité du modéle. En

effet, nous avons  2(a—1) <a et |¢] < 1. Ce qui implique que :

2(c = 1)loge;| > alog ;| = [e; M7 > ¢

Par conséquent, Z ’Cj’z(ail) <0 = Z |¢j]" < o0
j=0 Jj=0
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2) Les Hypothéses "Hypothése 4.3.1", "Hypothése 4.3.4", "Hypothése 4.3.5"
et "Hypothése 4.3.6" sont respectivement analogues aux hypothéses (A1), (A4),
(A7) et (A8) de Knight et Yu [43]. L’'Hypothése 4.3.1 assure la compacité de
I’espace des paramétres. L’Hypothése 4.3.4 garantit que les paramétres sont iden-
tifiables. L’Hypothése 4.3.5 fournit les conditions nécessaires a 'application de
la loi des grands nombres et du théoréme de la limite centrale pour un processus
strictement stationnaire et ergodique. Cette hypothése est également analogue a
I'hypothése "Assumption 3.5" de Hansen [33| qui a établi les propriétés asympto-

tiques de 'estimateur par la méthode des moments généralisés.

Les propriétés asymptotiques de 'estimateur basé sur la fonction caractéristique jointe

sont résumées dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.8 Soit @/D\n = argznig[n(qp). Si les Hypothéses "Hypothése 4.3.1" -
S

"Hypothése 4.3.4" et "Hypothése 4.3.6" sont vérifiées, alors @n 22 4. Si de plus,
I’Hypothése 4.3.5 est vraie, alors

vn (@n — wo) Ny Y (0, B~ (vho) A(0) B~ (¥0)) ,

ou  A(o) = Var (K(Y1; vo)) + QZCOU (K (Y15 vo), K(Y; o))
=2
et B7(¢)y) est I'inverse de la matrice B(1)) définie par :

0 0
Blu) = [ .. [ o el clrsdolatr) dn
La preuve de ce théoréme est présentée dans I’Annexe B.

4.4 Simulations de Monte Carlo

Dans cette section, nous allons essayer de mettre I'accent sur la validité des propriétés
de l'estimateur ECF proposé dans ce chapitre, a partir des simulations par la méthode
de Monte Carlo. Les expériences de simulation ont aussi pour but de comparer la
performance de cet estimateur a celle de 'estimateur de Whittle par MCMC, car les
études de simulation effectuées dans le Chapitre 3 justifient ce choix. Pour ce faire,
nous effectuons une expérience de 1500 échantillons simulés pour différents processus
ARFISMA symétriques a-stables, de taille fixée & T = 1500, avec une période de
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saisonnalité s = 4. Ces différents modéles sont résumés dans le Tableau 4.1 suivant :

Paramétres Q d D 10) 0
Modéle 1 1.6 0.15 0.20 0 0
Modeéle 2 1.6 0.15 0.20 0.60 0
Modéle 3 1.6 0.15 0.20 0 0.40
Modéle 4 1.6 0.15 0.20 0.60 0.40

TABLE 4.1 — Processus générateur de données.

Pour chaque modéle, nous étudions 'effet de la taille des blocs sur I’estimation, en faisant
varier le paramétre m (m = 1, 2,...,8). Ceci permet de déterminer la valeur optimale
de m suivant le critére défini par 'équation (4.5) et nous comparons l’estimateur obtenu
avec I'estimateur de Whittle par MCMC. D’autre part, nous faisons varier les valeurs de
¢ et de 0, afin d’étudier 'influence des paramétres courte mémoire sur les parameétres
longue mémoire. Pour étudier I'efficacité des estimateurs, nous déterminons la moyenne
(Mean), la racine de l'erreur quadratique moyenne (RMSE) et I'erreur moyenne absolue
(MAE).
Nous montrons d’abord, comment on calcule I'estimateur ECF, en pratique pour m = 1
et pour les autres valeurs de m, la procédure est la méme. Notons pour m = 1, on
obtient :
o0
c(ri,m2; %)) = exp (- D lres +racin|t - |7"2|a> (4.6)

J=0

n

1
et cu(ry,m) = - Zexp (irX; +ireX;41), n=T-1.

j=1
Les coefficients (c;),,, sont donnés par les équations (2.10), (2.11) et (2.12). En consid-

érant une fonction de poids exponentielle, la procédure consiste alors & minimiser :

I,(¢) = // len(r1,r9) — (11, 72; w)\Q exp (—r% — r%) drydrs. (4.7)

Par une méthode d’intégration par Monte Carlo, 'intégrale double (4.7) est approchée,

pour N assez grand que nous fixons ici a 5000, par la somme suivante :

N

~ 1

I(y) = N Z |Cn(r1g,m2,5) = c(rig, 2 W’Z ) (4.8)
j=1
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ou r1; et ro; sont ii.d. suivant une loi normale de moyenne nulle et de variance 1/2.
Concernant la troncature de la somme infinie dans expression (4.6), il faut noter que
Stoev et Taqqu [74] montrent par des simulations, que pour bien représenter le com-
portement de mémoire longue, un paramétre de troncature supérieur ou égal a la taille
de I’échantillon marche mieux, en général. Partant de ce résultat, des moyens de calcul
limités dont nous disposons et a la lourdeur des programmes, nous avons tronqué cette
somme & la taille de I’échantillon 7" = 1500. Enfin pour obtenir @n, on minimise sous le
compact U, I'équation (4.8). Ceci peut se faire, sous le logiciel R, grace aux algorithmes

d’optimisation disponibles avec les fonctions optim, contrsOptim,. ..

4.4.1 Choix empirique de la taille des blocs m

Dans cette section, nous cherchons & déterminer empiriquement la valeur du parameétre m
convenable pour chacun des modéles présentés dans le Tableau 4.1. Les Tableaux 4.2-4.5
donnent les résultats de simulations pour ces modéles.

Le Tableau 4.2 donne les paramétres estimés du modéle ARFISMA(0,d,0)(0,D,0)
symétrique a-stable, sans partie courte mémoire. Les résultats sont satisfaisants quelle
que soit la valeur de m, car les RMSE et les MAE sont tous faibles. Cependant, cette
performance varie avec la valeur de m. Ainsi, pour les paramétres d et D, les meilleurs
résultats sont obtenus pour m = 1, alors que pour le paramétre «, c’est la valeur m = 4
qui donne la meilleure performance. De plus, pour le paramétre o, ’écart des RMSE et
MAE entre m = 1 et m = 4 est relativement faible (soit 1.18%). Par conséquent, nous
pouvons retenir la valeur m = 1 , comme valeur optimale de la taille des blocs, pour
estimer simultanément ’ensemble des paramétres du Modéle 1.

Le Tableau 4.3 présente les résultats du modéle ARFISMA(1, d, 0)(0, D, 0) symétrique
a-stable. Nous constatons que, lorsque nous introduisons une partie autorégressive dans
le Modéle 1, les RMSE et les MAE deviennent larges pour toutes les valeurs de m. Ce
qui permet de conclure que la présence du paramétre ¢ perturbe 'estimation des autres
paramétres et la valeur m = 1 ne suffit plus pour estimer correctement les parameétres.
En effet, nous constatons que pour les paramétres a, D et ¢ les meilleurs résultats sont
obtenus pour m = 6, alors que pour le paramétre d, nous avons une meilleure perfor-
mance pour m = 5. De plus, ’écart des RMSE et MAE entre m = 5 et m = 6, pour le
paramétre d, est de 0.2% (RMSE) et 0.1% (MAE). Ainsi, nous choisissons m = 6 comme
valeur optimale de m pour le Modéle 2.

Nous introduisons maintenant une partie moyenne mobile dans le Modéle 1 et les résultats

sont présentés dans le Tableau 4.4. Dans ce tableau, nous notons les mémes conclusions
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que dans l'analyse précédentes. En terme de RMSE et de MAE, nous observons claire-
ment que la valeur optimale de m, pour 'estimation de ’ensemble des paramétres du
Modéle 3, est m = 6.

Cette derniére expérience consiste & introduire dans le Modéle 1, une partie autorégres-
sive et une partie moyenne mobile, et les résultats sont donnés dans le Tableau 4.5. Nous
constatons d’abord que les résultats sont trés mauvais pour m = 1, surtout pour les
paramétres d, D et ¢. Ce qui montre que, s’il y a présence de paramétres courte mémoire
dans le modéle, la quantité d’information contenue dans les blocs pour m = 1 est in-
suffisante pour estimer correctement les paramétres. En comparant, les RMSE et MAE,
nous observons bien que la valeur optimale de m, qui donne la meilleure performance, est
m = 6.

Au vue des résultats de simulations, nous pouvons dire que la performance de la méthode
ECF dépend fortement du choix de la taille des blocs m. D’ou la nécessité de déterminer
la valeur optimale de m. Ainsi, si nous disposons du modéle simple sans partie courte mé-
moire (Modéle 1), la taille des blocs m = 1 suffit pour estimer ensemble des paramétres
du modéle. Par contre, si nous introduisons dans le Modéle 1 une partie courte mémoire,

la taille m = 6 semble donner la meilleure performance.
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m=1 m =2
Statistiques a d D a d D
Mean 1.6158 0.1321 0.1707 1.5942 0.1307 0.1558
RMSE 0.0158 0.0178 0.0292 0.0060 0.0192 0.0441
MAE 0.0158 0.0178 0.0292 0.0057 0.0192 0.0441

m=3 m=4

Q d D a d D
Mean 1.5737 0.1289 0.1363 1.5960 0.1287 0.1458
RMSE 0.0263 0.0212 0.0637 0.0047 0.0213 0.0542
MAE 0.0262 0.0210 0.0636 0.0040 0.0212 0.0541

Qa d D a d D
Mean 1.5915 0.1313 0.1445 1.5934 0.1291 0.1446
RMSE 0.0090 0.0186 0.0554 0.0075 0.0209 0.0554
MAE 0.0084 0.0186 0.0554 0.0066 0.0208 0.0553

a d D a d D
Mean 1.5963 0.1276 0.1451 1.6016 0.1259 0.1488
RMSE 0.0059 0.0225 0.0549 0.0061 0.0242 0.0512
MAE 0.0047 0.0223 0.0548 0.0048 0.0240 0.0511

TABLE 4.2 — Paramétres estimés du Modéle 1, pour m =1, 2,...,8.
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m=1 m=2
Statistiques a d D 10) a d D )
Mean 1.726 0.217 0.233 0.464 1.683 0.125 0.252 0.633
RMSE 0.288 0.208 0.263 0.366 0.171 0.117 0.132 0.192
MAE 0.168 0.174 0.147 0.292 0.122 0.100 0.089 0.162

m=3 m =4

Qa d D 10) Q d D 10)
Mean 1.663 0.125 0.243 0.641 1.650 0.128 0.235 0.644
RMSE 0.135 0.109 0.101 0.167 0.120 0.106 0.087 0.154
MAE 0.100 0.095 0.073 0.140 0.085 0.093 0.063 0.130

a d D 10) Q d D )
Mean 1.634 0.160 0.228 0.606 1.624 0.169 0.222 0.591
RMSE 0.098 0.097 0.070 0.119 0.082 0.099 0.057 0.103
MAE 0.068 0.078 0.047 0.089 0.061 0.079 0.040 0.083

m=7 m=2_8

Qa d D 10} Q d D [0)
Mean 1.571 0.250 0.187 0.394 1.568 0.248 0.189 0.395
RMSE 0.092 0.135 0.059 0.258 0.093 0.132 0.056 0.247
MAE 0.065 0.114 0.043 0.219 0.067 0.110 0.041 0.210

TABLE 4.3 — Paramétres estimés du Modéle 2, pourm =1, 2,...,8.



4.4. Simulations de Monte Carlo

83

m=1 m=2
Statistiques a d D 0 a d D 0
Mean 1.694 0.177 0.250 0.339 1.672 0.165 0.240 0.399
RMSE 0.209 0.064 0.130 0.153 0.156 0.056 0.094 0.059
MAE 0.133 0.046 0.077 0.090 0.112 0.041 0.067 0.041

m=3 m =4

Qa d D 0 Q d D 0
Mean 1.659 0.169 0.239 0.394 1.637 0.170 0.230 0.398
RMSE 0.135 0.057 0.084 0.052 0.102 0.059 0.070 0.054
MAE 0.097 0.042 0.059 0.039 0.074 0.044 0.047 0.041

a d D 0 Q d D 0
Mean 1.630 0.170 0.225 0.398 1.534 0.126 0.143 0.343
RMSE 0.095 0.064 0.066 0.059 0.066 0.023 0.056 0.057
MAE 0.067 0.046 0.043 0.044 0.065 0.023 0.056 0.056

m=7 m=2_8

Qa d D 0 Q d D 0
Mean 1.622 0.171 0.223 0.396 1.619 0.170 0.222 0.396
RMSE 0.090 0.071 0.070 0.067 0.083 0.069 0.075 0.068
MAE 0.063 0.049 0.043 0.051 0.061 0.050 0.044 0.053

TABLE 4.4 — Paramétres estimés du Modéle 3, pourm =1, 2, ...
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m=1
Q

Stat. d D & 0

Mean 1.488 0.356 0.0008 0.002 0.331 1.508 0.275 0.026 0.276 0.411
RMSE 0.111 0.206 0.199  0.597 0.069 0.091 0.125 0.173 0.323 0.012
MAE 0.111 0.206 0.199 0.597 0.068 0.091 0.125 0.173 0.323 0.011

m=3
a

Stat. d D 4 0

Mean 1.513 0.262 0.045 0.288 0.402 1.514 0.222 0.089 0.349 0.365
RMSE 0.086 0.112 0.155 0.312 0.005 0.085 0.073 0.110 0.250 0.034
MAE 0.086 0.112 0.154 0.311 0.004 0.085 0.072 0.110 0.250 0.034

m=2>5
a

Stat. d D 4 0

Mean 1.520 0.178 0.118 0.451 0.351 1.513 0.147 0.133 0.510 0.334
RMSE 0.080 0.031 0.081 0.151 0.049 0.087 0.017 0.066 0.095 0.066
MAE 0.079 0.028 0.081 0.148 0.048 0.086 0.013 0.066 0.089 0.065

m="17
a

|3
I
oo

Stat. d D ¢ 0

Mean 1.492 0.135 0.139 0.525 0.305 1.456 0.132 0.142 0.503 0.268
RMSE 0.109 0.028 0.062 0.089 0.096 0.148 0.041 0.060 0.124 0.135
MAE 0.107 0.022 0.060 0.077 0.094 0.143 0.032 0.057 0.105 0.131

TABLE 4.5 — Paramétres estimés du Modéle 4, pour m =1, 2,...,8.
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4.4.2 Comparaison des estimateurs

Aprés avoir déterminé la valeur optimale de la taille des blocs, pour chaque modéle
du Tableau 4.1, nous comparons la performance de la méthode ECF avec celle de la
méthode de Whittle par MCMC définie dans le Chapitre 3 (page 61). Les résultats de
simulations sont présentés dans les Tableaux 4.6-4.9. Nous observons d’abord que, pour
le modéle simple, la méthode de Whittle par MCMC donne une meilleure performance
que la méthode ECF. Nous notons également que ces deux méthodes sont trés sensibles
a la présence de paramétres courte mémoire, car les RMSE et MAE des Tableaux 4.7-4.9
sont plus larges que ceux du Tableau 4.6. Nous retrouvons un fait souvent noté dans la
littérature : I’estimation des paramétres courte mémoire est plus sensible dés que 'on est
en présence de paramétres longue mémoire. Malgré la fonction de poids sous optimale
utilisée, nous remarquons, en général, que s’il y a présence de paramétre courte mémoire
dans le modéle, la méthode ECF donne une meilleure performance. Elle permet également
d’avoir une idée sur la distribution du bruit, ce qui n’est pas le cas pour la méthode de
Whittle par MCMC. En cela 'approche de la méthode ECF nous semble trés intéressante.

ECF (m=1) MCMC
Statistiques Q d D d D
Mean 1.6158 0.1321 0.1707 0.1565 0.1844
RMSE 0.0158 0.0178 0.0292 0.0132 0.0193
MAE 0.0158 0.0178 0.0292 0.0106 0.0164

TABLE 4.6 — Comparaison entre les méthodes ECF et Whittle-MCMC (Modéle 1)
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ECF (m=6) MCMC
Statistiques Qa d D gg d D (/5
Mean 1.624 0.169 0.222 0.591 0.164 0.200 0.587
RMSE 0.082 0.099 0.057 0.103 0.164 0.079 0.104
MAE 0.061 0.079 0.040 0.083 0.077 0.026 0.073

TABLE 4.7 — Comparaison entre les méthodes ECF et Whittle-MCMC (Modéle 2)

ECF (m=6) MCMC
Statistiques Qa d D 0 d D 0
Mean 1.534 0.126 0.143 0.343 0.157 0.204 0.395
RMSE 0.066 0.023 0.056 0.057 0.064 0.068 0.048
MAE 0.065 0.023 0.056 0.056 0.026 0.022 0.029

TABLE 4.8 — Comparaison entre les méthodes ECF et Whittle-MCMC (Modéle 3)

ECF (m=6) MCMC
Statistiques Q d D é 0 d D (]g 0
Mean 1.513 0.147 0.133 0.510 0.334 0.146 0.182 0.610 0.172
RMSE 0.087 0.017 0.066 0.095 0.066 0.050 0.025 0.062 0.233
MAE 0.086 0.013 0.066 0.089 0.065 0.040 0.021 0.049 0.227

TABLE 4.9 — Comparaison entre les méthodes ECF et Whittle-MCMC (Modéle 4)
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4.5 Autre alternative

L’estimateur par la méthode ECF converge presque stirement et est normalement dis-
tribué, dans le cas i.i.d. comme dans le cas dépendant. De plus, la vitesse de convergence
de cet estimateur est de lordre de y/n. Ce résultat est remarquablement différent de celui
de 'estimateur par la méthode de Whittle, ol la vitesse est de 'ordre de (ﬁ)l/a. Cepen-
dant, pour implémenter la méthode ECF, nous nous opposons & deux grandes difficultés
notées par Carrasco et Florens [16]. La premiére est que la fonction de poids optimale,
conduisant a l'efficacité du maximum de vraisemblance, dépend de la fonction score con-
ditionnelle qui est généralement inconnue. La deuxiéme est que la nécessité d’utiliser un
grand ensemble de moments conditionnels aboutit a la singularité de la matrice de co-
variance. Pour palier a ce manque, Carrasco et Florens [16| propose une alternative qui
consiste a utiliser la méthode des moments généralisés avec des moments conditionnels
continus que nous notons par methode C-GMM, pour simplifier. Dans cette section, nous
allons décrire briévement la méthode C-GMM. Vue le temps de calcul coliteux et des
moyens de calculs limités dont nous disposons, nous allons présenter une petite simula-
tion pour comparer la performance de cette méthode avec celle de la méthode ECF, sur

un modéle simple.

4.5.1 Méthode C-GMM

Pour résoudre le probléme lié au choix de la fonction de poids optimale dont souffrent les
méthodes d’estimation utilisant la fonction caractéristique, Carrasco et Florens [16] ont
suggéré d’utiliser la méthode des moments généralisés basée sur des moments condition-
nels continus. Carrasco et al. [15] étendent les travaux de Carrasco et Florens [16], dans
le cas oul les observations sont dépendantes. Ainsi, dans le cas markovien, Carrasco et al.
[15] emploient une méthode C-GMM basée sur la fonction caractéristique conditionnelle
et montrent que 'estimateur obtenu atteint 'efficacité du maximum de vraisemblance.
Cependant, nous adaptons dans cette partie, une méthode C-GMM basée sur la fonction
caractéristique jointe, puisque pour un processus non markovien, la fonction caractéris-
tique conditionnelle est inconnue et est trés difficile a estimer. Toutefois, il est important
de noter que la méthode C-GMM utilisant la fonction caractéristique jointe n’est pas
optimale.

Nous conservons les mémes notations que dans la Section 4.2. Notre objectif est d’estimer
le paramétre ¢ = (o, d, D, ¢1,...,0p,01,...,04 P1,...,Pp,01,...,00) au moyen
d’une réalisation (X7, Xs,..., Xr) d'un processus ARFISMA symétrique a-stable défini
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par ’équation (2.1), par la méthode C-GMM basée sur la fonction caractéristique jointe de

Y, = (X; ...,Xj+m)/, pour j = 1,...,T—m. Pour cela, définissons d’abord les moments

conditionnels basés sur la fonction caractéristique jointe de la maniére suivante :
h(r, Yy o) = exp (ir'V;) — c(r; o) = h; (r; ¥),

et posons également

T T
1 . 1
hr (v ) = fzeXP (ir'Y)) —c(r; ¥) = 7 Zhj (r; ),
j:l j=1
ou 1T = (r,...,mmy1) et c(r; ) est la fonction caractéristique jointe donnée par le

Théoréme 4.2.1. Ensuite, notons par K l'opérateur de covariance associé & {hr (r; ¥)},
qui peut étre estimé en utilisant un estimateur a noyau du type étudié dans Andrews 6],

et qui est donné par :

T-1 .
~ T .
Krp (71, Tz)zﬁ‘z w(é)l}(g), avec L=p+q+P+Q +3. (4.9)

j=—T+1

Dans l'¢quation (4.9), w() est un noyau, Sy représente la largeur de bande utilisée et

Ty (7) est définie par :

T
1 .
T Z 9¢(r1)ge—j(r2),  pour j >0
R t=j+1
Iz (j) = 4
LT
T Z Ge+j(r1)ge(r2), pour j <0,
\ =—j+1

ou gi(r) =exp(ir'V;) — = » exp(ir'Y;), avec g le conjugué de g.

T

. MH'%

1

J
Puisque l'inverse de I'opérateur de covariance K7 est non bornée, Carrasco et al.[15]

utilisent une version régularisée en introduisant un paramétre de pénalisation az et soit
K27 la version régularisée de Krp. Ainsi, selon Carrasco et al. [15], Pestimateur C-GMM
de 1) associé aux moments conditionnels {hr (r; 1)} est défini par :

br = argmin | (57)~ 20 (0)

, (4.10)

ot ||.|| est la norme définie sur L?(7) qui est 'espace de Hilbert des fonctions & valeurs

complexes et de carré intégrable :

L2<7r>={g R G [l a() d7<oo},
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7 est une densité de probabilité qui est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R? et admet tous ses moments, et 7(7) > 0 pour tout 7 € R
Le noyau w() doit vérifier les conditions de régularité suivantes qui sont basées sur les
hypothéses de Andrews [6] :

+oo

k={w() : R=>[-1, 1]; w(0) =1, w(z)=w(-z), VzeR, / w?(x) dv < oo,

oo
w(.) est continue sauf peut étre en un nombre fini de points}.

En effet, Andrews [6] propose une méthode efficace pour le calcul de T (7), en
utilisant différents types de noyaux (noyau tronqué, noyau de Bartlett, de Parzen,
de Tukey-Hanning et noyau de quadrature spectrale) et il détermine pour chaque
type de noyaux, la largeur de bande optimale S & utiliser. Il montre également
que, le noyau de quadrature spectrale offre une meilleure performance, en terme de
MSE. 1l est aussi important de remarquer que, tous ces noyaux peuvent étre calculés,

sous le logiciel R, en utilisant la fonction kweights disponible dans le package sandwich.

Carrasco et al. [15] ont établi la consistance et la normalité asymptotique de D'es-
timateur C-GMM. Pour aboutir a ce résultat, le paramétre de pénalisation o est choisi
tel que : Tar — o0 et ap — 0, pour tout a > 0. Cependant, Carrasco et Florens [16],
ainsi que Carrasco et al. [15] montrent, par des simulations, que le choix de ap n’est
pas trés sensible & l’estimateur JT. Toutefois, il est important de trouver un outil pour
sélectionner la valeur de ar, en pratique. Une idée est de choisir ap suivant le critére

défini précédemment par 1’équation (4.5).

4.5.2 Calcul simple de I’estimateur C-GMM

Carrasco et al. [15] proposent une méthode simple pour calculer I'estimateur C-GMM,
en exprimant la fonction objective en terme de matrices et de vecteurs. Ce résultat est
présenté dans la Proposition 4.5.1 suivante. Remarquons d’abord que I'opérateur de co-
variance (4.9) peut étre réécrit, sous la condition : g,(r) = 0,sit < 0out > T, comme

suit :

T
KT (7”1, 7'2 E Tl Ut TQ

’ (Si) (9207 + 900

M=

ou  U(r) =w(0)g(r) +

1

J
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Proposition 4.5.1 Résoudre 'équation (4.10) est équivalent a résoudre le probléme

suivant :

min W'(9) [arly + €7 V(0),

ou C est une matrice de dimension 7' x T et d’éléments générateurs ¢, /(T — L), t,1 =

1,...,T, avec
ey = /Ut(r)gl(r)ﬂ(r) dr.

I7 est la matrice identité de dimension T'x T, W = [wy, ..., wy| et V. = [vy, ..., vr| avec

() = /Ut<r)hT (r; ¥)m(r) dr, et wy(Y) =< gi(r), hr (r; ¥) >,

ol <.,.> désigne le produit scalaire sur L?(7). Ce produit scalaire est défini par :

<f g>= / f(r)g@)n(r) dr,

ou g(7) est le conjugué de g(7).

La preuve de cette proposition est détaillée dans Carrasco et al. [15].

4.5.3 Quelques simulations

Dans cette section, nous effectuons une petite simulation qui consiste & comparer la
performance de la méthode ECF avec celle de la méthode C-GMM pour un modéle
ARFISMA simple. Vue le temps de calcul trés long nécessaire pour implémenter la
méthode C-GMM, nous proposons le plan de simulations suivant : nous générons 1000
échantillons de taille 500 d’un processus ARFISMA(0, d, 0)(0, D, 0) symétrique a-stable,
avec « = 1.3, d = 0.10 et D = 0.12. Le paramétre de pénalisation ar est égal a 0.02
comme dans Carrasco et al. [15]. Les résultats sont présentés dans le Tableau 4.10

suivant :
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Méthode ECF Méthode C-GMM
Statistiques a d D a d D
Mean 1.2679 0.0768 0.0769 1.2636 0.0739 0.0759
RMSE 0.1104 0.0403 0.0526 0.1170 0.0465 0.0567
MAE 0.0843 0.0322 0.0454 0.0901 0.0367 0.0480

TABLE 4.10 — Comparaison entre les méthodes ECF et C-GMM

Malgré le manque de fonction de poids optimale noté, nous observons sur cet ex-
emple que la méthode ECF donne la meilleure performance. Toutefois, force est de
reconnaitre que ce plan de simulations reste insuffisant pour comparer ces deux méthodes
d’estimation. Il serait également intéressant de considérer ces deux méthodes dans des

cas, oll il y a présence de paramétres courte mémoire dans le modéle.

4.6 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons utilisé la méthode ECF pour estimer simultanément
I’ensemble des paramétres d’un processus ARFISMA symétrique a-stable. Sous certaines
hypothéses, nous avons montré la consistance et la normalité asymptotique de cet estima-
teur. Nous avons effectué des simulations par la méthode de Monte Carlo pour examiner
la performance de la méthode ECF. Les résultats de simulations sont satisfaisants pour
les quatre modéles considérés. Ces simulations nous ont également permis de déterminer
la valeur optimale de la taille des blocs pour chacun de ces modéles, suivant le critére
défini par I’équation (4.5). Ainsi, nous avons retenu que pour le modéle simple sans
partie courte mémoire, la valeur m = 1 suffit pour estimer les paramétres, alors que
s’il y a présence de parameétres courte mémoire dans le modéle, la valeur optimale est
m = 6. Par comparaison, les résultats de simulations ont montré que la méthode de
Whittle par MCMC donne une meilleure performance que la méthode ECF. Cependant,
la méthode ECF a l'avantage d’estimer le paramétre de la distribution des innovations,
ce qui n’est pas possible avec la méthode de Whittle. Nous avons également considéré
dans ce chapitre une autre alternative : la méthode des moments généralisés basée

sur des moments conditionnels continus, suggérée par Carrasco et al. [15]. Nous avons
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comparé ces deux approches sur un modéle simple sans partie courte mémoire et les

résultats de simulations ont montré que la méthode ECF donne la meilleure performance.

Enfin, notons que dans le cadre de futures recherches, il serait intéressant d’améliorer
la performance de la méthode ECF, en trouvant une approximation de la fonction de
poids optimale donnée par I'équation (4.4). Il serait également intéressant de comparer
la performance de la méthode ECF avec celle de la méthode C-GMM, sur des modéles

avec partie courte mémoire.



CHAPITRE 5

Illustration sur des données réelles

Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons une application du modele ARFISMA «-stable sur
des débits mensuels du fleuve Sénégal a Bakel. En particulier, nous comparons ce
modéle avec le modeéle classique SARIMA de Boz et Jenkins [11], dans une oplique

prévisionnelle.
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5.1 Introduction

la suite de 'introduction des modéles ARFIMA, de nombreuses applications des
A processus longue mémoire ont été développées dans la littérature statistique.
Cependant, ces modéles sont trés limités face a des données présentant une saisonnalité
et une grande variabilité, comme en finance, en télécommunication ou en hydrologie.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons alors a la modélisation du débit du fleuve Sénégal
a la station de Bakel, par des processus ARFISMA a-stables.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la deuxiéme section, nous révisons les
étapes de la modélisation et nous fournissons une méthode de prévision pour un
processus ARFISMA a-stable. Dans la troisiéme section, nous mettons en oeuvre ces
étapes dans I'application sur des données hydrologiques. La derniére section est dédiée

aux conclusions et perspectives.

5.2 Meéthodologie

Dans cette section, nous examinons quelques étapes de la modélisation. En particulier,
nous nous focalisons sur les tests de validation et la méthode de prévision pour un pro-
cessus ARFISMA a-stable.

5.2.1 Tests de validation

1- Test de significativité des paramétres du modéle

Aprés avoir estimé les paramétres, il est important de tester leur significativité. Dans le
cas gaussien, quelle que soit la méthode d’estimation employée, il est possible de calculer
la matrice de variance covariance des estimateurs des paramétres du modéle. Partant de
cette matrice de variance covariance, il est possible de reconstruire les statistiques de
Student associées aux différents paramétres du modéle. Sur le plan appliqué, lorsque le
processus est stationnaire, on peut montrer que ces statistiques de Student sont asympto-
tiquement normales. Donc, on peut appliquer & ces estimateurs les méthodes d’inférence
traditionnelles. Cependant, dans le cas stable, la matrice de variance covariance n’existe
pas et ce test de Student n’est pas applicable. Néanmoins, on peut construire un test
de significativité des paramétres en utilisant le résultat de convergence de l'estimateur
de Whittle établi dans le Théoréme 1.4.10, que nous étendons ici. En notant par 3,
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Pestimateur de Whittle du paramétre [y, nous avons :

n 1/a D > Y
— n — — 4! — 5.1
(lnn) (Bn = o) T kz Yo (5.1)
o W1 est l'inverse de la matrice W et v, est un vecteur qui sont tous deux définis
de la méme maniére que dans le Théoréme 1.4.10. Les Variables aléatoires Yy, Y7, Y5, ...

sont indépendantes telles que Yy 2 Sa/z(C;/QZ/a, 1, 0), Y 2 5aS(Ca*),Vk>1etla

constante C,, est donnée par I’équation (1.9).

Nous allons maintenant décrire briévement la procédure de test. On veut tester
I’hypothése nulle Hy : 8, = 0 contre hypothése alternative H; : 3, # 0, au seuil . Pour

cela, calculons la p-value :

p-value = Py, (|Bn] > Bobs), 00 Bops est la valeur observée.

= p-value = Py, ((lr? >1/a |Bn] > <nin> . 60173) .

En utilisant la propriété asymptotique (5.1), nous pouvons approcher la p-value par :

Y, n \Ye
p-value ~ Py, (47TW1(0> Z ?kvk > (m) @;bs) .
0

-iéme

En posant by = 47T ~1(0)vy, on observe alors que la 5™ coordonnée du vecteur aléatoire

0o 1/a
Yi Y,
Z bk— a la méme distribution que Z |(br); —L (voir Kokoszka et Taqqu [46]).

Yo - Yo

A1n81, on peut écrire pour tout j = 1,..., K (K est la longueur du vecteur des parameétres

a estimer) :

0o 1/
Yi n \ 1/«
-value ~ P bi)i|” — > (—) obs 5.2
p Ho (;K k)| ) v, ~ \mn Bob (5.2)

Il s’agit alors essentiellement du test pour la significativité individuelle des paramétres.

La relation (5.2) entraine

0 —1/a

Y n 1/0( o

p-value =~ Py, ?(1] > <m> ( |(br);| > Bobs
k=1

—1/a
b= F% (lnn> (Z [(b); > Pt

Q
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Or d’aprés Brockwell et Davis [13] (page 539), la fonction de répartition Fy, de la variable
Yo

USRI £ o - .
aléatoire v peut s’écrire de la maniére suivante :
0

Fy, (2) =P (; < x) - /m 912 (r00) =312 [arctg(m) + g] exp (—%) dw. (5.3)

Yo 0 0

Ainsi nous pouvons calculer la p-value du test et prendre une décision sur la significativité
des paramétres. Si la p-value est inférieure & v%, on rejette 'hypothése nulle H, et si la

p-value est supérieure a Y%, on accepte Hy.

Remarque 5.2.1 La formule (5.3) donne également la possibilité de calculer les quantiles
Y
de la loi de ?1 Par exemple, on retrouve dans Alder et al. [2] (page 144) le quantile 97, 5%

0
pour différentes valeurs de a.

2- Analyse des résidus

Lorsque le processus est bien estimé, les résidus entre les valeurs observées et les valeurs
estimées par le modéle doivent vérifier les hypothéses faites sur le processus d’innovations,
c’est a dire un bruit blanc symétrique a-stable.

a) Test d’autocorrélation des résidus : Si les résidus obéissent a un bruit blanc, il
ne doit pas exister d’autocorrélation dans la série. On étudie souvent la fonction d’auto-
corrélation (FAC) et la fonction d’autocorrélation partielle (FAP) pour vérifier que dans
le cas d’un bruit blanc, il n’existe aucune autocorrélation ou d’autocorrélation partielle
significativement non nulle. Cependant, dans le cas stable, ces outils n’ont pas d’existence
théorique. Néanmoins, il est montré dans Embrechts et al. [23], qu’on peut calculer leurs
quantités empiriques et les utiliser. Cette étude est prolongée par les tests de "porte-
manteau". En pratique, on utilise deux tests : le test de Box et Pierce et le test de
Ljung-Box qui ne sont pas définis dans ce document.

b) Test sur la distribution des résidus : Plusieurs tests peuvent étre utilisés pour
vérifier la normalité des résidus, mais le plus courant est celui de Jarque et Bera. Ce
dernier est fondé sur la notion de skewness (moment d’ordre 3 et asymétrie) et de kur-
tosis (moment d’ordre 4 et queue de distribution). Ensuite, nous pouvons accompagner
ce test par I'estimation des paramétres de la distribution des résidus par la méthode de
McCulloch définie dans le chapitre 1 ou effectuer un test sur la convergence de la variance

empirique des résidus afin de montrer que le processus résiduel suit une loi stable.
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5.2.2 Meéthode de prévision

Une fois que 'on a spécifié, estimé et validé le modéle, on désire, en général, I'utiliser pour
effectuer des prévisions sur la série. Le but de cette section est d’étudier la prévision d’'un
processus ARFISMA symétrique a-stable, en minimisant ’erreur de dispersion, puisque
Perreur quadratique moyenne n’existe pas dans le cas stable. Nous allons décrire briéve-
ment cette méthode de prévision et nous renvoyons a Kokoszka [44], Cline et Brockwell
[19] ou Brockwell et Davis [13], pour plus de détails. Notons d’abord, par )/(\',Hk le pré-
dicteur linéaire a I’horizon k de X, basé sur le passé fini X,,, X,,_1,..., Xy, pour tout

t € Z et k> 0. Ainsi )A(n+k peut s’écrire sous la forme suivante :

~

Kotk = @ Xn + a1 Xp1+ -+ ap1X7. (5.4)

Pour évaluer la performance du prédicteur linéaire (5.4), nous ne pouvons pas considérer
Ierreur quadratique moyenne de prévision E()?Mk — X,41)?%, puisque dans le cas sta-
ble cette quantité est infinie. Par conséquent, un critére naturel du choix d’un meilleur
prédicteur linéaire pour une représentation moyenne mobile infinie est de minimiser la
dispersion disp <Xn+k — )A(n+k> (voir Cline et Brockwell [19] ou Kokoszka [44]). Par défi-
nition, la dispersion basée sur la représentation moyenne mobile infinie (2.17) est donnée

par :
disp (X)) = C e[, (5.5)
=0

ol les coefficients (cj)j>0 sont déterminés par 'équation (2.9). La constante C' représente

la dispersion du processus d’innovation (Z,) et qui est définie par :
C =disp (Z,,) = vCl,

ou C, est donnée par I’équation (1.9) et v est le paramétre d’échelle de Z,,. En utilisant

I'équation (2.17), nous pouvons récrire X, et X, 1, comme suit :

—+00

Xtk = E (aocj +a1cj—1 + - 4 n—jCjni1) Zn—j,
Jj=0
400 k-1 +o00

Xk = E Cilnih—j = E Cjlnik—j + E CjthLn—j-
Jj=0 Jj=0 Jj=0

En se servant de ’équation (5.5) et de I'indépendance des variables aléatoires Z;, nous

obtenouns :

disp (Xoix — Xniy) = C

k—1 +o00
D e+ ey = (aocjk+ -+ an1c k)| . (5.6)
=0 =k
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Ainsi, nous définissons l'erreur minimale de dispersion du prédicteur linéaire de X,
(basé sur le passé X,,, X,,_1,...,X1) comme étant la combinaison linéaire qui minimise
I'équation (5.6). Le Théoréme 5.2.2 suivant permet de déterminer la dispersion minimale

du prédicteur linéaire de X, basé sur le passé infini X,,, X,,_1,....

Théoréme 5.2.2 Il existe une unique suite {ag, a1, ...} telle que

disp (X,Hk — Zann_j> = ugrqllin disp (Xn+k — Zqun_j) ,
UL yeee j:O

J=0

ol le minimum est pris pour toute suite {ug, us, ...} vérifiant > |u;|* < oo, c’est a dire
sous les conditions [d+ D] <1— 1 et [D| <1— 1 avec 1 < o < 2. La suite {ag,a1,...}

est donnée par :
k—1
aj = — E CeCjh—t, (5.7)
t=0

ol les coefficients (¢;),, et (¢;) 5, sont déterminés respectivement par les équations (2.9)
et (2.19). De plus, on a

o k—1
dlSp (Xn+k — Z ann—j> - CZ |Cj|a
j=0 J=0

La preuve de ce théoréme est détaillée dans Kokoszka [44].
Cependant, en pratique le nombre d’observations disponible est fini et on ne dispose pas
également de la valeur des u,,...,uy qui minimise disp (Xn+k — Z?:o Uan—j>~ Ainsi,

on utilise en général le prédicteur tronqué :
n—1
Xk = E annij
J=0

o les coefficients (a;);, sont donnée par I'équation (5.7).

>0
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5.3 Application sur des données hydrologiques

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la série du débit du fleuve Sénégal a la
station de Bakel. La station de Bakel, située a 14°54" Latitude Nord et 12°27 Longitude
Ouest, ouverte depuis 1904, est la station de référence sur le fleuve Sénégal, car étant la

premiére sur le territoire du Sénégal. La Figure 5.1 illustre bien la position de la station

de Bakel sur le fleuve Sénégal.

FI1GURE 5.1 — Position de la station de Bakel sur le fleuve Sénégal.

Les chroniques obtenues sont des données de débits d’eau journaliers mesurés en m?/s
et relevés a la station de Bakel. Cette série a été reconstruite, car les données des hivers
avant 1950 n’étaient pas existantes. Les trous multiples ont été comblés a 1’aide des
données mensuelles du Global Historical Climate Network (disponibles en accés libre)
ou par moyenne des deux années antérieures et postérieures (en respectant le cycle
hydrologique). Ainsi, nous avons obtenu une série mensuelle qui couvre la période allant

de Janvier 1904 a Septembre 2010, représentée sur la Figure 5.2.
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FIGURE 5.2 — Evolution de la série du débit du fleuve a Bakel, de Janvier 1904 & Septembre
2010.

Nous allons modéliser cette série en utilisant comme période d’étude les données
a partir de Janvier 1904 jusqu’au mois de Septembre 2004. Notons alors par (Xt)t=1,...,T
cette série, ou 1" est la taille de ’échantillon; soit 7" = 1209 observations. Ensuite, nous
effectuerons des prévisions sur la période Octobre 2004 & Septembre 2010, que nous
comparerons avec les données réelles observées afin de pouvoir juger de la qualité de ces
prévisions. La Figure 5.3 représente ’évolution du débit mensuel moyen sur la période
allant de Janvier 1904 & Septembre 2004. Nous constatons une alternative de décroissance
et de croissance du débit moyen a Bakel. Nous avons une premiére décroissance (trés
faible) du débit jusqu’au mois de Mai, puis une forte croissance de Juin a Septembre
et ensuite une décroissante d’Octobre & Décembre. Ces observations sur le débit moyen
peuvent s’expliquer par I'effet de la saison des pluies. En effet, la partie croissante du
graphe correspond a la période des pluies au Sénégal.

Les quatre premiers moments ainsi que la statistique de Jarque et Bera sont résumés
dans le Tableau 5.1 suivant :

[’analyse de ce tableau permet de voir que la distribution des données n’est pas normale.
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FIGURE 5.3 — Débits mensuels moyens du fleuve a Bakel, de Janvier 1904 & Septembre
2004.

En effet, la statistique de Jarque et Bera est largement supérieure & la valeur critique
du Chi-deux (5.99) au niveau de significativité 5%. De plus les valeurs de Skewness et
de Kurtosis laissent voir que la série est dissymétrique et présente une queue épaisse.
La Figure 5.4 comparant la distribution de la série d’étude avec celle de la loi normale

confirme ces résultats.

Nous allons examiner d’abord, si nous sommes en présence de données a variance

infinie. A cette fin, le test graphique de la convergence de la variance empirique sur

Moyenne Variance Skewness Kurtosis Jarque et Bera

662.737 1051507 2.3680 5.9790 2942.5073
p-value< 2.2 10716

TABLE 5.1 — Statistiques descriptives de la série du débit du fleuve a Bakel, de Janvier
1904 a Septembre 2004.
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FIGURE 5.4 — Densité de la série d’étude, comparée avec celle de la loi normale.

la série (X;),_, 5, représenté sur la Figure 5.5, indique clairement que les données

présentent une variance infinie.

Nous étudions ensuite les propriétés statistiques de la série d’étude, en utilisant
I’ACF et le périodogramme normalisé visible sur la Figure 5.6. LACF décroit lentement
lorsque les retards augmentent, indiquant ainsi un phénoméne de mémoire longue sur
la série étudiée. Le périodogramme normalisé présente des pics de saisonnalité 12 mois,
associés a des fréquences de type %k, pour k£ =0,1,...,6. Cette forte saisonnalité de 12
mois est également observable sur le graphique de ’ACF empirique qui montre des pics

sur les retards multiples de 12.

L’analyse des données révele que cette série posséde une tendance a long terme
ainsi qu’une forte saisonnalité de 12 mois et un phénoméne de variance infinie. Toutes

ces remarques, nous conduisent a penser qu'un modéle ARFISMA a-stable pourrait bien
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FIGURE 5.5 — Test graphique de la variance empirique sur la série d’étude.
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FIGURE 5.6 — ACF empirique et périodogramme normalisé de la série d’étude.
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décrire la série (X;),_;

En guise de comparaison, nous allons mettre en compétition deux différentes ap-
proches. La premiére approche est celle basée sur le classique modéle linéaire SARIMA
proposé par Box et Jenkins [11|. Dans la seconde approche, nous considérons le modéle
ARFISMA a-stable développé par Diongue et al.[21] et détaille dans le Chapitre 2. Le
prédicteur utilisé, dans la premiére approche, est le prédicteur des moindres carrés, alors
que dans la deuxiéme approche, nous considérons le prédicteur linéaire du minimum
de dispersion présenté dans la Section 5.2.2. Nous comparons les capacités prédictives
des modéles a l'aide du critére de la racine carrée de l'erreur quadratique moyenne,
noté RMSE ("Root Mean Squared Error") et du critére de la moyenne du pourcentage
d’erreur absolu, noté MAPE ("Mean Absolute Percentage Error"). Ces deux critéres

sont respectivement définis comme suit :

M
1 . 2
RMSEk - M E <Xt+j+k - Xt+j+k> 5 kf - 1, ey 12
j=1

M X, g — X
1 ‘ t+j+k t+j+k’
MAPE, = —

T M Z Xitjtk

Jj=1

L k=1,...,12,

ou M est le nombre d’années de ’échantillon de validation des modéles et Xt(k) est le

prédicteur du mois k£ de Xy k.

Au préalable, nous retranchons a cette série sa moyenne empirique et nous étu-
dions par la suite la série centrée (Xt — )_()
a 662.737.

1+ OU X est la moyenne empirique égale

5.3.1 Premiére approche

Dans ce paragraphe, nous considérons 1’approche de Box et Jenkins [11]| et nous mod-
élisons la série (X;),_; _, par un processus SARIMA (p, d, q)(P, D, Q)12. Vue l'intense
littérature relative a cette théorie, nous résumons ici I'essentiel des étapes de cette mod-
élisation. Ainsi, pour stationnariser la série, nous appliquons sur la série centrée, suc-
cessivement un filtre de la forme (1 — B) pour enlever la tendance, puis un filtre de
la forme (1 — B'?) pour faire disparaitre la saisonnalité. Ce qui revient donc a choisir
les entiers d et D égaux a 1. En ce qui concerne le choix des ordres p, q, P et @ du

modéle SARMA obtenu aprés application des filtres, nous avons testé plusieurs modéles
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(p=1:3,¢q=1:3, P=1:4et Q =1:4). L'estimation et la sélection de modéles s’ef-
fectuent grace a la fonction arima0() implémentée dans le logiciel R. A P'aide du critére
AIC ("Akaike Information Criterion"), le modéle retenu est un modéle SARIMA(2, 1,
1)(3, 1, 4);5 formalisé comme suit :

¢(B)®(B") (1 — B) (1 — B") (X; — X;) = 6(B)O(B")e, (5.8)

¢(B)=1—¢:1B—¢,B*  0(B)=1+6,B,
®(B?) =1— &, B"” — ,B** — &3B%,
O(B"%) =1+0,B% + 0,B* + 0;B% + 0,B%.

Nous rappelons que 'estimation des paramétres du modéle (5.8) est obtenue par la
méthode du maximum de vraisemblance implémentée dans la fonction arima0(). Les

résultats des paramétres estimés du modéle retenu sont résumés dans le Tableau 5.2.

Parametres Parameétres estimés Ecart-type
o1 0.5986 0.0297
0o —0.1451 0.0260
01 —0.9867 0.1277
D, —0.2624 0.0132
D, 0.212 0.0756
Dy 0.6212 0.04497
6, —0.6373 0.0364
O9 —0.5246 0.0185
O3 —0.3730 0.0324
Oy 0.4966 0.0256

TABLE 5.2 — Paramétre estimés pour le modéle de Box et Jenkins, défini par 5.8 .

Nous effectuons un test de Student pour la significativité des paramétres : si la valeur
absolue du paramétre estimé est plus grande que 1.96x1’écart-type du paramétre, alors
on rejette, au rsique de premicre espéce a = 5%, ’hypothése de nullité du paramétre.
Alinsi, nous remarquons que tous les paramétres estimés sont significativement non nuls,

avec un risque de 5%.
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Le modéle étant bien spécifié, estimé et validé, nous l'utilisons pour effectuer des
prévisions sur la série. Ainsi, a l'aide de la fonction predict() du logiciel R, qui prend
comme arguments la sortie de la fonction arima0O() et le pas de prévision, nous avons
effectué des prévisions avec le modeéle (5.8). Les résultats relatifs a la qualité de prévision
de ce modéle sont commentés a la fin de la Section 5.3 et sont contenus dans le tableau

5.3 suivant :

Oct. Nov. Dec. Jan. Fév.  Mars. Avr. Mai. Jui. Juil. Aout. Sept.

RMSE 331.97 126.07 66.16 42.58 46.10 51.56 84.55 90.19 108.85 153.68 368.38 656.26

MAPE 0.438 0.377 0.389 0.271 0.272 0.224 0.313 0.337 0.335 0.169 0.287 0.384

TABLE 5.3 — Résultats en prévision sur la série mensuelle du débit du fleuve Sénégal a

Bakel, par le modéle de Box et Jenkins.

5.3.2 Deuxiéme approche

Comme nous l'avons déja noté, 'observation de ’ACF empirique, du périodogramme
normalisé (Figure 5.6) et du test graphique de la variance empirique (Figure 5.5) suggére

de modéliser la série (X;),_, , par un processus ARFISMA a-stable.

Pour enlever la tendance et la saisonnalité, nous ajustons d’abord sur la série

centrée le filtre suivant :
Z =(1-B)(1-B?)" (X, - X,). (5.9)

L’estimation des paramétres de mémoire longue du modéle (5.9) par la méthode de Whit-
tle par MCMC donne : d = 0.09220 et D = 0.4007. Ensuite, nous calculons les résidus
issus de la modélisation (5.9), notés par (§;),_; _p, en utilisant la représentation autoré-
gressive infinie donnée par 1’équation (2.18). La Figure 5.7 décrit 'évolution en fonction

du temps du processus résiduel (&) et le Tableau 5.4 résume les statistiques descrip-

t=1,..
tives de ce processus. L’analyse de ce tableau permet de rejeter I’hypothése de gaussianité
du processus.

L’étude de L’ACF et de la PACF empirique représentées sur la Figure 5.8 du processus
résiduel, montre clairement qu’un processus & mémoire courte saisonniére est adéquat

a la modélisation du processus (&),_, . Ainsi, nous nous proposons de caler sur ce
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FIGURE 5.7 -~ Evolution du processus résiduel (§;),_, _r issu de la modélisation de (5.9)

Moyenne Variance Skewness Kurtosis Jarque et Bera

—6.1580 238889.3 2.8359 15.9072 14425.8749
p-value< 2.2 10716

TABLE 5.4 — Statistiques descriptives du processus résiduel (§),_; -

)
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processus un modéle SARMA(p, q)(P, Q) a-stable. Nous avons testé plusieurs modéles
et par le biais du critére d’information d’Akaike corrigé (AICC) ou du critére bayesien
d’information (BIC), le modéle optimal sélectionné est un SARMA(1, 1)(1, 2) formalisé
de la maniére suivante :

9" (B)& = 0" (B) ey, (5.10)

avec
¢* (B) = (1—10.1971B) (1 — 0.9758 B'?)

0" (B) = (1+0.3387B) (1 — 1.1262B" + 0.1930B*) .

L’estimation des paramétres du modéle (5.10) est effectuée par la méthode de Whittle
par MCMC.
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FIGURE 5.8 — ACF et PACF empirique du processus résiduel (§),_; .
Pour tester la blancheur des résidus (e;),_; 7, issus de la modélisation de (5.10), nous
considérons la Figure 5.9, représentant la trajectoire et 'ACF empirique du processus
(5t)t:1,...,T- Nous observons que la trajectoire du processus résiduel semble étre station-
naire autour de zéro, et que ’ACF empirique ne présente pas de pics significativement
non nuls, prouvant ainsi que les résidus ne semblent pas étre autocorrélés. Ce résultat est

confirmé par le test de Box et Pierce visible sur le Tableau 5.5. En effet, la statistique de
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Box et Pierce Qgp = 66.6818 est inférieure au quantile d’ordre 0.95 de la loi de Chi-deux
(67.5). En plus, les valeurs du Skewness, du Kurtosis et de la statistique de Jarque
et Bera résumées sur le Tableau 5.5, montrent clairement que les résidus ne sont pas

normaux. Ainsi, a I'issue de cette analyse, nous pouvons dire que le processus résiduel

(€t);—;  est un bruit blanc distribué suivant une loi S, (v, 5, p).
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FIGURE 5.9 — Trajectoire et ACF empirique du

Retard

processus résiduel (g;),_; .

Moyenne

Variance Skewness Kurtosis

Jarque et Bera

Box et Pierce

—9.5136

170342.7 1.7357 13.7455

10164.93

66.6818

p-value< 2.2 10716

TABLE 5.5 — Statistiques descriptives du processus (g¢),_; .

A Tissue de toutes ces remarques, nous pouvons conclure que le modéle retenu
semble prendre en compte les différentes caractéristiques observées sur la série mensuelle

du débit du fleuve Sénégal & Bakel. Formellement, le modéle final pour décrire la série

goooy
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d’étude (X;),_, o s’écrit comme suit :

¢ (B)® (B?) (1 — B)™ (1 - B (X, = 662.737) = 0 (B) © (B'?) &, (5.11)

ol ¢(B)=1-0.1971B & (B") =1-0.9758B"
et 0(B)=1+0.3387B  ©(B")=1-1.1262B" +0.1930B**

et (g¢); est un processus i.i.d suivant une loi S, (v, 3, 1). L’estimation des paramétres de
la distribution des innovations est effectuée par la méthode de McCulloch et les résultats

sont résumés dans le Tableaux 5.6 suivant :

o i g [

Méthode de McCulloch 1.7903 —0.2092 0.2313 —0.0537

TABLE 5.6 — Estimation des paramétres de la distribution du processus (;),_; -

sy

Nous allons maintenant utiliser le modéle (5.11) en prévision. Ainsi, les résultats relatifs

a la qualité prédictive de ce modéle sont présentés dans le Tableau 5.7 suivant :

Oct. Nov. Dec. Jan. Fév. Mars. Avr. Mai. Jui. Juil. Aout. Sept.

RMSE 341.15 133.67 91.27 57.43 2590 23.62 45.60 51.67 73.62 144.71 302.48 609.64

MAPE 0.437 0.364 0.512 0.366 0.136 0.101 0.164 0.158 0.219  0.201 0.212 0.319

TABLE 5.7 — Résultats en prévision sur la série mensuelle du débit du fleuve Sénégal a
Bakel, par le modéle ARFISMA.

5.3.3 Comparaison des résultats

Dans cette section, nous nous intéressons a la qualité prédictive des modéles présentés
dans les Sections 5.3.1 et 5.3.2. Ainsi, nous comparons les performances de prévision
en utilisant les critéres de RMSE et de MAPE. Les résultats sont présentés dans les
Tableaux 5.3 et 5.7.

Nous observons, d’aprés ces tableaux, que les RMSE et MAPE sont élevés pour
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Iensemble des deux modéles. Cependant, nous notons une diminution relative de
ces quantités, surtout pour les mois de Janvier, Février et Mars. Lorsque nous com-
parons les résultats en prévision obtenus par le modéle de Box et Jenkins (Tableau
5.3) et ceux obtenus par le modéle ARFISMA (Tableau 5.7), nous observons que la
performance du modéle ARFISMA se fait sentir & partir du mois de Février. La Fig-

ure 5.10 qui représente I’évolution du critére RMSE permet également de voir ce résultat.

— ARFISMA
--- BJ

500
|

400

RSE
20

10
|

FIGURE 5.10 — Comparaison de I’évolution du critére RMSE en fonction des mois, pour

les prévisions des deux modéles
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5.4 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats théoriques relatifs & la méthodologie.
Nous nous sommes également intéressés a l’application sur des données réelles, des pro-
cessus ARFISMA a-stables développés dans le Chapitre 2. Ainsi, nous avons considéré les
débits mensuels du fleuve Sénégal a la station de Bakel. En guise de comparaison, nous
étudions le modéle classique SARIMA de Box et Jenkins [11] et le modéle ARFISMA. La
performance du modéle ARFISMA semble étre la meilleure, en terme de RMSE et MAPE.

Lorsque les parameétres du processus sont estimés, la qualité du prédicteur dépend
fortement de la qualité de l'estimation des paramétres. Or la méthode d’estimation
utilisée dans ce travail (méthode de Whittle) ne fournit pas une matrice de variance-
covariance, comme dans le cas gaussien. Par conséquent, cette méthode ne permet pas
de juger la qualité de l'estimation. En pratique, il est donc important d’utiliser une
méthode d’estimation qui fournisse un estimateur consistant et qui permette d’obtenir
la distribution limite de 'estimateur. Une idée consiste alors & approcher la distribution
limite de cet estimateur (équation 5.1) par une méthode de rééchantillonnage de type

Bootstrap. Ceci peut faire 'objet d’un futur travail de recherche.



Conclusion générale

ans ce travail de thése, nous nous intéressons a une classe de modéles paramétriques

de séries chronologiques : les processus a mémoire longue saisonniers avec variance
infinie des innovations. Ces processus ont la particularité de prendre en compte a la fois
les phénoménes de dépendance & long terme, de saisonnalité et de variance infinie que
’on rencontre souvent en finance, en télécommunication ou en hydrologie. Ils constituent
une généralisation directe des processus longue mémoire ARFIMA, classiquement utilisés

dans la littérature statistique, et possédent plusieurs extensions.

Aprés avoir établi les propriétés probabilistes de ce modéle, nous nous sommes in-
téressés a leurs propriétés statistiques. L’estimation des paramétres d’un processus
ARFISMA symétrique a-stable est un probléme délicat a régler. La difficulté provient
surtout du caractére a-stable du processus. Dans ce travail, nous avons alors proposé
plusieurs méthodes d’estimation des paramétres : une premiére méthode basée sur une
extension de la méthode GPH dans le cas saisonnier, la deuxiéme méthode est basée
sur la méthode de Whittle et une troisiéme basée sur I’évaluation de la vraisemblance
de Whittle par la méthode MCMC. Afin de comparer les propriétés asymptotiques
de ces estimateurs, nous avons effectué des simulations de Monte Carlo. Les résultats
obtenus sont tous satisfaisants, en terme de RMSE et MAE. Cependant, la méthode de
Whittle par MCMC semble étre privilégiée, surtout lorsque la taille de ’échantillon est
faible, car les méthodes semiparamétriques nécessitent un grand nombre de fréquences
dans la régression, et donc un grand nombre de données. Malheureusement, le nombre
de données disponibles en pratique est souvent limité. Nous nous sommes également
intéressés a l'estimation simultanée des parameétres de mémoire longue, des parameétres
de la distribution du bruit et des parties autorégressives et moyenne-mobile. Pour cela,
nous avons proposé la méthode ECF et la méthode C-GMM qui permettent d’estimer
a la fois I’ensemble des paramétres du processus. Pour la méthode ECF, nous avons
établi, sous certaine conditions de régularité les propriétés asymptotiques : consistance et
normalité asymptotique. Un plan de simulations de Monte Carlo a permis de comparer
ces estimateurs et d’étudier l'influence de la présence des parties autorégressives et
moyenne-mobile sur 'estimation des parameétres de mémoire longue. Les résultats de

simulations ont montré que la méthode de Whittle par MCMC donne une meilleure
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performance pour le modéle simple sans partie courte mémoire, alors que pour le
modéle avec parties autorégressives et moyenne-mobile, la méthode ECF est préférée.
Cependant, une étude précise par simulation de Monte Carlo semble nécessaire pour
comparer la méthode ECF et la méthode C-GMM. Nous notons toutefois, que la
méthode ECF n’est pas optimale, car la fonction de poids exponentielle utilisée dans la
procédure rend les calculs faciles mais elle est sous-optimale. De plus, nous ne disposons
pas d’outil théorique permettant de guider le choix de la taille des blocs qui influence
fortement la performance de cet estimateur. Une maniére d’améliorer les performances

de la méthode ECF est d’utiliser une approximation de la fonction de poids optimale (4.4).

En ce qui concerne la prévision avec les processus ARFISMA a-stables, nous avons
utilisé la méthode de lerreur minimale de dispersion développée dans Kokoszka [44],
Cline et Brockwell [19] ou Brockwell et Davis 13|, pour ces types de processus. En effet,
dans le cas stable 'erreur quadratique moyenne n’existe pas. Il est a noter, cependant,
que cette méthode ne fournit pas des intervalles de confiance de prévisions. Ceci est
également lié au caractére a-stable de ces types de processus. Il serait donc intéressant
d’établir les expressions de ces intervalles de confiance et une méthode numérique du
type Bootstrap devrait permettre de les obtenir. On se propose de réaliser ce travail

dans le cadre de futures recherches.

Enfin, nous avons effectué une application du processus ARFISMA «-stable sur
des données de débit du fleuve Sénégal a la station de Bakel. L’étude a également permis
de comparer la capacité prédictive de ce modéle avec celle du modéle linéaire classique
SARIMA de Box et Jenkins [11]. Les résultats ont montré que la meilleure performance
est obtenue avec le modéle ARFISMA a-stable, en terme de RMSE et MAPE. Dans le
cadre de futures recherches, nous nous proposons d’améliorer ces résultats, en cherchant
plus de précision sur l'estimation. En effet, la méthode de Whittle par MCMC utilisée
dans les applications ne fournit pas de moyen pour controler 'erreur d’estimation. Nous
pourrons également tenter d’adapter dans le cas des processus ARFISMA a-stable, la
méthode du maximum de vraisemblance développée récemment par Andrews et al.[5]
pour les processus AR(p) a-stables. Il serait également intéressant de tester le modéle

sur d’autres données telles que des données de télécommunication ou de température.

En ce qui concerne les extensions possibles de ce travail sur les processus ARFISMA
a-stables, plusieurs pistes semblent fructueuses. Dans ce travail, nous avons considéré

le modéle avec des cycles fixes. Nous pouvons penser par exemple, a développer des
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processus prenant en compte a la fois les phénomeénes de cycles plus ou moins fixes, de
mémoire longue et de variance infinie. Pour cela, nous avons pensé¢ a développer des
processus GARMA & k-facteurs avec un bruit a-stable. Nous nous proposons de réaliser

ce travail dans un avenir proche.
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ANNEXE A

Calcul des coefficients (Cj)j>0

Dans cette partie, nous présentons le calcul des coefficients (cj)j>0 de la représentation
moyenne mobile infinie d’un processus ARFISMA (p, d, q)(P, D, Q) symétrique a-stable.

Ces coefficients sont obtenus & partir du développement de 1’équation suivante :

ijd V) Zc] . Yz <1

400 +00
Posons :  A(z) = ®4(2°)P(2) Z ;2 B(z) = ©4(27)O(2) ij(d, V)2’

e Développons le polynome A(z) :

Alz) = (1 — Z CI%Z“) (1 — Z gb]zJ) chz

k=0
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Développons ensuite chaque terme de 1’équation (A.1) :
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— (Z (bizi) (Z cjzj> = Z Z dicji | 2
i=1 ‘ '

J=0

P 400 P s—1
o (o) (o) - S e
=1 ]

avec 5As+i:E (I)kzc()\fk)eri



124

P p +00 P »p o
— (Z @iz”) (Z ¢jzj) (Z ckzk) = (Z gqu)izis—i_j) (Z ckzk>
i=1 j=1 k=0 i=1 j=1 k=0

P p
_ )\s+k
= E ,\s+k2
A=1 k=1
k A—1 P
avec Hyeyp = @) E GiCr—i + E ?, E GiCA—1)s+k—i
i=1 =1 =1
Donc A(z) s’écrit :
s—1 min(j,p) P s—1
A _ j ]Z[ 2 As+k
(Z) - ¢ch il 2+ As+k 6)\s+k ¥
§=0 A=1 k=0
oo s—1 min(p,As+k)
As+k
+ E Crs+k — E GiCrsth—i | 2
A=1 k=0 j

Le développement du polynome B(z) s’effectue de la méme maniére et on obtient :

s—1 min(j,q) Q s—1
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On suppose sans perte de generahte que P < (. Par identification de polynémes
(A(z) = B(z)), on obtient alors :
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Z picj—i = p;(d, v) + Z 0:ivj—i(d, v).
i=1 =1

e Pour j € s, (P+1)s—1]

Z Qbicj—i"i_ﬁj_Bj :Q/Jj(d, V)+ Z Qil/}j—i(da I/)—i‘f(j—F&j.

i=1 =1
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e Pour j € [([P+1)s, (Q+1)s—1]

min(j,p) min(j,q)
Cj — Z ¢icj7i = Qﬁj(d, V) + Z Giwj,i(d, V) + Kj + dj.
i=1 =1



ANNEXE B

Démonstration du Théoréme 4.3.8

Dans cette partie, nous présentons les résultats relatifs a la consistance et a la normalité
asymptotique de I'estimateur de la fonction caractéristique empirique pour un processus
ARFISMA symétrique a-stable établis dans le Chapitre 4.

La preuve de ce théoréme consiste a vérifier les hypothéses du Théoréme 2.1 de
Knight et Yu [43]. Plus précisément, nous allons montrer, sous les hypothéses "Hy-
pothése 4.3.2" et "Hypothése 4.3.3", que les hypothéses (A2), (A3), (A5) et (A6) de
Knight et Yu [43] sont vraies.

(A2) : I,,(¥) est deux fois continiiment dérivable sous le signe intégral, pour tout ¢ € .

Pour cela, posons f(r;1)) = |c.(r) — ¢(r; )| g(r). Nous avons alors

0 9 c(r
’@f(?“ﬂ/})‘ = 2g(r)|en(r) —c(r;v)| ‘%’
9 c(r;
< 2400 0] + et | 242
9 elr
= 49(7”)'%‘.
S B & m41 |m+1-1 a
En posant U(r; ) = Z ZTZHCJ'H + Z ThaiCh| , nous obtenons :
g=011=0 =2 | h=0
4 o Ulr;
’%f (T#Z))‘ < 4 g(r)exp(=U(r;y)) '%‘
< M(@‘%ZW‘.

> Montrons que [,,(¢) est de classe C' par rapport a § = (d, D, (,€)

D’aprés ce qui précéde, nous avons :

0

06 a6

)| < 490|220,
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Posons S(r Zuj ri), avec u;j(r; ) = ZTZHCJH Pour montrer que U(r;1))
est dérivable par rapport a 0, il suffit de montrer que S(r;1) est dérivable. Ceci re-
ient 4 mont 9 uy(r:0) < w;, ot w; est le t enéral d’une séri ¢
vient & montrer que — s | =W ol w; est le terme général d’une série convergente.

Nous pouvons écrire :

9 Cg+z

E T141Cj41

‘auj

‘—a

(9cj

,nous avons alors :
06’

a—1
0 u;(r;y = =
‘%}‘ <2 (Z |7“l+10j+z|) (Z |7“l+1aj+l|> :

=0 =0

Posons a; =

En appliquant I'inégalité de Holder, nous obtenons :

a—1 1-1 1
au m N e m N @
2 <o (St ) (o) (St )

1=0 =0

= 2
a—1

S e - . a
or Z Pt < (Z ‘7’1+1|> , puisque —— > 1.
1=0 1=0 @
o 1-L1 1
a U5 m o @ m N a
‘ i ’ <2 <Z |7"l+1|) (Z @ ) (Z |aj1] > : (B.1)
=0 =0

o Il existe [y tel que |cj|* < |¢jt|*, pour tout [ =0,...,m

1—1
m %
_1 B
- (Z ‘Cj+l’a> < (m+ 1) e, |2

=0

o Il existe [ tel que |a;jy|* < |aj,|*, pour tout [ =0,...,m

1
m N @ 1

= (Z|aj+z| ) < (m+ 1= aj |-
=0
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L’inégalité (B.1) devient alors :

0 u;(r; m @
‘%‘ : (;'mﬂ) [0 |, |

l

< <Z‘7’l+1\> ‘Cj+10’2(a71)+|a’j+lll2:|

1=0
«
= meh (Z |7’l+1|> wy, avee w; = [ejy| Y 4 Jagi, 7
1=0
D’aprés 'Hypothése 4.3.2, w; est le terme général d'une série convergente. Ce qui
implique que U(r; 1)) est dérivable par rapport & § et nous avons :

a—1

0 U(r;) 8 S(ry) R g,
‘ ) ’ - ) ta IZ:; ; Th+1Ch hz:% Thil =55
o 9 w. m+1 m+1—1 e S
< Z J ‘—i—az ( Z |7’h+lCh|> ( Z |rh+lah|>
J=0 h=0 h=0

< (m+1) <Z|ﬁ+1\) ij

=0

m-+1 m+1—1 a-1 m+1—1
S (z \rhﬂch\) (z mahy)
h=0

=2

_|_

ij < o00o= dM > 0tel que ij < M. Ainsi, nous pouvons écrire :
=0

9 U(T”@D) m—+1 m—+1—I o—1 m—+1—1
’T‘ < M (m+1) Z’THI’ +Oéz > Irngicl > Irnianl
h=0 h=0
m—+1 m—+1—I a-l m—+1—I
Posons A= ozz ( Z |rh+lch|> ( Z ]rh+lah|> . (B2)
=2 h=0 h=0
m+1-1 a-l m+1-1 a-l1
Or ‘Ch’ <l= ( Z |Th+lch|> < Z |Th+l’> .

En appliquant l’inegahte de Holder, nous avouns :

mA41—1 m41-1 12 i1 1/2
S [raian] < ( 3 m\?) (z |ah|2) |
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Ainsi, 'expression A peut étre majorée comme suit :

m+1 [ /mt1- o=l /i1y Y2 i1 1/2
A < 22 Z ‘Th+l|> (Z ’Th+l|2> (Z |ah|2>

=2 h=0 h=0 h=0
m+1 [ fmti- a1 /i1y M1l 1/2
< 2y 1 D \Th+z|> (Z !ThH\) <Z \ah|2>
h=0 h=0 h=0
m+1 m+1-1 * SmA1—l 1/2
<5 (S mm) (z yahe)
h=0 h=0
m+1 | fm+1-1 @ /too 1/2
< 23X ) (S

h=0 h=0

m+1 /m+1-1 @ +oo
< 2 M’Z < Z \rh+l|> , car Z lan|* < 0o, d’aprés 'Hypothése 4.3.3.
h=0 h=0

=2

Nous obtenons alors :

'a Ugg;W‘ <M (m+1) (me) +2 M'Z < ; |rh+l|> . (B.3)

=0 1=2

m m «Q m 2
e Si ri1| > 1, alors Tl < T . En effet, on a a < 2 et
+ + +
1=0 1=0 1=0

log Z ’ﬁﬂ’) > 0.
1=0

— alog (Z !7’1+1!> < 2log (Z |rl+1\)

=0 1=0

m @ m 2
— log (Z |7“z+1|> < log (Z |7"l+1|>
=0

=0
m @ m 2
d’oun (Z |7“l+1|> (Z |n+1|> .
=0

=0

IN
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m m

« m
e De méme, si Z |741| < 1, alors <Z |rl+1\> < Z 7141
1=0

1=0 1=0
Nous posons alors :

( m 2 m
<Z|Tz+1|> ; si Z‘TZ—H‘ >1

=0 =0

m «
(Z |7’l+1|> <SH(r) =4 . m
=0 Z 7141], s1 Z ] < 1
1=0 1=0

De maniére analogue, nous obtenons :

( m—+1—1 2 m—+1—I
< Z |Th+l’> , si Z ’Th+l| >1
h=0 h=0

m+1-1 @
< Z |Th+l|> S HI(T; l) - m+1—1 m+1-—1
" Sl st D> Iraal <1

h=0 h=0

Ainsi, U'inégalité (B.3) devient alors :

. m—+1
‘%’ <M (m+ DH () +2 MY Hy(r;1).

=2

m+1
En posant I'y(r) = M (m+ 1)Hy(r) +2 M’ Z H(r;1), nous obtenons finalement :
1=2

551 )| <410 900

En utilisant 'Hypothése 4.3.3, nous montrons facilement que :

/.../Fl(r) g(r) dr < oo.

D’ou I,,(3) est de classe C! par rapport a 6 = (d, D, ¢, €).
> Montrons que I,(v) est de classe C' par rapport a a.
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Pour cela, nous remarquons d’abord que :

«

m m
O u(r;)| 1
— | = ri41Ci4| In T141Cj41
Oa
1=0 1=0

(e}

IN

m m
E T14+1Cj41 E T14+1Cj41
=0 1=0
m a+1
< E |T141C541 .

=0

En appliquant ensuite 'inégalité de Holder et en utilisant les calculs précédents, nous
obtenons :

a?-1

m 1+1/a m -
(chw) (z mw)
=0 =0

< (mA 1) g (Z |7”l+1|"al>

=0

IN

’5 UJ(T;@D)'
oo

m a+1
< (mA 1) e[ (Z |7“z+1!> : (B4)
1=0
Orpourtout 1<a<2, ona (m+1)"/*<@m+1)? et |ejl* <ol

En remarquant que :

3 m
’Tl+1’) ) si Z risa] > 1
1=0

fs

N
Il
=)

WE

m a+1
(Z |7”l+1|) < H(r) = 2 m
= ( |7’l+1’> coos Y <1,
1=0

N
Il
=)

I'inégalité (B.4) devient alors :

‘5 w;(r; )

0 <+ 07 Al ey

Or |cjii,|” est le terme général d’une série convergente, car d’aprés les conditions de
o

stationnarité du modéle, nous avons Z lc;|* < 0o, pour tout 1< a <2 Dot U(r;iy)
=0
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est bien dérivable par rapport a a. Donc, nous pouvons écrire :

«

9 U(T,?ﬂ)‘ ) 9 m+1 |m+1-I1
GOV s )+ 23S e
' Oa Oa da = |
9 m+1 |m+1—1 & mt1-l
= 555 )+ Y 1D rhaen] | D ragcn
1=2 h=0 h=0
m+1 | |m+1-1 o+l

< (m+1)?*H ()Zlcj+10’ +Z Z T14hCh

m+1 /m+1-I o+l
S M (m—i— 1) + ( Z ’Tl+hch’>
=2 h=0
m+1 /m+1-I o+l
< M (m+ 1) + ( Z ’rlJrh‘) , car ’Ch| <1

m—+1—1 atl
Or (Z mr) < Hy(r;l) =
h=0

0
Ce qui implique que ‘

En posant  Ty(r) = M (m +1)® Hy(r) + Z Hy(r;1), nous obtenons alors :

=2

‘ 91 (r;9)

(0%

4Tl g0)

Sous 'Hypothése 4.3.3, nous avons / . /Fg(r) g(r) dr < oo et par suite I,(r;1) est

de classe C! par rapport a a.

En résumé, nous venons de montrer que I,,(r; 1) est de classe C' par rapport a 9. Il reste
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a montrer que I,,(r;%) est de classe C? par rapport a 1. Pour cela, nous avons d’abord :

0 , B 9 c(r;¥) [0 c(r; ¥)
vt 0] = 20|25 [P
2 g0 ) — el ) %&ﬂ
< 2| LA (260 [ el
0@/}’ oYy’
0 U(r;¥)
< 240|500 |55
QU () [[0U(rsy)| | |0* Ulr;a)
- 10 |25 P50+ ||
O U(r;y)||0 Ulr;v) 0 U(r;¢)
< o500 | S5 [F5E0 4 a0 [T
> Montrons que I,,(¢) est de classe C* par rapport a .
0 , O U(r;y) [0 U(r; ) 9? U(r;)
3a8a’f (r,w)’ < 6.4(r) O ‘ ’ oo’ ‘ o) dada’ ‘ '
D’aprés ce qui précéde, nous avons :
‘%' < Ty(r), pour tout 1 < a < 2.
0? 0% Ulr;
— | ()| <69 D0 44 ) |75

Or nous pouvons majorer le terme }

Oado!

0 uy(r; )

IN

IN

9% U(r;v)
dada!

m

E T14+1Cj41

=0

In

m

> ey

=0

m 2

E T1+1Cj41

=0

m
<Z 714 1C541]
=0

comme suit :

a/

a m
Ti41Cj41
o | 2=
1=0
m m o
In E 141Gt g T141C) 1
1=0 1=0

!
m o

E Ti+1C5+1

=0

>a’+2
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En appliquant I'inégalité de Hélder, nous avons :

(o —1)(a+2)

m 1-&-2/0/ m 7
02 u;(r; ) o o «
‘W < (2l > b7

=0 =0
m 1+2/a’ m o’ +2
(z\w) (zm)

=0 (=0
m o’ +2
(m + 1) (Z |m1|> PGS
=0

Or (m+ 1) < (m+1)%  Jej|™ ™ < e et

( m 4 m
U IINED UMES
m Oé,+2 ZIO ZIO
(Z|n+1|> < Hy(r) = m 3 m
=0 (Z |7’l+1|> ) sl Z ‘Tz+1‘ <1

1=0 =0

IA

IN

Ce qui entraine que :

9% uy(r;ah)
Odada/

\ < (m+ 1) Ha(r) lejsnf

Or  |¢j44,|° est le terme général d’une série convergente. En effet :
Aa—1)<a<2<3 et gl <1 = |¢° <|e;"* " et d’aprés 'Hypothése 4.3.2
oo

o0
2(a—1) ) : & 3
Nous avons |cj] < 00; ce qui entraine que |cj|” < oo
j=0 7=0
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Par suite U(r; 1) est deux fois dérivables par rapport & « et nous avons :

82
dada’

U(T;w)‘

O st v)
Jado’
< M (m+1)>
< M (m+1)?
< M (m+1)?
< M (m+1)?

ou Hj(r;1) est donné par I'expression suivante :

En posant ['s(r) =

( <m+1—l
h=0

&

Hi(r;l) =

82
OJada/

a m—+1 |m+1-1
+ 55 E E Th+1Ch
Ox
=2 h=0
m—+1 _m—i-l—l a'+2
) + E E T14+hCh
h=0
m+1 /m+1-1 a’+2
E E 714 nCh|
h=0
m+1 /m+1-I a’'+2
+ E E ’rl+h‘ , car |Ch| <1
=2 h=0
m—+1
+ E H3 T l
m—+1—1

4
|7’h+l’) ; si

h=0

Z ’rh+l‘ >1

m~+1—1
|7"h+l|> s1 Z rh| < 1.
h=0

m—+1

=2

et d’aprés ’'Hypothése 4.3.3, nous avons :

// (6 T5(r) + 4 T5(r)] g(r) dr < oo.

Ce qui implique que I,,(¢)) est de classe C? par rapport a «.

fm¢ﬁsmram+4mvﬂmm

M (m+ 1) Hs(r) + Z Hj(r; 1), nous obtenons :

> Montrons que I,,(¢) est de classe C? par rapport a § = (d, D, (,€).

32
‘ 9600

f(mb)’ <6 g(r

oo

4 g(r)

O U(r;v)

0600
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D’apres ce qui précéde, nous avons : ’6 U(T;w)’ < T'y(r), pour tout d.

95 =
| Ep )] <6 g2 + 4 g0y |2V
gsas’ \ =PI g 9605
Or nous avons :
a—2
0% ui(r; - - dc - 0c
&;é(;/ )‘ a(a—1) ;Tl—&-lcj—l-l ;TH—I (%l ;TH-I a&fﬂ‘
a—1
m m 62 Citt
+ « ZTH-IC]‘—H ZTIH ],
— — 0000
Posons :
m a=2, ., 9 m 9
c c
A = ala—1) 27‘1+1Cj+l Zmﬂ aél Zmﬂ 85,l ;
=0 = =0
a—1
Ay = « ;hHCjH Z_:ml 85(9];
0 c; 0% ¢, 0 “
Posons a; = 8_6]’ b; = 858(;” Q,; = B log ZT’1+1Cj+z .

=0

En utilisant les calculs précédents, nous avons :

a—1

m m m
dc 0
Al = O{(Oé — ]_) E T14+1Cj+1 E Ti+1 85/ log E T14+1Cj41
m a1l n
= a(a—1) E T41Cj41 E Tip1@j1| X £
= =0

IN

0
m
2(m +1) (Zﬁﬂ) 10l ] 9

=0

m + 1 (Z Tl-‘rl) |:|Cj+lo|2(a_l) + Qﬂ |aj+l1|

=0

1) (& * o
(Z 7”l+1> |:|Cj+lo|4( Yy Q? + |aj+ll|2] :
1=0

IN

IA
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De maniére analogue, nous obtenons :

m a—1
« ZTJHC]'H

=0 =
< (m + 1) <Z ’I“H_1> [|Cj+l2|2(a*1) + |bj+13|2] .

=0

A2:

J+l

Par suite, nous avons :

0% w;(r; ) m+1) (& ¢
‘ &;65’ ‘S( 5 ZTH—I Wi,

=0

Haml) 4 Q; + i) + 2 |c]+12| )42 |b;41,]°. En remarquant que

avec  W; = [¢jq]
]cj+lo\4(°‘_1) < ]cj+lo|2(a Y et en utilisant 'Hypothése 4.3.2, nous pouvons conclure que
W; est le terme général d’une série convergente. Ce qui entraine que U(r, 1) est deux fois

dérivables par rapport a4 ¢ et nous avons :

a—1

02 U(r; ) 0? S(r;1/1) i ang (fantey L d ¢
‘ o000 |~ a0 “ov ; Z B I P
00 a " m—+1 m+1-—1 a—l1 m+1—1 82 c
0 uy(r;) h
< > |t '”‘Z 2 men| | D Tingsas
=0 =2 || h=0 =
mA1 [ [ma1—i =2 1 9o llmHt 5,
h h
+ ala=1)Y || D riach > rinae 9% > T
=2 || h=0 h=0 —
M (m+1 “ *
Mo (5, ) e,
1=0
m+1 | [mt+1-1 SR P 9 e
ou B = Oéz Z Ti1+hCh Z Tl+h
—~ || = — 0600’
m1 [ |mt1-1 =2 g1l 9 ¢, | [mES! 9 e
By, = afa-1) Z Z T1+hCh T+ 96 Z Ti+h BH,
1=2 h=0 h=0

En s’inspirant du calcul de expression (B.2), nous obtenons :

m+1 a—1

m—+1-—1 m—+1—1
Bl = « E

E T14hCh E T14+nbn
=2 h=0 h=0
m+1 /m+1-—1 « +o0
2
< MIE E ’Th+l| , car E |bh| < 0.

1=2 h=0 h=0
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Pour la majoration de By, nous avons :

a—

m+1 m~+1—1 m—+1—1 m~+1—1
By =a(a—1) E E T14+hCh E Ti4+h0h 8(5’ log E Ti+hCh| |
1=2
m+1-—1
or e log E riench| est borné, car étant le terme général d’une série convergente. En
h=0

utilisant le méme calcul qu’en (B.2), nous obtenons :

m+1 /m+1-—1
By < My Z ( Z ’Th+l|>

=2

Ainsi, nous pouvons écrire finalement que :

52 U(r: ) M (m+1) m @ m+1l /m+1-1 @
j‘w‘ < — 9 ;THI +(M1+M2)Z Z |7t

=2 h=0

w Hy(r) + (M + M,) ni Hy(r;1) =Ty (r).

=2

<

% f <r;¢>‘ < 6 g(r)T3(r)+4 g(r)Tu(r).

Sous 1" Hypothése 4.3.3, nous avons // (615 (r) 4 4Ty (1)) g(r)dr < oo. Ainsi,
I,,(1) est de classe C* par rapport a 4.

D’otu I,,(v) est deux fois contintiment dérivable sous le signe intégral, par rapport a ¢ € V.

(A3) : La suite (X}),, est strictement stationnaire et ergodique.
D’aprés le Théoreme 2.3.1, (X;),., est strictement stationnaire et admet une unique
représentation moyenne mobile infinie donnée par :

oo

Xt = Z Cth_j.

=0
Or les variables aléatoires (Z;), étant indépendantes et identiquement distribuées et

2 lei|® < oo pour tout 1 < a < 2, done (X, est un processus ergodique. D’oul
j=0 1Cj tez g

(X4),cz, st un processus strictement stationnaire et ergodique.

(A5) : K(x;) est une fonction mesurable et bornée de z,

ou K(x;v) = / / cos(r'z) — ¢(r; w)) 99 c(r;)g(r) dr
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Nous avons - [(cos('a) = e ) 3 clrsla(r)| < 200) |5 )
< 2(0) |37 Ulrsw)|.

) D), siv=(d,D,¢)
R CUIERE

a(r), si Y = a.
Ainsi, nous avons :

0
o

En utilisant 'Hypothése 4.3.3, nous obtenons /.../F(r)g(r) dr < co. D’ou K(x;9)

(cos(r'w) — c(r;9)) 7 c(r;¥)g(r)| < 20(r)g(r), V¢ €W

est continue et par suite K (z;1) est une fonction mesurable de = et bornée.

(A6) : / / 73 10) 5_1/1’ c(r;iho)g(r) dr est non singuliére et
2
G0ow c(r; 1) est uniformément bornée par une fonction intégrable.
Nous avons :
O crin) s clri)| < | U)o Ulriv)
377/) 0 aw/ ) Y0 = ((977/) 0 a¢, y Y0
< ()

et d’aprés ’'Hypothése 4.3.3, nous avons / /F2 (r) dr < oc.

// ‘% c(r;%)a—w, e(r o)

Par conséquent B(1)y) est non singuliére. Pour montrer que

(r)g(r) dr < oo.
82

YAy’

¢(r; 1)) est uniformé-
ment bornée, nous remarquons d’abord que :

2 c(r;¢) O U(r; )
QoY O

< T%r) +

3lWﬂ¢O‘+ a?U@:ww
o' oo’
0 U(r; )

ooy’ w

Or d’apres ce qui précéde, nous avons :

92 U(T’,l/]) Fl(r)v si ¢ - (da DvCaS)

Yoy’

'<:FKr):
Ls(r), siv=o
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Ce qui implique que :
0% c(ry1)
ooy’

et sous 'Hypothése 4.3.3, nous avons :

‘gr%m+rwq

/”:/@%M+Fﬁﬂﬂﬂdr<mx

O c(r;v)
G

D’ou est uniformément bornée par une fonction intégrable.

Ainsi, toutes les hypothéses sont vérifiées, nous pouvons appliquer le Théoréme
2.1 de Knight et Yu [43]. Ce qui prouve le théoréme. "



ANNEXE C
Comparaison des méthodes

d’estimation

Dans cette partie, nous présentons les résultats de simulation de Monte Carlo permettant
de comparer les méthodes d’estimation des paramétres d’un processus ARFISMA

symétrique a-stable décrites dans le Chapitre 3.

GPHr GPHp Whittle MCMC
d d d d d d

n vr=05 v=06 v=07

100 0.2080 0.2175 0.2184 0.2142 0.1709 0.2260
(0.1142)  (0.2575) (0.1980) (0.1544)  (0.0903)  (0.1086)
(0.0791]  [0.1901] [0.1454] [0.1106]  [0.0664]  [0.0700]

500 0.2021 0.2154 0.2103 0.2049 0.1949 0.2099
(0.0469)  (0.1601) (0.1112) (0.0790)  (0.0389)  (0.0519)
(0.0305]  [0.1164] [0.0803] [0.0546]  [0.0241]  [0.0298]

1500 0.2012 0.2047 0.2040 0.2029 0.1991 0.2041
(0.0274)  (0.1169) (0.0756) (0.0507)  (0.0234)  (0.0315)
(0.0157]  [0.0836] [0.0527] [0.0336]  [0.0121]  [0.0169]

TABLE C.1 — Paramétres estimés du modéle 1, pour o = 1.3.
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GPHy GPHp Whittle MCMC
d d d d d

n vr=05 v=06 v=07

100 0.2015 0.2042 0.2034 0.2018 0.1603 0.1902
(0.1170) (0.2816) (0.2239) (0.1601) (0.0980) (0.0821)
[0.0904] [0.2207]  [0.1762] [0.1250] [0.0794] [0.0658]

500 0.1989 0.2082 0.2027 0.1986 0.1907 0.1985
(0.0471) (0.1727) (0.1180) (0.0824) (0.0377) (0.0369)
[0.0376] [0.1370]  [0.0940] [0.0648] [0.0298] [0.0293]

1500 0.2003 0.1978 0.1977 0.1996 0.1971 0.1996
(0.0264) (0.1243) (0.0817) (0.0549) (0.0209) (0.0230)
[0.0211] [0.0976] [0.0646] [0.0441] [0.0167] [0.0181]

TABLE C.2 — Paramétres estimés du modéle 1, pour a = 2.
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FiGURE C.1 — Boxplot des parameétres estimés d du modele 1, avec o = 1.3 et a = 2 par les
méthodes GPHp, GPHp, Whittle classique et Whittle par MCMC, pour n = 100, n = 500 et

n = 1500, basé sur 1500 réplications.
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GPHr GPHp Whittle MCMC
n D D D D
100 0.1999 0.1987 0.0800 0.1761
(0.1303) (0.1553) (0.1311) (0.0743)
[0.0948] [0.1139] [0.1243] [0.0537]
500 0.2011 0.2006 0.1710 0.1967
(0.0431) (0.0500) (0.0434) (0.0325)
[0.0305] [0.0370] [0.0351] [0.0229]
1500  0.2004 0.20001 0.1895 0.1988
(0.0251) (0.0281) (0.0210) (0.0213)
[0.01564] [0.0187] [0.0147] [0.0140]
TABLE C.3 — Paramétres estimés du modéle 2, pour a = 1.3.
GPHr GPHp Whittle MCMC
n D D D D
100 0.1967 0.1928 0.0864 0.1751
(0.1551) (0.1887) (0.1312) (0.0872)
[0.1236] [0.1471] [0.1208] [0.0692]
500 0.1996 0.1986 0.1679 0.1946
(0.0519) (0.0594) (0.0518) (0.0386)
[0.0415] [0.0476] [0.0412] [0.0307]
1500  0.1999 0.2003 0.1885 0.1979
(0.0268) (0.0311) (0.0243) (0.0235)
[0.0214] [0.0248] [0.0194] [0.0190]

TABLE C.4 — Paramétres estimés du modéle 2, pour a = 2.
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FIGURE C.2 — Boxplot des paramétres estimés de D du modéle 2, avec o = 1.3 et o = 2 par
les méthodes GPHp, GPHp, Whittle classique et Whittle par MCMC, pour n = 100, n = 500
et n = 1500, basé sur 1500 réplications.
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GPHy GPHp Whittle MCMC

n d D d D d D d D

100 0.1004  0.1190 0.1002  0.1181 0.0766  0.0461 0.0926  0.0969
(0.1030)  (0.1309) (0.1066)  (0.1589) (0.0835)  (0.0812) (0.0723)  (0.0738)
(0.0739]  [0.0948) [0.0766]  [0.1157] (0.0604]  [0.0779] 0.0518]  [0.0529]

500 01002  0.1208 0.0965  0.1197 0.0979  0.0918 0.0983  0.1165
(0.0414)  (0.0432) (0.0738)  (0.0930) (0.0324)  (0.0410) (0.0319)  (0.0321)
(0.0282]  [0.0305) [0.0590]  [0.0744] [0.0218]  [0.0345] (0.0221]  [0.0231]

1500 01002  0.1203 0.1003  0.1199 0.0994  0.1093 0.0993  0.1187
(0.0247)  (0.0262) (0.0256)  (0.0303) (0.0198)  (0.0211) (0.0216)  (0.0214)
(0.0151]  [0.0162] (0.0157]  [0.0204] [0.0113]  [0.0153] (0.0140]  [0.0141]

TABLE C.5 — Paramétres estimés du modéle 3, pour a = 1.3.

GPHy GPHp Whittle MCMC

n d D d D d D d D

100 0.0990  0.1168 0.0999  0.1124 0.0688  0.0497 0.0875  0.0949
(0.1238)  (0.1569) (0.1275)  (0.1950) (0.1067)  (0.0824) (0.0923)  (0.0882)
0.0944]  [0.1204] [0.1011]  [0.1520] (0.0834]  [0.0774] 0.0730]  [0.0701]

500 0.0980  0.1197 0.0979  0.1191 0.0957  0.0903 0.0966  0.1139
(0.0498)  (0.0542) (0.0513)  (0.0635) (0.0401)  (0.0473) (0.0396)  (0.0396)
(0.0399]  [0.0433) [0.0410]  [0.0508) [0.0320]  [0.0392] (0.0319]  [0.0313)

1500 0.0995  0.1197 0.0993  0.1203 0.0988  0.1082 0.0988  0.1175
(0.0272)  (0.0275) (0.0281)  (0.0327) (0.0214)  (0.0246) (0.0240)  (0.0236)
0.0217]  [0.0220] (0.0223]  [0.0261] [0.0171]  [0.0197] [0.0190]  [0.0190]

TABLE C.6 — Paramétres estimés du modéle 3, pour a = 2.
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F1GURE C.3 — Boxplot des paramétres estimés de d du modéle 3, avec o = 1.3 et o = 2 par les
méthodes GPHp, GPHp, Whittle classique et Whittle par MCMC, pour n = 100, n = 500 et

n = 1500, basé sur 1500 réplications.
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FI1GURE C.4 — Boxplot des paramétres estimés de D du modeéle 3, avec o« = 1.3 et o = 2 par
les méthodes GPHp, GPHp, Whittle classique et Whittle par MCMC, pour n = 100, n = 500
et n = 1500, basé sur 1500 réplications.



