
HAL Id: tel-00947321
https://theses.hal.science/tel-00947321

Submitted on 19 Feb 2014

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Les processus à mémoire longue saisonniers avec
variance infinie des innovations et leurs applications

Mor Ndongo

To cite this version:
Mor Ndongo. Les processus à mémoire longue saisonniers avec variance infinie des innovations et leurs
applications. Applications [stat.AP]. Université Gaston Berger, saint-louis Sénégal, 2011. Français.
�NNT : �. �tel-00947321�

https://theses.hal.science/tel-00947321
https://hal.archives-ouvertes.fr


❯◆■❱❊❘❙■❚➱ ●❆❙❚❖◆ ❇❊❘●❊❘ ❉❊ ❙❆■◆❚✲▲❖❯■❙

❯✳❋✳❘ ❉❊❙ ❙❈■❊◆❈❊❙ ❆PP▲■◗❯➱❊❙ ❊❚ ❚❊❈❍◆❖▲❖●■❊❙

❚ ❍ ➮ ❙ ❊

♣rés❡♥té❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

▲❊ ●❘❆❉❊ ❉❊ ❉❖❈❚❊❯❘ ❊◆ ▼❆❚❍➱▼❆❚■◗❯❊❙ ❆PP▲■◗❯➱❊❙

❉❊ ▲✬❯◆■❱❊❘❙■❚➱ ●❆❙❚❖◆ ❇❊❘●❊❘

❙♣é❝✐❛❧✐té ✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés✲❙t❛t✐st✐q✉❡

♣❛r

▼♦r ◆❉❖◆●❖

▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s à ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ s❛✐s♦♥♥✐❡rs

❛✈❡❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❡t ❧❡✉rs

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

s♦✉t❡♥✉❡ ♣✉❜❧✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ✷✾ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✶✶✱ ❞❡✈❛♥t ❧❡ ❥✉r② ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

▼✳ ●❛♥❡ ❙❛♠❜ ▲❖ Pr♦❢❡ss❡✉r ✭❯●❇✱ ❙é♥é❣❛❧✮ Prés✐❞❡♥t

▼✳ P❛♣❛ ◆●❖▼ ▼❛îtr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✭❯❈❆❉✱ ❙é♥é❣❛❧✮ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r

▼✳ ❆❜♦✉❜❛❦❛r② ❉■❆❑❍❆❇❨ ▼❛îtr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✭❯●❇✱ ❙é♥é❣❛❧✮ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r

▼✳ ❖✉❛❣♥✐♥❛ ❍■▲■ ▼❛îtr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✭■◆P✲❍❇✱ ❈ôt❡ ❞✬■✈♦✐r❡✮ ❘❛♣♣♦rt❡✉r

▼✳ ❩❛❤❡r ▼❖❍❉❊❇ Pr♦❢❡ss❡✉r ✭❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈♦♥st❛♥t✐♥❡✱ ❆❧❣ér✐❡✮ ❘❛♣♣♦rt❡✉r

▼✳ ❆❧✐♦✉ ❉■❖P ▼❛îtr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✭❯●❇✱ ❙é♥é❣❛❧✮ ❈♦✲❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❚❤ès❡

▼✳ ❆❜❞♦✉ ❑â ❉■❖◆●❯❊ ▼❛îtr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✭❯●❇✱ ❙é♥é❣❛❧✮ ❈♦✲❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❚❤ès❡



❉é❞✐❝❛❝❡

A ♠♦♥ ❝❤❡r ♣èr❡ ❢❡✉ ❙❛♠❜❛ ◆❉❖◆●❖✱ q✉❡ ❧❛ t❡rr❡ ❧✉✐ s♦✐t ❧é❣èr❡✳

A ♠❛ ♠èr❡✱ ♠❛ t❛♥t❡✱ ♠❡s ❢rèr❡s ❡t s♦❡✉rs✳

A ♠♦♥ ❛♠♦✉r ❋❛t♦✉ ●❯❊❨❊✳



❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

J❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ ♣r♦❢♦♥❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à ♠❡s ❝♦✲❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡

t❤ès❡ ❧❡s ♣r♦❢❡ss❡✉rs ❆❧✐♦✉ ❉■❖P ❡t ❆❜❞♦✉ ❑â ❉■❖◆●❯❊ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ●❛st♦♥ ❇❡r❣❡r

✭❯●❇✮ ❙❛✐♥t✲▲♦✉✐s✳ ❏❡ ❧❡✉r ❛❞r❡ss❡ ♠❡s ♣❧✉s s✐♥❝èr❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡

q✉✬✐❧s ♠✬♦♥t ❛❝❝♦r❞é❡✱ ♣♦✉r ❧❡✉r ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t ❧❡✉r ♣ré❝✐❡✉① ❝♦♥s❡✐❧s✳

T♦✉t❡ ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❆■❘❊❙✲❙❯❉ ✭❆♣♣✉✐s ■♥té❣rés ♣♦✉r

❧❡ ❘❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❞❡s ❊q✉✐♣❡s ❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞✉ ❙✉❞✮ ❡t ❋■❘❙❚ ✭❋♦♥❞s ❞✬■♠♣✉❧s✐♦♥

♣♦✉r ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❚❡❝❤♥✐q✉❡✮ q✉✐ ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é ✜♥❛♥❝✐èr❡♠❡♥t à ♠❛

t❤ès❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P❛✉ ❡t ❞❡s P❛②s ❞❡ ❧✬❆❞♦✉r ✭❯PP❆✮ ❡t ❧❛

❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞✬❆❣❣❧♦♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ P❛✉✲P②ré♥é❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ❛❝❝♦r❞é ❞❡✉① ❢♦✐s ❞❡ s✉✐t❡

✉♥❡ ❜♦✉rs❡ ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s st❛❣❡s ❛✉ s✐❡♥ ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡s ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

❡t ❧❡✉rs ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭▲▼❆✮ ❞❡ ❧✬❯PP❆✳ ▼❡r❝✐ à ❙✐♠♣❧✐❝❡ ❉❖❙❙❖❯✲●❇❊❚❊✱ ♣r♦✲

❢❡ss❡✉r à ❧✬❯PP❆ ❡t r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés✲❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞✉ ▲▼❆✱ ♣♦✉r s❛

❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❧✐❜❡rté q✉✬✐❧ ❛ s✉ ♠❡ ❞♦♥♥❡r ❧♦rs ❞❡ ♠❡s st❛❣❡s à P❛✉✳

J❡ s✉✐s très ❤♦♥♦ré q✉❡ ❧❡s ♣r♦❢❡ss❡✉rs ❖✉❛❣♥✐♥❛ ❍■▲■ ✭■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤✲

♥✐q✉❡ ❋é❧✐① ❍♦✉♣❤♦✉ët✲❇♦✐❣♥② ❞❡ ❨❛♠♦✉ss♦✉❦r♦✱ ❈ôt❡ ❞✬■✈♦✐r❡✮ ❡t ❩❛❤❡r ▼❖❍❉❊❇

✭❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈♦♥st❛♥t✐♥❡✱ ❆❧❣ér✐❡ ✮ ❛✐❡♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❏❡ ❧❡✉r s✉✐s

très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ♣♦✉r ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧s ♦♥t ❛❝❝♦r❞é à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳

J❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ▼♦♥s✐❡✉r ●❛♥❡ ❙❛♠❜ ▲❖✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯●❇

♣♦✉r ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧ ❛ ❜✐❡♥ ✈♦✉❧✉ ♣♦rt❡r à ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ♣rés✐❞❡r ♠♦♥ ❥✉r②✳

▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à ▼♦♥s✐❡✉r P❛♣❛ ◆●❖▼✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té

❈❤❡✐❦❤ ❆♥t❛ ❉■❖P ❞❡ ❉❛❦❛r ❡t à ▼♦♥s✐❡✉r ❆❜♦✉❜❛❦❛r② ❉■❆❑❍❆❇❨ ♣r♦❢❡ss❡✉r à

❧✬❯●❇ q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r②✳

J❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉t❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡s ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❧❡✉rs ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✭▲▼❆✮ ❞❡ ❧✬❯PP❆✱ ♣♦✉r ❧✬❛❝❝✉❡✐❧ ❡t ❧✬❛✐❞❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ à ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ t♦✉t❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡ ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❯❋❘ ❙❆❚✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡

♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ▼♦♥s✐❡✉r ●❛❧❛②❡ ❉■❆✱ ♣r♦❢❡ss❡✉r à ❧✬❯●❇✱ ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❛♥s

t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s q✉❡ ❥✬❛✐ ♣✉ r❡♥❝♦♥tr❡r ❡t ♣♦✉r t♦✉s s❡s ❝♦♥s❡✐❧s✳



✐✐✐

J❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉s ❧❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❡t ❥❡✉♥❡s ❞♦❝t❡✉rs ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬➱t✉❞❡s ❡t ❞❡

❘❡❝❤❡r❝❤❡s ❡♥ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❡t ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✭▲❊❘❙❚❆❉✮ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛ssé ❞❡ très ❜♦♥s

♠♦♠❡♥ts ❡t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡✉① ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬❆♥❛❧②s❡ ◆✉♠ér✐q✉❡ ❡t ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✭▲❆◆■✮✳

J❡ t✐❡♥s à s❛❧✉❡r t♦✉s ❧❡s rés✐❞❡♥ts ❞✉ ❱✐❧❧❛❣❡ ❊✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡✉① ❞✉ ✧●❆❙❙✧ ❡t ❛✐♥s✐

q✉❡ ❝❡✉① ❞✉ ❱✐❧❧❛❣❡ ❏ q✉✐ ♠✬♦♥t s♦✉t❡♥✉ ❞✉r❛♥t ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▼❡s ❞❡r♥✐❡rs

r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts s♦♥t ❜✐❡♥ sûr ♣♦✉r ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡t ♠❡s ❛♠✐s q✉✐ ♦♥t s✉ ♠❡ s♦✉t❡♥✐r ♣❡♥❞❛♥t

❝❡s ❛♥♥é❡s✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❋❛t♦✉ ●❯❊❨❊ à q✉✐ ❥❡ ❞♦✐s ❜❡❛✉❝♦✉♣✱ ♣♦✉r s♦♥

❛✐❞❡✱ s❛ ♣rés❡♥❝❡ ❡t s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳



❘és✉♠é ✫ ❆❜str❛❝t

❘és✉♠é ✿ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s à

♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ s❛✐s♦♥♥✐❡rs ❛✈❡❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r

❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❧♦✐s α✲st❛❜❧❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s ✭st❛❜✐❧✐té✱

❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ . . .✮✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s à ✈❛r✐❛♥❝❡

✐♥✜♥✐❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✿ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘▼❆ α✲st❛❜❧❡s

❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘❋■▼❆ α✲st❛❜❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ▼✐❦♦s❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪

❡t ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉ ❬✹✺❪✳ ❈♦♥st❛t❛♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s

❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❛♣♣❡❧és ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡s

α✲st❛❜❧❡s✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❧❛ ♣rés❡♥❝❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❞❡s tr♦✐s é❧é♠❡♥ts ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡✱

s❛✐s♦♥♥❛❧✐té ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ s♦✉✈❡♥t ❡♥ ✜♥❛♥❝❡✱ ❡♥ té❧é❝♦♠♠✉✲

♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❡♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❡✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❝♦♥❝❧✉ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ α✲st❛❜❧❡✳ ◆♦✉s

♣rés❡♥t♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡

♣❛r ❘❡✐s❡♥ ❡t ❛❧✳❬✻✼❪✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ▼✐❦♦s❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪

❡t ♣❛r ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉ ❬✹✺❪✱ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ❜❛sé❡

s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣❛r

❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭▼❈▼❈✮✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧

❘ ❬✻✹❪✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s

♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ α✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s✱

❞❛♥s ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❑♥✐❣❤t ❡t ❨✉ ❬✹✸❪ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts

❣é♥ér❛❧✐sés ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♥t✐♥✉s✱ s✉❣❣éré❡ ♣❛r ❈❛rr❛s❝♦ ❡t

❋❧♦r❡♥s ❬✶✻❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs✱

❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s

❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❞é❜✐ts ❞✉ ✢❡✉✈❡ ❙é♥é❣❛❧ à ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❛❦❡❧✳

❊♥ ❣✉✐s❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❇♦① ❡t ❏❡♥❦✐♥s

❬✶✶❪✱ ❡t ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡✉rs ❝❛♣❛❝✐tés ♣ré❞✐❝t✐✈❡s✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♣❤❛✲st❛❜❧❡❀ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡❀ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té❀ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡❀ ❡s✲

t✐♠❛t✐♦♥s s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡s❀ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❲❤✐tt❧❡❀ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳



✈

❆❜str❛❝t✿ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ t❤♦r♦✉❣❤❧② st✉❞② t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞

❆❘■▼❆ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇✐t❤ st❛❜❧❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇

♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ α✲st❛❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭st❛❜✐❧✐t②✱ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢

♠♦♠❡♥ts✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ . . .✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤

❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ t❤❡ st❛❜❧❡ ❆❘▼❆ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ st❛❜❧❡

❆❘❋■▼❆ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② ▼✐❦♦s❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪ ❛♥❞ ❑♦❦♦s③❦❛ ❛♥❞ ❚❛qq✉

❬✹✺❪✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✱ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛❞♠✐t s♦♠❡ ❧✐♠✐t✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ♥❡✇

♠♦❞❡❧ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❆❘❋■❙▼❆ s②♠♠❡tr✐❝ α✲st❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❤❡❧♣ ✉s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t✱ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧✐s❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts✿ ❧♦♥❣✲♠❡♠♦r②✱ s❡❛s♦♥❛❧✐t②

❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❛t ✜♥❛♥❝❡✱ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱

♦r ❤②❞r♦❧♦❣②✳ ❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝

❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s✱ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r✱ ♦♥ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ st❛❜❧❡ ❆❘❋■❙▼❆ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛r✐♦✉s

❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✿ t❤❡ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘❡✐s❡♥ ❡t

❛❧✳❬✻✼❪✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❲❤✐tt❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❜② ▼✐❦♦s❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪ ❛♥❞ ❑♦❦♦s③❦❛

❛♥❞ ❚❛qq✉ ❬✹✺❪✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❲❤✐tt❧❡✬s ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❲❤✐tt❧❡✬s ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ♠❡t❤♦❞✳

▼❛♥② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❘ ❬✻✹❪✱ ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t ♣❡r♠✐t t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ α ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✉s✱

✐♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✿ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❑♥✐❣❤t ❡t ❨✉ ❬✹✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢

♠♦♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♠ ♦❢ ♠♦♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❈❛rr❛s❝♦ ❡t ❋❧♦r❡♥s

❬✶✻❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✈✐❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ✜♥✐s❤✱ ✐♥ t❤❡ ✜❢t❤ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ ♠♦♥t❤❧② ♠❡❛♥ ❧❡✈❡❧

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❇❛❦❡❧ ✭❙é♥é❣❛❧✮✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r

♠♦❞❡❧ ♦❢ ❇♦① ❡t ❏❡♥❦✐♥s ❬✶✶❪✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❛❧♣❤❛✲st❛❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❀ ✐♥✜♥✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡❀ s❡❛s♦♥❛❧✐t②❀ ❧♦♥❣✲♠❡♠♦r②❀ s❡♠✐✲

♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t❡s❀ ❲❤✐tt❧❡ ❡st✐♠❛t❡s❀ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳



❆❜ré✈✐❛t✐♦♥s ✫ ◆♦t❛t✐♦♥s

❱❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ♠♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

P (A) ✿ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t A✳

E (X) ✿ ▲✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X✳

X
D
= Y ✿ ▲❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s X ❡t Y ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

X
D−→ Y ✿ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ❧♦✐ ✈❡rs ❨✳

Xn
p.s−→ Y ✿ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s (Xn)n ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ✈❡rs Y ✳

◆♦t❛t✐♦♥s α✲st❛❜❧❡s

❙α❙ ✿ ❙②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✳

Sα (γ, β, µ) ✿ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ α✲st❛❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s α✱ γ✱ β ❡t µ✳

◆♦t❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ❣é♥ér❛❧

N ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✳

N
∗ ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ♥♦♥ ♥✉❧s✳

R ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s ❡t Rd = R× . . .× R︸ ︷︷ ︸
d ❢♦✐s

✳

Z ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s✳

C ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

i ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ i2 = −1✳

X ′ ✿ ❚r❛♥s♣♦sé❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r X✳

DR(a) ✿ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❉✐s❝rèt❡ ✭❚❋❉✮ ❞❡ ❛✳

❋❋❚ ✿ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠✳

✐✳✐✳❞ ✿ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✳

▼❈▼❈ ✿ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣❛r ❈❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳

❊❈❋ ✿ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❋✉♥❝t✐♦♥

❘❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

◆♦✉s s✐❣♥❛❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ♥✉♠ér♦s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛♣rès ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐✲

♦❣r❛♣❤✐❡ ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ♥✉♠ér♦s ❞❡ ♣❛❣❡s ♦ù ❝❡tt❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛ été ❝✐té❡✳



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

❉é❞✐❝❛❝❡ ✐

❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✐✐

❘és✉♠é ✫ ❆❜str❛❝t ✐✈

❆❜ré✈✐❛t✐♦♥s ✫ ◆♦t❛t✐♦♥s ✈✐

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡ ✶

✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s à q✉❡✉❡s ❧♦✉r❞❡s ❡t ♣r♦❝❡ss✉s s②♠étr✐q✉❡s α✲st❛❜❧❡s ✻

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷ ▲❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✷✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✷✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✷✳✹ ■♥❢ér❡♥❝❡ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✸ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆✭♣✱ q✮✲❙α❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✸✳✷ Pr♦♣r✐étés ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✸✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✹ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲❙α❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✹✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✹✳✷ Pr♦♣r✐étés ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✹✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡s α✲st❛❜❧❡s ✸✹

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✸ Pr♦♣r✐étés ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✹ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✺ ◗✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
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❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ✈✐✐✐
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✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲

st❛❜❧❡ ✺✼

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✹✳✶ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✹✳✷ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❈▼❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✺✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❆❘❋■▼❆✭✵✱ ❞✱ ✵✮✲❙α❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✺✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❆❘❋■❙▼❆✭✵✱ ❉✱ ✵✮s✲❙α❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✺✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❆❘❋■❙▼❆✭✵✱ ❞✱ ✵✮✭✵✱ ❉✱ ✵✮s✲❙α❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆

s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ ✈✐❛ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡♠✲

♣✐r✐q✉❡ ✻✽

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✷ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✸ Pr♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✹✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✹✳✹✳✶ ❈❤♦✐① ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s m ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✹✳✹✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✺ ❆✉tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✹✳✺✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❈✲●▼▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✹✳✺✳✷ ❈❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❈✲●▼▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✹✳✺✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ✾✸
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✺✳✷✳✶ ❚❡sts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✺✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ✐①

✺✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
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✺✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✶✶✸

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✶✻

❆ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (cj)j≥0 ✶✷✸

❇ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✽ ✶✷✻

❈ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✶✹✶



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶✳✶ ❚❡st ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✶ ✿ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛s à ♣❛s s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ✺✵✵✵

ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❙α❙ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✷ ❚❡st ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✷ ❝❛❧❝✉❧é s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ✺✵✵✵ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❙α❙

st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✶ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡✱❚❡sts ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❆❈❋ ♣♦✉r s = 4 ❡t α = 2✳ ✳ ✳ ✹✾

✷✳✷ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡✱❚❡sts ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❆❈❋ ♣♦✉r s = 6 ❡t α = 2✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✸ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡✱❚❡sts ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❆❈❋ ♣♦✉r s = 12 ❡t α = 2✳ ✳ ✳ ✺✶

✷✳✹ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡✱❚❡sts ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❆❈❋ ♣♦✉r s = 4 ❡t α = 1.7✳ ✳ ✺✸

✷✳✺ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡✱❚❡sts ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❆❈❋ ♣♦✉r s = 6 ❡t α = 1.7✳ ✳ ✺✹

✷✳✻ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡✱❚❡sts ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❆❈❋ ♣♦✉r s = 12 ❡t α = 1.7✳ ✳ ✺✺
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✺✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞✉ ❞é❜✐t ❞✉ ✢❡✉✈❡ à ❇❛❦❡❧✱ ❞❡ ❏❛♥✈✐❡r ✶✾✵✹ à ❙❡♣t❡♠✲
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✺✳✸ ❉é❜✐ts ♠❡♥s✉❡❧s ♠♦②❡♥s ❞✉ ✢❡✉✈❡ à ❇❛❦❡❧✱ ❞❡ ❏❛♥✈✐❡r ✶✾✵✹ à ❙❡♣t❡♠❜r❡

✷✵✵✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✹ ❉❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞✬ét✉❞❡✱ ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✺✳✺ ❚❡st ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ s✉r ❧❛ sér✐❡ ❞✬ét✉❞❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✻ ❆❈❋ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡t ♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞✬ét✉❞❡✳ ✶✵✸

✺✳✼ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s rés✐❞✉❡❧ (ξt)t=1,...,T ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✾✮ ✶✵✼

✺✳✽ ❆❈❋ ❡t P❆❈❋ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s rés✐❞✉❡❧ (ξt)t=1,...,T ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✺✳✾ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡t ❆❈❋ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s rés✐❞✉❡❧ (εt)t=1,...,T ✳ ✶✵✾

✺✳✶✵ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❘▼❙❊ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✐s✱ ♣♦✉r

❧❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

❈✳✶ ❇♦①♣❧♦t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és d ❞✉ ♠♦❞è❧❡ 1✱ ❛✈❡❝ α = 1.3 ❡t α = 2 ♣❛r

❧❡s ♠ét❤♦❞❡s GPHT ✱ GPHP ✱ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈✱ ♣♦✉r

n = 100✱ n = 500 ❡t n = 1500✱ ❜❛sé s✉r 1500 ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

❈✳✷ ❇♦①♣❧♦t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ D ❞✉ ♠♦❞è❧❡ 2✱ ❛✈❡❝ α = 1.3 ❡t α = 2 ♣❛r

❧❡s ♠ét❤♦❞❡s GPHT ✱ GPHP ✱ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈✱ ♣♦✉r

n = 100✱ n = 500 ❡t n = 1500✱ ❜❛sé s✉r 1500 ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ①✐

❈✳✸ ❇♦①♣❧♦t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ d ❞✉ ♠♦❞è❧❡ 3✱ ❛✈❡❝ α = 1.3 ❡t α = 2 ♣❛r

❧❡s ♠ét❤♦❞❡s GPHT ✱ GPHP ✱ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈✱ ♣♦✉r

n = 100✱ n = 500 ❡t n = 1500✱ ❜❛sé s✉r 1500 ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

❈✳✹ ❇♦①♣❧♦t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ D ❞✉ ♠♦❞è❧❡ 3✱ ❛✈❡❝ α = 1.3 ❡t α = 2 ♣❛r

❧❡s ♠ét❤♦❞❡s GPHT ✱ GPHP ✱ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈✱ ♣♦✉r

n = 100✱ n = 500 ❡t n = 1500✱ ❜❛sé s✉r 1500 ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✶✳✶ ▼♦②❡♥♥❡ ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s s✉r 5000 ré❛❧✐s❛t✐♦♥s✳ ✳ ✶✺

✸✳✶ Pr♦❝❡ss✉s ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ✻✸

✹✳✶ Pr♦❝❡ss✉s ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ✼✽

✹✳✷ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ▼♦❞è❧❡ ✶✱ ♣♦✉r m = 1, 2, . . . , 8✳ ✽✶

✹✳✸ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ▼♦❞è❧❡ ✷✱ ♣♦✉r m = 1, 2, . . . , 8✳ ✽✷

✹✳✹ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ▼♦❞è❧❡ ✸✱ ♣♦✉r m = 1, 2, . . . , 8✳ ✽✸

✹✳✺ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ▼♦❞è❧❡ ✹✱ ♣♦✉r m = 1, 2, . . . , 8✳ ✽✹

✹✳✻ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❊❈❋ ❡t ❲❤✐tt❧❡✲▼❈▼❈ ✭▼♦❞è❧❡ 1✮ ✽✺

✹✳✼ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❊❈❋ ❡t ❲❤✐tt❧❡✲▼❈▼❈ ✭▼♦❞è❧❡ 2✮ ✽✻

✹✳✽ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❊❈❋ ❡t ❲❤✐tt❧❡✲▼❈▼❈ ✭▼♦❞è❧❡ 3✮ ✽✻

✹✳✾ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❊❈❋ ❡t ❲❤✐tt❧❡✲▼❈▼❈ ✭▼♦❞è❧❡ 4✮ ✽✻

✹✳✶✵ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❊❈❋ ❡t ❈✲●▼▼ ✾✶

✺✳✶ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞✉ ❞é❜✐t ❞✉ ✢❡✉✈❡ à ❇❛❦❡❧✱ ❞❡ ❏❛♥✈✐❡r

✶✾✵✹ à ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✷ P❛r❛♠ètr❡ ❡st✐♠és ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇♦① ❡t ❏❡♥❦✐♥s✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✺✳✽ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡♥ ♣ré✈✐s✐♦♥ s✉r ❧❛ sér✐❡ ♠❡♥s✉❡❧❧❡ ❞✉ ❞é❜✐t ❞✉ ✢❡✉✈❡ ❙é♥é❣❛❧ à

❇❛❦❡❧✱ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞é❧❡ ❞❡ ❇♦① ❡t ❏❡♥❦✐♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✹ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s rés✐❞✉❡❧ (ξt)t=1,...,T ✳ ✳ ✶✵✼

✺✳✺ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s (εt)t=1,...,T ✳ ✶✵✾

✺✳✻ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s (εt)t=1,...,T ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✺✳✼ ❘és✉❧t❛ts ❡♥ ♣ré✈✐s✐♦♥ s✉r ❧❛ sér✐❡ ♠❡♥s✉❡❧❧❡ ❞✉ ❞é❜✐t ❞✉ ✢❡✉✈❡ ❙é♥é❣❛❧ à

❇❛❦❡❧✱ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞é❧❡ ❆❘❋■❙▼❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

❈✳✶ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ♠♦❞è❧❡ 1✱ ♣♦✉r α = 1.3✳ ✳ ✳ ✶✹✶

❈✳✷ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ♠♦❞è❧❡ 1✱ ♣♦✉r α = 2✳ ✳ ✳ ✶✹✷

❈✳✸ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✷✱ ♣♦✉r α = 1.3✳ ✳ ✳ ✶✹✹

❈✳✹ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✷✱ ♣♦✉r α = 2✳ ✳ ✳ ✶✹✹

❈✳✺ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✸✱ ♣♦✉r α = 1.3✳ ✶✹✻

❈✳✻ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✸✱ ♣♦✉r α = 2✳ ✳ ✶✹✻



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡

❯♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

L
✬ét✉❞❡ ❞❡s sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♦✉ sér✐❡s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♥❛❧②s❡

st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ▲❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡

❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st très ✈❛st❡ ❡t s✬ét❡♥❞ ❞❡ ❧✬❛str♦♥♦♠✐❡ à ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❛

❜✐♦❧♦❣✐❡ ♦✉ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ❞♦♥❝ s✉s❝✐té ✉♥ très ✈✐❢ ✐♥térêt✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ❡✉ ♣♦✉r

❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ✿ ❆❘✱ ❆❘▼❆✱ ❆❘■▼❆✱●❆❘❈❍ ✶

s✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s à ♠é♠♦✐r❡ ❝♦✉rt❡✱ ✐✳❡✳

❝❡✉① ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ♣❡rs✐st❛♥❝❡ ❞❡s ❝❤♦❝s✳ P♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✐st❛♥❝❡

à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞❡s ❝❤♦❝s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s sér✐❡s✱ ●r❛♥❣❡r ❡t ❏♦②❡✉① ❬✸✶❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❍♦s❦✐♥❣

❬✸✼❪ ♦♥t s✉❣❣éré ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘❋■▼❆ ✷✳ ■❧s s✉♣♣♦s❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉r t❤é♦r✐❡ q✉❡

❧❡s rés✐❞✉s s♦♥t ❞❡s ❜r✉✐ts ❜❧❛♥❝s ❣❛✉ss✐❡♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❣❛✉ss✐❛♥✐té

s✬❛✈èr❡ tr♦♣ r❡str✐❝t✐✈❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❞♦♠❛✐♥❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ✜♥❛♥❝❡ ♦✉ ❧❡s

té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té

❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♣❡✉t s❡ tr❛❞✉✐r❡ ♣❛r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ss✐st❡

❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ✿ ❧❡s

♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆ ❛✈❡❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ▼✐❦♦s❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪

❡t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆ s②♠étr✐q✉❡s α✲st❛❜❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉ ❬✹✺❪✳

▼❛✐s t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❧♦♥❣✉❡ ♠é♠♦✐r❡✱ s✐ ♦♥ ❞és✐r❡ ♠♦❞é❧✐s❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ✉♥

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦♥❣✉❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝②❝❧✐q✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛

♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❋■▼❆✳ P♦✉r ♣❛❧✐❡r à ❝❡ ♠❛♥q✉❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs

❛✉t❡✉rs ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❧♦♥❣✉❡ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥té❣r❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡

s❛✐s♦♥♥❛❧✐té✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ P♦rt❡r✲❍✉❞❛❦ ❬✻✸❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❘❡✐s❡♥ ❡t ❛❧✳❬✻✼❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧❡s

♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ ❣❛✉ss✐❡♥s q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡

❧♦♥❣✉❡ ❡t ❞❡ s❛✐s♦♥❛❧✐té✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝✐t❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱

❧❡s ♠♦❞è❧❡s ●❆❘▼❆ ✸ à ❦ ❢❛❝t❡✉rs ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ❲♦♦❞✇❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✼✽❪ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✲

✶✳ ❘❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❆✉t♦❘❡❣r❡ss✐✈❡✱ ❆❘ ▼♦✈✐♥❣ ❆✈❡r❛❣❡✱ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❆❘▼❆✱ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❆❘ ❈♦♥❞✐✲

t✐♦♥♥❛❧❧② ❍❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝

✷✳ ❋r❛❝t✐♦♥❛r② ❆❘■▼❆

✸✳ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ▼♦✈✐♥❣ ❆✈❡r❛❣❡
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✈♦✐r ♠♦❞é❧✐s❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✜①❡s ❡t ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡

❆❘❋■▼❆ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s 50s✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❣r♦✉♣é❡s ❡♥

tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ❝❧❛ss❡s ✿ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❍✉rst ❬✸✽❪✱ ❍✐❣✉❝❤✐ ❬✸✻❪✱ ▲♦ ❬✺✵❪✮✱

❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✭●❡✇❡❦❡ ❡t P♦rt❡r✲❍✉❞❛❦ ❬✷✾❪✱ ❘♦❜✐♥s♦♥ ✭❬✻✾❪✱ ❬✼✵❪✮✱

❘❡✐s❡♥ ❬✻✻❪✱ ▲♦❜❛t♦ ❡t ❘♦❜✐♥s♦♥ ❬✺✶❪✮ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s t❡❧❧❡s

q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭❲❤✐tt❧❡ ❬✼✼❪✱ ❙♦✇❡❧❧ ❬✼✷❪✮✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❑♦✉❛♠é ❡t ❍✐❧✐ ❬✹✼❪✮ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡

❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣✉❡r ✭❇✐tt② ❡t ❍✐❧✐ ❬✶✵❪✮✳ P♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘❋■❙▼❆ ❣❛✉ss✐❡♥s✱ ❘❡✐s❡♥ ❡t ❛❧✳

❬✻✼❪ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❡✇❡❦❡ ❡t P♦rt❡r✲❍✉❞❛❦ ❬✷✾❪ ❡t ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛❜❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s♦✉✛r❡ ❞✬✉♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡

❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘▼❆✭♣✱ q✮✲❙α❙

❡t ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲❙α❙✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st rés♦❧✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✈♦✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ▼✐❦♦s❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪ ❡t ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉ ❬✹✻❪✱

♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ❛ r❡ç✉ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❛♥s ❧❛

❧✐ttér❛t✉r❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s 1960✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✻✵s✱ ▼❛♥❞❡❧❜r♦t

❬✺✺❪ ét✉❞✐❡ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜♦✉rs✐èr❡s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ét❛✐t t♦✉t✲à✲❢❛✐t ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡

❣❛✉ss✐❡♥ ♥❡ ❝♦♥✈❡♥❛✐t ♣❛s✳ ■❧ s✬❛♣♣✉✐❡ ❛❧♦rs s✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ P❛r❡t♦ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡

✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐①✱ ❛♣♣❡❧é ✧❧♦✐ α✲st❛❜❧❡✧✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ❝♦♠♣r✐s

❡♥tr❡ ✵ ❡t ✷✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ❡t ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st

str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à ✷✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ st❛❜❧❡ ❡st ✐♥✜♥✐❡✳ ❇✐❡♥ q✉✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡

rét✐❝❡♥❝❡ ♣❡rs✐stât à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ✜♥❛♥❝❡✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❝❡s ❧♦✐s

à ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ s✬❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❡t✐t à ♣❡t✐t✳ ▼❛♥❞❡❧❜r♦t ❬✺✺❪ ❝♦♥✜r♠❡ q✉❡ s♦♥ ♠♦❞è❧❡

❞é❝r✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ré❛❧✐st❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐① ♣r❛t✐q✉és s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❜♦✉rs❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs✳

❋❛♠❛ ❬✷✹❪ ✈❛ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t s✉r ❧❡ ♣r✐① ❞✉ ♠❛r❝❤é ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ◗✉❡❧q✉❡s

❛♥♥é❡s ♣❧✉s t❛r❞✱ ❙t✉❝❦ ❡t ❑❧❡✐♥❡r ❬✼✺❪ ❛♥❛❧②s❡♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s

♠♦❞è❧❡s ❜❛sés s✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s à ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ●❛❧❧❛❣❤❡r ❬✷✼❪ ♠♦❞é❧✐s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡r✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ✉♥

♣r♦❝❡ss✉s ❆❘ st❛❜❧❡✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡

❆❘ st❛❜❧❡✳ ▲❡✇✐s ❡t ❘❛② ❬✹✾❪ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②sé ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛

s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡

♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❙t❛♥✐s❧❛✈s❦② ❡t ❛❧✳ ❬✼✸❪ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ s♦❧❛✐r❡
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❡t s✉❣❣èr❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❋■▼❆✭✷✱ ❞✱ ✵✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ t②♣❡ P❛r❡t♦✳

◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st s✉rt♦✉t ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡

❣é♥ér❛❧✐tés q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛

s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

α✲st❛❜❧❡s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ♣rêt♦♥s ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❞❡ ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s à ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ✿ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆ ❡t ❆❘❋■▼❆ ❛✈❡❝ ✈❛r✐❛♥❝❡

✐♥✜♥✐❡ ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ét❛♣❡s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❧❡s ♣❧✉s

✐♠♣♦rt❛♥ts q✉✐ ♥♦✉s s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ à ❧❛

q✉❡st✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣♦sés✱ à s❛✈♦✐r ✿ ❊①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s

❣é♥ér❛❧ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s tr♦✐s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ♠é♠♦✐r❡

❧♦♥❣✉❡✱ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ❡t s❛✐s♦♥♥❛❧✐té ❄ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡

❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ ❡t ♣ré❝✐s♦♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛

st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❡t ❧✬✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❙t♦❡✈ ❡t ❚❛qq✉ ❬✼✹❪ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆ α✲st❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s

s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ✹ ❧❡s tr♦✐s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ❢❛✐t

❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❉✐♦♥❣✉❡✱ ❉✐♦♣ ❡t ◆❞♦♥❣♦ ❬✷✶❪✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉✲

t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❝✐té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs

♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡

❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❘❡✐s❡♥ ❡t ❛❧✳❬✻✼❪✱ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✬✉♥

♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

s❛✐s♦♥♥✐❡r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❡✇❡❦❡ ❡t P♦rt❡r✲❍✉❞❛❦ ❬✷✾❪✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬ét❡♥❞r❡

❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té

s♣❡❝tr❛❧❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ✐♥✜♥✐❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ▼✐❦♦s❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪ ❡t ♣❛r ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉ ❬✹✺❪✱ ♣♦✉r

❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘▼❆ ❡t ❆❘❋■▼❆ α✲st❛❜❧❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡

✹✳ ❚♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s ét❛❜❧✐s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t s♦♥t ❡✛❡❝t✉és ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘ ❬✻✹❪✳



✹

s✉r ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

q✉❛❞r❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ q✉✐

❝♦♥s✐st❡ à é✈❛❧✉❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

♣❛r ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭♦✉ ▼❈▼❈✮✳ ❆✜♥ ❞✬❛♣♣ré❝✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❡t

❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s

s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡

♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❡✉① ❝❛s ✿ ✉♥ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥ ✭α = 2✮ ❡t

✉♥ ❝❛s st❛❜❧❡ ❛✈❡❝ α = 1.3✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈ ❡st ❛❧♦rs ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ◆❞♦♥❣♦✱ ❉✐♦♥❣✉❡✱ ❉✐♦♣ ❡t ❉♦ss♦✉✲●❜été ❬✺✾❪✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❱✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s

❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t✱ ♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐❝✐

❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭♦✉ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋✮

♣♦✉r ❡st✐♠❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ❞❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r✳ ◆♦✉s

❡✛❡❝t✉♦♥s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s✱ ♣✉✐s

❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r

▼❈▼❈✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts

❣é♥ér❛❧✐sés ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♥t✐♥✉s q✉✐ ❡st ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✈❡❝ ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❝♦✉rt❡s ♠é♠♦✐r❡s ❡t

❧♦♥❣✉❡s ♠é♠♦✐r❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❛♥s ♣❛rt✐❡ ❝♦✉rt❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈ ❡st ♣ré❢éré❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✱ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❊❈❋ ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✳

❈❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s à ❞❡s sé♠✐♥❛✐r❡s ❡t ❲♦r❦s❤♦♣ ✿

✲ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ▲▼❆✱ ✷✼ ▼❛✐ ✷✵✵✽✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P❛✉ ❡t ❞❡s ♣❛②s ❞❡ ❧✬❆❞♦✉r✱ ❋r❛♥❝❡✳

✲ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ▲❊❘❙❚❆❉✱ ✷✼ ◆♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✽✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ●❛st♦♥ ❇❡r❣❡r ❞❡ ❙❛✐♥t✲▲♦✉✐s✱

❙é♥é❣❛❧✳

✲ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ▲▼❆✱ ✶✾ ◆♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✾✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P❛✉ ❡t ❞❡s ♣❛②s ❞❡ ❧✬❆❞♦✉r✱ ❋r❛♥❝❡✳

✲ ❲♦r❦s❤♦♣ ✿ ❘✐sq✉❡s ❊①trê♠❡s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✹✲✷✺ ◆♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✾✱ ▲❊❘❙❚❆❉✱

❯♥✐✈❡rs✐té ●❛st♦♥ ❇❡r❣❡r ❞❡ ❙❛✐♥t✲▲♦✉✐s✱ ❙é♥é❣❛❧✳

✲ ❲♦r❦s❤♦♣ ✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ✷✵✲✷✻ ▼❛✐ ✷✵✶✵✱ ▲❚■✱ ❊❙P✱ ❯❈❆❉✱

❙é♥é❣❛❧✳

✲ ❲♦r❦s❤♦♣ ✿ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❙♣❛t✐❛❧❡ ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✾ ◆♦✈❡♠❜r❡✲✵✹ ❉é❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✵✱



✺

▲❊❘❙❚❆❉✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ●❛st♦♥ ❇❡r❣❡r ❞❡ ❙❛✐♥t✲▲♦✉✐s✱ ❙é♥é❣❛❧✳

✲ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ▲❊❘❙❚❆❉✱ ✾ ❋é✈r✐❡r ✷✵✶✶✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ●❛st♦♥ ❇❡r❣❡r ❞❡ ❙❛✐♥t✲▲♦✉✐s✱

❙é♥é❣❛❧✳

✲ ❆t❡❧✐❡r ❈❖❘❯❙ ❆■❘❊❙✲❙❯❉ ✿ Pr♦t❡❝t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✱ ✶✹✲✶✾ ❋é✈r✐❡r ✷✵✶✶✱

▼è❦♥❡s✱ ▼❛r♦❝✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❞❡ ré✈✐s❡r ❧❡s

❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦① ❡t ❏❡♥❦✐♥s ❬✶✶❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t

❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❞❡s

❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❞é❜✐t ❞✉ ✢❡✉✈❡ ❙é♥é❣❛❧ à ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❛❦❡❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥

❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✿ ❧❡ ♠♦❞é❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❙❆❘■▼❆ ❞❡ ❇♦① ❡t ❏❡♥❦✐♥s ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡

❆❘❋■❙▼❆ α✲st❛❜❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s très

s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❋■❙▼❆ α✲st❛❜❧❡ s❡♠❜❧❡

❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❘▼❙❊ ✭✧❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞

❊rr♦r✧✮ ❡t ▼❆P❊ ✭✧▼❡❛♥ ❆❜s♦❧✉t❡ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ❊rr♦r✧✮✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❉✐str✐❜✉t✐♦♥s à q✉❡✉❡s ❧♦✉r❞❡s ❡t

♣r♦❝❡ss✉s s②♠étr✐q✉❡s α✲st❛❜❧❡s

❘és✉♠é

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s rés✉♠♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

α✲st❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐✈❛r✐é✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s à ✈❛r✐❛♥❝❡

✐♥✜♥✐❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❡t st❛t✐st✐q✉❡s✳

❙♦♠♠❛✐r❡

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷ ▲❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✷✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✷✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✷✳✹ ■♥❢ér❡♥❝❡ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✸ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆✭♣✱ q✮✲❙α❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✸✳✷ Pr♦♣r✐étés ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✸✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✹ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲❙α❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✹✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✹✳✷ Pr♦♣r✐étés ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✹✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸



✶✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✼

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

L
❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❛r✲

❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✉♥ ✭❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✮ ❡t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ✭❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦✉ ❧❛

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✮ s♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ❢♦♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✉♥❡ ❞❡s ❧♦✐s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s

❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ s♦✐❡♥t

s✐♠♣❧❡s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❣❛✉ss✐❛♥✐té s✬❛✈èr❡ tr♦♣ r❡str✐❝t✐✈❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s

❞♦♠❛✐♥❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❢❛✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❡♥♥❡s à

✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ s♦♥t ❛❧♦rs ❛♣♣❛r✉❡s ❧❡s ❧♦✐s α✲st❛❜❧❡s ✱ ❞♦♥t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✷ s♦♥t

✐♥✜♥✐s ❞ès q✉❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ α ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à 2✳ ❈❡s ❧♦✐s s♦♥t

✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭✈♦✐r ❇❡str❛✈♦s ❡t

❛❧✳❬✾❪✮✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✭✈♦✐r ◆✐❦✐❛s ❡t ❙❤❛♦ ❬✻✵❪✮ ❡t ❧❛ ✜♥❛♥❝❡ ✭✈♦✐r ❇❛ss✐ ❡t ❛❧✳❬✽❪✮

❡t❝. . . ❊❧❧❡s ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❡♥♥❡s à q✉❡✉❡ ❧♦✉r❞❡ ✶

q✉✐ ❡♥❣❧♦❜❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t q✉✐ ♦♥t ❛tt✐ré ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥

❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❡t ❡♥ sér✐❡s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s ✭✈♦✐r ▼✐❦♦s❝❤ ❡t ❛❧✳

❬✺✼❪✱ ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉ ❬✹✺❪✱ ❇r♦❝❦✇❡❧❧ ❡t ❉❛✈✐s ❬✶✸❪✱ ❊♠❜r❡❝❤ts ❡t ❛❧✳ ❬✷✸❪✮✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡

❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❡♥s✱ ♠❛✐s

❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s

❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦✉rt❡ ❡t ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥

♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s α✲st❛❜❧❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❛♣rès ✉♥ ❜r❡❢ r❛♣✲

♣❡❧ ❤✐st♦r✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s✱ ❧❡✉rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✉♥✐✈❛r✐é❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❡t ❞✐✈❡rs❡s

♣r♦♣r✐étés s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✳ P✉✐s✱ s♦♥t ❛❜♦r❞és ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ t❡st

❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ♦✉ ✐♥✜♥✐❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t

✉♥❡ ❧♦✐ α✲st❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s

♥♦♥✲❣❛✉ss✐❡♥s à q✉❡✉❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❡♥ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐✲

s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✭❝♦✉rt❡ ❡t ❧♦♥❣✉❡✮ ✿ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆ s②♠étr✐q✉❡s

α✲st❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆ s②♠étr✐q✉❡s α✲st❛❜❧❡s✳

✶✳✷ ▲❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s α✲st❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉

t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝❡♥tr❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s X1, X2, . . . , Xn ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐✱ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡t ❞❡

✶✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ré❡❧❧❡ ❛ ✉♥❡ q✉❡✉❡ ❧♦✉r❞❡ s✐ ❡❧❧❡ ❛ ✉♥❡ q✉❡✉❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✿ ✐❧

❡①✐st❡♥t c, α t❡❧ q✉❡ P(|X| > x) ∼ cxα✱ q✉❛♥❞ x → ∞✳



✶✳✷✳ ▲❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s ✽

✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ✜♥✐❡s✱ q✉❡ ✿

Sn − nE(X)

σ
√
n

D−→ N (0, 1) , q✉❛♥❞ n→ ∞, ✭✶✳✶✮

♦ù Sn =
n∑

i=1

Xi✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t

✜♥✐❡s✱ ❡st✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ ❄ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ s✉✐t❡

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ✭✐✳✐✳❞✳✮✱ ♣❡✉t✲♦♥ tr♦✉✈❡r

❞❡s s✉✐t❡s an ∈ R ❡t bn > 0✱ ❡t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ✷ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

ré♣❛rt✐t✐♦♥ H t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

Sn − an
bn

D−→ H, q✉❛♥❞ n→ ∞. ✭✶✳✷✮

❊♥ ✶✾✷✹✱ P❛✉❧ ▲é✈② ❬✺✸❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ❧♦✐s ❡①✐st❛✐❡♥t✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ♣♦✉r ❝❡❧❛

❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐ ❞✐t❡ st❛❜❧❡✳

✶✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s q✉❛tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛✲

t♦✐r❡ st❛❜❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X ❡st ❞✐t❡ st❛❜❧❡ ✭♦✉ ❛ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛❜❧❡✮

s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s A ❡t B✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ C ❡t ✉♥ ré❡❧ D

t❡❧s q✉❡ ✿

AX1 +BX2
D
= CX +D, ✭✶✳✸✮

♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s X1 ❡t X2 s♦♥t ❞❡s ❝♦♣✐❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ X✳

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉✲

t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ ♥♦♠✐♥❛t✐♦♥

✧st❛❜❧❡✧✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♣❛r ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s

❋❡❧❧❡r ✭❬✷✺❪✱ ♣❛❣❡s 170✲171✮ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X st❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ α✱

0 < α ≤ 2✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s A, B, ❡t C ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✮ ✈ér✐✜❡♥t

Aα +Bα = Cα. ✭✶✳✹✮

▲❡ ♥♦♠❜r❡ α ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X✱ ❞✬♦ù ❧❛

♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ α✲st❛❜❧❡✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✮ ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦♣✐❡s

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ α✲st❛❜❧❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r

❝❡❧❛✳

✷✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ❞é❣é♥éré❡ s✐ t♦✉t❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❝♦♥❝❡♥tré❡ ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t✳



✶✳✷✳ ▲❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s ✾

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X ❛ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ (An)n∈N∗ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ Cn ❡t ✉♥ ré❡❧

Dn t❡❧s q✉❡ ✿

A1X1 + A2X2 + · · ·+ AnXn
D
= CnX +Dn,

♦ù X1, X2, . . . , Xn s♦♥t ❞❡s ❝♦♣✐❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ X✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✮ ❡t ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧

❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ α✱ 0 < α ≤ 2✱ t❡❧❧❡ q✉❡ Cα
n = Aα1 + · · ·+ Aαn ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N

∗✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s st❛❜❧❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡

❝❡♥tr❛❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X ❡st ❞✐t❡ st❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡

✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Y1, Y2, . . .✱

✐✳✐✳❞✳ ❡t ❞❡s s✉✐t❡s {an} ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ❡t {bn} ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s t❡❧❧❡s

q✉❡
Y1 + Y2 + · · ·+ Yn

an
+ bn

D−→ X.

▲❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉① ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✶✳✷✳✶ ❡t ✶✳✷✳✷✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✈♦✐r

❋❡❧❧❡r❬✷✺❪ ❡t ❙❛♠♦r♦❞♥✐ts❦② ❡t ❚❛qq✉❬✼✶❪✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

st❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡ s♦♠♠❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐✳✐✳❞✳✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡ rés✉❧✲

t❛t ❡st très ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❛r ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ✉♥❡ s♦♠♠❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞✬✉♥❡

s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐✳✐✳❞ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ st❛❜❧❡✳ ❈❡❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ❝❛s

❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜♥✐❡

✭❝❛s ●❛✉ss✐❡♥✮✳ ❈❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s α✲st❛❜❧❡s ❞✬✉♥❡

♠❛♥✐èr❡ ❛❜str❛✐t❡ ❡t ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❳ ❡st ❞✐t❡ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛❜❧❡ s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✉♥✐q✉❡s ✿ 0 < α ≤ 2✱ γ > 0✱ −1 ≤ β ≤ 1✱ ❡t µ

ré❡❧ t❡❧s q✉❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

ΦX (t) =





exp
{
iµt− γ |t|α

[
1− iβs✐❣♥(t) tan πα

2

]}
s✐ α 6= 1✱

exp
{
iµt− γ |t|

[
1 + iβ 2

π
s✐❣♥(t) ln |t|

]}
s✐ α = 1✱

✭✶✳✺✮

♦ù s✐❣♥(t) =





1 s✐ t > 0✱

0 s✐ t = 0✱

−1 s✐ t < 0✳



✶✳✷✳ ▲❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s ✶✵

❯♥❡ ❧♦✐ st❛❜❧❡ ♥♦té❡ Sα (γ, β, µ) ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ✉♥ ♣r❛t✐❝✐❡♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡

♣❛r❛♠ètr❡✳

✶✳ α ✿ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ 0 < α ≤ 2✳ ■❧ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s q✉❡✉❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧❡✉rs é♣❛✐ss❡✉rs✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s α✲st❛❜❧❡s

à q✉❡✉❡ ❧♦✉r❞❡ ♦✉ à q✉❡✉❡ é♣❛✐ss❡✳ ◗✉❛♥❞ α ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✷✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜✲

s❡r✈❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ❯♥❡

✈❛❧❡✉r ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ α s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❛ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡✳ ▲❡ ❝❛s α = 2 ❡t β = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ✭❧♦✐ ❞❡ ●❛✉ss✮✱

❛❧♦rs q✉❡ α = 1 ❡t β = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✳

✷✳ µ ✿ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■❧ ♠❡s✉r❡ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

▲♦rsq✉❡ 1 < α ≤ 2✱ µ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♠❛✐s ✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ♦ù 0 < α < 1✳

✸✳ γ ✿ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❙♦♥ rô❧❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧❡✳

✹✳ β ✿ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ s②♠étr✐❡✱ −1 ≤ β ≤ 1✳ ❙✐ β = 0✱ ❧❛ ❧♦✐ ❡st s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r

r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ µ✱ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡

ΦX (t) = exp {iµt− γ |t|α} , ∀ t ∈ R.

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❞✐t❡ α✲st❛❜❧❡ s②♠étr✐q✉❡ ♦✉ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t

❙α❙✳ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s α✲st❛❜❧❡s s②♠étr✐q✉❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ s♦✉s ❝❧❛ss❡ ✐♠♣♦r✲

t❛♥t❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s α✲st❛❜❧❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✳✺ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❧♦✐ α✲st❛❜❧❡ ❡st ❞✐t❡ st❛♥❞❛r❞ s✐ µ = 0 ❡t γ = 1✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ r❡st❡ à ♥♦t❡r ❛✉ss✐ q✉✬✐❧ ❡st ❛ss❡③ ❝♦✉r❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛

❞✐s♣❡rs✐♦♥ γ ♣❛r σα ❡t ❞✬❛♣♣❡❧❡r σ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳✻ ❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ❧♦✐s ❝♦♥♥✉❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✿

✶✳ ▲❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N (m, σ2) ❡st ✉♥❡ ❧♦✐ S2

(
σ2

2
, β, m

)
❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐

S2 (γ, β, µ) ❡st ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N (µ, 2γ)✳

✷✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❡st ✉♥❡ ❧♦✐ S1 (γ, 0, µ)✳

✸✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ▲é✈② ❡st ✉♥❡ ❧♦✐ S 1
2
(γ, 1, µ)✳

✹✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ P♦✐ss♦♥ P (λ) ♥✬❡st ♣❛s st❛❜❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿



✶✳✷✳ ▲❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s ✶✶

❙♦✐❡♥t X1 ❡t X2 ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ré❡❧❧❡s ✐✳✐✳❞✳ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡

♣❛r❛♠ètr❡ λ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ X1 ❡t X2 s♦♥t st❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ a > 0 ❡t b ré❡❧

t❡❧s q✉❡ ✿

X1 +X2
D
= aX1 + b.

P❛r é❣❛❧✐té ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ✿
{

2λ = aλ+ b

2λ = a2λ.
✭✶✳✻✮

❊♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t a =
√
2 ❡t b =

(
2−

√
2
)
λ✳ ❈❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡

✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❝❛r ❧❛ q✉❛♥t✐té X1 + X2 ❛ s❡s ✈❛❧❡✉rs ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s N ❛❧♦rs

q✉❡
√
2X1 +

(
2−

√
2
)
λ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s N✳

✶✳✷✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡s ❧♦✐s α✲st❛❜❧❡s s❡r♦♥t ♣rés❡♥té❡s✳

✶✳✷✳✷✳✶ ❉❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

P♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❧♦✐s ❝♦♥♥✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐té ✭♥♦r♠❛❧❡✱ ❈❛✉❝❤②✱ ❣❛♠♠❛✱. . .✮✳ P♦✉r ❧❛ ❧♦✐ α✲st❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❞❡♥s✐té✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ΦX ✱

f (x;α, γ, β, µ) =
1

2π

∫ +∞

−∞

exp (−itx) ΦX (t) dt.

◗✉❛♥❞ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ❞❡♥s✐té ❡st s②♠étr✐q✉❡ ✭β = 0✮ ❛✉t♦✉r ❞❡ ③ér♦

✭µ = 0✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❡t ♣❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t

❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

f (x;α, γ) =
1

π

∫ +∞

0

exp (−γ |t|α) cos (tx) dt. ✭✶✳✼✮

❆ ❝❡ ❥♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✶✳✼✮ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❝❛s

♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs s✉✐✈❛♥ts ✿ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ▲é✈② q✉❛♥❞ α = 1
2
✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❛✉❝❤② q✉❛♥❞

α = 1 ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ q✉❛♥❞ α = 2✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✼ ✭Pr♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té✮



✶✳✷✳ ▲❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s ✶✷

✶✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✈ér✐✜❡ ✿ f (x;α, β) = f (−x;α,−β)
✷✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ α✲st❛❜❧❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦r♥é❡✳

✸✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ α✲st❛❜❧❡ ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞✳

P♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✼✱ ✈♦✐r ❩♦❧♦t❛r❡✈ ❬✽✵❪✳

✶✳✷✳✷✳✷ ❙t❛❜✐❧✐té

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✽ P♦✉r α 6= 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡

X ∼ Sα (γ, β, µ) ⇐⇒ Y =
X − µ

γ1/α
∼ Sα (1, β, 0)

Pr❡✉✈❡ ✿

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ΦmX+p (t) = E
[
eit(mX+p)

]
= eitpΦX (mt)✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✿ ❙♦✐t m =
1

γ1/α
❡t p = − µ

γ1/α
✱ ❛❧♦rs

ΦY (t) = exp

(
− iµt

γ1/α

)
ΦX

(
t

γ1/α

)

= exp

(
− iµt

γ1/α

)
exp

{
iµt

γ1/α
− γ

∣∣∣∣
t

γ1/α

∣∣∣∣
α [

1− iβs✐❣♥(
t

γ1/α
) tan

πα

2

]}
.

❖r s✐❣♥( t
γ1/α

) = s✐❣♥(t) ❝❛r γ > 0✱ ❞♦♥❝

ΦY (t) = exp
{
− |t|α

[
1− iβs✐❣♥(t) tan

πα

2

]}
,

q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ Sα (1, β, 0)✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ✿ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡♥

♣r❡♥❛♥t m = γ1/α ❡t p = µ✳

✶✳✷✳✷✳✸ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ q✉❡✉❡s ❧♦✉r❞❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✾ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ❞✐t❡ à q✉❡✉❡ ❧♦✉r❞❡

✭♦✉ ✧❤❡❛✈②✲t❛✐❧❡❞✧✮ ❞✬✐♥❞✐❝❡ α s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ α ∈]0, 2[ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h à ✈❛r✐❛t✐♦♥

❧❡♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ lim
x→+∞

h (bx)

h (x)
= 1✱ ♣♦✉r t♦✉t b ∈ R

+ t❡❧s q✉❡ ✿

P (X ≥ x) = x−αh (x) .

▲❡s ❧♦✐s α✲st❛❜❧❡s s♦♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s à q✉❡✉❡ ❧♦✉r❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st rés✉♠é

❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿



✶✳✷✳ ▲❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s ✶✸

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✵ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧♦✐ Sα (γ, β, µ) ❛✈❡❝

0 < α < 2✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿





lim
t→+∞

tαP (X > t) = Cα
1 + β

2
γ,

lim
t→+∞

tαP (X < −t) = Cα
1− β

2
γ,

✭✶✳✽✮

♦ù Cα ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ α ❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Cα =

(∫ ∞

0

x−α sin xdx

)−1

=





1− α

Γ (2− α) cos (πα/2)
s✐ α 6= 1,

2

π
s✐ α = 1.

✭✶✳✾✮

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❙❛♠♦r♦❞♥✐ts❦② ❡t ❚❛qq✉ ✭❬✼✶❪✱

♣❛❣❡s 16✲18✮✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●❛♠♠❛✱ ♥♦té❡ Γ (.)✱ ❡st ❞é✜♥✐❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ a ♣♦s✐t✐❢ ♦✉

♥✉❧✱ ♣❛r ✿

Γ (a) =

∫ ∞

0

xa−1e−xdx.

▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❡ a ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ✿

Γ (a+ 1) = aΓ (a)✳

✶✳✷✳✷✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✶ ❙✐ X s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ Sα (γ, β, µ)✱ ❛❧♦rs

✶✳ s✐ α = 2 : ∀ p ≥ 0, E |X|p < +∞✱

✷✳ ❙✐ 0 < α < 2 ✿ 



E |X|p < +∞ ∀ 0 ≤ p < α,

E |X|p = +∞ ∀ p ≥ α✳

✭✶✳✶✵✮

Pr❡✉✈❡ ✿

❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ré❡❧❧❡ Y ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ✐♥té❣r❛❜❧❡✱

♦♥ ❛

E (Y ) =

∫ +∞

0

P (Y > v) dv.



✶✳✷✳ ▲❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s ✶✹

❊♥ ♣♦s❛♥t Y = |X|p ❡t v = up✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

E (|X|p) =

∫ +∞

0

P (|X|p > up) pup−1 du

=

∫ M

0

P (|X| > u) pup−1 du+

∫ +∞

M

P (|X| > u) pup−1 du ✭✶✳✶✶✮

❖r lim
u→0

up−1
P (|X| > u)

up−1
= lim

u→0
P (|X| > u) = 1✱

❞♦♥❝ up−1
P (|X| > u) ∼

0
up−1

❡t
∫ M

0

up−1
P (|X|p > up) du < +∞ ⇐⇒

∫ M

0

up−1 du < +∞ ⇐⇒ p > 0

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ lim
u→+∞

up−1
P (|X| > u)

up−1−α
= lim

u→+∞
uαP (|X| > u) = Cαγ✱

❞♦♥❝ up−1
P (|X| > u) ∼

+∞
up−1−α

❡t
∫ +∞

M

up−1
P (|X|p > up) du < +∞ ⇐⇒

∫ +∞

M

up−1−α du < +∞ ⇐⇒ p < α.

❉✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✶✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s E (|X|p) < +∞ ❧♦rsq✉❡




∫ M

0

up−1
P (|X| > u) du < +∞

∫ +∞

M

up−1
P (|X| > u) du < +∞,

❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ 0 < p < α✳

✶✳✷✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s

✶✳✷✳✸✳✶ ❙♦✉r❝❡s ❞❡s ❝♦❞❡s

P♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❈❤❛♠❜❡rs ❡t ❛❧✳ ❬✶✼❪✳

❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❧♦✐ Sα (1, β, 0)✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❧♦✐ Sα (γ, β, µ)✱ ✐❧ s✉✣t

❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✽✳ ❯♥ ❝♦❞❡ ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡

❋❖❘❚❘❆◆ ❛ été ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❈❤❛♠❜❡rs ❡t ❛❧✳ ❬✶✼❪ ❡t ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛♠é❧✐♦ré ❡t ♣✉❜❧✐é

❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❙❛♠♦r♦❞♥✐ts❦② ❡t ❚❛qq✉ ❬✼✶❪✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ rst❛❜ ❞❛♥s ❧❛

❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ ❙✲P❧✉s✳ P♦✉r ❣é♥ér❡r ❞❡s ❧♦✐s α✲st❛❜❧❡s s♦✉s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ rst❛❜❧❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❢❇❛s✐❝s✳



✶✳✷✳ ▲❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s ✶✺

✶✳✷✳✸✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s s✐♠✉❧é 5000 ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧♦✐s ❙α❙ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α✳ ▲❡

❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ s✉✐✈❛♥t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s 5000 ré❛❧✐s❛t✐♦♥s✳

❱❛❧❡✉rs ❞❡ α ✷ ✶✳✼ ✶✳✺ ✶✳✷ ✶ ✵✳✾

▼♦②❡♥♥❡ ✲✵✳✵✵✾✽ ✲✵✳✵✵✵✺ ✵✳✵✶✺✵ ✵✳✶✶✵✾ ✵✳✹✶✼✹ ✶✳✵✽✶✺

❱❛r✐❛♥❝❡ ✶✳✾✼✸✷ ✺✳✻✾✸✾ ✶✻✳✽✸✽ ✷✵✹✳✵✵ ✽✵✼✳✷✾ ✶✻✾✼✹

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ▼♦②❡♥♥❡ ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s s✉r 5000 ré❛❧✐s❛t✐♦♥s✳

❈❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ α ❞é❝r♦ît

✈❡rs 1✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐✈❡r❣❡ ❡t ❧♦rsq✉❡ α ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ 1✱ ❝✬❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ q✉✐

❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❡①♣❧♦s❡r✳

✶✳✷✳✹ ■♥❢ér❡♥❝❡ ❙t❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❡ttr❡ ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ t❡st❡r ❡t

❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ α✲st❛❜❧❡✳ P♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t❡st ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦✉

❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭X1, . . . , Xn✮ ❡①tr❛✐t ❞❡ ❧❛

✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ré❡❧❧❡ X ❞é✜♥✐❡ ♣❛r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✭✶✳✺✮✳

✶✳✷✳✹✳✶ ❚❡st ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r t❡st❡r s✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡st à ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ♦✉ ✐♥✜♥✐❡✳

❛✮✲ ❚❡st ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳

❈❡ ♣r❡♠✐❡r t❡st ❡st très s✐♠♣❧❡ ❡t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿

❊t❛♣❡ ✶ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ x =
1

n

n∑

i=1

xi✳

❊t❛♣❡ ✷ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ s2n =
1

n

n∑

i=1

(xi − x)2✳

❊t❛♣❡ ✸ ✿ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ (n, s2n) ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡s✳
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■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❡ Pr♦❝❡ss✉s ●é♥ér❛t❡✉r ❞❡s ❉♦♥♥é❡s ✭P●❉✮ ❛ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜♥✐❡✱ ❛❧♦rs

♣❡✉ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ s2n ❝♦♥✈❡r❣❡

✈❡rs ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✜♥✐❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s n ❞❡✈✐❡♥t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱

s✐ ❧❡ P●❉ ❡st à ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ❛❧♦rs ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❡t

♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s2n −→ +∞✱ ❧♦rsq✉❡ n −→ +∞✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧♦rsq✉❡ n ❛✉❣♠❡♥t❡

❡t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ✜♥✐❡✱ ❧❡ tr❛❝é ❞♦✐t ❝♦♥✈❡r❣❡r ❡t s✐ ♦♥ ❡st ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ❧❡ tr❛❝é ❞✐✈❡r❣❡✳

❜✮✲ ❚❡st ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡

▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡st ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ✿

lim
t→+∞

tαP (|X| > t) = Cαγ,

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ Cα ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✾✮✳ ❆❧♦rs✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✿

d P (|X| > t)

d log(t)
∼ −α, q✉❛♥❞ t→ +∞.

❆ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡✉① ét❛♣❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✿

❊t❛♣❡ ✶ ✿ ❋✐①❡r x ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡

q (x) = log

(
1

n

n∑

i=1

✶✶|Xi|> x

)
.

❊t❛♣❡ ✷ ✿ ❚r❛❝❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ (log (x) , q (x)) ❡t ✈♦✐r s✐ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❡st ✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡

❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ x✳

❝✮✲ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣r✐s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡

❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ t❡st ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡

✭❚❡st ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✶✮✳ ❈❡✉① ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ rés✉♠❡♥t ❧❡ t❡st ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ✭❚❡st

❣r❛♣❤✐q✉❡ ✷✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s❡✉❧ ❧❡ ❝❛s α é❣❛❧ à 2 ❢❛✐t ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❛

✈❛r✐❛♥❝❡✳ P♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ✐❧ ② ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ s✉r ❧❛

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✱ q✉❡ ♣❧✉s ♦♥ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞✉ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥ ✭α = 2✮✱ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡①♣❧♦s❡✳ ❈❡

rés✉❧t❛t ❝♦♥✜r♠❡ ❝❡❧✉✐ ♦❜s❡r✈é s✉r ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✳
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0 1000 2000 3000 4000 5000

1
.6

1
.8

2
.0

2
.2

2
.4

2
.6

2
.8

alpha = 2

0 1000 2000 3000 4000 5000

5
1

0
1

5
2

0

alpha = 1.7

0 1000 2000 3000 4000 5000

0
1

0
2

0
3

0
4

0
5

0
6

0

alpha = 1.5

0 1000 2000 3000 4000 5000

0
2

0
4

0
6

0
8

0
1

0
0

alpha = 1.2

0 1000 2000 3000 4000 5000

0
5

0
0

0
0

1
0

0
0

0
0

1
5

0
0

0
0

2
0

0
0

0
0

alpha = 1

0 1000 2000 3000 4000 5000

0
e

+
0

0
1

e
+

0
5

2
e

+
0

5
3

e
+

0
5

4
e

+
0

5
5

e
+

0
5

alpha = 0.9

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❚❡st ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✶ ✿ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛s à ♣❛s s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ✺✵✵✵

ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❙α❙ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❚❡st ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✷ ❝❛❧❝✉❧é s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ✺✵✵✵ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❙α❙

st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α✳
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✶✳✷✳✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❧♦✐s α✲st❛❜❧❡s

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❧♦✐s α✲st❛❜❧❡s ❡①✐❣❡♥t

❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ α✲st❛❜❧❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬❡①♣♦s❛♥t

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ α✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥tr♦✈❡rsé ❝❛r ❝✬❡st ❧✉✐ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ s✐ ❧❛ ✈❛r✐✲

❛♥❝❡ ❡st ✐♥✜♥✐❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧✬❡st✐♠❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛

♣❧✉s ❝♦rr❡❝t❡ q✉✐ s♦✐t✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ α✲st❛❜❧❡✳ ❆❧✈❛r❡③ ❡t ❖❧✐✈❛r❡s ❬✹❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s

❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ q✉❡✉❡✱ q✉❛♥t✐❧❡s✱ ♠♦♠❡♥ts✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠✲

❜❧❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡t ❝♦♠♣❛r❡♥t ❧❡✉r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡

▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳ ❆♣rès ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐❧s ❛rr✐✈❡♥t à ❧❛

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡t ✈✐t❡ss❡ ❡st s♦✐t

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❝❈✉❧❧♦❝❤ s♦✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡❀ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡

❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❝❈✉❧❧♦❝❤ ❡t ♥♦✉s

r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ▼❝❈✉❧❧♦❝❤ ❬✺✻❪ ♦✉ à ❆❧✈❛r❡③ ❡t ❖❧✐✈❛r❡s ❬✹❪✱

♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ X1, X2, . . . , Xn ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s st❛✲

❜❧❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❛✈❡❝ Xi ∼ Sα (γ, β, µ)✳ ❙♦✐t F ❧❛ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ st❛❜❧❡ X ❡t s♦✐t xp ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❞✬♦r❞r❡ p✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ F (xp) = p✱ ❡t x̂p ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ P♦✉r é✈✐t❡r ✉♥❡ ❢❛✉ss❡

❛s②♠étr✐❡ ❞❡s ♣❡t✐ts é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✿ s✐ ❧❡s xi s♦♥t ♦r❞♦♥✲

♥é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❝❡tt❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ♣♦s❛♥t x̂q(i) = xi ♦ù q(i) = 2i−1
2n

✳

P✉✐s✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r x̂p à ♣❛rt✐r ❞❡ x̂q(i) ❡t x̂q(i+1)✱ ♦ù

q(i) ≤ p ≤ q(i+ 1)✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ♦❜t❡♥✉ x̂p ❡st ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞❡ xp✳

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s q✉❛tr❡ t❛❜❧❡❛✉① s✉✐✈❛♥ts ✸✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛tr❡

♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

Pr♦❝é❞✉r❡ ❝♦♥❝rèt❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

✶✳ ❖r❞♦♥♥❡r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s x̂0.05✱ x̂0.25✱ x̂0.5✱ x̂0.75✱ x̂0.95✳

✸✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ν̂α ❡t ν̂β ✿

ν̂α =
x̂0.95 − x̂0.05
x̂0.75 − x̂0.25

ν̂β =
x̂0.95 + x̂0.05 − 2x̂0.5

x̂0.95 − x̂0.05

▼❝❈✉❧❧♦❝❤ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s να ❡t νβ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ γ ♥✐ ❞❡ µ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

✐❧s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ α ❡t ❞❡ β✳

✸✳ ▲❡s q✉❛tr❡ t❛❜❧❡❛✉① ✭❚❆❇▲❊ ■■■✱ ❚❆❇▲❊ ■❱✱ ❚❆❇▲❊ ❱✱ ❚❆❇▲❊ ❱■■✮ s♦♥t s❝❛♥♥és ❡t ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t

❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ▼❝❈✉❧❧♦❝❤ ❬✺✻❪✳
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✹✳ ❊st✐♠❡r α ❡t β ✿

α̂ = ψ1 (ν̂α, ν̂β) β̂ = ψ2 (ν̂α, ν̂β) ,

♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψ1 ❡t ψ2 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ❚❆❇▲❊

■■■ ❡t ❚❆❇▲❊ ■❱✱ ♣♦✉r ν̂α ❡t ν̂β ❞♦♥♥é❡s✳

✺✳ ❊st✐♠❡r γ

γ̂ =
x̂0.75 − x̂0.25

φ3(α̂, β̂)
,

❛✈❡❝ φ3 ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❚❆❇▲❊ ❱✳

✻✳ ❊st✐♠❡r ζ

ζ̂ = x̂0.5 + γ̂φ5(α̂, β̂),

φ5 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❚❆❇▲❊ ❱■■✳

✼✳ ❊st✐♠❡r µ

µ̂ = ζ̂ − β̂ γ̂ tan
πα̂

2
.

❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❈♦♠♠❡ x̂p ❡st ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ xp

❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψi ❡t φi s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t

❝♦♥✈❡r❣❡♥ts ❡t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ✭✈♦✐r ●❛r❝✐❛ ❡t ❛❧✳❬✷✽❪ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡

❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✮✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡✱ s❛♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡

❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ✭❚❆❇▲❊ ■■■✱ ❚❆❇▲❊ ■❱✱ ❚❆❇▲❊ ❱✱ ❚❆❇▲❊ ❱■■✮✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞❡ ▼❝❈✉❧❧♦❝❤ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❡t s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O(n log(n))✳

◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❧❧✉str❡r ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❝❈✉❧❧♦❝❤

s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n = 1000

❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ X ∼ Sα (γ, β, µ)✱ ❛✈❡❝ α = 1.5✱ β = 0✱ γ = 1 ❡t µ = 0✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s q✉❛♥t✐❧❡s ❞♦♥♥❡ ✿

x̂0.05 = −3.3564, x̂0.25 = −0.9150, x̂0.5 = −0.0341, x̂0.75 = 0.9804, x̂0.95 = 3.091.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿ ν̂α = 3.4016 ❡t ν̂β = −0.0304✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ■■■ ❡t ■❱ ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

α̂ = 1.4478 β̂ = 0.0509.

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ γ̂✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ φ3(α̂, β̂) q✉✐ s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r

✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❱✳ ❆✐♥s✐✱♦♥ ❛ φ3(α̂, β̂) = 1.9457 ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

γ̂ = 0.9741✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ φ5(α̂, β̂) = 0.0143 à ♣❛rt✐r ❞✉

t❛❜❧❡❛✉ ❱■■✳ P❛r s✉✐t❡✱ ζ̂ = −0.0201 ❡t µ̂ = 0.0383✳
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TABLE III

a = IjIl(va' va)

va

v 0.0 0.1 0.2 0.3 0.5 0.7 1.0
a

2.439 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0

2.5 1.916 1.924 1.924 1.924 1.924 1.924 1.924

2.6 1.808 1.813 1.829 1.829 1.829 1.829 1.829

2.7 1.729 1. 730 1.737 1.745 1.745 1.745 1.745

2.8 1.664 1.663 1.663 1.668 1.676 1.676 1.676

3.0 1.563 1.560 1.553 1.548 1.547 1.547 1.547

3.2 1.484 1.480 1.471 1.460 1.448 1.438 1.438

3.5 1.391 1.386 1.378 1.364 1.337 1.318 1.318

4.0 1.279 1.273 1.266 1.250 1.210 1.184 1.150

5.0 1.1i8 1.121 1.114 1.101 1.067 1.027 0.973

6.0 1.029 1.021 1.014 1.004 0.974 0.935 0.874

8.0 0.896 0.892 0.887 0.883 0.855 0.823 0.769

10.0 0.818 0.812 0.806 0.801 0.780 0.756 0.691

15.0 0.698 0.695 0.692 0.689 0.676 0.656 0.595

25.0 0.593 0.590 0.588 0.586 0.579 0.563 0.513

Note that 1jI1(v
a
,-va) = 1jI1(v

a
,'Ie)'
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--- --------

TABLE IV

e = 1j12(\lCl'\Ie)

\1
6

v 0.0 0.1 0.2 0.3 0.5 0.7 La
Cl

2.439 0.0 2.160 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

2.5 0.0 1.592 3.390 1.0 1.0 1.0 1.0

2.6 0.0 0.759 1.800 1.0 1.0 1.0 1.0

2.7 0.0 0.482 1.048 1.694 1.0 1.0 1.0

2.8 0.0 0.360 0.760 1.232 2.229 1.0 1.0

3.0 0.0 0.253 0.518 0.823 1.575 1.0 1.0

3.2 0.0 0.203 0.410 0.632 1.244 1.906 l.0

3.5 0.0 0.165 0.332 0.499 0.943 1.560 1.0

4.0 0.0 0.136 0.271 0.404 0.689 1.230 2.195
5.0 0.0 0.109 0.216 0.323 0.539 0.827 1.917

6.0 0.0 0.096 0.190 0.284 0.472 0.693 1.759

8.0 0.0 0.082 0.163 0.243 0.412 0.601 1.596

10.0 0.0 0.074 0.147 0.220 0.377 0.546 1.482

15.0 0.0 0.064 0.128 0.191 0.330 0.478 1.362
25.0 0.0 0.056 0.112 0.167 0.285 0.428 1.274

Note that ojI(\I I -\I) = -oJtZ(\I, \J). Entries in this table
greater than !.OClare r~quired in older ~o permit accurate bivari-
ate linear inter?olation as 6 approaches 1.0 from below. As a
result, sampling error in finite samples may yield an interpolated
estimate of 6 greater than 1.0. In this case, the estimate should
be truncated back to 1.0.



✶✳✷✳ ▲❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s ✷✸

TABLE V

\Ie • '3(<<' II).

II

« 0.0 0.25 0.50 0.75 1.00

2.00 1.908 1.908 1.908 1.908 1.908
1.90 1. 914 1. 915 1.916 1.918 1.921
1.80 1. 921 1.922 1.927 1.936 1.947
1.70 1. 927 1.930 1.943 1.961 1.987

1:60 1A33"\ 1. 940 1.962 1.997 2.043
1.50 1.939 1. 952 1.988 2.045 2.116

1.40 1.946 1.967 2.022 2.106 2.211
1.30 1.955 1.984 2.067 2.188 2.333
1.20 1.965 2.007 2.125 2.294 2.491
1.10 1.980 2.040 2.205 2.435 2.696
1.00 2.000 2.085 2.311 2.624 2.973

0.90 2.040 2.149 2.461 2.886 3.356

0.80 2.098 2.244 2.676 3.265 3.912

0.70 2.189 2.392 3.004 3.844 4.775

0.60 2.337 2.635 3.542 4.808 6.247

0.50 2.588 3.073 4.534 6.636 9.144

Note that oj>3(ex,-II) ~ '3(<<' II).



✶✳✷✳ ▲❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ✉♥✐✈❛r✐é❡s ✷✹

TABLE VII

\Ie. = 's(cx, S)·

S
a. 0.0 0.25 0.50 o. 75 1.00

2.00 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

1.90 0.0 -0.017 -0.032 -0.049 -0.064

1.80 0.0 -0.030 -0.061 -0.092 -0.123

1.70 0.0 -0.043 -0.088 -O.~32 -0.179

1.60 0.0 -0.056 -0.111 -0.170 -0.232

1.50 0.0 -0.066 -0.134 -0.206 -0.283

1.40 0.0 -0.075 -0.154 -0.2H -0.335

1.30 0.0 -0.084 -0.173 -0.276 -0.390

1.20 0.0 -0.090 -0.192 -0.310 -0.447

1.10 0.0 -0.095 -0.208 -0.346 -0.508

1.00 0.0 -0.098 -0.223 -0.383 -0.576

0.90 0.0 -0.099 -0.237 -0.424 -0.652

0.80 0.0 -0.096 -0.250 -0.469 -0.742

0.70 0.0 -0.089 -0.262 -0.520 -0.853

0.60 0.0 -0.078 -0.272 -0.581 -0.997

0.50 0.0 -0.061 -0.279 -0.659 -1.198

Note that 'S(a., -8) • -+S(a., S).



✶✳✸✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆✭♣✱ q✮✲❙α❙ ✷✺

✶✳✸ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆✭♣✱ q✮✲❙α❙

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆✭♣✱ q✮ s②♠étr✐q✉❡s α✲st❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐ts

♣❛r ❇r♦❝❦✇❡❧❧ ❡t ❉❛✈✐s ❬✶✸❪✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛

♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s à ♠é♠♦✐r❡ ❝♦✉rt❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❡♥s✉✐t❡

❛✉① ♣r♦♣r✐étés ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❡t st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳

✶✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s (Xt)t∈Z ❡st ❛♣♣❡❧é ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆✭♣✱ q✮✲❙α❙✱ s✬✐❧ ✈ér✐✜❡

❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Φ (B)Xt = Θ(B)Zt, ✭✶✳✶✷✮

♦ù ❧❡s (Zt)t∈Z s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡

❞✐s♣❡rs✐♦♥ γ ♣r✐s é❣❛❧ à 1 s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐tés ❡t B ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r r❡t❛r❞✱ ❝✬❡st

à ❞✐r❡ BXt = Xt−1✳ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s Φ (B) ❡t Θ(B) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s

❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s ❞✬♦r❞r❡ p ❡t ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡ ❞✬♦r❞r❡ q ❡t s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

Φ (B) = 1−
p∑

i=1

φiB
i ❡t Θ(B) = 1 +

q∑

i=1

θiB
i. ✭✶✳✶✸✮

❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ s✐ α = 2✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✶✳✶✷✮ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆✭♣✱ q✮

❣❛✉ss✐❡♥ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❇♦① ❡t ❏❡♥❦✐♥s ❬✶✶❪✳

✶✳✸✳✷ Pr♦♣r✐étés ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❡t ❧✬✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡s

♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆✭♣✱ q✮✲❙α❙✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆✭♣✱ q✮✲❙α❙ (Xt)t∈Z ❡st ❞✐t ❝❛✉s❛❧ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

s✉✐t❡ (ψj)j=0,...,+∞ t❡❧ q✉❡
∑+∞

j=0 ψj <∞ ❡t

Xt =
+∞∑

j=0

ψjZt−j ✭✶✳✶✹✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✸ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s Φ(z) ❡t Θ(z) ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡s

❝♦♠♠✉♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té {z : |z| ≤ 1}✳ ❆❧♦rs ✿

✐✮ s✐ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Φ(z) ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s



✶✳✸✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆✭♣✱ q✮✲❙α❙ ✷✻

❆❘▼❆✭♣✱ q✮✲❙α❙ (Xt)t∈Z ❡st ❝❛✉s❛❧ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❡t ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✹✮✱ ♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (ψj)j≥0 s♦♥t

❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

∀ |z| ≤ 1,
Θ(z)

Φ(z)
=

+∞∑

j=0

ψjz
j

✐✐✮ s✐ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Θ(z) ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆✭♣✱

q✮✲❙α❙ (Xt)t∈Z ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ❛❞♠❡t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐✈❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞é✜♥✐❡

♣❛r ✿

Zt =
+∞∑

j=0

πjXt−j, ✭✶✳✶✺✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts πj s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r

∀ |z| ≤ 1,
Φ(z)

Θ(z)
=

+∞∑

j=0

πjz
j.

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❇r♦❝❦✇❡❧❧ ❡t ❉❛✈✐s ✭❬✶✸❪✱ ♣❛❣❡ ✺✸✼✮✳

✶✳✸✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆✭♣✱

q✮✲❙α❙✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ▼✐❝❦♦s❝❤ ❡t ❛❧ ❬✺✼❪ ♣♦✉r ❝❡

t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭X1, . . . , Xn✮ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡ n ❡①tr❛✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆✭♣✱

q✮✲❙α❙✱ ❝❡♥tré✱ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ✭α ❡t γ✮ s♦♥t ❝♦♥♥✉s ❡t ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡

✈❡❝t♦r✐❡❧ β = (φ1, . . . , φp, θ1, . . . , θq) ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s ❡t ♠♦②❡♥♥❡

♠♦❜✐❧❡✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r ❡st ❛❧♦rs ✿

C = {β ∈ R
p+q : φp 6= 0, θq 6= 0, Θ(z) et Φ (z) ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡s

❝♦♠♠✉♥❡s, Φ (z)Θ (z) 6= 0 ♣♦✉r |z| ≤ 1}.

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ β0 ❡st ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ β ❡t s❡ tr♦✉✈❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❝♦♠✲

♣❛❝t C✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❲❤✐tt❧❡✱ ♥♦té βn✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛

✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ✿

σ2
n (β) =

∫ π

−π

Ĩn (λ)

g (λ, β)
dλ, ✭✶✳✶✻✮



✶✳✸✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆✭♣✱ q✮✲❙α❙ ✷✼

♦ù Ĩn (λ) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s (Xt)t∈Z ❡t ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Ĩn (λ) =

(
n∑

t=1

X2
t

)−1 ∣∣∣∣∣

n∑

t=1

Xte
−iλt

∣∣∣∣∣

2

, −π < λ ≤ π. ✭✶✳✶✼✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g (λ, β) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

g (λ, ψ) =

∣∣Θ
(
e−iλ

)∣∣2

|Φ (e−iλ)|2
=

∣∣∣∣∣1 +
q∑

k=1

θke
−iλk

∣∣∣∣∣

2

∣∣∣∣∣1−
p∑

k=1

φke
−iλk

∣∣∣∣∣

2 , −π < λ ≤ π. ✭✶✳✶✽✮

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ❡st ♠♦t✐✈é ♣❛r ❞❡✉① ❢❛✐ts✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st q✉❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥
∫ π
−π

g(λ,β0)
g(λ,β)

dλ ❛ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉ ❛✉ ♣♦✐♥t β = β0 ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣❛❝t C ✭✈♦✐r

❇r♦❝❦✇❡❧❧ ❡t ❉❛✈✐s❬✶✸❪✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✽✳✶✮✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❑❧ü♣♣❡❧❜❡r❣ ❡t ▼✐❦♦s❝❤❬✹✵❪✱

Ĩn (λ) ❡st ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ g(λ, β0)/Ψ2(β0)✱ ❛✈❡❝ Ψ2(β0) ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Ψ2 (β0) =
+∞∑

j=0

ψj,

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ψj s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐♦♥ ✶✳✸✳✸✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✶✳✶✻✮ ❡st s♦✉✈❡♥t r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ s♦♠♠❡✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡

✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r✱ ♥♦té βn✱ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à βn ❡t q✉✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥

♠✐♥✐♠✐s❛♥t s✉r ❧❡ ❝♦♠♣❛❝t C ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σ2
n (β) =

2π

n

n−1∑

j=0

Ĩn (λj)

g (λj, β)
, ✭✶✳✶✾✮

♦ù ❧❡s λj s♦♥t ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞é✜♥✐❡s ♣❛r λj =
2πj

n
, j = 0, . . . , n− 1✳

❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ β0 ∈ C ❡st ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r✱ ❛❧♦rs ❧❡s

❞❡✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs ♥❛t✉r❡❧s ❞❡ β0 s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

βn = argmin
β∈C

σ2
n (β) , βn = argmin

β∈C
σ2
n (β) .

◆♦✉s rés✉♠♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳✽ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛✲

t❡✉r ❞❡ ❲❤✐tt❧❡✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s✐♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡❧q✉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s

❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ (Zt)t∈Z✱ ♣♦✉r t♦✉t b > 0 ❡t an > 0 t❡❧ q✉❡ an ↑ ∞ ✿



✶✳✸✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆✭♣✱ q✮✲❙α❙ ✷✽

❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✸✳✹ ✿ E |Z1|b <∞
❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✸✳✺ ✿

n

a2δn
−→ 0, q✉❛♥❞ n −→ +∞, ❡t ♣♦✉r δ = 1 ∧ b✱

❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✸✳✻ ✿ lim
x→0

lim sup
n→+∞

P

(
a−2
n

n∑

t=1

Z2
t ≤ x

)
= 0.

❈❡s tr♦✐s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❲❤✐tt❧❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r s❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✸✳✼ ✿ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Z1 ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❧♦✐ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡❀ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✿

n−1/α

n∑

t=1

Z2
t

D−→ Y, ✭✶✳✷✵✮

♦ù Y s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳✽ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (Xt)t∈Z ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆✭♣✱ q✮ α✲st❛❜❧❡ ❝❛✉s❛❧

❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳ ❆❧♦rs ✿

✐✮ s✐ ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✧❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✸✳✹✧✲✧❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✸✳✻✧ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱ ❛❧♦rs ✿

βn
P−→ β0 ❡t σ2

n (βn)
P−→ 2π Ψ−2 (β0) , q✉❛♥❞ n→ ∞. ✭✶✳✷✶✮

✐✐✮ s✐ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✸✳✼ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❛❧♦rs ✿
( n

lnn

)1/α
(βn − β0)

D−→ 4πW−1 (β0)
∞∑

k=1

bk
Yk
Y0
, q✉❛♥❞ n→ ∞, ✭✶✳✷✷✮

♦ù Y0, Y1, Y2, . . . s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s❀ Y0 ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ α
2
✲st❛❜❧❡ ❞❡

♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ C−2/α
α/2 ❡t (Yk)k≥1 ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ s②♠étr✐q✉❡ α ✲st❛❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ C1/α
α ✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ Cα

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✾✮✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ W−1 (β0) ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ W (β0)

❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

W (β0) =

∫ π

−π

[
∂ ln g (λ, β0)

∂β

] [
∂ ln g (λ, β0)

∂β

]T
dλ,

❡t ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N, bk ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

bk =
1

2π

∫ π

−π

eikλg (λ, β0)
∂g−1 (λ, β0)

∂β
dλ.

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ▼✐❦♦s❝❤ ❡t ❛❧✳❬✺✼❪✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✸✳✾ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✳✷✶✮ ❡t ✭✶✳✷✷✮ r❡st❡♥t ❡♥❝♦r❡ ✈r❛✐❡s s✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ βn
❡t σ2

n ♣❛r βn ❡t σ2
n✳



✶✳✹✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲❙α❙ ✷✾

✶✳✹ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲❙α❙

▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮ s②♠étr✐q✉❡s α✲st❛❜❧❡s ✭0 < α ≤ 2✮ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts

❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣❛r ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉ ❬✹✺❪ ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❞❛♥s

✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❧♦♥❣✉❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠✲

♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ sér✐❡ ét✉❞✐é❡✳ ❈❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐✲

s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆ ❣❛✉ss✐❡♥s ✭❝❛s α = 2✮ ♣r♦♣♦sés ♣❛r ●r❛♥❣❡r ❡t ❏♦②❡✉① ❬✸✶❪

❡t ❍♦s❦✐♥❣ ❬✸✼❪✳

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛♣♣❡❧❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐st❡s ❡t st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲ ❙α❙✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t

❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲ ❙α❙ ❡t ❞❡✉①✐è♠❡♠❡♥t ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ♥♦tr❡

r❡❣❛r❞ s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳

✶✳✹✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶ ❙♦✐t (Zt)t∈Z ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐✳✐✳❞ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐

s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ γ = 1✱ s❛♥s ♣❡rt❡

❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s (Xt)t∈Z ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲ ❙α❙

s✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Φ (B)Xt = Θ(B) (1− B)−d Zt, ✭✶✳✷✸✮

♦ù d ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t B ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r r❡t❛r❞✳ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s Φ (B) ❡t

Θ(B) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s ❞✬♦r❞r❡ p ❡t ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡

❞✬♦r❞r❡ q ❞é✜♥✐s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

▲❡ ✜❧tr❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✸✮ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(1− B)−d Zt =
∞∑

j=0

bjZt−j, ✭✶✳✷✹✮

♦ù ❧❡s (bj)j≥0 s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ (1− z)−d ♣♦✉r |z| < 1❀

❝✬❡st à ❞✐r❡

b0 = 1 bj =
Γ (j + d)

Γ (d) Γ (j + 1)
, j ≥ 1. ✭✶✳✷✺✮

✶✳✹✳✷ Pr♦♣r✐étés ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♣r♦✲

❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲❙α❙✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡❧q✉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳



✶✳✹✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲❙α❙ ✸✵

❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹✳✷ ✿ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Φ (z) ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹✳✸ ✿ 0 < α ≤ 2 ❡t α (d− 1) < −1✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹✳✹ ✿ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Θ(z) ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹✳✺ ✿ 1 < α ≤ 2 ❡t |d| < 1− 1
α
✳

▲❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❡t à ❧✬✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱

q✮✲❙α❙ s♦♥t rés✉♠és ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✻ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✻ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s Φ(z) ❡t Θ(z) ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡s

❝♦♠♠✉♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té {z : |z| ≤ 1}✳ ❆❧♦rs ✿

✐✮ s✐ ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✧❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹✳✷✧ ❡t ✧❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹✳✸✧ s♦♥t ✈r❛✐❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡

♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲❙α❙ (Xt)t∈Z ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❝❛✉s❛❧ ❡t ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Xt =
∞∑

j=0

cjZt−j, ✭✶✳✷✻✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (cj)j≥0 s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Θ(z)

Φ (z)
(1− z)−d =

∞∑

j=0

cjz
j, ∀ |z| < 1, ✭✶✳✷✼✮

✐✐✮ s✐ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✧❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹✳✹✧ ❡t ✧❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹✳✺✧ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱

❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲❙α❙ (Xt)t∈Z ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ❛❞♠❡t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❛✉t♦ré❣r❡ss✐✈❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Zt =
∞∑

j=0

c̃jXt−j, ♣✳s, ✭✶✳✷✽✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (c̃j)j≥0 s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ✿

∞∑

j=0

c̃jz
j = (1− z)d

Φ (z)

Θ (z)
, ∀ |z| < 1. ✭✶✳✷✾✮

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉ ❬✹✺❪✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✹✳✼ ❯♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✼✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥ts (cj)j≥0 ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ré❝✉rs✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

c0 = 1 ❡t cj = bj +

min(j,q)∑

i=1

θibj−i +

min(j,p)∑

i=1

φicj−i, j ≥ 1. ✭✶✳✸✵✮



✶✳✹✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲❙α❙ ✸✶

✶✳✹✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s

❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲ ❙α❙ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉

❬✹✻❪✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

✉♥❡ s✉✐t❡ ✭X1, . . . , Xn✮ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲ ❙α❙✱ (Xt)t∈Z
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ét❛♥t ✜①é❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❝♦♥♥✉s ❡t ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉

♣❛r❛♠ètr❡ ψ = (d, φ1, . . . , φp, θ1, . . . , θq)✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥térêt✱ ♥♦té Ψ✱ ❡st

❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t

Ψ = {ψ ∈ R
p+q+1 : φp 6= 0, θq 6= 0, Θ(z) et Φ (z) ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡s

❝♦♠♠✉♥❡s, Φ (z)Θ (z) 6= 0 ♣♦✉r |z| ≤ 1, d ∈]0, 1− 1

α
[, 1 < α ≤ 2}.

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ψ0 ❡st ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ψ ❡t s❡ tr♦✉✈❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❝♦♠♣❛❝t

Ψ✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ψn ❞❡ ψ s✉r Ψ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

σ2
n (ψ) =

∫ π

−π

Ĩn (λ)

f (λ, ψ)
dλ, ✭✶✳✸✶✮

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ĩn (λ) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✼✮

❡t f (λ, ψ) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f (λ, ψ) =

∣∣∣∣∣
Θ
(
e−iλ

)

Φ (e−iλ) (1− e−iλ)d

∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣

∞∑

j=0

cje
−iλj

∣∣∣∣∣

2

, ✭✶✳✸✷✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (cj)j≥0 ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✵✮✳

❖♥ ❛❜♦r❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❲❤✐tt❧❡

ψn✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ψn✳



✶✳✹✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲❙α❙ ✸✷

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✽ ❙✐ ψ0 ❡st ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r ❡t ψn ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ψ

q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ σ2
n (ψ)✱ ❛❧♦rs

ψn
P−→ ψ0 ❡t σ2

n (ψn)
P−→ 2π

(
+∞∑

j=0

c2j

)−1

, ✭✶✳✸✸✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (cj)j≥0 s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✵✮✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ 2 ❞❡ ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉ ❬✹✻❪✳

P♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s (Zt)t∈Z✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹✳✾ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s Zt ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❧♦✐ ❙α❙ ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✵✮ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✮ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

lim
λ→+∞

λαP (|Z| > λ) = Cαγ, ✭✶✳✸✹✮

♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ Cα ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✾✮✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈✲

❛♥t ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ψn✳ ❙♦✐t W (ψ0) ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

(p+ q + 1)× (p+ q + 1) ❡t ❞✬é❧é♠❡♥ts ❣é♥ér❛t❡✉rs ✿

wij =

∫ π

−π

f (λ, ψ0)
∂2

∂ψi∂ψj
f−1 (λ, ψ0) dλ, i, j = 1, . . . , p+ q + 1,

❡t s♦✐t vk✱ k ∈ Z ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (p+ q+1) ❞♦♥t ❧❛ j✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❡st ❞♦♥♥é❡

♣❛r

(vk)j =
1

2π

∫ π

−π

eikλf (λ, ψ0)
∂

∂ψj
f−1 (λ, ψ0) dλ, j = 1, . . . , p+ q + 1.

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✶✵ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s (Zt)t∈Z ✈ér✐✜❡ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✶✳✹✳✾✱ ❛❧♦rs

( n

lnn

)1/α
(ψn − ψ0)

D−→ 4πW−1 (ψ0)
∞∑

k=1

Yk
Y0
vk, ✭✶✳✸✺✮

♦ù Y0, Y1, Y2, . . . s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s❀ Y0 ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ α
2
✲st❛❜❧❡ ❞❡

♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ C−2/α
α/2 ❡t (Yk)k≥1 ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s



✶✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✸✸

❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ s②♠étr✐q✉❡ α ✲st❛❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ C−1/α
α ✳

▲❛ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ 3 ❞❡ ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉ ✭❬✹✻❪✮✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡

2.2 ❞❡ ▼✐❦♦s❝❤ ❡t ❛❧✳❬✺✼❪ ❡t ♠♦♥tr❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r d = 0 ♣❡✉t

❜✐❡♥ êtr❡ ét❡♥❞✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s d > 0✳ ■❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ❧❡

♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s (Yk)k≥1 ❡st C−1/α
α ✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ C1/α

α ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s

❆❘▼❆ α✲st❛❜❧❡s✳

✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❧❡ r❡♠❛rq✉❡r✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❣❛✉ss✐❛♥✐té s✬❛✈èr❡ tr♦♣ r❡str✐❝t✐✈❡

❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❞♦♠❛✐♥❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ❛ss✐st❡ à ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ P♦✉r

♣❛❧✐❡r à ❝❡ ♠❛♥q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s à ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s

♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲ ❙α❙✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛

♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ▼❛✐s t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡

❧♦♥❣✉❡ ♠é♠♦✐r❡ s✐ ♦♥ ❞és✐r❡ ♠♦❞é❧✐s❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❧♦♥❣✉❡ ♠é♠♦✐r❡

❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥

♠♦❞è❧❡ ❆❘❋■▼❆ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss❡③ s♦✉♣❧❡ ♣♦✉r ✐♥té❣r❡r ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ▲❛

q✉❡st✐♦♥ q✉✬♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r ❡st ✿ ❡st✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉✐ ♣r❡♥❞

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s tr♦✐s é❧é♠❡♥ts ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✿ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡✱ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té

❡t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡❄ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡s

α✲st❛❜❧❡s

❘és✉♠é

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡✱ ❞❡ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ◆♦✉s

ét❛❜❧✐ss♦♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❡t ❞✬✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t

✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❙♦♠♠❛✐r❡

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✸ Pr♦♣r✐étés ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✹ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✺ ◗✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✺✳✶ ❈❛s ❣❛✉ss✐❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✺✳✷ ❈❛s st❛❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻



✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸✺

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

A
✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡

♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs ♦♥t s✉❣❣éré ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✳ ●r❛♥❣❡r ❡t ❏♦②❡✉①

❬✸✶❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❍♦s❦✐♥❣ ❬✸✼❪ ❞♦♥♥❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡t s✉♣♣♦s❡♥t

q✉❡ ❧❡s rés✐❞✉s s♦♥t ❞❡s ❜r✉✐ts ❜❧❛♥❝s ❣❛✉ss✐❡♥s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ✭❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❞❡

♣ré✈✐s✐♦♥s✱✳✳✳✮ s♦✐❡♥t r❛♣✐❞❡s ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♦♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st tr♦♣

r❡str✐❝t✐✈❡✱ s✉rt♦✉t ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✱

❝♦♠♠❡ ❡♥ ✜♥❛♥❝❡✱ ❡♥ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❡♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❡✳ ❆✐♥s✐ ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉ ❬✹✺❪

♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆ ❛✈❡❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s q✉✐

♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ♠é♠♦✐r❡s ❧♦♥❣✉❡s ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✳ P❛r

❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s♦♥t ❧❡s sér✐❡s

❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝②❝❧✐q✉❡✱ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♦✉ ♥♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝é❧è❜r❡ q✉✐ ❛ ✐❧❧✉stré ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s sér✐❡s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❡st

❧❛ sér✐❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❛❝❤❡s s♦❧❛✐r❡s ❞❡ ❲ö❧❢❡r✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s

❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❇r♦❝❦✇❡❧❧ ❡t ❉❛✈✐s ❬✶✷❪✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❧♦♥❣✉❡ ♠é♠♦✐r❡✱ s✐ ❧❡ st❛t✐st✐❝✐❡♥

❞és✐r❡ ♠♦❞é❧✐s❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❧♦♥❣✉❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡

❝②❝❧✐q✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣❡rs✐st❛♥t❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡

❆❘❋■▼❆ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss❡③ s♦✉♣❧❡ ♣♦✉r ✐♥té❣r❡r ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ P♦✉r

❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡ ❜✉t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s ❧♦♥❣✉❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞♦♥t

❧❡ ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥ ❡st ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs s✐♥❣✉❧❛r✐tés s✉r

❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, π]✳ P♦rt❡r✲❍✉❞❛❦ ❬✻✸❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❘❡✐s❡♥ ❡t ❛❧✳❬✻✼❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s

❆❘❋■❙▼❆ q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❡t ❞❡ s❛✐s♦♥❛❧✐té

❡t ❞♦♥t ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡ ❛✉①

❢réq✉❡♥❝❡s s❛✐s♦♥♥✐èr❡s s✐t✉é❡s ❞❛♥s [0, π]✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st très ❧✐♠✐té ❢❛❝❡ à ❞❡s

❞♦♥♥é❡s ♣és❡♥t❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡

♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉✐ ♣r❡♥♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s tr♦✐s é❧é♠❡♥ts ✿ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡✱ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té ❡t

✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s q✉❡ ❧✬♦♥

q✉❛❧✐✜❡r❛ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ♥♦✉s ❝♦♠✲

♠❡♥ç♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s

❡♥s✉✐t❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❧❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❡t ❞✬✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ♥♦✉s

♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✳

❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡
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❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ❡st ❞é❞✐é❡ ❛✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

✷✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ❙♦✐t (Zt)t∈Z ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❞❡ ♠ê♠❡

❧♦✐ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ é❣❛❧ à ❧✬✉♥✐té ❡t ❞✬✐♥❞✐❝❡

❞❡ st❛❜✐❧✐té 0 < α ≤ 2✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❝❡♥tré✱ ♥♦té (Xt)t∈Z✱ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s

❆❘❋■❙▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✭P✱ ❉✱ ◗✮s✲❙α❙ s✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Φ (B) Φs (B
s)Xt = (1− B)−d (1− Bs)−D Θ(B)Θs (B

s)Zt, ✭✷✳✶✮

♦ù ❧❡s ré❡❧s d ❡t D s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡✱ B ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r r❡t❛r❞ ❡t

s ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té ✭s = 1 ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛♥♥✉❡❧❧❡s✱ s = 12 ♣♦✉r ❞❡s

❞♦♥♥é❡s ♠❡♥s✉❡❧❧❡s✱. . .✮✳ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s Φ (B) ❡t Θ(B) s♦♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢s

❡t ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ s❛✐s♦♥♥✐èr❡ ❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✸✮✳ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡

Φs (B
s) ❡t Θs (B

s) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣rés P ❡t Q ❡♥ Bs ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡

s❛✐s♦♥♥✐èr❡ ❡t s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

Φs(B
s) = 1−

P∑

j=1

ΦjB
js, Θs(B

s) = 1 +

Q∑

j=1

ΘjB
js. ✭✷✳✷✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳✷ ❉❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✱ ❧❡ t❡r♠❡ (1− B)−d ❝♦♥trô❧❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t

❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡✱ ❧❛ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té ❡st ❝❛♣té❡ ♣❛r ❧❛ q✉❛♥t✐té (1− Bs)−D ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

✐♥✜♥✐❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s (Zt)t∈Z ❡st s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ ❛✈❡❝

α < 2✳

▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✭P✱ ❉✱ ◗✮s✲❙α❙ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦✲

❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮ ❞❡ ●r❛♥❣❡r ❡t ❏♦②❡✉① ❬✸✶❪ ❡t ♣♦ssè❞❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s ✿

✶✳ s✐ d = D = 0 ❡t P = Q = 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛✈❡❝ ✈❛r✐❛♥❝❡

✐♥✜♥✐❡ ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ét✉❞✐és ♣❛r ❋❛♠❛ ❬✷✹❪✱ ❙t✉❝❦ ❡t ❑❧❡✐♥❡r ❬✼✺❪✱ ♦✉ ❇r♦❝❦✇❡❧❧ ❡t

❉❛✈✐s ❬✶✸❪✳

✷✳ ❙✐ d ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ D = 0 ❡t P = Q = 0✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘■▼❆

st❛❜❧❡s ❞❡ ❙❛♠♦♥♦❞♥✐ts❦② ❡t ❚❛qq✉ ❬✼✶❪✳
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✸✳ ❙✐ D = 0 ❡t P = Q = 0✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✶✮ ❞❡✈✐❡♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱

q✮ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ ❞❡ ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉ ❬✹✺❪✳

✹✳ ❙✐ d ❡t D s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t α = 2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❙❆❘■▼❆ ❞❡ ❇r♦❝❦✇❡❧❧

❡t ❉❛✈✐s ❬✶✸❪✳

✺✳ ❙✐ α = 2✱ ❛❧♦rs ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ ❣❛✉ss✐❡♥s ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❘❡✐s❡♥

❡t ❛❧✳ ❬✻✼❪✳

✷✳✸ Pr♦♣r✐étés ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♣r♦✲

❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✭P✱ ❉✱ ◗✮s✲❙α❙ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s

❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r✳ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r✱ ♥♦tés (Cj(d, ν))j∈N✱

s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❣é♥érés ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(
1− 2νz + z2

)−d
=
∑

j≥0

Cj(d, ν)z
j, ✭✷✳✸✮

♦ù |z| ≤ 1 ❡t |ν| ≤ 1✳ ❘❛✐♥✈✐❧❧❡ ❬✻✺❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (Cj(d, ν))j∈N ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

❝❛❧❝✉❧és très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀ j ≥ 0, Cj(d, ν) =

[ j
2
]∑

k=0

(−1)kΓ(d+ j − k)(2ν)j−2k

Γ(d)Γ(k + 1)Γ(j − 2k + 1)
, ✭✷✳✹✮

♦ù [
j

2
] ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡

j

2
✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭✷✳✹✮ ❡st ❡①trê♠❡✲

♠❡♥t ❧♦✉r❞❡✱ ❡t ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳ ■❧ ❡st ❞✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❝✉rs✐❢ s✉✐✈❛♥t ✿




C0 (di, νi) = 1

C1 (di, νi) = 2diνi

Cj (di, νi) = 2νi

(
di−1
j

+ 1
)
Cj−1 (di, νi)−

(
2di−1

j
+ 1
)
Cj−2 (di, νi) , ∀j > 1.

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r✱ ♦♥ s❡ ré❢èr❡ à ❙③❡❣ö ❬✼✻❪✱ ❘❛✐♥✈✐❧❧❡

❬✻✺❪ ♦✉ ▼❛❣♥✉s ❡t ❛❧✳❬✺✹❪✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✶✮✱ ❛✜♥

❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧✬é❝r✐r❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ◆♦t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ωj ❧❡s

❢réq✉❡♥❝❡s s❛✐s♦♥♥✐èr❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

ωj =
2πj

s
, ♣♦✉r j = 0, 1, 2, . . . , [

s

2
].
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❆✐♥s✐ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ●✐r❛✐t✐s ❡t ▲❡✐♣✉s ❬✸✵❪ ♦✉ ❘❡✐s❡♥ ❡t ❛❧✳❬✻✼❪✱ ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✷✳✶✮ ♣❡✉t êtr❡ ré❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

(I − B)−d(I − Bs)−D =

[ s
2
]∏

j=0

[
(1− eiωjB)(1− e−iωjB)

]−dj

=

[ s
2
]∏

j=0

(1− 2 cos(ωj)B +B2)−dj , ✭✷✳✺✮

❛✈❡❝ d0 = d+D
2
, di = D, ♣♦✉r i = 1, . . . , [ s

2
] − 1, ❡t d[ s

2
] =

D
2
✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡

♣r♦❝❡ss✉s ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ s❡ ♠❡t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Φ (B) Φs (B
s)Xt = Θ(B)Θs (B

s)

[ s
2
]∏

j=0

(1− 2 cos(ωj)B +B2)−djZt. ✭✷✳✻✮

P❛r ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t

(1− B)−d(1− Bs)−D =
+∞∑

j=0

ψj(d, ν)z
j, ✭✷✳✼✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (ψj(d, ν))j≥0 s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r

ψj(d, ν) =
∑

0≤l0,··· ,l[ s2 ]≤j,

l0+···+l[ s2 ]=j

Cl0 (d0, ν0) · · ·Cl[ s2 ]

(
d[ s

2
], ν[ s

2
]

)
, ✭✷✳✽✮

❛✈❡❝ d = (d0, d1, . . . , d[ s
2
]) ❡t ν = (ν0, ν1, . . . , ν[ s

2
]) ♦ù νj = cos(ωj), ♣♦✉r j = 0, . . . , [ s

2
]✳

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (Cl(di, νi))l∈N s♦♥t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ●❡❣❡♥❜❛✉❡r ❞é✜♥✐s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s Φ(z)✱ Φs(z
s)✱ Θ(z) ❡t

Θs(z
s) ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❡t ♦♥t t♦✉t❡s ❧❡✉rs r❛❝✐♥❡s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ s✬é❝r✐t s♦✉s ✉♥❡

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (cj)j≥0

❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Θs(z
s)Θ(z)

+∞∑

j=0

ψj(d, ν)z
j = Φs(z

s)Φ(z)
+∞∑

j=0

cjz
j, ∀ |z| < 1. ✭✷✳✾✮

❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✾✮ ❡t ♣❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡

❢♦r♠✉❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (cj)j≥0 ✭✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞ét❛✐❧ ❡st ♣rés❡♥té ❡♥

❆♥♥❡①❡ ❆✮✳
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❙✉♣♣♦s♦♥s s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ P ≤ Q✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• P♦✉r j ∈ [0, s− 1] ∪ [(Q+ 1)s, +∞[

cj −
min(j,p)∑

i=1

φicj−i = ψj(d, ν) +

min(j,q)∑

i=1

θiψj−i(d, ν). ✭✷✳✶✵✮

• P♦✉r j ∈ [s, (P + 1)s− 1]

cj −
min(j,p)∑

i=1

φicj−i + H̃j − β̃j = ψj(d, ν) +

min(j,q)∑

i=1

θiψj−i(d, ν) + K̃j + α̃j. ✭✷✳✶✶✮

• P♦✉r j ∈ [(P + 1)s, (Q+ 1)s− 1]

cj −
min(j,p)∑

i=1

φicj−i = ψj(d, ν) +

min(j,q)∑

i=1

θiψj−i(d, ν) + K̃j + α̃j. ✭✷✳✶✷✮

▲❡s q✉❛♥t✐tés β̃j, α̃j, H̃j ❡t K̃j s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❊♥

r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ [s, (Q+1)s−1]✱ ✐❧ ❡①✐st❡ 1 ≤ λ ≤ Q ❡t k = 0, 1, . . . , s−1

t❡❧s q✉❡ j = λs+ k✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

❛✮ ♣♦✉r 1 ≤ λ ≤ P

β̃λs+k =
λ∑

i=1

Φisc(λ−i)s+k ✭✷✳✶✸✮

H̃λs+k = Φλs

k∑

i=1

φick−i +
λ−1∑

l=1

Φls

p∑

i=1

φic(λ−l)s−i+k ✭✷✳✶✹✮

❜✮ ♣♦✉r 1 ≤ λ ≤ Q

α̃λs+k =
λ∑

i=1

Θisψ(λ−i)s+k(d, ν) ✭✷✳✶✺✮

K̃λs+k = Θλs

k∑

i=1

θiψk−i(d, ν) +
λ−1∑

l=1

Θls

q∑

i=1

θiψ(λ−l)s−i+k(d, ν) ✭✷✳✶✻✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ❡t s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ●✐r❛✐t✉s ❡t ▲❡✐♣✉s ❬✸✵❪ ♦✉ ❲♦♦❞✇❛r❞ ❡t

❛❧✳❬✼✽❪✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ α ❞✉

♣r♦❝❡ss✉s ✭✷✳✶✮✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ d ❡t D

t❡❧❧❡s q✉❡
∑∞

j=1 |cj|
α < 1✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st s♣é❝✐✜é ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳



✷✳✸✳ Pr♦♣r✐étés ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ✹✵

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶ ❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s |d+D| < 1 − 1
α

❡t |D| < 1 − 1
α

❛✈❡❝

1 < α ≤ 2✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

✐✮ s✐ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s Φ(z) ❡t Φs(z
s) ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s

❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✳✶✮ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❝❛✉s❛❧ ❡t ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Xt =
+∞∑

j=0

cjZt−j, ✭✷✳✶✼✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (cj)j≥0 s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✵✮✱ ✭✷✳✶✶✮ ❡t ✭✷✳✶✷✮✳

✐✐✮ s✐✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s Θ(z) ❡t Θs(z
s) ♥✬❛❞♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ③ér♦s ❞❛♥s ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té✱

❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✭✷✳✶✮ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ❛ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐✈❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞é✜♥✐❡

♣❛r ✿

Zt =
+∞∑

j=0

c̃jXt−j, ♣✳s, ✭✷✳✶✽✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (c̃j)j≥0 s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r

Φ(z)Φs(z
s)

Θ(z)Θs(zs)

[ s
2
]∏

j=0

(1− 2 cos(ωj)z + z2)dj =
∞∑

j=0

c̃jz
j. ✭✷✳✶✾✮

❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (cj)j≥0 ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡ ❆✮ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧✬❡①✲

♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (c̃j)j≥0 ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

• P♦✉r j ∈ [0, s− 1] ∪ [(Q+ 1)s, +∞[

c̃j +

min(j,q)∑

i=1

θic̃j−i = πj(d, ν)−
min(j,p)∑

i=1

φiπj−i(d, ν). ✭✷✳✷✵✮

• P♦✉r j ∈ [s, (P + 1)s− 1]

c̃j +

min(j,q)∑

i=1

θic̃j−i + L̃j + ζ̃j = πj(d, ν)−
min(j,p)∑

i=1

φiπj−i(d, ν) + G̃j − γ̃j. ✭✷✳✷✶✮

• P♦✉r j ∈ [(P + 1)s, (Q+ 1)s− 1]

c̃j +

min(j,q)∑

i=1

θic̃j−i + L̃j + ζ̃j = πj(d, ν)−
min(j,p)∑

i=1

φiπj−i(d, ν). ✭✷✳✷✷✮
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▲❡s ♣♦✐❞s (πj(d, ν))j≥0 s♦♥t t❡❧s q✉❡ πj(d, ν) = ψj(−d, ν)✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

(ψj(−d, ν))j≥0 s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮✳ ▲❡s q✉❛♥t✐tés L̃j, ζ̃j, G̃j, γ̃j s♦♥t ❞é✜♥✐❡s

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ♣❛r ✿

❛✮ ♣♦✉r 1 ≤ λ ≤ P

γ̃λs+k =
λ∑

i=1

Φisπ(λ−i)s+k(d, ν) G̃λs+k = Φλs

k∑

i=1

φiπk−i+
λ−1∑

l=1

Φls

p∑

i=1

φiπ(λ−l)s−i+k(d, ν)

❜✮ ♣♦✉r 1 ≤ λ ≤ Q

ζ̃λs+k =
λ∑

i=1

Θisc̃(λ−i)s+k L̃λs+k = Θλs

k∑

i=1

θic̃k−i +
λ−1∑

l=1

Θls

q∑

i=1

θic̃(λ−l)s−i+k.

P♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷ s✉✐✈❛♥t

q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐t à ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉ ❬✹✺❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ {εn, n ∈ Z} ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐✳✐✳❞

s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❙α❙✱ ❛✈❡❝ 0 < α ≤ 2✳ ❙♦✐t (cj)j≥0 ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t∑∞
j=0 |cj|

α < ∞ ❡t s♦✐t (ψj)j≥0 ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
∑∞

j=0 |ψj| < ∞✱

s✐ α > 1 ❡t
∑∞

j=0 |ψj|
α <∞✱ s✐ α ≤ 1✳ ❙✐

Xn := C(B)εn =
∞∑

j=0

cjεn−j ✭✷✳✷✸✮

Yn := Ψ(B)εn =
∞∑

j=0

ψjεn−j ✭✷✳✷✹✮

A(B)εn :=
∞∑

j=0

ajεn−j, ✭✷✳✷✺✮

♦ù aj =
j∑

k=0

ψkcj−k, ♣♦✉r j = 0, 1, . . . , ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

lim
m→+∞

m∑

k=0

ψkXn−k =
∞∑

j=0

ajεn−j ❡t lim
s→+∞

s∑

j=0

cjYn−j =
∞∑

j=0

ajεn−j,

♦ù ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❞❛♥s Lp✱ ♣♦✉r t♦✉t 0 < p < α✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

Ψ(B) [C(B)εn] = A(B)εn = C(B) [Ψ(B)εn] , ♣✳s ✭✷✳✷✻✮
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▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉ ❬✹✺❪✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶ ✿

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✐✮ ❡st ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ❞❡ ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉

❬✹✺❪✳ ❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s |d+D| < 1 − 1
α

❡t |D| < 1 − 1
α

❛✈❡❝ 1 < α ≤ 2✱ ❧❡s sér✐❡s∑∞
j=0 cjZn−j ❡t

∑∞
j=0 ψj(d, ν)Zn−j ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✳

P♦s♦♥s Ω0 =

{
ω :

∞∑

j=0

cjZn−j(ω) ❡t
∞∑

j=0

ψj(d, ν)Zn−j(ω) ❝♦♥✈❡r❣❡♥t

}
.

P♦✉r ω0 ∈ Ω0 ✜①é✱ ♥♦t♦♥s ♣❛r ✿

Zj = Zj(ω0), Xn =
∞∑

j=0

cjZn−j(ω0) ❡t Yn =
∞∑

j=0

ψj(d, ν)Zn−j(ω0).

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠♦♥tr❡r ❛❧♦rs q✉❡

Φ(B)Φs(B
s)Xn = Θ(B)Θs(B

s)Yn

Φ(B)Φs(B
s)Xn =

(
1−

P∑

i=1

ΦiB
is

)(
1−

p∑

j=1

φjB
j

)
+∞∑

k=0

ckZn−k

=
+∞∑

k=0

ckZn−k

−
(

p∑

j=1

φjB
j

)(
+∞∑

k=0

ckZn−k

)
−
(

P∑

i=1

ΦiB
is

)(
+∞∑

k=0

ckZn−k

)

+

(
P∑

i=1

ΦiB
is

)(
p∑

j=1

φjB
j

)(
+∞∑

k=0

ckZn−k

)

❊♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❆✳✶ ✭❆♥♥❡①❡ ❆✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

Φ(B)Φs(B
s)Xn =

s−1∑

j=0


cj −

min(j,p)∑

i=1

φicj−i


Zn−j

+
P∑

λ=1

s−1∑

k=0

(
H̃λs+k − β̃λs+k

)
Zn−λs−k

+
∞∑

λ=1

s−1∑

k=0


cλs+k −

min(p,λs+k)∑

i=1

φicλs+k−i


Zn−λs−k ✭✷✳✷✼✮
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♦ù ❧❡s q✉❛♥t✐tés H̃λs+k ❡t β̃λs+k s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✹✮ ❡t ✭✷✳✶✸✮✳ ❊♥ r❡✲

❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s q✉✐ s❡ r❡ss❡♠❜❧❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ré❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✼✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Φ(B)Φs(B
s)Xn =

s−1∑

j=0


cj −

min(j,p)∑

i=1

φicj−i


Zn−j

+
P∑

λ=1

s−1∑

k=0


cλs+k −

min(p,λs+k)∑

i=1

φicλs+k−i + H̃λs+k − β̃λs+k


Zn−λs−k

+
∞∑

λ=P+1

s−1∑

k=0


cλs+k −

min(p,λs+k)∑

i=1

φicλs+k−i


Zn−λs−k ✭✷✳✷✽✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✵✮✱ ✭✷✳✶✶✮ ❡t ✭✷✳✶✷✮✱ r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✷✳✷✽✮ ♣❛r s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

Φ(B)Φs(B
s)Xn =

s−1∑

j=0


ψj(d, ν)−

min(j,q)∑

i=1

θiψj−i(d, ν)


Zn−j

+

Q∑

λ=1

s−1∑

k=0

(
K̃λs+k + α̃λs+k

)
Zn−λs−k

+
∞∑

λ=1

s−1∑

k=0


ψλs+k(d, ν)−

min(q,λs+k)∑

i=1

θiψλs+k−i(d, ν)


Zn−λs−k

α̃λs+k ❡t K̃λs+k s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✺✮ ❡t ✭✷✳✶✻✮✳

=⇒ Φ(B)Φs(B
s)Xn =

+∞∑

j=0

ψj(d, ν)Zn−j +

(
Q∑

i=1

ΘiB
is

)(
+∞∑

j=0

ψj(d, ν)Zn−j

)

+

(
q∑

i=1

θiB
i

)(
+∞∑

j=0

ψj(d, ν)Zn−j

)

+

(
Q∑

i=1

ΘiB
is

)(
q∑

k=1

θiB
i

)(
+∞∑

j=0

ψj(d, ν)Zn−j

)

=

(
1 +

Q∑

i=1

ΦiB
is

)(
1 +

q∑

k=1

θiB
i

)
+∞∑

j=0

ψj(d, ν)Zn−j

= Θ(B)Θs(B
s)Yn
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❉✬♦ù Xn =
∞∑

j=0

cjZn−j ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬✉♥✐❝✐té✱ s✉♣♣♦s♦♥s

q✉❡ X ′
n =

∞∑

j=0

c′jZn−j ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮✳ ▲✬é❣❛❧✐té

Φ(B)Φs(B
s)Xn = Φ(B)Φs(B

s)X ′
n ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

∞∑

j=0

a′jZn−j =
∞∑

j=0

ajZn−j, p.s✱ ♦ù ❧❡s

❝♦❡✣❝✐❡♥ts aj s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

aj =





cj −
min(j,p)∑

i=1

φicj−i, ♣♦✉r j ∈ J1✱

cj −
min(j,p)∑

i=1

φicj−i + H̃j − β̃j, ♣♦✉r j ∈ J2✱

❛✈❡❝ J1 = [0, s− 1] ∪ [(Q+ 1)s, +∞[∪[(P + 1)s, (Q+ 1)s− 1]✱ J2 = [s, (P + 1)s− 1]✳

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a′j s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Zt s♦♥t

✐✳✐✳❞✳✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
∑∞

j=0

∣∣aj − a′j
∣∣ = 0✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ aj = a′j ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t cj = c′j✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✐✐✮ s✉✐t ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸ ❞❡ ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t

❚❛qq✉ ❬✹✺❪✳ ❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
∑∞

j=0 |cj|
α < ∞✳ ❖r

❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s (Zt)t∈Z s♦♥t ✐✳✐✳❞ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❙α❙✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s (Xt)t∈Z
❛❞♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❙α❙✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

E

(
∞∑

j=0

|c̃jXt−j|
)

=
∞∑

j=0

|c̃j|E(|Xn−j|)

=
∞∑

j=0

|c̃j|E(|X1|),

♦r E(|X1|) <∞✱ ♣✉✐sq✉❡ 1 < α ≤ 2 ✭✈♦✐r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✶✮✳ ❉✬♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s
∑∞

j=0 |c̃j| <
∞✳ ❆✐♥s✐ ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷ ❛✈❡❝ ✿

Ψ(B) = Cd,D(B) =
Θ(B)Θs(B

s)

Φ(B)Φs(Bs)
(1− B)−d (1− Bs)−D

C(B) = C−1
d,D(B) =

Φ(B)Φs(B
s)

Θ(B)Θs(Bs)
(1− B)d (1− Bs)D .

◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❛❧♦rs ✿

Ψ(B) [C(B)Zt] = A(B)Zt = C(B) [Ψ(B)Zt] , ♣✳s,



✷✳✹✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✹✺

♦r A(B)Zt = Cd,D(B)C−1
d,D(B)Zt = Zt ❡t

Ψ(B) [C(B)Zt] = Cd,D(B)
[
C−1
d,D(B)Zt

]

= Cd,D(B)Xt

=
∞∑

j=0

c̃jXt−j.

P❛r s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Zt =
∞∑

j=0

c̃jXt−j, ♣✳s✳

✷✳✹ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ét❡♥❞ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❙t♦❡✈ ❡t ❚❛qq✉ ❬✼✹❪ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r

✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✲❙α❙✱ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✭P✱ ❉✱

◗✮s s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞

q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ❚r❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❉✐s❝rèt❡ ✭❚❋❉✮✳

▲❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❚❋❉ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡t ❞✬✉♥ ✐♥térêt ♣r❛t✐q✉❡ ❡st q✉✬✐❧ ❡①✐st❡

❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P❛r♠✐ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♦♥

♣❡✉t ❝✐t❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r r❛♣✐❞❡ ✭s✐❣❧❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ✿ ❋❋❚ ♦✉

❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠✮ q✉✐ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❧♦❣✐❝✐❡❧s st❛t✐st✐q✉❡s ✭▼❛t❧❛❜✱

❙✲♣❧✉s✱ ❘✱. . .✮✳

❙♦✐t a = (a(j), j ∈ Z) ✉♥❡ s✉✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ R t❡❧❧❡ q✉❡ a(j + R) =

a(j), ∀ j ∈ Z✳ ▲❛ ❚❋❉ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ a✱ ♥♦té❡ DR(a) = (DR(a)(k), k ∈ Z) ❡st ❞é✜♥✐❡

♣❛r ✿

â(k) = DR(a)(k) =
R−1∑

j=0

a(j)e2πijk/R, ∀ k ∈ Z.

❆✐♥s✐✱ ❧❛ s✉✐t❡ â ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ R ❡t s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥

a(j) = D−1
R (a)(j) :=

1

R

R−1∑

k=0

â(k)e−2πijk/R, ∀ j ∈ Z.

❊♥ ♣❧✉s✱ s✐ a ❡t b s♦♥t ❞❡✉① s✉✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ R✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ♣r♦❞✉✐t

❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

DR(a)(k)DR(b)(k) = DR(a ∗ b)(k), k ∈ Z,

♦ù (a ∗ b)(k) :=
R−1∑

j=0

a(k − j)b(j), k ∈ Z✳

❙✐ R ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ R = 2m, m ∈ N✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❚❋❉ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ a ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡



✷✳✹✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✹✻

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❋❚✳

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ X(t), t = 0, 1, . . . , N − 1, N ∈ N✱ ✐ss✉

❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✭P✱ ❉✱ ◗✮s✲❙α❙✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡

♠♦❜✐❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡ t❡r♠❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣r♦①✐♠❡r

❝❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ♣❛r s❛ ✈❡rs✐♦♥ tr♦♥q✉é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

X(t) ≈ XM(t) :=
M−1∑

j=0

cjZt−j, t = 0, 1, . . . , N − 1, ✭✷✳✷✾✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (cj)j≥0 s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✵✮✱ ✭✷✳✶✶✮ ❡t ✭✷✳✶✷✮✱ (Zj)j∈Z
❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡

st❛♥❞❛r❞ ❡t M ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ très r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡

♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙t♦❡✈ ❡t ❚❛qq✉ ❬✼✹❪ ♣♦✉r ♣❧✉s

❞❡ ❞ét❛✐❧s✳

P♦s♦♥s b̃(j) =

{
cj ♣♦✉r j = 0, 1, . . . ,M − 1✱

0 ♣♦✉r j =M, . . . ,M +N − 1✱

❡t s♦✐t b̃(j + k(M + N)) := b̃(j), j = 0, 1, . . . ,M + N − 1, k ∈ Z✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛

s✉✐t❡ b̃ =
(
b̃(j), j ∈ Z

)
s♦✐t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ✭M + N✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛

séq✉❡♥❝❡ Z̃ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ✭M +N✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t Z̃(j+ k(M +N)) := Z̃(j), j =

0, 1, . . . ,M +N − 1, k ∈ Z✱

♦ù Z̃(j) =

{
Zj ♣♦✉r j = 0, 1, . . . ,M − 1✱

0 ♣♦✉r j =M, . . . ,M +N − 1✱.

❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✾✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

XM(t)
D
=

M+N−1∑

j=0

b̃(j)Z̃(t− j), t = 0, 1, . . . , N − 1. ✭✷✳✸✵✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❋❚ ✭q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✮

♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✵✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡

✶✳ ❈❤♦✐s✐r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ M ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ N t❡❧s q✉❡ (M +

N) = 2m, m ∈ N✳

✷✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✵✮✱ ✭✷✳✶✶✮ ❡t ✭✷✳✶✷✮✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts b̃(j), j =

0, 1, . . . ,M + N − 1✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❋❚✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❚❋❉ b̂(k) =

D(M+N)(̃b)(k), k = 0, 1, . . . ,M +N − 1 ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ b̃✳



✷✳✺✳ ◗✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✹✼

✸✳ ●é♥ér❡r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Zj, j = 0, 1, . . . ,M+N−1✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ st❛♥❞❛r❞✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❋❚✱

❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❚❋❉ Ẑ(k) = D(M+N)(Z̃)(k), k = 0, 1, . . . ,M +N − 1 ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡

Z̃✳

✹✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❋❚✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋❉ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t (̂b Ẑ) ❡t s♦✐t

XM(t) := D−1
M+N (̂b Ẑ)(t), t = 0, 1, . . . , N − 1.

Pr❡♥❞r❡ ❧❛ s✉✐t❡ {XM(t), t = 0, 1, . . . , N − 1} ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦✲

❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✭P✱ ❉✱ ◗✮s s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✳

✷✳✺ ◗✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲

♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✭P✱ ❉✱ ◗✮s s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡

✭✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❡t s❛✐s♦♥♥❛❧✐té✮✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s

s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ p = q = P = Q = 0✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s

s✐♠✉❧♦♥s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

Xt = (1− B)−d(1− Bs)−DZt, ✭✷✳✸✶✮

❛✈❡❝ d = 0.15✱ D = 0.20✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ N = 2000 ❛✈❡❝ ✉♥

♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ M = 5000 ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té s = 4✱ s = 6

❡t s = 12✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❡✉① ❝❛s ✿ ✉♥ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥ ✭α = 2✮ ❡t ✉♥ ❝❛s st❛❜❧❡ ❛✈❡❝ α = 1.7✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s

t❡❧❧❡s q✉❡ |D| < 1− 1
α
❡t |D + d| < 1− 1

α
✱ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✳

✷✳✺✳✶ ❈❛s ❣❛✉ss✐❡♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❜r✉✐ts (Zt)t∈Z ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✸✶✮ s✉✐✈❡♥t ✉♥❡

❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ st❛♥❞❛r❞✳ ◆♦✉s tr❛ç♦♥s s✉r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✷✳✶✭✭❛✮✮✱ ✷✳✷✭✭❛✮✮ ❡t ✷✳✸✭✭❛✮✮ ❧❡s

tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s (Xt)t∈Z ♣♦✉r ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té s = 4, s = 6 ❡t s = 12✳

❉❛♥s ❝❡s tr♦✐s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ sér✐❡ s❡♠❜❧❡ êtr❡ str✐❝t❡♠❡♥t

st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❞❡✉① t❡sts ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✱

♣❛❣❡ ✶✺✮✱ ✈✐s✐❜❧❡s s✉r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✷✳✶✭✭❜✮✱ ✭❝✮✮✱ ✷✳✷✭✭❜✮✱ ✭❝✮✮ ❡t ✷✳✸✭✭❜✮✱ ✭❝✮✮✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts

♠♦♥tr❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜♥✐❡✳



✷✳✺✳ ◗✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✹✽

▲❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❜❛s❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ✉♥❡ sér✐❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❛r ❞❡s ♣r♦❝❡s✲

s✉s ❧♦♥❣✉❡ ♠é♠♦✐r❡ s♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭❆❈❋✮ ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té

s♣❡❝tr❛❧❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡st

❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭✈♦✐r ❘❡✐s❡♥ ❡t ❛❧✳❬✻✼❪✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

f(ω) =
σ2
Z

2π
[2 sin(ωs/2)]−2D [2 sin(ω/2)]−2d , −π ≤ ω ≤ π, ✭✷✳✸✷✮

♦ù σ2
Z ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ❈❡tt❡ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ♥♦♥ ❜♦r♥é❡ ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s

s❛✐s♦♥♥✐èr❡s ωj = 2πj
s
, ♣♦✉r j = 0, 1, 2, . . . , [ s

2
] ✭✈♦✐r ❘❡✐s❡♥ ❡t ❛❧✳❬✻✼❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡

❞ét❛✐❧s✮✳ ❆ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✜♥✐✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ❡st✐♠é❡ ♣❛r ❧❡ ♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ ♥♦r♠❛❧✲

✐sé ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✼✮ ❡t q✉✐ ❡st ✈✐s✉❛❧✐sé r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r s = 4, s = 6 ❡t

s = 12 s✉r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✷✳✶✭✭❞✮✮✱ ✷✳✷✭✭❞✮✮ ❡t ✷✳✸✭✭❞✮✮✳ ❈❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t ❞❡s ♣✐❝s s✉r

❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s❛✐s♦♥♥✐èr❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❡❝tr❛❧

✉♥ ♣✐❝ s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ω ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡

♣ér✐♦❞❡ 2π
ω

s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ρ̂(h) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

ρ̂(h) =

N−|h|∑

i=1

(Xi − X̄)(Xi+h − X̄)

n∑

i=1

(Xi − X̄)2
, ♦ù X̄ =

1

n

n∑

i=1

Xi ✭✷✳✸✸✮

❡t q✉✐ ❡st ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✳ ▲❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✭❡✮

❞❡s ❋✐❣✉r❡s ✷✳✶✱ ✷✳✷ ❡t ✷✳✸ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ✭✷✳✸✸✮ ♣♦✉r s =

4, s = 6 ❡t s = 12✳ ❈❡s tr♦✐s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❧❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s r❡t❛r❞s ❛✉❣♠❡♥t❡♥t✱ ❛ss✉r❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧♦♥❣

t❡r♠❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s (Xt)t∈Z✳
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✷✳✺✳✷ ❈❛s st❛❜❧❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s (Zt)t∈Z s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐

s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ α = 1.7✳ ▲❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✭❛✮✱

✭❜✮ ❡t ✭❝✮ ❞❡s ❋✐❣✉r❡s ✷✳✹✱ ✷✳✺ ❡t ✷✳✻ ♠♦♥tr❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s

♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ s✉r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s

✭❣r❛♣❤✐q✉❡s ✭❛✮✮ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❡t ❧❡s tr❛❝és ❞❡s ❞❡✉① t❡sts

❣r❛♣❤✐q✉❡s ✭❣r❛♣❤✐q✉❡s ✭❜✮ ❡t ✭❝✮✮ ❞✐✈❡r❣❡♥t✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣♦rté❡s✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❜❛s❡s ✉t✐❧✐sés ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡✮ ♥✬❡①✐s✲

t❡♥t ♣❧✉s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡s q✉❛♥t✐tés ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t

t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡t ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡

✭✈♦✐r ▼✐❝❦♦s❝❤ ❡t ❛❧✳❬✺✼❪✱ ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉✳❬✹✻❪✮✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥

❡♠♣✐r✐q✉❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛❜❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

ρ̂H(h) =

N−|h|∑

i=1

XiXi+h

N∑

i=1

X2
i

. ✭✷✳✸✹✮

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✭❡✮ ❞❡s ❋✐❣✉r❡s ✭✷✳✹✱ ✷✳✺ ❡t ✷✳✻✮✱ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ρ̂H(h) ❞é❝r♦ît ❧❡♥t❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ h → ∞❀ ♠♦♥tr❛♥t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛

♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡✳ ▲❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ✭❞✮ ❞❡s ❋✐❣✉r❡s ✭✷✳✹✱ ✷✳✺ ❡t ✷✳✻✮ ❞♦♥♥❡♥t

❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ ♥♦r♠❛❧✐sé✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s ♣✐❝s s✉r

❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡ s❛✐s♦♥♥✐èr❡✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té✳
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✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡s α✲st❛❜❧❡s✱

❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❞❡

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡✱ ❞❡ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

ét✉❞✐é ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❡t ❞✬✐♥✈❡rs✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré

s✉r q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳

■❧ r❡st❡ ❜✐❡♥ ❞❡s ❝❤♦s❡s à ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ■❧ s❡r❛✐t ❞✬❛❜♦r❞

✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s✬✐♥✈❡st✐r s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡

s✉✐✈❛♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡

α✲st❛❜❧❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥

♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡

α✲st❛❜❧❡

❘és✉♠é

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❝❡s

♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳

❙♦♠♠❛✐r❡
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✸✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✹✳✶ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✹✳✷ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❈▼❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✺✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❆❘❋■▼❆✭✵✱ ❞✱ ✵✮✲❙α❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✺✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❆❘❋■❙▼❆✭✵✱ ❉✱ ✵✮s✲❙α❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✺✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❆❘❋■❙▼❆✭✵✱ ❞✱ ✵✮✭✵✱ ❉✱ ✵✮s✲❙α❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
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✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

L
❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡s α✲st❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♦♥t été

❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ❉✐♦♥❣✉❡✱ ❉✐♦♣ ❡t ◆❞♦♥❣♦ ❬✷✶❪✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♠✲

♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡✱ ❞❡ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱

♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆✲❙α❙ ❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣❛r

❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡

♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❘❡✐s❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✻✼❪ ❡t ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣❛r

❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭❡♥ ❛❜ré❣é ▼❈▼❈✮✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♥♦✲

t❛t✐♦♥s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ▲❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉①

❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts

❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❛

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻ ♣❡r♠❡t ❞❡ t✐r❡r q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

✸✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s

❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✜♥✐❡ X1, . . . , Xn ✐s✲

s✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✭P✱ ❉✱ ◗✮s✲❙α❙✱ (Xt)t∈Z st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡

❡t ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡s✲

s✉s ❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥♥s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞♦♥❝ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡

✈❡❝t♦r✐❡❧ ψ✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ (d, D)✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é✲

♠♦✐r❡ ❝♦✉rt❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ s❛✐s♦♥♥✐èr❡ (φ1, . . . , φp, θ1, . . . , θq) ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s❛✐s♦♥♥✐èr❡

(Φ1, . . . ,ΦP ,Θ1, . . . ,ΘQ)✳ ❙♦✐t ψ0 ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ψ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❡❧❧❡ s❡

tr♦✉✈❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ Ψ✱ ♦ù Ψ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ R
p+q+P+Q+2 ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Ψ = {ψ ∈ R
p+q+P+Q+2 : φp 6= 0, θq 6= 0, ΦP 6= 0, ΘQ 6= 0, ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s

Θ(z) , Φ (z) , Φs (z
s) ❡t Θs (z

s) ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ♣♦✉r |z| ≤ 1,

|d+D| < 1− 1

α
❡t |D| < 1− 1

α
, 1 < α ≤ 2}.



✸✳✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✺✾

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s (Xt)t∈Z ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

g (λ, ψ) =

∣∣∣∣∣
Θ
(
e−iλ

)
Θs

(
e−iλs

)

Φ (e−iλ) Φs (e−iλs)

∣∣∣∣∣

2 ∣∣∣∣2 sin
(
λ

2

)∣∣∣∣
−2d ∣∣∣∣2 sin

(
λs

2

)∣∣∣∣
−2D

, ∀ (λ, ψ) ∈ [−π, π]×Ψ.

✭✸✳✶✮

✸✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛✐s♦♥♥✐❡r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤✲

♦❞❡ ❞✐t❡ ❞✉ ❧♦❣✲♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ●❡✇❡❦❡ ❡t P♦rt❡r✲❍✉❞❛❦ ❬✷✾❪ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r

❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ d ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡

❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♥♦té❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ●P❍✱ ❡st ❞✐t❡ s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r

❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s t❡♥❞❡♥t ✈❡rs

③ér♦✳ ❘❡✐s❡♥ ❡t ❛❧✳❬✻✼❪ ét❡♥❞❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●P❍ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛✐s♦♥♥✐❡r ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ❧✬✐❞é❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡

❡st ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡

❢réq✉❡♥❝❡ s❛✐s♦♥♥✐èr❡✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛❜❧❡ ♣♦✉r

❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✳

P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆✭✵✱ ❞✱ ✵✮✭✵✱ ❉✱ ✵✮s✲❙α❙ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡tt❡ ré❣r❡s✲

s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ♣♦s❛♥t p = q = P = Q = 0 ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✸✳✶✮ ❡t s♦✐t ❛❧♦rs ✿

g (λ, ψ) =

∣∣∣∣2 sin
(
λ

2

)∣∣∣∣
−2d ∣∣∣∣2 sin

(
λs

2

)∣∣∣∣
−2D

, ❛✈❡❝ ψ = (d, D). ✭✸✳✷✮

P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

λν,j =
2πν

s
+

2πj

n
, ν = 0, 1, . . . ,

[s
2

]
− 1, j = 1, 2, . . . ,m, ✭✸✳✸✮

♦ù m r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❡t q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t 1
m
+ m

n
→ 0✱

❧♦rsq✉❡ n → +∞✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s λν,j ❞♦✐✈❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, π]✱

♥♦✉s ♣♦s♦♥s ❛❧♦rs λ[ s
2
],j = π − 2πj

n
✳ ❊♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s λν,j✱ ♣♦✉r

j = 1, . . . ,m ❡t ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ ❛✉① ❧♦❣❛r✐t❤♠❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

log(Ĩn (λν,j)) = −d log
∣∣∣∣2 sin

(
λν,j
2

)∣∣∣∣
2

−D log

∣∣∣∣2 sin
(
sλν,j
2

)∣∣∣∣
2

+ log

(
Ĩn (λν,j)

g (λν,j)

)
, ✭✸✳✹✮



✸✳✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✻✵

♦ù Ĩn (λν,j) ❡st ❧❡ ♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ ♥♦r♠❛❧✐sé é✈❛❧✉é à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ λν,j✳

❉✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ d ❡t D ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❝❤♦✐① ❛♣✲

♣r♦♣r✐é ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r λj =
2πj
n
, j = 1, . . . ,m✱ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

✭✸✳✹✮✳ ❆✐♥s✐✱ GPHν , ν = 0, . . . ,
[
s
2

]
− 1 ❡st ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t 2πj

n

❢réq✉❡♥❝❡s à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡ s❛✐s♦♥♥✐èr❡ ων = 2πν
s

❡t GPH[ s2 ]
❡st ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t 2πj
n

❢réq✉❡♥❝❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ω[ s2 ]
✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r s = 4✱

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs GPH0✱ GPH1 ❡t GPH2 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s λ0,j = 2πj
n
✱ λ1,j = π

2
+ 2πj

n
❡t λ2,j = π − 2πj

n
✱ ♣♦✉r j = 1, . . . ,m✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❝❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❘❡✐s❡♥ ❡t ❛❧✳❬✻✼❪✱ q✉❡ ❧❡s

♠ét❤♦❞❡s GPHν , ν = 0, . . . ,
[
s
2

]
♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ♣❛s ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❈❡❝✐ ❡st

s✉rt♦✉t ❞û ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ✐♥s✉✣s❛♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

✭✸✳✹✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡

❞♦❝✉♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s GPHT ❡t GPHP

q✉✐ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡m ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✹✮✳

• ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ GPHT ✱ T ♣♦✉r t♦t❛❧✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ d ❡t D ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ s✉r ❧❡s

❢réq✉❡♥❝❡s λν,j = 2πν
s

+ 2πj
n
, ν = 0, 1, . . . ,

[
s
2

]
− 1, j = 1, 2, . . . ,m✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡

❜❛♥❞❡ m =
[
s
2

]
− 1✳

• ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ GPHP ✱ P ♣♦✉r ♣❛rt✐❡❧✱ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡

❋♦✉r✐❡r à ❞r♦✐t❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s❛✐s♦♥♥✐èr❡s ✭à ❣❛✉❝❤❡ ♣♦✉r ν = s
2
✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡

❜❛♥❞❡ m =
[
n
2s

]
− 1✳

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s r❡❧❛t✐❢s à ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❞❡ ❘❡✐s❡♥

❡t ❛❧✳❬✻✼❪✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✶ ❙✐ ♥♦✉s ❞és✐r♦♥s ❡st✐♠❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡

❝♦✉rt❡ ❡t ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✭✷✳✶✮ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ✐❧

s✉✣t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

g(λ) = |1− eiλ|−2d|1− eisλ|−2Dg∗(λ), ✭✸✳✺✮

♦ù g∗(λ) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ 2π ❡t ❝♦♥trô❧❡ ❧❡

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦✉rt❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ▼♦✉❧✐♥❡s ❡t ❙♦✉❧✐❡r

❬✺✽❪✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●P❍ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉

♣❛r❛♠ètr❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ψ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s (Xt)t∈Z✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r



✸✳✹✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ✻✶

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ GPHT ✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ s✉❣❣èr❡♥t ▼♦✉❧✐♥❡s ❡t

❙♦✉❧✐❡r ❬✺✽❪✳

✸✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥

♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✭P✱ ❉✱ ◗✮s✲❙α❙ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✱ ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡

é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡✳

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ❞❡ ψ0✱ ♥♦té ψ̂n✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ψ

q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

σ2
n (ψ) =

∫ π

−π

Ĩn (λ)

g (λ, ψ)
dλ, ✭✸✳✻✮

♦ù g (λ, ψ) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s (Xt)t∈Z ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✸✳✶✮ ❡t Ĩn (λ) s♦♥ ♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✳✶✼✮✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✸✳✻✮✳ ◆♦✉s

❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣♦✉r

❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ❡t ❛❜♦✉t✐t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡

❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✸✳✻✮

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣❛r ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳

✸✳✹✳✶ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡

❆✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘▼❆ α✲st❛❜❧❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ♦♥t ✉t✐❧✐sé

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❑❧ü♣♣❡❧❜❡r❣ ❡t ▼✐❦♦s❝❤ ✭❬✹✶❪✱ ❬✹✵❪✮✱ ▼✐❦♦s❝❤ ❡t ❛❧✳

❬✺✼❪✱ ❊♠❜r❡❝❤ts ❡t ❛❧✳❬✷✸❪✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡

❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

σ̂2
n (ψ) =

2π

n

n−1∑

j=0

Ĩn (λj)

g (λj, ψ)
, ✭✸✳✼✮

♦ù ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s λj s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r λj =
2πj
n
, j = 1, . . . , n− 1✳

✸✳✹✳✷ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❈▼❈

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❀ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✸✳✻✮✳



✸✳✹✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ✻✷

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❙♦✐t C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡ C =

∫ π

−π

Ĩn (λ) dλ✱ ❛❧♦rs Ĩn (λ)

❡st ✉♥❡ ❞❡♥s✐té s✉r [−π, π]✱ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣rès✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ✭✸✳✻✮ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

σ2
n (ψ) = C

∫ π

−π

f (λ)

g (λ, ψ)
dλ = C Ef

(
1

g (λ, ψ)

)
, ✭✸✳✽✮

♦ù f (λ) = 1
C
Ĩn (λ) ❡st ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r [−π, π]✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❢♦rt❡ ❞❡s

❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡st✐♠❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✮

♣❛r s❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

σ2
N (ψ) =

1

N

N∑

j=1

1

g (λj, ψ)
, ♣♦✉r N ❛ss❡③ ❣r❛♥❞. ✭✸✳✾✮

▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭λ1, . . . , λN✮ ❡st ❣é♥éré s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ f q✉✐ ❡st ❝♦♥♥✉❡ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣rès✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡

▼❛r❦♦✈ ❡r❣♦❞✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❛ ❧♦✐ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st f ✳ ❯♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡

❣é♥ér❡r ✭λ1, . . . , λN✮ s❛♥s s✐♠✉❧❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ f ❡st ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡

▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿

✶✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é λt

✷✳ ●é♥ér❡r Yt s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r U[−π,π] ❡t ♥♦t♦♥s ♣❛r yt ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡✳

✸✳ Pr❡♥❞r❡

λt+1 =





yt ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ρ (λt, yt)✱

λt ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− ρ (λt, yt)✱

♦ù ρ (λt, yt) = min

{
f (yt)

f (λt)
, 1

}
= min

{
Ĩn (yt)

Ĩn (λt)
, 1

}
✳

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s r❡❧❛t✐❢s à ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❘♦❜❡rt ❡t ❈❛s❡❧❧❛

❬✻✽❪✳ P❛r s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ψ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮ s✉r ❧❡

❝♦♠♣❛❝t Ψ✳



✸✳✺✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✻✸

✸✳✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❡t ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s

♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ P♦✉r ♠❡♥❡r ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s

❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆✭✵✱ ❞✱ ✵✮✭✵✱ ❉✱ ✵✮s✲❙α❙✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ d ❡t D✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❝♦♥s✐❞érés✱ s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ✿

P❛r❛♠ètr❡s d D

▼♦❞è❧❡ ✶ 0.20 0

▼♦❞è❧❡ ✷ 0 0.20

▼♦❞è❧❡ ✸ 0.1 0.12

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ Pr♦❝❡ss✉s ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s s✐♠✉❧és s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Xt = (1− B)−d(1− Bs)−DZt, ✭✸✳✶✵✮

♦ù ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s (Zt)t∈Z ❡st s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✳ ◆♦✉s s✐♠✉❧♦♥s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞é❝r✐t❡ à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ n = 100 ♣✉✐s n = 500 ❡t n = 1500 ❛✈❡❝ ✉♥

♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡M = 5000 ✭M > n s✉❣❣éré ♣❛r ❙t♦❡✈ ❡t ❚❛qq✉ ❬✼✹❪✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡

♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s 1500 ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❝❛s ✿ α = 1.3 ❡t α = 2

❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té ✜①é❡ à s = 4✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞♦♥♥❡♥t ❧❛

♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✭❘▼❙❊ ✿ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r✮

❡t ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❛❜s♦❧✉❡ ✭▼❆❊ ✿ ▼❡❛♥ ❆❜s♦❧✉t❡ ❊rr♦r✮ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❜❛sé❡s s✉r

1500 ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❡s ❜♦①

♣❧♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ❚♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♦♥t été ♠❡♥és ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❚❛❜❧❡❛✉① ❈✳✶✲❈✳✻ ❡t ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ❈✳✶✲❈✳✹ ❞❡ ❧✬❆♥♥❡①❡ ❈✳

❉❛♥s ❝❡s t❛❜❧❡❛✉①✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s

s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs

❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❘▼❙❊ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❡t ❝❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❝r♦❝❤❡ts s♦♥t

❧❡s ▼❆❊✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s 1500 ✈❛❧❡✉rs ❡st✐♠é❡s ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

♠ét❤♦❞❡s✳ ▲✬❛①❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♥♦♠✐♥❛❧❡✳



✸✳✺✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✻✹

✸✳✺✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❆❘❋■▼❆✭✵✱ ❞✱ ✵✮✲❙α❙

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡

❧♦♥❣✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✭✵✱❞✱✵✮ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❑♦❦♦s✇❦❛

❡t ❚❛qq✉ ❬✹✺❪✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✶✮✱ ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r

p = q = P = Q = D = 0✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❑♦❦♦s✇❦❛ ❡t

❚❛qq✉ ❬✹✻❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✮ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r

s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❡t ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦✉rt❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ●❡✇❡❦❡

❡t P♦rt❡r✲❍✉❞❛❦ ❬✷✾❪ ❡♠♣❧♦✐❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r

❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥ ✭α = 2✮✳ ❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝❡tt❡

♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛❜❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s

❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s

♠ét❤♦❞❡s GPHT ❡t GPHP q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❲❤✐tt❧❡

❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ GPHT ✉t✐❧✐s❡ t♦✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r

λj =
2πj
n
, j = 0, . . . , n − 1✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ GPHP sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s

❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ m = [nν ] ❡t ν ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t

❝❤♦✐s✐ ✿ ν = 0.5, 0.6, 0.7 ✭✈♦✐r P♦rt❡r✲❍✉❞❛❦ ❬✻✸❪ ❡t ❈r❛t♦ ❡t ❉❡ ▲✐♠❛ ❬✷✵❪✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞✲

ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ 1 ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❚❛❜❧❡❛✉① ❈✳✶ ❡t ❈✳✷✳

❈❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❡st q✉❡ ❧❡s ❘▼❙❊ ❡t ▼❆❊ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és

s♦♥t t♦✉s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s

❡st✐♠❛t❡✉rs ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ✭❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ▼❈▼❈✮ s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs

q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✭GHPT ❡t GPHP ✮✳ ▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s

❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ q✉❡

❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❘▼❙❊ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s t❛✐❧❧❡s

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭n = 100✮✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡

❝❧❛ss✐q✉❡ s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs ♣♦✉r ❞❡ ❣r❛♥❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭n = 500✱ n = 1500✮✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

GPHT ✱ ❝❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

✭✸✳✹✮✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ GPHP ✱ ❧❡ ❝❛s ν = 0.7 ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉❡

❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ν✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ♣❧✉s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮✳ ◆♦✉s

r❡♠❛rq✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ q✉❡ ❧❡s ❘▼❙❊ ❡t ▼❆❊ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥

✭α = 2✮ s♦♥t✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♣❧✉s ❧❛r❣❡s q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛❜❧❡ ✭α = 1.3✮✳

❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ♥♦té ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭✈♦✐r ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉ ❬✹✻❪✮✳ ▲❡s

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠♦♥tr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s✉r

❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❛♥❞ ♥♦✉s ❛✉❣♠❡♥t♦♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥



✸✳✺✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✻✺

✭n = 1500✮✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✬❛♠é❧✐♦r❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ❈✳✶ ❝♦♥✜r♠❡ ❧❡s

rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs

♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❡st ♣❧✉s ❧❛r❣❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs

❝❛❧❝✉❧és ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ▼❈▼❈✳ ❈❡tt❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s✬❛♠é❧✐♦r❡

❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s✬❛❝❝r♦ît ✭n = 1500✮✳

✸✳✺✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❆❘❋■❙▼❆✭✵✱ ❉✱ ✵✮s✲❙α❙

▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s d = p = P = q = Q = 0 ❡t α = 2 ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✶✮✱ ♥♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❧♦♥❣✉❡ ♠é♠♦✐r❡ s❛✐s♦♥♥✐❡r ✢❡①✐❜❧❡ ❞❡ ❍❛s❧❡r ❬✸✹❪✳ ❘❡✐s❡♥ ❡t ❛❧✳

❬✻✼❪ rés♦❧✈❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s GPHT ✱ GPHP ❡t ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭▼▲❊✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❡s

❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛❜❧❡ ✭α = 1.3✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠

❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ✈✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛❜❧❡ ✭❧❛ ❞❡♥s✐té ♥✬❛ ♣❛s ❞❡

❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✮✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡

❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ▼❈▼❈✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ 2 ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts

s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡s ❚❛❜❧❡❛✉① ❈✳✸ ❡t ❈✳✹✳

❉❛♥s ❝❡s t❛❜❧❡❛✉①✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❧❡s

♠ét❤♦❞❡s s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❘▼❙❊ ❡t ❞❡ ▼❆❊✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱

♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

GPHT ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❘❡✐s❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✻✼❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥✳ ▲❛

✜❣✉r❡ ❈✳✷ ❝♦♥✜r♠❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ❡t ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥

s✉r ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs✳

✸✳✺✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❆❘❋■❙▼❆✭✵✱ ❞✱ ✵✮✭✵✱ ❉✱ ✵✮s✲❙α❙

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ ✐♥tr♦✲

❞✉✐t ♣❛r ❉✐♦♥❣✉❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✶❪ ❡t ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❡st✐♠❡r

❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ♠♦❞è❧❡ 3 ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts

s♦♥t rés✉♠és ♣❛r ❧❡s ❚❛❜❧❡❛✉① ❈✳✺ ❡t ❈✳✻✳

◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈ ♦♥t

✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡

❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❡st✐♠é❡✱ ♣♦✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ n = 100✳ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✬❛♠é❧✐♦r❡♥t ❝❧❛✐r❡✲



✸✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✻✻

♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ✭n = 500✱ n = 1500✮✳ P♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s

❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ GPHT ✳ ❖♥

♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ d ❛ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡

D✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜s❡r✈és

❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t à tr❛✈❡rs ❧❡s ✜❣✉r❡s ❈✳✸ ❡t ❈✳✹✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ✜❣✉r❡s ♠♦♥tr❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t

q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s s♦♥t ♣❧✉s ♣❡✲

t✐ts q✉❡ ❝❡✉① ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s s✬❛♠é❧✐♦r❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡

❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s✬❛❝❝r♦ît ✭n = 500✱ n = 1500✮✳

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡

❡♠♣✐r✐q✉❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ très

❜♦♥♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❘▼❙❊ ❡t ❞❡ ▼❆❊✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s

❛❞❛♣té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s

❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡♥t✱ ❡♥

❣é♥ér❛❧✱ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡

❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rsq✉✬✐❧ ② ❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡

♠♦❞è❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ d s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ D ♣❛r ❧❡s

❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✱ ♥♦✉s ♠è♥❡

é❣❛❧❡♠❡♥t à ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❡t ❧❡s

♠ét❤♦❞❡s s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❧♦rsq✉❡ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ❣r❛♥❞❡ ✭n = 1500✮✳

❉✬❛✉tr❡s ♣✐st❡s r❡st❡♥t à ❡①♣❧♦r❡r ♣♦✉r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥✲

tér❡ss❛♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té s ✭s = 6✱ s = 12, . . .✮✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❘❡✐s❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✻✼❪ q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛✉ss✐ très ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s✬✐♥✈❡st✐r s✉r

❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❈▼❈✳ ❯♥

s✉❥❡t q✉✐ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ✢♦✉ ❛✈❡❝ ❝❡s t②♣❡s ❞✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡

♣❛rt✐❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐✈❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♠♦②❡♥♥❡✲♠♦❜✐❧❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■▼❆✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ✭✈♦✐r ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ ❆❣✐❛❦❧♦❣❧♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✸❪✮ ♦♥t ♠♦♥tré ✉♥❡ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡

❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ❧♦❣✲♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐❢✳ ❯♥❡

ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♦✉ ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣ré❝✐s❡ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s❡♠❜❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡



✸✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✻✼

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ α✲st❛❜❧❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡s

❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s

✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✱ ✐❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡s

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❊st✐♠❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡

α✲st❛❜❧❡ ✈✐❛ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡

❘és✉♠é

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥

♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s

❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡t ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s s❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳

❙♦♠♠❛✐r❡
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✹✳✸ Pr♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✹✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✹✳✹✳✶ ❈❤♦✐① ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s m ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✹✳✹✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
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✹✳✺✳✷ ❈❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❈✲●▼▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✹✳✺✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
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✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

L
❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡✱ ❡♥

sér✐❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❇r♦❝❦✇❡❧❧ ❡t ❉❛✈✐s ❬✶✷❪✱ ❇♦① ❡t ❏❡♥❦✐♥s ❬✶✶❪ ♦✉ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❬✸✷❪✮✳

❯♥❡ ❞❡s r❛✐s♦♥s ❡st q✉❡✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❛♣♣r♦♣r✐é❡s✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r

❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ✐♠♣❧é✲

♠❡♥t❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞♦✐t

❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❡st s♦✉✈❡♥t ❜♦r♥é❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r✳ ■❧

② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❡♥ é❝♦♥♦♠étr✐❡ ❡t ❡♥ ✜♥❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s✱ ✐❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛♣✲

♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❞é♣❡♥❞❛♥t❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s

✭✐✳✐✳❞✳✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s α✲st❛❜❧❡s ✿ ♠♦❞è❧❡s ❆❘▼❆ α✲

st❛❜❧❡s✱ ❆❘❋■▼❆ α✲st❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ α✲st❛❜❧❡s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❞❡♥s✐té

❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡

♥♦♥ ❜♦r♥é❡ ♠❛✐s s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡st t♦✉❥♦✉rs ❜♦r♥é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠✲

❜❧❛♥❝❡ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧❡✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

❡①♣❧✐❝✐t❡✳ P✉✐sq✉❡✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✭❈❋✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭❊❈❋✮

♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❡st✐♠❡r s✐✲

♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✱

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭❊❈❋✮✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s

é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r

▼❈▼❈ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ▲❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ♦♥ ét❛❜❧✐t ❧❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡t ❡s✲

t✐♠❛t❡✉r✳ ▲❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❞♦♥♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❛r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳ ▲❛ ❙❡❝t✐♦♥

✹✳✻ ❡st ❞é❞✐é❡ ❛✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ❛✉① ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

✹✳✷ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✱ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭❊❈❋ ✿ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❋✉♥❝t✐♦♥✮✳ ▲❛

♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ❛♣♣❛r❛ît ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t



✹✳✷✳ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✼✵

é❣❛❧❡s✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✭✈♦✐r ▲✉❦❛❝s

❬✺✷❪✱ ♣❛❣❡ 28✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐étés ❞❡

♠ét❤♦❞❡s ❊❈❋ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞é♣❡♥❞❛♥t ♥✬❡st ♣❛s✱ ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠ê♠❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐✳✐✳❞✳✱ ❝❛r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❛

♣r♦❝é❞✉r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s rés✉♠♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞é♣❡♥❞❛♥t

❡t ♣♦✉r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❋❡✉❡r✈❡r❣❡r ❬✷✻❪✱ ❑♥✐❣❤t ❡t ❙❛t❝❤❡❧❧ ❬✹✷❪✱

❑♥✐❣❤t ❡t ❨✉ ❬✹✸❪✱ ❈❛rr❛s❝♦ ❡t ❋❧♦r❡♥s ❬✶✻❪✱ ❏✐❛♥❣ ❡t ❑♥✐❣❤t ❬✸✾❪ ❡t ❨✉ ❬✼✾❪✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✜♥✐❡ X1, . . . , XT ✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆

s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✱ ❝❡♥tré✱ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✳ ◆♦✉s

s✉♣♣♦s♦♥s✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ γ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s

❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❡st ❝♦♥♥✉ ❡t é❣❛❧ à ❧✬✉♥✐té✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ (d, D)✱ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦✉rt❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡

♥♦♥ s❛✐s♦♥♥✐èr❡ ζ = (φ1, . . . , φp, θ1, . . . , θq)✱ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦✉rt❡ ❞❡ ❧❛

♣❛rt✐❡ s❛✐s♦♥♥✐èr❡ ξ = (Φ1, . . . ,ΦP ,Θ1, . . . ,ΘQ) ❡t ❞❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ α ❞✉

♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✳ ◆♦t♦♥s ❛❧♦rs ♣❛r ψ = (α, d, D, ζ, ξ)′ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

à ❡st✐♠❡r ❡t ♣❛r ψ0 s❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐

♣❛r ✿

Ψ = {ψ ∈ R
p+q+P+Q+3 : φp 6= 0, θq 6= 0, ΦP 6= 0, ΘQ 6= 0, ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s

Θ(z) , Φ (z) , Φs (z
s) ❡t Θs (z

s) ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❝♦♠♠✉♥❡s

❞❛♥s ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té, |d+D| < 1− 1

α
❡t |D| < 1− 1

α
, 1 < α ≤ 2}.

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ψ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭X1, . . . , XT ✮✱ ♣❛r

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞é♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❧♦❝s

❛❞❥❛❝❡♥ts à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭X1, . . . , XT ✮✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Yj = (Xj, . . . , Xj+m)
′

, ♣♦✉r j = 1, . . . , T −m.

❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ❝♦♥t✐❡♥t m + 1 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ ❞❡

❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

c (r, ψ) = E (exp (ir′Yj)) , ♦ù r = (r1, . . . , rm+1)
′ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥.

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

cn (r) =
1

n

n∑

j=1

exp (ir′Yj) , ♦ù n = T −m.
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P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❢♦✉r♥✐t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡

❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡

cn(r)✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ψ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋✱ ♥♦té ψ̂n✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ψ q✉✐

♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

In(ψ) =

∫
. . .

∫
|cn(r)− c(r;ψ)|2 g(r) dr, ✭✹✳✶✮

♦ù g(r) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❖✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠✐♥✐♠✐s❡r
∫
. . .

∫
|cn(r)− c(r;ψ)|2 dG(r), ✭✹✳✷✮

♦✉ rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∫
. . .

∫
(cn(r)− c(r;ψ))W (r, ψ) dr = 0, ✭✹✳✸✮

♦ù G(r) ❡tW (r, ψ) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐❞s✳ ❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✱ ❝❡s

tr♦✐s ♣r♦❝é❞✉r❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❊❈❋✱ ✐❧ ❢❛✉t s✬❛ss✉r❡r ❞✬❛❜♦r❞✱ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s m ❡t ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s à ✉t✐❧✐s❡r✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱

q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶ ❙♦✐t (Xt)t∈Z ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ ❞❡ Xt−m, Xt−m+1, . . . , Xt ❡st ❞♦♥♥é❡

♣❛r ✿

c (r1, r2, . . . , rm+1;ψ) = exp

{
−

∞∑

j=0

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α

−
m+1∑

l=2

∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rh+lch

∣∣∣∣∣

α}
,

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (cj)j≥0 s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✵✮✱ ✭✷✳✶✶✮ ❡t ✭✷✳✶✷✮✳

Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

c (r1, . . . , rm+1;ψ) = E (exp (ir′Yj))

= E [exp {ir1Xt−m + ir2Xt−m+1 + · · ·+ irm+1Xt}] .

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✱ ♥♦✉s

♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ✿

c (r;ψ) = E

[
exp

{
ir1

∞∑

j=0

cjZt−m−j + ir2

∞∑

j=0

cjZt−m+1−j + . . .+ irm+1

∞∑

j=0

cjZt−j

}]
.
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❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t✱ ♣✉✐s ❡♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❡♥ Zt−m−j✱ ♣♦✉r j ❛❧❧❛♥t ❞❡ 0 à ∞✱ ♥♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s ✿

c (r;ψ) = E

[
exp

{
i

∞∑

j=0

(
m∑

l=0

rl+1cj+l)Zt−m−j + i
m−1∑

h=0

rh+2chZt−m+1 + · · ·+ irm+1c0Zt

}]

= E

[
exp

{
i

∞∑

j=0

(
m∑

l=0

rl+1cj+l)Zt−m−j + i

m+1∑

l=2

(
m+1−l∑

h=0

rh+lch)Zt−m−1+l

}]

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s Zt✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ✿

c (r;ψ) = E

[
exp

{
i

∞∑

j=0

(
m∑

l=0

rl+1cj+l)Zt−m−j

}]

× E

[
exp

{
i

m+1∑

l=2

(
m+1−l∑

h=0

rh+lch)Zt−m−1+l

}]

P♦s♦♥s ✿

A = E

[
exp

{
i

∞∑

j=0

(
m∑

l=0

rl+1cj+l)Zt−m−j

}]

B = E

[
exp

{
i
m+1∑

l=2

(
m+1−l∑

h=0

rh+lch)Zt−m−1+l

}]
.

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

B = E

[
m+1∏

l=2

exp

{
i(
m+1−l∑

h=0

rh+lch)Zt−m−1+l

}]

=
m+1∏

l=2

E

[
exp

{
i(
m+1−l∑

h=0

rh+lch)Zt−m−1+l

}]
, ♣❛r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s Zt

=
m+1∏

l=2

ΦZ

(
m+1−l∑

h=0

rh+lch

)
, ❝❛r ❧❡s Zt ♦♥t ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ Z

=
m+1∏

l=2

exp

{
−
∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rh+lch

∣∣∣∣∣

α}
, ❝❛r Z ∼ ❙α❙ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ é❣❛❧ à 1

= exp

{
−

m+1∑

l=2

∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rh+lch

∣∣∣∣∣

α}
.

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ A✱ ♣♦s♦♥s Y =
∞∑

j=0

(
m∑

l=0

rl+1cj+l)Zt−m−j ❡t r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡

A = ΦY (1)✱ ♦ù ΦY ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ Y ✳
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◆♦✉s ❛✈♦♥s
∞∑

j=0

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α

<∞✳ ❊♥ ❡✛❡t

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α

≤
(

m∑

l=0

|rl+1cj+l|
)α

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α

≤
(

m∑

l=0

|cj+l|α
)(

m∑

l=0

|rl+1|
α

α−1

)α−1

≤ Kα(r)Wj,

♦ù Kα(r) =

(
m∑

l=0

|rl+1|
α

α−1

)α−1

❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ r ❡t ❞❡ α✳

Wj =
m∑

l=0

|cj+l|α ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ❝❛r

∞∑

j=0

Wj =
∞∑

j=0

(
m∑

l=0

|cj+l|α
)

=
m∑

l=0

(
∞∑

j=0

|cj+l|α
)
<∞,

♣✉✐sq✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♦♥ ❛
∞∑

j=0

|cj|α < 1✳ ❈❡ q✉✐

❡♥tr❛î♥❡ q✉❡✱
∞∑

j=0

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α

<∞✳

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s (Zt)t s♦♥t ✐✳✐✳❞ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ ❡t ❞❡ ♣❧✉s
∞∑

j=0

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α

< ∞✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Y ❡st ❛✉ss✐ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ ❡t

♦♥ ❛

Y
D
=

(
∞∑

j=0

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α)1/α

Z1.
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✭❱♦✐r ❈❧✐♥❡❬✶✽❪ ♦✉ ❈❧✐♥❡ ❡t ❇r♦❝❦✇❡❧❧ ❬✶✾❪✱ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

ΦY (u) = E

[
exp

{
iu

∞∑

j=0

(
m∑

l=0

rl+1cj+l)Zt−m−j

}]

= E


exp



iu

(
∞∑

j=0

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α)1/α

Z1








= ΦZ1


u

(
∞∑

j=0

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α)1/α



= exp

{
− |u|α

∞∑

j=0

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α}

❉✬♦ù A = ΦY (1) = exp

{
−

∞∑

j=0

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α}
.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

c (r;ψ) = A× B

= exp

{
−

∞∑

j=0

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α}
× exp

{
−

m+1∑

l=2

∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rh+lch

∣∣∣∣∣

α}

= exp

{
−

∞∑

j=0

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α

−
m+1∑

l=2

∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rh+lch

∣∣∣∣∣

α}
.

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s✱ s✐ ♥♦✉s ♥♦✉s ré❢ér♦♥s à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡

❑♥✐❣❤t ❡t ❨✉ ❬✹✸❪ ♦✉ ❨✉ ❬✼✾❪✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ♦♣t✐♠❛❧❡

W ∗(r, ψ) q✉✐ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

W ∗ (r, ψ) =

∫
. . .

∫
exp (ir′Yj)

∂ log f (Xj+m|Xj, . . . , Xj+m−1)

∂ψ
dXj . . . dXj+m, ✭✹✳✹✮

♦ù f (Xj+m|Xj, . . . , Xj+m−1) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❝♦r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❋❡✉❡r✈❡r❣❡r ❬✷✻❪ ♠♦♥✲

tr❡ q✉❡✱ ♣♦✉r m ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧✬❡s✲

t✐♠❛t❡✉r ❜❛sé s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮ ❡t W ∗(r, ψ) ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r

❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❑♥✐❣❤t ❡t ❨✉ ❬✹✸❪ ♦♥t ❞♦♥♥é ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ W ∗(r, ψ)✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘▼❆ ❣❛✉ss✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❝♦r❡
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❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡✳ ■❧s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré✱ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❜❛sé

s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s W ∗(r, ψ) ❛ ❞❡ très ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❡♥

❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛✲

❜❧❡✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❝♦r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s

✐❝✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✿ g(r) = exp(−r′r)
q✉✐ ❡st très ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st q✉❡✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✹✳✶✮ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦✉ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧

❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❡✣❝❛❝✲

✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ m✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛

q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❜❧♦❝s s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ m✳ ■❧

② ❛✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ♣❡t✐t❡ ❡t ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ m✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s

✭✷✳✶✮ ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s✱ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡

m ♠❛r❝❤❡r❛✐t ♠✐❡✉① q✉✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ m✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❝❛r

❧❡s ❜❧♦❝s r❡t✐❡♥♥❡♥t t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱

❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ t❤é♦r✐q✉❡ q✉✐ ❣✉✐❞❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ m✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣r♦✲

♣♦s♦♥s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r m ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡

❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s♦✐t ψ̂(m) ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❊❈❋✱ ♣♦✉r m ❞♦♥♥é✳ ❆❧♦rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ m✱ ♥♦té❡ mopt✱ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡

mopt = argmin
m

1

R

R∑

j=1

(
ψ̂j

(m) − ψ0

)2
, ✭✹✳✺✮

♦ù R ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ψ0 ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ψ ❡t ψ̂j
(m)

❡st

❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ j✳
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▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐✳✐✳❞✳✱ ♦♥t

été ét❛❜❧✐❡s ♣❛r ❍❡❛t❤❝♦t❡ ❬✸✺❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞é♣❡♥❞❛♥t✱ ❑♥✐❣❤t ❡t ❨✉ ❬✹✸❪ ♦♥t ♠♦♥tré✱

s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✱ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡

❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r✳ ◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥s✐st❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ à ét❛❜❧✐r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡s✲

s❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ 2.1 ❞❡ ❑♥✐❣❤t ❡t ❨✉ ❬✹✸❪✳ ▲❡s

❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✿



✹✳✸✳ Pr♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ✼✻

❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✶ ✿ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ψ0 s❡ tr♦✉✈❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ Ψ✱ ♦ù Ψ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t

❞❡ R
p+q+P+Q+3✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✷ ✿ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (cj)j≥0 ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡ ✐♥✜♥✐❡

✭✷✳✶✼✮ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✮
∞∑

j=0

|cj|2(α−1) <∞, ∀ 1 < α ≤ 2✳

✷✮
∞∑

j=0

∣∣∣∣
∂ cj
∂δ

∣∣∣∣
2

<∞ ❡t
∞∑

j=0

∣∣∣∣
∂2 cj
∂δ∂δ′

∣∣∣∣
2

<∞, ❛✈❡❝ δ = (d,D, ζ, ξ).

✸✮
∞∑

j=0

(
∂

∂δ
log

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

)4

<∞✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✸ ✿
∫
. . .

∫
|rj|6 g(r) dr <∞, ∀ j = 1, . . . ,m+ 1.

❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✹ ✿ ❙♦✐t I0(ψ) =
∫
. . .

∫
|c(r;ψ0)− c(r;ψ)|2 g(r) dr ❡t I0(ψ) = 0 s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ψ = ψ0✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✺ ✿ ❙♦✐t ℑj ❧❛ σ✲❛❧❣è❜r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ {Kj,ℑj} ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

❛❞❛♣té❡✱ ♦ù Kj = K(Yj; ψ) ❛✈❡❝ K(x; ψ) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

K(x; ψ) =

∫
. . .

∫
(cos(r′x)− c(r;ψ))

∂

∂ψ
c(r;ψ)g(r) dr.

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ℑj ❡st ❧❛ σ✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡ ♣❛ssé ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s Kj✳

❙♦✐t νj = E [K0|K−j, K−j−1, . . .] − E [K0|K−j−1, K−j−2, . . .]✱ ♣♦✉r t♦✉t j ≥ 0✳ ❙✉♣✲

♣♦s♦♥s q✉❡ E [K0|ℑ−l] ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✈❡rs 0✱ ❧♦rsq✉❡ l t❡♥❞ ✈❡rs ∞ ❡t∑∞
j=0 E

[
ν

′

jνj
]
< 0✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✻ ✿ g(r) ❡st ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r Rm+1.

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✸✳✼

✶✮ ▲✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✷ ❡t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✸ s♦♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r

❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❆✷✮✱ ✭❆✸✮✱ ✭❆✺✮ ❡t ✭❆✻✮ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ 2.1 ❞❡ ❑♥✐❣❤t ❡t ❨✉ ❬✹✸❪✳

▲✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✷ ♥✬❡♥tr❛✈❡ ♣❛s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s 2(α− 1) ≤ α ❡t |cj| < 1✳ ❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ✿

2(α− 1) log |cj| ≥ α log |cj| =⇒ |cj|2(α−1) ≥ |cj|α

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
∞∑

j=0

|cj|2(α−1) <∞ =⇒
∞∑

j=0

|cj|α <∞✳



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✼✼

✷✮ ▲❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✧❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✶✧✱ ✧❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✹✧✱ ✧❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✺✧

❡t ✧❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✻✧ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❆✶✮✱ ✭❆✹✮✱

✭❆✼✮ ❡t ✭❆✽✮ ❞❡ ❑♥✐❣❤t ❡t ❨✉ ❬✹✸❪✳ ▲✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✶ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✹ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ✐❞❡♥✲

t✐✜❛❜❧❡s✳ ▲✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✺ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s

str✐❝t❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❡r❣♦❞✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡ à

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✧❆ss✉♠♣t✐♦♥ 3.5✧ ❞❡ ❍❛♥s❡♥ ❬✸✸❪ q✉✐ ❛ ét❛❜❧✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦✲

t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sés✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❜❛sé s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡

s♦♥t rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✽ ❙♦✐t ψ̂n = argmin
ψ∈Ψ

In(ψ)✳ ❙✐ ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✧❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✶✧ ✲

✧❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✹✧ ❡t ✧❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✻✧ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱ ❛❧♦rs ψ̂n
p.s−→ ψ0✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s✱

❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✺ ❡st ✈r❛✐❡✱ ❛❧♦rs

√
n
(
ψ̂n − ψ0

)
D−→ N

(
0, B−1(ψ0)A(ψ0)B

−1(ψ0)
)
,

♦ù A(ψ0) = V ar (K(Y1; ψ0)) + 2
∞∑

j=2

cov (K(Y1; ψ0), K(Yj; ψ0))

❡t B−1(ψ0) ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B(ψ0) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

B(ψ0) =

∫
. . .

∫
∂

∂ψ
c(r;ψ0)

∂

∂ψ′
c(r;ψ0)g(r) dr

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ❇✳

✹✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡ss❛②❡r ❞❡ ♠❡ttr❡ ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ♣r♦♣r✐étés

❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❊❈❋ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥t ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈✱ ❝❛r ❧❡s

ét✉❞❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❥✉st✐✜❡♥t ❝❡ ❝❤♦✐①✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱

♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ 1500 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s✐♠✉❧és ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s

❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡s α✲st❛❜❧❡s✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡ à T = 1500✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✼✽

s❛✐s♦♥♥❛❧✐té s = 4✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ s✉✐✈❛♥t ✿

P❛r❛♠ètr❡s α d D φ θ

▼♦❞è❧❡ ✶ 1.6 0.15 0.20 0 0

▼♦❞è❧❡ ✷ 1.6 0.15 0.20 0.60 0

▼♦❞è❧❡ ✸ 1.6 0.15 0.20 0 0.40

▼♦❞è❧❡ ✹ 1.6 0.15 0.20 0.60 0.40

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ Pr♦❝❡ss✉s ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t

✈❛r✐❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ m ✭m = 1, 2, . . . , 8✮✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡

❞❡ m s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮ ❡t ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♦❜t❡♥✉

❛✈❡❝ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡

φ ❡t ❞❡ θ✱ ❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦✉rt❡ ♠é♠♦✐r❡ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❧♦♥❣✉❡ ♠é♠♦✐r❡✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs✱ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡

✭▼❡❛♥✮✱ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✭❘▼❙❊✮ ❡t ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❛❜s♦❧✉❡

✭▼❆❊✮✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❊❈❋✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r m = 1

❡t ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ m✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡✳ ◆♦t♦♥s ♣♦✉r m = 1✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t ✿

c(r1, r2;ψ) = exp

(
−

∞∑

j=0

|r1cj + r2cj+1|α − |r2|α
)

✭✹✳✻✮

❡t cn(r1, r2) =
1

n

n∑

j=1

exp (ir1Xj + ir2Xj+1) , n = T − 1.

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (cj)j≥0 s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✵✮✱ ✭✷✳✶✶✮ ❡t ✭✷✳✶✷✮✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞✲

ér❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ♠✐♥✐♠✐s❡r ✿

In(ψ) =

∫ ∫
|cn(r1, r2)− c(r1, r2;ψ)|2 exp

(
−r21 − r22

)
dr1dr2. ✭✹✳✼✮

P❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ✭✹✳✼✮ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡✱

♣♦✉r N ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ q✉❡ ♥♦✉s ✜①♦♥s ✐❝✐ à 5000✱ ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

În(ψ) =
1

N

N∑

j=1

|cn(r1,j, r2,j)− c(r1,j, r2,j;ψ)|2 , ✭✹✳✽✮



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✼✾

♦ù r1,j ❡t r2,j s♦♥t ✐✳✐✳❞✳ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ 1/2✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✻✮✱ ✐❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡

❙t♦❡✈ ❡t ❚❛qq✉ ❬✼✹❪ ♠♦♥tr❡♥t ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ q✉❡ ♣♦✉r ❜✐❡♥ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝♦♠✲

♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡✱ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❧❛ t❛✐❧❧❡

❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♠❛r❝❤❡ ♠✐❡✉①✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ P❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❧✐♠✐tés ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❡t à ❧❛ ❧♦✉r❞❡✉r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦♥q✉é ❝❡tt❡

s♦♠♠❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ T = 1500✳ ❊♥✜♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ψ̂n✱ ♦♥ ♠✐♥✐♠✐s❡ s♦✉s ❧❡

❝♦♠♣❛❝t Ψ✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡✱ s♦✉s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦♣t✐♠✱ ❝♦♥trs❖♣t✐♠✱. . .

✹✳✹✳✶ ❈❤♦✐① ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s m

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡m

❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✳ ▲❡s ❚❛❜❧❡❛✉① ✹✳✷✲✹✳✺

❞♦♥♥❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✳

▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❋■❙▼❆✭✵✱❞✱✵✮✭✵✱❉✱✵✮

s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✱ s❛♥s ♣❛rt✐❡ ❝♦✉rt❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts q✉❡❧❧❡

q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ m✱ ❝❛r ❧❡s ❘▼❙❊ ❡t ❧❡s ▼❆❊ s♦♥t t♦✉s ❢❛✐❜❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛r✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ m✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s d ❡t D✱ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs

rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r m = 1✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α✱ ❝✬❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r m = 4

q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α✱ ❧✬é❝❛rt ❞❡s ❘▼❙❊ ❡t

▼❆❊ ❡♥tr❡ m = 1 ❡t m = 4 ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ✭s♦✐t 1.18%✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s

♣♦✉✈♦♥s r❡t❡♥✐r ❧❛ ✈❛❧❡✉r m = 1 ✱ ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s✱ ♣♦✉r

❡st✐♠❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ▼♦❞è❧❡ ✶✳

▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❋■❙▼❆✭✶✱ ❞✱ ✵✮✭✵✱ ❉✱ ✵✮ s②♠étr✐q✉❡

α✲st❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❛✉t♦ré❣r❡ss✐✈❡ ❞❛♥s

❧❡ ▼♦❞è❧❡ ✶✱ ❧❡s ❘▼❙❊ ❡t ❧❡s ▼❆❊ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❧❛r❣❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ m✳ ❈❡

q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ φ ♣❡rt✉r❜❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r m = 1 ♥❡ s✉✣t ♣❧✉s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s α✱ D ❡t φ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s♦♥t

♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r m = 6✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ d✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡ ♣♦✉r m = 5✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬é❝❛rt ❞❡s ❘▼❙❊ ❡t ▼❆❊ ❡♥tr❡ m = 5 ❡t m = 6✱ ♣♦✉r ❧❡

♣❛r❛♠ètr❡ d✱ ❡st ❞❡ 0.2% ✭❘▼❙❊✮ ❡t 0.1% ✭▼❆❊✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s m = 6 ❝♦♠♠❡

✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ m ♣♦✉r ❧❡ ▼♦❞è❧❡ 2✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ▼♦❞è❧❡ 1 ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts

s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✹✳ ❉❛♥s ❝❡ t❛❜❧❡❛✉✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✽✵

q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❊♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❘▼❙❊ ❡t ❞❡ ▼❆❊✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❝❧❛✐r❡✲

♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ m✱ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉

▼♦❞è❧❡ 3✱ ❡st m = 6✳

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ▼♦❞è❧❡ 1✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❛✉t♦ré❣r❡s✲

s✐✈❡ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡✱ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✺✳ ◆♦✉s

❝♦♥st❛t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t très ♠❛✉✈❛✐s ♣♦✉r m = 1✱ s✉rt♦✉t ♣♦✉r ❧❡s

♣❛r❛♠ètr❡s d✱ D ❡t φ✳ ❈❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ s✬✐❧ ② ❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦✉rt❡ ♠é♠♦✐r❡

❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❜❧♦❝s ♣♦✉r m = 1 ❡st ✐♥✲

s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t✱ ❧❡s ❘▼❙❊ ❡t ▼❆❊✱

♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ m✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡st

m = 6✳

❆✉ ✈✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❊❈❋ ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s m✳ ❉✬♦ù ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r

❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ m✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ s❛♥s ♣❛rt✐❡ ❝♦✉rt❡ ♠é✲

♠♦✐r❡ ✭▼♦❞è❧❡ 1✮✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s m = 1 s✉✣t ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ▼♦❞è❧❡ 1 ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦✉rt❡ ♠é♠♦✐r❡✱

❧❛ t❛✐❧❧❡ m = 6 s❡♠❜❧❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✽✶

m = 1 m = 2

❙t❛t✐st✐q✉❡s α̂ d̂ D̂ α̂ d̂ D̂

▼❡❛♥ 1.6158 0.1321 0.1707 1.5942 0.1307 0.1558

❘▼❙❊ 0.0158 0.0178 0.0292 0.0060 0.0192 0.0441

▼❆❊ 0.0158 0.0178 0.0292 0.0057 0.0192 0.0441

m = 3 m = 4

α̂ d̂ D̂ α̂ d̂ D̂

▼❡❛♥ 1.5737 0.1289 0.1363 1.5960 0.1287 0.1458

❘▼❙❊ 0.0263 0.0212 0.0637 0.0047 0.0213 0.0542

▼❆❊ 0.0262 0.0210 0.0636 0.0040 0.0212 0.0541

m = 5 m = 6

α̂ d̂ D̂ α̂ d̂ D̂

▼❡❛♥ 1.5915 0.1313 0.1445 1.5934 0.1291 0.1446

❘▼❙❊ 0.0090 0.0186 0.0554 0.0075 0.0209 0.0554

▼❆❊ 0.0084 0.0186 0.0554 0.0066 0.0208 0.0553

m = 7 m = 8

α̂ d̂ D̂ α̂ d̂ D̂

▼❡❛♥ 1.5963 0.1276 0.1451 1.6016 0.1259 0.1488

❘▼❙❊ 0.0059 0.0225 0.0549 0.0061 0.0242 0.0512

▼❆❊ 0.0047 0.0223 0.0548 0.0048 0.0240 0.0511

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ▼♦❞è❧❡ ✶✱ ♣♦✉r m = 1, 2, . . . , 8✳



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✽✷

m = 1 m = 2

❙t❛t✐st✐q✉❡s α̂ d̂ D̂ φ̂ α̂ d̂ D̂ φ̂

▼❡❛♥ 1.726 0.217 0.233 0.464 1.683 0.125 0.252 0.633

❘▼❙❊ 0.288 0.208 0.263 0.366 0.171 0.117 0.132 0.192

▼❆❊ 0.168 0.174 0.147 0.292 0.122 0.100 0.089 0.162

m = 3 m = 4

α̂ d̂ D̂ φ̂ α̂ d̂ D̂ φ̂

▼❡❛♥ 1.663 0.125 0.243 0.641 1.650 0.128 0.235 0.644

❘▼❙❊ 0.135 0.109 0.101 0.167 0.120 0.106 ✵✳✵✽✼ 0.154

▼❆❊ 0.100 0.095 0.073 0.140 0.085 0.093 0.063 0.130

m = 5 m = 6

α̂ d̂ D̂ φ̂ α̂ d̂ D̂ φ̂

▼❡❛♥ 1.634 0.160 0.228 0.606 1.624 0.169 0.222 0.591

❘▼❙❊ 0.098 0.097 0.070 0.119 0.082 0.099 0.057 0.103

▼❆❊ 0.068 0.078 0.047 0.089 0.061 0.079 0.040 0.083

m = 7 m = 8

α̂ d̂ D̂ φ̂ α̂ d̂ D̂ φ̂

▼❡❛♥ 1.571 0.250 0.187 0.394 1.568 0.248 0.189 0.395

❘▼❙❊ 0.092 0.135 0.059 0.258 0.093 0.132 0.056 0.247

▼❆❊ 0.065 0.114 0.043 0.219 0.067 0.110 0.041 0.210

❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ▼♦❞è❧❡ ✷✱ ♣♦✉rm = 1, 2, . . . , 8✳



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✽✸

m = 1 m = 2

❙t❛t✐st✐q✉❡s α̂ d̂ D̂ θ̂ α̂ d̂ D̂ θ̂

▼❡❛♥ 1.694 0.177 0.250 0.339 1.672 0.165 0.240 0.399

❘▼❙❊ 0.209 0.064 0.130 0.153 0.156 0.056 0.094 0.059

▼❆❊ 0.133 0.046 0.077 0.090 0.112 0.041 0.067 0.041

m = 3 m = 4

α̂ d̂ D̂ θ̂ α̂ d̂ D̂ θ̂

▼❡❛♥ 1.659 0.169 0.239 0.394 1.637 0.170 0.230 0.398

❘▼❙❊ 0.135 0.057 0.084 0.052 0.102 0.059 0.070 0.054

▼❆❊ 0.097 0.042 0.059 0.039 0.074 0.044 0.047 0.041

m = 5 m = 6

α̂ d̂ D̂ θ̂ α̂ d̂ D̂ θ̂

▼❡❛♥ 1.630 0.170 0.225 0.398 1.534 0.126 0.143 0.343

❘▼❙❊ 0.095 0.064 0.066 0.059 0.066 0.023 0.056 0.057

▼❆❊ 0.067 0.046 0.043 0.044 0.065 0.023 0.056 0.056

m = 7 m = 8

α̂ d̂ D̂ θ̂ α̂ d̂ D̂ θ̂

▼❡❛♥ 1.622 0.171 0.223 0.396 1.619 0.170 0.222 0.396

❘▼❙❊ 0.090 0.071 0.070 0.067 0.083 0.069 0.075 0.068

▼❆❊ 0.063 0.049 0.043 0.051 0.061 0.050 0.044 0.053

❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ▼♦❞è❧❡ ✸✱ ♣♦✉rm = 1, 2, . . . , 8✳



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✽✹

m = 1 m = 2

❙t❛t✳ α̂ d̂ D̂ φ̂ θ̂ α̂ d̂ D̂ φ̂ θ̂

▼❡❛♥ 1.488 0.356 0.0008 0.002 0.331 1.508 0.275 0.026 0.276 0.411

❘▼❙❊ 0.111 0.206 0.199 0.597 0.069 0.091 0.125 0.173 0.323 0.012

▼❆❊ 0.111 0.206 0.199 0.597 0.068 0.091 0.125 0.173 0.323 0.011

m = 3 m = 4

❙t❛t✳ α̂ d̂ D̂ φ̂ θ̂ α̂ d̂ D̂ φ̂ θ̂

▼❡❛♥ 1.513 0.262 0.045 0.288 0.402 1.514 0.222 0.089 0.349 0.365

❘▼❙❊ 0.086 0.112 0.155 0.312 0.005 0.085 0.073 0.110 0.250 0.034

▼❆❊ 0.086 0.112 0.154 0.311 0.004 0.085 0.072 0.110 0.250 0.034

m = 5 m = 6

❙t❛t✳ α̂ d̂ D̂ φ̂ θ̂ α̂ d̂ D̂ φ̂ θ̂

▼❡❛♥ 1.520 0.178 0.118 0.451 0.351 1.513 0.147 0.133 0.510 0.334

❘▼❙❊ 0.080 0.031 0.081 0.151 0.049 0.087 0.017 0.066 0.095 0.066

▼❆❊ 0.079 0.028 0.081 0.148 0.048 0.086 0.013 0.066 0.089 0.065

m = 7 m = 8

❙t❛t✳ α̂ d̂ D̂ φ̂ θ̂ α̂ d̂ D̂ φ̂ θ̂

▼❡❛♥ 1.492 0.135 0.139 0.525 0.305 1.456 0.132 0.142 0.503 0.268

❘▼❙❊ 0.109 0.028 0.062 0.089 0.096 0.148 0.041 0.060 0.124 0.135

▼❆❊ 0.107 0.022 0.060 0.077 0.094 0.143 0.032 0.057 0.105 0.131

❚❛❜❧❡ ✹✳✺ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ▼♦❞è❧❡ ✹✱ ♣♦✉r m = 1, 2, . . . , 8✳



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✽✺

✹✳✹✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs

❆♣rès ❛✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥é ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡

❞✉ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✭♣❛❣❡ ✻✶✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❚❛❜❧❡❛✉① ✹✳✻✲✹✳✾✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡✱ ♣♦✉r

❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t très s❡♥s✐❜❧❡s

à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦✉rt❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❝❛r ❧❡s ❘▼❙❊ ❡t ▼❆❊ ❞❡s ❚❛❜❧❡❛✉① ✹✳✼✲✹✳✾

s♦♥t ♣❧✉s ❧❛r❣❡s q✉❡ ❝❡✉① ❞✉ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✻✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ✉♥ ❢❛✐t s♦✉✈❡♥t ♥♦té ❞❛♥s ❧❛

❧✐ttér❛t✉r❡ ✿ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦✉rt❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ ❞ès q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st

❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❧♦♥❣✉❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ▼❛❧❣ré ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s s♦✉s ♦♣t✐♠❛❧❡

✉t✐❧✐sé❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ q✉❡ s✬✐❧ ② ❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦✉rt❡ ♠é♠♦✐r❡

❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t

❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈✳ ❊♥ ❝❡❧❛ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ très ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳

❊❈❋ ✭♠❂✶✮ ▼❈▼❈

❙t❛t✐st✐q✉❡s α̂ d̂ D̂ d̂ D̂

▼❡❛♥ 1.6158 0.1321 0.1707 0.1565 0.1844

❘▼❙❊ 0.0158 0.0178 0.0292 0.0132 0.0193

▼❆❊ 0.0158 0.0178 0.0292 0.0106 0.0164

❚❛❜❧❡ ✹✳✻ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❊❈❋ ❡t ❲❤✐tt❧❡✲▼❈▼❈ ✭▼♦❞è❧❡ 1✮



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✽✻

❊❈❋ ✭♠❂✻✮ ▼❈▼❈

❙t❛t✐st✐q✉❡s α̂ d̂ D̂ φ̂ d̂ D̂ φ̂

▼❡❛♥ 1.624 0.169 0.222 0.591 0.164 0.200 0.587

❘▼❙❊ 0.082 0.099 0.057 0.103 0.164 0.079 0.104

▼❆❊ 0.061 0.079 0.040 0.083 0.077 0.026 0.073

❚❛❜❧❡ ✹✳✼ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❊❈❋ ❡t ❲❤✐tt❧❡✲▼❈▼❈ ✭▼♦❞è❧❡ 2✮

❊❈❋ ✭♠❂✻✮ ▼❈▼❈

❙t❛t✐st✐q✉❡s α̂ d̂ D̂ θ̂ d̂ D̂ θ̂

▼❡❛♥ 1.534 0.126 0.143 0.343 0.157 0.204 0.395

❘▼❙❊ 0.066 0.023 0.056 0.057 0.064 0.068 0.048

▼❆❊ 0.065 0.023 0.056 0.056 0.026 0.022 0.029

❚❛❜❧❡ ✹✳✽ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❊❈❋ ❡t ❲❤✐tt❧❡✲▼❈▼❈ ✭▼♦❞è❧❡ 3✮

❊❈❋ ✭♠❂✻✮ ▼❈▼❈

❙t❛t✐st✐q✉❡s α̂ d̂ D̂ φ̂ θ̂ d̂ D̂ φ̂ θ̂

▼❡❛♥ 1.513 0.147 0.133 0.510 0.334 0.146 0.182 0.610 0.172

❘▼❙❊ 0.087 0.017 0.066 0.095 0.066 0.050 0.025 0.062 0.233

▼❆❊ 0.086 0.013 0.066 0.089 0.065 0.040 0.021 0.049 0.227

❚❛❜❧❡ ✹✳✾ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❊❈❋ ❡t ❲❤✐tt❧❡✲▼❈▼❈ ✭▼♦❞è❧❡ 4✮



✹✳✺✳ ❆✉tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✽✼

✹✳✺ ❆✉tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ❡t ❡st ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❞✐s✲

tr✐❜✉é✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐✳✐✳❞✳ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞é♣❡♥❞❛♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
√
n✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐

❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡✱ ♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
(
n

lnn

)1/α
✳ ❈❡♣❡♥✲

❞❛♥t✱ ♣♦✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♦♣♣♦s♦♥s à ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés

♥♦té❡s ♣❛r ❈❛rr❛s❝♦ ❡t ❋❧♦r❡♥s ❬✶✻❪✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ♦♣t✐♠❛❧❡✱

❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝♦r❡ ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥

❣r❛♥❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❛❜♦✉t✐t à ❧❛ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✲

✈❛r✐❛♥❝❡✳ P♦✉r ♣❛❧✐❡r à ❝❡ ♠❛♥q✉❡✱ ❈❛rr❛s❝♦ ❡t ❋❧♦r❡♥s ❬✶✻❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ q✉✐

❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sés ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s

❝♦♥t✐♥✉s q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ♣❛r ♠❡t❤♦❞❡ ❈✲●▼▼✱ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s

❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈✲●▼▼✳ ❱✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦ût❡✉① ❡t ❞❡s

♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❧✐♠✐tés ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ s✐♠✉❧❛✲

t✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋✱ s✉r

✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡✳

✹✳✺✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❈✲●▼▼

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐é ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞♦♥t s♦✉✛r❡♥t ❧❡s

♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ ❈❛rr❛s❝♦ ❡t ❋❧♦r❡♥s ❬✶✻❪ ♦♥t

s✉❣❣éré ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sés ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲

♥❡❧s ❝♦♥t✐♥✉s✳ ❈❛rr❛s❝♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪ ét❡♥❞❡♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❛rr❛s❝♦ ❡t ❋❧♦r❡♥s ❬✶✻❪✱ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠❛r❦♦✈✐❡♥✱ ❈❛rr❛s❝♦ ❡t ❛❧✳

❬✶✺❪ ❡♠♣❧♦✐❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❈✲●▼▼ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

❡t ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♦❜t❡♥✉ ❛tt❡✐♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❈✲●▼▼ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♥♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐s✲

t✐q✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡t ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ à ❡st✐♠❡r✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t

❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈✲●▼▼ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ ♥✬❡st ♣❛s

♦♣t✐♠❛❧❡✳

◆♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❡st✐♠❡r

❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ψ = (α, d, D, φ1, . . . , φp, θ1, . . . , θq, Φ1, . . . ,ΦP ,Θ1, . . . ,ΘQ) ❛✉ ♠♦②❡♥

❞✬✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭X1, X2, . . . , XT ✮ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ ❞é✜♥✐



✹✳✺✳ ❆✉tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✽✽

♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✱ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈✲●▼▼ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ ❞❡

Yj = (Xj, . . . , Xj+m)
′

, ♣♦✉r j = 1, . . . , T −m. P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❜❛sés s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

h (r, Yj; ψ) = exp (ir′Yj)− c (r; ψ) := hj (r; ψ) ,

❡t ♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t

hT (r; ψ) =
1

T

T∑

j=1

exp (ir′Yj)− c (r; ψ) =
1

T

T∑

j=1

hj (r; ψ) ,

♦ù r = (r1, . . . , rm+1)
′ ❡t c (r; ψ) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❥♦✐♥t❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦t♦♥s ♣❛r K ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é à {hT (r; ψ)}✱
q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡st✐♠é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉ ❞✉ t②♣❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❆♥❞r❡✇s ❬✻❪✱

❡t q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

K̂T (r1, r2) =
T

T − L

T−1∑

j=−T+1

ω

(
j

ST

)
Γ̂T (j) , ❛✈❡❝ L = p+ q + P +Q+ 3. ✭✹✳✾✮

❉❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✾✮✱ ω () ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉✱ ST r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡t

Γ̂T (j) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Γ̂T (j) =





1

T

T∑

t=j+1

gt(r1)gt−j(r2), ♣♦✉r j ≥ 0

1

T

T∑

t=−j+1

gt+j(r1)gt(r2), ♣♦✉r j < 0✱

♦ù gt(r) = exp (ir′Yt)−
1

T

T∑

j=1

exp (ir′Yj) , ❛✈❡❝ g ❧❡ ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡ g.

P✉✐sq✉❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ KT ❡st ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✱ ❈❛rr❛s❝♦ ❡t ❛❧✳❬✶✺❪

✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ré❣✉❧❛r✐sé❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ αT ❡t s♦✐t

KαT
T ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ré❣✉❧❛r✐sé❡ ❞❡ KT ✳ ❆✐♥s✐✱ s❡❧♦♥ ❈❛rr❛s❝♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❈✲●▼▼

❞❡ ψ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s {hT (r; ψ)} ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

ψ̂T = argmin
ψ∈Ψ

∥∥(KαT
T )−1/2hT (ψ)

∥∥2 , ✭✹✳✶✵✮

♦ù ‖.‖ ❡st ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r L2(π) q✉✐ ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs

❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❞❡ ❝❛rré ✐♥té❣r❛❜❧❡ ✿

L
2(π) =

{
g : R

d → C;

∫
|g(τ)|2 π(τ) dτ <∞

}
,



✹✳✺✳ ❆✉tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✽✾

π ❡st ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✐ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡

▲❡❜❡s❣✉❡ s✉r Rd ❡t ❛❞♠❡t t♦✉s s❡s ♠♦♠❡♥ts✱ ❡t π(τ) > 0 ♣♦✉r t♦✉t τ ∈ R
d✳

▲❡ ♥♦②❛✉ ω() ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉✐✈❛♥t❡s q✉✐ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s

❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❆♥❞r❡✇s ❬✻❪ ✿

κ = {ω(.) : R → [−1, 1]; ω(0) = 1, ω(x) = ω(−x), ∀ x ∈ R,

∫ +∞

−∞

ω2(x) dx <∞,

ω(.) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s❛✉❢ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts}.

❊♥ ❡✛❡t✱ ❆♥❞r❡✇s ❬✻❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Γ̂T (j)✱ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♥♦②❛✉① ✭♥♦②❛✉ tr♦♥q✉é✱ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❇❛rt❧❡tt✱ ❞❡ P❛r③❡♥✱

❞❡ ❚✉❦❡②✲❍❛♥♥✐♥❣ ❡t ♥♦②❛✉ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡✮ ❡t ✐❧ ❞ét❡r♠✐♥❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

t②♣❡ ❞❡ ♥♦②❛✉①✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ S∗
T à ✉t✐❧✐s❡r✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t

q✉❡✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ q✉❛❞r❛t✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♦✛r❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡

MSE✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ t♦✉s ❝❡s ♥♦②❛✉① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és✱

s♦✉s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ R✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❦✇❡✐❣❤ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡ s❛♥❞✇✐❝❤✳

❈❛rr❛s❝♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪ ♦♥t ét❛❜❧✐ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡s✲

t✐♠❛t❡✉r ❈✲●▼▼✳ P♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ αT ❡st ❝❤♦✐s✐

t❡❧ q✉❡ ✿ T aαT → ∞ ❡t αT → 0✱ ♣♦✉r t♦✉t a ≥ 0✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❈❛rr❛s❝♦ ❡t ❋❧♦r❡♥s ❬✶✻❪✱

❛✐♥s✐ q✉❡ ❈❛rr❛s❝♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪ ♠♦♥tr❡♥t✱ ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ αT ♥✬❡st

♣❛s très s❡♥s✐❜❧❡ à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ψ̂T ✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣♦✉r

sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ αT ✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❯♥❡ ✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝❤♦✐s✐r αT s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡

❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮✳

✹✳✺✳✷ ❈❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❈✲●▼▼

❈❛rr❛s❝♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❈✲●▼▼✱

❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❡t ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st

♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✶ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦✲

✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✹✳✾✮ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t✱ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ gt(r) = 0✱ s✐ t ≤ 0 ♦✉ t ≥ T ✱ ❝♦♠♠❡

s✉✐t ✿

K̂T (r1, r2) =
1

T − L

T∑

j=1

gt(r1)Ut(r2),

♦ù Ut(r) = ω(0)gt(r) +
T∑

j=1

ω

(
j

ST

)(
gt−j(r) + gt+j(r)

)
.



✹✳✺✳ ❆✉tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✾✵

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✶ ❘és♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✵✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

s✉✐✈❛♥t ✿

min
ψ∈Ψ

W ′(ψ)
[
αT IT + C2

]−1
V (ψ),

♦ù C ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ T × T ❡t ❞✬é❧é♠❡♥ts ❣é♥ér❛t❡✉rs ctl/(T − L), t, l =

1, . . . , T ✱ ❛✈❡❝

ctl =

∫
Ut(r)gl(r)π(r) dr.

IT ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ T ×T ✱ W = [w1, . . . , wT ]
′ ❡t V = [v1, . . . , vT ]

′ ❛✈❡❝

vt(ψ) =

∫
Ut(r)hT (r; ψ) π(r) dr, ❡t wt(ψ) =< gt(r), hT (r; ψ) >,

♦ù ❁✳✱✳❃ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ s✉r L2(π)✳ ❈❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

< f, g >=

∫
f(τ)g(τ)π(τ) dτ,

♦ù g(τ) ❡st ❧❡ ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡ g(τ)✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❈❛rr❛s❝♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪✳

✹✳✺✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈✲●▼▼ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡

❆❘❋■❙▼❆ s✐♠♣❧❡✳ ❱✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ très ❧♦♥❣ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❈✲●▼▼✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✿ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s 1000

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 500 ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆✭✵✱ ❞✱ ✵✮✭✵✱ ❉✱ ✵✮ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✱

❛✈❡❝ α = 1.3✱ d = 0.10 ❡t D = 0.12✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ αT ❡st é❣❛❧ à 0.02

❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❈❛rr❛s❝♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✵

s✉✐✈❛♥t ✿



✹✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✾✶

▼ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ▼ét❤♦❞❡ ❈✲●▼▼

❙t❛t✐st✐q✉❡s α̂ d̂ D̂ α̂ d̂ D̂

▼❡❛♥ 1.2679 0.0768 0.0769 1.2636 0.0739 0.0759

❘▼❙❊ 0.1104 0.0403 0.0526 0.1170 0.0465 0.0567

▼❆❊ 0.0843 0.0322 0.0454 0.0901 0.0367 0.0480

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❊❈❋ ❡t ❈✲●▼▼

▼❛❧❣ré ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ♦♣t✐♠❛❧❡ ♥♦té✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s s✉r ❝❡t ❡①✲

❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❢♦r❝❡ ❡st ❞❡

r❡❝♦♥♥❛îtr❡ q✉❡ ❝❡ ♣❧❛♥ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡st❡ ✐♥s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s

❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧ s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❞❡s

❝❛s✱ ♦ù ✐❧ ② ❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦✉rt❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✳ ❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s

❤②♣♦t❤ès❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛✲

t❡✉r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣♦✉r ❡①❛♠✐♥❡r

❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ♣♦✉r

❧❡s q✉❛tr❡ ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥s✐❞érés✳ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r

❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡

❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ s❛♥s

♣❛rt✐❡ ❝♦✉rt❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r m = 1 s✉✣t ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡

s✬✐❧ ② ❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦✉rt❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st

m = 6✳ P❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✱

❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré

❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❣é♥ér❛❧✐sés ❜❛sé❡

s✉r ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♥t✐♥✉s✱ s✉❣❣éré❡ ♣❛r ❈❛rr❛s❝♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s



✹✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✾✷

❝♦♠♣❛ré ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ s❛♥s ♣❛rt✐❡ ❝♦✉rt❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧❡s

rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❊♥✜♥✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❢✉t✉r❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r

❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋✱ ❡♥ tr♦✉✈❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

♣♦✐❞s ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮✳ ■❧ s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r

❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈✲●▼▼✱ s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❛✈❡❝ ♣❛rt✐❡ ❝♦✉rt❡ ♠é♠♦✐r❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

■❧❧✉str❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s

❘és✉♠é

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❋■❙▼❆ α✲st❛❜❧❡ s✉r

❞❡s ❞é❜✐ts ♠❡♥s✉❡❧s ❞✉ ✢❡✉✈❡ ❙é♥é❣❛❧ à ❇❛❦❡❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❝❡

♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❙❆❘■▼❆ ❞❡ ❇♦① ❡t ❏❡♥❦✐♥s ❬✶✶❪✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡

♣ré✈✐s✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❙♦♠♠❛✐r❡
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✺✳✷ ▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✺✳✷✳✶ ❚❡sts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✺✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✺✳✸✳✶ Pr❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✺✳✸✳✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷



✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✾✹

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

A
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❆❘❋■▼❆✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s

♣r♦❝❡ss✉s ❧♦♥❣✉❡ ♠é♠♦✐r❡ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ st❛t✐st✐q✉❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t très ❧✐♠✐tés ❢❛❝❡ à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té

❡t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ✜♥❛♥❝❡✱ ❡♥ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❡♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛❧♦rs à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ❞✉ ✢❡✉✈❡ ❙é♥é❣❛❧

à ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❛❦❡❧✱ ♣❛r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ α✲st❛❜❧❡s✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ré✈✐s♦♥s ❧❡s

ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥

♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ α✲st❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❝❡s

ét❛♣❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞é❞✐é❡

❛✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

✺✳✷ ▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❡s t❡sts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦✲

❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ α✲st❛❜❧❡✳

✺✳✷✳✶ ❚❡sts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

✶✲ ❚❡st ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❆♣rès ❛✈♦✐r ❡st✐♠é ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ t❡st❡r ❧❡✉r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐té✳ ❉❛♥s ❧❡

❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♠♣❧♦②é❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ P❛rt❛♥t ❞❡

❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡

❙t✉❞❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❙✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❛♣♣❧✐q✉é✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡

♣r♦❝❡ss✉s ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❙t✉❞❡♥t s♦♥t ❛s②♠♣t♦✲

t✐q✉❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧❡s✳ ❉♦♥❝✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r à ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡

tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛❜❧❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♥✬❡①✐st❡

♣❛s ❡t ❝❡ t❡st ❞❡ ❙t✉❞❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡st

❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r

❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✶✵✱ q✉❡ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ✐❝✐✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t ♣❛r βn
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❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ β0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

( n

lnn

)1/α
(βn − β0)

D−→ 4πW−1 (β0)
∞∑

k=1

Yk
Y0
vk, ✭✺✳✶✮

♦ù W−1 ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❲ ❡t vk ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r q✉✐ s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① ❞é✜♥✐s

❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✶✵✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Y0, Y1, Y2, . . .

s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s t❡❧❧❡s q✉❡ Y0
D
= Sα/2(C

−2/α
α/2 , 1, 0) ✱ Yk

D
= SαS(C

−1/α
α ), ∀ k ≥ 1 ❡t ❧❛

❝♦♥st❛♥t❡ Cα ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✾✮✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é❝r✐r❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ t❡st✳ ❖♥ ✈❡✉t t❡st❡r

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ H0 : βn = 0 ❝♦♥tr❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ H1 : βn 6= 0✱ ❛✉ s❡✉✐❧ γ✳ P♦✉r

❝❡❧❛✱ ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ✿

♣✲✈❛❧✉❡ = PH0 (|βn| > βobs) , ♦ù βobs ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜s❡r✈é❡.

⇒ ♣✲✈❛❧✉❡ = PH0

(( n

lnn

)1/α
|βn| >

( n

lnn

)1/α
βobs

)
.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭✺✳✶✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ♣❛r ✿

♣✲✈❛❧✉❡ ≈ PH0

(
4πW−1(0)

∞∑

k=1

Yk
Y0
vk >

( n

lnn

)1/α
βobs

)
.

❊♥ ♣♦s❛♥t bk = 4πW−1(0)vk✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ j✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡
∞∑

k=1

bk
Yk
Y0

❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❡

(
∞∑

k=1

|(bk)j|α
)1/α

Y1
Y0

✭✈♦✐r ❑♦❦♦s③❦❛ ❡t ❚❛qq✉ ❬✹✻❪✮✳

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t j = 1, . . . , K ✭K ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

à ❡st✐♠❡r✮ ✿

♣✲✈❛❧✉❡ ≈ PH0



(

∞∑

k=1

|(bk)j|α
)1/α

Y1
Y0

>
( n

lnn

)1/α
βobs


 ✭✺✳✷✮

■❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ t❡st ♣♦✉r ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐té ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮ ❡♥tr❛î♥❡

♣✲✈❛❧✉❡ ≈ PH0


Y1
Y0

>
( n

lnn

)1/α
(

∞∑

k=1

|(bk)j|α
)−1/α

βobs




≈ 1− FY1
Y0



( n

lnn

)1/α
(

∞∑

k=1

|(bk)j|α
)−1/α

βobs


 .
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❖r ❞✬❛♣rès ❇r♦❝❦✇❡❧❧ ❡t ❉❛✈✐s ❬✶✸❪ ✭♣❛❣❡ ✺✸✾✮✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ FY1
Y0

❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

❛❧é❛t♦✐r❡
Y1
Y0

♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

FY1
Y0

(x) = P

(
Y1
Y0

≤ x

)
=

∫ +∞

0

2−1/2(πω)−3/2
[
❛r❝t❣(xω) +

π

2

]
exp

(
− 1

2ω

)
d ω. ✭✺✳✸✮

❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ❞✉ t❡st ❡t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s✉r ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐té

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❙✐ ❧❛ ♣✲✈❛❧✉❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à γ%✱ ♦♥ r❡❥❡tt❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ H0 ❡t s✐ ❧❛

♣✲✈❛❧✉❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à γ%✱ ♦♥ ❛❝❝❡♣t❡ H0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✶ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✺✳✸✮ ❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s q✉❛♥t✐❧❡s

❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
Y1
Y0

✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❆❧❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷❪ ✭♣❛❣❡ ✶✹✹✮ ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ 97, 5%

♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α✳

✷✲ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✐❞✉s

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❜✐❡♥ ❡st✐♠é✱ ❧❡s rés✐❞✉s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜s❡r✈é❡s ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

❡st✐♠é❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✱

❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✳

❛✮ ❚❡st ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s rés✐❞✉s ✿ ❙✐ ❧❡s rés✐❞✉s ♦❜é✐ss❡♥t à ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✱ ✐❧

♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❡①✐st❡r ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ sér✐❡✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ s♦✉✈❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦✲

❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✭❋❆❈✮ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✭❋❆P✮ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♦✉ ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡

s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛❜❧❡✱ ❝❡s ♦✉t✐❧s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡

t❤é♦r✐q✉❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❊♠❜r❡❝❤ts ❡t ❛❧✳ ❬✷✸❪✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡✉rs

q✉❛♥t✐tés ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡t ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ♣r♦❧♦♥❣é❡ ♣❛r ❧❡s t❡sts ❞❡ ✧♣♦rt❡✲

♠❛♥t❡❛✉✧✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① t❡sts ✿ ❧❡ t❡st ❞❡ ❇♦① ❡t P✐❡r❝❡ ❡t ❧❡ t❡st ❞❡

▲❥✉♥❣✲❇♦① q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳

❜✮ ❚❡st s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s rés✐❞✉s ✿ P❧✉s✐❡✉rs t❡sts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r

✈ér✐✜❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❞❡s rés✐❞✉s✱ ♠❛✐s ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❏❛rq✉❡ ❡t ❇❡r❛✳ ❈❡

❞❡r♥✐❡r ❡st ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s❦❡✇♥❡ss ✭♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✸ ❡t ❛s②♠étr✐❡✮ ❡t ❞❡ ❦✉r✲

t♦s✐s ✭♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✹ ❡t q✉❡✉❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡r

❝❡ t❡st ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s rés✐❞✉s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

▼❝❈✉❧❧♦❝❤ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ♦✉ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ t❡st s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s rés✐❞✉s ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s rés✐❞✉❡❧ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ st❛❜❧❡✳
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✺✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ s♣é❝✐✜é✱ ❡st✐♠é ❡t ✈❛❧✐❞é ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♦♥ ❞és✐r❡✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧✬✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r

❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s s✉r ❧❛ sér✐❡✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥

♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✱ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡

❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❜r✐è✈❡✲

♠❡♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❡t ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❑♦❦♦s③❦❛ ❬✹✹❪✱ ❈❧✐♥❡ ❡t ❇r♦❝❦✇❡❧❧

❬✶✾❪ ♦✉ ❇r♦❝❦✇❡❧❧ ❡t ❉❛✈✐s ❬✶✸❪✱ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ◆♦t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣❛r X̂n+k ❧❡ ♣ré✲

❞✐❝t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ à ❧✬❤♦r✐③♦♥ k ❞❡ Xt+k ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣❛ssé ✜♥✐ Xn, Xn−1, . . . , X1✱ ♣♦✉r t♦✉t

t ∈ Z ❡t k > 0✳ ❆✐♥s✐ X̂n+k ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

X̂n+k = a0Xn + a1Xn−1 + · · ·+ an−1X1. ✭✺✳✹✮

P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✺✳✹✮✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r

❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ E(X̂n+k − Xn+k)
2✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛✲

❜❧❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡st ✐♥✜♥✐❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r

♣ré❞✐❝t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✐s♣
(
Xn+k − X̂n+k

)
✭✈♦✐r ❈❧✐♥❡ ❡t ❇r♦❝❦✇❡❧❧ ❬✶✾❪ ♦✉ ❑♦❦♦s③❦❛ ❬✹✹❪✮✳ P❛r ❞é✜✲

♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ✭✷✳✶✼✮ ❡st ❞♦♥♥é❡

♣❛r ✿

❞✐s♣ (Xn) = C
∞∑

j=0

|cj|α , ✭✺✳✺✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (cj)j≥0 s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✾✮✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ C r❡♣rés❡♥t❡

❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ (Zn) ❡t q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

C = ❞✐s♣ (Zn) = γCα,

♦ù Cα ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✾✮ ❡t γ ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ Zn✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ré❝r✐r❡ X̂n+k ❡t Xn+k ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

X̂n+k =
+∞∑

j=0

(a0cj + a1cj−1 + · · ·+ an−jcj−n+1)Zn−j,

Xn+k =
+∞∑

j=0

cjZn+k−j =
k−1∑

j=0

cjZn+k−j +
+∞∑

j=0

cj+kZn−j.

❊♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Zt✱ ♥♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s ✿

❞✐s♣
(
Xn+k − X̂n+k

)
= C

[
k−1∑

j=0

|cj|α +
+∞∑

j=k

|cj − (a0cj−k + · · ·+ an−1cj−k−n+1)|α
]
. ✭✺✳✻✮



✺✳✷✳ ▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ✾✽

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡rr❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✉ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Xn+k

✭❜❛sé s✉r ❧❡ ♣❛ssé Xn, Xn−1, . . . , X1✮ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✻✮✳ ▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✷ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡

❞✉ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Xn+k ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣❛ssé ✐♥✜♥✐ Xn, Xn−1, . . .✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✷ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s✉✐t❡ {a0, a1, . . .} t❡❧❧❡ q✉❡

❞✐s♣

(
Xn+k −

∞∑

j=0

ajXn−j

)
= min

u0,u1,...
❞✐s♣

(
Xn+k −

∞∑

j=0

ujXn−j

)
,

♦ù ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ♣r✐s ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ {u0, u1, . . .} ✈ér✐✜❛♥t
∑ |uj|α < ∞✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s |d+D| < 1− 1
α
❡t |D| < 1− 1

α
❛✈❡❝ 1 < α ≤ 2✳ ▲❛ s✉✐t❡ {a0, a1, . . .}

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

aj = −
k−1∑

t=0

ctc̃j+k−t, ✭✺✳✼✮

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (cj)j≥0 ❡t (c̃j)j≥0 s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✾✮

❡t ✭✷✳✶✾✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛

❞✐s♣

(
Xn+k −

∞∑

j=0

ajXn−j

)
= C

k−1∑

j=0

|cj|α

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❑♦❦♦s③❦❛ ❬✹✹❪✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡st ✜♥✐ ❡t ♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s

é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s un, . . . , u0 q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❞✐s♣
(
Xn+k −

∑n
j=0 ujXn−j

)
✳ ❆✐♥s✐✱

♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r tr♦♥q✉é ✿

X̂n+k =
n−1∑

j=0

ajXn−j,

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (aj)j≥0 s♦♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✼✮✳



✺✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s ✾✾

✺✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ sér✐❡ ❞✉ ❞é❜✐t ❞✉ ✢❡✉✈❡ ❙é♥é❣❛❧ à ❧❛

st❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❛❦❡❧✳ ▲❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❛❦❡❧✱ s✐t✉é❡ à 14✝54
′

▲❛t✐t✉❞❡ ◆♦r❞ ❡t 12✝27
′

▲♦♥❣✐t✉❞❡

❖✉❡st✱ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡♣✉✐s ✶✾✵✹✱ ❡st ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ✢❡✉✈❡ ❙é♥é❣❛❧✱ ❝❛r ét❛♥t ❧❛

♣r❡♠✐èr❡ s✉r ❧❡ t❡rr✐t♦✐r❡ ❞✉ ❙é♥é❣❛❧✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥

❞❡ ❇❛❦❡❧ s✉r ❧❡ ✢❡✉✈❡ ❙é♥é❣❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❛❦❡❧ s✉r ❧❡ ✢❡✉✈❡ ❙é♥é❣❛❧✳

▲❡s ❝❤r♦♥✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❞é❜✐ts ❞✬❡❛✉ ❥♦✉r♥❛❧✐❡rs ♠❡s✉rés ❡♥ m3/s

❡t r❡❧❡✈és à ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❛❦❡❧✳ ❈❡tt❡ sér✐❡ ❛ été r❡❝♦♥str✉✐t❡✱ ❝❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❤✐✈❡rs

❛✈❛♥t ✶✾✺✵ ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ❡①✐st❛♥t❡s✳ ▲❡s tr♦✉s ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦♥t été ❝♦♠❜❧és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s

❞♦♥♥é❡s ♠❡♥s✉❡❧❧❡s ❞✉ ●❧♦❜❛❧ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❈❧✐♠❛t❡ ◆❡t✇♦r❦ ✭❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥ ❛❝❝ès ❧✐❜r❡✮

♦✉ ♣❛r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛♥♥é❡s ❛♥tér✐❡✉r❡s ❡t ♣♦stér✐❡✉r❡s ✭❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡ ❝②❝❧❡

❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ sér✐❡ ♠❡♥s✉❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦✉✈r❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❛❧❧❛♥t

❞❡ ❏❛♥✈✐❡r ✶✾✵✹ à ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✶✵✱ r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳



✺✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s ✶✵✵

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞✉ ❞é❜✐t ❞✉ ✢❡✉✈❡ à ❇❛❦❡❧✱ ❞❡ ❏❛♥✈✐❡r ✶✾✵✹ à ❙❡♣t❡♠❜r❡

✷✵✶✵✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡tt❡ sér✐❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝♦♠♠❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬ét✉❞❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s

à ♣❛rt✐r ❞❡ ❏❛♥✈✐❡r ✶✾✵✹ ❥✉sq✉✬❛✉ ♠♦✐s ❞❡ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✹✳ ◆♦t♦♥s ❛❧♦rs ♣❛r (Xt)t=1,...,T

❝❡tt❡ sér✐❡✱ ♦ù T ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❀ s♦✐t T = 1209 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s

❡✛❡❝t✉❡r♦♥s ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❖❝t♦❜r❡ ✷✵✵✹ à ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✶✵✱ q✉❡ ♥♦✉s

❝♦♠♣❛r❡r♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ♦❜s❡r✈é❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡s

♣ré✈✐s✐♦♥s✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ♠❡♥s✉❡❧ ♠♦②❡♥ s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

❛❧❧❛♥t ❞❡ ❏❛♥✈✐❡r ✶✾✵✹ à ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✹✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡

❡t ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❞é❜✐t ♠♦②❡♥ à ❇❛❦❡❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ✭très

❢❛✐❜❧❡✮ ❞✉ ❞é❜✐t ❥✉sq✉✬❛✉ ♠♦✐s ❞❡ ▼❛✐✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❏✉✐♥ à ❙❡♣t❡♠❜r❡

❡t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✬❖❝t♦❜r❡ à ❉é❝❡♠❜r❡✳ ❈❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❞é❜✐t ♠♦②❡♥

♣❡✉✈❡♥t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ s❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❧✉✐❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✉

❣r❛♣❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡s ♣❧✉✐❡s ❛✉ ❙é♥é❣❛❧✳

▲❡s q✉❛tr❡ ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❏❛rq✉❡ ❡t ❇❡r❛ s♦♥t rés✉♠és

❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ s✉✐✈❛♥t ✿

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡ t❛❜❧❡❛✉ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✬❡st ♣❛s ♥♦r♠❛❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❉é❜✐ts ♠❡♥s✉❡❧s ♠♦②❡♥s ❞✉ ✢❡✉✈❡ à ❇❛❦❡❧✱ ❞❡ ❏❛♥✈✐❡r ✶✾✵✹ à ❙❡♣t❡♠❜r❡

✷✵✵✹✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❏❛rq✉❡ ❡t ❇❡r❛ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡

❞✉ ❈❤✐✲❞❡✉① ✭✺✳✾✾✮ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐té 5%✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙❦❡✇♥❡ss ❡t

❞❡ ❑✉rt♦s✐s ❧❛✐ss❡♥t ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ sér✐❡ ❡st ❞✐ss②♠étr✐q✉❡ ❡t ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ q✉❡✉❡ é♣❛✐ss❡✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞✬ét✉❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡

❝♦♥✜r♠❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①❛♠✐♥❡r ❞✬❛❜♦r❞✱ s✐ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ✈❛r✐❛♥❝❡

✐♥✜♥✐❡✳ ❆ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ❧❡ t❡st ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ s✉r

▼♦②❡♥♥❡ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙❦❡✇♥❡ss ❑✉rt♦s✐s ❏❛rq✉❡ ❡t ❇❡r❛

662.737 1051507 2.3680 5.9790 2942.5073

♣✲✈❛❧✉❡< 2.2 10−16

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞✉ ❞é❜✐t ❞✉ ✢❡✉✈❡ à ❇❛❦❡❧✱ ❞❡ ❏❛♥✈✐❡r

✶✾✵✹ à ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✹✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❉❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞✬ét✉❞❡✱ ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✳

❧❛ sér✐❡ (Xt)t=1,...,T ✱ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✱ ✐♥❞✐q✉❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s

♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✳

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞✬ét✉❞❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧✬❆❈❋ ❡t ❧❡ ♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳ ▲✬❆❈❋ ❞é❝r♦ît ❧❡♥t❡♠❡♥t

❧♦rsq✉❡ ❧❡s r❡t❛r❞s ❛✉❣♠❡♥t❡♥t✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ s✉r

❧❛ sér✐❡ ét✉❞✐é❡✳ ▲❡ ♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣✐❝s ❞❡ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té ✶✷ ♠♦✐s✱

❛ss♦❝✐és à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ t②♣❡ πk
6
✱ ♣♦✉r k = 0, 1, . . . , 6✳ ❈❡tt❡ ❢♦rt❡ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té ❞❡ ✶✷

♠♦✐s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❆❈❋ ❡♠♣✐r✐q✉❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❞❡s ♣✐❝s

s✉r ❧❡s r❡t❛r❞s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡ ✶✷✳

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré✈è❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡ sér✐❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡

❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❢♦rt❡ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té ❞❡ ✶✷ ♠♦✐s ❡t ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❚♦✉t❡s

❝❡s r❡♠❛rq✉❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ♣❡♥s❡r q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❋■❙▼❆ α✲st❛❜❧❡ ♣♦✉rr❛✐t ❜✐❡♥
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❆❈❋ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡t ♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ❞✬ét✉❞❡✳
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❞é❝r✐r❡ ❧❛ sér✐❡ (Xt)t=1,...,T ✳

❊♥ ❣✉✐s❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣✲

♣r♦❝❤❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❙❆❘■▼❆

♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇♦① ❡t ❏❡♥❦✐♥s ❬✶✶❪✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡

❆❘❋■❙▼❆ α✲st❛❜❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❉✐♦♥❣✉❡ ❡t ❛❧✳❬✷✶❪ ❡t ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❡

♣ré❞✐❝t❡✉r ✉t✐❧✐sé✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❡st ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✱ ❛❧♦rs

q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠

❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ♣ré❞✐❝t✐✈❡s

❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡✱

♥♦té ❘▼❙❊ ✭✧❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r✧✮ ❡t ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡

❞✬❡rr❡✉r ❛❜s♦❧✉✱ ♥♦té ▼❆P❊ ✭✧▼❡❛♥ ❆❜s♦❧✉t❡ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ❊rr♦r✧✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s

s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❘▼❙❊k =

√√√√ 1

M

M∑

j=1

(
Xt+j+k − X̂t+j+k

)2
, k = 1, . . . , 12

▼❆P❊k =
1

M

M∑

j=1

∣∣∣Xt+j+k − X̂t+j+k

∣∣∣
Xt+j+k

, k = 1, . . . , 12,

♦ù M ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♥♥é❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t X̂t(k) ❡st ❧❡

♣ré❞✐❝t❡✉r ❞✉ ♠♦✐s k ❞❡ Xt+k✳

❆✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✱ ♥♦✉s r❡tr❛♥❝❤♦♥s à ❝❡tt❡ sér✐❡ s❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡t ♥♦✉s ét✉✲

❞✐♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ sér✐❡ ❝❡♥tré❡
(
Xt − X̄

)
t=1,...,T

✱ ♦ù X̄ ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ é❣❛❧❡

à 662.737✳

✺✳✸✳✶ Pr❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❇♦① ❡t ❏❡♥❦✐♥s ❬✶✶❪ ❡t ♥♦✉s ♠♦❞✲

é❧✐s♦♥s ❧❛ sér✐❡ (Xt)t=1,...,T ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❙❆❘■▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✭P✱ ❉✱ ◗✮12✳ ❱✉❡ ❧✬✐♥t❡♥s❡

❧✐ttér❛t✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✱ ♥♦✉s rés✉♠♦♥s ✐❝✐ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠♦❞✲

é❧✐s❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r st❛t✐♦♥♥❛r✐s❡r ❧❛ sér✐❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s s✉r ❧❛ sér✐❡ ❝❡♥tré❡✱ s✉❝✲

❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ✜❧tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭1 − B✮ ♣♦✉r ❡♥❧❡✈❡r ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡✱ ♣✉✐s ✉♥ ✜❧tr❡ ❞❡

❧❛ ❢♦r♠❡ ✭1 − B12✮ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ❧❛ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té✳ ❈❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à ❝❤♦✐s✐r

❧❡s ❡♥t✐❡rs d ❡t D é❣❛✉① à 1✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♦r❞r❡s p✱ q✱ P ❡t Q ❞✉

♠♦❞è❧❡ ❙❆❘▼❆ ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❧tr❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s



✺✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s ✶✵✺

✭p = 1 : 3✱ q = 1 : 3✱ P = 1 : 4 ❡t Q = 1 : 4✮✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s✬❡❢✲

❢❡❝t✉❡♥t ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐♠❛✵✭✮ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡

❆■❈ ✭✧❆❦❛✐❦❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥✧✮✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ r❡t❡♥✉ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❙❆❘■▼❆✭✷✱ ✶✱

✶✮✭✸✱ ✶✱ ✹✮12 ❢♦r♠❛❧✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

φ(B)Φ(B12) (1− B)
(
1− B12

) (
Xt − X̄t

)
= θ(B)Θ(B12)εt, ✭✺✳✽✮

φ(B) = 1− φ1B − φ2B
2, θ(B) = 1 + θ1B,

Φ(B12) = 1− Φ1B
12 − Φ2B

24 − Φ3B
36,

Θ(B12) = 1 + Θ1B
12 +Θ2B

24 +Θ3B
36 +Θ4B

48.

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✺✳✽✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐♠❛✵✭✮✳ ▲❡s

rés✉❧t❛ts ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ♠♦❞è❧❡ r❡t❡♥✉ s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷✳

P❛r❛♠ètr❡s P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❊❝❛rt✲t②♣❡

φ1 0.5986 0.0297

φ2 −0.1451 0.0260

θ1 −0.9867 0.1277

Φ1 −0.2624 0.0132

Φ2 0.212 0.0756

Φ3 0.6212 0.04497

Θ1 −0.6373 0.0364

Θ2 −0.5246 0.0185

Θ3 −0.3730 0.0324

Θ4 0.4966 0.0256

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ P❛r❛♠ètr❡ ❡st✐♠és ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇♦① ❡t ❏❡♥❦✐♥s✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✺✳✽ ✳

◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥ t❡st ❞❡ ❙t✉❞❡♥t ♣♦✉r ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈✐té ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❛❜s♦❧✉❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st✐♠é ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ 1.96×❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ❛❧♦rs

♦♥ r❡❥❡tt❡✱ ❛✉ rs✐q✉❡ ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡ α = 5%✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥✉❧❧✐té ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡✳

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és s♦♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♥♦♥ ♥✉❧s✱

❛✈❡❝ ✉♥ r✐sq✉❡ ❞❡ 5%✳



✺✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s ✶✵✻

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ét❛♥t ❜✐❡♥ s♣é❝✐✜é✱ ❡st✐♠é ❡t ✈❛❧✐❞é✱ ♥♦✉s ❧✬✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s

♣ré✈✐s✐♦♥s s✉r ❧❛ sér✐❡✳ ❆✐♥s✐✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✭✮ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘✱ q✉✐ ♣r❡♥❞

❝♦♠♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐♠❛✵✭✮ ❡t ❧❡ ♣❛s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

❡✛❡❝t✉é ❞❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✺✳✽✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❝♦♠♠❡♥tés à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❡t s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉

✺✳✸ s✉✐✈❛♥t ✿

❖❝t✳ ◆♦✈✳ ❉❡❝✳ ❏❛♥✳ ❋é✈✳ ▼❛rs✳ ❆✈r✳ ▼❛✐✳ ❏✉✐✳ ❏✉✐❧✳ ❆♦✉t✳ ❙❡♣t✳

❘▼❙❊ 331.97 126.07 66.16 42.58 46.10 51.56 84.55 90.19 108.85 153.68 368.38 656.26

▼❆P❊ 0.438 0.377 0.389 0.271 0.272 0.224 0.313 0.337 0.335 0.169 0.287 0.384

❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❡♥ ♣ré✈✐s✐♦♥ s✉r ❧❛ sér✐❡ ♠❡♥s✉❡❧❧❡ ❞✉ ❞é❜✐t ❞✉ ✢❡✉✈❡ ❙é♥é❣❛❧ à

❇❛❦❡❧✱ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞é❧❡ ❞❡ ❇♦① ❡t ❏❡♥❦✐♥s✳

✺✳✸✳✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ♥♦té✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❈❋ ❡♠♣✐r✐q✉❡✱ ❞✉ ♣ér✐♦❞♦❣r❛♠♠❡

♥♦r♠❛❧✐sé ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✮ ❡t ❞✉ t❡st ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✮ s✉❣❣èr❡

❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ sér✐❡ (Xt)t=1,...,T ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ α✲st❛❜❧❡✳

P♦✉r ❡♥❧❡✈❡r ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❧❛ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té✱ ♥♦✉s ❛❥✉st♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❧❛ sér✐❡

❝❡♥tré❡ ❧❡ ✜❧tr❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Zt = (1− B)d
(
1− B12

)D (
Xt − X̄t

)
. ✭✺✳✾✮

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✺✳✾✮ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐t✲

t❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈ ❞♦♥♥❡ ✿ d̂ = 0.09220 ❡t D̂ = 0.4007✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s rés✐❞✉s

✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✭✺✳✾✮✱ ♥♦tés ♣❛r (ξt)t=1,...,T ✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉t♦ré✲

❣r❡ss✐✈❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ❞é❝r✐t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞✉ t❡♠♣s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s rés✐❞✉❡❧ (ξt)t=1,...,T ❡t ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✹ rés✉♠❡ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s❝r✐♣✲

t✐✈❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡ t❛❜❧❡❛✉ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❥❡t❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❣❛✉ss✐❛♥✐té

❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ▲✬❆❈❋ ❡t ❞❡ ❧❛ P❆❈❋ ❡♠♣✐r✐q✉❡ r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s

rés✐❞✉❡❧✱ ♠♦♥tr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s à ♠é♠♦✐r❡ ❝♦✉rt❡ s❛✐s♦♥♥✐èr❡ ❡st ❛❞éq✉❛t

à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s (ξt)t=1,...,T ✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝❛❧❡r s✉r ❝❡



✺✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s ✶✵✼

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s rés✐❞✉❡❧ (ξt)t=1,...,T ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✾✮

▼♦②❡♥♥❡ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙❦❡✇♥❡ss ❑✉rt♦s✐s ❏❛rq✉❡ ❡t ❇❡r❛

−6.1580 238889.3 2.8359 15.9072 14425.8749

♣✲✈❛❧✉❡< 2.2 10−16

❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✕ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s rés✐❞✉❡❧ (ξt)t=1,...,T ✳



✺✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s ✶✵✽

♣r♦❝❡ss✉s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❙❆❘▼❆✭♣✱ q✮✭P✱ ◗✮ α✲st❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s

❡t ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬❆❦❛✐❦❡ ❝♦rr✐❣é ✭❆■❈❈✮ ♦✉ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❜❛②❡s✐❡♥

❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❇■❈✮✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❡st ✉♥ ❙❆❘▼❆✭✶✱ ✶✮✭✶✱ ✷✮ ❢♦r♠❛❧✐sé

❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

φ∗ (B) ξt = θ∗ (B) εt, ✭✺✳✶✵✮

❛✈❡❝

φ∗ (B) = (1− 0.1971B)
(
1− 0.9758B12

)

θ∗ (B) = (1 + 0.3387B)
(
1− 1.1262B12 + 0.1930B24

)
.

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✺✳✶✵✮ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡

♣❛r ▼❈▼❈✳

0 20 40 60 80 100

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

Retard

A
u

to
c
o

rr
é

la
ti
o

n

0 20 40 60 80 100

−
0

.1
0

.0
0

.1
0

.2
0

.3
0

.4

Retard

P
A

C
F

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ ❆❈❋ ❡t P❆❈❋ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s rés✐❞✉❡❧ (ξt)t=1,...,T ✳

P♦✉r t❡st❡r ❧❛ ❜❧❛♥❝❤❡✉r ❞❡s rés✐❞✉s (εt)t=1,...,T ✱ ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✶✵✮✱ ♥♦✉s

❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡t ❧✬❆❈❋ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s

(εt)t=1,...,T ✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s rés✐❞✉❡❧ s❡♠❜❧❡ êtr❡ st❛t✐♦♥✲

♥❛✐r❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ③ér♦✱ ❡t q✉❡ ❧✬❆❈❋ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ♣✐❝s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t

♥♦♥ ♥✉❧s✱ ♣r♦✉✈❛♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s rés✐❞✉s ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s êtr❡ ❛✉t♦❝♦rré❧és✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st

❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❧❡ t❡st ❞❡ ❇♦① ❡t P✐❡r❝❡ ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✺✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡



✺✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s ✶✵✾

❇♦① ❡t P✐❡r❝❡ QBP = 66.6818 ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ q✉❛♥t✐❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ✵✳✾✺ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❈❤✐✲❞❡✉①

✭✻✼✳✺✮✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❙❦❡✇♥❡ss✱ ❞✉ ❑✉rt♦s✐s ❡t ❞❡ ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❏❛rq✉❡

❡t ❇❡r❛ rés✉♠é❡s s✉r ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✺✱ ♠♦♥tr❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s rés✐❞✉s ♥❡ s♦♥t ♣❛s

♥♦r♠❛✉①✳ ❆✐♥s✐✱ à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s rés✐❞✉❡❧

(εt)t=1,...,T ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❞✐str✐❜✉é s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ Sα (γ, β, µ)✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡t ❆❈❋ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s rés✐❞✉❡❧ (εt)t=1,...,T ✳

▼♦②❡♥♥❡ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❙❦❡✇♥❡ss ❑✉rt♦s✐s ❏❛rq✉❡ ❡t ❇❡r❛ ❇♦① ❡t P✐❡r❝❡

−9.5136 170342.7 1.7357 13.7455 10164.93 66.6818

♣✲✈❛❧✉❡< 2.2 10−16

❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ✕ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s (εt)t=1,...,T ✳

❆ ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s r❡♠❛rq✉❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ r❡t❡♥✉

s❡♠❜❧❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♦❜s❡r✈é❡s s✉r ❧❛ sér✐❡ ♠❡♥s✉❡❧❧❡

❞✉ ❞é❜✐t ❞✉ ✢❡✉✈❡ ❙é♥é❣❛❧ à ❇❛❦❡❧✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ sér✐❡



✺✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s ✶✶✵

❞✬ét✉❞❡ (Xt)t=1,...,T s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

φ (B) Φ
(
B12
)
(1− B)0.09220

(
1− B12

)0.4007
(Xt − 662.737) = θ (B)Θ

(
B12
)
εt, ✭✺✳✶✶✮

♦ù φ (B) = 1− 0.1971B Φ
(
B12
)
= 1− 0.9758B12

❡t θ (B) = 1 + 0.3387B Θ
(
B12
)
= 1− 1.1262B12 + 0.1930B24

❡t (εt)t ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✐✳✐✳❞ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ Sα (γ, β, µ)✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❝❈✉❧❧♦❝❤ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts

s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉① ✺✳✻ s✉✐✈❛♥t ✿

α̂ β̂ γ̂ µ̂

▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❝❈✉❧❧♦❝❤ 1.7903 −0.2092 0.2313 −0.0537

❚❛❜❧❡ ✺✳✻ ✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s (εt)t=1,...,T ✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✺✳✶✶✮ ❡♥ ♣ré✈✐s✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s

à ❧❛ q✉❛❧✐té ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✼ s✉✐✈❛♥t ✿

❖❝t✳ ◆♦✈✳ ❉❡❝✳ ❏❛♥✳ ❋é✈✳ ▼❛rs✳ ❆✈r✳ ▼❛✐✳ ❏✉✐✳ ❏✉✐❧✳ ❆♦✉t✳ ❙❡♣t✳

❘▼❙❊ 341.15 133.67 91.27 57.43 25.90 23.62 45.60 51.67 73.62 144.71 302.48 609.64

▼❆P❊ 0.437 0.364 0.512 0.366 0.136 0.101 0.164 0.158 0.219 0.201 0.212 0.319

❚❛❜❧❡ ✺✳✼ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❡♥ ♣ré✈✐s✐♦♥ s✉r ❧❛ sér✐❡ ♠❡♥s✉❡❧❧❡ ❞✉ ❞é❜✐t ❞✉ ✢❡✉✈❡ ❙é♥é❣❛❧ à

❇❛❦❡❧✱ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞é❧❡ ❆❘❋■❙▼❆✳

✺✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ q✉❛❧✐té ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣rés❡♥tés

❞❛♥s ❧❡s ❙❡❝t✐♦♥s ✺✳✸✳✶ ❡t ✺✳✸✳✷✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❘▼❙❊ ❡t ❞❡ ▼❆P❊✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s

❚❛❜❧❡❛✉① ✺✳✸ ❡t ✺✳✼✳

◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s✱ ❞✬❛♣rès ❝❡s t❛❜❧❡❛✉①✱ q✉❡ ❧❡s ❘▼❙❊ ❡t ▼❆P❊ s♦♥t é❧❡✈és ♣♦✉r



✺✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s ✶✶✶

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡

❝❡s q✉❛♥t✐tés✱ s✉rt♦✉t ♣♦✉r ❧❡s ♠♦✐s ❞❡ ❏❛♥✈✐❡r✱ ❋é✈r✐❡r ❡t ▼❛rs✳ ▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♠✲

♣❛r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ♣ré✈✐s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇♦① ❡t ❏❡♥❦✐♥s ✭❚❛❜❧❡❛✉

✺✳✸✮ ❡t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❋■❙▼❆ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✼✮✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧❛

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❋■❙▼❆ s❡ ❢❛✐t s❡♥t✐r à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦✐s ❞❡ ❋é✈r✐❡r✳ ▲❛ ❋✐❣✲

✉r❡ ✺✳✶✵ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❘▼❙❊ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ✈♦✐r ❝❡ rés✉❧t❛t✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❘▼❙❊ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✐s✱ ♣♦✉r

❧❡s ♣ré✈✐s✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s



✺✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✶✷

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡✳

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssés à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✱ ❞❡s ♣r♦✲

❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ α✲st❛❜❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡s

❞é❜✐ts ♠❡♥s✉❡❧s ❞✉ ✢❡✉✈❡ ❙é♥é❣❛❧ à ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❛❦❡❧✳ ❊♥ ❣✉✐s❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s

ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❙❆❘■▼❆ ❞❡ ❇♦① ❡t ❏❡♥❦✐♥s ❬✶✶❪ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❋■❙▼❆✳ ▲❛

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❋■❙▼❆ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❘▼❙❊ ❡t ▼❆P❊✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s♦♥t ❡st✐♠és✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❞é♣❡♥❞

❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❖r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥

✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ✭♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡✮ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s

❞❡ ❥✉❣❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡

♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❝♦♥s✐st❛♥t ❡t q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r

❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✳ ❯♥❡ ✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✮ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ réé❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ t②♣❡

❇♦♦tstr❛♣✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❢✉t✉r tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

D
❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s

❞❡ sér✐❡s ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s ✿ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s à ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ s❛✐s♦♥♥✐❡rs ❛✈❡❝ ✈❛r✐❛♥❝❡

✐♥✜♥✐❡ ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✳ ❈❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♦♥t ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ à ❧❛ ❢♦✐s

❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ❞❡ s❛✐s♦♥♥❛❧✐té ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ q✉❡

❧✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ s♦✉✈❡♥t ❡♥ ✜♥❛♥❝❡✱ ❡♥ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❡♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❡✳ ■❧s ❝♦♥st✐t✉❡♥t

✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❧♦♥❣✉❡ ♠é♠♦✐r❡ ❆❘❋■▼❆✱ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés

❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❡t ♣♦ssè❞❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s✳

❆♣rès ❛✈♦✐r ét❛❜❧✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥✲

tér❡ssés à ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s

❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❧✐❝❛t à ré❣❧❡r✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣r♦✈✐❡♥t

s✉rt♦✉t ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ α✲st❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ♣r♦♣♦sé

♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●P❍ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛✐s♦♥♥✐❡r✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡

s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ❡t ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❈▼❈✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s

❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts

♦❜t❡♥✉s s♦♥t t♦✉s s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❘▼❙❊ ❡t ▼❆❊✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡✱ s✉rt♦✉t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st

❢❛✐❜❧❡✱ ❝❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡♠✐♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s

❞❛♥s ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧✐♠✐té✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s é❣❛❧❡♠❡♥t

✐♥tér❡ssés à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡✱ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐✈❡s ❡t ♠♦②❡♥♥❡✲♠♦❜✐❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈✲●▼▼ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r

à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ét❛❜❧✐✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ✿ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t

♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ❯♥ ♣❧❛♥ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r

❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐✈❡s ❡t

♠♦②❡♥♥❡✲♠♦❜✐❧❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
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♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ s❛♥s ♣❛rt✐❡ ❝♦✉rt❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡

♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ♣❛rt✐❡s ❛✉t♦ré❣r❡ss✐✈❡s ❡t ♠♦②❡♥♥❡✲♠♦❜✐❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ❡st ♣ré❢éré❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣ré❝✐s❡ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s❡♠❜❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r

❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈✲●▼▼✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s✱ q✉❡ ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❝❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛

♣r♦❝é❞✉r❡ r❡♥❞ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❢❛❝✐❧❡s ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s

♣❛s ❞✬♦✉t✐❧ t❤é♦r✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s q✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡

❢♦rt❡♠❡♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❡st✐♠❛t❡✉r✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❈❋ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭✹✳✹✮✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ α✲st❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

✉t✐❧✐sé ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❑♦❦♦s③❦❛ ❬✹✹❪✱

❈❧✐♥❡ ❡t ❇r♦❝❦✇❡❧❧ ❬✶✾❪ ♦✉ ❇r♦❝❦✇❡❧❧ ❡t ❉❛✈✐s ❬✶✸❪✱ ♣♦✉r ❝❡s t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛❜❧❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱

q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥s✳ ❈❡❝✐ ❡st

é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✐é ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ α✲st❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡s t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t

❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉

t②♣❡ ❇♦♦tstr❛♣ ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❧❡s ♦❜t❡♥✐r✳ ❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧

❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❢✉t✉r❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ α✲st❛❜❧❡ s✉r

❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❞é❜✐t ❞✉ ✢❡✉✈❡ ❙é♥é❣❛❧ à ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❛❦❡❧✳ ▲✬ét✉❞❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❡r♠✐s

❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♣ré❞✐❝t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡

❙❆❘■▼❆ ❞❡ ❇♦① ❡t ❏❡♥❦✐♥s ❬✶✶❪✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❆❘❋■❙▼❆ α✲st❛❜❧❡✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❘▼❙❊ ❡t ▼❆P❊✳ ❉❛♥s ❧❡

❝❛❞r❡ ❞❡ ❢✉t✉r❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t

♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈ ✉t✐❧✐sé❡

❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ❞❡ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s

♣♦✉rr♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t t❡♥t❡r ❞✬❛❞❛♣t❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆ α✲st❛❜❧❡✱ ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ré❝❡♠♠❡♥t ♣❛r ❆♥❞r❡✇s ❡t ❛❧✳❬✺❪

♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘✭♣✮ α✲st❛❜❧❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ t❡st❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡

s✉r ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♥♥é❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆

α✲st❛❜❧❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐st❡s s❡♠❜❧❡♥t ❢r✉❝t✉❡✉s❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré

❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝②❝❧❡s ✜①❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❡♥s❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s
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♣r♦❝❡ss✉s ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✜①❡s✱ ❞❡

♠é♠♦✐r❡ ❧♦♥❣✉❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❡♥sé à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s

♣r♦❝❡ss✉s ●❆❘▼❆ à ❦✲❢❛❝t❡✉rs ❛✈❡❝ ✉♥ ❜r✉✐t α✲st❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❡r

❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❛♥s ✉♥ ❛✈❡♥✐r ♣r♦❝❤❡✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❆❞❧❡r✱ ❘✳✱ ❋❡❧❞♠❛♥✱ ❘✳ ❊✳✱ ❡t ❚❛qq✉✱ ▼✳ ❆ Pr❛❝t✐❝❛❧ ●✉✐❞❡ t♦ ❍❡❛✈② ❚❛✐❧s ✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧

❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r✱ ❇♦st♦♥✱ ✶✾✾✽✳

❬✷❪ ❆❞❧❡r ❘✳ ❏✳✱ ❋❡❧❞♠❛♥ ❘✳ ❊✳ ❡t ●❛❧❧❛❣❤❡r ❈✳ ❆♥❛❧②s✐♥❣ st❛❜❧❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■♥

❆❞❧❡r ✱ ❋❡❧❞♠❛♥ ❡t ❚❛qq✉ ✭❊❞s✳✮✱ ❆ Pr❛❝t✐❝❛❧ ●✉✐❞❡ t♦ ❍❡❛✈② ❚❛✐❧s✱ ♣❛❣❡s ✶✸✸✲✶✺✽✳

❇✐r❦❤ä✉s❡r✱ ❇♦st♦♥✱ ✶✾✾✽❛✳ ✾✻

❬✸❪ ❆❣✐❛❦❧♦❣❧♦✉✱ ❈✳✱ ◆❡✇❜♦❧❞✱P✳ ❡t ❲♦❤❛r✱ ▼✳ ❇✐❛s ✐♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❆♥❛❧②s✐s✱ ✶✹✭✸✮ ✿ ✷✸✺✕✷✹✻✱ ✶✾✾✸✳ ✻✻

❬✹❪ ❆❧✈❛r❡③✱ ❆✳ ❡t ❖❧✐✈❛r❡s✱ P✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❧♦✐s st❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ✜♥❛♥❝❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❙♦❝✐été ❋r❛♥ç❛✐s❡ ❞❡ ❙t❛t✐st✐q✉❡✱ t♦♠❡ ✶✱

♥✝✹ ✿ ✷✸✕✺✹✱ ✷✵✵✺✳ ✶✾

❬✺❪ ❆♥❞r❡✇s✱ ❇✳✱ ❈❛❧❞❡r✱ ▼✳✱ ❡t ❉❛✈✐s✱ ❘✳ ❆✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r α✲st❛❜❧❡
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❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚✐♠❡ ❙❡r✐❡s ❆♥❛❧②s✐s✱ ✶✾✭✹✮ ✿ ✹✽✺✕✺✵✹✱ ✶✾✾✽✳ ✶✱ ✸✾

❬✼✾❪ ❨✉✱ ❏✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝

❘❡✈✐❡✇s✱ ✷✸✭✷✮ ✿ ✾✸✕✶✷✸✱ ✷✵✵✹✳ ✼✵✱ ✼✹

❬✽✵❪ ❩♦❧♦t❛r❡✈✱ ❱✳ ▼✳ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥t✐♦♥❛❧ st❛❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✲

✐❝❛❧ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✺✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✶✾✽✻✳ ✶✷



❆♥♥❡①❡ ❆

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
(
cj
)
j≥0

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (cj)j≥0 ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆✭♣✱ ❞✱ q✮✭P✱ ❉✱ ◗✮s s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡✳

❈❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Θs(z
s)Θ(z)

+∞∑

j=0

ψj(d, ν)z
j = Φs(z

s)Φ(z)
+∞∑

j=0

cjz
j, ∀ |z| < 1.

P♦s♦♥s ✿ A(z) = Φs(z
s)Φ(z)

+∞∑

j=0

cjz
j, B(z) = Θs(z

s)Θ(z)
+∞∑

j=0

ψj(d, ν)z
j

• ❉é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ A(z) ✿

A(z) =

(
1−

P∑

i=1

Φiz
is

)(
1−

p∑

j=1

φjz
j

)
+∞∑

k=0

ckz
k

=
+∞∑

k=0

ckz
k −

(
p∑

j=1

φjz
j

)(
+∞∑

k=0

ckz
k

)
−
(

P∑

i=1

Φiz
is

)(
+∞∑

k=0

ckz
k

)

+

(
P∑

i=1

Φiz
is

)(
p∑

j=1

φjz
j

)(
+∞∑

k=0

ckz
k

)
✭❆✳✶✮

❉é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✮ ✿

→
(

p∑

i=1

φiz
i

)(
+∞∑

j=0

cjz
j

)
=

∞∑

j=0




min(j,p)∑

i=1

φicj−i


 zj

→
(

P∑

i=1

Φiz
is

)(
+∞∑

k=0

ckz
k

)
=

P∑

λ=1

s−1∑

i=1

β̃λs+iz
λs+i,

❛✈❡❝ β̃λs+i =
λ∑

k=1

Φkc(λ−k)s+i



✶✷✹

→
(

P∑

i=1

Φiz
is

)(
p∑

j=1

φjz
j

)(
+∞∑

k=0

ckz
k

)
=

(
P∑

i=1

p∑

j=1

φjΦiz
is+j

)(
+∞∑

k=0

ckz
k

)

=
P∑

λ=1

p∑

k=1

H̃λs+kz
λs+k,

❛✈❡❝ H̃λs+k = Φλ

k∑

i=1

φick−i +
λ−1∑

l=1

Φl

p∑

i=1

φic(λ−l)s+k−i

❉♦♥❝ A(z) s✬é❝r✐t ✿

A(z) =
s−1∑

j=0


cj −

min(j,p)∑

i=1

φicj−i


 zj +

P∑

λ=1

s−1∑

k=0

(
H̃λs+k − β̃λs+k

)
zλs+k

+
∞∑

λ=1

s−1∑

k=0


cλs+k −

min(p,λs+k)∑

i=1

φicλs+k−i


 zλs+k

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ B(z) s✬❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

B(z) =
s−1∑

j=0


ψj(d, ν) +

min(j,q)∑

i=1

θiψj−i(d, ν)


 zj +

Q∑

λ=1

s−1∑

k=0

(
α̃λs+k + K̃λs+k

)
zλs+k

+
∞∑

λ=1

s−1∑

k=0


ψλs+k(d, ν) +

min(q,λs+k)∑

i=1

θiψλs+k−i(d, ν)


 zλs+k

❛✈❡❝ K̃λs+k = Θλ

k∑

i=1

θiψk−i(d, ν) +
λ−1∑

l=1

Θl

q∑

i=1

θiψ(λ−l)s+k−i(d, ν)

α̃λs+k =
λ∑

i=1

Θiψ(λ−i)s+k(d, ν)

❖♥ s✉♣♣♦s❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ P ≤ Q✳ P❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s

✭A(z) = B(z)✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

• P♦✉r j ∈ [0, s− 1] ∪ [(Q+ 1)s, +∞[

cj −
min(j,p)∑

i=1

φicj−i = ψj(d, ν) +

min(j,q)∑

i=1

θiψj−i(d, ν).

• P♦✉r j ∈ [s, (P + 1)s− 1]

cj −
min(j,p)∑

i=1

φicj−i + H̃j − β̃j = ψj(d, ν) +

min(j,q)∑

i=1

θiψj−i(d, ν) + K̃j + α̃j.



✶✷✺

• P♦✉r j ∈ [(P + 1)s, (Q+ 1)s− 1]

cj −
min(j,p)∑

i=1

φicj−i = ψj(d, ν) +

min(j,q)∑

i=1

θiψj−i(d, ν) + K̃j + α̃j.



❆♥♥❡①❡ ❇

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✽

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t à ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té

❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s

❆❘❋■❙▼❆ s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ ét❛❜❧✐s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ 2.1 ❞❡

❑♥✐❣❤t ❡t ❨✉ ❬✹✸❪✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r✱ s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✧❍②✲

♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✷✧ ❡t ✧❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✸✧✱ q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❆✷✮✱ ✭❆✸✮✱ ✭❆✺✮ ❡t ✭❆✻✮ ❞❡

❑♥✐❣❤t ❡t ❨✉ ❬✹✸❪ s♦♥t ✈r❛✐❡s✳

✭❆✷✮ ✿ In(ψ) ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s♦✉s ❧❡ s✐❣♥❡ ✐♥té❣r❛❧✱ ♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ Ψ✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♣♦s♦♥s f(r;ψ) = |cn(r)− c(r;ψ)|2 g(r)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs
∣∣∣∣
∂

∂ψ
f (r;ψ)

∣∣∣∣ = 2 g(r) |cn(r)− c(r;ψ)|
∣∣∣∣
∂ c(r;ψ)

∂ψ

∣∣∣∣

≤ 2 g(r) (|cn(r)|+ |c(r;ψ)|)
∣∣∣∣
∂ c(r;ψ)

∂ψ

∣∣∣∣

≤ 4 g(r)

∣∣∣∣
∂ c(r;ψ)

∂ψ

∣∣∣∣ .

❊♥ ♣♦s❛♥t U(r;ψ) =
∞∑

j=0

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α

+
m+1∑

l=2

∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rh+lch

∣∣∣∣∣

α

, ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

∣∣∣∣
∂

∂ψ
f (r;ψ)

∣∣∣∣ ≤ 4 g(r) exp(−U(r;ψ))
∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂ψ

∣∣∣∣

≤ 4 g(r)

∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂ψ

∣∣∣∣ .

⊲ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ In(ψ) ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à δ = (d,D, ζ, ξ)

❉✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
∣∣∣∣
∂

∂δ
f (r;ψ)

∣∣∣∣ ≤ 4 g(r)

∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂δ

∣∣∣∣ .



✶✷✼

P♦s♦♥s S(r;ψ) =
∞∑

j=0

uj(r;ψ)✱ ❛✈❡❝ uj(r;ψ) =

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α

✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ U(r;ψ)

❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à δ✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ S(r;ψ) ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✳ ❈❡❝✐ r❡✲

✈✐❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡

∣∣∣∣
∂ uj(r;ψ)

∂δ

∣∣∣∣ ≤ wj✱ ♦ù wj ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ✿

∣∣∣∣
∂ uj(r;ψ)

∂δ

∣∣∣∣ = α

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α−1 ∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1
∂ cj+l
∂δ

∣∣∣∣∣ .

P♦s♦♥s aj =
∂ cj
∂δ

, ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✿

∣∣∣∣
∂ uj(r;ψ)

∂δ

∣∣∣∣ ≤ 2

(
m∑

l=0

|rl+1cj+l|
)α−1( m∑

l=0

|rl+1aj+l|
)
.

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

∣∣∣∣
∂ uj(r;ψ)

∂δ

∣∣∣∣ ≤ 2

(
m∑

l=0

|rl+1|
α

α−1

)α−1( m∑

l=0

|cj+l|α
)1− 1

α
(

m∑

l=0

|aj+l|α
) 1

α

,

♦r
m∑

l=0

|rl+1|
α

α−1 <

(
m∑

l=0

|rl+1|
) α

α−1

, ♣✉✐sq✉❡
α

α− 1
> 1.

⇒
∣∣∣∣
∂ uj(r;ψ)

∂δ

∣∣∣∣ ≤ 2

(
m∑

l=0

|rl+1|
)α( m∑

l=0

|cj+l|α
)1− 1

α
(

m∑

l=0

|aj+l|α
) 1

α

. ✭❇✳✶✮

• ■❧ ❡①✐st❡ l0 t❡❧ q✉❡ |cj+l|α ≤ |cj+l0 |α✱ ♣♦✉r t♦✉t l = 0, . . . ,m✳

⇒
(

m∑

l=0

|cj+l|α
)1− 1

α

≤ (m+ 1)1−
1
α |cj+l0 |α−1.

• ■❧ ❡①✐st❡ l1 t❡❧ q✉❡ |aj+l|α ≤ |aj+l1 |α✱ ♣♦✉r t♦✉t l = 0, . . . ,m✳

⇒
(

m∑

l=0

|aj+l|α
) 1

α

≤ (m+ 1)
1
α |aj+l1 |.



✶✷✽

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭❇✳✶✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

∣∣∣∣
∂ uj(r;ψ)

∂δ

∣∣∣∣ ≤ 2(m+ 1)

(
m∑

l=0

|rl+1|
)α

|cj+l0 |α−1|aj+l1 |

≤ 2
(m+ 1)

2

(
m∑

l=0

|rl+1|
)α [

|cj+l0 |2(α−1) + |aj+l1 |2
]

≤ (m+ 1)

(
m∑

l=0

|rl+1|
)α

wj, ❛✈❡❝ wj = |cj+l0 |2(α−1) + |aj+l1 |2.

❉✬❛♣rès ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✷✱ wj ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ ❈❡ q✉✐

✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ U(r;ψ) ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à δ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂δ

∣∣∣∣ =
∂ S(r;ψ)

∂δ
+ α

m+1∑

l=2

∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rh+lch

∣∣∣∣∣

α−1 ∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rh+l
∂ ch
∂δ

∣∣∣∣∣

≤
∞∑

j=0

∣∣∣∣
∂ uj(r;ψ)

∂δ

∣∣∣∣+ α
m+1∑

l=2



(
m+1−l∑

h=0

|rh+lch|
)α−1(m+1−l∑

h=0

|rh+lah|
)


≤ (m+ 1)

(
m∑

l=0

|rl+1|
)α ∞∑

j=0

wj

+ α

m+1∑

l=2



(
m+1−l∑

h=0

|rh+lch|
)α−1(m+1−l∑

h=0

|rh+lah|
)
 .

❖r
∞∑

j=0

wj <∞ =⇒ ∃M > 0 t❡❧ q✉❡
∑

wj < M. ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ✿

∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂δ

∣∣∣∣ ≤M (m+1)

(
m∑

l=0

|rl+1|
)α

+α
m+1∑

l=2



(
m+1−l∑

h=0

|rh+lch|
)α−1(m+1−l∑

h=0

|rh+lah|
)
 .

P♦s♦♥s A = α

m+1∑

l=2



(
m+1−l∑

h=0

|rh+lch|
)α−1(m+1−l∑

h=0

|rh+lah|
)
 . ✭❇✳✷✮

❖r |ch| < 1 =⇒
(
m+1−l∑

h=0

|rh+lch|
)α−1

<

(
m+1−l∑

h=0

|rh+l|
)α−1

.

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

m+1−l∑

h=0

|rh+lah| ≤
(
m+1−l∑

h=0

|rh+l|2
)1/2(m+1−l∑

h=0

|ah|2
)1/2

.



✶✷✾

❆✐♥s✐✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ A ♣❡✉t êtr❡ ♠❛❥♦ré❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

A ≤ 2
m+1∑

l=2



(
m+1−l∑

h=0

|rh+l|
)α−1(m+1−l∑

h=0

|rh+l|2
)1/2(m+1−l∑

h=0

|ah|2
)1/2




≤ 2
m+1∑

l=2



(
m+1−l∑

h=0

|rh+l|
)α−1(m+1−l∑

h=0

|rh+l|
)(

m+1−l∑

h=0

|ah|2
)1/2




≤ 2
m+1∑

l=2



(
m+1−l∑

h=0

|rh+l|
)α(m+1−l∑

h=0

|ah|2
)1/2




≤ 2
m+1∑

l=2



(
m+1−l∑

h=0

|rh+l|
)α(+∞∑

h=0

|ah|2
)1/2




≤ 2 M ′

m+1∑

l=2

(
m+1−l∑

h=0

|rh+l|
)α

, ❝❛r
+∞∑

h=0

|ah|2 <∞, ❞✬❛♣rès ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✸.

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✿

∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂δ

∣∣∣∣ ≤M (m+ 1)

(
m∑

l=0

|rl+1|
)α

+ 2 M ′

m+1∑

l=2

(
m+1−l∑

h=0

|rh+l|
)α

. ✭❇✳✸✮

• ❙✐
m∑

l=0

|rl+1| > 1, ❛❧♦rs

(
m∑

l=0

|rl+1|
)α

<

(
m∑

l=0

|rl+1|
)2

✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ α ≤ 2 ❡t

log

(
m∑

l=0

|rl+1|
)
> 0✳

=⇒ α log

(
m∑

l=0

|rl+1|
)

≤ 2 log

(
m∑

l=0

|rl+1|
)

=⇒ log

(
m∑

l=0

|rl+1|
)α

≤ log

(
m∑

l=0

|rl+1|
)2

❞✬♦ù

(
m∑

l=0

|rl+1|
)α

≤
(

m∑

l=0

|rl+1|
)2

.



✶✸✵

• ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐
m∑

l=0

|rl+1| < 1, ❛❧♦rs

(
m∑

l=0

|rl+1|
)α

<
m∑

l=0

|rl+1|✳

◆♦✉s ♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ✿

(
m∑

l=0

|rl+1|
)α

≤ H1(r) =





(
m∑

l=0

|rl+1|
)2

, s✐
m∑

l=0

|rl+1| > 1

m∑

l=0

|rl+1|, s✐
m∑

l=0

|rl+1| ≤ 1.

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

(
m+1−l∑

h=0

|rh+l|
)α

≤ H1(r; l) =





(
m+1−l∑

h=0

|rh+l|
)2

, s✐
m+1−l∑

h=0

|rh+l| > 1

m+1−l∑

h=0

|rh+l|, s✐
m+1−l∑

h=0

|rh+l| ≤ 1.

❆✐♥s✐✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭❇✳✸✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂δ

∣∣∣∣ ≤M (m+ 1)H1(r) + 2 M ′

m+1∑

l=2

H1(r; l).

❊♥ ♣♦s❛♥t Γ1(r) =M (m+ 1)H1(r) + 2 M ′

m+1∑

l=2

H1(r; l)✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿

∣∣∣∣
∂

∂δ
f (r;ψ)

∣∣∣∣ ≤ 4 Γ1(r) g(r).

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✸✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ✿
∫
. . .

∫
Γ1(r) g(r) dr <∞.

❉✬♦ù In(ψ) ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à δ = (d,D, ζ, ξ)✳

⊲ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ In(ψ) ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à α✳



✶✸✶

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ✿

∣∣∣∣
∂ uj(r;ψ)

∂α

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α

ln

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α ∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

≤
(

m∑

l=0

|rl+1cj+l|
)α+1

.

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s ✿

∣∣∣∣
∂ uj(r;ψ)

∂α

∣∣∣∣ ≤
(

m∑

l=0

|cj+l|α
)1+1/α( m∑

l=0

|rl+1|
α

α−1

)α2
−1
α

≤ (m+ 1)1+1/α |cj+l0 |α+1

(
m∑

l=0

|rl+1|
α

α−1

)α2
−1
α

≤ (m+ 1)1+1/α |cj+l0 |α+1

(
m∑

l=0

|rl+1|
)α+1

. ✭❇✳✹✮

❖r ♣♦✉r t♦✉t 1 < α ≤ 2, ♦♥ ❛ (m+1)1+1/α < (m+1)2 ❡t |cj+l0 |α+1 < |cj+l0 |2✳

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ✿

(
m∑

l=0

|rl+1|
)α+1

≤ H2(r) =





(
m∑

l=0

|rl+1|
)3

, s✐
m∑

l=0

|rl+1| > 1

(
m∑

l=0

|rl+1|
)2

, s✐
m∑

l=0

|rl+1| ≤ 1,

❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭❇✳✹✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿
∣∣∣∣
∂ uj(r;ψ)

∂α

∣∣∣∣ ≤ (m+ 1)2 H2(r) |cj+l0 |2 .

❖r |cj+l0 |2 ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ❝❛r ❞✬❛♣rès ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡

st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
∞∑

j=0

|cj|α <∞, ♣♦✉r t♦✉t 1 < α ≤ 2✳ ❉✬♦ù U(r;ψ)



✶✸✷

❡st ❜✐❡♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à α✳ ❉♦♥❝✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ✿

∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂α

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∂

∂α
S(r; ψ) +

∂

∂α

m+1∑

l=2

∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rh+lch

∣∣∣∣∣

α∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∂

∂α
S(r; ψ) +

m+1∑

l=2

∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rh+lch

∣∣∣∣∣

α

ln

∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rh+lch

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

≤ (m+ 1)2 H2(r)
+∞∑

j=0

|cj+l0 |2 +
m+1∑

l=2



∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+hch

∣∣∣∣∣

α+1



≤ M (m+ 1)2 H2(r) +
m+1∑

l=2

(
m+1−l∑

h=0

|rl+hch|
)α+1

≤ M (m+ 1)2 H2(r) +
m+1∑

l=2

(
m+1−l∑

h=0

|rl+h|
)α+1

, ❝❛r |ch| < 1.

❖r

(
m+1−l∑

h=0

|rl+h|
)α+1

≤ H2(r; l) =





(
m+1−l∑

h=0

|rh+l|
)3

, s✐
m+1−l∑

h=0

|rh+l| > 1

(
m+1−l∑

h=0

|rh+l|
)2

, s✐
m+1−l∑

h=0

|rh+l| ≤ 1.

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂α

∣∣∣∣ ≤M (m+1)2 H2(r)+
m+1∑

l=2

H2(r; l).

❊♥ ♣♦s❛♥t Γ2(r) =M (m+ 1)2 H2(r) +
m+1∑

l=2

H2(r; l), ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✿

∣∣∣∣
∂f (r;ψ)

∂α

∣∣∣∣ ≤ 4 Γ2(r) g(r).

❙♦✉s ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
∫
. . .

∫
Γ2(r) g(r) dr <∞ ❡t ♣❛r s✉✐t❡ In(r;ψ) ❡st

❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à α✳

❊♥ rés✉♠é✱ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ In(r;ψ) ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ψ✳ ■❧ r❡st❡



✶✸✸

à ♠♦♥tr❡r q✉❡ In(r;ψ) ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ψ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✿
∣∣∣∣

∂2

∂ψ∂ψ′
f (r;ψ)

∣∣∣∣ = 2 g(r)

∣∣∣∣
∂ c(r;ψ)

∂ψ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂ c(r;ψ)

∂ψ′

∣∣∣∣

+ 2 g(r) |cn(r)− c(r;ψ)|
∣∣∣∣
∂2 c(r;ψ)

∂ψ∂ψ′

∣∣∣∣

≤ 2 g(r)

∣∣∣∣
∂ c(r;ψ)

∂ψ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂ c(r;ψ)

∂ψ′

∣∣∣∣+ 4g(r)

∣∣∣∣
∂2 c(r;ψ)

∂ψ∂ψ′

∣∣∣∣

≤ 2 g(r)

∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂ψ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂ψ′

∣∣∣∣

+ 4 g(r)

[∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂ψ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂ψ′

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∂2 U(r;ψ)

∂ψ∂ψ′

∣∣∣∣
]

≤ 6 g(r)

∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂ψ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂ψ′

∣∣∣∣+ 4 g(r)

∣∣∣∣
∂2 U(r;ψ)

∂ψ∂ψ′

∣∣∣∣ .

⊲ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ In(ψ) ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à α✳
∣∣∣∣
∂2

∂α∂α′
f (r;ψ)

∣∣∣∣ ≤ 6 g(r)

∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂α

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂α′

∣∣∣∣+ 4 g(r)

∣∣∣∣
∂2 U(r;ψ)

∂α∂α′

∣∣∣∣ .

❉✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂α

∣∣∣∣ ≤ Γ2(r), ♣♦✉r t♦✉t 1 < α ≤ 2.

=⇒
∣∣∣∣
∂2

∂α∂α′
f (r;ψ)

∣∣∣∣ ≤ 6 g(r) [Γ(r)]2 + 4 g(r)

∣∣∣∣
∂2 U(r;ψ)

∂α∂α′

∣∣∣∣ .

❖r ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛❥♦r❡r ❧❡ t❡r♠❡
∣∣∣∂

2 U(r;ψ)
∂α∂α′

∣∣∣ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

∣∣∣∣
∂2 uj(r;ψ)

∂α∂α′

∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣
∂

∂α′

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α′

= ln

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣ ln
∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α′

≤
∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

2 ∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α′

≤
(

m∑

l=0

|rl+1cj+l|
)α′+2

.



✶✸✹

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

∣∣∣∣
∂2 uj(r;ψ)

∂α∂α′

∣∣∣∣ ≤
(

m∑

l=0

|cj+l|α
′

)1+2/α′ (
m∑

l=0

|rl+1|
α′

α′
−1

) (α′
−1)(α′+2)

α′

≤
(

m∑

l=0

|cj+l|α
′

)1+2/α′ (
m∑

l=0

|rl+1|
)α′+2

≤ (m+ 1)1+2/α′

(
m∑

l=0

|rl+1|
)α′+2

|cj+l0 |α
′+2 .

❖r (m+ 1)1+2/α′ ≤ (m+ 1)3, |cj+l0 |α
′+2 ≤ |cj+l0 |3 ❡t

(
m∑

l=0

|rl+1|
)α′+2

≤ H3(r) =





(
m∑

l=0

|rl+1|
)4

, s✐
m∑

l=0

|rl+1| > 1

(
m∑

l=0

|rl+1|
)3

, s✐
m∑

l=0

|rl+1| ≤ 1.

❈❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ✿
∣∣∣∣
∂2 uj(r;ψ)

∂α∂α′

∣∣∣∣ ≤ (m+ 1)3H3(r) |cj+l0 |3 .

❖r |cj+l0 |3 ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ✿

2(α − 1) ≤ α ≤ 2 < 3 ❡t |cj| < 1 =⇒ |cj|3 < |cj|2(α−1) ❡t ❞✬❛♣rès ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✷

♥♦✉s ❛✈♦♥s
∞∑

j=0

|cj|2(α−1) <∞❀ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡
∞∑

j=0

|cj|3 <∞✳



✶✸✺

P❛r s✉✐t❡ U(r;ψ) ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à α ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

∣∣∣∣
∂2 U(r;ψ)

∂α∂α′

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∂2

∂α∂α′
S(r; ψ) +

∂

∂α′

m+1∑

l=2

∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rh+lch

∣∣∣∣∣

α′
∣∣∣∣∣∣

≤ M (m+ 1)3 H3(r) +
m+1∑

l=2



∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+hch

∣∣∣∣∣

α′+2



≤ M (m+ 1)3 H3(r) +
m+1∑

l=2

(
m+1−l∑

h=0

|rl+hch|
)α′+2

≤ M (m+ 1)3 H3(r) +
m+1∑

l=2

(
m+1−l∑

h=0

|rl+h|
)α′+2

, ❝❛r |ch| < 1

≤ M (m+ 1)3 H3(r) +
m+1∑

l=2

H3(r; l),

♦ù H3(r; l) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

H3(r; l) =





(
m+1−l∑

h=0

|rh+l|
)4

, s✐
m+1−l∑

h=0

|rh+l| > 1

(
m+1−l∑

h=0

|rh+l|
)3

, s✐
m+1−l∑

h=0

|rh+l| ≤ 1.

❊♥ ♣♦s❛♥t Γ3(r) =M (m+ 1)3 H3(r) +
m+1∑

l=2

H3(r; l)✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

∣∣∣∣
∂2

∂α∂α′
f (r;ψ)

∣∣∣∣ ≤
[
6 Γ2

2(r) + 4 Γ3(r)
]
g(r)

❡t ❞✬❛♣rès ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
∫
. . .

∫ [
6 Γ2

2(r) + 4 Γ3(r)
]
g(r) dr <∞.

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ In(ψ) ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à α✳

⊲ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ In(ψ) ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à δ = (d,D, ζ, ξ)✳
∣∣∣∣
∂2

∂δ∂δ′
f (r;ψ)

∣∣∣∣ ≤ 6 g(r)

∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂δ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂δ′

∣∣∣∣+ 4 g(r)

∣∣∣∣
∂2 U(r;ψ)

∂δ∂δ′

∣∣∣∣



✶✸✻

❉✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
∣∣∣∂ U(r;ψ)

∂δ

∣∣∣ ≤ Γ1(r)✱ ♣♦✉r t♦✉t δ✳

=⇒
∣∣∣∣
∂2

∂δ∂δ′
f (r;ψ)

∣∣∣∣ ≤ 6 g(r)Γ2
1(r) + 4 g(r)

∣∣∣∣
∂2 U(r;ψ)

∂δ∂δ′

∣∣∣∣

❖r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

∣∣∣∣
∂2 uj(r;ψ)

∂δ∂δ′

∣∣∣∣ = α(α− 1)

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α−2 ∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1
∂ cj+l
∂δ

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1
∂ cj+l
∂δ′

∣∣∣∣∣

+ α

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α−1 ∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1
∂2 cj+l
∂δ∂δ′

∣∣∣∣∣ .

P♦s♦♥s ✿

A1 = α(α− 1)

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α−2 ∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1
∂ cj+l
∂δ

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1
∂ cj+l
∂δ′

∣∣∣∣∣ ,

A2 = α

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α−1 ∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1
∂2 cj+l
∂δ∂δ′

∣∣∣∣∣ .

P♦s♦♥s aj =
∂ cj
∂δ

, bj =
∂2 cj
∂δ∂δ′

, Ωj =
∂

∂δ′
log

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣ .

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

A1 = α(α− 1)

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α−1 ∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1
∂ cj+l
∂δ

∣∣∣∣∣×
∂

∂δ′
log

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

= α(α− 1)

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α−1 ∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1aj+l

∣∣∣∣∣× Ωj

≤ 2(m+ 1)

(
m∑

l=0

rl+1

)α

|cj+l0 |α−1 |aj+l1 |Ωj

≤ (m+ 1)

(
m∑

l=0

rl+1

)α [
|cj+l0 |2(α−1) + Ω2

j

]
|aj+l1 |

≤ (m+ 1)

2

(
m∑

l=0

rl+1

)α [
|cj+l0 |4(α−1) + Ω4

j + |aj+l1 |2
]
.



✶✸✼

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

A2 = α

∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1cj+l

∣∣∣∣∣

α−1 ∣∣∣∣∣

m∑

l=0

rl+1bj+l

∣∣∣∣∣

≤ (m+ 1)

(
m∑

l=0

rl+1

)α [
|cj+l2 |2(α−1) + |bj+l3 |2

]
.

P❛r s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
∣∣∣∣
∂2 uj(r;ψ)

∂δ∂δ′

∣∣∣∣ ≤
(m+ 1)

2

(
m∑

l=0

rl+1

)α

Wj,

❛✈❡❝ Wj = |cj+l0 |4(α−1) + Ω4
j + |aj+l1 |2 + 2 |cj+l2 |2(α−1) + 2 |bj+l3 |2✳ ❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡

|cj+l0 |4(α−1) < |cj+l0 |2(α−1) ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✷✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡

Wj ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ ❈❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ U(r, ψ) ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s

❞ér✐✈❛❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à δ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
∣∣∣∣
∂2 U(r;ψ)

∂δ∂δ′

∣∣∣∣ =
∂2 S(r;ψ)

∂δ∂δ′
+ α

∂

∂δ′

m+1∑

l=2

∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rh+lch

∣∣∣∣∣

α−1 ∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rh+l
∂ ch
∂δ

∣∣∣∣∣

≤
∞∑

j=0

∣∣∣∣
∂2 uj(r;ψ)

∂δ∂δ′

∣∣∣∣+ α
m+1∑

l=2



∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+hch

∣∣∣∣∣

α−1 ∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+h
∂2 ch
∂δ∂δ′

∣∣∣∣∣




+ α(α− 1)
m+1∑

l=2



∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+hch

∣∣∣∣∣

α−2 ∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+h
∂ ch
∂δ

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+h
∂ ch
∂δ′

∣∣∣∣∣




≤ M (m+ 1)

2

(
m∑

l=0

rl+1

)α

+B1 +B2,

♦ù B1 = α

m+1∑

l=2



∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+hch

∣∣∣∣∣

α−1 ∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+h
∂2 ch
∂δ∂δ′

∣∣∣∣∣




B2 = α(α− 1)
m+1∑

l=2



∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+hch

∣∣∣∣∣

α−2 ∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+h
∂ ch
∂δ

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+h
∂ ch
∂δ′

∣∣∣∣∣


 .

❊♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❇✳✷✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

B1 = α
m+1∑

l=2



∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+hch

∣∣∣∣∣

α−1 ∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+hbh

∣∣∣∣∣




≤ M1

m+1∑

l=2

(
m+1−l∑

h=0

|rh+l|
)α

, ❝❛r
+∞∑

h=0

|bh|2 <∞.



✶✸✽

P♦✉r ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ B2✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

B2 = α(α− 1)
m+1∑

l=2



∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+hch

∣∣∣∣∣

α−1 ∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+hah

∣∣∣∣∣
∂

∂δ′
log

∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+hch

∣∣∣∣∣


 ,

♦r
∂

∂δ′
log

∣∣∣∣∣

m+1−l∑

h=0

rl+hch

∣∣∣∣∣ ❡st ❜♦r♥é✱ ❝❛r ét❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ ❊♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✬❡♥ ✭❇✳✷✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

B2 ≤M2

m+1∑

l=2

(
m+1−l∑

h=0

|rh+l|
)α

.

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ✿

=⇒
∣∣∣∣
∂2 U(r;ψ)

∂δ∂δ′

∣∣∣∣ ≤ M (m+ 1)

2

(
m∑

l=0

rl+1

)α

+ (M1 +M2)
m+1∑

l=2

(
m+1−l∑

h=0

|rh+l|
)α

≤ M (m+ 1)

2
H1(r) + (M1 +M2)

m+1∑

l=2

H1(r; l) = Γ1(r).

❉✬♦ù

∣∣∣∣
∂2

∂δ∂δ′
f (r;ψ)

∣∣∣∣ ≤ 6 g(r)Γ2
1(r)+4 g(r)Γ1(r).

❙♦✉s ❧✬ ❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
∫
. . .

∫ (
6Γ2

1(r) + 4Γ1(r)
)
g(r)dr < ∞. ❆✐♥s✐✱

In(ψ) ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à δ✳

❉✬♦ù In(ψ) ❡st ❞❡✉① ❢♦✐s ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s♦✉s ❧❡ s✐❣♥❡ ✐♥té❣r❛❧✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ψ ∈ Ψ✳

✭❆✸✮ ✿ ▲❛ s✉✐t❡ (Xt)t∈Z ❡st str✐❝t❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❡r❣♦❞✐q✉❡✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✱ (Xt)t∈Z ❡st str✐❝t❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦❜✐❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Xt =
∞∑

j=0

cjZt−j.

❖r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s (Zt)t ét❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❡t∑∞
j=0 |cj|

α < ∞ ♣♦✉r t♦✉t 1 < α ≤ 2✱ ❞♦♥❝ (Xt)t∈Z ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡r❣♦❞✐q✉❡✳ ❉✬♦ù

(Xt)t∈Z ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s str✐❝t❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❡r❣♦❞✐q✉❡✳

✭❆✺✮ ✿ K(x;ψ) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❡t ❜♦r♥é❡ ❞❡ x✱

♦ù K(x;ψ) =

∫
. . .

∫
(cos(r′x)− c(r;ψ))

∂

∂ψ
c(r;ψ)g(r) dr.



✶✸✾

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

∣∣∣∣(cos(r
′x)− c(r;ψ))

∂

∂ψ
c(r;ψ)g(r)

∣∣∣∣ ≤ 2g(r)

∣∣∣∣
∂

∂ψ
c(r;ψ)

∣∣∣∣

≤ 2g(r)

∣∣∣∣
∂

∂ψ
U(r;ψ)

∣∣∣∣ .

❖r

∣∣∣∣
∂

∂ψ
U(r;ψ)

∣∣∣∣ ≤ Γ(r) =





Γ1(r), s✐ ψ = (d,D, ζ, ξ)

Γ2(r), s✐ ψ = α.

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
∣∣∣∣(cos(r

′x)− c(r;ψ))
∂

∂ψ
c(r;ψ)g(r)

∣∣∣∣ ≤ 2Γ(r)g(r), ∀ ψ ∈ Ψ.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✸✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
∫
. . .

∫
Γ(r)g(r) dr <∞✳ ❉✬♦ù K(x;ψ)

❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ♣❛r s✉✐t❡ K(x;ψ) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❞❡ x ❡t ❜♦r♥é❡✳

✭❆✻✮ ✿ B(ψ0) =

∫
. . .

∫
∂

∂ψ
c(r;ψ0)

∂

∂ψ′
c(r;ψ0)g(r) dr ❡st ♥♦♥ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❡t

∂2

∂ψ∂ψ′
c(r;ψ) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❜❧❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿ ∣∣∣∣
∂

∂ψ
c(r;ψ0)

∂

∂ψ′
c(r;ψ0)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∂

∂ψ
U(r;ψ0)

∂

∂ψ′
U(r;ψ0)

∣∣∣∣
≤ Γ2(r)

❡t ❞✬❛♣rès ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
∫
. . .

∫
Γ2(r)g(r) dr <∞.

❉✬♦ù
∫
. . .

∫ ∣∣∣∣
∂

∂ψ
c(r;ψ0)

∂

∂ψ′
c(r;ψ0)

∣∣∣∣ (r)g(r) dr <∞.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t B(ψ0) ❡st ♥♦♥ s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡
∂2

∂ψ∂ψ′
c(r;ψ) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é✲

♠❡♥t ❜♦r♥é❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ✿
∣∣∣∣
∂2 c(r;ψ)

∂ψ∂ψ′

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂ψ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂ U(r;ψ)

∂ψ′

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∂2 U(r;ψ)

∂ψ∂ψ′

∣∣∣∣

≤ Γ2(r) +

∣∣∣∣
∂2 U(r;ψ)

∂ψ∂ψ′

∣∣∣∣ .

❖r ❞✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

∣∣∣∣
∂2 U(r;ψ)

∂ψ∂ψ′

∣∣∣∣ < Γ′(r) =





Γ1(r), s✐ ψ = (d,D, ζ, ξ)

Γ3(r), s✐ ψ = α.



✶✹✵

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ✿ ∣∣∣∣
∂2 c(r;ψ)

∂ψ∂ψ′

∣∣∣∣ ≤ Γ2(r) + Γ′(r)

❡t s♦✉s ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✸✳✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
∫
. . .

∫
(Γ2(r) + Γ′(r))g(r) dr <∞.

❉✬♦ù

∣∣∣∣
∂2 c(r;ψ)

∂ψ∂ψ′

∣∣∣∣ ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❜❧❡✳

❆✐♥s✐✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡

2.1 ❞❡ ❑♥✐❣❤t ❡t ❨✉ ❬✹✸❪✳ ❈❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳



❆♥♥❡①❡ ❈

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣❡r♠❡tt❛♥t

❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❆❘❋■❙▼❆

s②♠étr✐q✉❡ α✲st❛❜❧❡ ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳

GPHT GPHP ❲❤✐tt❧❡ ▼❈▼❈

d̂ d̂ d̂ d̂ d̂ d̂

♥ ν = 0.5 ν = 0.6 ν = 0.7

100 0.2080 0.2175 0.2184 0.2142 0.1709 0.2260

(0.1142) (0.2575) (0.1980) (0.1544) (0.0903) (0.1086)

[0.0791] [0.1901] [0.1454] [0.1106] [0.0664] [0.0700]

500 0.2021 0.2154 0.2103 0.2049 0.1949 0.2099

(0.0469) (0.1601) (0.1112) (0.0790) (0.0389) (0.0519)

[0.0305] [0.1164] [0.0803] [0.0546] [0.0241] [0.0298]

1500 0.2012 0.2047 0.2040 0.2029 0.1991 0.2041

(0.0274) (0.1169) (0.0756) (0.0507) (0.0234) (0.0315)

[0.0157] [0.0836] [0.0527] [0.0336] [0.0121] [0.0169]

❚❛❜❧❡ ❈✳✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ♠♦❞è❧❡ 1✱ ♣♦✉r α = 1.3✳



✶✹✷

GPHT GPHP ❲❤✐tt❧❡ ▼❈▼❈

d̂ d̂ d̂ d̂ d̂ d̂

♥ ν = 0.5 ν = 0.6 ν = 0.7

100 0.2015 0.2042 0.2034 0.2018 0.1603 0.1902

(0.1170) (0.2816) (0.2239) (0.1601) (0.0980) (0.0821)

[0.0904] [0.2207] [0.1762] [0.1250] [0.0794] [0.0658]

500 0.1989 0.2082 0.2027 0.1986 0.1907 0.1985

(0.0471) (0.1727) (0.1180) (0.0824) (0.0377) (0.0369)

[0.0376] [0.1370] [0.0940] [0.0648] [0.0298] [0.0293]

1500 0.2003 0.1978 0.1977 0.1996 0.1971 0.1996

(0.0264) (0.1243) (0.0817) (0.0549) (0.0209) (0.0230)

[0.0211] [0.0976] [0.0646] [0.0441] [0.0167] [0.0181]

❚❛❜❧❡ ❈✳✷ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ♠♦❞è❧❡ 1✱ ♣♦✉r α = 2✳



✶✹✸
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❋✐❣✉r❡ ❈✳✶ ✕ ❇♦①♣❧♦t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és d ❞✉ ♠♦❞è❧❡ 1✱ ❛✈❡❝ α = 1.3 ❡t α = 2 ♣❛r ❧❡s

♠ét❤♦❞❡s GPHT ✱ GPHP ✱ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈✱ ♣♦✉r n = 100✱ n = 500 ❡t

n = 1500✱ ❜❛sé s✉r 1500 ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳



✶✹✹

GPHT GPHP ❲❤✐tt❧❡ ▼❈▼❈

♥ D̂ D̂ D̂ D̂

100 0.1999 0.1987 0.0800 0.1761

(0.1303) (0.1553) (0.1311) (0.0743)

[0.0948] [0.1139] [0.1243] [0.0537]

500 0.2011 0.2006 0.1710 0.1967

(0.0431) (0.0500) (0.0434) (0.0325)

[0.0305] [0.0370] [0.0351] [0.0229]

1500 0.2004 0.20001 0.1895 0.1988

(0.0251) (0.0281) (0.0210) (0.0213)

[0.01564] [0.0187] [0.0147] [0.0140]

❚❛❜❧❡ ❈✳✸ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✷✱ ♣♦✉r α = 1.3✳

GPHT GPHP ❲❤✐tt❧❡ ▼❈▼❈

♥ D̂ D̂ D̂ D̂

100 0.1967 0.1928 0.0864 0.1751

(0.1551) (0.1887) (0.1312) (0.0872)

[0.1236] [0.1471] [0.1208] [0.0692]

500 0.1996 0.1986 0.1679 0.1946

(0.0519) (0.0594) (0.0518) (0.0386)

[0.0415] [0.0476] [0.0412] [0.0307]

1500 0.1999 0.2003 0.1885 0.1979

(0.0268) (0.0311) (0.0243) (0.0235)

[0.0214] [0.0248] [0.0194] [0.0190]

❚❛❜❧❡ ❈✳✹ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✷✱ ♣♦✉r α = 2✳
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❋✐❣✉r❡ ❈✳✷ ✕ ❇♦①♣❧♦t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ D ❞✉ ♠♦❞è❧❡ 2✱ ❛✈❡❝ α = 1.3 ❡t α = 2 ♣❛r

❧❡s ♠ét❤♦❞❡s GPHT ✱ GPHP ✱ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈✱ ♣♦✉r n = 100✱ n = 500

❡t n = 1500✱ ❜❛sé s✉r 1500 ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳



✶✹✻

GPHT GPHP ❲❤✐tt❧❡ ▼❈▼❈

♥ d̂ D̂ d̂ D̂ d̂ D̂ d̂ D̂

100 0.1004 0.1190 0.1002 0.1181 0.0766 0.0461 0.0926 0.0969

(0.1030) (0.1309) (0.1066) (0.1589) (0.0835) (0.0812) (0.0723) (0.0738)

[0.0739] [0.0948] [0.0766] [0.1157] [0.0604] [0.0779] [0.0518] [0.0529]

500 0.1002 0.1208 0.0965 0.1197 0.0979 0.0918 0.0983 0.1165

(0.0414) (0.0432) (0.0738) (0.0930) (0.0324) (0.0410) (0.0319) (0.0321)

[0.0282] [0.0305] [0.0590] [0.0744] [0.0218] [0.0345] [0.0221] [0.0231]

1500 0.1002 0.1203 0.1003 0.1199 0.0994 0.1093 0.0993 0.1187

(0.0247) (0.0262) (0.0256) (0.0303) (0.0198) (0.0211) (0.0216) (0.0214)

[0.0151] [0.0162] [0.0157] [0.0204] [0.0113] [0.0153] [0.0140] [0.0141]

❚❛❜❧❡ ❈✳✺ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✸✱ ♣♦✉r α = 1.3✳

GPHT GPHP ❲❤✐tt❧❡ ▼❈▼❈

♥ d̂ D̂ d̂ D̂ d̂ D̂ d̂ D̂

100 0.0990 0.1168 0.0999 0.1124 0.0688 0.0497 0.0875 0.0949

(0.1238) (0.1569) (0.1275) (0.1950) (0.1067) (0.0824) (0.0923) (0.0882)

[0.0944] [0.1204] [0.1011] [0.1520] [0.0834] [0.0774] [0.0730] [0.0701]

500 0.0980 0.1197 0.0979 0.1191 0.0957 0.0903 0.0966 0.1139

(0.0498) (0.0542) (0.0513) (0.0635) (0.0401) (0.0473) (0.0396) (0.0396)

[0.0399] [0.0433] [0.0410] [0.0508] [0.0320] [0.0392] [0.0319] [0.0313]

1500 0.0995 0.1197 0.0993 0.1203 0.0988 0.1082 0.0988 0.1175

(0.0272) (0.0275) (0.0281) (0.0327) (0.0214) (0.0246) (0.0240) (0.0236)

[0.0217] [0.0220] [0.0223] [0.0261] [0.0171] [0.0197] [0.0190] [0.0190]

❚❛❜❧❡ ❈✳✻ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✸✱ ♣♦✉r α = 2✳
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❋✐❣✉r❡ ❈✳✸ ✕ ❇♦①♣❧♦t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ d ❞✉ ♠♦❞è❧❡ 3✱ ❛✈❡❝ α = 1.3 ❡t α = 2 ♣❛r ❧❡s

♠ét❤♦❞❡s GPHT ✱ GPHP ✱ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈✱ ♣♦✉r n = 100✱ n = 500 ❡t

n = 1500✱ ❜❛sé s✉r 1500 ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ❈✳✹ ✕ ❇♦①♣❧♦t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❞❡ D ❞✉ ♠♦❞è❧❡ 3✱ ❛✈❡❝ α = 1.3 ❡t α = 2 ♣❛r

❧❡s ♠ét❤♦❞❡s GPHT ✱ GPHP ✱ ❲❤✐tt❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❲❤✐tt❧❡ ♣❛r ▼❈▼❈✱ ♣♦✉r n = 100✱ n = 500

❡t n = 1500✱ ❜❛sé s✉r 1500 ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳


