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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ♠❡s ♣❛r❡♥ts q✉✐ ♦♥t ❞é♠é♥❛❣é ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❡♥ ♣❡♥s❛♥t ❛✈❛♥t t♦✉t à ♠♦✐✱ q✉✐ ♦♥t été à
❧✬é❝♦✉t❡ ❡t q✉✐ ♠✬♦♥t ❛✐❞é ❞❛♥s ❞✬✐♥♥♦♠❜r❛❜❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❏❡ ❞♦✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❆❧✐♥❛
q✉❡ ❥❡ ♥✬❛✐ ♣❛s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✈✉ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ♠❛✐s ❥❡ ♥❡ ♣❡✉① ♣❛s ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t
♠♦♥ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ✈❡rr❛✐t ❧❡ ❥♦✉r s❛♥s ❡❧❧❡✳ ❙❛♥s ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❡❧❧❡ ❛ été ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s÷✉r✳

❏❡ ❞♦✐s r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ❋♦✉r✐❡r ❞♦♥t ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❏❡❛♥✲▲♦✉✐s ❱❡r❣❡r✲●❛✉❣r②✱ q✉✐
s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r❢♦✐s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ♠❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ❢r❛♥ç❛✐s❡✱ ♠❛✐s q✉✐ ♠❛ ❣✉✐❞é à tr❛✈❡rs ❧❛
♣❛♣❡r❛ss❡ ❡t q✉✐ ❛ ♣♦rté s✉r ♠❡s rés✉❧t❛ts ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❛✉q✉❡❧ ❥❡ ♣♦✉✈❛✐s ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❙✉rt♦✉t✱ ✐❧ ❛ ❢❛✐t
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡♥ ♠❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts✳ ❏✬❡s♣èr❡
q✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ q✉✐ s✉✐t ♥❡ tr❛❤✐t ♣❛s ❝❡❧❧❡✲❝✐✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❘♦❧❛♥❞ ❇❛❝❤❡r ♣♦✉r ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ♣♦✉r s♦♥ ✐♥térêt t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣
❞❡ ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ▼✐❦❤❛✐❧ ❩❛✐❞❡♥❜❡r❣ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r r❡❝♦♠♠❛♥❞é à ❧✬■♥st✐t✉t ❋♦✉r✐❡r ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❆❧❡①❡✐
P❛♥t❝❤✐s❤❦✐♥❡ ✿ ✐❧s ♦♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❜✐❡♥ ❛✐❞é ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ♠♦♥ ♣r❡♠✐❡r rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳

▼❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❏❡❛♥ ❑✉♥t③♠❛♥♥ ✭❋é❞ér✐❝♦✱ ❇✉r❛❦ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s✮ ❡t ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ❋♦✉r✐❡r ♠ér✐t❡♥t
sûr❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠❡♥t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ s♦❧✐❞❛r✐té✱ ❧❡s ❡①♣é❞✐t✐♦♥s à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❡t ❧❡s ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡s
q✉✐ ♦♥t r❡♥❞✉ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♠♦✐♥s ♣é♥✐❜❧❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s é❝❤❡❝s ❡t ❧❡ ❝❧✉❜ ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ r❡✲❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❡s♣r✐t
❝♦♥❝r❡t✱ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❛✉tr❡s✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠♦♥t❛❣♥❡ ❡t ❧❛ ♠❛✐r✐❡ ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❜❛rr❡ ✜①❡✳ ▲❡s
q✉❡❧q✉❡s ❜♦♥♥❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❝❡ t❡①t❡✱ s✬✐❧ ② ❡♥ ❛✱ s♦♥t ❞✉❡s à ❝❡t ❡♥❞r♦✐t✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ♠✉s✐q✉❡ ❛ été ❛✉ss✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧✬❛✐r ❀ ❥❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ r✉ss❡ ▲✐✉❜❡✳

❊♥ ♣❡♥s❛♥t à ❚❤✐❜❛✉t✳

✈



✈✐



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✈✐✐



❈❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❛ré❢❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s✉✐t❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s✳

▲❡s s✉✐t❡s b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ✭♦✉ Pr♦✉❤❡t✲❚❤✉❡✲▼♦rs❡✮

tn = (−1)❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡s ✉♥ ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ n.

❊❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ♣r♦♣r✐étés t❡❧❧❡s q✉❡ ✿ ❡❧❧❡ é✈✐t❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ uvuvu ✭❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ❝✬❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ✧♦✈❡r❧❛♣✲
❢r❡❡✧✮ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s m, k t❡❧s q✉❡ m > k ♦♥ ❛

2m−1∑

n=0

tnn
k = 0.

❈❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t ❞✬❛✉tr❡s s♦♥t ré♣❡rt♦r✐é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡①t❡ ❬✶❪✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥
❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ ❡t ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡♥ ❜❛s❡ 2✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✿ ✉♥❡ s✉✐t❡ b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
(tn) ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ❡♥t✐❡rs a ∈ {0, 1, . . . , b− 1}✱ k ∈ {0, 1, 2, . . .} ❡t
c ∈ {0, 1, . . . , bk − 1} ♦♥ ❛

tabk+c = tabk · tc
❡t t0 = 1✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉✬❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ s✐ ♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s tcbk = tc ♣♦✉r t♦✉s c, k ∈ N✳ ❯♥❡
s✉✐t❡ b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r s❡s t❡r♠❡s (t0, t1, . . . , tb−1)✳ ❙✐✱
❞❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✭❝❡ q✉✐ s❡r❛ ❧❡ ❝❛s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✉ t❡①t❡✮✱ ❡❧❧❡
❡st b✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✿ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ q✉✐ ❡♥❝♦❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡✉t ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r✳
❉❛♥s ❧❡ s❡♥s ré❝✐♣r♦q✉❡✱ s✐ ✉♥❡ s✉✐t❡ tn à ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡st b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡t b✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡

tn = t̄[ n

bh
] · tn−bh[ n

bh
] ✭[x] ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ x✮

❛✈❡❝ ✉♥❡ s✉✐t❡ (t̄n) bR✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s R, h ∈ N, R > 0✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡t é♥♦♥❝é ✭❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✵✳✺ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ ❝❡ tr♦✉✈❡
❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ 6✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ (tn)✱ s❛ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ p✲r❛ré✜é❡ ✭♦✉ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛s ❞❡ r❛ré❢❛❝t✐♦♥ p✮ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r
p ∈ N∗ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①tr❛✐t❡ (tpn)n✳ ❙✐ (tn) ❡st b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐✱ ❧❛ s✉✐t❡
p✲r❛ré✜é❡ s❡r❛ ❛✉ss✐ b✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ♠❛✐s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♣❛s bs✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❛✉❝✉♥ s✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
b✲❛✉t♦♠❛t✐❝✐té ❣❛r❛♥t✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ r❛ré✜é❡✱
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ét❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ✭❝❢ ❬✷❪✱ ❚❤❡♦r❡♠ 8.4.7✮✳ ▲❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t ❡st ♣❧✉s ♣ré❝✐s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✵✳✶ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✱✸ ❞❡ ❬✶✶❪✮✳ ❙♦✐t H ✉♥ ❣r♦✉♣❡ sé♣❛ré✱ s♦✐t b ∈ N \ {0, 1} ❡t s♦✐t tn ∈ HN ✉♥❡
s✉✐t❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ s✐ clcl−1 . . . c0 ❡st ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❜❛s❡ b ❞❡ n ∈ N ❛❧♦rs

tn = tc0tc1 . . . tcl . ✭✶✮

❙✉♣♣♦s♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ t0 = e✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ s✉✐t❡ (tn) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡ ❞❛♥s ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ G ❞✉
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r t0, t1, . . . , tb−1 ♠✉♥✐❡ ❞❡ s❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❍❛❛r✳

❙♦✐t m ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ (b− 1) t❡❧ q✉❡

∀u ∈ {0, 1, . . . , b− 1} D(tu) = exp

(

−2iπu

m

)

❞é✜♥✐ss❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G✳ ❙♦✐❡♥t p > 1 ❡t r > 0 ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs✳ ❆❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡ (tpn+r)
❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡ ❞❛♥s G ♠✉♥✐ ❞❡ s❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❍❛❛r s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ p ∧m = 1✳

❏✬ét✉❞✐❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s s♦♠♠❡s ❞❡ t❡r♠❡s ✐♥✐t✐❛✉① ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ p✲r❛ré✜é❡✳ ▲❛
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ p✲r❛ré❢❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❛✐♥s✐ ✿

✈✐✐✐



Pr♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧✳ ◗✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡s s♦♠♠❡s

S̃(N) =
∑

n<N

1p|ntn, tn =
∏

i

tcis✐ n = cl . . . c0 ❡♥ ❜❛s❡ q

✭P❛r❛♠ètr❡s ✿ p ✭❧❡ ♣❛s ❞❡ r❛ré❢❛❝t✐♦♥✮✱ q, t0, . . . , tq−1✮ ❄

❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ q✉❡st✐♦♥ ✿ tr♦✉✈❡r α1 = inf{α ∈ R|S̃(N) = O(Nα)} ✭❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ r❛ré❢❛❝t✐♦♥✮ ❀
❞é❝r✐r❡ Q ∈ N>2 ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r [0, 1] t❡❧s q✉❡

S̃(N)− F
({

logQN
})
Nα1 = o(Nα1);

é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t tr♦✉✈❡r α2 = inf{α ∈ R|S̃(N) − F
({

logQN
})
Nα1 = O(Nα)} ✭❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①♣♦s❛♥t ❞❡

r❛ré❢❛❝t✐♦♥✮✱ ❡t❝✳

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝✐té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ S̃(N) = o(N)✳ ❆✳❖✳●❡❧❢♦♥❞ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❬✶✽❪ q✉❡ α1 6
log 3
log 4 s✐ tn

❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡✳

❉✳❏✳◆❡✇♠❛♥ ✭❬✷✽❪✮ ❛ ♠♦♥tré ❡♥ ✶✾✻✾ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t q✉✐ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t s✉r ❧❛ r❛ré❢❛❝t✐♦♥ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✵✳✷ ✭❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ▼♦s❡r✮✳ P♦✉r t♦✉t N > 0✱ ♦♥ ❛ ✿
∑

n < N
3|n

tn > 0✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛
K1N

log 3

log 4 <
∑

n < N
3|n

tn < K2N
log 3

log 4 ,

♦ù K1 ❡t K2 s♦♥t ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡s s♦♠♠❡s ❛ été ❞é❝r✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ♣❛r ❏✳❈♦q✉❡t ❞❛♥s ❬✻❪ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✵✳✸✳ P♦✉r t♦✉t N ∈ N∗ ♦♥ ❛ ✿
∑

n < N
3|n

tn = F ({log4N})N
log 3

log 4 + ǫ(N) ✭✷✮

♦ù {x} ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ x ∈ R✱ |ǫ(N)| 6 1
3 ✭❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡r♠❡

❞✬❡rr❡✉r✮✱ ❡t F ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♥✉❧❧❡ ♣❛rt ❞ér✐✈❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

inf F =
2
√
3

3
≈ 1, 1547,

❡t

supF =
55

3

(
3

65

)log4 3

≈ 1, 6020.

❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ 1✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳

❖♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✵✳✸ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t 3 ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ t②♣❡

∑

n < N
p|n

tn = F ({log2s N})Nαp + ǫ(N), ✭✸✮

✐①



♦ù F ❡st ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ s = s(p) ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ t❡❧ q✉❡ 2s ≡ 1 ♠♦❞ p✱
❡t ǫ(N) ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞♦♥t ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à αp✳ ❉❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ 1✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r
tr♦✉✈❡r❛ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❬✷✵❪ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s p = 5✳
▲❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❞❡ r❛ré❢❛❝t✐♦♥ ♦♥t été ❞♦♥♥és ♣❛r ❏✳✲▼✳ ❉✉♠♦♥t ✭❬✶✺❪✮ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ♦ù s(p) = p − 1 ♦✉ ❛❧♦rs
s(p) = p−1

2 ❛✈❡❝ p ≡ 3 ♠♦❞ 4✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✭✸✮✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✾❪✳ ❖♥
r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✉① ❛rt✐❝❧❡s ❬✶✷✱ ✶✸❪ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs p✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s s♦♠♠❡s ✭✸✮ s♦♥t
♣♦s✐t✐✈❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣✳

❙✐ ❧❡ ♣❛s ❞❡ r❛ré❢❛❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛✉ss✐ ♣ré❝✐s ♥✬♦♥t été ♦❜t❡♥✉s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡
♣❡t✐ts ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ✭❬✷✵❪✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✵✳✹ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ 2 ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✸❪✮✳ ❙♦✐t q ❡♥ ❡♥t✐❡r ✐♠♣❛✐r ❡t s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t 2 ❞❡
(Z/qZ)×✳ ❙♦✐t T ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ q × q ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

T =










0 0 . . . 0 1
1 0 0

1 0 0

(0) �
✳ ✳ ✳

✳✳✳
1 0










❡t

M =

s−1∏

m=0

(I−T
2m).

❙♦✐t V (u) ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ Cq q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ str✐❝t❡✲
♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ 1 ❡t Pu ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ s✉r ❝❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✳ ❙♦✐t Sq(n)= (Sq,i(n))i=0,1,...,q−1 ∈Cq✳
❆❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

F(n) = PuSq(n)

♣❡✉t êtr❡ ♣r♦❧♦♥❣é❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ F : R+ → V (u) q✉✐ ✈ér✐✜❡

F(2sx) = MF(x) ♣♦✉r t♦✉t x > 0✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ✿

Sq(n)− F(n) =

{
O(1) s✐ M ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ 1
O(log n) s✐♥♦♥.

❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❛rt✐❝❧❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ S̃(N) ♣♦✉r ✉♥ ♣❛s ❞❡ r❛ré❢❛❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ 3
❡t N ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ r❡♥❞✉ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❬✸✷❪✳

▲❛ r❛ré❢❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s✉✐t❡s ✭b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s✱ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✮ ❛✉tr❡s q✉❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ❛
été ét✉❞✐é❡ ❛✈❡❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ✭❬✽❪✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✮ ❞❡ ❋✳▼✳❉❡❦❦✐♥❣ ❡t ❧✬❛rt✐❝❧❡
✭❬✷✷❪✮ ❞❡ ❘✳❍♦❢❡r✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ét✉❞✐❡ ❧❡s ✧s✉✐t❡s ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ❛✈❡❝ ♣♦✐❞s✧ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

tn = (−1)γ0c0+γ1c1+...+γlcl

♦ù γi ∈ {0, 1} ❡t clcl−1 . . . c0 ❡st ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ n ∈ N ❡♥ ❜❛s❡ 2✱ ❡t ♠♦♥tr❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✵✳✺✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐❞s ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ t②♣❡
∑

n < N
n ≡ r ♠♦❞ 3

tn = Fr(log4N)Nα + ǫr(N) ✭✹✮

♣♦✉r t♦✉t r ∈ {0, 1, 2}✱ ♦ù Fr s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ α > 0 ❡t ǫr(N) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❜♦r♥é❡s✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ s✉✐t❡ γi ❡st ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

①



▲❛ ♣❛rt✐❡ ✶✳✶ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✵✳✺ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❋✳▼✳❉❡❦❦✐♥❣✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s é♥♦♥❝és ♣ré❝é❞❡♥ts ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ♥✉❧❧❡
♣❛rt ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ré❡❧✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✹❪✳ ▲❡ ♠ê♠❡
❛✉t❡✉r ❛ ét✉❞✐é ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Zr ❞é✜♥✐❡ ♣❛r (sq(h1n), . . . , sq(hrn))✱ ♦ù sq
❞és✐❣♥❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝❤✐✛r❡s ❡♥ ❜❛s❡ q ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✱ ❡t h1, . . . , hr ∈ N∗ s♦♥t r ♣❛s ❞❡ r❛ré❢❛❝t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥ts✳

❯♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♥❝rèt❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s✉✐t❡s p✲r❛ré✜é❡s ✈✐❡♥t ❞❡s q✉❛s✐✲❝r✐st❛✉① ❞é❝♦✉✈❡rts ❡♥ 1982✳
▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ✧q✉❛s✐✲❝r✐st❛❧ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✧ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❞❡✉① ❧♦♥✲
❣✉❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s a ❡t b q✉✐ ❛❧t❡r♥❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ✿

a b b a b a a b

▲❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ t❡❧ ❝♦r♣s ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❝♦♥❝❡♥tré❡ ❛✉① ❡①tré♠✐tés
❞❡s s❡❣♠❡♥ts✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ s♣❡❝tr❡ ❡①✐st❡♥t ✭❬✷✶❪✱❬✶✼❪✮✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r t❡①t❡ r❛♠è♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s♦♠♠❡s p✲r❛ré✜é❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✳✶ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ ✈❡rr❛ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✭✹✮ ♣♦✉r ❧❡s s♦♠♠❡s ❞❡ ♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s
❞✬✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s✉✐t❡s b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✵✳✻✳ ❙♦✐t τn ✉♥❡ s✉✐t❡ b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à
1 q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡ |∑b−1

c=0 τc| > 1✳ ❋✐①♦♥s ✉♥❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ L ❞❡
log(

∑b−1
c=0 τc)✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ F : [0, 1]→ C q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ L t❡❧❧❡ q✉❡

N−1∑

n=0

τ(n) = F ({logbN})N
L

log b ♣♦✉r t♦✉t N ∈ N∗✳ ✭✺✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✵✳✺ s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡
t②♣❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✳✷✱ ♦♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✉t♦s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❡s s♦♠♠❡s ❞❡ ♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s✱ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡✱ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✉① s✉✐t❡s ❞é✜♥✐❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❤✐✛r❡s ♥♦♥ st❛♥❞❛r❞ ✭s❡r♦♥t ét✉❞✐és ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❤✐✛r❡s ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ b ♥♦♠❜r❡s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✱ q✉✐
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t −1, 0 ❡t 1✮✳

▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ r❛ré❢❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ♣❡✉t ✭❡♥ t❤é♦r✐❡✮ s❡ ❞é❝r✐r❡ ♣❛r
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ p ✭♦ù p ❡st ❧❡ ♣❛s ❞❡ r❛ré❢❛❝t✐♦♥✮ s✉✐t❡s ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❀ ❝❡ s❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✳✸✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡s s♦♠♠❡s r❛ré✜é❡s ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❡♥
❣é♥ér❛❧ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❬✷✽❪ ❡t ❞❛♥s ❧❡s t❡①t❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts ❬✶✷✱ ✶✸❪ ✿ ❡st✲❝❡ q✉❡
❧❡s s♦♠♠❡s p✲r❛ré✜é❡s ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞♦♥♥é❡ ❣❛r❞❡♥t ✉♥ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥
r❛♥❣ ❄ ❖♥ ❞é❝r✐r❛ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✳✹ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉❡ à ❉r♠♦t❛ ❡t ❙❦❛➟❜❛ ✭❬✶✷❪✮ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡
♥é❣❛t✐✈❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡✱ ❡t ♦♥ ❞é❝r✐r❛ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✉ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ s✉✐t❡ b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❡t ❝♦♠♣♦sé❡
❞❡ ♥♦♠❜r❡s 1, 0 ❡t −1✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ s✐❣♥❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ s②♠étr✐q✉❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❞❡❣ré

p− 2 ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
(
∑b−1
c=0 tcζ

jc
)

j=1,...,p−1
✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✭❝❢ ♣❛rt✐❡ ✷✳✺✮ ❞❡ ❝❡ t②♣❡

♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡ P❛s❝❛❧ ✜♥✐s✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ ✶✳✸ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷ s♦♥t ❝♦♥❝❡♥tré❡s s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s s♦♠♠❡s p✲r❛ré✜é❡s
❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① s✉✐t❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ +1, 0,−1✳ ❉✬❛♣rès ✭✺✮✱ ♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ (tn) ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡

①✐



+1, 0 ❡t −1✱ ❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✱ ❝❡t ❡①♣♦s❛♥t ✈❛✉t

αp =

log

∣
∣
∣
∣

bs−1∑

n=0
tnζ

n

∣
∣
∣
∣

s log b
,

♦ù ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✸✮ s♦♥t r❡♣r✐s❡s✱ s = s(p) ét❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ t❡❧
q✉❡ 2s ≡ 1 ♠♦❞ p✱ ❡t ζ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ p✲✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té t❡❧❧❡ q✉❡ |∑2s−1

n=0 tnζ
n| s♦✐t ♠❛①✐♠❛❧✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡

3 ❞❡ ❬✶✾❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ét✉❞✐❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ξ :=
∑2s−1
n=0 tnζ

n ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù tn ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡
✭❛✉q✉❡❧ ❝❛s ζ = 1 ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❥❛♠❛✐s ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ |ξ|✮✱ ζ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ p✲✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❡t
s = p− 1 ♦✉ s = p−1

2 ✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ξ = p✱ ❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ξ ❡st ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞✉

❝♦r♣s Q[

√

(−1) p−1

2 p]✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ζ = 1 ♣❡✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ |ξ| ❀ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ξ q✉✐

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① r❛❝✐♥❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té s♦♥t é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s p−1
s ✱

❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ 2.3✳

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ξ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t

∏

j∈F
×

p

(
b−1∑

c=0

tcζ
jc

)

✭✻✮

✭♦ù b > 2 ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ tn✱ ❡t tc ∈ {−1, 0,+1}✮ ❡t ❞❡s ❛✉tr❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s

s②♠étr✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡♥
(
∑b−1
c=0 tcζ

jc
)

j=1,...,p−1
✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡

f1x1 + f2x2 + . . .+ fp−1xp−1 = 0 ✭✼✮

❞❛♥s Fp−1
p ✱ q✉✐ ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♥✐ ③ér♦ ♥✐ ❞❡✉① ❢♦✐s ✉♥ ♠ê♠❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ F×

p ✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s

#

{

(x1, . . . , xp−1) ∈ (F×
p )

p−1

∣
∣
∣
∣

p−1
∑

k=1

fkxk = 0, xi 6= xj s✐ i 6= j

}

.

#{· · · } ❞és✐❣♥❡ ✐❝✐ ❡t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡

△f =
1

∏

j∈Fp

(#{k|fk = j})!

(

#

{

(x1, . . . , xp−1) ∈ (F×
p )

p−1

∣
∣
∣
∣

p−1
∑

k=1

fkxk = 0, xi 6= xj s✐ i 6= j

}

−

#

{

(x1, . . . , xp−1) ∈ (F×
p )

p−1

∣
∣
∣
∣

p−1
∑

k=1

fkxk = 1, xi 6= xj s✐ i 6= j

})

,

q✉✐ s✉✣t ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ Pr♦❜❧è♠❡ ✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ p ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭q✉✬♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r✱ s❛♥s
♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {0, a1, a2, . . . , ad} ♦ù ai s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts ❡t ♥♦♥ ♥✉❧s✮ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
fk✱ ❝❡s ♥♦♠❜r❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥ t❛❜❧❡❛✉✱ q✉✬♦♥ ✈❛ ❛♣♣❡❧❡r ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❞❡ P❛s❝❛❧ ✜♥✐✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

Nd ⊃
{

(na1 , na2 , . . . , nad)
∣
∣
∑

nai < p
}

→ Z

q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ P❛s❝❛❧ ✭❝❢ ❧❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✷✳✸✳✷ ❡t ✷✳✹✳✸✮ ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s❛✉❢ ✉♥
♣❡t✐t ✭❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ q✉✐ s❡r❛ ❛♣♣❡❧é❡ F0(a, p) ♦ù a = (a1, a2, . . . , ad) ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✻✶✮✮ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳
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❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ F0(a, p) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s d ❡t p✱ q✉✐ s✬✐♥t❡r♣rèt❡♥t
❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✳

▲❡s ♥♦r♠❡s ✭✻✮✱ q✉✐ s♦♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s②♠étr✐q✉❡s✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡
♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛♥ts ✭❝❢ ❧❛ ♣❛rt✐❡ 3.1✮✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✻ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ P❛s❝❛❧ ❛✉tr❡s q✉❡ ❝❡✉① ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♠♦❞✉❧♦
p✳ ❙♦♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s F0(a, p) ♣❛r r❛♣♣♦rt à t♦✉s ❧❡s
s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ P❛s❝❛❧ ✜♥✐s✱ r❡st❡ ♦✉✈❡rt✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❘❛ré❢❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s✉✐t❡s
b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s

✶



✶✳✶ ❙♦♠♠❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ s✉✐t❡s b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s

❙♦✐t ✉♥ ❡♥t✐❡r b > 1✱ ❡t s♦✐t (τn) ✉♥❡ s✉✐t❡ b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡ τcbk = τc ❡t |τ(c)| 6 1 ♣♦✉r t♦✉s c, k ∈ N✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t τ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ clcl−1 . . . c0 ❡st ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r n ❡♥ ❜❛s❡ b✱
❛❧♦rs

τn =

l∏

i=0

τci

❡t τ0 = 1 ❀ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s τ1, τ2, . . . , τb−1 ❡st ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 1✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❛✉ss✐ q✉❡
(τn) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡✳

▼❡tt♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ c ∈ {0, . . . , b}, ♦♥ ♥♦t❡r❛ d(c) =
c−1∑

i=0

τi✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r

♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ N é❝r✐t ❡♥ ❜❛s❡ b ❝♦♠♠❡ clcl−1 . . . c0, ♦♥ ❛ ✿

N−1∑

n=0
τn =

cl00...0−1∑

n=0
τn +

clcl−10...0−1∑

n=cl00...0

τn + . . .+
N−1∑

n=clcl−1...c10

τn

=

(
cl−1∑

c=0
τc

)(
b−1∑

c=0
τc

)l

+ τcl

(
cl−1−1∑

c=0
τc

)(
b−1∑

c=0
τc

)l−1

+ . . .+
∏l
k=1 τck ·

(
c0−1∑

c=0
τc

)

=
l∑

i=0

l∏

k=i+1

τck · d(ci) · d(b)i.

✭✶✳✶✮

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❢❛✐r❡ ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ d(b) =
∑b−1
c=0 τc✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✳✶✳ ❙✐ |∑b−1
c=0 τc| < 1✱ ❧❛ s♦♠♠❡

∑N−1
n=0 τn ❡st ❜♦r♥é❡✳

❙✐ |∑b−1
c=0 τc| = 1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∑N−1
n=0 τn = O(logN)✳

❙✐ |∑b−1
c=0 τc| > 1✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r L ❞✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ (

∑b−1
c=0 τc)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡

F : [0, 1]→ C t❡❧❧❡ q✉❡
N−1∑

n=0

τ(n) = F ({logbN})N
L

log b ❢♦r ❛❧❧ N ∈ N✳ ✭✶✳✷✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs é♥♦♥❝és s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✶✮✱ ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s✲♥♦✉s
❞♦♥❝ s✉r ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ✭✶✳✶✮ ❛ ✉♥ s❡♥s ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧
♣♦s✐t✐❢✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é x ∈ R∗
+ é❝r✐t ❡♥ ❜❛s❡ b ❝♦♠♠❡ clcl−1 . . . c0.c−1c−2 . . .✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s ψ(x) = ψτ,b(x)

♣❛r

ψ(x) =

l∑

i=−∞

l∏

k=i+1

τck · d(ci) · d(b)i. ✭✶✳✸✮

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❥✉st✐✜é❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✷✳ ❙♦✐t x ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x = b−mX, ♦ù m,X ∈ N✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✳✸✮ ♣r❡♥❞ ❧❛
♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① é❝r✐t✉r❡s ❞❡ x ❡♥ ❜❛s❡ b✳

✷



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥✐❡ ❞❡ x ❡st clcl−1 . . . c0.c−1c−2 . . . c−m✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✜♥✐❡ ❡st clcl−1 . . . c0.c−1c−2 . . . (c−m − 1)(b− 1)(b− 1) . . . ❀ ❧❡ ❧❡♠♠❡ éq✉✐✈❛✉t ❛❧♦rs à ❧✬✐❞❡♥t✐té

l∑

i=−m

∏

k>i τck · d(ci)d(b)i =
l∑

i=−m+1

∏

k>i τck · d(ci)d(b)i +
∏

k>−m
τck · d(c−m − 1)d(b)−m

+d(b− 1)

(−m−1∑

i=−∞

∏

k>i

τck · d(b)i
)

.

❆♣rès ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à i > −m✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∏

k>−m
τck · d(c−m)d(b)−m =

∏

k>−m
τck · d(c−m − 1)d(b)−m + d(b− 1)

(−m−1∑

i=−∞

∏

k>i

τck · d(b)i
)

.

❆♣rès ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∏

k>−m
τck · d(c−m)d(b)−m = d(b− 1)

(−m−1∑

i=−∞

∏

k>i

τck · d(b)i
)

.

▲❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

d(b)−m = d(b− 1)

(−m−1∑

i=−∞

−m−1∏

k=i+1

τb−1 · d(b)i
)

,

q✉✐ s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❡♥

1 = d(b− 1)

−1∑

i=−∞
τ−i−1
b−1 d(b)i.

▲❡ ❝ôté ❞r♦✐t ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✈❛✉t

d(b− 1)

+∞∑

i=1

τ i−1
b−1d(b)

−i =
d(b− 1)

d(b)

+∞∑

i=1

(
τb−1

d(b)

)i−1

=

(

1− τb−1

d(b)

)+∞∑

i=1

(
τb−1

d(b)

)i−1

= 1.

P❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✸✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡ x1, x2, . . . , xn, . . . q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs x > 0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
xn > x ♣♦✉r t♦✉t n✱ ♦✉ ❛❧♦rs xn < x ♣♦✉r t♦✉t n✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐r❛ ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❞❡ x ❡♥ ❜❛s❡ b ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✿ s✐ xn > x✱ s♦✐t clcl−1 . . . c0.c−1c−2 . . . ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ x q✉✐ ♥❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛s ♣❛r ❞❡s b − 1✱
❡t s✐ xn < x s♦✐t clcl−1 . . . c0.c−1c−2 . . . ❧✬é❝r✐t✉r❡ q✉✐ ♥❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛s ❞❡s ③ér♦s✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♣♦✉r t♦✉t m > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❛♥❣ N t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n > N ✱ x ❡t xn ♦♥t m ❝❤✐✛r❡s
✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛♣rès ❧❛ ✈✐r❣✉❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

|ψ(x)− ψ(xn)| =

∣
∣
∣
∣

m−1∑

i=−∞

∏

k>i τck · d(ci)d(b)i −
m−1∑

i=−∞

∏

k>i τ(c̄k) · d(c̄i)d(b)i
∣
∣
∣
∣

6 2maxc∈{0,...,b−1}
∑

i<−m |d(b)|i −−−−→m→∞
0,

♦ù c̄i s♦♥t ❧❡s ❝❤✐✛r❡s ❞❡ xn✳ ▲❛ s✉✐t❡ (ψ(xn)) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦♥❝ ✈❡rs ψ(x)✳

✸



❉✬❛♣rès s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ψ(bx) = d(b)ψ(x)✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✷✮✳
P♦✉r t♦✉t x > 0✱ ♣♦s♦♥s

F (logb x) = ψ(x)x
− L

log b . ✭✶✳✹✮

❈✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ré❡❧✳ L ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ d(b) ❝❤♦✐s✐❡ ❛✉ ❞é♣❛rt✱ ❡t
t♦✉s ❧❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠❡s é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✹✮ s♦♥t s✉♣♣♦sés êtr❡ ré❡❧s✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ F ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡
♣ér✐♦❞❡ 1✱ ❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡①✐st❡♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ y = logb x✱ ❛❧♦rs

F (y + 1) = F (logb(bx)) = d(b)ψ(x) · b−
L

log bx
− L

log b = ψ(x)x
− L

log b = F (y).

▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡ F ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✷✮ ✜①❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ F ❡♥ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡♥s❡ ❞❡ [0, 1]✳

P♦✉r ✜♥✐r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❢♦r♠✉❧♦♥s ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s♦✉s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψ ❡t F ♥❡ s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s
♥✉❧❧❡ ♣❛rt✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✹✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t c ∈ {0, . . . , b− 1}✱ |τc| > |d(b)|
b ✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψ ❡t F ♥❡

s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s ♥✉❧❧❡ ♣❛rt✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ✿ s✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡
❡♥ x ❡t f ′(x) = c✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δ > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s x1, x2 ∈ R t❡❧s q✉❡ x − δ < x1 6

x 6 x2 < x+ δ ❡t x1 < x2✱ ♦♥ ❛✐t

c− ǫ < f(x2)− f(x1)
x2 − x1

< c+ ǫ.

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t c ∈ {0, . . . , b− 1}✱ ♦♥ ❛ |τc| > τ > |d(b)|
b ✳ ❙♦✐t x ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢✱ ❡t cl . . . c0.c−1c−2 . . .

s♦♥ é❝r✐t✉r❡ q✉✐ ♥❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛s ♣❛r ❞❡s b − 1✳ ❙♦✐t Jn ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ t❡❧❧❡ q✉❡
c−Jn < b− 1✳ P♦s♦♥s

xn = clcl−1 . . . c0.c−1c−2 . . . c−Jn

❡t
yn = clcl−1 . . . c0.c−1c−2 . . . (c−Jn + 1).

❆❧♦rs yn > x > xn✱ limn→∞(yn − xn) = 0 ❡t

ψ(yn)− ψ(xn) =
∏

k>−Jn
τck · d(b)−Jn · τc−Jn+1

.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

|ψ(yn)− ψ(xn)| > τ l+1

( |d(b)|
τ

)−Jn
✱ ❞✬♦ù

∣
∣
∣
∣

ψ(yn)− ψ(xn)
yn − xn

∣
∣
∣
∣
>

( |d(b)|
τb

)−Jn
−−−−→
n→∞

+∞.

▲❛ s✉✐t❡
(
ψ(yn)−ψ(xn)

yn−xn

)

♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❛✉❝✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❞✬♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡

❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ x✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❡st ❛❧♦rs ♥✉❧❧❡ ♣❛rt ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ψ(x) ✿

ψ(x) = F (logb x)x
− L

log b .

✹



❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù d(b) ❡st ré❡❧ ❡t ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝✬❡st ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❡
♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❡st t②♣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ r❛ré❢❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
ψ ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞✬✉♥❡ s♣✐r❛❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts
❛ss❡③ ❣r❛♥❞s✳ ▼❡♥t✐♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s✉✐t❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ✭❝❢ ❬✽❪✮ q✉✐ ❛ été ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t

❞❡s s✉✐t❡s p✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ✭♦ù p ❡st ♣r❡♠✐❡r✮ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r (1,−e 2iπ
p , e

4iπ
p ,−e 6iπ

p , . . . , e
−2iπ

p , . . .)✳

❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❡❧❧❡ ❡st
❜♦r♥é❡ s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t ♣❛r min(2, log b

log |d(b)| )✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥✬❛ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s

❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ 4✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ τ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r (1, e
5iπ
3 , e

iπ
3 , 1, . . .) q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s

s♦♠♠❡s ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ 3✲r❛ré✜és ❝♦♠♠❡ ♦♥ ✈❡rr❛ ❡♥ ❝❤❛♣✐tr❡ 1.3✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✭❧❡ ✢♦❝♦♥ ❞❡ ❑♦❝❤✮ s❡
tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ 1✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❝❛s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♦♥ s❛✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ✭❝❢ ❬✶✻❪✮ q✉❡ ❝❡s ❣r❛♣❤❡s
s♦♥t ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡ ❢r❛❝t❛❧❡s q✉✐ ♠è♥❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ min(2, log b

log |d(b)| )
♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✳

✺



✶✳✷ ▲❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡s ❛✉tr❡ q✉❡ st❛♥❞❛r❞

❆✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ x = clcl−1 . . . c0✭◆✉♠ér❛t✐♦♥✮ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
clcl−1 . . . c0 ❡st ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r x ❡♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ✭◆✉♠ér❛t✐♦♥✮✱ ❡t ♦♥ ❛rrêt❡r❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❡
♣ré❝✐s❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❧é❣❡r✳

■❧ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✳✶ ❛✉① s②stè♠❡s ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝♦♠♠❡
❝❤✐✛r❡s b ❡♥t✐❡rs s✉❝❝❡ss✐❢s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t 0 ❡t 1✱ ❡t ❛✉① s✉✐t❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❛✉① s✉✐t❡s b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s
✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝❤✐✛r❡ s ∈ {2− b, . . . , 0}✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡
♥✉♠ér❛t✐♦♥ (−s, s + b − 1) ✭♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛♣rès ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❜s♦❧✉❡s ❞✉ ♣❡t✐t ❡t ❞✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❝❤✐✛r❡✮ ❞✬❛♣rès
❧✬❊①❡♠♣❧❡ 3.6.7 ❞✉ ❧✐✈r❡ ❬✷❪✳ ■❧ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(1) ■❧ ❡st ♣❛r❢❛✐t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r r❡❧❛t✐❢ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡s
q✉✐ ♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛s ♣❛r ③ér♦✱ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ③ér♦s à ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡
é❝r✐t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ (−s, s+ b− 1) s❛♥s ❝❤❛♥❣❡r ❧✬❡♥t✐❡r q✉✬❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡✳ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡t é♥♦♥❝é s❡
tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❚❤❡♦r❡♠ 3.6.2 ❞✉ ❧✐✈r❡ ❝✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞❡ ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ 4.1.19 ❞❡ ❬✷✸❪✱ ❡t s♦♥ ✉♥✐❝✐té ❛ été ❞é♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✷✺❪✳

(2) ▲❛ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ (−s, s+ b− 1) ♣rés❡r✈❡ ❧✬♦r❞r❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r r❡❧❛t✐❢ x ❡st s✉♣ér✐❡✉r à
✉♥ ❡♥t✐❡r r❡❧❛t✐❢ y s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ x ❡♥ s②stè♠❡ (−s, s+ b− 1) ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ y ❛✉
s❡♥s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✭✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❛ été ❝♦♠♣❧été❡ ♣❛r ❞❡s ③ér♦s à ❣❛✉❝❤❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s
❞❡✉① é❝r✐t✉r❡s s♦✐❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r é❣❛❧❡✮✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛♣rès (1)✱ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ s♦♥t ❞❡s ♦r❞r❡s t♦t❛✉①✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ✉♥ s❡✉❧ s❡♥s ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t x = clcl−1 . . . c0(−s,s+b−1) ❡t y = dldl−1 . . . d0(−s,s+b−1)

❧❡s é❝r✐t✉r❡s ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs r❛♠❡♥é❡s à ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝♦♠♠✉♥❡✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ cl > dl✳ ❆❧♦rs ✿

x > cl ss . . . s︸ ︷︷ ︸

l

(−s,s+b−1) = clb
l + s

l−1∑

i=0

bi = clb
l +

s(bl − 1)

b− 1
,

y 6 dl (b+ s− 1)(b+ s− 1) . . . (b+ s− 1)
︸ ︷︷ ︸

l

(−s,s+b−1) = dlb
l + (b+ s− 1)

l−1∑

i=0

bi = clb
l +

(b+ s− 1)(bl − 1)

b− 1
,

x− y > (cl − dl)bl − (bl − 1) = (cl − dl − 1)bl + 1 > 1.

▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♥é❣❛t✐✈❡ −b ✭❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤✐✛r❡s 0, 1, . . . , b − 1✮ s♦♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✈♦✐s✐♥❡✳
❯♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ❞♦✐t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✿ clcl−1 . . . c0(−b) =

∑l
i=0 ci(−b)i✳

■❧s ♦♥t été ét✉❞✐és ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✷❪ ✭s❡❝t✐♦♥ 3.7✮ ❡t ❬✷✸❪ ✭s❡❝t✐♦♥ 4.1✮✳

▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ (b(b−1), b−1) ♣❡✉✈❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥✈❡rt✐s ❡♥ ❜❛s❡ −b ❡t ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✱ ❣râ❝❡ ❛✉
❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❡♥tr❡ b(1−b) ❡t b−1 s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s q✉✐ s✬é❝r✐✈❡♥t ❡♥ ❜❛s❡ −b ❡♥ ❞❡✉① ❝❤✐✛r❡s✳
❙✐ clcl−1 . . . c0(−b) ❡st ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❜❛s❡ −b ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r x✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣♦s❡r Ci = c2i+1c2i(−b) ∈ [b(1− b), b− 1]

❡t ♦❜t❡♥✐r x = C[ l+1
2

] . . . C0
(b(b−1),b−1)

❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ (b(b − 1), b − 1)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s

s②stè♠❡s ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡♥ ❜❛s❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ✈ér✐✜❡♥t ❛✉ss✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✭1✮ ❡t ✭2✮ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ (τn) (−s, s+ b− 1)✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ s✐ ♦♥ ❛

τn =

l∏

i=0

τci

✻



♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n = clcl−1 . . . c0(−s,s+b−1)✱ ❡t τ0 = 1✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

b = 4, s = −2, τ1 = −j, τ−2 = −j, τ−1 = j2

♦ù j = e
2iπ
3 ✳ ❊❧❧❡ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ s✉✐t❡ ✏❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ❡♥ ❜❛s❡ −2✏ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

tn = (−1)❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ 1 ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ n ❡♥ ❜❛s❡ −2.

tn ❡st ❞é✜♥✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n✱ ♠❛✐s ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r (t0, t1, t2, . . .)✳ ❙♦✉s ❝❡tt❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ❡♥ ❜❛s❡ −2 ❡st

11̄11̄1̄11̄111̄11̄1̄111̄1̄11̄111̄11̄1̄11̄111̄1̄ . . . ✭♦ù 1̄ ❞és✐❣♥❡ −1✮✳

❖♥ ❛ τn = tnj
n✱ ❝❡ q✉✐ s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s♦♠♠❡s 3✲r❛r❡✜é❡s ❞❡ (tn)✳

▲❡ tr❛❝é ❞❡s s♦♠♠❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (τn) ❞❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ 1✱ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✺✲✸✳✼✳

❖♥ ét❛❜❧✐r❛ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù t♦✉s ❧❡s ❝❤✐✛r❡s s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s✳ ◆♦t♦♥s d(c) =
∑

s6c′<c τc′ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ c ∈ {s, . . . , s + b} ❡t d = d(s + b) ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❛✉① ❝❤✐✛r❡s
❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥✳ ❙✐ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ N s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ clcl−1 . . . c0 ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥
(−s, s+ b− 1), ❛❧♦rs

N−1∑

n=0
τn =

clss...s−1∑

n=0
τn +

clcl−1s...s−1∑

n=clss...s

τn + . . .+
N−1∑

n=clcl−1...c1s

τn

=

(
cl−1∑

c=0
τc

)(
∑

c
τc

)l

+ τcl

(

∑

c<cl−1

τc

)(
∑

c
τc

)l−1

+ . . .+
∏l
k=1 τck ·

(
∑

c<c0

τc

)

= (
∑

06c<cl
τc)d

l +
l−1∑

i=0

l∏

k=i+1

τck · d(ci) · di

✭✶✳✺✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ |d| > 1✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✺✮ s✉❣❣èr❡ ✉♥❡ ❛✉t♦s✐♠✐❧❛r✐té✱ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞é❝r✐t❡
♣❛r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ s✐ ♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✭✶✳✺✮ ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥❡
❝♦ï♥❝✐❞❡r❛ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡s s♦♠♠❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (τn) ❛✉① ♣♦✐♥ts ❡♥t✐❡rs ❝❛r d(0) 6= 0✳

❖♥ é♥♦♥❝❡r❛ ❧✬❛✉t♦s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡s s♦♠♠❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ (τn) à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬✐❞é❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❡ s❡❣♠❡♥t q✉✐ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l + 1 ❡st ♦❜t❡♥✉ ❞❡ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l ♣❛r ✉♥❡
s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ r❛♣♣♦rt d✳ Pré❝✐sé♠❡♥t ♦♥ ❛ ❧❛

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ ❙♦✐t N > 0 ✉♥ ❡♥t✐❡r q✉✐ s✬é❝r✐t ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ (−s, s + b − 1) ❝♦♠♠❡
clcl−1 . . . c0✱ ❡t M ✉♥ ❡♥t✐❡r q✉✐ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ c′l′c

′
l′−1 . . . c

′
0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

N − 1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l

bl
=

M − 1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l′

bl′
. ✭✶✳✻✮

❆❧♦rs 







N−1∑

n=1ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l

τn









dl
′−l =

M−1∑

n=1ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l′

τn. ✭✶✳✼✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ l′ > l✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ✭✶✳✻✮✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡M ❡st clcl−1 . . . c0ss . . . s ❛✈❡❝ (l′− l)

✼



❝❤✐✛r❡s s ❡t ♦♥ ❛ ✿

M−1∑

n=1ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l′

τn =

N−1∑

n′=1ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l

(n′+1)ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l′−l

−1

∑

n=(n′)ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l′−l

τn =
∑

n′

τn′

(s+ b− 1)(s+ b− 1) . . . (s+ b− 1)
︸ ︷︷ ︸

l′−l
∑

n̄=ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l′−l

τn̄ = dl
′−l
∑

τn′ .

■❝✐ ❧❡s é❝r✐t✉r❡s (n′)ss . . . s ❡t (n′ + 1)ss . . . s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ❞♦♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡
❞❡ n′ ✭♦✉ n′ + 1✮ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ❞❡s s✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡t é♥♦♥❝é✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ N = 1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l+1

✭❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ q✉✐ s✬é❝r✐t

❛✈❡❝ l + 2 ❝❤✐✛r❡s✮ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r l✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt ✭✶✳✻✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st

N − 1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l

bl
= b+ s− 1,

q✉✐ ❡st s❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✳

➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ q✉✐ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦♠♠❡
❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ τ ✳ ■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥

ψ̃(N) =

N−1∑

n=0

τn (N ∈ N).

➚ ❝❤❛q✉❡ x > 1 ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r l(x) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ x ∈



1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l

, 1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l+1



 ❡t ❧❡ ré❡❧

α(x) =

x− 1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l

bl
∈ [0, b+ s− 1[.

◆♦t♦♥s ♣♦✉r t♦✉t m ∈ N✱
xm = 1 ss . . . s

︸ ︷︷ ︸

l+m

+
[
bl+mα(x)

]

♣✉✐s
ψ(x)− ψ̃(1 ss . . . s

︸ ︷︷ ︸

l

)

dl
:= lim

m∞

ψ̃(xm)− ψ̃(1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l+m

)

d l+m
. ✭✶✳✽✮

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✳✶ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✷✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
ψ : [1,+∞[→ C

❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✽✮✱ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❡❧❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ψ̃ ❡t ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉s x, y ∈ [1,+∞[ t❡❧s q✉❡
α(x) = α(y) ❡t l = l(x) = l(y) + 1 ❧✬éq✉❛t✐♦♥

ψ(x)− ψ(1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l

) = d ·



ψ(y)− ψ(1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l−1

)



 . ✭✶✳✾✮

✽



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❛♥s ✭✶✳✽✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❝❛r ♦♥ ♣❡✉t ❜♦r♥❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ s❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s s✉❝❝❡ss✐❢s✳
❙♦✐t x > 1 ❡t m ∈ N✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ✿

ψ̃(xm)− ψ̃(1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l+m

)

d l+m
=

ψ̃



1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l+m+1

+ b
[
bl+mα(x)

]



− ψ̃(1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l+m+1

)

d l+m+1
,

❞✬♦ù

ψ̃(xm+1)− ψ̃(1 ss . . . s︸ ︷︷ ︸

l+m+1

)

d l+m+1
−

ψ̃(xm)− ψ̃(1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l+m

)

d l+m
=

ψ̃(xm+1)− ψ̃



1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l+m+1

+ b
[
bl+mα(x)

]





d l+m+1
,

❡t ∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ψ̃(xm+1)− ψ̃(1 ss . . . s︸ ︷︷ ︸

l+m+1

)

d l+m+1
−

ψ̃(xm)− ψ̃(1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l+m

)

d l+m

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

<
b

d l+m+1
.

❈❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝ôté ❞r♦✐t ❞❡ ✭✶✳✽✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❡t ♦♥ ❛

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ψ(x)− ψ̃(1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l

)

dl
−

ψ̃(xm)− ψ̃(1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l+m

)

d l+m

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

<
b

(d− 1)dl+m+1
.

❙✐ x ❡st ❡♥t✐❡r✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ m ∈ N✱ ♦♥ ❛ xm = 1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l+m

+ b l+mα(x)✱ ❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✱

❧❛ s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ψ(x) ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ψ(x) = ψ̃(x)✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ψ✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ✿ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛✉tr❡ q✉❡
1ss . . . s ❡t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❛✉① ♣♦✐♥ts q✉✐ r❡st❡♥t✳ ❙✐ x = 1 ♦✉ x > 1 ❡t x ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 1ss . . . s✱ ❛❧♦rs
t♦✉t x̄ ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ x ✈ér✐✜❡ l(x̄) = l(x)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st r❡♠♣❧✐❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
|x− x̄| < 1

bm (m ∈ N)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs |xm − x̄m| 6 1✱ ❞✬♦ù

∣
∣
∣
∣

ψ(x)− ψ(x̄)
dl

∣
∣
∣
∣
<

1

dl+m
+

2b

(d− 1)dl+m+1
.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ x✳

P♦✉r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t N = 1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l

✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥÷✈r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉

❧❡♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✳✶ ✿ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s à ♣r✐♦r✐ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ψ(N)✳ ▲❛
❝♦♥t✐♥✉✐té à ❞r♦✐t❡ ❡♥ N s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ♣❛r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t✳ P♦✉r tr❛✐t❡r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té à ❣❛✉❝❤❡✱
❝♦♥s✐❞ér♦♥s N ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l̄(N) = l − 1✳ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ ψ̄(N) s❡r❛ ❞é✜♥✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
❛♥❛❧♦❣✉❡ à ψ(N) ✿ ♦♥ ❛

ᾱ(N) =

N − 1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l−1

b l−1
= b+ s− 1,

xm(N) = 1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l+m

= xm(N) ❡t

✾



ψ̄(x)− ψ̃(1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l−1

)

dl
= lim
m∞

ψ̃(xm)− ψ̃(1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l+m−1

)

d l+m−1
. ✭✶✳✶✵✮

❆✉① ❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ q✉❡ ψ̄ = ψ✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ̄ ❡st
❝♦♥t✐♥✉❡ à ❣❛✉❝❤❡✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ❢❛✐t❡ ❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ψ̄(N) =
ψ̃(N)✳ ▲❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ ❡st ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré❡✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✾✮ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ❞✬❛♣rès s❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t m ∈ N∗ ✿ xm−1(x) = xm(y)✳

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ψ(1), ψ(1s), ψ(1ss) . . . s♦♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ♣❛r ✉♥❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ✭❞✉ ♣❧❛♥
❝♦♠♣❧❡①❡✮ ❞❡ r❛♣♣♦rt d✳ ❯♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ω = ψ(s+b)−d

1−d ✳

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ τ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ❛ d = 3e
5iπ
3 ❡t ω = 5+e

4iπ
3

7 ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶ ✭♦ù s = 0✮✱ ♦♥ ❛ ω = 0✳ ▲✬❛✣r♠❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ω✱ s❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛
❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t l ∈ N✱

ψ(1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l

)− ω = dl (ψ(1)− ω) .

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡✳

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ✭✶✳✷✮✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ✱❡t ❛❞❛♣té❡
❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♥✉♠ér❛t✐♦♥ (−s, s+ b− 1)✳ ❈❡ rô❧❡ s❡r❛ ❥♦✉é ♣❛r

f(x) = logb

(
b− 1

b+ s− 1
(x− 1) + 1

)

.

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭❧✐ss❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r x > 1✮ ✈ér✐✜❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t l ∈ N ♦♥ ❛

f(1 ss . . . s
︸ ︷︷ ︸

l

) = f

(

1 +
(b+ s− 1)(bl − 1)

b− 1

)

= l.

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❞❡✉① ré❡❧s x ❡t y ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✾✮✱ ❛❧♦rs f(x) = f(y) + 1✳

❈❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛✉t♦s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
y > 0 ♦♥ ❛

ψ
(
f−1(y + 1)

)
− ω = d

(
ψ
(
f−1(y)

)
− ω

)
,

❞✬♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
F (f(x)) = (ψ(x)− ω)d−f(x) ✭✶✳✶✶✮

❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ 1 ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❙✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r L ❞✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ d✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠❡ttr❡ ✭✶✳✶✶✮
s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ✭✶✳✹✮ ✿

F (f(x)) = (ψ(x)− ω)
(

b− 1

s+ s− 1
(x− 1) + 1

) L
log b

. ✭✶✳✶✷✮

▼❛❧❣ré ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r
❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ψ✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❝❡s ❡①♣♦s❛♥ts✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù s = 0✳

✶✵



✶✳✸ ❙♦♠♠❡s r❛ré✜é❡s ❞❡s s✉✐t❡s b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s

▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ◆❡✇♠❛♥ ♣❡✉t êtr❡ ét✉❞✐é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (tn) ❡st
✉♥❡ s✉✐t❡ b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✱ p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t ζ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡
♣r✐♠✐t✐✈❡ p✲✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ▲❛ s♦♠♠❡ p✲r❛ré✜é❡ ❞❡ (tn) ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

∑

n<N

1p|ntn =
∑

n<N

1

p

(

1 + ζn + ζ2n + . . .+ ζ(p−1)n
)

tn =
1

p




∑

n<N

tn +
∑

n<N

∑

j∈F
×

p

ζjntn



 .

❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ b ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ F×
p ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s s✉✐t❡s (ζjntn)n s♦♥t ❞❡s s✉✐t❡s bs✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ d(bs) ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① s✉✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ τn = ζjntn
♦ù tn ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ +1, 0 ❡t −1✳ ▼❛✐s ❛✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r ❛✉① s✉✐t❡s ♣ré❝✐s❡s✱ ❛❥♦✉t♦♥s ✉♥❡ r❡♠❛rq✉❡ ❣é♥ér❛❧❡
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s s✉✐t❡s ❞✬❡♥t✐❡rs r❛ré✜é❡s✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❡t ❝♦♠♣♦sé❡
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡s−1, 0 ❡t 1✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛s b✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦♠❜r❡s
s, ζ ❡t ❧❛ s✉✐t❡ τ ✱ ❡t ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ < b > ❞❡ F×

p ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r b✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ d(bs) ❛ss♦❝✐é❡ à τ ❡st

d(bs) =

bs−1∑

n=0

tnζ
n,

♣❛r ❧❛ b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈✐té ❞❡ (tn) ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡

d(bs) =
s−1∏

k=0

(
b−1∑

c=0

tcζ
bkc

)

=
∏

j∈<b>

(
b−1∑

c=0

tcζ
jc

)

.

❉✬❛♣rès ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ d(bs) ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s p−1
s ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ F×

p ❡st
❝♦♠♣♦sé ❞❡ p−1

s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♠♦❞✉❧♦ < b >✱ ❡t à ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ [j] ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

ξ[j] =

bs − 1∑

n = 0

tnζ
jn.

❚♦✉s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s②♠étr✐q✉❡s ❡♥ ❧❡s ξ[j] s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ♥♦tr❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s

ξ[i] =
∏

j∈iF×

p k

(

b−1∑

c=0

tcζ
jc)

✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s = p−1
k ✮ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s d(bs)✱ ❡t ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ s❡r❛ ❛❞♦♣té ❞❛♥s ❧❛

♣❛rt✐❡ 3✳

❆ ♣❛rt ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡r❛ ✉♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✉✐t❡ b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ +1, 0 ❡t
−1 q✉✬♦♥ ✈❛ ❛♣♣❡❧❡r ❧❛ s✉✐t❡ ✧++−✧✳ ❈✬❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

tn = (−1)❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡s ✬2✬ ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ n ❡♥ ❜❛s❡ 3. ✭✶✳✶✸✮

❙❡s t❡r♠❡s ✐♥✐t✐❛✉① s♦♥t ✿
111̄ 111̄ 1̄1̄1 111̄ . . . ✭♦ù 1̄ ❞és✐❣♥❡ −1✮✳

✶✶



✶✳✹ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ◆❡✇♠❛♥ ♣♦✉r

❧❡s s✉✐t❡s b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s s✉r ❧❛ r❛ré❢❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ét❛✐❡♥t ♠♦t✐✈é❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✷✳ ❙♦✐t (tn) ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡✳ P♦✉r q✉❡❧s ♥♦♠❜r❡s ✐♠♣❛✐rs p ❧❡s s♦♠♠❡s

N∑

n=0

tpn ✭✶✳✶✹✮

❣❛r❞❡♥t✲❡❧❧❡s ✉♥ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r N ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❄

▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✷✽✱ ✽✱ ✷✵✱ ✶✷✱ ✶✸❪ ♦♥t ❡①♣❧♦ré ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s p ♣r❡♠✐❡rs✳ ❉❛♥s ❧❡s
❛rt✐❝❧❡s ❬✽✱ ✷✵✱ ✶✸❪✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣♦sés✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ 6 ❞❡ ❬✶✸❪ ❡t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✹❪ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ Pr♦❜❧è♠❡ ✷ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡✳
▲✬✐♥é❣❛❧✐té

∑N
n=0 tpn > 0 éq✉✐✈❛✉t à

#

{

n < N

∣
∣
∣
∣
n ≡ 0 ♠♦❞ p ❡t s2(n) ≡ 0 ♠♦❞ 2

}

> #

{

n < N

∣
∣
∣
∣
n ≡ 0 ♠♦❞ p ❡t s2(n) ≡ 1 ♠♦❞ 2

}

,

♦ù s2(n) ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝❤✐✛r❡s ❞❡ n ❡♥ ❜❛s❡ 2 ✭❡t✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t sg(n) ❞és✐❣♥❡r❛ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
❝❤✐✛r❡s ❞❡ n ❡♥ ❜❛s❡ g✮✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ♠❡♥t✐♦♥♥és ét✉❞✐❡♥t ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
(p, i, a, g,M) ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t N ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ✿

#

{

n < N

∣
∣
∣
∣
n ≡ i ♠♦❞ p ❡t sg(n) ≡M ♠♦❞ a

}

= max
m

#

{

n < N

∣
∣
∣
∣
n ≡ 0 ♠♦❞ p ❡t sg(n) ≡ m ♠♦❞ a

}

.

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ Pr♦❜❧è♠❡ ✷ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡♥ ❧❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ b✲
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ (tn) q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❡t ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡s −1, 0 ❡t +1✱ ❡t
♣♦✉r p ♣r❡♠✐❡r ♥♦♥ ❞✐✈✐s❛♥t b✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡①♣r✐♠❡ ✭✶✳✶✹✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡
p s✉✐t❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s q✉✐✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ s♦♥t ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡s à ét✉❞✐❡r✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st ♠❛❧ ❛❞❛♣té❡ à ❧✬ét✉❞❡
❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❡✉r s♦♠♠❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷❪
♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♥é❣❛t✐❢ ❚❤❡♦r❡♠ 1✱ ♣✉✐s à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à
❧❛ s✉✐t❡ ✧+ + −✧✳ ▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞é♣❡♥❞r❛ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ss❡③ ❞é❧✐❝❛t ❞❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬❛✈❛♥t✲❞❡r♥✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❛♥♥✉❧❛t❡✉r é✈✐❞❡♥t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Q(ζ = e

2iπ
p )✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s

❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ t❡①t❡ ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞✬② ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ b
❡♥❣❡♥❞r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ F×

p ✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞✬❆rt✐♥✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r
✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♣r❡♠✐❡rs p✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ◆❡✇♠❛♥ ♣❛r♠✐ ❧❡s
♥♦♠❜r❡s bp−1, bp−2, bp−3, . . . ♣♦✉r t♦✉t p ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❡t q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ q✉✐ s❡r❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✈❛✉t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡t ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❬✶✷❪✳ ❙♦✉s
❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✱ ❧❛ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ tn ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

M−1∏

j=0

(

1 + t1x
bj + t2x

2bj + . . .+ tb−1x
(b−1)bj

)

=
bM−1∑

n=0

tnx
n

♣♦✉r t♦✉t M > 0✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s r(0)M,k ♣❛r

bM−1∑

n=0

tnx
n ≡

p−1
∑

k=0

r
(0)
M,kx

k ♠♦❞ xp − 1.

✶✷



▲❡s ❡♥t✐❡rs r(0)M,k s♦♥t ❞❡s s♦♠♠❡s p✲r❛ré✜é❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (tn) ✿

r
(0)
M,k =

∑

n < bM

n ≡ k ♠♦❞ p

tn.

▲❡s ♥♦♠❜r❡s r(0)p−1,k s♦♥t ❧✐és à ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ r❛ré❢❛❝t✐♦♥ ❡t s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s à ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣♦✉r ✉♥❡

s✉✐t❡ s✐♠♣❧❡ ✭♥♦t♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ r(0)p−1,k s♦♥t t♦✉s é❣❛✉① ♣♦✉r k 6= 0✮✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s r(0)p−2,k ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❞✉✐ts
❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡

(
p−1
∑

k=0

r
(0)
p−2,kx

k

)
(

1 + t1x
1
b + t2x

2
b + . . .+ tb−1x

b−1
b

)

≡
p−1
∑

k=0

r
(0)
p−1,kx

k ♠♦❞ xp − 1 ✭✶✳✶✺✮

✭♦ù ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❞❡ x s♦♥t ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s Fp✮✱ ❡t r
(0)
p−3,k, r

(0)
p−4,k, . . . ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉s ❡♥

❛♣♣❧✐q✉❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❞❡ x
❞❛♥s ✭✶✳✶✺✮ ❡♥ ♣❡r♠✉t❛♥t ❧❡s ♥♦♠s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s r(0)M,k ♣♦✉r k 6= 0 ✭♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t s❡ ❧❡ ♣❡r♠❡ttr❡
❝❛r ❧❡s s♦♠♠❡s r❛ré✜é❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① r❡st❡s ♥♦♥ ♥✉❧s ♠♦❞✉❧♦ p ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡✮✳ P♦s♦♥s

P
(l)
M (x) =

M−1∏

j=l

(

1 + t1x
bj + t2x

2bj + . . .+ tb−1x
(b−1)bj

)

♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs (M, l) t❡❧ q✉❡ 0 6 l < M ✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❡♥t✐❡rs r(l)M,k ♣❛r

P
(l)
M (x) ≡

p−1
∑

k=0

r
(l)
M,kx

k ♠♦❞ xp − 1.

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ r(0)p−1−l,k = r
(l)

p−1,blk
✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ✭✶✳✶✺✮ ✿

(
p−1
∑

k=0

r
(1)
p−1,kx

k

)(
b−1∑

c=0

tcx
c

)

≡
p−1
∑

k=0

r
(0)
p−1,kx

k ♠♦❞ xp − 1, ✭✶✳✶✻✮

(
p−1
∑

k=0

r
(2)
p−1,kx

k

)(
b−1∑

c=0

tcx
bc

)

≡
p−1
∑

k=0

r
(1)
p−1,kx

k ♠♦❞ xp − 1 ❡t❝✳ ✭✶✳✶✼✮

❈❡s ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ❡♥ s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝✐r❝✉❧❛♥ts ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s r(l+1)
p−1,k ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s

♥♦♠❜r❡s r(l)p−1,k ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ❋✐①♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝✐r❝✉❧❛♥t❡s ✿ ♦♥ ♥♦t❡r❛
C(a0, a1, . . . , ap−1) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

C(a0, a1, . . . , ap−1) =










a0 ap−1 ap−2 · · · a1
a1 a0 ap−1 · · · a2
a2 a1 a0 · · · a3
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

ap−1 ap−2 ap−3 · · · a0










.

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s❝r✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✶✳✶✻✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

C(θ0, θ1, θ2, . . . , θp−1)









r
(1)
p−1,0

r
(1)
p−1,1
✳✳✳

r
(1)
p−1,p−1









=









r
(0)
p−1,0

r
(0)
p−1,1
✳✳✳

r
(0)
p−1,p−1









, ✭✶✳✶✽✮

✶✸



❡t ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✶✳✶✼✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

C(θ0, θ 1
b
, θ 2

b
, . . . , θ p−1

b
)









r
(2)
p−1,0

r
(2)
p−1,1
✳✳✳

r
(2)
p−1,p−1









=









r
(1)
p−1,0

r
(1)
p−1,1
✳✳✳

r
(1)
p−1,p−1









, ✭✶✳✶✾✮

♦ù ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r θc =

{
tc s✐ c < b
0 s✐♥♦♥

, ❡t ❧❡s ❞✐✈✐s✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s

❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✶✾✮ s♦♥t ❞❡s ❞✐✈✐s✐♦♥s ❞❛♥s Fp✳

❚♦✉t❡s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝✐r❝✉❧❛♥t❡s s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs









1
ζj

ζ2j

✳✳✳
ζ−j










(j ∈ {0, 1, . . . , p− 1}) ✭✶✳✷✵✮

♦ù ζ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ p✲✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ✜①é❡✱ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
C(a0, a1, . . . , ap−1) ❡st

p−1
∑

i=0

aiζ
ij . ✭✶✳✷✶✮

P♦✉r ✜♥✐r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
♠❛tr✐❝✐❡❧ ♠ê♠❡ à ✉♥❡ s✉✐t❡ b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ q✉❛♥❞ b ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✉ ❣r♦✉♣❡ F×

p ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
❧❡s rés✉❧t❛ts s❡r♦♥t ✈r❛✐s ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡ s✉✐t❡ q✉✐ ❡st ❧❛ s✉✐t❡ b′✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✭❛✈❡❝ b < b′ < p ❡t b′ ❡st ✉♥
❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ F×

p ✮ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❡t ❞♦♥t ❧❡s b′ ♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s s♦♥t θ0, θ1, . . . , θb′−1✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù (tn) ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ✭❝❢ ❬✶✷❪✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ 1✮✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥✬❡st
♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿

r
(0)
p−1,k =

{
p− 1 s✐ k = 0
−1 s✐♥♦♥

✭❝♦♠♠❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✺✳✶✮ ❀ ✭✶✳✷✷✮

r
(1)
p−1,k =

p− 1

2
− k; ✭✶✳✷✸✮

r
(2)
p−1,0 =

p− 1

2
− p2 − 1

24
. ✭✶✳✷✹✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ p > 11 ❡t 2 ❡st ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✉ ❣r♦✉♣❡ F×
p ✱ ❧❡s s♦♠♠❡s p✲r❛ré✜é❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡

❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ♣r❡♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ♥é❣❛t✐✈❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù (tn) ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ✧+ + −✧✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❧✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣♦✉r r(l)p−1,k✳ ▲✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡
r❛ré❢❛❝t✐♦♥ ✭t♦✉❥♦✉rs s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ 3 ❡st ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ♠♦❞✉❧♦ p✮ ✈❛✉t

αp =
logLp

(p− 1) log 3

♦ù Lp =
∏p−1
j=1(1+ζ

j−ζ2j) ✭q✉✐ ✈❛✉t ❧❡ p✲✐è♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▲✉❝❛s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳✷✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡r❛
♣❛s ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✮✳ ❖♥ ❛ ❡♥s✉✐t❡

P
(0)
p−1(ζ) = Lp = r

(0)
p−1,0 − r

(0)
p−1,1 ✱ ❡t

✶✹



P
(0)
p−1(1) = 1 = r

(0)
p−1,0 + (p− 1)r

(0)
p−1,1.

❉✬❛♣rès ❝❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s✱






r
(0)
p−1,0 =

(p− 1)Lp + 1

p

r
(0)
p−1,1 =

1− Lp
p

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
(

r
(0)
p−1,k

)

k=0,...,p−1
s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❜❛s❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✭✶✳✷✵✮ ❝♦♠♠❡

✭r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✐s❝rèt❡✮









r
(0)
p−1,0

r
(0)
p−1,1
✳✳✳

r
(0)
p−1,p−1









=









r
(0)
p−1,0

r
(0)
p−1,1
✳✳✳

r
(0)
p−1,1









= r
(0)
p−1,1








1
1
✳✳✳
1








+ Lp








1
0
✳✳✳
0








= r
(0)
p−1,1








1
1
✳✳✳
1








+
Lp
p

p−1
∑

j=0








1
ζj

✳✳✳
ζ−j







. ✭✶✳✷✺✮

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r (1, 1, . . . , 1) ✈❛✉t r(0)p−1,1 +
Lp

p = 1
p ✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r

(

r
(1)
p−1,k

)

k=0,...,p−1
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❡st









r
(1)
p−1,0

r
(1)
p−1,1
✳✳✳

r
(1)
p−1,p−1









=
1

p








1
1
✳✳✳
1








+

p−1
∑

j=1

Lp
p(1 + ζj − ζ2j)








1
ζj

✳✳✳
ζ−j







. ✭✶✳✷✻✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

r
(1)
p−1,0 =

1

p
+
Lp
p

p−1
∑

j=1

1

1 + ζj − ζ2j =
1

p
+
Lp
p

σp−2(1 + ζ − ζ2)
∏

ζ(1 + ζ − ζ2) =
1 + σp−2(1 + ζ − ζ2)

p

♦ù σp−2(1+ζ−ζ2) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ (p−2)✲✐è♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ s②♠étr✐q✉❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 1+ζ−ζ2✱
ζ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s p✲✐è♠❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ❉✬❛♣rès ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✺✳✺ ✭❝❢ ♣❛rt✐❡ ✷✳✺✮✱ ♦♥ ❛ ✿ r(1)p−1,0 > 0✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ♦❜❧✐❣és ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ◆❡✇♠❛♥ ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦✲

s✐t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
(

r
(2)
p−1,k

)

k=0,...,p−1
❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝✐r❝✉❧❛♥t❡s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿









r
(2)
p−1,0

r
(2)
p−1,1
✳✳✳

r
(2)
p−1,p−1









=
1

p








1
1
✳✳✳
1








+
Lp
p

p−1
∑

j=1

1

(1 + ζj − ζ2j)(1 + ζb′ − ζ2b′)








1
ζj

✳✳✳
ζ−j








✭✶✳✷✼✮

♦ù ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ b′ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❝♦✉✈r✐r ❧❡ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♦ù ❧❛ s✉✐t❡ à ét✉❞✐❡r ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡
s✉✐t❡ b′✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r 1, 1,−1, 0, 0, 0, . . . ✭❝❢ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ q✉✐ s✉✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✷✶✮✮✳ ❖♥
❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

pr
(2)
p−1,0 = 1 +

1

Lp
σp−2

(
(1 + ζ − ζ2)(1 + ζb

′ − ζ2b′)
)
.

✶✺



❱♦✐❝✐ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ 1
Lp
σp−2

(
(1 + ζ − ζ2)(1 + ζb

′ − ζ2b′)
)
✿

♣♦✉r p = 5 ✿
1

L5
σp−2

(
(1 + ζ − ζ2)(1 + ζ3 − ζ)

)
= −1;

♣♦✉r p = 7 ✿
1

L7
σp−2

(
(1 + ζ − ζ2)(1 + ζ3 − ζ6)

)
= −15;

♣♦✉r p = 11 ✿
1

L11
σp−2

(
(1 + ζ − ζ2)(1 + ζ6 − ζ12)

)
= −1;

♣♦✉r p = 13 ✿
1

L13
σp−2

(
(1 + ζ − ζ2)(1 + ζ6 − ζ12)

)
= −352;

♣♦✉r p = 17 ✿
1

L17
σp−2

(
(1 + ζ − ζ2)(1 + ζ3 − ζ6)

)
= +2821.

✶✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ r❛ré❢❛❝t✐♦♥

✶✼



✷✳✶ ❘❡✈✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s

ξ[a] =
∏

j∈aΓ
(

b−1∑

c=0

tcζ
cj), ✭✷✳✶✮

♦ù ζ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ p✲✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ✭❛✈❡❝ p ♣r❡♠✐❡r✮✱ Γ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ F×
p ❡t tc ∈ {1, 0,−1}✳

▲❡ ❝❛s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ r❛ré❢❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❝❡❧✉✐ ♦ù b = 2✱ t0 = 1 ❡t
t1 = −1✮ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ Γ =< 2 > ❛ été ét✉❞✐é ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ 3 ❞❡ ❬✶✾❪✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❝❡ t❡①t❡✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ (tn)✱ s✐ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ Γ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ♣❛✐r✱ t♦✉s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
ξ[a] s♦♥t ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ −1 ∈ Γ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✭✷✳✶✮ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡
t❡r♠❡s ❝♦♥❥✉❣✉és ❛✉ s❡♥s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❙✐ Γ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✐♠♣❛✐r ❡t (tn) ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡✱ ❛❧♦rs

∏

j∈aΓ
(1− ζj) =

∏

j∈ 1
2
aΓ

(ζ−j − ζj) =
∏

j∈ 1
2
aΓ

(

2i sin
2πi

p

)

,

♦ù 1
2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ 2 ❞❛♥s Fp✳ ❉♦♥❝✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ξ[a] s♦♥t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ♣✉rs ✭❝✬❡st ✉♥❡

✈❛r✐❛♥t❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ 3.3 ❞❡ ❬✶✾❪✮✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ξ[a] s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à p−1
|Γ| ✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❤♦s❡s s♦♥t

❝♦♥♥✉❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡s ♥♦♠❜r❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐ts ❞❡❣rés ❡t ❧❛ s✉✐t❡ (tn) ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ Γ = F×
p ✱

❛❧♦rs ξ[a] = p✳

❙✐ Γ ❡st ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❛rrés ❞❛♥s F×
p ❡t p ≡ 3 ♠♦❞ 4✱ ♦♥ ❛ ✭❝❢ ❬✶✾❪✱ ♣❛rt✐❡ 3 ❡t ❬✹❪✮ ✿

ξ[1] = (−1)h+1
2 i
√
p

♦ù h ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞✬✐❞é❛✉① ❞✉ ❝♦r♣s Q(
√−p)✱ ❡t ξ[−1] = −ξ[1]✳

❙✐ Γ ❡st ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❛rrés✱ ❡t p ≡ 1 ♠♦❞ 4✱ ♥♦t♦♥s ǫ > 1 ❧✬✉♥✐té ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ❡♥t✐❡rs
❞✉ ❝♦r♣s Q(

√
p)✱ ❡t h ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞✬✐❞é❛✉① ❞❡ ❝❡ ❝♦r♣s✳ ❆❧♦rs ✭❝❢ ❆♣♣❡♥❞✐① ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✾❪ ❛✐♥s✐ q✉❡

❬✹❪✮✱
ξ[1] = NQ(ζ)/Q(

√
p)(1− ζ) =

√
pǫh

❡t
ξ[i] =

√
pǫ−h s✐ i ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré ♠♦❞✉❧♦ p✳

❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ (tn) q✉❡❧❝♦♥q✉❡ q✉✬❛♣rès ❛✈♦✐r
❞é❝r✐t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ξ[a] q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❝❛s Γ = F×

p ✳ ❉é❝r✐✈♦♥s t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r

❧✬ét✉❞❡ ❞✉ rés✉❧t❛♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P̃ (x) = t0 + t1x+ t2x
2 + . . .+ td−1x

d−1 + tbx
b ❡t xp − 1✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P̃ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ❞❡ ❞❡❣ré d ❀ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❞✐✈✐s♦♥s✲❧❡
♣❛r td✳ ◆♦t♦♥s ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♦❜t❡♥✉ P (x) = c0 + c1x+ c2x

2 + . . .+ cd−1x
d−1 + xd✳ ❆❧♦rs

NQ(ζ)/Q(P (ζ)) =
1

P (1)

∏

ζp=1

P (ζ) =
(−1)d
P (1)

∏

P (φ)=0

(φp − 1). ✭✷✳✷✮

❊①♣r✐♠♦♥s ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ φ ❝♦♠♠❡

φn = x0(n) + x1(n)φ+ x2(n)φ
2 + . . .+ xd−1φ

d−1,

✶✽



♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t n > d− 1✱









x0(n+ 1)
x1(n+ 1)
x2(n+ 1)

✳✳✳
xd−1(n+ 1)










=










0 0 . . . 0 −c0
1 0 −c1

1 0 −c2
(0) �

✳ ✳ ✳
✳✳✳

1 −cd−1



















x0(n)
x1(n)
x2(n)

✳✳✳
xd−1(n)










. ✭✷✳✸✮

❯♥ ❝❛❧❝✉❧ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ p ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ✭✷✳✷✮ ❝♦♠♠❡

∏

P (φ)=0

(φp − 1) = R(x0(p)− 1, x1(p), . . . , xd−1(p))

♦ù R ∈ Z[x0, x1, . . . , xd−1] ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré d✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♦ù ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ❡st ✜①❡ ❡t p ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧❧❡
❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ p✲✐è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ O(p(log p)2)✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s②♠étr✐q✉❡s ❡♥ ♥♦♠❜r❡s P (ζ) ♦ù ζ ♣❛r❝♦✉rt ❧❡s r❛❝✐♥❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s p✲✐è♠❡s ❞❡
❧✬✉♥✐té✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ P (ζ)✳ ❙❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥
t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ O(pd) ❡♥t✐❡rs✳

✶✾



✷✳✷ ❈♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s rés♦✉❞r❡ ❧❡ Pr♦❜❧è♠❡ ✶ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù t♦✉s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✈❛❧❡♥t 0 ♦✉ 1✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t 0 6 n < p ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ◆♦t♦♥s A0(n, p) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ F×

p ❞❡ n é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ s♦♠♠❡ ♥✉❧❧❡ ✭♠♦❞✉❧♦ p✮ ❡t A1(n, p) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡❧s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ✈❛✉t 1✳ ❆❧♦rs

A0(n, p)−A1(n, p) = (−1)n.

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛ été rés♦❧✉ ♣❛r ❱✳❙✳ ❙❤❡✈❡❧❡✈ ✭❬✸✶❪✮✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ s♦♥
rés✉❧t❛t ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶ ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❱✳❙❤❡✈❡❧❡✈ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ③ér♦✱ ❞✬❛✉tr❡
♣❛rt ✐❧ ❛✉t♦r✐s❡ p à êtr❡ ♣r❡♠✐❡r ♦✉ ❝♦♠♣♦sé✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ✉♥❡ r❡♠❛rq✉❡ é✈✐❞❡♥t❡ ✿ s✐ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s A2(n, p)✱
A3(n, p)✱ ✳ ✳ ✳✱ Ap−1(n, p) ✱ ✐❧s s❡r♦♥t t♦✉s é❣❛✉① à A1(n, p) ❝❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ 1 ♣❛r
✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c ∈ F×

p ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ c✱ ❡t ❝❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ F×
p ❡st

❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

❚r❛✐t♦♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡t ❛✉t♦r✐s❡ ❧❡s ré♣ét✐t✐♦♥s✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞é♥♦♠❜r❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts s✉✐✈❛♥ts ❀

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ◆♦t♦♥s Ek1,k2,...,knx (n, p) ✭♦ù x ∈ Fp ❡t k1, k2, . . . , kn ∈ F×
p ✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✉✐t❡s (x1, x2, . . . , xn)

❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ F×
p t❡❧❧❡s q✉❡

n∑

i=1

kixi = x.

❖♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ E1,1,...,1
x (n, p) ♣❛r Ex(n, p)✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❙✐ n ❡st ♣❛✐r✱

Ek1,k2,...,kn0 (n, p) =
(p− 1)n + p− 1

p
❡t Ek1,k2,...,kn1 (n, p) =

(p− 1)n − 1

p
;

s✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r✱

Ek1,k2,...,kn0 (n, p) =
(p− 1)n − p+ 1

p
❡t Ek1,k2,...,kn1 (n, p) =

(p− 1)n + 1

p
.

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱
Ek1,k2,...,kn0 (n, p)− Ek1,k2,...,kn1 (n, p) = (−1)n.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ♥✳ ❙✐ n = 0 ♦✉ n = 1 ❧❡ r❡s✉❧t❛t ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❙✐ n > 2 ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✿

Ek1,k2,...,kn0 (n, p) = (n− 1)E
k1,k2,...,kn−1

1 (n− 1, p), ✭✷✳✹✮

❡t
Ek1,k2,...,kn1 (n, p) = E

k1,k2,...,kn−1

0 (n− 1, p) + (p− 2)E
k1,k2,...,kn−1

1 (n− 1, p), ✭✷✳✺✮

❝❛r ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✈❛✉t x s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞❡s
s✉✐t❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n− 1 ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ rés✐❞✉ q✉❡ x✱ ❡t ❝❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡st
❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣♦✉r n− 1 ❞❛♥s ✭✷✳✹✮ ❡t ✭✷✳✺✮✳

✷✵



▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶ ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ n✳ P♦✉r n = 0 ♦✉ n = 1 ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❡st
é✈✐❞❡♥t✳ P♦✉r n = 2✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ (x, y) ∈ F×

p
2 ❞❡ s♦♠♠❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ♣❧✉s✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s s✉✐t❡s

ré♣ét✐t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (x, x)✳ ❈♦♠♠❡ p ❡st ♣r❡♠✐❡r✱ ❝❡s s✉✐t❡s ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ rés✐❞✉ ♥♦♥
♥✉❧ ♠♦❞✉❧♦ p✱ ❡t ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❡s é❝❛rt❡r ♣♦rt❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ③ér♦ à 2✳ ❖♥ ❞♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡
(x, y) ❛✈❡❝ (y, x)✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ é❣❛❧❡ à ✉♥✱ ❡t ♠♦♥tr❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶ ♣♦✉r n = 2✳
❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ♠♦♥tr❡ q✉❡ A0(2, p) =

p−1
2 ❡t A1(2, p) =

p−3
2 ✳

P♦✉r n = 3✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝♦♠♣t❡r t♦✉t❡s ❧❡s s✉✐t❡s (x, y, z) ∈ F×
p
3 ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ E0 − E1 = −1✳ P❛r♠✐

❝❡❧❧❡s✲❝✐✱ ❧❡s s✉✐t❡s (x, x, z) ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s à ❧❛ s♦♠♠❡ é❣❛❧❡ à 0✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❡s é❝❛rt❡r ❛❥♦✉t❡
−1 à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉① s✉✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (x, y, y) ❡t (x, y, x)✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ❧✬❛
❢❛✐t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r♦✈✐s♦✐r❡ ❞❡ −4✱ ♠❛✐s ❧❡s tr✐♣❧❡ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (x, x, x) ♦♥t été é❝❛rtés 3 ❢♦✐s✱ ❝❡
q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à ❞✐r❡ q✉✬✐❧s ❝♦♠♣t❡♥t −2 ❢♦✐s✳ ■❧s ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ✧ré✐♥❥❡❝tés✧ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 2✳ ❈♦♠♠❡
p ❡st ♣r❡♠✐❡r ❡t s✉♣ér✐❡✉r à 3✱ ❧❡s tr✐♣❧❡ts r❡❞♦♥❞❛♥ts ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ rés✐❞✉ ♥♦♥✲♥✉❧ ❀ ♦♥
❛❝❝✉♠✉❧❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ −4− 2 = −6✳ ❖♥ ❞♦✐t ❡♥s✉✐t❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞✐✈✐s❡r
❧❡ s❝♦r❡ ♣❛r 6✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ −1 ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✳

❱♦✐❝✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s n = 4 ✿

1 ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞ à E0(4, p)− E1(4, p)✮

+6 ✭♣♦✉r é❝❛rt❡r
(x, x, y, z)✱ (x, y, x, z)✱ (x, y, z, x)✱
(x, y, y, z)✱ (x, y, z, y)✱ (x, y, z, z)

✮

+2× 4 ✭♣♦✉r ré✐♥❥❡❝t❡r (x, x, x, y), (x, x, y, x), (x, y, x, x) ❛♥❞ (x, y, y, y)✮

+1× 3 ✭♣♦✉r ré✐♥❥❡❝t❡r (x, x, y, y), (x, y, x, y) ❛♥❞ (x, y, y, x)✮

+6× 1 ✭♣♦✉r é❝❛rt❡r (x, x, x, x)✮

= 24,

❝❡ q✉✐ ✈❛✉t 4!✱ ❞✬♦ù ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶ ❡st ♣r♦✉✈é ♣♦✉r n = 4✳

P♦✉r n q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✉✐t❡s ❞❡ s♦♠♠❡ 0 ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡
❝❡❧❧❡s ❞❡ s♦♠♠❡ 1 ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ é❣❛❧ à 1 ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ s✉✐t❡ ❞❛♥s F×

p
n✱ ♣✉✐s ré❞✉✐r❡ ❝❡

❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ 1 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ t❡r♠❡s é❣❛✉①✱ ♣✉✐s ❧✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❞❡ 2 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr✐♣❧❡t ❞❡ t❡r♠❡s é❣❛✉①✱
♣✉✐s ♣r♦❝é❞❡r ♣❛r ❛❥✉st❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❀ ❝❤❛q✉❡ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✧❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❞❡ ♣♦❦❡r✧ ❞❡ n ❝❛rt❡s✳ ❙✐ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛❥✉st❡♠❡♥ts ❡t ❞❡ (−1)n ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛✉t (−1)nn!✱
❛❧♦rs ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r n ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ p à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ p > n s♦✐t ♣r❡♠✐❡r✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ✧❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣♦❦❡r✧ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡①♣♦sé❡s
❞❛♥s ❬✷✹❪✱ ❡t ❡①♣♦s❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞é❝r✐t ♣❧✉s ❤❛✉t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✲❡①❝❧✉s✐♦♥✳ ❆♣♣❡❧♦♥s ✉♥❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {1, 2, . . . , n} ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s B1, B2, . . . , Bc ❞❡ {1, 2, . . . , n} ♥♦♥✲✈✐❞❡s ❡t
❞❡✉①✲à✲❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts t❡❧s q✉❡ B1∪B2∪· · ·∪Bc = {1, 2, . . . , n} ❡t ❧❛ s✉✐t❡ (|Bi|) ❞❡ ❧❡✉rs t❛✐❧❧❡s ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡
✭♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {B1, B2, . . . , Bc}✱ ❡t q✉✬✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s
Bi ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♠è♥❡ à ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Πn ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡
{1, 2, . . . , n} ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐t✐♦♥s τ ❡t π✱ ♦♥ ❞✐r❛
q✉❡ τ > π s✐ ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ❞❡ π ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ τ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐ π ❡st ♣❧✉s ✜♥❡ q✉❡ τ✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s µ(0̂, x) s✉r Πn ✭❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ♥♦t❛t✐♦♥ s♦♥t ❞✉❡s à ❬✷✹❪✮ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✿
s✐ x = {{1}, {2}, · · · , {n}} = 0̂✱ ❛❧♦rs µ(0̂, x) = 1 ❀
s✐ x ❡st s✉♣ér✐❡✉r à 0̂✱ ❛❧♦rs

µ(0̂, x) = −
∑

y ∈ Πn
y < x

µ(0̂, y).
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0̂<+1>

Paire<−1>

2p<+1> ❇r❡❧❛♥<+2>

3p<−1> ❈❛rré<−6> ❋✉❧❧<−2>

4⊕ 2<+6> P♦❦❡r<+24> 3⊕ 3<+4>

3⊕ 2⊕ 2<+2>

4⊕ 3<−12> 6 é❣❛✉①<−120>

5⊕ 2<−24>

7 é❣❛✉①<+720>
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ▲❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ 7 ♦❜❥❡ts✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ Πn ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s n = 7✳ ❊❧❧❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡
{1, 2, . . . , 7} ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♠ê♠❡ s✉✐t❡ (|B1|, |B2|, · · · , |Bn|) ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❜❧♦❝s ❀ ❧❡s
♥♦♠❜r❡s ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ t②♣❡✳

❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦♠s s✉✐✈❛♥ts ✭❡♠♣r✉♥tés ❛✉ ♣♦❦❡r✮ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ✿
• P❛✐r❡ ✿ ❧❡ t②♣❡ (2, 1, 1, . . . , 1)✳
• 2♣✱ 3♣ ✿ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❉♦✉❜❧❡ ❡t ❧❛ ❚r✐♣❧❡ ♣❛✐r❡ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡s t②♣❡s (2, 2, 1, 1, 1) ❡t (2, 2, 2, 1)✳
• ❇r❡❧❛♥ ✿ ❧❡ t②♣❡ (3, 1, 1, 1, 1)
• ❈❛rré ✿ ❧❡ t②♣❡ (4, 1, 1, 1)✳
• P♦❦❡r ✿ ❧❡ t②♣❡ (5, 1, 1)✳
• n é❣❛✉① ✿ ❧❡ t②♣❡ (n, 1, 1, . . . , 1)✳
• ❋✉❧❧ ✿ (3, 2, 1, 1)✳
• n1 ⊕ n2 ⊕ . . .⊕ nk ✿ ❧❡ t②♣❡ (n1, n2, . . . , nk, 1, 1 . . . , 1)✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ 3✱ s❡❝t✐♦♥ 7 ❞❡ ❬✸✵❪ ❡t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❚❤❡♦r❡♠ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ 5.2.1 ❞❡ ❬✷✹❪✱
s✐ x ❡st ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ (λ1, λ2, · · · , λn)✱ ❛❧♦rs

µ(0̂, x) =

n∏

i=1

(−1)λi−1(λi − 1)!, ✭✷✳✻✮

♠❛✐s ♦♥ ♥✬❛✉r❛ ❜és♦✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✬à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❛✉ss✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s♦✐t x = (x1, x2, · · · , xn) ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ n rés✐❞✉s ♠♦❞✉❧♦ p✱ ✈✉❡

✷✷



❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
x : {1, 2, · · · , n} → Fp.

▲❛ ❝♦✐♠❛❣❡ ❞❡ x ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ {1, 2, · · · , n} ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ♣ré✐♠❛❣❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
Fp✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t q✉✐ ♠❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ t♦✉t❡ ❧✬ét✉❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
A0(n, p)−A1(n, p)

♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ p à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ p s♦✐t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r s✉♣ér✐❡✉r à n✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✭q✉✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✉t✐❧✐sé ♣❧✉s ❤❛✉t ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ x ∈ Πn✱ ♥♦t♦♥s r0(x, p) ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✉✐t❡s (x1, x2, . . . , xn) ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ F×

p ❞❡ ❝♦✐♠❛❣❡ x ❡t ❞❡ s♦♠♠❡ 0✱ ♥♦t♦♥s r1(x, p) ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ t❡❧❧❡s s✉✐t❡s ♠❛✐s ❞❡ s♦♠♠❡ 1✱ ♥♦t♦♥s r(x, p) = r0(x, p)− r1(x, p)✳ ❆❧♦rs✱

n!(A0(n, p)−A1(n, p)) = r(0̂, p).

◆♦t♦♥s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ y ❞❡ {1, 2, · · · , n}✱

s(y, p) =
∑

x>y

r(x, p).

❆❧♦rs✱ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱
s(y, p) = (−1)c(y) ✭✷✳✼✮

♦ù c(y) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ❞❛♥s ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ y✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ✭❝❢ ❬✷✹❪✮✱

r(0̂, p) =
∑

y∈Πn

µ(0̂, y)s(y, p) =
∑

y∈Πn

(−1)c(y)µ(0̂, y). ✭✷✳✽✮

❊♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❝❡tt❡ s♦♠♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ A0(n, p)−A1(n, p) ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ p✳

▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧ ✶✱ ♠❛✐s ✐❧ s✉✣t ♣♦✉r ✜♥✐r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ A0(n, p) = A0(n, p−1−n)✱ ❝❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ F×

p ❡st ♥✉❧❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❡st ♥✉❧❧❡✳ P♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥✱ A1(n, p) = A−1(n, p−1−n) = A1(n, p−1−n)✳

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n✳ ■❧ ❛ ❞é❥à été ✈ér✐✜é ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ n✳ ❙✐ n > 4✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣♦st✉❧❛t ❞❡ ❇❡rtr❛♥❞ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p′ t❡❧ q✉❡ n < p′ < 2n✳
❘❡♠♣❧❛ç♦♥s p ♣❛r p′ ✭❝❡❧❛ ♠è♥❡ à ✉♥ é♥♦♥❝é éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮ ♣✉✐s ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
r❡♠❛rq✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✮ r❡♠♣❧❛ç♦♥s n ♣❛r p′ − 1− n✳ ❈♦♠♠❡ p′ − 1− n < n✱ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡st ❛❝❤❡✈é✳

▲✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ A0(n, p)✱ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✳ ❱♦✐❝✐ ❧❡
rés✉❧t❛t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳✹✳ ❙♦✐❡♥t p, n ∈ N✱ p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t p > n✳ ❆❧♦rs✱ s✐ n ❡st ♣❛✐r✱

A0(n, p) =

(
p−1
n

)
+ p− 1

p
.

❙✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

A0(n, p) =

(
p−1
n

)
− p+ 1

p
.

✶✳ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡t ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❡①✐st❡ ✿ ✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 3✱ ❢♦r♠✉❧❡ (31) ❞❡ ❬✸✸❪

✷✸



✷✳✸ ▲❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ P❛s❝❛❧

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✼✮ ❡♥ ❧❡ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ f1x1 + f2x2 + . . . + fp−1xp−1 ≡ 1✱ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r tr❛✐té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ q✉❡ p > 3✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Fp−1
p ❞❛♥s Fp ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

f(x1, x2, . . . , xp−1) = f1x1 + f2x2 + . . .+ fp−1xp−1. ✭✷✳✾✮

P♦✉r j ∈ Fp✱ ♥♦t♦♥s Nj = Nj(f) =
{
k ∈ {1, . . . , p− 1}

∣
∣fk = j

}
✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❝t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡

s②♠étr✐q✉❡ Sp−1 s✉r (F×
p )

p−1 ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ s❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s S(Nj) ✭s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s q✉✐
❛❣✐ss❡♥t ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❤♦rs Nj✮✳ ◆♦t♦♥s ❛❧♦rs ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ Fp ✿

Bi(f, p) := #
{

σ ∈ Sp−1

∣
∣
∣ f(σ · (1, . . . , p− 1)) = i

}

, ✭✷✳✶✵✮

Ci(f, p) := #
{

σ ∈ Sp−1/S(N0)
∣
∣
∣ f(σ · (1, . . . , p− 1)) = i

}

❡t ✭✷✳✶✶✮

Ai(f, p) := #
{

σ ∈ Sp−1/S(N0)S(N1) . . .S(Np−1)
∣
∣
∣ f(σ · (1, . . . , p− 1)) = i

}

. ✭✷✳✶✷✮

◆♦t♦♥s n0(f) ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ N0✱ n1(f) ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ N1✱ ❡t❝✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ t♦✉s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ f s♦♥t ❞❡s ③ér♦s ♦✉ ❞❡s ✉♥s✱ ❛❧♦rs

Ai(f, p) = Ai(n1(f), p), Ci(f, p) = n1(f)!Ai(n1(f), p) ❡t Bi(f, p) = n0(f)!n1(f)!Ai(n1(f), p).

❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s Ai✱ Bi ❡t Ci s♦♥t ❧✐és ♣❛r

Bi(f, p) = n0(f)!n1(f)! . . . np−1(f)!Ai(f, p) = n0(f)!Ci(f, p). ✭✷✳✶✸✮

❈♦♠♠❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s Bi(f, p) s♦♥t é❣❛✉① ♣♦✉r t♦✉t i ∈ F×
p ✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛

△f := A0(f, p)−A1(f, p).

❙✐ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ f ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à p ✭♦✉✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❛✉❝✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ f ♥✬❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ p✮✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ △f s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✱
❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

△f = (−1)n0(f)

(
n1(f) + n2(f) + . . .+ np−1(f)

n1(f), n2(f), . . . , np−1(f)

)

= (−1)n0(f)
(n1(f) + n2(f) + . . .+ np−1(f))!

n1(f)!n2(f)! . . . np−1(f))!
. ✭✷✳✶✹✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ △f ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ n1(f), n2(f), . . . ✿ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ s✬é❝r✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐
f(x1, x2, . . .) = 2x1 + 3x2 ❡t p = 5 ❛❧♦rs

△f = −3,
❡t s✐ p = 7 ❛❧♦rs

△f = +2.

❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s △f ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣r♦✉✈❡r q✉✬✐❧s ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ éq✉❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛✉① ✭✷✳✶✹✮✳

✷✹



❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶ ✭▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P❛s❝❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦❧♦r✐és✮✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r✱ ❡t
s♦✐t f ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Fp−1

p ❞❛♥s Fp ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ f s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t f1, f2, . . . , fn, ❡t n > 1✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ k ∈ {1, . . . , n}✱ f \ [k] ❧❛ ❢♦r♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ f ❛✈❡❝ ❧❡ k✲✐è♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r 0✳ ❖♥ ❛ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

C0(f, p)− C1(f, p) ≡ −
(

n∑

k=1

(C0(f \ [k], p)− C1(f \ [k], p)
)

♠♦❞ p ✭✷✳✶✺✮

❡t✱ s✐
∑n
k=1 fi 6≡ 0 ♠♦❞ p✱ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té

C0(f, p)− C1(f, p) = −
(

n∑

k=1

(C0(f \ [k], p)− C1(f \ [k], p))
)

. ✭✷✳✶✻✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❆♣♣❡❧♦♥s ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ X ❞❡ {1, . . . , n} t❡❧❧❡ q✉❡
∑

m∈X fm ≡ 0 ♠♦❞ p✳

❙✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ♦❜st❛❝❧❡✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

C0(f, p)− C1(f, p) = (−1)nn!,

❡t ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ n ❢♦✐s (−1)n−1(n− 1)! ✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✽✮ ❞♦✐t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✿

s(y, p) = (1− p)d(y)(−1)c(y) ✭✷✳✶✼✮

s✐ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ y ❞❡ {1, . . . , n} ❝♦♥t✐❡♥t d(y) ♦❜st❛❝❧❡s ♣❛r♠✐ s❡s ❜❧♦❝s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❜❧♦❝s ❞❡
y s♦♥t B1, . . . , Bc✱ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ Bj ♦♥ ♥♦t❡ fBj

=
∑

m∈Bj
fm ∈ Fp✳ ❆❧♦rs✱ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

f(x1, . . . , xn, 0, . . . , 0) = i t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✐♠❛❣❡ x ❞❡ (x1, . . . , xn) ✈ér✐✜❡ x > y ✭❡♥ t❛♥t q✉❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s✮ r❡✈✐❡♥t
à ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (xB1

, . . . , xBc
) ❞❡

c∑

j=1

fBj
xBj

= i,

♦ù ❧❡s xBj
∈ F×

p ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ♦❜❧✐❣és ❞✬êtr❡ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ❛✣r♠❡ q✉❡✱ s✐ ♦♥ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s j q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♦❜st❛❝❧❡s ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❝❡✉① q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t fBj

= 0✮✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡

∑c
j=1 fBj

xBj
= 0 ❡t ❞❡

∑c
j=1 fBj

xBj
= 1 ✈❛✉t (−1)c−d(y)✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s

✈❛❧❡✉rs ❞❡ xBj
, ♦ù Bj ❡st ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡✱ ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✭♣❛r♠✐ p − 1 ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥✮✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡

❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠è♥❡ à ✭✷✳✶✼✮✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✶✼✮ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡

s(y, p) =

d(y)
∑

l=0

∑

X1, X2, . . . , Xl

♦❜st❛❝❧❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s y

(−1)c(y)−lpl,

✷✺



♦ù ❧❛ s♦♠♠❡ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ X1, X2, . . . , Xl✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ✿

C0(f, p)− C1(f, p) =
∑

y∈Πn

µ(0̂, y)s(y, p) ✭✷✳✶✽✮

=
∑

X1, X2, . . . , Xl

♦❜st❛❝❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts

∑

y ∈ Πn
y ❝♦♥t✐❡♥t X1, . . . , Xl

♣❛r♠✐ s❡s ❜❧♦❝s

(−1)c(y)−lµ(0̂, y)pl ✭✷✳✶✾✮

=
∑

X1,...,Xl

µ(0̂, X1)µ(0̂, X2) . . . µ(0̂, Xl)p
l

×
∑

y ∈ Πn
y ❝♦♥t✐❡♥t X1, . . . , Xl

µ(0̂, y −X1 −X2 − . . .−Xl)(−1)c(y−X1−X2−...−Xl) ✭✷✳✷✵✮

❡♥ ❢❛❝t♦r✐s❛♥t µ(0̂, y) ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✻✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦♠♠❡✱ (y −X1 −X2 − . . .−Xl) ❞és✐❣♥❡ ❧❛
♣❛rt✐t✐♦♥ y s❛♥s ❧❡s ❜❧♦❝s X1, . . . , Xl ✭✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ (n − |X1| − . . . − |Xl|) é❧é♠❡♥ts✮✳ ❈❡tt❡ s♦♠♠❡ ❡st
é❣❛❧❡ à (−1)n−|X1|−...−|Xl|(n − |X1| − . . . − |Xl|)!✳ ❙✐ n > |X1| + . . . + |Xl|✱ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st é❣❛❧ à ❧✬♦♣♣♦sé
❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠❡s f \ [k] ♦ù k /∈ X1 ∪ . . . ∪Xl✳ ❊♥ ♠❡tt❛♥t s❡s
r❡♠❛rq✉❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s X1, . . . , Xl ❞✬♦❜st❛❝❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✶✻✮✳

◗✉❛♥t à ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✷✳✶✺✮✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ✭✷✳✷✵✮ q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ♦❜st❛❝❧❡s s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s
❞❡ p✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ♠♦❞✉❧♦ p ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {1, 2, . . . , n} ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡st ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡✳

▲❡ ♥♦♠ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t r❡✢èt❡ ✉♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉s✲❛❞❥❛❝❡♥t❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s Ci ✿ ♦♥ ❝♦❧♦r✐❡ ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ f ❡♥ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡s
xi ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts é❣❛✉① ♠❛✐s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥t❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ p = 7 ❡t
f(x1, x2, x3, x4) = x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s

(1 noir) · 4 + (2 rouge) · 1 + (2 vert) · 2 + (3 noir) · 6 = 0 ✭✷✳✷✶✮

❡t

(1 noir) · 4 + (2 rouge) · 2 + (2 vert) · 1 + (3 noir) · 6 = 0 ✭✷✳✷✷✮

s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞é❞✉✐r❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té
A0(f)−A1(f) = +5 ❞❡s tr♦✐s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

A0(x1 + 2x2 + 2x3)−A1(x1 + 2x2 + 2x3) = −3,
A0(x1 + 2x2 + 3x4)−A1(x1 + 2x2 + 3x4) = −6,
A0(2x2 + 2x3 + 3x4)−A1(2x2 + 2x3 + 3x4) = +4.

▲❛ ✈❛r✐❛♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✐♥té❣ré✱ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s✱ ❝❡tt❡ s✉❜t✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷ ✭▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P❛s❝❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥✲❝♦❧♦r✐és✮✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r✱
❡t f ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Fp−1

p ❞❛♥s Fp ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ f ♥✬❡st ♣❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ p✱ ❡t ♥♦t♦♥s I ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ f ✳
❆❧♦rs

A0(f, p)−A1(f, p) = −
(
∑

i∈I
(A0(f\ < i >, p)−A1(f\ < i >, p))

)

, ✭✷✳✷✸✮

♦ù f\ < i > ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ f ❡♥ r❡♣❧❛ç❛♥t ♣❛r ③ér♦ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t é❣❛❧ à i✳

✷✻



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛

A0(f, p)−A1(f, p) =
C0(f, p)− C1(f, p)
∏

i∈I ni(f)!
.

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P❛s❝❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦❧♦r✐és✱

C1(f, p)− C0(f, p) =
∑

i∈I
ni(f)(C0(f\ < i >, p)− C1(f\ < i >, p)) ✭✷✳✷✹✮

=
∑

i∈I
ni(f)(A0(f\ < i >, p)−A1(f\ < i >, p))(ni(f)− 1)!

∏

j∈I\{i}
nj(f)!. ✭✷✳✷✺✮

◗✉❛♥❞ ♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡♥ ❢❛❝t♦r✐❡❧❧❡s✱ ❡t ♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✭✷✳✷✸✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ❯♥❡ s♦✉r❝❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ p✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧✐s❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ P❛s❝❛❧✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ f(x1, . . . , xn, . . .) = x1 + . . .+ xn ✭0 < n < p✮✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷ ❛♣♣❧✐q✉é à f ❞✐t q✉❡

A0(n, p)−A1(n, p) = A1(n− 1, p)−A0(n− 1, p)

❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✳

✷✼



✷✳✹ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ P❛s❝❛❧

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P❛s❝❛❧ ✭✷✳✷✸✮ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ tr♦✉✈❡r t♦✉s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s △f ✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ I ⊂ F×

p ✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❢♦r♠é ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ P❛s❝❛❧✱ ❛✉①q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✭❞é❥à ❝♦♥♥✉❡s✮ ❞❡ △f ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s f
❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st ✐♥❝❧✉s str✐❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s I ∪ {0}✱ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❧❡s
♥♦♠❜r❡s △f ✱ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛✈❡❝
♣❧✉s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ♣❛r ❧❡s ♠♦②❡♥s ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♦ù p = 5 ❡t I = {a, b}, a 6= b✳ ❆♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s

x := △ax1+bx2
, ✭✷✳✷✻✮

y := △ax1+ax2+bx3
, ✭✷✳✷✼✮

z := △ax1+bx2+bx3
; ✭✷✳✷✽✮

❛❧♦rs ❧❡s s✐① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ P❛s❝❛❧ s♦♥t ✭❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ △f q✉❛♥❞ f ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
é❣❛❧ à a✱ ♦✉ à b✱ ♦✉ à 0✮ ✿







x = 2 (s❛✉❢ s✐ a ≡ b)
y = −1− x (s❛✉❢ s✐ 2a+ b ≡ 0)
z = −1− x (s❛✉❢ s✐ a+ 2b ≡ 0)
−1 = 1− y (s❛✉❢ s✐ a+ 2b ≡ 0)
1 = −y − z (s❛✉❢ s✐ a ≡ b)
−1 = 1− z (s❛✉❢ s✐ 2a+ b ≡ 0).

◗✉❛tr❡ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷✱ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① s♦✉r❝❡s
✭❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✮✱ ❡t ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ a ❡t b ✭✐❧ ② ❛ 3
❝❤♦✐① ❞✐✛ér❡♥ts✮✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛❝q✉✐s❡✱ ❝❛r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s △f ❡♥ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é❝r✐r❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ f s❡r❛ ✐❞❡♥t✐✜é❡ à ❧❛ s✉✐t❡
❞❡s ♥♦♠❜r❡s (n0(f), n1(f), . . . , np−1(f)) q✉✐ ✈ér✐✜❡ n1 + . . . + np−1 < p✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ p − 1✲✉♣❧❡t s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲✬é♥♦♥❝é ❢♦r♠✉❧é ❛✉ ❞é❜✉t
❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r✱ a1, . . . , ad ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ F×
p ✭♦♥ ♥♦t❡r❛ I

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {a1, . . . , ad}✮✱ ❡t △ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Nd → Z t❡❧❧❡ q✉❡

n1 + n2 + . . .+ nd > p⇒△(n1, n2, . . . , nd) = 0; ✭✷✳✷✾✮
[

∃i, ni = 0 ♦✉
n1 + n2 + . . .+ nd = p− 1

⇒△(n1, n2, . . . , nd) = △f ✭✷✳✸✵✮

♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛r❡ f t❡❧❧❡ q✉❡ na1(f) = n1, . . . , nad(f) = nd ❡t nc(f) = 0 s✐ c /∈ I ❀

s✐







d∑

i=1

aini 6≡ 0 mod p et

d∑

i=1

ni < p,

♣♦✉r t♦✉t i, ni > 0 alors

△(n1, n2, . . . , nd) = −
∑

i

△(n1, . . . , ni−1, ni − 1, ni+1, . . . , nd). ✭✷✳✸✶✮

❆❧♦rs △(n1, n2, . . . , nd) = △f ♣♦✉r t♦✉s (n1, n2, . . . , nd) ∈ Nd t❡❧s q✉❡ n1 + n2 + . . .+ nd < p✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ f t❡❧❧❡ q✉❡ na1(f) = n1, . . . , nad(f) = nd ❡t nc(f) = 0 s✐ c /∈ I✳

✷✽



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ d = 1✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✶✮ s✬é❝r✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t △(n + 1) = −△(n) ♣♦✉r n = 1, . . . , p − 2 ❀
✭✷✳✷✾✮ ❡t ✭✷✳✸✵✮ s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r △(n) = 0 ♣♦✉r n > p ❡t △(0) = 1✳ ▲❛ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st △(n) = (−1)n = A0(n, p)−A1(n, p) ♣♦✉r 0 > n > p− 1✳

❙✐ d > 2✱ ♦♥ ✈❛ ♣r♦❝é❞❡r ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ♣r❡♠✐❡r ❝r✐tèr❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ (n1+n2+ . . .+nd) ✈❛r✐❡r❛
❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥❝❤❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✜①❡
❞❡ (n1+ . . .+nd) ✭q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ à d−1 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ s❡r♦♥t ❞✐✈✐sés ❡♥ s❡❣♠❡♥ts q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① ✈❛❧❡✉rs ✜①❡s ❞❡ n3, . . . , nd✱ ❡t ❝❡s s❡❣♠❡♥ts s❡r♦♥t tr❛✐tés ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ n3 + . . .+ nd ❞✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❛✉
♣❧✉s ❣r❛♥❞✳

P♦✉r
∑
ni = p − 1✱ ❧✬é♥♦♥❝é ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✵✮✳ P♦✉r h =

∑
ni < p✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞é✜♥✐

♣❛r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✜①❡s ❞❡ n3, . . . , nd t❡❧❧❡s q✉❡ l = h−∑d
i=3 ni > 0✳

❆❧♦rs✱ ✭✷✳✸✶✮ ❞é✜♥✐t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s△i := △(l−i, i, n3, n4, . . ., nd) (i∈{1, . . . , l−1}) ✿






△0 +△1 +

d∑

j=2

△(l, 1, n3, . . . , nj − 1, . . . , nd) = −△(l, 1, n3, . . . , nd)

△1 +△2 +
d∑

j=2

△(l − 1, 2, n3, . . . , nj − 1, . . . , nd) = −△(l − 1, 2, n3, . . . , nd)

. . . . .

△l−1 +△l +
d∑

j=2

△(1, l, n3, . . . , nj − 1, . . . , nd) = −△(l − 1, 2, n3, . . . , nd)

✭✷✳✸✷✮

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ △ ❛✉tr❡s q✉❡ △i s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❝♦♥♥✉❡s ❣râ❝❡ ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ △0 ❡t △l ❧❡ s♦♥t ❣râ❝❡ à ✭✷✳✸✵✮✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ l éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ l− 1 ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞♦♥t ❛✉ ♣❧✉s
✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ r❡t✐ré❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s♦✉r❝❡✳ ■♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ q✉❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞♦✐t
êtr❡ r❡t✐ré❡✱ ✐❧ ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❧❡ s❡❣♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré✳

▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s △f à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡s ✭p ❡t I✮
♥❡ s❡r❛ ❝♦♠♣❧èt❡ q✉❡ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ △f ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✭✷✳✸✵✮ ✭❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❛✉① ❜♦r❞s✮✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ✈✐❡♥♥❡♥t ❞✬✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳ ❙✐ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ f ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡
d′ < d+ 1 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts✱ ♦♥ ♣❡✉t s♦✉str❛✐r❡ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s ✭❝❡ ♥✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ s✐ f ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ③ér♦ ♣❛r♠✐ s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮ ❡t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ f ′ t❡❧❧❡ q✉❡ △f ′ = △f ✱ q✉✐ ♥✬❛
q✉❡ d′ − 1 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts✳

▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✛❛✐❜❧✐❡s✱ ❝❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r❡s❝r✐t❡s ❞❛♥s ✭✷✳✸✵✮ ✈ér✐✜❡♥t ❛✉ss✐
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✶✮✳ ❆✉① ♣♦✐♥ts (n1, n2, . . . , nd)✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
q✉❡ △(n1, n2, . . . ,−1, . . . , nd) = 0✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡tt❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ n1 + n2 + · · ·+ nd = p− 1✱ ❝❡
❢❛✐t ✈✐❡♥t ❞✉

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✷ ✭▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P❛s❝❛❧ ✐♠♣r♦♣r❡✮✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r✱ s♦✐t f ∈ F×p
p ✉♥

✈❡❝t❡✉r ❧✐❣♥❡ ❞♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥✬❡st ♣❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ p✱ ❡t s♦✐t I ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ s❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ❆❧♦rs

0 =
∑

i∈I
(A0(f\ < i >, p)−A1(f\ < i >, p)) ✭✷✳✸✸✮

♦ù f\ < i > ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ✭q✉❡❧❝♦♥q✉❡✮ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❧✐❣♥❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ f
❡♥ r❡t✐r❛♥t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t é❣❛❧ à i✳

❖♥ ♣❡✉t ❧❡ ♠♦♥tr❡r ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t f ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Fpp ❞❛♥s Fp ❡t ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s
❞❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✷✳✸✳✶ ❡t ✷✳✸✳✷✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✸✮ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P❛s❝❛❧

✷✾



♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s f\ < i > −i0 ♦ù

i0(x1, . . . , xp−1) = i0 · (x1 + . . .+ xp−1),

❡t i0 ∈ I ❡st ✜①❡✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts (n1, n2, . . ., nd) t❡❧s q✉❡ n1+n2+. . .+nd = p ❡t a1n1+a2n2+. . .+adnd ≡ 0 mod p✱
s❡r♦♥t ❛♣♣❡❧és ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s✳

▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✶ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧é ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✸✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r✱ a1, . . . , ad ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ F×
p ✱ ❡t △ ✉♥❡

❢✉♥❝t✐♦♥ (N ∪ {−1})d → Z t❡❧❧❡ q✉❡

n1 + n2 + . . .+ nd > p⇒△(n1, n2, . . . , nd) = 0; ✭✷✳✸✹✮

∃i, ni < 0⇒△(n1, n2, . . . , nd) = 0; ✭✷✳✸✺✮

△(0, 0, . . . , 0) = 1; ✭✷✳✸✻✮

s✐ (n1, . . . , nd) ∈ Nd ❡t
d∑

i=1

aini 6≡ 0 mod p ❛❧♦rs

△(n1, n2, . . . , nd) = −
∑

i

△(n1, . . . , ni−1, ni − 1, ni+1, . . . , nd). ✭✷✳✸✼✮

❆❧♦rs △(n1, n2, . . . , nd) = △f ♣♦✉r t♦✉s (n1, n2, . . . , nd) ∈ Nd t❡❧s q✉❡ n1 + n2 + . . .+ nd < p✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡
❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ f t❡❧❧❡ q✉❡ na1(f) = n1, . . . , nad(f) = nd ❡t nc(f) = 0 s✐ c /∈ I✳

▲❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧❞✬❛tt❛q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢♦♥❞✧ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦✲
rè♠❡ ✷✳✹✳✶ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d = 2✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs p, a, b t❡❧s q✉❡ p
❡st ♣r❡♠✐❡r ❡t 0 < a < b < p✳

❈❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❛t❛[x][y] = ... ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♠❛✐s
❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ y ← n − x ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ x, y, n✳ ▲❡ ❜✉t
❡st ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛s❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ é❝r✐t✉r❡ ✭❡t ❞❡ tr♦✐s ❧❡❝t✉r❡s ❛✉
♠❛①✐♠✉♠✮✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ s✐♠♣❧✐st❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝❛r
❧❡s s❡✉❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s q✉✬✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ s♦♥t ❞❛t❛[x][y] ♣♦✉r x+ y 6 p− 1✳

➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r p = 11, a = 1, b = 3✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❞✉✐t ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✺✽✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❈❛❧❝✉❧❡r ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ P❛s❝❛❧ ✜♥✐✳ ❆r❣✉♠❡♥ts p, a, b ✿ p ♣r❡♠✐❡r✱ 0 < a < b < p

❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✱
❞❛t❛ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ P❛s❝❛❧✱
r❡❣ ✈❛✉❞r❛ tr✉❡ ss✐ ❧❡ ♣♦✐♥t ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ s♦✉r❝❡✱
❛✉❝✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝❡s t❛❜❧❡❛✉① ♥❡ s❡r❛ réé❝r✐t❡ ❞❡✉① ❢♦✐s✳
❈ré❡r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❛t❛❬0..p− 1❪❬0..p− 1❪
❈ré❡r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ r❡❣❬0..p− 1❪❬0..p− 1❪
❢♦r x = 0, .., p− 1, y = 0, .., p− 1 ❞♦

r❡❣[x][y] = (a · x+ b · y 6≡ 0 ♠♦❞ p)
❡♥❞ ❢♦r

rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts
❞❛t❛[0][0] =❞❛t❛[p− 1][0] =❞❛t❛[0][p− 1] = 1

rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝ôtés
❢♦r x = 1, .., p− 2 ❞♦

❞❛t❛[x][p− 1− x] = −❞❛t❛[x− 1][p− x]
❡♥❞ ❢♦r
❢♦r x = 1, .., p− 2 ❞♦

❞❛t❛[x][0] = −❞❛t❛[x− 1][0]
❡♥❞ ❢♦r
❢♦r y = 1, .., p− 2 ❞♦

❞❛t❛[0][y] = −❞❛t❛[0][y − 1]
❡♥❞ ❢♦r
rés♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r
❢♦r n = p− 2, .., 1 ❞♦

❢♦r x = 1, .., n− 1 ❞♦
y ← n− x
✐❢ r❡❣[x][y + 1] t❤❡♥

❞❛t❛[x][y] = −❞❛t❛[x− 1][y + 1]− ❞❛t❛[x][y + 1]
❡❧s❡

❆rrêt❡r ❧❛ ❜♦✉❝❧❡
❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ❢♦r
❢♦r y = 1, .., n− 1 ❞♦

x← n− y
✐❢ r❡❣[x+ 1][y] t❤❡♥

❞❛t❛[x][y] = −❞❛t❛[x+ 1][y − 1]− ❞❛t❛[x+ 1][y]
❡❧s❡

❆rrêt❡r ❧❛ ❜♦✉❝❧❡
❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ❢♦r
❡♥❞ ❢♦r

✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t
❢♦r n = 0, .., p− 1 ❞♦

❢♦r y = 0, .., n ❞♦
■♠♣r✐♠❡r ❞❛t❛[n− y][y]✱ r❡❣[n− y][y]

❡♥❞ ❢♦r
P❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐❣♥❡

❡♥❞ ❢♦r

✸✶



✷✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ✈❡rr❛ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❞❡ r❛ré❢❛❝t✐♦♥✱
❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛ été tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳✶ ❀ ♦♥ tr❛✐t❡r❛ ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❢♦r♠✉❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✶✳✷✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✼✮ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✸ ♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡

−△(n1, n2, . . . , nd) =
∑

i

ci△(n1, . . . , ni−1, ni − 1, ni+1, . . . , nd),

❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s❡r❛
△(n1, n2, . . . , nd) =

∏

i

cni

i △f

♦ù f ❞és✐❣♥❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à (n1, . . . , nd)✳

❙♦✐❡♥t P (x) = 1 + c1x + c2x
2 + . . . + cdx

d ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ t❡❧ q✉❡ P (0) = 1 ❡t p > d ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ❖♥
✈❛ ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s②♠étr✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡♥ ♥♦♠❜r❡s P (ζ) ✭♦ù ζ ♣❛r❝♦✉rt ❧❡s r❛❝✐♥❡s
♣r✐♠✐t✐✈❡s p✲✐è♠❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✮ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡s str✉❝t✉r❡s ét✉❞✐é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❙✐ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ s②♠étr✐q✉❡ ét✉❞✐é
❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ p−1 ♥♦♠❜r❡s✱ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❝❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❞❛♥s Z[X]/(Xp−1)

∏

j∈F
×

p

(P (Xj)) = S0 + S1X + S2X
2 + . . .+ Sp−1X

p−1,

♦ù

Si =
∑

n1,n2,...,nd

d∏

j=1

c
nj

j Ai(fn1,...,nd
, p); ✭✷✳✸✽✮

❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦♠♠❡ ♣❛r❝♦✉rt t♦✉s ❧❡s (n1, . . . , nd) ∈ Nd t❡❧s q✉❡ n1 + . . .+ nd < p✱ ❡t fn1,...,nd
❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡

❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Fp−1
p à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Fp t❡❧❧❡ q✉❡ nj(f) = nj ✳ ❖♥ ❛ ❡♥s✉✐t❡ ✿

NQ(ζ)/Q(P (ζ)) = S0 − S1 =
∑

f

d∏

j=1

c
nj(f)
j △f . ✭✷✳✸✾✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ s✐♠♣❧❡①❡ ❞❡ P❛s❝❛❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ p q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
I = {1, . . . , d}✱ ♣✉✐s ❛❥♦✉t❡r s❡s é❧é♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧✐és ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

∏
c
nj

j ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ P (ζ)✳

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ s②♠étr✐q✉❡ σp−1−δ ✭❛✈❡❝ δ ∈ {0, . . . , p− 2}✮ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t

σp−1−δ(P (X), P (X2), . . . , P (Xp−1)) = S0 + S1X + S2X
2 + . . .+ Sp−1X

p−1,

♦ù

Si =
∑

X∗ ⊂ F×
p ,

|X∗| = δ

∑

n1,n2,...,nd

d∏

j=1

c
nj

j A
F×

p \X∗

i (fn1,...,nd
, p); ✭✷✳✹✵✮

✐❝✐✱ A
F×

p \X∗

i (fn1,...,nd
, p) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ fn1,...,nd

≡ i ♠♦❞ p ❛✈❡❝ xi ∈ F×
p ⊂ X∗

❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ S1 = S2 = . . . = Sp−1✱ ♠❛✐s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s A
F×

p \X∗

i (fn1,...,nd
, p) s♦♥t

à ♣r✐♦r✐ ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s i✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ✭✷✳✹✵✮ s❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❞❛♥s

Si =
∑

n1,n2,...,nd

d∏

j=1

c
nj

j

∑

X∗ ⊂ F×
p ,

|X∗| = δ

A
F×

p \X∗

i (fn1,...,nd
, p) =

∑

n1,n2,...,nd

d∏

j=1

c
nj

j

(
n0

δ

)

Ai(fn1,...,nd
, p),

✸✷



♦ù n0 = p− 1− n1 − n1 − . . .− nd✱ ❝❛r ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ♠♦❞✉❧♦ p ❛♣♣❛r❛ît
(
n0

δ

)
❢♦✐s✳ ❖♥ ❡♥

❞é❞✉✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

σp−1−δ(P (ζ)) =
∑

f

d∏

j=1

c
nj(f)
j

(
n0(f)

δ

)

△f . ✭✷✳✹✶✮

❙✐ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s cj s♦♥t ♥✉❧s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥❧❡✈❡r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❞❡ I✱ ❡t tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❧✉s
♣❡t✐t❡✳

✷✳✺✳✶ ▲❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ (1− ζ)

❈❡tt❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✺✳✶✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t ζ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ p✲✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ❆❧♦rs✱

NQ(ζ)/Q(1− ζ) = p.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✸✾✮ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡

NQ(ζ)/Q(1− ζ) =
p−1
∑

n=0

(−1)n(A0(n, p)−A1(n, p)).

❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✱ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ❡st é❣❛❧❡ à p✳

✷✳✺✳✷ ▲❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ (1 + ζ − ζ2)

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳✷✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t ζ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ p✲✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ❆❧♦rs✱

NQ(ζ)/Q(1 + ζ − ζ2) = Lp, ✭✷✳✹✷✮

♦ù Ln s♦♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ▲✉❝❛s ❞é✜♥✐s ♣❛r

L0 = 2,

L1 = 1,

❡t ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N

Ln+2 = Ln + Ln+1. ✭✷✳✹✸✮

❈✬❡st ❧❛ s✉✐t❡ A000032 ❞✬❖❊■❙✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✸❪✱ Lp ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r ❞❡s ✧❞♦♠✐♥♦s✧
✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {k, k + 1}✮ ❞✐s❥♦✐♥ts s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ Z/pZ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s △f q✉❛♥❞ I = {1, 2}✳ ❉❛♥s ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✭❧❡
tr✐❛♥❣❧❡ ♠❛rq✉é ♣❛r ✧n0 = 0✧ ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ 4 ❡♥ ❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù p = 11 ❀ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡
s♦♥t ♠❛rq✉é❡s ♣❛r ❞❡s ❧♦s❛♥❣❡s✮✱ t♦✉t❡s ❧❡s p−1

2 s♦✉r❝❡s s♦♥t ❛❧✐❣♥é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳✹✳

✸✸



P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s △f ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❛♣♣❧✐q✉♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
P❛s❝❛❧ ✭✷✳✷✸✮ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ s♦♠♠❡t ❞❡ ❤❛✉t✱ ❡t s♦✉s ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ♠❡tt♦♥s✲❧❛ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

△f\<1> = △f −△f\<2>, ✭✷✳✹✹✮

❡t ❛♣♣❧✐q✉♦♥s✲❧❛ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ s♦♠♠❡t ✐♥❢ér✐❡✉r✲❞r♦✐t✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✹✮ ❡st
❛✉ss✐ ✈❛❧❛❜❧❡ s✐ f\ < 1 > ❡st ✉♥❡ s♦✉r❝❡✳

▲❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿ s✐ n1(f) + 2n2(f) < p ✭❝✬❡st à ❞✐r❡✱ f ❡st
❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✮✱

△f = (−1)n0(f)

(
n1(f) + n2(f)

n1(f)

)

✭✷✳✹✺✮

✭❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧❡r ❞❡ ✭✷✳✶✹✮✮✱ ❡t s✐ n1(f) + 2n2(f) > p ✭f ❡st ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♦✉ s♦✉s ❝❡tt❡ ❞r♦✐t❡✮✱

△f = (−1)n2(f)

(
n0(f) + n1(f)

n0(f)

)

. ✭✷✳✹✻✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

N(1 + ζ − ζ2) =
p−1
∑

n0=0





min(p−1−n0,n0)∑

n2=0

(−1)p−1−n0−n2

(
p− 1− n0

n2

)

+

p−1−n0∑

n2=n0+1

(
p− 1− n2

n0

)


 . ✭✷✳✹✼✮

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✹✼✮ ✈❛✉t Lp✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ à ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r ❞❡s ❞♦♠✐♥♦s s✉r Fp ❛✈❡❝ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ▲❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦♠♠❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥t à n0 =

p−1
2 , . . . , p − 2 s♦♥t ♥✉❧s✱ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à n0 = p − 1 ✈❛✉t ✉♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡

t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à n0 = 0, . . . , p−3
2 ✈❛✉t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r n0+1 ❞♦♠✐♥♦s s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ Z/pZ✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡❧❛✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞♦♠✐♥♦ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞♦♠✐♥♦ q✉✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t
❧❛ s✉✐t❡ 0, 1, 2, . . . ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❝❡r❝❧❡✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥ ❞♦♠✐♥♦ ♥✬❡st s✐t✉é à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ′(p − 1) 0′✱ s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞♦♠✐♥♦ s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ ′(n2 − n0 − 1) (n2 − n0)′✱ ❝❡ q✉✐ ❧❛✐ss❡ (p− 1− n2 + n0) ❝❛s❡s ❛♣rès
❧✉✐ ♣♦✉r ❧❡s n0 ❞♦♠✐♥♦s r❡st❛♥ts✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r n0 ❞♦♠✐♥♦s s✉r ✉♥ ✧s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡✧ ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r p− 1−n2 +n0 ❡st é❣❛❧ ❡①❛❝t❡♠❡♥t à

(
p−1−n2+n0−n0

n0

)
❝✬❡st à ❞✐r❡ à ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦♠♠❡

❞❡ ✭✷✳✹✼✮✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ✭✷✳✹✼✮ ♣❡✉t êtr❡ r❡♥❞✉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

m∑

k=0

(−1)k+n
(
n

k

)

= (−1)m+n

(
n− 1

m

)

.

❉♦♥❝✱ s✐ n0 <
p−1
2 ✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ✭✷✳✹✼✮ ❡st é❣❛❧❡ à

min(p−1−n0,n0)∑

n2=0

(−1)n0+n2

(
p− 1− n0

n2

)

=

(
p− 2− n0

n0

)

,

❝✬❡st à ❞✐r❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s♦♠♠❡✱ q✉✐ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✈❛✉t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ n0 + 1
❞♦♠✐♥♦s ❛✈❡❝ ✉♥ ❞♦♠✐♥♦ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ′0 1′✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡ t❡r♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡
n0 + 1 ❞♦♠✐♥♦s ❛✈❡❝ ✉♥ ❞♦♠✐♥♦ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ′(p− 1) 0′✱ ❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❞é♥♦♠❜r❡♠❡♥t ❞❡s ♣❧❛❝❡♠❡♥ts
♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❞♦♠✐♥♦s s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ Z/pZ✳

✸✹



❉✬❛♣rès ❝❡ rés✉❧t❛t✱ s✐ p > 3 ❡st t❡❧ q✉❡ 3 ❡st ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ F×
p ✱ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s s♦♠♠❡s

p✲r❛ré✜é❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ✧✰✰✲✧ ❡st
logLp

(p− 1) log 3
. ✭✷✳✹✽✮

✷✳✺✳✸ ◆♦r♠❡ ❞❡ (1− ζ + ζ2)

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ P (ζ) = 1− ζ + ζ2 ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳✸✳ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r s✉♣ér✐❡✉r à 4 q✉✐ ♥✬❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥✐ ❞❡ 2 ♥✐ ❞❡ 3✱ ❡t s♦✐t ζ = e
2iπ
n ✳ ❆❧♦rs✱

n−1∏

k=1

(1− ζk + ζ2k) = 1.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ 1− ζ + ζ2 ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ Q(ζ)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ k ∈ [1, n− 1]✱ ♦♥ ❛

1− ζk + ζ2k = ζk
(
ζk + ζ−k − 1

)
= ζk(2 cos

2πk

n
− 1) = ζk

cos 3πk
n

cos πkn
.

▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s t❡r♠❡s ζk ✈❛✉t ✉♥✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts
n−1∏

k=1

cos 3πk
n ❡t

n−1∏

k=1

cos 3πk
n s♦♥t ❧❡s

♠ê♠❡s à ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣rès✳

❈❡ rés✉❧t❛t ❛❞♠❡t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✺✳✹✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✱ p > 5✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❡t
♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ ❞♦♠✐♥♦s s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r p ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥♦s
✐♠♣❛✐r s✉r ❝❡ ❝❡r❝❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✷✳✹✺✮✱ ✭✷✳✹✻✮ ❡t

(−1)n1(f)△f = (−1)n0(f) · (−1)n2(f)△f

✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✿

N(1− ζ + ζ2) =

p−1
∑

n0=0

(−1)n0





min(p−1−n0,n0)∑

n2=0

(−1)p−1−n0−n2

(
p− 1− n0

n2

)

+

p−1−n0∑

n2=n0+1

(
p− 1− n2

n0

)


 , ✭✷✳✹✾✮

❝✬❡st à ❞✐r❡

0 =

p−3

2∑

n0=1

(−1)n0

((
p− 2− n0

n0

)

+

p−1−n0∑

n2=n0+1

(
p− 1− n2

n0

))

.

▲❡ rés✉❧t❛t ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r n0
❞♦♠✐♥♦s s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r p✳

✸✺



P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r p = 11✱ ✐❧ ② ❛ ✿
1 ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣❧❛❝❡r 0 ❞♦♠✐♥♦s s✉r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 11 ❀
11 ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r 1 ❞♦♠✐♥♦ ❀
44 ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r 2 ❞♦♠✐♥♦s ❀
77 ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r 3 ❞♦♠✐♥♦s ❀
55 ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r 4 ❞♦♠✐♥♦s ❀
11 ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r 5 ❞♦♠✐♥♦s✳

P♦✉r p = 17✱ ✐❧ ② ❛ ✿
1 ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣❧❛❝❡r 0 ❞♦♠✐♥♦s s✉r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 17 ❀
17 ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r 1 ❞♦♠✐♥♦ ❀
119 ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r 2 ❞♦♠✐♥♦s ❀
442 ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r 3 ❞♦♠✐♥♦s ❀
935 ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r 4 ❞♦♠✐♥♦s ❀
1122 ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r 5 ❞♦♠✐♥♦s ❀
714 ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r 6 ❞♦♠✐♥♦s ❀
204 ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r 7 ❞♦♠✐♥♦s ❀
17 ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r 8 ❞♦♠✐♥♦s✳

✷✳✺✳✹ ▲❡s ❛✈❛♥t✲❞❡r♥✐❡rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❛♥♥✉❧❛t❡✉rs ❞❡ (1 + ζ − ζ2)
❡t ❞❡ (1 + ζ − ζ2)(1 + ζb

′ − ζ2b
′

)

❘❡t♦✉r♥♦♥s à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ◆❡✇♠❛♥ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ✧++−✧✱ ❝♦♠♠❡♥❝é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✳✹✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✺✳✺✳ ❙♦✐❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p > 5 ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r δ ∈ {0, . . . , p− 2}✳ ❆❧♦rs σp−1−δ(1+ ζ− ζ2)
✭❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ s②♠étr✐q✉❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❞❡❣ré (p−1− δ) ❞❡s ♥♦♠❜r❡s (1+ ζ− ζ2) ♦ù ζ ♣❛r❝♦✉rt ❧❡s
r❛❝✐♥❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s p✲✐è♠❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✮ ✈❛✉t

(
p−1
δ

)
♣❧✉s ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✧♣♦✐❞s✧ ❞❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡

n > 0 ❞♦♠✐♥♦s s✉r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r p✱ ❧❡s ♣♦✐❞s ét❛♥t
(
n−1
δ

)
✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
σp−1−δ(1 + ζ − ζ2) > 0.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ✭✷✳✹✶✮✱

σp−1−δ(1 + ζ − ζ2) =
p−1
∑

n0=0

(
n0
δ

) p−1−n0∑

n2=0

(−1)n2△f

♦ù f ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Fp
p−1 t❡❧❧❡ q✉❡ n0(f) = n0, n1(f) = p − 1 − n0 − n2, n2(f) = n2. ❊♥s✉✐t❡✱

❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳✷✱ s✐ n0 < p− 1✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦♠♠❡ ✈❛✉t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡r
n0 + 1 ❞♦♠✐♥♦s s✉r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r p✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ s②♠étr✐q✉❡ σp−2

(
(1 + ζ − ζ2)(1 + ζb

′ − ζ2b′)
)
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✹✶✮

❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ 8✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞✬❡♥t✐❡rs✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♣♦✉r s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ r❡ss❡♠❜❧❡ ❛✉ Pr♦❜❧è♠❡ ✶ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❊①♣❧✐❝✐t♦♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

✸✻



▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ σp−2

(
(1 + ζ − ζ2)(1 + ζb

′ − ζ2b′)
)
s✬é❝r✐t

p−1
∑

x∗=1

1

((1 + ζx∗ − ζ2x∗)(1 + ζb′x∗ − ζ2b′x∗))

p−1
∏

j=1

(
(1 + ζj − ζ2j)2(1 + ζb

′j − ζ2b′j)2
)
=

Lp

p−1
∑

x∗=1

1

((1 + ζx∗ − ζ2x∗)(1 + ζb′x∗ − ζ2b′x∗))

p−1
∏

j=1

(
(1 + ζj − ζ2j)(1 + ζb

′j − ζ2b′j)
)
, ✭✷✳✺✵✮

❡t✱ ❝♦♠♠❡ b′ 6≡ 1✱ ❛✉❝✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ σp−2

(
(1+ ζ− ζ2)(1+ ζb′ − ζ2b′)

)
❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ Lp✱ ❡t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡

❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❡✉r q✉♦t✐❡♥t✳ ❊❧❧❡ ♠♦t✐✈❡✱ ❡♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✸✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
{
f1x1 + f2x2 + . . .+ fnxn = i

b′xp−2 − xp−1= 0
✭✷✳✺✶✮

❞❛♥s Fn+2
p ✭♦ù n 6 p− 3✱ b′ ❡st ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ F×

p ✱ ❡t i ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ✜①❡ ❞❡ Fp✮ q✉✐
♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♥✐ ③ér♦ ♥✐ ❞❡✉① ❢♦✐s ✉♥ ♠ê♠❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ F×

p ✳

◆♦t♦♥s q✉✬♦♥ ♣❡✉t✱ ❝♦♠♠❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ 3.3✱ é❝r✐r❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✺✶✮ ❝♦♠♠❡
f(x1, x2, . . . , xp−3) = i✱ ♦ù f ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Fp−3

p ✱ ✐❞❡♥t✐✜é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s Nj = Nj(f) =

{
k ∈ {1, . . . , p− 3}

∣
∣fk = j

}
❞❡ {1, . . . , p− 3} ♣✉✐s ❞é✜♥✐r ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs

B
(b′)
i (f, p) := #

{

σ ∈ Sp−1

∣
∣
∣

{
f(xσ(1), . . . , xσ(p−3))= i

b′xp−2 − xp−1 = 0

}

, ✭✷✳✺✷✮

C
(b′)
i (f, p) := #

{

σ ∈ Sp−1/S(N0)
∣
∣
∣

{
f(xσ(1), . . . , xσ(p−3))= i

b′xp−2 − xp−1 = 0

}

❡t ✭✷✳✺✸✮

A
(b′)
i (f, p) := #

{

σ ∈ Sp−1/S(N0)S(N1) . . .S(Np−1)
∣
∣
∣

{
f(xσ(1), . . . , xσ(p−3))= i

b′xp−2 − xp−1 = 0

}

. ✭✷✳✺✹✮

▲❡s ♥♦♠❜r❡s B(b′)
i (f, p) s♦♥t é❣❛✉① ❡♥tr❡ ❡✉① ♣♦✉r t♦✉t i ∈ F×

p ✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r C(b′)
i (f, p) ❡t A(b′)

i (f, p)✳ ■❧s

✈ér✐✜❡♥t ❛✉ss✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✶✸✮✳ ◆♦t♦♥s △(b′)
f := A

(b′)
0 (f, p)−A(b′)

1 (f, p)✳

P❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ♠❡♥é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ 3.5✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✺✵✮ q✉❡

1

Lp
σp−2

(
(1 + ζ − ζ2)(1 + ζb

′ − ζ2b′)
)
=
∑

f

(−1)|N2(f)|△(b′)
f ,

♦ù ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st ♣r✐s❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ Fp−3
p à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts 0, 1 ♦✉ 2✳

❆✉t❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P❛s❝❛❧ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷✮ ré♣♦♥❞ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❛✉ Pr♦❜❧è♠❡ ✶✱ ❛✉t❛♥t ❧❡ Pr♦✲
❜❧è♠❡ ✸ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts 0 ♦✉ 1✳ P❛r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s
à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ 3.2✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳✻✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Fp−3
p ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

f(x1, x2, . . . , xp−3) = x1 + x2 + . . .+ xn.

❡t s♦✐t ✉♥ ❡♥t✐❡r b′ > 3✳ ❆❧♦rs

A
(b′)
0 (f, p)−A(b′)

1 (f, p) = (−1)np+ F (n) ✭✷✳✺✺✮

♣♦✉r t♦✉t ♣r❡♠✐❡r p ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ s✐ b′ ❡st ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ F×
p ✮✳

❖♥ ♥♦t❡r❛✱ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛rt✐❡ 3.2, A
(b′)
i (f, p) = A

(b′)
i (n, p)✳

✸✼



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é
♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✱ q✉✐ ❣❛r❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡
xi = xj ♦✉ xi = b′xj ❞❛♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❙♦✐t Γn ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
(BNX1 ∪ BNX2 ∪ . . . ∪ BNXn)

n/S(X1, . . . , Xn) ✭♦ù B,X1, . . . , Xn s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s✮ ❢♦r♠é ❞❡s
❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ t❡❧❧❡s s✉✐t❡s q✉❡ ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❞❡ B ❞❡✈❛♥t ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xk ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ t②♣❡ {0, 1, . . . , l} ❀ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Γn s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬é❣❛❧✐té ♦✉ ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧✐té
✭♣❛r ❧❡ r❛♣♣♦rt b′✮✳ ▲✬♦r❞r❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γn s❡r❛ ❞é✜♥✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ σ̄, π̄ ∈ Γn✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ σ̄ > π̄
s✐ ✭❛♣rès ✉♥ ❝❤♦✐① ❛❞❛♣té ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts σ ❡t π✮ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Xj1 , Xj2 , . . . , Xjk

✭❡t t♦✉t❡s ❧❡✉rs ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✮ ❞❛♥s π ♣❛r ❞❡s ♠♦♥ô♠❡s ❞❡ t②♣❡ Bn1Xi1 , B
n2Xi2 , . . . , B

nkXik r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱
♦ù Xil s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s π✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s Xjl′ ✱ ❡t ♦❜t❡♥✐r σ✳

❉é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣ré✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ (x1, . . . , xn) ❞✬é❧❡♠❡♥ts ❞❡ F×
p ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

s✉✐✈❛♥t ✿ s♦✐t u(1) = (X1, . . . , Xn)✳ P♦✉r i q✉✐ ✈❛ ❞❡ 2 ❥✉sq✉✬à n ❡①é❝✉t❡r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s q✉✐
❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s s✉✐t❡s u(2), u(3), . . . , u(n) ∈ (BNX1 ∪BNX2 ∪ . . . ∪BNXn)

n ✿
■✶ ✿ ♣♦✉r t♦✉t j✱ u(i)j ← u(i− 1)j ❀
■✷ ✿ s✬✐❧ ❡①✐st❡ j < i t❡❧ q✉❡ xi = xj ✱ ♣♦s❡r u(i)i ← u(i− 1)j ❡t ♣❛ss❡r à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❀
■✸ ✿ s✬✐❧ ❡①✐st❡ j < i t❡❧ q✉❡ xi = b′xj ✱ ♣♦s❡r u(i)i ← Bu(i− 1)j ❀
■✹ ✿ s✬✐❧ ❡①✐st❡ j < i t❡❧ q✉❡ b′xi = xj ✱ r❡♠♣❧❛❝❡r ❞❛♥s u(i) t♦✉t❡s ❧❡s ♦❝❝✉r❡♥❝❡s ❞❡ u(i− 1)j ♣❛r Bu(i)i✳

❙✐ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ b′ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ F×
p ❡st s✉♣ér✐❡✉r à n ✭❝❡ q✉✐ s❡r❛ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❡t

❝❡ q✉✐ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r p > b′n✮✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡
❞✬❡♥t✐❡rs i, j ∈ {1, . . . , k}✱

xi = xj s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ u(k)i = u(k)j ✱ ❡t
xi = b′xj s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ u(k)i = Bu(k)j ✳

❖♥ ✈❛ ❛♣♣❡❧❡r ♣ré✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (x1, . . . , xn) ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❛♥s Γn ❞❡ u(n) ❡t ♦♥ ✈❛ ❧❛ ♥♦t❡r
u(x1, . . . , xn)✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ Γn ❡st très ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ Πn✳ Γn ♣♦ssè❞❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t
(X1, X2, . . . , Xn)♠❛✐s ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ é❧é♠❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r n = 2✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❞❡ (X,X)✱ ❞❡ (X,BX) ❡t ❞❡ (BX,X) s♦♥t t♦✉t❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s✳ Γn ❡st✱ ❡♥ ❢❛✐t✱ ✉♥ s❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ✐♥❢ér✐❡✉r ✿ t♦✉t❡
♣❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳

❈❤❛q✉❡ σ̄ ∈ Γn ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ {1, 2, . . . , n} q✉✐ ❡st ❧❛ ♣ré✐♠❛❣❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à k ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r♠✐ X1, . . . , Xn q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s σk ✭♦ù σ ❡st ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡
σ̄✮✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ r❡♣rés❡♥t❛♥t✱ ❡t ♦♥ ✈❛ ❛♣♣❡❧❡r c(σ̄) s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❧♦❝s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ σ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❜❧♦❝s ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Γn ♦✉ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ rés✐❞✉s ♥♦♥ ♥✉❧s ♠♦❞✉❧♦ p✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
X ❞❡ F×

p ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❜❧♦❝s s♦♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥❞✉✐t❡ s✉r X ♣❛r ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s xi ∼ xj s✐ xi = b′xj ✳

❖♥ ❛✉r❛ ❛✉ss✐ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ s♣é❝✐❛❧ Pn ❞❡ Γn ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ s②stè♠❡s ✐♥❥❡❝t✐❢s ✿ ♦♥ ❞✐r❛
q✉❡ σ̄ ∈ Γn ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Pn s✐ ♣♦✉r t♦✉s i 6= j ❞❛♥s {1, . . . , n} ❡t t♦✉t r❡♣rés❡♥t❛♥t σ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ σ̄ ♦♥ ❛ σi 6= σj ✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ Pn ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é
Γn✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ Σ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ Pn ✭❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à ❞✐r❡ q✉❡ q✉❡ Σ ∈ Pn ❡t Σ ❡st ✉♥
é❧é♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ Γn✱ ♦✉ q✉❡ Σ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Pn ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ❜❧♦❝✮✱ ❛❧♦rs ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r {Σ}
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n− 1 é❧é♠❡♥ts✳

❉♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s A(b′)
i (n, p)✳ ■❧s ❝♦♠♣t❡♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ F×

p ❞❡

✸✽



t❛✐❧❧❡ n ❡t ❞❡ s♦♠♠❡ i✱ ❡♥ ❝♦♠♣t❛♥t ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ X ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢♦✐s q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (x∗, b′x∗) ❞❛♥s
F×
p \X✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣t❡r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ✐♥t❡r❞✐ts ❜❧♦❝ ♣❛r ❜❧♦❝ ❞❡ X ✿ ❝❤❛q✉❡ x ∈ X ✐♥t❡r❞✐t ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (x, b′x)✱

❞❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ B ♣♦ssè❞❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t x t❡❧ q✉❡ x
b′ /∈ X ✭❝❛r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ b′ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à n✮✱

❞♦♥❝ ❧❡ ❜❧♦❝ B ✐♥t❡r❞✐t |B|+ 1 ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❡t ❝❡✉①✲❝✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥t❡r❞✐ts ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ❜❧♦❝✳ ❊♥
t♦✉t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (x∗, b′x∗) ✐♥t❡r❞✐ts ♣❛r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ X ✈❛✉t |X| + c(X)✱ ❡t X ❝♦♠♣t❡ ❛✈❡❝ ♣♦✐❞s

(p− 1− n− c(X)) ❞❛♥s ✉♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s A(b′)
i (n, p)✳

❊♥ ♣❛ss❛♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❛✉① s✉✐t❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ F×
p ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

n!(A
(b′)
0 (n, p)−A(b′)

1 (n, p)) =
∑

σ∈Pn

(
p− 1− n− c(σ)

) (

r
(b′)
0 (σ, p)− r(b

′)
1 (σ, p)

)

✭✷✳✺✻✮

♦ù

r
(b′)
i (σ, p) = #

{

(x1, . . . , xn) ∈ F×
p
n
∣
∣
∣

∑

k

xk = i ❡t u(x1, . . . , xn) = σ

}

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ Fp✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ r(b
′)(σ, p) := r

(b′)
0 (σ, p)− r(b

′)
1 (σ, p)✳

➚ ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♠❛♥÷✈r❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ❆♣♣❡❧♦♥s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ π ∈ Γn✱

s(b
′)(π, p) =

∑

σ>π

r(b
′)(σ, p).

❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ s✐ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡✈❛♥t ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xj ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s π✱ é✈❛❧✉é❡
✭❡♥ t❛♥t q✉❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮ ❡♥ B = b′ ♥✬❡st ♣❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ p✱ ♦♥ ❛

s(b
′)(π, p) = (−1)c(π).

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ p > 1 + b′ + . . .+ b′n−1✳

❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢♦r♠✉❧é❡s ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t σ ∈ Γn ✿

r(b
′)(σ, p) =

∑

π>σ

µ(σ, π)s(y, p) =
∑

π>σ

(−1)c(π)µ(σ, π) =: G(n, σ) ✭✷✳✺✼✮

♦ù µ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γn✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♥✐ ❞❡ p ♥✐ ❞❡ b′✳

❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ✭✷✳✺✼✮ ❞❛♥s ✭✷✳✺✻✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

A
(b′)
0 (n, p)−A(b′)

1 (n, p) =
1

n!

∑

σ∈Pn

(
p− 1− n− c(σ)

)
G(n, σ) ✭✷✳✺✽✮

=
∑

σ∈Pn

G(n, σ)

n!
p−

∑

σ∈Pn

(
n+ 1 + c(σ)

)G(n, σ)

n!
. ✭✷✳✺✾✮

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶✱ ♦♥ ❛
∑

σ∈Pn

G(n,σ)
n! = (−1)n✱ ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t s✐ ♦♥ ♣♦s❡ F (n) = −∑σ∈Pn

(
n + 1 +

c(σ)
)G(n,σ)

n! ✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t (p−1−n−c(X)) ❛❞♠❡t ✉♥❡ ré❞❛❝t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r s✐ ❝❡❧❛ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r F (n)✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡r q✉❡ F (n) = (−1)n+1

(
n+2
2

)
✳

✸✾



✷✳✻ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡

▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s △f ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❞❛♥s ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡ ♣r✐✈é ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts✲s♦✉r❝❡s✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡
♦❜t❡♥✉ ❡st s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ❞❡ p ❡t ❞❡ d✱ ❡t ❧❡s rés✐❞✉s a1, a2, . . . , ad ♥✬✐♥✢✉❡♥❝❡♥t q✉❡ ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✳✶✳ ❙♦✐❡♥t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t d ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧s q✉❡ p > d > 0✳ ❙♦✐❡♥t a1, . . . , ad ❞❡s

é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ F×
p ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ Fp, ♥♦t♦♥s Fi

(

(a1, . . . , ad), p
)

= Fi(a, p) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s

❞✉ s②stè♠❡ 





0 6 n1, n2, . . . , nd 6 p
n1 + n2 + . . .+ nd 6 p
a1n1 + a2n2 + . . .+ adnd ≡ i mod p.

❆❧♦rs✱
F0(a, p)− Fi(a, p) = 1 ✭✷✳✻✵✮

♣♦✉r t♦✉t i ∈ F×
p ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r d✳ ▲❡s ❝❛s d = 0 ❡t d = 1 ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐tés ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s
❞♦♥❝ q✉❡ d > 1 ❡t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✳✶ ❛ été ❞é♠♦♥tré❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d−1✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
Fi(a, p) ❛✈❡❝ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞é✜♥✐s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ tr❛♥s❧❛té✳

❙✉♣♣♦s♦♥s s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ a1 = 1✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Fp✱ Fi(a, p) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❞✉ s②stè♠❡ 





1 6 n1 6 p+ 1
0 6 n2, . . . , nd 6 p
n1 + n2 + . . .+ nd 6 p+ 1
n1 + a2n2 + . . .+ adnd ≡ i+ 1 mod p,

❞♦♥❝

Fi−1(a, p)−Fi(a, p) = #







1 6 n1 6 p+ 1
0 6 n2, . . . , nd 6 p
n1 + n2 + . . .+ nd 6 p+ 1
n1 + a2n2 + . . .+ adnd ≡ i mod p







−#







0 6 n1, n2, . . . , nd 6 p
n1 + n2 + . . .+ nd 6 p
n1 + a2n2 + . . .+ adnd ≡ i mod p






.

◗✉❛♥❞ ♦♥ ❡♥❧è✈❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① s✐♠♣❧❡①❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

Fi−1(a, p)− Fi(a, p) = #







1 6 n1 6 p+ 1
0 6 n2, . . . , nd 6 p
n1 + n2 + . . .+ nd = p+ 1
n1 + a2n2 + . . .+ adnd ≡ i mod p







−#







0 6 n2, . . . , nd 6 p
n2 + . . .+ nd 6 p
a2n2 + . . .+ adnd ≡ i mod p






.

❉✬♦ù✱ ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱

Fi−1(a, p)− Fi(a, p) =







−1 ✐❢ i = 0
+1 ✐❢ i = 1
0 s✐♥♦♥✳

❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à ✭✷✳✻✵✮✳

✹✵



▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✳✶✱ ♦♥
❛

F1(a, p) =

(
d
d+p

)
− 1

p
❡t F0(a, p) =

(
d
d+p

)
+ p− 1

p
✭✷✳✻✶✮

❖♥ ♣❡✉t ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✹ ✭▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡ P❛s❝❛❧✮✳ ❙♦✐❡♥t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t d ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧s
q✉❡ p > d > 0✳ ❉é❝r✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

△ : (N ∪ {−1})d → Z

t❡❧❧❡s q✉❡

n1 + n2 + . . .+ nd > p⇒△(n1, n2, . . . , nd) = 0; ✭✷✳✻✷✮

∃i, ni < 0⇒△(n1, n2, . . . , nd) = 0; ✭✷✳✻✸✮

△(0, 0, . . . , 0) = 1; ✭✷✳✻✹✮

∀(n1, . . . , nd) ∈ Nd \ S0 \ S, △(n1, n2, . . . , nd) =
∑

i

△(n1, . . . , ni−1, ni − 1, ni+1, . . . , nd). ✭✷✳✻✺✮

♦ù S0 = {(0, . . . , 0), (p, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , p)} ❡t S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s

❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ |S| 6
(
d
d+p

)
− dp− 1
p ✳ ❘é♣♦♥❞r❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♦ù ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té

❡st str✐❝t❡✳

▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S0 s❡r♦♥t ❛♣♣❡❧és ❧❡s s♦✉r❝❡s tr✐✈✐❛❧❡s✱ ❝❛r ❞✬❛♣rès ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✷✳✻✺✮ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ② êtr❡ ré❛❧✐sé❡✳ ❖♥ ❛ ❡♥ ❢❛✐t ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❞♦♥t ✉♥❡ ❞❡s
❡①tré♠✐tés s❡ tr♦✉✈❡ ❛✉ s♦♠♠❡t (0, 0, . . . , 0) ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ X = (0, . . . , 0, n, . . . , 0)
♦ù 0 < n < p✮ ❧✬✐❞❡♥t✐té △(X) = +1✳

❆❥♦✉t♦♥s ❞❡✉① ❛✉tr❡s r❡♠❛rq✉❡s ❣é♥ér❛❧❡s ✿ ♣♦✉r t♦✉t d✲✉♣❧❡t ❞❡ rés✐❞✉s (a1, . . . , ad) ❞✐✛ér❡♥ts ❡t ♥♦♥ ♥✉❧s✱
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

(−1)n1+...+nd(A1(fna1
=n1,...,nad

=nd
, p)−A0(fna1

=n1,...,nad
=nd

, p))

❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ Pr♦❜❧è♠❡ ✹ ❀ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♠♦❞✉❧♦
p✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✭❝♦♠♣❛r❡r à ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ 2.5✮✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✺✮ ♣❛r
✉♥❡ ❛✉tr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ♠è♥❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳

■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❡ t❡r♠❡ ✧s♦✉r❝❡✧✳ ❊♥ t♦✉t ♣♦✐♥t x ∈ Nd ❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ✭❡♥ t❛♥t q✉❡ s♦✉r❝❡✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

f(x) = △(x)−
d∑

i=1

△(x− ei) ✭✷✳✻✻✮

♦ù ei s♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ 1 à ❧❛ i✲è♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✺✮✱ ♦♥ ❛

△(n1, . . . , nd) =
∑

(m1,...,md)6(n1,...,nd)

f(m1, . . . ,md)

(
n1 + n2 + . . .+ nd −m1 −m2 − . . .−md

n1 −m1, n2 −m2, . . . , np−1 −mp−1

)

, ✭✷✳✻✼✮

♦ù ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s d✲✉♣❧❡ts ❞✬❡♥t✐❡rs ❡st ❧✬♦r❞r❡ t❡r♠❡ ♣❛r t❡r♠❡✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ Pr♦❜❧è♠❡ ✹ r❡st❡r❛ ❡♥ ét❛t ❞❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛✉q✉❡❧
♦♥ ✈❛ s❡ r❡str❡✐♥❞r❡✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡r❛ ✉♥❡ ♣✐st❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✹✶



❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♠♦❞✉❧♦ p✱ ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧❡s s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡ p✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻✳✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ Pr♦❜❧è♠❡ ✹✱ s✉♣♣♦s♦♥s d = 2 ❡t r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡
|S| ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ S ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ♣❧✉s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❜s❝✐ss❡ ✜①❡ ✭❡♥tr❡ 1 ❡t p − 1✮✳
❆❧♦rs✱ ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡ p✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s s♦♥t s✐t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣♦✐♥ts (1, k1), (2, k2), (3, k3) . . . ,
❡t ❧❡✉rs ♣✉✐ss❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s s♦♥t é❣❛❧❡s à f1, f2, . . . ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ♣✉✐s✲
s❛♥♥❝❡s ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ 2.4. ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✻✻✮
❛✉① ♣♦✐♥ts (1, n), ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

f1 = −
p−1
∑

n=0

△(0, n). ✭✷✳✻✽✮

❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ♣♦✐♥ts (2, n), ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

f2 = −
p−2
∑

n=0

△(1, n). ✭✷✳✻✾✮

❊♥ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r t♦✉t l ∈ {1, . . . , p− 1}✱

fl = −
p−l
∑

n=0

△(l − 1, n). ✭✷✳✼✵✮

▼♦♥tr♦♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧✬❛❜s❝✐ss❡ l ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❉✬❛♣rès ✭✷✳✻✽✮✱ ♦♥ ❛ f1 = −p✳

▲❡ ♣❛s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ f1, f2, . . . , fl−1 s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡ p✳ ❆❧♦rs✱
❞✬❛♣rès ✭✷✳✻✼✮✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t (n1, n2) t❡❧ q✉❡ n1 < l, ♦♥ ❛ ✿ △(n1, n2) ≡

(
n1

n1+n2

)
♠♦❞ p✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

fl = −
p−l
∑

n=0

△(l − 1, n) ≡ −
p−l
∑

n=0

(
l − 1

n+ l − 1

)

= −
(
l

p

)

≡ 0 ♠♦❞ p.

▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✷✳✻✼✮ ❡t ✭✷✳✻✽✮✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥△ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ S✳

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ Pr♦❜❧è♠❡ ✹ q✉✐ ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ♣❛s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻✳✷✳ ❱♦✐❝✐ ❧❡
♣❧✉s ♣❡t✐t ❡①❡♠♣❧❡ ✭♣♦✉r p = 7✮ ✿

+1
+1 +1

+1 +2 +1
+1 +3 +3 +1

+1 −3� +6 −3� +1
+1 −2 +3 +3 −2 +1

+1 −1 +1 −1� +1 −1 +1

❚❡r♠✐♥♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ é♥♦♥❝é ❛❧❣é❜r✐q✉❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✭❡♥ 2 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡
❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡ P❛s❝❛❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s
♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s (nk,mk) ❛✈❡❝ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s fk t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ △ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✷✳✻✼✮ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

✹✷



n ∈ {0, p} ✿ △(n, p−n) = 0✳ ▲❛ s✉✐t❡ (△(n, p−n))n s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s
s♦✉r❝❡s✱ ♦ù ❧❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s tr✐✈✐❛❧❡s s♦♥t ♣r❡s❝r✐t❡s ❡t ❧❡✉r s♦♠♠❡ ✈❛✉t

(0, p,

(
2

p

)

,

(
3

p

)

, . . . , p, 0);

❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ P❛s❝❛❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❛♣♣r♦♣r✐é❡✱ ❝♦♠♣❧été❡ ♣❛r ❞❡s ③ér♦s✱ ❡t ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ fk✳ ❙✐ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ s✉✐t❡ ❞✬❡♥t✐❡rs
❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞♦♥t ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ✺ ✭éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡ P❛s❝❛❧ ❡♥ 2 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡
♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r✳ ❉é❝r✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

(X + 1)p −Xp − 1 =

p−1

2∑

i=1

fiX
xi(X + 1)yi ✭✷✳✼✶✮

❞❛♥s Z[X] ❛✈❡❝ xi, yi ∈ {1, . . . , p− 2}✳ ❘é♣♦♥❞r❡ s✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ p−3
2 t❡r♠❡s ❡①✐st❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ P❛s❝❛❧ ❞❡ t❛✐❧❧❡ p = 7 ❝✐✲❞❡ss✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

(X + 1)7 −X7 − 1 = 7X(X + 1)3 + 7X3(X + 1)3 + 7X2(X + 1).

P♦✉r p = 7✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❝✐♥q ❛✉tr❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t

(X + 1)7 −X7 − 1 = 7X3(X + 1)3 + 14X2(X + 1)2 +X(X + 1),
(X + 1)7 −X7 − 1 = 7X2(X + 1)4 − 7X4(X + 1) + 7X(X + 1)2,
(X + 1)7 −X7 − 1 = 7X(X + 1)5 − 14X2(X + 1)3 + 7X3(X + 1)

❡t ❧❡s ré❝✐♣r♦q✉❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❀ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♠♦❞✉❧♦ 7✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✷✳✼✶✮ ❡st ❞é✜♥✐ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r s❝❛❧❛✐r❡ ♣rès✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ Pp(X) = (X+1)p−Xp−1✳ ❋♦r♠✉❧♦♥s q✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s s✐♠♣❧❡s ✭✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r t♦✉t p ❝♦♥❣r✉
à 1 ♦✉ 5 ♠♦❞✉❧♦ 6 s❛♥s ❡①✐❣❡r q✉❡ p s♦✐t ♣r❡♠✐❡r✮ ✿ Pp ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré p − 1✱ q✉✐ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r♠✐
s❡s r❛❝✐♥❡s 0,−1, e 2iπ

3 ❡t e−
2iπ
3 ✭t♦✉t❡s ❝❡s r❛❝✐♥❡s s♦♥t s✐♠♣❧❡s s✐ p ≡ 5 ♠♦❞ 6✱ s✐♥♦♥ e

2iπ
3 ❡t e−

2iπ
3 s♦♥t ❞❡s

r❛❝✐♥❡s ❞♦✉❜❧❡s✮✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s ♣❛r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s z → z̄, z → −1− z ✭❧❛ s②♠étr✐❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣♦✐♥t − 1

2 ✮ ❡t z → 1
z ✭❝❛r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡st ré❝✐♣r♦q✉❡✮✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s

❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Pp(X) ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻✳✸✳ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝♦♥❣r✉ à 1 ♦✉ à 5 ♠♦❞✉❧♦ 6✱ n > 5✳ ❆❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Pn(X) =
(X + 1)p −Xp − 1 s❡ tr♦✉✈❡♥t s✉r ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ❧✐❣♥❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭q✉✐ ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡✮ ✿

❧❛ ❞r♦✐t❡ −1/2 + iR ♣r✐✈é❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡rt ]e−
2iπ
3 , e

2iπ
3 [ ❀

❧❡s ❞❡✉① ❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡s ❞❡ e
2iπ
3 ❥✉sq✉✬à e−

2iπ
3 ❝❡♥trés ❡♥ 0 ❡t ❡♥ −1 ✳

▲✬❆♥♥❡①❡ 5 ♠♦♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s r❛❝✐♥❡s ♣♦✉r n = 25 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ✭❞❡ ♣❛rt✐❡
✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 1 ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✮ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs n ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 11 ❡t 97✳ ❈❡s ❞❡ss✐♥s
s✉❣❣èr❡♥t ✉♥❡ éq✉✐❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s r❛❝✐♥❡s s✉r ❧❡s ❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡s✱ q✉✐ ❡st ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ ❝❛s n ≡ 5 ♠♦❞ 6✱ ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ n−5
6 r❛❝✐♥❡s s♦♥t s✐t✉é❡s s✉r ❧✬❛r❝ ❞❡

❝❡r❝❧❡ ]e
2iπ
3 ,−1[ ❝❡♥tré ❡♥ 0✳ P❛r s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s r❛❝✐♥❡s✱ ❝❡❧❛ ♠♦♥tr❡r❛ q✉✬❛✉t❛♥t ❞❡ r❛❝✐♥❡s s❡

tr♦✉✈❡♥t s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s ❛r❝s ] − 1, e−
2iπ
3 [, ]e−

2iπ
3 , 0[ ❡t ]0, e

2iπ
3 [✱ ❡t s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡s ❀ ❝❡❧❛

s✉✣t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Pn✳

P♦s♦♥s x = eiθ ❡t ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r θ ❞❡ 2π
3 ❥✉sq✉✬à π✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ♣♦✐♥t Z(θ) = −xn ✈❛r✐❡ ❞❡ e

iπ
3 ❥✉sq✉✬à 1 ❡♥

❢❛✐s❛♥t n+1
6 t♦✉rs ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ✭❞♦♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ✐♥❝♦♠♣❧❡t✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ |(x+1)n| < 1 q✉❛♥❞ θ > 2π

3 ✱ ❧❡

✹✸



❋■●❯❘❊ 2.2. β = α
2

♣♦✐♥t D(θ) = (x+1)n−xn ✈❛r✐❡ ❞❡ 1 ❥✉sq✉✬à 1 ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛✉ss✐ n+1
6 t♦✉rs ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢

❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣rès ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ♦ù Z(θ) = 1 s❡ tr♦✉✈❡ ✉♥ ✐♥st❛♥t θ′ ♦ù D(θ′) = 1✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ x+1 ❡st θ
2 ✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡

q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts Z,D ❡t 1 s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❛❧✐❣♥és✳ ❈❡t ❛r❣✉♠❡♥t ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❡ ❞❡ss✐♥ ❋✐❣✉r❡ 2.2✱ ♦ù ❧❡ ♣♦✐♥t
Z s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥tr❡ −i ❡t 1 ✭❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s✮✳

❖♥ ❛ β = ∠ZUO ✭♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ O ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❛✣①❡ 0 ❡t U ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❛✣①❡ 1 ♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❡ st②❧❡ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
❣é♦♠étr✐q✉❡s✮✱ ❝❛r ❧❡s ❞r♦✐t❡s s♦♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ❡t ∠ZUO = α

2 ✱ ❝❛r ❝✬❡st ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s♦❝è❧❡✳ ❈♦♠♠❡
❧✬❛♥❣❧❡ β ❡t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ (x+ 1)n ❞✐✛èr❡♥t ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ π✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts Z,D,U s♦♥t ❛❧✐❣♥és✳

❚♦✉r♥♦♥s✲♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✈❡rs ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ♣♦✐♥ts s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡✱ ♣❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t ✈❡rs ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡

−−→
ZD.
−→
ZU ✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❡ s✐❣♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉① ♠♦♠❡♥ts

♦ù Z(θ) = U ✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❝❡ q✉✐ ❛ été ❛♥♥♦♥❝é ♣❧✉s ❤❛✉t ✿ ♣rès ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t Z ♣❛r
U s❡ tr♦✉✈❡ ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t D ♣❛r U ✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ θ1 ∈] 2π3 , π2 [ ❡st ✉♥ ✐♥st❛♥t
t❡❧ q✉❡ Z(θ1) = U ✳ ❙♦✐t θ0 = θ1 − π

2n = max{θ < θ1|Z(θ0) = −i} ❡t θ2 = θ1 +
π
2n = min{θ > θ1|Z(θ2) = i}✳

❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ θ ∈]θ0, θ2[ t❡❧ q✉❡ D(θ) = U ✳ ❙✐
−−−−−−−−→
Z(θ0)D(θ0).

−−−−−→
Z(θ0)U > 0✱ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ✈❛✉t

❞❛♥s t♦✉t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [θ0, θ1[✳ ❖♥ ❛ |Z(θ0)D(θ0)| <
√
2 = |Z(θ0)U | ❡t |Z(θ1)D(θ1)| > 0 = |Z(θ1)U |✱ ❞✬♦ù ✭♣❛r

❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✮ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥st❛♥t θ′ ∈]θ0, θ1[ t❡❧ q✉❡ |Z(θ′)D(θ′)| = |Z(θ′)U |✱ ❞✬♦ù D(θ′) = U ✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐
−−−−−−−−→
Z(θ0)D(θ0).

−−−−−→
Z(θ0)U < 0✱ ❛❧♦rs

−−−−−−→
Z(θ)D(θ).

−−−−→
Z(θ)U > 0 ♣♦✉r t♦✉t θ ∈]θ1, θ2] ❀ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝

❞❛♥s ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✉♥ ✐♥st❛♥t θ′ t❡❧ q✉❡ |Z(θ′)D(θ′)| = |Z(θ′)U |✱ ❞✬♦ù D(θ′) = U ✳

▲❡ ❝❛s ♦ù n ≡ 1 ♠♦❞ 6 ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ◗✉❛♥❞ θ = arg x ✈❛r✐❡ ❞❡ 2π
3 ❥✉sq✉✬à π✱ ❧❡ ♣♦✐♥t −xn ✈❛r✐❡ ❞❡ e

5π
6

❥✉sq✉✬à 1 ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r π
6 ♣✉✐s n−1

6 t♦✉rs ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ❝♦♠♣❧❡ts✳ Près ✭❛✉ ♠ê♠❡ s❡♥s q✉❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✮ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t θ1 ∈] 2π3 + π

n ,
π
2 [ t❡❧ q✉❡ Z(θ1) = −einθ1 = 1, s❡ tr♦✉✈❡ ✉♥ ✐♥st❛♥t θ t❡❧ q✉❡

D(θ) = 1✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ Pn(x) ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s n−7
6 r❛❝✐♥❡s s✉r ❧✬❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ]e

2iπ
3 ,−1[ ❝❡♥tré

❡♥ 0✳

✹✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❆♥♥❡①❡s

✹✺



✸✳✶ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❞❡ r❛ré❢❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r p = 3, 5

▲❡s ✜❣✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✐❧❧✉str❡♥t ❧❛ r❛ré❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛s 3 ❡t 5 ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡✱ ❡t ❧❛ r❛ré❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛s
3 ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ❡♥ ❜❛s❡ (−2)✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ r❡♣r❡s❡♥t❡ ❧❡ tr❛❝é ✭s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s❡❣✲
♠❡♥ts✮ ❞❡s 45 ♣r❡♠✐èr❡s s♦♠♠❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ 4✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r (1, e

5iπ
3 , e

iπ
3 , 1, . . .)✱

❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ tr❛❝é ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐❢ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ(x) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ q✉✐ ♥✬❡st
r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ ✢♦❝♦♥ ❞❡ ❑♦❝❤✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s 162 ♣r❡♠✐èr❡s s♦♠♠❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡
∑N
n=0 tnζ

n✱ ♦ù (tn) ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ❡t ζ = e
2iπ
5 ✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✺✱ ✸✳✻ ❡t ✸✳✼ s♦♥t ❞❡s tr❛❝és

❞❡s s♦♠♠❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ s♦♠♠❡
∑N
n=0 τn ♦ù (τn) ❡st ❧❛ s✉✐t❡ 4<−2>✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s

❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 1.3 ♣❛r τ0 = 1, τ1 = −j, τ−2 = −j, τ−1 = j2 ❀ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞❛♥s ❝❡s ✜❣✉r❡s ✈❛✉t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 22, 342 ❡t 1366✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ❡st ❧❡ ♥✉❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬♦r❞♦♥♥é❡

N− log4 3
∑

n < N
3|n

tn

❡t ❞✬❛❜s❝✐ss❡ {log4(N)}✱ ♦ù N ✈❛r✐❡ ❞❡ 2 ❥✉sq✉✬à 10000 ❡t (tn) ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ❀ ❝❡s ♣♦✐♥ts
❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✵✳✵✳✸✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ❡st ❧❡ ♥✉❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬♦r❞♦♥♥é❡

N− log16 5
∑

n < N
5|n

tn

❡t ❞✬❛❜s❝✐ss❡ {log4(N)} ♦ù N ✈❛r✐❡ ❞❡ 2 ❥✉sq✉✬à 50000 ❡t tn ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡✳

▲❡s ❣r❛♣❤❡s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s 4.1− 4 ♦♥t ❞é❥à été ♣✉❜❧✐és✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ▲❡ ✢♦❝♦♥ ❞❡ ❑♦❝❤✳

✹✻



0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ S3,0(3N)/Nα3 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ {log4(N)} q✉❛♥❞ N ✈❛r✐❡ ❞❡ 2 à 10000✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ζ = e
2·2iπ

5 ✿ ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳

✹✼



0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ S5,0(5N)/Nα5 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ {log16(N)}
q✉❛♥❞ N ✈❛r✐❡ ❞❡ 2 à 50000✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ▲❡ ✢♦❝♦♥ ❞❡ ❑♦❝❤ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❜❛s❡ (−2) ✿ 22 ♣r❡♠✐❡rs s❡❣♠❡♥ts✳

✹✽



❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ▲❡ ✢♦❝♦♥ ❞❡ ❑♦❝❤ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❜❛s❡ (−2) ✿ 342 ♣r❡♠✐❡rs s❡❣♠❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ▲❡ ✢♦❝♦♥ ❞❡ ❑♦❝❤ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❜❛s❡ (−2) ✿ 1366 ♣r❡♠✐❡rs s❡❣♠❡♥ts✳

✹✾



✸✳✷ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ♣♦✉r p ♣❧✉s é❧❡✈é

▲❡s ✜❣✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s 2s(p) ♣r❡♠✐èr❡s s♦♠♠❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡
∑N
n=0 tnζ

n ♦ù p > 5 ❡st
♣r❡♠✐❡r✱ s ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 2 ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ F×

p ✱ (tn) ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ❡t ζ ❡st ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡
p✲✐è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ▲✬✐♥s❝r✐♣t✐♦♥ s♦✉s ❝❤❛q✉❡ ❞❡ss✐♥ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p ❡t ❧❛ r❛❝✐♥❡ ζ ❝❤♦✐s✐❡✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s
✸✳✶✹ ❡t ✸✳✶✺ ♠ér✐t❡♥t ✉♥❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✿ ❡❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♦❜❥❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ♠❛✐s à
❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✽ ❡t ✸✳✶✵ ♦♥t ❞é❥à été ♣✉❜❧❧✐é❡s ❞❛♥s ❬✽❪✱ ♠❛✐s ❧❡s ♠♦②❡♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡
❧✬é♣♦q✉❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❝❡❧❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ✸✳✶✶✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ζ = e
2iπ
11 ✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ζ = e
2·2iπ
11 ✳

✺✵



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ζ = e
2iπ
13 ✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ ζ = e
2iπ
19 ✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✕ ζ = e
2·2iπ
19 ✳

✺✶



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✕ ζ = e
3·2iπ
19 ✳

✺✷



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ✕ ζ = e
2iπ
241 ✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ ✕ ζ = e
2iπ
241 ✳

✸✳✸ ▲❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡

▲❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ ❝♦❞❡ s✉✐✈❛♥ts ✭❡♥ ❛ss❡♠❜❧❡✉r ✐♥❧✐♥❡✮ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡✳
▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ❈ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧✬❡♥tré❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥ ❞❡ t②♣❡ ✉♥s✐❣♥❡❞
✐♥t ❡t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤✉❡▼♦rs❡ ❞❡ t②♣❡ ✐♥t✱ à ❧❛ s♦rt✐❡ t❤✉❡▼♦rs❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r

tn = (−1)❧❡ ♥✉♠❜r❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡s
′1′ ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ n.

▲❡ ❝♦❞❡ s✉✐✈❛♥t ❡st é❝r✐t ❡♥ s②♥t❛①❡ ❆❚✫❚ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣✐❧é ♣❛r ❣❝❝✳

❛s♠✭✧♠♦✈❧ ✩✶✱ ✪✵❀✧

✧❝♠♣❧ ✩✵✱ ✪✶❀✧

✧❥♥♣ ❴❜②t❡✷❀✧

✧♥❡❣❧ ✪✵❀✧

✧❴❜②t❡✷✿❀✧

✧ r♦❧❧ ✩✽✱✪✶❀✧

✧ ❝♠♣❧ ✩✵✱ ✪✶❀✧

✧ ❥♥♣ ❴❜②t❡✸❀✧

✧ ♥❡❣❧ ✪✵❀✧

✺✸



✧❴❜②t❡✸✿❀✧

✧ r♦❧❧ ✩✽✱✪✶❀✧

✧ ❝♠♣❧ ✩✵✱ ✪✶❀✧

✧ ❥♥♣ ❴❜②t❡✹❀✧

✧ ♥❡❣❧ ✪✵❀✧

✧❴❜②t❡✹✿❀✧

✧ r♦❧❧ ✩✽✱✪✶❀✧

✧ ❝♠♣❧ ✩✵✱ ✪✶❀✧

✧ ❥♥♣ ❴❢✐♥✐❀✧

✧ ♥❡❣❧ ✪✵❀✧

✧❴❢✐♥✐✿❀✧

✧r♦❧❧ ✩✽✱✪✶❀✧

✿✧❂✫r✧✭t❤✉❡▼♦rs❡✮

✿✧r✧✭♥✮

✮❀

▲❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ ❱✐s✉❛❧ ❈✰✰ ❛✉r♦♥t ❜és♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭é❝r✐t❡ ❡♥ s②♥t❛①❡ ■◆❚❊▲✮ ✿

❴❴❛s♠④♣✉s❤ ❡❛①

♣✉s❤ ❡❜①

♠♦✈ ❡❜①✱ ♥

♠♦✈ ❡❛①✱ ✶

❝♠♣ ❡❜①✱ ✵

❥♥♣ ❴❜②t❡✷

♥❡❣ ❡❛①

❴❜②t❡✷✿

r♦❧ ❡❜①✱✽

❝♠♣ ❡❜①✱✵

❥♥♣ ❴❜②t❡✸

♥❡❣ ❡❛①

❴❜②t❡✸✿

r♦❧ ❡❜①✱ ✽

❝♠♣ ❡❜①✱ ✵

❥♥♣ ❴❜②t❡✹

♥❡❣ ❡❛①

❴❜②t❡✹✿

r♦❧ ❡❜①✱ ✽

❝♠♣ ❡❜①✱ ✵

❥♥♣ ❴❢✐♥✐

♥❡❣ ❡❛①

❴❢✐♥✐✿

♠♦✈ t❤✉❡▼♦rs❡✱ ❡❛①

♣♦♣ ❡❜①

♣♦♣ ❡❛①

⑥❀

✺✹



✸✳✹ ▲❡ tétr❛è❞r❡ ❞❡ P❛s❝❛❧ ♣♦✉r p = 11, I = {1, 2, 3}

▲❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉✐✈❛♥ts ❢♦r♠❡♥t ❧❡ tétr❛è❞r❡ ❞❡ P❛s❝❛❧ ❞❡ t❛✐❧❧❡ p = 11 ❛ss♦❝✐é à I = {1, 2, 3}✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞✉ tétr❛è❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❧❛♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ n0✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉
s②stè♠❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 2.4 ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✧tr✐❛♥❣❧❡✧ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t✱ ❧✬❛①❡ ❞❡s n1 tr❛✈❡rs❡
❧❡s s♦♠♠❡ts s✉♣ér✐❡✉rs ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s✱ ❧✬❛①❡ ❞❡s n2 tr❛✈❡rs❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ✐♥❢ér✐❡✉r✲❣❛✉❝❤❡s ❡t ❧✬❛①❡ ❞❡s n3
tr❛✈❡rs❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ✐♥❢ér✐❡✉r✲❞r♦✐ts✳ ▲❡s ❝❡r❝❧❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ✭s✐t✉é❡s ❞❛♥s ❞❡✉① ♣❧❛♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s
❞✬éq✉❛t✐♦♥s n1 + 2n2 + 3n3 = 11 ❡t n1 + 2n2 + 3n3 = 22✮✱ ❡t ❧❡s ❧♦s❛♥❣❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t ❛✉✲❞❡ss✉s ❧❡s s♦✉r❝❡s
❡①tér✐❡✉r❡s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ P❛s❝❛❧ ❞✉ tétr❛è❞r❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ ♣❡✉ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡
❝❛r ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ r❡❧✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛✈❡❝ tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs s✐t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❛✉✲❞❡ss✉s✳

▲❛ ❢❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❞ ✭❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✧n0 = 0✧✮ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ P❛s❝❛❧ ❞❡ t❛✐❧❧❡ p = 11 q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
I = {1, 2}✳ ❆♣rès ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ r❡♣èr❡ ❡st ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❤❛✉t✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛①❡ ❞❡s n1 ❡st
❧❡ ❝ôté ❣❛✉❝❤❡✱ ❡t ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛①❡ ❞❡s n2 ❡st ❧❡ ❝ôté ❞r♦✐t✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❝❡ tr✐❛♥❣❧❡ s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r
❧❡s ❧♦s❛♥❣❡s✳

✺✺



n0 = 10 n0 = 9 n0 = 8 n0 = 7

+1
−1

−1 −1
+1

+2 +2
+1 +2 +1

−1
−3 −3

−3 −6 −3
−1 −3 −3 −1

n0 = 6

+1
+4 +4

+6 +12 +6
+4 +12 +12 +4

+1 +4 +6 −7◦ +1

n0 = 5

−1
−5 −5

−10 −20 −10
−10 −30 −30 +12◦

−5 −20 +36◦ −9 −5
−1 +6◦ −10 +1 +6 −1

n0 = 4

+1
+6 +6

+15 +30 +15
+20 +60 −50◦ −2

+15 −50◦ +24 +27 +7
+5◦ +19 −6 −28 +8 −6

+1 −5 +4 +9 −7 −5 +1

n0 = 3

−1
−7 −7

−21 −42 +12◦
−35 +60◦ +5 −13

+20◦ −30 −34 +25 +9
−10 +16 +32 −23 −28 +1

+4 −9 −17 +25 +27 −9 −7
−1 +4 +1 −13 +2 +12 +4 −1

✺✻



n0 = 2

+1
+8 +8

+28 −21◦ −5
−21◦ +3 +25 +1

+15 +5 −31 −17 +4
−10 −6 +32 +32 −6 −10

+6 +3 −31 −34 +24 +36 +6
−3 +1 +25 +5 −50 −30 +12 −3◦

+1 −3 −5 +12 +15 −10 +6◦ −3 +1

n0 = 1

−1
−9 +2◦

+8◦ +5 −3
−7 −10 +1 +4

+6 +13 +3 −9 −5
−5 −14 −6 +16 +19 +6

+4 +13 +5 −30 −50 −20 +4
−3 −10 +3 +60 +60 −30 +12◦ −3

+2 +5 −21 −42 +30 −20◦ +12 −6 +2
+1 +2 +8 −7 +6◦ −5 +4 −3 +2 −1

n0 = 0

⊗ ❛①❡ ❞❡s n1

+1
−1◦ −1

+1 +2 +1
−1 −3 −3 −1

+1 +4 +6 +4 +1
−1 −5 −10 −10 −5 −1

+1 +6 +15 +20 +15 −5� +1◦
−1 −7 −21 −35 +20� −10◦ +4 −1

+1 +8 +28 −21� +15◦ −10 +6 −3 +1
−1 −9 +8� −7◦ +6 −5 +4 −3 +2 −1

+1 −1� +1◦ −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 +1
❛①❡ ❞❡s n2⊗ ⊗❛①❡ ❞❡s n3

▲❡ tr✐❛♥❣❧❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❧❛ ❢❛❝❡ ❞✉ tétr❛è❞r❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ❝ôtés ❞r♦✐ts ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s
❝✐✲❞❡ss✉s✱ q✉✐ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ P❛s❝❛❧ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à I = {1, 3}✳

✺✼



0

+1
−1 −1

+1 +2 +1
−1 −3 −3 −1

+1 +4 +6 +4 +1
−1 −5 −10 +12◦ −5 −1

+1 +6 +15 −2 −7 +6 +1
−1 −7 +12◦ −13 +9 +1 −7 −1

+1 +8 −5 +1 +4 −10 +6 −3◦ +1
−1 +2◦ −3 +4 −5 +6 +4 −3 +2 −1

+1 −1 +1 −1 +1 −1 +1◦ −1 +1 −1 +1
1 3

✺✽



✸✳✺ ▲❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ (X + 1)25 −X25 − 1

▲❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ (X + 1)25 −X25 − 1.

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻ ✕ ▲❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ (X + 1)25 −X25 − 1✳

✺✾



▲❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s (X +1)p−Xp− 1 ❞❡ ♣❛rt✐❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s
❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ −1 ❡t 1✱ ♦ù p ♣❛r❝♦✉rt t♦✉s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ 11 ❡t 97✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼ ✕ ▲❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ (X + 1)p −Xp − 1 ✭11 6 p 6 97✮✳

✸✳✻ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐❝✐té ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ét❛❜❧✐r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉✐t❡ b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✱ ✉t✐❧✐sé❡ t♦✉t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ t❡①t❡✱ ❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉✐t❡ b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡t b✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❯♥❡ s✉✐t❡
b✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t r❡str❡✐♥t❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✳ ❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬■♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❡t à ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✱ ❡st b✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❀ ❞❡ ♣❧✉s✱ s❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❝♦♠♣r✐s❡s ❞❛♥s ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ③ér♦ ❡t ❞❡s
r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ✐❝✐ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✉ s❡♥s ré❝✐♣r♦q✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳✶✳ ❙♦✐t (tn) ✉♥❡ s✉✐t❡ b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡t b✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ R, h ∈ N, R > 0 ❡t
✉♥❡ s✉✐t❡ bR✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ t̄ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ t❡❧s q✉❡

tn = t̄[ n

bh
] · tn−bh[ n

bh
]. ✭✸✳✶✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ s✉✐t❡ (tn) ❡st b✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

ť : N× {0, 1, . . . , b− 1} → C

t❡❧❧❡ q✉❡

tclcl−1...c0 =

l∏

i=0

ť(i, ci).

❉é✜♥✐ss♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ N ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ťi ♣❛r ťi(c) = ť(i, c)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (tn) ♥✬❡st ♥✉❧❧❡ à
♣❛rt✐r ❞✬❛✉❝✉♥ r❛♥❣✳

✻✵



❙♦✐t A =< {0, 1, . . . , b−1}, Q, δ, q0, t̃ > ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ q✉✐ r❡❝♦♥♥❛✐t ❧❛ s✉✐t❡ (tn) ❀ s♦♥ ❛❧♣❤❛❜❡t
❡st {0, 1, . . . , b− 1} ❀ Q ❡st s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ❀ δ : Q× {0, 1, . . . , b− 1} → Q ❡st s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❀
q0 ∈ Q ❡st ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❀ t̃ : Q → C ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré♣♦♥s❡✱ tclcl−1...c0 s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs é❣❛❧ à t̃ é✈❛❧✉é❡ ❞❛♥s
❧✬ét❛t rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬❡①❡❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ s✉r ❧❡ ♠♦t clcl−1 . . . c0✳ P♦✉r ♣ré❝✐s❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❧✐t ❧❡ ♠♦t ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ à ❣❛✉❝❤❡✳ ◆♦t♦♥s Q0 = t̃−1({0})✱ ❝✬❡st ✉♥ ✧s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣✉✐ts✧
❛✉ s❡♥s ♦ù s✐ q ∈ Q0✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❤✐✛r❡ c✱ ♦♥ ❛ δ(q, c) ∈ Q0✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ δ̄ : P(Q)→ P(Q)
♣❛r δ̄(X) = {q ∈ Q|∃x ∈ X∃c ∈ {0, 1, . . . , b − 1} δ(x, c) = q}✳ ❈♦♠♠❡ Q ❡st ✜♥✐✱ ❧❛ s✉✐t❡ (δ̄k({q0}))k ❡st
✉❧t✐♠❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (δ̄k({q0}) \ Q0)k ✭❞✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡✱ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ s✉✐t❡ s♦♥t ♥♦♥ ✈✐❞❡s✮✳

❙✐✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s k ❡t l✱ δ̄k({q0}) ∩ δ̄l({q0}) \Q0 6= ∅✱ ❛❧♦rs ťk = ťl✱ ❞✬♦ù ❧❛ s✉✐t❡ (ťk)k ❡st ❛✉ss✐
✉❧t✐♠❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ◆♦t♦♥s R s❛ ♣ér✐♦❞❡ ❡t h ❧❡ r❛♥❣ ❞✬❡♥tré❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ∀r>h ťr+R = ťr✳

❙✐ clcl−1 . . . c0 ❡st ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n ❡♥ ❜❛s❡ b✱ ♦♥ ❛
∏h−1
i=0 ť(i, ci) = tn−bh[ n

bh
] ❡t

tbh[ n

bh
] =

l∏

i=h

ť(i, ci) =

[ l−h−1
R

]
∏

I=0

R−1∏

i=0

ť(h+ i+ IR, ch+i+IR) =

[ l−h−1
R

]
∏

I=0

R−1∏

i=0

ť(h+ i, ch+i+IR)

❖♥ ❛ ✭✸✳✶✮ s✐ ♦♥ ♣♦s❡ t̄N = tbhN ✱ ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐té ❝✐✲❞❡ss✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ t̄ ❡st ❜✐❡♥ bR✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡t
✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡✳

✻✶



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❏✳✲P✳ ❆❧❧♦✉❝❤❡✱ ❏✳❙❤❛❧❧✐t✱ ❚❤❡ ❯❜✐q✉✐t♦✉s Pr♦✉❤❡t✲❚❤✉❡✲▼♦rs❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❙❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ✭❙✐♥❣❛♣♦r❡✮✱ ✶✾✾✽✱ ✶✕✶✻✳

❬✷❪ ❏✳✲P✳ ❆❧❧♦✉❝❤❡✱ ❏✳❙❤❛❧❧✐t✱ ❆✉t♦♠❛t✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss ✭✷✵✵✸✮✳

❬✸❪ ❆✳❚✳ ❇❡♥❥❛♠✐♥✱ ❏✳❏✳ ◗✉✐♥♥✱ ❚❤❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ◆✉♠❜❡rs ✕ ❊①♣♦s❡❞ ▼♦r❡ ❉✐s❝r❡t❡❧②✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ▼❛❣❛③✐♥❡
✈♦❧ ✼✻ ♥♦3 ✭❏✉♥❡ 2003✮✱ ✶✽✷✕✶✾✷✳

❬✹❪ ❩✳■✳ ❇♦r❡✈✐t❝❤ ❡t ■✳❘✳ ❙❤❛❢❛r❡✈✐t❝❤✱ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✱ ●❛✉t✐❡r✲❱✐❧❧❛rs P❛r✐s ✭✶✾✻✼✮✳

❬✺❪ ❖✳❈❛rt♦♥✱ ▲❛♥❣❛❣❡s ❋♦r♠❡❧s✱ ❈❛❧❝✉❧❛❜✐❧✐té ❡t ❈♦♠♣❧é①✐té✱ ❱✉✐❜❡rt ✭✷✵✵✽✮✳

❬✻❪ ❏✳ ❈♦q✉❡t✱ ❆ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❞✐❣✐ts✱ ■♥✈✳ ▼❛t❤✳ ✼✸ ✭✶✾✽✸✮✱ ✶✷✸✕✶✸✼✳

❬✼❪ ❈✳ ❉❛rt②❣❡ ❛♥❞ ●✳❚❡♥❡♥❜❛✉♠✱ ❙♦♠♠❡s ❞❡s ❝❤✐✛❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞✬❡♥t✐❡rs✱ ❆♥♥✳ ■♥st✳ ❋♦✉r✐❡r ✭●r❡♥♦❜❧❡✮
✺✺ ✭✷✵✵✺✮✱ ♥♦✳✼✱ ✷✹✷✸✕✷✹✼✹✳

❬✽❪ ❋✳▼✳ ❉❡❦❦✐♥❣✱ ✵♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❣✐ts ✐♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ❇♦r❞❡❛✉① ✭✶✾✽✷✲✶✾✽✸✮✱ ❡①♣✳32✳

❬✾❪ ❍✳●✳ ❉✐❛♠♦♥❞ ❛♥❞ ❍✳ P♦❧❧❛r❞✱ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ✷♥❞ ❡❞✐t✐♦♥ ✱ ❚❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❆ss♦✲
❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛ ✭✶✾✼✺✮✳

❬✶✵❪ ▼✳ ❉r♠♦t❛✱ ❈✳ ▼❛✉❞✉✐t ❛♥❞ ❏✳ ❘✐✈❛t✱ ❚❤❡ s✉♠✲♦❢✲❞✐❣✐ts ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❏✳ ▲♦♥❞✳
▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✭✷✮ ✽✹ ✭✷✵✶✶✮✱ ♥♦✳✶✱ ✽✶✕✶✵✷✳

❬✶✶❪ ▼✳ ❉r♠♦t❛ ❛♥❞ ❏✳▼♦r❣❡♥❜❡ss❡r✱ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❙q✉❛r❡s✱ ■sr❛❡❧ ❏✳ ▼❛t❤✳ ✶✾✵
✭✷✵✶✷✮✱ ✶✺✼✕✶✾✸✳

❬✶✷❪ ▼✳ ❉r♠♦t❛ ❛♥❞ ▼✳ ❙❦❛➟❜❛✱ ❙✐❣♥✲❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ❢r❛❝t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❉✐r✐❝❤❧❡t L✲s❡r✐❡s✱
▼❛♥✉s❝r✐♣t❛ ▼❛t❤✳ ✽✻ ✭✶✾✾✺✮✱ ♥♦✳4✱ ✺✶✾✕✺✹✶✳

❬✶✸❪ ▼✳ ❉r♠♦t❛ ❛♥❞ ▼✳ ❙❦❛➟❜❛✱ ❘❛r✐✜❡❞ s✉♠s ♦❢ t❤❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❚r❛♥s✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✸✺✷
✭✶✾✾✾✮✱ ✻✵✾✕✻✹✵✳

❬✶✹❪ ▼✳ ❉r♠♦t❛ ❛♥❞ ❚❤✳ ❙t♦❧❧✱ ◆❡✇♠❛♥✬s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤✳
✸✵✽ ✭✷✵✵✽✮ ♥♦✳✼✱ ✶✶✾✶✕✶✷✵✽✳

❬✶✺❪ ❏✳✲▼✳ ❉✉♠♦♥t✱ ❉✐s❝ré♣❛♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❣r❡ss✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ▼♦rs❡✱ ❈✳ ❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✳
P❛r✐s ❙ér ■ ▼❛t❤✳ ✷✾✼ ✭✶✾✽✸✮✱ ♥♦✳3✱ ✶✹✺✕✶✹✽✳

❬✶✻❪ ❑✳❏✳ ❋❛❧❝♦♥❡r✱ ❚❤❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❙♦♠❡ ❋r❛❝t❛❧s ❛♥❞ ❆ttr❛❝t♦rs ♦❢ ❖✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥✱
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ❱♦❧✳ ✹✼✱ ◆♦s✳1/2 ✭✶✾✽✼✮✱ ✶✷✸✕✶✸✷✳

❬✶✼❪ ❏✳✲P✳ ●❛③❡❛✉ ❛♥❞ ❏✳✲▲✳ ❱❡r❣❡r✲●❛✉❣r②✱ ❖♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ q✉❛s✐❝r②st❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r❛r❡✲
❢❛❝t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❏✳ ❚❤é♦r✳ ◆♦♠❜r❡s ❇♦r❞❡❛✉① ✷✵ ✭✷✵✵✽✮✱ ✻✼✸✕✼✵✺✳

❬✶✽❪ ❆✳❖✳●❡❧❢♦♥❞✱ ❙✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s q✉✐ ♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❞❞✐t✐✈❡s ❡t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❆❝t❛ ❆r✐t❤✳✱
✶✸ ✭✶✾✻✽✮✱ ✷✺✾✕✷✻✺✳

❬✶✾❪ ❙✳ ●♦❧❞st❡✐♥✱ ❑✳ ❑❡❧❧② ❛♥❞ ❊✳ ❙♣❡❡r✱ ❚❤❡ ❋r❛❝t❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❘❛r❡✜❡❞ ❙✉♠s ♦❢ t❤❡ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ ❙❡q✉❡♥❝❡✱
❏✳ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r② ✹✷ ✭✶✾✾✷✮✱ ✶✕✶✾✳

❬✷✵❪ P✳❏✳ ●r❛❜♥❡r✱ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ ♣❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s✉♠✲♦❢✲❞✐❣✐ts ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❆❝t❡s ✸✵✐è♠❡ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ▲♦t❤❛r✐♥❣✐❡♥
❞❡ ❈♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭●❡r♦❧✜♥❣❡♥✱✶✾✾✸✮✱ ✸✺✕✹✷✳

✻✷



❬✷✶❪ ❆✳❍♦❢✱ ❖♥ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ❜② ❆♣❡r✐♦❞✐❝ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ❈♦♠♠✉♥✳ ▼❛t❤✳ P❤②s✳✱ ✶✻✾ ✭✶✾✾✺✮✱ ✷✺✕✹✸✳

❬✷✷❪ ❘✳ ❍♦❢❡r✱ ❈♦q✉❡t✲t②♣❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ r❛r❡✜❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❚❤✉❡✲▼♦rs❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱
✸✶✶ ✭✷✵✶✶✮✱ ✶✼✷✹✕✶✼✸✹✳

❬✷✸❪ ❉✳❑♥✉t❤✱ ❚❤❡ ❛rt ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✷❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✷✱ ❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡② ♣✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❝♦♠♣❛♥②
✭✶✾✽✶✮✳

❬✷✹❪ ❏✳P✳❙✳ ❑✉♥❣✱ ●✳✲❈✳ ❘♦t❛ ❛♥❞ ❈✳✲❍✳ ❨❛♥✱ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ✿ ❚❤❡ ❘♦t❛ ❲❛②✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss
✭✷✵✵✾✮✳

❬✷✺❪ ❉✳❲✳ ▼❛t✉❧❛✱ ❇❛s✐❝ ❞✐❣✐t s❡ts ❢♦r r❛❞✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs✱ Pr♦❝✳ ■❊❊❊ ❙②♠♣✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❆r✐t❤✳
✹ ✭✶✾✼✽✮✱ ✶✕✾✳

❬✷✻❪ ❈✳ ▼❛✉❞✉✐t ❛♥❞ ❏✳ ❘✐✈❛t✱ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝❤✐✛r❡s ❞❡s ❝❛rrés✱ ❆❝t❛ ▼❛t❤✳ ✷✵✸ ✭✷✵✵✾✮✱ ✶✵✼✕✶✹✽✳

❬✷✼❪ ❍✳▼✳ ▼♦rs❡✱ ❘❡❝✉rr❡♥t ❣❡♦❞❡s✐❝s ♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❚r❛♥s✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✷✷ ✭✶✾✷✶✮✱
✽✹✕✶✵✵✳

❬✷✽❪ ❉✳❏✳ ◆❡✇♠❛♥✱ ❖♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥❛r② ❞✐❣✐ts ✐♥ ❛ ♠✉t✐♣❧❡ ♦❢ t❤r❡❡✱ Pr♦❝✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✷✶ ✭✶✾✻✾✮✱
✼✶✾✕✼✷✶✳

❬✷✾❪ ❊✳ Pr♦✉❤❡t✱ ▼é♠♦✐r❡ s✉r q✉❡❧q✉❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✱ ❈✳❘✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ P❛r✐s ❙ér ■
✸✸ ✭✶✽✺✶✮✱ ✷✷✺✳

❬✸✵❪ ●✳✲❈✳ ❘♦t❛✱ ❖♥ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❚❤❡♦r② ■✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼ö❜✐✉s ❋✉♥❝t✐♦♥s✱ ❩✳ ❲❛❤r✲
s❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tst❤❡♦r✐❡ ✷ ✭✶✾✻✹✮✱ ✸✹✵✕✸✻✽✳

❬✸✶❪ ❱✳❙✳ ❙❤❡✈❡❧❡✈✱ ❖♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
∑s
i=1 xi ≡ r ♠♦❞ k✱ ■③✈✳ ❱②ss❤✳ ❯❝❤✳ ❩❛✈✳✱

❙❡✈✳✲❑❛✈❦✳ r❡❣✳✱✷✱ ✷✺✕✸✼ ✭✶✾✾✻✮✳

❬✸✷❪ ❱✳❙❤❡✈❡❧❡✈✱ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ◆❡✇♠❛♥ P❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ❉✐❣✐t ❈♦♥❥❡❝t✉r❡s ♦♥ Pr✐♠❡s✱ ■♥t✳ ❏✳ ▼❛t❤✳ ❙❝✐✳✱ ✷✵✵✽✳

❬✸✸❪ ❘✳P✳ ❙t❛♥❧❡②✱ ❊♥✉♠❡r❛t✐✈❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss ✭✶✾✾✼✮✳

❬✸✹❪ ●✳ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠✱ ❙✉r ❧❛ ♥♦♥✲❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡rt❛♥❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♠♠❛✲
t♦✐r❡s✱ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ P❛✉❧ ❊r❞ös✱ ■ ✶✶✼✕✶✷✽✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❈♦♠❜✐♥✳ ✶✸ ✭✶✾✾✼✮✳

❬✸✺❪ ❆✳❚❤✉❡✱ Ü❜❡r ❞✐❡ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣❡ ▲❛❣❡ ❣❧❡✐❝❤❡r ❚❡✐❧❡ ❣❡✇✐ss❡r ❩❡✐❝❤❡♥r❡✐❤❡♥✱ ◆♦rs❦❡ ✈✐❞✳ ❙❡❧s❦✳ ❙❦r✳ ▼❛t✳
◆❛t✳ ❑❧✳ ✶ ✭✶✾✶✷✮✱ ✶✕✻✼✳ ❘❡❝♦♣✐é ❞❛♥s ✧❙❡❧❡❝t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❛♣❡rs ♦❢ ❆①❡❧ ❚❤✉❡✱✧ ❚✳◆❛❣❡❧❧✱ ❡❞✳✱
❯♥✐✈❡rs✐t❡ts❢♦r❧❛❣❡t✱ ❖s❧♦✱ ✶✾✼✼✱ ♣♣✳✹✶✸✕✹✼✽✳

❬✸✻❪ ❏✳❘✳ ❚r♦❧❧♦♣❡✱ ❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❜✐♥❛r② ❞✐❣✐t❛❧ s✉♠s✱ ▼❛t❤✳ ▼❛❣✳ ✹✶ ✭✶✾✻✽✮✱ ✷✶✕✷✺✳

✻✸


