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2.1.2 Méthodes itératives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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2.3.2 Méthodes itératives SIAC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2.3.3 Méthodes itératives AIAC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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4.2.3 Méthode parallèle de relaxation par blocs projetée . . . . . . . . . . 106
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5.1 Méthodes de multi-décomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
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1.2 Exemple d’architecture parallèle à mémoire distribuée . . . . . . . . . . . . 28

1.3 Exemple de grappe de calcul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.4 Exemple de grille de calcul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.5 Exemples de routines de communications collectives MPI . . . . . . . . . . 32

1.6 Historique des architectures matérielles GPU . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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projetée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

4.8 Partitionnement de données d’un problème de l’obstacle tridimensionnel
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creux associés à des matrices à structure bande sur une grappe de 32

cœurs CPU vs. sur une grappe de 14 GPUs . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
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grid Couturier, Béatrice Domenge, Kamel Mazouzi et Patricia Py pour leur bonne humeur

et leur disponibilité.
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INTRODUCTION

L
ES systèmes d’équations linéaires ou non linéaires creux de très grandes tailles

apparaissent souvent au cœur des simulations numériques scientifiques ou indus-

trielles. Ils permettent de modéliser de nombreux problèmes complexes dans différents

domaines, tels que la biologie, la finance, la physique ou la climatologie. Cependant, la

résolution de ce type de systèmes est un processus très coûteux en termes de temps

d’exécution et de consommation d’espace mémoire. En effet, les systèmes linéaires ou

non linéaires traités par ces applications sont de très grandes tailles et possèdent beau-

coup de coefficients nuls, et cet aspect creux engendre des accès irréguliers à la mémoire

pour la lecture des coefficients non nuls.

Il existe dans le jargon de l’analyse numérique différentes méthodes de résolution

qui peuvent être classées en deux grandes familles : directes et itératives. Cependant, le

choix d’une méthode est généralement guidé par les propriétés du système à résoudre, la

précision de calcul et la vitesse de résolution souhaitées. Les méthodes directes ont sou-

vent été préférées aux méthodes itératives, en raison de leur robustesse et de leur com-

portement prévisible. Cependant, depuis les années quatre vingt, les méthodes itératives

ont rapidement gagné en popularité dans de nombreux domaines du calcul scientifique.

Ceci est dû en grande partie à la complexité accrue et à la taille croissante de la nouvelle

génération de systèmes d’équations creux pour lesquels les méthodes directes sont sou-

vent inefficaces. De plus, les méthodes itératives sont beaucoup plus faciles à mettre en

œuvre et supportent mieux le passage à l’échelle sur les ordinateurs parallèles que les

méthodes directes.

Aujourd’hui, le calcul parallèle est devenu un enjeu majeur pour la résolution de

systèmes linéaires et non linéaires creux de très grandes tailles. Ceci grâce à la puis-

sance de calcul et à la capacité de stockage des ordinateurs parallèles actuels, ainsi

qu’à la disponibilité de différents langages et environnements de programmation parallèle

tel que le standard de communication MPI. Il existe différents types d’architectures de

calculateurs parallèles, à commencer par les processeurs multicœurs jusqu’à l’intercon-

nexion de plusieurs ordinateurs physiquement adjacents ou géographiquement distants

par un réseau de communication. Au cours des dernières années, les nouvelles architec-

tures comportant des accélérateurs matériels (GPU, FPGA, Xeon Phi, etc) sont devenues

très attractives pour le calcul parallèle haute performance. Plus particulièrement, celles

équipées de processeurs graphiques GPUs qui sont dotés d’une architecture matérielle

massivement parallèle. En effet, l’évolution de la technologie GPGPU (General-Purpose

computing on Graphics Processing Units) a permis d’exploiter la puissance de calcul des

GPUs pour le traitement des tâches intensives. Cependant, les calculateurs parallèles

équipés de GPUs présentent de nouvelles difficultés de programmation et d’adaptation

des algorithmes de résolution à leurs architectures.

Dans cette thèse, nous nous intéressons à la conception d’algorithmes parallèles pour

les grappes de calcul équipées de processeurs graphiques GPUs. Pour cela, nous utili-

sons une programmation parallèle hétérogène GPGPU CUDA/MPI. Cette thèse est orga-
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nisée comme suit.

Dans le Chapitre 1, nous présentons les différentes architectures parallèles de pro-

cesseurs classiques, ainsi que celles des nouveaux calculateurs parallèles équipés de

GPUs. De plus, nous décrivons le standard de communication MPI et l’environnement de

programmation CUDA pour les GPUs.

Dans le Chapitre 2, nous présentons les différentes méthodes numériques de

résolution, les formats de stockage des matrices creuses et la parallélisation des

méthodes itératives sur des calculateurs parallèles.

Les trois chapitres suivants présentent nos contributions à la mise en œuvre des

algorithmes parallèles, synchrones ou asynchrones, des méthodes itératives pour la

résolution de systèmes linéaires ou non linéaires creux de très grandes tailles sur des

grappes de GPUs.

Dans le Chapitre 3, nous proposons des mises en œuvre des algorithmes itératifs pa-

rallèles pour la résolution de systèmes linéaires creux sur une grappe GPU. Nous utilisons

les méthodes itératives de Krylov suivantes : le gradient conjugué (CG) qui donne de bons

résultats de résolution pour les systèmes linéaires symétriques et la généralisation de la

méthode de minimisation du résidu (GMRES) qui est plus adaptée aux systèmes linéaires

asymétriques. La mise en œuvre des deux méthodes sur une grappe GPU impose la pa-

rallélisation de leurs algorithmes et la gestion des interactions entre les différents nœuds

de calcul de la grappe. En fait, toutes les opérations parallèles sont exécutées par les

GPUs et la synchronisation des calculs locaux est assurée par les CPUs via les routines

de communications MPI. L’opération la plus importante des méthodes CG et GMRES est

la multiplication parallèle matrice creuse-vecteur. Elle nécessite un temps de calcul im-

portant et des communications de données entre les nœuds GPUs pour la construction

du vecteur global requis pour la multiplication. Toutefois, il est indispensable de minimiser

le nombre de communications qui s’avèrent très coûteuses sur une grappe GPU. Pour

minimiser les coûts de communication, nous proposons d’utiliser un format de stockage

compressé pour les vecteurs de données partagées et un partitionnement hypergraphe

pour réduire le nombre de dépendances de données entre les nœuds GPUs de la grappe.

Le Chapitre 4 présente nos travaux sur la résolution de systèmes non linéaires creux

issus de la discrétisation spatiale des problèmes de l’obstacle. Ce type de problèmes

intervient, par exemple, dans les mathématiques financières (évaluation des options

américaines) ou dans la simulation des phénomènes physiques (mécanique des fluides).

Pour la résolution de ces systèmes, nous utilisons les méthodes itératives : Richard-

son et relaxation par blocs projetées. La méthode Richardson projetée est basée sur les

itérations de la méthode Jacobi par points, tandis que celle de relaxation par blocs pro-

jetée est basée sur les itérations de la méthode Gauss-Seidel par blocs. Par le biais de

ces différentes méthodes, nous voulons étudier le comportement de deux algorithmes

itératifs, plus ou moins, opposés sur une grappe GPU. Pour chacune de ces méthodes,

nous développons deux algorithmes parallèles, synchrone et asynchrone, adaptés aux

grappes GPUs. Notre objectif est d’étudier le passage à l’échelle des deux versions pa-

rallèles (synchrone et asynchrone) sur une grappe de GPUs. Afin d’améliorer les per-

formances de résolution des problèmes de l’obstacle, nous proposons de combiner les

approches de résolution des deux méthodes Richardson et relaxation par blocs projetées.

Nous appliquons une technique de numérotation rouge-noir aux algorithmes parallèles de

la méthode Richardson projetée. En effet, cette technique est une variante de la méthode

Gauss-Seidel moins stricte (plus facile à paralléliser) qui permet d’accélérer la conver-
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gence (effectuer moins d’itérations) sur la grappe GPU.

Dans le Chapitre 5, nous nous intéressons aux grappes géographiquement distantes

pour la résolution de systèmes linéaires creux de très grandes tailles. Dans ce contexte,

nous utilisons des méthodes de multi-décomposition à deux niveaux. En se basant sur

ces méthodes, nous pouvons construire des algorithmes parallèles à gros grains permet-

tant de réduire les échanges de données entre les nœuds de calcul. Ceci est un avantage

pour les architectures distribuées composées de nœuds de calcul géographiquement dis-

tants et interconnectés par un réseau de communication à forte latence. Nous proposons

des mises en œuvre synchrone et asynchrone pour une méthode de multi-décomposition

à deux niveaux utilisant la méthode itérative parallèle GMRES adaptée aux grappes

GPUs. Nous utilisons une méthode de multi-décomposition qui consiste à découper le

système linéaire creux en sous-systèmes de plus petites tailles disjoints et sans recou-

vrement. Notre objectif est de combiner la performance des itérations synchrones dans

un contexte local pour la résolution des sous-systèmes linéaires et la souplesse des

itérations asynchrones entre les grappes GPUs pour résoudre la globalité du système

linéaire creux.

Enfin, nous concluons et donnons les perspectives aux travaux de recherche menés

dans cette thèse.





1
ARCHITECTURES DE CALCUL

PARALLÈLE

A
U cours de ces dernières années, le calcul haute performance (HPC) est devenu

un enjeu majeur dans différents domaines de recherche, par exemple l’imagerie et

les diagnostics médicaux, les mathématiques financières ou l’exploration pétrolière. Il

fait référence aux calculs intensifs des applications nécessitant des quantités énormes

en ressources de calcul (puissance de calcul, débit mémoire, espace de stockage, etc),

pour une résolution efficace et rapide de différents problèmes scientifiques ou industriels.

Ainsi, ceci se traduit par l’exécution de ces applications sur des architectures parallèles,

faisant coopérer plusieurs calculateurs et fonctionnant au-dessus de 1015 opérations à

virgule flottante par seconde (ou un pétaflops).

Plusieurs architectures parallèles ont été conçues pour la résolution des problèmes

scientifiques, commerciaux ou d’ingénierie complexes, reconnus gourmands en res-

sources de calcul. Il y a, globalement, deux types d’architectures parallèles. Le premier

concerne les multiprocesseurs qui permettent de rassembler plusieurs processeurs dans

une même machine. Le deuxième type concerne les plateformes distribuées qui per-

mettent de faire coopérer plusieurs ordinateurs de type PC via un réseau de communica-

tion. Cependant, depuis quelques années, les plateformes distribuées connaissent une

forte utilisation par rapport aux multiprocesseurs. Ceci est dû au fait que ces derniers

sont plus chers et souvent difficilement extensibles.

Au cours de la dernière décennie, l’évolution de la technologie GPGPU (General-

Purpose computing on Graphics Processing Units) a permis d’exploiter la puissance de

calcul des processeurs graphiques GPUs pour le traitement des tâches massivement

parallèles. Initialement conçus pour des applications graphiques, les GPUs sont aujour-

d’hui capables d’exécuter des algorithmes parallèles beaucoup plus rapidement que les

processeurs classiques CPUs. Ceci a incité de nombreux scientifiques et industriels à

intégrer des GPUs dans leurs plateformes de calcul parallèle qui leur permettent, ainsi,

d’adresser de nouveaux problèmes de plus en plus complexes.

Ce chapitre est organisé en deux principales sections. La section 1.1 décrit les

différentes architectures parallèles de processeurs classiques. Nous donnons deux clas-

sifications des architectures parallèles : une classification selon Flynn et une autre selon

l’organisation de la mémoire. Ensuite, nous présentons deux types d’architectures dis-

tribuées et nous donnons les principaux points clés de la programmation parallèle avec

l’environnement MPI. La section 1.2 est consacrée à la description des unités de calcul

graphiques. Dans cette section, nous décrivons l’architecture matérielle des GPUs ainsi

que, leur environnement de programmation GPGPU CUDA développé par la société nVI-
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DIA. Enfin, nous présentons les architectures parallèles multi-GPUs.

1.1/ CALCUL PARALLÈLE

Avant de définir le principe d’un calcul parallèle, nous avons jugé utile de définir, tout

d’abord, celui de son opposé, à savoir le calcul séquentiel et ce, pour mieux cerner la

différence entre eux. Un calcul séquentiel consiste à exécuter un programme, instruction

par instruction, par un seul processeur (unité de calcul) et de façon à ce qu’une seule

instruction soit exécutée à la fois. En revanche, un calcul parallèle est défini comme

l’exécution d’un ou plusieurs programmes, simultanément, par plusieurs processeurs.

Nous avons, en général, deux manières de réaliser un calcul parallèle. La première

consiste à découper le programme en plusieurs tâches de calcul puis, exécuter toutes

ces tâches en parallèle par différents processeurs. La seconde nécessite le partitionne-

ment des données du problème à traiter, de manière à ce que chaque partie de données

soit attribuée à un processeur différent. Ensuite, tous les processeurs exécutent en pa-

rallèle les instructions du même programme mais en opérant sur des données différentes.

Cette dernière méthode, appelée la parallélisation de données, est celle retenue dans nos

travaux.

En outre, les calculs parallèles nécessitent aussi une gestion des dépendances de

données entre les différents processeurs. Les calculs locaux de deux processeurs sont

dits dépendants lorsque l’exécution de l’un affecte le résultat de l’autre. Une dépendance

de données implique une utilisation de la valeur d’une même variable par les calculs

locaux de deux ou plusieurs processeurs. Les dépendances de données peuvent être

gérées par la synchronisation des lectures/écritures dans une même mémoire (systèmes

à mémoire partagée) ou par la communication de données entre processeurs via des

messages (systèmes à mémoire distribuée).

Le calcul parallèle a pour objectif d’exploiter la grande quantité de ressources (pro-

cesseurs, mémoires, espaces de stockage, etc) qu’offrent les calculateurs parallèles ;

ceci, dans le but de réduire le temps d’exécution des applications nécessitant un long

traitement et/ou pour pouvoir exécuter celles portant sur des volumes de données très

importants. Tout cela nous permet d’aborder de nouveaux problèmes, de plus en plus,

complexes et de tailles toujours croissantes.

1.1.1/ CLASSIFICATION DES ARCHITECTURES PARALLÈLES

Un calculateur parallèle peut être : un processeur multicœurs possédant au moins

deux unités de calcul physiques gravées sur la même puce ou un supercalculateur

qui permet de rassembler les composantes de plusieurs ordinateurs (processeurs et

mémoires) dans une seule machine ou une plateforme distribuée composée de plusieurs

machines indépendantes, homogènes ou hétérogènes, reliées entre elles par un réseau

de communication.

Il existe dans la littérature plusieurs classifications portant sur les architectures de cal-

culateurs parallèles et basées sur différents critères de classification [37, 46, 48, 67].

Dans cette section, nous présentons la classification la plus largement utilisée dans

le domaine du calcul parallèle, à savoir : la taxonomie de Flynn [37]. Elle est basée

sur deux critères : le nombre d’instructions et le nombre de données qui peuvent être
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traitées, simultanément, par les différents processeurs du calculateur parallèle. Les

quatre catégories possibles de la taxonomie de Flynn sont décrites ci-après.

1.1.1.1/ INSTRUCTION UNIQUE, DONNÉE UNIQUE (SISD)

La classe SISD (Single Instruction, Single Data) représente l’ensemble des calcula-

teurs séquentiels à une seule unité de calcul (ou monoprocesseur). Ce sont les calcula-

teurs qui ne sont capables de traiter qu’une seule instruction sur une seule donnée, par

cycle d’horloge. Bien évidemment, cette catégorie n’est pas une architecture parallèle.

1.1.1.2/ INSTRUCTIONS MULTIPLES, DONNÉE UNIQUE (MISD)

La classe MISD (Multiple Instruction, Single Data) correspond aux calculateurs pa-

rallèles pouvant exécuter plusieurs instructions, simultanément, sur la même donnée.

Peu de calculateurs MISD ont existé en pratique, vu le nombre réduit des applications

qui peuvent être mises en œuvre sur ce type d’architecture. Un exemple de calculateur

parallèle expérimental MISD a été développé à l’université de Carnegie Mellon [13].

1.1.1.3/ INSTRUCTION UNIQUE, DONNÉES MULTIPLES (SIMD)

La classe SIMD (Single Instruction, Multiple Data) correspond aux processeurs vec-

toriels et, plus généralement, aux calculateurs composés d’un grand nombre d’unités de

calcul. Á chaque cycle d’horloge, tous les processeurs d’un calculateur SIMD exécutent,

simultanément, la même instruction mais opérant sur des données différentes. Cette ar-

chitecture parallèle est bien adaptée aux traitements des problèmes à structure régulière

où la même instruction est appliquée à un ensemble de données (exécution des

opérations sur des vecteurs ou des tableaux).

1.1.1.4/ INSTRUCTIONS MULTIPLES, DONNÉES MULTIPLES (MIMD)

La classe MIMD (Multiple Instruction, Multiple Data) représente la catégorie la plus

générale dans cette taxonomie. Les calculateurs parallèles MIMD possèdent plusieurs

processeurs interconnectés entre eux, tels que chaque processeur soit capable de

suivre son propre chemin d’exécution. En effet, à chaque cycle d’horloge, les proces-

seurs peuvent exécuter, simultanément, des instructions différentes sur des données

différentes.

1.1.2/ MÉMOIRES DES ARCHITECTURES PARALLÈLES

Nous pouvons distinguer, en général, deux modèles de gestion de la mémoire des cal-

culateurs parallèles : la mémoire partagée et la mémoire distribuée. Ces deux modèles

de mémoire permettent de définir les modalités d’accès aux données des autres proces-

seurs dans un calcul parallèle.
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1.1.2.1/ MÉMOIRE PARTAGÉE

Dans ce type d’architecture, les processeurs du calculateur parallèle ont un accès di-

rect au même espace mémoire physique via des liens de communication performants,

avec un temps d’accès rapide et équitable. En effet, les processeurs peuvent opérer

indépendamment mais toutes les données du calcul parallèle sont placées dans une

mémoire commune et ce, de façon à ce que les changements établis dans la mémoire

par un processeur soient immédiatement visibles par les autres processeurs. Dans ce

cas, les échanges de données entre processeurs sont effectués via la synchronisation

des lectures/écritures dans la mémoire partagée. La figure 1.1 montre un exemple d’ar-

chitecture parallèle à mémoire partagée.

...

Mémoire 

Processeur Processeur ProcesseurProcesseur

Bus d’interconnexion

FIGURE 1.1 – Exemple d’architecture parallèle à mémoire partagée

1.1.2.2/ MÉMOIRE DISTRIBUÉE

Nous pouvons trouver ce type de mémoire, plus particulièrement, sur les plateformes

de calcul parallèle à ressources distribuées, par exemple les grappes et les grilles de

calcul (voir section 1.1.3). Dans ce cas, chaque processeur de la plateforme parallèle

possède sa propre mémoire locale dans laquelle les changements ne sont pas visibles

depuis les autres processeurs. Par conséquent, l’accès aux données des mémoires dis-

tantes (mémoires des processeurs voisins) est assuré par des envois de messages entre

processeurs via un réseau de communication. La figure 1.2 illustre un exemple d’archi-

tecture parallèle à mémoire distribuée.

...Processeur Processeur ProcesseurProcesseur

Mémoire Mémoire Mémoire Mémoire 

Réseau de communication

FIGURE 1.2 – Exemple d’architecture parallèle à mémoire distribuée
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1.1.3/ PLATEFORMES DE CALCUL PARALLÈLE DISTRIBUÉES

Depuis les années quatre-vingt-dix, les plateformes distribuées connaissent un essor

très important dans le domaine du calcul haute performance. Ceci est rendu possible

grâce à l’évolution des processeurs classiques et des réseaux de communication. En

effet, une plateforme distribuée est constituée, généralement, de calculateurs standards

peu onéreux (typiquement, des ordinateurs de bureau) reliés entre eux par un réseau

de communication. De plus, sa configuration matérielle peut être facilement mise à jour

car l’ajout ou le renouvellement de quelques calculateurs sont faciles à réaliser et peu

coûteux. Enfin, elle peut fournir des performances équivalentes ou supérieures à celles

d’un supercalculateur pour un coût inférieur. Nous pouvons classifier les plateformes dis-

tribuées en deux catégories : les grappes et les grilles de calcul.

1.1.3.1/ GRAPPES

Une grappe de calcul, appelée communément cluster en anglais, est constituée de

deux ou plusieurs calculateurs, plus ou moins, homogènes interconnectés par un réseau

local, souvent, à haut débit (par exemple, un réseau InfiniBand). Chaque calculateur fai-

sant partie d’une grappe est appelé nœud de calcul et il possède une ou plusieurs unités

de calcul et une mémoire locale. Tous les nœuds de calcul d’une grappe travaillent en-

semble comme un seul calculateur parallèle. En général, une grappe de calcul dispose

d’un nœud, dit frontal, qui a pour rôle la gestion des ressources et la distribution des cal-

culs sur les nœuds. La figure 1.3 montre un exemple de grappe de calcul composée de

six nœuds, ayant chacun quatre unités de calcul.

Proc Proc

Proc Proc

Mémoire

Proc Proc

Proc Proc

Mémoire

Proc Proc

Proc Proc

Mémoire

Proc Proc

Proc Proc

Mémoire

Proc Proc

Proc Proc

Mémoire

Proc Proc

Proc Proc

Mémoire

Réseau local

Noeud 0 Noeud 1 Noeud 2 Noeud 3 Noeud 4 Noeud 5

FIGURE 1.3 – Exemple de grappe de calcul

1.1.3.2/ GRILLES

Une grille de calcul a une architecture plus distribuée que celle d’une grappe de cal-

cul. Elle est composée d’un grand nombre de calculateurs autonomes, hétérogènes,

géographiquement distants et interconnectés par des réseaux de communication

hétérogènes. Le principal objectif d’une grille est d’exploiter les ressources de calcul

(processeurs, mémoire, espace disque, etc) de milliers de calculateurs, quelques soient

leurs placements géographiques, pour résoudre des problèmes de calcul nécessitant

des temps d’exécution et/ou des espaces de stockage phénoménaux en environnements
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classiques. Ceci est devenu possible grâce à l’évolution des réseaux longue distance

(par exemple, réseau Ethernet), qui permettent d’accéder efficacement aux ressources

distantes. Les calculateurs constituant une grille de calcul peuvent être de différents types

d’architectures matérielles et logicielles : monoprocesseurs, supercalculateurs, grappes

de calcul, etc. Par exemple, la figure 1.4 illustre une grille de calcul composée de trois

sites de grappes de calcul géographiquement distants et communiquant entre eux via le

réseau Internet. A la différence des grappes de calcul, les sites d’une grille de calcul ne

sont pas sous une administration commune et, ainsi, la gestion des ressources et des

tâches de calcul est effectuée d’une façon distribuée.

Grappe de calcul

Grappe de calcul

Site 0

Site 1

Site 2

Grappe de calcul

Réseau Internet

FIGURE 1.4 – Exemple de grille de calcul

1.1.4/ ENVIRONNEMENT DE PROGRAMMATION PARALLÈLE MPI

MPI (Message Passing Interface) est un standard définissant un ensemble de routines

pour le calcul parallèle par échange de messages [45] dont la première version est ap-

parue en 1993. Il est le fruit d’une collaboration entre des universitaires et des industriels

de différents domaines scientifiques [38]. Le principal objectif visé par le standard MPI

est de pouvoir développer des applications parallèles efficaces et portables qui peuvent

être mises en œuvre et exécutées sur n’importe quelle architecture de calcul parallèle.

De ce fait, les fonctions MPI peuvent fournir de bonnes performances aussi bien sur des

multiprocesseurs à mémoire partagée (supercalculateurs) que sur des plateformes de

calculateurs distants et à mémoire distribuée (grappes et grilles de calcul).

Les bibliothèques classiques MPI, telles que OpenMPI [42] et MPICH [56], fournissent

des routines MPI qui peuvent être utilisées depuis un programme écrit en C, en Fortran

ou en C++. Par ailleurs, il existe aussi des bibliothèques MPI conçues pour d’autres lan-

gages de programmation, par exemple Java [20], OCaml [53] et Python [63]. Une appli-

cation MPI est un ensemble de processus indépendants exécutant en parallèle le même
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code de programme sur leurs propres données et communicant entre eux via des ap-

pels aux routines de la bibliothèque MPI. En général, un programme MPI commence par

un appel de la fonction MPI_Init() pour initialiser l’environnement MPI nécessaire pour

l’exécution de l’application et il se termine par un appel de la fonction MPI_Finalize()

pour désactiver cet environnement. De plus, MPI définit des groupes de processus

nommés communicateurs, tels que deux processus ne puissent communiquer entre eux

que s’ils appartiennent au même communicateur. Initialement, un communicateur global

MPI_COMM_WORLD est utilisé pour réunir tous les processus et il peut être subdivisé en

plusieurs communicateurs plus petits avec la fonction MPI_Comm_split(). Enfin, chaque

processus impliqué dans l’exécution d’un programme MPI est identifié par un rang au

sein de son groupe qui peut être déterminé par la fonction MPI_Comm_rank().

Dans un programme parallèle MPI, un processus dispose de ses propres données

sans accès direct aux données des autres processus. De ce fait, MPI utilise des

échanges explicites de données entre processus par passage de messages. Il contient

plusieurs routines de communication entre processus que nous pouvons classer en deux

catégories : les routines de communications point-à-point et les routines de communi-

cations collectives. Les premières consistent en différents types d’opérations d’envoi et

de réception de messages entre deux, et seulement deux, processus au sein du même

communicateur. Il existe deux types de communications point-à-point : bloquantes et non

bloquantes. Une communication d’envoi bloquante signifie que le processus émetteur est

bloqué tant que les données à envoyer ne sont pas toutes transmises (par exemple,

MPI_Send()). De la même façon, une communication de réception bloquante signifie

que le processus récepteur reste bloqué tant que les données à recevoir ne sont pas

toutes accessibles (par exemple, MPI_Recv()). Par contre, les communications non blo-

quantes permettent au processus émetteur ou récepteur de poursuivre l’exécution de

son code sans que la communication d’envoi ou de réception soit réellement effectuée.

Nous avons, par exemple, les routines MPI_Isend() et MPI_Irecv() pour les opérations

d’envoi et de réception non bloquantes, respectivement. Les routines de communication

non bloquantes ont pour but de réduire les temps d’attente dus aux envois et réceptions

de messages.

Les communications collectives sont des communications bloquantes impliquant l’en-

semble des processus appartenant au même communicateur. MPI propose plusieurs

routines de communication collectives qui peuvent être classées, généralement, en trois

catégories selon leurs fonctionnalités : synchronisation (par exemple, MPI_Barrier() et

MPI_Wait()), échanges de données (par exemple, MPI_Alltoallv()) et opérations de

réduction sur les données (par exemple, MPI_Allreduce()). La figure 1.5 montre un

exemple des échanges de données (figure (a)) et un exemple d’opérations de réduction

(figure (b)), tel que, le calcul de la somme des données de tous les processus. En plus

des routines de communication, MPI propose aussi des routines de gestion de l’environ-

nement d’exécution MPI, des structures de données et des topologies de processus (par

exemple, grille de processus).

1.2/ UNITÉ DE TRAITEMENT GRAPHIQUE GPU

L’architecture et l’environnement de programmation GPU utilisés dans ce docu-

ment sont ceux basés sur la plateforme CUDA (Compute Unified Device Architecture)

développée par l’un des plus grands fournisseurs de GPUs : nVIDIA [28].
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Processus 0 Processus 1 Processus 2 Processus 0 Processus 1 Processus 2

(a) Echanges de données (MPI_Alltoallv()) (b) Opération de réduction (MPI_Allreduce())

FIGURE 1.5 – Exemples de routines de communications collectives MPI

1.2.1/ ARCHITECTURE MATÉRIELLE GPU

Les processeurs graphiques GPUs ont été, initialement, conçus pour le traitement des

applications graphiques et de la visualisation 3D. Nous pouvons citer, par exemple, les

produits GeForce et Quadro, deux gammes de GPUs proposées par nVIDIA, qui sont

destinés, respectivement, au graphisme grand public et à la visualisation professionnelle.

Depuis quelques années, les GPUs sont devenus des outils très attrayants pour le cal-

cul haute performance (HPC). La gamme de produits Tesla a été conçue par nVIDIA

pour offrir des capacités de calcul parallèle élevées et assister les processeurs dans les

calculs intensifs des applications scientifiques et/ou industrielles. La figure 1.6 montre

les différentes architectures matérielles GPU développées par nVIDIA ainsi que celles à

développer dans un futur proche.
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i 
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2008

GT200

2007
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Année

FIGURE 1.6 – Historique des architectures matérielles GPU

Un GPU est un processeur graphique relié à un processeur traditionnel (CPU)

via un PCI-Express (voir figure 1.7). Il est souvent considéré comme un accélérateur

d’opérations arithmétiques intensives d’une application exécutée sur un CPU. Il puise sa

puissance de calcul de son architecture matérielle et logicielle massivement parallèle. En

effet, à la différence d’une architecture CPU, un GPU est composé de centaines (voire

de milliers) de processeurs (SP), appelés communément cœurs, organisés en plusieurs

blocs de processeurs appelés multiprocesseurs (SM ou SMX). La figure 1.8 montre une

comparaison entre l’architecture matérielle d’un CPU et celle d’un GPU Fermi. Les pro-

cesseurs d’un GPU sont regroupés par 8 (Tesla), 32 (Fermi) ou 192 (Kepler) dans un

multiprocesseur, selon le type de son architecture matérielle. De la même manière, les

multiprocesseurs sont eux-mêmes regroupés par 2 (G80) ou 3 (GT200) dans un TPC

(Texture Processing Cluster) pour l’architecture Tesla et par 4 (Fermi) ou 2 (Kepler) dans

un GPC (Graphics Processing Cluster) pour les nouvelles architectures.

En plus de la hiérarchie de processeurs, un GPU est doté d’une hiérarchie de

mémoires de différentes tailles et de différentes bandes passantes mémoires. Nous dis-

tinguons, au total, six mémoires différentes (voir figure 1.9) :
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(a) Carte graphique GPU (b) Un GPU relié à un CPU

FIGURE 1.7 – Exemple de CPU équipé d’un GPU
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FIGURE 1.8 – Comparaison du nombre de cœurs dans un CPU et dans un GPU
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FIGURE 1.9 – Hiérarchie de mémoires GPU

– Registres : chaque multiprocesseur a 8K à 65K registres à 32-bit, répartis entre tous

ses processeurs. Ce sont des mémoires rapides, accessibles en lecture/écriture et

avec une faible latence (environ 1 cycle).
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– Mémoire partagée : de 16 à 48 Ko de mémoire par multiprocesseur. C’est une

petite mémoire extrêmement rapide. Elle est dotée d’une large bande passante

mémoire (plus d’un To/s) et d’une faible latence (environ 1 à 2 cycles). Elle est

accessible en lecture/écriture par tous les processeurs du même multiprocesseur.

– Mémoire globale : chaque GPU est équipé de sa propre RAM (GDDR3 ou GDDR5)

de 1 à 6 Go. C’est une mémoire accessible en lecture/écriture et partagée entre

tous les multiprocesseurs au sein d’un même GPU. Elle est dotée d’une large

bande passante mémoire (jusqu’à 288 Go/s pour la nouvelle génération Kepler).

Cependant, elle possède un temps d’accès plus lent par rapport aux autres

mémoires (200 à 600 cycles).

– Mémoire locale : de 16 à 512 Ko par processeur. C’est une zone mémoire, acces-

sible en lecture/écriture, dans la mémoire globale. Elle est allouée à un processeur

dans le cas où un programme, en cours d’exécution, nécessite plus de registres

que ceux disponibles. Bien évidemment, elle possède les mêmes caractéristiques

que la mémoire globale.

– Mémoire constante : c’est un espace mémoire de 64 Ko qui réside dans la

mémoire globale. Il permet de sauvegarder les données dont les valeurs restent

constantes au cours de l’exécution d’un programme sur le GPU. De plus, chaque

multiprocesseur possède une petite mémoire cache constante (environ 8 Ko par

multiprocesseur), accessible en lecture seule par tous ses processeurs. Cette

mémoire cache constante permet de mettre en cache la mémoire constante afin

d’accélérer les accès mémoires en lecture aux données constantes stockées dans

la mémoire constante.

– Mémoire texture : n’importe quelle partie de la mémoire globale peut être définie

comme une mémoire texture. Elle permet d’améliorer le temps des accès irréguliers

à la mémoire globale. Elle peut prendre en charge des tableaux de différents types

de données à un, deux ou trois dimensions. Comme pour la mémoire constante, la

mémoire texture est mise en cache dans une mémoire cache texture, de 6 à 8 Ko

par multiprocesseur. Cette mémoire cache texture est accessible en lecture seule

par tous les processeurs d’un même multiprocesseur.

Etant donné que l’espace de la mémoire locale réside dans la mémoire globale,

les accès en lecture/écriture à celle-ci ont une latence élevée et une bande passante

mémoire faible par rapport à ceux effectués sur la mémoire partagée. Les nouvelles ar-

chitectures (Fermi, Kepler, etc) ont 64 Ko de mémoire par multiprocesseur qui peut être

configurée de trois façons : en 16 Ko de mémoire partagée et 48 Ko de mémoire cache

L1, en 48 Ko de mémoire partagée et 16 Ko de mémoire cache L1 ou 32 Ko de mémoire

partagée et 32 Ko de mémoire cache L1. De plus, elles possèdent aussi une mémoire

cache L2 de 768 Ko (Fermi) ou de 1538 Ko (Kepler), partagée entre tous les multipro-

cesseurs du GPU. Ces deux mémoires caches sont souvent utilisées pour améliorer les

performances des accès aux mémoires locale et globale. La seule mémoire GPU acces-

sible par le CPU est la mémoire globale. Tous les échanges de données entre un CPU

et son GPU sont effectués via l’interface de communication PCI-Express de la RAM CPU

vers la mémoire globale GPU et vice versa. Ainsi, le CPU peut accéder en lecture/écriture

aux mémoires globale, texture et constante.
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FIGURE 1.10 – Performance théorique en Gflops/s des GPUs Tesla de différentes archi-

tectures
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FIGURE 1.11 – Bande passante mémoire théorique en Go/s des GPUs Tesla de

différentes architectures

Dans le monde du calcul haute performance, les architectures massivement parallèles

des GPUs offrent des performances et des capacités de calcul très intéressantes pour

résoudre de nouveaux problèmes complexes de tailles toujours croissantes. Les deux fi-

gures 1.10 et 1.11 montrent, respectivement, la puissance de calcul et la bande passante

mémoire théoriques des GPUs Tesla de différentes architectures. La puissance de calcul

d’un GPU est représentée par le nombre d’opérations à virgule flottante exécutées par

seconde (flops/s). La figure 1.10 montre qu’un seul GPU peut fournir une puissance de

calcul dépassant les 1 Tflops/s en simple précision (1012 flops/s) et les 500 Gflops/s en

double précision (5×1011 flops/s). Par ailleurs, une bande passante mémoire exprimée en

nombre d’octets par seconde (o/s) désigne le débit de lecture/écriture des données dans

la mémoire globale par les processeurs du GPU. La figure 1.11 montre que les bandes

passantes mémoires GPU sont très élevées, variant entre 177 et 288 Go/s, permettant

ainsi de diminuer les attentes dues aux accès à la mémoire et augmenter la puissance

de calcul.

Un autre paramètre de performance intéressant des GPUs est leur efficacité

énergétique. Dans les dernières années, l’architecture des nouveaux produits GPU a été
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FIGURE 1.12 – Rapport performance théorique en double précision et consommation

d’énergie en Gflops/Watt

optimisée afin d’augmenter leurs puissances de calcul tout en réduisant leurs consomma-

tions d’énergie. La figure 1.12 illustre le rapport entre la puissance de calcul théorique et

la consommation énergétique des GPUs de différentes architectures. Ce rapport est ex-

primé en nombre d’opérations à virgule flottante en double précision exécutées par Watt

(flops/Watt). Nous pouvons remarquer que les GPUs des deux premières générations

Tesla et Fermi exécutent au maximum 2 Gflops/Watt alors que ceux des nouvelles

générations Kepler et Maxwell, sortie en 2012 et prévue pour 2014, pourront exécuter,

respectivement, jusqu’à 6 Gflops/Watt et 16 Gflops/Watt en double précision. De quoi

intéresser les entreprises et les industries pour réduire les coûts de consommation

énergétique de leurs applications.

1.2.2/ PROGRAMMATION MULTITHREADÉE CUDA

CUDA est un environnement de programmation GPU développé par nVIDIA [28] dont

la première version a été publiée durant l’année 2007. Il est basé sur le langage de

programmation C/C++ avec quelques extensions permettant aux GPUs d’exécuter des

calculs généraux GPGPU (applications graphiques et/ou non-graphiques), qui sont ha-

bituellement exécutés par les CPUs. Une application écrite en CUDA est un programme

hétérogène qui s’exécute sur un processeur (CPU) équipé d’une carte graphique (GPU).

En effet, dans un programme CUDA, les codes à exécuter par le CPU sont définis

séparément de ceux à exécuter par le GPU. Toutes les opérations de calculs intensifs

et faciles à paralléliser sont exécutées par le GPU sous formes de kernels. Un kernel est

une procédure écrite en CUDA et définie par un entête __global__, qui est destinée à

être exécutée par le GPU. Par ailleurs, le CPU exécute toutes les opérations séquentielles

qui ne peuvent pas être exécutées en parallèle et contrôle l’exécution des kernels sur le

GPU ainsi que les communications de données entre la mémoire CPU et la mémoire

globale GPU.

CUDA est basé sur le modèle de programmation parallèle instruction unique, threads

multiples SIMT (Single Instruction, Multiple Thread), tel que chaque kernel est exécuté en

parallèle par des milliers, voire des millions, de threads. Au niveau d’un GPU, les threads
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FIGURE 1.13 – Exemple d’exécution des blocs de threads à deux dimensions sur un GPU

à 3 multiprocesseurs ayant chacun 8 cœurs

d’un même kernel sont organisés en grille de plusieurs blocs de threads qui sont dis-

tribués, plus ou moins équitablement, sur l’ensemble des multiprocesseurs du GPU (voir

figure 1.13). En effet, CUDA utilise une organisation hiérarchique des threads GPU. Au

plus haut niveau, un GPU exécute une grille de blocs de threads où tous les threads

exécutent, simultanément, le même code (kernel) mais en opérant sur des données

différentes. Au niveau intermédiaire, chaque multiprocesseur de GPU exécute un ou plu-

sieurs blocs de threads. La position d’un bloc de threads dans la grille est repérée par

ses coordonnées à une, deux ou trois dimensions. Au plus bas niveau, chaque cœur d’un

multiprocesseur exécute un ou plusieurs threads appartenant au même bloc de threads.

A ce niveau, le modèle parallèle SIMT est appliqué de façon à ce que chaque instruction

d’un kernel soit exécutée, simultanément, par de multiples threads indépendants (mul-

tiples cœurs GPU) opérant sur des données différentes. De même que pour les blocs de

threads dans une grille, la position d’un thread au sein du bloc, auquel il appartient, est

repérée par ses coordonnées à une, deux ou trois dimensions.

Les threads CUDA peuvent accéder aux différentes mémoires GPU (définies dans la

section 1.2.1) de manière hiérarchique. Chaque thread a sa propre mémoire locale et

ses propres registres. Ensuite, chaque bloc de threads a une mémoire partagée visible

par tous ses threads dont la durée de vie des données est la même que celle du bloc

de threads. Enfin, tous les threads d’un kernel ont accès à la même mémoire globale et,

ainsi, aux mêmes mémoires texture et constante. De plus, dans les nouvelles architec-

tures GPU, tous les threads d’un même bloc partagent une mémoire cache L1 commune

et tous les blocs de threads ont accès à la même mémoire cache L2.
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FIGURE 1.14 – Exemple d’exécution d’un warp par un multiprocesseur à 8 cœurs

Au niveau d’un multiprocesseur GPU, les threads d’un même bloc sont exécutés

par groupe de 32 threads consécutifs, appelé warp. Les threads d’un même warp sont

exécutés ensemble, instruction par instruction, jusqu’à la fin du kernel (voir figure 1.14)

et ils sont libres de suivre des chemins d’exécution identiques ou différents, sans aucun

point de synchronisation. Au sein d’un même bloc, les threads peuvent coopérer entre

eux via la mémoire partagée et synchroniser leurs exécutions en utilisant des barrières

de synchronisation (__syncthreads() en CUDA). En revanche, dans la grille de threads

d’un kernel, il n’y a aucun moyen de synchronisation entre les différents blocs de threads,

si ce n’est qu’ils peuvent seulement lire/écrire dans la même mémoire globale.

Le contexte d’exécution (compteurs d’instructions, registres, etc) de chaque warp ac-

tif (n’ayant pas encore atteint la fin du kernel) est sauvegardé et maintenu sur le mul-

tiprocesseur durant toute la durée de vie du warp. Cela implique que le changement

de contexte d’exécution d’un warp à un autre n’a aucune conséquence pénalisant le

temps d’exécution d’un kernel. Cependant, cela signifie aussi que tous les warps actifs

exécutés par un multiprocesseur partagent les mêmes ressources. Par conséquent, les

nombres de threads par bloc et de blocs de threads par grille d’un kernel sont limités par

la quantité de ressources disponibles sur un GPU. Un kernel ne peut pas être exécuté

sur un GPU lorsque le nombre de threads par bloc, spécifié par le CPU dans la confi-

guration d’exécution du kernel, est au-dessus du nombre maximum de threads par bloc

(512 threads pour Tesla et 1024 threads pour Fermi) ou nécessite plus de registres et/ou

d’espace mémoire partagée que disponibles.

1.2.3/ INSTRUCTIONS D’OPTIMISATION DES PERFORMANCES GPU

Pour pouvoir exploiter les performances des GPUs, il est nécessaire, tout d’abord

et avant tout, de bien connaı̂tre les propriétés de l’architecture matérielle et de l’envi-
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ronnement de programmation des cartes graphiques GPUs utilisées. Par ailleurs, une

mise en œuvre efficace d’une application sur les GPUs nécessite de bien déterminer

les tâches séquentielles et les tâches parallèles de cette application. En effet, toutes les

opérations qui sont faciles à exécuter en parallèle doivent être effectuées par le GPU afin

d’accélérer l’exécution de l’application. Par contre, toutes les opérations séquentielles et

les opérations qui nécessitent des dépendances de données entre threads ou à effectuer

des calculs récursifs doivent être exécutées par un seul thread CUDA ou par le CPU, se-

lon la taille du problème à traiter. En fait, l’attente d’un thread pour les résultats de calculs

des autres threads affecte considérablement les performances des GPUs.

L’efficacité d’un algorithme mis en œuvre sur un GPU est étroitement liée à la manière

dont les ressources GPU ont été utilisées. Pour optimiser les performances d’un algo-

rithme sur un GPU, il est nécessaire de maximiser l’utilisation des cœurs GPU (maximi-

ser le nombre de threads exécutés en parallèle) et d’optimiser l’utilisation des différentes

mémoires GPU.

1.2.3.1/ UTILISATION DES CŒURS GPU

Comme nous l’avons déjà présenté dans la section 1.2.2, les différents blocs de

threads d’un même kernel sont exécutés en parallèle par les différents multiprocesseurs

d’un GPU. Afin d’optimiser l’utilisation de ces multiprocesseurs, il convient donc que le

nombre de blocs de threads soit un multiple du nombre de multiprocesseurs du GPU

utilisé. Ensuite, chaque bloc de threads est partitionné en warps car un multiproces-

seur utilise des warps de 32 threads pour exécuter chaque instruction d’un kernel. Pour

maximiser l’utilisation du multiprocesseur, il est nécessaire d’utiliser des multiples de 32

threads pour la taille d’un bloc de threads (32, 64, 128, etc), dans la limite du nombre

maximum de threads par bloc.

Au niveau d’un multiprocesseur GPU, les différents warps d’un même bloc de threads

ne sont pas exécutés en parallèle. Toutefois, lorsqu’un warp actif doit attendre les

données ou le résultat d’une longue opération (par exemple, l’accès à la mémoire glo-

bale), il sera mis dans une file d’attente et un autre warp dans la liste des warps prêts

(ayant toutes les données nécessaires pour leurs exécutions) sera exécuté. Le nombre

de cycles d’horloge nécessaire pour qu’un warp soit prêt à l’exécution est appelé la la-

tence. Pour masquer les opérations de grande latence, plus particulièrement les accès à

la mémoire globale, un bloc de threads doit avoir plus de 32 threads et donc, au moins

deux warps.

En outre, les 32 threads d’un même warp exécutent, simultanément, la même ins-

truction d’un kernel (voir section 1.2.2). Donc, l’exécution optimale d’un kernel sur un

GPU est assurée lorsque tous les threads d’un même warp suivent le même che-

min d’exécution. Dans le cas de divergence d’un warp qui se produit lors des struc-

tures conditionnelles (if(conditions) ... else ...), le modèle parallèle SIMT force

l’évaluation séquentielle des chemins d’exécution des deux branches conditionnelles.

En effet, les threads n’entrant pas dans l’une des branches conditionnelles doivent at-

tendre la fin d’exécution des autres threads qui eux, sont entrés dans cette branche. Par

conséquence, le temps d’exécution d’une structure conditionnelle est la somme de ceux

des chemins d’exécution des différentes branches conditionnelles.
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1.2.3.2/ UTILISATION DES MÉMOIRES GPU

Pour maximiser le débit mémoire d’une application mise en œuvre sur un GPU, il est

nécessaire de réduire les transferts de données entre la mémoire CPU et la mémoire

globale GPU, durant l’exécution de cette application. En effet, les données nécessaires

pour l’exécution d’un kernel doivent d’abord être transférées de la mémoire CPU vers la

mémoire GPU et enfin, les résultats de l’exécution doivent être rapatriés de la mémoire

GPU vers la mémoire CPU. En raison du surcoût des communications CPU/GPU, il est

préférable de regrouper les données de plusieurs petits transferts en un seul grand trans-

fert de données CPU/GPU que d’effectuer chaque petit transfert séparément. De plus,

quand cela est possible, il est intéressant d’utiliser des communications asynchrones

entre un CPU et son GPU [28], qui permettent d’effectuer des recouvrements entre les

calculs et les transferts de données.

Par ailleurs, il est nécessaire aussi de réduire les accès à la mémoire globale et maxi-

miser l’utilisation de la mémoire partagée et des mémoires caches (texture, constante et

les caches L1 et L2 disponibles dans les nouvelles architectures). La mémoire partagée

est la mémoire GPU ayant un temps d’accès le plus rapide. Elle est découpée en 16

(Tesla) ou 32 (Fermi et Kepler) modules mémoires de même taille, nommés banques,

qui peuvent être adressés (lus ou écrits) simultanément par différents threads. Pour op-

timiser le débit de la mémoire partagée, il faut que n threads d’un même warp puissent

accéder, simultanément, à n banques mémoires distinctes (n peut être égal à 16 ou 32,

selon l’architecture GPU). Par contre, dans le cas où m différents threads (m ≤ n) lisent

ou écrivent, simultanément, dans la même banque mémoire, leurs accès sont traités en

séquentiel, ce qui dégradera les performances. Par ailleurs, la mémoire partagée est sou-

vent exploitée pour le stockage de données réutilisées plusieurs fois au sein d’un même

bloc de threads.

De plus, pour une utilisation optimale de la mémoire globale, chaque warp doit effec-

tuer, autant que possible, des accès mémoires en lecture/écriture dits coalescents. En

effet, la mémoire globale est accessible via des transactions mémoires, permettant de

lire/écrire des cases voisines alignées sur des segments de 32, 64 ou 128 octets. Selon

l’architecture matérielle du GPU, elle peut être adressée par un demi-warp (16 premiers

ou 16 derniers threads) dans Tesla ou par un warp dans Fermi et Kepler. Donc, une coa-

lescence absolue est assurée lorsqu’un demi-warp ou un warp accède, simultanément,

à 16 ou 32 mots mémoires, respectivement, de même type de données et alignés dans

le même segment de la mémoire globale. Le cas contraire se produit lorsqu’un demi-

warp (Tesla) ou un warp (Fermi et Kepler) accède à 16 ou 32 mots mémoires résidant

dans n segments de mémoire différents. Dans ce dernier cas, n transactions mémoires

sont nécessaires pour réaliser un seul accès en lecture/écriture pour un demi-warp ou

un warp. La figure 1.15 montre deux exemples d’accès mémoires : coalescent (figure (a))

et non coalescent (figure (b)). Pour chaque architecture, nous avons donné le nombre de

transactions mémoires nécessaire pour la lecture ou l’écriture de 32 mots mémoires de

4 octets chacun par un warp. Lorsque la coalescence n’est pas assurée, l’utilisation de

la mémoire texture (Tesla) ou caches L1 et L2 (Fermi et Kepler) sont recommandés pour

améliorer les temps d’accès en lecture à la mémoire globale.
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(a) Accès mémoire coalescent
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(b) Accès mémoire non coalescent

FIGURE 1.15 – Exemples d’accès mémoire coalescent et non coalescent à la mémoire

globale par un warp. Un mot mémoire de 4 octets par thread à partir de l’adresse 128

1.2.4/ PLATEFORMES DE CALCUL PARALLÈLE MULTI-GPUS

La conception de nouveaux calculateurs parallèles, de plus en plus rapides, semble

devenir un besoin inévitable pour le domaine du calcul haute performance. Par

conséquent, de nombreux scientifiques et industriels ont tendance à utiliser, de plus en

plus, des plateformes de calcul multi-GPUs pour mettre en œuvre leurs applications. Une

plateforme de calcul multi-GPUs consiste à fédérer plusieurs cartes graphiques. Il existe,

généralement, trois types d’architectures multi-GPUs :

– Machine multi-GPUs : plusieurs cartes graphiques connectées via des interfaces

PCI-Express à un seul ordinateur CPU (monoprocesseur ou multiprocesseur).

– Grappe de GPUs : chaque nœud d’une grappe de calcul est équipé d’une ou plu-

sieurs cartes graphiques.

– Grappes de GPUs distribuées : architecture distribuée formée de grappes de GPUs

géographiquement distantes et interconnectées par un réseau de communications

longues distances.

La mise en œuvre d’une application sur une plateforme multi-GPUs consiste, tout

d’abord, à partitionner les données et/ou des tâches sur l’ensemble des GPUs et à char-

ger ses données dans les mémoires GPU depuis la/les mémoires CPU (selon l’archi-

tecture multi-GPUs). Ensuite, le code de l’application est exécuté en parallèle par les

différents GPUs de la plateforme. En fait, les calculs intensifs sont exécutés par les GPUs

et les codes séquentiels et récursifs sont exécutés par le/les CPUs. De plus, le/les CPUs

de la plateforme sont en charge de la gestion des communications et du partage de
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données entre les GPUs. Enfin, les résultats des calculs sont transférés des mémoires

GPUs vers la/les mémoires CPUs. Dans ce type d’applications, le contrôle de l’exécution

des kernels sur chaque GPU et son approvisionnement en données sont assurés, soit

par un thread CPU ou par un processus lourd MPI. Toutefois, sur les architectures à

mémoire distribuée (par exemple, les grappes GPUs), il est préférable d’utiliser des pro-

cessus lourds MPI, même au sein d’un même nœud, pour assurer la communication de

données entre GPUs par passage de messages.

Le but principal de la mise en place d’une plateforme multi-GPUs est d’exploi-

ter, conjointement, les capacités de calcul de plusieurs processeurs graphiques, pour

résoudre des problèmes haute performance plus rapidement que sur les calculateurs

classiques CPU. De plus, l’utilisation d’une grappe de GPUs, par exemple, nécessite

moins d’espace de déploiement et de consommation énergétique que l’utilisation de

grosses armoires de CPUs (grappes de CPUs).

1.3/ CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différentes architectures utilisées pour le

calcul parallèle haute performance. Dans un premier temps, nous avons défini le principe

général d’un calcul parallèle et donné quelques caractéristiques des architectures clas-

siques permettant d’effectuer ce type de calcul. Pour cela, nous avons présenté les quatre

classes d’architectures informatiques proposées par Flynn et décrit les deux modèles

mémoires des architectures parallèles, à savoir le modèle à mémoire partagée et celui à

mémoire distribuée.

Les travaux présentés dans ce document portent plus particulièrement sur le calcul

parallèle sur des architectures à mémoire distribuée. Nous avons décrit plus en détails

deux plateformes de calcul parallèle de ce type d’architecture, à savoir les grappes et

les grilles de calcul. En effet, une grappe de calcul est constituée d’un ensemble de

processeurs, plus ou moins homogènes, localisés sur un même site et interconnectés par

un réseau de communication à haut débit. Par contre, une grille de calcul est composée

de plusieurs grappes de calcul hétérogènes, éloignées et interconnectées par un réseau

longue distance. Nous avons aussi présenté l’environnement de programmation parallèle

MPI qui permet d’exploiter les ressources de calcul des architectures distribuées par

passage de messages.

Dans la deuxième partie, nous avons abordé l’une des nouvelles technologies in-

formatiques conçues pour le calcul haute performance, en l’occurrence les unités de

calcul graphiques GPU. Bien qu’ils aient été conçus, initialement, pour la mise œuvre

des applications graphiques, les GPUs ont rapidement évolué pour devenir des outils

d’accélération des opérations arithmétiques et assister les processeurs classiques dans

les calculs généraux intensifs. En effet, ils sont dotés d’une architecture matérielle et logi-

cielle massivement parallèle. Á la différence d’un processeur classique, un GPU possède

une centaine de cœurs (unités de calcul) organisés en plusieurs multiprocesseurs et une

hiérarchie de mémoires de différentes tailles et débits mémoires.

Dans ce chapitre, nous avons étudié l’environnement de programmation CUDA,

développé par nVIDIA pour le calcul haute performance sur les GPUs. Il est basé sur

le modèle parallèle SIMT, qui consiste à exécuter en parallèle la même instruction d’un

kernel par un groupe de threads sur un multiprocesseur GPU. Cependant, pour ex-
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ploiter la puissance de calcul d’un GPU, il est impératif de bien connaı̂tre son archi-

tecture matérielle et l’environnement de programmation choisi. Pour cela, nous avons

donné quelques instructions permettant une bonne utilisation des ressources GPU.

Enfin, nous avons clôturé ce chapitre par la présentation des plateformes parallèles

multi-GPUs. Ce sont les architectures de processeurs classiques équipées de plusieurs

cartes graphiques GPUs, par exemple les grappes GPU, qui leur permettent d’améliorer

considérablement leurs performances.

Dans nos travaux de recherche, nous nous sommes intéressés à la mise en œuvre

parallèle des méthodes de résolution des systèmes linéaires et non linéaires creux sur

des grappes GPU. En fait, la résolution de ces systèmes est un processus très gourmand

en ressources de calcul et intervient dans de nombreuses applications scientifiques. Par

conséquent, nous aspirons à exploiter les capacités de calcul des grappes GPU pour

améliorer les temps de résolution de ces systèmes. Á cet effet, le chapitre suivant sera

consacré à l’étude des différentes méthodes numériques conçues pour la résolution de

systèmes d’équations creux.





2
RÉSOLUTION DE SYSTÈMES

LINÉAIRES CREUX

L
ES systèmes linéaires et non linéaires creux sont utilisés pour la modélisation de nom-

breux problèmes scientifiques ou industriels, comme la simulation des phénomènes

de l’environnement et de la terre ou la transformation industrielle des fluides complexes

ou non-newtoniens. De plus, la résolution de ces problèmes fait souvent appel à la

résolution de ces systèmes d’équations, qui est considérée comme le processus le plus

coûteux en termes de temps de calcul et d’espace mémoire. Par conséquent, la résolution

de systèmes linéaires et non linéaires creux doit être aussi efficace que possible, afin de

pouvoir traiter des problèmes de taille toujours croissante.

Il existe, dans le jargon de l’analyse numérique, différentes méthodes de résolution de

systèmes linéaires creux. Cependant, le choix d’une méthode de résolution est souvent

guidé par les propriétés de la matrice creuse du système à résoudre (structure, symétrie,

densité, etc), la vitesse et la précision de résolution souhaitées. Toutefois, un bon choix

de la méthode est aussi guidé par la taille de ces systèmes, qui ralentit davantage le pro-

cessus de résolution. Par conséquence, ces méthodes doivent être faciles à paralléliser

pour exploiter la puissance de calcul et la capacité mémoire des plateformes de calcul

parallèle.

Dans le présent chapitre, nous décrivons deux classes de méthodes de résolution

dans la section 2.1, à savoir les méthodes directes et les méthodes itératives. Dans la

section 2.2, nous montrons les différentes structures de données des matrices creuses

en mémoire, qui permettent d’optimiser l’occupation d’espace mémoire et les accès en

lecture/écriture à la mémoire. Enfin dans la section 2.3, nous présentons la parallélisation

des méthodes itératives pour la résolution de systèmes linéaires creux de grande taille

sur les plateformes de calcul parallèle.

2.1/ MÉTHODES DE RÉSOLUTION

Soit le système linéaire creux suivant :

Ax = b, (2.1)

où A ∈ R
n×n est une matrice carrée creuse inversible, x ∈ R

n est le vecteur solution, b ∈ R
n

est le vecteur du second membre et n ∈ N est un grand entier naturel. Les méthodes

de résolution de systèmes linéaires sont, plus ou moins, classifiées en deux grandes

familles : les méthodes directes et les méthodes itératives. Dans l’analyse numérique,
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un algorithme permettant de résoudre un système linéaire creux est appelé un solveur

linéaire creux direct ou itératif, selon le type de la méthode de résolution qu’il utilise.

2.1.1/ MÉTHODES DIRECTES

Les méthodes directes sont les méthodes numériques les plus anciennes pour la

résolution de systèmes linéaires. De plus, jusqu’aux années quatre vingt, elles ont sou-

vent été préférées aux méthodes itératives, en raison de leur robustesse et de leur com-

portement prévisible. En effet, que ce soit pour des matrices denses ou creuses, ces

méthodes permettent d’obtenir, théoriquement en l’absence des erreurs d’arrondi, une

solution exacte en un nombre d’opérations élémentaires fini et connu a priori. La plupart

des méthodes directes sont basées, principalement, sur deux étapes de calcul : la factori-

sation de la matrice suivant ses propriétés (symétrie, définie positive, etc) et la résolution

par des substitutions successives [70].

Parmi les solveurs directs les plus utilisés, nous pouvons citer le solveur LU basé

sur la méthode de factorisation LU [64]. Dans un premier temps, ce solveur procède à

la factorisation de la matrice des coefficients A du système linéaire à résoudre (2.1).

Dans cette étape, la matrice A est décomposée en deux matrices triangulaires inférieure

L = (li j)16i, j6n et supérieure U = (ui j)16i, j6n, de façon à ce que la matrice A puisse s’écrire

sous forme d’un produit des deux matrices L et U. Une fois la factorisation établie, le

solveur LU résout le système linéaire en deux étapes :

– la résolution du système Ly = b par l’algorithme de descente (substitutions succes-

sives avant ou résolution de haut vers le bas),

– puis, la résolution du système Ux = y par l’algorithme de remontée (substitutions

successives arrière ou résolution de bas vers le haut).

Cependant, les méthodes directes de résolution de systèmes linéaires creux sont sou-

vent plus compliquées que celles des systèmes denses. La principale difficulté réside

dans l’étape de factorisation de la matrice. En effet, durant la construction des deux fac-

teurs triangulaires L et U, certains zéros de la matrice creuse d’origine, A, peuvent deve-

nir des valeurs non nulles dans les matrices L et U, ce que l’on appelle, communément,

processus de remplissage. Par conséquent, une mise en œuvre efficace d’un solveur

direct creux dépend largement des structures de données en mémoire (formats de sto-

ckage) des valeurs non nulles des matrices L et U. De ce fait, un solveur direct creux est

généralement basé sur quatre étapes distinctes [35, 31] au lieu de deux comme dans les

solveurs denses :

1. Réorganisation de la matrice A : qui consiste à réordonner les lignes et les colonnes

de A, et donc les valeurs non nulles, de telle sorte que les facteurs L et U subissent

peu de remplissage à l’étape de factorisation numérique.

2. Factorisation symbolique : qui détermine a priori les structures de données appro-

priées aux valeurs non nulles des facteurs L et U.

3. Factorisation numérique : qui calcule les facteurs L et U.

4. Résolution du système linéaire creux : qui effectue les substitutions avant-arrière

en utilisant les deux facteurs L et U calculés à l’étape précédente.

Dans le cas des matrices creuses symétriques et définies positives (valeurs propres stric-

tement positives), les quatre étapes peuvent être bien séparées comme dans le solveur

CHOLMOD [26]. Pour les matrices creuses asymétriques, les solveurs directs peuvent

fusionner les étapes 2 et 3 en une seule étape comme les solveurs SuperLU [33] et

MUMPS [5], ou même fusionner les étapes 1, 2 et 3 comme le solveur UMFPACK [32].
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Toutefois, les méthodes directes ne sont pas bien adaptées pour la résolution de

systèmes linéaires creux de très grandes dimensions, et en particulier, ceux associés

aux problèmes tridimensionnels. En fait, l’occupation espace mémoire du processus de

factorisation croı̂t superlinéairement avec la taille de la matrice et dépend fortement de

la structure de cette dernière (positions des valeurs non nulles) pour réduire le rem-

plissage. Hélas, quelque soit le nombre de fois que les coefficients de la matrice sont

réordonnés, cela n’empêche pas le remplissage de croı̂tre rapidement et proportionnelle-

ment à la taille de la matrice. En outre, les solveurs directs sont très coûteux en termes de

temps de résolution qui est de O(n3), où n représente la taille du système. Dans ce cas,

les méthodes itératives décrites dans la section 2.1.2, sont particulièrement plus utiles

lorsque les systèmes linéaires à résoudre sont creux et de très grande dimension car,

contrairement aux méthodes directes, aucun processus de remplissage n’est nécessaire.

2.1.2/ MÉTHODES ITÉRATIVES

Les méthodes itératives procèdent par itérations successives d’un même bloc

d’opérations élémentaires, au cours desquelles une séquence infinie de solutions ap-

proximatives {xk}k≥0 est générée. A partir d’une solution initiale x0 (choisie pour la

première itération), une méthode itérative détermine à chaque itération k ≥ 1, une so-

lution approximative, xk, qui converge progressivement vers la solution exacte, x∗, du

système linéaire 2.1, telle que :

x∗ = lim
k→∞

xk = A−1b ∈ R
n. (2.2)

A la différence d’une méthode directe, le nombre d’itérations d’une méthode itérative

nécessaire pour atteindre la solution exacte du système linéaire à résoudre n’est pas

connu au préalable et peut être infini. Cependant, dans la pratique, un solveur itératif

donne souvent une solution approximative satisfaisant une précision requise et/ou après

un nombre maximum d’itérations fixé a priori. Les critères d’arrêt les plus fréquemment

utilisés par les solveurs itératifs sont les suivants :

– ‖xk − xk−1‖ < ε : erreur absolue,

– ‖xk − xk−1‖ < ε‖xk−1‖ : erreur relative,

– ‖b − Axk‖ < ε‖b‖ : résidu de la solution.

où xk est la solution approximative obtenue à l’itération k 6 K, K étant le nombre maxi-

mum d’itérations et ε est le seuil de tolérance requis pour la précision de calcul. Ainsi, un

solveur linéaire itératif est dit convergent si pour tout choix de la solution initiale x0 ∈ R
n,

l’erreur ou le résidu de la solution finale xk ∈ R
n, obtenue après k itérations, est suffi-

samment petit. Cependant, la convergence des méthodes itératives n’est pas toujours

assurée et dépend fortement des caractéristiques du système linéaire, à savoir : la struc-

ture creuse, le conditionnement et le rayon spectral de la matrice des coefficients A. Il

existe différentes classes de méthodes itératives et le choix de l’utilisation d’une méthode

est souvent guidé par son efficacité de résolution et les propriétés du système linéaire

à résoudre. Nous citons ici, globalement, trois classes de méthodes itératives : station-

naires, non stationnaires et multigrilles.
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2.1.2.1/ MÉTHODES STATIONNAIRES

Les méthodes itératives stationnaires permettant de résoudre le système linéaire (2.1),

peuvent être exprimées sous la forme simple suivante :

∀k ∈ N, xk+1 = f (xk) = Cxk + d, (2.3)

telle que f soit une fonction affine représentant un schéma de point fixe où la matrice

d’itération C et le vecteur d restent inchangés pour toutes les itérations k. Les méthodes

itératives stationnaires sont basées sur la décomposition de la matrice des coefficients,

A, comme suit :

A = M − N, (2.4)

de sorte que le système linéaire (2.1) puisse s’écrire sous forme : Mx = Nx + b à laquelle

est associée l’itération suivante :

xk+1 = Cxk + d = M−1Nxk + M−1b, (2.5)

où M est une matrice inversible. Par conséquent, une méthode itérative stationnaire est

convergente vers la solution exacte x∗ si, et seulement si, le rayon spectral (la plus grande

valeur propre) de la matrice C est strictement inférieur à 1 : ρ(C) < 1. Les principales

méthodes itératives stationnaires sont basées sur la décomposition de la matrice des

coefficients en matrices diagonale D, triangulaire strictement inférieure L et triangulaire

strictement supérieure U : A = D − L − U. Parmi ces méthodes itératives nous pouvons

citer [68] :

– Jacobi : M = D et N = L + U,

– Gauss-Seidel : M = D − L et N = U,

– Surrelaxation successive (SOR) : M = D − ωL et N = ωU + (1 − ω)D et ω > 0,

– Richardson : C = I − ωA, d = ωb et ω > 0.

L’algorithme 1 présente les principaux points clés d’un solveur itératif stationnaire. Il

permet de calculer, à partir d’une solution initiale x0, une série de solutions approxima-

tives successives x jusqu’à ce que la convergence soit atteinte (dans l’algorithme, à la

ligne 7, résidu< ε).

Algorithme 1 : Algorithme général d’un solveur itératif stationnaire

Entrées : A (matrice), C (matrice d’itération), b (vecteur), d (vecteur)

Sorties : x (vecteur)

choisir x0 solution initiale, ε seuil de tolérance;1

convergence ← f aux;2

k ← 0;3

tant que ¬convergence faire4

évaluer : xk+1 = f (xk) = Cxk + d;5

convergence ← (‖b − Axk+1‖ · ‖b‖
−1 < ε);6

k ← k + 1;7

fin8

La ligne 5 de l’algorithme 1 permet de calculer les composantes du vecteur x en ap-

pliquant la fonction affine de la méthode itérative stationnaire utilisée. Par exemple, dans

les méthodes Jacobi et Gauss-Seidel, les n composantes du vecteur x à l’itération (k + 1)

sont calculées comme suit :
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Jacobi : xk+1 = D−1(L + U)xk + D−1b ⇔

xi
k+1
= (bi −

∑

j,i

ai jx
i
k)/aii, ∀i, j, 1 6 i, j 6 n,

Gauss − S eidel : xk+1 = (D − L)−1Uxk + (D − L)−1b ⇔

xi
k+1
= (bi −

∑

j<i

ai jx
i
k+1 −

∑

j>i

ai jx
i
k)/aii, ∀i, j, 1 6 i, j 6 n.

Comme nous l’avons évoqué, précédemment, le principal critère de choix entre les

solveurs itératifs est l’efficacité, et donc la convergence, des méthodes de résolution

utilisées par ces derniers. Par exemple, pour trouver la nouvelle solution x à l’itération

(k+1), la méthode Jacobi utilise toutes les composantes du vecteur x calculées à l’itération

précédente k, alors que la méthode Gauss-Seidel utilise les nouvelles composantes cal-

culées à l’itération courante (k + 1) dès que possible. Par conséquent, cette technique

de mise à jour des composantes du vecteur solution x permet au solveur Gauss-Seidel

d’effectuer moins d’itérations et donc d’avoir, en général, une convergence plus rapide

que le solveur Jacobi.

Les méthodes stationnaires sont les méthodes itératives les plus anciennes et leurs

algorithmes sont simples à comprendre et à mettre en œuvre. Cependant, elles sont sou-

vent moins efficaces pour la résolution de beaucoup de systèmes linéaires creux, vu leur

applicabilité limitée à certains types de matrices. Ces dernières années, les méthodes

non stationnaires, définies dans la section suivante, sont devenues les méthodes

itératives les plus utilisées pour leur efficacité à résoudre plusieurs types de systèmes

linéaires.

2.1.2.2/ MÉTHODES NON STATIONNAIRES

Les méthodes non stationnaires sont les méthodes itératives les plus récentes ; leurs

algorithmes sont généralement plus difficiles à comprendre et à mettre en œuvre, mais

elles peuvent être plus efficaces pour la résolution de certains systèmes linéaires creux.

Elles peuvent être exprimées sous la forme suivante :

∀k ∈ N, xk+1 = fk(xk), (2.6)

où, contrairement aux méthodes stationnaires, la fonction fk permettant de calculer le

nouvel itéré xk+1 diffère d’une itération à l’autre. En fait, les méthodes non stationnaires

impliquent des données qui changent à chaque itération et qui déclinent des opérations

vectorielles utilisées par les méthodes itératives, comme les produits scalaires et les

opérations AXPY (y ← ax + y).

Le principe général des méthodes non stationnaires est la construction d’une

séquence de vecteurs orthogonaux et les projections sur des sous-espaces. L’une des

classes importantes des méthodes non stationnaires est celle des méthodes itératives de

Krylov. L’idée générale d’une méthode de Krylov [68] est de chercher une approximation,

xk, de la solution de système linéaire (2.1) dans un sous-espace de Krylov, Kk, d’ordre k :

xk − x0 = qk−1(A)r0 ∈ Kk(A, r0), (2.7)
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telle que la condition Petrov-Galerkin soit satisfaite :

b − Axk⊥Lk,

où qk−1 est un polynôme de degré k−1 et Lk est un autre sous-espace vectoriel d’ordre k.

Le sous-espace de Krylov d’ordre k, noté Kk(A, r0), est un sous-espace vectoriel construit

sur A et r0 et engendré par les k vecteurs orthogonaux deux à deux r0, Ar0, . . . , Ak−1r0

(base orthonormée) :

Kk(A, r0) ≡ engendré{r0, Ar0, A
2r0, . . . , A

k−1r0},

où r0 = b− Ax0 est le résidu de la solution initiale x0 choisie, plus ou moins aléatoirement,

au démarrage du solveur de Krylov.

La plupart des méthodes de Krylov sont basées sur des itérations ne requérant que

des multiplications de la matrice du système par un vecteur, des produits scalaires et des

additions de vecteurs ; et elles diffèrent généralement dans le choix de Lk, le calcul d’une

base orthonormée pour Kk (certaines méthodes utilisent la matrice creuse A et d’autres

utilisent sa transposée AT ) et la réinitialisation de cette base à toutes les m itérations

(restarts). Les méthodes de Krylov ont, généralement, une convergence plus rapide que

les méthodes stationnaires. Néanmoins, pour certains types de matrices creuses, elles

n’arrivent pas à converger ou elles effectuent de nombreuses itérations pour conver-

ger. En pratique, elles sont, généralement, utilisées avec un préconditionneur qui per-

met d’améliorer et/ou d’accélérer leur convergence. Le processus de préconditionnement

consiste à remplacer le système linéaire creux (2.1) par l’un des deux systèmes suivants :

M−1Ax = M−1b, (2.8)

ou

AM−1 x̂ = b, x = M−1 x̂, (2.9)

qui sont plus faciles à résoudre. M représente la matrice de préconditionnement et les

formules (2.8) et (2.9) représentent, respectivement, le préconditionnement à gauche

et le préconditionnement à droite du système linéaire Ax = b. Il existe beaucoup de

méthodes de Krylov [68, 11], par exemple CG (Lk = Kk), GMRES (Lk = AKk) et BICG

(Lk = Kk(AT , r0)).

2.1.2.3/ MÉTHODES MULTIGRILLES

Une autre catégorie de méthodes itératives est celle des méthodes multigrilles dont

les origines remontent aux années soixante [36]. Initialement conçues pour la résolution

de l’équation de Poisson, les méthodes multigrilles ont rapidement évolué pour être

appliquées à un large éventail d’applications dans le domaine de la physique ou des

mathématiques des finances, comme par exemple la résolution de problèmes linéaires

ou non linéaires avec des conditions aux limites [16] ou des problèmes d’optimisation [71].

Les méthodes itératives standards, comme Jacobi et Gauss-Seidel, sont caractérisées

par un faible taux de convergence global, τ, qui peut être défini à l’itération k comme suit :

τk =
‖rk‖

‖rk−1‖
=

‖b − Axk‖

‖b − Axk−1‖
, (2.10)
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où rk est le résidu de la solution approximative xk trouvée après k itérations. En fait,

malgré leur convergence rapide aux premières itérations, ces méthodes itératives peinent

à maintenir leur vitesse de convergence tout le long de la résolution. Cela peut être ex-

pliqué par leur incapacité à réduire les basses fréquences de l’erreur, ce qui se traduit

par la décroissance lente de la norme du résidu durant les dernières itérations de la

résolution. Par conséquent, beaucoup d’itérations sont nécessaires pour donner une so-

lution approchée intéressante lorsque la vitesse de convergence est faible. A cet effet,

les méthodes multigrilles sont conçues pour améliorer la vitesse de convergence de ces

méthodes itératives et ainsi, réduire leur coût de résolution.

Comme leur nom l’indique, les méthodes multigrilles utilisent différents niveaux de

maillages réguliers (au moins deux grilles), du plus fin au plus grossier, chaque nœud

de maillage étant espacé d’un autre d’une distance 2qh, tel que q ∈ N représente le

niveaux de la grille. Pour des raisons de simplicité, nous ne décrirons, ci-après, que le

principe général de résolution d’une méthode à deux grilles sur laquelle sont basées,

d’ailleurs, l’ensemble des méthodes multigrilles. On considère un système linéaire creux

(2.11) discrétisé sur un maillage Ωh de pas h = 1
n+1

, n étant le nombre de points de

discrétisation :

Ahxh = bh, sur Ωh, (2.11)

où Ah, xh et bh représentent, respectivement, la matrice creuse, le vecteur solution et

le second membre du système discrétisé sur Ωh. La résolution de ce système par une

méthode itérative permet de trouver seulement une approximation xh à la solution exacte

x∗
h

sur Ωh. L’erreur algébrique eh et le résidu rh de cette solution approximative peuvent

être calculés comme suit :

eh = x∗h − xh, (2.12)

rh = bh − Ahxh, (2.13)

De ces deux dernières formules, nous pouvons déduire l’équation de l’erreur suivante :

Aheh = rh, sur Ωh, (2.14)

L’objectif de la méthode bigrille [77] est de réduire les basses fréquences de l’erreur sur

la grille grossière Ω2h, que la méthode itérative n’a pas réussie à éliminer sur la gille fine

Ωh. En fait, les basses fréquences de l’erreur sur la grille fine apparaissent comme des

hautes fréquences de l’erreur sur la grille grossière, qui sont faciles à éliminer par les

méthodes itératives. Le principe général d’une méthode bigrille repose sur la résolution

de l’équation de l’erreur (2.14) sur la grille grossière Ω2h, pour trouver une erreur eh per-

mettant de corriger la valeur de la solution approximative xh : xh = xh + eh, obtenue après

quelques itérations sur la grille fine Ωh. L’algorithme 2 montre les principaux points clés

d’une méthode bigrille. Les processus de pré-lissage et de post-lissage consistent à ef-

fectuer quelques itérations d’un solveur itératif (par exemple Jacobi ou Gauss-Seidel) sur

la grille fine, afin d’éliminer les hautes fréquences de l’erreur. Les deux opérateurs de

restriction R2h
h

et de prolongement Ph
2h

permettent le transfert des données entre la grille

fine et la grille grossière. A2h est la matrice d’itération sur la grille grossière, telle que :

A2h = R2h
h

AhPh
2h

. La résolution de l’équation de l’erreur avec une méthode itérative sur la

grille grossière (à la ligne 7 de l’algorithme 2) permet de trouver l’erreur de correction

de la solution approximative xh obtenue sur la grille fine et ainsi, d’éliminer les basses

fréquences de l’erreur.

Cependant, dans la pratique, les méthodes multigrilles ne se limitent pas à deux grilles

pour obtenir une convergence rapide. Elles sont, souvent, appliquées avec plusieurs
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Algorithme 2 : Algorithme général d’une méthode bigrille

Entrées : A (matrice), b (vecteur)

Sorties : x (vecteur)

choisir x0
h

solution initiale, ε seuil de tolérance;1

convergence ← f aux;2

tant que ¬convergence faire3

Pré-lissage : résoudre Ahxh = bh sur Ωh;4

Calcul du résidu : rh = bh − Ahxh;5

Restriction sur Ω2h : r2h = R2h
h

rh;6

Résoudre : A2he2h = r2h sur Ω2h;7

Prolongement sur Ωh : eh = Ph
2h

e2h;8

Correction : xh = xh + eh;9

Post-lissage : résoudre Ahxh = bh sur Ωh;10

convergence ← (‖bh − Ahxh‖ < ε);11

x0
h
← xh;12

fin13

grilles de plus en plus grossières : Ωh, Ω2h, Ω4h, Ω8h, · · · . L’idée générale de ces méthodes

est l’application récursive du principe de la méthode bigrille. En effet, les méthodes mul-

tigrilles appliquent une méthode bigrille pour résoudre l’équation de l’erreur (ligne 7 de

l’algorithme 2), afin de trouver une meilleure correction de la solution approximative. Il

existe plusieurs versions de ce type de méthodes, par exemple V-cycle, W-cycle ou FMG,

qui sont présentées dans [17, 18, 75].

2.2/ FORMATS DE STOCKAGE DES MATRICES CREUSES

La plupart des méthodes itératives est basée sur des opérations de calcul traitant des

vecteurs et des matrices (voir section 2.1.2). Cependant, parmi toutes ces opérations,

seule la multiplication matrice-vecteur est considérée comme l’opération la plus impor-

tante des méthodes itératives, car elle est souvent très coûteuse en termes de temps

d’exécution et d’occupation espace mémoire. Par conséquent, l’efficacité d’une méthode

itérative dépend fortement de la performance de calcul de sa multiplication matrice-

vecteur.

En outre, dans le cas des systèmes linéaires creux, la multiplication matrice-vecteur

nécessite, aussi, une attention très particulière pour le format de stockage de la matrice

creuse dans la mémoire. Le stockage naı̈f, ligne par ligne ou colonne par colonne, d’une

matrice creuse peut causer une perte considérable d’espace mémoire et de temps de

calcul. En fait, les éléments nuls de la matrice sont sauvegardés dans la mémoire alors

que leur prise en compte dans la multiplication est totalement inutile. De plus, la nature

creuse de la matrice engendre, souvent, des accès irréguliers à la mémoire pour la lecture

de ses éléments non nuls et ceci, ne peut que dégrader encore davantage la performance

de la multiplication matrice-vecteur.

Néanmoins, une matrice creuse permet, aussi, de tirer profit de son aspect creux et

ce, en ne sauvegardant que ses éléments non nuls, qui permettra ainsi, de réduire la
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taille de la mémoire nécessaire pour le stockage et d’accélérer le calcul de la multiplica-

tion matrice-vecteur. Il existe dans la littérature [68, 14], plusieurs formats de stockage

compressés pour les matrices creuses. Ils permettent un accès facile aux éléments non

nuls en connaissant leurs coordonnées dans la mémoire et une exécution intelligente des

opérations de calcul sur ces éléments. Dans la présente section, nous décrivons au total

cinq formats de compression des matrices creuses, qui sont intéressants pour la suite de

ce document.

2.2.1/ COO

COO (Coordinate) est un format de stockage particulièrement simple. Il permet de

représenter une matrice creuse sous forme d’une structure de données composée de

trois tableaux : un tableau de réels, Val, contenant tous les éléments non nuls de la

matrice creuse A et deux tableaux d’entiers, Lig et Col, contenant les indices de lignes et

les indices de colonnes de ces éléments non nuls, respectivement. Les trois tableaux ont

une taille nnz (nombre d’éléments non nuls de la matrice). La figure 2.1 décrit le format

COO pour une matrice creuse d’ordre (4×4), A, et l’algorithme 3 présente la multiplication

matrice-vecteur pour ce format de stockage.

A =































a00 0 0 a03

0 0 a12 0

a20 a21 a22 0

0 a31 0 a33































Val = [ a00 a03 a12 a20 a21 a22 a31 a33 ]

Lig = [ 0 0 1 2 2 2 3 3 ]

Col = [ 0 3 2 0 1 2 1 3 ]

FIGURE 2.1 – Format de stockage COO

Dans le format COO, les éléments non nuls d’une matrice creuse peuvent être stockés

ligne par ligne (voir l’exemple de la figure 2.1), colonne par colonne ou dans un ordre quel-

conque. Cependant, ce format n’est efficace que pour les matrices creuses non struc-

turées, autrement, nous pouvons remarquer que dans le cas de stockage ligne par ligne

(ou colonne par colonne), le tableau Lig (respectivement, le tableau Col) peut contenir des

informations redondantes successives qui pointent le même indice de ligne (respective-

ment, le même indice de colonne). Cela impliquerait un espace mémoire non négligeable

pour stocker une grande matrice creuse structurée.

2.2.2/ CSR VS. CSC

Les formats CSR (Compressed Sparse Row) et CSC (Compressed Sparse Column)

sont, probablement, les plus connus et les plus utilisés pour le stockage des matrices

creuses. En effet, ce sont deux formats qui ne posent aucune condition sur la structure

creuse de la matrice et ne permettent de stocker que les informations nécessaires sur

la matrice. Ils permettent de représenter la matrice creuse sous forme de trois tableaux

de données. Comme le format COO, le format CSR (respectivement, CSC) stocke les
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Algorithme 3 : Multiplication matrice-vecteur avec le format COO

Entrées : Val, Lig et Col (matrice), nnz (nombre d’éléments non nuls), n (taille de la

matrice), x (vecteur)

Sorties : y (vecteur)

variables i, j, id;1

pour i = 0 à n − 1 faire2

y[i] ← 0;3

fin4

pour id = 0 à nnz − 1 faire5

i ← Lig[id];6

j ← Col[id];7

y[i] ← y[i] + Val[id] × x[ j];8

fin9

nnz éléments non nuls de la matrice et leurs indices de colonnes (respectivement, leurs

indices de lignes) ligne par ligne (respectivement, colonne par colonne) dans deux ta-

bleaux distincts Val et Col (respectivement, Val et Lig). Un troisième tableau d’une taille

n + 1, Ptr, est utilisé pour stocker la position du premier élément non nul de chaque ligne

de la matrice (respectivement, de chaque colonne de la matrice). La figure 2.2 donne les

formats de stockage CSR et CSC de la matrice creuse A donnée comme exemple. Les

algorithmes 4 et 5 présentent une multiplication matrice-vecteur avec le format CSR et

celle avec le format CSC, respectivement.

A =































a00 0 0 a03

0 0 a12 0

a20 a21 a22 0

0 a31 0 a33































CS R :



















Val = [ a00 a03 a12 a20 a21 a22 a31 a33 ]

Col = [ 0 3 2 0 1 2 1 3 ]

Ptr = [ 0 2 3 6 8 ]

CS C :



















Val = [ a00 a20 a21 a31 a12 a22 a03 a33 ]

Lig = [ 0 2 2 3 1 2 0 3 ]

Ptr = [ 0 2 4 6 8 ]

FIGURE 2.2 – Format de stockage CSR et CSC

Les formats CSR et CSC sont sûrement les plus économes en espace mémoire pour

le stockage des matrices creuses mais, ils ne sont pas forcément les plus efficaces.

En effet, d’après l’algorithme 4, chaque opération atomique (y[i] ← y[i] + Val[id] × x[ j])

de la multiplication matrice-vecteur CSR nécessite le chargement de l’indice de colonne

et un accès indirect à la mémoire pour lire la valeur du vecteur x correspondante. De

même, pour le format CSC (algorithme 5), chaque opération atomique de la multiplication

requiert un chargement de l’indice de ligne et puis un accès indirect à la mémoire pour

écrire la valeur du vecteur y à l’adresse correspondante. Donc, la multiplication sur des

matrices ayant des lignes ou des colonnes très creuses engendrera des accès mémoires
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très irréguliers, ce qui dégradera certainement sa performance de calcul.

Algorithme 4 : Multiplication matrice-vecteur avec le format CSR

Entrées : Val, Col et Ptr (matrice), n (taille de la matrice), x (vecteur)

Sorties : y (vecteur)

variables i, j, id;1

pour i = 0 à n − 1 faire2

y[i] ← 0;3

fin4

pour i = 0 à n − 1 faire5

pour id = Ptr[i] à Ptr[i + 1] − 1 faire6

j ← Col[id];7

y[i] ← y[i] + Val[id] × x[ j];8

fin9

fin10

Algorithme 5 : Multiplication matrice-vecteur avec le format CSC

Entrées : Val, Lig et Ptr (matrice), n (taille de la matrice), x (vecteur)

Sorties : y (vecteur)

variables i, j, id;1

pour i = 0 à n − 1 faire2

y[i] ← 0;3

fin4

pour j = 0 à n − 1 faire5

pour id = Ptr[ j] à Ptr[ j + 1] − 1 faire6

i ← Lig[id];7

y[i] ← y[i] + Val[id] × x[ j];8

fin9

fin10

2.2.3/ ELLPACK/ITPACK

ELLPACK/ITPACK, ou plus couramment ELL, est parmi les structures de données

les plus génériques pour le stockage des matrices creuses dans la mémoire. De plus,

elle est plus particulièrement adaptée à la représentation des matrices, plus ou moins,

structurées et aux calculs sur des architectures vectorielles. Le stockage en format ELL

d’une matrice creuse, A, de taille (n × n), ayant au maximum m éléments non nuls par

ligne, utilise deux matrices de données de taille (n×m) : une matrice de réels, Val, et une

matrice d’entiers, Col. Une ligne d’indice i de chacune des matrices Val et Col correspond

aux éléments non nuls et leurs indices de colonne, respectivement, de la ligne d’indice i

de la matrice creuse A. Les lignes qui ont moins de m éléments non nuls dans la matrice

creuse A sont complétées par des zéros dans les matrices Val et Col. La figure 2.3 montre

un stockage ELL d’une matrice creuse de taille (4×4). Dans cet exemple, les matrices Val

et Col sont complétées par des étoiles (∗), qui correspondent aux zéros dans la mémoire.

L’algorithme 6 montre la multiplication matrice-vecteur avec le format ELL, telles que les
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deux matrices Val et Col soient stockées ligne par ligne dans la mémoire.

A =































a00 0 0 a03

0 0 a12 0

a20 a21 a22 0

0 a31 0 a33































Val =































a00 a03 ∗

a12 ∗ ∗

a20 a21 a22

a31 a33 ∗































, Col =































0 3 ∗

2 ∗ ∗

0 1 2

1 3 ∗































FIGURE 2.3 – Format de stockage ELL

Algorithme 6 : Multiplication matrice-vecteur avec le format ELL

Entrées : Val et Col (matrice), n (taille de la matrice), m (nombre maximum d’éléments

non nuls par ligne), x (vecteur)

Sorties : y (vecteur)

variables i, j, l, id;1

pour i = 0 à n − 1 faire2

y[i] ← 0;3

fin4

pour i = 0 à n − 1 faire5

pour l = 0 à m − 1 faire6

id ← m × i + l;7

j ← Col[id];8

y[i] ← y[i] + Val[id] × x[ j];9

fin10

fin11

2.2.4/ HYB

Le format hybride (HYB) est la combinaison de deux structures de données, qui sont le

format ELL et le format COO. Bien que le format de stockage ELL soient bien adapté aux

multiplications matrice-vecteur calculées sur des architectures vectorielles, son efficacité

se dégrade rapidement lorsque le nombre d’éléments non nuls varie substantiellement

d’une ligne de matrice à une autre, ce qui est souvent le cas avec les matrices creuses

non structurées. En revanche, la performance des multiplications matrice-vecteur basées

sur le format de stockage COO est insensible aux variations du nombre d’éléments non

nuls par ligne de la matrice creuse.

Le principe de la structure de données HYB consiste à stocker un nombre typique m

d’éléments non nuls par ligne en format ELL et le reste des éléments non nuls des lignes

exceptionnelles en format COO. Le nombre typique m est souvent déterminé a priori de

telle sorte que la majorité de la matrice creuse ait une structure régulière et ainsi, soit

facile à représenter en format ELL. De cette manière, le format HYB hérite l’efficacité du
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format ELL due à ses accès réguliers à la mémoire et la flexibilité du format COO qui est

insensible à la structure creuse de la matrice. La figure 2.4 illustre la structure de données

HYB d’une matrice creuse A d’ordre (4 × 4), utilisant un format ELL avec 2 éléments par

ligne (m = 2). L’algorithme 7 présente le code d’une multiplication matrice-vecteur avec le

format de stockage HYB.

A =































a00 0 0 a03

0 0 a12 0

a20 a21 a22 0

0 a31 0 a33































ELL : Valell =































a00 a03

a12 ∗

a20 a21

a31 a33































, Colell =































0 3

2 ∗

0 1

1 3































COO : Valcoo = [a22], Ligcoo = [2], Colcoo = [2]

FIGURE 2.4 – Format de stockage HYB

Algorithme 7 : Multiplication matrice-vecteur avec le format HYB

Entrées : Valell et Colell (matrice ELL), Valcoo, Ligcoo et Colcoo (matrice COO), n (taille de

la matrice ELL), m (nombre maximum d’éléments non nuls par ligne dans la

matrice ELL), nnz (nombre d’éléments non nuls dans la matrice COO), x

(vecteur)

Sorties : y (vecteur)

variables i, j, l, id;1

pour i = 0 à n − 1 faire2

y[i] ← 0;3

fin4

pour i = 0 à n − 1 faire5

pour l = 0 à m − 1 faire6

id ← n × i + l;7

j ← Colell[id];8

y[i] ← y[i] + Valell[id] × x[ j];9

fin10

fin11

pour id = 0 à nnz − 1 faire12

i ← Ligcoo[id];13

j ← Colcoo[id];14

y[i] ← y[i] + Valcoo[id] × x[ j];15

fin16
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2.3/ PARALLÉLISATION DES MÉTHODES ITÉRATIVES

L’adaptation des solveurs itératifs aux architectures des calculateurs parallèles est

devenue une nécessité impérieuse pour la résolution des systèmes linéaires creux de

taille toujours croissante. En effet, les calculateurs parallèles fournissent les ressources

et la puissance de calcul nécessaires pour une résolution haute performance de grands

systèmes linéaires creux.

La parallélisation d’un solveur itératif sur une plateforme parallèle, comportant p pro-

cesseurs, requiert tout d’abord un partitionnement des données du système linéaire à

résoudre sur l’ensemble des p processeurs. Le partitionnement de données consiste à at-

tribuer aux différents processeurs des portions, plus ou moins égales, des vecteurs et des

matrices impliqués dans le solveur itératif. Par la suite, tous les processeurs procèdent, en

parallèle, à la résolution de leurs parties du système linéaire, en appliquant les itérations

d’une même méthode itérative mais sur des données différentes. Toutefois, les calculs

locaux des différents processeurs sont liés par des dépendances de données, qui per-

mettent la résolution du système global. A cet effet, des points de synchronisation doivent

être mis en place dans un solveur itératif parallèle, lors desquels des données partagées

sont échangées entre des processeurs voisins.

Dans ce document, nous nous intéressons à la parallélisation des méthodes itératives

sur des plateformes de calcul parallèle à mémoire distribuée. Donc, lors des points de

synchronisation, les dépendances de données sont gérées par des communications à

passage de messages entre les processeurs. Les algorithmes parallèles des méthodes

itératives peuvent être classifiés selon la nature synchrone ou asynchrone de leurs

itérations ainsi que celle de leurs communications [9].

2.3.1/ MÉTHODES ITÉRATIVES SISC

Les solveurs itératifs parallèles les plus classiques sont ceux dits à Itérations Syn-

chrones et Communications Synchrones (SISC). Le synchronisme des itérations décline

du fait que chaque processeur ne peut commencer le calcul de sa nouvelle itération

que lorsqu’il reçoit, de la part de tous ses voisins, les données partagées calculées à

l’itération précédente. Ainsi, tous les processeurs commencent le calcul de la même

itération au même temps et effectuent les échanges de données partagées à la fin de

chaque itération par le biais des communications globales synchrones.

La figure 2.5 montre un schéma d’exécution d’un algorithme parallèle SISC. Le syn-

chronisme des itérations des solveurs itératifs parallèles SISC impliquent, exactement,

le même nombre d’itérations que leurs homologues en séquentiel. Par conséquent, les

conditions de leur convergence sont faciles à déterminer, vu qu’elles sont identiques

à celles des solveurs itératifs séquentiels. Cependant, l’utilisation des communications

synchrones peut pénaliser les performances de ce type d’algorithmes. En fait, les com-

munications synchrones engendrent, souvent, des temps d’inactivité des processeurs

(les espaces blancs entre deux itérations calculées par un même processeur dans la fi-

gure 2.5), dues soit à l’attente pour un processeur (ou des processeurs) qu’il soit prêt

pour communiquer ou à la vitesse lente des communications synchrones elles-mêmes

dans la plateforme de calcul parallèle.
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Processeur i

Processeur j

Temps
Itération 1 Itération 2  Itération 3 Itération 4 Itération 5 Itération 6

FIGURE 2.5 – Exemple de schéma d’exécution d’un solveur itératif parallèle SISC avec

deux processeurs

2.3.2/ MÉTHODES ITÉRATIVES SIAC

Un autre type de solveurs itératifs parallèles a été conçu pour améliorer les per-

formances de résolution sur les plateformes à réseau d’interconnexion lent et/ou

hétérogène. Ce sont les solveurs à Itérations Synchrones et Communications Asyn-

chrones (SIAC). Il permettent de réduire les temps d’inactivité des processeurs entre

deux itérations successives, en utilisant des communications asynchrones et cela, tout

en maintenant le principe des itérations synchrones. En effet, comme les algorithmes

SISC, un processeur attend toujours la réception de toutes les données partagées, cal-

culées par ses voisins à l’itération précédente, avant de commencer les calculs de la

nouvelle itération. Toutefois, les communications synchrones globales utilisées, pour les

échanges de données partagées, dans les algorithmes SISC sont remplacées par des

envois asynchrones et des réceptions bloquantes.

La figure 2.6 montre un exemple de schéma d’exécution d’un solveur itératif parallèle

SIAC. Les conditions de convergence des solveurs itératifs SIAC sont identiques à ceux

des solveurs itératifs SISC et ainsi, à ceux des solveurs itératifs séquentiels. Cependant,

les communications asynchrones permettent d’effectuer des chevauchements entre les

calculs et les échanges de données. En fait, un processeur peut envoyer les données

partagées à son voisin dès qu’elles soient prêtes à être utilisées dans les calculs de la

nouvelle itération, ce qui permet de réduire les temps d’attente de réception de données

entre deux itérations successives.

Temps

Processeur j

Processeur i

Itération 1 Itération 2  Itération 3 Itération 4 Itération 5 Itération 6

FIGURE 2.6 – Exemple de schéma d’exécution d’un solveur itératif parallèle SIAC avec

deux processeurs
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2.3.3/ MÉTHODES ITÉRATIVES AIAC

Les méthodes itératives parallèles synchrones de type SISC ou SIAC ont été, large-

ment, utilisées pour la résolution de grands systèmes linéaires creux. Elles sont, relative-

ment, faciles à mettre en œuvre et présentent des taux de convergence, plus ou moins,

rapides selon la méthode utilisée. Néanmoins, le synchronisme de leurs itérations et/ou

de leurs communications pénalise sévèrement les performances de résolution sur des

grilles de calcul à clusters géographiquement distants. En effet, ce type d’architectures

parallèles est souvent caractérisé par la latence forte de ses liens de communications

(plus précisément les liens inter-clusters) et par l’hétérogénéité de ses ressources.

Les solveurs itératifs parallèles conçus pour améliorer les performances de résolution

sur les plateformes à ressources hétérogènes et géographiquement distantes sont ceux

dits à Itérations Asynchrones et Communications Asynchrones (AIAC). Dans ce type de

solveurs parallèles, chaque processeur exécute ses propres itérations sans prendre en

compte la progression de l’exécution de celles des autres processeurs. En effet, un pro-

cesseur passe d’une itération à l’autre sans attendre l’arrivée des nouvelles données

partagées mises à jour par ses voisins. Il utilise les données locales et les dernières

versions des données partagées disponibles au début du calcul de chaque itération. De

plus, pour assurer l’asynchronisme des itérations, les solveurs itératifs AIAC utilisent des

communications asynchrones de type envois et réceptions non bloquants.

La figure 2.7 présente un schéma d’exécution d’un solveur itératif parallèle de type

AIAC. Nous pouvons remarquer que l’asynchronisme des itérations et des communica-

tions permet aux processeurs d’éviter les temps d’inactivité et d’exécuter des itérations

différentes à un moment donné de la résolution. De ce fait, certains processeurs peuvent

être plus rapides dans leurs calculs et effectuer plus d’itérations que les autres. Cepen-

dant, les solveurs itératifs asynchrones AIAC ont des conditions de convergence plus

strictes et effectuent plus d’itérations que les solveurs synchrones SISC et SIAC. Par

conséquent, ils nécessitent une analyse plus élaborée pour déterminer les bons indica-

teurs de convergence.

Temps

Processeur j

Processeur i

FIGURE 2.7 – Exemple de schéma d’exécution d’un solveur itératif parallèle AIAC avec

deux processeurs

2.4/ CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons commencé par présenter les méthodes de résolution

de systèmes linéaires creux. Premièrement, nous avons abordé l’analyse des méthodes

directes qui permettent de trouver la solution exacte en un nombre d’opérations
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élémentaires fini. Cependant, pour la résolution de systèmes linéaires creux, nous avons

mis en évidence l’existence d’une opération de remplissage à l’étape de factorisation

des matrices creuses. L’opération de remplissage est très coûteuse en termes de temps

d’exécution et d’espace mémoire et, plus précisément, pour les matrices creuses de

grande taille. Ensuite, nous avons décrit les méthodes itératives qui permettent de calcu-

ler une solution approximative en exécutant des itérations successives d’un même bloc

d’opérations élémentaires. Nous avons cité trois grandes familles de méthodes itératives

à savoir : les méthodes stationnaires, les méthodes non stationnaires et les méthodes

multigrilles. Celles-ci sont plus adaptées à la résolution de systèmes linéaires de grande

taille et plus faciles à paralléliser.

Puis, nous avons étudié différentes structures de données des matrices creuses en

mémoire. Elles permettent un stockage optimisé des éléments non nuls des matrices

creuses, de façon à ce que les accès en lecture/écriture à la mémoire soient faciles

à effectuer. Par conséquence, elles permettent d’améliorer les performances de calcul

des méthodes de résolution. Enfin, nous avons donné les principaux points clés de la pa-

rallélisation des méthodes itératives sur les plateformes de calcul parallèle à mémoire dis-

tribuée, afin de résoudre des systèmes linéaires creux à très grande échelle. Nous avons

présenté trois différentes méthodes itératives parallèles, classifiées selon la nature syn-

chrone ou asynchrone de leurs itérations et/ou de leurs communications. Les méthodes

synchrones sont plus efficaces sur des petites grappes homogènes ayant des liens de

communications rapides, alors que les méthodes asynchrones offrent de meilleures per-

formances sur les plateformes à grappes hétérogènes et géographiquement distantes.

Dans la suite de ce document, nous nous intéresserons à la parallélisation des

méthodes itératives sur des grappes de calcul équipées de cartes graphiques GPUs.

Nous décrirons les principaux points clés des algorithmes parallèles de quelques

méthodes itératives, les plus utilisées, pour la résolution de systèmes linéaires ou non

linéaires creux. Ensuite, nous effectuerons une comparaison de performance entre les

solveurs itératifs parallèles mis en œuvre sur les grappes de GPUs et les mêmes sol-

veurs mis en œuvre sur les grappes CPUs.





3
MISE EN ŒUVRE DE SOLVEURS

LINÉAIRES CREUX SUR DES GRAPPES
GPU

D
ANS les deux premiers chapitres, nous avons, d’abord, présenté les caractéristiques

des architectures matérielles et logicielles des plateformes de calcul parallèle multi-

GPUs puis, nous avons décrit les différentes méthodes de résolution des systèmes

linéaires creux. Dans celui-ci, nous décrivons les différentes étapes de mise en œuvre

sur une grappe de GPUs de deux méthodes itératives, à savoir : le gradient conjugué

(CG) et la généralisation de la méthode de minimisation du résidu (GMRES), en vue de

l’accélération de la résolution de systèmes linéaires creux de grandes dimensions.

Dans la section 3.1, nous décrivons le principe général de résolution de ces deux

méthodes itératives. Puis, dans la section 3.2, nous donnons les principaux points clés de

leurs mises en œuvre sur un processeur graphique GPU. Enfin, dans la section 3.3, nous

présentons les différentes étapes de mise en œuvre parallèle des deux méthodes sur

une grappe de GPUs et nous comparons leurs performances de résolution obtenues sur

une grappe GPU avec celles obtenues sur une grappe traditionnelle CPU. De plus, nous

montrons l’intérêt de réduire le nombre de communications entre les nœuds de calcul

dans une grappe GPU, permettant ainsi l’amélioration des temps de résolution. En fait,

nous utilisons un format de stockage compressé des vecteurs creux, nécessaires pour

les multiplications matrice creuse-vecteur, et un partitionnement de données hypergraphe

de la matrice creuse du système linéaire à résoudre.

3.1/ MÉTHODES ITÉRATIVES DE KRYLOV

Soit le système de n équations linéaires suivant :

Ax = b. (3.1)

où A ∈ R
n×n est une matrice carrée creuse et inversible, x ∈ R

n est le vecteur solution,

b ∈ R
n est le vecteur second membre et n ∈ N est un grand entier naturel.

Parmi les méthodes itératives efficaces pour la résolution de systèmes linéaires creux

de grandes tailles figurent celles des sous-espaces de Krylov. Les deux méthodes de

Krylov les plus largement utilisées sont : le gradient conjugué (CG) et la généralisation de

la méthode de minimisation du résidu (GMRES). La méthode CG donne de bons résultats

uniquement pour les systèmes linéaires symétriques alors que la méthode GMRES est
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bien adaptée pour résoudre des systèmes linéaires asymétriques. Nous présentons, ci-

après, les principales propriétés numériques de ces deux méthodes itératives.

3.1.1/ GRADIENT CONJUGUÉ

La méthode de gradient conjugué CG a été initialement conçue par Hestenes et Stie-

fel en 1952 [47]. Elle compte parmi les méthodes itératives les plus connues pour la

résolution de systèmes linéaires creux de grandes tailles. De plus, elle peut être aussi

adaptée pour résoudre des systèmes d’équations non linéaires et des problèmes d’opti-

misation. Toutefois, elle ne peut être appliquée qu’aux problèmes à matrices symétriques

définies positives (valeurs propres strictement positives).

Comme pour toutes les méthodes de Krylov, l’idée générale de la méthode CG est de

calculer dans un sous-espace de Krylov d’ordre k, Kk(A, r0), une séquence de solutions

approximatives, {xk}k≥0, comme suit :

xk ∈ x0 +Kk(A, r0), (3.2)

telle que la condition de Galerkin doit être satisfaite :

rk ⊥ Kk(A, r0), (3.3)

où x0 est la solution initiale et rk = b − Axk est le résidu de la solution xk. En fait, CG est

basée sur la construction d’une suite, {pk}k∈N, de vecteurs de direction dans Kk, qui sont

A-conjugués (A-orthogonaux) deux à deux comme suit :

pT
i

Ap j = 0, i , j. (3.4)

A chaque itération k, une solution approximative xk est calculée par récurrence en utilisant

le vecteur solution xk−1, calculé à l’itération précédente, et le vecteur de direction pk :

xk = xk−1 + αk pk, αk ∈ R. (3.5)

Par conséquence, les résidus rk sont calculés de la même façon comme suit :

rk = rk−1 − αkApk. (3.6)

Dans le cas où tous les résidus sont non nuls, les vecteurs de directions pk peuvent être

déterminés de façon à ce que la récurrence suivante soit vérifiée :

p0 = r0, pk = rk + βk pk−1, βk ∈ R. (3.7)

En outre, les scalaires αk sont choisis de façon à minimiser l’erreur ‖x∗ − xk‖A en norme A

dans le sous-espace de Krylov (x∗ est la solution exacte). Les scalaires βk sont choisis de

façon à ce que les vecteurs de direction soient A-conjugués deux à deux. Par conséquent,

en considérant la matrice A symétrique, les deux récurrences (3.6) et (3.7) permettent de

déduire que :

αk =
rT

k−1
rk−1

pT
k

Apk
, βk =

rT
k

rk

rT
k−1

rk−1
. (3.8)

Les principaux points clés de la méthode CG préconditionné à gauche sont donnés

dans l’algorithme 8. M représente la matrice de préconditionnement et (·, ·) définit le pro-

duit scalaire de deux vecteurs dans R. A chaque itération k, l’algorithme 8 détermine un
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Algorithme 8 : Algorithme du gradient conjugué préconditionné

Entrées : A (matrice), b (vecteur), M (matrice de préconditionnement), x0 (solution

initiale), ε (seuil de tolérance), max (nombre maximum d’itérations)

Sorties : x (vecteur)

r0 ← b − Ax0;1

convergence ← f aux;2

k ← 1;3

tant que (¬convergence) faire4

zk ← M−1rk−1;5

ρk ← (rk−1, zk);6

si (k = 1) alors7

pk ← zk;8

sinon9

βk ← ρk/ρk−1;10

pk ← zk + βk × pk−1;11

fin12

qk ← A × pk;13

αk ← ρk/(pk, qk);14

xk ← xk−1 + αk × pk;15

rk ← rk−1 − αk × qk;16

si (ρk < ε) ou (k ≥ max) alors17

convergence ← vrai;18

sinon19

k ← k + 1;20

fin21

fin22

vecteur de direction pk, qui peut être orthogonal au résidu préconditionné zk ainsi qu’à

tous les vecteurs de direction définis dans les itérations précédentes {p j}0< j<k (de la ligne

7 à la ligne 12 de l’algorithme). Ensuite, il calcule la solution approximative xk en fonction

de la solution xk−1 et du vecteur de direction pk (ligne 15). Enfin, il met à jour la valeur du

résidu rk de la solution calculée (ligne 16). La méthode CG converge, tout au plus, après

n itérations. Cependant, dans la pratique, elle se termine lorsque le seuil de tolérance

résiduelle ε et/ou le nombre maximum d’itérations autorisé sont atteints.

3.1.2/ GÉNÉRALISATION DE LA MÉTHODE DE MINIMISATION DU RÉSIDU

La méthode GMRES est une méthode itérative développée par Saad et Schultz

en 1986 [69]. Elle est une généralisation de la méthode de minimisation du résidu

MINRES [66]. En effet, en plus de la résolution des systèmes linéaires symétriques

définis, GMRES permet aussi de résoudre des systèmes symétriques indéfinis ou

asymétriques.

L’idée générale de la méthode GMRES est de trouver une approximation, xk, de la

solution exacte qui permet de minimiser au mieux le résidu rk. En fait, GMRES permet de
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calculer cette solution approximative xk dans le sous-espace de Krylov Kk suivant :

Kk(A, v1) ≡ engendré{v1, Av1, A
2v1, ..., A

k−1v1} où v1 =
r0

‖r0‖2
, (3.9)

de façon à ce que la condition Petrov-Galerkin soit satisfaite :

rk ⊥ AKk(A, v1). (3.10)

GMRES utilise le processus d’Arnoldi [6] pour construire une base orthonormée Vk

pour le sous-espace de Krylov Kk et une matrice de Hessenberg supérieure H̄k d’ordre

(k + 1) × k :

Vk = {v1, v2, ..., vk}, tel que : ∀k > 1, vk = Ak−1v1 (3.11)

et

AVk = Vk+1H̄k. (3.12)

Ensuite, à chaque itération k, une solution approximative xk est calculée dans le sous-

espace de Krylov Kk engendré par Vk comme suit :

xk = x0 + Vky, y ∈ R
k. (3.13)

Des deux formules (3.12) et (3.13) et avec rk = b − Axk, nous pouvons déduire :

rk = b − A(x0 + Vky)

= r0 − AVky

= βv1 − Vk+1H̄ky

= Vk+1(βe1 − H̄ky),

(3.14)

tels que β = ‖r0‖2 et e1 = (1, 0, ..., 0) est le premier vecteur de la base canonique de R
k.

Donc, le vecteur y est choisi dans R
k de façon à minimiser, au mieux, la norme euclidienne

du résidu rk. Ceci revient à résoudre le problème de moindres carrés linéaires de taille k

suivant :

min
y∈Rk

‖rk‖2 = min
y∈Rk

‖βe1 − H̄ky‖2. (3.15)

La solution de ce problème s’obtient grâce à la factorisation QR de la matrice H̄k par des

rotations de Givens [68, 69], tel que :

H̄k = QkRk, Qk ∈ R
(k+1)×(k+1), Rk ∈ R

(k+1)×k, (3.16)

où QkQT
k
= Ik et Rk est une matrice triangulaire supérieure.

La méthode GMRES permet de trouver une solution avec une précision suffisante,

tout au plus, après n itérations (n étant la taille du système à résoudre). Cependant, l’al-

gorithme GMRES doit construire et stocker en mémoire une base orthonormée Vk d’une

taille proportionnelle au nombre d’itérations nécessaire pour converger. Donc, pour éviter

un stockage énorme en mémoire, la méthode GMRES doit être redémarrée à chaque m

itérations, m étant très petit (m ≪ n), et avec xm comme solution initiale. Ceci permet de

limiter la taille de la base V à m vecteurs orthogonaux.

L’algorithme 9 illustre les principaux points clés de celui de GMRES avec redémarrage.

Il permet de résoudre un système linéaire creux préconditionné à gauche, telle que M

soit la matrice de préconditionnement. A chaque itération k, GMRES utilise le processus

d’Arnoldi (défini de la ligne 7 à la ligne 17 de l’algorithme 9) pour construire une base

orthonormée Vm de m vecteurs orthogonaux et une matrice de Hessenberg H̄m d’ordre
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Algorithme 9 : Algorithme du GMRES préconditionné

Entrées : A (matrice), b (vecteur), M (matrice de préconditionnement), x0 (solution

initiale), ε (seuil de tolérance), max (nombre maximum d’itérations), m (nombre

d’itérations pour le processus d’Arnoldi)

Sorties : x (vecteur)

r0 ← M−1(b − Ax0);1

β← ‖r0‖2;2

α← ‖M−1b‖2;3

convergence ← f aux;4

k ← 1;5

tant que (¬convergence) faire6

v1 ← r0/β;7

pour j = 1 à m faire8

w j ← M−1Av j;9

pour i = 1 à j faire10

hi, j ← (w j, vi);11

w j ← w j − hi, j × vi;12

fin13

h j+1, j ← ‖w j‖2;14

v j+1 ← w j/h j+1, j;15

fin16

Mettre Vm = {v j}1≤ j≤m et H̄m = (hi, j) matrice de Hessenberg d’ordre (m + 1) × m;17

Résoudre le problème de moindres carrés de taille m : min
y∈Rm

‖βe1 − H̄my‖2;
18

xm ← x0 + Vmy;19

rm ← M−1(b − Axm);20

β← ‖rm‖2;21

si (
β

α
< ε) ou (k ≥ max) alors22

convergence ← vrai;23

sinon24

x0 ← xm;25

r0 ← rm;26

k ← k + 1;27

fin28

fin29

(m + 1) × m. Puis, elle procède à la résolution du problème de moindres carrés (ligne

18) pour trouver le vecteur y ∈ R
m qui permet de minimiser, au mieux, le résidu. Enfin,

elle calcule la solution approximative xm dans le sous-espace de Krylov engendré par

Vm (ligne 19). L’algorithme de résolution GMRES s’arrête lorsque la norme résiduelle

euclidienne est suffisamment petite et/ou le nombre maximum d’itérations est atteint.
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3.2/ SOLVEURS LINÉAIRES CREUX SUR UN GPU

Dans cette section, nous présentons les principaux points clés de la mise œuvre

des solveurs CG et GMRES sur un seul processeur graphique GPU pour résoudre des

systèmes linéaires creux. Puis, nous effectuons une comparaison de leurs performances

obtenues sur un GPU avec celles obtenues sur un processeur traditionnel CPU. Nous

utilisons l’environnement de programmation CUDA pour le codage des kernels GPU.

3.2.1/ MISE EN ŒUVRE SUR UN GPU

Une mise en œuvre efficace des algorithmes CG et GMRES sur un GPU nécessite,

tout d’abord et avant tout, de déterminer toutes les parties de leurs codes qui peuvent

être exécutées en parallèle et ainsi, bénéficier d’une accélération sur le GPU. Comme la

plupart des méthodes des sous-espaces de Krylov, les itérations de CG et de GMRES

sont, principalement, basées sur des opérations arithmétiques vectorielles : multiplica-

tions matrice-vecteur, multiplications scalaire-vecteur, produits scalaires, normes eucli-

diennes, opérations AXPY (y ← ax + y où x et y sont des vecteurs et a un scalaire ), etc.

Ces opérations sont souvent faciles à paralléliser et plus efficaces sur des architectures

parallèles lorsqu’elles opèrent sur de grands vecteurs. Donc, toutes les opérations vec-

torielles des algorithmes CG et GMRES doivent être exécutées par le GPU sous formes

de kernels.

Dans les codes CG et GMRES écrits en CUDA, la déclaration de chaque kernel

est précédée par une entête __global__ ou __device__ qui permet de le différencier

des fonctions séquentielles à exécuter par le CPU. En fait, CUDA utilise les qualificatifs

__global__ ou __device__ pour définir les fonctions à exécuter par le GPU et appelées

par le CPU ou par le GPU, respectivement. Tout appel d’un CPU à un kernel __global__

doit spécifier la configuration de la grille de threads à exécuter par le GPU en utilisant la

syntaxe suivante :

≪ nbBlocs, nbThreads ≫

où nbBlocs est le nombre de blocs de threads dans la grille et nbThreads est le nombre

de threads par bloc. Le nombre de blocs de threads dans la grille d’un kernel est,

généralement, dicté par le nombre de données à traiter. Dans nos mises en œuvre GPU,

nous avons utilisé la formule (3.17) pour calculer ce nombre, nbBlocs, de façon à ce que

nous ayons un thread par ligne de matrice ou un thread par élément de vecteur :

nbBlocs =
n + nbThreads − 1

nbThreads
, (3.17)

où n définit la taille du système linéaire à résoudre.

Le code présenté dans la figure 3.1 illustre un exemple de programme écrit en

CUDA permettant de calculer un produit scalaire-vecteur. La première ligne du kernel

Produit_Scalaire_Vecteur() permet de calculer un indice unique pour chaque thread

en fonction de ses coordonnées dans la grille de threads. Dans cet exemple, les co-

ordonnées des threads et celles des blocs de threads sont définies sur une seule di-

mension (axe de coordonnées X) : threadIdx.x et blockIdx.x, respectivement. La va-

riable blockDim.x définit la taille de chaque bloc de threads sur une dimension et elle est

équivalente à nbThreads dans cet exemple. Par ailleurs, le nombre de blocs de threads

dans la grille est défini par le CPU en utilisant la formule (3.17) (ligne 3 du programme
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/* Kernel à exécuter par le GPU */

__global__

void Produit_Scalaire_Vecteur(int n, double a, double *x, double *y)

{

1: int id = blockIdx.x * blockDim.x + threadIdx.x; //ID du thread dans la grille

2: if(id < n)

3: y[id] = a * x[id];

}

/* Programme principal à exécuter par le CPU */

void main(int argc, char** argv)

{

1: int n = 256 * 256 * 256; //Taille du vecteur

2: int nbThreads = 512; //Nombre de threads par bloc

3: int nbBlocs = (n + nbThreads - 1) / nbThreads; //Nombre de blocs de threads

4: double *x, *y, alpha;

5: //Initialiser le scalaire alpha

6: //Allouer les espaces mémoires GPU pour les vecteurs x et y

7: //Initialiser les éléments du vecteur x dans la mémoire GPU

...

8: Produit_Scalaire_Vecteur<<<nbBlocs,nbThreads>>>(n, alpha, x, y);

...

}

FIGURE 3.1 – Exemple de programme CUDA pour le calcul d’un produit scalaire-vecteur

principal). A la ligne 8, le CPU fait appel au kernel Produit_Scalaire_Vecteur() qui

permet de multiplier le scalaire alpha par le vecteur x et de mettre le résultat dans le vec-

teur y. Enfin, la troisième ligne du kernel montre que le calcul du produit scalaire-vecteur

est effectué en parallèle par n threads CUDA tel que chaque thread soit en charge d’un

élément de chacun des vecteurs x et y.

Pour la mise en œuvre GPU de certaines opérations vectorielles des solveurs CG et

GMRES, nous avons utilisé les kernels standardisés de la bibliothèque CUBLAS (CUDA

Basic Linear Algebra Subroutines) développée par nVIDIA [27]. Cette bibliothèque

possède un ensemble de fonctions, mises en œuvre en CUDA, permettant de réaliser des

opérations de base de l’algèbre linéaire. Donc, nous avons utilisé de cette bibliothèque

les kernels suivants : cublasDdot() pour les produits scalaires, cublasDnrm2() pour

les normes euclidiennes et cublasDaxpy() pour les opérations AXPY. Pour le reste des

opérations parallélisables, nous avons codé leurs kernels en CUDA. Pour le solveur CG,

nous avons développé un kernel pour l’opération XPAY (y ← x+ay) utilisée à la ligne 11 de

l’algorithme 8. Pour le solveur GMRES, nous avons programmé un kernel pour les multi-

plications scalaire-vecteur (lignes 7 et 15 de l’algorithme 9), un kernel pour la résolution

du problème de moindres carrés (linge 18) et un kernel pour la mise à jour des valeurs

du vecteur solution x (ligne 19).

La résolution du problème de moindres carrés dans la méthode GMRES est basée

sur :

– une factorisation QR de la matrice de Hessenberg H̄m en utilisant des rotations

planes,

– une résolution par des substitutions arrière pour calculer y qui minimise au mieux le

résidu.

Donc, la mise en œuvre de cette opération en GPU nécessite des dépendances de
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données entre threads CUDA. Ceci signifie que son exécution en parallèle sur un GPU

n’est pas intéressante. Cependant, le problème de moindres carrés à résoudre dans la

méthode GMRES avec redémarrage possède, généralement, une taille m très petite. Par

conséquent, nous lui avons développé un kernel de résolution peu coûteux qui doit être

exécuté en séquentiel par un seul thread CUDA.

Par ailleurs, l’opération la plus importante des solveurs CG et GMRES est la mul-

tiplication matrice creuse-vecteur. C’est une opération coûteuse en termes de temps

d’exécution et d’espace mémoire. De plus, elle effectue des accès irréguliers à la

mémoire pour lire les valeurs non nulles de la matrice creuse. Ceci signifie que sa mise

en œuvre sur un GPU utilisera des accès non coalescents à la mémoire globale qui ra-

lentiront encore davantage ses performances. A cet effet, nous avons utilisé le format

compressé HYB (voir section 2.2.4) pour le stockage de la matrice creuse en mémoire

globale GPU. Il donne, en général, de bonnes performances pour le calcul de la multipli-

cation matrice creuse-vecteur sur les GPUs [14]. Par conséquent, nous avons utilisé le

kernel HYB de la bibliothèque CUPS [1] développé par nVIDIA pour la mise en œuvre

de cette multiplication sur le GPU. Par contre, pour la mise en œuvre sur un CPU, nous

avons utilisé le format de stockage CSR (voir section 2.2.2) pour le calcul de la multipli-

cation matrice creuse-vecteur.

L’exécution des solveurs CG et GMRES sur le GPU nécessite un chargement de

données du système linéaire creux à résoudre de la mémoire CPU vers la mémoire GPU,

à savoir : la matrice creuse A, le vecteur solution initiale x0, le vecteur second membre

b et la matrice de préconditionnement M. Pour cela, nous avons utilisé les deux routines

CUBLAS cublasAlloc() et cublasSetVector(), respectivement, pour l’allocation et le

chargement de données dans la mémoire globale GPU. Ensuite, durant la résolution du

système linéaire, le processus CPU agit comme un contrôleur de l’exécution de la boucle

principale (Tant que ... faire) du solveur linéaire creux (CG ou GMRES) et le GPU

exécute tous les kernels codés à l’intérieur de cette boucle. Enfin, la solution du système

linéaire creux x est copiée de la mémoire GPU vers la mémoire CPU en utilisant la routine

CUBLAS cublasGetVector().

La figure 3.2 montre les prototypes des routines CUBLAS que nous avons utilisées

pour la mise en œuvre des méthodes CG et GMRES sur un GPU. Elles sont définies

comme suit :

– cublasAlloc() permet de réserver un espace mémoire GPU de n éléments, chacun

ayant une taille de TailleElement octets. Si l’allocation mémoire est réalisée avec

succès, un pointeur vers cet espace mémoire réservé est placé dans la variable

VectGPU,

– cublasSetVector() permet de copier n éléments du vecteur VectCPU dans la

mémoire CPU vers le vecteur VectGPU dans la mémoire GPU. Les éléments des

deux vecteurs VectCPU et VectGPU ont une taille de TailleElement octets chacun.

L’écart mémoire espaçant deux éléments consécutifs est incx dans le vecteur source

VectCPU et incy dans le vecteur destination VectCPU,

– cublasGetVector() a le même rôle que la routine cublasSetVector(). Cependant,

elle permet de copier n éléments, chacun ayant TailleElement octets, du vecteur

source VectGPU dans la mémoire GPU vers le vecteur destination VectCPU dans

la mémoire CPU,

– cublasDdot() permet de calculer sur un GPU le produit scalaire de deux vecteurs

x et y, de n éléments chacun en double précision. Le résultat de ce produit est placé

dans la variable res,



CHAPITRE 3. MISE EN ŒUVRE DE SOLVEURS LINÉAIRES CREUX SUR DES GRAPPES GPU 71

/* Allocation mémoire GPU */

cublasAlloc(int n, int TailleElement, void **VectGPU);

/* Copie de la mémoire CPU vers la mémoire GPU */

cublasSetVector(int n, int TailleElement,

const void *VectCPU, int incx,

void *VectGPU, int incy

);

/* Copie de la mémoire GPU vers la mémoire CPU */

cublasGetVector(int n, int TailleElement,

const void *VectGPU, int incx,

void *VectCPU, int incy

);

/* Produit scalaire de deux vecteurs en double précision */

double res = cublasDdot(int n, const double *x, int incx, const double *y, int incy);

/* Norme euclidienne d’un vecteur en double précision */

double res = cublasDnrm2(int n, const double *x, int incx);

/* Opération AXPY de deux vecteurs en double précision */

cublasDaxpy(int n, double alpha, const double *x, int incx, double *y, int incy);

/* Libération de la mémoire GPU */

cublasFree(const void *VectGPU);

FIGURE 3.2 – Routines CUBLAS utilisées pour la mise en œuvre sur un GPU

– cublasDnrm2() permet de calculer sur un GPU la norme euclidienne d’un vecteur

x de n éléments en double précision. La norme calculée est placée dans la variable

res,

– cublasDaxpy() permet de réaliser sur un GPU une opération AXPY entre deux

vecteurs x et y, de n éléments chacun en double précision. Elle multiplie le vecteur

x par le scalaire double précision alpha puis, additionne le résultat au vecteur y,

– cublasFree() permet de libérer l’espace mémoire GPU référencé par le pointeur

VectGPU.

3.2.2/ EXPÉRIMENTATIONS SUR UN CPU ÉQUIPÉ D’UN GPU

Nous avons testé les performances des deux solveurs linéaires creux CG et GMRES

sur un CPU de type Xeon E5620 équipé d’une carte graphique GPU Fermi C2070. Le

processeur Xeon E5620 est un Quad-Core cadencé à 2, 4 GHz, possédant 12 Go de

RAM avec un débit mémoire de 25, 6 Go/s. Le GPU Fermi C2070 possède 448 cœurs

cadencés à 1, 15 GHz et une mémoire globale de 6 Go avec un débit mémoire de 144

Go/s. Nous avons utilisé le langage de programmation C pour les mises en œuvre CPU

et GPU des deux solveurs et l’environnement de programmation CUDA version 4.0 pour

le codage des kernels GPU.

Tous les tests ont été effectués sur des opérations à virgule flottante double précision.

Les paramètres de résolution des deux solveurs ont été initialisés comme suit : le seuil

de tolérance résiduelle ε = 10−12, le nombre maximum d’itérations max = 500, tous

les éléments du vecteur solution initiale ont été initialisés à 0 et ceux du vecteur se-

cond membre ont été initialisés à 1. De plus, pour le solveur GMRES, nous avons li-
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thermal2
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ecology2 finan512 G3_circuit shallow_water2

FIGURE 3.3 – Structures des matrices creuses choisies dans la collection de l’université

de Floride

mité le processus d’Arnoldi à 16 itérations (m = 16). Pour des raisons de simplicité,

nous avons choisi de prendre, pour chaque système linéaire à résoudre, une matrice

de préconditionnement M équivalente à la diagonale principale de la matrice creuse A.

En effet, ceci nous permet de calculer aisément l’inverse de la matrice M et il permet de

fournir un préconditionnement relativement bon pour la plupart des matrices creuses qui

ne sont pas très mal conditionnées. La taille des blocs de threads pour le calcul GPU est

initialisée à 512 threads. Enfin, les résultats de performance présentés dans ce chapitre

sont obtenus à partir de la valeur moyenne de dix exécutions du même solveur pour les

mêmes données d’entrée.

Nous avons testé les deux solveurs CG et GMRES sur des matrices réelles choisies

dans la collection de l’université de Floride [30]. En effet, cette collection contient un

ensemble de matrices creuses provenant d’un large éventail d’applications concrètes du

monde réel. Nous avons choisi de cette collection, au total, douze matrices creuses : six

matrices symétriques et six matrices asymétriques. La figure 3.3 montre la structure de

ces douze matrices creuses et le tableau 3.1 présente leurs principales caractéristiques,

à savoir : le nombre de lignes de matrice, le nombre de valeurs non nulles et la largeur

de bande maximale. La largeur de bande d’une matrice est définie comme le nombre de

colonnes de matrice qui séparent la première et la dernière valeur non nulle dans une

ligne de matrice.

Les tableaux 3.2 et 3.3 montrent, respectivement, les performances des solveurs CG

et GMRES pour la résolution des systèmes linéaires associés aux matrices creuses

présentées dans le tableau 3.1. Cependant, le tableau 3.2 présente uniquement les per-

formances de résolution des systèmes linéaires symétriques, en raison de l’incapacité

de la méthode CG de résoudre les systèmes asymétriques. Les deuxième et troisième

colonnes des deux tableaux 3.2 et 3.3 donnent, respectivement, les temps d’exécution

en secondes sur un cœur CPU (Tempscpu) et sur un GPU (Tempsgpu). Toutefois, nous

prenons en considération le gain relatif, τ, d’une méthode de résolution mise en œuvre

sur un GPU par rapport à la même méthode mise en œuvre sur un CPU. En effet, les

gains relatifs, présentés dans la quatrième colonne de chaque tableau, sont calculés
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Type Nom de # Lignes # Valeurs Largeur

de matrice la matrice de matrice non nulles de bande

2cubes sphere 101.492 1.647.264 100.464

ecology2 999.999 4.995.991 2.001

Symétrique finan512 74.752 596.992 74.725

G3 circuit 1.585.478 7.660.826 1.219.059

shallow water2 81.920 327.680 58.710

thermal2 1.228.045 8.580.313 1.226.629

cage13 445.315 7.479.343 318.788

crashbasis 160.000 1.750.416 120.202

Asymétrique FEM 3D thermal2 147.900 3.489.300 117.827

language 399.130 1.216.334 398.622

poli large 15.575 33.074 15.575

torso3 259.156 4.429.042 216.854

TABLE 3.1 – Principales caractéristiques des matrices choisies de la collection de l’uni-

versité de Floride

Matrice Tempscpu Tempsgpu τ # iter prec ∆

2cubes sphere 0, 071s 0, 011s 6, 22 12 1, 14e − 09 3, 47e − 18

ecology2 0, 324s 0, 030s 10, 76 13 5, 06e − 09 1, 11e − 16

finan512 0, 028s 0, 006s 4, 81 12 3, 52e − 09 2, 22e − 16

G3 circuit 0, 697s 0, 064s 10, 84 16 4, 16e − 10 5, 55e − 16

shallow water2 0, 009s 0, 002s 5, 23 5 2, 24e − 14 3, 88e − 26

thermal2 0, 762s 0, 081s 9, 37 15 5, 11e − 09 3, 33e − 16

TABLE 3.2 – Performances du solveur CG sur un cœur CPU vs. sur un GPU

Matrice Tempscpu Tempsgpu τ # iter prec ∆

2cubes sphere 0, 198s 0, 028s 7, 17 21 2, 10e − 14 4, 34e − 18

ecology2 1, 316s 0, 093s 14, 18 21 4, 30e − 13 9, 28e − 14

finan512 0, 089s 0, 015s 6, 10 17 3, 21e − 12 5, 55e − 16

G3 circuit 2, 271s 0, 157s 14, 45 22 1, 04e − 12 2, 37e − 14

shallow water2 0, 083s 0, 013s 6, 36 17 5, 42e − 22 1, 68e − 25

thermal2 2, 053s 0, 165s 12, 44 21 6, 58e − 12 3, 33e − 16

cage13 1, 003s 0, 088s 11, 40 26 3, 37e − 11 1, 75e − 14

crashbasis 1, 454s 0, 150s 9, 66 121 9, 24e − 12 1, 48e − 12

FEM 3D thermal2 0, 963s 0, 098s 9, 82 64 3, 87e − 09 1, 82e − 12

language 2, 464s 0, 226s 10, 91 90 1, 18e − 10 1, 16e − 10

poli large 0, 062s 0, 035s 1, 78 69 5, 00e − 11 1, 36e − 12

torso3 4, 053s 0, 373s 10, 86 175 2, 69e − 10 1, 78e − 14

TABLE 3.3 – Performances du solveur GMRES sur un cœur CPU vs. sur un GPU

sous formes de rapports entre les temps d’exécution Tempscpu et Tempsgpu comme suit :

τ =
Tempscpu

Tempsgpu

. (3.18)
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A partir de ces gains relatifs, nous pouvons remarquer que la résolution de systèmes

linéaires creux sur un GPU est plus rapide que sur un CPU. Ceci est dû au fait que le

GPU permet d’accélérer le calcul des deux solveurs (CG et GMRES) en exécutant cha-

cune de leurs opérations vectorielles en parallèle par un grand nombre de threads. Pour

l’ensemble des tests effectués, les gains relatifs de CG et de GMRES sur un GPU sont

en moyenne, respectivement, de 7 et 9. Cependant, la résolution d’un système linéaire

creux symétrique avec la méthode CG, que ce soit sur un CPU ou sur un GPU, est plus

rapide qu’avec la méthode GMRES (en moyenne 4 fois plus rapide sur ces exemples). En

effet, CG possède une convergence meilleure (moins d’itérations) que celle de GMRES

et, les itérations sont calculées plus rapidement avec CG qu’avec GMRES. De plus, nous

pouvons aussi remarquer que les gains relatifs obtenus avec GMRES sont sensiblement

meilleurs que ceux obtenus avec CG. Ceci revient au fait que la méthode CG, par rap-

port à GMRES, est basée sur un ensemble d’opérations moins compliquées et faciles à

réaliser sur un processeur traditionnel CPU.

En plus des temps d’exécution et des gains relatifs, nous donnons dans les ta-

bleaux 3.2 et 3.3 le nombre d’itérations, iter, effectuées pour résoudre un système linéaire

creux, la précision, prec, de la solution calculée sur le GPU et la différence, ∆, entre la

solution calculée sur le CPU et celle calculée sur le GPU. Les deux paramètres ∆ et prec

permettent de valider et de vérifier la précision de la solution calculée sur le GPU. Nous

les avons calculés comme suit :

∆ = max|xcpu − xgpu|, (3.19)

prec = max|M−1rgpu|, (3.20)

où ∆ est l’élément maximum, en valeur absolue, de la différence entre les deux solutions

xcpu et xgpu calculées, respectivement, sur un CPU et sur un GPU et prec est l’élément

maximum, en valeur absolue, du vecteur résiduel rgpu ∈ R
n de la solution xgpu. Ainsi, nous

pouvons constater que les solutions obtenues sur le GPU ont été calculées avec une

précision suffisante (environ 10−10) et qu’elles sont, plus ou moins, équivalentes à celles

calculées sur le CPU avec une faible différence variant entre 10−10 et 10−26.

Enfin, nous pouvons remarquer que le GPU est moins efficace pour la résolution de

systèmes linéaires creux de petites tailles. Par exemple, nous pouvons constater dans

les tableaux 3.2 et 3.3 que les gains relatifs obtenus des matrices finan512, shallow -

water2 et poli large sont faibles par rapport à ceux des autres matrices. En effet, les

petites tailles des systèmes linéaires creux ne permettent pas de maximiser l’utilisation

des cœurs GPU (voir section 1.2.3.1) et, ainsi, d’exploiter au mieux les ressources et la

puissance de calcul du GPU. Dans la section suivante, nous étudierons les performances

des solveurs CG et GMRES pour la résolution de systèmes linéaires creux de grandes

tailles et ce, en exploitant plusieurs GPUs.

3.3/ SOLVEURS LINÉAIRES CREUX SUR UNE GRAPPE GPU

Dans cette section, nous exploitons la puissance de calcul de plusieurs GPUs pour

résoudre des systèmes linéaires creux de grandes tailles dépassant les dix millions de

valeurs inconnues. Nous présentons, d’abord, la mise œuvre des algorithmes parallèles

des deux méthodes CG et GMRES puis leurs performances de résolution ainsi que leurs

passages à l’échelle sur une grappe de GPUs. Nous utilisons l’environnement de pro-

grammation MPI pour la parallélisation des deux algorithmes.
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3.3.1/ MISE EN ŒUVRE PARALLÈLE SUR UNE GRAPPE GPU

La parallélisation des méthodes CG et GMRES sur une grappe GPU est présentée,

ci-après, en trois étapes principales.

3.3.1.1/ PARTITIONNEMENT DE DONNÉES

La mise en œuvre parallèle des algorithmes des méthodes de Krylov sur une ar-

chitecture parallèle consiste, principalement, en la parallélisation des calculs de leurs

opérations vectorielles. Pour cela, elle nécessite un partitionnement de données du

système linéaire à résoudre entre les différentes unités de calcul de l’architecture pa-

rallèle.

Soit g le nombre de nœuds de calcul dans la grappe GPU, où un nœud de calcul

est constitué d’un cœur CPU, géré par un processus lourd MPI, et d’un GPU. Avant de

commencer la résolution parallèle, tous les processus MPI procèdent au partitionnement

des données du système linéaire creux à résoudre. Ceci consiste à découper tous les

vecteurs et matrices impliqués dans l’algorithme de la méthode de résolution (CG ou

GMRES) en g portions plus ou moins équilibrées. En effet, le partitionnement de données

est réalisé de façon à ce que chaque nœud de calcul i soit en charge :

– d’une portion de n
g

éléments de chaque vecteur,

– d’une sous-matrice creuse rectangulaire Ai de taille (n, n
g
) et,

– d’une sous-matrice carrée de préconditionnement Mi de taille ( n
g
, n

g
),

où n est la taille du système linéaire creux. La figure 3.4 illustre un exemple de partition-

nement des données (matrice creuse A, vecteur solution x et vecteur second membre b)

d’un système linéaire creux de 16 valeurs inconnues entre quatre nœuds de calcul.
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offset 0
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FIGURE 3.4 – Exemple de partitionnement de la matrice creuse A, le vecteur solution x et

le vecteur second membre b en quatre portions

Comme nous l’avons déjà mentionné, l’opération la plus importante des méthodes

CG et GMRES est la multiplication matrice creuse-vecteur. Dans la mise en œuvre des

algorithmes parallèles de ces méthodes, chaque nœud de calcul i réalise cette multipli-



CHAPITRE 3. MISE EN ŒUVRE DE SOLVEURS LINÉAIRES CREUX SUR DES GRAPPES GPU 76

cation par sa sous-matrice rectangulaire creuse Ai. Cependant, il ne dispose que des

sous-vecteurs de taille n
g

correspondant aux lignes de sa sous-matrice rectangulaire. Par

ailleurs, il a aussi besoin des éléments des sous-vecteurs de ses voisins correspondant

aux indices de colonnes dans lesquels sa matrice locale Ai possède des valeurs non

nulles (voir figure 3.4). Donc, en plus des vecteurs locaux, chaque nœud doit gérer aussi

des sous-vecteurs contenant des éléments partagés avec les nœuds voisins, qui sont

nécessaires au calcul de la multiplication matrice creuse-vecteur. Par conséquent, le vec-

teur solution x géré par chaque nœud de calcul doit être composé d’un sous-vecteur local,

xloc, de taille n
g

et d’un sous-vecteur d’éléments partagés avec les voisins, xpart, dont la

taille, taillepart, peut être calculée comme suit :

taillepart = lg − tailleloc, (3.21)

où tailleloc est le nombre d’éléments du vecteur local xloc et lg est la largeur de bande

maximale de la matrice creuse locale Ai. De la même façon, le vecteur utilisé pour la

construction de la base orthonormée de Krylov (le vecteur p pour CG et le vecteur v pour

GMRES) est aussi composé d’un sous-vecteur local et d’un sous-vecteur partagé.

3.3.1.2/ CALCUL DES DÉPENDANCES DE DONNÉES

Un schéma de dépendances de données entre les nœuds de calcul est dressé de

façon à ce que chaque nœud connaisse la liste de ses nœuds voisins dans la grappe et

la liste des données partagées avec chacun de ces voisins. Il peut être défini par quatre

tableaux d’entiers naturels de taille g (nombre de nœuds de calcul), comme suit :

– NbDonneesEnvoyees et NbDonneesRecues indiquent, pour chaque nœud voisin, le

nombre de données à lui envoyer depuis le sous-vecteur local et celui des données

à recevoir de sa part dans le sous-vecteur partagé, respectivement,

– PtrsEnvoi et PtrsRecu spécifient les déplacements (offsets) des données à envoyer

depuis le sous-vecteur local et ceux des données à recevoir dans le sous-vecteur

partagé, respectivement, pour chaque nœud voisin.

Les dépendances de données entre les nœuds de la grappe peuvent être déterminées

d’une manière simple comme suit. La largeur de bande lg de la matrice locale est

représentée par les indices de colonne minimum (indice min) et maximum (indice max),

telle que :

lg = indice max − indice min + 1. (3.22)

Ces deux indices de colonne, indice min et indice max, permettent aussi de calculer

ecart gauche et ecart droite qui désignent, respectivement, la taille totale des données

à recevoir des nœuds voisins ayant un rang inférieur et celle des données à recevoir des

nœuds voisins ayant un rang supérieur, tel que :

lg = ecart gauche + tailleloc + ecart droite. (3.23)

Chaque nœud de calcul doit communiquer à ses voisins le nombre de données dont il a

besoin, de chacun d’eux, pour construire son sous-vecteur partagé. Ceci est effectué via

des routines de communications point-à-point : bloquantes pour les envois (MPI_Send())

et non bloquantes pour les réceptions (MPI_Irecv()). Ensuite, chaque nœud procède au

calcul des offsets des données à envoyer (tableau PtrsEnvoi) depuis le sous-vecteur local

et ceux des données à recevoir (tableau PtrsRecu) dans le sous-vecteur partagé.
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3.3.1.3/ RÉSOLUTION PARALLÈLE

Après l’opération de partitionnement et le calcul des dépendances de données, le

processus MPI de chaque nœud de calcul, i, doit allouer des espaces mémoires dans

le GPU puis, transférer les données locales (solution initiale x0,i, matrice creuse Ai,

vecteur second membre bi et la matrice de préconditionnement Mi) de la mémoire

CPU vers la mémoire globale GPU. Les allocations mémoires GPU et les transferts de

données du CPU vers le GPU sont effectués via les routines CUBLAS cublasAlloc() et

cublasSetVector(), respectivement.

Ensuite, tous les nœuds de calcul de la grappe GPU procèdent, simultanément, à la

résolution de leur portion du système linéaire creux, Aixi = bi où 0 ≤ i < g, en utilisant

l’algorithme adapté aux GPUs de la même méthode de résolution CG ou GMRES (voir

section 3.2.1). En outre, des synchronisations entre les nœuds sont nécessaires pour la

résolution du système linéaire creux global (3.1), ce qui se traduit par des communica-

tions des résultats locaux entre nœuds voisins. De ce fait, dans les algorithmes parallèles

CG et GMRES, nous avons à chaque itération deux types de points de synchronisation

entre nœuds voisins :

– des opérations de réduction après chaque calcul d’un produit scalaire ou d’une

norme euclidienne et,

– des échanges de données partagées avant chaque multiplication matrice creuse-

vecteur.

Une grappe GPU est une plateforme de calcul parallèle à mémoire distribuée. Donc, les

synchronisations et le partage de données entre GPUs sont effectués par passage de

messages. Cependant, les GPUs ne peuvent pas échanger des données entre eux d’une

manière directe. Ce sont les processeurs CPU, via les processus MPI, qui se chargent

de la synchronisation des calculs locaux au sein de la grappe. Nous avons utilisé les

routines de communication MPI [29] suivantes :

– la routine de réduction globale MPI_Allreduce() de type addition pour le calcul des

produits scalaires et normes euclidiennes globaux et,

– la routine de communication collective MPI_Alltoallv() pour les échanges de

données partagées permettant la construction du vecteur global nécessaire pour

le calcul de la multiplication matrice creuse-vecteur. Cette routine est équivalente à

MPI_Send() (envois bloquants) et MPI_Irecv() (réceptions non bloquantes).

Cependant, les nouvelles générations GPUs et versions CUDA (CUDA 5 sortie en sep-

tembre 2012) permettent aux GPUs de communiquer entre eux d’une manière directe

sans l’intervention des CPUs.

Les principaux points clés de la mise en œuvre parallèle des méthodes CG et GMRES

sont présentés, respectivement, dans les algorithmes 10 et 11. Les exposants loc et

part sur les vecteurs x, p dans CG et v dans GMRES désignent, respectivement, les

vecteurs locaux et les vecteurs contenant les données partagées avec les voisins. Ce

sont les vecteurs nécessaires pour le calcul de la multiplication matrice creuse-vecteur

notée par MultipleMV() dans les deux algorithmes. Les fonctions EchangeDonnees() et

ReductionAdd() représentent les points de synchronisation des calculs locaux. Elles per-

mettent d’effectuer, respectivement, les échanges de données (MPI_Alltoallv()) et les

opérations de réduction de type addition (MPI_Allreduce()) entre les nœuds de calcul.

Enfin, la fonction RacineCarree() dans l’algorithme 11 permet de calculer la racine carrée

d’une valeur réelle.

Chacun des algorithmes 10 et 11 est à exécuter, simultanément, par tous les nœuds
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Algorithme 10 : Algorithme parallèle du gradient conjugué préconditionné

Entrées : A (matrice), b (vecteur), M (matrice de préconditionnement), x0 (solution

initiale locale), ε (seuil de tolérance), max (nombre maximum d’itérations)

Sorties : xloc (vecteur)

EchangeDonnees(x0, x
part);1

r0 ← b − MultipleMV(A, x0, x
part);2

convergence ← f aux;3

k ← 1;4

tant que (¬convergence) faire5

zk ← M−1rk−1;6

val ← (rk−1, zk);7

ρk ← ReductionAdd(val);8

si (k = 1) alors9

ploc
k
← zk;10

sinon11

βk ← ρk/ρk−1;12

ploc
k
← zk + βk × ploc

k−1
;13

fin14

EchangeDonnees(ploc
k
, ppart);15

qk ← MultipleMV(A, ploc
k
, ppart);16

val ← (ploc
k
, qk);17

αk ← ρk/ReductionAdd(val);18

xloc
k
← xloc

k−1
+ αk × ploc

k
;19

rk ← rk−1 − αk × qk;20

si (ρk < ε) ou (k ≥ max) alors21

convergence ← vrai;22

sinon23

k ← k + 1;24

fin25

fin26

de calcul dans la grappe GPU. Au niveau de chaque nœud, le processus MPI super-

vise l’exécution de l’algorithme de résolution, la gestion des communications avec les

nœuds voisins et l’approvisionnement du GPU en données. Le GPU exécute, à son tour,

toutes les fonctions arithmétiques opérant sur des matrices et/ou vecteurs. De plus, pour

assurer la synchronisation des calculs locaux au sein de la grappe, les GPUs doivent

d’abord communiquer leurs données locales à leurs hôtes respectifs (processus MPI).

Puis, en se basant sur le schéma de dépendances de données, les processus MPI ef-

fectuent des échanges de données ou des opérations de réduction globales par passage

de messages. Enfin, chaque processus MPI doit communiquer à son GPU les nouvelles

données mises à jour par les autres GPUs. Nous avons utilisé les routines CUBLAS

cublasSetVector() et cublasGetVector() pour la mise en œuvre des communications

de données entre un processus MPI et son GPU.

La figure 3.5 présente le code de la fonction de synchronisation la plus importante

dans nos algorithmes parallèles à savoir, les échanges de données entre nœuds voi-
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Algorithme 11 : Algorithme parallèle du GMRES préconditionné

Entrées : A (matrice), b (vecteur), M (matrice de préconditionnement), x0 (solution

initiale locale), ε (seuil de tolérance), max (nombre maximum d’itérations), m

(nombre d’itérations pour le processus d’Arnoldi)

Sorties : xloc (vecteur)

EcahngeDonnees(x0, x
part);1

r0 ← M−1 × (b − MultipleMV(A, x0, x
part));2

val ← ReductionAdd(‖r0‖2 × ‖r0‖2);3

β← RacineCarree(val);4

val ← ReductionAdd(‖M−1b‖2 × ‖M
−1b‖2);5

α← RacineCarree(val);6

convergence ← f aux;7

k ← 1;8

tant que (¬convergence) faire9

vloc
1
← r0/β;10

pour j = 1 à m faire11

EchangeDonnees(vloc
j
, vpart);12

w j ← M−1 × MultipleMV(A, vloc
j
, vpart);13

pour i = 1 à j faire14

val ← (w j, v
loc
i

);15

hi, j ← ReductionAdd(val);16

w j ← w j − hi, j × vloc
i

;17

fin18

val ← ReductionAdd(‖w j‖2 × ‖w j‖2);19

h j+1, j ← RacineCarree(val);20

vloc
j+1

← w j/h j+1, j;21

fin22

Calculer Vm = {v
loc
j
}1≤ j≤m et H̄m = (hi, j) matrice de Henssenberg d’ordre (m + 1) × m;23

Résoudre le problème de moindres carrés de taille m : min
y∈Rm

‖βe1 − H̄my‖2;
24

xloc
m ← x0 + Vmy;25

EchangeDonnees(xloc
m , x

part);26

rm ← M−1 × (b − MultipleMV(A, xloc
m , x

part));27

val ← ReductionAdd(‖rm‖2 × ‖rm‖2);28

β← RacineCarree(val);29

si (
β

α
< ε) ou (k ≥ max) alors30

convergence ← vrai;31

sinon32

x0 ← xloc
m ;33

r0 ← rm;34

k ← k + 1;35

fin36

fin37
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/* Procédure d’échange de données entre voisins */

void EchangeDonnees(double *VectLoc, double *VectPart)

{

1: int TailleLoc = n / g; //Taille du vecteur local

2: int TaillePart = lg - TailleLoc; //Taille du vecteur partagé

3: double *TmpLoc, *TmpPart; //Vecteurs alloués dans le CPU

4: //Allouer les vecteurs TmpLoc et TmpPart dans le CPU

5: cublasGetVector(TailleLoc, sizeof(double), VectLoc, 1, TmpLoc, 1);

6: MPI_Alltoallv(TmpLoc, NbDonneesEnvoyees, PtrsEnvoi, MPI_DOUBLE,

TmpPart, NbDonneesRecues, PtrsRecu, MPI_DOUBLE,

MPI_COMM_WORLD);

7: cublasSetVector(TaillePart, sizeof(double), TmpPart, 1, VectPart, 1);

8: //Libérer les espaces mémoire CPU des vecteurs TmpLoc et TmpPart

}

FIGURE 3.5 – Code de la fonction des échanges de données entre nœuds voisins dans

la grappe GPU

sins. En effet, elle nécessite deux types de communications entre les différentes compo-

santes de la grappe GPU : les communications entre un CPU et son GPU via les routines

CUBLAS (ligne 5 et 7 dans le code) et les communications entre les CPUs via la com-

munication collective MPI (ligne 6 dans le code). TmpLoc et TmpPart sont deux vecteurs

alloués dans la mémoire CPU pour la gestion des données locales et partagées, respec-

tivement. Les échanges de données, via la routine de communication MPI_Alltoallv(),

sont basés sur le schéma de dépendances de données (NbDonneesEnvoyees, PtrsEnvoi,

NbDonneesRecues et PtrsRecu) pour calculer le sous-vecteur partagé TmpPart.

Nous avons utilisé le langage de programmation C et l’environnement MPI pour la

mise en œuvre parallèle des méthodes CG et GMRES sur une grappe de CPUs. Nous

n’avons utilisé aucune bibliothèque de routines d’algèbre linéaire pour les CPUs. Nous

avons codé en C toutes les fonctions parallèles de ces deux méthodes : la multiplication

matrice creuse-vecteur, les opérations arithmétiques vectorielles ainsi que, la résolution

du problème de moindres carrés et la mise à jour du vecteur solution dans l’algorithme de

la méthode GMRES. Les auteurs [29] ont montré qu’il n’y a pas de grandes différences

de performances entre l’utilisation de nos fonctions et celles de la bibliothèque de calcul

parallèle scientifique PETSc [3].

3.3.2/ EXPÉRIMENTATIONS SUR UNE GRAPPE GPU

La grappe GPU utilisée pour les tests de performances des solveurs parallèles CG

et GMRES est composée de six machines interconnectées entre elles par un réseau de

communication haut débit InfiniBand de 20 Go/s. Chaque machine est un CPU Quad-

Core Xeon E5530 cadencé à 2, 4 GHz, possédant 12 Go de RAM à un débit mémoire de

25, 6 Go/s et équipé de deux GPUs Tesla C1060. A son tour, chaque GPU Tesla C1060

est composé de 240 cœurs cadencés à 1, 3 GHz, possédant 4 Go de RAM à un débit

mémoire de 102 Go/s et connecté au CPU via un PCI-Express 16x Gen2.0 avec un débit

de transfert de 8 Go/s. La figure 3.6 montre le schéma général de cette grappe de GPUs.

Nous avons utilisé les mêmes paramètres d’initialisation pour les solveurs parallèles CG

et GMRES que ceux présentés dans la section 3.2.2.
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FIGURE 3.6 – Schéma général de la grappe GPU de tests

Les deux tableaux 3.4 et 3.5 présentent les performances des deux algorithmes pa-

rallèles CG et GMRES, respectivement, pour la résolution de systèmes linéaires associés

aux matrices creuses présentées dans le tableau 3.1. Ils permettent de comparer les per-

formances de ces solveurs parallèles obtenues sur une grappe traditionnelle de 24 cœurs

CPU à celles obtenues sur une grappe de 12 GPUs. Comme nous l’avons déjà mentionné

dans la section 3.2.2, l’utilisation de GPUs pour la résolution de systèmes linéaires creux

de petites tailles n’est pas efficace. Donc, l’exploitation de plusieurs GPUs ne permet pas

de résoudre ces systèmes plus rapidement que sur un seul GPU. En effet, une petite

taille de matrice ne permet pas de maximiser l’utilisation des cœurs de tous les GPUs.

En outre, les opérations de communications nécessaires pour la synchronisation des cal-

culs des GPUs de la grappe augmentent les temps d’inactivité des GPUs et ralentissent

davantage le calcul parallèle.

Matrice Tempscpu Tempsgpu τ # iter prec ∆

2cubes sphere 0, 132s 0, 069s 1, 93 12 1, 14e − 09 3, 47e − 18

ecology2 0, 026s 0, 017s 1, 52 13 5, 06e − 09 8, 33e − 17

finan512 0, 053s 0, 036s 1, 49 12 3, 52e − 09 1, 66e − 16

G3 circuit 0, 704s 0, 466s 1, 51 16 4, 16e − 10 4, 44e − 16

shallow water2 0, 017s 0, 010s 1, 68 5 2, 24e − 14 3, 88e − 26

thermal2 1, 172s 0, 622s 1, 88 15 5, 11e − 09 3, 33e − 16

TABLE 3.4 – Performances du solveur parallèle CG sur une grappe de 24 cœurs CPU vs.

sur une grappe de 12 GPUs
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Matrice Tempscpu Tempsgpu τ # iter prec ∆

2cubes sphere 0, 234s 0, 124s 1, 88 21 2, 10e − 14 3, 47e − 18

ecology2 0, 076s 0, 035s 2, 15 21 4, 30e − 13 4, 38e − 15

finan512 0, 073s 0, 052s 1, 40 17 3, 21e − 12 5, 00e − 16

G3 circuit 1, 016s 0, 649s 1, 56 22 1, 04e − 12 2, 00e − 15

shallow water2 0, 061s 0, 044s 1, 38 17 5, 42e − 22 2, 71e − 25

thermal2 1, 666s 0, 880s 1, 89 21 6, 58e − 12 2, 77e − 16

cage13 0, 721s 0, 338s 2, 13 26 3, 37e − 11 2, 66e − 15

crashbasis 1, 349s 0, 830s 1, 62 121 9, 10e − 12 6, 90e − 12

FEM 3D thermal2 0, 797s 0, 419s 1, 90 64 3, 87e − 09 9, 09e − 13

language 2, 252s 1, 204s 1, 87 90 1, 18e − 10 8, 00e − 11

poli large 0, 097s 0, 095s 1, 02 69 4, 98e − 11 1, 14e − 12

torso3 4, 242s 2, 030s 2, 09 175 2, 69e − 10 1, 78e − 14

TABLE 3.5 – Performances du solveur parallèle GMRES sur une grappe de 24 cœurs

CPU vs. sur une grappe de 12 GPUs

Par conséquent, pour tester les performances de ces deux solveurs parallèles, nous

avons développé en langage de programmation C un générateur de matrices creuses

de très grandes tailles (dépassant les dix millions de lignes de matrice). Ce générateur

permet de construire des matrices creuses de grandes tailles à base de celles de la

collection de l’université de Floride [30]. Il doit être exécuté en parallèle par tous les

processus MPI de la grappe, de façon à ce que chaque processus puisse construire sa

propre sous-matrice creuse, Ai, comme étant un bloc rectangulaire de la matrice globale,

A, du système linéaire à résoudre. En fonction de la taille désirée, n, du système linéaire

à résoudre et le nombre de nœuds de calcul, g, dans la grappe GPU, chaque processus

MPI i calcule la taille, ni, de la sous-matrice creuse locale et son offset (déplacement),

o f f seti, dans la matrice creuse globale comme suit :

ni =
n

g
, (3.24)

o f f seti =

{

0 si i = 0

o f f seti−1 + ni−1 sinon
(3.25)

Les offsets, o f f seti, et les tailles, ni, des sous-matrices locales permettent de calculer le

schéma de dépendances de données entre les nœuds de la grappe de calcul.

Pour nos premiers tests de performances, nous nous sommes intéressés aux ma-

trices creuses dites à structures bandes car ce sont celles qui interviennent dans la

plupart des problèmes numériques. Donc, pour la génération de la matrice creuse glo-

bale A, chaque processus MPI construit sa sous-matrice, Ai, de taille, ni, en réalisant

plusieurs copies de la même matrice creuse choisie dans la collection de l’université

de Floride. Puis, il met toutes ces copies sur la diagonale principale de la matrice glo-

bale afin de construire une matrice bande. De plus, les espaces vides entre deux copies

de matrice consécutives sur la diagonale principale sont remplis par de petites copies,

copie superieure et copie in f erieure, de la même matrice initiale. La figure 3.7 montre un

exemple de génération de matrice bande par quatre nœuds de calcul, en se basant sur

la matrice creuse 2cubes sphere choisie dans la collection de l’université de Floride.
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FIGURE 3.7 – Exemple de génération de matrices creuses à structures bandes par quatre

nœuds de calcul

Nous avons utilisé les solveurs parallèles CG et GMRES pour la résolution des

systèmes linéaires creux de 25 millions de valeurs inconnues. Les matrices creuses

associées à ces systèmes linéaires sont générées à partir de celles présentées dans

le tableau 3.1. Leurs principales caractéristiques (nombre de valeurs non nulles et lar-

geur de bande maximale) sont reportées dans le tableau 3.6. Les performances de sol-

veurs parallèles CG et GMRES pour la résolution de ces systèmes linéaires creux sont

présentées, respectivement, dans les tableaux 3.7 et 3.8. Bien évidemment, nous pou-

vons remarquer que la résolution de systèmes linéaires creux de grandes tailles est plus

rapide sur la grappe de 12 GPUs que sur la grappe de 24 cœurs CPU (voir les gains rela-

tifs τ). Nous pouvons aussi remarquer que les temps d’exécution de CG, que ce soient sur

une grappe de CPUs ou sur une grappe de GPUs, sont sensiblement meilleurs que ceux

de GMRES. Comme nous l’avons déjà mentionné, ceci est dû au fait que la méthode CG

soit caractérisée par une convergence meilleure et des temps d’exécution des itérations

plus courts que ceux de la méthode GMRES.

Toutefois, nous pouvons constater que les gains relatifs obtenus, de la résolution

des systèmes linéaires creux, sur une grappe de GPUs (voir tableaux 3.7 et 3.8) sont

inférieurs à ceux obtenus sur un seul GPU (voir tableaux 3.2 et 3.3). Ceci est dû aux

opérations de communications entre voisins, nécessaires pour la synchronisation des cal-

culs, qui ralentissent les temps de résolution sur une grappe GPU. Dans la section 3.3.3,

nous présentons quelques instructions permettant d’améliorer les performances des al-

gorithmes parallèles sur une grappe GPU.

3.3.3/ RÉDUCTION DES COÛTS DE COMMUNICATIONS ENTRE GPUS

Dans cette section, nous nous intéressons à l’amélioration des temps de résolution

des systèmes linéaires creux sur une grappe de GPUs. Pour cela, nous nous focali-

sons sur l’amélioration de la multiplication parallèle matrice creuse-vecteur des solveurs

itératifs et, plus précisément, sur celle des communications de données entre GPUs

nécessaires pour cette multiplication.

Les solveurs itératifs CG et GMRES mis en œuvre sur une grappe GPU effectuent,
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Type Nom # Valeurs non nulles Largeur de bande

2cubes sphere 413.703.602 198.836

ecology2 124.948.019 2.002

Symétrique finan512 278.175.945 123.900

G3 circuit 125.262.292 1.891.887

shallow water2 100.235.292 62.806

thermal2 175.300.284 2.421.285

cage13 435.770.480 352.566

crashbasis 409.291.236 200.203

Asymétrique FEM 3D thermal2 595.266.787 206.029

language 76.912.824 398.626

poli large 53.322.580 15.576

torso3 433.795.264 328.757

TABLE 3.6 – Principales caractéristiques des matrices creuses générées à structure

bande

Matrice Tempscpu Tempsgpu τ # iter prec ∆

2cubes sphere 1, 617s 0, 565s 2, 86 14 5, 73e − 11 5, 20e − 18

ecology2 0, 851s 0, 200s 4, 24 15 3, 75e − 10 1, 11e − 16

finan512 1, 288s 0, 504s 2, 56 14 1, 04e − 10 2, 77e − 16

G3 circuit 2, 507s 0, 682s 3, 68 17 1, 10e − 10 5, 55e − 16

shallow water2 0, 416s 0, 112s 3, 70 7 3, 43e − 15 5, 17e − 26

thermal2 2, 499s 0, 755s 3, 31 16 1, 67e − 09 3, 88e − 16

TABLE 3.7 – Performances du solveur parallèle CG pour la résolution des systèmes

linéaires creux à matrices bandes sur une grappe de 24 cœurs CPU vs. sur une grappe

de 12 GPUs

Matrice Tempscpu Tempsgpu τ # iter prec ∆

2cubes sphere 3, 683s 0, 870s 4, 23 21 2, 11e − 14 8, 67e − 18

ecology2 2, 570s 0, 424s 6, 06 21 4, 88e − 13 2, 08e − 14

finan512 2, 727s 0, 533s 5, 11 17 3, 22e − 12 8, 82e − 14

G3 circuit 4, 656s 1, 024s 4, 54 22 1, 04e − 12 5, 00e − 15

shallow water2 2, 268s 0, 384s 5, 91 17 5, 54e − 21 7, 92e − 24

thermal2 4, 650s 1, 130s 4, 11 21 8, 89e − 12 3, 33e − 16

cage13 6, 068s 1, 054s 5, 75 26 3, 29e − 11 1, 59e − 14

crashbasis 25, 906s 4, 569s 5, 67 135 6, 81e − 11 4, 61e − 15

FEM 3D thermal2 13, 555s 2, 654s 5, 11 64 3, 88e − 09 1, 82e − 12

language 13, 538s 2, 621s 5, 16 89 2, 11e − 10 1, 60e − 10

poli large 8, 619s 1, 474s 5, 85 69 5, 05e − 11 6, 59e − 12

torso3 35, 213s 6, 763s 5, 21 175 2, 69e − 10 2, 66e − 14

TABLE 3.8 – Performances du solveur parallèle GMRES pour la résolution des systèmes

linéaires creux à matrices bandes sur une grappe de 24 cœurs CPU vs. sur une grappe

de 12 GPUs
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à chaque itération, des multiplications parallèles matrice creuse-vecteur qui nécessitent

des temps de calcul importants. En effet, ces multiplications parallèles nécessitent, pour

la construction des vecteurs globaux, non seulement des communications MPI entre les

nœuds de calcul mais aussi des communications entre un GPU et son hôte CPU au sein

d’un même nœud. De plus, ces communications GPU/CPU sont considérées comme les

communications les plus lentes au sein d’une grappe GPU. Par exemple, dans la grappe

de calcul utilisée (voir figure 3.6), le débit de transfert entre un CPU et son GPU est de

8 Go/s, soit plus de 2 et 12 fois plus faible que le débit de transfert entre CPUs (20 Go/s)

et le débit mémoire au sein d’un GPU (102 Go/s), respectivement. D’où, la nécessité de

minimiser au mieux la taille de données à transférer entre un GPU et son hôte et de

réduire les dépendances de données entre les nœuds de la grappe GPU.

3.3.3.1/ FORMAT DE STOCKAGE COMPRESSÉ DES VECTEURS CREUX PARTAGÉS

Le calcul naı̈f de dépendances de données présenté, précédemment, dans la sec-

tion 3.3.1.2 permet de construire des vecteurs globaux ayant une taille équivalente à la

largeur de bande de la matrice locale. Cependant, nous pouvons remarquer qu’une mul-

tiplication parallèle matrice creuse-vecteur n’a souvent pas besoin de tous les éléments

du vecteur global constitué des deux sous-vecteurs local et partagé. Par exemple, dans

la figure 3.4, le nœud 1 n’a besoin que d’un seul élément de vecteur du nœud 0, de deux

éléments du nœud 2 et de deux éléments du nœud 3. Par conséquent, pour réduire le

surcoût de communication des données inutiles, les nœuds de calcul ne doivent échanger

entre eux que les éléments de vecteur nécessaires pour effectuer leurs multiplications

matrice creuse-vecteur.

Le nouveau processus permet de calculer les tableaux formant le schéma global de

dépendances de données (NbDonneesRecues, NbDonneesEnvoyees, PtrsRecu et PtrsEnvoi)

ainsi que, les deux listes VoisinsRecu et VoisinsEnvoi des nœuds voisins de qui recevoir ou

à qui envoyer des éléments de vecteur partagés et les listes IndicesRecu et IndicesEnvoi

des indices des éléments de vecteur à recevoir ou à envoyer aux nœuds voisins. Chaque

nœud doit communiquer à ses voisins le nombre et la liste des indices des éléments

de vecteur à recevoir (IndicesRecu) de la part de chacun d’eux. Les échanges d’infor-

mations entre les nœuds de calcul sont mis en œuvre via des communications point-à-

point : bloquantes pour les envois (MPI_Send()) et non bloquantes pour les réceptions

(MPI_Irecv()).

Ce nouveau schéma de dépendances de données permet un échange de données

moins coûteux que celui présenté dans la section 3.3.1.2. En effet, les nœuds de calcul

voisins n’échangent entre eux que les éléments de vecteur nécessaires pour le calcul de

leurs multiplications matrice creuse-vecteur respectives. La figure 3.8 montre un exemple

d’échanges de données entre un nœud 1 et ses trois voisins 0, 2 et 3. Dans cet exemple,

la matrice creuse d’itération, A, est celle présentée dans la figure 3.4. Selon la sous-

matrice creuse locale A1, le nœud 1 nécessite, pour le calcul de sa multiplication matrice

creuse-vecteur, les éléments de vecteur d’indices 4, 5, 6 et 7 de son propre sous-vecteur

local xloc
1

et les éléments de vecteur correspondant aux indices 1, 8, 9, 13 et 14 des sous-

vecteurs locaux xloc
0

, xloc
2

et xloc
3

des nœuds 0, 2 et 3, respectivement.

La figure 3.9 présente le code de la nouvelle fonction des échanges de données entre

les nœuds de calcul d’une grappe GPU. A la différence de celle présentée précédemment

dans la figure 3.5, dans cette fonction chaque nœud doit d’abord déterminer, dans son
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FIGURE 3.8 – Exemple d’échange de données entre un nœud 1 et ses trois voisins 0, 2

et 3

sous-vecteur local VectLoc, l’ensemble des éléments de vecteur ElemEnvoi demandés

par ses voisins. Ceci est effectué via le kernel GPU Determiner_Elements_A_Envoyer(),

basé sur la liste des indices, IndicesEnvoi, des éléments de vecteur à envoyer aux voisins.

En effet, ce kernel est exécuté en parallèle par nbEnvoi thread GPU (le nombre total des

éléments à envoyer), de sorte que chaque thread soit chargé de déterminer un élément

du vecteur ElemEnvoi correspondant à un indice de vecteur de la liste IndicesEnvoi.

Bien évidemment, le vecteur ElemEnvoi pourrait contenir des données redondantes dans

le cas où deux ou plusieurs nœuds voisins requièrent un élément correspondant au

même indice de vecteur dans VectLoc. Ensuite, tous les nœuds de calcul procèdent aux

échanges de données avec leurs voisins respectifs selon le schéma de dépendances de

données. Ces échanges de données sont effectués par passage de messages, entre les

CPUs des nœuds de calcul, via les routines de communications point-à-point de MPI :

MPI_Send() pour les opérations d’envois bloquantes et MPI_Irecv() pour les opérations

de réceptions non bloquantes.

Après l’opération de synchronisation, les nœuds voisins reçoivent les données

échangées dans un sous-vecteur partagé sous un format de stockage compressé. Ce-

pendant, pour le calcul de la multiplication matrice creuse-vecteur, ils opèrent sur un

vecteur global creux (voir figure 3.8). Donc, il est nécessaire que les éléments du sous-

vecteur partagé, reçus de la part des voisins, soient copiés aux indices correspondants

dans le vecteur global. Pour ne pas avoir besoin de réaliser ceci à chaque itération, nous

proposons de réordonner les colonnes des sous-matrices creuses de chaque nœud de

calcul, de façon à ce que les sous-vecteurs partagés soient utilisés sous leurs formats de

stockage compressés. La figure 3.10 montre l’opération de réorganisation d’une sous-

matrice locale (matrice du nœud 1) issue de la décomposition de la matrice creuse

présentée dans la figure 3.4. Enfin, nous utilisons la mémoire texture des GPU pour

mettre en cache le vecteur global. Elle permet d’améliorer les temps de lecture des

éléments de ce vecteur et éviter les accès non coalescents (dus à l’aspect creux de

la matrice) à la mémoire GPU globale.

Les deux solveurs parallèles CG et GMRES appliquant un format de stockage com-
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/* Kernel pour déterminer les éléments de vecteur à envoyer aux voisins */

__global__

void Determiner_Elements_A_Envoyer(int nb, int *Indices, double *VectLoc, double *ElemEnvoi)

{

1: int id = blockIdx.x * blockDim.x + threadIdx.x; //ID du thread dans la grille

2: if(id < nbEnvoi){

3: int i = Indices[id]; //Indice du sous-vecteur local

4: ElemEnvoi[id] = VectLoc[i]; //Elément du sous-vecteur local à envoyer

5: }

}

/* Procédure d’échange de données entre voisins */

void EchangeDonnees(int nbEnvoi, int nbRecu, double *VectLoc, double *VectPart)

{

1: double *TmpLoc, *TmpPart, *ElemEnvoi;

2: MPI_Request *RecvReq;

3: MPI_Status st;

4: int dpls, rangV;

5: int nbThreads = 512; //Nombre de threads par bloc

6: int nbBlocs = (nbEnvoi + nbThreads - 1) / nbThreads; //Nombre de blocs de threads

7: //Allouer les vecteurs RecvReq, TmpLoc et TmpPart dans la mémoire CPU

8: //Allouer les vecteurs ElemEnvoi et IndicesEnvoi dans la mémoire GPU

9: Determiner_Elements_A_Envoyer<<<nbBlocs,nbThreads>>>

(nbEnvoi, IndicesEnvoi, VectLoc, ElemEnvoi);

10: cublasGetVector(nbEnvoi, sizeof(double), ElemEnvoi, 1, TmpLoc, 1);

11: for(int i=0; i<nbVR; i++){ //Recevoir des données des voisins

12: rangV = VoisinsRecu[i];

13: dpls = PtrsRecu[i];

14: MPI_Irecv(&TmpPart[dpls], NbDonneesRecues[i], MPI_DOUBLE,

rangV, 100, MPI_COMM_WORLD, &RecvReq[i]

);

15: }

16: for(int i=0; i<nbVE; i++){ //Envoyer des données aux voisins

17: rangV = VoisinsEnvoi[i];

18: dpls = PtrsEnvoi[i];

19: MPI_Send(&TmpLoc[dpls], NbDonneesEnvoyees[i], MPI_DOUBLE,

rangV, 100, MPI_COMM_WORLD

);

20: }

21: for(i=0; i<nbVR; i++) //Attendre la terminaison des réceptions non bloquantes

22: MPI_Wait(&RecvReq[i], &st);

23: cublasSetVector(nbRecu, sizeof(double), TmpPart, 1, VectPart, 1);

24: //Libérer les espaces mémoires CPU des vecteurs RecvReq, TmpLoc et TmpPart

25: //Libérer les espaces mémoires GPU des vecteurs ElemEnvoi et IndicesEnvoi

}

FIGURE 3.9 – Code de la nouvelle fonction des échanges de données entre nœuds voi-

sins dans une grappe GPU

pressé sur le vecteur global creux, intervenant dans la multiplication matrice creuse-

vecteur, sont mis en œuvre sur une grappe de 24 cœurs CPU et sur une grappe de 12

GPUs. Leurs performances sont reportées dans le tableau 3.9 et 3.10, respectivement.
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FIGURE 3.10 – Réorganisation des colonnes d’une sous-matrice creuse locale

Matrice Tempscpu Tempsgpu τ Amélioration en %

2cubes sphere 1, 625s 0, 401s 4, 05 29, 02

ecology2 0, 856s 0, 103s 8, 27 48, 50

finan512 1, 210s 0, 354s 3, 42 29, 76

G3 circuit 1, 346s 0, 263s 5, 12 61, 44

shallow water2 0, 397s 0, 055s 7, 23 50, 89

thermal2 1, 411s 0, 244s 5, 78 67, 68

TABLE 3.9 – Performances du solveur parallèle CG utilisant le format de stockage com-

pressé des vecteurs creux pour la résolution des systèmes linéaires creux à matrices

bandes sur une grappe de 24 cœurs CPU vs. sur une grappe de 12 GPUs

Les tests de performances sont effectués sur des systèmes linéaires creux de 25 millions

de valeurs inconnues associés aux matrices bandes présentées dans le tableau 3.6. Les

deuxième, troisième et quatrième colonnes de chaque tableau présentent, respective-

ment, le temps d’exécution sur une grappe de 24 cœurs CPU, le temps d’exécution sur

une grappe de 12 GPUs et le grain relatif obtenu d’un solveur exécuté sur la grappe GPU

par rapport au même solveur exécuté sur la grappe CPU. Le nombre d’itérations (# iter),

la précision de calcul sur la grappe GPU (prec) et la différence (∆) entre les deux solu-

tions obtenus sur la grappe CPU et la grappe GPU sont équivalents à ceux présentés

dans les tableaux 3.7 et 3.8. Enfin, la cinquième colonne de chaque tableau présente

l’amélioration en pourcentage du temps d’exécution sur une grappe GPU des deux sol-

veurs parallèles CG et GMRES.

Nous pouvons remarquer, dans les deux tableaux 3.9 et 3.10, que les temps de

résolution de ces exemples de systèmes linéaires creux sur une grappe GPU sont,

sensiblement, plus faibles que ceux présentés dans les tableaux 3.7 et 3.8. Les temps

d’exécution sur une grappe de 12 GPUs des deux solveurs parallèles CG et GMRES sont

améliorés, en moyenne, de 48% et 38% sur ces exemples. En effet, dans les nouvelles

mises en œuvre parallèles de ces deux solveurs, les nœuds de calcul n’échangent entre
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Matrice Tempscpu Tempsgpu τ Amélioration en %

2cubes sphere 3, 597s 0, 514s 6, 99 40, 92

ecology2 2, 549s 0, 288s 8, 83 32, 07

finan512 2, 660s 0, 377s 7, 05 29, 27

G3 circuit 3, 139s 0, 480s 6, 53 53, 12

shallow water2 2, 195s 0, 253s 8, 68 34, 11

thermal2 3, 206s 0, 463s 6, 93 59, 03

cage13 5, 560s 0, 663s 8, 39 37, 10

crashbasis 25, 802s 3, 511s 7, 35 23, 16

FEM 3D thermal2 13, 281s 1, 572s 8, 45 40, 77

language 12, 553s 1, 760s 7, 13 32, 85

poli large 8, 515s 1, 053s 8, 09 28, 56

torso3 31, 463s 3, 681s 8, 55 45, 57

TABLE 3.10 – Performances du solveur parallèle GMRES utilisant un format de stockage

compressé des vecteurs creux pour la résolution des systèmes linéaires creux à matrices

bandes sur une grappe de 24 cœurs CPU vs. sur une grappe de 12 GPUs

eux que des éléments de vecteur utiles pour le calcul de leurs multiplications matrice

creuse-vecteur respectives. Ceci a, donc, permis de minimiser les surcoûts de communi-

cations entre un GPU et son hôte CPU et entre les CPUs des nœuds de calcul voisins.

3.3.3.2/ PARTITIONNEMENT HYPERGRAPHE

Dans cette section, nous testons les performances des deux solveurs parallèles CG et

GMRES pour la résolution de systèmes linéaires creux associés à des matrices ayant de

grandes largeurs de bande. En effet, nous nous intéressons aux matrices creuses ayant

des valeurs non nulles distribuées, plus ou moins, sur tout le long de leurs largeurs de

bande.

Nous avons développé, en langage de programmation C, un générateur de matrices

creuses de grandes dimensions et ayant cinq bandes distribuées équitablement sur leurs

largeurs de bande (voir figure 3.11). Le principe de ce générateur est équivalent à celui

présenté dans la section 3.3.2. Cependant, les copies effectuées de la matrice initiale,

choisie dans la collection de l’université de Floride, sont placées sur la diagonale prin-

cipale et sur deux hors diagonales à gauche et à droite de la diagonale principale. La

figure 3.11 montre un exemple de génération de matrice creuse à cinq bandes à partir

de la matrice initiale 2cubes sphere. Le tableau 3.11 montre le nombre de valeurs non

nulles (colonne 3) et la largeur de bande (colonne 4) des matrices de tests associées à

des systèmes linéaires creux de 25 millions de valeurs inconnues. Ces matrices creuses

sont générées à partir de celles (colonne 2) présentées dans le tableau 3.1.

Les deux tableaux 3.12 et 3.13 présentent, respectivement, les performances des sol-

veurs parallèles CG et GMRES sur une grappe de 24 cœurs CPU et sur une grappe de 12

GPUs. Nous pouvons remarquer que l’utilisation d’une grappe de GPUs pour la résolution

de ce type de systèmes linéaires creux n’est pas efficace. Les temps de résolution obte-

nus sur une grappe de 12 GPUs sont presque équivalents à ceux obtenus sur une grappe

de 24 cœurs CPU (voir les gains relatifs, τ, dans la colonne 4 de chaque tableau). Ceci
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FIGURE 3.11 – Exemple de génération de matrices creuses ayant cinq bandes par quatre

nœuds de calcul

Type Nom # Valeurs non nulles Largeur de bande

2cubes sphere 829.082.728 24.999.999

ecology2 254.892.056 25.000.000

Symétrique finan512 556.982.339 24.999.973

G3 circuit 257.982.646 25.000.000

shallow water2 200.798.268 25.000.000

thermal2 359.340.179 24.999.998

cage13 879.063.379 24.999.998

crashbasis 820.373.286 24.999.803

Asymétrique FEM 3D thermal2 1.194.012.703 24.999.998

language 155.261.826 24.999.492

poli large 106.680.819 25.000.000

torso3 872.029.998 25.000.000

TABLE 3.11 – Principales caractéristiques des matrices creuses de tests ayant cinq

bandes

Matrice Tempscpu Tempsgpu τ # iter prec ∆

2cubes sphere 6, 041s 3, 338s 1, 81 30 6, 77e − 11 3, 25e − 19

ecology2 1, 404s 1, 301s 1, 08 13 5, 22e − 11 2, 17e − 18

finan512 1, 822s 1, 299s 1, 40 12 3, 52e − 11 3, 47e − 18

G3 circuit 2, 331s 2, 129s 1, 09 15 1, 36e − 11 5, 20e − 18

shallow water2 0, 541s 0, 504s 1, 07 6 2, 12e − 16 5, 05e − 28

thermal2 2, 549s 1, 705s 1, 49 14 2, 36e − 10 5, 20e − 18

TABLE 3.12 – Performances du solveur parallèle CG utilisant un format de stockage com-

pressé des vecteurs creux pour la résolution des systèmes linéaires creux associés à

des matrices à cinq bandes sur une grappe de 24 cœurs CPU vs. sur une grappe de 12

GPUs
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Matrice Tempscpu Tempsgpu τ # iter prec ∆

2cubes sphere 15, 963s 7, 250s 2, 20 58 6, 23e − 16 3, 25e − 19

ecology2 3, 549s 2, 176s 1, 63 21 4, 78e − 15 1, 06e − 15

finan512 3, 862s 1, 934s 1, 99 17 3, 21e − 14 8, 43e − 17

G3 circuit 4, 636s 2, 811s 1, 65 22 1, 08e − 14 1, 77e − 16

shallow water2 2, 738s 1, 539s 1, 78 17 5, 54e − 23 3, 82e − 26

thermal2 5, 017s 2, 587s 1, 94 21 8, 25e − 14 4, 34e − 18

cage13 9, 315s 3, 227s 2, 89 26 3, 38e − 13 2, 08e − 16

crashbasis 35, 980s 14, 770s 2, 43 127 1, 17e − 12 1, 56e − 17

FEM 3D thermal2 24, 611s 7, 749s 3, 17 64 3, 87e − 11 2, 84e − 14

language 16, 859s 9, 697s 1, 74 89 2, 17e − 12 1, 70e − 12

poli large 10, 200s 6, 534s 1, 56 69 5, 14e − 13 1, 63e − 13

torso3 49, 074s 19, 397s 2, 53 175 2, 69e − 12 2, 77e − 16

TABLE 3.13 – Performances du solveur parallèle GMRES utilisant un format de stockage

compressé des vecteurs creux pour la résolution des systèmes linéaires creux associés

à des matrices à cinq bandes sur une grappe de 24 cœurs CPU vs. sur une grappe de

12 GPUs

est dû au gros volume total de communications nécessaires pour la synchronisation des

calculs entre les différents nœuds de la grappe. En effet, un partitionnement naı̈f, ligne

par ligne ou colonne par colonne, des matrices creuses de grandes largeurs de bande

peut lier un nœud de calcul à plusieurs nœuds voisins et générer un nombre important

de dépendances de données entre les différents nœuds de la grappe.

Par conséquent, nous avons choisi d’utiliser la méthode de partitionnement hyper-

graphe qui est bien adaptée à de nombreux types de matrices creuses [21]. En effet, elle

permet de bien modéliser les communications entre les nœuds de calcul, surtout dans le

cas des matrices asymétriques et rectangulaires, et elle donne de bonnes réductions du

volume total des communications à effectuer entre les nœuds. Par contre, elle est plus

coûteuse, en termes de temps d’exécution et de consommation espace mémoire, que les

méthodes de partitionnement basées sur une modélisation par graphes.

La matrice creuse, A, du système linéaire à résoudre est modélisée sous forme d’un

hypergraphe, H = (V,E), comme suit :

– chaque ligne de matrice i (0 ≤ i < n) correspond à un sommet vi ∈ V,

– chaque colonne de matrice j (0 ≤ j < n) correspond à une arête e j ∈ E, telle que :

∀ai j ∈ A une valeur non nulle : vi ∈ sommets[e j],

– wi est le poids du sommet vi et,

– c j est le coût de l’arête e j.

Un partitionnement hypergraphe P = {V1,V2, ...,VK} consiste à découper l’ensemble des

sommets V de l’hypergraphe H en K sous-ensembles (ou parties) non vides disjoints

deux à deux, de sorte que chaque sous-ensemble soit attribué à un nœud de calcul.

La figure 3.12 montre un exemple de partitionnement hypergraphe d’une matrice creuse

carrée de taille (9×9) en trois parties. Les cercles et les carrés correspondent, respective-

ment, aux sommets et arêtes de l’hypergraphe de la matrice. Les arêtes présentées avec

des carrés en lignes continues définissent des isthmes (cut edges en anglais) reliant au

moins deux parties de l’hypergraphe. La connectivité λ j d’un isthme e j désigne le nombre
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FIGURE 3.12 – Exemple de partitionnement hypergraphe d’une matrice creuse découpée

entre trois nœuds de calcul

des différentes parties de l’hypergraphe reliées par cette arête e j.

Les isthmes, issus d’un partitionnement hypergraphe d’une matrice creuse, permettent

de modéliser les communications entre les nœuds de calcul voisins, nécessaires pour

effectuer une multiplication parallèle matrice creuse-vecteur. En effet, chaque arête e j

définit l’ensemble des opérations atomiques, bi ← bi + ai jx j, de la multiplication matrice

creuse-vecteur, b = Ax, qui ont besoin du jeme élément du vecteur x. Donc, les som-

mets de l’arête e j (sommets[e j]) désignent l’ensemble des lignes de matrice nécessitant

le même élément de vecteur x j. Par exemple, dans la figure 3.12, les sommets[e9] =

{v2, v5, v9} représentent, respectivement, les lignes de matrice 2, 5 et 9 qui ont be-

soin de l’élément de vecteur x9 pour calculer, en parallèle, les opérations atomiques :

b2 ← b2 + a29x9, b5 ← b5 + a59x9 et b9 ← b9 + a99x9. Cependant, x9 est un élément appar-

tenant au sous-vecteur local du nœud de calcul 3. Par conséquent, le nœud 3 doit établir

des communications avec ses voisins 1 et 2 pour leur transmettre l’élément de vecteur x9.

Le partitionnement hypergraphe permet de réduire le volume total des communica-

tions, nécessaires pour le calcul parallèle de la multiplication matrice creuse-vecteur, tout

en maintenant l’équilibrage de charge entre les nœuds de calcul. En effet, il cherche à

minimiser, au mieux, la somme suivante :

X(P) =
∑

e j∈EC

c j(λ j − 1), (3.26)

où EC représente l’ensemble des isthmes issus du partitionnement P et c j et λ j sont,

respectivement, le coût et la connectivité de chaque isthme e j. De plus, il permet aussi

d’assurer un équilibrage de charge entre les K parties comme suit :

Wk ≤ (1 + ǫ)Wmoy, (1 ≤ k ≤ K) et (0 < ǫ < 1), (3.27)

où Wk, Wmoy et ǫ sont, respectivement, la somme des poids (wi) des sommets de la partie

Vk, la moyenne des poids des K parties et le ratio de déséquilibre de charge maximal

autorisé.

Le partitionnement hypergraphe est un problème NP-complet mais il existe plusieurs

outils logiciels utilisant des heuristiques, par exemple : hMETIS [51], PaToH [22] et Zol-

tan [34]. Vu la grande dimension des matrices creuses des systèmes linéaires à résoudre,
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nous utilisons un partitionnement hypergraphe parallèle qui doit être effectué par, au

moins, deux processus MPI. Pour cela, le modèle hypergraphe H de la matrice creuse

doit être découpé en p (nombre de processus MPI) sous-hypergraphes Hk = (Vk,Ek),

0 ≤ k < p, puis appliquer le partitionnement parallèle utilisant les fonctions de communi-

cations de la bibliothèque MPI entre les p processus.

Les deux tableaux 3.14 et 3.15 montrent, respectivement, les performances des sol-

veurs parallèles CG et GMRES sur une grappe de 24 cœurs CPU et sur une grappe

de 12 GPUs. Les matrices creuses de tests utilisées sont celles présentées dans le

tableau 3.11. Pour ces tests de performances, nous avons appliqué le partitionnement

hypergraphe et le format de stockage compressé (présenté précédemment) sur les vec-

teurs creux des multiplications matrice creuse-vecteur. Nous avons utilisé le partitionne-

ment hypergraphe parallèle [2] développée dans l’outil Zoltan [4]. Nous avons initialisé

les paramètres de partitionnement comme suit :

– le poids wi de chaque sommet v j ∈ V est initialisé au nombre de valeurs non nulles

sur la ligne de matrice i,

– pour des raisons de simplicité, le coût c j de chaque arête e j ∈ E est fixé à 1,

– le ratio de déséquilibre de charge maximal ǫ est limité à 10%.

Nous pouvons remarquer dans les deux tableaux 3.14 et 3.15 que le partitionnement

hypergraphe a permis d’améliorer les performances de résolution des deux solveurs

parallèles CG et GMRES. Les temps de résolution sur une grappe de 12 GPUs sont

améliorés d’une façon considérable par rapport à ceux obtenus avec un partitionnement

naı̈f ligne par ligne des matrices creuses. Pour ces exemples de tests de performance,

les temps d’exécution de CG et de GMRES sur une grappe de 12 GPUs sont diminués en

moyenne de 76% et 65% (voir colonne 5 de chaque tableau), respectivement, par rapport

à ceux présentés dans les deux tableaux 3.12 et 3.13.

Matrice Tempscpu Tempsgpu τ Amélioration en %

2cubes sphere 5, 935s 1, 213s 4, 89 63, 66

ecology2 1, 093s 0, 136s 8, 00 89, 55

finan512 1, 762s 0, 475s 3, 71 63, 43

G3 circuit 2, 095s 0, 558s 3, 76 73, 79

shallow water2 0, 498s 0, 068s 7, 31 86, 51

thermal2 1, 889s 0, 348s 5, 43 79, 59

TABLE 3.14 – Performances du solveur parallèle CG utilisant un partitionnement hyper-

graphe et un format de stockage compressé des vecteurs creux pour la résolution des

systèmes linéaires creux associés à des matrices à cinq bandes sur une grappe de 24

cœurs CPU vs. sur une grappe de 12 GPUs

En effet, le partitionnement hypergraphe des matrices creuses à grandes largeurs de

bandes a permis de réduire le volume total des communications entre les nœuds de la

grappe de calcul. Le tableau 3.16 présente, pour chaque matrice de test (colonne 1),

le volume total de communications entre 12 nœuds de calcul obtenu avec un partition-

nement ligne par ligne (colonne 2), celui obtenu avec un partitionnement hypergraphe

(colonne 3) et le temps d’exécution en minutes du partitionnement hypergraphe (colonne

4) effectuée par 12 processus MPI. Le volume total de communications définit le nombre

total d’éléments de vecteur échangés entre tous les nœuds de calcul. Ce tableau 3.16
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Matrice Tempscpu Tempsgpu τ Amélioration en %

2cubes sphere 16, 430s 2, 840s 5, 78 60, 83

ecology2 3, 152s 0, 367s 8, 59 83, 13

finan512 3, 672s 0, 723s 5, 08 62, 62

G3 circuit 4, 468s 0, 971s 4, 60 65, 46

shallow water2 2, 647s 0, 312s 8, 48 79, 73

thermal2 4, 190s 0, 666s 6, 29 74, 25

cage13 8, 077s 1, 584s 5, 10 50, 91

crashbasis 35, 173s 5, 546s 6, 34 62, 43

FEM 3D thermal2 24, 825s 3, 113s 7, 97 59, 83

language 16, 706s 2, 522s 6, 62 73, 99

poli large 12, 715s 3, 989s 3, 19 38, 95

torso3 48, 459s 6, 234s 7, 77 67, 86

TABLE 3.15 – Performances du solveur parallèle GMRES utilisant un partitionnement

hypergraphe et un format de stockage compressé des vecteurs creux pour la résolution

des systèmes linéaires creux associés à des matrices à cinq bandes sur une grappe de

24 cœurs CPU vs. sur une grappe de 12 GPUs

Volume total Volume total Temps de parti.

Matrice de comms. de comms. hypergraphe

sans parti. avec parti. en minutes

hypergraphe hypergraphe

2cubes sphere 25, 360, 543 240, 679 68, 98

ecology2 26, 044, 002 73, 021 4, 92

finan512 26, 087, 431 900, 729 33, 72

G3 circuit 31, 912, 003 5, 366, 774 11, 63

shallow water2 25, 105, 108 60, 899 5, 06

thermal2 30, 012, 846 1, 077, 921 17, 88

cage13 28, 254, 282 3, 845, 440 196, 45

crashbasis 29, 020, 060 2, 401, 876 33, 39

FEM 3D thermal2 25, 263, 767 250, 105 49, 89

language 27, 291, 486 1, 537, 835 9, 07

poli large 25, 053, 554 7, 388, 883 5, 92

torso3 25, 682, 514 613, 250 61, 51

TABLE 3.16 – Volume total de communications entre 12 nœuds de calcul sans et avec

utilisation de la méthode de partitionnement hypergraphe

montre que la méthode de partitionnement hypergraphe permet de découper la matrice

creuse de façon à minimiser au mieux les dépendances de données entre les nœuds de

calcul et, ainsi, réduire le volume total de communications.

Cependant, nous pouvons remarquer, dans la colonne 4 du tableau 3.16, que

l’opération de partitionnement hypergraphe prend beaucoup plus de temps que la

résolution des systèmes linéaires creux. Comme nous l’avons déjà mentionné, la

méthode de partitionnement hypergraphe est très coûteuse en termes de temps de traite-
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ment et de consommation espace mémoire. A cet effet, pour les applications utilisant sou-

vent les mêmes matrices creuses, nous pourrions effectuer ce type de partitionnement

une seule fois puis, sauvegarder les traces dans des fichiers pour pouvoir les réutiliser

sans avoir recours au partitionnement. En outre, dans le cas où nous avions assez de

temps, nous pourrions effectuer une factorisation pour la matrice creuse au lieu du par-

titionnement hypergraphe pour réduire le volume de communications. Toutefois, pour les

systèmes linéaires utilisant la même structure de matrice creuse, il serait préférable d’ap-

pliquer le partitionnement hypergraphe une seule fois sur cette structure puis, utiliser la

même décomposition de matrice pour différentes valeurs non nulles selon le système

linéaire creux à résoudre.

3.3.4/ EXPÉRIMENTATIONS SUR UNE GRAPPE GPU HÉTÉROGÈNE

Dans nos dernières expérimentations, nous testons les performances de nos solveurs

parallèles sur une grappe GPU hétérogène. Nous avons ajouté à notre grappe de GPUs

(voir section 3.3.2) deux nœuds de calcul composés, chacun, d’un CPU Quad-Core Xeon

E5620 et d’un GPU Fermi C2070. Donc, les tests de performance des solveurs parallèles

CG et GMRES sont effectués sur une grappe de 32 CPUs et sur une grappe de 14 GPUs

(12 GPUs Tesla C1060 et 2 GPUs Fermi C2070).

Les performances des deux solveurs parallèles CG et GMRES sont reportées dans

les quatre tableaux 3.17, 3.18, 3.19 et 3.20. Ce sont les performances obtenues pour

la résolution des systèmes linéaires creux de 25 millions de valeurs inconnues. Cepen-

dant, les deux premiers tableaux 3.17 et 3.18 présentent les performances de résolution

de systèmes linéaires associés aux matrices creuses à structure bande présentées

dans le tableau 3.6. Par contre, les tableaux 3.19 et 3.20 présentent celles obtenues

pour la résolution de systèmes linéaires associés aux matrices creuses à grandes lar-

geurs de bande présentées dans le tableau 3.11. Pour ce dernier type de systèmes

linéaires, nous avons utilisé un partitionnement hypergraphe. Bien évidemment, nous

pouvons remarquer que les temps de résolution sur une grappe de calcul constituée

de 8 CPUs Quad-Core et 14 GPUs sont sensiblement meilleurs que ceux effectués sur

une grappe constituée de 6 CPUs Quad-Core et 12 GPUs. Cependant, dans les grappes

GPU hétérogènes, nous devrions aussi étudier, plus en profondeur, le partitionnement de

données et l’équilibrage de charge selon la structure de la matrice creuse et les différents

types des architectures GPU. Par exemple, dans notre grappe hétérogène, nous devrions

prendre compte le fait que le GPU Fermi C2070 a une capacité de traitement plus efficace

que celle du GPU Tesla C1060.

Toutefois, le paramètre de performance plus important est le passage à l’échelle (sca-

lability en anglais) des deux algorithmes parallèles de CG et de GMRES sur une grappe

de GPUs. Nous avons effectué un ensemble de tests de performance sur les deux struc-

tures de matrices (une bande et cinq bandes) sur une grappe de calcul composée d’un

nœud à 14 nœuds. Les matrices creuses de tests sont générées à partir de la matrice

symétrique thermal2 prise dans la collection de l’université de Floride. Le tableau 3.21

montre les principales caractéristiques (nombre de lignes de matrice et nombre de va-

leurs non nulles) des matrices de tests générées à base de thermal2. Nous avons étudié

le passage à l’échelle faible (weak scalability) qui peut être défini comme la façon dont le

temps d’exécution d’un solveur parallèle varie en fonction du nombre de nœuds de calcul

pour une taille de problème fixe par nœud. Dans ce cas, chaque nœud i de la grappe se
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Matrice Tempscpu Tempsgpu τ # iter prec ∆

2cubes sphere 1, 122s 0, 220s 5, 10 14 5, 73e − 11 6, 07e − 18

ecology2 0, 638s 0, 089s 7, 14 15 3, 75e − 10 1, 39e − 16

finan512 0, 896s 0, 188s 4, 77 14 1, 04e − 10 2, 77e − 16

G3 circuit 1, 083s 0, 233s 4, 65 17 1, 10e − 10 6, 66e − 16

shallow water2 0, 298s 0, 048s 6, 16 7 3, 43e − 15 5, 17e − 26

thermal2 1, 076s 0, 243s 4, 42 16 1, 67e − 09 4, 44e − 16

TABLE 3.17 – Performances du solveur parallèle CG utilisant un format de stockage com-

pressé des vecteurs creux pour la résolution des systèmes linéaires creux associés à des

matrices à structure bande sur une grappe de 32 cœurs CPU vs. sur une grappe de 14

GPUs

Matrice Tempscpu Tempsgpu τ # iter prec ∆

2cubes sphere 2, 694s 0, 4408s 6, 11 21 2, 11e − 14 9, 54e − 18

ecology2 1, 909s 0, 249s 7, 68 21 4, 88e − 13 1, 02e − 14

finan512 2, 008s 0, 328s 6, 12 17 3, 22e − 12 7, 36e − 14

G3 circuit 2, 440s 0, 423s 5, 76 22 1, 04e − 12 1, 06e − 14

shallow water2 1, 641s 0, 218s 7, 52 17 5, 54e − 21 6, 23e − 24

thermal2 2, 429s 0, 437s 5, 55 21 8, 89e − 12 6, 66e − 16

cage13 3, 544s 0, 552s 6, 42 26 3, 29e − 11 6, 94e − 15

crashbasis 19, 831s 2, 972s 6, 67 135 6, 81e − 11 5, 44e − 15

FEM 3D thermal2 9, 393s 1, 330s 7, 06 64 3, 88e − 09 2, 73e − 12

language 9, 431s 1, 497s 6, 30 89 2, 09e − 10 1, 45e − 10

poli large 6, 371s 0, 912s 6, 99 69 5, 09e − 11 6, 82e − 12

torso3 23, 631s 3, 184s 7, 42 175 2, 69e − 10 2, 66e − 14

TABLE 3.18 – Performances du solveur parallèle GMRES utilisant un format de stockage

compressé des vecteurs creux pour la résolution des systèmes linéaires creux associés

à des matrices à structure bande sur une grappe de 32 cœurs CPU vs. sur une grappe

de 14 GPUs

Matrice Tempscpu Tempsgpu τ # iter prec ∆

2cubes sphere 4, 392s 1, 124s 3, 91 30 6, 77e − 11 4, 88e − 19

ecology2 0, 795s 0, 129s 6, 15 13 5, 22e − 11 3, 03e − 18

finan512 1, 380s 0, 376s 3, 66 12 3, 52e − 11 3, 47e − 18

G3 circuit 1, 620s 0, 533s 3, 04 15 1, 36e − 11 6, 94e − 18

shallow water2 0, 363s 0, 058s 6, 29 6 2, 12e − 16 5, 05e − 28

thermal2 1, 492s 0, 326s 4, 57 14 2, 36e − 10 5, 20e − 18

TABLE 3.19 – Performances du solveur parallèle CG utilisant un partitionnement hyper-

graphe et un format de stockage compressé des vecteurs creux pour la résolution des

systèmes linéaires creux associés à des matrices à cinq bandes sur une grappe de 32

cœurs CPU vs. sur une grappe de 14 GPUs

voit attribuer un sous-système linéaire creux de taille ni (après l’opération de partitionne-

ment), telle que n = g × ni soit la taille totale du système linéaire creux global à résoudre
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Matrice Tempscpu Tempsgpu τ # iter prec ∆

2cubes sphere 12, 024s 2, 445s 4, 92 58 6, 23e − 16 4, 34e − 19

ecology2 2, 328s 0, 320s 7, 27 21 4, 78e − 15 1, 84e − 16

finan512 2, 807s 0, 610s 4, 60 17 3, 21e − 14 6, 76e − 16

G3 circuit 3, 286s 0, 891s 3, 69 22 1, 08e − 14 4, 08e − 17

shallow water2 1, 949s 0, 270s 7, 22 17 5, 54e − 23 1, 05e − 25

thermal2 3, 220s 0, 599s 5, 37 21 8, 25e − 14 6, 07e − 18

cage13 8, 859s 1, 381s 6, 41 26 3, 38e − 13 1, 94e − 16

crashbasis 26, 479s 4, 776s 5, 54 127 1, 17e − 12 1, 56e − 17

FEM 3D thermal2 16, 988s 2, 705s 6, 28 64 3, 87e − 11 2, 84e − 14

language 11, 788s 2, 263s 5, 21 89 2, 23e − 12 2, 16e − 12

poli large 9, 055s 3, 284s 2, 76 69 5, 14e − 13 2, 77e − 13

torso3 37, 130s 5, 338s 6, 95 175 2, 69e − 12 3, 33e − 16

TABLE 3.20 – Performances du solveur parallèle GMRES utilisant un partitionnement

hypergraphe et un format de stockage compressé des vecteurs creux pour la résolution

des systèmes linéaires creux associés à des matrices à cinq bandes sur une grappe de

32 cœurs CPU vs. sur une grappe de 14 GPUs

Structure # Lignes de # Valeurs de

de la matrice matrice par nœud nulles par nœud

Bande 15 million 105.166.557

Cinq bandes 5 million 78.714.492

TABLE 3.21 – Caractéristiques principales de la matrice de tests utilisée pour étudier le

passage à l’échelle des algorithmes parallèles CG et GMRES

(g est le nombre de nœuds dans la grappe).

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

0 1 2 4 6 8 10 12 14

T
e
m

p
s
 d

’e
x
e
c
u
ti
o
n
 e

n
 s

e
c
o
n
d
e
s

Nombre de GPUs

"CG"
"GMRES"

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

0 1 2 4 6 8 10 12 14

T
e
m

p
s
 d

’e
x
e
c
u
ti
o
n
 e

n
 s

e
c
o
n
d
e
s

Nombre de GPUs

"CG"
"GMRES"

(a) Matrice bande (b) Matrice à cinq bandes

FIGURE 3.13 – Passage à l’échelle des algorithmes parallèles CG et GMRES sur une

grappe GPU pour la résolution des systèmes linéaires creux

La figure 3.13 présente le passage à l’échelle des deux solveurs parallèles CG

(courbes en lignes continues) et GMRES (courbes en lignes discontinues), pour la

résolution de systèmes linéaires creux associés à des matrices composées d’une seule
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bande principale (figure 3.13-(a)) ou de cinq bandes (figure 3.13-(b)). Nous avons fixé

la taille des sous-systèmes linéaires creux associés à des matrices bandes à 15 millions

de valeurs inconnues par nœud et ceux associés à des matrices à cinq bandes à 5 mil-

lions de valeurs inconnues par nœuds. Nous pouvons constater que les deux solveurs

parallèles supportent bien le passage à l’échelle faible sur une grappe GPU. En effet, les

temps de résolution restent, plus ou moins, constants tandis que la taille des systèmes

linéaires à résoudre augmente proportionnellement avec le nombre de nœuds de calcul.

Ceci signifie que le coût des communications est relativement constant indépendamment

du nombre de nœuds de calcul sur la grappe. Toutefois, nos expérimentations sont ef-

fectuées sur une grappe avec peu de GPUs. Prochainement, nous effectuerons d’autres

expérimentations sur des grappes à grande échelle.

3.4/ CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à l’exploitation de la puissance de

calcul d’une plateforme de calcul parallèle multi-GPUs pour la résolution de systèmes

linéaires creux de grandes dimensions. Pour cela, nous avons étudié comment adap-

ter les algorithmes de deux méthodes itératives de Krylov aux architectures GPU. La

première méthode itérative est celle du gradient conjugué (CG), bien connue pour son

efficacité à résoudre des systèmes linéaires symétriques, et la seconde est celle de

la généralisation de la méthode de minimisation du résidu (GMRES) destinée, plus

précisément, à la résolution de systèmes asymétriques.

Tout d’abord, nous avons présenté les principaux points clés des mises en œuvre

des deux méthodes sur un processeur graphique GPU. Puis, nous avons comparé les

performances de résolution de ces deux méthodes obtenues sur un GPU avec celles

obtenues sur un processeur traditionnel CPU. Cela nous a permis de montrer l’efficacité

des GPUs, par rapport aux CPUs, à résoudre des systèmes linéaires creux de grandes

tailles. En effet, une grande taille du système linéaire permet de maximiser l’utilisation

des cœurs et d’exploiter au mieux les ressources GPU. Nous avons aussi remarqué

que la méthode CG est plus performante que la méthode GMRES pour la résolution de

systèmes linéaires symétriques, que ce soit sur un GPU ou sur un CPU. Ceci, est dû

au fait que CG est caractérisée par un taux de convergence plus faible et des temps

d’exécution des itérations plus rapides que ceux de GMRES.

Ensuite, nous avons décrit les différentes étapes pour la mise en œuvre parallèle des

deux algorithmes CG et GMRES sur une grappe de GPUs. Puis, nous avons comparé

leurs performances obtenues sur une grappe GPU avec ceux obtenues sur une grappe

CPU. Bien évidemment, la grappe GPU est plus performante qu’une grappe tradition-

nelle CPU. En effet, elle permet d’agréger la puissance de calcul et les ressources de

plusieurs GPUs distants, pour une résolution plus efficace de systèmes linéaires creux

dépassant les dix millions de valeurs inconnues. Toutefois, nous avons constaté qu’elle

est moins performante, voire inefficace, dans le cas où la résolution parallèle de ces

systèmes nécessite un nombre important de communications entre les différents nœuds

pour la synchronisation de leurs calculs. En fait, contrairement à une grappe de CPUs,

elle nécessite non seulement des communications entre CPUs mais aussi des commu-

nications entre un GPU et son hôte CPU dans un même nœud, alors que ces dernières

sont connues pour être lentes.
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Par conséquent, nous avons utilisé un format de stockage compressé pour les vec-

teurs creux nécessaires pour le calcul de la multiplication matrice creuse-vecteur des

deux méthodes itératives. Ceci nous permet de réduire la taille des sous-vecteurs par-

tagés à échanger entre les nœuds voisins. De plus, nous avons proposé d’appliquer

un partitionnement hypergraphe pour les systèmes linéaires associés à des matrices

creuses ayant une grande largeur de bande. En effet, ce type de matrices peut engen-

drer, après leurs partitionnements, un nombre important de dépendances de données

entre les nœuds de calcul, ce qui se traduit par l’augmentation des coûts de commu-

nications nécessaires pour la synchronisation. Donc, le partitionnement hypergraphe est

l’une des méthodes permettant de découper ces matrices de façon à réduire au mieux les

dépendances de données tout en maintenant l’équilibrage de charge entre les nœuds de

la grappe. Dans les nouvelles architectures matérielles et logicielles GPU, un système de

GPU-Direct est mis en œuvre de façon à ce que deux GPUs placés dans un même nœud

ou dans deux nœuds distants (CUDA 5.0) peuvent communiquer entre eux directement

sans l’intervention CPU. Ceci permet d’améliorer les débits de transferts de données ente

différents GPUs.

Dans le suivant chapitre, nous nous intéresserons à la mise en œuvre parallèle de

méthodes itératives sur une grappes GPU, pour la résolution de systèmes non linéaires

creux issus de la discrétisation des problèmes obstacles en trois dimensions.





4
MISE ŒUVRE DE SOLVEURS NON

LINÉAIRES CREUX DES PROBLÈMES DE
L’OBSTACLE SUR DES GRAPPES GPU

L
E problème de l’obstacle appartient à la famille des problèmes aux frontières libres.

Il permet de modéliser, par exemple, une membrane élastique recouvrant un obs-

tacle solide. Le problème consiste à trouver une position d’équilibre de cette membrane

contrainte à se situer au-dessus de l’obstacle et qui tend à minimiser sa surface et/ou

son énergie. L’étude de problèmes de ce type intervient dans de nombreuses applica-

tions comme, par exemple, la mécanique des fluides dans les milieux poreux, la tor-

sion d’un cylindre élasto-plastique, la biomathématique (cicatrisation des plaies ou crois-

sance tumorale) ou les mathématiques des finances (prix des options Américaines ou

Européennes).

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux méthodes de résolution des problèmes

de l’obstacle de grandes tailles définis dans un domaine tridimensionnel. Plus

précisément, ces méthodes permettent de résoudre les systèmes algébriques non

linéaires issus du processus de discrétisation spatiale de ces problèmes. Pour cela,

nous utilisons deux méthodes de résolution itératives impliquant une projection sur un

ensemble convexe, à savoir : la méthode Richardson projetée et la méthode de relaxation

par blocs projetée. En fait, la première méthode est basée sur des itérations par points,

tandis que la seconde est basée sur des itérations par blocs. En revanche, compte tenu

de la grande taille des systèmes à résoudre, nous nous focalisons sur leurs algorithmes

itératifs parallèles synchrones et asynchrones.

Les mises en œuvre parallèles synchrone et asynchrone de ces deux méthodes nous

permettent de réduire le temps de calcul nécessaire à la résolution d’un problème de

l’obstacle de grande taille. Plus particulièrement, la mise en œuvre asynchrone est un

moyen intéressant pour la réduction des temps d’inactivité des processus, dus aux pas-

sages de messages bloquants et aux barrières de synchronisation nécessaires pour la

parallélisation d’un algorithme. Les méthodes itératives parallèles ont été étudiées par de

nombreux auteurs et mises en œuvre sur différentes plateformes de calcul parallèle CPU.

Dans le présent chapitre, nous proposons des mises en œuvre parallèles synchrone et

asynchrone sur une grappe de GPUs, pour les deux méthodes itératives : Richardson

projetée et de relaxation par blocs projetée. Donc, dans ce cas, il existe deux niveaux

de parallélisation : une parallélisation GPU à l’intérieur d’un nœud de calcul et une pa-

rallélisation entre les différents nœuds de la grappe qui communiquent entre eux par

passage de messages synchrone ou asynchrone.

Nous présentons, dans la section 4.1, le modèle mathématique des problèmes de
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l’obstacle puis, dans la section 4.2, le principe général de la parallélisation de la méthode

Richardson projetée et celle de la méthode de relaxation par blocs projetée. Dans la

section 4.3, nous décrivons les principaux points clés des algorithmes parallèles syn-

chrones et asynchrones de ces deux méthodes itératives sur une grappe GPU. Ensuite,

dans la section 4.4, nous effectuons une comparaison entre les performances des deux

méthodes pour la résolution de systèmes non linéaires issus de la discrétisation d’un

problème de l’obstacle et ce, sur une grappe CPU puis sur une grappe GPU. Enfin, dans

la section 4.5, nous utilisons la méthode de numérotation rouge-noir pour améliorer la

mise en œuvre de la méthode Richardson projetée sur une grappe GPU.

4.1/ PROBLÈME DE L’OBSTACLE

Dans cette section, nous présentons le modèle mathématique des problèmes de

l’obstacle définis dans un domaine tridimensionnel. Nous nous basons sur les travaux

présentés dans le papier [23].

4.1.1/ MODÉLISATION

Un problème de l’obstacle, intervenant dans le domaine de la mécanique par exemple,

peut être modélisé par l’équation non linéaire dépendant du temps suivante :






























∂u
∂t
+ bt∇u − η∆u + cu − f ≥ 0, u ≥ φ, sur tout [0,T ] ×Ω, η > 0,

(∂u
∂t
+ bt∇u − η∆u + cu − f )(u − φ) = 0, sur tout [0,T ] ×Ω,

u(0, x, y, z) = u0(x, y, z),

C.L. sur u(t, x, y, z) dé f ini sur ∂Ω,

(4.1)

où u0 est la condition initiale, c ≥ 0, b et η sont des paramètres physiques, T est le temps

final, u(t, x, y, z) est un élément du vecteur solution u à calculer, f est le vecteur second

membre qui peut représenter, par exemple, les forces externes, C.L. définit les conditions

aux limites sur la frontière ∂Ω du domaine Ω, φ modélise une contrainte imposée à u,

∆ est l’opérateur Laplacien et ∇ est l’opérateur gradient. En pratique, la condition aux

limites, généralement considérée, est celle de Dirichlet (où u est fixe sur ∂Ω) ou celle de

Neumann (où la dérivée normale de u est fixe sur ∂Ω).

Nous pouvons résoudre numériquement l’équation dépendant du temps (4.1) en

considérant un schéma à pas de temps implicite ou semi-implicite, de façon à ce qu’à

chaque pas de temps k un problème non linéaire stationnaire soit résolu :


















bt∇u − η∆u + (c + δ)u − g ≥ 0, u ≥ φ, sur tout [0,T ] ×Ω, η > 0,

(bt∇u − η∆u + (c + δ)u − g)(u − φ) = 0, sur tout [0,T ] ×Ω,

C.L. sur u(t, x, y, z) dé f ini sur ∂Ω,

(4.2)

où δ = 1
k

est l’inverse du pas de temps, g = f + δuprec et uprec est la solution obtenue au

pas de temps précédent.

4.1.2/ DISCRÉTISATION

Tout d’abord, nous pouvons préciser que la discrétisation spatiale du problème station-

naire (4.2) ne permet pas d’avoir une matrice symétrique, car l’opérateur de convection-
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diffusion est non autoadjoint. De plus, le fait que cet opérateur soit autoadjoint ou non

joue un rôle important dans le choix de l’algorithme adéquat pour la résolution numérique

des systèmes algébriques issus de la discrétisation des problèmes de l’obstacle. Cepen-

dant, étant donné que les coefficients de convection dans (4.2) sont constants, nous

pouvons reformuler le même problème par le moyen d’un opérateur autoadjoint en effec-

tuant un changement de variables classique. Donc, nous pouvons remplacer l’opérateur

de convection-diffusion stationnaire :

bt∇v − η∆v + (c + δ)v = g, sur tout [0,T ] ×Ω, c ≥ 0, η > 0, δ =
1

k
≥ 0, (4.3)

par un opérateur de diffusion stationnaire suivant :

− η∆u + (
‖b‖2

2

4η
+ c + δ)u = e−ag = f , (4.4)

où b = {b1, b2, b3}, ‖b‖2 est la norme euclidienne de b et v = e−au représente le change-

ment de variables général tel que a =
bt(x,y,z)

2η
. Par conséquent, la résolution numérique du

problème de diffusion (opérateur autoadjoint (4.4)) est faite par des algorithmes d’optimi-

sation, par contre, celle du problème de convection-diffusion (opérateur non autoadjoint

(4.2)) est faite par des algorithmes de relaxation.

Ensuite, le domaine tridimensionnel Ω ⊂ R
3 est défini dans Ω = [0, 1]3 et discrétisé

avec un maillage cartésien uniforme constitué de M = m3 points, où m est lié au pas de

discrétisation spatiale h = 1
m+1

. Ceci est effectué en utilisant un schéma d’approximation

d’ordre deux du Laplacien par des différences finies. Ainsi, la discrétisation complète des

deux problèmes aux limites stationnaires (4.2) et (4.4) se traduit par la résolution d’un

grand problème complémentaire discret de la forme suivante, lorsque les deux conditions

aux limites de Dirichlet ou de Neumann sont utilisées :


















Trouver U∗ ∈ R
M tels que

(A + δI)U∗ −G ≥ 0,U∗ ≥ Φ̄,

((A + δI)U∗ −G)T (U∗ − Φ̄) = 0,

(4.5)

où A est une matrice obtenue après la discrétisation spatiale par la méthode des

différences finies, G est issu de la dérivée partielle de premier ordre du schéma à pas de

temps implicite par la méthode d’Euler et de la discrétisation du vecteur second membre

du problème de l’obstacle, δ est l’inverse du pas de temps k et I est la matrice identité.

La matrice A est symétrique dans le cas d’un opérateur autoadjoint et asymétrique dans

le cas contraire.

En fonction du schéma de discrétisation du Laplacien choisi, A est une M-matrice

(irréductiblement diagonale dominante, voir [76]) et, par conséquent, la matrice (A+δI) est

aussi une M-matrice. Cette propriété est importante pour la convergence des méthodes

itératives de résolution.

4.2/ MÉTHODES ITÉRATIVES PARALLÈLES

De nombreux auteurs [44, 52, 8, 72, 74, 73, 7, 54, 24] ont déjà étudié l’ana-

lyse numérique et la résolution des équations non linéaires issues des problèmes de

l’obstacle, par des méthodes de résolution séquentielles ou parallèles synchrones/a-

synchrones sur des calculateurs CPU. Cependant, dans ce document, nous nous
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intéressons à la résolution de problèmes complémentaires (4.5) issus de la discrétisation

de problèmes de l’obstacle de grandes dimensions. Pour cela, nous nous intéressons à

deux méthodes itératives parallèles synchrones ou asynchrones (voir [25, 57, 12, 15, 9]),

à savoir :

– la méthode Richardson projetée pour la résolution du problème de diffusion et,

– la méthode de relaxation par blocs projetée pour la résolution du problème de

convection-diffusion.

Dans cette section, nous présentons le principe général de la parallélisation de ces deux

méthodes de résolution.

4.2.1/ PRÉLIMINAIRES

Soient E = R
M un espace de Hilbert et α ∈ N un entier naturel. De plus, E =

∏α
i=1

Ei

est un produit de α sous-espaces de Hilbert Ei = R
mi , tel que M =

∑α
i=1

mi. Chaque sous-

espace Ei est muni d’un produit scalaire 〈 . , . 〉i et d’une norme | . |i pour tout i ∈ {1, . . . , α}.

Enfin, pour tout U,V ∈ E, 〈U ,V〉 =
∑α

i=1
〈Ui ,Vi〉i et ‖ . ‖ définissent, respectivement, le

produit scalaire et la norme dans E.

Dans ce qui suit, nous considérons le problème de point fixe général suivant :

{

Trouver U∗ ∈ E tel que

U∗
= F(U∗)

(4.6)

où U 7→ F(U) est une application de E dans E. Soit U ∈ E, les décompositions par blocs

de U et de F sont présentées comme suit :

U = (U1, . . . ,Uα)

F(U) = (F1(U), . . . , Fα(U))

Les itérations parallèles asynchrones (voir section 2.3.3) pour la résolution du

problème (4.6) sont définies comme suit : soit U0 ∈ E une solution initiale donnée, alors

pour tout p ∈ N, U p+1 est défini récursivement par :

U
p+1

i
=















Fi(U
ρ1(p)

1
, . . . ,U

ρ j(p)

j
, . . . ,U

ρα(p)
α ) si i ∈ s(p)

U
p

i
sinon

(4.7)

où
{

∀p ∈ N, s(p) ⊂ {1, . . . , α} et s(p) , ∅

∀i ∈ {1, . . . , α}, {p | i ∈ s(p)} est dénombrable
(4.8)

et ∀ j ∈ {1, . . . , α},















∀p ∈ N, ρ j(p) ∈ N, 0 ≤ ρ j(p) ≤ p et ρ j(p) = p si j ∈ s(p)

lim
p→∞
ρ j(p) = +∞. (4.9)

Le schéma itératif asynchrone, présenté ci-dessus, modélise des calculs parallèles

effectués sans un ordre précis ni synchronisation et il décrit une méthode de sous-

domaines sans recouvrement. Plus précisément, il permet de définir des calculs dis-

tribués dans lesquels les processeurs calculent à leurs propres rythmes en fonction de

leurs caractéristiques intrinsèques et de leurs charges de calcul. Le parallélisme entre

les processeurs est bien défini par l’ensemble s(p) qui contient à chaque étape p l’indice
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des éléments de vecteur relaxés en parallèle par chaque processeur. De plus, l’utilisa-

tion des éléments reçus en retard dans (4.7) permet de définir un comportement non

déterministe et non celui d’une inefficacité du schéma de calcul distribué. Il est à noter

que théoriquement, d’après [57], chaque élément de vecteur doit être relaxé une infinité

de fois. Le choix des éléments relaxés peut être guidé par un critère quelconque. Ce-

pendant, le critère de choix le plus évident consiste à utiliser les éléments de vecteur

disponibles et récemment calculés par les processeurs.

Ce schéma itératif asynchrone (présenté ci-dessus) permet de décrire le modèle

général des algorithmes itératifs parallèles, entre autres, celui des itérations synchrones

si :

∀ j ∈ {1, . . . , α}, ∀p ∈ N, ρ j(p) = p.

Dans ce modèle, l’erreur absolue e
p

i
du bloc i est définie par la norme euclidienne de

la différence entre les deux valeurs du bloc Ui calculées par le processeur i aux deux

itérations successives p − 1 et p comme suit :

e
p

i
= ‖U

p

i
− U

p−1

i
‖2, (4.10)

où U
p

i
est le bloc i du vecteur U calculé à l’itération p.

Afin d’évaluer la quantité de calcul nécessaire pour atteindre la convergence, nous

prenons en considération dans les expérimentations (voir section 4.4) le nombre de re-

laxations au lieu de celui des itérations. En effet, une relaxation peut être définie comme la

mise à jour locale des éléments d’un bloc i du vecteur itéré U en fonction de l’application

Fi (voir formule (4.7)). Cette définition s’applique aux deux cas : séquentiel et parallèle

synchrone ou asynchrone. Par contre, une itération est la mise à jour des éléments de

tous les blocs i du vecteur itéré U en fonction des applications Fi, où i ∈ {1, . . . , α}, de

façon séquentielle ou parallèle synchrone. Donc, puisque cette dernière définition ne

peut pas être appliquée au cas parallèle asynchrone, nous utilisons le nombre de re-

laxations comme indicateur du nombre d’opérations flottantes nécessaires pour atteindre

la convergence.

4.2.2/ MÉTHODE PARALLÈLE DE RICHARDSON PROJETÉE

Dans cette section, nous présentons un algorithme itératif parallèle pour la résolution

du problème aux limites défini par un opérateur de diffusion (4.4) et associé à un problème

d’optimisation avec des contraintes sur la solution. Soit K un ensemble convexe fermé

défini comme suit :

K = {U | U ≥ Φ̄ partout dans E}

où Φ̄ est la fonction d’obstacle discrète. En fait, le problème de l’obstacle (4.5) peut être

défini comme un problème d’optimisation avec contraintes suivant :

{

Trouver U∗ ∈ K tel que

∀V ∈ K, J(U∗) ≤ J(V)

où la fonction de coût est donnée comme suit :

J(U) =
1

2
〈AU ,U〉 − 〈G ,U〉
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où 〈. , .〉 définit un produit scalaire dans E, A = A + δI est une matrice symétrique positive

définie et A est la matrice de discrétisation associée à l’opérateur autoadjoint (4.4) après

changement de variables.

Dans ce document, nous considérons des problèmes de l’obstacle de très grandes

tailles. Donc, afin de réduire les temps de calcul, le problème d’optimisation (présenté

ci-dessus) peut être résolu en utilisant une méthode parallèle asynchrone projetée sur

l’ensemble convexe K. Plus précisément, nous utilisons un algorithme parallèle asyn-

chrone de la méthode Richardson projetée [61].

Nous étendons le formalisme présenté dans la section 4.2.1 pour définir la méthode

Richardson parallèle asynchrone projetée comme suit. Soient ∀i ∈ {1, . . . , α},Ki ⊂ Ei,

Ki est un ensemble convexe fermé, K =
∏α

i=1
Ki et G = (G1, . . . ,Gα) ∈ E. Pour tout

U ∈ E, soit PK(U) une projection de U sur K tel que Pk(U) = (PK1
(U1), . . . , PKα(Uα)) où

∀i ∈ {1, . . . , α}, PKi
est une projection de Ei sur Ki.

Pour tout γ ∈ R, γ > 0 paramètre de relaxation, soit un schéma de point fixe Fγ défini

par :

U⋆ = PK(U⋆ − γ(AU⋆ −G)) = Fγ(U
⋆), (4.11)

qui peut être aussi défini comme suit, tel que Fγ(U) = (F1,γ(U), . . . , Fα,γ(U)) :

∀U ∈ E, Fi,γ(U) = PKi
(Ui − γ(AiU −Gi)).

4.2.3/ MÉTHODE PARALLÈLE DE RELAXATION PAR BLOCS PROJETÉE

Dans cette section, nous utilisons la méthode parallèle asynchrone de relaxation

par blocs projetée, qui est liée directement à la décomposition naturelle par blocs de

l’opérateur discrétisé avec la même notation utilisée dans la section 4.2.2. Cette méthode

peut être appliquée dans les deux cas où la matrice A est symétrique ou asymétrique.

Ceci signifie qu’elle peut être utilisée pour résoudre les problèmes discrétisés de diffusion

ou ceux de convection-diffusion. C’est une méthode parallèle de sous-domaines sans re-

couvrement.

L’algorithme de relaxation par blocs projetée est associé au schéma de point fixe sui-

vant :

U⋆i = PKi
(A−1

i,i (Gi −
∑

j,i

Ai, jU
⋆
j )) = FBi

(U⋆),∀i ∈ {1, . . . , α}. (4.12)

Nous pouvons associer à ce schéma de point fixe FB une méthode par blocs parallèle

asynchrone définie par (4.7), (4.8) et (4.9).

4.2.4/ CONVERGENCE DES MÉTHODES

La propriété la plus importante pour assurer la convergence des deux méthodes,

définies ci-dessous, est le fait que la matrice A soit une M-matrice [23]. De plus, la

convergence de la méthode Richardson projetée est assurée selon les travaux présentés

dans [61, 24] alors que, celle de la méthode de relaxation par blocs projetée peut être

établie en utilisant, par exemple, des techniques de contraction [43, 62] ou d’ordre par-

tiel [59, 60, 58].
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Donc, il existe une valeur γ0 > 0, tel que ∀γ ∈]0, γ0[, les itérations synchrones et asyn-

chrones (4.7), (4.8) et (4.9) de la méthode Richardson projetée, associées au schéma de

point fixe Fγ (4.11), convergent vers une solution unique U⋆ du problème discrétisé pour

toute solution initiale U0.

Nous supposons que le système algébrique, issu de la discrétisation du problème

de l’obstacle, est décomposé en q blocs, q ≥ α, sans recouvrement. Les itérations syn-

chrones et asynchrones de la méthode de relaxation par blocs projetée (4.7), (4.8) et

(4.9), associées au schéma de point fixe FB (4.12), convergent vers la solution unique U⋆

et ce, pour les deux types de décomposition : par blocs ou par points (α = M).

4.3/ MISE EN ŒUVRE PARALLÈLE SUR UNE GRAPPE GPU

Dans cette section, nous décrivons la mise en œuvre sur un GPU des algorithmes

des deux méthodes : Richardson projetée et de relaxation par blocs projetée, puis leurs

parallélisation sur une grappe de GPUs.

4.3.1/ MISE EN ŒUVRE SUR UN GPU

L’algorithme 12 définit les principaux points clés de l’algorithme de résolution des

systèmes non linéaires issus de la discrétisation d’un problème de l’obstacle, où A est

la matrice de discrétisation, G est le vecteur second membre et U est le vecteur solution.

Algorithme 12 : Algorithme général pour la résolution des systèmes non linéaires du

problème de l’obstacle

Entrées : A (matrice), G (vecteur second membre), ε (seuil de tolérance), MaxRelax

(nombre maximum de relaxations), NbPasTemps (nombre de pas de temps)

Sorties : U (vecteur solution)

Initialiser les paramètres du problème de l’obstacle;1

Allouer et copier les données dans la mémoire GPU;2

pour (t = 1) à NbPasTemps faire3

G ← 1
k
U + F;4

Resoudre(A,U,G, ε,MaxRelax);5

fin6

Copier les résultats de la mémoire GPU vers la mémoire CPU;7

Après l’étape d’initialisation des paramètres (ligne 1 de l’algorithme 12), toutes les

données du problème de l’obstacle doivent être copiées depuis la mémoire CPU vers

la mémoire GPU (ligne 2). Ensuite, l’algorithme utilise NbPasTemps pas de temps pour

résoudre le problème de l’obstacle, en appliquant un solveur itératif défini par la fonction

Resoudre() à la ligne 5. La méthode itérative que nous utilisons est celle de Richardson

projetée ou de relaxation par blocs projetée adaptée aux GPUs. A chaque pas de temps,

la solution initiale de la méthode itérative est fixée à la valeur de la solution trouvée au

pas de temps précédent. De plus, le vecteur second membre G est calculé comme suit :

G = δU prec
+ F, δ =

1

k
,
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où δ est l’inverse du pas de temps k, U prec est la solution trouvée au pas de temps

précédent et chaque élément, f (x, y, z), du vecteur F est défini comme suit :

f (x, y, z) = cos(2πx) · cos(4πy) · cos(6πz).

Enfin, la solution finale du problème de l’obstacle doit être copiée depuis la mémoire GPU

vers la mémoire CPU (ligne 7). Nous utilisons les fonctions CUBLAS pour l’allocation

mémoire dans le GPU (cublasAlloc()) et les copies mémoires entre le CPU et son

GPU (cublasSetVector() et cublasGetVector()).

Les deux méthodes itératives (Richardson et de relaxation par blocs projetées) sont

basées, principalement, sur des fonctions algébriques opérant sur des vecteurs et/ou

des matrices. Donc, leurs mises en œuvre sur un GPU sont réalisées de façon à ce que

le GPU exécute toutes les opérations vectorielles comme des kernels et le CPU super-

vise l’exécution des kernels et l’approvisionnement du GPU en données. L’algorithme 13

montre les principaux points clés des deux solveurs itératifs (fonction Resoudre() dans

l’algorithme 12).

Algorithme 13 : Algorithme global de la fonction Resoudre

Entrées : A (matrice), G (vecteur second membre), ε (seuil de tolérance), MaxRelax

(nombre maximum de relaxations)

Sorties : U (vecteur solution)

p ← 0;1

conv ← f aux;2

répéter3

tmp ← U;4

Calculer Nouveaux Elements Vecteur(A,G,U);5

tmp ← tmp − U;6

erreur ← ‖tmp‖2;7

p ← p + 1;8

conv ← Convergence(erreur, ε, p,MaxRelax);9

jusqu’à (conv = vrai) ;10

Toutes les opérations vectorielles dans la boucle principale (répéter ... jusqu’à())

sont exécutées par le GPU. Pour cela, nous utilisons les fonctions de la bibliothèque

CUBLAS suivantes :

– cublasDcopy() pour les copies mémoires dans la mémoire GPU (ligne 4 de l’algo-

rithme 13),

– cublasDaxpy() pour calculer l’erreur absolue de la différence entre les solutions

calculées dans deux pas de temps successifs (ligne 6) et,

– cublasDnrm2() pour calculer la norme euclidienne de l’erreur absolue (ligne 7).

Les principaux kernels de la fonction Calculer Nouveaux Elements Vecteur() (ligne 5 de

l’algorithme 13), sont ceux de la multiplication matrice-vecteur (AU) et la mise à jour des

éléments du vecteur solution U. Enfin, la fonction Convergence() permet de détecter la

convergence du solveur itératif. Elle est basée sur le seuil de tolérance ε et le nombre

maximum de relaxations MaxRelax pour arrêter les calculs. Dans le cas séquentiel, le

solveur itératif est dit convergent lorsque l’erreur absolue erreur (voir la formule 4.10)

est suffisamment petite (erreur < ε) et/ou le nombre maximum de relaxations est atteint

(p ≥ MaxRelax).
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Grille de threads

Bloc de threads
noeud11

P
o
rt
io

n
 n

z−
1

P
o
rt
io

n
 3

P
o
rt
io

n
 2

P
o
rt
io

n
 1

P
o
rt
io

n
 0

FIGURE 4.1 – Décomposition d’un sous-problème en nz portions

La configuration de la grille de threads nécessaire pour l’exécution d’un kernel sur

un GPU est déterminée (par le processus CPU) en fonction de la taille du problème de

l’obstacle à résoudre comme suit :

NbBlocs =
(nx × ny × nz) + NbThreads − 1

NbThreads
,

où NbBlocs est le nombre de blocs de threads dans la grille, NbThreads est le nombre

de threads par bloc et nx, ny et nz sont les dimensions du problème sur les axes x, y et

z, respectivement. Cependant, la taille de la grille de threads nécessaire pour résoudre

un problème de l’obstacle de grande dimension peut dépasser le nombre maximum de

blocs de threads qu’un GPU peut exécuter (au maximum 65.535 blocs de threads). Par

conséquent, pour chaque kernel, nous décomposons le problème (nx × ny × nz) en nz

portions bidimensionnelles de taille (nx×ny), comme nous pouvons le voir sur la figure 4.1.

Ensuite, toutes les nz portions d’un même kernel sont exécutées par nx × ny threads

GPU en utilisant une boucle for, comme nous l’avons présenté dans la figure 4.2.

Les nx × ny threads sont organisés en une grille de blocs de threads bidimension-

nels. Chaque thread est en charge de nz éléments de vecteur (un de chaque por-

tion) espacés d’un pas constant (nx × ny) dans la mémoire GPU. La fonction CPU

Procedure() (présentée dans la figure 4.2) correspond au code général de la fonction

Calculer Nouveaux Elements Vecteur() de l’algorithme 13. Cependant, sa mise œuvre sur

un GPU dépend de la méthodologie utilisée par le solveur itératif choisi pour calculer les

nouvelles valeurs des éléments du vecteur solution U :

– la méthode Richardson est basée sur les itérations de la méthode Jacobi par points,

– la méthode de relaxation par blocs est basée sur les itérations de la méthode

Gauss-Seidel par blocs.

Dans ce qui suit, nous présentons les principaux kernels de la fonction

Calculer Nouveaux Elements Vecteur() pour chacune des deux méthodes itératives. La

matrice A de discrétisation est une matrice tridiagonale définie dans un domaine tridi-

mensionnel. Elle est composée de sept coefficients constants, nommés dans ce docu-

ment par : centre, ouest, est, sud, nord, arriere et avant. La figure 4.3 montre les positions

de ces coefficients dans un domaine tridimensionnel. Pour des raisons de performances,

les coefficients de cette matrice sont chargés dans des registres GPU durant l’exécution

d’un kernel. En outre, nous utilisons la mémoire texture pour stocker les éléments du

vecteur solution U. Ceci permet d’améliorer le temps des accès non coalescents à la

mémoire globale GPU pour la lecture de ces éléments de vecteur. Enfin, les codes des
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\* Kernel GPU *\

__global__ void Kernel(..., int n, int nx, int ny, int nz, int pas, ...)

{

int tx = blockIdx.x * blockDim.x + threadIdx.x; //coordonnée du thread sur l’axe x

int ty = blockIdx.y * blockDim.y + threadIdx.y; //coordonnée du thread sur l’axe y

int tid = tx + ty * nx; //identifiant du thread dans la grille

for(int i=0; i<nz; i++){

if((tx<nx) && (ty<ny) && (tid<n)){

...

}

tid += pas;

}

}

/* Fonction CPU */

void Procedure(...)

{

int bx = 64, by = 4;

int gx = (nx + bx - 1) / bx;

int gy = (ny + by - 1) / by;

int pas = nx * ny;

int n = nx * ny * nz;//taille du problème

dim3 Bloc(bx, by); //dimensions d’un bloc de threads

dim3 Grille(gx, gy); //dimensions de la grille de threads

...

Kernel<<<Grille,Bloc>>>(..., n, nx, ny, nz, pas, ...);

...

}

FIGURE 4.2 – Squelettes des codes d’un kernel GPU et d’une Fonction CPU

kernels définis ci-après sont basés sur celui présenté dans la figure 4.2.

ouest
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FIGURE 4.3 – Coefficients de la matrice de discrétisation A dans un domaine tridimen-

sionnel
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KERNELS DE LA MÉTHODE RICHARDSON PROJETÉE

Les itérations de la méthode Richardson projetée, basées sur celles de la méthode

Jacobi, sont définies comme suit :

up+1(x, y, z) =
1

centre
· (g(x, y, z) − (centre · up(x, y, z) +

ouest · up(x − h, y, z) + est · up(x + h, y, z) +

sud · up(x, y − h, z) + nord · up(x, y + h, z) +

arriere · up(x, y, z − h) + avant · up(x, y, z + h))),

où up(x, y, z) est un élément du vecteur solution U trouvé après p relaxations, g(x, y, z)

est un élément du vecteur second membre G et “·” définit le produit d’un vecteur par un

scalaire.

La figure 4.4 montre les codes des deux kernels du solveur Richardson projeté, à

savoir : la multiplication matrice-vecteur (Multiplication_MV()) et la mise à jour des

éléments de vecteur U (Mise_A_Jour_Vecteur()). La fonction fetch_double(vec,i)

permet de lire depuis le cache mémoire texture le ième élément du vecteur vec double

précision. La mise en œuvre de ces kernels sur un GPU utilise un parallélisme multi-

threadé parfait. En effet, les itérations par points de la méthode Richardson permettent

au GPU d’exécuter un grand nombre de threads (équivalent à la taille du problème), de

façon à ce que chaque thread soit en charge d’un élément de vecteur (voir figure 4.5).

Cependant, vu les grandes dimensions des problèmes de l’obstacle traités dans ce do-

cument, nous utilisons (comme nous l’avons déjà mentionné précédemment) une grille

de nx×ny threads pour l’exécution de ces kernels GPU, de façon à ce que chaque thread

soit en charge de nz éléments de vecteur (un élément de chaque portion sur l’axe z). Ceci

permet d’éviter de dépasser le nombre maximum de threads (ou de blocs de threads)

qu’un GPU peut exécuter.

En outre, cette méthode utilise la fonction de mise à jour de la méthode itérative Jacobi.

Ceci signifie que chaque thread GPU i met à jour la valeur de son élément de vecteur,

u
p+1

i
, indépendamment des autres mises à jour, u

p+1

j
où j , i, effectuées à la même

relaxation p+1 par les autres threads. Par conséquent, cette méthodologie de mise à jour

permet une maximisation de l’utilisation des cœurs GPU et, ainsi, une bonne performance

d’exécution des kernels sur le GPU.

KERNELS DE LA MÉTHODE DE RELAXATION PAR BLOCS PROJETÉE

La méthode de relaxation par blocs projetée nécessite une résolution triangulaire des

blocs de la matrice (découpée en blocs de taille nx selon l’axe x par exemple). Cependant,

ce type de résolution n’est pas adapté aux GPUs car il ne permet pas de maximiser

l’utilisation des cœurs GPUs.

La figure 4.6 montre la mise en œuvre des principaux kernels du solveur de relaxation

par blocs projeté. A l’étape d’initialisation dans l’algorithme 12, une triangularisation est

réalisée sur chaque bloc de la matrice tridiagonale le long de l’axe x (factorisation en

matrices diagonale et strictement inférieure). Comme nous l’avons déjà mentionné, la

mise en œuvre de ce solveur est basée sur les itérations de la méthode Gauss-Seidel par

blocs. Ceci signifie que la mise à jour d’un bloc d’éléments, U
p+1

i
, implique les anciennes

valeurs du bloc U
p

j
où j > i et les nouvelles valeurs du bloc U

p+1

k
où k < i.
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/* Kernel de la multiplication matrice-vecteur */

__global__ void Multiplication_MV(..., double* U, double* Y)

{

//Charger les coefficients de la matrice dans des registres

...

for(int tz=0; tz<nz; tz++){

if((tx<nx) && (ty<ny) && (tid<n)){

double sum = centre * fetch_double(U, tid);

if(tx != 0) sum += ouest * fetch_double(U, tid-1);

if(tx != nx-1) sum += est * fetch_double(U, tid+1);

if(ty != 0) sum += sud * fetch_double(U, tid-nx);

if(ty != ny-1) sum += nord * fetch_double(U, tid+nx);

if(tz != 0) sum += arriere * fetch_double(U, tid-nx*ny);

if(tz != nz-1) sum += avant * fetch_double(U, tid+nx*ny);

Y[tid] = sum;

}

tid += pas;

}

}

/* Kernel de la mise à jour */

__global__ void Mise_A_Jour_Vecteur(..., double* G, double* Y, double* U)

{

//Charger le coefficient centre de la matrice dans un registre

...

for(int tz=0; tz<nz; tz++){

if((tx<nx) && (ty<ny) && (tid<n)){

double var = (G[tid] - Y[tid]) / centre + fetch_double(U, tid);

if(var < 0) var = 0; //projection

U[tid] = var;

}

tid += pas;

}

}

/* Fonction CPU*/

void Calculer_Nouveaux_Elements_Vecteur(double* A, double* G, double* U)

{

double *Y;

//Configurer l’exécution des kernels: Grille et Bloc

//Charger le vecteur U dans la mémoire texture

//Allouer un espace mémoire GPU pour le vecteur Y

Multiplication_MV<<<Grille,Bloc>>>(..., U, Y);

Mise_A_Jour_Vecteur<<<Grille,Bloc>>>(..., G, Y, U);

}

FIGURE 4.4 – Kernels GPU du solveur Richardson projeté

A chaque relaxation, ce solveur effectue d’abord une multiplication matrice-vecteur

utilisant les anciens éléments de vecteur u
p

j
où j > i (kernel Forwrd_MV()). Ce kernel est

exécuté par nx × ny threads, où chaque thread est en charge de nz éléments de vecteur.

Ensuite, dans une boucle for de ny × nz itérations, le solveur de relaxation par blocs

effectue dans chaque bloc Ui de nx éléments de vecteur :

– une multiplication matrice-vecteur utilisant les nouveaux éléments de vecteur u
p+1

k

où k < i (kernel Backwrd_MV()) puis,

– une résolution triangulaire par des substitutions arrière ou une remontée de Gauss

(kernel Substitution_Arriere()).
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FIGURE 4.5 – Calcul d’un élément de vecteur par la méthode Richardson projetée

Dans le cas de la multiplication matrice-vecteur Backwrd_MV(), nx threads sont utilisés

pour exécuter ce kernel de façon à ce que chaque thread soit en charge d’un élément

dans le même bloc de vecteur Ui. Par contre, un seul thread GPU est en charge de mettre

à jour les éléments de vecteur du bloc U
p+1

i
en utilisant une résolution triangulaire (voir

figure 4.7). Ceci est dû au fait que le calcul d’un élément de vecteur soit lié aux calculs

des autres éléments dans le même bloc.

Donc, nous pouvons remarquer (voir figure 4.6) que chaque thread chargé d’un bloc

de vecteur doit d’abord attendre les mises à jour des blocs U
p+1

k
, effectuées par les

autres threads, avant de calculer les nouveaux éléments de son propre bloc. Toutefois, le

fait qu’un thread doit attendre que les autres threads aient terminé leurs calculs affecte

considérablement les performances de calcul d’un GPU. Par conséquent, nous avons

mis en œuvre les fonctions de résolution triangulaire et de mise à jour sur le CPU. Bien

évidemment, ceci nécessite des transferts de données entre le GPU et son hôte CPU.

4.3.2/ PARALLÉLISATION

La mise en œuvre de l’algorithme parallèle de la méthode Richardson projetée et celui

de la méthode de relaxation par blocs projetée nécessite d’abord un partitionnement de

données entre les différents nœuds d’une grappe GPU. Soit N le nombre de nœuds de

calcul de la grappe GPU, où un nœud représente un cœur CPU géré par un processus

MPI et équipé d’un processeur graphique GPU. Donc, le problème de l’obstacle tridimen-

sionnel à résoudre, de taille (nx × ny × nz), doit être décomposé en N sous-problèmes

parallélépipédiques de façon à ce que chaque sous-problème soit attribué à un nœud

de calcul comme présenté dans la figure 4.8. En effet, les tailles ny et nz du problème

tridimensionnel sur les axes y et z sont découpées, respectivement, en Ny et Nz parties

tel que N = Ny × Nz. Ce type de partitionnement permet de réduire le volume total des

échanges de données entre les nœuds de calcul sur les frontières des sous-domaines.

Ensuite, l’algorithme 12 de résolution des systèmes non linéaires issus de la

discrétisation de ce problème doit être exécuté en parallèle par tous les nœuds de cal-

cul de la grappe GPU. En effet, à chaque pas de temps, un même solveur itératif (al-
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/* Kernel de multiplication matrice-vecteur utilisant les anciennes valeurs */

__global__ void Forwrd_MV(..., double* U, double* Y)

{

//Charger les coefficients de la matrice nord et avant dans des registres

...

for(int tz=0; tz<nz; tz++){

if((tx<nx) && (ty<ny) && (tid<n)){

double sum = 0;

if(ty != ny-1) sum += nord * fetch_double(U, tid+nx);

if(tz != nz-1) sum += avant * fetch_double(U, tid+nx*nz);

Y[tid] = sum;

}

tid += pas;

}

}

/* Kernel de multiplication matrice-vecteur utilisant les nouvelles valeurs */

__global__ void Backwrd_MV(int nx, int ny, int ty, int tz, double* U, double* Y)

{

int tid = blockIdx.x * blockDim.x + threadIdx.x; //identifiant du thread

//Charger les coefficients de la matrice sud et arriere dans des registres

if(tid < nx){

double sum = 0;

if(ty != 0) sum += sud * fetch_double(U, tid-nx);

if(tz != 0) sum += arriere * fetch_double(U, tid-nx*ny);

Y[tid] += sum;

}

}

/* Fonction CPU */

void Calculer_Nouveaux_Elements_Vecteur(double* A, double* G, double* U)

{

double *Y;

//Configurer l’exécution du kernel Forwrd_MV(): Grille et Bloc

//Charger le vecteur U dans la mémoire texture

//Allouer un espace mémoire GPU pour le vecteur Y

//Configurer l’exécution du kernel Backwrd_MV():

int Threads = 256; //nombre de threads par bloc

int Blocs = (nx + Threads - 1) / Threads; //nombre de blocs de threads dans la grille

Forwrd_MV<<<Grille,Bloc>>>(..., U, Y);

for(int i=0; i<ny*nz; i++){

int ty = i % ny; //coordonnée du thread sur l’axe y

int tz = i / ny; //coordonnée du thread sur l’axe z

Backwrd_MV<<<Blocs,Threads>>>(nx, ny, ty, tz, &U[i*nx], &Y[i*nx]);

Substitution_Arriere<<<1,1>>>(&G[i*nx], &Y[i*nx], &U[i*nx]);

}

}

FIGURE 4.6 – Kernels GPU du solveur de relaxation par blocs projeté

gorithme 4.2) adapté aux GPUs est exécuté en parallèle par tous les nœuds de calcul

opérant sur leurs données locales. De plus, des communications de synchronisation sont

effectuées entre les nœuds voisins pour assurer la résolution du problème de l’obstacle

global. En effet, un nœud de calcul peut avoir au maximum quatre nœuds voisins, avec

lesquels il peut partager des données sur les frontières de son sous-problème local.

A chaque relaxation p, chaque nœud de calcul (GPU et son hôte CPU) exécute l’algo-

rithme ci-dessous jusqu’à ce que la convergence soit atteinte :
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FIGURE 4.7 – Calcul d’un élément de vecteur par la méthode de relaxation par blocs

projetée
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FIGURE 4.8 – Partitionnement de données d’un problème de l’obstacle tridimensionnel

en N = 3 × 4 sous-problèmes

1. Déterminer les éléments de vecteur associés aux frontières partagées avec les

nœuds voisins,

2. Copier les éléments de vecteur associés aux frontières de la mémoire GPU vers la

mémoire CPU,

3. Echanger les éléments de vecteur associés aux frontières avec les nœuds voisins,

4. Copier les éléments de vecteur associés aux frontières reçus des nœuds voisins

de la mémoire CPU vers la mémoire GPU,

5. Calculer les nouvelles valeurs des éléments du vecteur solution U.

L’algorithme ci-dessus correspond à la mise en œuvre parallèle de la fonction

Calculer Nouveaux Elements Vecteur() de l’algorithme 13.
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Dans le cas des solveurs itératifs synchrones, la convergence globale est détectée

lorsque la valeur maximale de l’erreur absolue erreur (voir algorithme 13) est suffisam-

ment petite et/ou le nombre maximum de relaxations MaxRelax est atteint, comme suit :

AllReduce(erreur, maxerreur, MAX);

si(maxerreur < ε ou p ≥ MaxRelax)

conv ← vrai;

où la fonction AllReduce() est mise en œuvre en utilisant la routine MPI de réduction

globale, MPI_Allreduce(), qui permet de trouver la valeur maximale maxerreur parmi les

valeurs locales erreur de tous les nœuds de calcul. Par contre, dans le cas des solveurs

itératifs asynchrones, la convergence globale est détectée lorsque tous les nœuds de

calcul ont convergé localement. Pour cela, nous utilisons une architecture en anneau

autour de laquelle un jeton circule, dans une seule direction, d’un nœud de calcul à un

autre tant que la convergence globale n’est pas encore atteinte. En démarrant du nœud

0, chaque nœud i met le jeton à vrai si la convergence locale est atteinte sinon à faux

puis, il le transmet à son voisin i + 1 dans l’anneau. Enfin, la convergence globale est

détectée lorsque le nœud 0 reçoit de son voisin N − 1 dans l’anneau un jeton initialisé à

vrai. Dans ce cas, le nœud 0 envoie un message d’arrêt à tous les nœuds de la grappe

de calcul.

Pour les copies de données entre un GPU et son hôte, nous utilisons les routines

de communications synchrones de la bibliothèque CUBLAS : cublasSetVector() et

cublasGetVector(). Ces deux routines permettent un recouvrement entre l’exécution

des kernels et les transferts de données entre un GPU et son hôte. En outre, nous

utilisons les routines de communications MPI pour effectuer les échanges de données

entre les nœuds de calcul voisins. Nous utilisons les routines de communication non

bloquantes : MPI_Isend() et MPI_Irecv() pour les envois et réceptions de données,

respectivement. De plus, nous utilisons la routine MPI_Waitall() dans le cas des sol-

veurs synchrones, qui permet de mettre un processus en état bloquant jusqu’à ce que

l’opération d’envoi ou de réception de données soit terminée. Par contre, nous utilisons

la routine MPI_Test() dans le cas des solveurs asynchrones, qui permet de tester la fin

des opérations d’envois ou de réceptions de données sans mettre le processus en état

bloquant.

4.4/ EXPÉRIMENTATIONS SUR UNE GRAPPE GPU

Dans cette section, nous étudions les performances de résolution des algorithmes

parallèles itératifs synchrone et asynchrone de la méthode Richardson projetée et ceux

de la méthode de relaxation par blocs projetée. Nous utilisons un réseau InfiniBand de

six nœuds de calcul (grappe GPU présentée dans la figure 3.6). Chaque nœud est un

Xeon Quad-Core E5530 équipé de deux GPUs nVIDIA Tesla C1060.

Dans les tests expérimentaux, les problèmes de l’obstacle à résoudre sont définis

dans un domaine constant tridimensionnel Ω ⊂ R
3. Tous les tests sont effectués sur

des données double précision. Les valeurs numériques des paramètres de l’opérateur

convection-diffusion sont : η = 0.2, c = 1.1 et le temps final T = 0.02. De plus, trois pas

de temps sont calculés avec k = 0.0066. La fonction initiale u(0, x, y, z) du problème de

l’obstacle (4.1) est mise à 0, avec une contrainte u ≥ φ = 0. Enfin, le seuil de tolérance ε

est initialisé à 10−4 et le nombre maximum de relaxations est limité à 106 relaxations.
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Taille du pb. Méthode
Synchrone Asynchrone

Tempscpu # relax. total Tempscpu # relax. total

2563 Richardson 575, 22 198.288 539, 25 198.613

Relaxation 137, 50 37.080 131, 71 38.348

5123 Richardson 19.250, 25 750.912 18.237, 14 769.611

Relaxation 4.814, 71 132.600 4.371, 59 141.067

7683 Richardson 206.159, 44 1.635.264 183.582, 60 1.577.004

Relaxation 41.236, 56 279.768 37.191, 07 273.515

8003 Richardson 222.108, 09 1.769.232 188.790, 04 1.701.735

Relaxation 43.629, 92 301.584 39.425, 02 297.234

TABLE 4.1 – Temps d’exécution en secondes des algorithmes parallèles des méthodes

Richardson projetée et de relaxation par blocs projetée sur une grappe de 24 cœurs CPU

Taille du pb. Méthode
Synchrone Asynchrone

Tempsgpu # relax. total Tempsgpu # relax. total

2563 Richardson 29, 67 100.692 18, 00 94.215

Relaxation 66, 22 19.548 63, 10 20.226

5123 Richardson 521, 83 381.300 425, 15 347.279

Relaxation 1.822, 57 69.960 1.763, 84 71.203

7683 Richardson 4.112, 68 831.144 3.313, 87 750.232

Relaxation 12.858, 47 147.672 12.368, 78 149.734

8003 Richardson 3.950, 87 899.088 3.636, 57 834.900

Relaxation 15.896, 15 159.204 15.036, 90 160.836

TABLE 4.2 – Temps d’exécution en secondes des algorithmes parallèles des méthodes

Richardson projetée et de relaxation par blocs projetée sur une grappe de 12 GPUs

Les mesures de performances prises en considération sont les temps de résolution et

le nombre de relaxations effectuées pour atteindre la convergence et ce, sur une grappe

de 24 cœurs CPU et 12 GPUs. Les résultats de performances, présentés ci-après, sont

obtenus de la résolution parallèle des systèmes non linéaires issus de la discrétisation

des problèmes de l’obstacle de tailles : 2563, 5123, 7683 et 8003.

Les deux tableaux 4.1 et 4.2 rapportent les temps d’exécution en secondes et le

nombre de relaxations effectuées par les algorithmes synchrones et asynchrones des

deux méthodes : Richardson projetée et de relaxation par blocs projetée, mis en œuvre

sur une grappe de 24 cœurs CPU et sur une grappe de 12 GPUs, respectivement. Dans

ces tableaux, le temps d’exécution est défini comme celui effectué par le processus le

plus lent et le nombre de relaxation (relax.) représente le nombre total des relaxations ef-

fectuées par tous les nœuds de calcul. Nous pouvons remarquer dans les deux tableaux

que les algorithmes de ces méthodes en asynchrone sont sensiblement meilleurs que

ceux en synchrone. En effet, la grappe GPU de test utilisée est composée de nœuds de

calcul homogènes connectés entre eux par des liens de communications à faible latence.

Donc, ceci ne permet pas d’avoir une grande différence de performances entre les deux

versions : asynchrone et synchrone. Cependant, comme nous l’avons déjà mentionné

(voir section 2.3), les algorithmes asynchrones seraient plus performants sur des plate-

formes de calcul parallèle composées de nœuds de calcul géographiquement distants
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Taille du pb. Méthode
Synchrone Asynchrone

τrel τmax τrel τmax

2563 Richardson 19, 39
4, 63

29, 96
7, 32

Relaxation 2, 08 2, 09

5123 Richardson 36, 89
9, 23

42, 89
10, 28

Relaxation 2, 64 2, 48

7683 Richardson 50, 13
10, 03

55, 40
11, 22

Relaxation 3, 21 3, 01

8003 Richardson 56, 22
11, 04

51, 91
10, 84

Relaxation 2, 74 2, 62

TABLE 4.3 – Ratios entre le temps d’exécution sur un grappe de 24 cœurs CPU et le

temps d’exécution sur une grappe de 12 GPUs

et/ou hétérogènes.

En outre, nous pouvons remarquer dans le tableau 4.1 que les algorithmes parallèles

de la méthode de relaxation par blocs projetée sont (dans ces exemples de problèmes

de l’obstacle) environ cinq fois plus rapides que ceux de la méthode de Richardson pro-

jetée sur une grappe traditionnelle CPU. En fait, la méthode Gauss-Seidel par blocs ef-

fectue moins d’itérations que la méthode Jacobi par points. Par conséquent, elle per-

met à la méthode de relaxation par blocs projetée d’effectuer moins de relaxations et

donc, de converger plus rapidement que la méthode Richardson projetée. En revanche

sur une grappe de GPUs, nous avons obtenu un comportement, des deux méthodes,

complètement opposé à celui constaté sur une grappe de CPUs. En effet, dans le ta-

bleau 4.2, nous pouvons remarquer que la méthode de relaxation par blocs projetée est,

en moyenne, quatre fois moins rapide que la méthode Richardson projetée, même si elle

effectue cinq fois moins de relaxations que cette dernière. Ceci est dû au fait qu’une re-

laxation de la méthode de relaxation par blocs projetée est exécutée sur les GPUs moins

rapidement que celle de la méthode Richardson projetée. En effet, cette dernière est

basée sur les itérations de la méthode Jacobi par points qui lui permettent une bonne

parallélisation multithreadée de ses algorithmes sur des GPUs.

Dans le tableau 4.3, nous avons calculé des ratios réels τrel et τmax pour les algo-

rithmes parallèles, synchrones et asynchrones, des deux méthodes : Richardson pro-

jetée et de relaxation par blocs projetée. Chaque ratio est calculé comme le rapport entre

le temps d’exécution d’un algorithme sur la grappe CPU, Tempscpu, et celui du même

algorithme sur la grappe GPU, Tempsgpu, comme suit :

τ =
Tempscpu

Tempsgpu

.

Le ratio τrel définit le gain relatif obtenu d’une méthode exécutée sur la grappe GPU par

rapport à la même méthode exécutée sur la grappe CPU. Par contre, le ratio τmax définit le

gain relatif obtenu de la résolution d’un problème de l’obstacle avec la meilleure méthode

sur la grappe GPU (méthode Richardson projetée) par rapport à la meilleure méthode

sur la grappe CPU (méthode de relaxation par blocs projetée). Bien évidemment, nous

pouvons constater que la résolution de problèmes de l’obstacle de grandes dimensions

est plus performante sur une grappe GPU que sur une grappe CPU. Ceci est dû au fait

que les GPUs ont une capacité de traitement parallèle des problèmes de grandes tailles

plus efficace que celle des CPUs.
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Cependant, pour les différentes tailles de problèmes de l’obstacle dans ces exemples,

le gain relatif τrel de la méthode de relaxation par blocs projetée est largement inférieur

à celui de la méthode Richardson projetée. En effet, la mise en œuvre de cette méthode

sur des GPUs utilise des calculs mixtes GPU/CPU où la résolution triangulaire et les

mises à jour des éléments de vecteur sont effectuées sur les CPUs. Ceci implique aussi,

à chaque relaxation, des transferts de données entre le CPU et son GPU qui ralentissent

encore davantage la résolution de ces problèmes.

Afin d’améliorer les performances du solveur de relaxation par blocs projeté sur la

grappe GPU, nous pouvons remplacer la méthode Gauss-Seidel par blocs par celle de

la méthode Jacobi par blocs. Cette dernière méthode permet à chaque thread GPU de

mettre à jour les éléments de son bloc de vecteur indépendamment de ceux calculés par

les autres threads à la même relaxation. Toutefois, la nature par blocs de ses itérations

nécessite d’effectuer, à chaque relaxation, une résolution triangulaire dans chaque bloc

de vecteur qui n’est pas facile à paralléliser sur un GPU. Pour cela, nous nous focalisons

dans les tests de performances sur le solveur de relaxation par blocs projeté basé sur la

méthode Gauss-Seidel qui est plus efficace sur les CPUs que celle de Jacobi. Donc, nous

pouvons remarquer, des ratios τmax dans le tableau 4.3, que la résolution de problèmes de

l’obstacle de grandes tailles avec la méthode Richardson projetée sur une grappe GPU

est plus performante (de 4 à 11 fois plus rapide dans ces exemples) que celle effectuée

avec la méthode de relaxation par blocs projetée sur une grappe CPU.

4.5/ UTILISATION DE LA MÉTHODE DE NUMÉROTATION ROUGE-

NOIR

Dans cette section, nous présentons quelques solutions pour réduire le temps

d’exécution et le nombre de relaxations de la méthode parallèle Richardson projetée sur

les grappes GPU. Pour cela, nous utilisons la méthode de numérotation rouge-noir pour

accélérer la convergence de cette méthode.

4.5.1/ MISE ŒUVRE SUR UNE GRAPPE GPU

Soit t la somme des trois coordonnées naturelles x, y et z d’un élément de vecteur sur

un domaine tridimensionnel : t = x + y + z. Comme le montre la figure 4.9-(a), la méthode

de numérotation rouge-noir consiste à calculer en parallèle, à chaque itération, d’abord

les éléments de vecteur rouges ayant une valeur t paire en fonction de ceux qui sont en

noir puis, les éléments de vecteur noirs ayant une valeur t impaire en fonction de ceux

qui sont en rouge. Les itérations de ce processus s’arrêtent lorsque la convergence est

atteinte.

La méthode de numérotation rouge-noir peut être mise en œuvre sur le GPU de deux

façons :

– Parmi tous les threads exécutés, un seul thread sur deux calcule son élément de

vecteur rouge ou noir à la fois ou,

– tous les threads exécutés calculent d’abord les éléments de vecteur en rouge puis

ceux en noir.

Cependant dans les deux mises en œuvre, pour chaque transaction mémoire effectuée

par un demi-warp, seule la moitié du segment mémoire requis est utilisée. Donc, le calcul
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FIGURE 4.9 – Numérotation rouge-noir pour le calcul des éléments de vecteur dans un

domaine tridimensionnel

de tous les éléments de vecteur rouges et noirs nécessite deux fois le nombre de tran-

sactions mémoires initial. Par conséquent, nous proposons d’appliquer la numérotation

rouge-noir, seulement, sur l’axe y comme le montre la figure 4.9-(b). En effet, dans ce cas,

cette méthode permet de calculer en parallèle d’abord les éléments de vecteur rouges

ayant une coordonnée y paire, en fonction des éléments de vecteur noirs ayant une coor-

donnée y impaire, puis vice versa.

En outre, dans la mise en œuvre de la méthode Richardson projetée sur un GPU pro-

posée dans la section 4.3, un problème de l’obstacle de taille (nx×ny×nz) est décomposé

en nz grilles de taille nx × ny. Puis, chaque kernel de la méthode est exécuté en parallèle

par nx×ny threads, de sorte que chaque thread soit en charge de nz éléments de vecteur

le long de l’axe z (un élément de chaque grille du problème). Donc, nous exploitons cette

propriété de mise en œuvre dans la fonction de mise à jour des éléments du vecteur

itéré. En effet, le calcul des nouvelles valeurs des éléments de vecteur dans la grille i

utilise celles des éléments de vecteur calculées dans la grille i − 1. La figure 4.10 décrit

les nouvelles mises en œuvre des kernels du solveur Richardson projetée, basées sur la

méthode de numérotation rouge-noir.

Enfin, les architectures matérielle et logicielle des GPUs de la grappe de calcul per-

mettent d’effectuer des exécutions simultanées entre les fonctions CPU et les kernels

GPU. En fait, le lancement d’une exécution de kernel dans un programme CPU est asyn-

chrone (lorsque cette variable d’environnement n’est pas désactivée dans le GPU). Ceci

signifie que le contrôle d’exécution est rendu au processus CPU avant que l’exécution du

kernel par le GPU soit terminée (voir [28]). Nous utilisons cette propriété des GPUs pour

améliorer la mise en œuvre parallèle de la fonction Calculer Nouveaux Elements Vecteur()

(présentée dans la section 4.3.2). Par conséquent, chaque nœud de la grappe procède

d’abord au calcul des éléments de vecteur locaux, u(x, y, z) où 0 < y < ny−1 et 0 < z < nz−1,

en exécutant les nouveaux kernels basés sur la méthode de numérotation rouge-noir (voir

figure 4.10). Puis, il effectue des échanges de données (valeurs des points associés aux

frontières) avec les nœuds voisins. Enfin, il calcule les nouvelles valeurs des éléments

de vecteur associés aux frontières du sous-problème local. Dans ce cas, les calculs des
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/* Kernel de la multiplication matrice-vecteur */

__global__ void Multiplication_MV(..., double* U, double* Y)

{

//Charger dans des registres les coefficients de la matrice:

//centre, ouest, est et avant

...

for(int tz=0; tz<nz; tz++){

if((tx<nx) && (ty<ny) && (tid<n)){

double sum = centre * fetch_double(U, tid);

if(tx != 0) sum += ouest * fetch_double(U, tid-1);

if(tx != nx-1) sum += est * fetch_double(U, tid+1);

if(tz != nz-1) sum += avant * fetch_double(U, tid+nx*ny);

Y[tid] = sum;

}

tid += pas;

}

}

/* Kernel de mise à jour */

__global__ void Mise_A_Jour_Vecteur(..., int rn, double* G, double* Y, double* U)

{

//Charger dans des registres le coefficient de la matrice:

//centre, sud, nord, arriere

double valeur = 0.0;

...

for(int tz=0; tz<nz; tz++){

if((tx<nx) && (ty<ny) && (tid<n) && ((ty&1)==rn)){

double var = G[tid] - Y[tid] - sud * fetch_double(U, tid-nx)

- nord * fetch_double(U, tid+nx);

if(tz != 0) var -= avant * valeur; //utiliser l’élément de la grille précédente

var = (var / centre) + fetch_double(U, tid);

if(var < 0) var = 0; //projection

U[tid] = valeur = var;

}

tid += pas;

}

}

/* Fonction CPU*/

void Calculer_Nouveaux_Elements_Vecteur(double* A, double* G, double* U)

{

double *Y;

int rouge=0; int noir=1;

//Configurer l’exécution des kernels: Grille et Bloc

//Charger le vecteur U dans la mémoire texture

//Allouer un espace mémoire GPU pour le vecteur Y

Multiplication_MV<<<Grille,Bloc>>>(..., U, Y);

Mise_A_Jour_Vecteur<<<Grille,Bloc>>>(..., rouge, G, Y, U);

Mise_A_Jour_Vecteur<<<Grille,Bloc>>>(..., noir, G, Y, U);

}

FIGURE 4.10 – Kernels GPU modifiés du solveur Richardson projetée

éléments de vecteur locaux par les GPUs de la grappe sont effectués en parallèle avec

les échanges de données entre les CPUs.
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4.5.2/ EXPÉRIMENTATIONS

Le tableau 4.4 illustre les temps d’exécution en secondes et le nombre de relaxations

effectuées sur une grappe de 12 GPUs, par les algorithmes synchrone et asynchrone de

la méthode Richardson projetée utilisant la numérotation rouge-noir. De plus, il présente

les nouvelles valeurs du ratio τmax défini ici comme : le rapport entre le temps d’exécution

de la méthode de relaxation par blocs sur 24 cœurs CPU et celui de la méthode de

Richardson projetée utilisant la numérotation rouge-noir sur 12 GPUs.

Méthode Taille du pb.
Synchrone Asynchrone

Tempsgpu # relax. τmax Tempsgpu # relax. τmax

Rouge-noir

2563 18, 37 71.988 7, 48 12, 58 67.638 10, 47

5123 349, 23 271.188 13, 79 289, 41 246.036 15, 10

7683 2.773, 65 590.652 14, 87 2.222, 22 532.806 16, 73

8003 2.748, 23 638.916 15, 87 2.502, 61 592.525 15, 75

TABLE 4.4 – Temps d’exécution en secondes du solveur parallèle Richardson projetée

utilisant la numérotation rouge-noir sur une grappe de 12 GPUs

Nous pouvons remarquer que la méthode de numérotation rouge-noir permet au sol-

veur Richardson projeté, synchrone et asynchrone, de réduire le nombre de relaxations

par rapport à celui donné dans le tableau 4.2. Ceci signifie que le solveur Richardson pro-

jeté converge plus rapidement en utilisant la méthode de numérotation rouge-noir pour la

mise à jour du vecteur itéré. En effet, cette méthode lui permet d’utiliser les valeurs des

éléments de vecteur rouges récemment calculées pour mettre à jour celles des éléments

de vecteur noirs. Par conséquent, nous pouvons remarquer que les temps d’exécution

du solveur Richardson projeté présentés dans le tableau 4.4 sont diminués, en moyenne,

de 32% par rapport à ceux présentés dans le tableau 4.2. Bien évidemment, les ratios

τmax sont aussi sensiblement meilleurs, comparés à ceux présentés dans le tableau 4.2.

Ils montrent que la résolution des problèmes de l’obstacle avec la méthode Richardson

projetée mise en œuvre sur la grappe GPU est jusqu’à 16 fois plus rapide (dans ces

exemples) qu’avec la méthode de relaxation par blocs mise en œuvre sur la grappe CPU.

La figure 4.11 illustre le passage à l’échelle faible des algorithmes parallèles, syn-

chrone et asynchrone, de la méthode Richardson projetée utilisant la technique de

numérotation rouge-noir. Les tests expérimentaux sont réalisés sur une grappe de dix

GPUs Tesla. Nous avons fixé la taille d’un sous-problème à 2563 par nœud GPU (un

cœur CPU et un GPU). Dans la figure 4.11, nous présentons le nombre de relaxations

par seconde effectuées, en moyenne, par un nœud GPU. Nous pouvons remarquer que

l’efficacité de l’algorithme asynchrone est plus ou moins stable, tandis que celle de l’al-

gorithme synchrone diminue (jusqu’à 81% dans cet exemple) avec l’augmentation du

nombre de nœuds GPU sur la grappe. Ceci est dû au fait que l’utilisation des GPUs

permet de réduire le rapport entre le temps de calcul et celui de communications. En

effet, la puissance de calcul des GPUs permet d’accélérer les calculs, ainsi de réduire

les temps de calcul, alors que les temps de communications restent inchangés et de-

viennent importants. Dans ce contexte, les algorithmes asynchrones supportent mieux le

passage à l’échelle que leurs homologues synchrones. Dans le cas des grappes GPU à

grande échelle ou géographiquement distantes, les algorithmes synchrones peuvent être

pénalisés par les communications. C’est pourquoi nous pensons que les algorithmes

asynchrones seraient d’autant plus intéressants dans ce type de plateformes de calcul
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FIGURE 4.11 – Passage à l’échelle des algorithmes parallèles synchrone et asynchrone

de la méthode Richardson rouge-noir projetée

pour améliorer les temps d’exécution des méthodes itératives parallèles.

4.6/ CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons pour objectif d’exploiter la puissance de calcul d’une

grappe GPU pour la résolution des problèmes de l’obstacle de grandes tailles qui inter-

viennent, par exemple, dans la physique ou les mathématiques des finances. Pour cela,

nous avons utilisé deux méthodes itératives, à savoir : la méthode Richardson projetée et

celle de relaxation par blocs projetée, pour la résolution des systèmes non linéaires issus

de la discrétisation spatiale d’un problème de l’obstacle.

Vu les grandes tailles des problèmes à résoudre, nous nous sommes intéressés,

plus particulièrement, aux algorithmes parallèles synchrones et asynchrones des deux

méthodes itératives sur une grappe GPU. Toutefois, leurs mises en œuvre diffèrent dans

la façon dont les éléments du vecteur itéré sont calculés. En effet, le solveur Richardson

projeté est basé sur les itérations par points de la méthode Jacobi, tandis que celui de

relaxation par blocs projeté est basé sur les itérations par blocs de la méthode Gauss-

Seidel. A cet effet, nous avons remarqué que le solveur Richardson projeté est, large-

ment, plus performant que celui de relaxation par blocs projeté sur une grappe GPU,

même s’il effectue plus de relaxations que ce dernier pour atteindre la convergence.

Par conséquent, nous pouvons conclure que les meilleures méthodes de résolution

développées pour les grappes CPU ne sont pas forcément adaptées aux grappes GPU,

car sur la grappe CPU de tests le solveur de relaxation par blocs projeté a été plus

performant que celui de Richardson projeté. En effet, les itérations par blocs et les mises à

jour de la méthode Gauss-Seidel assurent aux solveurs itératifs une convergence rapide

sur une grappe CPU mais elles sont difficiles à mettre en œuvre sur des GPUs. Par

contre, les itérations par points et les mises à jour de la méthode Jacobi permettent de
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bien exploiter les ressources GPUs et, ainsi, une résolution rapide des problèmes de

l’obstacle sur une grappe GPU, même si leur taux de convergence est faible par rapport

à celui des itérations Gauss-Seidel par blocs.

Ensuite, nous avons utilisé une technique de numérotation rouge-noir dans la mise

en œuvre des algorithmes synchrone et asynchrone de la méthode Richardson projetée

sur une grappe GPU. Cette technique permet à ces solveurs parallèles de réduire le

nombre de relaxations nécessaires pour atteindre la convergence et, ainsi, d’accélérer

leurs exécutions sur une grappe GPU. En fait, elle est appliquée au processus de mise à

jour du vecteur itéré de telle façon qu’à chaque itération, les valeurs des éléments de vec-

teur rouges récemment calculées sont utilisées pour mettre à jour celles des éléments de

vecteur noirs puis vice-versa. Par conséquent, nous avons remarqué que l’utilisation de

cette technique de mise à jour a permis aux solveurs parallèles de la méthode Richard-

son projetée d’améliorer leurs temps d’exécution en moyenne de 32% sur une grappe de

12 GPUs ce qui n’est pas négligeable.

Enfin, les tests d’expérimentation, effectués sur les deux grappes CPU et GPU, ont

montré que les algorithmes parallèles asynchrones des deux méthodes sont plus per-

formants que leurs homologues synchrones. Plus précisément, nous avons montré que

l’utilisation des GPUs permet de réduire le ratio entre le temps de calcul et celui de com-

munications. Ceci grâce à la puissance de calcul des GPUs qui permet de réduire les

temps de calcul. Néanmoins, cette performance n’est pas si évidente car la grappe de

tests utilisée est composée de nœuds de calcul homogènes interconnectés par des liens

de communication à faible latence. Par ailleurs, les algorithmes asynchrones seraient plus

performants sur des grappes géographiquement distantes et à ressources hétérogènes.



5
MÉTHODES PARALLÈLES À DEUX

NIVEAUX SUR GPUS

A
CTUELLEMENT, la majorité des algorithmes parallèles sont basés sur des calculs à

grains fins. Ils exigent d’échanger fréquemment des données entre les nœuds d’une

plateforme de calcul parallèle. Cependant, dans une architecture distribuée composée de

nœuds géographiquement distants et interconnectés par un réseau à haute latence, les

transferts de données sont extrêmement pénalisants. Il est donc impératif de concevoir

des algorithmes à gros grains pour remplacer ceux à grains fins qui ne sont pas adaptés

à ce type d’architectures.

L’une des approches permettant de construire des algorithmes à gros grains est celle

dite de multi-décomposition. Son objectif est de combiner la performance des méthodes

synchrones dans un contexte local et la souplesse des méthodes asynchrones entre

sites géographiquement distants. Les méthodes de multi-décomposition utilisent des al-

gorithmes synchrones pour résoudre localement les sous-problèmes issus de la multi-

décomposition et des algorithmes asynchrones pour résoudre la globalité du problème.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux méthodes de multi-décomposition à

deux niveaux pour la résolution de systèmes linéaires creux. Dans la section 5.1,

nous décrivons le principe général des méthodes de multi-décomposition. Puis, dans

la section 5.2, nous présentons un algorithme parallèle à deux niveaux utilisant la

méthode itérative GMRES. Enfin, dans la section 5.3, nous donnons quelques résultats

expérimentaux obtenus sur une grappe de GPUs.

5.1/ MÉTHODES DE MULTI-DÉCOMPOSITION

Soit le système de n équations linéaires de grande taille (n est un grand entier naturel) :

Ax = b, (5.1)

à résoudre sur un calculateur parallèle composé de L processeurs, physiquement adja-

cents ou géographiquement distants, tels que A ∈ R
n×n est une matrice carrée inversible,

x ∈ R
n est le vecteur solution et b ∈ R

n est le vecteur second membre.

Les méthodes de multi-décomposition pour la résolution de systèmes linéaires (ou

non linéaires) sont initialement introduites par O’Leary et White [65, 78] puis, elles ont

également été étudiées par de nombreux auteurs par exemple [39], [40], [49], [10], [50]

et [19]. Le principe de ces méthodes consiste à partitionner la matrice A en L sous-
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matrices rectangulaires de façon à ce que chaque processeur soit en charge d’une sous-

matrice et des sous-vecteurs x et b correspondants. La multi-décomposition de la matrice

A peut être définie comme un ensemble de L triplets (Ml, Nl, El) où l ∈ {1, . . . , L} :

– A = Ml − Nl, où Ml est une matrice inversible et,

–
∑

l El = I, où El sont des matrices de pondération diagonales et non négatives

(El > 0) et I est la matrice identité.

La figure 5.1 montre un exemple de multi-décomposition sans recouvrement d’une

matrice A entre trois processeurs. Dans cette figure, les matrices de pondérations El sont

des matrices diagonales contenant la valeur 1 sur le bloc Ell ou 0 sinon, ce qui permet

d’avoir une multi-décomposition sans recouvrement. L’algorithme 14 définit les principaux

points clés d’une méthode de résolution utilisant une méthode de multi-décomposition de

la matrice A.

_

M1 N1

_

M2 N2

_

M3 N3

=

A

,

E1

1

0

0

,

E2

1

0

0

,

E3

1

0

0

0

00

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

Processeur 1

Processeur 2

Processeur 3

FIGURE 5.1 – Exemple de multi-décomposition sans recouvrement entre trois proces-

seurs.

Algorithme 14 : Algorithme de la méthode de multi-décomposition

Entrées : Ml (matrices), Nl (matrices), El (matrices), x0 (solution initiale), b (vecteur

second membre)

Sorties : x (vecteur)

pour k = 0, 1, . . ., jusqu’à la convergence faire1

pour l = 1 à L faire2

yl ← M−1
l

Nlxk + M−1
l

b;3

fin4

xk+1 ←
∑

l Elyl;5

fin6

Les méthodes de multi-décomposition sont définies comme une généralisation des

méthodes Jacobi par blocs [76, 79] où la matrice A est partitionnée en L blocs sans re-

couvrement et les matrices de pondération El, l ∈ {1, . . . , L}, forment des blocs diagonaux

de la matrice identité I (voir figure 5.1). Elles incluent également les méthodes analogues

discrètes des méthodes de Schwarz [55, 41, 68, 9].

Dans la version parallèle de l’algorithme 14, chaque système linéaire yl = M−1
l

xk+M−1
l

b
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(ligne 3 de l’algorithme), où l ∈ {1, . . . , L} et k ∈ N, est résolu dans le cas le plus simple en

séquentiel par un seul processeur. Ensuite, à la fin de chaque itération k, les processeurs

échangent avec leurs voisins respectifs leurs données de dépendances nécessaires pour

la mise à jour du vecteur itéré x (ligne 5 de l’algorithme). La convergence des méthodes de

multi-décomposition, synchrones et asynchrones, a été étudiée par de nombreux auteurs,

par exemple dans [65, 10, 9]. Une méthode de multi-décomposition est dite convergente :

– dans le cas synchrone, quand A−1 > 0 et la multi-décomposition de la matrice A est

faiblement régulière (M−1 ≥ 0 et M−1N ≥ 0),

– dans le cas asynchrone, quand la matrice A est une M-matrice et sa multi-

décomposition est régulière (M−1 ≥ 0 et N ≥ 0).

La résolution des L systèmes linéaires issus de l’opération de multi-décomposition

peut être exacte ou approchée en utilisant, respectivement, une méthode directe ou

itérative. Cependant, les méthodes de multi-décomposition utilisant des méthodes de

résolution itératives sont dites des méthodes à deux niveaux ou à itérations internes-

externes. La convergence des algorithmes synchrones et asynchrones de ces méthodes,

pour la résolution de systèmes linéaires, a été étudiée dans de nombreux travaux, par

exemple dans [49], [19], [50] et [9].

5.2/ MÉTHODE À DEUX NIVEAUX AVEC GMRES

Dans cette section, nous nous intéressons à la résolution de systèmes linéaires creux

par une méthode de multi-décomposition à deux niveaux. Pour cela, nous proposons des

mises en œuvre CPU et GPU des algorithmes à deux niveaux, synchrones et asyn-

chrones, utilisant la méthode itérative GMRES pour la résolution des sous-systèmes

linéaires issus de la multi-décomposition. De plus, à la différence de ce qui est men-

tionné dans la section 5.1, la résolution de chaque sous-système linéaire est effectuée

en parallèle par un ensemble de processeurs.

5.2.1/ FORMALISME MATHÉMATIQUE

Nous appliquons la méthode de multi-décomposition Jacobi par blocs (multi-

décomposition sans recouvrement) sur la matrice creuse A du système linéaire à

résoudre (5.1). Soient n la taille du système linéaire creux et L le nombre de calculateurs

parallèles (chacun composé d’un ou plusieurs processeurs). La multi-décomposition du

système linéaire est définie comme suit :



















A = [A1, . . . , AL], A ∈ R
n×n,

x = [X1, . . . , XL], x ∈ R
n,

b = [B1, . . . , BL], b ∈ R
n,

(5.2)

où, pour tout l ∈ {1, . . . , L}, Al est un bloc rectangulaire de taille (nl × n) et Xl et Bl sont

des blocs de vecteurs de taille nl, tel que
∑

l nl = n. Dans ce cas, nous utilisons un parti-

tionnement de données ligne par ligne sans recouvrement, de façon à ce que des lignes

successives de la matrice creuse A et des deux vecteurs x et b soient attribuées à un

calculateur parallèle. Donc, le format par blocs du système linéaire (5.1) peut être défini
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comme suit :

∀l ∈ {1, . . . , L},

l−1
∑

i=1

AliXi + AllXl +

L
∑

i=l+1

AliXi = Bl, (5.3)

où Ali est un bloc de taille (nl × ni) de la matrice rectangulaire Al, Xi , Xl est un sous-

vecteur de taille ni du vecteur solution x et
∑

i<l ni +
∑

i>l ni + nl = n, pour tout l ∈ {1, . . . , L}

et i ∈ {1, . . . , l − 1, l + 1, . . . , L}. Par conséquent, chacun des L calculateurs parallèles est

responsable de la résolution du système linéaire creux suivant :



























AllXl = Yl, tel que

Yl = Bl −

L
∑

i=1,i,l

AliXi,
(5.4)

où Xi, i ∈ {1, . . . , L} et i , l, représentent les dépendances de données entre le calculateur

parallèle l et ses voisins.

5.2.2/ MISE EN ŒUVRE PARALLÈLE

La résolution parallèle du système linéaire par blocs (5.4), pour tout l ∈ {1, . . . , L},

est effectuée par une méthode à deux niveaux utilisant la méthode itérative de Krylov

GMRES. En effet, chaque système linéaire issu de la multi-décomposition est résolu

en parallèle avec la méthode GMRES par l’ensemble des processeurs d’un calculateur

parallèle. Avant de commencer la résolution, les données de chaque système linéaire l

sont partitionnées entre les processeurs du calculateur parallèle comme suit :

– (Ali) j un bloc rectangulaire de taille (
nl

p
× ni) de la matrice Ali, pour tout i ∈ {1, . . . , L},

– (Xl) j un sous-vecteur solution de taille nl

p
,

– (Bl) j un sous-vecteur second membre de taille nl

p
.

où j ∈ {1, . . . , p} et p est le nombre de processeurs sur le calculateur parallèle l.

Dans l’algorithme 15, nous décrivons les principaux points clés de la méthode à deux

niveaux avec GMRES. Cet algorithme est exécuté en parallèle par tous les processeurs

des L calculateurs parallèles. Tout d’abord, chaque processeur calcule le vecteur se-

cond membre Y du système linéaire locale à résoudre (ligne 6 de l’algorithme 15) en

fonction du sous-vecteur local B, des blocs de matrice hors diagonaux Ao f f diag et le sous-

vecteur Xextern partagé avec les processeurs des calculateurs parallèles distants (voir la

formule (5.4)), tels que pour tout i ∈ {1, . . . , L} et i , l :



























B ∈ R

nl
p ,

Ao f f diag = [Ali], Ali ∈ R

nl
p
×ni ,

Xextern = [Xi], Xi ∈ R

nl
p .

Ensuite, chaque calculateur parallèle l procède à la résolution itérative de son sous-

système linéaire creux local AllXl = Yl (ligne 7), issu de l’opération de multi-

décomposition, indépendamment de celles des autres sous-systèmes linéaires. Pour

cela, l’ensemble des p processeurs d’un calculateur l exécutent l’algorithme parallèle de

la méthode GMRES préconditionnée (voir section 3.3.1). Enfin, après chaque itération ex-

terne (ou à la fin de la résolution du système linéaire local), les p processeurs échangent

les valeurs de leurs solutions locales Xloc avec les processeurs des calculateurs parallèles

distants (ligne 8). Les échanges de données sont effectués par passage de messages
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Algorithme 15 : Algorithme de la méthode à deux niveaux avec GMRES préconditionnée

Entrées : Adiag (matrice diagonale),

Ao f f diag (matrice hors diagonale),

B (vecteur second membre),

Xintern (vecteur solution partagé au sein du même calculateur),

Xextern (vecteur solution partagé avec les calculateurs distants),

M (matrice de préconditionnement),

εintern (seuil de tolérance pour les itérations internes),

εextern (seuil de tolérance pour les itérations externes),

MaxIterintern (nombre maximum d’itérations internes),

MaxIterextern (nombre maximum d’itérations externes),

m (nombre d’itérations pour le processus d’Arnoldi)

Sorties : Xloc (vecteur solution local)

Initialiser les valeurs du vecteur Xloc;1

conv ← f aux;2

k ← 0;3

tant que ¬conv faire4

Z ← Xloc;5

Y ← M−1(B − Ao f f diag × Xextern);6

GMRES Parallele(Adiag, Y, Xloc, Xintern, M, εintern, MaxIterextern, m);7

Echanger Donnees Externes(Xloc, Xextern);8

Err ← ‖Z − Xloc‖∞;9

k ← k + 1;10

conv ← Convergence(Err, εextern, k, MaxIterextern);11

fin12

en utilisant les routines de communication MPI non-bloquantes : MPI_Isend() pour les

envois et MPI_Irecv() pour les réceptions. De plus, dans la version synchrone, nous

utilisons la barrière de synchronisation MPI_Waitall(). Par contre, dans la version asyn-

chrone, nous utilisons la routine MPI_Test() qui permet à un processeur de tester la

terminaison de l’opération d’envoi ou de réception d’un message sans qu’il soit mis en

état bloquant.

La convergence de l’algorithme 15 est calculée en fonction du nombre des itérations

externes k et la valeur maximale de l’erreur absolue entre deux solutions Xk et Xk+1

trouvées à des itérations successives k et k + 1 :

Err = ‖Xk − Xk+1‖∞.

Dans la version synchrone, la convergence globale est détectée lorsque l’erreur maxi-

male, MaxErr, est suffisamment petite et/ou le nombre maximum des itérations externe

est atteint :

AllReduce(err, MaxErr, MAX)

si (MaxErr < εextern) ou (k ≥ MaxIterextern) alors

conv ← vrai

où la fonction AllReduce() est mise en œuvre avec la routine MPI de réduction

MPI_Allreduce() qui permet de trouver la valeur maximale MaxErr parmi toutes les
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FIGURE 5.2 – Exemple de connexion de trois calculateurs parallèles.

valeurs Err calculées par les calculateurs parallèles. Par contre, dans la version asyn-

chrone, la convergence globale est détectée lorsque les calculateurs parallèles ont tous

convergé localement. En fait, un processeur maı̂tre est désigné sur chaque calculateur

parallèle, par exemple le processeur de rang 1. De plus, tous les maı̂tres des L cal-

culateurs parallèles sont reliés entre eux par une architecture en anneau fictive (voir fi-

gure 5.2). Ensuite, durant la résolution du système linéaire (5.1), un jeton de type booléen

circule autour de cette architecture, dans une seule direction, d’un processeur maı̂tre à

un autre, tant que la convergence globale n’est pas atteinte. Donc, en démarrant du pro-

cesseur maı̂tre du calculateur 1, chaque processeur maı̂tre i met le jeton à vrai si la

convergence locale est atteinte sinon à faux puis, il le transmet à son voisin i + 1 dans

l’anneau. Enfin, la convergence globale est détectée lorsque le processeur maı̂tre 1 reçoit

de son voisin L − 1 un jeton initialisé à vrai. Dans ce cas, le processeur maı̂tre 1 envoie

un message d’arrêt à tous les processeurs maı̂tres des autres calculateurs.

Dans la version GPU de l’algorithme 15, nous utilisons la programmation parallèle

hétérogène MPI/CUDA. Chaque sous-système linéaire est résolu par un calculateur pa-

rallèle en appliquant l’algorithme parallèle de la méthode GMRES adapté aux GPUs (voir

section 3.3.1). De plus, nous utilisons les routines de la bibliothèque CUBLAS suivantes :

– cublasDcopy() pour des copies mémoires dans la mémoire globale GPU,

– cublaSetVector() et cublasGetVector() pour les transferts de données entre de

la mémoire CPU et la mémoire GPU.

5.2.3/ EXPÉRIMENTATIONS

Les tests de performances ont été effectués sur une grappe de dix Quad-Core Xeon

E5530, chacun équipé de deux GPUs Tasla C1060. Nous avons utilisé la méthode à deux

niveaux avec GMRES pour la résolution de systèmes linéaires creux de 25 millions de

valeurs inconnues. Ces systèmes linéaires sont associés à des matrices creuses à cinq

bandes présentées dans la section 3.3.3.2. Les paramètres de résolution sont initialisés

comme suit : la matrice de préconditionnement M est équivalente à la diagonale princi-

pale de la matrice creuse A, les seuils de tolérance pour les itérations internes et externes

sont fixés, respectivement, à εintern = 10−12 et εextern = 10−12, le nombre maximum des
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Matrice

GMRES Méthode à deux niveaux avec GMRES

T iter.

Architecture Synchrone Asynchrone

(nb. grappes ×
Tsync iter. ∆sync Gsync Tasync iter. ∆async Gasync

nb. gpus/grappe)

cage9 3, 173s 27

2 × 5 3, 080s 19 2e-13 1, 03 2, 030s 23 2e-13 1, 56

5 × 2 3, 872s 24 3e-13 0, 82 2, 563s 43 6e-13 1, 24

10 × 1 4, 133s 26 1e-12 0, 77 3, 784s 65 3e-13 0, 84

cage13 3, 701s 26

2 × 5 4, 028s 19 1e-12 0, 92 2, 820s 22 7e-13 1, 31

5 × 2 4, 391s 22 1e-12 0, 84 3, 348s 36 1e-12 1, 10

10 × 1 4, 307s 22 1e-12 0, 85 7, 404s 71 7e-13 0, 50

ecology2 2, 579s 21

2 × 5 2, 131s 13 5e-13 1, 21 1, 651s 24 3e-13 1, 56

5 × 2 2, 366s 15 7e-13 1, 10 1, 736s 23 9e-13 1, 48

10 × 1 2, 357s 15 7e-13 1, 09 2, 392s 43 2e-13 1, 08

shallow
1, 878s 17

2 × 5 0, 804s 3 1e-12 2, 33 0, 800s 9 1e-12 2, 35

water2
5 × 2 0, 803s 3 1e-12 2, 34 1, 004s 10 8e-13 1, 87

10 × 1 0, 800s 3 1e-12 2, 35 2, 001s 41 5e-12 0, 94

TABLE 5.1 – Performances des algorithmes synchrone et asynchrone de la méthode à deux ni-

veaux avec GMRES sur différentes architectures de grappes de GPUs

itérations internes et celui des itérations externes sont, respectivement, MaxIterintern = 3

et MaxIterextern = 500, le processus d’Arnoldi est limité à m = 2 itérations, les vecteurs

solution et second membre sont initialisés, respectivement, à 0 et 1.

Le tableau 5.1 illustre les performances des algorithmes parallèles, synchrone et

asynchrone, de la méthode de multi-décomposition avec GMRES. Les colonnes 2 et 3

montrent, respectivement, le temps d’exécution en secondes T et le nombre d’itérations

effectués par la méthode parallèle GMRES exécutée sur une grappe de dix GPUs. La

colonne 4 définit l’architecture (x × y) de la plateforme parallèle de calcul sur laquelle est

exécutée la méthode à deux niveaux. En effet, x représente le nombre de grappes (calcu-

lateurs parallèles) et y représente le nombre de GPUs par grappe. Pour chaque version

parallèle, synchrone et asynchrone, nous donnons le temps d’exécution en secondes

(Tsync et Tasync), le nombre des itérations externes (iter), la différence entre la solution

calculée avec la méthode parallèle GMRES et celle calculée avec la méthode à deux

niveaux (∆sync et ∆async) et les gains relatifs obtenus par rapport à la méthode parallèle

GMRES (Gsync et Gasync) :

∆sync = max|X − Xsync| et ∆async = max|X − Xasync|,

Gsync =
T

Tsync

et Gasync =
T

Tasync

,

où X est la solution calculée par l’algorithme parallèle de la méthode GMRES et Xsync

et Xasync sont, respectivement, les solutions calculées par les algorithmes parallèles syn-

chrone et asynchrone de la méthode à deux niveaux avec GMRES.

Dans les différents cas de figure présentés dans le tableau 5.1, l’architecture 2 × 5

(deux grappes de cinq GPUs chacune) est la meilleure configuration pour l’exécution de

la méthode à deux niveaux avec GMRES. En fait, la multi-décomposition du système

linéaire sur plusieurs grappes augmente le rayon spectral de la matrice associée, ce
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qui ralentit la convergence. De plus, nous pouvons remarquer que l’algorithme en mode

asynchrone de la méthode à deux niveaux est sensiblement plus performant que celui

en mode synchrone ainsi que celui de la méthode GMRES adapté aux grappes GPUs.

En effet, la puissance de calcul des GPUs grappe permet de réduire les temps de calcul

des algorithmes parallèles et, ainsi, le rapport entre le temps de calcul et celui de com-

munications. Dans ce cas, les algorithmes à itérations synchrones sont pénalisés par

les coûts de communications. Donc, les itérations asynchrones peuvent être une solution

pour améliorer les temps d’exécution des algorithmes itératifs parallèles, surtout sur des

grappes GPUs à grande échelle et/ou géographiquement distantes.

5.3/ CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés aux méthodes parallèles de multi-

décomposition pour la résolution de systèmes linéaires creux de grandes tailles. Ces

méthodes sont destinées aux plateformes de calcul parallèle distribuées. Elles sont

basées sur les calculs à gros grains qui permettent de remédier aux coûts des com-

munications à haute latence entre nœuds de calcul géographiquement distants.

Nous avons présenté une méthode de multi-décomposition à deux niveaux utilisant

la méthode itérative GMRES. Nous avons mis en œuvre les algorithmes synchrone et

asynchrone de cette méthode itérative sur une grappe de dix GPUs. Ceci nous a permis

de remarquer, pour les différents exemples étudiés, que la version asynchrone est sen-

siblement meilleure que la version synchrone et que l’algorithme parallèle de la méthode

GMRES adapté aux grappes GPUs. En effet, la multi-décomposition du système linéaire

de grande taille en sous-systèmes de petites tailles permet de diminuer le rayon spectral

de la matrice associée. De plus, la puissance de calcul des GPUs permet de réduire le

rapport entre le temps de calcul et celui de communication, ce qui est un facteur favori-

sant pour l’utilisation des itérations asynchrones (voir section 2.3.3).

De plus, nous avons testé les performances de la méthode à deux niveaux avec

GMRES sur des petites grappes GPU locales. Pour cette raison, nous n’avons pas pu

avoir des gains relatifs plus significatifs par rapport à la méthode GMRES adaptée aux

grappes GPUs. Prochainement, nous prévoyons de réaliser des tests expérimentaux

à grande échelle sur des grappes CPU géographiquement distantes de la grille

expérimentale Grid’5000, et sur le supercalculateur hypride CURIE du Très Grand Centre

de Calcul (TGCC) de la CEA composé de plusieurs GPUs (288 nVIDIA M2090). Dans

ce contexte, nous pensons que la méthode à deux niveaux sera plus rapide et suppor-

tera mieux le passage à l’échelle. Par ailleurs, nous étudierons aussi les méthodes de

multi-décomposition avec recouvrement de données entre les processeurs dans le but

d’accélérer la convergence. Dans ce cas, la matrice associée au système linéaire creux

à résoudre sera décomposée en sous-matrices rectangulaires non disjointes. Ensuite,

le principe sera de calculer simultanément certaines composantes de vecteur par les

processeurs et de mixer les résultats afin d’obtenir une solution précise plus rapidement.
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D
ANS cette thèse, nous nous sommes intéressés à l’exploitation de la puissance de

calcul des grappes GPU pour la résolution de systèmes linéaires et non linéaires

creux de très grandes tailles. Nous avons conçu des algorithmes itératifs parallèles tirant

partie de la capacité de calcul des GPUs, en tenant compte des propriétés des matrices

creuses et des spécificités de l’architecture matérielle et logicielle des GPUs. Nous avons

utilisé une programmation parallèle hétérogène basée sur le langage de programmation

CUDA pour les GPUs et le standard de communication MPI. En effet, les GPUs sont dotés

d’une architecture massivement parallèle dont la programmation est différente de celle

des processeurs classiques CPUs. Dans notre cas, un système linéaire ou non linéaire

creux de très grande taille est résolu itérativement en parallèle par l’ensemble des nœuds

d’une grappe GPU. Ceci signifie que la mise en œuvre d’une méthode itérative sur une

grappe GPU impose la parallélisation de son algorithme et la gestion des interactions

entre les différents nœuds GPU de la grappe. La plupart des opérations parallèles de

l’algorithme itératif sont réécrites en CUDA et exécutées par les GPUs, tandis que la

synchronisation des calculs locaux des différents nœuds est assurée par les CPUs via

les routines de communications MPI. Ainsi, nous avons deux niveaux de parallélisme :

parallélisation MPI entre les différents nœuds GPUs de la grappe et calcul multithreadé

avec CUDA à l’intérieur de chaque nœud.

Nos contributions de recherche, dans cette thèse, ont été présentées dans les cha-

pitres suivants.

Dans le Chapitre 3, nous avons présenté les mises œuvre des algorithmes pa-

rallèles des méthodes itératives de Krylov CG et GMRES, pour la résolution de systèmes

linéaires creux de très grandes tailles. Les tests d’expérimentation réalisés dans cette

thèse ont montré qu’une grappe de GPUs est plus performante qu’une grappe de CPUs

pour la résolution de systèmes linéaires creux de plusieurs millions d’inconnues. Ce-

pendant, elle est moins performante, voire inefficace, lorsque la résolution parallèle d’un

système linéaire creux nécessite un nombre important de communications entre les

nœuds GPUs. Pour minimiser le coût de ces communications, nous avons réorganiser

les colonnes de la matrice creuse au niveau de chaque nœud de façon à ce que les

vecteurs de données partagées soient utilisés sous un format de stockage compressé.

De plus, nous avons appliqué un partitionnement de données hypergraphe qui permet de

découper la matrice creuse de façon à réduire au mieux les dépendances de données

tout en équilibrant le volume de données échangées entre les GPUs de la grappe.

Dans le Chapitre 4, nous nous sommes intéressés à la résolution de systèmes non

linéaires creux issus des problèmes de l’obstacle sur une grappe GPU. Nous avons utilisé

les méthodes itératives Richardson et relaxation par blocs projetées. Pour chacune de

ces méthodes, nous avons conçu deux algorithmes parallèles synchrone et asynchrone

adaptés aux grappes GPUs. Les résultats expérimentaux obtenus sur une grappe GPU

ont montré que la méthode Richardson projetée est, largement, plus performante que de

la méthode de relaxation par blocs projetée. Par contre, ceux obtenus sur une grappe
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CPU ont montré le contraire. En effet, la méthode Richardson est très facile à paralléliser

sur les GPUs mais converge lentement, tandis que la méthode de relaxation par blocs

est caractérisée par une convergence rapide et une parallélisation innefficace sur GPUs,

en raison des calculs qui ne sont pas adaptés à l’architecture des GPUs.

Afin d’améliorer la convergence de la méthode Richardson projetée, ainsi que ses

performances de résolution, nous avons appliqué à ses algorithmes parallèles une tech-

nique de numérotation rouge-noir facile à mettre en œuvre sur les GPUs. Les tests de

simulation effectués sur une grappe GPU ont montré que l’algorithme asynchrone de la

méthode Richardson rouge-noir projetée supporte mieux le passage à l’échelle que son

homologue synchrone. Ceci grâce à la puissance de calcul des GPUs qui permet de

réduire le ratio entre le temps de calcul et celui de communication.

Dans le Chapitre 5, nous avons développé les algorithmes synchrone et asyn-

chrone d’une méthode de multi-décomposition à deux niveaux, pour la résolution de

systèmes linéaires creux de très grandes tailles sur des grappes GPUs distinctes. Nous

avons utilisé une méthode de multi-décomposition sans recouvrement sur le système

linéaire creux à résoudre et l’algorithme parallèle GMRES adapté aux GPUs au sein

de chaque grappe GPU. Les tests expérimentaux ont montré que l’algorithme de multi-

décomposition à deux niveaux asynchrone est plus performant que son homologue syn-

chrone et que celui de la méthode parallèle GMRES exécutée sur une seule grappe GPU.

Ceci est dû au fait que la puissance de calcul des GPUs permet de réduire le temps de

calcul d’un algorithme parallèle, tandis que le temps de communications reste inchangé.

Dans ce contexte, les algorithmes itératifs synchrones sont pénalisés par les coûts de

communications.

PERSPECTIVES

Actuellement, les architectures matérielles et logicielles des GPUs sont en constante

évolution. En effet, les constructeurs réussissent à concevoir des GPUs moins coûteux et

de plus en plus performants, avec des puissances de calcul plus élevées et des consom-

mations d’énergie réduites. De plus, grâce aux nouvelles versions du langage de pro-

grammation CUDA, l’adaptation des algorithmes parallèles aux architectures GPUs est

devenue plus facile à réaliser. Toutes ces raisons encouragent l’utilisation des GPUs dans

les différents domaines scientifiques et industriels.

Dans cette thèse, les tests expérimentaux ont été effectués sur les architectures

GPUs Tesla ou Fermi. Il serait donc intéressant de tester les performances de nos al-

gorithmes parallèles sur les nouvelles générations GPUs : Kepler et Maxwell sortie en

2012 et prévue pour 2014, respectivement. De plus, toutes les mises en œuvre de

nos algorithmes itératifs ont été réalisées sur une grappe GPU locale. Notre principal

axe de recherche pour les travaux futurs sera la résolution de systèmes linéaires et

non linéaires creux de très grandes tailles sur des grappes GPUs à grande échelle ou

géographiquement distantes. Dans ce contexte, la parallélisation d’un algorithme itératif

nécessite un nombre important de communications de données entre les nœuds GPUs.

Cependant, l’inconvénient majeur de ce type d’architectures parallèles est la haute la-

tence de ses liens de communications. De plus, les grappes GPUs nécessitent, non

seulement des communications entre les nœuds GPUs mais, aussi des communications

parfois trop coûteuses entre un GPU et son hôte CPU dans un même nœud. Une com-
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munication entre deux nœuds GPUs engendre : une copie de données de la mémoire

GPU vers la mémoire CPU au niveau du nœud source, un transfert de données entre les

CPUs des deux nœuds et une copie de données de la mémoire CPU vers la mémoire

GPU au niveau du nœud destinataire. Par conséquent, il serait impératif de concevoir

des algorithmes itératifs synchrones et asynchrones efficaces, utilisant des méthodes

de résolution qui leurs permettent de réduire les coûts de communications et le pas-

sage à l’échelle. Il serait aussi intéressant d’utiliser le système GPU-Direct que pro-

posent les nouvelles versions CUDA (par exemple CUDA 5.0). Ce système permet à

deux GPUs placés dans un même nœud ou dans deux nœuds distants de communiquer

directement sans l’intervention CPU. Ceci permettrait, bien évidemment, l’amélioration

des débits de transferts de données entre différents GPUs. Enfin, nous souhaiterions

aussi étudier les performances de nos algorithmes parallèles sur des grappes de GPUs

hétérogènes. En effet, la contrainte de l’hétérogénéité nécessite la gestion de l’asynchro-

nisme et l’équilibrage de charge entre les nœuds GPUs selon leurs puissance de calcul

et capacité mémoire.

Plusieurs pistes de recherche restent à explorer pour nos travaux présentés dans cette

thèse.

Pour le Chapitre 3 : la première perspective viserait à étudier le passage à l’échelle

des algorithmes parallèles des méthodes itératives CG et GMRES sur des grappes GPUs

distribuées. De plus, pour accélérer la convergence de ces algorithmes, nous avons

utilisé un préconditionneur qui consiste à prendre pour matrice de préconditionnement

la diagonale de la matrice creuse du système linéaire à résoudre. Ce type de

préconditionneur est facile à mettre en œuvre sur les GPUs et donne de relativement

bons résultats pour la plupart des matrices creuses pas très mal conditionnées. Dans

les travaux futurs, nous utiliserions d’autres préconditionneurs pour les matrices creuses

très mal conditionnées. Cependant, ceci reviendrait à utiliser des méthodes directes

(par exemple la factorisation ILU) qui sont difficiles à mettre en œuvre sur les GPUs.

Ce qui nous obligerait à trouver les bons préconditionneurs pour les systèmes linéaires

creux de très grandes tailles et à adapter leurs algorithmes aux GPUs. Enfin, il serait

intéressant d’étudier d’autres techniques de partitionnement selon les structures des ma-

trices creuses et les architectures de calcul parallèle. Par exemple, nous pouvons utiliser

un partitionnement hiérarchique sur des grappes GPUs distantes et/ou hétérogènes.

Pour le Chapitre 4 : nous souhaiterions valider les performances et le passage

à l’échelle de l’algorithme Richardson rouge-noir asynchrone sur des grappes GPUs

géographiquement distantes et reliées par un réseau à haute latence. Dans ce contexte,

l’utilisation des GPUs permettrait de réduire les temps de calcul de l’algorithme itératif

parallèle, tandis que les temps de communications resteraient inchangés et devien-

draient plus importants que les temps de calcul. Donc, les itérations asynchrones peuvent

être une solution pour améliorer les performances de l’algorithme itératif parallèle. En

outre, comme la puissance de calcul des GPUs augmente plus rapidement que celle

des réseaux de communications, les algorithmes asynchrones seraient encore plus

intéressants sur les grappes GPUs à grande échelle. Par ailleurs, il serait également

intéressant d’étudier les performances des autres méthodes itératives, ainsi que la

résolution de systèmes non linéaires creux des autres problèmes scientifiques ou indus-

triels. Nous pourrions utiliser, par exemple, les méthodes de multi-décomposition, sans

ou avec recouvrement, sur des grappes GPUs à grande échelle.

Pour le Chapitre 5 : la principale perspective serait de valider les résultats de nos
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tests d’expérimentations sur des grappes de calcul géographiquement distantes, pour

lesquelles les méthodes de multi-décomposition ont été conçues. Plus précisément, nous

voudrions confirmer l’efficacité des algorithmes parallèles, synchrone et asynchrone, de

la méthode de multi-décomposition à deux niveaux avec GMRES sur des grappes dis-

tantes par rapport à celui de GMRES parallèle. Dans le cas des grappes GPUs, nous sou-

haiterions montrer que la version asynchrone supporterait mieux le passage à l’échelle

que son homologue synchrone. En outre, il serait intéressant d’étudier d’autres méthodes

de multi-décomposition, particulièrement, celles avec recouvrement qui leurs permettrait

d’améliorer leurs convergences. Enfin, il serait pertinent d’étudier les performances des

algorithmes à deux niveaux utilisant d’autres méthodes itératives (autre que celle de

GMRES) pour la résolution des sous-systèmes linéaires creux, issus de l’opération de

multi-décomposition, au sein de chaque grappe GPU.
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Résumé :

Depuis quelques années, les grappes équipées de processeurs graphiques GPUs sont devenues

des outils très attrayants pour le calcul parallèle haute performance. Dans cette thèse, nous avons

conçu des algorithmes itératifs parallèles pour la résolution de systèmes linéaires et non linéaires

creux de très grandes tailles sur grappes de GPUs. Dans un premier temps, nous nous sommes fo-

calisés sur la résolution de systèmes linéaires creux à l’aide des méthodes itératives CG et GMRES.

Les expérimentations ont montré qu’une grappe de GPUs est plus performante que son homologue

grappe de CPUs pour la résolution de systèmes linéaires de très grandes tailles. Ensuite, nous

avons mis en œuvre des algorithmes parallèles synchrones et asynchrones des méthodes itératives

Richardson et de relaxation par blocs pour la résolution de systèmes non linéaires creux. Nous

avons constaté que les meilleurs solutions développées pour les CPUs ne sont pas nécessairement

bien adaptées aux GPUs. En effet, les simulations effectuées sur une grappe de GPUs ont montré

que les algorithmes Richardson sont largement plus efficaces que ceux de relaxation par blocs.

De plus, elles ont aussi montré que la puissance de calcul des GPUs permet de réduire le rap-

port entre le temps d’exécution et celui de communication, ce qui favorise l’utilisation des algo-

rithmes asynchrones sur des grappes de GPUs. Enfin, nous nous sommes intéressés aux grappes

géographiquement distantes pour la résolution de systèmes linéaires creux. Dans ce contexte, nous

avons utilisé la méthode de multi-décomposition à deux niveaux avec GMRES parallèle adaptée

aux grappes de GPUs. Celle-ci utilise des itérations synchrones pour résoudre localement les sous-

systèmes linéaires et des itérations asynchrones pour résoudre la globalité du système linéaire.

Mots-clés : Systèmes linéaires et non linéaires creux, méthodes itératives, Parallélisme MPI/CUDA, grappes

de GPUs

Abstract:

For the past few years, the clusters equipped with GPUs have become attractive tools for high per-

formance computing. In this thesis, we have designed parallel iterative algorithms for solving large

sparse linear and nonlinear systems on GPU clusters. First, we have focused on solving sparse linear

systems using CG and GMRES iterative methods. The experiments have shown that a GPU cluster

is more efficient that its pure CPU counterpart for solving large sparse systems of linear equations.

Then, we have implemented the synchronous and asynchronous algorithms of the Richardson and

the block relaxation iterative methods for solving sparse nonlinear systems. We have noticed that

the best solutions developed for the CPUs are not necessarily well suited to GPUs. Indeed, the ex-

periments performed on a GPU cluster have shown that the parallel algorithms of the Richardson

method are far more efficient than those of the block relaxation method. In addition, they have shown

that the computing power of GPUs allows to reduce the ratio between the time of the computation

over that of the communication, which favors the use of the asynchronous iteration on GPU clusters.

Finally, we are interested in geographically distant clusters for solving large sparse linear systems. In

this context, we have used a multisplitting two-stage method using parallel GMRES method adapted

to GPU clusters. It uses the synchronous iteration to solve locally the sub-linear systems and the

asynchronous one to solve the global sparse linear system.

Keywords: Sparse linear and nonlinear systems, iterative methods, MPI/CUDA parallelism, GPU clusters


