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Semi-anneau de fusion des groupes quantiques

Résumé Cette thése se propose d’étudier des problémes de classification des groupes
quantiques via des invariants issus de leur théorie de représentation. Plus précisement,
nous classifions les algébres de Hopf possédant un semi-anneau de fusion isomorphe & un
groupe algébrique réductif donné G. De tels groupes quantiques sont alors appelés G-
déformations. Dans cette thése, nous étudions les cas GL(2) et SO(3). Nous donnons une
classification compléte des GL(2)-déformations en construisant une famille d’algébres de
Hopf indexées par des matrices inversibles. Nous décrivons leurs catégories de comodules
et donnons certains résultats de classification quant a leurs objets de Hopf-Galois. Ensuite,
nous donnons une classification des SO(3)-déformations compactes tout en étudiant le cas
non-compact. Finalement, la derniére partie de la thése est une étude de ’algébre sous-
jacente & une certaine famille d’algebres de Hopf, dont nous exhibons une base. Cette
base nous permet de calculer le centre des ces algébres ainsi que quelques groupes de
(co)homologie.

Mots-clés Groupes quantiques, théorie de représentation, semi-anneau de fusion, algébre
non-commutative, catégories monoidales, objets de Hopf-Galois.

Fusion semiring of quantum groups

Abstract The purpose of this dissertation is to classify quantum groups according to
invariants coming from their representation theory. More precisely, we classify Hopf al-
gebras having a fusion semiring isomorphic to that of a given reductive algebraic group
G. Such a quantum group is called a G-deformation. We study the case of GL(2) and
SO(3). We give a complete classification of GL(2)-deformations by building a family of
Hopf algebras parametrized by invertible matrices. We describe their comodule category
and we give some classification results about the Hopf-Galois objects. We also classify
compact SO(3)-deformations and we study the noncompact case. Finally, the last part of
this dissertation is a study of the underlying algebra of some Hopf algebras, for which we
exhibit a linear basis. This basis allows us to compute the centre and some (co)homology
groups of those algebras.

Key words Quantum groups, representation theory, fusion semiring, noncommutative
algebra, monoidal category, Hopf-Galois objects.

Laboratoire ou la thése a été préparée

Laboratoire de Mathématiques (UMR 6620)
Université Blaise Pascal

Complexe universitaire des Cézeaux

BP 80026

63171 Aubiere Cedex, France






“Lorsqu’elles ont atteint la voiite du ciel, ces dmes qu’on dit immortelles passent a l’extérieur,
s’établissent sur le dos du ciel, se laissent emporter par leur révolution circulaire et contemplent
les réalités qui se trouvent hors du ciel.”

Phédre, Platon
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Dans un exposé au Congrés international des mathématiciens en 1986 (|26]), Drinfel’d
définit la catégorie des groupes quantiques comme la catégorie opposée a celle des algebres
de Hopf (non-nécessairement commutatives). L’intérét fondamental de cette approche est
de donner une saveur géométrique a la théorie des algébres de Hopf (théorie par ailleurs
déja bien établie, voir [1] pour un apercu historique).

La motivation de Drinfel’d provient des exemples, en lien avec la physique, dévelop-
pés par Faddeev, Reshetikhin et Takhtajan ([31]), Takeuchi ([58]) et Jimbo ([|36]). Ces
exemples incluent en particulier les g-quantifications de ’algébre enveloppante de ’algébre
de Lie d'un groupe de Lie semisimple, ¢ étant un parameétre complexe ou formel qui dé-
forme I’algébre classique. A la méme époque, Woronowicz introduisit la notion de groupe
quantique compact (|68, 72]). La théorie qu’il développe est remarquablement proche de
celle des groupes compacts classiques. En particulier, il prouve 'existence d’une mesure
de Haar et fait la théorie de Peter-Weyl de tels groupes quantiques. Rosso montre dans
[54] que les exemples de Faddeev, Reshetikhin et Takhtajan et Jimbo rentrent dans le
cadre défini par Woronowicz. Ensuite, Wang (|65, 66]) donnera de nouveaux exemples de
groupes quantiques compacts, dits groupes quantiques compacts libres, qui seront étudiés
par Banica dans [3, 4, 6] et généralisés au niveau purement algébrique dans |27, 12]. Plus
récemment, Kustermans et Vaes (|42, 43]) ont donné une définition des groupes quantiques
localement compacts.

Les groupes quantiques forment désormais une thématique a la jonction de plusieurs
domaines tels que 1’algébre non-commutative, les algébres d’opérateurs ou la théorie des
catégories.

Parmi les aspects de la théorie des groupes qui gardent un sens dans le cadre quantique,
cette thése s’intéresse particulierement a la théorie des représentations. Dans ce contexte,
la catégorie des représentations d’'un groupe quantique est remplacée par la catégorie
des comodules d’une algébre de Hopf. Cette thése se propose de classifier les groupes
quantiques suivant certains invariants provenant de leur théorie de représentations.

Le premier élan de notre démarche est de classifier les groupes quantiques suivant
leur semi-anneau de représentations. Pour un groupe algébrique G, le semi-anneau de
représentations (aussi appelé semi-anneau de fusion ou semi-anneau de Grothendieck),
noté R (G), est un objet qui code a la fois les classe d’isomorphismes des représentations
irréductibles du groupe et les régles de décompositions en somme directe de représenta-
tions simples des produits tensoriels de représentations irréductibles (régles de fusion). Le
semi-anneau de représentations est un invariant extrémement fort. En particulier, d’apreés
McMullen ([45]), si G et G sont des groupes algébriques réductifs et connexes sur C tels
que RT(G1) ~ RT(G3), alors G ~ Gs.

Etant donnée une algébre de Hopf H, on peut définir de méme le semi-anneau de
coreprésentations de H, noté RT(H), qu'on considére alors comme le semi-anneau de
représentations du groupe quantique sous-jacent. La définition suivante donne 1’objet
d’étude principal de cette thése.

Définition. Soit G un groupe algébrique réductif et soit O(G) son algébre de fonc-
tions réguliéres. On dit qu'une algebre de Hopf H cosemisimple est une G-déformation si
RTY(H) ~RT(O(Q)).

On cherche donc, dans un premier temps, a classifier les G-déformations, pour G un
groupe algébrique réductif donné. Ce probléme a déja été considéré par de nombreux au-
teurs, voir 70, 69, 71, 3, 5, 51, 50, 52, 33, 13]. Le probléme a été complétement résolu
dans certains cas particuliers, notamment celui de SL(2) dans [3, 13]. La situation se com-



plique considérablement lorsque le rang de G augmente. Déja dans le cas de SL(3), étudié
dans [50, 52|, apparaissent de nombreux exemples qu'il semble difficile d’unifier. Notons
qu’une version catégorique du probléme, c’est-a-dire classifier les catégories semisimples,
monoidales et rigides ayant les mémes régles de fusion qu’un groupe algébrique réductif
G, semble plus approchable et a été étudié dans [61, 39]. Dans cette thése, on s’intéresse
plus particuliérement aux cas G = GL(2),U(2) et SO(3).

En général, les méthodes que nous utilisons pour reconstruire un groupe quantique
d’aprés son semi-anneau de représentations imposent de considérer la catégorie des como-
dules de certaines algebres de Hopf. On cherche alors & décrire ces catégories et a classifier
ces algébres de Hopf & équivalence monoidale prés.

Définition. On dira que deux algébres de Hopf sont monoidalement équivalentes si il
existe une équivalence de catégories monoidales entre leurs catégories de comodules.

Notons qu’une équivalence monoidale implique un isomorphisme au niveau du semi-
anneau de représentations.

Ce manuscrit s’articule en quatre parties.

La premiére prolonge cette introduction et regroupe plusieurs définitions relatives aux
groupes quantiques et a leurs représentations. On définit notamment la catégorie des
comodules d’une algébre de Hopf, analogue de la catégorie des représentations d’un groupe
quantique, et on explique comment la structure d’algébre de Hopf permet de la munir
d’une structure monoidale et d’'une dualité.

Ensuite, nous nous intéressons aux équivalences monoidales et présentons des moyens
de les construire. On décrit la théorie des objets galoisiens et bigaloisiens, qui culmine avec
le théoréme de Schauenburg (55, 56]). Ce théoréme énonce I’équivalence entre 1’équiva-
lence monoidale de deux algébres de Hopf et I'existence d’un objet bigaloisien pour ces
algebres de Hopf.

Nous définissons plusieurs déformations d’une algébre de Hopf associées a des cocycles.
La catégorie de comodules d’une algébre de Hopf n’est pas altérée par la déformation.

On poursuit cette partie en présentant le formalisme des cogroupoides. Cette théorie
est équivalente a la théorie des objets galoisiens et bigaloisiens et c’est dans ce cadre que
nous nous placerons systématiquement pour construire des équivalences monoidales.

On conclut en présentant un résultat bien connu, le lemme du diamant ([11]), qui
fournit une méthode pour exhiber une base algébrique d’une algébre de type fini.

La deuxiéme partie contient notre premier article, “Quantum groups of GL(2) repre-
sentation type” (|47]) & paraitre dans Journal of Noncommutative Geometry, précédé d’'un
résumé en frangais (sans démonstration). On s’intéresse a classifier les groupes quantiques
possédant un semi-anneau de représentations isomorphe a celui de GL(2), autrement dit
les GL(2)-déformations. Cela nous améne a définir une nouvelle famille d’algebres de Hopf,
indexées par des couples de matrices A, B € GL, (k) (ot k est un corps algébriquement
clos) et notées G(A, B). Il s’agit de l'algébre universelle engendrée par les générateurs
2;;(1 <4,7 <n),d,d”" soumis aux relations

2'Ar = Ad, zBz'=DBd, dd'=1=d"'d,

ou z est la matrice (2ij)1<i <. Notons que, pour ¢ € k*, il existe A; € GLy(k) tel que
G(A;, A)) = O(GL,(2)). Pour E € GL,(C), l'algébre de Hopf G(E, E) est compacte



et sera notée A;(E). On se placera systématiquement dans le cas particulier ou les ma-
trices satisfont la condition B'A'BA = I, pour A € k*. Nous classifions ces algébres
de Hopf a équivalence monoidale prés et, en caractéristique nulle, a isomorphisme pres.
On montre que les GL(2)-déformations sont exactement les algebres de Hopf G(A, B) qui
sont cosemisimples, et les U(2)-déformations sont exactement les Az(E).

Nous établissons les théorémes suivants, qu’on regroupe ici selon le mode de classi-
fication plutot que dans l'ordre de leurs démonstrations. On obtient une description de
la catégorie de comodules de G(A, B) au moyen de celle des déformations standards de
GL(2) et on donne un critére d’équivalence monoidale.

Théoréme A.

1. Soient A, B € GL,(k) (n > 2) telles que B'A'BA = \,, pour \ € k* et soit q € k*
tel que ¢* — VA 1tr(ABY)q + 1 = 0. Alors il existe une équivalence de catégories
monoidales k-linéaires

Comod(G(A, B)) ~® Comod(O(GL,(2)))

entre les catégories de comodules de G(A, B) et O(GLy(2)) respectivement.

2. Soient A, B € GL,(k), C,D € GL,,(k) telles que BPA'BA = Ay gl,, et D'C'DC =
Ae.ply. Posons puap := tr(ABY) et ucp := tr(CD"). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

a) Il existe une équivalence monoidale
Comod(G (A4, B)) ~% Comod(G(C, D))

entre les catégories de comodules de G(A, B) et G(C, D) respectivement.
b) On a
)‘Z,IBN,QA,B = /\(_J,IDM?J,D
Ensuite, en caractéristique nulle, on obtient une classification a isomorphisme preés
des GL(2)-déformations et des U(2)-déformations (c’est-a-dire les algébres de Hopf com-
pactes dont le semi-anneau de représentations est isomorphe a celui de Uy(C)), qui sont
complétées par la classification a isomorphisme prés des algebres de Hopf G(A, B).
Théoréme B. On suppose que char(k) = 0.

1. Les algébres de Hopf cosemisimples ayant un semi-anneau de représentations iso-
morphe & celui de GLo(k) sont exactement les

G(A, B)

ou A, B € GL, (k) (n > 2) satisfont B'A'BA = \I,, pour un \ € k* et telles que les
solutions de 'équation X? — VA~ tr(AB")X + 1 =0 sont génériques.

2. Les algébres de Hopf compactes dont le semi-anneau de représentations est isomorphe
a celui de Uy(C) sont exactement les

As(E)

ou E € GL,(C) (n > 2) vérifie E'E'EE = M, pour \ € R*.



3. Soient A, B € GL,(k) et C,D € GL,,(k) telles que B A'BA = \1,, et D'C*DC =
Aol pour A1, Ay € k*. Les algébres de Hopf G(A, B) et G(C, D) sont isomorphes si
et seulement si n = m et il existe P € GL,(k) tel que l'une des égalités suivantes
soit vérifice

(C,D) = (P'AP, P~'BP~) (C,D) = (P'B~'P,P A~ P,

Enfin, en utilisant 'interprétation des objets galoisiens comme foncteurs fibres, nous
donnons la classification des objets galoisiens des algébres de Hopf G(A, B). Soient n,m €
N, n,m > 2 et soient A, B € GL,(k), C, D € GL,,(k). On définit I'algébre

‘Az = Cd,
G(A,B|C,D) =k {dd " ay1<i<n1<j<m| . d'd=1=dd"
xDx" = Bd,

qui est un objet G(A, B)-galoisien & gauche. Nous montrons que tout objet G(A, B)-
galoisien & gauche est de cette forme, et nous complétons cette classification en donnant
celle & isomorphisme prés des algébres G(A, B|C, D) comme objets galoisiens.

Théoréme C.

1. Soient A,B € GL,(k) (n > 2) telles que B'A'BA = X, pour \ € k*, et soit
Z un objet G(A, B)-galoisien & gauche. Alors il existe m € N*, m > 2, et des
matrices C, D € GLy, (k) satisfaisant D'C*DC = X, et tr(AB') = tr(CD") telles
que Z ~ G(A, B|C, D) comme objets galoisiens.

2. Soient A, B € GL, (k) telles que BPA'BA = \I,, et soient Cy, Dy € GL,, (k),
Cy, Dy € GLp,(k) telles que les algébres G(A, B|Cy, Dy) et G(A, B|Cy, Dy) soient
des objets G(A, B)-galoisiens (n,my et my > 2). Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

a) G(A, B|Cy, Dy) et G(A, B|Cy, Dy) sont isomorphes comme objets galoisiens.

b) my = my :=m et il existe une matrice M € GL,,(k) telle que

(Cy, Do) = (M~ YMC, M, MDD M").

Dans la troisiéme partie, nous reproduisons 'article “Quantum automorphism group
and SO(3)-deformations”, disponible sur ArXiv (|48]) et soumis pour publication a un
journal & comité de lecture. Nous y considérons le cas des SO(3)-déformations et répon-
dons & une question posée par Banica dans [8|.

Dans [66], Wang définit le groupe quantique d’automorphismes d’'une C*-algebre de
dimension finie munie d’'une fonctionnelle positive (A, ). C’est le “plus gros” groupe
quantique compact agissant sur A tel que ¢ est équivariante. Son algébre de Hopf est
alors noté Aaut(A4, ¢). Remarquons qu'on a Auus(Ms(C), tr) = O(SO(3)) et qu’il existe
une fonctionnelle tr, (¢ € C*) telle que Aaut(M2(C), tr,) = O(SO,(3)). Dans [6, 7], Banica
calcule la théorie de représentations de Aaug(A, ) pour certaines fonctionnelles ¢ (dites
homogenes, voir le chapitre 9 pour la terminologle) et montre que si dim(A) > 4, le semi-
anneau de représentations de ce groupe quantique est isomorphe a celui de SO(3). La
question est alors de savoir si toute SO(3)-déformation compacte est le groupe quantique
d’automorphismes d’'un couple (A, ¢).

Une étude minutieuse des régles de fusion de SO(3), utilisant le lemme de Schur et la
réciprocité de Frobenius, permet de donner une réponse positive en établissant le théoréme
suivant.



Théoréme D. Soit H une algébre de Hopf compacte ayant un semi-anneau de représenta-
tions isomorphe a celui de SO(3). Alors il existe une C*-algébre de dimension finie munie
d’une fonctionnelle positive homogéne (A, @), avec dim A > 4, telle que H ~ Azui(A, ).

Il est ensuite naturel d’étudier le cas ou la fonctionnelle ¢ n’est plus nécessairement
positive. On peut toujours définir le groupe quantique d’automorphismes d’une algébre
de dimension finie, semisimple et mesurée (A, ¢), qui n’est plus nécessairement compact.
Il est alors possible de décrire la catégorie de comodules de Aaut(A, ) en terme de celle
des g-déformations de SO(3) (|58, 40, 23]). Le théoréme est le suivant (le vocabulaire est
défini au chapitre 9).

Théoréme E. Soit (Ag,trg) une algéebre de dimension finie, semisimple et mesurée, telle
que dim Ap > 4, ot E € @GL4e(C) est une multimatrice normalisable. Alors il existe
A=1

q € C* et une équivalence de catégorie monoidale C-linéaire
Comod(Aau(Ag, trg)) >~ Comod(O(SO,1/2(3)))

entre les catégories de comodules de Agqui(Ap,trp) et O(SO,1/2(3)) respectivement. Si B
est normalisée, q € C* vérifie ¢> — Tr(E~ 1) g+ 1= 0.

Nous étudions aussi la question de classifier les algébres de Hopf cosemisimples ayant
un semi-anneau de représentations isomorphe a celui de SO(3). L’étude des régles de fusion
dans le cas non-compact n’est pas aussi précise que dans le cas compact, et nous ne sommes
pas en mesure de conclure en général. Il n’est pas clair que toute SO(3)-déformation soit
isomorphe au groupe quantique d’automorphismes d’une algébre de dimension finie, se-
misimple et mesurée.

Dans la quatriéme et derniére partie, on s’intéresse a ’algébre de Hopf associée & une
forme bilinéaire non-dégénérée. Pour E € GL,(C), soit B(E) 'algébre engendrée par des
générateurs z;;(1 < 4,7 < n) soumis aux relations

EY%Exr =1, =xFE 2'E,

ol z est la matrice (x;;)1<; j<n. On utilise le lemme du diamant ([11]) pour trouver une
base algébrique de B(E), ce qui nous permet de calculer son centre Z(B(E)). D’apreés les
travaux de Bichon ([16]), I'algébre de Hopf B(FE) satisfait une dualité de Poincaré qui
permet de calculer HH3(B(FE)). Les résultats sont les suivants :

Théoréme F. Soit E € GL,(C), n > 3. On a alors :

1.
Z(B(E)) = HH’(B(E)) = C,

C  s1 E est symétrique ou antisymétrique,
(0)  sinon.

HH,(B(E)) ~ {

La trivialité du centre de B(F) était déja connue pour certaines matrices F € G L, (C),
d’apreés les résultats de Vaes et Vergnioux dans [64]. Notons que Vaes et Vergnioux ob-
tiennent en fait un résultat a prior: plus fort, la factorialité de ’algébre de Von Neumann
associée au groupe quantique compact de certaines formes bilinéaires non-dégénérées.
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Chapitre 1

Algéebres de Hopt

1.1 Préliminaires

Soit k£ un corps commutatif. Donnons la définition d’une algébre de maniére & pouvoir
ensuite en donner une version “duale” :

Définition 1.1. Une k-algébre A = (A, m,u) est un triplet ot A est un k-espace vectoriel
etm: AR A — Aetu:k — Asont des applications k-linéaires telles que les diagrammes
suivants soient commutatifs :

A0 A AT A0 A Ao A
i
idg ®m m
AA— A koA m A®k
A

Un morphisme de k-algébres est une application f: A — A’ telle que les diagrammes
suivants soient commutatifs :

A ALl 4o A 2 u A
!
A A A

On obtient ainsi la catégorie des k-algebres, notée Alg,.

Exemple 1.2.

1. L’algebre des fonctions sur un monoide : Soit M un monoide, on note k(M) le
k-espace vectoriel des fonctions a support fini de M dans k. Il admet pour base la
famille (e;)zear OU €, est la fonction caractéristique de x € M. On munit k(M) d'une
structure de k-algebre grace a m : k(M) ® k(M) — k(M), Iapplication linéaire telle
que m(e; @ e,) = 0y €z, ¥V x,y € X.

2. L’algébre d’un monoide : Soit M un monoide. On définit le produit de convolution

sur k(M) par :
k(M) x k(M) — k(M)
(f.9) = [xg, frglx)=> fyg(2).

YZ=x



En particulier, on a e, * e, = e,,. Le produit de convolution munit k(M) d’une
structure de k-algebre, alors notée k[M] et appelée la k-algébre du monoide M.

3. Soit A = (A,m,u) une algébre. Posons A” = (A, m® u) ot m® = mo T, et
T: AR A — A® A désigne le flip 7(a ® a’) = @’ ® a. Alors A% est une algebre,
appelée algebre opposée de A.

Définition 1.3. On dit qu’une algébre (A, m,u) est commutative si m = m°P.
Nous définissons la notion de cogébre comme la notion “duale” de celle d’algebre :

Définition 1.4. Une k-cogébre C = (C, A, €) est un triplet ou C' est un k-espace vectoriel
et A:C'— C®Cete:C — ksont des applications k-linéaires telles que les diagrammes
suivants soient commutatifs :

C 2 .00C C
A l lA@idc iy Wj
CaCzmlelal ko C A C®k
C®C

Un morphisme de k-cogébres f : (C,Ae) — (C',A’,€') est une application linéaire
f:C — ' telle que les diagrammes suivants soient commutatifs :

c—71 o c LG
y | N A
COC—C'aC K

On obtient ainsi la catégorie des k-cogebres, notée Cog;,.

On utilisera les notations suivantes, dites notations de Sweedler :
Notation 1.5. Soit C' = (C, A, ) une cogebre.

Pour z € C on notera
A(z) =) x0) @ za).

L’axiome de coassociativité se traduit par

ST Alwp) @z =Y o0 ®@ Alzg) = Y 20) ® 12 @ 103,

I’axiome de co-unité se traduit par

26(1’(1))[L’(2) =T = Z[E(l)s(l‘(g)).

Enfin, f : C'— C’ est un morphisme de cogébres si et seulement si

Ve, e C Z f(ZE)(1) ® f(x)) = Z flrw) ® f(x), et e'(f(x)) = e(x).

Exemple 1.6.



1. Le dual d’une cogébre C' = (C, A, ¢) est une algébre, avec unité u = €* et produit
défini par la composée

A:CrRC*— (C®C) 2

2. Le dual d’une k-algébre de dimension finie A = (A, m,u) est une cogebre, avec
comultiplication définie par

A A= (A A —= A" @ A*

et co-unité u*

3. Soit C' = (C, A, ¢) une cogebre. Soit A? =70 A. Alors (C, A%, ) est une cogebre,
appelée la cogebre opposée de C' et notée C°P.

Définition 1.7. On dit qu'une cogebre (C, A, €) est cocommutative lorsque A = A°P.

La notion de bigebre est définie de maniére naturelle en combinant celle d’algébre et
de cogebre :

Définition 1.8. Une k-bigeébre est un quintuplet B = (B, m,u, A, e) ou (B, m,u) est une
algebre, (B, A, ¢) une cogebre et ot A: B — B® B et ¢ : B — k sont des morphismes
d’algebres.

Un morphisme de bigébres f : B — B’ est une application linéaire qui est a la fois un
morphisme d’algébres et de cogéebres.

On obtient ainsi la catégorie des k-bigébres, notée Big,.

Ezxemple 1.9.

1. Bigebre d’un monoide : Soit M un monoide. k[M] admet une unique structure de
bigebre telle que
Vee M, Ale,) = e, ® ey, e(e;) = 1.
On dit que k[M] est la bigébre du monoide M. C’est une bigébre cocommutative.

2. Bigebre des fonctions sur un monoide fini : Soit M un monoide fini. On munit k(M)
d’une structure de bigébre grace aux morphismes d’algebres (induits par le produit
sur M et son unité) :

A k(M) — k(M) @ k(M), Ale,) = Y e, ®e.,
Yyz=x
e k(M) =k, f s f(1).
C’est une bigébre commutative. On a I'isomorphisme k(M) ~ k[M]*, qui envoie e,
sur e;.
3. Bigebre de matrices : Notons O(M,(k)) l'algébre de polynémes k[z;;]i<ij<n. Les

morphismes d’algébres

A O(M, (k) = O(M,(k)) ® O(M,(k))

n
Tij E Tip & T
k=1



et
e O(My(k)) — k
Ti5 — 52']'

munissent O(M,,(k)) d’une structure de bigébre commutative, mais non cocommu-
tative si n > 2.

Définition 1.10. Une algébre de Hopf est un sextuplet H = (H,m,u, A, e, S) ou (H,m,u, A, ¢)
est une bigeébre et S : H — H est une application linéaire, appelée I'antipode de H, telle
que les diagrammes suivants soient commutatifs :

H-2~HeoH H-2~HoH
Wj w\‘g
e H®H e HH
k—w—H k—w—H

Un morphisme d’algébres de Hopf f : H — H' est un morphisme entre les bigébres
sous-jacentes.

On obtient ainsi la catégorie des k-algébres de Hopf, notée Hopf,, et les sous-catégories
des k-algebres de Hopf de dimension finie, notée Hopfy, ;, des k-algébres de Hopf commu-
tatives, notée Com-Hopf, et des k-algeébres de Hopf cocommutatives, notée Cocom-Hopf.

L’antipode est en fait 'analogue de I'inverse pour les groupes.

Exemple 1.11.

1. Algébres de Hopf associées a un groupe : Soit G un groupe. Alors la bigebre k[G]
posséde un antipode défini par

S(ey) =e,-1, Ve € G

et est donc une algébre de Hopf. Si le groupe G est fini, alors la bigébre k(G) possede
un antipode défini par
S(ey) =e,-1, Vo €G

et est donc une algeébre de Hopf. Si G est un groupe algébrique affine, on note O(G)
son algebre de fonctions régulieres. Alors la multiplication m : G x G — G induit
un morphisme d’algebres

A:OG) - 0(G x G) —==0(G) @ O(G).

L’élément unité induit un morphisme ¢ : O(G) — k, f — f(1) et inversion G — G
induit un morphisme d’algeébres S : O(G) — O(G). Les axiomes de groupe assurent
alors que O(G) est une algébre de Hopf.

2. Le groupe quantique d’une forme bilinéaire non-dégénérée : Cette algebre de Hopf a
été introduite par Dubois-Violette et Launer dans [27]. Soit £ € GL, (k). On pose

BE)=k<uzjj,1<i,j<n|E'%2'Ex=1,=2E""2'F >



ot z = (x;;). On peut munir B(E) de la structure d’algébre de Hopf suivante :
A:B(E) = B(E) @ B(E), Alwy) =Y i © axj,
k=1

e:B(E) =k, e(xij) = dij,

et
S:B(E) = B(E)”®, S(z)=E '2'E.

3. Soit H une algébre de Hopf de dimension finie. Alors S* : H* — H* est un antipode
sur H*, qui est donc une algébre de Hopf. On a un isomorphisme d’algébres de Hopf
H = H*.

4. Soit H = (H,m,u, A, ¢, S) une algébre de Hopf. Alors HP°? = (H, m,u, A°? ¢, 5)
est une algébre de Hopfet S : H — HP est un morphisme d’algébres de Hopf. Si de
plus S est un isomorphisme, H? = (H,m% u, A,&,S™ 1) et H*P = (H, m,u, A°P e, S™1)
sont des algébres de Hopf.

1.2 Groupes quantiques

Soit G' un groupe algébrique affine (sur un corps de caractéristique nulle) et soit O(G)
I’algébre des fonctions réguliéres sur G. Cette algébre est commutative, réduite et de type
fini et on a vu plus haut que la structure de groupe de G induit une structure d’algébre
de Hopf sur O(G). On a ainsi un foncteur contravariant

O(-) : Gp,j, — Com-Hopf,

ou Gp,, désigne la catégorie des groupes algébriques affines et Com-Hopf, ;; celle des
algébres de Hopf commutatives, réduites et de type fini. Maintenant, un théoréeme de
Cartier (voir [46, 67]) assure que, lorsque k est algébriquement clos, toute algebre de Hopf
est réduite et permet de dire que le foncteur O(—) est une anti-équivalence de catégories
entre les catégories Gp,), et Com-Hopf, .

Par analogie avec cette situation, on définit la catégorie des groupes quantiques al-
gébriques comme la catégorie opposée a celle des algebres de Hopf de type fini non-
nécessairement commutatives. Autrement dit, étant donnée une algébre de Hopf de type
fini H, on considére que H est 'algébre des fonctions réguliéres d’un groupe quantique
algébrique, c’est-a-dire, heuristiquement

H=0(G).

Il faut insister sur le fait que G est un groupe classique si et seulement si H est commu-
tative. En général, un groupe quantique est un objet virtuel qu’on ne voit qu’a travers
I’algébre de Hopf. L’objectif est alors d’utiliser ce point de vue pour traduire en terme
d’algebres des problématiques de théorie des groupes. Nous verrons dans le chapitre sui-
vant comment adapter la théorie de représentations de groupes aux groupes quantiques.

Nous détaillons ici le cas des groupes quantiques algébriques puisque ce sont eux qui
nous occuperont principalement dans la suite de ce manuscrit. Il est cependant possible,
en choisissant soigneusement la catégorie d’algébres (algébres de dimension finie, algébres



de Woronowicz...), de considérer des groupes quantiques d’un autre type (finis, compacts,
localement compacts, discrets...). La situation peut alors étre plus délicate, et nous n’en-
trerons pas dans plus de détails ici. Voir [72, 68, 42, 43, 29|. Nous évoquerons cependant
le cas des groupes quantiques compacts & un niveau purement algébrique.



Chapitre 2

Représentations des groupes quantiques

2.1 Catégories Monoidales ([38], [44])

Définition 2.1. Une catégorie monoidale C = (C,®,1,a,l,r) est une catégorie C munie
d’un produit tensoriel ® : C x C — C, d'un objet I € Ob(C) appelé unité du produit
tensoriel, d'une contrainte d’associativité a : —® (—® —) - —® (—® —), d’une contrainte
d’unité a gauche [ : —®1 — — et d'une contrainte d’unité a droite r : —®I — — respectant
I et telles que les diagrammes suivants soient commutatifs pour tous objets U, V, W, X
de C

ay,v,w ®idx
-

Ue(VeW)eX (UaV)eoW)® X

\LGU(@V,W,X
au,vew,x UeV)e(WeX)
iaU,V,W(X)X

U (VeW) e X) U (Ve (WeX))

idy ®av,w,x

Veol)oW L Vo IoW)
rm /uiv/@)lw
Veow

La catégorie des espaces vectoriels munie du produit tensoriel usuel forme une catégorie
monoidale. Nous verrons au paragraphe suivant que la catégorie des représentations d’un
groupe quantique est une catégorie monoidale.

Définition 2.2. Soient C = (C,®¢, I¢,a,l,7) et D = (D,®p, Ip,a,l,r) des catégories
monoidales.

1. Un foncteur monoidal entre C et D est un triplet (F, g, p2) o F': C — D est un
foncteur et

wo : Ip — F(le), py: F(=)®p F(—) = F(— ®¢ —)

sont des isomorphismes fonctoriels tels que, pour tous objets U, V,W € Ob(C), les

9



diagrammes suivants sont commutatifs :

AF(U),F(V),F(W)
—_—

(F(U) @ F(V)) @ F(W) FU) e (F(V)® F(W))

2(U,V)®idpw) i lidF(U) Rp2(V,IW)
FU®V)® FW) FU) @ FVaW)
w(U@V,W)l J{s@z(U,VQbW)
F(URV)W) - FU®(VeoW)
(au,v,w)
l r
Ip ® F(U) —2 F(U) FU)® Ip —2— F(U)
900®idF(U)l TF(ZU) id ) ®‘P’0l TF(TU)
F(Ie) ® F(U) == F(le®U) - F(U) @ F(le) s F(U @ Ie)

2. Une équivalence de catégories monoidales est un foncteur monoidal qui est aussi une
équivalence de catégories.

Définition 2.3.

1. Soit C = (C,®c, I¢c,a,l,7) une catégorie monoidale. Un dual a gauche pour U €
Ob(C) est un objet U* € Ob(C) muni de 2 morphismes ey : U*QU — [ et oy : [ —
U ® U~ tels que

(ldU ®6U)(5U X ldU) = ldU (eU X ldU*)(ldU* ®5U) = idU* .

On définit de méme un dual a droite *U € Ob(C), avec des applications e}, : U®*U —
Teto,:1=>*UU.

2. Une catégorie monoidale est dite rigide si chaque objet posséde un dual & gauche et
a droite.

Remarque 2.4. Un dual (& gauche ou a droite), sl existe, est unique.

2.2 Comodules sur une algébre de Hopf ([38], [40])

Notre but est maintenant d’étudier les groupes quantiques de la méme maniére que
nous le ferions pour les groupes classiques. En particulier, nous souhaitons étudier leurs
représentations. Comme un groupe quantique est toujours vu au travers de son algébre
de Hopf de fonctions, nous allons “dualiser” la notion de représentations : on obtient la
notion de comodules.

Définition 2.5. Soit H = (H, m,u, A, ¢, s) une algébre de Hopf. Un H -comodule (a droite
de dimension finie) est une paire (V, ay ) ot V est un k-espace vectoriel de dimension finie
et ay : V — V ® H une application linéaire, appelée la coaction de H sur V, telle que les
diagrammes suivants soient commutatifs :

174 Y Ve H 174 i VeH
VoH—VoH®H Vek

idy ®A



Un morphisme de comodules (ou application H-colinéaire) f : (V, ay) — (W, ay ) est une
application linéaire f : V' — W telle que le diagramme suivant soit commutatif :

v— I w
avl law
Ve H—WeH

feidg

On obtient ainsi la catégorie des H-comodules & droite, notée Comod(H), et on note
Comod(H) la sous-catégorie pleine des H-comodules de dimension finie.

On définit de méme la catégorie des H-comodules a gauche, notée Comod'(H). Sauf
mention explicite du contraire, un comodule désignera un comodule & droite de dimension
finie.

Exemple 2.6. Soient H une algebre de Hopf, (V, o) un H-comodule et soit f € Autyops(H).
On note (V7 ayr) le H-comodule dont la coaction est donnée par ay s = (idy ®f) o ay .

Définition 2.7. Soient H une algebre de Hopf et V un H-comodule. Un sous-comodule
de V est un sous-espace vectoriel W C V tel que ay (W) C W ® H.

On donne les notations de Sweedler pour les comodules :

Notation 2.8. Soit (V, o) un H-comodule. Pour v € V' on notera

av(v) =Y v0) ® vq)-

Les axiomes se traduisent par

(ldv ®A) 9) av(’U) = (OZV X ldH) @) Oév(U) = ZU(()) ® V(1) ® V(2)

et
Z 5(0(1))1;(0) = .

Les représentations d'un groupe algébrique G s’identifient aux O(G)-comodules de
dimension finie.

Proposition 2.9. Soit G un groupe algébrique affine. Soit V un O(G)-comodule de di-
mension finie. Pour g € G, Uapplication linéaire my(g) : V. — V,v = > va)(g)v est
bijective, et on obtient ainsi une représentation linéaire de G :

v G — GL(V).

Si Rep(G) est la catégorie des représentations de dimension finie de G, cette construction
définit un foncteur

Comod;(O(G)) — Rep(G)

qui est une équivalence de catégories.
Donnons une méthode utile pour construire des comodules.

Définition 2.10. Une matrice x = (z;;) € M,,(H) est dite multiplicative si elle vérifie

V1 < Z,] < n, A(.CL'U> = Ziﬂlk X Ty, 8(]71']') = 51]
k=1



Proposition 2.11. Soit (V, o) un H-comodule de dimension finie, vy, ..., v, une base de
V. Alors il existe une matrice multiplicative x = (z;;) € M,(H) telle que

V1 S ) S n, a\/(Ui) = ZUJ' X L ji-
j=1

Réciproquement, pour toute matrice multiplicative de H et toute base de V, la formule
précédente définit une structure de H-comodule.

Remarquons que dans la définition, seule la structure de cogébre de I'algébre de Hopf
est utilisée, de sorte qu’on peut définir la catégorie des comodules d’une cogebre (C) A, ¢€).
Les structures supplémentaires d’une algébre de Hopf se traduisent sur la structure de sa
catégorie des comodules, comme le montrent les constructions suivantes. Tout d’abord, la
structure de bigébre permet de munir Comod(H) d’un produit tensoriel.

Proposition 2.12. Soit H une algébre de Hopf et soient V- = (V,ay) et W = (W, aw)
des H-comodules. L’application linéaire

ayew = ([dy ®idy ®@m) o (idy @7 ®@idy) o (ay @aw) : VoW - VW e H

munit V @ W d’une structure de H-comodule. Le comodule (V & W, aygw) est appelé le
produit tensoriel des comodules V' et W. De plus, si V., V', W, W' sont des H-comodules
et si f:V = Vietg: W — W sont des applications H-colinéaires, alors [ ® g :
VoW — V' W' est H-colinéaire.

Enfin, Pantipode permet de construire une dualité dans Comod;(H), de sorte que
Comody(H) est une catégorie rigide (& gauche).

Proposition 2.13. Soient H une algébre de Hopf d’antipode S et (V,cvy) un H-comodule

de dimension finie, de base vy, ..., vy, et soit x = (x;;) € M,,(H) la matrice multiplicative

associée. L’application ay- : V* — V* @ H définie par ay-(v;) = > 1L, v; ® S(wy;) est
une coaction sur V* telle que les applications

ev: V'V =k for— f(x)

et
dy : k= V V™ définie par oy (1) = Zvi ® vl

(2

sont H-colinéaires et vérifient
(61) (%9 ldv*) o (1dV* ®(Sv) = idv*, (ldv ®6U) @) (5\/ & ldv) = ldV .

Pour étudier un comodule, il est souvent utile de lui associer une cogebre, de la maniére
suivante :

Définition 2.14. Soient H une algébre de Hopf et (V, ay) un H-comodule. Alors
C(V)={(¢pidg)(ay(v); p e V', veV}CH
est une sous-cogébre de H, la cogebre des coefficients matriciels de V.

Exemple 2.15. Soient H une algébre de Hopf et V un H-comodule. Si z = (z;;) € M,,(H)
est la matrice multiplicative associée au choix d'une base de V', alors C(V') = Vect(z;;,1 <
i,j <n).



2.3 Comodules semisimples ([40])

De la méme maniére que ’on considére la notion de simplicité pour les représentations
de groupes ou les modules d’algébres, on définit la notion analogue pour les comodules de
cogébres :

Définition 2.16. Un H-comodule V est dit simple s’il est non nul et si les seuls sous-
comodules de V sont (0) et V. Il est dit semisimple s’il est somme directe de sous-
comodules simples.

Définition 2.17. Une algébre de Hopf H est dite cosemisimple si tout H-comodule est
semisimple.
Un groupe algébrique affine G est dit linéairement réductif si O(G) est cosemisimple.

Voici le lemme de Schur pour les comodules :

Proposition 2.18. Soient V et W des comodules simples.
1. SV et W ne sont pas isomorphes, alors Homy(V, W) = (0).
2. Endy (V) est un corps.
3. Si k est algébriquement clos, alors Endg (V') = k.

On donne un résultat d’unicité de la décomposition d’un comodule semisimple en
comodules simples :

Proposition 2.19. Soit H une algébre de Hopf et soient V un H-comodule simple et W
un H-comodule. St W est semisimple avec W = ®;c;V;, les Vi, i € I étant simples, alors
V' est isomorphe a un sous-comodule de W si et seulement sl existe v € I tel que V soit
isomorphe a V.

L’étude de la cogébre des coefficients matriciels renseigne sur la simplicité de son
comodule :

Proposition 2.20. Soient H une algébre de Hopf et V' un H-comodule. Alors V est
simple si et seulement si C(V') n’a pas de sous-cogébre propre. Réciproquement, toute
sous-cogebre H' C H sans sous-cogébre propre est de la forme C(V') pour un H-comodule
simple V.

Proposition 2.21. Soit H une algébre de Hopf et soit V un H-comodule de dimension
finie avec x = (z;5) € M,(H) la matrice multiplicative associée au choix d’une base de V.
Alors V' est simple si et seulement si les éléments x;; € H, 1 < 14,7 < n sont linéairement
indépendants.

Proposition 2.22. Soient H une algébre de Hopf et V', W des H-comodules simples. On
a lalternative suivante :

1. ou bien C(V)=C(W) et V=W comme H-comodules,

2. ou bien C(V)NC(W) = (0) et V et W ne sont pas isomorphes.

Proposition 2.23. Soit H une algeébre de Hopf cosemisimple. Notons i ’ensemble des
classes d’isomorphismes des comodules simples de H. Pour chaque N € H, fixons un
comodule Vy appartenant a la classe X. On a alors la décomposition suivante, dite décom-
position de Peter-Weyl :

H=cwm).

\eH



2.4 Algébres de Hopf compactes

Donnons la définition d’une algébre de Hopf compacte (voir [40]) :

Définition 2.24.

1. Une x-algebre de Hopf est une algebre de Hopf H qui est aussi une *x-algébre et telle
que la comultiplication soit un x-homomorphisme.

2. Six = (vy) € M,(H) est une matrice a coefficients dans H, la matrice (r7;) est
notée T tandis que la matrice x*, la transposée de la matrice T, sera notée x*. La
matrice = est dite unitaire si z*z = I,, = zx*.

3. Une x-algébre de Hopf est dite algebre de Hopf compacte si pour chaque H-comodule
de dimension finie, de matrice multiplicative des coeflicients associée z € M, (H), il
existe K € GL,(C) telle que la matrice Kz K ! est unitaire.

Les algébres de Hopf compactes correspondent aux algébres de Hopf de fonctions
représentatives sur des groupes quantiques compacts. Dans la suite, on ne considérera les
groupes quantiques compacts qu’au niveau des algebres de Hopf compactes.

2.5 Semi-anneaux de représentations

Soit H une algébre de Hopf cosemisimple. Si V' € Comod(H), on note [V] sa classe
d’isomorphisme. Soit R(H) le groupe abélien libre engendré par les classe d’isomorphismes
des H-comodules simples. La structure monoidale de Comod(H) induit une structure
d’anneau sur R(H). Le semi-anneau de représentations de H est défini par :

RY(H) :={) _a;[Vi],a; > 0,V; € Comod(H)}.

Soit L une autre algebre de Hopf, f : H — L un morphisme d’algébres de Hopf. Alors
f induit un foncteur monoidal f, : Comod(H) — Comod(L), et donc un morphisme de
semi-anneau f, : RT(H) — R*(L). De plus, on peut montrer que si F': R*(H) — R*(L)
est un isomorphisme de semi-anneau, alors F induit une bijection (qui préserve le produit
tensoriel) entre les classe d’isomorphismes de comodules simples de H et L.

Le lemme suivant nous servira par la suite :

Lemme 2.25. (/37]) Soient H, L des algébres de Hopf cosemisimples, soit f : H — L un
morphisme d’algébres de Hopf tel que f, : RT(H) — R (L) soit un isomorphisme. Alors
f:H — L est un isomorphisme d’algébres de Hopf.

La définition suivante constitue I'objet d’étude principal de cette thése.

Définition 2.26. Soit G un groupe algébrique réductif. On dit qu’'une algébre de Hopf
H cosemisimple est une G-déformation si R*(H) ~ R (O(G)).
Exemple 2.27.

1. Soit ¢ € C* générique. Alors O(SLy(2)) est une SL(2)-déformation, O(SO,(3)) est
une SO(3)-déformation et O(GL,(2)) est une G'L(2)-déformation.
2. Soit E € GL,(C) telle que les solutions de I'équation X2 + tr(E'E~1)X +1 = 0

soient génériques. Alors I’algébre de Hopf B(FE) (donnée dans I'exemple 1.11) est une
S L(2)-déformation. Voir [13].



Chapitre 3

Equivalences monoidales

3.1 Objets de Hopf-Galois

Dans ce manuscrit, on s’intéresse essentiellement & deux moyens de classifier les groupes
quantiques, chacun lié a la théorie des représentations. Plus précisement, on va s’intéresser
d’une part a classifier les groupes quantiques suivant leur semi-anneau de représentations
et, d’autre part, a classifier les groupes quantiques & équivalence monoidale preés, c’est-a-
dire qu’on cherche des algébres de Hopf ayant des catégories de comodules monoidalement
équivalentes. Nous allons maintenant définir des objets trés utiles pour construire des
équivalences de catégories monoidales.

Définition 3.1. Un H-comodule (& droite) (A, a4) est appelé une algébre H-comodule (&
droite) si A est une k-algebre telle que la coaction ay : A — A® H est un homomorphisme
d’algébres. On définit facilement la notion d’algebre H-comodule & gauche.

Définition 3.2. (|46]) Une algeébre H-comodule (& droite) (A, a4) est appelée un objet
H-galoisien (a droite) si A # (0) et si 'application (composée)

da Qaa mARid gy

R A® AN @ A H™2 S Y @ H

est un isomorphisme. On définit de méme la notion d’objet H-galoisien & gauche : une
algébre H-comodule (A, 54) a gauche est un objet H-galoisien a gauche si A # (0) et si
I'application (composée)

Ky A AP @ A A @ A

est un isomorphisme.

Les objets de Hopf Galois généralisent les extensions galoisiennes de corps, comme le
montre 'exemple suivant :

Ezemple 3.3. ([46]) Soit E/k une extension de corps de degré fini m, de groupe de Galois
Gal(E/k) = G ={z1,...,z,}. Alors I'algébre de groupe k[G] agit sur E, et donc son dual
k[G]* ~ k(G) coagit : soit {pi,...,pn} C k(G) la base duale de {es,,... e} C k[G].
L’action de G sur E induit une coaction

a:E—E®KkG), a— Z(xi.a) & pi
i=1
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et I’application galoisienne est donnée par

k:E®E—E@kG), a®br Y a(x:.) @p;.

Supposons que E/k est galoisienne : on sait que E/k est galoisienne si et seulement
si |G| = [E : k]. Soit {bi,...,b,} une base de E/k et soit w = . a; ® b; € ker(k).
Ona ), ia (2;.bj) = 0 car les p; sont indépendants. Puisque G agit fidélement, le lemme
de Dedekind assure que la matrice C' = (x;.b;);; est inversible. Ainsi, a; = 0 pour tout
j et donc w = 0. Ainsi k est injective, et donc bijective car les dimensions sont finies.
Finalement, £ est un objet k(G)-galoisien.

Réciproquement, supposons que E est un objet k(G)-galoisien. On a B¢ = E ¢ *&),
Soit x € E © M9 cest-a-dire az) = 2®1. Alors k(z®1) = 2@1q) et £(107) = 2@1q),
etdoncx®1=1®z € E® E car k est bijective. Si z ¢ k.1, 1 et = sont indépendants,
et donc il existe ¢ € E* telle que ¥(1) =1 et ¢(x) = 0. Alors

Y Ridp)(l®zs)=r=0=(Y®idg)(r®1).

Finalement, E < *&) =k et donc I'extension de corps E/k est galoisienne.
Ezxemple 3.4. (H,A) munie d’une coaction a droite et a gauche par la comultiplication

est un objet H-galoisien.

Définition 3.5. Un H-comodule a droite (V, ay ) qui est aussi un L-comodule & gauche
(V, By) est dit un L-H-cobimodule si le diagramme suivant est commutatif :

V—Y>VeH
ﬁvi \Lﬁ\/@id}]
LV TL@?&% RV ® H.

On note BiComod(L, H) la catégorie de L-H-cobimodules, les morphismes étant les ap-
plications a la fois H-colinéaires et L-colinéaires.

Définition 3.6. (|55], [56]) On dit qu'une algébre A est un objet L-H-bigaloisien si :
1. A est une algébre L-H-cobimodule,

2. A est un objet L-galoisien a gauche,

3. A est un objet H-galoisien & droite.
On dispose du résultat d’universalité suivant, voir [55] :

Théoréme 3.7. Soit L une algébre de Hopf et soit V un objet L-galoisien a droite. Alors
il existe une algebre de Hopf H et une structure d’algébre H-comodule sur V' telle que V
soit un objet L-H-bigaloisien.

De plus, si B est une algébre de Hopf telle que V' soit une algebre B-comodule et un
objet L-B-bigaloisien, alors il existe un isomorphisme d’algebres de Hopf f : H — B
unique et tel que ép = (f ®idy)dy ou dp et oy sont les coactions de B et H sur V.
respectivement.



3.2 Le Théoréme de Schauenburg

En général, notre stratégie pour construire des équivalences de catégories de comodules
(équivalences monoidales) est basée sur le théoréme suivant, provenant de [55], qui montre
que le lien entre équivalences de catégories monoidales et objets bigaloisiens est trés fort,
et justifie leur introduction pour notre propos :

Théoréme 3.8. (Schauenburg) Soient H, L des algébres de Hopf. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. Il existe une équivalence de catégories monoidales k-linéaires
Comod(H) =® Comod(L).
2. Il existe un objet L-H -bigaloisien.

Détaillons les ingrédients nécessaires a la construction d’une équivalence monoidale &
partir d’un objet bigaloisien. On va construire une nouvelle opération, le produit coten-
soriel de comodules, qui, appliqué au cas particulier d'un objet bigaloisien, fournira une
équivalence entre catégories de comodules. On se référe a [63], [62] et [55].

Remarque 3.9. Sauf mention contraire, on considére des objet H-galoisiens & gauche et
des H-comodules a droite.

Définition 3.10. Soit H une algébre de Hopf et soient (V, ay) € Comod(H), (W, Bw) €
Comod'(H). On définit par

VDHW = ker(idv ®ﬁW — Qy ® ldw) C V ® W

le produit cotensoriel de V' et W (au dessus de H ).
Le produit cotensoriel induit un foncteur

wy : Comod(H) — Vect(k)
V= VgW.

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 3.11. ([63]) Soient H une algébre de Hopf, A un objet H-galoisien. Le fonc-
teur

wya : Comod(H) — Vect(k)
V= VOyA

est monoidal.
La démonstration repose sur les isomorphismes suivants :

Proposition 3.12. Soient H une algebre de Hopf, A un objet H-galoisien, V et W des
H-comodules. Les applications suivantes sont des isomorphismes de H-comodules :

1 0o k= kOgA, a—a®1,
2. pyw(VOrgA) @ (WHgA) - (Ve W)OA, (v®a)® (w®a) = v w ab.



Remarque 3.13. Notons de plus que pour A un objet H-galoisien, V un L-H-cobimodule
et W un L-comodule, I'application canonique

est un isomorphisme.

Maintenant, si (V,ay) € Comod(H), (W, fw,aw) € BiComod(H, L) (et donc en
particulier pour un objet H-L-bigaloisien), ’application

ayO,w = 1dV Koy - VDHW — VDHW ® L

est bien définie et munit le produit cotensoriel d'une structure de L-comodule & droite.
On dispose d’un résultat plus précis :

Théoréme 3.14. (Schauenburg) Soient H, L des algébres de Hopf et soit A une algébre
H-L-cobimodule telle que A soit un objet H-galoisien. On a alors un foncteur monoidal
k-linéaire

wa : Comod(H) — Comod(L)

Si de plus A est un objet L-galoisien (a4 gauche), alors wy est une équivalence de catégories
monoidales.

Dans le cas H = L, la preuve de ce théoréme permet de munir I’ensemble des classe
d’isomorphismes d’objets H-H-bigaloisiens d'une structure de groupe, dont la multiplica-
tion est donnée par le produit cotensoriel. On a alors un morphisme de groupes

Autyope(H) — BiGal(H), f > [HY]

de noyau Colnn(H) := {f € Autpopr(H); 3¢ € Hompo(H, k) avec f = (¢ 0 S) xidy *¢}
et on note

CoOut(H) := Autyept(H)/Colnn(H).

Si de plus I’équivalence de catégories monoidales conserve les dimensions, on a le
résultat suivant :

Théoréme 3.15. (prop. 4.2.2 de [30]) Soient H, L des algébres de Hopf et soit F :
Comod(H) — Comod(L) une équivalence de catégories monoidales préservant les dimen-
sions. Alors il existe un isomorphisme de cogébres ¢ : H — L tel que F' soit isomorphe
au foncteur induit ¢,.



Chapitre 4

Cohomologie (|25, 55, 17])

4.1 Cocycles (|25, 55])

Définition 4.1. Soit H une algebre de Hopf. Une application linéaire 0 : H ® H — k est
un cocycle si o est inversible pour la convolution, si, Vh, k € H,

o(h,1) =o(1,h) =e(h)
et si
> a(hay, kw)a(hke, ) =Y olka), L))o (h, kale)-
On note Z2(H) I'ensemble des cocycles sur H.

On utilise souvent des cocycles induits par des quotients d’algébres de Hopf. Plus
précisément, soit 7 : K — H un morphisme d’algébres de Hopf surjectif. On obtient alors
un cocycle sur K, o, :=co (n®7) € Z*(K).

Etant donné o € Z2(H), on peut lui associer plusieurs déformations de 'algébre de
Hopf originale, voir en particulier |25, 55]. Considérons tout d’abord 'algebre ,H. En tant
qu’espace vectoriel, ,H = H, et le produit de ,H est défini par

{zH{y} = 20(55(1),y(1)){$(2)y(2)}, x,y € H,

ou un élément = € H est noté {z} si on le considére dans ,H.
On a de plus l'algeébre H,-1 (ot o~! désigne I'inverse de o pour la convolution). En
tant qu’espace vectoriel, H,—-1 = H et le produit de H,-: est donné par

(x)(y) = ZU_I(x(z),y(2))<1‘(1)y(1)>7 r,y € H,

ol un élément x € H est noté (x) si on le considére dans H,-1. Les conditions de cocycle
assurent que ,H et H,-1 sont des algébres associatives d’unité 1.
On a finalement ’algébre de Hopf H?. En tant que cogébre, H® = H, et le produit est
défini par
2] =Y o(zay.y)o (e, ve) Eeye), .y € H,
ol un élément x € H est noté [z] si on le considére dans H?, et 'antipode de H7 est
défini par la formule

S7([a]) = ) oz, S(x@))o " (S(ww), 26:)[S (x3)].

En particulier, H et H? sont isomorphes en tant que cogéebres et ont des catégories de
comodules équivalentes.
On a le théoréme suivant, qui est un cas particulier du théoréme 7.2.2 dans [46].
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Théoréme 4.2. Soient H, L des algébres de Hopf telles que H et L sont isomorphes en
tant que cogebres. Alors il existe o € Z*(H) tel que H® et L soient isomorphes comme
algebres de Hopf.

4.2 Cohomologie paresseuse ([17])

Dans le cas o H n’est plus cocommutative, la convolution de deux cocycles n’est plus
nécessairement un cocycle. Bichon et Carnovale ont développé une théorie des cocycles
qui possédent un bon comportement pour la convolution. Voir [17].

Un cocycle paresseur o : H ® H — k est un cocycle ¢ au sens de la définition 4.1 et
qui satisfait la condition supplémentaire

ZU Y1) $(2)y(2) = qu Y) (x(Q) ’y(z))

pour tout z,y € H. On note H}(H) 'ensemble des cocycles paresseux de H ; il est muni
d’une structure de groupe pour la convolution.

Pour o € H}(H), lalgebre ,H, munie d’une structure de H-cobimodule via la comul-
tiplication, est un objet H-bigaloisien, qu’on note H (o).

Si A est un objet H-H-bigaloisien, A est un objet galoisien biclivé s’il existe un iso-
morphisme de H-H-cobimodules A ~ H ; on note BiCleft(H ) I’ensemble des classes d’iso-
morphismes des objets galoisiens biclivés de H.

Théoréme 4.3. Soit A un objet H-galoisien. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est biclivé.

2. Il existe un cocycle paresseur o € HZ(H) tel que Z ~ H(c) comme algébres H-
cobimodules.

Le produit cotensoriel munit BiCleft(H) d'une structure de groupe :

Proposition 4.4. Soit H une algebre de Hopf. Alors BiCleft(H) est un sous-groupe nor-
mal du groupe BiGal(H).

On a alors I'isomorphisme suivant :
Théoréme 4.5. Soit H une algebre de Hopf. On a un isomorphisme de groupes
H}(H) — BiCleft(H), o+ [H(0))].

Du point de vue des catégories monoidales, BiCleft(H ) est le sous-groupe de BiGal(H)
formé des classe d’isomorphismes des auto-équivalences monoidales linéaires de la caté-
gorie des H-comodules qui sont isomorphes, en tant que foncteurs, au foncteur identité.



Chapitre 5

Cogroupoides (|15])

En général, on considérera les objets bigaloisiens dans le contexte des cogroupoides.

Définition 5.1. Une k-cocatégorie C est la donnée de :
— un ensemble d’objets Ob(C),
— pour tous objets X, Y € Ob(C), une k-algébre C(X,Y),
— pour tous objets X, Y, Z € Ob(C), des morphismes d’algébres

ALy C(X)Y) = C(X,2)®C(Z,Y) et ex : C(X,X) = k

tels que pour tous objets X,Y, Z,T € Ob(C), les diagrammes suivants soient com-

mutatifs :
ALy
C(X,Y) O C(X,2)®C(Z,Y)
A§,YJ/ A)T(,Z@)idl
id@AZ
C(X.T)®C(T,Y) —"1 ¢(X,T)C(T, Z) ® C(Z,Y)
C(X.Y) C(X.Y)

lA;y\ lAﬁ,y\

CX,Y)®CY,YV) S5 CC(X,Y) CX,X)®CX, V)22 —eX,Y).

Définition 5.2. Une cocatégorie C est dite conneze si C(X,Y) est une algébre non-nulle
pour tous objets X, Y € Ob(C).

Un groupoide est une catégorie telle que tous les morphismes sont des isomorphismes.
Une notion duale est la suivante.

Définition 5.3. Un k-cogroupoide C est une cocatégorie C munie, pour tous objets X,Y €
Ob(C), d’une application linéaire

SX,Y ZC(X, Y) — C(Y,X)

telle que pour tous objets X, Y € Ob(C) les diagrammes suivants soient commutatifs :

C(X,X) —= k Y > C(X,Y) C(X,X) —= k Y (Y, X)
\LA;X mT lA§’X mT
id®Sy, x Sx,y ®id
CX,Y)®C(Y,X) ———=C(X,Y)®C(X,Y)  C(X,Y)®C(Y,X) C(Y,X)®C(Y, X)

ot m, u désignent respectivement la multiplication et I'unité de C(X,Y).
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Remarquons que les axiomes assurent que, dans un cogroupoide C, C(X, X) est une
algébre de Hopf. Le lien avec les objets bigaloisiens est le suivant :

Proposition 5.4. Soit C un cogroupoide connexe. Alors pour tous objets X, Y € Ob(C),
Ualgebre C(X,Y) est un objet C(X, X)-C(Y,Y)-bigaloisien.

Combinant ce résultat avec le théoréeme de Schauenburg, on obtient :

Corollaire 5.5. Soit C un cogroupoide conneze. Alors pour tous objets X,Y € Ob(C), il
existe une équivalence de catégories monoidales k-linéaires

Comod(C(X, X)) ~* Comod(C(Y,Y)).

On justifie notre approche en énongant que la théorie des objets de Hopf-Galois est en
fait équivalente a celle des cogroupoides connexes.

Théoréme 5.6. Soient H et L des algébres de Hopf. Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

1. Il existe une équivalence de catégories monoidales k-linéaires
Comod(H) ~® Comod(L).

2. 1l existe un cogroupoide connexe C avec deuz objets X,Y € Ob(C) tel que H =
C(X,X) et L=CY,Y).

Théoréme 5.7. Soit H une algébre de Hopf et soit A un objet H-galoisien a gauche. Alors
il existe un cogroupoide connexe C avec deux objets X, Y € Ob(C) tel que H = C(X, X)
et A=C(X,Y).

Ainsi, la stratégie pour trouver une équivalence monoidale entre deux algébres de Hopf
est de construire un cogroupoide connexe qui les contient. On dispose du critére suivant
pour montrer qu'un cogroupoide est connexe :

Proposition 5.8. Soit C un cogroupoide. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. C est connexe.
2. 1l existe Xy € Ob(C) tel que pour tout objet Y € Ob(C), C(X,,Y) # (0).
3. 1l existe Xy € Ob(C) tel que pour tout objet Y € Ob(C), C(Y, Xo) # (0).



Chapitre 6

Le lemme du diamant (|11])

Pour résumer ce qui vient d’étre dit, on raméne souvent la construction d’une équiva-
lence monoidale de catégories de comodules a la vérification qu'une certaine algébre est
non-nulle. Un outil trés utile est le lemme du diamant ([11]) dont on présente une version
simplifiée venant de [40].

Soit A :=k < xy,...,x, > lalgébre libre engendrée par les générateurs 1, ..., x,. En
notant I = {1,...,r}, 'ensemble des monomes X := {x;,..z;, | n € N,iy,... i, € I} est
une base de A. On définit un ordre “<” sur X : deux monoémes de différentes longueurs
sont ordonnés suivant leurs tailles, et deux monoémes de longueurs égales sont ordonnés
lexicographiquement suivant leurs indices. Soit

H:{(mik,fk>,k:1,...75;$ik EX,kaA}

On dit que II est compatible avec 'ordre “<” si chaque f; est combinaison linéaire d’élé-
ments < x;, .

Pour z,y € X, soit r., 'application linéaire sur A qui envoie I’élément de base zz;,y
sur z fry et laisse les autres fixes. Une application 7,4, est appelée une réduction. Un
mondme z € X est dit réduit si r(x) = x pour toute réduction r. Notons R l’ensemble
des composées de réductions.

On dit que deux éléments z;, et x;, forment une ambigiiité de recouvrement s’il existe
z,y,z € X — {1} tels que x;, = xy et x;, = yz. Une telle ambigiiité est dite résoluble 8’1l
existe r, 7" € R tels que r(fxz) = r'(zf;). De méme, on dit que deux éléments x;, et x;
(k # 1) forment une ambigiiité d’inclusion s'il existe z,y € X tels que z;, = zx;y. Elle
est dite résoluble s’il existe r,7" € R tels que r(fx) = 7'(z fiy).

On a alors le lemme suivant, appelé lemme du diamant :

Lemme 6.1. Soit Q) ['algébre engendrée par les générateurs x1, . .., x, soumis aux relations
zi, — fr=0(k=1,...,s). Si Uensemble 11 des paires (z;,, fr) est compatible avec l’ordre
“<” et si toutes les ambigiiités sont résolubles, alors l’ensemble des monomes réduits est
une base de l’espace vectoriel €2.
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Deuxiéme partie

Groupes quantiques de type de
représentation GL(2)
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Chapitre 7

Résumé de Particle “Quantum groups of
G L(2) representation type”

Dans ce chapitre, nous résumons 'article “Quantum groups of GL(2) representation
type” a paraitre dans Journal of Noncommutative Geometry. Cet article, complet et en
anglais, constitue le chapitre 8.

On classifie les algebres de Hopf cosemisimples ayant un semi-anneau de représenta-
tions isomorphe a celui de GL(2). Cela nous améne a définir une nouvelle famille d’algébres
de Hopf qui généralisent le groupe quantique des similitudes d’une forme bilinéaire non-
dégénérée. Une étude détaillée de ces algébres de Hopf nous en donne une classification a
isomorphismes prés et une description de leurs catégories de comodules.

Dans ce chapitre, k& désigne un corps commutatif.

7.1 L’algébre de Hopf G(A, B)

Cet article, motivé par la classification des SL(2)-déformations donnée par Bichon
[13], propose une étude de 'algeébre suivante :

Définition 7.1. Soit n € N;n > 2 et soient A, B € GL,(k). On considére I'algébre
suivante G(A, B) : il s’agit de l'algeébre engendrée par les générateurs z;;(1 < 4,7 <
n),d,d"" soumis aux relations

t'Ar = Ad, xBz'=Bd, dd'=1=d'd,
ou z est la matrice (xij)lgi,jgn-

Soient n > 2 et A, B € GL,(k). Donnons les premiéres propriétés de 'algébre G(A, B)
définie ci-dessus. La proposition suivante sera généralisée au cadre des cogroupoides dans
la section suivante.

Proposition 7.2. L’algébre G(A, B) admet une structure d’algébre de Hopf, pour laquelle
la comultiplication A : G(A, B) — G(A, B) ® G(A, B) est définie par
A(‘/EZ]> = szk X Ty, 1 S Z)] S n, A<di) = di & di)
k=1
la co-unité e : G(A, B) — k est définie par

E(IL’Z‘]‘) = 5ij7 1 S Z,] S n, €(di) =1
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et lantipode S : G(A, B) — G(A, B)P est défini par
S(x) =d A 2" A, S(d*) =dF.
L’algebre de Hopf G(A, B) vérifie la propriété universelle suivante :

Proposition 7.3. Soit H une algébre de Hopf possédant un élément groupe-like d €
Gr(H) et soit V un H-comodule de dimension finie n. Soita : V ®V — D etb: D —
V ® V' des morphismes de H-comodules (ou D désigne le H-comodule induit par d) tels
que les formes bilinéaires induites soient non-dégénérées. Alors il existe A, B € GL,(k)
telles que :

1. V et D sont des G(A, B)-comodules tels que a et b sont G(A, B)-colinéaires.

2. Il existe un unique morphisme d’algébres de Hopfv : G(A, B) — H tel que (idp ®1))o
ap = oy et (idy @) oay = af, (o a et o désignent les coactions de G(A, B) et
H respectivement).

Le lemme suivant va limiter notre choix de matrices A, B € GL, (k). La démonstration
est donnée par le lemme de Schur.

Lemme 7.4. Soit H comme dans la proposition précédente, et supposons que V est un
H-comodule simple. Alors 'application

DoV vevev X veDRvevev W DeV

est un multiple non-nul de l’identité, c’est-a-dire qu’il existe A € k* tel que
(a®id) o (id ®b) o (id®a) o (b ®id) = Nidpgy -
Quand H = G(A, B), cette relation se traduit par BPA'BA = \,.

Finissons ce paragraphe par les remarques suivantes. D’abord, pour un bon choix
de matrices A, B € GL,(k), 'algébre de Hopf G(A, B) coincide avec les quantifications
standards de I'algebre de fonctions O(GLy(k)). Précisément, on a :

— Pour A = ( 01

—q 0
a deux parameétres de G Ly(k) :

= A, et B=A,, avec ¢,p € k*, on obtient la quantification

g(Atp Ap) = O<GLq,p(2))~

_ K
— Pour A = ( _01 }1L ) et B= ( _l; (1) ),avec h,h' € k, on obtient le cas jordanien

quantique :

G(A,B) = (’);{’h,(GL(2)).
De plus, il existe un morphisme surjectif d’algébres de Hopf
G(A,A™Y = B(A).

On peut alors considérer G(A, A~1) comme I'algebre de Hopf représentant le groupe quan-
tique des similitudes de la forme bilinéaire induite par A.



7.2 Le cogroupoide ¢

Pour décrire les catégories de comodules des G(A, B), nous allons construire un co-
groupoide liant ces algébres de Hopf.

Soient n,m € N,yn,m > 2 et soient A,B € GL,(k), C,D € GL,,(k). On définit
I’algébre

' Az = Cd,

G(A,B|C,D) =k <d, dzy,1<i<n1<j<m +Da' = B,

dld=1= dd_1>
Bien str, les générateurs z;;,d et d~! dans G(A, B|C, D) devraient étre désignés par
xf}B’CD, dapcp et dZ}BCD pour exprimer la dépendance en (A, B), (C, D), mais s'il n’y a
pas de confusion, nous les écrirons z;;,d et d~'. On a clairement G(A, B|A, B) = G(A, B).
Le lemme suivant définit les applications de structure qui nous permettront de construire
un cogroupoide autour des algebres G(A, B|C, D).

Lemme 7.5. Pour chaque couple de matrices A, B € GL,(k), C,D € GL,,(k) et X,Y €
GL,(k), il existe des morphismes d’algébres

AdbepG(A B|C,D) = G(A,B|X,Y)®G(X,Y|C,D)
tel que Azy) =Y 0w Qg (1 <i<n,1<j<m), A(d*H) =d*' @ d*,
eapG(A,B) = k
tel que eap(zy;) =05 (1<i<n,1<j<m) e(d)=1=e(d?) et
Sapcp : G(A,B|C,D) — G(C,D|A, B)”

défini par Sapcp(z) = AN '2'C, Sapcp(dtt) = dF' satisfaisant les relations de la
définition des cogroupoides.

La démonstration de I'existence utilise la propriété universelle des algébres G(A, B|C, D)
et la vérification des axiomes est immédiate sur les générateurs. On peut alors définir le
cogroupoide suivant :

Définition 7.6. Le cogroupoide G est défini par :
1. Ob(G) ={(A, B) € GL,, (k) x GLy,(k),m > 1},
2. pour (A, B), (C, D) € Ob(G), l'algébre G(A, B|C, D) est I'algébre donnée ci-dessus,

3. les applications de structure Ag ,, €, et S, o sont données dans le lemme précédent.

La recherche d’équivalence monoidale se raméne maintenant & I’étude de la connexité
de ce cogroupoide, qui nous donnera alors 1'existence d’un objet bigaloisien et donc de
I’équivalence recherchée via le théoréme de Schauenburg. On a le lemme suivant :

Lemme 7.7. Soit ¢ € k* et soient C, D € GL,,(k) (m > 2) telles que tr(CD") = 1+ ¢*
et D'C'DC = ¢*I,,,. Alors lalgebre G(A,, A4|C, D) est non-nulle.

La démonstration de ce lemme utilise le lemme du diamant sur une algeébre intermé-
diaire M(A,, A,|C, D) dont une localisation sera G(A,, A,|C, D). Comme conséquence du
lemme 7.7, on obtient le théoréme suivant.



Théoréme 7.8. Soient A, B € GL,(k) (n > 2) telles que B'A'BA = \I,, pour A € k* et
soit q € k* tel que ¢> — VA1 tr(ABY)q+1 = 0. Alors il existe une équivalence de catégories
monoidales k-linéaires

Comod(G(A, B)) ~® Comod(O(GL,(2)))

entre les catégories de comodules de G(A, B) et O(GL4(2)) respectivement.

7.3 Les GL(2)-déformations

Dans ce paragraphe, on suppose que k est de caractéristique nulle. Le théoréme 7.8
et la théorie des représentations de GL,(2) permettent de compléter la classification des
G L(2)-déformations.

En particulier, le théoréme 7.8 et la théorie des représentations de GL,(2) assurent
que lorsque le couple A, B € GL, (k) est bien choisi, 1'algébre de Hopf G(A, B) est une
G L(2)-déformation. Le théoréme suivant donne une réciproque a cet énoncé. Rappelons
que q € k* est dit générique si ¢ n’est pas une racine de I'unité ou si g € {+1}.

Théoréme 7.9. On suppose que char(k) = 0. Les algébres de Hopf cosemisimples ayant
un semi-anneau de représentations isomorphe a celui de GLo(k) sont exactement les

G(A, B)

ou A,B € GL,(k) (n > 2) satisfont B A'BA = \I,, pour un A € k* et telles que les
solutions de 'équation X? — VA~1tr(AB")X + 1 = 0 sont génériques.

Enfin, le théoréme suivant compléte la classification des G L(2)-déformations.

Théoréme 7.10. On suppose que char(k) = 0. Soient A, B € GL, (k) et C; D € GL,(k)
telles que B'A'BA = M\ 1, et D'C'DC = X1, pour M\, s € k*. Les algébres de Hopf
G(A, B) et G(C, D) sont isomorphes si et seulement sin =m et il existe P € GL, (k) tel
que l'une des égalités suivantes soit vérifiée

(C,D) = (P'AP,P~'BP™) (C,D) = (P'B™'P,P A1 P~1),

Notons que I'étude des équivalences de catégories Comod(G(A, B)) — Comod(G(C, D))
permet d’énoncer le critére d’équivalence monoidale suivant pour les algébres de Hopf

G(A, B).

Corollaire 7.11. Soient A, B € GL,(k), C,D € GL,, (k) telles que BPA'BA = \y g1, et
D'C'DC = A¢.ply. Posons piap = tr(AB") et ucp = tr(CD?). Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. 1l existe une équivalence monoidale
Comod(G(A4, B)) ~® Comod(G(C, D))

entre les catégories de comodules de G(A, B) et G(C, D) respectivement.
2. On a

—1 2 _ -1 2
)‘A,BNA,B = )‘C,D/LC,D'



7.4 Objets de Hopf-Galois de G(A, B)

Dans cette section, on utilise les constructions et résultats précédents pour classifier
les objets galoisiens et bigaloisiens de G(A, B).

D’apreés le travail d’Ulbrich [63], pour chaque objet H-galoisien A, il existe un foncteur
fibre 2 : Comod(H) — Vect(k). L’idée de la classification (qui suit [2]) est d’étudier la
facon dont le foncteur fibre transforme le morphisme fondamental de la catégorie des
comodules.

Théoréme 7.12. Soient A, B € GL,(k) (n > 2) telles que B'A'BA = \I,, pour \ € k*,
et soit Z un objet G(A, B)-galoisien a gauche. Alors il existe m € N*, m > 2, et des
matrices C, D € GLy, (k) satisfaisant D'C*'DC = A, et tr(AB") = tr(C'D") telles que
Z ~ G(A, B|C, D) comme objets galoisiens.

Cette classification est complétée par le théoréme suivant :

Théoréme 7.13. Soient A, B € GL, (k) telles que B'A'BA = \I,, et soient Cy,D; €
GLp, (k), Coy Dy € GLyy(k) telles que les algebres G(A, B|Cy, Dy) et G(A, B|Cay, Ds)
soient des objets G(A, B)-galoisiens (n,my et my > 2). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. G(A, B|Cy, Dy) et G(A, B|Cy, Dy) sont isomorphes comme objets galoisiens.

2. my = mgy :=m et il existe une matrice M € GL,,(k) telle que

(CQ, DQ) - (MiltclMil, MDlMt)

7.5 Le cas compact

Dans cette section, & = C. On classifie les algébres de Hopf compactes qui sont des
G L(2)-déformations. On parle alors de U(2)-déformations. Tout d’abord, donnons un
exemple de structure de x-algebre de Hopf dans le cadre des G(A, B) :

Lemme 7.14. Soit E € GL,(C) telle que E'E'EE = M, pour A € C. Alors \ € R% et
lalgébre de Hopf G(E, E) est une algebre de Hopf compacte pour la structure :

d*=d' etz =FE'd 'aE ",
L’algébre de Hopf compacte G(E, E) sera notée Az(E).

La notation As(E) suit Particle [10] dans lequel O,, désigne le sous-groupe de U,(C)
engendré par O,(R) et T.I,. D’aprés le théoréme 7.8, les algébres de Hopf compactes
As(E) sont effectivement des U (2)-déformations. On peut montrer la réciproque suivante :

Théoréme 7.15. Les algebres de Hopf compactes dont le semi-anneau de représentations
est isomorphe a celui de Us(C) sont exactement les

As(E)

ou E € GL,(C) (n > 2) vérifie E'E'EE = M, pour \ € R*%.






Chapitre 8

Quantum groups of GL(2)
representation type ([|47])

We classify the cosemisimple Hopf algebras whose corepresentation semi-ring is iso-
morphic to that of GL(2). This leads us to define a new family of Hopf algebras which
generalize the quantum similitude group of a non-degenerate bilinear form. A detailed
study of these Hopf algebras gives us an isomorphic classification and the description of
their corepresentation categories.

8.1 Introduction and main results

There are many approaches to the classification problem for quantum groups, de-
pending on what group theory aspect one wants to emulate. Our approach is based on
Tannaka-Krein reconstruction theory, which shows deep links between a Hopf algebra
and its corepresentation category. Keeping that in mind, we investigate the problem of
classifying Hopf algebras according to their corepresentation semi-ring, a problem already
considered by several authors |70, 71, 41, 3, 5, 50, 51, 33, 13]. In the present paper, we
consider the GL(2)-case and we classify (in characteristic zero) the cosemisimple Hopf
algebras having a corepresentation semi-ring isomorphic to the one of GL(2).

Let k be an algebraically closed field, let n € N,n > 2 and let A, B € GL,(k).
We consider the following algebra G(A, B) : it is the universal algebra with generators
(%ij)1<ij<n,d,d” " satisfying the relations

t'Ar = Ad zBa'=Bd dd'=1=d7d,

where z is the matrix (z;;)1<; j<n. This algebra has a natural Hopf algebra structure and
might be seen as a generalization of the Hopf algebra corresponding to the quantum
similitude group of a non-degenerate bilinear form. The Hopf algebras G(A, B) can be
constructed as localizations of FRT-bialgebras [31] associated to Yang-Baxter operators
constructed by Gurevich [32]. When n = 2 and for particular matrices A, B, these were
used by Ohn (|51]) in order to classify quantum G Ly(C)’s. Let ¢ € k*. For a well chosen
matrix A, € GLy(k), we have G(A,, A;) = O(GL,(2)), the function algebra on the quan-
tum group GL,(2). Our first result describes the monoidal category of comodules over
G(A, B) for some matrices A, B € GL, (k).

Théoréme 8.1. Let A,B € GL,(k) (n > 2) such that B'A'BA = \I,, for some \ € k*
and let g € k* such that ¢* — VA~ tr(ABY)q+ 1 = 0. Then there is a k-linear equivalence
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of monoidal categories
Comod(G(A, B)) ~® Comod(O(GL,(2)))
between the comodule categories of G(A, B) and O(GL4(2)) respectively.

This result is inspired by the paper of Bichon [13], which gives similar results for
the quantum group of a non-degenerate bilinear form. As in [13], the result is proved by
constructing some appropriate Hopf bi-Galois objects and by using a theorem of Schauen-
burg [55]. The Hopf bi-Galois objects we construct are part of a connected cogroupoid [15].
The technical difficulty in this approach is to study the connectedness of this cogroupoid.

We use Theorem 8.1 to classify, in characteristic zero, all the cosemisimple Hopf alge-
bras whose corepresentation semi-ring is isomorphic to that of GLs(k). Recall that ¢ € k*
is said to be generic if ¢ is not a root of unity or if ¢ € {£1}.

Théoréme 8.2. Assume that char(k) = 0. The Hopf algebras whose corepresentation
semi-ring is isomorphic to that of GLy(k) are exactly the

G(A, B)

with A, B € GL, (k) (n > 2) satisfying BPA'BA = \I,, for some \ € k* and such that any
solution of the equation X* — VA~ tr(ABY)X + 1 = 0 is generic.

A particular case of the theorem was already known if one requires the fundamental
comodule of H to be of dimension 2 ([51]). A similar classification (without dimension
constraint) was obtained by Bichon (|13]) in the SL(2) case (the compact SU(2) case had
been done by Banica [3]). The SL(3) case with dimension constraints has been studied
by Ohn ([50]). Other related results have been given in the SU(N) and SL(N) case by
Banica ([5]) and Phung Ho Hai ([33]), in terms of Hecke symmetries. It is worth to note
that in principle Theorem 8.2 could be deduced by the combination of Phung Ho Hai’s
work [33] and Gurevich’s classification of Hecke symmetries of rank two [32]. We believe
that the present approach, using directly pairs of invertible matrices, is more explicit and
simpler.

We also give a version of Theorem 8.2 in the compact case.

Finally the following theorem will complete the classification of G L(2)-deformations.

Théoréme 8.3. Assume that char(k) = 0. Let A, B € GL,(k) and let C; D € GL,,(k)
such that BPA'BA = M1, and D'C'DC = M1, for \i,\s € k*. The Hopf algebras
G(A, B) and G(C, D) are isomorphic if and only if n = m and there exists P € GL, (k)
such that either

(C,D) = (P'AP,P~'BP™") or (C,D) = (P'B~'P,P"'A~' P~ 1),

We will also provide the classification of the Hopf algebra G(A, B) up to monoidal
equivalence (Corollary 8.16).

The paper is organized as follows : in Sec. 2 we introduce the Hopf algebras G(A, B)
and discuss some basic properties; in Sec. 3, we build a cogroupoid linking the Hopf
algebra G(A, B) and study its connectedness : this will prove Theorem 8.1; in Sec. 4 we
prove Theorem 8.2 and Theorem 8.3 ; in Sec. 5, we classify G(A, B)-Galois objects up to
isomorphisms, its group of bi-Galois objects and its lazy cohomology group ; finally, Sec.
6 is devoted to study the GL(2)-deformations in the compact case.

Throughout the paper k is an algebraically closed field. We assume that the reader

is familiar with Hopf algebras and their monoidal categories of comodules (corepresenta-
tions), and with Hopf-Galois objects. See |46, 55].



8.2 The Hopf algebra G(A, B)

Let n > 2 and A, B € GL, (k). The algebra G(A, B) has been defined in the introduc-
tion. In this section, we briefly discuss its Hopf algebra structure, its universal property
and some of its basic properties.

The following result will be generalized at the cogroupoid level in the next section,
where the proof is given.

Proposition 8.4. The algebra G(A, B) admits a Hopf algebra structure, with comultipli-
cation A defined by

A(Zl’ij> = Z.Tzk ® i, 1 <i,5 <m, A(di) —d*® di,
k=1

with counit € defined by

and with antipode S defined by
S(x) =d'A™'2t A, S(dF) = dF.

We now give (and sketch the proof of) the universal property of the Hopf algebra
G(4,B) :

Proposition 8.5. Let H be a Hopf algebra with a group-like element d € Gr(H) and let V
be a finite-dimensional H-comodule of dimensionn. Leta : VQV — D andb: D — VRV
be two H-comodule morphisms (where D denotes the H-comodule induced by d) such that
the underlying bilinear forms are non-degenerate. Then there exist A, B € GL,(k) such
that :

1.V and D have a G(A, B)-comodule structure and a and b are G(A, B)-comodule
morphisms,

2. there exists a unique Hopf algebra morphism 1 : G(A, B) — H such that (idp ®1)) o
ap = oy and (idy ®Y) o ay = o, (where o and o' denote the coactions of G(A, B)
and H respectively).

Démonstration. Let (v;)1<i<n be a basis of V and x = (zj)1<;j<n be the associated
matrix of coefficients. Let A = (aij)1<ij<n, B = (bij)1<ij<n be the matrices such that
a(v; ® v;) = a;;d and b(d) = 3 _,; bijv; ® v;. 1t is straightforward to check that a and b are
H-colinear if and only if 2 Ax = Ad and xBx' = Bd. Finally, since Gr(H) is a group,
there exists d~' € H such that dd~' = 1 = d~'d. The universal property of G(A, B) gives
us the result. W

The following lemma will limit our choice of matrices A, B € G L, (k). The proof comes
directly from Schur’s lemma.

Lemme 8.6. Let H be as in the previous proposition, and assume that the H-comodule
V' is irreducible. Then the composition

DoV vevev @ vep @ vevev XN pev .

is a multiple of the identity, i.e there exists A\ € k* such that :
(a®1id) o (id®b) o (id®a) o (b®id) = Nidpgy



When H = G(A, B), the relation may be rewritten as
B'A'BA = \I,.
The next result is part of the isomorphic classification of the Hopf algebras G(A, B).

Proposition 8.7. Let A, B € GL,(k) and let P,Q € GL,(k). The Hopf algebras G(A, B),
G(P'AP, P7'BP~') and G(Q'B™'Q,Q*A~1Q~) are isomorphic.

Démonstration. Considering the first case, we denote by z;;, d and d™', y;;, d and d*
(1 <i,j < n) the respective generators of G(A, B) and G(P'AP, P~*BP~'*). The defining
relations

y'(P'AP)y = (P'AP)d, and y(P'BP~")y’ = (P"'BP~")d
ensure that we have an isomorphism
f:G(A B) = G(P'AP, P~'BP™!)

satisfying f(x) = PyP~!, f(d) = dand f(d™') = d~!, with inverse f~!(y) = P~ 'zP, f~}(d) =
dand f~Y(d ) =d

In the second case, denoting the generators of G(Q'B~'Q,Q 'A~'Q ™) by v;; (1 <
i,j <n),dand d !, the same considerations on the defining relations

y(Q'BTQ)y = (Q'B7'Q)d, and y(Q'A™IQ ™)y = (Q 1 ATIQ)d
together with the commutation relations in G(A, B)
(AB)z'd™' = d"'2'(AB)
give us an isomorphism
f:G(A,B) = G(Q'B7'Q.QT'ATQ™Y)
satisfying f(z) = Qud~'Q7!, f(d) = d~' and f(d™') = d, with inverse f~(y) = Q 'zd'Q,
fYd)=d " and f71(d7') =d. O

Let us note that for a good choice of matrices A, B € GL,(k), the Hopf algebra G(A, B)
coincides with the standard quantization of the function algebra O(GLs(k)) : precisely, a

straightforward computation shows that

— for A = _Oq (1) = A, and B = A,, for some ¢,p € k*, we get the two-parameter

standard quantum GLo(k) :
g(Aqv Ap) = O(GLqyp(2)),

-1 h -1 0
quantum case :

_ K
andforA:< 0 1)andB:( h 1>,withh,h’Ek,wegettheJordanian

G(A, B) = 0,y (GL(2))

(the defining relations of this two algebras can be found in [51]).
Moreover, we can see that we have a surjective Hopf algebra morphism

G(A, A1) — B(A)

where B(A) is the Hopf algebra representing the quantum automorphism group of the
non-degenerate bilinear form associated to A, introduced by Dubois-Violette and Launer
in [27]. In view of its definition, we can consider G(A, A~1) as the Hopf algebra representing
the quantum similitude group of this non degenerate bilinear form.



8.3 The cogroupoid ¢

To prove Theorem 8.1 by using Schauenburg’s results from [55], we now proceed to
construct Hopf-bigalois objects linking the Hopf algebras G(A, B) and in order to do our
computations in a nice context, we put the algebras G(A, B) in a cogroupoid framework.
We recall some basic definitions and facts about these objects (for more precise informa-
tions, we refer to [15]).

Définition 8.8. A k-cogroupoid C consists of :
— a set of objects Ob(C).
— For any X,Y € Ob(C), a k-algebra C(X,Y).
— For any X,Y,Z € Ob(C), algebra morphisms

ALy C(X)Y) =5 C(X,Z2)®C(Z,Y) and ex : C(X,X) = k

and linear maps

SX,Y : C(X, Y) — C(Y,X)
satisfying several compatibility diagrams : see [15], the axioms are dual to the axioms
defining a groupoid.

A cogroupoid C is said to be connected if C(X,Y’) is a non zero algebra for any X,Y €
Ob(C).

Let n,m € Nyn,m > 2and let A, B € GL,(k),C,D € GL,,(k). We define the algebra

' Az = Cd,

Q(A,B|C,D) ::k<d,d_l,xi]’,1 §Z§n71 S] <m :L‘DJTt:Bd’

d'd=1= dd—1>

Of course the generators z;;,d and d~* in G(A, B|C, D) should be denoted by xij’CD,

dap.cp and dg}%D to express the dependence on (A, B),(C, D), but there will be no
confusion and we simply denote them by z;;,d and d~'. It is clear that G(A, B|A, B) =
G(A, B).

In the following lemma, we construct the structural maps that will put the algebras
G(A, B|C, D) in a cogroupoid framework.

Lemme 8.9. ~ For any A,B € GL,(k), C,D € GL,,(k) and X,Y € GL,(k), there
exist algebra maps

AdbepG(A B|C,D) = G(A,B|X,Y)®G(X,Y|C, D)
such that A(x;;) =Y h 2 @u; (1<i<n,1<j<m), A(d')=d'®d?, and
eap:G(A, B) =k
such that eap(xij) = 05 (1 <i<n,1<j<m) e(d) =1=¢e(d™?), and for any

M, N € GL,(k), the following diagrams commute :

XYy
AuB.cp

G(A, B|C. D) G(A, BIX,Y) ® G(X,Y|C, D)
AN ep AN xy®id

G(A. BIM, N) ® G(M, N|C, D) —=G(A, BIM, N) & G(M, N|X.Y) ® G(X,Y|C. D)

MN,CD



G(A, B|C, D) 9(A, B|C, D)

AggCD\L \ Aﬁg,CDi \

d®s
— For any A, B € GL,(k), C,D € GL,,(k), there exists an algebra map
SAB,CD : g(A7 B|C7 D) - g(07 D|A7 B)Op
defined by the formula Sapcp(x) = A'd'2'C, Sapop(dtt) = dF!, such that the

following diagrams commute :

G(A, B) cAB k u G(A, B|C, D)
AGE AB\L mT
G(A, B|C,D)® G(C,D|A, B) o G(A, B|C,D)® G(A, B|C, D)
G(A, B) cAB k u G(A, B|C, D)
AA4B ABJ/ mT

G(A,B|C,D) @ G(C, D|A, B) G(C,D|A, B) ® G(A, B|C, D)

Sap,cp®id

Démonstration. First we have to check that the algebra maps are well defined.

Let A,B € GL,(k), C,D € GL,(k) and X, Y € GL,(k); in order to simplify the no-
tations, we denote AXY »p, = A, eap = € and Sap,cp = S. We only give the computations
for the first relation z' Az = Cd, the computations for second one being similar.

For A: G(A,B|C,D) — G(A,B|X,Y)® G(X,Y|C, D), we compute :

A(l’tAI) =A Z Akll‘kiml; Z Akl Z Tkp (24 ZEpl Z Liq (24 ZL'qj

= Z Z ApTipTiy @ Tpile; = Z(xtAx)pq ® rpitq € G(A, B|IX,Y)®G(X,Y|C, D)
Pq

rq

= Z pqd ® :L‘pixqj = d ® (ItXZL‘)Z‘j = Czjd ® d

and the computations for € : G(A, B) — k are :

(a' Ax); Z Awzray) = Y Aue(aw)e(ay)
kl

= Z Aklékiélj = Az’j = Azjﬁ(d)
kl

Then A}} op and eap are well defined. These maps are algebra maps, so it is en-
ough to check the commutativity of the diagrams of the first part on the generators of
G(A, B|C, D), which is obvious.

Recall that if ® : A — B is an algebra map, then we have ®(ab) = (®(b)'®(a)")" for
all matrices a,b € M, (A).

Then, for S : G(A, B|C, D) — G(C, D|A, B)°?, we have :



t

S(CHd 2t Az) = (S(2)'A'S(z)d(C™)")
= ((Ctd tz(A YY) Al (d At e)d(CY))!
= (Ctd~twd ATt Cd(CY))!
= (Ctdtd(Cc)Y!
1.

We can check in the same way that S is compatible with the second relation, and
then S = Sapcp is well defined. The commutativity of the diagrams follows from the
verification on the generators of G(A, B) and the fact that A7,, ¢, and S, , are algebra
maps. O]

The lemma allows the following definition :
Définition 8.10. The cogroupoid G is the cogroupoid defined as follows :
1. Ob(G) ={(A, B) € GLy, (k) x GL,,(k), m > 1},
2. for (A, B),(C, D) € Ob(G), the algebra G(A, B|C, D) is the algebra defined above,

3. the structural maps A. ., o and S, o are defined in the previous lemma.

So we have a cogroupoid linking all the Hopf algebras G(A, B). The following result is
part of the isomorphic classification of the algebras G(A, B|C, D), which will be completed
in Theorem 8.21, and this proposition will be used in the appendix.

Proposition 8.11. Let A,B,P € GL,(k), C,D,Q € GL,,(k). We have algebra isomor-
phisms
G(A, B|C,D) ~ G(P'AP, P"'BP"|Q'CQ, Q™' DQ™"),

G(A,B|C,D) ~G(B™, A7'|D™,C7Y).

Démonstration. For the first case, let us denote by y;; (1 <i<n,1<j<m),d,d" the
generators of G(P'AP, P"'BP~1Q'CQ,Q'DQ~') . Then the relations

7' (P'AP)r = (Q'CQ)d, and z(Q 'DQ ")a' = (P'BP~')d
ensure that we have an algebra morphism
U1 G(A, BIC, D) — G(P'AP, P" BPVIQ'CQ, Q' DQ™)

defined by 1(d) = d, ¥(d~') = d~! and ¥ (x) = PyQ~!. The inverse map is then defined
by 71 (d) =d, v7H(d™) = d7 et YT H(y) = P2

For the second case, let us denote the generators of G(B™', A~ D~!,C™1) by y;;
(1<i<mn,1<j<m),d,d ! Then the relations

y'B 'y = D7'd, and yC'y' = A7'd

ensure that we have an algebra morphism

Vv :G(A,B|C,D) — G(B YA D C™)

. This is an isomorphism with inverse map defined

given by (d*) = d¥ and ¢(z) = yd~
= xd ! 0

by ¢~H(d*) = d¥ and ¥™'(y)



Now the natural question is to study the connectedness of G, which will ensure that
we indeed get Hopf-Galois objects and hence equivalences of monoidal categories.

Lemme 8.12. Let g € k* and let C, D € GL,,(k) (m > 2) such that tr(CD') = 1 + ¢*
and D'C'DC = ¢*1,,. Then the algebra G(A,, A,|C, D) is non zero.

The (technical) proof of this result is done in the appendix. We get the following
corollary.

Corollaire 8.13. Let A\, i € k*. Consider the full subcogroupoid G of G with objects
Ob(GM) = {(A, B) € Ob(G); B'A'BA = \l,,(n > 2) and tr(AB") = u}.
Then GM* is a connected cogroupoid.

Démonstration. Let (A, B) € Ob(GM). By the relations defining those algebras, if o, 3 €
k*, C,D € GL,,(k) then :

G(A, B|C, D) = G(aA, BB|aC, AD).

Choose ¢ € k* satisfying ¢2 — v A~Tug+1 = 0 and put A’ = VA-1A4 and B’ = ¢B. We have
tr(A’B") = 1+ ¢* and B"A"B'A’ = ¢*I,,,. By Lemma 8.12, we have that G(A,, 4,|A’, B')
is non zero and so is G(vVAA,, ¢ ' A4,|A, B). Then we have found X € Ob(GM) such
that G(X|A, B) # (0) for all (A, B) € Ob(G**). According to [15], Proposition 2.15, the
cogroupoid GM* is connected. ]

Hence by Corollaire 5.5, we have the following result :

Théoréme 8.14. Let (A, B), (C, D) € Ob(GM). Then we have a k-linear equivalence of
monotidal categories
Comod(G (A4, B)) ~% Comod(G(C, D))

between the comodule categories of G(A, B) and G(C, D) respectively.
We are ready to prove Theorem 8.1.

Proof of Theorem 8.1. First, note that we have G(A, B) = G(aA, BB) for all a, § € k*.
Let ¢ € k* such that ¢> — VA1tr(AB")g + 1 = 0. Then, by the above theorem, we have
a k-linear equivalence of monoidal categories

Comod(G(A, B)) = Comod(G(VA~1A, ¢B)) ~¢ Comod(O(GL,(2)))

and we are done. O

8.4 (GL(2)-deformations

In this section £ will be an algebraically closed field of characteristic zero. This para-
graph is essentially devoted to the proof of Theorem 8.2. We also complete the isomorphic
and monoidal equivalence classifications of the Hopf algebras G(A, B).

Recall that the corepresentation semi-ring (or fusion semi-ring) of a cosemisimple Hopf
algebra H, denoted R (H), is the set of isomorphism classes of finite-dimensional H-
comodules. The direct sum of comodules defines the addition while the tensor product
of comodules defines the multiplication. The isomorphism classes of simple H-comodules



form a basis of R*(H). The isomorphism class of a finite-dimensional H-comodule V' is
denoted by [V].

Let K be another cosemisimple Hopf algebra, and let f : H — K a Hopf algebra
morphism. Then f induces a monoidal functor f, : Comod;(H) — Comod;(K) and a
semi-ring morphism f, : RY(H) — R*(K). A semi-ring isomorphism R*(H) ~ R (K)
induces a bijective correspondence (that preserves tensor products) between the isomor-
phism classes of simple comodules of H and K.

Let G be a reductive algebraic group. As usual we say that the cosemisimple Hopf
algebra H is a G-deformation if RT(O(G)) ~ R*(H). Hence Theorem 8.2 classifies GL(2)-
deformations.

We now recall the representation theory of GL,(2). Our references are Ohn [51] for
the generic case and the root of unity case can be adapted from the representation theory
of SL,(2) given by Kondratowicz and Podlés in [41].

— Let first assume that ¢ € k* is generic. Then O(GL,(2)) is cosemisimple and there

are two family (Up,)neny and (D%¢).cz of non-isomorphic simple comodules (except
for Uy = D®° = k) such that ((n,e), (m, f) € N* x Z)
— dimg(U,) =n+1 and dimy(D) =1,

min(n,m)

~ (U@ D%)® (U, @ D¥F) = (U, @ D)@ (U, @ D%) 2 @ Upmni @ DIHH1,
=0

Moreover, every simple O(GL,(2))-comodule is isomorphic to one of the comodules
U, ® D% =: U(n,e).
— Now assume that ¢ € k* is not generic. Let N > 3 be its order. Put

N — N if N is odd,
71 N/2 if N is even.

Then there exists three families (V,,)nen, (Un)1<m<ny—1 and (D®¢).cz of non-isomorphic
simple comodules (except for Vo = Uy = D® = k) such that (n € Nym =
0,1,..., Ny — 1)

— dimg(V,) = n+ 1,dimg(U,,) = m + 1 and dim(D) = 1,

-V @V Vi@V, = Vi & (Vg ® D),

~Upn@Uy 2 Uy @ Up, = Up1 @ (Up1 ® D).

Moreover the comodules V,, ® U, ® D¢ are simple and every simple O(GL,(2))-
comodule is isomorphic to one of these.

The comodule Uy,—; ® U; is not semisimple. It has a simple filtration

(0) CUny2®@D CY CUyy1 @U;

such that
UN0,1 X Ul/Y >~ UNO*Q X D and Y/UNO,Q ®D ~ ‘/1

Let A, B € GL,(k). We denote by VAB UAB and Dp the simple G(A, B)-comodules
corresponding to the simple O(GL,(2))-comodules V,,, U,, and D, and sometimes we note
Unl, =UnP @ DS3.

(mee)
The following lemma will be very useful.

Lemme 8.15. Let A,B € GL,(k) and let C,D € GL,,(k) such that BPA'BA = )\,
D!C'DC = M, and tr(AB") = tr(CD"). Let Q : Comod(G(A, B)) — Comod(G(C, D))
be an equivalence of monoidal categories.

If G(A, B) et G(C, D) are cosemisimple, we have either, for (n,e) € N X Z :



Q(U(‘?)E)) ~ U(%’% and then Q(Uﬁi)) ~ U&’De)

) = UGy and then U = UG

(n,—n—e)*
If G(A, B) et G(C,D) are not cosemisimple, we have either, for n € Nye € Z,m €
{0,..., Ny — 1} :
- Q(U(AOE) U(%'Ll7 and then
QV,AP) ~ VP and QUG ~ UGE

(me)

—or Q(U{(‘)E)) ~ U(%El) and then

QVAP) = VP @ UG,y and QUGE.)) ~ UGP

—n) (m,—m—e)"

Démonstration. Assume first that the algebras Q(A B) and G(C, D) are cosemisimple.
According to the fusion rule, Ugg 1) ® U1y > U(p2), 50 Q(UO 1)) ® Q(U0 1)) is simple, i.e.
there exists s(€2) € Z such that

Then, we have
Q(U(Igi)) ~ U(%?(Q)e) Ve € Z..

Similarly, if A : Comod(G(C, D)) — Comod(G(A, B)) is a monoidal quasi-inverse for €,
we have
A(U(Oe ) >~ U(?),B;(A)e) Ve € Z
and in particular
AWUie)) = Uuwsa = Ui

and then s(Q) € {—1,1}.

Next, we have U0y @ U0y > U2,0) © U(o,1), and, by the fusion rules, the only simple
G(C, D)-comodules W such that W ® W is direct sum of two simple comodules are the
(U(Clg))pez- Hence there exists p € Z such that

Q(U(l 0) ) =~ U(lp
We have : by Un,0) @ Ug1,0) =~ Ugg,0) ® Uo,1) and since €2 is monoidal we deduce that
Ulp) ® U(1p = Q(U20)> U(Os
On the other hand :
U((fl;) ® U(l p) — U(2 2p) @ U(O 2p+1)

We deduce from the uniqueness of the decomposition into simple comodules that U¢Y (0.2p+1)
U(o,s(Q) and then that
(p,S(Q)) € {(07 1)7 <_1 _1)}
By induction, we get ¥(n,e) € N x Z, Q(U( ) =~ UC;L o if s(92) = 1 and Q(Une)) o~
Consider now the non-cosemisimple case : in the same way as above, we get

QURE)) ~ UGE ) with s() € {-1,1}.



Moreover VAP is simple, so Q(Vi*?) ~ V7P @ UCD  with n € Nym € {0,..., No — 1},
(n,m) # (0,0),p € Z. Similarly we have Q(U{Y) ~ VP @ UGy with k € N, €
{0,..., Ny — 1}, (k,1) # (0,0),t € Z. Then we have

Q(V{‘B@;Ulo)) VnCD®U(mp ® VP ®U(”

but since V% ® Ug AB is still simple, we must have either n = =0 or m = k = 0. In
the first case, we have Q(U 1) = ViEP @ Ugh. But (U45)®M is not semisimple whereas
(VEP)EN @ UGE, ) s So we have m = k = 0 and

A c
QVAP) ~ VEP @ UGh).
By the cosemisimple case, we have

(p,s(€)) € {(0,1), (=1, -1)}

QVAB) ~ VP or Q(VAB) ~ VP & U(%Dn),vn eN
Let Z be a simple G(A, B)-comodule such that Q(Z) ~ Ugf))). We have Z ~ VAB
UAB) and then

(m,e
U1 (1.0) = ~ VP Q(U(m ) ® U(C(;,l;) (with p € {e,—n —e})
By the fusion rules we get the following inequalities :
dim(QUEE,)) < dim(QU4,)) < -+ < dim(QUR 1y, 1)

and then if m > 1 we have dim(Q(U/!8 )) < dim(UGY). On the other side, another

(m.e)
glance at the fusion rules shows that the U ) J € Z, are the simple comodules (that are
not one dimensional) of the smallest dlmensmn Hence m =1 and Z ~ U(IB) The same
arguments as above show us that (e, s(Q2)) € {(0,1), (—1,—1)}. O

We are now able to complete the proof of Theorem 8.3 and the isomorphic classification
of the Hopf algebras G(A, B).

Proof of Theorem 8.3. We have already proved that the Hopf algebras G(A, B), G(P'AP,
P7I1BP7 ') and G(Q'B'Q,Q 'A~1Q ') are isomorphic, see Proposition 8.7.

To prove the converse, we denote by z;; (1 <4,j <n),d and y;; (1 <4i,7 <m),d the
respective generators of G(A, B) and G(C, D) and by = and y the corresponding matrices.

By construction the elements (x;;) and (y;;) are the matrix coefficients of the comodules

UAB) and USP  and d, d those of Ui ? and UCD

(1,0 (1,0)7 (0,1)"

Let f : Q(A B) — G(C, D) be aHOpf algebra isomorphism and let f, : Comod(G(A, B)) —

Comod(G(C, D)) be the induced equivalence of monoidal categories.

According to Lemma 8.15 and its proof, there are two cases :

It f.(URS) =~ UGY (e if f(d) = d) then fu(U4R) ~ UTG. In this case, n =
m and there exists P € GL,(k) such that f(z) = PyP~!. Moreover we must have
f(d'A7 2t Az) = I, and then y=! = d~}(P*AP)~4!(P'AP). But we already have y~! =
S(y) = d-'C~y'C. Since the elements z;; are linearly independent, there exists A € k*
such that C = AP'AP. Similar computations on the relation xBa! = Bd, using the
relations zd(DC') = (DC)dx and z'd(CD) = (CD)dz', lead to D = pP~"BP™ € k*.
Since G(A, B) = G(aA, 5B) for all o, f € k*, we can drop A and pu.



It f.(UGh) = UGP,y (e if f(d) = d™"), then fu(U4T) ~ UGP ). In this case, m = n
and there exists M € GL, (k) such that f(z) = Myd *M~! Slmﬂar computations lead
to C = AP!B7'P and D = uP~*A=*P~* for some \, i € k*.

[

We are now ready to prove Theorem 8.2.

Proof of Theorem 8.2. First, for matrices A, B € GL, (k) (n > 2) satisfying the conditions
of the theorem, Theorem 8.1 ensures that the Hopf algebra G(A, B) is indeed a GL(2)-
deformation.

Let H be a Hopf algebra whose corepresentation semi-ring is isomorphic to that of
GLy(k). We denote by U(Iie), (n,e) € N x Z the simple H-comodules (with the same
convention as above). From the morphisms

U(Iio) X U(IiI,O) — U{I(),l) and U(]al) — U(Ii{o) & U(Iio),

we deduce the existence of two matrices A, B € GL,(k) (n = dim U(If,o)) and of a Hopf
algebra morphism
f:G(AB)—H

such that f*(U{é’Ef)) = U(Ig’l) and f*(Ué%)) = U(If’o) and by Lemma 8.6 there exists A € k*
such that B'A'BA = \I,, for some A € k*. By Theorem 8.1, there is a k-linear equivalence
of monoidal categories

Comod(G(A, B)) ~® Comod(O(GL,(2))

between the comodule categories of G(A, B) and O(GL,(2)) respectively, with ¢ € k* such
that tr(AB?) = V(g +q ).

First assume that G(A, B) is cosemisimple. Using lemma 8.15, we get that f,(U ’;‘LBe )=
U(I;;e),v (n,e) € N x Z, so f induces a semi-rings isomorphism R (G(A, B)) ~ R+(H
and then by Lemma 2.25 f : G(A, B) — H is a Hopf algebra isomorphism.

Now assume that G(A, B) is not cosemisimple. For (n,e) € {0,...,Ng — 1} X Z, we
have f*(Uéi)) = U(Ii’e). So we get :

F(UiNa-10 ® Ui) = Ulho0) © Ulng-21)5
but on the other hand, using the simple filtration, we have :

f*(U(j?qu 0 ® Ul (1 o)) Ugvo—2,1) o f.(V) @ Ugvo—2,1)-

This contradicts the uniqueness of the decomposition of a semisimple comodule into a
direct sum of simple comodules.
Thus G(A, B) is cosemisimple, ¢ is generic and f is an isomorphism. ]

Lemma 8.15 and the results of Section 3 gives us a monoidal equivalence criterion
which, in the particular case of O(GL,,(2)), gives Theorem 2.6 in [59], at the Hopf
algebra level.

Corollaire 8.16. Let A, B € GL,(k), C,D € GL,,(k) such that B'A'BA = Ay g1, and
D'C'DC = Ao ply,. Put piap :=tr(AB') and pcp := tr(CD"). The following assertions
are equivalent :



1. There exists a k-linear equivalence of monoidal categories
Comod(G (A4, B)) ~% Comod(G(C, D))

between the comodule categories of G(A, B) and G(C, D) respectively.
2. We have
)‘;l,lB:u,%l,B = /\5,1DM20,D

Démonstration. First, put k := )\Z}B,ui’B = /\a}D/ﬂC’D and let ¢ € k* such that ¢®> —\/kq +
1 =0. Then by Theorem 8.1 and its proof, we have two k-linear equivalences of monoidal
categories

Comod(G(A, B)) ~® Comod(O(GL,(2))) ~* Comod(G(C, D)).

For the other implication, first assume that the k-linear monoidal functor €2 : Comod(G(A, B)) —

Comod(G(C, D)) satisfies Q(Dap) ~ Deop. Let (v2AP)1<i<n, dap and (v¢P)1<icm, dep be
some bases of Vag, Dag and Viop, Dep respectively such that the fundamental colinear
maps

a:Vap®@Vap = Dap  ¢:Vop®Vep = Dep

b:Dap — Vap ® Vap d:Dcp — Vep ® Vep
satisfy
a(v” ® U]AB) = Ajjdap, b(dap) = Z Bijui? @ vi?
ij=1
and .
c(vfP? @) = Cyidep, d(dep) = Z Dijvi? @ vfP.

ij=1

Since €2 is monoidal, let ¢ and d’ be the colinear map given by the compositions

cQ(Vap) @ QVap) —=Q(Vap ® VAB) e, Q(Dag)

Vep @ Vep Vep @ Vep Dcp

and
Q(Dag) 20 Q(Vap @ Vap) —=Q(Vap) @ UVap)
Dcp Vep ® Vep Vep @ Vep.

Then there exists «, f € k* such that ¢ = ac and d’ = (d. Since € is k-linear, we can
compute the colinear map given by the compositions

Dep — Vep @ Vep — Dep
and
Vep ® Deop — V6*®D3 — Dep @ Vep — Vgg — Vep @ Dep.

We obtain that
pap = aBucp and Aap = o*B* Ao p



and then we have the expected equality
AZ}B/L?&B = AE‘}DN%‘,D'
Finally, if the k-linear monoidal functor €2 : Comod(G(A, B)) — Comod(G(C, D)) sa-

tisfy Q(Dap) =~ D}, compose it with the functor induced by the isomorphism G(C, D) =~
G(D™,C~1). We get an equivalence of monoidal categories

Q : Comod(G(A, B)) — Comod(G(D~!,C7Y))
satisfy Q(Dap) ~ Dp-1 -1, and then

-1 2 _\—1 2 _y—1 2
)\A,BMA,B = )‘C,DMC,D = )‘D—lyc—lﬂDfl,Cfl-
]

In particular, we get another proof of Theorem 2.6 in [59]. See also [21]. Recall that
O(GL,4(2)) = G(Ap, Ay) with Ay, 4, = pg and pa, 4, = 1+ pg.

Corollaire 8.17. Let p,q and p',q € k*. The following assertions are equivalent :

1. The Hopf algebras O(GL,,(2)) and O(GL 4(2)) are cocycle deformations of each
others.
2. We have

pg=pq orpg=(pqd)".

Démonstration. Assume that O(GL,,(2)) is a cocycle deformation of O(GLy 4(2)), then
Comod(O(GL,,(2))) =¥ Comod(O(GLy 4(2)))

and according to Corollary 8.16, (pq)~*(1 + pq)? = (p'¢")"(1 + p'¢’)®. Then pq and p'q’
are roots of the polynomial P(z) = X? —0©X + 1 where © = (pq) ' +pq = (p'¢) "t +p'¢.

It is easy to see that if x is a root of P, then the other root is x71. Then pq = p'¢’ or pq =
1

('d)-
Conversely, if pg = p'q’ or pq = (p'¢’)~" then Comod(O(GL, ,(2))) ~® Comod(O(GL,y 4(2)))

and the fibre functor €2 : Comod(G(A4,, 4,)) — Comod(G(A,/, Ay ) induced by G(A,, A,|Ay, Ay)

preserves the dimensions of the underlying vector space. Then, according to Théoréme

3.15,

G(Ay, Ay) ~G(A,, A,) as coalgebras
and there exists (see Théoréme 4.2) a 2-cocycle o : H ® H — k such that

G(Ay, Ay) = G(Ap, Ay)s as Hopf algebras.

8.5 Hopf-Galois objects over G(A, B)

In this section, we use the previous constructions and results to classify the Galois and
bi-Galois objects over G(A, B).

Let us first recall two results on Galois objects and fibre functors. The first one is
well-known, and the second one is due to Schneider (see [57], [15]).



Lemme 8.18. Let H be a Hopf algebra and let F': Comod(H) — Vect(k) be a monoidal
functor. If V is a finite-dimensional H-comodule, then F (V') is a finite dimensional vector
space. Moreover we have dim(V) =1 = dim(F(V)) = 1, and if F is a fibre functor then
dim(F(V)) =1=dim(V) = 1.

Lemme 8.19. Let H be a Hopf algebra and let A, B some H-Galois objects. Any H -
colinear algebra map f : A — B is an isomorphism.

By work of Ulbrich [63], to any H-Galois objects A corresponds a fibre functor 24 :
Comod¢(H) — Vects(k). The idea of the classification (which follows [2]) is to study how
this fibre functor will transform the fundamental morphisms of the category of comodules.

Théoréme 8.20. Let A,B € GL,(k) (n > 2), such that B'A'BA = \I,, for A € k*,
and let Z be a left G(A, B)-Galois object. Then there exists m € N*, m > 2, and two
matrices C, D € GLy, (k) satisfying D'C*DC = M, and tr(AB") = tr(CD") such that
Z ~G(A,B|C, D) as Galois objects.

Démonstration. Let
QU : Comods(G(A, B)) — Vects(k)

V= VDg(A’B)Z

be the monoidal functor associated to Z. Let Vip and D7j denote the fundamental
comodules of G(A, B), and let (v;)1<i<, and d%% be their bases such that the fundamental
colinear maps

a . VAB ®VAB — DAB

b: Dap — Vap @ Vap

satisfy a(v; ® vj) = Ajjdap and b(dap) = D27 ;) Bijvi ® vj.
Let (w;)1<i<m and d*' be respective basis of Q(Vyg) and Qz(D%L). By construction
of Qy, there exists (2;j)1<i<n1<j<m and deEl (see Lemma 8.18) such that

w1:ka®zki dAB®dil.

Moreover, by definition of the cotensor product we have

Oé(Zij) = Z Aif & Zkj,
k
(d:l:l) — d/:tl ® d

where a;; and d’{3 denotes the generators of G(A, B).
Consider the blhnear map defined by the composition

~ Qz(a
a :Qz(Vap) ® Qz(Vag) Qz(Vap ® Vag) 2() 2(Dag)

(VapOga.3Z) @ (VapOga,py Z) —= (Vap ® Va)Oga,p Z asid, DpUOga,5)2

and let C = (Cj;j)1<ij<m such that a'(w; ® w;) = Cj;d. Then we compute :



n n

d(w; @wy) = a' () ok ®2i) @ (0 @ ;)

k=1 =1

= Z Apdap @ ziizy; = Cijdap @ dy
k.l

or in matrix form

Az = Cdy.

In the same way, consider the map

Qz(b) v

b : Qz(Dag) Qz(Vap ® Vag) Qz(Vap) ® Qz(Vap)

D apUga,p) P8 (Vap @ Vap)Oga,5Z Y (VapOga,3Z) ® (VapOga,p Z)

Let D = (Dij)lgi,jgm be defined by b/(d> = Z wal &® wy .
Then we have :
¢ o (dap ® dy) = b®@id(dap ® dg)

= ZBUW ®v; ®dyg

7:7‘7‘

and
¢—1 o b/(d) — ¢—1(Z Dz‘j(z Vg & zki) & (Z (Y le)
ij k !
= Z Z v @ U @ Djjzriz;
kl ij
SO

2Dzt = Bdy,.

Hence we have an algebra morphism f : G(A, B|C, D) — Z defined by f(z) = z and
f(a+h) = dz'

We have to check that f is colinear. Since it is an algebra map, it is sufficient to check
on the generators, which is trivial by the construction of respective coactions and by the
definition of f. Then by Lemma 8.19, f is an isomorphism.

Finally, Schur’s lemma gives the equality

(a®1id) o (id ®b) o (id®a) o (b®id) = Nidp,zev.s (A € k)
which may be rewritten in matrix form as
B'A'BA = )\,
Since the functor €27 is k-linear, we have
(@ ®id)o (id®V) o (id®a') o (V ®id) = Nida,(D4p)20s (Vas)

and then
D'C'DC = )\,

and we have a o b = tr(AB")idp,,, so, similarly, we have tr(AB") = tr(CD"). O



Théoréme 8.21. Let A, B € GL, (k) such that BPA'BA = \I,, and let Cy, D1 € GLy, (k),
Cy, Dy € GLyy, (k) such that the algebras G(A, B|Cy, D1) and G(A, B|Cy, Dy) are G(A, B)-
Galois objects (n,my, and my > 2). Then G(A, B|C1, D1) and G(A, B|Cy, Do) are isomor-
phic (as Galois object) if and only if my = my := m and there exists an invertible matrix

M € GL,,(k) such that (Cy, Do) = (M~YMC,M~', M D, M?).

Démonstration. We denote by €; the fibre functor associated to G(A, B|C;, D;). Let f :
G(A, B|Cy, D) — G(A, B|Cy, Dy) be a comodule algebra isomorphism : it induces an
isomorphism id ® f : Q1 (Uap) — Q2(Uap). Using the same notation as above, we get
two basis (w))1<i<m, and (w?)i1<i<m, of Q21(Uap) and Q(Uap). In particular, we have
my = my := m. Then there exists M = (M;;) € GLy,(k) such that id® f(w;) = >, Mjw?,

and hence
D e ® flzh) = D v @ 27, Mj;
k k

which in matrix form gives f(z') = 22M.
According to the relations defining G(A, B|Cy, D1) we have

(") Az' = Cid and 2'D;(2")" = Bd,
hence
F((2HAZY) = MY (2*)! A2 M = M'CoMd = f(Cyd) = Cyd in G(A, B|Cy, Dy),
so Mt*CyM = C, and the second relation leads to
f(Z'D(zY)Y) = 22M D, M'(2*)" = f(Bd) = Bd = 2*Dy(2*)"

SO DQ = MDlMt.
Conversely, we already have G(A, B|C, D) ~ G(A, BIM~"CM~', MDM?"), see Propo-
sition 8.7. O

According to the work of Schauenburg [55], the set of bi-Galois objects BiGal(L, H) is
a groupoid with multiplication given by the cotensor product. In particular, when H = L,
the set of isomorphism classes of H-H-bi-Galois objects inherits a structure of groups.
Then, we have two group morphisms

Autyops(H) — BiGal(H), f > [HY]

with kernel Colnn(H) = {f € Autyope(H);3dp € Alg(H, k) with f = (¢ 0 S) xidy *¢}
and we denote CoOut(H ) := Autyept(H)/Colnn(H) ; and

H}(H) — BiGal(H), o+ [H(0)]

where H}(H) denotes the lazy cohomology group of H, see |17]. From the monoidal
categories viewpoint, it is the subgroup of BiGal(H) consisting of isomorphism classes of
linear monoidal auto-equivalences of the category of A-comodules that are isomorphic, as
functors, to the identity functor.

We assume until the end of the section that k£ has characteristic zero.

Lemme 8.22. The automorphism group Autpept(G(A, B)) is isomorphic with the group

A= P'AP,B = P-'BpP~

G(A,B) = {P € GLn(k) ‘ or A — PtB—lp B = P—lA—lp—lt } /{j:IN}



Moreover, we have
Colnn(G(A, B)) ~ {P € GL,(k); A= P'AP,B = P"'BP "} /{£I,}

and

CoOut(G(A, B)) ~ Z,/2Z.

Démonstration. The first isomorphism comes from the proof of Theorem 8.3, and the
assertion about Colnn is easy to verify. Finally, CoOut(G(A, B)) ~ Z/2Z because for any
f,9 € Autpope(G(A, B)) \ Colnn(G(A, B)), fog € Colnn(G(A, B)). O

Théoréme 8.23. For anyn > 2 and A, B € GL, (k) such that BPA'BA = \I,, (\ € k*),
BiGal(G(A, B)) ~ Z/27.

Démonstration. Let Z be a G(A, B)-G(A, B)-bi-Galois object. By Theorem 8.20, there
exists m > 2 and C, D € GL,, (k) verifying D'C*DC = \I,,, and tr(AB") = tr(CD") such
that

Z ~ G(A, B|C, D)

as a G(A, B)-Galois object. Since G(A, B|C, D) is also a G(A, B)-G(C, D)-bi-Galois object,
the Hopf algebras G(A, B) and G(C, D) are isomorphic (by Théoréme 3.7), so, by Theo-
rem 8.3, m = n and there exists P € GL, (k) such that (C,D) € {(P'AP,P~'BP~'),
(P'B~'P,P~*A~'P~')}. Then we have either

Z ~G(A,B|C,D) ~ G(A, B)

or

Z ~ G(A,B|C,D) ~ G(A, B|B~",A™")

as left Galois objects. Moreover, according to [55], Lemma 3.11, CoOut(G(A, B)) acts
freely on BiGal(G(A, B)) by

f € CoOut(G(A, B)), A € BiGal(G(A,B)) : f.A= A7
Then we have to check that
G(A,B|B™', A ~G(A, B)
where f € CoOut(G(A, B)) is non trivial. To do so, it is easy to verify that
Qg(a,8158-1,4-1)(Dap) = Dy =~ Qga.p)r(Das)

where €27 denote the fiber functor induced by Z. Then by Lemma 8.15, the functors are
isomorphic, and according to Ulbrich’s work [63], the bi-Galois objects are isomorphic. [

Finally, from the interpretation of bi-Galois objects as functor, we get :

Théoréme 8.24. For anyn > 2 and A, B € GL,(k) such that BPA'BA = \I,, (A € k*),
HZ(G(A, B)) is trivial.

In particular, according to Théoréme 4.3, G(A, B) has no non-trivial bi-cleft bi-Galois
object.



8.6 Hopf x-algebras structure on G(A, B)

In this section, k = C. We classify CQG algebras which are G'L(2)-deformations (or
rather U(2)-deformations).

Let us recall that a Hopf x-algebra is a Hopf algebra H which is also a x-algebra and
such that the comultiplication is a *-homomorphism. If © = (2;;)1<ij<n € M,(H) is a
matrix with coefficient in I, the matrix (z7;)1<; j<n is denoted by 7, while 7', the transpose
matrix of 7, is denoted by x*. The matrix x is said to be unitary if x*x = I,, = xx*. Recall
([40]) that a Hopf x-algebra is said to be a CQG algebra if for every finite-dimensional
H-comodule with associate matrix x € M,,(H), there exists K € GL,(C) such that the
matrix KxK ! is unitary. CQG algebras correspond to Hopf algebras of representative
functions on compact quantum groups.

We begin with a lemma which gives an example of CQG algebra structure on G(A, B).

Lemme 8.25. Let E € GL,(C) such that E'E'EE = M, for A\ € C. Then \ € R% and
the Hopf algebra G(E, E) is a CQG algebra for the following *-algebra structure :

d*=d" and7 = E'd ‘2B~
The CQG algebra G(E, E) will be denoted by Az(E).

Démonstration. First, notice that because of the relations defining G(E, E) and the condi-
tion on E, we also have 7 = £ ad~'E'. Then we can verify that our structure is well

defined : for the first relation, we compute :
i Ex — (Fa) (B2t
— (BEE'd e E"YE(E "ed " E')))
= (E7'd %'EE')E "2d 'EET) =d!
and for the second one we get :
E 2Bzt = (Ez) (E'7)")!
(B(E'd‘2E~""))Y(E'E "2dE)")
= (B'd 2 E~“EY)(Bx'd 'E ETY) = d .

Let us show that we have a *-structure and that x is unitary : first
T=FEdwE "=EzdE " =FEFE "2d'EdE "=z
and finally, we have
=7 = (B "2d'E') = Ex'd'E
_ (Etd_le_lt)t — E_ld_lll?tE,

so according to the relations defining G(E, F) we have 2*z = xa* = I,,, d*d = dd* = 1
and, by [40], G(F, E) is CQG.

Finally, we have E'B'EFE = M, = (E'E™)(EE*), so A € R%. O

The terminology As(E) follows from the recent paper [10], where O,, denotes the

subgroup of U, (C) generated by O,,(R) and T.I,.
As a special case of the lemma, we get the following result from [34] :



Corollaire 8.26. The Hopf algebra O(GL,5(2)) is a CQG algebra, for the x-structure

given by
el a* b*\ dD™! —qeD™!
b =D and < o ) - < —¢" D' aD' )°
In particular, for ¢ € R*, O(GL4(2)) is CQG.

We can state and prove the main theorem of this section :

Théoréme 8.27. The CQG algebras whose corepresentation semi-ring is isomorphic that
of Us(C) are exactly the

As(E)
where E € GL,(C) (n > 2) satisfies E'E'EE = M, for A € R*.

Démonstration. First of all, the algebra A;(E) are indeed U(2)-deformations, according
to the previous lemma and to Theorem 8.1.

Let H be a CQG algebra such that R¥(H) ~ R*(O(U(2)). Let denote by dy,dy"
and = (7j)1<i j<n (2 < n) the matrix coefficients of U 1y, U(o,—1y and U ) respectively.
Since H is a CQG algebra, we have d}; = dl_{l and we can assume that the matrix x is

unitary. Lemma 8.15 and its proof gives us U(Ifo) ~ U(If_l) ~ U(Ig_l) ® U(Ifo), hence there

exist I, G € GL,(C) (n = dimc U ) such that

r=FTdF™, z=GdTG " and z2* = I, = ="z

where T = (27;)1<i j<n and z* = T'. We have

i
r=7=G F2FG,

hence we get
FG = v, for some v € C*

and using the relations xaz* = I,, = x*x we get :
rF'2t = dF* and 2'G™ Yz = dG™M.

We put £ = ' and using the universal propertie of A5(E) = G(E, E), we get a Hopf
x-algebra morphism
f : Aa(E) —H

such that
f(d) = dHa f(d_l) = dl_fla f(l') = TH-

Since H is cosemisimple, the matrices F' and G must satify G YF'G1F = ul, with
i € C*. Then E satisfies E E'EE = A, = (E'E*)(EE*) for A € R%. So we know
from Theorem 8.1 that the corepresentation semi-ring of A;(E) is isomorphic to that of
U(2), hence f induces an isomorphism of semi-ring between R (A5(F)) and R (H). We
conclude by Tannaka-Krein reconstruction techniques that f : A;(E) — H is a Hopf
x-algebra isomorphism.

UJ



8.7 Appendix : proof of Lemma 8.12

This section is devoted to the proof of Lemma 8.12. The strategy of our proof is to
write a convenient presentation of the algebra G(A,, A,|C, D) so that we can apply the
diamond lemma (Bergman, [11]) to get some linearly independent elements : this will
imply that G(A4,, A,|C, D) is non zero.

Recall that the algebras G(A, B|C, D) and G(P'AP, P"'BP~YQ'CQ, Q' DQ~) are
isomorphic by Proposition 8.11. Combining this fact with the following well known lemma,
and we can assume that D,,,, =0 :

Lemme 8.28. Let M € GL,(k) (n > 2). Then there exist a matric P € GL,(k) such
that (P*MP),, = 0.

Let us now study in detail the algebra M(A,, A,|C, D) : it is the universal algebra
with generators z;;, 1 <i <2,1 <7 <m and d, with relations

t'Age=Cd (1), zDz'= A, (2)

We can write these relations explicitly :
T9iT1j = q_l(xu@j — Cijd), 1< < 2,1 Sj < m, (1,)

> Duaipry =d, (27)

k=1
Z Dyzgxy = 0, (3%)
k=1
Z Dyjzopxy = 0, (4’)
k=1
Z Dyzopry = qd, (5’)
k=1

Using the fact that )", CiyDy = 1+ ¢?, we see that relations (1°) and (2’) imply
relation (5’). We will also need to get commutation relations between d and the z;; : note
that relation (1) and (2) imply

:vtdAg = CDds', xdDC = Azdx

which gives us

m

J]ljd = —q Z(O_ID_I)kjdmlky 1 S.] <m
k=1
To;d = —q ! Z(CD)jkdxzk, 1<j<m
k=1

Let us order the set {1,2} x {1,...,m} lexicographically. Take (u,v) the maximal
element such that D,, # 0. Since the matrix D is invertible, we have © = m and since
D, = 0, we have v < m. We see now that M(A,, A,|C, D) is the universal algebra with
generators x1;,1 < j <m, x9;,1 < j <m and d, with relations



(291 = ¢ (2125 — Ciyd) (1)
T1imToy = (Dmv)_l (d - Z Dklmlkxﬂ) (2)
(kl)<(mv)

T1imTiy = _<Dmv)_1( Z Dklxlkxll) (3)
(kl)<(mw)

LomToy = _<Dmv)71( Z Dklekxﬂ) (4)
(kl)<(mw)

Iljd = —q Z(CilDil)kjdxlk (5)

k=1
.I'de = —C]_l (CD) 'kdek (6)
k=1

We now have a nice presentation to use the diamond lemma (Bergman [11]). We use the
simplified exposition in the book Klimyk and Schmiidgen [40] and freely use the techniques
and definitions involved. We endow the set {z;;, (¢,7) € {1,2} x{1,..., m}} with the order
induced by the lexicographic order on the set {1,2} x {1,...,m}, we put d < z;; and
we order the set of monomials according to their length, and finally two monomials of
the same length are ordered lexicographically. It is clear that the presentation above is
compatible with the order. Hence we have :

Lemme 8.29. There are no inclusions ambiguities, and we have exactly the following
overlap ambiguities :

(T2iT1m, VimT10)s  (T2T1ms TimT20), V1 <0 <m

(T1mTa0, TouT1j),  (TomTay, T2pT1;), V1 < J < m

(wg;x1, x1;d) Vi<i,j<m
($1m12v, €E2vd), ($2m$2u, $2vd)

(I1ml‘1v, xlvd)

These ambiguities are resolvable.

Démonstration. Let us first note some identities :
(CD)y = (C'D7Y)y
Z C’k:lel =1 + q2 - OmUDmv

(k)< (mv)

> DuCidry =Y (CD)udiy — DypyCimdai, Vi<i<m
(kl)<(mw) k=1

> (CT'DjDu(CD)y = Dji = (C7' D7) ju Do (CD) i, V1 <dj <m
(kl)<(mw)

Let us show that the ambiguity (2;Z1,,, T1mZ1,) is resolvable (the symbol “—” means
that we perform a reduction).
On the first hand we have :



-1
q ($1z'l‘2m$1v - Cimd$lv)

%q71<q71('x1’ixlmx2v - Cmvxlid) - Cimdajlv)
—q (¢ (D) ™ (21:d — Z Dyz1;213821) — Crp1id) — Cipdayy,)

(kl)<(mw)
= q_l(Dmv)_l(q_1(< - xlid + Z Dklzlixlkx2l> + Dmvcmuzlid) + Dmvcimdxlv)
(k1)< (mw)
=— ¢ (Do) Mg " Z Dyz12152 — ¢ (1 = DipoCrnp)215d) 4+ Dy Cidz 1)
(kl)<(mv)

— = q_l(Dmv)_l(q_l Z Dklxlixlkx% - q_2(1 - Dmvcmv Z CD zkdxlk + Dmvcimdxlv)
(kl)<(mv) k=1

On the other hand :

—(Dmv)_l( Z Dkl$2ix1k$1l)
(kl) (mv)

——q Z Dy (126 — Cigd) 1)
kl)<(mv)

=—q (> Duzuwspzy — Y (CD)udwy + DiyCimdasy)
kl)<(mv) k=1

— — q_l(Dmv)_l (q_l Z Dk:lxli<x1kx2l - Ckld Z CD zldxll + Dmvczmdxlv)

(k)< (mv) k=1
=—q¢ ' (D)™ (qfl Z Dyx1iT1xTa — ¢ Z Dy Crar1id)
(kl)<(mw) (kl)<(mw)

Z CD ldl‘u + Dmszmdxlv)
=1

=—q¢ ' (D)™ (qfl Z Dty — ¢ (14 ¢° — Cow Do) 215d)
(kl)<(mv)

- Z(CD>zldx1l + Dmvcimdxlv)
— — ¢ (Do) ™" (qfl Z Dyziizyaa — ¢ (14 ¢* — CopDinw)(—4 Z(CilDil)kidxlk)
(k)< (mwv) k=1
Z(CD)zldxll + Dmszmdxlv)
=— ¢ "(Dmy) (g Z Dzyizipto — q 2 (1 4 ¢ = Crnp Doy ) ( Z (CD);rdxy)
(k)< (mu) k=1
Z(CD)zld:EU + Dmvczmdmlv)

== q_l(Dmv)_l (q_l Z Dklxliwlkl?l - q_2(1 - Cvamv Z CD kdxlk + Dmvczmdxlv)
(k1) <(mw) k=1



Similar computations show that the ambiguity (z2,%2,, T2,%1;) is resolvable, using the
relations (1), (6) and (2).

Let us show that the ambiguity (21,2, T2,21;) is resolvable.

On the first hand we have :

(Do) " (d1j — Z Dyz1,x1;)

(kl)<(mw)
— (Do) (dyj — ¢! Z Dyzi(wyze; — Ciid))
(k)< (mw)
=(Dpy) " (dl’u —q Z Dywpryw; — Z Dklxlkcljd))
(k)< (mv) (kl)<(mw)
=(Dyp) " (dﬂhj —q Y Z Dz — Z Dleljxlkd))
(kl)<(mv) (kl)<(mw)
=(Dy) " (dﬂ?lj —q Y Z Dyxixyre) — Z(Dc)ijlkd - Dmucvjl’lmd))
(k)< (mv) k=1

— (D) (diﬁlj —q Z Dyzigryxe; + ¢ Z (Dc)kj(c_lD_l)ljd-Tll — Dmvaj-fﬁlmd))

(kl)<(mv) k=1
:(Dmv)_l (dxlj - Q_l( Z Dklxlkx1l$2j + qulj - Dmvcvjxlmd))
(k)< (mv)
_ -1 -1
=—q (Dmv) ( Z Dklxlkxllx% + Dmvcvjxlmd)
(k)< (mw)

On the other hand we have :

q71($1m$1u$2j — Cyjrimd) — —qfl(Dmv)fl( Z Dyzipwyxe) + Dmvcvj$1md))
(k)< (mw)

Similars computations shows that the ambiguity (zo;x1,m, T1mT2,) is resolvable, using
the relations (4) and (1).

Let us show that the ambiguity (xo;x1;,21;d) is resolvable.

On the first hand, we get :

q_l (aTlZ‘ZL‘de - Cijdg)

—q ' (—q " Z(CD)jkxlidl'Qk — Cyd?)
=1

—)q_l(z (CD)jk(C_lD_l)lide‘ul‘Qk — Cijd2)

k=1

and on the second hand :



m

—q Z(CilDil)kj-rQidxlk
k=1

— Z (C_lD_l)kj (CD)ildl'Qlﬂﬁlk

k=1

-1

Ms

C'D- )k;(CD)zld(ﬂfufUzk - Clkd)

k, l:l

= _I(Z (O_ID_I)kj(OD)ildxllek — Z (OD)ilClk(C_lD_l)ijF)
k=1 k=1

—=q (D _(CT D)5 (CD)adaywey — Cyyid®)
k=1

=¢'()_ (CD)(CT' D™ udayway, — Cyyd?)

Il
—_

k.l

Let us show that the ambiguity (z1,,72,, T2,d) is resolvable.
On the first hand we have :

(Do) M(&* = > Dywyewad)

(kl)<(mw)

—(Dye) (¢ ) ZDkl (CD)yjwipda;)

k:l)<(mv) j=1

— (D, Z Z ik D (CD)yjdwza5)
k:l)<(mv) 3,j=1

m

:(Dmv)_l (d2 - Z D,-jdxling) + Z (C_ID_I)im(CD>UdeE1iJZ2j
1,7=1 i,7=1
— Z (O_ID_l)im(CD)Ujd$1il‘2j
i,7=1
because

— Z Dijdl'lil'gj) = (Dmv)_l (d2 — Z Dijdxliij + Dmvdl‘lmﬂﬁgv) —0

ij=1 (i) <(mv)

and on the second one, we have :

m

— q_l Z(CD)vjxlmdej

J=1
m

=Y (CD)y;(CT' D™ imdarizs,

t,j=1

Let us show that the ambiguity (2,72, 2,d) is resolvable.
On the first hand, we have :



- (Dmv)_1< Z Dkl$2kx2ld)
(kl)<(mo)

%q_z(Dmv)_l( Z Z CD k:szl(OD)l]d-rth])

(kl)<(mv) ,j=1

Z Z szkl(CD)ljdeZ'I?])

kl) (mw) 3,5=1

:(Dmv)_1< Z Dijdl‘QiQng) — Z (C_ID_l)im(CD)vjdl'Qiij
ij=1 ij=1
— — Z zm CD)U]deZa:Q]
1,j=1
on the second hand :
—q 'Y (CD)yjwamdrs;
j=1
— — q72 Z (CD)W(CD)mZd.TQzCCQm
ij=1
- - Z zm CD)vjdx2zx2]
1,j=1

Let us show that the ambiguity (z1,,%1,, T1,d) is resolvable.
On the first hand, we get :

— (Do)~ ( Z Dy ypayd)
(kl)<(mwv)

%Q(Dmv)i Z Di( Z gz$1kd$1j))
(k) <(mv) Jj=1

Z Di( Z Z(C_lD_l)kidx1i$1j)))
(k)<(mv) =1 i=1
(>

- = QZ(Dmv)_

szkl(C_lD_l)jldiﬁuiBlj)

(m
()<(me) i.j=1

_ (Y Z )ik Dia(CD) ey 1)

(kl <(mw) t,j=1

Z Dzjdfl,’hl’lj + Z zm CD)wd(L’h[EU
1,7=1 5,j=1
—>q2 Z (C_ID_I)im(C_ID_I)jUdJ]MZL‘lj
ij—=1
because

Z Dz]dl"lle] = Z Dwdl‘hxl] + Dmvdl’lmxl’v

ij=1 (i5)<(mv)



on the second hand :

—q Z(C_lD_l)jv:rlmdarlj
j=1

—>q2 Z (CilDil)jv<071D71)imdl’1id£B1j

ij=1

:q2 Z (CilDil)im(cilDil)jvdlClidﬂflj

4,j=1

Using this result, we can apply the diamond lemma and state :

Corollaire 8.30. The set of reduced monomials is a basis of M(A,, A,|C, D). In parti-
cular, the elements z;; are linearly independent and the algebra M(A,, A,|C, D) is non
zero.

In order to complete the proof of Lemma 8.12, we would like to add an inverse to d, and
a good way to do this would be to localize M(A,, A,|C, D) by the multiplicative set S =
{d"™,n € N}. By the presentation, we already have M(A,, A,|C, D)S = SM(A,, A,|C, D),
and we need to know that d is not a zero divisor (see [24]).

Lemme 8.31. d € M(A,, A,|C, D) is not a zero divisor.

Démonstration. According the above lemma, the set of reduced monomials (denoted by
®) form a basis of M(A,, A,|C, D). A glance at the presentation show us that a reduced
monomial is of the form

d'z, i € N, z a “good” product of Tij,

and the important thing to note is that if M is a reduced monomial, so is dM. Finally,
let 2 =),/ aarM be an element of M(A,, A,|C, D) such that dz = 0. Then

dr = Z aydM =0 = ay =0, VM reduced monomial,

Med
then x = 0. O
Corollaire 8.32. G(A,, A,|C, D) = M(A,, A,|C,D)/S is non zero.






Troisiéme partie

Groupe quantique d’automorphismes et
SO(3)-déformations
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Chapitre 9

Résumé de Particle “Quantum
automorphism group and

SO(3)-deformations”

Dans ce chapitre, nous résumons l'article “Quantum automorphism group and SO(3)-
deformations”; disponible sur ArXiv et soumis pour publication a un journal & comité de
lecture. Cet article, complet et en anglais, constitue le chapitre 10.

Dans cette section, nous montrons que tout groupe quantique compact ayant un semi-
anneau de représentations isomorphe a celui de SO(3) est le groupe quantique d’automor-
phismes d’une paire (A, ¢), ot A est une C*-algébre de dimension finie munie d'un état
fidéle. De plus, nous étudions la catégorie des comodules du groupe quantique d’automor-
phismes de (A, ¢) quand ¢ n’est pas nécessairement positive, généralisant ainsi quelques
résultats connus, et nous examinons la possibilité de classifier les algébres de Hopf co-
semisimples (non nécessairement compactes) ayant un semi-anneau de représentations
isomorphe & celui de SO(3).

9.1 Préliminaires

Algébres semisimples de dimension finie

Dans ce paragraphe, nous collectons quelques faits a propos des algébres de dimension
finie et introduisons diverses notations et définitions.

Définition 9.1. Soit A une algébre. Une mesure sur A est une forme linéaire ¢ : A — C
telle que la forme bilinéaire induite p om : A ® A — C est non dégénérée. Une algebre
mesurée est une paire (A, @) ou A est une algébre et ¢ une mesure sur A.

Définition 9.2. Soient 0 < d; < --- < d,, des entiers positifs. On appelle multimatrice
un élément F = (Ey,..., E,) € @GL4 (C). Si tr(—) est la trace usuelle, on note :
A=1

Tr(E) =Y tr(E)),  trp:=®tr(E"-),
A=1

E'=(EY... EY, E':=(E! ... E"),

et on dit que E est positive si chaque E) est positive.

Rappelons quelques résultats bien connus :
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Lemme 9.3. Soit A une C*-algebre de dimension finie. Il existe des entiers 0 < dy <
- <d, tels que

A~ M, (C).
A=1

Si o : A — C est une mesure, alors il existe une multimatrice £ = (Ey, ..., E,) €
P GL,, (C) telle que ¢ = trp, et v est positive et fideéle si et seulement si Ey est positive
A=1

pour chaque 1 < \ < n.

n n
Notation 9.4. Pour une multimatrice E € @ GLy, (C), on note Ag l'algébre @ My, (C),
A=1 A=1
et on note (e;;,1) ;) sa base canonique.
Les définitions suivantes seront utiles :

n

Définition 9.5. Une multimatrice £ = (Ei, ..., E,) € PGLyx(C) est dite
A=1

1. homogéne si tr(E)y) = tr(E,) # 0, pour tous A\, u=1,...,n,

2. normalisée si Tr(E~') = tr(E)), pour tout A =1,...,n,

3. normalisable 'l existe £ € C* tel que Tr((£E)™1) = tr(€E)), pour tout A =1,...,n.
Une mesure ¢ = try et une algébre mesurée (A, ¢) sont dites homogénes (resp. normali-
sées, normalisables) si E est une multimatrice homogeéne (resp. normalisée, normalisable),

et on dit qu'une C*-algébre mesurée (A, @) est homogéne (resp. normalisée, normalisable)
si ¢ est homogeéne (resp. normalisée, normalisable) et positive.

Remarque 9.6.
1. Une multimatrice homogeéne E est normalisable si Tr(E~!) # 0.

2. Montrons comment calculer ces deux quantités : soit (A, ) = (Ag, trg) une algebre
n

de dimension finie, semisimple, mesurée, ou E' € P GLyx(C). Alors, on a
A=1
- trE(1~A) =Tr(E™),

— soit 0 : C — A ® A 'application linéaire telle que

nody
(1) =) Eipzérin @ erpa
N1 k=1

Alors 6 est 'application duale a Papplication bilinéaire trzom : A® A — C, et
I’application composée suivante

ANP Ao A0 A™N A0 4T A28 C, exr— tT(EA)EIQ,l/\

coincide avec try a un scalaire non-nul pres si et seulement si E est homogeéne.

Le groupe quantique d’automorphismes A, (A4, ¢)

Nous pouvons maintenant rappeler la construction du groupe quantique d’automor-
phismes Aaui(A, p) d'une algébre de dimension finie, semisimple et mesurée, d’aprés
Wang, voir [66].



Proposition 9.7. Soit (A,¢) = (Ag,tre) une algébre de dimension finie, semisimple
et mesurée, et soit (e;)jn) S base canonique. Le groupe quantique d’automorphismes
Aaut(A, @) est défini comme suit. Comme algébre, Agu(A, @) est lalgébre universelle en-
gendrée par les générateurs X}gz (1< p<n, 1 <4, <dy 1<kl <d,) soumis aux
relations

dy n m
rq,V \qS,V S,V A 5
E :X’L] A Xkl N 5)\H5]szl N § : § :ka,u - 51.7’
q=1 /L—]. k=1
n
2 : z : kKl 1 z : kp,p yvqlyy kl,u
Ek:l ,uXU)\ E’Lj ) ETS /\er)\ XSJ/\ 5 EP‘I #ij/\
p=1k,l=1 r,s=1

Elle posséde une structure d’algébre de Hopf donnée par

n dx

kl, , R kl, k‘l, ri,\
A(‘sz]f Z X;éﬁ@XZq/\ ’ (Xz],)fL) - 5“?5115)\/“ S XZJ;L ZZETJ /\ElS:HXsk N2

v=1 p,q=1 r=1 s=1

et le morphisme d’algébres cvy : A — AR Agut(A, p) défini par

n
Pk
aleija) § : E :epqu®ng/\

n=1p,g=1

est une coaction sur A telle que  est équivariante.

Si (H,«) est une algébre de Hopf coagissant sur (A, @) avec un morphisme d’algébres
a:(Ap) = (A )@ H, alors il existe un morphisme d’algébres de Hopf f : Aqus(A, ©) —
H tel que (f ® ida) o ay = a.

Si de plus E est positive, Aqut(A,p) est une algébre de Hopf compacte pour la *-
structure

i\ % JiA
(Xkl,u) :Xlk,u‘
Alors ay est un x-morphisme et si H est une algébre de Hopf compacte, f est aussi un
x-morphisme.

Ezxemple 9.8.

1. Soit (A, ) = (M2(C),tr). Alors Aaut(A, p) >~ O(PSLy(C)) ~ O(SO3(C)). Voir
6, 19].

-1

2. Soient ¢ € C* et Fj, := ( qO

O(SO,1/2(3)).
Remarque 9.9.

2 ) . Notons tr, := trp,. Alors on a Aque (M2 (C), try) ~

1. Soit (Ag,trg) une algébre de dimension finie, semisimple et mesurée, et notons
E=(Ey,...,E\,...,E,). On a un morphisme surjectif d’algébres de Hopf

Aput(Ap, trg) — Aaut(AEAO ; trE,\O)
donné par

ij Sy
Xij’/\ N 5>\MXkl si A= )\0,
Kl druOikd;  sinon.



2. D’apreés les relations définissant Ay (Ag, trg), on a Aaut(Ag, trg) = Aaut(Aep, treg)
pour tout { € C*. Donc si £ € @G Ly (C) est normalisable, alors il existe une
A=1

multimatrice normalisée F € @GLdf((C) telle que Ap = Ap et Aaut(Ap, trg) =
A=1
Aaut(AFa trF)-

9.2 SO(3)-déformations : le cas compact

Décrivons le semi-anneau R (O(SO(3))) : il existe une famille (W), ),en de comodules
simples, non-isomorphes deux a deux, tels que :

Wo=C, W, oW, =W, W, ~W, 1&W, dW,y, dim(W,)=2n+1, VneN".

Dans ce paragraphe, nous utilisons le lemme de Schur pour étudier les régles de fusion
de SO(3) et reconstruire une C*-algebre mesurée associée a une SO(3)-déformation com-
pacte. A cause de la technicité des différentes démonstrations, il nous semble éclairant de
décrire l'exemple de O(SO(3)) ~ Aaut(M2(C), tr), suivant la proposition 3.2 dans [19],
qui motive les lemmes 9.12 et 9.13 et le théoréme 9.14 ci-dessous.

Ezemple 9.10. Considérons (A4, ¢) = (M3(C), tr) et la base quaternionique de A

(10 (=i 0 (0 -1 O
©“=1p 1) \o )27 \1 0 )27\ o)

Ces éléments satisfont les relations suivantes :
e =—ey, 1 <k<3, eep=e3 ege3=ce, e3e;= ey

Introduisons quelques notations : pour 1 < k # [ < 3, (kl) € {1,2,3} est tel que
{k, 1} U{(kD)} = {1,2,3}, et soit ey € {£1} tel que exe; = epeqy.

{e1, eq, €3} est une base de ker(tr) qu’on identifie au comodule fondamental W = W,
dans R*(O(SO(3))), et on a la décomposition

MQ(C) = C.eo D W.
Définissons les applications colinéaires suivantes :

e:WRW = C, ele,®e)=—2 0,
3

1
CCoWaW, cl)=—3) ada.
k=1

C:-WeW =W, Cle®e¢e)=(1- 5kl)5kl€(kl>a

D:W = WaW, D(e)= Zakqum ® ep.
p#k

Ces applications satisfont les relations décrites dans le lemme 9.12, avec 7 = 3 et
R =1, et la multiplication dans M,(C) = C.eq & W se décompose en

1
m(A®B):§e(A®B)eo+C(A®B) VA BeW.



Cette situation est essentiellement due au lemme de Schur et & la décomposition de
W @ W dans RT(O(SO(3))), et reste vraie dans le cas général, comme le montrent les
lemmes 9.12 et 9.13 ci-aprés. Pour les démontrer, on utilisera ’estimation suivante.

Lemme 9.11. Soit F € GL,(C) telle que FF = +1,,. Alors tr(FF*) > 2.

La disponibilité de ce lemme constitue la principale différence entre le cas compact et
le cas général. Il est utilisé de fagon cruciale dans la démonstration du lemme suivant (qui
permet de reconstruire une algébre a partir des régles de fusion de SO(3)).

Lemme 9.12. Soit H une SO(3)-déformation compacte, de comodule fondamental (W, &)
munt d’un produit scalaire H-invariant. Alors il existe des morphismes de H-comodules

e:WeW —=C, C-WeW —=W

et des scalaires T > 2, R € {£1} vérifiant les relations de compatibilité suivantes (ow

e :C— W W est l'adjoint de e et D := (idy @C)(e* @ idw) : W - W W) :

CD =idy ee’ = Tide
Ce* - O €D = O

e(C®idy) = e(idy ®C)  (idy ®C)(e* @ idy) = (C @ idy) (idy @e*)

(idy ®C)(D ® idy) = (C @ idw)(idy ®D) = R(R — 1) 'idye2 +(1 — R) 'e*e + DC
(idw ®D)D = R(R — 1) }(e* ® idw) + R(T — R) " (idw ®¢*) + (D ® idyw) D
C(idy ®C) = (R — 1) (idw ®e) + (1 — R) e ® idw) + C(C ® idy)

Le lemme suivant permettra de définir une structure de C*-algébre sur A =C o W.

Lemme 9.13. Soit H une SO(3)-déformation compacte, de comodule fondamental (W, ).
Alors R =1 et il existe une application antilinéaire x : W — W telle que :

w* = w, Yo e W,
e(v* @ w*) = e(w ®v), Yo, w e W,
e(w®w*) >0, Yw e W — {0},
Cv"@w") =Clwev), Yo, w e W.

Les ingrédients des démonstrations sont I’étude de la décomposition
WeaW~CoW oW,

grace au lemme de Schur et a la réciprocité de Frobenius. On renvoie au chapitre 10 pour
les démonstrations complétes.
Munis de ces deux lemmes, nous pouvons prouver le théoréme suivant :

Théoréme 9.14. Soit H une algébre de Hopf compacte ayant un semi-anneau de repré-
sentations isomorphe a celui de SO(3). Alors il existe une C*-algébre de dimension finie,
mesurée et homogeéne, (A, ), avec dim A > 4, telle que H ~ Agui(A, @).



Idées de la démonstration du théoréme 9.14. Soit H une algebre de Hopf compacte ayant
un semi-anneau de représentations isomorphe a celui de SO(3). On note (W), ey sa
famille de comodules simples et on note W := W son comodule fondamental, avec
la coaction associée.

Commengons par définir une C*-algébre (A, ) de dimension finie mesurée, munie
d’une H-coaction. Soit A le H-comodule CG W, dim A > 4. Munissons A des applications
suivantes : soit m: AR A —- A, u:C — Aet ¢ : A— C les applications H-colinéaires
définies par

m(A® p) = A\, VA, neC,

mA®@v) =m(v® ) = v, YAeC,veW,

m(v@w) = ((t—1)e(v@w),C(vow)), Yo, we W,
uw(l) = (1,0) := 14,

o\ v) = A, YAeC, veW,

et soit x : A — A D'application antilinéaire définie par :
()‘7 U)* = (X7 'U*)

ou x : W — W est I'application antilinéaire donnée par le lemme 9.13. D’apres les

lemmes 9.12 et 9.13, A est une x-algébre de dimension finie munie d’un état fidéle, et

est donc une C*-algébre. Il existe une multimatrice positive F € @GLdf((C) telle que
A=1

(A, p) ~ (Ap,trg). Par construction des applications de structure, A est une *-algébre

H-comodule telle que ¢ est équivariante, donc par universalité, il existe un morphisme

de x-algebres de Hopf f : Aaut(A, ) — H tel que (idy ®f) o aqa = /4. Finalement,

W = ker(p) est un Aaut(A, p)-sous-comodule de A, et par définition des coactions sur A,

on a (idw ®f) o aw = afy.

En utilisant la remarque 9.6, on peut calculer les quantités Tr(E~1) et tr(E)) et voir
que (A, ¢) est normalisable.

Pour résumer, il existe une C*-algébre mesurée homogeéne (A, ¢) et un morphisme d’*-
algebres de Hopf [ : Aaus(A, ) — H tel que W C A est un Aaui(A, p)-sous-comodule et
(idw @ f)oaw = ajy, ot ayy est la coaction sur W de Aaut(A, ). D’apres [6, 7], Aaut(A, )
est une SO(3)-déformation compacte et on écrit (WA),,cy sa famille de comodules simples.
Alors on a f, (W) ~ WH_ et par récurrence, on a f,(W4) ~ WH pour tout n € N, donc,
d’aprés le lemme 2.25, f est un isomorphisme d’«-algébres de Hopf et H ~ Au(A, ). O

9.3 Theéorie des représentations du groupe quantique
d’automorphismes

Le but de cette section est d’étudier la catégorie des comodules du groupe quantique
d’automorphismes d’une algebre munie d’une mesure non-nécessairement positive. Pour
cela, nous définissons le cogroupoide suivant :

ng nr
Soient E' € PG L4x(C) et F' € €DGLyr(C) des multimatrices. Notons dp := dll et
A=1

pn=1
dp = dfF. L’algebre A(F, F') est Ialgébre universelle engendrée par les générateurs Xﬁ;\t



(1<A<np, 1<i,j<df, 1 <p<np, 1<k <d])) soumis aux relations

az —
rq,V v qs,V ) rs,v A 5
E :Xij,)\ Xkl,u - 6)\H6JkXil,u ) E : E :ka,u - 61]7
q:]_ /Lzl k=1
E : E : =1 ykbp _ -1 E : PA QY i,
Ekl,uXij,)\ — F1ij,)\’ FTSvﬂXkr,qul,u - 6)\VEPQ:)\Xkl,/L'
p=1 kl=1 r,s=1

En particulier, on a A(E, E) = Aaut(Ag, trg) comme algébre.
On a le lemme suivant :

ng ng
Lemme 9.15. Pour toutes multimatrices E € @GL4(C), FF € @GL4wx(C) et G €
A=1 p=1

ng
DG Ly (C), il existe des morphismes d’algebres
v=1

AGp A(E,F) = A(E,G) ® A(G, F)

ng d

défini par AZ p(Xi3) = 3. ¥ X @ Xigyl (1S A<np, 1< i, <df, 1< p<nr,

1<k, l<dy), AB)
EE . —

défini par EE(XI?ZZ\L) = 0ir0ji0a, (1< A\ p<np, 1<4,j<dy, 1<k, 1<d}) et

SE,F : A(E, F) — .A(F, E)Op

d¥ af
B B _ k, .
défini par SE,F(X;JZ’H) = ZZEJT,AFSLLX;,AN A<A<ng, 1<i,j<d}, 1<pu<np,
r=1s=1

1<k < dfj) satisfaisant les relations de définition d’un cogroupoide.

La démonstration de I'existence utilise la propriété universelle des algébres A(FE, F') et
la compatibilité se vérifie directement sur les générateurs. Ce lemme permet la définition
suivante :

Définition 9.16. Le cogroupoide A est défini comme suit :
1. Ob(A) ={FE € EBGLdf(C); dg > 1},
A=1
2. pour E, F € Ob(A), 'algébre A(FE, F') est 'algébre définie ci-dessus,
3. les applications de structure A7 ,, €, et S, o sont données dans le lemme précédent.

Nous devons maintenant étudier la connexité de ce cogroupoide. On commence par le
lemme technique suivant, qui se prouve en utilisant le lemme du diamant.

Lemme 9.17. Soient E, F € Ob(A) telles que Tr(E~") = Tr(F~ 1) et tr(Ey) = tr(F),)
pour tout A, pu. Alors Ualgébre A(E, F) est non-nulle.

On peut de plus montrer le résultat suivant :

Théoréme 9.18. Soit n € N. Alors les algébres de Hopf Agqui(C™ @ C?) et Agus(C" ®
(M5(C),tr)) sont des déformations par 2-cocycle l'une de l'autre. En particulier, elles ont
des catégories de comodules monoidalement équivalentes.



En utilisant le théoréme de Schauenburg, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 9.19. Soit (Ag,trg) une algébre de dimension finie, semisimple et mesurée,
telle que dimAp > 4, ou F € @GLd&s(C) est une multimatrice normalisable. Alors il

A=1
existe ¢ € C* et une équivalence de catégories monoidalse C-linéaires

Comod(Aau(Ag, trg)) >~ Comod(O(SO,1/2(3)))

entre les catégories de comodules de Aqu(Ap,trg) et O(SO,/2(3)) respectivement. Si E
est normalisée, q € C* vérifie ¢> — Tr(E~1)g+1=0.

9.4 SO(3)-déformations : le cas général

La théorie des représentations de SO,1/2(3)

Du fait que O(SO,1/2(3)) est une sous-algebre de Hopf de O(SLy(2)), on peut déduire
de la théorie de représentations de SLg(2) celle de SO,1/2(3). On obtient une description
du semi-anneau de représentations R (O(SO,1/2(3))), aussi bien dans le cas cosemisimple
que dans le cas ol ¢ € C* est une racine de I'unité.

Théoréme 9.20. Soit ¢ € C*. On dit que q est générique si q n’est pas une racine de
Punité ou si q € {£1}. Si q n'est pas générique, soit N > 3 l'ordre de q et soit

_JN st N est impair,
° N/2 si N est pair.

~ Supposons d’abord que q est générique. Alors O(SO,1/2(3)) est cosemisimple et il
existe une famille de comodules simples deuz-a-deuz non-isomorphes (Wy,)nen tels
que :

Wy=C, W,oW; ~W, W, ~W, 1&W,eW, 1, dim(W,) =2n+1, Vn € N*.

De plus, tout O(SO,1/2(3))-comodule simple est isomorphe a l'un des comodules W,,.

— Supposons maintenant que q n’est pas générique et que Ny = 2N1, N1 € N*. Alors
O(S0,1/2(3)) n'est pas cosemisimple. Il existe des familles {V,,, n € N}, {W,, n =
0,...,Ny — 1} de comodules simples non-isomorphes (hormis pour n = 0 ou Vo =
Wy =C), tels que

VoV VieV, 2V, 1&V,y, dimV,=n+1, Vne N
W,oW, W @W, ~W, 1&W,&W,4, dimW,=2n+1, Vn=1,...,N;—1.
Le comodule Wy, 1 @ W1 n’est pas semisimple. Il posséde une filtration simple
0)CWhn2®Wyn 1 CY C Wy @Wy
avec Wy, 1 @ W1 )Y =Wy, 1 et Y/(Wyy 2 @ Wi, 1) = V1.

Les comodules W, @ V,;, ~V,, @ W,, (m € N et n=0,...,N; — 1) sont simples et
tout O(SO,1/2(3))-comodule simple est isomorphe a l'un d’euz.



— Finalement, supposons que q ne soit pas générique et que Ny = 2N, — 1, Ny €
N*. Alors O(SO,./2(3)) n’est pas cosemisimple. Il existe des familles {V,,, n € N},
{Upn, n=0,..., Ng—1} d’espaces vectoriels (de dimension dim'V,, = dimU,, = n+1)
tels que les familles {Va,, n € N}, {Us,, n=10,..., Ny —1} et {Vop 11 ®@Uspms1, n €
N, m =0,..., N1 — 1} soient des O(SO,/2(3))-comodules simples non-isomorphes
(hormis pour n =0 ou Vo = Uy = C). Ils satisfont les régles de fusion induites par :

V®‘/1 V1®Vn_V 1@Vn+1, Vn € N*

Un®U12U1®U ~ n71®Un+1 Vnzl,...,NO—l.

Le comodule Uy(n,—1) @ Uy n'est pas simple. Il posséde une filtration simple
(O) C UQ(NI,Q) cCYC UQ(NI,D ® U,

ol Uyny—1) @ Up )Y =~ Uy, -2y et Y/Uyn,—2) ~ Uy ® Vi. Les comodules V,, @ Uy, ~
Un ® Vy, (avec n = m(mod 2)) sont simples, et tout O(SO,1/2(3))-comodule simple
est isomorphe a ['un d’eux.

Le cas général

En utilisant la méme démonstration que celle du lemme 9.12, mais sans pouvoir utiliser
I’estimation 9.11, on obtient le lemme suivant.

Lemme 9.21. Soit H une SO(3)-déformation de comodule fondamental (W, «). Alors il
existe des morphismes de H-comodules

e:WeW —C G C—oWeW
C-WeW =W D:W-—-WW,

un nombre compleze w € C tel que w® = 1 et un unique scalaire non-nul T € C* satisfaisant
les relations de compatibilité suivantes :

(e ®idw ) (idw ®J) = idw (idw ®e)(d @ idy ) = idw
D = (idw ®C) (5 ® idw)
CD =idy ed = Tide
Co=0 eD =0
(idy ®C) (6 @ idw) = w(C ® idy ) (idw ®0) e(C ®idy ) = we(idy @C')
(idw ®e)(D ® idy) = w(e @ idy ) (idy ®D) (idw ®D)d = w(D @ idy )

De plus, siw#1, onatT=2,etsiw=1,onat#1 et

(idw ®C)(D @ idy) = (C ® idy ) (idw ®D) = (1 — 7) " idye: +(1 — 1) e + DC
(idw ®D)D = (1 — 7)1 (§ @ idw) + (1 — 1) (idw ®8) + (D ® idy) D
C(idy ®0) = (1 — 1) (idw ®e) + (1 — 1) e @ idy) + C(C ® idy)

Nous sommes donc amenés a considérer deux sous-familles de SO(3)-déformations.

Notation 9.22. Soit H une SO(3)-déformation. On dit que H est de type I, si w =1, ou
7 € C* est uniquement déterminé par H d’aprés le lemme 9.21. Sinon, on dit que H est
de type II (dans ce cas, on a toujours 7 = 2).



Dans le cas compact, le lemme 9.11 permet de dire que toute SO(3)-déformation
compacte est de type 1., avec 7 # +1. Ici, dans le cas I, on peut toujours démontrer

I'existence d’une algébre mesurée (A, ) telle que H soit un quotient de Aaue(A, ), et on
a le résultat suivant :

Théoréme 9.23. Soit H une SO(3)-déformation de type I, telle que 7 # —1. Alors il
existe une algébre de dimension finie, semisimple et mesurée (A, p) telle que dim(A) > 4
et un isomorphisme d’algébres de Hopf H ~ Agu(A, ©).



Chapitre 10

Quantum automorphism groups and
SO(3)-deformations (|48])

We show that any compact quantum group having the same fusion rules as the ones of
SO(3) is the quantum automorphism group of a pair (A, ), where A is a finite dimensional
C*-algebra endowed with a homogeneous faithful state. We also study the representation
category of the quantum automorphism group of (A, ¢) when ¢ is not necessarily po-
sitive, generalizing some known results, and we discuss the possibility of classifying the
cosemisimple (not necessarily compact) Hopf algebras whose corepresentation semi-ring
is isomorphic to that of SO(3).

10.1 Introduction and main results

The quantum automorphism group of a measured finite dimensional C*-algebra (A, ¢)
(i.e. a finite-dimensional C*-algebra A endowed with a faithful state ¢) has been defined
by Wang in [66] as the universal object in the category of compact quantum groups acting
on (A, ). The corresponding compact Hopf algebra is denoted by Aau(A, ¢).

The structure of Auut(A, ¢) depends on the choice of the measure ¢, and the represen-
tation theory of this quantum group is now well understood [6, 7|, provided a good choice
of ¢ has been done, namely that ¢ is a §-form (we shall say here that ¢ is homogeneous,
and that (A, ) is a homogeneous measured C*-algebra). Banica’s main result in [6, 7| is
that if ¢ is homogeneous and dim(A) > 4, then A,u¢(A, ¢) has the same corepresentation
semi-ring as SO(3). See also [20]. The result can be further extended to show that the
corepresentation category of Aaut(A, ) is monoidally equivalent to the representation
category of a quantum SO(3)-group at a well chosen parameter, see [22].

Then a natural question, going back to [6, 7| and formally asked in [8], is whether any
compact quantum group with the same fusion rules as SO(3) is the quantum automor-
phism group of an appropriate measured finite-dimensional C*-algebra. The main result
in this paper is a positive answer to this question.

Théoréme 10.1. Let H be a compact Hopf algebra with corepresentation semi-ring iso-
morphic to that of SO(3). Then there exists a finite dimensional homogeneous measured
C*-algebra (A, @) with dim(A) > 4 such that H ~ Agu(A, ).

Recall that if G is a reductive algebraic group, a G-deformation is a cosemisimple
Hopf algebra H such that RT(H) ~ RT(O(G)), where R denotes the corepresentation
semi-ring. The problem of the classification of G-deformations has been already studied for
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several algebraic groups : see |70, 3, 53, 13| for SL(2), [51, 47| for GL(2), and [50] for SL(3).
Thus Theorem 10.1 provides the full description of the compact SO(3)-deformations.

The next natural step is then to study the non-compact SO(3)-deformations. For this
purpose we study the comodule category of Auut(A, @) with ¢ non necessarily positive
and give a generalization of the results from [6, 7, 14, 22| (together with independent
proof of these results), as follows (see Section 2 for the relevant definitions).

Théoréme 10.2. Let (A, ) be a finite dimensional, semisimple algebra endowed with
a normalizable measure ¢, with dim A > 4. Then there exists a C-linear equivalence of
monoidal categories

Comod(Agu(A, p)) =¥ Comod(O(SO,(3)))

between the comodule categories of Aqut(A, p) and O(SO,(3)) respectively, for some well-
chosen q € C*.

We have not been able to show that all SO(3)-deformations arise as quantum auto-
morphism groups as in the previous theorem. However see Section 5 for partial results
in this direction. Note that the monoidal reconstruction theorem of Tuba-Wenzl [61] in
type B does not indicate clearly that quantum SO(3)-deformations all should be quantum
automorphism groups.

This paper is organized as follows : in Sec. 2, we fix some notations and definitions, state
some basic facts about compact Hopf algebras, finite dimensional algebras and we recall
the construction of the quantum automorphism group of a finite dimensional, semisimple,
measured algebra. Theorem 10.1 is proved in Sec. 3, thanks to a careful study of the fusion
rules of SO(3). In Sec. 4, we prove Theorem 10.2 by building a cogroupoid linking these
Hopf algebras and studying its connectedness and in Sec. 5, we prove some classification
results about Hopf algebras having a corepresentation semi-ring isomorphic to that of

SO(3).

10.2 Preliminaries

Compact Hopf algebras
Let us recall the definition of a compact Hopf algebra (see [40]) :

Définition 10.3.

1. A Hopf x-algebra is a Hopf algebra H which is also a *-algebra and such that the
comultiplication is a x-homomorphism.

2. If 2 = (w4)1<ij<n € M,(H) is a matrix with coefficient in H, the matrix (z};)1<i j<n
is denoted by 7, while 7?, the transpose matrix of 7, is denoted by x*. The matrix x
is said to be unitary if x*x = I,, = xx*.

3. A Hopf x-algebra is said to be a compact Hopf algebra if for every finite-dimensional
H-comodule with associated multiplicative matrix of coefficients x € M, (H), there
exists K € GL,(C) such that the matrix Kz K ! is unitary.

Compact Hopf algebras correspond to Hopf algebras of representative functions on
compact quantum groups. In this paper, we only consider compact quantum groups at
the level of compact Hopf algebras.



Finite dimensional semisimple algebras

In this section, we collect some facts about finite dimensional algebras and introduce
some convenient notations and definitions.

Définition 10.4. Let A be an algebra. A measure on A is a linear form ¢ : A — C such

that the induced bilinear form pom : A ® A — C is non degenerate. A measured algebra

is a pair (A, p) where A is an algebra and ¢ is a measure on A.

Définition 10.5. Let 0 < d; < --- < d,, be some nonzero positive integers. We call a

multimatriz an element E = (Ey,...,E,) € @GL4, (C). If tr(—) is the usual trace, we
A=1

denote :

TH(E) =Y (B, trg =@ te(E; ")
A=1

Et=(E... EY, E':=(E. . . E")

n

and we say that E is positive if each FE is positive.
Let us recall some well known results.

Lemme 10.6. Let A be a finite dimensional C*-algebra. Then there exist some nonzero
positive integers 0 < dy < --- < d,, such that

A~ @Md/\ ((C) .
A=1

If o + A — C is a measure, then there exists a multimatric E = (Ey,...,E,) €
P GL4, (C) such that p = trg, and ¢ is positive and faithful if and only if E\ is positive
A=1
forall1 < X <n.

Notation 10.7. For a multimatrix £ € @ G Ly, (C), we denote by Ag the algebra @ M, (C),
A=1 A=1

and we denote by (e x)x,) its canonical basis.

The following definition will be useful :

Définition 10.8. A multimatrix £ = (E\,..., E,) € @GLy»(C) is said to be
A=1

1. homogeneous if tr(Ey) = tr(E,) # 0, for all A\, p=1,...,n,

2. normalized if Te(E~1) = tr(E)), forall A\ =1,...,n,

3. normalizable if there exists & € C* such that Tr((EE)™!) = tr(¢E)), for all A =
1,....n.

A measure ¢ = trp and a measured algebra (A, ) are said to be homogeneous (resp.
normalized, normalizable) if F is a homogeneous (resp. normalized, normalizable) multi-
matrix, and we say that a measured C*-algebra (A, ) is homogeneous (resp. normalized,
normalizable) if ¢ is homogeneous (resp. normalized, normalizable) and positive.

Ezemple 10.9. The canonical trace used by Banica in [6] is homogeneous, as well as the
d-forms from [7].



Remarque 10.10.
1. A homogeneous multimatrix F is normalizable if Tr(E~1) # 0.

2. Let us show how appear those quantities : let (A, ¢) = (Ag, trg), be a finite dimen-

sional semisimple, measured algebra, where E' € )G Lye(C). Then we have :

A=1
— trg(la) = Tr(E7Y)
— Let 0 : C - A ® A be the linear map defined by

nody
0(1) =" " Bt ® erpn.
N1 k=1

Then 6 is the dual map induced by the bilinear map trgom : A® A — C, and the
following composition

AR A AQA™ N AR A5 ALE C, ey tr(Ex) By

coincides with trg up to a nonzero scalar if and only if £ is homogeneous.

10.3 The quantum automorphism group A,y (A, ¢)

We can now recall the construction of the quantum automorphism group Aaut(A4, @)
for a finite dimensional, semisimple, measured algebra (A, ¢) from [66].

Proposition 10.11. Let (A, p) = (Ag, trg) be a finite dimensional, semisimple, measu-
red algebra and let (eij,,\)(ijﬁk) be its canonical basis. The quantum automorphism group
Aaut(A, @) is defined as follows. As an algebra, Agqui(A, @) is the universal algebra with
generators X,gz (1< Ap<n,1<ij<d,1<k/l<d,) submitted to the relations

d,/ n du

rq,V v qs,V __ ) S,V YA 5
§ :Xij,)\ Xkl,u — 5)\H5]kXil,u ) § : § :ka,p, - 51.7’
q:l ;,LZ]. k=1
n dy, dy

-1 yklp _ -1 kp,p yrqlv kl,p

E : E : Ek:l,,qu‘j,A - Ez‘j,,\v E , Ersv)\Xir,)\ ij,/\ - 5qupq,uXij,,\-
p=1 k=1 r,s=1

It has a natural Hopf algebra structure given by

n  dy dy dy
klpy kl,p pq,v klpy i X klpy -1 i,
A<Xij,)\) = § § qu,u®Xij,>\ ’ 5(Xij,,\> = 0ik0j10\u; S(Xij,)\) = Erj,/\Els,quk,u
v=1 p,q=1 r=1 s=1

and the algebra map ay : A — A® Aqut(A, ) defined by

n du

) — Pa,L
aalesn) = § § Epq,p ®Xij,)\

u=1p,q=1

is a coaction on A such that  is equivariant.

If (H,«) is a Hopf algebra coacting on (A, ) with an algebra morphism a : (A, p) —
(A, o) ® H, then there exists a Hopf algebra morphism f : Aqut(A, ) — H such that
(f®ldA> oty = (.



If moreover E is positive, Agui(A, ) is a compact Hopf algebra for the x-structure
i\ % i\
(Xk]l,,) - Xl]k,u'
Then ag 1s a *-morphism and iof H is a compact Hopf algebra, f is also a x-morphism.

Exemple 10.12.

1. If X,, is the set consisting of n distinct points and v is the uniform probability
measure on X,,, then Aau(C(X,), %) is the quantum permutation group on n points,
see [66].

2. Let (A, p) = (M3(C),tr). Then Aaue(A,9) >~ O(PSLy(C)) ~ O(SO3(C)). See [6,
19].

-1

3. Let g € C*and Fy := ( qO 2 ) Denote trq := trp,. Then we have Aaye(Mz(C), try) ~

O(SO,1/2(3)).
Remarque 10.13.

1. Let (Ag,trg) be a finite dimensional, semisimple, measured algebra, where £ =
(Er,...,E\y,--., Fy). Then we have a Hopf algebra surjection

Aaut (AEa trE') — Aaut (AEAD ) trE')\O )

given by -
i, 5/\qu?[ when \ = )\07
Xery = { OO0y otherwise.
2. In view of the relations defining Aaut(Ag, tre), we have Agu(Ap, trg) = Aaut(Aer, trep)
forall{ € C*. Thenif E € € G'Lyr(C) is normalizable, there exists ' € @ G Lye (C)
A=1 A=1
normalized such that Ap = Ap and Aau(Ap, trg) = Aaut(Arp, tre).

According to the properties of the trace, we have the following result :

Proposition 10.14. Let E, P € @ GLq, (C) be some multimatrices. Then Ag = Apgp—1
A=1
and we have a Hopf algebra isomorphism

Aaut(AEa trE) = Aaut(AE7 trPEP—1)~

Démonstration. The first assertion is obvious, and the rest follows from the universal

property of the quantum automorphism group, with respect to the base change induced
by the linear map M — P'M P~ and the fact that trg(P'M P~ = trppp(M). O

10.4 SO(3)-deformation : the compact case

This section is devoted to the proof of Theorem 10.1 which classifies compact SO(3)-
deformations.

Let us describe the fusion semi-ring RT(O(SO(3))) : there exists a family of non-
isomorphic simple comodules (W,,),en such that :

Wo=C, W, oW, W, W, ~W,1&W, dW,, dim(W,)=2n+1, VneN".



In the next few lemmas, we will use Schur’s lemma in order to study the fusion rules
of SO(3) and to reconstruct a measured C*-algebra associated to a compact SO(3)-
deformation. The different proofs being slightly technical, it seems useful to describe the
example of O(SO(3)) ~ Aaut(M2(C), tr), following Proposition 3.2 in [19], which motivate
the Lemmas 10.17 and 10.18 below and Theorem 10.1.

Ezemple 10.15. Consider (A, ) = (M>(C), tr) and the linear basis of A consisting of the
unit quaternions

(10 (=i 0 (0 -1 NOR
“=lp 1) \o )27 \1 0 )37\ o)

These satisfy the following multiplication rules :
e =—ey, 1 <k<3, eep=e3 ege3=ce, e3e;=ey.

We introduce some notations : for 1 < k # [ < 3, (kl) € {1,2,3} is such that
{k, 1} U{(kl)} = {1,2,3}, and let gy € {1} be such that eye; = e . In particular,
€kl = —€lk-

{e1,e9,€3} is a basis of ker(tr) which can be identified with the simple comodule
W =W; in RT(O(SO(3))), and we have the decomposition

MQ(C) = C.eo D w.
Define the following colinear maps :

e:WRW = C, ele,®e)=—2 0,
3
1
e C>WeW, 6*(1):—§;€k®6k7

c:w X W — W, C’(ek X 61) = (1 — 5kl)5kle(kl>7
D:W—-WaW, D(e)= ngpe<kp> ® ep.

p#k

This maps satisfy some (compatibility) relations which are described in the following
Lemma 10.17, with 7 = 3 and R = 1, and the multiplication in My(C) = C.eq & W
decompose into

1
m(A®B):§e(A®B)eo+C(A®B) VA BeW.

The rigidity provided by Schur’s lemma and the fusion rules of W @ W will allow us
to see that this situation essentially holds in the general case.
We begin by a lemma :

Lemme 10.16. Let F € M, (C), n > 3, be such that FF = +1,,. Then tr(FF*) > 2.

Démonstration. First assume that F'F = I,,. Then according to [18] p.724, there exists a
unitary matrix U € M,(C) and some real numbers 0 < A; < --- < )y < 1 such that

0 DOy M) 0
UFU = | DO, ..., ) 0 0
0 0 In—2l€



where D(Aq, ..., \x) denotes the diagonal matrix with the \; along the diagonal. In that

case,
k

r(FF*) =Y (A + A7) +n—2k>2
i=1
Now assume that F'F' = —I,,. Then according to [18] p.724, 4 < n is even and there
exists a unitary matrix u € U,(C) and some real numbers 0 < A\; < -+ < Ans2 < 1 such

that O )
. B 0 DAy .oy Ang2
UFU = (—D()\l,...,)\n/g)_l 0

In that case,
n/2
tr(F*F) =Y A7+ X >2.
i=1

]

Lemme 10.17. Let H be a compact SO(3)-deformation, with fundamental comodule
(W, a) endowed with an H-invariant inner product. Then there exist morphisms of H-
comodules

e:WeW—-C, C:WeW->W (10.1)

and some scalars T > 2, R € {£1} such that the following compatibility relations hold
(where e* : C — W®W s the adjoint of e and D := (idw ®C)(e*@idy ) : W — WeW ) :

(e ® idw ) (idy ®e*) = Ridy (idy ®e)(e* ® idy) = Ridy (10.2a)
CD =idw ee’ = 1idc (10.2b)
Ce"=0 eD =0 (10.2¢)
e(C @idy) = e(idy @C)  (idy @C)(e* ®@ idy) = (C @ idy ) (idy ®e*)
(10.2d)

(idw ®D)€* = (D &® idw)e* (ldw ®€)(D ® ldw) = (6 &® ldW)(ldW ®D) (10.26)

(ldW ®O)(D ® ldw) = (O ® ldw)(ldw ®D) = R(R — T)_l idw®2 —|—(T — R)_le*e —|— DC
(10.2f)
(idw ®D)D = R(R — 7)"'(e* ® idyw) + R(t — R) ' (idw ®¢*) + (D ® idw) D
(10.2g)

Clidy ®C) = (R — 7) " idw @) + (1 — R)" (e @ idw) + C(C ® idw) (10.2h)

Démonstration. Let (w;)1<i<, be an orthonormal basis of W and let (z;;)1<;j<n be the
associated unitary multiplicative matrix. Recall that we write Z = (};). From the fusion
rules, we get dimW > 3.

We have W ~ W by the fusion rules, hence there exist ' € GL,(C) and R € R*
such that # = F~'2F and FF = RI,. Up to a nonzero real number, we can assume that
R € {£1}. The map e defined by

e(w; ®w;) = Fj;

is H-colinear and we have

(1) =Y Fjw; @ w



and e, e* satisfy (10.2ab) for 7 = tr(F*F') > 2 according to Lemma 10.16.
The fusion rules of SO(3) give :

WeW~CaoaWaoWi  (FR)

and there exists a nonzero (hence surjective) H-colinear map C' : W @ W — W. By
Frobenius reciprocity, there exist isomorphisms

U, : Homy(W®3, C) — Hompg(W®2 W) Ut Hompy (W2 W) — Hompy(W®3 C)
f o= (dw ®f)(e* ® idyye2) g — Re(idwy ®g)
W, : Homy (W®3,C) — Hompy (W2 W) Ut Homy(W®2, W) — Hompg(W®3,C)
f = (f ®@idw)(idye: ®e*) g — Re(g®idwy)
@, : Homy(W®2 W) — Homp (W, W&2) ®7' : Homy (W2, W) — Hompy (W, W®?2)
®, : Homy (W®2 W) — Hompy (W, W&?2) ;1 Hompy(W®2, W) — Homy (W, W?)
Put
D = 95(C) = (idw @C)(e* @ idyy) (10.3)

By Schur’s lemma, we can rescale C' such that C'D = idy,. Again by Schur’s lemma, we
have Ce* = 0 et eD = 0. This gives relations (10.2bc).
Let us show that there exists w € C* such that the following relations hold :
e(C ®@idy ) = we(idy @C)

D = (idy ®C)(e* @ idy) = w(C @ idy ) (idw ®e*). (10.4)

According to Schur’s lemma and the isomorphism (F'R), there exist w; and wy such that
e(C ®@idy) = wie(idy, C) = w RYTH(O)
and
(idw ®C)(e" @ idw) = w2 (C @ idw ) (Idw ®e*) = wa P4 (C).
Hence on the first hand we have
w1C = RV (e(C ®idw))
= R(idw ®@e)(idw ®C ® idy)(e* ® idy ®idy)
and on the other hand we have
woC' = 7 ((idy ®C)(e* @ idy))
= R(idw ®e)(idw ®C ® idw ) (e* ® idw @ idw)

S0 Wy = Wy := w. Since C = w®, ' ((C ® idw ) (idw ®e*)), we have w # 0.
Let us show that

(idw ®e)(D ® idw) = w(e ® idw)(idyw ®D) = wRC

10.5
(idy ®D)e* = w(D ® idy )e*. (10.5)



We have D = (idy @C)(e* ® idy) = w(C @ idw ) (idw ®e*)

LY L (dw @e) (idw @ idw ©C)(e* @ idw ® idw)

(10.2a)

= wRC
and

(e ® idw)(idw @D) "= (¢ @ idw) (idwy @ idw ©C) (idw @e” ® idy) "E* RO,

Hence (idy ®e)(D ® idy) = w(e ® idw ) (idw ®D). Moreover

(idw ®@D)e* = w(idy @C ® idy ) (idw @ idy ®e*)e*
= w(idy ®C ® idy)(e* ® idy @idy )e*
129 (D @ idw)e".
Let us show that
(idy @C)(D ® idw) = w(C ® idy ) (idw ®D) (10.6)

Using relations (10.5) and (10.2a), we compute w?(e ® idye2)(idy @D ® idy ) (idw @D)
in two different ways :

w?(e ® idyes) (idy ®D ® idy ) (idw ®D)

U L (idy e ® idy)(D @ idw ® idy ) (idw @D)

= (idye2 ®e)(idy @D ® idw )(D ® idw)

U2 (10 @e) (idye: OC @ idy ) (idw @6 @ idye2)(D @ idw)

= w(idw®2 ®€) (idW®3 ®C) (idW Re* ® idW®2)<D X idw)
= w(idwy ® idy ®e)(idy ®e* ® idy ) (idy RC)(D @ idy)

1229 Ro(idy ©0)(D @ idw)

w?(e @ idye:)(idy ®D @ idy ) (idw ®D)

(12 w?(e ® idye:) (idwe: ®C @ idy) (idy ®e* @ idye:)(idy @D)

= w?(C ®idy)(e ® idy ® idye:)(idy ®e* @ idye2)(idy @D)
1229 R2(C ®idy ) (idy ®D)

and hence (idy ®C)(D ®@ idw) = w(C @ idw ) (idw ®D).
Let us show that w® = 1. Denote A := w?e(C ® idy)(idyw ®D)e*. On the first hand,
we have :
A = w?e(C ®idy)(idy @D)e*
129 e (idy @C)(D @ idy)e*
"2Y (€ @ idw)(D @ idw)e*

= ee”.



On the second hand, we have :
A = w?e(C ®@idy)(idy ®D)e*

129 3e(C @ idw) (D @ idw )e*

= w3ee

Hence w? = 1.
By Frobenius reciprocity, we have isomorphisms

® : Endg (W) — Hompg (W, W), f s (idy @f)(e* @ idy)
U : Endy (W®?) — Homy (W, W®?), f— (f @ idw)(idy ®@e*).

Using relations (10.5) and (10.2ab) we can compute the following :

O((idy @C)(D ®idy)) = w(D ® idy ) D U ((idy ®C)(D ® idw)) = w?(idy ®D)D
$(DC) = (idy ®D)D U(DC) = w*(D @ idy)D
O(e'e) = R(idw ®e) U(ee) = R(e” @ idw)
O (idyye2) = (" @ idw) U(idye2) = (idy ®e).

It is clear by (F'R) and Schur’s lemma that {idy ez, e*e, DC} is a basis of Endgy (W ®
W). Let o, 8 and 7y € C be such that

B = (idy @C)(D ® idw) = w(C @ idw ) (idw ®D) = aidye2 +fe*e +yDC.  (10.7)

First, using relations (10.4) and (10.2b), we have eB = w?e = (a + 78)e so a + 78 = w?.
We also have

w?®(B) = (D ®idy)D = w?ale* @ idy ) + w?RA(idw ®e*) + w?y(idw @D)D  (10.8)
and
U (B) = w(idy ®D)D = a(idy ®e*) + RB(e* @ idy) + yw?*(D ® idw ) D (10.9)

which lead to the following relations between the coefficients :

a+718=w
a+wRy8 =0
RB +wya =0
7V =w

In particular, a # 0 # 3. Consider now w?C(C' ® idy )®(B) € Endy (). On the first
hand we have :

(10.7

(o + ) idw .
On the other hand, we have :

C(idw ®C) (w?a(e* @ idw) + w’RA(Idw ®e*) + w?y(idw ® D)D)
=w?aC(1® C)(e* ® idW) +w?RBC(1 ® C)(idy ®e*) + w?*yC(1 ® C)(idy ®D)D

(10.3) 0.2b)

—wozC’D+w7dW w?(a+7) idyy .



Hence
a+vy=w(a+7).
By relation (10.6), we have the identity
(idw ®B)(D ® idw)D = w(B ®idy ) (idy ®D) D,
of which we develop the two sides :

(idw ®B)(D ® idw ) D
(10.7,10.24,10.4)

a(D @ idy) D + wRA(idy ®e*) + v(idy @D)(idy ®C)(D @ idy) D
“D0(D @ idw)D + wRB(idw ®¢*) + (idw ®D)(aidye: +Be*e + yDC)D
U290(D @ idw) D + wRA(idw ®¢*) + (ay + 72)(idw ®D) D
“D0(D ® idw)D + wRB(idw ®e) + (ay + w)(walidy ®e”)

+wRp(e" ®idw) +v(D ®idw)D)
=(a+ aw + wY)(D ® idw ) D + w(RB + oy + wa) (idy ®e*)
+wRB(ay +w)(e" ®@idw)
w(B ® idw)(idw ®D)D
00120 o (idy ®D)D + wRA(e* @ idy) + wy(D @ idw)(C @ idw ) (idw D) D
U9 palidy ®D)D + wRB(e* @ idy) + 4(D @ idy ) (idy ®C)(D @ idy)D
20 a(idy @D)D + wRB(e* @ idw) +v(D @ idy ) (a idyse +Bee + yDC)D
=wa(idy ®D)D + wRB(e* @ idw) + (ay + ) (D ® idy) D
(l—g)wa(wa(ldw ®e*) + wRp(e* @idw) + (D ®@ idw)D)
+wRB(e* ®idw) + (ay +v*)(D ® idy) D
=w?a®(idw ®@e*) + wRB(wa + 1)(e* @ idw) + (way + ay +7%)(D @ idw) D.
This leads to several relations between the coefficients. In particular, we collect :
a+y=w(a+7)
a4+ wa +wy = way + ay + 792
ay+w=wa-+1
7 =w
Assume that w? # 1, then :

a=—
—a®+1=0
VY =w
To summarize, we have
(0 + 76 =w’ (0P +1=0
a+wRyB =0 a+ 76 = w?
o= —y = a=—y
a®+1=0 a+RB=0
\72:w w=n~""




In particular, we have

a+78=w’=a—-TRa=—-a=a2— R7)=0.
Thus 7 = 2R, which contradict Lemma 10.16. Hence w? = 1 = w?® and w = 1. Moreover,
we can consider once more the equality

a7+w:w04+1w::>10ry+1:a+1

and we have 7 = 1.
Hence, we have

y=w=1, 7#R
a=—-R3=RR-71)"
and, in view of 10.7, we have

B=R(R—7) tidye: —(R—7)'e*e + DC

which gives relations (10.2f), and from relations (10.9), we get relation (10.2g). Finally,
we have an isomorphism

Q: Endg(W®?%) — Hompy (W3, W)
[ — R(dw ®e)(f @ idw).

In particular, using relations (10.2abc) and (10.4), we can compute the following :

Q((idw @C) (D ®@idw)) = C(idw ®C)
QDC) =C(C®@idw)
Q(e’e) = (e ®idw)
(ldw®2) = R(ldw ®6)
This isomorphism applied to the relation (10.2f) gives the relation (10.2h). O

The next lemma will allow us to define the *-structure on the algebra (A, ¢) in Theorem
10.1.

Lemme 10.18. Let H be a compact SO(3)-deformation, with fundamental comodule
(W, ). Then R =1 and there exist an antilinear map x : W — W such that :

w* = w, Yo e W, (10.10a)
e(v* @ w*) = e(w ®v), Yo, w e W, (10.10Db)
e(w®w") >0, Yw e W — (0), (10.10c¢)
Cv*@w*)=Clwwv)", Yo, w e W. (10.10d)

Démonstration. Let (w;)i1<i<, be an orthonormal basis of W and let (z;;)1<;j<n be the
associated unitary multiplicative matrix of coefficients. According to the beginning of
the previous proof, the generators z;; and z7j; are linked by the relations T = F~laF,
F € GL,(C) satisfying FF = RI,, R € {£1}. Let x : W — W be the antilinear map
defined by w} =), wyF;. Note that we have

i=1

ij=1



For v € C*, denote C, = WC’ We begin to show that, with v € {1,i} if R = 1 and

ye{l+i}if R=-1 (Where i = —1), the following relations occur :
= Ruw, Yo e W, (10.12a)
e(v* @ w*) = Re(w ®v), Yo, w e W, (10.12b)
e(w®@w*) >0, Yw e W — (0), (10.12¢)
C,(v* @w") =Cy(w®v)", Yo, w e W. (10.12d)
We have

Z kakz Z kakz Z wlFlkai = Rw;
k,l

and relation (10.12a) follows. B
Let us check the second relation. On the first hand, we have e(w; ® w;) = Fj; by
definition, and on the other hand, we get

e(wj @ wy) = Z FyiFijF = RE;; = Re(w; © wy)
ol

and relation (10.12b) follows.
Relation (10.12c¢) can be seen as follows. Let w = )", \;w; € W, w # 0, we compute

e(w®w*) = Z)\-re w; @ w”-‘ = ZXTFMFM

0,5,k
= Z Z A Fk, Z i Fri) Z(Z )\szz)(z )\iﬁki) >0
ki i
To show relation (10.12d), remark that we have, for all 1 <7 <mn,

a(w]) = Z (wi) Fri = pr®xkakZ
—pr@’ (F)y pr® (FZ)y (10.13)

= pr@Fpkxki = Zwk ® -
k.p k
Define the antilinear map

#WQW ->WeaWoew— (vew)? =uw @

According to (10.12a), it is an involution and we have, for all 1 < 1,5 <n

aW®W((wi & w])#) = Z(wk & wl)# X (a:kia:lj)*.
k.l

Hence the map )
C:WeW - W,w— Cw?)*

is H-colinear, and by Schur’s lemma, there exists A € C such that C' = \C. In the same
way, define the colinear map

D:W —=W®W,w~ D(w*)*.



Usmg relations (10.2b) and (10.12a), it is clear that C'D = Ridy. Moreover, we have
— (C @ idw) (idw ®e*). Indeed, for all 1 < i < n,

D(wi)* "= ((idw ©C)(e* @ idw) () * “EY (3w, @ Cluwf @ wi))*

p
= ZC(U}; ®w))" @ uw; = Zé'(wZ ® w,) @ w,,
p
(o g (€ @ idy ) (idw @e*) (w;).

Hence, according to relation (10.2b), CD = Aidy, and A? = R. Choose v € C*, with
ve{l,i}ift R=1,~v € {l+i} if R = —1, such that YR\ = 7, we have the claimed
relation (10.12d)

C,(v* @w*) =vyRA(Cw®v)) =7(Cwev)) =C(wev), Yvwell

Let us show that R = 1. We assume that R = —1 and we use relation (10.12d) with
v € {1 £1i}. On the first hand, we have, for v,w € W,

Cy(we vy " O (w @)
and on the other hand, we have
C'y(w ® U)** (10é2d) (C»Y(U* ® w*))* (10é2d) ny(w** ® ’U**) (10é2a) ny(w ® U).

Since C, # 0, this is a contradiction, and R = 1.

So far, we have the relations (10.10abc). Let us show the remaining relation (10.10d).
For all v,w € W, we have C(v®@w)* = A\C(w* ®v*) with A € {£1}, and we need to show
that A = 1. For all 1 <i <mn and all v € W, using (10.10c), we have

e(Clv®@w;) @ Clv®@w;)*) > 0.
Hence, for all v € W — (0), we have

O<Z v®wl®C(U®wl = Z U®wi)®0(w:®v*))

(1220 )\Z C(C@idy)(v @ w; @ w)) ®v°) = Ae(C(C @idw) (v ® > (w; @ wy)) @ v*)

(10.11)

Ae(C(C @ idy)(idw @e) (v) @ v*) "= Xe(CDw) @ v*)
(1220 Ae(v @ v*).

Since e(v ® v*) > 0, we have A > 0 hence A = 1, and we have the claimed relation
(10.10d). 0

We are now able to prove Theorem 10.1, that is, to show that any compact SO(3)-
deformation is isomorphic to the quantum automorphism group of a finite-dimensional
measured C*-algebra.



Proof of Theorem 10.1. Let H be a compact Hopf algebra whose corepresentation semi-
ring is isomorphic to that of SO(3). We write (W), cy its family of simple comodules
and we denote by W := W its fundamental comodule, with aj;, the associated coaction.
We use the notations introduced in the previous lemmas.

The first thing to do is to define a finite-dimensional measured C*-algebra (A, y)
together with an H-coaction. Let A be the H-comodule C & W, dim(A) > 4. Endow A
with the following maps : let m: AQA — A, u:C— Aand p: A — C be the H-colinear
maps defined by

mA @ ) = A, VA, e C,

mA®v) =m(v® ) = v, YAeC, veW,

mv@w) = ((t—1)e(vew),Cvew)), Yo, w e W,
u(l) = (1,0) := 14,

o\ v) = A, YAeC, veW,

and let x : A — A be the antilinear map defined by :
(A v)" = (A7)

where * : W — W is the antilinear map defined in Lemma 10.18.

— m is associative : The only non-trivial part is to check the associativity on W. This
is done as follows :

m(m X 1dW)|W®W®W = ((7' — 1)_16(0 & ldv[/)7 C(C 0% ldw) + (7’ — 1)_1(6 & ldw))
W2 ((r — 1) e(idw ®C), Clidw ®C) + (1 — 1) (idw ®e))-

= m(idw @m)|wewew
Now we simplify the notations by writing the product m (A, v)®(u, w)) = (A, v)(u, w).
— w is a unit : this is clear.

— Alis a *-algebra : x : A — A is indeed an antilinear involution by Lemma 10.18, and
we have

(Nv)(pw) = (Ap+ (r =1 le(vew), Aw+w+CloRw))
=M+ (-1 e(vow), A*+ @+ Cvew)?)
(10.10bd) (A + (T = 1) le(w* @ v*), Aw* + v + C(w* @ v*))
= (, w)" (X, v)"

— i is a faithful state on A : we have ¢(14) = 1 by definition, and
e((A, w)Nw)) = (A + (1 = 1) le(w @ w*), Aw* + dw + C(w ® w*))
=P+ (7 — 1) te(w @ w").
Hence according to Lemmas 10.16 and 10.18, we have, for all (A\,w) € A
p((A w) (A w)") =0
with equality if and only if (A, w) = 0.
Thus A is a finite dimensional x-algebra having a faithful state, and is a C*-algebra. There

exists a positive multimatrix E' € @ GLye(C) such that (4, ) = (Ag, trg). By Lemma
A=1



10.18 and its proof, and by construction of the structure maps, A is a H-comodule *-
algebra and ¢ is equivariant, thus by universality, there exists a Hopf *-algebra morphism
f 1 Aaut(A, @) — H such that (idy ®f) o ay = &/4. Finally, W = ker(p) is a Aau(A4, p)-
subcomodule of A, and by definition of the coactions on A, we have (idw ® f) cay = o}y .

Recalling Remark 10.10, we can compute the quantities Tr(E~1) and tr(E)).

— p(l4) =1=Tr(E™).

— The map

AN Ao A0 AN A Al AL C

is a H-colinear map. Using Schur’s lemma, we have dim(Hompg(A,C)) = 1, hence
there exists ¢ € C such that ¢ = cp. Let us compute ¢(14). A basis of A is given

by a1 = 14, a; = w;_1 for i =2,...,n+ 1. Then we have
1 ifi=j=1,
Bij = ¢(a;a;) = 0 ifi=1#jori#1=j,
1T

(r—1)

Fi 1,1 in the other cases.

Hence 4 is given by

n+1
0(1) =Y Bjlai®@a;=14@ 14+ (1 — 1)e*(1).

1,j=1

Hence, using relation (10.2b), we have ¢(14) = 7+1 > 3,50 ¢ = (7+1)¢. Comparing
with the formula in Remark 10.10, we have tr(E)) =7+ 1 # 0, for all 1 < X\ < n.
Hence ¢ is a homogeneous state.
We have (4, ¢) ~ (Ag, trg) with Tr(E™Y) #£ 0 # tr(E)) = tr(E,), for all 1 <\ u < n,
that is, (A, ¢) is normalizable by Remark 10.10.

To summarize, there exist a homogeneous measured C*-algebra (A, ¢) and a *-Hopf
algebra morphism f : Aaue(A, p) — H such that W C Ais a Aaut (A4, ¢)-subcomodule and
(idw ®f) o aw = o}, where ay is the coaction on W of Aaut(A, ). According to |6, 7],
Aaut (A, ) is a compact SO(3)-deformation and we write (W), oy its family of simple
comodules. Then we have f,(W7') ~ W and by induction, we have f,(W")~ WH for
all n € N, hence, according to Lemma 2.25, f is an isomorphism of *-Hopf algebras and
H ~ Aaut(A4, ). O

10.5 Representation theory of quantum automorphism groups

We now investigate the case where ¢ is not necessarily positive, and the aim of this
section is to prove Theorem 10.2.

We will construct equivalences of monoidal categories by using appropriate Hopf bi-
Galois objects (see [55]). We will work in the convenient framework of cogroupoids (see

[15]).

Définition 10.19. A C-cogroupoid C consists of :
— A set of objects Ob(C).
— For any X,Y € Ob(C), a C-algebra C(X,Y).
— For any XY, Z € Ob(C), algebra morphisms

A%y :C(X,)Y) = C(X,Z)®C(Z,Y) and ex : C(X,X) —» C



and linear maps

SX,Y : C(X, Y) — C(Y,X)

satisfying several compatibility diagrams : see [15], the axioms are dual to the axioms
defining a groupoid.
A cogroupoid C is said to be connected if C(X,Y’) is a nonzero algebra for any X,Y €
Ob(C).

ng nr

Let E € @GLe(C) and F' € PGLar(C) be two multimatrices. We denote dp :=
A=1 pn=1

df and dp := df . The algebra A(E, F) is the universal algebra with generators X,gi

(1< <np, 1<i,j<di 1< pu<np, 1<kI1< dff) submitted to the relations

d? u
§ : Tq,V v qS,V S,V § :§ : gA 5
Xz] A Xkl N7 5>\H6]szl N ka,u - 61]’
q=1 uzl k=1
ng
2 : klu -1 § : DA Vvl Y iJ,A
Ekl ;,LX’L] A z] A0 FTS MXkr ,qul o 5/\VEPQ7>\Xkl,u‘
p=1 k=1 r,s=1

It is clear that A(E, F) = Aauw(Ag, trg) as an algebra.
We have the following lemma :

ng np
Lemme 10.20. — For any multimatrices E € @GL4e(C), F' € PGL4r(C) and
A=1 p=1

G e GgGLdg((C), there exist algebra maps
v=1
AG p: AE,F) = A(E,G)® A(G, F)

B ng d<
defined by AG (X770) = D XA @ X (1< A<np, 1<ij<df, 1<p<
v=1r,s=1
ng, 1 gk,lgdf} and
ep A(E) - C
defined by ep(X}37) = 6djbne (1 < A\p <mp, 1 <i,j <d¥, 1<kl <d¥) such

ny
that, for any multimatric M € @GLCW (C), the following diagrams commute :

n=1
A(E, F) SEr L AE.G)® AG, F)
A%{Fl J{A%’G@id
A(E, M) @ AOM, F) — A(E, M) & A(M,G) ® A(G. F)
A(E, F) A(E, F)

Y e

A(E, F)® A(F) = A(E,F)  A(E)® A(E, F) —= A(E, F)



ng ng
~ For any multimatrices E € @GL4(C), F € @GLyr (C), there exists an algebra
A=1 =

pn=1
morphism
SE,F : A(E, F) — A(F, E)Op
3 d dy
defined by Spp(X0) = S S Ejn Pyt X5 (1< A <np, 1 <i,j<df, 1<pu<

r=1s=1
ng, 1 <k 1< df) such that the following diagrams commute :

A(E) —= c— A(E, F)

AE’E\L mT

A(E,F)® A(F,E) A(E,F)® A(E, F)

id®Sk B

AE) —== c —= A(F,E)

AE’E\L mT

A(E,F) @ A(F, B) ———=— A(F, E) @ A(F, E)

Démonstration. The existence of the algebra morphisms is a consequence of the universal
property of A(E, F'), and the commutativity of the diagrams can easily be checked on the
generators. O]

The previous lemma allows us to define a cogroupoid in the following way :
Définition 10.21. The cogroupoid A is defined as follows :
1. Ob(A) ={FE € EBGLdf(C); dg > 1},
A=1

2. for E, F' € Ob(A), the algebra A(E, F') is the algebra defined above,

3. the structural maps AZ,, €., and S, o are defined in the previous lemma.

Remarque 10.22. 1. The condition dg > 1 rules out the case of Aaut(C(X,,),). This
is discussed in the Appendix and a solution is provided by Theorem 10.26.
2. The present construction is related to the bialgebras constructed by Tambara in [60].
We now need to study the connectedness of this cogroupoid. We begin by the following
technical lemma (we refer to the Appendix for its proof) :

Lemme 10.23. Let E, F € Ob(A). Assume that Te(E~") = Tr(F~!) and tr(E)) = tr(F),)
for all X\, u. Then the algebra A(E, F') is nonzero.

In particular, we have the following corollary.

Corollaire 10.24. Let 7,0 € C. Let A™ be the full subcogroupoid of A with objects

1< dE,
Ob(A™) ={ E € AGRGLdf((C) Te(E) =1,
tl"(E,\> = 9, VA

Then A™? is connected.



Using Corollaire 5.5, we have the following result.

ng nr
Corollaire 10.25. Let E € PGLw(C), FF € @GL4r(C) be two multimatrices such
A=1 p=1

that 1 < dp,dp, Tr(E™Y) = Te(F™1) and tr(Ey) = tr(F,) for all \,u. Then we have a
C-linear equivalence of monoidal categories

Comod(Agui(Ag, trg)) ~® Comod(Agus(Ar, trr))
between the comodule categories of Aqut(Ap,trg) and Agqut(Ar, trp) respectively.

Moreover, we have the following twisting result, inspired by [9].

Théoréme 10.26. Let n € N. Then the Hopf algebras Aqus(C" @ C*) and Agus(C* @
(M3(C), tr)) are 2-cocycle twists of each other. In particular, they have monoidal equivalent
comodule categories.

We only sketch the proof of this result by giving the principal ideas but without
performing the computations. One may also invoke [22], Theorem 4.7.

Démonstration. The first step is to give a new presentation of these Hopf algebras by
using a different basis for the associated measured algebras. In the case of A = C" @ C*,
we use the linear basis given by the canonical basis on C" and the particular basis given
in [9] Theorem 3.1. on C*, and when A = C" @ (M,(C), tr), we use the canonical basis on
C™ and the quaternionic basis used in [19] Proposition 3.2. on (My(C), tr).

The cocycle o is given by the composition of the non trivial 2-cocycle of the Klein
group V (linearly extended to C[V]) and the Hopf algebra surjection (see [9] Theorem
5.1)

Aaut (C" @ (M3(C), tr)) = Aaus(Mo(C), tr) — C[V].

The computations show the existence of a Hopf algebra morphism from A,u(C" @ C*)
t0 Aaut(C" @ (Mz(C), tr))? which is an isomorphism by Lemma 2.25. O

This result enables us to optimize the following result by including the quantum per-
mutation group.

Corollaire 10.27. Let (Ag,trg) be a finite dimensional, semisimple, measured algebra
of dimension dim Ay > 4, where E € @GLdf (C) is a normalizable multimatriz. Then
A=1

there exist ¢ € C* and a C-linear equivafence of monoidal categories
Comod(Agut(Ag, trg)) ~% Comod(O(SO,1/2(3)))

between the comodule categories of Aqus(Ar,trg) and O(SO,2(3)) respectively. If E is
normalized, ¢ € C* satisfies ¢*> — Tr(E~)g+ 1 = 0.

Démonstration. First assume that 1 < dg. According to Remark 10.13, there exists a
normalized multimatrix F € @GLdf(C) such that Aaue(Ap,trg) = Aaut(Ar, tre) as
A=1

Hopf algebras. Choose ¢ € C* such that Tr(F™') = g+ ¢! = tr(F)) for A = 1,...,n.
According to the previous corollary, we have a C-linear equivalence of monoidal categories

Comod(Aaut(Ar, trr)) ~® Comod(Aaus(M2(C), tr,)).



Hence according to Example 10.12 (3) we have a C-linear equivalence of monoidal cate-
gories
Comod(Aaut(AEg, trg)) ~® Comod(O(SO,1/2(3))).

If E=(e,...,e) € (C*)™, then Ap = C™ = C" @ C* with n € N by assumption. Using
Theorem 10.26, we have a monoidal equivalence

Comod(Aaut(Ag, trg)) =% Comod(Aaut (C" & (My(C), tr)))
and we can apply the previous reasoning. O

In particular, Theorem 10.2 is a consequence of Corollary 10.27.

10.6 SO(3)-deformations : the general case

We would like to say a word about the SO(3)-deformations in the general case. Unlike
in the compact case, we have not been able in general to associate a measured algebra
(A, ) to an arbitrary SO(3)-deformation. This situation occurs because of the lack of
analog of Lemma 10.16 in the general case. However, it is possible to give some partial
results and directions concerning the general classification problem.

The representation theory of SO,/2(3)

Recalling that O(SO,1/2(3)) is a Hopf subalgebra of O(SLy(2)), it is possible to des-
cribe its corepresentation semi-ring, as follows :

Théoréme 10.28. Let ¢ € C*. We say that q is generic if q is not a root of unity or if
q € {x1}. If q is not generic, let N > 3 be the order of q, and put

_JN if N 1s odd,
o N/2 if N is even.

~ First assume that q is generic. Then O(SO,1/2(3)) is cosemisimple and has a family
of non-isomorphic simple comodules (W,,)nen such that :

Wo=C, W,oW;~W W, ~W, 1&W,,&W,1, dim(W,) =2n+1, Vn € N*.

Furthermore, any simple O(SO,/2(3))-comodule is isomorphic to one of the como-

dule W,,.

~ Now assume that q is not generic and that Ng = 2Ny, N1 € N*. Then O(SO 1/2(3))
is not cosemisimple. There exist families {V,,, n € N}, {W,, n=0,...,N; — 1} of
non-isomorphic simple comodules (except for n = 0 where Vo = Wy = C), such that

V,aVi=VieV, =V, 1&V,, dimV,=n+1, Vn e N,
Wn®W1 >~ W1®Wn ~ Wn—l@Wn@Wn+1, dlmWn = 2n+1, Vn = 1, ce ,Nl—l.
The comodule Wy, 1 ® Wy is not semisimple. It has a simple filtration
0) CWrn 2O Wy, 1 CY C Wy @ W)

with Wn,1 ® Wl/Y ~ Wy, -1 and Y/(WNl_Q D WNl—l) ~ V.
The comodules Wy, @ Vyy ~ V,, @ W, (m € N andn =0,..., Ny —1) are simple and
any simple O(SO,1/2(3))-comodule is isomorphic with one of these comodules.



— Finally assume that q is not generic and that Ny = 2Ny — 1, Ny € N*. Then
O(SO,1/2(3)) is not cosemisimple. There exist families {V,, n € N}, {U,, n =
0,...,No — 1} of vector spaces (with dimension dimV,, = dimU,, = n + 1) such
that the families {Va,, n € N} {Us,, n=0,..., Ny — 1} and {Vap11 ® Ugpy1, 1 €
N, m =0,..., Ny — 1} are non-isomorphic simple O(SO1/2(3))-comodules (except
for n =0 where Vo = Uy = C). They satisfy the fusion rules induced by

V,oViVieV,~V, 18V, VneN*

Un®U1 2U1®Un2Un,1€BUn+1 Vnzl,...,NO—l.
The comodule Uyn,—1) @ U is not simple. It has a simple filtration
(0) C Usvy—2) CY C Usrvy—1) @ Uz

where Uy(n,—1) ® Uy /Y ~ Uy, —2) and Y/UQ(Nl_Q) ~ U; ® V4. The comodules V,, ®
Un =~ Up ® V,, (with n = m(mod?2)) are simple, and any simple O(SO,/2(3))-
comodule is isomorphic with one of these comodules.

Démonstration. We first collect some facts about SL,(2), SO,1/2(3) and Hopf subalgebras.
See [40] for the relations between SL,(2) and SO,12(3) and [41] for the corepresentation
theory of SL,(2).

— Let a, b, ¢, d be the matrix coeflicients of the fundamental 2-dimensional O(SL,(2))-
comodule. Then O(SO,1/2(3)) is isomorphic to the Hopf subalgebra of O(SL,4(2))
generated by the even degree monomials in a,b, c,d. Moreover, we have a Hopf
algebra isomorphism O(SL,(2))%C%2l ~ O(S0,1/2(3)).

~ When g is not generic, the matrix v = (v;j)1<; j<a With v1; = a™°, v19 = ™ vy = ¢
and vy = d™° is multiplicative, associated to the O(SL,(2))-comodule V;.

— Let A C B be a Hopf algebra inclusion. Then an A-comodule is semisimple if and
only if it is semisimple as a B-comodule. In particular, if B is cosemisimple, so is A.

From those facts, we deduce that the O(SO,1/2(3))-comodules are exactly the O(SLy(2))-

comodules with matrix coefficients of even degree in a, b, ¢,d. The end of the proof comes
from combining this with the results and proof from [41]. O

No

The general case

The study of the fusion rules of SO(3) gives the following :

Lemme 10.29. Let H be a SO(3)-deformation, with fundamental comodule (W, o). Then
there exist morphisms of H-comodules

e:WeW — C, 0:C—>WeW,

(10.14)
C:-WeW =W, D:W->WaoW,

a third root of unity w € C and a unique nonzero scalar T € C* satisfying the following



compatibility relations :

(e @ idy ) (idy ®6) = idy (idy ®e)(0 @ idy) = idy  (10.15a)
D = (idw ®C)(d @ idyw) (10.15Db)
CD = idy ed =7ide  (10.15¢)
Co=0 eD =0 (10.15d)

(idw ®C) (6 @ idw) = w(C ® idw ) (idw ®0) e(C ®idy) = we(idy @C)
(10.15¢)
(idw ®e)(D ® idy) = w(e ® idw)(idy ®D) (idw ®D)8 = w(D ® id<W)5 |
10.15f

Moreover, if w # 1, we have 7 = 2, and if w = 1, we have T # 1 and

(idw ®C)(D @ idy) = (C @ idy ) (idw ®D) = (1 — 1) idye: +(1 — 1) 'ée + DC
(10.15g)
(idw ®D)D = (1 —7) (0 @idw) + (7 — 1) }(idy @) + (D @ idw ) D (10.15h)
C(idy ®C) = (1 — 1) Hidw ®e) + (7 — 1) He @ idy) + C(C ®idy) (10.151)

Démonstration. The fusion rules for SO(3) give :
WeoW~CaoW oW/

Then there exist H-colinear maps e, d and C satisfying (10.15a), and a scalar 7 € C such
that ed = 7idc. By cosemisimplicity, there exists ¢’ such that ed’ = id¢ and by Schur’s
lemma, there exists o € C* such that ¢’ = ad. Hence 7 # 0. Moreover, any rescaling of e
and 0 that leaves (10.15a) intact also leaves T invariant, hence 7 only depends on H.
The rest of the proof follows the one of Lemma 10.17 but without Lemma 10.16. [J

In the rest of this paper, it seems convenient to distinguish the SO(3)-deformations
by whether or not w = 1.

Notation 10.30. Let H be a SO(3)-deformation. We say that H is of type I, if w = 1,

where 7 € C* is determined by H according to Lemma 10.29. Otherwise, we say that H
is of type II (in that case, we always have T = 2).

SO(3)-deformations of type I, are close to the compact case :

Proposition 10.31. Let H be a SO(3)-deformation of type 1,. Then there exist a fi-
nite dimensional, semisimple, measured algebra (A, ) with dim A > 4, and a Hopf alge-
bra morphism f : Aqut(A, ) — H such that W C A is a Agut(A, p)-subcomodule and
(idw ®f) o aw = oy, where ay et oy, are the coactions on W of Agut(A, @) and H
respectively. Moreover, if T # —1, we have (A, p) homogeneous.

Démonstration. The construction is essentially the same as in the proof of Theorem 10.1.
The only difference is about the semisimplicity of the algebra.

Let A be the H-comodule C & W with dim A > 4. Endow A with the following H-
colinear maps : define a product and a unit by

A 0)(pw) = (Ap+ (1= 1) le(v @ w), dw + pw + Clo @ w)), 14 = (1,0)

and a measure ¢ : A — C by ¢(\,v) = A. As in the proof of Theorem 10.1 and using
relations (10.15ei), (A, m, u, ¢) is a finite dimensional measured algebra.



Consider § : C — A ® A defined by §(1) = 1, ® 14 + (7 — 1)6(1). Let w € W C A.
Then in A ® A, we have

wi(1) = w®1+1® (e ® idy)(idw ®8)(w) + (1 — 1)(C @ idyw) (idw ®6)(w)

P21 1@ w+ (7 — 1)(C ® idw) (idw ) (w)

(10.25¢) 4 ®w+w® 1+ (7 —1)(idw ®C) (6 ® idw )(w)

WL 1 @ 0+ (idw ®e)(8 @ idw ) (w) @ 1 + (1 — 1) (idyw ®C)(8 @ idw) (w) = 6(1)w.

Hence for all a € A, we have ad(1) = 6(1)a € A® A. Put r := (7 + 1)716(1) so that
m(r) =14 and
s:A—>ARA, ar ar.

In view of the previous facts, s is a A-A-bimodule morphism, and m o s = idy, then A is
separable and is semisimple.
Then (A, p) is a finite dimensional, semisimple, measured algebra and there exists

a multimatrix £ € @GLye(C) such that (A4,¢) = (Ag,trg). By construction of the
A=1

structure maps, A is a H-comodule algebra and ¢ is equivariant, thus by universality,
there exists a Hopf algebra morphism f : Aaui(A, p) — H such that (idy ®f) o aa = &/4.
Finally, W = ker(y) is a Aaut(A, ¢)-subcomodule of A, and by definition of the coactions
on A, we have (idy ®f) o aw = oy

Recalling Remark 10.10, we can compute the quantities Tr(E~') and tr(E)) :

— p(la) =1=Tr(EY).

— The map

p: A ApA A" Aga AbC

is a H-colinear map. Using Schur’s lemma, we have dim(Hompg(A,C)) = 1, hence
there exists ¢ € C such that ¢ = cp. Let us compute ¢(14) = 7+ 1 as in the proof
of Theorem 10.1, so ¢ = (7 + 1)¢. Comparing with the formula in Remark 10.10,

we have tr(E),) =7+ 1, for all 1 < XA < n. Assuming 7 # —1, ¢ is homogeneous.
To summarize, if 7 # —1, (4, ) ~ (Ap, trp) with Tr(E~') # 0 # tr(E\) = tr(E,), for
all 1 < A\, u < n, that is, (A, ¢) is normalizable by Remark 10.10. According to Remark
10.13, we can assume that (A, ) is normalized. If 7 = —1, we have (A, ) ~ (Ag, trg)
with Tr(E~1) # 0 = tr(E)) = tr(E,), for all 1 < X\, u < n. O

A consequence of this proposition is the partial classification result :

Théoréme 10.32. Let H be a SO(3)-deformation of type 1. such that T # —1. Then
there exist a finite dimensional, semisimple, measured algebra (A, ) with dim A > 4, and
a Hopf algebra isomorphism Agus(A, ) ~ H

) en the family of simple H-comodules, W/ := W.
According to Proposition 10.31, there exist a normalized algebra (A, ¢), with dimension
> 4, and a Hopf algebra morphism

Démonstration. Let us denote by (WH

fiAa(A ) > H

such that f,(W4) ~ W, According to Theorem 10.2, there exist ¢ € C* and a monoidal
equivalence

Comod(Aaut(4, ¢)) > Comod(O(SO,1/2(3))).



Let us denote by WA, VA and UA the Aaui(A, ¢)-comodules from Theorem 10.28. If
q is generic, then we have f,(W#4) ~ WH Vn € N, so f induces a semi-ring iso-

n

morphism R (Aaus(A,9)) =~ RT(H), and then by a standard semi-ring argument f :
Aaut(A, ¢) — H is a Hopf algebra isomorphism. In the first case where ¢ is not generic,
we have f,(WA) ~WH v1<n<N;—1. So we get :

W W)y =Wl _ oW ~Wi ,ew{ _ewl,
but on the other hand, using the simple filtration, we have :

FeWi, L @ W) = Wy 1 & fu(Vi) & W2 & Wy _1.

This contradicts the uniqueness of the decomposition of a semisimple comodule into a
direct sum of simple comodules. In the last case, we have f,(Us,) ~ W V1 <n < N;—1.
Then we get :

f*(UQ%qu) ® Us') = W]{}Ilfl ® Wyl = Wz{flﬁz © WJIV{lA ® WJI\jf[u
but on the other hand we have :
FeUsiny 1y @ Us') = Wi & LU @ Vi) @ W,
This also contradicts the uniqueness of the decomposition of a semisimple comodule into

a direct sum of simple comodules. Then A,ut(A, ) is cosemisimple, ¢ is generic and f is
an isomorphism. O

10.7 Appendix : Proof of Lemma 10.23

We begin by a particular case.

Lemme 10.33. Let E, F € Ob(A). Assume that Ey is a diagonal matriz for all X =
1,...,ng, that F, is a lower-triangular matriz for all p = 1,...,np, that Te(E~') =
Tr(F~1) and tr(Ey) = tr(F,) for all \, . Then the algebra A(E, F) is nonzero.

Démonstration. We want to apply the diamond Lemma [11], for which we freely use the
definitions and notations of [40] (although there are a few misprints there). We have
to order the monomials X,?lf; We order the set of generators with the following order
(I<Av<ng 1<i,j<d}, 1<rs<d, 1<pn<np, 1<kI<d],1<pq<d])

. (A p) < (v,m),
X,Zfl:“ < Xy if (A, 1) = (v,n) and (i, k) < (r,p),
1) = (v,n), (i,k) = (r,p) and (5,1) > (s,q).

Then order the set of monomials according to their length, and two monomials of the
same length are ordered lexicographically.
Now we can write a nice presentation for A(E, F) (dp :=df ., dp:=d} ) :



( dE
Xrl VXls,u . 5 5 TS,y Xrt WV oyts,v (1)
i\ Mkl — YAulikAG i, ATkl
t=2
np—1 df
ij,\ _ _}:2: ijA_} : i,
Xdpdp,np - 5'5.7 ka,,u Xk‘k NE (2)
(DL) p=1 k=1 k<dr
ng— 1 dE
dpdg,ng __ E : 2 : tty E : tt nE
ng A EdEdE»nE ij, >\ Ett,,qu] A Ett NEgE z], ) (3)
u=1 t=1 t<dg
XX L (O Bpg p X1 — Frum y XA X (4)
i1, 11 A PG~ 45\ AN i X X mj A
\ (n,m)#(l,l)

Then we have the following inclusion ambiguities :
rl,v y1s,v rl,v y1s,v rl,v y1s,v 1s,v rl,v rl,v 1s,v
(X’LIAle,/\7X7,1 )\le,)\) (XZ])\ XdFdF nF7XdFdF7TLF) (XdFdF,nF7XdFdF,nFXij,)\ )

dgde.ng. vdede,ne yql,v kp,u ydedp.ng. yvdede,nE dpdpng. vdede,ng
(Xz'l,)\ s Xita le,)\) (Xu,,\le,A X1 ) (XdFdF,nF’ dFdF,nF)

rlv y11v 11L,v y1s,v kp,u vql,v ql,v yuv,T
(XU/\ Xklu’Xkl,u qu T) (le)\ Xll /\’Xll,/\ 17‘,)\)

and the following overlap ambiguities :
rl,v y1s,v, 1s,v v pg,m klp yrly, yrly y1s,v
(ij A Xkl,u’ Xk:l,qul,u ) (XiL/\ le,)\ ) le,/\ qu T))

Let us show that all this ambiguities are resolvable (recall that "—” means we perform
a reduction) :
Let us begin by the ambiguity (X7 ”X;i;f; X;i:XlS ). On the first hand, we have :

iJ,A pq,T
dE
rl,v y1s,v rt,v ytlv v 1s,v
6>\#5ij#,;¢ qu T E :ij A Xkl uqu T
t=2
: s
(1 rs,v TUV Y US,V T‘tl/ ts,v T’tl/ tuV uS,V
JéAM(SATéjk(SlPqu m 5)\M5ﬂf § : il “*pg,m 5/“'5@ § :Xij,)\ kq,u + E :ij Akl quT
t=2
and on the other hand, we have :
dE
(S 6 Xrl VXIS,V . X'r’l VXlu VXu,s v
wurOlpXi5 N A kq,u iJ,A “rklp <t pq,T
u=2
dy; df
1 rs,v UV v US,V rt 1/ ts,v rt,v tu,u us,v
‘;(sAﬂé)\T(sjkélPquu 5)\H5jk E : il,u “*pg, T 6/”5117 § :ng)\ kqu + § :Xm)\ kl,pu**pq,m
= t=2

The ambiguity (X Zklp v X lqig\, X fi';\ 1.y ) is resolvable by the same kind of computations.

Let us show that the ambiguity (X:ll/(’ Xllj v ,Xfll/{’ Xlljf\’ ) is resolvable. On the first
hand, we have :



—1 rl,v y1s,v S,V
Fn,,\(_ E an)\Xm/\X ,\"‘Ellu ij,A)

(n,m)#(1,1)
dE
@Fﬁ,lx( - Z Fum(— ZXZZ X mjn T Onm ZTJSAV) + B ;SAV)
(n,m)#(1, 1) t=2
=Fh( Y Z Fump Xp 5 X = (D SamFam ) XY) + B X35
(n,m)#(1,1) t (n,m)7#(1,1)

=Foh( ). Z Fama X5 Xl + (Fua + B — tr(F)) XTY)
(n,m)#(1,1) t=2

and on the second hand, we have :
17
rt,v yts,v TS,V
- E :Xil,AX1]A+ i\

dE
(4 re,rV S,V rs, v TS,V
‘an,\ Z Z anAwa,\Xt +Ettv zj)\)—I—FlL/\ ij,;\)
=2 (n,m)#£(1,1)

=FLND D D B XSX0 + (Fuua + By — tr(E,) X[
t=2 (n;m)#(1,1)

=FiN(D D Fana X0 Xw + (Fuy + Bny — tr(F))) X[Y)
t=2 (n,m)#(1,1)

because tr(E,) = tr(F)) by assumption.
Let us show that the ambiguity (XZJIA”X ;;’;’FWF; X ;;’;ljpmp) is resolvable. On the first
hand we have:

—1 dj;
rl,v 13,1/ rl,v y1s,v rl,v
- § : § :XZJ)\ kkp § : ijAka:n +515Xzy)\

p=1 k=1 k<dp
—1dj dF af
rtu ts,u T8,V rt,v yts,v ‘ rs,v rlv
_; E , E , E , ij,\ kk,p _5/\u5jk ik,)\) + § (E :X'L]/\ka,np _5/\nF5Jk ik,nF>+5lst]A
p=1 k=1 t=2 k<dp t=2
nF—l dfj df nF—l d/,}j
. rt,v yts,v rt,v ts,u ) rs,y ) rs,v
= E , E ,E :Xij,Aka,u+ E , E :ng, kg E : E :5Au5yk ik E - Oxnp ik ik
p=1 k=1 t=2 k<dp t=2 p=1 k=1 k<dp
rl,v
+615XZ],\
-1 dF dZ ng
rt,v ts,u rt,v ts,u TS,V
- E E ,§ :XU,\ kk,u_l_ E , E :ng,\ kknp — E E :5>\u JEY ik A
p=1 k=1 t=2 k<dp t=2 pn=1 k=1
T8,V rlv
+ 6>\”F6de idp,ng + 615X’Lj A

rt,v yts,v rt,v ts,Z/ rt,v rs,v
- § : § :2 :XZJAXk:k,/L—i_ § : § :X’L], kknp § :5t5ij>\ +5}\"F5de idpnp

p=1 k=1 t=2 k<dp t=2



On the other hand, we have :

2 : rt,v ts,V TS,V
- Xl])\ dpdpnp + 6)‘nF5]dF idp,npg

np—1 dﬁ
rt,v ts,v ts,v rs,v
4; E :XZ])\ § : E :ka,u + E : ka,np - 5t$) + 5>\”F6deXidF,np
p=1 k=1 k‘<dF

dE ng— 1 dF

rt,v ts,u Tt v ts,u rt,v ) S,V
§ : E : Xz] X “Mkkp + § : E : ij,\ kk,np E : 6t5Xm A + 5)\nF5JdFXidF,nF
: lll: :

t=2 k<dp

The ambiguity (Xgi(’;F g Xgllw’gF nFlejS/\”) is resolvable by the same kind of computations.

Let us show that the ambiguity (XfllE/{i EE. XﬁEf mne x i %) is resolvable. On the first
hand we have:

Fl_l,l)\( — Z F,.. )\XdEdE’nEquJ P (SnE,,E’qu7 XdEl 1/)

in,A iJ,A
(n,m)#(1,1)
3 ng—1 dE
*;Flil,l)\EdEdE,nE ((SHEVéquXidj,E)f’V + Z an A Z Z tt,u
(nm)#(1,1) =l t=1
tt IN%
+ Z Ett nEinZE - Fln )\)Xan_] )\)
t<dg
-1 df

:Fﬂ}AEdEdE7nE (6”EV5quXdEl T+ Z Z Z Frm By /‘X:fl/;\

(n,m)#(1,1) p=1 t=1

- tt,n — v
+ Z Z anM\Ett,}zEXm N Z an,AF;n}Angj,A)
(n,m)#(1,1) t<dg (n,m)#(1,1)

and on the other hand :



ng— ldE

-1 ql,v tt,u ql,v tt,nE ql,v
EdEdE,nE(FiL)\le,/\ § E EttuXﬂ)\ 15,10 ttnE zl,/\ le,,\)

pu=1 t=1 t<dg
( np—1 dﬂ:
4 -1 —1 yaql,v § 2 : -1 2 : tt,u vql, v 118%
AZEdEdEynEFH,)\ (Fll,)\F’il,)\le,)\ + Ett,u( an /\in )\X + 5MVE’€Q VX'Lj )\)
=1 t=1 (n.m)#(1,1)
tt,ng vql,v ting
+ § tt nE § Fom )\in A ij,)\ + 5”EVth7nEX )
t<dp (nym)#(1,1)
ng—1 dE
_ -1 ql,v tl,v ting
—EdEdE,nEFn,,\ (Fll AFl /\le,/\ § E :5V>\Ettuth VX@] A E 5nEuEtt nEth VXU A
pn=1 t=1 t<dg
ng— 1 dE
tt,u yql,v ttng vql,v
+ E : § E Ett anm )\in )\X j/\+ § : E : EttnEan)\Xm/\ ij,/\
p=1 t=1 (n,m)#(1,1) t<dg (n,m)#(1,1)
ng—1 dE

_ -1 dgl,y tt,u
_Fll,AEdEdEJLE (6HEV6quXij,>\ + § : E : § ,an AEy ,u,in A

(n,m)#(L,1) p=1 t=1

Z Z tt,p } : -1 yal,v
+ an A tt nEXin,nE - an7)‘F1ln7)\ija>\)

(n,m)#(1,1) t<dg (n,m)#(1,1)

The ambiguity (X7 X¢ f)‘\i e, x4 ]E/‘\i EMEY s resolvable by the same kind of computations.
Let us show that the ambiguity (X dpdone. ydods "2 is resolvable. On the first hand

dpdpnp) “ dpdpng
we have:
np—1 dE
E E dpdg,nE drgdg.nE
- ka,u - Xk:k,nF +1
p=1 k=1 k<dp
( np—1 df —1 d¥
3 tt,\ }: -1 tt,ng -1
*;EdEdEynE( - E : E : E : E : t)\Xk:k,,u - Ett,nEXk:k,,u + Fk:k,,u,)
p=1 k=1 A=1 t=1 t<dp
ng—1 dE
Z Z Z A Z 1 ttng
- tt )\ kk,TLF - Ett7’l’LEka),nF Fkk np) _'_ dEdE,TLE)
k<dp A=1 t=1 t<dg
’I’LF—l dff nE—l df ng— 1 dF TLF—l
o —1 tt,\ tt,nE -1
_EdEdEynE< E : E : E : E :Ett,Aka,u+ E : E : E ttnE k:k,,u - E :tr(F,u )
p=1 k=1 A=1 t=1 p=1 k=1t<dg pn=1
ng—1 df
Z Z Z A Z Z xttns
+ tt)\ k:k MNE tt TLE kk,nF + dFdF ng —tr (F ) + dEdE7nE)
k<dp A=1 t=1 k<dr t<dg
. —1 A -1 ttng XA
=FEapdpns E E E E :Ett,Aka,u+ E E E Enn Xk e + E E E tt)\ Xiknp
pu=1 k=1 X=1 t=1 p=1 k=1 t<dg k<dp X=1 t=1
§ : 2 : -1 tt,ng -1
- Ett,nEXk;k,nF + FdFdF ng + EdEdE ng - Tr<F ))
k<dp t<dg

and on the other hand :



tt,\ -1 tt,ng
EdEdEynE Z Z t)\XdFdF,TLF - Z Ett,nEXdde,’nF FdFdF,TLF)

=1 t=1 t<dg
( ng—1 dE ngp—1 dF
2 1 tt,A tt
‘;EdEdEmE( - tt,)\ Z Z Xklw - Z ka,np + 1)
A=1 t=1 p=1 k=1 k<dp
TLF—I dﬁ
2 E 2 tt,ng 2 tt,ng
tt nE ka,u - ka‘,np + 1) + FdFdF ’VLF)
t<dgp u=1 k=1 k<dp

np—1 d;lf ng—1 df

np—1 dﬁ ng—1 df
_ —1 tt,A -1 tt,ng -1 tt,A
—EdEdE,nE< E E E E Ett,)\ka,u_l_ E E E Ett,nEka,,u + E E : E :Ett,)\ka,nF

p=1 k=1 A=1 t=1 p=1 k=1 t<dg k<dp X=1 t=1
§ : § : -1 ttng -1
- Ett,TLEka,TLF + FdFdF ng + dEdE ng - Tr(E ))
k<dp t<dg
’VLF—l dff nE—l dE 7’LF—1 d;}; ng— 1 dE
o —1 tt,\ —1 ttng tt A
SN0 35 3D DD ISR DD BD DI IR D D B LN
p=1 k=1 A=1 t=1 p=1 k=1 t<dg k<dp A=1 t=1
-1 ttng o —1
- E : : Ett,nEka,np + dFdF ng + dEdE ng Tr(F ))
k<dp t<dg

because Tr(E~1) = Tr(F 1) by assumption.
Now, let us show that the ambiguity (X;l/\”X,if”Z; X,if:Xflq:) is resolvable. On the first
hand we have:

F1_1,1u( - Z Frmu Xrhvxlsy xean OunEsp, X0 VX;ZZ)

i, A “rkn,ut tmlp iJ,A
(n,m)#(1,1)
dE
1 —1 rt,v ytq,v rs,V q,n
*;Fll,p( § : an,u( E :ng A Xk‘l,,u - 5)\N5Jka ,u)Xml,;L
(n.m)#(1,1) t=2
dE
rt,v ytq,v rq,v
- 5V77E3P:V< E :le /\Xkl,u - 6)\#5ij11,“ ))
t=2
dE
1 ) rq,v rt,v ytq,v
— 11, (5un5/\u5]kEsp Vleu 51/77Espv E :XZj)\Xkl,u
t=2

— oGk D FamnXGXT A Y Y P XX AT
(nm)2(L1) (nm)A(L1) =2

And on the other hand, we have :



dy
) TSV yPg;n TtV yts,v ypg,n
6>\#5JkXi1,u Xll,u E :Xij,)\ Xm,uXu,u
t=2
(4 -1 TS,V 3 Pan rqy
stkuéijn,u( E oy X i\ Xl e + 00y Esp  Xop)
(n,m)#(1,1)
dE
—1 rt,v y-ts,v pg,m rt,v ytq,v
+ Fll,,u,( E E : anvMXij,)\ an,,uXml,u + 5V77ESP7VXij,)\ Xkl,u)
t=2 (n,m)#£(1,1)
dE

_ -1 ) rq,y rt,v v tq,v
—Fn,u (5vn5/\u5JkEsp7VXu,u 5W7Esp7v Xij,)\ Xkl,,u
t=2

af

) E : TS,V 3 Pg;N E : § : rt,v yts,v 3 pg,m

- 5>\#5ﬂ€ an,.uXin,uXml,u + anv#Xij,)\ an,uXmL;L
(n,m)#(1,1) (n,m)#(1,1) t=2

The last ambiguity (X fllﬁf X7 ;;, X7 ;;X ao) is resolvable by the same kind of computations.
Then all the ambiguities are resolvable. According to the diamond lemma, the set of
reduced monomials forms a linear basis of A(F, F). In particular, the algebra A(FE, F') is

NnONZero. [

We have the following isomorphism :

Lemme 10.34. Let E, P € GgGLdiz(C), F.Q € éGLdf((C). Then the algebras A(E, F)
A=1 =1
and A(PEP™Y, QFQ™") are isomorphic.

Démonstration. Let us denote by Y;%“ the generators of A(PEP~!,QFQ™"). They satisfy
the relations :

d¥ np 4

rq,V qs,v __ . TS,V Z'j’A — ..
E Yz],\ Ykl,u - 5/\u(sakYz'l,u ) E E :Ykk,y - 5za>
q=1 p=1 k=1
np 4 2

—1\—1 klp —1\—1 -1 kp,u~xql,v -1 klu
E :(PEP )kl,uY;j,A - (QFQ )ij,,v E (QFQ )7“57)\}/;7",)\ Y;j,)\ - (5,“,(PEP )pq,uY'

p=1 k=1 r,s=1

This ensures the existence of an algebra morphism f : A(E,F) - A(PEP™',QFQ™1)
by setting

E I
g df

Ry _ 1y vy
f(Xij,)\) - Z Z PUk»HPlv,p,Y:r‘s,)\ ir,)\QSJ')\'

r,s=1u,v=1
The inverse map is given by

P E
ardk

-1 ki, - , -1
f (Y;j,)\u) = Z Z Pukl,uplv,qu:;Qir,/\Qsj,x

r,s=1u,v=1

We can now prove Lemma 10.23.



Démonstration. Let E € éGLdf((C), Fe GgGLdﬁ((C) € Ob(A) be such that Tr(E™!) =
A=1 pn=1

Tr(F~') and tr(E)\) = tr(F),) for all A\, u. According to the previous lemma, let P €

éGLdf((C) and @ € éGLdE(C) be such that PEP~! and QFQ~! are lower-triangular

A=1

p=1
and let M € agGLdf((C) be diagonal such that Tr(E~1) = Tr(M ') and tr(E)) = tr(M,)
for all A, u. A/\c:clording to Lemma 10.33, the algebra A(M,QFQ~!) is nonzero, and so is
A(M, F). According to [15], Proposition 2.15, A(FE, F') is nonzero. O
Remarque 10.35. We could have defined a bigger cogroupoid A such that Ob(fT) ={F ¢
agGLdf((C)}. In that case, F' = (Fy,...,F,) € (C*)™ is normalized if and only if F; =
)\:-1 = F, = f, and Auu(Ap,trr) = Aau(C(X,),¢) where X,, = {z1,...,2,}. The

previous proof no longer works because the relations lead to more ambiguities, which are
no longer resolvable.






Quatriéme partie

Le centre de 'algébre de Hopf associée
a une forme bilinéaire non-dégénérée
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Chapitre 11

Le centre de B(F)

11.1 Le groupe quantique d’une application bilinéaire
non-dégénérée

On rappelle la définition de 'algébre associée a une forme bilinéaire non-dégénérée,
introduite par Dubois-Violette et Launer dans [27] :

Définition 11.1. Soit £ € GL,(C). On pose
B(E)=C<uzy,1<i,j<n|E '2'Ex=1,=zE"2'E >
ouzxr = (IU)

On a vu dans I'exemple 1.11 que cette algébre peut étre canoniquement munie d’une
structure d’algébre de Hopf qui posséde alors la propriété universelle suivante qui justifie
qu’on la considére comme l'algeébre de fonctions du groupe quantique de la forme bilinéaire
induite par F.

Proposition 11.2.

1. Soit V.= C™ muni de la base canonique (v;)1<i<n. Munissons V' d’une structure de
B(E)-comodule avec la coaction avy (v;) = 377 v; @ 55, 1 <i <.

Alors Uapplication linéaire e : V@V — C définie par e(v; ® v;) = Eij, 1 <i,j <mn,
ou E = (E;;), est un morphisme de B(E)-comodules.

2. Soit H une algébre de Hopf et soit (V, any) un H-comodule de dimension finie n. Soit
e: VeV — C un morphisme de H-comodule tel que la forme bilinéaire associée soit
non-dégénérée. Alors il existe E € GL,(C) telle que V soit un B(E)-comodule (pour
la coaction notée o, ), e un morphisme de B(E)-comodules, et il existe un unique
morphisme d’algebres de Hopf ¢ : B(E) — H tel que (idy ® ¢) o ay = o, .

Nous allons étudier certaines propriétés de 'algebre B(FE). Rappelons quelques résul-
tats. Au niveau des algébres de Hopf, on a la classification suivante (voir [13])

Théoréme 11.3. Soient E € GL,(C) et F € GL,,(C). On a équivalence entre :
1. On a un isomorphisme d’algébres de Hopf B(E) ~ B(F).
2. n=m et il existe P € GL,(C) telle que E = PFP".

Au niveau de la (co)homologie de Hochschild, on a la dualité suivante, voir [16].
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Théoréme 11.4. Soit M un B(E)-bimodule. Alors pour tout n € {0,1,2,3}, on a des
1somorphismes

H'(B(E), M) ~ Hy (B(E), M)
o o : B(E) — B(E) est l’automorphisme modulaire défini par o(x) = ET'E'z E~1E*.

Si M = B(FE) et pour n € N, onnotera H*(B(E),B(E)) = HH"(B(E)) et H,(B(E),B(E)) =
HH,(B(E)).

11.2 Une base de B(F)

Soit E € GL,(C). On va utiliser le lemme du diamant [11] pour obtenir une base de
monodmes pour 'algébre B(E).
On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 11.5. Soit E = (E;;) € GL,(C) (n > 3). Alors il existe P € GL,(C) tel que
(P'EP)y, = 0= ((P'EP)™ ).

Démonstration. Soient k € N, A € C*. Définissons les matrices suivantes :

0 . (_1)k+1
Y
0 . (—1) v 0
0 . 0
0 A 0
=0 o o -1 .| = € GLK(C),
0 O 1 1 0 8 0 i\
0O -1 -1 0 0
1 1 0 0 0
I's 0 0
Hox (A 0 I A b " | earae
2k< ) Jk()\> 0 ) 2k — 0 S Qk( )
0 . Iy

D’aprés [35], une matrice £ € GL,(C) est congruente a une somme directe de blocs de la
forme Ty, et Hap(N) (k> 1, XA ¢ {0,(=1)*1}). Cette décomposition est unique a 1’ordre
prés des facteurs et a ’échange A <> A™'. En considérant F € GL,(C) a congruence preés,
les seules situations problématiques sont celles o la somme directe ne contient que des
blocs de la forme I'y, I'y. Plus précisement, on distingue 4 cas :
~Si E € GL,(C) contient un bloc de la forme Hop(\) (A ¢ {0,(=1)%1}) avec
k > 1 (resp. un bloc I'y avec k > 3). Dans ce cas, on peut permuter les membres
de la somme directe de maniére a avoir E,, = Hop(N)opor = 0 et (E7Y),, =
(Hoi (X)) Hawor = 0, (resp. Epp = Ti)ie =0 et (B nn = (Tk) e = 0).

- Si B =1,, soient
(i = [ I,—2 O
Q—<1 1 ) et P—( 0 Q)'

Dans ce cas, (P'P)u, = 0= ((P'P)™ 1),



— Si B = Ay, soient
1 01
Q=010 etP:<%ﬁg).
0 0 =2
Dans ce cas, (P'EP),, = 0= ((P'EP)™ ).

- SiE= ( Ino% FO ) avec 2k # 0,n, on permute les membres de la somme directe
2k

de maniére & avoir une matrice de la forme F = ( 40 > avec B = ( 10 )

0 B 0 Iy
Soient
1 0 ¢
o=1(01 0 etP—<%ﬁg)
0 01
Dans ce cas, (P'EP),, = 0= ((P'EP) "),
[
Munissons {1,...,n} x {1,...,n} de 'ordre lexicographique et notons (n,u) et (n,v)

les éléments maximaux de {1,...,n} x {1,...,n} tels que E,, # 0 et E.! # 0. En
particulier, en combinant le théoréme 11.3 et le lemme 11.5, on peut supposer que 1'on a
u, v < n. Définissons I’ensemble d’indices

Ind(E) = {] - ((i17j1)7 cee (im7jm)); (itvit-&-l) 7£ (nvu)> (jtyjt-l-l) 7é (TL,U)}

et pour I = ((i1,51),-- -, (im, jm)) € Ind(E), on note x; := w;,j, ... 2;,;,. On peut alors
énoncer le résultat suivant :

Proposition 11.6. Soit E € GL,(C) (n > 3). La famille (x1)rcmacr) est une base de
B(E).

Démonstration. On donne d’abord une nouvelle présentation de 1’algébre B(E). Notons
E = (ajj)i<ij<n € E71 = (Bij)1<ij<n. L'algébre B(E) est alors I’algebre libre engendrée
par les coefficients x;;,1 < 4,7 < n, soumis aux relations

TniTyj = 04,;} (aij — Z Oék:lxkixlj)
(kD)< (n,u)

TinTjy = B (ﬁzy - > quxipij)
(p.a)<(n,v)

On munit I'ensemble des générateurs x;;,1 < 4,5 < n, de 'ordre induit par I'ordre
lexicographique sur {1,...,n} x{1,...,n}. 2 monémes sont ordonnés suivant leurs tailles
et 2 monomes de méme taille sont ordonnés suivant ’ordre lexicographique induit. Il est
clair que cet ordre est compatible avec la nouvelle présentation et qu’il s’agit d’un ordre
total. On a 'ambigiiité d’inclusion

(ZrnTuvs TnnTuv)
et les ambigiiités de recouvrement
(wnixun7 xunxjv)y (:L‘inxnw xnvxuj)‘

Notons que si v ou v = n, il y aurait davantage d’ambigiiités. Montrons qu’elles sont
résolubles. On note les réductions par —. Commengons par 'ambigiiité (2,,ZTuy, TnnTuw)-
D’un coté, on a :



a,;}(am,— Z Ozkzllfknxlv>

(kD) <(n,u)
%(anuﬁrw)_l(anvﬁnv - Z akl ﬁkl - Z ﬁpqupxlq))
(k1)< (n,u) (p,q)<(n,v)
:(anuﬁnv)_l (anvﬁnv - Z O‘klﬁkl + Z Z aklﬁpqupxlq»
(k,1)<(n,u) (kD) <(nu) (p,g)<(n,v)
:(Oénuﬂm)>71 (anvﬁnv + anuﬁnu - 1Et Z Z aklﬁpqupxlq»

(k1) <(n,u) (p,g)<(n,v)

et de 'autre coté, on a :

ny Bnu - Z quxnpxuq

(p,g)<(n,v)

%(anuﬁnv) anuﬁnu - Z 5pq apq Z Oéklxkpa:lq))
(P,a)<(n,v) (kD) <(n,u)

:(@nuﬁnv) Oénuﬁnu - Z quapq + Z Z aklﬁpqupmlq))

(p,9)<(n,v) (k,D)<(n,u) (p,q)<(n,v)

:(anuﬁm))_l (anvﬁnv + anuﬁnu - 1Et Z Z aklﬁpqupxlq))
(kD) <(n,u) (p,g)<(n,v)

Ainsi, 'ambigiiité (2, Tyy, TrnTuw) est résoluble. Examinons maintenant 'ambigiiité (& un, Tunt v )-
D’un coté, on a :

O (CinTjo = D TR s)
(kD)< (n,u)
%(Oénuﬂm))il (ainﬂnvxjv - Z Odkl£ki<ﬂlj - Z quxlpqu»
(kD) <(n,u) (p.g)<(n,v)

:(anuﬁnv)_l (ainﬁnvx]’v + O‘nuﬁujxm’ — Ty + Z Z aklﬂpqxlpqu))

(k1) <(n,u) (p,g)<(n,v)

et de 'autre coté, on a :

Bt (Bujni — Z BpgniTupiq)
(p.9)<(n,v)

%(&nuﬂuj)il (Oénuﬁujxm' - Z qu(aip - Z aklxkimlp)qu)

(p,q)<(n,'v) (k’l)<(n7u)

:(anuﬁm))_l (ainﬁnvxjv + anuﬁujxm' - zij + Z Z aklﬁpqxlpqu))

(k1) <(n,u) (p,g)<(n,v)

Ainsi, Pambigiiité (2,;Zun, Tunj,) est résoluble. Des calculs similaires montrent que I’am-
bigiiité restante (', Ty, Tnoy;) est elle aussi résoluble. Ainsi, le lemme du diamant assure
que l'ensemble des monomes réduits est une base de B(E). Or les mondmes réduits sont
exactement les (27)7ecma(g)- O

D’aprés la proposition 11.6, pour ¢ € B(E) non nul, on peut écrire de fagon unique

p=crxrr+ E CjTy
J<I



ou I, J € Ind(F) et ¢; # 0. On appelle cette décomposition la forme standard de ¢ et on
dit que cyxy est le terme dominant de .

11.3 Le centre de B(F)

On peut maintenant utiliser la proposition 11.6 pour calculer le centre de B(E), dont
la trivialité est connue pour certaines matrices. Voir [49] et 28] pour le cas n = 2 ainsi
que [64] pour des cas particuliers de matrices. On utilise essentiellement les techniques de
[49], Theorem 1.6.

Théoréme 11.7. Soit n > 3 un entier et soit E € GL,(C). Alors
Z(B(E)) =C.1.

Démonstration. On conserve les conventions définies précédemment concernant ’ensemble
des mondomes réduits.

Soit p € Z(B(FE)) de taille k et de terme dominant c;xy, avec I = ((i1,71),- - -, (ig, Jx))-
Supposons d’abord que les (iy,j,) ne sont pas égaux 2-a-2, c’est-a-dire que z; # xfljl.
Puisque n > 3, il existe 1 < 4,7 < 2 tels que @755, et x;,5,%;; sont des mondémes
réduits. Dans ce cas, le terme dominant de x;;¢ est crx;jz; et celui de px;; est crzia;;.
Puisque ¢ est central, on a Crry; Ty = Crrrry; et puisque xrr et xrr;; sont des mondmes
réduits et sont linéairement indépendants d’apres la proposition 11.6, ceci n’est possible

que si x; = 1. Ainsi, ¢ € C.1. Maintenant, supposons que (i1,71) = - - = (ig, Jx) €t que
rr = xfljl. Puisque n > 3, il existe 1 < 4,5 < 2 tels que (4,7) # (1,71) et @iz, et
T, j, Ti; soient des moénomes réduits. On conclut comme précedemment. ]

Notons que dans [64], la trivialité du centre de B(E) est une conséquence d’un résultat
a priort plus général. En effet, Vaes et Vergnioux s’intéressent a la factorialité de ’algebre
de Von Neumann associée au groupe quantique orthogonal A,(F) (F € GL,(C)), qui est
prouvée dans des cas particuliers.

11.4 Quelques calculs d’homologie

Le corollaire suivant est une reformulation du théoréme 11.7 :

Corollaire 11.8. Soient n > 3 et E € GL,(C). Alors
HH(B(E)) ~C.
On peut en fait modifier légérement la preuve du théoréme 11.7 pour calculer H H3(B(E)).
Théoréme 11.9. Soient n > 3 et E € GL,(C). Alors

C st E est symétrique ou anti-symétrique,

HHy(B(E)) = { (0)  sinon.
Démonstration. D’apreés le théoréme 11.4, il suffit de calculer
HH(B(E), ,B(E)) ~{m € B(E);am =mo(a) ¥ a¢c B(E)}:=Z,(B(E)).

Si E est symétrique ou antisymétrique, o = idgg) et Z,(B(E)) = Z(B(E)) = C d’aprés
le théoréme 11.7.



Supposons que F n’est ni symétrique ni antisymétrique. D’aprés le théoréme 11.3, on
peut supposer que la matrice A := E~'E" est sous forme de Jordan. Soit z;; un générateur
de B(E). Alors la forme standard de o(z;;) est

o(zij) = Z AiAijrrg = Ajjxivy + (Tiv1 -1 + AuAjizig + AuTij).
.l

Soit ¢ € B(E) non-nul de terme dominant cyz;. Puisque n > 3, il existe 1 < 4,5 < 2
tels que le terme dominant de z;;¢ soit cz;jx; et celui de po(z;;) soit Ajjcrxrzipqj. Si
¢ € Zs(B(E)), on a alors l'égalité cz;ja; = Ajjcixrriij, ce qui est absurde. Ainsi,

Z5(B(E)) = (0). m
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