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1.1

Introduction

Opérateurs hypercycliques

Depuis le début des années 1980 et la these de Kitai en 1982, les propriétés orbi-
tales des opérateurs linéaires ont été largement étudiées. Les opérateurs hypercycliques
en particulier sont au cceur des développements.

Définition 1.1. Un vecteur z € X est dit hypercyclique pour T si son orbite
O(z,T) :={T"x,n € N}

est dense dans X. L’ensemble des vecteurs hypercycliques pour 'opérateur T est noté
HC(T). Lopérateur T est dit hypercyclique si HC(T') # 0.

La propriété d’hypercyclicité pour un opérateur est donc basée sur la densité de I'orbite
d’un vecteur. C’est un cas particulier dans un cadre linéaire, de la notion d’universalité qui
se définit pour des fonctions continues dans le cadre plus général des espaces topologiques.

Une notion bien connue et tres étudiée dans le contexte des systemes dynamiques est
la notion de transitivité topologique. Cette propriété a été introduite en 1922 par Birkhoff
et caractérise le fait qu'un systéme dynamique n’est pas décomposable en deux sous-
systemes dynamiques indépendants. En fait la transitivité topologique et 'hypercyclicité
sont des propriétés équivalentes dans le cas o X est un espace séparable avec une base
dénombrable d’ouverts et n’a pas de points isolés, c’est ce que 'on appelle le Théoreme
de Transitivité de Birkhoff.

Théoreme de Transitivité de Birkhoff 1.2. Soient X un F-espace séparable et T un
opérateur linéaire continu sur X. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

(i) T est hypercyclique

(i1) T est topologiquement transitif : pour tous ouverts non-vides U et V de X, il existe
un entier n tel que T"(U) NV # ().

De plus, dans ce cas HC(T') est un Gs dense de X.

Ce théoreme est d’une importance capitale en dynamique linéaire car il permet d’in-
terpréter une condition de densité de I'orbite d'un vecteur en termes d’ouverts, c’est-a-dire
qu'un opérateur est hypercyclique si et seulement si 'orbite de tout ouvert non-vide est
dense dans X. Cette vision des choses est bien souvent la plus efficace.

D’autre part, il est bien connu que 'hypercyclicité est un phénomene purement infini
dimensionnel. En effet, il est facile de vérifier qu’en dimension finie soit 1’orbite d'un
vecteur par une application continue tend vers l'infini en norme, soit elle reste bornée.
Ceci exclut tout comportement hypercyclique dans un espace de dimension finie. Pour

9



1. INTRODUCTION

exhiber de tels opérateurs, il faut donc se tourner naturellement vers des espaces de
dimension infinie.

La dynamique linéaire est un domaine récent qui a beaucoup évolué ces 30 dernieres
années. Bien que Birkhoff, MacLane et Rolewicz aient été des précurseurs du développement
de la dynamique linéaire en distinguant des comportements hypercycliques dans la classe
des opérateurs de translation sur H(C), pour 'opérateur de dérivation sur H(C) et pour
certains multiples du décalage & gauche sur ¢?(N), la naissance de cette branche de ’ana-
lyse fonctionnelle a lieu avec la these de Kitai qui exhibe un critere d’hypercyclicité qui se
révele tres efficace. Ce critere sera amélioré par plusieurs auteurs ensuite comme Gethner
et Shapiro en 1987 puis Juan Bes en 1998 pour aboutir a la formulation actuelle :

Théoréme (Critére d’Hypercyclicité) 1.3. Soit X un espace de Banach séparable et
T € L(X). On dit que T satisfait le critére d’hypercyclicité s’il existe une suite stricte-
ment croissante (ny)ren, deur ensembles denses D1, Dy C X et une suite d’applications
Sny : Dy = X tels que :

(a) T™x — 0 pour tout x € Dy ;
(b) Sp.y — 0 pour tout y € Dy ;
(¢) TS,y — y pour tout y € Ds.

Sous ces conditions l'opérateur T est hypercyclique.

Des lors, de nombreux auteurs se sont intéressés a ce sujet et le domaine a évolué de
facon rapide. Cet intérét, au début des années 1980, s’explique aussi par le fait que depuis
la fin des années 1970 Per Enflo annonce pouvoir construire un opérateur ne possédant
aucun sous-espace invariant sur un espace de Banach particulier. Son article, long et tech-
nique, ne sera finalement publié qu’en 1987 et apportera une réponse négative au probleme
du sous-espace invariant pour les espaces de Banach. En 1988, Charles Read donne une
construction analogue d'un opérateur hypercyclique pour lequel tous les vecteurs non-
nuls sont hypercycliques donnant une réponse négative au probleme du sous-ensemble
invariant pour la classe des espaces de Banach.

Le critere d’hypercyclicité, bien que tres utile, n’est malheureusement qu’une condi-
tion suffisante comme 'ont montré De la Rosa et Read [16], Bayart et Matheron [7] ou
encore Shkarin [49] qui ont tous donné des contre-exemples a la réciproque de ce théoreme.
Toutefois, les opérateurs qui vérifient ce critere sont appelés faiblement mélangeants car
ils vérifient des conditions plus fortes que la simple hypercyclicité. Le théoreme suivant,
donné par Bes et Peris [12], exhibe des propriétés équivalentes a vérifier le critere d’hy-
percyclicité :

Théoréme (Beés-Peris) 1.4. Soit X un espace de Banach et T' € L(X). Les assertions
suivantes sont équivalentes :
(i) T satisfait le critére d’hypercyclicité.

(i1) T est héréditairement hypercyclique : il existe une suite strictement croissante (my)ken
telle que pour toute sous-suite (mx,)jen de (Mi)ren, (T7) en est hypercyclique.

(11i) T est faiblement mélangeant : T & T est hypercyclique.

Comme nous ’avons souligné précédemment, la plupart des opérateurs hypercycliques
que nous connaissons vérifient les conditions du théoreme précédent. Les seuls opérateurs
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1.1. Opérateurs hypercycliques

hypercycliques connus qui ne les satisfont pas sont des exemples ad hoc ; nous ne connais-
sons donc pas de classe d’opérateurs hypercycliques qui ne sont pas faiblement mélangeants.

Illustrons ce critere avec une de ses conséquences. L’exemple ci-dessous est di a Salas
[46] en 1995 et caractérise I'hypercyclicité pour la classe des décalages pondérés.

Exemple 1.5. Soit B, un décalage pondéré bilatéral de poids w = (wy,)nez sur €%(Z)
défini par By(e,) = wpe,_1 ol (€,)nen est la base canonique de (*(Z). Alors B, est
hypercyclique si et seulement si pour tout ¢ € N,

lér_r}i&f max ((w; . . Wniq) s (W W_pigr1)) = 0.

Cette classe est I'une des plus importante en dynamique linéaire car ce sont des ap-
plications simples et pour lesquelles on peut effectuer des calculs explicites. Ceci permet
souvent de comprendre certains mécanismes sous-jacents et de tester certaines idées. C’est
I'une des raisons qui ont fait 'importance de ces opérateurs en dynamique linéaire.

D’un point de vue spectral, les opérateurs hypercycliques ont également des propriétés
remarquables. Par exemple, on montre tres facilement la proposition suivante qui lie le
comportement de 'opérateur aux valeurs propres de son adjoint.

Proposition 1.6. St T est un opérateur hypercyclique, alors l’opérateur adjoint T* n’ad-
met pas de valeurs propres.

Un autre résultat concernant le spectre des opérateurs hypercycliques est dia a Kitai
et tire ses origines du fait quun opérateur soit contractant, soit expansif, ne peut pas étre
hypercyclique.

Théoreme 1.7. 5iT est un opérateur hypercyclique, alors toute composante du spectre
de T intersecte le cercle unité.

Ce théoreme est un premier exemple du role joué par les éléments de module 1 du
spectre d'un opérateur hypercyclique. Ce lien a été fortement approfondi par Bayart et
Grivaux en 2005 [4].

Un autre point tres remarquable concernant la classe des opérateurs hypercycliques
est qu’elle est stable par certaines transformations simples de 'opérateur.

Dans le cas ot 'on s’intéresse a un opérateur qui peut se décomposer en une somme
directe d’opérateurs, 'hypercyclicité est stable par restriction a un sous-opérateur.

Proposition 1.8. Soient T : X — X et S: Y — Y deux opérateurs linéaires bornés. Si
T & S est hypercyclique sur X @Y alors T (resp. S) est hypercyclique sur X (resp. Y ).

On peut encore se demander ce qu’il se passe si I'on remplace T par un opérateur
"ressemblant” dans un sens a définir. On sait par exemple que les multiples d'un opérateur
hypercyclique ne sont pas toujours hypercycliques. En effet, Rolewicz a montré le résultat
suivant en 1969 [45] :

Proposition 1.9. Soient B l'opérateur de décalage a gauche sur (*(N) et X\ € C. Alors
AB est hypercyclique si et seulement si |A| > 1.

Toutefois Léon et Miiller [38] ont montré que les choses se passent mieux si ’'on mul-
tiplie un opérateur hypercyclique par un scalaire unimodulaire.
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1.2

1. INTRODUCTION

Théoreme (Léon, Muller) 1.10. Soient T un opérateur hypercyclique et X\ un scalaire
de module 1. Alors \T' est hypercyclique et HC(T) = HC(AT).

En 1995, Ansari [1] s’est posé la question de savoir ce qu’il se passe si 'on considere
une puissance de I'opérateur. Ceci revient a ”oublier” des itérations a intervalles réguliers
par rapport a l'orbite de I'opérateur initial. De prime abord, il parait hasardeux de penser
que tous les itérés d'un opérateur hypercyclique sont eux-mémes hypercycliques. C’est
pourtant ce qu’affirme le théoreme suivant.

Théoréme (Ansari) 1.11. Soient T un opérateur hypercyclique et k € N*. Alors T* est
hypercyclique et HC(T) = HC(T*).

Les propriétés de ces opérateurs sont assez bien connues maintenant, on pourra par
exemple consulter les livres récents de Bayart et Matheron [7] et de Grosse-Erdmann et
Peris [29] pour avoir une vision d’ensemble de la théorie.

Opérateurs supercycliques

En 1972, Hilden et Wallen [32] qui travaillent sur des classes d’opérateurs cycliques
remarquent un comportement plus fort pour certains opérateurs de décalage pondéré. Ils
introduisent alors les opérateurs supercycliques.

Définition 1.12. Un vecteur x € X est dit supercyclique pour 7" si
{\T"z,n e N\ € K}

est dense dans X. L’ensemble des vecteurs supercycliques pour l'opérateur T est noté
SC(T). L'opérateur T est dit supercyclique si SC(T") # 0.

Dans le méme article, les auteurs exhibent certains opérateurs supercycliques en prou-
vant que l'adjoint d’un opérateur de décalage pondéré a gauche sur £2(N) est toujours su-
percyclique. De plus, ceux-ci remarquent également que la classe des opérateurs normaux
ne contient pas d’opérateurs supercycliques et que dans le cas complexe la supercyclicité
ne peut survenir que dans des espaces de dimension 1 ou de dimension infinie. I faut
ensuite attendre 20 ans, pour qu’en 1992, Herzog [31] compléte ce théoreme de Hilden et
Wallen pour le cas des espaces réels.

Théoréeme (Herzog, 1992) 1.13. Soit X un espace de Banach séparable réel. Alors il
existe des opérateurs supercycliques sur X si et seulement si

dim(X) € {0,1,2} ou dim(X) = oco.

De plus, dans les cas ou la dimension est finie, la caractérisation des opérateurs super-
cycliques est bien connue :
e Si dim(X) = 1, tout opérateur non-nul est supercyclique.
e Si dim(X) = 2, tout multiple d’un opérateur de rotation, d’angle libre avec 7 sur Q est
supercyclique.
Herzog conclut ainsi I’étude des opérateurs supercycliques en dimension finie.

Comme dans le cas hypercyclique, on a un moyen pratique permettant de se ramener
a des orbites d’ouverts.
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1.2. Opérateurs supercycliques

Théoreme de Transitivité de Birkhoff Supercyclique 1.14. Soient X un F-espace
séparable et T un opérateur linéaire continu sur X. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes

(i) T est supercyclique

(i1) pour tous ouverts non-vides U et V' de X, il existe un entier n et un scalaire A € K
tel que XT"(U)NV # 0.

De plus, dans ce cas SC(T') est un Gs dense de X.

La encore, on obtient la densité de ’ensemble des vecteurs supercycliques des qu'un
opérateur est supercyclique.

De la méme fagon que dans le cas hypercyclique, H.N. Salas [47] a exhibé un critere
de supercyclicité.

Théoréme (Critére de Supercyclicité) 1.15. Soient X un espace de Banach séparable
et T € L(X). On dit que T satisfait le critere de supercyclicité s’il existe une suite stric-
tement croissante (ny)gen, deux ensembles denses Dy, Dy C X et une suite d’applications
Snp Dy = X tels que :

(a) ||T™z||||Sn,yll = O pour tous x € Dy ety € Dy;
(b) TS,y — y pour tout y € Ds.
Sous ces conditions l'opérateur T est supercyclique.

Ce n’est encore, la aussi, qu'une condition suffisante mais la caractérisation de Bes et
Peris est aussi valable pour les opérateurs supercycliques.

Théoréeme 1.16. Soit X un espace de Banach et T € L(X). Les assertions suivantes
sont équivalentes :
(i) T satisfait le critére de supercyclicité.
(i) T & T est supercyclique.
Pour illustrer le critere de supercyclicité, nous allons donner un théoreme de ca-

ractérisation des décalages pondérés bilatéraux supercycliques. Cette caractérisation est
encore due a Salas [47].

Exemple 1.17. Soit B,, un décalage pondéré bilatéral sur ¢2(Z). Alors B, est supercy-
clique si et seulement si pour tout ¢ € N,

. . —1
171LI£1+1£1§ (W1 .. Wptq) X (Wo... W_pygs1) =0.

En ce qui concerne les propriétés spectrales des opérateurs supercycliques, on gagne
un peu en liberté par rapport au cas hypercyclique. En effet, on a le résultat suivant :

Proposition 1.18. Si T est un opérateur supercyclique, alors lopérateur adjoint T™
admet au plus une valeur propre. De plus, cette valeur propre est non-nulle.

De plus, Feldman, Miller et Miller [20] ont remarqué qu'il existe une propriété analogue
au Théoreme 1.7 pour les opérateurs supercycliques.
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1.3

1. INTRODUCTION

Théoréme du Cercle Supercyclique 1.19. Soit T' un opérateur supercyclique. Alors
1l existe un cercle centré en 0 qui intersecte toutes les composantes connexes du spectre
de T'. Un tel cercle est appelé un cercle de supercyclicité pour T'.

En fait, un grand nombre des propriétés connues pour les opérateurs hypercycliques
possedent un analogue supercyclique. Les théoremes de stabilité cités auparavant pour
les opérateurs hypercycliques sont encore vrais dans le cas supercyclique. Bien entendu,
le Théoreme de Léon-Miiller devient trivial dans ce contexte mais le Théoreme d’Ansari
reste encore valable comme 1’a montré Ansari [1].

Opérateurs n-supercycliques

Récemment, des auteurs ont tenté de généraliser la notion d’opérateur supercyclique.
Le premier a 'avoir fait est Nathan Feldman [19] au début des années 2000, qui a introduit
la notion d’opérateur n-supercyclique :

Définition 1.20. Un opérateur 1" est dit n-supercyclique, n > 1, si X possede un sous
espace vectoriel de dimension n d’orbite dense. Le plus petit entier n tel que T est n-
supercyclique est appelé I'indice de supercyclicité de T'.

Ces opérateurs ont notamment été étudiés dans [13],[5] et [10]. On connait quelques
résultats sur ces opérateurs, on sait par exemple en construire a partir d’opérateurs
vérifiant le critere de supercyclicité comme ’a montré Feldman [19] :

Théoreme 1.21. [19] SiTy,...,T,, 1 < n < oo sont des opérateurs supercycliques sur
des espaces de Banach séparables Xy, ..., X, et qui vérifient le critere de supercyclicité
par rapport a la méme suite (ng)ren, alors ®F_ T}, est n-supercyclique sur &} _y X.

Comme dans les cas hypercycliques et supercycliques, on dispose également de quelques
classes d’exemples d’opérateurs n-supercycliques. En effet, Bayart et Matheron [5] ont
étudié la n-supercyclicité des opérateurs de décalages pondérés bilatéraux sur ¢7(Z) pour
1 < p < oo et se sont apercus que les notions de supercyclicité et de n-supercyclicité
coincident pour cette classe.

Théoréeme 1.22. Pour un décalage pondéré bilatéral sur (P(Z), la n-supercyclicité est
équivalente a la supercyclicité.

Ceci n’est pas vérifié par toutes les classes d’exemples d’opérateurs n-supercycliques
comme |’a montré Feldman avec ’exemple suivant.

Exemple 1.23. [19] Soit n € N. Si {Ag, 1 < k < n} est une collection de disques ouverts,
S = M, sur L?(Ay) pour tout 1 <k < n et S = ®F_, Sk, alors S* est n-supercyclique.

De plus, si I'on choisit bien les disques ouverts, on peut s’assurer que 1’opérateur
construit dans cet exemple n’est pas (n — 1)-supercyclique. Cependant, cette affirma-
tion dépend de la structure du spectre d’'un opérateur n-supercyclique. En effet, il existe
plusieurs théoremes qui donnent des conditions suffisantes pour que différents types d’opé-
rateurs soient n-supercycliques, mais il existe également des résultats opposés, qui donnent
des conditions suffisantes pour qu’un opérateur ne soit pas n-supercyclique. Le premier de
ces résultats est un théoreme sur la structure du spectre d’un opérateur n-supercyclique :
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Théoreme du Cercle n-Supercyclique 1.24. Soit T un opérateur n-supercyclique,
alors il existe n cercles I'; = {z : |z| = r;}, r; >0, i = 1,...,n, tels que pour tout sous-
espace invariant M pour T*, o(T*|M)N (UL T;) # 0. En particulier, chaque composante
conneze du spectre de T intersecte U}, I';.

En particulier, si 'on se place dans le cas ou n = 1, on retrouve le Théoreme du
Cercle bien connu pour les opérateurs supercycliques. Ce théoreme peut permettre de
montrer qu’un certain opérateur T n’est pas n-supercyclique ; ¢’est ce que 1’on utilise pour
montrer que 'on peut utiliser I’Exemple 1.23 pour exhiber un opérateur n-supercyclique
qui n’est pas (n — 1)-supercyclique. D’autre part, ce théoreme exclut certaines classes
d’opérateurs de la n-supercyclicité, ce qui rappelle des résultats connus pour les opérateurs
supercycliques.

Théoréme 1.25. [19/,[13] Soit n € N*. Un opérateur normal (ou sous-normal) sur un
espace de Hilbert de dimension infinie n’est jamais n-supercyclique.

En 2004, Bourdon, Feldman et Shapiro [13] ont remarqué qu’a l'instar des opérateurs
hypercycliques et supercycliques, le spectre ponctuel de ’adjoint d'un opérateur n-super-
cyclique est contraint a ne pas étre trop grand. En particulier, ils ont démontré le résultat
suivant :

Théoreme 1.26. Si T est un opérateur n-supercyclique, alors T* a au plus n valeurs
propres comptées avec multiplicité.

Un autre point commun avec les opérateurs supercycliques, remarqué la encore par
Bourdon, Feldman et Shapiro, est que dans le cas complexe la n-supercyclicité est un
phénomene infini dimensionnel.

Théoréeme 1.27. Soit n > 2. Il n’existe pas d’opérateur (n — 1)-supercyclique sur C™.
En particulier, il n’existe pas d’opérateur k-supercyclique sur C* pour tout 1 <k <n—1.

Une question subsiste quand méme : on sait que le théoreme ci-dessus est vrai également
sur R™ pour n > 2 dans le cas des opérateurs supercycliques, on peut alors 1égitimement
se demander ce qu’il en est pour les opérateurs n-supercycliques! On a déja souligné qu’il
est bien connu qu’une rotation d’angle irrationnel est supercyclique sur R%. On a alors un
début de réponse a la question ci-dessus en remarquant que sur R?, une rotation d’angle
irrationnel autour d’'une droite est 2-supercyclique. Nous reviendrons sur cette question
dans le chapitre 2.

Opérateurs fortement n-supercycliques

On a vu qu’un certain nombre de propriétés des opérateurs supercycliques se généra-
lisent plutot bien au cas des opérateurs n-supercycliques mais un certain nombre de
questions restent en suspens. En effet, on peut se demander §’il existe un équivalent au
Théoreme de Transitivité de Birkhoff, un critere de n-supercyclicité, si les ”éléments n-
supercycliques” pour un opérateur n-supercyclique forment un G4 dense (dans un sens et
un espace a définir) ou encore si le Théoreme d’Ansari reste vrai pour ce type d’opérateurs.
Ces questions sont “plus difficiles” que les précédentes car X n’est pas le cadre naturel
pour étudier 'orbite de sous-espaces de dimension n. C’est pour cela qu’en 2008, Shkarin
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[48] a introduit la notion d’opérateur fortement n-supercyclique qui demande une condi-
tion plus forte que la n-supercyclicité. Nous allons commencer par introduire certaines
notions qui nous permettront de définir la forte n-supercyclicité.

Notation et Définition. Si X est de dimension supérieure a n € N*, on peut définir une
topologie sur I'espace des Grassmanniennes de dimension n, noté P, (X), qui est ’'ensemble
des sous-espaces de dimension n de X. Pour cela, nous notons X,, 'ensemble (ouvert) de
tous les n-uplets © = (z1,...,2,) € X" de vecteurs linéairement indépendants et on
munit X,, de la topologie induite par restriction de celle sur X™. On peut alors définir
I'application 7, : X,, — P,,(X) par m,(z) = Vect(xy,...,x,). On définit la topologie sur
P,.(X) comme étant la topologie la moins fine qui rende 7, continue et ouverte.

Nous pouvons maintenant définir la forte n-supercyclicité.

Définition 1.28. Soit n € N*. Un sous-espace vectoriel L de dimension n est dit fortement
n-supercyclique pour T si pour tout k € N, T*(L) est de dimension n et si son orbite

O(L,T) := {T"(L),n € N}

est dense dans P,(X). L’ensemble des sous-espaces n-supercycliques pour 'opérateur T'
est noté £S,,(T'). L'opérateur T est dit fortement n-supercyclique si £S,(T) # 0.

Remarque 1.29.

a) Dans cette définition et dans toute la suite nous ne ferons pas de distinction dans les
notations entre L vu comme sous-espace de X et L vu comme élément de P, (X).

b) Il est clair que P, (X) est un espace de Baire car I'application 7, qui permet de définir
sa topologie est continue et ouverte.

Apres avoir défini les opérateurs fortement n-supercycliques, Shkarin [48] a énoncé le
résultat suivant :

Théoréme (Ansari-Shkarin) 1.30. Soient k,n € N*. Alors £S,(T) = ES,(TF) et
en particulier, T est fortement n-supercyclique si et seulement si T* est fortement n-
supercyclique.

Ce théoreme est une réponse partielle a la question que 1’on se posait auparavant pour
les opérateurs n-supercycliques car les opérateurs fortement n-supercycliques forment une
sous-classe des opérateurs n-supercycliques. En particulier, ces derniers héritent des pro-
priétés connues pour les opérateurs n-supercycliques. Cependant, un des espoirs de Shkarin
en introduisant cette nouvelle classe d’opérateurs était que tout opérateur n-supercyclique
soit fortement n-supercyclique. Il pose d’ailleurs la question dans son article [48] de sa-
voir si ces deux notions sont équivalentes. En effet, une réponse positive a cette question
résoudrait le probleme du Théoreme d’Ansari pour les opérateurs n-supercycliques en y
apportant une réponse positive.

Opérateurs co-fortement n-supercycliques

Suite a 'introduction par Shkarin de la notion d’opérateur fortement n-supercyclique,
une question qui se pose est celle de savoir si 'on peut généraliser ces opérateurs en
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itérant sur des sous-espaces de dimension infinie. Bien sur, il faut se restreindre a un
certaine classe de sous-espaces de dimension infinie pour espérer pouvoir définir une telle
notion. Nous avons choisi de nous restreindre a une classe "duale” de celle des espaces
de dimension finie, celle des espaces de codimension finie. Il nous faut a présent définir
I’espace topologique sur lequel nous allons itérer notre opérateur. L’ensemble est facile
a intuiter, c’est 'ensemble des sous-espaces de codimension n. Il est ensuite nécessaire
de munir cet ensemble d'une topologie adéquate. Donnons au préalable une définition de
I’ensemble sur lequel nous allons étudier les opérateurs en question.

Notation et Définition. Soit X un espace de Banach séparable et soit n € N*. On
appelle n-ieme co-Grassmannienne de X, notée P¢°( X)), 'ensemble de tous les sous-espaces
fermés de codimension n dans X. On note X I’ensemble des n-uplets de vecteurs de X*
qui forment une famille indépendante et on munit cet ensemble de la topologie induite
par celle de X*". Enfin, on munit P¢°(X) de la topologie la moins fine qui rende les

applications I1,, : X — P(X) avec I1,,(x7,...,2%) = N, ker (z}) continues et ouvertes.

Apres avoir donné la définition de 'espace des co-Grassmanniennes, nous pouvons
a présent définir la co-forte n-supercyclicité d'une facon analogue a celle de la forte n-
supercyclicité.

Définition 1.31. Soient n € N* et T' un opérateur linéaire sur X. Un sous-espace vectoriel
fermé M de codimension n est dit co-fortement n-supercyclique pour 7 si pour tout k& € N,
Tk(M) est de codimension n et si 'ensemble {T’ﬁ(M)}kGN est dense dans P¢°(X). Dans
ce cas, I'opérateur T' est dit co-fortement n-supercyclique.

Résumé

L’objectif de cette these est de développer la dynamique des opérateurs sur des sous-
espaces et en particulier sur les Grassmanniennes. L’étude de la dynamique sur des sous-
espaces a débuté au début des années 2000 avec Feldman puis s’est poursuivie avec I'in-
troduction par Shkarin de principes de dynamique sur des Grassmanniennes. Nous nous
intéressons également a d’autres notions de dynamique comme la chaoticité.

La fin du premier chapitre est consacrée a I’établissement des premieres propriétés sur
la forte n-supercyclicité. Cela nous permet de également de justifier I'intérét porté a ces
opérateurs en soulignant les propriétés qu’ils partagent avec les opérateurs hypercycliques
et supercycliques mais que n’ont pas les opérateurs n-supercycliques. Enfin, comme Shka-
rin I'a énoncé sans démonstration, nous terminons ce chapitre en donnant une preuve du
fait que les opérateurs fortement n-supercycliques ont la propriété d’Ansari. Cette preuve
anticipe sur quelques résultats que nous établissons au cours de cette these.

Dans le chapitre 2, nous complétons I’étude de la n-supercyclicité, entamée par Bour-
don, Feldman et Shapiro [13] dans le cas complexe, et donnons une caractérisation des
entiers n pour lequel il existe un opérateur n-supercyclique en dimension finie dans le cas
réel. Ce résultat est un corollaire d’un théoreme technique qui caractérise le meilleur indice
de supercyclicité pour certains types d’opérateurs. La preuve de ce résultat repose sur la
décomposition de Jordan d’un opérateur et sur une réduction de la base d’un espace sur le-
quel on itere 'opérateur. Nous commencerons par définir ce que I’on appelle décomposition
de Jordan, puis nous montrerons sur un exemple en quoi consiste la réduction de base
d’un sous-espace en exhibant son utilité dans un cas particulier. Cette réduction est tres
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importante pour la suite car elle permet de rendre efficace la décomposition de Jordan,
¢’est pourquoi nous détaillerons le principe de cette réduction dans une troisieme partie
et nous définirons certaines notations qui nous suivrons jusqu’a la fin du chapitre. Nous
divisons la suite du chapitre en plusieurs parties, chacune d’elles traitant un cas particulier
du probleme général jusqu’a obtenir le théoreme de classification suivant :

Théoréeme A 1.32. Soit N > 2. Il n'existe pas d’opérateur (L%J — 1)-supercyclique
sur RY. De plus, cette valeur est optimale : il existe toujours un opérateur (L%J)-
supercyclique sur RY.

De plus, le théoreme technique qui implique le théoreme ci-dessus donne une classifica-
tion partielle des opérateurs sur un espace réel de dimension finie qui sont n-supercycliques
a n fixé.

Le deuxieme objectif de ce chapitre est de compléter I’étude des opérateurs fortement
n-supercycliques en dimension finie. Apres avoir traité le cas de la dimension 4 “a la main”,
nous montrerons que la forte n-supercyclicité est un phénomene infini dimensionnel.

Théoreme B 1.33. Pour N > 3, il n’existe pas d’opérateurs fortement n-supercycliques
sur RY pour 1 <n < N.

Dans le chapitre 3, nous approfondirons I’étude préliminaire que nous avons faite sur
les opérateurs fortement n-supercycliques. Nous nous intéresserons tout d’abord a leurs
propriétés spectrales. En particulier, nous montrerons la version fortement n-supercyclique
suivante du Théoreme du Cercle :

Théoreme C 1.34. Soient X un espace de Banach complexe etT" un opérateur fortement
n-supercyclique sur X.

Alors on peut décomposer X = F @ Xy, avec F' et Xy T-stables, F' de dimension finie
inférieure ou égale a n. D’autre part, il existe R > 0 tel que le cercle {z € C : |z| = R}
intersecte chaque composante du spectre de Ty := Tjx,.

Dans un second temps, nous nous intéressons aux opérateurs de composition sur l’es-
pace de Hardy du disque et nous donnons une classification des homographies de D qui
sont fortement n-supercycliques :

Théoreme D 1.35. Soit ¢ une homographie de D et n € N*. Alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) Cy est hypercyclique
(1) Cy est supercyclique

(1it) Cy est fortement n-supercyclique

Pour mener a bien cette classification, nous aurons besoin d’adapter le Théoreme de
I’angle supercyclique que Gallardo-Gutiérrez et Montes-Rodriguez ont utilisé pour étudier
la supercyclicité de certains opérateurs de composition.

Nous étudierons ensuite les liens qui existent entre la forte n-supercyclicité, la forte
(n—1)-supercyclicité et la forte (n+ 1)-supercyclicité. Pour commencer, nous montrerons
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que I'on peut construire un opérateur 1" dont les indices de forte supercyclicité Ar forment
n’importe quel intervalle des nombres entiers infini a droite. Nous adaptons ensuite cette
construction pour obtenir le résultat plus général suivant :

Théoreme E 1.36. Soient X un espace de Banach et n > 2. Alors il existe un opérateur
linéaire continu T qui est fortement m-supercyclique st m > n mais qui n’est pas m-
supercyclique si m < n.

Apres cela, la question naturelle est de savoir si cet ensemble A7 est toujours infini a
droite. Pour répondre a cette question, nous reprenons des idées de De La Rosa et Read
[16] qui ont fourni le premier exemple de construction d’un opérateur hypercyclique qui
n’est pas faiblement mélangeant. En fait, nous suivons la démarche de Bayart et Matheron
[6] qui ont adapté la construction précédente sur des espaces classiques.

Théoreme F 1.37. Il existe un opérateur supercyclique qui n’est pas fortement h
-supercyclique pour tout h > 2.

Le chapitre 4 est consacré a 'introduction d’'une nouvelle classe d’opérateurs appelés
co-fortement n-supercycliques. Cette classe est construite a partir des mémes idées que
celle des opérateurs fortement n-supercycliques mais on s’intéresse, dans ce cas la, a ’'or-
bite de sous-espaces de codimension n. Bien que cette notion soit plus délicate a manipuler,
nous rapprochons les propriétés dynamiques sur des sous-espaces de dimension finie de
celles sur des sous-espaces de codimension finie de plusieurs manieres. En particulier, on
montre :

Théoreme G 1.38. Soient n € N* et soit T' un opérateur borné inversible sur un espace
de Banach séparable X. Alors T est co-fortement n-supercyclique sur X si et seulement
si T~ est fortement n-supercyclique sur X*.

On montre ensuite que pour la classe des décalages pondérés et pour n = 1, on peut
s’affranchir de ’hypothese d’inversibilité ci-dessus.

Théoreme H 1.39. Soit B, borné sur (P(Z). Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

a) By est co-fortement 1-supercyclique sur (P(Z).

b) B = B est supercyclique sur (7).

c) Il existe une suite (Ng)ren telle que pour tout ¢ € N,

C!+Nk Oz—Nk—Fl -1
max H w; | X max H w; — 0.

—q<a< —g<a<
q<la<yqg -1 g<a<gqg =0 k——+o0

Dans un cinquieme chapitre, nous nous intéressons a un autre aspect de dynamique
linéaire : les opérateurs chaotiques. En 2000, Grosse-Erdmann a caractérisé les opérateurs
de décalage pondéré chaotiques sur les espaces de suites dont la base canonique est in-
conditionnelle [28]. Nous complétons ce théoreme en donnant une caractérisation de ces
opérateurs sur une certaine classe d’espaces de suites sans base inconditionnelle introduite
par Lohman et Casazza[40]. Cette classe généralise la construction de 'espace de James
faite par James en 1950 [34], [35].
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Dans I’Annexe A, nous présentons un critere de supercyclicité qui s’applique aux
opérateurs non-bornés et qui nous permet de caractériser les décalages pondérés supercy-
cliques bornés ou non. Ce résultat nous est utile pour le chapitre 4.

Enfin, dans I’Annexe B, nous montrons que sur un espace de Banach muni d’une mesure
gaussienne invariante par un opérateur 1T', T est fortement mélangeant si et seulement si
T est multiple mélangeant de tout degré. Ce résultat généralise d’une part un théoreme de
Totoki [51] qui a montré un résultat similaire pour les processus gaussiens et d’autre part
un théoreme de Bayart et Matheron qui caractérise les opérateurs fortement mélangeants
en termes d’opérateur de covariance.

Quelques premieres propriétés sur les opérateurs fortement n-supercycliques

Lorsqu’on s’intéresse aux opérateurs hypercycliques, on fait souvent appel a la notion
de transitivité topologique qui est en général plus maniable car c¢’est une propriété qui
porte sur l'orbite d’ouverts de X plutot que sur l'orbite de vecteurs. Il serait agréable
de disposer d’'un tel outil pour la forte n-supercyclicité et le but de ce paragraphe est de
nous fournir cet outil et d’en tirer quelques conséquences. Nous donnerons aussi diverses
propriétés qui permettent de se faire une idée un peu plus précise de la notion de forte
n-supercyclicité. La propriété qui suit est un résultat de densité tres simple qui nous
permet de travailler sur X" plutot que sur X,, qui est un espace peu structuré et qui sera
d’utilisation constante dans la suite.

Proposition 1.40. X, est dense dans X™.

Preuve :

Soit @ = (x1,...,2,) € X" et Vi,...,V, des voisinages ouverts dans X de xy, ..., z,.
11 nous suffit de montrer qu'il existe y € X, N (V3 x -+ x V,,). Soit p le plus grand entier
tel que {z1,...,x,} soit libre. Si p = n, alors il n’y a rien a faire. Sinon par définition
de p, Vect{x,...,z,} est un sous-espace vectoriel de X de dimension p, donc il existe
Yp+1 € Vpur \ Vect{z1, ..., z,} car V1 est un ouvert d’'un espace de dimension n et p < n.
On peut réitérer ce raisonnement et construire une famille y,.1, ..., y, telle que :
(1, s Ty Ypits -y Yn) € (VI X oo X V)N X,

0

Remarque 1.41. Nous utiliserons également plusieurs fois le résultat suivant dont la
preuve est évidente : si U est un ouvert de X,, et si L est un sous-espace vectoriel de X
de dimension n, alors (L x -+ x L)NU # 0 < L € 7, (U).

Grace a la proposition précédente, on peut maintenant traduire la forte n-supercyclicité
par des propriétés de densité sur X" plutot que sur P,(X).

Proposition 1.42. On a équivalence entre les assertions suivantes :
(i) T est fortement n-supercyclique ;

(i1) 1l existe un sous-espace vectoriel L de X de dimension n tel que pour tout i € N,
T (L) est de dimension n et :

B := U2, m, Y(T(L)) est dense dans X"
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(i1i) Il existe un sous-espace vectoriel L de X de dimension n tel que pour tout i € N,
T'(L) est de dimension n et :

E:=U2 (TH(L) x --- x T(L)) est dense dans X".

Preuve :

o (i) = (ii) :

Comme T est fortement n-supercyclique, il existe un sous espace vectoriel L de di-
mension n dont l'orbite est dense par 7' dans P,(X). Soit z = (z1,...,2,) € X,,
M = m,(x) € P,(X) et V un voisinage ouvert de x dans X,,. Comme 7, est une ap-
plication ouverte, W := 7, (V') est un voisinage ouvert de M dans P,(X). Comme L est
fortement n-supercyclique pour T, il existe k € N tel que T%(L) € W. Par conséquent, il
existe y € V tel que m,(y) = T*(L) et ainsi y € 7, (T*(L)) C B. Donc B est dense dans
X,. Or, comme X,, est dense dans X", B est dense dans X".

o (i) < (i) :

B est un sous-ensemble de X,,, dense dans X". Par conséquent, B est dense dans
X,. De plus, comme 7, est continue et surjective, m,(B) est dense dans P, (X). Or
To(B) = U2, T(L), donc T est fortement n-supercyclique.

o (ii) = (i) :

Par définition de 7, pour tout k € N, 7 1(T*(L)) € T*(L) x --- x TF(L) C X" et
donc B C & donc &€ est dense dans X™.

o (ii) < (iii) :

Soit U un ouvert non-vide de X™. Comme X, est un ouvert dense de X", X,,NU est un
ouvert non-vide de X" et comme & est dense dans X", il existe
reéNX,NU =X, N U2,T(L) x --- x TY(L)) NU. Donc il existe k¥ € N tel que
x € NX, N (TFL) x -+ x TH(L)) N U et ainsi m,(x) = TH(L) dott & € BN U. Ainsi,
BNU # (), dou la densité de B dans X™.

O

Remarque 1.43. En particulier, la caractérisation (iii) ci-dessus nous permet de remar-
quer que si un opérateur 1" se décomposeen T'=T,H--- DT, sur X = E1H--- D E, est
fortement k-supercyclique, alors pour tout i € {1,...,n} T; est fortement k;-supercyclique
ou k; = min(dim(E;), k).

On peut alors donner une description de I’ensemble des sous-espaces de dimension n

de X qui sont fortement n-supercycliques et ceci nous permet de voir que cet ensemble
est un Gy de P,,(X).

Proposition 1.44. Soit (V;);en une base d’ouverts de X. Alors
ES,(D)= [ Um(Ta& -aT) (Vi x xV;,)NX,).

(j15--r5n ) EN" 1EN

Preuve :

Soit L € £S,(T). Grace a la Proposition 1.42, ceci est équivalent a supposer la densité
de U, TH(L) x --- x T*(L) dans X". De plus, on peut traduire cela en termes d’ouverts
en utilisant la base d’ouverts (V;) ey de X et I'on obtient :

v(jla"'7jn)€Nn73ieN: (TZ(L)XXTZ<L))Q(V;1XX%)#@
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Puisque X, est un ouvert dense de X", ceci se reformule également de la fagon suivante :
V(ji, + in) EN" T EN: X, N(L X X L)N(BF_,T)(Vj, x ---x V) #0.

On transfere ensuite cet ensemble dans P, (X) par la projection m,, ce qui nous assure
I’appartenance de L a I’ensemble

N Um(@T & @D)7(V; x - x Vi) N Xy).

(j1,ensjn) ENM iEN
U

Comme dans le cas des opérateurs hypercycliques ou supercycliques, c¢’est cette écriture
de I’ensemble des espaces fortement n-supercycliques qui nous permet de donner un ana-
logue de la notion de transitivité topologique pour les opérateurs fortement n-super-
cycliques qui est décrit dans la proposition suivante :

Proposition 1.45. On a équivalence entre les assertions suivantes :
(i) T est fortement n-supercyclique ;

(ii) YU C P, (X),VV C X" ouverts non-vides, 3i € N: (&F_,T)(m,; ' (U)) NV #£0.

n

En particulier, si'T est fortement n-supercyclique, alors £S,(T) est un Gs dense de P, (X).

Preuve :

Soit L € £S,(T), comme X ne possede pas de points isolés, P, (X) n’en possede pas
non-plus et ainsi O(L,T) C £S,(T). Ainsi, £S,(T) est soit vide soit dense et c’est un G
d’apres la Proposition 1.44.

D’apres ce qui précede, T' est fortement n-supercyclique si et seulement si £5,(T") est
dense dans P,,(X), et d’apres la caractérisation de £S,,(7T), ceci revient a dire que pour
tout U € P,(X) ouvert non-vide et tout (ji,...,J,) € N, il existe i € N tel que

Tl(T @ ®T) 7 (Vyy x X V) N X)) N U £ 0

~1(U) C X, on obtient
la formulation équivalente suivante : pour tout U € P,(X) ouvert non-vide et tout
(J1,---+Jn) € N il existe i € N tel que

ol (V})jen est une base d’ouverts de X. En remarquant que 7,

(Te--- o) (Vj, x---x V)N, (U) #0.

Ceci termine la preuve car (V}) ey étant une base d’ouverts de X, ceci reste vrai pour
tout ouvert de X".

O

Remarque 1.46. Comme ’application 7, est surjective continue et ouverte, il est facile
de montrer que si un ouvert non-vide U est dense dans X,, alors son image par m, est
dense dans P, (X). De la méme fagon, on montre que si V' est un ouvert dense de P, (X),

alors 7, 1(V') est dense dans X,,. Par conséquent, si T est fortement n-supercyclique sur
X, alors ensemble 7, 1(£S,(T)) est un G4 dense de X".

Grace a ces premiers résultats, on peut maintenant donner une premiere classe
d’exemples d’opérateurs fortement n-supercycliques.
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1.7. Quelques premieres propriétés sur les opérateurs fortement n-supercycliques

Corollaire 1.47. Soit T un opérateur vérifiant le critére de supercyclicité, alors T est
fortement n-supercyclique pour tout n € N.

Preuve :

D’apres le Théoreme 1.16, T' vérifie le critere de supercyclicité si et seulement si
(®p_,T) est supercyclique sur X™ pour tout n € N*. Soit n € N*. En utilisant le
Théoreme de Transitivité de Birkhoff pour les opérateurs supercycliques, on sait que
pour tous ouverts non-vides V, W de X", il existe un entier ¢ et un scalaire A # 0 tels que
(@7, TH)(AW)NV # . Nous allons vérifier la condition (ii) de la Proposition 1.45. Soient
alors U un ouvert non-vide de P, (X) et V' un ouvert non-vide de X". Par définition de 7,
71 (U) est un ouvert de X™ et pour tout A # 0, A\r, }(U) = 7, }(U). Posons W := 7 1(U),
en appliquant la version supercyclique du Théoreme de Transitivité de Birkhoff avec V et
W, on obtient I'existence d’un entier naturel i tel que (&7, T") (7 1(U)) NV # (. Ainsi,
la condition (ii) de la Proposition 1.45 est vérifiée et T est fortement n-supercyclique.

O

Corollaire 1.48. Soit T' un opérateur de décalage pondéré sur {, et n € N*. Alors T' est
supercyclique st et seulement si T est fortement n-supercyclique.

Preuve :

On sait que tous les décalages pondérés supercycliques vérifient le critere de supercycli-
cité, par conséquent le Corollaire 1.47 nous assure le caractere fortement n-supercyclique
de T'. Inversement, si 'on suppose que T est fortement n-supercyclique, alors T est au-
tomatiquement n-supercyclique. Or le Théoreme 1.22 nous assure que pour un décalage
pondéré la n-supercyclicité est équivalente a la supercyclicité. Ainsi, T" est supercyclique.

O

On peut encore déduire un troisieme corollaire permettant de construire des opérateurs
fortement n-supercycliques :

Corollaire 1.49. Soient 1 < n < oo, Xy,..., X, des espaces de Banach et pour tout
ie{l,...,n}, T; € L(X;). On suppose que les T; vérifient le critére d’hypercyclicité pour
la méme suite {ny}ren, alors (O, T;) est fortement n-supercyclique sur X = & X;.

Preuve :

En effet, il est bien connu qu'une somme directe d’opérateurs vérifiant le critere d’hy-
percyclicité pour la méme suite est aussi hypercyclique. Apres cette remarque, il suffit
d’utiliser le Corollaire 1.47 pour conclure.

O

Remarque 1.50. On pourrait étre tenté de remplacer la condition de vérifier le critere
d’hypercyclicité pour une méme suite dans le corollaire précédent par celle de vérifier le
critere de supercyclicité comme 1’a fait Nathan Feldman dans [19] pour les opérateurs
n-supercycliques, or nous verrons un peu plus loin dans le Théoreme 3.4 que I'on ne peut
pas faire cela car le spectre d’'un opérateur fortement n-supercyclique est composé au
plus d’un ensemble fini de points et d’'un ensemble dont toutes les composantes connexes
intersectent un meéme cercle!
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Remarque 1.51. Comme dans le cas des opérateurs hypercycliques, on peut grace a
cet analogue du Théoreme de Transitivité de Birkhoff déduire un critere de forte n-
supercyclicité. Malheureusement, ce critere n’est pas aussi utile qu’on pourrait le penser
dans le sens ou si 'on y regarde de plus pres, il est équivalent au critere d’hypercyclicité.

Théoreme d'Ansari fortement n-supercyclique

Dans Darticle [48], Shkarin unifie les preuves de trois résultats importants en dyna-
mique linéaires qui sont le Théoreme 1.11 d’Ansari, le Théoreme 1.10 de Léon-Miiller et le
Théoreme de Conejero-Miiller-Peris. Son article commence par un Théoreme tres général
qui assure l'universalité de T'® M, sur X © G ou T est un opérateur universel ayant de
bonnes propriétés sur X et g est un générateur d'un groupe topologique compact. On
connaissait déja un lien fort entre ces résultats car chacun reposait sur un argument de
connexité de 'ensemble des éléments hypercycliques des opérateurs, cependant Shkarin a
permis d'unifier la facon d’aborder ces résultats en les regroupant comme étant issus d’'un
méme théoreme général. Voici le théoreme général que Shkarin a donné dans [48] :

Théoreme 1.52. Soient X un espace topologique, T : X — X une application continue
et g un générateur d’un groupe topologique compact G. Supposons également qu’il existe un
sous-ensemble non-vide Y de U(T') invariant par T, connexe par arcs, localement conneze
par arcs et simplement connexe. Alors l'ensemble {(T"(x),g"), n € N} est dense dans
X X G pour tout x € Y.

A partir de ce théoreme, de nombreux corollaires sont démontrés puis exploités, nous
nous contenterons de reprendre la proposition suivante dont la démonstration est faite
dans [48] et repose sur le théoréme précédent.

Proposition 1.53. Soient X wun espace topologique sans points isolés, n € N* et
T : X — X une application continue tels que l’ensemble des vecteurs universels pour
T noté U(T) est connexe. Alors U(T™) =U(T).

Avec cette Proposition nous pouvons a présent prouver le Théoreme d’Ansari pour les
opérateurs fortement n-supercycliques. Il faut cependant remarquer que Shkarin énonce
ce théoreme sans démonstration dans son article [48]. On se propose donc de présenter une
démonstration de ce théoreme qui repose sur la Proposition 1.53 ci-dessus. Cependant,
une telle démonstration requiert aussi certains résultats sur les opérateurs fortement n-
supercycliques que nous avons développé dans cette these.

Proposition 1.54. T est fortement k-supercyclique si et seulement si T™ est fortement
k-supercyclique.

Preuve :

En dimension finie, il n’existe pas d’opérateurs fortement k-supercycliques sauf sur des
espaces de dimension 1 et 2 pour le cas réel et de dimension 1 pour le cas complexe comme
nous l'avons montré dans le Théoreme 2.34. De plus, dans ces cas c’est une condition
équivalente a la supercyclicité. Le cas de la dimension finie est donc trivial.

On peut donc supposer que X est un espace de dimension infinie. Soit {z1,...,x;} une
base du sous-espace fortement k-supercyclique L. Posons

Xo = {p(T)(x1,...,21) = (p(T)(x1),...,p(T)(xx)),p € P} C XF.
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Il est clair par définition que X, est de dimension infinie dans X* car sinon l'orbite de
L par T engendre un sous-espace de dimension finie de X. De plus, (T'& --- @ T)‘ est

X,
injectif. En effet, pour tous p,q € P, ’
TT) (w1, o a)) = T@(T) (o, 1)
Ang (X(p - Q))(T)(xh s vxk) =0
Xp-9)=0ep=q |
V1< j <k Tk eNet (of)i5/: Th(x;) = 52y olT'(xy)
Or dans ce dernier cas, {(®T")(x1,...,Tk) fnen est contenu dans un espace vectoriel de

dimension au plus H§=1 k; < 4o00. Ce qui est absurde car ceci contredit la densité de
l'orbite de L. Ainsi, p=gqet (T @ --- B T) est injectif sur Xj.

Grace au Théoreme 3.1, nous savons en outre que 7™ possede au plus k valeurs propres
distinctes. Considérons alors ’ensemble

Z = {p(T)(1,....x1),p € P, 0 & p(o,(T"))}.

On remarque que Z est composé de k-uplets de bases d’espaces vectoriels fortement k-
supercycliques pour T'. En effet, si 0 ¢ p(c,(7%)), alors p(T") est d’image dense. Ainsi,
Pensemble p(T) ({®T(L)}ien) = {BT(p(T)(L))},cy est dense et p(T)(L) est un sous-
espace fortement k-supercyclique pour 7. Donc,

Y = {Vect(p(T)(x1,...,21)),p €P, 0 & plo,(T7)))}

est composé d’espaces fortement k-supercycliques pour I'application T: 7r(Xo) = me(Xo)
qui est Papplication associée a T sur m(Xp).

Or Z est connexe par arc, donc connexe et comme 7, est continue, Y est connexe. De
plus, Y est dense dans P,(X) par forte k-supercyclicité de T'. Ainsi, U(T') est connexe.
Enfin la Proposition 1.53 implique que L € U(T"). Or comme P,(X,) est dense dans
P,.(X), on déduit que L est fortement k-supercyclique pour 7.

O
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2.1

n-supercyclicité et forte n-supercyclicité en
dimension finie

Introduction

Nous avons vu que Feldman et Shkarin ont introduit deux notions généralisant la
supercyclicité. Ces notions ont pour point commun d’étudier des orbites de sous-espaces
vectoriels de dimension supérieure ou égale a 1. On commence a mieux comprendre les
opérateurs n-supercycliques principalement grace aux travaux de Feldman [19],[13] et de
Bayart et Matheron [5] et 1’'on s’apergoit qu’un certain nombre de propriétés des opérateurs
supercycliques se généralisent plutot bien a cette nouvelle classe. Cependant, il reste
encore des questions tres naturelles non-résolues comme celle de la caractérisation de la
n-supercyclicité en dimension finie. En effet, on sait depuis le milieu des années 1970 grace
aux travaux de Hilden et Wallen [32] qu'’il n’existe pas d’opérateurs supercycliques sur C"
avec n > 1 et depuis le début des années 90 qu’il n’existe pas d’opérateur supercycliques
sur R™ pour n > 2 si K = R grace aux travaux de Herzog [31]. De plus, les opérateurs
supercycliques sur C,R et R? sont completement caractérisés. Par contre, dans le cas
des opérateurs n-supercycliques, Bourdon Feldman et Shapiro ont seulement donné une
réponse partielle en 2004. Cette réponse est contenue dans le théoreme suivant :

Théoreme 2.1. Soit n > 2. Il n'existe pas d’opérateur (n — 1)-supercyclique sur C*. En
particulier, il n’existe pas d’opérateur k-supercyclique sur C* pour tout 1 < k <n — 1.

La preuve de ce théoreme n’est pas facile. En effet, celle-ci utilise des calculs poussés
réalisables en utilisant de fagon prépondérante la réduction de Jordan. Ceci permet de
clore le probleme dans le cas complexe, cependant on ne sait toujours pas ce qu’il se passe
dans le cas réel, mais les choses semblent étre différentes du cas complexe. En effet, sur R?
toute rotation d’angle libre avec m sur Q est supercyclique. En poussant un peu plus loin
le raisonnement, on remarque que toute rotation autour d’une droite de R?® d’angle libre
avec 7 sur Q est 2-supercyclique. Cet exemple prouve bien que les choses se présentent
différemment, cependant nous ne savons pas a jusqu’a quel point.

Quant & la notion de forte n-supercyclicité introduite par Shkarin [48], on ne connait
a priori pas grand chose de ces opérateurs a part leur définition et le fait qu’ils satisfont
la propriété d’Ansari! Par contre, comme les opérateurs fortement n-supercycliques sont
une sous-classe des opérateurs n-supercycliques, le théoreme précédent de Bourdon, Feld-
man et Shapiro s’applique également aux opérateurs fortement n-supercycliques. Il est
donc vain de chercher des opérateurs fortement n-supercyclique sur un espace vectoriel
complexe de dimension finie.
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2. n-SUPERCYCLICITE ET FORTE n-SUPERCYCLICITE EN DIMENSION FINIE

Le but de ce chapitre est de prolonger ces deux études au cas réel et en particulier,
nous montrerons les deux résultats suivants :

Théoréme 2.2. Soit n > 2. Il n'existe pas d’opérateur (| £+

De plus, cette valeur est optimale : il existe toujours un opérateur (|
sur R™.

| —1)-supercyclique sur R™.

2L ])-supercyclique

Ce théoreme clot la question de 'existence d’opérateurs n-supercycliques en dimen-
sion finie en caractérisant les dimensions des espaces pour lesquels il existe un opérateur
n-supercyclique. Le théoréeme suivant montre que les choses sont différentes pour les
opérateurs fortement n-supercycliques.

Théoreme 2.3. Pour n > 3, il n’existe pas d’opérateurs fortement k-supercycliques sur
R™ pour 1 < k < n.

Préliminaires
Réduction de Jordan

Dans la suite, nous allons avoir besoin d’utiliser des opérateurs de “la meilleure forme

possible”. Quand on travaille sur le corps des nombres complexes, une réduction de matrice
bien connue est la réduction de Jordan. Cette réduction s’avere bien utile pour résoudre
bon nombre de questions, on peut citer par exemple [13] ou les auteurs utilisent cette
réduction pour montrer qu’il n’existe pas d’opérateur (n — 1)-supercyclique sur C". Par-
tant d’une matrice quelconque, la réduction de Jordan permet de construire une matrice
triangulaire supérieure semblable a celle de départ. De fait, cette matrice est plus simple
a étudier grace a sa forme particuliere. En fait, la réduction de Jordan est encore plus
précise, le résultat est une somme directe de blocs de Jordan.
Comme tout se chapitre a pour but de s’intéresser a la n-supercyclicité et a la forte n-
supercyclicité, nous utiliserons le terme bloc de Jordan pour signifier un bloc de Jordan
non-nul. En effet, tout opérateur dont la décomposition de Jordan contient un bloc de
Jordan nul ne peut pas étre surjectif et n’est donc pas n-supercyclique.

Rappelons qu'un bloc de Jordan de valeur propre A # 0 et de taille k est usuellement
une matrice k X k avec uniquement des A sur la diagonale, des 1 sur la premiere surdia-
gonale et des zéros partout ailleurs. Il est bon de remarquer qu'une somme directe de
blocs de Jordan de taille 1 est une matrice diagonale. Dans ce qui va suivre, nous allons
suivre une autre convention qui simplifie légerement les notations mais qui ne change rien
a lefficacité de la réduction de Jordan, nous conviendrons donc qu'un bloc de Jordan
classique de valeur propre A et de taille k est une matrice k X k& avec uniquement des A
sur la diagonale et sur la premiere surdiagonale, et des zéros ailleurs.

Cette réduction est bien connue pour les matrices complexes mais le cas complexe
ayant déja été traité par Bourdon,Feldman et Shapiro [13], nous voulons travailler sur des
matrices a coefficients réels et le fait qu’il puisse exister des valeurs propres complexes
pour une matrice réelle nous interdit d’appliquer cette réduction. Cependant, il existe
tout de méme une version moins connue de la réduction de Jordan qui s’applique aux
matrices réelles et c’est celle-ci que nous allons utiliser. Dans le cas réel, nous pouvons
décomposer toute matrice en une somme directe de blocs de Jordan classiques et de blocs
de Jordan réels. Un bloc de Jordan réel de taille k et de module A # 0 est usuellement
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une matrice 2k X 2k avec uniquement ARy sur la diagonale, des matrices identité sur la
premiere surdiagonale et des zéros partout ailleurs. Pour les mémes raisons que dans le cas
complexe, nous suivront une convention différente pour laquelle les termes de la diagonale
sont les mémes que ceux de la premiere surdiagonale c¢’est-a-dire ARy. Soit alors B un bloc
de Jordan classique (respectivement réel) de taille k avec A = A (respectivement A = ARy)
alors les puissances de B sont facilement exprimables. En effet, pour tout n € N*,

A AT (A ()
0 A" <1>An <2>An T (k—2)An
B" = 0 0 ’ T :
: S OV
0 e 0 0 A"

Cette simplicité a exprimer les puissances d’une matrice est un des avantages de la
réduction de Jordan qui nous intéresse le plus ici puisque nous serons amenés a travailler
sur des itérés de matrices dans la suite et nous aurons besoin d’avoir une expression de
ces itérés la plus simple possible pour étudier leur comportement asymptotique. Pour de
plus amples détails sur la décomposition de Jordan, on pourra se référer a [42] ou [33].
En résumé, tout opérateur 7' sur R™ n’ayant pas 0 pour valeur propre est donc semblable
a un opérateur R de la forme suivante :

0

0

o
o
o O oo O

o O O O
oS
: E

.. 0o .
00 0 0 0/[J]

ol les blocs de Jordan classiques J; sont de la forme habituelle

i pi 00
0 -~ 0 gy

et les blocs de Jordan réels J; sont de la forme suivante

AiRo, | NiRg, | 0 0
0 E
‘71; =
0 o0 [ NiRy,

Etude de la n-supercyclicité sur RY

Introduction

Bourdon, Feldman et Shapiro ont prouvé qu’il existe des opérateurs n-supercycliques
sur C¥ si et seulement si n = N. Ceci caractérise complétement la n-supercyclicité dans le
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cas complexe en dimension finie. Dans cette partie, nous allons étudier le pendant réel de
ce théoreme ; plus précisément nous allons utiliser la décomposition de Jordan réelle pour
déterminer pour quels entiers n € N* est-ce qu’il existe des opérateurs n-supercycliques sur
RY. Rappelons tout d’abord que sur R?, il est facile de trouver un opérateur supercyclique,
il suffit de considérer une rotation d’angle irrationnel. De plus, tout vecteur non-nul de R?
est supercyclique pour cet opérateur. De la méme facon, on peut remarquer qu’il existe un
opérateur 2-supercyclique dans R3, il suffit de considérer une rotation d’angle irrationnel
. =0 .
et d’axe la droite et ses espaces 2-supercycliques sont tous les plans contenant
y=10

cette droite.

Ces exemples sont faciles a comprendre et a vérifier. Si I'on souhaite continuer dans
cette voie et voir ce qu’il peut se passer pour des dimensions supérieures, il est assez
naturel de penser a ajouter d’autres matrices de rotations et a utiliser le Théoreme de
densité de Kronecker [30] pour “disjoindre“les comportements individuels de chaque sous-
matrice de rotation. Bien stir, nous allons séparer le cas de la dimension paire de celui ou
la dimension est impaire puisque dans ce dernier cas nous devrons empiler des matrices de
taille 2 puis combler la derniere ligne comme en dimension 3. De cette facon, nous allons
construire sur RY un exemple d’opérateur (L%J)-supercyclique.

Exemple 2.4. Pour tout N > 1 :
e Sur R?Y| les endomorphismes de matrice représentative

Ry, | 0 - 0

0 0 0
0 | R,
sont N-supercycliques si (et seulement si) 0y, ..., 0y, 7 sont libres sur Q.

e Sur R?¥*+! les endomorphismes de matrice

Ro, | 0 0 0
o . 0 0 0
L o 0 | Ry, O
o --- 0 0 1
sont (NN + 1)-supercycliques si (et seulement si) 6y, ..., 0y, sont libres sur Q.

Cet exemple prouve l'optimalité du Théoreme 2.2. On souhaite maintenant prouver
I’autre partie du théoreme. Nous allons prouver le Théoreme 2.2 en plusieurs étapes en
cherchant a déterminer le meilleur indice de supercyclicité de différents cas particuliers,
que nous regrouperons au fur et a mesure, pour enfin terminer par un théoreme général
dont le Théoreme 2.2 sera un corollaire direct. Nous commencerons par déterminer 'indice
de supercyclicité pour deux cas particuliers de matrices : tout d’abord le cas d’un bloc
de Jordan réel de taille 2 puis celui d’'une somme directe de matrices de rotation. Nous
commencerons par ces deux exemples car la preuve de ces résultats peut se faire sans
outils supplémentaires mais permet aussi de prendre conscience que nous aurons besoin
de quelque chose en plus si I’on souhaite continuer avec des matrices plus élaborées. Nous
donnerons alors les outils nécessaires pour aller plus loin. Un de ces outils est une fagon
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de présenter la base du sous-espace n-supercyclique de facon a ce qu’elle soit réduite et
adaptée a 'opérateur que 1’'on considere. Ensuite, notre but sera de donner les meilleurs
indices de supercyclicité pour différents types de matrices. Nous commencerons par les
matrices primaires qui sont des sommes directes de blocs de Jordan (classiques et réels)
unimodulaires de taille 1. Nous poursuivrons avec le cas d'un bloc de Jordan réel de taille
quelconque pour lequel nous donnerons un minorant de l'indice de supercyclicité. Puis
nous nous intéresserons aux matrices qui s’écrivent comme somme directe de plusieurs
blocs de Jordan, d’abord quand les modules de chaque blocs sont différents puis quand
le module est le méme pour tous les blocs. Enfin, nous regrouperons ces résultats pour
donner un minorant de l'indice de supercyclicité d'une matrice quelconque.

Nous allons commencer par considérer un bloc de Jordan réel de taille 2 et de module
1 et ceci pour deux raisons. Tout d’abord les blocs diagonaux et de Jordan classiques
sont effectivement plus simples a traiter mais ceci a déja été fait par Bourdon, Feldman
et Shapiro [13] et donc celui-ci est le plus simple des opérateurs qu’il reste a considérer.
D’autre part, cet exemple sera notre point de départ pour traiter le cas des blocs de
Jordan réels de taille quelconque.

Ry Ry

Proposition 2.5. T' = ( 0 R,

) n’est pas 2-supercyclique sur R,

Preuve :

Supposons par ’absurde que T est 2-supercyclique. Soit M = Vect(z, y) un sous-espace
2-supercyclique pour T'. Alors en prenant des combinaisons linéaires des vecteurs de bases,
on peut supposer que = (x1,22,0,1) et y = (y1,¥2,1,0) ou bien x = (x1,x9, x3,x4) et
y = (y1,42,0,0) avec [|(z3,z4)] = 1.

Commengons par considérer le cas ou © = (z1,9,0,1) et y = (y1,y2, 1,0), alors pour
tous ouverts non-vides U et V de R?, il existe (n;);en une suite strictement croissante, et
(An; )iens (in, )ien deux suites réelles telles que :

Ry A, . + fn, s + n; Ry’ i ) e
T2 Y2 An;

R M ) ev
A

ng

que 'on peut réécrire sous la forme :

x Y1 A Hn; —n;
(2.1) >\m<x2>+um<y2>+m()\m>€]%@ (U)

(2.2) ( ’;Z ) € Ry™ (V)

Soient V = B << (1) ) ,5) la boule ouverte de centre ( (1) ) et de rayon € avec 0 < e < 1

et U un ouvert borné non-vide. Alors, le terme (2.2) du systéme nous apprend que pour
tout i € N, 0 < |\, |, [n;| < 1+ €. Puis, en divisant le terme (2.1) par n;, on obtient :

A, e s Ry™ (U
()t () () R
n; T3 n; Y2 An; g
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Or on a vu que les suites (A, )ien €t (i, )iy sont bornées, ainsi =+ — 0 et 2% —s 0.
‘ ‘ i j—+4o0 i j—+4o00

De plus comme U est borné, la relation précédente impose aux suites (A, )ien €t (fin, )ien
de tendre elles-mémes vers 0. Ceci contredit ( éfn ) e R,™ (V).
n;
Considérons donc maintenant le cas ou z = (x1, 29, 3, 74) et y = (y1,2,0,0) alors
pour tous ouverts non-vides U et V' de R? il existe (n;);cy une suite strictement croissante,
et (An, )ien, (tn,; )ien deux suites réelles telles que :

R [ ) o [ ) ) i [ 2 ) e
T Y2 Ly

B[ ) ev

Xyq

qui s’exprime aussi

(2.3) An, < 1 ) . < z; ) + nidn, ( ii ) e R;™ (U)

(2.4) An, < ii ) € Ry"™ (V)

Prenons V = B( 6 ,5) avec 0 < e < 1,7 > 1 et U un ouvert borné non-vide. Le

terme (2.4) implique que r — & < |\,,| < r + € et en divisant le terme (2.3) par n;\,,, on

obtient :
1 .
(o) () () = (o)
n; X2 ’I‘Ll)\nl Y2 Ty i——o00 0

Hn, U1 Zs3 0
e —s
s ) () (V)

Ainsi la suite (—n”:\” ) . est bornée. De plus, comme (y;,y2) # (0,0), il est méme clair
inng /e
converge vers un certain réel ¢ € R. On obtient alors :

(n)+(5)=(5)

Comme (3, z4) n’est pas nul, I'égalité ci-dessus implique (y1, y2) est également non-nul et

I'on en déduit que la famille {( 3 ) , ( h )} est liée. Quitte a manipuler notre base de

et donc,

Hny
niAn, €N

que la suite (

Ty Y2
départ, on peut donc supposer que x = (z1, g, T3, T4) et y = (3, 14,0,0), et on ré-exprime
(2.3) et (2.4) :

(2.5) An, ( 2 ) + (fn; + Midn,) ( iz ) € R;™ (U)
(2.6) A, ( o ) € Ry™ (V)
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2.3. Etude de la n-supercyclicité sur RV

Il est clair maintenant que ( il ) et < :;3 > sont linéairement indépendants. En effet,
2 4

s’ils ne I’étaient pas, on pourrait encore manipuler notre base et obtenir x = (0,0, x3, z4)
et Yy = (x37$47 07 O) et

(ttn, + TiAn;) ( . ) € R,™ (U)

Xy

. < s ) € R, (V)
Ty

Il suffirait alors de prendre U et V deux ouverts tels que sU NV = () pour tout s € R
pour obtenir une contradiction !

T T3 . . ,
Comme les vecteurs ( ) et ( ) sont linéairement indépendants, notons donc «

T2 Ty
X1
et
)

choisissons U = B 2 ), 2] et notons Cy la couronne engendrée par les rotations de U.
0/ &

I'angle formé par ces vecteurs, alors sin(a) > 0. Soit 0 < a < sin(«)(r — €)

Par un petit calcul élémentaire, il est facile de voir que (R ( ;3 ) +[r—e,r+¢ ( il ))
4 2

n’intersecte pas la couronne Cy. Ceci contredit (2.5) !

V'bq
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Donc Ry By n’est pas 2-supercyclique.
0 Ry

O

. . . . Ry R
Remarque 2.6. On vient de voir dans la proposition précédente que ( 09 Re > n’est
0

pas 2-supercyclique, cependant il est facile de remarquer que cette matrice est 3-super-
cyclique si 7 et 0 sont linéairement indépendant sur Q.

Remarque 2.7. Un des points intéressants de ce cas particulier est que sa preuve est
divisée en deux parties selon la forme de la base du sous-espace 2-supercyclique considéré.
En outre il semble difficile de reproduire cette preuve sans tenir compte de la forme de la
base que l'on considere. Nous verrons tout au long de notre étude que cette question de
forme de la base est une question majeure.

Un exemple éclairant

Avant de développer des outils pour démontrer le résultat général annoncé, nous allons
nous attarder sur l'exemple d’une somme directe de multiples de rotations. Le résultat
suivant montre que 1’on ne peut pas améliorer l'indice de supercyclicité des matrices de
I’Exemple 2.4. Une des motivations pour traiter cet exemple est de montrer les mécanismes
qui interviennent dans cette preuve et I'importance d’adapter les bases des espaces sur
lesquels nous travaillons a la forme de T. De plus, 'opérateur que 'on considere dans
I'exemple suivant est une somme directe de rotations et chacune agit sur R?, ainsi 13 ott
habituellement on parle de composantes d’un vecteur, nous parlerons plutot de bicom-
posantes d’un vecteur au sens ou nous regarderons chaque vecteur comme une somme
directe de vecteurs de R? et non de R comme a I'accoutumée. Dans ce qui suit, la k-iéme
bicomposante du vecteur(zy, ..., xay) est le vecteur sur lequel agit la k-iéme sous-matrice
de rotation, c’est-a-dire le vecteur (xox_1, xor). Soulignons également que la proposition
suivante n’a d’intérét que pour la compréhension du mécanisme général sous-jacent aux
preuves qui vont suivre. En effet, nous montrerons plus tard un résultat plus général que
celui-ci et dont la preuve est totalement indépendante du résultat ci-dessous.

@Ry 0 -~ 0
Proposition 2.8. Soit N > 2, alors Ry = 0 h : n'est pas
: . 0
0 cee 0 CLNR@N

(N — 1)-supercyclique sur R*N pour tous ay,...,anx € R et tous 6,...,0y € R.

Preuve :

Tout d’abord, quitte a réordonner les matrices de rotations et a multiplier par un réel
non-nul, on peut supposer 0 < |a;]| < ... < |ay_1| < ay = 1. En effet, si un des a; est nul
alors il est clair que Ry n’est pas & image dense et n’est donc pas (N — 1)-supercyclique.

Nous allons montrer par récurrence que Ry n’est pas (N — 1)-supercyclique sur RV,
Pour N = 2, le résultat est donné par Herzog [31].

Supposons que pour tout 2 < k < N, tous 60,...,0, et tous
0<la| <...<ag-1] < ar = 1 aucune matrice de la forme Ry n’est (k—1)-supercyclique
et montrons que Ry n’est pas (N — 1)-supercyclique.
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2.3. Etude de la n-supercyclicité sur RV

Par l’absurde, supposons que Ry est (N — 1)-supercyclique et soit
M = Vect(z!,- - 2N¥71) un sous-espace (N — 1)-supercyclique pour Ry et posons
T4y i= 2" pour tout 1 <i < N — 1.

On affirme que pour tout k € {1,..., N}, M est engendré par des vecteurs xi, ..., zy

tels que si 'on définit pyyq :=0 et
PE i= Sup (j €{l,...,N —1}: la k-iéme bicomposante de xfg est non-nulle )
alors :

(a) si prr1 # N — 1 alors pr, € {prs1 + Lprs1 +2} si kb # N, xfc #+ xiﬂ pour tout
1 S j S Pr+1,

(b) sipp = pry1 + 2, alors 2! = ( (1) > et aft = ( (1) ),

(c) pour tout k£ <[ < N et tout p, < j < N — 1, la [-ieme bicomposante du vecteur xi

est nulle.
On va montrer ceci par récurrence décroissante sur k € {1,..., N}. Nous commengons
par le cas ou k = N.
Quitte & considérer des combinaisons linéaires des vecteurs zk H,...,x%ﬂ et a les
réordonner, on peut supposer que I'on a une base x}, ... ,x%‘l de M pour laquelle soit

la derniere bicomposante de zk; est non-nulle (c’est-a-dire py = 1), soit la derniere bi-
composante de '} et 3 est non-nulle (c’est-a-dire py = 2) mais pour laquelle la derniere
bicomposante est nulle pour tous les autres vecteurs de base. De plus, dans cette derniere
éventualité, on peut également exiger que les dernieres bicomposantes de z; et %, soient
0 1 . . .
( 1 > et ( 0 ) comme dans la preuve de la Proposition 2.5. Il est facile de voir que nous
avons vérifié I’hypothese de récurrence pour k£ = N.
Supposons maintenant que I'’hypothese de récurrence est vérifiée pour N,... k + 1,
et vérifions la au rang k. On commence par définir z;, := xj_; pour tout 1 < j < pryq.

s - . +1 . RN
Quitte a prendre des combinaisons linéaires des vecteurs J:z’ff e ,xff +11 et quitte a les

réordonner, on peut obtenir N — 1 — ppy; vecteurs xzk“H, ozt tels que
Vect (x4, . .. ,a:,iv_l) = M. D’autre part, ces vecteurs peuvent étre choisis de fagon a satis-
faire une des conditions suivantes :

> Soit la k-ieme bicomposante des vecteurs xik“ﬂ, e ,x]kv ~1 est nulle, c’est-a-dire
pr = Pr+1- Cependant ce cas de figure engendre une contradiction. En effet, comme Ry

est (N — 1)-supercyclique, il existe une suite strictement croissante (n;);cy et N — 1 suites
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de nombres réels (A" )ien, ..., (A0))ien vérifiant :

(oo (40)) ) ()
o a5, (M (e ) || ()

s (zeoe (o)) |L(6)

La derniere bicomposante ci-dessus impose que ay/ )\(n‘) —+> 0 pour tout 1 < 7 < py car
1——+400

Ry est une isométrie et 1 < py < 2. De plus, si py = 2 alors

PN J (n:)
(ni) xk;<2N -1\ _ [ A
Z )‘j ( mf{(ZN) - )\(m)

par hypothese de recurrence De la méme facon, on prouve de proche en proche que pour
tout 1 < j < pry1, Clk+1)\ n) 4 0 car lag+1] < ... < |ay]|. De plus, si p; = N —1

1—+400
pour un certain j € {k: —i— 1,..., N} alors, on peut conclure directement que pour tout

1 <j<N-1 aq') (i) 0 ce qui contredit (2.7). Sinon, comme pp = pry1 et

i——400

lax| < |axs1], alors pour tout 1 < j < py, a )\( ) - 0, or ceci contredit aussi (2.7).
i——+00

. N . +2 _
> Soit la k-ieme bicomposante des vecteurs 2", ... zn ! est nulle mais pas celle

+1 .\ :
du vecteur 2", Dans ce cas, pr = pr11 + 1 et la k-iéme bicomposante des vecteurs

g 271 est nulle par construction. De plus, pour tout k 4+ 1 < [ < N la l-itme

blcomposante des vecteurs xﬁlﬂ, e ,xfcv_l est nulle car pr > prr1 > ... > py et la famille

+1 - s : +2
de vecteurs {2}, ... 2 '} est construite & partir des vecteurs )t ", ..., 5" dont
la [-ieme blcomposante est nulle d’apres I’hypothese de récurrence.

. N . +3 .
> Soit la k-itme bicomposante des vecteurs x, ™ .,z ! est nulle mais pas

Pr+1+1

+2 . . .
celle des vecteurs x, et 2177177, de plus ces deux blcomposantes peuvent étre choisies

1
pour étre ( (1) ) et < 0 ) Dans ce cas, pr = pr+1 + 2 et 'on conclut comme au point

précédent.
Ceci termine la récurrence.

Notons y!,...,yV~! les vecteurs w1, .. ., V=1 obtenus par récurrence. On a montré
que la suite (pyi+1-k)o<k<n €St strictement croissante jusqu'a ce qu’elle atteigne la va-
leur N — 1 a partir de laquelle elle reste constante. De plus, comme py; = 0 on
déduit immédiatement que p = N — 1. Or comme M est un sous-espace (N — 1)-

supercyclique pour Ry, il existe une suite strictement croissante (n;);eny et N — 1 suites
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réelles (A" )ien, ..o, (A0 telles que

NG PN — n; xj
o (=20 ()

1
4 0
(2.8) %2 fto <Zy:l & < 4 >> — ( 0 )

1—00

NG PN g xj — O
g (oo () | L(0)

Par un raisonnement analogue a celui que nous avons fait dans la récurrence pour

Dk = Pk+1, on remarque que pour tout 1 < j < py = N — 1, agiAgni) —+> 0 et comme
1—r+00

la;| < |ag|, alors pour tout 1 < j < N —1, a’fi)\§~ni) — 0 mais ceci contredit (2.8). Donc

1—+00

Ry n’est pas (N — 1)-supercyclique.
O

Nous allons utiliser plusieurs fois 'argument de réduction de base de la preuve précé-
dente, c¢’est pourquoi nous avons choisi d’expliquer cet argument de fagon détaillée dans
la partie suivante afin de pouvoir y faire référence plus tard.

Réduction de base

Soient m, N € N*, T un opérateur sur RV, {z' ... 2™} une famille libre de vecteurs
de RY et M engendré par ces vecteurs. T peut se réduire sous forme de Jordan de la facon
que l'on a vu précédemment, on peut donc supposer que 1" est de la forme :

G181 0 cee 0

T — 0 0/282 :

: . 0
0 o 0 a,B,

ol pour tout 1 < i <y,
A A 0 - 0
O -A’L A’L ' :
Bz’ ==

. AZ
0 --- 0 A,

est un bloc de Jordan classique ou réel et ou A; = 1, respectivement A; = Ry, et v est
le nombre de blocs de Jordan dans la décomposition de 7. On note également 7; = 1 si
B; est classique et 7; = 2 si B; est réel et on note 7;p; la taille du bloc B;. p; sera appelé
la taille relative du bloc de Jordan B;. Si B; est un bloc classique alors sa taille relative
est tout simplement sa taille. Par contre, si B; est un bloc réel, alors sa taille relative est
égale & la moitié de sa taille. On note enfin p = Y], p; la taille relative de la matrice T
Il est bon de remarquer qu’avec ces notations N = Y0 pi7.
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Notation. Dans un souci de clarté, nous introduisons une nouvelle notation avant d’énoncer
le théoreme suivant. Soit 7" un opérateur linéaire sur RY réduit sous forme de Jordan et
soit # € RY. On définit pour 1 <i < p:

T si T, = 1.

fz_ll szz+i*2f:_11 pL
Xz(x) = L~p-1 2(;—5~P~1 1 .
=1 TiPi+2(i=> 11 p1) si 7, = 2.
X —1 . —1
b me2(i=>"0) o)

ol p est 'unique entier vérifiant : Zf:—f pr < i <30, p. Intuitivement p est le numéro du
bloc B, de T' qui agit sur la composante x;(z). Cette formule, bien qu'un peu compliquée
dans les termes, reflete une idée tres simple : les blocs B; sont des blocs de Jordan classiques
ou réels, or on voit le premier comme une matrice composée de sous matrices de dimension
1 alors que le deuxieme est vu comme une matrice formée a partir de sous-matrices de
dimension 2. Ainsi, quand on applique B; a un vecteur, il faut que le vecteur soit vu
comme & composantes dans R dans le cas classique et a composantes dans R? dans le
cas réel. Ainsi, il faut avoir un “bon découpage” des vecteurs x!,..., 2™, qui prenne en
compte le fait que sur certaines parties on fait agir un opérateur de dimension 1 et sur
d’autres un opérateur de dimension 2. Par conséquent chaque x;(x) est soit un nombre
réel soit un vecteur de taille 2. Illustrons ceci sur un exemple.

a 0 0O 00
aBl 0 0 0 bRg bR9 0 0
Considérons 'opérateur T' = 0 B, 0 =10 0 bRy 0O 0 | quiagit
0 0 B3 0 O 0 ¢ 0
0 O 0 0 ¢
sur R”.
Dans ce cas, ;1 = 1,75 = 2,73 = 1,pp = 1l,po = 2,p3 = 2 et 'on décompose
x1()
X2()
r = (x1,29,x3,24,Ts5, 26, 27) de la facon suivante x = | xs3(z) | avec xi1(z) = xq,
xa()
X5 ()

@ = (2 ) o) = (2) ovale) = @ xata) =

€3 Z5

Nous énongons a présent le théoreme de réduction qui sera un des outils majeurs dans
la preuve des résultats annoncés.

Théoréme 2.9. Soit T un opérateur sur RN réduit sous forme de Jordan avec les
notations ci-dessus et soit M un sous espace de dimension m.

Alors, il existe une base {y',... ,y™} de M, une suite croissante d’entiers (k;)ien et une
suite d’ensembles (A;);en C R UR? vérifiant :

(a) ko =1, Ao = {x,(¥/), k0 < j < m}.

(b) Pour tout i € N, ki11 = r; + dim(Vect(A;)) et Aipr = {Xp—+1) (), ki1 < j < m}.

(¢) Pour tout i € {0,...,p— 1}, {xp-i(v?), ki < j < Kip1} est soit libre soit vide.
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(d) kK, =m+1.

(e) Pour tout p € {1,...,p} et pour tout j € {Kp,...,m}, Xp—pt1(y7) =0 ou < 8 )

Preuve :
On se propose de trouver une base de M qui soit adaptée a cette décomposition de
T. Bien évidemment cette réduction dépend fortement de T'. Soit z!,...,2™ une base

de M. Nous allons créer une suite croissante de nombres entiers (k,)yen d’entiers et une
suite d’ensembles (A;)peN. La suite d’entiers sera le marqueur qui nous indiquera a chaque
étape jusqu’ou la base a été simplifiée et la suite d’ensembles nous indique a chaque étape
la partie des vecteurs que nous allons réduire.
Posons kg = 1 et Ay = {x,(z"), ko < i < m}. Comme pour tout 1 <i < m, x,(z") est un
élément soit de R soit de R?, il est clair que dim(Vect(Ay)) = 0,1 ou 2.

e Si dim(Vect(Ag)) = 0, alors ||x,(z")|| = 0 pour tout 1 < i < m et on pose Ky := kg
et 27 1= 27 pour tout ko < j < m.

e Si dim(Vect(A})) = 1, alors en considérant des combinaisons linéaires de !, ... 2™

et quitte a les réordonner, on obtient une nouvelle base xz1,...,2" de M satisfaisant
Ix,(z1)]] =1 et ||x,(x%)]| = 0 pour tout ko + 1 < i < m et 'on pose k1 := Ko + 1.

e Si dim(Vect(Ay)) = 2, alors quitte a considérer des combinaisons linéaires des vec-
teurs ', ..., 2™ et quitte & les réordonner, on obtient une nouvelle base x1, ..., 27" de M

vérifiant x,(x1) = ( (1) ), Xp(23) = ( (1) ) et ||x,(z})|| = 0 pour tout kg + 2 < i < m et
I'on pose k1 := kg + 2.

On pose
A = {xp1 (o)), k1 <0 <mj

ainsi dim(Vect(A])) = 0,1 ou 2. On définit alors x% := z% pour tout 1 < i < k1. Quitte &

prendre des combinaisons linéaires des vecteurs x7*, ..., 7" et & les réordonner, on obtient
m — k1 + 1 vecteurs x5, ... 23" vérifiant Vect(z],...,x5") = M et satisfaisant une des
conditions suivantes :

e Si dim(Vect(A})) = 0, alors ||x,—1(z3)]] = 0 pour tout 1 < i < m et on pose
Ko = K1.

e Si dim(Vect(A})) = 1, alors |x,—1(z5))] = 1 et |x,—1(z%)] = 0 pour tout

kKi+1<i<met ry:=r + 1.

o Si dim(Vect(A))) = 2. alors v, i(2§') = ( ; ) ot (2 = ( ; ) ot
Ixp-1(x5)|| = 0 pour k1 +2 < i <m et ky := Ky + 2.

Supposons que cette construction a été faite jusqu’a obtenir z}, ..., z}". On pose

= {Xp-n(2}), K < i <m}

ainsi dim(Vect(A},)) = 0,1 ou 2. Ensuite, on définit 7}, ; = z}, pour tout 1 < i < k. Quitte
a considérer des combinaisons linéaires des vecteurs x*,...,x™ et a les réordonner, on

: Kk m 1 m _ : :
obtient m — ky + 1 vecteurs x}% 4, ..., 2}, avec Vect(xy ..., 27 ) = M et qui satisfont
une des conditions suivantes :
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e Si dim(Vect(A})) = 0, alors ||x,—k(x}1)|| = 0 pour tout k < i < m et Ky = K.

e Si dim(Vect(A})) = 1, alors ||x,—k(2i51)]] = 1 et |[xp—r(2}i1)]] = 0 pour tout
ke +1 <1< m et on pose ki1 := ki + 1.

e Si dim(Vect(A})) = 2, alors

. 0 . 1 l.
Gonalait) = (1) xomalaiit = (g ) et lstak)l =0

pour tout kx + 2 < i < m et on définit ki1 = ki + 2.

Par ce procédé, on finit par obtenir une base (y',...,y™) = (ZE}), coayt) de M oet

pour des raisons techniques, on définit x, := x, pour tout ¢ > p. On définit également
Ao = {x,(y) k0 < j < m} et A= {xp-i(y’), i < j < m}

et donc (a) est vérifiée par définition. Pour satisfaire (b), (c) et (e), il suffit de remar-
quer que dim(Vect(A;)) = dim(Vect(A})). Enfin, (d) est aussi vérifié. En effet, comme
(y',...,y™) est une base de M, il s’ensuit que y™ n’est pas nul. D'ot A, = 0 (& K, =
m+1).

O

Remarque 2.10. On peut visualiser la réduction que nous venons d’opérer comme un

escalier renversé :

0

Toutes les notations que nous venons d’introduire seront utilisés dans toute la suite, nous
y ferons référence a chaque fois que 'on utilisera la réduction de Jordan ou que I'on réduira
une base. Quand nous aurons besoin du Théoreme 2.9, nous dirons simplement qu’une
certaine base a été réduite et que la réduction est adaptée a un certain opérateur.

Notation. A partir de maintenant, nous allons manipuler des familles de vecteurs
{z',...,2™}. Pour simplifier les notations, nous n’utiliserons plus la notation précédente
x:(z7) mais nous la remplacerons par la notation y? qui est plus compacte.

Le cas des matrices primaires

Nous allons mettre en application la technique de réduction que nous venons de
développer sur un premier type de matrices que nous appellerons matrices primaires.
Ces matrices sont une généralisation, dans un cadre réel, des matrices diagonales que 1’on
peut rencontrer quand on opere une réduction de Jordan dans le cas complexe. En effet,
les matrices primaires sont des matrices qui peuvent s’écrire comme somme directe de
blocs de Jordan classiques ou réels de taille relative 1.

Définition 2.11. Soit p, N € N*. On dira qu'un opérateur T sur RY est primaire d’ordre
ksiT=a! A ouA; =1ou Ry avec 0; € R.
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Remarque 2.12. Il est clair que si 7" est primaire d’ordre p sur RV, alors p € [H%J , NT.
De plus, p est la taille relative de T

Dans un premier temps, nous allons travailler sur les matrices primaires d’ordre p pour
ensuite passer a des cas plus élaborés. Méme si le résultat suivant est une généralisation
partielle de la Proposition 2.8, la preuve de la proposition suivante est indépendante de la
précédente. De plus, la preuve de cette proposition exhibe quelques idées qui nous seront
d’utilité constante dans la suite.

Proposition 2.13. Soit p € N*. Il n’existe pas de matrice primaire d’ordre p qui soit
(p — 1)-supercyclique.

Preuve :

Soit T = &%_, A; une matrice primaire d’ordre p. Remarquons que pour une telle
matrice, en reprenant les notations que nous avons définies en introduisant les bases
adaptées, on a p; = 1 pour tout 1 < i < p.

Par I’absurde, supposons que T est (p — 1)-supercyclique. Soit M = Vect(z!, ... x*~1)
un sous-espace (p — 1)-supercyclique pour 7. On peut réduire la base de M avec la
technique que l'on a détaillée précédemment dans le Théoreme 2.9.

Il faut tout d’abord remarquer que suite a cette décomposition, pour tout p < p,
Kp # Kpt+1. En effet, supposons par I’absurde que p < p est le plus petit entier vérifiant

Kp = HKpp1. Par définition, cela implique que dim(Vect(A,)) = 0 et donc pour tout
kp <7 < p—1,|[x;-pll = 0. Or, pour tout ¢ € N et toute suite de nombres réels
(Aj)i<i<p-1,
Al (Z]p';i /\jX{) (L))
1 i Kp—1 . :
Tt pZ/\jxj _ 'A;}fp (ijl f‘ljxi)—p) (Lp,p)
Jj=1 Z—p-}—l (Zjil )\ij)pr) (LP*PJrl)
PravENy L
Ap (ZjillA]Xi)> ( P)

Il est clair que si p = 0, alors (L,) est nulle par la condition (e) du Théoreme 2.9 et
ainsi M n’est pas (p — 1)-supercyclique pour 7. On peut donc supposer p > 0 sans perte
de généralité. Comme T est (p — 1)-supercyclique pour M, il existe une suite d’entiers

strictement croissante (n;);en et p— 1 suite de nombres réels (AY‘”)EN, o (A(ni))ieN telles

p—1
que pour tout j € [1,p] \ {p — p},

(Lj) — Oet (L,—p) - Y avec ||Y| = 1.

1——+o00 —

On va montrer que pour tout 1 < j < K, )\g-m) —+> 0. Un tel entier j est contenu dans
1—+00

un unique intervalle [k, k,41[, nous allons donc montrer cette propriété par récurrence
sur q.
Pour 1 < j < ky, il suffit d’analyser (L,). En effet, on sait que la famille {x/}1<j<r, # 0
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est libre ainsi comme A, est une isométrie, (L,) donne : Y71 Agni)xi = 0, et enfin
1—+00
)\§-n") — 0 pour tout 1 < j < k; car les vecteurs sont libres.
1—+00
Supposons maintenant que nous avons vérifié I’hypothese de récurrence jusqu’au rang
1 < ¢ < p et vérifions la au rang ¢ + 1. Puisque (L,_,) tend vers 0 et que A,_, est une
isométrie, on a :

Kg+1—1 (n)
AN — 0.
]szl i Xp T too

De plus, par hypothese de récurrence )\g-m) —+> 0 pour tout 1 < j < K,. Ainsi, on peut
1—r+00

encore écrire

Kq+1—1 (n)

D ——
j_zn i Xe 7 5400
—vgq

Or, on sait que {x}_, }n,<j<ryss 7 0 forme une famille libre par la propriété de la réduction

NN o . " . . (ni)
qui a été opérée et car Ky # kigy1. Ainsi Uexpression précédente implique A; . T)ﬂo 0 pour

tout 1 < j < Kgy1. Ce qui termine la récurrence.
Ainsi, pour tout 1 < j < K, )\g-ni) e 0. En utilisant ceci dans (L,—,) et comme
A,_, est une isométrie, on obtient :
Kp—1
() o
Ce dernier résultat contredit I'hypothese que (L,_,) converge vers un vecteur de norme
1. On a donc prouvé que pour tout p < p, K, # Kp+1. Or comme Ky = 1 et que la suite

(Kp)o<p<, €st strictement croissante, on obtient x,_1 > p et donc k, = k,_1 en utilisant le
Théoreme 2.9, d’ou la contradiction. Il s’ensuit donc que 7' n’est pas (p—1)-supercyclique.

O

Le cas des blocs de Jordan réels

Une fois le cas des matrices primaires traité, nous allons passer au cas d'un bloc de
Jordan réel et généraliser la Proposition 2.5. Les deux lemmes suivants nous seront d’une
grande utilité afin d’écrire de facon plus maniable les itérés d’un sous-espace par un bloc
de Jordan réel.

i
et tout i+12 0. Alors, A, est un polynome en i de degré nn et dont le coefficient dominant
(=~

Lemme 2.14. Considérons la suite récurrente A, (i) := (1) =321 Ag(d) (") pourn >0

est

Preuve :

Nous allons procéder par récurrence sur n > 0. Il est clair que ceci est vrai pour n = 1
puisque Aj(i) = i. Supposons que ceci est vérifié pour tout 1 < k < n et montrons le
pour k£ = n. Notons ¢,, le coefficient dominant de A,,. Comme le coefficient dominant en
1 de (;) est % pour tout k£ € N et grace a I’hypothese de récurrence, on obtient

LS LS ()
= = B n!(l Y k‘>
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1l suffit donc de travailler sur S27=1(—1)**1 (Z) Pour cela, il suffit de remarquer que :
n_ N~ (7 1 S (P k1 k ntl, n
—(1—z)"=> . (—1)ftzd =3 . (=) 2" 4+ (=14 (=1)"z").
k=0 k=1

En observant cette égalité pour x = 1, on obtient :

"z_:l <n>(_1)k+1 4 (1) = 0 s1 n est 1mpair,
iz \F

2 si n est pair.
Ainsi,

5 L si n est impair (—1)n*t
n - . . *
—% si n est pair n!

Ceci termine la récurrence et la preuve de ce lemme.
O

On complete le lemme précédent avec celui-ci qui motive I'introduction des coefficients
A,.

Lemme 2.15. Soient i,n € N avec i > n et (uy)i1<r<n une suite de nombres réels. On
définit pour 1 <k <n Lj := Z;‘;é“ (;)ukﬂ Alors, L, = uy + Z;‘;{“ A (1) L.

Preuve :
Nous allons montrer ce résultat par récurrence sur n.
Sin=1,alors L; == 3,7 <;) L= U

Supposons que 'hypothese de récurrence soit vérifiée pour tout entier strictement inférieur
a n et montrons la pour n.
Pour cela, pour 1 < k < n on pose :

n—k—1 i i
= =Ly — n.
fox @ ’“ <n—k)“

Par hypothese de récurrence, on obtient :
n—k—1
Ly = uy + 221 A (1) L.
j=
Or L,, = u, par définition et pour 1 < k <n —1,
i n kol i
Ly = L), + (n B k)u" = uy + ; A (1) Lyt + (n B k)u"

43



2. n-SUPERCYCLICITE ET FORTE n-SUPERCYCLICITE EN DIMENSION FINIE

Ainsi, en utilisant encore la relation entre Ly et £ et la définition de A,_x(7), on obtient :

n—k—1 ' i i

j=1
n—k—1 i n—k—1 i
= u + Ai(i) Ly + — Atz'( ) Uy,
k = (1) L (n—k) ]Z_:l J()n_k_]
n—k—1
=up+ > () Lrry + Ani(D)un
j=1
n—k
=ur+ D Aj(i)Liy,
j=1

Ce qui acheve la récurrence.
O

La proposition suivante donne un minorant de l'indice de supercyclicité d'un bloc de
Jordan réel. Pour démontrer ce résultat, nous utiliserons les deux lemmes précédents pour
ré-exprimer les itérés de notre opérateur. En effet, ces deux lemmes nous permettront d’ex-
primer chaque composante d’un itéré de T" en fonction des composantes précédentes. On
pourra alors tirer parti des informations que ’on a obtenu sur ces composantes auparavant.

Ry Ry O -+ 0

0 Ry Rg 0--- 0
Proposition 2.16. Soit N >1et0 € R, alors Jy:=| 0 0 . . n’est

o --- 0 0 Ry

pas N -supercyclique sur R*V.

Preuve :

Comme nous 'avons annoncé, le cas N = 2 a déja été traité dans la Proposition 2.5.
Par conséquent, supposons que N est un entier supérieur ou égal a 3 et supposons, par
I'absurde, que Jy est N-supercyclique et que M = Vect(z!,...,z") est un sous-espace a
base réduite N-supercyclique pour Jy. On peut également remarquer que ky = N + 1
d’apres le Théoreme 2.9. De plus d’apres la Proposition 2.5, J; n’est pas 2-supercyclique, il

1 2 3
faut donc que Vect (( AN-1 ) , ( AN-1 ) , ( AN-1 )) forme un espace vectoriel de dimen-

XN X~ XN
sion 3 et donc que ko > 4. Comme M est N-supercyclique, il existe une suite d’entiers
(n;)ien €t N suites de nombres réels ()\gm))ieN, . (Ag\?i))ieN telles que :
J
ni ~N—1 (n; N () [ T2akg1 0
e (52) ) ()
R™ ZNfZ (nz) (ZN (i) < xé(k+1)+1 >) ( 0 )
n; (ni) g | _ 0 k=0 \k j=17% J
T (Jzz:l Aj SL’J) = | Ty(k+2) e 0
. o ( Thn 0
szﬁiﬂﬁ’( ;.]]V1> <1)
2N

44



2.3. Etude de la n-supercyclicité sur RV

Notons (L1), ..., (Ly) chaque ligne ci-dessus apparaissant dans 7™ (Zf{:l )\gni)xj ), et no-

J
tons (ux) = SV, )\g-m) ( x;z: ) On remarque que les (Ly) et les (uy) dépendent de i
méme si ce n’est pas précisé explicitement.

On peut réécrire le systeme précédent de la fagon suivante en utilisant le Lemme 2.15 :

1(ur) + 535" Aj(na) (L)l == 0

i—+00

(2.9) 1(ur) + 05" A1) (L) | i
I wn)l o |

ol A; est défini par le Lemme 2.14.

(n4)
, Al
On montre alors par récurrence sur k£ que W

tout 1 <7 < kK —1.
Pour k£ = 1, on reprend l'expression de (Ly) que I'on divise par Aq(n;) :

— 0O, pour tout 1 <k < N —1et
—+00

k1—1 )\("z) )
Yo xn| 2 0
j:K/O A1<n1) 1——+00

Ainsi, comme {x% }ry<j<r,_1 st libre (mais pas vide car sy > 4), on obtient que :

j .
— 0 pour tout kg < 73 <Ky — 1.
Al(nl) i—-+00 b 0=>J =M
Ceci termine l'initialisation de la récurrence.
Supposons ’hypothese de récurrence vérifiée jusqu’au rang k et vérifions la au rang k+ 1.
On reprend l'expression de (Ly_x) que 'on divise par Agi1(n;) :

mel o\ el ) kA (ng)
J J J J J ?
e+ B+ S 2 (e — o
jz,.;:o Ay (ng) N7 jz,;k Ay (ng) "N ;Akﬂ(”i)( vk SR

Il est clair que la premiere somme tend vers 0 en utilisant I’hypothese de récurrence et
la derniere également car (L;) est bornée pour tout 1 < j < N et deg(Aj41) > deg(A))
pour tout 1 < j < k par le Lemme 2.14. Ainsi, on obtient :

Iik+1—1 )\(?’Ll)

J J
Z Ak—i—l(ni) XN

J=FKk

— 0
1——+00

De plus, la technique de réduction de base nous apprend que {X_ }rp<j<nr,,—1 st libre
ou vide. Par conséquent, on a :

/\(7”)
J .

———— —— O pour tout s <7 <k -1
Agi1(n;) imtoo P B=J = Rkt
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et en combinant I’hypothese de récurrence et deg(Agi1) > deg(A;) pour tout 1 < j < k,
on déduit

(n4)
)\J'

i <5< — 1.
Apor(n) Z—H-oo — 0 pour tout kg < j < Kiy1

Ceci termine la récurrence!

Revenons maintenant a la preuve de la proposition. On peut remarquer que comme
ky >4et iy = N+1, il existe 2 < p < N —1 tel que k, = Kp41. Examinons alors (Ly_p)
divisé par Ay(n;) :

Kp+1—1 )\(nz) p
——4 )l — 0.
j;o Ap(ni) Nk j=1 o
Alma)
Or A;(nz) il — 0 pour tout 1 < j <k, —1 et comme K, = Kpy1, la premicre somme tend

vers 0 avec i. De plus, le Lemme 2.14 et le fait que toutes les suites (Lj) sont bornées
nous permet de réécrire la seconde somme de la facon suivante :

— 0.
1——400

(Ln)

H (_1)p+1
p!

Or on sait par la formule (2.9) que ||(Ly)|| — 1. Ceci contredit I'affirmation précédente.
1—r+00

Ainsi, Jy n’est pas N-supercyclique.

Pour une somme de blocs de modules différents

Le lemme technique suivant permet de séparer le comportement des blocs de module
différents. L’idée générale est simplement de dire que les coefficients introduits dans des
blocs antérieurs n’ont plus d’influence notable dans le nouveau bloc. En effet, si I'on
s’'intéresse a un opérateur n-supercyclique 7" = 11 & T, et que l'on veut étudier son
comportement asymptotique sur le sous-espace vectoriel L de dimension n, il serait alors
agréable de dire qu'un des deux opérateurs agit seulement sur une partie des vecteurs
de base de L et que l'autre agit simplement sur les vecteurs restants. Ceci n’est que tres
rarement possible puisque qu’il n’y a en général aucune raison que L se décompose en
somme directe de deux sous-espaces L et Lo sur lesquels T7 et Th agissent respectivement.
Cependant, en réduisant la base de L, il est possible de trouver une partie ”minimale”
des vecteurs de base de L sur lesquels agit T,. Apres avoir fait cela, a défaut de pouvoir
montrer que 7T} n’agit que sur les autres vecteurs, nous allons montrer que 7} n’agit de
maniere significative que sur les autres vecteurs et que par conséquent il suffit d’étudier
les comportements asymptotiques de 17 et de T5 pris séparément.

Lemme 2.17. Soient h € N et v,m, N € N* avec h < m. Soit T' = aC un opérateur
de RN avec 0 < |a| < 1, C = ®]_1B; ou B; est un bloc de Jordan de module ou valeur
propre 1 dont les composantes sont A; =1 ou Ry,. Soit M un sous-espace de dimension
(m —h) et xt,....2™ € RN ou a1 ... 2™ est une base réduite de M (adaptée a T
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avec le Théoreme 2.9) et soit 0 < |a| < |b] < 1. Supposons qu’il existe une suite d’entiers
strictement croissante (n;);en, m suites réelles (,\ﬁ"i))ieN, o (Ao et ¢ €N tels que -

n4)

pri )\
J < < nl (ni) .j )
o e 0 pour tout 1 < j<hetT JE 1 A ) e 0

Alors, il existe ¢ € N tel que :

a™i Agm)

!
ng i—400

— 0 pour tout 1 < j < m.

Preuve :
On note comme d’habitude 7;p; la taille du bloc B; ou 7; =1 ou2 et p =3, p;. En
décomposant T et en se rappelant que les (m — h) derniers vecteurs de {xy, ..., z,,} sont

réduits, on obtient la formule suivante :

@A (S A+ SR () S T )
AT (S )

h"‘“pw -3~

@ A (ST N g, T () 20

amAm (Zh-i-m 1 n;) )

Nous allons souvent traiter a part les h premiers vecteurs et les m — h derniers, par
conséquent les notations classiques pour une base réduite se réferent a une réduction sur
les m — h derniers vecteurs.

Nous allons montrer le lemme par récurrence décroissante sur [ € {1,...,p}. Notre
hypothese de récurrence affirme que pour tout 1 < [ < p, il existe ¢ € N tel que pour
tout 1 <j<h+kpp1—1, aiqj, — 0.

n; 1—+0c0o

k3

Commencons par vérifier 'hypothese de récurrence pour [ = p. En observant la ligne (L,),
comme de plus A, est une isométrie, on a :

h ( . h+r1—1
(2.10) a" ZlAjl + 3 AN ) — o
J:

j=htro 1—+00
b )\(nz) . .
Or, on sait que pour tout 1 < j < h, —4— - 0 ainsi comme 0 < |a|] < [b] < 1, on
i i——400
déduit que a™ )\jn' - 0 pour tout 1 < j < h. En couplant ceci avec (2.10), on obtient :
i——400
h+l-€1 1 (
Z Aj ) Y, — 0.
j=h+ko g Z_H_Oo

De plus, par définition {Xf; ZIZ;A est libre ou vide, ainsi, pour tout 1 < j < h+ Ky — 1,

”1)\(’“) — 0.

i——+00
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Supposons 'hypothese de récurrence vérifiée pour [ + 1,..., p et montrons la au rang [.

D’apres I'hypothese de récurrence, il existe ¢’ € N tel que pour tout 1 < j < h+r,; —1,
nl>\‘ 1 ,
. o— — 0. Nous allons séparer la preuve en deux cas.

n; 1—+00

Si kp_i < Kpy1-1, alors on s'intéresse a la ligne (L;) :

. : i—
J=h+kp—y Jj=1 g=1 e

h+lip,lfl ( ) ) h+l€p+1,l71 ( ) ) d . h+,‘ip+1,l,jfl
a" A>T N+ Y A+ (j) oA — 0,
=1
ou f € [1,7] et d € [0,py — 1]. Comme A; est une isométrie, en divisant 1'équation

q
%

précédente par n; alors la premiere somme tend vers 0 par hypothese de récurrence,

ainsi :
1 ‘ htkpp1-1—1 (nD) d n ht+kpp11—5—1 )

(2.11) 7a" >N+ > NNy ) 0
n; j=htrp =1 \J g=1 *

()

Puis en divisant par n{ et en remarquant que ~I7 est borné pour tout 1 < j < d et en

utilisant 'hypothese de récurrence sur les Aé"i) de la seconde somme, on a :

1 htkpp11—1 (ni) . j
Wa,nl Z )\] ! X‘Z — 0

7 j:h—}—lﬁp_l =400
.. , L. iy h+k _1—1 . , .
Ainsi comme k,_; < K,+1-, par définition {x7}, Hﬁfj """ est libre, on en déduit que pour
tout 1 <j<h+kpp1—1,

& — O
g+d ’
ni 1—+400

Si Kp_; = Kp+1-1, alors on fait le méme raisonnement que dans le cas précédent sauf que

la formule (2.11) ne contient plus le premier terme et le reste se traite de la méme fagon.

Ceci termine la récurrence. Ainsi, il existe ¢’ € N tel que pour tout j € {1,...,h+x,—1},

a™i )\(”z)
J

— — 0.

n; i——+00

Il est maintenant aisé de voir que 1'on a montré le lemme puisque le Théoreme 2.9
nous donne K, = m — h+ 1, ainsi h + k, — 1 = m et le lemme est démontré.

l

Pour une somme de blocs de méme module

Pour comprendre ce qu’il se passe dans une somme directe de blocs de méme module,
nous aurons besoin du lemme suivant qui évalue la rapidité de croissance des coefficients
comme nous ’avons fait dans le Lemme 2.17. Ce lemme regroupe deux résultats suivant la
taille relative des deux plus gros blocs de Jordan. La preuve est basée sur les mémes idées
que celle du Lemme 2.17 mais elle est plus technique car les modules ne nous permettent
pas de séparer les blocs de Jordan.
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Lemme 2.18. Soient v,m, N € N*, v > 2. Soit T = ®]_,B; un opérateur de RN o1 B;
est un bloc de Jordan de module ou valeur propre 1 et dont les composantes sont A; = 1
ou Rp,. On supposera que l'on est dans 'un des deux cas suivants :

(2.12) pL> > py
(2.13) p2 = . pr et pr=pa—1
Soit M un sous-espace de dimension m et soit x',... 2™ € RY une base réduite pour
T avec le Théoréeme 2.9 pour laquelle il existe une suite d’entiers strictement croissante
(n;)ien €t m suites réelles ()\gni))ieN, oo (Ao telles que
T (S A 3 1,...,1,0,...,0).
; J Z—H—oo (’A,L/ ’ ! )
p1 fois
)\("z)
Alors 25— — 0 pour tout 1 < 7 < m.
z' l*} o
Preuve :

On note comme d’habitude 7;p; la taille du bloc B; on 7;, = 1 ou 2 et p = 32/ p;.
Alors,

A (S A0+ 0T () S ) (L)
ni (~Feti-pr =1y (ni) 5 :
L e )
(% A> - |
=1 e 1 Kpo—i—1 "
J A i (Zg Py )Xp-i-l W + Zp'Y ( ) gi’vl J Ag Z)Xifpa,JrlJrj) (Lp—pq,-i-l)
ni (11 \(7)j (L)
Av (Zjil )‘j X?)) ’
que 'on peut également noter de la facon suivante grace aux Lemmes 2.14 et 2.15 :
Uz m (n4) 1
A1 (A" + S0 A () (L)) (L))
n; Kpt+1—py =1 y(ni) _ j :
- A (Z 2 P1 )‘j X]pl) (Lm)
i (ni) g _ .
(5 ﬂ)—- |
" A (S5 A+ S0 A ) (L pyi14s)) (Eompr)
n; k1—1 () 5 (L )
A (A0 ) '
De plus, on remarque que chaque [ € {1,...,p} s’écrit de fagon unique sous la forme

l=p—3]— jpi—d avec j € [0, —1] et d; € [0, p,—; — 1]. On peut donc définir
sans ambigiiité pour tout [ € {1,..., p},

5 d+1sij=0,
1= o
max(d; + 1, py—j+1) si j # 0.
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Intuitivement ¢§; est la taille du plus grand bloc de Jordan situé en dessous de la [-ieme
ligne comprise (ici on parle de ligne au sens de chaque bloc, c’est-a-dire qu'une matrice
de rotation compte pour une seule ligne!) de T'. Posons également

) si I'on est sous I'hypothese (2.12),
V) =
l o, —1 sil’on est sous ’hypothese (2.13).
Nous allons montrer que L — 0 pour tout 1 < j < Ky — 1, par récurrence
i i——400
décroissante finie sur [ € {1,..., p}.

Pour le cas [ = p, comme A, est une isométrie, on tire de (L,) :

k1—1

(2.14) Z )\"1 x, — 0.

1—+00

, .. iTk1—1 . . . . . (nl)
Or, par définition {ij}ml) est libre ou vide, ainsi, pour tout 1 < j < rx;—1, A, — 0.

1—+00

Supposons 'hypothese de récurrence vérifiée pour [ + 1,...,p. Montrons la au rang [.
. )\("z)
D’apres 'hypothese de récurrence, pour tout 1 < j <k, — 1, T T 0.
i 1—+00

Si kp_i < Kpy1-1, alors on s'intéresse a la ligne (L;) :

Kp—1—1 Kpy1—1—1
HA?( Z )\ Xz+ > A"ZXZ+ZA n; Llﬂ))

J=Kp—1 Jj=1

— Ooul

i——400

ou f € [1,v] et d; € [0, pf —1].
Comme A; est une isométrie et en divisant par n’
récurrence que la premiere somme tend vers 0 :

1 Kpt1-1—1 o d;
(2.15) num( S APy +2Aj(ni)(Ll+j)> — 0.

. . : 1—+00
(3 J=Kp—1 ]:1

+1

, on déduit grace a '’hypothese de

Puis en utilisant le Lemme 2.14 et en comparant v, et d;, on obtient :
e Dans le cas (2.12) :

Vl+1 (Z;pfp ll ! gnl)xl) H—+O>o 0 si d; < v cest-a-dire §; = 6;41.
Fpproi=l y () 1)+ —_— <4 B
VLH (Z]"fp LA Xz) + ¢ 31! (Lisa,) owd 0 sid; =y cest-a-dire §; = §41 + 1.
Ainsi comme k,_; < K,41-;, par définition {Xl M " est libre, on en déduit que pour
tout 1 < j < Kpp11 — 1,
(ns)
A — 0

e Dans le cas (2.13) :
K 1\ (n; .
VL+1 (Z]p_f‘;lp ll )Xl) P — 0 Sl dl < Vi1 donc 51 = 5l+1'

(
J
K 1\ (n; dj+1 .
qu (Z P ; )Xl) -+ = 1) ! (Ll+dl> Z—>—>+oo 0 S1 dl = V41 donc (Sl = 5l+1-

.]K/pl

( 1)dl+1

K 1 n; . N N .
Vz+1+1 (Z]"fp o )\( Xz) + = (Lita,) e 0 sid =uv41+ 1, cest-a-dire §; = §41 + 1.
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Or dans le deuxieme et le troisieme cas ci-dessus, comme p; < po, on ne travaille pas encore
sur le bloc By car la condition p; = py — 1 n’est pas compatible avec d; = §;,17 — 1 ou
d; = 6141 données par ces deux cas. Donc (Ljyq,) Z_Tgo 0. De plus, comme k,_; < Kpt1-1,

par définition {x/ Zﬁf}_l_l est libre et on en déduit que pour tout 1 < j < k,pq — 1,
AL
5T 0
ni 1—+00

Si Kp—i = Kp+1-1, alors on fait le méme raisonnement que dans le cas précédent sauf que

la formule (2.15) ne contient plus le premier terme et le reste se traite de la méme fagon.
: : , - ‘ Alni)
Ceci termine la récurrence. Ainsi, pour tout 1 < j < x, — 1, o

Il est maintenant aisé de voir que l'on a montré le lemme puisque la réduction du
Théoreme 2.9 donne x, — 1 = m, il suffit ensuite d’utiliser la définition de v, : dans le cas
(2.12), c’est la taille du plus grand bloc c’est-a-dire pq, et dans le cas (2.13) c’est la taille
du plus grand bloc auquel on retranche 1 c¢’est-a-dire py — 1.

0

On peut maintenant énoncer un premier résultat sur les opérateurs qui s’écrivent
comme somme directe de blocs de Jordan de module (valeur propre) 1.

Théoréme 2.19. Soit T un opérateur sur RY. Si T est une somme directe de blocs de
Jordan de module (valeur propre) 1, alors T n’est pas (p — 1)-supercyclique.

Preuve :
Soit T' une somme directe de blocs de Jordan de module (valeur propre) 1. On appelle
degré de T V'entier D := 37 1 (p; — 1).

Nous allons montrer la proposition par récurrence sur le degré D de T'!
Si D = 0, T est une matrice primaire d’ordre 7 = p et l'on a déja montré dans la
Proposition 2.13 qu’une telle matrice ne pouvait pas étre (y — 1) supercyclique.
Supposons la récurrence démontrée du degré 0 jusqu’au degré D — 1, montrons la pour
le degré D. On suppose par l'absurde que T est (p — 1)-supercyclique. Sans perte de
généralité, on peut supposer que T se décompose de la facon suivante T' = @®;_;B; ou les
B; sont des blocs de Jordan de module (valeur propre) 1 et ot py > ... > p,. De plus, si T
est composé d’un seul bloc de Jordan, alors on sait que 7' n’est pas (p — 1)-supercyclique
d’apres la Proposition 2.16 pour le cas d’'un bloc de Jordan réel et d’apres [13] pour le cas
d’un bloc de Jordan classique. On peut donc supposer v > 2 et aussi p; > 1 grace a la
Proposition 2.13.
Ainsi on décompose :

Al A 0 - 0] 0 0

0 Ci 0 0

T=| 0 0 B, 0
0 0 0

0 00 0 0 B,

ol
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2. n-SUPERCYCLICITE ET FORTE n-SUPERCYCLICITE EN DIMENSION FINIE

avec By = ( f(l]l [‘ Ar OC - 0 ) Notons S la sous-matrice de T' que 1'on obtient en
1

prenant la somme directe de Cy, Ba, . . ., B,. Comme T est (p—1)-supercyclique, on suppose

que M = Vect(x!,... 2°7) est un sous-espace (p — 1)-supercyclique & base réduite pour

T avec le Théoreme 2.9. Par hypothese de récurrence, S n’est pas (p — 2)-supercyclique,
on en déduit qu'il existe p < p tel que k, = p et donc dans la base réduite le vecteur z#~!
n’est pas nul pour S.

En effet, si 'on suppose par I'absurde que k,-1 < p, alors Xffl = ( 8 ) pour tout

2 < j < petdone d = dim(Vect((x})a<j<ps-- s (X0 2<jzp)) < p — 2. Or comme M
est (p — 1)-supercyclique pour T, alors S est d-supercyclique. Ceci contredit le fait que S
n’est pas (p — 2)-supercyclique. Donc il existe bien p < p tel que k, = p.

Comme T est (p—1)-supercyclique, il existe aussi une suite d’entiers strictement croissante

(n;)ien et p — 1 suites de nombres réels (Aﬁ”i))ieN, e ()\,(oriii)iel\] telles que :

1——+00

p—1
" A ) — (1,...,1,0,...,0).
(Sxon) |

p1 fois

A ce stade, il y a deux possibilités : soit p; — 1 > pg, soit p; = po. Dans ces deux cas,
(n4)

on applique le Lemme 2.18, avec T' = S et I'on obtient que —4—= —+> 0 et ceci pour
n; 1—>+00

tout 1 < j < p — 1 puisqu’il existe p < p tel que k, = p. D’ autre part, en appliquant le

Lemme 2.15 et en prenant la premiere limite de la premiere ligne de T ( jp-:% )\5- )i ),
on obtient :

p1—1
HAMZAM Xl—l— 2:1 A 7’L7, L1+]) l;})O 1
J

En divisant cette ligne par nf =1 et comme A; est une isométrie , on obtient :

- ( i) p1— 1
Aj }
; nf1 =1 Xit Z : LHJ) S
A A e
Comme l'on a vu ci-dessus que T —+> 0 et grace au Lemme 2.14, on réduit 1'identité
n; 1——+00

précédente a la suivante qui ne fait intervenir que le terme en j = p; — 1 :

(=D~ — 0
(Pl — 1)' i—stoo

Ceci est contradictoire et donc T n’est pas (p — 1)-supercyclique. Ce qui termine la
récurrence et la preuve du théoreme.

O

Cas général

Nous voici arrivé au théoreme qui nous permet de regrouper les comportements des
blocs et de traduire ceci pour l'opérateur dans son ensemble.
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2.3. Etude de la n-supercyclicité sur RV

Théoréme 2.20. Soit T un opérateur de la forme T = & a;C; ot |as]| < -+ < |ay| <1
pour tout 1 < ¢ <, C; est une somme directe de blocs de Jordan de valeur propre 1 ou
de module 1. On suppose que pour tout 1 < i < v, C; est m;-supercyclique et que cette
valeur est minimale. Alors, T n’est pas ((3]_1 m;) — 1)-supercyclique.

Preuve :

Posons T}, := 693:7 H,paiCi et notons t(p) la taille de cette matrice. Nous allons montrer
par récurrence sur 1 < p < que 7, n’est pas ((ZZ:,Y F1op ) — 1>—supercyclique. En fait,
nous allons montrer un peu plus que ¢a :

v
Pour tout 1 <p <, T}, n’est pas (( > omy) — 1>—Supercyclique.
i=y+1-p
De plus, pour tout espace b-supercyclique réduit M = Vect(z!, ... ,a:b)

avec Z m; < b < t(p), si T (Z )\ ) e — 0, alors il existe ¢ € N tel que :
t=y+1-p
)\(TLZ)

— 0 pour tout 1 < 5 <b.

1——+00

7+1 P
q

n;

Pour le cas p = 1, T, = a,C, et par définition, 7}, est m,-supercyclique et cette valeur est

minimale. Soit M = Vect(z', ..., 2%) un espace b-supercyclique réduit avec m., < b < ¢(1).

Supposons également, T3 ( ?:1 )\éni)xj ) —+> 0. On utilise alors le Lemme 2.17 avec
1—+00

h=0C=¢Cy,a=ay, m=>b N =t(p). On en déduit I'existence de ¢ € N tel que

o (i)

" — 0 pour tout 1 < j <b.

L i—~+00
Supposons ’hypothese de récurrence vérifiée jusqu’au rang p — 1, vérifions la au rang
p. On remarque que T = ay11-pCrii—p D Tpo1 ol Cyq1—p = BL_ B; ou les B; sont des
blocs de Jordan de module (ou valeur propre) 1 et de taille 7;p; ot 7; = 1 ou 2 et on pose
p = Yie1 Pic

Supposons par I'absurde que M = Vect(z!, ..., 2¥) est un sous-espace k-supercyclique
pour T}, avec k = (37—, 1, m;) — 1. On réduit la base {z', ..., 2"} avec le Théoréme 2.9,
puis on écrit pour tout 1 < i < k, 2* = y* @ 2". relativement a la décomposition en somme
directe de 7). Par hypothese de récurrence, on peut dire que

"
h:=dim(Vect(z',...,2") > > m,.

1=7+2—p

De plus, on affirme également que dim(Vect(y"™, ... y*)) > m,;1_,. En effet, il suffit de
montrer que Vect(y"™!, ... y¥) est supercyclique pour a,;1_,C,41-p. Pour cela, prenons

un vecteur v du domaine de C,.41_,, alors il existe une suite strictement croissante d’entiers
(ns)ien et k suites de nombres réels (A )icn, . .., (AU);c telles que

i——400

k
(> A§"i):vj) — u®0
=
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2. n-SUPERCYCLICITE ET FORTE n-SUPERCYCLICITE EN DIMENSION FINIE

car M est un sous-espace k-supercyclique pour 7,,. Or par hypothese de récurrence, pour
tout 1 < 7 < h, il existe ¢ € N tel que pour tout 1 < 5 < h,

nz (nl
Ay1—(p— 1))‘3
q

n;

— 0.

1——+00

u mme G~q_ Akto_p, ON A & ment :
De plus, comme ay41—p < ag42-p, o0 a également

(2.16) a:ﬁl_p}\gm)P(ni) .52 0 pour tout polynome P.

k

i1 A§ni)xj) — u® 0 et en décrivant les premieres compo-

On revient a présent a T (
p i—+00

santes, on obtient :

h
(2.17) (@y41-pCrr1-p) Z)‘m Yj) + (@y11-pCri1-p)" ( Z )‘(m)yJ) z—H—oou
7=1 j=h+1

Regardons de plus pres ce qui se passe dans le premier terme de la somme ci-dessus :

n; n; 1 (n; h i) |
'y+1 pA (ZJ 1/\( X1+ZP1 (j)zg:1 )\_E; )Xﬂ.j) (L)

' n; n; h (ni) 4 :
a7+1—pA1 (ijl )‘j X]pl) (Lm)
(ay+1-pCrt1-p) Z /\(n Y5)
v An (Z )\(” i) + Zpt_l ( ) Z )\(” i) ) (LT+1, )
v+1l-p j=1 XT+1 Pt g=1 Xr+1 petj pt

: ng n; 2 j I;r
a”yii-l—p‘At ’ (Z,?:l )‘5 )X¥> ( )

Comme A; est une isométrie, en utilisant (2.16), on obtient que pour tout 1 < j < r,
(Lj) — 0. Ainsi le premier terme de (2.17) converge vers 0. D’ot,

1—+00
i (n4)
(@y41-pCrp1-p)" ( /\jn Y;) lH—JrgO u.
j=h+1
Ainsi, Vect(y"*!, ..., y*) est supercyclique pour a,41-,C,11-, €t par conséquent
dim(Vect(y" ... y%) > myi1 .
On a donc

v
h:=dim(Vect(z',...,2") > > m; et dim(Vect(y", ..., y")) > mo i1y,

t=y+2—p
Par le procédé de réduction de base du Théoréme 2.9, on sait que 2/ = 3/ @ 0 pour tout
h+1<j <k, doul’on peut déduire que
.
k=dim(Vect(z',....2") > Y mi+mypp=k+1.
i=y+2—p
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2.3. Etude de la n-supercyclicité sur RV

Cette contradiction montre que 7}, n’est pas ((ZZ:7 1p M) — 1)—supercyclique.

Montrons maintenant la deuxieme partie de I'hypothese de récurrence. Soit
M = Vect(z!,...,2°) un espace b-supercyclique réduit avec S ,mi < b < t(p).

Supposons également,
b

Pour tout 1 < i < b, on décompose z° = y* @ 2* selon la décomposition en somme directe
de T, = ay41-pCys1-p ® Tp—1. On utilise encore une fois le Lemme 2.17 (ay41-, = a,
Uyto—p = b, b =m, t(p) —t(p — 1) = N h = nombre de vecteurs qui sont non-nuls
parmi z',..., 2% z' = y’, v =nombre de blocs de Jordan dans C,i1_p, Cr11-p = C,
ay41-pCyy1—p = T') et 'on obtient directement la fin de 'hypothese de récurrence c¢’est-a-
dire qu’il existe ¢ € N tel que pour tout 1 < 57 <b:
n; (ns)

phy — 0.
(ng) 1—400

Ceci acheve la preuve de la proposition.
O

Nous sommes maintenant préts avec les Théoremes 2.19 et 2.20 a donner des résultats
généraux de supercyclicité sur RY. Ce théoréme donne un corollaire qui généralise le
Théoréme 1.13 de Herzog sur les opérateurs supercycliques sur R,

Corollaire 2.21. Soit N > 2. Soit T un opérateur sur RY, alors T n’est pas (p — 1)-
supercyclique.

Preuve :

Sans perte de généralité, quitte a prendre un multiple de T" et a opérer une réduction
de Jordan en réordonnant les blocs, on peut supposer que la suite des modules (valeurs
propres) de chaque bloc de Jordan est de la forme suivante : |a;] < ... < |a,| < 1. On
peut ensuite regrouper les blocs de Jordan de méme module en sous matrices Sy, ..., S
qui forment une décomposition en somme directe de T. Notons p¥) la taille relative de la
matrice S; pour j = 1,...,t. En utilisant le Théoreme 2.19 sur chaque sous matrice, on
obtient que pY¥) est une borne inférieure de I'indice de supercyclicité de chaque sous matrice
S;. Puis on regroupe ces valeurs grace au Théoreme 2.20. Ceci implique que (Z§:1 p(j))
est une borne inférieure de I'indice de supercyclicité de T'. Enfin, par définition de p et de
pY) . il est clair que <Z§':1 pY¥) = p. On a donc prouvé le corollaire.

O

On déduit de ce corollaire un second corollaire dont la conclusion est encore plus
générale :

Corollaire 2.22. Soit N > 2. Il n’existe pas d’opérateur (L%J — 1)-supercyclique
sur RN. De plus, cette valeur est optimale : il existe toujours un opérateur (|2531])-
supercyclique sur RY.

95



2.4

2. n-SUPERCYCLICITE ET FORTE n-SUPERCYCLICITE EN DIMENSION FINIE

Preuve :

La non-existence est une conséquence directe du Corollaire 2.21. En effet, si N est
pair, alors la plus petite valeur que peut prendre la taille relative d’une matrice de taille
N est % D’autre part, si N est impair alors cette valeur minimale est % Ainsi, la taille
relative d'une matrice de taille NV ne peut étre inférieure a L%J L’optimalité est donnée
par I’Exemple 2.4.

0

Remarque 2.23. De plus, en utilisant les résultats précédents et en faisant quelques
calculs élémentaires, on peut donner une caractérisation des opérateurs n-supercycliques
sur RY pour N < 5. On ne peut pas poursuivre cette caractérisation dans connaitre
I'indice de supercyclicité d'un bloc de Jordan réel de RS. L’étude de ce type d’opérateur
demande d’améliorer les techniques précédentes car ’angle de la rotation joue un role
prépondérant dans ce cas.

Question. Existe-t-il un théoreme du méme type que le Théoreme 2.20 pour une somme
directe de blocs de Jordan de module 17

Question. Existe-t-il un bloc de Jordan réel sur R?Y qui est (2N — 2)-supercyclique ?
Si oui, quel est le meilleur indice de supercyclicité ?

Etude de la forte n-supercyclicité

On s’intéresse a 'existence d’opérateurs fortement n-supercycliques sur un espace de
dimension finie F. Evidemment, seul le cas n < dim(FE) est intéressant. Lorsque K = C¥,
on sait déja que c’est impossible. En effet, Bourdon, Feldman et Shapiro ont montré dans
[13] qu’il n’existe pas d’opérateurs n-supercycliques sur C¥ pour n < N. A fortiori, il
n’existe pas d’opérateur fortement n-supercyclique sur CY pour n < N. Par contre dans
le cas ou le corps sous-jacent est R, on a vu dans la partie précédente que I’on ne pouvait
pas conclure de la méme facon puisqu’il existe des opérateurs n-supercycliques sur RY
pour L%J < n < N. La question de I'existence d’opérateurs fortement n-supercycliques
sur RV est donc toujours ouverte. Nous nous proposons de répondre & cette question par
la négative. La premiere chose a remarquer est que l'on peut se limiter a la moitié¢ des
valeurs de n.

Proposition 2.24. Soitn < N. Un opérateur T sur RN est fortement n-supercyclique si
et seulement si (T~1)* est fortement (N — n)-supercyclique et les T-espaces fortement n-
supercycliques sont les orthogonaux des (T~1)*-espaces fortement (N — n)-supercycliques.

Cette proposition répond partiellement a la question de 'existence d’opérateurs for-
tement n-supercycliques sur RV et en combinant ceci et le Corollaire 2.22, on déduit
directement le corollaire suivant :

Corollaire 2.25. Il n'existe pas d’opérateur fortement n-supercyclique sur R2V*1 pour
N > 1 et pour tout 1 <n < 2N + 1.

Il n'existe pas d’opérateur fortement n-supercyclique sur RN pour N > 2 et pour tout
1<n<2N,n#N.
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2.4. Etude de la forte n-supercyclicité

Ce corollaire nous donne toute une classe d’exemples d’opérateurs n-supercycliques
mais pas fortement n-supercycliques et répond a une question de Shkarin par la négative
en montrant que la forte n-supercyclicité n’est pas équivalente a la n-supercyclicité.

Contre-Exemple 2.26. Un opérateur 2-supercyclique mais pas fortement 2-supercyclique :
Une rotation d’axe une droite et d’angle 6 ¢ 7Q dans R? est 2-supercyclique mais n’est
pas fortement 2-supercyclique.

Remarque 2.27. Un opérateur T sur RV qui est fortement n-supercyclique pour n < N
est bijectif. En effet, il est d’image dense et donc bijectif en dimension finie.

Nous allons maintenant prouver la Proposition 2.24 et 'on aura besoin des deux
résultats suivants. Le premier lemme nous permet de traduire la densité d’un ensemble
en termes de densité de 'union des images des itérés de (T1)*.

Lemme 2.28. Soit M un sous-espace vectoriel de RN et T un automorphisme de RY.
Alors, pour touti € N, (TH(M))*+ = (T~)*(M1).

Preuve :
I est clair qu'il suffit de montrer que (T'(M))*+ = (T~1)* (M%), ce qui revient & montrer
que T*((T(M))*+) = M*. Soit f € T(M)* et soit x € M alors

(I"f,x) = (f,Tx) =0

dou T*f € L+
On utilise ensuite le fait que ces deux espaces sont de méme dimension pour conclure
qu’ils sont égaux.

O

Le lemme suivant est la clé pour transférer des propriétés de densité de P,(RY) a
Pyn_,(RY). On en trouve une preuve dans [41].

Lemme 2.29. Soit ® : P,(RY) — Py_,(RY) lapplication définie par ®(M) = M=.
Alors ® est un homéomorphisme.

Grace a ces deux lemmes, il nous est maintenant possible de prouver la proposition :
Preuve de la proposition 2.24 :

D’apres le Lemme 2.28 et le Lemme 2.29, si M est un T-espace fortement n-supercy-
clique, ®({T(M)}ien) = {(T7)*(M*)}ien est dense dans Py_,(RY). Ceci prouve la
proposition.

0

2.4.1 Opérateurs fortement 2-supercycliques sur R*

Nous souhaitons montrer qu’il n’existe pas d’opérateurs fortement n-supercycliques
sur RY pour N > 3 et 1 < n < N. Le probleme est déja résolu avec le Corollaire 2.25
pour le cas ou N est impair, il nous reste donc juste a considérer le cas ou N est pair. La
plus petite dimension pour laquelle la question est encore ouverte est donc la dimension
4. Dans l'objectif de raisonner par récurrence pour le cas général, ’étape cruciale est
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2. n-SUPERCYCLICITE ET FORTE n-SUPERCYCLICITE EN DIMENSION FINIE

donc I'étude des opérateurs fortement 2-supercycliques sur R*. Nous allons commencer
par montrer qu’'une somme directe de deux rotations n’est pas fortement 2-supercyclique
sur R* et pour cela, nous allons caractériser les sous-espaces 2-supercycliques pour un tel
opérateur puis montrer que ces sous-espaces ne sont pas fortement 2-supercycliques :

Proposition 2.30. Soit R une somme directe de deux rotations :

R= < Ry | O ) avec (61,02, ) linéairement indépendants sur Q.

0 | R,
Alors :
T b.Tl
) biIZ’Q T Y1 ) 2
ESy(R) = ( Vect , , , eR O}, ab+# 1
2(R) ayi Y1 <$2) <y2 \ 10} 7
ays Y2
Preuve :
On va procéder par double inclusion.
T b[L’l
.. i) bl’Q e s .-
Commencons par choisir z = ay et y = y qui vérifient les conditions
1 1
ays Y2

de I’énoncé. On va montrer que I'espace vectoriel engendré par ces deux vecteurs est un
sous-espace 2-supercyclique pour R. Tout d’abord, on remarque que x — ay est non-nul
mais ses troisieme et quatrieme composantes sont nulles et de méme y — bx est aussi
non-nul mais ses premiere et deuxieme composantes sont nulles.

Soient U,V deux ouverts non-vides de R2. Par hypothese, comme 6, 05, 7 sont libres sur
Q, il existe i € N et ¢q,c0 € R tels que

c1(1 — ab) él<2>€Uetc2(1—ab) é2<z;>€V

Donc Ri(ci(z — ay) + co(—=bx +y)) € U x V ainsi, Vect(x,y) est 2-supercyclique pour R.
Réciproquement, supposons qu’il existe un sous-espace vectoriel M de dimension 2

T Y1

que 'on va noter M = Vect | x = iQ LY = 52 et qui est un sous-espace
3 3
Ty Y4

2-supercyclique pour R et qui ne vérifie pas les conditions que nous avons énoncées. Alors
on a deux cas possibles : soit la famille ( il > , ( ??jl ) est libre, soit on peut supposer
2 2
Y1 0
ue = :
e ()= (0)
On définit I'ensemble U; := {z € R?: ||z|| < 1} et I'ensemble U, := {z € R?: ||z|| > t}

pour un certain réel positif ¢ que 'on fixera plus tard. Comme M est 2-supercyclique
pour R, {R'(A\x + py) tien,(\pmer2 est dense dans R*. Par conséquent, il existe i € N et
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2.4. Etude de la forte n-supercyclicité

(\, i) € R? tels que

() ()
R\ + puy) € Uy x Uy & o2 b2 € Ry (Uh) x Ry} (Us) = Uy x Uy,

T3 Ys
(2 ) ()
( L4 ) H Y4
A présent, posons

T = {(/\,M)ERQ:A<2>+u<z;)€U1.}

Comme U; est borné, et comme la famille {( il ) ; ( Zl >} est supposée libre ou alors
2 2

( u ) = < 8 ), on obtient que I'; est également borné. Si ’on note également

Y2
o () o) o en).

il est facile de voir que cet ensemble est aussi borné puisque I'y 1'est. Choisissons alors ¢
de fagon & ce qu’il majore 2 sur R? (pour une norme quelconque ||.|| de R?). On en déduit
que Uy NQ = 0, ce qui est absurde. Donc M vérifie les conditions de 1’énoncé.

O

Grace a la caractérisation des espaces 2-supercycliques pour une somme directe de
deux rotations, on peut montrer que ces espaces ne sont pas fortement 2-supercycliques
pour R.

Corollaire 2.31. R n'est pas fortement 2-supercyclique sur R*.

Preuve :

Supposons que R soit fortement 2-supercyclique sur R*, alors un R-espace fortement 2-
supercyclique est de la forme donnée par la Proposition 2.30. Donc si x, y € R* engendrent
un sous-espace fortement 2-supercyclique pour R, alors pour tous A, u € R, on exprime :

o, ()
(Aa + ) Z@(i)

Comme x et y engendrent un sous-espace fortement 2-supercyclique pour R, alors la
Proposition 1.42 implique qu’en particulier pour tous ouverts non-vides Uy, Uy C R2?, il
existe ¢ € N et quatre nombres réels A, i, a et 3 tels que :

R'(A\x + py) =

. x : T
A+b)R, | "' ) eU, et (a+bB)R, [ ' ) €U,
1 x2 1 x2
Or en choisissant les ouverts U; et U de facon a ce qu’il n’existe aucune droite vectorielle
qui intersecte les deux a la fois, il est clair que ceci est impossible. R ne peut donc pas
étre fortement 2-supercyclique.
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O

Nous allons aussi montrer que deux autres classes d’opérateurs ne sont pas fortement
2-supercycliques R*.

‘s AlA ([ AlO .. (a —b [ c —d
Proposition 2.32. (ﬁ) etR-(ﬁ) 0uA—<b u )etB-(d c ),

(a,b,c,d) € R*, ne sont pas fortement 2-supercycliques.
Preuve :

Il est clair que ’on peut supposer < Z ) #+ ( 8 ) et ( ; ) =+ ( 8 ) car sinon R n’est

pas a image dense.

Si R= ( 61 ﬁ > alors R n’est pas fortement 2-supercyclique par la Proposition 2.5.

. A : . .
Si R= (ﬂ%), supposons par ’absurde que R soit fortement 2-supercyclique. Quitte

a multiplier R par un réel et a échanger I'ordre des sous-matrices, on remarque que 1’'on

peut supposer R = ( fée g ) avec C' = ( CCZ _Cd > et ¢ + d? < 1. De plus, d’apres

le Corollaire 2.31, il suffit de considérer le cas ou ¢? + d*> < 1. Soit M = Vect(x,y)
un espace R-fortement 2-supercyclique. Cette fois encore nous n’allons pas raisonner sur
la forme des générateurs mais de la méme facon que dans la Proposition 2.30. Par la
Proposition 1.42, comme M est fortement 2-supercyclique pour R, pour tous ouverts
non-vides Uy, Uy, V;, Vo C R?, il existe i € N et A\, u, o, 5 € R tels que :

AR@(“ + Rl<y1> e U,
o)

Rl(/\x—kuy) € U1 X UQ =
Ri(az + By) € Vi x V )\OZ-<I3

()
(5):
aC' ( Z + BC ()
e
)<<

+B<3/3> V2
Ya

} est libre car il est clair que si I'on

)
HE
I

)

De cette expression, on déduit que {( 1 ) , < %
T2 Y2

choisit U; et V; de facon a ce qu’il n’existe pas de droite vectorielle qui intersecte U; et
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V1, alors I’équation ci-dessus ne peut étre vérifiée. Donc la famille {( “ > , ( % )} est

T Y2
libre.
Posons ensuite Uy = {z € R? : ||z|| < 1} et Uy = {z € R? : ||z|| > ¢} pour un certain
nombre réel positif ¢ que nous fixerons plus tard.
On définit également

F:{()\,,u)eRQ:)\(Z)%—u(z;)eUl}.

Du fait que la famille {( il > , ( zl )} est libre et que U; est borné, on déduit que I'
2 2

est borné dans R? par continuité des projections. Notons enfin

Qz{A(ii>+u<§ﬁ>,(}\,u)eF}.

Il est encore clair que cet ensemble est borné puisque I' I'est. On choisit alors ¢ comme
étant un majorant de cette borne. Remarquons d’autre part que

0—1:; c d :;R
A+d*\ —d c Ve+d”

et comme ¢ + d? < 1, alors C7(U,) C Uy pour tout i € N.
Ainsi, Q N U;enC(Uy) = 0, ce qui contredit la 2-supercyclicité de R.

Résultat Général

Nous allons raisonner par récurrence sur la dimension de 1’espace pour montrer qu’il
n'y a pas d’opérateurs fortement n-supercycliques sur RY pour N > 3 et n < N. Pour
cela la proposition suivante inspirée de Bourdon, Feldman, Shapiro [13] nous sera utile :

Proposition 2.33. Soit X un espace vectoriel topologique de Hausdorff. Soit T : X — X
un opérateur continu et K un sous-espace fermé invariant par T. Si T est fortement n-
supercyclique, alors Uapplication quotient Ty : % — % définie par Tg (z+ K) := T(z)+ K
est elle-aussi fortement n-supercyclique.

La preuve consiste en une simple vérification en utilisant la Proposition 1.42.

Théoreme 2.34. Pour N > 3, il n’existe pas d’opérateurs fortement n-supercycliques
sur RY pour 1 <n < N.

Preuve :

Nous avons déja montré avec le Corollaire 2.25 et le résultat de Herzog [31] qu’il n'y
a pas d’opérateurs fortement n-supercycliques sur R pour n =1 ou n = 2.
Soit donc N > 4. On souhaite montrer qu’il n’existe pas d’opérateurs fortement n-
supercycliques sur RY pour n < N. Par le Corollaire 2.25, on peut supposer que N > 4
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est pair et que n = ﬂ Soit 7" un opérateur sur RY. En utilisant la réduction de Jordan,

on peut supposer qu
0
0 .-
10 -
- 0 [7]

0o 0 0 0 O

o
o™~
S
o

EO o oo O

=
|
o oo o

ot les blocs de Jordan J; sont des blocs classiques :

K
0

et les blocs J; sont des blocs de Jordan réels :

A;i | A;

P

0 --- 0

Par I'absurde, supposons que M est un sous-espace fortement ——supercychque pour
R. Tl se présente alors deux cas de figure, soit ¢ = 0, soit ¢ # 0.

Dans le cas ou ¢ = 0, alors le sous-espace K = Vect((1,0,...,0)) est invariant par
R. On quotiente alors RY par K et l'on applique la Proposition 2. 33 On obtient que
I'opérateur Ry est fortement ﬂ—supercychque sur RV=1. De plus, 1 < ¥ < N —1 puisque
N > 4. Mais ceci contredit le Corollaire 2.25 puisque N — 1 est 1mpa1r

Dans le second cas, c’est-a-dire ¢ # 0, nous pouvons supposer sans perte de généralité
que N > 6. En effet, si N = 4, alors le Corollaire 2.31 et la Proposition 2.32 impliquent
que R n’est pas fortement 2-supercyclique.
Remarquons qu’ici le sous-espace K = Vect((1,0,...,0),(0,1,0,...,0)) est invariant par
R. On considere alors le quotient de RY par K. La encore la Proposition 2.33 implique
que Ry est fortement %—supercyclique sur RV=2. Mais comme N > 6, on remarque aussi
que 1 < % #+ % = % — 1. Or ceci contredit encore le Corollaire 2.25. Il n’existe donc
pas d’opérateurs fortement n-supercycliques sur RY pour N >3 et 1 <n < N.

O
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3.1

Forte n-supercyclicité

Dans les sections 3.1 et 3.2, les espaces de Banach seront toujours définis sur le corps
des nombres complexes C.

Quelques propriétés spectrales

Comme nous 'avons rappelé avec les Propositions 1.6 et 1.18, il est bien connu pour les
opérateurs hypercycliques et supercycliques que le spectre ponctuel de leur adjoint o,(7™)
est plutot restreint puisqu’il ne comporte au plus qu’un élément dans le cas d’'un opérateur
supercyclique et aucun pour les hypercycliques. Feldman a généralisé ce comportement
aux opérateurs n-supercycliques comme nous ’avons remarqué avec le Théoreme 1.26. Or
comme les opérateurs fortement n-supercycliques forment une sous-classe des opérateurs
n-supercyclique, on déduit que tout adjoint d’un opérateur fortement n-supercyclique
compte au plus n valeurs propres. Cependant la preuve de ce résultat est beaucoup plus
simple dans ce cas particulier.

Théoreme 3.1. Soit T un opérateur fortement n-supercyclique sur un espace de Banach
X et Ai,..., A, des valeurs propres distinctes de T de multiplicité respective my, ..., m,.
Alors my + ... +m, < n.

Preuve :

Notons k = my +...+m, et {z],..., 2} } une famille libre de vecteurs propres de 7.
Posons Y = Nk_, ker(z}) et choisissons F un supplémentaire de Y dans X de dimension k.
On remarque alors que Y est stable par T'. En effet, si 2f(x) = 0 pour tout ¢ € {1,...,k},
alors 0 = T*x}(x) = z}(Tx). Donc T(x) € NF_ ker(z}) = Y. Par conséquent, si I'on
décompose 'espace X de la fagon suivante X = F @ Y, alors T" admet pour matrice :

S 0
(3 5)

De cette décomposition, on déduit que S est nécessairement fortement n-supercyclique

sur F' qui est de dimension k. Or d’apres le résultat du Théoreme 2.34, ceci n’est possible
que si la dimension de F' est plus petite que n.

0

En prenant le probleme a contre-pied, on peut se demander quelles sont les libertés que
I'on a avec ces valeurs propres. On peut se demander par exemple si pour tout choix de
n nombres complexes non-nuls, on peut trouver un opérateur fortement n-supercyclique
dont les valeurs propres de l'opérateur adjoint sont exactement ces nombres complexes.
Le résultat suivant répond a cette question par ’affirmative.
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3. FORTE n-SUPERCYCLICITE

Théoréme 3.2. Soit X un espace de Banach. Soient Ay, ..., A\, € C* et my,...,m, € N*
et T un opérateur linéaire borné sur X. On pose n = S b_;m;. Alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) S =@M MId® - B N\ Id® T est fortement n-supercyclique sur C* ® X ;
(11) @anl/\Tl e @Zn”l 5, ot hypercyclique.

De plus, dans ces conditions, 0,(S*) = {A1,..., A} et pour tout i € {1,...,p}, \; est de
multiplicité m;.

Preuve :

Pour des raisons pratiques, nous allons noter A, ..., \, les “futures® valeurs propres
de S* comptées avec multiplicité et R = )\11 B P % hypercyclique par hypothese. En
supposant I'équivalence prouvée, il est clair par définition de S que 0,(S*) = {A1,..., A}
puisque 0,(T*) = () si R est hypercyclique grace a la Proposition 1.6. Il est clair également
que S n’est pas fortement k-supercyclique pour k& < n d’apres le Théoreme 3.1.

On commence par montrer (ii)=-(i).

Soit (y1,- .., yn) € X™ un vecteur hypercyclique pour R. Soit {(€;1, ..., €in)}1<i<n la base
canonique de C", c’est-a-dire e;; = 1 et ¢;; = 0 pour tout ¢ = 1,...,n, et pour tout
j # i. Posons ensuite M = Vect{(e;1,...,€in,yi), 1 < i < n}. Pour vérifier que S est
fortement n-supercyclique, il suffit de vérifier que Ugen S*(M) x - -+ x S*(M) est dense

n fois

dans (C" @ X)". 11 suffit encore de montrer que

U D ma@fNey @ Ty) @ - @) pni(@F_ Njes; © Tyi)
keN =1 i=1
(1i,5)i,5 €Mn(C)
est dense dans (C" @ X)"

Soit z = (%) 1<i<n € (C" @ X)" et € > 0. Nous allons trouver un entier k et une
1<j<n+1
matrice (i;;)1<ij<n qui permettent d’approcher z a e pres. On remarque facilement que

si on prend p;; = 5% .,n alors :

n n

Z Ml,i(@?:1A§€i7j) @ e @ Zﬂn,z(@?:1)\;€€z,g) == ((21,17 sy Zl,n)7 ceey (zn,h .. 7Zn,n)) .

i=1 i=1
On se trouve face a deux alternatives, soit det((2;;)1<ij<n) # 0 et dans ce cas, on pose
a;; = zij pour tous 1 < i,j < n, soit det((2;;)1<ij<n) = 0. Dans ce dernier cas, comme
GL,(C) est dense dans M, (C) et que {(€i1,...,€in)}1<i<n est une base de C", on peut
trouver A := (a; j)1<i j<n € GL,(C) tel que :

n

Ui (om " a;
Z J j:l)‘;?ei,j)@"'@z /\k] (@
=1

7]1:1)\?62'7]‘) — ((2171, Ce 7’217")7 ceey ((Zn,h e Zn,n)) <

a trouver k € N

On va maintenant dans les deux cas poser f;; = 57

tel que :
Tk
Die1 (i (,\j) Yi Z1n+1 -
: - ‘ < -
: Tk 5
Z?:l anyi (x) Yi Zn,n-‘rl
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3.1. Quelques propriétés spectrales

On utilise la multiplication matricielle pour remarquer que ceci revient encore a trouver
k € N tel que :

k
(%) Y1 21,41
€
A : — : < —.
T \k 2
(E) Yn Zn,n+1
Et donc, il suffit de trouver k € N tel que :
k
(A%) N 21,n+1 .
: — A7 : < :
o ] 2[4
<E> Un n,n+1
Or un tel £ € N existe par définition car (yi,...,y,) est un vecteur hypercyclique pour

R. On a donc trouvé k € N et (11 j)1<ij<n tels que :

Zﬂl,i(@?:l)‘fei,j D Tkyi) - D Zﬂn,i(@?zl)\fei,j D Tk?/i) - (Zi,j)lgi,jgn

=1 i=1

<l
2 2

Il reste & montrer le sens inverse (i)=-(ii).
Soit M un sous-espace fortement n-supercyclique pour S et notons M, sa projection sur
C". Ainsi, My est un sous-espace fortement dim(Mj)-supercyclique pour Sicn. Or d’apres
le Théoreme 2.34, dim(My) = n, c’est-a-dire My = C". On peut donc choisir une base de

1 0 0
0 1 0
M de la forme suivante : M = Vect : N R :
0 0 1
I T2 T
Nous voulons montrer que R est hypercyclique. Soit (21, -, z,) € X™. Comme S est for-

tement n-supercyclique, on peut trouver une suite (ny)ren et des complexes (ugzk))lgmgn

tels que pour tout i € {1,...,n}:

(k) y i
Mz,z )\z k—)—+>oo 17

ui’j’“)/\?’“ e 0 pour tout j # i,

Zz‘(nk) =25 Mz(j;‘k)Tnkxj fono
Posons alors,
AT X
Ale) — : L :
PN A
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Il est clair que A(™) T Id. On peut donc supposer que A™) est inversible et de plus,

—+00

(A(“k))_l — Id également. Il nous suffit maintenant de remarquer que

k—+4o0
T"kxq
Ak 2"
Ank) : = :
T"k xy, Nk
Z
)\Zk n
ainsi -
T n
P . Z§ ) 21
: : —+o00
Tk
n

Et donc R est hypercyclique.
O

On vient de trouver un outil qui a deux grandes utilités, la premiere étant de donner
une méthode de construction d’opérateurs fortement n-supercycliques qui ne sont pas
fortement m-supercycliques pour m < n et la deuxieme étant que l'on peut en plus
choisir le spectre ponctuel de son adjoint. Nous allons donner maintenant notre premier
exemple d’opérateur fortement n-supercyclique qui n’est pas fortement m-supercyclique
pour m < n.

Exemple 3.3. Soit B lopérateur de décalage & gauche sur (*(N) défini par
B(ag, ay,as,...) = (ay,as,...). Solent également Ay,..., A\, € D. Alors 'opérateur défini
sur C" @ 2(N) par T = \Id ® - - ® N\, Id & B est fortement n-supercyclique mais n’est
pas fortement m-supercyclique pour m < n. En effet, on sait que % vérifie le critere d’hy-
percyclicité pour la suite compléte des entiers naturels si et seulement si |A] < 1 par la
Proposition 1.9. De cette facon, )\% b B % vérifie également le critere d’hypercyclicité
et donc T est fortement n-supercyclique. De plus, il est clair que T ne peut pas étre
fortement m-supercyclique pour m < n car sinon la restriction de T" a C™ serait elle aussi
fortement m-supercyclique et ceci contredirait le Théoreme 2.34.

Nous savons que les opérateurs fortement n-supercycliques sont en particulier n-
supercycliques et héritent ainsi des propriétés spectrales de ces derniers, le Théoreme
1.24 s’applique donc également a ces opérateurs. Ainsi pour tout opérateur fortement n-
supercyclique, il existe au plus n cercles qui coupent chaque composante du spectre de
celui-ci. Ceci a été démontré par Feldman [19] pour les opérateurs n-supercycliques mais
il a aussi exhibé des exemples extrémes ou le spectre est effectivement coupé par, au mi-
nimum, n cercles distincts centrés en 0 . Le théoreme suivant montre qu'une amélioration
de ce théoreme est possible pour le cas des opérateurs fortement n-supercycliques et qu’a
quelques points pres, un unique cercle suffit a couper toutes les autres composantes du
spectre.

Théoreme 3.4. Soit X un espace de Banach complexe et T un opérateur fortement
n-supercyclique sur X.

Alors on peut décomposer X = F & X, avec F' et Xq T-stables, F' de dimension finie
inférieure ou €gale a n. D’autre part, il existe R > 0 tel que le cercle {z € C : |z| = R}
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intersecte chaque composante du spectre de Ty := Tjx,. De plus, dans le cas particulier ot
n = 2, on obtient que T, est diagonal.

Preuve :

Evidemment, s’il existe un cercle qui intersecte chaque composante du spectre de
T, c’est fini. Sinon, il existe R > 0 et deux composantes C1,Cy de o(T') telles que
C1 C B(0,R) et Cy ¢ C\ B(0,R). On peut supposer que R = 1. Ceci nous permet
alors de décomposer o(T) = 01 UoyUos avec 01 C D, 05 C C\ D et 04,0y, 05 fermés
deux a deux disjoints. On peut alors écrire T'=T] & To, ® T3 sur X = X; & Xy ® X3 avec
o(T;) = o; pour i = 1,2,3 grace au théoreme de décomposition de Riesz, on pourra se
reporter a [26].
Nous allons commencer par montrer que la dimension de X; est forcément inférieure
ou égale a n — 1. Supposons donc par 'absurde que dim(X;) > n — 1, alors on peut

choisir (uy,...,u,) € X7 de sorte que pour tout i € {1,...,n}, ||z — w| > 1 pour
I In

tout z € Vect(uq, ..., Ui_1,Uis1,- .-, Uy). Soit L = Vect << yi |,y Wn un sous-
Al Zn

espace fortement n-supercyclique pour 7'. On peut alors trouver une suite (ny)gen €t une
matrice Ay € M, (C) telle que :

T7" 2 Uy T5" v 0
Ay : — : et Ay : —
n k—4o00 n k—+o0
Tl kxn Up, 2 ky’ﬂ

Par densité de GL,(C) dans M,(C), on peut supposer que A est inversible pour tout
k € N. On pose ensuite :

Ty a4 Ui ke U+ E1k
Ay : = : = :
T, U,k Up, + Eng
ou pour tout i € {1,...,n}, |leixl e 0. Avec ces notations et en inversant Ag, on
obtient :
T1nk$1 U1,k
: = A
1" x, Un, g
Notons également
af, ooay,
At = P
Upy 0 Oy
15" 0
Alors comme o(Ty) C C\ D et A, : ]€_>—+>Oo : , on peut en déduire
T5%yn 0

que ||AZY| T, oo et donc max(|af,;], 1 < i,j < n) o, oo Ainsi, pour tout

m e {l,...,n},

Tz,
= — — 0.
max(|af;|, 1 <d,5 <n) k=too
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: ||T1nk$m|| 1 1
Fixons k£ € N tel que pour tout m € {1,...,n}, max(la ], 1<i7<m) < et [lempl < 5 et
k| . k - fopive T . k
notons |a, | = max(|a;;|, 1 < 4,5 < n). Alors, on peut écrire T7"*x, = >7iL a; ;ui, et
donc
n k N
Wi gl _ |1 Tp 1
Ug k + Z p u; || = o 5
’izl, 7/#(] Dp,q p,q

Ceci entre en contradiction avec 'hypothese que l'on a faite au départ : pour tout ¢ €
{1,...,n}, ||z —w]| > 1 pour tout z € Vect(uy, ..., ui—1,Uit1,--.,U,). On en déduit donc
que dim(X;) <n — 1 et en particulier, si n = 2, alors dim(X;) =1

On réitere ce processus sur 15 @ T3 qui est fortement n-supercyclique : soit il existe un
cercle qui intersecte toutes les composantes du spectre de Ty @ T3 et de ce fait la preuve
est terminée, soit on trouve une décomposition de T, @ T3 en somme directe d’opérateurs
dont le premier agit sur un espace de dimension inférieure ou égale a n — 1 de la méme
facon que 'on vient de le faire. De plus, comme d’apres le Théoreme 2.34 il n’existe pas
d’opérateur fortement n-supercyclique sur un espace de dimension supérieure a n, il est
clair que ce processus est fini. De plus, dans le cas ou n = 2 on peut ajouter que 7}, est
diagonal. En effet, soit dim(F) = 0 et il n'y a rien a prouver, soit 1 < dim(F') < 2 et
dans ce dernier cas, dim(X;) = 1. Quitte a réitérer ce raisonnement, on déduit que Tjp
est diagonal. On retrouve donc le résultat annoncé en regroupant dans la décomposition
les espaces de dimension finie.

O

Ce théoreme général peut-étre amélioré si 'on regarde le cas particulier ou n = 2. On
peut alors préciser la décomposition ci-dessus et donner certaines propriétés vérifiées par
la restriction de 'opérateur a X,. En effet, on sait d’apres la Proposition 1.18 que si T'
est supercyclique, alors soit 7* n’a aucune valeur propre, soit il en possede une seule { A}
et dans ce cas, I'opérateur A™'T" est hypercyclique sur un hyperplan de X. Le corollaire
suivant donne un résultat analogue pour le cas des opérateurs fortement 2-supercycliques.

Corollaire 3.5. Soit X un espace de Banach complexe et T un opérateur fortement 2-
supercyclique sur X. Alors :

e Soit il existe R > 0 tel que le cercle {z € C: |z| = R} intersecte chaque composante
du spectre de T,

0 > avec S supercyclique.

e Soit on peut décomposer T sous la forme ( 8 g

S

e Soit on peut décomposer T sous la forme avec = @ % hypercyclique.

oS O 2
o ot O
n oo

Preuve :

Le Théoreme 3.4 nous donne I'alternative suivante : soit il existe un cercle qui intersecte
chaque composante du spectre de T et dans ce cas la preuve est terminée, soit on peut
décomposer X = F @© Xj avec I’ de dimension au plus 2 et S := T|p diagonal et ou il
existe un cercle qui intersecte toutes les composantes du spectre de T := Tx,.
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a 0
0 S
combinaisons linéaires, on peut supposer que L est un espace fortement 2-supercyclique

S (ON0)

Nous allons montrer que S est supercyclique. Soit z € X, comme T est fortement 2-
nE Nk

supercyclique, il existe une suite (ng)ren et des Ay := ( 2}% i\bik ) € GLy(C) tels que

1 2

e Si dim(F') = 1, d’apres ce qui précede on peut écrire T' = ( ) En faisant des

S 0+ e*
A = L — ok —
F ( Srkq ) ( z+ ek ) WeC S o 0 et & k—+00 0

et

a” 14 67" - -
Ak( 0 )— ( 0+ om ) avec 0y ]H—+>OO()et52 IH—J:OOO.

Ainsi, en inversant Ay, on obtient :

Snky _ _M?kéjl% + )‘71% (Z + 5;%)
N

Ainsi, en multipliant cette derniere égalité par a, on a :

aP(ATEpst — At pi*) Sy = —af el + aPATF (2 + e5")
= —05kel™ + (14 07%) (2 + e5*) k% z.

—+00

Ce qui montre la supercyclicité de S sur Xj.
a 0 O
e Si dim(F') = 2, d’apres ce qui précede on peut écrire T'=| 0 b 0
00 S
Pour montrer que S vérifie la condition % @ % est hypercyclique, il suffit d’utiliser le
Théoreme 3.2.

O

Remarque 3.6. Il est intéressant de remarquer que les trois alternatives du théoreme
précédent sont nécessaires.

En effet, il est facile de trouver un opérateur fortement 2-supercyclique dont toutes
les composantes du spectre intersectent le méme cercle puisqu’il suffit de prendre un
opérateur vérifiant le critere de supercyclicité.

Pour le deuxieme cas, si 'on considere ¢ € H*(ID) défini par ¢(z) = 1+ ¢+ 2z, M,
opérateur de multiplication qui lui est associé¢ sur H*(D) et R, := S27-'(M})", alors en
suivant I'exercice 1.9 de [7], on montre qu'il existe u € H?*(ID) qui est un vecteur universel

1
pour R, et u & Im(Mj —I) et ( " ]\2* > est supercyclique mais n’est pas semblable
@

a un opérateur de la forme I & S. De plus, comme M vérifie le critere d’hypercyclicité
pour la suite des entiers naturels, on déduit que {R, & M, ;n}nzg vérifie aussi le critere
d’universalité et admet un vecteur de la forme u ¢ v comme vecteur universel ou u est un
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vecteur choisi comme ci-dessus. Dans ces conditions, pour a # 0, on remarque facilement

a 0 0
que T = 01 0 est fortement 2-supercyclique sur C* @& H?*(ID) de sous-espace
0 u Mg
supercyclique L engendré par les vecteurs
1 0
0 et 1
v 0

Cependant, T" n’est pas semblable a un opérateur de la forme bl & cI @ Ty et ne vérifie
donc pas la condition d’existence d’un cercle qui coupe toutes les composantes de son
spectre si a est bien choisi (]a| supérieur au rayon spectral de Ty par exemple).

-1 0 0
Et pour le dernier cas, on vérifie que T = 0 —% 0 est fortement 2-
0 0 M;
supercyclique sur C? & H*(D) avec ¢(2) = 1+ z et o(T) = {-1,—1} UD(1,1).

Critere de I'angle et opérateurs de composition

Introduction

Il existe une condition nécessaire tres simple pour la supercyclicité. Cette condition
est connue sous le nom de critere de I'angle. C’est un théoreme géométrique qui montre
qu’un opérateur ne peut pas étre supercyclique s’il n’existe pas de vecteur dont les itérés
se déplacent dans chaque cone donné par un ouvert non-vide de I'espace. Ce critere a été
utilisé pour la premiere fois par Montes-Rodriguez et Salas en 2001 [43] puis a été repris
dans le cadre des espaces de Banach par Gallardo-Gutiérrez et Partington en 2005 [24].

Théoréeme (Critere de ’angle) 3.7. Soit X un espace de Banach, T un opérateur
borné supercyclique sur X et x un vecteur supercyclique pour T. Alors

: (=7, T" ()|
limsup —————— =
oo [[2¥[[[[ T ()]

pour tout z* € X*\ {0}.

Ce critere est tres pratique pour montrer que certains opérateurs ne sont pas super-
cycliques. On peut par exemple citer le corollaire suivant qui permet de détecter certains
opérateurs non-supercycliques.

Corollaire 3.8. Soit T un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach X . Supposons
qu il existe un ouvert non-vide U de X tel que pour tout x € U, il existe une forme linéaire
non-nulle x* vérifiant :

[T )]
lim —~— =0.
koo [T ()|

Alors T n’est pas supercyclique.

70



3.2.2

3.2. Critere de 'angle et opérateurs de composition

Malheureusement, ce critere, bien que tres pratique, n’est pas toujours suffisant. Tou-
tefois, en 2005 Gallardo et Partington montrent pour la premiere fois que sous certaines
conditions, il est possible d’obtenir un résultat réciproque. Avant d’énoncer un résultat
dans ce sens, nous allons avoir besoin de donner un sens précis a la notion de rondeur
pour la boule unité de notre espace.

Définition 3.9. Soit X un espace de Banach et z € X. Le vecteur = est dit fortement
exposé s’il existe une forme linéaire continue z* € Sx« vérifiant les deux conditions sui-
vantes :

a) (z*,z) =1,

b) pour toute suite (z,),en de vecteurs de By vérifiant (x*, z,,) - 1, 0n a
n oo

Iz = 2all =2, 0

On peut maintenant énoncer un résultat réciproque au critere de 'angle. Ce résultat
est extrait de [7].

Théoreme 3.10. Soit X un espace de Banach. Supposons que les points fortement
exposés de Sx sont denses dans Sx. Si T est un opérateur linéaire borné et x est un
vecteur de X qui vérifie la condition donnée par le Théoréme 3.7, alors x est un vecteur
supercyclique pour T'.

Ce résultat peut se révéler tres utile en pratique. Ces résultats ont étés utilisés par
Gallardo-Guttiérez et Montes-Rodriguez [22] pour clore la caractérisation des opérateurs
de composition par une fraction rationnelle en terme de supercyclicité. Ceci complete le
travail fait par Bourdon et Shapiro [14].

Critére de I'angle fortement n-supercyclique

Il est assez facile de remarquer que de la méme facon, il y a une question d’orien-
tation des vecteurs de base quand on s’intéresse a la forte n-supercyclicité. En effet, de
facon grossiere, un opérateur est fortement n-supercyclique s’il existe une base d’un es-
pace de dimension n telle qu’a chaque itération les vecteurs de base obtenus se déplacent
indépendamment les uns des autres et dans toutes les directions. Cette remarque permet
d’imaginer le critere "multi-angles” suivant pour les opérateurs fortement n-supercycliques.

Proposition 3.11. Soient X un espace de Banach, T un opérateur linéaire borné forte-
ment n-supercyclique sur X et L un sous-espace fortement n-supercyclique pour T. Alors
pour tous x%, ..., x% € X*, il existe n suites (YF)ren, - - -, (YF)wen de L telles que :

. : |<I*‘,T’“(yk)>|>
lim sup min (:Z =1
ken - 1<isn \ ||lzf ||| TR (yf) |

Preuve :
Soient x7,...,x; € X*. Par définition de la norme duale, pour tout ¢ > 0, il existe

Z1,...,2n € Sx tels que pour tout 1 < i < n, <ﬁ, zi> > (1—¢). De plus, comme L est for-

tement n-supercyclique pour T, il existe une suite (ng)ren et n suites (Y¥)ren, - - - (Y5 ) ren
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d’éléments de L vérifiant limy_, o T (y¥) = z; pour tout 1 < i < n. Ainsi, pour tout
1 <7< n,on ala convergence suivante :

£ Tk (yk * 2
M ) 25
kel [l ([T Il Nl (=l

En regroupant ces inégalités en une seule on obtient le résultat annoncé.
O

Proposition 3.12. Supposons que les points fortement exposés de Sx sont denses dans
Sx. Si pour tous x%, ..., x5 € X*, il ewiste n suites (Y¥)ren, - . ., (Y¥)ren de L telles que :

. . |<I*,T’“(?ﬂ“)>|>
limsup min (:1 =1,
ke 1isn \ [J2F[[[|T* ()|

alors L est fortement n-supercyclique pour T

Preuve :
Sous ’hypothese

lim sup min
keN 1<isn

[l 7% (i) |
on remarque que pour tout choix de n formes linéaires z7,...,z;, il existe une suite
(ng)ken telle que pour tout 1 < i <n :

(|<xz,Tk<yf>>|> .

* _ : *
27 || = }Sé&‘zgn%ﬁz”:l [z}, 2)] -

Nous allons montrer que si I’'on note F I’ensemble des points fortement exposés, alors

F™ est contenu dans UgenT*(L) X - -+ x T*(L). Considérons donc n points 1, . .., x, for-
tement exposés et notons z7f,...,x; les formes linéaires qui permettent de vérifier la
Définition 3.9 pour ces points. D’apres la remarque ci-dessus, il existe une suite (ng)ren
et n suites de points (2f)ken, - - -, (25)ren € (Srmr(r))ren telles que :
* : * _k
3]l = lim| (a7, 25)].
Pour i = 1,...,n, soient (\F),en des suites de nombres complexes de module 1 vérifiant :
* . * \k_k
7] = EgNl<xi A )
Par définition des formes linéaires z7, ..., ), ceci implique que pour tout 1 < i < n,
. kK
kklfoo [@; = Az || = 0.
Ainsi, on vient de montrer que (xy,...,2,) € UgenT*(L) X -+ x T*(L). Enfin, comme

I’ensemble des points fortement exposés F est dense sur Sx, on obtient la densité de
I’ensemble ci-dessus.

O

De la méme fagon que 'on a obtenu le Corollaire 3.8, il est possible d’obtenir un
corollaire du méme style dans le cas fortement n-supercyclique.
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Corollaire 3.13. Soit U un ouvert de X contenant une sphére de rayon R > 0 d’un sous-

espace de dimension n. On suppose qu’il existe n formes linéaires non-nulles z7, ..., x}
telles que :
*k

L ITRED

keN 1<7,<n HTk( )H
pour tous xy,...,x, € U. Alors T n’est pas fortement n-supercyclique.
Preuve :

Soient z7,...,x) des formes linéaires vérifiant :

i 1min (HT*’“( )H) 0

keN1<i<n \ || T%(z;)||

pour tous zq,...,x, € U.

Supposons par ’absurde que 7" est fortement n-supercyclique. On remarque que comme
U est un ouvert contenant la sphere de rayon R d’un sous-espace de dimension n, alors
U x --- x U contient une base {fi,..., f,} d'un sous-espace vectoriel F' de dimension n.
De plus, comme ES,,(T') est un G dense de P, (X) alors 7, }(£S,(T')) est dense dans X™.
On peut donc trouver une suite de vecteurs ((ff, e ,f,’f))keN de X" telle que pour tout

keN, m.((fF, ..., f¥) = F}, est fortement n-supercyclique et

(i) = (i o).

k—+o00

On utilise le Lemme 3.29 qui sera énoncé et prouvé dans la section suivante pour remarquer
que si 'on prend k suffisamment grand, alors la sphere de rayon R de l'espace Fj est
contenue dans U car celle de F' I'est et U est ouvert. Pour ne pas surcharger les notations,
on peut donc supposer, sans perte de généralité, que F' est un sous-espace fortement
n-supercyclique pour 7.

De plus, d’apres la Proposition 3.11, il existe n suites (y¥)ren, - - -, (¥ )ren de L telles
que :
(@}, T"(y}))|
(3.1) limsup min (:Z =1
ken - t<isn \ ||l2F (|| T (yf) |

Enfin, comme U contient la sphere unité de F', il est clair que pour tout 1 <7 <n et

tout k € N| H k” € U. Ainsi en appliquant I'opérateur dual dans la relation (3.1) puis en
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renormalisant, on obtient :

1 =limsup min
peN | 1<i<n

(xr, T*(y >|>
\x HHT’“ y) |l

= lim sup min

keN  1Sisn ||5L’ ||||T’c yz ||
T*k‘
<lim sup min I T DI lys H)
ken  1sisn \ || TH(yP || ||x |
= lim sup min
pen 1z IT*(5 Ry |||l“ |
R T*k
miny <ien([[27]]) ke 1sisn \ e By )|| el

[ 1

Ce qui contredit 1’égalité avec 1. On en déduit que T n’est pas fortement n-supercyclique.

O

Application aux opérateurs de composition

Nous allons dans la suite appliquer le critere de I’angle que nous venons de démontrer
a l'étude des propriétés dynamiques des opérateurs de composition. Auparavant, nous
aurons besoin de rappeler certaines notions concernant les homographies de la sphere de
Riemann.

Classification des homographies de D

Les homographies de I (respectivement de la sphere de Riemann), notées LFM(D)
(respectivement LEM(C)), sont les applications de D — D (respectivement C — (C) de
la forme

az+0b

9(z) = cz+d

ou ad — bc # 0 pour ne pas considérer les fonctions constantes. Une homographie de ID est
la restriction a D d’un automorphisme de la sphere de Riemann C qui envoie D dans D.

I1 est classique de classifier les homographies par rapport a leurs points fixes. En effet,
il est bien connu qu'une homographie de ID possede au moins un point fixe et au plus deux
points fixes sauf si c¢’est ’application identité. Notons pour cela P, le demi-plan supérieur
et o(z) = 1+z I’application de Cayley qui est une application conforme de D dans P, .

e Une homographle ¢ est dite parabolique si elle possede un seul point fixe. De plus, ce
point fixe se trouve sur le bord de D et ¢ est conjuguée a une translation ®(z) := z + 1a,
avec R(a) > 0, par o

6 =o"'do.
De plus, ¢ est un automorphisme si et seulement si f(a) = 0.
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e Si ¢ possede deux points fixes distincts, alors ¢ est conjuguée a une dilatation
®(2) := pz par o
¢ =0 'do.

* Si > 0, alors ¢ est dite hyperbolique. Une telle application possede un point fixe
attractif dans D et un second point fixe en dehors de ID. De plus, ces deux points fixes
sont situés sur le bord de D si et seulement si ¢ est un automorphisme.

* Si || =1, alors ¢ est dite elliptique. Dans ce cas, ¢ admet un point fixe dans D, un
autre en dehors de D et ¢ est un automorphisme de ID.

* Dans les autres cas, ¢ est dite loxodromique. ¢ admet alors un point fixe attractif
dans D et un autre en dehors de D.

Le critere de I'angle pour les opérateurs supercycliques a permis de montrer que les
homographies paraboliques non-automorphes de D induisent des opérateurs de composi-
tion qui ne sont pas supercycliques. Nous avons développé dans la section précédente un
critere de I’angle fortement n-supercyclique et nous allons utiliser ce critere pour décider
de la forte n-supercyclicité de ces mémes opérateurs de composition.

Corollaire 3.14. Soit ¢ une homographie de ID. On considére l'opérateur de composition
Cy, : H*(D) — H*(D). Si ¢ est une fonction parabolique non-automorphe de D alors C
n’est fortement n-supercyclique pour aucun n € N*.

Pour démontrer ce corollaire, nous allons utiliser une preuve du fait que les opérateurs
de composition, dont le symbole est une homographie parabolique non-automorphe, ne
sont pas supercyclique due a Bayart et Matheron. Nous synthétisons donc les principaux
éléments de la preuve de Bayart et Matheron dans le lemme suivant. Les lecteurs intéressés

par les détails de ce résultats pourront se reporter directement au livre de Bayart et
Matheron [7] (Théoreme 9.14 p.224).

Lemme 3.15. [l existe des isométries :
H2(D) -2 H2(P,) -2 L2(0,00) .
De plus, si l'on se fixe T > 0 et si [’on pose

(2—a)z+a

0(2) = —az+2+a

avec R(a) > 0 et
U:={fel*D): Lonzo Ji(f) # 0},

alors pour tout f € U, il existe une constante Cy, > 0 telle que pour tout k € N,
ICE() = Cpre” T
et il existe g € H*(D) non-nul tel que

IG5 (9)ll = ofe™H).

75



3. FORTE n-SUPERCYCLICITE

Preuve du corollaire :

Soit ¢ une fonction parabolique non-automorphe de D, alors quitte a conjuguer ¢ par
un automorphisme de D, on peut supposer que ¢ admet pour point fixe le point 1. De
plus, ¢ est conjugué a une translation ®(z) := z 4 1a, avec R(a) > 0 ainsi en calculant,
on obtient : 5
6(2) = w‘

—az+2+a

Pour montrer le corollaire, nous allons appliquer le Corollaire 3.13. On remarque pour
commencer que ’ensemble U défini dans le lemme 3.15 est un ensemble ouvert non-vide.
De plus, si 'on pose B

U= {g € L*(0,00) : L(o,)g # 0},

alors il est clair que le sous-espace L2(0,7) est contenu dans U U {0}. En transférant cet
espace par les isométries J; et Jy, on obtient que U U{0} contient un sous-espace vectoriel
de dimension infinie de H?(D). En particulier pour tout n € N*, U contient la sphere unité
d’un sous-espace de dimension n. De plus, pour tout f € U,

Ok o e—FR(@)r
E&M <J e = o) =0
Par conséquent, pour tous fi,..., f, € U,
lim min (W@)H) .
et 51 \ [[C2 ()|
Il suffit donc d’appliquer le Corollaire 3.13 avec 2] = --- = x), = ¢ pour conclure la

démonstration.
O

Les cas ou I'homographie est hyperbolique ou est un automorphisme parabolique se
traite plus facilement. En effet, on peut réutiliser les preuves déja connues pour le cas
hypercyclique.

Proposition 3.16. Soit ¢ une homographie de D. On considere ['opérateur de composition
C, : H*(D) — H*(D). Si ¢ est hyperbolique ou est un automorphisme parabolique de D
alors Cy est fortement n-supercyclique.

Preuve :

Si ¢ est hyperbolique ou si ¢ est un automorphisme parabolique de I, alors on peut
montrer que C, vérifie le critere d’hypercyclicité (cf [7]). Il s’ensuit donc que Cj est
fortement n-supercyclique pour tout n € N* d’apres le Corollaire 1.47.

O

Il nous reste a traiter le cas ou ¢ admet un point fixe dans D, c’est-a-dire les cas
elliptique et loxodromique.
Pour cela, nous aurons besoin du résultat suivant du a Bayart [3]

Théoreme 3.17. Soit X un espace de Banach de dimension infinie et T € L(X) une
isométrie. Alors pour tout N > 1, T n’est pas N -supercyclique.
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En suivant une idée d’Ansari et Bourdon et grace au résultat de Bayart ci-dessus, on
montre que si le symbole est un automorphisme qui possede un point fixe dans le disque
unité ouvert, alors I'opérateur de composition associé n’est jamais n-supercyclique.

Proposition 3.18. Soit ¢ : D — D un automorphisme et ¢(p) = p pour un point p € D.
Alors Cy : H*(D) — H*(D) n’est pas N-supercyclique pour N > 1.

Preuve :
Comme ¢ est un automorphisme, Cy est conjugué a une isométrie mais le Théoreme
3.17 assure qu’'une isométrie ne peut pas étre N-supercyclique.

0

En particulier, cette proposition clot I’étude de la n-supercyclicité pour les homographies
elliptiques et les homographies loxodromiques qui sont des automorphismes de D.

Il reste a étudier le cas ou le symbole est non-automorphe et possede un point fixe
dans . Pour cela, on s’inspire d’un résultat de Gallardo-Gutiérrez et Montes-Rodriguez
[23].

Proposition 3.19. Soit ¢ une application holomorphe non-automorphe de D dans D
ayant un point five dans le disque unité ouvert. Alors Cy : H*(D) — H2*(D) n'est pas
N -supercyclique pour N > 1.

Remarque 3.20. On sait déja d’apres les travaux d’Ansari et Bourdon [2] qu'un tel
opérateur de composition ne peut pas étre supercyclique.

Preuve :
Supposons par absurde que Cy est N-supercyclique et soit L := Vect(f1,..., fx) un
espace N-supercyclique pour Cy. Notons p le point fixe de ¢ situé dans le disque unité.
Supposons qu’une fonction g € H?*(D), vérifiant g(p) # 0, soit dans l'orbite de L par
T. Alors, il existe une suite strictement croissante d’entiers (n)ren, une suite de scalaires
(An, Jken et une suite d’éléments (s, )ren de la sphere unité de L telles que :

Ay, Cori (Sny, ) i 9 dans H*(DD).

De plus, comme la sphere unité de L est compacte, on peut supposer que la suite (S, )ken
converge vers un point s de la sphere unité de L. La convergence dans H?(D) impliquant
la convergence simple, on a

g(p) = lim A, Cyri(sn,)(p)

k—4o00

= lim A, 50, (6" ()

= lim A, s, (p)

k—+4o0

= i st

On remarque en particulier que par hypothese s(p) # 0. De plus, comme ¢ est elliptique
mais n’est pas un automorphisme, alors p est un point fixe attractif et limg_, o ¢™*(z) = p.
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Alinsi, on a pour tout z € D,

o(2) = 1A Com ()2
= kgrfoo Ay Sy (0™ (2))

= kgrfm A, S(p) car s,, — s uniformément sur les compacts

= g(p)

On en déduit que g est une fonction constante.

On a donc montré que si une fonction est dans l'orbite de L par Cy, alors cette fonction
est soit constante soit elle s’annule en p. Comme ce n’est pas le cas de toutes les fonctions
de H?*(D), on aboutit & une contradiction attendue.

O

Ceci conclut I’étude de la dynamique des opérateurs de compositions ayant pour sym-
bole une homographie de ID. On peut résumer ces résultats par le corollaire suivant.

Corollaire 3.21. Soit ¢ une homographie de D et n € N*. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) Cy est hypercyclique
(i1) Cy est supercyclique

(i1i) Cy est fortement n-supercyclique

Quelques liens entre les indices de forte supercyclicité

Nous avons jusqu’a présent exhibé un certain nombre de propriétés et d’exemples
d’opérateurs fortement n-supercycliques. Cependant, la plupart des exemples que 'on
a obtenus sont fortement n-supercycliques pour tout n € N*. Il est donc naturel de se
demander s’il existe des liens entre les notions d’opérateurs fortement n-supercycliques
pour différentes valeurs de n. La question qui motive cette section est de savoir quelles
libertés sont accordées a I’ensemble Ar composé des indices n pour lesquels 1" est fortement
n-supercyclique.

A titre de comparaison, il est bien connu que dans le cas des opérateurs n-supercycliques,
s’il n’est pas vide, cet ensemble est un intervalle infini a droite de I’ensemble des nombres
entiers positifs. De plus, pour n’importe quel intervalle infini a droite on sait construire
un opérateur qui admet cet ensemble comme ensemble d’indices de supercyclicité.

Un exemple d'opérateur fortement n-supercyclique mais pas fortement (n — 1)-supercyclique

Nous commencons par montrer qu’a l'instar des opérateurs n-supercycliques, il est
possible de construire un opérateur 1T dont I’ensemble A7 est un intervalle infini a droite
prédéfini. Pour cela nous allons utiliser le fait que la forte n-supercyclicité est un phénomene
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infini dimensionnel. On va se servir de cette propriété pour construire un opérateur qui
est fortement m-supercyclique si et seulement si m > n.

Contre-Exemple 3.22. Soit S un opérateur vérifiant le critere d’hypercyclicité sur un
espace de Banach Y et n > 2. Alors T' = Id ® S défini sur X = K" & Y est fortement
m-supercyclique pour tout m > n mais n’est m-supercyclique pour aucun m < n.

Preuve :

Tout d’abord, il est clair que pour tout m < n, T n’est pas m-supercyclique car sinon
1d serait m-supercyclique sur K" ce qui est clairement faux.
Pour montrer que T est fortement m-supercyclique pour tout m > n, nous allons utiliser
le lemme suivant qui est la clef de la démonstration :

Lemme 3.23. Soit m > 1, alors il existe (y1,...,ym) € Y™ tel que pour toute matrice
A= (Nij)i<ijem € GLp(K), {S*(S0 Aai) @ -+ & SP(C ) Ai¥i) teen est dense dans
ym™.

Preuve :
Comme S vérifie le critere d’hypercyclicité, R := S @ - - - @& S est hypercyclique d’apres
—_———

m fois

le Théoreme 1.4. Soient (y1,...,¥m) € Y™ un vecteur hypercyclique pour R,
(a1,...,am) € Y™ et e > 0, alors il existe k € N tel que :

Sky ay
) -1 £
) <Al
€1
Il existe donc (g1, ...,&,) € Y™ avec : < ay tel que :
Em
Skyl €1 ai
_ — A1
S*Ym Em m
c’est-a-dire
S’“y1 ai €1
al s ) s ) =4
Skym A Em
On considere alors la norme de chaque coté de 1’égalité :
Skyl ai €1
€
A : - =|A| <[ All;7r ==&
o 4]

Ce qui termine la démonstration de ce lemme !
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Montrons maintenant que T est fortement m-supercyclique pour tout m > n. Prenons
donc m un entier supérieur ou égal a n, {ej,...,e,} une famille génératrice de K" a
m éléments et considérons (y1,...,¥yn) le vecteur fourni par le lemme précédent. No-
tons ensuite x; = (e;,y;) € X pour tout i € {1,...,m}. Nous voulons montrer que
M := Vect(zxy,...,x,) est un sous-espace fortement m-supercyclique pour 7. Pour cela,
il nous suffit de montrer que Upen T"(M) x --- x T*(M) est dense dans X™. Il suffit

m fois
encore de montrer que :
m m
U Z (e @ Shy) @ - ® Z Am.i(e; @ S*¥9;) est dense dans X™.
keN i=1 i=1

(Ai5)i,5 €Mm (K)

Soient donc € > 0, (t1,...,tm) € (K")™ et (z1,...,2,) € Y. Par densité de GL,,(K)
dans M,,(K), il existe A = (\;j)1<ij<m € GL,(K) tel que :

e1 t

DN ™

em tm

De plus, d’apres le Lemme 3.23, il existe £ € N tel que

HSk(Z Aiyi) @ @S O Aayi) — (21, v 2m)|| <

i=1 i=1

DO ™

Ainsi, en regroupant ces deux résultats, on obtient :

m

Do Ailer @ SFy) @ @Y Aniler ® SFyi) — @ (1 @ 24)

=1 =1

<e€

Ce qui montre la densité de ’ensemble souhaité. On a donc montré que 7' est fortement
m-supercyclique pour tout m > n.

O

Contre-Exemple 3.24. Soit S un opérateur vérifiant le critere d’hypercyclicité sur un
espace de Banach Y et r +2s > 3 et 0y,...,0, 7 libres sur Q.

Alors T =1, ® Ry, ®...D Ry, ® S défini sur X = R"PR* @Y est m-supercyclique pour
m > r + s et fortement m-supercyclique pour m > r + 2s mais n’est pas m-supercyclique
pour m < r + s ni fortement m-supercyclique pour m < r + 2s.

Preuve :

Il est clair que pour tout m < r+ 2s, T n’est pas fortement m-supercyclique car sinon
d’apres la Remarque 1.43, I, ® Ry, @ ... @ Ry, serait fortement m-supercyclique sur K"
ce qui contredit le Corollaire 2.25 dans le cas K = R ou un résultat de Bourdon,Feldman,
Shapiro [13] dans le cas K = C. De plus, I, & Ry, & ... @ Ry, est (s + r)-supercyclique et
(s 4+ r) est minimal pour cette propriété par le Théoreme 2.20. Ainsi, si z est un vecteur
hypercyclique pour S, alors il est facile de remarquer que les vecteurs
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(1,0,0,...,0,0,...,0,2),
—_—— ——

2s

(0,1,0,...,0,0,...,0,0),
r 2s

(0,...,0,1,0,0,0,...,0,0,0),

r 2s

(0,...,0,1,0,0,0,...,0,0,0),
r 2s

(0,...,0,0,0,1,0,...,0,0,0),
r 2s

(0,...,0,0,0,0,0,...,1,0,0)
H’r’—/
forment un sous-espace (r + s)-supercyclique pour 7.

Pour montrer que T' est fortement m-supercyclique pour tout m > r + 2s, il suffit de
faire le méme raisonnement que dans le contre-exemple précédent et d’utiliser le fait que
I, ® Ry, @ -+ D Ry, est une isométrie sur R""2* pour obtenir un argument de compacité
qui permet de conclure de la méme maniere que dans la preuve précédente.

O

Exemple 3.25. En sachant que la forte n-supercyclicité est un phénomene infini di-
mensionnel sauf s’il est trivial, il est facile de voir que les opérateurs construits avec le
Théoreme 3.2 comme les opérateurs de ’Exemple 3.3 sont fortement n-supercycliques
mais ne sont pas fortement m-supercycliques pour m < n.

En se basant sur les exemples précédents, il est possible de construire des opérateurs
avec ces mémes propriétés sur des espaces espace de Banach en toute généralité.

Théoreme 3.26. Soient X un espace de Banach et n > 2. Alors il existe un opérateur
linéaire continu T qui est fortement m-supercyclique si m > n mais qui n’est pas m-
supercyclique st m < n.

Preuve :

Soit F' un sous-espace vectoriel de X de dimension n et Y un supplémentaire topolo-
gique de F' dans X. Alors il existe un isomorphisme J entre X = F @Y et K" @ Y. De
plus, il est bien connu qu’il existe des opérateurs faiblement mélangeant sur tout espace
de Banach. Par conséquent, on définit 7" = Id @ S sur K" & Y ou S est un opérateur
faiblement mélangeant sur Y. Alors T est conjugué par J & un opérateur T sur X, celui-ci
partage donc les mémes propriétés dynamiques que 1. Or ’Exemple 3.22 montre que T’
est fortement m-supercyclique pour tout m > n mais n’est m-supercyclique pour aucun
m < n.

O

Remarque 3.27. On peut encore ajouter des intermédiaires dans le théoreme précédent
en adaptant 'opérateur que 'on définit aux différents exemples présentés auparavant.
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3.3.2 Un opérateur supercyclique qui n'est pas fortement n-supercyclique pour un certain n > 2

Nous avons déja vu précédemment que la forte n-supercyclicité n’entrainait pas for-
cément la forte (n — 1)-supercyclicité. Il est alors naturel de se poser la question inverse :
est-ce que la forte n-supercyclicité entraine la forte (n + 1)-supercyclicité ? Cette ques-
tion peut également étre formulée de la facon suivante : est-ce que I’ensemble Ar est un
intervalle infini a droite comme dans le cas des opérateurs n-supercycliques? Nous al-
lons montrer que ce n’est pas toujours le cas. Pour cela, nous allons exhiber un exemple
d’opérateur qui est supercyclique mais pas fortement p-supercyclique pour p > 2. Il est
clair qu’il serait vain de chercher de tels contre-exemples en considérant des opérateurs
qui vérifient le critere de supercyclicité ou d’hypercyclicité puisque nous avons déja re-
marqué que de tels opérateurs sont fortement n-supercycliques pour tout n > 2 dans le
Corollaire 1.47. Les premiers exemples d’opérateurs supercycliques qui ne vérifient pas le
critere de supercyclicité sont les suivants : [d®T : R X — R@ X ou T est un opérateur
hypercyclique sur X et ot le corps de base est C. On a aussi Ry T : R X — Ré X ou
g est irrationnel et T' est un opérateur vérifiant le critere d’hypercyclicité sur X et ou le
corps de base est R. On montre facilement grace au ”Bounded Step Problem” [27] que ces
deux opérateurs sont en fait tous les deux fortement 2-supercycliques. Il nous reste donc
a considérer des opérateurs plus ”compliqués” ne vérifiant pas le critere de supercyclicité.
Pour cela, nous allons modifier la construction d’un opérateur hypercyclique qui ne vérifie
pas le critere d’hypercyclicité, de Bayart et Matheron [7], pour obtenir pour tout p > 2,
un opérateur supercyclique qui ne vérifie pas le critere de supercyclicité et qui, de plus,
n’est pas fortement h-supercyclique pour 2 < h < p.

Théoreme 3.28. Soit X un espace de Banach muni d’une base inconditionnelle norma-
lisée (e;)ien pour lesquels Uopérateur de décalage a droite sur (e;)ien est continu et soit
p > 2. Alors, il existe un opérateur supercyclique qui n’est pas fortement h-supercyclique
pour 2 < h < p.

La preuve de ce théoreme est assez longue et fait appel a plusieurs résultats in-
termédiaires, la combinaison de ces résultats nous donnera directement la preuve du
théoreme ci-dessus. L’idée est de construire 'opérateur puis de créer un critere de non-
forte h-supercyclicité utilisable pour cet opérateur et de la méme ”forme” que celui de
[7] afin de pouvoir réutiliser le travail qui a été fait pour la construction de l'opérateur.
Nous allons donc commencer par énoncer et démontrer ce critére puis nous continuerons
en modifiant la forme linéaire de Bayart et Matheron pour ’adapter a notre critere.
Mais au préalable, il faut nous remettre dans le contexte mathématique approprié. Soit T’
un opérateur linéaire sur un espace vectoriel topologique X et ¢y € X, alors on notera :

K[T](eo) = {P(T)(ep), P polynome}
= Vect{T"(eg),i € N}.

Comme deux polynomes de variable 7' commutent, on définit un produit sur K[7'](eg) par
la formule suivante :

P(T)ey - Q(T)ey = PQ(T)eo.

Maintenant que le cadre est donné, nous allons énoncer un lemme technique de conver-
gence de boules unités pour des sous-espaces vectoriels de méme dimension. Ce lemme
nous sera utile dans la preuve du critere de non forte h-supercyclicité.
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Lemme 3.29. Soit X un espace vectoriel normé, h > 2, E = Vect(uy, ..., up) un sous-
espace vectoriel de dimension h. Pour tout 1 < i < h, soit (v})nen une suite d’éléments
de X tels que ||vf —u;|| < % et notons F, := Vect (vf,...,vp).
Alors,
sup inf ||z —z|] — 0.
2€F,||z|=17€E,[lz]=1 n—+oo
Preuve :

Posons M = max||u || et N > 2hM tel que pour tout n > N la famille {o}, ... v}

soit linéairement mdependante Soit maintenant n > N. On remarque que si l’on suppose :

sup  sup |ui*(2)| = Ky < +o0
n>2N zeFy,||z||=1

alors, on a :
n* .
sup inf |lz—z|| < sup im0 () z
€y, ||z|=1 2€E,|lzlI=1 2€Fy ||z =1 HZH o (2)u;
h n* h
1— || v (2wl
< sup M (2)u; ‘ =LY + v (2)u; — 2z
i PR I e Z H
h
< sup 1-— szn* ZU"*
z€Fn,|2[=1 i=1
h h
< sup 1= Do (2w — 24 2|+ D] v (2)u — 2
2E€Fn,||2||=1 i=1 i=1
h h
(pour n suffisamment grand) < sup 1-— ||Z|| - ZU?*(Z)UZ —z + ZU?* (z)uz —Z
z€F,,||z||=1 i=1 i=1
h
< sup 2| oM (2)u;— 2
cebnlzl=1  ||i
h

< s 23 ()

ZGFn,HZH:l =1

2hK N
= — 0

n n—-+o0o

Il suffit donc de prouver que cette hypothese est vérifiée. Pour cela, on définit un opérateur
T, : X — X par

pour tout 1 < ¢ < h. On peut remarquer que :

1Tl = sup

_1
Jlel=1 n S

> ui(@)(u

i=1

< Z s — o) < 22

Ceci permet de voir que l'opérateur S, := I —T,, : X — X vérifiant S, (u;) = v}* pour
tout 1 < ¢ < h est inversible et S, ! = Z % Ti. De plus, on connait 'estimation suivante
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pour la norme de S, ! :

+001

+o0
1S3 = <YLl <Y 5 =2
=0 =0

“+o00 )
ZT;\
1=0

Ainsi,
sup sup |vf*
n>N zeFp,|z||=1 n2N z€Fy,||z||=1

(z)| = sup sup |ui(S,'2)|

< sup sup luf[[|S; ]

n>N zE€Fy,|z||=1
S 2M = KN
ceci prouve ’hypothese et donc le lemme.
O

On peut maintenant énoncer dans ce contexte le critére de non-forte h-supercyclicité.

Lemme 3.30. Soient X wun espace wvectoriel topologique et T € L(X) cyclique
avec le wvecteur ey cyclique pour T et h > 2. Supposons qu’il existe 2h formes
linéaires ®5 : K[T|ley — K, § = 0,...,2h — 1 telles que les applications
(P(T)eo, Q(T)ey) — Ps((PQ)(T)ey) soient continues sur K[T]eg x K[T]eqg et vérifiant
pour tout 6 € {0,...,2h — 1},

ds(T) = 1 et Bs(T'eq) =0 pour 0 < i # 5 < 2h — 1.
Alors, T' n’est pas fortement h-supercyclique.

Remarque 3.31. En particulier, T ne vérifie pas le critere de supercyclicité.

Preuve :
Nous allons raisonner par l’absurde. Supposons donc que T est fortement h-
supercyclique sur X. Posons E = Vect(eg,...,T" teg) et soit n € N*. Choisissons

E, € m, (B ((eo, o, Th=tey); %)) N ESK(T), on peut alors choisir m,, € N, z,,,y, € E,
non-colinéaires tels que :

1 1
Tmrg, € Bley;— | et Ty, € BT ep; — | .
2n 2n

(11 lznll  llyal
Posons Ep = IMin (n, 2n||T™n || 2n+17 2n+1

P,,Q, € K[X] tels que :

) alors comme e( est cyclique pour 7T, il existe
P.(T)eg € B(xp;en) et Qn(T)eg € B(yn;en)

et ainsi,
1 1
T (P,(T)ey) € B <eo; ) et T (Qn(T)ey) € B (Theo; > :
n n
Choisissons aussi ajeg + ...+ al_T" ey € E tel que :
labeo + ... +ap T" e =1
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et

. Pn(T)eo
1P (T)eoll

r— Pn(T)eo
1P (T)eoll

(3.2) aleg + ... +ay [ T" e

2€B|e|=1

Nous affirmons que ce dernier terme tend vers 0 avec n. Avant d’aller plus loin, nous
allons montrer cette convergence ,

r— Pn (T)eo
[P (T)eol|

Il nous suffit maintenant de vérifier que les deux termes ci-dessus tendent bien vers 0 avec

n. Pour le premier, il suffit d’appliquer le Lemme 3.29. Le second se traite directement.

En effet,

Tn  Pa(T)eg
lzall - 1Pa(T)eoll

Tn

[EA|

z€E,||z]|=1 ~ 2€E|z]l=1

T P.(T)ey ‘_ Ty, T, N Ty, P.(T)eg
|zl [[Pa(T)eoll lzall  [1Pa(T)eoll — [[Pa(T)eoll  [[Pa(T)eol|
1 1 |2 — Po(T)eo|
[zl [[Pa(T)eoll |2 (T)eo|
En En

_.I_
[zl —&n  [l@nll —n
1
< — par définition de ¢,,.
n
On a donc prouvé la convergence vers 0 de (3.2).
De la méme facon, on peut choisir b%eg + ...+ bp T" ley € E tel que :
|b8eq 4 ... +bF Thlegl| =1
et

(T
byeo + ... + bZ_lTh_leo 762 (T)eo AL A

T 1Qu(T)eo] T Qu(D)eol]

De plus, on peut extraire une sous-suite strictement croissante (sy)reny de Pensemble des
nombres entiers telle que :

@n(T)eo — 0.

n—-+o0o

= inf
2B, |al=1

s s h—1 h—1
ot ... - 0 0€0 T ... T ap1 0
agteg+ ... +ay T" "eg — apeg+ ... +ap 17" e
k—+o0

et
bokeg + ...+ bk T e Ry boeo + ... + bp_1T" e
—+o0

avec (ag, ..., an_1), (bo,...,bn_1) € K"\ {(0,...,0)} par compacité de la boule unité en
dimension finie. On a donc a présent :

P, (T)eg h—1
—k L 4T — 0
[Py (Thegl] 0T Fana ol 2,
et de la méme facon, on obtient :
st(T)eo h—1
e e (/) e+ by T — 0
’ [Qu (T)eql ~ o0 o F I el 2o
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Soient 0 < 4,j < h — 1 deux entiers vérifiant a; # 0 et b; # 0. Un tel choix est possible

car les vecteurs apeg + . . .

+ ah,lTh_leo et boeg + . ..

+ b,_1T" ey sont de norme 1. On

définit deux formes linéaires continues pour le produit sur K[7']e, par

U= 0+ Opyj et Uy = By + 20y,

Ainsi, en utilisant la continuité pour le produit, on obtient

(3.3)

dm U (T"“'“eo-Ps (T)eo

Qs (T)eo
Qs (T)

. m st( )
=1 \Ijl] T Sszk T
eou) S ( Do lQ. T )eoH>
= \Iji,j <€0. (boeo + ...

+ by T

@))

= b; par définition de ¥,

et également

(3.4)
P, (T)eg
lim ¥, (Tmske ."7
k=00 NPy (T)eo

En faisant la méme chose pour la deuxieme forme linéaire ¥

= \I]i,j (ThEO. (CL060 + ...
= \Di,j ((IoTheo + ...

P, (T)ey )
P (T)eo|
+ ah_lTh_leO))
+ ah_lTQh_leo)

= G]’.

i,j» on obtient également

& Ji B (702D o) =
et
(3.6) lim T, (TmSkeoMQ5k< o) =205

En considérant le quotient des équations (3.3) et (3.4) et de (3.5) et (3.6), on aboutit

Qs (T)eoll
[ Psy, (T)eoll

/

T~

Psy (T)eg Ps; (T)eq
\ e <T"L5k: €. Ps), Teoll” st > U, (T"Lsk €o. HPS Teal” st (T)eo)
Q (T)eo Qs,. (Deg
\IJ’L]( msk@O-Psk(T €0. HQz:(T)PO”> 1]( mskeo Psk(T)EO HQZQ(T)POH>
lkﬁ%»oo ik%Jroo
i 2(1]'
b; b,

Ceci contredit le fait que a; # 0 et b; # 0.

h-supercyclique.
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O

Revenons maintenant a notre probléme, nous connaissons une maniere de vérifier qu'un
opérateur n’est pas fortement h-supercyclique mais il nous reste la partie principale, ¢’est-
a-dire a trouver un opérateur qui soit supercyclique et ne vérifiant pas le critere de super-
cyclicité. Pour cela, nous allons travailler sur des espaces de Banach qui ont de “bonnes”
propriétés. En effet, pour pouvoir construire notre opérateur nous aurons besoin que notre
espace admette une base de Schauder. Il est aujourd’hui bien connu que tous les espaces
séparables n’admettent pas de base de Schauder comme I’a montré Per Enflo en 1973, ce-
pendant la plupart des espaces classiques en ont une. En fait, nous aurons besoin que notre
espace possede plus qu’une simple base, nous aurons besoin d’une base inconditionnelle.

Définition 3.32. Soit X un espace de Banach. On dit que (e;);eny est une base incon-
ditionnelle si tout x € X peut s’écrire de fagon unique comme x = Y ;cnyxi€; et si la
convergence de cette série est inconditionnelle, c’est-a-dire que ey 0;7;€; converge pour
toute suite (§;);eny d’éléments de {—1,1}. De plus, elle est normalisée si ||e;|| = 1.

Le fait que nous ayons besoin de cette condition sur ’espace est di a la forme de
Iopérateur que nous allons construire. Cet opérateur est tres proche d'un opérateur de
décalage pondéré, la condition sur la base nous permettra donc de s’assurer de sa conti-
nuité a condition de supposer la continuité de 'opérateur de décalage classique.

On considere donc a présent X un espace de Banach muni d’une base inconditionnelle
normalisée (e;);eny pour laquelle Popérateur de décalage a droite sur (e;);en est continu et
I’on pose :

Cop — Vect{ei,i € N}

Construire un tel opérateur a partir de rien semble assez compliqué et hasardeux. Pour
avoir les idées claires, il est bon d’avoir en téte un plan de bataille a suivre et auquel on
pourra se raccrocher. Il suffit en fait de construire un opérateur 7' vérifiant les conditions
suivantes pour vérifier le Théoreme 3.28 :

(3.7a) Vect{T"ey,i € N} = Vect{e;,i € N},
(3.7b) K[T]eo C {ATeo, € N, X € KJ,
(3.7¢) T est continu,

(3.7d)

Il existe 2h formes linéaires @ : K[T](eg) — K telles que pour tout 6 =0,...,2h — 1,
(P(T)eo, Q(T)eo) — @5 ((PQ)(T')eo) sont continues sur K[T|(ep) x K[T(ey),
(3.7¢) Pour tout 2 < h < p, pour tout § € {0,...,2h — 1} et tout 0 <4 # § < 2h — 1,
D5 (T%) =1 et 5 (T7eo) = 0.

En effet, en combinant ces cinq conditions avec le Lemme 3.30, on obtient bien le
Théoreme 3.28.

Construction de 'opérateur T'

Pour la construction de 'opérateur T' et en particulier pour vérifier la condition (3.7b),
nous allons introduire une nouvelle terminologie. Fixons Q un ensemble dénombrable
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dense de K. On dit qu'une suite de polynémes P = (P,),en est admissible si Py = 0 et
P contient tous les polynomes a coefficient dans Q. On notera également deg(P) le degré
de P et |P|; la somme des modules des coefficients de P et cd(P) le coefficient dominant
de P.

Nous allons maintenant expliciter la construction de 'opérateur 1" supercyclique. Pour
des raisons évidentes, il est naturel de chercher un opérateur qui ne soit pas trop compliqué.
Dans ce but, nous allons choisir de construire 7' comme étant un opérateur de décalage
a droite pondéré auquel on ajoute assez “rarement” une variation et cela a également
I'avantage de faire en sorte que 7" vérifie (3.7a). Nous allons avoir besoin de deux suites :
I'une représentant les poids du décalage (w,)nen et la seconde strictement croissante
(bn)nen avec by = 0 représentant les itérés de eg pour lesquels 'opérateur de décalage
a poids sera perturbé. Comme nous voulons également vérifier (3.7b), on va faire en
sorte que les images de ey pour les itérés correspondants a la perturbation nous donnent
directement (3.7b), pour cela on pose :

(3.8) pour tout n € N*, TP ¢y = P,(T)ey + ey, .

La formule ci-dessus combinée avec le fait que la suite de polyndémes P est admissible
permet de s’assurer que l'on peut approcher tout polynome en 7" par un itéré de ey quitte
a multiplier par un scalaire suffisamment proche de 0. En effet, supposons que 1’on souhaite
approcher P(T)ey a ¢ > 0 pres, alors comme Q est dense dans K il existe ¢ € Q vérifiant
‘%’ < €. De plus, comme P énumere tous les polynomes a coefficients dans Q, il existe un

indice n € N tel que P,(T) = qP(T). Ainsi, on peut approcher P(T)eq & '%’ < € pres car

Apres avoir traité la partie exceptionnelle de I'opérateur, revenons a la partie classique
de celui-ci. Comme nous l'avions annoncé précédemment notre opérateur sera un décalage
a droite pondéré perturbé. Pour cela, on pose également :

(3.9) pour tout i € [b,—_1,b, — 1] pour n € N*, T'(e;) = wir1€i41

Nous venons de définir T a partir de deux définitions. Cependant, la définition de T
n’est pas encore tres claire puisque (3.9) définit T sur tous les vecteurs de base sauf
ceux qui s’écrivent e, ;1 et (3.8) définit le b,-ieme itéré de T en ey. Or, on souhaite que
notre opérateur soit utilisable, il faut donc ré-exprimer T e, pour obtenir I'expression de
Tep, 1 et ainsi connaitre ’action de 7" sur tous les vecteurs de base. Pour ceci, on écrit
simplement :
Tb”60 — Tbn_bnflTbnfleo
= Tb"_bnfl(Pn_l(T)eo + ebn—l)

= Tbnib"_lpnfl(jveo + Wh, 141 - - - U)bnflTebnfl.
En remplacant maintenant 7% eq par P,(T)eg + e, ci dessus, on obtient :
Tey, 1 = éeney, + fn
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ol
1
En =
Wh,,_1+1 ** * Wp,—1
et
1
(3.10) fn = (Pu(T)eg — TP n=1P,_1(T)ey).

Wy, 141 Wp,—1

Bien sir, pour que cette définition ait un sens, il faut supposer que deg(P,) < b, — 1 ce
que nous supposerons a partir de maintenant.
Pour des questions de commodité, nous allons fixer une fois pour toute les suites

(bn)nEN et (wn)neN :

bo =1,b, = (2p+ 1)" pour tout n € N*, w,, =4 (1 — 2\1/ﬁ> pour tout n € N*.
On peut remarquer que nous avons pris b,, différent de celui choisi par Bayart et Matheron,
la raison est que nous avons besoin d’avoir b; > 2p pour obtenir la condition (3.7e). De
plus, la suite (b,),en est choisie de fagon a croitre tres vite, cela implique que notre
opérateur est rarement perturbé et permettra d’assurer la continuité de celui-ci. De plus,
il sera utile de remarquer que 2 < w, < 4 pour tout n € N*. On notera également
d,, = deg(P,).

Continuité de T

Comme on I’a vu auparavant, il suffit de trouver une suite admissible P telle que T'
soit continu et ® soit continue pour le produit défini auparavant. Dans cette optique, on
dira que P est controlée par une suite de nombres positifs (¢, )nen si pour tout n € N,
deg(P,) < ¢, et |P,|1 < ¢,. On peut facilement se convaincre que si sup ¢, = oo alors il

n—00
existe une suite admissible controlée par (¢, )nen. On notera aussi || Yien xi€i|l1 = Yien |2
la norme ¢* sur cqp.
Pour obtenir (3.7c), nous aurons besoin du lemme suivant qui est essentiellement le
Lemme 4.20 de [7]. Par souci d’exhaustivité, nous en donnerons tout de méme une preuve
quasi identique a celle de [7] :

Lemme 3.33. On a les deux propriétés suivantes :

(3.11a) en < 1 pour tout n € N*
(3.11Db) Sin e N et si|filh <1 pour tout k <n alors :
I
[ ful[y < dmac(ddn)+1 (|2bn|i + | P,—1|1 exp (—c\/bn1>> ot ¢ > 0 est une constante.

Preuve :

(3.11a) est évident car on a remarqué auparavant que w, > 2.
Pour (3.11b), prenons n € N* et supposons que pour tout k < n, || fx|[1 < 1. Posons, pour
tout j € N, E; = Vect{ey, ..., e;}. On a clairement

(3.12) 1775, [l < max (| Teil[1,7 < 5) -
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De plus, comme (w;);en+ est strictement croissante et w; > 2 pour tout i € N* alors
I'hypothese faite sur les f combinée avec (3.12) implique que pour tout j < b, —1 et tout
[Ty < wjia |z

En appliquant ceci récursivement, on obtient donc que pour tout k € {1,...,b, — 1} :

k
||Tk60||1 S H Ws.

=1

Remarquons que quitte a choisir par convention que le produit indexé sur un ensemble
vide est égal a 1, on peut prolonger 'égalité précédente a £ = 0 car on a supposé la base
(e;)ien normalisée.

Maintenant, nous allons pouvoir commencer a estimer ||f,||; en utilisant 'expression
(3.10) :

|P |1H7, 1wz+|Pn 1|1 bn Pr-atdn- lwz

fu}bnfl‘f'1 e wb'n_l

[ full <

On majore ensuite brutalement le terme précédent en utilisant 2 < w,, < 4 :

i=1 Wi+b,,_4

max(dn,dn—1)+1 |Pn|1 bn =l 1t w;
”anl 4 m—f—“jn—lh H

Il suffit maintenant d’utiliser le fait que pour 0 < u < v < 1, ln(}_;:i) < u — v pour
obtenir :

by —bp—1—1 by —bp—1—1
H w; < exp Z ( 1 B 1 )
=1 Witb, = 2Vi+0b,1 2V

b

1 n—1 b 1

<exp| —- E nig) en utilisant la relation by —bp—1—1>bp—1
43 (i +bu)?

et le théoréme des accroissements finis,
S exp (_C\/ bn—l)

Il suffit, pour conclure, de combiner cette derniere inégalité et 'inégalité précédente.

Montrons maintenant que (3.7c) est bien vérifié pour un choix de P adéquat.

Lemme 3.34. [l existe une suite de controle (u,)nen qui tend vers linfini telle que si P

est controlée par (up)nen alors T est continu sur cog pour la topologie induite par celle sur
X.

Preuve :
Comme b, = (2p + 1)", il est clair que 'on peut choisir (u,)nen telle que pour tout

n e N*: .
fun+1 (23 + Uy eXp( c\/bn,1)> < on
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De plus, comme par hypotheése P est controlée par (u,),en, il suffit alors d’utiliser le
résultat du Lemme 3.33 pour obtenir que pour tout n € N*,

1
Maintenant pour montrer la continuité de 7', on se rappelle de la fagon dont il a été
construit et il parait naturel de réécrire T'= R + K avec R qui est la partie décalage a
droite pondéré par une suite bornée et K est la partie “exceptionnelle” définie par :

(e:) fn, s'il existe n tel que ¢ =b,, — 1
K(e;) = '
0, sinon

Comme le décalage a droite est continu et que la base (e;);en est inconditionnelle (ce qui
veut dire par définition que 'opérateur de pondération par une suite bornée est continu),
R est lui-méme continu.

Pour la partie exceptionnelle, en utilisant 'inégalité triangulaire et le fait que la base
(€i)ien est normalisée, on obtient que H lx < -|li et donc [[Kep,—1]|x < || full1- On
déduit de ceci et de I'inégalité || f,||1 < 57 que la série Y% || K'e;|| x est convergente. Enfin,
comme (e;);en est normalisée, la suite ( )ZeN est bornée et en écrivant x = Y22, x;e; € oo,
alors on obtient la continuité de K car

K ()] < ZHKeszHe lllzllx < 2sup(le; il x-

=0

Construction des ®&;

Il nous reste maintenant a construire les formes linéaires ®; vérifiant (3.7d) et (3.7e).
Nous devons construire des fonctions @5, 6 € {0,...,2p — 1} qui sont toutes continues
pour le produit sur K[T|ey. Mais avant cela, on va se donner un moyen de vérifier la
continuité pour le produit de ces fonctions par le lemme suivant tiré de [7] :

Lemme 3.35. Soit ¢ une forme linéaire sur coy et supposons que Y., |d(e, - €q)] < 0o.
Alors Uapplication (z,y) — ¢(x - y) est continue sur coy X Cop-

Preuve :
A 3 I oo — oo
On commence par écrire x = 3322 x,€, et y = 302, Y,€q, en remplagant dans la somme
on obtient :

D@z - )l <3 |zallyglld(er - eg)] < CQZW e[zl 1yl

pour tous z,y € ¢y et avec C' = sup(||e;]|). D’ou le lemme.
ieN

O

Nous allons maintenant construire les formes linéaires ®5 et pour cela, on introduit
une nouvelle terminologie : on dira qu'un vecteur x € ¢y est a support dans un ensemble
I € Nsix e Vect{T"ep,i € I}. Nous allons bien str construire les fonctions ®s dans
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I'objectif de pouvoir leur appliquer le Lemme 3.35. Pour cela, il nous suffit de savoir
majorer |¢(e, - €,)|.

On commence donc par étudier le produit e, - e,. Pour des raisons pratiques, fixons r < ¢.
On peut alors décomposer r = b, +u et ¢ = by +v avec u € {0,...,bg1 — b — 1} et

v € {0,...,b11 — b — 1} pour certains entiers naturels k et [ uniques. En revenant a la
fagon dont nous avons défini 7" avec les relations (3.9) et (3.8), on peut ré-exprimer :
1
e, = T% — P(T)) T"(eo),
W ( (T)) T"(eo)
1
eg=—— (Tbl — H(T)) T"(eo).

wbri—l Tt wbl—H)

Alinsi, pour toute forme linéaire ¢ : c¢oo — K, on obtient la majoration suivante :

1
[¢er - )| < s 0@k,

avec Y(k,u), (1) = (T — P(T))(T" — B(T))T"*"¢q car w; > 2 pour tout i € N.

Il nous faut a présent réussir a bien traiter ces termes. Toujours dans l'optique de faire
converger la série du Lemme 3.35, nous allons poser pour des raisons qui paraissent pro-
bablement partiellement obscures a ce stade :

lsii=2o
0siie{0,b—1}\ {0}
Ds(Pou(T)T" " meg) s i € [bn, 50u[U[205, 50

0 dans les autres cas.

CI)(;(TieQ) =

On remarque que ceci définit bien ®5 sur ¢y puisque deg(P,) + i — b, < i et ainsi
P.(T)T ey est a support dans {0,--- ,i — 1}. Pour garantir la continuité des formes
linéaires ®5 que nous venons de définir, nous avons également besoin du lemme suivant :

Lemme 3.36. Supposons que deg(P,) < %" pour tout n € N, alors pour tout 0 < k <[,
on a :

b
(3.13&) (I)(;(y(hu)’(lvy)) =0stu+tv< gl
_l’_
(3.13b) s )| < MECP) = g1+ )* TT me(, )
Preuve :

La preuve de (3.13a) est juste un jeu d’écriture a condition d’avoir remarqué que si
2 € cop est & support dans [0, 2[U[by, 3by[ alors :

(3.14) D5 (T — Py(T)) z) = 0.

Supposons donc u + v < % et donc qu’en particulier [ > 1.
Dans le cas ou k =1 > 1, on développe les termes en [ pour obtenir :

Yoy = (T — Pe(T) T4+ — (T — Py (T)) Py(T)T** e,
— (T% — P(T))(21) — (T — P(T))(2).
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Alors z; est a support dans [bg, by + u + v] C [bg, 6bk7[ [k, %bk[ et zo est a support dans
0, deg(Py)+u+v] C [0, %’“[ car par hypothese deg(FPy) < %’“ On conclut grace a la relation
(3.14). Ainsi dans le cas oul k = [, on obtient bien ®s(yx u),1.0)) = 0.

Dans le cas ou [ > k, il suffit d’écrire :

Yoot = (T = B(T))(2),

avec z = (T — P (T))T"* e qui est & support dans [0, by +u+v] C [0, [ par définition
de (bp)nen. La encore on conclut grace a la relation (3.14). Ceci termine la preuve du
premier point.

Montrons maintenant (3.13b). Nous allons avoir besoin de deux petits résultats in-
termédiaires. Le premier est direct : si R est un polynome alors en utilisant I'inégalité
triangulaire on obtient :

|[@5(R(T)eo)| <Rl max Iq’a(T]eo)l

0<j<deg

Le second demande un peu plus de travail pour étre obtenu. Il s’énonce de la fagon
suivante : pour tout n € N, on a :

n—1
<
ax |D5(T"e)| Jl_Ilmax (1, |Pjh)>.

Admettons ce résultat pour I'instant et concentrons nous sur la preuve de (3.13b). On
sait que I'on peut écrire Yy u),1.0) = R(T)eq avec deg(R) < by + b +u + v < 2041 < bigo
car k <. De plus, il est clair que |R|; < (1 + |P]1)(1 + |Pgl1). La conclusion du lemme
se déduit facilement des deux résultats que nous venons d’énoncer.

Montrons maintenant le deuxieme résultat dont nous avons laissé la preuve en suspens.
En donnant par convention la valeur 1 a un produit indexé sur un ensemble vide, on
voit que la relation est vraie pour n = 0 et n = 1. On va raisonner par récurrence,
supposons donc que la relation est vraie au rang n et montrons la au rang n + 1. Posons
Bs; = |Ds(T7eo)| et K,, = [Tj= max(1, |P;|;)?. Alors,

max ®;; = max |Bs5(P,(T)T ey

bn <i<2bp b <i<3by,
S |Pn|1 ) gnax ©57j
0<j< % +deg(Pn)
S |Pn|1Kn
On a aussi :
max  P;; = max Ps; < | P, |1 max q’&z < |PJIK,
2bn<l<bn+l 2bn<’b< bn

Ainsi, ,, ax ®5,; < K,41. Ce qui acheve la récurrence et la preuve du lemme.
n S1<On+1

O

On va maintenant pouvoir assurer la continuité pour le produit des forme linéaires ®;
sous des hypotheses convenables sur P.

93



3. FORTE n-SUPERCYCLICITE

Proposition 3.37. [l existe une suite (v,)nen qui tend vers linfini telle que si P est
contrélée par (v )nen, alors (z,y) — Ps(x - y) est continue sur coo X Cop-

Preuve :
Posons A = {(m,w) € N x Nyw < by,41 — by, }. Alors,

1
Do 1Ps(er-eg)] < > gucro |25 Uik )]
T?q

((kvu)y(lﬂ}))eAXA

En utilisant maintenant le Lemme 3.36, on obtient en majorant assez brutalement :

o0 o 1
Z |(I)5(67, . eq)| S QZ ZM[(P) Z 2u+v
4 k=0 1=k wtos L
o o0 i1 ) o
< 2. le(P) zb: ST Car Card({(u,v) e N*:u+v=1i}) =i+ 1.
=01= >

Choisissons maintenant une suite de nombres positifs (A, )nen qui tend vers Uinfini avec
A, > 2 et telle que :

Z Z A Z 9i—1
=0l=k b

< +00.

A ce stade, il suffit de choisir la suite de controle (Un)nen de fagon que M, (P) < A, pour
tout n € N.
On en déduit la proposition en utilisant le Lemme 3.35.

O

On peut maintenant regrouper les résultats du Lemme 3.34 et du Lemme 3.36 et 'on
obtient qu’en choisissant bien notre suite de controle, c’est-a-dire en prenant le plus petit
coefficient pour chaque terme de la suite, T" est continu et les @5, 6 € {0,...,2p — 1} sont
continues pour le produit que 'on a défini au départ sur K[T]ey. Il est donc clair que W
vérifie (3.7d).

De plus, les formes linéaires ®5 ont été construites pour vérifier (3.7e) car

. 1sii=9
Os(T" (o)) = {O :nlon pour tout 0 < i < b —1=2p.

Maintenant, grace au Lemme 3.34, a la Proposition 3.37 et au critere du Lemme 3.30,
on obtient le Théoreme 3.28.
Dans cette section, on a construit le premier exemple d’opérateur qui est supercyclique
mais qui n’est pas fortement h-supercyclique pour 2 < h < p. Il est alors naturel de
se demander si 'on peut trouver un exemple d’opérateur supercyclique qui n’est pas
fortement p-supercyclique pour tout p > 2.
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3.3.3 Un opérateur supercyclique qui n'est pas fortement n-supercyclique pour tout n > 2

L’exemple précédent d’un opérateur supercyclique qui n’est pas fortement h-super-
cyclique pour h fixé répond a la question de 'existence d’opérateurs fortement h-super-
cycliques mais pas fortement (h 4 1)-supercycliques pour le cas particulier A = 1. Ce
résultat peut en fait étre amélioré de la fagon suivante :

Théoreme 3.38. [l existe un opérateur supercyclique qui n’est pas fortement h-supercyclique
pour tout h > 2.

La démonstration de ce résultat fait appel aux opérateurs construits dans la section
précédente, en effet un moyen naturel de construire un opérateur qui n’est pas fortement
h-supercyclique pour tout h > 2 est de le construire comme somme directe d’opérateurs
qui ne sont pas fortement h-supercycliques a h fixé. C’est I'idée de la démonstration de ce
théoreme. Il faut de plus s’assurer de deux autres choses : d’abord que la somme directe
a bien un sens mais aussi que l'opérateur construit est bien lui-méme supercyclique ce
qui n’est pas automatique en général et encore moins quand les opérateurs en question ne
vérifient pas le critere de supercyclicité. Pour cela, il nous faudra jouer sur les parametres
qui entrent dans la construction de 'opérateur de la section précédente. Chaque opérateur
qui entrera dans la somme directe aura ses propres parametres. Il nous faut donc construire
ces parametres de facon a conserver les propriétés de 'opérateur données dans la section
précédente mais aussi faire en sorte qu’ils induisent des comportements supercycliques
compatibles pour tous les opérateurs entrant dans la somme directe.

Dans la premiere partie, nous allons construire une infinité d’opérateurs supercycliques
T, qui ne sont pas fortement h-supercycliques pour 2 < h < p. De plus, nous voulons
que ces opérateurs vérifient certaines propriétés additionnelles afin de pouvoir considérer
leur somme directe en préservant la propriété de supercyclicité. Pour s’assurer de tout
cela, nous devons donc modifier quelque peu la construction des opérateurs de la section
précédente, en particulier le parametre (b, ),en et la suite admissible de polynomes P. A
partir de maintenant, nous posons b, = 5" pour tout n € N* et by = 0.

Dans une seconde partie, nous construisons l'opérateur annoncé dans le Théoreme
3.38 et nous vérifions que les opérateurs construits juste avant permettent d’assurer la
supercyclicité de ce dernier et qu’il n’est pas fortement h-supercyclique pour tout h > 2.

Construction d’une infinité d’opérateurs pour différents parametres

En se donnant une infinité de suites de controles strictement croissantes (u’),en et
qui vérifient lim,, ,, ! = +oo pour tout ¢ > 2, alors il existe une énumération (S?),en
de (Q[X])*! x {0}, & laquelle nous n’imposons pas d’étre bijective, pour tout i € N
satisfaisant : pour tous i,k,n € N, et 0 < j < biyq, Si(k) = 0, deg(S (k) < upt?
et |Si (k)| < uFt2 Ces énumérations sont la clé pour construire les suites admissibles
(P*)ren qui entrent dans la construction de I'opérateur supercyclique. Nous détaillons la
construction des suites admissibles ci-dessous :

Pour tout 7 € N et tout n € [j(j;n, (j+1)2(j+2) [, on pose :

4G+

Qn = Sju.s’ et Qo= Sy
2

Pour tout k > 2 et tout n € N, on pose également : P¥ := Q,,(k — 2). Ces notations sont
résumées dans le tableau ci-dessous. Les cases contenant des zéros ne sont absolument pas
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exhaustives, il y a beaucoup de composantes nulles dans ces suites.

P2 pd pY pY  pb

Q 0: 0 0! 0!
Sﬂ—’ | | | |
el e e

Q, 0. 0 0! O
g™ | : : |
! e e A
Q, 0o, 0! 0
g1 : : |
{ el LR EEEEE
Qs o, 0! 0. 0
g0 ! : : !
2 R LR EEEEE !
g % S
L -t
I s
L -t ----o
Qg o, 0! 0. 0
g0 I I I I
L eREEE EEEEE PEEEE
Q, 0 0} 0
S’gl | | |
S

S? QS 0 i 0 E
: ----A
Qq 0
&

La construction de (Q,)nen est faite suivant deux axes. D’une part tout élément de Q[X]
doit étre la k-ieme composante d’un certain @),, avec les autres composantes nulles et ceci
pour tout £ € N, c’est ce qui nous permet d’obtenir un opérateur 1" cyclique. D’autre part,
pour passer de la cyclicité a la supercyclicité de T', pour tout P € Q[X], on doit pouvoir
trouver une infinité de (),, contenant un nombre arbitraire de fois AP sur ses premieres
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composantes et des zéros ensuite et ot A et le nombre de répétitions de AP augmentent
avec n.

De plus, on peut remarquer que les suites P¥ sont admissibles et controlées par (uF),cx
pour tout k > 2. En effet, pour tousn € Net k > 2, PF = Q,,(k—2) ainsi il existe ¢,r € N
avec ¢,7 < n tels que P¥ = S9(k —2). De plus, deg(S4(k —2)) < u” par définition et donc
deg(S%(k — 2)) < uF car (uf),cn est strictement croissante. Le méme argument prouve
que |PX|; < wk. 11 reste 'admissibilité. Pour cela, on remarque d’abord que S§(i) = 0
pour tout i € N. De plus, pour tout k > 2, P* est une énumération de Q[X] puisque
Q[X] = {S¥2(k —2),n € N} C {P¥ n e N}.

Lemme 3.39. Ces suites ont également la propriété suivante P? =0 pour tous k > 2 et
0<j<2k.

Preuve :
Soit k > 2 et 0 < j < 2k, alors P} = Q;(k — 2) = S!(k — 2) pour certains ¢,r € N
avec ¢ + r < j par définition de Q et si 0 <1 < byyq, Sk —2) =0.

D’autre part, si byy; < 7, alors byy1 +¢q < g+1r < j < 2k, et donc 59 g4 < k—2.De

2
plus, si ¢ > 1, un petit calcul prouve que ¢+ 1 < E’qﬂ%_‘l. Onaainsig+ 1<k —2, ce
qui aboutit & S¢(k — 2) = 0 puisque S¢ € (Q[X])™" x {0}V,

Il reste a considérer le cas o ¢ = 0 et 5 = by < 7 mais on sait quesi k—2 > 1 < k # 2 alors
S4(k —2) = 0. De plus, si k = 2, alors ¢ # 0 car sinon l'inégalité 5 =0y <p < j <2k =14
est contredite.

Ceci termine la preuve du lemme.

O

On suppose maintenant que X est un espace de Banach muni d'une base incondition-

nelle normalisée (e;);eny pour laquelle 'opérateur de décalage a droite est continu. Pour
tout p > 2, on pose X, := X, (e})ien := (€;)ien la base inconditionnelle de X, et on défini
un opérateur 7, sur X, de la méme fagon que dans la section précédente mais avec les pa-
rametres p et (b,)nen €t les suites admissibles PP construites ci-dessus. Ces changements
de parametres ne perturbent pas (3.7a), (3.7b) et (3.7c) qui restent vérifiées, ainsi 7}, est
bien défini et continu sur X,. De plus, il est apparent dans la preuve du Lemme 3.34 que
| T, < sup(4C2|| F, ||, 2CE) ou C? est la constante d’inconditionnalité de (e});en et F), est
I'opérateur de décalage a droite sur X,,.
La partie délicate de la construction est la définition des formes linéaires ®5 car nous
avons eu besoin de la condition b; > 2p pour construire ces fonctionnelles et vérifier
(3.7e). Dans le cas présent nous avons choisi b, = 5" pour tout n € N*, donc nous avons
apporté également des changements sur les suites admissibles PP de facon a ce que 'on
puisse toujours construire les fonctionnelles &5 en mettant un nombre suffisant de zéros au
début de chaque suite pour compenser le fait que b; < 2p. Pour tout § € {0,...,2p — 1},
on définit :

lsit=90
0siie{0,b,—1}\ {0}
®5( P, (T)T " meg) sii € [by, 3b,[U[2,, 5b,[ pour n > m

0 sinon

(I)g(Tieo) =
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ou m € N* est choisi de sorte que b,,_1 < 2p < by,.

Ainsi, ®s est bien définie grace au Lemme 3.39 et les propriétés (3.7e) et (3.7d) sont
également satisfaites. Donc modulo quelques changements sur les parametres donnés
dans la section précédente, T}, est supercyclique mais pas fortement h-supercyclique pour
1 < h <psur X, pour un choix approprié¢ de suites de controles strictement croissantes.

Construction de 'opérateur supercyclique n’étant pas fortement h-supercyclique
pour h > 2

Comme nous 'avions annoncé précédemment, on définit T = @,,T,, un opérateur sur
B = ®,,X, pour p > 2. En considérant d’une part la partie décalage pondéré a droite R
et d’autre part la perturbation K, on obtient :

T < [|R][ + | K| < 4sup(CL|[Fpl]) + 2sup(CF) < +o00
p>2 p>2

car pour tout p > 2, X, = X. Ainsi, T est continu sur B et n’est pas fortement n-
supercyclique pour n > 2.

Il nous suffit a présent de montrer que T est supercyclique. Pour cela, nous allons
montrer que 7" vérifie les deux conditions suivantes :

D
(3.15a) {(0,--+,0,¢2,0,--),i € N,p > 2} C Vect {Ti (@@60> e N},
p

D D
3.15b Vet 4T (@0, 2 ) i e NV C IMNTi (@, 22) i e N A e K.
p p

La condition (3.15b) est bien vérifiée avec notre construction de suites admissibles. En
effet, il suffit de vérifier (3.15b) pour Vectq {Ti (@%) 1€ N}.

Prenons donc P € Q[X], alors par définition de la suite (Q,)nen, il existe trois suites
d’entiers strictement croissantes (1 )ken, (M )ken €t (Ax)ren telles que pour tout k,

Qn, = | P, NP0,
—_— ——

my, fois

On peut ainsi exprimer

eh e ¢ gt et et
Tbm L) = MP(T <0> e NPT [ e ]
(EBEQp) <l’C (T) 2) T oP(T) my + 1 +mk—|—1mk—i—2

Par conséquent, on évalue

H Tbnk EB ef;) P(T) (@ eﬁ)
_ — | — 0, —
2 D 2 p /|,
mg+1 mg+2 m
Cin, “or, o P(T) [ 20 A T
2)\k mk + 1)/\k (mk + 2)/\1: my + 2 ’

Dot (3.15h).

— 0.
k——4o0

Lo
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On s’intéresse maintenant a (3.15a).
Soient i € N et ¢ > 2. La définition de la suite (@), )nen et la supercyclicité de T}, impliquent
qu’il existe une suite d’entiers strictement croissante (ng)ren telle que

Q”k = (0,---,0,Pk,0,...)
pour tout £ € N ot P, est un polynome tel que :
PU(T)elh = Mel + =i,

ou (Ag)ken est une suite strictement croissante de réels positifs tendant vers +oo et
lexll — 0.
k—+o0

On obtient alors,

p
q ( €o q
L (g, ) —(0,...,0,¢%,0,. ..
)\k: 2 p ( ) €2
qep,, gep b Ly e e gep”
= P ) N €) — €, 7T\
20 (@— DA N a0 (g + D Z
_ qegnk qeg;kl egnk € —qeg:—kl — 0
20T =DM A @ H DA )| ke

Ceci prouve (3.15a). Donc T est supercyclique sur X mais n’est jamais fortement h-
supercyclique pour h > 2. Ceci termine la construction de I'opérateur du Théoreme 3.38.

Question. Un opérateur fortement n-supercyclique est-il toujours fortement (n + 1)-
supercyclique pour n > 27

Question. Si T est fortement n-supercyclique pour tout n > 1, T' vérifie-t-il le critere de
supercyclicité ?
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4.1

Co-forte n-supercyclicité

Définition et propriétés

Les opérateurs fortement n-supercycliques sont en quelque sorte des opérateurs qui ont
la propriété d’étre universels sur I’ensemble des Grassmanniennes de dimension n d’un
espace de Banach. De la méme facon, il n’est pas absurde de se demander si ’on peut
définir une notion d’universalité pour des opérateurs sur des ensembles de sous-espaces
de dimension plus grande. Typiquement, 1'idée la plus naturelle est de regarder ce qu’il se
passe si au lieu de s’intéresser aux itérés d’'un sous-espace de dimension n, on considere
les itérés d’un sous-espace de codimension n. Bien sir, ’étude s’annonce plus délicate
puisque la codimension est "moins stable” que la dimension. Ainsi, lorsqu’on applique
un opérateur sur un sous-espace de dimension finie, on ne peut craindre qu’une chute
de la dimension mais il en est autrement pour la codimension. En effet, ’action d’un
opérateur sur un sous-espace de codimension finie peut faire changer sa codimension soit
en 'augmentant soit en la diminuant.

De plus, si 'on veut définir une notion analogue a la forte n-supercyclicité, il nous faut
au préalable définir I'ensemble sur lequel nous allons étudier les opérateurs en question.

Définition 4.1. Soit X un espace de Banach et soit n € N*. On appelle n-ieme co-
Grassmannienne de X, notée P%°(X), 'ensemble de tous les sous-espaces de codimension
n dans X. On note X '’ensemble des n-uplets de vecteurs de X™* qui forment une fa-
mille indépendante et on munit cet ensemble de la topologie induite par celle de X*".
On munit Pensemble P°(X) de la topologie la moins fine qui rende les applications
I, : X} — P(X) avec IL,(z7,...,25) = N, ker (z}) continues et ouvertes.

Avec cette définition de la n-ieme co-Grassmannienne, il est maintenant possible de
définir une notion d’universalité des opérateurs sur cet espace.

Définition 4.2. Soit n € N* et T" un opérateur linéaire borné sur X. Un sous-espace
vectoriel M de codimension n est dit co-fortement n-supercyclique pour 7' si pour tout
k € N, Tk(M) est de codimension n et si I’ensemble {Tk(M)}keN est dense dans P2°(X).
Dans ce cas, I'opérateur T est dit co-fortement n-supercyclique.

Remarque 4.3. On peut commencer par remarquer que ces opérateurs n’apparaissent pas
en dimension finie d’apres le Théoreme 2.34 puisque comme on 1’a vu dans la Proposition
2.24, si X est de dimension finie n, un opérateur 7' est fortement k-supercyclique si et
seulement si T71* est co-fortement (n — k)-supercyclique.

Remarque 4.4. Il est important de noter que I’on ne peut pas se passer de I’adhérence

Tk(M) dans la définition précédente. En effet, si 'on ne considere pas l'adhérence de
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4. CO-FORTE n-SUPERCYCLICITE

T*(M), il est possible que ce sous-espace ne soit pas fermé. Or pour parler de sa codimen-
sion, nous avons besoin que ce dernier soit fermé. C’est encore un probléeme que 'on n’a
pas lorsqu’on étudie la forte n-supercyclicité et donc 'orbite de sous-espaces de dimension
finie.

Apres avoir défini rigoureusement la co-forte n-supercyclicité, certaines conditions
nécessaires pour l'existence de tels opérateurs en découlent. Par exemple, on peut remar-
quer que l'existence d’opérateurs co-fortement n-supercycliques dépend de la séparabilité
de l'espace dual. La proposition suivante donne un énoncé plus précis de ce fait.

Proposition 4.5. Si T est un opérateur co-fortement n-supercyclique sur un espace de
Banach X, alors X* est séparable.

Preuve :

Il est clair que la propriété sera démontrée si I’on montre que X*” est séparable. Comme
T est co-fortement n-supercyclique, il existe un sous-espace vectoriel L = NP, ker (z7)
de codimension n tel que {T’“(L)} ren st dense dans PR2(X). Ceci est équivalent a la

densité de UM ! (TF(L)) dans I'espace produit X*". Or pour tout k € N, I'ensemble
! (T’“(L)) est contenu dans l'espace vectoriel des n-uplets de formes linéaires sur X

dont le noyau contient 7% (N2, ker (z})). Mais comme par définition T (N2, ker (z})) est
de codimension n, il est clair que cet espace vectoriel de n-uplets de formes linéaires est
de dimension finie n?. Ainsi U} 1L, (T#(L)) est dense dans X*" et est contenu dans une
union dénombrable de sous-espaces vectoriels de dimension finie. La séparabilité de X*"
découle directement de cette derniere observation.

O

Remarque 4.6. Il est bien connu que les notions d’hypercyclicité, supercyclicité et n-
supercyclicité nécessitent que l'espace soit séparable pour exister. De plus, si 'espace
X est un espace de Banach de dimension infinie, c¢’est méme une condition nécessaire
et suffisante. La proposition précédente montre que pour la co-forte n-supercyclicité, la
séparabilité de I'espace X est nécessaire mais elle n’est pas suffisante. On supposera donc
a partir de maintenant que ’espace X sur lequel on travaille est séparable.

Grace a la proposition précédente, on peut d’ores et déja exhiber des espaces qui
n’admettent pas d’opérateurs co-fortement n-supercycliques.

Corollaire 4.7. Il n’existe pas d’opérateur co-fortement n-supercyclique sur (*(N), (1(Z),
>°(N) et (=(Z).

Nous donnons maintenant un lemme qui nous servira dans la preuve du lemme suivant.

Lemme 4.8. 5@ X est un espace de Banach, E un sous-espace dense de X et F' un
sous-espace fermé de codimension finie n, alors E N F est dense dans F.

Preuve :

Comme F' est de codimension finie et puisque F est dense, on peut décomposer
X = F @& G ou G est un sous-espace de dimension n contenu dans E. Notons, Pr (res-
pectivement Pg) la projection sur F' parallelement & G (respectivement G parallelement
a F'). Prenons ensuite un élément = € F' alors, par densité de E dans X, il existe une
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suite d’éléments (x,)yen contenue dans E qui converge vers x. Ainsi, pour tout p € N
on décompose x, = Pr(x,) + Po(xp) T € F. Par conséquent, la continuité de la
D (ee]

projection P implique Pg(x,) - P (x). Ainsi
p [e'S)

z, — Pg(x,) = Pr(zy) e T

La suite (Pp(x,))pen est donc une suite d’éléments de F' N E qui converge vers z. On en
déduit la densité de F'N E dans F'.

O

L’étude de tels opérateurs parait difficile car il ne semble pas forcément aisé d’expri-
mer T#(N%, ker (x})) pour k& € N de fagon maniable. Cependant, méme dans le cas ou
I'opérateur est non-borné, on peut donner une écriture plus maniable de cet ensemble
grace au lemme suivant.

Lemme 4.9. Soit T' un opérateur (éventuellement) non-borné tel que D(T™) est dense
sur un espace de Banach séparable X . Soient k,n € N* et a},..., a’ € D(T**), alors

TRy ker(a7)) = My ker (T (a})).

Preuve :

On remarque tout d’abord qu’en appliquant le Lemme 4.8 avec E = D(T™) et
F =N ker(a}), on obtient que D(T>°) NP, ker(a}) est dense dans N, ker(a}). En par-
ticulier, comme pour tout k € N* D(T*) C D(T*), on sait également que
D(T>)N N, ker(af) est dense dans NP, ker(a}) pour tout & € N*. Commencons par

(2

montrer I'inclusion NI, ker(T**(a})) C T-k(N7_, ker(ay)).

Choisissons tout d’abord x € N, ker(T**(a})) N D(T*). Alors, par définition pour tout
1 < i < n 0= (T*%a),z) = (a,TF(x)) et TF(z) € N, ker(a}) c’est-a-dire
r € T7%(N™, ker(a})). Supposons maintenant que xz € NI, ker(7T**(a})) alors il existe
une suite de points de N2, ker(T**(a})) N D(T*) qui converge vers x, on peut appliquer
ce qui précede a chacun de ces points et on conclut que chacun de ces points appartient
ATF(N, ker(a})), ainsi z € T—*(N, ker(ay)).

Pour I'inclusion inverse, on raisonne de la méme fagon. Soit x € T—*(NP, ker(ay)), alors il
existe une suite de vecteurs (z,),e, de 7% (N, ker(a})) qui converge vers z. On a donc

Tk(xp) € N, ker(a))
puis
0= (a}, T"(z,)) = (T*(a}), x)

et donc
xp € NIy ker (T*(ay)) .
Comme N} ker (T**(a})) est fermé, on conclut grace & la convergence de (z,)yen vers .

(2

O
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Remarque 4.10. Le lemme ci dessus est un outil clé pour ’étude des opérateurs co-
fortement n-supercycliques car il permet de passer d’une propriété de densité de T sur la
n-ieme co-Grassmannienne a des propriétés de densité vis-a-vis de I'adjoint de I'opérateur
inverse sur l'espace X*”. On peut en outre remarquer que si I'opérateur 7" du lemme
précédent est borné alors I'adhérence est inutile car T-*(N7™_, ker(a})) = NI, ker(T**(a}))
est fermé.

A Taide du lemme précédent, sous une condition d’inversibilité de I’opérateur, on peut
déduire une caractérisation de la co-forte n-supercyclicité.

Proposition 4.11. Soit n € N* et soit T" un opérateur borné inversible sur un espace de
Banach séparable X. Alors T est co-fortement n-supercyclique sur X si et seulement si
T~ est fortement n-supercyclique sur X*.

Preuve :
Supposons que T est co-fortement n-supercyclique. Alors il existe (z7,...,2}) € X tel
que UF2ST* (NP, ker (z7)) est dense dans P<°(X). Ainsi, grace au Lemme 4.9, on remarque

que

I (UESSTR (M ker (7)) = T (UES5T (M ker (7)) = UEZGTLL ! (M ker (T77a7))

(2

est dense dans X¥. Or en utilisant plusieurs fois le Lemme 4.9, on obtient

n 7 7 )
= U{3S {:1:* € X* M ker (7) C ker (T"* (z7))}
= UST ™ ({o* € X* N ker (a7) C ker (z%)}).

Uiz, (I, (NP ker (T7%27))) = Ui {a* € X* o N ker (T (2)) C ker(z*)}

i
vectoriel de X* de dimension n et la densité est préservée par ,. Donc T~* est fortement
n-supercyclique sur X*.
Si l'on suppose a présent que T~ '* est fortement m-supercyclique, alors il existe
zt . xk € X* tels que ULSST—F* (Vect (27, . .., x7)) est dense dans P,,(X*). On considere
alors I'image réciproque de cet ensemble par la projection m, ainsi,

De plus, il est clair que {a:* € X*: N, ker (T‘k* (x*)) C ker (x*)} est un sous-espace

m (U T (Vect (1, ..., 20))) = Uisgm,t (Vect (T *af, ..., T "))

n

est dense dans X. Il suffit alors de considérer I'image par II,, de ce dernier ensemble et
de faire un petit calcul pour remarquer que

USSIL, (m, ! (Veet (T2, ..., T ) = Uty Ny ker (T a7)

n K3

est encore dense dans P¢°(X). Enfin, on utilise une fois de plus le Lemme 4.9 pour conclure
que N, ker (z}) est un sous-espace co-fortement n-supercyclique pour 7" sur X.

O

On peut déduire de cette proposition le corollaire suivant qui assure la co-forte n-
supercyclicité d’un opérateur a condition d’avoir une condition forte de supercyclicité sur
I'opérateur inverse de son dual.
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Corollaire 4.12. Soit T un opérateur linéaire borné inversible sur un espace de Banach
séparable X . Si (T~ vérifie le critére de supercyclicité sur X* alors T est co-fortement
n-supercyclique pour tout n € N*.

Ce corollaire admet lui-méme un corollaire intéressant qui compléte la Remarque 4.6
donnée au début de ce chapitre.

Corollaire 4.13. Pour tout n € N* et tout espace de Banach séparable de dimension
infinie X dont le dual X* est séparable, il existe un opérateur T € L(X) qui est co-
fortement n-supercyclique.

Preuve :

On sait que sur tout espace de Banach séparable de dimension infinie, il existe un
opérateur faiblement mélangeant que ’on peut supposer inversible, c¢’est donc en parti-
culier le cas pour 'espace X*. Ainsi, cet opérateur vérifie le critere d’hypercyclicité sur
X*, par conséquent il vérifie aussi le critere de supercyclicité. On conclut alors grace a la
Proposition 4.12.

O

Si 'on suppose en plus que notre espace est réflexif, alors on déduit de la Proposition
4.11 un résultat dual.

Corollaire 4.14. Soit n € N* et soit T un opérateur inversible sur un espace de Banach
réflexif X. Alors T est fortement n-supercyclique sur X si et seulement si T~* est co-
fortement n-supercyclique sur X*.

Les résultats ci-dessus permettent de construire des opérateurs co-fortement n-super-
cycliques a partir d’opérateurs fortement n-supercycliques. En particulier, ils permettent
de transférer certaines propriétés du cadre des opérateurs fortement n-supercycliques vers
celui des opérateurs co-fortement n-supercycliques. En particulier, on peut construire
un opérateur dont les indices de co-forte supercyclicité forment un intervalle des entiers
naturels infini a droite.

Exemple 4.15. Soit S un opérateur inversible vérifiant le critere d’hypercyclicité sur
un espace de Banach réflexif Y et n > 3. Alors T' = Id & S~ est co-fortement m-
supercyclique sur X = K" @ Y* si m > n mais ne 'est pas si m < n.

Preuve :
Il suffit d’appliquer le Corollaire 4.14 au contre-exemple 3.22 pour un opérateur S
inversible.

0

La proposition suivante est un critere de non co-forte n-supercyclicité dont la condition
porte sur la dimension du noyau d’un opérateur. Cette proposition simple nous permettra
d’écarter un grand nombre de candidats potentiels a la co-forte n-supercyclicité.

Proposition 4.16. Soient T un opérateur linéaire sur X pour lequel il existe n, K € N*
vérifiant dim (ker (TK>> >n+ 1. Alors T n’est pas co-fortement n-supercyclique.
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Preuve :

Supposons qu’il existe K € N* tel que dim (ker (T K )) > n+1. Nous allons montrer que
les itérés d’un sous-espace de codimension n ne sont pas des sous-espaces de codimension
n sauf s’ils sont constants a partir d’'un certain rang. Fixons alors (z7,...,z%) € X*

et considérons le sous-espace de codimension n défini par E = NI, ker (). On peut
exprimer les itérés de E de la fagon suivante :

TYE)={ze X :T"({z})NE # 0}.
Si I'on suppose que Codim(T5 (X)) < n, alors pour tout z = TX(y) € T*(X), on a
y + ker(T®) c T ({z}).

Ainsi, T~%({z}) contient un sous-espace affine de dimension au moins n+ 1. D’otl, comme
E est de codimension n, on déduit que pour tout z € T*(X),

TX({z})NE #£0.

On obtient que T®(X) = TX(E) et donc TX(X) = TK(FE) est de codimension strictement
inférieure a n par hypothese.

Dans le cas ou Codim (7% (X)) > n, il existe un sous-espace F' de codimension n qui
contient 75 (E). On a alors deux alternatives : soit il existe i > K tel que la codimension
de T%(F) est strictement plus grande que n ; soit pour tout i € N*, T (E) = F. Il est clair
que dans les deux cas T' n’est pas co-fortement n-supercyclique.

O

De la proposition précédente, on peut déduire le corollaire suivant qui est assez surpre-
nant car il va a ’encontre des résultats habituels de dynamique linéaire. En effet, comme
I'ont montré Bermudez, Bonilla et Peris dans [8], si un opérateur est d’image dense et
si son noyau généralisé est aussi dense, alors 'opérateur en question vérifie le critere de
supercyclicité. Nous allons voir que le cas des opérateurs co-fortement n-supercycliques
est tout autre.

Corollaire 4.17. Soit T un opérateur linéaire sur X tel que U ker (T") est dense dans
X. Alors pour tout n € N*, T n’est pas co-fortement n-supercyclique.

Preuve :
Soit n € N*, comme U ker (T%) est dense dans X, alors il existe K € N* tel que
dim (ker (TK )) > n+ 1 et la proposition précédente prouve le corollaire.

O

On peut par exemple appliquer ce corollaire a la classe des décalages pondérés d’ou
I'on déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 4.18. Soient n € N* et B,, un décalage a gauche pondéré unilatéral sur ¢P(N).
Alors B, n’est pas co-fortement n-supercyclique.
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Nous avons introduit la notion d’opérateurs co-fortement n-supercycliques en faisant
un parallele avec la définition des opérateurs fortement n-supercycliques. En effet, nous
avons directement généralisé cette définition a des espaces qui ne sont plus de dimen-
sion finie mais de codimension finie. Dans ce contexte, il serait agréable d’obtenir des
résultats de densité semblables a ceux que ’on connait pour le cas des opérateurs forte-
ment n-supercycliques. Pour obtenir un résultat dans ce sens, nous allons devoir trouver
des systemes qui sont presque des systemes biorthogonaux mais qui sont construits de
facon a engendrer un sous-espace fixé du dual. Il est bien connu maintenant depuis les
travaux d’Enflo qu’il existe des espaces de Banach séparables qui n’admettent pas de
bases de Schauder. De gros efforts ont alors été développés pour introduire des méthodes
alternatives et les systemes biorthogonaux sont une de ces méthodes. Nous aurons aussi
besoin d’avoir un controle assez fin de la norme des éléments du systeme quitte a perdre
un peu ailleurs. Ceci rappelle un théoreme dii a Ovsepian et Pelczynski qui assurent I'exis-
tence d’un systeme biorthogonal fondamental et total sur tout espace de Banach et qui
en plus est controlé en norme, cependant ce théoreme ne permet pas de choisir le systeme
de fagon a ce qu'une partie des vecteurs contenus dans le dual engendrent un sous-espace
prédéfini. Dans notre cas, nous n’aurons besoin que d’'un systeme avec un nombre fini de
point, c¢’est ce qui nous permettra d’ailleurs de choisir notre systeme de fagon a ce que les
éléments du dual engendrent un sous-espace prédéfini.

Lemme 4.19. Soient X un espace de Banach séparable, F' un sous espace de dimension
finie N du dual X* et e > 0. Alors il existe un systéeme ({x, })_,, {x*}_,) de vecteurs de
X et F vérifiant :

a) st < llzs s lzall < A(N),
b) 1 —e <z (zn)] <1+,

¢) |(@n)] < € pour n #m,

d) Vect(z;,1<n<N)=F.

Preuve :

D’apres le Théoreme de John, comme F' est un sous-espace de dimension N de X*,
il existe un isomorphisme 7' : (F,| - ||x+) — €% avec ||T|,|T7|| < C(N). Notons
{e1,...,en} la base canonique de (3 et posons

i =T 'e;) € Fetz;=Te}) € F*.

Il est clair que pour ce choix, la propriété (d) est vérifiée. De plus, |zf|| < |77 < A(N)
et 1 = ||T(z)|| < |T|||l=f||. Ainsi, ﬁ < |lzf]] < A(N). On prolonge z; en une forme
linéaire sur X* par le théoreme de Hahn-Banach et ’on garde la méme notation pour le
prolongement obtenu z; € X**. Par le théoreme de Goldstine, pour tout ¢ € N, il existe
une suite de vecteurs (2!"),en vérifiant

f&) == wlf)

[
n—-+o00

pour tout f € X*. En particulier, il existe un indice m € N tel que pour tout n > m et
tout 1 <i4,5 <N,
25 (2]") — zi(z})] <e.

i
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Or par construction,
zi(wy) = € (T(x5)) = €i(ej) = dij-

J
Ainsi les propriétés (b) et (c) sont satisfaites. On vérifie ensuite la propriété (a) pour x;

de la méme facon que nous ’avons fait pour z7. On a donc construit le systéeme annoncé.
O

Ce lemme nous sera utile pour montrer la proposition suivante. Nous aurons également
besoin d’un second lemme qui pour étudie le comportement asymptotique d'une suite de
vecteurs soumis a certaines contraintes. Dans tout ce qui suit, nous notons || - || la norme
du suprémum sur le module des coefficients.

Lemme 4.20. Soient p € N*, (Ag)ken une suite de matrices carrées inversibles de taille

p et (Ap)ken une suite de vecteurs de taille p et (Ok)ren une suite de vecteurs positifs de

taille p vérifiant Oy, k—+> 0,. On suppose que pour tout k € N, |[A;' oo < K ot K >0
—+o0

ne dépend pas de k et que pour tout k € N,
|ArAr| < O,

Preuve :

Dans ce qui suit les inégalités entre vecteurs sont bien entendu des inégalités termes a
termes.
On commence par ré-exprimer la condition |AyAy| < Oy sous la forme

-0, < AAL < 6.

On reconnait alors un systeme d’inéquations linéaires ayant pour variables les composantes

de Ag. De plus, comme Aj est inversible pour tout £ € N, il est bien connu que les

solutions d’un tel systéme forment un polytope et que la (ou les) solution(s) maximale(s)

pour la norme || - || est (sont) atteinte(s) en un (ou plusieurs) sommet(s) de celui-ci.

Plus précisément, si X est une solution maximale pour la norme || - ||, alors il existe

(€i)1<i<p € {—1,4+1}" tel que

61@k(1)

A Xy, = :

5p@k<p)

Ainsi en inversant A, et en prenant la norme infinie, on obtient

81@k(1)

1 Xl = ||AF" :
gp@k(p) 00

51@k(1)

—1 .

<pae |

5p®k(p)

<pK|© — 0.

< PK 04l —

o0
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Or comme X}, est une solution maximale pour la norme || - ||, on obtient la convergence
souhaitée
[Aklloc — 0.
k—+o00

O

Nous avons souligné précédemment que les opérateurs co-fortement n-supercycliques
sont construits sur la méme idée que les opérateurs fortement n-supercycliques. Cepen-
dant, il est difficile de comparer, au niveau de la construction, les topologies que 'on
a mises sur la Grassmannienne et sur la co-Grassmannienne P¢°(X). En effet, ces deux
topologies sont construites de la maniere qui parait la plus naturelle mais il est difficile
de se rendre compte si la topologie sur P°(X) est la meilleure pour généraliser la notion
de forte n-supercyclicité. La proposition suivante permet de montrer que le choix de la
topologie sur P¢°(X) est plutot bon car il permet de montrer que la densité de 'orbite d'un
sous-espace de codimension n dans P¢°(X) implique que tout sous espace de codimension
n peut-étre approché dans X par un itéré du sous-espace d’orbite dense.

Proposition 4.21. Soient T un opérateur co-fortement p-supercyclique sur un espace de
Banach X et L un sous-espace co-fortement p-supercyclique pour T. Soit (Zy,)men une
suite bornée de vecteurs de X contenue dans un sous-espace de codimension p. Alors il
existe deuz suites (ng)reny C N et (2% )kenmen C T (L) telles que :

lznk — x|l — O uniformément en m.
k—+o0

Preuve :

Soit (Z,,)men une suite de vecteurs bornée par un entier strictement positif M et
contenue dans un sous-espace de codimension p. Par continuité de I'inverse dans ’espace
des matrices, on commence par fixer 0 < ¢ < 217 un réel pour lequel pour toute matrice
carré M de taille p vérifiant ||Id — M| <€, on a

|7d — M| < 1, et en particulier ||[M ™o < 2.

On peut alors trouver des éléments 7, ..., y; linéairement indépendants tels que x,, €
N?_, ker (yF) pour tout m € N. On peut de plus supposer que ces éléments sont de norme
1.
D’autre part, comme L est un sous-espace co-fortement p-supercyclique, pour tout n € N,
il existe des éléments 2™, ..., 23" € X* tels que

{I,N(T (L)}, o = {(Vect(z",1 < i <p) x -+ x Vect(",1 < i <p)),}

neN

est dense dans X*7. On applique alors le Lemme 4.19 pour F' = Vect(2/",1 <i <p) C X*
et ¢ défini auparavant. On obtient l'existence d’un systéeme que l'on notera également
({zr}0_,, {z"}_)) vérifiant des conditions décrites dans le lemme.
On a alors X = NI ker (") & Vect (27,...,27). On décompose ainsi z,, dans cette
somme directe de la fagon suivante : pour tout m € N, z,,, = x,, +3°7_; af,, 27"

La condition (d) du Lemme 4.19 nous assure que l'on a encore par densité une suite

(n&)ken et des matrices A, := (A%)1<i<p pour tout k € N telles que pour tout 1 < j < p,

1<j<p

p

Z N e
= I ks too Yjr
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4. CO-FORTE n-SUPERCYCLICITE

et quitte a prendre k suffisamment grand, on peut écrire sous forme matricielle

-1
2" ASATE AT YT +et*
*Ng . . . * gk
%2 )\gkl i i : Yo + €9
: : . LA™ 5
. 1’
Pk AL \™® ink 8 yr +enk
p p,1 p.p—1 2 p p

ou [le;*|| e 0 pour tout 1 < i < p. De plus, le vecteur (yf + €;*)1<i<, converge vers

un vecteur dont les composantes forment une famille libre. On remarque encore que le
vecteur (z7")1<i<, est uniformément borné en k par la condition (d) du Lemme 4.19.
On déduit de ces deux remarques que pour k suffisamment grand, la matrice A;kl est a
coefficients bornés et notons K cette borne.

D’autre part, comme pour tout 1 < j < p et pour tout m € N, x,,, € ker (yj), on

déduit la convergence suivante :

Z}\nk g Z)\ 2 )| < lly;— Z)\”k || M k_}—+>oo 0 uniformément en m et j.

]ll ]ll ]zz

Mais on sait également que pour tous m € Net 1 < j5 <p,

P P
|<z;)\;”z€ :nkvmm” :| Z;)\?I; z*nk Zazm z 7
1= 7
ainsi en notant 7, = (zl*"’“(z;’“))%?ip et Ay, = (a7, )i1<i<p on obtient le systeme
<i<p
d’inéquations suivant :
B ([
Ya — Z 1)\213 zi " 0
|AnankAnk| < M@nk =M ks too
lyy — AZ’Z z 0

On remarque que d’apres les conditions (b) et (c) du Lemme 4.19, la matrice Z,, vérifie
| 1d — Z,, || <e.

On a donc par définition de ¢
1Z;, o <

De plus, comme ||A; Moo < K, on déduit
A, 'z 1Hoo < 29K.
On applique alors le Lemme 4.20 a U'inégalité |A,,, Z,, A, | < MO, et 'on obtient que
. < .
(4.1) 4ulle < 2004l — 0

En particulier, cette convergence est uniforme en m. Pour conclure il suffit de remarquer
que " € T™ (L) et que la convergence de la relation (4.1) implique

p
|k — x| = || Zalm Zi*| < AN) D lai®| — 0 uniformément en m.

‘ Lm k—+o00
i=1
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4.1. Définition et propriétés

O

Cette propriété permet donc de rapprocher la co-forte n-supercyclicité de la forte n-
supercyclicité en comparant cette proposition et la Proposition 1.42 (iii).

On peut tirer des corollaires intéressants du résultat précédent et exhiber les propriétés
communes de densité que l'on a annoncées. En effet, si I’on se limite a un nombre fini
de points dans la proposition précédente, alors on obtient le résultat suivant qui est une
version co-fortement n-supercyclique affaiblie de la Proposition 1.42 (iii) :

Corollaire 4.22. Soient T un opérateur co-fortement p-supercyclique sur un espace de

Banach X et L un sous-espace co-fortement p-supercyclique pour T. Alors pour tout
m € N¥, {T"(L) X ... X T”(L)}nGN est dense dans X™.

On déduit également de la proposition précédente le corollaire suivant pour le cas ou
m=1:

Corollaire 4.23. Un opérateur co-fortement p-supercyclique est d’image dense.

La Proposition 4.21 permet aussi de montrer un critere de 'angle pour les opérateurs
co-fortement n-supercycliques.

Proposition 4.24. Soit X un espace de Banach réflexif et L un sous-espace co-fortement
n-supercyclique pour T. Alors pour tout (z});en contenu dans un sous-espace de codimen-
sion n de X*, il existe (yF)ren C L tel que :

ieN

<|<x:,Tk<yf>>|> i
| |

lim sup inf -
N\ [l [Ty

keN €N

Preuve :
Soit (z7);en contenu dans un sous-espace M* de codimension n de X*. Par définition
de la norme duale, pour tout ¢ > 0, il existe (z;);eny C Sx tel que pour tout i € N,
<ﬁ, zi> > (1 — ¢). De plus, comme X est réflexif M*+ est de dimension au moins n

([15]). Or pour 0 < & < 1, il est clair qu’aucun des z;, i € N n’appartient & M*+. On en
déduit que (z;);en est contenu dans un sous-espace vectoriel de X de codimension n. Or
comme L est co-fortement n-supercyclique pour 7', on peut appliquer la Proposition 4.21
pour obtenir l'existence d’une suite (ny)ren et de (yf)&eg C L vérifiant :

1€

lim T (y¥) = z; uniformément en i € N.
k——+o0
En particulier, ceci implique que ||T™(y¥)|| converge vers 1 uniformément en i € N
Tk (yy)
. . o . . TGOl
uniformément en 7 € N vers z; Ainsi, pour tout ¢ € N, on obtient la minoration suivante :

x e (g k * 2
M ) 25
ken (L7 [T CyIl - N[zl

également. En appliquant 'inégalité triangulaire,on remarque alors que converge

De plus, comme les convergences sont uniformes en ¢ € N, on peut prendre la limite sur
I'infimum en ¢ € N, et 'on obtient le résultat annoncé.

O
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4.2

4. CO-FORTE n-SUPERCYCLICITE

La classe des décalages pondérés

Les décalages pondérés étant un des principaux terrains de jeu en dynamique, il est
normal de se demander ce qu’il se passe si 'on étudie la co-forte n-supercyclicité dans le
cas d'un décalage pondéré. Nous avons déja vu avec le Corollaire 4.18 qu’il n’existe pas
de décalage pondéré unilatéral co-fortement n-supercyclique. Nous allons a présent nous
intéresser au cas des décalages pondérés bilatéraux. Pour cela, nous allons commencer par
le cas particulier o n = 1 pour lequel nous donnons des conditions équivalentes en terme
de poids.

Proposition 4.25. Soient p € [1,+00[ et q tels que % + % = 1. Soit B,, borné sur (*(7).
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) B, est co-fortement 1-supercyclique sur (P(Z).
b) B,'* = Bi est supercyclique sur (1(Z).

c) Il existe une suite (Ng)ren telle que pour tout r € N,

a+Nk aka+1 -1
max H w; | X max H w; — 0.
—r<a<r —r<alr k—+o0

i=1 =0

Preuve :

D’apres les hypotheéses T := B, est un opérateur borné sur ¢°(Z) mais T-! est un
opérateur éventuellement non-borné sur ¢4(Z).

On sait par définition que T est co-fortement 1-supercyclique si et seulement s’il existe
a € t1(Z) tel que U;25{T*(ker(a))} est dense dans P{(¢?(Z)).

Lemme 4.26. a € D(B.).

Preuve :

Par I’absurde, supposons que a ¢ D(B1), c’est-a-dire que la suite (“’“—“

wk+1)keZ ¢ éq(Z)
Nous allons montrer que dans ce cas, B,, ne préserve pas la codimension. Plus précisément,
nous allons montrer que B, (ker(a)) = ¢(P(Z). Dans ce but, il suffit de montrer que 1'on
peut approcher d’aussi pres que I'on veut toute suite a support fini de 7(Z) par un élément
de By (ker(a)).

Soient € > 0 et u € (P(Z) a support fini contenu dans [— K, K]. Commengons par remar-
quer que si l'on note F'1 l'opérateur de décalage pondéré a droite par la suite (w%>neN’
alors cet opérateur est densément défini, car défini sur les suites & support fini, et est un

inverse de B,, sur son domaine. On obtient donc ’égalité suivante

B (ker(a) = {y € D(F1) : (B, (y).a) = 0} = {y € D(F1) : 3 P24,

s neZ Wn,

Comme (M) - ¢ (1(Z), il existe b € (P(Z) tel que pour tout n € Z :

Wn+1

bnan, bnan,
ot oo et L > 0.

nez Wn+1 Wn+t1

De plus, comme b € (P(Z), il existe N > K tel que

> |baP < €.

[n|=N
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4.2. La classe des décalages pondérés

Choisissons (¢, )nez une suite a support fini vérifiant pour tout k € Z :

0 < |Ck| < |bk| et Z Cna’n-‘rl _ Z M

On crée alors une suite (y,)nez de la fagon suivante :

u, pour |n| < K
Yn = { ¢, pour |n| > N

0 sinon

Il est clair que (Y, )nez € D(F1) car c’est une suite a support fini. On remarque également
que y € B, (ker(a)) car

(Fi(y),a) = Y Intd

nez Wnt1
o UpAn41 + Cnln+1
nj<k Wntlppzn Wntl
=0.

Enfin, y est proche de u a € pres :

[un
[

= ul = S enenll = ( > \cnypy < < > \bn\p)p .

In|>N [n|>N [n|>N
U

Comme a € D(B1), d’apres le Lemme 4.9 on peut réécrire cet ensemble sous la forme

2 {ker(T~**(a*))}. De plus d’apres la définition de la topologie de P{°, la densité de cet
ensemble est équivalente & celle de 'ensemble U{ 0TI, (ker(T~%*(a*))) dans ¢9(Z). Enfin
ceci revient a dire que U2 Vect(T % (a*)) est aussi dense dans (4(Z). C'est-a-dire que
T~ est un opérateur fortement I-supercyclique sur ¢9(Z) ceci équivaut a dire que T~*
est supercyclique sur ¢4(Z). Or il est bien connu que B,'* = B 1 et d’apres le Théoréme

A.12 (A.8) celui-ci est supercyclique si et seulement s'il existe une suite (Ng)ken telle que

pour tout r € N,
-1
a+Ng a—Np+1
max H w; | X max H w; — 0.
—r<a<r i1 —r<a<r 0 k——+oo

O

Exemple 4.27. On peut illustrer la proposition ci-dessus avec un exemple d’opérateur
non-inversible. Définissons w; = 1 pour tout ¢ > 0 et w; = % pour tout ¢ < 0. Alors il est
clair que 'opérateur B,, est non-inversible. Par contre la suite (w;);cz vérifie le théoreme
ci-dessus pour (Ng)ren = (k)gen-
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4. CO-FORTE n-SUPERCYCLICITE

Nous avons vu dans la proposition précédente une facon de caractériser les opérateurs
co-fortement 1-supercycliques qui est valable méme lorsque I'opérateur n’est pas inversible.
Nous allons maintenant nous intéresser au cas de la co-forte n-supercyclicité. Un ingrédient
essentiel de la preuve précédente est le fait que la forte 1-supercyclicité et la supercyclicité
coincident. A présent, si ’on souhaite généraliser la proposition précédente aux décalages
co-fortement n-supercycliques, il serait agréable d’avoir un résultat d’équivalence sur la
classe des décalages pondérés des notions de supercyclicité et de forte n-supercyclicité.
Un tel résultat est connu dans le cas d’'un décalage pondéré borné, cependant dans le cas
non-borné, la preuve de Bayart et Matheron [5] ne semble pas convenir. On peut tout de
meéme prouver 1'un des deux sens :

Proposition 4.28. Soit T = B, sur (*(Z) avec w bornée et inf,cz(w,) = 0. Si T~'* est
supercyclique alors T est co-fortement n-supercyclique.

Preuve :

D’apres les hypotheses T est un opérateur borné sur £2(Z) mais T~ '* est un opérateur
non-borné sur ¢(Z).

D’autre part, on sait qu'un opérateur de décalage pondéré bilatéral (borné ou non) est
supercyclique sur (?(Z) si et seulement s’il vérifie le critere de supercyclicité non-borné
grace au Théoréme A.12, on en déduit que T—1* vérifie ce critére. De plus, comme nous
I’avons vu dans le Théoreme A.11 ceci entraine la supercyclicité de n sommes directes
de l'opérateur avec lui-méme sur (¢%(Z))", n € N*. Comme (T~!)" vérifie le critere de
supercyclicité, alors comme X* est un ouvert dense de (X*)", il existe (x3,...,2%) € X*
tel que

K* {((T’ky (7)., (T’k>* (x*))}keN est dense dans X .

n

Donc par définition de II,,, I'image de cet ensemble par II,, est aussi dense dans PZ(X).
Or en appliquant le Lemme 4.9,

1, (K (T (@), ..., (T7F) (m;;))}keN) = {2 ker ((T7%)" (@)}, = {TF (N Ker (27))}, -

Ainsi, T est co-fortement n-supercyclique.
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5.1

Une caractérisation des opérateurs de décalage
pondéré chaotiques sur des espaces de suites
sans base inconditionnelle

Introduction

Depuis longtemps, les décalages pondérés sur les espaces de suites sont des classes
privilégiées pour tester ou illustrer des résultats de dynamique des opérateurs linéaires.
De ce fait, on connait beaucoup de propriétés pour ces opérateurs. Par exemple, Grosse-
Erdmann dans [28] a caractérisé les décalages pondérés qui sont hypercycliques.

Théoréme (Grosse-Erdmann) 5.1. Soit X un F-espace de suites pour lequel les vec-
teurs unités canoniques (e,)nen forment une base. Soit T : X — X un décalage pondéré
a gauche de poids (ay)nen. Alors, T' est hypercyclique si et seulement s’il existe une suite
strictement croissante d’entiers naturels (ny)ren telle que :

ny -1
H Ay en, — 0 dans X.
vl k—+o0

Apres avoir caractérisé les décalages pondérés hypercycliques, un prolongement natu-
rel est de s’intéresser aux décalages chaotiques. En effet, I'hypercyclicité est une condi-
tion nécessaire pour qu’'un opérateur soit chaotique. Nous adoptons une définition d’'un
opérateur chaotique désormais classique due a Devaney [18].

Définition 5.2. Soit f : £ — E une application continue sur un espace métrique (E, d).
Alors f est dite chaotique si :

(i) f est topologiquement transitive ;
(ii) f admet un ensemble dense de points périodiques;

(iii) f est sensible aux conditions initiales : il existe 6 > 0 tel que pour tout x € E et tout
voisinage V' de z, il existe y € V' et un entier naturel n vérifiant d(f"(z), f"(y)) > 9.

Cette définition est bien entendue tres générale et la notion qui nous intéresse est
celle restreinte au cadre linéaire. Or si 'on se place sur un F-espace X, la définition
d’un opérateur chaotique se simplifie radicalement. En effet, dans ce cadre la par le
Théoreme de Transitivité de Birkhoff, on a équivalence entre étre topologiquement tran-
sitif et eétre hypercyclique. De plus, la condition de sensibilité aux conditions initiales est
une conséquence directe de 'hypercyclicité. En effet, si un opérateur 1" est hypercyclique,
alors pour tout z € X, I'ensemble x + HC(T) est dense et pour tout y € x + HC(T),

{T"(y) — T"(z), n € N} est dense dans X.
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ESPACES DE SUITES SANS BASE INCONDITIONNELLE

Cette conséquence a été remarquée pour la premiere fois par Godefroy et Shapiro [25] et
implique en particulier que T est sensible aux conditions initiales. En résumé, on peut
définir un opérateur chaotique sur un F-espace de la fagon suivante.

Définition 5.3. Soit X un F-espace. Alors un opérateur 7' € L£(X) est dit chaotique si :
(i) T est hypercyclique;

(ii) 7" admet un ensemble dense de points périodiques;

Si I’espace est muni d’une base inconditionnelle, on dispose également d’une caractérisation
des décalages pondérés a gauche qui sont chaotiques donnée également par Grosse-Erdmann
dans [28].

Théoréme (Grosse-Erdmann) 5.4. Soit X un F-espace de suites pour lequel les vec-
teurs unités canoniques (e, )nen forment une base inconditionnelle. Soit T : X — X un
décalage pondéré a gauche de poids (ay,)nen. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) T est chaotique.
(i1) T posséde un point périodique non-nul dans X .

(iii) la série S35 ([T, ay) " en converge dans X .

Ces deux résultats ont été largement utilisés dans la littérature mais il reste un obstacle
qui n’a pas encore été résolu pour la partie chaotique : que se passe-t-il si 'on n’a pas
de base inconditionnelle 7 Grosse-Erdmann [28] a donné un exemple d’espace sans base
inconditionnelle pour lequel 'opérateur de décalage a gauche vérifie les deux dernieres
conditions du théoreme précédent mais n’est pas chaotique. Cependant, aucun résultat
général n’a été donné depuis pour généraliser le Théoreme de Grosse-Erdmann ou pour
montrer qu'une généralisation est “impossible”.

L'espace de James et la généralisation de Lohman et Casazza

Nous allons nous intéresser a ce probleme sur un autre espace bien connu : 'espace
de James qui est un espace sans base inconditionnelle qui a été défini par James en 1950
[34], [35]. On pourra se référer a la Définition 3.32 et aussi consulter [39] et [50] pour
plus de détails sur la notion de base inconditionnelle. Nous allons rappeler la définition
de l'espace de James et fixer quelques notations pour la suite. Pour une présentation
détaillée de I'espace de James, de ses propriétés et de plusieurs généralisations, on pourra
se reporter au livre de Getter et Gamboa de Buen [21].

Définition 5.5. Soit p € [1,4o00[. On note J, 'ensemble de toutes les suites réelles
r = (xy)n>1 de co vérifiant :

1
H'xHJp = sup (’xpl - xpz‘p + ‘wpz - xpslp Tt ‘xpkfl - xpk|p)p < 400
ol le sup est pris sur tous les choix possibles de k > 2 et de 1 < p; < --- < pg.

Remarque 5.6. On peut noter que :

S =

1
”xH(l) = ; sup (|$;D1 - xp2‘p + "T;DQ - mp3|p +oeee |xpk — Tppiq |p + ’xpk+l - xpl‘p) )
p
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5.2. L’espace de James et la généralisation de Lohman et Casazza

1

||I||(2) = sup (|xp1 - xpzlp + |:U;D3 - $P4|p ey |$P2k—1 - xp2k|p)p
et )
||JJH(3) = Sup <|xp1 - xpzlp + ‘xps - Im’p st |xp2k71 - xpzklp + |xpzk+1‘p)5

ol le sup est pris sur tous les choix possibles de £ > 1 et de 1 < p; < -+ < pory1 sont des
normes équivalentes sur Jj,.

Remarque 5.7. L’espace classique que 'on appelle I’Espace de James est ’espace Jy qui
a été construit par James en 1950 [34], [35]. La définition que nous donnons ci-dessus est
une généralisation naturelle de ’espace de James ot les espaces de départ sont des espaces
7 pour p € [1,4o0].

Avant de nous lancer dans la caractérisation des opérateurs de décalage pondéré a
gauche chaotiques, nous allons nous familiariser avec les espaces de James et donner
quelques propriétés bien connues de ces espaces.

Proposition 5.8. Pour p €]1,400|, on a les propriétés suivantes :
a) la base canonique (e,)nen- est une base de Schauder sur J, ;

b) les duauz successifs de J, sont séparables ;

c) J, est quasi-réflexif d’ordre un ;

d) (Jp, |l - |l«) est isométriquement isomorphe a J** ;

e) J, ne posséde pas de base inconditionnelle.

De plus, les propriétés a) et e) sont vérifiées pour p = 1.

Cet espace et ses propriétés particulieres sont connus depuis le début des années 1950.
En 1975, Casazza et Lohman ont généralisé cette construction en donnant une méthode
générale de construction d’espaces vérifiant les propriétés connues pour l'espace de James
dans l'article [40]. Nous allons détailler cette construction ci-dessous mais auparavant
nous devons rappeler certaines définitions et propriétés de certaines bases de Schauder,
on pourra trouver (beaucoup) plus de détails dans [50] ou [39].

La définition ci-dessous est tres importante dans le cadre de la réflexivité des espaces
de Banach. En effet, la propriété suivante pour une base est une condition nécessaire pour
qu'un espace de Banach soit réflexif.

Définition 5.9. Une base de Schauder (b;);en+ d’'un espace de Banach X est dite b-
complete si la série Y7 z;b; converge deés que la suite sup,,cy- || S0 2:bi]| < +o0.

Les bases des espaces de Banach assurent certaines propriétés agréables. Cependant,
si ’on souhaite se restreindre a une classe d’espaces qui partagent beaucoup de propriétés
des espaces classiques, on peut s’intéresser aux espaces qui possedent une base symétrique.

Définition 5.10. Une base de Schauder (b;);en+ d’un espace de Banach X est dite
symétrique si pour tout z = Y ¥ x;b; € X et pour toutes permutations des entiers
o, 7, alors 1% To(iybr(;y converge. De plus, on dit que la norme de X est symétrique

si pour tout x = S % x;b; € X et pour toutes permutations o et 7 des entiers, alors
i To(i)br(s) converge et || S35 @0 bro || = (| 05T wibil-
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La Proposition suivante donne quelques conditions équivalentes permettant d’identifier
une base symétrique. On peut se référer a [50] pour une preuve de cette proposition et
d’autres caractérisations.

Proposition 5.11. Soit X un espace de Banach muni d’une base (b;);en+, alors les pro-
positions suivantes sont équivalentes :

(1) (b;)ien+ est symétrique ;

(ii) Pour tout v = S % x;b; € X,

k
sup  sup || Y. Bizibo | < +o0;
cea(N*) |Bi|<1 i=1
1<k<4oc0
(iii) 1l existe une constante C > 1 telle que
k k
> x| < C|DC Biwibog
i=1 i=1
pour toute permutation des entiers o et toute suite finie de scalaires x1, ..., T, 51, ..., Bk

ou |G| <1 pour touti=1,... k.

En particulier, les espaces munis d'une base symétrique ont la propriété remarquable
que la norme "augmente“ avec les coefficients devant les vecteurs de base.

Corollaire 5.12. Soit (b;)ien+ une base symétrique d’un espace de Banach X. Alors il
existe une constante C' > 1 telle que

+o0
Z Biaib;
i=1

<C
X

+0o0
Z Oéibi
=1

pour toutes suites de scalaires (a;)ien+ et (Bi)ien+ avec |5;| < 1 pour tout i € N*.

X

Il est pratique de remarquer que si un espace de Banach possede une base symétrique
normalisée, alors on peut trouver une norme équivalente a celle de départ pour laquelle le
fait de changer I'ordre de la sommation et de multiplier les coefficients par des scalaires
unimodulaires ne change pas la norme du vecteur que 'on considere. C’est ce que donne
la proposition ci-dessous.

Proposition 5.13. Si X est un espace de Banach muni d’une base symétrique normalisée
(bi)ien=, alors la formule

k
[zl = sup  sup | Bizibsg
o€o(N*) |Bil<1 i=1
1<k<4oc0

donne une nouvelle norme sur X qui est équivalente a la norme de X. Cette nouvelle
norme satisfait la condition (iii) de la Proposition 5.11 pour C =1 et

+o0
Z 5i$a(i)br(z‘)
i=1

pour tous x € X, o,7 € o(N*) et |Bi| =1 et

\z Izl

6]l = 1 pour tout i € N*.
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5.2. L’espace de James et la généralisation de Lohman et Casazza

Remarque 5.14. Dans ce qui suit, lorsque nous supposons qu'une base est symétrique,
nous supposerons également implicitement que la norme sur cet espace est symétrique
puisqu’un tel choix est possible par la proposition précédente.

Enfin, il est de temps en temps pratique de pouvoir revenir a des espaces classiques
comme les espaces /P. La notion de base présentée dans la proposition ci-dessous permet
de rapprocher un espace avec une telle base d'un espace (P.

Définition 5.15. Soient 1 < p < +00 et X un espace de Banach muni d’une base (b;);ens-
La base (b;);en+ est p-Hilbertienne par bloc s’il existe une constante K telle que pour toute
suite basique de blocs bornée (z;);en+ de (b;);en+ et toute suite de scalaires (o );en-

1
m v
< Kol (Slai) " me
1eEN* i=1

m
> iz
i=1

Les propriétés des bases listées ci-dessus sont des propriétés qui sont vérifiées pour les
espaces sympathiques classiques, on peut par exemple citer les espaces /P pour p < +00,
certains espaces de suites d’Orlicz,... Nous introduisons la notation suivante pour ne pas
surcharger certains passages dans la suite.

Notation. On note P l'ensemble de toutes les suites strictement croissantes et finies de
N* comportant un nombre impair de termes P = (p;)1<i<ont1 o0 n > 1.

Grace aux propriétés des bases ci-dessus, Lohman et Casazza ont pu généraliser la
construction de James & des espaces de base différents de ¢?. En effet, la définition ci-
dessous a été donnée dans I'article [40].

Définition 5.16. Soit X un espace de Banach muni d’une base de Schauder monotone
et normalisée (b;);en-. Pour tout vecteur x € KN et P € P, on définit

n

Z(xpziﬂ - xpzi)bi + xp2n+1bn+1
=1

lz]lp =

X

L’espace de James généralisé est alors défini par
J(b;) ={x € ¢y : sup|z||p < +o0}.
pPeP
De plus, si 'on munit J(b;) de la norme définie par
]l = sup [l p,
PeP

alors (J(b;), || - ||s) est un espace de Banach.

On retrouve dans cette définition la ”géométrie” de I'espace original de James. Cepen-
dant, les ressemblances avec ’espace de James ne s’arrétent pas la. En effet, cette classe
plus générale d’espaces partage beaucoup de propriétés avec le premier espace de James
quitte a imposer quelques conditions supplémentaires a 'espace X a partir duquel on
construit I'espace de James généralisé. On peut donner quelques propriétés de la norme
sur I'espace de James généralisé qui nous intéresseront pour la suite.
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Proposition 5.17. Soit J(b;) un espace de James généralisé construit avec la méthode
de Lohman et Casazza, alors

a) pour tout i € N*, ||e;||; = 1;
b) pour tout x € J(b;), ||z|lee < ||zl

Sy zieill s

¢) |lzll; = suppe-

De plus, si 'on rajoute quelques hypotheses sur la norme de X, on retrouve les pro-
priétés essentielles de I'espace de James comme la quasi-réflexivité par exemple.

Proposition 5.18. Soit X un espace de Banach muni d’une base normalisée, monotone,
b-compléte et symétrique (b;);en=. Alors la base canonique (e, )nen+ est une base de Schau-
der sur l’espace de James généralisé J(b;). De plus, si l'on suppose que X est réflexif et
que (b;)ien+ est une base de bloc p-hilbertienne pour 1 < p < 400, alors :

(a) les duauzx successifs de J(b;) sont séparables;
(b) J(b;) est quasi-réflexif d’ordre un ;

(¢) J(b;) est topologiquement isomorphe a J** ;
(d) J(b;) ne posséde pas de base inconditionnelle.

Preuve :

Les points (b) et (c) sont prouvés dans l'article [40]. Le point (a), quant a lui, est une
conséquence directe du point (b). Enfin le point (d) découle du fait que d’apres (a), J(b;)
ne contient ni ¢y ni [y. En effet, d’apres un théoreme de James si un espace admet une
base inconditionnelle alors cet espace est réflexif si et seulement s’il ne contient ni ¢y ni
l1. Or J(b;) n’est pas réflexif mais ne contient pas non-plus ¢ ou /3 donc il n’admet pas
de base inconditionnelle.

0

On sait que l'espace de James contient deux copies de ¢? dont la somme directe
algébrique est dense dans J,. Lohman et Casazza ont également prouvé un méme type de
propriété pour les espaces J(b;).

Proposition 5.19. Soit (b;);en+ une base symétrique de X. Alors
a) (b;)ien+ domine (€;)ien+ ;
b) (bi)ien+ est équivalente a (€;)ien+ et a (€2;-1)ien-
Pour ce qui nous intéresse dans la suite, nous aurons besoin de préciser un peu cette
derniere proposition.
Proposition 5.20. Soit (b;);en+ une base symétrique de X. Alors

(a) Notons S : X — J(b;) défini par S(b;) = e;. Alors S est bien défini et est un opérateur
linéaire continu de X wvers J(b;) et ||S|| < 2. En particulier, pour toute suite de
scalaires (x;)ien+, on a :

—+00
> wiei
=1

“+oo
> wibi
=1

<2
J X
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(b) Soit I C N* un ensemble infini qui ne contient pas deur entiers consécutifs. Alors
(bi)ien+ est équivalente a (€;)ier.

Preuve :
Commengons par montrer (a). Soit = 3 en- 2;0; € X. Comme (b;);en+ st une base
de Schauder, (z;);en+ € ¢o. Considérons donc

k
HS(‘/E)HJ = sup H Z(xmifl - xmi)bi + Q71721c+1b’€+1HX'
PeP  ,—1

Alors pour tout P € P, on a :

k k+1 k
Z(xpzz;l - xpm‘)bi + Tpori1 bk’-i-l = Z $P2i71bi - Z xpzibi
i=1 X 1=1 i=1 X
k+1 k
S mei&bi + meibi
i=1 ¥ |li=t X
—+00
<2 Z x;b;||  par le Corollaire 5.12 et par symétrie de (b;);en-
=1 X

Ceci prouve la propriété (a).
Le deuxiéme point est clair par définition de la norme sur J(b;).

5.3 Quelques résultats préliminaires sur les espaces de James généralisés

Pour commencer cette section, nous allons énumérer une liste de résultats simples
mais dont nous aurons besoin pour parler de décalage pondéré sur les espaces de James
généralisés et pour détecter un éventuel comportement chaotique dans cette classe d’opé-
rateurs.

Nous commencons par énoncer un critere simple pour s’assurer de ’appartenance d’un
vecteur a un espace de James généralisé.

Proposition 5.21. Soit (a,)n,>1 une suite décroissante de nombres réels positifs qui tend
vers 0. Alors (an)n>1 € J(b;).

Preuve :
Il suffit de vérifier que ||al|; < 4+00. Soit P = (p1, ..., paxs+1) une suite strictement crois-
sante d’entiers naturels non-nuls, alors comme la suite (a,),>1 est une suite décroissante
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a termes positifs, on déduit que

k
Z(GP%A - apm‘)bi + ap2k+1bn+1
1=1

X

k
< Z |a’P2i—1 — Qpy; bZHX + Apo iy an—H”X
=1

k
<> (poy — Apyy 1) + Apyy,, caT (b;)ien= est une base normalisée de X
i=1
k
<2ay car Y (ap,, — p,,_,) est une somme partielle d’une série alternée.
i=1

Cette majoration ne dépendant pas de P, on déduit que |ja|l; < +o0.
O

D’apres la propriété (a) de la Proposition 5.20, il est aisé de voir que si un vecteur
r = Y % xb; € X alors la suite (z;);en+ € J(b;). Nous allons voir avec la proposition
suivante que l'inclusion inverse a lieu en supposant que la suite est suffisamment lacunaire.

Proposition 5.22. Soit (a,),>1 une suite de réels positifs vérifiant que pour tout i > 1,
sia; # 0 alors a1 = 0. Si (ap)n>1 € J(bi), alors S5 ab; € X.
Preuve :

Pour prouver cette proposition, on se sert de 1’équivalence des bases données par
la propriété (b) de la Proposition 5.20. En effet, si 'on note I l’ensemble des indices
pour lesquels a; # 0, alors 'ensemble I ne contient pas deux entiers successifs par hy-
pothese. Comme (b;);en+ est une base b-complete de X, % ab; € X si et seulement
st sup,en+ || o0 aibi]| < +o0. L’équivalence des bases (b;);en+ et (e;)ier conclut alors la
preuve de la proposition puisque :

n
sup Zaibi < C sup Z a;€;
neN* i=1 X neN* icl
1<i<n J
n
= C sup Z a;e;||  par définition de 1
neN* i=1 J
+o0
=C'||>_ae;|| par la propriété (c) de la Proposition 5.17
=1 J
< 400

O

Nous énongons a présent un résultat qui fait le lien entre le caractere borné d’une suite
pour la norme || - || ; et la convergence de celle ci dans R.
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5.4. Des conditions assurant la chaoticité des opérateurs de décalage pondéré sur les espaces
de Lohman et Casazza

Proposition 5.23. Soit (b;);en+ une base symétrique de X. Soit a = (a,),>1 une suite
de nombres réels positifs telle que ||lall; < 400, alors (an)nen+ converge dans RT. En
particulier, la suite (a,)nen- €st bornée.

Preuve :
Supposons par 1'absurde que (a,),en+ ne converge pas alors on a 'existence dans R
des limites supérieures et inférieures de (a,)nen<. On définit alors
min( lim a, — lim a,,1):=40 > 0.
n—r+o0 n——+o00
Par définition des limites supérieures et inférieures, il existe une suite strictement crois-
sante d’entiers (n;);en telle que

)
<51) |a’n2i—1 - an2i| Z 5
D’autre part, on sait que
m
||a||J > su Z(an%fl - anzi)bi + an2m+1bM+1
meN* ||;—1 X
m
> sup ||Y_ |Gy, — Gy |bif|  par le Corollaire 5.12.
meN* ||;—1 X

Or comme la base de X est b-complete, ceci est équivalent a dire que

+o00
Z ’anm‘q - anzi’bi e X.
=1

Ainsi la suite (|any,_, — Gny,|)ien+ tend vers 0 mais ceci contredit (5.1).

O

Des conditions assurant la chaoticité des opérateurs de décalage pondéré sur
les espaces de Lohman et Casazza

Cette section décrit les opérateurs de décalage a gauche pondérés sur les espaces de
James généralisés et caractérise la chaoticité dans cette classe. Nous avons introduit dans
les parties précédentes les définitions et quelques propriétés dont nous aurons besoin dans
cette partie. La premiere étape consiste a identifier les décalages pondérés qui sont continus
d’un espace de James généralisé sur lui-méme, c’est le but de la proposition suivante.

Proposition 5.24. Soit a = (a,),>1 une suite de nombres réels positifs. Supposons
également que (b;);en+ est une base inconditionnelle de X. Alors B, € B(J(b;)) si et
seulement si ||al|l; < +o0.

Preuve :

Notons B l'opérateur de décalage a gauche et D, 'opérateur de multiplication diagonal
par la suite a. Comme B, = BoD, et B € B(J(b;)), il suffit de montrer que D, € B(J(b;))
si et seulement si ||al|; < 4o0.
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alors D,(x) € ¢y grace a la Proposition 5.23. Il reste a montrer que la norme de D a:)’

On commence par montrer que si ||a||; < 400 alors D, € B(J(b;)). Soit z € J(b;,
al
dans J(b;) est majorée en fonction de celle de .

n

[ Da(z)|l = sup Z(a’p%flxl&ifl - ainxP2i)bi + Qpoyr1 Tpoysr Ont
PeP i1

X
n

= ISDu%)D E ((a’p2i—1xp2i—1 - ain—lxp2i) + (ap2i—1xp2i - apmxpm)) bl + ap2n+1xp2n+1bn+1
e -
=1

X

n n
a x
P2n+1 P2n+1
< sup E Apy;_y (:L'pm,—l - xpzq‘,)bi + 9 xpzn,+1b7l+1 + § (a’pm‘,—l - apzi)xpm‘,bi + Apop i 71)714-1
i=1

PeP = 2 <
n n
< b ap2n+1 b b xp2n+1 b
= sup Apyi_y (xp2i—1 - xpm) i + Tpony1On+1 + (ap%—l - apzi)xl)’zq: i+ Apopy1 n+1
PEP ||zt 2 x =1 2 X

< lalloo ||| + ||a]|s]|]| par la Proposition 5.23 et car (b;)ien+ est une base inconditionnelle de X
<

(llalloo + llalls) lz|l; avec la Remarque 5.17 b).

Ainsi, D, € B(J(bl))

Montrons maintenant que si ||al|; = +o0, alors D, ¢ B(J(b;)). Dans ce cas, soit C' > 0 on va
montrer qu’il existe x € J(b;) et ||z]|; = 1 tel que || Dy(x)||; > C||z]|; = C. Comme ||a||; = +oo,
il existe N > 2et 1 < p; < - < pani1 tels que || SN (apyiy — apyi)bi + apyy s byl x > C.
Prenons = € J(b;) tel que x; = 1 pour tout 1 < i < ponyy1 et x; = 0 si ¢ > pan41. Alors on
vérifie facilement que ||z||; =1 et on a :

N
HDa(x)HJ > Z(a’p%—lmpm’—l - apzixpzz‘)bi + (ap2N+1xp2N+1)bN+l
=1 X
N
= Z(ap%fl - ap2i)bi + aP2N+1bN+1 > CHx”J
i=1 x

Ceci conclut la preuve de la proposition.

O

A présent, nous avons toutes les informations nécessaires pour caractériser les décalages
pondérés chaotiques sur lespace J(b;). Le théoreme suivant s’inspire des travaux de
Grosse-Erdmann [28] et donne trois conditions équivalentes pour qu'un opérateur de
décalage pondéré soit chaotique sur J(b;).

Théoreme 5.25. Soit a = (a,),>1 une suite de poids telle que ||a|l; < 400, alors on a
équivalence entre :

(i) B, est chaotique sur J(b;) ;
(1) il existe un point périodique non-nul pour B, dans X ;
, ; -1
(iii) pour tous j € N et N € N*, Y120 (Hf)i];fl av) bjrein € X ;

(iv) 125 (I, au) by € X
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Preuve :

On remarque tout d’abord que I'implication (iii) = (iv) est triviale puisque c’est le cas
particulier ott j = 0 et N = 1. De méme, I'implication inverse (iv) = (iii) est également
vérifiée car (b;);en est une base inconditionnelle de X et pour tous 7 € N et N € N*,

kN -1 . ; -1
i (H]iﬁl av) bj+kn est une sous-série de (Hi}:l av) Pl (]‘[ﬁ:1 av) b, € X.

Montrons a présent que (i) implique (ii).
Pour cela, supposons que B, est chaotique. Par conséquent, B, est hypercyclique et d’apres
la caractérisation des décalages pondérés hypercycliques, il existe une suite d’entiers stric-
tement croissante (np)ren telle que ([T, ay) ™" e 0. D’autre part, comme on l'a vu

dans la Proposition 5.23, la suite a posséde une limite A € R*. Il suffit de combiner
ces deux propriétés pour obtenir que la limite de la suite (a,)nen vérifie la condition
A e [l,+o0].

Soit € > 0 suffisamment petit, alors comme B, est chaotique, il existe un entier N, > 1
et un vecteur z. € J(b;) tels que

BYe(z.) = x. et ||z. —e1]|s < e

On peut obtenir plus d’informations sur le vecteur z. en le comparant avec B2 (z.), ainsi
on déduit que pour tout j € {0,..., N. — 1} et tout k& > 1,

j+kN. -1
r(j+kN) = ( H av) (7).
v=j+1

Nous allons montrer que y. := Y% z.(i)b; € X. Pour cela nous allons décomposer y. en
une somme de vecteurs de X. Dans ce but, on définit pour tout ¢ € {1,...,N.}, 22 le
vecteur de ¢y vérifiant

0 sinon.

29() = {xs(z) sii=q+ kN,

De la méme facon, on définit y? := 3275 49(i)b; comme le vecteur de ¢y tel que

0 sinon,

yi(i) = {ye()sm—q—i-k:Ne,

¢’est un sous vecteur de y. et
N. N.
— q — q
= Zys et x, = Zazs.
q=1 g=1

Remarquons que comme N. > 1, alors 2¢ € J(b;) est équivalent a y¢ € X. En effet,
tout coefficient non-nul de z¢ relativement a la base canonique jouxte des éléments nuls
puisque N, > 1 ainsi le résultat découle de la Proposition 5.22.

A présent, nous souhaitons montrer que pour tout ¢ € {1,..., N.}, y? € X. Pour cela,
commengons par montrer que y? € X. Supposons par absurde que x? ¢ J(b;) c’est-a-dire
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de fagon équivalente y? ¢ X. Alors, en particulier

k

Z (2=(p2i—1) — T=(p2:)) bi + Te(Pors1)brs1
i=1

[ ze]l; = sup
peP

f (2e(1+iN.) — (2 + iN.)) by

X

v

X
1

too 14iN: - 24N, -1
S (o (T a) ~o(I) )
=1 v=2 v=3
400 /24N,
N A21iN. L1
= a, ) (NI )b,
i=1 \ v=3 )

Or on sait par hypothese que asi;n. —+> A > 1, ainsi il existe 7. € N tel que pour
1—+00

X

X

tout ¢ > 1.,
AA—€<(124_Z’Ng < A+e.

Ainsi, comme ||z, — e1]|; < € et comme z. € ¢, il est facile de vérifier que 'on a les
encadrements suivants

l—e<z(l)<l4ec et —e<z.(2) <e.
En regroupant ces informations, on obtient la minoration suivante pour tout ¢ > i, :

(A=e)=2) |, )%ty _ 9

Or le terme de gauche dans I’expression précédente tend vers % > 0 quand ¢ tend vers 0.
Ainsi en prenant ¢ suffisamment petit, on obtient 'existence de § > 0 tel que pour tout
P> i,
vo(1) 22N (2) > 6,
a2

En utilisant ceci dans la minoration de ||z.||; précédente et en utilisant le Corollaire 5.12,
on obtient :

+oo /241N - . . 1
|zl > ' ( 11 ay> <G2+ZN637(> —365(2)) b,

AV
Jr
8
VR
¥
| <.
—z
S
<
~__—
>,
&

1=1¢ v=3 X
5 |ltoo f2+iN: -1 2
B z(2) Z < Hg av) r-(2)b;| = +oo car y: ¢ X.
1=1¢ v= P

Ceci contredit le fait que xz. € J(b;). On ne peut donc pas étre dans le cas ou pour tout
qge{l,...,N.}, 2 ¢ J(b;) puisque 2 € J(b;) et de fagon équivalente y? € X. L’idée est
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de se servir de la géométrie de la norme de J(b;) pour propager cette propriété pour tout
g€ {l,...,N.}. Comme z. € J(b;), alors pour tout ¢ € {1,..., N.} tel que z? € J(b;),
on a egalement ze —al e J(b;) et

|ze — 2|l = 2‘61712 ;((Ie — 22)(pai—1) — (e — 22)(p2:))bi + (22 — 22) (Part1)bria
. { 5 (e = 29)(g +iNe) = (we —af) (g +iNe + D))bi]  si g < N
a i (e =2 (g + (i = DNe = 1) = (ze —28)(q+ (1 = )N))by|, sig>1

B S (¢ +iN. + 1))bi si g < N.
£ g+ (= DN, — )b

_ {hmn%w IS0, 22 (g + iN. + 1))y sig < N

sig>1

limy, oo |27y 287 g + (0 — )N — 1))bily sig > 1

lim,, 4 oo nooxdtl(g b; iqg <N,
= 1m oo 13 xs_l@ Ix S% 1 °  car (b;)ien- est une base symétrique

limy, s oo [[207 2271 (9)bill x sig > 1

{HZ*“’ Tl (i)
HZ 2 ()b X

siqg < N,

siqg>1.

On obtient donc que si ¢ > 1, alors 247! € J(b;), c’est-a-dire y4~! € X et si ¢ < N, alors
2t € J(b;) et donc y?* € X. On peut réitérer cette procédure avec le vecteur que 'on
obtient x4~ et/ou z¢™' dans J(b;), puis de proche en proche, on obtient que pour tout
ge{l,...,N.}, 22 € J(b;) et de fagon équivalente y? € X. En particulier, ceci implique
que y. = Zq:l y? € X et ceci prouve (ii).

Montrons maintenant que (ii) implique (iv). Soit z € X non-nul et périodique pour
B, de période N > 1, alors de la méme facon que précédemment, on peut déduire des
informations de la périodicité de x, ainsi

J+EN -1
Tj+kN = H Gy L
v=7+1

pour tout j € {0,..., N — 1} et tout £ > 1. Or, comme (b;);en est une base symétrique
de X, c’est donc en particulier une base inconditionnelle de X et puisque x € X, on a

également
j -1 JHEN -1
H Ay Z H Qy $jbj+kN e X
v=1 keN \v=j+1

pour tout j € {0,..., N — 1}. Par conséquent, en divisant par z; et en sommant pour
j=0,...,N —1, on obtient Y ,en ([T7-, av)fl b, € X, ce qui démontre (iv).

Nous allons maintenant montrer que (iii) implique (i). Supposons donc que pour tout
—1
j € Net tout N € N*, S (Hff];fl av) birky € X. Alors, en particulier, pour j = 0
et N = 1, on obtient Y ;° (Hv 1%) b, € X et donc (Hle av>71 k—+> 0 car (b;)ien
—+00
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est une base de Schauder de X. On en déduit que B, est hypercyclique sur J(b;) par le
Théoreme 5.1.

Il reste a montrer que B, admet un sous-ensemble dense de points périodiques dans
J(b;). Dans ce but, grace a la Proposition 5.22, pour N > 1, on peut poser :

+o0 [ j+kN -1 ' too [ j+kN -1

g(j’N) = Z ( H av) bitrny € X et gfﬁ’N) = Z < H av) ejrkn € J(b;).
k=0 \v=j+1 k=0 \v=j+1

Il est clair que si N > j, alors BY (gy’N)) = gy’N), ainsi tout vecteur gy’N) € J(bi) est

périodique pour j < N.

Prenons alors = Y x;e; et € > 0. On peut supposer, quitte a prendre un multiple de

x, que |7; [[\—y ay] < 1 pour tout j € {1,...,m}.

Lemme 5.26. Il existe N > m tel que pour tout 1 < j < m,

kN -1 -
Z < H av) ejrkn| < —.
J

E>1 \ v=1 m

Preuve :
Soit n > m, on va chercher un entier N qui est de la forme an pour un certain entier
naturel a. Par commodité, pour N > 1, on pose également

4 j+kN -1 . JtkN -
RUN) . — Z ( H av> bjykny € X et hE,]’N) = Z < H av> ejrrn € J(bi).

k>1 v=1 k>1 v=1

En appliquant le point (a) de la Proposition 5.20, on remarque que th}"m 7 < 2||R0N)| .
Or pour tout j € {1,...,m} et tout N € N*, on sait que hUN) € X. De plus, il est clair
que [|REM) || x - 0 pour tout 1 < j < m car (b;);en+ est une base de Schauder de X.

Il suffit donc de poser N = an pour un choix de « suffisamment grand pour que pour
tout 1 <j53<m

. . I
1RGN, < 2RO || < =
m

O

Une fois le lemme prouvé, posons y = 377", x; gy’N). Il est clair que y est un élément
de lespace J(b;) car c’est une somme de vecteurs de J(b;). On remarque également que y

est aussi un point périodique pour B,. De plus,

Iy =zl < 32365 = ¢)
7j=1

Il
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5.4. Des conditions assurant la chaoticité des opérateurs de décalage pondéré sur les espaces
de Lohman et Casazza

D’ou la densité de ’ensemble des points périodiques de J(b;) pour B,.
Ceci conclut la preuve du théoreme.

O

On remarque que la principale différence avec le Théoreme 5.4 est que les conditions
(i), (iii) et (iv) sont des conditions d’appartenance a l'espace X et pas a 'espace J(b;)
que 'on étudie. Ce type de résultat est valable pour une classe d’espaces plus large que
les espaces J(b;) étudiés ici. En particulier, le contre-exemple donné par Grosse-Erdmann
dans son article [28] d’un espace de Banach sans base inconditionnelle (espace pondéré
des suites a variations bornées tendant vers 0) pour lequel la caractérisation donnée par
le Théoreme 5.4 n’est plus valable, admet lui-aussi une caractérisation du méme type que
celle décrite ci-dessus. En effet, la construction de la norme de I'espace by, des suites a
variations bornées tendant vers 0 est tres proche de celle de I'espace J;. On a aussi la

majoration évidente :
+o0o

2l = D |20 = zina| < |2l
i=1
De fait, le Théoreme 5.25 se généralise de la méme facon si I'on remplace le sup de la
définition de la norme de I’espace de James généralisé par une somme sur tous les indices.
Ces espaces deviennent des espaces du type espace de suites a variations bornées tendant
vers 0.

On peut se demander s’il existe des décalages pondérés qui admettent un point périodique
mais qui ne sont pas chaotiques. D’apres le théoreme ci-dessus un tel point est forcément
un élément de J(b;) qui n’appartient pas a l’espace X.

On donne une réponse positive en spécialisant X = /7 pour 1 < p < +o0.

1

Exemple 5.27. Soit a; = (%)” pour tout k£ € N*. Alors B, est un opérateur borné
sur J, qui admet un point périodique non-nul dans .J, mais qui n’est pas chaotique.

En effet, par la Proposition 5.24 pour vérifier que B, est borné, il suffit de vérifier que

lall;, < +oo. Or ceci est vérifié en utilisant la preuve de la Proposition 5.21 pour une

suite décroissante vers un réel quelconque. On en déduit que B, est borné. Le fait que
, . . . & -1 - _1 .y
B, n’est pas chaotique vient du fait que ((HU=1 av> )keN = ((k: +1) p)keN ¢ (,, ainsi
la condition (iv) du Théoréme 5.25 n’est pas vérifiée.
. N . k -1 . -1 .
Enfin, il reste a voir que ((HUZI av) )keN = ((k’ +1) P)keN € Jp, or cette suite est

décroissante ainsi il suffit d’appliquer a nouveau la Proposition 5.21.
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Al

Un critere de supercyclicité pour des
opérateurs non-bornés

Opérateurs hypercycliques non-bornés

En 2001, Bes, Chan et Seubert se sont intéressés a la notion d’hypercyclicité pour des
opérateurs linéaires non-bornés. En effet, les opérateurs linéaires continus hypercycliques
ont été intensivement étudiés cependant les opérateurs linéaires non-continus ont été beau-
coup moins étudiés, on peut citer [11],[17],[9] par exemple. Dans leur article [11], ceux-ci
étudient la chaoticité de certains opérateurs de différentiation. Il est bien connu que de tels
opérateurs sont linéaires mais ne sont pas toujours bornés. Dans le but d’étudier I'aspect
chaotique de ces opérateurs particuliers, Bes, Chan et Seubert ont repris la démonstration
historique du critere d’hypercyclicité donné par Kitai dans sa theése [37] et 'ont modifiée
de facon a 'adapter a certains opérateurs non-bornés. Ils ont ainsi pu obtenir un critere
d’hypercyclicité pour des opérateurs non-bornés. Deux ans plus tard, toujours dans le
but d’étudier des opérateurs chaotiques, de Laubenfels, Emamirad et Grosse-Erdmann
donnent un deuxieme critere dans 'article [17]. Il semble que ces deux critéres ont des
applications différentes.

Depuis ces travaux, on peut trouver dans la littérature des travaux sur des opérateurs
chaotiques non-bornés mais il semble que personne ne se soit intéressé a un critere de
supercyclicité pour des opérateurs non-bornés ni a la caractérisation de tels opérateurs
sur /2. Nous allons commencer par énoncer le critere d’hypercyclicité fourni par Bes, Chan
et Seubert :

Théoréme (Critére d’hypercyclicité non-borné) A.1. Soit X un espace de Banach
séparable de dimension infinie et T un opérateur linéaire densément défini sur X dont
tous les itérés sont des opérateurs fermés. Alors T est hypercyclique s’il existe un sous-
ensemble dense D du domaine de T et une application (éventuellement non-linéaire et
non-continue) S : D — D telle que :

(a) TS = Id sur D,

(b) T™ et S™ convergent simplement vers 0 sur D.

En 2008, Bermudez, Bonilla et Torrea donnent des conditions nécessaires et suffisantes
dans [9] pour quun décalage pondéré sur ¢*(N) (borné ou non) soit hypercyclique ou
chaotique.

Théoréme (Bermudez, Bonilla, Correa) A.2. Soit B, un opérateur de décalage a
gauche pondéré et défini sur (*(N). Alors B, est hypercyclique si et seulement s’il existe
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A. UN CRITERE DE SUPERCYCLICITE POUR DES OPERATEURS NON-BORNES

une suite (Ng)ren telle que pour tout ¢ € N,

Ny -1
max Weyti — 0.
0<a<q E ot k—s 00

Contre-Exemple A.3. On pourrait étre tenté de simplifier cette derniere condition
et de la remplacer par la condition pour un décalage pondéré borné. Cependant, cette
simplification ne peut pas s’opérer pour des opérateurs non-bornés. En effet, considérons
la suite de poids définie par wor = k, wor; = % pour tout £k € N* et w; = 1 pour

i # 2% 2F 1 1. Alors un simple calcul montre que — L 0, mais il n’existe pas

Wi.. Wyk ~k k——+o00
de suite (Ni)ren telle que —2 — Oet —2— — 0.
Wi WNY kg oo W2 WN 41 ks oo

Remarque A.4. Il est facile de montrer que si 'on suppose en plus que inf,,en(w,) > 0
alors la condition du Théoreme A.2 se simplifie radicalement et devient :

n ~1
IAI_I}_&&f <H wi> =0.

En fait on peut appliquer le Théoreme de Bes, Chan et Seubert aux décalages a poids
sur (P(Z) et ainsi caractériser les décalages a poids bilatéraux non-bornés hypercycliques.

Théoreme A.5. Soit B, un décalage pondéré bilatéral (éventuellement non-borné) sur
P(Z). Alors B, est hypercyclique si et seulement s’il existe une suite (Ng)ren telle que
pour tout ¢ € N,

N -1 N
Al max Wyt — 0 et max Wi — 0.
( ) —g<a<q \ ;5 ot k—+o00 —g<a<q \ - ol k——+o0

avec la convention : % = 400.
Remarque A.6. Il est facile de voir que les itérés de B,, sont fermés.

Preuve :

Supposons que B, est hypercyclique et fixons ¢ € N. Tout d’abord, il est clair qu’au-
cune composante de w n’est nulle. Par densité de I’ensemble des vecteurs hypercycliques
dans le domaine de B,,, pour tout choix de 0 < § < 1, il existe un vecteur hypercyclique
x et un entier n > 2q tels que :

a q

|z — Y el <det [|[Bi(z)— > el <6

i=—q i=—q

En observant les composantes en e, pour chacune des deux inégalités ci-dessus, on obtient
pour tout —q < a < g,

(A.2) |ze — 1] < ¢

(H wa-{-i) Totn — 1' <9

=1

(A.3)
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A.1. Opérateurs hypercycliques non-bornés

et pour tout || > ¢,

(A.4) |za| <6

n
<H wa—i—i) Ta+n

=1

(A.5) < 4.

En utilisant l'inégalité triangulaire, les relations (A.3) et (A.4) donnent pour tout

—¢<a<q:
ues) <0
] o+ 1_5

Puis en utilisant les relations (A.2) et (A.5), on obtient également pour tout —¢ < a < ¢ :

n n 5
H Wo—i41 = H Wa—n+i < 175
i=1 i=1 B

Comme la valeur de ¢ est arbitrairement petite, on en déduit que pour tout ¢ € N, il

existe une suite (Ni(q)),ey vérifiant :

1
Ni(q) Ni(q)

lim max max | | Wyt i max | | Wi = 0.

k—+o0 —q<a<q i1 att " g<a<q i ot

Il reste a trouver une suite (Ny) indépendante de ¢. Quitte a prendre une sous-suite, pour
tout ¢ € N, on peut supposer que la suite (Ni(q)), oy €st strictement croissante et pour

tout k € N,
Ni(a) -1 Ny(q)
max [ max H Weoti , max H Wa—it1 <27k

—g<a< —¢<a<
=920 =1 == =1

On peut également supposer que pour tout k& € N et pour tout ¢ € N, Ni(q) < Ni(q¢+1).
Il est alors clair que la suite (Ni(k)),cy vérifie (A.1) et est indépendante de q.

Inversement, si I’on suppose la relation (A.1) et que 'on pose D = Vect{e,,n € N}, on
va vérifier les hypotheses du Théoreme A.1. La aussi, il est clair que toutes les composantes
de w sont non-nulles car sinon le premier terme de (A.1) vaut +o0o pour ¢ suffisamment
grand. On pose S : D — D tel que S(e;) = ;—i, il est clair que S est bien défini et
TS = Id sur D. De plus, 'hypothese (A.1) montre qu'il existe une suite (Ng)gen telle que
pour tout ¢ € Z :

N
el = T v o0
et
N f— P
[N (e)| = <j[:[1ww> 0

Les hypotheses du Théoreme A.1 sont bien vérifiées et donc T' est hypercyclique.
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A. UN CRITERE DE SUPERCYCLICITE POUR DES OPERATEURS NON-BORNES

Contre-Exemple A.7. Comme nous 'avons fait auparavant, il est bon de remarquer
que 'on ne peut pas remplacer la condition du Théoreme précédent par celle plus faible :

Ny -1 Np—1
<sz) k—> 0 et H w_; — O,

=1 —+o0 =0 k——+o0

ou encore qu’il existe (N )ren telle que pour tout o € N :

a+Ng -1 Nip—a—1
(sz) — Oet H w_; — 0.

i1 k——+o00 i—0 k——+o0

En effet, il suffit de prendre la méme suite de poids que dans le contre-exemple précédent
et d’attribuer la valeur % aux poids négatifs pour différencier ces conditions.

Une question naturelle est alors de se demander si I’on peut faire la méme chose pour
les décalages pondérés supercycliques.

Opérateurs supercycliques non-bornés

Dans la suite, nous allons donner un critere de supercyclicité pour des opérateurs non-
bornés, puis nous 'utiliserons dans le cadre de ’étude de décalages pondérés sur ¢7(7Z).

Théoreme A.8. Soit X un espace de Banach séparable de dimension infinie et soit
T un opérateur densément défini sur X tel que T™ est fermé pour tout n € N. Alors T
est supercyclique s’il existe un sous-espace dense D contenu dans le domaine de T' et des
applications S, : D — D tels que :

(a) pour tout x € D, T"(S,(x)) T

(b) pour tous x,y € D et pour tout m € N, ||T™(x)|| ||T™(S.(y))|| — 0.

n—-+oo

Avant de montrer ce théoreme, nous aurons besoin d’un lemme bien connu.

Lemme A.9. Soient (x,)nen €t (Yn)nen deux suites a valeurs dans RT. Si l'on suppose
que lim,, o Ty, = 0, alors il existe (\,)nen une suite de réels strictement positifs telle
que :

MZp — 0et () 'y — 0.
n—4o00 n—-+o0o

Preuve :

En effet, si 'on suppose que x,, # 0 et y, # 0, on prend A\, = Hi:” sinon on pose

A= —siy, =0et \, = ny, si z, =0.

Ny

Preuve du théoreme :
Soit {yx, k € N} un sous-ensemble dense de D.
On commence par construire par récurrence une suite (zj)reny C D, une suite de réels

positifs (Ag)ren, et une suite d’entiers strictement croissante (my)ren telles que pour tout
keN:
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A.2. Opérateurs supercycliques non-bornés

(D) Nl <27

(I0) (AT () — yell < 27%

(IIT) Pour tout i < k, | \eT™ (x;)]| < 27%;

(IV) Pour tout i < k, ||(Ag)™2T™ (XS, () || < 27

Remarquons que (b) implique que ||7" (o)l ||Sx(vo)l T 0. On peut alors trou-

ver mp € N et g € R* vérifiant (Ag) ™ ||Sm, (o) < 1 et Xol|T™ (yo)|] < 1 grace au
Lemme A.9. De plus, en choisissant mg suffisamment grand, la relation (a) nous assure
que [T (S, (¥0)) — yoll < 1. On pose alors xg = (A\g) 1Sy, (yo) qui vérifie bien (I) et
(IT), ceci termine 'initialisation.

Supposons a présent que l'on a construit les suites jusqu’au rang k. Comme pour tout
i <k, z; €D et pour tout i < k+1,y; € D on apar (b) :

(S 17l (SIS + 1)) =2, 0

=0

car en développant, on a la convergence vers 0 terme a terme. Ainsi, le Lemme A.9 assure
I'existence d'une suite (A7 ;)nen telle que pour tout ¢ < k :
Ll @)l = 0
-1 )
(Neen)  IT™ S| =22, 0
-1
(1) 1Sa(grsn)ll = 0

Il reste a choisir my,1 > my de fagcon que pour tout i < k :

A k“||Tm’“+1( )l <27
()™ 1 1T (NiSumy o (1) || < 27D,
(/\Z’L-‘ﬁ-l) ||Smk+1 (yk—l-l)H < 27(k+1)'

De plus, quitte a augmenter la valeur de my.1, on peut imposer également que
T4 (S, (k1)) = ypega || < 275FY

grace a la relation (a) du Théoreme. On pose alors zj41 = ()\kmff)_l Smkﬂ(ykﬂ) et
Met1 = Mt7'. On a donc (II) par la remarque ci-dessus. La troisiéme inégalité ci-dessus
implique alors (I), la premiere (III) et la deuxieme (IV). Ce qui termine la récurrence.

On pose alors = 1% z; et on veut montrer que z est supercyclique pour 7. On

commence par montrer que pour tout k € N* S+ +1%; est dans le domaine de T™*.
Fixons k € N*,

< Z L Z 1>‘ T (sz<y@))>

i=k+1 i=k+1

Nortoc ( 2 o Z ) TIANT (Smi(yi))> par (I) et (IV).

i=k+1 i=k+1
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A. UN CRITERE DE SUPERCYCLICITE POUR DES OPERATEURS NON-BORNES

Or comme T est fermé, A\, 7™ Pest aussi et donc 7%, 2; est dans le domaine de 7",
ainsi
+00 +oo
i=kt1 i=k+1

On s’intéresse alors a :

AT (@) = yill < 1 32 AT @) |+ AT () = wiell + 1 2 AT ()]

i<k i>k
<Y 27F 4 27F 4 3" 277 par (III),(II) et (IV)
j<k i>k
=27%k +2)
— 0.
k—4o00

Soit alors € > 0 et y € X, on obtient par I'inégalité triangulaire
IART™ () =yl < (AT (2) = yell + llyx =yl
Or {yk, k € N} est dense dans X et 'on a vu ci-dessus que || AT (z) — ys| s 0,
—+00

ainsi il existe un entier k vérifiant a la fois || \eT™*(z) — yil| < 5 et |lye —y|| < 5, d'ott
AT () =yl < e.
Ce qui montre que = est un vecteur supercyclique pour 7.

O

Remarque A.10. On peut remarquer que le théoreme ci-dessus est toujours valable si
la suite des entiers naturels est remplacée par une sous-suite dans les hypotheses (a) et

(b).

Théoréeme A.11. Si T wvérifie le critére de supercyclicité non-borné ci-dessus alors T ®T
est aussi supercyclique.

Preuve :

Si 'on suppose que T vérifie le critere de supercyclicité non-borné, alors la preuve est
mot pour mot la preuve du critere que 'on vient de faire ci-dessus sauf que 1’on considere
I'opérateur 7' T au lieu de T" et S & S au lieu de S et 'on travaille sur une énumération
de D? au lieu de D.

O

On peut appliquer ce critere pour obtenir une caractérisation des décalages pondérés
sur /P qui sont supercycliques.

Théoréme A.12. Soit B,, un décalage pondéré bilatéral (éventuellement non-borné) sur
P(Z). Alors B, est supercyclique si et seulement s’il existe une suite (Ny)ken telle que
pour tout q € N,

Ny -1 Ni
A6 max Wi X max We; — 0.
( ) —g<a<q \ ;5 ot —g<a<q \ ;5 ol k—+o0

avec les conventions : % = 400 et +00 X 0 = +00.
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A.2. Opérateurs supercycliques non-bornés

Remarque A.13. Il peut étre utile de remarquer que la condition du théoreme ci-dessus
est équivalente a la condition suivante :

H?]:'H Wa—it1
(A7) mae (=100t 1) 161 < )
[Ti2h wai ko0

ou encore a la condition

(A.8) max (H?JﬁNsz, o, [B] < Q> lH_+>oo 0.

En effet, comme pour tout i € Z, w; # 0 il est clair que les valeurs :

B ws
maX(H?:lwinjgzlw%OSQSQ7OSBSQ>7 maX(%%lwzv_q§a§070§6SQ>7

i=1 Y1

- ) (H 1H )
max ,0< a<q, < B <0) et max -~ , <a<0,—qg<p<0
(Hﬁ —0<a<q—q<p TS ATl q<p

j=1%i
sont bornées supérieurement par une constante qui dépend de ¢ et de méme si I’'on rem-
place le max par un min, alors ces valeurs sont bornées inférieurement par une constante

qui dépend de q. Ceci justifie ’équivalence des convergences des suites (A.7) et (A.8).

Preuve :

Supposons que B,, est supercyclique et fixons ¢ € N. Tout d’abord, il est clair qu’au-
cune composante de w n’est nulle. Comme pour le cas hypercyclique, par densité de I'en-
semble des vecteurs supercycliques dans le domaine de B,,, pour tout choix de 0 < § < 1,
il existe un vecteur supercyclique z, un entier n > 2q et un scalaire \ tels que pour tout

—g<a<gq:
-1
- Al
(i:l—[lwoz-i-z) < 1 _5

et

n n 5
We—i - Wo—nti < 7o -
L s =T wacs < 5=

Comme la valeur de ¢ est arbitrairement petite, on en déduit que pour tout ¢ € N, il
existe une suite (Ny(q)),ey vérifiant :

Ni(q) -1 Ni(q)
lim max Wi X  max Wey—s =0.
k—>+o0 —g<a<q IT wasi —g<a<q \ 1L et

i=1 i=1

Comme pour le cas hypercyclique, un argument diagonal permet de s’affranchir de la
dépendance en q.

Inversement, si I’on suppose la relation (A.6) et que 'on pose D = Vect{e,,n € N}, on
va vérifier les hypotheses du Théoreme A.8. La aussi, il est clair que toutes les composantes
de w sont non-nulles car sinon le premier terme de (A.6) vaut +o0o pour ¢ suffisamment
grand. De plus, D est clairement dense contenu dans le domaine de B,, et invariant par B,,.
On pose S : D — D tel que S(e;) = Z—i, il est clair que S est bien défini et T'S = ST = Id
sur D donc on a la condition (a) du Théoreme A.8. De plus, I'hypothese (A.6) montre

137



A. UN CRITERE DE SUPERCYCLICITE POUR DES OPERATEURS NON-BORNES

qu’il existe une suite (Ng)ren telle que pour tous «, 5 € Z, pour tout m € N :

a—Ng+1 B+Ni—m —1
Hm<ea>ux||Tm<st<eﬁ>>||=( I w>< 0 wz,)

= =041
Ny, Ny, -1
= H Wea—i+1 H WB—m+i
i=1 i=14+m

=1

Ny Ny -1
= [T wa—is1 | T[] ws-mi [Tws-mwi — 0
i=1 i=1 ko0

Les hypotheses du Théoreme A.8 sont bien vérifiées et donc T' est supercyclique.

O

Contre-Exemple A.14. La encore, on ne peut pas remplacer la condition du théoreme
précédent par celle plus faible qu'il existe (Vi )ren telle que pour tout ¢ € N :

q—Ng+1
i=0 Wi
— 0.

q+ N,
[[iza " wi Fotee

En effet, posons pour tout ¢ € N*, w; = w_; =i et wy = 1. Alors pour toute suite (Ng)ren

et tout ¢ € N,
Hq—Nk-i-l W q+Ny, -1
=0 7
Mo = (I ) 0
i=1 Wi i=Ny—q koo
En revanche pour toute suite (Vi)gen, prenons a =0 et § = —2, alors
OA—Nk-I—l Nk—l
=0 Wi _ Lo Wi wy, -1 —> F+o0o #0
B+Ny, T o Ne—2 o k— )
[liz1 " wi i=1 Wi k—too

C’est donc encore vrai pour le max pour g > 2, donc ceci ne vérifie pas (A.8).
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Une condition suffisante de mélange fort pour
les opérateurs linéaires

Dans cette section, on se propose de montrer que plusieurs notions de mélange coincident
dans le cas d’un opérateur linéaire sur un espace de Banach muni d’une mesure gaussienne.
Ceci généralise certains résultats obtenus par Totoki [51] dans le cadre de processus gaus-
siens et de Bayart et Matheron [7] qui ont donné une condition nécessaire et suffisante
portant sur l'opérateur de covariance associé a une mesure gaussienne de support plein
pour qu’'un opérateur soit mélangeant. Dans toute cette partie, on supposera que X est
un espace de Banach séparable muni de la tribu borélienne B.

Lorsqu’on travaille sur des espaces mesurés, il est commode d’utiliser des applications
qui préservent la structure de tels espaces. C’est le role des applications présentées dans
la définition ci-dessous.

Définition B.1. Soit (X, B, ) un espace de probabilités. On dit qu'une application
T:(X,B,u) — (X, B, i) préserve la mesure si pour tout A € B, u(T71(A)) = u(A).

On peut maintenant introduire les applications fortement mélangeantes qui sont les
applications qui vont nous intéresser dans cette section.

Définition B.2. Soit (X, B, i) un espace de probabilités et T : (X, B, u) — (X, B, 1) une
application qui préserve la mesure. On dit que T est fortement mélangeante par rapport
a u si I'une des deux conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

(i) pour tous A, B € B, p(ANT"™(B)) - u(A)u(B);

(if) pour tous f,g € L*(X, B, p), [x f(T™(x))g(x)dp(x) — [x [ du[x g dp.

De méme, pour tout N > 1, on dit que 7" est multiple mélangeant de degré N par rapport
a i si I'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

(i) pour tous Ao, ..., Ay € B,

N

(Aol T2 (A) T A

ni,...,nN—++00 h—0

(ii) pour tous fo,..., fxv € L*(X,B,u),
N Ek . N
/. fol@) [T @)int) o 11 | Fe dn
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B. UNE CONDITION SUFFISANTE DE MELANGE FORT POUR LES OPERATEURS LINEAIRES

Il est clair que si une application est multiple mélangeante de degré NNV, alors elle est
également multiple mélangeante de tout degré k pour £ < N. On remarque aussi que la
définition d’un opérateur fortement mélangeant pour une mesure dont le support est plein
est plus forte que la définition topologique d’un opérateur mélangeant.

Définition B.3. Un ensemble A de X est dit cylindrique s’il existe p > 1, p vecteurs

linéairement indépendants z7,...,7; de X* et un borélien E C CF tels que

A= {x € X: ((x’{, ), ..., (T, x)) € E} On appelle tribu cylindrique la tribu engendrée
par les ensembles cylindriques.

La proposition suivante est adaptée du livre [52] dans lequel Walters donne une telle
réduction pour les différentes notions de mélange et d’ergodicité.

Proposition B.4. Soient (X, B, 1) un espace de probabilité et ./ une semi-algébre qui
engendre B. Soit T : X — X un opérateur qui préserve la mesure , alors T est multiple
mélangeant de degré N > 1 si et seulement si pour tous Aq,..., Ay € 7,

N

p (AL T2 a)) ] (A,

N1,y UN —+00 0

Preuve :

D’apres [44] tout élément de 'algebre engendrée par . s’écrit comme une réunion
disjointe finie d’éléments de .. Il est donc clair que si I'on a le résultat pour la semi-
algebre . alors on I’a aussi pour 'algebre engendrée par .. Supposons donc que 'on a la
propriété pour 'algebre engendrée par .. Soit € > 0 et Ay, ..., Ay € B. Par un théoreme
d’approximation de Kingman et Taylor de [36] (p.84), on sait qu’on peut trouver des
éléments By, ..., By de l'algebre engendrée par . vérifiant pour tout i € {0,..., N},
1(A;AB;) < €. Pour des raisons de commodité d’écriture, tout N-uplet d’entiers naturels
sera noté n := (ny,...,ny) et on note également n’ = ;'.:1 n;pour 1 <i < Netn’=0.
Pour tout n, une propriété bien connue de la différence symétrique implique que

(M7 ™™ (Ax)) A (M7 ™ (Br)) € Uiy (T (AR AT ™ (By)) .
En appliquant la mesure p et grace a la T-invariance de i, on obtient donc :
i (M ™ (AR)) A (ML T ™ (By))) < (N + 1)e.
Ainsi, g1 (NN o7 (Ag)) — 1 (N7~ (By)) < (N + 1)e.

On peut a présent décomposer avec 'inégalité triangulaire
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N

H (mszoT_nk (Ak)) - H 1(Ag)| < ‘M (mgon_nk (Ak)> — K (m]kV:OT_nk(Bk))‘

+ i (M T (By) = TT (B)
+> (H M(Ak)> ( I1 N(Bk:>) |1(B;) — pu(Aj)]
=0 \k=0 k=i+1
<(N+1e+|u (mka:OT*“k(Bk)) — II_V[ w(Bi)| + (N +1)e
< 2N+ D)+ |u (N7~ (By)) — T ()]

Ce qui termine la preuve puisque les éléments Bj appartiennent a 1’algebre engendrée
par ., ainsi en choisissant n suffisamment grand, on peut rendre
‘,u (MY oT~"(By)) — T\ M(Bk)' aussi petit que I'on souhaite.

O

Dans [7], Bayart et Matheron ont cherché a obtenir une condition impliquant I'opérateur
de covariance pour assurer I’aspect fortement mélangeant d’un opérateur linéaire par rap-
port a une mesure gaussienne sur un espace de Banach. D’autre part en 1964, Totoki
[51] a montré que dans le cas des processus gaussiens, il y a équivalence entre étre for-
tement mélangeant et multiple mélangeant de tout degré. Cela souleve la question de
savoir ce qu’il en est pour des opérateurs agissant sur un espace de Banach muni d’une
mesure gaussienne. Le théoreme suivant montre que dans ce cas aussi, les deux notions
sont équivalentes et améliore donc certains résultats obtenus par Bayart et Grivaux [4].

Théoreme B.5. Soit u une mesure de Borel gaussienne sur X de support plein et
d’opérateur de covariance R,,. Soit T un opérateur linéaire continu sur X. Supposons de
plus que p est T-invariante. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) T est fortement mélangeant
(i1) T est multiple mélangeant de tout degreé,

(11i) pour tous z*,y* € X*, on a :
lim (R, T"(z"),y*) =0,

n—-+4o0o

Nous allons avoir besoin, pour la preuve, d'un lemme que 1'on peut trouver dans [7].
La preuve y est faite pour une convergence relativement a un seul parametre mais elle se
généralise mot pour mot a une convergence sur plusieurs parametres.
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B. UNE CONDITION SUFFISANTE DE MELANGE FORT POUR LES OPERATEURS LINEAIRES

Lemme B.6. Soient N € N et v, une mesure gaussienne sur un certain espace de

dimension finie E et ceci pour tout n € NV. Soit également v une mesure gaussienne

de support plein sur E. Supposons que R, j R,, alors pour tout borélien () C F,
n oo

m(Q) — v(Q).

n—-—+o0o

Preuve du théoreme :

L’équivalence (i)<(iii) est démontrée dans [7] et le sens (ii)=-(i) est trivial. Il reste a
montrer (iii)=-(ii).
Soit N > 1. Comme X est séparable, la tribu cylindrique et la tribu borélienne coincident.
De plus, comme 'ensemble des ensembles cylindriques est une algebre, on remarque que
la Proposition B.4 permet de réduire le probleme. En effet, il suffit de montrer que pour
tout choix d’ensembles cylindriques Ao, ..., Ay,

& N
p(anL ) | — T .

N1,..., AN —>+00 =0

Fixons donc pour tout 0 < i < N, 4; = 7; (Zz) ou m; : X — CPi est une application

linéaire continue vérifiant m;(z) = ((z1*,),..., (z, x)) et ot a}', ..., 2% est une famille
libre de p; vecteurs de X*. Il est clair que 7; est surjective pour tout ¢ € {0,..., N}.
Pour tout N-uplet d’entiers naturels n := (n,...,ny), on note n* = Zj-zl n; pour

1 <i < N et n® = 0 puis on définit I'application linéaire

N
Ln:X—>H(Cpi

=0

e (T @), (T (@)
Grace a cette application, il est maintenant facile d’exprimer

N
k . _ —~
Ag M T 2= (Ay) = L[] A

1=0

A présent, en notant v, := po L' la mesure image de p par Ly et y; := pom; ' la mesure
image de p par m;, il est clair qu’il suffit de montrer que :

van) — <®£Vom-><r[021?>.

—+00

Il est facile de remarquer que comme v, est la mesure image d’une mesure gaussienne
par une application linéaire continue, v, est aussi une mesure gaussienne. De la méme
fagon, on vérifie aisément que @ ,ju; est gaussienne et de support plein car les projections

To, - - - , Ty Sont surjectives. On peut ainsi utiliser le lemme énoncé avant la preuve, il reste
donc a montrer que :

(B.1) R,, — R

N .
n—-+o0 Om—ohm

Dans la suite, nous identifions espace [[Y, CP* et I'espace C? ot ¢ = py + . . . + py. Pour
tout 0 < i < N, nous noterons {ef,... e, } la base canonique de CP* de sorte que la
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concaténation de ces bases pour ¢ = 0,..., N forme une base de C?. Nous utiliserons les
mémes notations (mais étoilées) pour les bases duales canoniques de ces mémes espaces.
Ainsi, pour vérifier la convergence (B.1), il suffit de vérifier que pour tous
i,7€{0,...,N}ettout k € {1,...,p;}etl€{1,... p},
(Run(eil) el”) — (Rgy . (e)€l").

n—-+o0o

= [ T mENed" mi(2) diz) car i = po;!

{fx<x,;,z><x,, 2) du(z)  sii=j
0 sii#j
{<

— [ T LalNel, La(2)) du(2)
= [ G TN T (2)) dulz)

= [ TG, W ), 2) dz)

= (R, (a), T (a]"))
(R, T™ nJ*(a:};*),x{ﬂ sii>j

= (R, (zf), x}*) si i = j par T-invariance de p
(Ryu(xy )T“”‘*(M sii<j

Par hypothese, il est clair que pour i > j, (RNTni_“j*(a:?), %) - Oetsii<j,ona
n o0

(Ry(yf), T (] ") = (R,T™ 7 (af"),2) = 0.

n—-+oo
Donc,

(Run(ef)oel) = (R ().

et 'on a montré que 71" est multiple mélangeant de degré N.
O

Ce résultat complete le Théoreme 5.40 donné par Bayart et Matheron dans [7] (p119)
qui améliore lui-méme les résultats de Bayart et Grivaux contenus dans [4].
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