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◆♦t ♦♥❧② ❞✐❞ ■ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ✐♥ ♠② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❜✉t ■ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❤✐s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
❝♦❞❡✱ t❤❛t ❤❡ ❦✐♥❞❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ♠❡✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✲
❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s✳ ❍✐s ❝♦♥st❛♥t ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✱ s✉♣♣♦rt✱ ❛❞✈✐❝❡✱ ❝r✐t✐❝s ❛♥❞ ❡♥t❤✉s✐❛s♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡s❡ t❤r❡❡
②❡❛rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ ♠❛❥♦r ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ♠② t❤❡s✐s✱ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥

✸



✹

t❤❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ❛♥s✇❡r✐♥❣ ♠②
t❡♥ t❤♦✉s❛♥❞ ❋r❛❣❡♥ ✦

■ ❛❧s♦ ✇✐s❤ t♦ ❡①♣r❡ss ✉♥ r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥t t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r t♦ ❆❧❡① ❖rt♥❡r✱ ♠② ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♣❛rt♥❡r
❛❧♦♥❣ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ②❡❛rs ❛♥❞ t❤❡ ✏◆❤❡❧✐①✲▼❡✐st❡r✑ ♦❢ ❩✻✱ ❢♦r t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ❤❡ ♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ♦❢ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✷✳ ❍❡ ❣✉✐❞❡❞
♠❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇♦♥❞❡rs ❛♥❞ ♣❡r✐❧s ♦❢ t❤❡ ❢❛♥t❛st✐❝ ❩✻ ✇♦r❧❞✱ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♠❡ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ t❤❡r❡ ❛♥❞
✇❛s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝❛♠♣❛✐❣♥s✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♥t❧❡ss ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ st✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡s✱
❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ♠② t❤❡s✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳

■ ❛♠ ❛❧s♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❑♥❡ts❝❤ ❢♦r ❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞❡✲
✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❧❛r❣❡✲❛r❡❛ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❛t ❞❡❝✐s✐✈❡❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢
t❤❡ ♠❛✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥✳

▼♦r❡♦✈❡r ■ ✇✐s❤ t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ❢r✐❡♥❞❧② s✉♣♣♦rt ♦❢ ●❛❜r✐❡❧ ❙❝❤❛✉♠❛♥♥ ❛♥❞ ♦❢ ❤✐s t❡❛♠ ♦❢
t❤❡ ❚❛r❣❡t ▲❛❜♦r❛t♦r② ♦❢ ❚❯ ❉❛r♠st❛❞t ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢
t❤❡ t❛r❣❡ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥✳

■ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ▼✐❦❤❛✐❧ ❇❛s❦♦ ❛♥❞ ❆♥♥❛ ❚❛✉s❝❤✇✐t③ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛✱
t❤❛t ✇❡r❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❛♥s✇❡r✐♥❣ ♠②
q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ■ t❤❛♥❦ ❉✐r❦ ●❡r✐❝❦❡ ❛♥❞ ❏❛♥ ❱♦r❜❡r❣❡r ❢♦r ♣r♦✲
✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ❛♥❞ ❘P❆ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❢♦r
❡♥❧✐❣❤t❡♥✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳ ■ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ❑é✈✐♥ Pé♣✐t♦♥❡ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠❡ t❤❡
●❊❆◆❚✹ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❋❧♦r✐❛♥ ●rü♥❡r ❢♦r s✉♣♣♦rt ✇✐t❤ t❤❡ ❈❚▼❈ ❝♦❞❡ ❡✈❡♥ ✐❢
t❤✐s t❛s❦ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ t♦♦ ❛♠❜✐t✐♦✉s t♦ ✜t ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳

■ ❛♠ ❛❧s♦ ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❚❯✲❉❛r♠st❛❞t ✴ ●❙■ ♣❧❛s♠❛✲♣❤②s✐❝s ❣r♦✉♣ t❤❛t ■
❞✐❞ ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥ ②❡t ❛♥❞ ✇❤♦ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡②♦♥❞ ❞❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❤♦✉rs✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❉❡♥♥✐s ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ❙t❡❢❛♥ ❇❡✲
❞❛❝❤t✱ ❖❧✐✈❡r ❉❡♣♣❡rt✱ ❉♦♠✐♥✐❦ ❑r❛✉s ❛♥❞ ❋❧♦r✐❛♥ ❲❛❣♥❡r✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❋❧♦r✐❛♥
❢♦r t❤❡ ✉♥❢♦r❣❡tt❛❜❧❡ s❛✉♥❛ s❡ss✐♦♥s ✇✐t❤ ②♦✉ ❛♥❞ ❢♦r t❡❛❝❤✐♥❣ ♠❡ ❜❡❛✉t✐❢✉❧ ●❡r♠❛♥ s♦♥❣s ❀✲✮✳
❇✉t ♣❧❡❛s❡ ✐♠♣r♦✈❡ ②♦✉rs❡❧❢ ✐♥ ❜❛❞♠✐♥❣t♦♥✱ ②♦✉ ❞♦♥✬t ✇❛♥t ♠❡ t♦ ❢❛❧❧ ❛s❧❡❡♣ ♦♥ t❤❡ ❝♦✉rt ❛❣❛✐♥✱
❞♦ ②♦✉ ❄ ❇② t❤❡ ✇❛②✱ ✇❤❡♥ ❛r❡ ✇❡ ❣♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤✐s ❝❤❛♣❡❧ s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❋r❛♥❝❡ ❄❄

■ ❡①♣r❡ss ♠② ❞❡❡♣ ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ❇❡tt✐♥❛ ▲♦♠♠❡❧✱ ❆♥❞r❡❛s ❇❡✉s❝❤ ❛♥❞ ❇✐r❣✐t ❑✐♥❞❧❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦
t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❚❛r❣❡t ▲❛❜♦r❛t♦r② ♦❢ ●❙■ ❢♦r ❢❛❜r✐❝❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥
❢♦✐❧s✱ ♣❧❛s♠❛✲t❛r❣❡t ❢♦✐❧s ❛♥❞ ❣♦❧❞✲✜❧t❡r ❢♦✐❧s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r ♠❡t❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡s ❢♦r t❤❡
❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❛r❣❡t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ❡❛s② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡✱
❛♥❞ ✐t ②❡t ✜♥❛❧❧② ✇♦r❦❡❞ ♦✉t✳ ■ ❛❧s♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ♦❢ ●❙■ ✇❤♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ♦❢ ✐ts s❝r❡❡♥✐♥❣ s②st❡♠✿
❊❧è♥✐ ❇❡r❞❡r♠❛♥♥ ❢♦r ❛❞✈✐❝❡ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❚rä❣❡r ❢♦r t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ t❡st ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡s✱ ❇❡r♥❞ ❩✉♠❜❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r ♠❛s❦s✱ ▼❛r❦✉s ❘♦♠✐❣ ❛♥❞ ❤✐s ✇❤♦❧❡ t❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦❢ ●❙■ ❢♦r t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❛rts✳

❆ s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦ ❣♦❡s ❛❧s♦ t♦ ❱✐♥❝❡♥t ❇❛❣♥♦✉❞ ❢♦r ❤✐s ❧❛s❡r ❛ss✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❥♦❣❣✐♥❣ s❡ss✐♦♥s ✇❡ ❤❛❞ ✭❡✈❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
●❡r♠❛♥ ✇✐♥t❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ❋r❡♥❝❤✱ s♦ ✇❡ ❛r❡ t♦✉❣❤ ❣✉②s ✦✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ P❍❊▲■❳
t❡❛♠ ❢♦r t❤❡✐r ❡①❝❡❧❧❡♥t t❡❝❤♥✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt✳ ▲✐❦❡✇✐s❡ ■ t❤❛♥❦ t❤❡ ❯◆■▲❆❈ t❡❛♠ ❢♦r t❤❡✐r ❡①♣❡rt
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s✉♣♣♦rt ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ■ ✇✐s❤ t♦ t❤❛♥❦ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦✱ t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♠② ✇♦r❦✱
❡✐t❤❡r ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❛s♣❡❝ts✱ ♦r s✐♠♣❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ ♣❧❡❛s❛♥t ❛♥❞ st✐♠✉❧❛t✐♥❣ ✇♦r❦
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡✱ ✐♥ t❤❡ P❧❛s♠❛ P❤②s✐❝s ❣r♦✉♣ ♦❢ ❚❯✲❉❛r♠st❛❞t✴●❙■✿ ❆♥❦❡ ❖tt❡♥✱ ❙✐✲
♠♦♥ ❇✉s♦❧❞✱ ●❛❜r✐❡❧❡ ❍♦✛♠❡✐st❡r✱ ❘♦❜❡r ❏ä❣❡r ❛♥❞ ❏❛♥ ❍❡❧❢r✐❝❤✳ ❆s ❢♦r ❈❊▲■❆✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦
❛ ❧♦t ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ t♦ t❤❛♥❦✳
■ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❛♥❦ ❘é♠✐ ❈❛♣❞❡ss✉s ✇❤♦ s❤❛r❡❞ ♠② ♦✣❝❡ ✐♥ ♠② ❈❊▲■❆ ♣❡r✐♦❞s ❞✉r✐♥❣ t❤♦s❡
t❤r❡❡ ②❡❛rs✱ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♥❞ ❞❛✐❧② ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇❡ ❤❛❞✱ ❢♦r t❤❡ ❣♦♦❞ t✐♠❡ s♣❡♥t ♦♥ s✉♠♠❡r
s❝❤♦♦❧s t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s♦♠❡ s♥✐❝❦❡rs t♦ ❤✐s ♦✣❝❡ ♠❛t❡s ✭s♦♠❡t✐♠❡s ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t
❦♥♦✇✐♥❣ ✐t ✦✮✱ ▼✐❝❤❛ë❧ ❚♦✉❛t✐ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❣♦♦❞ t✐♠❡ s♣❡♥t t♦❣❡t❤❡r ❛t ✇♦r❦ ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ ✇♦r❦✱ ❢♦r
t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s♦✉♣ ❜r❡❛❦s ✭s♦✉♣❡❧❡tt❡✱ ▼❡ss✐r❡ ❄✮✱ ❢♦r t❤❡ ✉♥❝♦✉♥t❛❜❧❡ ❡♥❧✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s
❛❜♦✉t ♣❤②s✐❝s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❞❡❜❛t❡s ✇❡ ❤❛❞✱ t❤❡ s✉r✜♥❣ s❡ss✐♦♥s ❛♥❞
♠✉❝❤ ♠♦r❡✱ ❉❛r✐♦ ❉❡❧ ❙♦r❜♦ ❢♦r t❤❡ ❜✉♥❣❛✲❜✉♥❣❛ ♣❛rt✐❡s ✇✐t❤ ❇❡r❧✉s❝♦♥✐ ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❢♦r❣❡tt❛❜❧❡
❜✐❦✐♥❣ r✐❞❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❆r❝❛❝❤♦♥ ❜❛②✱ ❆❧❡①❛♥❞r❛ ❱❛❧❧❡t ❢♦r t❤❡ ❣♦♦❞ t✐♠❡s ✐♥ ❇♦r❞❡❛✉① ❛♥❞ ✐♥
❈r❡t❡✱ ❏❡ss② ▼❛❧❧❡t ❢♦r t❤❡ ❣♦♦❞ t✐♠❡s ❛t ✇♦r❦ ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ ❡✈❡♥ ✐❢ ❤❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐✲
❝✐❛♥✱ ❇❛rt❤é❧é♠② ❉❡❧♦r♠❡✱ ▼♦❦r❛♥❡ ❍❛❞❥✲❇❛❝❤✐r✱ ❆♥t♦♥ ❍❡❧♠✱ ❘é♠✐ ❏✉❣✐❡r ❛♥❞ ❊❧✐s❡ ❊st✐❜❛❧
✇❤♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣r❡❛t ♦✣❝❡ ♠❛t❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ▼❛r✐♦♥ ▲❛❢♦♥✱ ❈é❧✐♥❡ ❇❡❛✉❝♦✉rt✱ ❳❛✈✐❡r ❱❛✐ss❡❛✉✱
❇❛s✐❧ ❉❡s❝❤❛✉❞✱ ❨♦❤❛♥♥ ▼❛❤❡✉t✱ ❆r♥❛✉❞ ❈♦❧❛✐t✐s✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❱❛✉③♦✉r✱ ❙é❜❛st✐❡♥ ●✉✐ss❡t✱ ❚❡❞❞②
P✐❝❤❛r❞✱ ●❛❜r✐❡❧ ●❡♦r❣❡s ❛♥❞ ♦t❤❡rs✳ ■ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ❈é❧✐♥❡ ❖✉♠✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡ ▲❡s❛❣❡ ❛♥❞
❙♦♣❤✐❡ ❍❡✉rt❡❜✐s❡ ❢♦r t❤❡✐r ❢r✐❡♥❞❧② s✉♣♣♦rt ✇✐t❤ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡ st✉✛✱ ▲♦ï❝ ❇❛✉❝❤❡r ❛♥❞ ❊❧♦❞✐❡
❇é③✐❛t ❢♦r t❤❡✐r s✉♣♣♦rt ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡r ✐ss✉❡s✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ♦❢ ❈❊▲■❆ ✇❤♦♠ ■ ❞✐❞
♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠❡♥t✐♦♥✳

▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ■ t❤❛♥❦ ❛❧❧ ♠② ❢r✐❡♥❞s ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡s ❢♦r t❤❡ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ■ ❣♦t
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡s❡ t❤r❡❡ ②❡❛rs ♦❢ t❤❡s✐s✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♠② ♣❛r❡♥ts✱ ❍❛♥♥❛ ❛♥❞ ❈❧❛✉❞❡✱ ❢♦r t❤❡
❝♦♥st❛♥t s✉♣♣♦rt t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡❞ ♠❡ ❛❧♦♥❣ ♠② ✇❤♦❧❡ ❝✉rr✐❝✉❧✉♠✳
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❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢
❝❛r❜♦♥ ✐♦♥s ❛t ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ ❛ ❤♦t ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t❡st❡❞✳ ■♥ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ✉♣ t♦
✺✵% ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚♦ ❞❛t❡✱ ♥♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ t❤❡♦r② ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣✳ ❚❡st✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ✐s ②❡t ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r
✐♥❡rt✐❛❧ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❢✉s✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ ❤❡❛t✐♥❣
♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦♥✉❝❧❡❛r ❢✉❡❧✳
❍❡r❡✱ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ ❡♥t✐r❡❧②
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛ ♥❡❛r❧② ❢✉❧❧②✲str✐♣♣❡❞ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ♣r♦❜✐♥❣
❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❢✉❧❧②✲✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤✐s ♣❧❛s♠❛ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐rr❛❞✐❛t✐♥❣ ❛ t❤✐♥ ❝❛r❜♦♥
❢♦✐❧ ✇✐t❤ t✇♦ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✵21 ❝♠−3

❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✵✵ ❡❱✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❞❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
✐♦♥s ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳
❚♦ ♣r♦❜❡ ❛t ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣✉❧s❡❞ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ✇❡r❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ t♦
❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱ ♣❡r ♥✉❝❧❡♦♥✳ ❚❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧✲✈❛♣♦r✲❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r t❤❛t ✇❛s
s❝r❡❡♥❡❞ ❛❣❛✐♥st ❛♥② ♣❧❛s♠❛ r❛❞✐❛t✐♦♥✳
❆ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤✐s ♥❡✇❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ≤ ✷✵✵ ❦❡❱ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✇❛s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇❡❞✱ ✈✐❛ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t♦ r❡❧✐❛❜❧② t❡st s❡✈❡r❛❧ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✱ ❡✐t❤❡r ❜❛s❡❞
♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♦r ♦♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❚✲▼❛tr✐① ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❆ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❛❧②s✐s s✉❣❣❡sts
t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛t ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞✱
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ❜② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❑❡② ✇♦r❞s✿ ■♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✱ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛✱ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r
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❘és✉♠é

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❞é♣ôt
❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♦♥s ❝❛r❜♦♥❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉ ♣♦✉✈♦✐r ❞✬❛rrêt ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛s♠❛ ❣é♥éré ♣❛r ❧❛s❡r ❛
été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡t t❡sté ❛✈❡❝ s✉❝❝ès✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❧✐❜r❡s ❞✉ ♣❧❛s♠❛✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
t❤é♦r✐q✉❡ s✉r ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✬❛rrêt ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ✺✵%✳ ❖r à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❡①✲
♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❡t ❞❡ t❡st❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s
t❤é♦r✐❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❞✉ ♣♦✉✈♦✐r ❞✬❛rrêt ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❋✉s✐♦♥ ♣❛r ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t
■♥❡rt✐❡❧ ❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝❤❛✉✛❛❣❡ ❞✉ ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛❧♣❤❛
❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛❧❧✉♠❛❣❡✳
P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✱ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣ré❝✐s❡s ❞✉ ❞é♣ôt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s ✐♦♥s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s
✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥
❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬✐♦♥s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✐♦♥✐sé ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❧❛s♠❛ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✐♦♥✐sé ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡✳
▲❡ ♣❧❛s♠❛ ❛ été ❣é♥éré ♣❛r ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ♠✐♥❝❡ ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❢❛✐s❝❡❛✉① ❧❛s❡r à
❤❛✉t❡ é♥❡r❣✐❡✱ ❡t ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ✶✵21 ❝♠−3 ❡t ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♦❢ ✷✵✵ ❡❱✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ♦♥t été s✐♠✉❧és à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ r❛❞✐❛t✐❢ ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬✐♦♥s
❛ été ❡st✐♠é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s ✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛✳
P♦✉r s♦♥❞❡r ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉ ♣♦✉✈♦✐r ❞✬❛rrêt✱ ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬✐♦♥s ♣✉❧sé à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡
❛ été ❢r❡✐♥é à ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ✵✳✺ ▼❡❱ ♣❛r ♥✉❝❧é♦♥✳ ▲❡ ❞é♣ôt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s ✐♦♥s ❛ été ❞ét❡r♠✐♥é
✈✐❛ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ✈♦❧ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r à ❜❛s❡ ❞❡ ❞✐❛♠❛♥t ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❞é♣ôt
❝❤✐♠✐q✉❡ ❡♥ ♣❤❛s❡ ✈❛♣❡✉r✱ ♣r♦té❣é ❝♦♥tr❡ ❧❡s r❛❞✐❛t✐♦♥s é♠✐s❡s ♣❛r ❧❡ ♣❧❛s♠❛✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❛ été ❝♦♥❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✱ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❞é♣ôt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛ été ♠❡s✉ré ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✷✵✵ ❦❡❱✳ ❈❡❧❛ ❛ ♣❡r♠✐s✱
❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ❡t ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬✐♦♥s✱ ❞❡ t❡st❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s
t❤é♦r✐❡s ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✬❛rrêt ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✜❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❡ ❞é♣ôt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉ ♣♦✉✈♦✐r ❞✬❛rrêt ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉✬✐❧ ♥✬❛ été ♣ré❞✐t ♣❛r ❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞❡s t❤é♦r✐❡s✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳

▼♦ts ❝❧és✿ P♦✉✈♦✐r ❞✬❛rrêt ❞❡s ✐♦♥s✱ ❞é♣ôt ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ♣❧❛s♠❛ ❣é♥éré ♣❛r ❧❛s❡r✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛r❣❡✱ ♠❡s✉r❡ ♣❛r t❡♠♣s ❞❡ ✈♦❧✱ ❞ét❡❝t❡✉r ❞✐❛♠❛♥t ❈❱❉
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❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ♥❡✉❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❆✉❢❜❛✉ ❢ür ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡s ❊♥❡r❣✐❡✈✲
❡r❧✉sts ✈♦♥ ❑♦❤❧❡♥st♦✛✲■♦♥❡♥ ❜❡✐ ♠❛①✐♠❛❧❡♠ ❇r❡♠s✈❡r♠ö❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❧❛s❡r❡r③❡✉❣t❡♠ P❧❛s♠❛
❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✉♥❞ ❣❡t❡st❡t✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ P❛r❛♠❡t❡r❜❡r❡✐❝❤✱ ✇♦ ❞✐❡ Pr♦❥❡❦t✐❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♥❛❤ ❞❡r
t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r P❧❛s♠❛❡❧❡❦tr♦♥❡♥ ❧✐❡❣t✱ ✇❡✐st ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s
❇r❡♠s✈❡r♠ö❣❡♥s ❡r❤❡❜❧✐❝❤❡♥ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥ ❜✐s ✺✵% ❛✉❢✳ ❆✉ss❡r❞❡♠ s✐♥❞ ❜✐s❤❡r ❦❡✐♥❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❉❛t❡♥ ✈❡r❢ü❣❜❛r✱ ✉♠ ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❱♦r❤❡rs❛❣❡♥ ③✉ t❡st❡♥✳ ❊✐♥❡ ❇❡✇❡rt✉♥❣ ❞❡r
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❚❤❡♦r✐❡♥ ❞❡s ❇r❡♠s✈❡r♠ö❣❡♥s ✐st ❥❡❞♦❝❤ ✈♦♥ ❣r♦ss❡r ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❚rä❣❤❡✐ts✲
❢✉s✐♦♥ ✉♥❞ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür ❞❛s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ❍❡✐③✉♥❣ ❞❡s ❋✉s✐♦♥s❜r❡♥♥st♦✛s ♠✐tt❡❧s ❆❧♣❤❛✲
❚❡✐❧❝❤❡♥✳
❩✉♠ ❡rst❡♥ ▼❛❧ ✇✉r❞❡♥ ♣rä③✐s❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡r r❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r❡♥ ✉♥❞ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡❦❛♥✲
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Dépôt d’énergie des ions au maximum du pouvoir d’arrêt dans

un plasma généré par laser

Dans le cadre de cette thèse, un nouveau dispositif expérimental pour la mesure du dépôt d’énergie des
ions au maximum du pouvoir d’arrêt dans un plasma généré par laser a été développé et testé avec succès.
Dans ce domaine de paramètres, la vitesse du projectile vp est de l’ordre de grandeur de la vitesse ther-
mique des électrons libres du plasma vth. Le couplage coulombien entre les ions projectiles et les électrons
du plasma, sur lesquels l’essentiel de l’énergie est déposée, est alors maximal et une description théorique
complète du pouvoir d’arrêt des ions dans la plasma (énergie déposée par unité de longueur), n’a pas en-
core été établie. En particulier, le spectre complet en paramètre d’impact de collision entre les projectiles
et les électrons du plasma doit être pris en compte, incluant aussi bien les collisions binaires rapprochées
(diffusion coulombienne à grand angle) que les effets dynamiques du plasma comme l’excitation d’ondes
de Langmuir. De plus, la description de l’état de charge des projectiles, quantité cruciale pour le pouvoir
d’arrêt, est alors particulièrement complexe. Cet état de charge résulte de la compétition entre différents
processus d’ionisation et de recombinaison (capture) des projectiles avec les électrons du plasma. Au
maximum du pouvoir d’arrêt, les sections efficaces de tous ces processus d’échange de charge sont mal
connues, d’autant plus que des processus de collisions multiples peuvent également survenir. De plus,
l’état de charge se trouve alors généralement hors de l’état d’équilibre, ce qui nécessite pour l’évaluer
l’utilisation de codes Monte-Carlo modélisant l’ensemble des processus.
Il résulte de ces difficultés que, pour

vp
vth

≈ 1, les écarts entre les prédictions des différentes théories

du pouvoir d’arrêt sont importants. Ils peuvent atteindre 30-50% entre les descriptions linéaires basées
sur une approche diélectrique du plasma et les descriptions non-linéaires qui prennent en compte les
corrélations ions-plasma. Jusqu’à présent, les rares données expérimentales disponibles dans ce domaine
de paramètres n’ont pas permis de valider les différentes prédictions en raison d’incertitudes sur les
paramètres du plasma ou sur l’état de charge des projectiles au cours de l’interaction dans les travaux
antérieurs.
Dans cette étude, pour la première fois, des mesures précises ont été effectuées dans une configuration
expérimentale complètement caractérisée. Ainsi, en exploitant les résultats de simulation du plasma et
de l’état de charge des projectiles, un test des théories existantes du pouvoir d’arrêt a pu être réalisé. Il
s’agit à notre connaissance du premier test de ce genre.
Valider les théories du pouvoir d’arrêt dans ce domaine de paramètres revêt une grande importance pour
la fusion par confinement inertiel (FCI), où l’interaction ions-plasma joue un rôle central. Une con-
naissance plus précise des mécanismes du pouvoir d’arrêt est également essentielle pour la physique des
hautes densités d’énergie, la physique des accélérateurs d’ions ainsi que l’astrophysique. En FCI, deux
enjeux principaux sont de mise. Il s’agit, en premier lieu, d’une meilleure compréhension du freinage
des particules alpha dans le combustible de deuterium-tritium en phase d’allumage et de combustion
thermonucléaire, crucial pour le processus de fusion. En second lieu, il s’agit aussi d’une modélisation
améliorée des schémas de FCI utilisant des faisceaux d’ions, tels que la fusion par ions lourds ou l’allumage
rapide par faisceaux de protons ou d’ions carbone. L’étude du pouvoir d’arrêt dans un plasma généré
par laser dans cette thèse permet justement de se rapprocher des conditions de température et de densité
typiques de la FCI.

Le plasma utilisé dans cette étude est créé par l’irradiation en mode “single-shot” d’une cible plane
de carbone d’une densité surfacique de 100 µg/cm2 avec deux faisceaux laser simultanés venant de di-
rections opposées et avec de petits angles d’incidence par rapport à l’axe ionique. Les faisceaux sont
doublés en fréquence à des longueurs d’onde respectives de 532 et 527 nm et ont une énergie de 30 J, une
durée de 7 ns (en largeur à mi-hauteur, FWHM) et un diamètre focal de 1 mm sur la cible, résultant
d’un lissage spatial à l’aide de lames de phase aléatoires. Ces paramètres ont été choisis, sur la base de
simulations hydrodynamiques réalisées avec le code RALEF2D, de sorte à obtenir un plasma suffisam-
ment homogène spatialement et entièrement ionisé. Les résultats des simulations ont été validés via des
mesures de profils de la densité des électrons libres du plasma à l’aide d’un diagnostic d’interférométrie
laser multi-frame résolue en espace et en temps. Le plasma est ainsi entièrement caractérisé et présente
une densité électronique maximale proche de 1021 cm−3 et une température électronique maximale de
180 eV. L’irradiation laser de la cible sur les deux faces avec des faisceaux doublés en fréquence permet
notamment d’obtenir un transport radiatif efficace au sein du plasma, ce qui conduit à une uniformisation
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rapide des gradients de densité et de température le long de l’axe ionique et en particulier à des paramètres
plasma reproductibles de façon systématique. De plus, une ionisation complète du plasma est atteinte en-
tre 7 et 13 ns après le début du chauffage laser, ce qui simplifie considérablement l’interaction ions-plasma.
En outre, le lissage des faisceaux via les lames de phase aléatoires, d’autant plus efficace que les faisceaux
sont doublés en fréquence, conduit à la formation d’un plasma homogène dans la direction normale à l’axe
ionique sur un diamètre d’environ 800 µm, et s’étendant de façon quasi-mono-dimensionnelle le long de
l’axe ionique durant les 7 premières nanosecondes de l’interaction. De par ses propriétés d’homogénéité,
de reproductibilité et d’ionisation, et étant de plus entièrement caractérisé, ce plasma constitue donc un
cas d’étude idéal pour des mesures de dépôt d’énergie des ions.

Une énergie de projectile de 0.5 MeV/u est requise pour que l’interaction avec le plasma se déroule
au maximum du pouvoir d’arrêt, pour

vp

vth
≈ 1. Des ions carbone sont employés en tant que projectiles,

le carbone constituant un compromis entre la stabilité du faisceau d’ions et une ionisation complète de ce
faisceau dans le plasma, qui est une condition essentielle pour l’interprétation des résultats expérimentaux
du dépôt d’énergie des ions. L’ionisation du faisceau a été calculée avec un code Monte-Carlo qui décrit
les processus d’échange de charge, ionisation et capture d’électrons, subis par des ions qui traversent un
plasma à l’équilibre thermodynamique. Outre les processus d’échange de charge qui existent déjà dans la
matière non-ionisée, à savoir l’ionisation/excitation des projectiles par collisions avec les ions du plasma
ainsi que la capture radiative et non-radiative d’électrons (liés) de la cible, le code prend en compte les
mécanismes additionnels qui apparaissent dans un plasma: ionisation/excitation des projectiles par les
électrons libres, ainsi que la capture diélectronique et la recombinaison à trois corps. Selon les prédictions,
plus de 90% des ions carbone deviennent rapidement entièrement ionisés après leur entrée dans le plasma
tant que celui-ci conserve un haut degré d’ionisation. La raison essentielle en est la disparition du pro-
cessus de capture d’électrons liés par les projectiles dans le plasma fortement ionisé, qui est le mécanisme
de capture de loin le plus efficace tant que la matière est non complètement ionisée. En conclusion, la
configuration expérimentale considérée met en jeu un faisceau d’ions complètement ionisé interagissant
avec un plasma entièrement ionisé, et tous les paramètres sont connus. Une interprétation fiable et précise
des résultats expérimentaux de dépôt d’énergie est donc rendue possible dans ce schéma simplifié.
L’interaction du faisceau de C6+ à une énergie de 0.5 MeV/u avec le plasma est caractérisée par un
important couplage coulombien, étant donné que le paramètre de Coulomb η > 1. Par conséquent, elle
ne peut a priori pas être décrite dans le cadre d’une première approximation de Born du pouvoir d’arrêt.
Diverses approches théoriques du pouvoir d’arrêt ont été comparées pour cette configuration ions-plasma.
D’une part, plusieurs descriptions standard reposant sur une première approximation de Born de l’interaction
(couplage linéaire entre le faisceau et le plasma) ont été utilisées: (i) la formule asymptotique de Bethe
pour les vitesses très élevées, (ii) la formule de Bethe-Bloch pour les vitesses intermédiaires qui rajoute
l’effet des collisions rapprochées, (iii) le modèle standard du pouvoir d’arrêt qui repose sur une formule
de Bethe avec l’ajout, outre du terme de Bloch, du terme correctif de Barkas pour la polarisation locale
(du second ordre) du plasma et du facteur de Chandrasekhar (couplage thermique avec une distribution
maxwellienne des électrons libres du plasma) pour le domaine de vitesses

vp
vth

≤ 1, (iv) le pouvoir d’arrêt
dans la théorie diélectrique issue de l’équation cinétique de Vlasov qui décrit le pouvoir d’arrêt sur la
base d’une polarisation du plasma résultant d’une perturbation électrostatique et (v) le modèle de Li
et Petrasso qui permet de décrire tout le spectre en paramètre d’impact de collision depuis les colli-
sions binaires rapprochées jusqu’aux oscillations collectives du plasma, couramment utilisé dans le cadre
des calculs en FCI. D’autre part, ces approches perturbatives ont été comparées à un schéma théorique
non-perturbatif dit de la ”Matrice T”. Celui-ci, utilisant une équation cinétique de Boltzmann, décrit
le pouvoir d’arrêt résultant de collisions binaires et incorpore approximativement les effets collectifs en
utilisant une longueur d’écrantage du projectile qui dépend de sa vitesse. Ce schéma de la matrice T
est en outre en bon accord avec les simulations numériques (Particle-in-Cell PIC et Molecular Dynamics
MD) dans le cas d’une interaction à fort couplage, d’après la littérature. Il s’avère que, tandis que les
théories perturbatives prévoient toutes des valeurs très proches du pouvoir d’arrêt, un écart significatif,
de l’ordre de 30%, est attendu entre les prédictions perturbatives et les résultats obtenus à l’aide de la
théorie non perturbative de la matrice T.
Ces calculs théoriques du pouvoir d’arrêt ont ensuite été appliqués au calcul du dépôt d’énergie des ions
carbone dans la configuration expérimentale considérée. Pour cela, les profils de densité et de température
du plasma ont été directement extraits des simulations hydrodynamiques, tandis que les distributions de
charge correspondantes du plasma ont été calculées en résolvant l’équation de Saha via un algorithme
itératif. Quant aux distributions de charge du faisceau d’ions, elle ont été calculées sur la base des profils
de densité, de température et d’ionisation du plasma avec le code Monte-Carlo. Puis à l’aide de tous les
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paramètres de l’interaction, les profils du pouvoir d’arrêt des projectiles dans le plasma ont étés obtenus.
Ces calculs ont été effectués avec un pas de temps de 0.5 ns donné par les simulations hydrodynamiques,
entre 0 et 16 ns après le début du chauffage de la cible par les lasers. Finalement, l’intégration des
pouvoirs d’arrêt le long des profils de densité surfacique de la cible a permis de déterminer les valeurs de
l’énergie déposée à chaque pas de temps.
Il est à noter que dans ce calcul, toute corrélation entre les ions du faisceau a été négligée en raison
d’un nombre d’ions relativement faible (quelques milliers tout au plus). En outre, du fait d’une vitesse
du projectile près de 100 fois supérieure à la vitesse thermique des ions du plasma, le pouvoir d’arrêt
sur les ions ainsi que les effets de perte d’énergie transverse ont aussi été complètement négligés. Par
ailleurs, le calcul prend deux effets expérimentaux en compte. L’un est le fait que la vitesse des projectiles
diminue au fur et à mesure de leur propagation dans le plasma, ce qui résulte en un écart de 10-20% en
sortie du plasma. Cela modifie en conséquence leur pouvoir d’arrêt de quelques pourcents le long de leur
trajectoire. Le second est la durée d’un bunch d’ions dans l’expérience, qui est de 3 ns (FWHM). Celle-ci
implique que tous les ions d’un bunch n’interagissent pas avec les mêmes paramètres du plasma et que le
dépôt d’énergie doit être moyenné sur la durée du bunch.
Les simulations prévoient une augmentation du dépôt d’énergie dans le plasma, avec un maximum de
l’ordre de 200-300% de sa valeur dans la cible froide selon les différentes théories. Ce maximum est atteint
à la fin de la durée de l’impulsion laser, soit vers t = 7 ns, ce qui correspond en outre au moment où la
température du plasma est proche de son maximum, et donc où le pouvoir d’arrêt des ions est maximal.
A partir de t = 7 ns, la densité surfacique du plasma commence à chuter, ce qui fait donc progressivement
diminuer le dépôt d’énergie. A l’image des courbes de pouvoir d’arrêt, les diverses courbes théoriques de
dépôt d’énergie présentent des écarts dépassant 30%. Ces courbes permettent par ailleurs d’estimer la
résolution en énergie nécessaire dans l’expérience pour pouvoir distinguer entre les différentes théories,
soit environ 100 keV.

Le travail expérimental a été mené au GSI Helmholtzzentrum für Schwerionenforschung à Darmstadt
en Allemagne, où un faisceau d’ions carbone pulsé à une fréquence de 36 MHz issu de l’accélérateur
UNILAC a interagi avec des plasmas générés par les deux systèmes laser de haute énergie PHELIX et
nhelix. La perte d’énergie des ions dans le plasma a alors été mesurée via une méthode de temps de vol
(TDV).
Afin de sonder le plasma à l’énergie de projectile de 0.5 MeV/u, le faisceau, doté d’une énergie initiale
de 3.6 MeV/u, a été freiné à travers une feuille de carbone d’une épaisseur de 45 µm. Ceci a eu pour
effet secondaire une dispersion du faisceau, en énergie (de l’ordre de 19%) et en angle (près de ±3◦),
selon des simulations Monte-Carlo du processus de freinage réalisées à l’aide des programmes TRIM et
GEANT4. Pour faire en sorte que la majorité des ions interagisse avec la partie transversalement ho-
mogène du plasma malgré la divergence angulaire du faisceau, la feuille de freinage a été positionnée à
une distance de seulement 10 mm avant la cible plasma. L’imprécision sur le TDV des ions résultant du
profil transversal de densité surfacique du plasma n’est alors que de 150 ps en moyenne et reste en-deçà
de la résolution temporelle du détecteur. Une distance plus petite introduirait le risque d’irradier la
feuille de freinage avec le faisceau laser de nhelix. En outre, une distance de TDV des ions de 50 cm a été
choisie en tant qu’optimum pour la résolution des mesures. Ainsi, les effets de recouvrement des signaux
d’ions sur le détecteur causés par la dispersion en énergie du faisceau sont évités, tandis que la résolution
en énergie est de l’ordre de 60 keV avec un détecteur d’ions à base de diamant CVD (Chemical Vapor
Deposition). Cette résolution autorise des mesures très précises du dépôt d’énergie, permettant de tester
quantitativement les théories du pouvoir d’arrêt.
Un détecteur semi-conducteur à base de diamant CVD est utilisé car ce matériau possède les propriétés
idéales pour la détection de faisceaux d’ions à haut flux. Le diamant CVD présente en effet, de par
ses propriétés structurelles, une très bonne résistance aux radiations ainsi qu’une excellente résolution
temporelle. De plus, sa constante de temps peut atteindre des valeurs suffisamment petites pour obtenir
des signaux d’une durée de quelques nanosecondes, bien plus brefs que la période des bunches d’ions de
27.6 ns. Cela est notamment possible grâce à l’utilisation d’amplificateurs DBA (Diamond Broadband
Amplifier) à large bande et avec une impédance de 50 Ω.
L’élargissement transversal du faisceau d’ions dû à sa divergence angulaire conduit à un diamètre de
faisceau de près de 10 cm sur le détecteur, ce qui a imposé la conception d’un nouveau dispositif à base
de diamant CVD doté d’une grande surface de détection. Cela a permis de détecter un nombre d’ions
conséquent, garantissant ainsi des amplitudes de signaux suffisantes pour le dépouillement des dépôts
d’énergie. Le détecteur est composé de 10 diamants individuels d’une épaisseur de 13 µm et avec une
constante de temps de 3 ns, juxtaposés de façon à détecter environ 20% des ions du faisceau. La distance
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de 50 cm entre le détecteur et le plasma impose par ailleurs de positionner le détecteur directement dans
la chambre d’expériences. Cela a nécessité le développement d’un système d’écrantage pour protéger
le détecteur des signaux électromagnétiques émis dans la chambre d’expérience, à savoir les rayons X
émis par le plasma et le pulse électromagnétique (EMP) qui résulte de la désexcitation des éléments
conducteurs irradiés à l’intérieur de la chambre. Afin de réduire la durée de saturation du détecteur en-
deçà du TDV des ions, en l’occurence 50 ns, et d’obtenir ainsi des signaux exploitables, deux méthodes
d’écrantage ont été mises en place. D’une part, un filtre à rayons X constitué d’une feuille de densité
surfacique d’environ 2 mg/cm2 a été positionné directement devant le détecteur. Et d’autre part, ce
dernier, en même temps que la ligne de transmission des signaux, a été confiné dans une cage de Faraday,
ce qui l’a ainsi isolé électriquement de la chambre.

Une première campagne expérimentale a été conduite avec succès dans le cadre de la thèse. Après
calibration et optimisation du dispositif, la durée de saturation du détecteur a pu être réduite à 20 ns, au
prix toutefois d’une réduction de l’amplitude des signaux d’ions. Même si la plupart des tirs n’ont pas
été exploitables en raison d’une saturation due aux rayons X, 5 tirs ont pu être dépouillés et de premières
données de dépôt d’énergie ont été obtenues.
Le dépôt d’énergie des ions dans le plasma a été déduit du décalage temporel subi par les bunches lors
de leur traversée du plasma. Pour cela, les centres de gravité en temps des signaux ont été calculés
et comparés à leur valeur de référence dans le vide. L’erreur expérimentale, qui résulte essentiellement
des faibles amplitudes des signaux, est comprise entre 10% et 25%, ce qui correspond à une résolution
en énergie effective de près de 200 keV. Cette dernière est donc supérieure aux 100 keV souhaités mais
toujours suffisante pour pouvoir différencier la plupart des prédictions théoriques.
Les données révèlent une augmentation maximale du dépôt d’énergie dans le plasma de 153% par rapport
à sa valeur dans la cible froide. Les valeurs mesurées du dépôt d’énergie aux instants où le plasma est
hautement ionisé et par conséquent où la température du plasma et donc le pouvoir d’arrêt des ions sont
proches de leur maxima, diffèrent significativement des valeurs théoriques. Elles se situent en effet 30%
en-deçà des prédictions de la matrice T et près de 60% en-deçà des prédictions des théories perturbatives
du pouvoir d’arrêt. En outre, afin d’évaluer le pouvoir d’arrêt dans l’expérience, le point de mesure à
l’instant 10.5 ns a été considéré, où l’erreur expérimentale est la plus petite. Alors il apparâıt que le
pouvoir d’arrêt dans l’expérience est près de 16% plus petit que celui, prédit par la matrice T, associé
aux valeurs moyennes des profils de densité, de température ainsi que d’ionisation du plasma et des
projectiles. Etant donné que le calcul de la matrice T a été effectué à l’aide d’une formule de fit issue de
la littérature dont la précision est de 25% selon son auteur, le dépôt d’énergie dans l’expérience est donc
compatible avec cet intervalle d’erreur. Il serait donc souhaitable de réaliser un calcul exact de la matrice
T se basant sur les sections efficaces de collisions pour le comparer également aux valeurs expérimentales.
Ces résultats suggèrent donc que le dépôt d’énergie au maximum du pouvoir d’arrêt est surévalué par
la plupart des théories. Cependant, il s’agit encore de résultats préliminaires et d’autres études, tant
sur le plan expérimental que théorique, sont encore nécessaires pour pouvoir précisément interpréter
ces données. D’une part, de nouvelles campagnes de mesure doivent être conduites afin de mesurer
le dépôt d’énergie de façon plus systématique et de rassembler ainsi davantage de données, avec une
précision expérimentale accrue. Pour cela, les filtres et les feuilles de freinage utilisés dans le dispositif
seront essentiellement optimisés. D’autre part, plusieurs questions d’ordre théorique surgissent concernant
l’interprétation exacte des données. Un point notable à approfondir est l’influence du transfert de charge
non perturbatif sur la distribution de charge du faisceau d’ions. En effet, les sections efficaces des processus
d’échange de charge ont été déterminées par des méthodes essentiellement perturbatives avec le code
Monte-Carlo, alors que le couplage coulombien est important. Toutefois, étant donné que la dynamique
d’échange de charge est dominée par la disparition du processus de capture d’électrons liés, les effets
non perturbatifs n’ont pas nécessairement une influence notable. En outre, la question de l’extrapolation
des résultats aux particules alpha dans la FCI se pose, et invite à étendre l’étude à d’autres paramètres
plasma et notamment à des densités plus élevées.
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✶✵✽ ▼❍③ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ✸✻ ▼❍③ ❜✉♥❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
✹✳✶✾ P❡♥❡tr❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ❛t ✈❛r✐♦✉s ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r✶✵✽
✹✳✷✵ ■♦♥✲❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡ ❛t ❞❡t❡❝t♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✹✳✷✶ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧✐③❡❞ ❞✐❛♠♦♥❞✲❞❡t❡❝t♦r ♣❧❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
✹✳✷✷ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❚❖❋ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❞✉❡ t♦ t❤❡

♣❧❛s♠❛ ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
✹✳✷✸ P❤♦t♦❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡t❡❝t♦r ❞❡s✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✹✳✷✹ ●r❛♣❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛s❡r✲

♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹
✹✳✷✺ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛✲❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❢♦✐❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✹✳✷✻ P❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ✐s♦❧❛t✐♥❣ ✈❛❝✉✉♠ ✢❛♥❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✹✳✷✼ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ s❝r❡❡♥✐♥❣ s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✹✳✷✽ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❢♦r t❤❡ ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥

♣❧❛s♠❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✺✳✶ P❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✺✳✷ P❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
✺✳✸ P❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s✲s♣♦t ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
✺✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
✺✳✺ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
✺✳✻ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ❜♦t❤ t❛r❣❡ts ♦✈❡r t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛

♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
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✺✳✼ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧s ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡
❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✺✳✽ ❉❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡♠✐ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✺✳✾ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸
✺✳✶✵ ▼❡❛s✉r❡❞ ✐♦♥ t✐♠❡ s❤✐❢ts ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹
✺✳✶✶ ▼❡❛s✉r❡❞ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ▼❡❱ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✺✳✶✷ ▼❡❛s✉r❡❞ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ st❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✺✳✶✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✺✳✶✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡rs t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡

♣♦✐♥t ❛t t = ✶✵✳✺ ♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❛tt❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ❝❡♥t✉r②✱ s✐♥❝❡ t❤✐s s✉❜❥❡❝t ✇❛s
❛❞❞r❡ss❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦ ♦❢ ❇♦❤r ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐✲
❝❧❡s ✐♥ ♠❛tt❡r ✐♥ ✶✾✶✸ ❬❇♦❤✶✸❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ♥✉♠❡r♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡❧② q✉❛♥t✐❢②
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ♠❛tt❡r✳ ❲❤✐❧❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ✐s ♥♦✇
r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛
❬P❛✉❪✱ ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ✐♦♥✐③❡❞ ♠❛tt❡r✱ ✐✳❡ ✐♥ ❛
♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡r❡✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❧② ❢❡✇
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❛t❤❡r❡❞ s♦ ❢❛r✳ ■♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❛ t♦♣✐❝ ♦❢
♠❛❥♦r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✜❡❧❞s ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ♣❤②s✐❝s✳ ■t ♣❧❛②s ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ♣❤②s✐❝s
❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥❡rt✐❛❧ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t ❋✉s✐♦♥ ✭■❈❋✮ ❝♦♥❝❡♣t✳

✶✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛s♠❛

■♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ■♥❡rt✐❛❧ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t ❋✉s✐♦♥

■♥ ■❈❋✱ ❛ s♠❛❧❧ ♣❡❧❧❡t ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐♠♦❧❛r ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❝r②♦❣❡♥✐❝ ❞❡✉t❡r✐✉♠ ❛♥❞ tr✐t✐✉♠ ✭❉❚✮ ❢✉❡❧
✐s ❤❡❛t❡❞✱ ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✱ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❞r✐✈❡r ❜❡❛♠s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣②
❧❛s❡r ❜❡❛♠s✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❤✉❣❡ t❛r❣❡t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❤②❞r♦❣❡♥
♣❧❛s♠❛✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ■❈❋✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥ts ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❆ ✜rst ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♦♥ ❜❡❛♠s ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞r✐✈❡r t♦ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s✳ ❚❤❡
✐♦♥ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ♠❛tt❡r ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❞✉❡ t♦ ✐ts t②♣✐❝❛❧ ♣❡❛❦❡❞ ❡♥❡r❣②
❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ r❛♥❣❡ ✭t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❇r❛❣❣ ♣❡❛❦✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✸✮✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧② ✈❛❧✉❡❞ ❡✳❣ ❢♦r t✉♠♦r t❤❡r❛♣②✳

• ❍❡❛✈②✲✐♦♥ ❢✉s✐♦♥

■♦♥ ❜❡❛♠s ❝❛♥ ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ♣r✐♠❛r② ❞r✐✈❡r ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❤❡❛✈②✲✐♦♥ ❢✉s✐♦♥ s❝❤❡♠❡
❬▲P❇✵✽❪ ♦r ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❤❡❛✈②✲✐♦♥ ❢✉s✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❬❍❍❚✾✺✱
❈❚✾✾❪✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ✐♥t❡♥s❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠s ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣✐♥❣❡ ♦♥ t❤❡ ❉❚ t❛r❣❡t ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝♦♠♣r❡ss ❛♥❞ ❤❡❛t ✐t t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ✐❣♥✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠s ✐♥t❡r❛❝t
✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✈❡rt❡r t❛r❣❡t ✭❤♦❤❧r❛✉♠✮✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✐♥t❡♥s❡ ❳✲r❛②s t❤❛t ❤❡❛t t❤❡ ❉❚ t❛r❣❡t
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✳

• ■♦♥✲❞r✐✈❡♥ ❢❛st ✐❣♥✐t✐♦♥

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♦♥ ❜❡❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ❞r✐✈❡r ✐♥ ■❈❋✱ ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❋❛st✲
■❣♥✐t✐♦♥ ✭❋■✮ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t
❛r❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ t❤❡
♣❡❧❧❡t ✐s ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❤✉♥❞r❡❞ ❦✐❧♦❏♦✉❧❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥

✸
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❤❡❛✈②✲✐♦♥ ❢✉s✐♦♥ ✐♥ ✐ts ✐♥❞✐r❡❝t s❝❤❡♠❡ ✭❢r♦♠ ❬❚❛❜❪✮✳

❧❛s❡r ❜❡❛♠s✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❉❚ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭st❛❣♥❛✲
t✐♦♥ st❛t❡✮✱ ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r ❧❛s❡r ❜❡❛♠✱ ✇✐t❤ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞
t♦ tr✐❣❣❡r ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ❛♥❞ ✉❧tr❛s❤♦rt ✐♦♥ ❜❡❛♠ t❤❛t ✐♥ t✉r♥ ❤❡❛ts t❤❡ ❞❡♥s❡ t❛r❣❡t ❛♥❞
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜r✐♥❣s ✐t t♦ ✐❣♥✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ✈❛r✐❛♥t ❢♦r ✐♦♥ ❋■ ✐s ♣r♦t♦♥ ❋■✱ ✇❤❡r❡
❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ♣r♦t♦♥ ❜❡❛♠ ✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❧❛s❡r ❜❡❛♠✱ ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡
❉❚ ♣❡❧❧❡t ✐ts❡❧❢ ✭✐♥✲s✐t✉✮ ❬❚❙❘+✶✵❪ ♦r ❢r♦♠ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ t❛r❣❡t ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢
t❤❡ ❉❚ ♣❡❧❧❡t ❬❘❈❑+✵✶✱ ❚❡♠✵✻❪ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❝❛r❜♦♥ ✐♦♥ ❜❡❛♠s
❬❋❍❆+✵✾✱ ❍❋❚+✶✵❪✱ ♦r ❡✈❡♥ ❤❡❛✈✐❡r ✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡s ❬❉P▼✶✶❪✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♦♥✲❞r✐✈❡♥ ❋■
♦✛❡rs ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ st✐❧❧ ❤✐❣❤❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❋■
s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ ❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥s ❬❚❍●+✾✹❪✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ ❢❛st ✐❣♥✐t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦t♦♥ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ t❛r❣❡t
✭❢r♦♠ ❬❋❍❆+✵✾❪✮✱ ✇✐t❤ ❛ ❞✐r❡❝t ✭❛✮✮ ♦r ✐♥❞✐r❡❝t ✭❜✮✮ ❢✉❡❧ ❤❡❛t✐♥❣ ❜② t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠s✳

• ❆❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ ❤❡❛t✐♥❣

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ❛♥②
❢✉s✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ✐s t❤❡ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ■❈❋ ❢✉❡❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡r♠♦♥✉❝❧❡❛r ❢✉s✐♦♥
r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ tr✐❣❣❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦t ❞❡♥s❡ ❉❚ ❢✉❡❧✱ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s 4

2He ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✱ ✐♥ t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥✿

2
1H +3

1 H− >4
2 He(3.5MeV ) + n(14.1MeV ) ✭✶✳✶✮

❚❤❡s❡ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❧❛② ❛ ❦❡② r♦❧❡ ❛s t❤❡② ❤❡❛t ✐♥ t✉r♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝♦❧❞❡r ❛♥❞ ❞❡♥s❡r
♣❧❛s♠❛ ♠❡❞✐✉♠✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❢✉s✐♦♥ ❜✉r♥✐♥❣ ✇❛✈❡ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛♥❞ s❡❧❢✲s✉st❛✐♥✳ ❚❤❡ ❡✣✲
❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ ❤❡❛t✐♥❣ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ②✐❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❢✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t♦
❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥t ❬❉▲❚❇✾✺✱ ❖❆▼✾✻✱ ❍▲❙+✵✵❪✳
❇❡ ✐t ❢♦r ✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ ❢✉s✐♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ ❢❛st ✐❣♥✐t✐♦♥ ♦r ❢♦r ❢✉❡❧ ❤❡❛t✐♥❣ ❜② ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s
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✐♥ t❤❡ ❜✉r♥✐♥❣ ❢✉s✐♦♥ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠s ♦❢ ✐♦♥s ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♦❢ ♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❢✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

■♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣②✲❞❡♥s✐t② ♣❤②s✐❝s

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜❡s✐❞❡s ❢✉s✐♦♥✱ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣②✲
❞❡♥s✐t② ♣❤②s✐❝s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❖♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ❡❧❡❝tr♦♥✲❝♦♦❧✐♥❣ s②st❡♠s ❬P♦t✾✵✱ ❲❇❇+✾✼❪✱
✇❤❡r❡ ✈❡r② ❝♦❧❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❧❛s♠❛s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ❛ st♦♣♣✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡
♦❢ ❤❡❛✈②✲✐♦♥ ❜❡❛♠s ✐♥ st♦r❛❣❡ r✐♥❣s✳
❆♥♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t r❡s♣♦♥s❡ t♦ ✐♥t❡♥s❡ ❤❡❛✈②✲✐♦♥ ❜❡❛♠s ✉s❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ❛❝❝❡❧❡✲
r❛t♦r ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ▲❍❈ ♦r t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❋❆■❘ ❢❛❝✐❧✐t② ❬❚❙❙+✶✷❪✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣
♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❜❡❛♠ ❞✉♠♣s ❢♦r t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠s r❡q✉✐r❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ❣♦♦❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲
st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❙t✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ♣❤②s✐❝s✱ ♣❧❛s♠❛s ❝❛♥ ❛❧s♦ s❡r✈❡ ❛s ✐♦♥ str✐♣♣❡rs
♦r ✐♦♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❧❡♥s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛s ✇❡❧❧ r❡q✉✐r❡s ❛ ✜♥❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐s ❛❧s♦ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞
t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ♦❢ ❞❡♥s❡ ♠❛tt❡r ❬❍❇❋+✵✵✱
❚❍❑+✵✶❪✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♦❢ t❤❡ ✇❛r♠✲❞❡♥s❡✲♠❛tt❡r
st❛t❡✳ ■♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ❛❧s♦ ♣❧❛②s ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ♦r ✐♦♥ r❛❞✐♦❣r❛♣❤② ♦❢ ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛s
❬❲❙❙+✾✼✱ ●❇❋+✾✽❪✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ✐♠♣❧♦✲
s✐♦♥ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♦❢ ❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❧❛s♠❛ ❬❍▲❙+✵✵✱ ▲P✾✺❪✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐s ❤✐❣❤❧② r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✇❤❡r❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s t❤❡ ❜❛s✐❝
st❛t❡ ♦❢ ♠❛tt❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠✐❝✲r❛② ♣❛rt✐❝❧❡s ❬❋❡r✾✽❪✱ t❤❡
st❡❧❧❛r tr❛♥s♣♦rt ♦r t❤❡ ❢❛♠♦✉s r✲♣r♦❝❡ss ✐♥ ♥✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s r❡q✉✐r❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳

✶✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❛s❡

P❤②s✐❝❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛s♠❛

▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ❊✈❡♥ ✐♥ ❝♦❧❞
♠❛tt❡r✱ ♥♦ ❢✉❧❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ s♦♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t✳ ❙✉❝❤
❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥❞❡❡❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t♦ t❛❦❡ ❛❧❧ t❤❡ r❡❧❡✲
✈❛♥t ❛t♦♠✐❝✲♣❤②s✐❝s ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
♠♦st ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❞❛t❛ t❛❜❧❡s ♦r s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
■♥ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛s ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s ♥✉♠❡r♦✉s ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳
❱❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ q✉✐❝❦❧② ✈❛r②✐♥❣ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t②✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥
❛r✐s❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳
◆♦t❛❜❧②✱ ❜♦t❤ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭❝♦❧❧✐s✐♦♥s✮ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭❝♦❧❧❡❝✲
t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✮ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣✐❝t✉r❡✳ ❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t
q✉❛♥t✐t②✱ ✇❤♦s❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s st✐❧❧ ♥♦t ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ ✐s t❤❡
❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s ❝❧♦s❡❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❛t♦♠✐❝
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤✉s ❞❡♣❡♥❞s ❝❧♦s❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ ♣❧❛s♠❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❡①✐st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❞❛t❡✱ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♣❧❛s♠❛ r❡♠❛✐♥s ❛ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✳
❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♦♥s ❛♥❞ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♥♦✇ ♣r❡tt② ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥
✈❡❧♦❝✐t② vp✳ ❚❤✐s ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♠♦st ❛❞❡q✉❛t❡❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡
❢r❡❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s vth✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r

vp
vth

≫ ✶✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥ ❜❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ r❡❧❛t✐♥❣ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❇❡t❤❡
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✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② t❤✐rt✐❡s ❬❇❡t✸✵✱ ❇❡t✸✷❪✳ ❇✉t ✇❤❡♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❡✛❡❝ts ❧✐❦❡ ❝❧♦s❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❧❛s♠❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛rt ❣❛✐♥✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞
❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡✲
❣✐♦♥ vp

vth
≈ ✶✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t ❜❡❝❛✉s❡

♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ s♦♠❡t✐♠❡s
✐♠♣r♦♣❡r❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s ✧❇r❛❣❣ ♣❡❛❦✧ ♦r ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ✧❇r❛❣❣✲♣❡❛❦ ✈❡❧♦❝✐t②✧✳
❆s t❤❡ t❡r♠ ✧❇r❛❣❣ ♣❡❛❦✧ ✉s✉❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❛t❡s t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♦♥ r❛♥❣❡ ✐♥ ♠❛tt❡r✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s s✐♠♣❧② ❝❛❧❧❡❞ ✧st♦♣♣✐♥❣
♠❛①✐♠✉♠✧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✸✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❚♦♣✿ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱
❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t vp

vth
≈ ✶ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❛s st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❛t ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❇♦tt♦♠✿ ❝✉r✈❡ ♦❢ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ✐♥ ♠❛tt❡r✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣
❛ ♠❛①✐♠✉♠ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ ❇r❛❣❣ ♣❡❛❦✳

❈❧♦s❡ t♦ t❤✐s st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s t❤✉s ❤❛✈❡ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ t❤❛t ✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♠❡✱ ❜♦t❤ ❝❧♦s❡
♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡
st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❢❡❛t✉r❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❜❡❤❛✈✐♦r ❬P▼✾✶❜❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛



✶✳✸✳ ❈❖◆❚❊❳❚ ❖❋ ❚❍❊ ❲❖❘❑ ✼

❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❬❍▲❙+✵✵❪✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡
❢r❛♠❡ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳
❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♠❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛❣r❡❡ ♣r❡tt② ✇❡❧❧ ✇✐t❤
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♠❡ ♦❢ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬●❙✾✾✱ ●❙✵✸❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♣ t♦ ♥♦✇✱ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ ❛ ❞✐✣❝✉❧t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝❝❡ss✱ ✈❡r② ❢❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❡✈❡r ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t vp

vth
≈ ✶

✐♥ ❛ ❤♦t ❞❡♥s❡ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭❬❍▲❙+✵✵❪✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢
t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r✐✜❡❞✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞✐❞ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ t❡st t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❨❡t t❤❡
r❡❝❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s str♦♥❣❧② ♥❡❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣✳

❙♣❡❝✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝✉r✈❡

❆ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ❤✐❣❤❧② ♥❡❡❞❡❞ ❛s t❤✐s ♣❛rt ♦❢
t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝✉r✈❡ ❤❛s ❛ ♠❛❥♦r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✐s ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧② r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✱
✇❤❡r❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢
t❤❡ ❜♦✉♥❞ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✐✳❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ ❇♦❤r ✈❡❧♦❝✐t② v0✳ ❚❤❡r❡ ❛s ✇❡❧❧✱ ❛ ♣r❡❝✐s❡
❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠ ✐s st✐❧❧ ♠✐ss✐♥❣✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❛r❣❡t s♣❡❝✐❡s✳ ❨❡t ✐t ❤❛s ❛ ♠❛❥♦r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡✳❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❇r❛❣❣ ♣❡❛❦
✐♥ ✐♦♥ r❛❞✐♦t❤❡r❛♣② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
■♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝✉r✈❡ ✐s ♦❢ ❦❡② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ■❈❋✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✽✼✺ ▼❡❱✴✉ ❜② t❤❡ ❉❚ ❢✉s✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧✐❡s ❛r♦✉♥❞ ♦r ❜❡❧♦✇ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✈❡r
❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡✐r tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆
s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r t❤❡ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ t❤✉s
❧❡❛❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡✐r ✜♥❛❧ r❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❜✉r♥✐♥❣ ❢✉❡❧✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦♥ t❤❡
②✐❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❢✉s✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥✳
❆ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s st♦♣♣✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ ❋■✱
♥♦t❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ r❛♥❣❡ ❧❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s❡ ❧❛s❡r✲❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♣r♦t♦♥
♦r ❝❛r❜♦♥ ❜❡❛♠s ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❬❍❋❚+✵✾❪✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❜❡❛♠ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❡♥❡r❣②
❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣❧❛②
❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡
❤❡❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡
✐♥t❡r❡st✳
P❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐s t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❛ ❞❡♥s❡
♥♦♥✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡r❡✱ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ❬❩✇✐✾✾❪✳ ❙tr♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t✱ ❛t ❧❡❛st ❛t t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❢❡❛t✉r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ ♥♦t❛❜❧② ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳
❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞r❛♠❛t✐❝✳

✶✳✸ ❈♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜rst ♣r❡❝✐s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞❛t❛
❛t st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❛ ❤♦t ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s
❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ❛♥❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ♠♦r❡
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♣r❡❝✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣
■❈❋ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞❡s✳
❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ❈❡♥tr❡ ▲❛s❡rs ■♥t❡♥s❡s
❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❈❊▲■❆✮ ❛t ❯♥✐✈❡rs✐té ❇♦r❞❡❛✉① ✶ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❡❣✐s ♦❢ ❈♦♠♠✐ss❛r✐❛t à ❧✬❊♥❡r❣✐❡
❆t♦♠✐q✉❡✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s ✐♥❞❡❡❞ r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ■❈❋✲r❡❧❛t❡❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐♥ t❤❡
♥❡①t ②❡❛rs ❛t t❤❡ ▲❛s❡r ▼é❣❛❥♦✉❧❡ ❢❛❝✐❧✐t②✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛t t❤❡ ♦♥❧② s❝✐❡♥t✐✜❝ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✇♦r❧❞✇✐❞❡
❡♥❛❜❧✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s✐♥❣ s✇✐❢t ♣✉❧s❡❞ ✐♦♥ ❜❡❛♠s ❛♥❞ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❧❛s❡r ❜❡❛♠s✿ t❤❡
●❙■ ❍❡❧♠❤♦❧t③③❡♥tr✉♠ ❢ür ❙❝❤✇❡r✐♦♥❡♥❢♦rs❝❤✉♥❣ ●♠❜❍ ✐♥ ❉❛r♠st❛❞t✱ ●❡r♠❛♥②✳ ❆t t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ❛r❡❛ ❩✻ ♦❢ ●❙■✱ ❛ ❤♦t ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✐♥❣❧❡✲s❤♦t ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢
❛ t❤✐♥ s♦❧✐❞ t❛r❣❡t ❢♦✐❧✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ♣r♦❜❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣✉❧s❡❞ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ❛ ❤❡❛✈②✲✐♦♥
❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ✭❚❖❋✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❢❛st t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ ❝❤❛r❣❡❞✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛r❡❛ ❩✻ ✉♥✐q✉❡ ❢♦r ✐♦♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❤✐st♦r② ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇r✐tt❡♥ t❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ✷✺
②❡❛rs✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ✧▲❛s❡r ❛♥❞ ♣❧❛s♠❛ ♣❤②s✐❝s✧ ♦❢ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❉❛r♠st❛❞t ✭❚❯❉✮✱ ❢♦r
✇❤✐❝❤ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧ r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝✱ ✐s ♥♦✇ ❛ ✇♦r❧❞ ❧❡❛❞❡r
✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❨❡t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡ vp

vth
≈ ✶ ✐♥ ❛ ❤♦t ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛ ❧♦♥❣ ❤✐st♦r② ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r②✳

❍✐st♦r✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡

• ❉✐s❝❤❛r❣❡ ♣❧❛s♠❛

■♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✾✵s ❛t ●❙■✱ ❝♦❧❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ♣❧❛s♠❛ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡
♦r ❜② ♣✐♥❝❤❡❞ ❣❛s ❞✐s❝❤❛r❣❡✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss t♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s
♦❢ ✉♣ t♦ ✶✵17 ❝♠−3 ❛♥❞ ✶✵19 ❝♠−3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❡❱
✇❡r❡ r❡❛❝❤❡❞✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ ✐♦♥s ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞
❬❍❲❲+✾✵✱ ❉❍❇+✾✷❪✳
❋✐rst ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ❤❡❛✈②
✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ♣❧❛s♠❛ ❬❏❍▲+✾✺✱ ❏❇❋+✾✻❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲
❧♦ss ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❜❡ ❞r❛♠❛t✐❝✳ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞❛t❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ st♦♣♣✐♥❣
♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✿ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ st♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭❙❙▼✮✳ ❨❡t✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡
❞✐❞ ♥♦t ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❡st ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

• ▲❛s❡r ♣❧❛s♠❛

❚♦ ❛❝❝❡ss r❡❣✐♠❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t② t❤❛t ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ■❈❋✱
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛s ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❚❤✐s ✇❛s ✜rst ❛❝❤✐❡✈❡❞
✐♥ ❬❈❉◆+✾✹❪ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❧❛s❡r✲❛❜❧❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✳
❨❡t t❤✐s ♣❧❛s♠❛ r❡♠❛✐♥❡❞ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✲❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s ❜❡❧♦✇ ✶✵19 ❝♠−3 ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ❡❱✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞❡♥s❡r ❛♥❞ ❤♦tt❡r ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❧❛s❡r s②st❡♠ ♥❤❡❧✐① ✇❛s
❝♦♠♠✐ss✐♦♥❡❞ ❛t ●❙■ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡ ✾✵s ❢♦r ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛s♠❛ ❡①♣❛♥s✐♦♥
❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ❛①✐s✳ ❇② ✉s✐♥❣ ♥❤❡❧✐① ❛t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✉♣ t♦ ✶✵✵ ❏ ❡♥❡r❣②✱ ✶✺ ♥s ♣✉❧s❡
❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✶✲✷ ♠♠ ❢♦❝✉s s♣♦t s✐③❡✱ ♣❧❛s♠❛s ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ✶✵20−21 ❝♠−3 ❛♥❞
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ ✻✵✲✶✵✵ ❡❱ ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❬❘♦t✾✼✱ ❘❙❙+✵✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✇❛s q✉✐t❡
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♦♥✐③❡❞✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞✐✣❝✉❧t✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ♠✐ss✐♥❣✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
♦♥ t❤❡ ✐♦♥ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳ ◆❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣
t♦♦❧s✱ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❙❙▼✱ ✇❡r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳



✶✳✸✳ ❈❖◆❚❊❳❚ ❖❋ ❚❍❊ ❲❖❘❑ ✾

▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❛ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ❛t t❤❡ ❖▼❊●❆ ❧❛s❡r ❢❛❝✐❧✐t② ❬❍▲❙+✵✵❪ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ ❢✉s✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts
✐♥ ❛ ❤♦t ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❛s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐❞ ♥♦t ❛❧❧♦✇
t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② t❡st t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐s ♠♦st ♣r❡❝✐s❡✳

• ▲❛s❡r ♣❧❛s♠❛ ✇✐t❤ ✉♣❣r❛❞❡❞ t♦♦❧s

❆t ●❙■✱ st♦♣♣✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ♥❤❡❧✐① ❧❛s❡r ✇❡r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ②❡❛rs
✷✵✵✵ ❬❋❇●+✶✵❪✳ ❚❤❡② ❜❡♥❡✜t❡❞ ❢r♦♠ ✉♣❣r❛❞❡❞ ❧❛s❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤✉s ❤✐❣❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ ♥❡✇❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞
❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦✉♣ ♦❢ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t♦♦❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❇✉t st✐❧❧✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✇❛s ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ ❧❛s❡r
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳ ❆ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❛s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss r❡❛❝❤❡❞✳ ■♥ ✷✵✶✶✱ t❤❡ ♥❡✇❧② ❜✉✐❧t ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❧❛s❡r s②st❡♠
P❍❊▲■❳ ❜❡❝❛♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✷ω ♦♣t✐♦♥ ❛t ❩✻✳ ❚❤✐s ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡
♥❤❡❧✐① ❛♥❞ P❍❊▲■❳ ❧❛s❡r s②st❡♠s✱ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t t✇♦✲s✐❞❡❞ ❧❛s❡r ❤❡❛t✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲
❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦♣t✐♦♥✱ ❛t ✸✵ ❏ ❜❡❛♠ ❡♥❡r❣②✱ ✼ ♥s ♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✶ ♠♠ ❢♦❝✉s s♣♦t ❞✐❛♠❡t❡r✱ t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ❤♦t ♣❧❛s♠❛s ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✉♣ t♦ ✶✵21 ❝♠−3 ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ ♦❢ ✉♣ t♦ ✷✵✵ ❡❱✳ ■♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤✐s ✉♣❣r❛❞❡❞ ❧❛s❡r✲❤❡❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ♥❡✇ ❛❞✈❛♥❝❡❞
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛s♠❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬❚❇❋+✶✸❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♥❡✇ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❞✐❛❣♥♦s✲
t✐❝s ❬❇❋❋+✶✷❪ ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ ❚❖❋ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r
❬❈❋❙+✶✸❪ ❢♦r ✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡s❡ ✉♣❣r❛❞❡s✱ ❛ ❢✉❧❧②✲✐♦♥✐③❡❞ ❤♦✲
♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳
❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ s❡t✉♣ ❡♥❛❜❧❡❞ ❤✐❣❤❧② ♣r❡❝✐s❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡✇ ♥✉♠❡✲
r✐❝❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛
❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ❛ ❤♦t ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞ ❬❋❇❇+✶✸❪✳

❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❧❛tt❡r ✇♦r❦ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❛s ❛ t❡st ❜❡❞ ❢♦r ♣r❡❝✐s❡
✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❦❡❡✲
♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ ❛❧❧ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ❩✻ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ✐♦♥s ❛t ❤✐❣❤ ♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✭≥ ✹
▼❡❱✴✉✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ②❡❛rs✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ♥♦✇
❜❡ ❛❞❛♣t❡❞✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥❡✇ s♣❡❝✐✜❝ s❡t✉♣✱ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♠❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠
st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ ❛ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛✳
❆♥❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✐✮ ❛❞✈❛♥❝❡❞ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✱ ✭✐✐✮ ❛❞✈❛♥❝❡❞
♣❧❛s♠❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✭✐✐✐✮ ♣r❡❝✐s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ✐♦♥ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥
❛ s✉✐t❡❞ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❡st t❤❡ ✈❛r✐♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦✲
❞❡❧s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤✐s ♥❡✇ s❡t✉♣ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss
❞❛t❛ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡♦r②✳

❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞❛t❛ ❛t ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r
❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r
t❤❡♦r✐❡s r❡q✉✐r❡s ❛ ♣r❡❝✐s❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✳ ❋♦r t❤✐s
♣✉r♣♦s❡✱ ❛ q✉✐t❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❧❛s♠❛✲♣❤②s✐❝s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❤❛♣t❡r ✷ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛s✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤✐s
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✇♦r❦✳ ■t ✜rst ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❧❛s♠❛ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❧❛s❡r✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❞❞r❡ss❡s
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❛
s✉♠♠❛r✐③❡❞ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❆❢t❡r t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❤❛♣t❡r✱ ❝❤❛♣t❡r ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❆ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r
✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ✜rst ❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣❧❛s♠❛✱ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✳
■♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■t st❛rts ✇✐t❤
t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❛t t❤❡ ❩✻ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ ●❙■✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r
s②st❡♠✱ t❤❡ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❧❛s❡r s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❧❛s❡r ❛♥❞ ✐♦♥ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♥❡✇
s❡t✉♣ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ t❛r❣❡t
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❚❖❋ ❞❡t❡❝t♦r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts s❝r❡❡♥✐♥❣ s②st❡♠ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞✳
❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t❤❡s✐s ✐s ❞r❛✇♥✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❧♦♦❦ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✷

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛s✐s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
■ts ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡♦r② ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳
❇❡❢♦r❡ ❝♦♠✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐ts❡❧❢
❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❛ ✜rst
♣❛rt ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♣❧❛s♠❛ ♣❤②s✐❝s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❧❛s♠❛ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳ ❖♥ t❤✐s ❜❛s✐s✱ t❤❡ ❦❡② ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞
♣❧❛s♠❛ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥
❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✷✳✶ ▲❛s❡r✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ ❤♦t ❛♥❞ ❞❡♥s❡ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣❧❛s♠❛ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇✐t❤
❛ ♥❡❛r❧② ✶✵21 ❝♠−3 ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✷✵✵ ❡❱ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜②
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ■❈❋ ✇❤❡r❡ ❧❛s❡rs ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r✐✈❡rs✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ■❈❋ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t② r❡❛❝❤❡s ✶✵23✲✶✵27 ❝♠−3✱ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❧❛s♠❛ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss ❞❡♥s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s t②♣✐❝❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ■❈❋ ❢✉❡❧ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤✉s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❍■❋✱ ❋■ ❛♥❞ ❛❧♣❤❛✲
♣❛rt✐❝❧❡ st♦♣♣✐♥❣✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣♦✐♥t ❜❡✐♥❣ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ✸✳✸✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣❧❛s♠❛ ✇✐t❤ ♥❡❛r❧② ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r
❛ s✉✣❝✐❡♥t t✐♠❡ s♣❛♥✱ t❤❛t ✐s ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❢♦r ❛ t❡st ♦❢ t❤❡
t❤❡♦r✐❡s✳
◆♦✇✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❛ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❝❛s❡s✿ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇✐t❤ ne = ✶✵21 ❝♠−3

❛♥❞ Te = ✷✵✵ ❡❱✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ♣❧❛s♠❛ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ■❈❋ ✇✐t❤ ne = ✶✵26

❝♠−3 ❛♥❞ Te = ✷✵✵ ❡❱✳

✷✳✶✳✶ P❧❛s♠❛ ♣❤②s✐❝s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❆❧❧ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦
❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❣s ✉♥✐t s②st❡♠ ✭❝❡♥t✐♠❡t❡r✱ ❣r❛♠✱ s❡❝♦♥❞✮✱ ✇❤✐❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❙■ ❜❛s❡ ✉♥✐ts✳
❆ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❣❛s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛t ❧❡❛st ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♦♥✐③❡❞✳ ■t ✐s t❤✉s
❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ✐♦♥s✱ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❡✈❡♥✲
t✉❛❧❧② ♥❡✉tr❛❧ s♣❡❝✐❡s✳ ■♥ ❛ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ♠♦st❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❨❡t✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✜❡❧❞s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ♣r♦❝❡ss ♠❛❦❡s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞②♥❛♠✐❝s

✶✶
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♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝♦♠♣❧❡①✳
❋r♦♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛ ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ♥❡✉tr❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉✲
t✉❛❧ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧♦❝❛❧❧②✱
t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s♣❛t✐❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❝❤❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧♦❝❛❧❧②✱ ❛ ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥❡✉tr❛❧✱ t❤❡ t❡r♠ ♦❢ q✉❛s✐✲♥❡✉tr❛❧✐t② ✐s ❡♠✲
♣❧♦②❡❞ ✐♥st❡❛❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t♦ ❛ t✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✢✉✐❞✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ♠❛ss me ❛♥❞ ✐♦♥s ♦❢ ♠❛ss mi✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ne ❛♥❞ ✐♦♥✐❝
❞❡♥s✐t② ni✱ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te ❛♥❞ ✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Ti ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❡❛♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡
ZT ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳

P❧❛s♠❛ st❛t✐st✐❝s

❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ▼❛①✇❡❧❧✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te ≫ TF ✱ ✇❤❡r❡ TF ✐s t❤❡ ❋❡r♠✐ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✐❢
t❤❡✐r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Ek ≫ EF ✇✐t❤ EF t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠✱ t❤❡ ❋❡r♠✐
❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

EF =
1

2
mev

2
F =

~
2

2me
(3π2ne)

2

3 ✭✷✳✶✮

✇✐t❤ vF t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❋❡r♠✐ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❲❤❡♥ Te ≈ TF ✱ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❡✛❡❝ts st❛rt ❜❡❝♦♠✐♥❣ s✐❣♥✐✲
✜❝❛♥t ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❜❡❧♦✇✮ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✲❇♦❧t③♠❛♥♥ st❛t✐st✐❝s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛s♠❛
❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥②♠♦r❡✳ ❆ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ st❛t✐st✐❝s ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥st❡❛❞✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ■❈❋ ✇❤❡r❡
TF ≈ ✽✵✵ ❡❱ ❛♥❞ Te s♣❛♥s ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ ✺✵ ❡❱✲✺ ❦❡❱ r❛♥❣❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ne
= ✶✵21 ❝♠−3 ❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ TF ≈ ✵✳✹ ❡❱✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♦❢ ✷✵✵ ❡❱✱ t❤❡ ❋❡r♠✐ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✲❇♦❧t③♠❛♥♥ st❛t✐st✐❝s ✐s ✈❛❧✐❞✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Ek = kBTe = mev
2
th ✭✷✳✷✮

✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❤❡r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②

vth =

√

kBTe
me

✭✷✳✸✮

❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ vth =
√

3kBTe

me
✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ s♣❡❡❞ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✸ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❨❡t t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ✷✳✸ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r st♦♣♣✐♥❣✲
♣♦✇❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❤❡♥❝❡ ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳

❋♦r ❛ ♣❧❛s♠❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢♦❧❧♦✇s ❛ ▼❛①✇❡❧❧✲
❇♦❧t③♠❛♥♥ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭▲❚❊✮✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲
st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❙❛❤❛ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❧❛✇✿

nZ+1

nZ
=

1

4π
3

2

QZ+1(Te)

QZ(Te)

(

kBTe
IH

)
3

2 1

nea30
exp

(

− IZ
kBTe

)

✭✷✳✹✮

❚❤❡r❡✱ nZ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥s ❝❛rr②✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ Z✱ QZ ✐s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ Z✱ IH ✐s t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥✱ IZ
✐s t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ Z✱ ❛♥❞ a0 ✐s t❤❡ ❇♦❤r r❛❞✐✉s✱ ✐✳❡ t❤❡
♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ❛ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❇♦❤r
❛t♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

a0 =
~
2

mee2
✭✷✳✺✮
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P❧❛s♠❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤s

❆ ❢❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❛t ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ❛
♣❧❛s♠❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ q✉❛s✐✲
♥❡✉tr❛❧✐t②✱ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✳
▲♦❝❛❧❧②✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✭❈♦✉❧♦♠❜ s❝❛tt❡r✐♥❣✮ ❛r❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡r s♣❛t✐❛❧
s❝❛❧❡✱ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❛r✐s❡✳ ❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤s ❛❧s♦ ♠❛❦❡s ✐t
♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳

• ❲✐❣♥❡r✲❙❡✐t③ r❛❞✐✉s

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ a ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❲✐❣♥❡r✲❙❡✐t③ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ❞❡✲
♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✿

a =

(

4πne
3

)−
1

3

✭✷✳✻✮

❆ s✐♠✐❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥s✳ ❋♦r ■❈❋ ♣❧❛s♠❛s a ≈ ✶✵−11 ♠✱
✇❤✐❧❡ ✐t r❡❛❝❤❡s ✻✳✷×✶✵−10 ♠ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

• ▲❛♥❞❛✉ ❧❡♥❣t❤

❚❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ❧❡♥❣t❤ r0 ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❧❛s♠❛
❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡
❡q✉❛❧✿

mev
2
th = kBTe =

e2

r0
✭✷✳✼✮

❚❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

r0 =
e2

mev2th
✭✷✳✽✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✧▲❛♥❞❛✉ ❧❡♥❣t❤✧ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s α ❛♥❞ β ✐♥
♣❧❛s♠❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s Zα ❛♥❞ Zβ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ■❢ vr = ⑤vα − vβ ⑤ ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ µ = mαmβ/(mα +mβ) ✐s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛ss ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ✧▲❛♥❞❛✉ ❧❡♥❣t❤✧ rαβ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

rαβ =
ZαZβ

µv2r
✭✷✳✾✮

❋♦r Te = ✷✵✵ ❡❱✱ r0 ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ✼✳✷×✶✵−12 ♠✳

• ❉❡ ❇r♦❣❧✐❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤

❚❤❡ ❉❡ ❇r♦❣❧✐❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ̄r ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✉♠ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts st❛rt
❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❧❛s♠❛ ♣❛rt✐❝❧❡s α ❛♥❞ β ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

λ̄r =
~

µvr
✭✷✳✶✵✮
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❆ ❉❡ ❇r♦❣❧✐❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞
t❤❡r♠❛❧ ♣❧❛s♠❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②✿

λe =
~

mevth
✭✷✳✶✶✮

❋♦r ❛ ✷✵✵ ❡❱ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ λe ≈ ✻×✶✵−12 ♠✳

• ❙❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤

❆ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ ♣❧❛s♠❛ t❤❛t ♠❛❦❡s ✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❞✐✣❝✉❧t ✐s t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡② ❛r✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ q✉❛s✐✲♥❡✉tr❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
♣❧❛s♠❛✿ ❧♦❝❛❧❧② q✉✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ❜✉t ❣❧♦❜❛❧❧② t❤❡ ♣❧❛s♠❛ st❛②s
❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ♥❡✉tr❛❧✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❝❝✉rs✱ ❡✳❣
❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥✱ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ r❡✲
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ♥❡✉tr❛❧✐③❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■♦♥s ❛r❡ s❝r❡❡♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✳
❚❤✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❧❛s♠❛ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❝❛❧❧❡❞ s❝r❡❡♥✐♥❣✱ ♦r s❤✐❡❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ t❡st ❝❤❛r❣❡
✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ❧♦❝❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ✐ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ r❛♥❣❡ st❛②s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ♣❧❛s♠❛
r❡❣✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤✐s s♣❤❡r❡✱ ❝❛❧❧❡❞ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤
λ✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❜❡❢♦r❡ ✐t ✐s s❝r❡❡♥❡❞ ❜② t❤❡
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ✐s t❤❡ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣t❤✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

λD =

√

kBTe
4πe2ne

✭✷✳✶✷✮

❚❤❡ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥ ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ❝❤❛r❣❡ Zp ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❝✲

tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Φ(r) = Zpe

r
exp (− r

λD
) ✭s❝r❡❡♥❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧✮✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡

s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ st❛t✐❝ ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✮ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r
s❝r❡❡♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❧❛s♠❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
❉❡❜②❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐s t❤✉s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❉❡❜②❡ s♣❤❡r❡
ND = 4

3
πneλ

3
D ✭s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✮ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱

✐✳❡ ND ≫ ✶✳ ❆s ✐s s❤♦✇♥ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤✐s ❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ND ≈ ✽✵✵✱ ❤❡♥❝❡ λD ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ≈ ✻ ♥♠✳
❋♦r ❛ ♥♦♥✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛✱ ✇❤❡r❡ ND ✐s s♠❛❧❧✱ ♥♦ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣
❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ■❈❋ ♣❧❛s♠❛ ✇❤❡r❡ λD ≈ ✷×✶✵−11 ♠ ❛♥❞
ND ≈ ✷✳
❋♦r ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❛t ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② vp ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ❛ ❞②✲
♥❛♠✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ λ = λ(vp) ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❈❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥✲
t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡
♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
P❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ♦❝❝✉r ♦♥ ❛ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ λ ❛r❡
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛s♠♦♥s ♦r ❞②♥❛♠✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣ ✭s❡❡ ✷✳✷✳✷ ♦r ✷✳✷✳✹ ❢♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❨❡t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ str♦♥❣❧② ♥♦♥✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✈❡r②
s♠❛❧❧ ✭t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛❧♠♦st ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s❝r❡❡♥❡❞✮✱ ✇✐t❤ λ < a✱ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
❡✛❡❝ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ a✳ ❚❤✐s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❞❡♥s❡
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■❈❋ ♣❧❛s♠❛s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♦✈❡r ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣
❧❡♥❣t❤ ❛r❡ ❞✐r❡❝t ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♦r ❈♦✉❧♦♠❜ s❝❛tt❡r✐♥❣✳
❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤✐❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡✛❡❝t ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t✱
✐s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r b ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

• P❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r

❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦r ♥♦♥✐❞❡❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛s♠❛✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Γ =
e2

akBTe
=

1

3

(a

λ

)2

✭✷✳✶✸✮

❍❡♥❝❡ Γ✱ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s e2

a
♦✈❡r t❤❡✐r t❤❡r♠❛❧✱

❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② kBTe = mev
2
th✱ ✐s ❛❧s♦ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧

♣❧❛s♠❛ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✿ t❤❡ ❲✐❣♥❡r✲❙❡✐t③ r❛❞✐✉s a ❛♥❞ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ λ✳
❋♦r Γ ≪ ✶✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞♦♠✐♥❛t❡s ♦✈❡r t❤❡✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ✐❞❡❛❧✱ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❧❡ss ❛♥❞ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛
❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡♥✱ ND ≫ ✶ ❛♥❞ t❤❡ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❤❡r❡ Γ ≈ ✵✳✵✶✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢r♦♠ Γ > ✵✳✶✱ t❤❡
♣❧❛s♠❛ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♠♦❞❡r❛t❡❧② ♥♦♥✐❞❡❛❧✱ ✐✳❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥♥❡r ♣❧❛s♠❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❝❛♥♥♦t
❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ❢♦r Γ > ✶✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♥♦♥✐❞❡❛❧✱ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❋♦r ❛ str♦♥❣❧② ♥♦♥✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛✱ ND ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❉❡❜②❡
s❝r❡❡♥✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ✐❧❧✲❞❡✜♥❡❞❀ ♣❧❛s♠❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡♣♦♥❞❡r❛♥t ♦✈❡r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳ ■♥
t❤❡ ❞❡♥s❡ ■❈❋ ♣❧❛s♠❛ t❛❦❡♥ ❛s ❡①❛♠♣❧❡✱ Γ ≈ ✵✳✺✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ♥♦♥✐❞❡❛❧✐t②✳
❆ s✐♠✐❧❛r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ✐s ♥♦t❡❞ Γei✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Γ ❞❡s✐❣♥❛t❡s
str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣ Γee✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❢♦r Γ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②✱ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡
❤❡❛❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐s ♥♦✇ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳

• P❧❛s♠❛ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②

❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❞❡❣r❡❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ r✉❧❡ ♦♥ t❤❡
t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Θ✿

Θ =
kBTe
EF

= 2α2

(

a

λe

)2
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✇❤❡r❡ EF ✐s t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ α = ( 4
9π
)
1

3 ✳ Θ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡
r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❲✐❣♥❡r✲❙❡✐t③ r❛❞✐✉s a ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λe✳ ❋♦r Θ ≫ ✶✱
t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞♦♠✐♥❛t❡s ♦✈❡r t❤❡✐r ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s
s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡✱ ♦❜❡②✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼❛①✇❡❧❧✲❇♦❧t③♠❛♥♥ st❛t✐st✐❝s✳ ❋♦r Θ ≤ ✶✱
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✱ ♦❜❡②✐♥❣ ❛
❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s Ek = kBTe+EF =
mev

2
th + 1

2
mev

2
F ✱ ✇❤❡r❡ vF ✐s t❤❡ ❋❡r♠✐ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡♥s❡ ■❈❋ ♣❧❛s♠❛

✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ Θ ≈ ✵✳✷✺✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡
❛s Θ ≈ ✺✺✵✳

• ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠

❲❤✐❧❡ Γ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♦r ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝t✱ ❛♥♦t❤❡r
♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♦✈❡r ❧❛r❣❡✲❛♥❣❧❡
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❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ✐✳❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✧s♦❢t✧ ✭❞✐st❛♥t✮ ❛♥❞ ✧❤❛r❞✧ ✭❝❧♦s❡✮ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳
❈♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❡♥❝♦✉♥t❡rs ✇✐t❤ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r b < λ✱ ♦r ❢♦r ❛ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞
♣❧❛s♠❛ b < a✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ b ✈❛❧✉❡ bmin ✐s ❡✐t❤❡r t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ❧❡♥❣t❤ rαβ ♦❢ t❤❡ t✇♦
❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ b0 t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ ✾✵◦ ❛♥❣❧❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥✱ ♦r✱ ✐❢ q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤❡ ❉❡ ❇r♦❣❧✐❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❙♦❢t ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♦r s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ b ≈ bmax✱ ✇❤✐❧❡ ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♦r ❧❛r❣❡✲❛♥❣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ❛r❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s
✇❤❡r❡ b ≈ bmin✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ t♦ ❧❛r❣❡✲❛♥❣❧❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ln Λ✿

ln Λ = ln

(

bmax

bmin

)

= max

(

ln

(

max(λ, a)

max(b0, λ̄r)

)

, 2

)
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■t ❣✐✈❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳ ■ts ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s
♦❢t❡♥ t❛❦❡♥ ❛s ✷ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ✐ts ♣♦s✐t✐✈✐t②✳ ■ts ❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡s ✭❜❡t✇❡❡♥
✷ ❛♥❞ ✹✮ ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r ❛ str♦♥❣❧② ♥♦♥✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛ ✇❤❡r❡ ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱
❛s ✐♥ ❛ ❞❡♥s❡ ■❈❋ ♣❧❛s♠❛✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❧❡ss ♣❧❛s♠❛ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦s ❢❡❛t✉r❡s
✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✻ ❛♥❞ ✽✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
bmin ❛♥❞ bmax✳ ❨❡t ♥♦ ❝♦♥s❡♥s✉s ❡①✐sts ♦♥ t❤❡ ❛❞ ❤♦❝ ✈❛❧✉❡s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s
♣❧❛❝❡✳
❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉rt❤❡r ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✿ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

• ❊❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②

❲❤❡♥ ❛ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ♦✉t ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ s✉❜s❡✲
q✉❡♥t❧② ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ♦r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳
❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋✐rst✱
❡❧❡❝tr♦♥s ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠s❡❧✈❡s t♦ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te✱ t❤❡♥ ✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇
t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Ti✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥
st❛rt✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✉♥t✐❧ Te = Ti✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡q✉✐✲
❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② νei✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✱ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♣❧❛s♠❛ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ✇❡❛❦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✭Γei ≪ ✶✮✱ ❛s✿

νei =
4
√
2πZ2e4ni ln Λ

3
√
me(kBTe)

3

2

∝ ni

T
3

2
e
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❞✐r❡❝t❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❝♦♥st✐t✉t❡s
t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✲❙♣✐t③❡r ♠♦❞❡❧ ❬▲❛♥✸✻✱ ❙♣✐✺✻❪ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② νee ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❋♦r t❤❡
♣❧❛s♠❛ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ νei = ✹✳✻×✶✵13 s−1✳ ❚❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s s✉✐t❡❞ ❢♦r ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞
❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ✇❤❡♥ Γei ✐s ♥♦t s♠❛❧❧ ❛♥②♠♦r❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s❡ ■❈❋ ♣❧❛s♠❛✱
✇❤❡r❡ Γei ≈ ✸✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡
❝❛♥ tr❛✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥

❢r❡❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥ ✐♦♥ ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✿

lei =
vth
νei

✭✷✳✶✼✮

❋♦r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ lei = ✵✳✷✷ µ♠✳
❲❤✐❧❡ νei ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ωp✳
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• P❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝②

❲❤❡♥ ❢r❡❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ r❡♣❡❧❧❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ s♣❛❝❡
❝❤❛r❣❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ r❡st♦r✐♥❣ ❢♦r❝❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❧❡❛❞s t♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ωp t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ne✿

ωp =

√

4πnee2

me
✭✷✳✶✽✮

❚❤❡ r❛♣✐❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ωp ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ▲❛♥❣♠✉✐r ✇❛✈❡s
❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛s♠♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥
✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❜✉t t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡mi ≫me✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝②
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣t❤ λD ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② vth
♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ωp =

vth
λD

✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤✉s ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡

♣❧❛s♠❛ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ωp = ✶✳✽×✶✵15 r❛❞✳s−1✱ ❤❡♥❝❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r
✹✵ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ✐t ✐s ✺✳✻×✶✵17 r❛❞✳s−1 ✐♥ t❤❡
❞❡♥s❡ ■❈❋ ♣❧❛s♠❛✳

P❧❛s♠❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡①✐st t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛s♠❛✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❛ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝✱ ❛ ❦✐♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✲
♦r✐❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

• ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ✈❡r② ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✻✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡ ✭❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② s♣❛❝❡✮✱ ✐t ✐s ❝♦♠♣❧❡① t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ t✐♠❡✲
❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥❧② ♦✈❡r ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❢♦r
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦♥❣ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❧♦✇✲✈❛r②✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ■t ✐s ✈❛❧✐❞ ✐❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥✱ ✐✳❡ ✐❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❛t ▲❚❊✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
t❤❛t ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♦✈❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛✉s❡❞
❜② ♣❧❛s♠❛ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ▲❚❊ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✳ ❚❤✐s ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✭✐✮ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② νei ≫ 1

τH
✇❤❡r❡ τH ✐s t❤❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♠♦t✐♦♥ ✭♦♥ ♥s✲s❝❛❧❡✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢r❡❡
♣❛t❤ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ lei ≪ LH ✇❤❡r❡ LH ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❧❡♥❣t❤ ✭t❤❡ ♣❧❛s♠❛
❡①♣❛♥❞s q✉✐❝❦❧② ♦✈❡r ♠♠✲s❝❛❧❡s✮✳
■♥ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥❡✉tr❛❧✱ ♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
✢✉✐❞s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ✢✉✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❢♦✉r ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ρ✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t② ~u✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❡♥❡r❣② ǫ ✭♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❚✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ P✳ ❚❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛rt✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡
♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥ ✢✉✐❞✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠
❛♥❞ ❡♥❡r❣② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

∂ρe,i
∂t

+∇·ρ ~ue,i = 0 ✭✷✳✶✾✮
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ρ
∂ ~ue,i
∂t

+ ρ( ~ue,i · ∇) ~ue,i +∇P = ~Fext ✭✷✳✷✵✮

∂

∂t

[

ρ

(

ǫ+
1

2
u2e,i

)]

+ ~∇ ·
[

ρ~ue,i

(

ǫ+
1

2
u2e,i

)

+ P ~ue,i

]

= wV +wS + qH + qext + qexch + qrad

✭✷✳✷✶✮

✇✐t❤ ρe,i t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ~ue,i t❤❡ ♠❡❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♦♥ ✈❡❧♦❝✲
✐t②✱ P t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ~Fext t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ ǫ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱ wV t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ✇♦r❦✱
wS t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇♦r❦✱ qH t❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s♣♦rt✱ qext t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❤❡❛t✱ qexch t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✢✉✐❞s ❛♥❞ qrad t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ t❤r❡❡
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡s ❢♦✉r ✉♥❦♥♦✇♥s✿ ρe,i✱ ~ue,i✱ ǫe,i ❛♥❞ P ✳ ❆ ❢♦✉rt❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠✱ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤②❞r♦✲
❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ✭❊❖❙✮ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ǫ = ǫ(P, ρ)✳
❚❤❡ s②st❡♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❊❖❙ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ▲❚❊ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s♣♦rt ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❛♥❞
❢✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛s
t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ~Fext ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ P ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳
▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❡✳❣ ❬❊❧✐✵✷❪✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦❞②✲
♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝
❝♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦✈❡r
s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳

• ❑✐♥❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤

❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ r❡♠❛✐♥s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ▲❚❊
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❝❛♥♥♦t t❛❦❡ tr❛♥s✐❡♥t✱ r❛♣✐❞ ♣❧❛s♠❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❚❤❡ ♠♦st ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣❧❛s♠❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡
▲❚❊✱ ✐s ❛ ❦✐♥❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❧❛s♠❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛
❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛s♠❛ s♣❡❝✐❡s
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(r, v, t)✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r✉❧❡❞ ❜② ❛ ❦✐♥❡t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡t ♦❢
❦✐♥❡t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ s♣❡❝✐❡s ✐s t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡
♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❱❧❛s♦✈✲P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s s②st❡♠✳ ❊✐t❤❡r ❛ ❢✉❧❧ ❱❧❛s♦✈✲P♦✐ss♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❱P✮ ✐s
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✱ ♦r ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❝❛❧❧❡❞
P❛rt✐❝❧❡✲✐♥✲❈❡❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭P■❈✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
♠❛❝r♦✲♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ P■❈ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❧❡ss ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❜✉t ❣❡♥❡r❛t❡s ♠♦r❡
♥♦✐s❡✱ ❛♥❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞②♥❛♠✐❝s ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳
❆ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡✲
r❛❝t✐♦♥s✳ ■❢ ♦♥❧② t❤❡ ♠❡❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤✉s ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
t♦ ❜❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❧❡ss✱ ❛ ❱❧❛s♦✈ ❦✐♥❡t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s♣❡❝✐❡s✿

∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+

q

m
( ~E + ~v × ~B)

∂f

∂v
= 0 ✭✷✳✷✷✮

✇❤❡r❡ q ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ~E ❛♥❞ ~B ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡❧②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❱❧❛s♦✈ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❛ t❡r♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧ (∂f

∂t
)c✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
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t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♠♣❛❝t✲♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥ ✭s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ♦r ❧❛r❣❡✲❛♥❣❧❡ ❈♦✉❧♦♠❜ s❝❛tt❡r✐♥❣✮✱
(∂f
∂t
)c ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s✉✐t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r s♦❢t t♦ ♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❛ ▲❛♥❞❛✉

♦r ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧
tr❡❛ts t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ t♦ ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛r✲
t✐❝❧❡s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s♣❡❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✷✳✹ ❛♥❞ ✷✳✷✳✺ ✐♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡r✳

• P❛rt✐❝❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❧❛s♠❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❞❡s✳ ❙tr✐❝t❧② s♣❡❛✲
❦✐♥❣✱ P■❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ P■❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡♥❛❜❧❡ t♦ ♥✉♠❡r✐✲
❝❛❧❧② s♦❧✈❡ t❤❡ ❱❧❛s♦✈✲▼❛①✇❡❧❧ ♦r ❱❧❛s♦✈✲P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
tr❡❛t♠❡♥t✱ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❜✉t ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼❉ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡ ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ j✿

~drj
dt

= ~vj ✭✷✳✷✸✮

~dvj
dt

=
qj
mj

(

~E +
~vj × ~B

c

)

✭✷✳✷✹✮

✇❤❡r❡ rj ❛♥❞ vj ❛r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
✇❤✐❧❡ q ✐s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ~E ❛♥❞ ~B ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡
s✐♠♣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥tr❛r✐❧② t♦ P■❈ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱
❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♠✐ts✱ t❤❡② ❛r❡
r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❞❡♥s❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❧❛s♠❛s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❢♦r Γ ≪ ✶✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤♦s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ♦♥ ❛ ♥s t✐♠❡ s❝❛❧❡✱ t❤❡
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ■t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❞❡ ❘❆▲❊❋✷❉
❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝❛r❜♦♥ ♣❧❛s♠❛✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇✲
❡rs✱ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ ❢❛st tr❛♥s✐❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛
❦✐♥❡t✐❝ ♦r✱ ✐❢ P■❈ ❛♥❞ ▼❉ ❝♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✲♦r✐❡♥t❡❞ ❢r❛♠❡✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❧❛s♠❛ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝s✱ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤✐s ♣❛rt✱ ❜②
♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣❧❛s♠❛✱ ♥♦t❛❜❧② ❡♥❛❜❧❡s t♦ ✉♥✲
❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ❛♥❞ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✉♣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳

✷✳✶✳✷ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ✐♥ ♣❧❛s♠❛

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❧❛s❡r ❜❡❛♠s
❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❤❛t ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ s♦❧✐❞ ♠❛tt❡r✳ Pr❡s❡♥t
❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❧❛s❡r s②st❡♠s ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣✉❧s❡s ✐♥ ❛ ✈❡r② ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t②✱
❢r♦♠ 109 t♦ 1021−22 ❲✴❝♠2✳ ❋r♦♠ ❛❜♦✉t 109 ❲✴❝♠2✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✐♦♥✐③❡ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ t❛r❣❡t ❛♥❞ t♦ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s
t❤❡s✐s ❢♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ♦♥ s♦❧✐❞ t❛r❣❡ts ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❛♥❞ ♥❤❡❧✐①

❧❛s❡r s②st❡♠s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 1011−1012 ❲✴❝♠2✳ ❚❤✐s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥
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♦❢ ❛ ❤♦t✱ ❞❡♥s❡ ❛♥❞ ❢❛st ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ♣❧❛s♠❛✳ ❋♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢
♣❧❛s♠❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✐♥t❡♥s❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❡✳❣ ❬❊❧✐✵✷❪✳
❲❤❡♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥t❡♥s❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ✐rr❛❞✐❛t❡s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ t❛r❣❡t✱ ❛ s♥♦✇❜❛❧❧✐♥❣
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s tr✐❣❣❡r❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡❡
❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❞❡❢❡❝ts ♦r ✐♠♣✉r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♦♥✐③❡ ❛t♦♠s ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤♦s❡ ❢r❡❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥
✐♥ t✉r♥ ❜❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ❝❛✉s❡ ❢✉rt❤❡r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞
♠❛tt❡r ✐s ❝r❡❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t s✉r❢❛❝❡✱ t❤❛t ✐s ❢✉rt❤❡r ❤❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡
❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡✳
❨❡t t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ❝❛♥♥♦t ♣❡♥❡tr❛t❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❢❛r ✐♥t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s s♦♦♥ ❛s
t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧❛s❡r r❛❞✐❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ❛ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ωp ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
✭❝✐r❝✉❧❛r✮ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ωL✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ✐s r❡✢❡❝t❡❞✳
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡♥s✐t②✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② nc✱ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛t ❛ t✐♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵✵ ♣s
❛❢t❡r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥✱ ✐♥ ❝♠−3✱ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❤❡r❡
λL ✐s t❤❡ ❧❛s❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ µm✿

nc = 1.1× 1021
(

1µm

λL

)2

✭✷✳✷✺✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ωL > ωp ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t♦ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t✐❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ✐t r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② nc✱ ✇❤❡r❡ ωL = ωp✱ ✐t ✐s ❜❧♦❝❦❡❞
❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞✳ ◆♦ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❛rts ❢♦r ✇❤✐❝❤ ωL < ωp✳ ■♥ t❤❡s❡
r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ❤❡❛t ❤❛s t♦ ❜❡ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❜② ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛♥ ❞✐r❡❝t ❧❛s❡r r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
P❍❊▲■❳ ❛♥❞ ♥❤❡❧✐① ❧❛s❡r s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛✈❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
♦❢ ✶✵✺✸ ♥♠ ❛♥❞ ✶✵✻✹ ♥♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♦❢
✾✳✾✷×1020 ❝♠−3 ❛♥❞ ✾✳✼✶×1020 ❝♠−3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ nc s❝❛❧❡s ✇✐t❤ 1

λ2

L

✱ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②

❞♦✉❜❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② tr✐♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❢♦✉r❢♦❧❞ ❛♥❞ ♥✐♥❡❢♦❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ nc r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✹✳✶✳

❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛r❣❡t ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ③♦♥❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳ ❚❤r❡❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❧❛s❡r✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤✉s ❞❡✜♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❤❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❝❡ss❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ③♦♥❡s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❩♦♥❡ ♦❢ ❧❛s❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✲ ❝♦r♦♥❛

❚❤❡ ③♦♥❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ♦✉t✇❛r❞s ✉♣ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧❛②❡r ✭s✉r❢❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
❞❡♥s✐t② nc✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦r♦♥❛✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s ♦❜❡② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦r♦♥❛✱ ✇❤❡r❡ kp ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ωL ✐s
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r ❧✐❣❤t✿

k2pc
2 = ω2

L − ω2
p ✭✷✳✷✻✮

❋r♦♠ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐t ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r ωL < ωp✱ kp ✐s ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r②✱ ❤❡♥❝❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ωp ❝❛♥♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡✳

❚❤❡ ❝♦r♦♥❛ ✐s ❛ ❤♦t✱ ❞✐❧✉t❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❧❛s♠❛ r❡❣✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♦♥✐③❡❞✳ ■t
❛❧s♦ ❡①♣❛♥❞s q✉✐❝❦❧② ❛♥❞ ✐ts ❛❜❧❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② cs✿

cs =

√

ZTkBTe
mi

✭✷✳✷✼✮
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✿ ❝♦r♦♥❛✱ tr❛♥s♣♦rt ③♦♥❡ ❛♥❞
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ③♦♥❡✳

✳

✇✐t❤ ZT t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡✱ Te t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ mi t❤❡ ✐♦♥ ♠❛ss✳ ❋♦r ❛
✷✵✵ ❡❱ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❈❛r❜♦♥ ♣❧❛s♠❛ ❛s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❧♦s❡ t♦ ✶✵✵ µ♠✴♥s ✐s
t❤✉s ❡st✐♠❛t❡❞✳

❆s t❤❡ ❧❛s❡r ✜❡❧❞ ✐s st♦♣♣❡❞ ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ❧❛s❡r ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡
❝♦r♦♥❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ③♦♥❡ ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ❧❛s❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳

• ❈♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❧❛s❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢
✶✵11✲✶✵12 ❲✴❝♠2 ✐s t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥
✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ s❝❛tt❡r❡❞ ♦♥ ❛ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❛s ✐♥✈❡rs❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✱
s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s✿

d~v

dt
= −e

~E

me
− ~v

νei
✭✷✳✷✽✮

✇❤❡r❡ νei ✐s t❤❡ ❙♣✐t③❡r ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ❚❤❡
❙♣✐t③❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦r♦♥❛ ✐s ❛ ❤♦t r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r tr❛♥s✈❡rs❛❧ ✇❛✈❡s ✐♥ ♣❧❛s♠❛✱ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❢r❡❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✱
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❜② ✐♥✈❡rs❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ KiB✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞
❛s✿

KiB =
(νei
c

)

(

ω2
p

ω2
L

)(

1−
ω2
p

ω2
L

)−
1

2

∝ ZTn
2
e

T
3

2
e

(

1− ne
nc

)−
1

2

✭✷✳✷✾✮
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❚❤❡ t♦t❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦r♦♥❛ AL ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢
KiB ♦✈❡r t❤❡ ❝♦r♦♥❛✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r ✷ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t
tr❛✈❡rs❡s t❤❡ ❝♦r♦♥❛ t✇✐❝❡✱ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡✿

AL = 1− exp

(

−2

∫ 0

−∞

KiB(x)dx

)

✭✷✳✸✵✮

■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ■t
♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦✉❜❧❡❞ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡✱ t❤❡ ❧❛s❡r ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♠✉❝❤
♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❬❆▼t❱✵✹❪ t❤❛t t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❜s♦r❜❡❞ ❧❛s❡r r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❝♦r♦♥❛ AL ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❛t✐♦ IL

I⋆
L
✇❤❡r❡ I⋆L ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧❛s❡r ✐♥t❡♥s✐t② t❤❛t s❝❛❧❡s

✇✐t❤ 1

λ4

L

✱ λL ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡

❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ I⋆L ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✶✻✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧♠♦st ❞♦✉❜❧❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ♥❡❛r❧② ✾✵% ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✺✵% ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤♦t ❈ ♣❧❛s♠❛ ❤❡❛t❡❞ ❛t
✺✸✷ ♥♠ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳

• ❘❡s♦♥❛♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥

❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡rs❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✱ ❢✉rt❤❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦r♦♥❛✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡✳ ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❛❧s♦ ❛r✐s❡✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡s ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡✱ ✐s t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
▲❛♥❣♠✉✐r ✇❛✈❡s ✭♣❧❛s♠♦♥s✮ ❛r❡ r❡s♦♥❛♥t❧② ❡①❝✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡✳
❋♦r t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✱ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t
❤❛s ♥♦t t♦ ❜❡ ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡✱ ❜✉t ❤❛✈❡ ❛♥ ♦❜❧✐q✉❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤
❛♥ ❛♥❣❧❡ θ0✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❝❛♥♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s st♦♣♣❡❞ s❤♦rt ❜❡❢♦r❡ ✐t✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥t
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ −d t♦ ✵✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠
❛♣♣r♦❛❝❤ zmin ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

zmin = −d sin2(θ0) ✭✷✳✸✶✮

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ♠✉st ❜❡ ♣✲♣♦❧❛r✐③❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r
❤❛s ❛ ♣❛rt t❤❛t ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ♣❤♦t♦♥s ❝❛♥ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❜② t✉♥♥❡❧✐♥❣✳ ▼❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
ωL = ωp ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥t✱ ✐✳❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❧❛s♠♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ❝❛♥ t❤✉s tr❛♥s♠✐t t❤❡✐r ❡♥❡r❣②
t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✇❛✈❡s✳ ❚❤❡ s✲♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧✐❣❤t ✐♥st❡❛❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❡①❝✐t❡ ♣❧❛s♠❛ ✇❛✈❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ r❡s♦♥❛♥t
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r q ❛s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❡✳❣
❬❑r✉✽✽❪✿

q = (kL)
2

3 sin2(θ0) ✭✷✳✸✷✮

❇② ✉s✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 49%
✇❤❡♥ q = ✵✳✺✳ ■t s✐♥❦s t♦ ✵ ✇❤❡♥ q = ✵ ✭♥♦r♠❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✮ ♦r q ≫ ✶ ✭t❤❡♥ zmin ✐s t♦♦
❧❛r❣❡ ❢♦r ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❡♥❡r❣② ❝♦✉♣❧✐♥❣✮✳ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ r❡s♦♥❛♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s
t❤❛t✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ t❤❛t ❤❡❛ts ❛❧❧ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✐t ❤❡❛ts ♦♥❧②
❛ ♠✐♥♦r✐t② ♦❢ t❤❡♠✱ t❤✉s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦t ❡❧❡❝tr♦♥s✳



✷✳✶✳ ▲❆❙❊❘✲P▲❆❙▼❆ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ ✷✸

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ▼❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ♣❧❛s♠❛ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ❬❊❧✐✵✷❪✳



✷✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❇❆❙■❙

• ❖t❤❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s

❆♣❛rt ❢r♦♠ ✐♥✈❡rs❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ❛♥❞ r❡s♦♥❛♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ♦t❤❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❡①✐st✳ ❚❤❡② ❛r✐s❡ t❤r♦✉❣❤ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥s✐st ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r
❧✐❣❤t ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♣❧❛s♠❛ ✇❛✈❡s✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ t❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡
✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛✱ ✐✳❡ ✇✐t❤♦✉t ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ✭✐✮ t❤❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❘❛♠❛♥
s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❙❘❙✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❝♦✉♣❧❡s ✇✐t❤ ❛ ▲❛♥❣♠✉✐r ✇❛✈❡✱ ✭✐✐✮ t❤❡ st✐♠✉❧❛t❡❞
❇r✐❧❧♦✉✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❙❇❙✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❝♦✉♣❧❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♦♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡✱ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
❞❡❝❛② ✇❤❡r❡ ❛ ❧❛s❡r ♣❤♦t♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣❧❛s♠♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ✐♦♥ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②
✭✐✈✮ t❤❡ t✇♦✲♣❧❛s♠♦♥✲❞❡❝❛② ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❞❡❝❛②s ✐♥t♦ t✇♦ ▲❛♥❣♠✉✐r ✇❛✈❡s✳
❨❡t ❛❧❧ t❤❡s❡ ✇❛✈❡✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥❧② ❢r♦♠ ❛
❧❛s❡r ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ 1015 ❲✴❝♠2✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦♥❧② ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧
❛♥❞✱ t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ❡①t❡♥t✱ r❡s♦♥❛♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢
1011 − 1012 ❲✴❝♠2✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♦♥❛ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐s
t❤❡♥ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❜② ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s✳

❩♦♥❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♣♦rt

■♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♣♦rt r❡❣✐♦♥✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❡♥s✉r❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♦♥❛ ✐♥t♦ ❞❡❡♣❡r ♣❧❛s♠❛ ♣❛rts✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥
tr❛♥s♣♦rt✳

• ❚❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② qH ✱ t❤❛t ✐s ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇T ✿

qH = −∇κ∇T ✭✷✳✸✸✮

κ ✐s t❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s♣♦rt ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❤♦s❡ ❢♦r♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ ❤♦t ✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡ ❙♣✐t③❡r ❢♦r♠ ❬❙❍✺✸❪ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✿

κ = ζ
k

7

2

B√
meZie4 ln Λ

T
5

2
e ✭✷✳✸✹✮

❆s ✐♥ t❤❡ ❙♣✐t③❡r ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r♠✉❧❛ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✻✮✱ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦♥ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛♣♣❡❛rs✱ ❜✉t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ♥♦✇ str♦♥❣❡r✳ ❚❤❡
❢❛❝t♦r ζ ❛❞❞s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t ♦t❤❡r✇✐s❡
❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② t❤❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳

• ❘❛❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt

❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡♠✐tt❡❞ ❛♥❞ ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s✲
♣♦rt✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♦r✐❣✐♥s✳
❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❧✐♥❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭❜♦✉♥❞✲❜♦✉♥❞ ♦r ❜♦✉♥❞✲
❢r❡❡✮✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❢r❡❡✲❢r❡❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡✲
❢♦r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❧♦✇✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s✲
♣♦rt ✐s ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ r❛♣✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠♦st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛s❡s✱ ✐ts ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡
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♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt ❜❡❝♦♠❡s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛s t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠
❞❡♣♦s✐ts ✐ts ❡♥❡r❣② ❞❡❡♣❡r ✐♥t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s✲
♣♦rt ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s✲
♣♦rt✳ ❚❤✐s ♣❧❛②s ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s r❛❞✐❛t✐♦♥
tr❛♥s♣♦rt ✐s ❢❛st ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✱ t❤✐s ❤❡❧♣s t♦ ♦❜t❛✐♥✱ ✐♥ ❛ t✐♠❡
s♣❛♥ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s✱ ❛ ♥❡❛r❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛ s❧❛❜ ✭s❡❡ ✸✳✶✳✷ ❛♥❞ ✹✳✶✳✹✮✳
■❢ f(ν, ~r, ~Ω, t) ✐s t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❞❡♥s✐t② Uν ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ν ✭s♣❡❝tr❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✮ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ~r ❛♥❞ t✐♠❡
t ✐♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ f ♦✈❡r ❛❧❧ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡s ~Ω✿

Uν(~r, t) = hν

∫

4πf(ν, ~r, ~Ω, t)d~Ω ✭✷✳✸✺✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ✢✉① Sν ✐♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ~r t❤r♦✉❣❤ ❛ s✉r❢❛❝❡
✇✐t❤ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ~n ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

Sν(~r, t, ~n) = hν

∫

4πf~Ωd~Ω ✭✷✳✸✻✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡❛❞s t♦
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt✿

∂Uν

∂t
+∇· ~Sν = cκν(Uν,p − Uν) ✭✷✳✸✼✮

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t κν ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♦♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ν
❛♥❞ Uν,p ✐s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ P❧❛♥❝❦✐❛♥ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ■♥
t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❛♥❞ ❊❙❚❍❊❘ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❞❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱
t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♣❧❛②s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t
r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❤❡❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡s ♠✉st t❤❡r❡❢♦r❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇r✐tt❡♥
❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
❚❤❡ ♦♣❛❝✐t② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❡①✐st✐♥❣ ♦♣❛❝✐t② t❛❜❧❡s ♦r
♠✉st ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛❜✲✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞s ✭s❡❡ ✻✳✷✮✳

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦r♦♥❛✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♣♦rt ③♦♥❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❛
❧♦✇❡r ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■t s♣r❡❛❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛❜❧❛t✐♦♥ ❢r♦♥t✳
❚❤❡ ❛❜❧❛t✐♦♥ ❢r♦♥t✱ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛s❡r ❤❛s ✐♥❞✉❝❡❞
✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ st❛rts t♦ ❡①♣❛♥❞ ♦✉t✇❛r❞s✳

❩♦♥❡ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥

❚❤❡ ③♦♥❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❜❧❛t✐♦♥ ❢r♦♥t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ③♦♥❡✳ ■t ✐♥❞❡❡❞ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❜② ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜❧❛t✐♦♥
❢r♦♥t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ③♦♥❡ ✐s ②❡t
♦♥❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ✐❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② t❤✐❝❦✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦✱ ❝❛r❜♦♥ t❛r❣❡ts ♦❢ ♦♥❧② ✺✵✵ ♥♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
r❡❣✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ♠♦st
❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❤❡❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt ❛❢t❡r ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡
♥❛♥♦s❡❝♦♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳



✷✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❇❆❙■❙

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ♣❤②s✐❝s ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠✲t❛r❣❡t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♣r❡s❡♥t✐♥❣
❛❧❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts
❛r❡ ♥♦✇ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

✷✳✷ ■♦♥✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❇❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s✱
❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐s ✜rst ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✷✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡
✐♦♥✲t❛r❣❡t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❆ ❜❛s✐❝ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r
❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ✷✳✷✳✷✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❛s❡ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ ❛ ❜❛s✐❝ ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞✳
❨❡t ❢♦r t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✱ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ r❡❣✐♠❡s ♦❢
t❤❡ ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♠❡s ♦❢ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❞✐✛❡✲
r❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥ts✱ ✐s t❤✉s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✐♥ ✷✳✷✳✸ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❖♥ t❤✐s ❜❛s✐s✱ ✐♥ ✷✳✷✳✹ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❜❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ t❤❡♦r②✱ t❤❡
❜✐♥❛r②✲❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❤❡♦r② ♦r t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♣❧❛s♠❛ t❤❡♦r②✳ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❛ ✉♥✐✜❡❞ st♦♣♣✐♥❣
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❜r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ❛♥❞ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
♦♥ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ✷✳✷✳✻✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ t❤❡♦r② ✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳ ❙t♦♣♣✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳

✷✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣

■♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s ♥✉♠❡r♦✉s ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❤❡♥ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t②
vp ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ Zp ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r✱ t✇♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡
❤❛♥❞✱ t❤❡ ✐♦♥ ❧♦s❡s ❛ ♣❛rt ♦❢ ✐ts ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ♠❛tt❡r✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❝❤❛r❣❡✲❡①❝❤❛♥❣❡
♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉r✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤
❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣②✱ ❤❛s ✐♥ t✉r♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳
■♥ ♣❧❛s♠❛✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s ♠❡❞✐✉♠✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲
st❛t❡ ❛r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✱ ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❛t♠❡♥t ✐s r❡q✉✐r❡❞✳
❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ✐♥ ♠❛tt❡r ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞
❛s ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✱ ♦r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②✳

❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♠❛tt❡r

❋✐rst✱ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛tt❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❝❧❡❛r✳ ❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r S(E) ♦❢ ❛♥ ✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠❡❞✐✉♠
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✱ ✐✳❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ∂E ❧♦st ❜② t❤❡ ✐♦♥ ♣❡r ❧❡♥❣t❤
❡❧❡♠❡♥t ∂x✳ ■t ❤❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r❝❡ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ▼❡❱✴µ♠✮ ❛♥❞ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✿

S(E) = −∂E
∂x

✭✷✳✸✽✮

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ∆❊ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ✐ts st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦✈❡r t❤❡ ✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ t❤❡
st♦♣♣✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠✳

∆E = −
∫

∂E

∂x
dx = −

∫

∂E

∂ρx
ρdx ✭✷✳✸✾✮



✷✳✷✳ ■❖◆✲P▲❆❙▼❆ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ ✷✼

✇✐t❤ ρ t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✾✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉✲
❝✐♥❣ ρ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧
♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ρ① ♦✈❡r t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
✐♠♣♦rt❛♥t q✉❛♥t✐t② ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐s ♥♦t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ❜✉t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❛tt❡r
♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♦♥ ♣❛t❤✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✐t②✱
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ∆E ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳
■♥ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛rt✱ ♦♥❧② t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s t❤✉s ❛❞❞r❡ss❡❞✳

Pr♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s tr❛✈❡rs✐♥❣ ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r ❝❛♥ ❧♦s❡ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ❞❡♣❡♥✲
❞✐♥❣ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡✐r ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣②✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❙✐❣✵✺❪✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥
❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✿

✶✳ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s

✷✳ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡

✸✳ ❈❛♣t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s

✹✳ ◆✉❝❧❡❛r ❡♥❡r❣② ❧♦ss

✺✳ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥

❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ❝❛♥ ❧♦s❡ ❡♥❡r❣② ❜② ✐♥❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t
❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜② ❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❛♥❞ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❡♥❡r❣② ❧♦ss r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s
✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♣r♦❝❡ss ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❛♥❣❡✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦♥❧②
❜❡❝♦♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ❧♦✇ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❜❡❧♦✇ ✵✳✶ ▼❡❱✴✉✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐ts❡❧❢ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❡❞✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❛♣t✉r❡ t❛r❣❡t
❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❧② ❢♦r ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t②♣✐❝❛❧❧②
❜❡❧♦✇ ✶ ▼❡❱✴✉✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r ✈❡r② ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♠✉st ❛❧s♦
❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ♦r ❈❤❡r❡♥❦♦✈ r❛❞✐❛t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦♥r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡
♥✉❝❧❡❛r ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r q✉❛♥t✐t② t❤❛t ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳
❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✭♦r ✈❡❧♦❝✐t②✮ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r
✐♥ ♠❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ r❡❣✐♠❡s✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢r❛♠❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡s❡ r❡❣✐♠❡s✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳
■t ♠✉st ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✸ ✐s ❥✉st ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡✱ ✐♥ s♦❧✐❞ ♠❛tt❡r✱ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♠❡s ♦♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ ❜♦r❞❡r❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡s❡
r❡❣✐♠❡s ♠❛② ✈❛r② ❢r♦♠ ❝❛s❡ t♦ ❝❛s❡✱ ♥♦t❛❜❧② ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❛s❡✳
■♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♠❡ ✭> ✶✵ ▼❡❱✴✉✮✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❇❡t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ ❬❇❡t✸✵✱ ❇❡t✸✷❪ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ❧❛t❡r
✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇✲✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♠❡ ✭< ✵✳✶ ▼❡❱✴✉✮✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② vp ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❛ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡
❬▲❙✻✶❪✳
❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♠❡✱ ✇❤❡r❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ str♦♥❣ ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲✈❡❧♦❝✐t② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝✉r✈❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st♦♣♣✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✐s t❤❡ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ✐t ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❚❤❡ t❤r❡❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♠❡s ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ♠❛tt❡r✱ ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ♦①②❣❡♥ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ✭❝♦❧❞✮ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❬❙✐❣✵✺❪✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞
❜② ❍✳ P❛✉❧ ✭❬P❛✉❪✮✳

❜♦✉♥❞ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❇♦❤r ✈❡❧♦❝✐t② v0✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐t ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧
✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s vth✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♦♥ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✱
♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐♥❣ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✭❇❧♦❝❤ ❬❇❧♦✸✸❪✱ ❇❛r❦❛s ❬❇❉❍✻✸❪
❛♥❞ s❤❡❧❧ ❬❙❙✵✻❪ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✮ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ s❤❡❧❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❛❦❡s
t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ ✐s ♦♥❧② ♦❢ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
✈❡❧♦❝✐t② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❚❤♦♠❛s✲❋❡r♠✐ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❬❙✐❣✵✺❪✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
❡♥❡r❣✐❡s ❜❡❧♦✇ ✵✳✸ ▼❡❱✴✉ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ✐s ✵✳✺ ▼❡❱✴✉✳ ❆ ❣♦♦❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❩✐❡✾✾❪ ♦r ✐♥ ❬❙❙✵✷❪✳ ❚❤❡ ❇❧♦❝❤ ❛♥❞ ❇❛r❦❛s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s
✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❛s❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❆tt❡♠♣ts ♦❢ s❝❛❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲✈❡❧♦❝✐t②
r❡❣✐♠❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬❙✉❣✽✶❪ ❜✉t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ♠✐ss✐♥❣✳
❙❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t❤❡♦r✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ r❡❝❡♥t❧② ❜✉t ♥♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ st♦♣♣✐♥❣✲
♣♦✇❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② s♣❡❝tr✉♠✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ t❤❡ ❜✐♥❛r② t❤❡♦r② ❜② P✳ ❙✐❣✲
♠✉♥❞ ❬❙❙✵✷❪ ❜❛s❡s ♦♥ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r♦✉s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ●❊❆◆❚✹ ❝♦❞❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ✹✳✷✳✶✮✳ ❆♥♦t❤❡r
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ t❤❡♦r② ✭❈❑❚✮ ❜② ●✳ ▼❛②♥❛r❞ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ✭❬▼❉❉+✵✷❪✮✳
■t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❇♦❤r✲❇❡t❤❡✲❇❧♦❝❤ ❛♥s❛t③ t❤❛t ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ✈❛r✐♦✉s
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ✐s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ✷✳✷✳✺✮✳ ❋✐✲
♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❯♥✐t❛r② ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❯❈❆✮ ❜② P✳▲✳ ●r❛♥❞❡ ❛♥❞ ●✳ ❙❝❤✐✇✐❡t③ ✭❬●❙✵✷❪✮
✐s ❝✐t❡❞✳ ■t ✐s ❛♥ ✐♠♣❛❝t✲♣❛r❛♠❡t❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❇❧♦❝❤ t❤❡♦r② t❤❛t ❤❛s ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❈❛sP ❝♦❞❡ ✭❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❙✇✐❢t P❛rt✐❝❧❡s✮✱ t❤❛t ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✳
❊✈❡♥ ✐❢ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ✭s♦❧✐❞s ❛♥❞ ❣❛s❡s✮ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥
❛❝❤✐❡✈❡❞ ②❡t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠✱ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❣♦♦❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✱ ❛♥❞ ♥✉♠❡r♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t♦
s❝❛❧❡ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ q✉✐t❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❛t❛ t❛❜❧❡s ❬P❛✉✵✻❪✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♦✈❡r✈✐❡✇
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❙✐❣✵✺❪✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❞❛t❛ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
✐♥ ❬P❛✉❪✳
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Pr♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡

❚❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥✱ ♦r t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✱ ✐s ❛ ✈❡r②
✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡r ✐♥❞❡❡❞ ❞❡♣❡♥❞s q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡✱ ❛t ❧❡❛st ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧② ✇❡❛❦❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❬❩✇✐✾✾❪✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲
st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❛❧✇❛②s ♣❧❛②s ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
■♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✱ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s t❤r❡❡ ♠❛❥♦r ❝❤❛r❣❡✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦
♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❈❤❛r❣❡✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ❢♦r ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✿ ❛✮ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜②
❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♦♥s✱ ❜✮ ♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ✭◆❘❊❈✮✱ ❝✮ ❘❛❞✐❛t✐✈❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ✭❘❊❈✮✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♦♥s✳
■t ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t♦ ❛♥ ✉♣♣❡r ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✳
❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ♥♦t ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♠❛tt❡r ✐s r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜② ❝❛♣t✉r❡
♦❢ ❜♦✉♥❞ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❛r❣❡t ❛t♦♠ ❛s ❛ t❤✐r❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r ❢♦r ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱
t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱
✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❤✐r❞ ♣❛rt♥❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❆♥♦t❤❡r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ♠❛✐♥❧② ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡ ✐♥ ✐♦♥✐③❡❞ ♠❛tt❡r ✐s r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜②
r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❛ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛r✲
❣❡t ❛t♦♠ ❛♥❞ ✐s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❡♠✐tt❡❞✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❛t✐♦♥ ✧r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡✧✳
❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣❤♦t♦✲✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ✧❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✧✱ ✐t
✐s ♦♥❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ✭s❡✈❡r❛❧ ▼❡❱✴✉✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♦♥✐③❡
t❛r❣❡t ❛t♦♠s ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❝r❡❛t❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✳ ■t ❜❡✲
❝♦♠❡s ❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥ ❛ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❜✉t ♦♥❧② ❛t ❧♦✇ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡r❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❝❛♣t✉r❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❛s ◆❘❊❈ ✭♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❝❛♣t✉r❡✮✱ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❘❊❈ ✭r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡✮✳

❚❤❡ ❝❤❛r❣❡✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤♦s❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥
♣❡r♠❛♥❡♥t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥ ❜❡❛♠✳ ■❢ ❛ ❜❡❛♠
✇✐t❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❛r❣❡t ♦✈❡r ❛ s✉✣❝✐❡♥t
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❚❤✐s ❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡ Qeq✱ ✇❤❡♥ r❡❛❝❤❡❞✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❤❛r❣❡✲
st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✵✱ ✇❤❡r❡ qi ❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❣❡
st❛t❡s ❛♥❞ fi ❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✳



✸✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❇❆❙■❙

Qeq =
∑

i

fiqi ✭✷✳✹✵✮

Qeq ✉s✉❛❧❧② r❡❛❝❤❡s ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥ s♦❧✐❞s t❤❛♥ ✐♥ ❣❛s❡s✳ ❚❤✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞❡♥s✐t② ❡✛❡❝t ❬▼❈●✵✵❪
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆s ❛ s♦❧✐❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t② t❤❛♥ ❛ ❣❛s✱ ♠♦r❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s
♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❜❡❡♥ ❡①❝✐t❡❞ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ r❡❛❝❤❡❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ❛❢t❡r ❛
❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ❤❛✈❡ ❧❡ss t✐♠❡ t♦ ❞❡✲❡①❝✐t❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡①t ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ✐♥ ❛ s♦❧✐❞ ✐s ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ t❤❛♥ ✐♥ ❛ ❣❛s✳
❆s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✱
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛♥ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❝❛❧✐♥❣
❧❛✇s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♥❞ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ♦♥❡s✱ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❜❡❛♠✲t❛r❣❡t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✐s t❤❡ ❇❡t③ ❢♦r♠✉❧❛ ❬❇❡t✽✸❪✿

Qeq = Z

(

1− a exp

(

− vp
v0Zf

))

✭✷✳✹✶✮

✇❤❡r❡ Z ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✱ v0 ✐s t❤❡ ❇♦❤r ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛♥❞ a ❛♥❞ f ❛r❡ ✜t
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✶ ❛♥❞ ✷✴✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❇❡t③ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥❧② t❛❦❡s t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ ✐❣♥♦r❡s ♠❡❞✐✉♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
▼♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✜t ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛♥ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❩✐❡❣❧❡r✲
❇✐❡rs❛❝❦✲▲✐tt♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ❬❩❇▲✽✺❪ ✉s❡❞ ♥♦t❛❜❧② ✐♥ t❤❡ ❙❘■▼ ❬sr✐❪ ❝♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❙❝❤✐✇✐❡t③✲●r❛♥❞❡
♠♦❞❡❧ ❬❙●✵✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❙❝❤✐✇✐❡t③✲●r❛♥❞❡ s❡♠✐✲
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❛ s♦❧✐❞ t❛r❣❡t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Qeq = Zp
12x+ x4

0.07
x

+ 6 + 0.3 · x0.5 + 10.37 · x+ x4
✭✷✳✹✷✮

✇✐t❤

x =

(

vp
v0

· Z−0.52
p Z

−0.019Z−0.52
p

vp

v0

T

1

1.68

)1+ 1.8
Zp

. ✭✷✳✹✸✮

✇❤❡r❡ v0 = ✷✳✶✾×106 ♠✴s ✐s t❤❡ ❇♦❤r ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ❢♦r♠✉❧❛s ✷✳✹✷ t♦ ✷✳✹✺✱ Zp ❛♥❞ ZT

❞❡s✐❣♥❛t❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❣❛s❡s t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠✐❧❛r
❡①♣r❡ss✐♦♥✿

Qeq = Zp
376x+ x4

1428 + 1206x0,5 + 690x+ x6
✭✷✳✹✹✮

✇✐t❤

x =

(

vp
v0

· Z−0.52
p Z

0.03−0.019Z−0.52
p

vp

v0

T

)1+ 0.4
Zp

. ✭✷✳✹✺✮

❆t ❛♥ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❢♦r ❝❛r❜♦♥ ♣r♦❥❡❝✲
t✐❧❡ ✐♦♥s ✭Zp = ✻✮ ✐♥ ❛ ❝❛r❜♦♥ ♠❡❞✐✉♠ ✭ZT = ✻✮✱ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛♥ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ Qeq = ✹✳✸✽
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ s♦❧✐❞ st❛t❡ ❛♥❞ Qeq = ✸✳✾✽ ❢♦r t❤❡ ❝♦❧❞ ❣❛s❡♦✉s st❛t❡✳

■❢ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡ ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡ Zp✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡r ❞❡♣❡♥❞s q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ♦♥ Zp✱ ❛t ❧❡❛st ❛t ❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲
♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❧✐♥❡❛r ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ r❡❛❧✐t②✱ ❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐s ♥♦t ♣✉♥❝t✉❛❧
❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❝❛rr✐❡s ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❜② t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s
t❡♥❞s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ❢❡❧t ❜② t❤❡ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❆t ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❇❡t③ ♦r t❤❡ ❙❝❤✐✇✐❡t③✲●r❛♥❞❡ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡
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❢✉❧❧② str✐♣♣❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ♥♦ ❜♦✉♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s s❝r❡❡♥ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❨❡t ❛t ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t②✱
❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ♠♦st❧② ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✐s ❤❛s ❧❡❞✱ ❢♦r ❛
❧♦♥❣ t✐♠❡✱ t♦ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ Zeff ✱ ❛✐♠❡❞ ❛t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡
❈♦✉❧♦♠❜ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❜② ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❤❛s ❜❡❡♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇♦❤r ❬❇♦❤✹✶❪ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❢♦r♠s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ◆♦rt❤❝❧✐✛❡
❬◆♦r✻✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✐♠♣r♦♣❡r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱
❛s r❡❝❡♥t❧② ♣✐♥♣♦✐♥t❡❞ ✐♥ ❬❋r❛✶✶✱ ❋❇❇+✶✸❪✳ ❋♦r ❛ ❝♦rr❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱
❛ ❢✉❧❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣❛❝t✲♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥s ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✳
❙✉❝❤ ❛♥ ✐♠♣❛❝t✲♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❛sP ❝♦❞❡ ❬❝❛s❪✳ ❇② t❤❡
s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✱ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝❛♥ t❤✉s
❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❬❋❇❇+✶✸❪✳
❚❤❡ ❡①❛❝t r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧❧②
r❡♠❛✐♥s ❛ ❝♦♠♣❧❡① t❛s❦✱ ❛♥❞ ✐♥ ♠♦st st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥
❡①t❡r♥❛❧ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ ♥♦ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t t❤❡♦r② ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ t♦ ❞❛t❡✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❝♦❞❡s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳
◆♦✇✱ ❛♥❛❧②t✐❝ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❇❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t st♦♣♣✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐❧❧ ❜❡
❞❡r✐✈❡❞ ❧❛t❡r ❢♦r ♣❧❛s♠❛s✳ ❚❤❡r❡✇✐t❤✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♣❧❛s♠❛✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s
♦♥ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❛♥
t❤❡ ❜❛s✐❝ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✷✳✹ ❛♥❞ ✷✳✷✳✺✳

❋❛st ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✿ t❤❡ ❇♦❤r ❛♥❞ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s

■♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ♠❛tt❡r ❤❛s ✜rst ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❇♦❤r ❬❇♦❤✶✸❪ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
❛♥❞ t❤❡♥ ❜② ❇❡t❤❡ ❬❇❡t✸✵✱ ❇❡t✸✷❪ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❇♦❤r
❛♥❞ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❇♦❤r
❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❛ s♦❧✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❜✐♥❛r② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✉♥❞❡r❣♦♥❡ ❜② ❛ ❢❛st
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❤♦s❡ ❞❡♥s✐t② ✐s nT ✐♥ ❝♠−3✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ t♦ ❛ t❛r❣❡t ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ∆❊ = (∆p)2/2m✱ ✇❤❡r❡ m ✐s
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛ss ❛♥❞ p t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss
mi✱ ❝❤❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r Zp ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② vp ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r b ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t②
♦❢ ❛ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ mi ≫ me✱ t❤❡ ✐♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡
tr❛♥s❢❡rr❡❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s✿

∆p(b) = Zpe
2

∫

b

((vpt)2 + b2)
3

2

= 2
Zpe

2

bvp
✭✷✳✹✻✮

✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛s t❤❡ ❧♦♥✲
❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✉t ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

∆E(b) =
(∆p)2

2me
= 2

Z2
pe

4

b2v2p
✭✷✳✹✼✮

■❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ♦✈❡r ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ∂x ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ✐t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ 2πbdbnT∂x
❡❧❡❝tr♦♥s ❛t ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r b✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

∂E

∂x
= −

4πZ2
pe

4nT

mev2p

∫

db

b
✭✷✳✹✽✮
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❆s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ b ✐s ❞✐✈❡r❣❡♥t ❜♦t❤ ❛t ✵ ❛♥❞ ❛t ✰∞✱ t✇♦ ❝✉t♦✛s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❡t ✉♣ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡✲
❣r❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ✭bmin ❛♥❞ bmax✮ t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡
t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳
bmin ✐s ✉s✉❛❧❧② t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣②

tr❛♥s❢❡r✱ ✐✳❡ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ❧❡♥❣t❤✿ bmin = r0 =
Zpe

2

mev2p
✳ ❍❡r❡ ❡q✉✳ ✷✳✾ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ µ = me

❜❡❝❛✉s❡ mi ≫ me ❛♥❞ vr = vp ❜❡❝❛✉s❡ vp ≫ v0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❝❛♥ ♦❝❝✉r
❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥ ∆t ≈ b

vp
st❛②s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t b ❤❛s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ bmax =
vp
ω
✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✱ t❤❡ ❇♦❤r ❝❧❛ss✐❝❛❧ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✹✾ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳
❚❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ t❡r♠ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r b ✐s t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s✳

(

∂E

∂x

)

bound

= −
4πZ2

pe
4nT

mev2p
ln

(

mev
3
p

Zpe2ω

)

✭✷✳✹✾✮

❚❤✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐t t❡♥❞s t♦ ♦✈❡r✲
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❋♦r ❧❛r❣❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜②
❇❡t❤❡ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✿

(

∂E

∂x

)

bound

= −
4πZ2

pe
4nT

mev2p
ln

(

2mev
2
p

I

)

✭✷✳✺✵✮

✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❇♦❤r
❛♥❞ ❇❡t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ t✇♦ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ Zp ✇✐t❤ ✐ts q✉❛❞r❛t✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱
❛♥❞ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲t❛r❣❡t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡
t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ✐♦♥✐③❡❞ ♠❛tt❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ♥♦t❛❜❧② ❛
s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳

✷✳✷✳✷ ❙✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛s♠❛

■♥ ✐♦♥✐③❡❞ ♠❛tt❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡①❝✐t❡❞ ❢r❡❡
❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❛t ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ωp✱ ❛❧s♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡s❡ ♣❧❛s♠♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝ts ❛♣♣❡❛r ❢♦r ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛s♠❛✱ ❜♦t❤
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✿ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s✳

• ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠

❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ✭❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ♣❧❛s♠❛
❡❧❡❝tr♦♥s✮ ✐s ❣✐✈❡♥✱ ❢♦r t❤❡ ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ j✱ ❜②✿

Ij = ~ωj ✭✷✳✺✶✮

❚❤❡r❡✱ ωj ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥ ✐♥ ❛ t❛r❣❡t ❛t♦♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r s②st❡♠✳ ❨❡t✱ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱
t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ I ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ❛♥ ❛t♦♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❞❡✜♥❡❞
❛s✿
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ln I =
∑

j

fj ln (~ωj) ✭✷✳✺✷✮

❍❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts fj ❛r❡ t❤❡ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❢r❡❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωj ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞
❜② t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ✐✳❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ωp✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ♣❧❛s♠♦♥
~ωp✳ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✺✸ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ❇❡t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❜② ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳
■❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♦♥✐③❡❞✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❤❛s t♦ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ t❡r♠s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s♦❧✐❞ ❝❛s❡ ✭✷✳✺✵✮✳

(

∂E

∂x

)

free

= −
Z2
pe

2ω2
p

v2p
ln

(

2mev
2
p

~ωp

)

✭✷✳✺✸✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❇♦❤r ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

(

∂E

∂x

)

free

= −
Z2
pe

2ω2
p

v2p
ln

(

mev
3
p

Zpe2ωp

)

✭✷✳✺✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝✉t♦✛ ✐s ♥♦✇ bmax =
vp
ωp
✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ λ ♦❢ ❛

♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳
❇♦t❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♥❞ t❤❡✐r ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t② ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❞❡s❝r✐❜❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧❛r❣❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ b > λ
❢♦r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❇♦❤r ❢♦r♠✉❧❛ ❞❡s❝r✐❜❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❢♦r b0 < b < λ ✐♥ ❛
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ✇❛②✳

❚❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❜♦✉♥❞ ❛t♦♠✐❝ st❛t❡s ❜② t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❝❛✉s❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛ ♣❧❛s♠❛
❛t ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ne = ✶✵21 ❝♠−3✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
❢♦r ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ✽✻ ❡❱ ❢♦r ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ❬❙✐❣✵✺❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❧❛s♠♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥✲
❡r❣② ~ωp ≈ ✶ ❡❱✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧♦✇❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞ ❛t♦♠✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛❜♦✉t ✺✵% ❛t ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ♦❢
✹ ▼❡❱✴✉✳ ❋♦r ❧♦✇❡r ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛s ✵✳✺ ▼❡❱✴✉✱ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❛♥❞ ♦✈❡r✲❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ❛s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✸✳✷✳

❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐t ❤❛s s❡r✈❡❞ ❛s ❛
❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ✐♦♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠♦st
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❇❡t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡✱ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐❢ ❛❞❡q✉❛t❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❛❞❞❡❞✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢♦r ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✳

✕ ❇❧♦❝❤ ❝♦rr❡❝t✐♦♥

❖♥❡ ✉s✉❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♠♣❛❝t✲♣❛r❛♠❡t❡r
❞♦♠❛✐♥ ✐s t❤❡ ❇❧♦❝❤ t❡r♠✳ ■t ❛❞❞s ❝❧♦s❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❇♦❤r
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ■t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇❧♦❝❤ ✐♥ ✶✾✸✸ ❬❇❧♦✸✸❪ ❛♥❞ ✐s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❡✳❣ ❬▲❙✾✻❪✳ ■t ✧❜r✐❞❣❡s t❤❡ ❣❛♣✧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛t
❧❛r❣❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐s ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛t s♠❛❧❧❡r ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤❡r❡
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t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s♠❛❧❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❇♦❤r ♣❛r❛♠❡t❡r η ❂ Zpv0/vp
❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✱ s♠❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ❡✈❡♥ts ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t❛❜❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡
t❤❡s❡ ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ t❤❡ ❇❧♦❝❤ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜
❧♦❣❛r✐t❤♠✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❇♦❤r r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✐✈❡ ❇❧♦❝❤ t❡r♠ ✐s✿

LBloch = ψ(1)−Re[ψ(1 + iη)] =
∞
∑

k=1

1

k

η2

k2 + η2
✭✷✳✺✺✮

✇❤❡r❡ ψ(1) = −γ = ✲✵✳✺✼✼✷✶✱ γ ✐s t❤❡ ❊✉❧❡r✲▼❛s❝❤❡r♦♥✐ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ψ ❞❡s✐❣♥❛t❡s
t❤❡ ❉✐❣❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐✳❡ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ●❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❇② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❇❡t❤❡ r❡❣✐♠❡ t♦ ❝❧♦s❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ t❤❡ ❇❧♦❝❤ t❡r♠
❡♥❛❜❧❡s t♦ ❛❝❝❡ss ❛ q✉❛♥t✉♠ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
t❤❡♦r②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t✱ s✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❇♦❤r r❡❣✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣
♦❢ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❇❧♦❝❤ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❇❡t❤❡ r❡❣✐♠❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✐♠♣❛❝t
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛s ✐s ❞♦♥❡ ❡✳❣ ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❛r② st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r② ❬❙❙✵✵✱ ❙❙✵✷❪✳

✕ ❇❛r❦❛s ❝♦rr❡❝t✐♦♥

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣♦
❜❡②♦♥❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ■t ✐s t❤❡ ❇❛r❦❛s ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛s♠❛
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t✱ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❇❛r❦❛s ❛♥❞
❆♥❞❡rs❡♥ ✐♥ ✶✾✻✸ ❬❇❉❍✻✸❪✱ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥
❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥
t❡♥❞s t♦ ❛ttr❛❝t ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s❀ t❤✐s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❢r❡❡✲
❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ st♦♣✲
♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ✐♦♥ r❡♣❡❧s ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ ✐ts tr❛❥❡❝t♦r②✱
✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✇❡❛❦❡r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ ❇❛r❦❛s ❡✛❡❝t ❜❡❝♦♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡❧♦✇ ✶ ▼❡❱✴✉✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❇❛r❦❛s t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❬❙❙✵✸❪✳ ❆♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❛r❦❛s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❢✉❧❧②✲✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
❬P❘❊❩✾✸❪✿

LBarkas =
3πe2ωp

2mev3p
ln

(

2mev
2
p

~ωp

)

✭✷✳✺✻✮

✕ ❚❤❡r♠❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥

❆ ❢✉rt❤❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥❡❛r ♦r ❜❡❧♦✇
vth✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✉❛❧❧② ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ❛t vp

vth
≈

✶✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧ ❜❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ❞✐✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s +∞ ❢♦r ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❈❤❛♥❞r❛s❡❦❤❛r t❤❡r♠❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✭♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✮ G( vp

vth
)

❬❈❤❛✹✸✱ ❈❤❛✻✵❪ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✱ ♠❛❦❡s t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ③❡r♦ ✇❤❡♥
vp ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝✉r✈❡ r❡❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t vp

vth
≈ ✶✳

❚❤❡ G ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ■t ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ s❡✈❡r❛❧ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ✭s❡❡
✷✳✷✳✹ ❛♥❞ ✷✳✷✳✺✮ ❛♥❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②✿

G(x) = erf(
√
x)− 2

√

x

π
exp (−x) ✭✷✳✺✼✮

✇❤❡r❡ erf ✐s t❤❡ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ G( vp
vth

✮ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺✳ ■t ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r vp ≫ vth✱ G ≈ ✶ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡r✳ ❈♦♠✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ G ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ③❡r♦
❛t ③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛t ❧♦✇ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②
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❛♥❞ t❤✉s ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t vp
vth

≈ ✶ ✭❤❡r❡ ❛t ≈ ✶✳✻ ❜❡❝❛✉s❡ vth

=
√

kBTe

me
✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ G( vp
vth

) ❢♦r vp
vth

✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✹✳ ❲❤❡♥ vp
vth

= ✹✱ G ≈ ✶ ❛♥❞ ❤❛s ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳
❋♦r ❧♦✇❡r ✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ G ❞❡❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐❢
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❇❡t❤❡✲❧✐❦❡ ❛♥s❛t③✳

✕ ❙t❛♥❞❛r❞ st♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♣❧❛s♠❛

❚❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❤❡r❡
Zp ✐s ✉s✉❛❧❧② t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ Zeff ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ ❛ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛ ✐s t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❇❧♦❝❤ ❛♥❞
❇❛r❦❛s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t♦r G( vp

vth
)✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❙t♦♣♣✐♥❣ ▼♦❞❡❧

✭❙❙▼✮ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❬❈❉◆+✾✹✱ ❏❍▲+✾✺✱ ❘❙❙+✵✵✱ ❉▼❈+❪✳ ❋♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ❤✐❣❤ ✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ G ≈ ✶
❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

(

∂E

∂x

)

SSM

= −
Z2
pe

2ω2
p

v2p
G

(

vp
vth

)

[

ln

(

2mev
2
p

~ωp

)

+ LBloch + ZpLBarkas

]

✭✷✳✺✽✮

❚❤❡ ❇❛r❦❛s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❛s Z3
p ✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❇❧♦❝❤

t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Z4
p ✳ ❇♦t❤ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s q✉✐❝❦❧② ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛t ❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡

✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ❙❙▼♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✱
✐t r❡♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♠❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s st✐❧❧ ♠♦❞❡r❛t❡✳ ❚❤❡ ❙❙▼ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐t② st♦♣♣✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✱ ✇✐t❤ ❛❞✲❤♦❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❛s❡✳ ■t r❡♠❛✐♥s ❤❡♥❝❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ q✉✐t❡
❛❝❝✉r❛t❡ ❛t ❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜✉t ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
♠❛①✐♠✉♠✳

• ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡

❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛❧s♦ ✐♥❞✉❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ t❤❡ ❞✐✈❡rs❡ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤✉s ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
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♦❢ ❛♥ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ◆♦t ♦♥❧② ❛r❡ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s ♠♦❞✐✜❡❞✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♥❡✇ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♣♣❡❛r✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻✳
■♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ t❛r❣❡t ✐♦♥s r❡♠❛✐♥s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠✳ ❆s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♦♥s ✐s ♥♦✇ ❧❡ss s❝r❡❡♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✱ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳
◆❘❊❈ r❡♠❛✐♥s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❤❛s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞
❛ ❤✐❣❤ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ◆❘❊❈ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ r❡❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st ✐♥♥❡r s❤❡❧❧s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛t♦♠s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡
❑✲s❤❡❧❧✳ ❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❑✲s❤❡❧❧ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♦♥s st❛rt ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❢r❡❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡✱ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ◆❘❊❈ ✐s str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ■♥
❛ ❢✉❧❧②✲✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛✱ ◆❘❊❈ t❤✉s ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❘❊❈✱ ✐ts ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐♥❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦r❡ ♥✉♠❡✲
r♦✉s ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ♥❡✇ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ♣❧❛s♠❛✱ ♥❛♠❡❧② ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② ❢r❡❡
♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞✴♦r
♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛s t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡
❤✐❣❤❡r t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ ✐s ❛ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❢r❡❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♣❧❛s♠❛✿ ❞✐❡❧❡❝tr♦♥✐❝
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤r❡❡✲❜♦❞② r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❣❡✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r✐s✐♥❣ ❢♦r ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ✐♥ ♣❧❛s♠❛✿ ❛✮ ✐♦♥✲
✐③❛t✐♦♥ ❜② ❢r❡❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❜✮ ❞✐❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝✮ t❤r❡❡✲❜♦❞② r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

❉✐❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❝❛♣t✉r❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛♣t✉r❡
♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ r❛❞✐❛t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ❧✐❦❡ ✐♥ ❘❊❈✱ ❜✉t t❤✐s ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❛ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✳ ❚❤✐s
♣r♦❝❡ss ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ ❛ ♣r❡❝✐s❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② Ek ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② Eb ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥
❤❛s t♦ ❡q✉❛❧ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② Ei ✲ Ej ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s
i ❛♥❞ j✿

Ek + Eb = Ei − Ej ✭✷✳✺✾✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ❞♦✉❜❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞✱ ✇❤♦s❡ ❞❡❝❛② ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
✇❛②s✳ ❊✐t❤❡r ❛ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ♦r ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥
✐s ❡❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛t♦♠ ✐♥ ❛♥ ❆✉❣❡r ♣r♦❝❡ss✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
♥♦ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡✳ ❉✐❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ✐♥ ❛ ❤♦t ❤✐❣❤❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❬P▼✾✶❜❪✳ ❆s t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛
❤✐❣❤ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❘❊❈ ❞♦♠✐♥❛t❡s ✐♥st❡❛❞ ✐❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❤✐❣❤❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❜✉t ♦❢
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♠♦❞❡r❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❚❤r❡❡✲❜♦❞② r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❛ ❧♦✇✲❞❡♥s✐t②
♣❧❛s♠❛✱ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛❧✇❛②s ♦❝❝✉r ❛s ❜✐♥❛r② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❆s
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ t❤❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥
t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ✐♠♣r♦❜❛❜❧❡✱ ❛s ❛ t❤✐r❞ ♣❛rt♥❡r ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠✐ss✐♥❣ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♠♦♠❡♥t✉♠
❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t② ✐s ❤✐❣❤❡r✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t❤❛t ❛♥♦t❤❡r ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤✐s
❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♥ ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❛rt♥❡r✳ ❚❤r❡❡✲❜♦❞② r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦♥❧②
❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❊✈❡♥ t❤❡♥✱ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
♣r♦❝❡ss r❡♠❛✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❘❊❈ ♦r ◆❘❊❈✳

▼❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❘❊❈ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✭❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐ts ❝♦♠✲
♣❧❡t❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛✮ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
❜② ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♦♥s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ Qeq ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐s
❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✳ ❚❤✐s ✇❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❬◆❩✽✷❪ ❛♥❞
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥ ❡✳❣ ❬❉❍❇+✾✷❪✳

• P❧❛s♠❛ ❡✛❡❝t

■♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠✱ t❤✐s ❧❡❛❞s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
q✉❛❞r❛t✐❝ ✭♦r ❛ ❜✐t ✇❡❛❦❡r✮ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t♦ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✳ ❚❤✐s ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝t✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧❧ t❤❡ str♦♥❣❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❣r❛❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❣✉❧❛r❧②
♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❬❉❍❲+✾✵❪ ❛♥❞ ❬❍❲❲+✾✵❪✱
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ●❙■ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ vp ≫ vth ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛♥
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r ✷✲✸ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s✳ ❆ ❢❡✇ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ s✐♠✐❧❛r
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r ✐♦♥s✱ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ♣❧❛s♠❛✱ r❡✈❡❛❧❡❞ ❛♥
❡①tr❡♠❡ st♦♣♣✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❣✐♦♥✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✉♣ t♦ ✸✺✲✹✵
❬❏❍▲+✾✺✱ ❏❇❋+✾✻❪ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

• ◆♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡

❍❡r❡ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ Qeq ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ ❛ ♣❧❛s♠❛ t❤❛♥ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✱
t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✱ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❧✐❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ t✐♠❡
s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ ✈❡r② t❤✐♥ t❛r❣❡t✱ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥
❛❧✇❛②s r❡❛❝❤❡s ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❛t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■♥
❛ ❤✐❣❤❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ▼❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ◆❘❊❈ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ❛♥❞ ❧✐❡s ♦♥
t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ❛s t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ❛ ❤✐❣❤❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ t❤✉s ❞♦❡s ♥♦t s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❛❝❤ ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❍❡♥❝❡✱
♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❛r✐s❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲
♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤✉s ♦❢
t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❬P▼✾✶❜❪✳
❚❤✐s ❢❛❝t ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❝❛❧✲
❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡ t❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳

❆ ❜❛s✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❜❛s✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ❡①✲
t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r t♦ ✐♦♥✐③❡❞ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱
❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ st♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭❙❙▼✮ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♠♦st ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ✐♦♥
st♦♣♣✐♥❣ t♦ ❞❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❙❙▼ r❡♠❛✐♥s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ■t ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❡rr♦♥❡♦✉s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥
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♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠✱ ✇❤❡r❡ ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♠❛② ❜❡
♣r❡s❡♥t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ str♦♥❣ ✭s❡❡ ✷✳✷✳✸ ❛♥❞
✸✳✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ❙❙▼ ♠❛② t❤✉s ❜❡ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥ t❤✐s ✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♠❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♦♥ st♦♣✲
♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❇♦t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s❡❝✲
t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ❛ r✐❣♦r♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❖♥ t❤✐s ❜❛s✐s✱ ❛ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♦❢ ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣
t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s ✜♥❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✷✳✷✳✸ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡r s❝❛❧❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡②
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✲
♣❧❛s♠❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❡❛r✱ s❡♠✐✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡
❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❧✐♥❡❛r ✐s ❛ s②♥♦♥②♠ ❢♦r ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♠♣❛❝t✲♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥✱ ✐✳❡ ✇❤❡t❤❡r s❤♦rt✲r❛♥❣❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✭❡❧❛st✐❝ ♦r ✐♥❡❧❛st✐❝ ❈♦✉❧♦♠❜ s❝❛tt❡r✐♥❣✮ ♦r ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ✭♣❧❛s♠♦♥ ❡①❝✐✲
t❛t✐♦♥✱ ♣❧❛s♠❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❞②♥❛♠✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣✮ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞✳
❚♦ ❜❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡✱ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❤❛s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ t❛❦❡ ❜♦t❤ ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❛♥❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❝♦✉♥t❡rs✳ ❆s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✷✳✷✳✺✱ t❤✐s ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ②❡t ❛♥❞ ❡❛❝❤
♣❛r❛♠❡t❡r r❡❣✐♦♥ ❤❛s ✐ts ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❣❡s ✇✐t❤✐♥
♦♥❡ t❤❡♦r② r❡♠❛✐♥s ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❖♥
t❤✐s ❜❛s✐s✱ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♠❡❞✐✉♠✱
✐✳❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤r❡❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♠❡s✱ ❢r♦♠ ✇❡❛❦ t♦
str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ❛r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ■♥ t❤✐s
✇❛②✱ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳

❇❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛ s❧❛❜ ❛t ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ne✱ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Te ❛♥❞
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ZT ✱ t❤❛t ✐s ♣r♦❜❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ❛t ✈❡❧♦❝✐t② vp✱ ❡♥❡r❣② Ep ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡
Zp✳ ❚❤✐s ♣❧❛s♠❛ ❤❛s ❛ t❤❡r♠❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② vth ❛♥❞ vr = ⑤vp − vth⑤ ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ λ̄r = ~

mevr
✐s t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❉❡

❇r♦❣❧✐❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ me ✐s t❛❦❡♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛ss
µ ❜❡❝❛✉s❡ mi ≫ me✳ ❚❤✐s ❉❡ ❇r♦❣❧✐❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✉♠
❡✛❡❝ts ♣❧❛② ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ✐s
s❝r❡❡♥❡❞ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ λ(vr) ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛
♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲✐♦♥ ❈♦✉❧♦♠❜ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t❡❞ b✳
❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛
❈♦✉❧♦♠❜ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✾✵◦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉
❧❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s✮ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ ❛ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥✳ ■t ✐s ♥♦t❡❞ b0✱ ❛♥❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

b0 =
Zpe

2

mev2r
✭✷✳✻✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss me ✐s ❛❣❛✐♥ ✇r✐tt❡♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛ss µ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲
❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s vr✱ λ̄r ❛♥❞ b0 ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s
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❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼✳
❋r♦♠ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ λ̄r ❛♥❞ b0✱ ❛ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r η ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ❝❛❧❧❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣❛r❛♠❡t❡r✿

η =
b0
λ̄r

=
Zpe

2

~vr
✭✷✳✻✶✮

η ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡✳ ■❢ η ≪ ✶
✭❧♦✇ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✮✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ q✉❛♥t✐❝❛❧❧②✱ ✇❤❡r❡❛s
✐❢ η > ✶ ✭❢♦r ❧♦✇❡r ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦r ❤✐❣❤❡r ❝❤❛r❣❡s✮✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛
❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇❛② ❬❩✇✐✾✾❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② vp ❛♥❞
❝❤❛r❣❡ st❛t❡ Zp ✐♥t❡r❛❝ts✱ ❛t ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r b✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛t t❤❡r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② vth✳
❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s vr ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s s❝❛tt❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥✳ ❚❤❡
❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❡ ❇r♦❣❧✐❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ λ̄r✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❧❛s♠❛ ③♦♥❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ λ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳

✳

Pr♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t✇♦ r❡s♣❡❝ts✳ ■t ❤❛s t♦ ❜❡ ❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ❛♠♦♥❣ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭♣❧❛s♠❛ ♥♦♥✐❞❡❛❧✐t②✮ ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭ne✱ Te✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✭❝❤✐❡✢②✮✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r✲
❣❡t ✐❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❧✐♥❡❛r✱ ✇❡❛❦❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛♥ ❡✐t❤❡r ✐❞❡❛❧ ♦r ♥♦♥✐❞❡❛❧
♣❧❛s♠❛✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✐❞❡❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r Γ✱ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t
❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛
♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❛s t❤❡ r❛t✐♦
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s

Ek = mev
2
r ✭✷✳✻✷✮

❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✮ ✐s t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ λ̄r✿
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Vie =
Zpe

2

λ̄r
✭✷✳✻✸✮

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ Vie/Ek ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣❛r❛♠❡t❡r η✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦t ♦♥❧②
❞♦❡s η ❣✐✈❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❛ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
❜✉t ✐t ❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s✱
✐✳❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳
❋♦r η ≪ ✶✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢
♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❇✉t ❢♦r η ≥ ✶✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡❧❡✈❛♥t✱ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠
❜❡❝♦♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❛❞❡q✉❛t❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✐s ♥♦t ❧✐♥❡❛r ❛♥②♠♦r❡✳
❍❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❇♦❤r ♣❛r❛♠❡t❡r
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✷✳✷✳✶✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❡t❤❡ r❡❣✐♠❡✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❇♦❤r r❡❣✐♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ str♦♥❣❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♦r ❇♦❤r ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✳ ❙♦ ✐t ❢❡❛t✉r❡s ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❜✉t ♥♦t ♦♥ ✐ts ❞❡♥s✐t②✱ t❤✉s ♥♦t ♦♥ Γ✳ ❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣❛r❛♠❡t❡r
✐♥❞❡❡❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❧♦❝❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦♥ ♦♥❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛❞❡q✉❛t❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❧♦❝❛❧✐③❡❞✳
■❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲❡❧❡❝tr♦♥
s②st❡♠ ❜✉t ✐t ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ s♣❛t✐❛❧ ③♦♥❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✭η > ✶ ❜✉t ❧♦❝❛❧✐③❡❞✮ ❛♥❞ ❛ str♦♥❣
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✭η > ✶ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ♣❧❛s♠❛ r❡❣✐♦♥✮✱ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡
✉s❡❞✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ s❝r❡❡♥✐♥❣
❧❡♥❣t❤ λ✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✻✸ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❉❡ ❇r♦❣❧✐❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
❤❛s t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ λ✳ ❍❡r❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t λ > λ̄r✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬❩✇✐✾✾❪✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ γ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛ s②st❡♠ ✐s✿
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vth

)2
)

3

2

✭✷✳✻✹✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ λ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤✉s
♦♥ Γ ❤❛s ♥♦✇ ❛♣♣❡❛r❡❞✳ γ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡s
t❤❡ ❜♦r❞❡r❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❡♠✐✲❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ tr✉❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✳ ■♥ t❤❡
s❡♠✐✲❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ✭γ ≪ ✶✮✱ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ str♦♥❣ ✭✐❢ η > ✶✮ ❜✉t st❛②s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛
s♣❛❝❡ r❡❣✐♦♥ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦♥❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✱ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ♦♥❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ■♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r
♣❧❛s♠❛ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ✐s ✈❛❧✐❞✳ ■♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥✲
❡❛r r❡❣✐♠❡✱ ❢♦r γ > ✶✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♣❡rt✉r❜❡❞ ✐♥ ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡❣✐♦♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ r❛❞✐✉s b0 ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ str♦♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ❛s ❛ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✾✵◦ t❤❡♥ t❛❦❡s
♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ str❡♥❣t❤✱ t❤✐s
✧❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ str♦♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✧ b0 ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ❦❡② ♣❧❛s♠❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤s✿
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✉♠ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✿ λ̄r ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦✈❡r
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ λ✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♠❡s
❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✽✳ ■❢ b0 ≪ λ̄r✱ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r✳
■❢ λ̄r < b0 < λ✱ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✿ t❤❡
r❡❣✐♠❡ ✐s s❡♠✐✲❧✐♥❡❛r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r b0 > λ✱ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ✐s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ r❡❣✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✇❡❛❦ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❇♦r♥ ❛♣♣r♦✲
①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ✜rst ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ st✐♣✉❧❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❡①❡rt❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r❡r ✭t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✜❡❧❞ ✭t❤❡ t❛r❣❡t r❡s♣♦♥s❡✮ ✐s t❤✉s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ♣r❡❝✐s❡❧②
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✳
❍❡♥❝❡✱ ✐❢ η ≪ ✶✱ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ✜rst ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❇❡t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s r❡❧❡✈❛♥t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ η ≈ ✶✱ t❤❡ ✜rst ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ st❛rts ❧♦s✐♥❣ ✐ts ✈❛❧✐❞✐t②✳ ❈♦rr❡❝t✐♦♥s ❝❛♥
t❤❡♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❙❙▼ ❛s ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥✳ ❋♦r η ≥ ✶✱ ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✱ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❝♦rr❡❝t❡❞ ♦r ♥♦t✱ ❛r❡
❧✐❦❡❧② t♦ ❢❛✐❧✳ ❚❤❡r❡✱ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t❤❡♦r✐❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✜rst ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts
❤❛✈❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳
❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❣✐♠❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✐♠♣❛❝t✲♣❛r❛♠❡t❡r r❡✲
❣✐♦♥s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡r ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛ t❤❛♥ ✐♥ ❛ ♥♦♥✐❞❡❛❧
♣❧❛s♠❛✱ ❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛t
st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠✱ ❜♦t❤ ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
t❤❡ ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧② t❤❡ ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❛r❡ r❛t❤❡r ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❝❧♦s❡ ❜✐♥❛r② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♦r ❜② ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✳

✷✳✷✳✹ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r

◆♦✇✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❛❝t✲♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❙t♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠s

❚✇♦ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❢♦r♠❛❧✐s♠s ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥ ❜❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡
t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❆t ❧♦✇ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✐✳❡ ❛t ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② str♦♥❣ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱
❜✐♥❛r② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✱ ✇❤✐❧❡ ❛t ❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r✲❝♦✉♣❧❡❞ r❡❣✐♠❡✱
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❆t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛r♦✉♥❞ t❤❡
st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❜♦t❤ ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡
❧✐♥❡❛r✲r❡s♣♦♥s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲ t♦ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝✲
t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜✐♥❛r②✲❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝❧♦s❡✲ t♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲
r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢
❦✐♥❡t✐❝ ♣❧❛s♠❛ t❤❡♦r②✳

• ❙t♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❜② ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿ ❧✐♥❡❛r✲r❡s♣♦♥s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
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❚❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❜❛s❡s ♦♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t
r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛❜❧❡ ♠❡❞✐❛✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ✐s s❡❡♥ ❛s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
♣♦❧❛r✐③✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ ✐ts ✇❛❦❡✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛ r❡s♣♦♥❞s ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥
❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦♥ t❤❡ ✐♦♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡s✲
✐❣♥❛t✐♦♥ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛s♠❛
♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐s s✐♠♣❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣❡rt✉r❜✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✳ ■♥ t❤❡
❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ Z2

p ✳
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ t❛r❣❡t r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❜②
t❤❡ ❞❡♥s✐t②✲❞❡♥s✐t② r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐s t❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣❤②s✐❝s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts✳
❲❤❛t ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✉♥❞❡r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s ♣❧❛s♠♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❞②♥❛♠✐❝
s❝r❡❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣❧❛s♠❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❉②♥❛♠✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❜② t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ♥♦t❛❜❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦✇❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ t❤❛t ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❬◆▼❍✵✾❪✳ ❚❤✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡s
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐ts ❝❤❛r❣❡
st❛t❡ ❛♥❞ ✐ts st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ P❧❛s♠❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥✳ ■t ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❜❡②♦♥❞
t❤❡ ✜rst ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❇❛r❦❛s t❡r♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥
t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♣♣♠❛♥♥✲❙❝❤✇✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ q✉❛♥t✉♠
s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②✳

❚❤✐s ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛♥② t❛r❣❡t ♠❛t❡r✐❛❧ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ♥♦t
❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ str♦♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♦✉t ♦❢ r❛♥❣❡ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝❧♦s❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❬❇❛r✶✵❪✳

• ❙t♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❜② s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿ ❜✐♥❛r②✲❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❛ ❜✐♥❛r②✲❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❛t ✐s ♣❛rt✐❝❧❡✲♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❡❞✐✉♠✲
♦r✐❡♥t❡❞✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ t❤❛t ❢r❛♠❡✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rs ✭♠♦♠❡♥t✉♠ ❝❤❛♥❣❡ ♣❡r t✐♠❡ ✉♥✐t✮ ❢r♦♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜✐♥❛r② ✐♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥
❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ✐♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ■♥
❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✲r❡s♣♦♥s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❜✐♥❛r②✲❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
❝❧♦s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐t ✐s ❛ t✇♦✲❜♦❞② ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛♥❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧②✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥
❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

• ❙t♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ ❦✐♥❡t✐❝ ♣❧❛s♠❛ t❤❡♦r②

❚❤❡ ♠♦st s✉✐t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛♥❞ t♦ ❜✐♥❛r② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s t❤❡
❢r❛♠❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ♣❧❛s♠❛ t❤❡♦r②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥
t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛s♠❛ ❦✐♥❡t✐❝
❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s✱ ✐♥ ✐ts r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❛✲
t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ✷✳✶✳✶✮✳

■❢ f(p, t) ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛
✇✐t❤♦✉t ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥
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❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r♠✿

∂f

∂t
=
∑

c

Ic ✭✷✳✻✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❡r♠s Ic ✭❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s✮ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦✲
❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐❡s c ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳ ■♥ t❤❡ tr❡❛t❡❞ ❝❛s❡✱ t❤✐s
❡♥❝♦♠♣❛ss❡s ♦♥❧② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✱ t❤❡
✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∂E

∂x
=

1

ne

∫

dp

(2π~)3
~p · ~v
v

∂f

∂t
✭✷✳✻✻✮

✇❤❡r❡ ~v ✐s t❤❡ ❜❡❛♠ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ~p t❤❡ ❜❡❛♠ ♠♦♠❡♥t✉♠✳

◆♦✇✱ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

▲♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿ t❤❡ ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r

❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❘❛♥❞♦♠ P❤❛s❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❘P❆✮ ❬▲✐♥✺✹❜❪ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧✱ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❬▲❡♥✻✵✱ ❇❛❧✻✵❪✳
■t ❞❡s❝r✐❜❡s ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♣❧❛s♠❛ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ❞❡♥s✐t② ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❘P❆
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬▲✐♥✺✹❛✱ ❆❇✽✹❪✱ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❘P❆ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ t❤✉s ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ s♦❢t t♦
♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳
❆s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡r✐✈❡❞
❬●❙✵✸❪✱ t❤❡ ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ❛❧✇❛②s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
❜❡✐♥❣ t❤✉s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst✲❇♦r♥ ▲❡♥❛r❞✲
❇❛❧❡s❝✉ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ♦r ❇♦r♥✲❘P❆ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r
❬▼❉✽✺❪✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❱S ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❜② s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∂E

∂x
= −

2Z2
pe

2

πv2p

∫ +∞

0

dk

k

∫ ~k2

2me
+kv

~k2

2me
−kv

dω

(

ω − ~k2

2me

)

Im

(

1

ǫRPA
(k, ω)

)

nB(ω) ✭✷✳✻✼✮

k ❛♥❞ ω ❛r❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ ǫRPA ✐s t❤❡ ❘P❆ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣❧❛s♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ nB ✐s t❤❡ ❇♦s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠♦♥s✳ ❚❤✐s ❇♦r♥✲❘P❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛✱ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st
❞❡❝❛❞❡s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ♥❡❛r❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❙❙▼✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥✲
❝♦♠♣❛ss❡s ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❜✉t r❡♠❛✐♥s ❧❡ss r✐❣♦r♦✉s ❛♥❞ r❛t❤❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳

❆ s♣❡❝✐❛❧ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❱❧❛s♦✈ ❦✐♥❡t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱
✇❤❡r❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❱❧❛s♦✈ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✭♦r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r
✐♥ ✐ts s✐♠♣❧❡st ❡①♣r❡ss✐♦♥✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✷✳✻✽✱ ❛s ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❬P▼✾✶❛❪✳ ❚❤❡r❡ G ✐s ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❈❤❛♥❞r❛s❡❦❤❛r ❢❛❝t♦r✱ ❛♥❞ H
✐s ❛♥♦t❤❡r ❛♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❬P▼✾✶❛❪ ♦r ❬❆▼t❱✵✹❪✮✳ ❚❤✐s st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞
❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♦r ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❱❧❛s♦✈✲P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠✳

∂E

∂x
= −

Z2
pe

2ω2
p

v2p
G

(

vp
vth

)

ln

(

λD
b0

)

+H

(

vp
vth

)

ln

(

vp
vth

)

✭✷✳✻✽✮
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❲❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✱ ❜♦t❤ t❤❡ ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ ❛♥❞ t❤❡ ❱❧❛s♦✈ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡r ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❇❡t❤❡✲❢♦r♠✉❧❛ ✭❡q✉✳ ✷✳✺✸✮✳ ■♥ t❤✐s ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐t②
r❡❣✐♠❡✱ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ✇❛✈❡s ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

❙❤♦rt✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r

❋♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ str♦♥❣ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❛ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛♥s❛t③✳ ❆s ♦♥❧② t✇♦✲
❜♦❞② ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r②✲❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬❑❙❇✽✺❪✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛
❚✲▼❛tr✐① ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❚✲▼❛tr✐① ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❚✲▼❛tr✐① s❝❤❡♠❡ ✐♥ t❤❡
▲✐♣♣♠❛♥♥✲❙❝❤✇✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐①
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❬●❙✾✾✱ ▼❘✾✻❪ ✐s✿
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(
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−

2kBTe
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− p+ exp

(

−mev
2
+

2kBTe

)]

✭✷✳✻✾✮

✇✐t❤ p± = 1 ± µkBTe

mepvp
❛♥❞ v± = p

µ
± vp✱ ✇❤❡r❡ p ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧

q✉❛♥t✐t② ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻✾ ✐s t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ QT
bc(p) ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡

♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❋♦r ❛ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣❧❛s♠❛✱ QT
bc(p) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts ❛r❡ ♥✉♠❡r✐✲
❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❬●❙✾✾❪✳ ❚❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s
r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ s❝r❡❡♥❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr②✱ ✐✳❡ t♦ t❤❡ st❛t✐❝
s❝r❡❡♥✐♥❣ ❝❛s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ♠♦t✐♦♥ ✐s ✐❣♥♦r❡❞✳ ❨❡t✱ ❝♦♥tr❛r✐❧② t♦ t❤❡ ▲❡♥❛r❞✲
❇❛❧❡s❝✉ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r✱ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t
r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤✳

■❢ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ QT
bc(p) ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛ ♣❡rt✉r✲

❜❛t✐✈❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❢♦r♠✉❧❛ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ st❛t✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡
❞❡r✐✈❡❞ ❬●❙✾✾✱ ▼❘✾✻❪✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧✳ ■ts ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐✲
❧✐t② ②❡t r❡♠❛✐♥s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✳
❚❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳ ❇♦t❤ ❛r❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
str♦♥❣ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞✴♦r str♦♥❣ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ❢❡❛t✉r❡s st❛t✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s
♠♦❞❡r❛t❡ t♦ ✇❡❛❦ ❜✐♥❛r② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜✉t ♥♦ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❢❡❛t✉r❡s
❞②♥❛♠✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❡✛❡❝ts ✭✇❡❛❦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❜♦t❤
t❤❡ ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ ✭❘P❆✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ❦✐♥❡t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❦✐✲
♥❡t✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ s✉✐t❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ❞♦♠❛✐♥s ♦❢
t❤❡ ❘P❆✱ ❚✲▼❛tr✐① ❛♥❞ ▲❛♥❞❛✉ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✾✳

✷✳✷✳✺ ❯♥✐✜❡❞ st♦♣♣✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ ♣❧❛s♠❛

■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♥❡❡❞❡❞ ❛t ♠❛①✐✲
♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❡✛❡❝ts t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡r ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳

• ▲✐✲P❡tr❛ss♦ st♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❖♥❡ ✐❞❡❛ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ▲✐ ❛♥❞ P❡tr❛ss♦ ❬▲P✾✸❛❪✱ ✇❤♦✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❢r❛♠❡ ♦❢ ❛ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❦✐♥❡t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛❞❞
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ■♠♣❛❝t✲♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧♠s ♦❢ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐①✱ ▲❛♥❞❛✉ ❛♥❞ ❘P❆
st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ❞❡s❝r✐❜❡s ❛❧❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜✉t ♥♦ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡
❘P❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛❧❧ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❜✉t ✐❣♥♦r❡s ❝❧♦s❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ♥❡✐t❤❡r ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♥♦r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳

❜♦t❤ ❛ ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❡r♠ ❛♥❞ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ t❡r♠ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡
❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✿

∂E

∂x
= −

Z2
pe

2ω2
p

v2p
G

(

(

vp
vth

)2
)

ln

(

λD
bmin

)

+Θ

(

(

vp
vth

)2
)

ln

(

1.123
vp
vth

)
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G ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❈❤❛♥❞r❛s❡❦❤❛r t❤❡r♠❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r
t❡r♠s t♦ tr❡❛t ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✭❧❛r❣❡✲❛♥❣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✮ ❬▲P✾✸❜❪✳ ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♠♦❞❡✲
❧❡❞ ❜② ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ t❡r♠ ❛❞❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ Θ✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s
t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✐❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

vth =
√

2kBTe

me
❛♥❞ bmin ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ b0 ❛♥❞ λ̄r✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▲✐ ❛♥❞ P❡tr❛ss♦✱ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛ ❢✉❧❧②✲✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ■❈❋
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛s ❡✳❣ ✐♥ ❬❍▲✵✶❪✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ t❤✉s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ♦❢ ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛
❝♦✉♣❧✐♥❣✳

• ❚✲▼❛tr✐① ✇✐t❤ λ(v)

❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ✧❛rt✐✜❝✐❛❧❧②✧ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛
❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❛ ❚✲▼❛tr✐① ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬❩✇✐✾✾❪✳ ❆ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ ❨✉❦❛✇❛ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❛ ✈❡❧♦❝✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❞②♥❛♠✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❩✇✐✾✾❪ ❛♥❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❬●❙❇✵✷✱ ●❙✵✸❪✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ κ ✐s t❛❦❡♥ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✼✶✱ ✇❤❡r❡ κD ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣t❤✳

κ = κD

(

1 +

(

vp
vth

)2
)−

1

2
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■♥ ❬●❙❇✵✷❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❝♦♠❜✐♥❡s t❤✐s s❝r❡❡♥✐♥❣ ❛♥s❛t③ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t✐❝ ❚✲▼❛tr✐① ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻✾ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s QT

bc(p, λ(vp))✳ ❆ ✜t ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t❛❜❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❝❤❡♠❡✳



✹✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ❇❆❙■❙

• ❈♦♠❜✐♥❡❞ s❝❤❡♠❡

■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ t❤❡♦r②✱ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❝❤❡♠❡ ❬●❙✾✾✱ ▼❘✾✻✱ ▼❩❉❑✵✶❪ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❡✛❡❝ts✱ ❜② ♣r♦♣❡r❧② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ❤❛s ✜rst ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ●♦✉❧❞ ❛♥❞ ❉❡❲✐tt
❬●❉✻✼❪✱ ❤❡♥❝❡ ❛❧s♦ t❤❡ ♥❛♠❡ ✧●♦✉❧❞✲❉❡❲✐tt s❝❤❡♠❡✧✳ ■t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r
❡①♣r❡ss✐♦♥✿

∂E

∂x
=

(

∂E

∂x

)T−Matrix

+

(

∂E

∂x

)RPA

BornI

−
(

∂E

∂x

)T−Matrix

BornI
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❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ❞❡s❝r✐❜❡s ❜✐♥❛r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜② t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① t❤❡♦r②✱ ❢♦r b . λ✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❇♦r♥✲❘P❆ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r b & b0✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉♥t✐♥❣✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❢♦r b0 ≤ b ≤ λ ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞✱ ✐✳❡
t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧✲✉♥❞❡rst♦♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t✲
♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✾✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛❧❧ st♦♣♣✐♥❣ ❡✛❡❝ts✱ ❡①❝❡♣t ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s
❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✜rst ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r
❛♥❞ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ❜♦t❤ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ t❤✐s s❝❤❡♠❡✳
❆t ❧❛r❣❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ t❤❡ ✜rst ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐①
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❚✲▼❛tr✐① t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ t❡r♠ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❘P❆ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r r❡♠❛✐♥s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛t s♠❛❧❧ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡✲
❧♦❝✐t✐❡s✱ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❘P❆ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉
st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ st❛t✐❝ ❚✲▼❛tr✐①
r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❝❛s❡ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❘P❆ r❡s✉❧t ♥♦r t❤❡ ❚✲▼❛tr✐①
r❡s✉❧t ❞♦♠✐♥❛t❡s✱ ✐✳❡ ❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r
♠❛①✐♠✉♠✳

• ❇P❙ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r②

❆♥♦t❤❡r r❡❝❡♥t t❤❡♦r② ✉s❡s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ ❛♥❞ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❇P❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❇r♦✇♥✱
Pr❡st♦♥✱ ❙✐♥❣❧❡t♦♥✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❡①❛❝t ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ st♦♣♣✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ❤✐❣❤❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛s✳
■t ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ✐❞❡❛❧✳
■t ♥♦t❛❜❧② ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ s♦♠❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❬❇P❙✵✺✱ ❙✐♥✵✽❪✳

• ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ♦❢ str♦♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r ♦❢ str♦♥❣ ♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤❡♦✲
r✐❡s ♠❛② ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ ❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❛❝❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❣✐♦♥s ♦✉t ♦❢ r❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡①✲
✐st✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ♦r t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ✐❞❡❛❧✱ P■❈✴❱P
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ❆s t❤❡ ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✜rst
❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✇✐t❤✐♥ ❛♥❛❧②t✐❝ r❡❛❝❤✱ P■❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ♦♥❧②
t♦♦❧ t❤❛t ❝❛♥ ❛❝❝❡ss t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♣❧❛s♠❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱
P■❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ s✐♠✉❧❛t❡ ♦♥❧② ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❱❧❛s♦✈ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s
t❤❡② ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ tr❡❛t♠❡♥t✱ ❜✉t ✐❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
✭♠♦❞❡r❛t❡✲r❛♥❣❡✮ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝♦✈❡r t❤❡
✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❛s ✐♥ t❤❡ P■❈▲❙ ❝♦❞❡ ✉s❡❞ ❛t ❈❊▲■❆ ❬❙❑✵✽❪✮✳
❱P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❬❇♦✐✾✻❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s P■❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬❉❍▲✾✽❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡
♣❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞
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❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❬❉❍▲✾✽❪✳
❲❤✐❧❡ P■❈ ❛♥❞ ❱P s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛✱ ♦♥❧② ▼❉ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❛❝❝❡ss t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ str♦♥❣ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ✐✳❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛✳ ❙♦ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥
❞❡s❝r✐❜❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣r♦♣❡r❧②✱ ❜✉t ♦♥❧② ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ tr❡❛t ♥♦♥✐❞❡❛❧✐t② ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳

◆♦✇✱ ❛ s✉♠♠❛r② ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✷✳✷✳✻ ❙✉♠♠❛r② ♦♥ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛s♠❛

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛r❡ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳
✷✳✶✵ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t✲♣❛r❛♠❡t❡r r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ s♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡
▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❞②♥❛♠✐❝ ❧❡✈❡❧✮
t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢r❛♠❡✱ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛t
❛♥② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ❜✉t ♦♥❧② ❢♦r ❛ st❛t✐❝❛❧❧② s❝r❡❡♥❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤✉s ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣
❛❧❧ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❆ ✉♥✐✜❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠✉st ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝
s❝r❡❡♥✐♥❣✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❖♥❧② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ✇✐t❤
λ(v) t❛❦❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✐❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✱ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐✲
♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❱P ❛♥❞ ▼❉ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❬❩✇✐✾✾✱ ❩✇✐✵✷❪✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡
t❤❡♥ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❬●❙✾✾✱ ●❙✵✸❪✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶✳
❋✐rst✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐♦✉s t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛t ❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②
❜✉t s❤♦✇ q✉✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛t ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t②✱ r❡❛❝❤✐♥❣ 30− 50%
❛r♦✉♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤❡s❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s t❡♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱
❛s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶✳❛✮ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶✳❜✮✳
❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡❞✐❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡s t❤❛♥ ♠♦st
t❤❡♦r✐❡s ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❇❡t❤❡✱ ❘P❆ ✭▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉✮ ❛♥❞ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ✭▲✐ ❛♥❞
P❡tr❛ss♦✮ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♦✈❡r✲❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✿ ❇❡t❤❡✱ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ✭▲✐✲P❡tr❛ss♦✮✱ ❘P❆✱
❝♦♠❜✐♥❡❞ s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ st❛t✐❝ ❚✲▼❛tr✐①✱ ❚✲▼❛tr✐① ✇✐t❤ λ(v)✱ ✇✐t❤ P■❈ ❛♥❞ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❣r❛♣❤s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❬●❙✾✾✱ ●❙✵✸❪ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t str♦♥❣❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲
♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s t❡♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❛ ❣r♦✇✐♥❣
❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ZpΓ

3

2 ✭♠❛①✐♠✉♠ γ ✈❛❧✉❡✱ ❢♦r ③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇❤❡♥ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t♦r
√
3✮✳

■♥ t❤❡ ❧❡❢t ❝❛s❡✱ γ ❡①t❡♥❞s ❢r♦♠ ✵✳✷ t♦ ✽·✶✵−4 ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝❛s❡ ❢r♦♠ ✸✳✹✸ t♦ ✸·✶✵−3✳ ❚❤❡
❚✲▼❛tr✐① ❛♥s❛t③ ✇✐t❤ λ(v) ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❚✲♠❛tr✐① ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ λ(v)✱
✇❤✐❝❤ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✉♥✐✜❡❞ st♦♣♣✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t
❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❝❤❡♠❡ ♣r❡❞✐❝ts st♦♣♣✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❜② ✷✵✲✷✺% ❢r♦♠ t❤❡s❡
♦❢ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ❛♥s❛t③ ✇✐t❤ λ(v)✳ ❚❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ✇✐t❤ λ(v)✱ ❛❧♦♥❡✱ ✐s ✐♥ q✉✐t❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❡①✐st ❢♦r t❤❡ t❡st ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s
✐♥ t❤❛t ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲✈❡❧♦❝✐t② r❛♥❣❡✳ ❨❡t✱ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛✲
r✐♦✉s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ str♦♥❣❧② ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡♦r② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳
■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛ q✉✐t❡ str♦♥❣❧②
❝♦✉♣❧❡❞ ♣❧❛s♠❛✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❧❛r❣❡✳ ❨❡t✱ t♦ ❞❛t❡✱ ✐♦♥✲
st♦♣♣✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛t str♦♥❣ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❡ st✐❧❧ ♦✉t
♦❢ r❡❛❝❤ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ✻✳✷✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❛r♦✉♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❛ ❤♦t ✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛✱ ❛s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❆❧s♦ ❛t
st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❛ ❤♦t ✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡ ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❢❡❛t✉r❡
str♦♥❣ ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❛ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❜♦t❤ str♦♥❣ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞
✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
♠❛①✐♠✉♠ r❡♠❛✐♥s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❧s♦
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝❝❡ss t♦ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ❛t ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛ ❧❛s❡r✲
❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❛t ●❙■ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝❡♥t ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ✐♦♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣❧❛s♠❛s ❤❛✈❡ t✇♦ ♠❛❥♦r ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳
❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ■❈❋✲r❡❧❡✈❛♥t ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
t❤❡♦r✐❡s ❢❡❛t✉r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ ♥❡❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ❛
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t s❡t✉♣ ✐s ✉s❡❞✱ t❤✐s ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥ st❛② ❛t q✉❛s✐✲✉♥✐❢♦r♠ ❤♦t ❛♥❞ ❞❡♥s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛
t✐♠❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧✐❛❜❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❙✉❝❤ ❛ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞
♣❧❛s♠❛ ✐s t❤✉s ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r t❡st✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r t❤❡♦r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦t✐✈❛t❡s ✐ts
✉s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤✉s t♦ ❞❡✜♥❡✱ s✐♠✉❧❛t❡
❛♥❞ ❝❛rr② ♦✉t ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛t ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ ❛ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛✱ ✇❤♦s❡
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❡♥❡r❣②✲❧♦ss r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳

◆❡①t ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❛ s✉✐t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦✇ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛s❡✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢

❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❛rr②
♦✉t r❡❧✐❛❜❧❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡♦r② ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣✱ ❛♥❞ t♦ ❢✉❧❧② s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ♣❛st✱ ❛ ❦❡② ❞✐✣❝✉❧t② ❢♦r t❤❡♦r② ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ❝❛♠❡ ❢r♦♠ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♥♦t❛❜❧② ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞
♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ❛ s❡t✉♣ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧②✲str✐♣♣❡❞
✐♦♥ ❜❡❛♠ ✐♥ ❛ ❢✉❧❧②✲✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡✱ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❛ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣r❡❝✐s❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❢✉❧✜❧❧ ✉♥t✐❧ ♥♦✇✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ❛ ♣r❡❝✐s❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t✐♦♥✳
❆t ●❙■✱ ❞✉❡ t♦ r❡❝❡♥t ✉♣❣r❛❞❡s ✐♥ ✐♦♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣❧❛s♠❛s✱ ❛❧❧
t❤❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r s✉❝❤ ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳

❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜❛s✐♥❣ ♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❧❛s♠❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠s ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st♦♣♣✐♥❣
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♥♦t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡♦r✐❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ ❝❛♥ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r
✺✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛ ❝❧♦s❡✲✉♣ ♦♥ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥
t♦ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ■❈❋✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡
♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t ✐s str❡ss❡❞✳

✸✳✶ ❙✉✐t❡❞ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ❛♥❞ ♦❢ ❛ s✉✐t❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲✐♦♥
♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r r❡❧❡✈❛♥t ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡♥❛❜❧✐♥❣ t♦ r❡❧✐❛❜❧② t❡st t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✳
❋✐rst✱ t❤❡ ❢❡✇ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♠❡ ♦❢ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠
❛r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ♥❡✇ s❡t✉♣ ✐s
♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■t ❝♦♠❜✐♥❡s ❛ ❢✉❧❧②✲str✐♣♣❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲✐♦♥
❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❢✉❧❧②✲✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛✱ ❛ ♣r❡❝✐s❡ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ ❚❖❋ ❞❡t❡❝t♦r s②st❡♠ ❢♦r
❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♣❧❛s♠❛✲❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❛♥❞ ✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳

✺✶



✺✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ▼❖❉❊▲■◆●

✸✳✶✳✶ Pr❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ♣❧❛s♠❛

❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t✇♦ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ st♦♣♣✐♥❣
♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❜② ❏❛❝♦❜② ❡t ❛❧✳✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦❧❞ ❞✐❧✉t❡ ♣❧❛s♠❛
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❬❏❍▲+✾✺✱ ❏❇❋+✾✻❪✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❜② ❍✐❝❦s ❡t ❛❧✳✱ ❤❛s ❜❡❡♥
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛ ❤♦t ❞❡♥s❡ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢✉s✐♦♥ ♣❧❛s♠❛ ❬❍▲❙+✵✵❪✳

• ❉✐s❝❤❛r❣❡ ♣❧❛s♠❛

■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❏❛❝♦❜② ❡t ❛❧✳✱ ❛ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ♣❧❛s♠❛ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t② ❜❡❧♦✇ ✶✵17 ❝♠−3 ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❡❱✳ Pr♦❥❡❝t✐❧❡✲✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢
✹✺ ❦❡❱✴✉ ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ t❤✐s ❝♦❧❞ ♣❧❛s♠❛✳ ❆s
t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s❡ ♠❛tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
❤❡❛✈② ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✭❦r②♣t♦♥✮ ✇❡r❡ ✉s❡❞✳
❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ✜rst ❡✈❡r ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ♣❧❛s♠❛✱
r❡✈❡❛❧❡❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ♦❢ ✉♣ t♦
❛ ❢❛❝t♦r ✸✺✲✹✵✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ t❤✐s ❝♦❧❞ ♣❧❛s♠❛ ✐s r❡❛❝❤❡❞
❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r ✈❡❧♦❝✐t② t❤❛♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
❣❧♦❜❛❧❧② ✜tt❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙❙▼ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡ Zeff ✱ ❛♥❞
❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥ ♦❢
t❤❡r♠❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳
❨❡t ❛ ❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡♠❛✐♥❡❞ ♦♥ Zeff ✱ ❞❡s♣✐t❡ ✐ts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ▼♦♥t❡✲
❈❛r❧♦ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ❦r②♣t♦♥ ✭Z = ✸✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❤❡❛✈② ✐♦♥ s♣❡❝✐❡s✱ ❢❡❛t✉r❡s ❛
❝♦♠♣❧❡① ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♥✉♠❡r♦✉s ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡✲
st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❦r②♣t♦♥ ✐s t❤✉s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❛
❢❡✇✲♣❡r❝❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡
❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ♥♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧✐❣❤t❡r ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s✱
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉❧❧② str✐♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛✱ ✇♦✉❧❞ ❡♥❛❜❧❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤✐s
✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

• ▲❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣❧❛s♠❛

▲✐❣❤t❡r ✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ♣r♦❥❡❝t✐❧❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜② ❍✐❝❦s ❡t ❛❧✳✱ ❛♥❞
❛❧s♦ ✐♥ ❛ ❢✉❧❧②✲✐♦♥✐③❡❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠ ♣❧❛s♠❛✳ ◆♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡
♦❢ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✇❛s t❤✉s ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ ❛t t❤❡
❖▼❊●❆ ❧❛s❡r ❋❛❝✐❧✐t②✱ ❡♥❛❜❧❡❞ t♦ ✐rr❛❞✐❛t❡ t❛r❣❡ts ♠❛❞❡ ♦❢ ❞❡✉t❡r✐✉♠ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠ ✇✐t❤
❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❧❛s❡rs✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❞❡♥s❡ ❛♥❞ ❤♦t✱ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛ ✭ne ≈ ✶✵22 ❝♠−3 ❛♥❞
Te ≈ ✸ ❦❡❱✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r♠♦♥✉❝❧❡❛r ❢✉s✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❝❝✉rr❡❞✳
❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✇❡r❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♦♥ s♣❡❝✐❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉s✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s
❛♥❞ ❧♦st ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣❧❛s♠❛ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡✐r ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✇❛s ❛❝❝❡ss❡❞
❜② ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❤✐❢ts ♦❢ t❤❡s❡ ✐♦♥ s♣❡❝✐❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛❞❛♣t❡❞ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs✳
❉✐✛❡r❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ s♣❡❝✐❡s ✭♣r♦t♦♥s✱ tr✐t♦♥s✱ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s✮ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ❢✉s✐♦♥
r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ❛t ✈❛r✐♦✉s ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ■♥ t❤✐s
✇❛②✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❜♦✈❡✱ ❛t ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❝♦✉❧❞
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡✐r ❦✐♥❞ ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❛ ❤♦t ❛♥❞ ❞❡♥s❡ ❧❛s❡r✲
❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛✱ ❛♥❞ t❤❡② t❤✉s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♣❧❛s♠❛✳ ❨❡t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❧❡❞ t♦ q✉✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡rr♦r
❜❛rs ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❤❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇❛s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s✱ ♥♦ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛♥❞ ♥♦ t❤❡♦r② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡s❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♥♦✇ ❧♦♦❦❡❞ ❢♦r✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❩✻ ❛r❡❛
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♦❢ ●❙■ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❝❡♥t ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ✐♦♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❡r❡✳ ❋♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ♦✛❡r❡❞ ❜② ●❙■ ❛♥❞ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡
r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡❞ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ ❬❋r❛✶✶✱ ❋❇❇+✶✸❪✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

✸✳✶✳✷ P❧❛s♠❛ t❛r❣❡t

■♥ ❬❋❇❇+✶✸❪✱ ❛ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❢♦r ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❛s ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✱ ❜②
✉s✐♥❣ ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r ❛♥❞ t❛r❣❡t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ t❛✐❧♦r❡❞
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ q✉✐t❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ❢✉❧❧②✲✐♦♥✐③❡❞ ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ♣❧❛s♠❛✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ s❡t✉♣
✉♣❣r❛❞❡s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❡✇ ♣❛st ②❡❛rs ✭s❡❡ ✹✳✶✳✹✮✳
❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ✐♥t❡r✲
❢❡r♦♠❡tr② ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❬❇❋❋+✶✷❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✷❉ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝
❝♦❞❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❬❇▼❚✵✾✱ ❇❛s✱ ❇❙▼+✶✷✱ ❚❇❋+✶✸❪ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❞❡

❚❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ✭❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❆r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✲❊✉❧❡r✐❛♥ ❋❧✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s✮ ❝♦❞❡ ✇❛s ♠❛✐♥❧② ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦t ♣❧❛s♠❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡
P❍❊▲■❳ ❛♥❞ ♥❤❡❧✐① ❧❛s❡rs ❛t ●❙■✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ✐♦♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❘❆▲❊❋✷❉ ✉s❡s
❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✲❊✉❧❡r✐❛♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡s❤ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ●♦❞✉♥♦✈
s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ✷✳✶✳✶✮✱ ❡✐t❤❡r ✐♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♦r ✐♥
❛①✐✲s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♦♥❡✲✢✉✐❞ ❛♥❞ ♦♥❡✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs ❤❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ✐ts ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞
♣❧❛s♠❛✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ✷❉ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❞❡ ✇❛s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt ✭✷✳✸✼✮ ✐♥ ✐ts q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❛s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❤♦t ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s✲
♠❛s ✐s str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s ❘❆▲❊❋✷❉ ❢r♦♠
♠♦st ♦t❤❡r ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❣r♦✉♣ s♣❡❝tr❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt t❤✉s ♠❛❦❡s ❘❆▲❊❋✷❉ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❞❡s
✇♦r❧❞✇✐❞❡ ✐♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✳

❇❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

P❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❞✐❛❣♥♦st✐❝ t❤❛t ❡①✐st❡❞
❛t ❩✻ ✇❛s ✉♣❣r❛❞❡❞ t♦ ❛ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ✈❡rs✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❢♦✉r s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
♣❧❛s♠❛ ❢r❡❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ❛ ✷ ♥s ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
✵✳✺ ♥s✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✱ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
✐♥ s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡✲
tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬❋r❛✶✶✱ ❇❋❋+✶✷✱ ❋❇❇+✶✸❪ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳
■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✱ ❢r❡❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❘❆▲❊❋✷❉ ✭❞♦tt❡❞ ❝✉r✈❡s✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ✭♣❧❛✐♥ ❝✉r✈❡s✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❢♦r
❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ t❤❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐s ❡①❝❡❧❧❡♥t✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s r❡❛❝❤✐♥❣ ❛❜♦✉t 20% ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st✲
❞❡♥s✐t② ♣❛rt✳
■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✱ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳ ❚❤❡
❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠ t❤r❡❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs
♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ s❡t✉♣✱ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✾ ❛♥❞ ✶✵
♥s ❛❢t❡r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳
❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■t
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❛t ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡✲❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡ ✭❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭♣❧❛✐♥ ❧✐♥❡s✮✳ ❆♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡tt❡r t❤❛♥ 20% ✐s ❢♦✉♥❞✱
t❤✉s ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♦❢ t❤r❡❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r❡❡✲
❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r♠s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝
s❡t✉♣✱ ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ♦❢ ❘❆▲❊❋✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤✐s ❣r❛♣❤
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡r② r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ✇❛②✳
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s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡ ✈❡r② r❡✲
♣r♦❞✉❝✐❜❧❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❧❛s❡r✲❤❡❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ✈❡r② st❛❜❧❡ ❢r♦♠
s❤♦t t♦ s❤♦t✳ ❚❤✐s ✇❛s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛s❡r✲❤❡❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ ❛
t✇♦✲s✐❞❡❞ t❛r❣❡t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦✉❜❧❡❞ ❜❡❛♠s ✭s❡❡ ✹✳✶✳✹✮✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ r❡s✉❧ts✱
s❤♦✇✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❚❤❡s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❝♦❞❡✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ♣r❡❝✐s❡❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✲ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
❞❡❣r❡❡✱ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❞❡✳ ❨❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦❞❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs✱ t❤❡r❡ st✐❧❧
♠✐❣❤t ❜❡ s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡✱ ❤❡♥❝❡
t❤❡② r❡❝♦♠♠❡♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❛❤❛ ❧❛✇ ✐♥st❡❛❞✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r ❢♦❝✉s ♣r♦✜❧❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✱ ❜② s✐♠♣❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣❧❛s♠❛s✳ ■t ❣✐✈❡s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✐t ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✈✐❛ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝
r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✸✳✶✳✸✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐♦✉s ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✷✳✷✳✷✱ ✷✳✷✳✹
❛♥❞ ✷✳✷✳✺✱ ❛s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s t❤❡♥ ❛❧❧♦✇s t♦ t❡st t❤❡
st♦♣♣✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

P❧❛s♠❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

❆ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ♣❧❛s♠❛ ♠✉st ❛❧s♦ r❡♠❛✐♥
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t t✐♠❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ❛ ❢❡✇ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s✱ ❛s t❤❡ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ✉s❡❞ ❢♦r
♣r♦❜✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❤❛✈❡ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s ❛t ❋✉❧❧ ❲✐❞t❤ ❍❛❧❢ ▼❛①✐♠✉♠
✭❋❲❍▼✮✱ ❛♥❞ ❢♦r ♣r♦❜✐♥❣ r❡❧✐❛❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐s ✈✐❡✇❡❞ ✐♥ t✇♦
r❡s♣❡❝ts✳
❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② t♦ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠✲✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✐s ❧♦♦❦❡❞ ❢♦r✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝t ❛t t❤❡
s❛♠❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■❢ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ❚❖❋ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r✐s❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♦♥s ❛♥❞
❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦✇❡r❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ✐s ❛❧s♦
❧♦♦❦❡❞ ❢♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡✱ ♥♦t❛❜❧②✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❡❛s② t♦ ❢✉❧✜❧❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
♥❛t✉r❡ ♦❢ ❧❛s❡r✲♣❧❛s♠❛ ❤❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ str♦♥❣ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ♦❢
t❤❡ ❧❛s❡r ❢♦❝✉s s♣♦ts✳

❆ ❧♦t ♦❢ ❡✛♦rts ✇❡r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ✉♣❣r❛❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❛❧❧② ❜❡ ❛❜❧❡
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣❧❛s♠❛s ✐♥ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛②✳ ❚❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡ ❤❛s
♣❧❛②❡❞ ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ t❤❡s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✱ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
❧❛s❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ❧❛s❡r ❛♥❞ t❛r❣❡t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t
❡♥❛❜❧❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛ ❧❛②❡r ♦✈❡r ❛ s✉✣❝✐❡♥t t✐♠❡ s♣❛♥✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛ ❧❛②❡r ❛♥❞ ❛❜♦✉t ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❧❛s❡r
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❚❇❋+✶✸❪✳
❇② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡✱ ✐t ✇❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❛t ❛ t✇♦✲s✐❞❡❞ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✶✵✵
µ❣✴❝♠2 ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤✐t❡ ❢♦✐❧ ❜② ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦✉❜❧❡❞ ❜❡❛♠s ✭✺✸✷ ✴ ✺✷✼ ♥♠✮ ✇✐t❤ ❛ ✸✵ ❏ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣②
❛♥❞ ❛ ✼ ♥s ♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤ ❛t ❋❲❍▼✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤♦t ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t❧②
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛r❜♦♥ ♣❧❛s♠❛ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✼ ♥s ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❧❛s❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs
✇❡r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❬❋❇❇+✶✸❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ♥❡❛r❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛ ❧❛②❡r ✐s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② r❛❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt ❞✉❡
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t♦ t❤❡ ✺✸✷ ♥♠ ❧❛s❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❧❛s❡r✲❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛ r❡❣✐♦♥s ✭s❡❡
✷✳✶✳✷✮✳

P❧❛s♠❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✶✻ ♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ t❛r❣❡t ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸ ❢♦r t❤r❡❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ t✐♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✭✶✮ ❛♥ ❡❛r❧② ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✲♣❧❛s♠❛
❤❡❛t✐♥❣ ❛t ✸ ♥s✱ ✭✷✮ t❤❡ t✐♠❡ ♣♦✐♥t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❤❡❛t✐♥❣ ❛t ✼ ♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞✱ ❛♥❞ ✭✸✮ t❤❡ t✐♠❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❛♥②♠♦r❡✳
❆t t = ✸ ♥s ❛❢t❡r ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s st✐❧❧ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♦♥✐③❡❞
❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣r♦✜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❡❞❣❡s✱ t❤❛t ❤❛✈❡ ✜rst ❜❡❡♥ ❤❡❛t❡❞
❜② t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❛t ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡
t♦ ✶✸✵ ❡❱✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✶✵20 ❝♠−3✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ✐♥
t❤❡ t❛r❣❡t ❝❡♥t❡r✱ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ r❡❛❝❤❡s ✸✲✹ ❛s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♦♥❧② ✷✵ ❡❱✱ ❛♥❞ t❤❡
❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✶✵21 ❝♠−3✳
❆t ❛ t✐♠❡ ♦❢ ✼ ♥s✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② r❡❛❝❤❡s ✈❛❧✉❡s
♦❢ ✸×✶✵20 ❝♠−3✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s q✉✐t❡ ✉♥✐❢♦r♠✱ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✹✵ ❛♥❞ ✶✼✺ ❡❱✱
t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❛❝❤❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛t t = ✶✸ ♥s✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ✐s st✐❧❧ ✈❡r② ❤✐❣❤✱ ❛r♦✉♥❞ ✺✳✾✺✱ ❛♥❞ st❛rts
❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ❛r❡ ♥♦✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r✱ ❛t ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥
✻✺ ❛♥❞ ✶✶✺ ❡❱ ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✷✲✸×✶✵19 ❝♠−3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛❧
❞❡♥s✐t② ❤❛s str♦♥❣❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ✶✸ ♥s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❧❛s♠❛
❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ■ts ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♥♦✇ ❛r♦✉♥❞ ✺✵ µ❣✴❝♠2✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢
✶✵✵ µ❣✴❝♠2✳ ❚❤✐s ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✸ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶✳
❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❤❡r❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
❢❡❛t✉r❡s ❛ q✉❛s✐✲✉♥✐❢♦r♠ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ❛❧♦♥❣ ✐ts ✇❤♦❧❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇
❢r♦♠ ✼ t♦ ✶✸ ♥s✳ ❚❤✐s ❢✉❧❧ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐❢ ♦❢ ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡s❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❡❞ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ t✐♠❡
✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ✻ ♥s✳
❆s ❢♦r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✸ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧
❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✳ ❋✐rst✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❡♥t❡r r❡♠❛✐♥s
♥❡❛r❧② ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ✼ ♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥
❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇❛② ✐♥ t❤✐s t✐♠❡ s♣❛♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ♦❢ 20− 30% ②❡t ❛♣♣❡❛r ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧
♣❧❛s♠❛ ♣r♦✜❧❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡✐r r♦❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❬❋❇❇+✶✸❪ ❞✉❡ t♦ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ✐♦♥✲❜❡❛♠
❞✐❛♠❡t❡r✱ t❤❡② ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✐s s♣❛t✐❛❧❧② ♠♦r❡ ❡①t❡♥❞❡❞✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ✐ss✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✹✳✷✳✶
❛♥❞ ✹✳✷✳✷✳

P❧❛s♠❛ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t r❡❛❝❤❡s ❢✉❧❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t✳ ❋✐rst✱ ✐t ❣r❡❛t❧②
s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❛s ♦♥❧② t❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t✐♠❡ s♣❛♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥ ❛ ❢✉❧❧②✲✐♦♥✐③❡❞
♣❧❛s♠❛✱ t❤❡ ◆❘❊❈ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♥♦t ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞
♠❛tt❡r✱ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s✉♣♣r❡ss❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡s✳ ❆ ❧✐❣❤t✲✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ s♣❡❝✐❡s
✐s t❤❡♥ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② str✐♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡
✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐s t❤✉s s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❈♦✉❧♦♠❜
❧♦❣❛r✐t❤♠ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡ st✉❞✐❡❞✳

❋r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♦❢ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❛❤❛ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ Pr♦✜❧❡s ♦❢ ✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ❢r❡❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
❞❡❣r❡❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐♥ µ❣✴❝♠2✱ ♦♥ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s ❛♥❞ ❛t t✐♠❡s ♦❢ ✸✱ ✼
❛♥❞ ✶✸ ♥s ❛❢t❡r ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡✳
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t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❜❡❝♦♠❡s ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❛t t = ✻✲✼ ♥s ❛❢t❡r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t
✐t st❛②s ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ✉♥t✐❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t = ✶✸ ♥s✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥s ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t✇♦ ✜①❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ✶✵20 ❝♠−3 ❛♥❞ ✶✵21 ❝♠−3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❛❤❛ ❧❛✇ ♦♥ t❤❡
❜❛s✐s ♦❢ ❬❩❇❉✵✵❪✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤s s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛ t②♣✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✵20 ❝♠−3 r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛r❜♦♥
♣❧❛s♠❛✱ C6+ ❝♦♥st✐t✉t❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ 90% ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r Te > ✶✵✵ ❡❱ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ 100%
❢♦r Te > ✶✸✵ ❡❱✳ ❋♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✵21 ❝♠−3✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ C6+ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧②
s♠❛❧❧❡r✱ ♥❛♠❡❧② ♦❢ 80% ❛t ✶✵✵ ❡❱ ❛♥❞ 95% ❛t ✶✸✵ ❡❱✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ C6+ ✐s str♦♥❣❧② ❞♦♠✐♥❛♥t ❛s
❧♦♥❣ ❛s Te ≥ ✶✵✵ ❡❱✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❤✐❣❤❧② ✐♦♥✐③❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ Pr♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s✱ ❢r♦♠ ♥❡✉tr❛❧ t♦ ✻✰✱ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥s✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙❛❤❛ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❧❛✇✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Te ❢♦r ✜①❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ne = ✶✵20

❝♠−3 ❛♥❞ ne = ✶✵21 ❝♠−3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆♥ ✐❞❡❛❧ t❡st ❜❡❞ ❢♦r ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ st✉❞✐❡s

❚❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❝❛r❜♦♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ r❡♣r♦✲
❞✉❝✐❜❧❡ ✇❛②✳ ■t ✐s q✉✐t❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ s♣❛❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲s✐❞❡❞ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✲
❞♦✉❜❧❡❞ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧❛s❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ✐s t❤✉s ❤❡❛t❡❞ r❛♣✐❞❧② ❛♥❞ ✐t ✐s
✉♥✐❢♦r♠❧② ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ t✐♠❡ s♣❛♥ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✼ t♦ ✶✸ ♥s ❛❢t❡r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❡t✉♣ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❡♥❛❜❧❡s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss
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♦❢ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛ ✐❢ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ s♣❡❝✐❡s ✐s
❝❤♦s❡♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣
❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✮✱ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♦♥
❡♥❡r❣② ❧♦ss ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ s❡t✉♣ ♦❢ ❬❋❇❇+✶✸❪ ♦✛❡rs ❛ s✉✐t❡❞ ❢r❛♠❡ ❢♦r ♣r❡❝✐s❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❧❛s♠❛ s❡t✉♣ ✐s t❤✉s ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳
❆s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❤♦t ✭✉♣ t♦ ✷✵✵ ❡❱✮✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧②
❤✐❣❤✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❛s t❤❡
✐♦♥ ❜❡❛♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ✭s❡❡ ❛❧s♦ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✮✳ ❋♦r ❛ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✵✵ ❡❱✱ ❛
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ vp/vth ≈ ✶✳

❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r
❛♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✳

✸✳✶✳✸ Pr♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s

▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r ❝❛r❜♦♥ ❛s ♣r♦❥❡❝t✐❧❡

❚✇♦ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❛s ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ s♣❡❝✐❡s✳
❋✐rst✱ ✐t ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❢♦r ■❈❋ t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢
❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ❤♦t ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❤❡❧✐✉♠ ✐♦♥ ❜❡❛♠s ✭Z = ✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② t❤❡ ●❙■ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❢❛❝✐❧✐t②✱ ❜✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡✲t♦✲♠❛ss r❛t✐♦✱ t❤❡② ❛r❡
❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✉✐❞✐♥❣ ♠❛❣♥❡ts✳ ❈❛r❜♦♥ ✭Z = ✻✮ ✐s ❛ ❣♦♦❞
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥st❡❛❞✱ ❜❡✐♥❣ ❛❧s♦ ❛ ❧✐❣❤t✲✐♦♥ s♣❡❝✐❡s ❜✉t ♠♦r❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ st❛❜❧❡✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ✐s ❛❧s♦ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ ❋❛st ■❣♥✐t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
♣r♦♠✐s✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐♦♥ s♣❡❝✐❡s ❬❋❍❆+✵✾❪✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ ❈ ✐♦♥s
✐s ❛❧s♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❢♦r ✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ ❋■ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❛s ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐s t❤✉s r❡❧❡✈❛♥t
t♦ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ■❈❋✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❛ ❧✐❣❤t ✐♦♥ s♣❡❝✐❡s ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❧✐❣❤t❡r t❤❡ ✐♦♥ s♣❡❝✐❡s✱ t❤❡ ❧❡ss ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐s ✐ts ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ♣❧❛s♠❛✱
❛s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ✸✳✶✳✷✱ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❆r♦✉♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡
✈❛❧✉❡ ❬P▼✾✶❜❪✱ ❛♥❞ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❤❛r❣❡✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❞✉❡ t♦ str♦♥❣ ❈♦✉❧♦♠❜
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❬❲▼✵✽❪✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝♦♠♣❧❡①✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ✭❛s ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡
✐♥ ❬❏❍▲+✾✺✱ ❏❇❋+✾✻❪ ♦r ✐♥ ❬❘❙❙+✵✵❪✮ t❤❛t ♣r❡✈❡♥t ❛ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ s♣❡❝✐❡s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦t ♣❧❛s♠❛ ❤❛s t♦ ❜❡
✉s❡❞✳ ❆ ❧✐❣❤t ✐♦♥ ❧✐❦❡ ❝❛r❜♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ s✉✐t❡❞ ❝❤♦✐❝❡✱ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡ ❢♦r ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❡❛♠ ♦❢ ❈ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤♦t ❝❛r❜♦♥ ♣❧❛s♠❛ ✇❛s ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡ t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛r❣❡✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❬❋r❛✶✶❪ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♥❝✐s❡❧② ✐♥
❬❋❇●+✶✵❪✳ ❆s ♥♦ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡t✉♣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦ ✭s❡❡ ✹✳✷✳✷✮✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✳ ❆♥❞
❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❣✐✈❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
♦❝❝✉rr✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❨❡t t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡ ♣❡r♠✐ts t♦ ❞❡s❝r✐❜❡



✻✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ▼❖❉❊▲■◆●

t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳
◆♦✇✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ♦❢ ❈ ✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦❞❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❇❇✈✵✷❪ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦❞❡ ✉s❡s t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❢
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ❊❚❆❈❍❆ ❝♦❞❡ ❬❘❱❙✾✻❪✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ❡❛❝❤ ❛t♦♠✐❝ s❤❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ ♦❢
t❤❡ t❛r❣❡t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❙❧❛t❡r ❛t♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❬❙❧❛✸✵❪ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ ❢♦r ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ❤❛s t❤❡♥ ❜❡❡♥
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❛s❡ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣
t❤❡ ♥❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❛r✐s❡ ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳
❊❚❆❈❍❆ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛♥❞ ✐t ✇❛s t❡st❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✶✵✲✽✵ ▼❡❱✴✉✳ ❋♦r ✐ts ✉s❡ ❛t ❧♦✇❡r ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣②✱ ❝♦rr❡❝t✐✈❡ s❝❛❧✐♥❣s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞
❜② ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ✇❛s ❡✳❣ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛r❣♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ ❬❋❇❇+✶✸❪ ❜❛s✐♥❣ ♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❬❇❘❍✵✻❪✳ ❚❤❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛r❣♦♥ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧ ❢♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡② ❧❡❞
t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✷✲✸✳ ❋♦r ❛ ❝❛r❜♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥✱ ♥♦
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ s❝❛❧❡ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②
❊❚❆❈❍❆✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤✉s ❦❡♣t ❛s t❤❡② ❛r❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❢♦r r❡❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✉♥❞❡r✲❡✈❛❧✉❛t❡❞✳
❚❤❡ ❝❤❛r❣❡✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

• ■♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♦♥s

Pr♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜② ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♦♥s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳ ■t ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♦♥s ❛r❡ ❧❡ss s❝r❡❡♥❡❞
✐♥ ♣❧❛s♠❛ t❤❛♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❛t♦♠s ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤✉s ♠❛✐♥❧② t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❚❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ❉❡❜②❡ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❛ ❨✉❦❛✇❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥s ❢❡❛t✉r✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
❞❡❣r❡❡s ❢r♦♠ ✶✰ t♦ ✻✰ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ♠❡t❤♦❞✳ ❆s ❢♦r t❤❡
♣❧❛s♠❛ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡✱ ✐t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❙❛❤❛ ❡q✉❛t✐♦♥✳

• ◆♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡

❚❤❡ ◆❘❊❈ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧②
✐♦♥✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦❧❞✲♠❛tt❡r ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❛r❣❡t s❝r❡❡♥✐♥❣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡✳
■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✸✳✹ t❤❛t ❛t t❤❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❡❧❡❝tr♦♥s
❢r♦♠ t❤❡ ❑✲s❤❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ❢r❡❡ ❢♦r Te ≥ ✽✵✲✶✵✵ ❡❱✳ ❆s s♦♦♥ ❛s s✉❝❤ ❛
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ◆❘❊❈ ✐s t❤✉s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡❞✳

• ❘❛❞✐❛t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡

❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❘❊❈ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❇❡t❤❡✲
❙❛❧♣❡t❡r ❢♦r♠✉❧❛ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s ♦❢ ❛ t✇♦✲❜♦❞② q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠✳
❆s t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❢r❡❡✱ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ♠✉st ❜❡ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳

• ■♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s

■♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② ❢r❡❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❙❑✵✻❪✱
✇❤❡r❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆s ♥♦
❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✈❛r✐♦✉s
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥
♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❖♥❧② t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝r♦ss
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s❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s r❡♠❛✐♥ s♠❛❧❧
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜② ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ t❛r❣❡t ✐♦♥s✳

• ❉✐❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

❋♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✐♥ ❬P❆▼✽✻✱ P▼✾✶❜❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❢♦r♠❡❞ ❞♦✉❜❧②✲❡①❝✐t❡❞ ❛t♦♠✐❝
st❛t❡ ❝❛♥ ❞❡❝❛② ❡✐t❤❡r ❜② ❡♠✐tt✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✭✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦r r❛❞✐❛t✐✈❡ ❞❡❝❛②✮ ♦r ❜② ❡♠✐tt✐♥❣
❛ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ ✭s❡❧❢✲✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦r ❆✉❣❡r✲❡✛❡❝t✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❆✉❣❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊❚❆❈❍❆ ♣❛❝❦❛❣❡ ❜❛s✐♥❣ ♦♥ ❬❑r❛✼✾❪
❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳
❉✐❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞
♣❧❛s♠❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛s ◆❘❊❈ ✐s str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡❞ ♦r ❡✈❡♥ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡✳

• ❚❤r❡❡✲❜♦❞② r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❬P❡t✽✺❪✳ ❨❡t t❤❡② st❛②
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ♣❧❛② ❛♥②
r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣
t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❞✲♠❛tt❡r ♣r♦❝❡ss❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❚❆❈❍❆
❝♦❞❡ ✭❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♣❧❛s♠❛✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❧❛s♠❛ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈✐❛ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡✳
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♦♥ ✇❤❡♥ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ❝❧♦s❡st ✈❛❧✉❡
t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❙❝❤✐✇✐❡t③✲●r❛♥❞❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ s♦❧✐❞ ♠❛tt❡r
✭❡q✉✳ ✷✳✹✷✮✱ ✐✳❡ ✹✰✳ ❇❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡ ✐♦♥s ✐♥❞❡❡❞ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛ s♦❧✐❞ ❝❛r❜♦♥
❢♦✐❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡♥❡r❣② ✭s❡❡ ✹✳✷✳✶✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② r❡❛❝❤ t❤❡✐r
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳
❆ ❣r✐❞ ✐♥ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ❛♥❞ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ■t
✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ❝❛r❜♦♥ ✐♦♥s ❛t ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉✱ t❤❡ ❝❡❧❧ s✐③❡ ❤❛s ✈❡r② ❧✐tt❧❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s ♦❢ ✺ µ❣✴❝♠2

❛♥❞ ✷✵ µ❣✴❝♠2 ❤❛✈❡ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳
❆ st❡♣ s✐③❡ ♦❢ ✶✵ µ❣✴❝♠2 ❤❛s t❤✉s ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
✐♦♥s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡ ❛t ❡❛❝❤ ✵✳✺ ♥s✳ ❊❛❝❤
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡s ✶✵✵✵✵✵ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s✳

❈❤❛r❣❡✲st❛t❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝❛r❜♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ ♣❧❛s♠❛

❚❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ❝❛r❜♦♥ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❞❡ ❢♦r ❛
✜①❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✵20 ❝♠−3 ❛♥❞ ✶✵21 ❝♠−3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❢♦r ❤✐❣❤ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✻✰
✐s ❝❧❡❛r❧② ❞♦♠✐♥❛♥t✱ t❤✐s ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✵21

❝♠−3✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r Te > ✶✷✵ ❡❱✱ C6+ ❝♦♥st✐t✉t❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ 80% ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦r Te >
✶✺✵ ❡❱ t❤✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❡①❝❡❡❞s 90%✳ ❨❡t ❢♦r ❛ ❧♦✇❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✵20 ❝♠−3✱ t❤❡ ♣r❡♣♦♥❞❡r❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ C6+ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✱ t❤✉s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♦♥s ✐s ♥♦t ❢✉❧❧②✲str✐♣♣❡❞✳
■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♣❧❛s♠❛✱ ❛s ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣r♦✜❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡✱ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ ❛t t✐♠❡s ♦❢ ✸✱ ✼ ❛♥❞ ✶✸ ♥s ❛❢t❡r ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳
❚❤❡s❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❈❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ❛t ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ❡♥✲
t❡r✐♥❣ ❛ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✶✵20 ❝♠−3 ❛♥❞ ✶✵21 ❝♠−3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡✲
tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳
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❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐s ✹✰ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣❡♥❡tr❛t❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ♣❡♥❡tr❛t❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱
✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❣❡✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉r✳
■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦t ♣❧❛s♠❛✱
t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✹✰ q✉✐❝❦❧② ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ✺✰ ❛♥❞ ✻✰ ❛r❡ str♦♥❣❧② ❡♥✲
❤❛♥❝❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❡ str♦♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❘❊❈ ♣r♦❝❡ss ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❑✲s❤❡❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❛r❜♦♥ ✐♦♥s✳ ❆❢t❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ✺ µ❣✴❝♠2 ✐♥ t❤❡
♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✺✰ r❡❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✵✳✻ ❛♥❞ t❤❡♥ q✉✐❝❦❧② ❞✐s❛♣✲
♣❡❛rs ✐♥ t✉r♥✱ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ✻✰✳ ❆❢t❡r ✷✵ µ❣✴❝♠2✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✻✰ ❛❧♠♦st ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②
r❡♠❛✐♥s ♣r❡s❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ❤❛✈❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞✳
❲❤✐❧❡ t❤✐s t❡♥❞❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡s✱ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♣♣❡❛r ❞❡♣❡♥✲
❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆t t = ✸ ♥s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❧❞❡r
❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ③♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ ◆❘❊❈ ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦
❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♠❡❛♥ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ■♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❤♦t
❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛ ♣❛rt✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❣❛✐♥ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ✻✰ ✇❤❡♥ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ❤❡♥❝❡ ✜♥❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r t
= ✼ ♥s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ◆❘❊❈ ✐s ❛❜s❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
✐♦♥s r❡❛❝❤ ❛ st❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✻✰✳ ▲❛t❡r✱ ❛t t = ✶✸ ♥s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ◆❘❊❈ ✐s ♣r❡s❡♥t ❛❣❛✐♥
❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✻✰ r❡♣r❡s❡♥ts ❝❧♦s❡ t♦ 90% ♦❢ t❤❡
✜♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② str✐♣♣❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦❞❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✻✰ ❜❡❝♦♠❡s str♦♥❣❧② ❞♦♠✐♥❛♥t ❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ■♥ t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ✭✼✲✶✸ ♥s✮✱ ❛ st❛❜❧❡ ❢✉❧❧ ✐♦♥✲❜❡❛♠
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s t❤❛♥ ✻✰ ❛❧s♦ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✇❤❡♥ ZT ≤ ✻✳ ■♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r✱ ❛t ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡s✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ♥❡❡❞s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛❝r♦ss ❛t ❧❡❛st ✷✵ µ❣✴❝♠2 ♦❢ t❤❡
t❛r❣❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ ❛ ♥❡❛r❧② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡✱ t❤✐s ❝❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ 50% ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts t❤✉s s❤♦✇ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛ ❧❛r❣❡
♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♦♥s ✐s ❢✉❧❧②✲str✐♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦t ❢✉❧❧②✲✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤✐s ♥❡❛r❧② ❢✉❧❧②✲
✐♦♥✐③❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧②✲✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❛s ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ s♣❡❝✐❡s
❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
❚❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡ ❛t ❡❛❝❤
t✐♠❡ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤✉s t❤❡
❡♥❡r❣② ❧♦ss✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❝❛r❜♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ❛t ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ❛♣♣❡❛r ❛s t❤❡ ♦♣✲
t✐♠❛❧ ✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❙t✐❧❧✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❝♦❞❡ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❬❋r❛✶✶❪✳
◆♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛s ♠✉❧t✐♣❧❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦r ❝❛♣t✉r❡ ❛r❡ t❤✉s ✐❣♥♦r❡❞✳ ❚❤❛t ♠✐❣❤t
♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✻✳✶✳

❲✐t❤ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡
❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡✱ t❤❡ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ◆♦✇✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts t♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

✸✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

❚❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞
❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❋✐rst✱ ✐♥ ✸✳✷✳✶✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡



✻✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ▼❖❉❊▲■◆●

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❈❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ❛t ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ❡♥✲
t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛s t = ✸✱ ✼ ❛♥❞ ✶✸ ♥s ❛❢t❡r ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡❛❧
❞❡♥s✐t②✳



✸✳✷✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ P❘❊❉■❈❚■❖◆❙ ✻✺

st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡rs❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r t❤❡♦r✐❡s
❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✷ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ st♦♣♣✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ✸✳✷✳✷ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ ✸✳✷✳✸✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
st♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ✸✳✷✳✹✱ t❤❡
❡♥❡r❣② ❧♦ss ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♠❛✐♥❧② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡ ❢♦r ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ■❈❋ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

✸✳✷✳✶ P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ❡st✐✲
♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ■♥ t❤✐s
✇❛②✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s st♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r
r❡❣✐♦♥ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳
❋♦r t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②
♦❢ ✶✵21 ❝♠−3 ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✵✵ ❡❱✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐s ❢✉❧❧② str✐♣♣❡❞ ✭C6+✮ ❛♥❞
❤❛s ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ✾✳✽×✶✵6 ♠✴s✳

• P❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ❤♦t ❝❛r❜♦♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✭Θ > ✺✵✵✮✱ t❤✉s ❛ ▼❛①✇❡❧❧✲❇♦❧t③♠❛♥♥
st❛t✐st✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ✐❞❡❛❧ ❛s Γ ≈
✵✳✵✶✱ ✇✐t❤ ❛❜♦✉t ✽✵✵ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❉❡❜②❡ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s t❤✉s ❞♦♠✐♥❛t❡❞
❜② ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡✱ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡ s❝❛r❝❡✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♥♦ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♦r ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

• ❇❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❛t✐♦ vp
vth

≈ ✶✳✻ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭≈ ✶ ✐❢ vth =
√

3kBTe

me
✮ ❛♥❞ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜

♣❛r❛♠❡t❡r η =
Zpe

2

~vr
≈ ✶✳✶✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✿ γ ≈ ✵✳✵✵✷✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s
✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜✉t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤✉s ❜❡❧♦♥❣s
t♦ t❤❡ s❡♠✐✲❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✷✳✷✳✸✳
❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ✜rst ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
❆❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s✐♥❣ ♦♥ ❛ ✜rst✲❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉✱ ❱❧❛s♦✈✱ ❇❡t❤❡✱ ▲✐✲
P❡tr❛ss♦✮ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥❝♦rr❡❝t❧②✳ ❆ ✜rst✲❇♦r♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲❇♦r♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✭❧✐❦❡ t❤❡ ❙❙▼✮ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✱ ❜✉t ✐t r❡♠❛✐♥s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✈❛❧✐❞ ❛t ❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞
♠❛② ❜❡ ✐❧❧✲❛❞❛♣t❡❞ ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✳
❍❡♥❝❡✱ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛s ❜❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① t❤❡♦r② ❛r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♠♦r❡
r❡❧❡✈❛♥t✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜♦t❤ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
♥♦t❡❞ t❤❛t η > ✶ ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇❛② ❛♥❞
t❤❛t q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

• ❈♦❧❧✐s✐♦♥s

❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ✐❞❡❛❧ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❧❡ss✱ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜r✐♥❣✐♥❣ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ln Λpe ≈ ✻✳✻✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
t❤❛t s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♦✈❡r ❧❛r❣❡✲❛♥❣❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❆s ❢❛r ❛s t❤❡ ✐♠♣❛❝t✲
♣❛r❛♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❛ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦r



✻✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ ▼❖❉❊▲■◆●

♣❤②s✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉✱ ▲✐✲P❡tr❛ss♦✱ ❙❙▼✮ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳
❇✉t t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤✉s ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳
❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✉♥❞❡r❣♦♥❡ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✇❤❡♥ ♣r♦❜✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ✐ts ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ lep ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞✱
s✐♠✐❧❛r❧② ❛s ✐♥ ❡q✉✳ ✷✳✶✼✱ ❛s✿

lep =
vr
νei

✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ vr ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥
t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✸ µ♠✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤r❡❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♣❡r ♠✐❝r♦♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❆
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐s t❤✉s ❡①♣❡❝t❡❞✳

• ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts

❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛t vp
vth

≈ ✶ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞
t♦ ✾% ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲✐✲P❡tr❛ss♦ st♦♣♣✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ t❡r♠ t❤❡r❡ ✐s ❛
♣r✐♦r✐ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r vp

vth
≫ ✶✱ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r vp

vth
≈ ✶ ❛s ❣✐✈❡♥

✐♥ ❬▲✐✾✸❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ♠♦❞❡r❛t❡❧② t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❜② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐s
t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

✸✳✷✳✷ ❙t♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡rs ❛r❡ ♥♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡✲
✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞✳

❙t♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s

• ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

❚❤❡ ❇❡t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐t② ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ▲❡♥❛r❞✲
❇❛❧❡s❝✉ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ■t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❜② ✉s✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✷✳✺✸✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞
❇❡t❤❡✲❇❧♦❝❤ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✺ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❇♦t❤ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❛t ❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛♥❞ ❛r❡
♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤✉s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝♦rr❡❝t❧②✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♣✉r♣♦s❡s✳

• ❙t❛♥❞❛r❞ st♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❙❙▼ ❢r❛♠❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛ ✷✳✺✽✳ G
= ✵✳✺ ❢♦r vp

vth
≈ ✶✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❇❡t❤❡

❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡ ❇❧♦❝❤ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ ✸✵% ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ✈❛❧✉❡✱
❛♥❞ t❤❡ ❇❛r❦❛s t❡r♠ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❝❧♦s❡ t♦ ✶✵% ♦❢ ✐t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❨❡t t❤❡ ❙❙▼
r❡♠❛✐♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡✳ ■t ✐s t❤✉s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❝♦rr❡❝t
st♦♣♣✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❛t ✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♦♥✳

• ❱❧❛s♦✈ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r②

❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❱❧❛s♦✈ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦ ♣❧❛s♠❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ✷✳✻✽ ❞❡r✐✈❡❞
❜② ❚✳ P❡t❡r ❛♥❞ ❏✳ ▼❡②❡r✲t❡r✲❱❡❤♥✳ ■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts t♦ t❤❡
❇♦r♥✲❘P❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❝♦❧❧✐s✐♦♥❧❡ss✳



✸✳✷✳ ❚❍❊❖❘❊❚■❈❆▲ P❘❊❉■❈❚■❖◆❙ ✻✼

• ▲✐✲P❡tr❛ss♦ st♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ▲✐✲P❡tr❛ss♦ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢
♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜✉t ✐t r❡♠❛✐♥s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡✳ ■t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❛❧②✲
t✐❝❛❧❧② ❜② ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✼✵ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ❬▲P✾✸❛❪✳ ■t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s
❢r♦♠ ♦t❤❡r ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡
st♦♣♣✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ■❢ ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ t❤❡ ▲✐✲P❡tr❛ss♦ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤✉s
❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❘P❆ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦r t♦ t❤❡ ❙❙▼✳

• ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r②

❚❤❡ ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ ♦r ❘P❆ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❜② ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜② ♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻✼ ✇✐t❤ t❤❡
❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✲P❧❛♥❝❦✲■♥st✐t✉t❡ ❢♦r t❤❡ P❤②s✐❝s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s ✐♥ ❉r❡s❞❡♥✳ ❖♥ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❙❙▼✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐t
✐s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥❝♦rr❡❝t❧② ❛t ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡r✳

• ❚✲▼❛tr✐① st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r②

❚❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❜② ❜✐♥❛r② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐♥ ❛
♥♦♥❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✲
P❧❛♥❝❦✲■♥st✐t✉t❡ ❢♦r t❤❡ P❤②s✐❝s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s ✐♥ ❉r❡s❞❡♥✳ ❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛r❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ❚✲▼❛tr✐① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ✐ts ✜rst ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▲❛♥❞❛✉
❡①♣r❡ss✐♦♥✮ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻✾ ❛♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦♥♣❡rt✉r✲
❜❛t✐✈❡ ❜✉t ❝♦♥s✐❞❡rs ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❜✐♥❛r② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❆s t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡
t♦ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ♦♥❧② ✾%✱ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤✉s
❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡✳

• ❈♦♠❜✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧

❋♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❡♥❛r❞✲❇❛❧❡s❝✉ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ❢✉❧❧ ❚✲▼❛tr✐① st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ▲❛♥❞❛✉
st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛r❡ s✐♠♣❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✼✷✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦♥✲
♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳
■❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞✱ ✐t ✐s t❤✉s ❛ ♣r✐♦r✐ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡
st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳

• ❚✲▼❛tr✐① t❤❡♦r② ✇✐t❤ λ(v)

❚❤❡ ❚✲▼❛tr✐① t❤❡♦r② ✇✐t❤ λ(v) ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✜t ❢♦r♠✉❧❛
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬●❡r✵✷❛✱ ●❡r✵✷❜❪✳ ❆s st❛t❡❞ t❤❡r❡✱ t❤❡ ✜t ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♦❢ 25% ❢♦r ♣❧❛s♠❛
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡❧♦✇ ✹✵✵ ❡❱✳ ❆s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❝❤❡♠❡✱ t❤✐s t❤❡♦r②✱ ❜❡✐♥❣ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡
❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❛s❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❝❤❡♠❡ ✭s❡❡ ✷✳✷✳✻✮✳

❆❧❧ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❜② ❢r❡❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡r❡✲
❢♦r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♣r♦♣❡r❧② ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❤✐❣❤❧② ✐♦♥✐③❡❞✳ ■♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s ❛❢t❡r t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❨❡t ❢♦r ❡❛r❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡s ✭❢r♦♠ ✵ t♦ ✼ ♥s✮ ♦r ❢♦r ❧❛t❡r
t✐♠❡s ✭❛❢t❡r ✶✸ ♥s✮✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ♠❛② ❜❡
✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❜② t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦♥ ❜♦✉♥❞ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♥♦t
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐t ♠✉st t❤✉s ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❆s t❤❡ ❜♦✉♥❞✲❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s s♠❛❧❧ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❢r❡❡✲❡❧❡❝tr♦♥ t❡r♠✱ ✐t ✐s
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r♦✉❣❤❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✵✮✱ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢
❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ✐♦♥ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✐✳❡ ❢r♦♠ ✶✰ t♦ ✺✰✳

❙t♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ C6+ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r t②♣✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❧❛s♠❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ne = ✶✵21 ❝♠−3 ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ Te = ✷✵✵ ❡❱ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛
❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✵✲✸✳✻ ▼❡❱✴✉✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ❡♥❡r❣② ♣❡r ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ♦❢
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❨❡t✱ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝✉r✈❡s r❡♠❛✐♥s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✇❤❡♥
Te ❛♥❞ ne ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ✈❛r✐❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢
t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛s
❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❤♦t ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ✐♦♥✐③❡❞✳ ❖♥❧② t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❜② ❢r❡❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r C6+ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ✶✵21 ❝♠−3 ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✷✵✵ ❡❱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❧❛s♠❛✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✵✲✸✻✵✵ ❦❡❱✴✉✳

❖♥ t❤✐s ❣r❛♣❤✱ ✐t ❝❧❡❛r❧② ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ♠♦st t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t
❢♦r ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡② ❛❧❧ r❡❛❝❤ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐①
t❤❡♦r② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ✜rst✲❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▲❛♥❞❛✉ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✮✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣✉r❡❧② st❛t✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐❣♥♦r❡ ❛❧❧ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✱ t❤❛t ❛r❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❛t ❤✐❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡✐r ❧✐♠✐t ❛t ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❧✐❡s t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❇❡t❤❡
❧✐♠✐t✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s ✐❞❡♥t✐❢②
t♦ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r vp ≫ vth✳ ❍❡♥❝❡ ❛t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ✜rst✲❇♦r♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❛t ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✱ ♦r
❇❡t❤❡ r❡❣✐♠❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♠♦st st♦♣♣✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ♣❛st✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❧♦✇ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✷ ▼❡❱✴✉✱ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s st❛rt t♦ ❛r✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❣r♦✇ ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ❝✉❧♠✐♥❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ st♦♣♣✐♥❣
♠❛①✐♠✉♠ ❛t ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✱ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❛♥❞ ❇❡t❤❡✲
❇❧♦❝❤ ❢♦r♠✉❧❛s ❝❧❡❛r❧② ♦✈❡r✲❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❇❧♦❝❤ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡♥❞s t♦
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r❡❞✉❝❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜rst✲❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❱❧❛s♦✈✱ ❘P❆✱ ❙❙▼✱ ▲✐✲P❡tr❛ss♦✮ ❢❡❛t✉r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r
st♦♣♣✐♥❣ ❝✉r✈❡s✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❦❡❱✴✭µ❣✴❝♠2✮ ❛t ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡
st❡♣ ✐♥ t❤❡ ▲✐✲P❡tr❛ss♦ ❝✉r✈❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✷✳✼✵✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❘P❆ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ r❡s✉❧t✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✷
❦❡❱✴✭µ❣✴❝♠2✮✱ ✐✳❡ ✶✶%✱ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡
st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♦❢ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❜❡②♦♥❞ ✜rst
❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❛t ❡✛❡❝t ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✵% ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ r❡s✉❧t✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛
❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❝❧♦s❡ t♦ ✸✵% ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❘P❆ ❛♥❞ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① r❡s✉❧ts✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ✇✐t❤ λ✭✈✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♥s✐✲
❞❡r❡❞ t❤❡♦r✐❡s✱ ❢❡❛t✉r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛r♦✉♥❞
t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❧②✐♥❣ ❛❜♦✉t ✷✵% ❛♥❞ ✸✵% ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❇♦r♥✲❘P❆ r❡s✉❧t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❝❤❡♠❡✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ✇✐t❤ λ✭✈✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡st ❛❣r❡❡
✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ✷✳✷✳✻✮✱ t❤✉s ♣r❡❞✐❝t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r
✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤✐s ♦❝❝✉rs ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡
♣❧❛s♠❛ ✐s ✐❞❡❛❧✱ ✇✐t❤ Γ ≈ ✵✳✵✶✳ ❆s ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ✇✐t❤ λ✭✈✮ ❛r❡
❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱
t❤❡s❡ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✐♥❞❡❡❞ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r t❤✉s s❡❡♠ t♦ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥
t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡
♣❧❛s♠❛ ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳
◆❡①t s❡❝t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦♥ t❤❡ ✐♦♥ r❛♥❣❡ ✐♥
♣❧❛s♠❛✳

✸✳✷✳✸ ❘❛♥❣❡ ✐♥ ♣❧❛s♠❛

❚❤❡ ✐♦♥ r❛♥❣❡ ✐s ❛ q✉❛♥t✐t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ t❤❛t ❤❛s ❛ ❦❡② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡
r❡❧❛t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜✉r♥✐♥❣ ❢✉s✐♦♥
❢✉❡❧✳
■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✽✱ t❤❡ r❛♥❣❡s ♦❢ C6+ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✸✳✻ ▼❡❱✴✉ ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ❛
♣❧❛s♠❛ ✇✐t❤ ne = ✶✵21 ❝♠−3 ❛♥❞ Te = ✷✵✵ ❡❱ ❛r❡ ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ✐t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❧♦s❡s ❡♥❡r❣②✳ ❋♦r
t❤❡ ✜rst ✺ ♠♠ ♦❢ ✐ts ♣❛t❤✱ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s st✐❧❧ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❛♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝✉r✈❡ ✭❋✐❣✳
✸✳✼✮ ✐s ♥❡❛r❧② ❧✐♥❡❛r✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ✐s ❛❧s♦ ♥❡❛r❧② ❧✐♥❡❛r✳ ❇❡②♦♥❞ ✺ ♠♠✱ t❤✐s
❜❡❤❛✈✐♦r ❝❤❛♥❣❡s ❛s t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥
❝✉r✈❡s ❛♣♣❡❛r ❛s t❤❡② ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❝✉r✈❡s
r❡❛❝❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❇r❛❣❣ ♣❡❛❦
♦❢ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❇r❛❣❣ ♣❡❛❦ ✇❤❡r❡ ♠♦st ♦❢ ✐ts ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
✐s r❛♣✐❞❧② st♦♣♣❡❞✳
❆s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❛♥❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r✐s❡ ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t st♦♣♣✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❇❡t❤❡ ❛♥❞ ❇❡t❤❡✲❇❧♦❝❤ ❢♦r♠✉❧❛s ♣r❡❞✐❝t ❛ ✈❡r②
s❤❛r♣ ❇r❛❣❣ ♣❡❛❦ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✐♥❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ❛
r❛♥❣❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✶✶ ♠♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜rst✲❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts s❤♦✇ ❛ ❧❡ss ♣❡❛❦❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r r❛♥❣❡s
❛r♦✉♥❞ ✶✸ ♠♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❚✲▼❛tr✐① ✇✐t❤ λ✭✈✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❝❤❡♠❡
❢❡❛t✉r❡ ❛ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✹ ❛♥❞ ✶✺ ♠♠✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ❛♥❞ ▲❛♥❞❛✉
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ♦✈❡r✲❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ❧❛r❣❡❧② ✉♥❞❡r✲❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r
✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts✳
❍❡♥❝❡✱ ❛ r❛♥❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✷ ♠♠ ❛♣♣❡❛rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ✜rst✲❇♦r♥ r❡s✉❧ts
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ♦❢ C6+ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ❛t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣②
♦❢ ✸✳✻ ▼❡❱✴✉ ✐♥ ❛ ♣❧❛s♠❛ ✇✐t❤ ✶✵21 ❝♠−3 ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✷✵✵ ❡❱ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐♦✉s st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✳

❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢
st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❲✐t❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♦♥ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✸✳✸×✶✵3 µ❣✴❝♠3✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✻✻✵ µ❣✴❝♠2✳ ❚❤❡ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤✉s ♣r❡❞✐❝t ❛ ✶✺%
r❛♥❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✳ ❚❤❛t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❆t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ s❡t✉♣✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❘P❆ r❡s✉❧t ✐s ❛❜♦✉t ✹✸✵ µ❣✴❝♠2 ❛♥❞ ✐t r❡❛❝❤❡s ✻✸✵ µ❣✴❝♠2 ❢♦r t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ❛♥s❛t③ ✇✐t❤
λ✭✈✮✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❛♥❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ ✷✵✵ µ❣✴❝♠2✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ✇✐t❤ λ✭✈✮
❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡❞✐❝ts ❛ r❛♥❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛❧♠♦st ✺✵% ❛t ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❤♦t ❧❛s❡r✲
✐♥❞✉❝❡❞ ♣❧❛s♠❛✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ■❈❋✱ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♦♥
r❛♥❣❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ρR ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧ t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ st♦♣ t❤❡ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s
❧❛r❣❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐❣♥✐t✐♦♥ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡✳

✸✳✷✳✹ ❊♥❡r❣② ❧♦ss

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♥♦✇ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ❢♦r ✵✳✺ ▼❡❱✴✉
❝❛r❜♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❤♦t ♣❧❛s♠❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t✇♦✲s✐❞❡❞ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢
❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✶✵✵ µ❣✴❝♠2 ❝❛r❜♦♥ ❢♦✐❧✳

Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣❛t❤
✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✾✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✉♥✐ts
♦❢ ❡♥❡r❣② ♣❡r ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭▼❡❱✴✭µ❣✴❝♠2✮✮✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ t❛r❣❡t
❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✭µ❣✴❝♠2✮✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✱ r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳
❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ♣❧❛s♠❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ❛ ✵✳✺ ♥s t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡
st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛t ♠♦st ❢♦r ❡✈❡r② ✵✳✺ ♥s t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❆s t❤❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ t❛r❣❡t ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ ❛
✷ µ♠ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧ t♦ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✳
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❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s✳

■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❡✈❡r② ✵✳✺ ♥s✱ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ρx✳ ❚❤❡s❡
♣r♦✜❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❙❛❤❛ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬❩❇❉✵✵❪✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤✉s t❤❡ ♣❧❛s♠❛
✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡s✱ ❛r❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t
❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳ ❆s
♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ✶✵✵✵✵✵ ✐♦♥s ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✹✰✱
❛♥❞ t❤❡ st❡♣ ✐♥ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s t❛❦❡♥ ❛s ✶✵ µ❣✴❝♠2✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛r❣❡
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✱ ❢r♦♠ ❈1+ t♦ ❈6+✱ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ st✐❧❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❛r❣❡t ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ◆❡①t✱ ❛s ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱
t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉✳ ✷✳✸✾✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳
❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ st❡♣s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✾✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♥❞ ✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❙❛❤❛ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s s❡r✈❡ t❤❡♥ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡ ❢♦r ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❛❜❧❡s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡s✱ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ t♦
✐♥❢❡r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ❡✛❡❝ts

❚✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤✉s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
✇❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s✳
❋✐rst✱ ✇❤❡♥ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❛ ✶✵✵ µ❣✴❝♠2

t❛r❣❡t ❢♦✐❧✱ ✐t ❧♦s❡s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ ✐ts ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❚❤✐s ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s 11% ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❞
t❛r❣❡t ✭s❡❡ ✹✳✷✳✹✮ ❛♥❞ ✐t ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡♦r②✳
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❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❤❛s t❤✉s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ ✐ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤✳ ❆s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ ♣❧❛s♠❛✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱
❛ s✐♠♣❧❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ✜rst ♦r❞❡r ✭❊✉❧❡r ♠❡t❤♦❞✮ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
♥❡✇ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② Ex+dx ❛❢t❡r ❛ st❡♣ dx ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✿

Ex+dx = Ex − dx
∂E

∂x
✭✸✳✷✮

❚❤❡ st❡♣ dx ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❡♣ ✐♥ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❞❛t❛✳ ❚❤❡
st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
r❡❛❝❤❡s 3− 4%✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s t❤✉s ♦❢ ❛ ❢❡✇
♣❡r❝❡♥t ❛t ♠♦st✳

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❤❛s ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ ✸ ♥s ❛t ❋❲❍▼ ✇❤❡♥ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✭s❡❡
✹✳✶✳✶✮✱ ❛♥❞ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ ✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ tr❛✈❡❧s ✈❡r②
q✉✐❝❦❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉✱ t❤✉s ♣r♦❜✐♥❣ ✜①❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ q✉✐❝❦ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ✭♦♥ t❤❡ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞
s❝❛❧❡✮✱ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s
✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛♥ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✵✵✵ ✐♦♥s ❛♥❞ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ ✸
♥s ❛t ❋❲❍▼✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥✲❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
✐ts t✐♠❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ t = t0 ♥s ❛❢t❡r ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
✐♦♥s ❛t t = t0 ♥s ✐♥ t❤❡ ❜✉♥❝❤ t❤✉s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t0 ♦❢ t❤❡
❘❆▲❊❋✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐♦♥s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t ❛ t✐♠❡ t0 + t1 ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t0 − t1 ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t1 ♥s ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♦♥s ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ✐♦♥s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t
❛ t✐♠❡ t0 − t1 ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t0 + t1 ♦❢ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡s ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❛ t✐♠❡ s♣❛♥ ♦❢ ✸ ♥s✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡
♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t✐♠❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✶✻ ♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜✉t ♦♥❧② ✉♥t✐❧ ✶✹✳✺
♥s✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ✉♣ t♦ 10% ❛r♦✉♥❞ t❤❡
❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❛①✐♠✉♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶✮✳

■♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦s

▼♦r❡♦✈❡r✱ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
❋✐rst✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❬❉▼❈+❪ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②
♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✭❛ ❢❡✇ t❤♦✉s❛♥❞ ✐♦♥s ❛t ♠♦st ♣❡r ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤✮✱ ❛❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
✐♦♥ ❜❡❛♠ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❧❛s❡r✲❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✐♦♥ ❜❡❛♠s ❝❛♥ str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ✐♥ t❤❡
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ r❛♥❣❡✲❧❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❬❍❋❚+✵✾❪✳
■t ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✭✐✮ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥s ❛♥❞ ♦❢ ✭✐✐✮ tr❛♥s✈❡rs❡
✈❡❧♦❝✐t② s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♦♥ ✐ts st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❙✉❝❤ ❡✛❡❝ts ♦♥❧②
❜❡❝♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛t❝❤❡s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥s

vthi =
√

kBTe

mi
✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥

❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✐✳❡ Ti = Te✳ ❋♦r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ vthi = ✹×✶✵4 ♠✴s ❛♥❞ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ≪ vp
= ✾✳✽×✶✵6 ♠✴s✳
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❊♥❡r❣②✲❧♦ss ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵✱ ❛t t✐♠❡s ♦❢ t = ✸✱ ✼ ❛♥❞ ✶✸ ♥s ❛❢t❡r
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❧❛s❡r ❤❡❛t✐♥❣✳ ❚❤❡r❡✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✸ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✻✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐♦✉s t❤❡♦r✐❡s ❛r❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❆t t = ✸ ♥s✱ ✇❤❡r❡ str♦♥❣ ♣❧❛s♠❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❛❧♦♥❣ ✐ts ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t②
♣r♦✜❧❡✱ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛♣♣❡❛r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r t❤❡♦r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❤♦t
❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛ r❡❣✐♦♥s✳ ■t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡s❡ ♣❛rts✱ vp/vth ≈ ✶✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ t❤❡
❝❡♥tr❛❧ ❧♦✇❡r✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✐♦♥✱ vp/vth ≈ ✷✲✸✱ ❛♥❞ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r✳
❋♦r t = ✼ ♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♥❡❛r❧② ✉♥✐❢♦r♠✱ vp/vth ❤❛s ❛ st❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡
❛r♦✉♥❞ ✉♥✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② ❢❡❛t✉r❡ ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡✲
♣❛♥❝✐❡s✱ ❛♥❞ q✉✐t❡ st❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝❛s❡✱ t❤❡ ❇❡t❤❡ ❛♥❞ ❇❡t❤❡✲❇❧♦❝❤ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡rs ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡✐r ✐♥❝❛♣❛❝✐t② ✐♥
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝✉r✈❡✳
❋✐♥❛❧❧② ❢♦r t = ✶✸ ♥s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝✉r✈❡s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝❛s❡✳ ❨❡t✱ ❛s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤❛s ❞❡❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ r❛t✐♦ vp/vth ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷ ❛♥❞ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥②♠♦r❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ❛r❡
s❧✐❣❤t❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❡♥t❡r ✇❤❡r❡ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❧♦✇❡r✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ❛t ✸ ♥s✳ ❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛r♦✉♥❞ t
= ✼ ♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❞♦♠❛✐♥ ✐s
t❤❡♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞s ❧❛r❣❡r vp/vth r❛t✐♦s✳
◆♦✇✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛t ❡❛❝❤
t✐♠❡ st❡♣ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✳

■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ✶✻ ♥s ❛❢t❡r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❝r❡❛t✐♦♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✈❡rs❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ✸✳✷✳✷ ❛♥❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♦♥ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡
✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤✉s ♥❡❣❧❡❝t❡❞
✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❘P❆ ❛♥❞ ❚✲▼❛tr✐① st♦♣♣✐♥❣
t❤❡♦r✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❝❤❡♠❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✜♥✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞
t❤❡② ❛r❡ t❤✉s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❤❡r❡✳
❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ t❛r❣❡t ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❘■▼ ❝♦❞❡ ❢♦r ❛ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉
❝❛r❜♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ✶✵✵ µ❣✴❝♠2 ❣r❛♣❤✐t❡ ❢♦✐❧✳ ■ts ✈❛❧✉❡ ✐s ✵✳✻✻ ▼❡❱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛❧s♦
♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s
❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ t❛r❣❡t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❛tt❡r ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳
❆t t = ✵ ♥s✱ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s st❛rt ✐rr❛❞✐❛t✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❢r❡❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ✷✳✷✳✷✱ t❤❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❛r❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧t❛✲
♥❡♦✉s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✳
❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐s ♣r❡s❡♥t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t ❛ t✐♠❡
♦❢ ✻✲✼ ♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❜❡❝♦♠❡s ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
r❡❛❝❤❡s ✐t ♠❛①✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✵✵ ❡❱ ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛t ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡r✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❙t♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t②✱
❛t t✐♠❡s ♦❢ ✸✱ ✼ ❛♥❞ ✶✸ ♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡✳

❛❣❛✐♥ ✐ts ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ❛t t = ✶✺ ♥s✳ ❨❡t✱ ✐❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛❧
❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝♦❧❞✲♠❛tt❡r t❛r❣❡t✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡
❡♥❡r❣② ❧♦ss st✐❧❧ ❧✐❡s ❛❜♦✈❡ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ✈❛r✐♦✉s ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦
❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❇❡t❤❡ ❛♥❞ ❇❡t❤❡✲❇❧♦❝❤ t❤❡♦✲
r✐❡s ♣r❡❞✐❝t ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✻✺✵% ❛♥❞ ✺✵✵%✱ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❜❛s✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ✜rst✲❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷✺✵% ❛♥❞ ✸✵✵%✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❚✲
▼❛tr✐① ❛♥s❛t③ ✇✐t❤ λ✭✈✮ ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵✵% ❛♥❞ ✷✺✵%✳
❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ ❦❡❱ ❛♣♣❡❛r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡s❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛♣♣❡❛r ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✱
❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❛t r❡❣✐♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t vp/vth ✐s ❝❧♦s❡ t♦
✉♥✐t②✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳ ❆r♦✉♥❞ t❤✐s ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♠❛①✐♠✉♠✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡✲
♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳
✸✳✼ ❢♦r ❛ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✵✵ ❡❱ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✵21 ❝♠−3✳ ❖♥❧② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❝❛♥ t❤✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❡♥❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ t♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t❤❡♠✳
❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❆ r❡✲
s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✶✵✵ ❦❡❱ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛ t✐♠❡ s♣❛♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✼ ❛♥❞ ✾ ♥s
❛❢t❡r ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ ✶✵% ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦r ❜❛rs ❛❧s♦ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡
✈❛❧✉❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ±✶✵✵ ❦❡❱ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇♦rs❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✸✵✵✲✹✵✵ ❦❡❱ ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡
❚✲▼❛tr✐① ✇✐t❤ λ✭✈✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r t❤❡♦r✐❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s
❛✐♠❡❞ ❢♦r ✐s ✶✵✵ ❦❡❱✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ t✐♠❡ s♣❛♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❛♥❞ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ♣r♦❜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ■❈❋ ♣❧❛s♠❛s ✐s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲t❛r❣❡t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡
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✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ♦♥ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r ■❈❋ st✉❞✐❡s ✐s
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳

✸✳✸ ❘❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ ■♥❡rt✐❛❧ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t ❋✉s✐♦♥

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ❛t st♦♣♣✐♥❣
♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❛ ❤♦t ♣❧❛s♠❛ ✐s ♦❢ ❤✐❣❤ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢♦r ■❈❋✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❢✉❡❧ ❤❡❛t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❜② t❤❡ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡r♠♦♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t✐♦♥s✳ ■♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ■❈❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣
♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥s ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡
❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡rs ✐♥ t❤❡ ■❈❋ ❢✉❡❧ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✜♥❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
st♦♣♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✱ ✐s ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✳

✸✳✸✳✶ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ■❈❋

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s t❤❡ ❦❡② ❞r✐✈❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡r♠♦♥✉❝❧❡❛r
❜✉r♥ ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ❉❚ ❢✉❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss
♦❢ t❤❡ ■❈❋ ✐❣♥✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱
❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛s♠❛ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ρR ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ st♦♣ t❤❡♠ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞✴♦r ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❉❚ ♣❡❧❧❡t ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣
♦❢ ❛ ❢✉s✐♦♥ ♣❡❧❧❡t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤❡
❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛✐♥❧② ❞❡♣♦s✐t t❤❡✐r ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♦♥✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
✐s ♥♦t t♦ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❡r② ❤♦t ♣❧❛s♠❛s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥s ♦❝❝✉rs t♦ ❛❝t✉❛❧❧② ❤❡❛t t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❋♦r ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉r♥✐♥❣ ✇❛✈❡✱ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝s
❛s t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✭s❡❡ ❡✳❣ ❬❇P❙✵✺❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✱ ♠✉st ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s❤♦rt
t✐♠❡ s❝❛❧❡✳ ❆ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❡♥❛❜❧❡s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❜❡tt❡r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳
❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r
❢♦r t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❬▲❊▼P✵✶❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥
❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦t ❝❛r❜♦♥ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❜✉t ✐t ♣❧❛②s ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ ❛ ❝♦❧❞ ❞❡♥s❡
■❈❋ ♣❧❛s♠❛✱ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ ❤❡❛t✐♥❣✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ✐s ②❡t ❜❡②♦♥❞
t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ♠❛✐♥❧② t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛r❡ t❤✉s ❞✐s❝✉ss❡❞✳
❆ ❢❡✇ st✉❞✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝✐t❡❞ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛✲
♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■♥ ❬▲P✾✸❛❪✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❧❛r❣❡✲❛♥❣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧
❛s ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥s
✐s ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✱ s❤♦✇✐♥❣ t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♣✉r❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣✳ ■♥ ❬❉▲❚❇✾✺❪✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ s❝r❡❡♥✐♥❣
❛♥❞ t❤✉s ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ♦❢
✉♣ t♦ 20% ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ρR ♦❢ t❤❡ ❉❚ ♣❡❧❧❡t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ tr❡❛t❡❞✳ ■♥ ❬❖❆▼✾✻❪✱ P■❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ♣r❡❞✐❝t
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r ❜✉r♥ ②✐❡❧❞ t❤❛♥ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❬❙✐♥✵✽❪✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❇P❙ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ 20 − 30% ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐s
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♠♦st ♦❢ ♦t❤❡r st♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ρR ♦❢ t❤❡ ❢✉❡❧ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
✐❣♥✐t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❇P❙ r❡s✉❧ts ❛♥❞
t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ▲✐✲P❡tr❛ss♦ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛❧♣❤❛
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ■❈❋ ♣❧❛s♠❛s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❛♥❣❡ ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✳
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✸✳✸✳✷ ❙t♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ■❈❋

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ■❈❋ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ❜❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
✇♦r❦ ❝❛♥ ❜r✐♥❣ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ st♦♣♣✐♥❣✳
❋r♦♠ t❤❡ tr✐❣❣❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst t❤❡r♠♦♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❉❚ ❢✉❡❧ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❤❡r♠♦♥✉❝❧❡❛r ❜✉r♥ ✇❛✈❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❡❧❧❡t✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ❛❧♣❤❛
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✜rst ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✱ ✇✐t❤ ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✽✼✺ ▼❡❱✴✉✱ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣❧❛s♠❛ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ✈❡r② ❞❡♥s❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦❧❞✱
❢❡❛t✉r✐♥❣ t②♣✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ✶✵26−27 ❝♠−3 ❛♥❞ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ ✺✵✲✶✵✵ ❡❱✳ ❋♦r
t❤✐s ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② q✉♦t✐❡♥t ✐s vp/vth ≈ ✹✱ t❤✉s ✇❡❧❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
♠❛①✐♠✉♠✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❤♦t ❜✉r♥✐♥❣ ❢✉❡❧✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ❛❜♦✉t ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧♦✇❡r ✭❛❜♦✉t ✶✵25−26 ❝♠−3✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❛❝❤❡s ✺ ❦❡❱✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② q✉♦t✐❡♥t ✐s vp/vth ≪ ✶✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t② r♦✉❣❤❧② st❛②s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✵26 ❝♠−3✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞
❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✶✵✵✱ ❢r♦♠ ✺✵ t♦ ✺✵✵✵ ❡❱✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡✈♦❧✈❡ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢
vp/vth✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡✐r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❢♦r t❤❡ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ✵✳✽✼✺ ▼❡❱✴✉ ❡♥❡r❣② ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r♦✉♥❞ ✷✵✵ ❡❱ ❛s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛t t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t
✐♥ t❤❡ ✺ ❦❡❱ ❜✉r♥✐♥❣ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥s ✐s ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣ ✐s tr❡❛t❡❞✱ ❛s t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡r✳
❖♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛t❤ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t②♣✐❝❛❧ ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛r❡ t❤✉s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✵26 ❝♠−3 ❛♥❞ ❛♥
❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✵✵ ❡❱✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳
✸✳✶✷ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ t❤❡♦r✐❡s ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s
✐♥ ■❈❋ ❢✉❡❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣②✱ ❛t ne = ✶✵26 ❝♠−3 ❛♥❞ Te = ✷✵✵ ❡❱✳ ❚❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ✵✳✽✼✺ ▼❡❱✴✉✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❛♥❞ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳

❍❡r❡✱ t❤❡ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
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■❈❋ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❝♦❡✣❝✐❡♥t Θ ≈ ✵✳✶✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡r ♠❛② ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② ♠♦st ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ Γ ≈ ✵✳✺ ❛♥❞ γ ≈ ✵✳✶✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♥♦♥✐❞❡❛❧ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s
s❧✐❣❤t❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r✳ ■♠♣♦rt❛♥t ♣❧❛s♠❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②✱ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤②
t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡rs ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡② r❡❛❝❤ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ✺✲✻ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡r✳ ❆♥ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣②
♦❢ ✵✳✽✼✺ ▼❡❱✴✉ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t st♦♣♣✐♥❣
❢♦r❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❛s
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ❛t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ r❛t✐♦ vp/vth ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠✱ ✇❤❡r❡
♠♦st t❤❡♦r✐❡s ❛❣r❡❡ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❜✉r♥✐♥❣ ♣❧❛s♠❛ r❡❛❝❤❡s t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
♦❢ ❛ ❢❡✇ ❦❡❱✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s t❤✉s r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡✳ ❇✉t ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❞❡r ❢✉❡❧✱ ❛♥❞
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r♦✉♥❞ ✷✵✵ ❡❱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ❚❡st✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
t❤❡♦r✐❡s ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✵✵ ❡❱ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ✜rst
st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❢♦r t❤❛t
♣✉r♣♦s❡ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❤❛✈❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳



❈❤❛♣t❡r ✹

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢
❝❛r❜♦♥ ✐♦♥s ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❛ ❤♦t ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
■♥ ❛ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s ❢♦r ✐♦♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡
❧❛t❡st ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ✉s✐♥❣ t❤✐s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✱ ❛s ✐t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s
t❤❡s✐s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s s❡t✉♣ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢
❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ■t st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t❛r❣❡t ❞❡s✐❣♥✱
❝♦♥t✐♥✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❞❛♣t❡❞ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ❡♥❞s
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❞❡t❡❝t♦r✲s❝r❡❡♥✐♥❣ s②st❡♠ ❢♦r ♠✐t✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛s♠❛
r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

✹✳✶ ❊①✐st✐♥❣ s❡t✉♣ ❛t t❤❡ ❩✻ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛r❡❛

❚❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❛t t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛r❡❛ ❩✻ ❬❩✻❪ ♦❢ ●❙■✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡ ❩✻ ❛r❡❛ ❜❡♥❡✲
✜ts ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❯◆■▲❆❈ ✭❯◆■✈❡rs❛❧ ▲✐♥❡❛r ❆❈❝❡❧❡r❛t♦r✮
❢♦r ✐♦♥✲❜❡❛♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❧❛s❡r s②st❡♠ ♥❤❡❧✐① ✭◆❛♥♦s❡❦✉♥❞❡♥❍♦❝❤❊♥❡r❣✐❡▲❛✲
s❡rs②st❡♠ ❢ür ■♦♥❡♥str❛❤❧❡❳♣❡r✐♠❡♥t❡✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✶✵◦ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❧❛s❡r s②st❡♠
P❍❊▲■❳ ✭P❡t❛✇❛tt ❍♦❝❤❊♥❡r❣✐❡ ▲❛s❡r ❢ür ❙❝❤✇❡r■♦♥❡♥❡❳♣❡r✐♠❡♥t❡✮✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ✉♥✐q✉❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❤♦t ♣❧❛s♠❛ ❜② ❤❡❛t✐♥❣ ❛ s♦❧✐❞ ❢♦✐❧
t❛r❣❡t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♣r♦❜❡❞ ❜② ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♣✉❧s❡❞ ✐♦♥ ❜❡❛♠s✳
❚❤✐s s❡t✉♣ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦✛❡rs ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ✉♥✐q✉❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ❛ ❤♦t ❞❡♥s❡
♣❧❛s♠❛✳

✹✳✶✳✶ ❚❤❡ ❯◆■▲❆❈ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r

❆❝❝❡❧❡r❛t♦r ❢❛❝✐❧✐t②

❚❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♦❢ ●❙■ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❛r❡❛ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣②
❛r❡❛✳ ❚❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ♣❛rt ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❯◆■▲❆❈✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✶✷✵ ♠ ❧♦♥❣ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝②
❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❢♦r ✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ❤②❞r♦❣❡♥ t♦ ✉r❛♥✐✉♠ ✐♥ ❛♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ♦❢ ✸✳✻✲✷✵
▼❡❱✴✉✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ✉♣ t♦ 20% ♦❢ ❧✐❣❤t ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ❯◆■▲❆❈ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡
❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❞❡❧✐✈❡r ✐♦♥ ❜❡❛♠s
✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ❜❡❛♠❧✐♥❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❩✻ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛r❡❛✱ ♦r ✐t ❝❛♥ s❡r✈❡ ❛s ❛♥ ✐♥❥❡❝t♦r ❢♦r t❤❡
❤✐❣❤❡r✲❡♥❡r❣② ♣❛rt✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❙■❙ ✶✽ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ✭❙❝❤✇❡r■♦♥❡♥❙②♥❝❤r♦tr♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡
❊❙❘ st♦r❛❣❡ r✐♥❣ ✭❊①♣❡r✐♠❡♥t✐❡r❙♣❡✐❝❤❡r❘✐♥❣✮✳ ■♥ t❤❡ ❙■❙ ✶✽✱ t❤❡ ✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ✉♣ t♦ ✾✵% ♦❢ ❧✐❣❤t ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡♥❡r❣✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥

✼✾



✽✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❙❊❚❯P

✷ ●❡❱✴✉✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥❥❡❝t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❊❙❘✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦✇❡r✲❡♥❡r❣② ❯◆■▲❆❈ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢❛❝✐❧✐t② ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❩✻ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❛r❡❛ ✐s ❛tt❛❝❤❡❞✳ ❆ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❯◆■▲❆❈ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✳ ❲❤✐❧❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ❯◆■▲❆❈ ❢❛❝✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❯♥✐❪✱ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❯◆■▲❆❈ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❢❛❝✐❧✐t② ❬❯♥✐❪✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♦♥ ❜❡❛♠s
❛♥❞ ♣❧❛s♠❛s ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❩✻ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛r❡❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛r❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡✳

■♦♥✲❜❡❛♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❯◆■▲❆❈ ♦✛❡rs t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥ ✐♥❥❡❝t♦rs✱ ❜❛s✐♥❣ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ✐♦♥ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳
❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛t t❤❡ ✇❡st✲❡♥❞ ♦❢ ❯◆■▲❆❈ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ t❤❡ t✇♦ ❤✐❣❤✲❝✉rr❡♥t ✐♥❥❡❝t♦rs ✭❍♦❝❤✲
❙tr♦♠■♥❥❡❦t♦r✱ ❍❙■✮✿ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❚❡r♠✐♥❛❧ ◆♦rt❤✲■♥❥❡❝t♦r ❛♥❞ ❚❡r♠✐♥❛❧ ❙♦✉t❤✲■♥❥❡❝t♦r✳ ❚❡r✲
♠✐♥❛❧ ◆♦rt❤ ✉s❡s ✈❛r✐♦✉s ✈♦❧✉♠❡✲t②♣❡ ♦r ✈❛❝✉✉♠✲❛r❝ s♦✉r❝❡s ✭▼❡❱❱❛✱ ▼❯❈■❙✱ ❈❍❖❘❉■❙✮✱
❡♥❛❜❧✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠s ♦❢ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❛t ❜❡❛♠ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ✉♣ t♦ ✸✵✵ ♠❆✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❛t ❧♦✇ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ✭✉♣ t♦ ✶✵ ❍③✮✳ ❚❡r♠✐♥❛❧ ❙♦✉t❤ ✐♥st❡❛❞ ✉s❡s
❛ P❡♥♥✐♥❣ s♦✉r❝❡ ✭P■●✮ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡
✭< ✶✵✰✮ ❛t ❛ ❜❡❛♠ ❝✉rr❡♥t ♦❢ ✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ µ❆ ❛♥❞ ❛t ❤✐❣❤ ❞✉t② ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ ✐♦♥s ❢r♦♠
◆♦rt❤✲ ❛♥❞ ❙♦✉t❤✲❚❡r♠✐♥❛❧ ❛r❡ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▲♦✇✲❊♥❡r❣② ❇❡❛♠ ❚r❛♥s♣♦rt ❧✐♥❡
✭▲❊❇❚✮✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡② ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ❘❛❞✐♦ ❋r❡q✉❡♥❝② ◗✉❛❞r✉♣♦❧❡s ✭❘❋◗✮✱ ✐♥t❡r✲❞✐❣✐t❛t❡❞ ❍✲t②♣❡
❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ✭■❍✮ ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡♥ ❝❤❛r❣❡❞ ✐♥ ❛ ❣❛s✲str✐♣♣❡r✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❘❋◗✱ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✐s
❣✐✈❡♥ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤ str✉❝t✉r❡ ❛t ✸✻✳✶✸✻ ▼❍③ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❜✉♥❝❤
♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✷✼✳✻✼✸ ♥s✮ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤ str✉❝t✉r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✺✵ ❍③ ❧✐♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❍✐❣❤ ❈❤❛r❣❡ ■♥❥❡❝t♦r ✭❍♦❝❤▲❛❞✉♥❣s■♥❥❡❦t♦r✱ ❍▲■✮✱ s✐t✉❛t❡❞ ◆♦rt❤ ♦❢ t❤❡
❯◆■▲❆❈✱ ♣r♦❞✉❝❡s ❤✐❣❤❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❛♥❞ ♣r❡✲❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♣✉❧s❡❞ ✐♦♥ ❜❡❛♠s ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲
❝②❝❧♦tr♦♥✲r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭❊❈❘✮ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡s❡ ✐♦♥s t❤❡♥ tr❛✈❡rs❡ ❛♥ ❘❋◗ str✉❝t✉r❡ ❛t ✶✵✽✳✹✵✹ ▼❍③
❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛♥ ■❍✳
❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♦♥ ❜❡❛♠s ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥❥❡❝t♦rs ❛r❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣♦st✲str✐♣♣❡r✱
♠❛❞❡ ♦❢ ❢♦✉r ❆❧✈❛r❡③ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❝❛✈✐t✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❆❧✈❛r❡③ t❛♥❦s ❛r❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
✶✵✽✳✹✵✹ ▼❍③✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ ✸✳✻✲
✶✶✳✻ ▼❡❱✴✉✳ ■♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❍▲■ ❛r❡ t❤✉s ❛❜❧❡ t♦ ✜❧❧ ❡✈❡r② ❆❧✈❛r❡③ ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ❍❙■ ♦♥❧② ✜❧❧ ❡✈❡r② t❤✐r❞ ♣❡r✐♦❞✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❆❧✈❛r❡③ ❝❛✈✐t✐❡s✱ ♦t❤❡r s✐♥❣❧❡ r❡s♦♥❛t♦rs ❡♥❛❜❧❡
t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② t♦ ✉♣ t♦ ✷✵ ▼❡❱✴✉✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛r❡❛s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❞✐♣♦❧❡ ❛♥❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠❛❣♥❡ts✳ ❚❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠
❝❛♥ ❜❡ ❞✐❛❣♥♦s❡❞ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❣r❛t✐♥❣s ❛♥❞ ✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❜② ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❋❛r❛❞❛②✲❝✉♣s ♦r
tr❛♥s❢♦r♠❡rs✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❯◆■▲❆❈ ✐s ♣✉❧s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ ✺✵ ❍③✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✷✵ ♠s ♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ ❛ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❡✐t❤❡r ✸✻✳✶✸✻
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▼❍③ ✭❍❙■✮ ♦r ✶✵✽✳✹✵✹ ▼❍③ ✭❍▲■✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✷✼✳✻✼✸
♥s ❛♥❞ ✾✳✷✷✹ ♥s✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤❡s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❆❧✈❛r❡③ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❝❛✈✐t✐❡s✳ ❆s t❤❡ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛✈✐t✐❡s
✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✻✵✴✸✻✵✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✉♥❝❤ ✇✐❞t❤ ♦❢ ✻✵✴✸✻✵·❚✱ ✇❤❡r❡ ❚ ✐s t❤❡ ❆❧✈❛r❡③ ♣❡r✐♦❞✱ ♦❢
❛❜♦✉t ✶✳✺✹ ♥s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛t ❩✻ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛r❡❛ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❤✐❣❤❡r ✭✷✲✸ ♥s ❛t ❋❲❍▼✮✱
♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❞r✐❢t ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛st r❡s♦♥❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❩✻ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦✜❧❡
♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②
✶✲✺ ♠s ❧♦♥❣ ❜✉t ❛t ❩✻ t❤❡✐r ❞✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ✹✵ µs ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝❤♦♣♣❡r✳ ❚❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❯◆■▲❆❈ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ▼❛❝r♦✲❜✉♥❝❤ ❛♥❞ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤ t❡♠♣♦r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❯◆■▲❆❈ ✐♦♥ ❜❡❛♠✳ ❆t ❩✻✱
t❤❡ ♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤ ♣❡r✐♦❞ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ✷✵✵ ♠s✳

❆t ❩✻✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ❛ ✺ ❍③ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭♦♥❡ ♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤ ❡✈❡r②
✷✵✵ ♠s✮✱ ❛s t❤✐s ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛s❡r s②st❡♠s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣②✲
❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❛s ✧♣❛r❛s✐t✐❝✧
✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❯◆■▲❆❈ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♦♥❧② ♥❡❡❞ 10% ♦❢ t❤❡ ❯◆■▲❆❈ ✐♦♥
❜✉♥❝❤❡s✳
■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❆❧✈❛r❡③ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❝❛✈✐t✐❡s✱ t❤❡ ✐♦♥
❡♥❡r❣② ❤❛s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✸✳✻ ▼❡❱✴✉✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s
t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✹✳✷✳✶ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢
t❤✐s ✇♦r❦✳

✹✳✶✳✷ ❚❤❡ P❍❊▲■❳ ❛♥❞ ♥❤❡❧✐① ❧❛s❡r s②st❡♠s

❆t t❤❡ ❩✻ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛r❡❛✱ t✇♦ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❧❛s❡r s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❤❡❛t t❛r❣❡ts t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ st❛t❡✱ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲s❤♦t ♠♦❞❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❤♦t ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛s
❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s r❡❛❝❤✐♥❣ ♦♥❡ ❤✉♥❞r❡❞t❤ ♦❢ s♦❧✐❞ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ ✉♣ t♦ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ❡❱✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t
t♦ ■❈❋✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ t②♣✐❝❛❧❧② st❛②s ❤♦t ❛♥❞ ❞❡♥s❡ ❢♦r ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♥s✱ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❞✐❧✉t❡❞ ❜② ✐ts
♦✇♥ r❛♣✐❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ✸✳✶✳✷✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢♦r
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
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❋✐rst✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♠✉st ❜❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t♦ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s ❢♦r ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② ❡♥❡r❣②✲❧♦ss
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✉st ❜❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡✳ ❚❤✐r❞✱
❛ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✵✵ ❡❱ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r r❡❛❝❤✐♥❣ ❢✉❧❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❛r❣❡t✳
❋♦✉rt❤❧②✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♠✉st st❛② ❤✐❣❤❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢
❛t ❧❡❛st ❛ ❢❡✇ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s s♦ t❤❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✱
♣r♦❜✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❋♦r t❤❡s❡ ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❧② ❡♥❡r❣❡t✐❝✱ s♣❛t✐❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❡①t❡♥❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡② ♠✉st ❢❡❛t✉r❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♣r❡❢❡✲
r❛❜❧② r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t❡♠♣♦r❛❧ ❢♦r♠✳ ❚❤❡ P❍❊▲■❳ ❛♥❞ ♥❤❡❧✐① ❧❛s❡r s②st❡♠s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡s❡
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❯◆■▲❆❈ ✐♦♥ ❜❡❛♠ t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ ✇✐s❤❡❞ ♣❧❛s♠❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t✇♦ ❧❛s❡r s②st❡♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❞✐❛❣♥♦st✐❝ t❤❛t
✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❤❡❧✐① ❧❛s❡r s②st❡♠✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛s❡r
❛♥❞ ✐♦♥ ❜❡❛♠s✳

P❍❊▲■❳

❚❤❡ P❍❊▲■❳ ❧❛s❡r s②st❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ▼❛st❡r ❖s❝✐❧❧❛t♦r P♦✇❡r ❆♠♣❧✐✜❡r ✭▼❖P❆✮ ♠♦❞❡❧✱
t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ P❍❊▲■❳ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡
❢♦r ❡✐t❤❡r s❤♦rt ♦r ❧♦♥❣ ♣✉❧s❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t❡♥❞✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛t ❩✻ ✈✐❛ s❡✈❡r❛❧
❜❡❛♠❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♥t❡♥❞✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ s❤♦rt ♣✉❧s❡s
✇✐t❤ ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ❞♦✇♥ t♦ ✶✵✵ ❢s ✭❤✐❣❤✲♣♦✇❡r ♠♦❞❡✮✳ ■t ✐s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
❈P❆ ✭❈❤✐r♣❡❞✲P✉❧s❡ ❆♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬❙▼✽✺✱ ▼❙❇+✽✽❪✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❢r♦♥t❡♥❞✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥
❛♥ ♦♣t✐❝❛❧✲✜❜❡r s②st❡♠✱ ❣❡♥❡r❛t❡s ❧♦♥❣❡r ♣✉❧s❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✼✵✵ ♣s✲✷✵ ♥s✱ ✇❤♦s❡ ❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡
❛❞❥✉st❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ✶✵✺✸
♥♠✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ P❍❊▲■❳ ❢❛❝✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❄✱ ❇❆❇+✶✵❪✳

• ▲♦♥❣✲♣✉❧s❡ ❢r♦♥t❡♥❞

❚❤❡ ❧♦♥❣✲♣✉❧s❡ ❢r♦♥t❡♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❡❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧✲✜❜❡r s②st❡♠✶✱ t❤❛t ✐s
s✉❜s❡q✉❡♥t❧② s❛♠♣❧❡❞ t♦ ♣✉❧s❡s ♦❢ ✶✵✵ ♥s ❞✉r❛t✐♦♥ ❛t ✶✵ ❍③ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥❡r❣②
♦❢ ✶✵ ♥❏ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛♥ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞✉❧❛t♦r✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞
❛ ✜rst t✐♠❡ ✐♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲♣❛ss ❛♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧❧② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❤♦♣♣❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥♦t❤❡r ✜❜❡r
❛♠♣❧✐✜❡r ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ✐ts ❝♦♥tr❛st✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡
✶✲✷✵ ♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦✲♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞✉❧❛t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❧s❡s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❡♥t❡r ❛
◆❞✿❣❧❛ss r✐♥❣ ❛♠♣❧✐✜❡r✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❢❡❛t✉r❡ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✷✵ ♠❏ ❛♥❞ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ ✵✳✺ ❍③✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛✐♥
❛♠♣❧✐✜❡r✳

• ❙❤♦rt✲♣✉❧s❡ ❢r♦♥t❡♥❞

■♥ t❤❡ s❤♦rt✲♣✉❧s❡ ❢r♦♥t❡♥❞✱ ❛ ♣✉❧s❡ ♦❢ s❤♦rt ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ ❧❛r❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❤✐❣❤ ❜❡❛♠ ♣♦✇❡r✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ❚✐✲s❛♣♣❤✐r❡ ❛♠♣❧✐✜❡rs✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤
❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❋✐rst✱ ❛ ♣✉❧s❡ ♦❢ ✶✵✵ ❢s ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✹ ♥❏ ❡♥❡r❣② ✐s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛s❡r ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✷✳ ❚❤✐s ♣✉❧s❡ t❤❡♥ ❝r♦ss❡s ❛ str❡t❝❤❡r ✇❤❡r❡ ✐ts ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t②
✐s r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❈P❆ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡r ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤❡
str❡t❝❤❡r ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t✇♦ r❡❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❚✐✲s❛♣♣❤✐r❡ ❛♠♣❧✐✜❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧✐♥❡❛r ❛♥❞
❛♥♥✉❧❛r✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ✸✵ ♠❏ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ❛ ✶✳✷ ♥s ♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡r✳

• Pr❡✲❛♠♣❧✐✜❡r

✶❈♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❑♦❤❡r❛s ❇❛s✐❦
✷❈♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❈♦❤❡r❡♥t ▼✐r❛



✹✳✶✳ ❊❳■❙❚■◆● ❙❊❚❯P ❆❚ ❚❍❊ ❩✻ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❆❘❊❆ ✽✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❧❛s❡r s②st❡♠ ✭❢r♦♠ ❬❄❪✮✳

❚❤❡ ♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ◆❞✿❣❧❛ss r♦❞ ❛♠♣❧✐✜❡rs ♣✉♠♣❡❞ ✇✐t❤ ✢❛s❤✲❧❛♠♣s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ✸✵ ♠❏ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ s❤♦rt✲♣✉❧s❡ ❢r♦♥t❡♥❞ t♦ ❛ ✺ ❏ ❡♥❡r❣②
❛♥❞ t❤❡ ✺✵ ♠❏ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦♥❣✲♣✉❧s❡ ❢r♦♥t❡♥❞ t♦ ❛ ✶✵ ❏ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
❝✐r❝✉❧❛r ♦r ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣✉❧s❡ ♣r♦✜❧❡s✱ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡ ✐s t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦✜❧❡
♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s❡rr❛t❡❞ ❛♣❡rt✉r❡✳ ❚❤✐s ❛♣❡rt✉r❡ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ ❧♦✇✲♣❛ss r♦♦♠✲
❢r❡q✉❡♥❝② ✜❧t❡r✱ st❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ✢❛t ♣r♦✜❧❡✱ ♥❛♠❡❞ ❚♦♣✲❍❛t

♣r♦✜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ♣✉❧s❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❜❡❛♠ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t♦
s❡❧❢✲❢♦❝✉s✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ❢♦✉r t❡❧❡s❝♦♣❡s✱ s❡r✈✐♥❣ ❛s r♦♦♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ✜❧t❡rs✱ ❛r❡
♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡r s②st❡♠ ❢♦r ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡s❡ ❜❡❛♠✲♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤❡
✇❡❛❦ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss r♦❞s ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡rs ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ❧❛s❡r s❤♦ts
✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② t❤❛♥ ❡✈❡r② ✸ ♠✐♥✉t❡s✳

• ▼❛✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡r

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ◆❞✿❣❧❛ss ❞✐s❦ ❛♠♣❧✐✜❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♠♣❧✐❢②
t❤❡ ❜❡❛♠ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✶✵✵✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✲♣✉❧s❡ ❢r♦♥t❡♥❞✱
t♦ ♦❜t❛✐♥ ✵✳✼✲✷✵ ♥s ❧♦♥❣ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ ❏✱ ❛♥❞✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
s❤♦rt✲♣✉❧s❡ ❢r♦♥t❡♥❞✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✵✳✹✲✷✵ ♣s ❧♦♥❣ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❛ ✶✷✵ ❏ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ t❤❡ s❤♦rt✲♣✉❧s❡
♠♦❞❡✱ t❤❡ ❈P❆ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s ✜rst
str❡t❝❤❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r❡✲❛♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞
❛♠♣❧✐✜❡r ❝❤❛✐♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ str♦♥❣❧② ✐♥t❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❛r❡
❛✈♦✐❞❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆❢t❡r tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛♠♣❧✐✜❡r
❝❤❛✐♥ ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛r❡❛✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ❝❤✐r♣❡❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥
❛ ❣r✐❞✲❝♦♠♣r❡ss♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❆ ♠❛①✐♠❛❧ ❜❡❛♠ ✐♥t❡♥s✐t②
♦❢ ✶✵16 ❲✴❝♠2 ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣✲♣✉❧s❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ♦❢ ✶✵21 ❲✴❝♠2 ❢♦r t❤❡ s❤♦rt✲♣✉❧s❡ ♠♦❞❡ ❝❛♥
t❤✉s ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✳

• ❚❛r❣❡t ❛r❡❛

❚❤❡ P❍❊▲■❳ ❜❡❛♠ ✐s t❤❡♥ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♠✐rr♦rs t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛ ❛t ❩✻✳
Pr❡s❡♥t❧②✱ t✇♦ P❍❊▲■❳ ❜❡❛♠❧✐♥❡s ❧❡❛❞ t♦ ❩✻✳ ❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✶✵◦ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r
❧♦♥❣ ❛♥❞ s❤♦rt ♣✉❧s❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✶✵✵ ❚❲ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r s❤♦rt ♣✉❧s❡s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥
t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❧❛s❡r✲✐♦♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳ ❆ ✾✵◦ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✐s ❛❧s♦ ✐♥ ♣r♦❥❡❝t t♦ ♠❛❦❡ ✐t



✽✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❙❊❚❯P

♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐rr❛❞✐❛t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② t♦ t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ❛①✐s✳ ❇❡❢♦r❡ ❛rr✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡
t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✶✵◦ ❜❡❛♠❧✐♥❡✱ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❉❑❉P ❝r②st❛❧
✭❉❡✉t❡r❛t❡❞ P♦t❛ss✐✉♠ ❉✐❤②❞r♦❣❡♥ P❤♦s♣❤❛t❡✮✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦✉❜❧❡❞✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✺✷✼ ♥♠✳ ❙❤♦rt ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
❛ ✺✷✼ ♥♠✲♠❛t❝❤❡❞ ❧❡♥s ❛♥❞ ✐ts s♣❛t✐❛❧ ❢♦❝✉s ♣r♦✜❧❡ ✐s s♠♦♦t❤❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❘❛♥❞♦♠ P❤❛s❡
P❧❛t❡ ✭❘PP✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❡♥t❡rs t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✱ ✇✐t❤ ❛ str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ✾◦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s✳
❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✶ ♠♠ ❢♦❝✉s s♣♦t ❞✐❛♠❡t❡r ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t✳

♥❤❡❧✐①

❚❤❡ ♥❤❡❧✐① ❧❛s❡r s②st❡♠ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇✐t❤ ✐ts ✈❛r✐♦✉s ❜❡❛♠❧✐♥❡s✱ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❣❡♥❡r❛t❡
❛ ❤♦t ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛ ❜② ✐rr❛❞✐❛t✐♥❣ ❛ s♦❧✐❞ t❛r❣❡t ❛♥❞ t♦ ❞✐❛❣♥♦s❡ ✐t✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❆③✐✵✹✱ ❙❙❘+✵✺✱ ❙❝❤✵✼❪ ❛♥❞ ❛ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳
✹✳✹✳ ❚❤❡ ♥❤❡❧✐① ❧❛s❡r s②st❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ P♦✇❡r❧✐t❡✸ ✭❖❙✶✮ ❛♥❞
t❤❡ ●❡♦❧❛✹ ✭❖❙✷✮✳ ❇♦t❤ ❛r❡ ◆❞✿❨❆● ✭◆❡♦❞②♠✐✉♠✲❞♦♣❡❞ ②ttr✐✉♠✲❛❧✉♠✐♥✉♠✲❣❛r♥❡t✮ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱
t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✵✻✹ ♥♠✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠s ❢r♦♠ ❜♦t❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡
❛♠♣❧✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ s✐① ◆❞✿❣❧❛ss r♦❞s ✭❘❆ ♦♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡✮ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡✐r ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t ❡♥❡r❣✐❡s✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ P♦✇❡r❧✐t❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡❛♠ ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ●❡♦❧❛ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♣✉r♣♦s❡s✱ ♥❛♠❡❧② t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❞✐❛❣♥♦st✐❝✳

• ❚❛r❣❡t ❤❡❛t✐♥❣ ❜❡❛♠

❚❤❡ P♦✇❡r❧✐t❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ◗✲s✇✐t❝❤ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❧♦♥❣ ●❛✉ss✐❛♥✲♣r♦✜❧❡❞ ♣✉❧s❡s
✇✐t❤ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ ✶✺ ♥s ✭❋❲❍▼✮ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✷✵✵ ♠❏✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❜❡❛♠ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ r❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡✳ ❆❢t❡r ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢r♦♥t❡♥❞✱ t❤❡ ❜❡❛♠
❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❋❛r❛❞❛② r♦t❛t♦r ✭❋■✶✮✱ ✇❤♦s❡ r♦❧❡ ✐s t♦ ♣r♦t❡❝t t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢r♦♠ ❜❡❛♠
❜❛❝❦✲r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t❡♠♣♦r❛❧ ♣✉❧s❡ ♣r♦✜❧❡✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❡❞❣❡s
❛r❡ ❝✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ P♦❝❦❡❧s ❝❡❧❧ ✭P❈✮✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ✻✲✼
♥s ❋❲❍▼✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛s t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞
❝❧♦s✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ r✐s✐♥❣ ❛♥❞ ❢❛❧❧✐♥❣ ❡❞❣❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✸ ♥s ❡❛❝❤✳ ❚❤❡s❡ st❡❡♣
❡❞❣❡s ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ✇✐s❤❡❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t✐♠❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡
✜♥❛❧ ❜❡❛♠ ♦✉t♣✉t ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ✉♣ t♦ ✼✵ ❏ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ◆❞✿❣❧❛ss
r♦❞ ❛♠♣❧✐✜❡rs✳ ❇❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ❛♠♣❧✐✜❡r✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
❝♦♥t❛✐♥s ❛ r♦♦♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ✜❧t❡r t♦ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❜r♦❛❞❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠ s♣❛t✐❛❧❧②✱ ♣r♦t❡❝t✐♥❣ ✐♥
t❤✐s ✇❛② t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ t♦♦ ❤✐❣❤ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❋✐✈❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛♠♣❧✐✜❡rs
❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ ✶✻✱ ✷✺✱ ✸✷✱ ✹✺ ❛♥❞ ✻✹ ♠♠✳

▲❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r r♦♦♠✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❜❡❛♠✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✻✵ ♠♠ ❜r♦❛❞✱ ✐s tr❛♥s♣♦rt❡❞ t♦
t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r r♦♦♠ ✈✐❛ s❡✈❡r❛❧ ♠✐rr♦rs✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤s✳ ❚❤❡ r❡❞ ✇❛② ♦♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜❡❛♠ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✵✻✹ ♥♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ②❡❧❧♦✇ ♦♥❡ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ✐s t♦ ❜❡
❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦✉❜❧❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ❛s ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦✉❜❧❡❞
❜❡❛♠ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ✐s t❤✉s ❝♦♥✈❡rt❡❞
t♦ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✺✸✷ ♥♠ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❑❉P✲❝r②st❛❧ ✭P♦t❛ss✐✉♠✲❉✐❤②❞r♦❣❡♥✲P❤♦s♣❤❛t❡✮
❜❡❢♦r❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝❧♦s❡ t♦ 55%✳ ❆❢t❡r ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡
t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r✱ t❤❡ P♦✇❡r❧✐t❡ ❜❡❛♠ ❢♦❝✉s ♣r♦✜❧❡ ✐s s♣❛t✐❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❘PP
❬P❉❇+✾✸❪ ❛♥❞ ❢♦❝✉s❡❞✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲♠❛t❝❤❡❞ ❧❡♥s✱ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t s✐t✉❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❘PP✱ ❛ ❢♦❝✉s s♣♦t ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✶ ♠♠ ✭✇❤❡♥
❛t ❜❡st ❢♦❝✉s✮ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t✳

✸▼♦❞❡❧ P♦✇❡r❧✐t❡ Pr❡❝✐s✐♦♥ ✽✵✵✵ ❜② t❤❡ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ❝♦♠♣❛♥②
✹▼♦❞❡❧ ●✲▼✐♥✐✲❇✶✵✵✲●❙■ ❜② t❤❡ ●❡♦❧❛ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❝♦♠♣❛♥②
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❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t✉♥❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ P❍❊▲■❳ ❛♥❞ ♥❤❡❧✐①

❜❡❛♠s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥❤❡❧✐① ❧❛s❡r s②st❡♠ ✭❢r♦♠ ❬❙❝❤✵✼❪✮✳

• ■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❜❡❛♠

❚❤❡ ●❡♦❧❛ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐s ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❝t✐✈❡ ◗✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✺ ♥s ❧♦♥❣
♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② s❤♦rt❡♥❡❞ t♦ ✵✳✺ ♥s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❙❇❙✲❝❡❧❧ ✭❙t✐♠✉❧❛t❡❞ ❇r✐❧❧♦✉✐♥
❙❝❛tt❡r✐♥❣✮✱ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❡♥❡r❣② ♦❢ ✶✷✵ ♠❏✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ●❡♦❧❛ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝❛♥ ❞❡❧✐✈❡r
❜❡❛♠s ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❛♠❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♦♥❡✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ②❡❧❧♦✇ ♦♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡✱ ✐s
❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♦♣t✐❝❛❧ ❚❤♦♠s♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜✉t ✐t ✇❛s ♥♦t ✐♥ s❡r✈✐❝❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✱
♦♥❧② s❡r✈✐♥❣ ✐♥ ✐ts ✜♥❛❧ ♣❛rt t♦ ❝♦♥❞✉❝t t❤❡ P♦✇❡r❧✐t❡ ❜❡❛♠ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❑❉P✲❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ♦♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡✱ ✐s
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ♣❧❛s♠❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✳ ■t ✉s❡s ❛❜♦✉t 1% ♦❢ t❤❡ ●❡♦❧❛
❜❡❛♠ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❛s s❡❧❡❝t❡❞ ✈✐❛ ❛ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r✱ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❛♠♣❧✐✜❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
r♦♦♠✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❜❡❛♠ ✐s ❧❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r r♦♦♠ ✈✐❛ ♦t❤❡r ♠✐rr♦rs✱
✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❢r❡q✉❡♥❝②✲tr✐♣❧❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❇❇❖✲❝r②st❛❧s ✭❇❡t❛✲❇❛r✐✉♠✲❇♦r❛t❡✮✳
❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② tr✐♣❧✐♥❣ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡❛♠ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✸✺✺ ♥♠✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢♦r t❤❡ ●❡♦❧❛ ❜❡❛♠ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r
✾ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❡❛♠✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ≈ ✾×✶✵21 ❝♠−3 ✭s❡❡
✷✳✶✳✷✮✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❜❡❛♠ ❝❛♥ ♣r♦❜❡ ♣❧❛s♠❛ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t②✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s ❣✐✈✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❧❛s❡r ❞✐❛❣♥♦st✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✳
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❉✐❛❣♥♦s✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❆s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ✸✳✶✳✷✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦✈❡r s♣❛❝❡ ❛♥❞
t✐♠❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥ t✐♠❡ ✐s ♦❢ ❛❜♦✉t ✶ ♥s✱ ❛s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞②♥❛♠✐❝s ❡✈♦❧✈❡s ♦✈❡r ❛ ♥s✲s❝❛❧❡✳
❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❧❛s♠❛ ❢r❡❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡
♦t❤❡r ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s✳
❨❡t t❤❡ ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❛rts ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦❜❡❞ ❜② ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✳ ❚❤✐s
✐s ✇❤② t❤❡ ❝♦❞❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ s✉❜✲❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❡♥❛❜❧❡s t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛❧❧ ♣❧❛s♠❛ ♣❛rts✳

❆ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ❢♦r ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t♦ ❞✐❛❣✲
♥♦s❡ t❤❡ ❧❛s❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♠✉st ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ♣✉❧s❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✸✵ ❏ ❛♥❞ ❛ ♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
✼ ♥s ❛t ❋❲❍▼✱ ✐♥❞❡❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ❢♦r ❡❛❝❤
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❤♦t✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡rs s❤♦rt❧②
❜❡❢♦r❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛s❡r✲♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ s❤❛♣❡s ❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s✳

❚❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s
♥♦✇ ❡①♣♦s❡❞✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s❡t✉♣ ❛♥❞ ♦❢ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❇✶✵✱ ❇❋❋+✶✷❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s❡t✉♣ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✺✳
❚❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ◆♦♠❛rs❦✐✲t②♣❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳ ■♥ t❤✐s s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❜❡❛♠ ✐s
s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts t❤r♦✉❣❤ ❛ ❲♦❧❧❛st♦♥ ❝r②st❛❧ ❛❢t❡r ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❉✉❡ t♦
t❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐s♠✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ❛♥ ❡①✲
tr❛♦r❞✐♥❛r② ❜❡❛♠✳ ❆s t❤❡s❡ ❜❡❛♠s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛t s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧✱ t❤❡
r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❧❡❛❞s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ✇❤❡♥ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ♣r✐s♠✳
❆❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣♦❧❛r✐③❡r ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✜❧t❡r ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥✲
tr❛st ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ t✇♦ ❜❡❛♠s ✐♠♣✐♥❣❡ ♦♥ ❛ ❈❈❉✲❝❛♠❡r❛✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛rt t❤❛t
✐♥t❡r❛❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♦✈❡r❧❛♣s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❡❛♠ ♣❛rt✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛r✐s✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
♣❛tt❡r♥s✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❡❞ ✐s t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ ❡q✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✸✺✺ ♥♠ ●❡♦❧❛ ❜❡❛♠ t♦ ✽✳✽×✶✵21 ❝♠−3✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❜❡❛♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡♥s✐t② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t✉♣ ❧✐❡s ❛r♦✉♥❞ ♦r s❧✐❣❤t❧② ❜❡❧♦✇ ✶✵20 ❝♠−3✳
❚❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✉s❡s ❢♦✉r ❞✐st✐♥❝t ❜❡❛♠s t❤❛t ♣r♦❜❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ✇✐t❤ ❛ ✷ ♥s t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡ s❡t✉♣ ✐s t❤✉s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❢♦✉r ♣❛r❛❧❧❡❧ ◆♦♠❛rs❦✐
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❢♦✉r s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❛s❡r✲
♣❧❛s♠❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡✲❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t② ♦✈❡r ❛ t✐♠❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✻ ♥s ✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ✷ ♥s✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❡♦❧❛ ♣✉❧s❡ ♦❢ ✵✳✺ ♥s✳
❚❤❡ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❢♦✉r s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣✉❧s❡s✱ ✐s ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ r✐♥❣ ♣♦✲
s✐t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ③♦♥❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤✐♥ ✜❧♠
♣♦❧❛r✐③❡r ✭❚❋P✮ ❛♥❞ ♦❢ ❛ λ✴✷ ✇❛✈❡♣❧❛t❡ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠
❡♥❡r❣② ❛t ❡❛❝❤ ♣❛ss❛❣❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❜✉✐❧t s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ ❜❡❛♠ ♣❛ss❛❣❡ r❡q✉✐r❡s
✷ ♥s✱ ❤❡♥❝❡ ❡❛❝❤ ♣✉❧s❡ ✐s ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ✷ ♥s ❛❢t❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r✐♥❣ ✐s ♣✉r♣♦s❡❧②
s❧✐❣❤t❧② ♠✐s✲❛❞❥✉st❡❞ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡①✐t✐♥❣ ♣✉❧s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r❡✲
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✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡ ❢♦✉r ❜❡❛♠s ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❧②
❞❡✈✐❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♠✐❝r♦✲♠✐rr♦rs✱ ❛♥❞ t❤✉s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ◆♦♠❛rs❦✐ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r
s❡t✉♣s✳ ❖♥❧② t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ♣✉❧s❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② st✐❧❧ ❢❡❛t✉r❡ ❛
s✉✣❝✐❡♥t ❜❡❛♠ ✐♥t❡♥s✐t②✳
❆❢t❡r ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ r✐♥❣ ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡ ❢♦✉r ❜❡❛♠s ❛r❡ ❜r♦❛❞❡♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❧❛s♠❛
❡①♣❛♥s✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♣❧❛s♠❛✱ s❡r✈✐♥❣
❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❲♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② s❡t✉♣✳ ❚❤❡ ●❡♦❧❛ ❧❛s❡r ❜❡❛♠✱
❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ✸✺✺ ♥♠ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛ ✵✳✺ ♥s ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❢♦✉r s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❛
✷ ♥s t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ ✇✐t❤ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ r✐♥❣✳ ❚❤❡
♣✉❧s❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✈✐❛ ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❜❡❢♦r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♠✐❝r♦✲♠✐rr♦rs ❣✉✐❞❡ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✐♥t♦ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ◆♦♠❛rs❦✐ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛s✳

❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❜❡❛♠s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t✉♣✿ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❯◆■▲❆❈✱ ❧❛s❡r✲❤❡❛t✐♥❣ ❜❡❛♠s
❢r♦♠ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❛♥❞ ♥❤❡❧✐① s②st❡♠s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✲❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❤❡❧✐①

s②st❡♠✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆ ❧❛st ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❜❡❛♠s ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❙②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❯◆■▲❆❈

❋♦r t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♣r♦♣❡r❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❛♥❞ ♥❤❡❧✐①

❧❛s❡rs✱ ♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ✵✳✺ ❍③ ❛♥❞ ✺ ❍③ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ t❤❡ ❯◆■▲❆❈ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ✐♦♥ ♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤ ❛♥❞ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✐❣♥❛❧s✱ ♦♣❡r❛t❡❞
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛t ✺ ❍③ ❛♥❞ ❡✐t❤❡r ✸✻✳✶✸✻ ▼❍③ ♦r ✶✵✽✳✹✵✹ ▼❍③ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❧♦❣✐❝❛❧
s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ❧❡✈❡❧ s❤✐❢t❡r ❛♥❞ ❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❢t❡r tr❡❛t♠❡♥t ✐♥ ❛
❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✉♥✐t✱ ❛ ✺ ❍③ s✐❣♥❛❧ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ P❍❊▲■❳ ❞❡❧❛② ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥
t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❞❡❧❛② ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ❞❡❧❛② ❣❡♥❡r❛t♦r✱ t❤❡ ♥❤❡❧✐①

❧❛s❡r s②st❡♠ ✐s s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✇✐t❤ P❍❊▲■❳✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡
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❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛s❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥s ✐♥ st❡♣s ♦❢ ✶ ♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ≈ ✶
♥s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

✹✳✶✳✸ ❚❖❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦rs

❚❖❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❚❤❡ t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ✭❚❖❋✮ ♠❡t❤♦❞ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥
♣❧❛s♠❛✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❩✻ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r✱ ❛ t❤✐♥ ❢r❡❡✲st❛♥❞✐♥❣ s♦❧✐❞ t❛r❣❡t ❢♦✐❧ ✭❬▲❍❑+✵✷❪✮
✐s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❜② ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❧❛s❡r s②st❡♠s✱ ❢r♦♠ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡s ❛♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❤♦t ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛ ✇❤♦s❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ t❡♥s ♦❢ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ✐♦♥
❜❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❯◆■▲❆❈ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤✐s ♣❧❛s♠❛ ❛t ❛ t✐♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳ ❆❢t❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♦♥s ❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ♦♥ ❛ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈✐♥❣ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧✲
✈❛♣♦r✲❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❈❱❉✮ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❚❖❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤❡s
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ❤❡❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ st❛t❡ ❜② t❤❡ ❧❛s❡r✭s✮✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞
♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤❡s ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ♣r♦❜❡ t❤❡ ❝♦❧❞ ❢♦✐❧ t❛r❣❡t✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❧❛s❡r
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❝♦❧❞
♠❛tt❡r✱ t❤❡ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❜✉♥❝❤❡s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ✇✐t❤
❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ✭✐♥ ❣r❡②✮✳ ❚❤✐s t✐♠❡ s❤✐❢t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ♦❢ ✐♦♥ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤❡s ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥
♣❧❛s♠❛✳ ❇❧✉❡✿ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ♣❧❛s♠❛✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛s❡r ✐♠♣❛❝t✳
●r❡②✿ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤❡s ✐❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ♣❧❛s♠❛ st❛②s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡
❝♦❧❞ t❛r❣❡t✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✱ ✇❤❡r❡ vp ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✱
L ✐s t❤❡ ❚❖❋✲❞✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ∆E ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s✳ ❇② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ∆t ✐♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② vp(∆E = 0)✱
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❢t❡r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ t❤✉s ✐ts ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ∆E ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞✳

∆t = L ·
(

1

vp(∆E = 0)
− 1

vp(∆E)

)

✭✹✳✶✮

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❖❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✱
✇❤❡r❡ ∆tdet ✐s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

∆E

E
= 2 · vp

L
·∆tdet ✭✹✳✷✮
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∆E
E

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❚❖❋✲❞❡t❡❝t♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
❚❖❋✲❞✐st❛♥❝❡✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✷✱ ❛♥ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✶✵✵ ❦❡❱ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ 10% ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ st♦♣♣✐♥❣✲
♣♦✇❡r t❤❡♦r✐❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ t❤❡♠✳ ■❢ ❛ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡✈✐❝❡✱ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s
✉s✉❛❧ t✐♠❡✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛r♦✉♥❞ ✷✺✵ ♣s✱ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❚❖❋ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❚❖❋
❞✐st❛♥❝❡ ♠✉st ❜❡ ❛t ❧❡❛st ✸✵ ❝♠ ❧❛r❣❡✳
❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❦❡② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❚❖❋✲❞❡t❡❝t♦rs

❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ❛♥ ✐❞❡❛❧ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s
❛♥❞ ❤❛✈❡ ❤❡♥❝❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ✐♦♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ❩✻ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ✇♦r❦✐♥❣
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞❡t❡❝t♦r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✼✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ✐♦♥ tr❛✈❡rs❡s t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡✱ ✐t
✐♦♥✐③❡s ❛t♦♠s ♦♥ ✐ts tr❛❝❦✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤♦❧❡s✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♠❡t❛❧✐③❡❞ ♦♥
❜♦t❤ s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❛r ❝❛♣❛❝✐t♦r ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ❛r❡ t❤✉s ❛ttr❛❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡②
❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ✐s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣✐st❡r❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐❣✐t❛❧
♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❲♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❝❤❛r❣❡❞✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t♦r✳

❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❲❛♠✵✻✱ ❈❛②✵✾❪ ❛♥❞ ❬❈❋❙+✶✸❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡
♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐❛♠♦♥❞ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✳
❉✉❡ t♦ ✐ts r❡♠❛r❦❛❜❧❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts s♣✸✲❤②❜r✐❞❡ ❜♦♥❞s✱ ❞✐❛♠♦♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥
❡①❝❡❧❧❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥ ❤❛r❞♥❡ss ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈❡r② ❣♦♦❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❤❛r❞♥❡ss ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♠♦♥❣ ❦♥♦✇♥ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❞✐❛♠♦♥❞ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
✇✐t❤st❛♥❞✐♥❣ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✐♦♥ ✢✉①❡s✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ s✐❧✐❝♦♥✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳
❋✐rst✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❤♦❧❡ ♠♦❜✐❧✐t✐❡s ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡s ❛♠♦♥❣ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦rs✳
❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ r❡s✐st✐✈✐t② ♦❢ ❞✐❛♠♦♥❞ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❛♣♣❧② ❤✐❣❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ♦❢
✉♣ t♦ ✷ ❱✴µ♠✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡
❝❛rr✐❡rs ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ǫ ♦❢ ❞✐❛♠♦♥❞ ✐s t✇✐❝❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡
♦♥❡ ♦❢ s✐❧✐❝♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s ❛ ❧♦✇ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❡❧❡❝tr♦❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞
s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❛s♣❡❝ts ❛❧❧♦✇s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ✐♥tr✐♥s✐❝
t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞♦✇♥ t♦ s❡✈❡r❛❧ t❡♥s ♦❢ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❧♦✇ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡
✭C✮✱ ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇✲✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✭R✮ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❛♠♣❧✐✜❡r✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦✇
❞❡t❡❝t♦r t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τ = RC ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ s❤♦rt s✐❣♥❛❧s ♦♥ t❤❡
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♥❛♥♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ s❝❛❧❡✳
❆ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❞✐❛♠♦♥❞ ✐s ✐ts ❤✐❣❤ ❜❛♥❞✲❣❛♣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✺✳✹✺ ❡❱✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s
t❤r❡❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❋✐rst✱ ♥♦ ♣✲♥ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛s ✐♥ ♦t❤❡r s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦rs
t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❝❤❛r❣❡✲❢r❡❡ ③♦♥❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ✐s ❝❤❛r❣❡✲❢r❡❡ ✇❤❡♥ ♥♦t ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❜②
❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✲
t❡❝t♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❢♦r s✐❧✐❝♦♥ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❞✐❛♠♦♥❞ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ s✐❧✐❝♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✐♦♥s✱ ❞✐❛♠♦♥❞ ✐s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
♣❧❛s♠❛ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❆s ✐s ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳✸✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛s♠❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ❦❡② ✐ss✉❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳
❚✇♦ ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ❛r❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s
❛♥❞ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡✳
❆ ♣r✐♦r✐✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡t❡❝t♦r s✉r❢❛❝❡ ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❛s ♠❛♥② ✐♦♥s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤✉s t♦
♦❜t❛✐♥ s✐❣♥❛❧s ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r
t❤✐❝❦♥❡ss s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✐♦♥s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t st♦♣♣❡❞
✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ✐♦♥ tr❛❝❦ ❛♥❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐❢ ❛✈♦✐❞❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛❧s♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡✿

C =
ǫS

d
✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ S ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✱ d ✐s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ǫ ✐s
t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❞✐❛♠♦♥❞✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦
❦❡❡♣ t❤❡ s✐❣♥❛❧s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s✱ ✐✳❡ ✐♥ t❤❡
❤❛r❞❡st ❝❛s❡ τ = RC < ✾✳✷✷✹ ♥s✱ ✐❢ R ✐s t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛
t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧
s❡❝t♦rs ❜② s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢r♦♥t ❡❧❡❝tr♦❞❡✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧
❛♥❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✶✵✲✷✵ µ♠✱ ✷✵ µ♠ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
✐♦♥s ❛t t❤❡ ✉s✉❛❧ ❩✻ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ✹✲✺ ▼❡❱✴✉✱ ❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❘■▼ ❝♦❞❡ ❬sr✐❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❚❖❋✲❞❡t❡❝t♦rs ❛t ❩✻ ✐s ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡✱ ✐✳❡
❣r♦✇♥ ♦♥ ❛ s✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❈❱❉✲♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ♠♦r❡
❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲❝r②st❛❧✲❞✐❛♠♦♥❞✳ ❚❤❡
❧❛tt❡r ✐s st✐❧❧ ✐♥ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ♥♦t ②❡t ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛s t❤❡ ♦♥❡
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

✹✳✶✳✹ ■♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ❩✻

❋♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❛ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛✱ ❛
s❡t✉♣ t❤❛t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ❩✻ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ✸✳✶✳✷✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ♣❛rt❧② ❜❛s❡s ♦♥ t❤❡ s❡t✉♣ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬❋❇❇+✶✸❪ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ◆♦✇✱ t❤❡ r❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣
✐♥ ❛ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❛t ❩✻ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s ❛r❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ s❡t✉♣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳

❖♥❡✲s✐❞❡❞ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②

❋✐rst ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ❩✻ ✉s✐♥❣ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦rs ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡✲
s✐❞❡❞ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♥❤❡❧✐① ❧❛s❡r ❬❋❇●+✶✵❪✳ ❚❤❡ ♥❡✇❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs ❬❲❛♠✵✻❪ ❜❛s❡❞
♦♥ ❢♦✉r❢♦❧❞✲s❡❣♠❡♥t❡❞ ✽ ♠♠×✽ ♠♠ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡s✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts t❤❛♥ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♣❧❛t❡s ❬❘❙❙+✵✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
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♦♥❡✲s✐❞❡❞ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧❛s❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✵✻✹ ♥♠✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡
♥♦t ✇❡❧❧ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t s♣❛t✐❛❧ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✲
t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s s♣♦t ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ❧❛s❡r✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✇❛s ✐♥❞❡❡❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥
❛ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇❛② ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ P❧❛s♠❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ✐♥❤♦✲
♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧❡❞ t♦ ❞✐st♦rt❡❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ✶✵ ♥s ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✇❛s ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳
❍❡♥❝❡✱ ♥♦ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡ s♣❛♥✳ ❆ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧ ❝♦♠✲
❜✐♥✐♥❣ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❈❛sP ❝♦❞❡ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ♠❛❞❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t✐♠❡s
❛❢t❡r ✶✵ ♥s✳ ❋♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛ ♠♦r❡ s②st❡♠❛t✐❝ ♣❧❛s♠❛ ❝r❡❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥
❡♥❤❛♥❝❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s❡t✉♣ ❤❛❞ t♦
❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ r❡s♣❡❝ts✳

❚✇♦✲s✐❞❡❞ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦✉❜❧❡❞ ♣✉❧s❡s

❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❧❛s❡r✲❤❡❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✇❛s ✉♣❣r❛❞❡❞ t♦ ❛ t✇♦✲s✐❞❡❞ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
P❍❊▲■❳ ❧❛s❡r ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❤❡❧✐① ❧❛s❡r✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❜❡❛♠s ❛r❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✲
❞♦✉❜❧❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❧❛s♠❛ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ st✐❧❧
❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛s❡r ❢♦❝✉s✲s♣♦t ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ t✇♦✲s✐❞❡❞
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛s♣❡❝t✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❜❡❛♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦✉r❢♦❧❞ ❤✐❣❤❡r ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ ♥♦t ♦♥❧② ✐s ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧❛s❡r ❜❡❛♠s ❡♥❤❛♥❝❡❞✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛♥❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt ✐s str♦♥❣❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞✱
❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✷✳✶✳✷✳ ❆s r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt ✐s ❛ ♠✉❝❤ q✉✐❝❦❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛♥ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s t❤❡♥ ❤❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♠♦r❡ r❛♣✐❞❧②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢✉❧❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t✐❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ❧❛s❡r✲✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠ s❤♦t t♦ s❤♦t ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s♠♦♦t❤❡❞
♦✉t ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡✳
❚❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣ ✇❡r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❜❛❝❦❡❞ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡✱ t❤❛t ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❧❛s❡r ❛♥❞ t❛r❣❡t ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤✐s s✉❜❥❡❝t
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❚❇❋+✶✸❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❧❛s♠❛ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❬❋❇❇+✶✸❪ ❛♥❞ t❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ♠❛❞❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢✉❧❧② ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts✳
❚❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ t❤✉s ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ st❛t❡❞ ✐♥ ✸✳✶✳✷ ❢♦r ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② ❡♥❡r❣②✲
❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✽✳ ■ts ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s
❛r❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ q✉❛s✐✲✐❞❡♥t✐❝❛❧ s❡t✉♣ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ♦❢ ❬❋❇❇+✶✸❪✳ ❆ ❤♦t ✷✵✵ ❡❱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞
❝❛r❜♦♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦✲s✐❞❡❞ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦✉❜❧❡❞ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ✭✺✷✼
♥♠ ❢♦r P❍❊▲■❳ ❛♥❞ ✺✸✷ ♥♠ ❢♦r ♥❤❡❧✐① ✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡s ❛r❡ ❛r❣♦♥ ✐♦♥s ❛t ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✹✲✺
▼❡❱✴✉✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛❢t❡r ❛ ✶✷ ♠ ❚❖❋✲❞✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✳
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■♥ ❬❋❇❇+✶✸❪✱ ❢r❡❡✲st❛♥❞✐♥❣ s♦❧✐❞ ❣r❛♣❤✐t❡ ❢♦✐❧s ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✵✵±✶✵ µ❣✴❝♠2 ✇❡r❡
❤❡❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ st❛t❡✳ ❚❤❡✐r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✳✽✹ ❣✴❝♠3 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ❝❧♦s❡ t♦
✺✵✵ ♥♠✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ✇❛s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ s✐❞❡s ❛♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜② P❍❊▲■❳ ❛♥❞ ♥❤❡❧✐①

❧❛s❡r ❜❡❛♠s✳ ❇♦t❤ ❜❡❛♠s ✇❡r❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦✉❜❧❡❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✺✷✼ ♥♠ ❢♦r
P❍❊▲■❳ ❛♥❞ ✺✸✷ ♥♠ ❢♦r ♥❤❡❧✐①✳ ❚❤❡ P❍❊▲■❳ ❜❡❛♠ ❝❛♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✶✵◦ ❜❡❛♠❧✐♥❡✱ ✐✳❡ ❢r♦♠ t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡ t♦ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ❛ ✾◦ ❛♥❣❧❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s✳ ❚❤❡ ♥❤❡❧✐① ❜❡❛♠ ❝❛♠❡
❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ s✐❞❡ ❛s t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ❛ ✻◦ ❛♥❣❧❡ t♦ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❋♦r
❜♦t❤ ❜❡❛♠s✱ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❝❧♦s❡ t♦ ✸✵ ❏ ❛♥❞ ❛ ♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✼ ♥s ❋❲❍▼ ✇✐t❤ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡
✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ♦❢ ✺×✶✵11 ❲✴❝♠2✳

❆ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❤♦♠♦✲
❣❡♥❡✐t② ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✐♦♥ ❜❡❛♠✱ s♦ t❤❛t ❛❧❧ ❜❡❛♠ ✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛s♠❛
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❚❖❋✲❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥s ♦❢ ♦♥❡ ❜✉♥❝❤
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧❛s❡r✲❜❡❛♠ ❛♥❞ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ t❛✐❧♦r❡❞
✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② tr❛♥s✈❡rs❛❧❧② t♦ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s✳
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✜rst✱ t❤❡ ❧❛s❡r ❢♦❝✉s✲s♣♦t ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧② s♠♦♦t❤❡❞ ❛♥❞ s❡t t♦ ✶ ♠♠ ❞✐❛✲
♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❜② ✉s✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✲♠❛t❝❤❡❞ ❧❡♥s❡s ❛♥❞ ❘PP ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✹✳✶✳✷✳ ■♥ t❤✐s
✇❛②✱ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ❢❡❛t✉r❡ ❧❛r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠ t♦♣✲❤❛t ❢♦❝✉s ♣r♦✜❧❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢❡❛t✉r❡s
❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s ❛t ❡❛r❧② t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■ts
❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② t❤✉s st❛②s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ ✜rst ✼ ♥s ❛❢t❡r ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✭s❡❡ ❛❧s♦
❋✐❣✳ ✹✳✶✸✮✳
❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ❝✉t ❞♦✇♥ t♦ ✺✵✵ µ♠ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♣✐♥❤♦❧❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛ ❢❡✇
❝❡♥t✐♠❡t❡rs ❜❡❢♦r❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❢♦✐❧✳ ❆r♦✉♥❞ 30% ♦❢ t❤❡ ❢❡✇ t❤♦✉s❛♥❞ ✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❜✉♥❝❤
❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ♦♥❧② ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱
❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✉♥❞❡r❣♦❡s t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s❛♠❡ ❚❖❋ ✉♥t✐❧
✐t r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♣♣❡❛rs ❛s ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❢♦r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ r♦✉❣❤❧② ✐♥ t❤❡ ✜rst ✶✵ ♥s✳
❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t② ✇❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ✐♥t❡r❢❡✲
r♦♠❡tr② ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❝❛r❜♦♥ ♣❧❛s♠❛ ❢❡❛t✉r❡❞ Te ≤ ✷✵✵ ❡❱ ❛♥❞ ne ≤ ✶✵21 ❝♠−3✳
■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ❬❋❇❇+✶✸❪✱ t❤❡ ✉s❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ✇❛s ❛r❣♦♥ ❛t ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✹ ▼❡❱✴✉✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ vp

vth
≈ ✹✳

❆s t❤✐s ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ t❡st ❜❡❞ ❢♦r ♣r❡❝✐s❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱ ❛ s✐♠✐❧❛r
s❡t✉♣ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r
✐♥ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛s❡r ❛♥❞ t❛r❣❡t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ vp

vth
≈ ✶✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ❛ ❝❛r❜♦♥

✐♦♥ ❜❡❛♠ ❛t ❛ ♠❡❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ✐s t❤✉s ❝❤♦s❡♥ t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❯◆■▲❆❈ ✐s ✸✳✻ ▼❡❱✴✉✳
❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❜❡❛♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡ ❞❡❝❡✲
❧❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s s✉❜st❛♥t✐❛❧
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ s❡t✉♣✳

✹✳✷ ❙❡t✉♣ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✐♦♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛t vp

vth
≈ ✶ ✐s ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

■♥ ✹✳✷✳✶✱ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❛r❣❡t ❞❡s✐❣♥ ❛r❡ ❛❞✲
❞r❡ss❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ str❛❣❣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜❡❛♠ ✐♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✐♥ ❛♥❣❧❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛♥❞ ✐ts ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ s❡t✉♣ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ■♥ ✹✳✷✳✷✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥



✹✳✷✳ ❙❊❚❯P ❋❖❘ ▼❊❆❙❯❘❊▼❊◆❚❙ ❆❚ ❙❚❖PP■◆● ▼❆❳■▼❯▼ ✾✸

♦❢ ❛ ♥❡✇ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r s②st❡♠✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ str❛❣❣❧✐♥❣✱
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ ✹✳✷✳✸✱ t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ s②st❡♠ ♣r♦t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛❣❛✐♥st ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛✲
❞✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s❡t✉♣✱ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✐♥ ✹✳✷✳✹✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡
s❤✐❡❧❞✐♥❣ s②st❡♠ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❡❝❛♣✐t✉❧❛t❡❞✳

✹✳✷✳✶ ❚❛r❣❡t ❞❡s✐❣♥

❚❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t s❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✸✳✻ ▼❡❱✴✉
❞♦✇♥ t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❝❧♦s❡ t♦ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉✱ ❜❡❢♦r❡ ✐t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳ ❯♥❞❡r ✧♣❧❛s♠❛
t❛r❣❡t✧ ✐s ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ t❤❡ ✵✳✺ µ♠ t❤✐❝❦ ❝❛r❜♦♥ ❢♦✐❧ t❤❛t ✐s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❤❛s t♦ ❢❡❛t✉r❡ ❛♥ ❛❞❛♣t❡❞
t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♣r♦♣❡r❧② ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳
■♥ ❛ ✜rst ♣❛rt✱ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❚❘■▼ ❛♥❞ ●❊❆◆❚✹ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡s✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞
♣❛rt✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣
❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤✐s
❛s♣❡❝t ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ✐♥ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳

❚❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

❋♦r t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ t❤❡ ❚❘■▼ ❝♦❞❡ ✭❚❘❛♥s♣♦rt ♦❢ ■♦♥s ✐♥ ▼❛tt❡r✮✱
❜❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❙❘■▼ ✷✵✶✶ st♦♣♣✐♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❙t♦♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❣❡ ♦❢ ■♦♥s ✐♥ ▼❛tt❡r✮ ❬sr✐❪✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ●❊❆◆❚✹ ❝♦❞❡ ✭●❊♦♠❡tr② ❆◆❞ ❚r❛❝❦✐♥❣✮ ❬❣❡❛❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞✳

• ❚❘■▼

❚♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ ♠❛tt❡r ✭s♦❧✐❞ ♦r ❣❛s✮✱ ❚❘■▼ ❝❛rr✐❡s ♦✉t ❛
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❜✐♥❛r②✲❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❇❈❆✮ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❇❈❆ ❢r❛♠❡✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜✐♥❛r② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ❛t♦♠s✱
❛♥❞ t❤❛t ✐t tr❛✈❡❧s t❤r♦✉❣❤ ❛ str❛✐❣❤t ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❡✈❡♥ts✳ ❇❡t✇❡❡♥ t✇♦
❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✉♥❞❡r❣♦❡s ♦♥❧② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r✲
r❡❝♦✐❧ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♦♥s✳
❆s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✜t t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❚❘■▼
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✐s ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡
❇r❛♥❞t✲❑✐t❛❣❛✇❛ t❤❡♦r② ❬❇❑✽✷❪✱ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❩✐❡❣❧❡r✲❇✐❡rs❛❝❦✲▲✐tt♠❛r❦ ♠♦❞❡❧
✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❜✐♥❛r② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡❛r❜② ❛t♦♠s✱ ❚❘■▼ ❛❧s♦ ✐❣♥♦r❡s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡✛❡❝ts ❧✐❦❡
r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ✈❛❝❛♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧t❛ ❡❧❡❝tr♦♥s
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✶✵ ❡❱ t♦ ✷
●❡❱✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❚❘■▼✴❙❘■▼ ❝♦❞❡✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬❩❇▲✽✺✱ ❩❩❇✶✵❪✳

• ●❊❆◆❚✹

❲❤✐❧❡ ❚❘■▼ ❝♦♥s✐❞❡rs ♣✉♥❝t✉❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ●❊❆◆❚✹
✐s ❛❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ❢✉❧❧ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ✐ts s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❝♦♠♣❧❡① t❛r❣❡t ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❚❘■▼✱ ❛ ❧❛r❣❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ■❈❘❯✲✼✸ st♦♣♣✐♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡ ❬❙✐❣✵✺❪
❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✵✷✺ ❛♥❞ ✶✵ ▼❡❱✴✉✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✈❡rs ❛ ❧❛r❣❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐❧❡s ❛♥❞ t❛r❣❡ts✳
❚❤❡ ■❈❘❯✲✼✸ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ P❆❙❙ ❝♦❞❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② P❡t❡r
❙✐❣♠✉♥❞ ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❜✐♥❛r②✲❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ❬❙❙✵✷❪✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❡t❤❡✲❇❧♦❝❤ ♠♦❞❡❧



✾✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❙❊❚❯P

❛t ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② ✭♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② > ✶✵ ▼❡❱✴✉✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲❣❛s ♠♦❞❡❧ ❛t ❧♦✇
✈❡❧♦❝✐t② ✭❡♥❡r❣② < ✵✳✵✷✺ ▼❡❱✴✉✮✳ ❉❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r
✐♥ ●❊❆◆❚✹ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬▲■✵✽❪✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛♥❞
❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✶% ❤❛s ❡✳❣ ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ✐♦♥s ✐♥ s❡✈❡r❛❧
♠❛t❡r✐❛❧s ❬▲■❑✶✵❪✳

■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❝♦❞❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✿
●❊❆◆❚✹ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❧❡ ❚❘■▼ ✐s s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐s t❤✉s s❝❛❧❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦❞❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳
✹✳✾ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❣r❛♣❤✐t❡ t❛r❣❡t ✭❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✳✽✹
❣✴❝♠3✮✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞ ✐❢ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♠❛✐♥❧② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠
❛r❡ ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣r♦❣r❛♠s✱ ❞❛t❛ t❛❜❧❡s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬P❙✵✸✱ P❛✉✵✻❪ ❜✉t ♠❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❚❘■▼ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ■❈❘❯✲✼✸ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r②✲❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❤❡♦r② ♦❢ P✳
❙✐❣♠✉♥❞✱ ❢♦r ❝❛r❜♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝❛r❜♦♥ t❛r❣❡t ❛t ❛ ❣r❛♣❤✐t❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✳✽✹
❣✴❝♠3✳

❚❤❡ ❚❘■▼ ❛♥❞ ●❊❆◆❚✹ ❝♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣
t❛r❣❡t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡s❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ t❛r❣❡t s❡t✉♣ ✭s❡❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✮✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ●❊❆◆❚✹ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ❈♦♠♠✐ss❛r✐❛t à ❧✬❊♥❡r❣✐❡ ❆t♦♠✐q✉❡✱ ❈❡♥tr❡ ❞✬❊t✉❞❡s ❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❆q✉✐t❛✐♥❡
✭❈❊❆✲❈❊❙❚❆✮ ❬P❡♣❪✳
❚❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧✱ ❛s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡ ❛t ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✳✽✹ ❣✴❝♠3✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts r❡q✉✐r❡❞ t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛r❜♦♥ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❛t ❛ ✸✳✻ ▼❡❱✴✉
❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ❛ ❣r❛♣❤✐t❡ ❢♦✐❧ ❤❛s ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢♦✐❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛r✐❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ ❛♥ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ✇❤❡♥ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❢♦✐❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✶✵ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❘■▼✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❜♦✉t ✹✻ µ♠ t❤✐❝❦
✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ♠❡❛♥ ♦✉t♣✉t ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡
●❊❆◆❚✹ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳
■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜❡tt❡r t❤❛♥
❜② ✶✵% ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❖♥❧② ❛♥ ✐♦♥ ❚❖❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡
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❡①♣❡r✐♠❡♥t ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✐❧ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ◆✉♠❡r♦✉s ❢♦✐❧ s❛♠♣❧❡s t❤✉s
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ▼❡❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢♦✐❧ t❤✐❝❦♥❡ss ❛t ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✳✽✹ ❣✴❝♠3✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥t❡r✈❛❧s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
❛r❡ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧ ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ❧❡❛❞ t♦ ❛ s❧♦✇✐♥❣
❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s✳ ■t ❛❧s♦ ❝❛✉s❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧ str❛❣❣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✱
✐✳❡ ❜♦t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s②st❡♠✳
❆ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤ ♣❡r✐♦❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
str❛❣❣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐♥❞❡❡❞ ❤❛s t♦ ❢❡❛t✉r❡ ❛ ✈❡r② r❡❣✉❧❛r
t❡♠♣♦r❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤ ♣❡r✐♦❞ ❤❛s
t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ r❡♠❛✐♥ ✉♥♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤✐s ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ❛ ❚❘■▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✵✵✵✵✵ ✐♦♥s ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✶✵✵ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❯◆■▲❆❈ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✵✵✵ ✐♦♥s ❡❛❝❤✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜✉♥❝❤❡s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
✶✶ ❦❡❱✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✵✳✷% ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ♠❛①✐♠❛ ❢♦r t❤❡
t♦t❛❧ ❜❡❛♠ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✻✵✵✵ ❦❡❱✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡
❯◆■▲❆❈ ❜❡❛♠ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✵✳✶%✳ ❚❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✶ ❦❡❱ r❡♠❛✐♥s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✶✵✵ ❦❡❱ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜✉♥❝❤❡s ❛r❡ st✐❧❧
✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r r❡❧✐❛❜❧❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❚❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♦❢
❛♥❣❧❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ str❛❣❣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛s t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡
❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❙♦ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t
❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ str❛❣❣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣②✱ ♦♥ t❤❡ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞
♦♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✳

❚❤❡ ❜❡❛♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❚❘■▼ ❛♥❞ ●❊❆◆❚✹ ❢♦r ❛ ✹✻ µ♠
❢♦✐❧ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♥♦t ♦♥❧② ✐s t❤❡ str❛❣❣❧✐♥❣
❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ t❤❡
♦✉t♣✉t ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✭✐✳❡ t❤❡ ❢♦✐❧ t❤✐❝❦♥❡ss✮ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❋♦r ❛ ✹✻ µ♠ t❤✐❝❦ ❢♦✐❧✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛
✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ♦✉t♣✉t ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛♥❣❧❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷✱ ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❚❘■▼ ❛♥❞ ●❊❆◆❚✹ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳



✾✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❙❊❚❯P

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❊♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❚❘■▼ ✭❛✮✮ ❛♥❞ ●❊❆◆❚✹ ✭❜✮✮✱ ❢♦r
✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ❡♥❡r❣② ✐♦♥s ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧✳



✹✳✷✳ ❙❊❚❯P ❋❖❘ ▼❊❆❙❯❘❊▼❊◆❚❙ ❆❚ ❙❚❖PP■◆● ▼❆❳■▼❯▼ ✾✼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❆♥❣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❚❘■▼ ✭❛✮✮ ❛♥❞ ●❊❆◆❚✹ ✭❜✮✮✱ ❢♦r
✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ✐♦♥s ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧✳



✾✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❙❊❚❯P

❋✐❣✳ ✹✳✶✶✳❛✮ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶✳❜✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r✲
❣❡t✳ ❆s ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞✱ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♠❡❛♥ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ●❊❆◆❚✹ ❝❛s❡ ✐s ❤✐❣❤❡r✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ✵✳✺✹ ▼❡❱✴✉ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✵✳✺✶ ▼❡❱✴✉
✐♥ t❤❡ ❚❘■▼ ❝❛s❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❜r♦❛❞❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ●❊❆◆❚✹✱ ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡
✇✐❞t❤ ❛t ❋❲❍▼ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥✲❧✐❦❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡❛❝❤✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✼%✱ ❛❣❛✐♥st ❛❜♦✉t ✶✵%
❢♦r ❚❘■▼✳ ■♥ ●❊❆◆❚✹✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞✱ ❜✉t ♠♦r❡ str❛❣❣❧❡❞ ✐♥
❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡
●❊❆◆❚✹ ♣❤②s✐❝s ♣❛❝❦❛❣❡✱ ✇❤✐❧❡ ❚❘■▼ ✉s❡s ❛ s✐♠♣❧❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❨❡t✱
t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✷✳❛✮ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷✳❜✮✮ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r
✇✐❞t❤ ❛t ❋❲❍▼ ♦❢ ❛❜♦✉t ✸◦✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛s ❢❛r ❛s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ t❤❡ ❚❘■▼
♦r t❤❡ ●❊❆◆❚✹ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
●❊❆◆❚✹ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐❢ ❜❡❛♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥t❡r✈❛❧
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s t❤❡ ✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ❛t ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ✭✵✳✺
▼❡❱✴✉✮✱ t❤❡ str❛❣❣❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■t ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ✐♥ ✐ts s♦❧✐❞ st❛t❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ❧♦s❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
✶✶% ♦❢ ✐ts ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② str❛❣❣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❢❡✇
♣❡r❝❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ●❊❆◆❚✹ ❧❡❛❞s t♦ ❛ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✉♣ t♦ ✷✻% ❛t ❋❲❍▼✳
❆s ❢♦r t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ✹◦ ❛t ❋❲❍▼✳
❇② ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❚❖❋✲❞✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❜✉♥❝❤
♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ✇✐❞t❤ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts t❡♠♣♦r❛❧ ✇✐❞t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t
❛♥❞ ✇❤❡♥ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳

❚❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣r♦✲
♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤✉s ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s
✇❡❧❧ ❛s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜❡❛♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❛ r❡❝❛♣ t❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
❝❤❛♣t❡r ✭✹✳✷✳✹✮✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ♦♥ t❤❡
t❛r❣❡t s❡t✉♣ ✐ts❡❧❢ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ❜❡❛♠ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ✐ts
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤ s❡ts ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧✳

❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t s②st❡♠

❆♥ ❦❡② ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❞❡s✐❣♥ ✐s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② tr❛♥s✈❡rs❛❧❧② t♦ t❤❡ ✐♦♥
❛①✐s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐ss✉❡✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♦♥✲❜❡❛♠
❞✐❛♠❡t❡r✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧✱ ✐s ✺✵✵ µ♠✱ ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♣✐♥❤♦❧❡ ✭s❡❡ ✹✳✶✳✹✮✳
❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❜❡❡♥ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ t♦ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ❡♥❡r❣② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✹✻ µ♠ t❤✐❝❦ ❢♦✐❧✱ t❤❡ ❜❡❛♠ q✉✐❝❦❧②
❜r♦❛❞❡♥s ✇❤✐❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r t❤❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♦✈❡r✲❝r♦ss❡s t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛ r❡❣✐♦♥✳
❚❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❧❛s♠❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳
✹✳✶✸✳ ❚❤❡ ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧ t♦
t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ❛①✐s✱ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛❧❢ s♣❛❝❡ ❢♦r s②♠♠❡tr② r❡❛s♦♥s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛❢t❡r
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❝r❡❛t✐♦♥✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧❞✲♠❛tt❡r st❛t❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
❛t ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✵✵ µ❣✴❝♠2✱ t❤❡ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ st❡♣ ✐♥ ❛ t✐♠❡ s♣❛♥
♦❢ ✶✻ ♥s✳ ■t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞♦✇♥ t♦ ❛ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✹✵
µ❣✴❝♠2✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ♣r♦✜❧❡s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s♣❛t✐❛❧❧②
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧❛s❡r ❢♦❝✉s✲s♣♦t ♣r♦✜❧❡✳ ❆♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦✜❧❡✱ t❤♦✉❣❤ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝✱ ✐♥❞❡❡❞
❝❛✉s❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠♦r❡ s✐♠♣❧❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡ ✐s t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❛r❡❛❧✲ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ r❡♠❛✐♥s q✉✐t❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦✈❡r ✷✺✵ µ♠✱ ✇✐t❤
♠❛①✐♠❛❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ♦❢ ✶✵✲✶✺% ❛r✐s✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s ✭③❡r♦ r❛❞✐✉s✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ③♦♥❡
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❛t ✷✺✵ µ♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛①✐s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❛♥ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ♦❢ ✺✵✵ µ♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❛s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ✐♦♥s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ✶✵✲✶✺% ✐♥ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r
❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s✱ t❤❡ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ♦❢ ✷✺✲✸✵%
❛♣♣❡❛r ❢r♦♠ ❛ ✹✵✵ µ♠ ❜❡❛♠ r❛❞✐✉s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧ ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♥ µ❣✴❝♠2✱ ✐♥ ♦♥❡ ❤❛❧❢ s♣❛❝❡ ♦✈❡r ❛
✻✵✵ µ♠ r❛❞✐✉s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✶ ♥s st❡♣s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✻ ♥s ❛❢t❡r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❘❆▲❊❋✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧
✉♥✐❢♦r♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✵✵ µ❣✴❝♠2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺✵✵ ♥♠ t❛r❣❡t t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤❡
❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② r❡❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ♦❢ ✉♣ t♦
✸✵% ❛♣♣❡❛r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s ✭♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s✐❞❡ ✭♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛t r❛❞✐✉s ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✺✵✵ ❛♥❞ ✻✵✵ µ♠ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s t❛r❣❡t
♣❛rt ✐s ♥♦t ❤❡❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt ❜② t❤❡ ✶ ♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❧❛s❡r ♣✉❧s❡✳

❚❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❜r♦❛❞ ✇❤❡♥ ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♥♦t ✉♥❞❡r❣♦
❡①❝❡ss✐✈❡ ❚❖❋ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦st ♦✉t❡r ✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛①✐s✳ ❚❤❡
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ❝❛r❜♦♥ ❜❡❛♠ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❚❘■▼ ♦r t❤❡ ●❊❆◆❚✹ ❝♦❞❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣
❢♦✐❧ ❤❛s ❛ ✺✵✵ µ♠ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ❛ s❤♦rt ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇
♠✐❧❧✐♠❡t❡rs✱ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❜❡❝♦♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜r♦❛❞❡r ❛♥❞ ❡①t❡♥❞s ♣❛rt❧② ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♥❡❛r❧②
tr❛♥s✈❡rs❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛ ③♦♥❡✳
❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ❛♣❡rt✉r❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❤❛s ❛ r❡❞✉❝❡❞
♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❇✉t t❤✐s ♦♣t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ✐♥
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❛t ♣❧❛s♠❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳
❚❤✐s ✐s ✇❤② ✐t ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
t❛r❣❡t t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❜❡❛♠ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❨❡t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
t❛r❣❡ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧✱ ❛s ✐s ♥♦✇ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳

• ❚❤❡ ♥❤❡❧✐① ✲❜❡❛♠ ✐ss✉❡

❋✐rst✱ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ♥❤❡❧✐① ❧❛s❡r ❜❡❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ s✐❞❡ ❛s t❤❡
✐♦♥ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ♥❤❡❧✐① ❜❡❛♠ ✐s t❤✉s ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❡❛t t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
st❛t❡ ❛♥❞ t♦ ❞❡str♦② ✐t ❡✈❡♥ ❜❡❢♦r❡ ❤❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✲❜❡❛♠ ❡♥❡r❣② ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❤❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧✱ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❤❡❧✐① ❛♥❞ P❍❊▲■❳ ❧❛s❡rs s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❤❛s t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t ❛
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s✉✣❝✐❡♥t ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐ts tr❛♥s✈❡rs❛❧ s✐③❡ ❤❛s t♦ ❜❡
s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♥♦t ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠✳ ❆ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❤❛❞ t❤✉s
t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐ss✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛s❡r✲❜❡❛♠ ✐ss✉❡✳
❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛t t = ✼ ♥s ❛❢t❡r ❧❛s❡r ✐♠♣❛❝t✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛r❡ str♦♥❣❡st ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✸✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❚❘■▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺✳ ❚❤❡
❜✉♥❝❤✱ ✇❤❡♥ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧ ✭✐♥ ♠❛❣❡♥t❛✮✱ ❤❛s ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ ✷✺✵ µ♠ ❛t ❋❲❍▼✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✺✵✵ µ♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❛❝q✉✐r❡❞
❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ♠❛❦❡s ✐t ❡①♣❛♥❞ r❛♣✐❞❧② ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛❢t❡r ❛ ✺ ♠♠ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧✱ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❤❛s ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ ✸✾✵
µ♠ ✭❋❲❍▼✮✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✶✵ ♠♠ t❤❡ ✇✐❞t❤ ❤❛s ❣r♦✇♥ t♦ ✻✼✵ µ♠ ❛t ❋❲❍▼✳

❆ t❡st ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝❛r❜♦♥ ❢♦✐❧✱ st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣
t❛r❣❡t✱ ✇❛s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ♦♥ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s✳ ❚❤❡
♥❤❡❧✐① ❧❛s❡r ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❤❡❛t t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐✳❡
✇✐t❤ ❛ ✺✸✷ ♥♠ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦✉❜❧✐♥❣✱ ❛t ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✸✵ ❏ ❛♥❞ ❛ ♣✉❧s❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✼ ♥s ❛t ❋❲❍▼ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ✶ ♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❢♦❝✉s✲s♣♦t s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳
❋♦r r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❧❛s❡r ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧✱ t❤❡ ♥❤❡❧✐① ✐♥❝✐❞❡♥t
❛♥❣❧❡ ✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ✻◦ t♦ ✷✵◦✳ ❚❤✐s s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❧❡❛❞ t♦
♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳
❉✐st❛♥❝❡s ♦❢ ✺✲✶✵ ♠♠ ✇❡r❡ t❡st❡❞ ❛♥❞ ✐t ❛♣♣❡❛r❡❞ t❤❛t ❢♦r ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✽✲✾ ♠♠✱
t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧ ✐s ♥♦t ❤✐t ❜② t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡
♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❛✐♠❡❞ ❛t ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ❛❜❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✐❧ s✉r❢❛❝❡✳
❚❤❡ s❡t✉♣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✶✹ ❢♦r
❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✼ ♠♠✳ ❆ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✶✵ ♠♠ t❤✉s ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ s✉✐t❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❚❤❡ ❚❘■▼ ❛♥❞ ●❊❆◆❚✹ ❝♦❞❡ t❤❡♥ ♣r❡❞✐❝t ❛♥ ✐♦♥✲❜❡❛♠ s♣♦t s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ♦❢
✻✼✵ µ♠ ❛t ❋❲❍▼ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺✮✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐♥ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❡①t❡r✐♦r ♣❧❛s♠❛ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s t❤✉s r❡❛❝❤❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✵%✳ ◆♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
❚❖❋ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❛♥❞
t❤❡ ♣❛rt ♦♥ t❤❡ ❛①✐s✱ ❛♥❞ t❤✐s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♣♦♦r❡r q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❞❡s✐❣♥✳

• ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❳✲r❛② ✐ss✉❡

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧ t♦ t❤❡ ❤♦t r❛❞✐❛t✐♥❣ ♣❧❛s♠❛ ✐♠♣❧✐❡s ✐ts ❤❡❛t✐♥❣
❜② t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❳✲r❛②s✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞❡str♦②✐♥❣ ✐t✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣②✲
❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❞✉r✐♥❣ ❛
s✉✣❝✐❡♥t t✐♠❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ♦❢ ✶✵✲✷✵ ♥s✱ s♦ t❤❛t ❛❧❧ ✐♦♥
❜✉♥❝❤❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❳✲r❛② ❤❡❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ✜rst
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❳✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦t ❧❛s❡r✲❞r✐✈❡♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s t❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣
❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✐❢ ♣❧❛s♠❛ ❧✐♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✭s❡❡ ✷✳✶✳✷✮✳ ❆s t❤❡
♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛ ✶✻ ♥s ❞✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡
♣❧❛s♠❛ t❤❡r♠❛❧ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ❡♠✐ss✐✈✐t② ♣❡r ✈♦❧✉♠❡ ✉♥✐t ✭❡r❣✴❝♠3✴s✮✱ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r
❛❧❧ ♣❤♦t♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✶✻ ♥s t✐♠❡ s♣❛♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✱
❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❡✳❣ ✐♥ ❬❍✉❣✼✺❪✿

dW

dtdV
= 1.4× 10−27T

1

2
e Z

2nineg ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ Te ✐s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❑✱ Z ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✱
ni ❛♥❞ ne ❛r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ✐♦♥s ❛♥❞ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ g ✐s t❤❡ ●❛✉♥t ❢❛❝t♦r



✹✳✷✳ ❙❊❚❯P ❋❖❘ ▼❊❆❙❯❘❊▼❊◆❚❙ ❆❚ ❙❚❖PP■◆● ▼❆❳■▼❯▼ ✶✵✶

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❚♦♣✿ P❤♦t♦❣r❛♣❤ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳
❇♦tt♦♠✿ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧ t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱
❢♦r ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✼ ♠♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❜❡❢♦r❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ❛t t = ✷ ♥s ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ s❤♦✇s ❛♥ ❛❜❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❚♦♣✿ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛t ❛ t✐♠❡ ♦❢ ✼ ♥s ❛❢t❡r t❤❡
st❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ±✻✵✵ µ♠ ❛s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡
❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡✳ ❇♦tt♦♠✿ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✵✱ ✺ ❛♥❞ ✶✵ ♠♠ ❛❢t❡r t❤❡
❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✶✵ ♠♠ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❜❡❛♠ ✇✐❞t❤✱ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ♦❢ ✉♣ t♦ ✸✵% ❛r❡ t❤✉s ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t②
✈❛❧✉❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♦♥s✳
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t❤❛t t❛❦❡s q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t②✳
❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦✈❡r
t❤❡ ❧❛s❡r ❢♦❝✉s✲s♣♦t ❛r❡❛ ♦❢ ✶ ♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❳✲r❛② ❡♥❡r❣② r❛❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛s♠❛
✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ♦✈❡r ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✻ ♥s ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ✷✳✼×✶✵6
❡r❣✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❳✲r❛② ✢✉① ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ✶✵ ♠♠
❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ ✐s ✷✳✼×✶✵6 ❡r❣✴❝♠2✳
❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✇❛s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ Pr✐s♠❙P❊❈❚ ♣r♦❣r❛♠ ❬♣r✐❪✳ ■t ✐s
❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧✲r❛❞✐❛t✐✈❡ ❝♦❞❡ ❛❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❧❛s♠❛ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r
❞❡✜♥❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬▼●❲+✵✹❪✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✺❛✮ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✹✳✷✳✸✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✢✉① ❛♥❞ s♣❡❝tr✉♠✱ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ✇❛s
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊❙❚❍❊❘ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❞❡ ❬❈❈❇+✵✺❪✳
■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ✐s ❤❡❛t❡❞ t♦ ❛t ♠♦st ❛ ❢❡✇ ❡❱✳
❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s❧♦✇ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ✜rst t❡♥s ♦❢ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s ❛❢t❡r ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ t❤❛t ✐s
❤❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s t♦ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✉♣ t♦ ✷✵✵ ❡❱✱ ❤❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t②✱
❛t ❧❡❛st ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s✱ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✼ ♥s ❛❢t❡r ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛s
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✸✳ ❚❤❡ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛ t✐♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ✶✵ ♥s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♦♥
s✐❣♥❛❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ❝♦♥✜r♠s t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛ ✶✵ ♠♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t
✐s s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥✳

• ❋✐♥❛❧ ❞❡s✐❣♥

❚❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ♣❡♥❡tr❛t❡s t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧
❛t ❛ ✶ ♠♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛s❡r✲♦r✐❡♥t❡❞ ❡❞❣❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥❤❡❧✐① ❜❡❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦✐❧ ✐s ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❢♦✐❧ ❤❛s t♦ ✉♥✐❢♦r♠❧②
s❧♦✇ ❞♦✇♥ ❛ ✺✵✵ µ♠ ❞✐❛♠❡t❡r ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✳
❚❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧s ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t t❤❡ ❚❛r❣❡t ▲❛❜♦r❛t♦r② ♦❢ ●❙■ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦❧❞
r♦❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝❤r♦♠❛t✐❝ s❡♥s♦r✱ ♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ❛ t❛st❡r
✐❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ q✉❛❧✐t② ❞✐❞ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❡♥s♦r ❬❚❛r❪✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ t❤✐❝❦♥❡ss ✇❛s ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ±10%✳ ❆s ❛♣♣❡❛r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥
✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮✱ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧s ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛❞ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t ❢♦✐❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥s t♦ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣②
❝❧♦s❡ t♦ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉✳ ❚❤❡ ❢♦✐❧s ✇❡r❡ ❣❧✉❡❞ ♦♥ ❛ ❤♦❧❞❡r t❤❛t ✇❛s ♠♦✉♥t❡❞✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ ♦♥ ❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t st❛❣❡✱ ❛s ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❛r❣❡t
▲❛❜♦r❛t♦r② ♦❢ ❚❯❉✳ ❆ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t st❛❣❡ ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❛r❣❡ts ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✻✳ ❚❤❡ s❡t✉♣ ❡♥❛❜❧❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ♠✐❝r♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱
t♦ ❛❞❥✉st ❡❛❝❤ ❛①✐s ✐♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② ♣♦s✐t✐♦♥ ❜♦t❤ ❢♦✐❧s
✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✶✵ ♠♠✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❜♦t❤ ❝❡♥t❡r❡❞
♦♥ t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ❛①✐s✳ ■t ✇❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❛t❝❤❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ✭●❡♦❧❛✮ ❧❛s❡r
❜❡❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t tr❛♥s✈❡rs❛❧❧② t♦ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s ✇✐t❤ ❛ ✹✺◦ ✈❡rt✐❝❛❧
❛♥❣❧❡✱ ✐s ♥♦t ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② t❤❡ s❡t✉♣ ❡❧❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

✹✳✷✳✷ ❉❡t❡❝t♦r ❞❡s✐❣♥

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❱❉ ❞✐❛♠♦♥❞ ❛s ❛ ❞❡t❡❝t♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❦♥♦✇✲❤♦✇ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ②❡❛rs✱
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛t ●❙■✱ ❛ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ✐♦♥ ❚❖❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❆❧✐❣♥♠❡♥t st❛❣❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t s❡t✉♣✳ ❚❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ✐s ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛t ❛ ✶✵ ♠♠ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠
✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ③✲❛①✐s✱ t❤❡ ♥❤❡❧✐① ❜❡❛♠ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✭①✲③✮ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ ❛ ✷✵◦ ❛♥❣❧❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ ③✲❛①✐s✱ ❛♥❞ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❜❡❛♠ ❝♦♠❡s ♦♥ t❤❡ ✭②✲③✮ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ ❛ ✾◦ ❛♥❣❧❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
③✲❛①✐s✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❜❡❛♠✱ ✐t ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ✐♥ t❤❡ ②✲③ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤
❛ ✹✺◦ ❛♥❣❧❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ②✲❛①✐s✳

❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❛ ♥❡✇
s♣❡❝✐✜❝ ❞❡t❡❝t♦r ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❜❡❛♠ str❛❣❣❧✐♥❣ ✐♥❞❡❡❞
s❡ts ❛ str♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤✉s ♦♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♠♣♦s❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛✳ ❙♣❛❝❡✲❝❤❛r❣❡
❡✛❡❝ts ✐♥ ❞✐❛♠♦♥❞ ✭♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✮ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
❡♥❡r❣②✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
❚❤❡ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✉t❤♦r ♦❢ ❬❑♥❡✶✸❪✱ ✇❤❡r❡ ❛
❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❚❖❋
❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡
❞✐❛♠♦♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❥✉st✐✜❡❞✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡t❡❝t♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♣❛rt ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s✐❣♥
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳

❈❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ❞✐st❛♥❝❡

❚❤❡ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ str❛❣❣❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✱ ❛♥❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ❡①t❡♥t✱ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❜❡❛♠ str❛❣❣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✱
❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✱ ❤❛s t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✱ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✵✵ ❦❡❱ s♦ t❤❛t 10%
❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭s❡❡ ✸✳✷✳✹✮✳
❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✭✵✳✸ ♠ ❛t ❧❡❛st✮✱ ②❡t ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡
❝❤♦s❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡✳

• ❆♥❣✉❧❛r s♣r❡❛❞✐♥❣

❆ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s t❤❛t ♥♦ ❚❖❋ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ■♦♥s tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s ❛♥❞ ✐♦♥s ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇
❞❡❣r❡❡s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛①✐s ♠❛② ✐♥❞❡❡❞ ❛rr✐✈❡ ❛t q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱
✐❢ t❤❡ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳ ■❢ θ ❞❡s✐❣♥❛t❡s t❤❡ ❤❛❧❢ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥
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❛①✐s ❛♥❞ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧ ❛♥❞ t❤❡
♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✼✮✱ t❤❡ ❚❖❋ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❣❧❡ θ ✭✷✮ ❛♥❞ ❛♥
✐♦♥ tr❛✈❡❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s ✭✶✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∆t =
L

vp

(

1

cosθ
− 1

)

✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ vp ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ t❛r❣❡ts ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛s♠❛
t❛r❣❡t ✐s ✐♥ ✐ts s♦❧✐❞ st❛t❡✳ θ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✱ ♦❢
❛❜♦✉t ✸◦✱ ❛s ❝❧♦s❡ t♦ ✾✽% ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ±✸◦✳ ❚❤❡ ❚❖❋ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
∆t t❤❡♥ r❡❛❝❤❡s ✶✹✵ ♣s ❛❢t❡r ❛ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♦♥❧② L = ✶ ♠✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦rs
♦❢ ✷✵✵✲✷✺✵ ♣s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ t❤❡ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶ ♠❡t❡r✳
■♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐s r❡❧❛①❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❞♦❡s ♥♦t r❡❣✐st❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡
✐♦♥ ❜❡❛♠ ✭s❡❡ ❛❧s♦ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✐♦♥✲❜❡❛♠ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✐♦♥ ❚❖❋✿ t❤❡ ✐♦♥
✭✷✮ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛♥ ❛♥❣❧❡ θ = ✸◦ ✢✐❡s ❛❜♦✉t ✶✺✵ ♣s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♦♥ ✭✶✮ ♦✈❡r ❛ ✶ ♠ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳

• ❊♥❡r❣② s♣r❡❛❞✐♥❣

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ s❡ts ❛ str♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❚❖❋ ❞✐s✲
t❛♥❝❡✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳✶✱ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ str❛❣❣❧✐♥❣ ❞♦❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤
♣❡r✐♦❞ ♦♥❧② t♦ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡①t❡♥t✳
❨❡t✱ ❛♥♦t❤❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐ss✉❡ ❛r✐s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ 26%
❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞ ✭❋❲❍▼✮ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛✲
t✐♥❣ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❞ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ t❤❡ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ❜❡❝♦♠❡ t❡♠♣♦r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧②
❜r♦❛❞❡r ❛s t❤❡② ♣r♦♣❛❣❛t❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣✱
t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ♠❛② ♦✈❡r❧❛♣✱ ✐✳❡ t❤❡ ❢❛st❡st ✐♦♥s ♦❢ ♦♥❡ ❜✉♥❝❤ ♠❛② ♦✈❡rt❛❦❡
t❤❡ s❧♦✇❡st ✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❜✉♥❝❤✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐t ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❡ ❝r✐t✐❝❛❧
✇❤❡♥ t❤❡ ❯◆■▲❆❈ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ❛ ❜✉♥❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✶✵✽ ▼❍③ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✸✻
▼❍③✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ❤❛s t♦ r❡♠❛✐♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❜✉♥❝❤ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡✱
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ●❊❆◆❚✹ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❜♦t❤ ❢♦✐❧s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ✇❡r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✸ ♥s t❡♠♣♦r❛❧ ❧❡♥❣t❤
❛t ❋❲❍▼ ❛♥❞ t❤❡✐r ●❛✉ss✐❛♥ t❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦✜❧❡s ✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠✲♥✉♠❜❡r
❣❡♥❡r❛t♦r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✶✵✵✵ ✐♦♥s ♣❡r ❜✉♥❝❤✳ ❚❖❋ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇❡r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ ✵✳✺✱ ✶
❛♥❞ ✶✳✺ ♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❜✉♥❝❤ ♣r♦✜❧❡s ❛rr✐✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r
✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ ❚❖❋ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
✇❡r❡ ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✲r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐ts❡❧❢ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ❢r♦♠ ❡①✐st✐♥❣ s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❛t❛ ✭s❡❡ ❬❈❛②✵✾❪✮✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ❞❛t❛
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❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ s✐❣♥❛❧s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❛r❣♦♥ ✐♦♥s ❛t ✹ ▼❡❱✴✉ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ❛ ✷✵✳✺ µ♠ t❤✐❝❦ ❞✐❛♠♦♥❞
❞❡t❡❝t♦r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❲❛♠✵✻❪✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s s✐♥❣❧❡✲✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡ ✐s s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦✲
❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✐t ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ✐♦♥s ❛t ✵✳✺ ▼❡❱✴✉✳

M(x) = A · 1√
2π

· exp
(

−1

2
(x+ exp (−x))

)

✭✹✳✻✮

❚❤❡ s✐♥❣❧❡✲✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ▼♦②❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
M ✭❡q✉✳ ✹✳✻✮✱ ✇❤❡r❡ A ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♦♥ ❚❖❋ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s t❤✉s ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ✇✐t❤
❛ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♦♥✲❞❡t❡❝t♦r r❡s♣♦♥s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r♠s
t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜♦t❤ ❢♦r ❛ ❜✉♥❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
✸✻ ▼❍③ ❛♥❞ ♦❢ ✶✵✽ ▼❍③✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✽ ❢♦r t❤r❡❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✐♦♥
♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❊❆◆❚✹ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ ✵✳✺✱ ✶ ❛♥❞ ✶✳✺ ♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r ❛
✶✵✽ ▼❍③ ❛♥❞ ❛ ✸✻ ▼❍③ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❋r♦♠ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐t ❝❧❡❛r❧② ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ s✐❣✲
♥❛❧s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❜❡❝♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜r♦❛❞❡r ❛♥❞ ♦❢ ❧♦✇❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❋♦r ❛ ✶✵✽ ▼❍③
✐♦♥✲❜✉♥❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ❜✉♥❝❤ s✐❣♥❛❧ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❤❛♣♣❡♥s q✉✐❝❦❧②✱ ❜❡✐♥❣ ❛❧r❡❛❞② q✉✐t❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❛❢t❡r ❛ ✵✳✺ ♠ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜✉♥❝❤❡s t❤❡♠✲
s❡❧✈❡s ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦✈❡r❧❛♣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡✐r s✐❣♥❛❧s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r
❞♦ ♦✈❡r❧❛♣✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆t ❛ ✸✻
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▼❍③ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ st❛rts ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ s❧♦✇❧② ❢r♦♠ ❛ ✵✳✺✲✶ ♠ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞
r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❤❛❧❢ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t ✶✳✺ ♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤❡s✱ ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❋♦r ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t ✸✻ ▼❍③✱ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❚❖❋
❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✵✳✺ ♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❋♦r ❛ ✶✵✽ ▼❍③ ❜✉♥❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐s s♦
✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t t❤✐s ❝❛s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳
❆ t❡st ❜❡❛♠ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❝❛r❜♦♥ ✐♦♥s ❛t ❛ ✶✵✽ ▼❍③ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛
✵✳✺ ♠ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ❛ ✶✸ µ♠ t❤✐❝❦ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❜✉♥❝❤
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✇❛s ♥♦t ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ✇❡r❡ ♠♦st❧② ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r ❞❡t❡❝t♦r
t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✶✸ µ♠ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♥❣❧❡✲✐♦♥ s✐❣♥❛❧s r❡❣✐st❡r❡❞ ♦♥ ❛
✷✵✳✺ µ♠ t❤✐❝❦ ❞✐❛♠♦♥❞✮ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦r t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✇❛s ✐♥❞❡❡❞
s♠❛❧❧❡r✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r s❤♦rt❡r s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ t❤✉s r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐ss✉❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥✲
❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ♥♦t ❝r✐t✐❝❛❧ ✐❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧②
s♠❛❧❧✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✵✳✺ ♠ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✵✳✸ ♠ ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✶✵✵ ❦❡❱ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s
s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ s✐❣♥❛❧ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❜♦t❤ ❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❡♥❡r❣② str❛❣❣❧✐♥❣✳ ❈♦♥✲
s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ✻✵ ❦❡❱ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❛t ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✶✵✵
❦❡❱✳
❇✉t ❛ ✵✳✺ ♠ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r✳
■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡①♣♦s❡❞ t♦ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛s❡r✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳
■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✵✳✺ ♠ ♠❛❦❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ♣❛st✱ s✉❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠✲
♣❛t✐❜❧❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ✇✐t❤ ❛ ✶✷ ♠ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❬❋❇❇+✶✸❪
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✽✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
✐s ❦♥♦✇♥ ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳

❈❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss

❆♥♦t❤❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ s❡t✉♣ ✐s t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r✳ ■♥❞❡❡❞✱
✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✇❛s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✸✳✻ ▼❡❱✴✉ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞
❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦rs ❤❛❞ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✸ ❛♥❞ ✷✵ µ♠✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✇❡r❡ ♥♦t st♦♣♣❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡❞ ❛ ♥❡❛r❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
❞❡♥s✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡✐r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❢♦r s✐♠✐❧❛r ❞✐❛♠♦♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉✱
♥♦t ♦♥❧② ❛r❡ ❛❧❧ ✐♦♥s st♦♣♣❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❜✉t t❤❡② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ s❤♦rt ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ✐♥
❞✐❛♠♦♥❞✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✾✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❙❘■▼ st♦♣♣✐♥❣ r❛♥❣❡s ♦❢ ✸✳✻ ▼❡❱✴✉ ❛♥❞
✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ❝❛r❜♦♥ ✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✸✳✺✷
❣✴❝♠3✳ ❋♦r ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ✐s t❤✉s ♦♥❧②
♦❢ ✶✳✻ µ♠✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥t
♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❧♦s❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ ✐ts ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❣❛✐♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
✜❧t❡r ❢♦✐❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡t❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ✹✳✷✳✸✮✳ ❚❤❡
✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇❤❡♥ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s t❤✉s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✷ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ✇❤❡♥
❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✭s❡❡ ✹✳✷✳✹✮✳
❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✈❡r② s❤♦rt r❛♥❣❡ ✐s ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞✱ ✇❤✐❝❤
❝❛✉s❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♣❛❝❡ ❝❤❛r❣❡✱ ✐✳❡ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥
t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ✜❡❧❞✱ ❝❛♥ ❞❡❧❛② ♦r ❡✈❡♥ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ♠♦t✐♦♥
♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ✐♥ ❞✐❛♠♦♥❞✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✇❡❛❦ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇❤✐❝❤
♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡✳ Pr❡✈❡♥t✐♥❣ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ✈❡r② t❤✐♥ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡ ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ P❡♥❡tr❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ ❞✐❛♠♦♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❤♦s❡
✈❛❧✉❡s ❤❡r❡ ❛r❡ t❤♦s❡ ✇❤❡♥ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡ s❤♦✇♥ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ t❛❦❡s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r ❢♦✐❧ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✭s❡❡ ✹✳✷✳✹✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❇r❛❣❣ ♣❡❛❦ ♦❢ ❛ ✸✳✻ ▼❡❱✴✉ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ❧✐❡s ✇❡❧❧ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢
t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞✱ ✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛t ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ❤❛✈❡ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♦♥❧②
❛ ❢❡✇ ♠✐❝r♦♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳

❛ ❢❡✇ ♠✐❝r♦♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r♦❞✉❝❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ❛ ❞❡t❡❝t♦r s✉r❢❛❝❡
❛r❡❛ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♠2✳
❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✶✸ µ♠ t❤✐❝❦ ❞✐❛♠♦♥❞
❞❡t❡❝t♦r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❲❛♠✵✻❪✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ❝❛r❜♦♥ ❜❡❛♠ ❛t ✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s
❛r♦✉♥❞ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉✳ ◆♦ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ✇❛s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❝✉s ✇❛s ❞✐r❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✽×✽ ♠♠2✱ ✇❛s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✜rst ❛t ❛ ✵✳✷✺
♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛t ❛ ✵✳✺ ♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛♠♣❛✐❣♥✱
t❤❛t ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ µ♠ ✐♥ ❞✐❛♠♦♥❞✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ✇❡r❡ ♠♦st❧② ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞
❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t t❤✉s ❛♣♣❡❛r❡❞ ♥♦t t♦ ❜❡ ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s ❛❧✇❛②s s✉✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❛ ✵✳✷✺ ♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❢♦✐❧✱ ✐t t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❡❛❦❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✇❤❡♥ ❧♦❝❛t❡❞ ✵✳✺ ♠ ❛✇❛② ❢r♦♠
t❤❡ ❢♦✐❧✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❧❡ss ✐♦♥s ❝❛♥ r❡❛❝❤ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t ❛ ❧❛r❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❛♣♣❡❛rs t♦ r❡♠❛✐♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ✶✸ µ♠ ❞✐❛♠♦♥❞
t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡
♠♦r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r str❛❣❣❧✐♥❣✳ ❆s t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦r ♣r♦✈❡❞ t♦ r❡❣✐st❡r ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡
s✐❣♥❛❧s ✐♥ t❤❡ t❡st ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ ✐t ✇❛s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♥❡✇ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✶✸ µ♠ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ✸ ♥s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡s❡ ❞❡t❡❝t♦r
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛❧s♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦❧❧❡❝t ❛
s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②
✐♥❝r❡❛s❡❞✳

❉✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❚❘■▼ ❛♥❞ ●❊❆◆❚✹ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡✲
r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ✇❡r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✶✵ ♠♠ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱
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❛♥❞ t❤❡ ❜❡❛♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡❛♠
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛t ❛ ✵✳✺ ♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✺✵✵ µ♠ ❜r♦❛❞ ❜❡❛♠
♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✵✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ❢♦❝✉s s♣♦t ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ❛ ❜✉♥❝❤ ♦❢ ✶✵✵✵✵
✐♦♥s✱ ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❚❘■▼✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❚❘■▼ ♦r t❤❡ ●❊❆◆❚✹ ❛♥❣✉❧❛r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛ ❢♦❝✉s s♣♦t ✇✐❞t❤ ♦❢ ✸✺ ♠♠ ♦r ✸✵ ♠♠ ❛t ❋❲❍▼ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t t❤❡
❞❡t❡❝t♦r ♣❧❛♥❡✱ ❛❢t❡r ❛ ✵✳✺ ♠ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ■♦♥ ❜✉♥❝❤ ❛t ❞❡t❡❝t♦r ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛t ❛ ✵✳✺ ♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ ❛s
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❘■▼ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ sq✉❛r❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢
t❤❡ ♦❧❞ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❞ ♦♥❡ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢
t❤✐s ✇♦r❦✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❢♦❝✉s s♣♦t ❛r❡❛ t❤❛t ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r
❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✹✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r
s❧✐❣❤t❧② s✉♣❡r✐♦r t♦ ✷✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❥✉①t❛♣♦s❡❞ s❛♠♣❧❡s
❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡t❡❝t♦r✳

• ❖♣t✐♠❛❧ ❞❡t❡❝t♦r ❧❛②♦✉t

❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛r❡❛✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡
♦♥❡ ❤❛♥❞✳ ❇✉t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♦♥s t❤❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
✐♥t❡r❛❝t❡❞ ✇✐t❤ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s ❛t t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s✳ ❆♥❞ s✐♠✐❧❛r❧②✱
❛❧s♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❚❖❋ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s ✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
s♣r❡❛❞✐♥❣✳ ❆♥ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♠✐❣❤t t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣②
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❤✐❧❡ ❛ t♦♦ s♠❛❧❧ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❧✐❦❡ t❤❡ ✽×✽ ♠♠2 ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t
❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆ ✈❡r② ❧❛r❣❡
❛r❡❛ ✐s ❛❧s♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥❞ ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞
②❡t ✶✸ µ♠ t❤✐❝❦ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡✭s✮ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✳ ❆ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❛r❡❛
✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✽✼ ♠♠2 ✇❛s ❝❤♦s❡♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞❡t❡❝t♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ✶✻✳✻×✶✼✳✸ ♠♠2✳ ■t
❡♥❛❜❧❡s t♦ ❞❡t❡❝t ❛❧♠♦st ✷✵% ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♦♥s✳
❆ ❝❤♦✐❝❡ ❤❛❞ ❛❧s♦ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛r❣❡ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧
s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ♠❡t❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐s ❢r❡❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✱
t❤❡ ♠❡t❛❧✐③❡❞ ♣❛rt ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ❤❛s t♦ ❜❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛♥ ❛t ❧❡❛st ✵✳✺ ♠♠ ❜r♦❛❞
♥♦♥✲♠❡t❛❧✐③❡❞ ❜♦r❞❡r✳ ■❢ t✇♦ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❥✉①t❛♣♦s❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ❛t
❧❡❛st ✶ ♠♠ ❜r♦❛❞ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦r❡
❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ❥✉①t❛♣♦s❡❞✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛
✐s t❤✉s ❧♦st✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❧♦ss ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ ❞✉❡ t♦
s♣❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡t❛❧✐③❛t✐♦♥ ③♦♥❡s✱ ❛♥❞ ✐s q✉✐❝❦❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥❞ t♦ ♠❡t❛❧✐③❡ t❤❛♥ ❛
❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s q✉✐t❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ ❢r❛❣✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡
r✐s❦ ♦❢ ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❜♦♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❣❧✉✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
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✐s q✉✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❙✉❝❤ ❛ r✐s❦ ✐s ♥♦t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐t ✇❛s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✉s❡ s❡✈❡r❛❧ s❡♣❛r❛t❡ s♠❛❧❧❡r ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡s✳
❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t✱
✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ r❡❛❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸ ♥s✳ ❚❤✐s ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞
♠♦r❡♦✈❡r ❛ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧♦♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✲st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡❛❝❤ ♠❡t❛❧✐③❡❞ s❛♠♣❧❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❜♦♥❞❡❞ ♦♥ ❛ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t ❜♦❛r❞✱ ❛♥❞
t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ ✇✐r❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥ ✺ ♠♠ ❢♦r st❛❜✐❧✐t② r❡❛s♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t♦♦ ♠❛♥②
s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❝♦st✱ ♥♦t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧♦ss ✐♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥
❛r❡❛✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✶✵ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ✽✳✷ ♠♠×✸✳✸
♠♠✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✷✼✳✵✻ ♠♠2 ❛r❡❛ ❡❛❝❤✱ ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐❛♠♦♥❞ ❧❛②♦✉t ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✶✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ❣♦❧❞❡♥ ③♦♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡t❛❧✐③❡❞ ❞✐❛♠♦♥❞ ❛r❡❛s✱ ❡❛❝❤
♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ✼✳✷ ♠♠×✷✳✸ ♠♠ = ✶✻✳✺✻ ♠♠2 ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲♠❡t❛❧✐③❡❞
❜♦r❞❡r ❛r❡❛ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮✳ ❚❤❡ ❜r♦✇♥ ❧✐♥❡s✱ ✵✳✷ ♠♠ ❜r♦❛❞✱ ❛r❡ t❤❡ s♣❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
s❛♠♣❧❡s✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛ ❞❡t❡❝t♦r t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ✸✳✷✶ ♥s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ▲❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧✐③❡❞ ❞❡t❡❝t♦r✱ ♠❛❞❡ ♦❢ ✶✵ s❡♣❛r❛t❡ ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡
❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡s✳ ❆❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♠♠ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ ✐s ✶✻✻ ♠♠2✳

■t ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ❢♦❝✉s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❘■▼ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s✱ t❤❛t t❤✐s ❞❡t❡❝t♦r ❧❛②♦✉t ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❞❡t❡❝t ❝❧♦s❡ t♦ ✶✼% ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞
❜❡❛♠ ❛t ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ❡♥❡r❣② ✇❤❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✵✳✺ ♠ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳ ❆ ❞❡s✐❣♥
✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ✶✾% ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✱ t❤✉s ❜❛r❡❧②
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ✶✵ s❛♠♣❧❡s✳ ❆s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✽×✽ ♠♠2 ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦❧❧❡❝t ♦♥❧②
✽% ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s✱ t❤❡ ♥❡✇❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞❡t❡❝t♦r ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞♦✉❜❧❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♦♥
♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ✐♦♥✲s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳

❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✶✻✳✻×✶✼✳✸ ♠♠2 ❜❡✐♥❣ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡❞✱ t❤❡ ✐ss✉❡s ♦❢ ✐♦♥ ❚❖❋ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡s ❞✉❡ t♦ ❛♥❣✉❧❛r ❜❡❛♠ str❛❣❣❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦❢ ✐♦♥ ❚❖❋ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧
❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡ ♥♦✇ r❡✲❡①❛♠✐♥❡❞✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✐ss✉❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥s t❤❛t r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛r❡
t❤♦s❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ±✶◦ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢
✵✳✺ ♠✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❢♦r♠✉❧❛ ✹✳✺✱ t♦ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♦♥ ❚❖❋ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ✽
♣s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐ss✉❡✱ ❛s t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✶◦ ❛❢✲
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t❡r t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ str❛✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❧❛s♠❛✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛t
t❤❡s❡ ✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ ✹✵✵ µ♠ ✇❤❡♥ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✺✮✱ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❚❖❋ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
♦✈❡r t❤❡ ✵✳✺ ♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❘■▼✱ ❛♥ ✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛①✐s ❧♦s❡s ✶✶% ♦❢ ✐ts
❡♥❡r❣②✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛t t = ✼ ♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ ♠❛①✐♠❛❧✱
t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♦♥
❛①✐s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❚❖❋ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ❧❡❛✈✐♥❣ ♣❧❛s♠❛
✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✷✳ ❇② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
tr❛♥s✈❡rs❛❧ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡ ❛t ♣❧❛s♠❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❚❖❋ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ❜❡✲
❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■ts ✈❛❧✉❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
✶✺✵ ♣s ❛♥❞ ✐t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦rs ✭s❡❡ ✺✳✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❚❖❋ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❞✉❡ t♦ t❤❡
♣❧❛s♠❛ ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✱ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❚❖❋ ♦♥ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s✳ ■♦♥s ❛t ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ ✹✵✵ µ♠
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❚❖❋ s❤♦rt❡r ❜② ✵✳✾ ♥s t❤❛♥ ✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛①✐s✳ ❲❤❡♥ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺ ❛t ❛ ✶✵ ♠♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t✱ ❛ ♠❡❛♥ ❚❖❋
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✶✺ ♥s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

• ❉❡t❡❝t♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

✶✵ ❤✐❣❤❧②✲♣✉r❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❬❉✐❛❪✱ ❛♥❞ ✇❡r❡ ❝❤❡♠✐✲
❝❛❧❧② tr❡❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡t❛❧✐③❡❞ ❛t ●❙■ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡tr♦♥✲s♣✉tt❡r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ❬❚❛r❪✳
❚❤❡ ♠❡t❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❛②❡rs ❛r❡✱ ❢r♦♠ ✐♥✇❛r❞s t♦ ♦✉t✇❛r❞s✱ ✶✵✵ ♥♠ ❚✐✱ ✸✵ ♥♠ Pt ❛♥❞ ✷✵ ♥♠
❆✉✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞s ✇❡r❡ ✜①❡❞ ♦♥ ❛ ❝✐r❝✉✐t ❜♦❛r❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ s✐❧✈❡r ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ✜❧♠✳
❊❛❝❤ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ❝✐r❝✉✐t ♣❛t❤ ♦♥ t❤❡ ❜♦❛r❞✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♦✉t❡r ❣♦❧❞ ♠❡t❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❛②❡r ❡♥❛❜❧❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ❜♦♥❞✐♥❣ ✇✐r❡s t❤❛t tr❛♥s♠✐t t❤❡ s✐❣♥❛❧
❝✉rr❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❛❧✐③❡❞ ❞✐❛♠♦♥❞ ❛r❡❛s t♦ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t ♣❛t❤s✳
❋♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❜♦❛r❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦r ❤♦✉s✐♥❣✱ ❛♥♦t❤❡r
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❤❛❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡t❡❝t♦r s②st❡♠ ❤❛❞
✐♥❞❡❡❞ ♥♦t t♦ ❜❧♦❝❦ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❜❡❛♠ ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ✇✐t❤ ❛ ✾◦ ❛♥❣❧❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❞❡s✐❣♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❜♦❛r❞ t♦ t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣✱ ✇❛s ♠❛❞❡ ❛s ❝♦♠♣❛❝t
❛s ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s②st❡♠ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞
t♦ ❧✐❡ ✷ ❝♠ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❜❡❛♠✳
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❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t ❜♦❛r❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❞❡t❡❝t♦r ❤♦✉s✐♥❣ ♣r♦t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜♦❛r❞
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✸✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❜♦❛r❞ ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ❜②
❙▼❆ ❝♦♥♥❡❝t♦rs ❛♥❞ ❝❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❜♦❛r❞ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ ✐ts s✐❞❡s ❢♦r
❝♦♠♣❛❝t♥❡ss r❡❛s♦♥s✳ ❖✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ ✶✵ ❞✐❛♠♦♥❞s ❛r❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❉❇❆ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❛♠♣❧✐✜❡rs ❬▼❇❇+✵✶❪ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②
❛❞❞❡❞ ✇✐t❤ s✉♠♠❡rs✱ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ✉♣ t♦ ❞✐❣✐t❛❧ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡s ✈✐❛ ❝♦❛①✐❛❧ ❇◆❈
❝❛❜❧❡s✳
❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s t❡st❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❛❧♣❤❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ 241❆♠ ❡♠✐tt✐♥❣ ✶✶✺✵✵✵
❇q ❛t t❤❡ ❚❛r❣❡t ▲❛❜♦r❛t♦r② ♦❢ ❚❯❉✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ s✐♥❣❧❡✲✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ✇❡r❡ r❡❣✐st❡r❡❞✳ ❇②
✜tt✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝❛②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢❛❧❧✐♥❣ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s✱
t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❆ ♠❡❛♥ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ✷✳✽✹
♥s ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ t❡♥ s❛♠♣❧❡s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡✲
♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✸✳✷✶ ♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ ✶✵% ❡rr♦r ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝♦♥✜r♠s
t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✿ ▲❡❢t✿ ♠❡t❛❧✐③❡❞ ❞❡t❡❝t♦r s✉r❢❛❝❡✱ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜♦❛r❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♥
❝✐r❝✉✐t ♣❛t❤s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❡♥ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡s✳ ❘✐❣❤t✿ ❞❡t❡❝t♦r ✐♥ ✐ts ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❤♦✉s✐♥❣✳
❚❤✐s ❤♦✉s✐♥❣ ✐s t❤❡♥ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❤♦✉s✐♥❣ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❋❛r❛❞❛②✲❝❛❣❡ ❡✛❡❝t ❛✐♠❡❞ ❛t
♣r♦t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣✉❧s❡s ✭s❡❡ ✹✳✷✳✸✮✳

✹✳✷✳✸ ❉❡t❡❝t♦r s❝r❡❡♥✐♥❣

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♦♥❧② ✺✵ ❝♠ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧②
t♦ ✉♥❞❡r❣♦ str♦♥❣ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
s✉❜s❡q✉❡♥t ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r✳ ❆s ❞✐❛♠♦♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ❜❛♥❞✲❣❛♣ ✈❛❧✉❡
♦❢ ✺✳✹✺ ❡❱✱ ❛♥② r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ < ✷✸✺ ♥♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs ❛♥❞
t❤✉s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♣❛r❛s✐t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐❣♥❛❧s t❤❛t ♠❛② ❜❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s
❛♥❞ ♣❡rt✉r❜ ♦r ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❦✐♥❞s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♠♣✐♥❣❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳

❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥

• P❧❛s♠❛ ❳✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥

❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❳✲r❛② r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤♦t ♣❧❛s♠❛
❛s ✇❡❧❧ ❛s✱ ❝❤✐❡✢②✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❜r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✲❡♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s r❡❛❝❤ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡ ❤❛s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t ♠♦st ✶✵✵✲✶✺✵ ♥s
❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤♦rt ♣❧❛s♠❛ ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ■t ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣✐♥❣❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ tr❛✈❡❧✐♥❣ str❛✐❣❤t
❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♥ ❛❜♦✉t ✶ ♥s✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s ♠♦st ✐♥t❡♥s❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s ♦❢
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✇❤❡r❡ ♠♦st ❤❛r❞ ❳✲r❛②s ❛r❡
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♣r♦❞✉❝❡❞✳ ■t ❢❡❛t✉r❡s ❛ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♣❡❛❦ ❛❢t❡r ✼ ♥s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❜❡❝♦♠❡s ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞
❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ❛♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇❛② ♦✈❡r r♦✉❣❤❧② ✶✵✵ ♥s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

• ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣✉❧s❡

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡ st❛rts ✇❡❛❦❡♥✐♥❣✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
❛♣♣❡❛rs✱ t❤❛t ✐s ❧❡ss ✐♥t❡♥s❡ ❜✉t ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦♥❣❡r ❞✉r❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r ✐ts❡❧❢✱ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❳✲r❛②s✱ r❛❞✐❛t❡ ✐♥ t✉r♥✳ ❆s t❤❡✐r ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①❝✐t❡❞✱ t❤❡② ❞❡✲❡①❝✐t❡✱
❢✉rt❤❡r ❡♠✐tt✐♥❣ ❳✲r❛②s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣✉❧s❡ ✭❊▼P✮ t❤❛t st❛rts
❜❡✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❤♦rt❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ ❊▼P r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❛♥
r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❡✐t❤❡r ❜② ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥t♦ t❤❡
❞✐❛♠♦♥❞✱ ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✱ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ❛♥② ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r ✇❤♦s❡
❡❧❡❝tr✐❝ ❣r♦✉♥❞ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳

◆❡❝❡ss✐t② ♦❢ s❝r❡❡♥✐♥❣

❇♦t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ t❤❡ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❊▼P ♣✉❧s❡✱ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❝❛✉s❡ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✹✱ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐❣♥❛❧s r❡❝♦r❞❡❞ ♦♥ ❛ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ❧♦❝❛t❡❞ ✺✵ ❝♠
❛✇❛② ❢r♦♠ ❛ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t
✇✐t❤ t❤❡ ♥❤❡❧✐① ❧❛s❡r✱ ❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛ t❡st ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ❤❛❞ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✶✵✽
▼❍③ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr❡❞ ❛t t❤❡ ③❡r♦ t✐♠❡✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱
t❤❡ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞✳ ❚❤♦✉❣❤ s❤♦rt❧② ❛❢t❡r t = ✵ ♥s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛s❡r✲
♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ❳✲r❛② ❜✉rst ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❛t s❛t✉r❛t❡s t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❢♦r ❛t ❧❡❛st
s❡✈❡r❛❧ t❡♥s ♦❢ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s✳ ■❢ ♥♦ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❳✲r❛② ❜✉rst
✐s ✈❡r② ✐♥t❡♥s❡ ❛♥❞ ✐s t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣✉❧s❡s t❤❛t ❡①t❡♥❞ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧
♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞s ✭♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✮✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ❝❛♥♥♦t
❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ t✐♠❡ ♦❢ ✶✵ µs✳ ❲❤❡♥ ✐♥st❡❛❞ ❛ t❤✐♥ ❣♦❧❞ ❢♦✐❧ ✭✹✺✵ ♥♠ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✮
✐s ♠♦✉♥t❡❞ ❛s ❛♥ ❳✲r❛② ✜❧t❡r ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡❝♦♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
s❤♦rt❡r✱ ♦❢ ♦♥❧② ✽✵ ♥s✳
❋♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ♥♦t s❛t✉r❛t❡❞ ❛♥②♠♦r❡ ✇❤❡♥
t❤❡ ✜rst ✐♦♥ ❜✉♥❝❤ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ r❡❛❝❤❡s ✐t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞②♥❛♠✐❝s
✐s q✉✐❝❦ ✭t❡♥s ♦❢ ♥s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ♣❡r✐♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ✷✼✳✻ ♥s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛s❡r s❤♦t t❤❡r❡ ✐s
❛❝t✉❛❧❧② ♦♥❡ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦t ❛♥❞ ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛ ✇❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥
❢r♦♠ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✐t ✐s t❤✉s ❝r✉❝✐❛❧ t❤❛t t❤❡ ❜✉♥❝❤
t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✭❞❡♥s❡✮ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❚❖❋ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺✵ ♥s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡
❳✲r❛② ♣✉❧s❡ ❤❛s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❜❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥ ✺✵ ♥s s♦ t❤❛t ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥
♣❧❛s♠❛ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞❡t❡❝t♦r s❤✐❡❧❞✐♥❣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❜❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✹ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❡❞✳
■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐❣♥❛❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞✱ ❛♥❞ ❦♥♦✇♥ ♦♥❧②
❢r♦♠ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❳✲r❛② ♣❡❛❦✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ♣❡❛❦ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡s✉❧t ❝❤✐❡✢② ❢r♦♠ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛
❡♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ ❊▼P ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t
♣❧❛s♠❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t s❝r❡❡♥✐♥❣ ✐ss✉❡✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t
❊▼P ❛❧s♦ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❛r❛s✐t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡
s❤✐❡❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s t❤✉s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t✇♦ r❡s♣❡❝ts✳

❙❝r❡❡♥✐♥❣ s②st❡♠

• ❙❤✐❡❧❞✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ♣❧❛s♠❛ ❳✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥



✶✶✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❙❊❚❯P

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✿ ✷✵✵ ♥s s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧s ❛s r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♥ ❛ t❡st ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛
❈ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❛t ❛ ✶✵✽ ▼❍③ ❜✉♥❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ♥❤❡❧✐① ❧❛s❡r✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
s✐❣♥❛❧ ✇❤❡♥ ♥♦ ♣r♦t❡❝t✐✈❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❜② t❤❡ ❳✲r❛②
♣✉❧s❡ ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ♣✉❧s❡s ♦✈❡r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✺✵ ♥s✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡ ✐s
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✹✺✵ ♥♠ t❤✐❝❦ ❣♦❧❞
❢♦✐❧ ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♣❡rt✉r❡✱ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ■♥
t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s❤♦rt❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡
❞❡t❡❝t❡❞ ❛❣❛✐♥ ❛❢t❡r ❛❜♦✉t ✼✵✲✽✵ ♥s ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ ❝✉ts ♦❢ t❤❡
✉♣♣❡r ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❛rt❡❢❛❝ts ❞✉❡ t♦ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ s❡tt✐♥❣s✳

❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦t❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡ t❤❛t ✐s ❞✐r❡❝t❧②
✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❤❛s t♦ ❜❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛②s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ Pr✐s♠❙P❊❈❚ ❬♣r✐❪✱ ❛♥❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✺✳❛✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t ❳✲r❛② ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ✉♣ t♦ ✶ ❦❡❱ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
♣❡❛❦ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✵✵ ❛♥❞ ✹✵✵ ❡❱✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ st♦♣ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛②s ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❛❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❧♦✇ ✐♦♥s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❛ t❤✐♥ ❣♦❧❞ ❢♦✐❧ ✇❛s ♠♦✉♥t❡❞ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r ❛♣❡rt✉r❡✱ ♦♥ t❤❡ ✐♦♥ ❛①✐s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢♦✐❧ t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤❡ ❳✲r❛② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢♦✐❧ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❋✐❧t❡r ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❬✜❧❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♦♥ ♦✉t♣✉t ❡♥❡r❣② ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❚❘■▼✳ ❆ ✻✺✵ ♥♠ ❢♦✐❧ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛
✶✳✸ ♠❣✴❝♠2 ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❛s ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✷✺✳❜✮✳ ●♦❧❞ ❢♦✐❧s ✇✐t❤
❛ ✻✺✵ ♥♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ❛ ✸✵ ♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♣❡rt✉r❡✱
✇❡r❡ t❤✉s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❣♦❧❞ ❢♦✐❧ ✐♥❞✉❝❡s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡
❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❣♦❧❞ ❢♦✐❧ ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s✉r❢❛❝❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦✐❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s
♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❛♥② ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡ ❚❖❋ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳
❆ ♣r♦♦❢✲♦❢✲♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ s②st❡♠✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❧t❡r ❢♦✐❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✐s♦❧❛t✐♦♥✱
✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❧❛s❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦❧❞❡r ❞❡t❡❝t♦r
✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r ❣♦❧❞ ❢♦✐❧✱ ❛t ❛ ❧❛s❡r ✐♥t❡♥s✐t② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ t❤✐s
✇♦r❦✳
❨❡t✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✭s❡❡ ✺✳✶✮ ❝❛♠♣❛✐❣♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t
❛♥ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✷✳✶ ♠❣✴❝♠2 ✐s ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢
t❤✐s ✇♦r❦✳

• ❙❤✐❡❧❞✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ❊▼P ❡♠✐ss✐♦♥

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺✿ ❛✮✿ P❧❛s♠❛ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❛s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② Pr✐s♠❙P❊❈❚✱ ❢♦r ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ ❡r❣✴❝♠2✴st❡r✴❡❱✴s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❡❱✳ ❜✮✿ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥
❝✉r✈❡ ♦❢ ❛ ✻✺✵ ♥♠ t❤✐❝❦ ❣♦❧❞ ❢♦✐❧ ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❋✐❧t❡r ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❇♦t❤ ❣r❛♣❤s
❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❛ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✵✵✵ ❡❱✳



✶✶✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❙❊❚❯P

✉♣ t♦ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r ✇❡r❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ✐s♦❧❛t❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡♣❛r❛t❡
t❤❡✐r ❡❧❡❝tr✐❝ ❣r♦✉♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r
❤♦✉s✐♥❣ ✇❛s ✐ts❡❧❢ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❤♦✉s✐♥❣✱ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❛ ♣r♦t❡❝t✐♥❣ ❋❛r❛❞❛②
❝❛❣❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐♥ ✐ts ✜rst ❤♦✉s✐♥❣ ✇❛s ✜①❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐s♦❧❛t✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ ❜❧♦❝
✭❤❛r❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲✐s♦❧❛t✐♥❣ ❚r♦✈✐❞✉r ❘© ♣❧❛st✐❝✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐ts❡❧❢ ✜①❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤♦✉s✐♥❣
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✼✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ❤❛❞ ♥♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ❛♥❞ t❤✉s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛②
t❤❛t ❦❡❡♣s ✐t ♦✉t ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❜② P❍❊▲■❳ ❜❡❛♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ♠❛❦❡s ✐t
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♥❡✇ ♦r t❤❡ ♦❧❞ ❞❡t❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
❚❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡ ✐♥ ✐ts r❡❛r s✐❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡❛✈❡ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ✶✵ ❙▼❆
❝❛❜❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝❛❜❧❡s✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ✉♣ t♦ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✢❛♥❣❡ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ❡①t❡r✐♦r✱
✇❡r❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣r♦t❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ t✉❜❡s✱ ♦♥❡ ✐♥♥❡r ♣❧❛st✐❝ t✉❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❝♦♥t❛❝t
✇✐t❤ t❤❡ ❙▼❆ ❝❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❡r ❛❧✉♠✐♥✉♠ t✉❜❡✳ ❚❤❡ t✉❜❡s ✇❡r❡ ✜①❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❛r ♦❢
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ str❡t❝❤❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ✢❛♥❣❡✱ ✐✳❡ ♦✈❡r ✻✵ ❝♠✳ ❚❤❡ ✢❛♥❣❡ ✐ts❡❧❢ ✇❛s s♣❡❝✐❛❧❧②
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■t ✐s ❛ ❈❋✼✸ ✢❛♥❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✶✵ ❙▼❆ ✈❛❝✉✉♠
❢❡❡❞t❤r♦✉❣❤s ❛r❡ ✜①❡❞ ✐♥ ❛ ♣❧❛st✐❝ ❜❧♦❝ ✭❛❧s♦ ❚r♦✈✐❞✉r ❘©✮✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✻✳
■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❝❤❛♠❜❡r✳ ❚❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❊▼P s✐❣♥❛❧s ✐♥t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ✇❛s t❤✉s
♠✐♥✐♠✐③❡❞✱ ❜❡ ✐t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❤♦✉s✐♥❣✱ t❤❡ ❙▼❆ ❝❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❢❡❡❞t❤r♦✉❣❤s ♦r ❛♥②
♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻✿ ❈❋✼✸ ✈❛❝✉✉♠ ✢❛♥❣❡✱ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✻ ♠♠✲t❤✐❝❦ ✐s♦❧❛t✐♥❣ ❚r♦✈✐❞✉r ❜❧♦❝ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ✶✵ ❙▼❆ ✈❛❝✉✉♠ ❢❡❡❞t❤r♦✉❣❤s ❛r❡ ✜①❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ s✐❞❡✱ t❤❡ ❙▼❆ ❝❛❜❧❡s ❛r❡ ❡♥❝❧♦s❡❞
✐♥ ❛ ♣❧❛st✐❝ t✉❜❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐ts❡❧❢ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ t✉❜❡✳

✹✳✷✳✹ ❙✉♠♠❛r②

❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ s❡t✉♣ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✱ t❤❡ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞
t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ s②st❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐s
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ✐ts ❣❧♦❜❛❧✐t② ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❡❝❛♣✐t✉❧❛t❡❞✳

• P❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s✱ ❜♦t❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦✉❜❧❡❞✱ ❢❡❛t✉r❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♦❢ ✺✷✼ ♥♠ ❢♦r P❍❊▲■❳ ❛♥❞
✺✸✷ ♥♠ ❢♦r ♥❤❡❧✐①✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r ❡♥❡r❣② ✐s ✸✵ ❏ ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛s❡r✲♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✼ ♥s
❛t ❋❲❍▼✳ ❇♦t❤ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ❛r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝②✲
♠❛t❝❤❡❞ ❧❡♥s❡s ❛♥❞ ❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧② s♠♦♦t❤❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❘PP✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❧❛s❡r ❢♦❝✉s✲s♣♦t
❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ ✶ ♠♠✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ✐s ❛ ❣r❛♣❤✐t❡ ❢♦✐❧ ♦❢ ✵✳✺ µ♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ✶✳✽✹ ❣✴❝♠3

❞❡♥s✐t②✱ ✐✳❡ ❛r♦✉♥❞ ✶✵✵ µ❣✴❝♠2 ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤✐s t❛r❣❡t ❜❡❝♦♠❡s ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❛t ❛ t✐♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✻✲✼ ♥s ❛❢t❡r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ■t r❡❛❝❤❡s ♠❛①✐♠❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵20 ❛♥❞ ✶✵21 ❝♠−3 ❛♥❞ ❛
♠❛①✐♠❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✷✵✵ ❡❱✱ ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞s ♦✈❡r ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s



✹✳✷✳ ❙❊❚❯P ❋❖❘ ▼❊❆❙❯❘❊▼❊◆❚❙ ❆❚ ❙❚❖PP■◆● ▼❆❳■▼❯▼ ✶✶✼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼✿ ❱✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇✐t❤ ✐ts ❞❡❞✐❝❛t❡❞ s❝r❡❡♥✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❤♦✉s✐♥❣ ✐s
♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐s♦❧❛t✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ ❜❧♦❝ ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐ts❡❧❢ ✜①❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ❤♦✉s✐♥❣ t❤❛t
❛❝ts ❛s ❛ ❋❛r❛❞❛② ❝❛❣❡✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐❞ ♦❢ t❤❡ ❋❛r❛❞❛② ❝❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❣♦❧❞ ✜❧t❡r ❢♦✐❧ ✐s ♠♦✉♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❙▼❆ ❝❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❛♣❡rt✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❋❛r❛❞❛② ❝❛❣❡ ❡♥❛❜❧❡ t♦ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ ♦❧❞❡r ❞❡t❡❝t♦r✱
✇❤♦s❡ ❙▼❆ ❝♦♥♥❡❝t♦rs ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐❞❡✱ ❝♦♥tr❛r✐❧② t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡t❡❝t♦r ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡
❝♦♥♥❡❝t♦rs ❛r❡ ♦♥ t❤❡ r❡❛r s✐❞❡✳ ❚❤❡s❡ ❛♣❡rt✉r❡s ❛r❡ s❡❛❧❡❞ ✇✐t❤ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ✜❧♠ ✐❢ t❤❡ ♥❡✇
❞❡t❡❝t♦r ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳

❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢❡❛t✉r❡s tr❛♥s✈❡rs❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② r❡❛❝❤✐♥❣ 30%
♦✈❡r ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ ✻✵✵ µ♠✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡✳
❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②
❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❛t ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✸✺✺ ♥♠ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✲tr✐♣❧❡❞ ❜❡❛♠✱ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ✵✳✺ ♥s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐♥ ✷ ♥s st❡♣s ✐♥ ❛ ✻ ♥s t✐♠❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛
❡♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❜r♦❛❞ ❳✲r❛② s♣❡❝tr✉♠ ✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ✉♣ t♦ ✽✵✵ ❡❱✳

• ■♦♥✲❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ❛t ❛ ❜✉♥❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✸✻✳✶✸✻ ▼❍③
✭♦♥❡ ❜✉♥❝❤ ❡✈❡r② ✷✼✳✻✼✸ ♥s✮✱ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✸ ♥s ❛t ❋❲❍▼ ❛♥❞ ❛t ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢
✸✳✻ ▼❡❱✴✉✳ ❆t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵ ❝♠ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❛ ❢❡✇ ❝❡♥t✐♠❡t❡rs ❜r♦❛❞✱ ✐s ✜❧t❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♣✐♥❤♦❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝✉ts ✐ts
❞✐❛♠❡t❡r ❞♦✇♥ t♦ ✺✵✵ µ♠✳ ❚❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧ ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t ❛❜♦✉t ✶✵ ♠♠ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳ ■t ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡ ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✹✻ µ♠ ❛♥❞ ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✳✽✹ ❣✴❝♠3✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ❝❧♦s❡ t♦ ✽✺✵✵ µ❣✴❝♠2✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❢♦✐❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s
♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥❤❡❧✐① ❜❡❛♠ t♦ ❛✈♦✐❞ ✐ts ❤❡❛t✐♥❣ ❜② t❤❡ ❧❛s❡r✳
❚❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧✱ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❜❡❛♠ ✐s s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ❛ ♠❡❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺
▼❡❱✴✉✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥❡r❣② ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✶✾% ❛t ❋❲❍▼ ❛♥❞ ❛♥
❛♥❣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✲✸ ❛♥❞ ✸◦✳ ❆❢t❡r ❛ ✶✵ ♠♠ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞
❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ✇❤❡r❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts ♦✇♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✱ ✐t ✐s ✻✼✵ µ♠
✇✐❞❡ ❛t ❋❲❍▼✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s t❤✉s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛s♠❛ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s tr❛♥s✈❡rs❛❧
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✉♣ t♦ ✸✵%✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❚❖❋ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ✶✺✵
♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❜❡❛♠ ✐♦♥s✳ ❆t ♣❧❛s♠❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s
❛r❡ st✐❧❧ ✸ ♥s ✇✐❞❡ ❛t ❋❲❍▼ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② str❛❣❣❧✐♥❣✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦♥❧② ✶✵ ♠♠
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ t❤❡ ✐♦♥s ✉♥❞❡r❣♦ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❝❧♦s❡
t♦ ✶✶%✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t t❤❡ ❜❡❛♠ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ❡♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ✷✻% ❛t
❋❲❍▼ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ✉♣ t♦ ✹◦ ✭❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s♦❧✐❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
t❛r❣❡t✮✳ ❚❤❡ ✐♦♥s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ♦✈❡r ❛ ✺✵✳✺ ❝♠ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ✉♣ t♦ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❈❱❉✲
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❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❛t t❤❡② r❡❛❝❤ ✐♥ ✺✸ ♥s✳ ❆ ❢❡✇ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s✉r❢❛❝❡✱
t❤❡ ✐♦♥s ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✵✳✻✺ µ♠ t❤✐❝❦ ❣♦❧❞ ❢♦✐❧✱ ❛✐♠❡❞ ❛t st♦♣♣✐♥❣ ❛ ♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❳✲r❛②s ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❧♦s❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ♦❢
✹✵%✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡② ✐♠♣✐♥❣❡ ♦♥ t❤❡ ✵✳✶✺ µ♠ t❤✐❝❦ ♠❡t❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❛②❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❧♦s❡
❛❣❛✐♥ ✶✸% ♦❢ t❤❡✐r ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇❤❡♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ✐ts❡❧❢ ✐s
t❤✉s ✷✸✽ ❦❡❱✴✉✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♦♥ r❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✶✳✻ µ♠✳ ❲❤❡♥ ❛rr✐✈✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❡ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ❤❛✈❡ ❛ ✺ ♥s t❡♠♣♦r❛❧ ✇✐❞t❤ ❛t ❋❲❍▼✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤✉s
✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ✷ ♥s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳

• ❉❡t❡❝t♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✶✵ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ s❛♠♣❧❡s✱
❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ✼✳✷ ♠♠×✷✳✸ ♠♠ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✶✸
µ♠ ❞✐❛♠♦♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞❡t❡❝t♦r t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ✸✳✷✶ ♥s ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✺✵ Ω ❜r♦❛❞❜❛♥❞ t❡♥s✐♦♥ ❛♠♣❧✐✜❡rs✳ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
❜✉♥❝❤ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛♣♣❡❛r❡❞ ♥♦t t♦ ❜❡ ❝r✐t✐❝❛❧✳
❚❤❡ t♦t❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✶✻✻ ♠♠2 ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❣✐st❡r ✶✼% ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♦♥s✳
❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ✇❛② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ✐t ♦✉t ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②
♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❜② P❍❊▲■❳ ❜❡❛♠✱ ✐ts ✉♣♣❡r ❡❞❣❡ ❧②✐♥❣ ✷ ❝♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠✳
❚❤❡ s❡t✉♣ ❡♥❛❜❧❡s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✻✵ ❦❡❱✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❤❛s ❛ t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✵✵✲✷✺✵ ♣s✳
❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡ts✱ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❣♦❧❞ ✜❧t❡r ❢♦✐❧s ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t
t❤❡ ❚❛r❣❡t ▲❛❜♦r❛t♦r② ♦❢ ●❙■✳ ❚❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ s❡t✉♣ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❚❛r❣❡t ▲❛❜♦r❛t♦r② ♦❢ ❚❯❉✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s②st❡♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛t
●❙■✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽✿ ❋✐♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳

• ❘❡❝❛♣ t❛❜❧❡

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❛t ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ♠❡❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✷✳✹✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♥❡❛r❜② ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ✵✳✼ ▼❡❱✴✉ ❛♥❞ ✵✳✸ ▼❡❱✴✉✳ ❚❤✐s
❡♥❛❜❧❡s t♦ ❞✐s❝❡r♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ●❊❆◆❚✹ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r
❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ❡♥❡r❣② ✐♥t❡r✈❛❧s✳
❊✈❡♥ ✐❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ✵✳✼ ▼❡❱✴✉ ❛♥❞ ✵✳✸ ▼❡❱✴✉ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜r✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳
▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ✵✳✸ ▼❡❱✴✉ ♦r ❜❡❧♦✇ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞
❡♥❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❆t t❤❡s❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱
t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♣♦ss✐❜❧② ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡
✈❛❧✉❡✮✱ ❛♥❞ ♣❧❛s♠❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣❧❛② ❛♥ ❡✈❡♥
♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s❤❡❧❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♦❢
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t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❜❡❝♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤✐s ❧♦✇ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥
t❤✐s ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✷✺ ❦❡❱ ❛♥❞ ❧❡ss✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ❧♦st ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡ st♦♣✲
♣✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❨❡t✱ t❤❡ str♦♥❣ ❡♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✈❡r② s❤♦rt ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥
r❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐❛♠♦♥❞ ❜❡❧♦✇ ✶ µ♠ ♠❛② ❜❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳

❆♥②✇❛②✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ ✈❛r✐♦✉s ✐♦♥ s♣❡❝✐❡s✳ ▼❛✐♥❧② t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❢♦✐❧ ❤❛✈❡ t❤❡♥ t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞✳

■♦♥ ❡♥❡r❣② ✸✳✻ ▼❡❱✴✉ ✵✳✼ ▼❡❱✴✉ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ✵✳✸ ▼❡❱✴✉
❚❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧ ✲ ✹✹✳✶ µ♠ ✹✻ µ♠ ✹✼✳✽ µ♠
❊♥❡r❣② ✐♥t❡r✈❛❧ ❛❢t❡r ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧ ✵✳✵✵✶% ✶✵✳✻% ✶✼% ✸✸✳✹%
❇❡❛♠ ✇✐❞t❤ ✭❋❲❍▼✮ ♦♥ P❚ ✵ ✹✾✵ µ♠ ✻✼✵ µ♠ ✼✼✵ µ♠
❊♥❡r❣② ❧♦st ✐♥ P❚ ✶% ✼% ✶✶% ✶✾%
❊♥❡r❣② ✐♥t❡r✈❛❧ ❛❢t❡r P❚ ✵ ✶✹✳✶% ✷✺✳✾% ✼✵✳✸%
❊♥❡r❣② ❧♦st ✐♥ ❣♦❧❞ ❢♦✐❧ ✵ ✷✼✳✹% ✸✽✳✹% ✺✵✳✽%
❇❡❛♠ ✇✐❞t❤ ✭❋❲❍▼✮ ♦♥ ❞✐❛♠♦♥❞ ✻ ♠♠ ✸✸ ♠♠ ✸✼✳✷ ♠♠ ✹✶✳✶ ♠♠
P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♦♥s ♦♥ ❞❡t❡❝t♦r ✶✵✵% ✷✾✳✷% ✷✷✳✽% ✶✾✳✸%
❊♥❡r❣② ❧♦st ✐♥ ♠❡t❛❧✐③❛t✐♦♥ ✵✳✽% ✽✳✺% ✶✸✳✶% ✷✻✳✶%
❋✐♥❛❧ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✸✹✸✵ ❦❡❱✴✉ ✹✸✷ ❦❡❱✴✉ ✷✸✽ ❦❡❱✴✉ ✼✺✳✹ ❦❡❱✴✉
❘❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐❛♠♦♥❞ ✷✺ µ♠ ✷✳✹ µ♠ ✶✳✻ µ♠ ✵✳✼µ♠
❚❖❋ ✐❢ ✵✳✺ ♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✶✼✳✼ ♥s ✹✵✳✶ ♥s ✹✼✳✺ ♥s ✻✶✳✸ ♥s
❊♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✵✳✺ ♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✶✷✶✵ ❦❡❱ ✶✵✵✳✽ ❦❡❱ ✻✵ ❦❡❱ ✷✺✳✷ ❦❡❱
❖✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✭❋❲❍▼✮ ❛t ✸✻ ▼❍③ ✲ ✻✳✻✵ ♠ ✸✳✼✹ ♠ ✶✳✹✼ ♠
❖✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✭❋❲❍▼✮ ❛t ✶✵✽ ▼❍③ ✲ ✶✳✽✾ ♠ ✶✳✶✹ ♠ ✵✳✺✷ ♠

❆❧❧ t❤❡ ♥❡✇ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤✐s s❡t✉♣✱ ✐✳❡✿ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ s❡t✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❤❡❧✐① t❛r❣❡t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐❛♠♦♥❞
❛♥❞ ♦❢ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛s♠❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ s②st❡♠✱ ✇❡r❡ t❡st❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥s✱
❣✐✈✐♥❣ ♣r♦♦❢s✲♦❢✲♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❨❡t t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts ❝♦✉❧❞
❜❡ t❡st❡❞ ♠♦st❧② ♦♥❧② s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❡t✉♣ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❡st❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✜rst
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ ✇❤❡r❡ ❛ s②st❡♠ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇❛s r❡q✉✐r❡❞✳
❚❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝❛♠♣❛✐❣♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ s❡t✉♣ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥ t❤❛t ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇
s❡t✉♣✱ ❛♥❞ ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
■♥ ✺✳✶✱ t❤❡ ♠♦❞✉s ♦♣❡r❛♥❞✐ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐ss✉❡s✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❞❛t❛✲❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡
❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ✺✳✸✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✺✳✶ ❋✐rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥

✺✳✶✳✶ ❆❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❇❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ t❛r❣❡t s②st❡♠ ✐s ♣r❡♣❛r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t st❛❣❡
s❤♦✇♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✻✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t
✇❛s ②❡t ♠♦❞✐✜❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡
♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ t❛r❣❡ts ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t✇♦ ❈❈❉
❝❛♠❡r❛s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❜♦t❤ t❛r❣❡ts ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛s❡r ♣♦✐♥t❡r✳ ❚❤❡ ✐♦♥
❜❡❛♠ ✐s t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❛t ❛ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✶ ♠♠ ❢r♦♠ ✐ts ❡❞❣❡ ♦♥
t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♥❤❡❧✐① ❜❡❛♠✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t
❢♦✐❧✳
❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t st❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡
❝❤❛♠❜❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉♠♣❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ✶✵−5 ♠❇❛r✱ t❤❡ st❛❣❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦✇ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❚❤❡ st❛❣❡ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ✜①❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧✳ ❚❤❡ ♥❡①t
st❡♣ ✐s t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡
♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♣❛♣❡r ✜①❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ❛♥❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ✐♥
❛ ♥♦♥✲❛♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞✉s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✐s ♠❛r❦❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣❛♣❡r
❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❛♥❞ ♥❤❡❧✐① ❜❡❛♠s ❛r❡ ♦✈❡r❧❛✐❞ ❛♥❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ♦♥ t❤❡
t❤❡r♠❛❧✲♣❛♣❡r s✉r❢❛❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t st❛❣❡ ✐s ♠♦✈❡❞ ❜❛❝❦ ❛t ✐ts ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡
t❤r❡❡ ❜❡❛♠s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ❛ ♣✐♥❤♦❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t✱ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠
❤❛s t♦ ❜❡ r❡✲❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ ❛ ✜♥❡r ✇❛② ❛ ❢❡✇ ♠✐♥✉t❡s ❜❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ s❤♦t✳ ❚❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❤❛s ✐♥❞❡❡❞ t♦
❜❡ ❣✉✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✶ ♠♠ ♣✐♥❤♦❧❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ❤❛s t♦ ❜❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧② ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t s❤♦rt❧② ❜❡❢♦r❡ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱
t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ✐♦♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐✳❡ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✐s t❤✉s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

✶✷✶
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ◆❡✇ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ❜② ✜①✐♥❣
t❤❡ ❢♦✐❧ ♦✈❡r ❛ ✶ ♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r ♠❡t❛❧ ♣✐♥❤♦❧❡✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s②st❡♠ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥s
♦❢ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❤♦t ♣❧❛s♠❛✱ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐ss✉❡s ❛♣♣❡❛r❡❞ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❧❛s❡r✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛ s②s✲
t❡♠❛t✐❝ ✇❛② ❛♥❞ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥✱
t❤❡ s❡t✉♣ ✇❛s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞❛t❛ ✇❡r❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❛r❡ r❡❧❛✲
t✐✈❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✺✳✷✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❝r✐t✐❝❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r❡❝✐s✐♦♥ st✐❧❧ ❛❧❧♦✇s t♦ t❡st t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r t❤❡♦r✐❡s✳

✺✳✶✳✷ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❊✈❡♥ ✐❢ ❞✐✈❡rs❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣r❡❧✐♠✐✲
♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ s❡t✉♣ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜❡❢♦r❡
t❤✐s ✜rst ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r②
❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ❢♦✐❧✳

❉❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t

■t ❛♣♣❡❛r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧ ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡str♦②❡❞✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ P❍❊▲■❳
❜❡❛♠ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s t❤✉s t♦ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛t ❡❛❝❤ s❤♦t✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ♥❡✇ s❡t✉♣ ♦❢
t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣
❢♦✐❧ ❧❡ss ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ P❍❊▲■❳ ❜❡❛♠✱ ❛♥❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣
❢♦✐❧s ✐♥ t❤❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜①✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ♣✐❡❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❜❡❤✐♥❞ ❛ ✶
♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣✐♥❤♦❧❡✱ ❨❡t✱ t❤✐s st✐❧❧ ❞✐❞ ♥♦t ♣r❡✈❡♥t t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❛r❣❡t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✈❛r✐♦✉s ❢♦✐❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❧✐❦❡❧② t♦ ❝❛✉s❡
❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❚❖❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ t❛r❣❡ts ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✺✳✷✳✸✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② r❡♠❛✐♥s st❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
♦♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢♦✐❧s ❧✐❡s t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦r❡ ✐♥ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
❞✐✣❝✉❧t ❢♦r t❤❡ ✹✵✲✺✵ µ♠ t❤✐❝❦♥❡ss r❛♥❣❡✱ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡✐r ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜② r♦❧❧✐♥❣✳
❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❢♦✐❧s ✇❡r❡ ♣❛rt❧② ❛❜❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛s♠❛✲❡♠✐tt❡❞ ❳✲r❛②s✱ ✐t ✐s ❤✐❣❤❧② ♣r♦❜❛❜❧❡ t❤❛t
t❤❡② ✇❡r❡ ♠❛✐♥❧② ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② t❤❡ P❍❊▲■❳ ❧❛s❡r ❜❡❛♠✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✱ ♦♥ ❛
♣❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛✳
❲❤✐❧❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ♣❧❛s♠❛s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r✲
❣❡t✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❛♥❞ ♥❤❡❧✐① ❤❡❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱
❛♥♦t❤❡r ✏s❡❝♦♥❞❛r②✑ ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s s♣♦t ♦❢ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❜❡❛♠✳ ❉✉❡ t♦
t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❘PP ✉s❡❞ t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❧❛s❡r ❜❡❛♠✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ▲❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡✿ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❛♥❞ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ❜❡❢♦r❡ ❛ s❤♦t✱ ✇✐t❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜❡❛♠s✳ ❘✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡✿ ♣❧❛s♠❛ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ s❤♦t ❛s r❡❣✐st❡r❡❞ ♦✈❡r ❛ ✸✵
s t✐♠❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✺✸✷ ♥♠✲♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✳

✐♥t❡♥s✐t② s♣✐❦❡ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❢♦❝✉s ♣r♦✜❧❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳ ❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ✐s
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞❡❞✱ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡♥s❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❜❡❛♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ tr❛✈❡rs❡
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ t♦ ✐rr❛❞✐❛t❡ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦✐❧ s✉r❢❛❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❋♦❝✉s✲s♣♦t ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❧❛s❡r ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❤♦t s♣♦t ❝❛♥ ❜❡
✇❡❧❧✲r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✱ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❛ s♣✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛s❡r✲❢♦❝✉s ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✳

◆♦t ♦♥❧② ❞✐❞ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ♣r♦❜❛❜❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛❜❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇❡❞✱ ❛s ✐t r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② s♠❛❧❧ ♣✐❡❝❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦✐❧s✱
t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
♣✐♥❤♦❧❡✱ ✐t ❧❡❞ t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧②
s♠❛❧❧ ✐♦♥✲s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
✐♦♥✲s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥ t❤❡ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❛❧s♦ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦r ❜❛rs✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t
♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ✐t st✐❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❛ ♥❡①t ❝❛♠♣❛✐❣♥ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❢♦✐❧ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r t♦
♦❜t❛✐♥ ❧❛r❣❡r✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ s✐❣♥❛❧s✳

❋✐❧t❡r ❢♦✐❧

❆s ❢♦r t❤❡ ❣♦❧❞ ❢♦✐❧ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✐t ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❡✣❝✐❡♥t❧② s❝r❡❡♥ t❤❡ ❳✲r❛②s
❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❍❡♥❝❡✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s❤♦ts ✇❡r❡ ♥♦t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐❣♥❛❧s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ❜② t❤❡ P❍❊▲■❳ ❧❛s❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❡st❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❜❡❛♠ t✐♠❡s✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❧❛r❣❡ ❛r❡❛ ✭✸✵ ♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r✮ ❛♥❞ s♠❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ✭✵✳✻✺ µ♠✮✱ t❤❡ ✜❧t❡r ❢♦✐❧s ❛r❡
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❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡♥s❡ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦r ♣❧❛s♠❛ ❞❡❜r✐s✳ ■t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❢♦✐❧ ✇❛s ✐♥❞❡❡❞ ❞❛♠❛❣❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ s❤♦t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❞❡ ✐t ✐♥❡✣❝✐❡♥t ✐♥ s❝r❡❡♥✐♥❣ t❤❡ ❳✲r❛②s ✐♥
t❤❡ ♥❡①t s❤♦t✳ ❊✈❡♥ s♦♠❡ ❢♦✐❧s t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ❢❡❛t✉r❡ ❛♥② ✈✐s✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❛t
t❤❡✐r ✜rst ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✳ ❱❛r✐♦✉s ❢♦✐❧s t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ✜❧t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ✇❛s ✈❡r② ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦✐❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ♥❛t✉r❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
t❤❛t ❛r❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ✸✵ ♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ✵✳✻✺
µ♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✭✶✳✸ ♠❣✴❝♠2✮ ❣♦❧❞ ❢♦✐❧ ❛♥❞ t✇♦ ✷✵✵ µ❣✴❝♠2 ❝❛r❜♦♥ ❢♦✐❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐❛♠❡t❡r
✇♦r❦❡❞ ♦✉t ❛s t❤❡ ❜❡st ✜❧t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤r❡❡❢♦❧❞✲❧❛②❡r❡❞ ✜❧t❡r✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ t♦t❛❧ ❛r❡❛❧
❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✳✼ ♠❣✴❝♠2✱ ✇❛s ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ ❳✲r❛②s✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♦♥
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❜✉t ♠♦st❧② s✉✣❝✐❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❆ s✐♠✐❧❛r
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❆❢t❡r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❝❤✐❡✢② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✜❧t❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛ ♠♦r❡ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✜rst ❡♥❡r❣②✲❧♦ss
r❡s✉❧ts✱ t❤✐s ❝❛♠♣❛✐❣♥ t❤✉s ❡♥❛❜❧❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ s❡t✉♣ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❇❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❣❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✜rst ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣ ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❛ ❢✉t✉r❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✜✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❤♦ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r t❤❡s❡ s❤♦ts✱ t❤❡
❳✲r❛② s✐❣♥❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠✐t✐❣❛t❡❞ t♦ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤ ✭s❡❡ ✹✳✷✳✸✮✳
■♥ t❤❡ ♠♦st s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② s✐❣♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s r❡❞✉❝❡❞ ❞♦✇♥
t♦ ✷✵ ♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✺✮✳
❚❤❡ ❧❛s❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜✈❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ s❤♦ts✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❝❛❧♦r✐♠❡t❡rs✱ ❛r❡
❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❛♥❞ ♥❤❡❧✐① ❡♥❡r❣✐❡s
❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ❛r♦✉♥❞ ✸✶✲✸✷ ❏✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❜❡❛♠ ✐s ♠♦r❡ ✢✉❝t✉✲
❛t✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ✇❤② t❤❡ ❳✲r❛② s✐❣♥❛❧s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✈❛r② ❢r♦♠ s❤♦t t♦ s❤♦t✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❘❆▲❊❋✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✈❛r② ✐❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧❛s❡r ❡♥❡r❣② ❢❡❛t✉r❡s ❛ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵%✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ s❤♦t ✶✷ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ❝❛r❡✱ ❛s
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ P❍❊▲■❳ ❜❡❛♠ ❡♥❡r❣②✳

P❤❡❧✐① ◆❤❡❧✐①
❙❤♦t ✶✷ ✶✵ ❏ ✸✸ ❏
❙❤♦t ✶✸ ✸✷ ❏ ✸✸ ❏
❙❤♦t ✶✻ ✸✽ ❏ ✸✶ ❏
❙❤♦t ✶✾ ✹✸ ❏ ✸✵ ❏
❙❤♦t ✷✵ ✸✸ ❏ ✸✷ ❏
▼❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✸✶✳✽✻ ❏ ✸✶✳✹✸ ❏
❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✶✶✳✷✺ ❏ ✶✳✺✶ ❏

■♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜✈❡ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ s❤♦ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

✺✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

▼❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧s

❋♦r ❡❛❝❤ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ ♣❧❛s♠❛✱ t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ■♥ ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡♠✱ ❛♥ ✐♦♥ ♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤ ✐s r❡❣✐st❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ❢❛st ❞✐❣✐t❛❧ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡



✺✳✷✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙ ✶✷✺

✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✐s r❡❣✐st❡r❡❞ ❛❢t❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❞ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳
❚❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✱ ❛s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✳
❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❚❤✐r❞✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✳
❆ ❢♦✉rt❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❛❧♦♥❡ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ✐♦♥
❡♥❡r❣② ♣r♦❜✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ✇❛s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡str♦②❡❞ ✐♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡❣✐st❡r❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ❛s ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ❚❘■▼
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤✉s t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ✐♦♥
❡♥❡r❣② ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳
❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❝❤♦♣♣❡r ♠❛❣♥❡t✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤ ✇❛s ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ✸✵ µs✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
❛r❡ t❤❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣❛rt ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❧❛s❡r✲tr✐❣❣❡r ♣♦✐♥t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ q✉✐❝❦❧② ❡①♣❛♥❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ r❡❣✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t
✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ♣❧❛s♠❛ ♦r ❜② r❡s✐❞✉❛❧ ❣❛s ❛♥②♠♦r❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❝♦✈❡rs t❤❡ ✇❤♦❧❡ t✐♠❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦✲
❜✉♥❝❤✱ t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ st❛t❡ ❛t ❛ ❞❡✜♥❡❞ ♣♦✐♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t♦ ✈❛❝✉✉♠
❛❢t❡r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❣❛s ❤❛✈❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss
❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❆s t❤❡ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ✸✻ ▼❍③✱
❡❛❝❤ ♠❛❝r♦✲♣✉❧s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✿ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✱ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❜♦✉t
✶✺✵✵ ✐♦♥ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ✜①❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✸✻ ▼❍③ ♣✉❧s❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ ❯◆■▲❆❈ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✐s ❛❧s♦ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❣✐st❡r❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥
t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤✐s ✸✻ ▼❍③ s✐❣♥❛❧ ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❜❡ ❛❧♠♦st ✐♥ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤❡s
✐♥ ✈❛❝✉✉♠✱ ❜✉t t❤✐s ✇❛s ♦♥❧② ❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳
■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✱ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡❣✐st❡r❡❞ ❞❡t❡❝t♦r ❞❛t❛ ✐s s❤♦✇♥✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ♦♥❡
❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r ❞❛t❛ r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✇✐t❤ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ ✈❛❝✉✉♠
❛♥❞ t❤❡ ✸✻ ▼❍③ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❋♦r t❤✐s s❤♦t✱ t❤❡ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
str♦♥❣❧② s❛t✉r❛t❡❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❢♦r ❛ t✐♠❡ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ✶✵✵ ♥s✱ ❛♥❞ ♥♦ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦✉❧❞ t❤✉s
❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❤❡r❡ ❛s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♦♥ ❜✉♥❝❤ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❧✐❡s
❛t t≈ ✺✵ ♥s✳

◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❆♥ ❛♣♣❛r❡♥t t✐♠❡ s❤✐❢t ♦❢ ✼✲✽ ♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧s
✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ s❧♦✇✐♥❣✲❞♦✇♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✐♦♥s ❛t ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✸✳✻ ▼❡❱✴✉ t❤r♦✉❣❤
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❜♦t❤ t❛r❣❡ts r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ t✐♠❡ s❤✐❢t ❝❧♦s❡ t♦ ✸✺ ♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥
♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤❡s ♦❢ ✷✼✳✻ ♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t✐♠❡ ❞❡❧❛② t❤❛t ✐s s❡❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s✐❣♥❛❧s ✐s
✼ ✰ ✷✼✳✻ ♥s✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t✐♠❡ s❤✐❢t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❞♦✇♥ t♦
✵✳✺ ▼❡❱✴✉✱ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧❧② t♦ s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
t❛r❣❡t ✐s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❧❞ t❛r❣❡ts ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ❜r♦❛❞❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② str❛❣❣❧✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❞❛t❛ s✐❣♥❛❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✐♦♥ s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✳
❲✐t❤ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ❤❡❛t❡❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ③❡r♦
t✐♠❡✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦t ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♦♥s st✐❧❧ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧❞ t❛r❣❡ts✳ ❚❤❡♥✱ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ③❡r♦ t✐♠❡✱ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s st❛rt ✐rr❛❞✐❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
❆s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ ❛s ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❚❤✐s ♣✉❧s❡ ❧❛sts ❢♦r ❛❜♦✉t ✶✺✵ ♥s✱ ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤ ❢♦r ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❜✉♥❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ❛ t✐♠❡
♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺✵ ♥s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♦♥ ❚❖❋✱ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❜✉♥❝❤ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ❧✐❡s✳ ❇✉t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❜s❡♥t ❞✉❡ t♦ ❞❡t❡❝t♦r
s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r str♦♥❣❧② ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ s❤♦t
t♦ s❤♦t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❧❛s❡r ❡♥❡r❣✐❡s✱ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ❛♥❞
♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❢♦✐❧ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ■♥ ♠♦st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡
s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❳✲r❛②s ✇❛s ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ ❜✉t ♦❢t❡♥
❡①t❡♥❞❡❞ ♦✈❡r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵ ♥s ❛❢t❡r ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❛♥❛❧②s✐s✳

❆t ❛ t✐♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵✵✲✶✺✵ ♥s ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ♥♦t s❛t✉r❛t❡❞ ❛♥②♠♦r❡
❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ❨❡t ❛t t❤❡s❡ t✐♠❡s✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡
✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♥♦ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② P❍❊▲■❳
♣❧❛s♠❛ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ✐♦♥ ♣❛t❤ ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s ✐❢ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢
≈ ✶✵✵ µ♠✴♥s ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✼✮✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞❛r② ♣❧❛s♠❛ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t②
❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s✳ ❇✉t ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
✐♥ t❤❡ ✜rst ✶✵ ♥s✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳
❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② P❍❊▲■❳ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❝❧❡❛r
❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳
●❧♦❜❛❧❧②✱ t❤❡ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐♥❞❡❡❞ r❡♠❛✐♥s q✉✐t❡ st❛❜❧❡ ❢♦r ❛ t✐♠❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s✱
❛s t❤❡ t✐♠❡s ♦❢ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ❛❢t❡r t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t r❡♠❛✐♥ st❛❜❧❡ ✐♥
r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉❣❣❡sts
t❤❛t t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❜❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛s♠❛✲❡♠✐tt❡❞ ❳✲r❛②s✱
❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t✱
❤❡❛t❡❞ t♦ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❡❱ ❛t ♠♦st✱ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts
❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s s❡❡♠s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ✐s ♥❡✐t❤❡r ❞❡str♦②❡❞ ❜② t❤❡
♣❧❛s♠❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✱ ♥♦r ❜② t❤❡ P❍❊▲■❳ ❜❡❛♠ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ✐ts s✉r❢❛❝❡✱ ❜✉t ❜② t❤❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❜② ♣❧❛s♠❛s✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ❤❛✈❡
♦❝❝✉rr❡❞✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ✜rst t❡♥ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ◆❡✐t❤❡r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ♥♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡♥❡r❣②
❧♦ss ❤❛✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡❡♥ ❛✛❡❝t❡❞✳
❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤✱ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮ ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭✐♥
❜❧✉❡✮✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ♥♦ ♠❛tt❡r ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♦♥ ♣❛t❤ ❛♥②♠♦r❡✳
❚❤❡r❡✇✐t❤✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
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✺✳✷✳✷ ❉❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s

◆♦✇✱ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ ♠❛①✐♠❛ t♦ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦rs✳

❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢
❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤ ✐♥ ♣❧❛s♠❛✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ✐♦♥s ✢②✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ♥♦ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✳ ❙♦ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡
✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✱ ❢♦r
❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤✳
❚❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ❛❝t✉❛❧❧② ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡s ♦❢ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢
t❤❡ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s t❤❛t ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
●❛✉ss✐❛♥ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤ t❡♠♣♦r❛❧ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❬❋r❛✶✶❪✳ ❨❡t
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛s ♦♥❧② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ t✐♠❡ s❤✐❢t
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞❡t❡r♠✐♥❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ✐s s✉✣❝✐❡♥t✱
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❣r❛✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ✐♥
✈❛❝✉✉♠✳
■t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ♥♦ ✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t
✇♦✉❧❞ ✇❡❧❧ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢♦r♠ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
f ✐♥ ❡q✉✳ ✺✳✶ ❤❛s ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤
s✐❣♥❛❧s✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✲♠♦❞✐✜❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs λ✱ µ✱
σ ❛♥❞ a2✱ ✇❤❡r❡ erfc ❞❡s✐❣♥❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ③❡r♦ ❱♦❧t ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠❛② ✢✉❝t✉❛t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❡♥ ♣❛r❛s✐t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧✱ ❛ ❧✐♥❡❛r
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❞❞❡❞ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs a0 ❛♥❞ a1✳

f(t) = a0 + a1 · t+ a2 ·
λ

2
exp

(

λ

2
(2µ+ λσ2 − 2t)

)

erfc

(

µ+ λσ2 − t√
2σ

)

✭✺✳✶✮

❚❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡rr♦r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s ❛♥② ♦t❤❡r ✜t ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❛t ✇❛s t❡st❡❞✱ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ tr❡❛t t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❡ ✉♥✉s✉❛❧
s✐❣♥❛❧ s❤❛♣❡ t❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣❛rt✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇❛s ♥♦t ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞
②❡t✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ s✐❣♥❛❧ ✜tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s♣❛♥✱ ❛ ♠♦r❡ ❜❛s✐❝
♠❡t❤♦❞ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠❛①✐♠❛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ f
✐s ✉s❡❞ ❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s✳
❚❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❣r❛✈✐t② t0 ♦❢ ❛❧❧ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ✇❡r❡ t❤✉s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢
t❤❡ r❡❣✐st❡r❡❞ s✐❣♥❛❧s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✺✳✷✱ ✇❤❡r❡ a ❛♥❞ b ❛r❡ t❤❡ t✐♠❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
✐♦♥ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤ s✐❣♥❛❧ f(t)✳

t0 =

∫ b

a
t · f(t)dt
∫ b

a
f(t)dt
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■❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✺ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❤♦t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♠✐t✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡
❞✉r❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥❞❡❡❞ r❡❞✉❝❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ♦♥❧② ✷✵ ♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s ♥♦t
❤✐♥❞❡r❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
❳✲r❛②✲♣✉❧s❡ ♠✐t✐❣❛t✐♦♥✳ ▲❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ s❤♦t ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r
❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ✐♦♥ ❜✉♥❝❤ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳
❘✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡✿ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢ts ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢
❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s ✭✐♥ r❡❞ ❛♥❞ ❣r❡❡♥✮ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❣r❛✈✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✈❛❧✉❡s ✭✐♥ ❜❧✉❡✮✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ❛♥❞ t❤✉s ✐♥ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣②
❧♦ss ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✐♦♥ ❜✉♥❝❤ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❢♦r
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② t❤❡ r❡❞ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❛rs✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❛rs r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❝❡♥t❡rs ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s t❤r♦✉❣❤ ✈❛❝✉✉♠✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡
❝❡♥t❡rs ♦❢ ❣r❛✈✐t② ✐♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣❛rt ✭❡✳❣ t❤❡ ✶✵✵ ❧❛st s✐❣♥❛❧s✮✱ ❛♥❞ ❜② ❧✐♥❡❛r❧② ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♥❣
t❤❡♠ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✷✼✳✻✼✸✷ ♥s ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ♦♥❡ ❜✉♥❝❤ ✐s t❤✉s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡
❣✐✈❡♥ s✐❣♥❛❧ ✭✐♥ r❡❞ ♦r ❣r❡❡♥✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮✳ ❖♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ✐t
❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♦♥ ❜✉♥❝❤ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s❤✐❢t❡❞ ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ∆t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣②
❧♦ss ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢ts ∆t✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❝❛♥
t❤❡♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✱ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❚❖❋ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢ts ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ♦❢ t❤❡ ✶✵✵ ❧❛st ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♠❛❝r♦✲
❜✉♥❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ✈❛❝✉✉♠✳
❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤❡s ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸✵ µs ♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤ ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻✳

❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❞ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t
✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✸✽ ▼❡❱✳ ❆s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s❧♦✇✐♥❣✲
❞♦✇♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ✹✸✳✷ ▼❡❱✱ t❤❡ ✐♦♥s t❤✉s ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✺✳✸ ▼❡❱ = ✵✳✹✹ ▼❡❱✴✉ ✇❤❡♥ ❧❡❛✈✐♥❣
t❤❡ ❝♦❧❞ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡
♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ❧♦s✐♥❣ ❛❜♦✉t ✶✶% ♦❢ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ✐♥ ✐t ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❚❘■▼ ❝♦❞❡✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡
✐♦♥s ❢✉rt❤❡r ❧♦s❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r ❢♦✐❧ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r✱
♥♦ ❢✉rt❤❡r ❚❖❋ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛r✐s❡s✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳✹✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢ts ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ❜♦t❤ t❛r❣❡ts✳ ❋r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
✭❛t ❛❜♦✉t ✵ ♥s✮✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss st❛rts ✈❛r②✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t♦ ✜♥❛❧❧② r❡❛❝❤ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ■♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✭▼❡❱✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✭♥s✮✱ ♦✈❡r t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡
♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤ ♦❢ ✸✵ µs ✐♥ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤
t❛r❣❡ts✳

③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ❛❢t❡r ❛❜♦✉t ✷✵ µs✳ ■♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛rt✑✱ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
s✐❣♥❛❧s ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❡♥❡r❣②✲ ❧♦ss ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳

▲❛s❡r✲✐♦♥ t✐♠✐♥❣

❆ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞❛t❛ ✐s t❤❡ ❡①❛❝t t✐♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥
❜✉♥❝❤❡s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r♦❜❡❞
❜② t❤❡ ✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✱ t❤❡
t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤ ♣❤♦t♦✲❞✐♦❞❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧❛s❡r✲✐♦♥ ❞❡❧❛② ✐♥ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❚❖❋ ❛♥❞ ❝❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛s❡r s✐❣♥❛❧s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✐s t✐♠❡ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❧❛s❡r s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❧❛s❡r ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✭t = ✵ ♥s✮ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ✐♦♥
❜❡❛♠ ❡♥t❡rs t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡ t✐♠❡ tion ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜rst ✐♦♥ ❜✉♥❝❤ t❤❛t ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡
♣❧❛s♠❛ ♣r♦❜❡s t❤✐s ♣❧❛s♠❛ ✐s t❤✉s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

tion = tion❴det − TOFions + (∆t)cab ✭✺✳✸✮

✇❤❡r❡ tion❴det ✐s t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧ r❡❣✐st❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱
TOFions ✐s t❤❡ ❚❖❋ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❛♥❞ (∆t)cab = tcab❴det −
tcab❴las ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛❜❧❡s
❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛s❡r ✭✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❊♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t

❚❤❡ t♦t❛❧ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ t❛r❣❡ts ❜❡✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ✇❤❛t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r
t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ❛❧♦♥❡✳ ❙♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣
t❛r❣❡t ❤❛s ♥♦✇ t♦ ❜❡ s✉❜tr❛❝t❡❞✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❢♦r t✐♠❡ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❛❧♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❚❘■▼ ❝♦❞❡ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇❤❡♥ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❆s t❤❡
✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛❢t❡r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❚❖❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞
t❤❡ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ✐s ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ±✶✵%✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
❡♥❡r❣② ❜❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ±✽✵ ❦❡❱✱ ✐✳❡ ±✻✳✼ ❦❡❱✴✉✳
❚❤✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❜r✐♥❣s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡rr♦r s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ✈❛❧✉❡s✳ ❆
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❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❧❛t❡r
✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❙✐❣♥❛❧s r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t

❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s t❤✉s r❡q✉✐r❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ♥♦✇ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❛✮✿ ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧s ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡ ✇❤♦s❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✐♦♥
s✐❣♥❛❧s ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❜✮✿ ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧s ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❛❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s✳

• ❙✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡

❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✼❛✮ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛s✐t✐❝
❳✲r❛② s✐❣♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤✐❢t❡❞
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡
t❤✐s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳
❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡ ❛❧♦♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r✱
✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❳✲r❛② s✐❣♥❛❧
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ♠♦❞✐✜❡❞
●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❆s ❳✲r❛② s✐❣♥❛❧s ❝❛♥ ✈❛r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ s❤♦t t♦
s❤♦t ✐♥ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❜✉t ②❡t ❢❡❛t✉r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✱ t❤❡ ✜t ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ✉s❡❞ ✐♥ t✉r♥ t♦ ✜t t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼❛✮✳ ❚❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✐s t❤❡♥
s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧s ♣r❡❝❡❞✐♥❣
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♦♥ ❜✉♥❝❤ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ✇✐t❤ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
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❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ s❤♦t ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✳ ■❢ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝❡♥t❡rs ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❞✉❝❡❞ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ s❤♦t ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r s❤♦t✱
t❤❡ ❳✲r❛② s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡rr♦r ✐s t❛❦❡♥ ❛s
t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❞ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ❳✲r❛② s✐❣♥❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❤❡❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❛♥❞ ♥❤❡❧✐① ❧❛s❡r ❜❡❛♠s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ ✜tt❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✲
♠♦❞✐✜❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ✜t ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t t❤❡ ❳✲r❛② s✐❣♥❛❧
❢r♦♠ t❤❡ ✐♦♥✲s✐❣♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡✳

• ❙✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

❆s ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✼❜✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❳✲r❛② s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡
✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦✐s❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡r❡ ❛❧s♦✱
❛ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ♦♥
t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ✈❛❧✉❡s ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ t❤❡
s♠❛❧❧ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✜rst ✜tt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✺✳✶✱ ❛♥❞
t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ❛❧❧ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥
✺✳✷✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ s✐❣♥❛❧s ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦✐s❡ ❛r❡ s✐♠♣❧② r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡✐r ✜tt❡❞
✈❡rs✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✜t r♦✉t✐♥❡ ✐s q✉✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞
s✐❣♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❊rr♦r ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ∆t ❛r❡ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡rr♦r ❜❛rs ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳

✶✳ ❊rr♦r ♦♥ ✈❛❝✉✉♠

❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ✐♥
✈❛❝✉✉♠ ∆tvac ❝❛♥ ❝♦♠❡ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ✐♥ t❤❡
✈❛❝✉✉♠ ❞♦♠❛✐♥✱ ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❜② ♥❛t✉r❡ ❡①❛❝t r❡s✉❧ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞✱ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s t❤❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠❛①✐♠❛ ✐♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❞♦♠❛✐♥ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥
❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ✈❛❧✉❡s σvac✳

✷✳ ❊rr♦r ♦♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

❆s ✐♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣❛rt✱ t❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣❛rt ∆tint
✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠❛①✐♠❛ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❞✲♠❛tt❡r ♣❛rt σcold✳
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✸✳ ❊rr♦r ♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ∆tPT ♦❢ ±✽✵ ❦❡❱ ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ ±✵✳✹ ♥s ✐s ♣r❡s❡♥t ❢♦r
t❤❡ ♠❡❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡
♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❛♥❞ ❜② t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳

✹✳ ❊rr♦r ♦♥ ✜tt✐♥❣

❚❤✐s ❡rr♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ∆tfit ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✜tt❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❢❡❛t✉r❡ ❛♥
❡①❝❡ss✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❢♦r ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❣r❛✈✐t② ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜t r♦✉t✐♥❡ ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✉♣ t♦ ✶ ♥s✳

✺✳ ❊rr♦r ♦♥ ❜❛s❡❧✐♥❡

❚❤✐s ❡rr♦r ∆tbas ✐s ♣r❡s❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡ ❤❛s t♦ ❜❡
s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠❛①✐♠❛✳ ❆s t❤❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss r❡❧✐❡s ♦♥
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❜✉♥❝❤ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❞✲♠❛tt❡r s❤♦t✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡rr♦r ✐s t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠❛①✐♠❛ ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r σcold✳

✻✳ ❊rr♦r ♦♥ ♣❧❛s♠❛ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✳✷✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✱ t❤❡
✐♦♥s ♠❛② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✵% ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ❛ ✶✺✵ ♣s ❚❖❋ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s
❡st✐♠❛t❡❞✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❡rr♦r✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛✱
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✿

∆t = ±
√

[∆t2vac +∆t2int +∆t2PT +∆t2inh(+∆t2fit +∆t2bas)]

= ±
√

[2 · σ2vac + σ2cold + (0.4ns)2 + (0.15ns)2 +∆t2fit + σ2cold]

✭✺✳✹✮

❊♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♥♦✇ ❡st✐♠❛t❡❞✱ t♦ ✈❡r✐❢② ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥
s✐❣♥❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❛♥❞ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾
s❤♦✇s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ✈❛r② ❢r♦♠
s❤♦t t♦ s❤♦t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♦♥ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ti+1 − ti ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢
❣r❛✈✐t② ti ❛♥❞ ti+1 ♦❢ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ✐s ✜rst ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛❝r♦✲❜✉♥❝❤
♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳
❍❡♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ σti ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ti ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

σti =
σ(ti+1 − ti)√

2
✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ σ(ti+1− ti) ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡s ♦❢ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢
t❤❡ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤❡s✳ ❆s ✐♥ s✐♠✐❧❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❈❱❉✲❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦rs✱ t❤❡ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❢❡❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡ t♦ ✷✵✵ ♣s✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✻✵ ❦❡❱✱ ❛s ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ ✹✳✷✳✷✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡s ♦❢ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♦♥
❜✉♥❝❤❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ti+1 − ti ❢♦r ♦♥❡ ♠❛❝r♦✲♣✉❧s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✵✵ ♠✐❝r♦✲❜✉♥❝❤❡s✳
❚❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ✜tt❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❡ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t ✷✼✳✻✼ ♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❜② ✉s✐♥❣ ❡q✉✳ ✺✳✺✳

❛❧❧♦✇s ❛ ✜♥❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♠❛❦❡s ✐t ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥
s❡✈❡r❛❧ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❡st s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❛s❡✳
❨❡t t❤✐s ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦r ❜❛rs✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣✳

✺✳✷✳✸ ❊♥❡r❣②✲❧♦ss r❡s✉❧ts

❚✐♠❡ s❤✐❢t

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ∆t ♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ❛❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
t❛r❣❡t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✭t = ✵ ♥s✮✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧❞ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ❛♥❞ ∆t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛r♦✉♥❞ ✸ ♥s✳ ❙❤♦rt❧②
❛❢t❡r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛t t = ✵ ♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s
❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ∆t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✉♣ t♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✹✲✺ ♥s✳ ❋r♦♠ t = ✸✵ ♥s ❛❢t❡r
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ∆t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥♥♦t
❜❡ r❡❧✐❛❜❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞❛t❛ ❛r❡ t❤✉s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ✐♦♥ ❜✉♥❝❤❡s ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡
♣❧❛s♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✈❡rs ❛ t✐♠❡ s♣❛♥ ❢r♦♠ ✵✳✾ ♥s t♦ ✶✵✳✸ ♥s ❛❢t❡r ♣❧❛s♠❛ ❝r❡❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡s❡ t✐♠❡s✱
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡①♣❛♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♣❧❛s♠❛s ❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳ ❚❤❡
❡rr♦r ❜❛rs ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s♣❛♥ ❢r♦♠ ±✵✳✺ ♥s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ±✶✳✺ ♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
s♠❛❧❧✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ s✐❣♥❛❧s✳

❊♥❡r❣② ❧♦ss

❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✺✳✶✶✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t st❛②s ❝♦♥st❛♥t ❛t ❛
✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✻✲✵✳✼ ▼❡❱ ❢♦r t❤❡ s♦❧✐❞ st❛t❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t t = ✵ ♥s✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✱ t♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✉♣ t♦ ✶ ▼❡❱✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t
r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡✳
❚❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ r❡❛❝❤❡s
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥
t✐♠❡ s❤✐❢ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s
❤❡❛t t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t ❛t t = ✵ ♥s ❛♥❞ t❤❡✐r t❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋r♦♠ t ≈
✸✵ ♥s✱ ♥♦ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❞✉❡ t♦ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts ✐♥ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡ ❛r❡ ♥♦t
r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳

✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ±✾✺ ❦❡❱ t♦ ±✷✷✵ ❦❡❱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❤♦t✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢
♦t❤❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇✳

❨❡t t❤❡ ♠♦st ❛❞❛♣t❡❞ ✇❛② ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s t♦ ♣❧♦t t❤❡♠ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ s♦❧✐❞ st❛t❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡ts ❛♥❞ ♣❧❛s♠❛
t❛r❣❡ts ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ❡♥❡r❣②
❧♦ss✱ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠s ✇❤❡♥ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
✐♥t❡r✈❛❧ ✵✳✺✶✲✵✳✺✹ ▼❡❱✴✉ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❤♦t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✵✳✺% ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡
❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♦♥ ❜✉♥❝❤ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ✈❛❧✉❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❢❡❛t✉r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ♦❢ ✶✾✱ ✷✼✱ ✸✺✱ ✹✻ ❛♥❞ ✺✸%
✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦❧❞ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✺✸% ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t = ✶✵✳✸ ♥s✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞✳ ❆s ❢♦r t❤✐s
♣♦✐♥t t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s ❛r♦✉♥❞ ✼✵% ♦❢ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐s
❛❝t✉❛❧❧② ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✶✽%✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s♣❛♥s ❢r♦♠ ✶✵% t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✺%
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❤♦t✳ ❚❤✐s ❧❛r❣❡st ❡rr♦r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ±✷✷✵ ❦❡❱✱ ✐s t❤✉s ❛❜♦✈❡
t❤❡ ✶✵✵ ❦❡❱ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
✐♥ ✸✳✷✳✹✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t st✐❧❧ ❛❧❧♦✇s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ✜rst✲❇♦r♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
t♦ t❤❡ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❚✲▼❛tr✐① ❛♣♣r♦❛❝❤✳

■♥ t❤❡ r❡❝❛♣ t❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❛r❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❤♦ts ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ❞❛t❛✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ■♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ▼❡❱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ■♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ ✇❤❡r❡ ✶✵✵% r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ t❤❡
s♦❧✐❞ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳

❙❤♦t ❉❚ t❤✐❝❦♥❡ss P❚ t❤✐❝❦♥❡ss ∆t ❝♦❧❞ ∆E ❝♦❧❞ ∆E P❚ ❚❖❋ ❚✐♠❡ ❊rr♦r
✭µ♠✮ ✭µ❣✴❝♠2✮ ✭♥s✮ ✭▼❡❱✮ ✭▼❡❱✮ ✭♥s✮ ✭♥s✮ ✭❦❡❱✮

✶✷ ✹✼✳✺ ✾✼ ✸✺✳✶ ✸✼✳✽ ✵✳✼✹ ✺✹✳✷ ✸✳✺ ±195
✶✸ ✹✼✳✺ ✾✽ ✸✹✳✺ ✸✼✳✼ ✵✳✺✾ ✺✸✳✼ ✺✳✽ ±220
✶✻ ✹✸✳✻ ✾✾ ✸✸✳✹ ✸✼✳✽ ✵✳✻✸ ✺✷✳✺ ✶✳✹ ±110
✶✾ ✹✸✳✻ ✾✶ ✸✸✳✽ ✸✼✳✼ ✵✳✻✶ ✺✶✳✾ ✵✳✾ ±120
✷✵ ✹✸✳✻ ✾✶ ✸✹✳✹ ✸✽✳✵ ✵✳✻✷ ✺✸✳✹ ✶✵✳✸ ±90
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✺✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡♦r②

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
st♦♣♣✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹ ❛♥❞ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶✳ ❆♥ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ❛
●❛✉ss✐❛♥ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ ✸ ♥s ❛t ❋❲❍▼ ✇❛s ❛ss✉♠❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇❛s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❊✉❧❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❆♥
✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺✸ ▼❡❱✴✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❛ss✉♠❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✸✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥
t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st♦♣♣✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ✶✵✵% r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss r❡s✉❧ts ❛❣r❡❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ q✉✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❢❡❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ❛ t✐♠❡ ♣r✐♦r t♦ ✸✳✺ ♥s✱ t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛t t✐♠❡s t = ✺✳✽ ♥s ❛♥❞ t = ✶✵✳✸ ♥s ✐♥
t❤❡ ❤♦t ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛✱ ✐✳❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱
❧✐❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡❧♦✇ ❛❧❧ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❝✉r✈❡s✳
❆❧❧ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s t❤✉s s❡❡♠ t♦ ♦✈❡r✲❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✳ ❊✈❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ✇✐t❤ λ✭✈✮ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❞✐❝t
st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✸✵% s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ❜❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜rst✲
❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥ts✱ ❢❡❛t✉r❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❝❧♦s❡ t♦ ✶✵✵% ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦❧❞ st❛t❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s s❤♦✇
❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✺✸%✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❞❡♣♦s✐t❡❞ ❡♥❡r❣② ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ♥❡❛r❧② t✇♦✱ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ✇✐t❤ λ✭✈✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ st✐❧❧ ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡s
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❜② ❛❜♦✉t ✵✳✸✲✵✳✹ ▼❡❱✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❚❖❋ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✷ ♥s✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ✜rst✲❇♦r♥ r❡s✉❧ts ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❚❖❋ ❜② ✸✳✺ ♥s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♥♦✇ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ❛t t = ✶✵✳✸ ♥s✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛t t = ✶✵✳✺ ♥s✳ ■t ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t
t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦r✱ ♥❛♠❡❧② ♦❢ ±✾✵ ❦❡❱✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳
✺✳✶✹✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡rs ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❛s ✐♥ ✸✳✷✳✷ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞
♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛ ✇✐t❤ ne = ✸✳✼×✶✵19
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❝♠−3 ❛♥❞ Te = ✶✷✶✳✹ ❡❱✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ❛❧♦♥❣ ✐ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ✵✳✹✽
▼❡❱✴✉✱ ❛♥❞ ✐ts ♠❡❛♥ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✺✳✺✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ❝❧♦s❡ t♦ ✸✵% ❢♦r t❤✐s t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❝✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❤❛s ❛
✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✽✳✺±✶ ❦❡❱✴✭µ❣✴❝♠2✮✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐①
❛♣♣r♦❛❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ✷✷ ❦❡❱✴✭µ❣✴❝♠2✮✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s t❤✉s ❜② ❛❜♦✉t ✶✻% s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❚✲▼❛tr✐①✳ ❨❡t t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
✜t ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❤♦s❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♦❢ ✷✺%✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧t
t❤❡r❡❢♦r❡ ❧✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡rr♦r ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❆♥ ❡①❛❝t ❚✲▼❛tr✐① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❤❡r❡ ❢♦r ❛
♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❢❡✇ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❛t❛
♣♦✐♥ts✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ s②st❡♠❛t✐❝ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛ ❧❛r❣❡r t❡♠♣♦r❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢
t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡rs ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t
❛t t = ✶✵✳✸ ♥s✱ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦✈❡r t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❡❛❧✲❞❡♥s✐t②
♣r♦✜❧❡ ❛t t = ✶✵✳✺ ♥s✳ ❛✮✿ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡❛❧
❞❡♥s✐t②✳ ❜✮✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡s✳ ❝✿✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳



❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❤✐s ✇♦r❦ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ♦♥ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ❛t ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥
❛ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s t♦ r❡❧✐❛❜❧② t❡st t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ ✜rst
♣r❡❝✐s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ t❤❡♦r② ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t✱ t❤❡r❡ st✐❧❧ ❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ q✉❡st✐♦♥s t♦ ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞✱ ❢r♦♠ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦♥
✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❤❛♣t❡r ✐s
t❤✉s t♦ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ s✉❣❣❡st ♥❡①t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts t♦ ❜❡
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳
■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱
♥♦t❛❜❧② ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♣♦ss✐❜❧❡
s❡t✉♣ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❢♦r ❛ ♥❡①t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ❛s ❛
❢✉rt❤❡r ✇♦r❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦♥ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ❛
♠♦❞❡r❛t❡❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❛r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ✇♦r❦ ♦♥ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st♦♣♣✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ st❛rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ✐s ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✳

✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦

✻✳✶✳✶ ❚❤❡s✐s r❡s✉❧ts

❘❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ■❈❋ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣②✲❞❡♥s✐t② ♣❤②s✐❝s ❤❛✈❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ♥✉♠❡✲
r♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦♥ ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ♣❧❛s♠❛s✳ ❇❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❤❡❛✈②✲✐♦♥ ❢✉s✐♦♥ ♦r ✐♥ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s❡ ■❈❋ ❢✉❡❧ ❤❛✈❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
r❛✐s❡❞ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r st♦♣♣✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s✐♥❣
♦♥ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦r ♦♥ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❝♦❧❞✲♠❛tt❡r st♦♣♣✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♥♦♥✲
♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ♣❧❛s♠❛ t❤❡♦r②✱
t❤❛t ♥♦t❛❜❧② ♣r❡❞✐❝t ❛ str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ t❤❡s❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉t t♦ t❤❡ t❡st ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ ❢♦r
❛ ♣❧❛s♠❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❛t ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❜♦t❤ ❤❡❛✈②✲✐♦♥ ❢✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ st♦♣♣✐♥❣✳
❚❤✐s ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ♣r❡❝✐s❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❝❤❛✲
r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❧❛s❡r✲❤❡❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱
♦❢ ♣❧❛s♠❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥♦t❛❜❧② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt✱ ♦❢ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧
❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ♦❢ ♣r❡❝✐s❡ t✐♠❡✲r❡s♦❧✈❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ✐♦♥ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s t❤✉s ❡♥❛❜❧❡❞
t♦ r❡❧✐❛❜❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss r❡s✉❧ts t♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞❛t❛✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ t❤❡♦r✐❡s ♦✈❡r✲

✶✸✾
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❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❜② ✺✵✲✻✵%✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❚✲▼❛tr✐① ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✱ t❤❛t ❜❡st ✜ts t❤❡ ❞❛t❛✱ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ♦✈❡r✲❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❜② ❛r♦✉♥❞ ✸✵%✳ ❲❤❡♥
❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡rs✱ ❛ ✶✻% ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ❢♦r
t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦r ❜❛rs✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ✸✵% ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥
r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✳ ❆s t❤❡ ❚✲▼❛tr✐① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✜t ❢♦r♠✉❧❛✱ ❛♥ ❡①❛❝t ❚✲▼❛tr✐① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ t❤✉s ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❝❤❡♠❡ ❛r❡ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r t❤❡♦✲
r✐❡s ❛s t❤❡ ❈❑▲❚ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦r t❤❡ ❇P❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣✉t t♦ t❤❡ t❡st ❧❛t❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
♥✉♠❡r✐❝❛❧ P■❈ ♦r ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② st♦♣♣✐♥❣✲
♣♦✇❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ s✉❣❣❡st t❤❛t ♠♦st st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s t❡♥❞ t♦ ♦✈❡r✲❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡r ❛t st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✱ ❧❡ss ✏♣❡❛❦❡❞✑
t❤❛♥ ✉s✉❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts t❤✉s r❛✐s❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ■❈❋ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦✈❡r✲❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st st✉❞✐❡s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡
❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ r❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s t❤✉s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ❝❛r❜♦♥ ✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡ t♦ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❤❛❞ ❛ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✸ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤✉s
r✐s❡ t♦ ❛ t❤r❡❡❢♦❧❞ str♦♥❣❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♠❡❞✐✉♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❛♥❞ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❤❛✈❡ ❛❧s♦ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss
❛t ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ❢✉rt❤❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❞❡✈❡✲
❧♦♣❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ r❡s♣❡❝ts✱ ❜❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✻✳✶✳✷ ❙❡t✉♣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣r♦♣♦s❛❧ ❛t t❤❡ P❍❊▲■❳ ❢❛❝✐❧✐t②✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❛t ●❙■✳ ❇✉t ❞✉❡ t♦ ❡①t❡r♥❛❧ r❡❛s♦♥s✱ t❤❛t ❝❛♠♣❛✐❣♥
✇❛s ♣♦st♣♦♥❡❞ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
✇♦r❦ ❛r❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❝❛♠♣❛✐❣♥✳ ❆ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛❞ t♦ ❜❡
❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ❢❡✇ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✇❡r❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋♦r
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❧❛t❢♦r♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥
❛ ♠♦r❡ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛②✳
■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ ♦♥❧② ✜✈❡ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ❢❡❛t✉r❡❞ s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ ♠♦st❧② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥♦✐s❡ ❞✉❡ t♦
♣♦♦r ✐♦♥ st❛t✐st✐❝s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❡rr♦r ❜❛rs ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❛ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②
r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ✐ss✉❡s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✇❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡ ❛t ❡❛r❧② t✐♠❡s ♦❢ t❤❡
♣❧❛s♠❛ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠♦st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❢♦✐❧ ❡♥❛❜❧❡❞ t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ♣✉❧s❡✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❛❧❧♦✲
✇✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✐♦♥✲s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✜❧t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱
❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛♥ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✳✼ ♠❣✴❝♠2✱ ❛♥❞ t❤✐s ✇✐❧❧ ❡♥❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①✲
♣❧♦✐t❛❜❧❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❛♠♣❛✐❣♥✳
❚❤❡ ♣♦♦r ✐♦♥ st❛t✐st✐❝s ✇❛s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❢♦✐❧ ❞❡str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t t♦ ✉♣ t♦ ✶✺ ♠♠✱ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❢♦✐❧ ❛❜❧❛t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❛r❣❡t ❛❧♦♥❡ ✇✐❧❧
❛❧s♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛t ❡❛❝❤ s❤♦t✳ ■t ❤❛s ❤♦✇❡✈❡r t♦ ❜❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❚❖❋
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐❢ t❤❡ ❛r❡❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦✐❧ st❛②s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② st❛❜❧❡ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❳✲r❛②



✻✳✶✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❖❋ ❚❍❊ ❲❖❘❑ ✶✹✶

✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ♦r t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❜❧❛t❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❢❛st ❉✐❝❛♠ ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ ❛ ✶ ♥s
t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❞✐❛❣♥♦s❡ t❤❡ ❛❜❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐❢ t❤❡ ❚❖❋ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t r❡♠❛✐♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳
■♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤❡ ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦ ✇❡❛❦ ✐♦♥ st❛t✐st✐❝s✱ t♦ ❳✲r❛② s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥
t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♣r♦❜✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✇♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② t❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ❚❖❋
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡✳
❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s❡t✉♣ ✇♦✉❧❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❡♥❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❞❛t❛✱ ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t♦ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡ t❤❡ ✜rst r❡s✉❧ts ❛♥❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡♠ ❜② ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r t❡♠✲
♣♦r❛❧ s♣❛♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r❡❝✐s✐♦♥
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✷ ❛t ❧❡❛st✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♥♦t ♦♥❧② ❝♦✉❧❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜❡
❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛s ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t
♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ t❤❡♦r✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ t❤✉s ❛❧❧♦✇ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❜❡♥❝❤✲
♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♦♥✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛t ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥✲
s✐✈❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
♠❛①✐♠✉♠✱ ❛t ✵✳✼ ▼❡❱✴✉ ❛♥❞ ✵✳✸ ▼❡❱✴✉ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡
r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣❧② ✈❡❧♦❝✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t st♦♣♣✐♥❣ ❝✉r✈❡
✐♥ t❤❛t ✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐♥❞❡❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s
♣r♦❥❡❝t✐❧❡ s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐❡s ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❢♦✐❧✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡
str❛❣❣❧✐♥❣ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❛♠ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss r❡♠❛✐♥s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳

✻✳✶✳✸ ◗✉❡st✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡

■♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ t♦ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

◆♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r

■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✇✐t❤✐♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❜❡ ♥♦t ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱
✇❤❡r❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❋r❛✶✶❪✱ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✲
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡✐t❤❡r ✐♥ ❛ ✜rst ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲t❛r❣❡t ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ♦r ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ t❡r♠s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
♠❛♥♥❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤❡r ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ❛s ❛t vp

vth
≈ ✹ ❛s ✐♥ ❬❋❇❇+✶✸❪✳ ❚❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ♠✐❣❤t t❤✉s

❧♦s❡ t❤❡✐r ✈❛❧✐❞✐t② ❢♦r vp
vth

≈ ✶ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭η > ✶✮✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ✸✳✶✳✸✱ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◆❘❊❈ ♣r♦❝❡ss
♠✐❣❤t ♥♦t❛❜❧② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉♥❞❡r✲❡✈❛❧✉❛t❡❞✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✲
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ✭♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✮ ❬❲▼✵✽❪✱ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts✱ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r✲
❣❡t ❛t♦♠✐❝ s❤❡❧❧s ❛♥❞ str♦♥❣ ❈♦✉❧♦♠❜ ❞❡✢❡❝t✐♦♥s ❬❇❇▲✼✽❪ ♠❛② ♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡
❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❉✐✛❡r❡♥t s❝r❡❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✱ ❧✐❦❡❧② t♦ str♦♥❣❧② ♠♦❞✐❢②
t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ♠❛② ❛❧s♦ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♠♣♦rt❛♥t
♥♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❣❡✲tr❛♥s❢❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
❚♦ ❞❛t❡✱ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛t ❤✐❣❤ ❈♦✉❧♦♠❜ ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡♠❛✐♥s ✈❡r②
✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ q✉❡st✐♦♥❡❞ ❛♥❞ ♣✉t t♦ t❤❡ t❡st✱ ❛s ✐t ♠✐❣❤t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s✳
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❈❧❛ss✐❝❛❧✲tr❛❥❡❝t♦r② ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✐♥ ❛ ♥♦♥♣❡rt✉r✲
❜❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✱ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧✲tr❛❥❡❝t♦r② ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ✭❈❚▼❈✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ❆
❈❚▼❈ ❝♦❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ r❡❝❡♥t❧② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡
♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s♦❧✐❞ t❛r❣❡t s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❬●❇❆❙✵✹✱ ●❇✵✻❪✳
❍❡♥❝❡✱ ✉♥❧✐❦❡ ✐♥ ❛❧❧ ♠❛✐♥ st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡
✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ ✐s ✇❡❧❧✲
❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❜❡❛♠✲t❛r❣❡t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✉♠✱
✇❤❡r❡ η > ✶✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❛t✐♦♥
❝❧❛ss✐❝❛❧✲tr❛❥❡❝t♦r② ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝♦❞❡✳
◆♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥ ❝❛rr②✐♥❣ ♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤
◆ t❛r❣❡t ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇t♦✲
♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❧❛✇s ❛t ❡❛❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ❜✐♥✲
❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛t♦♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛
q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤✐s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤✉s ❡①❝❧✉✲
s✐✈❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❜♦❞② ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t❤♦r♦✉❣❤❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥♦t❛❜❧② ❛❧❧ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❤❛r❣❡✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ st❛rt❡❞✱ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡r ♦❢ t❤❡
❝♦❞❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①t❡♥❞ ✐ts ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② t♦ ❛ ❤✐❣❤❧② ✐♦♥✐③❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ t❤✉s t♦ ✉s❡ ✐t
❢♦r t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s t❛s❦ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
t✐♠❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ t❤❡ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✱ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡
t❛r❣❡t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥

❆ ❢✉rt❤❡r ♥❡❝❡ss❛r② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✐s t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛✐♠❡❞ ❛t ♠❡❛✲
s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛r❜♦♥ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❛t ❛ ♠❡❛♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✵✳✺ ▼❡❱✴✉
❡①✐t✐♥❣ ❛ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛✳ ❆t t❤❡ ❩✻ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛r❡❛✱ ❛s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❝❤❛♠❜❡r ❢♦r ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❛ ❚❤♦♠s♦♥ ♣❛r❛❜♦❧❛ ❝❤❛r❣❡
❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✐♥t❡♥s❡ ❜❡❛♠ ♦❢ ❧❛s❡r✲❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞
❝❛r❜♦♥ ✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇✲tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
❚❤♦♠s♦♥ ♣❛r❛❜♦❧❛s✳
❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ✶✵✵ ❚❲ P❍❊▲■❳ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✮✱ ❛ ❝❛r❜♦♥ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ♣r♦❜❡ ❛ ❝❛r❜♦♥ ♣❧❛s♠❛ ❤❡❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❤❡❧✐① ❧❛s❡r s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✐♦♥
❜❡❛♠✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✱ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ ❛ ❞❡t❡❝t♦r s❝r❡❡♥
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❚❤♦♠s♦♥ ♣❛r❛❜♦❧❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲t♦✲♠❛ss r❛t✐♦s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✐♦♥ s♣❡❝✐❡s✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬●❈▲+✶✸❪✳ ❚❤❡ ❛♥❛✲
❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✳

❨❡t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ❞❛t❛ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ r♦✉❣❤❧② ✺✰ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✻✰ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ■t ✐s ❤✐❣❤❧② ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡
❡✛❡❝ts ❧❡❛❞ t♦ s✉❝❤ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧❛tt❡r
♠✐❣❤t ❝♦♥tr✐❜✉t❡✱ t♦ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❡①t❡♥t✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss
❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ❡✛❡❝t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r
✐ts❡❧❢✳

✻✳✷ ❖✉t❧♦♦❦✿ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣

❆ ❢✉rt❤❡r ♠✐❧❡st♦♥❡ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ str♦♥❣ ❜❡❛♠✲
♣❧❛s♠❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❢♦r γ ≥ ✵✳✶✳ ❚❤✐s
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❝❛♥ ♦❝❝✉r ❢♦r ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐t❤ ❛ ❞❡♥s❡✱ str♦♥❣❧②
❝♦✉♣❧❡❞ ♣❧❛s♠❛✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝❤❛r❣❡❞✳

✻✳✷✳✶ ❆✐♠✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣

■♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ❛t str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❚❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡
♣❧❛s♠❛ ♥♦♥✐❞❡❛❧✐t② ✭Γ > ✵✳✶✮✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❧✐❦❡ str♦♥❣ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦r ♠✉❧✲
t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♣♣❡❛r✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❝❛♥ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳ ❆♥❞ ❛s t❤❡
♣❧❛s♠❛ ✐s t❤❡♥ ♠♦st❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♦♥✐③❡❞✱ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡
❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ✐s ❛❧s♦
❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❞✉❡ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s❝r❡❡♥✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ❩x s❝❛✲
❧✐♥❣ ✇✐t❤ ① ≈ ✶✳✺ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❩2 s❝❛❧✐♥❣ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r st♦♣♣✐♥❣ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤✐s ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❱P s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ▼❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬❇♦✐✾✻✱ ❩✇✐✾✾✱ ❖❍❑+✵✺❪✱ ❛♥❞
♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❤❡❛✈② ✐♦♥s ❞❡❝❡❧❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦❧❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ✐♥ st♦r❛❣❡ r✐♥❣s ✭s❡❡ ❡✳❣ ❬❲❇❇+✾✼❪✮✳
❚❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st♦♣♣✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✐s ❛❧s♦ ♦❢ ❤✐❣❤ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ■❈❋
❛♥❞ ❢♦r ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❆s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ✷✳✷✳✻✱ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r
t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤❡s❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛❧r❡❛❞② ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❢♦r ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛ ✇✐t❤ Γ ≈ ✵✳✵✶✳ ❋♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡
st♦♣♣✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ❜❡❝♦♠❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞r❛♠❛t✐❝✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ♦❢ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣✳ ■t ❡♥❛❜❧❡s t♦ ♣❛rt❧② ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r
t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤❡r ❜❡❛♠✲
♣❧❛s♠❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤✐s
t❤❡s✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❛ ❢✉t✉r❡ s❡t✉♣ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st♦♣♣✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱
✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ♥♦♥✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛ t❛r❣❡t✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♠❡ ✐♥ ❛ ❤②❞r♦❣❡♥ ♦r ❛ ❞❡✉✲
t❡r✐✉♠ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st✳ ❋✐rst✱ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ ❛ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧♣❤❛ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ♦❢
t❤❡ t❤❡r♠♦♥✉❝❧❡❛r ❢✉s✐♦♥ ❜✉r♥✳ ❆s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ✸✳✸✱ ❛❧♣❤❛✲♣❛rt✐❝❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ♣❤❛s❡
♦❢ t❤❡ ✐❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ■❈❋ ♣❡❧❧❡t ✐s ♣♦♦r❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ♥♦t❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❛♥❞ str♦♥❣✲
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ❛ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠ ❢❡❛t✉r❡s ♦♥❧② ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❛ ❢✉❧❧②✲✐♦♥✐③❡❞
❤②❞r♦❣❡♥ ♣❧❛s♠❛ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦❧❞ ❛♥❞ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❛ ❝❛s❡ ✐♥ ❤❛♥❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳

■♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ♣❧❛s♠❛s

❍❡♥❝❡✱ ❛ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ st✉❞✐❡s ✐s t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣
t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ❛ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤✐s ❣♦❛❧ ✐s ♣✉rs✉❡❞ ❝♦♥❥♦✐♥t❧② ❜②
❈❊▲■❆ ❛♥❞ ❚❯✲❉❛r♠st❛❞t ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ●❙■✱ ❛♥❞ ✐s ♥♦t❛❜❧② st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡♥t
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝r②♦❣❡♥✐❝ ❤②❞r♦❣❡♥ t❛r❣❡ts ❛t ❚❯❉✳
❆ ❝r②♦❣❡♥✐❝ s❡t✉♣ ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛t ❚❯❉ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤✐♥ ♣❧❛♥❛r s♦❧✐❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ♦r
❞❡✉t❡r✐✉♠ t❛r❣❡t ❢♦✐❧s ❬▼❡♥✶✵✱ ❇❇❙+✶✷❪✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❣❛s❡♦✉s st❛t❡✱ ❛ ❞❡♥s❡ ❛♥❞ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ♣❧❛s♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
❉❡✉t❡r✐✉♠ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❜❛s✐❝ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❝r②♦❣❡♥✐❝ ❞❡♥s✐t②✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ✵✳✷ ❣✴❝♠3✱ ✐s
❛❜♦✉t t✇✐❝❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐ts ❝r②♦❣❡♥✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥✱ t❤✉s r❡q✉✐r✐♥❣ ❧❡ss ❝♦♦❧✐♥❣✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❛✈❡ t❤❡ ✇❛② t♦✇❛r❞s ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❛ str♦♥❣❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡✉t❡r✐✉♠
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♣❧❛s♠❛✱ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ st❛rt❡❞ ❛t ❈❊▲■❆✳ ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡st✲s✉✐t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝❛♥
❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❜❡st✲❛❞❛♣t❡❞ t❛r❣❡t✲❤❡❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛s ❞❡♥s❡
❛♥❞ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s tr❛♥s✈❡rs❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✉r❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② ✐♦♥✲st♦♣♣✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
❇♦t❤ Γ ❛♥❞ γ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ≥ ✵✳✶ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❆♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦❧❞❡r t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✭✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ Γ✮✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② vth✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❛ ✈❡r②
❝♦❧❞ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ vp

vth
≈ ✶✳

❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ r❡q✉✐r❡s ❛ str♦♥❣ ❜❡❛♠ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ s❡t✉♣ ❛s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✱
✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❛♠ str❛❣❣❧✐♥❣ ❛t ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❋♦r
✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ✇❛r♠ ♣❧❛s♠❛s✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② s❤✐❢t❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢
vp
vth

✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡ t❤✉s ❤❛s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳

✻✳✷✳✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ✇♦r❦

❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❤❡❛t✐♥❣

❆t ❈❊▲■❆✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ❞❡✉t❡r✐✉♠ t❛r❣❡t ✐♥t♦
❛ ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛ st❛t❡✱ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❞❡ ❊❙❚❍❊❘ ✭❊✛❡ts ❚❤❡r♠♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ❍②❞r♦✲
❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ✉♥ ❘❛②♦♥♥❡♠❡♥t✮ ❬❈❈❇+✵✺❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤r❡❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡♥s❡ ❛♥❞ ♥♦♥✐❞❡❛❧ ❞❡✉t❡r✐✉♠ ♣❧❛s♠❛✱ s✉✣❝✐❡♥t❧②
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✸ ♥s ✐♦♥✲❜✉♥❝❤ ❞✉r❛t✐♦♥✳
❊❙❚❍❊❘ ✐s ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❞❡ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛tt❡r✳ ■t ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s✱ ✐♦♥s ♦r ❳✲r❛②s ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ ✐ts s✉❜s❡q✉❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
s♦❧✐❞ st❛t❡ t♦ ❛ ♣❧❛s♠❛✳ ❊❙❚❍❊❘ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r ❛ ❧♦✇✲✢✉❡♥❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s
❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣r❡❝✐s❡❧②✳
❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t❛r❣❡t ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❛t❛ ✐s
r❡q✉✐r❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ st❛t❡✱ tr❛♥s♣♦rt ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡✱ ❡❧❡❝tr✐❝
❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s✮ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧❞ ♠❛tt❡r ❝❛s❡ t♦ t❤❡ ❤♦t ♣❧❛s♠❛ st❛t❡✳ ❚❤❡
❙❊❙❆▼❊ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ❢♦r ❞❡✉t❡r✐✉♠ ❬❙❊❙❪✱ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❞❡✉t❡r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡
st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡rs ♦❢ ♣r♦t♦♥s ✐♥ ❞❡✉t❡r✐✉♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❙❈❆❆▲P ❝♦❞❡ ❬❋❇❈❘✶✵✱ ❙❝❛❪ ❞❡✈❡❧♦✲
♣❡❞ ❛t ❈❊❆✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ♦♣❛❝✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❊❙❚❍❊❘ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❡✐t❤❡r ❝♦❧❞ ♦♣❛❝✐t✐❡s
♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❍❡♥❦❡ ❬❍●❉✾✸❪ ♦r ✇❛r♠ ♦♣❛❝✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❖❍❊▲ ❝♦❞❡ ❬❇❉❋+✵✸❪ ❛r❡
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞❡✉✲
t❡r✐✉♠ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦✈❡r ❛ ✈❡r② ✇✐❞❡ s♣❛♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡
❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✐❞ ❝r②♦❣❡♥✐❝ st❛t❡ ✉♣ t♦ t❤❡ ❤♦t ♣❧❛s♠❛✳
■♥ ❛ ✜rst ♣❤❛s❡✱ t✇♦✲s✐❞❡❞ ❞✐r❡❝t ❧❛s❡r✲❜❡❛♠ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞✱ ❜♦t❤ ❛t t❤❡ ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❞♦✉❜❧❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧❛s❡r s②st❡♠s✳ ❚❤❡♥✱ ✐s♦❝❤♦r✐❝
❤❡❛t✐♥❣ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ❚◆❙❆ ♣r♦t♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❤❡❛t✐♥❣
✇✐t❤ s♦❢t ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞ ❳✲r❛②s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❉2 t❛r❣❡t ❜② ✉s✐♥❣ s♦❢t ❳✲r❛②s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st✲s✉✐t❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❝❤❛✲
r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦✈❡r ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
✐♥❞✐r❡❝t ❧❛s❡r ❤❡❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❧❛s❡r ❤❡❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✳
■♥ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❤❡❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ❤❡❛t❡❞ ❜② s♦❢t ❳✲r❛②s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ P❍❊▲■❳ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ✐♥ ❛ ❣♦❧❞ ❤♦❤❧r❛✉♠ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ✧♣r✐♠❛r②✧
❤♦❤❧r❛✉♠ ✐✳❡ ❛ ❝♦♥✈❡rt❡r ♣❛rt ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡r♠❛❧ ❳✲r❛②s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
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❛ ✧s❡❝♦♥❞❛r②✧ ❤♦❤❧r❛✉♠ ✇❤❡r❡ ❛ s♦❧✐❞ ❢♦✐❧ t❛r❣❡t ✐s ❤❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❳✲r❛②s t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ st❛t❡
❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✇❛r♠ ❛♥❞ ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❛
P❍❊▲■❳ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ❛t ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✶✺✵ ❏✱ ❛ ♣✉❧s❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✳✺ ♥s ✭❋❲❍▼✮ ❛♥❞ ❛t ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
♦❢ ✺✷✼ ♥♠ ✭❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦✉❜❧❡❞✮ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❧❞ ✇❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❤♦❤❧r❛✉♠ ❛♥❞ ✐ts
❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡r♠❛❧✐③❡❞ P❧❛♥❝❦✐❛♥ ❳✲r❛② r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❳✲r❛②s ❛r❡ tr❛♥s♣♦rt❡❞ t♦
t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❤♦❤❧r❛✉♠ ✇❤❡r❡ t❤❡② ✈♦❧✉♠❡tr✐❝❛❧❧② ❤❡❛t t❤❡ t❤✐♥ ❝❛r❜♦♥ ❢♦✐❧s t❤❛t ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞
❛t ❜♦t❤ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❤♦❤❧r❛✉♠✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛ ❞❡♥s❡ ♣❧❛s♠❛✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ s♣❛❝❡ ♦✈❡r ❛ ❧♦♥❣
t✐♠❡ s♣❛♥✱ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✇✐t❤ ne ≤ ✶✵22 ❝♠−3 ❛♥❞ Te ≈ ✷✵ ❡❱✳ ❆ ♣❧❛s♠❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r
Γ ≈ ✵✳✷✺ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✇❡❛❦❧② ♥♦♥✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t
❧❛s❡r ❤❡❛t✐♥❣✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❤❡❛t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛❧s♦ ❜❛❝❦❡❞ ✉♣ ❜② ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ s✐✲
♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❆▲❊❋✷❉ ❝♦❞❡✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❙❝❤✶✶❪✳ ❙t♦♣♣✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✇✐❢t ✐♦♥s ✐♥ t❤✐s
s❝❤❡♠❡ ❛r❡ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss ❬❙❇❇+✶✷✱ ❖❇❇+✶✸❪✳

❋✐rst ❡st✐♠❛t✐♦♥s

❋♦r t❤❡ ❊❙❚❍❊❘ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❛ ❤♦❤❧r❛✉♠
❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❬❙❝❤✶✶❪ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❛s ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ r❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜✉t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦✜❧❡✱ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
t❛r❣❡t t❤✐❝❦♥❡ss❡s✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❛♥ ❳✲r❛② ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✲✶✵ µ♠ t❤✐❝❦ ❉2 t❛r❣❡t ❧❡❛❞s
t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ Γ ♣r♦✜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ✇❡❧❧✲❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r st♦♣♣✐♥❣✲♣♦✇❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❬❈❇❋+✶✷❪✳
❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✭♥♦♥✐❞❡❛❧✐t②✮ ❛♥❞ ❜❡❛♠✲♣❧❛s♠❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✭♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✮
✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r
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❬P▼✾✶❜❪ ❚✳ P❡t❡r ❛♥❞ ❏✳ ▼❡②❡r✲❚❡r✲❱❡❤♥✳ ■■✳ ◆♦♥❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ❛♥❞ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡rs✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❆✱ ✹✸✿✷✵✶✺✕✷✵✸✵✱ ❋❡❜r✉❛r② ✶✾✾✶✳

❬P♦t✾✵❪ ❍✳ P♦t❤✳ ❊❧❡❝tr♦♥ ❝♦♦❧✐♥❣✿ ❚❤❡♦r②✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ P❤②s✐❝❛❧ r❡♣♦rts✱
✶✾✻✿✶✸✺✕✷✾✼✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✾✵✳

❬P❘❊❩✾✸❪ ❏✳ ▼✳ P✐t❛r❦❡✱ ❘✳ ❍✳ ❘✐t❝❤✐❡✱ P✳ ▼✳ ❊❝❤❡♥✐q✉❡✱ ❛♥❞ ❊✳ ❩❛r❡♠❜❛✳ ❚❤❡ ❩3
1 ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦

t❤❡ ❇❡t❤❡✲❇❧♦❝❤ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❢♦r♠✉❧❛✳ ❊P▲ ✭❊✉r♦♣❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs✮✱ ✷✹✿✻✶✸✱ ❉❡❝❡♠❜❡r
✶✾✾✸✳

❬♣r✐❪ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣r✐s♠✲❝s✳❝♦♠✴❙♦❢t✇❛r❡✴Pr✐s♠❙♣❡❝t✴Pr✐s♠❙P❊❈❚✳❤t♠✳

❬P❙✵✸❪ ❍✳ P❛✉❧ ❛♥❞ ❆✳ ❙❝❤✐♥♥❡r✳ ❏✉❞❣✐♥❣ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r t❛❜❧❡s ❛♥❞
♣r♦❣r❛♠s ❢♦r ❤❡❛✈② ✐♦♥s✳ ◆✉❝❧❡❛r ■♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ P❤②s✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤ ❇✱
✷✵✾✿✷✺✷✕✷✺✽✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✸✳
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❬❘❈❑+✵✶❪ ▼✳ ❘♦t❤✱ ❚✳ ❊✳ ❈♦✇❛♥✱ ▼✳ ❍✳ ❑❡②✱ ❙✳ P✳ ❍❛t❝❤❡tt✱ ❈✳ ❇r♦✇♥✱ ❲✳ ❋♦✉♥t❛✐♥✱ ❏✳ ❏♦❤♥✲
s♦♥✱ ❉✳ ▼✳ P❡♥♥✐♥❣t♦♥✱ ❘✳ ❆✳ ❙♥❛✈❡❧②✱ ❙✳ ❈✳ ❲✐❧❦s✱ ❑✳ ❨❛s✉✐❦❡✱ ❍✳ ❘✉❤❧✱ ❋✳ P❡❣♦✲
r❛r♦✱ ❙✳ ❱✳ ❇✉❧❛♥♦✈✱ ❊✳ ▼✳ ❈❛♠♣❜❡❧❧✱ ▼✳ ❉✳ P❡rr②✱ ❛♥❞ ❍✳ P♦✇❡❧❧✳ ❋❛st ■❣♥✐t✐♦♥
❜② ■♥t❡♥s❡ ▲❛s❡r✲❆❝❝❡❧❡r❛t❡❞ Pr♦t♦♥ ❇❡❛♠s✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✽✻✿✹✸✻✕✹✸✾✱
❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✶✳

❬❘♦t✾✼❪ ▼✳ ❘♦t❤✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ❊♥❡r❣✐❡✈❡r❧✉st❡s s❝❤✇❡r❡r ■♦♥❡♥ ✐♥ ❧❛s❡r✲

❡r③❡✉❣t❡♥ P❧❛s♠❡♥✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❉❛r♠st❛❞t✱ ✶✾✾✼✳

❬❘❙❙+✵✵❪ ▼✳ ❘♦t❤✱ ❈✳ ❙tö❝❦❧✱ ❲✳ ❙üÿ✱ ❖✳ ■✇❛s❡✱ ❉✳ ❖✳ ●❡r✐❝❦❡✱ ❘✳ ❇♦❝❦✱ ❉✳ ❍✳ ❍✳ ❍♦✛♠❛♥♥✱
▼✳ ●❡✐ss❡❧✱ ❛♥❞ ❲✳ ❙❡❡❧✐❣✳ ❊♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ ❤❡❛✈② ✐♦♥s ✐♥ ❧❛s❡r✲♣r♦❞✉❝❡❞ ♣❧❛s♠❛s✳
❊✉r♦♣❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✺✵✿✷✽✕✸✹✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✵✳

❬❘❱❙✾✻❪ ❏✳ P✳ ❘♦③❡t✱ ❉✳ ❱❡r♥❤❡t✱ ❛♥❞ ❈✳ ❙té♣❤❛♥✳ ❊❚❆❈❍❆✿ ❆ ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣
❝❤❛r❣❡ st❛t❡s ❛t ●❆◆■▲ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ◆✉❝❧❡❛r ■♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ P❤②s✐❝s

❘❡s❡❛r❝❤ ❇✱ ✶✵✼✿✻✼✕✼✵✱ ❋❡❜r✉❛r② ✶✾✾✻✳

❬❙❇❇+✶✷❪ ❉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ❙✳ ❇❡❞❛❝❤t✱ ❆✳ ❇❧❛③❡✈✐❝✱ ❙✳ ❇✉s♦❧❞✱ ❆✳ ❋r❛♥❦✱ ●✳ ❙❝❤❛✉♠❛♥♥✱ ❛♥❞
▼✳ ❘♦t❤✳ ■♥❞✐r❡❝t❧② ♣❧❛s♠❛ ❤❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ P❍❊▲■❳✱
✈♦❧✉♠❡ ✷✵✶✷✲✶ ♦❢ ●❙■ ❘❡♣♦rt✳ ●❙■ ❍❡❧♠❤♦❧t③③❡♥tr✉♠ ❢ür ❙❝❤✇❡r✐♦♥❡♥❢♦rs❝❤✉♥❣✱
❉❛r♠st❛❞t✱ ✷✵✶✷✳

❬❙❝❛❪ ●✳ ❋❛✉ss✉r✐❡r ❛♥❞ ❈✳ ❇❧❛♥❝❛r❞✱ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✷✵✶✶✳

❬❙❝❤✵✼❪ ❉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✳ ❙♣❡❦tr❛❧❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ t❤❡r♠✐s❝❤❡r P❧❛s♠❛str❛❤❧✉♥❣
✭❉✐♣❧♦♠❛ t❤❡s✐s✱ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❉❛r♠st❛❞t✮✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✼✳

❬❙❝❤✶✶❪ ❉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✳ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❧❛s❡r✐♥❞✉③✐❡rt❡r ❍♦❤❧r❛✉♠str❛❤❧✉♥❣ ✉♥❞ ❊♥❡r❣✐❡✈❡r✲

❧✉st ✈♦♥ ❙❝❤✇❡r✐♦♥❡♥ ✐♥ ✐♥❞✐r❡❦t ❣❡❤❡✐③t❡♥ P❧❛s♠❡♥✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✲
✈❡rs✐tät ❉❛r♠st❛❞t✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✶✳

❬❙❊❙❪ ❤tt♣✿✴✴t✶✇❡❜✳❧❛♥❧✳❣♦✈✴❞♦❝✴❙❊❙❆▼❊❴✸❉❞❛t❛❜❛s❡❴✶✾✾✷✳❤t♠❧✳

❬❙●✵✶❪ ●✳ ❙❝❤✐✇✐❡t③ ❛♥❞ P✳ ▲✳ ●r❛♥❞❡✳ ■♠♣r♦✈❡❞ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ◆✉❝❧❡❛r ■♥str✉✲

♠❡♥ts ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ P❤②s✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤ ❇✱ ✶✼✺✿✶✷✺✕✶✸✶✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✶✳

❬❙❍✺✸❪ ▲✳ ❙♣✐t③❡r ❛♥❞ ❘✳ ❍är♠✳ ❚r❛♥s♣♦rt P❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ❛ ❈♦♠♣❧❡t❡❧② ■♦♥✐③❡❞ ●❛s✳ P❤②✲
s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇✱ ✽✾✿✾✼✼✕✾✽✶✱ ▼❛r❝❤ ✶✾✺✸✳

❬❙✐❣✵✺❪ P✳ ❙✐❣♠✉♥❞✳ ❙t♦♣♣✐♥❣ ♦❢ ✐♦♥s ❤❡❛✈✐❡r t❤❛♥ ❤❡❧✐✉♠✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✸✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ■❈❘❯
✲ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❥✉♥ ✷✵✵✺✳

❬❙✐♥✵✽❪ ❘✳ ▲✳ ❙✐♥❣❧❡t♦♥✱ ❏r✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❡①❛❝t❧② t♦ ❧❡❛❞✲
✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡①t✲t♦✲❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s✱ ✶✶✷✭✷✮✿✵✷✷✵✸✹✱
▼❛② ✷✵✵✽✳

❬❙❑✵✻❪ ❍✳ ❙✉♥♦ ❛♥❞ ❚✳ ❑❛t♦✳ ❈r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ❛♥❞ ✐♦♥s✿ ❊❧❡❝tr♦♥✲
✐♠♣❛❝t ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ❤②❞r♦❣❡♥
❛t♦♠s✳ ❆t♦♠✐❝ ❉❛t❛ ❛♥❞ ◆✉❝❧❡❛r ❉❛t❛ ❚❛❜❧❡s✱ ✾✷✿✹✵✼✕✹✺✺✱ ❏✉❧② ✷✵✵✻✳

❬❙❑✵✽❪ ❨✳ ❙❡♥t♦❦✉ ❛♥❞ ❆✳ ❏✳ ❑❡♠♣✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ❡①tr❡♠❡
❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ ❲❡✐❣❤t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞
❝✉rr❡♥ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✷✷✼✿✻✽✹✻✕✻✽✻✶✱ ❏✉❧② ✷✵✵✽✳

❬❙❧❛✸✵❪ ❏✳ ❈✳ ❙❧❛t❡r✳ ❆t♦♠✐❝ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ✸✻✿✺✼✕✻✹✱ ❏✉❧ ✶✾✸✵✳

❬❙▼✽✺❪ ❉✳ ❙tr✐❝❦❧❛♥❞ ❛♥❞ ●✳ ▼♦✉r♦✉✳ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❝❤✐r♣❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♣✉❧s❡s✳
❖♣t✐❝s ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✺✻✿✷✶✾✕✷✷✶✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✾✽✺✳
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❬❙♣✐✺✻❪ ▲✳ ❙♣✐t③❡r✳ P❤②s✐❝s ♦❢ ❢✉❧❧② ✐♦♥✐③❡❞ ❣❛s❡s❀ ✶st ❡❞✳ ■♥t❡r♥❛t✳ ❙❝✐✳ ❚r❛❝ts P❤②s✳ ❆str♦♥✳
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❛♣♣❛❴♣♥✐❴❣❡s✉♥❞❤❡✐t✴♣❧❛s♠❛❴♣❤②s✐❝s♣❤❡❧✐①✴❛♥❧❛❣❡♥❴✐♥❴❞❡r❴❡①♣❡r✐♠❡♥t❤❛❧❧❡❴③✻✳❤t♠✳

❬❩❇❉✵✵❪ ▼✳ ❘✳ ❩❛❣❤❧♦✉❧✱ ▼✳ ❆✳ ❇♦✉r❤❛♠✱ ❛♥❞ ❏✳ ▼✳ ❉♦st❡r✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
s♦❧✉t✐♦♥ str❛t❡❣② ♦❢ t❤❡ ❙❛❤❛ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ✐❞❡❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✐❞❡❛❧ ♣❧❛s♠❛s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

P❤②s✐❝s ❉ ❆♣♣❧✐❡❞ P❤②s✐❝s✱ ✸✸✿✾✼✼✕✾✽✹✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✵✳

❬❩❇▲✽✺❪ ❏✳❋✳ ❩✐❡❣❧❡r✱ ❏✳P✳ ❇✐❡rs❛❝❦✱ ❛♥❞ ❯✳ ▲✐tt♠❛r❦✳ ❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ❘❛♥❣❡ ♦❢ ■♦♥s ✐♥

▼❛tt❡r✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✳ ✶✾✽✺✳

❬❩✐❡✾✾❪ ❏✳ ❋✳ ❩✐❡❣❧❡r✳ ❙t♦♣♣✐♥❣ ♦❢ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❧✐❣❤t ✐♦♥s ✐♥ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ♠❛tt❡r✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞
P❤②s✐❝s✱ ✽✺✿✶✷✹✾✕✶✷✼✷✱ ❋❡❜r✉❛r② ✶✾✾✾✳

❬❩✇✐✾✾❪ ●✳ ❩✇✐❝❦♥❛❣❡❧✳ ❙t♦♣♣✐♥❣ ♦❢ ❤❡❛✈② ✐♦♥s ✐♥ ♣❧❛s♠❛s ❛t str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ P❤②s✐❝❛❧

r❡♣♦rts✱ ✸✵✾✿✶✶✼✕✷✵✽✱ ❋❡❜r✉❛r② ✶✾✾✾✳

❬❩✇✐✵✷❪ ●✳ ❩✇✐❝❦♥❛❣❡❧✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ ❤❡❛✈② ✐♦♥s ✐♥ ♣❧❛s♠❛✳ ◆✉❝❧❡❛r ■♥str✉♠❡♥ts
❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ P❤②s✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤ ❇✱ ✶✾✼✿✷✷✕✸✽✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✷✳

❬❩❩❇✶✵❪ ❏✳ ❋✳ ❩✐❡❣❧❡r✱ ▼✳ ❉✳ ❩✐❡❣❧❡r✱ ❛♥❞ ❏✳ P✳ ❇✐❡rs❛❝❦✳ ❙❘■▼ ✲ ❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❛♥❞ r❛♥❣❡
♦❢ ✐♦♥s ✐♥ ♠❛tt❡r ✭✷✵✶✵✮✳ ◆✉❝❧❡❛r ■♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ P❤②s✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤ ❇✱
✷✻✽✿✶✽✶✽✕✶✽✷✸✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✵✳
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▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

✯ ❲✳ ❈❛②③❛❝✱ ❊✳ ❇❡r❞❡r♠❛♥♥✱ ❆✳ ❇❧❛③❡✈✐❝✱ ❆✳ ❋r❛♥❦✱ ❚✳ ❍❡ss❧✐♥❣✱ ❉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ▼✳ ❚rä❣❡r✱
❇✳ ❱♦ss✱ ❋✳ ❲❛♠❡rs ❛♥❞ ▼✳ ❘♦t❤✳ ❆ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ♦♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦✉r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✲❜❛s✐s ❢♦r

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛✈② ✐♦♥s ✐♥ ❛ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛✱
❘❡✈✳ ❙❝✐✳ ■♥str✳✱ ✽✹✱ ✵✹✸✸✵✶ ✭✷✵✶✸✮

✯ ❆✳ ❋r❛♥❦✱ ❆✳ ❇❧❛③❡✈✐❝✱ ❱✳ ❇❛❣♥♦✉❞✱ ▼✳▼✳ ❇❛s❦♦✱ ▼✳ ❇ör♥❡r✱ ❲✳ ❈❛②③❛❝✱ ❉✳ ❑r❛✉s✱ ❚✳
❍❡ss❧✐♥❣✱ ❉✳❍✳❍✳ ❍♦✛♠❛♥♥✱ ❆✳ ❖rt♥❡r✱ ❆✳ ❖tt❡♥✱ ❆✳ P❡❧❦❛✱ ❉✳ P❡♣❧❡r✱ ❉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ❆♥✳
❚❛✉s❝❤✇✐t③ ❛♥❞ ▼✳ ❘♦t❤✳ ❊♥❡r❣② ❧♦ss ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❛r❣♦♥ ✐♥ ❛ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞

❝❛r❜♦♥ ♣❧❛s♠❛✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✶✶✵✱ ✶✶✺✵✵✶ ✭✷✵✶✸✮

✯ ❉✳ ❑r❛✉s✱ ❏✳ ❱♦r❜❡r❣❡r✱ ❉✳❖✳ ●❡r✐❝❦❡✱ ❱✳ ❇❛❣♥♦✉❞✱ ❆✳ ❇❧❛③❡✈✐❝✱ ❲✳ ❈❛②③❛❝✱ ❆✳ ❋r❛♥❦✱ ●✳
●r❡❣♦r✐✱ ❆✳ ❖rt♥❡r✱ ❆✳ ❖tt❡♥✱ ❋✳ ❘♦t❤✱ ●✳ ❙❝❤❛✉♠❛♥♥✱ ❉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ❑✳ ❙✐❡❣❡♥t❤❛❧❡r✱
❋✳ ❲❛❣♥❡r✱ ❑✳ ❲ü♥s❝❤ ❛♥❞ ▼✳ ❘♦t❤✳ Pr♦❜✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❧✐q✉✐❞ ❝❛r❜♦♥✱
❛❝❝❡♣t❡❞ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳

✯ ❲✳ ❈❛②③❛❝✱ ❱✳ ❇❛❣♥♦✉❞✱ ▼✳▼✳ ❇❛s❦♦✱ ❙✳ ❇❡❞❛❝❤t✱ ❆✳ ❇❧❛③❡✈✐❝✱ ❖✳ ❉❡♣♣❡rt✱ ❆✳ ❋r❛♥❦✱ ❉✳❖✳
●❡r✐❝❦❡✱ ❆✳ ❑♥❡ts❝❤✱ ▲✳ ❍❛❧❧♦✱ ❉✳ ❑r❛✉s✱ ●✳ ▼❛❧❦❛✱ ❆✳ ❖rt♥❡r✱ ❑✳ Pé♣✐t♦♥❡✱ ●✳ ❙❝❤❛✉♠❛♥♥✱
❚✳ ❙❝❤❧❡❣❡❧✱ ❉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ❆♥✳ ❚❛✉s❝❤✇✐t③✱ ❏✳ ❱♦r❜❡r❣❡r✱ ❋✳ ❲❛❣♥❡r ❛♥❞ ▼✳ ❘♦t❤✳ ❆

s❡t✉♣ ❢♦r ✐♦♥ ❡♥❡r❣②✲❧♦ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ ❛ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞

♣❧❛s♠❛✱ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❏✳ ♦❢ P❤②s✐❝s✱ ❈♦♥❢✳ ❙❡r✳ ✭■❋❙❆ ✷✵✶✸ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s✮

✯ ❆✳ ❖rt♥❡r✱ ❉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ❆✳ ❋r❛♥❦✱ ❲✳ ❈❛②③❛❝✱ ▼✳▼✳ ❇❛s❦♦✱ ❙✳ ❇❡❞❛❝❤t✱ ❆✳ ❇❧❛③❡✈✐❝✱ ❙✳
❋❛✐❦✱ ❉✳ ❑r❛✉s✱ ❚✳ ❘✐❡♥❡❝❦❡r✱ ●✳ ❙❝❤❛✉♠❛♥♥✱ ❆♥✳ ❚❛✉s❝❤✇✐t③✱ ❋✳ ❲❛❣♥❡r ❛♥❞ ▼✳ ❘♦t❤✳
❆ ♥♦✈❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❢♦r ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❞❡♥s❡ ✇❡❛❦❧②

❝♦✉♣❧❡❞ ♣❧❛s♠❛ ✉s✐♥❣ ❧❛s❡r✲❤❡❛t❡❞ ❤♦❤❧r❛✉♠ t❛r❣❡ts✱ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❏✳ ♦❢ P❤②s✐❝s✱ ❈♦♥❢✳ ❙❡r✳
✭■❋❙❆ ✷✵✶✸ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s✮

✯ ❲✳ ❈❛②③❛❝✱ ❱✳ ❇❛❣♥♦✉❞✱ ▼✳▼✳ ❇❛s❦♦✱ ❙✳ ❇❡❞❛❝❤t✱ ❆✳ ❇❧❛③❡✈✐❝✱ ❖✳ ❉❡♣♣❡rt✱ ❆✳ ❋r❛♥❦✱ ❉✳❖✳
●❡r✐❝❦❡✱ ❆✳ ❑♥❡ts❝❤✱ ▲✳ ❍❛❧❧♦✱ ❉✳ ❑r❛✉s✱ ●✳ ▼❛❧❦❛✱ ❆✳ ❖rt♥❡r✱ ❑✳ Pé♣✐t♦♥❡✱ ●✳ ❙❝❤❛✉♠❛♥♥✱
❚✳ ❙❝❤❧❡❣❡❧✱ ❉✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r✱ ❆♥✳ ❚❛✉s❝❤✇✐t③✱ ❏✳ ❱♦r❜❡r❣❡r✱ ❋✳ ❲❛❣♥❡r ❛♥❞ ▼✳ ❘♦t❤✳ ❊♥❡r❣②
❧♦ss ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ✐♦♥s ❛t ♠❛①✐♠✉♠ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥ ❛ ❧❛s❡r✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛s♠❛✱ ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

• ❚❛❧❦s

✯ ●✉❡st t❛❧❦ ❛t ❈❊❆✲❉■❋✱ ❇r✉②èr❡s✲❧❡✲❈❤ât❡❧ ✱ ❋r❛♥❝❡✱ ▼❛r✳ ✷✵✶✶✳ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❢ ✐♦♥s ✐♥ ❛ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❍ ✭❉✮ ♣❧❛s♠❛

✯ ✸r❞ ❲♦r❦s❤♦♣ ✬❈❆❘❆❚ ✲ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦rs✬ ❛t ❍❡❧♠❤♦❧t③③❡♥tr✉♠ ❢ür ❙❝❤✇❡✲
r✐♦♥❡♥❢♦rs❝❤✉♥❣✱ ❉❛r♠st❛❞t✱ ●❡r♠❛♥②✱ ❉❡❝✳ ✷✵✶✶✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❈❱❉

❞✐❛♠♦♥❞ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ♣❤②s✐❝s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

✯ ✶st ■❙❚❈✲●❙■ ❙✉♠♠❡r ❙❝❤♦♦❧ ♦♥ ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t② ❧✐❣❤t s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❉❛r♠st❛❞t✱
●❡r♠❛♥②✱ ❖❝t✳ ✷✵✶✶✳ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ❛ ❞❡✉t❡r✐✉♠ ♣❧❛s♠❛ ✐♥ t❤❡
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