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Résumé

Cette these est consacrée au probleme de la comparaison de deux partitions non
strictes (floues/probabilistes, possibilistes) dun méme ensemble d’'individus en plu-
sieurs clusters. Sa résolution repose sur la définition formelle de mesures de concor-
dance reprenant les principes des mesures historiques développées pour la compa-
raison de partitions strictes et trouve son application dans des domaines variés tels
que la biologie, le traitement d'images, la classification automatique.

Selon qu’elles s'attachent a observer les relations entre les individus décrites par
chacune des partitions ou a quantifier les similitudes entre les clusters qui composent
ces partitions, nous distinguons deux grandes familles de mesures pour lesquelles
la notion méme d’accord entre partitions differe, et proposons d’en caractériser les
représentants selon un méme ensemble de propriétés formelles et informelles. De
ce point de vue, les mesures sont aussi qualifiées selon la nature des partitions com-
parées. Une étude des multiples constructions sur lesquelles reposent les mesures de
la littérature vient compléter notre taxonomie.

Nous proposons trois nouvelles mesures de comparaison non strictes tirant profit
de I'état de l'art. La premiére est une extension d'une approche stricte tandis que
les deux autres reposent sur des approches dite natives, 'une orientée individus,
I'autre orientée clusters, spécifiquement congues pour la comparaison de partitions
non strictes. Nos propositions sont comparées a celles de la littérature selon un plan
d’expérience choisi pour couvrir les divers aspects de la problématique. Les résultats
présentés montrent l'intérét des propositions pour le théme de recherche qu'est la
comparaison de partitions. Enfin, nous ouvrons de nouvelles perpectives en propo-
sant les prémisses d'un cadre qui unifie les principales mesures non strictes orientées
individus.

Mots-clés : Comparaison de partitions, indice de Rand, indice de Jaccard, partition
floue, partition possibiliste, cluster analysis, contingence-paires, matrice de contin-
gence, matrice de coincidence, norme triangulaire
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Abstract

This thesis is dedicated to the problem of comparing two soft (fuzzy/ probabilistic,
possibilistic) partitions of a same set of individuals into several clusters. Its solution
stands on the formal definition of concordance measures based on the principles of
historical measures developped for comparing strict partitions and can be used in
various fields such as biology, image processing and clustering.

Depending on whether they focus on the observation of the relations between
the individuals described by each partition or on the quantization of the similarities
between the clusters composing those partitions, we distinguish two main families
for which the very notion of concordance between partitions differs, and we propose
to characterize their representatives according to a same set of formal and informal
properties. From that point of view, the measures are also qualified according to the
nature of the compared partitions. A study of the multiple constructions on which the
measures of the literature lie completes our taxonomy.

We propose three new soft comparison measures taking benefits of the state of
art. The first one is an extension of a strict approach, while the two others lie on na-
tive approaches, one individual-wise oriented, the other cluster-wise, both specifically
defined to compare soft partitions. Our propositions are compared to the existing
measures of the literature according to a set of experimentations chosen to cover
the various issues of the problem. The given results clearly show how relevant our
measures are. Finally, we open new perspectives by proposing the premises of a new
framework unifying most of the individual-wise oriented measures.

Keywords : Comparing partitions, Rand index, Jaccard index, fuzzy partition, possi-
bilistic partition, cluster analysis, mismatch matrix, contingency matrix, coincidence
matrix, triangular norm
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cHAPITRE 1 -

Introduction générale

Contexte et problématique

Les travaux que nous présentons concernent le probleme de la caractérisation
de l'accord que partagent deux points de vue, ou partitions, d'un méme ensemble
de données. Ce probléme naturel se rencontre dans de nombreux domaines (biolo-
gie [Chavent et al,, 2001], psychologie et sciences sociales [Arabie et Boorman, 1973],
gestion et management [Charon et al., 2007], recherche de consensus en classifica-
tion automatique [Krieger et Green, 1999], évaluation de méthodes de segmentation
ou d’espaces colorimétriques en traitement d'images [Unnikrishnan et al.,, 2007], etc)
et revét plusieurs aspects. Lorsque I'on cherche a extraire de l'information au sein
d'un ensemble de données, une méthodologie récurrente consiste a regrouper les é1é-
ments de I'ensemble selon des caractéristiques communes. Dans le cas ou ces données
sont étiquetées selon une vérité terrain dont on dispose, la recherche de la méthode
d’évaluation ou celle des caractéristiques qui ont mené a un tel étiquetage repose gé-
néralement sur une approche exploratoire consistant a produire plusieurs partitions
dont la concordance avec l'étiquetage a disposition est évaluée. Dans d’autres cas,
aucune information n’est disponible a priori sur les données et on cherche alors a
mesurer l'accord entre les partitionnements réalisés par plusieurs évaluateurs (hu-
mains, algorithmes) afin d’avérer des structures de groupe communes et les carac-
tériser. Enfin, on peut a contrario chercher a minimiser la concordance entre deux
partitions afin que celles-ci se complétent de sorte de fournir une description la plus
compléete possible des données qu’elles caractérisent. La résolution de ces problémes
repose sur la définition formelle de mesures de comparaison de deux partitions, et
un effort théorique et pratique important a été porté en ce sens depuis la deuxieme
moitié du siécle dernier.

Le cadre mathématique utilisé pour la modélisation des partitions a été élargi

afin d’autoriser les éléments a appartenir aux groupes de maniére partielle (selon des
1



Chapitre 1 : Introduction générale

principes d'imprécision et/ou d’incertitude), et a mené a l'apparition de partitions dites
non déterministes. Ces partitions offrent une plus grande souplesse pour I'analyse des
données qu’elles caractérisent, et c’est la raison pour laquelle nombre de méthodes
modernes de fouille de données s'attachent aujourd’hui a produire des partitions de
ce type. La définition d'une nouvelle génération de mesures de comparaison adap-
tées a ce cadre élargi est donc nécessaire, et cette nécessité constitue le fondement
de cette these.

Plan du mémoire

Ce mémoire est organisé en cinq chapitres dont cette introduction générale en
est le premier.

Le second chapitre (page 5) est consacré a la définition des enjeux et concepts
clés de la problématique de la comparaison de partitions, et se termine par une revue
des mesures de comparaison de partitions déterministes, aujourd’hui considérées
comme historiques car les premiers travaux remontent aux années soixante-dix et
parce que ces propositions posent les bases de nombre de mesures de comparaison
non déterministes. Cette revue est menée selon une approche taxonomique identifiant
les caractéristiques propres a chacune de mesures présentées. Ces mesures sont
systématiquement illustrées par les mémes exemples afin de mettre en évidence les
concepts qu’elles induisent et les mécanismes de calculs sur lesquels elles reposent.

Le troisieme chapitre (page 41) dresse un état de I'art le plus complet possible de la
comparaison de partitions non déterministes. Nous y reprenons la méme taxonomie
que celle adoptée au deuxieme chapitre et nous explicitons certains liens existant entre
les propositions présentées. Encore une fois, des exemples sont systématiquement
donnés pour chacunes d’entre-elles afin d’en illustrer les propriétés. Ce chapitre se
conclut par deux discussions. La premiere concerne les complexités en temps et en
espace des mesures revues, tandis que la seconde concerne leur capacité a comparer
des partitions de nature différentes.

Dans le quatrieme chapitre (page 79), nous décrivons nos contributions au do-
maine de la comparaison de partitions non déterministes. Nous y présentons trois
nouveaux indices fondés chacun sur une construction différente ([Quéré et al., 2010;
Quéré et Frélicot, 2011a, 2012]). Une méme série d’expérimentations a été menée de
maniére a évaluer le comportement de chacun d’entre eux et les comparer a des
mesures revues au chapitre précédent. Nous proposons aussi a la fin de ce chapitre

un formalisme préparant la définition d'un cadre unifiant une partie des mesures de



comparaison non déterministes, a la lumiére duquel sont étudiées ces dernieres.

Enfin, le cinquiéme chapitre (page 131) est une conclusion générale ou sont tout
d’abord résumés nos travaux sous l'angle des apports scientifiques qu’ils constituent.
Quelques perspectives concernant de futurs travaux y sont ensuite abordées.






CHAPITRE 2

Définitions, historique et enjeux de la comparaison de partitions

Résumé : Ce chapitre préliminaire a pour objectif de dresser le
cadre général dans lequel s’inscrit la problématique de la compa-
raison de partitions. Aprés en avoir introduit les notions fonda-
mentales, il se conclut par une revue des mesures strictes histo-
riques, menée selon une approche taxonomique.

2.1 Qu’est-ce qu'une partition ?

Une partition d'un ensemble de données en est une description structurelle parti-
culiere, quel que soit leur type (données homogénes ou non, quantitatives, qualitatives,
etc). Elle décrit une structure de groupes réunissant des éléments qui partagent les
mémes caractéristiques. Ces groupes sont appelés classes ou clusters ci-apres selon
qu’ils sont le résultat d'un étiquetage par un expert ou par un algorithme de parti-
tionnement ou clustering'. Leur union doit couvrir 'ensemble complet des données,
et 'ils sont disjoints, la partition est dite stricte?.

Définition 1. Une partition stricte Py = {Py1, Pyp2, ..., Pyc} d'un ensemble X est
un ensemble de parties non-vides et disjointes de X, couvrant X :

- Py £0Vie {1,2,...,c},

- PyinPy =0Vi,je {1,2,..,c},

- Uit Pu = X

1. On prendra pour convention de réserver I'usage du terme de classe pour évoquer spécifiquement
les sous-ensembles d'une partition experte, préférant ainsi utiliser celui de cluster lorsque la distinction

n’est pas de mise.
2. Les mathématiciens parlent de partition la ot notre communauté adjoint ce qualificatif pour dis-

tinguer ce type de partition d’autres types décrits plus loin; pour les partitions non strictes, ils utilisent
le terme recouvrement.

5



Chapitre 2 : Définitions, historique et enjeux de la comparaison de partitions

o Py,

FIGURE 2.1 — Partition stricte Py, de données X = {x1, Xy, X3, X4, X5} en deux clusters

On dira que Py est une c-partition de X si on souhaite préciser le nombre de
groupes qu’elle décrit. Si 'ensemble de données est composé de n éléments (ou in-
dividus), c’est-a-dire que X = {x1, Xg, ..., Xp}, alors, a toute c-partition Py de X, on
peut faire correspondre une matrice de partition U de taille (¢ x n)

u1 u2 ) uk P un

1

uyr wg - We - W \ U
2

Ugy Uy -+ Ugp -+ Ugy | U

U = ;
ui1 -+ Ujp -+ Uin U

Uer Ue2 +++ Uck -+ Ucn U°

dont le terme général u;, représente le degré selon lequel le k-ieme individu (k = 1, n)
de X appartient au i-iéme cluster de Py (i = 1,c¢), binaire pour une partition stricte, et
ou chacune des colonnes ug, appelées vecteurs d’appartenance, regroupe les degrés
d’appartenance de chaque individu a chacun des clusters de Py. Par simplicité et
confort de notation, on se permettra par la suite d’assimiler abusivement une partition
Py a sa matrice de partition U, de sorte que la partition sera définie a une permutation
des lignes de sa matrice de partition prés. In extenso, on se référera aussi aux lignes
U' de la matrice U pour évoquer les clusters de cette méme partition.

Exemple 1. Partition stricte Py, et sa matrice de partition Uy selon le partitionne-
ment de l'ensemble d’'individus X = {x1, X9, X3, X4, X5 } en deux clusters tel quillustré
par la Figure 2.1.

PUh = {{X1,X3,X4}, {XQ,XS}}
uq Up uz u; us

1011 0)\U
Un = h
01001)U2



2.1. Qu’est-ce qu'une partition ?

Il existe d’'autres types de partitions que les partitions strictes. Selon que les clus-
ters qui la composent sont ou non mutuellement exclusifs et selon que les individus
qu’elle caractérise peuvent ou non n‘appartenir que partiellement a chaque cluster,
une partition peut étre modélisée par différentes théories mathématiques desquelles
découlent différents espaces de partitions. On recense ainsi en plus de celui des par-
titions strictes les deux principaux espaces que sont ceux des partitions floues (ou
probabilistes) et possibilistes, définis dans Bezdek [1981], respectivement par :

— Mpen = {U € Rt ug € [0,1]},

— Myen = {U € Mpen = Y04 uie = 1}.

Dans un souci dhomogénéité, on redéfinit de la méme fagon l'espace des partitions
strictes :

— Mpen = {U S Mfcn T Uik € {0,1}}

Ces ensembles sont imbriqués : Mucn C Mfen C Mpen. Par commodité, on retiendra
aussi 'ensemble des partitions non-strictes (ou soft partitions) tel que défini dans [An-
derson et al., 2010] :

— Msen = Mpen © Mpen, ot © symbolise la soustraction ensembliste,

auquel nous ajoutons les restrictions de partitions possibilistes suivants :
- My, = {U EMpen:Ike{l,...n} Y0 uip > 1},
- Mgcn = MPCH S/ M;cn
a partir desquels on peut définir les restrictions de partitions non strictes M., et

M, correspondantes. Des partitions appartenant a certains de ces ensembles sont
données a 'Exemple 2.

Exemple 2.
partitions : Mings | Mygs | Mpos | Msgs | Mpps | Mgy
Uy = 101 10 . . .
01001
0.9 0.2 0.7 0.6 0.3
Us = ° ° ° °
01 08 0.3 0.4 0.7
09 0.2 0.7 06 0.3
Up> = ° ° °
0.3 0.8 0.3 0.4 0.7
05 0.2 0.7 06 0.3
Ups = ° ° °
0.3 08 0.3 0.4 0.7
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Etant donnée une partition non stricte, on peut facilement lui associer une partition
stricte.

Définition 2. La défuzzification par maximum d’appartenance est l'opération :
Mgsen — Mpen, U— U’ telle que, Yk €{1,2,...,n}

(2.1)

u = 1 sii=argmaxj-1.cujg
ik = .
' 0 sinon

On dira que U’ est la partiton U max-défuzzifiée.

Définition 3. Deux partitions sont dites max-compatibles si leur défuzzification

par maximum d’appartenance sont égales.

Par définition, toute partition de M., est bien évidemment max-compatible avec
sa partition max-défuzzifiée.

Exemple 3. Les partitions non strictes de 'Exemple 2 sont toutes max-compatibles.

Chacun des trois ensembles Mpcn, Mfcn €t Mpcn porte une sémantique propre qui
doit étre précisée. Ainsi les partitions strictes, reposant sur la traditionnelle théorie
des ensembles, sont des partitions déterministes pour lesquelles I'appartenance dun
individu a un cluster donné est totale et exclusive ; les clusters sont donc disjoints deux
a deux et un individu ne peut appartenir qu’'a un et un seul cluster, si bien que leur
interprétation reste triviale. En autorisant une appartenance partielle des individus
aux clusters, les partitions de M., permettent quant a elles de modéliser :

— soit l'incertitude de I'appartenance dans le cas des partitions probabilistes, pour
lesquelles les degrés d’appartenance doivent étre interprétés comme des pro-
babilités d’appartenance a posteriori des individus aux clusters,

— soit I'imprécision sur l'appartenance, voire selon certains auteurs la vraisem-
blance de cette méme appartenance [Gath et Geva, 1989] dans le cas des parti-
tions floues.

Toutefois, la contrainte de normalisation imposée aux vecteurs d’appartenance amene
a ne devoir considérer chaque degré que relativement aux autres pour un vecteur
d’'appartenance donné, si bien que les partitions floues ne permettent pas de mettre
aisément en évidence les individus atypiques au sein de la structure décrite. C’est sur
la base de cette critique que repose la construction des partitions possibilistes [Kri-
shnapuram et Keller, 1993], qui propose de considérer individuellement, et donc de
maniére absolue, 'appartenance des individus a chacun des clusters, modélisant ainsi
le degré de typicalité des individus a ces derniers, soit a la fois I'incertitude et I'impré-
cision. Il est donc important de garder en mémoire que, bien qu’il existe une certaine
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classe de partitions possibilistes satisfaisant les contraintes imposées aux partitions
floues puisque I'ensemble de ces derniéres est imbriqué dans celui des partitions pos-
sibilistes, les éléments la constituant ne doivent en aucun cas étre interprétés sous le

prisme de la sémantique propre aux partitions floues.

Définition 4. [Zadeh, 1965] Un ensemble flou U! est inclus dans un autre ensemble
flou V/ si :

Uik < Vik, Vk ¢ {1,2,...,!1}. (2.2)

On note une telle relation Ut C V.

Rien n'’empéche d’étendre cette définition aux lignes de n'importe quelles matrices
de partition de M., considérées comme des ensembles stricts, flous ou possibilistes,
de sorte que U! C V/ symbolise l'inclusion de clusters.

Définition 5. Une c-partition U est un raffinement d'une r-partition V si et seule-
ment si :

-c2>r,

~-Vie {1,2,...,c},3j tel que U' C V.
U est alors dite plus fine que V qui elle-méme est dite plus grossiére que U, et on
note cette relation U C V.
Si ¢ > r, alors le raffinement est dit strict, et on notera U C V.

Autrement dit, une partition est plus fine qu'une autre si ses clusters sont inclus
dans ceux de l'autre. Dans le cas particulier de partitions de méme dimension, c’est-
a-dire ayant le méme nombre de clusters (c = r), il est évident qu'on peut construire
autant de partitions V plus fines qu'une partition U de Mpc, que l'on veut. Il suffit de
prendre V = aU, avec a €]0,1]. Des exemples de raffinements stricts sont donnés a

I'Exemple 4.
Exemple 4.
1.0 0O
0100 1 0 00
- Up = 0010 est plus fineque Vp, = | 0 1 1 0
0 0 0 1
0 001
09 02 0 O
01 07 0 09 02 0 O
- Us = 0 0:1 05 0 est plus fine que Vy = [ 0.1 0.7 0.8 05
0 04 02 05

0O O 02 05



10

Chapitre 2 : Définitions, historique et enjeux de la comparaison de partitions

09 04 0 O
0 06 08 0.4
- Up = 04 04 0 0O est plus fine que Uy et V;.

0O O O 03

Terminons cette Section sur quelques propriétés particulieres propres aux parti-
tions strictes de Mp.n. Contrairement aux partitions provenant des autres espaces,
I'ensemble des partitions de Mj., d'un ensemble X d'invididus est fini. Cette particu-
larité lui confére la propriété de définir un treillis°, selon la relation d’ordre partiel
donnée par le raffinement strict des partitions qui le constituent. Les bornes supé-
rieure et inférieure du treillis sont respectivement les deux partitions particulieres
que sont la 1-partition, ou partition singletons, 11, = (1 1 ... 1), regroupant tous les
individus au sein d'un seul et unique cluster, et la partition identité I,, constituée uni-
quement de clusters singletons. Notons toutefois que ces deux cas limite de partitions
ne traduisent bien évidemment aucune structure de groupes au sein de I'ensemble
X quils caractérisent. Le diagramme de Hasse présenté a la Figure 2.2 illustre le
treillis défini sur I'ensemble des partitions de I'ensemble des quatre premiers entiers
{1,2,3,4}. La relation d’ordre se lit de bas en haut, e.g. 'arc entre la partition single-
tons 1, = {{1}, {2}, {3}, {4} } etla 3-partition {{1}, {2,3}, {4} } indique que la premiére
est un raffinement strict de la seconde.

{{1,2,3,4}}

442,31 {{13,{2,3,4}} {{1,2,4},{3}} {{1,3},{2,4}} {{2,35{41r  {({1,3.41,{2}} {{1,2},{3,4}}

Hin{2:8h {4 {4 {253} Huh{24L81 {35 {21 {4} {n2h {31 {4} {{1},{2}.{3.4}}

Hin {23 {35 {43}

FiGure 2.2 — Diagramme de Hasse du treillis des partitions strictes de 'ensemble
{1,2,3,4}, ordonnées selon leur raffinement.

3. Un treillis est un ensemble E muni d'une relation d’ordre C vérifiant :
Y a,b € E, 3 une borne supérieure et une borne inférieure a I'ensemble {a,b}.
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2.2 De l'origine des partitions

Une partition peut-étre produite de plusieurs fagon. Elle peut étre issue d'un étique-
tage manuel des données par un sujet humain, expert ou non du domaine concerné,
et décrit alors :
— soit une absolue vérité-terrain — on parle alors de partition-expert,
— soit un partitionnement subjectif, que I'on cherchera généralement alors a confron-
ter a d’autres partitions du méme type.

Dans ces deux cas, une partition prend la plupart du temps ses valeurs dans
Mpcn- Une partition peut aussi étre le résultat d'une méthode ou d'un algorithme de
classification automatique non-hiérarichique ou clustering, dont les méthodes sont
généralement utilisées pour mettre en évidence de possibles structures de cluster
lorsqu’aucun a priori sur les données n'est disponible. De nombreuses approches
existent [Jain et Dubes, 1988; Jain et al., 1999], mais les algorithmes orientés prototype
sont certainement les plus populaires. Ftant donnés un ensemble de données X et un
nombre prédéfini de cluster ¢ choisi par le praticien, de tels algorithmes produisent,
en minimisant une fonctionnelle | qui leur est propre, une partition U et un ensemble
de ¢ prototypes associés a chaque cluster. Les prototypes les plus simples, lorsque les
données sont vectorielles, sont les centres (vecteurs moyenne) des différents clusters.
On peut citer, parmi les plus connues de ces méthodes :

— les K-Moyennes, aussi appelé K-Means ou Hard C-Means (HCM, [McQueen,

1967; Jain, 2009]), qui produit des partitions strictes de Mpcp,

— les K-Moyennes Floues, ou Fuzzy C-Means (FCM, [Dunn, 1973; Bezdek, 1981]),
qui produit des partitions floues appartenant M.y,

- les K-Moyennes Possibilistes, ou Possibilistic C-Means (PCM, [Krishnapuram
et Keller, 1993; Davé et Krishnapuram, 1997]), qui produit des partitions possi-
bilistes de Mpcn.

- les K-Moyennes Possibilistes-Floues, ou Possibilistic-Fuzzy C-Means (PFCM,
[Pal et al., 2005]), qui produit a la fois une partition possibiliste de M., et une
partition floue de M., et qui a pour vocation de corriger certains problémes
inhérents a FCM et PCM.

Les algorithmes FCM et PCM, utilisés pour les expérimentations du Chapitre 4,
sont décrits en annexe A.
Tous les algorithmes listés ci-dessus produisent une c-partition des données d’entrée,
et ce méme si ces dernieres ne présentent aucune structure en leur sein. Une étape
préalable a leur utilisation, souvent négligée par l'utilisateur, consiste donc a vérifier
si partitionner les données a du sens ou non, par exemple a 'aide de tests statistiques.
Cette problématique, qui n’entre pas dans le cadre de nos travaux, est appelée cluster
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tendency [Jain et Dubes, 1988]. Elle a connu un regain d'intérét dans la littérature
récente, principalement par le biais de méthodes fondées sur le ré-ordonnancement
de matrices de similarité entre individus ([Hathaway et Bezdek, 2003; Bezdek et al.,
2007; Brouwer, 2009b]).

2.3 Cadre d’étude

Dans ce mémoire, on entend par comparaison de partitions la mesure du degré
d’accord, ou concordance, dont peuvent témoigner deux partitions d'un méme en-
semble d'individus présentant éventuellement un nombre de clusters différents. Cette
problématique, dont I'émergence est liée a l'essor qu’'a connu l'informatique depuis
la seconde moitié du siécle dernier, prend historiquement sa source dans divers do-
maines, au sein desquels elle revét différents aspects et souleve différents enjeux.
Ainsi, on en retrouve l'expression :

— en biologie, ou l'on citera les travaux de Jaccard [1901], de Sokal et Michener
[1958] ou les plus récents de Chavent et al. [2001] dans lesquels une partition
d'un ensemble de coniferes, établie a partir de la composition chimique de leurs
feuilles, est comparée a une partition experte définie par le genre de chaque
arbre,

— en psychologie et en sciences sociales, avec notamment les travaux de Brennan
et Light [1974] qui proposent d'utiliser une mesure d’accord pour comparer les
classements d'une méme population d’enfants réalisés par deux psychologues,
ou encore ceux de Arabie et Boorman [1973] qui dressent une excellente intro-
duction aux enjeux propre au domaine,

— en développement urbain, avec les travaux de Tavares Pereira et al. [2009]
qui tentent d’optimiser, sous diverses contraintes, le découpage d'un territoire
donné en un certain nombre de zones ou districts par le biais de mesures de
comparaison partitions,

— en management, avec des problématiques telles que la répartition en des classes
hétérogénes d'individus formant des classes homogénes, que Charon et al.
[2007] proposent de résoudre en minimisant leur mesure de concordance entre
partitions,

— et bien évidemment en classification automatique, avec les travaux de Fowlkes
et Mallows [1983], de Wallace [1983] et de Rand [1971], ce dernier proposant une
méthodologie fondée sur une mesure de comparaison de partitions pour I'étude
de classifieurs, ou encore les travaux de Krieger et Green [1999], qui proposent
d’'utiliser une mesure de comparaison pour le calcul de partition consensus.
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A travers la littérature, on distingue ainsi deux types d’utilisations des mesures de
comparaison de partitions. La premiere vise a comparer une partition a une partition
de référence, par exemple pour valider le choix d'une méthode de classification su-
pervisée et son paramétrage ou ceux d’'un algorithme de clustering. On parle alors de
mesures de comparaison externes. La seconde tend a comparer deux a deux les élé-
ments d'un ensemble de partitions que I'on souhaite qualifier selon leur similitude ou
compatibilité, par exemple pour définir un espace des parameétres pour une méthode
de clustering ou comparer des sous-espaces de représentation, et 'on parle alors de
mesures de comparaison relatives. Bien des mesures relatives peuvent étre utilisées
comme mesures externes, et certaines mesures externes peuvent de la méme ma-
niere étre utilisées comme mesures relatives. La frontiere entre ces deux types de
mesures est donc tres perméable, et lorsque la distinction n‘est pas de mise, nous
nous utiliserons le terme plus général de mesures de comparaison.

2.4 Définitions générales et propriétés des mesures de comparaison de parti-
tions

2.4.1 Sur la notion de concordance et de discordance entre deux partitions

Comme nous lillustrerons plus tard, la notion d’accord entre deux partitions dé-
pend directement de la mesure considérée. Toutefois, 'ensemble de la littérature
s'accorde, par exemple dans [Rand, 1971; Arabie et Boorman, 1973], sur la définition
des situations dans lesquelles la concordance et la discordance totales sont attendues.
Ainsi, on établit habituellement que deux partitions U et V sont en totale concordance,
et 'on notera U = V, si et seulement si elles sont égales a une permutation des clusters
prés.

Définition 6. Une matrice de permutation P, est une matrice carrée de ftaille ¢
associée a l'une des permutations o = {0(1),0(2), ...,0(c)} de l'ensemble {1,2,...,c},
telle que :

1 sii=ol)

. (2.3)
0 sinon

[Po)]ij = {
La matrice Py est bistochastique* parce qu’elle ne contient qu’un seul coefficient
non-nul égal a 1 par ligne et par colonne. Elle est aussi orthogonale, si bien que
P@% Py = tP(O)P = I. et que tP(G) est la permutation inverse de P().

4. Une matrice bistochastique est une matrice dont les sommes en ligne et les sommes en colonnes
sont toutes égales a 1.
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Autrement dit, deux partitions sont en concordance totale si U = PV, ou Py
est une matrice de permutation. Notons que l'on ne peut avoir U = V que si U et V
ont méme nombre de clusters. Cependant, il est bien str possible qu'une c —partition
U’ = P U concorde plus a une r—partition V que U.

Exemple 5. Soient les deux partitions strictes dun méme ensemble de données :

V1 Vo V3 V, V5
1000 0)\V

Vp=[ 00110 |V
01001/)V
et
Vi Yho Yhs Yha Vhs
001 10\Ww
Vi=|l 01001 |W.
10000)/)WV
On constate que V} = V}’lg, V2 = ,’11 et VP = V1,12' de sorte que les deux partitions

sont équivalentes a une permutation des clusters de l'une d’entre elles prés. Cette
permutation oy, v = {3,1,2} se formalise ici trés simplement a l'aide de la matrice

P(OVh,V}’I) =

=~ O O
o O =
o = O

)V, ou encore Vj, = P(‘1 v, = tP((,Vh'VZ)V}’].

de telle sorte que V; = P P
h'Vh

O‘Vh ) VI/1

Bien évidemment, deux partitions que l'on souhaite comparer ne sont généra-
lement pas équivalentes et la recherche d'une permutation amenant a une égalité
totale entre elles se transforme habituellement en la recherche d'une permutation
réalisant le meilleur appariement des clusters selon un critere donné. Cet apparie-
ment pose toutefois un probleme de complexité algorithmique non négligeable. En
effet, le nombre de permutations possible d'un ensemble de c clusters est de I'ordre
de c!, si bien que toute recherche exhaustive devient rapidement impossible. Comme
nous le verrons par la suite a la page 18, plusieurs solutions a ce probléme ont été
proposées.

Un exemple qui illustre bien la notion de désaccord total, que I'on oppose habituel-
lement a celle de concordance totale, est celui des deux partitions 14, et I, définies
plus t6t a la page 5. Cette notion de discordance reste toutefois a pondérer par la
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maniere dont peut étre abordé, selon les auteurs, le cas de la comparaison de deux
partitions présentant un nombre différent de clusters. Dans un tel cas de figure le
probléme du traitement des m =| ¢ —r | clusters supplémentaires est soulevé et, bien
qu'il soit clair qu’alors les partitions considérées ne peuvent présenter un total accord,
il est toutefois probable que la partition arborant le plus grand nombre de clusters
constitue un raffinement de l'autre (voir Définition 5, page 5). Certains auteurs consi-
derent alors que ce raffinement témoigne d'une certaine concordance entre les deux
partitions et s’attachent a le mesurer, si bien qu’a la lumiére unique d'une telle me-
sure les partitions extrémes I, et 1y, décrites plus td6t conservent un certain degré
d’accord, voire un degré d’accord certain.

Enfin, on distingue dans la littérature deux types d’approches qui influent direc-
tement sur la notion de concordance selon qu’elles orientent les mesures sur les
colonnes ou les lignes des matrices de partition. Les mesures du premier type, dont
les propriétés seront discutées plus en détails a la page 18, reposent ainsi sur l'idée
qu'une partition décrit avant tout une structure relationnelle entre les individus de
I'ensemble de données qu’elle partitionne, et que ce sont ces relations qui doivent
étre privilégiées pour la comparaison. Lun des avantages immédiat est de s’affran-
chir naturellement du probleme de I'appariement des clusters discuté ci-dessus. Au
contraire, les approches du second type, décrites a la page 32, privilégient avant tout
les clusters. Les mesures qui s'inscrivent dans cette catégorie se focalisent alors sur
les similitudes que présentent, deux a deux, les clusters de chaque partition. Dans ce
cas, un appariement de ces derniers est généralement nécessaire, et les clusters sont
considérés de maniére indépendante.

2.4.2 Propriétés théoriques et pratiques

Toute fonction visant a évaluer 'accord ou le désaccord entre deux partitions doit
permettre de définir formellement une mesure de comparaison. Pour le désaccord,
une telle mesure doit alors prendre sa valeur minimale quand les deux partitions
sont en accord total et doit croitre a mesure de leur discordance, en d’autres termes
a mesure que les partitions différent ou s'éloignent I'une de l'autre. Il est alors usuel de
définir des mesures de distance, ou plus simplement des distances, entre matrices
de partition D(U, V) : Mipen x Mpen — [0, 1], que 'on étudie a la lumiére des propriétés
qu'une métrique doit satisfaire. Lorsque D sera a valeurs dans un autre intervalle fini,
on la raménera dans l'intervalle unité, de sorte que tout ce qui suit ne perde pas en
généralité.
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Définition 7. [Arabie et Boorman, 1973] Une métrique sur un espace E est une
fonction d : E x E — [0, +0o9[ telle que : pour tous U,V,W € E

(1-1) d(U, U) = 0 (réflexivité),

(1-2) d(U,V) =0« U =V (identité des indiscernables),
(1-3) d(U, V) = d(V, U) (symétrie),

(1-4) d(U, W) < d(U, V) + d(V, W) (subadditivité).

Si d perd la propriété (1-2) (respectivement l'inégalité triangulaire (1-4)), on dit que
d est une pseudométrique (respectivement une semimétrique). Une métrique d est
une ultramétrique si elle satisfait l'inégalité suivante, plus forte que (1-4) :

(1-4) d(U, W) < m‘c}x(d(U, V),d(V, W)) (inégalité ultratriangulaire) .

Lorsqu’a contrario une mesure est construite de sorte de prendre sa valeur maxi-
male pour une concordance totale entre les deux partitions et de décroitre avec leur
désaccord, on parle alors d’indice de comparaison I(U, V) : Mpen x Mpen — [0,1],
que l'on pourra qualifier selon les propriétés quune similarité doit satisfaire. Cer-
tains indices de la littérature prennent leurs valeurs dans d’autres intervalles, mais
ils peuvent étre ramenés a [0,1] de sorte que nos propos s'entendent sans perte de
généralité.

Définition 8. [Zadeh, 1971] Une similarité sur un espace E est une fonction
s:E x E— [0,1] telle que : pour tous U,V,W € E

(11-1) s(U, U) =1 (réflexivité) ,
(11-2) s(U, V) = s(V, U) (symétrie) ,
(11-3) s(U, U) > s(U, V) (maximalité).

I1 découle de la Définition 8 que toute fonction Ds(U, V) = 1 — S(U, V) dérivée d'une
similarité S satisfait naturellement les propriétés (I-1) et (I-3). Comme (II-3) est moins
forte que (I-4), on qualifiera de préférence tout indice de comparaison I(U, V) selon les
propriétés (I-1), (I-2), (I-3) et (I-4) satisfaites par sa mesure de distance duale, comme
proposé par Rand [1971].

Définition 9. La mesure de distance duale d'un indice I de comparaison de deux
partitions est la fonction définie par D;(U,V) = 1 — I(U, V). De la méme maniére,
la fonction définie par Ip(U,V) =1 — D(U, V) est l'indice dual de toute mesure de
distance entre deux partitions D(U, V) bornée sur [0,1].
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Certains auteurs comme Arabie et Boorman [1973] ou Hiillermeier et Rifqi [2009]
proposent ainsi que toute mesure de distance D*, qu'il s'agisse d'une mesure a part
entiere ou du dual d'un indice de comparaison I*, doit s’attacher a satisfaire l'inté-
gralité des propriétés d'une métrique. Or, bien qu’il soit clairement désirable que D*
satisfasse les propriétés de réflexivité (I-1) et d'identité des indiscernables (I-2), nous
pensons que tel n'est pas tant le cas pour les deux suivantes que sont la symétrie (I-
3) et la subadditivité (I-4), selon I'usage auquel la mesure considérée est destinée. En
effet, alors que la propriété de symétrie est fortement requise pour toute mesure rela-
tive dont le but est de comparer deux partitions ordinaires, i.e. sur lesquelles aucun a
priori n’est connu, certains auteurs comme Wallace [1983] et Chavent et al. [2001] ont
montré qu'il pouvait étre intéressant de considérer des indices asymétriques® pour
la comparaison d'une partition a une partition de référence, lorsque la mesure est
donc vouée a étre utilisée comme mesure externe, voir la discussion plus détaillée a
la page 23. Quant a la subadditivité de D* qui implique le cas échéant que l'indice dual
I* vérifie que si deux partitions U et V sont proches d'une troisieme partition W, alors
U et V sont elles-mémes proches, nous pensons qu’elle n’est vraiment nécessaire que
dans le cas ol la mesure est destinée a étre utilisée comme mesure relative pour la
comparaison croisée des éléments d'un ensemble de partitions. Elle est ainsi requise
pour la méthodologie de représentation par Positionnement Multidimmensionnel
(Multidimensionnal Scaling, (MDS)) proposée par Arabie et Boorman [1973]. Elle
reste en revanche superflue dans le cas d'une mesure externe vouée a n’étre uni-
quement utilisée que pour statuer de la proximité d'une partition a une partition de
référence.

Nous proposons de considérer une propriété supplémentaire, non formelle, qui
devrait étre cherchée pour toute distance entre deux partitions ou pour tout indice
de comparaison de deux partitions :

(I-5). D*(U,V) « D*(U, W) si V est connue pour étre bien plus proche de U que de
W (dynamique).

(II-4). I*(U, V) > I*(U, W).

En effet, la connaissance d'une "bonne" dynamique, identifiée empiriquement, permet
d’assurer au praticien que l'indice considéré est connu pour présenter de plus ou
moins grandes différences de valeur entre la comparaison de partitions proches et
celle de partitions éloignées. Ainsi toute décision concernant la compatibilité entre

5. On remarquera par ailleurs que si la propriété de symétrie est absolument requise, il est
possible d’obtenir un indice symétrique I; a partir de n'importe quel indice asymétrique I, via :
LU, V) = AU, V), I(V,U)), ot A est une opérateur d’agrégation adéquat, par exemple la moyenne
arithmétique ou la moyenne géométrique.



18

Chapitre 2 : Définitions, historique et enjeux de la comparaison de partitions

deux partitions qu’il aurait a prendre, par exemple en seuillant la valeur de la mesure,
serait facilitée.

2.5 Une revue des mesures strictes

Bien que le sujet d’étude principal de ce mémoire soit la comparaison de partitions
non-strictes dun méme ensemble d’individus, il est nécessaire, ainsi qu'intéressant, de
dresser un état de I'art succint mais complet des mesures strictes les plus populaires
de la littérature. En effet, c’est sur les bases de nombre de ces derniéres que re-
posent les principales propositions pour les partitions non strictes qui seront revues
au Chapitre 3. Nous avons choisi une taxonomie qui nous est propre, fondée sur la
distinction faite a la page 13 entre les deux types d’approches (orientées individus
et orientées clusters), pour lesquelles la notion méme de concordance diverge. Bien
évidemment, d’'autres taxonomies sont envisageables. Chaque proposition est illustrée
par un exemple sur tout ou partie des trois partitions strictes suivantes :

uy up uz u; Us

1011 0)\U
Up = n
0100 1)U;

V1 Vo V3 V, V5

1000 0)\V
V= 0011 0 |V

01001)/)V?

Wi W W3 W, W5

1000 0\ W
01000 [W
Wy = n
00110 W
00001/ W

Ces partitions ont été congues de sorte d’étre des raffinements stricts les unes des
autres (Wp, C Vi C Uy, au sens de la Définition 5) d'un ensemble de données tel que
celui représenté a la Figure 2.5.

2.5.1 Approches orientées individus
2.5.1.1 Généralités

Une premiére approche pour la construction de mesures d’accord entre deux par-
titions repose sur I'observation des appariements entre individus réalisés par chacune
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G
L

U,

FiGURE 2.3 — Partitions Uy, V, et Wy dans I'espace de représentation des données

des partitions a comparer. C’est pourquoi nous les qualifions de mesures orientées in-
dividus. Formellement, les mesures de comparaison de deux partitions U et V ainsi
dérivées sont fondées sur la construction d'une table (ou matrice) de contingence-
paires M(U, V) croisant U et V telle que présentée par la Table 2.1.

Définition 10. Un ensemble composé d’exactement deux éléments distincts a et b
est appelé une paire. On le notera entre accolades pour le distinguer du couple,
composé de deux éléments non forcément distincts dans un ordre déterminé et
noté entre parenthéses.

Ainsi, deux éléments a et b forment une paire {a,b} unique et peuvent composer
jusqu’a quatre couples différents (a,a), (a,b), (b,a) et (b, b).

On peut former q = % paires d’éléments de X. Les termes myq, myg, moy

et myy de la matrice M(U, V) dénombrent les paires {xp,x;} selon l'appartenance
conjointe ou non des individus qui la composent aux différents clusters de U et V, et
sont liés par la relation : myy + myg + mo1 + mgg = q. Deux individus distincts x;, et x;
de X peuvent :
— appartenir conjointement au méme cluster dans U et dans V (accord positif),
contribuant a myy,
— appartenir au méme cluster dans U mais a des clusters différents dans V (désac-
cord), contribuant a myg,
— appartenir a des clusters différents dans U mais au méme cluster dans V (désac-
cord), contribuant a mo,
— n'appartenir ni au méme cluster dans U ni au méme cluster dans V (accord
négatif ou compte neutre), contribuant a mgy.

Exemple 6. Comme on peut facilement l'observer a la Figure 2.3, la partition Up
regroupe dans le cluster U}1 les individus x4, x3 et x; et dans le cluster U}21 les indi-
vidus xg et x5, si bien que l'on en déduit 'ensemble Uy = {{x1,x3}, {x1,Xx4}, {x3,%,},
{x2,x5}} des paires d'individus appartenant au méme cluster de U. De la méme
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TABLE 2.1 — Table de contingence-paires M(U, V) de deux partitions U et V

partition Vv
# de paires dans le méme cluster différents clusters
U le méme cluster miyq mio
différents clusters moy moo

maniére on peut construire Vi = {{x3,x;}, {xo,x5}} l'ensemble des paires d'indivi-
dus appartenant au méme cluster dans V. Alors, on a :

myy =| Uy V1 |= card({{x3,x;}, {X2,X5}}) = 2,

myo =| Uy © Vi |= card({{x1, x5}, {x1,x;} }) = 2, et

mo1 =] Vie U |= card(ﬁ) = 0.
En construisant d'une maniére analogue les ensembles Uy et Vy des paires d'indi-
vidus n‘appartenant respectivement pas au méme cluster dans U et dans V, on a

aussi :
moo =| Up N Vo |= card({{x1, X}, {x1, X5}, {x3,%X2}, {X3,X5}, {X4, X2}, {X4,%X5] }) = 6,
2 2
si bien que la matrice de contingence-paires vaut M(Uy, Vy) = 06 )
Evidemment, on a : myq + myo + mo; + mgo = 10 = 5(52“1) =(.

L'avantage notoire d'une telle approche réside dans le fait qu'aucun appariement
des clusters n'est nécessaire puisque les clusters ne sont pas a proprement parler
considérés. Pour la méme raison, le probleme de la comparaison de partitions pré-
sentant un nombre de clusters différents n’a pas a étre posé.

Par ailleurs, on sait que dans le cas des partitions strictes, une partition U in-
duit une topologie dite fopologie de partition, dotant I'espace X qu’elle décrit d'une
pseudométrique dy : X x X — {0,1} définie par :

0 si xp et x; appartiennent au méme cluster de U
dy(xg, x1) = i (2.4)
1 sinon
si bien que
n k-1
U1 = 1- d(Xk,Xl). (2.5)
k=1 1=2

Selon cette acception, les mesures fondées sur les mesures d’appariement entre indi-
vidus peuvent étre pergues comme des mesures de comparaison des espaces pseu-
dométriques (X, dy) et (X, dy) décrits par chaque partition U et V.
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Notons enfin que certains auteurs [Ceccarelli et Maratea, 2008] ont fait des propo-
sitions de mesures fondées sur le dénombrement des couples (xg, x;) plutdt que des
paires {Xg,x;} d'individus. Les contingences-couples correspondantes mj,, mj,, mg,
et my,, integrent évidemment les contingences-paires si bien que I'on a m}, + mj, +
m{, + m{, = n? mais aussi :

mj, = 2myy + n, (2.6)
mj, = 2myo, (2.7)
mg, = 2mot, (2.8)
my, = 2mop. (2.9)

Bien entendu, ce choix est loin d’étre optimal d'un point de vue calculatoire et nous
pensons par ailleurs que la prise en compte de la contribution a my; des couples
(xg, Xg), donc de l'appariement d'un individu avec lui méme constitue un biais pour la
mesure d’accord, si bien que 'on ne considérera que peu cette approche par la suite.

2.5.1.2 Quelques indices dérivés

A partir des termes de la table des contingence-paires M(U, V) se calculent une
multitude de mesures de comparaison, généralement des indices. La Table 2.3 re-
cense les principaux, leur domaine de variation, ainsi que le caractére métrique de
la distance complémentaire au sens de la Définition 9. Nous en détaillons ci-apres
quelques-uns, choisis pour leurs particularités, et les illustrons au travers de la com-
paraison des partitions strictes Uy, Vi et Wy donnés a la page 18.

2.5.1.2.a Indices symétriques

Parmi les indices de comparaison de partition strictes, orientés individus, les plus
notables sont assurément l'indice de Rand :

RI(U, V) = Mt + Moo (2.10)
myq + myo + Moy + Moo
et I'indice de Jaccard :
JIU, V) = mi (2.11)

myy + myo + Moy
Les distances complémentaires Dp; et Dj; dérivées de ces deux indices sont des

métriques [Rand, 1971; Lipkus, 1999].

Exemple 7. Considérons les partitions Uy, et Vy, (page 18). A partir de leur matrice

2 2
de contingence-paires M(Uy, V) = < 0 6 donnée a 'Exemple 6, les indices de
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Rand et de Jaccard correspondants valent :

2+6 4

RIUn Vo) = 55046 ~ 5~ 080
et
JI(U, V)—L—i—omo
e Vhi =5 0 0 9 OV

La différence fondamentale entre ces deux indices réside dans la prise en compte
(par RI) ou non (par JI) du terme mgy pour leur calcul, qui améne a une intéressante
discussion au sujet de l'interprétation a donner a ce terme. Comme Wallace [1983]
le propose, le nombre mgy de paires non jointes dans chaque partition ne témoigne
pas avec évidence d'un accord entre les deux partitions. En effet, cette interprétation
repose clairement sur I'a priori selon lequel la non-appartenance de deux individus au
méme cluster découle de I'existence d'une quelconque forme de répulsion entre ces
deux individus. Or, une telle affirmation dépend directement de la maniére dont les
partitions sont produites, si bien qu'une certaine réserve est bien de mise lorsque 'on
considéere des partitions quelconques. De plus, mgg tend a croitre rapidement avec les
nombres ¢ et r de clusters dans chaque partition (c.f. [Wallace, 1983]), amenant les
indices qui en tiennent compte a présenter de sérieux problémes. L'indice de Rand,
par exemple, tend ainsi a prendre des valeurs trés proches de sa valeur maximale
de 1 lorsque le nombre de clusters est important, comme le montrent Fowlkes et
Mallows [1983] et Wallace [1983]. Ce comportement a donc mené un certain nombre
d’auteurs a considérer mop comme un compte neutre qui devrait étre délaissé lors de
la construction de tout indice de comparaison reposant sur 'appariement d’individus,
et a réagir en faveur d’'indices tels que celui de Jaccard, dans lequel mgy n’intervient
pas.

Exemple 8. Si l'on considére aussi la partition Wy, on obtient les matrices de
1 3 11
contingences-paires M(Uy, W) = 0 6 et M(Vp, Wy) = < 0 s > La Table 2.2

donne l'ensemble des résultats pour toutes les partitions-exemple. Comme discuté
plus tét, on observe bien de fortes variations entre les valeurs respectives des
deux indices : l'indice de Jaccard présente une dynamique bien plus importante
en indiquant par exemple une faible concordance entre Up et Wy. Par ailleurs,
on constate aussi que l'indice de Rand présente une plus grande valeur pour la
comparaison de V, et Wy que celle obtenue pour la comparaison de Vy avec Uy.
Wh possédant un plus grand nombre de clusters, la tendance de l'indice de Rand
a prendre des valeurs trés proches de 1 & mesure que le nombre de clusters croit
est bien illustrée.
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R Uy | Vu | Wy | On | v | wa
Un || 1 ]o0800]0.700 Un || 1 ]0500 | 0.250
Vi || 0.800 | 1 ]0.900 Vh || 0500 | 1 |0.500
W || 0.700 | 0.900 | 1 W || 0.250 | 0500 | 1

TABLE 2.2 — RI (a gauche) et JI (a droite) pour les partitions Uy, V}, et Wy, de la page 18.

2.5.1.2.b Indices asymétriques

Parmi la multitude d’indices dérivés de la table de contingence-paires, une seconde
distinction est possible. On constate en effet que plusieurs propositions abandonnent
la propriété de symétrie afin de quantifier, plus que 'accord, une quelconque propriété
partagée par les deux partitions. L'indice de Rand asymétrique [Chavent et al.,, 2001],
défini par :

myq + Moo + Myo

RAI(U, V) = (2.12)

myq + myo + M1 + Moo

a ainsi pour vocation de déterminer a quel point la partition V est plus fine que la
partition U. Autrement dit, on cherche a mesurer a quel point les classes de V sont
incluses dans celles de U; la prise en compte du nombre de paires myg d’'individus
disjoints dans V mais réunis dans U dans le calcul de cette inclusion prend ainsi toute
sa pertinence. On notera que dans ce cadre, il est clair que ¢ < r.

Exemple 9. A partir des matrices de contingence-paires des partitions Uy, Vi, et
Wh (page 18), données aux Exemples 8 et 7, on obtient les valeurs d’indice de
Rand asymétrique RAI(Uy, Vi) = RAI(Up, Wy) = RAI(Vy, Wy) = 1, qui mettent bien
en évidence le raffinement des trois partitions comparées (Wy C Vi C Up).

Un autre exemple de mesures asymétriques est celui des deux indices de Wallace
[1983], voués a étre utilisés comme indices externes. A travers les deux termes myg et
mo1, Wallace souligne I'existence de deux types d’erreurs (I et II). Pour une partition
U a confronter a une partition de référence V, myg peut étre considéré comme
le nombre d’'individus appariés par U qui ne doivent pas I'étre eut égard a V : c’est
I'erreur de type I. Lerreur de type II est définie de la méme maniére par le le nombre
myy d’'individus qui ne sont pas appariés dans U, alors qu'ils le sont dans V. Wallace
propose ainsi deux indices quantifiant ces erreurs :

myy

BI'U, V)= ——— — e BI'"U V)= —— .
mqy + Myg myq + Moy

mit (2.13)

Ces deux indices voient leur valeur augmenter a mesure que diminue respectivement
les erreurs de type I et II. Hubert et Arabie [1985] proposent une interprétation pro-
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babiliste de ces indices. Selon eux, BI' peut étre vu comme la probabilité a posteriori
que les individus d'une paire tirée au hasard soient dans la méme classe dans V sa-

IH

chant qu’ils sont dans la méme classe dans U ; BI'* est interprété d'une fagon analogue.

Exemple 10. A partir des matrices de contingence-paires des partitions Uy, Vi
et Wy (page 18), données aux Exemples 8 et 7, on obtient BI'(Uy, Vi) = 0.500, qui
indique bien que parmi les quatre paires d’individus regroupés deux a deux dans
le méme cluster par U, seules deux se retrouvent dans V. Pour lindice BI', on
observe que :

BI'(Uy, Vi) = BI''(Up, Wy) = BI''(Vy,, Wh) = 1.

Sachant que les partitions sont congues de ftelle sorte que Wy C Vy, C Uy, on
remarque que l'indice B! prend sa valeur maximale dans ce cas puisque les paires
appariées dans le méme cluster par les partitions les plus fines le sont a fortiori
par les partitions les plus grossiéres.

Il est intéressant de noter que les indices de Kulczynski [1927] et de Fowlkes et
Mallows [1983] tels que définis dans la Table 2.3 se définissent respectivement comme
les moyennes arithmétique et géométrique de ces deux indices et en constitue ainsi
un compromis symétrique.

2.5.1.2.c Indices corrigés pour la chance

Parce qu’il est évident qu'une partie des appariements comptabilisés par my, et
mqp peut n’étre due qu’au hasard, certains auteurs [Hubert et Arabie, 1985; Chavent
et al,, 2001] ont proposé de modifier plusieurs indices de la littérature afin d’en tenir
compte. Tout indice peut ainsi étre corrigé afin que sa valeur soit nulle lorsque les
partitions comparées sont générés aléatoirement, via la formule suivante [Hubert et

Arabie, 1985] :
rabie ] I(U, V) - E(I(U, V)
1-E(IU,V)

ou E(I) est I'espérance de l'indice sous I'hypothese nulle que les termes n;; de la

(U, V) = (2.14)

table de contingence sont tirés aléatoirement selon une loi hypergéométrique mul-
tivariée de paramétres® (n, nej, nje). On retiendra pour I'exemple l'indice de Rand
Ajusté, si souvent cité dans la littérature, définit par [Hubert et Arabie, 1985] :

myq +myo)(Mqq +Moq
myy — ) )

ARI(U,V) = PLLLLILI0 Ol (2.15)
’ (myg+myo)+(myy+mor) _ (myg+myo)(myg +me) )
2 mq1+myo-+moy1 +mMoo

6. Effectif total de X, des clusters de V, de U, définis par la Table 2.4, page 29
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Exemple 11. Considérons les partitions Uy, et V}, (page 18). A partir de leur matrice

2 2
de contingence-paires M(Up, Vi) = 5 donnée a I'Exemple 6, la valeur de

leur indice de Rand ajusté est ARI(Uy, Vi) = 0.545, alors que RI(Uy, Vi) = 0.800
(voir Exemple 7). Ceci illustre bien que la correction diminue généralement la
valeur de l'indice.

Notons toutefois que I'hypothése nulle sur laquelle reposent ces corrections est
parfois contestée [Wallace, 1983]. Il a aussi été montré par Albatineh et al. [2006]
qu’apres correction pour la chance, un certain nombre d’indices connus se confondent
pour devenir strictement équivalents, comme l'indice de Kulczynski [1927] et celui
de McConnaughey [1964].

2.5.1.3 Aspects calculatoires

Les termes myy, myo, mo1 et moo de la matrice de contingence-paires M(U, V)
peuvent étre calculés de différentes maniéres, strictement équivalentes, décrites ci-
apres.

2.5.1.3.a Approche ensembliste

La méthode la plus naturelle pour le calcul de M(U, V) est trés certainement
celle fondée sur une approche ensembliste qui repose sur la définition des quatre
ensembles suivants [Campello, 2007] :

— Uy et V} : les ensembles regroupant les paires d’'individus (xg, x;) appartenant au

méme cluster dans U et dans V, respectivement,

— Uy et Vp : les ensembles regroupant les paires d’individus (xg, x;) appartenant a

différents clusters dans U et dans V, respectivement,
tels que :

(2.16)

Il

C
mzuwia Vi
i=1

C
%=ijfa Vo

i)
ij=1

r
U Vii
i=1

r

J v, (2.17)
Y
i,j=1
ou Ul (respectivement Vi) est 'ensemble des paires d'individus appartenant au méme
i-eme cluster de U (respectivement V), et UV (respectivement V) est 'ensemble des
paires appartenant aux i-eme et j-eéme (j + i) clusters de U (respectivement V). Les

quatre termes {meqg: a,f € {0,1}} de M(U, V) sont alors simplement donnés par :

mep(U, V) = card(Uq N Vp). (2.18)



TABLE 2.3 — Principaux indices de comparaison orientés individus

Indice (I) Formule Intervalle Dr=1-1
Indices symétriques

Indice de Rand [1971] (RI) T L e [0,1] métrique

Indice de Russel et Rao [1940] M T mion}r“mm o [0,1] semimétrique

(RRI)

Indices de Gower et Legendre e 95111“ J:Ln;loo TFm [0,1] métrique si 0 > 1

[1986](GLI) 1 10 ot 00

Indice de Jaccard [1901] (JI) M F rnr%é g [0,1] métrique

Indice de Dice [1945] (DI) omi fﬁié T oy [0,1] semimétrique

Indice de Sokal et Sneath [1963] e 28}}“ T ror) [0,1] métrique

(SSI,) 11 10 ot

Indice de Sokal et Sneath [1963] Bl + e 0 e [0,1] semimétrique

(SSL)

Indice de Fowlkes et Mallows i1 [0,1] semimétrique

[1983] (FMI)

\/(mu + myo)(myy + mey)

suite page suivante

96

suonaed ap uosreaeduwod ] 9p XNS(Ud }o anbri0}sIy ‘SuCIuUy(] : g o41dey)d



suite de la page précédente

Indice (I) Formule Intervalle Dr=1-1
Indice de Kulczynski [1927] %(m s+ ) [0,1] semimétrique
(KI)
9
Indice de McConnaughey (mllTiin;)ﬁlniloiTii mor) [-1,1] x
[1964] (MCI)
my — (miy + myo)(mys + moy)
Indice de Rand Ajusté [Hubert CoTESTTE m+11 nJ: ”;“0 +(n’1“01++n’1“0§>(m T [-1,1] x
et Arabie, 1985] (ARI) H e - m1111+ m1;°+ n;; : n(l);o
I-statistics [Jain et Dubes, 1988] My Moo — MyoMot [-1,1] x
() \/(mu + myp)(myy + mog)(myo + moo)(moy + moo)
Indice de Sokal et Sneath [1963] M41Mo0 [-1,1] x
V(myy + myg)(muy + moq)(myo + meo)(moy + mo)
(SSI)
Indices asymétriques
. . my; + mg +m

Indice de Rand Asymé- T o g, o [0,1] x
trique [Chavent et al, 2001]
(RAI)
Indices de Wallace [1983] T tn ey

11 + Myo

[0,1] x

(B) et (BT) TR

S9)OIA)S SOINSIWI SAP dNAdI dU() ‘GG

LG
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Exemple 12. Considérons les partitions Uy et V, (page 18). Les quatre ensembles
de paires définis par (2.16) et (2.17) sont :

Uy = {(x1,x3), (X1, X4), (X3, X3), (X2, X5) },

Vi = {(x3,%4), (X, x5)},

Uo = {(x1,x2), (x1, X5), (X35, X2), (X3, X5), (X4, X2), (X4, X5) }, et

Vo = {(x1,x3), (X1, X4), (X1, X2), (X1, X5), (X3, X2), (X3, X5), (X4, X9), (X4, X5) }.

2 2
La matrice de contingence-paires M(Up, V) = 0 6 peut alors étre facilement

retrouvée par (2.18).

2.5.1.3.b Approche contigentielle

Ces termes peuvent aussi étre calculés a partir de la matrice de contingence
N(U, V) croisant les clusters des deux partitions, et illustrée par la partie intérieure
de la Table 2.4. Chaque terme n;; de N(U, V) représente le nombre d'individus appar-
tenant au i-eme cluster de U et au j-eéme cluster de V, soit :

n = U'(\V/]. (2.19)

Les partitions étant strictes, ce cardinal de l'intersection entre chaque paire {U',V/} de
clusters s’'obtient par produit scalaire des lignes des partitions, de sorte que N(U, V)

se définit aisément.

Définition 11. [Brouwer, 2009a] Etant données deux partitions strictes U et V,
leur matrice de contingence est la matrice de taille ¢ x r, définie par :

N(U,V) = U tv. (2.20)

De cette construction, les termes de la table de contingence-paires M(U, V) s’ex-

priment comme suit :

myy = ;éénij(nij—i), (2.21)
myy = %(Zn Z}; U) (2.29)
my = %(Zn,] lelnl]> (2.23)
i=1j
mpy = ;( 121:ni,~)2+21:2£ni2j—<i£n?,+i£nfj>>. (2.24)
i=1 ] i=1 j=- i =
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Remarquons que puisque Y7, 2;21 n;;j = n, I'équation (2.24) est souvent présentée
par des auteurs de la littérature, par exemple Anderson et al. [2010], sous une forme
réduite :

1 C r C r
Moy = 5 <n2 " nin _ (Zn% + Zn%]>> . (2.25)

i=1 j=1 i=1 j=1

Exemple 13. Considérons les partitions Uy et Vi, (page 18). Leur matrice de contin-
1 2 0

ence vaut N(Up, V) =
g (Un, Vh) <002

> par (2.20), d'ott on déduit leur matrice de

2
contingence-paires M(Up, Vi) = < 5 > par (2.21), (2.22), (2.23) et (2.24).

0

2.5.1.3.c Approche coincidentielle

De maniére équivalente, la table de contingence-paires peut étre calculée a par-
tir des coincidences d’appartenance, dans chacune des deux partitions, des paires

d’individus.

Définition 12. La matrice de coincidence ¥y d'une matrice de partition stricte U,
est la matrice de taille (n x n), dont le terme général est tel que :

1 si xp et x; appartiennent au méme cluster de U
YUk = { k el X1 app (2.26)

0 sinon

Généralement, on calcule directement cette matrice a partir de la matrice de par-

tition qu’elle caractérise :

vy = UU. (2.27)

TABLE 2.4 — Table de contingence N(U, V) croisant les clusters de deux partitions U
etV

partition Vv
clusters V! V2 ... V' | ftotal
Ut nyg ngp -+ Ny Ny,
U U? Not ngg -+ Nop nNo,
u° Net Neg -0+ Ner Nce
total Nei N¢o -+ Ny | Nee = NN
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On notera que (2.27) est la négation directe de la pseudométrique induite par U
et définie plus tot par (2.4) page 20 .

A partir des deux matrices de coincidence ¥y et ¥y de deux partitions U et V a
comparer, les quatre termes {mqg : a,p € {0,1}} de M(U, V) sont donnés par une
formule unique :

b

n k-1

map(Vu, V) = (1 -a)+@a 1) You) A ((L=B)+ @B ~1) bru) (228)
k=21

Il
—-

ou A est I'opérateur de conjonction logique (ET booléen).

Exemple 14. Les matrices de coincidence respectives des deux partitions Uy et Vy
décrites page 18 sont, par (2.27) :

10110 10000
01001 01001
Yy, =1 0110 |et¥y,=|00110
10110 00110
01001 01001

2 2
Par (2.28), on retrouve leur matrice de contingence-paires M(Up, Vy) = < 0 6 >

Nous montrons maintenant qu’il est possible de calculer les quatre termes de la
matrice de contingence-couples M'(U, V) a partir de produits des matrices de coinci-
dence ¥y et ¥y. Comme ils sont liés a ceux de la matrice contingence-paires M(U, V)
par (2.6)(2.7)(2.8)(2.9), il est possible de calculer les termes de cette derniére de la

méme maniére.

Théoreme 1. Soient deux partitions strictes U et V, de matrice de coincidence
respective Yy et Wy. Les quatre termes {myz : a,B € {0,1}} de leur matrice de
contingence-couples M'(U, V) sont donnés par :

mj; = trace(¥Yy¥y) (2.29)
mj, = trace(¥y¥y) - trace(¥Yy¥y) (2.30)
my = trace(¥yVy) — trace(¥Yy¥y) (2.31)
my, = trace((1 - ¥y)(1 - ¥y)) (2.32)

et les quatre termes {mqg : a,B € {0,1}} de leur matrice de contingence-couples
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M'(U, V) sont donnés par :

trace(YyV¥y) — n

my = 5 (2.33)
o trace(Yy¥y) ; trace(YyW¥y) (2.34)
o trace(VyV¥y) ; trace(VyV¥y) (2.35)
— trace((1 - ‘;’U)(i - Vy)) (2.36)

Preuve de l'équation (2.29). Pour toutes partitions U et V € Mpepn, On a:

n
Eook
§:<1PU'1PV>
k=1

YO vk by ok

k=1 1=1

trace(VyW¥y)

Par (2.27), les produits Yy g Py k1 valent 1 si x; et x; sont dans le méme cluster dans

U et dans V, 0 sinon. Par conséquent, on a bien : trace(¥Yy¥y) = mj,. O
L'équation (2.32) se prouve de maniére analogue.

Preuve de l'équation (2.30). Pour toute partition U € My, on a:

n n
trace(Yy¥Yy) = ZZIP%J,M

k=1 1=1
Par (2.27), les produits ¥y g Yu k1 valent 1 si x; et x; sont dans le méme cluster de
U, 0 sinon, qu’ils soient ou non dans le méme cluster de V. Par conséquent, on a :
trace(Yy¥Yy) = mj; + mj, et on a bien mj, = trace(¥Yy¥y) — trace(¥YyV¥y). a

Une preuve analogue permet d’établir (2.31).

Il est également possible de relier les approches coincidentielle et contingentielle,
sans passer par les contingence-paires ou les contingence-couples. Les formules de
passage ont été établies [Kendall et Stuart, 1961; Marcotorchino, 1984] :

Yonh =YY bum (2.37)
i1

k=1 =1

Yonk =3 dvm (2.38)
=1

k=1 1=1

Z Z ni2j = Z Z VU kL YV k- (2.39)

i=1 j=1 k=1 =1
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2.5.2 Approches orientées clusters

Comme évoqué plus tdt (page 13), les approches orientées clusters s'attachent a
mesurer la concordance entre deux partitions en se focalisant avant tout sur les simi-
litudes que peuvent présenter, deux a deux, leurs clusters respectifs. Contrairement
aux mesures orientées individus que nous venons de présenter, ces approches sont
confrontées a deux problemes majeurs :

— la recherche a moindre co(it du meilleur appariement (ou de la meilleure per-

mutation) entre les clusters de chaque partition,

— la comparaison de partitions présentant un nombre de clusters différents.

2.5.2.1 Mesures fondées sur une mesure de compatibilité entre clusters

Les mesures de comparaison de partitions décrites ici sont fondées sur 'observa-
tion d'une certaine correspondance entre les clusters des deux partitions comparées.
Ces mesures de la littérature ne sont finalement qu'une maniere particuliere d’agré-
ger les valeurs de mesures de compatibilité entre clusters.

Dans la suite, on notera G(X), 'ensemble des sous-ensembles définis sur un réfé-
rentiel X, et on se rappellera que dans le cadre de nos travaux ce référentiel est un
ensemble X = {xy, X, ..., Xp} & partir desquelles sont définies des partitions.

Définition 13. Tversky [1977] Une mesure de compatibilité entre deux sous-ensembles
A et B de G(X) est une fonction M(A, B) = F(a,b,c) aveca = f(ANnB), b = f(AS B)
etc = f(B& A), o1 f est une mesure additive’ 8. On distingue deux modéles de
construction pour F :

— le modele contraste : Fc(a,b,c) = 0a —ab —Bc, avec 6,a,B > 0,

— le modele rapport : Fr(a,b,c) = a_aaTﬁc' avec a, B > 0.
On notera Mc(U,V) et Mg(U, V) les mesures construites a partir des modéles
conftraste et rapport, respectivement.

2.5.2.1.a Mesures fondées sur I'erreur de classification

Ces mesures reposent sur la quantification de I'erreur de classification réalisée
par une partition au regard d'une seconde partition de référence. Parmi celles-ci,
I'indice proposé par Meila et Heckerman [2001] est défini par :

, sic<r

1~ tmax Y3 | U0 (P V)

FC(U, V) = .
gC(V, U) sinon

(2.40)

7. Une mesure f est dite additive si f(A U B) = f(A) + f(B) lorsque A et B sont disjoints.
8. Dans ce cadre, f une généralement fonction cardinale.
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ou X est I'ensemble des permutations ¢ possibles sur V. Notons encore l'indice asy-
métrique de Larsen et Aone [1999] :

1 o 2| UNVI |
U,V) = - __ 0 — 9.41
LU V) cXi:;e’[?Sfr]2]Utmw1—|uz—w|—|vuw (2.41)

ou la métrique de Dongen [2000] :

C

r
U,V)=2n — Uunv|- unv
D( ) =2n max | |U'nV | Xj:ieﬁ’%gxc] |U'n

, 2.42
—je[L2,...r (2.42)

.....

Cette derniére distance est bornée par 2n, si bien qu'il est aisé de ramener ses valeurs
a l'intervalle unitaire.

Comme nous le montrons a la Table 2.5 (page 35), chacune de ces propositions
peut étre exprimée comme l'agrégation d'une mesure de compatibilité M se confor-
mant a la Définition 13. Toutes les mesures de cette famille ont été critiquées du fait
que, ne tenant compte uniquement que de la contribution des individus correctement
classés, elles ignorent complétement les autres, ne considérant ainsi aucunement tout
possible accord entre les deux partitions a propos de ces individus, comme l'illustre
I'Exemple 15 ci-dessous issu de [Meila, 2007].

Exemple 15. Considérons les trois 3-partitions de la Figure 2.4. Il est raisonnable
d’affirmer que V” est plus proche de U” que ne l'est W’ puisqu’on retrouve entre U”
et V” des individus qui, bien que classés dans des clusters différents d'une partition
a l'autre restent regroupés au sein d'un méme cluster dans V” alors qu’ils ne le
sont pas dans W”. Or le calcul de la mesure ¥C nous améne a constater que :

go(U”, V') = 90U, W) = %

Comme évoqué plus tét, ce comportement provient du fait que l'indice ¥C ne consi-
dere que les individus bien classés et non les relations entre les individus eux-
méme comme pourrait le faire une mesure d’appariement telles que celles décrites
en 2.5.1. Ce constat est valable pour les mesures L et 9.

2.5.2.1.b Mesures fondées sur la distance d’édition

La famille des mesures fondées sur la distance d’édition repose sur l'idée simple
du comptage du nombre minimal d’opérations d’édition a appliquer a I'une des parti-
tions a comparer pour la transformer en une seconde partition. Dans ce cadre, sont
alors uniquement permises les opérations d’ajout et de retrait d'individus, ainsi que
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000000 OO0 000000
000000 OO0 OOC00eo
000000 000000 000000

000006 000000 0 OO0 00
000000 000000 00000
o0 0O0OC006 00000 [ N _NONON N

FIGURE 2.4 — Trois partitions (U”, V”, W”) en 3 clusters (®,®,0) dun méme ensemble
de 36 individus.

celles de fusion et de fission des clusters de U [Charon et al., 2006]. De nombreuses
distances peuvent étre construites a partir de ces transformations élémentaires, selon
que tout ou partie de ces derniéres sont considérées [Day, 1981]. Ainsi, la distance
de transfert TD(U, V), introduite par Régnier [1965] puis décrite par Denoeud et
Guenoche [2006] et certainement la plus populaire de ces mesures, se restreint aux
simples opérations de retrait et d'ajout d'individus pour mesurer la similitude entre
deux partitions U et V. Celles-ci permettent de quantifier le nombre d’éléments a
transférer d'un cluster de U vers un cluster de V, potentiellement vide °, pour trans-
former U en V, ou inversement.

A partir de la o-concordance définie par :
¢ . .
co(U, V) =Y | U n (P VY | (2.43)
i

ol P, est une matrice de permutation (Définition 6, page 13) la distance de transfert,
qui est une métrique, s'exprime :

TD(U,V)=n — max cs(U,V) (2.44)
oex

ou X est 'ensemble des permutations possibles et rglgzx cs(U, V) est la concordance
entre les partitions U et V, caractérisant le nombre d’éléments conjoints aux clusters
de U et de V selon la permutation optimale P, et n‘ayant donc pas a étre dépla-
cés pour transformer U en V. Lorsque U et V ne présentent pas le méme nombre
de clusters (c # r), les auteurs proposent d’'injecter m = max(c,r) — min(c,r)
clusters vides dans la partition en présentant le moins afin de réaliser un apparie-
ment total. On remarquera que bien que la définition de la o-concordance (2.43) est
sensiblement analogue a celle de lindice H de Meila et Heckerman [2001] défini
par I'équation (2.40), ces deux mesures divergent par I'appariement qu’elles réalisent.

9. Afin de gérer le cas ou les partitions ont un nombre de clusters différent.
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Celui-ci est ainsi total pour la o-concordance alors qu’il n‘'est que partiel pour l'in-
dice de Meila et Heckerman [2001]. La distance de transfert (2.44) peut ainsi étre vue
comme une mesure de I'erreur de classification présentant une meilleure granularité
que les méthodes précédentes, palliant ainsi leur défaut, et peut donc se reformuler
a partir de mesures de compatibilité.

TaBLE 2.5 — Reformulation de K, £, 9 et TD a l'aide de mesures de compatibilité

Mesure 6 a B
ﬂﬂLw=1—immﬁjmkwﬂW) 1 0 0
1 i yj 1 1
LU V)= L X5 max Mp(U', Vi) T
DU, V) =2n -Y;¥ max Mc(U,V)-Y' max Mc(U,V) 1 0 0
je[l,2,...r] ic[1,2,...c]
TD(U,V) =n —mazxzi Mc(UY, Vi) 1 0 0
oc

Exemple 16. Considérons les partitions Uy et Vi, (page 18), rappelées ici :

V1 V2 V3 Y, V5
f o s T 0 1 0000)\V

1011 0)\U
Up = oo Va=[001 10 |V
01001)U g
01001/)V

Puisque Uy présente moins de clusters que Vy, nous llagrémentonsde m =r —c =
3 — 2 =1 cluster vide amenant & la partition dégénérée fJ; :

1011 0)\U
U= 01001 |U
00000 @

Intuitivement, on établit que la meillezilie p\grmuﬁgtion o1 entre les clusters de
Up et de Vi est alors celle appariant UL, U2 et U3 avec V2, V3 et V], respecti-

vement, et pour lequel c, = 4. Elle est décrite par la matrice de permutation
010 00110
Psy=10 0 1 |,sibienquelona:Vy, =P Vp=] 0 1 0 0 1
1 0 0 10 000

Pour transformer Uy en V}, il suffit alors de :
— retirer lindividu x1 de i]:il
— d’ajouter ce méme individu a ﬁ;’
soit donc de transférer x de fUE a i]?l
Puisqu’un seul transfert est requis, on a finalement : TD(Up, Vy) =1 = n — cg,.
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La recherche de la o-concordance maximale, et donc de la meilleure permutation
0, est bien évidemment une tdche colteuse d'un point de vue calculatoire si elle est
exhaustive. Ainsi, Day [1981] préconise de modéliser le probléme selon la théorie des
graphes en construisant le graphe biparti complet dont I'ensemble des clusters de U
et V forment les deux bipartitions.

Définition 14. Un graphe est dit biparti complet s’il existe une partition de son
ensemble de sommets en deux sous-ensembles U et V telle que chaque sommet de
U est relié a chaque sommet de V.

En valuant les arétes de ce graphe par le cardinal de l'intersection de chaque
paire de clusters {U’, V/ } alors le probléme de la recherche du nombre de transferts
minimum a effectuer pour transformer U en V revient a celui de la recherche du
couplage '° de poids maximum dans le graphe construit et peut alors étre résolu bien
plus rapidement par des algorithmes tels que la méthode Hongroise [Kuhn, 1955]. La
Figure 2.5 illustre cette construction pour les partitions de 'Exemple 16.

Uy, @< v
2

0,

— 9 0
Gy == VP

FIGURE 2.5 — Couplage de poids maximum (en rouge) du graphe biparti complet

construit a partir des partitions ﬁ; et Vy. Les arcs sont valués par le cardinal de
I'intersection de chaque paire de clusters.

Enfin, il a été¢ montré qu’'étant donnée deux partitions U et V quelconques a respec-
tivement ¢ et r clusters, il existe une concordance minimum ¢y, (U, V) bornant ainsi
supérieurement TD(U, V) quelque soit V. Cette concordance minimale est donnée

par :
c+r—n sin<c+r-—-2

Cmin(U, V) =3 [BEL=€] sic+r-1<n<(c-1)r (2.45)
[%] sifc—1)r<n

ou [.] représente la partie entiére par exces, et ot ¢ < r.

10. Un couplage d'un graphe est un ensemble d’arétes de ce graphe qui n‘ont pas de sommets en
commun. Il s’'agit donc bien ici d'un appariement des clusters.
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2.5.2.2 Mesures fondées sur la théorie de I'information
2.5.2.2.a Information mutuelle

A partir des cardinalités n;j =| UMV | calculées pour toutes les paires de clus-
ters des deux partitions U et V, on peut considérer que % est une estimation de la
distribution conjointe (discréte) des clusters U’ et V/. De méme, ” et f* estiment les
distributions marginales des clusters U’ et V/. Alors, dans le cadre de la comparaison
de partitions, on peut définir l'information mutuelle (IM) de deux partitions U par :

ZZ Rij log< nl.n.]> (2.46)

i=1 j=1

Cette similarité mesure l'information partagée par deux partitions U et V en évaluant
ce que la connaissance de I'une apporte sur la connaissance de l'autre. Ainsi, si U et
V sont identiques et se déterminent ainsi bien évidemment I'une l'autre, I'information
mutuelle sera maximale et égale a leur entropie H(U) = H(V) de U et V, définie

comme suit :

C
HU) = -y ”r’l' log "r’l' (2.47)
i

Plus généralement, IM est bornée ainsi :
IM(U,V) < min(H(U),H(V)) (2.48)

et peut donc étre normalisée afin d’en ramener les valeurs dans l'intervalle unité.
L'égalité dans (2.48) se produit lorsque 'une des partitions comparées est un raffine-
ment de l'autre. Dans ce cas, la normalisation par la borne décrite par (2.48) amene
I'indice IM a prendre sa valeur maximale de 1.

Exemple 17. Pour les deux partitions Uy et Vi, données a la Section 2.5 dont on rap-

1 2
pelle la matrice de contingence N(Uy, Vp) = 00 2 > qui regroupe l'ensemble

des termes n;j, l'information mutuelle est :

1 2 2 0 0
0 0 2
+5log<52 > log< glog 52><2>
= 0.673

En normalisant cette valeur par min(H(U), H(V)) = H(U) = 0.673, on obtient
IM(Uy,V — h) =1 puisque Vy C Up.
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2.5.2.2.b Variation d'information

Selon la méme idée, Meila [2007] propose une mesure de distance entre deux
partitions fondée sur les mémes outils de la théorie de lI'information. Cette métrique,
nommeée variation d’information (VI), se définit comme suit :

VI(U, V) = 2H(U, V) — H(U) — H(V) (2.49)

ou H(U, V) désigne I'entropie conjointe des deux partitions, définie telle que :
¢ r n.. n..
H(U,V)= - —log 2 2.50
0=-303 e (250)

Notons que cette mesure est strictement équivalente a la métrique INFOTWO proposée
par Arabie et Boorman [1973].

Exemple 18. Prenons encore les deux partitions-exemple Uy et Vi, de la Section 2.5.
Selon la variation d’'information, leur discordance est de :

VI(Un, Vi) = 0.382.

Cette faible valeur témoigne d’'une certaine proximité entre Uy et Vj.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons posé les définitions et concepts clés de la com-
paraison de deux partitions, discuté certains enjeux et présenté un apercu des me-
sures strictes historiques. Historiques car les premiers travaux dans ce domaine re-
montent aux années soixante-dix [Rand, 1971; Brennan et Light, 1974]. Concernant le
cadre d’étude, nous nous sommes efforcés d’établir un panorama des divers domaines

concernés par cette problématique afin d’en cerner au mieux les enjeux.

Pour les mesures de comparaison, toutes les mesures existantes n’‘ont bien évi-
demment pas été présentées tant la littérature sur le sujet est abondante, mais les
principales approches ont été décrites et intégrées a une taxonomie différenciant les
approches orientées individus et celles orientées clusters. Bien que d’autres choix
étaient possibles, il est justifié par la forte implication que cette orientation peut avoir
sur la notion méme de la concordance entre les partitions. Nous nous sommes de
plus attachés a mettre en avant ces divergences en distinguant au sein méme de ces
deux catégories les différentes constructions menant encore a plusieurs acceptions
de ce qu'est la concordance entre deux partitions. Cette position présente le double
avantage d’offrir un nouveau point de vue sur une littérature bien connue mais trés
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dispersée, et de poser un cadre pour l'état de I'art des mesures de comparaison de
partitions non-strictes, objet de nos travaux et sujet du chapitre suivant.






CHAPITRE J :

Indices de comparaison de partitions non-strictes : état de I'art

Résumé : Ce chapitre est consacré a un état de l'art des me-
sures de concordance et de discordance pour la comparaison de
partitions non-strictes. Y sont définis les outils communs, puis dif-
férentes propositions d’extensions de mesures strictes issues de
la littérature sont traitées selon la méme approche taxonomique
que celle adoptée au chapitre précédent. Enfin sont revues les me-
sures fondées sur des approches directes ne reposant sur aucune
des approches historiques, qualifées de natives.

Depuis quelques années, on a pu observer un vif regain d’intérét pour la pro-
blématique de la comparaison de partitions, et plus particulierement de partitions
non-strictes grace a l'essor de la logique floue et de la théorie des sous-ensembles
flous. De nombreuses propositions ont vu le jour, étendant pour certaines des propo-
sitions historiques, établissant de nouvelles approches originales pour d’autres. Dans
le premier cas, nous parlerons d’extensions de mesures strictes, tandis que dans le
second on parle de mesures natives. Lorsquune mesure non-stricte, qu’elle étende
une mesure historique ou qu’elle soit fondée sur une approche native, se rameéne a
une mesure stricte dans le cas particulier ou elle est utilisée pour comparer deux
partitions de M., nous parlerons alors de généralisation. Comme nous le verrons
plus tard, toutes les extensions ne sont pas nécessairement des généralisations.

Dans ce chapitre, on se propose de dresser un état de l'art espéré exhaustif de ces
nouvelles mesures de comparaison non strictes. Pour illustrer par 'exemple chacune
d’entre elles, nous nous référerons aux trois partitions floues suivantes :

41
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wpow, oulowouf

0.9 02 08 0.7 03\ U}

01 08 0.2 03 0.7

vi v, v v v

08 04 02 03 02\ V/
Vi=| 04 02 07 06 01 |V}
04 0.7 04 04 07 )V}

wi oW, wiow, wh

0.7 04 02 02 0 \ W/
04 06 04 04 03 | W}
04 04 07 06 01 | W}
04 02 0 01 06 ) W/

W =

congues de telle sorte que les partitions max-défuzzifiées correspondantes soient res-
pectivement les partitions strictes Uy, Vi, et Wy, de la page 18. A l'instar de leur pendant
strict, elles sont de plus des raffinements stricts les unes des autres (W; c V; C Uy)
au sens de la Définition 5 (page 9).

3.1 Outils préliminaires

3.1.1 Normes et conormes triangulaires

Menger [1942] est le premier a définir une norme triangulaire (ou t-norme) dans
le but de d’étendre l'inégalité triangulaire des espaces métriques classiques aux es-
paces métriques probabilistes. Dans le contexte qui nous intéresse, et c’est I'acception
actuelle que nous retiendrons, une t-norme permet d’étendre a l'intervalle unité [0, 1],
a la fois 'opérateur booléen de conjonction A et l'intersection ensembliste classique,

comme proposé par Schweizer et Sklar [1983].

Définition 15. [Schweizer et Sklar, 1983] Une t-norme est un opérateur T : [0,1]> —
[0,1], tel que, pour touta, b, c € [0,1] :

1) T
-2) T
(11-3) T
(1-4) T

a,b) = T(b,a) (commutativité),
a, T(b,c)) = T(T(a,b),c) (associativité),

bl
a,b) < Tla,c) si b < c (monotonie),

o~ o~ o~~~

a,1) =1 (élément neutre).

Les opérateurs minimum et produit, satisfaisant 'ensemble de ces axiomes, sont
ainsi les deux plus connues des t-normes dites basiques données par la Table 3.1.
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TABLE 3.1 — Normes et conormes triangulaires basiques

T-norme T(a,b) 1(a,b)
Standard Tumla,b) = min(a, b) Llyla,b) = max(a, b)
Produit Tpla,b) = ab lpla,b) = a+b-ab
Lukasiewicz Tla,b) = max(a +b —1,0) lpla,b) = min(a + b, 1)

0 si (a,b) € [0,1] 1 si (a,b) €]0,1]?
Drastique Tpla,b) = lpla,b) =

min(a, b) sinon max(a, b) sinon

Par ailleurs, la t-norme minimum ou t-norme standard Tp; borne supérieurement

I'ensemble des normes triangulaires, tel que :
T(a,b) < min(a,b) = Tyla,b). (3.1)

La Figure 3.1 présente les iso-surfaces obtenues pour les quatre t-normes basiques,
ou plus la couleur est chaude, plus la valeur de sortie de I'opérateur est élevée.

A toute t-norme on associe un opérateur dual étendant a la fois 'opérateur booléen
de disjonction V et 'union ensembliste classique. Cet opérateur est appelé conorme
triangulaire ou f-conorme.

Définition 16. Une t-conorme est un opérateur 1 : [0,1]*> — [0,1] commutatif, as-

sociatif et monotone qui accepte 0 comme élément neutre.

On peut exprimer une t-conorme a partir de sa t-norme duale :
L(a,b) = N(T(N(a), N(b))), (3.2)

ou N(a) est le complément de a au sens d'une négation floue, si bien que tout couple
(T, L) de t-norme et t-conorme duales généralise au cas flou les lois de De Morgan.

Définition 17. Une fonction N : [0,1] — [0, 1] est une négation floue si elle satisfait :
(Il1-1) N(0) =1 et N(1) = 0 (conditions aux bornes),
(Il1-2) a < b= N(a) > N(b) (monotonie).

Une négation floue est dite forte si elle est involutive, c’est-a-dire qu’elle satisfait

de plus :
(Il1-3) N(N(a)) = a (involution).

La stricte négation floue a = 1 — a est ainsi une négation floue forte, et c’est celle

qui sera considérée pour la suite de ce mémoire.
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1 2 .3 4 5 .6 7 .8 9 1 1 2 .3 A4 . .6 7 .8 9 1

FIGURE 3.1 — Premiére ligne : iso-surfaces des t-normes basiques Ty, Tp. Deuxiéme

ligne : iso-surfaces des t-normes basiques Tg et Tp.

Les conormes associées a chacune des t-normes basiques sont encore données
par la Table 3.1. Remarquons que la t-conorme duale de T s est I'opérateur maximum
qui borne inférieurement I'ensemble des t-conormes, si bien que I'on a, Va, b € [0,1] :

T(a,b) < min(a, b) < max(a,b) < L(a,b). (3.3)

Les iso-surfaces des conormes triangulaires basiques sont représentées a la Figure 3.2.
Plus la couleur est chaude, plus la valeur de sortie de I'opérateur est élevée.

Il existe un grand nombre de couples de t-normes et t-conormes duales asso-
ciées [Klement et Mesiar, 2005], et parmi les plus populaires on distinguera des fa-
milles de couples dites paramétriques, dont les pricipales normes triangulaires sont
données par la Table 3.2 ci-aprés’. La particularité de ces familles est de permettre

1. Seules les normes triangulaires sont données par souci de concision, leur t-conorme duale res-
pective pouvant aisément étre retrouvée par 3.2 en utilisant la négation stricte.
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0 1 2 3 4 5 6 .7 .8 . 1 2 3 4 5 6 .7 .8 .9 1

FIGURE 3.2 — Premiére ligne : iso-surfaces des t-conormes basiques Ty, T p. Deuxiéme

ligne : iso-surfaces des t-conormes basiques Ty, et Tp.

au praticien de controler, en fonction d'un parameétre A, la maniere dont les valeurs
a et b sont agrégées. Comme lillustre la Figure 3.3 pour la famille de Hamacher,
de telles t-normes et t-conormes peuvent ainsi étre adaptées de sorte d’adopter un
comportement plus ou moins drastique, c’est-a-dire tendre ou non vers les normes
Tp et Lp. Elle présentent aussi l'intérét de se ramener a des couples (T, L) basiques
pour certaines valeurs particulieres de A. Par exemple, les couples (Taa,, Laa,) et
(TH,, Ln,) dAczel-Alsina et de Hamacher se réduisent au couple produit (Tp, Lp) en
choisissant A = 1. De la méme maniére, les couples de Schweizer-Sklar et de Yager
sont égaux a celui de bukasiewicz pour A = 1.
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TABLE 3.2 — Principales familles paramétriques de normes triangulaires

T-norme T(a,b)
Tpla,b) sid=0
Aczel-Alsina Taa, { Tumla,b) siA = +o00
e~((-mar+(-mbp)™ si €10, o0
- Tpla,b) siA=0
Dombi Tp, {  Twula,b) siA = +00
~ <1 + ((1;1-(1))\ + (1Eb)x>m> - si A €]0, +o0[
~ Tumla,b) sil=0
Frank T ) Tpla,b) siA=1
Tela,b) siA =400
" log, (1 . j“f’—”) si A €10, 1[UI1, +o0]
0 sit=a=b=0
Hamacher Th, ‘[ Tpla,b) siA = +o00
e siA e [0, +oo
Twmla, b) siA = —00
Schweizer-Sklar Tss, <| Telab) siA=0
Tpla,b) sid=+00
(max (a* + b* —1,0))"* si A €] — 00, 0[U]0, +00]
Tp siA=—1
Sugeno-Weber Tsw, = ‘[ Tpla,b) siA =400
max (4+b-Lab ) sid €] —1,+o0
Tp siA=0
Yager Ty, { Tumla,b) sid=+00
max (1 —(t—a)+ (- b)")m,0> si A €]0, +oo]

Définition 18. Une f-norme continue est dite archimédienne si elle satisfait la pro-

priété suivante :

T(a,a) < a.

(3.4)

De la méme maniére, une t-conorme continue est archimédienne si

1L(a,a) > a.

(3.5)
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FIGURE 3.3 — Premiére colonne : iso-surfaces de Ty, pour A = 0, A
Deuxiéme colonne : Ly, pour A =0, A =5 et A = 100.
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Définition 19. Pour toute t-norme T continue archimédienne, il existe une fonction
fr :[0,1] — [0, 00|, continue décroissante, et telle que fr(1) = 0, appelée générateur
additif de T, permettant de représenter cette derniére comme suit :

Tla,b) = £V (fr(a) + fr (b)), (3.6)

et plus généralement (cas n-aire) :

n

Tai = (Y rrla), (5.7)

i=1
avec f(T_i), la pseudo-inverse de f définie tel que :

ot - | 1) S0 <a s
sinon

ot f~! est la fonction inverse de f.

De méme, toute t-norme T continue archimédienne posséde un générateur mul-
tiplicatif g7 : [0, 1] — [0, 1], strictement croissant, et tel que gr(1) = 1, de sorte que T

puisse étre exprimé par :

T(a,b) = g7 " (gr(a) g7 (D). (3.9)

et, dans le cas n-aire :

Tai-gt"( Dgﬂai)). (540)

ou g(T_i) est la pseudo-inverse de ¢.

A I'exception de la t-norme minimum Ty, toutes les t-normes présentées dans

les Tables 3.1 et 3.2 sont archimédiennes et il en va de méme pour chacune de leurs
conormes associées. Leurs générateurs additifs ainsi que leur inverse f~! sont donnés
par la Table 3.3. Précisons que dans le cas des t-normes paramétriques pour lesquelles
certaines valeurs particuliéres de leur parametre A les raménent a l'une des t-normes
basiques, c’est le générateur de cette dernieére qui sera utilisé.
Lutilisation de générateurs a un double intérét. Le premier, dont nous n’avons pas
besoin pour nos travaux, est calculatoire. En effet, comme illustré a la Figure3.4 pour la
t-norme Ty, le temps de calcul pour un nombre important d’'opérandes est largement
diminué. Le second, sur lequel nous appuierons une proposition au Chapitre 4, page
85, est formel.
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TaBLE 3.3 — Générateurs additifs et leur inverse pour quelques t-normes archimé-

diennes
T-norme générateur additif f(a) inverse f~!(a)
Produit —Ina e @
Lukasiewicz 1-a —(a —1)
Aczel-Alsina (—Ina)* e—a'
. —a\ A -1
Dombi (=2) (1 +al™)
At In(1+(A-1)e~
Frank In (£=%) Ind+t-1)e”) +(lnA)e )
A+(1-2) A
Hamacher In <Ta> 5T
Schweizer-Sklar % (1 - )La)“ »
Sugeno-Weber 1 - lrl’r(l%;’ fﬁ) %
Yager (1 - a))‘ 1 —ql?
3
o .2
i
=
2,
g
[}
= 1
0 1 1 1 1 J
0 20 40 60 80 100

Nombre n d’opérandes

FIGURE 3.4 — Temps de calcul de la t-norme Tp, avec (en bleu) et sans (en rouge)
utilisation de son générateur additif, en fonction du nombre d’opérandes
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3.1.2 Implications floues

A partir des connecteurs logiques flous que sont les normes et conormes tri-
angulaires décrits plus tot a la page 42, la logique floue s’est dotée d’outils pour la
construction de nouveaux systemes d’'inférence. Parmi ceux-ci, 'implication floue, qui
généralise l'implication stricte bien connue, est largement utilisée. Elle permet de
modéliser des propositions conditionnelles de type si a alors b, ou a et b sont des
prédicats flous.

Définition 20. Une implication floue est une fonction 9 : [0,1]> — [0,1], (a,b)
Y(a,b) telle que :

(IF-1) 9(a,b) est non-croissante avec la premiére variable a et non-décroissante
avec la seconde variable b,

(IF-2) 9(0,0) = 9(1,1) =1,
(IF-3) 9(1,0) = 0,
de sorte que sur {0,1}?, elle coincide avec l'implication stricte.

Une implication floue peut par ailleurs satisfaire de nombreuses propriétés addi-
tionnelles, parmis lesquelles on recense [Baczynski et Jayaram, 2008] :

IF-4) 9(a,a) =1, Ya € [0,1] (principe d’identité),

IF-5) 9(1,a) = a, Ya € [0,1] (principe de bord),
(a,9(b,c)) = I(b,J(x,c)) (principe d’échange),
(

g
IF-7) 9(a,b) =1 & a < b (principe de confinement),
b

IF-8) J(a,b) = 9(N(a), N(b)), ot N est une négation floue (principe de contraposi-
tion).

On reléve cing types d'implications floues, que sont [Mas et al., 2007] :
— les S-implications, définies par :

Ji(a,b) = L1 —a,b), (3.11)

qui généralisent directement I'implication stricte, définie telle que a — b = avb.

— les Quantum mechanic Logic implications, ou QL-implications, définies par :
Jorla,b) = L@, T(a,b)), (3.12)
— les D-implications, définies par :
Ipla,b) = L(T(a,b),b), (3.13)

et qui sont la contraposée des QL-implications, autrement dit Ip(a, b) = ToL (b, a).
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— les A-implications, définies par :
Jala,b) = b?, (3.14)

— les implications résiduelles, ou R-implications, définies par :
91(a,b) =sup{t€[0,1] : T(a,t)<b}. (3.15)
t

Toutes les R-implications satisfont par construction les propriétés (IF-4), (IF-5)
et (IF-6). Par ailleurs, si la t-norme utilisée pour leur construction est continue a
gauche, alors (IF-7) est aussi satisfaite. Ainsi, a I'exception de celle construite a partir
de la t-norme drastique Tp qui n'est pas continue a gauche, toutes les implications
résiduelles dérivées des t-normes présentées par les Tables 3.1 et 3.2 satisfont les pro-
priétés (IF-4)-(IF-7). La propriété (IF-8) n’est généralement pas satisfaite pour la né-
gation stricte N(a) = a. Les principales implications résiduelles, dérivées des normes
triangulaires basiques et de quelques familles de t-normes paramétriques [Fono et al.,
2007; Le Capitaine et Frélicot, 2009] sont recensées dans la Table 3.4. Au Chapitre 4,
page 112, nous proposerons de fonder la construction d'un indice original de compa-
raison de partitions floues selon une approche contingentielle, entre autres sur des
R-implications.

TABLE 3.4 — Principales implications résiduelles

T-norme Y(a,b)
1 sib>a
Minimum (Gédel) Imla,b) =
b sinon
1 sib>a
Produit (Goguen) Ipla,b) =
3 sinon
Eukasiewicz Jela,b) = min(1,1 —a + b)
u h 511 (a,b) { 1 sib>a
amacher A\, = bUta— .
b()»+(at§a)+aa)—b smnon
1 sib>a
Dombi Ip,(a,b) = N i\ -
<1 + (427 - (%a)/x)w sinon
. Gy (@, b) { 1 sib>a
ager v, (a, =
’ 1 —(1-b*-(1—a))} sinon
Frank Gr (a,b) { 1 sib>a
ran r (a, = i
’ log, (1 + W;ﬁ#) sinon
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3.1.3 Mesures de compatibilité entre ensembles flous

En s‘appuyant sur les travaux de Tversky [1977], Bouchon-Meunier et al. [1996]
proposent d'unifier les extensions aux ensembles flous des mesures de compatibilité
entre ensembles stricts (Définition 13, page 32).

Dans la suite, on notera F(X) I'ensemble de tous les ensembles flous définis sur
X = {x1, X9, ..., Xp}.

Définition 21. Une mesure de compatibilité entre deux sous-ensembles flous A et
B de F(X) est une fonction M(A,B) = F(a,b,c), avec a = f(T(A,B)), b = f(A © B)
etc = f(B& A), ou T est une t-norme et f est une mesure floue”>, et F est une
fonction : R* x R* x R* — [0, 1].

Selon les propriétés de F, on distingue plusieurs types de mesures de compatibi-
lité :

— une mesure de similitude si F est non décroissante avec a et non croissante ni
avec b, ni avec c,

— une mesure de satisfiabilité si F est croissante avec a, décroissante avec b,
indépendante de c et telle que F(a,0,c) =1 et F(0,b,c) =0,

— une mesure de ressemblance si F est croissante avec a, décroissante avec b et
c et telle que F(a,0,0) =1 et F(a,b,c) = Fla,c,b),

— une mesure de dissimilarité si F est indépendante de a, croissante avec b et ¢
et si M est telle que M(A, B) = 0.

Pour plus de détails, ainsi que pour une étude du comportement de chacune de ces
familles de mesures de compatibilité a partir de leur pouvoir discriminant, le lecteur
pourra se référer a [Bouchon-Meunier et al., 1996] et [Rifqi et al., 2000].

3.2 Différentes extensions de mesures strictes

On entend par extension d'une mesure stricte toute mesure fondée sur la redéfini-
tion des équations d'une mesure vouée originellement a la comparaison de partitions
strictes, telle que celles décrites au Chapitre 2, afin d’en élargir la portée aux cas des
partitions non-strictes de Mg.,. Ces extensions peuvent étre congues de telle sorte
qu’elles se raménent directement a leur pendant strict lorsque les partitions a compa-
rer appartiennent a M., (indices de Campello [2007], page 53; indices de Anderson

2. Une mesure f est une mesure floue si :
- f(A) < f(B) lorsque A C B
-fl@)=0etf(X)=1
3. Dans le cadre qui nous intéresse, f est une mesure cardinale. On prendra donc la cardinalité

floue (ou X-count) définie par : fy(A) = Za(x), ol a est la fonction d’appartenance a A
xeX
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et al. [2010], page 56; indices de Borgelt [2006], page 60; indices de Brouwer [2009a],
page 63; distance de transfert floue, page 64), mais ce n’est pas toujours le cas (indices
de Ceccarelli et Maratea [2008], page 58). Nous nous attachons a revoir les différentes
extensions de mesures strictes de la littérature, selon la méme approche taxonomique
que celle adoptée au Chapitre 2. Sont donc d’abord passées en revues les extensions
de mesures orientées individus, puis les extensions de mesures orientées clusters.

3.2.1 Approches orientées individus

Les mesures décrites dans cette section proposent d’étendre aux cas non-stricts
tout ou partie des mesures d’appariement revues a la page 18. Ainsi, ces méthodes sont
fondées sur une redéfinition de la matrice des contingences-paire en s'appuyant sur
les différentes approches calculatoires (ensembliste, contingentielle, coincidentielle)
présentées au Chapitre 2 aux pages (25, 28, 29). A partir de ces matrices de contigence-
paires non-strictes toutes les mesures d’appariements peuvent étre étendues aux par-
titions de M., parmi lesquelles celles recensées dans la Table 2.3, page 26.

Toutefois, nous pensons que les mesures fondées sur des hypothéses statistiques
tels que les indices corrigés pour la chance ne devraient étre considérés dans ce cas
qu'avec précaution, voire tout simplement oubliés pour la comparaison de partitions
non-strictes puisque les hypothéses sur lesquelles elles reposent ne tiennent généra-
lement plus dans le cas des partitions floues ou possibilistes. Citons pour I'exemple
le Rand Ajusté (2.15) discuté page 24 qui ne peut clairement étre étendu aux cas
non-stricts sans mettre a mal I'hypothese qui justifie sa construction, a savoir que les
termes de la matrice de contingence croisant deux partitions aléatoires suivent une
loi hypergéométrique — discrete par définition.

3.2.1.1 Approche ensembliste : indices de Campello

Campello [2007] propose une premiere approche pour la définition d'une table
des contingence-paires de deux partitions non-strictes U et V, étendant ainsi aux
cas flou et possibiliste I'intégralité des mesures d’appariement revues au Chapitre 2.
Cette approche consiste en une reformulation des équations (2.16), (2.17) et (2.18)
en remplagant chaque opérateur ensembliste par sa généralisation floue. Ainsi, les
quatres termes {mgﬁ :a,B € {0,1}} de la table des contingences-paire sont alors
simplement donnés, pour n'importe quel couple de normes triangulaires (T, L) par :

n k-1

mlg(U, V) = T(Ualk, 1), Vg(k, 1)) (3.16)

k=2 1=1
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avec .
C . r
Uilk, 1) = J_iU”(k,l) et Vik 1) = J_1 Vii(k, 1), (3.17)
i= i=
C r
Uolk,l) = L Uk et WkD= L v (3.18)

R #211 #:

et ou UV et VU sont les ensembles flous des paires d’'individus {xp,x;} appartenant
au i-iéme cluster et au j-ieme cluster de U et de V respectivement . Le degré d’ap-
partenance de chaque paire {xg,x;} de X a ces ensembles UV et V¥ correspond a la
valeur de vérité floue de la proposition "x; appartient & U' (respectivement V') ET x;
appartient a U’ (respectivement V/), et est ainsi défini tel que :

Uk, 1) = T (i, uj) et VI(k,1) = T(vig, vir) (3.19)

On notera Mg (U, V) la table des contingences-paire résultante, de laquelle peuvent
étre dérivées et généralisées toutes les mesures d’appariement décrites au Chapitre 2
et en particulier I'indice de Rand RI/, et l'indice de Jaccard JI}.

Comme le précise Campello lui-méme, et comme l'illustre I'Exemple 19, les me-
sures dérivées de cette proposition perdent systématiquement leur propriété de ré-
flexivité telle que définie par (II-1) dans le cas de la comparaison de deux partitions
non-strictes de Mis.,,. L'auteur préconise alors de restreindre l'usage de sa proposition
a la comparaison d'une partition floue ou possibiliste avec une partition stricte, limi-
tant donc les mesures dérivées a une utilisation externe ou la partition de référence
est stricte. Cette perte induit par ailleurs qu'aucune des mesures d’appariement dé-
rivées (ou son dual, le cas échéant) n’est une métrique, ni méme une similarité dans
I'espace des partitions de Mg.p.

Exemple 19. Considérons les deux partitions floues Uy et Vs (page 42). Selon l'ap-
proche proposée par Campello, leur matrice de contingence-paires, calculée avec
le couple (Tp, Lp), est:

1.294 2.535
MEP(Uy, V) = < > .

1.206 2.995
A partir de celle-ci, les indices de Rand et de Jaccard ont pour valeur :
RILP(Uy, Vy) = 0.534 et JILP(Uy, V) = 0.257.

On observe que ces valeurs sont trés inférieures a celles obtenues avec les mémes
indices pour les partitions max-déffuzifiées respectives Uy et Vy, pour lesquelles
nous avions :

RI(Up, Vi) = 0.800 et JI(Uy, V) = 0.500.
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Cette différence est due au caractére flou de Uy et Vy, qui sont par définition moins
précises que Uy et Vy, si bien qu’elles concordent moins. Nofons que cette remarque
peut-étre faite pour toutes les propositions détaillées dans ce chapitre.

La Table 3.5 donne l'ensemble des résultats obtenus avec RITCp et] Igp en croisant
foutes les partitions exemple Uy, Vy et Wy. D'une fagon générale, on remarque que
la dynamique (propriété (11-4)) est trés faible pour cet exemple. Aussi, on constate
que RIgP(Uf, Us) < 1 et que ]IgP(Wf, Wy) < ]Igp(Wf, Us). Ce dernier résultat contre-
intuitif est directement induit par la perte de la propriété de réflexivité (11-1) de
la mesure, et s’explique par le fait que les termes mgy; et myg présentent des va-
leurs plus importantes lorsque l'on compare Wy avec elle-méme que lorsqu’on la
compare avec Uy, a cause du plus grand nombre de clusters dans Wy.

RI | U | v | W e v o | owy
Us 0.559 | 0.534 | 0.535 Uy 0.364 | 0.257 | 0.217
Vs 0.534 | 0.600 | 0.617 Vs 0.257 | 0.225 | 0.192
Wy 0.535 | 0.617 | 0.652 Wy 0.217 | 0192 | 0.178

TABLE 3.5 — RIgP (a gauche) et | Igp (a droite) pour les partitions Uy, V; et Wr.

Hiillermeier et Rifgi [2009] formulent une vive critique a I'égard de cette propo-
sition, énoncant que l'usage des normes triangulaires ameéne les mesure dérivées a
méconsidérer les relations topologiques existant entre les données décrites par les
partitions. En donnant une acception probabiliste aux degrés d’appartenance dune
partition U € My.pn, et en considérant le couple (Tp, L), ils fondent leur critique
sur l'interprétation que 'on peut donner aux termes Uj(k, I), selon laquelle ce terme
donne la probabilité que deux individus x; et x; appartiennent au méme cluster de
U sous I'hypothése que le cluster d’appartenance de chaque individu soit choisi in-
dépendamment de celui de l'autre. Une telle hypothese entre alors en conflit avec
les relations spatiales que 'on peut constater dans lI'espace de représentation de X,
puisque l'on s’attend a ce que deux individus trés proches, presque confondus, appar-
tiennent systématiquement au méme cluster si bien que l'appartenance de lI'un a un
cluster conditionne celle de l'autre. En s'appuyant sur ce point, ils poursuivent leur
critique en défendant le point de vue selon lequel Uj(k, 1) devrait a l'idéal étre égal
a 1 lorsque les vecteurs d’appartenance de x; et x; sont égaux. Remarquons d’abord
que dans M¢.p, les partitions ne sont pas forcément probabilistes. Ensuite, comme on
ne dispose pas toujours en pratique des données X, on ne peut pas s'appuyer avec
certitude sur les relations spatiales des individus. Enfin, a cause des limitations bien
connues des partitions floues [Krishnapuram et Keller, 1993] qui n’expriment aucune-
ment la typicalité des individus, il est délicat d’établir avec certitude que, par exemple,
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deux individus xp et x; ayant le méme vecteur d’appartenance t(0.5 0.5) appartiennent
conjointement au méme cluster, si bien qu’il est acceptable que Uj (k, 1) < 1.

3.2.1.2 Approches contingentielles

Les extensions fondées sur une approche contingentielle reposent sur le calcul de
la matrice des contigences-paire via la matrice de contingence N(U, V) croisant deux
partitions, décrit page 28. Leur principal avantage réside dans leur faible complexité
en temps. Mais, en s'appuyant sur les équations (2.21), (2.22), (2.23) et (2.25) issues de
I'analyse combinatoire qui n'a pas lieu d’étre dans les cas non-strictes, elle présentent
en contrepartie des comportements indésirables, comme nous le montrons ci-apres.

3.2.1.2.a Anderson

Anderson et al. [2010] proposent d’utiliser directement I'équation (2.20) pour le cal-
cul d'une matrice de contingence non-stricte Na croisant deux partitions non-strictes
U and V. Toutefois, afin de se prémunir d’éventuels comportements non souhaités
lorsque la comparaison implique des partitions possibilistes dans Mgcn, les auteurs
proposent la normalisation suivante :

Na(U, V) = p Na(U, V), (3.20)

- = = est un facteur de normalisation tel que p = 1 pour des
i1 N Z]‘:i n;

partitions de Mycp.

ou p =

A partir de cette matrice de contingence non-stricte Nj,, les termes m;B (a,B €
{0,1}) de la table des contingences-paire non-strictes M, (U, V) sont alors simplement
calculés via les équations (2.21), (2.22), (2.23) et (2.25).

Puisque le produit est une norme triangulaire, Anderson et al. [2010] proposent
aussi une autre formulation du calcul de la matrice Na pour laquelle le produit induit
dans (2.20) est remplacé par n'importe quelle t-norme T, amenant alors a la définition
d’'une matrice de contingence N;\r dont les termes sont donnés par :

n
HJ(U' V)= Z T(Uik, Vik) (3.21)
k=1

Dans ce cas général toutefois, le calcul du facteur de normalisation p, essentiel a
la définition d'une matrice de contingence normalisée N4, et donc d’une table des
contingences-paire ML n'est pas explicité par les auteurs. Pourtant, un tel calcul n’est
pas trivial. En effet, comme évoqué plus t6t, le facteur de normalisation est choisi
tel que p = 1 lorsque les partitions considérées sont dans My.,, de sorte que la
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normalisation n’'influe que sur la comparaison de partitions possibilistes. Or, tel que

défini par ses auteurs, p = ne présente cette propriété que dans lI'unique cas ou
A

Zl 1 e
Na(U, V) = NXP(U, V), pour laquelle Y¢_, n?A = n si U et V sont des partitions de Mycp.

Pour toute autre t-norme, cette formulation de p ne tient plus son role, si bien qu'en
I'absence de toute précision a ce propos au sein de la littérature, on se restreindra

dans la suite de ce mémoire a ne considérer uniquement que les mesures dérivées
de M 2, v).

Cette normalisation est justifiée par Anderson et al. [2010] pour prévenir les cas ou
les mesures d’appariement dérivées pourraient prendre des valeurs négatives lorsque
les partitions a comparer sont issues de Mpcn, principalement a cause du terme mgg
de la table des contingences-paire qui peut dans ce cas lui-méme étre négatif. Ce
comportement indésirable est toutefois a mettre en relation avec le choix fait par les
auteurs de calculer ce terme a partir de I'équation (2.25) et non de I'équation (2.24),
pourtant plus judicieuse puisque la relation telle que Y7, Z;q:i n;j = n, sur laquelle
repose (2.25) ne tient plus dans le cas du croisement de partitions possibilistes. Aussi,
soulignons le fait que malgré la correction apportée par Anderson et al. [2010], les
mesures dérivées de leur extension floue ne sont tout de méme pas a I'abri de compor-
tements singuliers, principalement a cause de l'utilisation de I'équation (2.21) utilisée
pour le calcul du terme my4 de la table des contingences-paire. En effet, puisque

les termes de N;f peuvent étre inférieurs a 1 lorsque U et V sont dans Mpcp, rien
Tpy, Tp
ij ij

valeurs négatives, pouvant alors amener mq4 a lui-méme étre inférieur a 0. Bien que

n‘empéche théoriquement le terme n;” (n;;* — 1) de cette équation de prendre des
I'expérience a prouvé que ce comportement survient peu en pratique parce que les
partitions alors considérées présentent bien plus d’individus que de clusters, nous
proposons toutefois de corriger pour la suite cette proposition en écrétant simple-

ment a 0 les valeurs de (n;;® — 1) qui pourraient surgir lors du calcul du terme myy

ij
de Mgf . Remarquons que Hiillermeier et al. [2012], qui formulent une critique ana-
logue a I'égard de la proposition d’Anderson, proposent une perspective de correction
fondée sur la remarque du fait que dans le cas strict, 'équation (2.21) repose sur le

coefficient binomial, tel que :
1 C r 1 C r nl]
myy = EZZHU(HU —-1) = QZZ 9 | (3.22)
i=1 j=1 i=1 j=1
Or, dans le cas ou les termes n;; sont a valeur réelle, ce coefficient binomial se

généralise habituellement a l'aide de la fonction Gamma, I, si bien que Hiillermeier
et al. [2012] proposent ainsi une autre extension du terme myy :

C(n; +1)
=3 ZZ ]n,] (3.23)

i=1 j=1
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Enfin, comme le mentionnent ses auteurs, les mesures dérivées de cette approche
perdent la propriété de réflexivité (II-1), si bien qu'aucune d’entre elles ne préservent
le cas échéant leur qualité de métrique sur Mg.p,.

Exemple 20. Considérons les deux partitions floues Uy et Vy (page 42). Leur matrice
des contingence normalisée, calculée selon l'approche proposée par Anderson et
al. avec la t-norme produit Tp vaut :

Nau(Us, VT? <1.17o 1.140 0.590>
Ax\Uf s VS = )

0.430 0.560 1.110
Les matrices des contingences-paire induite avant et aprés correction valent alors :

—~0.126 4.036 0.240 4.036>

Ma2(Uy, Vy) =
A (U V) < 1.796  4.294 1.796  4.294

> et M}f(Uf,Vf)=<

Les valeurs des indices corrigés de Rand RIZT\?P et de Jaccard ]Igvf obtenus en
croisant toutes les partitions exemples Uy, Vy et Wy sont données a la Table 3.6.
On remarque que les valeurs de ng sont légérement inférieures a celles ob-
tenues avec la proposition de Campello et restent cohérentes sans pour autant
témoigner d’'une dynamique importante (propriété (I1I-4)). On constate que ces in-
dices perdent ici aussi leur propriété de réflexivité (I-1). Par ailleurs, on note que
les valeurs de | Ig sont trés faibles. Cela s’explique aisément lorsque l'on consi-
dére la matrice des contingences-paire corrigée M}f pour laquelle le terme myy,
qui est le seul a intervenir au numérateur de lindice de Jaccard (2.11), est trés
faible par rapport aux termes mgy et myg. Par ailleurs, on remarque encore que
] I}f (Wr, W) < T I}f (Wg, Uy), pour les raisons évoquées a I'Exemple 19.

rIiF | U | v | W el v | v | w
Ur | 0.453 | 0.437 | 0.450 Ur [[ 0487 | 0.040 | 0.011
Vi || 0437 | 0542 | 0577 Vi [ 0.040 | 0.001 | 0.000
W, || 0.450 | 0.577 | 0.627 ws || 0.011 | 0.000 | 0.000

TABLE 3.6 — RIZE) (a gauche) et | Ig’ (a droite) pour les partitions Uy, V¢ et Wr.

3.2.1.2.b Ceccarelli et Maratea

Ceccarelli et Maratea [2008] proposent une autre définition de la matrice de contin-
gence croisant deux partitions non-strictes, notée NgM, dérivée encore de l'équa-
tion (2.20) :

n
nf(U, V) =Y (uik + vir)? (3.24)
k=1
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ou y € [1, +0o0[ est choisi pour améliorer la robustesse des mesures d’appariement
dérivées en accentuant l'influence des degrés d’appartenance les plus forts et en ame-
nuisant simultanément l'influence des degrés les plus faibles. Selon cette approche,
les termes de la table des contingences-paire sont obtenus encore une fois a partir des
équations (2.21), (2.22), (2.23) et (2.24) pour lesquelles les termes n;; sont remplacés
par ceux donnés par I'équation (3.24). On note MgM(U, V) la table des contingences-
paire resultante, & partir de laquelle toutes les mesures d’appariement décrites au
Chapitre 2 peuvent étre étendues aux cas flous et possibilistes.

Encore une fois, les mesures dérivées de cette approche ne sont pas réflexives
selon la propriété (II-1) pour toute partition stricte ou non de Mp.,. De plus, a cause de
la somme utilisée pour 'agrégation des degrés d’appartenance dans I'équation (3.24),
elles ne se raménent pas a leur pendant strict lorsque les partitions comparées sont
dans Mjcn, contrairement aux autres extensions revues dans ce chapitre. Ce n’est
donc pas une généralisation au sens ou nous l'entendons. Pour cette raison nous
exclurons cette proposition des études expérimentales comparant nos propositions a
celles de la littérature (Chapitre 4).

Exemple 21. Considérons les deux partitions floues Uy et Vs (page 42). Les matrices
de contingences et de contingences-paire calculées selon l'approche de Ceccarelli
et Maratea avec y = 2 valent respectivement :

5.230 5.260 4.260

2.950 3.300 4.500

NZ. (Us, Vf) =
em(Ur, Vy) < 51.956 106.606

> of My (Us,Vy) = < 43.755 110.057 > .
Les valeurs des indices de Rand RI%,,(Uy, Vy) et de Jaccard J1%,,(Uy, Vy) induites par
cette derniére sont données, ainsi que toutes celles obtenues en croisant toutes les
partitions-exemple Uy, Vs et Wy, a la Table 3.7. Les valeurs des deux indices sont en-
core une fois comparables a celles obtenues pour les extensions décrites précédem-
ment et présentent une faible dynamique. On constate aussi que | I%M(Wh, Wh) <
Ji I%M(Wh, Uy), illustrant la non réflexivité des mesures dérivées de cette approche.

RIZ\, H Uy \ Vs \ Wy JIem H Uy \ Vs \ Wy
Us || 0.488 | 0.481 | 0.479 Us || 0312 ]0.213 | 0.162
v, [l 0.481 | 0545 | 0.571 v, || 0.213 | 0.150 | 0.112
Wy 0.479 | 0.571 | 0.610 Wy 0.162 | 0.112 | 0.082

TABLE 3.7 - RIZ,, (a gauche) et JI%,, (& droite) pour les partitions Uy, Vy et Wy.
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3.2.1.3 Approches coincidentielles
3.2.1.3.a Borgelt

Afin d’étendre la notion de matrice de coincidence ¥y définie par (2.27) au parti-
tions non-strictes Borgelt [2006] propose d’utiliser encore une fois des normes trian-
gulaires. Soit ¥, la matrice de coincidence non-stricte d'une partition floue U € Mycp,
son terme général est donné, pour n'‘importe quelle t-norme T, par :

C
e = Y T (Wi, ). (3.25)
i=1

A partir de I'équation (3.25) est calculée la table des contingences-paire M} (U, V)
en étendant I'équation (2.28) au domaine non-stricte. Ainsi, les quatre termes mlﬁ
(a,B € {0,1}) de M(U, V) deviennent, pour n'importe quel couple de t-normes (T, L) :

n k-1

mig(Wy, Wy) =>"3"T(1
k=2 1=1

+ (20 —=1) P, (1 =B+ 2B —1) Yy ). (326)

Cette table de contingence-paires permet bien évidemment de dériver toutes les me-
sures d’appariement décrites au Chapitre 2, notamment les indices de Rand RI g et de
Jaccard | Ig . Encore une fois, les mesures dérivées de cette approche ne sont pas ré-
flexives selon (II-1) pour les partitions de M., si bien qu’aucune d’entre elle ne peut
étre une métrique, ou méme une similarité. Par ailleurs, comme le remarquent Hiil-
lermeier et al. [2012], cette approche est strictement équivalente, lorsqu’elle est cal-
culée avec la t-norme produit Tp, & celle proposée par Campello [2007] lorsque cette
derniére est elle méme calculée avec le couple de t-norme/ t-conorme (Tp, Lg).

Exemple 22. Les matrices de coincidences des partitions floues Uy et V; (page 42),
calculées avec la t-norme produit Tp valent :

0.820
0.260
Ve = | 0.740
0.660
0.340

0.660
0.170
Yy = | 0.240
0.310
0.240

0.260
0.680
0.320
0.380
0.620

0.170
0.540
0.230
0.220
0.530

0.740
0.320
0.680
0.620
0.380

0.240
0.230
0.540
0.490
0.180

0.660
0.380
0.620
0.580
0.420

0.310
0.220
0.490
0.460
0.190

0.340
0.620
0.380
0.420
0.580

0.240
0.530
0.180
0.190
0.540
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La matrice des contingences-paire induite par (3.26) vaut alors :

1.446 3.294
Mg”(Uy, Vy) = < > :

1.354 3.906

Les valeurs des indices de Rand RI}”(Uy, Vy) et de Jaccard JI5"(Uy, Vy) calculés &
partir de cette derniére sont données, ainsi que toufes celles obtenues en croisant
foutes les partitions-exemple Uy, Vy et Wy, a la Table 5.8. Comme pour toutes les
autres propositions présentées plus t6t, la dynamique des indices dérivés de la
proposition de Borgelt n'est pas exceptionnelle, notamment pour l'indice de Rand.
De plus, on remarque a nouveau qu’a cause de la perte de la propriété de réflexi-
vité certains comportements contre intuitifs tels que | Igp (Wh, Wh) <] I;P (Wh, Up)
peuvent étre constatés.

Ry U | v | W v o | w
Us || 0553 | 0.535 | 0.537 Us |/ 0359 [ 0.237 | 0.189
Vi || 0535 | 0.626 | 0.653 Vi || 0.237 [ 0199 | 0.164
W, || 0537 | 0.653 | 0.698 W, | 0.189 | 0.164 | 0.149

TABLE 3.8 — RIET; P (a gauche) et | I;p (a droite) pour les partitions Uy, V; et Wy.

Théoréme 2. Les formules (2.37), (2.38) et (2.39) de Marcotorchino [1984] reliant
les termes de la matrice de contingence non-stricte (page 56) et les termes des
matrices de coincidence floues (3.25) restent vérifiées pour la t-norme produit Tp
pour deux partitions floues U et V de Mycnp.

Démonstration. On a :

r
Nie = E nij
j=1
r n
= E E Uik Vik

j=1 k=1

n r

= E uikg Vik
k=1 j=1
n

-3

k=1

puisque V € Mycn.
Alors :
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et finalement :

o

I
[
I
ol
5

Il
<
<
PLY

k=1

—

-1

Ce qui prouve (2.37) et (2.38), la preuve de cette derniére formule étant analogue.
Enfin, pour (2.39), on a :

o
=

n]=ZZnuZIWﬂ

i=1 j=1 i=1 j=1
C r

= g g E Uik V]kg ui viji

11]1k1

539 30 3) TS

i=1 ]'—1 k=1 I=1

- ZZZulkuuZWﬂ

k=1 1=1 i=1

.
D3 Bp BTN

k=1 1=1 i=1

= ZZ‘PUH Vil

k=1 1=1

Ce qui clot la preuve. O

Cette approche coincidentielle a été trés récemment vivement critiquée, notam-
ment par Hiullermeier et Rifgi [2009] qui en formulent une critique identique a celle
discutée page 53 mais aussi par Campello [2010] qui lui reproche son manquement a
la propriété d’identité des indiscernables (I-2). Par construction, il est en effet possible,
méme si c’est loin d'étre trivial, de trouver, dans My.,, deux partitions différentes qui



3.2. Différentes extensions de mesures strictes

63

ont exactement la méme matrice de coincidence. Dans un tel cas de figure, en pra-
tique peu fréquent, les deux partitions concernées seraient alors considérées comme
étant en totale concordance pour toute mesure dérivée.

3.2.1.3.b Brouwer

Brouwer [2009a] souléve un probléme intéressant dans I'extension des matrices de
coincidence telles que définies par Borgelt (page 60). En effet, a cause de l'utilisation
d'une t-norme dans (3.25), les termes diagonaux d)akk d'une telle matrice calculée
pour une partition floue U € My.p, représentant le degré selon lequel chaque individu
xp est dans le méme cluster que lui-méme ne sont généralement pas égaux a 1, et
peuvent méme en étre trés inférieurs. Afin de résoudre ce comportement contre-
intuitif, Brouwer, qui ne considere que le produit T p, propose de remplacer les termes

Y} 1y du calcul de ¥}, par :
, Th

Sulk = T DA = (3.27)
Vo[V
de telle sorte de transformer ‘I’EP en une nouvelle matrice de coincidence CIDEP dont
les termes diagonaux sont égaux a 1. Cette normalisation présente entre autres la
propriété d’étre invariante en échelle Va € R,

dIE = P (3.28)
En pratique, elle améliore la dynamique (propriété (II-4)) des mesures dérivées,
comme le montrent 'Exemple 23 et les expérimentations menées au Chapitre 4.
Nous proposerons de généraliser cette normalisation a toute norme triangulaire au

Chapitre 4, page 85. C’est la raison des notations Mgp , ng et] Igp ci-apres.

Exemple 23. Les matrices de coincidence normalisées des partitions floues Uy et
Vs (page 42), calculées avec la t-norme produit Tp, @ comparer aux matrices non
normalisées de 'Exemple 22, valent respectivement :

1.000
0.348
@7 = | 0.991
0.957
0.493

1.000
0.285
®p = | 0.402
0.563
0.402

0.348
1.000
0.471
0.605
0.987

0.285
1.000
0.426
0.441
0.981

0.991
0.471
1.000
0.987
0.605

0.402
0.426
1.000
0.983
0.333

0.957
0.605
0.987
1.000
0.724

0.563
0.441
0.983
1.000
0.381

0.493
0.987
0.605
0.724
1.000

0.402
0.981
0.333
0.381
1.000
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La matrice des coincidences-paire résultante, & comparer a Mgp (Uy, Vf) (donnée
a UExemple 22, page 60), vaut alors :

4119 3.050
M (Uy, V) = < >

1.079 1.752

Les valeurs des indices de Rand et de Jaccard calculées, pour tous les couples de
partitions-exemple Uy, V; et Wy, a partir des matrices de coincidences normalisées
sont donnés a la Table 3.9 pour la t-norme produit Tp. En comparant les matrices
de coincidences normalisées selon cette proposition avec celles, non-normalisées,
de 'Exemple 22, on constate qu’en plus des termes diagonaux ramenés a 1, les élé-
ments non diagonaux de ces matrices sont aussi renforcés, mais non linéairement.
Ainsi, le degré de co-appartenance normalisé d)EfP (2,1) de {x9,x1 } est proportionnel-
lement plus grand que celui qblT]fp (2,4) de {x9,x1} par rapport a ceux de la matrice
de coincidence non normalisée ‘I’[T]f . Il découle de cela que les indices dérivés de la
proposition de Brouwer présentent une meilleure dynamique que les propositions
précédentes. Toutefois, elle présente les mémes inconvénients en ne préservant
pas la propriété de réflexivité (I-1) des indices dérivés.

RIS U | v | W iy v [ove [ owy
Uy 0.704 | 0.587 | 0.547 Us 0.658 | 0.499 | 0.436
Vs 0.587 | 0.617 | 0.599 Vs 0.499 | 0.462 | 0.409
Wy 0.547 | 0.599 | 0.613 Wy 0.436 | 0.409 | 0.385

TABLE 3.9 — RI(TQP (& gauche) et | Igp (a droite) pour les partitions Uy, Vs et W.

3.2.2 Approche orientée clusters : distance de transfert non-stricte

Campello [2010] propose d’étendre et de généraliser aux cas non-stricts la distance
de transfert TD de Charon et al. [2006] décrite page 33. L'auteur définit la distance
de transfert floue FTD(U, V) (Fuzzy Transfert Distance) entre deux partitions non
strictes U et V de Ms.n, non plus comme le nombre d’éléments a transférer des
clusters de U pour qu’ils coincident, a une permutation prés, avec ceux de V, mais
comme la quantit¢é minimum de degrés d’appartenance qui doit étre ajoutée et/ou
retirée aux colonnes de U pour les rendre égales a celles de V. Autrement dit, chaque
aréte (i, j) du graphe biparti construit pour le calcul de cette distance est valuée par :

n
Wi]' = Z I Uip — ij I . (3.29)
k=1
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A Tinstar de son pendant strict, la distance de transfert floue peut étre calculée effi-
cacement par la méthode Hongroise. Elle est par ailleurs bornée supérieurement, si
bien que son auteur préconise la normalisation suivante :

FTD(U, V)

FTDN(U. V) = n x max(c,r)

(3.30)
de sorte que FTDy(U, V) € [0,1]. On peut alors dériver l'indice Irrp,(U,V) =1 —
FTDy. Notons finalement que l'idée de cette extension au cas non-strict de la distance
de transfert fut préalablement évoquée dans le méme contexte par Gusfield [2002].

Exemple 24. Les valeurs de Irrp,, calculées pour les partitions Uy, Vs et Wy (page
42), sont données par la Table 3.10. On remarque que cet indice est réflexif (pro-
priété (1-1)), contrairement aux propositions précédemment revues. Par ailleurs,
sa dynamique est légérement plus forte que celle dont témoignent les précédentes.
Enfin, on constate que Irrp,(Us, Us) > Irrpy(Us, V¢) > Irrp,(Us, Wy), tel que l'on
pourrait intuitivement s’y attendre.

oy | U | v | W
Uy 1.000 | 0.787 | 0.780
Vs 0.787 | 1.000 | 0.900
Wy 0.780 | 0.900 | 1.000

TABLE 3.10 — Irrp, pour les partitions Uy, Vy et Ws.

3.3 Approches natives

3.3.1 Approche orientée individus : indices de Huellermeier et al.

L'approche proposée par Hiillermeier et Rifqi [2009] a cela de particulier qu’au
contraire des propositions précédemment revues dans cette section, elle ne permet a
I'origine d’étendre au domaine non-strict qu'uniquement lI'indice de Rand. Sa construc-
tion, proposée pour pallier les critiques formulées a 'encontre des mesures dérivées
de l'extension proposée par Campello [2007], page 53, repose par ailleurs sur une
approche originale, dite géométrique car fondée sur la mesure d'une distance entre
les vecteurs d’appartenances de chacune des partitions a comparer.

Pour chaque partition floue U et V', on définit ainsi une matrice de similarité notée
‘I’{]IR (respectivement ‘I"P}R) par analogie avec les matrices de coincidence*, dont le

4. Les auteurs utilisent la notation Ey(xy,X;) symbolisant une mesure d’équivalence de la paire (k,[)
du point de vue de U.
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terme général est calculé par :
U =1 —dug —w) (3.31)

ou d est une métrique telle que l,bU w1 € [0,1] et bien évidemment telle que zp’,jﬁk =1.
Les auteurs préconisent d’utiliser la distance de Manhattan normalisée (aussi appelée
norme Lj), définie par :

c
u. — u.
d1 (uk,ul) = Z |lk2d| (3.32)

Théoreme 3. La matrice ‘I’Em calculée avec la norme Ly est la matrice de coin-
cidence \I’E calculée avec la t-norme Tys définie par Borgelt [2006] et présentée
page 60.

Démonstration. Comme min(a,b) = %]a*b], Va,b, on a:
C
¢U k= E :min(uik, ujp)

iuik +up— | wip — uy |
2

i=1

_ Uir + Uj] [ ulk — Uil |
Syt Z
2

i=1

_ 1_Z|ulk ulll

= P
O
Nous proposons de prendre n'importe quelle distance de Minkowski normalisée :

(3250 | i —ua )7

dp(uklul) = 1
2p

(3.33)

Lindice de Rand de Huellermeier et Rifqi est alors obtenu en agrégeant les deux
matrices de similarité calculées pour U et V comme suit :

n k-1
RIjR(U, V) Zzi— | YU — ViR (3.34)
k=2 1=1

ou p est le parametre de la mesure de Minkowski définie par (3.33) et o1 q = w est
le nombre de paires différentes d’'individus {x, x; }. Comme le soulignent ses auteurs,
la mesure de distance dérivée DY, (U, V) = 1 — RI5,(U, V) est une pseudométrique et



3.3. Approches natives

67

satisfait donc l'inégalité triangulaire (I-4) si bien que RIyg se révele étre une mesure

relative de choix. Par ailleurs, il s'agit d'une généralisation de l'indice de Rand, si bien

que dans le cas de la comparaison de partitions strictes, RII’?,R est tout a fait égal a RI.

Théoreme 4. L'indice de Rand généralisé de Hiillermeier et Rifqi [2009] calculé

avec la norme Ly peut étre exprimé a partir des termes de la matrice de contingence-

paires M ™ définie par Borgelt [2006].

Démonstration. Comme min(a,b) + min(1 —a,1-b)=1-|a -

n k-1

*Zzi—“PUkl Vkl

k211
n k-1

RIjip(U, V)

1

= =YY min@uen Yy ) + min(t = P, 1 = Yy )

qk211

O

Dans [Hillermeier et al, 2012], les mémes auteurs présentent une extension de

leur proposition a toutes les mesures dites "par appariement’, en redéfinissant les

termes myy, myg, mp1 et mop de la matrice des contingences-paires. Cette généralisa-

tion se formule comme suit :

n k-1
HR
my;t = ZZT 1- | gh -
k=2 1-1
n k-1
HR
miy = ZZmax Yim — Vv 0)
n k-1
HR
my = ax(@yR — vk, 0)
k=2 -1
n k-1
HR WHR
my, = ( [wum Yy ki
k=2 -1

Ty ¥V m) (3.35)
(3.36)
(3.37)
LA =Pyt = ¥i)), (3.38)

ou T et L sont respectivement une t-norme et sa t-conorme duale. Toutefois, pour

que l'égalité :

miyq + moo = 1— | PER, -

Py m (3.39)

soit vérifiée de telle sorte que (3.34) puisse étre dérivé de (3.35), (3.36), (3.37) et (3.38),
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seul le couple produit (Tp, Lp) peut étre utilisé, si bien que l'on a finalement :

~
—_-

n

mii? = (1= v =¥V | ) x (V0 x vV ) (3.40)

-

=]

-

myR = (1= ok — vvm ) x (1 =i = ¥i))- (3.41)
k=2

—
-

Remarquons alors que cette proposition d’extension présente de fortes analogies avec
celle faite par Quéré et Frélicot [2011b], détaillée au chapitre 4, section 4.5.

Exemple 25. Les valeurs de RI}{R et de ]I}{R pour les partitions-exemple Uy, Vs
et Wy (page 42) sont données a la Table 3.11. Cette proposition préservant les
propriétés des indices qu’elle généralise, il est normal de constater que R]}m et
JIL,n sont réflexifs et tels que I(Uy, Us) > I(Uy, Vy) > I(Uy, Wy). Aussi, on observe que
la dynamique de ces indices est bien meilleure que celle présentée par les indices
déja revus.

Rljip H Uy ‘ Vs \ Wy ITir H Us ‘ Vs \ Wy
Us 1.000 | 0.880 | 0.790 Us 1.000 | 0.717 | 0.528
Vs 0.880 | 1.000 | 0.910 Vs 0.717 | 1.000 | 0.715
W 0.790 | 0.910 | 1.000 W 0.528 | 0.715 | 1.000

TaBLE 3.11 — RI},, (& gauche) et JI%, (& droite) pour les partitions Uy, V; et Wy.

3.3.2 Approches orientées clusters
3.3.2.1 Mesures de compatibilité

Les mesures de comparaison décrites dans cette section sont fondées sur des me-
sures de compatibilité entre clusters stricts et flous, telles que décrites respectivement
au Chapitre 2, page 32, et au présent Chapitre 3, page 52. Pour chaque proposition,
nous donnerons I'expression de la mesure de comparaison telle que donnée par le ou
les auteurs, pour ensuite la reformuler afin d’expliciter et de caractériser la mesure
de compatibilité utilisée.

3.3.2.1.a Beringer et Hiillermeier

Beringer et Hiillermeier [2007] proposent un indice symétrique pour la compa-
raison de deux partitions U et V de M., fondé sur une mesure de similarité entre
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les clusters U’ et V/ de chaque partition, définie par :

A unvi
s(UL, V) {UUVI: (3.42)
_ Y ko1 min(uig, Vik) (3.43)

Y k-1 max(uig, vjk)
ou (3.42) est une mesure de similarité entre ensembles bien connue, que I'on attri-
bue généralement a Jaccard [1901]. Il s’'agit d’ailleurs d'une mesure de ressemblance
(Définition 21, page 52), avec F(a,b,c) = 7572
A partir de cette ressemblance, on définit la mesure de concordance, asymétrique,
de la partition V par rapport a la partition U par :
s(U, V) = _—EJ_is(Ui, vi). (3.44)
i=1j=

Enfin, I'indice proposé se formule ainsi :
Sgu(U, V) = T(s(U, V),s(V,U)) (3.45)

11 est réflexif (propriété (I-1)) et présente une bonne dynamique (propriété (I1-4)),
comme l'illustre 'Exemple 26.

Exemple 26. Les valeurs de l'indice SEH, utilisé pour comparer les partitions Uy,
Vs et Wy (page 42), sont données a la Table 3.12 pour la t-norme produit Tp. La
relation d’ordre que l'on peut déduire de ses valeurs coincide avec celle que l'on
percoit intuitivement, a savoir que Uy est plus proche de V; que de Wh.

sshl ur | v | W
Uy 1.000 | 0.328 | 0.108

Ve || 0.328 | 1.000 | 0.423
Ws || 0.108 | 0.423 | 1.000

TABLE 3.12 — S;ﬁ pour les partitions Uy, Vs et Wr.

Afin de prendre en compte dans la mesure la taille des clusters de chaque parti-
tion, les auteurs proposent aussi de remplacer (3.44) dans (3.45) par sa généralisation
suivante, fondée sur une t-norme pondérée [Kaymak et van Nauta Lemke, 1998] :

sw(U, V) = L?T(wi,g_is(Ui, vi)> (3.46)

ou J est une implication floue telle que définie a la section 3.1.2 et ou w; = M
est le poids de la classe U, calculé selon sa cardinalité floue. Ainsi, plus un cluster
présente de forts degrés d’appartenance, plus il contribue a la mesure de concordance
sw(U, V).
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3.3.2.1.b Runkler

Runkler [2010] propose un indice de comparaison tout a fait analogue, qui ne
différe que par l'utilisation d’'une t-conorme en lieu et place de la t-norme dans (3.45) :

Sp(U, V) = L(s(U,V),s(V,U)). (3.47)

ou s(U, V) est donné par (3.44). Lauteur remarque d’ailleurs lui-méme la proximité
entre les deux propositions et note que celle de Beringer et Hiuillermeier [2007] est plus
pessimiste que la sienne, par construction (T a la place de L), de sorte que S5, (U, V)
présente une meilleure dynamique que Sg (U, V), comme lillustre bien 'Exemple 27.
C’est la raison pour laquelle nous ne retiendrons que l'indice de Beringer et Hiiller-
meier [2007] pour les expérimentations présentées au Chapitre 4.

Exemple 27. La valeurs de lindice S}, obtenues pour les partitions Uy, Vy et Wy
(page 42), sont donnés a la Table 3.13 pour la t-norme produit T p.

"l o | v [ wy
Uf 1.000 | 0.871 | 0.776

Ve || 0.871 | 1.000 | 0.910
We || 0.776 | 0.910 | 1.000

TABLE 3.13 - S;P pour les partitions Uy, Vy et Wy,

3.3.2.1.c Bodjanova

Bodjanova [1999] propose une mesure de concordance entre deux partitions floues
U et V de méme taille (¢ = r), fondée sur la comparaison de leur approximation stricte

respective.

Définition 22. La coupe de niveau «a € [0, 1], ou a-coupe, U}, d'un ensemble flou U’
est une approximation stricte de ce dernier, dont les termes (uy);, se définissent
comme suit :

(3.48)

1 si et seulement si ujp > «
(Ua)ip = ,
0 sinon

La coupe a d’une partition floue U se constitue des a-coupes Ul des clusters de U
et est notée U,.

Deux partitions U et V de méme taille sont ainsi dites a-équivalentes par I'auteur
si et seulement si U, = V,. Une telle relation est notée U =, V. Une mesure de
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dissimilarité entre U, et V, est alors introduite par :

1 C n
Da(U,V) = —> > " [(uak — (Vaisl (3.49)
i=1 k=1
Nous la reformulons de sorte de montrer quil s'agit dune mesure agrégeant des
mesures de compatibilité (stricte) (Définition 13, page 32) construites selon un modéle
contraste, avec 6 =0, a=p=1:

1 & oo
Do (U, V) = —M;‘MC(U:X, Vi) (3.50)
i=
La distance, symétrique et réflexive, entre les partitions floues U et V, est définie par :

Dp(U, V) = foi Do(U, V) da (351)

et calculée comme suit :

|A]
DE(U, V) =Y Dy (U, V) (i — ai1) (3.52)
i=1

ou A = {a;} est 'ensemble des degrés d’appartenance distincts de U et V, tels que
a; > a;_1, avec la convention ap = 0. On notera I§(U, V) = 1 —-Dg(U, V) I'indice dérivé.
L'auteur ne précise pas de méthode d’appariement particuliére entre les clusters de
U et ceux de V, mais il est tout a fait possible d’adapter la méthode Hongroise.

Exemple 28. Considérons la partition floue U]i = 02 07 03 04 08

méme taille que la partition Uy (page 42). Lensemble des valeurs de coupes a réa-
liser est A = {ap, a1, a9, a3, a4, a5, a6, 7,08} = {0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.6,0.7,0.8,0.9}.
On calcule alors pour chaque élément de A les valeurs de Do (Uy, Uy) par (5.49). La

0.8 0.3 0.7 0.6 0.2>

distance Dg(Uy, U}) vaut 0.1, par (3.52), de sorte que lindice dérivé vaut quant a lui
IDg(Uy, Up) = 0.9, indiquant une forte concordance.

3.3.2.2 Autres mesures
3.3.2.2.a Acciani et al.

Pour la comparaison de deux partitions floues U et V, Acciani et al. [2003] pro-
posent un algorithme original basé sur la construction de deux graphes pondérés
non-orientés.
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Dans un premier temps, m = |c — r| clusters vides sont adjoints a la partition
présentant le moins de clusters. Puis pour chaque partition sont construits les graphes
complets Gy(U, WY) et Gy(V, WY) dont les sommets sont les clusters de U et V, et
ou WU et WY sont les matrices de pondération associées aux arcs de terme général
wj et w. Pour WY, ces termes sont définis par :

1 n

U

wij = o Z(uik X Ujg). (3.53)
k=1

Dans un second temps, un algorithme de classification hiérarchique est utilisé pour

apparier les clusters de U et de V, selon la distance euclidienne entre leurs centres

respectifs. A partir de cette association, on définit la matrice de permutation Py et la

mesure :
MC(U, V) =|| WY - p,WVP! ], (3.54)

ot 'opérateur || - || est la norme de Frobenius définie par : || U ||?= Y25_, Yoh_; uZ, -

Cette mesure de discordance présente le désavantage de ne pas avoir de borne
supérieure clairement définie, limitant son utilisation a celle d'une mesure relative. Par
ailleurs, le choix d'utiliser une classification hiérarchique pour réaliser I'appariement
entre les clusters plutdt qu'une approche déterministe telle que la méthode Hongroise
est étonnante, car en plus de fournir une permutation sous-optimale, elle peut induire
des variations entre deux calculs de MC(U, V) pour les mémes partitions U et V.

Exemple 29. Considérons les deux partitions floues Uy et V; (page 42). Puisque Uy

présente moins de clusters que Vs, on lui adjoint m = ¢ —r = 1 cluster vide, de
0.9 0.2 0.8 0.7 03

sorte d’obtenir la partition dégénérée /va = 0.1 0.8 0.2 0.3 0.7 |, puis on
o o0 O 0 O

calcule les matrices des poids de /_U; etde Vy :

2.070 0.830 0.000 0.820 0.440 0.340
WU = | 0.8%50 1.270 0.000 | et WY = | 0.440 0.910 0.350
0.000 0.000 0.000 0.340 0.350 1.010
La permutation appariant au mieux les clusters de va,« et V; est alors calculée, et
010
l'on obtient : Psy = | 0 0 1
100

Enfin, par (3.5%4) on calcule MC(Uy, V) = 1.779. Puisque cette mesure n'est pas
bornée, il est difficile de discuter ce résultat isolément si bien que par un calcul
analogue, on obtient MC(Uy, Wy) = 1.9586 > M C(Uy, V) = 1.779, ce qui est cohérent
avec lintuition.
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3.3.2.2.b Di Nuovo et Catania

Lindice DNC, qui tire son nom des initiales de ses auteurs Di Nuovo et Catania
[2007], est une mesure relative pour la comparaison d'une partition floue U avec une
partition de référence stricte V. Il s'appuie sur l'idée d’incertitude utilisée lors d'un
clustering : plus faible est la proximité entre le plus grand degré d’appartenance u )
d’'un élément a un cluster et le deuxieme plus grand degré d’appartenance u) a un
autre cluster, plus faible est la confiance a accorder lors de I'association stricte de cet

élément a un cluster. Ainsi, les auteurs définissent un degré de confiance :
Ap = U)p — UQ)k- (355)

On reconnait la mesure définie par Ha [1997] pour la sélection de classes en classifi-
cation supervisée permettant de rejeter pour ambiguité.

Proposition 1. Nous proposons d’étendre le degré de confiance tel que défini
par (3.55) en prenant pour Ay n‘importe quelle mesure d’‘ambiguité ®(uy), parmi
lesquelles toute celles décrites dans [Le Capitaine et Frélicot, 2012].

A partir de ce degré de confiance, les auteurs définissent un degré de précision :

{ A siull =vpVie{l,..c}
Ap = )
—A}p sinon

ou ulhk est le terme général de Uy, la partition stricte obtenue par max-défuzzification
de U. Cette définition implique un appariement des clusters de Uy avec les classes de
V, pour lequel les auteurs ne proposent aucune méthode. Encore une fois, on pourra
utiliser la méthode Hongroise.

Trois ensembles flous sont ensuite introduits :

1 sidp>a 1 siAp < —«
good(Ag) = %i si0< Ap < a ,bad(Ag) = @ si —a<Ap<0 et
0 siA,<O0 0 siAp, >0

uncertainty(Ag) = { 0 si Akl 2 @
|Ar| siAp < a
Le parametre a est un seuil définissant un intervalle d’'incertitude autour de 0. Les
frontieres des ensembles good et bad ont été choisies de sorte de faire preuve d'un
certain pessimisme concernant la certitude d'une bonne classification et a contrario,

d'un plus grand laxisme sur une probable méprise au sujet d'un mauvais classement.

Finalement, l'indice DNC est défini comme suit :

DNC(U,V) = I, x (1 — I,)
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ou I, et I, sont deux indices de précision et d’incertitude :

Y r(good(Ag) — bad(Ay)) I, = Y puncertainty(Ag)
n n

Iy =

Cet indice prend sa valeur maximale lorsque U, = Vet —1 < DNC < 1.

Exemple 30. Considérons la partition floue V¢ (page 42) et la partition stricte Wy
(page 18). A partir de Vy, on obtient l'ensemble : A = {0.7, -0.5,0.5,0.3,0.5}.
En choisissant a = 0.4, on obtient les ensembles :
good = {1,0,1,0.225,1}, bad = {0,1,0,0,0} et uncertainty = {0,0,0,0.3,0}.
A partir d’eux, on calcule les indices de précision et d’incertitude :

Ia — 1—1+1—|I—50.225+1 — 2.%25 =0445 et ], = 0573 = 0.06

Finalement l'indice vaut : DNC(Vy, Up) = 0.445 x (1 — 0.06) = 0.418. Sachant que la
valeur forte de a est forte et que DNC prend ses valeurs dans [—1,1], la partition

Vs présente au regard de ce résultat une concordance certaine avec W.

3.4 A propos de la complexité

Toutes les mesures revues dans ce chapitre ne sont pas égales en terme de temps
de calcul et d’espace mémoire nécessaire. Bien évidemment, une telle considération
est cruciale lorsque l'on s'intéresse a la comparaison de partitions dun ensemble de
données X de grande taille, et plus encore lorsqu’il s'agit de comparer entre elles plus
de deux partitions. La Table 3.14 recense les complexités asymptotiques en temps et
en espace affichées par les mesures de comparaison non-strictes présentées dans ce
chapitre. Ces complexités ont été calculées sous 'hypothese que n > max(c,r). On
remarque que les méthodes orientées individus, qui s’appuient sur une comparaison
deux a deux des n individus de 'ensemble X considéré, sont plus coliteuses a la fois
en temps de calcul mais aussi en espace, puisque leur calcul nécessite le stockage de
n? valeurs®. Les méthodes orientées clusters, qui quant a elles s’attachent a comparer
deux a deux les ¢ x r couples de clusters sont évidemment moins coliteuses en espace.
On notera que les méthodes utilisant des normes triangulaires peuvent aussi étre
accélérées en utilisant leurs fonctions génératrices, comme discuté a la page 48.

3.5 Sur la comparaison de partitions issues de différents espaces

Parmi les diverses mesures non-strictes revues dans ce chapitre, nous avons vu
que certaines sont définies par leurs auteurs pour la comparaison de deux partitions
de M., tandis que d’autres se retreignent a la comparaison de deux partitions floues
de Mycn et qu'enfin certaines se limitent a la comparaison d’'une partition non-stricte

5. Réductible a q = % en ne stockant que les valeurs pour les paires d’individus.
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TaBLE 3.14 — Complexités en temps et en espace des mesures revues en fonction de
deux partitions de taille ¢ x n et r x n.

Mesure de comparaison Complexité en temps Complexité en espace
Campello (page 53) O(n?) O(n?)
Anderson (page 56) O(n) Olcr)
Ceccarelli (page 58) O(n) Olcr)
Borgelt (page 60) O(n?) O(n?)
Brouwer (page 63) O(n?) O(n?)
FTD (page 64) O(n) O(max(c,r)?)
Hiillermeier et al. (page 65) O(n?) O(n?)
Beringer (page 68) O(n) Olcr)
Runkler (page 70) O(n) Olcr)
Bodjanova (page 70) O(n) O(c?)
Acciani (page 71) O(n) O(max(c,r)?)
DNC (page 73) O(n) O(n)

floue et/ou possibiliste avec une partition stricte de référence. La Table 3.15 compile
ainsi les différents espaces sur lesquels sont définis chaque mesure. Elle recense aussi
pour chaque mesure les espaces sur lesquels une comparaison est techniquement
possible, mais n’a pas été prévue ou a été critiquée par son auteur.

Comme nous l'avons discuté au Chapitre 2, en particulier page 8, les différents
espaces de partitions non-strictes que sont les espaces des partitions floues et possi-
bilistes portent chacun une sémantique propre si bien qu'en dépit du fait que My., C
Mpcn, nous pensons que la comparaison de deux partitions, I'une floue, I'autre possi-
biliste, ne doit pas étre envisagée. En effet, on ne peut considérer une partition floue
comme une partition possibiliste particuliere. Dans le cas d'une partition floue, rap-
pelons que les degrés modélisent 'imprécision associée a 'appartenance de l'individu
aux clusters, tandis que dans le cas d'une partition possibliste, ces mémes degrés
modélisent la typicalité de ce méme individu aux clusters par comparaison a des
prototypes. Ainsi, le vecteur d’appartenance possibiliste u? = (0.5 0.5) exprime une
demi-compatibilité de l'individu considéré a chacun des deux clusters, tandis que le
méme vecteur d’appartenance flou v/ = (0.5 0.5) peut quant a lui exprimer une im-
précision équi-partagée entre les deux clusters, ou bien une compatibilité maximale
avec les deux clusters. Comparer deux partitions U, et V; dont ces vecteurs en se-
raient des colonnes a l'aide des mesures présentées dans ce chapitre n’a pas de sens
puisqu’ils coincideraient. Ceci justifie I'absence d'un tel scénario dans la Table 3.15 et
dans les expérimentations menées au Chapitre 4.



TABLE 3.15 — Espaces de définition des mesures revues

Mesure de comparaison Mhen  Mhen X Men  Mhen X M5, Mpen x Mo, Men M5, Mg,
Campello (page 53) ® ® ® ® X x x
Anderson (page 56) <} e e e © S ©
Ceccarelli (page 58) x x x x ® x x
Borgelt (page 60) ® ® X ® X
Brouwer (page 63) ® ® X ® x

FTD (page 64) x x x x ® X x
Hillermeier et al. (page 65) ® ® X ® X
Beringer (page 68) X x x x ® x X
Runkler (page 70) x x x x ® x x
Bodjanova (page 70) x x x x ® x x
Acciani (page 71) x x x x ® x X
DNC (page 73) x ® X x

® : La mesure est définie par ses auteurs pour une telle comparaison.
© : La mesure est définie par ses auteurs pour une telle comparaison mais présente un défaut de construction qui empéche
de l'utiliser I'état.

x : La mesure peut techniquement étre utilisée pour une telle comparaison.

9L
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons dressé un état de I'art espéré exhaustif des mesures
de comparaison de partitions non-strictes, selon la méme approche taxonomique que
celle adoptée au Chapitre 2, fondée sur la distinction entre les approches orientées
individus et les approches orientées clusters. Nous avons de plus complété cette taxo-
nomie en distinguant les approches étendant aux cas non-stricts certaines mesures
strictes historiques de celles proposant une approche directe, dite native, ne reposant
sur aucune construction stricte de la littérature. Enfin, nous avons identifié parmi ces
mesures celles généralisant des mesures strictes, c’est-a-dire se ramenant a l'une de
ces derniéres lorsqu’utilisées pour la comparaisons de partitions strictes.

Par ailleurs, les propriétés métriques de chacune des approches revues ont été
discutées et illustrées par I'exemple a l'aide de trois mémes partitions utilisées tout
au long du chapitre. Nous avons ainsi mis en évidence les avantages et les inconvé-
nients de certaines propositions, mais aussi mis au jour certains liens existant entre
plusieurs d’entre elles. Une discussion menée a propos des complexités en temps
et en espace de chacune de ces dernieéres montre aussi que les approches orien-
tées clusters se prétent mieux a la comparaison de partitions caractérisant un grand
nombre d’'individus. Enfin, nous avons discuté de la comparaison de partitions issues
des différents espaces strict, flou et possibiliste, et identifié les scénarios pour lesquels
chaque mesure est définie ou utilisable. De ce point de vue, nous n’avons pas observé
de prédominance d’'une catégorie de mesures (orientées clusters, individus, natives
ou non).

Il ressort de cette étude plusieurs points que nous voulons souligner :

— Tout d’abord, nous avons montré que peu de mesures satisfont la propriété de
réflexivité, pourtant fortement souhaitable, pour la comparaison de deux parti-
tions strictes. Nous proposons ainsi au chapitre suivant deux nouvelles mesures,
I'une orientée individus, 'autre orientée clusters satisfaisant cette propriété.

— Plus généralement, on constate d’ailleurs que la littérature, encore jeune et peu
abondante dans le domaine de la comparaison de partitions non strictes, peine a
s'accorder sur un ensemble de propriétés théoriques communes qui permettrait
pourtant de passer au méme crible toute mesure, si bien qu’il est aujourdhui
trés difficile de comparer formellement toutes les propositions existantes.

— La définition d'un cadre théorique intégrant tout ou partie des mesures exis-
tantes représente donc un enjeu important. En ce sens, la taxonomie adoptée
dans ce chapitre met a jour de fortes similitudes entre plusieures propositions
orientées clusters, si bien que la définition d'un cadre unifiant ces derniéres est
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tout a fait envisageable a court terme. De la méme maniere, les ressemblances
constatées entre les diverses approches orientées individus nous ont conduit a
dessiner les prémisses d'un formalisme que nous présentons au chapitre sui-
vant.

Enfin, la comparaison d'une partition floue avec une partition possibliste est
un probléme mathématiquement ouvert, mais l'est-il sémantiquement ? C’est un
obstacle majeur qui nous a fait déconsidérer ce cas de comparaison de partitions
non strictes pour nos propositions exposées au chapitre suivant.



CHAPITRE 4 -

Contributions

Résumé : Ce chapitre a pour objectif de présenter nos contribu-
tions au domaine de la comparaison de partitions non strictes.
Y sont décrites trois nouvelles mesures pour chacune desquelles
sont menées plusieurs expérimentations spécialement concues
pour en étudier le comportement et le confronter a celui d’autres
propositions de la littérature. Enfin, la derniére partie de ce cha-
pitre esquisse les prémisses d'un cadre unifiant les mesures de
comparaisons orientées individus.

4.1 Protocoles expérimentaux

Pour chacune des contributions décrites ci-apres :
e une extension de mesures strictes orientée individus (page 85),
e une mesure native orientée individus (page 96), et
e une mesure native orientée clusters (page 105),

est présentée une série de résultats obtenus pour différentes expérimentations numé-
riques sur des partitions :
e non strictes synthétiques — E1, page 80
e obtenues par clustering de jeux de données
— synthétiques : partitions strictes — E2, page 81, et non strictes — E3, page 83
— réelles' : partitions non strictes — E4, page 83.

Ces expérimentations ont été congues pour se compléter, explorant chacune un aspect
différent de la problématique de la comparaison de partitions et permettant ainsi
de révéler au mieux les comportements des mesures considérées. Ainsi, E1 et E3

1. Extraites de la base de 'UCI Machine Learning Repository [Frank et Asuncion, 2010]
79
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décrivent l'influence des degrés d’appartenance des partitions, tandis que E2 et E4
s'attachent a décrire l'influence du nombre de clusters des partitions a comparer
sur les mesures considérés. Proposer les mémes expérimentations a travers tout le
présent chapitre présente I'avantage de ne pas surcharger les figures tout en laissant
au lecteur la possibilité de comparer les mesures d'une section a l'autre.

Nous nous attachons par ailleurs a étudier le comportement de nos propositions
dans le cas de la comparaison de partitions provenant de différents espaces, en évi-
tant toutefois le cas de la comparaison d'une partition floue a une partition possibiliste
pour les raisons expliquées au Chapitre 3, page 74. Nous cherchons a comparer nos
propositions aux mesures les plus connues de la littérature, selon la philosophie sui-
vante : chaque proposition n’est comparée qu’'a des mesures qui lui sont directement
comparables. Ainsi par exemple, notre premiére proposition qui ne satisfait pas la
propriété de réflexivité (I-1) n‘est comparée qu’'a des mesures qui elles-mémes ne
satisfont pas cette propriété. Enfin, chaque mesure reposant sur ses propres para-
meétres, nous nous sommes attachés a en choisir un ensemble restreint assurant une
comparaison la plus impartiale possible qui permet quand méme au lecteur d’obser-
ver leur influence.

4.1.1 Partitions non-strictes synthétiques (E1)

Dans cette expérimentation E1, on considére deux ensembles § et &', tous deux
composés de neuf partitions de méme taille (c = 3,n = 4). Lensemble S regroupe
ainsi :

— une partition stricte Uy,

— huit partitions floues {Uy, ..., Ug} max-compatibles avec U; et telles que Uj.q
est plus floue que U;, Vi € {1,...,8} selon l'entropie de partition (ou Partition
Entropy) PE proposée par Bezdek [1981], qui mesure le degré de flou au sein
d'une partition :

PE(U) ! iiu log(uig) (4.1)
i ket "’ "’

Ces valeurs sont données a la Table 4.1 pour chacune des partitions de §.

De la méme maniere, 'ensemble §’ regroupe les partitions suivantes :
— une partition stricte U; = Uy,
— huit partitions possibilistes {U, ..., Uy} de Ms5,,, max-compatibles avec Uj et
telles que construites a partir des précédentes selon U] = %Ui.
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TABLE 4.1 — Degré de flou des partitions de 'ensemble §

Ui Uy Us Us U, Us Us Uy Us Uy
PE(U;) || 0 | 0.3816 | 0.5965 | 0.9144 | 1.1332 | 1.3025 | 1.4101 | 1.4511 | 1.4614

Les partitions de chaque ensemble § et §’ sont ainsi choisies de sorte d’étre triées
par ordre décroissant” selon leur proximité avec la partition stricte Uj.

Pour chaque mesure, les résultats obtenus pour la comparaison des 9 x 9 = 81
couples de partitions (U;, Uj) sont présentés sous la forme d'une mosaique de valeurs,
ou les partitions sont ordonnées en ligne et en colonne selon leur indice, comme
illustré a la Figure 4.1. Plus une case de la mosaique est claire, plus la valeur de la
mesure de comparaison est grande pour le couple (U;, U;) correspondant, et plus les
deux partitions concordent. Comme toutes les mesures de comparaison étudiés dans
ce chapitre sont symétriques (propriété (I-3)), seule la partie supérieure de chaque
mosaique est présentée.

Uy Uy Us U, Us Us Uy Ug Ug

FiGURE 4.1 — E1. Une mosaique de valeurs de comparaison pour les partitions de S.

4.1.2 Partitions obtenues par clustering
4.1.2.1 Jeux de données synthétiques
4.1.2.1.a Partitions strictes (E2)

L'objectif de cette expérimentation E2, est de comparer deux partitions strictes
d'un méme jeu de données synthétique bidimensionnel composé de k* = 5 clusters
gaussiens isotropes, centrés en (—1,6), (1,1), (-1, 2), (5, 4) et (3,5), partageant le méme

2. L'entropie des partitions de $’ ne sont pas données. Elles ne sont pas proportionnelles a celles de
§ mais la relation d’ordre demeure.
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écart-type X = %Id. Deux paires de ces clusters se touchent légérement et sont bien
séparées du cinquiéme cluster, comme le montre la premiere sous-figure de la Fi-
gure 4.2.

Les autres sous-figures présentent les partitions strictes V, obtenues avec l'algo-
rithme des k — Moyennes (implémentation Matlab), pour k = 2,3,...,12. Chaque
partition V, est comparée pour chaque indice considéré avec la partition U de ré-
férence, et les valeurs I(Uyg+, V) sont tracées pour chaque indice en fonction de k.

FIGURE 4.2 — E2. De haut en bas et de gauche a droite : partition véritié-terrain Up-
et partitions strictes V} (k = 2, ...,12) obtenues avec l'algorithme des k — Moyennes
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4.1.2.1.b Partitions non-strictes (E3)

Inspirée des travaux de Ceccarelli et Maratea [2008], cette expérimentation E3
s'attache a comparer une partition stricte de référence Uy a deux collections de
partitions non-strictes, les unes floues et les autres possibilistes. Dix jeux de données
tri-dimensionnel ont été générés pour des écarts-types 0 = { % :j =10,9,..,1}, de
telle sorte que le chevauchement entre les clusters de chaque jeu de données croisse,
comme le montre la Figure 4.3.

L'implémentation Matlab des algorithmes FCM (C-Moyennes Floues, Annexe A.1,
page 145) et PCM (C-Moyennes Possibilistes, voir Annexe A.2, page 147) ont été
lancées® pour chacun de ces jeux de données afin de produire respectivement dix

3-partitions floues V; € My, et dix 3-partitions possibilistes V; € M

pen- Pour chaque

indice, les partitions de chacun de ces ensembles sont comparées une a une avec
la partition stricte U~ de référence. En résultent deux courbes donnant la valeur
de lindice considéré I(Uy-, V) et I(Ug, V) en fonction de o pour les ensembles de
partitions floues et possibilistes.

4.1.2.2 Partitions non-strictes de jeux de données réelles (E4)

Cette expérimentation E4 est conduite sur plusieurs jeux de données issus de la
base de 'UCI (UCI Machine Learning Repository [Frank et Asuncion, 2010]) présen-
tant des caractéristiques variées en termes du nombre n d’individus, du nombre p
d’attributs, du nombre de classes c¢* connu et du degré de chevauchement entre les
classes, estimé grossiérement via une ACP (Analyse en Composantes Principales,
[Jolliffe, 2002]).

Pour chaque jeu de données, les algorithmes FCM et PCM ont été utilisés (méme
implémentation, mémes parametres d’exécution que dans I'expérimentation E3, page
83) pour produire respectivement une c*-partition de référence floue R.- € My, et
une c*-partition de référence possibiliste R... € Mgcn, ainsi que deux collections com-
posées respectivement de onze c-partitions floues U, et onze c-partitions possibilistes
U, € Mgcn, pour c¢ variant de 2 a 12. Comme pour l'expérimentation précédente,
chaque partition U, (respectivement U;) est comparée a la partition de référence
R~ (respectivement R(.) pour produire pour chaque indice une courbe des valeurs
I(R¢+, Ue) (respectivement I(R(., U[)) en fonction de c.

3. L'exposant de flou, le seuil de convergence et le nombre maximum d'itérations sont définis pour
chaque algorithme a 2, 1073 et 1000, respectivement.
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FIGURE 4.3 — E3. Dix partitions vérité-terrain Uy : 0 = { % :j=10,9,...,1}
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Les résultats obtenus sur I'ensemble des jeux considérés s'étant révélés conver-
gents en termes de comportements observés pour chaque indice étudié, nous nous
restreindrons, par souci d’espace et d’équilibre de ce mémoire, & ne présenter que
les résultats obtenus pour les quatre jeux de données suivants :

Fisher iris (n = 150,p = 4,c* = 3, faible chevauchement entre deux classes),
Pima diabetes (n = 768,p = 8,c* = 2, fort chevauchement entre les deux classes),

|

Italian wine (n = 178,p = 13,c* = 3, faible chevauchement entre les trois classes),

|

Pageblocks (n = 5473,p = 10,c* = 5, fort chevauchement entre plusieurs clas-

ses).

4.2 Une extension de mesures strictes orientée individus

Dans cette premiere contribution, nous proposons de généraliser a toute t-norme
la normalisation des matrices de coincidence floues réalisée par Brouwer [2009a]
pour la t-norme produit Tp et décrite page 63. Rappelons que cette normalisation
permet de ramener a 1, pour toute partition floue U de My, les termes diagonaux
Yy rr de sa matrice de coincidence floue (3.25) par la transformation suivante (3.27) :

Tp
¢Tp — U,kl

U,kl ’
’ /1 TP Tp
lrbU,kk lth,ll

définissant ainsi une nouvelle matrice de coincidence normalisée ®y;.

4.2.1 Proposition

Afin d’obtenir, & partir une matrice de coincidence floue ¥/, une matrice ®;,
normalisée dans le sens ou tous ses termes diagonaux ¢, ,, sont égaux a 1 pour
n'importe quelle t-norme, il suffit de trouver une fonction K+(a) : [0,1] — [0,1] telle

que
a -1
T(K+(a), Kr(a))
& T(Krla),Krla)) = a. (4.2)

Etant donné un couple (T, K1), (3.27) est ainsi facilement généralisé par :

T
1l)U,kl

T <KT (%,w) Kt <1P5,u>>'

Cette transformation n’affecte pas les indices si les partitions sont strictes. En effet,

(4.3)

.
SU k=

si U € Mpcn, alors ¥, ,,, = ¥, ;; = 1 et, par conséquent, le dénominateur de (4.3) est
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égal a 1 par (4.2). Pour les t-normes basiques du Tableau 3.1, les fonctions K+ sont
faciles a trouver, aussi nous laissons le soin au lecteur de chercher les preuves.

Théoréme 5. [Quéré et al, 2010]
Pour les t-normes basiques standard, produit et Lukasiewicz, les fonctions normali-
santes Kt sont respectivement :

KTM (a) a,
KTP (a) - \/a'
Krla) = 221 (4.6)

Nous proposons d’utiliser le générateur additif ou le générateur multiplicatif des
t-normes paramétriques pour dériver les fonctions normalisantes K.

Théoréme 6. [Quéré et al, 2010]
Soit une t-norme archimédienne* T, de générateur additif ft ou multiplicatif g+,
la fonction normalisante Kt telle que T(Kv(a), Kt(a)) = a est

[

K+t(a) = (4.7)
' g7' (Vorla)
ou ft et gr ! sont respectivement les pseudo-inverses de f+ et gr.
Démonstration. Selon la définition de T, nous avons
-1
T(a,b) _ fT_i(fT(a) +fT(b)) (4.8)
gt (grla)gr(b))
Ainsi,
(42) & fr'@2fr(Kr(a) =a
o friKla) = T
ou

(“2) & gi'(gr(Kr(@)?) = a

& Krla) - g7' (Vorla)

4. Définition 18, page 42. O
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Les fonctions normalisantes des familles de t-normes paramétriques de la Table 3.2
(page 46), obtenues avec leur générateur additif f sont donnés a la Table 4.2. On
constate que dans le cas ou les valeurs du parametre A raménent la t-norme a l'une
des t-normes basiques, et a condition que cette derniére soit archimédienne (Tp, Ty,
Tp), on en retrouve la fonction normalisante correspondante. Par exemple :

- K1y, (@) = a? = Kr,(a)

KTH1 (a) = Va = Krpla),
- Krg,(a) = 41 = K7, (a),
- KTY1 (a) =1 - 1%“ = K, (a).

Cette méme propriété tient pour les relations entre les familles de t-normes paramé-

triques elles-mémes.

TABLE 4.2 — Fonctions normalisantes des principales familles de t-normes paramé-

triques de la Table 3.2

T-norme K+(a)
1/x
Aczel-Alsina a (3)
. 1h 4_q\ !
Dombi <1 + (%) T“)
In{ (A-1) /A5t +1
Frank x
Hamacher Ava
VA+(-A)a+(A-1) va
1/A
Schweizer-Sklar (%)
(1+A)A+ra)-1
Sugeno-Weber e
Yager 1 - 12%,‘5

Exemple 31. Les t-normes de Hamacher et de Dombi sont égales si leur para-
metres respectifs sont A = 0 et A = 1. Du générateur et du pseudo-inverse de Ty,
1

définis respectivement par f(a) = % etfYa) = 1+g- ous obtenons par (4.7) :

- K7y la) = @ qui équivaut a K+, (a).
Par contraposition, lorsque les fonctions de la Table 4.2 sont indéfinies pour cer-
taines valeurs de A on utilisera les fonctions normalisantes des t-normes auxquelles

elles se raménent le cas échéant.
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Exemple 32. La fonction normalisante associée & la famille des t-normes de Sugeno-
Weber est indéfinie pour A = 0. Toufefois dans ce cas, Tsw, = T, si bien que
Krgy,la) =1 - 1%‘1 est en fait égal a K, (a).

Une autre option dans le cas d’'indéfinition d'une t-norme paramétrique consiste
a passer par le calcul de la limite de la fonction normalisante en la valeur de A
problématique.

Exemple 33. Considérons la t-norme de Frank, qui est égale aux t-normes ba-
siques standard Ty, produit Tp et de Lukasiewicz lorsque A est respectivement
proche de 0, 1 et +o0o. En utilisant au besoin les séries de Taylor, et en posant
N=(RA-1) \/% + 1, on peut montrer que :
— lorsque A — Q,
N— L Q%+ + (12 -2) ),
In(N) — a In(A) et nous avons donc, comme prévu Kt (a) — a = Kt,,(a),
— lorsque A — 1,
N—-uya+eu)+1oui=1+u
In(N) — u \/a et nous avons donc, comme prévu Kr,, (a) — va = Kr,(a),
— lorsque A — +o00,

In(N) — In(AaTH) et nous avons donc, comme prévu Kt _ (a) — C’T“ = Ky, (a).

Cette normalisation des matrices de coincidence floues généralisée a toute t-
norme permet de transformer les cardinalités floues ngﬁ(‘l’g, ‘I’;) données par (3.26)
par n B(CIDE, @), calculées a partir des matrices de coincidences normalisées définies
par (4.3). Pour chaque couple (T, K1), nous pouvons ainsi dériver de nouvelles ex-
tensions de toutes les mesures d’appariement existantes, et en particulier les indices
de Rand et de Jaccard notés respectivement RI(S et ] 15. Notons enfin que pour la
t-norme produit Tp, I'invariance en échelle des matrices de coincidence normalisées
(3.28) induit une invariance en échelle de nos indices, si bien que : Va € R,

RISP(U,aV) = RIS(U, V) et JILP(U,aV) = JILP(U, V). (4.9)

Exemple 34. Considérons la partition-exemple Uy du chapitre 3 (page 42), pour
laquelle la matrice de coincidence normalisée (IJL}‘;D selon (3.27) a été donnée a
IExemple 23. Pour la t-norme paramétrique de Hamacher Ty, on obtient par
(4.3) :

0.781 0.183 0.672 0571 0.245
0.183 0.563 0.195 0.225 0.470
Wi = | 0672 0495 0563 0.470 0.225
0571 0.225 0.470 0.391 0.228
0.245 0.470 0.225 0.228 0.391
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et
1.000 0.272 0.997 0.982 0.420

0.272 1.000 0.347 0.475 0.992
o = | 0997 0347 1.000 0992 0.475
0.982 0.475 0.992 1.000 0.584
0.420 0.992 0.475 0584 1.000

Les matrices de contingence-paires non normalisée et normalisée, croisant la par-
tition Uy avec elle-méme, dérivées valent alors :

0.795 1.096

TH,
M (U, Up) =
5 (U Uyl <1.096 3,519

4486 0.760
> et My (Uy, Uy) = < >

0.760 1.257

On constate que la normalisation induit une forte augmentation du terme d’ac-
cord my, au détriment des termes de désaccord myy et mp, comme souhaité.

4.2.2 Expérimentations

Dans cette partie, nous allons étudier le comportement des indices de Rand RIg
et de Jaccard ]15 que nous avons proposés a partir des résultats obtenus pour les
expérimentations décrites en début de ce chapitre, page 79. Notre proposition per-
mettant de généraliser tous les indices stricts orientés individus fondés sur les termes
de la matrice de contingence-paires, ils s'y raménent dans le cas de la comparaison de
partitions strictes. C’est pourquoi 'expérimentation E2 portant sur la comparaison de
deux partitions strictes obtenues par clustering de jeux de données synthétiques n’est
pas présentée ici. Les valeurs de RI et JI (donc de ng et ]15) qui lui sont relatives

sont présentées a la Figure 4.21, page 117.

Notre contribution est confrontée a trois propositions de la littérature dont les
propriétés lui sont analogues : les approches orientées individus de Campello [2007]
et de Anderson et al. [2010] (dans sa version corrigée par nos soins) décrites respec-
tivement pages 53 et 56, et celle de Borgelt [2006], décrite page 60. Pour toutes ces
approches, sont dérivés les indices de Rand et de Jaccard, notés respectivement RIAT:
et ]IZE pour Anderson et al, RI} et JI} pour Campello et RI} et JI} pour Borgelt.
Dans un souci de concision, seuls les résultats obtenus avec deux t-normes (et leur
conorme duale le cas échéant) sont présentés ci-aprés. Nous avons ainsi retenus les
norme triangulaire produit Tp et la norme de Hamacher Ty, pour leur popularité
et leur comportement tres différent. Les résultats obtenus avec d’autres paramétrages
sont donnés en Annexe B. Notons que les indices RI}* et] I}* ne sont calculés qu’avec
Tp puisqu’il n’existe pas aujourd’hui de méthode de calcul pour son approche géné-
ralisée a toute t-norme.
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4.2.2.1 Partitions non-strictes synthétiques (E1)

Nous présentons et discutons ici les résultats de I'expérimentation E1 décrite
page 80. La Figure 4.4 montre les mosaiques de valeurs de comparaison calculées
avec les deux indices R1~ et] I Tp pour les deux jeux de partitions floues § et pos-
sibilistes §’, tandis que la Flgure 45 présente les mémes résultats obtenus avec les
autres indices considérés pour d’autres t-normes puisque ceux-ci le permettent.

Tout d’abord, on remarque que tous les indices considérés suivent bien la relation
d’'ordre établie ad-hoc entre les partitions, chacune des mosaiques présentant une
luminosité plus forte dans les zones ou les partitions sont proches et trés peu floues
(coin supérieur gauche) que dans les zones ou les partitions sont plus éloignées (coin
supérieur droit). Par ailleurs, on remarque que pour tous les indices, les diagonales
des mosaiques ne sont pas blanches, indiquant que ces propositions ne préservent pas
la propriété de réflexivité (II-1). Ensuite, le faible contraste des mosaiques des indices
RIATV*, ng et RI; témoigne de leur faible dynamique (propriété (II-4)), contrairement
a celle de ng. Ainsi, les résultats obtenus pour notre indice ng montrent que la
normalisation augmente de maniére significative la dynamique de l'indice RI g qu’elle
propose de corriger. Les indices de Jaccard tels que nous les proposons présentent
quant a eux une meilleure granularité que ceux dérivés des autres approches. En
effet, bien que le contraste des mosaiques correspondant a l'indice de Jaccard soit
globalement homogéne pour toutes les approches, notre proposition fait apparaitre
une transition plus douce que les autres de la partition stricte (a gauche de chaque
mosaique) vers la partition la plus floue (a droite). Dans la mesure ou les partitions
considérées sont toutes max-compatibles entre elles, ce comportement peut-&tre un
avantage pour une utilisation en tant que mesure relative. On remarque aussi que
I'influence de la t-norme est moindre pour nos indices, méme si elle est bien présente.
En effet, I'utilisation de la t-norme T, ,,, dont le comportement est plutot drastique

P pour § P pour § P pour §’ P pour §’

FIGURE 4.4 — Mosaiques des valeurs de comparaison obtenues avec les extensions de
RI et de JI de Anderson et al. pour les partitions floues de § et possibilistes de &’
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FIGURE 4.5 — Mosaiques des valeurs de comparaison obtenues avec les extensions de RI et JI proposées par Campello, Borgelt
et Quéré et al,, pour différentes t-normes. Premiére et deuxiéme ligne : partitions floues de S. Troisiéme et quatrieme ligne :
partitions possibilistes de §'.
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(voir Figure 3.3, page 47), rend presque homogéne les mosaiques des indices de Bor-
gelt, car elle favorise les fortes valeurs des matrices de coincidence au détriment des
valeurs plus faibles, ce qui a pour incidence de réduire le terme my4 de la matrice de
contingence-paires au profit du terme mgg. L'indice RI ; fhoo, pour lequel mgg contribue
a l'accord, ne présente donc que de tres fortes valeurs, tandis qu’a contrario, J I;Hwo,
pour lequel seul m11 mesure l'accord des partitions comparées, ne présente que des
valeurs faibles. Notre proposition corrige ce comportement, tout en préservant le
comportement induit par Tp,,, puisque les valeurs des indices obtenues pour les
partitions présentant les degrés d’appartenance les plus forts sont légerement supé-
rieures a celles obtenues avec la t-norme produit T p. Enfin, il apparait que les résultats
obtenus pour les partitions possiblistes de I'ensemble §’ different peu de ceux obte-
nus pour les partitions floues de §, et les mosaiques obtenues avec RI(TQp et] Igp pour
les partitions possibilistes sont méme strictement égales a celles obtenues pour les
partitions floues. Ceci résulte de la propriété d’'invariance en échelle de nos indices
pour Tp (4.9), puisque les partitions possibilistes de S’ sont liées par construction par
un simple facteur d’échelle a celles de §. Pour tous les autres indices, les valeurs
obtenues avec les partitions possibilistes sont trés légérement plus faibles, mais les
comportements constatés demeurent. C’est pourquoi nous relegueront les résultats
obtenus pour les partitions possibilistes des autres expérimentations a '’Annexe B.

4.2.2.2 Partitions obtenues par clustering
4.2.2.2.a Données synthétiques - Partitions non strictes (E3)

Nous présentons et discutons ici les résultats de l'expérimentation E3, décrite
page 83, dédiée a la comparaison d'une partition stricte de référence avec une col-
lection de partitions non strictes. La Figure 4.6 présente les résultats obtenus pour
les partitions floues fournies par l'algorithme FCM. Ceux obtenus pour les partitions
possibilistes fournies par l'algorithme PCM sont analogues, si bien qu’ils sont donnés
en Annexe B.

On observe tout d’abord que tous les indices considérés prennent leur valeur maxi-
mum, trés proche de 1, pour o = 0.1, ce qui n'est pas étonnant puisque les données
sont dans ce cas bien séparées. Les valeurs décroissent ensuite avec 0, comme attendu,
a mesure que le chevauchement entre les clusters se fait plus important. Ensuite,
toutes les remarques faites a propos des résultats de 'expérimentation E1 peuvent ici
aussi étre formulées. Nos indices de Rand RI(TQ font ainsi généralement montre d'une
meilleure dynamique que les autres. Pour l'indice de Jaccard en revanche, notre pro-
position se positionne trés légérement derriere vis-a-vis de ce critére, notamment
face a J IgHiOO, bien qu’elle conserve un comportement tout a fait correct et cohérent.
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FIGURE 4.6 — Comparaison dune collection de partitions floues V5 a une partition
stricte de référence U+ avec les indices de Rand et de Jaccard dérivés selon Anderson

et al, Campello, Borgelt et notre proposition.

Ceci s'explique, notamment lorsque l'on considére les résultats obtenus avec Tg,,,
par le fait que la normalisation amoindrit le comportement drastique des t-normes,
comme expliqué précédemment. On notera enfin que les indices de Anderson et al.
et de Borgelt présentent des comportements similaires. Ceci découle du lien qui les
rapproche, que nous avons prouvé (Proposition 2, page 61).

4.2.2.2.b Partitions non-strictes de données réelles (E4)

Nous donnons ici les résultats de I'expérimentation E4, décrite page 83, consacrée
a la comparaison de partitions non-strictes obtenues par clustering de jeux de données
réelles. Pour les partitions floues U, les résultats sont donnés aux Figures 4.7 (indices
de Rand) et 4.8 (indices de Jaccard). Encore une fois, ceux obtenus pour les partitions
possibilistes U, étant sensiblement analogues sont reportés en Annexe B.

Sur tous les jeux de données, tous les indices prennent leur valeur maximale pour
c = c*, sans toutefois toujours atteindre la valeur 1, méme si les partitions U, fournies
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par FCM sont probablement proches de R.« obtenue par le méme FCM. Ce résultat
est logique puisqu’aucun des indices n’est réflexif (propriété (II-1)) par construction.
Ensuite, toutes les remarques faites & propos des résultats des expérimentations pré-
cédentes E1 et E3 peuvent encore étre formulées ici. Nos indices de Rand présentent
ainsi généralement une meilleure dynamique que les autres indices considérés, et la
normalisation amoindrit I'influence de la t-norme.

4.3 Une mesure native orientée individus

Les expérimentations menées a la section précédente ont montré que la normali-
sation des matrices de coincidence présente le défaut majeur de ne pas préserver la
propriété de réflexivité (I-1) des indices qui en sont dérivés, au méme titre que toutes
les extensions d’approches orientées individus de la littérature. Cette perte s'explique
aisément lorsque l'on détaille la construction mise en ceuvre pour I'extension de tels
indices. Elle consiste en la définition, puis I'agrégation des matrices coincidence &y
et ®y des deux partitions a comparer. Ces deux étapes reposent sur des t-normes et
des t-conormes dans le but de préserver l'acception logique de la construction stricte
qu’elles se proposent d’étendre. Or, bien que l'utilisation de tels outils soit parfaite-
ment fondée pour la premiere étape puisqu’ils permettent, en agrégeant deux a deux
les vecteurs d’appartenance des individus aux clusters de chaque partition, de calcu-
ler pour chaque paire d’'individus {xp, x;} un degré de vérité de la proposition selon
laquelle "x, ET x; appartiennent au méme cluster”’, leur utilisation pour agréger les
matrices de coincidence &y et ®y est moins fondée, comme lilluste I'Exemple 35,
cette étape devant plutdt mettre en évidence si les structures relationnelles que dé-
crivent les deux partitions sont compatibles ou similaires.

Exemple 35. Soient deux termes ¢y12 = 0.2 et ¢y 10 = 0.19 de deux matrices
de coincidence ®y et ®y exprimant le degré selon lequel deux individus x; et
xo appartiennent au méme cluster dans deux partitions U et V. Avec la t-norme
produit T p, la contribution de ces deux coincidences aux termes de la matrice de
contingence-paires croisant les deux partitions vaut, par (3.26) :

m/ P (xy, x9) = 0.2 x 0.19 = 0.038,
mgl(xy,x9) = (1 -0.2) x (1 -0.19) = 0.648,
induisant une contribution totale a l'accord entre U et V de 0.686 et de 0.038 aux

indices de Rand et de Jaccard, respectivement. Les deux individus coincidant & un
niveau analogue dans chaque partition, la contribution devrait étre proche de 1.

Afin de pallier ce probléme, nous proposons de définir un nouvel indice de Rand
pour lequel 'agrégation des deux matrices de coincidence est fondée, non plus sur des
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normes triangulaires, mais sur une fonction de similarité (Définition 8, page 16). Cela
procede de la méme idée que le principe proposé par Hiillermeier et Rifqi [2009] pour
leur mesure native orientée individus décrite au Chapitre 3, page 65, plus ancienne.
Notre proposition présente, comme nous allons le voir par la suite, I'avantage de tirer
parti a la fois de ce principe mais aussi de celui de la normalisation des matrices de
coincidence que nous avons proposée page 85, qui fait preuve de bons comportements
et repose sur les bases solides de la théorie des sous-ensembles flous.

4.3.1 Proposition

Soit O’ = '(0,0) un point de la diagonale A : x = y du carré unité [0,1]2 et soient
U et i deux vecteurs unité orthogonaux tels que présentés par la Figure 4.9. Chaque
point M = t(x, y) € [0,1]%, dont les coordonnées sont exprimées dans le repére (O, i, f),
peut étre exprimé par M’ = t(x’, y’'), dans le repere (O, 4, fi). Soit encore une fonction
fenétre w symétrique et de moyenne nulle a valeurs dans [0, 1] telle que w(0) = 1 et
une fonction profil p symétrique a valeurs dans [0, 1] satisfaisant p(x) > 0, Vx. Alors,
la fonction sy : [0, 1]*> — [0, 1] définie par

’

sp(x,¥) =w <p;(yx’)> (4.10)

est une mesure de similarité entre x et y au sens de la Définition 8 (page 16). Les

preuves n’étant ici pas utiles, nous ne les donnons pas.

O z i

FIGURE 4.9 - Isosurface de la fonction de similarité sIVJV et détails de sa construction

Dans I'équation (4.10), la fonction w contrdle la maniére dont x et y sont jugés
similaires elt égard a leur différence. Formellement, il s'agit d'une fonction symé-
trique de pondération de la distance entre M et A de telle sorte que plus M s'écarte
de A, plus la valeur de sg’(x,y) diminue. Ainsi, choisir une fonction w dont la dé-
croissance par rapport a 1 est rapide mene a une fonction de similarité drastique sy’
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pour laquelle, seules les valeurs tres proches de x et y seront considérées comme
similaires. Il existe de nombreuses fonctions symétriques possibles pour w, et les plus
communément utilisées sont reportées dans la Table 4.3. La Figure 4.10(b) présente
les coupes slV)V obtenues avec les fonctions fenétre wy, wr et wg, dont les isosurfaces
sont représentées par la Figure 4.10(a). Ces exemples montrent comment w peut

radicalement transformer le comportement de la fonction de similarité sp'.

TABLE 4.3 — Fonctions fenétre fréquentes

Uniforme wy(x) = 1<)
Triangulaire wr(x) = (1 = |x|) 1<)
Gaussien wal(x) = exp(—x2)1 (<1
Epanechnikov | wg(x) = (1 — x?)1p<y)

v/

w = wy, wr et wg (de gauche a droite) ,t = 0.2,r = 0, 0 est indéfini

1 1r 1
0.8 0.8 0.8 r
0.6 0.6 0.6 r
0.4 04 0.4 r
0.2 0.2 0.2 r
v 0 Ve 0 Vi 2 0 7
2 2 2 2 2 2

(b) Vues en coupe de sy reporté plus haut le long de x +y =1

FIGURE 4.10 — Les isosurfaces et les vues en coupe de quelques similarités sy

De la méme maniere, la fonction de profil p agit sur la similarité entre x et y
en pondérant la différence entre ces valeurs par la distance séparant M et O'. Cela
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permet de favoriser ou non certaines gammes de valeurs spécifiques en fonction du
parametre d’origine choisi 0. Nous proposons d’utiliser la fonction p suivante :

2

plx)=t+rx (4.11)

ou t €]0,v2] et r € R* sont des parameétres définis par l'utilisateur, respectivement
appelés parameétres d’épaisseur et de courbure. Il est facile de démontrer qu’avec
cette fonction de profil particuliere, O’ n‘a aucune influence lorsque r = 0 et donc
qu'aucune valeur n’est alors nécessaire pour o.

Lisosurface de sy présentée a la Figure 4.9 a pour valeurs de parametres: w = wr,
une épaisseur de t = 0.1, une courbure de r = 0.3 et une origine choisie en o = %
On peut observer que, pour tout M, plus x et y sont proches de %, plus s (x,y) est
sélective, comme prévu. La Figure 4.11 montre également des exemples de fonctions
sp utilisant la plupart des fonctions w du Tableau 4.3 avec des valeurs spécifiques de
t, r et o, de telle sorte que chaque ligne de la figure mette en avant le rdle de chaque
parameétre. Par exemple, la Figure 4.11(a) montre l'influence de t sur la sélectivité de

sp» en fonction de sa valeur, choisie faible, moyenne et maximale, de gauche a droite.
Définition 23. [Quéré et Frélicot, 2011a]
La concordance entre deux partitions floues U et V peut étre mesurée par l'indice

natif orienté individus RIESW 5 défini par :

n k-1
RIysw(U, V) ZS (&0 k1 DV, 1) (4.12)
—2 =1

ot ¢ et Py, sont les termes des matrices de coincidence normalisées dy et dy
de chaque partition définies par (4.3).

Cet indice repose sur un ensemble de cinq parameétres {T,w, t,r, 0} définis par
I'utilisateur. Quelles que soient les valeurs des parametres utilisés pour la fonction de
similarité s¥, il est facile de montrer que RI{sy (U, V) se réduit a I'indice de Rand ori-
ginel lorsque I'on compare deux partitions strictes, puisque dans ce cas les opérandes
de sy sont dans {0,1}. De plus, il atteint sa valeur maximum de 1 quand U =V,
que U et V soient strictes ou floues puisque s; est une similarité et par conséquent
sy (D, O1;,) = 1. 1 est donc réflexif (propriété (II-1)) et, pour la méme raison, cet
indice apporte une solution au probléme illustré par 'Exemple 35. Enfin, avec la t-
norme produit T p, I'invariance en échelle des coincidences normalisées (3.28) induit,
par (4.12), Iinvariance en échelle de RI;,@W.

5. Pour Normalized Soft Window-based similarity Rand Index. du fait de sa construction
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a7/

) wr,t=0.1,0.3 et ‘F (de gauche a droite) ,r = 0, 0 est indéfini

VY4

) wr,t =0.1,r = 0.1,0.3 et 0.8 (de gauche a droite) ,0 = 0.5

Va7

) wp,t =0.4,r =0.3,0=0,0.7, et 1 (de gauche a droite)

FIGURE 4.11 — Les isosurfaces de quelques similarités sy’

4.3.2 Expérimentations

Nous allons présenter et discuter ici des résultats obtenus avec notre indice RI gy
pour les expérimentations décrites au début de ce Chapitre, page 79. Comme il étend
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I'indice de Rand originel R], il s'y raméne dans le cas de la comparaison de partitions
strictes. C’est pourquoi lI'expérimentation E2 portant sur la comparaison de deux
partitions strictes obtenues par clustering de jeux de données synthétiques n’est pas
présentée ici. Les valeurs de RI (donc de RI;[SW) qui lui sont relatives sont présentées
a la Figure 4.21, page 117.

Nous le confrontons a plusieurs propositions de la littérature revues au Chapitre 3 :
la distance de transfert floue Irrp, de Campello [2010], les mesures natives que sont
lindice Sgy de Beringer et Hiillermeier [2007] et les indices de Rand et de Jaccard
RI}IR et ]I}{R dérivés de l'approche de Hiillermeier et al. [2012]. Ces trois proposi-
tions sont décrites respectivement aux pages 64, 68 et 65. Le nombre et I'espace des
parameétres utilisateur permettant de régler le nouvel indice RIJ s, étant vastes, nous
restreignons la présentation a six paramétrages (a)-(f) donnés a la Table 4.4, choisis
de maniere pertinente pour illustrer le rdle de chacun des parameétres w, t, r et o.
Le choix de la t-norme n’intervient que sur les coincidences et son incidence sur le
comportement de lindice RIJgy, est, par construction, sensiblement la méme que
pour l'indice RI(TQ. Comme elle a déja été étudiée pour cet indice page 89, I'étude pour
ce nouvel indice est reléguée en Annexe B.

TABLE 4.4 — Six paramétrages utilisés pour illustrer notre indice Rl -

Paramétrage | T w t r o
(a) Tp wr @ 0 X
(b) Tp wr 01 O X
(c) Tp wr 04 08 O
(d) Tp wr 041 08 05
(e) Tp wr 01 08 1
() Tp we % 0 x

4.3.2.1 Partitions non-strictes synthétiques (E1)

Nous présentons et discutons ici les résultats de l'expérimentation E1 décrite
page 80. Les mosaiques des valeurs de comparaison calculées avec les indices Irrp,,
Sy RILg et JIL o, pour les deux jeux de partitions floues S et possibilistes § max-
compatibles, sont données a la Figure 4.12. Comme les partitions de §’ sont propor-
tionnelles a celles de S et que seul le cas de la t-norme produit Tp est considéré ici,
les mosaiques de notre indice Rmsw ne sont données a la Figure 4.13 que pour les
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partitions de §, en vertu de la propriété d'invariance en échelle, pour cette t-norme,
des coincidences normalisées. Pour d’autres t-normes, cette propriété ne tient pas
mais les observations concordent de sorte que nous préférons rejeter en Annexe B
les mosaiques obtenues pour les partitions possibilistes de §’.

La Figure 4.12 montre que les indices Irrpy, Spf;, Rl et JIL, sont quant & eux
bien sensibles a la nature des partitions qu’ils comparent, notamment lors de la com-
paraison d'une partition stricte avec une partition possibiliste comme en témoigne
la premiere ligne de chacune de leurs mosaiques. On constate ainsi que Irrp, fait
montre d'une faible dynamique, contrairement aux autres indices. Les résultats obte-
nus avec ng} montrent par ailleurs qu’il accorde une plus grande concordance aux
partitions avec un degré de flou est trés important. Enfin, la diagonale blanche de leur
mosaiques montre bien que chacun de ces indices est réflexif. Il en va évidemment

Irrpy Rljip ITig

R
NN

. . T 1
FIGURE 4.12 — Mosaiques des valeurs de comparaison obtenues avec Irrpy, Sgy, Rlgp

et]I }IR. Premiére ligne : partitions floues de §. Deuxiéme ligne : partitions possibilistes
de §'.

de méme pour Rmsw- La Figure 4.13 montre aussi qu'en fonction du paramétrage
choisi, le comportement de notre indice est trés différent, ce qui lui confére une
grande flexibilité. L'observation des mosaiques (a) et (b) montre ainsi I'influence du
parametre d’épaisseur t : plus celui-ci est faible, plus RIESW est drastique. Les ré-
sultats obtenus avec les paramétrages (b)-(e) renseignent quant a eux sur l'influence
du parameétre r de courbure, en fonction de l'origine o choisie. Lorsque o est choisi
proche de 1, une forte valeur de r rend Rl plus laxiste pour I'évaluation de la
concordance entre les partitions dont le degré de flou est faible (e). Au contraire
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(a) (b) (c)
(d) (e) (f)

FIGURE 4.13 — Mosaiques des valeurs de comparaison obtenues avec RI;gW selon les

six paramétrages donnés par la Table 4.4 pour les partitions floues de S.

lorsque o est choisi proche de 0, RI £SW est plus conciliant avec les partitions dont le
degré est fort (c). Enfin, la comparaison des mosaiques (a) et (f) souligne 'importance
de la fonction de pondération w choisie. Avec une fenétre gaussienne wg, Rl s,y pré-
sente une dynamique moins prononcée qu'avec une fenétre triangulaire wr, ce qui
s'explique aisément par la forme méme de ces fonctions donnée a la Figure 4.10(b),
page 98.

4.3.2.2 Partitions obtenues par clustering
4.3.2.2.a Données synthétiques - Partitions non strictes (E3)

Nous présentons et discutons ici les résultats de l'expérimentation E3, décrite
page 83, consacrée a la comparaison d'une partition stricte de référence avec une
collection de partitions floues fournies par I'algorithme FCM et une collection de par-
titions possibilistes fournies par l'algorithme PCM. Ils sont donnés a la Figure 4.14,
pour les indices considérés.

Un certain nombre d’observations qui ressortent de 'expérimentation précédente
sont confirmées. Ainsi, on remarque que la dynamique de Irrp, n'est pas exception-
nelle, contrairement a celle exhibée par S}, ou les indices RI}, et JIY, . Ensuite, ces
indices sont tres sensibles a la nature des partitions comparées, si bien que dans le
cas de la comparaison des partitions possibilistes avec la partition stricte (deuxiéme
ligne), aucun de ces indices n’atteint sa valeur maximale de 1 lorsque o = 0.1 bien que
les clusters ne présentent pas de chevauchement. Notre indice RIq,, présente quant
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_..qTr
Spi
---IrrpDy

FIGURE 4.14 — Comparaison de deux collections de partitions non strictes a une par-
tition stricte de référence Up+. Premiére ligne : partitions floues V. Deuxiéme ligne :

partitions possibilistes V.

a lui fait des comportements variés, selon le paramétrage considéré. Tout d’abord,
on remarque encore sa faible sensibilité a la nature des partitions comparées, ce qui
s’explique par sa construction fondée sur la normalisation des matrices de coinci-
dence. Ensuite, on constate lI'incidence de la fenétre w sur la dynamique de l'indice,
plus forte pour wr que pour wg, en comparant les courbes des paramétrages (a)
et (f). De la méme maniére, les paramétrages (a) et (b) montrent la forte influence
du parametre d’épaisseur t. Plus celui-ci est faible, plus notre indice est drastique.
On notera d’ailleurs la forte dynamique de la courbe associée au paramétrage (b),
qui s'avére meilleure que celle exhibée par Irrp,, RIYp et JIL,. Enfin, on remarque
que le choix d'un parameétre d’origine trés inférieur a 1, couplé a une forte valeur
du parametre de courbure r lui confére une meilleure dynamique, en comparant les
paramétrages (c), (d) et (e). A mesure que o augmente, et quavec lui augmentent le
chevauchement et le degré de flou des partitions, Rl prend des valeurs d’autant
plus faibles que o diminue.
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4.3.2.2.b Partitions non-strictes de données réelles (E4)

Nous donnons ici les résultats de I'expérimentation E4, décrite page 83, consacrée a
la comparaison de partitions non-strictes obtenues par clustering de jeux de données
réelles. Les valeurs des indices RI{syw, IFTDys Sgﬁ, RI};p et JI;p sont donnés aux
Figures 4.15 et 4.16, respectivement pour les partitions floues et possibilistes.

Toutes les remarques faites précédemment (E1 et E3) peuvent encore ici étre
formulées, notamment celles concernant la dynamique des indices. Comme attendu
puisqu’ils sont tous réflexifs, tous les indices atteignent une valeur maximale proche
de 1 pour ¢ = c* car dans ce cas les partitions U.~ (respectivement U/.) fournies par
FCM (respectivement PCM) sont probablement trés similaires a R.+ (respectivement
R!.). Nous ne commenterons pas les résultats de Irrp,, seule mesure non native, tant
ils sont insatisfaisants quelle que soit la nature des partitions. Nous laissons le soin
au lecteur de comparer les résultats de ]I}_IR aux extensions de l'indice de Jaccard
éprouvées a la page 95, mais on peut noter que le paramétrage (c) de notre indice
Rmsw lui confére un comportement approchant sur la plupart des jeux de données.
De méme, le paramétrage (a) rend le comportement de RI{,SW assez voisin de RI}{R,
a comparer aux extensions dont les résultats ont été donnés a la page 94. Enfin,
on peut remarquer que le paramétrage (b) le fait tendre vers l'indice S;fl dont le
comportement ressemble a une fonction indicatrice tant les courbes qui sont associées
a ce dernier présentent systématiquement un pic trés prononcé quelle que soit la
nature des partitions. Un tel comportement est tres intéressant pour une mesure
externe, mais le rend moins attrayant comme mesure relative avec lesquelles on
cherche a établir avec une bonne granularité la concordance que partagent entre
eux les éléments d'un ensemble de partitions.

4.4 Une mesure native orientée clusters

L'avantage principal des mesures natives de comparaison sur les extensions et/ou
les généralisations est qu'on choisit les outils sur lesquels on les fonde afin de leur
faire satisfaire, par construction, telle ou telle propriété. Nous présentons maintenant
une proposition d’'indice natif orienté clusters.

4.4.1 Outils préliminaires : les mesures de sparsité

La recherche d'une représentation la plus condensée possible dun ensemble
de données est un probléme fondamental dans nombre de domaines. Une solution
simple consiste a en trouver une représentation y = (y; ... ¥.), dite parcimonieuse,
pour laquelle seule une infime proportion des ccefficients y; porte a elle seule la plus
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FIGURE 4.15 — Valeurs de RIjgy, IrDy, S;f}, RILp et JIL, pour la comparaison de
partitions floues U, avec une partition floue de référence R.- pour ¢ = 2...12. De haut
en bas : données Pima, Iris, Wine et Pageblocks.
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FIGURE 4.16 — Valeurs de RIjgy. IrDy, Sgﬁ, RILp et JIL, pour la comparaison de

partitions possibilistes U, avec une partition possibiliste de référence R[. pour ¢ =
2...12. De haut en bas : données Pima, Iris, Wine et Pageblocks.
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large proportion de I'énergie de y. Plus concrétement, un vecteur y est dit sparse, par-
cimonieux ou encore éparse’ sl est majoritairement constitué de ccefficients nuls
ou proches de zéro. Ce caractere est quantifiable a I'aide d'une mesure de sparsité
(ou de parcimonie) permettant d’évaluer a quel point y contient principalement des
valeurs nulles ou quasi-nulles. La littérature regorge de mesures de sparsité, issues
principalement de domaines tels que I'analyse et le traitement du signal [Karvanen et
Cichocki, 2003].

Définition 24. Une mesure de sparsité est une fonction § : RS — R ftelle que, pour
fouty € RS :

- S((0 32 y5 ... ¥c)) > Sly),

- S(y) = S(o(y)), otr o(y) est une permutation des ccefficients de y.

Une mesure de sparsité S peut satisfaire plusieurs propriétés [Karvanen et Cichocki,
2003] :

(P1) affaiblir les forts ccefficients au profit de ccefficients plus faibles fait décroitre la
sparsité :
S((;gq R AT 4 I o A yc)) < Sy), Va,yi,yjtelsque y; > yjet0 < a < %

(P2) un changement d’échelle ne modifie pas la sparsité :
Slay) = Sly), Ya € R™,

(P3) ajouter la méme constante a tous les ccefficients fait décroitre la sparsité :
Sla +y) < Sly), Va € RT,

(P4) dupliquer tous les ccefficients n’influe pas sur la sparsité :

Sly) = Sly|ly) = Sly|ly||y) = Sy||g||...||v), ou ||z = (1 ¥2 ... ¥c 21 22 ... Z,) est la
concaténation de deux vecteurs,

(P5) lorsque la valeur d'un ccefficient devient infinie, la sparsité également :
S(yt o ¥+ ye)) >S4 o 91 oo 3e)), Ya >0,

(P6) l'ajout d'un ccefficent nul fait croitre la sparsité :
S(y][0) > S(y).

Les principales mesures de sparsité et leur propriétés sont respectivement don-
nées aux Tables 4.5 et 4.6. Parmi ces mesures, nous ne nous intéresserons qu’a celles
prenant leurs valeurs dans l'intervalle [0, 1] et satisfaisant la propriété (P5) pour des
raisons qui seront exposées plus loin, page 112. Sont ainsi retenues le Kurtosis k;, la
mesure de Hoyer H, la pg-moyenne E, 4 dont la précédente en est, a un facteur pres,
le cas particulier (p = 2, q = 4), et le critére de Gini G, qui vérifient toutes :

6. Ces deux derniers termes étant tres peu utilisés dans la littérature, nous dirons que y est sparse.
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- S((m 00.. 0)) =1, Vy1 € Ry,
- S(ly1 1 1 -

y1)) =0, Vo1 € R..

Afin de mettre en lumiére le comportement de chacune de ces quatre mesures,

nous avons réalisé deux petites expérimentations. La premiére consiste en I'étude de

la vitesse de convergence en a pour la propriété (P5). Pour ce faire, nous considérons
un vecteur yo = (a 11 ... 1) € R'S, pour lequel nous faisons varier a < [0,150]. Pour
chaque mesure de sparsité S, la courbe S(y,) résultante est donnée a la Figure 4.17.

C’est le Kurtosis qui converge le plus rapidement puisque sa valeur dépasse 0.9 des
que a > 20, tandis qu’a I'opposé le critére de Gini G n’atteint pas 0.8 tant que a < 60.

Ceci indique que le Kurtosis réagit bien plus fortement que toutes les autres mesures

a l'apparition d'un ccefficient se détachant ostensiblement. La seconde expérimenta-

TABLE 4.5 — Principales mesures de sparsité S(y) [Hurley et Rickard, 2009]

Mesure S(y) Intervalle de sortie
Norme —I card( {yilyi > 0} ) 7
Norme —[§ card( {yilyi > €} ) A
Norme —I4 - Z?:l Yj R
1/p
Norme —1I,, 0 < p <1 - <Zf=1yf> R
Iy VI

Rapport n T R
Tangente hyperbolique —thq p - Z};i tanh <ab y].b ) =11
Logarithme —log — Yy log(l + y]?) R

Zf=1yi42 1

c 2 ¢
Kurtosis k; (Z":ii’g [0,1]

~ 2 N 2
Entropie normalisée de Shannon Hj Zfzi ,25(;"’ 7 log <l:& )2> R
N-= XY
Efo15
Mesure de Hoyer H Jo 1 [0,1]
_(Lyoe  oP\P (Lyoe a0y d
pg-moyenne E, 4, p < q (e Z,=1J/1, )P%E;q%z,=1y}) - [0,1]
—C
1-2% % zyo%)) (C_}HE >
11

Critére de Gini G [0,1]

avec y trié tel que :

yu)y S ¥ < oo S Y
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TABLE 4.6 — Propriétés des mesures de sparsité S(y) de la Table 4.5

Mesure (P1) (P2) (P3) (P4) (P5) (P6)
Norme —lj X X
Norme —I[§ x
Norme -1y X
Norme I, 0 <p <1 x X
Rapport % X X x
Tangente hyperbolique —thg p X x
Logarithme —log X
Kurtosis Kk X X X X
Entropie normalisée de Shannon ﬁs
Mesure de Hoyer H X X X X X
pg-moyenne Ep 4, p < q p<1,qg>1 x x x X X
Critére de Gini G X X x X x x

1 -

9+

8 r

TE

© 6 r
T4t

3

2 4 — ks

.1 J _g1,4

0 20 40 60 80 100 120 140

Valeur de «

FIGURE 4.17 — Convergence en a de quatre mesures de sparsité satisfaisant (P5)
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FIGURE 4.18 — Pouvoir discriminant de quatre mesures de sparsité

tion vise a étudier comment les mesures de sparsité retenues se comportent a mesure
qu'un nombre N < c des ccefficients forts augmente. Pour cela, nous avons généré
des vecteurs yy composés de N ccefficients indépendants et identiquement distribués
selon une loi normale N'(u = 20,0 = 1) et de M = ¢ — N ccefficients € tirés selon
une loi uniforme U(0,5). Pour chaque mesure de sparsité S considérée, la courbe
S(yy) est tracée a la la Figure 4.18 en fonction de N variant de 1 a 15. Tout d’abord,
on constate que chaque mesure présente un pic autour de N = 1, ce qui résulte de la
propriété (P5). A cause du bruit uniforme € présent dans yy, aucune d’entre elles n’at-
teint toutefois son maximum de 1. Ensuite, on remarque que le Kurtosis se différencie
encore une fois des autres mesures par une décroissance plus rapide a mesure que
N s’éloigne que 1. Il présente donc un fort pouvoir discriminant eut égard a la pro-
priété (P5), en distinguant fortement le vecteur y4 pour lequel un seul ccefficient est
fort. La mesure de Hoyer et la pg-moyenne ont un comportement analogue, expliqué
par le fait que la premiére est un cas particulier de la seconde. Enfin, le critére de
Gini parait trés sensible au bruit, et semble posséder un faible pouvoir discriminant.
Ces observations justifieront certains choix faits pour les expériementations menées
a la page 114.
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4.4.2 Proposition

Afin d’expliquer les principes sur lesquels repose l'indice que nous proposons
maintenant, congu pour comparer des partitions non strictes, considérons les deux
partitions strictes de 'Exemple 4 que nous avons largement utilisées tout au long de
ce mémoire, dés la page 9 :

Vi V2 V3 V4 V5
up up uz u; us

. 10000)\V

10110)\U h

Up = o Ve=| 00110 |V
01001)U; "
01001)V

Ces deux partitions partagent en commun de regrouper au sein de deux clusters
les individus x3 et x; et les individus xo et x5. Elles ne different que par x4, qui est
regroupé avec xz et x; dans Uy tandis qu’il est mis de cdté dans son propre cluster
dans Vj. Cette différence apparait clairement dans la matrice de contingence croisant

0 0 2
En effet, la premiére ligne ny = (1 2 0) de N(Up, Vi) montre que les trois individus

1 2 0
les clusters de Uy, et Vy, donnée a 'Exemple 13, page 29 : N(Up, V) = < > .

qui composent U} sont répartis dans les clusters V} et V? de Vj, et traduit donc
un désaccord entre les partitions. Au contraire, la seconde ligne nz = (0 0 2) et la
premiére colonne ‘nsz = (0 2) témoignent du fait que U,% et V}? sont identiquement

composés des mémes éléments. De la méme maniéere, si 'on observe les matrices de
1 00

contingence N(Uy, Up) = < 50 > et N(V,, Vo) = | 0 2 0 | quicroisent chaque
02 0 0 2

partition avec elle-méme, on remarque dans ce cas que chacune de ces matrices ne
présente logiquement qu’'un seul élément non nul sur chaque ligne et chaque colonne.
Ainsi, notre proposition repose sur la constatation suivante : plus les partitions sont
concordantes, plus les lignes et colonnes de leur matrice de contingence sont sparses.
Cette idée est également valable lorsque l'on croise deux partitions floues Uy et V;. En
effet, le produit scalaire entre U]‘; et V} induit par (2.20) sera élevé si et seulement si les
deux clusters sont similaires et ne sont pas trop flous, i.e. s'ils ont une certaine quantité
ns < n d’appartenance en commun proches de 1, de telle sorte que U} tV)Z — ns. En
considérant I'ensemble des clusters de Uy et Vy, la valeur de chacun des éléments de
N(Uy, V) sera donc forte lorsque les clusters flous correspondants présenteront une
forte ressemblance et sera faible pour ceux qui different considérablement, de telle
sorte que dans ce cas encore la sparsité des lignes et colonnes de N(Uy, Vf) variera
en fonction de la proximité des partitions comparées.
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Concrétement, le nouvel indice est construit de la maniére suivante. Etant donnée
une mesure de sparsité § a valeur dans [0,1], parmi celles retenues a la section
précédente ’, on peut définir les deux ensembles suivants, composés des sparsités de
chaque ligne et colonne de la matrice de contingence N(U, V) de deux partitions U
et V de Mpcp, :

Rs = {S(ny), ..., S(ny) } et Bs = {S('ny), ..., S('nc) } (4.13)

Chacun de ces ensembles Rgs et Gs est ensuite agrégé a l'aide d'une fonction
d’agrégation A afin d’obtenir deux valeurs A(Rg) et A(Bs) représentatives de la
sparsité des lignes et des colonnes, respectivement. Il existe de nombreuses familles
de fonctions d’agrégation et le lecteur pourra se référer a [Grabisch et al., 2009] pour
une monographie récente. Nous imposons aux fonctions d’agrégation de prendre
leurs valeurs dans [0, 1], car leur sorties seront des entrées d'une implication résiduelle
floue 91, définie par (3.15) page 51.

Définition 25. Une fonction d’agrégation est une fonction c-aire A :[0,1]¢ — [0,1]
satisfaisant pour fout a,b € [0,1]° les propriétés suivantes :

- A(0,0,...,0) = 0 et A(1,1,...,1) = 1 (conditions aux bornes),

—ay < by, ag < by,...,ac. < be = Alay,asg, ...,ac) < Alby, by, ..., be) (monotonie).

Dans les expérimentations menées a partir de la page 114, nous nous limiterons
a la moyenne arithmétique As(a) = 1 Yo7y a; qui est & valeurs dans [0, 1] lorsque

T c
a €[0,1]°.

Définition 26. [Quéré et Frélicot, 2012]

La concordance entre deux partitions possibilistes U et V peut étre mesurée par
lindice natif orienté clusters QF défini, a partir des sparsités des lignes (Rgs) et
des colonnes (Bs) de leur matrice de contingence N(U, V), par :

QFs,4,9-)(U, V) = min (fTT(fC(GRs): ﬂ(@s)):%(ﬂ(@s):ﬂ(%s))>: (4.14)

ou 9t est une implication résiduelle floue (définie par (3.15), page 51) satisfaisant le
principe de confinement (IF-7) (page 50), A est une fonction d’agrégation (Définition
25) et S est une mesure de sparsité vérifiant la propriété (P5).

On peut interpréter cet indice comme la valeur de vérité de la proposition floue
suivante : "si la sparsité en ligne implique la sparsité en colonne ET si la sparsité

7. La mesure S doit satisfaire la propriété (P5), afin de présenter une forte valeur pour des lignes
ou colonnes de la matrice de contingence composées d'un seul ccefficient non nul ou proche de zéro.
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en colonne implique la sparsité en ligne, alors les deux partitions concordent". Par
construction, ce nouvel indice est symétrique, prend ses valeurs dans [0, 1] et atteint
son maximum lorsque N(U, V) n’est composée que d'un seul ccefficient non nul par
ligne et par colonne. Limplication 9+ doit satisfaire le principe de confinement (IF-7),
page 50, afin que I'indice soit réflexif (propriété (I-1)), de sorte que QF(s q,9,)(U, V) =1
lorsque U = V. Enfin, il est important de noter que cet indice présente une complexité
asymptotique en temps de 'ordre de O(n), le plagant parmi les indices les plus rapides
répertoriés a la Table 3.14, page 75, comme lindice de Anderson et al. [2010] et la
distance de transfert floue proposée par Campello [2010], devant beaucoup d’autres
comme les indices de Hiillermeier et al. [2012].

4.4.3 Expérimentations

Encore une fois, nous allons étudier le comportement de notre indice QF(g 4,9,) a
partir des résultats obtenus pour la série d’expérimentations décrites au début de ce
chapitre, page 79. Ces résultats sont confrontés a ceux obtenus avec plusieurs indices
de la littérature : la distance de transfert floue Irrp, de Campello [2010], I'indice natif
Sgy de Beringer et Hiillermeier [2007] et les indices natifs de Rand et de Jaccard
RILp et JIL, dérivés de 'approche de Hiillermeier et al. [2012], auxquels nous avons
déja comparé notre précédente proposition.

L'étude est limitée a quatre paramétrages, combinant deux mesures de sparsité
et deux implications résiduelles floues, pour la seule mesure d’agrégation qu’est la
moyenne arithmétique Ax. Parmi les mesures de sparsité décrites page 110, nous
avons retenu la mesure de Hoyer H et le Kurtosis k;, qui satisfont les contraintes
définies par notre proposition et présentent des comportements a la fois satisfaisants
et sensiblement différents, comme nous I'avons montré a la page 105 du présent
chapitre. De la méme maniere, les implications de Godel 9y et de Hamacher 9y,
dont la définition a été donnée a la Table 3.4 du Chapitre 3 (page 51) ont été retenues
pour leur contraste. L'indice de SEH est quant a lui calculé avec la t-norme produit
Tp.

4.4.3.1 Partitions non-strictes synthétiques (E1)

Cette expérimentation E1, décrite page 80, consiste a comparer neuf partitions
floues (S) entre elles, et neuf partitions possibilistes (§’). Les mosaiques résultant
des différents paramétrages de notre indice QF(s, 4,9,) sont donnés a la Figure 4.19,
celles des indices Ir7p,, Sk, RILp et JIL,, déja présentés page 116, sont rappelés a
la Figure 4.20 pour le confort de lecture.
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F(H, As, Ium) F(H, As,9H,) Flks, As, Inm) Flks, As, TH,)
FIGURE 4.19 — Mosaiques des valeurs de comparaison obtenues avec QF selon quatre

parameétrages. Premiere ligne : partitions floues de S. Deuxiéme ligne : partitions
possibilistes de §'.

A Tobservation des mosaiques de la Figure 4.19, plusieurs remarques viennent a
I'esprit. Tout d’abord, notre proposition s'avére peu sensible a la nature des partitions
puisque les mosaiques correspondant aux partitions floues () sont similaires a celles
associées aux partitions possibilistes (). Il s'agit d'une conséquence de la propriété
d’'invariance en échelle (P2) satisfaite par les mesures de sparsité considérées. En-
suite, la diagonale blanche exhibée par chacune des mosaiques montre que notre
indice QF(s, 4y,9,) est bien réflexif, et qu'il atteint sa valeur maximale de 1 lors de la
comparaison d'une partition avec elle-méme. On remarque aussi que, contrairement
aux autres indices (Figure 4.20), notre indice n’établit aucun accord entre les partitions
dont le degré de flou est tres fort (partie inférieure droite des mosaiques). Ce com-
portement s’explique par le fait que de telles partitions sont composées d’éléments qui
ont tous des valeurs trés proches. Lorsqu’on les croise, les matrices de contingence
induites possedent logiquement une trés faible sparsité. Par ailleurs, on constate que
I'implication de Hamacher 9y, amene QF(s, 4, 9,) @ considérer comme trés concor-
dantes les partitions présentant un faible degré de flou (partie supérieure gauche des
mosaiques). A contrario, avec I'implication résiduelle de Godel 9y, il fait apparaitre
une transition plus douce entre les partitions dont le degré de flou est faible et celles
pour lesquelles il est plus fort. Enfin, nous nous retiendrons d’émettre ici tout com-
mentaire a propos des différences induites par chacune des mesures H et k, utilisées
pour le calcul de QF(s, 4, 9,) cellesci étant bien mieux explicitées par les résultats

des expérimentations suivantes.
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FIGURE 4.20 — Mosaiques des valeurs de comparaison obtenues avec Irrp,, Sgy, Rlfp

et]I }m. Premiére ligne : partitions floues de §. Deuxiéme ligne : partitions possibilistes
de §'.

4.4.3.2 Partitions obtenues par clustering
4.4.3.2.a Données synthétiques — Partitions strictes (E2)

Puisque notre indice QF(g 4,9,) n'est ni une extension, ni une généralisation d’au-
cun indice strict, mais parce que sa construction permet de comparer entre autres des
partitions strictes, nous présentons ici les résultats de I'expérimentation E2, décrite
page 81, dédiée a la comparaison d’'une collection de partitions strictes Vi, (k = 2, ...,12)
obtenues par k — Moyennes avec une partition stricte U~ de référence. Notre pro-
position est comparée a des indices stricts parmi les plus populaires de la littérature :
les indices de Rand RI et de Jaccard JI stricts, et la distance de transfert TD, revus
au Chapitre 2 aux pages 21 et 33. Les résultats obtenus avec ces trois indices ainsi
que notre indice QF calculé pour les quatre paramétrages retenus sont donnés par
la Figure 4.21.

Tous les indices considérés atteignent bien leur maximum pour la partition Vj-,
comme attendu, mais avec des dynamiques assez différentes. On constate que celle
de l'indice de Rand historique est assez faible, contrairement a celle de l'indice de
Jaccard JI auquel il fait pourtant souvent de 'ombre. Cette différence est due a la
prise en compte (RI) ou non (JI) du terme d’accord mg de la matrice de contigence-
paires, comme nous avons pu en discuter plus to6t au Chapitre 2, page 22. La distance
distance de transfert TD présente quant a elle une bonne dynamique, et fait montre
d'un comportement tres similaire a celui de JI. En fonction du paramétrage utilisé,
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FiGURE 4.21 — Comparaison de partitions strictes V., a une partition stricte Up- de
référence avec RI, JI, TD et QF en fonctionde k = 2,...,12

notre propre indice QF présente un comportement proche de celui de JI et TD ou
de celui de RI. On constate que cette distinction repose sur la mesure de sparsité
utilisée : la dynamique de QF est meilleure lorsque celui-ci est calculé avec k, car
cette mesure fait montre d'un plus grand pouvoir discriminant, comme explicité et
discuté a la page 110. Ensuite, on remarque que le choix de I'implication résiduelle n'a
que peu d’influence sur QF dans le cas de la comparaison de deux partitions strictes,
mais nous verrons par les expérimentations suivantes que ce n’est pas toujours le
cas. Enfin, une derniére remarque intéressante peut étre faite a propos des faibles
variations observées pour tous les indices entre certaines valeurs de k. Par exemple,
et cela s'observe tres bien pour les indices JI, TD, QF (k;, As, Iv) et QF (ks4, Aq, In,), la
concordance affichée par les indices pour la comparaison de U+ a Vg, Vg et Vi varie
peu. Ces "plateaux” peuvent s'expliquer au regard de la Figure 4.2, page 82, ou sont
visualisés les clusters. On y voit que les partitions considérées partagent chacune, a
de trés rares points pres, deux clusters en commun (orange et vert vif pour Vg, vert
vif et magenta pour Vo, vert vif et bleu marine pour Vjp) avec la partition de référence
Up+, si bien que malgré leur nombre de clusters croissant, leur accord avec U+ reste
presque constant. Une analyse plus fine permettrait d’expliquer de la méme maniére
les comportements certes moins prononcés, mais similaires, que I'on observe pour
toutes les courbes de la Figure 4.21.

4.4.3.2.b Données synthétiques — Partitions non strictes (E3)

Nous présentons et discutons ici les résultats de l'expérimentation E3, décrite
page 83, consacrée a la comparaison d'une partition stricte de référence avec une
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collection de partitions floues fournies par l'algorithme FCM et une collection parti-

tions possibilistes fournies par I'algorithme PCM. Pour les indices considérés, ils sont

donnés a la Figure 4.22.
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FIGURE 4.22 — Comparaison de deux collections de partitions non strictes a une par-

tition stricte de référence Up+. Premiere ligne : partitions floues V. Deuxieme ligne :

partitions possibilistes V.

Notre indice se montre moins sensible a la nature des partitions que les indices

de référence dont les valeurs sont plus faibles lorsque 'on considére des partitions

possibilistes. On remarque que pour cette expérimentation, notre indice QFs, 4,9+)

est trés sensible au choix de l'implication résiduelle floue, sa dynamique étant bien

meilleure avec I'implication de Gédel 9y, qu’avec celle de Hamacher 9y, ce qui s'ex-

plique aisément. A mesure que 0 augmente, le chevauchement entre les clusters aussi,

et les partitions V; et V/ sont ainsi de plus en plus floues. La matrice de contingence

croisant chacune de ces partitions non strictes avec la partition stricte de référence

est alors de moins en moins sparse, si bien que les valeurs fournies en entrée de

l'implication résiduelle floue sont faibles. A deux valeurs faibles, 9y; répond par une
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valeur faible, tandis que 9y, fonde sa valeur de sortie sur le rapport de ces deux
valeurs. Si elles sont proches, I'implication aura une valeur élevée, de méme l'indice.
Les différences constatées entre les mesures de Hoyer H et le kurtosis k;, s'opposent
a celles constatées a 'expérimentation E1. Ceci peut s’expliquer par la propriété (P1)
que satisfait H mais pas k.. Ici, le nombre de clusters ne varie pas, tant et si bien
qu'a mesure que o augmente, les ccefficients de la matrice de contigence croisant
chaque partition V; avec la partition de référence s’homogénéisent, ce qui revient a
retirer un peu de I'amplitude des ccefficients les plus forts au profit des autres. Selon
I'implication associée, et conformément aux remarques sur leur comportement res-
pectif faites ci-dessus, il est logique qu'avec H, les courbes de l'indice soient les deux
extrémes.

4.4.3.2.c Partitions non-strictes de données réelles (E4)

Nous nous attachons ici a discuter des résultats obtenus avec notre indice QF's, 4,9+)
et les confronter a ceux des indices de références Irrp,, S;f;, RI},R et] I}{R pour l'ex-
périmentation E4, décrite page 83, dédiée a la comparaison de partitions non-strictes
obtenues par clustering de jeux de données réelles. Les résultats obtenus avec notre
indice sont donnés a la Figure 4.23 a la fois pour les partitions floues et partitions
possibilistes. Une fois n’est pas coutume, nous renverrons le lecteur aux Figures 4.15
et 4.16 (pages 106 et 107) ou les valeurs des indices de référence ont déja été données.

Tout d’abord, on peut encore remarquer que notre indice est moins sensible a la
nature des partitions comparées que ne le sont les indices de référence. Contraire-
ment a ces derniers qui prennent une valeur maximale proche de 1 pour ¢ = ¢* car
dans ce cas les partitions U~ (respectivement U..) fournies par FCM (respectivement
PCM) sont probablement proches de R.~ (respectivement R/..), et bien qu'étant réflexif
lui aussi, les paramétrages de notre indice avec I'implication résiduelle de Godel 9y
lui font réaliser son maximum a une valeur bien moindre, en comparaison a celle de
YH,- Ceci s'explique par le fait que la sortie de 9y, est toujours inférieure ou égale a
celle de 9y,. Par ailleurs, la dynamique est cette fois-ci meilleure avec I'implication de
Hamacher 9y, @ mesure de sparsité donnée. Ceci s'explique simplement par la non
linéarité de 9y, combinée a la variation du nombre de clusters qui, en augmentant fait
décroitre la sparsité. Enfin, on remarque encore le pouvoir discriminant du Kurtosis
K, supérieur a celui de la mesure de Hoyer H en termes de dynamique. EGt égard
aux effets combinés des parametres pour les situations spécifiques de chaque expéri-
mentations, 'avantage revient a l'indice QFj, Az I7,,) qui tire toujours son épingle du
jeu.
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FIGURE 4.23 — Valeurs de QF's 4,9,) avec les différents paramétrages pour la com-

paraison de partitions non strictes avec une partition non stricte de référence. A

14

gauche : partitions floues U, avec Re-. A droite : partitions possibilistes U, avec R.,,

pour ¢ = 2...12. De haut en bas : données Pima, Iris, Wine et Pageblocks.
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4.5 Vers une présentation unifiée

Nous terminons ce chapitre par quelques réflexions menées pour I'élaboration
d'un cadre unifiant toutes les approches de comparaison de deux partitions non-
strictes orientées individus décrites dans ce mémoire, qu’elles soient natives ou fon-
dées sur I'extension d’approches strictes. Les propositions de Campello [2007], Bor-
gelt [2006] et de Hullermeier et al. [2012] présentées respectivement aux pages 53, 60
et 65, mais aussi deux de nos propres propositions Quéré et al. [2010] et Quéré et
Frélicot [2011a] présentées aux pages 85 et 96 du présent chapitre sont reformulées
selon ce cadre. Ce dernier repose sur la présentation de chaque approche sous la
forme d'un quadruplet de fonctions {f,f’,g, N} et compléte celui que nous avons
proposé dans [Quéré et Frélicot, 2011b], qui n’intégrait ni la proposition de Campello
[2007], ni celle de Hiillermeier et al. [2012] et pour laquelle les approches étaient alors
présentées sous la forme d'un triplet {f, g, N}. Toutefois, nous montrons que dans la
plupart des cas {f,f’',g, N} se réduit a {f,g, N}.

4.5.1 Un cadre général pour la définition d’'indices orientés individus

D’une manieére ou d’'une autre, toutes les approches de comparaison de deux parti-
tions non-strictes orientées individus, qu’elles soient natives ou fondées sur I'extension
d’approches strictes, reposent sur une méme construction en deux étapes de calcul :

1) pour chaque paire d’individus, de degrés de coincidence et/ou de non coinci-
dence dans une partition, dans l'autre,

2) d’'un indice ou d'une distance duale qui agrége des termes d’accord/désaccord
entre les deux partitions définis a partir de ces degrés.

45.1.4 Etape 1:le couple {f,f'}

La premiere étape consiste en la construction, pour chaque partition U et V a com-
parer, de deux matrices ¥ et ¥, appelées respectivement matrice de coincidence et
matrice de rejet. Pour U, leur terme général respectif Yy p; et EU,H représentent le
degré selon lequel les deux individus x et x; appartiennent, respectivement n’appar-
tiennent pas, au méme cluster de U, et sont définis par :

YUk = flug,wy) et Pyp = flug,w), (4.15)

ou f et f' sont un couple {f, f'} de fonctions : [0,1]¢ x [0,1]° — [0, 1], propre a chaque
approche. La Table 4.7 recense les couples {f,f'} que nous avons identifiés pour
les propositions considérées. On remarque que les fonctions f’ utilisées par Borgelt,
Hullermeier et al. et par Quéré et al. sont les complémentaires de leur fonction f, si
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bien que le couple {f, f'} peut étre réduit a la seule fonction f, et le quadruplet réduit
a un triplet {f,g, N} comme formulé dans [Quéré et Frélicot, 2011b].

TABLE 4.7 — Fonctions f et f’ pour différentes approches

Approche f f

C C
Campello [2007] J_1 T(ai, bi) J#_ T(ai, b))

1= 1

i,j =]1
Borgelt [2006] Yoy Tlai, by) 1-f(a,b)
Quéré et al. [2010] et Y35y Tlaiby)
T (Ko, Tavan) ke, Toosy) | 1~ f(@b)

Quéré et Frélicot [2011a] B
Hillermeier et al. [2012] 1 —d(a,b) 1 —f(a,b)

45.1.2 Etape 2 : le couple {g, N}

La seconde et derniére étape de la construction consiste en la définition d'un indice
de comparaison non strict [ par :

kol

-1

1 n
gmaﬁ(k' l), (416)

,v) =5
k=

21

I
-

ou N € R, est un facteur de normalisation et oli g est une fonction linéaire de la
contribution aux quatre termes {mqp : a, B € {0,1}} d'accord/désaccord de la matrice
de contingence-paires M(U, V), de la paire d'individus {xg, x;}, calculés a partir des
matrices ¥ et ¥ de chacune des deux partitions :

my1(R, 1) = fi1(Yuen Yv,ki), (4.17)
myo(k,1) = frol¥u .k Yy ), (4.18)
mor(k, 1) = for (P e Yy ki), (4.19)
moo(k,1) = foo(Py ki Yy ki) (4.20)

ou {f11, f10, fo1, foo} est un quadruplet de fonctions : [0,1] x [0,1] — [0, 1]. Pour toutes
les propositions considérées, les termes de désaccord sont symétriques, de sorte que
f10 = fo1r- Les quadruplets sont donnés a la Table 4.9. De méme, la Table 4.8 fournit
quelques exemples de couples {gm,,, N} permettant de retrouver certains indices dé-
rivés de ces approches. On remarquera que leur expression est a peu de choses pres
la méme que celle des indices stricts fondés sur une approche orientée individus, pré-
sentés au Chapitre 2 a la Table 2.3, page 26, si bien qu'il est aisé de trouver les couples
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{9m.g, N} permettant de dériver tous les indices stricts de cette famille. Dans [Quéré
et Frélicot, 2011b], nous nous concentrions sur I'expression directe des indices plutot
que sur la formulation générale permettant de dériver toute mesure d’appariement, si
bien que les fonctions {f11, f10, fo1, foo} n'étaient pas explicitées. Toutefois, les couples
{g, N} présentés dans cet article sont strictement les mémes que ceux donnés ici.

45.2 A propos des propriétés de {f.f'}, {f11, fro. for, foo} et {g, N}
4521 Etape 1 : propriétés du couple {f,f'}

Pour générer une matrice de coincidence d'une partition U € Mpcp, les fonctions
f et f' doivent nécessairement satisfaire les conditions aux bornes suivantes : Va,b ¢

{0,1}¢,

f(a,b) =1 et f'(a,b)
f(a,b) =0 et f'(a,b)

0 siaj=b;jVi=1,c (4.21)
1 sia; #b; Vi=1,c. (4.22)

Les fonctions f et f' doivent aussi étre symétriques :
f(a,b) = f(b,a) et f'(a,b) = f'(b,a). (4.23)

Tout couple de fonctions {f, f'} satisfaisant ces conditions permettent de retrou-
ver respectivement la matrice de coincidence stricte ¥y telle que définie par (2.27),
page 29, et la matrice (1,, — Yy) complémentaire a cette derniére lorsque U est une
partition stricte de Mpp. Il peut aussi étre souhaitable, mais non nécessaire, que f et
f’ soient complémentaires :

fa,b) + f'(a,b) = 1, (4.24)

si bien qu’alors, le degré f(uy,u;) + f'(uy,u;) selon lequel les individus x et x; ap-
partiennent et n‘appartiennent pas au méme cluster de U soit total, ce qui semble
conforme a l'intuition. On remarquera que tel n’est pas le cas pour la proposition de
[Campello, 2007], comme le montre la Table 4.7.

4.5.2.2 Etape 2: propriétés du couple {g, N} etdes fonctions {f11, f10, fo1, foo }

Les fonctions {fi1, f10, fo1, foo} doivent satisfaire les conditions aux bornes sui-

vantes :

full,1) =1, f11(0,0) = 1, f11(1,0) = 0, f11(0,1) = 0, (4.25)
f10(0,1) =1, f10(1,0) = 1, f10(0,0) = 0, fio(1,1) = 0, (4.26)



TABLE 4.8 — Fonctions {f11, f10, fo1, foo} pour différentes approches

Approche fu f10 for foo
Campello [2007] T(a,b) T(a,b) T(a,b) T(a,b)
Borgelt [2006] T(a,b) T(a,b) T(a,b) T(a,b)

Quéré et al. [2010] T(a,b) T(a,b) T(a,b) T(a,b)

Quéré et Frélicot [2011a] | s(a,b) x Ala,b) | (1 —s(a,1 - b)) x Ala,b) | 1 —s(a,1 - b)) x Ala,b) s(a,b) x Ala,b)
Hillermeier et al. [2012] s(a,b) x ab Tela, b) Tila,b) s(a,b) x (a + b —ab)

avec s(a,b) =1-|a — b | et Ala,b) la moyenne arithmérique.

TABLE 4.9 — Couples {gm,,, N} permettant de dériver quelques indices

Indice Imep N

RI myy (k1) + moo(k, 1) Yoo Y (mua(k, 1) + miglk, 1) + mos(k, 1) + moo(k, 1))
JI mu(k, 1) Yoo S (mua(k, 1) + muo(k, 1) + mor(k, 1))

RAI | my(k,1) + mio(k, 1) + moo(k, 1) | Sop_p o8 (mus(k, 1) + muo(k, 1) + moq (k, 1) + moo(k, 1))

4’

suonnqLIuo ) : ¥ aayudey)d
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fo1(0,1) =1, for(1,0) =
foo(1,1) =1, f00(0,0) =

, f01(0,0) = 0, fu(1,1) =0, (4.27)
, foo(1,0) = 0, f00(0,1) = 0. (4.28)

Ces conditions permettent d’assurer que les indices dérivés se ramenent a leur
pendant strict lors de la comparaison de deux partitions de My.,. En effet, si tel est
le cas, on a:

n k-1
meqp(k, 1) = mep, (4.29)
k=2 I=
ou {mgg: a,p € {0,1}} sont les termes de la matrice de contingences-paire M(U, V)
croisant deux partitions strictes, définie page 18. Par ailleurs, il peut étre intéressant
que ces fonctions soient telles que, pour toutes les partitions U et V de Mc, :

n k-1

YN ik, ) + muo(k, 1) + moq (k, 1) + moo(k, 1) =
k=2 1=1

n(n —1)

5 = (. (4.30)

Lorsque U et V sont strictes, cette propriété est toujours satisfaite grace aux condi-
tions aux bornes (4.25), (4.26), (4.27) et (4.28).

Les fonctions fi1 et foo peuvent aussi étre duales :
fula,a) + fooll —a,1 —a) = 1. (4.31)

Comme nous I'avons évoqué plus t6t, la fonction g et le facteur de normalisation
N forment quant a eux un couple {g, N} dont I'expression dépend de l'indice I que
I'on veut dériver. Concernant N, il doit étre choisi de sorte que :

(N-1) I défini par (4.16) soit a valeurs dans [0, 1],
(N-2) I(U,U) =1 si U € Mpep.
L'intérét de ce cadre unifié est d’étudier les propriétés satisfaites par tout indice I

dérivé selon plusieurs propriétés supplémentaires satisfaites par les fonctions {f, f'}
ainsi que par les éléments du couple {g, N}.

Définition 27. [Zadeh, 1971] Une relation d’equivalence floue sur un ensemble X
est une fonction e : X x X — [0, 1] telle que, pour tout a,b,c € X :

(E-1) e(a,a) =1 (réflexivité),

(E-2) e(a,b) = e(b,a) (symétrie),

(E-3) ela,b) > T(e(a,c), ele, b)) (T-transitivité).
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Théoreme 7. [De Baets et Mesiar, 1997] Si f est une relation d’équivalence floue
Ti-transitive (Définition 27), et si f et f' se complémentent a 1 (4.24), alors f' est
une pseudométrique.

Théoréme 8. Si f et f' se complémentent a 1 (4.24), et si f11 et foo sont duales (4.31),
alors gm,,(k, 1) = myy(k, 1) + meo(k, I) est réflexive (E-1).

De plus, si N vérifie (N-2), alors l'indice I construit a partir de {f,gm,, N} est
lui-méme réflexif (11-1).

Théoréme 9. La distance duale Dy de l'indice I construit a partir du triplet {f, gm,, N =
q} est une pseudométrique si et seulement si :

— f et f’ sont conformes a la Proposition 7,

— Imgs(R, 1) = mys(k, 1) + moo(k, 1) est réflexive (E-1) et Ty, — transitive (E-3).

A titre d'illustration, nous avons reporté les propriétés satisfaites par les indices
de Rand dérivés de chacune des approches considérées a la Table 4.10. On y voit
en particulier que le dual de l'indice RI},, de Hiillermeier et al. [2012] est ainsi une
pseudométrique, puisque satisfaisant I'ensemble des propriétés requises. Notre indice
Rmsw' proposé dans [Quéré et Frélicot, 2011a], constitue quant a lui une famille
d'indices dont les duals sont toujours des pseudométriques lorsque f est calculée avec
la t-norme produit Tp et lorsque le paramétre de courbure r du profil (4.11) de la
fonction de similarité (4.10) est choisi nul (voir page 97).

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté nos contributions au domaine de la com-
paraison de partitions non-strictes. Trois nouvelles constructions ont été décrites et
comparées aux propositions majeures de la littérature revues au chapitre précédent.
La premiere de ces constructions [Quéré et al., 2010] est fondée sur la généralisa-
tion a toute norme triangulaire de la proposition de Brouwer visant a corriger le
comportement contre-intuitif de la proposition de Borgelt. Il s’agit donc d'une exten-
sion, orientée individus. Notre deuxiéme construction, native et orientée individus elle
aussi, consiste en la définition d'une nouvelle fonction de similarité pour I'agrégation
des matrices de coincidence, menant a la définition d'un nouvel indice de comparai-
son [Quéré et Frélicot, 2011a]. Enfin, la troisieme et derniére construction est une
approche native orientée clusters, qui repose sur une mesure de la sparsité de la
matrice de contingence pour la définition d'un nouvel indice [Quéré et Frélicot, 2012].
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TABLE 4.10 — Propriétés satisfaites par l'indice de Rand dérivé de différentes ap-
proches, pour deux partitions de My.p

Propriété RIL | RI RI(T2 RIL, | Ry
dualité ° ° ° °
f réflexivité o o o o
Ty -transitivité o o ° o
f11, f10, for, foo | propriété (4.30) ° ° ° ° °
réflexivité ° °
g symétrie ° ° ° ° °
Ty-transitivité ° o
N N=q ° °

e : propriété satisfaite,

e : propriété satifaite uniquement avec Tp,

o : propriété satisfaite uniquement avec Ty,

o : propriété satisfaite uniquement avec le parameétre r = 0.

Pour chacune de ces propositions, les résultats obtenus a partir d'une méme série
d’expérimentations ont été présentés et analysés. Ces expérimentations ont été choi-
sies pour couvrir au mieux 'ensemble des aspects de la problématique et étudier le
comportement des indices considérés lorsque soumis a différentes situations. Ainsi,
nous nous sommes attachés a observer et décrire la sensibilité de chaque mesure au
degré de flou ainsi qu'au nombre de clusters des partitions comparées. Nous avons
donné les complexités afin de situer nos propositions par rapport a celles de la lit-
térature (Table 4.11). Nous avons aussi étudié l'incidence de la nature des partitions
comparées, alimentant ainsi la discussion entamée au chapitre précédent au sujet de
la comparaison de partitions issues de différents espaces (Table 4.12). Les résultats
présentés ont permis de montrer que nos propositions présentent des comporte-
ments intéressants et surpassent souvent les approches existantes de la littérature de
la méme catégorie auxquelles elles sont comparées. Nous avons montré la grande
flexibilité de nos propositions permise par leur paramétrages respectifs qui offre de
nombreuses possibilités au praticien et notamment celle de calquer le comportement

de plusieurs mesures de la littérature aux spécificités propres®.

8. Par exemple, notre proposition fondée sur une fonction de similarité peut adopter un comporte-
ment proche des indices de Rand et de Jaccard.
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Enfin, nous avons dessiné les prémisses d'un cadre unifiant la construction de
toutes les approches orientées individus, natives ou non, en identifiant les diverses
propriétés que doivent ou peuvent satisfaire ces approches, dans la suite des travaux
de Quéré et Frélicot [2011a]. Ces propriétés ont été discutées et partiellement reliées
aux propriétés métriques souhaitées pour tout indice de comparaison. Afin d’illustrer
nos propos, les propositions concernées décrites dans ce mémoire ont été exprimées
selon ce formalisme. Bien qu'encore incomplet, un tel cadre nous semble prometteur
car il ouvre la voie a la définition d’indices plus performants et dont les propriétés
pourraient étre connues et choisies ad hoc, contrairement & nombre de propositions

de la littérature.

TaBLE 4.11 — Complexités en temps et en espace des mesures revues en fonction de

deux partitions de taille ¢ x n et r x n.

Mesure de comparaison Complexité en temps Complexité en espace
Campello (page 53) O(n?) O(n?)
Anderson (page 56) O(n) Olcr)
Ceccarelli (page 58) O(n) Oler)
Borgelt (page 60) O(n?) O(n?)
Brouwer (page 63) O(n?) O(n?)
FTD (page 64) O(n) O(max(c,r)?)
Hiillermeier et al. (page 65) O(n?) O(n?)
Beringer (page 68) O(n) Oler)
Runkler (page 70) O(n) Oler)
Bodjanova (page 70) O(n) O(c?)
Acciani (page 71) O(n) O(max(c,r)?)
DNC (page 73) O(n) O(n)
Quéré et al. [2010] O(n?) O(n?)
Quéré et Frélicot [2011a] O(n?) O(n?)
Quéré et Frélicot [2012] O(n) Olcr)




TABLE 4.12 — Espaces de définition des mesures revues

Mesure de comparaison Mhen  Mhen x Myen  Mpen % Mgcn Mhen X Mo, Myen Mgcn M.,
Campello (page 53) ® ® ® ® x x x
Anderson (page 56) o S o © © © ©
Ceccarelli (page 58) x x x x ® x x
Borgelt (page 60) ® ® X ® x
Brouwer (page 63) ® ® X ® x

FTD (page 64) X x x x ® x x
Hiillermeier et al. (page 65) ® ® X ® x
Beringer (page 68) X X X x ® x x
Runkler (page 70) X x x x ® x x
Bodjanova (page 70) x x x x ® x x
Acciani (page 71) x x x x ® x x
DNC (page 73) x ® x X

Quéré et al. [2010] ® ® ® ® ®

Quéré et Frélicot [2011a] ® ® ® ® ®

Quéré et Frélicot [2012] ® ® ® ® ® ® ®

® : La mesure est définie par ses auteurs pour une telle comparaison.
6 : La mesure est définie par ses auteurs pour une telle comparaison mais présente un défaut de construction qui empéche
de Tl'utiliser I'état.

x : La mesure peut techniquement étre utilisée pour une telle comparaison.
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CHAPITRE D :

Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre terminal, nous résumons nos travaux sur la comparaison de
partitions non-strictes, rappelons nos principales propositions, puis nous dressons
quelques perspectives pour de futurs travaux.

Apports scientifiques

A travers les chapitres 2 et 3, respectivement consacrés a I'état de l'art aussi com-
plet que possible des mesures de comparaison de partition strictes et non-strictes,
nous avons proposé une taxonomie différenciant les approches orientées individus
et celles orientées clusters, qui permet de rapprocher la plupart des propositions
de mesure existantes d'un point de vue technique mais aussi théorique, selon la no-
tion de concordance entre partitions considérée. Les propriétés métriques de chaque
mesure de comparaison ont été systématiquement qualifiées, méme lorsque les au-
teurs n’en ont pas discuté. Dans le chapitre 3, nous avons par ailleurs décrit des liens
existant entre certaines mesures, liens absents de la littérature. Enfin, dans ce méme
chapitre, nous avons étudié chacune des approches non-strictes revues au regard des
différents espaces de partitions (strict, flou et possibiliste) pour lesquelles elles sont
définies, et nous avons discuté du probleme ouvert de la comparaison de partitions
issues d'espaces différents.

Dans le chapitre 4, nous avons proposé trois mesures de comparaison de partitions
non strictes. La premiére est une extension de mesures strictes orientée individus
[Quéré et al., 2010]. Elle généralise a toute t-norme une proposition existante vouée
a corriger le comportement contre-intuitif d'une approche majeure de la littérature.
La deuxiéme, qui repose en partie sur la premiere, est une mesure native orientée
individus [Quéré et Frélicot, 2011a] fondée sur une mesure de similarité entre les
coincidences de chacune des deux partitions a comparer. Cette mesure répond au

probléme de la non-réflexivité observée pour un grand nombre de mesures non-
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strictes de la littérature, et contrairement a ces dernieres, elle prend donc sa valeur
maximale lors de la comparaison d'une partition floue avec elle-méme. De plus, elle
fait montre d'une grande flexibilité et permet ainsi au praticien d’en ajuster le com-
portement en fonction de la situation et de ses besoins. Enfin, la troisieme mesure que
nous avons proposée est une mesure native orientée clusters reposant sur la mesure
de la sparsité des matrices de contingence croisant deux partitions non strictes [Quéré
et Frélicot, 2012] . Elle est aussi réflexive, et présente 'avantage de présenter une tres
faible complexité en temps, en faisant une mesure privilégiée pour la comparaison
de partitions de grands ensembles d’individus. Chacune de ces mesures a fait I'objet
d'une étude expérimentale dont les résultats ont montré leur compétitivité au regard
des autres mesures de la littérature, surpassant plusieurs d’entre elles. A la fin de ce
chapitre, nous avons esquissé les prémisses d'un formalisme pour la définition des
mesures non-strictes orientées individus au travers duquel les propriétés des mesures
s’y conformant sont plus aisément identifiables, facilitant ainsi leur comparaison. A
titre d’'exemple, nous avons exprimé et comparé plusieurs des mesures revues dans
ce mémoire selon ce cadre.

Pistes de travail

Il ressort des travaux de recherche présentés dans ce mémoire plusieurs pers-
pectives.

Tout d’abord, méme si la concordance et la discordance totales entre deux parti-
tions sont bien cernées, la concordance partielle reste une notion assez vague. Tant
et si bien que l'on doit souvent s'en remettre a l'intuition pour statuer sur la concor-
dance exhibée. Préciser cette notion est une perspective exaltante. Pour les partitions
floues, une piste a explorer serait la caractérisation des relations binaires floues inhé-
rentes a toute partition de ce type, et qui intervient notamment dans la construction
des approches orientées individus par l'intermédiaire de la matrice de coincidence.
Il pourrait étre ainsi intéressant de relier ces approches avec les travaux de Ovchin-
nikov [1991], dans lesquels une partition floue est formellement définie a partir des
classes d’équivalence d'une relation d’équivalence floue. En réalisant un tel lien, nous
pensons pouvoir préciser la notion d’équivalence entre deux partitions floues et établir
un cadre formel pour la définition de mesures de comparaisons orientées individus,
complétant celui que nous avons esquissé dans [Quéré et Frélicot, 2011b].

Toujours selon cette idée, nous avons de sérieuses raisons de penser que la perte
de la propriété d'identité des indiscernables, observée pour toutes les approches orien-
tées individus, peut s'expliquer par l'existence d'une équivalence ainsi définie entre les
partitions comparées. Cette perte est induite par le fait qu'il est possible de trouver
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deux partitions différentes présentant la méme matrice de coincidence, si bien que
selon ces approches, ces partitions sont totalement concordantes. Or, nous avons ob-
servé numériquement que de telles partitions sont liées par une matrice bistochastique
orthogonale, dont la matrice de permutation permettant 'appariement des clusters de
chacune des partitions n’est qu'un cas particulier. Nous pensons que ces matrices dé-
crivent une transformation géométrique préservant les structures de groupe propres
aux partitions. Si tel est le cas, il serait alors naturel de penser que deux partitions
ainsi liées sont strictement équivalentes, puisque décrivant les mémes relations entre
les individus qu’elles caractérisent.

Ensuite, la taxonomie adoptée dans ce mémoire met a jour de fortes similitudes
entre plusieurs propositions de mesures orientées clusters. Nombre d’entre elles re-
posent en particulier sur 'agrégation d'une mesure de compatibilité entre les clusters
de chaque partition, si bien que nous avons commencé un travail sur la définition
d'un cadre unifiant toutes ces mesures qui devrait voir le jour a trés court terme.

Enfin, en mettant de c6té I'aspect sémantique qui nous l'a interdit, le probleme de
la comparaison d'une partition floue avec une partition possibliste reste un probleme
mathématique ouvert. Une piste consiste a transformer la partition possibiliste en une
partition floue que I'on pourrait alors comparer a 'aide d'une mesure définie pour les
partitions floues. La transformation peut s'avérer trés différente selon que la partition
est dans M, ou dans Mgcn, et peut constituer un probléeme inverse.
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ANNEXE A -

Algorithmes de clustering

A.1 C-Moyennes Floues

L'algorithme des C-Moyennes Floues, ou Fuzzy C-Means (FCM) [Bezdek, 1981],
est un algorithme de classification non-supervisée orienté prototypes. Il repose sur la
résolution du probléme d’optimisation suivant :

mln{]m (U, V; X) ZZ (i)™ || xe —vi |2}, (A1)

oy k=1 i=1
minimisant la distance intra-clusters pour produire une c-partition floue U* de X et un
ensemble V* = {v}, vj,...,v)} de c prototypes centroides associés a chaque cluster.
Le nombre ¢ de clusters est fixé par l'utilisateur, de méme que le parametre m > 1,
appelé exposant de flou, qui détermine le degré de flou de la partition U*. Plus m
est petit et plus la partition sera stricte; plus m est grand et plus les frontieéres de ses
clusters seront douces.

La minimisation de la fonction objectif J,, s'effectue sous les contraintes :

n
0< Zuik <n, (A.2)
C
S g =1, (A3)
i=1

cette derniére découlant de la normalisation imposée aux vecteurs d’appartenance qui
composent les partitions de My.,. Le couple (U*, V*) est alors obtenu par itérations
successives des formules de mise a jour suivantes :

B [|Xk"‘vl H 2/m 1)
ik = Z} (=i A
145



146 Chapitre A : Algorithmes de clustering

o Y kot UinXk
Vi = S (A.5)
Y k-1 Uik

jusqu’a convergence de J, (U, V; X), tel que le décrit 'algorithme 1.

Algorithme 1: C-Moyennes Floues
Entrées :

— X :jeu de données
— ¢ : nombre de clusters
— € : critére de terminaison
Sorties :
— U~ : c-partition floue de X
— V* : c prototypes

1 début

2 Initialisation aléatoire de la partition floue Uy
3 répéter

4 Mise a jour de V; selon (A.5)

5 Mise a jour de Uy selon (A.4)

6 jusqua || U — Uiq ||< €

7 U* «— U;

8 V* e Ut

9 fin

I1 est important de noter que le couple (U*, V*) produit par FCM est un optimum
local de ], et dépend ainsi grandement de l'initialisation de la partition Uy (ligne 2).
Par ailleurs, on trouve dans la littérature [Bezdek, 1981] une formulation équivalente
de cet algorithme dans laquelle ce sont prototypes V¢ qui sont initialisés (il faut alors
échanger les lignes 4 et 5). Enfin, et bien que cela survient trés rarement en pratique,
I'utilisateur devra prendre garde a ce que jamais les prototypes v; ne se confondent
avec l'un des individus de X, sous peine de ne pouvoir mettre a jour les degrés
d’appartenance selon (A.4). Pour plus de détails, le lecteur pourra se référer aux
travaux de Pal et al. [2005].
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A.2 C-Moyennes Possibilistes

L'algorithme des C-Moyennes Possibilistes, ou Possibilistic C-Means (PCM) [Kri-
shnapuram et Keller, 1993], est un algorithme de classification non-supervisée orienté
prototypes tres analogue a l'algorithme des C-Moyennes Floues, et il ne differe de
ce dernier dans sa construction que par sa fonction objectif. Il repose ainsi sur le
probleme d’optimisation suivant :

n C C n

min{ Pu(T,V;X) = (tie)™ || xe —wi [P+ 2 > (1 = ti)™}, (A.6)
(T.V) k=1 i=1 i=1 k=1

ou T est une c-partition possibiliste, V est un ensemble de ¢ prototypes centroides ,
m est I'exposant de flou qui détermine le degré de flou de la partition T* optimale
résultant de la minimisation de P,, et ou les {7; } sont des termes de pénalisation dé-
fini par l'utilisateur, pour 1 < i < c. Contrairement a FCM, l'algorithme PCM produit
en sortie une partition de M., dont les degrés d’appartenance ne sont plus relatifs
mais absolus et pallie ainsi certains problémes liés a la gestion des points aberrants
inhérents a FCM, comme discuté plus t6t dans ce mémoire, page 8.

Tout comme pour l'algorithme FCM, la minimisation de la fonction objectif Py,
s'effectue par itérations successives des formules de mise a jour suivantes :

1
i = , (A7)
T (Hn;ﬁw%)“‘m*”
k-t tXe
v = kel iRk (A.8)
D MR

jusqu’a convergence de Pp,. Le pseudocode de PCM est donné par l'algorithme 2.
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Algorithme 2: C-Moyennes Possibilistes
Entrées :

— X :jeu de données
— ¢ : nombre de clusters
— € : critére de terminaison
Sorties :
— T* : c-partition possibiliste de X
— V*: c prototypes

1 début

2 Initialisation de la partition possibiliste T
3 répéter

4 Mise a jour de V; selon (A.8)

5 Mise a jour de Ty selon (A.7)

6 | jusqua||Us—Usy||<E€

7 T «—— Ty

8 V* — Uy

9 fin

Bien que le choix des coefficients {7; } soit laissé a l'utilisateur, Krishnapuram et
Keller [1993] préconisent de les calculer selon :

n m 2
yi = K2k=1 %kgllﬁg vi || K >0 (A.9)
ou les termes {u;, } sont les degrés d’appartenance de la partition U* de X terminale
produite par FCM et K est fixé par l'utilisateur. De la méme maniére, les auteurs
suggerent d'initialiser la partition T; selon cette partition U*.
Pour générer des partitions possibilistes de Mgcn, nous proposons de minimiser
la fonction objectif de PCM sous la contrainte supplémentaire suivante :

C
Y tik = by (A.10)
i=1

ou les coefficients {bg} sont choisis inférieurs ou égaux a 1. Nous suggérons de les
définir tels que br = u) pour 1 < k < n, avec u le plus grand degré d’appar-
tenance de xp a I'un des clusters de la partition U* issue de FCM. Pour m = 2, la
formule de mise a jour de la partition T devient alors :

c Yi—7j
bre + Xt Ty, P,
tir =

_xe—vil?+yi (A11)
Yi-tllxe—vil[*+%;

que l'on pourra substituer a (A.7) dans l'algorithme 2.



ANNEXE B :

Résultats complémentaires

Nous donnons dans cette annexe quelques résultats complémentaires obtenus sur
les expérimentations décrites au Chapitre 4, page 79. Certains résultats obtenus avec
les indices auxquels nous confrontons nos propositions, donnés au Chapitre 4, sont
repris pour faciliter la comparaison.

B.1 Une extension de mesures strictes

B.1.1 Partitions non-strictes synthétiques (E1)
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F1GURE B.1 — Mosaiques des valeurs de comparaison obtenues avec les extensions de RI et de /I de Anderson et al. pour les

partitions floues de S et possibilistes de §’
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FiGUure B.2 — Mosaiques des valeurs de comparaison obtenues avec les extensions de RI et JI proposées par Campello,
Borgelt et Quéré et al., pour Tp et Ts. Premiére ligne : partitions floues de §. Deuxieme ligne : partitions possibilistes de §'.
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FiGUure B.3 — Mosaiques des valeurs de comparaison obtenues avec les extensions de RI et JI proposées par Campello,
Borgelt et Quéré et al,, pour Ty, et Tg,,. Premiere et deuxieme ligne : partitions floues de §. Troisiéme et quatrieme ligne :

partitions possibilistes de §'.
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FiGURE B.4 — Mosaiques des valeurs de comparaison obtenues avec les extensions de RI et JI proposées par Campello,
Borgelt et Quéré et al., pour Tr,, et Tg,,. Premiere et deuxiéme ligne : partitions floues de §. Troisieme et quatrieme ligne :

partitions possibilistes de §'.
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B.1.2 Données synthétiques - Partitions non strictes (E3)

1
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Ficure B.5 - Comparaison d'une collection de partitions floues V; a une partition
stricte de référence Uy avec les indices de Rand et de Jaccard dérivés selon Anderson
et al., Campello, Borgelt et notre proposition avec Ts, TH, et T Hyy,-
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FiGURE B.6 — Comparaison d'une collection de partitions floues V; a une partition
stricte de référence Uy~ avec les indices de Rand et de Jaccard dérivés selon Campello,
Borgelt et notre proposition avec Tg,, et Tp,,-
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Chapitre B :

Résultats complémentaires

TH,

Thg
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J1,

Th
7JIQ 100

FiGURE B.7 — Comparaison d'une collection de partitions possibilistes V; a une par-

tition stricte de référence U~ avec les indices de Rand et de Jaccard dérivés selon

Anderson et al., Campello, Borgelt et notre proposition avec Ts, Ty, et TH,-
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FiGURE B.8 — Comparaison d'une collection de partitions possibilistes V; a une par-
tition stricte de référence U avec les indices de Rand et de Jaccard dérivés selon
Campello, Borgelt et notre proposition avec Tr,, et Tr,-
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B.1.2.0.a Partitions non-strictes de données réelles (E4)
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FiGUre B.9 — Valeurs des indices pour la comparaison de partitions floues U, avec
une partition floue de référence R.« pour ¢ = 2...12. De haut en bas : données Pima,
Iris, Wine et Pageblocks.
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7‘71;;5
*JIES

0.3F 0.3

os — RILS
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FIGURE B.10 - Valeurs des indices pour la comparaison de partitions possibilistes U,

avec une partition possibiliste de référence R.. pour ¢ = 2..12. De haut en bas :

données Pima, Iris, Wine et Pageblocks.
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FiGure B.11 — Valeurs des indices pour la comparaison de partitions floues U, avec
une partition floue de référence R.« pour ¢ = 2...12. De haut en bas : données Pima,
Iris, Wine et Pageblocks.
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FIGURE B.12 - Valeurs des indices pour la comparaison de partitions possibilistes U,
avec une partition possibiliste de référence R.. pour ¢ = 2..12. De haut en bas :
données Pima, Iris, Wine et Pageblocks.
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FiGUure B.13 — Valeurs des indices pour la comparaison de partitions floues U, avec
une partition floue de référence R.« pour ¢ = 2...12. De haut en bas : données Pima,

Iris, Wine et Pageblocks.
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FIGURE B.14 — Valeurs des indices pour la comparaison de partitions possibilistes U,
avec une partition possibiliste de référence R.. pour ¢ = 2..12. De haut en bas :
données Pima, Iris, Wine et Pageblocks.
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FiGure B.15 — Valeurs des indices pour la comparaison de partitions floues U, avec
une partition floue de référence R.« pour ¢ = 2...12. De haut en bas : données Pima,

Iris, Wine et Pageblocks.
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FIGURE B.16 - Valeurs des indices pour la comparaison de partitions possibilistes U,

avec une partition possibiliste de référence R.. pour ¢ = 2..12. De haut en bas :

données Pima, Iris, Wine et Pageblocks.
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FiGUure B.17 — Valeurs des indices pour la comparaison de partitions floues U, avec
une partition floue de référence R.« pour ¢ = 2...12. De haut en bas : données Pima,

Iris, Wine et Pageblocks.
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FIGURE B.18 - Valeurs des indices pour la comparaison de partitions possibilistes U,
avec une partition possibiliste de référence R.. pour ¢ = 2..12. De haut en bas :
données Pima, Iris, Wine et Pageblocks.
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B.2 Une mesure native orientée individus

Sont donnés ici des résultats complémentaires illustrant l'influence de la norme
triangulaire sur notre indice Rmsw' présenté page 97. Par ailleurs, ces résultats illus-
trent aussi l'utilisation de la fenétre d’Epanechnikov wg. La Table B.1 donne les para-

meétrages utilisés.

TABLE B.1 - Paramétrages utilisés pour illustrer l'influence de T sur RI{gy-

Paramétrage T w t r o
(9) Ts wg § 0 x
(h) TH, WE § 0 x
(1) TH100 WE § 0 X
(J) TF0.1 WE g 0 x
(k) T Fio00 WE @ 0 X
B.2.1 Partitions non-strictes synthétiques (E1)
IrTpy RI}JR J I}IR

h b b
e b b

FIGURE B.19 — Mosaiques des valeurs de comparaison obtenues avec Irrp,, RI }IR et
J1 }{R. Premiere ligne : partitions floues de S. Deuxiéme ligne : partitions possibilistes
de §'.
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FIGURE B.20 — Mosaiques des valeurs de comparaison obtenues avec Ry, et Sy selon les six paramétrages donnés par la
Table B.1 pour les partitions floues de S. Premiere et deuxieme lignes : partitions floues de S. Troisieme et quatrieme ligne :

partitions possibilistes de §'.
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B.2.2 Données synthétiques - Partitions non strictes (E3)
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Ficure B.21 — Comparaison de deux collections de partitions non strictes a une par-

tition stricte de référence Up+ avec RI}{, Ji I}I et Irrpy. A gauche : partitions floues V.

A droite : partitions possibilistes Vi.
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FiGure B.22 — Comparaison de deux collections de partitions non strictes a une par-

tition stricte de référence Up+. Premiére ligne : partitions floues V,;. Deuxieme ligne :

partitions possibilistes V.
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B.2.3 Partitions non-strictes de données réelles (E4)
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Mgcen avec une partition floue de référence R.- pour ¢ = 2...12. De haut en bas :
données Pima, Iris, Wine et Pageblocks. A gauche : partitions floues de S. A gauche :

partitions possibilistes de §'.
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