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✻✳✷✳✸ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ◗✉❛s✐✲▲✐♥❡❛r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❉②♥❛♠✐❝ ❇♦✉♥❞✲

❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵
✻✳✸ ❇♦✉♥❞❛r② ❖❜s❡r✈❡rs ❢♦r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

✻✳✸✳✶ ❇♦✉♥❞❛r② ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷
✻✳✸✳✷ ❇♦✉♥❞❛r② ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ◗✉❛s✐✲▲✐♥❡❛r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻

✻✳✹ ❋r❡s❤ ❆✐r ▼❛ss ❋r❛❝t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾
✻✳✹✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✹

✻✳✺ ❈❤❛♣t❡r ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✽

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✾✾

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✷✵✸

❆ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✶✶

❆✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✶❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✶
❆✳✷ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✷✶✷
❆✳✸ ❈♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✸



❆✳✹ ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❆❝❝♦✉♥t t❤❡ ▼❛ss ❚r❛♥s♣♦rt ❚✐♠❡ ❢♦r
❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✻



❈❤❛♣t❡r ✶

❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ■♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❞❡ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛

❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❈■❋❘❊✮✱ ❛❝❝♦r❞ q✉✐ ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❧✬❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛

❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✭❆◆❘❚✮✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❈■❋❘❊ ❡st ❞❡st✐♥é ❛✉① ❡♥tr❡♣r✐s❡s
❢r❛♥ç❛✐s❡s q✉✐ ❡♥❣❛❣❡♥t ✉♥ ❞♦❝t♦r❛♥t ♣♦✉r ♠❡♥❡r ✉♥ ♣r♦❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡
❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣✉❜❧✐❝✳ P♦✉r ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❈■❋❘❊ ❛
été s✐❣♥é❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❞✬❛✉t♦♠♦❜✐❧❡s ❘❡♥❛✉❧t ❋r❛♥❝❡ ❡t ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡ ●■P❙❆✲▲❛❜ ❯▼❘ ❈◆❘❙ ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡✳

✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬➱t✉❞❡✿ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ▼♦❞é❧✐✲

s❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❧✬❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ❞✉ ❈♦♥trô❧❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r

❉✐❡s❡❧

▲❡ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣✉❧sé ♣❛r ❞❡s ♠♦t❡✉rs à ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❛♥s
❧❡s s♦❝✐étés ❡t ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♠♦❞❡r♥❡s ❝❛r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té ❡st étr♦✐t❡♠❡♥t
❧✐é à ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ❣❡♥s ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t✱ ♦r❣❛♥✐s❡♥t ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ♦♥t ❛❝❝ès ❛✉① ❜✐❡♥s
❡t ❛✉① s❡r✈✐❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ✈♦♥t ❞❡✈❡♥✐r ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s
❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ✭❛✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡✮✱ ♣❧✉s sûrs✱ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❡t ✉t✐❧✐sés ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s
❢réq✉❡♠♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ♣r✐✈é ❛ ❛✉❣♠❡♥té ❞❡ ❢❛ç♦♥ s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡
❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✐♥❞és✐r❛❜❧❡s s♦♥t ❛♣♣❛r✉❡s
t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❜✉r❛♥t✱ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ♣♦❧❧✉❛♥ts ❡t ✉♥❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s à ❞❡s s✉❜st❛♥❝❡s ❞❛♥❣❡r❡✉s❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡ ❣r❛✈❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛♥té ❬✻✹❪✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❊✉r♦♣❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ♦♥t ♣rés❡♥té ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ♠♦♥tr❛♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❞✐r❡❝t ❡♥tr❡ ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ♣♦❧❧✉❛♥t❡s ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s
❬✷❪ ❬✺✹❪✳

✾



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

▲❛ ♣❡rs✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛✐r ❡t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛♥té ❧✐és ❛✉
tr❛♥s♣♦rt ♦♥t ❞é❝❧❡♥❝❤é ♣❧✉s✐❡✉rs ré♣♦♥s❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s✱ q✉✐ ✈✐s❡♥t à ré❞✉✐r❡ ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s
♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❬✶✵✵❪✳ ❈❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s
str✐❝t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❡♥t✐❡r ❛✈❡❝✿

• ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡s ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❧é❣❡rs ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦r♠❡s
❊✉r♦ ✺❜ ❡♥ ✷✵✶✶ ❡t ❊✉r♦ ✻ ❡♥ ✷✵✶✹ ❬✽✼❪✱

• ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❝t✉❡❧ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝②❝❧❡ ❡✉r♦♣é❡♥ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐t❡ ✭◆❡✇ ❊✉r♦♣❡❛♥
❉r✐✈✐♥❣ ❈②❝❧❡ ✭◆❊❉❈✮✮ ♣❛r ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐t❡ ❤❛r♠♦♥✐sé ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦♥❞✐❛❧
♣♦✉r ✷✵✶✹ ❬✶✵✵❪✱

• ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❡s
é♠✐ss✐♦♥s ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐t❡ st❛♥❞❛r❞✐sé ❡♥ ✷✵✶✹✳

▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ rés✉♠é ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❧é❣✐s❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ♣♦❧❧✉❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❈♦♠♠✉♥❛✉té ❊✉r♦♣é❡♥♥❡ ❞❡♣✉✐s s❛
♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✐❧❧✉str❡ s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥✳

❙t❛❣❡ ❉❛t❡ ❈❖ ❍❈✰◆❖① ◆❖① P▼
❊✉r♦ ✶✯ ✶✾✾✷✳✵✼ ✷✳✼✷ ✭✸✳✶✻✮ ✵✳✾✼ ✭✶✳✶✸✮ ✲ ✵✳✶✹ ✭✵✳✶✽✮
❊✉r♦ ✷ ✶✾✾✻✳✵✶ ✶ ✵✳✼ ✲ ✵✳✵✽
❊✉r♦ ✸ ✷✵✵✵✳✵✶ ✵✳✻✹ ✵✳✺✻ ✵✳✺ ✵✳✵✺
❊✉r♦ ✹ ✷✵✵✺✳✵✶ ✵✳✺ ✵✳✸ ✵✳✷✺ ✵✳✵✷✺
❊✉r♦ ✺ ✷✵✶✶✳✵✾ ✵✳✺ ✵✳✷✸ ✵✳✶✽ ✵✳✵✵✺
❊✉r♦ ✻ ✷✵✶✹✳✵✾ ✵✳✺ ✵✳✶✼ ✵✳✵✽ ✵✳✵✵✺

✯ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s s♦♥t ❧❛ ❝♦♥❢♦r♠✐té ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ◆♦r♠❡ ❡✉r♦♣é❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈♦✐t✉r❡s ❞❡s ♣❛ss❛❣❡rs ✭❈❛té❣♦r✐❡ ▼✶∗✮✱ ❣✴❦♠✳

❊♥ ❞é♣✐t ❞❡s ❧✐♠✐t❡s str✐❝t❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥s✱ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt r♦✉t✐❡r r❡st❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ✐♠✲
♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r ✉r❜❛✐♥ ❡♥ ❊✉r♦♣❡ à ❧✬é❣❛r❞ ❞❡s ◆❖① ✭♦①②❞❡s ❞✬❛③♦t❡✮ ❡t ❞❡
❈❖ ✭♠♦♥♦①②❞❡ ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡✮ ❬✶✵✵❪✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠❜✉st✐❜❧❡s ❢♦ss✐❧❡s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
❞❡ ♣étr♦❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ 35% ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠♦♥❞✐❛❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣r✐♠❛✐r❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❣❛③
♥❛t✉r❡❧ ❡t ❧❡ ❝❤❛r❜♦♥ q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t 24% ❡t 28%✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ✉♥ ❡✉♣❤é♠✐s♠❡
❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ♠♦♥❞✐❛❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥♦♥ r❡♥♦✉✲
✈❡❧❛❜❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣étr♦❧❡✱ ❧❡ ❣❛③ ♥❛t✉r❡❧ ❡t ❧❡ ❝❤❛r❜♦♥ s♦♥t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s
❧✐♠✐té❡s✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞♦♥♥é✱ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛tt❡✐♥❞r❛ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❡t
❝♦♠♠❡♥❝❡r❛ à ❞é❝❧✐♥❡r ❬✶✸❪✳

✶✵



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ▲✐♠✐t❡s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧é❣✐s❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦t❡✉rs ❉✐❡s❡❧ ❬✻✾❪

▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛r❜✉r❛♥t✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛♥té ❡t ❞❡
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ♥♦r♠❛t✐❢ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ♣♦❧❧✉❛♥ts s♦♥t q✉❡❧q✉❡s✲
✉♥s ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s à tr❛✐t❡r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡
s❡❝t❡✉r ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ❡t ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✳ ❈❡s ❛s♣❡❝ts ❢♦r❝❡♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡s
à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♣♦✉r é❝♦♥♦♠✐s❡r ❧❡ ❝❛r❜✉r❛♥t ❡t ré❞✉✐r❡ ❧❡s é♠✐s✲
s✐♦♥s ♣♦❧❧✉❛♥t❡s✱ t♦✉t ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♦✉ ♠ê♠❡ ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r✳
P❧✉s✐❡✉rs ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❡t ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞❡ ♠♦t❡✉rs ❛❧t❡r♥❛t✐❢s ♦♥t ♣❡r♠✐s
❞✬❛tté♥✉❡r ❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts ♥é❣❛t✐❢s ✐♥❤ér❡♥ts à ❧❛ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡s ♠♦t❡✉rs✱ ♠♦♥✲
tr❛♥t q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♠♦t❡✉r ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té✳

❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① éq✉✐♣❡♠❡♥ts ❡t ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s
❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ♣♦❧❧✉❛♥t❡s✱ ✐❧ ②
❛ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❡t ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝❛♣❛❜❧❡s
❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ♥♦r♠❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥s✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❛❞♦♣té❡s ♣♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡s
❛s♣❡❝ts ❡st ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠♦t❡✉r ❜❛sé s✉r ❧❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❆✈❡❝
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ s♦♥t
❝♦♥ç✉s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à r❡♣rés❡♥t❡r✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ très ❡✣❝✐❡♥t❡✱
❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❞❡s str❛té❣✐❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ♠♦t❡✉r✳

❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ♠♦t❡✉r
❡st ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ③ér♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭✵❉✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s ✭✶❉✮ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à é♠❡r❣❡r ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
✵❉ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ♠♦❞❡r♥❡s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ♠♦t❡✉r✳
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦t❡✉r ✵❉ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ✶❉ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❡t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✵❉ s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ♠♦✐♥s
❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✶❉ ❡t ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ ✭❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✮✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✵❉ s♦♥t
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❡t é✈❛❧✉❡r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✵❉✲✶❉ ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✈❛♥✲
t❛❣❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠♦t❡✉rs ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡s ✭❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡s st❛t✐q✉❡s ❜❛sés s✉r ❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥s✉❧t❛t✐♦♥✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s s❡❝♦♥❞s ♥❡ s♦♥t
✈❛❧❛❜❧❡s q✉❡ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦t❡✉r à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ✐❧s ♦♥t été
❝❛❧✐❜rés✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡s ❡st ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ❡rr❡✉rs ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s tr❛♥s✐t♦✐r❡s ❞✉ ♠♦t❡✉r✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ♠♦t❡✉r ♦✛r❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s✱
❝♦♠♠❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❛♥❝s ♠♦t❡✉rs✱ ❝❡ q✉✐
ré❞✉✐t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t❡✉r✳

✶✳✷ ❖❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧✬➱t✉❞❡

▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛✐r ❞✉ ♠♦t❡✉r ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s
♠♦t❡✉rs ♠♦❞❡r♥❡s✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❛✐r ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ❞✐r❡❝t s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞✉ ♠♦t❡✉r ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❧✉❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s str❛té❣✐❡s q✉✐
❛❣✐ss❡♥t s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❛✐r ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡
❝②❧✐♥❞r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ♠♦②❡♥ ❡✣❝❛❝❡ ❡t r❡♥t❛❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ♣♦❧❧✉❛♥t❡s✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬❛✐r ❞❡s ♠♦t❡✉rs ♠♦❞❡r♥❡s s♦♥t ❞❡✈❡♥✉❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡①❡s ❛✜♥ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡s
ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❜✉r❛♥t✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❞✬❛✐r ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❉✐❡s❡❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐✈✐sé ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts à ❝♦✉rt t❡r♠❡
❡t ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts à ♠♦②❡♥ ❡t ❧♦♥❣ t❡r♠❡s✳

❉❛♥s ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ✭❈❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹✮✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜✲
❧é♠❛t✐q✉❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛✐r q✉✐ ✐♥tér❡ss❡♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❘❡♥❛✉❧t✳
◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦r✐❡♥té❡s ✈❡rs ❧✬✐♥❞✉str✐❡✱ ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥
÷✉✈r❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ❧❡s ♠♦t❡✉rs ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦❞✉✐ts✳ P❧✉s ♣ré✲
❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡✿

• ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛✐r q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡
❘❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛③ ❞✬➱❝❤❛♣♣❡♠❡♥t ✭❘●❊✮ ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡❀

• ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞✉ ❞é❜✐t ♠❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❘●❊ à ❜❛ss❡ ♣r❡ss✐♦♥

✶✷



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❡t ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛✐r ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❧❧❡❝t❡✉r ❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥❀

• ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♠❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐r ❢r❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❧❧❡❝t❡✉r ❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥✱
t♦✉t ❡♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❘●❊ s♦✉❤❛✐té❡ ✭❡♥tr❡ ❘●❊ à ❜❛ss❡ ♣r❡ss✐♦♥
❡t ❘●❊ à ❤❛✉t❡ ♣r❡ss✐♦♥✮❀

• ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝♦❧❧❡❝t❡✉r ❞✬é❝❤❛♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡✛❡t
❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ t✉r❜✐♥❡❀

• ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❚✉r❜✐♥❡ à ●é♦♠étr✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡
✭❚●❱✮✳

❉❛♥s ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts à ♠♦②❡♥ ❡t ❧♦♥❣ t❡r♠❡s ✭❈❤❛♣✐tr❡s ✺ ❡t ✻✮✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s
s✉r ❝❡rt❛✐♥s ❞é✜s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛❜♦r❞és ❛✜♥ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❧é❣✐s❧❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s é♠✐s✲
s✐♦♥s ❢✉t✉r❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛✐r ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❉✐❡s❡❧✳
◆♦✉s ❝♦♥tr✐❜✉♦♥s ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s ❛①é❡s
s✉r ❧❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✶❉ ♦r✐❡♥té❡s ❝♦♥trô❧❡ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❞✉ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✭❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❡t ❞✬❡st✐♠❡r
❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛✐r ❢r❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❧❧❡❝t❡✉r ❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❧❡s q✉❡st✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✿

• ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♥♦♥✲✐s❡♥tr♦♣✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✲
✐t❡s ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡ s♦rt✐❡ ❡t ❞✉ t✉❜❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✶❉ ❡♥ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡❀

• ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❞✉ ♣r❡✲
♠✐❡r ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ▲P❱ ❡t q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡s❀

• ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♠❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐r ❢r❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❧❧❡❝t❡✉r
❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡✳

❖✉tr❡ ❧❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❝❤❛♣✐tr❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✱ ❧❡
♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❡♥ ✹ ❝❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✳✸ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✵❉ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛✐r ♦r✐✲

❡♥té❡ ❝♦♥trô❧❡

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t❡✉r ❡st ✉♥ s✉❥❡t ♣❧✉r✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛✐r❡ q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s✱ ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡

✶✸



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
❉✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉
♠♦t❡✉r✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ très ❜❛s✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✉ s②s✲
tè♠❡ ❞✬❛✐r st❛♥❞❛r❞✱ ❥✉sq✉✬à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✸❉✮ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❞é❝r✐r❡ ❞✐✈❡rs
♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♣✉❧✈ér✐s❛t✐♦♥✱
❧❡s r❡t❛r❞s ❛ss♦❝✐és ❛✉ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r✱ ❡t❝✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ♠♦t❡✉r ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❧❛ssé❡ ❡♥ tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ✿ ♠♦❞è❧❡s ✧③ér♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✧
✭✵❉✮✱ ✧♠♦♥♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✧ ✭✶❉✮ ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✧♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✧ ✭✷❉ ❡t ✸❉✮✳

❉❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✵❉✱ ❧❡ ♠♦t❡✉r ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❝♦❧❧❡❝t❡✉rs ❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞✬é❝❤❛♣♣❡♠❡♥t✮ q✉✐ s♦♥t r❡❧✐és
❡♥tr❡ ❡✉① ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s éq✉✐♣❡♠❡♥ts ❞✐✈❡rs t❡❧s q✉❡ ❞❡s ✈❛♥♥❡s✱ ❞❡s t✉r❜✐♥❡s✱ ❞❡s ✜❧tr❡s✱
❡t❝✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥t ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ é❧❡✈é❡ ❡t ✉♥ ❜♦♥ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré✈✐s✐❜✐❧✐té ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r✳ P♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✵❉
❡st ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛✐r ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ s❛ r❡❧❛t✐✈❡
s✐♠♣❧✐❝✐té✱ s❛ ♣♦❧②✈❛❧❡♥❝❡ ❡t s❛ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s
s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬➱q✉❛t✐♦♥s ❉✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❖r❞✐♥❛✐r❡s ✭❊❉❖✮✱ ❝❡ q✉✐
❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs ❡t
❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ✶❉ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉r ❧❡s tr❛♥s✐t♦✐r❡s ❞✉ ♠♦t❡✉r✱ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛✐r ❞✉ ♠♦t❡✉r ❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r s♦✉s ❞❡ ❢♦rt❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s tr❛♥s✐t♦✐r❡s✳ ❆✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞✲
è❧❡s ✶❉✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❞❡ ❝❛r❜✉r❛♥t✱ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ t✉r❜♦✲
❝♦♠♣r❡ss❡✉r ❡t ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦t❡✉r ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉
♠♦t❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ♠♦t❡✉r✱ ✐❧ ② ❛ très ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❛✈❡❝ ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ✶❉ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ➱q✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s P❛rt✐❡❧❧❡s ✭❊❉P✮ q✉✐
❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢r♦♥t✐èr❡s✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞é❝r✐ts ♣❛r ❞❡s ❊❉P ❡st ✉♥ s✉❥❡t très ❛❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❛
❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡✛♦rts s♦♥t ❞é♣❧♦②és ♣♦✉r é❧❛❜♦r❡r ❞❡s ❧♦✐s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ s②stè♠❡s✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✷❉ ❡t ✸❉ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❡st très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r
❡①♣❧♦r❡r ❡t ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♣❤②s✐q✉❡s q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉
♠♦t❡✉r✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s
❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ♠♦t❡✉rs✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
✷❉ ❡t ✸❉ ❡st ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♣r❡s✲
s✐♦♥s✱ t❡♠♣ér❛t✉r❡s✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡s ❣❛③ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❣❛③✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✐❞❡ à r❡❧✐❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞✉ ♠♦t❡✉r à ❞✐✈❡rs❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♠♦t❡✉r✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✜♥❡ ❛✐❞❡ à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s
♣r♦❝❡ss✉s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ ♠♦t❡✉r✱ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
♣❤②s✐q✉❡s ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡

✶✹



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❧❛r❣❡ ❣❛♠♠❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✷❉✲✸❉
s♦♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s é❧❡✈é❡s ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s✱ ♣♦✉r
❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠♦t❡✉r ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳

❊♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s tr♦✐s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t❡✉r ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t ❞é❝r✐t❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✵❉
♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛✐r ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st ❧❛
♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ❛✉ s❡❝t❡✉r ✐♥❞✉str✐❡❧✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❛ ♠✐❡✉①
❛❞❛♣té❡ à ❞❡s ✜♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭❛✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ à ❝♦✉rt t❡r♠❡✮ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ s❛
♣♦❧②✈❛❧❡♥❝❡ ❡t s❛ ❢❛✐❜❧❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡✣❝❛❝❡ ♦r✐❡♥té ✈❡rs ❧❡
❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ✐❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ s♦✐t r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✉ ♠♦t❡✉r
s✉r ✉♥ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ très ♣ré❝✐s ✐♠✲
♣❧✐q✉❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ❝r✉❝✐❛❧
❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

P♦✉r ❧❡s ♠♦t❡✉rs à ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡s ✈♦✐t✉r❡s ❞❡ t♦✉r✐s♠❡✱ ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉①
❛s♣❡❝ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
✵❉ ❬✹✾❪✿

• ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡ q✉✐ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t tr❛♥s✐t♦✐r❡ ✭❝②❝❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s
r❛♣✐❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✮❀

• ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛✐r ❞✉ ♠♦t❡✉r q✉✐ ❛ ✉♥❡ étr♦✐t❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✭♣r❡ss✐♦♥ ❡t t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥✱ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❣❛③✱
❡t❝✳✮✳

▲❡s ❛s♣❡❝ts t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ❝✐♥ét✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ s♦♥t très
r❛♣✐❞❡s ❡t ♥❡ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s à ❞❡s ✜♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s s♦♥t ♣❧✉tôt ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t r❛r❡♠❡♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✉rs ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡s t②♣❡s ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s s✐♠♣❧✐✜♦♥s ❧❡s ♣r♦✲
♣r✐étés r❛♣✐❞❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s st❛t✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
❧❛ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ é✈♦❧✉❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✳ ❉❡ t♦✉t❡ é✈✐❞❡♥❝❡✱
❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r t♦✉s ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s s❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❛♥s
❧❡ ♠♦t❡✉r ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✉st✐♦♥✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♠❜✉st✐♦♥
❛✈❡❝ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s st❛t✐q✉❡s ♦♥t ♠♦♥tré ❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛✐r❀
❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① str❛té❣✐❡s✿

• ▼♦❞è❧❡s à ❱❛❧❡✉r ▼♦②❡♥♥❡ ✭▼❱▼✮✿ ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥t✐♥✉s q✉✐ ♥é❣❧✐❣❡♥t ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞✐s❝r❡ts

✶✺



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❞✉ ♠♦t❡✉r ❡t s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡t ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉ ♠♦t❡✉r s♦♥t ré♣❛rt✐s
s✉r ❧❡ ❝②❝❧❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r❀

• ▼♦❞è❧❡s à ➱✈é♥❡♠❡♥ts ❉✐s❝r❡ts ✭▼❊❉✮✿ ♠♦❞è❧❡s q✉✐ t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①✲
♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦t❡✉r à ♣✐st♦♥s✳

❉❛♥s ❧❡ ▼❱▼✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡st ❧❡ t❡♠♣s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ▼❊❉✱ ❧✬❛♥❣❧❡
❞✉ ✈✐❧❡❜r❡q✉✐♥ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ▲❡ ❜♦♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞é♣❡♥❞
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡✳ P❛r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡s ▼❱▼s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❧❡s
♣r♦❝❡ss✉s ❧❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♣ér✐♣❤ér✐❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r✱ t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛✐r✳ ▲❡s ▼❊❉s s♦♥t
✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❧✉♠❛❣❡s r❛tés✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✵❉ à ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛✐r ❞✬✉♥ ♠♦t❡✉r ❉✐❡s❡❧
❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞❡st✐♥é à
s❡r✈✐r ❞❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❡t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✵❉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛✐r ♣♦✉r ❧❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧❡s ❜❛s❡s ❡t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ❜❛♥❝ ♠♦t❡✉r ❡♥ ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t
❡♥ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✉ ♠♦t❡✉r✳ ❈❡
♠♦❞è❧❡ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬✺❪✱ ❬✹✸❪✱ ❬✺✺❪ ❡t ❬✾✹❪ ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s✱
♦ù ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✵❉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛✐r ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡✳

✶✳✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✿ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❇♦✉❝❧❡ ❞✬❆✐r ❡♥ ❯t✐❧✲

✐s❛♥t ❞❡s ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✵❉

▲❛ ré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❉✐❡s❡❧ ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s str✐❝t❡❀
ré♣♦♥❞r❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❛✉① ❧é❣✐s❧❛t✐♦♥s ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❡t à ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r ❡st
✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❛✐❡♥t été
❛♣♣♦rté❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ✐❧ ② ❛ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s q✉❡st✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s
q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛❜♦r❞é❡s ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❢✉t✉r❡s ❧♦✐s ❞❡ ré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s✳
▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ s♦♣❤✐st✐q✉és t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
♣❛r ❛❧❧✉♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭❍❈❈■ ✿ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❈❤❛r❣❡ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥
■❣♥✐t✐♦♥✮✱ ❧❛ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ à ❜❛ss❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✭▲❚❈ ✿ ▲♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❈♦♠❜✉st✐♦♥✮ ❡t
❧✬❛❧❧✉♠❛❣❡ ♣❛r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ♣ré✲♠é❧❛♥❣é❡ ✭P❈❈■ ✿ Pr❡♠✐①❡❞ ❈❤❛r❣❡ ❈♦♠❜✉st✐♦♥
■❣♥✐t✐♦♥✮ ♦✛r❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❬✸❪ ❬✹❪
❬✽✸❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s s♣é❝✐✜q✉❡s
❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❜✉r❛♥t ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❝②❧✐♥❞r❡s✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ♣❧✉s ✜❛❜❧❡s✱ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s✳

✶✻



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

▲❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛✐r ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦t❡✉rs ♠♦❞❡r♥❡s✳ ▲❡
❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛✐r ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ❞✐r❡❝t s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r
s❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ♣♦❧❧✉❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡
s②stè♠❡ ❞✬❛✐r ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❣✉❧❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❝②❧✐♥❞r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
✉♥ ♠♦②❡♥ r❡♥t❛❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ♣♦❧❧✉❛♥t❡s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬❛✐r
❞❡s ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡s s♦♥t ❞❡✈❡♥✉s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣❛r✈❡♥✐r à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ♣♦❧❧✉❛♥t❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❜✉r❛♥t✳

▲❛ ❞♦✉❜❧❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❣❛③ ❞✬é❝❤❛♣♣❡♠❡♥t ✭❘●❊✮ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ à
❤❛✉t❡ ✭❍P✮ ❡t ❜❛ss❡ ✭❇P✮ ♣r❡ss✐♦♥s✱ ❡st ✉♥❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s str❛té❣✐❡s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛r✈❡♥✐r
à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡s
❬✺✸❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ♥❡tt❡ ❞❡ ❘●❊ ❞❛♥s ❧❡ ❝②❧✐♥❞r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛
❘●❊ à ❤❛✉t❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✭❍P✲❘●❊✮ ❡t ❧❡ ❘●❊ à ❜❛ss❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✭❇P✲❘●❊✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
❝♦♥trô❧❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝②❧✐♥❞r❡ ❡t ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ♣♦❧❧✉❛♥t❡s s♦rt❛♥t
❞✉ ♠♦t❡✉r✳ ▲❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r ❢r❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❧❧❡❝t❡✉r ❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥ ❡st
✉♥ ♠♦②❡♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❘●❊ ❞❛♥s ❧❡s ❝②❧✐♥❞r❡s ❬✺❪ ❬✸✺❪✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦t❡✉rs ❞♦tés ❞❡ s②stè♠❡s ❞♦✉❜❧❡s ❞❡ ❘●❊✱ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛✐r ❡♥ ❛♠♦♥t
❞✉ ❝♦♠♣r❡ss❡✉r ❢♦✉r♥✐t ❧❡ t❛✉① ▲P✲❘●❊✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛✐r ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❧❧❡❝t❡✉r
❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ❧❡ t❛✉① t♦t❛❧ ❞❡ ❘●❊✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ❧❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❞✬❛✐r ❞❡ ❝❤❛q✉❡
s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥trô❧é❡s✱ ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❍P ❡t ❇P✲❘●❊ ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
êtr❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛ss✉r❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❞éq✉❛t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝②❧✐♥❞r❡
❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ tâ❝❤❡ très ❞✐✣❝✐❧❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❘●❊ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞é✜s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞é❜✐ts ❘●❊ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥
❞✬❛✐r✳

▲❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡ ❧✬❛✐r ❢r❛✐s ❛✉ ♠♦t❡✉r✱ ♠ê♠❡ s♦✉s ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❘●❊ é❧❡✈és✱ r❡♥❞
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉r❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s t✉r✲
❜♦❝♦♠♣r❡ss❡✉rs ❞❡ ❚✉r❜✐♥❡ à ●é♦♠étr✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✭❚●❱✮✳ ❈❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉
♠♦t❡✉r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐❢s ❝❛r ❧❡s ❚●❱ ❛ss✉r❡♥t
✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ♣ré❝✐s ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠♦t❡✉r✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ré♣♦♥s❡ très
r❛♣✐❞❡ ❞✉r❛♥t ❧❡s tr❛♥s✐t♦✐r❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❚●❱ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
très ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦t❡✉rs s✉r❛❧✐♠❡♥tés✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés ❞✉ s②stè♠❡✱ ❞✉
♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✜❛❜❧❡s✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦rt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉
♠♦t❡✉r ❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥♥❡✉r✳

❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡t ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛✐r✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❛✐r ♦r✐❡♥té❡ ✈❡rs ❧✬✐♥❞✉str✐❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
ré❣✉❧❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s
♠♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐❢s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡
❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♠❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐r ❢r❛✐s ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❘●❊ ❞❛♥s ❧❡
❝♦❧❧❡❝t❡✉r ❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ♠♦t❡✉r✳
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

◆♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❧❡ ❞é❜✐t ♠❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❘●❊ ❜❛ss❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛✐r ❝✐r❝✉❧❛♥t à
tr❛✈❡rs ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r à ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❡t
✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ à ♣❛r❛♠ètr❡s ✈❛r✐❛♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱
✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ▲◗❘✲▲P❱ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r r❡t♦✉r ❞✬ét❛t ❡st ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ré❣✉❧❡r ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛✐r
❞❛♥s ❧❡ ❝♦❧❧❡❝t❡✉r ❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❘●❊✳ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝♦❧❧❡❝t❡✉r
❞✬é❝❤❛♣♣❡♠❡♥t ❡st ❡st✐♠é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♥♦♥ ✐tér❛t✐❢ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡s ❡①tr❛♣♦❧é❡s ❞❡ ❧❛ t✉r❜✐♥❡ à ❣é♦♠étr✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
✭❚●❱✮✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ t✉r❜✐♥❡ s✉r ❧❡
❞é❜✐t ♠❛ss✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ s✉r❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉é
♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❡t ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳ ▲❛
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐
❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❚●❱✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✸✵❪✱ ❬✷✾❪ ❡t ❬✷✽❪ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ❜r❡✈❡ts ❬✶✽❪✱ ❬✶✼❪✱
❬✶✾❪✱ ❬✶✻❪ ❡t ❬✷✵❪✳

✶✳✺ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✿ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✶❉ ❞❡ ❧❛ ❇♦✉❝❧❡ ❞✬❆✐r

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ③ér♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✭✵❉✮ s♦♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣♦✉r ♦❜s❡r✈❡r
❡t ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛✐r ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❉✐❡s❡❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛
❝❤❛î♥❡ ❞✬❛✐r ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t ❧❡s ré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ♣♦❧❧✉❛♥t❡s
❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s str✐❝t❡s✱ ❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✵❉ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à r❡✲
str❡✐♥❞r❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠♦❞❡r♥❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✉♥❡
❞❡s ♣❧✉s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✵❉ ❡st s♦♥ ✐♥❝❛♣❛❝✐té à r❡♣rés❡♥t❡r
❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡
❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛✐r ❞❛♥s ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛✈❡❝ ❞♦✉❜❧❡ ❘●❊ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥
s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞✉ ♠♦t❡✉r✳ ▲✬✐♠♣❛❝t ♥é❣❛t✐❢ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt
❞❡ ♠❛ss❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❇P✲❘●❊ à ❝❛✉s❡ ❞❡
❧❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♠♣r❡ss❡✉r ❡t ❧❡ ❝♦❧❧❡❝t❡✉r ❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ♠♦t❡✉r✳
❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ❝r✉❝✐❛❧ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r
❧✬❛✈❡♥✐r ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✲♠♦t❡✉r✳

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✶❉✮ ♦r✐❡♥té❡✲❝♦♥trô❧❡ ❡st ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡
♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✵❉✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉
ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬❛✐r ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❉✐❡s❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✶❉ ❞❡
❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛✐r ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✵❉✱ ②
❝♦♠♣r✐s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛✐r ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳✶✱
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✶❉ ❛✉ ❧✐❡✉
❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✵❉ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛✐r ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡✮✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✶❉ ❞✉ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ t❡❧s q✉❡

✶✽



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭❊❉P✮ ❡t ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ ✭❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✮✱ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
✶❉ s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❡①♣❧♦ré❡s q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✵❉ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ✶❉✱ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞é❝r✐ts ♣❛r ❞❡s ❊❉P✱ s♦♥t
❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ s✉❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ très ❛❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐
s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✶❉ ♦r✐❡♥té❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡s
str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❛✐r✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✶❉ ❛①és
s✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠♦t❡✉r ❡st ✉♥ s✉❥❡t ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛✐r ❝❛r ✐❧ ♣❡r✲
♠❡ttr❛✐t ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡s ♣❧✉s ❛✈❛♥❝é❡s✱ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① é♠✐ss✐♦♥s ♣♦❧❧✉❛♥t❡s✳ P♦✉r
❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ✶❉✱ ✐❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡
♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✶❉ ❛①é❡ s✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥trô❧❡ ✭✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦✉t✐❧s
✢❡①✐❜❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡
❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ très ♣❡✉
❞❡ tr❛✈❛✉① ♦♥t été ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❞✬♦ù ❧❡s très ♥♦♠❜r❡✉s❡s q✉❡st✐♦♥s à rés♦✉❞r❡
❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦✉t✐❧ ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✶❉ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛✐r ♣♦✉r ❞❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❉❛♥s ❬✻✾❪✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❛①é❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ✶❉ ❛ été ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛✉①
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ♥♦♥✲✐s❡♥tr♦♣✐q✉❡s ✭❛✈❡❝ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♥✐✈❡❛✉
❞✬❡♥tr♦♣✐❡✮✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s s✉❥❡ts ❧❡s ♣❧✉s
❞✐✣❝✐❧❡s à ❛❜♦r❞❡r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✶❉ ❛①é s✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦t❡✉r
❉✐❡s❡❧✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❢r♦♥t✐èr❡s tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐s❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❛✉① ❜♦r❞s✱ ❝❡
q✉✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❬✶✵❪ ❬✶✵✶❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st
♣❛s ✈ér✐✜é❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❝❛r ❞❡s ❞é❜✐ts ♣❧✉s é❧❡✈és s♦♥t s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉s
à tr❛✈❡rs ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞é❝❤❛r❣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①
s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❬✸✷❪ ❬✸✸❪
❬✾✶❪✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
❡✛❡❝t✉é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞é❝❤❛r❣❡✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥ t♦t❛❧ ❞és❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❜❛♥❝s ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❜❛♥❝
❞✬❡ss❛✐ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❬✸✶❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s♦♠♠❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ❜❛♥❝ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❙❡s ❛s♣❡❝ts ♠♦✲
t✐✈❡♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐❢s ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ♥♦♥✲✐s❡♥tr♦♣✐q✉❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬♦✛r✐r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ✶❉ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛✐r ♦r✐❡♥té❡ ❝♦♥trô❧❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ♥♦♥✲✐s❡♥tr♦♣✐q✉❡ à ❧❛ s♦rt✐❡ ❡t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❝♦♥❞✉✐ts✳ ❈❡❝✐ ❡st ♠♦t✐✈é ♣❛r

✶✾



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❧✬é❝❛rt s②sté♠❛t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢r♦♥t✐èr❡
✭❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐s❡♥tr♦♣✐q✉❡✮ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳
◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✐♥♥♦✈❛♥t❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ♥♦♥✲
✐s❡♥tr♦♣✐q✉❡✱ q✉✐ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s
♣❧✉s ♣ré❞✐❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢r♦♥t✐èr❡ s❛♥s q✉✬✐❧ s♦✐t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
❞é❝❤❛r❣❡✳ ❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♥♦♥✲✐s❡♥tr♦♣✐q✉❡✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿

• ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✶❉❀

• ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✭é✈✐t❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛rt✐✜❝✐❡❧s✮❀

• ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❈P❯✳

q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s très ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡ ❝♦♥trô❧❡✲
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬❛✐r✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✷✼❪ ❡t ❬✷✸❪✳

✶✳✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✿ ❈♦♥trô❧❡ ❡t ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❋r♦♥t✐èr❡ ❞❡

❙②stè♠❡s ❍②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❞✉ Pr❡♠✐❡r ❖r❞r❡

❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❡✣❝❛❝❡✲
♠❡♥t ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛✐r ❢r❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❧❧❡❝t❡✉r ❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❉✐❡s❡❧ ❛✈❡❝ ❞♦✉❜❧❡
❜♦✉❝❧❡ ❘●❊✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❣❛③ ♣❡r♠❡t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥
÷✉✈r❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐❢s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝❧és ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r
❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞✉ ♠♦t❡✉r✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t
❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❛✐r r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✵❉✱ q✉✐ ♦♥t été
✉t✐❧✐sé❡s ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡
❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛✐r ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❡✈✐✲
❡♥♥❡♥t ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡s✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✵❉ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t
à ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ♠♦❞❡r♥❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠♦t❡✉r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡
tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛✐r ❡st ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ r❡♣rés❡♥té
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✵❉✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡
❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞✉ ♠♦t❡✉r✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡st ❝r✉❝✐❛❧ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s
str❛té❣✐❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✶❉✮
❛✜♥ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢✉t✉r❡s s✉r ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ♣♦❧❧✉❛♥t❡s ❞❡s ♠♦t❡✉rs✳

✷✵



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✶❉ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛✐r ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✲❝♦♠♠❛♥❞❡
s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
❛❝t✉❡❧❧❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ♠❛ss❡✳ ❈♦♠♠❡
❝♦♥st❛té ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ s♦♥t ❞é❝r✐ts ♣❛r ✉♥❡ ❊❉P
❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s q✉✐ ✈❛r✐✲
❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥♥❡✉r ❛ss♦❝✐é ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ✈❛♥♥❡s ❘●❊✮✳ ■❧ ❡st ❝♦✉r❛♥t✱
♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❝é❞és ✐♥❞✉str✐❡❧s✱ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧❛ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❛✐r
❞❡s ♠♦t❡✉rs ❝❛r ❛✉❝✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ♦✉ ♠❡s✉r❡ ♥✬❡st s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é ❞❛♥s ❧❡s ♠♦t❡✉rs
♣r♦❞✉✐ts ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ♣♦✉r ❧❡s
s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❛❜♦r❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛✐r ❞❛♥s ❧❡s ♠♦t❡✉rs ❉✐❡s❡❧✳

▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❛ été ❡①❤❛✉st✐✈❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
♣❡✉t ré❛❣✐r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✈✐t❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ✈♦②❛❣❡ ❞❡s ♦♥❞❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❛✉❝✉♥❡
❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♥✬❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s✳ P♦✉r
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ✈♦②❛❣❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧♦♥❣ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥♥❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s
❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡ ❝❛♥❛✉① ♦✉✈❡rts ❬✾❪ ❬✹✶❪✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
st❛t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❛❜❧✐❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦ù ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
♥é❣❧✐❣é❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r ❞❛♥s ✉♥ ♠♦t❡✉r✮ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡s
str❛té❣✐❡s ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r♦♣♦sé❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té
❞❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st
✉♥ s✉❥❡t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❡①♣❧♦ré✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡s✱
q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ▲P❱✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛sé❡s
s✉r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡s ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡t ✐♥é❣❛❧✐tés ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ré✲
s✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❛✜♥ ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡
❢r♦♥t✐èr❡ ♣♦✉r ré❣✉❧❡r ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬❛✐r ❞✬✉♥ ♠♦t❡✉r ❉✐❡s❡❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❛✈❡❝ ❘●❊ ❜❛ss❡
♣r❡ss✐♦♥✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛✐r ❞❡ ♠♦t❡✉rs
❉✐❡s❡❧✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬ét❡♥❞❡♥t à ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡s ❬✽✺❪✱
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦❧②♣❤❛s✐q✉❡ ❬✼✵❪✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ tr❛✜❝ r♦✉t✐❡r ❬✺✶❪✱ ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡ ❣❛③ ❞❛♥s ❞❡s
♣✐♣❡❧✐♥❡s ❬✽❪ ❡t ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ❞❛♥s ❞❡s ♠✐♥❡s ♣r♦❢♦♥❞❡s ❬✶✵✷❪✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✷✺❪✱ ❬✷✹❪✱
❬✷✷❪✱ ❬✷✻❪ ❡t ❬✷✶❪✳
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

✶✳✼ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✿ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❛ t❤ès❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s✱ ❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❢✉t✉r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥
✈✉❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t q✉❡❧q✉❡s✲✉♥s
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦✉✈❡rts à ❛❜♦r❞❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳

✷✷



❈❤❛♣t❡r ✷

❈♦♥t❡①t ❛♥❞ st❛❦❡s ♦❢ t❤❡ st✉❞②

❚❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ■♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❞❡ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛

❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❈■❋❘❊✮✶ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ t❤❛t ✐s ❛ ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❛❣❡♥❝② ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♥❛✲

t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ✭❆◆❘❚✮✷✱ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❈❡♥tr❡ ◆❛t✐♦♥❛❧

❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ✭❈◆❘❙✮✸✳ ❚❤❡ ❈■❋❘❊ ♣r♦❣r❛♠ ❣r❛♥ts t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❝♦♠♣❛♥✐❡s
✇❤♦ ❡♥❣❛❣❡ ❛ P❤❉ st✉❞❡♥t t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❛ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣✉❜❧✐❝
r❡s❡❛r❝❤ ❧❛❜✳ ❋♦r t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛ ❈■❋❘❊ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❝♦r❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✉t♦✲
♠♦❜✐❧❡ ❝♦♠♣❛♥② ❘❡♥❛✉❧t ❋r❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❧❛❜♦r❛t♦r② ●■P❙❆✲▲❛❜ ✐♥ ●r❡♥♦❜❧❡✳

✷✳✶ ❈♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ st✉❞②✿ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞

❝♦♥tr♦❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡

❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♣♦✇❡r❡❞ ❜② ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s ♣❧❛②s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ♠♦❞✲
❡r♥ s♦❝✐❡t✐❡s ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❝❧♦s❡❧② ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ❤♦✇
♣❡♦♣❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✱ ♦r❣❛♥✐③❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡t ❛❝❝❡ss t♦ s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞ ❣♦♦❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✈❡❤✐✲
❝❧❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ ❡✈❡r②❜♦❞②✱ s❛❢❡r✱ ♠♦r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥❞ ❜❡ ❞r✐✈❡♥
❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ tr❛♥s♣♦rt ❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ♦✈❡r
t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ ♠❛♥② ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢✉❡❧
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❣r❡❛t❡r ❡♠✐ss✐♦♥s ♦❢ ❛✐r ♣♦❧❧✉t❛♥ts ❛♥❞ ❣r❡❛t❡r ❡①♣♦s✉r❡ ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ t♦ ❤❛③✲
❛r❞♦✉s s✉❜st❛♥❝❡s t❤❛t ❝❛✉s❡s s❡r✐♦✉s ❤❡❛❧t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❬✻✹❪✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤✐♥ ❊✉r♦♣❡✱
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛✐r ❡♠✐ss✐♦♥s ❞❛t❛ ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡
✈❡❤✐❝❧❡s ✉s❡ ❬✷❪ ❬✺✹❪✳

❚❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛✐r q✉❛❧✐t② ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡❛❧t❤ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ tr❛♥s♣♦rt✐♥❣

✶■♥❞✉str✐❛❧ ❆❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❊❞✉❝❛t✐♦♥
✷❊❞✉❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡s❡❛r❝❤ ❋r❡♥❝❤ ❆❣❡♥❝②
✸❋r❡♥❝❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❈❡♥t❡r ♦❢ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❘❡s❡❛r❝❤

✷✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ st❛❦❡s ♦❢ t❤❡ st✉❞②

❤❛✈❡ tr✐❣❣❡r❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧✐❝② r❡s♣♦♥s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❛r❣❡t❡❞ t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ♦r✐❣✐✲
♥❛t❡❞ ❢r♦♠ ❧✐❣❤t✲❞✉t② ✈❡❤✐❝❧❡s ❬✶✵✵❪✳ ❙✉❝❤ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t
✇♦r❧❞✇✐❞❡ ✇✐t❤✿

• t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♠✐ts ❢♦r ❧✐❣❤t✲❞✉t② ✈❡❤✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❊✉r♦
✺ ♥♦r♠❛t✐✈❡ ✐♥ ✷✵✶✶ ❛♥❞ ❊✉r♦ ✻ ♥♦r♠❛t✐✈❡ ✐♥ ✷✵✶✹ ❬✽✼❪❀

• t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ◆❡✇ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❉r✐✈✐♥❣ ❈②❝❧❡ ✭◆❊❉❈✮ ❜②
❛ ✇♦r❧❞✲✇✐❞❡ ❤❛r♠♦♥✐③❡❞ ❞r✐✈✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✐♥ ✷✵✶✹ ❬✶✵✵❪❀

• ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s
❡♠✐ss✐♦♥s ♦✉ts✐❞❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❞r✐✈✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✐♥ ✷✵✶✹✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ s❤♦✇s ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥s
❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❢r♦♠ ✐ts ❛♣♣❛r✐t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s ✐ts
❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

❙t❛❣❡ ❉❛t❡ ❈❖ ❍❈✰◆❖① ◆❖① P▼
❊✉r♦ ✶✯ ✶✾✾✷✳✵✼ ✷✳✼✷ ✭✸✳✶✻✮ ✵✳✾✼ ✭✶✳✶✸✮ ✲ ✵✳✶✹ ✭✵✳✶✽✮
❊✉r♦ ✷ ✶✾✾✻✳✵✶ ✶ ✵✳✼ ✲ ✵✳✵✽
❊✉r♦ ✸ ✷✵✵✵✳✵✶ ✵✳✻✹ ✵✳✺✻ ✵✳✺ ✵✳✵✺
❊✉r♦ ✹ ✷✵✵✺✳✵✶ ✵✳✺ ✵✳✸ ✵✳✷✺ ✵✳✵✷✺
❊✉r♦ ✺ ✷✵✶✶✳✵✾ ✵✳✺ ✵✳✷✸ ✵✳✶✽ ✵✳✵✵✺
❊✉r♦ ✻ ✷✵✶✹✳✵✾ ✵✳✺ ✵✳✶✼ ✵✳✵✽ ✵✳✵✵✺

✯ ❱❛❧✉❡s ✐♥ ❜r❛❝❦❡ts ❛r❡ ❝♦♥❢♦r♠✐t② ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❈❖P✮ ❧✐♠✐ts

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❊❯ ❊♠✐ss✐♦♥ ❙t❛♥❞❛r❞s ❢♦r ❉✐❡s❡❧ P❛ss❡♥❣❡r ❈❛rs ✭❈❛t❡❣♦r② ▼✶∗✮✱ ❣✴❦♠✳

■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ str✐♥❣❡♥t ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♠✐ts✱ t❤❡ r♦❛❞ tr❛♥s♣♦rt r❡♠❛✐♥s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
s♦✉r❝❡ ♦❢ ✉r❜❛♥ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❊✉r♦♣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ◆❖❳ ✭♥✐tr♦❣❡♥ ♦①✐❞❡s✮ ❛♥❞ ❈❖
✭❝❛r❜♦♥ ♠♦♥♦①✐❞❡✮ ❬✶✵✵❪✳ ❆♥♦t❤❡r str✐♥❣❡♥t ✐ss✉❡ ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s t❤❡ ❧✐♠✲
✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❡tr♦❧❡✉♠ r❡♣r❡s❡♥ts 35% ♦❢ ✇♦r❧❞
♣r✐♠❛r② ❡♥❡r❣② ✉s❡✱ ✇✐t❤ ♥❛t✉r❛❧ ❣❛s ❛♥❞ ❝♦❛❧ ♠❛❦✐♥❣ ✉♣ 24% ❛♥❞ 28% r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐t
✐s ❛♥ ✉♥❞❡rst❛t❡♠❡♥t t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ✇♦r❧❞ ❡❝♦♥♦♠② ❞❡♣❡♥❞s ❝r✐t✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡s❡ ♥♦♥✲
r❡♥❡✇❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❙✐♥❝❡ ♦✐❧✱ ♥❛t✉r❛❧ ❣❛s ❛♥❞ ❝♦❛❧ ❛r❡ ✜♥✐t❡ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r
t❤❛t ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡❛❝❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ❜❡❣✐♥ t♦ ❞❡❝❧✐♥❡ ❬✶✸❪✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ✐ss✉❡s✱ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❡❧✱ t❤❡ ❤❡❛❧t❤ ❝♦♥❝❡r♥s✱ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧❧✉t❛♥t ❡♠✐ss✐♦♥s ♥♦r♠❛t✐✈❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❛❞❞r❡ss ❛t ❛♥
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s❡❝t♦r✳ ❚❤♦s❡
❛s♣❡❝ts ❢♦r❝❡ t❤❡ ❝❛r ♠❛❦❡rs t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❢✉❡❧ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞

✷✹



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ st❛❦❡s ♦❢ t❤❡ st✉❞②

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♠✐ts ❢♦r ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s ❬✻✾❪

❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ♦r ❡✈❡♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❙❡✈❡r❛❧ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♠✐t✐❣❛t❡
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛s♣❡❝ts ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❤❡❧♣s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✬s ❡✣❝✐❡♥❝②✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡
t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ ♣♦❧❧✉t❛♥t ❡♠✐ss✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ❞❡♠❛♥❞
t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ str✐♥❣❡♥t ❡♠✐ss✐♦♥
st❛♥❞❛r❞s ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ❛❞♦♣t❡❞ t♦
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts ✐s t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♣❤②s✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦ ❛s t♦ r❡♣✲
r❡s❡♥t✱ ❛s ❜❡st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ❛❧❧♦✇s ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛♥❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣✱ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛②✱ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❡ ♠❛❞❡
♠♦st❧② ✐♥ ❛ ③❡r♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✵❉✮ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✶❉✮ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❛r❡ st❛rt✐♥❣ t♦ ❡♠❡r❣❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ✵❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ 0D ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ✇❤✐❧❡ ✶❉ s❝❤❡♠❡s ❛❧❧♦✇ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱ ✵❉ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡①
t❤❛♥ ✶❉ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢♦r t❤❛t r❡❛s♦♥ ✭❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✮✱ ✵❉ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥
❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✳

❯s✐♥❣ ✵❉✲✶❉ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❤❛s ♠❛♥② ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✈❡r ❡♥❣✐♥❡ ❞❛t❛✲♠❛♣
❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✭st❛t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡s✮✱ ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡s ❛r❡ ♦♥❧②

✷✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ st❛❦❡s ♦❢ t❤❡ st✉❞②

✈❛❧✐❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ✇❡r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛✲♠❛♣s ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② st❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡s
✐♠♣♦rt❛♥t ❡rr♦rs ✉♥❞❡r ❡♥❣✐♥❡ tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❯s✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡
❡♥❣✐♥❡ ♣r♦✈✐❞❡s ♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥✳

✷✳✷ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞②

❚❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❚❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ ✐ts
♣♦❧❧✉t❛♥t ❡♠✐ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛✐r s②st❡♠ str❛t❡❣✐❡s ❛❧❧♦✇ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐❡s t❤❛t
❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦ r❡❞✉❝❡ ♣♦❧❧✉t❛♥t ❡♠✐ss✐♦♥s✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❛✐r s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♣♦❧❧✉t❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢✉❡❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♦❢ ❉✐❡s❡❧
❡♥❣✐♥❡s✳ ❲❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥t♦ s❤♦rt✲t❡r♠ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠✲❧♦♥❣ t❡r♠ ❞❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥ts✳

■♥ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✭♥❛♠❡❧② ❈❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹✮✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss ♠❛♥② ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❘❡♥❛✉❧t✬s ❝♦♥❝❡r♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡
✐♥❞✉str②✲♦r✐❡♥t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s
❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢✿

• t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❛s ❛
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡❀

• t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲♣r❡ss✉r❡ ❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞
t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞❀

• ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❢r❡s❤ ❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛
❞❡s✐r❡❞ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✭❜❡t✇❡❡♥ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❊●❘ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❊●❘✮❀

• t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞❀

• t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr② t✉r❜✐♥❡ ✭❱●❚✮✳

■♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✲❧♦♥❣ t❡r♠ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✭♥❛♠❡❧② ❈❤❛♣t❡rs ✺ ❛♥❞ ✻✮✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❡♠✐ss✐♦♥
❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss
tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✳ ❲❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢

✷✻



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ st❛❦❡s ♦❢ t❤❡ st✉❞②

❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✶❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡
❛✐r✲♣❛t❤ ❛♥❞ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐ss✉❡s✿

• t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲
♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦r 1D ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣❀

• t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✱ ▲P❱ ❛♥❞ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r
✜rst✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s❀

• t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡s❤ ❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳

✷✳✸ ▼❛♥✉s❝r✐♣t ♦✉t❧✐♥❡

❚❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✷✳✸✳✶ ❈❤❛♣t❡r ✸✿ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵✲❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✲

✐♥❣

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ✵❉ ♠❡❛♥✲✈❛❧✉❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ s❡r✈❡ ❛s ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛
✵❉ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜❛s✐s ❛♥❞
♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❆t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ st❡❛❞② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ tr❛♥s✐❡♥t ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡♥❣✐♥❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♣❛rt❧②
✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❬✺❪✱ ❬✹✸❪✱ ❬✺✺❪ ❛♥❞ ❬✾✹❪ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ✇❤❡r❡ ✵❉ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s✳

✷✳✸✳✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♥❡❡❞ ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞
❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥✲❝②❧✐♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ❢r❡s❤ ❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✐♥t❛❦❡
♠❛♥✐❢♦❧❞✳

✷✼



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ st❛❦❡s ♦❢ t❤❡ st✉❞②

❲❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧♦✇✲♣r❡ss✉r❡ ❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛✐r✲
♣❛t❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡r✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ▲◗❘✲▲P❱ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s
❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥✳
❚❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✱ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s ✉s✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ❞❛t❛✲♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr② t✉r❜✐♥❡ ✭❱●❚✮
❛♥❞ t❤✉s ❡♥❛❜❧✐♥❣ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ ♦♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss
✢♦✇ r❛t❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ r❡❣✉❧❛t♦r ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦t❤❡r
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ♠♦st❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✸✵❪✱ ❬✷✾❪ ❛♥❞ ❬✷✽❪ ❛♥❞
t❤❡ ♣❛t❡♥ts ❬✶✽❪✱ ❬✶✼❪✱ ❬✶✾❪✱ ❬✶✻❪ ❛♥❞ ❬✷✵❪✳

✷✳✸✳✸ ❈❤❛♣t❡r ✺✿ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❆s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s
❜❡❝♦♠❡ str✐❝t❡r✱ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ✵❉ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r❡✈❡♥t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠♦❞❡r♥
❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❛❜❧❡ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡s❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❡①♣❧♦r❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s ✶❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ✶❉ ❛✐r✲♣❛t❤
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝
♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❞✐s❛❣r❡❡✲
♠❡♥t ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥s✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t✇♦ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝
❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞✲
❛r②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ♣❡r♠✐t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♠♦r❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❞❡❧s
✐♥t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛❞❞✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s✉❝❤
❛s t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✇❤✐❧❡ ❛❧✇❛②s ❜❡✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❝♦♥✲
s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❜❡♥❡✜ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡✿

• t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✶❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠s❀

• t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮❀

• t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❈P❯ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞✳

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ♠♦st❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
❬✷✼❪ ❛♥❞ ❬✷✸❪✳

✷✽



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ st❛❦❡s ♦❢ t❤❡ st✉❞②

✷✳✸✳✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✿ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲

❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s

▼♦❞❡❧s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣✐♣❡✮ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✜rst✲♦r❞❡r
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲
♣❛t❤✱ ✐t ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝t ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t str❛t❡❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡s❡ s②st❡♠s✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✜rst ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✱ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ▲P❱ ✜rst✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳ ❲❡
❣✐✈❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s②st❡♠s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥ ❛✐r
❢r❛❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ▲P✲❊●❘ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡
❛✐r✲♣❛t❤ ♦❢ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❡①t❡♥❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s✉❝❤ ❛s ❤②❞r❛✉❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s
❬✽✺❪✱ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇ ❬✼✵❪✱ r♦❛❞ tr❛✣❝ ♥❡t✇♦r❦s ❬✺✶❪✱ ❣❛s ✢♦✇ ✐♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❬✽❪ ❛♥❞ ✢♦✇
r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡❡♣ ♣✐ts ❬✶✵✷❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ♠♦st❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✺❪✱ ❬✷✹❪✱ ❬✷✷❪✱ ❬✷✻❪ ❛♥❞ ❬✷✶❪✳

✷✳✸✳✺ ❈❤❛♣t❡r ✼✿ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❤❡ t❤❡s✐s ❡♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❛♥❞
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❜❡
❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦♥❣ t❡r♠ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳

✷✳✹ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ P❛t❡♥ts

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✿

❏♦✉r♥❛❧ ✐ss✉❡s✿

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❈✳ Pr✐❡✉r✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❖❜s❡r✈❡rs ❢♦r ▲✐♥❡❛r
❛♥❞ ◗✉❛s✐✲▲✐♥❡❛r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❋❧♦✇ ❈♦♥tr♦❧✳ ❆✉t♦♠❛t✲

✐❝❛✱ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❛✉t♦♠❛t✐❝❛✳✷✵✶✸✳✵✼✳✵✷✼ ❀

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡s✿

✷✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ st❛❦❡s ♦❢ t❤❡ st✉❞②

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❈✳ Pr✐❡✉r✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✺✶st ■❊❊❊ ❈♦♥tr♦❧
❛♥❞ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ▼❛✉✐✱ ❍❛✇❛✐✱ ✷✵✶✷❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❇♦✉♥❞❛r② ❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐♥❡❛r P❛✲
r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ❋❧♦✇✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ✶✶t❤ ■❋❆❈ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❚✐♠❡✲❉❡❧❛② ❙②st❡♠s✱ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✳ ✷✵✶✸❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▲♦✇✲
Pr❡ss✉r❡ ❊●❘ ▼❛ss ❋❧♦✇ ❘❛t❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡s ✳ ✺t❤ ■❋❆❈ ❙②♠♣♦✲
s✐✉♠ ♦♥ ❙②st❡♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✳ ✷✵✶✸❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❊①❤❛✉st ▼❛♥✐❢♦❧❞ Pr❡ss✉r❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥
❉✐❡s❡❧ ❊q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❱●❚ ❚✉r❜♦❝❤❛r❣❡r ✱ ❙❆❊ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ P❛♣❡r ✷✵✶✸✲✵✶✲✶✼✺✷✱
❞♦✐✿✶✵✳✹✷✼✶✴✷✵✶✸✲✵✶✲✶✼✺✷✱ ✷✵✶✸❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❉❛✈✐❞ ❈❤❛❧❡t✱ P❛s❝❛❧ ❈❤❡ss❡✳ ■♥tr❛✲
P✐♣❡ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ◆♦♥✲❍♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❇♦✉♥❞❛r② ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞✱ ❙❆❊ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧
P❛♣❡r ✷✵✶✸✲✵✶✲✵✺✽✷✱ ❞♦✐✿✶✵✳✹✷✼✶✴✷✵✶✸✲✵✶✲✵✺✽✷✱ ✷✵✶✸✳

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
▼❡t❤♦❞ ❢♦r ◆♦♥✲■s❡♥tr♦♣✐❝ ❖✉t✢♦✇ ❱❛❧✈❡ ❇♦✉♥❞❛r② Pr♦❜❧❡♠ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❙❆❊ ❚❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ P❛♣❡r✱ ❞♦✐✿✶✵✳✹✷✼✶✴✷✵✶✷✲✵✶✲✵✻✼✻✱ ✷✵✶✷❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❛♥s ✉♥ ✢✉①
❞❡ P♦✐s❡✉✐❧❧❡✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡
❞✬❆✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✳ ✷✵✶✷✳

P❛t❡♥ts

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✳ Pr♦❝é❞é ❞✬❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ●❛③
❞✬❆❞♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❘❡♣❛rt✐❡✉r ❞✬❆✐r ❞✬✉♥ ▼♦t❡✉r ❛ ❈♦♠❜✉st✐♦♥ ■♥t❡r♥❡✳ ■◆P■
◆♦ ❋❘ ✷✾✼✸✹✹✶❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr❡ss✐♦♥ ❆✈❛♥t ❚✉r❜✐♥❡ ❡♥ ❱✉❡
❞✬✉♥ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❙✉r❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ▼♦t❡✉rs à ❈♦♠❜✉st✐♦♥ ■♥t❡r♥❡✳ ■◆P■ ◆♦
❋❘ ✶✷✺✶✹✻✽❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ Pr♦❝é❞é ❞❡ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❚✉r❜♦✲
❝♦♠♣r❡s❡✉r ❛ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡✳ ■◆P■ ◆♦ ❋❘ ✶✷✻✵✸✺✷❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❙②stè♠❡ ❡t ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♠❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❣❛③ ❢r❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❧❧❡❝t❡✉r ❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦t❡✉r à
❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✳ ■◆P■ ◆♦ ❋❘ ✶✸✺✺✵✹✺

✸✵



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ st❛❦❡s ♦❢ t❤❡ st✉❞②

❙✉❜♠✐tt❡❞ ❥♦✉r♥❛❧s ❛♥❞ ♣❛t❡♥ts

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❈✳ Pr✐❡✉r✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❊♥❣✐♥❡ ❋r❡s❤ ❆✐r
▼❛ss ❋r❛❝t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❯s✐♥❣ ❉②♥❛♠✐❝ ❇♦✉♥❞❛r② ❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r
❱❛r②✐♥❣ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s

❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❚❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❆❝❝♦✉♥t t❤❡ ▼❛ss ❚r❛♥s♣♦rt ❚✐♠❡ ✐♥ ❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡s✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❈♦♥tr♦❧

❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❊●❘ Pr♦♣♦rt✐♦♥
❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ❉✉❛❧ ▲♦♦♣ ❊●❘ ❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡s✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❘❡✈✐st❛ ■♥❣❡♥✐❡r✐❛ ②

❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❀

• ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ●✳ ▼❛✉✈✐♦t✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ◆❖① ♣♦✉r ♠♦t❡✉r
❉✐❡s❡❧ s❛♥s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣t❡✉r ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❝②❧✐♥❞r❡ ✭❙✉❜♠✐tt❡❞ P❛t❡♥t✮❀

✷✳✺ ◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

❯♥❧❡ss ✐t ✐s s♣❡❝✐✜❡❞✱ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥ ❙■ ▼❡tr✐❝ ❯♥✐ts✳

❱❛r✐❛❜❧❡s

αEGR 1/EGRp − 1

C ❈r♦ss s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛

dQ ❚❤❡r♠❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡s

dW ❲♦r❦

DP ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡

du ■♥♣✉t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡

e ❙♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣②

EGRp ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥

F ❆✐r ❢r❛❝t✐♦♥

h ❙♣❡❝✐✜❝ ❡♥t❤❛❧♣②

H ❊♥t❤❛❧♣②

m ▼❛ss

N ❘♦t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ✐♥ r♣♠

✸✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ st❛❦❡s ♦❢ t❤❡ st✉❞②

η ❊✣❝✐❡♥❝②

p Pr❡ss✉r❡

P P♦✇❡r

PR Pr❡ss✉r❡ r❛t✐♦

q ❍❡❛t tr❛♥s❢❡r ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ♠❛ss

Q ▼❛ss ✢♦✇ r❛t❡

ρ ❉❡♥s✐t②

sat ❙❛t✉r❛t✐♦♥

T ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡

U ■♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣②

V ❱♦❧✉♠❡

x P♦s✐t✐♦♥

❙✉❜✲✐♥❞❡①❡s

air ❆t♠♦s♣❤❡r❡

coolant ❈♦♦❧❛♥t ✢✉✐❞

comp ❈♦♠♣r❡ss♦r

cr ❈r✐t✐❝❛❧

dc ❉♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r

de ❉♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♦❧❡r

dhe ❱♦❧✉♠❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r

dt ❉♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡

egrl ▲♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❡①❤❛✉st ❣❛s r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥

egrh ❍✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❡①❤❛✉st ❣❛s r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥

em ❊①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞

EMGC ♣❡r r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r ❝②❧✐♥❞❡r

eng ❊♥❣✐♥❡

eo ❊♥❣✐♥❡ ♦✉t♣✉t

exh ❊①❤❛✉st

f ❋✉❡❧

fap P♦st✲tr❡❛t♠❡♥t s②st❡♠s

filter ❋✐❧t❡r

✸✷



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ st❛❦❡s ♦❢ t❤❡ st✉❞②

he ❍✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♦❧❡r

im ■♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞

it ■t❡r❛t✐♦♥

lphe ▲♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❊●❘ ❝♦♦❧❡r

L2 L2✲♥♦r♠

L∞ L∞✲♥♦r♠

mp ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣

ref ❘❡❢❡r❡♥❝❡

SP ❙❡t✲♣♦✐♥t

sural ❇❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞

t ❚✉r❜✐♥❡

th ❍✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ t❤r♦tt❧❡

uc ❯♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r

uhe ❱♦❧✉♠❡ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r

v ❱♦❧✉♠❡tr✐❝

❈♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs

αt ❊①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

Cv ❍❡❛t ❝♦♥st❛♥t ❛t ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧✉♠❡

Cp ❍❡❛t ❝♦♥st❛♥t ❛t ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡

dt ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ st❡♣

f ❋r✐❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r

γ ❍❡❛t r❛t✐♦

Hj ▲♦✇❡r ❤❡❛t✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❉✐❡s❡❧

I ■❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①

Jt ❚✉r❜✐♥❡ ✐♥❡rt✐❛

λs ❙t♦✐❝❤✐♠❡tr✐❝ ❛✐r t♦ ❢✉❡❧ r❛t✐♦

r ❙♣❡❝✐✜❝ ❣❛s ❝♦♥st❛♥t

τt ❚✉r❜✐♥❡ ❧❛❣ ♣♦✇❡r t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t

❆❝r♦♥②♠s
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ st❛❦❡s ♦❢ t❤❡ st✉❞②

✵❉ ❩❡r♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

✶❉ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❆❋❘ ❆✐r t♦ ❢✉❡❧ r❛t✐♦

❈❋❉ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s

❉❊▼ ❉✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t ♠♦❞❡❧

❉❖❈ ❉✐❡s❡❧ ♦①✐❞❛t✐♦♥ ❝❛t❛❧②st

❉P❋ ❉✐❡s❡❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡r

❊●❘ ❊①❤❛✉st ❣❛s r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥

❍❈ ❍✐❣❤ ❤②❞r♦❝❛r❜♦♥

❍❈❈■ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❤❛r❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐❣♥✐t✐♦♥

❍P✲❊●❘ ❍✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❡①❤❛✉st ❣❛s r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥

■❋P ■♥st✐t✉t ❢r❛♥❝❛✐s ❞✉ ♣étr♦❧❡

▲P✲❊●❘ ▲♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❡①❤❛✉st ❣❛s r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥

▲P❱ ▲✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣

▲◗❘ ▲✐♥❡❛r q✉❛❞r❛t✐❝ r❡❣✉❧❛t♦r

▲❚❈ ▲♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥

▲❚■ ▲✐♥❡❛r t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t

▼❖❈ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

▼❱▼ ▼❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♠♦❞❡❧

◆▲ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r

◆❘ ◆❡✇t♦♥ ❘❛♣❤s♦♥

P❈❈■ Pr❡♠✐①❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐❣♥✐t✐♦♥

◗❙ ◗✉❛s✐✲st❡❛❞②

❘▼❙❉ ❘♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❙▼❈ ❙❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r

❯❊●❖ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❡①❤❛✉st ❣❛s ♦①②❣❡♥

❱●❚ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr② t✉r❜✐♥❡
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❈❤❛♣t❡r ✸

❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤

▼♦❞❡❧✐♥❣

❚❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❛ ♠✉❧t✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② s✉❜❥❡❝t t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ✢✉✐❞
♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r✱ ❝♦♠❜✉s✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✳ ❙✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❣♦ ❢r♦♠ ❜❛s✐❝ ❛✐r st❛♥❞❛r❞ ❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡s t♦
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✸❉✮ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s✱
s♣r❛② ❞②♥❛♠✐❝s✱ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ❞❡❧❛②✱ ❡♥❣✐♥❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s
❝♦♠♠♦♥❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ③❡r♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✵❉✮ ♠♦❞❡❧s✱ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✭✶❉✮ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭✷❉ ❛♥❞ ✸❉✮✳

■♥ ✵❉ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ✭❡✳❣✳
t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ❛♥❞ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
❞❡✈✐❝❡s s✉❝❤ ❛s ✈❛❧✈❡s✱ t✉r❜✐♥❡s✱ ✜❧t❡rs✱ ❡t❝✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋♦r
❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ③❡r♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s t❤❡ ♠♦st s♣r❡❛❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♠♦❞✲
❡❧✐♥❣ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❞✉❡ t♦ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✈❡rs❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❞❡♠❛♥❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s❡ts ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
✭❖❉❊s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧❛✇s✳

✶❉ ♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡ ♠❛❥♦r ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡
❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♣♦✇❡r ♦✉t♣✉t
✉♥❞❡r tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ ✶❉ ♠♦❞❡❧s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❢✉❡❧ ❡❝♦♥♦♠②✱ t❤❡
t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
■♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ✈❡r② ❢❡✇ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ✶❉ ♠♦❞❡❧s ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭P❉❊s✮ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✉♥st❡❛❞②
✢♦✇✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♦❢ s②st❡♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② P❉❊s ✐s ❛ ✈❡r② ❛❝t✐✈❡ s✉❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛♥❞ ♠❛♥②
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❡✛♦rts ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❞♦♥❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ s②st❡♠s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❈❋❉✮ ❝♦❞❡s ❛r❡ ✈❡r②
✉s❡❢✉❧ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥❞ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♥❡✇ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥❝❡♣ts✳
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❧♦❝❛❧❧② ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s ♣r❡ss✉r❡s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❣❛s❡s ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❣❛s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱
t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❡❧♣s t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥❣✐♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ✈❛r✐♦✉s
❡♥❣✐♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❞❡❡♣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❤❡❧♣s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❡♥❣✐♥❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❜✉✐❧❞ s✐♠♣❧❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✷❉✲✸❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛r❡ ❡✈✐❞❡♥t❧② ❤✐❣❤✱ t❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥✳

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞
♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝❤♦♦s❡ ❛ ✵❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ ❛ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣② s❡❡♠s t♦
❜❡ t❤❡ ❜❡st ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s ✭❛t ❧❡❛st ✐♥ ❛ s❤♦rt t❡r♠ s❝❡♥❛r✐♦✮ ❞✉❡ t♦ ✐ts
✈❡rs❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✐t
✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣
r❛♥❣❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦
❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t②✳

❋♦r r❡❝✐♣r♦❝❛t✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡s ♦❢ ♣❛ss❡♥❣❡r ❝❛rs✱ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥
❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ✵❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✹✾❪✿

• t❤❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐ts❡❧❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❧② tr❛♥s✐❡♥t ✭❝②❝❧❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ r❛♣✐❞
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✮❀

• t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ t❤❛t ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
✭✐♥t❛❦❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❣❛s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮✳

❚❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ✈❡r② ❢❛st ❛♥❞
✉s✉❛❧❧② ♥♦t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ r❛r❡❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❞❡s✐❣♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✳ ❲❡ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❢❛st ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ st❛t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ❡✈♦❧✈❡s ✐♥ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇❛② ❡❛❝❤ t✐♠❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱
t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✭❡✳❣✳ r❛♥❞♦♠
❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡s✮ ❜✉t ❢♦r ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦♣♦s❡s✱ t❤✐s ❝♦♠❜✉st✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳

✸✻



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s✿

• ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♠♦❞❡❧s ✭▼❱▼✮✿ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s t❤❛t ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝②❝❧❡s ♦♥
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❡✛❡❝ts ❛r❡ s♣r❡❛❞ ♦✉t ♦✈❡r t❤❡ ❡♥❣✐♥❡
❝②❝❧❡❀

• ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t ♠♦❞❡❧s ✭❉❊▼✮✿ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡❝✐♣r♦✲
❝❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✳

■♥ ▼❱▼✱ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❡ t✐♠❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❉❊▼✱ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝r❛♥❦s❤❛❢t
❛♥❣❧❡ ✐s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❧❛ss ❞❡♣❡♥❞s ✉♣♦♥ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ▼❱▼ ❛r❡ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡❧② s❧♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♣❡r✐♣❤❡r② s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✱ ✇❤✐❧❡ ❉❊▼ ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❛✐r✴❢✉❡❧ r❛t✐♦
❢❡❡❞❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♠✐s✜r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ✵❉ ▼❱▼ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♣✉r♣♦s❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ s❡r✈❡ ❛s ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡s✐s
❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ ❛ ✵❉ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜❛s✐s
❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❆
st❡❛❞②✲st❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s tr❛♥s✐❡♥t ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡
❡♥❣✐♥❡ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s
✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❬✺❪✱ ❬✹✾❪✱ ❬✹✸❪✱ ❬✺✺❪ ❛♥❞ ❬✾✹❪ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✵❉ ❡♥❣✐♥❡
❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s✳

❈❤❛♣t❡r ❙tr✉❝t✉r❡ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡♥❣✐♥❡
❛✐r✲♣❛t❤✱ ✐ts ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ✐ts ❜❛s✐❝ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ✵❉ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❛♥❞ ❛ tr❛♥s✐❡♥t
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡♥❣✐♥❡
❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡♥❣✐♥❡✳

✸✳✶ ❉✉❛❧ ▲♦♦♣ ❊●❘ ❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤

❚❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦❞❡r♥ ❧✐❣❤t✲❞✉t②
❢♦✉r✲❝②❧✐♥❞❡r ❉✐❡s❡❧ ✶✳✻ ❧✐t❡r ❡♥❣✐♥❡ ✇✐t❤ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❡①❤❛✉st ❣❛s r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✭❊●❘✮ ❛♥❞
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr② t✉r❜✐♥❡ ✭❱●❚✮✳ ■ts s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤

❚❤❡ ❡♥❣✐♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr② t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r ✭❱●❚✮✱
❛ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ s②st❡♠ ✭❤✐❣❤✲♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✈❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧♦✇✲♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✈❡✮ ❛♥❞ ❡①❤❛✉st✲
tr❡❛t♠❡♥t s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❛ ❉✐❡s❡❧ P❛rt✐❝❧❡ ❋✐❧t❡r ✭❉P❋✮ ❛♥❞ ❉✐❡s❡❧ ❖①✐❞❛t✐♦♥ ❈❛t❛❧②st
✭❉❖❈✮✳ ❋♦r ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s✱ t❤❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❧❡❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s
❡①❝❡ss✐✈❡ ❛✐r ✭✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ❛♠♦✉♥t✮ ✐♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♠✐①t✉r❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st ❣❛s ❝♦♥t❛✐♥s ✉♥❜✉r♥❡❞ ❛✐r ❛♥❞ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥t♦
t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❊●❘ ✈❛❧✈❡s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❊●❘ ✭❍P✲❊●❘✮✱
t❤❡ ❜✉r♥t ❣❛s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛r❡ r❡✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡
❍P✲❊●❘ ✐s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝②❝❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♠❜✉st✐♦♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❤❡❛t ✉♣ t❤❡ ❉❖❈ ✭r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✐ts ♣r♦♣❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥✮ ❛s q✉✐❝❦❧②
❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤✉s ✐ts ♣♦✇❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❍P✲❊●❘ ❤❛s ❛ ❢❛st❡r s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r ❍❈ ❛♥❞ ❈❖ ❡♠✐ss✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❊●❘ ✭▲P✲❊●❘✮ ❬✶✺❪✳
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❲✐t❤ t❤❡ ▲P✲❊●❘✱ t❤❡ ❜✉r♥t ❣❛s❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♣♦st✲tr❡❛t♠❡♥t
s②st❡♠s ❛♥❞ r❡✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r✳ ❚❤❡ ▲P✲❊●❘ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞
♦❢ t❤❡ ❍P✲❊●❘ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❝♦♦❧❡r✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ♠❛ss ❛♥❞ ❊●❘
✐♥t♦ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❲✐t❤ t❤❡ ▲P✲❊●❘✱ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❤❛✉st ❣❛s❡s ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t✉r❜✐♥❡
❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r❝❤❛r❣✐♥❣ s②st❡♠ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ♦♣t✐♠❛❧❧②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇✐t❤ t❤❡ ▲P✲❊●❘✱
t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❍P✲❊●❘✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧✲
❧♦♦♣ ❊●❘ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❍P✲❊●❘
❛♥❞ t❤❡ ▲P✲❊●❘✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❊●❘ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❤♦t ❍P✲❊●❘ ❣❛s ❛♥❞
❝♦❧❞ ▲P✲❊●❘ ❣❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❍❈✲❈❖
❡♠✐ss✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❆❧s♦ ❛ ♣r✐♦r✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❍P✲❊●❘ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ s❤♦rt ✐♥t❛❦❡
♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ❝❛♥ ❜❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞ ✇❤❡♥
s✉♣❡r❝❤❛r❣✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✇✐t❤ ❡♥❣✐♥❡s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡s ✐s t♦
♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢r❡s❤ ❛✐r t♦
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ❊●❘ r❛t❡s ♠❛❦❡s ♥❡❝❡ss❛r② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t✉r❜♦❝❤❛r❣✐♥❣
❞❡✈✐❝❡s s✉❝❤ ❛s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr② t✉r❜✐♥❡ ✭❱●❚✮ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡rs✳ ❱●❚ ❛r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
✐♥t❡r❡st t♦ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❉✐❡s❡❧ ♣♦✇❡rtr❛✐♥s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ❦❡② ❡♥❛❜❧❡r ❢♦r t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊●❘ s②st❡♠✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♠❡❡t ❧❡❣✐s❧❛t❡❞✱ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡✱
❡♠✐ss✐♦♥s st❛♥❞❛r❞s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❱●❚ s②st❡♠s ❞♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ✈❡r②
q✉✐❝❦ r❡s♣♦♥s❡ ❞✉r✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡ tr❛♥s✐❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡❞ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s
t✇♦ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜ts✿ ✜rst✱ ✐t ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛t ❤✐❣❤
❊●❘ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♣♦✇❡r ❜② ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡
❛✐r ♠❛ss ✐♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❣✐♥❡ ❧♦❛❞s✳

❚❤❡ ❤✐❣❤✲♣r❡ss✉r❡ t❤r♦tt❧❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❍P✲✈❛❧✈❡✱ ❛❧❧♦✇s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ❍P✲❊●❘ r❛t❡ ❛t ❧✐❣❤t ❧♦❛❞✱ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛✐r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❉P❋ r❡❣❡♥✲
❡r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ ❜❧♦❝❦s t❤❡ ❛✐r ✢♦✇ ✇❤❡♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ t❤❡ st❛rt✲st♦♣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤
♣r❡ss✉r❡ ❝♦♦❧❡r ✭❍P✲❈♦♦❧❡r✮ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❣❛s ❞❡♥s✐t② ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♠♦r❡ st❛✲
❜❧❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦r❡ ♠❛ss ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❚❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❡①❤❛✉st ❣❛s ♦①②❣❡♥
✭❯❊●❖✮ s❡♥s♦r ✐s ✐♥st❛❧❧❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❱●❚ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❤✐❣❤✲♣r❡ss✉r❡ ❛t
t❤❡ ❯❊●❖ s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ▲P✲❊●❘ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❊●❘ ✈❛❧✈❡✱ ❛♥ ❊●❘ ❝♦♦❧❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st
✈❛❧✈❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❊❳❍✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡
▲P✲❊●❘ s②st❡♠ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❊●❘ ✢♦✇✳

❲✐t❤ t❤✐s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐ss✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✸✾
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✸✳✷ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✵❉ ❇❛s✐❝ ❊q✉❛t✐♦♥s

❋♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✵❉ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✭✸✳✷✮✿

Tin Qin Qout

dWdQ

p in

p0, T0, F0, V0, m0

Fin
Tout
p out

Fout

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♥❧❡ss t❤❡
❝♦♥tr❛r② ✐s s♣❡❝✐✜❡❞✳ Qin ❛♥❞ Qout ❛r❡ t❤❡ s✉♠s ♦❢ ❛❧❧ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s ❣♦✐♥❣ ✐♥ ❛♥❞ ♦✉t ♦❢
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ dQ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡s✱ dW t❤❡ ✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
t❤❡ ❣❛s ✭❡✳❣✳ ♣✐st♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✮✱ V0 t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ p0 t❤❡
♣r❡ss✉r❡✱ T0 t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ F0 t❤❡ ❢r❡s❤ ❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ✭❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✮✳ pin ❛♥❞ pout ❛r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♣r❡ss✉r❡s✱ Tin t❤❡ ✐♥♣✉t t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♥❞ Fin ❛♥❞ Fout t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❏♦✉❧❡✬s s❡❝♦♥❞
❧❛✇✿

U0 = m0CvT0 ✭✸✳✷✳✶✮

H0 = m0CpT0 ✭✸✳✷✳✷✮

✇❤❡r❡ m0 ✐s t❤❡ ♠❛ss✱ U0 ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱ H0 ✐♥ t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣②✱ Cv ✐s t❤❡ ❤❡❛t ❝♦♥st❛♥t
❛t ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ Cp ✐s t❤❡ ❤❡❛t ❝♦♥st❛♥t ❛t ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡❛❧
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❣❛s✱ t❤❡ ♠❛ss ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❛s ❧❛✇ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

m0 =
p0V0

rT0

✭✸✳✷✳✸✮
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✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❣❛s ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❣❛s
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ❧❛✇ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛s✿

U̇0 =
n
∑

i=1

hiQi + dQ+ dW ✭✸✳✷✳✹✮

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡♥t❤❛❧♣✐❝ ✢♦✇s ❛♥❞ hi ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥t❤❛❧♣② ♦❢
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡♥t❤❛❧♣② ✢♦✇ Qi✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❝♦♥tr♦❧
✈♦❧✉♠❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥s ❛r❡
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t dQ = 0 ❛♥❞ dW = 0✳ ❉❡r✐✈✐♥❣ ✭✸✳✷✳✶✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡
❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ U̇0 ✐♥ ✭✸✳✷✳✹✮ ❣✐✈❡s✿

ṁ0CvT0 +m0CvṪ0 =
n
∑

in=1

hinQin −
l
∑

out=1

h0Qout ✭✸✳✷✳✺✮

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ l ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t♣✉ts✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡
♠❛ss ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

ṁ0 =
n
∑

in=1

Qin −
l
∑

out=1

Qout ✭✸✳✷✳✻✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✸✳✷✳✻✮ ✇✐t❤ ✭✸✳✷✳✺✮ ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥t❤❛❧♣② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t
❝❛♣❛❝✐t② ❛t ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✳✷✳✷✮✮✱ ❛❧❧♦✇s ♦❜t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Ṫ0 =
1

m0

[

γ
n
∑

in=1

QinTin − γ
l
∑

out=1

QoutT0 −
(

n
∑

in=1

Qin −
l
∑

out=1

Qout

)

T0

]

✭✸✳✷✳✼✮

✇❤❡r❡ γ ✐s t❤❡ ❤❡❛t r❛t✐♦✳ ❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣ m0 ✇✐t❤ ✭✸✳✷✳✸✮ ✐♥ ✭✸✳✷✳✼✮✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡✿

Ṫ0 =
rT0

p0V0

[

Qin

n
∑

in=1

(γTin − T0) +Qout

l
∑

out=1

(T0 − γT0)

]

✭✸✳✷✳✽✮

❲❡ t❛❦❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❣❛s ❧❛✇ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

ṗ0 =
rm0

V0

Ṫ0 +
rT0

V0

ṁ0 ✭✸✳✷✳✾✮

❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ❜② ♣❧✉❣❣✐♥❣
✭✸✳✷✳✽✮ ✐♥t♦ ✭✸✳✷✳✾✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✸✳✷✳✸✮ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛ss✿

ṗ0 =
rγ

V0

[

n
∑

in=1

QinTin −
l
∑

out=1

QoutT0

]

✭✸✳✷✳✶✵✮

✹✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ❛s✿

F0 =
mair

m0

✭✸✳✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ mair ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❢r❡s❤ ❛✐r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Ḟ0 =
rT0

p0V0

[

n
∑

in=1

(FinQin)− F0

l
∑

out=1

Qout

]

✭✸✳✷✳✶✷✮

✇❤❡r❡ Fin ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✳✽✮✱ ✭✸✳✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✳✶✷✮ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡
❜❛s✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✵❉ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣
❊●❘ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳

✸✳✸ ❉✉❛❧✲❊●❘ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r P❛t❤ ▼♦❞❡❧

❇❡❢♦r❡ t♦ st❛rt ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡✜♥❡ ♣r❡❝✐s❡❧②
t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ▲❡t ✉s st❛rt ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✬s
✐♥♣✉ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉ts✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s
❡①♦❣❡♥♦✉s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥♣✉ts✿

• ❊♥❣✐♥❡ s♣❡❡❞❀

• ❆♠♦✉♥t ♦❢ ❢✉❡❧ ✐♥❥❡❝t❡❞❀

• ❆t♠♦s♣❤❡r✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥♣✉ts ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡
❢✉❡❧ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦rs ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡
❛✐r✲♣❛t❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ✈❛❧✈❡ ✭❊❳❍✮❀

• P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊●❘ ✈❛❧✈❡s ✭❍P✲❊●❘ ❛♥❞ ▲P✲❊●❘✮❀

• P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱●❚❀

• P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ t❤r♦tt❧❡ ✭❍P✲❱❛❧✈❡✮✳

✹✷



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞❡✜♥❡❞ ✐♥♣✉ts✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s✱ ♠❛ss ✢♦✇s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥s ❛t ❡✈❡r②
s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤✐s t❛s❦ ✐s ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞✳ ◆❡❣❧❡❝t✐♥❣
s♦♠❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❣r❡❛t❧② s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛♥❛❧②s✐s
✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣r♦♠✐s✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✸✳✸✳✶✳

• t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧♦ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❛❧❧s❀

• t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❢r✐❝t✐♦♥ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ t✉❜❡s❀

• Cp ❛♥❞ r ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❢♦r t❤❡ ❜✉r♥❡❞ ❛♥❞ ❢r❡s❤ ❣❛s❡s❀

• t❤❡ ❣❛s❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐❞❡❛❧ ♦♥❡s❀

• t❤❡ ❢r❡s❤ ❛♥❞ ❜✉r♥❡❞ ❣❛s❡s ♠✐① ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②❀

• t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡rs ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇❀

• t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r ❞②♥❛♠✐❝s ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ ✜rst ♦r❞❡r s②st❡♠❀

• t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❤❛✉st ❣❛s r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♠❛❧❧✳

• t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❛❝r♦ss t❤❡ ▲P✲❊●❘ ❝♦♦❧❡r ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s r❡❞✉❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❈P❯ ❧♦❛❞ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❛s ✐t ✐s
s❤♦✇♥ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♥♦t t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧♦ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ✇❛❧❧s ❛s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡♠ ❛r❡ s♠❛❧❧ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣✐❝
✢♦✇s✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡①✱ ❞♦ ♥♦t
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞✳ ❙✐♠✐❧❛r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✸✳✸✳✶✳

❚♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❤❛s t♦ ❜❡
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s❡❝t✐♦♥s ♦r ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡
❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r s②st❡♠ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡✈❡♥ ✈♦❧✉♠❡s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐st✿

✶✳ ❈♦♠♣r❡ss♦r s✉❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡

✹✸



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✷✳ ❈♦♠♣r❡ss♦r ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡

✸✳ ❍❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡

✹✳ ■♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞

✺✳ ❊①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞

✻✳ ❚✉r❜✐♥❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡

✼✳ ❊①❤❛✉st

Qhv Qmot

Qair

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❈♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❡✈❡♥ ✈♦❧✉♠❡s ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ st❛t✐❝ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞②♥❛♠✐❝ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ ✐ts ♦✇♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❛✐r✲♣❛t❤
s❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r s❛❦❡ ♦❢ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐❝ ♦♥❡s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ✭♥❛♠❡❧② ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✸✳✷✮✱ ✇❡
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ st❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♦♥❧② ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡✲
s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦t ♦✉r ✐♥t❡♥t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s t♦ ❜✉✐❧t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ s♦ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✵❉ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞
♠♦❞❡❧s✱ r❡❢❡r t♦ ❬✹✾❪✱ ❬✻✵❪ ❛♥❞ ❬✽✽❪✳

✹✹



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✸✳✸✳✶ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ✭♥❛♠❡❧② ✭✸✳✷✳✽✮✱ ✭✸✳✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✳✶✷✮✮✱
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❙♦♠❡
♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❬✺❪✱
❬✺✺❪ ❛♥❞ ❬✾✹❪✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳

✸✳✸✳✶✳✶ ❈♦♠♣r❡ss♦r s✉❝t✐♦♥ ✭❱♦❧✉♠❡ ✶✮

❆t t❤❡ s✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡✿ t❤❡ ❢r❡s❤ ❛✐r✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❛♥❞ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s ❞❡♥♦t❡❞
❛s Qair✱ Qcomp ❛♥❞ Qegrl✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

Tegrl Qegrl

Qcomp

pnc, Tnc, Fnc, Vnc

Fexh

Tair Qair
Fair

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ✶

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s
❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r s✉❝t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✳✷✳✽✮✱ ✭✸✳✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✳✶✷✮✿

ṗuc =
rγ

Vuc

(QairTair +QegrlTegrl −QcompTuc) ✭✸✳✸✳✶✮

Ṫuc =
rTuc

pucVuc

(Qair(γTair − Tuc) +Qegrl(γTegrl − Tuc) +QcompTuc(1− γ)) ✭✸✳✸✳✷✮

Ḟuc =
rTuc

pucVuc

(Qair + FexhQegrl − FucQcomp) ✭✸✳✸✳✸✮

✇❤❡r❡ puc✱ Tuc ❛♥❞ Fuc ❛r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r
s✉❝t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ Tair ✐s t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ Vuc ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r s✉❝t✐♦♥✱ Fexh ✐s t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ❛♥❞ Tegrl ✐s t❤❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▲P✲❊●❘✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳

✸✳✸✳✶✳✷ ❈♦♠♣r❡ss♦r ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✭❱♦❧✉♠❡ ✷✮

❆t t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❞✐s❝❤❛r❣❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ t❤❡ ❝♦♠✲
♣r❡ss♦r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qhe✳

✹✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

Qhe

pdc, Tdc, Fdc, Vdc

Tuc Qcomp
Fuc

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ✷

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s
❛t t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❞✐s❝❤❛r❣❡✿

ṗdc =
rγ

Vdc

(QcompTcomp −QheTdc) ✭✸✳✸✳✹✮

Ṫdc =
rTdc

pdcVdc

(Qcomp(γTcomp − Tdc) +QheTdc(1− γ)) ✭✸✳✸✳✺✮

Ḟdc =
rTdc

pdcVdc

(QcompFuc −QheFdc) ✭✸✳✸✳✻✮

✇❤❡r❡ pdc✱ Tdc ❛♥❞ Fdc ❛r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r
❞✐s❝❤❛r❣❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ Tcomp ✐s t❤❡ ❣❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r
❛♥❞ Vdc ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❞✐s❝❤❛r❣❡✳

✸✳✸✳✶✳✸ ❍❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✭❱♦❧✉♠❡ ✸✮

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r✿ t❤❡
❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qhe ❛♥❞ t❤❡ ❍P✲✈❛❧✈❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qhv✳

Qhv

pde, Tde, Fde, Vde

The Qhe
Fdc

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ✸

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛t t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r ❞✐s❝❤❛r❣❡✿

ṗde =
rγ

Vde

(QheThe −QhvTde) ✭✸✳✸✳✼✮

Ṫde =
rTdc

pdeVde

(Qhe(γThe − Tde) +QhvTde(1− γ)) ✭✸✳✸✳✽✮

✹✻
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Ḟde =
rTde

pdeVde

(QheFdc −QhvFde) ✭✸✳✸✳✾✮

✇❤❡r❡ pde✱ Tde ❛♥❞ Fde ❛r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r
❞✐s❝❤❛r❣❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ The t❤❡ ❣❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r
❛♥❞ Vde ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r ❞✐s❝❤❛r❣❡✳

✸✳✸✳✶✳✹ ■♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭❱♦❧✉♠❡ ✹✮

❚❤r❡❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✿ t❤❡ ❍P✲✈❛❧✈❡ ♠❛ss
✢♦✇ r❛t❡ Qhv✱ t❤❡ ❍P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qegrh ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡
Qeng✳

Tem Qegrh

Qeng

pim, Tim, Fim, Vim

Fem

Tde Qhv
Fde

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ✹

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ṗim =
rγ

Vim

(QhvTde +QegrhTem −QengTim) ✭✸✳✸✳✶✵✮

Ṫim =
rTim

pimVim

(Qhv(γTde − Tim) +Qegrh(γTem − Tim) +QengTim(1− γ)) ✭✸✳✸✳✶✶✮

Ḟim =
rTim

pimVim

(QhvFde +QegrhFem −QengFim) ✭✸✳✸✳✶✷✮

✇❤❡r❡ pim✱ Tim ❛♥❞ Fim ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡
♠❛♥✐❢♦❧❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ Vim ✐s t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ Tem ✐s t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

✸✳✸✳✶✳✺ ❊①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭❱♦❧✉♠❡ ✺✮

■♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ t❤r❡❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡✿ t❤❡
❣❛s ✢♦✇ r❛t❡ ❝♦♠✐♥❣ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs Qeo✱ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qt ❛♥❞ t❤❡
❍P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qegrh✳

✹✼
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Teo

Qegrh

Qeo

pem, Tem, Fem, Vem

Feo
Qt

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ✺

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞✿

ṗem =
rγ

Vem

(QeoTeo −QegrhTem −QtTem) ✭✸✳✸✳✶✸✮

Ṫem =
rTem

pemVem

(Qeo(γTeo − Tem) +QegrhTem(1− γ) +QtTem(1− γ)) ✭✸✳✸✳✶✹✮

Ḟem =
rTem

pemVem

(QeoFeo −QtFem −QegrhFem) ✭✸✳✸✳✶✺✮

✇❤❡r❡ Teo ❛♥❞ Feo ❛r❡ t❤❡ ❣❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs
❛♥❞ Vem ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞✳

✸✳✸✳✶✳✻ ❚✉r❜✐♥❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✭❱♦❧✉♠❡ ✻✮

❚✇♦ ✢♦✇s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡✿ t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❢t❡r✲
tr❡❛t♠❡♥t s②st❡♠ Qdpf ❛♥❞ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qt✳

Qdpf

pdt, Tdt, Fdt, Vdt

Tt Qt
Fem

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ✻

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r t❤✐s ❛✐r✲♣❛t❤ s❡❝t✐♦♥✿

ṗdt =
rγ

Vdt

(QtTt −QdpfTdt) ✭✸✳✸✳✶✻✮

Ṫdt =
rTdt

pdtVdt

(Qt(γTt − Tdt) +QdpfTdt(1− γ)) ✭✸✳✸✳✶✼✮

✹✽
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Ḟdt =
rTdt

pdtVdt

(QtFem − FdtQdpf ) ✭✸✳✸✳✶✽✮

✇❤❡r❡ pdt✱ Tdt ❛♥❞ Fdt ❛r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡
t✉r❜✐♥❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ Tt t❤❡ ❣❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❛♥❞ Vdt ✐s t❤❡
✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡✳

✸✳✸✳✶✳✼ ❊①❤❛✉st ✭❱♦❧✉♠❡ ✼✮

❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❤❛✉st ✈♦❧✉♠❡✿ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①❤❛✉st ✈❛❧✈❡ Qexh✱ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qegrl ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡
♦❢ t❤❡ ❛❢t❡r✲tr❡❛t♠❡♥t s②st❡♠ Qdpf ✳

Tdt

Qexh

Qdpf

pexh, Texh, Fexh, Vexh

Fdt Qegrl

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ✼

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ✈♦❧✉♠❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

ṗexh =
rγ

Vexh

(QdpfTdt −QegrlTdt −QexhTdt) ✭✸✳✸✳✶✾✮

Ṫexh =
rTexh

pexhVexh

(Qdpf (γTdt − Texh) +QegrlTexh(1− γ) +QexhTexh(1− γ)) ✭✸✳✸✳✷✵✮

Ḟexh =
rTexh

pexhVexh

(QdpfFdt −QegrlFexh −QexhFexh) ✭✸✳✸✳✷✶✮

✇❤❡r❡ pexh✱ Texh ❛♥❞ Fexh ❛r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡①❤❛✉st✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ Vexh ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✳

✸✳✸✳✶✳✽ ❚✉r❜♦❝❤❛r❣❡r P♦✇❡r

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❱●❚ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❤❛✉st ❣❛s✳ ❆ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ❣❛s ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❜② t❤❡
t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r s❤❛❢t✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ Nt ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❜❛❧❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣♦✇❡rs ❛s ❬✹✽❪✿

d

dt

(

1

2
JtN

2
t

)

= Pt − Pcomp ✭✸✳✸✳✷✷✮
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✇❤❡r❡ Jt ✐s t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r s❤❛❢t ✐♥❡rt✐❛✱ Pt ✐s t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ Pcomp ✐s t❤❡ ❝♦♠✲
♣r❡ss♦r ♣♦✇❡r✳ ❆ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✸✳✷✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r
♣♦✇❡r ❛s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❧❛❣ ♣♦✇❡r tr❛♥s❢❡r ✇✐t❤ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τt✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬✺✺❪ ❛♥❞ ❬✾✹❪✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r
r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆❢t❡r t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✇❡r ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞✿

Ṗcomp =
1

τt
(Pt − Pcomp) ✭✸✳✸✳✷✸✮

❚❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τt ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✐♥ tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ Nt ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣r❡ss♦r
❞❛t❛✲♠❛♣ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✹✳

✸✳✸✳✷ ❙t❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✐s ♠❛❞❡
✉♣ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲
♣❛t❤✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✈❛❧✈❡s✱ ✜❧t❡rs✱ ❤❡❛t✲❡①❝❤❛♥❣❡r✱ ❛❢t❡r✲tr❡❛t♠❡♥t s②st❡♠s✱ t✉r❜✐♥❡s ❛♥❞
❝♦♠♣r❡ss♦rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❣❛s ♦✉t✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛ss ✢♦✇
r❛t❡✳

✸✳✸✳✷✳✶ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❇❛s❡❞ ❊q✉❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✇❛②s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❣❛s ♠❛ss
✢♦✇ r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦r✐✜❝❡ s✉❝❤ ❛s ❛♥ ♦r✐✜❝❡ ♣❧❛t❡ ♦r ❛ ✈❛❧✈❡✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥
✐s ♦❢t❡♥ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ♠❛♥② ♦t❤❡r ✢♦✇ r❡str✐❝t✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ✭❡✳❣✳
✜❧t❡rs ❛♥❞ ❛❢t❡r✲tr❡❛t♠❡♥t s②st❡♠s✮✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡
❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❍P✲❱❛❧✈❡✳

❚✇♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❣❛s s♣❡❡❞ ❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥
t❤r♦❛t ✐s s♦♥✐❝ ♦r ♥♦t ❬✽✽❪✳ ❋♦r s✉❜s♦♥✐❝ ✢♦✇✿

Qhv =
Ahv(xhv)pde√

rTde

√

√

√

√

γ

γ − 1

(

(

pim
pde

) 2
γ

−
(

pim
pde

)
γ+1
γ

)

✭✸✳✸✳✷✹✮

❛♥❞ ❢♦r s♦♥✐❝ ✢♦✇✿

Qhv =
Ahv(xhv)pde√

rTde

√
γ

(

2

γ + 1

)
γ+1

2(γ−1
)

✭✸✳✸✳✷✺✮
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✇❤❡r❡ Qhv ✐s t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❍P✲❱❛❧✈❡ ✈❛❧✈❡ ❛♥❞ Ahv ✐s t❤❡ ✈❛❧✈❡✬s ❡✛❡❝t✐✈❡
❛r❡❛ t❤❛t ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ xhv✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❢♦✉♥❞
❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t r❡❧❛t❡ t❤❡ ❛r❡❛ t♦ t❤❡ ✈❛❧✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❡♥❛✉❧t✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
❛r❡❛ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✈❡✬s ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈❛❧✈❡✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡t t❤❡ ❍P✲❱❛❧✈❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ pde✱ Tde✱ pim ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✈❡
♣♦s✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❍P✲❊●❘✱ ▲P✲❊●❘ ❛♥❞ ❊❍❳ ✈❛❧✈❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ✭✸✳✸✳✷✹✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✳✷✺✮✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✢♦✇
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ✜❧t❡r✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❢t❡r✲tr❡❛t♠❡♥t s②st❡♠ ✐s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐ss✉❡ ❛s ✐ts ✢♦✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛♥❣❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❢t❡r✲tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Adpf ✱
✐s t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦r✐❡♥t❡❞✲♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤
❝❛♥ ❣✐✈❡ s✉✐t❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❛ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡r DPdpf ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✭r❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✱
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❉P❋ ✢♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥✳

✸✳✸✳✷✳✷ ❊♥❣✐♥❡ ■♥t❛❦❡ ▼❛ss ❋❧♦✇ ❘❛t❡

❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss
✢♦✇ r❛t❡ s✉❝❦❡❞✲✐♥ ❜② t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ▼❱▼ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
q✉❛♥t✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝② ηv ❛♥❞ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ s♣❡❡❞ ❞❡♥s✐t②
❡q✉❛t✐♦♥ ❬✾✹❪✿

Qeng =
ηvpimNengVeng

120Timr
✭✸✳✸✳✷✻✮

✇❤❡r❡ Veng ✐s t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝② ηv ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Neng✱ pim ❛♥❞
Tim✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧✲❜❛s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❡♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s ✇❡ ❝❛♥
✜♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ❞❛t❛✲♠❛♣s ❛♥❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts t❛❦❡♥ ❛t st❡❛❞②✲st❛t❡ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✻✽❪✳ ■♥
❬✽✻❪✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ q✉❛s✐✲st❡❛❞② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭s✐♥❝❡
✐t ✐s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡✮ ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ✉♥❞❡r tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ηv ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡♥❣✐♥❡
❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ♦r❞❡r ✸ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s ❛
❧✐♥❡❛r ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼♦♦r❡✲P❡♥r♦s❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡✳

✺✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✸✳✸✳✷✳✸ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❈♦♠❜✉st✐♦♥ ▼♦❞❡❧

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡♥❞s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❤❡❛t r❡❧❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
❢✉❡❧ ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s str❛t❡❣② ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠✐♥❣
✈❡r② ❢❡✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r
✵❉ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❤❛s ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❉❊▼ ✵❉ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❬✶✷❪ ❬✽✷❪✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② s♣r❡❛❞ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦
❝♦♥tr♦❧✱ ✐♥❞✐r❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳

❖✉r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❡♥❣✐♥❡
❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣✿ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦✉t♣✉t ❣❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Teo✱ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ Feo ❛♥❞ ♠❛ss
✢♦✇ r❛t❡ Qeo✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦✉t♣✉t t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✭❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❜❧♦❝❦✮ ❬✺❪✿

Teo = Tim + ηeng
QEMGCHj

(

QEMGC + 30Qeng

Neng

)

cp
✭✸✳✸✳✷✼✮

✇❤❡r❡ QEMGC ✐s t❤❡ ❢✉❡❧ ♠❛ss ✐♥❥❡❝t❡❞ ♣❡r r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r ❝②❧✐♥❞❡r✱ Hi ✐s t❤❡ ❧♦✇❡r ❤❡❛t✐♥❣
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❉✐❡s❡❧ ❛♥❞ ηeng ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t r❡❧❡❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
t❤❛t r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st ❣❛s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ηeng = (1 − ηe − ηwall) ✇❤❡r❡ ηe ✐s
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ηwall ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✇❛❧❧s✳
❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝② ηv✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r
ηeng ✐s ❛ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐ss✉❡❀ ❤❡♥❝❡✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❡✣❝✐❡♥❝② ❛r❡
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ▼❱▼ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ηeng ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ pim✱ Neng ❛♥❞ Tim ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡♥❣✐♥❡
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ♦r❞❡r ✹ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s ❛ ❧✐♥❡❛r
❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❚❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs Feo ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉❡❧✐♥❣
r❛t❡ Qf ❛♥❞ t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ❛✐r t♦ ❢✉❡❧ r❛t✐♦ ✭❆❋❘✮ λs ❛s ❬✾✻❪✿

Feo =
QengFim −Qfλs

Qeng +Qf

✭✸✳✸✳✷✽✮

❚❤❡ ❢✉❡❧✐♥❣ r❛t❡ Qf ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ QEMGC ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Qf =
QEMGCNeng

30
✭✸✳✸✳✷✾✮

❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❝♦♠✐♥❣ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs Qeo ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Qeo = Qf +Qeng ✭✸✳✸✳✸✵✮

✺✷



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✸✳✸✳✷✳✹ ❈♦♠♣r❡ss♦r

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ t❤r❡❡ r❡q✉✐r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❢♦✉♥❞✿ t❤❡ ❝♦♠♣r❡s✲
s♦r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qcomp✱ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ Nt ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❞✐s❝❤❛r❣❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
Tdc✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s s✐♥❝❡
t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡❛s② t♦ ✉♣❧♦❛❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❈P❯✱ ❤❛✈❡ ❧♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❛r❡
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞❛t❛ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧②
r❡❛❞ ❢r♦♠ t❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② t❤❡ s✉♣♣❧✐❡rs ❬✺✵❪✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❞❛t❛✲♠❛♣s✿

PRcomp = datamapPRcomp (Qcompcorr, Ntcorr) ✭✸✳✸✳✸✶✮

ηcomp = datamapetacomp (Qcompcorr, Ntcorr) ✭✸✳✸✳✸✷✮

✇❤❡r❡

PRcomp =
pdc
puc

, Qcompcorr = Qcomp

√
Tucpref

√

Trefpuc
, Ntcorr =

√

Tref√
Tuc

✭✸✳✸✳✸✸✮

PRcomp ✐s t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦✱ ηcomp ✐s t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ pref ❛♥❞
Tref ❛r❡ s♦♠❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠✲
♣r❡ss♦r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r s♣❡❡❞✳ Qcompcorr ❛♥❞ Ntcorr ❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞
❝♦♠♣r❡ss♦r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r s♣❡❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s r❡❢❡r t♦ ❬✾✾❪✳

❚❤❡ ❞❛t❛✲♠❛♣ ✭✸✳✸✳✸✶✮ ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r s♣❡❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✶✵✹❪✿

Nt = datamapNt

(

Qcomp

√
Tucpref

√

Trefpuc
, PRcomp

) √
Tuc

√

Tref

✭✸✳✸✳✸✹✮

❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣♦✇❡r ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Pcomp = QcompcpTuc
1

ηcomp

[

(

pdc
puc

)k

− 1

]

, k =
γ − 1

γ
✭✸✳✸✳✸✺✮

❆s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣♦✇❡r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ ✭✸✳✸✳✷✸✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♠❛ss
✢♦✇ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣✿

Qcomp =
Pcomp

cpTuc
1

ηcomp

[

(

pdc
puc

)k

− 1

] ✭✸✳✸✳✸✻✮

✺✸



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✸✳✸✻✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r
♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ PRcomp ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ηcomp ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♠❛ss
✢♦✇ r❛t❡ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❧♦♦♣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❡✈❡r②
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ st❡♣ t♦ s♦❧✈❡ Qcomp✳

❚❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❞✐s❝❤❛r❣❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❡❛s✐❧② ❢♦✉♥❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✺❪✿

Tdc = Tuc +
Pcomp

cpQcomp

✭✸✳✸✳✸✼✮

✸✳✸✳✷✳✺ ❚✉r❜✐♥❡

❆s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r✱ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s t❤r❡❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ ✵❉
♠♦❞❡❧✿ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✱ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠♦❞❡❧
✐s ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❞❛t❛✲♠❛♣s ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r
s✉♣♣❧✐❡r ❬✹✼❪✳ ❋♦r ❛ ❱●❚✱ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

Qtcorr = datamapQt

(

xvgt, Ntcorr,
pem
pdt

)

✭✸✳✸✳✸✽✮

ηt = datamapetat

(

xvgt, Ntcorr,
pem
pdt

)

✭✸✳✸✳✸✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Ntcorr =

√

Tref√
Tem

✭✸✳✸✳✹✵✮

❛♥❞ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qt ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠✿

Qt = Qtcorr

√

Trefpem√
Tempref

✭✸✳✸✳✹✶✮

xvgt ✐s t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ Tref ❛♥❞ pref ❛r❡ s♦♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞✳ ❚❤❡s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❛♥❞ t❤❡ t✉r❜✐♥❡✳ ❋r♦♠ ✭✸✳✸✳✸✽✮✱ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡
❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✸✳✸✹✮ ❛♥❞ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦✳ ❚❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✶✵✹❪✿

Pt = QtcpTemηt

[

1−
(

pdt
pem

)k
]

✭✸✳✸✳✹✷✮

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❬✺❪✿

Tdt = Tem − Pt

cpQt

✭✸✳✸✳✹✸✮

✺✹



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✸✳✸✳✷✳✻ ❍❡❛t ❊①❝❤❛♥❣❡rs ✭❍P✲❈♦♦❧❡r ❛♥❞ ▲P✲❊●❘ ❈♦♦❧❡r✮

❚❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r ♠♦❞❡❧s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡rs
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡♠✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❣❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❞❡❝r❡❛s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡rs ❍P✲❈♦♦❧❡r ❛♥❞ ▲P✲❊●❘ ❈♦♦❧❡r✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t
❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❬✾✹❪✿

The = ηheTcoolant + (1− ηhe)Tdc ✭✸✳✸✳✹✹✮

Tegrl = ηlpheTcoolant + (1− ηlphe)Tdt ✭✸✳✸✳✹✺✮

✇❤❡r❡ Tcoolant ✐s t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♦❧❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ηhe ❛♥❞ ηlphe ❛r❡ t❤❡ ❍P✲❈♦♦❧❡r ❛♥❞
▲P✲❊●❘ ❈♦♦❧❡r ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❛❝r♦ss t❤❡ ❍P✲
❈♦♦❧❡r✱ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❍P✲❝♦♦❧❡r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∆phe = f∆p(Qhe) ✭✸✳✸✳✹✻✮

✇❤❡r❡ ∆phe = pdc − pde✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f∆p ✐s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
♦✈❡r ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ f∆p ✐s ❛♥
✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❍P✲❈♦♦❧❡r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qhe ✐s ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
♣r❡ss✉r❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r✳

❲✐t❤ t❤✐s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ st❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✭✸✳✸✳✶✮
❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✭✸✳✸✳✷✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❢♦r ♦✉r ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡
♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❡♥❣✐♥❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥
st❡❛❞②✲st❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✸✳✹ ▼♦❞❡❧ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡♥❣✐♥❡✳ ❚✇♦ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s
❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✿ ♦♥❡ ✉♥❞❡r ❡♥❣✐♥❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐♥ ❡♥❣✐♥❡
tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛✐r✲
♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❡r♠✐ts t♦ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡ ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ st❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❛r❡ ✇❡❧❧ ♣♦s❡❞ ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
s✉❝❤ ❛s ηv ❛♥❞ ηeng ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥ tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
❢♦r t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✭✸✳✸✳✶✮ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✳

✺✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✸✳✹✳✶ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ P❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ✶✳✻ ❧✐t❡r ❉✐❡s❡❧
❡♥❣✐♥❡ ✇✐t❤ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ ❛♥❞ ❱●❚ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❱❛❧✉❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❱❛❧✉❡
pair 1× 105 Pa Vuc ✵✳✵✵✺✹ m3

Tair ✸✵✵ K Vdc ✵✳✵✵✹✾ m3

r ✷✹✼ Jkg−1K−1 Vde ✵✳✵✵✸✽ m3

Cp ✶✵✵✹ Jkg−1K−1 Vim ✵✳✵✵✷ m3

Cv ✼✶✼ Jkg−1K−1 Vem ✵✳✵✵✶ m3

λs ✶✹✳✼ Vdt ✵✳✵✵✷ m3

Hj 43.5× 106 Jkg−1 Vexh ✵✳✵✵✸ m3

Tcoolant ✸✵✵ K Veng ✵✳✵✵✶✻m3

τt ✵✳✷ s dt ✵✳✵✵✺ s

Adpf ✵✳✵✵✶✸ m2 Afilter ✵✳✵✵✶✸ m2

γ ✶✳✹ ηhe ✵✳✽
ηlphe ✵✳✽

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❊♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t τt ✐♥
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s
t❤❡ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ pim ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ dt

✐s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❡♥❛✉❧t✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▼❛t❧❛❜✲❙✐♠✉❧✐♥❦ ❘© ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜①❡❞ st❡♣ s♦❧✈❡r ode2✳ ❆
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✵✳✶✼ s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❡✈❡r② s❡❝♦♥❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ♣r♦❝❡ss♦r ❲✸✻✾✵ r✉♥♥✐♥❣ ❛t 3.47GHz✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡
❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳

✸✳✹✳✷ ❙t❡❛❞② ❙t❛t❡ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

❚❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t st❡❛❞②✲st❛t❡ ✭✶✹✼ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ pim✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❢t❡r t❤❡ t✉r❜✐♥❡
Tdt✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❊●❘ ❛t t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ %EGR✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tem✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛❢t❡r t✉r❜✐♥❡ pdt ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡s❤ ❛✐r ♠❛ss ✢♦✇ Qair✳ ❋✐❣✉r❡

✺✻



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✸✳✶✶ ❞❡♣✐❝ts ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✹✼ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t❤❡
❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❙t❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✶✹✼ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts t❛❦❡♥ ♦♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✳ ❆♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❜❡tt❡r t❤❛♥ 10% ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♠♦st ♦❢
t❤❡ ✶✹✼ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ s✐① ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
✐s ✐♥tr✐♥s✐❝ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s s✉❝❤ ❛♥
✉♥♠♦❞❡❧❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♥♦✐s❡✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❘▼❙❉✮ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✶✹✼ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❘▼❙❉ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❘▼❙❉
pim ✹✳✶ ✪ Tdt ✹✳✹ ✪

%EGR ✷✳✺ ✪ Tem ✷✳✺ ✪
pdt ✵✳✻✷ ✪ Qair ✹✳✷✪

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ▼♦❞❡❧ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❡rr♦r ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❢♦r ✶✹✼ ❡♥❣✐♥❡

♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✵❉ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❝❝✉r❛❝② ❜❡tt❡r
t❤❛♥ 5%✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐t ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✺✼



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✸✳✹✳✸ ❚r❛♥s✐❡♥t ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡s✿
❈②❝❧❡ ✶ ✐s ❛ ❝②❝❧❡ ✇✐t❤ ❍P✲❊●❘ ❛♥❞ ▲P✲❊●❘ ❛♥❞ ♥♦t ♠✉❝❤ s✉♣❡r❝❤❛r❣✐♥❣✱ ❈②❝❧❡ ✷ ✐s
❛ ✇❡❧❧ s✉♣❡r❝❤❛r❣❡❞ ❝②❝❧❡ ✇✐t❤ ▲P✲❊●❘ ❛♥❞ ❈②❝❧❡ ✸ ✐s t❤❡ ♥❡✇ ♠♦t♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ❡♠✐ss✐♦♥s
❣r♦✉♣ ✭◆▼❱❊●✮ ❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡✳ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✶✷✱ ✸✳✶✸ ❛♥❞ ✸✳✶✹ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ pim✱ pem ❛♥❞ Qair✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥ tr❛♥s✐❡♥t ✇✐t❤ ❈②❝❧❡ ✶

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✶✷✱ ✸✳✶✸ ❛♥❞ ✸✳✶✹✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❡♥❣✐♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❙♦♠❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧❡s ❛r❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❛❜❧❡
✸✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❘▼❙❉ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❱❛r✐❛❜❧❡✴❈②❝❧❡ ❈②❝❧❡ ✶ ❈②❝❧❡ ✷ ◆▼❱❊● ❈②❝❧❡
pim ✸✳✼ ✪ ✹✳✻✪ ✸✳✾✪
pem ✶✳✽ ✪ ✶✳✷✪ ✶✳✼ ✪
Qair ✽✳✻ ✪ ✻✳✵✪ ✹✳✻✪

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ▼♦❞❡❧ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❡rr♦r ✐♥ tr❛♥s✐❡♥t ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡s

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦✈❡r tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❜❡tt❡r

✺✽



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥ tr❛♥s✐❡♥t ✇✐t❤ ❈②❝❧❡ ✷

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥ tr❛♥s✐❡♥t ✇✐t❤ ❈②❝❧❡ ✸

t❤❛♥ 9%✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛st ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
t❤✐s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢r❡s❤ ❛✐r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qair✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥♠♦❞❡❧❡❞
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ r❡s✉❧ts

✺✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr♦❧✲❖r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✹✳✷ ❛♥❞ ✸✳✹✳✸ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✸✳✸✳✶ ❛r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❢♦r ❛ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤✐❧❡ r❡❞✉❝✐♥❣
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❈P❯ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳

✸✳✺ ❈❤❛♣t❡r ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ✵❉ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤
❡♥❣✐♥❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❜r✐❡❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❜❛s✐❝
❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱
❛♥ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥s t❤❛t s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥tr♦❧
✈♦❧✉♠❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❧❛❣ ♣♦✇❡r tr❛♥s❢❡r ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ st❛t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳
❚❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ❞❡♥s✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
✈❛❧✈❡s✱ ✜❧t❡rs ❛♥❞ ❛❢t❡r✲tr❡❛t♠❡♥t s②st❡♠ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉s❡❞
❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡
❡♥❣✐♥❡ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ❧♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❢♦r ❝♦♥tr♦❧
♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❛♥❞ t✉r❜✐♥❡ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ❞❛t❛✲♠❛♣s ✇❤✐❝❤
❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛s t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✉♣❧♦❛❞❡❞ ✐♥t♦ ✈❡❤✐❝❧❡ ❈P❯✳ ❚❤❡
❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡rs ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r❡ss✉r❡
❞r♦♣ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❆ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ tr❛♥s✐❡♥t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥
t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲
♣❛t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❝♦♥tr♦❧
❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳

✻✵



❈❤❛♣t❡r ✹

✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❘❡❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ str✐❝t❡r✱ ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡✲
♦✉s❧② t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡♥❣✐♥❡ ❞r✐✈❛❜✐❧✐t② ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐s ❛ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐ss✉❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛st
②❡❛rs✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♠❛♥② t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐ss✉❡s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❡t
t❤❡ ❢✉t✉r❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❧❛✇s ♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡s s✉❝❤ ❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❤❛r❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐❣♥✐t✐♦♥ ✭❍❈❈■✮✱ ❧♦✇ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✭▲❚❈✮ ❛♥❞ ♣r❡♠✐①❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐❣♥✐t✐♦♥ ✭P❈❈■✮ ♦✛❡rs
❛ ❣r❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡s ❬✸❪ ❬✹❪ ❬✽✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♥❡✇
♠♦❞❡s r❡q✉✐r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢✉❡❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ✐♥✲❝②❧✐♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤✉s ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞
❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳

❚❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❚❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ ✐ts
♣♦❧❧✉t❛♥t ❡♠✐ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛✐r s②st❡♠ str❛t❡❣✐❡s ❛❧❧♦✇ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐❡s t❤❛t
❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦ r❡❞✉❝❡ ♣♦❧❧✉t❛♥t ❡♠✐ss✐♦♥s✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❛✐r s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♣♦❧❧✉t❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢✉❡❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳

❉✉❛❧✲❧♦♦♣ ❡①❤❛✉st ❣❛s r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✭❊●❘✮ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❤✐❣❤ ✭❍P✮ ❛♥❞ ❧♦✇✲♣r❡ss✉r❡ ✭▲P✮
r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡s ❬✺✸❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥✲❝②❧✐♥❞❡r ❊●❘ ❛♠♦✉♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲♣r❡ss✉r❡ ❊●❘ ✭❍P✲❊●❘✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲♣r❡ss✉r❡ ❊●❘ ✭▲P✲❊●❘✮
❛❧❧♦✇ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ✐♥✲❝②❧✐♥❞❡r ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✲♦✉t ❡♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤❡
❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✐♥✲❝②❧✐♥❞❡r
❊●❘ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✺❪ ❬✸✺❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❡♥❣✐♥❡s ✇✐t❤ ❞✉❛❧ ❊●❘ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥
✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ▲P✲❊●❘ r❛t❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡
♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❊●❘ r❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥
❛r❡ ✇❡❧❧ r❡❣✉❧❛t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❍P ❛♥❞ ▲P✲❊●❘ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✻✶



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ✐♥✲❝②❧✐♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s st✐❧❧ ❛ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✱ ❛s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❊●❘ ✐♠♣❧✐❡s t♦ s♦❧✈❡ ♠❛♥② ❝♦♥tr♦❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❊●❘ ✢♦✇ r❛t❡s
❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢r❡s❤ ❛✐r t♦ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ❊●❘ r❛t❡s ♠❛❦❡s ♥❡❝❡ss❛r②
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t✉r❜♦ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr② t✉r❜✐♥❡ ✭❱●❚✮
t✉r❜♦❝❤❛r❣❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥
♠♦❞❡s ❛s t❤❡ ❱●❚ s②st❡♠s ♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❝r♦ss
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈❡r② q✉✐❝❦ r❡s♣♦♥s❡ ❞✉r✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡ tr❛♥s✐❡♥ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❱●❚ ✐s ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡❞ ❡♥❣✐♥❡s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
s②st❡♠ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡
❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥❡❡❞ ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♣r♦♣♦s❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st✱ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ❡❛s② t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ ❡♥❣✐♥❡s ✇✐t❤ ❱●❚✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥ ✐♥❞✉str②✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s
t♦ r❡❣✉❧❛t❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ✐♥✲❝②❧✐♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥
♠♦❞❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ❢r❡s❤ ❛✐r ♠❛ss
❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✿

❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✹✳✵✳✶✳

• ❧♦✇ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞

❜② ❛ t❡❝❤♥✐❝✐❛♥ ✇✐t❤ ♥♦ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②❀

• s♦❧✉t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ t♦ ✐♥❞✉str✐❛❧✐③❡❀

• ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❘❡♥❛✉❧t❀

• r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧✳

❈❤❛♣t❡r ❙tr✉❝t✉r❡ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ❛ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss
✢♦✇ r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛ r♦❜✉st ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ✇✐t❤
❛ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ s②st❡♠ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❇♦t❤ ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣✳ ❆ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss
✢♦✇ r❛t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s❡♥s♦rs ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❧✐♥❡❛r
♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣ ✭▲P❱✮ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡
♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ❛ ❧✐♥❡❛r q✉❛❞r❛t✐❝ r❡❣✉❧❛t♦r ✭▲◗❘✮ ❢♦r ▲P❱ s②st❡♠s ✐s ♣r♦✲
♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s✳
❚❤✐s ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❛❧❧♦✇s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✭❜❡t✇❡❡♥ ▲P✲❊●❘ ❛♥❞

✻✷



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❍P✲❊●❘✮ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐✲
♠❛❧ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝♦♥✈❡① s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛
♣♦❧②t♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛ ❉✐❡s❡❧
❡♥❣✐♥❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr② t✉r❜✐♥❡ ✭❱●❚✮ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r✳ ❊①tr❛♣♦❧❛t❡❞
❱●❚ ❞❛t❛✲♠❛♣s ❛r❡ ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♣r❡ss✉r❡ ✉s✐♥❣ ❛
♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ♠♦r❡
❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s t❤❛♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛s ✐t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞
❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥♦✈❡❧ ❱●❚
♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s ✇✐t❤♦✉t ♠❡❛s✉r✐♥❣
t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡✳ ❆ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛
t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r s❡t✲♣♦✐♥t ❢r♦♠ ❛ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜②
❛ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ P■ r❡❣✉❧❛t♦r t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r s❡t✲♣♦✐♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❡rr♦r✳ 90% ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧
✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ P■✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r s❡t✲♣♦✐♥t
❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❱●❚
♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣✱ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r t❛r❣❡t
✇❤✐❧❡ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ P❛t❡♥ts

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✿

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❚❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❆❝❝♦✉♥t t❤❡ ▼❛ss ❚r❛♥s♣♦rt ❚✐♠❡ ✐♥ ❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡s✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❈♦♥tr♦❧

❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❊●❘ Pr♦♣♦rt✐♦♥
❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ❉✉❛❧ ▲♦♦♣ ❊●❘ ❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡s✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❘❡✈✐st❛ ■♥❣❡♥✐❡r✐❛ ②

❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▲♦✇✲
Pr❡ss✉r❡ ❊●❘ ▼❛ss ❋❧♦✇ ❘❛t❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡s ✳ ✺t❤ ■❋❆❈ ❙②♠♣♦✲
s✐✉♠ ♦♥ ❙②st❡♠ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✳ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✳ ✷✵✶✸❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❊①❤❛✉st ▼❛♥✐❢♦❧❞ Pr❡ss✉r❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥
❉✐❡s❡❧ ❊q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❱●❚ ❚✉r❜♦❝❤❛r❣❡r ✱ ❙❆❊ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ P❛♣❡r ✷✵✶✸✲✵✶✲✶✼✺✷✱
❞♦✐✿✶✵✳✹✷✼✶✴✷✵✶✸✲✵✶✲✶✼✺✷✱ ✷✵✶✸✳

❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❡♥ts✿
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✳ Pr♦❝é❞é ❞✬❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ●❛③
❞✬❆❞♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❘é♣❛rt✐❡✉r ❞✬❆✐r ❞✬✉♥ ▼♦t❡✉r ❛ ❈♦♠❜✉st✐♦♥ ■♥t❡r♥❡✳ ■◆P■
◆♦ ❋❘ ✷✾✼✸✹✹✶❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr❡ss✐♦♥ ❆✈❛♥t ❚✉r❜✐♥❡ ❡♥ ❱✉❡
❞✬✉♥ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❙✉r❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ▼♦t❡✉rs à ❈♦♠❜✉st✐♦♥ ■♥t❡r♥❡✳ ■◆P■ ◆♦
❋❘ ✶✷✺✶✹✻✽❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ Pr♦❝é❞é ❞❡ ❘é❣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❚✉r❜♦✲
❝♦♠♣r❡ss❡✉r à ●é♦♠étr✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡✳ ■◆P■ ◆♦ ❋❘ ✶✷✻✵✸✺✷❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❙②stè♠❡ ❡t ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♠❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❣❛③ ❢r❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❧❧❡❝t❡✉r ❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦t❡✉r à
❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✳ ■◆P■ ◆♦ ❋❘ ✶✸✺✺✵✹✺❀

• ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ●✳ ▼❛✉✈✐♦t✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ◆❖① ♣♦✉r ♠♦t❡✉r
❞✐❡s❡❧ s❛♥s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣t❡✉r ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❝②❧✐♥❞r❡✳ ✭❙✉❜♠✐tt❡❞✮✳

✹✳✶ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦♥ ❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❛ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡❞ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ✇✐t❤ ❊●❘ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡❧②
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs t♦ ♠❡❡t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡♥❣✐♥❡ ❞r✐✈❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡
❛✐r✲♣❛t❤ ♦❢ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✹✽❪✱ ❬✾✸❪ ❛♥❞ ❬✾✹❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❬✶✵✸❪✱ ❛ s✐♥❣✉❧❛r
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡✱ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ ❡♥❣✐♥❡✳ ■♥ ❬✺✷❪✱ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡❞ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦♣ ❊●❘ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❆ str❛t❡❣②
❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♠❛♥❛❣✐♥❣
t❤❡ ❛✐r ❛♥❞ ❜✉r♥❡❞ ❣❛s ♠❛ss❡s ✐♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ❬✸✻❪✳ ■♥ ❬✺✺❪✱ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ ❛✐r✲❢✉❡❧ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❊●❘ t♦ t❤❡✐r
r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❡t✲♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✐♥ ❬✺✻❪✱ ❛ r♦❜✉st ❣❛✐♥✲s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ ▲P❱ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t✉r❜♦❝❤❛r❣❡❞ ❞✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❬✹✽❪✱ ❬✾✸❪ ❛♥❞ ❬✾✹❪ ✐s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳
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✹✳✶✳✶ ❍②❜r✐❞ ❘♦❜✉st ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡s ❖♣❡r❛t❡❞ ✐♥ ▲♦✇

❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❈♦♠❜✉st✐♦♥ ▼♦❞❡s ✭❏✉♥✲

♠✐♥ ❲❛♥❣✮

❚❤✐s ✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❤②❜r✐❞ r♦❜✉st ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠♦❞❡r♥ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s
♦♣❡r❛t✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡s❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❉✐❡s❡❧ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡s ❬✾✹❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ ❛ ✵❉ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ✭❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
❛ ❝♦♥tr♦❧ ❛✣♥❡ ❢♦r♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ẋ = f(x, ξ) + g(x, ξ)u ✭✹✳✶✳✶✮

✇❤❡r❡ x = [pim, pde, pem, Pc, Fim]
T ❛♥❞ u = [Qht, Qegrh, Qt]

T ✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f ❛♥❞ g ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ξ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❬✾✹❪✳ ❆ s✉♣❡r✈✐s♦r②
❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝♦♥❞✉❝ts t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛♥❞ ♣r❡✲
✈❡♥ts t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ❞❡♣✐❝ts ❛♥ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❏✳ ❲❛♥❣✳

pimSP

QcompSP

pemSP

FimSP

    SMC for 
Conventional 
      mode

  SMC for 
LTC  mode

Supervisory
 Controller

pim

ξ

ξ

Engine

yc=[pim, Qcomp, pem]

ya=[pim,Fim] 

Flow rate to
   actuator 
   position
 conversion
 

Xvgt

Xegrh

Xht

yc

ya 

Qt

Qht

Qegrh

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❏✉♥♠✐♥ ❲❛♥❣ ❈♦♥tr♦❧ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞✿ ♦♥❡ ❢♦r ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❢♦r ❛ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✭▲❚❈✮ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❛❦❡
♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛r❡
❝❤♦s❡♥ ❛s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❉✐❡s❡❧ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇❤✐❧❡
t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲❚❈ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤❡
✐♥t❛❦❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✐r t♦ ❢✉❡❧ r❛t✐♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st
♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ■♥ ❬✾✻❪✱ ❛♥ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ▲P❱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❜❛s❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳
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❉✉❡ t♦ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ ✉♥✲♠♦❞❡❧❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✳✶✮✱ ❛
▼■▼❖ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭❙▼❈✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ✐ts ✐♥❤❡r❡♥t r♦❜✉st♥❡ss✳ ❙▼❈ ✐s ❛ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✉s❡s ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ t♦ ❢♦r❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ❛❧♦♥❣ ❛
s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠✬s ♥♦r♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭s❡❡ ❬✼✻❪✮✳ ❚❤❡ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡
❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❉✐❡s❡❧ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Sc = λc(yc − ycd) + ϕcρc, ρ̇c = (yc − ycd) ✭✹✳✶✳✷✮

✇❤❡r❡ yc = [pim, Qcomp, pem]
T ✱ ycd ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ λc ❛♥❞ ϕc s♦♠❡

♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✳ ❚❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦✉t♣✉t yc ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ❛❢t❡r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ✭✹✳✶✳✶✮✿

ẏc = a(x, ξ) + b(x, ξ)u ✭✹✳✶✳✸✮

✇❤❡r❡ b(x, ξ) ✐s ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐①✳ ❇② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐✲
❞❛t❡✱ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✾✹❪ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✿

u = b̂−1(x, ξ̂)λ−1
c

[

λcẏcd − λcâ(x, ξ̂)− ϕcyc + ϕcycd − sat

(

Sc

Φc

)

Kc

]

✭✹✳✶✳✹✮

st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ s②st❡♠ ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ (yc − ycd) = 0✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ✭✹✳✶✳✹✮ ♣r♦✈✐❞❡s
t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s Qht✱ Qegrh ❛♥❞ Qt ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡s ycd✱ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t yc ❛♥❞ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ Sc✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛r♦✉♥❞ t❤❡
s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ sgn ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤✐❝❦♥❡ss
Φc ✐s ✉s❡❞ t♦ s♠♦♦t❤ ♦✉t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✳

❆ s✐♠✐❧❛r s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲❚❈ ❝♦♥tr♦❧ ♠♦❞❡ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ya = [pim, Fim]✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛❝t✉❛t♦r ♣♦s✐t✐♦♥s ❜② ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ♦r✐✜❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✶✳ ❚❤✐s ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❤❛s s❤♦✇♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜❡♥❡✜ts
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♠♦♦t❤♥❡ss✱ s♣❡❡❞ ❛♥❞ r♦❜✉st
t♦rq✉❡ r❡s♣♦♥s❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❢♦r ❛s ♣♦❧❧✉t❛♥t ❡♠✐ss✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳

✹✳✶✳✷ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ❚✉r❜♦❝❤❛r❣❡❞ ❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡ ❋✐tt❡❞ ✇✐t❤ ❍✐❣❤

Pr❡ss✉r❡ ❛♥❞ ▲♦✇ Pr❡ss✉r❡ ❊①❤❛✉st ●❛s ❘❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❙②s✲

t❡♠s ✭❖❧✐✈✐❡r ●r♦♥❞✐♥✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ▼♦✉❧✐♥✱ ❏♦♥❛t❤❛♥ ❈❤❛✉✲

✈✐♥✮

❚❤✐s ✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✢♦✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣
str❛t❡❣② ❢♦r ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s ✇✐t❤ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ s②st❡♠s ❛♥❞ ❱●❚ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r✳ ❚❤❡ ❛✐r✲
♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s②♥t❤❡s✐s ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✾✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✳ ❚❤❡

✻✻



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ■♥st✐t✉t ❋r❛♥ç❛✐s ❞✉ Pétr♦❧❡ ✭■❋P✮✱
✇❤✐❝❤ r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♥tr♦❧
❧♦♦♣s ❬✹✽❪✳ ❚❤❡ ■❋P ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳

Neng

IMEPSP

Engine Mapping

EGR
Map

Boost 
Pressure

Map

pimSP

FimSP

Xegrh

Xegrl

Xexh

I�take Pressure
    Trajectory

Set-point 
 Filtering

    LP/HP 
Supervision

 Motion

Planning

  Intake 
Pressure
 Control

   LP-EGR 
Flow Control

   HP-EGR 
Flow Control

Xvgt
pim

mp

Fim

mp

mp

μ Qegrh
mp

Qegrl
mp

Qair
mp

pdc

puc( (

Qegrh

Qegrl

Qair

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ■❋P ❈♦♥tr♦❧ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❚✇♦ ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❍P ❛♥❞
▲P✲❊●❘ ❧♦♦♣s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡ ❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s ❛r❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✸✳✸✳✶✵✮✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥✲
t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s str❛t❡❣② ✐s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♦❢ ❡①tr❛ s❡♥s♦rs✳

❋♦r t❤❡ ❊●❘ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧✱ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✿ ❛♥ ▲P✲❊●❘ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❛
❍P✲❊●❘ ♠♦❞❡✳ ❇♦t❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❢♦r ✢♦✇s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❬✸✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞
❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✭s❡❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤r❡❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ▲P✲❊●❘✱ ❍P✲❊●❘ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡s❤
❛✐r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ s❡t✲♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r
✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s f1✱ f2 ❛♥❞ f3✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ▲P✲❊●❘
♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❣✐✈❡♥✿

Qmp
egrl = (1− µ)f1(Tim, Neng, Fem, p

mp
im , ṗmp

im , Fmp
im , Ḟmp

im ) ✭✹✳✶✳✺✮

✇❤❡r❡ µ ✐s ❛ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ▲P✴❍P s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❜❧♦❝❦ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❝❤♦♦s✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ▲P
❛♥❞ ❛ ❍P✲❊●❘ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡① mp st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳
❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❊●❘ ❝♦♥tr♦❧ ♠♦❞❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

Qmp
egrh = µf2(Tim, Neng, Fem, p

mp
im , ṗmp

im , Fmp
im , Ḟmp

im ) ✭✹✳✶✳✻✮

Qmp
air = µf3(Tim, Neng, Fem, p

mp
im , ṗmp

im , Fmp
im , Ḟmp

im ) ✭✹✳✶✳✼✮

❚♦ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ❊●❘ ❛♥❞ t❤❡ ❍P ✈❛❧✈❡s✱ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ t❡r♠ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❢❡❡❞❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥tr♦❧
❛r❡ ✉s❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✹✽❪✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ❛♥ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❧♦✇s ❣❡tt✐♥❣ ❛
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t✲♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡
✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s tr❛❥❡❝t♦r② ❡♥s✉r❡s ❛
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ s❡t✲♣♦✐♥t t❤❛t r❡s♣❡❝ts t❤❡ ❱●❚ ❛❝t✉❛t♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❚❤❡♥✱ t❤✐s tr❛❥❡❝t♦r② ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧
❧❛✇ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❬✶✵✹❪✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ st❛t✐❝ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦r ❊●❘✱ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐s ❛ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t str❛t❡❣② t♦
t✉♥❡ t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❤✐❧❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ s❡t✲♣♦✐♥t ❢❡❛s✐❜✐❧✐t②✳

✹✳✶✳✸ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ■♥♣✉t ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❊●❘ ❛♥❞ ❱●❚ ❈♦♥tr♦❧

✐♥ ❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡s ✭❏♦❤❛♥ ❲❛❤❧strö♠ ❛♥❞ ▲❛rs ❊r✐❦ss♦♥✮

❚❤✐s ✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s FEGR ❛♥❞ λ0 ✭❊●❘ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦①②❣❡♥✴❢✉❡❧ r❛t✐♦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❚❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✐r✴❢✉❡❧ r❛t✐♦
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❝♦♥t❡♥t ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❛✐r
♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✳ ❚❤❡s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛✐r✴❢✉❡❧ r❛t✐♦
❛♥❞ ❜✉r♥❡❞ ❣❛s r❛t✐♦✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ ❢r❡q✉❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾✸❪✳

Set-Points
3rd Model

 Structure 
     PID 
Controllers

    NL Input
Transformation Engine

Qegrh_SP

pemSP

uQt

uQegrh

xegrh

xvgt

pim, pem, Neng

Qegrh

PID4

xvgtmin

Nt_SP
1
S

λo

pem

Nt

λo_SP

FEGR_SP

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❲❛❤❧strö♠ ❛♥❞ ❊r✐❦ss♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛ t❤✐r❞ ♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❊●❘ ❢r❛❝t✐♦♥ s❡t✲♣♦✐♥t FEGR❴SP

❛♥❞ ❛♥ ♦①②❣❡♥✴❢✉❡❧ r❛t✐♦ s❡t✲♣♦✐♥t λ0❴SP ✐♥t♦ ❛ ❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ s❡t✲♣♦✐♥t QegrhSP

❛♥❞ ❛♥ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ s❡t✲♣♦✐♥t pemSP ✳ ❚♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❡rr♦rs ❝❛✉s❡❞ ❜②
t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦①②❣❡♥✴❢✉❡❧ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r✳ ❆
❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛♥❞ ♠✐♥✴♠❛①✲s❡❧❡❝t♦rs ✐s t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛t❡
t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❛♥❞ ❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ P■❉s ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

uQegrh = PI1 (QegrhSP , Qegrh) , uQt = PI2 (pemSP , pem) ✭✹✳✶✳✽✮
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✇❤❡r❡ uQegrh ❛♥❞ uQt ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❊●❘ ❛♥❞ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s✳ ■❞❡❛❧❧②✱ ✐❢ ♥♦
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡rr♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ uQegrh = Qegrh ❛♥❞ uQt = Qt✳ ❚✇♦ ♦t❤❡r P■❉s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♠♦❞❡s ✭s❡❡ ❬✾✸❪✮✳ ❆ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥♣✉t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊●❘ ❛♥❞ t✉r❜✐♥❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s✱ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉ts uQegrh ❛♥❞ uQt ✐♥t♦ ✈❛❧✈❡ ❛♥❞ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ✇✐t❤
♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥♣✉t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤
❝♦♥tr♦❧ ❛s t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❤❛♥❞❧❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡
❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❇❡s✐❞❡s t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦s ❤❛✈❡ t♦
❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✹✳✵✳✶✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡
❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳ ❚❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✉s❡❞ ❜② ❘❡♥❛✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ■❋P ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳

Neng

IMEPSP

Engine Mapping

[puc,Tuc, pim,Tim,Neng,pem,Tem,Fem,Qair,Qegrh,Qegrl] Air Fraction
Observer

Air Fraction
Controller

Valve
Positioning

EGR
Map

Boost 
Pressure

Map
pimSP

FimSP

EGRpSP
Qegrh

Qegrl

Xegrh

Xegrl

Xexh

F=[Fuc,Fsural,Fim]

Filtering FimSP_f

Ψ=

EGRpSP_f

pimSP_f
VGT

Positioning XVGT
PtSPpimSP PtSP

PIpim

satvgt

Set-point
c

c

Boost Pressure Control

Air Fraction Control

LP-EGR Mass Flow Rate and 
      Air Fraction Estimation 

Exhaust Manifold 
     Estimation

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ Pr♦♣♦s❡❞ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✱ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣ r❡s✉❧t✐♥❣
❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ♥♦t ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡✱
❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ s❡t✲♣♦✐♥ts ✭pimSP , FimSP ❛♥❞ EGRpSP ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❛r❡
♠❛♣♣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♠❡❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ✭■▼❊P✮ s❡t✲♣♦✐♥t ✐♠♣♦s❡❞ ❜②
t❤❡ ❞r✐✈❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡♥❣✐♥❡ s♣❡❡❞ Neng✳ EGRpSP ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ s❡t✲♣♦✐♥ts ❛r❡ t❤❡♥ ✜❧t❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢❡❛s✐❜❧❡ tr❛❥❡❝✲
t♦r✐❡s t❤❛t r❡s♣❡❝t t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦rs ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳ ❚❤❡s❡
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ t✉♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
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❲❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐♥t♦ ❢♦✉r ❜❧♦❝❦s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡
✹✳✹✮✿ ❛ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦r✱ ❛ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥
❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ❛♥ ❡①❤❛✉st ♣r❡ss✉r❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ❛♥ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡
❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✷✱ ✹✳✸✱ ✹✳✹ ❛♥❞ ✹✳✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❆❧❧ t❤❡s❡ ❜❧♦❝❦s t♦❣❡t❤❡r ❛❧❧♦✇ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❛❝t✉❛t♦rs ✭♥❛♠❡❧② t❤❡
❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ❛♥❞ ❍P✲❊●❘ ✈❛❧✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st ✈❛❧✈❡✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✜❧t❡r❡❞ s❡t✲♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ❛s Ψ✮ ❛♥❞ t❤❡
s②st❡♠ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❛s ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✈❛r✐❛❜❧❡❀

• ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇
r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞❀

• ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛♥ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡
❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤❀

• ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t str❛t❡❣② t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ❱●❚✳

✹✳✷ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▲♦✇✲Pr❡ss✉r❡ ❊●❘

▼❛ss ❋❧♦✇ ❘❛t❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡s

❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤❧②
❝♦♠♣❧❡①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❞✉❡
t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❛❝r♦ss t❤❡ ❊●❘ ✈❛❧✈❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✈❛❧✈❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥
❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✴❊●❘ r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✳ ■♥ ❬✸✹❪✱ ❬✸✺❪ ❛♥❞ ❬✻✶❪✱ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ ❜✉r♥❡❞
❣❛s ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s✐♥❣❧❡✲❧♦♦♣ ❊●❘✳ ■♥ ❬✾✻❪✱ ❛
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r
❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ s②st❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❝❧♦s❡❞✲
❧♦♦♣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥
❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ♥♦✈❡❧ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ▲P✲❊●❘
♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ t♦
✇♦r❦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ s❡♥s♦rs t♦ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✳ ■♥
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❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞
❛♥❞ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ✐s ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✷✳✷ ❛♥❞ ✹✳✷✳✸✱
❛ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥ ▲P❱ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ▲P✲❊●❘
♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✷✳✹✱ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♦❜s❡r✈❡rs ✇♦r❦✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣✐❡s✳

✹✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▲P ❊●❘ ▼❛ss

❋❧♦✇ ❘❛t❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✹✳✷✳✶✳

• t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝s❀

• t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❤❛✉st ❣❛s r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♠❛❧❧❀

• t❤❡ ❍P✲❱❛❧✈❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦♣❡♥ ❞✉r✐♥❣ ▲P✲❊●❘ ♦♣❡r❛t✐♦♥❀

• t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❍P✲❱❛❧✈❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s

❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡✳

❚❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞
❛♥❞ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ♣❛t❤✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
❬✸✻❪ ❛♥❞ ❬✾✻❪✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②✿

ṗim =
rTim

Veqv

(Qair +Qegrl +Qegrh −Qeng) ✭✹✳✷✳✶✮

Ḟem =
rTem

pemVem

((Qair +Qegrl +Qegrh)Fim − (Qair+

Qegrl +Qegrh +Qf )Fem − PCOQf )

✭✹✳✷✳✷✮

Ḟuc =
rTair

pairVuc

((Fem − 1)Qegrl + (1− Fuc)(Qair +Qegrl)) ✭✹✳✷✳✸✮

Ḟsural =
rTim

pdeVsural

(Qair +Qegrl)(Fuc − Fsural) ✭✹✳✷✳✹✮
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Ḟim =
rTim

pimVim

((Qair +Qegrl)(Fsural − Fim) +Qegrh(Fem − Fim)) ✭✹✳✷✳✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞❡① sural ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛♥❞
t❤❡ ❍P✲❱❛❧✈❡✱ PCO ✐s t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ❛✐r t♦ ❢✉❡❧ r❛t✐♦ ❛♥❞ Veqv ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈♦❧✉♠❡
❢♦r t❤❡ ✵❉ ♣r❡ss✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❞❡✜♥❡❞ ❛s Veqv = Vdc+Vde+Vhe+Vim✳ Vhe ✐s t❤❡ ❍P✲❝♦♦❧❡r
✈♦❧✉♠❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ t❤❡ ♦♥❧② ♠❡❛s✉r❡❞ st❛t❡s
✐♥ ✭✹✳✷✳✶✮ ✲ ✭✹✳✷✳✺✮ ❛r❡ pim ❛♥❞ Fem ✭❯❊●❖ s❡♥s♦r✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t pem✱ Tem✱ Tim ❛♥❞ Qair

❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ pem ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❛♥❞ Tem ✐s ♦❢t❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❞❛t❛✲♠❛♣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢
✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ✭t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ Tem ✐s t②♣✐❝❛❧❧② s❧♦✇✮✳

❚❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s Qegrh ❛♥❞ Qegrl st✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ s②st❡♠ ✭✹✳✷✳✶✮✲✭✹✳✷✳✺✮✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❛❝r♦ss t❤❡
❊●❘ ✈❛❧✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✈❡✬s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❛ss ✢♦✇s r❛t❡s ❢r♦♠ s②st❡♠
✭✹✳✷✳✶✮✲✭✹✳✷✳✺✮✱ ❜✉t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❞♦
♥♦t ❛❧❧♦✇ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❜♦t❤ Qegrh ❛♥❞ Qegrl ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❙✐♥❝❡ pim ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ✭✹✳✷✳✶✮ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ s✉♠ ♦❢ Qegrh+Qegrl✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t Qegrh ❛♥❞ Qegrl ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❛❝r♦ss
t❤❡ ❧♦✇✲♣r❡ss✉r❡ ❊●❘ ✈❛❧✈❡ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❍P✲❊●❘ ✈❛❧✈❡✱
♠❛❦✐♥❣ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❋♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Qegrh ✇❡ ✉s❡
t❤❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ DPegrh✱ pem ❛♥❞ Tem✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▲P✲
❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛s t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠s s✐♥❝❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞
♣r❡ss✉r❡ ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
s✉✐t❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ✭✹✳✷✳✶✮✲✭✹✳✷✳✺✮✳

✹✳✷✳✷ ▲♦✇ Pr❡ss✉r❡ ❊●❘ ❋❧♦✇ ❘❛t❡ ❖❜s❡r✈❡r ❉❡s✐❣♥

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥ ✐♥♣✉t ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Qegrl✱ ❞❡♥♦t❡❞
❛s Q̂egrl✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ st❛t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
st❛t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ Q̇egrl = 0✱ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ Q̂egrl ❛s✿

˙̂pim =
rTim

Veqv

(Qair + Q̂egrl +Qegrh −Qeng) + u1 ✭✹✳✷✳✻✮

˙̂
Qegrl = u2 ✭✹✳✷✳✼✮

✼✷



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✜♥❞ u1 ❛♥❞ u2 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❡rr♦rs pim− p̂im ❛♥❞ Qegrl−Q̂egrl t♦ ③❡r♦ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s②st❡♠ ✭✹✳✷✳✻✮ ✲
✭✹✳✷✳✼✮ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢♦r♠✱ ❛ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡r ✭s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s
❝❧❛ss ♦❢ s②st❡♠s✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ✐ts ✐♥❤❡r❡♥t r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐t②
❬✼✻❪✳

❉❡✜♥❡ t❤❡ ✜rst s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❝t✐♦♥ ❛s✿

S1 = k1(p̂im − pim) + k2

∫

(p̂im − pim)dt ✭✹✳✷✳✽✮

✇❤❡r❡ k1 ❛♥❞ k2 ❛r❡ s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝❛♥❞✐❞❛t❡✿

V (t) =
1

2
S2
1(t) ✭✹✳✷✳✾✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ V ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ✭✹✳✷✳✶✮
❛♥❞ ✭✹✳✷✳✻✮✿

V̇ = S1(k1

(

rTim

Veqv

(Q̂egrl −Qegrl) + u1

)

+ S1k2(p̂im − pim) ✭✹✳✷✳✶✵✮

❉❡✜♥❡ t❤❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❡r ✐♥♣✉t u1 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

u1 = h1λ1sign(S1) + h2(p̂im − pim) ✭✹✳✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ h1 ❛♥❞ h2 ❛r❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r❡❝✐s❡❞ ❧❛t❡r ❛♥❞ λ1 ✐s ❛ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦✿

V̇ =S1

(

k1
rTim

Veqv

(Q̂egrl −Qegrl) + k1h1λ1sign(S1) + k1h2(p̂im − pim)

)

+ S1k2(p̂im − pim)

✭✹✳✷✳✶✷✮

❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ h1 ❛♥❞ h2 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

h1 =
rTim

Veqv

, h2 = −k2
k1

✭✹✳✷✳✶✸✮

✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

V̇ = S1k1
rTim

Veqv

(

Q̂egrl −Qegrl + λ1sign(S1)
)

✭✹✳✷✳✶✹✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
λ1 ❛♥❞ k1 ❤❛✈❡ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t V̇ < 0✮✿

|Q̂egrl −Qegrl| < |λ1|, λ1 < 0, k1 > 0 ✭✹✳✷✳✶✺✮

✼✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r e = p̂im − pim ✐s ❛t st❡❛❞②✲st❛t❡
✭ė = 0✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

Qegrl = Q̂egrl + λ1sign(S1)−
k2
k1

Veqv

RTim

(p̂im − pim) ✭✹✳✷✳✶✻✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✳✶✻✮ ♣❡r♠✐ts t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡❝♦♥❞ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

S2 = k3(Q̂egrl −Qegrl) + k4

∫

(Q̂egrl −Qegrl)dt ✭✹✳✷✳✶✼✮

✇❤❡r❡ k3 ❛♥❞ k4 ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✭✹✳✷✳✾✮ ❢♦r
t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ S2✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s V2✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t
Q̇egrl = 0 ✭❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ st❛t❡ ✐♥s❡rt✐♦♥✮✿

V̇2 = S2(k3u2 + k4(Q̂egrl −Qegrl)) ✭✹✳✷✳✶✽✮

❉❡✜♥❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❜s❡r✈❡r ✐♥♣✉t u2 ❛s✿

u2 = λ2sign(S2) + h3(Q̂egrl −Qegrl) ✭✹✳✷✳✶✾✮

✇❤❡r❡ λ2 ❛♥❞ h3 ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡♥✱ ✭✹✳✷✳✶✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

V̇2 = S2(k3(λ2sign(S2) + h3(Q̂egrl −Qegrl)) + k4(Q̂egrl −Qegrl)) ✭✹✳✷✳✷✵✮

❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s str✐❝t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r λ2✱ k3 ❛♥❞ h3 ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✿

λ2 < 0, k3 > 0, h3 = −k4
k3

✭✹✳✷✳✷✶✮

✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ Qegrl ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s
✭✹✳✷✳✶✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✳✷✶✮ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② t♦ ③❡r♦ ✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ λ1 ❛♥❞
λ2 ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✭✹✳✷✳✻✮✲✭✹✳✷✳✼✮ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Fem✱ Fuc✱ Fsural ❛♥❞ Fim✱
✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✳

✹✳✷✳✸ ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❖❜s❡r✈❡r

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ▲P❱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✷✳✷✮ ✲ ✭✹✳✷✳✺✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡
❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♣♦❧②t♦♣✐❝
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✷✳✷✮ ✲ ✭✹✳✷✳✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ▲▼■ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r

✼✹



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Qegrl ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ✐s
❞✐s❝✉ss❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✾✻❪✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❛❦❡
♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ Fim ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s②st❡♠ ♦✉t♣✉t ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ ❛✐r
❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✉s❡s ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❯❊●❖ s❡♥s♦r ✭Fem✮ ❛s s②st❡♠ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❙t❛rt ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲P❱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠ ✭✹✳✷✳✷✮✲✭✹✳✷✳✺✮✿

Ẋ = A(ϕ)X +W (ϕ) + ξx

y = CX + ξy
✭✹✳✷✳✷✷✮

✇❤❡r❡ ξx ✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① V = V T ✱ ξy ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Wy✱ X = [Fem Fuc Fsural Fim]

T ✱ C = [1 0 0 0] ❛♥❞

A(ϕ) =















−ϕ1 − ϕ2 0 0 ϕ1

ϕ3 −ϕ3 − ϕ4 0 0

0 ϕ5

Vsural
− ϕ5

Vsural
0

ϕ6 0 ϕ5

Vim
− ϕ5

Vim
− ϕ6

Vim















, W (ϕ) =















−PCOϕ2

ϕ4

0

0















✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ϕ1 =
rTem

pemVem

(Qair +Qegrl +Qegrh), ϕ2 =
rTem

pemVem

Qf , ϕ3 =
rTair

pairVuc

Qegrl,

ϕ4 =
rTair

pairVuc

Qair ϕ5 =
rTim

pim
(Qair +Qegrl), ϕ6 =

rTim

pim
Qegrh

✭✹✳✷✳✷✸✮

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ϕ ❝♦♥s✐sts ♦❢ nϕ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs
[ϕ1, ϕ2, ..., ϕnϕ

] ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ϕi ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠
✈❛❧✉❡ ϕi ❛♥❞ ϕi✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ϕ ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥
❤②♣❡rr❡❝t❛♥❣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s✉❜s❡t Zϕ ⊂ R

nϕ ✇✐t❤ Nϕ = 2nϕ ✈❡rt✐❝❡s {w1, w2, ...wNϕ
}✳

❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A(ϕ) ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① wi ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❡t {Ω1, ...,ΩNϕ
}✳ ❚❤❡

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡t {Ω1, ...,ΩNϕ
} ❛r❡ t❤❡ ❡①tr❡♠❛ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s

t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❛❧❧ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ϕ ✐❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s A(ϕ) ❛♥❞ W (ϕ) ❞❡♣❡♥❞ ❧✐♥❡❛r❧②
♦♥ ϕ✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✼❪ ✭❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r r❡❢❡r❡♥❝❡s✮ t❤❛t t❤❡ ▲P❱ s②st❡♠ ✭✹✳✷✳✷✷✮ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❧✐♥❡❛r ♣♦❧②t♦♣✐❝ ❢♦r♠✿

Ẋ =

Nϕ
∑

i=1

αi(ϕ)(A(wi)X +W (wi)u) + ξx ✭✹✳✷✳✷✹✮

✼✺



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s αi(ϕ) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

αi(ϕ) =

∏nϕ

k=1 |ϕk − C(wi)k|
∏nϕ

k=1 |ϕk − ϕ
k
]| ✭✹✳✷✳✷✺✮

✇❤❡r❡✿

C(wi)k =

{

ϕk

∣

∣

∣

∣

ϕk = ϕk ✐❢ (wi)k = ϕ
k

ϕk = ϕ
k
♦t❤❡r✇✐s❡

}

✭✹✳✷✳✷✻✮

❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ αi ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

αi(ϕ) ≥ 0,

Nϕ
∑

i=1

αi(ϕ) = 1 ✭✹✳✷✳✷✼✮

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲P❱ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r✲❧✐❦❡ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✷✳✷✷✮✿

˙̂
X = A(ϕ)X̂ +W (ϕ) + L(Fem − F̂em) ✭✹✳✷✳✷✽✮

✇❤❡r❡ L ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ ✈❡❝t♦r t❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❢♦r ❛❧❧ ϕ ∈ Zϕ✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❣✐✈❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ϕ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ L(ϕ)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② t♦ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t✱ ✐ts ❧♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ ✭r❡q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✹✳✵✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✉❣❣❡st t❤❛t ✭✹✳✷✳✷✽✮ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✷✳ ❬✽✷❪✿ ❈♦♥s✐❞❡r s②st❡♠ ✭✹✳✷✳✷✷✮✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡

❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① P > 0✱ ❛ ♠❛tr✐① Y ❛♥❞ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① X✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧

♣r♦❝❡ss ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① V > 0 ❛♥❞ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Wy > 0✱

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ [1, ... , Nϕ]✿

A(wi)
TP + PA(wi) + CTY + Y TC + I ≺ 0 ✭✹✳✷✳✷✾✮

[

X W
1
2
y Y

Y TW
1
2
y P

]

≻ 0 L = Y P−1 ✭✹✳✷✳✸✵✮

s✉❜❥❡❝t t♦✿

arg min
P,X,Y

{Tr(V P ) + Tr(X)} ✭✹✳✷✳✸✶✮

t❤❡♥✱ ✭✹✳✷✳✷✽✮ ✐s ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ♦❢ s②st❡♠ ✭✹✳✷✳✷✷✮ ❢♦r ❛❧❧ ϕ ∈ Zϕ✳

✼✻



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✷ ✐s ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s ✐t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r
❢♦r ❛❧❧ ϕ ∈ Zϕ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ✭✹✳✷✳✸✶✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
♥♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✷ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ▲▼■s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ L ✉s✐♥❣ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ s②st❡♠ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳

❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✳✷✸✮✱ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲P❱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠ ✭✹✳✷✳✷✮ ✲ ✭✹✳✷✳✺✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Qegrl ❞♦❡s ♥♦t ❞❡st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r✱ t❤❡ ♦♥❧②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❢✉❧✜❧❧ ✐s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t Q̂egrl ❞♦❡s ♥♦t ❞r✐✈❡ ϕ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ♣♦❧②t♦♣❡✳
❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❜♦t❤ ❡st✐♠❛t♦rs ❡rr♦rs s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦
③❡r♦✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❡①✲
t❡♥❞❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✹✳

✹✳✷✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✇♦r❦✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞
✉s✐♥❣ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡ t❤❛t ♣r❡s❡♥ts str♦♥❣ tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡
♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs✳

✹✳✷✳✹✳✶ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❡st✐♠❛t♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣
♠♦❞❡ ❡st✐♠❛t♦r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❡st✐♠❛t♦r✱
✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡
k1 ✵✳✵✵✸
k2 ✵✳✵✹
λ1 ✲✵✳✵✵✺
k3 ✵✳✵✷
k4 ✵✳✵✸
λ2 ✲✵✳✵✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❡st✐♠❛t♦r

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ s❤♦✇s ❛ ③♦♦♠ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡
♦❜s❡r✈❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r q✉✐❝❦❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡

✼✼



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❩♦♦♠ ♦♥ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❡st✐♠❛t♦r r❡s✉❧ts

✈✐rt✉❛❧ ❛✐r✲♣❛t❤ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✳ ❙♦♠❡ s❧✐❣❤t
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝✲
t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r s②♥t❤❡s✐s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦❜s❡r✈❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❡rr♦r ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡✳ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡
❡st✐♠❛t♦r r❡s♣♦♥❞s q✉✐❝❦❧② t♦ str♦♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ✭s✉❞❞❡♥ ♦♣❡♥✐♥❣
❛♥❞ ❝❧♦s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ✈❛❧✈❡✮✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r r❡♠❛✐♥s ❜♦✉♥❞❡❞
❜② |Qegrl − Q̂egrl| < |λ1| = 0.005✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥
✭✹✳✷✳✶✺✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✳

✹✳✷✳✹✳✷ ❆✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❆♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♦❜s❡r✈❡rs ✇♦r❦✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ϕ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦✈❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧✐♠✐ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳

❆♣♣❧②✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✷ ✇✐t❤ V = 0.01 × In×n ❛♥❞ Wy = 0.01 ✭t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss
❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✼✽



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❡st✐♠❛t♦r ❡rr♦r

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡▼✐♥ ❱❛❧✉❡▼❛①
ϕ1 ✽✳✸✸ ✹✾✳✵✷
ϕ2 ✵ ✷✳✶✼
ϕ3 ✵ ✷✳✾✽
ϕ4 ✵✳✾✽ ✾✳✸✽
ϕ5 ✵✳✵✵✺✶ ✵✳✵✸✸
ϕ6 ✵ ✵✳✵✵✼✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❇♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ϕ

♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

L = [1.36, 0.63, 1.00, 1.21]T ✭✹✳✷✳✸✷✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛s t❤❡ ♦♥❡
✉s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳ ❆s ❞❡♣✐❝t❡❞✱ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ s❤♦✇s ❛ ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛♣♣❡❛r ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥✲♠♦❞❡❧❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ✭✹✳✷✳✶✮✲✭✹✳✷✳✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs
♦❢ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡r✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r
❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② s❛t✐s❢②✐♥❣✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ L ❢♦r
t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦r ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❡st✐♠❛t♦r✱ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ϕ ✐s ♥♦t ❞r✐✈❡♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡①tr❡♠✐t✐❡s
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❩♦♦♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✱ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✳✷✽✮✱ ✐s t❤❛t ✐t ❣✐✈❡s ❛♥
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ✭❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛✐r✲♣❛t❤
s❡❝t✐♦♥s✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r s②st❡♠
✭✹✳✷✳✷✮✲✭✹✳✷✳✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✸ ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❊●❘ Pr♦♣♦rt✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ❉✉❛❧

▲♦♦♣ ❊●❘ ❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡s

❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲❝②❧✐♥❞❡r ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡✲♦✉t ❡♠✐ss✐♦♥s ♥♦t ♦♥❧② ✐♥✲
✈♦❧✈❡s t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥✲❝②❧✐♥❞❡r ❊●❘✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❍P✲❊●❘ ❛♥❞ ▲P✲❊●❘✳
❲✐t❤ t❤❡ ❍P✲❊●❘ t❤❡ ❜✉r♥t ❣❛s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛r❡ r❡✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤✉s ✐ts ♣♦✇❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❍P✲❊●❘ ❤❛s
❛ ❢❛st❡r s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r ❍❈ ❛♥❞ ❈❖ ❡♠✐ss✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ▲P✲❊●❘
❬✶✺❪✳ ❲✐t❤ t❤❡ ▲P✲❊●❘ t❤❡ ❜✉r♥t ❣❛s❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ❛❢t❡r✲
tr❡❛t♠❡♥t s②st❡♠s ❛♥❞ r❡✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r✳ ❲✐t❤ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ❛❧❧
t❤❡ ❡①❤❛✉st ❣❛s❡s ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t✉r❜✐♥❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r❝❤❛r❣✐♥❣ s②st❡♠ t♦ ♦♣❡r✲
❛t❡ ♦♣t✐♠❛❧❧②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇✐t❤ t❤❡ ▲P✲❊●❘✱ t❤❡ s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❍P✲❊●❘✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❍P✲❊●❘ ❛♥❞ t❤❡ ▲P✲❊●❘✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❊●❘ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱

✽✵



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❤♦t ❍P✲❊●❘ ❣❛s ❛♥❞ ❝♦❧❞ ▲P✲❊●❘ ❣❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❍❈✲❈❖ ❡♠✐ss✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❆ ♣r✐♦r✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❍P✲❊●❘ ❝❛♥
❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ ❛ s❤♦rt s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s r❡✲
q✉✐r❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ❝❛♥ ❜❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞ ✇❤❡♥ s✉♣❡r❝❤❛r❣✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳
❚❤✉s✱ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s r❡❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐s ♦❢
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r
s✐♥❣❧❡✲❧♦♦♣ ❊●❘ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s❀ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪✱ ❬✺✷❪ ❛♥❞ ❬✾✹❪✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r r❡❢❡r❡♥❝❡s✳
■♥ ❬✹✽❪✱ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ ❡♥❣✐♥❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♠❛♥❛❣❡
❡✐t❤❡r t❤❡ ❍P✲❊●❘ ♦r t❤❡ ▲P✲❊●❘✳ ■♥ ❬✶✵✸❪✱ ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❞✉❛❧✲❊●❘ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢
t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❡ss ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❊●❘
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐♥ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❲❡ ♠♦❞✐❢② ❛♥ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡
♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❛s ❛ s②st❡♠ ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ♠♦❞✐✜❡❞
♠♦❞❡❧ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛♥ ▲P❱ ❢♦r♠ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛
✈✐rt✉❛❧ ✐♥♣✉t t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❝❛♥❝❡❧✐♥❣ ♦✉t t❤❡ s②st❡♠✬s ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥♣✉ts✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲P❱
♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ▲P❱✲▲◗❘ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ▲P❱✲▲◗❘ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
▲P❱ s②st❡♠ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❞❡✜♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r
❝♦♥✈❡① s❡t✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

✹✳✸✳✶ ❆✐r✲P❛t❤ ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ▼♦❞❡❧

❲✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✭✹✳✷✳✷✮ ✲ ✭✹✳✷✳✺✮ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥✱ t❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

EGRp =
Qegrl

Qegrl +Qegrh

✭✹✳✸✳✶✮

❋r♦♠ ✭✹✳✸✳✶✮✱ Qegrh ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ Qegrl ❛♥❞ EGRp ❛s✿

Qegrh = αEGRQegrl ✭✹✳✸✳✷✮

✇❤❡r❡ αEGR =
(

1
EGRp

− 1
)

✳ ❘❡✇r✐t✐♥❣ ✭✹✳✷✳✸✮ ✲ ✭✹✳✷✳✺✮ ✇✐t❤ ✭✹✳✸✳✷✮ ❣✐✈❡s✿

Ḟuc = −γuc(Qair +Qegrl)Fuc + γucFemQegrl + γucQair ✭✹✳✸✳✸✮

Ḟsural = γsural(Qair +Qegrl)(Fuc − Fsural) ✭✹✳✸✳✹✮

✽✶



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

Ḟim =γim(Qair +Qegrl)Fsural − γim(Qair + (1 + αEGR)Qegrl)Fim

+ γimFemαEGRQegrl

✭✹✳✸✳✺✮

✇❤❡r❡

γuc =
rTair

pairVuc

, γim =
rTim

pimVim

, γsural =
rTim

pdeVsural

✭✹✳✸✳✻✮

❲✐t❤ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ Qegrl ❛♥❞ αEGR ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s
❤❛r❞❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✳
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ Fem ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛✐r
❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❛s t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ❡♥❣✐♥❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥♣✉t✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✱ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss
✢♦✇ r❛t❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛❧s♦ s♠❛❧❧✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❤❛r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♦r ❡st✐♠❛t❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤❡
▲P✲❊●❘ ✈❛♥✐s❤❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✷✳✸✮ ✲ ✭✹✳✷✳✺✮ s✐♥❝❡
✭✹✳✷✳✺✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❛t
t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ♦❢ EGRp ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✷ ❛♥❞ ✶ ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ αEGR ∈ [0, 4]✮✳ ■❢ ♦♥❧②
❍P✲❊●❘ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍P✲❊●❘ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳

✹✳✸✳✷ ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧

❚❤❡ ✐♥♣✉ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❡ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ s❡t✲♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Ψ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛✐r
❢r❛❝t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✮✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥
❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❍P ❛♥❞ ▲P ❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇s r❛t❡s ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s Qc

egrh ❛♥❞ Qc
egrl✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ✈❛❧✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✈❛❧✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣
❜❧♦❝❦✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡rr♦r
❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛✐r✲♣❛t❤ s❡❝t✐♦♥s ❛s✿

euc = Fuc−FucSP ; esural = Fsural − FsuralSP ;

eim = Fim − FimSP

✭✹✳✸✳✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞❡① SP st❛♥❞s ❢♦r s❡t✲♣♦✐♥t✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t FsuralSP = FucSP ✱ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✭✹✳✸✳✼✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ėuc =− γuc(Qair +Qegrl)euc + γucFemQegrl + γucQair

− γuc(Qair +Qegrl)FucSP

✭✹✳✸✳✽✮

ėsural = γsural(Qair +Qegrl)(euc − esural) ✭✹✳✸✳✾✮

✽✷
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ėim =γim(Qair +Qegrl)esural − γim(Qair + (1 + αEGR)Qegrl)eim

+ γimFemαEGRQegrl + γim(Qair +Qegrl)FucSP

− γim(Qair + (1 + αEGR)Qegrl)FimSP

✭✹✳✸✳✶✵✮

❲✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❝❛♥❝❡❧✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ t❡r♠s ♦❢ ✭✹✳✸✳✽✮ ✲ ✭✹✳✸✳✶✵✮ ✭♥❛♠❡❧② t❤❡
❧❛st t✇♦ t❡r♠s ✐♥ ✭✹✳✸✳✽✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✶✵✮✮✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t uv ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r
❢r❛❝t✐♦♥ s❡t✲♣♦✐♥t FucSP ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

uv = QegrlFem − (FimSP − 1)Qair

(1 + αEGR)(Fem − FimSP )
✭✹✳✸✳✶✶✮

FucSP =
1

Qair +Qegrl

((Qair + (1 + αEGR)Qegrl)FimSP − FemαEGRQegrl) ✭✹✳✸✳✶✷✮

❯s✐♥❣ ✭✹✳✸✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✶✷✮✱ s②st❡♠ ✭✹✳✸✳✽✮ ✲ ✭✹✳✸✳✶✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
▲P❱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✿

Ẋ = A(ϕ)X +B(ϕ)uv ✭✹✳✸✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ϕ ∈ R
nϕ ✐s ❛ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r t❤❛t t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡

Zϕ✱ nϕ ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ X ∈ R
3✱ uv ∈ R✱ A(ϕ) : Zϕ → R

3×3 ❛♥❞
B(ϕ) : Zϕ → R

3×1✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ▲P❱ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✸✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

A(ϕ) =









−ϕ1 0 0

ϕ3 −ϕ3 0

0 ϕ4 −ϕ4 − ϕ5









, B(ϕ) =









ϕ2

0

ϕ6









✭✹✳✸✳✶✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ϕ1 = γuc(Qair +Qegrl), ϕ2 = γuc, ϕ3 = γsural(Qair +Qegrl),

ϕ4 = γim(Qair +Qegrl), ϕ5 = γim(αEGRQegrl), ϕ6 = γimαEGR

✭✹✳✸✳✶✺✮

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

uv = K(ϕ)X ✭✹✳✸✳✶✻✮

✇❤❡r❡ K(ϕ) : Zϕ → R
1×3✱ s✉❝❤ t❤❛t s②st❡♠ ✭✹✳✸✳✶✸✮ ✐s st❛❜✐❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ϕ ∈ Zϕ✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✹✳✵✳✶✱ ❛♥ ▲◗❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥
t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ ❣❛✐♥ K(ϕ) ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐ts ❣♦♦❞ st❛❜✐❧✐t②
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ✐♥❤❡r❡♥t r♦❜✉st♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❬✶✵✺❪✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▲P❱✲▲◗❘ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳

✽✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶✳ ❬✻❪ ❈♦♥s✐❞❡r s②st❡♠ ✭✹✳✸✳✶✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♣❛✐r

(A(ϕ), B(ϕ)) ❢♦r ❛❧❧ ϕ ∈ Zϕ✳ ▲❡t A(ϕ) ❛♥❞ B(ϕ) ❤❛✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♥tr✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✲

tr✐❝❡s Ru(ϕ) ❛♥❞ Qu(ϕ) ❤❛✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♥tr✐❡s✱ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ ❣❛✐♥

K(ϕ) = −R−1
u (ϕ)BT (ϕ)P (t) ✭✹✳✸✳✶✼✮

✇✐t❤

Ṗ (t) =P (t)A(ϕ(t)) + AT (ϕ(t))P (t)

− P (t)B(ϕ(t))R−1
u (ϕ(t))BT (ϕ(t))P (t) +Qu(ϕ(t))

✭✹✳✸✳✶✽✮

❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

P (0) = P (0)T ≻ 0 ✭✹✳✸✳✶✾✮

st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r ❛❧❧ ϕ ∈ Zϕ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✿

J =

∫

∞

t0

(

XT (t)Qu(ϕ)X(t) + u(t)TRu(ϕ)u(t)
)

dt ✭✹✳✸✳✷✵✮

✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t > t0 > 0✳

❲✐t❤ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ K(ϕ) ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✭✹✳✸✳✷✵✮✮
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ▲P❱ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♥tr✐❡s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✸✳✶✾✮ ✐s
s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛✐r (A(ϕ), B(ϕ)) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡① ♣❛r❛♠❡t❡r
s❡t Zϕ✳

❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✿

• t❤❡ FimSP ❛♥❞ t❤❡ EGRpSP ❛r❡ ✜❧t❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs❀

• t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ϕ t♦ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢♦r ❛❧❧ t > 0 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ▲P❱ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♥tr✐❡s✳ ❚♦ s❛t✐s❢② ✭✹✳✸✳✶✾✮✱ t❤❡ ♠❛tr✐① P ♦❢
✭✹✳✸✳✶✽✮ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❘✐❝❝❛t✐ ❡q✉❛t✐♦♥✿

0 =P0(0)A(ϕ(0)) + AT (ϕ(0))P0(0)

− P0(0)B(ϕ(0))R−1
u (ϕ(0))BT (ϕ(0))P0(0) +Qu(ϕ(0))

✭✹✳✸✳✷✶✮

✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t P0 ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❛♥❞ t❤❛t (A(ϕ(0)) −
B(ϕ(0))K(ϕ(0))) ≺ 0 ✭st❛❜✐❧✐t② ❛t t = 0✮✳

✽✹



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❱❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r (A(ϕ), B(ϕ)) ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❛♥ ❡❛s② t❛s❦ ❛s t❤❡
s②st❡♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✬s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦♦❧s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ▲P❱ s②st❡♠s ♦✈❡r ❛ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥✈❡① ♣❛r❛♠❡t❡r
s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ K(ϕ) ❢♦r ❛❧❧ ϕ ∈ Zϕ✳

❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✸✮ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡① s❡t Zϕ ✭♣♦❧②t♦♣❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡
❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✹✳✸✳✶✺✮✮✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧②t♦♣✐❝ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✸✮ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✷✳✷✺✮ ✲ ✭✹✳✷✳✷✼✮✮ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✷✿

Ẋ =
2l
∑

i=1

αi(ϕ)(A(wi)X +B(wi)uv) ✭✹✳✸✳✷✷✮

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✷✳ ❬✼❪ ❚❤❡ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦❧②t♦♣✐❝ s②st❡♠ ✭✹✳✷✳✷✹✮ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢

rank(R(Ai, Bi)) = n ∀ i ∈ [1, ..., Nϕ] ✭✹✳✸✳✷✸✮

✇❤❡r❡

R(A,B) = [B,AB,A2B, ..., An−1B] ✭✹✳✸✳✷✹✮

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✷ ❛❧❧♦✇ ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❡❛s✐❧② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✸✮✱ ✇❤✐❝❤
❢✉❧✜❧❧s t❤❡ t❤r❡❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ K(ϕ) ❢♦r ❛❧❧
ϕ ∈ Zϕ✳

❆ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ▲◗❘ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ str❛t❡❣② t♦ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ✭✹✳✸✳✶✸✮✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦❧②t♦♣❡✱
❛♥ ▲◗❘ ❣❛✐♥✲s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♦r ❛ r♦❜✉st ▲❚■✲▲◗❘ ❝♦♥tr♦❧✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡s
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✼❪ ❛♥❞ ❬✼✸❪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❣✐✈❡ ✈❡r② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❣❛✐♥s ✇✐t❤ ♣♦♦r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭t❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✮✳ ❚❤❡ ▲P❱✲▲◗❘ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s✉✐t✲
❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ϕ ✐s ❦♥♦✇♥
❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥✲
❣✐♥❡s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❊✉❧❡r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ✜①✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ Qu ❛♥❞ Ru ✭❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❢♦r t❡❝❤♥✐❝✐❛♥s✮✳

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭✹✳✸✳✶✻✮ ❛❧❧♦✇s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
❝♦♥tr♦❧✱ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛❝t✉❛t♦rs ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❍P✲❊●❘✱ ▲P✲❊●❘ ❛♥❞ ❊❳❍ ✈❛❧✈❡s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇
r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈❛❧✈❡✱ t❤❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✸✳✸✳✷✳✶ ❛r❡ ✉s❡❞ ❬✾✹❪ ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ s❡♥s♦rs ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦r✐✜❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇
r❛t❡ ✐s ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❛❝r♦ss t❤❡ ▲P✲❊●❘ ✈❛❧✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✈❡
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤②✱ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ♦❜s❡r✈❡r
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲P✲❊●❘ ✈❛❧✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✳

❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍P✲❊●❘ ✈❛❧✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✸✳✸✳✷✹✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✳✷✺✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
pem✱ DPegrh ❛♥❞ Tegrh ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✈❡✬s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❍P✲❊●❘ ✈❛❧✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✿

xegrh(t) = A−1
egrh[SV

−1(Qc
egrh, pem, DPegrl, Tegrh)] ✭✹✳✸✳✷✺✮

✇❤❡r❡ Qc
egrh ✐s t❤❡ ❍P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ SV −1 ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡

❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ A−1
egrh ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✈❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛✳ ◆♦t❡

t❤❛t ✐♥ ✭✹✳✸✳✷✺✮✱ t❤❡ ✈❛❧✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜② ❛ st❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st ✈❛❧✈❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
st❛t✐❝❛❧❧② ❛s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✈❡s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t✇♦ ✐♥t❡❣r❛t♦rs
❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✈❡s✬ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✿

xegrl(t) = kegrl

∫ t

t0

(

Qc
egrl − Q̂egrl

)

dt ✭✹✳✸✳✷✻✮

xexh(t) = kexh

∫ t

t0

(

Qc
egrl − Q̂egrl

)

dt ✭✹✳✸✳✷✼✮

✇❤❡r❡ Qc
egrl ✐s t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ Q̂egrl ✐s t❤❡ ▲P✲❊●❘ r❛t❡

❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡r ❛♥❞ kegrl ❛♥❞ kexh ❛r❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
❣❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ▲P✲❊●❘ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st ✈❛❧✈❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ kegrl

kexh
❝❛♥

❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡t t❤❡ ❡✛♦rt ♦❢ ❛ ✈❛❧✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡
❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✳

❚✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥s ♠❛② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✿

• ■♥ t❤❡♦r②✱ ✭✹✳✸✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✶✷✮ ❝❛♥❝❡❧ ♣❡r❢❡❝t❧② t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ t❡r♠s ✐♥ ✭✹✳✸✳✽✮ ✲
✭✹✳✸✳✶✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s✱ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤❡s❡ ♠✐s♠❛t❝❤❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱ t❤❡✐r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡
❞❡♥♦t❡❞ ❛s du✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ ✐♥♣✉t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ✉♣ t♦ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡s❡ ♠✐s♠❛t❝❤❡s✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

δ = max
wi

{‖Gcl(wi)‖∞} ✭✹✳✸✳✷✽✮

✇❤❡r❡ Gcl(wi) ✐s t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ du t♦ t❤❡ ❛✐r
❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ Fim ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛s ♠❛♥② Gcl(wi)
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❛s ♣♦❧②t♦♣❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ▲◗❘ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❡❛❝❤
✈❡rt❡① ♦❢ Zϕ✳ δ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ H∞✲♥♦r♠ ♦❢ Gcl(wi) ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ i ∈ [1, ..., 64]✳ ❚❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✹✳✸✳✷✽✮ ❛❧❧♦✇s ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❣❛✐♥ ❢r♦♠ du t♦ Fim✳
❋♦r s♠❛❧❧❡r δ✱ ❣r❡❛t❡r ✐♥♣✉t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞
t❤❛t ❛s t❤❡ ▲◗❘ ♣❛r❛♠❡t❡r Ru ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ K(ϕ) ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥
t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ❛❧❧♦✇s t✉♥✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦
✐♥♣✉t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✇✐t❤ Ru✳ ❲❡ ❧♦♦❦ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡
❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✳✷✽✮ t♦ ✈❡r✐❢② ✇❤❡t❤❡r δ < δmax ✭δmax ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✮
❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ Ru ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳

• ❚❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ϕ ❛r❡ ❛❧s♦ ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛✛❡❝t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ q✉❛♥t✐❢②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②
♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ▲◗❘ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡❤❛✈❡s ✇❡❧❧ ❛❣❛✐♥st ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
✭❣♦♦❞ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ▲◗❘ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✶✵✺❪✮✱
s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❛✛❡❝t❡❞✳

✹✳✸✳✸ ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛s ❛
r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r str♦♥❣ ❡♥❣✐♥❡ tr❛♥✲
s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸ ❢♦r t❤❡ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧
✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✮✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ϕ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✳✶✺✮ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡
❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦✈❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
♣❛r❛♠❡t❡r ❧✐♠✐ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡▼✐♥ ❱❛❧✉❡▼❛①
ϕ1 ✹✳✾ ✹✽✳✷
ϕ2 ✼✾✷✳✸ ✽✻✻✳✺
ϕ3 ✵✳✹✻ ✺✳✼✻
ϕ4 ✷✳✻ ✷✾✳✻
ϕ5 ✵ ✸✽✳✽
ϕ6 ✵ ✺✹✸✼

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❇♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ϕ
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❯s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡①tr❡♠❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✱ ❛ ♣♦❧②t♦♣❡ ✐s ❜✉✐❧t t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛✲
❜✐❧✐t② ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✸✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✷✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥❞❡❡❞
❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ s✐♥❝❡ rank(R(Ai, Bi)) = 3 ❢♦r ❛❧❧ i ∈ [1, ..., 64]✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶ ✇✐t❤
Qu(ϕ) = In×n ❛♥❞ Ru(ϕ) = 500 ✭Ru ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡s ✹✳✽✱ ✹✳✾❛✱ ✹✳✾❜✱ ✹✳✶✵❛ ❛♥❞ ✹✳✶✵❜ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ■♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s

✭❛✮ ▲♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s

✭❜✮ ❍✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✱ ✇❡ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s EGRp =

0.2✱ 0.5 ❛♥❞ 0.8✳ ❚❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ tr❛❝❦s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s♠♦♦t❤ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❥❡❝t♦r②

✽✽



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

✭❛✮ ▲♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s

✭❜✮ ❍✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❊●❘ ✈❛❧✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s

❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲◗❘ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❡✈❡♥
✉♥❞❡r str♦♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
r❡s♣♦♥❞s ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❛r❡ r❡s♣❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✾❛ ❛♥❞ ✹✳✾❜✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞✳ ❋♦r
s♠❛❧❧❡r ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢❛st❡r ❛s ♠♦r❡ ❍P✲❊●❘ ✐s
✉s❡❞❀ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✱ t❤❡ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s s❧♦✇❡r ❞✉❡ t♦ ❛ ❣r❡❛t❡r ✉s❡
♦❢ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♣❛t❤✳ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✵❛ ❛♥❞ ✹✳✶✵❜ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❊●❘ ✈❛❧✈❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❲❡ s❡❡
t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✹✳✸✳✷✺✮✱ ✭✹✳✸✳✷✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✷✼✮ ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲P❱✲▲◗❘ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r ❛♥ ▲❚■ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ r♦❜✉st ▲❚■✲▲◗❘ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭❡✳❣✳ ❬✹✹❪✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲P❱✲
▲◗❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✶ ❛♥❞ ✹✳✶✷✳ ❚❤❡ ▲❚■ ♣r❡s❡♥ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r
tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦rs ✐♥ tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡
❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✳

❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤❡s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✶✷✮✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
✐♥♣✉t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

du ≤ 0.1|Qegrl +Qegrh| ✭✹✳✸✳✷✾✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ 10% ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇
r❛t❡✳ ❚❤❡ ❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ 0.016 kg/s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ du ≤ 0.0016

kg/s✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ du t♦ Fim ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ✹✳✸✳✷✽✱
❛♥❞ ❣❛✈❡ δ = 9.2✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤❡s
✐♥ ✭✹✳✸✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✶✷✮ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ duδ = 0.012✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧✳

✽✾



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ r♦❜✉st ▲❚■ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ t❤❡ ▲P❱✲▲◗❘ ❝♦♥tr♦❧ ✭EGRp = 0.2✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ r♦❜✉st ▲❚■ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ t❤❡ ▲P❱✲▲◗❘ ❝♦♥tr♦❧

✭EGRp = 0.2✮

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s✐♥❝❡ ❣♦♦❞ tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛✐r
❢r❛❝t✐♦♥ s❡t✲♣♦✐♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✳

✾✵



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❲✐t❤ t❤✐s ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡
❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✹✳

✹✳✹ ❊①❤❛✉st ▼❛♥✐❢♦❧❞ Pr❡ss✉r❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❉✐❡s❡❧

❊q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❱●❚ ❚✉r❜♦❝❤❛r❣❡r

❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❉✐❡s❡❧
❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡
str♦♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞✳
▼♦r❡♦✈❡r ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞
✐s ♦❢t❡♥ ♥♦t r❡❧✐❛❜❧❡ ✐♥ s♦♠❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡✮✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✱ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ✈✐rt✉❛❧ s❡♥s♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦r ❡✈❡♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s❡♥✲
s♦rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s
✇♦r❦ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡s✳ ❋♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥s✱ s✉❝❤ t❤✐s ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡
✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s✳

❙❡✈❡r❛❧ ❡①❤❛✉st ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❬✹✺❪✱ ❛
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❡①❤❛✉st ♣r❡ss✉r❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❛ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡❞ ❉✐❡s❡❧
❡♥❣✐♥❡✳ ■♥ ❬✼✹❪✱ ❛ ♠❡❛♥✲✈❛❧✉❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐s
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①❤❛✉st s②st❡♠ ❛s ❛ ✜①❡❞✲
❣❡♦♠❡tr② r❡str✐❝t✐♦♥✳ ■♥ ❬✾✽❪✱ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❱●❚ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦♣ ❊●❘ ❡♥❣✐♥❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❱●❚ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦r✐✜❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦r ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ ♦♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❬✹✺❪ ❬✼✼❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♥♦t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ♠♦st ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❱●❚ ♠♦❞❡❧✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❛t❛ t♦ ✉♣❧♦❛❞ ✐♥t♦
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
❛ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞
❱●❚ ❞❛t❛✲♠❛♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ ♦♥
t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ✐t❡r❛t✐✈❡✱ ✐t ❢❡❛t✉r❡s ❛
❧♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡
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❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t♦r ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ r❡❧✐❡✈❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s❡♥s♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡
♦♣❡r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s❡♥s♦r ❧♦♦s❡s ✐ts r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❱●❚ ❞✐❛❣♥♦s✐s ❛♥❞
♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳

✹✳✹✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ ♦♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ♠❛② s❡❡♠ ❛♥
❛❞❡q✉❛t❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❬✾✽❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❱●❚ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡
t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸❛✱
✇❡ ❞❡♣✐❝t t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❞❛t❛✲♠❛♣ ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦r ❛ ❱●❚
♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ 65%✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸❜✱ t❤✐s ❞❛t❛✲♠❛♣ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ Qtcorr − PRt ♣❧❛♥❡
✭PRt ✐s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❛❝r♦ss t❤❡ t✉r❜✐♥❡✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ ❛ 25% ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s
❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦r ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡✱ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ r❡s✉❧ts ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✭❛✮ ❚✉r❜✐♥❡ ❞❛t❛✲♠❛♣ ✭❜✮ ❚✉r❜✐♥❡ ❞❛t❛✲♠❛♣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❚✉r❜✐♥❡ ✢♦✇ ❞❛t❛✲♠❛♣ ❢♦r ❛ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ 65%

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

PRt =
pem
pdt

✭✹✳✹✳✶✮

✇❤❡r❡ pdt ✐s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛✲
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s✉r❡❞✱ t❤✉s ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

pdt = pair +DPexh +DPdpf ✭✹✳✹✳✷✮

✇❤❡r❡ DPexh ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡①❤❛✉st ✈❛❧✈❡ EXH ❛♥❞ DPdpf ✐s
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ DPexh ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qexh = Qt − Qegrl✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tdpf ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✈❡
♣♦s✐t✐♦♥ xexh ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✳ DPdpf ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
♣r❡ss✉r❡ s❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡r✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ❞❛t❛✲♠❛♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❱●❚ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② t❤❡ s✉♣♣❧✐❡rs ❬✹✼❪ ❬✺✵❪✳ ❚❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✲♠❛♣s ❢♦r ❛ ❱●❚ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ✭❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✶✸❛✮✿

Qtcorr = datamapQt(xvgt, Ntcorr, PRt) ✭✹✳✹✳✸✮

✇❤❡r❡ xvgt ✐s t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✱ Qtcorr t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ Ntcorr t❤❡
❝♦rr❡❝t❡❞ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✸✳✹✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✳✹✵✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✳✸✮
❛❧❧♦✇s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t✉r❜✐♥❡ ✢♦✇ r❛t❡ ❢♦r ❛♥② s❡t ♦❢ ✐♥♣✉ts ✉s✐♥❣ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ tr✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉ts ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞
❞❛t❛✲♠❛♣ r❛♥❣❡✳ ❊①♣r❡ss✐♥❣ ✭✹✳✹✳✸✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥♦♥✲❝♦rr❡❝t❡❞ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t✉r❜✐♥❡
♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

Qt = datamapQt

(

xvgt, Nt

√

Tref√
Tem

,
pem
pdt

)

pem
√

Tref

pref
√
Tem

✭✹✳✹✳✹✮

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ✭✹✳✹✳✹✮ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✲
♠❛♣ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♣r❡ss✉r❡ ✭s♦❧✈✐♥❣
✭✹✳✹✳✷✮ ❢♦r pdt✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡①❤❛✉st
♣r❡ss✉r❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✮✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✹✳✹✮ ❜❡❝♦♠❡s ❞✐✣❝✉❧t s✐♥❝❡
t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss
✢♦✇ r❛t❡✱ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✭✹✳✹✳✹✮ ✐s ♥♦t ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱
✐ts ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t str❛t❡❣② t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
✉s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✱ t❤❡ ❱●❚
♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✹✳✹✳✷ ❊①❤❛✉st Pr❡ss✉r❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥

❚❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡s✲
s✉r❡✿ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣② s❡t ♦♥ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❬✹✺❪✱ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞

✾✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐✜❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✼✹❪ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❱●❚ ♠♦❞❡❧ ❬✾✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡s❡
❡①✐st✐♥❣ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡
s♣❡❡❞ ♦♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s ❛♥❞✴♦r
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇
r❛t❡✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ❧♦❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠
s✐♥❝❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❞❛t❛ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✉♣❧♦❛❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐r❡❝t❧②
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ t✉r❜✐♥❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s ✭❡❛s✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡
❈P❯✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡✿

• ♥♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ❛s
t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞❀

• t❤❡ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞✬s ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞❀

• t❤❡ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥❀

• ✐t ✐s ♥♦t ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✭✹✳✹✳✹✮✿

ft(P̂Rt, ̟) = Qt − datamapQt

(

xvgt, Nt

√

Tref√
Tem

, P̂Rt

)

P̂Rtpdt
√

Tref

pref
√
Tem

= 0 ✭✹✳✹✳✺✮

✇❤❡r❡ ft ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛ss ✢♦✇
r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✹✳✹✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❡st✐♠❛t❡
P̂Rt ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ̟ = [Qt, xvgt, Nt, Tem, pdt]✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ P̂Rt

✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✭✹✳✹✳✹✮ ✇❤❡♥ ft(P̂Rt, ̟) = 0✳

❙✐♥❝❡ ✭✹✳✹✳✺✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲
❘❛♣❤s♦♥ ✭◆❘✮ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ◆❘ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r
✭✹✳✹✳✺✮✳

P̂R
it+1

t = P̂R
it

t − αNR
ft(P̂R

it

t )

f
′

t (P̂R
it

t )
✭✹✳✹✳✻✮

✇❤❡r❡ 0 < αNR < 1 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ft ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ f
′

t ✐s
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ft ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P̂Rt✳ ❉❡✜♥❡ P̂R

∗

t ❛s ❛ r♦♦t ♦❢ ft✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t ft(P̂R

∗

t ) = 0✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ◆❘ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②
| ft(P̂Rt) |< ǫ✱ ✇❤❡r❡ ǫ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦❢ P̂R

∗

t ✱ ✭✹✳✹✳✻✮ ✐s

❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❤❡♥ P̂R
it

t ≈ P̂R
∗

t

✾✹
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✭❜❡✐♥❣ it t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣✮✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✹✳✺✮✱
s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
t♦ s❛t✐s✜❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r αNR ❛❧❧♦✇s s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❀ t❤❡ s♠❛❧❧❡r
✐ts ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ s❧♦✇❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s αNR ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞
♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t f ′

t(P̂R
it

t ) ❤❛s t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥ t♦

✉♣❞❛t❡ P̂R
it

t ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❛♥ ❡❛s② t❛s❦✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ◆❘ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤♦s❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❧② ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✐♥ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ◆❘ ♠❡t❤♦❞✱ ✐s ❛
❣♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♦❧✈❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ ✭✹✳✹✳✹✮ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✱ t❤❡
t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❞❛t❛✲♠❛♣ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡① ❞♦✇♥✇❛r❞ ❬✺✵❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝ ❛❧❧♦✇s ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✭✹✳✹✳✺✮✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
ft✿

ḟt(P̂Rt, ̟) + λtft(P̂Rt, ̟) = 0 ✭✹✳✹✳✼✮

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r ❛❧❧ λt > 0 ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥ ft
❛♥❞ t❤✉s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❛❝r♦ss t❤❡ t✉r❜✐♥❡ P̂Rt✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿

❍②♣♦t❤❡s✐s ✹✳✹✳✶✳

• t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ✭✹✳✹✳✼✮✳

❋r♦♠ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✹✳✹✳✶ ❛♥❞ ✭✹✳✹✳✼✮✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ P̂Rt ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

˙̂
PRt = −λt

ft(P̂Rt, ̟)

f
′

t (P̂Rt, ̟)
✭✹✳✹✳✽✮

❇② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ ✭✹✳✹✳✽✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣❣r❛❞❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❛❝r♦ss t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ✭♥♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✮✿

P̂R
n+1

t = P̂R
n

t − αt
ft(P̂R

n

t )

f
′

t (P̂R
n

t )
✭✹✳✹✳✾✮

✇❤❡r❡ P̂R
n+1

t ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❛t t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ n+ 1✱ P̂R
n

t

✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣ n✱ αt = λt∆t ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡

✾✺
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s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ∆t ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r t✐♠❡ st❡♣✳ ◆♦t❡ t❤❛t αt ✐s
s✐♠✐❧❛r t♦ αNR✳

❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ft ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P̂Rt ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡ss✉r❡
❡st✐♠❛t♦r ✭✹✳✹✳✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t❛s❦ ✐s ✈❡r② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✭✹✳✹✳✺✮
❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ft ❣✐✈❡s ❛ ❧❛r❣❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❞❛t❛✲♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ Qt ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ PRt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❧② ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❈P❯
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ ❛♥❞ st♦r❛❣❡✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ f

′

t t♦ ❛✈♦✐❞
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡ ❧✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛ ✇♦r❦ ❛♥❞ ♠❛tr✐① st♦r❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✭✹✳✹✳✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss
❡①♣❡♥s✐✈❡ ❬✺✾❪✳

❚♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✭✹✳✹✳✾✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣❣r❛❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t✉r❜✐♥❡
♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦✿

P̂R
n+1

t = P̂R
n

t − αt
δPR ft(P̂R

n

t )

ft(P̂R
n

t + δPR)− ft(P̂R
n

t )
✭✹✳✹✳✶✵✮

✇❤❡r❡ δPR ✐s ❛ ❞❡✜♥❡❞ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✳✶✵✮ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡st✐♠❛t❡ PRt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s
❡♥❣✐♥❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

PRt
n - αt

nδPR ft(PRt)
ft(PRt+δPR) - ft(PRt)n n PRt

n+1

ft(PRt)n

ft(PRt+δPR)n

PRt
n[Qt,Tem, pem,Nt,xvgt]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ Pr♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ s❝❤❡♠❛t✐❝

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ft ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t✇✐❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s̟ ❛♥❞ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❛t t✐♠❡ n✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✉♣❣r❛❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✹✳✹✳✶✵✮
✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❛t t✐♠❡ n+1✳ ❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ✐s ♦♥❧② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s t✇✐❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ ❡✈❡r② t✐♠❡ st❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❛❧✲t✐♠❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡s✲
s✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡✿

p̂nem = P̂R
n

t pdt ✭✹✳✹✳✶✶✮

✾✻
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❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭✹✳✹✳✶✵✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ PR0
t ✳ ■❢ ❛ pem ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❆❧s♦ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡✱
❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛s ❢❛st ❛s
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s
❧♦♥❣ ❛s PR0

t ✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞❛t❛✲♠❛♣ r❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ✢♦✇
❞❛t❛✲♠❛♣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❞♦✇♥✇❛r❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r αt ❝❛♥ ❜❡ ✜①❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶ t♦ s❡t t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❆s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ αt ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛❧s♦ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡
❞❡❝r❡❛s❡s✳

❲✐t❤ t❤✐s ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t♦r✳ ■♥
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐t ✉s✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r αt ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞✳

✹✳✹✳✸ ❊①❤❛✉st ▼❛♥✐❢♦❧❞ Pr❡ss✉r❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛s ❛
r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❛♥ ♦r✐✜❝❡✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡
❣❛✐♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡s✳

❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✺ ❛♥❞ ✹✳✶✻ s❤♦✇ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ αt = 0.02✱ δPR = 0.01

❛♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ 5 ♠s✳ ❇♦t❤ ✜❣✉r❡s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐✜❝❡✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣②✳

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✺ ❛♥❞ ✹✳✶✻✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r r❛♣✐❞❧② r❡❛❝❤❡s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♦r✐✜❝❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ❢♦r ❧✐❣❤t
❛♥❞ ❤❡❛✈② ❡♥❣✐♥❡ ❧♦❛❞s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡
❝♦♥tr♦❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♦r✐✜❝❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✮✱
✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s ❛ s✉r♣❛ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ✭❛r♦✉♥❞
✹ ❜❛rs✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥s✳

❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝②❝❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✹✳✶✼✳ ❆s ❞❡♣✐❝t❡❞✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝♦♥✈❡r❣❡s q✉✐❝❦❧② ❡✈❡♥ ✇✐t❤ str♦♥❣ tr❛♥s✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r αt ♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ αt✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ♣r❡s❡♥ts
✐♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭❛ ③♦♦♠ ♦♥ str♦♥❣ tr❛♥s✐❡♥t ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡tt❡r s❤♦✇ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✮✳

✾✼
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❊①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❈②❝❧❡ ✷✮

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✱ ✇❤❡♥ αt ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r r❡s♣♦♥s❡ ❜❡❝♦♠❡s ❢❛st❡r✳
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Exhaust Pressure Estimation Error vs Time

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❊①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✭❈②❝❧❡ ✷✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❘❡s♣♦♥s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t αt

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ❛s αt ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢
t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❋♦r t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ αt = 0.02 ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞
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❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✳

❇❡s✐❞❡s ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ✈❛r✐♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥
t❤❡ ❱●❚ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✺ ❇♦♦st Pr❡ss✉r❡ ❈♦♥tr♦❧ ❯s✐♥❣ ❛ ◆♦✈❡❧ ❱●❚ P♦s✐✲

t✐♦♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥❡❡❞ ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♣r♦♣♦s❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st✱ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ❡❛s② t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① t✉r✲
❜♦❝❤❛r❣❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡❞ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s ✇✐t❤ ❊●❘ ❤❛s ❜❡❡♥
❡①❤❛✉st✐✈❡❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪✱ ❬✺✷❪✱ ❬✾✼❪✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❋♦r ❞✉❛❧✲
❧♦♦♣ ❊●❘ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ❬✹✽❪✱ ❬✺✼❪✱ ❬✶✵✸❪ ❛r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥
❬✹✽❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❍P✲❊●❘
❛♥❞ ▲P✲❊●❘ s❡♣❛r❛t❡❧② ❜② ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ■♥ ❬✺✼❪✱ ❛ r♦❜✉st ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❧❡❛♥✲r✐❝❤ s✇✐t❝❤✲
✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ■♥ ❬✶✵✸❪✱ ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛✐r
❢r❛❝t✐♦♥✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t❡s ❛t ❧✐❣❤t ❧♦❛❞s✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝❤❛r❣✐♥❣ s②st❡♠
✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞✱ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ♣✉r❡❧② ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤②✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ ❜♦♦st
♣r❡ss✉r❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✸✻❪✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡
✐♥❞✉str②✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣r❡ss✉r❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✳

❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❱●❚ ✐s ❛ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐ss✉❡ ✐♥ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡❞ ❡♥❣✐♥❡s ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
▼❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✳ ■♥
❬✾✺❪✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥✈❡rs❡❧② ❢r♦♠ ❛♥ ♦r✐✜❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥❝❡ t❤❡
t✉r❜✐♥❡ ✢♦✇ r❛t❡ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ■♥ ❬✶✵✹❪✱ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
❢r♦♠ ❛ ❞❡s✐r❡❞ t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❜② ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ✢♦✇
❞❛t❛✲♠❛♣✳ ■♥ ❬✾✸❪✱ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥♣✉t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞
❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♠♦st
❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡✳
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t
❛♥❞ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❞✉❡ t♦ str♦♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
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t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❖♥❡ ❞✐✣❝✉❧t② t❤❛t ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❱●❚ ✐s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r s❛t✉r❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♥t✐✲✇✐♥❞✉♣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡
✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❱●❚ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥s ❬✾✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❱●❚ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✮ ✐♥s♣✐r❡❞
❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❘❡♥❛✉❧t✬s
❡♥❣✐♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② r♦❜✉st ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ♦t❤❡r ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ♦r t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✿

• t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞❀

• t❤❡ ❱●❚ ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r s❛t✉r❛t✐♦♥❀

• t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❱●❚ ✐s ❞♦♥❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s❀

• t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❛r❡ t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t❀

• t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✱ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✭✹✳✺✳✶✮✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ✭t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r s❡t✲♣♦✐♥t✮ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣
❛♥ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ P■ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛t ❝♦rr❡❝ts t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r
s❡t✲♣♦✐♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧
❞♦❡s 90% ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt ✇❤✐❧❡ t❤❡ 10% ❧❡❢t ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ P■✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣
❝♦♥tr♦❧ ✐s ♠❡❛♥t ❢♦r ♣r❡ss✉r❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✭✹✳✺✳✶✮✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦
tr❛♥s❢♦r♠ ❛ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r s❡t✲♣♦✐♥t ✐♥t♦ ❛ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡♥❣✐♥❡
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❱●❚ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ♣♦✇❡r✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✭✹✳✺✳✸✮✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✳

✹✳✺✳✶ ❚♦✇❛r❞s ❛ ❚✉r❜✐♥❡ P♦✇❡r ❙❡t✲P♦✐♥t

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ s❡t✲♣♦✐♥t pimSP ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ♠❛♣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳
❆ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ s❡t✲♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ❞❡♥s✐t② ❡q✉❛t✐♦♥

✶✵✶



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

✭✸✳✸✳✷✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ❍P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

QcompSP =
ηv(pimSP , Neng)pimSPNengVd

120rTim

−Qegrh ✭✹✳✺✳✶✮

❚❤❡ ❢r❡s❤ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ s❡t✲♣♦✐♥t QairSP ❛❧❧♦✇s ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣r❡ss♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ s❡t✲♣♦✐♥t✳ ❚❤❡
❢r❡s❤ ❛✐r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ s❡t✲♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✺✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss
✢♦✇ r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

QairSP = QcompSP −Qegrl ✭✹✳✺✳✷✮

❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❛❝r♦ss t❤❡ ❍P✲❈♦♦❧❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r ✜❧t❡r ❛r❡ ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ s❡t✲♣♦✐♥t✳ ❇♦t❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❢r♦♠ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s fhe ❛♥❞ ffilter✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ t❤❛t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❛❦❡♥ ✐♥ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

pucSP = pair −∆pfilterSP , ✭✹✳✺✳✸✮

pdcSP = pimSP +∆pheSP ✭✹✳✺✳✹✮

✇❤❡r❡

∆pheSP = fhe(QcompSP ), ∆pfilterSP = ffilter(QairSP ) ✭✹✳✺✳✺✮

❋r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉♣str❡❛♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❝♦♠♣r❡ss♦r s❡t✲♣♦✐♥t ♣r❡ss✉r❡s ✭✹✳✺✳✸✮ ❛♥❞
✭✹✳✺✳✹✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ s❡t✲♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

PRcompSP =
pdcSP
pucSP

✭✹✳✺✳✻✮

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣♦✇❡r s❡t✲♣♦✐♥t t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r s❡t✲
♣♦✐♥t✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✉♣str❡❛♠ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s
✐ts ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s
♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Tuc =
QairTair +QegrlTegrl

Qair +Qegrl

✭✹✳✺✳✼✮

✇❤❡r❡ Tegrl ✐s t❤❡ ▲P✲❊●❘ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✵✹❪✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦
❞❛t❛✲♠❛♣ ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r s♣❡❡❞ s❡t✲♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛s✿

NtSP = datamapNt
(QcompSPCorr, PRcompSP )

√
Tuc

√

Tref

✭✹✳✺✳✽✮

✶✵✷



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

✇❤❡r❡ QcompSPCorr ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ s❡t✲♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

QcompSPCorr = QcompSP

√
Tucpref

√

Trefpuc
✭✹✳✺✳✾✮

❚♦ ♣r♦t❡❝t t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ s❡t✲♣♦✐♥t ✭✹✳✺✳✻✮ ✐s ❧✐♠✐t❡❞
❜② ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ PRcompmax✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❛✈♦✐❞✐♥❣ t♦ s✉r♣❛ss
t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r s♣❡❡❞ Ntmax✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✳✸✳✸✶✮✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♠♣r❡ss♦r
♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

PRcompmax = datamapPRcomp

(

Qcomp

√
Tucpref

√

Trefpuc
, Ntmax

√

Tref√
Tuc

)

✭✹✳✺✳✶✵✮

❲❡ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ s❡t✲♣♦✐♥t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✹✳✺✳✻✮
❛♥❞ ✭✹✳✺✳✶✵✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ s❡t✲♣♦✐♥t
✭✹✳✺✳✽✮ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ❛t ❡♥❣✐♥❡ s❡t✲♣♦✐♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❚❤✐s ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ❞❛t❛✲♠❛♣ ✭✸✳✸✳✸✷✮ ❛s ❢♦❧✲
❧♦✇s✿

ηcompSP = datamapetacomp

(

QcompSPCorr, NtSP

√

Tref√
Tuc

)

✭✹✳✺✳✶✶✮

❋r♦♠ ✭✹✳✺✳✶✮✱ ✭✹✳✺✳✻✮✱ ✭✹✳✺✳✼✮✱ ✭✹✳✺✳✶✶✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣♦✇❡r s❡t✲♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
❜② ✉s✐♥❣ ✭✸✳✸✳✸✺✮ ❛s✿

PcompSP =
QcompSP cpTuc

ηcompSP

[

(

pdcSP
pucSP

)k

− 1

]

✭✹✳✺✳✶✷✮

✇❤❡r❡ k = (γ−1)/γ✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r s❡t✲♣♦✐♥t✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✺✺❪✿

Ṗcomp =
1

τt
(Pt − Pcomp) ✭✹✳✺✳✶✸✮

❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r Pt✱ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r s❡t✲♣♦✐♥t ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r
♣♦✇❡r s❡t✲♣♦✐♥t ❛s✿

PtSP = PcompSP + τtṖcompSP ✭✹✳✺✳✶✹✮

❲✐t❤ ✭✹✳✺✳✶✹✮✱ t❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡rr♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r s❡t✲♣♦✐♥t
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❛❞❞❡❞✳ ❚❤✐s P■ ✉s❡s t❤❡ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❡rr♦r t♦ ❝♦rr❡❝t
t❤❡ ♣♦✇❡r t✉r❜✐♥❡ s❡t✲♣♦✐♥t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳ ❆s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r s②st❡♠✱ t❤❡♥ t❤❡

✶✵✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❡✛♦rt ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s s♠❛❧❧ ✭❛r♦✉♥❞ 10% ♠❛①✐♠✉♠✮ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r s❡t✲♣♦✐♥t ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

PtSP = PcompSP + τtṖcompSP +Kp(pim − pimSP ) + satvgtKi

∫

(pim − pimSP ) ✭✹✳✺✳✶✺✮

✇❤❡r❡ satvgt ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥t✐✲✇✐♥❞✉♣ s②st❡♠ ❛♥❞ Kp ❛♥❞ Ki ❛r❡
t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ P■ ❝♦♥st❛♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s s❡t✲♣♦✐♥t ✐s ✉s❡❞ ❜② t❤❡
❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r ❣❡t t❤❡ ❜❡st ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t✉r❜✐♥❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✐s ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✺✳✷ ❖♣t✐♠❛❧ ❱●❚ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r
s❡t✲♣♦✐♥t ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❞❡✜♥✐♥❣
t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ s♦♠❡
❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✈❡❝t♦r ̟✿

Qt(xvgt, PRt, ̟) = datamapQt

(

xvgt, Nt

√

Tref√
Tem

,
pem
pdt

)

pem
√

Tref

pref
√
Tem

✭✹✳✺✳✶✻✮

✇❤❡r❡ ̟ = [Nt, pdt, Tem]✳ ❚❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ xvgt✱ t❤❡
t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ ̟ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✳✸✳✹✷✮ ❛s✿

Pt(xvgt, PRt, ̟) = Qt(xvgt, PRt, ̟)cpTemηt(xvgt, PRt, ̟)

[

1−
(

1

PRt

)k
]

✭✹✳✺✳✶✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ηt ✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ❞❛t❛✲♠❛♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡❝t❡❞ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ Ntcorr✱ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ PRt ❛♥❞ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✸✳✸✳✸✾✮✳ ❚❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ✭✹✳✺✳✶✼✮ ✐s ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r PtSP ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ pem ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❞❡✜♥❡ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✜①❡❞ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

~xvgt = [xvgt❴1, xvgt❴2, ..., xvgt❴l], xvgt❴i ∈ [0, 100%], ❢♦r ❛❧❧ i ∈ [0, 1, ..., l] ✭✹✳✺✳✶✽✮

✇❤❡r❡ l ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡
❧❛r❣❡r l✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿

❍②♣♦t❤❡s✐s ✹✳✺✳✶✳

✶✵✹



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

• ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♣r❡ss✉r❡ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡

❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦✉t♣✉t ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✳

❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ s✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ xvgt ♦❝❝✉rs✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞
♣r❡ss✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❡♥❣✐♥❡
♦✉t♣✉t ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qeo ❛♥❞ ̟✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛❢t❡r ❛ ✈❡r② s❤♦rt ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✱
t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ st❛❜✐❧✐③❡s ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t♦ Qeo − Qegrh✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧❛r❣❡ ✐♥❡rt✐❛ ♦❢ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✐ts❡❧❢✱
❍②♣♦t❤❡s✐s ✹✳✺✳✶ ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❆s s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ Qt✱ xvgt

❛♥❞ ̟ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✹✳✹✳✶✵✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥
❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ~xvgt ✇✐t❤ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Qt ❛♥❞ ̟✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡
♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✺✳✶✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠ ❛s✿

~PRt = fPR( ~xvgt, Qt, ̟) ✭✹✳✺✳✶✾✮

✇❤❡r❡ ~PRt ✐s ❛ ✈❡❝t♦r t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ~xvgt✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✹✳✺✳✶✱ Qt ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s✿

Qt = Qeng +Qf −Qegrh ✭✹✳✺✳✷✵✮

✇❤❡r❡ Qf ✐s t❤❡ ❢✉❡❧ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ~xvgt t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ~PRt✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ✐❢
t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ̟ ❛♥❞ Qt✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✭✹✳✺✳✶✼✮ ✇✐t❤ ~xvgt ❛♥❞ ~PRt✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ~Pt( ~xvgt, Qt, ̟) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ❱●❚ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
~xvgt✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ~Pt ❣✐✈❡s t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✳
■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤✐s ♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ❛s ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡
♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❚♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ~Pt✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r PtSP ❛♥❞ Pt( ~xvgt, Qt, ̟) ❛s✿

~G( ~xvgt, Qt, ̟) = |Pt( ~xvgt, Qt, ̟)− PtSP | ✭✹✳✺✳✷✶✮

❈❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ~G ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❱●❚
♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♠❛♥②
❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ~G ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ~G

❤❛s ♠♦r❡ t❤❛t ♦♥❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝✉r✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥
❛❝t✉❛❧ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡✳

✶✵✺



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣❧♦t ♦❢ ~G

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥s t❤❛t ❣✐✈❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡ ✐s ♥♦t ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱
❣r❛❞✐❡♥t ❜❛s❡❞ str❛t❡❣✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤✐s ✐s ✇❤② ❛♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ✭✹✳✺✳✶✽✮✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r s✐③❡s ♦❢ ~xvgt✱ ❣r❡❛t❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❤✐❣❤❡r ❈P❯ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✐s ♥♦♥✲
❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❱●❚ ♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ♣✉r❡❧② ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧
str❛t❡❣✐❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❞✈✐s❡❞ ❢♦r ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ t❤❛t ❛r✐s❡s ❢r♦♠
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✹✳✺✳✷✶✮ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r✮ ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ ❛❞❞ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s t♦ ✭✹✳✺✳✷✶✮✿

~Gex( ~xvgt, Qt, ̟) =|~Pt( ~xvgt, Qt, ̟)− PtSP |+max( ~PRt − PRmax, 0)Rvgt

+ ( ~PRt − 1)Qvgt

✭✹✳✺✳✷✷✮

✇❤❡r❡ PRmax ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ Rvgt ❛♥❞ Qvgt ❛r❡ s♦♠❡
❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❣✐✈✐♥❣ ✇❡✐❣❤t t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ✭✹✳✺✳✷✷✮ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❜❡st ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r PtSP ❀

• ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ✭✹✳✺✳✷✷✮ ❛✈♦✐❞s t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ t♦ s✉r♣❛ss PRmax✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Rvgt ❣✐✈❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢♦r t❤✐s t❡r♠✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
s❡t ❛ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥t❀

• ❚❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ♦❢ ✭✹✳✺✳✷✷✮ ❛❧❧♦✇s ❝❤♦♦s✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♠✐♥✐♠✉♠s ♦❢ ~G✳ ❚❤❡
❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡

✶✵✻



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

r❛t✐♦✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛s t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❜❛❝❦ ♣r❡ss✉r❡ ✐s
r❡❞✉❝❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣❧♦t ♦❢ ~Gex

❯♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ ✭✹✳✺✳✷✷✮✳ ❆s ❞❡♣✐❝t❡❞✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥
t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ s❡t✲♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡
r❛t✐♦✳

❚♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡✱ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
PtSP ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

x∗

vgt = argmin
xvgt

{~Gex( ~xvgt, Qt, ̟)} ✭✹✳✺✳✷✸✮

✇❤❡r❡ x∗

vgt ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ✭✹✳✺✳✷✷✮ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✺✳✷✸✮ ❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡✈❡r② t✐♠❡ st❡♣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥
t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ❝❧♦s❡st t♦ PtSP ✱ ❛♥❞ t❤✉s ❡♥❛❜❧✐♥❣ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❜♦♦st
♣r❡ss✉r❡✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ✭✹✳✺✳✶✽✮✱ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② t❛❦❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❱●❚ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡r ✐s l✱ t❤❡ ❧❡ss ❞✐s❝♦♥t✐♥✲
✉♦✉s ✐s t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡s❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ s♦♠❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❜② ✉s✐♥❣✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❛t
t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱●❚ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❱●❚
♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛s ✉s✉❛❧❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡
t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ❝❛♥♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r PtSP ❢♦r ❛♥② ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ✐s ❛ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧

✶✵✼



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡①tr❡♠❛✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ✐s ✇❤❛t r❡❛❧❧②
♠♦❞✐✜❡s t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r ❞②♥❛♠✐❝s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡ ~Pt

❣✐✈❡s t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♦r ♠✐♥✐♠❛❧ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♦❢t❡♥ ♥♦t ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ❱●❚ ❡①tr❡♠❛✳

■♥ s✉♣❡r❝❤❛r❣❡❞ ❛✐r✲♣❛t❤ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ♦♣❡r❛t❡ t❤❡ ❱●❚ ❛t t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥
❧✐♠✐ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ ❧✐❣❤t ❧♦❛❞s✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ✐s ✈❡r②
❧♦✇✳ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ s♣❡❝✐❛❧❧②
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞s✳ P✉r❡❧② ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ♠❡t❤♦❞s ✉s✉❛❧❧② ❛❞❞r❡ss t❤✐s
✐ss✉❡ ❜② r❡❧✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦✉r str❛t❡❣②
❛❧❧♦✇s s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ✭✹✳✺✳✷✷✮ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✭t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ❝❧♦s❡st t♦
t❤❡ s❡t✲♣♦✐♥t ✇❤✐❧❡ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡
❜❛❝❦ ♣r❡ss✉r❡✮✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s✉♣❡r❝❤❛r❣✐♥❣ s②st❡♠ ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳ ❆❧s♦✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐❞❡♥t✐✜❡s
✇❤❡♥ t❤❡ ❱●❚ s❛t✉r❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ♠❛② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ P■ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ PtSP ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥t✐✲✇✐♥❞✉♣
s②st❡♠✳

❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❱●❚ ✐s s❛t✉r❛t❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str❛t❡❣②✿

satvgt =

{

satvgt = 0, ✐❢ G(x∗

vgt, ̟) < Lvgt(PtSP )

satvgt = 1, ♦t❤❡r✇✐s❡

}

✭✹✳✺✳✷✹✮

✇❤❡r❡ Lvgt(PtSP ) ✐s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡✈❡❧
❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r✳ satvgt ✐s ❛♥ ♦✉t♣✉t t❤❛t
✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ✐s s❛t✉r❛t❡❞ ♦r ♥♦t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ st♦♣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧
❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ P■ ❝♦♥tr♦❧ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭✹✳✺✳✶✺✮✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
♦✉r ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡✿

• ♥♦ ❢✉rt❤❡r t✉r❜✐♥❡ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛s t❤❡ ❱●❚ ❞❛t❛✲♠❛♣s
❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ✭❡✳❣✳ ♦r✐✜❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥♣✉t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥
❛ ❢❛st❡r ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❀

• t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r s♣❡❡❞ ♦♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠♦❞❡❧s❀

• t❤❡ ❱●❚ ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ✐s ❧♦✇❀

• t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱●❚ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦✇❡r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥❀

• t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ t✉r❜✐♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✶✵✽



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳

✹✳✺✳✸ ❇♦♦st Pr❡ss✉r❡ ❈♦♥tr♦❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡ t❤❛t r❡q✉✐r❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✉s❡ ♦❢ t❤❡
s✉♣❡r❝❤❛r❣✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t s✐③❡s ♦❢ ~xvgt ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡ ~Pt ✐♥ t❤❡ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♦♣❡r❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✈❡r✐❢②✐♥❣
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r
❢r❛❝t✐♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✳

❋♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✿ Kp = 0.08✱ Ki = 0.005✱ Lvgt ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛s 5% ♦❢ PtSP ✱ Rvgt =

10000 ❛♥❞ Qvgt = 0.1✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r
❛❞❥✉st♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r② ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ P■ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❜② t❡❝❤♥✐❝✐❛♥s✳

❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✶✱ ✹✳✷✷ ❛♥❞ ✹✳✷✸ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ~xvgt s✐③❡s ♦❢ ✼✱ ✶✹ ❛♥❞ ✷✽✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡✱ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ satvgt ❛r❡
♣❧♦tt❡❞✳

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✭✹✳✷✶✮✱ ✭✹✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✸✮✱ ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❡
❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦♣❡r❧② t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✱ ❛ r✐♣♣❧❡ ❛♣♣❡❛rs
✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❣❧✐t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱●❚ ✭s❡❡
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶ ❛t t❂✶✵✱ ✶✽ ❛♥❞ ✹✽s✮✳ ❚❤❡ ❱●❚ s❛t✉r❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ satvgt s❡❡♠s
t♦ ❜❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ♣r♦✜❧❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛②
♥♦t ❜❡ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ~xvgt✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✶✹ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥s✳
❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ❣❧✐t❝❤❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✷✶✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❱●❚ ✐s ❜❡tt❡r ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❜❡tt❡r ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡✳ ❋♦r ✷✽ ❱●❚
♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s t❡r♠s ♦❢ s♠♦♦t❤♥❡ss ❛♥❞ ❱●❚ s❛t✉r❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛❧s♦ ❞♦❡s t❤❡ ❈P❯ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞✳
❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ ~xvgt s✐③❡ ♦❢ ✶✹ s❡❡♠s t♦ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥t❛❦❡
♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

✶✵✾



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ❇♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ~xvgt s✐③❡ ♦❢ ✼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ❇♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ~xvgt s✐③❡ ♦❢ ✶✹

✶✶✵



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ✵❉ ▼♦❞❡❧✲❇❛s❡❞ ❆✐r✲P❛t❤ ❈♦♥tr♦❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✿ ❇♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ~xvgt s✐③❡ ♦❢ ✷✽

❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✶✱ ✹✳✷✷ ❛♥❞ ✹✳✷✸✱ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛✐r
s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢r♦♠ ✷✺ t♦ ✸✺ ❛♥❞
✼✷ t♦ ✽✵ s❡❝♦♥❞s ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ s✉♣❡r❝❤❛r❣✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
♣r❡ss✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t
❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❱●❚ ✐s s❛t✉r❛t❡❞✱ t❤❡ ❜❡st ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s s❡t ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ♥♦t
❛t t❤❡ ❡①tr❡♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜✉t ❛t 80%✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❱●❚
♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ♦♣❡♥ t❤❡ ❱●❚ t♦ tr② t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤
✇♦✉❧❞ ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ ❛ ❣r❡❛t❡r ✐♥t❛❦❡ ♣r❡ss✉r❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s
80%✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❱●❚
♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s✳ ❋r♦♠ ✽✼ t♦ ✾✺ s❡❝♦♥❞s✱ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ✐s ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ s❛t✉r❛t❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ♦♣❡♥ ❱●❚ ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦
s♦♠❡ ❡♥❣✐♥❡ ③♦♥❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ✻ t♦ ✶✷ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ ✸✻ t♦ ✺✻ s❡❝♦♥❞s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛t t❤❡
❡❞❣❡ ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r♠✐ts ❛
❣♦♦❞ tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✇❡❧❧ ❜❡❤❛✈❡❞ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ s✐❣♥❛❧✳

✶✶✶
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✹✳✻ ❈❤❛♣t❡r ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡✱ ❢r❡s❤ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s
❛r❡✿ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❛♥
❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❱●❚✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡✳

❚✇♦ ✵❉ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ▲P✲❊●❘
♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇
r❛t❡ ♦❜s❡r✈❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ r♦❜✉st ▲✉❡♥❜❡r❣❡r✲❧✐❦❡ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ st❛❜✐❧✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r
♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❇❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ▲P❱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱
❛♥ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞✳ ❆ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❝❛♥❝❡❧✐♥❣ ♦✉t s♦♠❡
❛❞❞✐t✐✈❡ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ▲P❱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r
❛ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❆♥ ▲P❱✲▲◗❘ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s
✐ts ✐♥tr✐♥s✐❝ r♦❜✉st♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▲P❱ s②st❡♠ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
♣♦❧②t♦♣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

❆♥ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s
♦❢ t❤❡ ❱●❚ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤✐s ✐t❡r❛t✐♦♥✲❢r❡❡
❡st✐♠❛t♦r t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ s♣❡❡❞ ♦♥ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ❆ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ♥♦ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✱ t❤❡
♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❝❤♦♦s❡ ❜❡✐♥❣ αt ✭✐t ❛❧❧♦✇s ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡
r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r
✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t❤❛t ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✱ ❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ s❡t✲♣♦✐♥t t♦ ❛ t✉r❜✐♥❡ ♣♦✇❡r s❡t✲♣♦✐♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
❆ ♥♦✈❡❧ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t✉r❜✐♥❡
♣♦✇❡r s❡t✲♣♦✐♥t ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ♠❛♥② ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
♦✈❡r tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❱●❚ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s s✉❝❤ ❛s✿ ♥♦ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛✲
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s✉r❡♠❡♥t r❡q✉✐r❡❞✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ❢♦r ❧♦✇ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦✇❡r s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱●❚✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥t✐✲✇✐♥❞✉♣
s②st❡♠s✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❆s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ③❡r♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✵❉✮ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
✉s❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ str✐❝t❡r✱ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ✵❉ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s st❛rt t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡r♥
❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ✵❉ ❡♥❣✐♥❡
❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ✐ts ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❢❛❝t ♦❢ ♥♦t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ▲P✲❊●❘
❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳
❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♠♦❞❡❧✲
❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s✳

❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✶❉✮ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r ✵❉ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱
s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❛❥♦r ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✳ ■♥✲
❞❡❡❞✱ ✶❉ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❛❞❞r❡ss ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✵❉
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✭❡✳❣✳ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①
❆✳✶✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ✶❉ ♦✈❡r ✵❉ str❛t❡❣✐❡s t♦
♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✶❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ✐♠♣❧✐❡s ❛ s♣❡✲
❝✐✜❝ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊✉❧❡r✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
✇❛✈❡ ❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ✭❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✮✱
✶❉ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛♥ ✵❉ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✶❉ s②st❡♠s✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ s②st❡♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✶❉
♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭P❉❊✮✱ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛ ✈❡r② ❛❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ s✉❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ✶❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✶❉
❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛s ✐t ✇♦✉❧❞

✶✶✺



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❛❧❧♦✇ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡
❡♥❣✐♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s ❢♦r ✶❉ s②st❡♠s✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦
❜✉✐❧t ❛ ✶❉ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ✭❛ s❡t ♦❢ ✢❡①✐❜❧❡ t♦♦❧s t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❡❛s✲
✐❧② s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✮ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞✱ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
✢❡①✐❜✐❧✐t②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✈❡r② ❢❡✇ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡
✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♠❛♥② ✐ss✉❡s t♦ ❛❞❞r❡ss t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t♦♦❧
❢♦r ✶❉ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s✳ ■♥ ❬✻✾❪✱ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛ ✶❉ ❝♦♥tr♦❧✲
♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ✭❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥tr♦♣② ❧❡✈❡❧✮ ✐♥✢♦✇ ❛♥❞ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t s✉❜❥❡❝ts t♦ ❛❞❞r❡ss
✇❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡str✐❝✲
t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❛s❡❞
♦♥ ❛♥ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ✢♦✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠
❬✶✵❪ ❬✶✵✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ♥♦t ✈❡r✐✜❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛s ❤✐❣❤❡r ✢♦✇ r❛t❡s
❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐s❝❤❛r❣❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ✐ss✉❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❬✸✷❪ ❬✸✸❪ ❬✾✶❪✳ ❚❤❡
❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s str❛t❡❣② ✐s t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✇❤✐❝❤
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ♥♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛
❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ t♦t❛❧
❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❜❡♥❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆♥♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦❞❡ ❛s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡st ❜❡♥❝❤ ❬✸✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s
t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❜❡♥❝❤✳
❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞✲
❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♦✛❡r✐♥❣ ❛ ❣r❡❛t❡r ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t✇♦ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞✲
❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r♠✐t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♠♦r❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❞❡❧s
✐♥t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❧❧♦✇ ❝r❡❛t✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❧❡ ❛❧✇❛②s ❜❡✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❜❡♥❡✜ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡✿

• ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✶❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠s❀

• r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮❀

• r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❈P❯ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞✳

✶✶✻



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠s✳

❈❤❛♣t❡r ❙tr✉❝t✉r❡ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦♥✿ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ✶❉ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣✐♣❡✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲
♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ q✉❛s✐✲st❡❛❞② ✭◗❙✮ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
✶❉ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s t♦ st♦r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ ◗❙ ♠♦❞❡❧s ✐♥t♦ ❞❛t❛✲♠❛♣s ❛♥❞ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❞♦
♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡
❞❡✈❡❧♦♣ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ◗❙ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♦t❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ ❜r♦✉❣❤t t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s ♠♦r❡
❡✣❝✐❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ ❡♥tr♦♣② ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❛r❛t✉s s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢
✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts t❤❛t ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✿

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
▼❡t❤♦❞ ❢♦r ◆♦♥✲■s❡♥tr♦♣✐❝ ❖✉t✢♦✇ ❱❛❧✈❡ ❇♦✉♥❞❛r② Pr♦❜❧❡♠ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❙❆❊ ❚❡❝❤✲
♥✐❝❛❧ P❛♣❡r✱ ✷✵✶✷✱ ❞♦✐✿✶✵✳✹✷✼✶✴✷✵✶✷✲✵✶✲✵✻✼✻❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❉❛✈✐❞ ❈❤❛❧❡t✱ P❛s❝❛❧ ❈❤❡ss❡✳ ■♥tr❛✲
P✐♣❡ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ◆♦♥✲❍♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❇♦✉♥❞❛r② ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞✱ ❙❆❊ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧
P❛♣❡r ✷✵✶✸✲✵✶✲✵✺✽✷✱ ❞♦✐✿✶✵✳✹✷✼✶✴✷✵✶✸✲✵✶✲✵✺✽✷✱ ✷✵✶✸✳

✺✳✶ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

✺✳✶✳✶ P✐♣❡ ❋❧♦✇ ●♦✈❡r♥✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❙❝❤❡♠❡s

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✢✉✐❞s ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✲
✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✿ t❤❡ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❛t❡

✶✶✼



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ❛ ✜①❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♥❡t ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
✢✉① ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❛❝r♦ss t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧
s♦✉r❝❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
✢✉✐❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✐♣❡✳

p
ρ
u
Ct

F

δx
δρ dx

dx

ρ+

δx
δu dxu+

δx
δAtdxAt+

δx
δFdxF+

δx
δp dxp+τw

τw

q

q

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✉❝t

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞ ✇✐t❤ ♣r❡ss✉r❡ p✱ ❞❡♥s✐t②
ρ✱ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ u ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ F t❤❛t r✉♥s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣✐♣❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❧❡♥❣t❤
dx ❛♥❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ Ct✳ ❚❤❡ ♣✐♣❡ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❤❡❛t
❡①❝❤❛♥❣❡s q ❛♥❞ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss τw ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡✳

❚♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✶❉ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣✐♣❡✿

❍②♣♦t❤❡s✐s ✺✳✶✳✶✳

• ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡❞✐✉♠ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✐❞❡❛❧ ❣❛s

• ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✉♥✐❢♦r♠ ❛❝r♦ss ❛♥② ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥

• ✢♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

• ✢♦✇ ✇✐t❤ ♥♦ ✈✐s❝♦s✐t② ✭✐♥✈✐s❝✐❞ ✢♦✇✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍②♣♦t❤❡s❡s ✺✳✶✳✶✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❧♦♥❣ ❛ ♣✐♣❡ ❛r❡
❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ P❉❊✿

❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ❡q✉❛t✐♦♥

∂(ρCt)

∂t
+

∂(ρuCt)

∂x
= 0 ✭✺✳✶✳✶✮

✶✶✽
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❚❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥

∂(ρuCt)

∂t
+

∂(ρu2 + p)Ct

∂x
− p

∂Ct

∂x
+

1

2
ρu2fπD = 0 ✭✺✳✶✳✷✮

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥

∂(ρe0Ct)

∂t
+

∂uh0Ct

∂x
− qρCt = 0 ✭✺✳✶✳✸✮

✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✱ D ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✉❝t✱ e0 t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r♥❛❧
❡♥❡r❣②✱ h0 t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥t❤❛❧♣② ❛♥❞ q t❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ♠❛ss✳ ❆s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s
✇❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✭❛ ♥♦♥✲r❡❛❝t✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♣❡❝✐❡s✮ ❛❝r♦ss ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ dx ❛s
❢♦❧❧♦✇s ❬✶✵✶❪✿

∂(ρCtF )

∂t
+

∂(ρuCtF )

∂x
= 0 ✭✺✳✶✳✹✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
✭✺✳✶✳✶✮✱ ✭✺✳✶✳✷✮✱ ✭✺✳✶✳✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✳✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊✉❧❡r
❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❢♦r♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∂❲

∂t
+

∂❋✭❲✮

∂x
+❈ (❲) = 0 ✭✺✳✶✳✺✮

✇❤❡r❡

❲ =















ρCt

ρuCt

ρe0Ct

ρFCt















;❋✭❲✮ =















ρuCt

(ρu2 + p)Ct

ρuh0Ct

ρuFCt















;❈✭❲✮ =















0

−pdCt

dx

0

0















+















0

ρGCt

−ρqCt

−ρFCt















✭✺✳✶✳✻✮

❛♥❞ G = 4
2D

u | u | f ✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
P❉❊ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✺✳✶✳✺✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡
✭✺✳✶✳✺✮✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❢♦r♠ ❛ s❡t ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛
❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡ ✢♦✇ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❬✸✼❪ ❬✽✾❪ ❬✶✵✶❪ ✭❜② ✐♥✲♣✐♣❡✱ ✇❡ ♠❡❛♥
t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s s✉❜❥❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡❧②
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❛♥② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧
♣✉r♣♦s❡s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▼❛❝❈♦r♠❛❝❦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ r♦✉t✐♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❉✐♠✐♥✐s❤✲
✐♥❣ ✭❚❱❉✮ t♦ s♦❧✈❡ ✭✺✳✶✳✺✮✳ ❚❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ❣♦♦❞
❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞ ❬✶✵✶❪✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s
♦♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ r❡❢❡r t♦ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✳

✶✶✾
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✺✳✶✳✷ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❧❛② ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♠❜✉st✐♦♥
❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❛s t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ ❡♥❡r❣② t❤❛t ✢♦✇s t❤r♦✉❣❤ t❤❡
s②st❡♠✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛♥❞ s♦❧✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
✭✺✳✶✳✺✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✶❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s✳ ■♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ♦♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥
str❛t❡❣✐❡s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭▼❖❈✮ ❢♦r ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❦❡② t♦♦❧ ❢♦r t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ q✉❛s✐✲st❡❛❞② ✭◗❙✮ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ▼❖❈ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ◗❙ ❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇♦r❦s ♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ▼❖❈✳

✺✳✶✳✷✳✶ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢♦r ◆♦♥✲❍♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❋❧♦✇

❚❤❡ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭▼❖❈✮ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ✜rst✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥ s♣❛❝❡
❛♥❞ ✐♥ t✐♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞ ✭♥❛♠❡❧② ✭✺✳✶✳✺✮✮✳ ■t ✇❛s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡
❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❛s ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❡♥❣✐♥❡s ❛✐r✲♣❛t❤s ✉♥t✐❧ t❤❡ ✶✾✽✵✬s✱ ✇❤❡♥ ✐t ✇❛s r❡♣❧❛❝❡❞
❜② ♠♦❞❡r♥ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s s❝❤❡♠❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❣r❡❛t❡r ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ✭❡✳❣✳
▼❛❝❈♦r♠❛❝❦ ♠❡t❤♦❞✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦✇❛❞❛②s t❤❡ ▼❖❈ st✐❧❧ ♣❧❛②s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡
✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ✈❡rs❛t✐❧✐t② t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛❝t✐♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s ❬✶✵✶❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ▼❖❈ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧
t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ✐t ❝r❡❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✭❡✳❣✳ ▼❛❝❈♦r♠❛❝❦ s❝❤❡♠❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r②✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡t❛✐❧ t❤❡ t❤❡♦r② ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ▼❖❈ ❛s ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢
t❤✐s ✇♦r❦✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐❢ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱ r❡❢❡r t♦ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❬✶✵✶❪✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✐s t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ▼❖❈✳ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ♦♥ ❛ s②st❡♠ ♦❢ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✜rst✲♦r❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s ✭✺✳✶✳✺✮✮ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❡❛s✐❡r t♦ s♦❧✈❡✳ ❚❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts
❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ P❉❊✱ ✇❤✐❝❤ ❥✉st✐✜❡s t❤❡
♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ✏✐♥✈❛r✐❛♥t✑✳ ❚♦ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❡ ❞❡♣✐❝t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✐♥ t✐♠❡
❛♥❞ s♣❛❝❡✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✱ t❤r❡❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ✭✺✳✶✳✺✮✿ dx/dt = u+a✱
dx/dt = u ❛♥❞ dx/dt = u − a✱ ✇❤❡r❡ a ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞✱ ♥❛♠❡❧② λL✱ sS ❛♥❞ βR✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✷✵
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n+1

n
L S

u+
a

u

R

βRC

βR

Δt

λL

λLC

Δx
δXL

δXS δXR

u-a

i-2 i-1 i i+1

Ti
m
e

Space

sS

Flow

sSC

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✱ δXL✱ δXS ❛♥❞ δXR ❛r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
i ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t tr❛❥❡❝t♦r② ❛t t✐♠❡ n✳ ❚❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts
♦♥❧② r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ✉♥❞❡r ❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ✢♦✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s
♥♦ ❡♥tr♦♣② ❝r❡❛t✐♦♥ ♦r ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥tr♦♣② ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ✢♦✇
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t λn

L = λn+1
LC ✱ snS = sn+1

SC ❛♥❞ βn
R = βn+1

RC ✳ ❋♦r ❛♥ ❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ✢♦✇✱ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥
✐♥✈❛r✐❛♥ts ❢♦r ✭✺✳✶✳✺✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❬✶✵✶❪✿

λn
L = an+1

i +
γ − 1

2
un+1
i = anL +

γ − 1

2
un
L ✭✺✳✶✳✼✮

snS = sn+1
i ✭✺✳✶✳✽✮

βn
R = an+1

i − γ − 1

2
un+1
i = anR − γ − 1

2
un
R ✭✺✳✶✳✾✮

✇❤❡r❡ s ✐s t❤❡ ❡♥tr♦♣②✳ ❚❤❡ ❘✐❡♠♠❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛t L✱ S ❛♥❞ R ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝❧♦s❡st ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

λL = λi +
δXL

∆X

(λi − λi−1) ✭✺✳✶✳✶✵✮

SR = Si +
δXS

∆X

(Si − Si−1) ✭✺✳✶✳✶✶✮

βR = βi +
δXR

∆X

(βi+1 − βi) ✭✺✳✶✳✶✷✮

✶✷✶
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❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s δXR✱ δXS ❛♥❞ δXL ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✱ s❡❡ ❬✶✵✶❪✮✿

δXL

∆x
=

ΨLλi −ΘLβi

∆x
∆t

+ΨL(λi − λi−1)−ΘL(βi+1 − βi)
✭✺✳✶✳✶✸✮

δXS

∆x
=

λi − βi

∆x
∆t

(γ − 1) + (λ2 − λ1)− (β2 − β1)
✭✺✳✶✳✶✹✮

δXR

∆x
= − ΨRλi −ΘRβi

∆x
∆t

−ΨR(λi − λi−1) + ΘR(βi+1 − βi)
✭✺✳✶✳✶✺✮

✇❤❡r❡

ΨR =
3− γ

2(γ − 1)
, ΘR =

γ + 1

2(γ − 1)
, ΨL =

γ + 1

2(γ − 1)
, ΘL =

3− γ

2(γ − 1)
✭✺✳✶✳✶✻✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✼✮ ✲ ✭✺✳✶✳✶✻✮ ✐♠♣❧② t❤❛t ✐❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✶✳✺✮ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛t t✐♠❡ n✱ t❤❡♥
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ n+ 1 ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ▼❖❈✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧♠♦st ♥❡✈❡r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ✢♦✇ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✢♦✇ ❡♥tr♦♣② ❧❡✈❡❧✱ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ♣✐♣❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts λL✱ sS ❛♥❞ βR st♦♣ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
u+a✱ u−a ❛♥❞ u✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❆s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❖❈ ♦♥❧② ❛t
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❡♥tr♦♣② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ♣✐♣❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥tr♦♣② ♦✈❡r ♦♥❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s
s♠❛❧❧ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❝❤❛♥❣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣✐♣❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥tr♦♣② ❧❡✈❡❧ ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ t❤✉s t❤❡ ▼❖❈ ❢♦r
♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ✢♦✇ ✐s ♦♥❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥
✐♥✈❛r✐❛♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✢♦✇ ❡♥tr♦♣② ❧❡✈❡❧ ❬✶✵❪ ❬✻✾❪✳

❚♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ▼❖❈ ❢♦r ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ✢♦✇✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞✿

A =
a

aref
✭✺✳✶✳✶✼✮

❛♥❞ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❧❡✈❡❧ ❛s✿

AA = A

(

pref
p

)
γ−1
2γ

✭✺✳✶✳✶✽✮

✇❤❡r❡ aref ❛♥❞ pref ❛r❡ s♦♠❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
✐♥ ❬✶✵❪ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥tr♦♣②
❧❡✈❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

δλ = An+1
i

dAA

AAi

≈ An+1
i

An+1
Ai − An

AL

An+1
Ai

✭✺✳✶✳✶✾✮
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δβ = An+1
i

dAA

AAi

≈ An+1
i

An+1
Ai − An

AR

An+1
Ai

✭✺✳✶✳✷✵✮

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛t n+ 1 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

λn+1
LC = λn

L + δλ, βn+1
RC = βn

R + δβ ✭✺✳✶✳✷✶✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✭✺✳✶✳✷✶✮ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡
♣♦✐♥t i ❛t t✐♠❡ n+1❀ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞
An+1

i ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❧❡✈❡❧ An+1
Ai ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❋♦r t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ✢♦✇✱

t❤❡ ▼❖❈ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✳

✺✳✶✳✷✳✷ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ◗✉❛s✐✲❙t❡❛❞② ❊q✉❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐r✲♣❛t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ t❤❡ ✐♥✢♦✇✱
♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❖t❤❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❛♥ ✐♥✢♦✇ ♦♣❡♥
❡♥❞✱ ♦✉t✢♦✇ ♦♣❡♥ ❡♥❞ ❛♥❞ s✉❞❞❡♥ ♣✐♣❡ ❛r❡❛ ❝❤❛♥❣❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst
t❤r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳

■♥✢♦✇ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ✿ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ ♣✐♣❡ ✐♥✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥
❜♦✉♥❞❛r②✳

ρ3

p3

u3

ρ2

p2

u2

C3C2

Plane 3Plane 2Plane 0

ρ0

p0

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ■♥✢♦✇ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ❙❝❤❡♠❛t✐❝

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✱ t❤r❡❡ q✉❛s✐✲st❛t✐♦♥❛r② ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥
❜♦✉♥❞❛r②✿ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✏✵✑ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛❣♥❛t✐♦♥ st❛t❡ ✭u0 = 0✮ ✇❤❡r❡ ❛ ♣r❡ss✉r❡ p0 ❛♥❞
❞❡♥s✐t② ρ0 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ♣❧❛♥❡ ✏✷✑ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤r♦❛t ❛♥❞ ♣❧❛♥❡ ✏✸✑ ✐s ❧♦❝❛t❡❞
❥✉st ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ ❣❛s ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ st❛❣♥❛t✐♦♥ st❛t❡✱ t❤❡

✶✷✸
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❣❛s ❡♥t❡rs t❤❡ ♣✐♣❡ ❛s ❛ ❥❡t ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ C2✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❡①♣❛♥❞s t♦ ♦❝❝✉♣② t❤❡
❢✉❧❧ ❜♦r❡ ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ C3 ❛t ♣❧❛♥❡ ✏✸✑✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s✐① ✉♥❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ♥❛♠❡❧②
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ❛t ♣❧❛♥❡s ✏✷✑ ❛♥❞ ✏✸✑✱ t❤❡r❡❢♦r❡ s✐① ❡q✉❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❛ ✜rst ♦♥❡ ❢♦r s✉❜s♦♥✐❝ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❢♦r s♦♥✐❝ ✢♦✇✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ◗❙ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡
✐♥✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r s✉❜s♦♥✐❝ ✢♦✇ ❬✹✻❪✿

❍②♣♦t❤❡s✐s ✺✳✶✳✷✳

• t❤❡ ✢♦✇ ✐s q✉❛s✐✲st❡❛❞② ♦✈❡r t❤❡ t❤r❡❡ ♣❧❛♥❡s❀

• t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ t❤r❡❡ ♣❧❛♥❡s❀

• t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s ✏✷✑ ❛♥❞ ✏✸✑ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞❀

• t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐s ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s ✏✵✑ ❛♥❞ ✏✷✑❀

❖t❤❡r ❤②♣♦t❤❡s❡s ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥ q✉❛s✐✲st❡❛❞②
♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦♥❧② ♦♥❡✳ ❋♦r ♠♦r❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r②
♠♦❞❡❧s✱ r❡❢❡r t♦ ❬✹✻❪✳ ❚♦ st❛t❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥✢♦✇ ◗❙ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤r❡❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❧❛✇s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❍②♣♦t❤❡s❡s ✺✳✶✳✷✿ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱
t❤❡ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ✇❛❧❧
❢r✐❝t✐♦♥ t❡r♠s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ✭✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ ❍②♣♦t❤❡s❡s ✺✳✶✳✷✮✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t❤r❡❡ ♣❧❛♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❬✶✵✶❪✿

a20 = a22 +
γ − 1

2
u2
2 = a23 +

γ − 1

2
u2
3 ✭✺✳✶✳✷✷✮

✇❤❡r❡ γ ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞❡①❡s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡s
❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳ ❚❤❡ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡s ✷ ❛♥❞ ✸ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❬✻✾❪✿

C2p2u2

a22
=

C3p3u3

a23
✭✺✳✶✳✷✸✮

❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s ✏✷✑ ❛♥❞ ✏✸✑ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

(p2 + ρ2u
2
2)C2 = (p3 + ρ3u

2
3)C3 ✭✺✳✶✳✷✹✮

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s ✏✵✑ ❛♥❞ ✏✷✑ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

p0
p2

=

(

a0
a2

)
2γ
γ−1

✭✺✳✶✳✷✺✮
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❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✷✷✮ ✲ ✭✺✳✶✳✷✺✮ ♣r♦✈✐❞❡ ✜✈❡ ♦❢ t❤❡ s✐① ❡q✉❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♣r♦❜❧❡♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡✿ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s ✵ ❛♥❞
✷ ❛♥❞ ♣❧❛♥❡s ✏✷✑ ❛♥❞ ✏✸✑✱ t❤❡ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s ✏✷✑ ❛♥❞ ✏✸✑✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✸ ❛♥❞ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s ✏✵✑ ❛♥❞ ✏✷✑✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✲
♣✐♣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✱ ❛ s✐①t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❖❈✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ▼❖❈ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❖❈ ❛t
t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿

n+1

n

R

F+1

βRC

βR

F

δXR

u-a Δt
ΔX

B
o
u

n
d

a
ry

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ■♥✢♦✇ ▼❖❈ ❉✐❛❣r❛♠

❋♦r s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▼❖❈ ❢♦r ❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ✢♦✇✳ ❯s✐♥❣ ✭✺✳✶✳✾✮✱ t❤❡ s✐①t❤
❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡
✺✳✹✱ ❛s✿

βR = an+1
F − γ − 1

2
un+1
F = anR − γ − 1

2
un
R ✭✺✳✶✳✷✻✮

✇❤❡r❡ aF = a3 ❛♥❞ uF = u3✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✳✷✻✮ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✷✷✮
✲ ✭✺✳✶✳✷✻✮ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s②st❡♠
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ✇❤❛t ✐s
❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲
❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛s t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❬✹✻❪✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡
❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✳

❆s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❛❝r♦ss t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦♣❡♥✲❡♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ s♦♥✐❝ ✢♦✇ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛t t❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥ t❤r♦❛t✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✳

✶✷✺
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▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♦♥✐❝ ✢♦✇✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✳✷✹✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s♦♥✐❝ ✢♦✇ ❛t t❤❡ t❤r♦❛t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

u2 = a2 ✭✺✳✶✳✷✼✮

❲✐t❤ ✭✺✳✶✳✷✼✮✱ s✐① ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r②
♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s♦♥✐❝ ✢♦✇✳

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✐t ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱
♠❛♥② ✇♦r❦s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧②
❝♦rr❡❝t t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛ss
✢♦✇ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛ss
✢♦✇ r❛t❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(C3u3ρ3)expe = Cd(C3u3ρ3)model ✭✺✳✶✳✷✽✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✳✷✽✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ❛r❡ ❤✐❞❞❡♥ ❜❡❤✐♥❞
t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Cd✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s ❣❡tt✐♥❣ ❢❛✐r❧②
❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡q✉✐r❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Cd✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✶✳✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ C2 = C3✱ t❤❡ ✐♥✢♦✇ ♦♣❡♥✲❡♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞✳

❖✉t✢♦✇ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ✿ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ ♣✐♣❡ ♦✉t✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥
❜♦✉♥❞❛r②✳

ρ1

p1

u1

ρ2

p2

u2
p0

C1

C2

Plane 1 Plane 2 Plane 0

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❖✉t✢♦✇ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ❙❝❤❡♠❛t✐❝

❋♦r t❤❡ ♦✉t✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛❧s♦ t❤r❡❡ q✉❛s✐✲st❡❛❞② ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡
♣❧❛♥❡ ✏✵✑ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛❣♥❛t✐♦♥ st❛t❡ ✇❤❡r❡ ❛ ♣r❡ss✉r❡ p0 ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✶ ✐s

✶✷✻
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❧♦❝❛t❡❞ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✏✷✑ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤r♦❛t✳
❚❤❡ ❣❛s ❡①✐ts t❤❡ ♣✐♣❡ ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ C1 ❜② t❤❡ ♦✉t✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤r♦❛t ❛s ❛ ❥❡t
♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ C2✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ s✐① ✉♥❦♥♦✇♥
q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡s❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛r❡✿ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ p✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ u ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρ ❛t ♣❧❛♥❡s✏✶✑ ❛♥❞ ✏✷✑✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ ❛
♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ▲❡t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♦✉t✢♦✇
❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s✉❜s♦♥✐❝ ✢♦✇✿

❍②♣♦t❤❡s✐s ✺✳✶✳✸✳

• t❤❡ ✢♦✇ ✐s q✉❛s✐✲st❡❛❞② ♦✈❡r t❤❡ t❤r❡❡ ♣❧❛♥❡s❀

• t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ♦✈❡r ♣❧❛♥❡s✏✶✑ ❛♥❞ ✏✷✑❀

• t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐s ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s✏✶✑ ❛♥❞ ✏✷✑❀

• ♥♦ ❛❧❧♦✇❛♥❝❡ ✐s ♠❛❞❡ ❢♦r ♣r❡ss✉r❡ r❡❝♦✈❡r② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s ✏✷✑ ❛♥❞ ✏✵✑✳

❚❛❦✐♥❣ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t ❍②♣♦t❤❡s❡s ✺✳✶✳✸ ❛❧❧♦✇s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

a21 +
γ − 1

2
u2
1 = a22 +

γ − 1

2
u2
2 ✭✺✳✶✳✷✾✮

C1p1u1

a21
=

C2p2u2

a22
✭✺✳✶✳✸✵✮

❚❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s✏✶✑ ❛♥❞ ✏✷✑ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

p1
p2

=

(

a1
a2

)
2γ
γ−1

✭✺✳✶✳✸✶✮

❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❡ t❤r♦❛t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ st❛❣♥❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

p2 = p0 ✭✺✳✶✳✸✷✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✷✾✮ ✲ ✭✺✳✶✳✸✷✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦✉r ♦❢ t❤❡ s✐① ❡q✉❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡
♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ ✜❢t❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✶✵❪✿

a2 =
γp2
ρ2

✭✺✳✶✳✸✸✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s✐①t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ▼❖❈✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r t❤❡ ♦✉t✢♦✇
❜♦✉♥❞❛r② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ▼❖❈✿
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n+1

n
L S

u+
a

u

DD-1D-2

Boundary

XS

XL
X

t

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❖✉t✢♦✇ ▼❖❈ ❉✐❛❣r❛♠

❋♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ▼❖❈ ❢♦r ❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ✢♦✇✳ ❯s✐♥❣
✭✺✳✶✳✼✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

λL = an+1
D +

γ − 1

2
un+1
D = anL +

γ − 1

2
un
L ✭✺✳✶✳✸✹✮

✇❤❡r❡ aD = a1 ❛♥❞ uD = u1✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s②st❡♠
♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✷✾✮ ✲ ✭✺✳✶✳✸✹✮✱ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡
t❤✐s s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r②
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ◗❙ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭♥❛♠❡❧② ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✷✾✮✲✭✺✳✶✳✸✸✮✮✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❛❝r♦ss t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦♣❡♥✲❡♥❞ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛✈❡ s♦♥✐❝ ✢♦✇✱
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✺✳✶✳✸✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ s♦♥✐❝ ✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥
❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✺✳✶✳✷✼✮✳ ❆s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ✭✺✳✶✳✷✾✮ ✲ ✭✺✳✶✳✸✸✮ ✐s
t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✶✳✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ C1 = C2✱ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ♦♣❡♥✲❡♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞✳

■♥tr❛✲P✐♣❡ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ✿ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛♥ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥
❜♦✉♥❞❛r②✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✱ t❤r❡❡ q✉❛s✐✲st❡❛❞② ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ P❧❛♥❡ ✶ ✐s ❧♦❝❛t❡❞
✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❣❛s ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ♣❧❛♥❡ ✏✷✑ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥ t❤r♦❛t ❛♥❞ ♣❧❛♥❡ ✏✸✑ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ ❣❛s
❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❛s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐♣❡ ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ C1 ❛♥❞ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤
t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤r♦❛t ❛s ❛ ❥❡t ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ C2✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❣❛s ❡①♣❛♥❞s ✐♥
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Plane 1 Plane 2 Plane 3

ρ1

p1

u1

ρ2

p2

u2

ρ3

p3

u3

C1 C3

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ■♥tr❛✲♣✐♣❡ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ❙❝❤❡♠❛t✐❝

❛ ♣✐♣❡ ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ C3✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡r❡ ❛r❡
♥✐♥❡ ✉♥❦♥♦✇♥s✿ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡
✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✢♦✇ ❛♥❞ ♦✉t✢♦✇
❜♦✉♥❞❛r②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥❤❡r❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♣r♦❜❧❡♠ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ s❡t t❤❡ ❜❛s✐❝ ◗❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ✐♥✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝✲❜❛s❡❞ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✿

❍②♣♦t❤❡s✐s ✺✳✶✳✹✳

• t❤❡ ✢♦✇ ✐s q✉❛s✐✲st❡❛❞② ♦✈❡r t❤❡ t❤r❡❡ ♣❧❛♥❡s❀

• t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ t❤r❡❡ ♣❧❛♥❡s❀

• t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐s ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s✏✶✑ ❛♥❞ ✏✷✑❀

• t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s ✏✷✑ ❛♥❞ ✏✸✑ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

a21 +
γ − 1

2
u2
1 = a22 +

γ − 1

2
u2
2 = a23 +

γ − 1

2
u2
3 ✭✺✳✶✳✸✺✮

❛♥❞

C1p1u1

a21
=

C2p2u2

a22
=

C3p3u3

a23
✭✺✳✶✳✸✻✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✸✺✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✳✸✻✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦✉r ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
✜❢t❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✭✺✳✶✳✸✶✮✱ t❤❡ s✐①t❤ ❜② t❤❡ ✐♥✢♦✇ ♠♦♠❡♥t✉♠

✶✷✾
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❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✳✷✸✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡✈❡♥t❤ ❜② t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ ✭✺✳✶✳✸✸✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r t✇♦
❡q✉❛t✐♦♥s ❧❡❢t t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ▼❖❈ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❋✐❣✉r❡ ✭✺✳✽✮✳

n+1

n
L S

u+
a

u

DD-1D-2

R

F+1

βRC

βR

F

Δt

λL

λLC

ΔX δXL

δXS δXR

u-a

B
o

u
n

d
a

ry

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ■♥tr❛✲♣✐♣❡ ▼❖❈ ❞✐❛❣r❛♠

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ✢♦✇ ❢♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤❡ ▼❖❈ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✶✳✷✻✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✳✸✹✮✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s♦♥✐❝ ✢♦✇✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✳✷✹✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✺✳✶✳✷✼✮✳ ❆s
❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧ t♦ ❞❡✜♥❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦
❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠
✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✶✳✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ C1 = C2 ❛♥❞ C2 = C3✱ ❛ s✉❞❞❡♥ ♣✐♣❡ ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t ❛♥❞
❛ s✉❞❞❡♥ ♣✐♣❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ◗❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s t❤❛t ❛❧✲
❧♦✇ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛♥ ✐♥✢♦✇✱ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
▼❖❈✲❜❛s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✺✳✶✳✸ ❇♦✉♥❞❛r② ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s ❘❡✈✐❡✇

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ ✶❉ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♦✉t✢♦✇
❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢
❇❡♥s♦♥ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❧❛t❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❲✐♥t❡r❜♦♥❡ ❛♥❞ P❡❛rs♦♥ ❬✶✵✶❪✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡
♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦♥ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▼❛rt✐♥ ❬✹✻❪✳ ❚❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥
t❤✐s r❡✈✐❡✇ ❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡s❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

✶✸✵



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✺✳✶✳✸✳✶ ❖✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡♥s♦♥✱ ❲✐♥t❡r✲

❜♦♥❡ ❛♥❞ P❡❛rs♦♥

❇❡♥s♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ str❛t❡❣② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✭✺✳✶✳✷✳✷✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞
t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ✢♦✇ ❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✧st❛rr❡❞ ❘✐❡♠❛♥♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✧
✭❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✱ r❡❢❡r t♦ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❬✶✵✶❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✳

❚♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❇❡♥s♦♥✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ a ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞
u ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✺✳✶✳✶✼✮✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s
✭✺✳✶✳✷✾✮ ✲ ✭✺✳✶✳✸✹✮ ✭s✉❜s♦♥✐❝ ✢♦✇✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✇r✐t❡ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② A1 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

f (A1) =

(

A
4

γ−1

1 − Φ2
1

)

(

λ̃L − A1

)2

− γ − 1

2

(

A2
1 − 1

)

Φ2
1 = 0 ✭✺✳✶✳✸✼✮

✇❤❡r❡ Φ1 = C2/C1 ❛♥❞ λ̃L ✐s t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t λL✳ ◆♦t❡ t❤❛t
✭✺✳✶✳✸✼✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ❛t ❡✈❡r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ st❡♣✳ ❇❡♥s♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡
t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✿

✶✳ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛t Ait =
λ̃L+1

2
❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✶✳✸✼✮ ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡

[1, λ̃L]❀

✷✳ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡♣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ∆Ait =
λ̃L−1

4
❀

✸✳ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✳✸✼✮ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ Ait✳ ■❢ f (Ait) < 0 t❤❡♥ s❡t Ait+1 = Ait −∆Ait❀
❡❧s❡ s❡t Ait+1 = Ait +∆Ait❀

✹✳ ✐❢ f (Ait) < ǫ ✭✇❤❡r❡ ǫ ✐s ❛ s♠❛❧❧ s❝❛❧❛r t❤❛t s❡ts t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
✭✺✳✶✳✸✼✮✮ t❤❡♥ r❡t✉r♥ Ait = A1✱ ❡❧s❡ s❡t ∆Ait+1 =

∆Ait

2
❛♥❞ Ait = Ait+1 ❛♥❞ ❣♦ ❜❛❝❦

t♦ st❡♣ ✸✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② u1 ❛♥❞ p1 ❛r❡ t❤❡♥ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❖❈
❡q✉❛t✐♦♥

U1 =
2

γ − 1

(

λ̃L − A1

)

✭✺✳✶✳✸✽✮

❛♥❞ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥

A1 =

(

p1
pref

)
γ−1
2γ

✭✺✳✶✳✸✾✮

✶✸✶
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❲❤❡♥ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ t❤r♦❛t ✐s s♦♥✐❝✱ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❞❡❧ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡ t♦ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❇❡♥s♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦
❛❞❞r❡ss t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r s♦♥✐❝ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

f (A1cr) = Φ2
1 −

[

γ + 1

γ − 1
−
(

2

γ − 1

)

(A1cr)
2

]

(A1cr)
4

γ−1 = 0 ✭✺✳✶✳✹✵✮

✇❤❡r❡ A1cr ✐s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r
❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Φ1 t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ A1cr✳ ■t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡♥s♦♥ ✭✺✳✶✳✸✼✮ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡
◗❙ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳✷✮✱ t❤❡♥
✭✺✳✶✳✸✼✮ ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞ ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳

✺✳✶✳✸✳✷ ❖✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛rt✐♥

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦✉t✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✐s❡♥✲
tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s✏✶✑ ❛♥❞ ✏✷✑ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ✐♥ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞
❤❡♥❝❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Cd ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❛❝❝✉✲
r❛❝✐❡s✳ ▼❛rt✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❤✐s ✇♦r❦ ❛ ♥♦♥✲✐s❡♥tr♦♣✐❝ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛♥
❛tt❡♠♣t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ s✉❝❤ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ❍❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ❝♦♥✲
tr❛❝t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢
❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❍❡ ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s
t❤❡ ♦♥❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❇❡♥s♦♥ t♦ st❛t❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t ❤❡ r❡✲
♣❧❛❝❡❞ t❤❡ ❤❡❛t r❛t✐♦ γ ✐♥ ✭✺✳✶✳✸✼✮ ❜② ❛ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡♥♦t❡❞ ❛s κ✳ ❚❤✐s ♣♦❧②t♦♣✐❝
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❞❛t❛✲♠❛♣✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t
λL ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛ r❛t✐♦ Φ1 ✭❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧ r❡❢❡r t♦ ❬✻✾❪✮✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ▼❛rt✐♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ✭◆❘✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ ✭✺✳✶✳✸✼✮✱ ❛s ❛♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡♥s♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ◆❘ s❝❤❡♠❡
✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✮ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
❤❛❞ ❜r♦✉❣❤t t♦ t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✹✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ♦✉t✢♦✇
❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛rt✐♥ ❞✐❞ ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛rt✐♥✿

✶✳ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛t Ait =
λ̃L+1

2
❀

✷✳ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ Uit ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥ 1 =

A2
it +

γ−1
2
U2
it❀

✸✳ t❤❡ ♣♦❧②tr♦♣✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✲♠❛♣ κ = datamapκ(λ̃L,Φ1)❀

✶✸✷
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✹✳ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✭✺✳✶✳✸✼✮ ✭s✐♥❝❡ κ✱ Ait ❛♥❞ λL ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✮✳ ■❢ f (Ait) < ǫ t❤❡♥ A1 = Ait❀
❡❧s❡✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✉♣❞❛t❡ Ait ❛♥❞ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ st❡♣ ✷✳

❲✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❇❡♥s♦♥✱ ❲✐♥t❡r❜♦♥❡✱ P❡❛rs♦♥ ❛♥❞ ▼❛rt✐♥✱ ✇❡ ❝♦♥✲
❝❧✉❞❡ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♦♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r
✶❉ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✶❉ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧s ♠♦r❡ s✉✐t✲
❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡r♥s ♦❢ ▼❛rt✐♥ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❞❡❧s✱
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤♦✉t
❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡✿

• r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
♦♥ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t②❀

• q✉❛s✐✲st❡❛❞② ♠♦❞❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠❀

• ❜❡tt❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❜❡tt❡r ❛❝❝✉✲
r❛❝②✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ◗❙ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ✐♥✢♦✇✱ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲
♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❤♦✇ t♦ ♣✉t t❤❡✐r s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t♦ ❞❛t❛✲♠❛♣s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧
❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ✇❡
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❢♦r ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❣✐✈❡♥✳

✺✳✷ ◗✉❛s✐✲❙t❡❛❞② ❇♦✉♥❞❛r② ▼♦❞❡❧s ❛♥❞ ❉❛t❛✲♠❛♣

●❡♥❡r❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳✷✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ◗❙ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦t❤❡rs r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✭♥❛♠❡❧② t❤❡ ▼❖❈ ❡q✉❛t✐♦♥s✮✳ ❚r❛✲
❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r②
❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤✉s✱ ♦❜✲
t❛✐♥✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ◗❙ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ✐❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t♦

✶✸✸



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s❧✐t t❤❡s❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❢♦r✲
♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ▼❖❈ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ◗❙ ❜♦✉♥❞❛r② ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✸✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ◗❙ ♠♦❞❡❧s r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦
s♦❧✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✳

✺✳✷✳✶ ◗✉❛s✐✲❙t❡❛❞② ❇♦✉♥❞❛r② ❖✉t✢♦✇ ▼♦❞❡❧s

❇❡❢♦r❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ◗❙ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❞❡❧s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿

❍②♣♦t❤❡s✐s ✺✳✷✳✶✳

• ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❤❡❛t r❛t✐♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❊●❘ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡

✭❣❛s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❍②♣♦t❤❡s✐s ✺✳✷✳✶ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♦♣❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊●❘ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t r❛t✐♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ◗❙ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
◗❙ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❤❡❛t r❛t✐♦ ✐s ♥♦t ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥♣✉t t♦ t❤❡
◗❙ ♠♦❞❡❧ ❞❛t❛✲♠❛♣s✳

❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✭❢♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠♦♠❡♥t✉♠✲
❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♦✉t✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✻✾❪✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣✉t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
t✇♦ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❛t r❡❧❛t❡ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s s♣❡❡❞s ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡s✏✶✑ ❛♥❞ ✏✷✑ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳

✺✳✷✳✶✳✶ ❖✉t✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦✉t✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✺✳✶✳✷✾✮ ✲ ✭✺✳✶✳✸✸✮ ❛♥❞ ❍②♣♦t❤❡s❡s ✺✳✶✳✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❧❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

a2tot = a21 +
γ − 1

2
u2
1 = a22 +

γ − 1

2
u2
2 ✭✺✳✷✳✶✮

✇❤❡r❡

atot =

√

a21 +
γ − 1

2
u2
1 ✭✺✳✷✳✷✮

✶✸✹
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✐s t❤❡ t♦t❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
(

a1
a2

)2

=

(

atot
a2

)2

− γ − 1

2

(

u1

a2

)2

✭✺✳✷✳✸✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✭✺✳✶✳✸✵✮ ❛♥❞
✭✺✳✶✳✸✶✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❣✐✈❡s✿

[

(

a1
a2

)2
]

γ

γ−1

= Φ1
u2

u1

(

a1
a2

)2

✭✺✳✷✳✹✮

❉❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞s ❛s A = a/atot ❛♥❞ U = u/atot✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡
❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

1 = A2
1 +

γ − 1

2
U2
1 = A2

2 +
γ − 1

2
U2
2 ✭✺✳✷✳✺✮

❇② ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✭✺✳✷✳✸✮ ✐♥t♦ ✭✺✳✷✳✹✮ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s♣❡❡❞s ✐♥ t❤❡✐r ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

U1 = Φ1U2

[

(

1

A2

)2

− γ − 1

2

(

U1

A2

)2
]

−1
γ−1

✭✺✳✷✳✻✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✳✻✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ❛t t❤❡ t❤r♦❛t
U2 ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② U1✳ ◆♦t❡ t❤❛t A2 ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ U2 ❜② ✉s✐♥❣
✭✺✳✷✳✺✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞s ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ p1✴p2 ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✿

p1
p2

=

(

A1

A2

)
2γ
γ−1

✭✺✳✷✳✼✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✳✻✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✼✮ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ◗❙
♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉♥❞❡r s✉❜s♦♥✐❝ ✢♦✇✳ ❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r s♦♥✐❝ ✢♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✳✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t u2 = a2✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞s ❛t t❤❡ t❤r♦❛t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② U2 = A2 =
√

2
γ+1

✳

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t ✐♥ ✭✺✳✷✳✼✮✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ U1cr ✐s ❢♦✉♥❞
✉s✐♥❣✿

U1cr = Φ1

√

2

γ + 1

[(

γ + 1

2

)

− γ2 − 1

4
(U1cr)

2

]
−1
γ−1

✭✺✳✷✳✽✮

✺✳✷✳✶✳✷ ❖✉t✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥

❚♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦✉t✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♦✉t✢♦✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣
str❛t❡❣② t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s✏✶✑ ❛♥❞ ✏✷✑✳ ❲❡

✶✸✺
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r❡♣❧❛❝❡ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❜② ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❜❡✲
✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❍②♣♦t❤❡s❡s ✺✳✶✳✸ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣②✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ❡q✉❛✲
t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ Pr♦♣♦s❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t❤❛t ❛❧❧♦✇s st❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦✲
♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ✭✈♦❧✉♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡ ✶
❛♥❞ ✷✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ s❡❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ♣❧❛♥❡ ✏✷✑✿ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s r✐❣❤t ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ✇❛❧❧s ❛♥❞ ♦♥❡ ❢❛❝✐♥❣ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤r♦❛t✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✿

❍②♣♦t❤❡s✐s ✺✳✷✳✷✳

• u2 ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ✇❛❧❧ ❛t ♣❧❛♥❡ ✏✷✑ ✐s ③❡r♦❀

• t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ s♣❡❡❞ ♦♥ ♣❧❛♥❡ ✏✷✑ r✐❣❤t ♥❡①t t♦ t❤❡ t❤r♦❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s p2 ❛♥❞ u2✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀

• t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s r✐❣❤t ♥❡①t t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦✈❡r ♣❧❛♥❡ ✏✷✑ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧

t♦ p1✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍②♣♦t❤❡s❡s ✺✳✷✳✷✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✲
✉♠❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p1C1 − p2C2 − p1(C1 − C2) = ρ2u
2
2C2 − ρ1u

2
1C1 ✭✺✳✷✳✾✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ a =
√

γp/ρ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✾✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

p1
p2

=







1 + γ
(

u2

a2

)2

1 + γ
Φ1

(

u1

a1

)2






✭✺✳✷✳✶✵✮

✶✸✻
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❆s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳✶✱ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t r❡❧❛t❡s
t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ U1 ✇✐t❤ U2 ✭t❤✐s ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❞❛t❛✲♠❛♣s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✭✺✳✶✳✸✵✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✭✺✳✷✳✶✵✮ t♦ ♦❜t❛✐♥✿

Φ1
u2

u1

a21
a22

+ γ
u2

a22
u1 = 1 + γ

(

u2

a2

)2

✭✺✳✷✳✶✶✮

❇② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ✭✺✳✷✳✶✶✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✳✺✮ t♦ ✇r✐t❡ A1 ✐♥ t❡r♠s ♦❢
U1✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ U1 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

(

γ − Φ1
γ − 1

2

)

U2
1 −

(

A2
2

U2

+ γU2

)

U1 + Φ1 = 0 ✭✺✳✷✳✶✷✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✶✷✮ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞
♦✉t✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r s✉❜s♦♥✐❝ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r s♦♥✐❝ ✢♦✇ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

(

γ − Φ1
γ − 1

2

)

U2
1cr −

√

2(γ + 1)U1cr + Φ1 = 0 ✭✺✳✷✳✶✸✮

❲✐t❤ t❤✐s ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞
♦✉t✢♦✇ ◗❙ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s st♦r✐♥❣ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥t♦ ❞❛t❛✲♠❛♣s✳

✺✳✷✳✶✳✸ ❖✉t✢♦✇ ❉❛t❛✲♠❛♣ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

❆t t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ◗❙ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❞❡s❦t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡rs ♠❡♠♦r② ❞✐❞ ♥♦t
❛❧❧♦✇ ♣r❡✲❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥t♦ ❞❛t❛✲♠❛♣s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡
✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛t ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡s ✇✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ❣r❡❛t❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞s ✇❡r❡
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧✱ r❡❞✉❝✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✶❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠s✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠♦❞❡r♥ ❝♦♠♣✉t❡rs ❛❧❧♦✇ st♦r✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗❙ ❜♦✉♥❞❛r②
♠♦❞❡❧s ✐♥t♦ ❞❛t❛✲♠❛♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥t ❧✐♥❡❛r
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✭❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❛ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐t ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ ✉s❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛✲♠❛♣s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◗❙ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡ ✶❉ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✳

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✳✻✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✼✮ ♦r ✭✺✳✷✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✶✵✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r ❡✈❡r② U2✱ ❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡
U1 ❛♥❞ p1/p2✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ U2✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡t ♦❢ U1 ❛♥❞ p1/p2 ❝❛♥
❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ st♦r❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❞❛t❛✲♠❛♣✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t❤❡♥
t♦ s♦❧✈❡ p1/p2 ✐♥ t❡r♠s ♦❢ U1 ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛ r❛t✐♦ Φ1✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p1
p2

= DatamapOR(U1,Φ1) ✭✺✳✷✳✶✹✮

✶✸✼



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❚♦ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s ✐♥ t❤❡
❢♦r♠ ✭✺✳✷✳✶✹✮✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿

✶✳ s❡t ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ U2 ❡q✉❛❧ t♦
[

0,
√

2
γ+1

]

✭❙✉❜s♦♥✐❝ r❛♥❣❡✮✱ A2 ✐s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✺✳✷✳✺✮❀

✷✳ ✇✐t❤ U2 ❛♥❞ A2✱ t❤❡ ◗❙ ♠♦❞❡❧ ✭✭✺✳✷✳✻✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✶✷✮ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐✲
❝❛❧❧② ✭♦r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✮ t♦ ❣❡t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ U1✳ ❚♦ ✜♥❞
A1 ✉s❡ ✭✺✳✷✳✺✮ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥❀

✸✳ ✉s✐♥❣ U1 ✐♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✭✺✳✷✳✼✮ ♦r ✭✺✳✷✳✶✵✮✮✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ p1✴p2 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞❀

✹✳ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s♦♥✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✲♠❛♣✱ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ U2 =

A2 =
√

2
γ+1

✺✳✷✳✶✳✹ ❖✉t✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r②
♠♦❞❡❧s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳

Momentum Based Model
Isentropic Based Model
Momentum Based Sonic Flow
Isentropic Based Sonic Flow

Φ=0.1

Φ=1

Data-map p1/p2 vs U1 for Φ=[0.1,1]

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❖✉t✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❛t❛✲♠❛♣ ❢♦r ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞✱ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ✐s❡♥✲
tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❝❝✉rs

✶✸✽
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❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢
❡♥tr♦♣② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❣r❡❛t❡r ✢♦✇ s♣❡❡❞s✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠✲
♣❛r✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ✸❉ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞
t❤❛t ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ U1✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♥♦t
s✉r♣r✐s✐♥❣ ❛s ❢r✐❝t✐♦♥ ✭❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r②
♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡
♣r❡❞✐❝t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✭t❤✐s ✐s ❧❛t❡r ✈❡r✐✜❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s✱ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✭❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮ r❡q✉✐r❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✜t t❤❡ ✸❉ ❈❋❉ r❡s✉❧ts✳

Φ1 ▼♦♠❡♥t✉♠ ▼♦❞❡❧ ■s❡♥tr♦♣✐❝ ▼♦❞❡❧
✵✳✷ ✵✳✾✼✾✽ ✵✳✼✽✹✶
✵✳✹ ✵✳✾✹✶✹ ✵✳✼✽✵✸
✵✳✻ ✵✳✾✷✷✾ ✵✳✽✶✽✾
✵✳✽ ✵✳✾✸✷✵ ✵✳✽✽✼✶

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❉✐s❝❤❛r❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❈❋❉ r❡s✉❧ts

❆s s❡❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s s✐❣♥✐❢✲
✐❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐s❡♥tr♦♣✐❝✲❜❛s❡❞ ♦✉t✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ❞❡✲
✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✱ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳

✺✳✷✳✷ ◗✉❛s✐✲❙t❡❛❞② ■♥tr❛✲P✐♣❡ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ▼♦❞❡❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ s♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ◗❙ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✲
s❝r✐❜❡ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ st♦r❡ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❞❛t❛✲♠❛♣s✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ✐♥✢♦✇
❛♥❞ ♦✉t✢♦✇ ♠♦❞❡❧s t♦ st❛t❡ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t r❡❧❛t❡ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r✲
t✐❝❧❡ s♣❡❡❞s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s ✏✶✑ ❛♥❞ ✏✸✑ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✳

❚♦ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❞❡❧s✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t✇♦
✐♥✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✶✸✾
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✺✳✷✳✷✳✶ ■♥✢♦✇ ▼♦❞❡❧s

■♥ ❬✹✻❪✱ t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✢♦✇ ◗❙
♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❋♦r s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥✢♦✇ ♠♦❞❡❧s✿ ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ♠♦❞❡❧✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❍②♣♦t❤❡s❡s ✺✳✶✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ◗❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✷✷✮ ✲ ✭✺✳✶✳✷✺✮ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✶✳✷✳✷✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r②✿

U2
3 +

(

2

γ + 1

)(

A2
2

Φ3U2

+ γU2

)

U3 +
2

γ + 1
= 0 ✭✺✳✷✳✶✺✮

p3
p2

=
1 + γΦ3

(

U2

A2

)2

1 + γ
(

U3

A3

)2 ✭✺✳✷✳✶✻✮

✇❤❡r❡ Φ3 = C2/C3✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✳✶✺✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✶✻✮ ❝♦♥st✐t✉t❡ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡
♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ✐♥✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✭t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✺✳✶✳✷✹✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❤②♣♦t❤✲
❡s✐s ✭✺✳✶✳✷✹✮ ❜② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡ss✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s ✏✷✑ ❛♥❞ ✏✸✑
✭♥❛♠❡❧② p2 = p3✮✳ ❇② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ◗❙ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✷✷✮✱
✭✺✳✶✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✳✷✺✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✐♥✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

U2
3 +

(

2A2
2

Φ3(γ − 1)U2

)

U3 −
2

γ − 1
= 0 ✭✺✳✷✳✶✼✮

p3
p2

= 1 ✭✺✳✷✳✶✽✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✳✶✼✮ ✲ ✭✺✳✷✳✶✽✮ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧♦✇ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♥✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞s U2 ❛♥❞ U3 ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ p3/p2✳ ■♥ ❬✹✻❪✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✷✳✶✺✮ ✲ ✭✺✳✷✳✶✻✮ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r❡s❡♥ts ❤✐❣❤❡r
✢♦✇ s♣❡❡❞s t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ✐♥✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✷✳✶✼✮ ✲ ✭✺✳✷✳✶✽✮✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❡❝♦✈❡r② ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❬✻✾❪✱
❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✸❉ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞
t❤❛t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ✐♥✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✷✳✶✼✮ ✲ ✭✺✳✷✳✶✽✮ ❤❛❞ ❛ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② t❤❛♥
t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✷✳✶✺✮ ✲ ✭✺✳✷✳✶✻✮✳

✺✳✷✳✷✳✷ ■♥tr❛✲♣✐♣❡ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ▼♦❞❡❧s

❋♦r t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡♥
✐♥ ✭✺✳✷✳✻✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✶✷✮ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ✐♥✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ✭✺✳✷✳✶✺✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✶✼✮✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ❢♦✉r

✶✹✵
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◗❙ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❢♦✉r ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦✉t✢♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ✐♥✢♦✇ ♠♦❞❡❧s✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡❧s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥tr❛✲
♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
♣❤✐❧♦s♦♣❤②✳ ❋✐rst✱ ❧❡t ✉s ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭♥❛♠❡❧② ✭✺✳✷✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✶✺✮✮✳ ❚♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢♦✇ ♠♦❞❡❧s✱
t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞s U2 ❛♥❞ A2 ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ p2 ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♠♠♦♥
❢♦r ❜♦t❤ ◗❙ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❍②♣♦t❤❡s❡s ✺✳✶✳✹ ❛♥❞ t❤❡
♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠♦❞❡❧
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

(

γ − Φ1
γ − 1

2

)

U2
1 +

(

A2
2

U2

+ γU2

)

U1 + Φ1 = 0

U2
3 +

(

2

γ + 1

)(

A2
2

Φ3U2

+ γU2

)

U3 +
2

γ + 1
= 0

✭✺✳✷✳✶✾✮

p3
p1

=
1 + γΦ3

(

U2

A2

)2

1 + γ
(

U3

A3

)2

1 + γ
Φ1

(

U1

A1

)2

1 + γ
(

U2

A2

)2 ✭✺✳✷✳✷✵✮

◆♦t❡ t❤❛t ✭✺✳✷✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✷✵✮ ❛r❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ✐♥✢♦✇ ❛♥❞ ♦✉t✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ♣✉t
t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s ❢♦r ❡✈❡r② U2✱ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r U1✱ U3 ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡
r❛t✐♦ p3/p1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❧❛t❡r st♦r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❞❛t❛✲♠❛♣s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ✐♥✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✿

U1 = ΦU2

[

(

1

A2

)2

− γ − 1

2

(

U1

A2

)2
]

−1
γ−1

U2
3 +

(

2A2
2

Φ3(γ − 1)U2

)

U3 −
2

γ − 1
= 0

✭✺✳✷✳✷✶✮

p3
p1

=

(

A1

A2

)
−2γ
γ−1

✭✺✳✷✳✷✷✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✺✳✷✳✶✾✮ ✲ ✭✺✳✷✳✷✵✮
❛♥❞ ✭✺✳✷✳✷✶✮ ✲ ✭✺✳✷✳✷✷✮✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ✺✳✹✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r s♦♥✐❝
✢♦✇✱ r❡♣❧❛❝❡ U2 = A2 =

√

2/(γ + 1) ✐♥ ✭✺✳✷✳✶✾✮✱ ✭✺✳✷✳✷✵✮✱ ✭✺✳✷✳✷✶✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✷✷✮✳

✶✹✶
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✺✳✷✳✷✳✸ ■♥tr❛✲♣✐♣❡ ❉❛t❛✲♠❛♣ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

❆s ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳✸✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ♠♦❞❡❧s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✭✺✳✷✳✶✾✮
✲ ✭✺✳✷✳✷✵✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✷✶✮ ✲ ✭✺✳✷✳✷✷✮✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② st♦r❡❞ ✐♥t♦ ❞❛t❛✲♠❛♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s r❡✲
❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❧❛t❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ tr✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ p3/p1 ❛♥❞ U3 ✐♥ t❡r♠s ♦❢ U1✱ Φ1

❛♥❞ Φ3 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p3
p1

= DatamapIRP (U1,Φ1,Φ3) ✭✺✳✷✳✷✸✮

❛♥❞

U3 = DatamapIRU(U1,Φ1,Φ3) ✭✺✳✷✳✷✹✮

❚❤❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s ✭✺✳✷✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✷✹✮ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ U3

❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ p3/p1 ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡
s♣❡❡❞ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡
✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ❧❛t❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
✭✺✳✷✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✷✹✮✿

✶✳ s❡t ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ U2 ❡q✉❛❧ t♦
[

0,
√

2
γ+1

]

✭❙✉❜s♦♥✐❝ r❛♥❣❡✮✿ A2 ✐s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣②

❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥❀

✷✳ ✇✐t❤ U2 ❛♥❞ A2✱ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✭✺✳✷✳✶✾✮✮ ❛r❡
s♦❧✈❡❞ t♦ ❣❡t U1 ❛♥❞ U3✳ ❚♦ ✜♥❞ A1 ❛♥❞ A3✱ ✉s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥❀

✸✳ ✉s✐♥❣ U1 ❛♥❞ U3 ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ r❛t✐♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✭✺✳✷✳✷✵✮✮✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ p3✴p1 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞❀

✹✳ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s♦♥✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✲♠❛♣✱ s♦❧✈❡ t❤❡ ◗❙ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠♦❞❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

✇✐t❤ U2 = A2 =
√

2
γ+1

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✇❡ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛✲♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳✷✳

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
❚❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✲♣r❡ss✉r❡ ✐♥✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✭❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ❛s ■s❡♥✲❈P✮ s②st❡♠✲
❛t✐❝❛❧❧② ♣r❡s❡♥ts ❣r❡❛t❡r ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞s t❤❛♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣② ✭▼♦♠✲▼♦♠✮✳
❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳✹✱
✇❤❡r❡ ✐t ✇❛s s❡❡♥ t❤❛t t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r r❡s✉❧t❡❞ ❢r♦♠ ♥♦t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢

✶✹✷
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Mom-Mom Model
Isen-CP Model
Mom-Mom Sonic Flow
Isen-CP Sonic Flowϕ=0.1

ϕ=1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ■♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❛t❛✲♠❛♣ ❢♦r Φ1 = Φ3

❡♥tr♦♣② ❧❡✈❡❧ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❢♦✉r ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥
♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t②✳

❲✐t❤ t❤✐s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ◗❙ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❢♦r t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✺✳✸ ❖✉t✢♦✇ ❛♥❞ ■♥tr❛✲♣✐♣❡ ❇♦✉♥❞❛r② ❘❡s♦❧✉t✐♦♥

▼❡t❤♦❞s

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ♠♦st ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡
s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ✐❢ ❛♥ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✷✳✶✳✷✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♦r ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❝♦r✲
r❡❝t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♥♦✈❡❧ ❜♦✉♥❞❛r②
r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡ ✇❛✈❡ ❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✢❡①✲
✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✶❉ ❛✐r✲♣❛t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤✲

✶✹✸



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

♦❞s ✭❢♦r t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❛♥② ◗❙ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡
❢♦r♠ ♦❢ ✭✺✳✷✳✶✹✮✱ ✭✺✳✷✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✷✹✮ ✐♥t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♦t❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ ❡♥tr♦♣② ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳

✺✳✸✳✶ ❖✉t✢♦✇ ❇♦✉♥❞❛r② ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s

▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▼❖❈ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❢♦r t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✳

n+1

n
L S

u+
a

u

DD-1D-2

Boundary

XS

XL
X

t

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❖✉t✢♦✇ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ❇♦✉♥❞❛r②

❚❤❡ ✐♥❞❡① D r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡① L r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ D ❛♥❞ D − 1✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② u + a ❝r♦ss❡s ❛t
t✐♠❡ n✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① S ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② u ❛t t✐♠❡ n✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♦✉t✢♦✇
❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ✭♥❛♠❡❧②✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ uD✱ aD ❛♥❞ pD✮✱ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳

❆s s❡❡♥ ✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✱ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ t❤❡ ✐s❡♥✲
tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
tr❛❥❡❝t♦r② u✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✿

• t❤❡ ▼❖❈ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② u+ a❀

• t❤❡ ▼❖❈ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② u❀

• t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s ✭✺✳✷✳✶✹✮✳

✶✹✹



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❚✇♦ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭▼❖❈ ❡q✉❛t✐♦♥s✮ ❛♥❞
♦♥❡ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥
s❝❤❡♠❡ ✐s t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
♦✉t✢♦✇ ❞❛t❛✲♠❛♣✳ ■♥ s♦ ❞♦✐♥❣✱ ✐❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳

✺✳✸✳✶✳✶ ❖✉t✢♦✇ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ❙❝❤❡♠❡

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳✶✱ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❖❈ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥tr♦♣② ❧❡✈❡❧ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t♦
❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❛ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❞❡✜♥❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♥tr♦♣②
❧❡✈❡❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞
r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ❛t
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳✶✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛t t✐♠❡ n+ 1✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❘✐❡♠❛♥♥
✐♥✈❛r✐❛♥t λLC ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

un+1
D =

2

γ − 1

(

λLC − an+1
D

)

✭✺✳✸✳✶✮

❚❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t λLC ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ✭✺✳✸✳✶✮ ❜② ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥
✭✺✳✶✳✷✶✮✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❡①♣r❡ss ✭✺✳✸✳✶✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

un+1
D =

2

γ − 1

(

λn
L + an+1

D

(

1− An
AL

An+1
AD

)

− an+1
D

)

✭✺✳✸✳✷✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❧❡✈❡❧s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✺✳✶✳✶✽✮ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ✭✺✳✸✳✷✮ ❣✐✈❡s✿

un+1
D =

2

γ − 1

(

λn
L + an+1

D

(

1− aL

an+1
D

pn+1
D

pnL

)

γ−1
2γ

− an+1
D

)

✭✺✳✸✳✸✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞s ♦❢ s♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② an+1
D ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t ✐♥ ✭✺✳✸✳✸✮✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

un+1
D =

2

γ − 1

(

λn
L − anL

(

pn+1
D

pnL

)

γ−1
2γ

)

✭✺✳✸✳✹✮

◆♦t❡ t❤❛t ✭✺✳✸✳✹✮ ❣✐✈❡s ❛ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡
s♣❡❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✭pn+1

D ❛♥❞ un+1
D ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ s✐♥❝❡ λL✱ aL ❛♥❞ pL ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛t t✐♠❡

n ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳✶✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦ ♣r❡ss✉r❡ ♦r s♦✉♥❞
s♣❡❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✭✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ✭✺✳✶✳✷✶✮✮

✶✹✺
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t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❖❈ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② u + a✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✭✺✳✸✳✹✮
❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡ ▼❖❈ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❖❈ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②
u✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❡♥tr♦♣② ❛❧♦♥❣ t❤✐s tr❛❥❡❝t♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

sn+1
D = snS ✭✺✳✸✳✺✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✳✺✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✿

pn+1
D

(

ρn+1
D

)γ =
pnS

(ρnS)
γ ✭✺✳✸✳✻✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ s♣❡❡❞ ♦❢
s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ✭✺✳✸✳✻✮✿

an+1
D =

√

γsnS
1
γ

(

pn+1
D

)
γ−1
2γ ✭✺✳✸✳✼✮

❙✐♠✐❧❛r t♦ ✭✺✳✸✳✹✮✱ ✭✺✳✸✳✼✮ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞
♦❢ s♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✭♥❛♠❡❧②✱ pn+1

D ❛♥❞ an+1
D ✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✭✺✳✸✳✼✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡

s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✭✺✳✸✳✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✳✼✮
✐♠♣❧② t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡
s♦❧✈❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ◗❙ ♦✉t✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✭✺✳✷✳✶✹✮✱
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛
r❛t✐♦ Φ1✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❧♦♦♣ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✸✳✹✮✱ ✭✺✳✸✳✼✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✶✹✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ uD ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳

❚♦ s♦❧✈❡ ✭✺✳✸✳✹✮✱ ✭✺✳✸✳✼✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✶✹✮✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ✭◆❘✮ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s❝❤❡♠❡ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡
♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪ ❬✻✾❪✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♠❛❞❡✱ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❬✹✻❪ ✭✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡♥s♦♥✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭♥❛♠❡❧②✱ ✭✺✳✸✳✹✮✱
✭✺✳✸✳✼✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✶✹✮✮✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛s ✐t ❡♥❛❜❧❡s
t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❚♦ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s❡t ❛♥
❛❞❡q✉❛t❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ◆❘ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧
✈❛❧✉❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐t✳
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❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✿

p0D = 2pn+1
D−1 − pn+1

D−2 ✭✺✳✸✳✽✮

✇❤❡r❡ p0D ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ ◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✳✽✮ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❧♦s❡st ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ t✉❜❡ ✭♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✮✳ ❚❤✐s ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱
s♣❡❝✐❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ st❛❣❡s✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞✳

❲✐t❤ pitD ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭it st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✮✱ ✐s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
uit
D ❛♥❞ aitD ✇✐t❤ ✭✺✳✸✳✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✳✼✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ aittot ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

✇✐t❤ ✭✺✳✷✳✷✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② U it
D✳ ❚❤✐s

♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛✲♠❛♣ ✭✺✳✷✳✶✹✮ ❛❧❧♦✇s ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② pitD ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❞❡❧ ♦r ♥♦t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

fout =

∣

∣

∣

∣

(

pitD
p0

)

− datamapOR(U
it
D,Φ1)

∣

∣

∣

∣

< ǫ ✭✺✳✸✳✾✮

✇❤❡r❡ p0 ✐s t❤❡ ❜❛❝❦✲♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ǫ > 0 ✐s ❛ s❝❛❧❛r t❤❛t s❡ts t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❤✐♥❣ ❣✉❛r❛♥t✐❡s t❤❛t ✭✺✳✸✳✽✮ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✺✳✸✳✾✮ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣r❡s✲
s✉r❡ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② pitD ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ◆❘ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ fout ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ pD✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❘ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✮✿

pit+1
D = pitD − f (pitD)

f(pitD+∆p)−f(pitD)
∆p

✭✺✳✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ∆p ✐s ❛ s♠❛❧❧ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ f

′

out✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ t❤❡ s❛✈❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ✇♦r❦ ❛♥❞ ♠❛tr✐① st♦r❛❣❡✳ ❚❤❡
♣r✐❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s ♠♦r❡ s❧♦✇❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦st ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❬✺✾❪✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡♥ s♦❧✈❡❞
❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✭✺✳✸✳✶✵✮ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✸✳✾✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t♦
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ s♦♥✐❝ ✢♦✇✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s ❛r❡ ❜✉✐❧t ✐♥ t❤✐s

❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ U2 = A2 =
√

2
γ+1

✳

❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
st❡♣s✿

✶✹✼



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✶✳ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ λn
L ❛♥❞ sns ✿ ✉s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✳✻✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀

✷✳ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ pitD = 2pn+1
D−1 − pn+1

D−2✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝❧♦s❡st
♥♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣✐♣❡ ✇❤❡r❡ pn+1

D−1 ❛♥❞ pn+1
D−2 ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s❝❤❡♠❡❀

✸✳ ✉s❡ ✭✺✳✸✳✼✮ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ aitD ❛♥❞ ✭✺✳✸✳✹✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ uit
D❀

✹✳ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t♦t❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ aittot ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞s U it
D

❛♥❞ Ait
D❀

✺✳ ❝♦♠♣✉t❡ pD
pb

= datamapOR(U
it
D,Φ) ✉s✐♥❣ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ♠♦❞❡❧s❀

✻✳ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✭✺✳✸✳✾✮✳ ■❢ f < ǫ t❤❡♥ r❡t✉r♥ pn+1
D = pitD✱ an+1

D = aitD ❛♥❞ un+1
D = uit

D✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✉s❡ ✭✺✳✸✳✶✵✮ t♦ ✉♣❞❛t❡ pitD ❛♥❞ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ st❡♣ ✸✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ◗❙ ❜♦✉♥❞❛r② ♣❤②s✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ✐ts❡❧❢ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❛t❛✲♠❛♣✳

✺✳✸✳✶✳✷ ■♥t❛❦❡ ✈❛❧✈❡ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉♥❞❡r ❡♥✲
❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛ s✐♠♣❧❡
❡♥❣✐♥❡ ❝②❧✐♥❞❡r s❡t✉♣ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ s❡t✉♣ ✉s✐♥❣ ●❚✲P♦✇❡r ❘©✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ ♣✐♣❡s✱ ✐♥t❛❦❡ ❛♥❞ ❡①❤❛✉st
✈❛❧✈❡s ❛♥❞ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✭✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦ ❘©✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ●❚✲P♦✇❡r ❘© ❛s
❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❊♥❣✐♥❡ ❝②❧✐♥❞❡r s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✉♥st❡❛❞② ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

❆ s✐♠♣❧❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♠♦❞❡❧ ✭♥♦ ✇❛❧❧ ❧♦ss❡s ♦r ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡❧✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥
❙✐♠✉❧✐♥❦ ❘© ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✽✷❪✳ ❋♦r t❤❡ ❡①❤❛✉st ✈❛❧✈❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹✻❪✱ ❛❧r❡❛❞② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❢♦r t❤✐s s❡t✉♣✳ ❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡❧②

✶✹✽



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ●❚✲P♦✇❡r ❘©✱ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝✲❜❛s❡❞
♦✉t✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ s✐♥❝❡ ●❚✲P♦✇❡r ❝♦♥s✐❞❡rs t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛✲♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ❛♥❞ ❡①❤❛✉st ✈❛❧✈❡s ♦❢
❛ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❛❦❡ ❛♥❞ ❡①❤❛✉st ✈❛❧✈❡s ❞❛t❛✲♠❛♣s ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s✲
❝❤❛r❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡
✭✺✳✶✹✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡ ❯♥✐ts
■♥♣✉t ❘❡str✐❝t✐♦♥ ❆r❡❛ ❘❛t✐♦ ✶ ✳

■♥♣✉t Pr❡ss✉r❡ 1.4× 105 P❛
■♥♣✉t ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✸✵✵ ❑

❖✉t♣✉t ❘❡str✐❝t✐♦♥ ❆r❡❛ ❘❛t✐♦ ✶ ✳
❖✉t♣✉t Pr❡ss✉r❡ 1.0× 105 P❛
P✐♣❡s ▲❡♥❣t❤s ✶ ♠
P✐♣❡s ❉✐❛♠❡t❡rs ✵✳✵✸ ♠

P✐♣❡s ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ▲❡♥❣t❤ ✵✳✵✷ ♠
Pr♦♣♦s❡❞ ▼❡t❤♦❞ ❚✐♠❡ ❙t❡♣ 3× 10−5 s

●❚✲P♦✇❡r ❚✐♠❡ ❙t❡♣ < 10× 10−5 s
❊♥❣✐♥❡ ❙♣❡❡❞ ✸✵✵✵ r♣♠

❈②❧✐♥❞❡r ❉✐❛♠❡t❡r 80× 10−3 ♠
❙tr♦❦❡ ✼✾✳✺ ♠

▲❡♥❣t❤ ❈♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❘♦❞s 142.6× 10−3 ♠
❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❘❛t✐♦ ✶✺✳✺ ✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❈②❧✐♥❞❡r s❡t✉♣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❋♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♣✐♣❡ ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣✐♣❡ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛s ✐♥st❛❧❧✐♥❣ s❡♥s♦rs ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ❤❛r❞❧② ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s ✐♥s✐❞❡
t❤❡ t✉❜❡ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ r❡✈❡❛❧ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
s❤♦✇s ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ●❚✲P♦✇❡r ❘©✳ ❚❤✐s
❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r str♦♥❣ tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡
❛✐r✲♣❛t❤✳ ❚♦ t❡st t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳

✶✹✾
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GT-Power
Proposed Method

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ✉♥st❡❛❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✺✳✸✳✶✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❚♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡♥s♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳✷✳ ❆s t❤❡ ❝r✐✲
t❡r✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❇❡♥s♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✱ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r t♦❧❡r❛♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② TolP = ∆pitD/p

it
D ❛♥❞ TolA = ∆Ait

D/A
it
D ✭❢♦r ♦✉r ♠❡t❤♦❞

❛♥❞ ❇❡♥s♦♥✬s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤✐s t♦❧❡r❛♥❝❡ ✐s s❡t t♦
TolP = TolA = 1× 10−5 ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✺ ❛♥❞ ✺✳✶✻ s❤♦✇ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❛❦❡ ✈❛❧✈❡✳ ❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♥❡❝❡ss❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺ t✐♠❡s ❧❡ss ✐t❡r❛t✐♦♥s
❢♦r ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ 1 × 10−5✮ t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡♥s♦♥✳ ❋♦r ♠♦r❡
❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t♦❧❡r❛♥❝❡s✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡s ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✿
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r TolP = 1 × 10−6✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ♣❡r❢♦r♠s ✽ t✐♠❡s ❧❡ss ✐t❡r❛t✐♦♥s
t❤❛♥ ✇❤❛t ❇❡♥s♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ s❤♦✇s t❤❡ ✜♥❛❧ TolP ❛♥❞ TolA ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❤❡♠❡✳ ■t ✐s ❧♦❣✐❝❛❧ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✉♥❞❡r 1 × 10−5 ❛s
✐t ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❜❡tt❡r ❛❝✲
❝✉r❛❝② s✐♥❝❡ s♠❛❧❧❡r t♦❧❡r❛♥❝❡s ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✿ TolP = 1× 10−5✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❆❝❝✉r❛❝② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❝❤❡♠❡s

t♦ ❇❡♥s♦♥✬s ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ◆❘ ♠❡t❤♦❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✺✳✸✳✽✮✳

✺✳✸✳✷ ■♥tr❛✲P✐♣❡ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ❇♦✉♥❞❛r② Pr♦❜❧❡♠ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶ t♦
t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✳ ▲❡t st❛rt ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ▼❖❈ ❢♦r
t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✳

❚❤❡ ✐♥❞❡① D r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤❡ ✐♥❞❡① F

✶✺✶



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

n+1

n
L S

u+
a

u

DD-1D-2

R

F+1

βRC

βR

F

Δt
λL

λLC

ΔX δXL

δXS δXR

u-a

B
o
u

n
d

a
ry

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ■♥tr❛✲♣✐♣❡ ▼❖❈ ❞✐❛❣r❛♠

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤❡ ✐♥❞❡① L r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ D ❛♥❞ D− 1 ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② u+ a ❝r♦ss❡s ❛t t✐♠❡ n ❛♥❞
t❤❡ ✐♥❞❡① R r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ F ❛♥❞ F + 1 ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②
a − u ❝r♦ss❡s ❛t t✐♠❡ n✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① S ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② u ❛t t✐♠❡ n✳ ❋♦r
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✱ s✐① ✉♥❦♥♦✇♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✭un+1

D ✱ an+1
D ✱ pn+1

D ✱
un+1
F ✱ an+1

F ❛♥❞ pn+1
F ✮✱ t❤✉s s✐① ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳

❇❡s✐❞❡s t❤❡ t✇♦ ▼❖❈ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s u + a ❛♥❞ u ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✭✭✺✳✸✳✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✳✼✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ ❛ t❤✐r❞ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② a − u ❤❛s t♦ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r②
r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭✺✳✶✳✷✶✮✱ t❤✐s ▼❖❈ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥tr♦♣② ❧❡✈❡❧ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡
❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ✭✺✳✸✳✹✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

un+1
F =

2

γ − 1

(

βn
R − anR

(

pn+1
F

pnR

)

γ−1
2γ

)

✭✺✳✸✳✶✶✮

◆♦t❡ t❤❛t ✭✺✳✸✳✶✶✮ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣r❡ss✉r❡ pn+1
F ❛♥❞

♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ un+1
F ✳ ❚❤❡ ▼❖❈✲❜❛s❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✸✳✹✮✱ ✭✺✳✸✳✼✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✳✶✶✮ ♣r♦✈✐❞❡ t❤r❡❡

♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ❛♥❞ ✜❢t❤ ♦♥❡s ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❞❛t❛✲♠❛♣s ✭✺✳✷✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✳✷✹✮ ❛♥❞ t❤❡
s✐①t❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱
t❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ❤❛s
t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r②
♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ◆❘ ♠❡t❤♦❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
✭✺✳✸✳✽✮ ❢♦r t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♣♣❡❛r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠s ✭❡✳❣✳ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✮✳

▲❡t ✉s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋r♦♠ t❤❡ s❝❤❡♠❡
✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✺✳✸✳✽✮✱ ❛ pitD ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞
✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ uit

D ❛♥❞ aitD ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ✭✺✳✸✳✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✳✼✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✺✷



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❚❤❡ t♦t❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ aittot ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ✭✺✳✷✳✷✮ t♦ ✜♥❞ U it
D✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞♦✇♥✲

str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✺✳✷✳✷✸✮ ❛♥❞ t❤❡♥✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ U it
F ✐s

❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ✭✺✳✸✳✶✶✮✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢
s♦✉♥❞ an+1

F ✳ ❆s ♥♦t❤✐♥❣ ❣✉❛r❛♥t✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✳✽✮ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s♦❧✉✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❝r✐t❡r✐♦♥✿

fintra =| pitF/pitD − datamapIRP (U
it
D,Φ1,Φ3) |< ǫ ✭✺✳✸✳✶✷✮

■❢ ✭✺✳✸✳✶✷✮ ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ◆❘ ♠❡t❤♦❞ ✭✺✳✸✳✶✵✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✉♣❣r❛❞❡ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✳

❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

✶✳ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ λn
L✱ s

n
S ❛♥❞ βn

R✿ ✉s❡ ✭✺✳✶✳✶✵✮✱ ✭✺✳✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✳✶✷✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀

✷✳ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ pitD = 2pn+1
D−1 − pn+1

D−2 ✭t❤✐s ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝❧♦s❡st
♥♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣✐♣❡ ✇❤❡r❡ pn+1

D−1 ❛♥❞ pn+1
D−2 ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s❝❤❡♠❡✮❀

✸✳ ✉s❡ ✭✺✳✸✳✼✮ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ aitD ❛♥❞ ✭✺✳✸✳✹✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ uit
D❀

✹✳ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t♦t❛❧ s♦✉♥❞ s♣❡❡❞ ✇✐t❤ ✭✺✳✷✳✷✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞s
U it
D ❛♥❞ Ait

D❀

✺✳ ❝♦♠♣✉t❡ U it
F = datamapIRP (U

it
D,Φ1,Φ3) ✉s✐♥❣ ❛♥② ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s❀

✻✳ ✉s❡ t❤❡ t♦t❛❧ s♦✉♥❞ s♣❡❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ uit
F ❀

✼✳ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ pitF ✉s✐♥❣ ✭✺✳✸✳✶✶✮✳ ❯s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ t♦ ✜♥❞ aitF ❀

✽✳ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✭✺✳✸✳✶✷✮✳ ■❢ fintra < ǫ✱ t❤❡♥ r❡t✉r♥ pn+1
D = pitD✱ a

n+1
D = aitD✱ u

n+1
D = uit

D✱
pn+1
F = pitF ✱ a

n+1
F = aitF ❛♥❞ un+1

F = uit
F ✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✉s❡ ✭✺✳✸✳✶✵✮ t♦ ✉♣❞❛t❡ pitD ❛♥❞

r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ st❡♣ ✸✳

❲✐t❤ t❤✐s✱ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞✲
❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝
❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳

✺✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s❡❞ ❇♦✉♥❞✲

❛r② ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

✶✺✸



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

ptank Ttank

p1 p2

T1 T2 T3 T4

202mm
4035mm

4200mm

250mm
1006mm

1492mm
3978mm

Guillotine

Vtank=270L

Restriction

50mm

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ✶❉
✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ♠♦❞❡❧s✳ ❱❛r✐♦✉s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ◗❙ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ t❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥t♦
t❤❡ ✇❛✈❡ ❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳

✺✳✹✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❡t✉♣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽ ❞❡♣✐❝ts ❛ ♣❤♦t♦ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣❛r❛t✉s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss❡♠❜❧✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❛r❛t✉s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ ♦✉t✢♦✇
❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
s❡t✉♣s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✾ ❛♥❞ ✺✳✷✵✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ t❤❡r♠❛❧❧② ✐s♦❧❛t❡❞ r❡s❡r✈♦✐r ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ Vtank✱ ❛ ❣✉✐❧✲

✶✺✹



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

ptank Ttank

p1 p2 p3

T1 T2 T3 T4 T5

2a2am
4t3Δmm

4200mm
4412mm

2a0mm
1-06mm

1492mm
3δ78mm

4463mm

8400mm

Guillotine

Vtank=270L

Restriction

50mm

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

❧♦t✐♥❡ ❛t t❤❡ ❡♥tr❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✉❜❡ ❛♥❞ ❛ ♣✐♣❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✉t✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥ ✭♦r t✇♦ ♣✐♣❡s
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❣✉✐❧❧♦t✐♥❡ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦
♦♣❡♥ ✈❡r② q✉✐❝❦❧② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ t✉❜❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❣❡♥❡r❛t✲
✐♥❣ str♦♥❣ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣❛s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t❛♥❦ ✐s ❤❡❛t❡❞ ✉♣ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❧❡✈❡❧ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ Pr✐♦r t♦ t❤❡ ❣✉✐❧❧♦t✐♥❡ ♦♣❡♥✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
✐♥✐t✐❛❧ ❣❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s s❡t ❜② ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛♥ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❧❡t ✈❛❧✈❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡
r❡s❡r✈♦✐r✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✈❡s ❛r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛✐r ❤❡❛t✐♥❣ s②st❡♠ ♥♦t ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✇❛r♠✲✉♣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ✈❛❧✈❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ t❡sts✳ ❚❤❡ ❣✉✐❧❧♦t✐♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❛r❡❛ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡
✐♥♣✉t r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ✐ts ✉♥st❡❛❞② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣r❡ss✉r❡s ❛♥❞ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✾ ❛♥❞ ✺✳✷✵✱ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡
✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛❝❡s ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣r❡ss✉r❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞
✇✐t❤ ❑✐st❧❡r ✹✵✹✾❆✶✵❙P✷✷ ♣✐❡③♦r❡s✐st✐✈❡ s❡♥s♦rs ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤
t❤❡r♠♦s❡♥s♦rs ♦❢ t②♣❡ ❑ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✵✳✵✼✺ ♠♠✳

✺✳✹✳✷ ❖✉t✢♦✇ ❇♦✉♥❞❛r② ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥✲
❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡
✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ◗❙ ♦✉t✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝✲❜❛s❡❞ ♦✉t✢♦✇
❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳✶ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳✷✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t✉♣ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✱ t❤r❡❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t r❡str✐❝t✐♦♥ ❛r❡❛s r❛t✐♦s ❛♥❞ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ptank✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✵❉ t❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❚❤✐s ✵❉ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
ptank(t = 0) ❛♥❞ Ttank(t = 0)✳ ❆s t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ✐s t❤❡r♠❛❧❧② ✐s♦❧❛t❡❞✱ ♥♦ ❤❡❛t ✇❛❧❧ tr❛♥s✲
❢❡rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐s t❤❡ ▼❛❝❈♦r♠❛❝❦ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤
❚✐♠❡ ❱❛r②✐♥❣ ❉✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✳ ❚❤❡ ♣✐♣❡s ❢r✐❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t✉♣ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t

✶✺✺



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❛♥② r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣✉✐❧❧♦t✐♥❡✱ t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✹✻❪ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ◗❙ ♠♦❞❡❧
✭✺✳✷✳✶✼✮ ✲ ✭✺✳✷✳✶✽✮✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ s❡t✉♣ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✺✳✶✾ ❤❛s ❜❡❡♥ ❜✉✐❧t ✐♥ ❛ ✶❉ ♣❧❛t❢♦r♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ▼❛t❧❛❜ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ❘©✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸ s❤♦✇s
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿

❊①♣❡r✐♠❡♥t✴P❛r❛♠❡t❡r Φ1 ptank
❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶ 0.1 1.1× 105 ❬P❛❪
❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷ 0.2 1.2× 105 ❬P❛❪
❊①♣❡r✐♠❡♥t ✸ 0.5 1.4× 105 ❬P❛❪

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❖✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs

❋✐❣✉r❡s ✺✳✷✶✱ ✺✳✷✷ ❛♥❞ ✺✳✷✸ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✷✶✱ ✺✳✷✷ ❛♥❞ ✺✳✷✸ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s❡r✈♦✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s
Ttank(t = 0) ≈ 500K ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥tr♦♣② ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♣✐♣❡
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ 1.0× 105 Pa ❛♥❞
❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ 300K✳ ❚✇♦ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t✇♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ p1✱ p2✱ T1 ❛♥❞ T2✮✳

❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ❞❡♣❡♥❞s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❣✉✐❧❧♦t✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡✲
❣✐❡s ✭s❡❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛t ✷✵✷♠♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✷✶✱ ✺✳✷✷ ❛♥❞ ✺✳✷✸✮✳ ■t ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❛❧②s✐s✱ s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ♣r❡s❡♥ts ❛
s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ t❤❡ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❘▼❙❉✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡s p1 ❛♥❞ p2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ r❡s✉❧ts✳

▼♦❞❡❧✴❱❛r✐❛❜❧❡ ▼♦❞❡❧ p1 p2

Φ = 0.1
▼♦♠❡♥t✉♠✲❇❛s❡❞ ✷✳✾ ✪ ✹✳✾ ✪
■s❡♥t♦♣✐❝✲❇❛s❡❞ ✾✳✵ ✪ ✶✶✳✵ ✪

Φ = 0.2
▼♦♠❡♥t✉♠✲❇❛s❡❞ ✻✳✷ ✪ ✼✳✸ ✪
■s❡♥t♦♣✐❝✲❇❛s❡❞ ✶✽✳✼ ✪ ✷✵✳✹ ✪

Φ = 0.5
▼♦♠❡♥t✉♠✲❇❛s❡❞ ✶✽✳✾ ✪ ✷✵✳✷✪
■s❡♥t♦♣✐❝✲❇❛s❡❞ ✷✾✳✹ ✪ ✸✸✳✽ ✪

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❘▼❙❉ ❢♦r t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ✐s❡♥tr♦♣✐❝✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✷✶✱ ✺✳✷✷ ❛♥❞ ✺✳✷✸ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲

✶✺✻



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r Φ = 0.1 ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ 1.1 × 105 ❬P❛❪

✭❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r Φ = 0.2 ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ 1.2 × 105 ❬P❛❪

✭❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷✮

✶✺✼



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r Φ = 0.5 ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ 1.4 × 105 ❬P❛❪

✭❊①♣❡r✐♠❡♥t ✸✮

❜❛s❡❞ ♦✉t✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
✐s❡♥tr♦♣✐❝✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✷✳✶✳✹✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛♥ t❤❡
✐s❡♥tr♦♣✐❝✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛
♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ str❛t❡❣②✮ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛❝t✐♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s❝❤❡♠❡✳ ❆❧s♦✱ ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t
◗❙ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✷✶✱ ✺✳✷✷ ❛♥❞ ✺✳✷✸ s❤♦✇s t❤❡ ✐♠♣❛❝t
t❤❛t t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✶❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠s✳
❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ❜❡tt❡r str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♣r♦❜❧❡♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

✺✳✹✳✷✳✶ ■♥tr❛✲P✐♣❡ ❇♦✉♥❞❛r② ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ◗❙ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞

✶✺✽



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
◗❙ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

• ■s❡♥tr♦♣✐❝ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ✐♥✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s ■s❡♥✲❈P ▼♦❞❡❧✮❀

• ■s❡♥tr♦♣✐❝ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s ■s❡♥✲▼♦♠ ▼♦❞❡❧✮❀

• ▼♦♠❡♥t✉♠ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ✐♥✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s ▼♦♠✲❈P
▼♦❞❡❧✮❀

• ▼♦♠❡♥t✉♠ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s ▼♦♠✲▼♦♠ ▼♦❞❡❧✮✳

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ s❡t✉♣ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t✴P❛r❛♠❡t❡r Φ1 = Φ3 ptank
❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶ 0.1 1.1× 105 ❬P❛❪
❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷ 0.2 1.2× 105 ❬P❛❪
❊①♣❡r✐♠❡♥t ✸ 0.5 1.4× 105 ❬P❛❪

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ■♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs

❋✐❣✉r❡s ✺✳✷✹✱ ✺✳✷✺ ❛♥❞ ✺✳✷✻ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s❡r✈♦✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s s❡t t♦ Ttank(t =

0) ≈ 500K✳ ❚❤r❡❡ ♣r❡ss✉r❡s ❛♥❞ ♦♥❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡
✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✱
p1✱ p2✱ p3 ❛♥❞ T4✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘▼❙❉ ❢♦r
❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡s p1 ❛♥❞ p2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✷✹✱ ✺✳✷✺ ❛♥❞ ✺✳✷✻ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ◗❙ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✶❉ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❧② ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡
✐♥✢♦✇ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❜❡st ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻✳ ■t ✐s ❝✉r✐✲
♦✉s t❤❛t t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉s❡❞ ◗❙ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ✭■s❡♥✲▼♦♠ ♠♦❞❡❧✮
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝
♠♦❞❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆❧❧ ❢♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❤❛s ❡✛❡❝t✐✈❡❧②
s♦❧✈❡❞ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ◗❙ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡
❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻✮✳

✶✺✾



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r Φ1 = Φ3 = 0.1 ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ 1.1× 105

❬P❛❪ ✭❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r Φ1 = Φ3 = 0.2 ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ 1.2× 105

❬P❛❪ ✭❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷✮

✶✻✵



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r Φ1 = Φ3 = 0.5 ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s❡r✈♦✐r ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ 1.4× 105

❬P❛❪ ✭❊①♣❡r✐♠❡♥t ✸✮

▼♦❞❡❧✴❱❛r✐❛❜❧❡ ▼♦❞❡❧ p1 p2

Φ1 = Φ3 = 0.1

■s❡♥✲❈P ✶✸✳✶ ✪ ✷✵✳✷ ✪
▼♦♠✲❈P ✺✳✻ ✪ ✶✺✳✸ ✪
■s❡♥✲▼♦♠ ✶✽✳✺ ✪ ✷✹✳✻ ✪
▼♦♠✲▼♦♠ ✸✳✶ ✪ ✶✹✳✵ ✪

Φ1 = Φ3 = 0.2

■s❡♥✲❈P ✶✸✳✷ ✪ ✶✺✳✺ ✪
▼♦♠✲❈P ✷✳✺ ✪ ✽✳✸ ✪
■s❡♥✲▼♦♠ ✷✶✳✺✪ ✷✸✳✼ ✪
▼♦♠✲▼♦♠ ✹✳✾ ✪ ✽✳✼ ✪

Φ1 = Φ3 = 0.5

■s❡♥✲❈P ✶✶✳✻ ✪ ✾✳✼✪
▼♦♠✲❈P ✺✳✷ ✪ ✻✳✹ ✪
■s❡♥✲▼♦♠ ✷✺✳✼ ✪ ✸✵✳✻ ✪
▼♦♠✲▼♦♠ ✶✺✳✼ ✪ ✶✺✳✺✪

❚❛❜❧❡ ✺✳✻✿ ❘▼❙ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝
❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t②✱ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✶❉ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❧✲

✶✻✶



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❧♦✇✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✶❉ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧s ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s✳

✺✳✺ ❈❤❛♣t❡r ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦✉t✢♦✇
❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦t❤❡r
❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛t
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s r❡♠♦✈❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ◗❙ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤✲
♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♦t❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
❛r❡ ❜r♦✉❣❤t t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❜❡tt❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ ❡♥✲
tr♦♣② ❧❡✈❡❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳

❙♦♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ◗❙ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♦✉t✢♦✇ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
◗❙ ♦✉t✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✭✐s❡♥tr♦♣✐❝✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣✐❡s✮ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✉s✐♥❣ ✸❉ ❈❋❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲
❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦r❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ◗❙ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡
♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❜✉✐❧❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ◗❙
♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥✢♦✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❈P❯ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞✱ ✐t
✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ st♦r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❞❡❧s ✐♥t♦ ❞❛t❛✲♠❛♣s✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡s❡ t❛s❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✳

❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ ▼❖❈ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥✲
tr♦♣② ❧❡✈❡❧ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r②
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝✲
t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s s✐♥❝❡
❞✐✛❡r❡♥t ◗❙ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s
♦r ❛❞❞✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❆ ◆❘ ♠❡t❤♦❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❤❛s
❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ◗❙ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝

✶✻✷



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐s❡♥tr♦♣✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✶✻✸



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ✶❉ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤ ▼♦❞❡❧✐♥❣

✶✻✹



❈❤❛♣t❡r ✻

❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢

❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ✐t ✐s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♥tr♦❧
❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❢r❡s❤ ❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ ❉✐❡s❡❧
❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❦❡② ❡♥❛❜❧❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ✵❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥
r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡✱ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ✵❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❣✉♥
t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❛ss
tr❛♥s♣♦rt ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ✐s ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
✵❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝✉rr❡♥t❧② ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ✭s✉❝❤ ❛s
✶❉ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❡♥❣✐♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥
r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✶❉ ❛✐r✲♣❛t❤ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ❛❞❞r❡ss ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ t❤❡s❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛
✜rst✲♦r❞❡r q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭P❉❊✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✺✳✶✳✺✮✱
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✭✐✳❡✳ ❊●❘ ✈❛❧✈❡s✮✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❤❛✈❡
t❤❡ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦rs ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② tr✉❡
❢♦r t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❛s ♥♦ s♣❛❝✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s
❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ❣♦♦❞ str❛t❡❣② t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❉✐❡s❡❧
❡♥❣✐♥❡s✳

✶✻✺



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t✲
❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st r❡s✉❧ts ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥ r❡❛❝t ❢❛st ❡♥♦✉❣❤
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ♦❢ ✇❛✈❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ♥♦ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡ ✇❛✈❡ tr❛✈❡❧
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡✱ ❡✳❣ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❬✾❪ ❬✹✶❪ ✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ st❛t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✭❡✳❣✳
t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✮ ❛♥❞ t❤✉s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss ❡①♣❧♦r❡❞ s✉❜❥❡❝t✳

■♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✱ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ▲P❱ ✜rst✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳ ❲❡
❣✐✈❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s②st❡♠s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❆♥ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ▲P✲❊●❘ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❛✐r
❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❡①t❡♥❞
t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s✉❝❤ ❛s ❤②❞r❛✉❧✐❝
♥❡t✇♦r❦s ❬✽✺❪✱ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇ ❬✼✵❪✱ r♦❛❞ tr❛✣❝ ♥❡t✇♦r❦s ❬✺✶❪✱ ❣❛s ✢♦✇ ✐♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❬✽❪ ❛♥❞
✢♦✇ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡❡♣ ♣✐ts ❬✶✵✷❪✳

❈❤❛♣t❡r ❙tr✉❝t✉r❡ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ r❡✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ✇❡ ✉s❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ✜♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r✱ ▲P❱ ❛♥❞
q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❆ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲P❱ ❛♥❞ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s t♦
❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✐♥s✐❞❡ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❝♦♥✈❡① s❡t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✜rst✲♦r❞❡r ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r str✐❝t ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ n r✐❣❤t✇❛r❞ ❝♦♥✈❡❝t✐♥❣
tr❛♥s♣♦rt P❉❊s✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ s♦♠❡ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❇♦t❤ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r
▲P❱ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱
❜❛s❡❞ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛✐r
❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❛ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ▲P✲❊●❘✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥tr♦❧ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✶❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ❛✐r✲♣❛t❤✳

✶✻✻



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ♠♦st❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✿

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❈✳ Pr✐❡✉r✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❖❜s❡r✈❡rs ❢♦r ▲✐♥❡❛r
❛♥❞ ◗✉❛s✐✲▲✐♥❡❛r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❋❧♦✇ ❈♦♥tr♦❧✳ ❆✉t♦♠❛t✲

✐❝❛✱ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❛✉t♦♠❛t✐❝❛✳✷✵✶✸✳✵✼✳✵✷✼

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❈✳ Pr✐❡✉r✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❊♥❣✐♥❡ ❋r❡s❤ ❆✐r
▼❛ss ❋r❛❝t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❯s✐♥❣ ❉②♥❛♠✐❝ ❇♦✉♥❞❛r② ❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r
❱❛r②✐♥❣ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s

❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❈✳ Pr✐❡✉r✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✺✶st ■❊❊❊ ❈♦♥tr♦❧
❛♥❞ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ▼❛✉✐✱ ❍❛✇❛✐✱ ✷✵✶✷❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❇♦✉♥❞❛r② ❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐♥❡❛r P❛✲
r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ❋❧♦✇✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ✶✶t❤ ■❋❆❈ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❚✐♠❡✲❉❡❧❛② ❙②st❡♠s✱ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✳ ✷✵✶✸❀

• ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❛♥s ✉♥ ✢✉①
❞❡ P♦✐s❡✉✐❧❧❡✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡
❞✬❆✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✳ ✷✵✶✷✳

✻✳✶ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ◗✉❛s✐✲▲✐♥❡❛r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s✿

❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❘❡✈✐❡✇

▲❡t n ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ Θ ❜❡ ❛♥ ♦♣❡♥ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❝♦♥✈❡① s❡t ♦❢ Rn✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss ♦❢ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ♦❢ ♦r❞❡r n✿

∂tξ(x, t) + Λ(ξ)∂xξ(x, t) = 0 ∀ x ∈ [0, 1], t ≥ 0 ✭✻✳✶✳✶✮

✇❤❡r❡ ξ : [0, 1]× [0,∞) → R
n ❛♥❞ Λ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ Λ : Θ → R
n×n s✉❝❤ t❤❛t Λ(ξ) = diag(λ1(ξ), λ2(ξ), ..., λn(ξ))✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✻✳✶✳✶✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ ξ ∈ Θ✿

0 < λ1(ξ) < λ2(ξ) < ... < λn(ξ) ✭✻✳✶✳✷✮

■❢ Λ(ξ) = Λ✱ t❤❡♥ ✭✻✳✶✳✶✮ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∂tξ(x, t) + Λ∂xξ(x, t) = 0 ∀ x ∈ [0, 1], t ≥ 0 ✭✻✳✶✳✸✮

✶✻✼



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

❘❡♠❛r❦ ✻✳✶✳✶✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣❡♥ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❝♦♥✈❡① s❡t ♦❢ Rn Ω ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

❝❧❛ss ♦❢ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ♦❢ ♦r❞❡r n ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✾✵❪✿

∂ts(x, t) + F (s(x, t))∂xs(x, t) = 0 ✭✻✳✶✳✹✮

✇❤❡r❡ s(x, t) ∈ Ω✱ ❛♥❞ F : Ω → R
n×n ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■❢ ✭✻✳✶✳✹✮

✐s str✐❝t❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ✭❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ F (s) ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥

❡❛❝❤ ♦t❤❡r✮✱ t❤❡♥ ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ξ(s) ∈ Θ ⊂ R
n ♠❛② ❡①✐st✱ s✉❝❤ t❤❛t ✭✻✳✶✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞

✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❢♦r n ≤ 2✱

t❤✐s ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts ❬✸✽❪✮✿

∂tξi(x, t) + λi(ξ(x, t))∂xξi(x, t) = 0, i ∈ [1, ..., n] ✭✻✳✶✳✺✮

✇❤❡r❡ ξi(x, t) ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ✭✻✳✶✳✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝✉r✈❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②✿

dx

dt
= λi(ξ(x, t)) ✭✻✳✶✳✻✮

✇❤❡r❡ ξ = [ξ1, ξ2, ..., ξn]
T ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❘✐❡♠❛♥♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡ s②st❡♠

✭✻✳✶✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✭✻✳✶✳✶✮✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r t❤❡ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠ ✭✻✳✶✳✶✮✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❛ st❛t✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ξ(0, t) = uc(t) ✭✻✳✶✳✼✮

❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧✿

Ẋc = AcXc(t) + Bcuc(t) ✭✻✳✶✳✽✮

Yc(t) = CcXc(t) +Dcuc(t)

✇✐t❤

Yc(t) = ξ(0, t), uc = Kξ(1, t) ✭✻✳✶✳✾✮

✇❤❡r❡ Xc ∈ R
nx ✱ Ac ∈ R

nx×nx ✱ Bc ∈ R
nx×n✱ Cc ∈ R

n×nx ✱ Dc ∈ R
n×n✱ K ∈ R

n×n✱ u ∈ R
n

❛♥❞ nx ≥ 1✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✭✻✳✶✳✶✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✳✽✮ ❛s✿

{

ξ(x, 0) = ξ0(x), ∀ x ∈ [0, 1]

Xc(0) = X0
c

✭✻✳✶✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ξ0(x) ∈ L2((0, 1);Rn) ❛♥❞ X0
c ∈ R

nx ✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ δ0 > 0

❛♥❞ ❛ T > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ξ0 ∈ H2((0, 1),Rn) s❛t✐s❢②✐♥❣ |ξ0|H2((0,1),Rn) < δ0 ❛♥❞ t❤❡
③❡r♦✲♦r❞❡r ❛♥❞ ♦♥❡✲♦r❞❡r ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠s ✭✭✻✳✶✳✶✮✱ ✭✻✳✶✳✼✮

✶✻✽



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

❛♥❞ ✭✻✳✶✳✶✵✮✮ ❛♥❞ ✭✭✻✳✶✳✶✮✱ ✭✻✳✶✳✽✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✳✶✵✮✮ ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✸✾❪ ❛♥❞ ❬✺✽❪✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r r❡❢❡r❡♥❝❡s✮✿

|ξ(., t)|H2 < δ0 ∀t ∈ [0, T ) ✭✻✳✶✳✶✶✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✭✻✳✶✳✸✮✱ ✐t ❤♦❧❞s ❢♦r T = +∞✳ ❋♦r t❤❡ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠ ✭✻✳✶✳✶✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✻✳✶✳✷✳ ●✐✈❡♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✳✶✵✮✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s

❢♦r ✭✻✳✶✳✶✮✱ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✳✼✮ ♦r ✭✻✳✶✳✽✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✳✶✵✮ ❛r❡

❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t > 0✳

❘❡♠❛r❦ ✻✳✶✳✷✳ ❯♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳✶✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✼✮✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡s ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛♥❞ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤

st❛t❡ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✽✮ ❛s
✐t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡s ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t❡s ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞

♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥✳

❙❡✈❡r❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②s✲
t❡♠s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ q✉❛s✐❧✐♥❡❛r
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✻✻❪✳ ❚❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❑rst✐❝ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ✭❡✳❣✳
❬✻✸❪✱ ❬✻✷❪✱ ❬✼✷❪ ❛♥❞ ❬✾✷❪✮ ♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✉s✐♥❣ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❞❡s✐❣♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦s
♦❢ ❈♦r♦♥ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ✭❡✳❣✳ ❬✸✾❪✱ ❬✹✵❪✱ ❬✾❪ ❛♥❞ ❬✹✷❪✮ ♦♥ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
❛r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❤②✲
♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❬✻✼❪✱
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❧❡ ❬✶❪
❢♦❝✉s❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❬✽✵❪✱ ❛ str✐❝t t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s
✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ ❬✼✾❪ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ♦❢
s✇✐t❝❤❡❞ ❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❖t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦♥ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥tr♦❧ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✶❪✱ ❬✻✺❪✱ ❬✼✺❪ ❛♥❞ ❬✽✹❪✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s s✉♠♠❛r✐③❡ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② st❛✲
❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✜rst✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳

✻✳✶✳✶ ❇❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ✜rst✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝

P❉❊s ✭▼✳ ❑rst✐❝✱ ❆✳ ❙♠②s❤❧②❛❡✈✱ ❋✳ ❉✐ ▼❡❣❧✐♦ ❛♥❞ ❘✳

❱❛③q✉❡③✳✮

❚❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❢♦r ✜rst✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦✲
st❡♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❑rst✐❝ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ❢♦r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ P❉❊s ❛♥❞

✶✻✾



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

❧❛t❡r ❢♦r s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ❬✻✸❪✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ✉s❡ ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❱♦❧t❡rr❛ ✐♥t❡❣r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝
❜♦✉♥❞❛r② ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ P❉❊ ✐♥t♦ ❛ t❛r❣❡t s②st❡♠ t❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥
t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ③❡r♦ ✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❢♦r ✜rst✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✱
t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ P❉❊s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ♦r✱ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s❡s✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
✇♦r❦s ✉s✐♥❣ t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻✷❪✱ ❬✼✶❪ ❛♥❞ ❬✾✷❪✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❣❡♥❡r❛❧ ✜rst✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠✿

∂tξ = ∂xξ + g(x)ξ(0) +

∫ x

0

(f(x, y)ξ(y)) dy ✭✻✳✶✳✶✷✮

ξ(1) = ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t

✇❤❡r❡ ξ(1) = ξ(1, t)✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❱♦❧t❡rr❛ ✐♥t❡❣r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

w(x) = ξ(x)−
∫ x

0

k(x, y)ξ(y)dy ✭✻✳✶✳✶✸✮

❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧✲st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧✿

ξ(1) =

∫ 1

0

k(1, y)ξ(y)dy ✭✻✳✶✳✶✹✮

✇❤❡r❡ k(x, y) ✐s t❤❡ ❣❛✐♥ ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✳✶✸✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t
✭✻✳✶✳✶✹✮ ❛❧❧♦✇s ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ✭✻✳✶✳✶✷✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛r❣❡t s②st❡♠✿

∂tw = ∂xw

w(1) = 0
✭✻✳✶✳✶✺✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② st❛❜❧❡ ❬✻✸❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ✐s t♦
✜♥❞ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❣❛✐♥ k(x, y) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✭✻✳✶✳✶✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭✻✳✶✳✶✹✮ ❜❡❤❛✈❡s
❧✐❦❡ t❤❡ t❛r❣❡t s②st❡♠ ✭✻✳✶✳✶✺✮✳ ■♥ ❬✻✷❪✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❢r♦♠ ✭✻✳✶✳✶✷✮✲✭✻✳✶✳✶✺✮✱ ♦♥❡
❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ P❉❊ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❣❛✐♥✿

∂xk(x, y) + ∂yk(x, y) =

∫ x

y

k(x, υ)f(υ, y)dυ − f(x, y)

k(x, 0) =

∫ x

0

k(x, y)g(y)dy − g(x)

✭✻✳✶✳✶✻✮

❙②st❡♠ ✭✻✳✶✳✶✻✮ ❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✭✻✳✶✳✶✹✮✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧✲st❛t❡ ξ✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧✲
st❛t❡ t♦ s❡t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ✐♠♣❧✐❡s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ st❛t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❤❡❛✈② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥❧✐♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❉❊s✮✱
✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❝❤ t❤❡ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✹✳✵✳✶✳

✶✼✵



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

✻✳✶✳✷ ❉✐ss✐s❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②♣❡r✲

❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✭❏✲▼✳ ❈♦r♦♥✱ ●✳ ❇❛st✐♥✱ ❇✳ ❞✬❆♥❞ré❛✲◆♦✈❡❧✱

❈✳ Pr✐❡✉r✱ ❱✳ ❉♦s ❙❛♥t♦s✳✮

❚❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t str✐❝t ▲②❛♣✉♥♦✈
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥tr♦❧ ✐s s❡t ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥tr♦❧ ❣❛✐♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧
str❛t❡❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞✱ ❡✳❣✳ s❡❡ ❬✾❪✱❬✸✾❪✱ ❬✹✷❪✱ ❬✽✶❪ ❛♥❞ ❬✽✺❪✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✻✳✶✳✸✮ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧✿

ξ(0, t) = Kξ(1, t) ✭✻✳✶✳✶✼✮

✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ K s✉❝❤ t❤❛t ✭✻✳✶✳✸✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✻✳✶✳✶✼✮ ✐s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② st❛❜❧❡✳ ■♥ ❬✹✵❪✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✿

V (ξ) =

∫ 1

0

ξT ξe−µxdx ✭✻✳✶✳✶✽✮

✇❤❡r❡ µ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝❛❧❛r✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ V̇ ♦❢ V ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
L2✲s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✻✳✶✳✸✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✶✽✮✱ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

V̇ = −ξT (1, t)
[

e−µΛ−KTΛK
]

ξ(1, t)− µ

∫ 1

0

ξTΛξe−µxdx ✭✻✳✶✳✶✾✮

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t µ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ ❈♦r♦♥ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✭✻✳✶✳✸✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✳✶✼✮ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✸✾❪✿

ρ1(K) := ■♥❢{‖ ∆K∆−1 ‖; ∆ ∈ Dn,+} < 1 ✭✻✳✶✳✷✵✮

✇❤❡r❡ Dn,+ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦♥ n×n r❡❛❧ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❡①♣❧✐❝✐t str✐❝t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✶✳✶✽✮ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✭✻✳✶✳✶✼✮ ✭❜♦t❤
♠♦❞✐✜❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡✮✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✿ ❡✳❣✳ ✐♥ ❬✸✾❪✱ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t②
♦❢ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱ ✐♥ ❬✼✾❪ ❢♦r s✇✐t❝❤❡❞ ❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
s②st❡♠s ❛♥❞ ✐♥ ❬✹✷❪✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ♦❢
❜❛❧❛♥❝❡s ❧❛✇s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡
❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✹✳✵✳✶✳

✶✼✶



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛ ✈❡r② ❛❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛✱ ✇✐t❤
♠❛♥② ✐ss✉❡s t❤❛t st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r✿

• ❜♦✉♥❞❛r② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✻✳✶✳✽✮❀

• ❜♦✉♥❞❛r② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▲P❱ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ▲P❱ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s❀

• ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s❀

• ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②♣❡r✲
❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r
❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛
♥❡✇ str❛t❡❣② t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s ♦♣❡r❛t❡❞
✇✐t❤ ▲P✲❊●❘ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✻✳✷ ❉②♥❛♠✐❝ ❇♦✉♥❞❛r② ❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝

❙②st❡♠s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❧✐♥❡❛r✱ ▲P❱ ❛♥❞ q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✭❙❡❝t✐♦♥s ✻✳✷✳✶✱ ✻✳✷✳✷ ❛♥❞ ✻✳✷✳✸✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❣❛✐♥ K

✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✻✳✶✳✽✮ ✲ ✭✻✳✷✳✶✾✮✮ s✉❝❤ t❤❛t ✭✻✳✶✳✶✮ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② st❛❜❧❡✳

✻✳✷✳✶ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ▲✐♥❡❛r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❉②♥❛♠✐❝

❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s

❙✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✭✻✳✶✳✸✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✭✻✳✶✳✽✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✳✶✵✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✶✳ ❬❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s❪ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st

t✇♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐❝❡s P1 ∈ R
nx×nx ❛♥❞ P2 ∈ R

n×n ❛♥❞ ❛ s❝❛❧❛r µ > 0

✶✼✷



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s s❛t✐s✜❡❞✱

M =







AT
c P1 + P1Ac + CT

c ΛP2Cc P1BcK + CT
c ΛP2DcK

+KDT
c ΛP2DcK + µΛP1

KTBT
c P1 +KTDT

c ΛP2Cc −e−µΛP2






� 0 ✭✻✳✷✳✶✮

❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❝♦♥st❛♥t s❝❛❧❛rs a > 0 ❛♥❞ b > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ξ0 ∈ L2((0, 1);Rn)

❛♥❞ X0
c ∈ R

nx✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✶✳✸✮✱ ✭✻✳✶✳✽✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✳✶✵✮ s❛t✐s✜❡s✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0

||Xc(t)||2 + ||ξ(t)||L2(0,1) ≤ be−at
(

||X0
c ||2 + ||ξ0||L2(0,1)

)

✭✻✳✷✳✷✮

Pr♦♦❢✿ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐❝❡s P1 ❛♥❞ P2✱ ❝♦♥s✐❞❡r ✭❛s ❛♥ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹✵❪✮ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ str✐❝t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ξ : [0, 1] → Θ ❛s✿

V (ξ,Xc) = XT
c P1Xc +

∫ 1

0

(

ξTP2ξ
)

e−µxdx ✭✻✳✷✳✸✮

✇❤❡r❡ µ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝❛❧❛r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✭✻✳✷✳✸✮ ❤❛s s♦♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✽✹❪ ❢♦r ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ V̇ ♦❢ V ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ C1✲s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✻✳✶✳✸✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✽✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✳✶✵✮✱ ②✐❡❧❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

V̇ = ẊT
c P1Xc +XT

c P1Ẋc +

∫ 1

0

(

ξ̇TP2ξ + ξTP2ξ̇
)

e−µxdx ✭✻✳✷✳✹✮

❆❢t❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

V̇ =
(

XT
c

(

AT
c P1 + P1Ac

)

Xc

)

+
(

ξ(1)TKTBT
c P1Xc +XT

c P1BcKξ(1)
)

−
[

e−µxξTΛP2ξ
] ∣

∣

1

0
− µ

∫ 1

0

(

ξTΛP2ξ
)

e−µxdx
✭✻✳✷✳✺✮

✇❤❡r❡ ξ(1) = ξ(1, t)✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✭✻✳✶✳✽✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

V̇ =
(

XT
c

(

AT
c P1 + P1Ac

)

Xc

)

+
(

ξ(1)TKTBT
c P1Xc +XT

c P1BcKξ(1)
)

− e−µξ(1)TΛP2ξ(1) +XT
c C

T
c ΛP2CcXc +XT

c C
T
c ΛP2DcKξ(1)

+ ξ(1)TKTDT
c ΛP2CcXc + ξ(1)TKTDT

c ΛP2DcKξ(1)− µ

∫ 1

0

(

ξTΛP2ξ
)

e−µxdx

= −µXT
c ΛP1Xc − µ

∫ 1

0

(

ξTΛP2ξ
)

e−µxdx+

[

Xc

ξ(1)

]T

M

[

Xc

ξ(1)

]

✭✻✳✷✳✻✮

✶✼✸



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① M ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✻✳✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t② M � 0 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦❢ ✭✻✳✷✳✻✮ ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ③❡r♦✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

V̇ ≤ −µXT
c ΛP1Xc − µ

∫ 1

0

(

ξTΛP2ξ
)

e−µxdx ✭✻✳✷✳✼✮

❋r♦♠ ✭✻✳✶✳✷✮ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts ❛ ̺ > 0 s✉❝❤ t❤❛t Λ − ̺In×n ≻ 0

✭❡✳❣✳ ̺ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ Λ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ P1✱ P2 ❛♥❞ Λ

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✿

V̇ ≤ −µ̺V (ξ,Xc) ✭✻✳✷✳✽✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✷✳✸✮ ✐s ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠ ✭✻✳✶✳✸✮
✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✽✮✳

■♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✻✳✷✳✽✮ ❢r♦♠ 0 t♦ t ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

V (t) ≤ V (0)e−µ̺t ✭✻✳✷✳✾✮

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ✭✻✳✷✳✷✮✱ ✇❡ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

min{λmin(P1), λmin(P2)}(||Xc(t)||2 + ||ξ(t)||L2(0,1)) ≤

V (t) ≤ max{λmax(P1), λmax(P2)}(||Xc(t)||2 + ||ξ(t)||L2(0,1))
✭✻✳✷✳✶✵✮

✇❤❡r❡ λmin ❛♥❞ λmax ❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❛✲
tr✐❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ ✭✻✳✷✳✾✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✻✳✷✳✶✵✮ ❣✐✈❡s✿

||Xc(t)||2 + ||ξ(t)||L2(0,1) ≤
min{λmin(P1), λmin(P2)}
max{λmax(P1), λmax(P2)}

(

||X0
c ||2 + ||ξ0||L2(0,1)

)

e−µ̺t

✭✻✳✷✳✶✶✮

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t a = µ̺ ❛♥❞ b = min{λmin(P1), λmin(P2)}/max{λmax(P1), λmax(P2)}
✐♥ ✭✻✳✷✳✷✮✳ �

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✻✳✷✳✶✮ ❝♦♥s✐❞❡rs✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♠❛tr✐❝❡s P1 ❛♥❞
P2 ✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥❡q✉❛❧✐t②
✭✻✳✷✳✶✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✭✻✳✷✳✽✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t µ ✐s ❛ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❞❡s✐❣♥
❛s ✐t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡♥❛❜❧❡s t♦ s❡t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❡❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✭✻✳✷✳✽✮✿ ❛ ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ̺✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛st❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r② ❣✐✈❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ Cc ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ Dc = 0 ❛♥❞ n = nx✳

✶✼✹



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✷✳✷✳ ❬❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r❪ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✱ ✐❢ Cc

✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ Dc = 0 ❛♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① Q ∈ R
n×n

❛♥❞ ❛ s❝❛❧❛r µ > 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s s❛t✐s✜❡❞✱

[

QAT
c + AcQ+ CcΛQCc + µΛQ Bc(wi)Y

Y TBT
c −e−µΛQ

]

� 0 ✭✻✳✷✳✶✷✮

✇❤❡r❡ Y = KQ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts α > 0 ❛♥❞ M > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧

ξ0(x) ∈ L2((0, 1);Rn) ❛♥❞ X0
c ∈ R

n✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✶✳✸✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✭✻✳✶✳✽✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✳✶✵✮ s❛t✐s✜❡s ✭✻✳✷✳✷✮ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✳

Pr♦♦❢✿ ●✐✈❡♥ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① P ✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ str✐❝t ▲②❛✲
♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ξ : [0, 1] → Θ

❛s✿

V (ξ,Xc) = XT
c PXc +

∫ 1

0

(

ξTPξ
)

e−µxdx ✭✻✳✷✳✶✸✮

✇❤❡r❡ µ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝❛❧❛r✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✶ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ Dc = 0✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

V̇ = −µXT
c ΛPXc − µ

∫ 1

0

(

ξTΛPξ
)

e−µxdx+

[

Xc

ξ(1)

]T

H

[

Xc

ξ(1)

]

✭✻✳✷✳✶✹✮

✇❤❡r❡

H =

[

AT
c P + PAc + CcΛPCc + µΛP PBcK

KTBT
c P −e−µΛP

]

✭✻✳✷✳✶✺✮

◆♦t❡ t❤❛t ✭✻✳✷✳✶✷✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ H � 0✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢
✭✻✳✷✳✸✷✮ ❜② diag (P−1, P−1)✱ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ P−1 ✇✐t❤ Cc ✭❜♦t❤ ♠❛tr✐❝❡s ❜❡✐♥❣ ❞✐❛❣♦♥❛❧✮ ❛♥❞
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s Q = P−1 ❛♥❞ Y = KQ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s H � 0

❛♥❞ Λ − ̺In×n ≻ 0✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✷✳✶✸✮ ✐s ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
s②st❡♠ ✭✻✳✶✳✸✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✽✮✳ �

❚❤✐s ❝♦r♦❧❧❛r② ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r s②st❡♠s ✇❤❡r❡ CC ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ Dc = 0✱ ✐t
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❣❛✐♥ K ✉s✐♥❣ ❝♦♥✈❡①
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❢t❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ > 0 ✭❡✳❣✳ ❝❤♦s❡♥ t♦ ♦❜t❛✐♥
❛ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❡rs✉s r♦❜✉st♥❡ss tr❛❞❡✲♦✛ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✮✳

❘❡♠❛r❦ ✻✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ✭♥❛♠❡❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✶ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✷✳✷✮ ❡①t❡♥❞
t♦ ✜rst✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ s♣❡❡❞s ✭λ1 <

✶✼✺



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

... < λm < 0 < λm+1 < ... < λn✮ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ξ =

[

ξ−
ξ+

]

✱ ✇❤❡r❡

ξ− ∈ R
m ❛♥❞ ξ+ ∈ R

n−m✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ξ̃(x, t)❂

(

ξ−(1− x, t)

ξ+(x, t)

)

✳

✻✳✷✳✷ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ P❛r❛♠❡t❡r✲❱❛r②✐♥❣ ▲✐♥❡❛r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s

✇✐t❤ ❉②♥❛♠✐❝ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s

▲❡t Zϕ ❜❡ ❛ ♥♦♥ ❡♠♣t② ❝♦♥✈❡① s❡t ♦❢ Rl✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ▲P❱
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ♦❢ ♦r❞❡r n ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∂tξ(x, t) + Λ(ϕ)∂xξ(x, t) = 0 ∀ x ∈ [0, 1], t ≥ 0 ✭✻✳✷✳✶✻✮

✇❤❡r❡ ξ : [0, 1] × [0,+∞) → Θ✱ ϕ ✐s ❛ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r t❤❛t t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ Zϕ✱ Λ(ϕ) : Zϕ → R

n×n ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐① ❢✉♥❝t✐♦♥
✭❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❛tr✐①✮ s✉❝❤ t❤❛t Λ(ϕ) = diag(λ1(ϕ), λ2(ϕ), ..., λn(ϕ))✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✻✳✷✳✸✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ ϕ ∈ Zϕ✿

0 < λ1(ϕ) < ... < λn(ϕ) ✭✻✳✷✳✶✼✮

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✭✻✳✷✳✶✻✮✿

Ẋc = Ac(ϕ)Xc +Bc(ϕ)u ✭✻✳✷✳✶✽✮

Yc = CcXc +Dcu

✇✐t❤

Yc = ξ(0, t), u = Kξ(1, t) ✭✻✳✷✳✶✾✮

✇❤❡r❡ Xc ∈ R
nx ✱ Ac : Zϕ → R

nx×nx ✱ Bc : Zϕ → R
nx×n✱ Cc ∈ R

n×nx ✱ Dc ∈ R
n×n✱

K ∈ R
n×n✱ u ∈ R

n ❛♥❞ nx ≥ 1✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✭✻✳✷✳✶✻✮ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥
✭✻✳✶✳✶✵✮✳

▲❡t t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ Zϕ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Zϕ := {[ϕ1, ..., ϕl]
T ∈ R

l | ϕi ∈ [ϕi, ϕi
], ∀ i = 1, ..., l} ✭✻✳✷✳✷✵✮

❢♦r ❣✐✈❡♥ ϕi✱ ϕi
❛♥❞ l ∈ N

+✳ ❲❡ t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r
ϕ ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❤②♣❡rr❡❝t❛♥❣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ Zϕ✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦❧②t♦♣✐❝
❧✐♥❡❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❛tr✐① ❢♦r ❛❧❧ ϕ ∈ Zϕ ❬✼❪✿

Λ(ϕ) =

Nϕ
∑

i=1

αi(ϕ)Λ(wi) ✭✻✳✷✳✷✶✮

✶✼✻



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

✇❤❡r❡ wi ∈ Zϕ ❛r❡ t❤❡ Nϕ = 2l ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛❧❧ ❡①tr❡♠✐t✐❡s ✭ϕi

❛♥❞ ϕ
i
✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ϕ ∈ Zϕ✱

∑2l

i=1 αi(ϕ)Λ(wi) : Zϕ → R
n×n ❛♥❞ αi(ϕ) ✐s ❛

s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ αi : Zϕ → [0, 1] ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✳✷✺✮ ✲ ✭✹✳✷✳✷✼✮✳

❚❤❡ ♣♦❧②t♦♣✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✳✷✶✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Ac(ϕ) ❛♥❞
Bc(ϕ) ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✷✳✶✽✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✹✳✷✳✷✺✮✳
❉❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ❧✐♥❡❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭P▲❘✮ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
s②st❡♠ ✭✻✳✷✳✶✻✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✷✳✶✽✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∂tξ(x, t) +

Nϕ
∑

i=1

αi(ϕ)Λ(wi)∂xξ(x, t) = 0

∀ϕ ∈ Zϕ, ∀ x ∈ [0, 1], t ≥ 0

✭✻✳✷✳✷✷✮

✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

Ẋc =

Nϕ
∑

i=1

αi(ϕ)Ac(wi)Xc +

Nϕ
∑

i=1

αi(ϕ)Bc(wi)u

Yc = CcXc +Dcu

✭✻✳✷✳✷✸✮

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P▲❘ ✭✻✳✷✳✷✷✮ ✲ ✭✻✳✷✳✷✸✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥
t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❢♦r s②st❡♠ ✭✻✳✷✳✶✻✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✷✳✶✽✮
❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✳✶✵✮ ❢♦r ❛❧❧ ϕ ∈ Zϕ✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✹✳ ❬❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s❪ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳✷✳✸✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡

❡①✐sts t✇♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐❝❡s P1 ∈ R
nx×nx ❛♥❞ P2 ∈ R

n×n ❛♥❞ ❛ s❝❛❧❛r

µ > 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, ..., Nϕ✱

Mi =







Ac(wi)
TP1 + P1Ac(wi) + CT

c Λ(wi)P2Cc P1Bc(wi)K + CT
c Λ(wi)P2DcK

+KDT
c Λ(wi)P2DcK + µΛ(wi)P1

KTBc(wi)
TP1 +KTDT

c Λ(wi)P2Cc −e−µΛ(wi)P2






� 0

✭✻✳✷✳✷✹✮

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❝♦♥st❛♥t s❝❛❧❛rs a > 0 ❛♥❞ b > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ξ0 ∈ L2((0, 1);Rn)

❛♥❞ X0
c ∈ R

nx✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✷✳✶✻✮✱ ✭✻✳✷✳✶✽✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✳✶✵✮ s❛t✐s✜❡s ✭✻✳✷✳✷✮✱ ❢♦r ❛❧❧

t ≥ 0✳

Pr♦♦❢✿ ❈♦♥s✐❞❡r ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✭✻✳✷✳✸✮✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ V̇ ♦❢ V ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ C1✲s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✻✳✷✳✶✻✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ✭✻✳✷✳✶✽✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✶✵✮✱ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

V̇ = ẊT
c P1Xc +XT

c P1Ẋc +

∫ 1

0

(

ξ̇TP2ξ + ξTP2ξ̇
)

e−µxdx ✭✻✳✷✳✷✺✮

✶✼✼



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

❆❢t❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ P▲❘ ✭✻✳✷✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✻✳✷✳✶✽✮✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

V̇ =
2l
∑

i=1

αi(ϕ)
[

(

XT
c

(

Ac(wi)
TP1 + P1Ac(wi)

)

Xc

)

+
(

ξ(1)TKTBc(wi)
TP1Xc

+XT
c P1Bc(wi)Kξ(1)

)

−
[

e−µxξTΛ(wi)P2ξ
] ∣

∣

1

0
− µ

∫ 1

0

(

ξTΛ(wi)P2ξ
)

e−µxdx
]

✭✻✳✷✳✷✻✮

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✷✳✶✽✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

V̇ =
2l
∑

i=1

αi(ϕ)
[

(

XT
c

(

Ac(wi)
TP1 + P1Ac(wi)

)

Xc

)

+
(

ξ(1)TKTBc(wi)
TP1Xc

+XT
c P1Bc(wi)Kξ(1)

)

− e−µξ(1)TΛ(wi)P2ξ(1) +XT
c C

T
c Λ(wi)P2CcXc

+XT
c C

T
c Λ(wi)P2DcKξ(1) + ξ(1)TKTDT

c Λ(wi)P2CcXc

+ ξ(1)TKTDT
c Λ(wi)P2DcKξ(1)− µ

∫ 1

0

(

ξTΛ(wi)P2ξ
)

e−µxdx
]

=
2l
∑

i=1

αi(ϕ)

[

− µXT
c Λ(wi)P1Xc − µ

∫ 1

0

(

ξTΛ(wi)P2ξ
)

e−µxdx

+

[

Xc

ξ(1)

]T

Mi

[

Xc

ξ(1)

]]

✭✻✳✷✳✷✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① Mi ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✻✳✷✳✷✹✮✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ αi ≥ 0 ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐①
✐♥❡q✉❛❧✐t② Mi � 0 ❢r♦♠ ✭✻✳✷✳✷✹✮ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦❢ ✭✻✳✷✳✷✼✮ ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r
③❡r♦✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

V̇ ≤
2l
∑

i=1

αi(ϕ)

[

−µXT
c Λ(wi)P1Xc − µ

∫ 1

0

(

ξTΛ(wi)P2ξ
)

e−µxdx

]

✭✻✳✷✳✷✽✮

❋r♦♠ ✭✻✳✷✳✶✼✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts ❛ ̺ > 0 s✉❝❤ t❤❛t Λ(ϕ)−̺In×n ≻ 0

✭❡✳❣✳ ̺ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ Λ(ϕ) ♦✈❡r Zϕ✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐t② ♦❢
P1✱ P2 ❛♥❞ Λ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✿

V̇ ≤ −µ̺V (ξ,Xc) ✭✻✳✷✳✷✾✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✷✳✸✮ ✐s ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠ ✭✻✳✷✳✶✻✮
✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✷✳✶✽✮✳ �

◆♦t❡ t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✹ ❛❧❧♦✇s ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❣❛✐♥ K st❛❜✐✲
❧✐③❡s t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠ ✭✻✳✷✳✶✻✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✷✳✶✽✮ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡① s❡t Zϕ✳

✶✼✽



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

❆s ❞♦♥❡ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r② ❣✐✈❡s s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ Cc ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱
Dc = 0 ❛♥❞ n = nx✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✷✳✺✳ ❬❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r❪ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳✷✳✸✱ ✐❢ Cc

✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ Dc = 0 ❛♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① Q ∈ R
n×n

❛♥❞ ❛ s❝❛❧❛r µ > 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧

i ∈ 1, ..., Nϕ✱

[

QAc(wi)
T + Ac(wi)Q+ CcΛ(wi)QCc + µΛ(wi)Q Bc(wi)Y

Y TBc(wi)
T −e−µΛ(wi)Q

]

� 0 ✭✻✳✷✳✸✵✮

✇❤❡r❡ Y = KQ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts α > 0 ❛♥❞ M > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧

ξ0(x) ∈ L2((0, 1);Rn) ❛♥❞ X0
c ∈ R

n✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✷✳✶✻✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✭✻✳✷✳✶✽✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✳✶✵✮ s❛t✐s✜❡s ✭✻✳✷✳✷✮ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✳

Pr♦♦❢✿ ❈♦♥s✐❞❡r ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✭✻✳✷✳✶✸✮✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✹ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣Dc = 0✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

V̇ =
2l
∑

i=1

αi(ϕ)

[

− µXT
c Λ(wi)PXc − µ

∫ 1

0

(

ξTΛ(wi)Pξ
)

e−µxdx+

[

Xc

ξ(1)

]T

Hi

[

Xc

ξ(1)

]]

✭✻✳✷✳✸✶✮

✇❤❡r❡

Hi =

[

Ac(wi)
TP + PAc(wi) + CcΛ(wi)PCc + µΛ(wi)P PBc(wi)K

KTBc(wi)
TP −e−µΛ(wi)P

]

✭✻✳✷✳✸✷✮

◆♦t❡ t❤❛t ✭✻✳✷✳✶✷✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ Hi � 0✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢
✭✻✳✷✳✸✷✮ ❜② diag (P−1, P−1)✱ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ P−1 ✇✐t❤ Cc ✭❜♦t❤ ♠❛tr✐❝❡s ❜❡✐♥❣ ❞✐❛❣♦♥❛❧✮ ❛♥❞
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s Q = P−1 ❛♥❞ Y = KQ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s Hi � 0

❛♥❞ Λ(ϕ) − ̺In×n ≻ 0✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✷✳✶✸✮ ✐s ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
s②st❡♠ ✭✻✳✷✳✶✻✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✷✳✶✽✮✳ �

❘❡♠❛r❦ ✻✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ✭♥❛♠❡❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✹ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✷✳✺✮ ❡①✲
t❡♥❞ t♦ ✜rst✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ s♣❡❡❞s
✭λ1(ϕ) < ... < λm(ϕ) < 0 < λm+1(ϕ) < ... < λn(ϕ)✮ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

ξ =

[

ξ−
ξ+

]

✱ ✇❤❡r❡ ξ− ∈ R
m ❛♥❞ ξ+ ∈ R

n−m✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ξ̃(x, t)❂
(

ξ−(1− x, t)

ξ+(x, t)

)

✳

✶✼✾



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

✻✳✷✳✸ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ◗✉❛s✐✲▲✐♥❡❛r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❉②✲

♥❛♠✐❝ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s

❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✭✻✳✶✳✶✮ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✶✼✮ ❛♥❞
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✳✶✵✮ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✸✾❪ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
❢✉♥❝t✐♦♥✿

V (ξ) = V1(ξ) + V2(ξ, ξx) + V3(ξ, ξx, ξxx) ✭✻✳✷✳✸✸✮

✇❤❡r❡

V1(ξ) =

∫ 1

0

(

ξTQ(ξ)ξ
)

e−µxdx, V2(ξ, ξx) =

∫ 1

0

(

ξTxR(ξ)ξx
)

e−µxdx,

V3(ξ, ξx, ξxx) =

∫ 1

0

(

ξTxxS(ξ)ξxx
)

e−µxdx

✭✻✳✷✳✸✹✮

❛♥❞ Q(ξ)✱ R(ξ) ❛♥❞ S(ξ) ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❈♦r♦♥ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs
❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✭✻✳✶✳✶✼✮ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✻✳✶✳✷✵✮✱ ✐s ❛
s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
s②st❡♠s ♦♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ s②st❡♠ ✭✻✳✶✳✶✮
✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✽✮ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❛tr✐① Λ(ξ) ✐♥ ❛ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r P❉❊
t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s st❛t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜♦✉♥❞❡❞
❞♦♠❛✐♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷ ❢♦r
t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳

❚♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ st❛t❡✱ ❧❡t ✉s
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① s❡t Zξ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Zξ := {[ξ1, ..., ξn]T ∈ R
n | ξi ∈ [ξi, ξi], ∀ i = 1, ..., n} ✭✻✳✷✳✸✺✮

✇❤❡r❡ ξi ❛♥❞ ξ
i
❛r❡ s♦♠❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ξi✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♠❛tr✐① Λ(ξ) ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❬✶✶❪✿

Dξ =

{

Λ : Λ =
2n
∑

i=1

βiΛ(vi), βi ≥ 0,
2n
∑

i=1

βi = 1

}

✭✻✳✷✳✸✻✮

✇❤❡r❡ vi ∈ Zξ ❛r❡ t❤❡ Nξ = 2n ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡ ❡①tr❡♠✐t✐❡s
ξi ❛♥❞ ξ

i
✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s s✉✣❝✐❡♥t

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✭✻✳✶✳✶✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✽✮ ❛♥❞
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✶✵✮ ♦✈❡r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❛tr✐① ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ Dξ✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✻✳ ❬❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s❪ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡

❡①✐sts t✇♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐❝❡s P1 ∈ R
nx×nx ❛♥❞ P2 ∈ R

n×n ❛♥❞ ❛ s❝❛❧❛r

✶✽✵



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

µ > 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, ..., Nξ✱







AT
c P1 + P1Ac + CT

c Λ(vi)P2Cc P1BcK + CT
c Λ(vi)P2DcK

+KDT
c Λ(vi)P2DcK + µΛ(vi)P1

KTBT
c P1 +KTDT

c Λ(vi)P2Cc −e−µΛ(vi)P2






� 0 ✭✻✳✷✳✸✼✮

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❝♦♥st❛♥t s❝❛❧❛rs a > 0 ❛♥❞ b > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ξ0 ∈ Zξ ❛♥❞

X0
c ∈ R

nx✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✶✳✶✮✱ ✭✻✳✶✳✽✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✳✶✵✮ s❛t✐s✜❡s ✭✻✳✷✳✷✮✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✳

Pr♦♦❢✿ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✹✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✐s ♣r♦✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡① s❡t ♦❢ t❤❡
st❛t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ Zξ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ Zϕ✳ �

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❈♦r♦❧❧❛r✐❡s ✻✳✷✳✷ ❛♥❞ ✻✳✷✳✺✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r
q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✷✳✼✳ ❬❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r❪ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✱ ✐❢ Cc

✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ Dc = 0 ❛♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① Q ∈ R
n×n

❛♥❞ ❛ s❝❛❧❛r µ > 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧

i ∈ 1, ..., Nξ✱

[

QAT
c + AcQ+ CcΛ(vi)QCc + µΛ(vi)Q BcY

Y TBT
c −e−µΛ(vi)Q

]

� 0 ✭✻✳✷✳✸✽✮

✇❤❡r❡ Y = KQ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts α > 0 ❛♥❞ M > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧

ξ0(x) ∈ Zξ ❛♥❞ X0
c ∈ R

n✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✶✳✶✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✽✮ ❛♥❞

✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✳✶✵✮ s❛t✐s✜❡s ✭✻✳✷✳✷✮✱ ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✳

❚❤✐s ❝♦r♦❧❧❛r② ❝♦♠♣❧❡t❡s ♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
s②st❡♠s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ s♦♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r
❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳

✻✳✸ ❇♦✉♥❞❛r② ❖❜s❡r✈❡rs ❢♦r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✜rst✲♦r❞❡r ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r str✐❝t ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ n r✐❣❤t✇❛r❞ ❝♦♥✈❡❝t✐♥❣
tr❛♥s♣♦rt P❉❊s ✭❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✮✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❈♦r♦♥ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✮✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ s♦♠❡ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r st❛t✐❝ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞②♥❛♠✐❝

✶✽✶



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥✳

Pr♦❜❧❡♠ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥✿

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
✜♥❞✐♥❣ ❛ st❛t❡ ❡st✐♠❛t❡ ξ̂ ♦❢ ξ ❢r♦♠ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ uc(t) ❛♥❞ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ξ(1, t)✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡rs
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ [0, 1] ❛♥❞ t ≥ 0 t❤❡ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠

✭✻✳✶✳✶✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✼✮ ✭♦r ✭✻✳✶✳✽✮✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✶✵✮ ❛♥❞

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠✿

∂tξ̂(x, t) + Λ(ξ̂)∂xξ̂(x, t) = 0 ✭✻✳✸✳✶✮

✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

Ẋo(t) = f(Xo(t), uc(t), v(t)) ✭✻✳✸✳✷✮

ξ̂(0, t) = h(Xo(t), uc(t), v(t))

✇❤❡r❡ v(t) ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐♥♣✉t✱ Xo(t) ∈ R
nx✱ f : R

n × R
n × R

nx → R
nx ❛♥❞ h :

R
n × R

n × R
nx → R

n✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s✿

ξ̂(x, 0) = ξ̂0(x), Xo(0) = X0
o ✭✻✳✸✳✸✮

■❢ t❤❡r❡ ❡①✐st a > 0 ❛♥❞ b > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ξ ✭s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✶✳✶✮✱ ✭✻✳✶✳✼✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✳✶✵✮ ♦r
✭✻✳✶✳✶✮✱ ✭✻✳✶✳✽✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✳✶✵✮✮ ❛♥❞ ξ̂ ✭s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✸✳✶✮✱ ✭✻✳✸✳✷✮ ❛♥❞ ✭✻✳✸✳✸✮✮ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

|Xc(t)−Xo(t)|+ ‖ξ̂(., t)− ξ(., t)‖L2 ≤ M0e
−α0t(|X0

c −X0
o |+ ‖ξ̂0 − ξ0‖L2), ∀ t ≥ 0

✭✻✳✸✳✹✮

❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ ✭✻✳✸✳✶✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✸✳✷✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✸✳✸✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞

❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r✳

❲❡ ❞❡❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s t♦ ✜♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✮ ❛♥❞ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✮ ❤②♣❡r✲
❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ st❛t✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✭✻✳✶✳✼✮ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✭✻✳✶✳✽✮✳

✻✳✸✳✶ ❇♦✉♥❞❛r② ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s

❚❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❛❞❞r❡ss ✐s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✭✻✳✶✳✸✮ ❛♥❞
✭✻✳✶✳✶✵✮ ✇✐t❤ st❛t✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✼✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡
s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥✳

✶✽✷



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②st❡♠ ✭✻✳✶✳✸✮ ✇✐t❤ st❛t✐❝

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✼✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✳✶✵✮✳ ▲❡t P ∈ R
n×n ❜❡ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧

♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐①✱ µ > 0 ❜❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ L ∈ R
n×n ❜❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ s✉❝❤ t❤❛t✿

e−µΛP − LTΛPL � 0 ✭✻✳✸✳✺✮

t❤❡♥✿

∂tξ̂(x, t) + Λ∂xξ̂(x, t) = 0 ✭✻✳✸✳✻✮

ξ̂(0, t) = uc(t) + L(ξ(1, t)− ξ̂(1, t)) ✭✻✳✸✳✼✮

✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛❧❧ t✇✐❝❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

ξ̂0 : [0, 1] → Θ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦✲♦r❞❡r ❛♥❞ ♦♥❡✲♦r❞❡r ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

Pr♦♦❢ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ε = ξ − ξ̂ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∂tε(x, t) + Λ∂xε(x, t) = 0 ✭✻✳✸✳✽✮

ε(0, t) = −L(ξ(1, t)− ξ̂(1, t)) = −Lε(1, t) ✭✻✳✸✳✾✮

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ✭✻✳✸✳✽✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✸✳✾✮
❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✸✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ♣✉r✲
♣♦s❡s✱ t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛♥❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ●✐✈❡♥ ❛
❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① P ✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✹✵❪ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ε : [0, 1] → Θ ❛s✿

V (ε) =

∫ 1

0

(

εTPε
)

e−µxdx ✭✻✳✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ µ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝❛❧❛r✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ V̇ ♦❢ V ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
C1✲s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✻✳✸✳✽✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✸✳✾✮ ②✐❡❧❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭❛❢t❡r
✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts✮✿

V̇ = −
[

e−µxεTΛPε
] ∣

∣

1

0
− µ

∫ 1

0

(

εTΛPε
)

e−µxdx ✭✻✳✸✳✶✶✮

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✸✳✾✮ ✐♠♣❧② t❤❛t✿

V̇ =− εT (1)
[

e−µΛP − LTΛPL
]

ε(1)− µ

∫ 1

0

(

εTΛPε
)

e−µxdx ✭✻✳✸✳✶✷✮

✇❤❡r❡ ε(1) = ε(1, t)✳ ❋r♦♠ ✭✻✳✸✳✺✮✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ✭✻✳✸✳✶✷✮ ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ③❡r♦✳
❋r♦♠ ✭✻✳✶✳✷✮ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts ❛ ̺ > 0 s✉❝❤ t❤❛t Λ > ̺In×n ✭❡✳❣✳

✶✽✸



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

̺ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ Λ✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ P ❛♥❞ Λ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t✿

V̇ ≤ −µ̺V (ε) ✭✻✳✸✳✶✸✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✸✳✶✵✮ ✐s ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠ ✭✻✳✸✳✽✮
✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✸✳✾✮✳ �

◆♦t❡ t❤❛t ✭✻✳✸✳✺✮ ❛♥❞ ✭✻✳✸✳✶✸✮ ✐♠♣❧② t❤❛t µ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❛s ✐t ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❡♥❛❜❧❡s t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞✳ ❆s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ L

t❤❛t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s❛t✐s❢② ✭✻✳✸✳✺✮ ❤❛s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❍❛✈✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ L = 0 ❣✐✈❡s ❛
tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs µ ❛♥❞
L ❛❧❧♦✇ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r r❡s♣♦♥s❡ ✭❡✳❣✳ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❡rs✉s r♦❜✉st♥❡ss tr❛❞❡✲♦✛✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ✭✻✳✶✳✸✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✳✶✵✮
✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✽✮✳ ❚❤✐s ✐s s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✷✳ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②st❡♠ ✭✻✳✶✳✸✮ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✽✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✳✶✵✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦

❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐❝❡s P1 ∈ R
nx×nx ❛♥❞ P2 ∈ R

n×n✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t µ > 0 ❛♥❞ ❛♥

♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ L ∈ R
nx×n s✉❝❤ t❤❛t✿

[

AT
c P1 + P1Ac + CT

c ΛP2Cc + µΛP1 −P1L

−LTP1 −e−µΛP2

]

� 0 ✭✻✳✸✳✶✹✮

t❤❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r✿

∂tξ̂(x, t) + Λ∂xξ̂(x, t) = 0

˙̂
Xc = AcX̂c +Bcuc(t) + L(ξ(1, t)− ξ̂(1, t))

ξ̂(0, t) = CcX̂c +Dcuc(t)

✭✻✳✸✳✶✺✮

❡♥s✉r❡s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❢♦r ❛❧❧ t✇✐❝❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ξ̂0 : [0, 1] → Θ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦✲♦r❞❡r ❛♥❞ ♦♥❡✲♦r❞❡r ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

Pr♦♦❢ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ε = ξ − ξ̂ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∂tε(x, t) + Λ∂xε(x, t) = 0 ✭✻✳✸✳✶✻✮

✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

ε̇c = Acεc − Lε(1, t) ✭✻✳✸✳✶✼✮

✶✽✹



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

ε(0, t) = Cεc ✭✻✳✸✳✶✽✮

✇❤❡r❡ εc = Xc− X̂c✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐❝❡s P1 ❛♥❞ P2✱ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❛s
❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹✵❪✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ε : [0, 1] → Θ ❛s✿

V (ε, εc) = εTc P1εc +

∫ 1

0

(

εTP2ε
)

e−µxdx ✭✻✳✸✳✶✾✮

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ V̇ ♦❢ V ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ C1✲s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✻✳✸✳✶✻✮ ✇✐t❤
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✸✳✶✼✮ ②✐❡❧❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

V̇ =εTc
(

AT
c P1 + P1Ac

)

εc − ε(1)TLTP1εc − εTc P1Lε(1)

−
[

e−µxεTΛP2ε
] ∣

∣

1

0
− µ

∫ 1

0

(

εTΛP2ε
)

e−µxdx
✭✻✳✸✳✷✵✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

V̇ =− µεTc ΛP1εc − µ

∫ 1

0

(

εTΛP2ε
)

e−µxdx

+

[

εc
ε(1)

]T [

AT
c P1 + P1Ac + CT

c ΛP2Cc + µΛP1 −P1L

−LTP1 −e−µΛP2

][

εc
ε(1)

] ✭✻✳✸✳✷✶✮

◆♦t❡ t❤❛t ✭✻✳✸✳✶✹✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ♦❢ ✭✻✳✸✳✷✶✮ ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ③❡r♦✳ ❯s✐♥❣ t❤❡

s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛

̺ > 0 s✉❝❤ t❤❛t✿

V̇ ≤ −µ̺V (ε, εc) ✭✻✳✸✳✷✷✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✷✳✸✮ ✐s ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠ ✭✻✳✸✳✶✻✮ ❛♥❞

✭✻✳✸✳✶✼✮✳ �

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✻✳✸✳✶✹✮ ❝♦♥s✐❞❡rs✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♠❛tr✐❝❡s P1 ❛♥❞ P2✱

t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②st❡♠✬s ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆s ✐♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✱ t❤❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t µ ❛❧❧♦✇s ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞✳ ◆♦t❡

t❤❛t ❢♦r ❛ ✜①❡❞ µ✱ ✭✻✳✸✳✶✹✮ ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ▲▼■ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s s✉❝❤

❛s ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❘❡♠❛r❦ ✻✳✸✳✶✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ✭♥❛♠❡❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✷✮ ❡①t❡♥❞ t♦

✜rst✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♥❣ s♣❡❡❞s ✭λ1 < ... <

λm < 0 < λm+1 < ... < λn✮ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ξ =

[

ξ−
ξ+

]

✱ ✇❤❡r❡ ξ− ∈ R
m ❛♥❞

ξ+ ∈ R
n−m✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ξ̃(x, t)❂

(

ξ−(1− x, t)

ξ+(x, t)

)

✳

✶✽✺



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

✻✳✸✳✷ ❇♦✉♥❞❛r② ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ◗✉❛s✐✲▲✐♥❡❛r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❙②st❡♠s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳✶✳✷ ✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦❜s❡r✈❡r

❞❡s✐❣♥ ❢♦r t❤❡ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠ ✭✻✳✶✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧s ✭✻✳✶✳✼✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✳✽✮✳

❋r♦♠ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳✶✳✷✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ιi > 0, ∀ i ∈ [1, ..., n] ❛♥❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ C1 s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✭✻✳✶✳✶✮

✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✼✮ ♦r ✭✻✳✶✳✽✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✳✶✵✮ s✉❝❤ t❤❛t✿

‖ξi(., t)‖H1 < ιi, ∀ t > 0, ∀ i ∈ [1, ..., n] ✭✻✳✸✳✷✸✮

✇❤❡r❡ ιi ∈ R
+✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢r♦♠ ❝♦♠♣❛❝t ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ H1(0, 1) t♦ L∞(0, 1)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts Cξ

✭✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✮ s✉❝❤ t❤❛t✿

‖ξi(., t)‖L∞ ≤ Cξ‖ξi(., t)‖H1 ≤ Cξιi =: γi, ∀ t > 0, ∀ i ∈ [1, ..., n] ✭✻✳✸✳✷✹✮

❉❡✜♥❡ Γξ = diag(γ1, ..., γn) ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥ ❡♠♣t② s✉❜s❡t✿

Υ := B(γ1)× ...×B(γn) ⊂ Θ ✭✻✳✸✳✷✺✮

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❛tr✐① Λ(ξ) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣

t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥st❛♥t γΛ > 0 s✉❝❤ t❤❛t✿
∥

∥

∥

∥

∂ξΛ(ξ)

∥

∥

∥

∥

< γΛ, ∀ ξ ∈ Υ ✭✻✳✸✳✷✻✮

❆❧s♦✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ Λ✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

[Λ(ξ)− Λmin] � 0 ❛♥❞ [Λmax − Λ(ξ)] � 0 ∀ ξ ∈ Υ ✭✻✳✸✳✷✼✮

✇❤❡r❡ Λmin,Λmax ∈ R
n×n ❛r❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✱ ❢♦r ❡①✲

❛♠♣❧❡✱ ❛s✿

Λmin = diag

(

min
ξ∈Υ

(λ1), ..,min
ξ∈Υ

(λn)

)

, Λmax = diag

(

max
ξ∈Υ

(λ1), ...,max
ξ∈Υ

(λn)

)

✭✻✳✸✳✷✽✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ✭✻✳✶✳✶✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✭✻✳✶✳✼✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✸✳ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②st❡♠ ✭✻✳✶✳✶✮ ✇✐t❤ st❛t✐❝ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✼✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✳✶✵✮✳ ▲❡t P ∈ R
n×n ❜❡ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡

♠❛tr✐①✱ µ > 0 ❜❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ L ∈ R
n×n ❜❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ s✉❝❤ t❤❛t✿

e−µΛminP − LTΛmaxPL � 0

Λmin − 3

µ
γΛΓξ ≻ 0

✭✻✳✸✳✷✾✮

❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❡♥✿

∂tξ̂(x, t) + Λ(ξ̂(x, t))∂xξ̂(x, t) = 0 ✭✻✳✸✳✸✵✮

ξ̂(0, t) = uc(t) + L(ξ(1, t)− ξ̂(1, t)) ✭✻✳✸✳✸✶✮

✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛❧❧ t✇✐❝❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

ξ̂0 : [0, 1] → Υ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦✲♦r❞❡r ❛♥❞ ♦♥❡✲♦r❞❡r ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✶✽✻



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

Pr♦♦❢ ❉❡✜♥✐♥❣ ε = ξ − ξ̂✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∂tε(x, t) + Λ(ξ)∂xε(x, t) + ve = 0 ✭✻✳✸✳✸✷✮

✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥

ε(0, t) = −Lε(1, t) ✭✻✳✸✳✸✸✮

✇❤❡r❡ ve = (Λ(ξ) − Λ(ξ̂))ξ̂x✳ ❋r♦♠ ✭✻✳✸✳✷✻✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡r♠ ve ♦❢ ✭✻✳✸✳✸✷✮ ❛s

❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛s ε → 0 ✐♥ L2✱ (Λ(ξ) − Λ(ξ̂))ξ̂x → 0 ✐♥ L2✳ ❋r♦♠

✭✻✳✸✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭✻✳✸✳✷✻✮✱ t❤✐s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ξ : [0, 1] → Υ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

‖ve‖L∞ = ‖(Λ(ξ)− Λ(ξ̂))ξ̂x‖L∞ ≤ γΛ‖Γξε‖L∞ ✭✻✳✸✳✸✹✮

●✐✈❡♥ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① P ∈ R
n×n✱ ❝♦♥s✐❞❡r ✭✻✳✸✳✶✵✮ ❛s ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥

❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ε : [0, 1] → Υ✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡

❞❡r✐✈❛t✐✈❡ V̇ ♦❢ V ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ C1✲s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✻✳✸✳✸✷✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✸✳✸✸✮

②✐❡❧❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

V̇ =−
∫ 1

0

(

vTe Pε+ εTPve
)

e−µxdx− µ

∫ 1

0

(

εTΛ(ξ)Pε
)

e−µxdx

+

∫ 1

0

(

εT∂ξΛ(ξ)ξxPε
)

e−µxdx−
[

e−µxεTΛ(ξ)Pε
] ∣

∣

1

0

✭✻✳✸✳✸✺✮

❯s✐♥❣ ✭✻✳✸✳✷✸✮✱ ✭✻✳✸✳✷✻✮✱ ✭✻✳✸✳✷✽✮ ❛♥❞ ✭✻✳✸✳✸✹✮✱ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s✿

V̇ ≤− ε(1)T
[

e−µΛminP − LTΛmaxPL
]

ε(1)− µ

∫ 1

0

[

εT (ΛminP − 3

µ
γΛΓξP )ε

]

e−µxdx ✭✻✳✸✳✸✻✮

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✸✳✷✾✮ ✐♠♣❧② t❤❛t ✭✻✳✸✳✸✻✮ ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ ❢r♦♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✭✻✳✸✳✷✾✮ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ γε > 0 s✉❝❤ t❤❛t✿

V̇ ≤ −µγεV (ε) ✭✻✳✸✳✸✼✮

✇❤❡r❡ γε ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ Λmin − 3
µγΛΓξ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

✭✻✳✸✳✶✵✮ ✐s ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠ ✭✻✳✸✳✶✻✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✭✻✳✸✳✶✼✮ ❢♦r ❛❧❧ ξ : [0, 1] → Υ✳ �

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝❛s❡✱ ♥♦t ❛♥② µ > 0 ❡♥s✉r❡s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r②

♦❜s❡r✈❡r ❢♦r q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ µ > 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✭✻✳✸✳✷✾✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳✶✳✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ΛminP ≻ 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡

❡①✐sts ❛ ✜♥✐t❡ µ > µmin ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ L s✉❝❤ t❤❛t ✭✻✳✸✳✷✾✮ ❤♦❧❞s ❛♥❞ t❤✉s s✉❝❤ t❤❛t ✭✻✳✸✳✸✵✮✲

✭✻✳✸✳✸✶✮ ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✭✻✳✶✳✶✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✼✮✳ ❚❤❡

µmin ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

µmin = λmax{3γΛΛ−1
minΓξ} ✭✻✳✸✳✸✽✮

✶✽✼



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

✇❤❡r❡ λmax st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✳✸✽✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢

µ ❛r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❤❛✈✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♥❣ s♣❡❡❞s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢❛st❡r ♦❜s❡r✈❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

■♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✹✱ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✭✻✳✶✳✽✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✹✳ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②st❡♠ ✭✻✳✶✳✶✮ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞✲

❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✳✽✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✶✳✶✵✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡

❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐❝❡s P1, P2 ∈ R
n×n✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t µ > 0 ❛♥❞ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ L ∈ R

n×n s✉❝❤ t❤❛t✿






AT
c P1 + P1Ac + CT

c ΛmaxP2Cc −P1L

+µΛminP1 − 3γΛΓξP1

−LTP1 −e−µΛminP2






� 0

Λmin − 3

µ
γΛΓξ ≻ 0

✭✻✳✸✳✸✾✮

❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❡♥✿

∂tξ̂(x, t) + Λ∂xξ̂(x, t) = 0 ✭✻✳✸✳✹✵✮

˙̂
Xc = AcX̂c +Bcu(t) + L(ξ(1, t)− ξ̂(1, t)) ✭✻✳✸✳✹✶✮

ξ̂(0, t) = CcX̂c +Dcu(t)

✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

ξ̂0 : [0, 1] → Υ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦✲♦r❞❡r ❛♥❞ ♦♥❡✲♦r❞❡r ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

Pr♦♦❢✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛s ✐♥ ✭✻✳✸✳✸✷✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✭✻✳✸✳✶✼✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✸ ❛♥❞

t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✭✻✳✸✳✶✾✮ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

ε : [0, 1] → Υ ❣✐✈❡s✿

V̇ = εT
(

ATP1 + P1A
)

ε− ε(1)TLTP1ε− εTP1Lε(1)−
[

e−µxεTΛ(ξ)P2ε
] ∣

∣

1

0

− µ

∫ 1

0

(

εTΛ(ξ)P2ε
)

e−µxdx+

∫ 1

0

(

εT∂ξΛ(ξ)ξxP2ε
)

e−µxdx

−
∫ 1

0

(

vTe P2ε+ εTP2ve
)

e−µxdx

✭✻✳✸✳✹✷✮

❆❢t❡r ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✭✻✳✸✳✹✷✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

V̇ =− µ

∫ 1

0

(

εTΛ(ξ)P2ε
)

e−µxdx+

∫ 1

0

(

εT∂ξΛ(ξ)ξxP2ε
)

e−µxdx−
∫ 1

0

(

vTe P2ε+ εTP2ve
)

e−µxdx

+

[

ε

ε(1)

]T [

ATP1 + P1A+ CTΛ(ξ(0))P2C −P1L

−LTP1 −e−µΛ(ξ(1))P2

][

ε

ε(1)

]

✭✻✳✸✳✹✸✮

✶✽✽



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

❲✐t❤ t❤❡ ❙❝❤✉r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ξ : [0, 1] → Υ✿






ATP1 + P1A −P1L

+CTΛmaxP2C

−LTP1 −e−µΛminP2






−







ATP1 + P1A −P1L

+CTΛ(ξ(0))P2C

−LTP1 −e−µΛ(ξ(1))P2






≻ 0 ✭✻✳✸✳✹✹✮

❯s✐♥❣ ✭✻✳✸✳✷✸✮✱ ✭✻✳✸✳✷✻✮✱ ✭✻✳✸✳✷✽✮ ❛♥❞ ✭✻✳✸✳✸✹✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜♦✉♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

V̇ ≤− µ

∫ 1

0

[(

εT (ΛminP2 −
3

µ
γΛΓξP2)ε

)]

e−µxdx− µεT
[

ΛminP1 −
3

µ
γΛΓξP1

]

ε

+

[

ε

ε(1)

]T






ATP1 + P1A+ CTΛmaxP2C −P1L

+µΛminP1 − 3γΛΓξP1

−LTP1 −e−µΛminP2







[

ε

ε(1)

] ✭✻✳✸✳✹✺✮

❚❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ✭✻✳✸✳✸✾✮ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ♦❢ ✭✻✳✸✳✹✺✮ ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r

③❡r♦✳ ❚❤✉s✱ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✸✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t✿

V̇ ≤ −µγεV (ε, εc) ✭✻✳✸✳✹✻✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ γε > 0✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✸✳✶✾✮ ✐s ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝

s②st❡♠ ✭✻✳✸✳✸✷✮ ❛♥❞ ✭✻✳✸✳✶✼✮ ❢♦r ❛❧❧ ξ : [0, 1] → Υ✳ �

▲✐❦❡ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✸✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❛s ✐t ❤❛s s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s

❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ♦❢ ✭✻✳✸✳✸✾✮✳ ❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥✱ ❛ µ t❤❛t s❛t✐s✜❡s

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ♦❢ ✭✻✳✸✳✸✾✮ ✐s ✜rst ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ L✱

P1 ❛♥❞ P2 s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✻✳✸✳✸✾✮✳

❲✐t❤ t❤✐s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡

❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s ♦♣❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ▲P✲❊●❘✳

✻✳✹ ❋r❡s❤ ❆✐r ▼❛ss ❋r❛❝t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧

❙❡✈❡r❛❧ ❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥✴❊●❘ r❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❡✳❣✳ ❬✸✻❪ ❬✹✽❪ ❬✾✹❪ ❬✶✵✸❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ③❡r♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✵❉✮ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

t❤❡ ❛✐r tr❛♥s♣♦rt ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ❛✐r✲♣❛t❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ❝❛✉s❡s ❛

❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡♥❣✐♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ str♦♥❣ tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s

✐s ♠♦st❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▲P✲❊●❘✱ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❣❛s tr❛✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ✐s ♠✉❝❤

❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❍P✲❊●❘✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡ ✐s

t❤✉s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡

t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✭s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❬✶✹❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ s✐♠♣❧❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✐♥♣✉t ❞❡❧❛② ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✉s❡❞

t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♣r❡❞✐❝t♦r✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✮✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s s✉❜❥❡❝t r❡♠❛✐♥s ♠♦st❧②

✉♥❡①♣❧♦r❡❞✳

✶✽✾



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ♠❛ss ✐s ♦❢t❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✜rst✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

✭P❉❊s✮✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ✐♥ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥

❛✐r✲♣❛t❤ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞

❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✸✵❪ ❛♥❞ ❬✾✻❪ t❤❛t t❤✐s

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣ ✭▲P❱✮ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱

✐t s❡❡♠s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❝❤♦s❡ ❛♥ ▲P❱ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛✐r ♠❛ss

❢r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢

❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞

♦❢ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s ♦♣❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ▲P✲❊●❘✳ ❚❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞

✉s✐♥❣ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣ ✭▲P❱✮ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✹✱ ✇❡

❞❡s✐❣♥ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦✈❡r ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❝♦♥✈❡① s❡t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣

s♦♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ❛✐r✲♣❛t❤ ♦❢ ❛ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡

✇✐t❤ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❡①❤❛✉st ❣❛s r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✭▲P✲❊●❘✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳

Ldc Lhe LdeLuc

Compressor

    Heat 
Exchanger

Fim

Fem

Qair
pdc
Tdc

pde
Tde

Qegrl

Vuhe Vdhe

LP-EGR
  Valve

puc
Tuc

Towards
  Engine

Qeng

Vuc

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ❛✐r✲♣❛t❤

❆ ❢r❡s❤ ❛✐r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qair ❡♥t❡rs t❤❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ❛✐r✲♣❛t❤ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♠✐①❡❞ ✉♣str❡❛♠ ♦❢

t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ✇✐t❤ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ✭❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qegrl ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥

Fem✮✳ ❚❤❡ ❡①❤❛✉st ❣❛s r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲P✲

❊●❘ ✈❛❧✈❡✳ Fem ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❛s ❛ ❦♥♦✇♥

❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥♣✉t s✐♥❝❡ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ✐♥❝r❡❛s❡s

t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣② ♦❢ t❤❡ ❣❛s ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❞♦✇♥str❡❛♠ ❣❛s ♣r❡ss✉r❡

❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ pdc ❛♥❞ Tdc✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✮✳ ❚♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❣❛s ♠❛ss ✐♥ t❤❡

❡♥❣✐♥❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♣♦✇❡r✱ t❤❡ ❣❛s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ✐s ❝♦♦❧❡❞

❞♦✇♥ ❜② ❛ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❣❛s ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❛ss ✐♥s✐❞❡ t❤❡

❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s pde
❛♥❞ Tde✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❣❛s tr❛✈❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r t♦ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞

✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❛s ✐s ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qeng ❛♥❞ ❛♥ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ Fim✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ Fim ❜②

✶✾✵



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

r❡❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✳

❚❤❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ❛✐r✲♣❛t❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ t✉❜❡s t❤❛t

❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② ✈♦❧✉♠❡s✱ ✐✳❡✳ ❜② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ✉♣str❡❛♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t

❡①❝❤❛♥❣❡r Vuhe ❛♥❞ Vdhe✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤r❡❡ t✉❜❡ s❡❝t✐♦♥s

❛♥❞ t❤r❡❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s✳ ❇② ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡✱ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✲❛✈❡r❛❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s

❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭♥♦ s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✮✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ t✉❜❡ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿ t❤❡

t✉❜❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ✭✉♣ t♦ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r✮✱ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r ✇✐t❤ Nd

t✉❜❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ t❤❡ t✉❜❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ❛r❡✿ t❤❡

t✉❜❡ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s Vuc ✇❤❡r❡ ❣❛s ♠✐①t✉r❡ ♦❝❝✉rs✮✱ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r

✉♣str❡❛♠ ✈♦❧✉♠❡ Vuhe ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ✈♦❧✉♠❡ Vdhe✳

❆s s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ❛✐r✲♣❛t❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉✲

❧❛r❧② ❝♦♠♣❧❡① ❛s ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✶❉ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❣❛s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t

❢❡❛s✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡

♠❛❞❡ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡

❝♦♥tr♦❧✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✻✳✹✳✶✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✶✳ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s❀

✷✳ ♥❡✐t❤❡r ❢r✐❝t✐♦♥ ♥♦r t❤❡r♠❛❧ ❧♦ss❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r✮❀

✸✳ t❤❡ s♣❡❡❞ ❞❡♥s✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✳✷✻✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✳

◆♦ ♣✉❧s❛t✐♥❣ ✢♦✇ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞❀

✹✳ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ s❡❝t✐♦♥s ✭t✉❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞❡✈✐❝❡s✮ ✐s ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✲✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t Qeng = Qair + Qegrl✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥

✵❉ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✸✳✷✳✶✷✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥

t❤❡ t✉❜❡ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❛♥❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r ✈♦❧✉♠❡s✿

Ḟuc =
RTuc
pucVuc

(−(Qegrl +Qair)Fuc +QegrlFem +Qair) ✭✻✳✹✳✶✮

Ḟuhe =
RTdc
pdcVuhe

(−(Qegrl +Qair)Fuhe + (Qegrl +Qair)Fdc(Ldc, t)) ✭✻✳✹✳✷✮

Ḟdhe =
RTde
pdeVdhe

(−(Qegrl +Qair)Fdhe + (Qegrl +Qair)Fhe(Lhe, t)) ✭✻✳✹✳✸✮

✇❤❡r❡ Fuc ❛♥❞ Vuc ❛r❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❛♥❞ Fuhe ❛♥❞ Fdhe

❛r❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥s ✉♣str❡❛♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ Fhe ✐s t❤❡

❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r ❛♥❞ Fdc(Ldc, t) ❛♥❞ Fhe(Lhe, t) ❛r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❞♦✇♥str❡❛♠ t✉❜❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r t✉❜❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✾✶



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

❋♦r t❤❡ ✶❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ t✉❜❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♠❛ss

❢r❛❝t✐♦♥ ❛❝r♦ss ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ∂x✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

∂t[ρ(x, t)Ct(x)F (x, t)] + ∂x[ρ(x, t)u(x, t)Ct(x)F (x, t)] = 0, ∀x ∈ [0, L], t ≥ 0 ✭✻✳✹✳✹✮

✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡✱ Ct t❤❡ t✉❜❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ρ t❤❡ ❣❛s ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ u t❤❡ s♣❡❡❞

♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✭❡✳❣✳ s❡❡ ❬✶✵✶❪ ❈❤❛♣t❡r ✹✳✷✳✺ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✿

∂t[ρ(x, t)F (x, t)] + ∂x[ρ(x, t)u(x, t)F (x, t)] + ρ(x, t)u(x, t)F (x, t)∂x[ln(Ct(x))] = 0 ✭✻✳✹✳✺✮

❊①♣❛♥❞✐♥❣ ✭✻✳✹✳✺✮ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜② F (x, t) ❣✐✈❡s✿

∂tρ(x, t) + u(x, t)∂xρ(x, t) + ρ(x, t)∂xu(x, t) + ρ(x, t)u(x, t)∂x(ln(Ct(x)))

+
ρ(x, t)

F (x, t)
∂tF (x, t) +

ρ(x, t)u(x, t)

F (x, t)
∂xF (x, t) = 0

✭✻✳✹✳✻✮

❚❤❡ ✜rst ❢♦✉r t❡r♠s ♦❢ ✭✻✳✹✳✻✮ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♠❛ss✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢

t❤❡ ❢♦✉r t❡r♠s ❡q✉❛❧s ③❡r♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✿

∂tF (x, t) + u(x, t)∂xF (x, t) = 0

F (0, t) = Fin(t) F (x, 0) = F0(x), ∀x ∈ [0, L], t ≥ 0
✭✻✳✹✳✼✮

✇❤❡r❡ Fin ✐s t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ F0(x) ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐✛❡r❡♥✲

t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ u(t, x) ✐s t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♣❡❡❞

✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✮✳

❚❤❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✻✳✹✳✶✲✶✱ ✷ ❛♥❞ ✹ ✐♠♣❧② t❤❛t u(x, t) ✐s ♦♥❧② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✭❝♦♥st❛♥t ✐♥ s♣❛❝❡

u(x, t) ≈ u(t)✮✱ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✹✳✼✮✳ ❋♦r t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r✱

✇❤❡r❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✲✷ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧②✱ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ s♣❛❝❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ✭✻✳✹✳✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣

❛ s♣❛❝❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ✭✻✳✹✳✶✷✮✳ ❚❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛✈❡r❛❣❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✿

The =
Tdc + Tde

2
, phe =

pdc + pde
2

✭✻✳✹✳✽✮

✇❤❡r❡ The ❛♥❞ phe ❛r❡ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋r♦♠ ✭✻✳✹✳✼✮ ❛♥❞ ✭✻✳✹✳✽✮✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡❛❝❤ t✉❜❡ s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

s❡t ♦❢ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✜rst✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

∂tFdc + udc(t)∂xFdc = 0, Fdc(0, t) = Fuc(t), Fdc(x, 0) = Fapc0(x) ✭✻✳✹✳✾✮

∂tFhe + uhe(t)∂xFhe = 0, Fhe(0, t) = Fuhe(t), Fhe(x, 0) = Fhe0(x) ✭✻✳✹✳✶✵✮

∂tFde + ude(t)∂xFde = 0, Fde(0, t) = Fdhe(t), Fde(x, 0) = Fape0(x) ✭✻✳✹✳✶✶✮

❢♦r ❛❧❧ x ∈ [0, 1] ❛♥❞ t ≥ 0✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛✐r✲♣❛t❤ s❡❝t✐♦♥ udc✱ uhe ❛♥❞ ude ❝❛♥ ❜❡

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✭✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t x ∈ [0, 1]✮ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❛s ❧❛✇ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

udc =
RTdc(Qair +Qegrl)

pdcAdcLdc
, uhe =

RThe(Qair +Qegrl)

pheAheLheNd
, ude =

RTde(Qair +Qegrl)

pdeAdeLde
✭✻✳✹✳✶✷✮

✶✾✷



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

✇❤❡r❡ Ldc✱ Lhe ❛♥❞ Lde ❛r❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ Adc✱ Ahe✱ Ade ❛r❡ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛s ♦❢ ❡❛❝❤

♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t✉❜❡ s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ Nd ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ t✉❜❡s ✐♥ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r✳ ❚♦

✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✹✱ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✭✻✳✷✳✶✻✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✳✷✳✶✽✮✳ ❙②st❡♠ ✭✻✳✹✳✾✮ ✲ ✭✻✳✹✳✶✶✮ ✐s ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜②

t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✻✳✹✳✶✮ ✲ ✭✻✳✹✳✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ str✉❝t✉r❡

✭✻✳✷✳✶✻✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✐♥ ❬✹✶❪✱ ✇❤❡r❡

n ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✐♥ ❝❛s❝❛❞❡ ❢♦r♠ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ♦♥❡ P❉❊ ♦❢ ♦r❞❡r n ❜② r❡✲❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✭✻✳✹✳✶✮ ✲ ✭✻✳✹✳✸✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢

✭✻✳✹✳✶✮ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✐♥♣✉t QegrlFem+Qair✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞

✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ✇r✐t❡s ❛s ✭✻✳✷✳✶✽✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r

t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛s✿

ξdc(x, t) = Fdc(x, t)− FimSP , ξhe(x, t) = Fhe(x, t)− FimSP ,

ξde(x, t) = Fde(x, t)− FimSP

✭✻✳✹✳✶✸✮

❛♥❞

ξuc(t) = Fuc(t)− FimSP , ξuhe(t) = Fuhe(t)− FimSP , ξdhe(t) = Fdhe(t)− FimSP ✭✻✳✹✳✶✹✮

✇❤❡r❡ FimSP ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ s❝❛❧❛r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✻✳✹✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✻✳✹✳✶✹✮✱

✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ✭✻✳✹✳✶✮ ✲ ✭✻✳✹✳✸✮ ❛♥❞

✭✻✳✹✳✾✮ ✲ ✭✻✳✹✳✶✶✮ ❛s ❛♥ ▲P❱ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ P❉❊ ♦❢ ♦r❞❡r 3 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∂t







ξdc
ξhe
ξde






+







ϕ2

AdcLdc
0 0

0 ϕ3

AheLheNd
0

0 0 ϕ4

AdeLde






∂x







ξdc
ξhe
ξde






= 0 ✭✻✳✹✳✶✺✮

✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿






ξ̇uc
ξ̇uhe
ξ̇dhe






=







− ϕ1

Vuc
0 0

0 − ϕ2

Vuhe
0

0 0 − ϕ4

Vdhe













ξuc
ξuhe
ξdhe






+







ϕ1

Vuc
0 0

0 ϕ2

Vuhe
0

0 0 ϕ4

Vdhe













ṽ

ξdc(1)

ξhe(1)






✭✻✳✹✳✶✻✮

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ❛s ❛ P❉❊ ♦❢ ♦r❞❡r

3 ✐s✿






ṽ

ξdc(1)

ξhe(1)






=







0 0 K

1 0 0

0 1 0













ξdc(1)

ξhe(1)

ξde(1)






✭✻✳✹✳✶✼✮

✇❤❡r❡ ṽ ✐s ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t t❤❛t ❝❛♥❝❡❧s t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ t❡r♠s ♦❢ ✭✻✳✹✳✶✮ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ṽ =
FemQegrl

Qair +Qegrl
− FimSP − Qair

Qair +Qegrl
✭✻✳✹✳✶✽✮

❚❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ϕi ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ϕ1 =
RTuc(Qair +Qegrl)

puc
, ϕ2 =

RTdc(Qair +Qegrl)

pdc
,

ϕ3 =
RThe(Qair +Qegrl)

phe
, ϕ4 =

RTde(Qair +Qegrl)

pde

✭✻✳✹✳✶✾✮

✶✾✸



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

❋r♦♠ ✭✻✳✹✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✻✳✹✳✶✽✮✱ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Qegrl =
Qair(FimSP − 1 +K(ξde(1)))

Fem − FimSP −K(ξde(1))
✭✻✳✹✳✷✵✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✳✷✵✮ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✈❛❧✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✭✹✳✸✳✷✻✮✲ ✭✹✳✸✳✷✼✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ♣❛t❤✳

❚❤❡ s②st❡♠ ✭✻✳✹✳✶✺✮ ✲ ✭✻✳✹✳✶✾✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✭✻✳✹✳✶✼✮ ✐s ✐♥ t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r♠ t♦ ❛♣♣❧②

t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ✭✻✳✹✳✶✾✮✱ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ✭❝♦♥✈❡① s❡t Zϕ✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ P▲❘s ✭✻✳✷✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✻✳✷✳✷✸✮ ✐s

✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ✭✻✳✹✳✶✾✮ ❛r❡ str♦♥❣❧②

❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ Qair +Qegrl✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛② ❜❡ ❛

❣♦♦❞ str❛t❡❣② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❧❡ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✳

▲❡t ✉s r❡❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s✿

ϕ̃(t) =
[

Qair +Qegrl, (Qair +Qegrl)
2
]

✭✻✳✹✳✷✶✮

❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ϕ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ϕ̃ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ϕj(t) = ϑTj ψ(t), j ∈ [1, ..., 4] ✭✻✳✹✳✷✷✮

✇❤❡r❡ ϑj ∈ R
3 ✐s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ψ(t) = [1, (Qair + Qegrl), (Qair + Qegrl)

2]✳

❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ϑj s✉❝❤

t❤❛t |ϕj(t) − ϑTj ψ(t)|2 ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡

❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦✈❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱

t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ❢♦✉r t♦ t✇♦✱ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡

❝♦♥s❡r✈❛t✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s②♥t❤❡s✐s✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷❛✱ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ Zϕ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ ϕ̃1 ❛♥❞ ϕ̃2 ✐s s❤♦✇♥✳ ❆s

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✼✽❪✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ϕ̃2 = ϕ̃2
1✱ ✇❤✐❝❤

❛❧❧♦✇s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤r❡❡ ✈❡rt❡①❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s②♥t❤❡s✐s✱ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷❜✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ϕ̃ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts ♦✈❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✇❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦♥ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ✇✐t❤

▲P✲❊●❘✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✳

✻✳✹✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲P❱ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✱ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥

❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✭✻✳✹✳✷✵✮ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✹ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t✉♣ s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✶❉ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ❝♦♠♣✉t❡❞

♦♥ ❛ ✶❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ▼❛t❧❛❜✲❙✐♠✉❧✐♥❦ ❘©✳ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t✲❞✉t② ✶✳✻ ❧✐t❡r ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✶✾✹



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

φ2

φ1

φ2

φ2

φ1 φ1

w1

w2

w3

w4

Zφ

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t

φ2

φ1

φ2

φ2

φ1 φ1

w1 w3

w4

Zφ

✭❜✮ ❘❡❞✉❝❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ P❛r❛♠❡t❡r s❡t r❡❞✉❝t✐♦♥

❱❛r✐❛❜❧❡ ❱❛❧✉❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❱❛❧✉❡
Ldc 1.3 m Ahe 6× 10−4 m2

Adc 0.002 m2 Vuhe 5× 10−4 m3

Vuc 3× 10−4 m3 Vdhe 5× 10−4 m3

Nd ✽ Lde 1.1 m

Lhe 0.58 m Ade 0.002 m2

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✭✻✳✹✳✷✷✮ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

♦♥ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦♣❡r❛t❡❞ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ♣r❡✲

❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦t♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❣r♦✉♣ ✭◆▼❱❊●✮ ❝②❝❧❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ϕ̃ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

ϕ̃1 ∈ [0.009, 0.074], ϕ̃2 ∈ [0.00009, 0.0054] ✭✻✳✹✳✷✸✮

❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡❝t♦r ϑi ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s✲

♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ P❡♥r♦s❡✲▼♦♦r❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡✳ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ r♦♦t✲♠❡❛♥✲

sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❘▼❙❉✮ ♦❢ ϑi✱ ✇❤❡r❡ RMSDj = RMSD(ϕj(t)− ϑTj ψ(t))✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✳✷✷✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✈❛r②✐♥❣

♣❛r❛♠❡t❡rs ϕ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ s②♥t❤❡s✐s✳

❈♦♥s✐❞❡r✱ ❛s ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥✱ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

t✐♠❡ ♦❢ ✶✳✷ s✱ ✭✐✳❡✳ t❤❡ t✐♠❡ t♦ r❡❛❝❤ 90% ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✈❛❧✉❡✮✳ ❋r♦♠ ✭✻✳✷✳✽✮ ❛♥❞ t❤❡

s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ Λ(ϕ)✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t µ > 0.6 ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

t✐♠❡✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ✭✻✳✷✳✷✹✮ ♦✈❡r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♣♦❧②t♦♣❡ ✭♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷❜✮✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✶✾✺



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

❱❛r✐❛❜❧❡ ❱❛❧✉❡
RMSD1 0.1 %

RMSD2 4.1 %

RMSD3 2.9 %

RMSD4 4.7 %

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❚❤❡ ❘▼❙❉ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞

❝♦♥tr♦❧ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♠❛tr✐❝❡s P1 ❛♥❞ P2✿

K = 0.25, P1 =







0.0422 0 0

0 0.0493 0

0 0 0.0353






, P2 =







0.445 0 0

0 0.299 0

0 0 0.129






✭✻✳✹✳✷✹✮

❋✐❣✉r❡s ✻✳✸ ❛♥❞ ✻✳✹ s❤♦✇ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡

✭FimSP ✮ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✵✳✼ ❛t t✐♠❡ 0.1 s✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✐r✲♣❛t❤ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✱

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ■♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✱ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡

r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛✐r s②st❡♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡

t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ t❤❡ ▲P✲❊●❘

♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡

✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ Qegrl ❛❧s♦ ❞♦❡s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✷✳✸✮ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s s❤♦✇♥

t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s②st❡♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②

✭✻✳✷✳✽✮✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✭✻✳✹✳✷✵✮✱ t❤✐s ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t♦

✶✾✻



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡

Qair+Qegr=0.02kg/s
Qair+Qegr=0.048kg/s
Qair+Qegr=0.073kg/s

V(0)exp(-μϱt)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥

✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s str❛t❡❣② ♠❛✐♥❧② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ❢r❡s❤ ❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✉♥❞❡r str♦♥❣ tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ❧❛❝❦ ♦❢

❛ r❡❧✐❛❜❧❡ s❡♥s♦r t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥② ❡✛♦rts ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❞♦♥❡ t♦ ❛❞❞r❡ss

t❤✐s ✐ss✉❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡rs t❤❛t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥

✭❡✳❣✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧

✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✳

✶✾✼



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❍②♣❡r❜♦❧✐❝
❙②st❡♠s

✻✳✺ ❈❤❛♣t❡r ❙✉♠♠❛r②

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✱ ▲P❱ ❛♥❞ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✜rst✲

♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥

❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❧✐♥❡❛r✱

▲P❱ ❛♥❞ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r str✐❝t ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ n r✐❣❤t✇❛r❞ ❝♦♥✈❡❝t✐♥❣ P❉❊s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✐❝t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹✵❪ ✇❛s ✉s❡❞ t♦

❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳ ■♥ ❚❤❡♦r❡♠

✻✳✷✳✶✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝

s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧✱ ❢♦r ❛❧❧ ξ0 : [0, 1] → Θ✳ ■♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✹✱ ❛ ♣♦❧②t♦♣✐❝

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ st❛t❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ▲P❱

❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ▲P❱ ❞②♥❛♠✐❝s ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦✈❡r ❛ ❝♦♥✈❡① s❡t Zϕ✳ ❚❤❡♥✱

✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳✻✱ ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❛tr✐① Λ(ξ) ✐♥ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❧✐♥❡❛r

❢♦r♠✱ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ξ0 ∈ Zξ✳

❲❡ ❢♦✉♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r str✐❝t

❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ n r✐❣❤t✇❛r❞ ❝♦♥✈❡❝t✐♥❣ P❉❊s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ st❛t✐❝ ✭✻✳✶✳✼✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧s ✭✻✳✶✳✽✮✳ ❚❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✬s

❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡

s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛❧❧ ξ0 : [0, 1] → Θ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠s ✻✳✸✳✸ ❛♥❞ ✻✳✸✳✹✱ s✉✣❝✐❡♥t

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r

❛❧❧ ξ0 : [0, 1] → Υ ⊂ Θ✳

❇❛s❡❞ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧

♦❢ t❤❡ ❢r❡s❤ ❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧♦✇✲♣r❡ss✉r❡ ❡①❤❛✉st ❣❛s r❡❝✐r✲

❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣

❛ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ▲P❱ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❇② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ❛s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱

❛♥ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠

✻✳✷✳✹✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ ✇❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❜② r❡❞❡✜♥✐♥❣

t❤❡ s②st❡♠ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✇❛s ✈❡r② ❧♦✇✱

✇❤✐❝❤ ♠❛❞❡ ✐t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥tr♦❧ ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✶❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ❛✐r✲♣❛t❤✳

✶✾✽



❈❤❛♣t❡r ✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡

❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✳ ❚❤❡s❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛r❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞

❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❜② ❘❡♥❛✉❧t t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡

❡♥❣✐♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠❡❡t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❡♠✐ss✐♦♥s r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥❞✉str✐❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❘❡♥❛✉❧t✬s ♥❡❡❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢✿ ❧♦✇

t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ s♦❧✉t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❛♥❞

❡❛s② t♦ ✐♥❞✉str✐❛❧✐③❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❝✉rr❡♥t❧②

✉s❡❞ ✐♥ ❘❡♥❛✉❧t ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲

♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧

❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛r❡✿ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss

✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❛♥ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❊●❘ ♣r♦♣♦rt✐♦♥✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡

❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❱●❚✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤♦✉t

t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢

❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣✱

❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛ ✵❉ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ st❡❛❞②

❛♥❞ tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t❡ ❢✉t✉r❡ st❡♣s

t♦✇❛r❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

• ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦✉t✢♦✇

❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦t❤❡r ❜♦✉♥❞❛r②

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s❡♥tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

✭✇❤✐❝❤ ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✮ ✐s r❡♠♦✈❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦

❢♦r♠✉❧❛t❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✲

✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ◗❙ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥

s❝❤❡♠❡s ♦r ❛❞❞✐♥❣ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♦t❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❜r♦✉❣❤t

✶✾✾



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❜❡tt❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ ❡♥tr♦♣② ❧❡✈❡❧ ❝♦r✲

r❡❝t✐♦♥✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r②

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ♦✉t✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡✲

str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t②✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

• ❚❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✱ ▲P❱ ❛♥❞ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✜rst✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝

s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

t♦ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❧✐♥❡❛r✱ ▲P❱ ❛♥❞ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r str✐❝t ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤

n r✐❣❤t✇❛r❞ ❝♦♥✈❡❝t✐♥❣ P❉❊s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡

str✐❝t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹✵❪ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ st❛❜✐❧✲

✐t② ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

st❛❜✐❧✐t② ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧♦✇✲♣r❡ss✉r❡ ❡①❤❛✉st

❣❛s r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❢♦r✲

♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ▲P❱ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✇❛s

❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✶❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ❛✐r✲♣❛t❤✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇ t❤❡

♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♠❡t❤✲

♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✿

• ❆ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝♦♠♣❧❡t❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❚❤❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ❤❛s

❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛♥ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ❡♥❣✐♥❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ❣✐✈✐♥❣ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞

✐ts ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛♥❞ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣❧❛♥♥❡❞ ❢♦r ◆♦✈❡♠❜❡r ♦❢ ✷✵✶✸✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❡♠✐ss✐♦♥ ◆❖① ✐s ♣❧❛♥♥❡❞

t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst tr✐♠❡st❡r ♦❢ ✷✵✶✹✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥

❛♥❞ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✭❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡

✈❡rs✐♦♥ ❊❯❘❖ ✻❝ ✇✐❧❧ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr✐♠❡st❡r ♦❢ ✷✵✶✹✳

• ❘❡❝❡♥t tr❡♥❞s ✐♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ✐♥❞✉str② s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❞✉❛❧✲st❛❣❡ s✉♣❡r❝❤❛r❣✐♥❣ s②st❡♠ ✐s

♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ❡♥❛❜❧❡rs t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ♦❢ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❛❞✲

✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❞✉❛❧✲st❛❣❡ ❜♦♦st✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ s✐♥❣❧❡✲st❛❣❡ s②st❡♠s ✐s t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✐♥❝r❡❛s❡

♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ t♦rq✉❡ ❛t ❧♦✇ ❡♥❣✐♥❡ s♣❡❡❞s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✲

❝❤❛r❣✐♥❣ s②st❡♠ tr❛♥s✐❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ✭s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ r❛♣✐❞❧② ❜✉✐❧❞ ✉♣ t❤❡ ❜♦♦st ♣r❡ss✉r❡✮✳

■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ❞✉❛❧✲st❛❣❡ s✉♣❡r❝❤❛r❣✐♥❣ ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡

❜♦♦st ❧❡✈❡❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ✇✐❞❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ r❛♥❣❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❤✐❣❤❡r ✢❡①✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥

✷✵✵



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t♦✇❛r❞ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ s✉♣❡r❝❤❛r❣✐♥❣ str❛t❡❣②

s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

• ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣s t♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✶❉ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✮ ❢♦r ♦t❤❡r ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❛❢t❡r✲tr❡❛t♠❡♥t s②st❡♠s✱

❝♦♠♣r❡ss♦rs ❛♥❞ t✉r❜✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢

t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s ✭❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

q✉❛s✐✲st❡❛❞② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✮ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐ss✉❡✳

• ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❤❛s ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s s②st❡♠s ❣♦✈❡r♥❡❞

❜② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ P❉❊ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡rs ❢♦r

♦t❤❡r ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✇♦✉❧❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ✇♦r❦✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❛ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇ ❬✷✷❪✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ♦❢ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✜rst✲♦r❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s

✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✇✐t❤ n r✐❣❤t✇❛r❞ ❛♥❞ m > 2 ❧❡❢t✇❛r❞ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡

tr❛♥s♣♦rt P❉❊s ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❛♥❞

❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡✐r ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✐s ❛❧s♦ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

• ❙✐♥❝❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✱ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢

t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss

tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✹✮ ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t

t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦♥❣ t❡r♠✿

• ❚♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ✶❉ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧✱ ✶❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣

str❛t❡❣✐❡s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✮ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞

✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡

tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❞❡✲

♠❛♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♠❛♥② ❡✛♦rts ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣

❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

✐♥❤❡r❡♥t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✶❉ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱

❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡

♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s✳

• ❋✉t✉r❡ ❡♠✐ss✐♦♥s st❛♥❞❛r❞s ❢♦r❝❡ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs t♦ ❞❡s✐❣♥ ❡♥❣✐♥❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡

❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛❢t❡r✲tr❡❛t♠❡♥t s②st❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠❡❡t

t❤❡ ❊✉r♦ ✻ st❛♥❞❛r❞ ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ◆❖① ❝❛t❛❧②st ✭◆❖① ❚r❛♣✮ ♦r s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❛t❛❧②t✐❝

r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭❙❈❘✮✳ ❋♦r t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❢t❡r✲tr❡❛t♠❡♥t s②st❡♠s✱ ✐t ✐s ❝r✉✲

❝✐❛❧ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ◆❖① ❧♦❛❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣✉r❣❡ ♣❤❛s❡s✳ ❆♥ ❡①❝❡ss ✐♥ ♣✉r❣❡s

❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ ❢✉❡❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◆❖①✲tr❛♣ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❈❘✱ ❛♥ ❡①❝❡ss

✷✵✶



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✐♥ ✉r❡❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs ✐♥st❛❧❧ ❛ ◆❖① ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡

❛❢t❡r✲tr❡❛t♠❡♥t s②st❡♠s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ◆❖① r❛t❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤✉s t♦ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ♦♣t✐♠✐③❡

t❤❡ ♣✉r❣❡ ♣❤❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ◆❖① ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ✐♥st❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ◆❖① s❡♥s♦r ✐♥ ❡♥❣✐♥❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ◆❖① ❡st✐✲

♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✲❝②❧✐♥❞❡r ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡

✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ r❡q✉✐r✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧ ❡♥❣✐♥❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s

❛ ❝②❧✐♥❞❡r ♣r❡ss✉r❡ s❡♥s♦r ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❈P❯ t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❡♥❣✐♥❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ◆❖① ❡st✐♠❛t♦rs t❤❛t

♦♥❧② ✉s❡ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ✉s✉❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣

♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❡♠✐ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❡✈✐❞❡♥t❧② ❢♦r ◆❖① ❛♥❞ ♦t❤❡r ❡♠✐ss✐♦♥s s✉❝❤ ❛s

❉✐❡s❡❧ ♣❛rt✐❝✉❧❛t❡ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❈❖✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡

✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳

✷✵✷



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❖✳ ❆❛♠♦✳ ❉✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✷①✷ ❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳ ■❊❊❊ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥

❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♥tr♦❧✱ ✺✽✿✶✵✾✺✕✶✶✵✻✱ ✷✵✵✻✳

❬✷❪ ▼✳ ❆❞❛♠s✱ ❙✳ ❈r②❛♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ▼♦✉r❡❧❛t♦✉✳ ❆✐r ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥✈❡♥t♦r② ❞❛t❛ ✐♥ ❊✉r♦♣❡✿ ♥❡✇

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥✈❡♥t♦r② r❡♣♦rt ✶✾✾✵✲✷✵✵✾ ✉♥❞❡r t❤❡ ❯◆❊❈❊

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♦♥ ▲♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❚r❛♥s❜♦✉♥❞❛r② ❆✐r P♦❧❧✉t✐♦♥ ✭▲❘❚❆P✮✱ ✷✵✵✾✳

❬✸❪ ❑✳ ❆❦✐❤❛♠❛✱ ❨✳ ❚❛❦❛t♦r②✱ ❑✳ ■♥❛❣❛❦✐✱ ❙✳ ❙❛s❛❦✐✱ ❛♥❞ ❆✳ ❉❡❛♥✳ ▼❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ s♠♦❦❡❧❡ss

r✐❝❤ ❉✐❡s❡❧ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❙❆❊ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ P❛♣❡r ✷✵✵✶✲✵✶✲✵✻✺✺✱

❞♦✐✿✶✵✳✹✷✼✶✴✷✵✵✶✲✵✶✲✵✻✺✺✱ ✷✵✵✶✳

❬✹❪ ▼✳ ❆❧r✐❦ss♦♥ ❛♥❞ ■✳ ❉❡♥❜r❛♥tt✳ ▲♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤❡❛✈② ❞✉t② ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡

✉s✐♥❣ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❊●❘✳ ❙❆❊ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ P❛♣❡r ✷✵✵✻✲✵✶✲✵✵✼✺✱ ❞♦✐✿✶✵✳✹✷✼✶✴✷✵✵✻✲✵✶✲✵✵✼✺✱

✷✵✵✻✳

❬✺❪ ▼✳ ❆♠♠❛♥♥✱ ◆✳ ❋❡❦❡t❡✱ ▲✳ ●✉③③❡❧❧❛✱ ❛♥❞ ❆✳ ●❧❛tt❢❡❧❞❡r✳ ▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡

❱●❚ ❛♥❞ ❊●❘ ✐♥ ❛ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡❞ ❝♦♠♠♦♥✲r❛✐❧ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♣❛ss❡♥❣❡r ❝❛r

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙❆❊ ❲♦r❧❞ ❈♦♥❣r❡ss✱ ❉❡tr♦✐t✱ ❯❙❆✱ P❛♣❡r ✷✵✵✸✲✵✶✲✵✸✺✼✱ ✷✵✵✸✳

❬✻❪ ❇✳ ❆♥❞❡rs♦♥ ❛♥❞ ❏✳ ▼♦♦r❡✳ ▲✐♥❡❛r ❖♣t✐♠❛❧ ❈♦♥tr♦❧✳ Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧✱ ❊♥❣❧❡✇♦♦❞ ❈❧✐✛s✱ ◆✳❏✳✱

✶✾✼✶✳

❬✼❪ ●✳ ❆♥❣❡❧✐s✳ ❙②st❡♠ ❆♥❛❧②s✐s✱ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ P♦❧②t♦♣✐❝ ▲✐♥❡❛r ▼♦❞❡❧s✳ P❤❉

❚❤❡s✐s✳ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ❊✐♥❞❤♦✈❡♥✱ ❊✐♥❞❤♦✈❡♥✱ ✷✵✵✶✳

❬✽❪ ●✳ ❇❛st✐♥✱ ❏✲▼✳ ❈♦r♦♥✱ ❛♥❞ ❇✳ ❞✬❆♥❞ré❛ ◆♦✈❡❧✳ ❯s✐♥❣ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡

❧❛✇s ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ▲❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s ❢♦r

t❤❡ Pr❡✲❈♦♥❣r❡ss ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈♦♠♣❧❡① ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s✱ ✶✼t❤

■❋❆❈ ❲♦r❧❞ ❈♦♥❣r❡ss✱ ❙❡♦✉❧✱ ❑♦r❡❛✱ ✷✵✵✽✳

❬✾❪ ●✳ ❇❛st✐♥✱ ❏✲▼✳ ❈♦r♦♥✱ ❛♥❞ ❇✳ ❞✬❆♥❞ré❛ ◆♦✈❡❧✳ ❖♥ ▲②❛♣✉♥♦✈ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❙❛✐♥t✲

❱❡♥❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s❧♦♣✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ◆❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ▼❡❞✐❛✳✱ ✹✭✷✮✿✶✼✼✕✶✽✼✱

✷✵✵✾✳

❬✶✵❪ ❘✳ ❇❡♥s♦♥✳ ❚❤❡ ❚❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ●❛s ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ■♥t❡r♥❛❧✲❈♦♠❜✉st✐♦♥ ❊♥❣✐♥❡s✱

✈♦❧✉♠❡ ✶✳ ❈❧❛r❡♥t♦♥ Pr❡ss✱ ✶✾✽✷✳
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❬✶✶❪ ❏✳ ❇❡r♥✉ss♦✉✱ P✳▲✳❉✳ P❡r❡s✱ ❛♥❞ ❏✳❈✳ ●❡r♦♠❡❧✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❢♦r q✉❛❞r❛t✐❝ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥ s②st❡♠s✳ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ▲❡tt❡rs✱ ✶✸✿✻✺✕✼✷✱

✶✾✽✾✳

❬✶✷❪ ◆✳ ❇♦r❞❡t✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✵❉✴✶❉ ❞❡ ❧❛ ❈♦♠❜✉st✐♦♥ ❉✐❡s❡❧✿ ❞✉ ▼♦❞❡ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ▼♦❞❡

❍♦♠♦❣è♥❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬❖r❧é❛♥s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✶✶✳

❬✶✸❪ ❘✳ ❇r❡❝❤❛✳ ❊♠✐ss✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢ ❢♦ss✐❧✲❢✉❡❧ ♣❡❛❦✐♥❣✳ ❊♥❡r❣② P♦❧✐❝②✱ ✭✸✻✮✿✸✹✾✷✕

✸✺✵✹✳

❬✶✹❪ ❉✳ ❇r❡s❝❤✲P✐❡tr✐✱ ❚✳ ▲❡r♦②✱ ❏✳ ❈❤❛✉✈✐♥✱ ❛♥❞ ◆✳ P❡t✐t✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② tr❛❝❦✐♥❣

♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❣❛s r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t✉r❜♦❝❤❛r❣❡❞ ❙■ ❡♥❣✐♥❡s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥

❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ▼♦♥tré❛❧✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ♣❛❣❡s ✺✼✶✽✕✺✼✷✹✱ ✷✵✶✷✳

❬✶✺❪ ●✳ ❇r❡ss✐♦♥✱ P✳ P❛❝❛✉❞✱ ❉✳ ❙♦❧❡r✐✱ ❏✳ ❈❡ss♦✉✱ ❉✳ ❆③♦✉❧❛②✱ ◆✳ ▲❛✇r❡♥❝❡✱ ▲✳ ❉♦r❛❞❛✉①✱

❛♥❞ ◆✳ ●✉❡rr❛ss✐✳ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ✐♥ ▲❚❈ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❤♦rt ❍P✲❊●❘ ❧♦♦♣

✇✐t❤♦✉t ❝♦♦❧❡r ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❢t ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✼t❤ ❆❛❝❤❡♥

❈♦❧❧♦q✉✐✉♠ ♦♥ ❆✉t♦♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✻❪ ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❛♥❞ ●✳ ▼❛✉✈✐♦t✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ◆❖① ♣♦✉r ♠♦t❡✉r

❞✐❡s❡❧ s❛♥s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣t❡✉r ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❝②❧✐♥❞r❡✳ ✭❙✉❜♠✐tt❡❞✮✳

❬✶✼❪ ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛✈❛♥t t✉r❜✐♥❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥

❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t❡✉rs à ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡✳ ✭■◆P■ ◆♦ ❋❘ ✶✷✺✶✹✻✽✮✳

❬✶✽❪ ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✳ Pr♦❝é❞é ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❣❛③

❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ r❡♣❛rt✐❡✉r ❞✬❛✐r ❞✬✉♥ ♠♦t❡✉r ❛ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡✳ ✭■◆P■ ◆♦ ❋❘

✷✾✼✸✹✹✶✮✳

❬✶✾❪ ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ Pr♦❝é❞é ❞❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t✉r❜♦❝♦♠✲

♣r❡s❡✉r ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ✭■◆P■ ◆♦ ❋❘ ✶✷✻✵✸✺✷✮✳

❬✷✵❪ ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❙②stè♠❡ ❡t ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❣❛③ ❢r❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❧❧❡❝t❡✉r ❞✬❛❞♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦t❡✉r à ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡

❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✳ ✭■◆P■ ◆♦ ❋❘ ✶✸✺✺✵✹✺✮✳

❬✷✶❪ ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❛♥s ✉♥ ✢✉① ❞❡ P♦✐s❡✉✐❧❧❡✳

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❋r❛♥❝♦♣❤♦♥❡ ❞✬❆✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ●r❡♥♦❜❧❡✱

❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✶✷✳

❬✷✷❪ ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r

✈❛r②✐♥❣ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✶t❤ ■❋❆❈

❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❚✐♠❡✲❉❡❧❛② ❙②st❡♠s✱ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✶✸✳

❬✷✸❪ ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✱ ❱✐♥❝❡♥t ❚❛❧♦♥✱ ❉❛✈✐❞ ❈❤❛❧❡t✱ ❛♥❞ P❛s❝❛❧ ❈❤❡ss❡✳

■♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❤♦♠❡♥tr♦♣✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❙❆❊ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ P❛♣❡r

✷✵✶✸✲✵✶✲✵✺✽✷✱ ✷✵✶✸✳
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❬✷✹❪ ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❈✳ Pr✐❡✉r✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢

❧✐♥❡❛r ❛♥❞ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✺✶st ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥

❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ▼❛✉✐✱ ❍❛✇❛✐✱ ♣❛❣❡s ✷✾✺✷✕✷✾✺✼✱ ✷✵✶✷✳

❬✷✺❪ ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❈✳ Pr✐❡✉r✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❇♦✉♥❞❛r② ♦❜s❡r✈❡rs ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛♥❞

q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛✱ t♦ ❛♣♣❡❛r✱
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❬✷✻❪ ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❈✳ Pr✐❡✉r✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❊♥❣✐♥❡ ❢r❡s❤ ❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝✲

t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝

s②st❡♠s✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✷✵✶✸✳

❬✷✼❪ ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡t❤♦❞

❢♦r ♥♦♥✲✐s❡♥tr♦♣✐❝ ♦✉t✢♦✇ ✈❛❧✈❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙❆❊ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ P❛♣❡r ✷✵✶✷✲
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❬✷✽❪ ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❆✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡ ✐♥ ❞✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❈♦♥tr♦❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞

Pr❛❝t✐❝❡✱ ✷✵✶✸✳

❬✷✾❪ ❋✳ ❈❛st✐❧❧♦✱ ❊✳ ❲✐tr❛♥t✱ ❱✳ ❚❛❧♦♥✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞✳ ❊①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ❡st✐✲
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❬✾✹❪ ❏✳ ❲❛♥❣✳ ❍②❜r✐❞ r♦❜✉st ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❡♥❣✐♥❡s r✉♥♥✐♥❣ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❛♥❞
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❬✾✺❪ ❏✳ ❲❛♥❣✳ ❘♦❜✉st ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❢♦r ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s ❤❛✈✐♥❣

♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ◆❡✇ ❨♦r❦

❝✐t②✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✼✳
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❬✾✼❪ ❏✳ ❲❛♥❣ ❛♥❞ ❈✳❏✳ ❈❤❛❞✇❡❧❧✳ ❖♥ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡
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❡tr② t✉r❜✐♥❡ ❛♥❞ ✇❛st❡❣❛t❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱
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❬✾✾❪ ◆✳ ❲❛ts♦♥ ❛♥❞ ▼✳❙✳ ❏❛♥♦t❛✳ ❚✉r❜♦❝❤❛r❣✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡✳ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✶❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s

❆ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡

♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇❤❡♥ ❛ s✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ▲P✲❊●❘ r❛t❡ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡ s②st❡♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶

❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ t✉❜❡ ✇✐t❤ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛t ❜♦t❤ ❡♥❞s✳ ❆t t❤❡ ❧❡❢t ❡♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❦♥♦✇♥ ♣r❡ss✉r❡ pin✱ ❛

❦♥♦✇♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tin ❛♥❞ ❛ ❦♥♦✇♥ ❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ Fin✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛t st❡❛❞②

st❛t❡ ❛t t✐♠❡ ✵✳ ❚❤❡♥✱ ❛ s✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ Fin ✭❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✮ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛t t✐♠❡ ✵ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❡♥❞

❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✵❉ ❛♥❞ ❛ ✶❉ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✳

L=2m

Pin
Tin
Fin

D=5cm

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❙②st❡♠ ✉s❡❞ t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ✵❉ ❛♥❞ ✶❉ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✶❉ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡s t❤❡

❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✵✳✶ s❡❝♦♥❞s ✭tr❛♥s✐❡♥t ♣❤❛s❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t❤❡

❡♥❣✐♥❡ ◆❖① ❡♠✐ss✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❛t t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡ ✶❉ ♠♦❞❡❧ r❡s♣♦♥s❡ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠♦r❡

r❡❛❧✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t r❡s♣♦♥s❡✱ ❛s ✐t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ✉s✐♥❣ ✶❉ ♠♦❞❡❧s t♦ s②♥t❤❡s✐③❡

❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡rs t❤❛t ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥ts✳

✷✶✶
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❘✐❣❤t t✉❜❡ ❡♥❞ ❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✵❉ ❛♥❞ ✶❉ ♠♦❞❡❧s ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛♥ ✐♥♣✉t

❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ✉♥✐t st❡♣✳

❆✳✷ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ✐♥tr❛✲

♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥

q✉❛s✐✲st❡❛❞② ♠♦❞❡❧s✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛✲♠❛♣s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t r❛t✐♦s

✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✱ t✇♦ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲st❡❛❞② r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦

✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t r❛t✐♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❆s t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡

❊●❘ ❛♥❞ ❛❞♠✐ss✐♦♥ t❤r♦tt❧❡s✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t r❛t✐♦ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✹ ❛♥❞ ✶✳✸✷

✭❤❡❛t r❛t✐♦s ♦❢ ❢r❡s❤ ❛✐r ❛t 300K ❛♥❞ ❊●❘ ❣❛s ❛t 770K ❛♥❞ ✇✐t❤ ❢r❡s❤ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ 40%✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ q✉❛s✐✲st❡❛❞② ♠♦❞❡❧

✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡

✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ q✉❛s✐✲st❡❛❞② ♠♦❞❡❧s ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❤❡♥

❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s

✇♦r❦✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❤❡❛t r❛t✐♦ ✐s t❤✉s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞

❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t r❛t✐♦ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ t❤❡ ❞❛t❛✲♠❛♣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✺✳✷✳✷✸✮ ❝❛♥ ❜❡

❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p1
p3

= Datamapp(U3,Φ1,Φ3, γ) ✭❆✳✷✳✶✮

❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠✱

✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳

✷✶✷
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Data-map p1/p3 vs U3 for Φ1=Φ3  

Mom-Mom with γ=1.4
Mom-Mom with γ=1.32
Isen-CP with γ=1.4
Isen-CP with γ=1.32Φ=0.1

Φ=1

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ■♥tr❛✲♣✐♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❞❛t❛✲♠❛♣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛t r❛t✐♦s

❆✳✸ ❈♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s

❙❤♦❝❦ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❛♥❞ ❝♦♥t❛❝t s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✢♦✇s ✐♥

r❡❝✐♣r♦❝❛t✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡s ❞✉r✐♥❣ ❡✈❡r② ❝②❝❧❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦t ❛♥❞ ❝♦❧❞

❣❛s❡s✳ ❊①♣❧✐❝✐t ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ♠❛♥② s❤♦❝❦ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤✐❝❤ ❜❡❤❛✈❡

✇❡❧❧ ✉♥❞❡r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛♥❞ ✉♥❞❡r s♠♦♦t❤ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ s✉❝❤ ❛s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t

♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ❣r♦✉♣s✱ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✭t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✮ ❛♥❞ ✉♣✇✐♥❞ ✭❘✐❡♠❛♥♥ s♦❧✈❡rs✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥

t❤✐s r❡✈✐❡✇✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ▲❛①✲❲❡♥❞r♦✛ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♣r❡s❡♥t

❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞✳

❆s t❤❡✐r ♥❛♠❡ s✉❣❣❡sts✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡

❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ❚❤❡② ✉s❡ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧②

♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ▲❛①✲

❲❡♥❞r♦✛ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✶✳✺✮ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❲n+1
i ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

❲n+1
i =❲n

i − ∆t

2∆x
A
(

❲n
i+1 −❲n

i−1

)

+
1

2

∆t

∆x

2

A2
(

❲n
i+1 − 2❲n

i +❲n
i−1

)

✭❆✳✸✳✶✮

✇❤❡r❡ A = δ❋
δ❲ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s s❤♦❝❦ ❝❛♣t✉r✐♥❣✱ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r

❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ st❛❜❧❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❈♦✉r❛♥t✲❋r✐❡❞r✐❝❤s✲▲❡✇② st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ∆t < ∆x
cnmax

✐s

s❛t✐s✜❡❞ ❬✶✵✶❪✳ cnmax ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥ts

♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❛t ✐s

✇❤② ❘✐❝❤t♠②❡r ❛♥❞ ▼❛❝❈♦r♠❛❝❦ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤✐❝❤ r❡♠♦✈❡❞ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r

❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s

✷✶✸
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t❤❡ t✇♦ st❡♣ ▲❛①✲❲❡♥❞r♦✛ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛❝❈♦r♠❛❝❦ s❝❤❡♠❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞

▼❛❝❈♦r♠❛❝❦ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❈✭❲✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱

✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❲∗

i =❲n
i − ∆t

∆x

(

❋n
i+1 − ❋n

i

)

−∆t❈n
i ✭❆✳✸✳✷✮

❲n+1
i =

1

2

[

❲n
i +❲∗

i −
∆t

∆x

(

❋∗

i −❈∗

i−1

)

−❈∗

i

]

✭❆✳✸✳✸✮

✇❤❡r❡ ❋∗

i = ❋(❲∗

i )✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡

❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❛t t❤❡② t❡♥❞ t♦ ❝r❡❛t❡ s♣✉r✐♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❞✉❡ t♦

t❤❡ ●✐❜❜s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❬✶✵✶❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✈❛r✐♦✉s str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡

♦❢ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞✿

• ❊①♣❧✐❝✐t ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ✭❊❆❱✮

• ❋❧✉① ❝♦rr❡❝t❡❞ tr❛♥s♣♦rt ✭❋❚❈✮

• ❙②♠♠❡tr✐❝ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ ✭❚❱❉✮ s❝❤❡♠❡

❆❧t❤♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ s♣✉r✐♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥❧② t❤❡ ❚❱❉

s❝❤❡♠❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❊❆❱ ❛♥❞ ❋❚❈✱ ❛r❡ ♥♦t

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❣✐✈❡ ♥♦♥✲♣❤②s✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛✈❡ ❞✐s✲

t♦rt✐♦♥✳

❙②♠♠❡tr✐❝ ❚❱❉ s❝❤❡♠❡ ✿

❚❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ ♦r ❚❱❉ ✐s ❛ ❞❛t❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡

t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ s♣✉r✐♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❚❱❉ ❝r✐t❡r✐♦♥

❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚♦

✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ✭❚❱✮ q✉❛♥t✐t② ❛s✿

TV (❲n) = Σ |❲n
i+1 −❲n

i | ✭❆✳✸✳✹✮

■❢ t❤❡ ❚❱ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❲ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣ t♦ t❤❡ ♥❡①t✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t✿

TV (❲n+1) ≤ TV (❲n) ✭❆✳✸✳✺✮

✷✶✹
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t❤❡♥✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❉✐♠✐♥✐s❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ❚❱❉ ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❡❞

❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❚❱❉ ♣r♦♣❡rt②✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✿

❲n+1 =❲n − Cn
i− 1

2

∆❲n
i− 1

2

+Dn
i+ 1

2

∆❲n
i+ 1

2

✭❆✳✸✳✻✮

✇❤❡r❡ ∆❲n
i+ 1

2

=❲n
i+1 −❲n

i ✱ ∆❲
n
i− 1

2

=❲n
i −❲n

i−1 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts C ❛♥❞ D t❤❛t ❝❛♥

❞❡♣❡♥❞ ♦♥❲n✳ ❚❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✭❆✳✸✳✻✮ t♦ ❜❡ ❚❱❉ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

0 ≤ Cn
i− 1

2

; 0 ≤ Dn
i+ 1

2

; 0 ≤ Cn
i− 1

2

+Dn
i+ 1

2

≤ 1 ✭❆✳✸✳✼✮

■♥s♣✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚❱❉ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❉❛✈✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ r♦✉t✐♥❡ t❤❛t ❝♦♥✈❡rts t❤❡ r❡s✉❧ts

♦❢ ❛ ▲❛①✲❲❡♥❞r♦✛ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥t♦ ❚❱❉ s❝❤❡♠❡✳ ❲❡ ♦♥❧② ❣✐✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥

r❡s✉❧t ❛s ❛ ❞❡t❛✐❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ✐t ✐s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❈♦♥s✐❞❡r

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿

v = maxk | λk | ∆t

∆x
, r+ =

∆❲n
i−1/2

∆❲n
i+1/2

, r− =
∆❲n

i+1/2

∆❲n
i−1/2

, ✭❆✳✸✳✽✮

C(v) = v(1− v) ✐❢ v ≤ 0.5 ❛♥❞ C(v) = 0.25 ✐❢ v ≥ 0.5 ✭❆✳✸✳✾✮

✇❤❡r❡ λk ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① A✳ ❆❧s♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✢✉① ❧✐♠✐t❡r Φ ❛s✿

Φ(r) = min(2r, 1) ✐❢ r > 0 ❛♥❞ Φ(r) = 0 ✐❢ r ≤ 0 ✭❆✳✸✳✶✵✮

❉❛✈✐s r❡♠♦✈❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❈♦✉r❛♥t ♥✉♠❜❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣✿

●+(r+) =
1

2
C(v)[1− Φ(r+)] ✭❆✳✸✳✶✶✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭❆✳✸✳✽✮ ✲ ✭❆✳✸✳✶✶✮✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ r♦✉t✐♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉❛✈✐s ✐s

✇r✐tt❡♥ ❛s✿

❲n+1
i = ❲̄

n+1
i +

[

●+
i+ 1

2

(r+i ) +●
−

i+ 1
2

(r−i+1)

]

∆❲n
i+ 1

2

−
[

●+
i− 1

2

(r+i−1) +●
−

i− 1
2

(r−i )

]

∆❲n
i− 1

2

✭❆✳✸✳✶✷✮
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✇❤❡r❡ ❲̄
n+1
i ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞ ✭✐✳❡✳ ▼❛❝❈♦r♠❛❝❦ s❝❤❡♠❡✮ ❛♥❞

❲n+1
i ✐s t❤❡ ❚❱❉ s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ●♦❞✉♥♦✈✲t②♣❡s s❝❤❡♠❡s ✭❘✐❡♠♠❛♥ s♦❧✈❡rs✮

t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ s✉♣❡r✐♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② t❤❛♥ s②♠♠❡tr✐❝ s❝❤❡♠❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡

♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♦✈❡r t❤r❡❡ t✐♠❡s s❧♦✇❡r t❤❛♥ ▲❛①✲❲❡♥❞r♦✛ s❝❤❡♠❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡♠ ❧❡ss s✉✐t❛❜❧❡

❢♦r ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② s②♠♠❡tr✐❝ ❚❱❉ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥

♣✐♣❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✇❤② ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ✭✺✳✶✳✺✮ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s ❜② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❆✳✸✳✷✮✱ ✭❆✳✸✳✷✮ ❛♥❞

t❤❡ ❚❱❉ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭❆✳✸✳✶✷✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✶✳✺✮✱ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛s ✭❆✳✸✳✷✮✱ ✭❆✳✸✳✷✮ ❛♥❞ ✭❆✳✸✳✶✷✮ ❝❛♥ ♦♥❧② ❣✐✈❡ t❤❡ ✐♥✲♣✐♣❡

s♦❧✉t✐♦♥✳

❆✳✹ ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❆❝❝♦✉♥t t❤❡

▼❛ss ❚r❛♥s♣♦rt ❚✐♠❡ ❢♦r ❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡s

✷✶✻



❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❆❝❝♦✉♥t t❤❡ ▼❛ss

❚r❛♥s♣♦rt ❚✐♠❡ ✐♥ ❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡s

❋❡❧✐♣❡ ❈❛st✐❧❧♦❛✱❜✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❲✐tr❛♥t❛✱ ❱✐♥❝❡♥t ❚❛❧♦♥❜✱ ▲✉❝ ❉✉❣❛r❞❛

❛❯❏❋✲●r❡♥♦❜❧❡ ✶✴❈◆❘❙✱ ●■P❙❆ ▲❛❜✱ ✶✶ r✉❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❇P ✹✻✱ ✸✽✹✵✷ ❙❛✐♥t ▼❛rt✐♥ ❞✬❍èr❡s
❈❡❞❡①✱ ❋r❛♥❝❡

❜ ❘❡♥❛✉❧t ❙❆❙✱ ✶ ❛❧❧é❡ ❈♦✉r♥✉❡❧✱ ✾✶✺✶✵ ▲❛r❞②✱ ❋r❛♥❝❡

❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦✈❡❧ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t②♣✐❝❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣
❊●❘ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❆ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② str❛t❡❣② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❛ ❧♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ♦✈❡r ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❝♦♥✈❡① ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✉s✐♥❣ ❛♥ ▲P❱ ♠♦❞❡❧
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭▲▼■✮✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ✐s
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭s❡♥s♦rs ❢♦r ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt ❛r❡ ♥♦t ②❡t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✮✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❆✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧✱ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛②

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❘❡❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ str✐❝t❡r✱ ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥s
❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡♥❣✐♥❡ ❞r✐✈❛❜✐❧✐t② ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐ss✉❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛st ②❡❛rs✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♠❛♥② t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐ss✉❡s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦
❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❢✉t✉r❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❧❛✇s ♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡s s✉❝❤ ❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❤❛r❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐❣♥✐t✐♦♥ ✭❍❈❈■✮✱ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ✭▲❚❈✮ ❛♥❞ ♣r❡♠✐①❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐❣♥✐t✐♦♥ ✭P❈❈■✮ ♦✛❡rs ❛ ❣r❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❧❡✈❡❧s ❬✶❪ ❬✷❪ ❬✶✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡s r❡q✉✐r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢✉❡❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s
❛♥❞ ✐♥✲❝②❧✐♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤✉s ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s
❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳

❉✉❛❧✲❧♦♦♣ ❡①❤❛✉st ❣❛s r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✭❊●❘✮ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❤✐❣❤ ✭❍P✮ ❛♥❞ ❧♦✇✲♣r❡ss✉r❡ ✭▲P✮ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡s
❬✶✹❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥✲❝②❧✐♥❞❡r ❊●❘ ❛♠♦✉♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲♣r❡ss✉r❡ ❊●❘
✭❍P✲❊●❘✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇✲♣r❡ss✉r❡ ❊●❘ ✭▲P✲❊●❘✮ ❛❧❧♦✇ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ✐♥✲❝②❧✐♥❞❡r ❝♦♠❜✉st✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✲♦✉t ❡♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦
❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✐♥✲❝②❧✐♥❞❡r ❊●❘ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✸❪ ❬✶✸❪✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❡♥❣✐♥❡s ✇✐t❤ ❞✉❛❧ ❊●❘ s②st❡♠s✱ t❤❡
❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ▲P✲❊●❘ r❛t❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡
♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❊●❘ r❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ✇❡❧❧ r❡❣✉❧❛t❡❞✱
t❤❡♥ t❤❡ ❍P ❛♥❞ ▲P✲❊●❘ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ❜❡❝❛✉s❡ ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s
♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❊✈❡♥ ✐♥ ❡♥❣✐♥❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ✉♥❞❡r str♦♥❣ tr❛♥s✐❡♥ts ✐s ❤❛r❞❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✴❊●❘ r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✳ ■♥ ❬✶✸❪ ❬✶✺❪✱ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ ❜✉r♥❡❞ ❣❛s
❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❧♦♦♣ ❊●❘✳ ■♥ ❬✶✽❪✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ s②st❡♠s✳ ■♥ ❬✶✶❪✱ t❤❡

Pr❡♣r✐♥t s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❊❧s❡✈✐❡r ❏✉❧② ✶✼✱ ✷✵✶✸



♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r
❛ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ ❡♥❣✐♥❡✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✵❉ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐ss✉❡s ✇✐t❤ ✵❉ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡rs ✐s t❤❡✐r ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
♠❛ss tr❛♥s♣♦rt✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛✉s❡s ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡♥❣✐♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❡♥❣✐♥❡s ♦♣❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ▲P✲❊●❘ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❣❛s ❤❛s t♦ tr❛✈❡❧ ✐s ♠✉❝❤
❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❍P✲❊●❘✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s
t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✶❉✮ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t❤❡
♠❛ss tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✱ ❜✉t ✐t ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠s
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✇❛✈❡ ❛❝t✐♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
❬✶✾❪✮ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❛ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s✉❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ✵❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡❛s✐❡r ✇❛② t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ✐s
❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥ ✇✐t❤ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
✶❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r
❜❛❝❦✇❛r❞ s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢
❛♥ ▲P❱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ♦✈❡r ❛
♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❝♦♥✈❡① ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s
✇♦r❦ ❛r❡✿

• ❛♥ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✵❉ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧s❀

• ❛♥ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s❤♦rt t❡r♠ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐ts ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ✐ts ❜❛s✐❝ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡
t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❛ t✉❜❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✉s✐♥❣✱ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛ ✶❉ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣
❞❡❧❛② ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ❛✐r✲♣❛t❤✳
❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② ✐ts ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❇♦t❤
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✶❉ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▲P❱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡rs ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ♦✈❡r ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✈❡①
s❡t✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉♥❞❡r str♦♥❣ tr❛♥s✐❡♥ts✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣
❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥
❞②♥❛♠✐❝s ✉s✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✭❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳

✷✳ ❉✉❛❧✲▲♦♦♣ ❊●❘ ❉✐❡s❡❧ ❊♥❣✐♥❡ ❆✐r✲P❛t❤

❚❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦❞❡r♥ ❧✐❣❤t✲❞✉t② ❢♦✉r✲❝②❧✐♥❞❡r
❉✐❡s❡❧ ✶✳✻ ❧✐t❡r ❡♥❣✐♥❡ ✇✐t❤ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❡①❤❛✉st ❣❛s r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✭❊●❘✮ ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr② t✉r❜✐♥❡
✭❱●❚✮✳ ■ts s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳

❚❤❡ ❡♥❣✐♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ s②st❡♠ ✭❤✐❣❤✲♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❧♦✇✲♣r❡ss✉r❡
❊●❘ ✈❛❧✈❡s✮✱ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr② t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r ❛♥❞ ❡①❤❛✉st✲tr❡❛t♠❡♥t s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❛ ❉✐❡s❡❧ P❛rt✐❝❧❡
❋✐❧t❡r ✭❉P❋✮ ❛♥❞ ❉✐❡s❡❧ ❖①✐❞❛t✐♦♥ ❈❛t❛❧②st ✭❉❖❈✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❊●❘ ✭❍P✲❊●❘✮✱ t❤❡ ❜✉r♥t

✷



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❉✉❛❧✲▲♦♦♣ ❊●❘ ✇✐t❤ ❱●❚

❣❛s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛r❡ r❡❝②❝❧❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡
t✉r❜✐♥❡ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤✉s ✐ts ♣♦✇❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❍P✲❊●❘ ❤❛s ❛ ❢❛st❡r s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r ❍❈ ❛♥❞
❈❖ ❡♠✐ss✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❊●❘ ✭▲P✲❊●❘✮ ❬✽❪✳ ❲✐t❤ t❤❡ ▲P✲❊●❘✱ t❤❡ ❜✉r♥t ❣❛s❡s ❛r❡
t❛❦❡♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♣♦st✲tr❡❛t♠❡♥t s②st❡♠s ❛♥❞ r❡✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r✳
❲✐t❤ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❤❛✉st ❣❛s❡s ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t✉r❜✐♥❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r❝❤❛r❣✐♥❣ s②st❡♠ t♦
♦♣❡r❛t❡ ♦♣t✐♠❛❧❧②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇✐t❤ t❤❡ ▲P✲❊●❘✱ t❤❡ s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥
✐s ❧♦♥❣❡r ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❍P✲❊●❘✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
♦❢ t❤❡ ❍P✲❊●❘ ❛♥❞ t❤❡ ▲P✲❊●❘✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❊●❘ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❤♦t ❍P✲❊●❘ ❣❛s ❛♥❞ ❝♦❧❞
▲P✲❊●❘ ❣❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❍❈✲❈❖ ❡♠✐ss✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❆
♣r✐♦r✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❍P✲❊●❘ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ ❛ s❤♦rt s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥
✐s r❡q✉✐r❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ❝❛♥ ❜❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞ ✇❤❡♥ s✉♣❡r❝❤❛r❣✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳

❚❤❡ t✉r❜♦❝❤❛r❣❡r ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr② t✉r❜✐♥❡ ✭❱●❚✮ ♣r♦✈✐❞❡s t✇♦ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜ts✿ ✜rst✱ ✐t ❡♥❛❜❧❡s t♦
❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛t ❤✐❣❤ ❊●❘ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♣♦✇❡r
❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ❛✐r ♠❛ss ✐♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❣✐♥❡ ❧♦❛❞s✳ ❱●❚s ❛r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
✐♥t❡r❡st ❢♦r ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❉✐❡s❡❧ ♣♦✇❡rtr❛✐♥s s✐♥❝❡ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈❡r② q✉✐❝❦ r❡s♣♦♥s❡ ❞✉r✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡ tr❛♥s✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤✲
♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✈❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❍P✲✈❛❧✈❡✱ ❛❧❧♦✇s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❍P✲❊●❘ r❛t❡ ❛t ❧✐❣❤t
❧♦❛❞✱ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛✐r ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❉P❋ r❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ ❜❧♦❝❦s t❤❡ ❛✐r ✢♦✇ ✇❤❡♥
♦♣❡r❛t✐♥❣ t❤❡ st❛rt✲st♦♣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♦❧❡r ✭❍P✲❈♦♦❧❡r✮ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❣❛s ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦r❡ ♠❛ss ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❚❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❡①❤❛✉st ❣❛s
♦①②❣❡♥ ✭❯❊●❖✮ s❡♥s♦r ✐s ✐♥st❛❧❧❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❱●❚ t♦ ❛✈♦✐❞ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❡ ❯❊●❖ s❡♥s♦r✳
❚❤❡ ▲P✲❊●❘ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❊●❘ ✈❛❧✈❡✱ ❛♥ ❊●❘ ❝♦♦❧❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡①❤❛✉st ✈❛❧✈❡✳ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❊❳❍✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ▲P✲❊●❘ s②st❡♠ t♦ ❡♥s✉r❡ ❊●❘ ✢♦✇✮✳

✸



✸✳ ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❚✐♠❡✲❱❛r②✐♥❣ ❉❡❧❛② ❛s ❛ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt
t✐♠❡ ✐♥s✐❞❡ ❛ t✉❜❡✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✶❉ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ✵❉ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛②
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞♦♥❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ str❛t❡❣②✳

✸✳✶✳ ❚✐♠❡✲❱❛r②✐♥❣ ❉❡❧❛② ▼♦❞❡❧ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❛ t✉❜❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L ❛♥❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥❛❧
❛r❡❛ At ✭❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❢r❡s❤ ❛✐r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❛s
❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✮ ❛❝r♦ss ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ dx ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥ ✭P❉❊✮❬✶✾❪✿

∂t[ρ(x, t)At(x)F (x, t)] + ∂x[ρ(x, t)u(x, t)At(x)F (x, t)] = 0, ∀x ∈ [0, L], t ≥ 0 ✭✶✮

✇❤❡r❡ ∂t ❛♥❞ ∂x ❛r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ρ ✐s t❤❡ ❣❛s ❞❡♥s✐t②✱
u t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ F ✐s t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭❡✳❣✳ s❡❡ ❬✶✾❪
❈❤❛♣t❡r ✹✳✷✳✺ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✿

∂t[ρ(x, t)F (x, t)] + ∂x[ρ(x, t)u(x, t)F (x, t)] + ρ(x, t)u(x, t)F (x, t)∂x[ln(At(x))] = 0 ✭✷✮

❊①♣❛♥❞✐♥❣ ✭✷✮ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜② F (x, t) ❣✐✈❡s✿

∂tρ(x, t) + u(x, t)∂xρ(x, t) + ρ(x, t)∂xu(x, t) + ρ(x, t)u(x, t)∂x(ln(At(x)))

+
ρ(x, t)

F (x, t)
∂tF (x, t) +

ρ(x, t)u(x, t)

F (x, t)
∂xF (x, t) = 0

✭✸✮

❚❤❡ ✜rst ❢♦✉r t❡r♠s ♦❢ ✭✸✮ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♠❛ss✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦✉r
t❡r♠s ❡q✉❛❧s ③❡r♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

∂tF (x, t) + u(x, t)∂xF (x, t) = 0

F (0, t) = Fin(t) F (x, 0) = F0(x), ∀x ∈ [0, L], t ≥ 0
✭✹✮

✇❤❡r❡ Fin ✐s t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ F0(x) ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ u(t, x) ✐s t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛✐r
❢r❛❝t✐♦♥✮✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✮✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s✿

❍②♣♦t❤❡s❡s ✶✿

❍✲✶✶✿ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s❀

❍✲✶✷✿ ♥❡✐t❤❡r ❢r✐❝t✐♦♥ ♥♦r t❤❡r♠❛❧ ❧♦ss❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞❀

❍✲✶✸✿ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡ s❧♦✇❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡✳

❲✐t❤ ❍✲✶✶ ❛♥❞ ❍✲✶✷✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ u(t, x) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ x ✭u ✐s ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ t✉❜❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✮ ✇✐t❤♦✉t
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦ss ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ss✉♠✐♥❣ ❍✲✶✶ ❛♥❞ ❍✲✶✷ ✐s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❍✲✶✸ ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✬s ✐♥❡rt✐❛✳

■♥ ❬✷✵❪✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✮ ❢♦r u(t, x) = u(t) ❛t x = L ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

✹



F (t, L) = F (t− τf ) ∀ t > τf (0) ✭✺✮

✇❤❡r❡ τf ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

L =

∫ t

t−τf

u(ξ)dξ ✭✻✮

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ❍✲✶✸ ❛❧❧♦✇s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ u(t) ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [t− τf , t]✱ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s ✭✻✮ ❛s✿

τf ≈ L

u(t)
✭✼✮

❆s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❡❞ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r②✐♥❣✲
t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❣❛s ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❛s ❧❛✇ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

u(t) =
Q(t)

Atρ(t)
=
Q(t)RT (t)

Atp(t)
✭✽✮

❋r♦♠ ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✽✮✱ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s✿

τf ≈ p(t)Vtube
RT (t)Q(t)

✭✾✮

✇❤❡r❡ Vtube = LAt ✐s t❤❡ t✉❜❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✭✾✮ ✐s ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛ss
tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s✉❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ t✉❜❡ s❡❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥
✭✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦♥ t❤❡ ♣✐♣❡✬s ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s str❛t❡❣② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✵❉ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤❡r❡
♥♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ✵❉ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

✸✳✷✳ ❆❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❚✐♠❡✲❱❛r②✐♥❣ ❉❡❧❛② ▼♦❞❡❧

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ♠♦❞❡❧ ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✾✮ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡t✉♣ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② str❛t❡❣②✱ ❛ ✶❉ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✵❉ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

in

Tin D=5cm
Fin

p

L=2m

sen Tsen Qsenp insF

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ t❡st s❡t✉♣

pin✱ Tin ❛♥❞ Fin ❛r❡ t❤❡ t✉❜❡✬s ✐♥♣✉t ♣r❡ss✉r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ Fins ✐s t❤❡
✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s t✉❜❡✬s ♦✉t♣✉t ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✳ psen✱ Tsen ❛♥❞ Qsen ❛r❡ t❤❡ t✉❜❡✬s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡✱ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ t✉❜❡ ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ ✜❧t❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛
✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts
t②♣✐❝❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✿

✺



• ♣r❡ss✉r❡ s❡♥s♦r t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡✿ 5 ms ✭❇♦s❝❤ ♣r❡ss✉r❡ s❡♥s♦r ♣❛rt ♥✉♠❜❡r✿ ✵ ✷✽✶ ✵✵✷ ✷✺✼✮

• ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ s❡♥s♦r t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡✿ 20 ms ✭❇♦s❝❤ ❛✐r✲♠❛ss ♠❡t❡r ♣❛rt ♥✉♠❜❡r✿ ✵ ✷✽✵ ✷✶✼ ✶✵✷✮

• t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❡♥s♦r t✐♠❡ r❡s♣♦♥s❡✿ 5 s ✭❇♦s❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡t❡r ♣❛rt ♥✉♠❜❡r✿ ✵ ✷✽✵ ✶✸✵ ✵✽✺✮

❆ s✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ t✉❜❡✬s ✐♥♣✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✮ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✉♥❞❡r ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s
✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t✉❜❡ ✢♦✇✿

p(x, 0) = 1× 105 Pa, T (x, 0) = 320K, Q(x, 0) = 0 kg/s, F (x, 0) = 0 ✭✶✵✮

❚❤❡♥✱ ❛ s✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥♣✉t ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛t t = 0.2 s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

pin = 1.2× 105 Pa, Fin = 1, ∀ t > 0.2s ✭✶✶✮

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭✶✵✮ ✲ ✭✶✶✮ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡❧❛② ♠♦❞❡❧✱ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✵❉ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ ❛ ✶❉ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❢♦r t❤✐s s❡t✉♣ ❬✾❪
❬✶✵❪✳ ❋♦r t❤❡ ✶❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

✭❛✮ ❚✉❜❡ ♦✉t♣✉t ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡
t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s

✭❜✮ ❚✉❜❡ ♣r❡ss✉r❡ psen

✭❝✮ ❚✉❜❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ Qsen ✭❞✮ ❚✉❜❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tsen

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ✶❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✸❛ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✭✶❉✱ ✵❉ ❛♥❞ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛②✮✱ ✇❤✐❧❡
❚❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

✻



▼♦❞❡❧ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ▲♦❛❞
✵❉ ▼♦❞❡❧ ✶

❚✐♠❡✲❱❛r②✐♥❣ ❉❡❧❛② ▼♦❞❡❧ ✶✳✹
✶❉ ▼♦❞❡❧ ✺✹

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❲✸✻✾✵ ❅ ✸✳✹✼●❍③ ❈P❯

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣
✶✸✵ ♠s ❛♥❞ t❤❡♥ ✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t❡s ✐t ❢♦r ❛r♦✉♥❞ ✸✵✵ ♠s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✶❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣②
✭❋✐❣✉r❡ ✸❛✮✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛✉s❡s ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥
s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② str❛t❡❣② ♣r❡s❡♥ts ❛
♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ✐t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❡✈❡♥ ✉♥❞❡r str♦♥❣ tr❛♥s✐❡♥ts✮ ✇❤✐❧❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✶❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✮✳

❋✐❣✉r❡s ✸❜✱ ✸❝ ❛♥❞ ✸❞ s❤♦✇ t❤❡ ✉♥st❡❛❞② r❡s♣♦♥s❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ t✉❜❡✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✶❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❜❧✉❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❡♥s♦rs ✭❞❛s❤
r❡❞ ❧✐♥❡✮ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛②
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s❡♥s♦r ✐s ✈❡r② ❢❛st ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s s❧♦✇❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ❞❡❧❛②❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✶❉ ♠♦❞❡❧✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s ❞❡❧❛② ♦♥ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸❛✳ ❚❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ s❧♦✇❡st ✭❋✐❣✉r❡ ✸❞✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ♣❛t❤ ✐s ❛❧s♦ s❧♦✇ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s s♣❡❡❞✱
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛②✳

❚❤❡ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❍✲✶✸ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡
♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡s ✸❜ ❛♥❞ ✸❝✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡ ✐♥ ❛ t✉❜❡ ✭♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✮
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r str♦♥❣ ✉♥st❡❛❞② ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✹✳ ❚✐♠❡✲❱❛r②✐♥❣ ❉❡❧❛② ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❆✐r✲P❛t❤ ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✾✮ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♦❢ ❛ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡✳ ❚♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s
❛r❡ ♠❛❞❡✳

❍②♣♦t❤❡s❡s ✷✿

❍✲✷✶✿ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❣❛s ♠✐①t✉r❡ ♦❝❝✉rs✱ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✵❉ ♠♦❞❡❧❀

❍✲✷✷✿ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊●❘ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♠❛❧❧❀

❍✲✷✸✿ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❍P✲❈♦♦❧❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ t✉❜❡ s❡❝t✐♦♥s❀

❍✲✷✹✿ ❍②♣♦t❤❡s❡s ✶ ❛❧s♦ ❛♣♣❧②✳

❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❍✲✷✶ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ s❡❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❣❛s ♠✐①t✉r❡ ♦❝❝✉rs ❝❛♥♥♦t ❜❡
♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ✭✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈♦❧✉♠❡s ✭❡✳❣✳ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r✬s s✉❝t✐♦♥✮
❛r❡ s♠❛❧❧ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ❛✐r✲♣❛t❤ ✭♥❛♠❡❧② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝♦♠♣r❡ss♦r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥
✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡s s❡❝t✐♦♥s✳ ❍✲✷✷ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡
✈♦❧✉♠❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊●❘ ❛r❡ ❛❧s♦ s♠❛❧❧ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐r s②st❡♠ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❍✲✷✸ ❛❧❧♦✇s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❍P✲❈♦♦❧❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

✼



❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣❛s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡✜♥❡❞✳

❆❢t❡r t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❍②♣♦t❤❡s❡s ✷✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✵❉ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s
✐♥ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r s✉❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❬✶✶❪✮ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✺✮ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ♠♦❞❡❧ ❢♦r
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤✿

Fem = Feo(t− τem) ✭✶✷✮

Ḟuc =
RTair
pairVuc

((Fem − 1)Qegrl + (1− Fuc)(Qair +Qegrl)) ✭✶✸✮

Fdc = Fuc(t− τdc) ✭✶✹✮

Fde = Fdc(t− τde) ✭✶✺✮

Ḟim =
RTim
pimVim

((Qair +Qegrl)(Fde − Fim) +Qegrh(Fem − Fim)) ✭✶✻✮

✇❤❡r❡✿

τem =
pemVem

RTem(Qair +Qegrl +Qegrh +Qf )
, τdc =

pdc(Vdc + 0.5Vhe)

RTdc(Qair +Qegrl)
, τde =

pde(Vde + 0.5Vhe)

RTde(Qair +Qegrl)
✭✶✼✮

❚❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Feo✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉❡❧✐♥❣ r❛t❡
Qf ❛♥❞ t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ❛✐r t♦ ❢✉❡❧ r❛t✐♦ PCO ❬✶✽❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✶✷✮ ✲ ✭✶✻✮ ✐s r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡
t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ✵❉ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡ ✭♥❛♠❡❧② ✭✶✼✮✮ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ✵❉ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✻✳✶ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ✭✶✷✮ ✲ ✭✶✻✮ ✐♥ ❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✵❉ ❡♥❣✐♥❡
❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✳

❋♦r ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❛ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠ ✭✶✷✮ ✲ ✭✶✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ s②st❡♠✳

❍②♣♦t❤❡s❡s ✸✿

❍✲✸✶✿ t❤❡ ❍P✲t❤r♦tt❧❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦♣❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ♦♣❡r❛t✐♦♥❀

❍✲✸✷✿ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s Vdc✱ Vhe ❛♥❞ Vde ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧
❞✉r✐♥❣ ▲P✲❊●❘ ♦♣❡r❛t✐♦♥❀

❍✲✸✸✿ Vem << Vdc + Vhe + Vde✳

❍✲✸✶ ❛♥❞ ❍✲✸✷ ❛❧❧♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ Vdc✱ Vhe ❛♥❞ Vde ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❍✲✸✸ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ♣❛t❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✵❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♠❛ss
tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❍✲✸✶ ✲ ❍✲✸✸ ♦♥ ✭✶✷✮ ✲ ✭✶✻✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡❞✉❝❡❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

✽



Ḟem =
RTem
pemVem

((Qair +Qegrl +Qegrh)Fim − (Qair +Qegrl +Qegrh +Qf )Fem − PCOQf ) ✭✶✽✮

Ḟuc =
RTair
pairVuc

((Fem − 1)Qegrl + (1− Fuc)(Qair +Qegrl)) ✭✶✾✮

Fde = Fuc(t− τadm) ✭✷✵✮

Ḟim =
RTim
pimVim

((Qair +Qegrl)(Fde − Fim) +Qegrh(Fem − Fim)) ✭✷✶✮

✇❤❡r❡

τadm =
pimVadm

RTim(Qair +Qegrl)
✭✷✷✮

Vadm = Vdc + Vhe + Vde ❛♥❞ Fde ✐s t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ Vadm✳ ❙②st❡♠ ✭✶✽✮ ✲ ✭✷✶✮ ❝♦♥t❛✐♥s
♦♥❧② ♦♥❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❛❦❡
♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤✐s ✈♦❧✉♠❡ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛✐r
❢r❛❝t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠✳

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✶✷✮ ✲ ✭✶✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ✭✶✽✮ ✲
✭✷✶✮✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✶❉ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ✵❉ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② ✇❤❡t❤❡r t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡
❛✐r✲♣❛t❤✳ ❚♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳

Ldc Lhe LdeLuc

Compressor

    Heat 

Exchanger
pim

Fem

Qair

pdc

Tdc

pde

Tde

Qegrl

Vuhe Vdhe

LP-EGR
  Valve

puc

Tuc

Towards
  Engine

Vuc

Tim

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s

❚❤❡ s❡t✉♣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣r❡ss♦r s♣❡❡❞s ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s Ncomp✮ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
♠♦❞❡❧ ✭✶✽✮ ✲ ✭✷✶✮✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts Qegrl✱ Qair✱ pde ❛♥❞ Tim ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s✮ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛②
♠♦❞❡❧ ✭✶✷✮ ✲ ✭✶✻✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❛❜❧❡ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r
❛ ✶✳✻ ❧✐t❡r ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ❜♦t❤ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ♠♦❞❡❧s s❤♦✇ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✶❉
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧

✾



❱❛r✐❛❜❧❡ ❱❛❧✉❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❱❛❧✉❡
Ldc 1.3 m Ahe 6× 10−4 m2

Adc 0.002 m2 Vuhe 5× 10−4 m3

Vuc 3× 10−4 m3 Vdhe 5× 10−4 m3

Nhe ✽ Lde 1.1 m
Lhe 0.58 m Ade 0.002 m2

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♦❢ ❛ ✶✳✻ ❧✐t❡r ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡

✭❛✮ ■♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r Ncomp =
90000 r♣♠

✭❜✮ ■♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r Ncomp =
120000 r♣♠

✭❝✮ ■♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r Ncomp =
150000 r♣♠

✭❞✮ ■♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r Ncomp =
180000 r♣♠

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣r❡ss♦r s♣❡❡❞s ✐♥ ❛ ✶✳✻ ❧✐t❡r ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡

❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✶✷✮ ✲ ✭✶✻✮ ✐s ♠♦r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
t❤❛♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✶✽✮ ✲ ✭✷✶✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠❛ss✱ ✇❤✐❝❤
tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r t✐♠❡ ❞❡❧❛②✳ ❚❤✐s ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡
❍P✲❈♦♦❧❡r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ✭♥♦ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❛❝r♦ss t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✮✳
◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ♠♦❞❡❧s ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳

✺✳ ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼❛ss ❚r❛♥s♣♦rt ❚✐♠❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❛ss
tr❛♥s♣♦rt ✐♥ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ❛✐r✲♣❛t❤ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢

✶✵



t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✭✶✽✮ ✲ ✭✷✶✮ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ s②st❡♠s ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ ❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣ ✭▲P❱✮
✇✐t❤ t✐♠❡✲❞❡❧❛②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ẋ(t) = A(ϕ)x(t) +Ah(ϕ)x(t− h(t)) ✭✷✸✮

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−hm, 0] ✭✷✹✮

✇❤❡r❡ ϕ ✐s ❛ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r✱ φ(θ) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ h(t) ✐s t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣
❞❡❧❛② ❛♥❞ hm ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✈❛❧✉❡✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s♦♠❡ ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✸✮ ✭❡✳❣✳ ❬✶✷❪✮✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♥tr♦❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✭✶✽✮ ✲ ✭✷✶✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❜② ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ❛✐r✲♣❛t❤ ✐♥t♦ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❡r♠s
✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ P❉❊ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✵✮✿

∂tFadm(x, t) +
LadmRTim
pimVadm

(Qair +Qegrl)∂xFadm(x, t) = 0

Fde = Fadm(Ladm, t), Fadm(0, t) = Fuc, ∀x ∈ [0, Ladm], t > 0

✭✷✺✮

✇❤❡r❡ Fadm ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ❛✐r✲♣❛t❤ ✭♥❛♠❡❧② Vadm✮✳ ❚♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❜❛❝❦✇❛r❞ s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✿

∂xFadm ≈ Fadm❴i − Fadm❴i−1

∆x
, i ∈ [1, ..., Nd] ✭✷✻✮

✇❤❡r❡ ∆x = Ladm/Nd ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ Nd ✐s t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s✐③❡ ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✮✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ✭✷✻✮ ✐♥t♦ ✭✷✺✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ♣❛t❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

Ḟadm❴1 = Nd

RTim
pimVadm

(Qair +Qegrl)(Fuc − Fadm❴1) ✭✷✼✮

Ḟadm❴i = Nd

RTim
pimVadm

(Qair +Qegrl)(Fadm❴i−1 − Fadm❴i) ✭✷✽✮

Ḟadm❴Nd
= Nd

RTim
pimVadm

(Qair +Qegrl)(Fadm❴Nd−1 − Fadm❴Nd
) ✭✷✾✮

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❡①♣r❡ss✐♥❣ ✭✶✽✮ ✲ ✭✷✶✮ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▲P❱ ❢♦r♠✱ ✇❤❡r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲P❱ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲P❱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞
s②st❡♠ ✭✶✽✮ ✲ ✭✷✶✮✿

Ẋ = A(ϕ)X +W (ϕ) + ξx

y = CX + ξy
✭✸✵✮

✇❤❡r❡ ξx ❛♥❞ ξy ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ③❡r♦ ♥♦✐s❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
X = [Fem Fuc Fadm❴1 ... Fadm❴Nd

Fim]T ❛♥❞ C = [1 0 ... 0 0]✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① A(ϕ) ❛♥❞ W (ϕ) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r
Nd = 2 ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✶



A(ϕ) =













−ϕ1 − ϕ2 0 0 0 ϕ1

ϕ3 −ϕ3 − ρ4 0 0 0

0 2ϕ5

Vadm
− 2ϕ5

Vadm
0 0

0 0 2ϕ5

Vadm
− 2ϕ5

Vadm
0

ϕ6 0 0 ϕ5

Vim
− ϕ5

Vim
− ϕ6

Vim













W (ϕ) =













−PCOϕ2

ϕ4

0
0
0













✭✸✶✮

❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ϕ = [ϕ1 ϕ2 ... ϕ5 ϕ6] ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ϕ1 =
RTem
pemVem

(Qair +Qegrl +Qegrh), ϕ2 =
RTem
pemVem

Qf

ϕ3 =
RTair
pairVuc

Qegrl, ϕ4 =
RTair
pairVuc

Qair

ϕ5 =
RTim
pim

(Qair +Qegrl), ϕ6 =
RTim
pim

Qegrh

✭✸✷✮

■♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ϕ ❝♦♥s✐sts ♦❢ nϕ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs [ϕ1 ϕ2 ... ϕnϕ
] ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛✲

r❛♠❡t❡r ϕi ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ϕi ❛♥❞ ϕi✳ ❚❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
✈❡❝t♦r ϕ ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❤②♣❡rr❡❝t❛♥❣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s✉❜s❡t Zϕ ⊂ R

nϕ ✇✐t❤ Nϕ = 2nϕ ✈❡r✲
t❡①❡s {v1, v2, ...vNϕ

}✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① [A(ϕ),W (ϕ)] ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① vi ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s❡t
{Ω1, ...,ΩNϕ

}✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡t {Ω1, ...,ΩNϕ
} ❛r❡ t❤❡ ❡①tr❡♠❛ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ✇❤✐❝❤

❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❛❧❧ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ϕ ✐❢ t❤❡ ♠❛tr✐① [A(ϕ),W (ϕ)] ❞❡♣❡♥❞s ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ ϕ ❬✹❪✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ Zϕ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Zϕ := {[ϕ1, ..., ϕnϕ
]T ∈ R

nϕ | ϕi ∈ [ϕi, ϕi
], ∀ i = 1, ..., nϕ} ✭✸✸✮

❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❧✐♥❡❛r ♣♦❧②t♦♣✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✵✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Ẋ =

Nϕ
∑

i=1

αi(ϕ)A(vi)X +

Nϕ
∑

i=1

αi(ϕ)W (vi) + ξx

y = CX + ξy

✭✸✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s αi ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✹❪✿

αi(ϕ) ≥ 0,

Nϕ
∑

i=1

αi(ϕ) = 1 ✭✸✺✮

❋♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s r❡❢❡r t♦ ❬✹❪✱ ❬✺❪ ❛♥❞ ❬✼❪✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ϕi ❛♥❞ ϕi ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ϕ ♦✈❡r ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲P❱ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r✲❧✐❦❡ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r♠✿

˙̂
X = A(ϕ)X̂ +W (ϕ) + L(Fem − F̂em) ✭✸✻✮

✇❤❡r❡ L ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ ✈❡❝t♦r t❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r
❢♦r ❛❧❧ ϕ ∈ Zϕ✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❣✐✈❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ϕ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ L(ϕ) ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ▲❚❱ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❬✻❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐ts ❧♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭❡✳❣✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✮ s✉❣❣❡st t❤❛t
✭✸✻✮ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ L✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ▲◗❘ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

✶✷



❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❬✶✻❪ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②st❡♠ ✭✸✵✮✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① P > 0✱
❛ ♠❛tr✐① Y ❛♥❞ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① X✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① V > 0 ❛♥❞ ❛
❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Wy > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡
s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ [1 ... Nϕ]✿

A(vi)
TP + PA(vi) + CTY + Y TC + I ≺ 0 ✭✸✼✮

[

X W
1

2

y Y

Y TW
1

2

y P

]

≻ 0 L = Y P−1 ✭✸✽✮

s✉❜❥❡❝t t♦✿

arg min
P,X,Y

{Tr(V P ) + Tr(X)} ✭✸✾✮

t❤❡♥✱ ✭✸✻✮ ✐s ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ♦❢ s②st❡♠ ✭✸✵✮ s✉❝❤ t❤❛t (A(ϕ)− LC)TP + P (A(ϕ)− LC) < 0 ❢♦r ❛❧❧ ϕ ∈ Zϕ✳

❲✐t❤ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ ❢♦r ✭✸✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧s✳ ❚❤✐s
♦❜s❡r✈❡r ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦✈❡r t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♣♦❧②t♦♣❡ Zϕ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ▲◗❘ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥st ♠♦❞❡❧
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r t❤✐s ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ϕ
✐♥ ✭✸✻✮ ♣r❡s❡♥ts ❛ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✮✳ ❚❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✻✳ ❚✐♠❡✲❱❛r②✐♥❣ ❉❡❧❛② ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❖❜s❡r✈❡r ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✐♥t♦ ❛ ✵❉ ❡♥❣✐♥❡
❛✐r✲♣❛t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✷✮ ✲ ✭✶✻✮✱
❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✵❉ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❛❞❞✐♥❣
t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✳

❆♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ✭✸✻✮ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s✐③❡s t♦ s❤♦✇
t❤❡✐r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣
t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✶✷✮ ✲
✭✶✻✮✳

✻✳✶✳ ❆✐r ❋r❛❝t✐♦♥ ❚✐♠❡✲❱❛r②✐♥❣ ❉❡❧❛② ▼♦❞❡❧ ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✻ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✶✷✮ ✲ ✭✶✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ✵❉ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡ ✇✐t❤ str♦♥❣ tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛✐r
❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸❛
❛♥❞ ✺✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✳ ❚♦ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞✱
❛ ③♦♦♠ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲P✲❊●❘ ✈❛❧✈❡ ✐s ❛❞❞❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✼✳

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✱ ✇❤❡♥ ❛ s✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ▲P✲❊●❘ ✈❛❧✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✵❉ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✸❛✱ ✐s ♥♦t ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s ❛ ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❛s

✶✸



❋✐❣✉r❡ ✻✿ ✵❉ ❛♥❞ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ✵❉ ❛♥❞ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ tr❛✈❡❧s ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ♣❛t❤✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❞❡r str♦♥❣ tr❛♥s✐❡♥t ❝❛♥
❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ✵❉ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧ ✭♥❛♠❡❧②✱ ♣r❡ss✉r❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛ss ✢♦✇ r❛t❡✮✳

✶✹



✻✳✷✳ ❖❜s❡r✈❡r ❘❡s✉❧ts

❇❡❢♦r❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ Zϕ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ▲P❱ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ϕ ✭r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Zϕ✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦✈❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡▼✐♥ ❱❛❧✉❡▼❛①
ϕ1 ✽✳✸✸ ✹✾✳✵✷
ϕ2 ✵ ✷✳✶✼
ϕ3 ✵ ✷✳✾✽
ϕ4 ✵✳✾✽ ✾✳✸✽
ϕ5 ✵✳✵✵✺✶ ✵✳✵✸✸
ϕ6 ✵ ✵✳✵✵✼✸

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❇♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ϕ

❉❡✜♥✐♥❣ V = 0.001 × In×n ❛♥❞ W = 0.005 ✭t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐❝❡s ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✮ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❛❜❧❡ ✸ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠
✶✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ L ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s✐③❡s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s✐③❡ ●❛✐♥
N = 1 L = [0.65 0.43 0.54 0.59]T

N = 3 L = [0.98 0.47 0.59 0.80 1.09 0.98]T

N = 6 L = [3.35 0.59 0.36 0.75 1.64 2.94 4.37 5.53 3.51]T

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❖❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥s ♦❜t❛✐♥❡❞

❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s✐③❡ ♦❢ N = 6 ✭✇❡ ✉s❡ s❛♠❡
❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✾ ♣r❡s❡♥ts ❛ ③♦♦♠ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ t♦ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s✐③❡s✳

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✱ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡✳ ❆s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✱ ❛s t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❞♦❡s✳ ❯s✐♥❣
❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s✐③❡ ♦❢ N = 1 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✉s❡ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✵❉ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❛s t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ ❛❧s♦
❞♦❡s✳ N = 6 s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s✐③❡ ❛s ❛ ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ ✭t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ♣❡r❢❡❝t❧② ✜t s②st❡♠ ✭✶✷✮ ✲ ✭✶✻✮ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ N ✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❤✐s s②st❡♠✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ✐s ♠♦st❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✭✸✻✮ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✽ ❛♥❞ ✾ s✉❣❣❡sts ❛ ❣♦♦❞ r♦❜✉st♥❡ss
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✭t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✮✳

✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❛♥ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣② t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❛ss
tr❛♥s♣♦rt t✐♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❛ ❞✉❛❧✲❊●❘ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❤❛s s❤♦✇♥ t♦
❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ♣❛t❤ s✐♥❝❡ ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝②
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤✐❧❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❧♦❛❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s

✶✺



❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❘♦❜✉st ♦❜s❡r✈❡r r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ◆❂✻

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❘♦❜✉st ♦❜s❡r✈❡r r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ◆❂✶✱ ◆❂✸ ❛♥❞ ◆❂✻

❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ✵❉ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ♠♦❞❡❧✳ ❆ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥ ♣❛t❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ✐♥t❛❦❡
♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▲P❱ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
♦✈❡r ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❝♦♥✈❡① s❡t ✉s✐♥❣ ❛ s②♥t❤❡s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢
t❤❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞❡❧❛② ❛✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t❡

✶✻



❢✉t✉r❡ st❡♣s t♦✇❛r❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s
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❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✳ ♣❛❣❡s ✼✕✽✱ ✶✾✾✹✳

❬✽❪ ●✳ ❇r❡ss✐♦♥✱ P✳ P❛❝❛✉❞✱ ❉✳ ❙♦❧❡r✐✱ ❏✳ ❈❡ss♦✉✱ ❉✳ ❆③♦✉❧❛②✱ ◆✳ ▲❛✇r❡♥❝❡✱ ▲✳ ❉♦r❛❞❛✉①✱ ❛♥❞ ◆✳ ●✉❡r✲
r❛ss✐✳ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ✐♥ ▲❚❈ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❤♦rt ❍P✲❊●❘ ❧♦♦♣ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♦❧❡r ❛♥❞ ❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❢t ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✼t❤ ❆❛❝❤❡♥ ❈♦❧❧♦q✉✐✉♠ ❆✉t♦♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡
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❬✶✷❪ ❈✳❇r✐❛t✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ r♦❜✉st❡s ❞❡s s②sté♠❡s ▲P❱ à r❡t❛r❞s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ●r❡♥♦❜❧❡
■◆P●✱ ✷✵✵✾✳

❬✶✸❪ ❏✳ ❈❤❛✉✈✐♥✱ ●✳ ❈♦r❞❡✱ ❛♥❞ ◆✳ P❡t✐t✳ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛✐r♣❛t❤ ♦❢ ❛ ❉✐❡s❡❧ ❍❈❈■
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❬✶✹❪ ❆✳ ❍r✐❜❡r♥✐❦✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇✲♣r❡ss✉r❡ ❡①❤❛✉st ❣❛s r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ❙❆❊ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ P❛♣❡r ✷✵✵✷✲✵✹✲✵✵✷✾✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✺❪ ■✳ ❑♦❧♠❛♥♦✈s❦✐✱ ❏✳ ❙✉♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ❉r✉③❤✐♥✐♥❛✳ ❈❤❛r❣❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❞✐r❡❝t ✐♥❥❡❝t✐♦♥ s♣❛r❦ ✐❣♥✐t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡s
✇✐t❤ ❊●❘✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹✺t❤ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ♣❛❣❡s ✸✹✕✸✽✱ ✷✵✵✵✳

❬✶✻❪ ▼✳ ❘✐✈❛s✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ❙■ ❡♥❣✐♥❡ ❢♦r ❡✉r♦ ❱■ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♥♦r♠❛t✐✈❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✶✷✳

❬✶✼❪ ❚✳ ❘②❛♥ ❛♥❞ ❆✳ ▼❛t❤❡❛✉s✳ ❋✉❡❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❍❈❈■ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❙❆❊ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✲❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❋✉❡❧s ▲✉❜r✐❝❛♥ts✱ ✶✶✷✿✶✶✹✸✕✶✶✺✷✱ ✷✵✵✸✳

✶✼



❬✶✽❪ ❏✳ ❲❛♥❣✳ ❆✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡ ❉✐❡s❡❧ ❡♥❣✐♥❡s ✇✐t❤ ❞✉❛❧✲❧♦♦♣ ❊●❘
s②st❡♠s✳ ❈♦♥tr♦❧ ❊♥❣✐♥❡ Pr❛❝t✐❝❡ ✶✻✱ ✶✹✼✾✲✶✹✻✽✱ ✶✻✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✾❪ ❉✳❊✳ ❲✐♥t❡r❜♦♥❡ ❛♥❞ ❘✳❏✳ P❡❛rs♦♥✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❊♥❣✐♥❡ ▼❛♥✐❢♦❧❞ ❉❡s✐❣♥✿ ❲❛✈❡ ❆❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r
■❈ ❊♥❣✐♥❡s✳ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆✉t♦♠♦t✐✈❡ ❊♥❣✐♥❡❡rs✳ ■♥❝✱ ✷✵✵✵✳

❬✷✵❪ ❊✳ ❲✐tr❛♥t ❛♥❞ ❙✳ ■✳ ◆✐❝✉❧❡s❝✉✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✢♦✇s ✇✐t❤ t✐♠❡✲❞❡❧❛②s✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❆❡r♦s♣❛❝❡✱ ✶✭✷✮✿✶✾✶✕✷✵✺✱ ✷✵✶✵✳

✶✽



❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ▼♦❞❡❧ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

❚♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✵❉ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✱ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s
♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚✇♦ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✿ ♦♥❡ ✉♥❞❡r ❡♥❣✐♥❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐♥
❡♥❣✐♥❡ tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❡r♠✐ts ❝♦rr♦❜♦r❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ st❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ❛r❡ ✇❡❧❧ ♣♦s❡❞
❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥ tr❛♥s✐❡♥t
❛❧❧♦✇s ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛✐r✲♣❛t❤ ✐s ❝♦rr❡❝t✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳ ❙t❡❛❞② ❙t❛t❡ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

❚❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t st❡❛❞②✲
st❛t❡ ✭✶✹✼ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞
♣r❡ss✉r❡ pim✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❢t❡r t❤❡ t✉r❜✐♥❡ Tapt✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❊●❘ ❛t t❤❡ ✐♥t❛❦❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞
%EGR✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♠❛♥✐❢♦❧❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tem✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛❢t❡r t✉r❜✐♥❡ papt ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡s❤ ❛✐r ♠❛ss
✢♦✇ Qair✳ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✵ ❞❡♣✐❝ts ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✹✼ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✵✿ ❙t❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✶✹✼ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✵✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❛❦❡♥ ♦♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡✳
❆♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❜❡tt❡r t❤❛♥ 10% ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✶✹✼ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ s✐① ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❝❛♥ ❝♦♠❡ ❢r♦♠
♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s s✉❝❤ ❛♥ ✉♥♠♦❞❡❧❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s✱
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡✱ ❡t❝✳ ❚❛❜❧❡ ❆✳✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❘▼❙❉✮ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✶✹✼ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❛❜❧❡ ❆✳✺ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✵✲❉ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❝❝✉r❛❝② ❜❡tt❡r t❤❛t 5%✱
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐t ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✶✾



❱❛r✐❛❜❧❡ ❘▼❙❉ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❘▼❙❉
pim ✹✳✶ ✪ Tapt ✹✳✹ ✪

%EGR ✷✳✺ ✪ Tem ✷✳✺ ✪
papt ✵✳✻✷ ✪ Qair ✹✳✷✪

❚❛❜❧❡ ❆✳✺✿ ▼♦❞❡❧ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❡rr♦r ✐♥ st❡❛❞② st❛t❡ ❢♦r ✶✹✼ ❡♥❣✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳ ❚r❛♥s✐❡♥t ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r tr❛♥s✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡s✿ ❈②❝❧❡ ✶✱ ✐s ❛ ❝②❝❧❡
✇✐t❤ ❍P✲❊●❘ ❛♥❞ ▲P✲❊●❘ ❛♥❞ ♥♦t ♠✉❝❤ s✉♣❡r❝❤❛r❣✐♥❣✱ ❈②❝❧❡ ✷ ✐s ❛ ✇❡❧❧ s✉♣❡r❝❤❛r❣❡❞ ❝②❝❧❡ ✇✐t❤ ▲P✲
❊●❘ ❛♥❞ ❈②❝❧❡ ✸ ✐s t❤❡ ◆▼❱❊● ❡♥❣✐♥❡ ❝②❝❧❡✳ ❋✐❣✉r❡s ❆✳✶✶✱ ❆✳✶✷ ❛♥❞ ❆✳✶✸ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ pim✱ pem ❛♥❞ Qair✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✶✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥ tr❛♥s✐❡♥t ✇✐t❤ ❈②❝❧❡ ✶
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Summary

The engine air-path has become a crucial part in the development of modern engines. The control of
the air-path has a direct impact on the engine performance as well as on its pollutant emission level.
Indeed, air system strategies allow controlling the species that are introduced in the cylinder, which
is a cost-effective way to reduce pollutant emissions. As a consequence, the automotive air systems
have become increasingly complex in order to achieve pollutant reduction strategies and to allow fuel
consumption reductions. In this context, this thesis focuses on the modeling and control of the air-
path of Diesel engines. We address many of the current Renault’s concerns regarding the control of
the engine air-path. We provide industry-oriented solutions suitable for implementation, taking into
account the resources currently available for production engines. We focus on the modeling, estima-
tion and control of the mass transport phenomenon in the engine air-path. We contribute with the
development of boundary resolution methods for 1D modeling control-oriented platforms of the engine
air-path and we build a part of the theoretical framework to enable the control and estimation of the
intake manifold air fraction within an infinite dimensional approach.

Keywords: Engine control, boundary control, infinite dimensional systems, one-dimensional model-
ing.

Resumé

La châıne d’air du moteur est devenue un élément essentiel dans le développement des moteurs mod-
ernes. Le contrôle du système d’air a un impact direct sur les performances du moteur ainsi que sur son
niveau d’émission de polluants. En effet, les stratégies qui agissent sur le système d’air permettent de
contrôler les composants introduits dans le cylindre, ce qui est un moyen efficace et rentable de réduire
les émissions polluantes. En conséquence, les châınes d’air des moteurs modernes sont devenues de
plus en plus complexes afin d’atteindre les stratégies de réduction de pollution et de permettre des
réductions de consommation de carburant. Dans ce contexte, cette thèse se focalise sur la modélisation
et le contrôle de la châıne d’air des moteurs Diesel. Nous abordons plusieurs problématiques au niveau
du contrôle de la châıne d’air qui intéressent actuellement Renault. Nous fournissons des solutions
orientées vers l’industrie, appropriées pour la mise en oeuvre, avec les ressources disponibles sur les
moteurs actuellement produits. Nous nous concentrons sur la modélisation, l’estimation et le contrôle
du phénomène de transport de masse dans la châıne d’air des moteurs Diesel. Nous contribuons au
développement de méthodes de résolution de conditions limites axées sur les plateformes de simula-
tion 1D orientées contrôle et nous construisons une partie du cadre théorique (approche de dimension
infinie) qui permet de contrôler et d’estimer la fraction d’air frais dans le collecteur d’admission en
prenant en compte le temps de transport de masse.

Mots clés: Contrôle moteur, contrôle frontière, systèmes à dimension infinie, modélisation mono-
dimensionnelle.
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