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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❡ ❢r✉✐t ❞❡ tr♦✐s ❛♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❛✈❡❝ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♠ér✐t❡♥t ❞✬êtr❡ ❝✐té❡s ✐❝✐✳

❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❥❡ s♦✉❤❛✐t❡ r❡♠❡r❝✐❡r ❙♦✜❛♥ ▼❛❛❜♦✉t ♣♦✉r t♦✉t ❝❡ q✉❡ ❥✬❛✐
❛♣♣r✐s à s❡s ❝ôtés✱ s♦♥ ❡s♣r✐t ❝r✐t✐q✉❡✱ s♦♥ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥t ❡t s♦♥ é❝♦✉t❡✳ ❯♥ ❣r❛♥❞
♠❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t à ▼♦❤❛♠❡❞ ▼♦s❜❛❤ ♣♦✉r s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❡t s♦♥ s✉✐✈✐✳
❏✬❛✐ ❡✉ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬êtr❡ ❡♥❝❛❞ré❡ ♣❛r ❞❡✉① ❞✐r❡❝t❡✉rs ❡①❡♠♣❧❛✐r❡s t❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ q✉✬❤✉♠❛✐♥✳

❏❡ t✐❡♥s à ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ❆♥♥❡ ❉♦✉❝❡t ❡t ❏❡❛♥✲▼❛r❝ P❡t✐t ❞✬❛✈♦✐r
❛❝❝❡♣t❡r ❞❡ r❡❧✐r❡ ♠❛ t❤ès❡✱ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝♦r❞é ❞❡ ❧❡✉r t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❛ ✜♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
♠é♠♦✐r❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❖❧✐✈✐❡r ❇❡❛✉♠♦♥t q✉✐
❛ ♣rés✐❞é ❧❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ❛✈❡❝ s❛ séré♥✐té ❡t s❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r✳ ❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r
❋❛r✐❞ ❈❡r❜❛❤ ♣♦✉r s❡s ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣
❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❧♦rs ❞❡s ré✉♥✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❥❡t ❙■▼■❉✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t à ▲♦ï❝ ▼❛rt✐♥ ♣♦✉r s♦♥ r❡❣❛r❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ s♦♥ s♦✉t✐❡♥
❡t s❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ◆♦ë❧ ◆♦✈❡❧❧✐ ❡t ◆✐❝♦❧❛s ❍❛♥✉ss❡ ♣♦✉r ♥♦s
❞é❜❛ts s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❛♥✐♠és ❡t ❢r✉❝t✉❡✉①✱ ♣♦✉r ❧❡✉rs ❝♦♥s❡✐❧s ❡t ❧❡✉r ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡✳

❏❡ t✐❡♥s ❛✉ss✐ à r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉❡ ❥✬❛✐ ❝♦t♦②é ❛✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬■❯❚ ❞❡ ❇♦r❞❡❛✉① ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ■s❛❜❡❧❧❡ ❉✉t♦✉r✱ ◆✐❝❤♦❧❛s
❏♦✉r♥❡t✱ ❘♦♠❛✐♥ ❇♦✉rq✉✐s✱ ▼✐❝❦❛ë❧ ▼♦♥t❛ss✐❡r✱ P❛tr✐❝❦ ❋é❧✐①✱ ●❡♥❡✈✐è✈❡ ▼❛t❛❜♦s ❡t
❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐❡ ❛✉ss✐ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡
♣♦✉r ❧❡s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts✳

▲✬éq✉✐♣❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡ ❞✉ ▲❛❇❘■ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❥♦✉é ✉♥ rô❧❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t✳ P♦✉r
♠✬❛✈♦✐r ❣✉✐❞é❡ ❡t ❢❛❝✐❧✐té❡ ❜✐❡♥ ❞❡s ❞é♠❛r❝❤❡s✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ❈❛t❤② ❘♦✉❜✐♥❡❛✉✱
❇r✐❣✐tt❡ ❈✉❞❡✈✐❧❧❡✱ ▲❡❜♥❛ ▼✐③❛♥✐✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❇✐❛✐s ❡t ❱ér♦♥✐q✉❡ ❉❡s❢♦r❣❡s✲❇♦❣❛t✐✳
▲✬éq✉✐♣❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠✬❛ été é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛✐❞❡ très ♣ré❝✐❡✉s❡✱ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r
❇❡♥♦✐s ❈❛♣❡❧❧❡✱ P✐❡rr❡ ❍ér✐❝♦✉rt ❡t ❇é❛tr✐❝❡ ●❛③❡❧ ♣♦✉r ❧❡✉r ❞✐s♣♦♥✐❜❧✐té ❡t ❧❡✉r
❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✳

▲❛ t❤ès❡ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st s❛♥s ❧❡s ❛♠✐s ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ♦❝❝❛s✐♦♥s ❞❡ s❡
ré✉♥✐r✳ ▼❡r❝✐ à ❧✬❆❋♦❉■❇ ❞✬❛✈♦✐r ❝ré❡r ❞❡ ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥✈✐✈✐❛❧✐té ❡t à t♦✉s ❧❡s
♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❜✉r❡❛✉ ✶✷✸ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛ssé ✷ ❛♥♥é❡s très r✐❝❤❡s ❡♥ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r✳
❯♥ ♠❡r❝✐ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à P✐❡rr❡ ❍❛❧❢t❡r♠❡②❡r ♣♦✉r s❛ séré♥✐té ❡t s❡s ❛♥❛❧②s❡s
❞✉ ♠♦♥❞❡✱ à ❚❤♦♠❛s ▼♦rs❡❧❧✐♥♦ ♣♦✉r s♦♥ ❤✉♠♦✉r ❡t s❛ ❣é♥ér♦s✐té✱ à ▲♦r✐❥♥ ❱❛♥
❘♦♦✐❥❡♥ ♣♦✉r s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❡t s❛ ❢r❛✐❝❤❡✉r✱ à ❆❧❧②① ❋♦♥t❛✐♥❡ ♣♦✉r s♦♥ ❞é✈♦✉❡♠❡♥t ❡t
s❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ à ❘❛③❛♥♥❡ ■ss❛ ♣♦✉r s❛ ❞♦✉❝❡✉r ❡t s❛ ❧é❣èr❡té✱ à ❆♥❛✐s ▲❡❢❡✉✈r❡ ♣♦✉r
s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✱ à ◆♦é♠✐❡✲❋❧❡✉r ❙❛♥❞✐❧❧♦♥✲❘❡③❡r✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ▼❛rt✐♥✱ ❙❛♠❛❤ ❇♦✉③✐❞✐✱
●❛❜r✐❡❧ ❘❡♥❛✉❧t✱ ❘é♠✐ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡t t❛♥t ❞✬❛✉tr❡s✳✳✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡r♠❛♥❡♥ts q✉✐ ♠✬♦♥t ❣✉✐❞é✱ ❝♦♥s❡✐❧❧é ❡t ❢❛✐t ♣❛rt
❞❡ ❧❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❆❦❦❛ ❩❡♠♠❛r✐✱ ❉❛✈✐❞ ❏❛♥✐♥✱ ❖❧✐✈✐❡r
❇❛✉❞♦♥✱ ❉❛✈✐❞ ❆✉❜❡rt✱ ❆✉ré❧✐❡ ❇✉❣❡❛✉✱ P❛s❝❛❧ ❉❡s❜❛r❛ts✱ ❊r✐❝ ❙♦♣é♥❛ ❡t P❛✉❧
❉♦r❜❡❝✳

❏❡ t✐❡♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts q✉✐ ♠✬♦♥t
t♦✉❥♦✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣❡r✱ à ♠❡s s♦❡✉rs ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ❡t à ♠❡s ❣r❛♥❞s✲♣❛r❡♥ts q✉✐
♠✬♦♥t s✉✐✈✐ ❞❡ ♣rès ❞✉r❛♥t t♦✉t❡s ♠❡s ét✉❞❡s✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ♠♦♥ ♠❛r✐ q✉✐ ❛
✈é❝✉ ❧❛ t❤ès❡ ❥♦✉r ❛♣rès ❥♦✉r à ♠❡s ❝ôt❡s✱ q✉✐ ♠✬❛ t♦✉t ❞♦♥♥é ♣♦✉r ♠✬❛✐❞❡r à ré✉ss✐r✳



✐✐

❆ t♦✉s✱ ♠❡r❝✐✳✳✳



❘és✉♠é

▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ s✉r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❧❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❧❡s ✉♥✐❡♥t✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✉♥✐✜é ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡
❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❝❧é✱ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té s♦✐t ❝♦♠♣❧èt❡ ♦✉ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✮✳ ◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱
P❛r❛❈♦❉❡✱ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ré❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ t❡♠♣s ❣❧♦❜❛❧
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡st très ❝♦♠♣ét✐t✐❢ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s
❝♦♥♥✉❡s à ❝❡ ❥♦✉r✳
▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s s✉r ✉♥❡ t❛❜❧❡ ♥♦✉s s❡r✈❡♥t à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡ ❡st ❜♦r♥é ♣❛r
✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✜①é ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❡t ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❈❡tt❡
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❡t ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❛r❡r
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés✉♠é ❞❡ ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

▼♦ts ❝❧és ✿ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ❝❛❧❝✉❧s
♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡



❆❜str❛❝t

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝✐❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛ t❛❜❧❡ t♦
❡①❤✐❜✐t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝② ❞✐s❝♦✈❡r② ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛
✉♥✐✜❡❞ ❝♦♥t❡①t t♦ ❡①tr❛❝t ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✭❦❡② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛❝t ♦r ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈❛❧✐❞✐t②✮✳
❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ P❛r❛❈♦❉❡✱ r✉♥s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t❤❡r❡❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ t✐♠❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❛t❡❞ t♦ s❡q✉❡♥t✐❛❧
❛♣♣♦❛❝❤❡s ❦♥♦✇♥ t♦❞❛②✳
❙❛t✐s✜❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦♥ ❛ t❛❜❧❡ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❝✉❜❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡❛❝❤ q✉❡r② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ ✜①❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞
✐ts s✐③❡ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ❞❛t❛ ❝✉❜❡s✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✐s❝♦✈❡r②✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❞❛t❛ ❝✉❜❡✱ ♣❛rt✐❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ❞♦♥♥é❡s st♦❝❦é❡s ♣❛r ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s t❡♥❞❡♥t à êtr❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✈♦❧✉✲
♠✐♥❡✉s❡s✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s q✉✐ s✬② r❛♣♣♦rt❡♥t ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡ss❡♥t✐❡❧
♣♦✉r ❧❡s ❡①♣❧♦✐t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✳ P❧✉s✐❡✉rs ♠é❝❛♥✐s♠❡s s✬♦✛r❡♥t à ♥♦✉s
♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

✕ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡t✴♦✉
✈❡rt✐❝❛❧❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝✐❜❧❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ❧✐r❡ s❛♥s ♣♦✉r
❛✉t❛♥t s✉r❝❤❛r❣❡r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♠❡t❛✲❞♦♥♥é❡s ❝♦♥s♦♠♠❛tr✐❝❡s ❞❡
♠é♠♦✐r❡✳

✕ ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ■❝✐✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❡♥ s♦✉s✲
tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❡①é❝✉té❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❡♥ t✐r❛♥t ♣r♦✜t
❞❡ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳

✕ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❞❡①✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝✐❜❧❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s
❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ❝♦♥s✉❧t❡r ♠❛✐s ✐❧s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s r❡❞♦♥✲
❞❛♥t❡s ❝❛r ✐❧s ♦❝❝✉♣❡♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s st♦❝❦❡r✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠❛✐♥t❡♥✉s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉rs ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳

✕ ❧❡s ✈✉❡s ♠❛tér✐❛❧✐sé❡s✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s r❡q✉êt❡s ❞♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t st♦❝❦és
❡t ♠❛✐♥t❡♥✉s✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✐ ❧❡s r❡q✉êt❡s ❧❡s
❞é✜♥✐ss❛♥t s♦♥t s♦✉♠✐s❡s à ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ s♦✐t ❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♠❜✐♥é❡s
❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥
q✉❡ ❧❡s ✐♥❞❡①✱ ❧❡s ✈✉❡s ♠❛tér✐❛❧✐sé❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s
r❡❞♦♥❞❛♥t❡s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡s
✈✉❡s ♠❛tér✐❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈✉❡s ✭❧❡s 2n ✈✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
A = {A1, . . . , An}✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ T ❝♦♥s✐❞éré❡✮✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉t❡s s❡s ✈✉❡s ❡t ❧❡s st♦❝❦❡r ❝❛r ❝❡❧❛ ♣r❡♥❞r❛✐t tr♦♣ ❞❡
t❡♠♣s ❡t tr♦♣ ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈✉❡s✳

◆♦✉s r❡♥❝♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡❧♦♥
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❡t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ à ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ❯♥❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s q✉✐ ❛ ❛t✲
t✐ré ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
r❡q✉êt❡s✱ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ s♦✉s ✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❧❡s ✈✉❡s à ♠❛tér✐❛❧✐s❡r✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬♦✛r❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❛♥t à ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s r❡q✉êt❡s ♣r✐s❡s
✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s r❡q✉êt❡s s❡r♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐sé❡s
❛❧♦rs q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛✉r♦♥t ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡s✳

◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té
❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠❛❥❡✉r❡ ❡t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦♥s✐st❡
à ré❞✉✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬② ♣❛r✈❡♥✐r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞✉
♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❧❡ ♠❛tér✐❡❧✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✱ ❡st ✉♥❡ ❞❡♥ré❡ ❞♦♥t ❧❡
❝♦ût ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ s♦♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s



✈✐

s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s r❡q✉êt❡s✳ ◆♦✉s ♥❡ ✈♦✉❧♦♥s ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❣❛s♣✐❧❧❡r ❧✬❛r❣❡♥t
❡♥ ❛❝q✉ér❛♥t ❞❡s s✉♣♣♦rts ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ✈✐s✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❧♦✉❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦ù ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✐s♣♦s❡✱ ❡♥
t❤é♦r✐❡✱ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥✜♥✐ ♠❛✐s ✐❧ ❞♦✐t ♣❛②❡r s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳

▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ✈✉❡s ❞✬✉♥ ❝✉❜❡ à ♠❛tér✐❛❧✐s❡r✳ ❈❡tt❡
♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛s♣❡❝t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡ ❥♦✉❡♥t ❧❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡✉r rô❧❡ ❛ été ✐❞❡♥t✐✜é ♣❛r
❈♦❞❞ ❞ès q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ❛ été ♣r♦♣♦sé✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ très
♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♣♦rt❡♥t s✉r ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❖r✱ ♠❛tér✐❛❧✐s❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝✉❜❡ r❡✈✐❡♥t✱ q✉❡❧q✉❡
♣❛rt✱ à ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ❡t q✉♦✐ ❞❡ ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t q✉❡ ❧❡s ❉❋s ♣♦✉r
❝❡ t②♣❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦✉❤❛✐té❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t ❧❡s
r❡q✉êt❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s✱ ✈✐❛ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❡①❛❝t❡s✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s ❡t✴♦✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❝♦♠♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈✉❡s✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♣♦rté s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ rés✉♠és ❞❡
❝✉❜❡s✳ ❈❤❛❝✉♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞✐✛ér❡♥ts r❡♥❞❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠✐❡✉① ❧❡s ❝❡r♥❡r ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❞❡ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r✳

◆♦tr❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣ré✲s✉♣♣♦s❡ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té
❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❖r ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞♦✐✈❡♥t
❞✬❛❜♦r❞ êtr❡ ❡①tr❛✐t❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s❛t✐s✲
❢❛✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ t❛❜❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞✬✐♠♣♦rt❛♥ts ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✿
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t s✉r ❧❡s t✉♣❧❡s ✭s♦✐t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥
O(m2) ♦ùm ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ T ❝♦♥s✐❞éré❡✮✳ ❉✬❛✉tr❡s✱ ♣❛r✲
❝♦✉r❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❧❛r❣❡✉r✱ s♦♥t ❧✐♠✐té❡s ♣❛r ❧✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s
❝❛♥❞✐❞❛ts ❡t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ n✱ ❡st é❧❡✈é✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✈♦❧✉♠✐♥❡✉①✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✧❛st✉✲
❝✐❡✉①✧ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❡t ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡
♣❧✉s ❞✬♦♣♣♦rt✉♥✐tés ❞✬é❧❛❣✉❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉✐ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❛✉ ❞é♣❛rt ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r
❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♥❡tt♦②❛❣❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s✱ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❞❡① ❡t ré♦r❣❛♥✐✲
s❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❛✈❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s✳

❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✿ ❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬❛rt✐❝✉❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ s❡♣t ❝❤❛♣✐tr❡s ✿



✈✐✐

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s✱ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♥♦t✐♦♥s ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s
❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣♦✉r s✐t✉❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❧❡✉rs ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s
❞ét❛✐❧❧♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❤❡r❝❤❡r à ❡①tr❛✐r❡
♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♥✬❡st ♣❛s ♥♦✉✈❡❛✉✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ❡t ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s à ❝❡ ❥♦✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳
◆♦✉s ♠❡tt♦♥s ❛✐♥s✐ ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s str❛té❣✐❡s à ❛❞♦♣t❡r✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①✲
tr❛✐r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ♠❡♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠♦♥tr❛♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❝✉❜❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

▲❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛ été très ét✉❞✐é❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡s
❛♥♥é❡s ✶✾✾✵✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳

◆♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❜❛sé❡s s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ s♦♥t
♣rés❡♥té❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ❝♦♥❝❧✉❡✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ♣❛r ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s q✉❡ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s
❞✬ét✉❞✐❡r✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❝❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❡t ❞❡ ♣❡r❢❡❝t✐♦♥♥❡r ♥♦s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❣r❛✈✐t❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳





❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✈

✶ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s sé♠❛♥t✐q✉❡s s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✶
✶✳✶ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷
✶✳✷ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✶✳✸ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷ ❇♦ît❡ à ♦✉t✐❧s ✶✶
✷✳✶ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①❛❝t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✷✳✷ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✷✳✸ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
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✸ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✶✾
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✸✳✷ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
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✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✹ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ♣❛r ❧❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✹✺
✹✳✶ ▲❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✹✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✺ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✺✸
✺✳✶ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
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✺✳✸ ❆✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
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✻ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✻✶
✻✳✶ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s ❝♦♠♣❧❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
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✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✾✸

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✾✺





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s sé♠❛♥t✐q✉❡s s✉r ✉♥❡
❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

❙♦♠♠❛✐r❡

✶✳✶ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✶✳✶ ▲❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✶✳✷ ❋♦❝✉s s✉r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✷ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷✳✶ P♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷✳✷ P♦✉r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷✳✸ P♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✸ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✸✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✸✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

❉❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ✐♥térêt ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠❛♥✐èr❡s
❞❡ ❧✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❡❧❧❡s ♣♦rt❡♥t✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❞✐✈✐s✐♦♥s ❞❡
❝❡❧❧❡s✲❝✐ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞ét❛✐❧❧é❡s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡
♣♦✉r ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ s✬②
tr♦✉✈❡♥t ❡t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s✳
◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐tés ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✐❡✉①
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❛✐♥s✐
❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❧✐és à ❝❡❧✉✐✲❝✐ t♦✉t ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s r❛❝❝♦✉r❝✐s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s
♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡✳

▲✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ très ét✉❞✐é ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s
✶✾✽✵✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ r❡st❡ à ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s tr❛✈❛✉①✳

❆✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❛♣❡rç✉ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s
❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝r❡t très s✐♠♣❧❡ ♣❡r♠❡t❛♥t
❞✬✐❧❧✉str❡r ♥♦s ♣r♦♣♦s✳
Pr❡♥♦♥s ✉♥❡ t❛❜❧❡ Clientèle ✭t❛❜❧❡ ✶✳✶✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts Client✱ Métier✱



✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s sé♠❛♥t✐q✉❡s s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

Produit ❡t Transporteur✳ P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❧❡s ❞és✐❣♥♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t
♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧❡ttr❡✳

C M P T

c1 m1 p1 t1
c2 m1 p1 t2
c3 m2 p1 t2
c4 m2 p2 t3

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ Clientèle✳

❈❡tt❡ t❛❜❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❛tr❡ ❝❧✐❡♥ts ✐ss✉s ❞❡ ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛❝t✐✈✐té ❞✐✛ér❡♥ts
❡t ❛❝❤❡t❛♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts p1 ♦✉ p2 q✉✐ ♦♥t été ❧✐✈rés ♣❛r tr♦✐s tr❛♥s♣♦rt❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts✳

✶✳✶ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

▲❡ t❡r♠❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st très ❣é♥ér✐q✉❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡①♣r✐♠❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉①✳

▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥té❣r✐té ❞é❝r✐✈❛♥t ❞❡s
❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✱ ♦♥t été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡s ♣♦✉r ré♣♦♥✲
❞r❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❬❈♦❞❞ ✶✾✼✶❪ ❧❡s ❛ ✉t✐❧✐sé❡s
♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❜❛s❡s✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été très ❧❛r❣❡♠❡♥t
ét✉❞✐é❡s ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♠❛✐s ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝❡❧❛ ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s
♣❛r q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✐❡✉① s✐t✉❡r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✳

✶✳✶✳✶ ▲❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

P❧✉s✐❡✉rs ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts s✉r
❧❡sq✉❡❧s ❡❧❧❡s ♣♦rt❡♥t ✿
▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✿ ❊❧❧❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❛❜❧❡s
❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ s✬② tr♦✉✈❡♥t✳
❆❥♦✉t♦♥s à ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ t❛❜❧❡ Catalogue ❞♦♥♥❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❞✉✐t✱ s❡s
ré❢ér❡♥❝❡s ❡t s♦♥ ♣r✐①✳ ❯♥ ❝❧✐❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛❝❤❡t❡r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ♥✬❡①✐st❛♥t ♣❛s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛t❛❧♦❣✉❡✳ ❈❡❧❛ s❡ ♥♦t❡ ❛✐♥s✐ ✿ Clientèle[Produit] ⊆ Catalogue[Produit]
♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ Clientèle ❞♦✐✈❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t êtr❡ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ Catalogue✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ✭♦✉ ✈ér✐✜é❡✮ ♣❛r ❧❛ ❜❛s❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
∀ti ∈ Clientèle, ∃tj ∈ Catalogue t❡❧ q✉❡ ti[Produit] = tj [Produit] ♦ù ti[X] ❡st
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ t✉♣❧❡ ti s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts X✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s❡ tr❛♥s❝r✐r❡ ♣❛r
πProduit(Clientèle) ⊆ πProduit(Catalogue) ♦ù πX(T ) ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡
T s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts X✳
P♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❛ttr✐❜✉t ♠❛✐s ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ♣❡✉t



✶✳✶✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✸

êtr❡ ét❡♥❞✉ à ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ ❡t
q✉✬✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s♦✐t ♣♦rté❡ s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❛♥s ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❛✜♥ ❞❡ ❧❡s ❢❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ✉♥ à ✉♥ ❡①❛❝t❡♠❡♥t✳

▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❥♦✐♥t✉r❡ ✿ ❊❧❧❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡
❛ttr✐❜✉ts ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛❜❧❡s q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥t c2 ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉
❝♦r♣s ❞❡ ♠ét✐❡r m1 ❛❝❤èt❡ ❛✉ss✐ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t p2✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡
♠ét✐❡r ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❛❝q✉✐s ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠ét✐❡r✱ ❧❡ ❝❧✐❡♥t ❛ ❜❡s♦✐♥ ✐♥❞✐✛ér❡♠✲
♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts p1 ❡t p2✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥ ✐♥térêt à st♦❝❦❡r ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉
s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ t❛❜❧❡ ❡t ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ❧❡s sé♣❛r❡r ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❧✐s✐❜✐❧✐té✳ ▲❡ ♠ét✐❡r ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧✐és q✉❡ ❛✉ ❝❧✐❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
s❡ ♥♦t❡ ⊲⊳ [Client.Métier, Client.Produit] ♦✉ ∗{Client.Métier, Client.Produit}
♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉①
t❛❜❧❡s✳ ■❝✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❛ été s❝✐♥❞é❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉①
♣❛rt✐❡s✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ♣❧✉tôt ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♠✉❧t✐✈❛❧✉é❡✱ ♥♦té❡ Client ։ Métier
♦✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ Client ։ Produit✳

▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✿ ❊❧❧❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❛ttr✐❜✉ts
❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ t❛❜❧❡✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s s✉r ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ❝❧✐❡♥t ♥✬❡st ❛s✲
s♦❝✐é q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❝♦r♣s ❞❡ ♠ét✐❡r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝❧✐❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞✉ ♠ét✐❡r✳ ❈❡❧❛ s❡ ♥♦t❡ Client → Métier ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ ❞❡✉① t✉♣❧❡s
♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❧✐❡♥t✱ t1[Client] = t2[Client]✱ ❛❧♦rs ✐❧s ♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛
♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧✬❛ttr✐❜✉t Métier✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ s✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ Clientèle s✉r ❧✬❛ttr✐❜✉t Client ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
s✉r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts Client ❡t Métier✱ |πClient(Clientèle)| = |πClient,Métier(Clientèle)|✱
❛❧♦rs ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ✭❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✮ ❙♦✐❡♥t X ❡t Y ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ X ❞ét❡r♠✐♥❡ Y ♦✉ Y ❞é♣❡♥❞ ❞❡ X✱ ♥♦té X → Y s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
∀t1, t2 ∈ T ✱ t1[X] = t2[X]⇒ t1[Y ] = t2[Y ]✳
▲❛ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❉❋✱ X✱ ❡st s❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡✱ Y ✱ s❛ ❝✐❜❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶ ✭❬❍✉❤t❛❧❛ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾❪✮ ▲❛ ❉❋ X → Y ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❛
t❛❜❧❡ T ✱ ♥♦té T |= X → Y s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ |πX(T )| = |πX∪Y (T )| ♦ù |πX(T )|
✭r❡s♣✳ |πX∪Y (T )|✮ ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ X ✭r❡s♣✳ X ∪ Y ✮ s✉r T ✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧✬ét✉❞❡
❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s
❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✳

✶✳✶✳✷ ❋♦❝✉s s✉r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s

▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❡s ❧✐❡♥s ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❛ttr✐❜✉ts ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ t❛❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r
❝❡s ❧✐❡♥s✳



✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s sé♠❛♥t✐q✉❡s s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❧é ✿ ■♥tér❡ss♦♥s ♥♦✉s à ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ♦✉ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛t✲
tr✐❜✉ts ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❝❧é ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷ ✭❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❧é✮ X ❡st ✉♥❡ ❝❧é ❞❡ T s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀Ai ∈
A, T |= X → Ai✳

▲❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❧é s❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❛✐♥s✐ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✮ X ❡st ✉♥❡ ❝❧é ❞❡ T s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ |πX(T )| = |πX

⋃
Ai∈A

Ai
(T )| = |T |✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ Client ❡st ✉♥❡ ❝❧é ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ❞ét❡r♠✐♥❡
t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ |πClient(Clientèle)| = |Clientèle|✳

❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉❡ s✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts
❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t✴♦✉ ❞r♦✐t❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸ ✭❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮ ❙♦✐❡♥t X ❡t Y
❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ❯♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❉❋❈✮ ❡♥✲
tr❡ X ❡t Y ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (X → Y, tp) ♦ù tp ❡st ✉♥ ♠♦t✐❢ ❞é✜♥✐ s✉r X ∪ Y ❡t
♣r❡♥❛♥t s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s (Dom(X)×Dom(Y ))∪{❴} ♦ù ❴ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♥♦♥②♠❡
❝✳✲à✲❞✳ ♥♦♥ ✜①é❡ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❛♥s Dom(X)×Dom(Y )✳ ■❧ ♣❡r♠❡t
❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s t✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❉❋ X → Y s✬❛♣♣❧✐q✉❡✳
❯♥ t✉♣❧❡ t ∈ T s❛t✐s❢❛✐t ❧❡ ♠♦t✐❢ tp✱ ♥♦té t ≍ tp✱ s✐ ∀A ∈ X ∪ Y ✱ t[A] = tp[A] ♦✉
tp[A] = ❴✳
▲❛ ❉❋❈ (X → Y, tp) ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣❛r T ✱ T |= (X → Y, tp)✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
∀t1, t2 ∈ T ✱ ❛✈❡❝ t1 ≍ tp ❡t t2 ≍ tp✱ t1[X] = t2[X]⇒ t1[Y ] = t2[Y ]✳

❙✉r ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❛♥t q✉✬❛✉ ❝♦r♣s ❞❡ ♠ét✐❡r ❛❝❤❡t❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
p2✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ♠ét✐❡r ❛ss♦❝✐é ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞ét❡r✲
♠✐♥❡ ❧❡ ♠ét✐❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s Clientèle |= (Produit → Métier, p2|❴) ✭❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡
′|′ s❡rt à sé♣❛r❡r ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ s❛
❝✐❜❧❡✮✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s❡ ✈ér✐✜❡ ❛✐♥s✐ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸ ✭❊①t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✮ ▲❛ ❉❋❈ (X →
Y, tp) ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r T s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ |πX(σt[X]≍tp[X](T ))| =
|πX∪Y (σt[X∪Y ]≍tp[X∪Y ](T ))| ♦ù σ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✳

■❧ ❢❛✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① s♦rt❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✿ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱
❧♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ✭♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦♠♣r✐s❡✮ ♦♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡ ✜①é❡ ❡t
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛♥♦♥②♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♥❝♦♥tré❡s✳

❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ✿ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡✱ ♣♦✉r êtr❡
s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t s♦♥ t②♣❡✱ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ✉♥❡
é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❛✐❧❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡❧❛❝❤é❡ ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t q✉❡ ❧❛



✶✳✶✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✺

❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st ♣r❡sq✉❡ ✈r❛✐❡ ♦✉✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✈r❛✐❡ à α%✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡
❝❛s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝✐t♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s ✿

✕ ▲❛ ♠❡s✉r❡ g1 ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ t✉♣❧❡s q✉✐ ✈✐♦❧❡♥t ❧❛ ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡ ✿ g1(X → Y ) = |{(u, v) | u, v ∈ T, u[X] = v[X] ∧ u[Y ] 6= v[Y ]}|/|T |2✱

✕ ▲❛ ♠❡s✉r❡ g2 ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ t✉♣❧❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉① ♣❛✐r❡s ❞é❝r✐t❡s
♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ g1 ✿ g2(X → Y ) = |{u | u ∈ T, ∃v ∈ T, u[X] = v[X] ∧ u[Y ] 6=
v[Y ]}|/|T |✱

✕ ▲❛ ♠❡s✉r❡ g3 ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ t✉♣❧❡s à s✉♣♣r✐♠❡r ♣♦✉r q✉❡
❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿ g3(X → Y ) = (|T | −max{|s| | s ⊆ T, s |= X →
Y })/|T |✱

✕ ▲❛ ❋♦r❝❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ r❛t✐♦ ❡♥tr❡ ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✿ force(X → Y ) =
|X|/|XY |✱

✕ ▲❛ ❈♦♥✜❛♥❝❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ t✉♣❧❡s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡ ✿ confiance(X → Y ) = 1− g3(X → Y )✳

▲❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐èr❡s ♠❡s✉r❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t g3✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r
❬❑✐✈✐♥❡♥ ✫ ▼❛♥♥✐❧❛ ✶✾✾✺❪ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ♥❡
♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ✐❝✐ q✉✬❛✉ ❝❛s ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✧❝❧❛ss✐q✉❡s✧
♠❛✐s ❝❡s ♠❡s✉r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦t✐❢ ❞♦♥♥é ♣❛r
❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❙✐ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ X → Y ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ t❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs
1 ≤ i ≤ 3, gi(X → Y ) = 0 ❡t force(X → Y ) = confiance(X → Y ) = 1✳ ➱t❛♥t
❞♦♥♥és ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ M ❡t ✉♥ s❡✉✐❧ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ α r❡❧❛t✐❢ à M ✭s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st ❡①❛❝t❡ ❧♦rsq✉❡ M(X → Y ) = 1✮✱ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❡st
s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❛ t❛❜❧❡ T ✱ T |= X →α Y ✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ M(X → Y ) ≥ α✳

❬●✐❛♥♥❡❧❧❛ ✫ ❘♦❜❡rts♦♥ ✷✵✵✹❪ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡t ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡
❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♥♦s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ r❡t♦✉r♥❡r q✉❡ ❧❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ ✐❧ ❡st ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡r q✉❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
k✲❢réq✉❡♥t❡s ❝✳✲à✲❞✳ s✐ k′ t✉♣❧❡s s♦♥t ❝♦♥❝❡r♥és ♣❛r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡t k′ ≥ k✱ ❛❧♦rs
❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st k✲❢réq✉❡♥t❡✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣r♦♣♦s❛♥t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ s❡✉❧❡s ❧❡s k✲❢réq✉❡♥t❡s s♦♥t r❡❝❤❡r❝❤é❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s
s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ X → Y ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
(X → Y, tp) ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ tp s♦♥t ❛♥♦♥②♠❡s✳ ▲❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s
✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❧é✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❡①♣r✐♠❡r ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✳ P❧✉s ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❡✉rs ♣♦✉✈♦✐rs ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s♦♥t
❞é❝r✐ts ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳



✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s sé♠❛♥t✐q✉❡s s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

❉❋❈❴❱❛r❴❆♣♣r♦①✳❉❋❈❴❈♦♥st❴❆♣♣r♦①✳

❉❋❈❴❈♦♥st❴❊①❛❝t❡❉❋❈❴❱❛r❴❊①❛❝t❡

❉❋❴❆♣♣r♦①✳

❉❋❴❊①❛❝t❡

❈❧é❴❆♣♣r♦①✳

❈❧é❴❊①❛❝t❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ✐❞é❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱
✈♦②♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

✶✳✷ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥s

✶✳✷✳✶ P♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ✉♥ s♦✉❝✐s ❞❡
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❬❈♦❞❞ ✶✾✼✶❪✮✳

❈❡tt❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ s❡rt ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à é✈✐t❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s
❡rr❡✉rs t♦✉t ❡♥ ❛ss✉r❛♥t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❡r❞✉❡ ✭❬❈♦❞❞ ✶✾✽✸❪✮✳ ▲❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❝❧é ❡t ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❥♦✐♥t✉r❡ ét✉❞✐é❡s
♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✱ ♥♦✉s ♣r♦❝è❞♦♥s
❛❧♦rs à ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥✮ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❝❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❡♥ s✬✐♥tér❡ss❛♥t ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥t ❛✉① t✉♣❧❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❝❡s t❛❜❧❡s✳ ❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ❣râ❝❡ ❛✉① ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❬❉❡ ❇r❛ ✫ P❛r❡❞❛❡♥s ✶✾✽✸❪✮✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ❡st ❢r❛❣♠❡♥té❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡♥ sé♣❛r❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❝❧✐❡♥ts ❡①❡rç❛♥t ❧❡ ♠ét✐❡r m1 ❞❡s ❛✉tr❡s✳
❆✐♥s✐ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡Métier → Produit ❡st ✈r❛✐❡ s✐ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
q✉❡ ❧❛ t❛❜❧❡ r❡str❡✐♥t❡ ❛✉ ♠ét✐❡r m1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡
s✉r ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st s❛♥s ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ❢❛✐r❡
❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① t❛❜❧❡s rés✉❧t❛♥t❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ t❛❜❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ❙✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ r❡q✉êt❡s ❢réq✉❡♥t❡s ❡st ❝♦♥♥✉✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✐s♦❧❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡s
r❡q✉êt❡s ❛✜♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧s✳

✶✳✷✳✷ P♦✉r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s

P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❜❡s♦✐♥ ❡st ♥é✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❝❡rt✐✜❡r ❧❛ ✈ér❛❝✐té ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠❛❧❣ré ✉♥❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✱ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s à



✶✳✸✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✼

❧✬❛❜r✐ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ s❛✐s✐❡ ♦✉ ❛✉tr❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞♦✉t❡✉s❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡✱
❛ ♠✐♥✐♠❛✱ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❝❡s ❡rr❡✉rs ❡t ❞❡ ❧❡s ❝♦rr✐❣❡r✱ ❞❛♥s ❧✬✐❞é❛❧✱ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t été ♠❡♥és ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❬❇♦❤❛♥♥♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①tr❛✐r❡ t♦✉t❡s
❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s s✉r ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝❡rt✐✜é❡ ❝♦rr❡❝t❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱
✐❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r ❧❡✉r ✈❛❧✐❞✐té s✉r ❧❡s t❛❜❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♠♣r♦♣r❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦rr✐❣❡r✳

Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ ❣ér❛♥t ❞❡s ❛❜♦♥♥❡♠❡♥ts ❛✉① tr❛♥s♣♦rts ❡♥
❝♦♠♠✉♥s✳ ❉❛♥s ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❧✬â❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ s♦♥ t②♣❡ ❞✬❛❜♦♥♥❡♠❡♥t✳
❙✐ ✉♥ ❛❜♦♥♥é ❞❡ ✺ ❛♥s ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞✬✉♥ ❛❜♦♥♥❡♠❡♥t ❥✉♥✐♦r ❛❧♦rs ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
(Age→ TypeA, ❴|❴) ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡ ❡t ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡ s✉r ❝❡
t✉♣❧❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ à ❧❛ t❛❜❧❡ s❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡st ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r
❝❡ t✉♣❧❡ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞✬✐❣♥♦r❡r ✉♥ ❝❧✐❡♥t
s♦✉s ♣rét❡①t❡ q✉✬✉♥ ❝❤❛♠♣s ❡st ♠❛❧ r❡♥s❡✐❣♥é✳ ❬❈❤✐❛♥❣ ✫ ▼✐❧❧❡r ✷✵✵✽❪ ♣r♦♣♦s❡♥t
❛❧♦rs ❞❡ ♥❡tt♦②❡r ❧❛ t❛❜❧❡ ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t
♣r❡sq✉❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r r❡t♦✉r♥❡r✱ à ✉♥ ❡①♣❡rt✱ ❧❡s t✉♣❧❡s s❡ ♣rés❡♥t❛♥t
❝♦♠♠❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ❆✐♥s✐✱ s❡✉❧s ❧❡s ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❡rr♦♥és s♦♥t s♦✉♠✐s à ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❛❧♦rs q✉❡✱ ♣♦✉r ❡s♣ér❡r ❝♦rr✐❣❡r
❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
♣ré❝✐s❡s✳ ❬❉✐❛❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❜❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s
❡①tr❛✐t❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r r❡❝t✐✜❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡rr♦♥é❡s
s✉r ❧❡s t❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ét❛♥t ◆P✲❉✐✣❝✐❧❡✱ ❧❡s
❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡✳

❬❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t
❞✐str✐❜✉é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❥✉❣❡r s✐ ✉♥❡ ❉❋❈ ❡st ✈✐♦❧é❡ ♦✉ ♥♦♥ ♥✬❡st
♣❛s tr✐✈✐❛❧✳ ■❧s s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❞♦♥❝ ♣ré❝✐sé♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥
é✈❛❧✉❛♥t ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ s✐t❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❡t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡
ré♣♦♥s❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳ ❬❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ à ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳

✶✳✷✳✸ P♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s

P♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣t❡ ❜❛♥❝❛✐r❡ ❞❡ ▼✳ ▼❛rt✐♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥
s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❛❜❧❡✱ Nom → TypeCompte✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠ ▼❛rt✐♥ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs✳
◆♦✉s ♥❡ ❧✐s♦♥s ❞♦♥❝ q✉✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ s✬② tr♦✉✈❡ ❡st
❝♦♠♣❧èt❡✳

❆✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡①tr❛✐r❡ ❝❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳

✶✳✸ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♦✛r❡♥t ❞é❥à ✉♥ ❧❛r❣❡ ♣❛♥❡❧ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s à
ét✉❞✐❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ s✉r ❧❛ t❛❜❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t



✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s sé♠❛♥t✐q✉❡s s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❧❡ ✈♦✐r✳
◆♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥ ♦♠❡tt❛♥t ❧❡s q✉❛❧✐✜❝❛t✐❢s ✧❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✧
❡t✴♦✉ ✧❡①❛❝t❡s✧ ❡t ♣ré❝✐s❡r♦♥s ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❝❧é✱ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦✉ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s✳

❉❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧ ② ❛ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥♥✉❡s à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥✱ ❝❡❧❧❡s
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡s ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥té❣r✐té✱ ❡t ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ♣❧✉s ❢♦rt✉✐t❡s✳ ❉❛♥s
✉♥❡ ❜❛♥q✉❡ ♣❛r✐s✐❡♥♥❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❧✐❡♥ts ♣♦ss❡❞❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣t❡ ✧❣♦❧❞✧
❤❛❜✐t❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ✶✻❡ ❛rr♦♥❞✐ss❡♠❡♥t✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ rè❣❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥
t❡❧ ❧✐❡♥ ♥✐ ♠ê♠❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ♦✉✈r✐r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣t❡ ♠❛✐s ❝❡tt❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ s♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣rés❡♥t❡s s✉r ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❛✜♥ ❞❡
♠✐❡✉① ❧✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣❡♥❝❤❡r s✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥
❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳

✶✳✸✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à rés♦✉❞r❡ s❡ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡
t❛❜❧❡ T ✱ tr♦✉✈❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✈❛❧✐❞❡s s✉r T ❝✳✲à✲❞✳ ∀ϕ
t❡❧❧❡ q✉❡ T |= ϕ✱ ϕ ∈ F ✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s♣é❝✐✜❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s à ❡①tr❛✐r❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤♦s❡ à ♥♦t❡r ❡st q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥♥❛îtr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t
❞✬❛✉tr❡s ✈✐❛ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡✱ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲❡s ❛①✐♦♠❡s ❞✬❆r♠str♦♥❣ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡
s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ✈❛❧✐❞❡ ❡t ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s ✿

❘é✢❡①✐✈✐té s✐ Y ⊆ X✱ ❛❧♦rs X → Y ✱

❆✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐ X → Y ✱ ❛❧♦rs ∀Z ⊆ A, XZ → Y ✱

❚r❛♥s✐t✐✈✐té s✐ X → Y ❡t Y → Z✱ ❛❧♦rs X → Z✳

P♦✉r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ❡♥
♣❧✉s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✜①é❡s ♣♦✉r ❝❡✉①✲❝✐ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s
❞✉ ♠♦t✐❢✳ ❬❇♦❤❛♥♥♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✽ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
✈❛❧✐❞❡ ❡t ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ▲❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐èr❡s rè❣❧❡s
ét❡♥❞❡♥t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞✬❆r♠str♦♥❣ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♠♦t✐❢✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❝❡s ❛①✐♦♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉✣s❛♥ts
♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t
❞♦♥❝ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❚r♦✐s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s ♠♦♥tr❡♥t
❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣r❡♠✐ss❡s
❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉✬à
très ♣❡✉ ❞❡ t✉♣❧❡s✳ ❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❝❡s t✉♣❧❡s✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ♦✉ ❞❡
ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❯♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞♦✐t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ êtr❡ ♣♦rté❡
s✉r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ s✐ ✉♥ ♠♦t✐❢ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❛✉❝✉♥ t✉♣❧❡ ❛❧♦rs ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t



✶✳✸✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✾

✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦❤ér❡♥t❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s rè❣❧❡s✳

■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✈❛❧✐❞❡s s✉r ✉♥❡
t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F r❡❝❤❡r❝❤é✳ ▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s r❡q✉✐s❡s
s♦♥t ♣ré❝✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

✶✳✸✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s

▲❡s s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ♥♦s r❡❝❤❡r❝❤❡s à ❞❡s ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉✬✉♥
s❡✉❧ ❛ttr✐❜✉t✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❛❧♦rs ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹ ✭❉❋ ♠✐♥✐♠❛❧❡✮ ❙♦✐❡♥t X ❡t Y ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❡
A✳ ▲❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✈❛❧✐❞❡ ✭❝✳✲à✲❞✳ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r T ✮ T |= X → Y ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Y ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❛✈❡❝ Y 6∈ X ❡t ∄X ′ ⊂ X t❡❧ q✉❡ T |= X ′ → Y ✳

❯♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❞é✜♥✐ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺ ✭❖r❞r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❉❋s✮ ❙♦✐❡♥t φ1 = X → Y ❡t φ2 = X ′ → Y
❞❡✉① ❉❋s ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝✐❜❧❡ ✭❧❡✉rs ✈❛❧✐❞✐tés ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐❝✐✮✳ φ1 ❡st ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ φ2 ♦✉ φ2 s♣é❝✐❛❧✐s❡ φ1✱ ♥♦té φ1 ⊏ φ2✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ X ⊂ X ′✳
❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♥❡ ♣❛rt❛❣❡♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝✐❜❧❡ ♦✉ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡✉rs s♦✉r❝❡s✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳

❯♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✈❛❧✐❞❡ ❡st ❞♦♥❝ ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✈❛❧✐❞❡
q✉✐ s♦✐t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ⊏✳

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛✉① ❝❧és ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t Y = A\X✳
P♦✉r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❡ ♠♦t✐❢✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❛✐♥s✐ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✻ ✭❉❋❈ ♠✐♥✐♠❛❧❡✮ ❙♦✐❡♥t (X → Y, tp) ✉♥❡ ❉❋❈ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r T
❡t Const(tp) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ tp✳ ❈❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Y ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥ t❡❧ q✉❡ Y 6∈ X ❡t ♥✐ (X ′ → Y, t′p) ❛✈❡❝ X ′ ⊂ X
❡t t′p = tp[X

′]✱ ♥✐ (X → Y, t′′p) ❛✈❡❝ Const(t′′p) ⊂ Const(tp) ♥❡ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ❧❛
t❛❜❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼ ✭❖r❞r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❉❋❈s✮ ❙♦✐❡♥t φ1 = (X → Y, tp) ❡t φ2 =
(X ′ → Y, t′p) ❞❡✉① ❉❋❈s ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝✐❜❧❡✳ φ1 ❣é♥ér❛❧✐s❡ φ2✱ ♥♦té φ1 ⊏ φ2✱
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (X ⊂ X ′ ∧ Const(tp) ⊆ Const(t′p) ♦✉ (X ⊆ X ′ ∧ Const(tp) ⊂
Const(t′p))✳
❊❧❧❡s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s s✐ ❡❧❧❡s ♥❡ s❛t✐s❢♦♥t ♣❛s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✭❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❞❡ ❝❧é ♦✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✮ ♠✐♥✐♠❛❧❡s
❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✈❛❧✐❞❡s ❝✳✲à✲
❞✳ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r F ❡♥t✐èr❡♠❡♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ F ✱ ♥♦té❡ F ′✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①tr❛✐r❡✳ P♦✉r ❛ss✉r❡r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡
F ′ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F r❡❝❤❡r❝❤é✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ✿



✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s sé♠❛♥t✐q✉❡s s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽ ✭❋❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❉❋s✮ ❙♦✐t F ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❉❋s✳ ▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ F ✱ ♥♦té❡ F+✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞é❞✉✐t❡s
❞❡ F ✿ F+ = {X → Y | F ⊢ X → Y } ♦ù ⊢ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st
✐♠♣❧✐q✉é❡✱ ✈✐❛ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬❆r♠str♦♥❣✱ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳

▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s F ′ ❡t F s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ F ′+ =
F+✳ ❖r✱ ♣✉✐sq✉❡ F r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r
T ✱ F+ = F ✳ ❉♦♥❝ F ′ ❡st ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ F s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ F ′+ = F ✳ ❉❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣ré❝✐s❡r ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✾ ✭❋❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✮ ❙♦✐❡♥t X ✉♥ ❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡t F ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✈❛❧✐❞❡s✳ ▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ X r❡❧❛t✐✈❡✲
♠❡♥t à F ✱ ♥♦té❡ X+✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r X✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
Y ∈ X+ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ F ⊢ X → Y ✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡
✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✈❛❧✐❞❡s s✉r ✉♥❡ t❛❜❧❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé✲
♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡①tr❛✐t❡s s♦♥t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ F ♣❡✉t
❛❞♠❡ttr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝❛♥♦♥✲
✐q✉❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❇♦ît❡ à ♦✉t✐❧s

❙♦♠♠❛✐r❡

✷✳✶ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①❛❝t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✶✳✶ ❆✈❡❝ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✶✳✷ ❙❛♥s ♣ré✲❝❛❧❝✉❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✷ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✸ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✸✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ♣❛r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✸✳✷ ❆✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡
t❛❜❧❡ T ✱ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡✱ ✈✐❛ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥✲
❢ér❡♥❝❡ ❞é❞✐é✱ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✈❛❧✐❞❡s s✉r T ✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s
✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❝❛❧❝✉❧é❡s✳

❬▼❛♥♥✐❧❛ ✫ ❘ä✐❤ä ✶✾✾✷❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r 2n/2✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
s❡ ❢❛✐t ❡♥ Ω(m)✳ P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❞❡
❣r♦ss❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♦✉ ❞❡ t✉♣❧❡s✮✳ ◆♦✉s
❞❡✈♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ❛tt❡❧❡r à rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ♠✐❡✉① ré♣♦♥❞r❡ ❛✉①
❜❡s♦✐♥s ❛❝t✉❡❧s✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛ été très ét✉❞✐é ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✽✵
❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❡✉r ✉t✐❧✐té ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❬▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥
ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s ❡t ❧❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝❡❧❧❡s✲
❝✐ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ét✉❞✐é ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❡t♦✉r♥❛♥t
❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡①❛❝t❡s✱ ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ❧❡s ♠❡s✉r❡s q✉❛❧✐✜❛♥t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s q✉❡❧q✉❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡♥ é❝♦♥♦♠✐s❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♦✉
❧❡ t❡♠♣s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳

✷✳✶ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①❛❝t❡s

◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ P♦✉r
❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ré❝✉♣ér❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✳ ▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❡①tr❛✐t❡s ❞❡ ❝❡s ♣ré✲❝❛❧❝✉❧s✳ ◆♦✉s ❝♦♠✲



✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❇♦ît❡ à ♦✉t✐❧s

♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ◆♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛❧❝✉❧❛♥t
❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✳

✷✳✶✳✶ ❆✈❡❝ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧s

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❚❆◆❊✱ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❬❍✉❤t❛❧❛ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾❪✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r t♦✉t❡s
❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✮ s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ t❛❜❧❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱
❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♥t ❧❡s t✉♣❧❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts X ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ✿ s✐ ti[X] = tj [X] ❛❧♦rs ti ❡t tj ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡
❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ηX ✳ ■❧s ♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ X → Ai ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ηX s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
❝❧❛ss❡s ❞❡ ηX∪{Ai}✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ✈♦✐r q✉❡ s✐ ❧❡s t✉♣❧❡s ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r s✉r X
♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r s✉r Ai✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r
❝❡ rés✉❧t❛t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ✐❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s✐ ηX ❡t ηX∪{Ai} ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s✱ ❛❧♦rs X → Ai ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
s✉r T ❞❡ X ❡t ❞❡ X ∪ {Ai} ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✮✳

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s 2n s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t X ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ X\{Ai} → Ai

♣♦✉r t♦✉t ❛ttr✐❜✉t Ai ∈ X q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X✳
❚❆◆❊ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ♥✐✈❡❛✉①✱ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts à ✶ ❛ttr✐❜✉t à ❝❡❧✉✐ à n ❛ttr✐❜✉ts✳ ❉❡
❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ✐❧s ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s r❡t♦✉r♥é❡s✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs ✐❞❡♥t✐✜❡♥t ❧❡s ❝❧és ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❡✉rs ♣❛rt✐t✐♦♥s ♥❡
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t q✉❡ ❞❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛ttr✐❜✉t Client ❡st ✉♥❡ ❝❧é
♣✉✐sq✉❡ ηClient = {{t1}, {t2}, {t3}, {t4}}✳

❘❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❚❆◆❊✱ ❬❨❛♦ ✫ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✷✵✵✽❪ ♣r♦♣♦s❡♥t
❋❉❴▼✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ q✉❛tr❡ rè❣❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠✐❡✉① é❧❛❣✉❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✿

❘è❣❧❡ ✶ ❙✐ X ⊆ Y + ❡t Y ⊆ X+✱ ❛❧♦rs X ❡t Y s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡
❝❛♥❞✐❞❛t Y ❡t s❡s s✉r✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉♣♣r✐♠és ♣✉✐sq✉❡✱ ❞❛♥s t♦✉t❡s
❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t X✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r Y ✳

❘è❣❧❡ ✷ ❙✐ Y + ⊆ X✱ ❛❧♦rs X ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é ❝❛r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té X → Z ❡st ❞é❞✉✐t❡
❞❡ X \ Y ∗ → Z ♦ù Y ∗ = Y + \ Y ❡st ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ Y ✱ ❧❡s ❞❡✉①
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

❘è❣❧❡ ✸ ❙❡✉❧❡s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ XY → A ❛✈❡❝ A ∈ A \ {X+ ∪ Y +}
♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞✬êtr❡ ✈ér✐✜é❡s ✈✉ q✉❡ X∗ ∪ Y ∗ ⊆ (X ∪ Y )+✳

❘è❣❧❡ ✹ ❙✐ X ❡st ✉♥❡ ❝❧é ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs ❡①♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❋❉❴▼✐♥❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
q✉❡ ♣♦✉r ❚❆◆❊✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡✉r é❧❛❣❛❣❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣✉✐sq✉❡ ♠♦✐♥s ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t tr❛✐tés✳

❉❡♣✲▼✐♥❡r✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❬▲♦♣❡s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪✱ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡
t✉♣❧❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ✿ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ♥♦t❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛t✲
tr✐❜✉ts✱ ❧❡s t✉♣❧❡s ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r s✉r ❝❡✉①✲❝✐✱ ✐❧s r❡♣èr❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉①



✷✳✶✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①❛❝t❡s ✶✸

t✉♣❧❡s✱ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧s ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ■❧s ré❝✉♣èr❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① t✉♣❧❡s ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
✈❛❧❡✉rs✳ ▲❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✭❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ X ✿ X̄ = A\X✮
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ⊏ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥
✶✳✺✮ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s
✈❛❧✐❞❡s ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ❝✐❜❧❡✱ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts q✉✐
♦♥t ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
♠❛①✐♠❛✉①✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t✱ ♣❛r ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ q✉❡ ❉❡♣✲▼✐♥❡r ❡st ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t
q✉❡ ❚❆◆❊ ❡t ❝❡❧❛ s❡ ✈ér✐✜❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ♦✉ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s t✉♣❧❡s✳

❉❛♥s ❝❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉①✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ♣❛r❝♦✉r✉ ❡♥ ❧❛r❣❡✉r✳
❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣✉✐sq✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♥✐✈❡❛✉✱
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✱ ❞♦✐t êtr❡ st♦❝❦é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳
P❛rt✐s ❞❡ ❝❡ ❝♦♥st❛t✱ ❬❲②ss ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❛st❋❉s ♦♣ér❛♥t ❡♥
♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳ ■❧s r❡♣r❡♥♥❡♥t ❧✬✐❞é❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❉❡♣✲▼✐♥❡r ♠❛✐s ❧❡✉r ♣r♦❣r❡ss✐♦♥
❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ str❛té❣✐❡ ❞✬é❧❛❣❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ♣r♦✜t❡r ❞✬✉♥ é❧❛❣❛❣❡ ♣❛r ❧❡ ❜❛s
♣✉✐sq✉❡ X 6→ Ai ⇒ ∀Aj ∈ X,X \ {Aj} 6→ Ai✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s ♦r❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❝❡✉① q✉✐ ❝♦✉✈r❡♥t ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ s♦✐❡♥t ❝♦♥s✐❞érés
❡♥ ♣r❡♠✐❡rs ♣♦✉r ❛✐♥s✐ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ❈❡❧❛
❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ♠♦✐♥s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥st❛t❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝❡ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s
✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❉❡♣✲▼✐♥❡r ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

P♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱
❬❈❤✐❛♥❣ ✫ ▼✐❧❧❡r ✷✵✵✽❪ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s t✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ à
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❬❍✉❤t❛❧❛ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾❪✳ ■❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ tr❡✐❧❧✐s
❝♦♥st✐t✉é ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡t ❧❡ ♣❛r❝♦✉r❡♥t ❡♥ ❧❛r❣❡✉r✳ ■❧s ❝♦♥str✉✐s❡♥t
❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t X → Ai ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❝♦♠♠✉♥❡s à ηX ❡t ηX∪{Ai} ❡t ❡♥ ❧✉✐ ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s
♣♦ss✐❜❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✈❛❧✐❞❡s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t✳

❬❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ♣r♦♣♦s❡♥t tr♦✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❈❋❉▼✐♥❡r ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ▲❡s
❛✉t❡✉rs ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s
❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ rè❣❧❡ (X, tp) ⇒ (Ai, a) ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ (X → Ai, tp|a)✳ ❈❋❉▼✐♥❡r s❡ ❜❛s❡ ❞♦♥❝ s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥
❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s✳
■❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s
❝❛♥❞✐❞❛ts ✐❞❡♥t✐✜és ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
❝❡❧❧❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ⊏ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼✮✳ ■❧ ❧❡ ♣❛r❝♦✉rt
❡♥s✉✐t❡ ❡♥ ❧❛r❣❡✉r ♣♦✉r ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s rè❣❧❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s✳
P♦✉r ♣❛r✈❡♥✐r à ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ❈❚❆◆❊ ❡t



✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❇♦ît❡ à ♦✉t✐❧s

❋❛st❈❋❉✱ ❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❚❆◆❊ ❡t ❋❛st❋❉ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s
❧❡sq✉❡❧s s❡✉❧❡s ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♠♦t✐❢ ♦♥t été ❛❥♦✉té❡s✳

❚♦✉t❡s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t très ❡✣❝❛❝❡s t❛♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✱
m✱ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥
O(m2) ❡t ❝❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs très ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❛✐♥s✐ ♠ê♠❡ s✐✱ ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡✱ s❡✉❧❡ ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳

✷✳✶✳✷ ❙❛♥s ♣ré✲❝❛❧❝✉❧s

❈❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ♣♦✉r ♣❛❧✐❡r ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
✜①❡✱ ♣r♦❝è❞❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❯◆✱ ♣rés❡♥té ♣❛r ❬◆♦✈❡❧❧✐ ✫ ❈✐❝❝❤❡tt✐ ✷✵✵✶❪✱ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝
❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ s✉r ❧❛ t❛❜❧❡✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s 2n s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ❋❯◆ ❧❡ ♣❛r❝♦✉rt ❡♥ ❧❛r❣❡✉r ❡♥
❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✶ ❡t ✐❧ ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① s✉♣ér✐❡✉rs
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❡♥ ❝♦✉rs✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ q✉❛s✐✲
❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts q✉✐ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❣râ❝❡ ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♥✐✈❡❛✉
♣ré❝é❞❡♥t ✿ X⋄ = X

⋃

Ai∈X
(X \ {Ai})

+✳ P✉✐sq✉❡ X ⊆ X⋄ ⊆ X+✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
❢❡r♠❡t✉r❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st é❜❛✉❝❤é ♣❛r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥❢ér✐❡✉r✳
■❧s ✐❞❡♥t✐✜❡♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❝❡❧❧❡s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ♦♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ str✐❝t❡♠❡♥t
♣❧✉s ♣❡t✐t❡✳ ❈❡❧❛ ❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞✬é❧❛❣✉❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ■❧s ♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ ❧❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ X → Ai ❛✈❡❝ Ai ∈ X+ \X⋄ ❡t X t❡❧ q✉❡
∀X ′ ⊂ X, |X ′| < |X|✳
❬❉✐❛❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❛❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❈❋❯◆✱ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❋❯◆ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①✲
tr❛✐r❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉
s❡rt à ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ st♦❝❦❡r
❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❛✉❣♠❡♥t❡✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ t❛❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝✳✲à✲❞✳ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ t❡❧ q✉❡
t♦✉s s❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s s❡❧♦♥ ⊏ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❝❛♥❞✐❞❛t ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
♣❛s à ❧❛ ❜♦r❞✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♦✉ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ q✉❡ ❧✉✐ ❞❛♥s ❧❛
❜♦r❞✉r❡✳ ❬❍❛♥✉ss❡ ✫ ▼❛❛❜♦✉t ✷✵✶✶❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s ❜♦r❞✉r❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼✐♥❡❲✐t❤❘♦✉♥❞s ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♦♣t✐♠✐sé s♣é✲
❝✐✜q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❜❛s♦♥s s✉r ❧❡✉rs tr❛✈❛✉①
♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳



✷✳✷✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✶✺

✷✳✷ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❡r✈❡♥t à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✈❛❧✐❞❡s ♦✉
♣r❡sq✉❡ ✈❛❧✐❞❡s s✉r ✉♥❡ t❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉r ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ t✉♣❧❡s✱
✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❛✐♥s✐ ❞❡s t❡♥❞❛♥❝❡s q✉✬♦♥t ❝❡rt❛✐♥s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✬❛✉tr❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❞❡✉① s♦rt❡s ❞✬ét✉❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
♠❡♥é❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✿ ✭✐✮ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣r❡sq✉❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s
❝♦♠♠❡ r❡✢ét❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✱ ❧❡s t✉♣❧❡s ♥❡ ❧❡s ✈ér✐✜❛♥t ♣❛s
s♦♥t ❛❧♦rs ✐❣♥♦rés ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❞❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ♦✉ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✭✐✐✮ ❝❡s t✉✲
♣❧❡s ♠ér✐t❡♥t ❞✬êtr❡ ❛♥❛❧②sés ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣✉✐sq✉✬✐❧s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡
❡rr❡✉r ❞❡ s❛✐s✐❡ ♦✉ s♦♥t ❞❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡
❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s t✉♣❧❡s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❣râ❝❡ à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢♦r❝❡✳
❬●✐❛♥♥❡❧❧❛ ✫ ❘♦❜❡rts♦♥ ✷✵✵✹❪ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧èt❡ s✉r ❝❡s ♠❡s✉r❡s
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣r❡sq✉❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r
❧❛ t❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❢♦r❝❡✳

▼♦♥♦t♦♥✐❡ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬é❧❛❣✉❡r
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ♦✉ ♣❧✉s s♣é❝✐✲
✜q✉❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ♦✉ ♥♦♥ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❬▲♦♣❡s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❪
♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ g3 ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ✿ X ⊇ Y ⇒ g3(X → Ai) ≤ g3(Y → Ai)✳ P✉✐sq✉❡
confiance(X → Ai) = 1 − g3(X → Ai) ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✐♥s✐ ✿ X ⊇ Y ⇒ confiance(X → Ai) ≥ confiance(Y → Ai)✳

◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❡♥ ❞✐r❡ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢♦r❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s
q✉❡ X ⊂ Y ⇒ |X| ≤ |Y | ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s r❛t✐♦s
|X|/|X ∪ {Ai}| ❡t |Y |/|Y ∪ {Ai}|✳ ❙✉r ♥♦tr❡ t❛❜❧❡ Clientèle✱ X ⊂ Y ⇒ force(X →

Ai) ≤ force(Y → Ai)✳ ❙✉r ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✶✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s |X|
|XA| =

2
3 > 3

5 = |XY |
|XY A| ✳ ❈❡❧❛

❡st ❧✐é à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r x1 q✉✐ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡
q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❆ ♠♦✐♥s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❛✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧❛ ♠ê♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ♣ré✈♦✐r s✐ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢♦r❝❡ ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡
♦✉ ♣❛s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✭❬P❛❣❡ ✷✵✵✾❪✮ ✿ force(X →
Y ) ≤ confiance(X → Y ) ≤ 1✳

✷✳✸ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
très r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♦✉ ❛✈❡❝ q✉❡ ♣❡✉ ❞✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳
❆❧♦rs ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t♦✉r♥é❡ ❡st ❛♠♦✐♥❞r✐❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s ❝r✐tèr❡s✳



✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❇♦ît❡ à ♦✉t✐❧s

X Y A

x1 y1 a1
x1 y1 a2
x1 y2 a1
x1 y2 a2
x2 y2 a1

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥ r❛♣✐❞❡
♣❛♥♦r❛♠❛✳

✷✳✸✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ♣❛r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡

P♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♦✉ ♥♦♥ ♣❛r T ✱ ✐❧ ❢❛✉t ❧✐r❡ ❧❡s t✉♣❧❡s
❞❡ T ❛✜♥ ❞❡ r❡♣ér❡r ❝❡✉① ❡♥ ❛❝❝♦r❞ s✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ ♠❛✐s ♣❛s s✉r ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ P♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r
❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❬❑✐✈✐♥❡♥ ✫ ▼❛♥♥✐❧❛ ✶✾✾✺❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
S ❞❡ T ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ♦✉ ♥♦♥ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❯♥❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡ s✉r S✱ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r T ✳ P♦✉r
❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s s✉r S✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r ❜♦r♥❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t
❛✉ss✐ ✈❛❧✐❞❡s s✉r T ✳ P♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s g1✱ g2 ❡t g3 q✉✬✐❧s ♣rés❡♥t❡♥t✱ ✐❧s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s
t❛✐❧❧❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ à ❡①❛♠✐♥❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r S
❛ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s✱ ♣r❡sq✉❡ ✈ér✐✜é❡ s✉r T r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛
♠❡s✉r❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✭❝✳✲à✲❞✳ ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
ǫ ❡t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té δ✱ gi(X → Y ) = 0 s✉r S ⇒ Proba(gi(X → Y ) ≤ ǫ s✉r
T ) ≥ 1− δ✮✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ X → Y ♣❡✉t
s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s |X| ❡t |XY |✳ ❬●✐❜❜♦♥s ✷✵✵✶❪
♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ■❧ ♣r♦❝è❞❡ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡
❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ h ♣♦✉r ❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡
t✉♣❧❡ ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✉♥✐q✉❡✳ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ h✱ ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s t✉♣❧❡s à ❛❥♦✉t❡r à ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r h(t[X])✳ ■❧ st♦❝❦❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❡t
❡st✐♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ✐❣♥♦rés✳ ■❧ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡
❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛r h(t[X]) = h(t′[X]) 6⇒ t[X] = t′[X]
♣✉✐sq✉❡✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐✛ér❡♥❝✐é❡s ♣❛r
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

❬❈♦r♠♦❞❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡ ♣❛r rés❡r✈♦✐r ✭❬❱✐tt❡r ✶✾✽✺❪✮✳ ■❧s
tr❛✐t❡♥t ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✿ s♦✐t ✭✐✮ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é ❡t ✐❧ ❢❛✉t ❡♥ ❝❛❧✲
❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ s♦✐t ✭✐✐✮ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✐❧s ❝❤❡r❝❤❡♥t
✉♥ ♠♦t✐❢ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ s❡✉✐❧ ✜①é✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ✐❧s ❞♦♥♥❡♥t



✷✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✼

❧❡s ❜♦r♥❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡s ❡rr❡✉rs s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ✉♥❡ ♦✉ ❞❡✉①
♣❛ss❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳

✷✳✸✳✷ ❆✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡
♣✉✐sq✉❡✱ ❞❛♥s ❧✬✐❞é❛❧✱ à ❝❤❛q✉❡ t✉♣❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✉♥✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
✉♥❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ Θ(|X|)✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❍②♣❡r▲♦❣▲♦❣ ♣r♦♣♦sé❡
♣❛r ❬❋❧❛❥♦❧❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ♥é❝❡ss✐t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t O(log |T | + log log |T |

ǫ2
) ❜✐ts ❞❡ ♠é♠♦✐r❡

♣♦✉r ❢❛✐r❡ ✉♥❡ (ǫ, ǫ−2)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ǫ ∈]0, 1[✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ré❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r X✱ |X|✱ ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ |X|∗×(1−ǫ) ❡t |X|∗×(1+ǫ) ♦ù |X|∗

❡st ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡t♦✉r♥é❡ ♣❛r ❍▲▲ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ à 1 − ǫ−2 ✿
Proba(|X| ∈ [|X|∗ × (1− ǫ), |X|∗ × (1 + ǫ)]) > 1− ǫ−2✳ ❍▲▲ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❛✐♥s✐ ✿

✶✳ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥t✐❡r b (∼ 10)✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r M ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2b ❡st ❝♦♥str✉✐t✱

✷✳ à ❝❤❛q✉❡ t✉♣❧❡ t ∈ T ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥❡ s✉✐t❡ ♣s❡✉❞♦✲❛❧é❛t♦✐r❡✱ h(t)✱ ❞❡ ✵ ❡t ❞❡ ✶✱

✸✳ ❧❡s b ♣r❡♠✐❡rs ❜✐ts ❞❡ h(t) ✐❞❡♥t✐✜❡♥t ❧❡ r❡❣✐str❡ M [i] q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞✉ ❜✐t à ✶ ❧❡ ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s t✉♣❧❡s t′[X] ❝♦♥❝❡r♥és ♣❛r M [i]✱

✹✳ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ t♦✉s ❧❡s t✉♣❧❡s ♦♥t été ét✉❞✐és✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à M
♣♦✉r r❡t♦✉r♥❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st✐♠é❡ ❞❡ X✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré q✉✬✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ X → Y r❡str❡✐♥t❡ à ✉♥ ♠♦t✐❢ ❞❡ t✉♣❧❡ tp✳ ◆♦✉s ♣♦✉✲
✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐❡r à ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ Tp ❞❡ ♠♦t✐❢s✳
❯♥ t✉♣❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥❝❡r♥é ♣❛r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s✬✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♠♦t✐❢
❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❡t ♥✬❡♥tr❡ ♣❛s ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦t✐❢✳

❬●♦❧❛❜ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é q✉✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ X → Y ✱ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ♠♦t✐❢s q✉✐
s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ s❡✉✐❧
s ✜①é❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r X✱
t♦✉s ❧❡s ♠♦t✐❢s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ■❧s ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❡♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦t✐❢✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ■❧s ✐♥sèr❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❧❡s ♠♦t✐❢s
❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✐t ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ à s✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞û❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ s♦♥t
❛❥♦✉tés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐✈❡ s✉r ❧❛ s❡✉❧❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❡✉r ❢réq✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✳

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s✳ P♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡ ❣r♦s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭s✉rt♦✉t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
t✉♣❧❡s✮✱ ❧❡s ♣ré✲❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té O(m2) s♦♥t ♣ré❥✉❞✐❝✐❛❜❧❡s ❡t ❝❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s
q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s✱ à ♣r✐♦r✐✱ r✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s q✉✐ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s
♣❛r ❧❛ t❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ❞♦♥❝ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à
♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♣❡r♠❡t ✉♥ é❧❛❣❛❣❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❡t ✉♥❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥



✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❇♦ît❡ à ♦✉t✐❧s

♠é♠♦✐r❡ ♠♦✐♥❞r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ❧❛r❣❡✉r✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝
à tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❡♥ ❡①♣❧♦r❛♥t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳

■❧ ❡st à ♥♦t❡r é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥♥✉❡s à ❝❡ ❥♦✉r s❡ ❧✐♠✐t❡♥t à ❡①✲
tr❛✐r❡ s♦✐t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❧és✮✱
s♦✐t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥ ② ✐♥❝❧✉❛♥t ♣❛r❢♦✐s ✉♥ ❞é❣ré ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❖r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ■❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡
❞♦♥❝ ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✉♥✐✜é ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①tr❛✐r❡ t♦✉s t②♣❡s ❞❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❛✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❊①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

❙♦♠♠❛✐r❡
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✸✳✶✳✷ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❛r❛❈♦❉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✸✳✶✳✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✸✳✷ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✸✳✷✳✶ ▲❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✷✳✷ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✸ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✸✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✸✳✷ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡①✐st❛♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥
❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ t❛❜❧❡ T ✳ ▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s r❡t♦✉r♥é❡s s♦♥t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
♠✐♥✐♠❛❧❡s ✭❞é✜♥✐t✐♦♥s ✶✳✹ ❡t ✶✳✻✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r ❛♠❜✐t✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛
♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ❡st ❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ♥♦s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é✲
❞❡♥t✱ ✭✐✮ ❞✬♦♣ér❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣❡♥s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥ts
❡♥ O(m2) ❡t ✭✐✐✮ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡t ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r
é❧❛❣❛❣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳

◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐✈❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s
✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧❡s ❡①tr❛✐r❡ ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡
t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❝❡ ❜✐❛✐s✱ s❡✉❧ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
❝❤❛♥❣❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r✱ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s r❡❝❤❡r❝❤é❡s
♣♦✉r ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ✜①❡r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s à ✶ ♣♦✉r ♥✬❡①tr❛✐r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡s
ét❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❧❛ t❛❜❧❡✳



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡
♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ❢❛✐t ♣❛r ❬❍❛♥✉ss❡ ✫ ▼❛❛❜♦✉t ✷✵✶✶❪✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♥♦✉s ❛ ❞♦♥❝ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré ♣♦✉r ♠❡♥❡r
à ❜✐❡♥ ♥♦s tr❛✈❛✉①✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
P❛r❛❈♦❉❡✳ ◆♦✉s ❝✐t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❡t ❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠✲
♣❧é♠❡♥té❡s✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♣r♦♣♦sé❡✳

✸✳✶ P❛r❛❈♦❉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❛r❛❈♦❉❡ q✉✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡
✉♥❡ t❛❜❧❡✱ r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐✈❡s q✉✐ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♥s✐❞éré ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧❡ ♣❛r❝♦✉r✐r✳ ◆♦✉s
❞ét❛✐❧❧♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ▲❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✳

✸✳✶✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞ét❛✐❧❧és ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t
♦r❞♦♥♥és✳ ❈❡t ♦r❞r❡ ❡st ♥♦té ⊳✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t ♣♦s✐t✐♦♥♥és s❡❧♦♥ ⊳✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✜①é
A = {A1, . . . An}✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ♣ré❝✐sé ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ❞♦♥♥❡ s♦♥ r❛♥❣ ❞❛♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✿ Ai ❡st ❧❡ ✐❡ ❛ttr✐❜✉t ❞❡ A s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ |{Ak ∈ A, Ak ⊳Ai}| = i− 1✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❛❧♣❤❛❜ét✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ét❡♥❞r❡ s❛ ❞é❢✲
✐♥✐t✐♦♥ à ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ A1A4A5 ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝♦rr❡❝ts ❛❧♦rs q✉❡ A7A2 ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ♣✉✐sq✉❡ A2 ⊳ A7✱ ✐❧ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡
♥♦té A2A7✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡✱ A1A4A5 ⊳A2A7 ❝❛r A1 ⊳A2✳

✸✳✶✳✶✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✐té ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s r❡t♦✉r♥é❡s✱ ♥♦✉s ✜①♦♥s ❧✬❛ttr✐❜✉t
❝✐❜❧❡✱ At✱ ❡t ❧✉✐ ❛✛❡❝t♦♥s ✉♥ ♠♦t✐❢ ❛♥♦♥②♠❡✳ ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (X, tp)
❛✈❡❝ X ⊆ Λ = A \ {At} ❡t tp ❧❡ ♠♦t✐❢ ♣♦rt❛♥t s✉r X✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✱ ♥♦té❡
||(X, tp)||✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❡ X✱ nbAttr(X)✱ ❛✉q✉❡❧ s✬❛❥♦✉t❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ tp✱ nbConst(tp)✳

❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝✐❜❧❡✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ré✐tér❡r ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ A ❛✐t été ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❡①♣❧♦ré✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s
❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ❧❛ ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❡st ❞♦♥♥é r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
à Λ✳

❊①❡♠♣❧❡ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡
❝✐❜❧❡ Transporteur ♣♦✉r ♥♦tr❡ t❛❜❧❡ Clientèle ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ ◆♦✉s



✸✳✶✳ P❛r❛❈♦❉❡ ✷✶

❛✈♦♥s ♣❧❛❝é ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬♦r❞r❡ ⊏ ❛✜♥ ❞✬❡①❤✐❜❡r ❧❡✉rs ❧✐❡♥s ❞❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼✮✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❡s ❝♦♥✲
st❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t C s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♥♦té❡s c ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ✈♦✐r q✉❡ ❝❡❧❛ ❝❛❝❤❡
q✉❛tr❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣✉✐sq✉❡ |Dom(C)| = 4✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛t✲
tr✐❜✉t✳

∅

(C, ❴) (M, ❴) (P, ❴)

(C, c) (CM, ❴❴) (CP, ❴❴) (M, m) (MP, ❴❴) (P, p)

(CM, c❴) (CM, ❴m) (CMP, ❴❴❴) (CP, c❴) (CP, ❴p) (MP, m❴) (MP, ❴p)

(CMP, c❴❴) (CM, cm) (CMP, ❴m❴) (CMP, ❴❴p) (CP, cp) (MP, mp)

(CMP, cm❴) (CMP, c❴p) (CMP, ❴mp)

(CMP, cmp)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝✐❜❧❡ Transporteur

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♦r❞♦♥♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥✲
❞✐❞❛ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ✐♥térêt à ❝❤♦✐s✐r ❞✬❡①é✲
❝✉t❡r ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t (C, c1) ❛✈❛♥t (C, c2) ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡t ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♥✬❛ ♣❛s ♣❧✉s ❞❡
s❡♥s✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♥♦✉s ♥❡ tr♦✉✈♦♥s ♣❛s ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡s à tr❛✐t❡r ❝❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
❛✈❛♥t (CM,❴❴) ♦✉ ❛♣rès✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❛❧♦rs ♣❛r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✉♥ ❞✬❡✉① ❞ét❡r✲
♠✐♥❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❈❡tt❡
❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦♥♥❡❝tés✮ ❙♦✐❡♥t (X, tp) ❡t (Y, sp)
❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ■❧s s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés✱ ♥♦té (X, tp) ∼ (Y, sp)✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

✕ ✐❧s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ⊏ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼✮ ❛✈❡❝ ||(X, tp)|| =
||(Y, sp)||✱ ❡t

✕ X = Y ♦✉ X ❡st ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞❡ Y ✭❝✳✲à✲❞✳ Al ⊳ Y \ X ♦ù Al ❡st ❧❡ ❞❡r♥✐❡r
❛ttr✐❜✉t ❞❡ X✮ ❛✈❡❝ Y E XZ ❛✈❡❝ Z = Al+1 . . . Al+nbConst(tp) ♦ù Al+1 ❡st ❧❡
♣r❡♠✐❡r s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ Al s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ⊳✳

❊①❡♠♣❧❡ (C, c1) ❡t (CM,❴❴) s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés ♣✉✐sq✉✬✐❧s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s s❡❧♦♥
⊏ ✭C ⊂ CM ❡t Const(C, c1) = {c1} ⊃ {} = Const(CM,❴❴)✮ ❡t ||(C, c1)|| = 2 =
||(CM,❴❴)|| ❛✈❡❝ CM E CM ✭nbConst(c1) = 1 ❡t ❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ C s❡❧♦♥ ⊳ ❡st
M✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ (C, c1) ❡t (CP,❴❴) ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥❡❝tés ❝❛r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s CM ⊳ CP ❡t ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❡st ❢❛✉① ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✳



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦♥♥❡❝tés ♥✬♦♥t ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥ ✐♥térêt à êtr❡ ♦r❞♦♥♥és ❧❡s ✉♥s ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ✐❧s s♦♥t
❞♦♥❝ tr❛✐tés ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦r❞r❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡
♣❛✐r ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ♥♦♥ ❝♦♥♥❡❝tés ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭❖r❞r❡ ❉❋❙✮ ❙♦✐❡♥t (X, tp) ❡t (Y, sp) ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts t❡❧s q✉❡
(X, tp) 6∼ (Y, sp)✳ (X, tp) ❛♣♣❛r❛ît ❛✈❛♥t (Y, sp) ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❉❋❙✱ ♥♦té (X, tp) ⋖
(Y, sp)✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✭X ⊳ Y ✮ ♦✉ ✭X = Y ❡t nbConst(tp) < nbConst(sp)✮✳

❊①❡♠♣❧❡ P♦✉r ❧✬❛ttr✐❜✉t ❝✐❜❧❡ Transporteur✱ ❧✬♦r❞r❡ ❉❋❙ s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡st ❧❡
s✉✐✈❛♥t ✿ (C,❴) ⋖ (C, ci∈[1,4]) ∼ (CM,❴❴) ⋖ (CM, ci∈[1,4]❴) ∼ (CM,❴mj∈[1,2]) ∼
(CMP,❴❴❴)⋖ · · ·⋖ (P,❴)⋖ (P, p1) ∼ (P, p2)✳

▲✬❛r❜r❡ ❉❋❙ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s❡ ❝♦♥str✉✐t ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡
❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ (X, tp)✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❣é♥ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
s❡s ♣❛r❡♥ts ❝✳✲à✲❞✳ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✐ ❧❡ s♣é❝✐❛❧✐s❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✭▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❡♥ts✮ (X ′, t′p) ❡st ✉♥ ♣❛r❡♥t ❞❡ (X, tp) s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ r❡s♣❡❝t❡ ✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ s✐ nbConst(tp) < nbAttr(X)✱ X ′ = X ❡t |Const(t′p) \ Const(tp)| = 1 ❀
✕ X ′ = XAl+i

✶ ❛✈❡❝ t′p[X] = tp ❡t t′p[Al+i] = ❴ ♦ù Al+i ❡st ✉♥ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡
Al✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ttr✐❜✉t ❞❡ X s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ⊳✳

❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❡♥ts ❞❡ (X, tp)✱ Parents(X, tp)✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥✲
♥❡❝tés ♠❛✐s ✐❧s s✉✐✈❡♥t ❧✬♦r❞r❡ ⋖✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❡♥t ✭♦✉
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝té ❞❡ ♣❛r❡♥ts✮ ♥♦té FParent(X, tp)✳

❯♥ ♣❛r❡♥t ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t t❡❧ q✉❡ (X, tp) ⊏ (X ′, t′p) ∈ Parents(X, tp) ♣✉✐sq✉✬✐❧
s♣é❝✐❛❧✐s❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♥♦♥②♠❡ ❞❡ ♠♦t✐❢ ♦✉ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❛ttr✐❜✉t✳ ▲❡s ♣❛r❡♥ts ❞✬✉♥
❝❛♥❞✐❞❛t ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞♦♥❝ ❛♣rès ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❉❋❙✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐
♥❛✈✐❣✉❡r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛t ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❛✉ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡✳
❉é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ✐❧ ♥✬❡st
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❞❡s❝❡♥❞r❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♣❛r❡♥t s✉✐✈❛♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞✉ ❢rèr❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ✭▲❡ ❢rèr❡✮ Sibling(X, tp) = (X ′, t′p) ❡st ❧❡ ❢rèr❡ ❞❡ (X, tp) s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

✕ s✐ nbConst(tp) = i 6= 0✱ X ′ = XZ ♦ù Z ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s i − 1 s✉❝❝❡ss❡✉rs
❞✐r❡❝ts ❞❡ Al✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ttr✐❜✉t ❞❡ X✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ⊳ ❛✉q✉❡❧ s✬❛❥♦✉t❡ Al+i+1

✭❝✳✲à✲❞✳ Z = {Al+1Al+2 . . . Al+i−1Al+i+1}✮ ❡t nbConst(t′p) = 0 ❀
✕ s✐♥♦♥ X ′ = X \ {Al} ∪ {Al+1} ❡t nbConst(t′p) = 0✳

❊①❡♠♣❧❡ ▲✬❛r❜r❡ ❉❋❙ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ Clientèle ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ ❝✐❜❧❡ Transporteur ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡❣r♦✉♣é
❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦♥♥❡❝tés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

✶✳ XAl+i ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t Al+i ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X



✸✳✶✳ P❛r❛❈♦❉❡ ✷✸

∅

(C, ❴) (M, ❴) (P, ❴)

(C, c) (CM, ❴❴) (CP, ❴❴) (M, m) (MP, ❴❴) (P, p)

(CM, c❴) (CM, ❴m)

(CMP, ❴❴❴)
(CP, c❴) (CP, ❴p) (MP, m❴) (MP, ❴p)

(CMP, c❴❴)(CM, cm)

(CMP, ❴m❴) (CMP, ❴❴p)
(CP, cp) (MP, mp)

(CMP, cm❴) (CMP, c❴p) (CMP, ❴mp)

(CMP, cmp)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❆r❜r❡ ❉❋❙ TT

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠♦♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
✈❛❧✐❞❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r s❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❡t ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ r❡❧❛✲
t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡t s❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥❢ér✐❡✉r q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s
❡♥❝♦r❡ été tr❛✐té❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛♣rès ❝❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❉❋❙ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✭▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥❢❛♥ts ❞r♦✐ts✮ (X ′, t′p) ∈ RightC(X, tp) ❡st
✉♥ ❡♥❢❛♥t ❞r♦✐t ❞❡ (X, tp) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ X ′ = X \ {Ai} ❛✈❡❝
Ai 6= Al ∈ X ♦ù Al ❡st ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ttr✐❜✉t ❞❡ X ❛✈❡❝ tp[Ai] = ❴ ❡t t′p = tp[X

′]✳

❊①❡♠♣❧❡ RightC(CMP,❴❴p) = {(CP,❴p), (MP,❴p)} ❛✈❡❝ p ∈ Dom(P )✳ (C, c)
♣♦✉r t♦✉t c ∈ Dom(C) ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❡♥❢❛♥t ❞r♦✐t✳

◆♦✉s s❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❡t ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
❊①❛♠✐♥♦♥s ❛❧♦rs q✉❡❧q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ♥♦s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡s
♥♦✉s ❛✐❞❡r♦♥s à ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

✸✳✶✳✶✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡❣r♦✉♣é ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✱ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦♥♥❡❝tés✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ✈ér✐✜❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛✐♥s✐ ❢♦r♠és ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡
❞❡ tr❛♥s✐t✐✈✐té s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶ ❙♦✐❡♥t (X, tp)✱ (Y, sp) ❡t (Z, rp) tr♦✐s ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ (X, tp) ∼ (Y, sp) ❡t
(X, tp) ∼ (Z, rp)⇒ (Y, sp) ∼ (Z, rp)✳

Pr❡✉✈❡ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✱ ||(X, tp)|| = ||(Y, sp)|| ❡t ||(X, tp)|| = ||(Z, rp)||✱
❞♦♥❝ ||(Y, sp)|| = ||(Z, rp)||✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (Y, sp) ⊏ (Z, rp)✳ ❆❧♦rs✱ s♦✐t Y ⊂ Z ❡t
Const(sp) ⊆ Const(rp)✱ s♦✐t Y ⊆ Z ❡t Const(sp) ⊂ Const(rp)✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

❝✬❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ (Y, sp) ❡t (Z, rp) s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✳ ❉♦♥❝✱ s✐ Y = Z✱ ❝❡❧❛
❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❛✣r♠❡r q✉❡ (Y, sp) ❡t (Z, rp) s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés✳
❆♣♣r♦❢♦♥❞✐ss♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Y 6= Z✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ X ❡st ♣ré✜①❡ ❞❡ Y ❡t ❞❡ Z✳ ❆❧♦rs
Y E XX ′ ❡t Z E XX ′ ♦ù X ′ ❡st ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡s nbConst(tp) ❛ttr✐❜✉ts s✉❝✲
❝❡ss❡✉r ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❞❡ X s❡❧♦♥ ⊳✳ Y ❡t Z s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ♣ré✜①❡s ❞❡ XX ′✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✉♥
❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣ré✜①❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥❡❝tés✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ Y ❡st ♣ré✜①❡ ❞❡ X ❡t X ❡st ♣ré✜①❡ ❞❡ Z✳ ❆❧♦rs Y ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
♣ré✜①❡ ❞❡ Z ❡t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❡♥✜♥ Y ❡t Z ♣ré✲
✜①❡s ❞❡ X✳ ❆❧♦rs XEY Y ′ ❡t XEZZ ′✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛❜♦✉t✐ss♦♥s à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés✳ �

❈❡❧❛ ❛tt❡st❡ ❞✉ ❜✐❡♥✲❢♦♥❞é ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❉❋❙ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❞❡s ❡♥s❡♠✲
❜❧❡s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦♥♥❡❝tés ❞❡ t❛✐❧❧❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ■❧s
s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és ♣❛r ❧❛ ♣❛✐r❡ (X, s) ♦ù X ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ♥÷✉❞ ❡t s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈✲
❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ❝♦♥str✉✐t ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡t ♥♦♥
éq✉✐✈♦q✉❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✷ ❙♦✐t C ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦♥♥❡❝tés✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
✉♥✐q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts X t❡❧ q✉❡ (X, tp) ∈ C ❡t ∀(Y, sp) ∈ C✱ nbAttr(Y ) <
nbAttr(X) ❛✈❡❝ ∀(X, t′p) ∈ C✱ nbConst(tp) = nbConst(t′p)✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐❡♥t (X, tp) ❡t (Y, sp) ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦♥♥❡❝tés t❡❧s q✉❡
nbAttr(Y ) = nbAttr(X) = max(Z,rp)∈CnbAttr(Z)✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✱
s✐ (X ′, t′p) ∼ (X, tp) ❛✈❡❝ X ′ ⊂ X✱ ❛❧♦rs X EX ′Al+1 . . . Al+nbConst(t′p)

= X ′′✳ ➱t❛♥t
❞♦♥♥é q✉❡ (X ′, t′p) ❡t (X, tp) s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ ❡t ♣✉✐sq✉❡ X ❛ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ X = X ′′✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✱ (X ′, t′p) ∼ (Y, sp)
❡t ❞♦♥❝ X = Y ✳ ❈♦♠♠❡ ||(X, tp)|| = ||(Y, sp)||✱ ❛❧♦rs nbConst(tp) = nbConst(sp)✳
❉♦♥❝ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ C ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡t ♥♦♥ éq✉✐✈♦q✉❡✳ �

P❛r ❝❡ ❜✐❛✐s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts X
❞❡s ♥÷✉❞s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s s = 0✳ ❙♦✉s ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♥♦tr❡
❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❝❡✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Λ à n ❛ttr✐❜✉ts ✭❧❛ t❛❜❧❡
s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s♦♥t ❡①tr❛✐t❡s ❡♥ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ n+1✮✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉
q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞é✜♥✐✱ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s 2n s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡st ❜♦r♥é ♣❛r

∏

A∈Λ(|Dom(A)|+
1) ♣✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡✱ ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡✱ à
t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉s ❧❡s ♠♦t✐❢s
♣♦ss✐❜❧❡s s❛♥s ♦✉❜❧✐❡r ❞✬② ✐♥❝❧✉r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛♥♦♥②♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♥÷✉❞s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛r❜r❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿



✸✳✶✳ P❛r❛❈♦❉❡ ✷✺

∅

(C, 0) (M, 0) (P, 0)

(CM, 0) (CP, 0) (MP, 0) (P, 1)

(CMP, 0) (CP, 1) (MP, 1)

(CMP, 1) (CP, 2) (MP, 2)

(CMP, 2)

(CMP, 3)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❆r❜r❡ ❉❋❙ TT ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♥÷✉❞s

▲❡♠♠❡ ✸✳✸ ❙♦✐t n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Λ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ 2n +

∑n−1
i=0

(

n−1
i

)

× (i+ 1) ♥÷✉❞s✳

Pr❡✉✈❡ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♥÷✉❞s t❡❧s q✉❡ s = 0✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡
❞é❞✉✐r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ 2n ♥÷✉❞s ❞❡ ❧❛ s♦rt❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♥÷✉❞s t❡❧s q✉❡ s 6= 0✳ ❈❡ s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ✧ét❡♥❞❡♥t✧ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
❛✉ ♠♦t✐❢ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛②❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♠❛①✐♠❛❧ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥❡
r❡st❡ ♣❧✉s ❞✬❛ttr✐❜✉ts à ❝♦♥s✐❞ér❡r✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛ttr✐❜✉t An ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s t♦✉s ❝❡s
♥÷✉❞s✳ ■❧ ② ❛ 2n−1 ♥÷✉❞s ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ❝❡s ♥÷✉❞s
❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❧✐❣♥❡ n− 1 ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ P❛s❝❛❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
(

n−1
i

)

❞❡ ♥÷✉❞s ✐❞❡♥t✐✜és ♣❛r i+1 ❛ttr✐❜✉ts ♣♦✉r i ∈ [0, n− 1]✳ ❯♥ ♥÷✉❞ ♣❡✉t ❛✈♦✐r
❞❡ 1 à i+ 1 ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦t✐❢✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♠✉❧t✐♣❧✐♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♥÷✉❞s ♣❛r i+ 1✳ �

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜é ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ♥♦tr❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❱♦②♦♥s ❛❧♦rs ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦♥♥❡❝tés q✉✐ s✬②
tr♦✉✈❡♥t s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❙♦✐t (X, s) ✉♥ ♥÷✉❞✳ ❆❧♦rs ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❛r❡♥ts ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ (X, s) ❢♦r♠❡ ✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥÷✉❞ (X′, s′) ❝✳✲à✲❞✳ (X′, s′) =
⋃

(X,tp)∈(X,s)
FParent(X, tp) ❡st ✉♥ ♥÷✉❞ ❝♦♠♣❧❡t✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t (X ′, t′p) ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❡♥t ❞❡ (X, tp) ∈ (X, τp)✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✸✳✸✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ||(X ′, t′p)|| = ||(X, tp)|| + 1✳ ❉♦♥❝✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ t♦✉s ❧❡s
❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ (X, τp) ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✮✱ t♦✉s ❧❡✉rs ♣❛r❡♥ts ♦♥t é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✳



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

❙♦✐❡♥t (X, tp) ❡t (Y, rp) ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦♥♥❡❝tés ❞❡ (X, τp)✳ ➱t✉❞✐♦♥s ❧❡✉rs ♣❛r❡♥ts✱
(X ′, t′p) ❡t (Y

′, r′p) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ P✉✐sq✉❡ (X, tp) ❡t (Y, rp) s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ✈✐s✲
à✲✈✐s ❞❡ ⊏✱ ❧❡✉rs ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭❛✮ X ⊂ Y ♦✉ ✭❜✮ X = Y ❡t ❧❡✉rs ♠♦t✐❢s
s❛t✐s❢♦♥t ✭✐✮ Const(tp) ⊃ Const(rp)✱ ♦✉ ✭✐✐✮ ∃Ai ∈ X t❡❧ q✉❡ tp[Ai] 6= rp[Ai] 6= ❴✱
♦✉ ✭✐✐✐✮ ∃Ai ∈ X t❡❧ q✉❡ tp[Ai] = ❴✱ rp[Ai] 6= ❴ ❡t ∃Aj ∈ X t❡❧ q✉❡ tp[Aj ] 6= ❴✱
rp[Aj ] = ❴ ✭♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭❜✮ ❡t ✭✐✮ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s s✉r✈❡♥✐r s✐✲
♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧✬✐♥❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐té✮✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ét✉❞✐❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❡✉rs
♣❛r❡♥ts ✿

✭❛✮ ❡t ✭✐✮ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞❡s ♣❛r❡♥ts t❡❧s q✉❡ (X ′, t′p) ⊏ (Y ′, r′p)✱ s✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉❡ nbAttr(X) = nbAttr(Y ) − 1 ❡t nbConst(tp) = nbConst(rp) + 1✳
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ (X, tp) ∼ (Y, rp) ❡t ❞♦♥❝ XAl = Y ✳ ❆✐♥s✐ (X ′, t′p) ♣❡✉t êtr❡
❞❡ ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ✭✶✮ (Y, t′p) ♦ù t′p[X] = tp[X] ❡t t′p[Al] = ❴✳ ❉♦♥❝✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t
❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬❛❥♦✉t❡r ❛✉ ♠♦t✐❢ rp✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r
r′p = t′p ♠❛✐s ❥❛♠❛✐s Const(r′p) ⊃ Const(t′p) ❡t✱ s✐ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ✉♥ ❛ttr✐❜✉t à
Y ✱ ♥♦✉s r❡✈❡♥♦♥s à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✐✮✳ ❙✐♥♦♥✱ (X ′, t′p) ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
✭✷✮ (X, t′p) ♦ù t′p s♣é❝✐❛❧✐s❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♥♦♥②♠❡ ❞❡ tp ❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ q✉❡❧q✉❡
s♦✐t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ (Y ′, r′p)✱ ✐❧s s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés✳

✭❛✮ ♦✉ ✭❜✮ ❡t ✭✐✐✮ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✱ ∀Ai ∈ X t❡❧ q✉❡ tp[Ai] 6= ❴✱ t′p[Ai] =
tp[Ai]✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✐✐✮ ❡st ♠❛✐♥t❡♥✉❡ (X ′, t′p) ❡t (Y

′, r′p) q✉❡❧q✉❡ s♦✐t
❧❡✉rs ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡t ✐❧s s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés✳

✭❛✮ ❡t ✭✐✐✐✮ ▲❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜s❡r✈❡r ❝❡ ❝❛s ❡t ❡s♣ér❡r tr♦✉✈❡r ❞❡s
♣❛r❡♥ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❡st nbAttr(Y ) = nbAttr(X) + 1✱ nbConst(tp) = 2 ❡t
nbConst(rp) = 1✳ ◗✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♣❛r❡♥ts à ét✉❞✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
t♦✉❥♦✉rs X ′ ⊆ Y ′ ❡t nbConst(t′p) ≤ nbConst(r′p)✳ ❉♦♥❝ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s
q✉✬✐❧s s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés✳

✭❜✮ ❡t ✭✐✐✐✮ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣❛r❡♥ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts Ai ❡t
Aj s♦♥t ❧❡s s❡✉❧s à ❞♦♥♥❡r ❝❡ ❝❛s ✭✐✐✐✮✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❣é♥ér❡r ✉♥ ♣❛r❡♥t
❝♦♠♠✉♥ ❛✉ ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡♥ ❛✛❡❝t❛♥t à t′p[Ai] ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ rp[Ai] ❡t à r′p[Aj ]
❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ tp[Aj ]✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞❡s ♣❛r❡♥ts s❛t✐s❢♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ✭✐✐✐✮
❡t ✐❧s s♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦♥♥❡❝tés✳

❉♦♥❝ t♦✉s ❧❡s ♣❛r❡♥ts ✐ss✉s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦♥♥❡❝tés s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝tés✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ (Z ′, s′p) ∈ (X′, s′) ❣é♥éré ❡♥ t❡♠♣s ♣❛r❡♥t ❞❡ (Z, sp) 6∈ (X, s)✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ||(Z, sp)|| = ||(Z ′, s′p)|| − 1 ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ❝❛s à ❝♦♥✲
s✐❞ér❡r ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r (Z, sp) ✿ Z = Z ′ ❡t Const(sp) ⊂ Const(s′p) ❛✈❡❝
nbConst(sp) = nbConst(s′p) − 1✱ ♦✉ Z = Z ′ \ {Ai} ❛✈❡❝ sp = s′p[Z] ❡t s′p[Al] = ❴✳
❉✬❛♣rès ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ (Z, sp) ∈ (X, s)
s✐ s♦♥ ♣❛r❡♥t ❛♣♣❛rt✐❡♥t à (X′, s′)✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ (Z ′, s′p) ∈ RightC(Z, sp)✳ ❆❧♦rs Z ′ = Z \ {Ai} ❛✈❡❝
Ai 6= Al✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ttr✐❜✉t ❞❡ Z ❡t Const(s′p) = Const(sp) ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✮✳ ❆❞✲
♠❡tt♦♥s q✉❡ (Z ′, s′p) ❡st ❜✐❡♥ ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ (X′, s′) s❡❧♦♥
❧✬♦r❞r❡ ⊏✳ ❙✐ ∃(X, tp) ∈ (X′, s′) t❡❧ q✉❡ Z = X ❛❧♦rs ✐❧s s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✭✐✐✮ ♦✉ ✭✐✐✐✮ ❡t✱ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ (Z ′, s′p) ❡st ❛❧♦rs ❛✉ss✐ ❧❡ ♣❛r❡♥t ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡
(X′, s′)✳ ❙✐ X ❡st ♣ré✜①❡ ❞❡ Z ′ ❛❧♦rs✱ ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s ❛✈♦✐r Z ′ EXX ′✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡
♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ X ′ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝♦♥t✐❣✉s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t



✸✳✶✳ P❛r❛❈♦❉❡ ✷✼

à ⊳ ❡t Z ′ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s Ai ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t Al ❛✈❡❝ Ai ⊳Al✳ ❉♦♥❝ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
XX ′ E Z ′ ❡t (Z ′, s′p) 6∈ (X′, s′)✳ ❙✐ Z ′ ❡st ♣ré✜①❡ ❞❡ X ❛❧♦rs nbConst(s′p) ≥ 1
♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❉♦♥❝ (Z ′, s′p) ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❛r❡♥t ❞❡ (Z ′, s′′p) ❛✈❡❝ Const(s′′p) ⊂ Const(s′p) ❡t✱ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱
(Z ′, s′′p) ∈ (X, s)✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ (Z ′, s′p) ∈ Sibling(Z, sp)✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✱
nbConst(s′p) = 0✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✱ Z ′ = X′ ❡t ✐❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡
❣é♥éré à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛t (X, tp) ∈ (X, s) ❛✈❡❝ nbConst(tp) = s = 0✳
❉♦♥❝ t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ s♦♥t ❜✐❡♥ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❛r❡♥ts ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
❝♦♥♥❡❝tés✳ �

❖✉tr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦♥♥❡❝tés ❣é♥èr❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r❡♠✐❡rs
♣❛r❡♥ts t♦✉s ❝♦♥♥❡❝tés✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧s ❣é♥èr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡
♠ê♠❡ ❢rèr❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷ ❙♦✐❡♥t (X, tp) ❡t (Y, sp) ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦♥♥❡❝tés✳ ❆❧♦rs
Sibling(X, tp) = Sibling(Y, sp)✳

Pr❡✉✈❡ P✉✐sq✉❡ (X, tp) ∼ (Y, sp) ❛❧♦rs✱ X.Z = Y.Z ′ = W ♦ù Z ❡t Z ′ s♦♥t ❧❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s nbConst(tp) ❡t nbConst(sp) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ s✉❝❝❡ss❡✉rs
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ⊳ ❞❡ AlX ❡t AlY ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ X ❡t ❞❡ Y r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✱ Sibling(X, tp) = (W \ {AlW }∪{AlW+1}, rp) ♦ù AlW ❡st ❧❡
❞❡r♥✐❡r ❛ttr✐❜✉t ❞❡ W ❛✈❡❝ nbConst(rp) = 0✳ ❆❧♦rs✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❢rèr❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t
❞é♣❡♥❞ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ W q✉✐ ❡st ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦♥♥❡❝tés✱
♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ Sibling(X, tp) = Sibling(Y, sp)✳ �

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✜♥ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❝❡✉① à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡♥
♣❛r❛❧❧è❧❡✳

✸✳✶✳✶✳✸ P❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts

◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦♥♥❡❝tés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐tés ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s
♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡s ✉♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✲
✈♦♥s ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❝❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥÷✉❞s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét✉❞✐és ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs
♣❛r❡♥ts ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ s❡s
❡♥❢❛♥ts ❞r♦✐ts q✉✐ ❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t s♦✐❡♥t tr❛✐tés à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t
❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛t✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻ ✭P❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❉❋❙✮ ❙♦✐t R = {R1, . . . ,Rk} ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ R ❡st ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❉❋❙ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
(X, tp) ∈ Ri✱ ❡t (Y, sp) ∈ Ri+1 ♣♦✉r t♦✉t (Y, sp) ∈ FParent(X, tp) ♦✉ (Y, sp) ∈
RightC(X, tp)✳

❊①❡♠♣❧❡ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❉❋❙ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ TT ✳



✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

(C, ❴) (M, ❴) (P, ❴)

(C, c) (CM, ❴❴) (CP, ❴❴) (M, m) (MP, ❴❴) (P, p)

(CM, c❴) (CM, ❴m)

(CMP, ❴❴❴)
(CP, c❴) (CP, ❴p) (MP, m❴) (MP, ❴p)

(CMP, c❴❴)(CM, cm)

(CMP, ❴m❴) (CMP, ❴❴p)
(CP, cp) (MP, mp)

(CMP, cm❴) (CMP, c❴p) (CMP, ❴mp)

(CMP, cmp)

1 3 5

2 4 4 6

3
5 5

4
6 6

5

6

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ P❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❉❋❙ ❞❡ TT

❈❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t r❡❣r♦✉♣❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ tr❛✐tés ❡♥ ♠ê♠❡
t❡♠♣s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❈❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ Ri s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ét✉❞✐és à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ i✳ ▲❡
t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣ré❝✐s❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶ ❙♦✐t (X, tp) ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ TAt ✳ ❆❧♦rs✱ (X, tp) ∈ Rk ⇔ k =
2l − nbAttr(X) + nbConst(tp) ♦ù l ❡st ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ Al✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ttr✐❜✉t ❞❡ X✳

Pr❡✉✈❡ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ (A1,❴)✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ❞♦✐t ❛♣♣❛rt❡♥✐r
à R1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s 1 = 2 ∗ 1 − 1 + 0✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✱ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
(A1, a)∀a ∈ Dom(A1) ❡t (A1A2,❴❴) ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ♣♦✉r R2 ♣✉✐sq✉❡ ❝❡
s♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❛r❡♥ts ❞❡ (A1,❴) ❡t 2 = 2 ∗ 1 − 1 + 1 = 2 ∗ 2 − 2 + 0✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s RightC(A1A2,❴❴) = (A2,❴)✱ ❞♦♥❝ (A2,❴) ∈ R3=2+1=2∗2−1+0 ❡t ❞♦♥❝✱ ❡♥
s✉✐✈❛♥t ✉♥ t❡❧ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥ ❞❡♥ts ❞❡ s❝✐❡✱ (An,❴) ❞♦✐t ❛♣♣❛rt❡♥✐r à R2n−1+0✳ ❆✐♥s✐
(Al,❴) ∈ R2l−1+0 ❡t t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞♦♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ttr✐❜✉t ❡st Al ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
ét✉❞✐és ❛✈❛♥t ❧✉✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ (Al,❴) ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❡♥❢❛♥t ❞r♦✐t ❞❡ ❝❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♦✉
❧✬❡♥❢❛♥t ❞r♦✐t ❞✬✉♥ ❡♥❢❛♥t ❞r♦✐t ♦✉ ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ✿ ❝❡✉① à ❞❡✉① ❛ttr✐❜✉ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
tr❛✐tés ❞❛♥s R2l−2✱ ❝❡✉① à tr♦✐s ❛ttr✐❜✉ts ❞❛♥s R2l−3✱ ❡t❝✳ ❡t✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡
❝❛♥❞✐❞❛t (AAl, tp) ❛✈❡❝ A ⊆ Λ⊳Al

✭Λ⊳Al
❞és✐❣♥❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ Λ ❛②❛♥t ✉♥ r❛♥❣

str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à Al✮ ❡t nbConst(tp) = 0 ❞♦✐t êtr❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s R2l−nbAttr(A)✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠♦t✐❢✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✱ (X, tp) ❛✈❡❝
nbConst(tp) = 1 ❞♦✐t êtr❡ tr❛✐té ❥✉st❡ ❛♣rès (X, t′p) s✐ nbConst(t′p) = 0 ❡t
❥✉st❡ ❛✈❛♥t (X, t′′p) s✐ nbConst(t′′p) = 2 ♣✉✐sq✉❡ (X, tp) ∈ FParent(X, t′p) ❡t
FParent(X, tp) ∋ (X, t′′p)✳ ❉♦♥s✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ (X, tp) ❞♦✐t êtr❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s
Ri+nbConst(tp) s✐ (X, t′p) ❛✈❡❝ nbConst(t′p) = 0 ❡st tr❛✐té ❞❛♥s Ri✳ �

❈❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ❞♦♥❝ ❛✛❡❝té à ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t t♦✉s ❧❡s ❝❛♥✲
❞✐❞❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡ Ri s♦♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿



✸✳✶✳ P❛r❛❈♦❉❡ ✷✾

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶ ❙♦✐t R∗ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s✮ ♣❛rt✐t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❉❋❙ ♣♦✉r ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦♥str✉✐t s✉r n ❛ttr✐❜✉ts✳ ❆❧♦rs |R∗| = 2n✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❈❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡ ❛✛❡❝t❡ à ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐✲
❞❛ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s s❡❧♦♥ ⊏ ✭♣❛r ❡①✳ (CM,❴m1) ∈ R3 ❡t (M,❴) ∈ R3 ❛❧♦rs q✉❡
(CM,❴m1) ⊐ (M,❴)✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦tr❡ str❛té❣✐❡ ❞✬é❧❛❣❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s
❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡s ♣❛rt✐❡s ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡✉① ét❛♥t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s
✭❧❡♠♠❡ ✸✳✹✮✳

✸✳✶✳✷ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❛r❛❈♦❉❡

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ❜❛s❡s s♦♥t ♣♦sé❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ q✉✐✱
ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥❡ t❛❜❧❡ T ❡t ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té α✱ r❡t♦✉r♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s α% ❞❡s t✉♣❧❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✿ P❛r❛❈♦❉❡
❊♥tré❡ ✿ ❚❛❜❧❡ T ✱ s❡✉✐❧ α

✶ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ At ∈ A ❢❛✐r❡
✷ R1 ← (A1,❴) ❛✈❡❝ A1 ∈ Λ❀
✸ r ← 1 ❀
✹ t❛♥t q✉❡ Rr 6= ∅ ♦✉ Rr+1 6= ∅ ❢❛✐r❡
✺ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ (X, tp) ∈ Rr ❢❛✐r❡
✻ /∗ ❇♦✉❝❧❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ∗/❀
✼ s✐ (X, tp) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦✉✈❡rt Γ+[t] ❛❧♦rs
✽ s✐ (X, tp) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦✉✈❡rt Γ−[t] ❛❧♦rs
✾ s✐ T |= (X →α At, tp) ❛❧♦rs
✶✵ Γ+[t]← Γ+[t] ∪ {(X, tp)}❀
✶✶ Γ+[t]← Γ+[t] \ {(Y, sp) | (Y, sp) ⊐ (X, tp)}❀
✶✷ Rr+1 ← Rr+1 ∪RightC(X, tp)❀
✶✸ Rr+2 ← Rr+2 ∪ Sibling(X, tp)❀
✶✹ s✐♥♦♥
✶✺ Γ−[t]← Γ−[t] ∪ {(X, tp)}❀
✶✻ Γ−[t]← Γ−[t] \ {(Y, sp) | (Y, sp) ⊏ (X, tp)}❀
✶✼ Rr+1 ← Rr+1 ∪ FParent(X, tp)❀

✶✽ s✐♥♦♥
✶✾ Rr+1 ← Rr+1 ∪ FParent(X, tp)❀

✷✵ r ← r + 1❀

✷✶ r❡t♦✉r♥❡r Γ+

Pr✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ◆♦✉s ✜①♦♥s✱ à ❝❤❛q✉❡ t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ P♦✉r ✭❧✐❣♥❡s ✶ à ✷✵✮✱
❧✬❛ttr✐❜✉t ❝✐❜❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ R1 r❡ç♦✐t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛♥❞✐❞❛t s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ⋖ ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ❝♦♥str✉✐t s✉r Λ = A \ {At}✳ ▲❡s ♣❛rt✐❡s à ❡①♣❧♦r❡r s♦♥t ✐♥st❛♥❝✐é❡s ❛✉ ❢✉r ❡t



✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

à ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❚❛♥t q✉❡ ✭❧✐❣♥❡s ✹
à ✷✵✮ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ à ✉♥ ♣♦✉r i ❞❡ 1 à 2n ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t ❛❥♦✉tés ❛✉①
♣❛rt✐❡s r+ 1 ♦✉ r+ 2 r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ ❝♦✉rs✳ ■❧ s✉✣t ❡♥s✉✐t❡ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r✱
❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts (X, tp) ∈ Rr✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡✉rs
♣♦ss✐❜❧❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞é❥à tr❛✐tés ✿ ✭✐✮ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞ét❡r♠✐♥❛♥t At s♦♥t
st♦❝❦és ❞❛♥s Γ+[t]✳ (X, tp) ❡st ❝♦✉✈❡rt ♣❛r Γ+[t] s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∃(Y, sp) ∈ Γ+[t]
t❡❧ q✉❡ (Y, sp) ⊏ (X, tp)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ (X, tp) ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ♠❛✐s ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
♥✬❡st ♣❛s ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❝❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r✳ ✭✐✐✮ ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♥❡
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣❛s ❧❛ ❝✐❜❧❡ At s♦♥t st♦❝❦és ❞❛♥s Γ−[t]✳ (X, tp) ❡st ❝♦✉✈❡rt ♣❛r Γ−[t] s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∃(Y, sp) ∈ Γ−[t] t❡❧ q✉❡ (Y, sp) ⊐ (X, tp)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s
❞é❥à q✉❡ (X, tp) ♥❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❧❛ ❝✐❜❧❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ ❧❡ t❡st❡r ♠❛✐s ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❥♦✉t❡r s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❡♥t à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
❙✐ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ♥✬❡st ❝♦✉✈❡rt ♣❛r ❛✉❝✉♥❡ ❜♦r❞✉r❡ ✭❧✐❣♥❡s ✾ à ✶✼✮✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s
✈ér✐✜❡r s❛ ✈❛❧✐❞✐té r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à T ❡t à α✳ ❙✐ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s
❧✬❛❥♦✉t♦♥s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ+[t] ❛✉q✉❡❧ ♥♦✉s s✉♣♣r✐♠♦♥s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s✳
◆♦✉s ❞❡✈r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r s❡s ❡♥❢❛♥ts ❞r♦✐ts à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r
❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ P♦✉r ♥❡ ♣❛s ✐♥t❡rr♦♠♣r❡ ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡s ♣❛r❡♥ts✱
♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s à Rr+2 ❧❡ ❢rèr❡ ❞✉ ❝❛♥❞✐❞❛t✳ ❙✐ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s
❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❧✬❛❥♦✉t❡r à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ−[t] ❛✉q✉❡❧ s♦♥t r❡t✐rés ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❧❡s
♣❧✉s ❣é♥ér❛✉①✳ ◆♦✉s ♣r♦❣r❛♠♠♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❡♥t àRr+1✳ ❯♥❡
❢♦✐s q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♦♥t été tr❛✐té✱ r ❡st ✐♥❝ré♠❡♥té ♣♦✉r ♣❛ss❡r à ❧✬✐tér❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❧✬❛r❜r❡ TT ✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♥♦té ❡♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧s s♦♥t
❡①é❝✉tés ❡t ❡♥ ❡①♣♦s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ✿ + s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ − q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té ✐❝✐ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
♥♦♥ ❝♦✉✈❡rts ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s ❜♦r❞✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ (MP,m2p1) ∈ FParent(MP,❴p1) ❡st
❝♦✉✈❡rt ♣❛r (MP,m2❴) ∈ Γ+ ❞♦♥❝ ✐❧ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✸✳✶ ♠♦♥tr❡
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Γ+ ❡t Γ−✳

(C,❴)+1 (M, ❴)−3

(M, m1)
−
4 (M, m2)

−
4 (MP, ❴❴)−4

(MP, m1❴)−5 (MP, m2❴)+5 (MP, ❴p1)
−
5 (MP, ❴p2)

+
5

(MP, m1p1)
−
6

(P, p2)
+
6

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ P❛r❛❈♦❉❡ s✉r TT



✸✳✶✳ P❛r❛❈♦❉❡ ✸✶

✶
Γ+ = {(C,❴)}
Γ− = {}

✷
Γ+ = {(C,❴)}
Γ− = {}

✸
Γ+ = {(C,❴)}
Γ− = {(M,❴)}

✹
Γ+ = {(C,❴)}
Γ− = {(M,m1), (M,m2), (MP,❴❴)}

✺
Γ+ = {(C,❴), (MP,m2❴), (MP,❴p2)}
Γ− = {(MP,m1❴), (M,m2), (MP,❴p1)}

✻
Γ+ = {(C,❴), (MP,m2❴), (P, p2)}
Γ− = {(MP,m1p1), (M,m2)}

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r❞✉r❡s

❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r q✉✬❛✉❝✉♥ t❡st ♥✬❡st r❡❞♦♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s
❝❛♥❞✐❞❛ts tr❛✐tés ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ⊏ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✹ ❙♦✐❡♥t (X, tp) ❡t (Y, sp) ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ❣é♥érés ♣♦✉r ❧✬✐tér❛t✐♦♥ Ri✳
❆❧♦rs ✐❧s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ⊏✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐❡♥t lX ❡t lY ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ AlX ❡t ❞❡ AlY ✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ttr✐❜✉t ❞❡ X ❡t
❞❡ Y r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✱ 2lX + nbAttr(X) − nbConst(tp) =
2lY + nbAttr(Y ) − nbConst(sp)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (X, tp) ⊏ (Y, sp)✳ ❉❡✉① ❝❛s s♦♥t
❛❧♦rs à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿ ✭✐✮ X = Y ❡t Const(tp) ⊂ Const(sp) ♦✉ ✭✐✐✮ X ⊂ Y ❡t
Const(tp) ⊆ Const(sp)✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❡①❛♠✐♥❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✳ P✉✐sq✉❡ X = Y ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
2lX + nbAttr(X) = 2lY + nbAttr(Y ) ❡t ❞♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡
♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✈♦✐r nbConst(tp) = nbConst(sp)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡
✈♦✐r q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ♦❜t❡♥✐r Const(tp) ⊂ Const(sp)✳ ❉♦♥❝ tp ❡t sp✱ ❡t ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t (X, tp) ❡t (Y, sp)✱ s♦♥t s♦✐t é❣❛✉①✱ s♦✐t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ✭✐✐✮ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ lX < lY ✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡①trê♠❡
q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♥❝♦♥tr❡r ❡st lX = 1 ❡t lY = n✳ P✉✐sq✉❡ 0 ≤ nbConst(tp) ≤ 1
❛♥❞ 0 ≤ nbConst(sp) ≤ n✱ ❛❧♦rs 2× 1+1−nbConst(tp) 6= 2×n+n−nbConst(sp)
❡t (X, tp) ❡t (Y, sp) ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ❧❛ ♠ê♠❡ ✐tér❛t✐♦♥✳
❋✐①♦♥s ❛❧♦rs lX = lY ✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s nbAttr(X) = nbAttr(Y ) − k ❡t
nbConst(tp) = nbConst(sp) − k ❛✈❡❝ 1 ≤ k ≤ n − 1✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
✸✳✸ ❡t ✸✳✺✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ (X, tp) ❡st ✉♥ ❡♥❢❛♥t ❞r♦✐t ♦✉ ❧✬❡♥❢❛♥t ❞r♦✐t ❞✬✉♥
❡♥❢❛♥t ❞r♦✐t ♦✉ ❡t❝✳ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t (Z, rp) ❡t (Y, sp) ❡st ✉♥ ♣❛r❡♥t ♦✉ ❧❡ ♣❛r❡♥t ❞✬✉♥
♣❛r❡♥t ♦✉ ❡t❝✳ ❞❡ ❝❡ ♠ê♠❡ ❝❛♥❞✐❞❛t (Z, rp)✳ ❈❡❝✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✶ ❣é♥èr❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t s♦✐t s❡s ❡♥❢❛♥ts ❞r♦✐ts ❡t s♦♥ ❢rèr❡ s✐ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ✭❧✐❣♥❡s ✶✷ ❡t ✶✸✮✱ s♦✐t s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ✭❧✐❣♥❡ ✶✼✮✳ �

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❛r❛❈♦❉❡ r❡t♦✉r♥❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦✉✲
✈❡rt✉r❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ t❛❜❧❡ T ❞♦♥♥é❡
❡♥ ❡♥tré❡ ✿



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❛r❛❈♦❉❡ r❡t♦✉r♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
♠✐♥✐♠❛❧❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ t❛❜❧❡ T ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❡♥tré❡✳

Pr❡✉✈❡ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛♣✐❡r ❞❡ ❬❍❛♥✉ss❡ ✫ ▼❛❛❜♦✉t ✷✵✶✶❪ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❜♦r❞✉r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
Pr♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ♥♦✉s r❡t♦✉r♥♦♥s ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❜♦r❞✉r❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✱ ❧❡s
❝❛♥❞✐❞❛ts tr❛✐tés ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s s❡❧♦♥ ⊏ ❞♦♥❝ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❛❥♦✉ts s✐♠✉❧t❛♥és✳ ❙✐ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ❝♦♥s✐❞éré✱ ❛❧♦rs ❧❛
❧✐❣♥❡ ✼ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① q✉❡ ❧✉✐ ❞é❥à st♦❝❦és
❞❛♥s Γ+✳ ◆♦✉s ✐♥sér♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s Γ+ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♠✐♥✐♠❛✉① à ❝❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ♥♦✉s s✉♣♣r✐♠♦♥s ❧❡s ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛
♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❡♥❢❛♥ts ❞r♦✐ts✳
Γ+ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ♥♦✉s ♣r♦❣r❛♠♠♦♥s ♣♦✉r ❧✬✐tér❛t✐♦♥ r + 2 s♦♥ ❢rèr❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛ss✉r♦♥s
q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦♥t tr❛✐tés
❞♦♥❝ Γ+ ❡st ❝♦♠♣❧❡t✳ �

✸✳✶✳✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♥❛ï✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥
❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s ♠ér✐t❡♥t ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✿
♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❣é♥érés s♦♥t st♦❝❦és ❞❛♥s Γ+

♦✉ Γ−✱ ❧❡s t❡sts ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t très ❝♦ût❡✉①✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s
❞♦♥❝ ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❤❡r❝❤❡r à ♥❡ ❣é♥ér❡r q✉✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r à ❢❛✐r❡ tr♦♣ ❞❡ t❡sts ✐♥✉t✐❧❡s✳

❚❡sts ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡

Γ+ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ❞é❥à tr❛✐tés q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡t
Γ− ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❧❡s ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s q✉✐ ♥❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ♣❛s✳ ❙❛✈♦✐r s✐ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t
(X, tp) ❡st ❝♦✉✈❡rt ♣❛r Γ+ ♦✉ Γ− r❡✈✐❡♥t à ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥
é❧é♠❡♥t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♦✉ s♣é❝✐✜q✉❡ q✉❡ (X, tp) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡ t❡st ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡t✴♦✉ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✉ ♠♦t✐❢s ❡st ✐♠♣ér❛t✐❢ ♠❛✐s ❧❡
❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛✐s
s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ||(X, tp)||+ 1 ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✺ ❙♦✐t (X, tp) ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✳ ❙✐ ∃(Y, sp) ∈ Γ− t❡❧ q✉❡ (X, tp) ⊏ (Y, sp)✱
❛❧♦rs ||(Y, sp)|| = ||(X, tp)||+ 1✳

Pr❡✉✈❡ P✉✐sq✉❡ (Y, sp) ❡st ❞é❥à st♦❝❦é ❞❛♥s Γ− ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s (X, tp)✱
❛❧♦rs (Y, sp) ❛♣♣❛r❛ît ❛✈❛♥t (X, tp) ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❉❋❙ ✭❝✳✲à✲❞✳ (Y, sp) ⋖ (X, tp)✮✳
❉❡ ♣❧✉s✱ (X, tp) ⊏ (Y, sp) ❞♦♥❝ X ⊆ Y ❡t✱ ♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❧s
♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ttr✐❜✉t✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✱ (X, tp) ❡st ❞♦♥❝ ✉♥
❡♥❢❛♥t ❞r♦✐t ❞❡ (Y, sp) ♠ê♠❡ s✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛s été ❣é♥éré ❛✐♥s✐ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ét❛♥t ❞♦♥♥é
q✉❡ (Y, sp) ♥❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ♣❛s ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ||(Y, sp)|| = ||(X, tp)|| + 2✳
◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ (X, tp) ∈ RightC(RightC(Y, sp))✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❉❋❙✱



✸✳✶✳ P❛r❛❈♦❉❡ ✸✸

RightC(Y, sp) = (Y ′, s′p) ❞♦✐t êtr❡ tr❛✐té ❛✈❛♥t (X, tp) ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡
❞❡ ✈♦✐r q✉❡ (Y ′, s′p) ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉✈❡rt ♣❛r (Y, sp)✳ ▲✬✐tér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥❝❡r♥❡
❞♦♥❝ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ FParent(Y ′, s′p)✳ ◗✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❡✉rs t❡sts ❞❡
✈❛❧✐❞✐té ❡t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♥❝♦♥tr❡r
(X, tp)✳ ▲❡ s❡✉❧ t❡st ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✉t✐❧❡ ♣♦rt❡ ❞♦♥❝ s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts t❡❧s q✉❡
||(Y, sp)|| = ||(X, tp)||+ 1✳ �

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ♠❡♥é ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❛✈❡❝
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ+✳ ■❧ s✉✣t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞é❥à st♦❝❦és ❞❡ t❛✐❧❧❡
||(X, tp)||−1✳ ◆♦✉s ❞é❝♦✉♣♦♥s ❞♦♥❝ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❝❛s❡ i ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡
q✉❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ i✳
▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ Γ− ❝♦✉✈r❛♥t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡♥ ❝♦✉rs s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s
♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧s ② ♦♥t été ❛❥♦✉té s❡✉❧❡♠❡♥t à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✻ ❙♦✐t (X, tp) ∈ Ri+1 ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✳ ❙✐ ∃(Y, sp) ∈ Γ− t❡❧ q✉❡ (Y, sp) ⊐

(X, tp)✱ ❛❧♦rs (Y, sp) ∈ Ri✳

Pr❡✉✈❡ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (Y, sp) ∈ Ri ∩ Γ− ❝♦✉✈r❡ (X, tp) ∈ Ri+k ❛✈❡❝ k ≥ 1✳
P✉✐sq✉❡ (Y, sp)⋖ (X, tp) ✭❝✳✲à✲❞✳ ✭❛✮ Y ⊳X ♦✉ ✭❜✮ Y = X ∧Const(sp) ⊂ Const(tp)✮
❡t✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ (Y, sp) ⊐ (X, tp) ✭❝✳✲à✲❞✳ ✭✐✮ X ⊂ Y ∧ Const(tp) ⊆ Const(sp)
♦✉ ✭✐✐✮ X = Y ∧ Const(tp) ⊂ Const(sp)✮✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✺ q✉❡
||(X, tp)|| = ||(Y, sp)|| − 1✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ s❡✉❧s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭✐✮
♣❡✉✈❡♥t s✉r✈❡♥✐r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❡t ❞♦♥❝ X ❡t Y ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ttr✐❜✉t
❡t nbConst(tp) ≤ nbConst(sp)✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t (X, tp) ❡st ✉♥ ❡♥❢❛♥t ❞r♦✐t ❞❡ (Y, sp)
✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts (X ′, t′p) ∈ RightC(Y, sp) ∩Ri+1 ❣é♥èr❡♥t
❧❡✉rs ♣❛r❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❡t (X, tp) ♥❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣❛s êtr❡ ❣é♥éré✳ �

■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ− ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ♥❡
❣❛r❞❡r q✉❡ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ◆♦✉s é❝♦♥♦♠✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❞✉ t❡♠♣s
♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳

❖❜s❡r✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉✐ s♦♥t ❝♦✉✈❡rts✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ q✉❡❧q✉❡s r❛❝❝♦✉r❝✐s ❣râ❝❡ ❛✉① ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✼ ❙♦✐t (X, tp) ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❝♦✉✈❡rt ♣❛r Γ+✳ ❆❧♦rs (X, tp) ❛ été ❣é♥éré ❡♥
t❛♥t q✉❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❡♥t✳

Pr❡✉✈❡ ❙✐ (X, tp) ❡st ❝♦✉✈❡rt ♣❛r Γ+✱ ❛❧♦rs ∃(Y, sp) ∈ Γ+ t❡❧ q✉❡ (Y, sp) ⊏ (X, tp)✳
❙✉♣♣♦s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ (X, tp) ❡st ❣é♥éré ❡♥ t❛♥t q✉✬❡♥❢❛♥t ❞r♦✐t ❞❡ (X ′, t′p)✳
❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✱ (X, tp) ⊏ (X ′, t′p)✳ ❉♦♥❝ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
(Y, sp) ⊏ (X ′, t′p)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✱ (X ′, t′p) ❡t (Y, sp) ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡
tr❛✐tés ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞♦♥❝ (Y, sp) ⋖ (X ′, t′p) ❡t (X ′, t′p) ❛✉r❛✐t ❞û êtr❡
é❧❛❣✉❡r ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❉♦♥❝ (X, tp) ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
êtr❡ ❣é♥éré ❡♥ t❛♥t q✉✬❡♥❢❛♥t ❞r♦✐t s✬✐❧ ❡st ❝♦✉✈❡rt ♣❛r Γ+✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ (X, tp) = Sibling(X ′, t′p)✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

✸✳✹✱ nbConst(tp) = 0✱ ❞♦♥❝ (Y, sp) ⊏ (X, tp) ⇒ Y ⊂ X✳ P✉✐sq✉❡ (Y, sp) ⋖ (X, tp)
❛❧♦rs✱ (X, tp) ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♣❛r❡♥t ❞❡ (Y, sp)✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ (X, tp) ❡st
❧❡ ❢rèr❡ ❞❡ (X ′, t′p)✱ ✐❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é ❡♥ (Y, sp)✳ ❉♦♥❝
(X ′, t′p) ∈ Parents(Y, sp) ❞♦✐t êtr❡ é❧❛❣✉é ❡t (X, tp) ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❣é♥éré ♣❛r ❝❡
❜✐❛✐s✳ �

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❧♦rs sé♣❛r❡r ❧❡s ♣❛r❡♥ts ❞❡s ❛✉tr❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❣é♥érés ♣♦✉r ❧✬✐tér❛✲
t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ✶✼ ❡t ✶✾ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❞♦✐t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡
♣❛r parents ← parents ∪ {(X, tp)}✳ ❆✈❛♥t ❞✬✐♥❝ré♠❡♥t❡r r✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ❛❥♦✉t❡r à
Rr+1 ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ parents ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❝♦✉✈❡rts ♣❛r Γ+✳ ▲❡ t❡st ❞❡ ❧❛
❧✐❣♥❡ ✼ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ s✉♣♣r✐♠é✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡s ♣❛r❡♥ts ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❝♦✉✈❡rts ♣❛r Γ− ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✽ ❙♦✐t (X, tp) ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❣é♥éré ❡♥ t❡♠♣s q✉❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❡♥t✳ ❆❧♦rs
∄(Y, sp) ∈ Γ− t❡❧ q✉❡ (Y, sp) ⊐ (X, tp)✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t (X ′, t′p) ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛②❛♥t ❣é♥éré (X, tp)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
(X ′, t′p) ⊏ (X, tp) ❡t ❞♦♥❝ (X ′, t′p) ⊏ (Y, sp)✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥ ✸✳✻✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ (X ′, t′p) ❡t (Y, sp) s♦♥t tr❛✐tés ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
✐tér❛t✐♦♥ ✭❝❡❧❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡ (X, tp)✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❝✬❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞♦♥❝ (X, tp) ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝♦✉✈❡rt ♣❛r Γ−✳ �

▲❡ t❡st ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❛✈❡❝ Γ− ❡st ❞♦♥❝ à ❢❛✐r❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ r s✉r ❧❡s
❝❛♥❞✐❞❛ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Rr+1 ❡t ❝❡✱ ❛✈❛♥t ❞✬② ❛❥♦✉t❡r ❧❡s ♣❛r❡♥ts✱ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✳
❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❡♥t❛♠♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t t❡st❡r
❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
à ❝♦♥s✐❞ér❡r✳

●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts

◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤♦s❡
à ❢❛✐r❡ ❡st ❞✬é❧❛❣✉❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
✐♥✉t✐❧❡s s♦♥t s✉♣♣r✐♠és ❛♣rès ❧❡s t❡sts ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❜♦r❞✉r❡s ♣♦s✐✲
t✐✈❡s ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥❡ ❣é♥ér❡r q✉✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ✐❝✐ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❡s ❢rèr❡s ❡t ❧❡s ♣❛r❡♥ts✳

●é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❢rèr❡ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ✿ Sibling(X, tp) = (X ′, t′p) ❛✈❡❝
X ′ = X ∪{Al+1 . . . Al+nbConst(tp)−1Al+nbConst(tp)+1} ♦ù Al+1 ❡st ❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞✐r❡❝t
❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❛ttr✐❜✉t ❞❡ X s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ⊳ ❡t nbConst(t′p) = 0✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
q✉❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ♥✬❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❢rèr❡ ❡t ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ♣❛rt❛❣é ♣❛r t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝té ♠❛①✐♠❛❧ ✭♣r♦♣r✐été ✸✳✷✮✳
■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❣é♥èr❡ s♦♥ ❢rèr❡
♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ❛✉t❛♥t ❞❡ ❞♦✉❜❧♦♥s q✉❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡
s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞♦✉❜❧♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉✬✉♥



✸✳✶✳ P❛r❛❈♦❉❡ ✸✺

❢rèr❡ ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ à ❣é♥ér❡r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♥✬❛②❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s
s♦♥ ♠♦t✐❢✳ ▲❡ ❢rèr❡ ❛②❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦t✐❢ ❛♥♦♥②♠❡✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❢rèr❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦♥t ❞❡s ❢rèr❡s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts
❛✉ ♠♦t✐❢ ❛♥♦♥②♠❡✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❡s ❢rèr❡s
✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❛✉ ♠♦t✐❢ ❛♥♦♥②♠❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✾ ❙♦✐t (X, tp) ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛✉ ♠♦t✐❢ ❛♥♦♥②♠❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡ ❢rèr❡
❞❡ s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝té✳ ❙✐ (X, tp) ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s ❧❡ ❢rèr❡✱ ❛❧♦rs ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛✉r❛✐t
été é❧❛❣✉é✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t (X ′, t′p) ∼ (X, tp) ❛✈❡❝ (X ′, t′p) q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉①
r❛✐s♦♥s q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ (X, tp) ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s ❧❡ ❢rèr❡ ✿ ✭✐✮ ∃(Y, sp) ∈ Γ+ t❡❧ q✉❡
(Y, sp) ⊏ (X, tp) ❞♦♥❝ (X, tp) ❡st é❧❛❣✉é✱ ♦✉ ✭✐✐✮ (X, tp) ♥❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ♣❛s ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡t
❞♦♥❝ ✐❧ ❣é♥èr❡ s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❡♥t✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ✭✐✮✳ P✉✐sq✉❡ (Y, sp) ∈ Γ+ ❧♦rsq✉❡
(X, tp) ❡st tr❛✐té✱ (Y, sp)⋖ (X, tp)✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ nbConst(tp) = 0 ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r
(Y, sp) ⊏ (X, tp)✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ Y ⊂ X ❡t nbConst(sp) = 0✳ ❉♦♥❝✱ Y ❡st ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞❡
X ❞❡ t❛✐❧❧❡ nbAttr(X) − 1 ✭❧❡♠♠❡ ✸✳✺✮✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✮✱ ❧❡ ❢rèr❡
❞❡ (X, tp) ♣❛rt❛❣❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡ ♣ré✜①❡ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ❝♦✉✈❡rt ♣❛r (Y, sp) ❡t ❛✉r❛✐t
été é❧❛❣✉é✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ✭✐✐✮✳ (X, tp) ❣é♥èr❡ ♣♦✉r Rr+1 ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (X ∪ {Al+1}, t

′
p) ♦ù Al+1 ❡st ❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞✐r❡❝t ❞❡ Al✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r

❛ttr✐❜✉t ❞❡ X ❡t nbConst(t′p) = 0✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❢rèr❡ ❞❡ (X, tp)✱ à ét✉❞✐❡r
❞❛♥s Rr+2✱ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (X \ {Al} ∪ {Al+1}, t

′′
p) ❛✈❡❝ nbConst(t′′p) = 0✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ❞♦♥❝ (X \ {Al} ∪ {Al+1}, t
′′
p) ⊏ (X ∪ {Al+1}, t

′
p)✳ ❙✐ (X ∪ {Al+1}, t

′
p) ♥❡

❞ét❡r♠✐♥❡ ♣❛s ❧❛ ❝✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❢rèr❡ s❡r❛✐t é❧❛❣✉é ♣✉✐sq✉❡ (X ∪ {Al+1}, t
′
p) ∈ Γ−✳ ❙✐

(X ∪ {Al+1}, t
′
p) ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r s❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❡♥ ❣é♥ér❛♥t

(X \ {Al} ∪ {Al+1}, t
′′
p)✳ �

▼ê♠❡ s✐ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦✉❜❧♦♥s s❡ ❢❛✐t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st
♣ré❢ér❛❜❧❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❝❛♥❞✐❞❛t ♥❡ ❝♦♥s❛❝r❡ ❞✉ t❡♠♣s à ❣é♥ér❡r s♦♥ ❢rèr❡✳

●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❡♥ts ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛♥♦♥②♠❡s ❞✉
♠♦t✐❢✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❡♥ts ❣é♥érés ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❡♥ ❝♦♥s✐❞✲
ér❛♥t q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❡♥ts✳ ◆♦✉s ❧❡ ✈♦②♦♥s s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✺✱ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t (MP,m1❴) ❡st ♣❛r❡♥t ❞❡ (M,m1) ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ (MP,❴❴)✳
■❧ ❛ ❞♦♥❝ été ❣é♥éré ❞❡✉① ❢♦✐s✳ ❙✐ (M,m1) ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs (MP,m1❴) ❞♦✐t
êtr❡ é❧❛❣✉é ♣❛r ❧❡ t❡st ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❛✈❡❝ Γ+✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s
❞♦✉❜❧♦♥s ❡t ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡sts ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❞é✜♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣❛r❡♥ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❡♥t ♥❡ s♦✐t ✐ss✉ q✉❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝❛♥❞✐❞❛t✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡✉❧ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ttr✐❜✉t ❞✉ ♠♦✲
t✐❢ ♣❡✉t êtr❡ s♣é❝✐❛❧✐sé ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❛ttr✐❜✉t s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r
❧❡ ♠♦t✐❢ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼ ✭❊♥s❡♠❜❧❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ ♣❛r❡♥ts✮ (X ′, t′p) ∈ Parents(X, tp) s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

✕ ❙✐ tp[Al] = ❴ ♦ù Al ❡st ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ttr✐❜✉t ❞❡ X✱ ❛❧♦rs X ′ = X ❛✈❡❝ t′p[X \
{Al}] = tp[X \ {Al}] ❡t t′p[Al] 6= ❴✳

✕ X ′ = X ∪ {Al+i} ❡t Const(t′p) = Const(tp)✳

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❧♦rs ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r q✉❡ t♦✉s
❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❛r❡♥ts s♦♥t ❜✐❡♥ ❣é♥érés✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ❙♦✐❡♥t (X, tp) ❡t (X, t′p) ❞❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts t❡❧s q✉❡ Const(tp) ⊂
Const(t′p) ❛✈❡❝ nbConst(tp) = nbConst(t′p) − 1 ❡t tp[Al] = t′p[Al]✳ ❆❧♦rs (X, t′p)
❡st ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❡♥t ❞❡ (Y, sp) ∼ (X, tp)✳

Pr❡✉✈❡ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡s ♣❛r❡♥ts ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✮✱ (X, t′p) ❡st
✉♥ ♣❛r❡♥t ❞❡ (X, tp) ♣✉✐sq✉✬✐❧ s♣é❝✐❛❧✐s❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♥♦♥②♠❡ ❞❡ tp✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
(X, t′p) ∈ FParent(Y, sp) ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼✳ ❆❧♦rs (Y, sp) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
✭✐✮ Y = X ❡t sp[Y \ {Al}] = t′p[Y \ {Al}] ❛✈❡❝ sp[Al] = ❴ ❡t t′p[Al] 6= ❴ ♦✉ ✭✐✐✮
Y = X \ {Al} ❡t sp = t′p[Y ] ❛✈❡❝ t′p[Al] = ❴✳ Pr♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ (Y, sp) ∼ (X, tp)✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✭✐✮✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ∃!Ai 6= Al t❡❧ q✉❡ tp[Ai] = ❴ ❡t t′p[Ai] = ai = sp[Ai]
❛✈❡❝ ai ∈ Dom(Ai)✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ tp[Al] = t′p[Al] = al ∈ Dom(Al)
❡t sp[Al] = ❴✳ ❉♦♥❝ nbConst(tp) = nbConst(sp) ❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ X = Y ✱ ❛❧♦rs
||(X, tp)|| = ||(Y, sp)||✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ Const(tp) 6⊂ Const(sp) ❡t
Const(tp) 6⊃ Const(sp)✳ ❆✐♥s✐✱ (X, tp) ❡t (Y, sp) s♦♥t ❜✐❡♥ ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s s❡❧♦♥ ⊏ ❡t
✐❧s s♦♥t ❛✉ss✐ ❝♦♥♥❡❝tés✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✭✐✐✮✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ nbConst(tp) = nbConst(t′p) − 1
❡t tp[Al] = t′p[Al] = ❴✱ ❛❧♦rs nbConst(tp) = nbConst(sp) − 1✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s
q✉❡ Y = X \ {Al}✱ ❞♦♥❝ ||(X, tp)|| = ||(Y, sp)||✳ P✉✐sq✉❡ Y ⊂ X ❡t
Const(sp) ⊃ Const(tp)✱ ❛❧♦rs (X, tp) ❡t (Y, sp) s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s s❡❧♦♥ ⊏✳
◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ Y ❡st ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞❡ X ❡t Al ❡t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s✉❝❝❡ss❡✉r ❞✉ ❞❡r♥✐❡r
❛ttr✐❜✉t ❞❡ Y ❝❛r (X, t′p) ∈ Parent(Y, sp)✳ ❉♦♥❝ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ (Y, sp) ∼ (X, tp)✳ �

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝✱ s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✐ ♠♦❞✐✜❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱
❣é♥ér❡r✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✱ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣❛r❡♥ts✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❢❛♥ts ❞r♦✐ts ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✮✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡
❝♦♥s❡r✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✉ ♠♦t✐❢ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡
❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡♥❣❡♥❞rés✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❣é♥éré ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❡t ♠✐♥✐♠❛❧
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❢❛♥ts ❞r♦✐ts ♥❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r
❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s tr♦✉✈é❡s✳

✸✳✷ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥ç✉ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❛r❛❈♦❉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉✬✐❧ s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s
❣❧♦❜❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❝♦♥♥❛îtr❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦rt❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s❛t✐s✲
❢❛✐t❡s ♣❛r ❧❛ t❛❜❧❡✳ ❈❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ r❡t♦✉r♥❡r
q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ ✜①❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡ ❝❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té✳



✸✳✸✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✸✼

✸✳✷✳✶ ▲❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té

▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s s♦♥t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❝❡❧❧❡s ❛②❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛♥♦♥②♠❡s ❞❛♥s ❧❡✉rs ♠♦t✐❢s✳ ❈✬❡st
❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ✵ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❡♥ts✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✐❣♥♦r❡r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s❡r✈❛♥t à s♣é❝✐❛❧✐s❡r ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❛♥♦♥②♠❡s✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ✉♥❡ t❛❜❧❡ à ✶✵✵ ❛ttr✐❜✉ts✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞♦♥t ❧❡ ♠♦t✐❢
❝♦♥t✐❡♥t ✾✵ ❝♦♥st❛♥t❡s ♥✬❛ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡ s❡♥s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs
st♦♣♣❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❡♥ts ❧♦rsq✉❡ i ❝♦♥st❛♥t❡s s♦♥t ❞é❥à ✐♥st❛♥❝✐é❡s ❞❛♥s ❧❡
♠♦t✐❢✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥trô❧♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ✜①é✳

❙✐ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝❧és ♠✐♥✐♠❛❧❡s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✲✶✳
❈❡tt❡ ❢♦✐s✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝✐❜❧❡ ♠❛✐s ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t
t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ ▲❡ t❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❝♦♥s✐st❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ✈ér✐✜❡r s✐ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛
✉♥❡ t❛✐❧❧❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ♣♦✉r êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❝❧é✳

◗✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ✜①é✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s
❧❡♠♠❡s ❡t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣r♦♣♦sés r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s✳

✸✳✷✳✷ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s❛ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❡✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢♦r❝❡ ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s é❣❛❧ à ✶✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ✵ ♦✉ ✲✶✱ s✐ α = 1✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st
♣❧✉s ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❛ ré✉t✐❧✐s❡r✱
❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛♥❞✐❞❛t s❡ ♣rés❡♥t❡✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❝✐❜❧❡✳

▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡
❝♦♥♥❛îtr❡✱ s❛♥s s✉r✲❝♦ût s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♥✲
st❛♥t❡s ❞✉ ♠♦t✐❢✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st r❡q✉✐s❡✱ ♥♦✉s é❧❛❣✉♦♥s ❡✣✲
❝❛❝❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ r❡str❡✐♥t
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t✳

✸✳✸ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
♣✉✐s ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s✱ s✉r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ré❡❧s✱
❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞û❡ ❛✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ♥♦s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❛✈❡❝ ❝❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠✐❡✉① ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❛r❛❈♦❉❡ ❡♥ ❈✰✰ ❛✈❡❝ ❖♣❡♥▼P✱ ✉♥❡
❆P■ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à ♠é♠♦✐r❡ ♣❛rt❛❣é❡✳ ❚♦✉s ❧❡s t❡sts ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ éq✉✐♣é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❤❡①❛✲❝÷✉rs ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❳✺✻✽✵ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✸✱✸✸
●❍③ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t s♦✉s ❉❡❜✐❛♥ ▲✐♥✉① ✈❡rs✐♦♥ ✸✳✷✳✸✷✲✶ ❡t ✾✻ ●♦ ❞❡ ❘❆▼✱ ❧❡s ❝❛❝❤❡s
❡♥ ♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ▲✶ ❂ ✸✷ ❑♦✱ ▲✷ ❂ ✷✺✻ ❑♦ ❡t ▲✸ ❂ ✶✷▼♦✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❈❤❡ss✱ ✶✶ ❛ttr✐❜✉ts ❡t ✷✽✵✺✻ t✉✲
♣❧❡s✱ ❡t ❲✐s❝♦♥s✐♥ ❇r❡❛st ❈❛♥❝❡r ✭❲❇❈✮✱ ✼ ❛ttr✐❜✉ts ❡t ✻✾✾ t✉♣❧❡s ✭t✐rés ❞❡
❤tt♣ ✿✴✴❛r❝❤✐✈❡✳✐❝s✳✉❝✐✳❡❞✉✴♠❧✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t tr❛✐té ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
s②♥t❤ét✐q✉❡s ❞é❝r✐ts ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✳

◆❆ ◆❚ ❈❋
❙②♥t❤✶ ✼ ✶✵✵❑ ✵✳✼
❙②♥t❤✷ ✼ ✶✵✵✵❑ ✵✳✼
❙②♥t❤✸ ✸✵ ✶✵✵❑ ✵✳✼
❙②♥t❤✹ ✼ ✶✵✵❑ ✵✳✸

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s

◆❆ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ◆❚ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ❡t ❈❋ ❡st ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✭❝✳✲à✲❞✳ ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t é❣❛❧❡s à ◆❚✯❈❋✮✳

✸✳✸✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✜①é ♣♦✉r ♥♦s t❡sts ✉♥ s❡✉✐❧ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ✶✳ ◆♦✉s ♥❡ ❝❤❡r❝❤♦♥s
❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡①❛❝t❡s✳ P♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t (X, tp)
❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❛✐♥s✐ ✿

✶✳ ❉❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡ ✉♥♦r❞❡r❡❞❴♠❛♣✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r
r❡♥❝♦♥tré❡ ❞❡ X ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛✐r❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥s✳

✷✳ ■❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ❧✐r❡ ❝❡tt❡ ♠❛♣ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉ ♠♦t✐❢ tp✳

✸✳ ❊♥ ❝♦♠♣t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❝✐❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
t✉♣❧❡ ❧✉✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s s✐ ❧❡ ♠♦t✐❢ tp ❡st ❛ss❡③ ❢réq✉❡♥t ❡t s✐ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st
s❛t✐s❢❛✐t❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉♣❧❡s à ❝♦♥s❡r✈❡r✳

❆✐♥s✐✱ t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts X ✉t✐❧✐s❡♥t
❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❡✉r ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s
❞♦♥❝ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ✿ ✭✶✮ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡
♣♦✉r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ✭✷✮ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥❞❡♥sé❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ♣♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♦✉ ♣❛s✳ ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡ Ri

s♦♥t ❞♦♥❝ tr✐és ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♠✐♥✐♠✐s♦♥s ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♣♦✉r s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ q✉❛s✐♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (Ai, tp) s♦♥t
tr❛✐tés à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s
tr❛✐t❡♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥✜❛♥❝❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts Ai✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❡♥t❛♠❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s



✸✳✸✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✸✾

❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝✐❜❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é❧❛❣✉❡r ♣❧✉s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳
❆✐♥s✐✱ ❧✬♦r❞r❡ ⊳ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ Ai ⊳ Aj ⇔ confiance(Ai → At,❴) >
confiance(Aj → At,❴)✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝✐❜❧❡✱ ♣❛r tr✐❡r ❧❡s
❛ttr✐❜✉ts ❡t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ♣r♦❞✉✐t❡s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳

✸✳✸✳✷ ▼❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛❧❧♦✉és ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥✲
❞♦♥s à ❝❡ q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡♥t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥
♦❜s❡r✈é❡ s✉r ♥♦s ✻ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts tr❛✐tés à ❧❛ ♠ê♠❡
✐tér❛t✐♦♥ ❡st ✐♥s❝r✐t à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❆❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs

❉❛♥s ❧✬✐❞é❛❧✱ ♥♦✉s ❛s♣✐r♦♥s à ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡✲
♠❡♥t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ✐❝✐✱ ❛♥❛❧②s♦♥s ❛❧♦rs ❝❡ rés✉❧t❛t✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts à tr❛✐t❡r ❡♥
♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱
♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ✿ ❝❡✉① ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t ❝❡✉① q✉✐ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡♥t ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
rés✉♠é❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t Ai ❡st s♣é❝✐❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t✱
♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s |Dom(Ai)| ❝❛♥❞✐❞❛ts à ❡①é❝✉t❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té✳ ❙✉r ❝❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ à ❧✐r❡ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✳ ▲✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥
❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❖r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❡♥
♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✷ à ✸ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s à é✈❛❧✉❡r ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s❡✉❧ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡ ✷ ❝♦♥s❛❝r❡ ✉♥ t❡♠♣s r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ♣♦✉r
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳

P♦✉r ✈ér✐✜❡r ❝❡ s❡♥t✐♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✜①é ❧❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té à ✵ ❛✜♥ ❞❡ ♥✬❡①tr❛✐r❡
q✉❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❡✉r
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❆✉ss✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡st
ré❞✉✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝réé ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❥❡✉①
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❧✉s ✈♦❧✉♠✐♥❡✉①✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✭✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❛ ❧é❣❡♥❞❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s✮✱ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ t✉♣❧❡s ✭❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t✐tr❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡✮ ❡t ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✭❡①♣r✐♠é ❡♥



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ t✐tr❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
♠♦②❡♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥✳
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◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❝❡tt❡ ❢♦✐s ✉♥❡ ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡✛❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ❞û❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts à tr❛✐t❡r ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t s✉rt♦✉t à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r✲
❝❤♦♥s à ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❝❧és ♠✐♥✐♠❛❧❡s✳

✸✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡①✐st❛♥t

❈♦♠♣❛r♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❛st❈❋❉ ❞é✈❡❧♦♣♣é
♣❛r ❬❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ r❡❝♦♥♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡
♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡
♠❡✐❧❧❡✉rs t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♥♦✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s♦♥s ✶✷
♣♦✉r ❝❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✭❛✮ ❞♦♥♥❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s
❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛✉❣♠❡♥t❡✳
❆✉❝✉♥ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♥✬❛ ♣✉ ♥♦✉s êtr❡ ❢♦✉r♥✐ ♣♦✉r ♠❡♥❡r ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❡t ❛ss✉r❡r ❞❡ ❧❛
✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝
❝♦♥t❡♥tés ❞❡ r❡❝♦♣✐❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♥♦tés ❞❛♥s ❧❡✉r ♣❛♣✐❡r✳ ◆♦tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡
❡st ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❬❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ t♦✉t ❞❡
♠ê♠❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐✈✐té ❞❡ P❛r❛❈♦❉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛ss♦❝✐é ❛✉① t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts tr❛✐tés ✭✜❣✉r❡ ✸✳✾✭❜✮✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡✱
♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s

❆♥❛❧②s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s à tr❛✈❡rs ❧❡s t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✭❛✮✮ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❛✈❛♥t
❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✭❜✮✮✳
▼ê♠❡ s✐ ❝❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ♣❛r
❬❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✱ ♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ❝réés ❡♥ ✜①❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ◆♦✉s
r❡♠❛rq✉♦♥s ❛❧♦rs q✉❡✱ ❧à ❡♥❝♦r❡✱ ♥♦s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♠♣ét✐t✐❢s ✈✐s✲à✲✈✐s
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❈❚❆◆❊ ♦✉ ❋❛st❈❋❉✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡
❝❛♥❞✐❞❛ts ❡①♣❧♦rés ❛✈❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜❛s
s✉r ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❈❡❧❛ ❛tt❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ str❛té❣✐❡ ❞✬é❧❛❣❛❣❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

➱t✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡①t❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈✐❛ ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ✿

❆✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ✭❥❡✉① ❙②♥t❤✶ ❡t ❙②♥t❤✷✮ ✿ ▲❛ ♣❛r❛❧✲
❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ P❛r❛❈♦❉❡ s❡ ❢❛✐t s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❞♦♥❝✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬✐❧ ❢❛✉t ✶✶
❢♦✐s ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❙②♥t❤✷ q✉❡ s✉r ❙②♥t❤✶✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈✐♦♥s ❡♥✈✐s❛❣❡r ❝❡t é❝❛rt ❞❡ t❡♠♣s ❣❧♦❜❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❙②♥t❤✷ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✶✵ ❢♦✐s ♣❧✉s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠❛❧❣ré ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❡s
t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❙②♥t❤✶ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠✉❧t✐♣❧✐és ♣❛r ✶✶✵ ♠❛✐s ♣❛r ✼✵
s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❙②♥t❤✷✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❝❡❧❛ ❡st ❞û à ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✉r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛②❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ t✉♣❧❡s t♦✉t ❡♥
❣❛r❞❛♥t ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✳

❆✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✭❥❡✉① ❙②♥t❤✶ ❡t ❙②♥t❤✸✮ ✿ ▲✬❛✉❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✈❛ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛✐r ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s é❧❡✈é
♣♦✉r ❙②♥t❤✸ q✉❡ ♣♦✉r ❙②♥t❤✶ ✭❥✉sq✉✬à ✷✷✵ ❢♦✐s ♣❧✉s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ✜①é❡ à
✶✺✵✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡✱ ♣❧✉s ✐❧ ② ❛ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts à tr❛✐t❡r ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ♣❧✉s P❛r❛✲
❈♦❉❡ ❡st ❡✣❝❛❝❡✱ ♠❛✐s ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ s✉r ❙②♥t❤✸✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ♣❛r
✐tér❛t✐♦♥ ❡st très ✢✉❝t✉❛♥t✳ ▲❡ t❡♠♣s é❝♦♥♦♠✐sé s✉r ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♣❡r❞✉
♣❛r ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬♦❜s❡r✈♦♥s ♣❛s ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r rés✉❧t❛t✳

❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✭❥❡✉① ❙②♥t❤✶ ❡t ❙②♥t❤✹✮ ✿ ❊♥ ré✲
❞✉✐s❛♥t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✐st✐♥❝t❡s ♣❛r
❛ttr✐❜✉ts ❡t ♥♦✉s ❛✉❣♠❡♥t♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❢réq✉❡♥t❡s ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ❧✉✐✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s q✉❛s✐♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭❢♦r♠❡ ❡t ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✮✱
❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡r
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
✉♥✐✜é ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉♣❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ tr❛✐t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s à ❧❛ ❢♦✐s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé P❛r❛❈♦❉❡✱ ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳

▲❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡s ❛tt❡st❡♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞✉ ♣❛r❛❧✲
❧é❧✐s♠❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ str❛té❣✐❡ ❞✬é❧❛❣❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ♥♦s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣ét✐t✐✈❡s ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs ♣♦✉r ❝♦♥st❛t❡r ❧❡s ❜♦♥♥❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é s♦♥ ❡①t❡♥s✐❜✐❧✐té✳



✸✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✹✸

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♥♦✉s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♥t à ♣❡♥s❡r q✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡
❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s✉r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛ss❡③ ❝♦♥séq✉❡♥ts q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥
♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ❞❡ t✉♣❧❡s ♦✉ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳

❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬●❛r♥❛✉❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❛❪✳

◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ❝♦♠♣ét✐t✐✈❡ ❡t ❛❞❛♣té❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦s ❥❡✉①
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠❛✐s ✐❧ r❡st❡ ❞❡s ♣✐st❡s à ❡①♣❧♦r❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡
s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡st très ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ❧♦rsq✉✬✐❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s à
❝❛❧❝✉❧❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s êtr❡ ❡✣❝❛❝❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❋❯◆
♦✉ ❈❋❯◆ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✉♥ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡
s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ r❡st❡ à
❡①♣ér✐♠❡♥t❡r ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✬✐❧ ② ❛ ré❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ à ♣ré❢ér❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤✲
♦❞❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤②❜r✐❞❡ s❡r❛✐t s❛♥s ❞♦✉t❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s
♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ s✉r ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts r❡st❡ ♣ré❢ér❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡sts ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✳

❉❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t t❡♥✉ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s t❡♠♣s
❞✬❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❥✉❣❡r ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛✐s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬♦❝❝✉✲
♣❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞♦✐t êtr❡ ❢❛✐t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❛✜♥ ❞✬é❧❛❣✉❡r ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts r❡❞♦♥❞❛♥ts
❡t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡r ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❣ér❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
t♦✉s ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s st♦❝❦♦♥s ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
t❛❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❝é❧èr❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛✐s ✐♥❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥
♠é♠♦✐r❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s
❞❡ ❝❛s ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ s❡r❛✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❛❧②s❛♥t ♠❛✐s✱ ♣✉✐sq✉❡
♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s tr❛✐t❡r ❞✬✐♠♣♦rt❛♥ts ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✜♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
à n✱ m ❡t ∀Ai✱ |Dom(Ai)|✳

❙✉r ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡✱ ❧❡ r❛t✐♦
#candidats/#DFCs minimales ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜♦♥ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
r❡♥❝♦♥tr❡r ❞❡s ❝❛s ♦ù ♣❧✉s ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts s♦♥t tr❛✐tés ❛✈❛♥t ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❣❛✉❝❤❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✮✳ ◆♦tr❡ str❛té❣✐❡ ❞✬é❧❛❣❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
rè❣❧❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❬❨❛♦ ✫ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✷✵✵✽❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r
❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s tr♦✉✈é❡s ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❝✐❜❧❡s ❡t ❞❡ ❧❡s ❛♥❛❧②s❡r ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s
❝❛❧❝✉❧s r❡❞♦♥❞❛♥ts✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❞é❥à ❡①tr❛✐t❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ré❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❯♥ ❡①❛♠❡♥
❞❡s str❛té❣✐❡s à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés s♦♥t à
♠❡♥❡r ♣♦✉r s❛✈♦✐r q✉❡❧❧❡ ♦♣t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡✳

▲❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❛ été r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣♦♣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡
♠❛❝❤✐♥❡s ♣♦ssé❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝÷✉rs✱ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ✉♥ ❜❡s♦✐♥ t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s
❣r❛♥❞ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r s❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠✲



✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

♣❧❡①✐✜é❡s ❡t ❧❡✉r ✈♦❧✉♠❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡ ❥♦✉r ❡♥ ❥♦✉r✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛✈❛♥❝é❡s
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❧✐é❡s ❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s❡♠❜❧❡♥t ♣ré❝é❞❡r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ P♦✉rq✉♦✐ ❛❧♦rs ♥❡ ♣❛s ❛♥t✐❝✐♣❡r ❧❡ ❥♦✉r ♦ù ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s s✉✣s❛♥t❡ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❄ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡♥❝♦r❡
❛tt❡♥❞r❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ q✉❜✐t ♠❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à ❧❡ ♣ré✈♦✐r✳

▼ê♠❡ s✐ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♠ér✐t❡ ❞✬êtr❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✈❛❧✐❞❡s s✉r ✉♥❡ t❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦t✐✈é ❧❡✉r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❜❡s♦✐♥
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s✱ ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥s ❝❤❛♣✐tr❡s tr❛✐t❡r♦♥t ❞❡ ❝❡ s✉❥❡t✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡
s✉r ❧❛ t❛❜❧❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ♣❛r ❧❡s
❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

❙♦♠♠❛✐r❡

✹✳✶ ▲❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✶✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✈✐s✐♦♥ ❝✉❜♦ï❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✹✳✶✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✈✐s✐♦♥ t✉♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✹✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✹✳✷✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✹✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s
❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥
❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ◆P✲❉✐✣❝✐❧❡ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♥♦✉s ❛✐❞❡ à ❧❡ rés♦✉❞r❡✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♣♦✉r ② ré♣♦♥❞r❡✳ P✉✐sq✉❡ ❝❡s ❝✉❜❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s✱ ♥♦✉s
❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ à ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s
q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ t❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✬❡♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞❡ ❧❡s
st♦❝❦❡r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ❜❛s❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❡✉r ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ♣❛rt✐❡s à ❝♦♥s❡r✈❡r ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s
r❡q✉êt❡s✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s
♥♦t✐♦♥s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s à s❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♥♦s ♣r♦♣♦s à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ Clientèle✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠❡♥❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ s✉r ❝❡tt❡ t❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ❧✉✐
❛❥♦✉t♦♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ V aleur q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣♦rt❡ ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s✳ ❊❧❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦♥t❛♥t ❞❡s ❢❛❝t✉r❡s✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❧✬❛ttr✐❜✉t Client ❡st ✉♥❡ ❝❧é✱
❛❧♦rs✱ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉✬✐❧ ❞♦♥♥❡ s❡✉❧❡♠❡♥t
❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡s t✉♣❧❡s✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ❛✐♥s✐ ♠♦❞✐✜é❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ t❛❜❧❡ ✹✳✶ ✿



✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ♣❛r ❧❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

id M P T V

1 m1 p1 t1 10
2 m1 p1 t2 30
3 m2 p1 t2 20
4 m2 p2 t3 50

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❚❛❜❧❡ Clientèle✳

✹✳✶ ▲❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s st♦❝❦é❡s ❛✉ ❤❛s❛r❞ ♦✉ s❛♥s ❜✉t ♠❛✐s t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s
❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬❡♥ t✐r❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ♥♦t❛♠♠❡♥t✳
❈❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ét✉❞✐é❡s s❡❧♦♥ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s✱ ♦✉ ❛①❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡✱ q✉❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❝❤❡r❝❤❡ à ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❞❡s t❡♥❞❛♥❝❡s ♦✉ ❛♥♦♠❛❧✐❡s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r ❛✐❞❡r ❝❡ ❜❡s♦✐♥
❞✬❛♥❛❧②s❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ✐❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r
❧✬♦r✐❣✐♥❛❧❡ t❛❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ t❛❜❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❛①❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s t❛❜❧❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s t❛❜❧❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣✉✐sq✉❡
❧❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t ❛❧♦rs s❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❡♥❝♦r❡
❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❞é❝♦♠♣♦s♦♥s ❝❡tt❡ t❛❜❧❡ ❡♥ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧❛♥t t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡s r❡q✉êt❡s ●❘❖❯P ❇❨✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛✉s❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s
❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣ré❝✐sés ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ❧✐s✐❜❧❡✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ✉♥❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❝❡s ❛ttr✐❜✉ts ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s ❞♦✉❜❧♦♥s✳ P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛❜❧❡s ♦✉ rés✉❧t❛ts ❞❡ r❡q✉êt❡s✱ ❬●r❛② ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼❪ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t
❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ❝✉❜❡ ❖▲❆P
♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st s✉rt♦✉t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐tés ❥✉st✐✜❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s
ét❛♣❡s ❞❡ s❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ à ❛❞♦♣t❡r✳

✹✳✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ r❡q✉êt❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r❢♦✐s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈✉❡ ♣❧✉s s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✳
❈❡❝✐ s❡ ❢❛✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ●❘❖❯P ❇❨ ♠❛✐s q✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❄ ❊❧❧❡
❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❛❣ré❣é❡ ❡t ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥
✭♦✉ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❡①♣❧✐q✉❡♥t ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬●r❛② ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼❪✱ ✐❧
❢❛✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r tr♦✐s s♦rt❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ✿ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✐str✐❜✉t✐✈❡s
t❡❧❧❡s q✉❡ ❙❯▼✱ ❈❖❯◆❚✱ ▼■◆ ♦✉ ▼❆❳✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❆❱● ✭❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✮✱ ▼✐♥◆ ♦✉ ▼❛①◆ ✭❧❡s N ♣❧✉s ♣❡t✐ts ♦✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞s✮ ❡t ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❤♦❧✐st✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ♠é❞✐❛♥❡ ♦✉ ❧❡ ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t✳ ◆♦✉s
♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡s✳

❆✜♥ ❞❡ ♠❡♥❡r ✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝✐té ❝✐❜❧é❡ ✈❡rs ❧❡s ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s ❛❝❤❡t❡✉rs✱
♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ✈❡♥t❡s ❞❡ ♥♦tr❡ t❛❜❧❡ Clientèle ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡



✹✳✶✳ ▲❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✹✼

♠ét✐❡r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧✬❛ttr✐❜✉ts Métier ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❡st ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜①❛♥t
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ V aleur ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ét✉❞✐é❡✳ ▲❛ r❡q✉êt❡ ❙◗▲ à
s❛✐s✐r ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❙❊▲❊❈❚ Métier✱ ❙❯▼✭V aleur✮ ❆❙ Total
❋❘❖▼ Clientèle
●❘❖❯P ❇❨ Métier

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣♦✉r rés✉❧t❛t ✿

M Total

m1 40
m2 70

P♦✉r r❡t♦✉r♥❡r ❝❡tt❡ t❛❜❧❡ à ❞❡✉① t✉♣❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞û ♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉t❡ ❧❛ t❛✲
❜❧❡ Clientèle✳ P♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❝❡s r❡q✉êt❡s ❞❡ t②♣❡ ●❘❖❯P ❇❨✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs
❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ ❧❡s ♣ré✲❝❛❧❝✉❧❡r ❡t ❞❡ ❧❡s st♦❝❦❡r ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

✹✳✶✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✈✐s✐♦♥ ❝✉❜♦ï❞❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❣ré❣é ✐❝✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ Métier ♠❛✐s t♦✉t❡s ❧❡s 2n ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s
❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s 2n s♦✉s✲r❡q✉êt❡s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ tâ❝❤❡ ❡st ❢❛st✐❞✐❡✉s❡
❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❧♦rsq✉❡ n ❡st ❣r❛♥❞✳ ❬●r❛② ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❛❧♦rs
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❈❯❇❊ ❇❨ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r✱ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡q✉êt❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✈✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s s✉r
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✿

❙❊▲❊❈❚ Métier✱ Produit✱ Transporteur✱ ❙❯▼✭V aleur✮ ❆❙ Total
❋❘❖▼ Clientèle
❈❯❇❊ ❇❨ Métier✱ Produit✱ Transporteur

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞é❝♦✉♣é ❝❡ ❝✉❜❡ ❡♥ ♥♦t❛♥t s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥ts✮✳ ◆♦✉s ❧❡ ♥♦♠♠♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t cube✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s t✉♣❧❡s ❛✐♥s✐ ❝réés ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❞é✜♥✐s s✉r t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ T ✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ♣❛r ALL ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❣é♥ér✐q✉❡ q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✳

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❝✉❜❡ ✭❝✳✲à✲❞✳ s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉♣❧❡s✮ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r
∏

Ai∈A
(|Dom(Ai)| + 1)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ s✐ ❝❤❛q✉❡

✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ❡st ❛ss♦❝✐é❡✱ ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡✱ à t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t♦✉s
❧❡s ❛✉tr❡s ❛ttr✐❜✉ts ❡t ✐❧ ❢❛✉t ❛❥♦✉t❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ❧❛
✈❛❧❡✉r ❣é♥ér✐q✉❡ ALL✳ P♦✉r ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s q✉❡ ✷✷ ❧✐❣♥❡s ❡t ♣♦✉rt❛♥t✱
❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ t❛❜❧❡❛✉ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ r❛♣✐❞❡ ❞❛♥s
❧❡ s❡♥s ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s ✉♥❡s à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❛✉tr❡s✳ P♦✉r ♣❛❧✐❡r ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳

❯♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ❞❡s t✉♣❧❡s ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ✿
♣✉✐sq✉✬✉♥ t✉♣❧❡ ♥✬❛❣rè❣❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ♣❛r ❧❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

Métier Produit Transp. ❚♦t❛❧
m1 p1 t1 ✶✵

◆✐✈❡❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥
m1 p1 t2 ✸✵
m2 p1 t2 ✷✵
m2 p2 t3 ✺✵
m1 p1 ALL ✹✵

❆❣ré❣❛t✐♦♥ s✉r Métier ❡t Produitm2 p1 ALL ✷✵
m2 p2 ALL ✺✵
m1 ALL t1 ✶✵

❆❣ré❣❛t✐♦♥ s✉r Métier ❡t Transporteur
m1 ALL t2 ✸✵
m2 ALL t2 ✷✵
m2 ALL t3 ✺✵
ALL p1 t1 ✶✵

❆❣ré❣❛t✐♦♥ s✉r Produit ❡t Transporteur
ALL p1 t2 ✺✵
ALL p2 t3 ✺✵
m1 ALL ALL ✹✵

❆❣ré❣❛t✐♦♥ s✉r Métier
m2 ALL ALL ✼✵
ALL p1 ALL ✻✵

❆❣ré❣❛t✐♦♥ s✉r Produit
ALL p2 ALL ✺✵
ALL ALL t1 ✶✵

❆❣ré❣❛t✐♦♥ s✉r Transporteur
ALL ALL t2 ✺✵
ALL ALL t3 ✺✵
ALL ALL ALL ✶✶✵ ❆✉❝✉♥❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❈✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ Clientèle

❧❡s t✉♣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ r❡q✉êt❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝✉❜❡
❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝✉❜♦ï❞❡ ♦✉ ✈✉❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ✐❞❡♥t✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts q✉❡
s❡s t✉♣❧❡s ❛❣rè❣❡♥t✳ ◆♦t♦♥s Def(τ) = X ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ t✉♣❧❡ τ
❡st ❞é✜♥✐ ✭❝✳✲à✲❞✳ ∀Ai ∈ X, τ [Ai] 6= ALL ♦ù τ [Ai] ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ τ à ❧✬❛ttr✐❜✉t
Ai✮✳ ▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ str✐❝t
s✉r ❝❡✉①✲❝✐✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐sss♦♥s ❝❡t ♦r❞r❡ str✐❝t ♠❛✐s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧✬♦r❞r❡ ⊆ ♣✉✐sq✉❡ X ⊂ Y ⇒ X ⊆ Y ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡✉rs ré❝✐♣r♦q✉❡s ⊃ ❡t ⊇ ét❛♥t ❞♦♥♥é
q✉❡ X ⊂ Y ⇒ Y ⊃ X ✭(2A,⊂) ❡t (2A,⊆) ét❛♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és ✐♣s♦❞✲
✉❛✉①✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ss✐♥❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡ D = (P (cube),⊂) ♦ù
P (cube) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ ❝✉❜❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s
♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s P (cube) ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ⊂ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ✐❞❡♥t✐✜é❡ ♣❛r ∅✱ ❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❧❛ t❛❜❧❡
❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✉ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❬❈❛s♣❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❞é❝r✐t ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✉ ❝✉❜❡ Clientèle ✶✳

❖✉tr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s s♦✐❡♥t ♦r❞♦♥♥és ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ⊂✱ ❝❡tt❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ s✉r s❡s ♥÷✉❞s✳

✶✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t ♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡
❛❧♣❤❛❜ét✐q✉❡ ♠❛✐s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s CM ❡t MC ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s♦♥t✱ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳



✹✳✶✳ ▲❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✹✾

MPT

〈m1, p1, t1, 10〉

〈m1, p1, t2, 30〉

〈m2, p1, t2, 20〉

〈m2, p2, t3, 50〉

MP

〈m1, p1, ALL, 40〉

〈m2, p1, ALL, 20〉

〈m2, p2, ALL, 50〉

MT

〈m1, ALL, t1, 10〉

〈m1, ALL, t2, 30〉

〈m2, ALL, t2, 20〉

〈m2, ALL, t3, 50〉

PT

〈ALL, p1, t1, 10〉

〈ALL, p1, t2, 50〉

〈ALL, p2, t3, 50〉

M

〈m1, ALL,ALL, 40〉

〈m2, ALL,ALL, 70〉

P

〈ALL, p1, ALL, 60〉

〈ALL, p2, ALL, 50〉

T

〈ALL,ALL, t1, 10〉

〈ALL,ALL, t2, 50〉

〈ALL,ALL, t3, 50〉

∅

〈ALL,ALL,ALL, 110〉

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❚r❡✐❧❧✐s ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s Clientèle✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✭❘❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s✮ ❙♦✐❡♥t X ❡t Y ❞❡✉① ❝✉❜♦ï❞❡s
t❡❧s q✉❡ Y ⊂ X✱ ❛❧♦rs X ❡st ✉♥ ❛♥❝êtr❡ ❞❡ Y ❡t Y ❡st ✉♥ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❞❡ X✳ X
❡st ✉♥ ♣❛r❡♥t ❞❡ Y s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∄Z t❡❧ q✉❡ Y ⊂ Z ⊂ X✱ ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ Y
❡st ✉♥ ❡♥❢❛♥t ❞❡ X ✭❧❡s ♣❛r❡♥ts ❞✬✉♥ ♥÷✉❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s❡s ❡♥❢❛♥ts✱ s♦♥t ✐♥❝❧✉s
❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♥❝êtr❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts✮✳
X ❡st ❛❧♦rs ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ q✉❡ Y ♦✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ X
s♣é❝✐❛❧✐s❡ Y ❡t à ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ Y ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ X✱ ✐❧ ❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡✳

▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳
▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❞✉ ❝✉❜❡ s❛♥s s❡ ♣ré♦❝❝✉♣❡r
❞❡s t✉♣❧❡s q✉✐ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❡♥t✱ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ✉t✐❧✐sé❡✳

✹✳✶✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✈✐s✐♦♥ t✉♣❧❡

❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡s t✉♣❧❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞❡ss✐♥❡r
❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❛❞éq✉❛t❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥ t✉♣❧❡ ♥✬❡st ♣rés❡♥t



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ♣❛r ❧❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

∅1

M2 P2 T3

MP3 MT4 PT3

MPT4

❙♣
é❝
✐❛
❧✐s
❛t
✐♦
♥

●
é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❚r❡✐❧❧✐s s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ Clientèle✳

q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ ❝✉❜♦ï❞❡ ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s✱ ❛❧♦rs
❧❡s t✉♣❧❡s ❞♦✐✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♦r❞♦♥♥és ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✭❘❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s t✉♣❧❡s✮ ❙♦✐❡♥t τ1 ❡t τ2 ❞❡✉① t✉♣❧❡s
❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ τ1 ❡st ✉♥ ❛♥❝êtr❡ ❞❡ τ2 ✭❝✳✲à✲❞✳ ✐❧ ❧❡ s♣é❝✐❛❧✐s❡✮ ♦✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ τ2 ❡st ✉♥ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❞❡ τ1 ✭❝✳✲à✲❞✳ ✐❧ ❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡✮✱ ♥♦té τ1 ≻ τ2 s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Const(τ1) ⊃ Const(τ2) ♦ù Const(τi) ❞♦♥♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
✭❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ALL✮ ❞❡ τi✳
τ1 ❡st ✉♥ ♣❛r❡♥t ❞❡ τ2 ✭τ2 ✉♥ ❡♥❢❛♥t ❞❡ τ1✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∄τ t❡❧ q✉❡ τ1 ≻ τ ≻ τ2✳

❊♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥tr❡ ❧❡ t✉♣❧❡s ❡t ❞♦♥❝ s❛♥s
♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❡♥ ❝✉❜♦ï❞❡s✱ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♣❡✉t êtr❡ ✈✐s✉❛❧✐sé ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✹✳✹ ✭♣❛r s♦✉❝✐s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♠♣❧❛❝é ❧❛ ✈❛❧❡✉r ALL ♣❛r ∗ ❡t ❧❛
♠❡s✉r❡ ❛ été ♦♠✐s❡✮✳ ▲✬é❧é♠❡♥t 〈∅, ∅, ∅〉 ❛❥♦✉té ❛✉ s♦♠♠❡t ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❛ss✉r❡ q✉❡
❝❤❛q✉❡ t✉♣❧❡ ❛ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s q✉✬✉♥ ❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s✳ ❈❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ t✉♣❧❡s ❛ été ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❬❈❛s❛❧✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪✳

〈∅, ∅, ∅〉

〈m1, p1, t1〉 〈m1, p1, t2〉 〈m2, p1, t2〉 〈m2, p2, t3〉

〈m1, p1, ∗〉 〈m2, p1, ∗〉 〈m2, p2, ∗〉〈m1, ∗, t1〉 〈m1, ∗, t2〉 〈m2, ∗, t2〉 〈m2, ∗, t3〉〈∗, p1, t1〉 〈∗, p1, t2〉 〈∗, p2, t3〉

〈m1, ∗, ∗〉 〈m2, ∗, ∗〉〈∗, p1, ∗〉 〈∗, p2, ∗〉〈∗, ∗, t1〉 〈∗, ∗, t2〉 〈∗, ∗, t3〉

〈∗, ∗, ∗〉

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❚r❡✐❧❧✐s ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s Clientèle✳

▲❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❤②♣❡r❝✉❜❡ ❡st ♣❧✉s ré♣❡♥❞✉❡ ❡t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡
♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❛①❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ s♦♥t



✹✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✺✶

❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❡t ✉♥ t✉♣❧❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥❡
❝❡❧❧✉❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st st♦❝❦é❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❡s✉ré❡✳ ❈❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✬❛✉tr❡s ♦✉ ❞❡
❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ♠❛ss❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝❧❛✐r❡ ❡t ❧✐s✐❜❧❡✳ ❚♦✉t ❝❡❝✐
❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ✿ ❬▲❛❢♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✱ ❬▼❡ss❛♦✉❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ♦✉
❬❆✉❜❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪ q✉✐ ❛s♣✐r❡♥t à ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❬▲❡❤♥❡r ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽❪ ♦✉ ❬◆✐❡♠✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡♥t à ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥ ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡✳

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✉♥ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣ré✲❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉t❡s
❧❡s 2n r❡q✉êt❡s ❞❡ t②♣❡ ●❘❖❯P ❇❨✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞♦♥❝ très ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ❣❛r❞❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✉♥ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡t✳ ❯♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s à
❝♦♥s❡r✈❡r ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧✬ét✉❞✐❡r ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ❞é❥à ❧❡s ❜❛s❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉①
♠❡s✉r❡r s❡s ❡♥❥❡✉① ❡t ❞✐✣❝✉❧tés✳

✹✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❧❡ ✈♦✐r✱ ❧❡ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ✐❞é❛❧ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s
♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é❡s ♠❛✐s ❡♥❝♦r❡ ❢❛✉t✲✐❧ q✉❡ ❝❡s ♣ré✲❝❛❧❝✉❧s s♦✐❡♥t
st♦❝❦és ❡t ✐❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡✱ s✐♥♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞❡ t♦✉t ❝♦♥s❡r✈❡r✳ ▲❡ ❝✉❜♦ï❞❡ ❧❡
♠✐❡✉① ❛❞❛♣té ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❧❛ tr❛❞✉✐t
❡①❛❝t❡♠❡♥t ♠❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ② ré♣♦♥❞r❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❞❡ s❡s ❛♥❝êtr❡s
♣✉✐sq✉✬✐❧s s♦♥t ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s ♠❛✐s ❞♦♥♥❡♥t ❛✉ ✜♥❛❧ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡✳
❆✈❛♥t ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s ét❛✐❡♥t ♣♦sé❡s s✉r ❧❛ t❛❜❧❡
❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝✉❜♦ï❞❡ ❧❡ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝✉❜❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛
q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♠❛tér✐❛❧✐s❡r t♦✉s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s t♦✉t ❡♥
❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡ tr♦✉✈❡ s❛ ré♣♦♥s❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ st♦❝❦é✳

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❛❧♦rs ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧s ❝✉❜♦ï❞❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ st♦❝❦és ♣♦✉r ♣❡r✲
♠❡ttr❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s✮ à t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s✳ ➱t❛♥t
❞♦♥♥é q✉✬✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡ ❡st ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é❡✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❞❡
❝✉❜♦ï❞❡s✱ ❞❡ ✈✉❡s ♦✉ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉s❛❣❡ q✉✐ ❡♥ ❡st ❢❛✐t✳

✹✳✷✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥❡ t❛❜❧❡ T ✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ r❡q✉êt❡s Q ✭♣♦✉r êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s 2n r❡q✉êt❡s s♦♥t ❛✉✲
t♦r✐sé❡s ♠❛✐s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝❤❡r❝❤❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t à ♥✬♦♣t✐♠✐s❡r
q✉✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❛♣♣❡❧é ❝❤❛r❣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♦✉ ✇♦r❦❧♦❛❞✮ ❡t ✉♥ ❡s♣❛❝❡
♠é♠♦✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ b✱ tr♦✉✈❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈✉❡s S à ♠❛tér✐❛❧✐s❡r ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ b ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s ❞❡ Q✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞✬♦✲
r✐❣✐♥❡ ❞♦✐t êtr❡ st♦❝❦é❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s ❞♦♥❝
b = |T |+ α ∗ (

∑

q∈Q |q|) ♦ù |T | = m ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ T ❡t |q| ❡st



✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ♣❛r ❧❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❧❛ r❡q✉êt❡ q ✭❝✳✲à✲❞✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉♣❧❡s r❡t♦✉r♥és✮ ✷ ❛✈❡❝
0 < α < 1✳

✹✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

P♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❧❡s r❡q✉êt❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞èr♦♥s ❝♦♥s✐st❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t à
r❡t♦✉r♥❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✬✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❞é❥à ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é✱ ❛❧♦rs ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à s❛ t❛✐❧❧❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ♣❛r❝♦✉r✐r✳
◗✉❛♥❞ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s st♦❝❦é✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✭❡♥ t❡r♠❡s
❞❡ t❛✐❧❧❡✮ ❞❡ s❡s ❛♥❝êtr❡s st♦❝❦és ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ r❡q✉êt❡✳
■❧ ❡①✐st❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❛✈❡❝ ●❘❖❯P ❇❨

✭❬●r❛❡❢❡ ✶✾✾✸✱ ❈❤❛✉❞❤✉r✐ ✶✾✾✽❪✮✱ ✭✶✮ tr✐❡r ❧❛ t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥st✐t✉❡r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♣✉✐s
❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡✳ ▲❡ ❝♦ût ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬♦r✲
❞r❡ ❞❡ m logm ❛✈❡❝ m ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ✭✷✮ ✐❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ❝♦ût ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ m✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s s✉♣♣♦s❡r
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡t ❛✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❧✐❣♥❡s ♣❛r❝♦✉r✉❡s✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ✐♥❞❡① s✉r ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s✱ ❧❡ ❝♦ût
♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ❞✉ ❝✉❜♦ï❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ P❧✉s
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦ût q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s s❡ ❞é✜♥✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸ ✭▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦ût✮ ❙♦✐t C(q, S) ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ q ❡♥ s❛❝❤❛♥t
q✉❡ s❡✉❧❡s ❧❡s ✈✉❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S s♦♥t ♠❛tér✐❛❧✐sé❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s C(q, S) =
minw∈Aq∩S |w| ♦ù w ❡st ✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡ ♠❛tér✐❛❧✐sé ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♥✲
❝êtr❡s ❞❡ q ♥♦té Aq✳

▲❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ❞❡ Q r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à S ❡st ❞♦♥❝ ✿ C(S) =
∑

q∈Q C(q, S)✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r
t♦✉t S✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∑

q∈Q |q| ≤ C(S) ≤ |Q| ∗ |T |✳

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ S ✭❝✳✲à✲❞✳ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈✉❡s à ♠❛tér✐❛❧✐s❡r✮
♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✮ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ S ⊆ P (cube) ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

✶✳ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ré♣♦♥❞r❡ à t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s ❞❡ Q ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s
✈✉❡s ❞❡ S

✷✳ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S✱ ♥♦té❡ |S| ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❜♦r♥❡ b

✸✳ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ S′ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡❧❧❡ q✉❡
C(S′) < C(S)✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥
❝❡♥tré❡ s✉r ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①❛♠✐♥❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
❢❛ç♦♥ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ s✉r ❧❡s t✉♣❧❡s ❞✉ ❝✉❜❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ S ❡st ❛❧♦rs
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t✉♣❧❡s✳ ▲❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉♣❧❡s
♣❛r❝♦✉r✉s ♣♦✉r ② ré♣♦♥❞r❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡✳

✷✳ ◆♦✉s ❛ss✐♠✐❧♦♥s ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❧✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ à s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ❛✜♥
❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♠❛✐s✱ ♣♦✉r êtr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♣❛r ❧✬❡s♣❛❝❡
ré❡❧❧❡♠❡♥t ♦❝❝✉♣é ♣❛r ✉♥ t✉♣❧❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛
♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡

❙♦♠♠❛✐r❡

✺✳✶ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✺✳✶✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✺✳✶✳✷ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣✐♦♥♥✐❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✺✳✶✳✸ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❡t ❡①t❡♥s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✺✳✷ ❆✈❡❝ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✺✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✺✳✷✳✷ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✺✳✸ ❆✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

◆♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞❛♥s ❝❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡✱ à tr❛✈❡rs ✉♥
ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣✐♦♥♥✐❡r ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❡
rés♦✉❞r❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❛ s❡r✈✐ ❞❡ ❜❛s❡ à ❞✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ ♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜é s❡s
♣♦✐♥ts ❢♦rts ❡t s❡s ❢❛✐❜❧❡ss❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝✱ ♣♦✉r ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡
❡t✱ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♥❡ ♠❛tér✐❛❧✐s❡r q✉❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s
❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ■❧ ❛ ❡♥s✉✐t❡
été r❡♠❛♥✐é ♣♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s
❛✈❡❝ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P♦✉r ✜♥✐r✱
♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ r❛♣✐❞❡ ❛♣❡rç✉ ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ♦❜❥❡❝t✐❢s ♦❜s❡r✈és ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡✳

✺✳✶ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ s♦✐❡♥t Q ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ♣♦sé❡s
s✉r ✉♥ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t b ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡✳ ◗✉❡❧ ❡st ❧❡ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡✱ S✱ ❞❡ ✈✉❡s ❞✉ ❝✉❜❡ à ♠❛tér✐❛❧✐s❡r ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s ❞❡
Q ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ♠é♠♦✐r❡ b ❄



✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡

✺✳✶✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

❬▲✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❝❡ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ■❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❙♦✐t C(j, {i}) ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ j s✉r ❧❛ ✈✉❡ i✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s C(j, {i}) = +∞ s✐ i ♥❡
♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à j ✭❝✳✲à✲❞✳ i ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❛♥❝êtr❡ ❞❡ j✮✱ s✐♥♦♥
C(j, {i}) = |i| ♦ù |i| ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ i✳
P♦✉r t♦✉t❡ ✈✉❡ i✱ xi = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ i ∈ S ✭❝✳✲à✲❞✳ s✐ i ❡st ♠❛tér✐❛❧✐sé❡✮✱ xi = 0
s✐♥♦♥✳
P♦✉r t♦✉t❡ ✈✉❡ i ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ r❡q✉êt❡ j✱ yi,j = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ i ❡st ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à j ❡t yi,j = 0 s✐♥♦♥✳
❊♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ❛✐♥s✐ ✿

♠✐♥✐♠✐s♦♥s
∑

i

∑

j C(j, {i}) ∗ yi,j
❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t q✉❡ ✶✳

∑

i |i| ∗ xi ≤ b
✷✳ ∀j

∑

i yi,j = 1
✸✳ ∀i, j t❡❧❧❡s q✉❡ C(j, {i}) 6= +∞✱ yi,j ≤ xi
✹✳ xT = 1

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✶✳ ❣❛r❛♥t✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❡s ✈✉❡s
♠❛tér✐❛❧✐sé❡s ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ❧❛ t❛✐❧❧❡ b ✐♠♣❛rt✐❡✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✷✳ ❛tt❡st❡ q✉✬✉♥❡
s❡✉❧❡ ✈✉❡ ❞♦✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡ r❡q✉êt❡ j ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❆✈❡❝ ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✸✳✱ ♥♦✉s ❛ss✉r♦♥s q✉❡ s✐ ✉♥❡ ✈✉❡ i ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡
r❡q✉êt❡ j✱ ❛❧♦rs i ❞♦✐t êtr❡ ♠❛tér✐❛❧✐sé❡✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦✉s ✐♠♣♦s❡ ❞❡
♠❛tér✐❛❧✐s❡r ❧❛ t❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ T ✳

■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s à ♠❛tér✐❛❧✐s❡r ❡st ◆P✲
❉✐✣❝✐❧❡ ✭❬❍❛r✐♥❛r❛②❛♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✻❪✮ ❡t ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❡s♣ér❡r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s à
❝♦♥s✐❞ér❡r ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳

✺✳✶✳✷ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣✐♦♥♥✐❡r

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣✐♦♥♥✐❡r ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ♣❛r
❬❍❛r✐♥❛r❛②❛♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✻❪✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ❞♦♥t ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st✱ ♣❛r ❞é❢❛✉t✱ ♠❛tér✐✲
❛❧✐sé❡✱ S = {T}✳ ❊♥s✉✐t❡✱ t❛♥t q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✉ré✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡
♠❛tér✐❛❧✐s❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✈✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à S✳ ❯♥❡ ✈✉❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜é♥é✜❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛♣♣♦rt❡r ❡♥
ét❛♥t ♠❛tér✐❛❧✐sé❡✳ ▲❡ ❜é♥é✜❝❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ✭❇é♥é✜❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈✉❡✮ ❙♦✐❡♥t v ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✉ ❝✉❜❡ ❡t S ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥
❞é❥à ♠❛tér✐❛❧✐sé❡ ✭S ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s T ✮✳ ▲❡ ❜é♥é✜❝❡ ❞❡ v r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à S ❡st
❞♦♥♥é ♣❛r B(v, S) =

∑

w⊆v Bw ♦ù Bw = |u| − |v| ❛✈❡❝ w ⊆ u ∈ S ✭s✐ |u| − |v| < 0✱
❛❧♦rs Bw = 0✮✳

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✐ v ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦ûts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❞❡s❝❡♥✲
❞❛♥ts ✭v ❝♦♠♣r✐s✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❛❧♦rs s♦♥ ❜é♥é✜❝❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐❢ ❡t ✐❧ s✉✣t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡ ❝✉❜♦ï❞❡ ❞♦♥t ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳ P♦✉r



✺✳✶✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✺✺

s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♠é♠♦✐r❡ ✐♠♣♦sé❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡①✲
♣r✐♠é❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❡♥ ❜✐ts ♦✉ ♦❝t❡ts ♠❛✐s ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈✉❡s ❛✉t♦r✐sé❡s à
êtr❡ ♠❛tér✐❛❧✐sé❡s q✉❡❧q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡✉rs t❛✐❧❧❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r
❧❡s k ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ✈✉❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✿ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s k ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ✈✉❡s

✶ S ← T ❀
✷ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i = 1 à k ❢❛✐r❡
✸ S ← S ∪ {v} ❛✈❡❝ B(v, S) = maxu 6∈S(B(u, S))❀

✹ r❡t♦✉r♥❡r S

❊①❡♠♣❧❡ ❙é❧❡❝t✐♦♥♥♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ✸ ❝✉❜♦ï❞❡s ✭❡♥ ♣❧✉s ❞✉ ❝✉❜♦ï❞❡ MPT ✮ s✉r
♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥st✐t✉❡r ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ❜é♥é✜❝❡s ❡t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐tér❛t✐♦♥s ✿

■tér❛t✐♦♥ ✶ ■tér❛t✐♦♥ ✷ ■tér❛t✐♦♥ ✸
B(MP,S) = 1× 4 = 4 1× 3 = 3 1× 3 = 3
B(MT,S) = 0× 4 = 0 0× 3 = 0 0× 3 = 0
B(PT, S) = 1× 4 = 4 1× 4 = 4
B(M,S) = 2× 2 = 4
B(P, S) = 2× 2 = 4 2× 1 = 2 2× 1 = 2
B(T, S) = 1× 2 = 2 1× 1 = 1 0× 1 = 0
B(∅, S) = 3× 1 = 3 1× 1 = 1 1× 1 = 1

❆r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐✱ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r M ✱ ♣✉✐s✱
à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ PT q✉✐ ❛✈❛✐t ❛❧♦rs ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❜é♥é✜❝❡ ❡t ❡♥✜♥✱ MP ✳

❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❛♥❞✐❞❛t ♠❛✐s ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡
❞é✜♥✐t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ♣❡✉t ♥♦✉s ❢❛✐r❡ ❞♦✉t❡r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ r❡t♦✉r♥é❡✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ❣❛✐♥ ❛♣♣♦rté ♣❛r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s ♦ù
s❡✉❧❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷ ✭●❛✐♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✮ ▲❡ ❣❛✐♥ ❛♣♣♦rté ♣❛r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ S ❡st
❞♦♥♥é ♣❛r G(S) = |Q| × |T | − C(S) ♦ù |Q| × |T | ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ Q ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t T
❡t C(S) s♦♥ ❝♦ût s✉r S✳

❊①❡♠♣❧❡ ◆♦✉s ❛✈♦♥s S = {CMP,M,PT,MP} ❞♦♥❝ G(S) = 8× 4− (2× 4+4×
3 + 2× 2) = 8

▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ S r❡t♦✉r♥é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é
❛ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s 63% ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ S∗ ✭❝✳✲à✲❞✳
G(S)÷G(S∗) ≥ (e− 1)/e ≈ 63% ♦ù e ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❊✉❧❡r✮ ♠❛✐s ❛✉ss✐ q✉❡ ❝❡tt❡
❜♦r♥❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡st✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧s ❞♦♥♥❡♥t
❧❡s ❝❛s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ❡st
t♦✉t❡❢♦✐s très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡

❜✐❡♥ r❡t♦✉r♥é ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣✉✐sq✉✬❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s ❝✉❜♦ï❞❡s
♥✬❛ ❞❡ ❣❛✐♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ✭✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❬❑❛r❧♦✛ ✫ ▼✐❤❛✐❧ ✶✾✾✾❪✮ ❡①❤✐❜❡
❧❡s ♣♦✐♥ts ❢❛✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ❙✐ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡r q✉❡ ❞❡✉① ✈✉❡s ✭❡♥
♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ✈✉❡ A✮✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ✈✉❡ C ♣✉✐s✱ ❧❡s
❜é♥é✜❝❡s ❞❡s ✈✉❡s B ❡t D ét❛♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ✐❧ ❝❤♦✐s✐t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ B✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❛✈❡❝ ❝❡tt❡ sé❧❡❝t✐♦♥✱ C(S) = 1297✳ ❖r✱ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❞❡✉① ✈✉❡s B ❡t D ♣❡r♠❡t ❞❡
❞✐♠✐♥✉❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦ûts ♣✉✐sq✉❡ C(S∗) = 1000 ♠❛✐s ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
✉♥ ❣❛✐♥ ✐♥❢ér✐❡✉r✳

A200

B100 C99 D100

E20 F20 G20 H20

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ♦ù ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❘❯ ❡st ✐♥❡✣❝❛❝❡

◗✉❡ ❞✐r❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❄ ❬❑❛r❧♦✛ ✫ ▼✐❤❛✐❧ ✶✾✾✾❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡✱ s✐ P 6=
NP ❛❧♦rs✱ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡s 63% ❞❡ ❣❛✐♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛
t❛❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉❝✉♥❡ ré❡❧❧❡ ❣❛r❛♥t✐❡ s✉r ❧❡s ❝♦ûts ❞❡s r❡q✉êt❡s✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡
❣❛✐♥ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡
✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦ût✳ ▲✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦✐t
❞♦♥❝ êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ r❡♠♣❧✐ss❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡t
♥♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt ♦ù ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s q✉❡ T ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉①
r❡q✉êt❡s✳

✺✳✶✳✸ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❡t ❡①t❡♥s✐♦♥s

P❧✉s✐❡✉rs ❝❤❡r❝❤❡✉rs ♦♥t ❛❧♦rs ré✈✐sé ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❬❚❛❧❡❜✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ♣r♦✲
♣♦s❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲✬✐❞é❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬ét❛✐t
♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞✉ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦✲
♣♦s❡♥t ❛❧♦rs ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ✈✉❡s q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛ss✉ré♠❡♥t ♣❛s à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸ ✭❊s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ré❞✉✐t✮ ❙♦✐❡♥t P (cube) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝✉❜♦ï❞❡s ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t Pr(cube) ⊆ P (cube) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ré❞✉✐t✳
▲❛ ✈✉❡ v ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ♠❛tér✐❛❧✐sé❡ s✐ ❡❧❧❡ ❛ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ s❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t v ∈ P (cube) \ Pr(cube)⇒
|v| ≥

∑

u⊂v |u|✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈✉❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
❝♦ûts ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s ♣♦✉✈❛♥t s✬② r❛♠❡♥❡r✱ ❛❧♦rs✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s
❧❛ st♦❝❦❡r ❛✉ ♣r♦✜t ❞❡ t♦✉s s❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts✳ ■❧ ❡st à ♥♦té ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡
♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❜♦r♥é ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡



✺✳✷✳ ❆✈❡❝ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✺✼

❡t ♥♦♥ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈✉❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ r❡str❡✐♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧é❣✐t✐♠❡✳

❬❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
ré❞✉✐t ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜é♥é✜❝❡ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✮✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s
✈✉❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❜é♥é✜❝❡ ♥✉❧ ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ❛ss✉ré♠❡♥t ♣❛s êtr❡ ♠❛tér✐❛❧✐sé❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉r
♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞ès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ❧❛ ✈✉❡ MT ❛ ✉♥ ❜é♥é✜❝❡
♥✉❧ ❡t✱ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❛s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉rs S é✈♦❧✉❡✳ ■❧
♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱
❝❡ q✉✐ ré❞✉✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

✺✳✷ ❆✈❡❝ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✜①é❡ s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ré✲
❞✉✐r❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ à ♠❛tér✐❛❧✐s❡r✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹ ✭❋❛❝t❡✉r ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❬❍❛♥✉ss❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✮✮ ❙♦✐t q
✉♥❡ r❡q✉êt❡ s✬❡①é❝✉t❛♥t s✉r ❧❡ ❝✉❜♦ï❞❡ c✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ q s✉r c
❡st ❞♦♥♥é ♣❛r p = |c|

|q| ≥ 1✳
❙✐ p = 1 ❛❧♦rs ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ q s✉r c ❛ ✉♥ ❝♦ût ♦♣t✐♠❛❧✳

✺✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❢♦r♠✉❧é ❛✐♥s✐ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥❡ t❛❜❧❡ T ❡t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ p✱ q✉❡❧ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ✈✉❡s ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥
♠é♠♦✐r❡✮ à ♠❛tér✐❛❧✐s❡r ❡♥ ❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s
❞❡ ♣❧✉s ❞❡ p ❢♦✐s s♦♥ ❝♦ût ♦♣t✐♠❛❧ ❄

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❝♦ût✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠♦❞✐✜é❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✺ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✈❡❝ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✮ ❯♥❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥ S ⊆ P (cube) ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ p s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

✶✳ ❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡ s✬❡①é❝✉t❡ s✉r S ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ p′ ≤ p✱

✷✳ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ q✉❡ S q✉✐
r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡ ♣✉✐ss❡ s✬❡①é❝✉t❡r ❛✈❡❝
✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s é❣❛❧ à ❝❡❧✉✐ ✜①é ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♥❛t✉r❡❧❧❡ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ❞❡ ♠❛tér✐❛❧✐s❡r t♦✉t ❧❡ ❝✉❜❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❧❡s r❡q✉êt❡s ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝
✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱
♠ê♠❡ ❢♦r♠✉❧é ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡♥ r❡st❡ ♣❛s ♠♦✐♥s ◆P✲❉✐✣❝✐❧❡✳



✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡

✺✳✷✳✷ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s

❬❍❛♥✉ss❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❜❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ à ❝❡ ♣r♦❜✲
❧è♠❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù s❛ t❛✐❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠✐♥✐♠❛❧❡
♠❛✐s ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❡st ❛ss✉ré❡✳ ■❧s ♣r♦❝è❞❡♥t ❛✐♥s✐ ✿

✶✳ ■❧s sé❧❡❝t✐♦♥♥❡♥t ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❞❡ Q q✉✐ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡♥t ♣❛s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✬✐❧s s♦♥t é✈❛❧✉és à ♣❛rt✐r ❞❡ T ✳

✷✳ ■❧s ♠❛tér✐❛❧✐s❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ⊂✳

✸✳ ■❧s ré✐tèr❡♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡
❡①é❝✉té❡s s❛♥s ✈✐♦❧❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ p✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st✱ ❛✉ ♣❧✉s✱ p ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
✭❡♥ t❡r♠❡ ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✮ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ❋✐①♦♥s p = 1.5✳ ▲❡s ❝✉❜♦ï❞❡s M ❡t P s♦♥t ♠❛tér✐❛❧✐sés à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
✐tér❛t✐♦♥✳ ∅ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♠❛tér✐❛❧✐sé à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❙✉r ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ S =
{MPT,M,P, ∅}✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✾✳

❉❛♥s ❬❍❛♥✉ss❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✱ ✐❧s ét❡♥❞❡♥t ❧❡✉rs tr❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦♥st❛t❛♥t q✉❡ ❧❛
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s q✉✐ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ♣❛s ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❛ss✐♠✐❧és à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ r❡str❡✐♥t s✉✣s❛♥t✳ ■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é✈♦q✉é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ r❡❧✲
❛t✐✈❡♠❡♥t à s❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ♦✉ à s❡s t✉♣❧❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡
❡st ❢♦r♠✉❧é ❞❛♥s ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❝✉❜♦ï❞❡ ❞✉ ❝✉❜❡ ♠❛✐s ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛❞❛♣té à s❡s t✉♣❧❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés✉♠é s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s r❡q✉êt❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥ rés✉♠é ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s
s♦♠♠❛✐r❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s❛♥s q✉✬❛✉❝✉♥❡ ♥❡ s♦✐t ♣❡r❞✉❡✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé✱ ❝✉❜❡ q✉♦t✐❡♥t ❡t ❝✉❜❡ ❝❧♦s q✉✐ s♦♥t✱ à ♥♦tr❡ ❛✈✐s✱ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳

✺✳✸ ❆✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡

❉✬❛✉tr❡s ✈❡rs✐♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✱
❢❛✐s♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ r❛♣✐❞❡ t♦✉r ❞✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡s s✉❥❡ts tr❛✐tés ✭✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❝♦♠♣❧❡t ❞❡
❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✬❡st ♣❛s ré❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s
tr❛✐té ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♥❡ ❝✐t❡r♦♥s q✉❡ q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♣❧✉s
ré❝❡♥ts ♦✉ ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts ♣♦✉r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡①✐st❡✮✳

❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Q ❞❡ r❡q✉êt❡s à ♦♣t✐✲
♠✐s❡r ♠❛✐s ❝❡❧❛ s❡♠❜❧❡ ❜✐❡♥ ✉t♦♣✐st❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ✜①é ✉♥❡
❜♦♥♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ é✈♦❧✉❡ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ❡t
❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r ❬❑♦t✐❞✐s ✫ ❘♦✉ss♦♣♦✉❧♦s ✶✾✾✾❪ ❡t
❬❍♦s❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❛❧♦rs ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré✈✐s❛❜❧❡s ♣♦✉r êtr❡ ❛✉ ♣❧✉s
♣rès ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st
♣rés❡♥té ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉①✱ ♣❧✉s st❛t✐q✉❡s✱ ❞❡✈r❛✐❡♥t t♦✉t r❡❝❛❧❝✉❧❡r✳



✺✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✺✾

❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✈✉❡s ❡t ❧❡✉rs ✐♥❞❡① ❉ès ❧♦rs q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡st
♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❡s ✈✉❡s ♠❛tér✐❛❧✐sé❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞✬❡s♣♦✐r ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❡♥❝♦r❡
❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❡s r❡q✉êt❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝♦♥st❛t q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ♣❛r ❬❚❛❧❡❜✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪
❡t ❬❑♦r♠✐❧✐ts✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡t ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧s ♣ré✈♦✐❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❡t ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ✐♥❞❡① ❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦♠❡♥t q✉✬✐❧s sé❧❡❝t✐♦♥♥❡♥t ❧❡s ✈✉❡s✳ ❆✐♥s✐✱
✐❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❧✉s ♦♣t✐♠✐sé❡ ♣✉✐sq✉❡✱ s❛♥s ✈✐♦❧❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞✬❡s♣❛❝❡✱ ✐❧s ❞✐s♣♦s❡♥t ❞❡ ✈✉❡s ♠❛tér✐❛❧✐sé❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥❞❡①✳

❈♦♥t❡①t❡ ❞✐str✐❜✉é ▲❡ t❡♠♣s ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ét❛✐❡♥t ❝❡♥tr❛❧✐sé❡s t♦✉❝❤❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t à s❛ ✜♥ ❡t ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣ré✈♦✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r
ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡ ❝❛s ❧à✳ ❬❇❛✉❡r ✫ ▲❡❤♥❡r ✷✵✵✸❪ ❡t ❬❙❤✉❦❧❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪ ❞é✜♥✐ss❡♥t
❛❧♦rs ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦ût ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t
♣r♦♣♦s❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❉✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✈✉❡s
♠❛tér✐❛❧✐sé❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs s❛✈♦✐r q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ✈✉❡s ❧❡s
♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈✐t♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❬P♦tt✐♥❣❡r ✫ ❍❛❧❡✈② ✷✵✵✶❪ q✉✐ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞✬✉♥❡
r❡q✉êt❡ ♣♦✉r ❝ré❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ✈✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬② ré♣♦♥❞r❡✳ P❧✉s
ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❬▲❛✉r❡♥t ✫ ❙♣②r❛t♦s ✷✵✶✶❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦✉r
ré♣♦♥❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❛✉① r❡q✉êt❡s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ ✈✉❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❡♥ s♣é❝✐❛❧✐s❛♥t ❧❛ r❡q✉êt❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✐str✐❜✉é✱
❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❞ét❛✐❧❧é ♣❛r ❬◆❛♥❞✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré♣❛rt✐r ❧❡s
❝❛❧❝✉❧s ❞❡ r❡q✉êt❡s s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s✐t❡s ♦ù s♦♥t st♦❝❦❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❡♥
❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❣❧♦❜❛❧✳

❇✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✈✉❡s✱ ❧❡✉rs ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ♦✉ ❧❡✉rs
♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡s ♠ér✐t❡r❛✐❡♥t ❞✬êtr❡ ❝✐tés ♠❛✐s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ✈♦❝❛t✐♦♥ à ✐♥✲
tr♦❞✉✐r❡ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s ❞❡ ❝❡ ❜r❡❢ ❛♣❡rç✉✳ ❬❍❛❧❡✈② ✷✵✵✶❪
❞♦♥♥❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ❡♥❥❡✉① ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳
❆✉ss✐✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❝❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s
❧❡s ❙●❉❇s ❛❝t✉❡❧s✱ ❬❇r✉♥♦ ✷✵✶✶❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♠♣❧é♠❡♥✲
t❛t✐♦♥s ❡t ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s✳

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s à ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à
❣❛r❛♥t✐r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s r❡q✉êt❡s ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♦❝❝✉♣é ♣❛r
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

◆♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ❞❡ ❝❡s ♣ré❝é❞❡♥ts tr❛✈❛✉① ✉♥ ♠❛♥q✉❡ é✈✐❞❡♥t ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❝♦♥✲
❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts à ♠❛tér✐❛❧✐s❡r✳ ❈❡rt❛✐♥s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♠❛✐s ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ r❛✐s♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡ q✉❡ ❞♦✐t êtr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❛tt❛❝❤❡r à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t
❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s❡rt à



✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡

rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❡❧❧❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✭❝✉❜♦ï❞❡s ♦✉ t✉♣❧❡s s❡❧♦♥
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✮ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦té q✉✬✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡ ❡st ét✉❞✐é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡✉① q✉✐ ❧✬❡♥t♦✉r❡♥t ✿
❧❡s ❛♥❝êtr❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ❧❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ♣ré❝✐s❡♥t s♦♥
❜é♥é✜❝❡✳ ■❧ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ❝❤♦✐s✐ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞♦♥♥é ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭♣r♦❜❧è♠❡ ♦❜s❡r✈é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✮ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❣râ❝❡ à s❡s ♣r♦♣r✐étés
♦❜s❡r✈é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥❡ ❞♦✐t
♣❛s êtr❡ ré❞✉✐t❡ à ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ t❛❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ t♦✉s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ♣❡✉✈❡♥t
❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡s ✉♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ❈❡s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts t✐rés
❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❣✉✐❞❡r♦♥t ♥♦s tr❛✈❛✉① ❞ét❛✐❧❧és ❛✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡

❙♦♠♠❛✐r❡

✻✳✶ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s ❝♦♠♣❧❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✻✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✻✳✶✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✻✳✶✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✻✳✷ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ t✉♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✻✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✻✳✷✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✻✳✷✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✻✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✻✳✸✳✶ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✻✳✸✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✻✳✸✳✸ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✻✳✹ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉♠és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✻✳✹✳✶ ❈✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✻✳✹✳✷ ❈✉❜❡ q✉♦t✐❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✻✳✹✳✸ ❈✉❜❡ ❝❧♦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ X → A ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝✉❜♦ï❞❡ X ❡t s♦♥ ❛♥❝êtr❡ X ∪ A
s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ♣♦rt❛♥t s✉r X ♣❡✉t êtr❡
❡①é❝✉té❡ s✉r ❧❡ ❝✉❜♦ï❞❡ X ∪ A ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹✮
é❣❛❧ à ✶✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r à ✶ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✜♥ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s t✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝✉❜❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡✉①✲❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ r❡q✉êt❡s à ♦♣t✐♠✐s❡r ✿ ❝❡❧❧❡s
r❡t♦✉r♥❛♥t ✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡t ❝❡❧❧❡s✱ ❛✈❡❝ ❝❧❛✉s❡ ❲❍❊❘❊✱ ♣♦rt❛♥t s✉r s❡✉❧❡♠❡♥t
q✉❡❧q✉❡s t✉♣❧❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞ét❛✐❧❧❡r ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s ❞❡
✜❣✉r❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s✳



✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦✉ ❧❡s ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛✐s
❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡❧q✉❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ❝❡❧❛ ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣✉✐sq✉❡✱ ♠❛❧❣ré ♥♦tr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜é ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s é❧é♠❡♥ts à
♠❛tér✐❛❧✐s❡r✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés✉♠é ❡♥ ✉♥✐❢♦r♠✐s❛♥t
❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❡♠♣❧♦②é✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡ ❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts ❛t♦✉ts
♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s ❝♦♠♣❧❡ts q✉❡ ♥♦✉s
r❛✣♥♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ t✉♣❧❡s✳

✻✳✶ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s ❝♦♠♣❧❡ts

❙♦✐t p ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✜①é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s
s♦♥t ❞✉ t②♣❡ ❙❊▲❊❈❚ X ❛❣r✭M✮ ❋❘❖▼ T ●❘❖❯P ❇❨ X ❛✈❡❝ X ⊆ A ❡t ❛❣r ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ M ✳ ◗✉❡❧s s♦♥t ❛❧♦rs ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s à ♠❛tér✐❛❧✐s❡r ♣♦✉r
q✉❡ ❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ s✬❡①é❝✉t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût ❛✉ ♣❧✉s p ❢♦✐s s♦♥ ❝♦ût ♦♣t✐♠❛❧ ❄

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❞é❝♦♠♣♦s♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s
♦ù p = 1 ❡t ❡♥s✉✐t❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ❝❛s p > 1✳

✻✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

❯♥❡ r❡q✉êt❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ é✈❛❧✉é❡ q✉✬à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝✉❜♦ï❞❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t
s❛ ré♣♦♥s❡ ♦✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ ✭❝✳✲à✲❞✳ ✉♥ ❞❡ ❝❡s ❛♥❝êtr❡s✮✳ ▲❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s s♦♥t ♣ré❝✐sé❡s
♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶ ✭p❴❆♥❝êtr❡✮ ▲❡ ❝✉❜♦ï❞❡ c′ ❡st ✉♥ p❴❛♥❝êtr❡ ❞✉ ❝✉❜♦ï❞❡ c s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ❝♦ût ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ♣♦sé❡ s✉r c′ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ❞❡ ♣❧✉s
❞❡ p ❢♦✐s ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ r❡q✉êt❡ s✉r c ✿ |c′|

|c| ≤ p✳

❊①❡♠♣❧❡ ❙✉r ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝✉❜♦ï❞❡ PT ❡st ✉♥ 1❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ T ❡t ✉♥
1.5❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ P ♣✉✐sq✉❡ |PT | = |T | = 3 ❡t |P | = 2✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❛♥❝êtr❡ ♠❛tér✐❛❧✐sé ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s p ❢♦✐s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐❡
❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿



✻✳✶✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s ❝♦♠♣❧❡ts ✻✸

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷ ✭❙♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡✮ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ S ❡st p❴♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

✶✳ S ❡st p❴❝♦rr❡❝t❡ ✿ ∀q ∈ Q, C(q, S) ≤ p × |q| ✭❝✳✲à✲❞✳ q ∈ S ♦✉ S ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥
p❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ q✮✳

✷✳ S ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s S′ p❴❝♦rr❡❝t❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ❜✐❡♥
r❡s♣❡❝té❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ s✉r ✉♥ ❞❡ s❡s ❛♥❝êtr❡s✱ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥❝êtr❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡✳ ❈❡ r❛t✐♦ ❞❡ t❛✐❧❧❡s
r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❡❧❧❡s
s♦♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡
❞❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡♥✈✐s❛❣❡r ❧❡ ❝❛s p > 1 ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✸ ✭❉❋ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✮ ❙♦✐❡♥t T ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts A✱ X ❡t Y ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ A✳ T s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ X → Y ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ f ≤ 1✱ ♥♦té T |= X →f Y ✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
|X|
|XY | = f ♦ù |X| ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ✭♦✉ ❧❛ t❛✐❧❧❡✮ ❞❡ X ❡t |XY | ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ XY ✳
▲❛ ❉❋ X → Y ❡st ❡①❛❝t❡ s✐ f = 1✱ s✐♥♦♥✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✳

❊①❡♠♣❧❡ T →1 P ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ t❛❜❧❡✳ ▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s M →2/3 P ❡t P →0.5 T ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡s✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t X ❡t t♦✉t Y ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ T |=
X →f Y ❛✈❡❝ 1

m ≤ f ≤ 1 ♦ù m ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ❞❡ T ✳ ❆✉ss✐✱ s✐ T |= X →f Y
❛❧♦rs ❧❡ ❝✉❜♦ï❞❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts X∪Y ❡st ✉♥ p❴❛♥❝êtr❡ ❞✉ ❝✉❜♦ï❞❡ ♣♦rt❛♥t
s✉r X ❛✈❡❝ p ≤ 1/f ✳ ❈❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ p ❡t f ❡st ♣r♦✉✈é ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✻✳✶ Y ❡st ✉♥ p❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ X s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ T |= X →f Y ′ ❛✈❡❝
Y ′ = Y \X ❡t f ≥ 1

p ✳

Pr❡✉✈❡

Y p❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ X ⇔
|Y |

|X|
≤ p ✭❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✮

⇔
|X|

|Y |
≥

1

p

=
|X|

|XY |
♣✉✐sq✉❡ X ⊂ Y ❞♦♥❝ Y = Y ∪X

⇔ X →f Y ❛✈❡❝ f =
|X|

|XY |
≥

1

p

⇔ X →f Y ′ ❝❛r Y = X ∪ Y ′ ❞♦♥❝ X ∪ Y = X ∪ Y ′.

�

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s
p❴❛♥❝êtr❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝✉❜♦ï❞❡✳



✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

✻✳✶✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡

P♦✉r q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✐t 1❴❝♦rr❡❝t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡ s♦✐t é✈❛❧✉é❡ ❛✈❡❝
s♦♥ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t✱ t♦✉s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛♣✲
♣❛rt❡♥✐r à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❛❧✐✜é ❧❡s p❴❛♥❝êtr❡s ❞✬✉♥
❝✉❜♦ï❞❡s✱ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s s❡r✈❡♥t à ♣ré❝✐s❡r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s à
♠❛tér✐❛❧✐s❡r ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✹ ✭❈✉❜♦ï❞❡ ❝❧♦s✮ X ❡st ❝❧♦s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀Y,X ⊂ Y ⇒ |X| <
|Y |✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ t♦✉s ❧❡s ❛♥❝êtr❡s ❞❡ X ♦♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à
❝❡❧❧❡ ❞❡ X✱ ❝✳✲à✲❞✳ X ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ 1❴❛♥❝êtr❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ |MT | = |MPT | ❡t |T | = |PT |✳ ❉♦♥❝ ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s
MT ❡t T ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❧♦s ❛❧♦rs q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❧❡ s♦♥t✳

◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ t♦✉s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❝❧♦s✱ ❝❡✉① q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ 1❴❛♥❝êtr❡✱ ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ♠❛tér✐❛❧✐sés ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ é✈❛❧✉és à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❛♥❝êtr❡ s❛♥s
✈✐♦❧❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❢♦r♠❛❧✐sé ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶ ❙♦✐❡♥t F1 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❝❧♦s ❡t S ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈✉❡s✳ ❆❧♦rs S = F1✳

Pr❡✉✈❡ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡ c ∈ S ♥♦♥ ❝❧♦s✳ c ❡st ♥♦♥ ❝❧♦s ❞♦♥❝ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❛♥❝êtr❡ c′ ❞❡ c t❡❧ q✉❡ |c| = |c′|✳ ▲❡ ❝♦ût ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ s✉r c
❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ r❡q✉êt❡ s✉r c′✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝
♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ st♦❝❦❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t c′ ❡t ♥♦♥ c ♣✉✐sq✉❡ c′ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ✉♥
♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s✳ Pr♦❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ s✉r c′ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧♦s
♥♦♥ ♣❧✉s ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ c ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s à S ❡t t♦✉s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❞❡ S
s♦♥t ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❝❧♦s✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡ c ❝❧♦s q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à S✳ P♦✉r
é✈❛❧✉❡r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ q ♣♦sé❡ s✉r c✱ ✐❧ ✈❛ ❞♦♥❝ ❢❛❧❧♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛♥❝êtr❡ c′ ❞❡ c
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à S✳ ❖r✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ c ❡st ❝❧♦s✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ∀c′ ❛♥❝êtr❡ ❞❡ c✱
|c| < |c′| ❞♦♥❝ C(q, {c′}) > C(q, {c})✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ S ♥✬❡st
♣❛s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴❝♦rr❡❝t❡ s✐ c 6∈ S✳
❉♦♥❝ S ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❝❧♦s ❡t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❡✉① ❧à✳ �

❊①❡♠♣❧❡ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥❝❛❞ré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
1❴♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❚♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♠❛tér✐❛❧✐sé❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✶✺✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ré❞✉✐t ❞❡ ♣❧✉s
❞✬✉♥ t✐❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝✉❜❡ s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❱♦②♦♥s ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ♥♦✉s ❛✐❞❡r ❞❛♥s ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❝❧♦s✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡ ❝❧♦s s❡ ❞é✜♥✐t
♣❛r s❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✾✮ ✿



✻✳✶✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s ❝♦♠♣❧❡ts ✻✺

∅1

M2 P2 T3

MP3 MT4 PT3

MPT4

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✻✳✷ X ❡st ❝❧♦s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ X+ = X✳

Pr❡✉✈❡ ⇒ ✿ s✐ X ❡st ❝❧♦s ❛❧♦rs✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ∀Y t❡❧ q✉❡ X ⊂ Y ♦♥ ❛ |X| < |Y |
✭X ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ 1❴❛♥❝êtr❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ |X|

|Y | < 1✳ ❉✬♦ù✱ X 6→1 Y ❡t ❞♦♥❝ X+ = X✳

⇐ ✿ ❙✐ X+ = X ❛❧♦rs ∄Ai t❡❧ q✉❡ F |= X →1 Ai✳ ❆✐♥s✐✱ ∀Ai,
|X|

|XAi|
< 1 ❡t ❞♦♥❝✱

|X| < |XAi|✳ ❉✬♦ù X q✉✐ ❡st ❝❧♦s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ �

❊①❡♠♣❧❡ ❈❡❝✐ ❝♦♥✜r♠❡ ❞♦♥❝ q✉❡ T ♥✬❡st ♣❛s ❝❧♦s ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡
Clientèle |= T →1 P ❡t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ |T | = |PT |✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✶ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ◆P✲
❉✐✣❝✐❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①✲
❛❝t❡♠❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❝❧♦s✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✷✱ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s
❝✉❜♦ï❞❡s ❝❧♦s r❡✈✐❡♥t à ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❉✐✣❝✐❧❡✳ �

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ p
❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ s✐ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❜♦r♥é✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❛ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉❣♠❡♥t❡r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ p ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ q✉✐ ❛ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❢❛❝t❡✉r ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡✲❝✐✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷ ❙♦✐❡♥t Sp ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t Sp′ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
p′❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✈❡❝ p′ < p✳ ❆❧♦rs |Sp| ≤ |Sp′ |✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐❡♥t Qp
Sp

❡t Qp′

Sp′
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡

ré♣♦♥❞r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ Sp s❛♥s ✈✐♦❧❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ p ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡
Sp′ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ p′ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ P✉✐sq✉❡ Sp′ ❡t Sp s♦♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❛❧♦rs Qp′

Sp′
❡t Qp

Sp
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s s✉r ❧❡



✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

❝✉❜❡✳ Sp ét❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à t♦✉t❡s ❧❡s

r❡q✉êt❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡①✐❣❡♥❝❡ s✉r p ❡st ♣❧✉s str✐❝t❡✳ ❉♦♥❝ Qp′

Sp
⊆ Qp

Sp
♠❛✐s✱ à ❧✬✐♥✈❡rs❡✱

Qp′

Sp′
= P (cube) = Qp

Sp′
❡t ❞♦♥❝ Sp′ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴❝♦rr❡❝t❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡

Sp ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴❝♦rr❡❝t❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❜✐❡♥ |Sp| ≤ |Sp′ |✳ �

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞é✜♥✐s ❥✉sq✉❡ ❧à ♣♦✉r ❝❛r✲
❛❝tér✐s❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡✳

✻✳✶✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡

P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥✱ ❧❡ s❡✉❧ ♠♦②❡♥ ❡st ❞❡ r❡❧❛①❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ●râ❝❡ ❛✉① ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s ❞é✜♥✐❡s à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢♦r❝❡ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✸✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s
❝❧♦s ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✺ ✭❈✉❜♦ï❞❡ p❴❝❧♦s✮ ▲❡ ❝✉❜♦ï❞❡ X ❡st p❴❝❧♦s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
∀Y ⊃ X✱ p× |X| < |Y | ❝✳✲à✲❞✳ X ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ p′❴❛♥❝êtr❡ ❛✈❡❝ p′ ≤ p✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✻ ✭p❴❋❡r♠❡t✉r❡✮ ❙♦✐t X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ▲❛ p❴❢❡r♠❡t✉r❡
❞❡ X✱ ♥♦té❡ X+

p ✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts Ai t❡❧s q✉❡ X →f Ai ❡t f ≥ 1
p ✳ X ❡st

p❴❝❧♦s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ X+
p = X✳

❊①❡♠♣❧❡ ❋✐①♦♥s ❞❛♥s ♥♦s ❡①❡♠♣❧❡s p = 3/2✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s M+
3/2 =

MP ✱ P+
3/2 = MP,PT ❡t T+

3/2 = MP+
3/2 = MT+

3/2 = PT+
3/2 = MPT ✳ ▲❡ ❝✉❜♦ï❞❡ ∅

❡st 3/2❴❝❧♦s✳

P♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ p❴❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ t♦✉s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s p❴❝❧♦s ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ♠❛tér✐❛❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸ ❙♦✐t S ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❛❧♦rs Fp ⊆ S ♦ù Fp ❡st ❧✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s p❴❝❧♦s✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡ p❴❝❧♦s c ∈ Fp ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❛♥❝êtr❡ ❞♦♥t ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❡st ♠♦✐♥s ❞❡ p ❢♦✐s s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ s✐❡♥♥❡✳ P♦✉r ♥❡ ♣❛s ✈✐♦❧❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛❧✐s❡r t♦✉s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s p❴❝❧♦s✳ �

❊①❡♠♣❧❡ F3/2 = {∅,MPT} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡✲
♠❡♥t êtr❡ ♠❛tér✐❛❧✐sés ♠❛✐s ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❛♥❝êtr❡ ♠❛tér✐❛❧✐sé ❞❡ M ❡st MPT ♠❛✐s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
r❡q✉êt❡ ♣♦rt❛♥t s✉r M ❛✉r❛✐t ❛❧♦rs ✉♥ ❝♦ût ✷ ❢♦✐s ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧✳ ▲❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ✈✐♦❧❡r s✐ s❡✉❧s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s p❴❝❧♦s s♦♥t ♠❛tér✐✲
❛❧✐sés✳



✻✳✶✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s ❝♦♠♣❧❡ts ✻✼

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❧✐❡♥s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛t✲
tr✐❜✉ts p❴❝❧♦s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹ ∀p, p′ t❡❧s q✉❡ p′ ≤ p✱ Fp ⊆ Fp′ ♦ù Fp ✭r❡s♣✳ Fp′✮ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s p❴❝❧♦s ✭r❡s♣✳ p′❴❝❧♦s✮✳

Pr❡✉✈❡ ❙✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡st p❴❝❧♦s ❛❧♦rs ❛✉❝✉♥ ❞❡ s❡s ❛♥❝êtr❡s ♥✬❛
✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à p ❢♦✐s s❛ t❛✐❧❧❡✳ P✉✐sq✉❡ p′ ≤ p✱ ❛❧♦rs X ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t p′❴❝❧♦s
♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ �

❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ s✐ ✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❛♥❝êtr❡ ♠♦✐♥s ❞❡
✹ ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧✉✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞✬❛♥❝êtr❡ ♠♦✐♥s ❞❡
✷ ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧✉✐✳ ❆❧♦rs✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡s p❴❝❧♦s ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡
1❴❝❧♦s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✺ ❙♦✐t S ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ S′

p❴♦♣t✐♠❛❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ S′ ⊆ F1✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐❡♥t c ✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡ ❞❡ S t❡❧ q✉❡ c 6∈ F1 ❡t c′ s❛ ❢❡r♠❡t✉r❡✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱
c′ ❡st ✉♥ 1❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ c ❛✈❡❝ c′ ∈ F1 ❡t ❞♦♥❝ |c| = |c′|✳ ❙♦✐t Qp

c ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
r❡q✉êt❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ c s❛♥s ✈✐♦❧❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ p ✭❝✳✲à✲❞✳ c ❡st ✉♥ p❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❞❡ Qp

c✮✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s q ∈ Qp

c ⇒ q ⊆ c∧|q| ∗p ≥ |c| ❡t ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t q ⊆ c′∧|q| ∗p ≥ |c′| ❝❡ q✉✐
✐♠♣❧✐q✉❡ q ∈ Qp

c′ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t Qp
c ⊂ Qp

c′ ✳ P✉✐sq✉❡ S ❡st p❴♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❛❧♦rs
c′ 6∈ S ♣✉✐sq✉❡✱ S\{c} ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴❝♦rr❡❝t❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✳ ❙♦✐t S′ = S\{c}∪{c′}✳
❆❧♦rs ∀q, C(q, S) = C(q, S′) ❡t |S| = |S′|✳ ❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❛✐♥s✐ t♦✉s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ♥♦♥
1❴❝❧♦s ❞❡ S ♣❛r ❧❡✉rs 1❴❢❡r♠❡t✉r❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s 1❴❝❧♦s✳ �

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤♦s❡ à ❢❛✐r❡ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
P♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡✱ ✐❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ré❞✉✐t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝✉❜♦ï❞❡s 1❴❝❧♦s ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦✉❜❧❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥ Fp ⊆ S ⊆ F1✳ ❆✐♥s✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡
❡♥✈✐s❛❣é❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ 3/2❴❝♦rr❡❝t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠✲
❜❧❡s ♠✐♥✐♠❛✉① {MP}✱ {M,PT} ❡t {M,P} ♣✉✐sq✉❡ t♦✉s ❝❡s ❝✉❜♦ï❞❡s s♦♥t 1❴❝❧♦s ❡t
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✜①é✳ {MP} ❛❥♦✉té à F3/2 ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✽✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r
r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳



✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

∅1

M2 P2 T3

MP3 MT4 PT3

MPT4

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ 3/2❴♦♣t✐♠❛❧❡✳

❆✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬❍❛♥✉ss❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❛❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é S =
{MPT,M,P, ∅}✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❛✈❛✐❡♥t ❜✐❡♥ ✐❞❡♥t✐✜é q✉❡ ❧❡s r❡q✉êt❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s
❝✉❜♦ï❞❡s M ❡t P ♥❡ ♣♦✉✈❛✐❡♥t ♣❛s êtr❡ é✈❛❧✉é❡s à ♣❛rt✐r MPT ♠❛✐s ✐❧s ♦♥t ❝❤♦✐s✐
❛❧♦rs ❞❡ ❧❡s ♠❛tér✐❛❧✐s❡r s❛♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡✉r ❢❡r♠❡t✉r❡ ❝♦♠♠✉♥❡ MP ✳ ◆♦✉s ❝♦♥✲
st❛t♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦✉r
❛ss✉r❡r ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ t♦✉s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s p❴❝❧♦s ❡t ❞✬❛✉tr❡s à
❝❤♦✐s✐r ♣❛r♠✐ ❧❡s 1❴❝❧♦s✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ r❡st❡ ❛❧♦rs ♦✉✈❡rt❡ ✿ ❝♦♠♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s
❝✉❜♦ï❞❡s 1❴❝❧♦s ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❄

✻✳✷ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ t✉♣❧❡s

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛tér✐❛❧✐s❡r ♦✉ ♥♦♥ ✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡
❞❛♥s s♦♥ ✐♥té❣r❛❧✐té✱ ❝✳✲à✲❞✳ s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s t✉♣❧❡s q✉✐ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❡♥t✳ ◆♦✉s ❛❧✲
❧♦♥s ❛✣♥❡r ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s t✉♣❧❡s ❡♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡
❝❧❛✉s❡ ❲❍❊❘❊✳ ▲❡✉rs ré♣♦♥s❡s ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡ ❡t ❧❛ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡ réé✈❛❧✉é❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ❆✈❡❝ p = 3/2✱ s✉r ♥♦tr❡ ❝✉❜❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♠❛tér✐❛❧✐sé ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✱
✐♥tér❡ss♦♥s ♥♦✉s ❛✉ ❝♦r♣s ❞❡ ♠ét✐❡r m2 ♣❛r ❧❛ r❡q✉êt❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❙❊▲❊❈❚ Métier✱ ❙❯▼✭V aleur✮ ❆❙ Total
❋❘❖▼ Clientèle
❲❍❊❘❊ Métier = m2

●❘❖❯P ❇❨ Métier

▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ r❡q✉êt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t✉♣❧❡ 〈m2, ALL,ALL, 70〉 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✱
s♦✐t ✉♥ ❝♦ût ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ✶✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✉ ❝✉❜♦ï❞❡ ♠❛tér✐❛❧✐sé MP ✱ ✐❧ ❢❛✉t ❧✐r❡ ❧❡s t✉♣❧❡s
〈m2, p1, ALL, 20〉 ❡t 〈m2, p2, ALL, 50〉 ♣♦✉r s♦♠♠❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs 20 ❡t 50 ❡t ❛✐♥s✐
♦❜t❡♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❈❡tt❡ r❡q✉êt❡ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ✷ s✉r ♥♦tr❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♠❛tér✐❛❧✐sé❡
❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡s♣❡❝té❡✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡s t✉♣❧❡s à ♠❛tér✐❛❧✐s❡r ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ré❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐té ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡
r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♠♣♦rt❛♥t



✻✳✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ t✉♣❧❡s ✻✾

✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❲❍❊❘❊✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❛❞❛♣t❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞ét❛✐❧✲
❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ♣♦✉r ♠✐❡✉① ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❡s ❡♥❥❡✉① ❡t ❞✐✣❝✉❧tés
❧✐és à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s t✉♣❧❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳

✻✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s t✉♣❧❡s s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿ tr♦✉✈❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
t✉♣❧❡s ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t❡❧ q✉❡✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ r❡q✉êt❡ q✱ s♦♥ ❝♦ût ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s
❞❡ ♣❧✉s ❞❡ p ❢♦✐s ❧❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭❝✳✲à✲❞✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡✮ ❡t ❝❡
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ t✉♣❧❡s ♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❝♦♠♣❧❡ts ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡s t✉♣❧❡s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥és✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ❡st ♥♦té❡ S ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ♥♦té❡ S✳

◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐s❛t✐♦♥ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ét✉❞✐❡r ❧❡s ❛♥❝êtr❡s✳ 〈m2, p1, ALL, 20〉 ❡st ✉♥ ❛♥❝êtr❡
❞❡ 〈m2, ALL,ALL, 70〉 ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ ✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❞é❢✲
✐♥✐t✐♦♥ Def(〈m2, ALL,ALL, 70〉) = M ⊂ MP = Def(〈m2, p1, ALL, 20〉) ♠❛✐s ✐❝✐✱
❝❡t ❛♥❝êtr❡ s❡✉❧ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♥❝êtr❡s ♣♦✉r ♣ré❝✐s❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s t✉♣❧❡s ❛♥❝êtr❡s q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t
à ✉♥ ♠ê♠❡ ❝✉❜♦ï❞❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✼ ✭p❴X❴❆♥❝êtr❡ ✮ ❙♦✐❡♥t τ ✉♥ t✉♣❧❡ ❡t T ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❛♥✲
❝êtr❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡ X ⊃ Def(τ)✳ T ❡st ✉♥ p❴X❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ τ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ |T | ≤ p✳

❊①❡♠♣❧❡ {〈m2, p1, ALL, 20〉, 〈m2, p2, ALL, 50〉} ❡st ✉♥ 2❴MP❴❛♥❝êtr❡ ❞❡
〈m2, ALL,ALL, 70〉✳

P♦✉r é✈❛❧✉❡r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ q s❛♥s ❝❧❛✉s❡ ❲❍❊❘❊✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡ ♣❧✉s
♣❡t✐t ❛♥❝êtr❡ ❞❡ q q✉✐ s♦✐t ♠❛tér✐❛❧✐sé ♦✉ q ❧✉✐✲♠ê♠❡ s✬✐❧ ❧✬❡st ❡t ❞❡ ❧✐r❡ ❝♦♠♣❧èt❡✲
♠❡♥t ❝❡ ❝✉❜♦ï❞❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r q✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs
❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t X❴❛♥❝êtr❡✱ T ✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s t✉♣❧❡s ❞❡ T s♦♥t
♠❛tér✐❛❧✐sés ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ❣❧♦❜❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ s❡r❛✐t r❡str✐❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♥✲
s✐❞ér❡r ✉♥ t✉♣❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛✉①q✉❡❧s ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❞❡
❧❡ ♠❛tér✐❛❧✐s❡r ♦✉ ♥♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ t♦✉s
❧❡s t✉♣❧❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♥❝êtr❡s T ′ s♦✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝✉❜♦ï❞❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡
❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧❛ r❡q✉êt❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ {〈m2, p1, ALL, 20〉, 〈m2, ALL, t3, 50〉}✱ ♣❛r ❡①✲
❡♠♣❧❡✱ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t q✉❡ ❧❡ MP❴❛♥❝êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ◆♦✉s
♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❝êtr❡ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ t✉♣❧❡s ré♣♦♥❞❛♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t à ✉♥❡ r❡q✉êt❡✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r
s❛ t❛✐❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿



✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✽ ✭p❴❊♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡✮ ❙♦✐❡♥t τ ✉♥ t✉♣❧❡ ❡t T ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
t✉♣❧❡s t❡❧ q✉❡ ∀τ ′ ∈ T , τ ≺ τ ′✳ T ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ τ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s T❴❛♥❝êtr❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ τ ′ ∈ T ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉① T❴❛♥❝êtr❡s
❞❡ τ ♦ù T ❡st ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ τ ♣❡✉t êtr❡
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ T s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ τ ❡t ❧❡s t✉♣❧❡s ❞❡ T s♦♥t ❞❡s
❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❞✉ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡✳
❙✐ |T | ≤ p✱ ❛❧♦rs T ❡st ✉♥ p❴❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ τ ✳

◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ X❴❛♥❝êtr❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡✳ ◆♦✉s ♥✬ét✉❞✐♦♥s
q✉❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s❴❛♥❝êtr❡s ♠✐♥✐♠❛✉①✱ ❝✳✲à✲❞✳ ∀τ ′ ∈ T , T \ {τ ′} ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡✳

❊①❡♠♣❧❡ {〈m2, p1, t2, 20〉, 〈m2, p2, t3, 50〉} ❡st ❧❡ MPT❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ τ =
〈m2, ALL,ALL, 70〉✳ Pr❡♥♦♥s τ1 = 〈m2, p1, ALL, 20〉 ≻ τ ❛✈❡❝ {〈m2, p1, t2, 20〉}
s♦♥ MPT❴❛♥❝êtr❡ ❡t τ2 = 〈m2, ALL, t3, 50〉 ≻ τ ❛✈❡❝ {〈m2, p2, t3, 50〉} s♦♥
MPT❴❛♥❝êtr❡✳ ❉♦♥❝ {τ1, τ2} ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ 2❴❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ τ ✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ p❴❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥ s❡✉❧ t✉♣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡
à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ q✱ ✉♥❡ r❡q✉êt❡ r❡t♦✉r♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
t✉♣❧❡s✱ ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s❴❛♥❝êtr❡s ❞❡s t✉♣❧❡s ❞❡ q✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ τi ∈ q✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ s❡✉❧✱ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t✱ ❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡ Ti✳ ❉♦♥❝
Tq =

⋃

τi∈q
Ti ❡t Tq ❡st ✉♥ p❴❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ q s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ |Tq |

|q| ≤ p✳
❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡
t✉♣❧❡s ♠❛tér✐❛❧✐sés q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❧✐r❡ ♣♦✉r ② ré♣♦♥❞r❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s
à ♠❛tér✐❛❧✐s❡r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s t✉♣❧❡s à ♠❛tér✐❛❧✐s❡r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s❡r✈♦♥s
❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❝❡s ❉❋❈s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✾ ✭❉❋❈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✮ ❙♦✐❡♥t T ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts A✱ X ❡t Y ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ A ❡t τ ✉♥ t✉♣❧❡ ❞é✜♥✐ s✉r X✳ T
s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ Xτ → Y ✶ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ f ✱ ♥♦té
T |= Xτ →f Y ✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ 1

|T | = f ♦ù T ❡st ❧❡ XY❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ τ ✳
❙✐ f = 1 ❛❧♦rs ❧❛ ❉❋❈ ❡st ❡①❛❝t❡✱ s✐♥♦♥✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ❙✉r ♥♦tr❡ t❛❜❧❡ Clientèle✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❧❡s ❉❋❈s ❡①❛❝t❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✭❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✱ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡s t✉♣❧❡s✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
ALL ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ∗ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♠✐s ❧❛ ♠❡s✉r❡✮ ✿

M〈m1,∗,∗〉 →1 P

P〈∗,p2,∗〉 →1 MT

T〈∗,∗,t1〉 →1 MP

T〈∗,∗,t2〉 →1 P

T〈∗,∗,t3〉 →1 MP

✶✳ ◆♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❝❛r ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥♦✉s ♣❛r❛✐t ♣❧✉s
♣❛r❧❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬✉s❛❣❡ q✉✐ ❡♥ s❡r❛ ❢❛✐t✳



✻✳✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ t✉♣❧❡s ✼✶

▼❛❧❣ré ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✱ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♦✉t✐❧s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s ♦✉ ❞❡ t✉♣❧❡s ❡st ♣❛❧♣❛❜❧❡✳
❉é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ p❴❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥ t✉♣❧❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✵ ✭p❴❋❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥ t✉♣❧❡✮ ▲❛ p❴❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✉ t✉♣❧❡ τ ✱ ♥♦té❡
τ+p ✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s p❴❡♥s❡♠❜❧❡s❴❛♥❝êtr❡s✳

■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❉❋❈s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❆✈❡❝ Fc
f

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❉❋❈s ✈❛❧✐❞❡s s✉r T ❛②❛♥t ✉♥❡ ❢♦r❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧ à f ✱ s✐
Xτ →f Y ∈ Fc

f ❛❧♦rs τ ❛ ✉♥ p❴XY❴❛♥❝êtr❡ ❛✈❡❝ p = 1/f ✳ ❈❡s ❉❋❈s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞♦♥❝ ❞❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣ré❝✐s❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s X❴❛♥❝êtr❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t✉♣❧❡ ❡t ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r s❛ 1❴❢❡r♠❡t✉r❡✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s✱ ❧❛ p❴❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥ t✉♣❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡
❝❛r❛❝tér✐s❡r ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✶ ✭❚✉♣❧❡ p❴❝❧♦s✮ ❯♥ t✉♣❧❡ τ ❡st p❴❝❧♦s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∄T t❡❧
q✉❡ T ❡st ✉♥ p′❴❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ τ ❛✈❡❝ p′ ≤ p ❝✳✲à✲❞✳ τ+p = {τ}✳

❊①❡♠♣❧❡ ❙♦✐t F t
1 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t✉♣❧❡s 1❴❝❧♦s✳ P♦✉r ♥♦tr❡ t❛❜❧❡

Clientèle✱ s❛♥s ❝♦♠♣t❡r ❧❡s t✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ MPT q✉✐ s♦♥t ♥❛✲
t✉r❡❧❧❡♠❡♥t 1❴❝❧♦s ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥ ❛♥❝êtr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s F t

1 =
{〈ALL,ALL,ALL, 110〉, 〈m2, ALL,ALL, 70〉, 〈ALL, p1, ALL, 60〉, 〈m1, p1, ALL, 40〉,
〈ALL, p1, t2, 50〉}✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ❜❛s❡s s♦♥t ♣♦sé❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s
♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣✉✐s✱ ♥♦✉s
ét❡♥❞r♦♥s ❝❡s rés✉❧t❛ts à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡✳

✻✳✷✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡

❙❛♥s s✉r♣r✐s❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐✲
❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡t ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t✉♣❧❡s 1❴❝❧♦s✱ F t

1✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✻ ❙♦✐❡♥t F t
1 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t✉♣❧❡s 1❴❝❧♦s ❡t S ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

1❴♦♣t✐♠❛❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s S = F t
1✳

Pr❡✉✈❡ ▼♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ F t
1 ⊆ S✳ ❙♦✐t τ ∈ F t

1 ❡t
τ 6∈ S✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ τ ❡st 1❴❝❧♦s✱ ✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ 1❴❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡✳
◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s é✈❛❧✉❡r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t τ à ♣❛rt✐r ❞❡ S s❛♥s ✈✐♦❧❡r
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ S ♥✬❡st ♣❛s 1❴❝♦rr❡❝t❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s
t♦✉s ❧❡s t✉♣❧❡s ❞❡ F t

1✳
Pr♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ S ⊆ F t

1✳ ❙♦✐t τ ∈ S ❡t τ 6∈ F t
1✳ P✉✐sq✉❡ τ

♥✬❡st ♣❛s 1❴❝❧♦s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ 1❴❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡ T = {τ ′}✳ ❙✐ τ ′ ∈ S
❛❧♦rs ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ S \ {τ} ❡st 1❴❝♦rr❡❝t❡ ❡t
❛ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ τ ′ ♥✬❡st ♣❛s ♠❛tér✐❛❧✐sé✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r



✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

❣❛r❛♥t✐r ❧❛ 1❴❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ S✱ τ ′ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥ 1❴❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡ T ′ = {τ ′′} q✉✐
❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ 1❴❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ τ ✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ S ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t❛✐❧❧❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ t✉♣❧❡ ♥♦♥ 1❴❝❧♦s✳ �

❊①❡♠♣❧❡ ▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ❞❡ ♥♦tr❡ t❛❜❧❡ Clientèle ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s t✉♣❧❡s ❡♥ ❣r❛s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥❝❛❞ré ❡♥ ❣r❛s ❧❡s
❝✉❜♦ï❞❡s ❝♦♠♣❧❡ts ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛❧✐s❡r
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

MPT

〈m1, p1, t1, 10〉

〈m1, p1, t2, 30〉

〈m2, p1, t2, 20〉

〈m2, p2, t3, 50〉

MP

〈m1, p1, ALL, 40〉

〈m2, p1, ALL, 20〉

〈m2, p2, ALL, 50〉

MT

〈m1, ALL, t1, 10〉

〈m1, ALL, t2, 30〉

〈m2, ALL, t2, 20〉

〈m2, ALL, t3, 50〉

PT

〈ALL, p1, t1, 10〉

〈ALL, p1, t2, 50〉

〈ALL, p2, t3, 50〉

M

〈m1, ALL,ALL, 40〉

〈m2, ALL,ALL, 70〉

P

〈ALL, p1, ALL, 60〉

〈ALL, p2, ALL, 50〉

T

〈ALL,ALL, t1, 10〉

〈ALL,ALL, t2, 50〉

〈ALL,ALL, t3, 50〉

∅

〈ALL,ALL,ALL, 110〉

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s 1❴♦♣t✐♠❛❧❡s✳

❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡s t✉♣❧❡s 1❴❝❧♦s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t t♦✉s ❛✉① ❝✉❜♦ï❞❡s
1❴❝❧♦s✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡①♣r✐♠❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬étr♦✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❡①✐st❡
❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡ S ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❝♦♠♣❧❡ts ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
1❴♦♣t✐♠❛❧❡ S ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❧❡s t✉♣❧❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✼ ❙♦✐❡♥t S ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡ tr♦✉✈é❡ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❞❡s t✉✲
♣❧❡s ❡t S ❧❡s t✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡ tr♦✉✈é❡ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s
❝♦♠♣❧❡ts✳ ❆❧♦rs S ⊆ S✳



✻✳✷✳ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ t✉♣❧❡s ✼✸

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t τ 6∈ S ✉♥ t✉♣❧❡ ❞✉ ❝✉❜♦ï❞❡ c✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✱ S = F1✱ ❞♦♥❝
c ♥✬❡st ♣❛s 1❴❝❧♦s ❡t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ∃c′ ⊃ c t❡❧ q✉❡ |c| = |c′|✳ ❉♦♥❝ ❧❡ c′❴❛♥❝êtr❡
❞❡ τ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉✬✉♥ s❡✉❧ t✉♣❧❡ ❡t ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ τ ♥✬❡st ♣❛s 1❴❝❧♦s ❡t ❡♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ τ 6∈ S✳ �

◆♦t♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ S✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t à
♠❛tér✐❛❧✐s❡r ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❝♦♠♣❧❡ts✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① r❡q✉êt❡s ❛✈❡❝ ❝❧❛✉s❡
❲❍❊❘❊ ❝❡ q✉✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣ré❢ér❛❜❧❡✱ ❡♥ t❡r♠❡
❞✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s t✉♣❧❡s ❡t ♥♦♥ ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❧♦rsq✉❡ p ❡st ✜①é à
1 ❡t ❝❡❧❛ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ r❡q✉êt❡ à tr❛✐t❡r✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ 3/2❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s
❝♦♠♣❧❡ts ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ 3/2❴❝♦rr❡❝t❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s r❡q✉êt❡s
❛✈❡❝ ❝❧❛✉s❡ ❲❍❊❘❊✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❧♦rs ❝❤❡r❝❤❡r à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡tt❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥ 3/2❴♦♣t✐♠❛❧❡✳

✻✳✷✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡

◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴❝♦rr❡❝t❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♠❛tér✐❛❧✐s❡r t♦✉s
❧❡s t✉♣❧❡s q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ p❴❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❡s t✉♣❧❡s p❴❝❧♦s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✽ ❙♦✐t S ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❛❧♦rs F t
p ⊆ S ❛✈❡❝ F t

p ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s t✉♣❧❡s p❴❝❧♦s✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t τ ✉♥ t✉♣❧❡ p❴❝❧♦s ✭τ ∈ F t
p✮✳ τ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♠❛tér✐❛❧✐sé ♣♦✉r

❛ss✉r❡r ❧❛ p❴❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ S ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ p❴❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡✳ �

❊①❡♠♣❧❡ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s t✉♣❧❡s✱ ✐❧ ❡st ❛❜s✉r❞❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s t✉♣❧❡s p❴❝❧♦s
s✐ p ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ✉♥ t✉♣❧❡✱ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é q✉❡ ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s❴❛♥❝êtr❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ t ∈ N✳ ◆♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ét❛♥t tr♦♣ ♠✐♥✐♠❛❧✐st❡✱
s❡✉❧s ❧❡s t✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ Clientèle s♦♥t p❴❝❧♦s ❛✈❡❝ p ≥ 2✳

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝❧♦s ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥✲
t❡①t❡ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✮ ❡st ✈r❛✐❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s t✉♣❧❡s ❝❧♦s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❜✐❡♥ F t

p′ ⊆ F t
p s✐ p′ > p✳ ◆♦✉s ❛❜♦✉t✐ss♦♥s ❞♦♥❝ à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡

❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s ❝♦♠♣❧❡ts✱ à s❛✈♦✐r ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ t✉♣❧❡s 1❴❝❧♦s ✿

▲❡♠♠❡ ✻✳✸ ❙♦✐❡♥t S ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t τ ∈ S ❛✈❡❝ τ 6∈ F t
1✳ ❆❧♦rs S

′ =
S \ {τ} ∪ τ+1 ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐❡♥t τ ∈ S ✉♥ t✉♣❧❡ t❡❧ q✉❡ τ 6∈ F t
1 ❡t τ ′ ∈ F t

1 ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ s❛
1❴❢❡r♠❡t✉r❡✳ P✉✐sq✉❡ S ❡st p❴♦♣t✐♠❛❧❡✱ τ ′ 6∈ S✳ ❉♦♥❝ s✐ τ ′ ❡st ♠❛tér✐❛❧✐sé à ❧❛
♣❧❛❝❡ ❞❡ τ ❞❛♥s S ′✱ ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t |S ′| = |S|✳
❙♦✐t q ✉♥❡ r❡q✉êt❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ τ ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s C(q,S ′) = C(q,S)✳ ❉♦♥❝✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛



✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛ss✉r♦♥s q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s
❛✐♥s✐ ❛✉❣♠❡♥té✱ S ′ ⊆ F t

1 ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡✳ �

❊①❡♠♣❧❡ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ♥♦tr❡ t❛❜❧❡ Clientèle ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥ t✉♣❧❡ 2❴❝❧♦s
❛✉tr❡ q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t✱ ❧❡✉r ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥❡ s✉✣t ♣❛s
à ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ 2❴❝♦rr❡❝t❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s 2❴♦♣t✐♠❛❧❡s
❛✈❡❝✱ ❡♥ ❣r❛s✱ ❧❡s t✉♣❧❡s ♠❛tér✐❛❧✐sés ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥❝❛❞ré ❞✬✉♥ tr❛✐t ♣❧✉s é♣❛✐s ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ 2❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❝♦♠♣❧❡ts✳

MPT

〈m1, p1, t1, 10〉

〈m1, p1, t2, 30〉

〈m2, p1, t2, 20〉

〈m2, p2, t3, 50〉

MP

〈m1, p1, ALL, 40〉

〈m2, p1, ALL, 20〉

〈m2, p2, ALL, 50〉

MT

〈m1, ALL, t1, 10〉

〈m1, ALL, t2, 30〉

〈m2, ALL, t2, 20〉

〈m2, ALL, t3, 50〉

PT

〈ALL, p1, t1, 10〉

〈ALL, p1, t2, 50〉

〈ALL, p2, t3, 50〉

M

〈m1, ALL,ALL, 40〉

〈m2, ALL,ALL, 70〉

P

〈ALL, p1, ALL, 60〉

〈ALL, p2, ALL, 50〉

T

〈ALL,ALL, t1, 10〉

〈ALL,ALL, t2, 50〉

〈ALL,ALL, t3, 50〉

∅

〈ALL,ALL,ALL, 110〉

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s 2❴♦♣t✐♠❛❧❡s✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❧♦rsq✉❡ p ❡st
♠♦❞✐✜é s✬❛❞❛♣t❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ❝❛s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥str✉✐t❡s ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t
❧❡s t✉♣❧❡s ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ |Sp| ≤ |Sp′ | ♦ù Sp ❡t Sp′ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s p ❡t p′❴♦♣t✐♠❛❧❡s ❛✈❡❝ p′ < p✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛r❛❝tér✐sé ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡t q✉❡ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❡①❛❝t❡✲
♠❡♥t ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳



✻✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✼✺

✻✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✜①é ❧❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s s♦✲
❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❞❡s
❝✉❜♦ï❞❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s t✉♣❧❡s✳ ❱♦②♦♥s ❛❧♦rs ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t tr♦✉✈❡r ❝❡tt❡
s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ♣❛r❧❡r ✐❝✐ q✉❡ ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s ♠❛✐s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s
♦✉ ❧❡s t✉♣❧❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ❧❡s ♠ê♠❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✲
✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s t✉♣❧❡s ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s✳

✻✳✸✳✶ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡

◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s
1❴❝❧♦s ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡str❡✐♥t à ❝❡s
❝✉❜♦ï❞❡s✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ❛❧♦rs ♣❛r ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❡r ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❡♥ ✜①❛♥t p = 1
♣✉✐s✱ ✐❧ s✉✣r❛ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r p✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✿ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s p❴❝❧♦s
❊♥tré❡ ✿ p

✶ Fp ← T ❀
✷ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝✉❜♦ï❞❡ c ∈ Q ❢❛✐r❡
✸ clos← vrai ❀
✹ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ c′ ∈ P (cube) ♣❛r❡♥t ❞❡ c ❡t clos = vrai ❢❛✐r❡
✺ s✐ |c| × p ≥ |c′| ❛❧♦rs
✻ clos← faux ❀

✼ s✐ clos = vrai ❛❧♦rs
✽ Fp ← Fp ∪ {c} ❀

✾ r❡t♦✉r♥❡r Fp

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ✿
P✉✐sq✉❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡✱ T ✱ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❛♥❝êtr❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s p❴❝❧♦s✱ Fp ✭❧✐❣♥❡ ✶✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
r❡q✉êt❡s s♦♥t éq✉✐♣r♦❜❛❜❧❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s à ♦♣t✐♠✐s❡r✱ Q✱ ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧
à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s 2n ❝✉❜♦ï❞❡s ❞✉ ❝✉❜❡✱ ✐❝✐ Q = P (cube) ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥❡ ❝♦ût❛✐t r✐❡♥
❞✬❛❥♦✉t❡r ❝❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❛♥t✐❝✐♣❡r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ t♦✉t ❝✉❜♦ï❞❡
❛ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ s❡s ♣❛r❡♥ts ❞♦♥❝ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛♥❝êtr❡s ♣❧✉s ❤❛✉t ❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐
❧❡ ❝✉❜♦ï❞❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❝❧♦s ♦✉ ♥♦♥✳ ■❧ ❡st ❛❥♦✉té à Fp s✐ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ p❴♣❛r❡♥t✳

◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✶✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s
❝❧♦s ❡st ◆P✲❉✐✣❝✐❧❡ ❡t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥ ❡s♣♦✐r ❞❡ ❧❡ rés♦✉❞r❡ ❡♥ t❡♠♣s
♣♦❧②♥ô♠✐❛❧✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ O((2n−1)×(m+n)) ♣✉✐sq✉❡✱ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❝✉❜♦ï❞❡ ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r s❛ t❛✐❧❧❡ ✭❝✳✲à✲❞✳
♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s m ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ T ♣♦✉r ❡♥ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❞♦✉❜❧♦♥s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
❛✉① ❛ttr✐❜✉ts ❞✉ ❝✉❜♦ï❞❡ ❝♦♥s✐❞éré✮ ♣✉✐s ❧❛ ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ s❡s ♣❛r❡♥ts
✭∅ ❛ n ♣❛r❡♥ts✮✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s n ❡♥❢❛♥ts ❞❡ T ✭❝✳✲à✲❞✳



✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

❝❡✉① ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥❢ér✐❡✉r✮ ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t s❡s m ❧✐❣♥❡s ♠❛✐s ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ♥✬❛ q✉✬✉♥
s❡✉❧ ♣❛r❡♥t ❛✈❡❝ q✉✐ ❝♦♠♣❛r❡r s❛ t❛✐❧❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❡✉rs
❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❞✐r❡❝ts ♠❛✐s ❧❡✉rs t❛✐❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
❞❡ ❧❡✉rs ♣❛r❡♥ts à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦✐❡♥t st♦❝❦é❡s ❡t ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♥❡ ❧✐r❡ q✉❡
m′ ≤ m ❧✐❣♥❡s✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ♥✬❛ q✉❡ ✷ ♣❛r❡♥ts ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞♦♥♥é❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ très ❧❛r❣❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ré❡❧❧❡✱ ❛✉
♠♦✐♥s ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❡♥ts ♠❛✐s q✉♦✐ q✉✬✐❧ ❡♥ s♦✐t✱ ❧❡s 2n − 1
❝✉❜♦ï❞❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✻✳✷ ❡t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✾✱ ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❝❧♦s ♣❡✉✲
✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡s ❝✉❜♦ï❞❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ff ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❉❋s ❞❡ ❢♦r❝❡ f ′ ≥ f = 1/p ✈❛❧✐❞❡s ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s s✉r ❧❛ t❛❜❧❡ ✭Ff ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡
s♦rt❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ s♦✐t ✉♥✐q✉❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ϕ ∈ Ff s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ϕ ❡st
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ X → X+

p \X✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✿ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❝❧♦s à ♣❛rt✐r ❞❡ Ff

❊♥tré❡ ✿ Ff

✶ Fp ← P (cube)❀
✷ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ X → Y ∈ Ff ❢❛✐r❡
✸ Fp ← Fp \ {X} ❀

✹ r❡t♦✉r♥❡r Fp

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ✿
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st très s✐♠♣❧❡ ✿ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞✬✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡
✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❉❋✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s p❴❝❧♦s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡
t♦✉t❡s ❧❡s ❉❋s s♦♥t ♣❛ssé❡s ❡♥ r❡✈✉❡✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡✱ ❞❛♥s Fp✱ q✉❡ ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s p❴❝❧♦s✳
❊♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t Ff ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ 2n − 2 ❉❋s ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧❡s ✭s❡✉❧s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✱ A ❡t ∅✱ s♦♥t ❝❧♦s✮✳
■❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s r✐sq✉❡s s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s ❞❡ r❡♥❝♦♥tr❡r ❝❡ ❝❛s
❡①trê♠❡ ❡t q✉❡✱ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ré❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉tôt ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ |Ff | ♣✉✐sq✉❡
❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à t❡st❡r s✐ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st ✐♠♣❧✐q✉é❡ ♣❛r Ff ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣❧✐q✉❡♥t
❬❆❜✐t❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✺❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré Ff ❝♦♠♠❡ ❛❝q✉✐s✱ ♦r✱ s❛
♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ❝♦ût❡✉s❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❧❛
♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢♦r❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞♦♥❝✱ s❡✉❧ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❛ï❢ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❡♥ O(2n × (m + n))✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉r
tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡✱ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r F1✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t tr♦✉✈é ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡✱ F1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
✐❞❡♥t✐✜é ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s p❴❝❧♦s✱ Fp✱ ❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t à
F1✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❬▲✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

C(i, {j}) ❡st ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ i s✉r ❧❛ ✈✉❡ j✱



✻✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✼✼

xj ❡st é❣❛❧ à ✶ s✐ ❧❡ ❝✉❜♦ï❞❡ j ❡st ♠❛tér✐❛❧✐sé✱ ❡t ✵ s✐♥♦♥✱

yij ❞é♥♦t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝✉❜♦ï❞❡ j ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ r❡q✉êt❡ i✱ ✐❧ ❡st é❣❛❧ à
✶ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡t à ✵ s✐♥♦♥✳

▼✐♥✐♠✐s♦♥s
∑

i |i| × xi
❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t q✉❡ ∀i, j✱ C(i, {j})× yij × xj ≤ p× |i| ✭✶✮

∀i✱
∑

j yij × xj ≥ 1 ✭✷✮

P♦✉r q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✐t ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝✬❡st
♥♦tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s
r❡q✉êt❡s ✿ s✐ ✉♥❡ ✈✉❡ j ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ r❡q✉êt❡ i✱ yij = 1✱ ❛❧♦rs
j ❞♦✐t êtr❡ ✉♥ p❴❛♥❝êtr❡ ♠❛tér✐❛❧✐sé ❞❡ i✳ P♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ét❛❜❧✐ q✉❡ t♦✉t❡ r❡q✉êt❡ ❞♦✐t êtr❡ é✈❛❧✉é❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡
♠❛tér✐❛❧✐sé ✭❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✷✮✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ F1 = {MPT,MP,PT,M,P, ∅}✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱
♥♦t♦♥s 1 ❧❡ ❝✉❜♦ï❞❡ MPT ✱ 2 ❧❡ ❝✉❜♦ï❞❡ MP ✱ ❡t❝✳ ❡t 6 ❧❡ ❝✉❜♦ï❞❡ ∅✳ ❱♦✐❝✐ ❧❡ ❝♦❞❡
❞♦♥♥é ❛✉ s♦❧✈❡✉r ❧♣✲s♦❧✈❡ ✷ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ 3/2❴♦♣t✐♠❛❧❡ ✿

/∗ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ✿ ∗/
▼✐♥ ✿ 4× x1 + 3× x2 + 3× x3 + 2× x4 + 2× x5 + 1× x6 ❀
/∗ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✷✮ ✿ ∗/
y11 × x1 ≥ 1 ❀
y21 × x1 + y22 × x2 ≥ 1 ❀
y31 × x1 + y33 × x3 ≥ 1 ❀
y42 × x2 + y44 × x4 ≥ 1 ❀
y52 × x2 + y55 × x5 ≥ 1 ❀
y66 × x6 ≥ 1 ❀
/∗ ❉é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ ∗/
❜♦♦❧ x1, x2, x3, x4, x5, x6 ❀
❜♦♦❧ y11, y21, y22, y31, y33, y42, y44, y52, y55, y66 ❀

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✶✮ ❛ été ❝♦♠❜✐♥é à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣✉✐sq✉❡✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉s ❧❡s
yij ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ i ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s j ♣♦✉r ② ré♣♦♥❞r❡ s♦♥t ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t s❡s p❴❛♥❝êtr❡s✳ ❈❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣❛rt ♠❛✐s ré❞✉✐t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r✳
❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t♦✉r♥é❡ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ 3/2❴♦♣t✐♠❛❧❡ S =
{CMP,MP, ∅}✳

✻✳✸✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡

▼❛❧❣ré ♥♦tr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣ré✲❝❛❧❝✉❧s ❢❛❝✐❧✐t❛♥t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✉ s♦❧✈❡✉r
❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞♦♥❝✱ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧❛❜♦r✐❡✉①✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s
❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✭✶✻ s✉r ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉rt❛♥t très
s✐♠♣❧❡✮ ❡st r❛♣✐❞❡♠❡♥t tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❡s♣ér❡r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡
❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ q✉✐ tr♦✉✈❡ ✉♥❡

✷✳ ✇✇✇✳❧♣s♦❧✈❡✳❝♦♠



✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

s♦❧✉t✐♦♥ p❴❝♦rr❡❝t❡ ♠ê♠❡ s✐ s❛ t❛✐❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ■❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s
s♦♥t ❧✐és ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❤❛q✉❡ ❝✉❜♦ï❞❡ 1❴❝❧♦s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
✉♥ ♥÷✉❞ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ ♦r✐❡♥té q✉✐ ❝♦✉✈r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s tr♦✉✈❛♥t
❧❡✉rs ré♣♦♥s❡s s✉r ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞♦♥❝ à ♠❛tér✐❛❧✐s❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝♦✉✈r✐r t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ◆P✲❉✐✣❝✐❧❡
♠❛✐s ❬❈❤✈❛tà❧ ✶✾✼✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st ❛✉ ♣❧✉s log(d)
❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡ ♦ù d ❡st ❧❡ ❞❡❣ré s♦rt❛♥t ♠❛①✐♠❛❧✳

❊①❡♠♣❧❡ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✺ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧✳

❈❛♥❞✐❞❛ts 1❴❝❧♦s

❈✉❜♦ï❞❡s ❝♦✉✈❡rts

MPT MP PT M P ∅

MPT MP PT M P ∅

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✕ ●r❛♣❤❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳

◆♦✉s ✜①♦♥s ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t c ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s ❝♦✉✈❡rts ❡♥ r❡s♣❡❝✲
t❛♥t p ❞✐✈✐sé ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ c✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
ré♣♦♥❞r❡ à ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞ ✭✐❧ ❛ ❞♦♥❝ ❞❡ ❣r❛♥❞❡
❝❤❛♥❝❡ ❞✬êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❝♦✉✈r❛♥t ♣❡✉ ❞❡ r❡q✉êt❡s ♦✉
❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ✿ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡

✶ S ← Ff ❀
✷ candidats← F1 \ Fp ❀
✸ requetes← F1 \ Q

p
Fp
❀

✹ t❛♥t q✉❡ requetes 6= ∅ ❢❛✐r❡
✺ pmax ← 0 ❀
✻ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝✉❜♦ï❞❡ c ∈ candidats ❢❛✐r❡
✼ poids← |Qp

c ∩ requetes| ÷ |c| ❀
✽ s✐ poids > pmax ❛❧♦rs
✾ pmax ← poids ❀
✶✵ C ← c ❀

✶✶ S ← S ∪ {C} ❀
✶✷ candidats← candidats \ {C} ❀
✶✸ requete← requetes \ Qp

C

✶✹ r❡t♦✉r♥❡r S

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ✿
■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ S ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s p❴❝❧♦s ✭❧✐❣♥❡ ✶✮✳ ▲❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts



✻✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✼✾

à ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F1 \ Fp ✭❧✐❣♥❡ ✷✮ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s r❡q✉êt❡s à ❝♦✉✈r✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à F1 \ Q

p
Fp

✭❧✐❣♥❡ ✸✮✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s q✉✐ ♥❡
s♦♥t ♣❛s 1❴❝❧♦s s♦♥t ❝♦✉✈❡rts ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡✉rs ❢❡r♠❡t✉r❡s ❞❛♥s F1

❡t ❝❡❧❧❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ré♣♦♥❞r❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡ p❴❝❧♦s s♦♥t ❞é❥à
❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❛♥t q✉✬✐❧ r❡st❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s à ❝♦✉✈r✐r✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡t
❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é ✭❧✐❣♥❡ ✶✵✮✳ ■❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛❥♦✉té à S ✭❧✐❣♥❡
✶✶✮ ❡t s✉♣♣r✐♠é ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ candidats ✭❧✐❣♥❡ ✶✷✮✳ ◆♦✉s s✉♣♣r✐♠♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s
r❡q✉êt❡s ❛✐♥s✐ ❝♦✉✈❡rt❡s ✭❧✐❣♥❡ ✶✸✮✳

❊①❡♠♣❧❡ P♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ 3/2❴♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t S =
{MPT, ∅}✱ candidats = {MP,PT,M,P} ❡t requetes = {M,P}✳ ❆ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ t❛♥t q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s poids(MP ) = 2/3✱ poids(PT ) = 1/3 ❡t
poids(M) = poids(P ) = 1/2✳ MP ❡st ❞♦♥❝ ❛❥♦✉té à S ✈✐❞❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
r❡q✉êt❡s r❡st❛♥t à ❝♦✉✈r✐r ❡t ♠❡tt❛♥t ✜♥ ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ■❝✐✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t♦✉r♥é❡
❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈✐♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ s❛ t❛✐❧❧❡ ♥❡
❞é♣❛ss❡r❛✐t ♣❛s log(3) ❢♦✐s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

❙✐ t♦✉s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s s♦♥t 1❴❝❧♦s ❡t ❛✉❝✉♥ ♥✬❡st p❴❝❧♦s ✭s❛✉❢ ❧❡ ❝✉❜♦ï❞❡ ❞❡ ❜❛s❡
❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✮ ❛❧♦rs✱ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✷✱ candidats ❝♦♥t✐❡♥t 2n− 1 é❧é♠❡♥ts✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ t♦✉r
❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ t❛♥t q✉❡✭❧✐❣♥❡s ✹ à ✶✸✮✱ ♥♦✉s s✉♣♣r✐♠♦♥s ❡♥tr❡ ✶ ❡t n − 2 é❧é♠❡♥ts
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ requetes✱ s♦✐t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ n ÷ 2 ✭s✐ ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✶
❞✉ tr❡✐❧❧✐s✱ ✐❧ ♥✬❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t✱ ∅✱ ❡t s✬✐❧ ❡st ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ n − 1✱ ✐❧ ❛ n − 2
❞❡s❝❡♥❞❛♥ts✮✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❡♥✈✐r♦♥ (2n − 1)÷ n/2 = (2n+1 − 2)÷ n t♦✉rs ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✳
P♦✉r ❝❤❛❝✉♥✱ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts r❡st❛♥ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ♣♦✉r ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à |candidats| × (n − 2) ♦ù
n− 2 ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♠❛✐s
✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡
ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳

✻✳✸✳✸ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ r❡t♦✉r♥é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ s♦❧✈❡✉r
❧♣✲s♦❧✈❡✳ ■❧ s✬❡st ❛✈éré ✭❡t ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉r♣r❡♥❛♥t ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r✮ q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s t❡♠♣s
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ✭✐♥❢ér✐❡✉rs à ✹❤✮ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❞♦♥❝ r❡str❡✐♥t ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ à ✼ ❡t✱ ❞❛♥s s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
s✬❡①é❝✉t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ q✉❛s✐ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✳

❙♦✐t S∗ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ r❡t♦✉r♥é❡ ♣❛r ❧♣✲s♦❧✈❡✳ ◆♦tr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ S∗ = Fp ∪ s ♦ù Fp ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts p❴❝❧♦s ❡t s ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts 1❴❝❧♦s✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ tr♦✉✈é❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ♥❡ ♣♦rt❡ q✉❡ s✉r s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s



✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

q✉❡ d ❡st ❧❡ ❞❡❣ré ♠❛①✐♠❛❧ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞é❝r✐t ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡
log(d)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s✳

P♦✉r ♥♦s t❡sts✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ p✱ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♦❝❝✉♣é❡ ♣❛r ❧❡s p❴❝❧♦s ❛✜♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ♥♦s rés✉❧t❛ts
❡t ♣♦✉r ❛♣♣ré❝✐❡r ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬é❧❛❣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❈❛s ❞✬ét✉❞❡ ✶ ✿
◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❝✉❜❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ② ❛ très ♣❡✉ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s à ✉t✐❧✐s❡r✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❯❙ ❈❡♥s✉s ✶✾✾✵ ✭❦❞❞✳✐❝s✳✉❝✐✳❡❞✉✮ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦♥q✉é ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝✉❜❡ à ✼ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▲❡ ❝✉❜❡ ❛ ✸✻✷✷✼✺ ❧✐❣♥❡s
❡t t♦✉s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s s♦♥t 1❴❝❧♦s✳
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✻✮ q✉❡ s❡s ✶✷✽ ❝✉❜♦ï❞❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t 1.5❴❝❧♦s✱ ❝✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐✱ ❧♦rsq✉❡ p = 1.5✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ 1.5❴♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠✲
♣❧❡✱ ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ s❡ ré✈è❧❡ êtr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❧♦rsq✉❡ p < 3✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡s ❝❛s ❧à✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✶✵ ❝✉❜♦ï❞❡s à
❝♦✉✈r✐r✳
❊♥s✉✐t❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝❤✉t❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ p❴❝❧♦s ❝❡ q✉✐
❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ♣❧✉s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t✳
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4
✮ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❆♣♣r♦❝❤é❡

❙♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡
❈✉❜♦ï❞❡s p❴❝❧♦s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ✕ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝✉❜❡ à ✼ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

❈❛s ❞✬ét✉❞❡ ✷ ✿
❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ t✐ré ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✇✐s❝♦♥s✐♥ ❜r❡❛❞t❤ ❝❛♥❝❡r ❞❛t❛
✭❛r❝❤✐✈❡✳✐❝s✳✉❝✐✳❡❞✉✴♠❧✴♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣✲❞❛t❛❜❛s❡s✴❜r❡❛st✲❝❛♥❝❡r✲✇✐s❝♦♥s✐♥✴✮
❛✉q✉❡❧ ✹ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦♥t été s✉♣♣r✐♠é❡s ❛✜♥ ❞❡ ♥✬❡♥ ❛✈♦✐r ♣❧✉s q✉❡ ✼✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s à ❡①♣❧♦✐t❡r ❡st ♣❧✉s r✐❝❤❡ q✉❡ s✉r
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ p❴❝❧♦s ❡st ❞♦♥❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❝❡
q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❈❡❧❛ ❡①♣❧✐q✉❡
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♠♦✐♥s ♣r♦❝❤❡s✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❡ ❝✉❜❡ ❛ ✷✷✹✾✹ ❧✐❣♥❡s ❡t ✶✷✻ 1❴❝❧♦s✳



✻✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✽✶

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ét❛♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❧♣✲s♦❧✈❡ ❝♦♥s✐❞èr❡
✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❤❡✉r❡s ♣♦✉r s✬❡①é❝✉t❡r
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ p ≥ 2 ❛❧♦rs q✉❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣rès
s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s✳
■❧ ❡st à ♥♦t❡r ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✱ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s p❴❝❧♦s ❡t
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞é❝r♦✐ss❡♥t ❡♥ s✉✐✈❛♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❧♦rsq✉❡ p ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s s✉r♣r❡♥❛♥t ♣✉✐sq✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p
❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s s✐t✉és ♣❧✉s ❤❛✉t
❞❛♥s ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞♦♥❝ ❞✬❡♥ st♦❝❦❡r ♠♦✐♥s✳ ❈❡❧❛ ✐❧❧✉str❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❡s tr♦✐s ❝♦✉r❜❡s r❡st❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✧♣❛r❛❧❧è❧❡s✧✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❝✉❜♦ï❞❡ ❞❡✈✐❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ✭❞é❥à ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✹✺ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts 1❴❝❧♦s
❧♦rsq✉❡ p = 1.5 ❡t ❥✉sq✉✬à ✾✷ ♣♦✉r p = 4✮✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r
❝❡ ♥♦♠❜r❡✱ ✐❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♣ré✈✐s✐❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts s✉r ❝❡t
❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
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✮ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❆♣♣r♦❝❤é❡

❙♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡
❈✉❜♦ï❞❡s p❴❝❧♦s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✕ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝✉❜❡ à ✼ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❞♦♥❝ s✉r ❝❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s q✉❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❢❛❝t❡✉rs s♦♥t
à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✿

✕ ▲❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✿ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ✐❧ ❡st
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝✉❜❡ à ✼ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳ ❊♥
r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣❛r❢♦✐s ❛tt❡♥❞r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❤❡✉r❡s ❛✈❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧♣✲s♦❧✈❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✢✉❡ s✉r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té
❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳

✕ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿ ❧♦rsq✉❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st
❢❛✐❜❧❡✱ ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts s♦♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡
❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ✧é❧♦✐❣♥é❡✧ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧❡ ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ r❡st❡
très ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❜♦r♥❡r s❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳



✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

✻✳✹ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉♠és

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés✉♠é ❞❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ t✉✲
♣❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ r❡q✉êt❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ❧❡s q✉❛❧✐✜♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s 1❴❝♦rr❡❝t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱
♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣✉✐sq✉❡✱ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
1❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❡♥ r❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❧❡ ♣❧✉s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r r❡♥❝♦♥tré ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r
♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❡t
❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❜✐❡♥ ♣ré❝✐s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ❡①♣r✐♠❡r ❝❤❛q✉❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s t❡r♠✐✲
♥♦❧♦❣✐❡s ❞é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛ ❞✐t ❆♥t♦✐♥❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❊①✉♣ér② ✿ ✧❯♥✐✜❡r✱
❝✬❡st ♥♦✉❡r ♠ê♠❡ ❧❡s ❞✐✈❡rs✐tés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ♥♦♥ ❧❡s ❛✛❡❝t❡r ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞r❡ ✈❛✐♥✳✧
◆♦tr❡ ❜✉t ✐❝✐ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❞és✐❣♥❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❞✬ét❡♥❞r❡
♥♦tr❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ❡t ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✳

✻✳✹✳✶ ❈✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé

▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✉ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❬❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷❪✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs
❛ss✉r❡♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s tr♦✉✈❡♥t ❧❡✉r ré♣♦♥s❡ s❛♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝✉❜❡ ♥✐ ❛✉❝✉♥❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé
❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴❝♦rr❡❝t❡✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r♦♣r✐étés ❞♦♥♥é❡s s♦♥t
❝❡❧❧❡s t✐ré❡s ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ✸ ❡t ❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ s✬② r❛♣♣♦rt❡♥t s♦♥t ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛✲
t✐♦♥s ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❡s ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡✳

P♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✐❞❡♥t✐✜❡♥t ❞❡s t✉♣❧❡s ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡rs ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ét❛❜❧✐r ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ t✉♣❧❡✱ ♥♦♠♠é τi✱ ❞✉ ❝✉❜❡
❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡✱ ♥♦tr❡ t❛❜❧❡ T ✱ {tj , . . . tk}✳

❉❛♥s ❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡s t✉♣❧❡s s♦♥t ♣❛rt✐t✐♦♥♥és ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t✉♣❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ✐❧s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és✳ ▲♦rsq✉❡
♣❧✉s✐❡✉rs t✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ t✉♣❧❡ ❛❣ré❣é✱ ✐❧ ❡st ♣❧❛❝é
❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥m+1 ♣❛rt✐❡s✳ ❆
♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s t✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡✱ ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥♥é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✷ ✭❚✉♣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ✉♥✐q✉❡ s✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣r♦♣r❡s✮ ❙♦✐t
DP ⊂ A ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ❙✐ ❧❡ t✉♣❧❡ t ❞❡ T ❡st ❧❡ s❡✉❧ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡
s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ T s✉r DP ✱ ❛❧♦rs t ❡st ✉♥ t✉♣❧❡ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ s✉r
s❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣r♦♣r❡s DP ✳

❊①❡♠♣❧❡ t1 ❡t t4 s♦♥t ✉♥✐q✉❡s s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ T ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❛✉❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥✱ s✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s MT ❡t PT ❛❧♦rs q✉❡ t2 ♥✬❡st ✉♥✐q✉❡ q✉❡ s✉r MT ✱ t3
s✉r MP ❡t MT ✱ t4 ❡st ❛✉ss✐ ✉♥✐q✉❡ s✉r P ❡t ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s✉r MP
é❣❛❧❡♠❡♥t✳

✸✳ ❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♥♦s ♥♦t❛t✐♦♥s ♠ê♠❡
s✐ ❝❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡✳



✻✳✹✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉♠és ✽✸

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✽ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞✉ ♣❛♣✐❡r✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ② ❛❥♦✉t❡r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡s t✉♣❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❈✉❜♦ï❞❡ q✉✐ ♣ré✲
❝✐s❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t✉♣❧❡✳ P♦✉r ❛ss♦❝✐❡r ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s t✉♣❧❡s

■❉ ❈✉❜♦ï❞❡ Métier Produit Transp. Total

✶ ∅ ALL ALL ALL ✶✶✵
✷ MPT m1 p1 t1 ✶✵
✸ T ALL ALL t1 ✶✵
✹ MT m1 ALL t1 ✶✵
✺ PT ALL p1 t1 ✶✵
✻ MPT m1 p1 t2 ✸✵
✼ MT m1 ALL t2 ✸✵
✽ MPT m2 p1 t2 ✷✵
✾ MP m2 p1 ALL ✷✵
✶✵ MT m2 ALL t2 ✷✵
✶✶ MPT m2 p2 t3 ✺✵
✶✷ P ALL p2 ALL ✺✵
✶✸ T ALL ALL t3 ✺✵
✶✹ MP m2 p2 ALL ✺✵
✶✺ MT m2 ALL t3 ✺✵
✶✻ PT ALL p2 t3 ✺✵
✶✼ M m1 ALL ALL ✹✵
✶✽ M m2 ALL ALL ✼✵
✶✾ P ALL p1 ALL ✻✵
✷✵ T ALL ALL t2 ✺✵
✷✶ MP m1 p1 ALL ✹✵
✷✷ PT ALL p1 t2 ✺✵

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✕ ❈✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ Clientèle

❞✉ ❝✉❜❡ ❛✉① t✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ Clientèle✱ ✐❧ ❡st ❜♦♥ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞❡s t✉♣❧❡s ❡t ❞❡ ❧❡s ♥✉♠ér♦t❡r ✭✜❣✉r❡ ✻✳✾✮✳ ❆✐♥s✐✱ τ2 ❞❡ ❝✉❜❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞✉

■❉ Métier Produit Transp. V aleur

✶ m1 p1 t1 ✶✵
✷ m1 p1 t2 ✸✵
✸ m2 p1 t2 ✷✵
✹ m2 p2 t3 ✺✵

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✕ ❚❛❜❧❡ Clientèle

♣r❡♠✐❡r t✉♣❧❡✱ t1✱ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ Clientèle ❡t τ18✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s t✉♣❧❡s t1 ❡t
t2✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉① t✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ q✉✐ s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ t✉♣❧❡
❛❣ré❣é ❞❛♥s ❞❡s ❝✉❜♦ï❞❡s ✐❞❡♥t✐✜és ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ DP ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❜♦r❞é ❝❡ s✉❥❡t



✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉✬✉♥ t✉♣❧❡ ❞✉ ❝✉❜♦ï❞❡ DP ❛ ✉♥ 1❴T❴❛♥❝êtr❡✳
▲❡✉r ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡t ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ ♠ér✐t❡ ❞✬êtr❡ ❝❧❛✐r s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t
♣✉✐sq✉❡ ❧❡s t✉♣❧❡s ❛❣ré❣és s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ t✉♣❧❡ ❞❡ T ❞♦♥t ✐❧s s♦♥t
✐ss✉s✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Expand q✉✐ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ t✉♣❧❡ ❞✉
❝✉❜❡ ✭♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ❞✉ ❝✉❜❡✮ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t✉♣❧❡ ❞❡ T ❡t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts DP ✭♦✉ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❛♣♣❡❧é DPSET ✮✱ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✸ ✭❋♦♥❝t✐♦♥ Expand✮ Expand ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ t✉♣❧❡ ❞❡ T
❛✈❡❝ s❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣r♦♣r❡s DP ♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣r♦♣r❡s DPSET ❡t
r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ t✉♣❧❡ ❞✉ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡t ♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t✉♣❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

✕ Expand(t,DP ) = τ ❛✈❡❝ ∀Ai ∈ A, τ [Ai] = t[Ai] s✐ Ai ∈ DP ❡t τ [Ai] = ALL
s✐♥♦♥✱ ❡t agr(τ) = agr(t) ♦ù agr(τ) r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ t✉♣❧❡ τ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ agr✳

✕ Expand(t,DPSET ) = {τ, τ = Expand(t,DPi) ∧ DPi ∈ DPSET} =
⋃

DPi∈DPSET Expand(t,DPi)✳

❊①❡♠♣❧❡ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ t1 ❡st ✉♥✐q✉❡ s✉r T ❞♦♥❝ Expand(t1, T ) =
〈ALL,ALL, t1, 10〉 = τ3✳ P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ DPSET = {T,MT, PT}✱ ❛❧♦rs
Expand(t1, DPSET ) = {τ3, τ4, τ5}✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Expand ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❧❡s t✉♣❧❡s ❞é✜♥✐s s✉r DPi ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ t✉♣❧❡
❞❡ T ❝♦♥s✐❞éré ❡st ✉♥ 1❴❛♥❝êtr❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ ❞é❝r✐r❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✹ ✭❈✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé✮ ❯♥ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé CC ❡st ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡
s❝❤é♠❛ (A,M,DPSET ) ❡t s❡s t✉♣❧❡s s♦♥t ♥♦tés cc(cc.t, cc.DPSET ) ♦ù cc.t =
(a1, . . . an,M(cc))✳ P♦✉r ❧❡s t✉♣❧❡s ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à T ✭❝✳✲à✲❞✳ t❡❧s q✉❡ Def(cc) 6=
A✮✱ DPSET = {}✳ ❚♦✉s ❧❡s t✉♣❧❡s ❞❡ CC r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ∀cc ∈ CC ❛✈❡❝ Def(cc) 6= A✱ ∄ccT t❡❧ q✉❡ cc ∈ Expand(ccT .t, ccT .DPSET )

✷✳ CC ∪
⋃

cc∈CC Expand(cc.t, cc.DPSET ) = Cube✳

▲❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ t✉♣❧❡ ❛❣ré❣é ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s t✉♣❧❡s ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Expand à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t✉♣❧❡ ❞❡ T ❡t ❞❡ s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s ❛✉ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛ss✉r❡ q✉❡✱ ♣❛r
❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✉♥ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ❝♦♥t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s t✉♣❧❡s ❞✉ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡t✳
❯♥ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé✱ ♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧❡✱ s❡ ❞♦✐t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ♠✐♥✐♠❛❧ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✺ ✭❈✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ♠✐♥✐♠❛❧✮ ❯♥ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ♠✐♥✐♠❛❧ CCM
❡st ✉♥ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉❝✉♥ t✉♣❧❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❣é♥éré ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t✉♣❧❡ ❞❡ T ✳

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t✉♣❧❡ ❞❡ T ❡st ❧❡
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✜♥ q✉❡ Expand(ccT .t, ccT .DPSET ) r❡t♦✉r♥❡ t♦✉s ❧❡s t✉♣❧❡s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ccT ❡st ✉♥ 1❴T❴❛♥❝êtr❡ ❡t q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s à CCM ✳



✻✳✹✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉♠és ✽✺

■❉ M P T Total ❉P❙❊❚
✶ m1 p1 t1 ✶✵ {{T}, {MT}, {PT}, {MPT}}
✷ m1 p1 t2 ✸✵ {{MT}, {MPT}}
✸ m2 p1 t2 ✷✵ {{MP}, {MT}, {MPT}}
✹ m2 p2 t3 ✺✵ {{P}, {T}, {MP}, {MT}, {PT}, {MPT}}
✺ m1 ALL ALL ✹✵ {}
✻ m2 ALL ALL ✼✵ {}
✼ ALL p1 ALL ✻✵ {}
✽ ALL ALL t2 ✺✵ {}
✾ m1 p1 ALL ✹✵ {}
✶✵ ALL p1 t2 ✺✵ {}
✶✶ ALL ALL ALL ✼✵ {}

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ ✕ ❈✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ Clientèle

❊①❡♠♣❧❡ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ Clientèle✳
▲❡s ✹ ♣r❡♠✐❡rs t✉♣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① t✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❧❡s ✼ s✉✐✈❛♥ts
s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ 1❴MPT❴❛♥❝êtr❡✳

❚♦✉s ❧❡s t✉♣❧❡s ❞✉ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣❧❡t q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❛✉ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ♠✐♥✐✲
♠❛❧ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s t✉♣❧❡s ❛❣ré❣és ✐ss✉s ❞✬✉♥ s❡✉❧ t✉♣❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡
s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ♠✐♥✐♠❛❧ ✿

▲❡♠♠❡ ✻✳✹ ❙♦✐❡♥t CCM ❧❡ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ cube ❡t τ ∈ cube \ CCM ✳
❆❧♦rs τ+1 = A✳

Pr❡✉✈❡ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥ t✉♣❧❡ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✵✮✱ τ+1 = A ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ τ ❛ ✉♥ 1❴T❴❛♥❝êtr❡✱ t✱ ♣✉✐sq✉❡ T ❡st ❞é✜♥✐ s✉r A✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✼✱ τ ≺ t ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥
s✉r τ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ s✉r t✳ ❉♦♥❝✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✸✱
τ ∈ Expand(t,Def(τ)) ❡t ❞♦♥❝ τ 6∈ CCM ✳ �

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ t✉♣❧❡ 1❴❝❧♦s ❡st ✉♥ t✉♣❧❡ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡ ❞❡
t❛✐❧❧❡ ✶ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✶✮✳ ❯♥ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ♠✐♥✐♠❛❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❧❡s t✉♣❧❡s q✉✐
♦♥t ✉♥ ❛♥❝êtr❡ ❞❛♥s T ♠❛✐s ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s t✉♣❧❡s ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥s q✉✐ ♥❡
s♦♥t ♣❛s 1❴❝❧♦s✳ ◆♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥ t✉♣❧❡ 1❴❝❧♦s ❡t ♥♦✉s
✈♦②♦♥s✱ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé
♠✐♥✐♠❛❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✾ ❙♦✐❡♥t CCM ✉♥ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t F t
1 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t✉✲

♣❧❡s 1❴❝❧♦s✳ ❆❧♦rs F t
1 ⊆MCC✳

Pr❡✉✈❡ ❙♦✐t τ ∈ cube \ CCM ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✹✱ τ ❛ ✉♥ 1❴T❴❛♥❝êtr❡ ❡t
❞♦♥❝ τ ♥✬❡st ♣❛s 1❴❝❧♦s✱ ❝✳✲à✲❞✳ τ 6∈ F t

1✳ �



✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t ❧❡ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ♠✐♥✐♠❛❧ rés✐❞❡
❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉t❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s
t✉♣❧❡s ❞✉ ❝✉❜❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞✉ ❈❈▼ ♥✬ét✉❞✐❡♥t ❧❡s t✉♣❧❡s q✉✬❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ◆♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡✱ tr❛♥s♣♦sé❡ s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❢♦r♠❛❧✐st❡✱ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✶✳ ▲❡ t✉♣❧❡ ✺ ❞✉ ❈❈▼✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❛ ✉♥ 1❴❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡✱ ♥✬❡st
♣❛s ♠❛tér✐❛❧✐sé ♠❛✐s✱ ❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❧❡ ❉P❙❊❚ ❞❡ ♥♦tr❡ t✉♣❧❡ ✼ ❛ été ét❡♥❞✉ ♣♦✉r
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡tt❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ t✉♣❧❡ ✽ ❞✉ ❈❈▼
♣✉✐sq✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ ♥♦tr❡ t✉♣❧❡ ✽ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❉❋❙❊❚ ❛ été r❡❞é✜♥✐✳

■❉ M P T Total ❉P❙❊❚
✶ m1 p1 t1 ✶✵ {{T}, {MT}, {PT}, {MPT}}
✷ m1 p1 t2 ✸✵ {{MT}, {MPT}}
✸ m2 p1 t2 ✷✵ {{MP}, {MT}, {MPT}}
✹ m2 p2 t3 ✺✵ {{P}, {T}, {MP}, {MT}, {PT}, {MPT}}
✺ m2 ALL ALL ✼✵ {}
✻ ALL p1 ALL ✻✵ {}
✼ m1 p1 ALL ✹✵ {{M}, {MP}}
✽ ALL p1 t2 ✺✵ {{T}, {PT}}
✾ ALL ALL ALL ✶✶✵ {}

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶ ✕ ◆♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t❛✐❧❧❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ✐♥térêt ♠❛❥❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❜❡s♦✐♥
♥❡ s✬ét❛✐t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❢❛✐t s❡♥t✐r ❞❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s✱ ❡❧❧❡s ét❛✐❡♥t é✈❛❧✉é❡s à
♣❛rt✐r ❞❡ T ❡t ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❣❛r❞é ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❡♥ ❧✬♦♣t✐✲
♠✐s❛♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ DPSET ✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧❛ r❡q✉êt❡ q ♥✬❛ ♣✉ ❛❧♦rs tr♦✉✈❡r
❞❡ ré♣♦♥s❡ ✭❝✳✲à✲❞✳ t ∈ T ❛♥❝êtr❡ ❞❡ q t❡❧ q✉❡ X ∈ t.DPSET ♦ù X ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❡st ❞é✜♥✐❡✮✱ ❡❧❧❡ ❡st ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é❡ ❡t s♦♥ rés✉❧t❛t s❡
tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝
❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛✉① r❡q✉êt❡s ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❞❡s t✉♣❧❡s
❞❡ T ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛❜❧❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ét❡♥❞✉✳

✻✳✹✳✷ ❈✉❜❡ q✉♦t✐❡♥t

▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✉ ❝✉❜❡ q✉♦t✐❡♥t✱ ♣rés❡♥té ♣❛r ❬▲❛❦s❤♠❛♥❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷❪✱ s❡♠❜❧❡
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞ès ❧❡ rés✉♠é ❞✉ ♣❛♣✐❡r✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs
♣ré❝✐s❡♥t ❧❡✉rs ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ✿ ✭✐✮ ❞♦♥♥❡r ✉♥ rés✉♠é ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✭✐✐✮
♣rés❡r✈❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ✭t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡
✹✳✹✮ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝✉❜❡✱ ❡t ✭✐✐✐✮ ♥❡ ♣❡r❞r❡ ❛✉❝✉♥❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧❡ ❝✉❜❡ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ s❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s✳



✻✳✹✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉♠és ✽✼

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s r❡q✉✐s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s tr♦✐s
❜✉ts ✜①és ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✻ ✭P❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✮ ❙♦✐t π ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ ❝✉❜❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ πi ∈
π ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ∀τ, τ ′ ∈ πi t❡❧s q✉❡ τ ≺ τ ′ ❛❧♦rs ∀τ ′′ ❛✈❡❝ τ ≺ τ ′′ ≺
τ ′✱ τ ′′ ∈ πi✳ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ π s♦♥t ❝♦♥✈❡①❡s ❛❧♦rs π ❡st ❝♦♥✈❡①❡✳

▲✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣r♦♣r❡s
❞✉ ❝✉❜❡ ❝♦♥❞❡♥sé ❡st ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ♣r♦✉✈é ♣❛r
❬❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷❪✱ s✐ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝✉❜❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❧♦rs✱
♣❛r ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts s❡ tr♦✉✈❛♥t s✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❧❧❡r
❞❡ ❧✬✉♥ à ❧✬❛✉tr❡ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❧♦rs
✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ t✉♣❧❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✼ ✭❚✉♣❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✮ ❙♦✐❡♥t agr ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ✹ ❡t
τ1✱ τ2 ❞❡✉① t✉♣❧❡s ❞✉ ❝✉❜❡✳ τ1 ❡t τ2 s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts s❡❧♦♥ agr✱ ♥♦té τ1 ≡agr τ2✱ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ agr(τ1) = agr(τ2) ❡t τ1 ≺ τ2 ∨ τ1 ≺ τ2 ♦ù agr(τi) ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
♠❡s✉r❡ s❡❧♦♥ agr ❞✉ t✉♣❧❡ τi✳

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❞❡✉① t✉♣❧❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✲
✈♦♥s ré♣♦♥❞r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬✉♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬✉♥ ❡st ✉♥ 1❴❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s
♣ré❝❛✉t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ♥✬❡st ✈r❛✐❡ q✉❡
♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s ❙❯▼ ❡t ❈❖❯◆❚✳ ◆♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s t❛r❞✱
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ▼■◆ ❡t ▼❆❳✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs
❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ❝❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❝❡s q✉❛tr❡
❢♦♥❝t✐♦♥s✳

▲❡ ❝✉❜❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❡♥ ❛✛❡❝t❛♥t à ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡ t♦✉s ❧❡s t✉♣❧❡s
éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐t s❡❧♦♥ ≡agr ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✐é ❞✬✉♥ tr❛✐t é♣❛✐s ❧❡s t✉♣❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳
▲❡ ❝✉❜❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❡♥ ✾ ♣❛rt✐❡s ✭❧❡ t✉♣❧❡ 〈∅, ∅, ∅〉 ♥✬ét❛♥t q✉✬✉♥ t✉♣❧❡
✜❝t✐❢✱ ✐❧ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❛✉❝✉♥❡ ♣❛rt✐❡✮✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs ❛❥♦✉t❡♥t ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ q✉❛♥t à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✽ ✭❈♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡✮ ❙♦✐❡♥t (cube,�) ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✉ ❝✉❜❡ ❡t ≡
✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ❧❡s t✉♣❧❡s ❞✉ ❝✉❜❡✳ ≡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ s✐
∀τ1, τ

′
1, τ2, τ

′
2 ∈ cube ❛✈❡❝ τ1 ≡ τ ′1✱ τ2 ≡ τ ′2✱ τ1 � τ2 ❡t τ ′2 � τ ′1 ❛❧♦rs τ1 ≡ τ2✳

■❧s r❡✲❢♦r♠✉❧❡♥t ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ✿ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t π ❡♥ rés✉❧t❛♥t ❡st t❡❧ q✉❡

✹✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♣ré❝✐s❡♥t q✉❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠♦♥♦t♦♥❡s ❡t ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❙❯▼✱
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s♦✐t t♦✉t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s s♦✐t t♦✉t❡s ♥é❣❛t✐✈❡s✳



✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

〈∅, ∅, ∅〉

〈m1, p1, t1〉 〈m1, p1, t2〉 〈m2, p1, t2〉 〈m2, p2, t3〉

〈m1, p1, ∗〉 〈m2, p1, ∗〉 〈m2, p2, ∗〉〈m1, ∗, t1〉 〈m1, ∗, t2〉 〈m2, ∗, t2〉 〈m2, ∗, t3〉〈∗, p1, t1〉 〈∗, p1, t2〉 〈∗, p2, t3〉

〈m1, ∗, ∗〉 〈m2, ∗, ∗〉〈∗, p1, ∗〉 〈∗, p2, ∗〉〈∗, ∗, t1〉 〈∗, ∗, t2〉 〈∗, ∗, t3〉

〈∗, ∗, ∗〉

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷ ✕ ▲✐❡♥s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s t✉♣❧❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s✳

∀πi, πj ∈ π✱ ∀τi ∈ πi ❡t ∀τj ∈ πj ❛✈❡❝ τi ≺ τj ❛❧♦rs ∀τ ′i ∈ πi ❡t ∀τ ′j ∈ πj ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
τ ′j 6≺ τ ′i ✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s ❛✐♥s✐ ❛ss✉rés ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❢❛✐t❡ ❞❡
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ τj ∈ πj ❡st ✉♥ ❛♥❝êtr❡ ❞❡ τi ∈ πi✱ ❡♥ s❛❝❤❛♥t
q✉❡ τj s❡✉❧ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r τi ♣✉✐sq✉✬✐❧s s♦♥t ❞❛♥s ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱
❛❧♦rs ❧❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❞❡ τi✱ ♥✐ ♠ê♠❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t✉♣❧❡ ❞❡ πi✱ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s
❛❞♠❡ttr❡ τj ❝♦♠♠❡ 1❴❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡ ❡t êtr❡ ❞❛♥s πj ✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥♥❡r
❧✐❡✉ q✉✬à ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❝♦♥✈❡①❡s✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞é✜♥✐✱ ✐❧
❡st t❡♠♣s ❛❧♦rs ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝✉❜❡ q✉♦t✐❡♥t ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
s❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥ tr❡✐❧❧✐s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✾ ✭❚r❡✐❧❧✐s ❞✬✉♥ ❝✉❜❡ q✉♦t✐❡♥t✮ ❙♦✐❡♥t (cube,≺) ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞✬✉♥
❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ≡ ✉♥❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ s✉r ❧❡s t✉♣❧❡s ❞✉ ❝✉❜❡✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉
❝✉❜❡ q✉♦t✐❡♥t s♦♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ≡ ❡t ∀πi, πj ∈ π✱ πi < πj s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ∃τi ∈ πi✱ ∃τj ∈ πj t❡❧s q✉❡ τi ≺ τj✳ ❈❡ tr❡✐❧❧✐s ❡st ♥♦té (cube/ ≡, <)✳

P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① r❡q✉êt❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs s❛✈♦✐r à q✉❡❧❧❡s ♣❛rt✐❡s s❡s t✉♣❧❡s ❛♣♣❛r✲
t✐❡♥♥❡♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ πsup

i = {τ ∈ πi | ∄τ ′ ∈

πi : τ
′ ≺ τ}✱ ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ πinf

i = {τ ∈ πi | ∄τ ′ ∈ πi : τ
′ ≺ τ}✱ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s t✉♣❧❡s r❡❝❤❡r❝❤és ❛✈❡❝ ❝❡s ❜♦r♥❡s ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡✉rs
✈❛❧❡✉rs✳

❊①❡♠♣❧❡ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝✉❜❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡
Clientèle✳ ✶✼ t✉♣❧❡s s✉✣s❡♥t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t à t♦✉t❡s ❧❡s r❡q✉êt❡s✳

■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✸✮ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❛✈❡❝ ❧❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ✉♥ t✉♣❧❡ ❡st 1❴❝❧♦s✱ ❛❧♦rs
✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❛♥❝êtr❡ ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✉✐ ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ ❡st ❧❡ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡



✻✳✹✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉♠és ✽✾

〈m1, p1, t1〉 〈m1, p1, t2〉 〈m2, p1, t2〉 〈m2, p2, t3〉

π1(10) π2(30) π3(20) π4(50)

〈m1, p1, ∗〉

π5(40)

〈m2, p1, ∗〉〈∗, ∗, t1〉 〈m1, ∗, t2〉 〈m2, ∗, t2〉 〈∗, p2, ∗〉

〈m1, ∗, ∗〉

〈∗, p1, t2〉

π6(50)

〈∗, ∗, t2〉

〈m2, ∗, ∗〉

π7(70)

〈m2, ∗, ∗〉

〈∗, p1, ∗〉

π8(60)

〈∗, p1, ∗〉

〈∗, ∗, t3〉

〈∗, ∗, ∗〉

π9(110)

〈∗, ∗, ∗〉

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸ ✕ ❚r❡✐❧❧✐s ❞✉ ❝✉❜❡ q✉♦t✐❡♥t ❞é✜♥✐ s✉r ❙❯▼✳

✭❝✳✲à✲❞✳ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ≺✮ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❛②❛♥t
❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❧❡ ♣r♦✉✈❡ ❡♥ r❡✲❢♦r♠✉❧❛♥t ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝✉❜❡ q✉♦t✐❡♥t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ t✉♣❧❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✵ ❙♦✐❡♥t τ ❡t τ ′ ❞❡✉① t✉♣❧❡s✳ ■❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡ s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ τ+1 = τ ′+1 ✳

Pr❡✉✈❡ ✭⇒✮ ❙✐ τ ≡ τ ′ ✭❝✳✲à✲❞✳ ✐❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡✮ ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✼✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛♥❝êtr❡ ❝♦♠♠✉♥ τ ′′ t❡❧ q✉❡ agr(τ ′′) = agr(τ) = agr(τ ′′)
♦ù agr(τ) ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ t✉♣❧❡ τ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ agr ✭s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ τ ′′ ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧ à τ ♦✉ τ ′✮✳ ❉♦♥❝ τ ❡t
τ ′ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡ τ ′′✳ ❉♦♥❝ τ ′′ ❡st ✉♥ 1❴❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡ ❞❡ τ
❡t τ ′ ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❡✉r 1❴❢❡r♠❡t✉r❡ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✵✮✳ ❉✬❛♣rès
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✽✱ τ ❡t τ ′ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ é✈❛❧✉és ❡♥t✐èr❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
t✉♣❧❡ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡ q✉❡ τ ′′ ❞♦♥❝ τ ′′ ❡st ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t τ ❡t τ ′✳ P✉✐sq✉✬✉♥ t✉♣❧❡ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t q✉✬à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❛rt✐❡ ❡t q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s τ ′′ ∈ τ+1 ∧ τ ′′ ∈ τ ′+1 ✱ ❞♦♥❝ τ+1 = τ ′+1 ✳
✭⇐✮ ❙♦✐t τ ′′ = τ+1 = τ ′+1 ✉♥ t✉♣❧❡✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ agr(τ) = agr(τ ′) = agr(τ ′′)
❡t τ ′′ ❡st ✉♥ ❛♥❝êtr❡ ❝♦♠♠✉♥ à τ ❡t τ ′✳ ❉♦♥❝ τ ❡t τ ′ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡
♣❛rt✐❡✳ �



✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

◆♦✉s s❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s t✉♣❧❡s ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉
❝✉❜❡ q✉♦t✐❡♥t ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❙❯▼ ❡t ❈❖❯◆❚✳ ◗✉✬❡♥
❡st ✐❧ ❛❧♦rs ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ▼■◆ ♦✉ ▼❆❳ ❄ P♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ét✉❞✐❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✹ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝✉❜❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ Clientèle ❝♦♥str✉✐t
❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ▼■◆✳

〈m1, p1, t2〉

π2(30)

〈m1, ∗, t2〉

〈m2, p1, t2〉

π3(20)

〈m2, ∗, ∗〉 〈∗, ∗, t2〉

〈m2, p2, t3〉

π4(50)

〈∗, p2, ∗〉 〈∗, ∗, t3〉

〈m1, p1, t1〉

π1(10)

〈∗, ∗, ∗〉

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹ ✕ ❈✉❜❡ q✉♦t✐❡♥t ❛✈❡❝ ▼■◆

◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❜✐❡♥ ♣❛r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝✉❜❡ q✉♦t✐❡♥t ❡st très ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✐é à ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❛❧♦rs q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❡♥ ❛✈♦♥s ♣❛s ré❡❧❧❡♠❡♥t t❡♥✉ ❝♦♠♣t❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥ t✉♣❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥
❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♥❝êtr❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞✉ ❝✉❜❡ q✉♦t✐❡♥t ♥❡
❝♦♥s❡r✈❡♥t q✉❡ ❧❡ t✉♣❧❡ ❛②❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✬✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❛♥t❡ ♣♦✉r s❛✈♦✐r à q✉❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ✉♥ t✉♣❧❡ ❛❧♦rs
q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧❡s ❛♥❝êtr❡s s❛♥s ❥❛♠❛✐s ✈r❛✐♠❡♥t s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉①
❞❡s❝❡♥❞❛♥ts✳ ❈❡❝✐ ♦✉✈r❡ ❞♦♥❝ ✈❡rs ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ♣❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s p❴♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
r❡q✉êt❡s ❝♦✉✈❡rt❡s ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ♠❛tér✐❛❧✐s❡r ♦✉ ♥♦♥ ✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✮ ♠❛✐s ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❛✐t s❛♥s ❞♦✉t❡ ❞❡ ❞é❣❛❣❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝✉❜❡ q✉♦t✐❡♥t ♣✉✐sq✉❡
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✵ ♥✬✐❞❡♥t✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡s ♣❛rt✐❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝✉❜❡s
❝♦♥str✉✐ts ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s s❡✉❧❡♠❡♥t✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s t✉♣❧❡s ♥✬♦♥t été ét✉❞✐és q✉❡ s✉r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❡t ♥♦♥ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡✳ ❯♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ à ❛♣♣♦rt❡r ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛
♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t ❛✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❝❛r✲
❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ▼■◆ ❡t ▼❆❳✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡
♣♦s❡ ❛❧♦rs ❧♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣✉✐sq✉❡
♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ πsup

i ♣❡✉t



✻✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✾✶

❝♦♥t❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs t✉♣❧❡s✳ ❉❡✈❛♥t ❧❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s à ❛♥❛❧②s❡r ❡t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣r♦❜✲
❧è♠❡s ✐♥✐t✐❛✉① s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡♥
s❛❝❤❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡
✜❣✉r❡✳

✻✳✹✳✸ ❈✉❜❡ ❝❧♦s

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛❧✐s❡r ❧❡s t✉♣❧❡s ❝❧♦s ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❡r❞r❡ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉♠é ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦✉✈❡❧❧❡✳ ❬❈❛s❛❧✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪
♣r♦♣♦s❡♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✉ ❝✉❜❡ ❝❧♦s q✉✐✱ ❝♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✱ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s
t✉♣❧❡s 1❴❝❧♦s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ♠❛✐s ✐❧s s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ♣❛s ❡♥tré
❞❛♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ●❛❧♦✐s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉✬✐❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ t✉♣❧❡s✳

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s
♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡✮ r❡s♣❡❝t❛♥t
str✐❝t❡♠❡♥t ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✜①é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❧✬♦❜❥❡t
❞❡ ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬●❛r♥❛✉❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ❝✉❜♦ï❞❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ s❡s ❛♥❝êtr❡s ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✬✐❧ ét❛✐t ♣❡rt✐♥❡♥t ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❧❡ ♠❛tér✐❛❧✐s❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
♣r♦✉✈é q✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡✱
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ❝❡
♣❛♣✐❡r✱ ❬●❛r♥❛✉❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❛❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r
❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ 1❴♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✈❛❧✐❞❡s s✉r ❧❛ t❛❜❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ s✐ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❞✉✐t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥✈✐s❛❣❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
s♦❧✈❡✉r ♣♦✉r ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳

❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ét✉✲
❞✐❛♥t ❝❤❛q✉❡ t✉♣❧❡ ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts✱ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s
❬●❛r♥❛✉❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❜❪ ✺✱ ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬ét✉❞✐❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ rés✉♠é ❞❡ ❝✉❜❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❝❛r❛❝tér✐sé✱ s♦✉s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❝♦♠♠✉♥✱ ❧❡s
t✉♣❧❡s ♠❛tér✐❛❧✐sés ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥t❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡❧q✉❡s ❧❛❝✉♥❡s ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s
♣❛r✈❡♥✉ à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s
❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts 1❴❝❧♦s ❡t p❴❝❧♦s ♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s
♣ré❝✐sé ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s 1❴❝❧♦s à ♠❛tér✐❛❧✐s❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥

✺✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛♣✐❡r ❡st à ♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❥♦✉r♥❛❧ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s
❛♥❞ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❬●❛r♥❛✉❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❜❪✳



✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

ré❞✉✐s❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✜♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❛✐♥s✐
❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ p❴♦♣t✐♠❛❧❡✳ P♦✉r s❛✈♦✐r ♣ré❝✐sé♠❡♥t q✉❡❧s s♦♥t ❝❡s é❧é♠❡♥ts
1❴❝❧♦s à ♠❛tér✐❛❧✐s❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é ♣❧✉s✐❡✉rs ❛①❡s à ét✉❞✐❡r ✿ ✭✐✮ ❛♥❛❧②s❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts p′❴❝❧♦s ∀p′, p > p′ > 1 ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ Fp ⊆ Fp′ ⊆ F1 ♦ù
Fi ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts i❴❝❧♦s ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✮✱ ✭✐✐✮ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
é❧é♠❡♥t ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ s❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❝♦✉✈❡rts ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ tr♦✉✈❡r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✱ ✭✐✐✐✮ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts r❡st❛♥t
à ❝♦✉✈r✐r ❡t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ ✈✐❛ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❙✉♠ ❡t
Pr♦❞✉❝t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❬❈❛s❛❧✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪ ♠❛✐s ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❧❡s ét❡♥❞r❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ t✉♣❧❡s✱ ✐❧ r❡st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à
é❝❧❛✐r❝✐r ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s❴❛♥❝êtr❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ p❴❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥ t✉♣❧❡✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s
s❡s p❴❡♥s❡♠❜❧❡s❴❛♥❝êtr❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ❝✉❜♦ï❞❡ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✛✲
✐s❛♥t ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r t♦✉s s❡s p❴❡♥s❡♠❜❧❡s❴❛♥❝êtr❡s s✐ p > 1✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❙✉♠ ❡t Pr♦❞✉❝t ♣r♦♣♦sés ♣❛r ❬❈❛s❛❧✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✐♥❞✐q✉é
♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❯♥❡ ❤❛❜✐❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ♣❡r✲
♠❡ttr❛✐t ♣❡✉t êtr❡ ❞✬❛❜♦✉t✐r à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡❴❛♥❝êtr❡ r❡❝❤❡r❝❤é ♠❛✐s ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s
♣❛s ♣❛r✈❡♥✉s à ✉♥ t❡❧ rés✉❧t❛t✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣rés❡♥t❡ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡
❞❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té P❛r❛❈♦❉❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s tr❛✐t❛♥t ❧❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té
s✉r ❞✬✐♠♣♦rt❛♥ts ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r êtr❡ ❝♦♠♣ét✐t✐❢ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❧♦rsq✉✬✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts à ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s
✉♥ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞✬é❧❛❣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦❣r❛♠♠é❡✳
❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ♠❡♥é❡ ❛✜♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r
❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥
t❡r♠❡ ❞❡ ❝✉❜♦ï❞❡s ♦✉ ❞❡ t✉♣❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
1❴♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
p❴♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s ♣❛r✈❡♥✉s à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛♥❝êtr❡s ❞✬✉♥ t✉♣❧❡ ♥✬❡st ♣❛s
❞♦♥♥é❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ♣❛r s❛ p❴❢❡r♠❡t✉r❡ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ❝✉❜♦ï❞❡s✳ ❯♥
❡①❛♠❡♥ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ ❞❡ ❝❡s ❛♥❝êtr❡s ❡st ❞♦♥❝ ❡♥❝♦r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣ré❝✐s❡r ♥♦s
s♦❧✉t✐♦♥s✳

❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ s✉❥❡t

❯♥❡ ❢♦✐s ❡①tr❛✐t❡s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ❛♥❛❧②sé❡s ♣❛r ✉♥ ❡①♣❡rt✳ ❖r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥t❡♥tés ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r
✉♥❡ ❧✐st❡ ✭♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧♦♥❣✉❡✮ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s tr♦✉✈é❡s✳ ❈♦♠♠❡♥t r❡♥❞r❡
❧❡✉r ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ ♣❛r ✉♥ ❤✉♠❛✐♥✱ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❄ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ r❡t♦✉r♥é❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡
♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♦r✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ r✐❡♥ ♥✬❛ été ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r
✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣r✐t ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❢❛❝✐❧✐té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s é✈♦q✉é ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝✉❜❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦✉s ❢♦r♠❡
❞✬❤②♣❡r❝✉❜❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧❡s t✉♣❧❡s
éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❬▲❛❦s❤♠❛♥❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷❪✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❝❤♦✐s✐r
❧❡s ❛①❡s ❡t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ♥✬❛✈♦✐r q✉❡ ❞❡s



✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r à ❛♥❛❧②s❡r✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❬❈❤♦♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪ ❞é✜♥✐ss❛♥t
❧❛ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❛①❡s ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❬◆✐❡♠✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❪
♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s❡s ♥✉❧❧❡s ✭❝✳✲à✲❞✳ s❛♥s ✈❛❧❡✉rs ❞é✜♥✐❡s✮
s❡r✈✐r♦♥t ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❝❡tt❡ ♣✐st❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝✉❜❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡✱ ❧❡s s❦②❧✐♥❡s ✭♣❛r ❡①✳ q✉❡❧ ❡st ❧❡
♠❡✐❧❧❡✉r ❤ôt❡❧✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❡ ♠♦✐♥s ❝❤❡r ❡t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❄✮✱ ✉♥ s❦②❝✉❜❡ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t tr♦♣ ✈♦❧✉♠✐♥❡✉① ❡t tr♦♣ ❝♦ût❡✉① à ❝❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r êtr❡ ♣r♦❞✉✐t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t✳
◆♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ❧❡s s❦②❝✉❜♦ï❞❡s à
♠❛tér✐❛❧✐s❡r✳ ◆♦t♦♥s Sky(AB) ❧❡ s❦②❧✐♥❡ ❞❡ T s✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s A ❡t B ❡t Sky(A) ❧❡
s❦②❧✐♥❡ s✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ A✳ ❘✐❡♥ ♥❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡
❝❛s ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✱ q✉❡ Sky(A) ⊆ Sky(AB)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ A → B✱
❛❧♦rs ❝❡tt❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ▲❡s ♠ê♠❡s ♥♦t✐♦♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥✲
t❡①t❡ ❞❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉① s❦②❝✉❜❡s✳

❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ✉♥❡ ♠❛ss❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❧❡s ré♣❛rt✐r s✉r ❞✐✛ér❡♥ts s❡r✈❡✉rs✳ ▲❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣r♦♣♦sé❡ ♥❡ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❝♦♠♠❡♥t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❣❧♦❜❛❧❡ ❄ ❬❇❛✉❡r ✫ ▲❡❤♥❡r ✷✵✵✸❪ ❡t ❬❙❤✉❦❧❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪ tr❛✐t❡♥t ❞é❥à ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❛ ♠❛tér✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s ❝✉❜❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✐str✐❜✉é✳ ◆♦✉s ♣♦✉✲
✈♦♥s ❛❧♦rs ♥♦✉s ❜❛s❡r s✉r ❧❡✉rs tr❛✈❛✉① ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ♥♦tr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥✳ ❉❡✈♦♥s
♥♦✉s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉
s②stè♠❡ ❄ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❬❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ tr❛✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❧✬ét❡♥❞r❡
♣♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
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