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PREFACE

0.0.1 Contexte général

LES fonctions presque-périodiques (en abrégé : p.p.) ou multi-
fréquentielles, apparaissent naturellement dés qu’on est en présence
de plusieurs mouvements périodiques simultanés (par exemple deux res-
sorts d’élasticités différentes accrochés a deux masses différentes). Elles
ne sont pas des fonctions qui sont presque des fonctions périodiques,
mais sont des fonctions qui possédent de nombreuses presque-périodes.
L'une des propriétés importantes des fonctions p.p. est d’admettre un
développement en série de Fourier généralisée :

(o]
f(t) — Z (l/\nel)\nt.
n=0

La notion est issue, au début du vingtieme siécle, des travaux de
Esclangon, Bohl, Bohr, Besicovitch, Bochner, Stepanov.... Des contributions
importantes sont dues a von Neumann, Fréchet,... Une théorie générale
des oscillations passera forcément par les oscillations p.p.. Sur les solu-
tions p.p. des équations différentielles ordinaires, un travail initiateur est
celui de Jean Favard dans les années 1920 (cf. (1)). Une synthese impor-
tante est un livre de A. M. Fink dans les années 1970 (cf. (2)). Ces travaux
concernent surtout les systemes dissipatifs. Sur les systémes hamilton-
niens ou lagrangiens, dans le cas autonome, les solutions p.p. sont surtout
étudiées a travers les tores invariants notamment par la célebre théorie de
Kolmogorov-Arnold-Moser (K.A.M.).

Parmi la classe des fonction presque-périodiques, on trouve les fonc-
tions quasi-périodiques (q.p.). Les fonction q.p. ont une réprésentation

f(t) — Z akeiw.kt’

kez"

oll wk = Z?:l w]k]

En mécanique, des phénomenes quasi-périodiques apparaissent na-
turellement quand on couple deux ou plusieurs systémes qui ont des
mouvements de périodes différentes. Méme en absence de résonance
exacte, ce couplage, si faible soit-il, peut créer des effets importants a
long terme. En témoigne par exemple les travaux classiques de Laplace et
d’autres en mécanique céleste.
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0.0.2

L'étude mathématique des mouvements quasi-périodiques des sys-
témes dynamiques commence essentiellement avec Esclangon (1905). Elle
pose des problemes bien plus délicats que celle des mouvements pério-
diques. Ces problémes ont motivé la création d’une théorie des fonctions
presque-périodiques et plusieurs voies de recherche sur elles.

Cette these traite de quelques aspects du probleme de réductibilité
pour des équations linéaires avec des coefficients presque-périodiques ou
quasi-périodiques.

Le concept de réductibilité des équations différentielles linéaires est
tout d’abord considéré par Lyapunov (cf. (5)). Plusieurs auteurs ont traité
ce probléme (cf. (6), (7), (8)......).

Parmi les théories de la réductibilité, on trouve la théorie de Floquet
pour les équations différentielles linéaires périodiques qui répresente un
outil fondamental pour 1'étude de phénomeénes tant linéaires que non
linéaires résultant des équations différentielles. Cette théorie consiste a re-
duire le systéme non autonome x’'(t) = A(t)x(t) en un systéme autonome
y'(t) = Qu(t), o Q) est une matrice constante.

Cette théorie est bien comprise et classique pour les équations linéaires
périodiques (cf. (3), (4)). Une extension naturelle donc doit considérer le
cas dans lequel la matrice A(t) dépend du temps d’une maniére quasi-
périodique ou presque-périodique.

Ce travail traite de la réductibilité des équations différentielles ordi-
naires linéaires q.p. et p.p. pour obtenir des résultats sur les solutions q.p.
et p.p. des équations différentielles ordinaires non linéaires.

Résumé de la thése

Le premier chapitre a pour objectif de donner une collection de
résultats sur les fonctions p.p. qui seront utilisés dans la these. On débute
ce chapitre par les fonctions p.p. au sens de Harald Bohr, puis on aborde
les fonctions p.p. uniformément par rapport a un parametre, ensuite on
parle des fonctions q.p. (quasi-périodiques) et des fonctions q.p avec pa-
rametre. Enfin on expose un résultat de continuité et de différentiabilité
de l'opérateur de Nemytskii.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons des résultats d’existence
et d’unicité de solutions quasi-périodiques des équations différentielles
ordinaires non linéaires des classes suivantes :

(t) = A(H)x(t) + f(t x(t)) (1)
x(t) = A(H)x(t) + g(t, x(t),u(t)) (2)
x(t) = g(t,x(t), u(t)) (3)

ol A est une matrice quasi-périodique, u est une fonction quasi-
périodique (terme de forcing ou terme de contrdle), f et ¢ sont des



Théoréme o.1

fonctions quasi-périodiques par rapport a t.

Pour traiter ces problemes on utilise les propriétés de 1’équation diffé-
rentielle ordinaire linéaire forcée suivante

x(t) = A(t)x(t) +b(t) (4)

ou b est une fonction quasi-périodique. Pour étudier 1'équation (4) on
utilise la théorie de Floquet pour les équations différentielles quasi-
périodiques due a Zhensheng LIN (9), (10), (11), et des outils d’Analyse
Fonctionnelle Non Linéaire.

Dans un premier temps, on utilise une théorie de Floquet due a Zhen-
sheng Lin, qui consiste a transformer une équation différentielle ordinaire
linéaire quasi-périodique en une équation différentielle ordinaire linéaire
autonome (i.e. a coefficients constants). Ainsi, sous les conditions sui-
vantes :

1l existe K(w) € ]0, 00| telle que, pour tout (g, ..., Iy) € ZV, } .
|2 g > K(@) (S [5) -+, 5

TNy kjeoy + 0 | > K(w, B)(1+ [[kI)N,
oﬁk:(kl,---,kN)EZN,m:(ml,---,mn)EZ” t.q. (6)
‘Zsz,\jzl ms| <1 et ZSI,\I:1 |ms| <2,

K(w, B) est une constante strictement positive et B = (B1,---,Bn) est la
liste des exposants caractéristiques de Floquet (en abrégé FL-CER) , on éta-
blit un résultat de réductibilité qui est 1’objet du théoreme suivant.

Soit A € QP%(M(n,R)) de classe CT tel que w satisfait (5) et les FL-CER
Bi,- -+, Bn de A satisfont (6 et soit b € QPY(R"). Alors le systeme
x'(t) = A(t)x(t) + b(t) ?)

est réductible, c’est-a-dire, il existe une transformation linéaire quasi-périodique
en temps qui transforme (7) en un systeéme linéaire a coefficients constants.

y'(t) = Qu(t) +e(t),

oit QO € M(n, R) est constante et e € QP (R"). De plus, les valeurs propres de
A sont exactement les FL-CER de A.

( QPX(E) répresente I'espace des fonctions q.p. qui seront définies
présisément page 8 et les FL-CER de A sont définis page 25 ).

Ensuite, on démontre un résultat d’existence de solutions quasi-
périodiques dans le cas non linéaire. Les techniques utilisées sont le théo-
réeme de Zhensheng Lin et le théoréme de point fixe de Picard-Banach.
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Théoréme 0.2

Théoréme 0.3

Soit A € QP (M(n,R)) de classe CT et f € QPU,, (R x R",IR"). On suppose
que (5), (6) sont satisfaites, les FL-CER B1, - - - , By de A sont tous non nuls et que
aussi f remplit la condition suivante :

Il existe ¢ € |0, (|| Ally +1+ ) 7" tel que
1£(t,x) = fF(E£,y)|| < cllx —yll

pour tout t € R et pour tout x,y € R".

oit 7y est la constante de Bohr-Neugebauer de A. Alors I'équation

X'(t) = A(t)x(t) + f(£, x(£))

posséde une unique solution dans QPL (IR™).

(QPU,(R x R",IR") est l'espace des fonctions quasi-périodiques a
parameétre qui seront définies page 9 et la constante de Bohr-Neugebauer
est définie page 37).

Dans une autre étape, on établit 1'existence de solutions quasi-
périodiques de 1'équation (2) et un résultat de dépendance continue par
rapport a la fonction parametre u. Les techniques utilisées sont similaires
a celles du résultat précédent.

Soit A € QPY(M(n,R)) satisfaisant les mémes conditions que dans le théo-
reme précédent. Soit ¢ € QPU, (R x R" x R?,R") et -y la constante de Bohr-
Neugebauer. On suppose aussi que la condition suivante est satisfaite :

Hexisted € (0, (||Alloy +1+79)71)
telle que ||g(t, x,u) — g(t,y,u)|| < d.[[x —y]|
pour tout t € R, pour tout x,y € R" et pour tout u € RP.

Alors, pour tout u € QP (IRP) il existe une unique solution X[u] € QPL(R")
de @), et de plus l'application u — X[u] est continue de QPO (RP) dans
QP (R™).

Enfin, dans ce chapitre on établit un résultat de perturbation différen-
tiable, qui porte sur l’existence et 1'unicté de solution quasi-périodique
de (3), quand g vérifie la condition suivante :

¢ € QPU,(R x R" x R?,R") NC* (R x R" x R?,R"),
Dyg € QPU,(R x R" x R?, M, (R)) N CT(R x R" x R?, M,,(R))
ot T = 2(N+1) ("2 4 1), et
D,g € QPU,(R x R" x R?, M, ,(R)).
(8)

(Dyg et D, g désignent des différentielles partielles de g).

En utilisant toujours la théorie de Floquet et des outils d’Analyse Fonc-
tionnelle Non Linéaire, on établit le résultat suivant.



Théoréme 0.4 Soit g : R x R" x RP — R" une fonction qui satisfait (8) oir w satisfait (s)).

Théoréeme o.5

Théoréme 0.6

Soit u, € QPY(IRP) et soit x,. € QPL(R") une solution de (3) oit u = u.
On pose J(t) = Dyg(t, x.(t), u.(t)) pour tout t € R et on note par p1, ..., Bn les
FL-CER de ]. De plus on suppose que les B; satisfont () et que

pour tout j =1,..,n, B;est non nul.

Alors il existe r € |0, 0] tel que, pour tout u € QP2 (RP) qui satisfait
|u — i < 7, il existe X[u] € QPL(R") qui est une solution de ().

De plus I'opérateur non linéaire u — X[u] est de classe C! de
{u € QPY(RP) : ||u — u * ||o < r} dans QPL(R"), et il existe un voisinage
N de x, dans QPL(R") tel que X[u] est I'unique solution de (3) dans QPL(R")
qui appartient a N.

Un troisieme chapitre est consacré a l'étude de la réductibilité d'un
systéme linéaire presque-périodique en un systéme linéaire triangulaire
supérieur presque-périodique. Un premier résultat de réductibilité est
donné par :

Soit A € AP°(M(n,R); M) telle que toute les solutions de I'équation

x(t) = A(t)x(t) )

sont presque-périodiques. Alors il existe Q € AP'(M(n,R); M) orthogonale et
B = (bjt)1<jk<n € AP°(M(n,R); M) triangulaire supérieure telles que
(i) Sous la transformation y(t) = Q~1(t)x(t) I'équation (9 est équivalente
a
y(t) = B(t)y(t) (10)

(ii) Pour toutk =1,..,n, t — fot bik(s) ds € AP (R"; M).

(APK(E; M) est I'espace des fonctions presque-périodiques d’ordre k
qui seront définies dans les pages 2, 4 et 5)

On établit aussi un second résultat de réductibilité d'un systéme li-
néaire en un systéme linéaire triangulaire supérieur avec conservation du
nombre des solutions presque-périodiques linéairement indépendantes.

Soit A € AP’ (M(n, R); M) telle que I'équation (g) possede k solutions presque-
périodiques linéairement indépendantes dans AP'(R"; M). Alors il existe Q €
C'(R,M(n,R)) orthogonale, B € C°(R,M(n,R)) triangulaire supérieure
telles que :
(i) Si x est une solution de () alors y, définie par y(t) = Q7 1(t)x(t), est
une solution de et inversement si y est une solution de alors x,
définie par x(t) = Q(t)y(t), est une solution de (g).

xiii
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Théoréeme o0.7

Théoréme 0.8

(ii) Si Q(t) = col(v1(t), -+ ,vu(t)) alors vy, - - ,vx € APY(R,R"; M).

(iii) L’équation posséde k solutions p.p. linéairement indépendantes.

(AP°(IE; M) est un espace de fonctions p.p. a valeurs dans E qui seront
définies page 5.)

Enfin un dernier résultat qui concerne l'existence et 1'unicité des so-
lutions presque-périodiques de systemes semi-linéaires tels que la
partie linéaire est presque-périodique et ses coefficients diagonaux sont
de moyenne non nulle, ainsi qu’'un résultat de dépendance continue des
solutions presque-périodiques du systeme non linéaire (2) par rapport a
un terme de contrdle presque-périodique.

Soit A € AP'(M(n,R)) telle que M{A;} # 0 pouri = 1,---,n et soit
f € APU(R x R"). On suppose aussi que les conditions suivantes sont vérifiées :

1

Rllo < 7557,

et Vt € Ret Vx,y € R",

{ il existe k € 10, (|| T|loox + 14 a) ™! — || R]|oo]
tel que || f(t,x) — f(t,y)|| < kllx—yl,

oi Tjj = Ajj x 1jj>y et R=A—T. Alors I'équation

xX'(t) = A(t)x(t) + f(£, x(£))

posséde une unique solution dans AP'(R").
(M{f} est la moyenne temporelle de f qui sera définie page 3).

Soit A € AP’(M(n,R)) telle que M{A;} # O pouri = 1,.,net f €
APU(R x R" x R?) qui satisfait la condition suivante : pour tout t € R et pour
(x,y,u) € R" x R" x R?,

{ il existe ¢ €10, (|| T|jeox + 1+ )~} s.t.
1f(tx,u) = f(Ey,u)]| < cllx =y,

ot w est la constante de Bohr-Neugebauer, et T est défini comme précédemment.
Alors, pour tout u € APY(IRP), il existe une unique solution %[u] de

X' (t) = A(t)x(t) + f(t, x(t), u(t))

qui est dans APY(R"). De plus l'application u — %[u] est continue de AP°(IRP)
dans AP'(RR").



Dans le dernier chapitre, on montre que si A est presque-périodique et
si toutes les solutions de (9) sont presque-périodiques, alors il existe une
fonction b presque-périodique telle que I'équation (4) ne possede aucune
solution bornée. De plus pour tout ¢ € ]0,00[ on peut choisir la fonction
b telle que ||b|| est constante et égale a ¢ sur R. Autrement dit, si pour
toute fonction b presque-périodique 1'équation (g) possede une solution
bornée, alors I'équation (g) posséde au moins une solution qui n’est pas
presque-périodique.
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RAPPELS SUR LES FONCTIONS
PRESQUE-PERIODIQUES ET
QUASI-PERIODIQUES

I E but de ce chapitre est de présenter les notions de fonctions presque-
périodiques (p.p.) et quasi-périodiques (q.p.), leurs principales pro-
priétés et de donner certains résultats existants utiles par la suite.

E désigne un espace de Banach réel, et ||.||g sa norme. On note par
C(R,E) I'espace des fonctions continues de R vers [E et C¥(IR, E) I'espace
des fonctions de classe C* sur R a valeurs dans E.

1.1 FONCTIONS PRESQUES-PI:ZRIODIQUES AU SENS DE BOHR

1.1.1  Définition de Bohr

Définition 1.1 Un sous-ensemble S de R est dit relativement dense dans R si il existe un nombre
positif L tel que
Vae R, [a,a+LINS#Q.

Le nombre L est appelé la longueur d’inclusion.

Définition 1.2 Pour une fonction bornée f et un nombre réel € > 0, on définit
T(f,e) = {t € R|[[f(t+7) — f()] <e, V€ R}.

T(f,€) est I'ensemble des e-presque-périodes de f.

Définition 1.3 Soit f : R — [E une application continue. On dit que f est p.p. (presque-
périodique) au sens de Bohr, si pour tout € > 0, T(f,€) est relativement dense
dans R. i.e. Ye > 0, il existe un nombre | = 1(€) > 0, tel que tout intervalle
[a,a + ] contienne un nombre T = T, satisfaisant

sup [f(t+71) = f(B)][E <€
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Exemple 1.1

Exemple 1.2

Proposition 1.1

Proposition 1.2

1.1.2

1 : Toute fonction continue périodique est une fonction presque-périodique. En
effet, soit T la période de f, alors pour tout n € Z, nT sont aussi des périodes
de f et donc sont des presque-périodes de f, pour tout € > 0. Or I'ensemble
{nT;n € Z} est relativement dense, ce qui implique que f est presque-périodique
au sens de Bohr.

21t f(t) = cos(t) + cos(v/2t) est une fonction presque-périodique qui n’est
pas périodique.

Notation : On note par AP°(RR,E) l'espace de toutes les fonctions
presque-périodiques au sens de Bohr de R dans E. AP’(R,E) muni de
la norme

1 flleo = sup [ f(£) [l
teR

est un espace de Banach.

cf. (@), @), 3), @))-

APY(R,E) jouit des propriétés suivantes :
1. Tout élément de AP°(R,E) est uniformément continu.

2. Tout élément de AP°(IR,E) est a image relativement compacte sur E, donc
borné sur R.

3. Sipouri=1,2,---,p, fi € APO(]R,]EZ-), [E; étant un espace de Banach,
alors (fi)1<i<p € APO(IR,]—hgigp E;).

4. Si (fn)n est une suite des fonctions presque-périodiques et qu’elle converge
uniformément vers une fonction f, alors f € AP*(R, E).

cf. (@), G), @)

1. Si fet g € AP'(R,E), alors f + ¢ € AP'(R,E).
2. Si f € AP'(R,E) et ¢ € AP*(R,RR) alors ¢.f € AP°(R, E).

3. Si F est un espace de Banach, et si g : E — F est une application continue
sur l'adhérence de I'image de f, alors go f € APY(RR,TF).

cf. (@), @, 3), @)

Définition de Bochner

Notons par BCO(]R,IE), I’ensemble de fonctions continues, bornées de
R & valeurs dans [E.



1.1. Fonctions presques-périodiques au sens de bohr

Théoréme 1.1 (Bochner)  Soit f € BCY(R,E). Alors f € APY(R, E) si et seulement si

Proposition 1.3

Définition 1.4

Proposition 1.4

Proposition 1.5

Remarque 1.1

Définition 1.5

Proposition 1.6

I'ensemble
T(f) =A{n(f) =f(+r), reR}

est relativement compact dans (BC°(R, E), ||.|).
cf. ((3, Chapitre VIII, page 9))

Soit f € BCY(R,EE). Alors f € AP°(IR,IE) si et seulement si pour toute suite

réelle (r),), , il existe une sous-suite de (r),), notée par (ry)y, telle que :
vVt e R, nli_r)rgof(t—l—rn) = g(t) et nli_rgog(t—rn) = f(t).

cf. (2, Théoreme 1.17, p. 12).

Lorsque f € AP°(R,E), la quantité

T

. 1
M} = MO} = lim — [ floya
désigne la moyenne temporelle de f.

Dans le chapitre 3 on utilisera la notation M{f} au lieu de MM{f}.
Si f € AP*(R,E), alors M{f} existe dans .

Soit f € AP'(R,E) et a € R, alors on a

M{f(E+a)} = M{ (1)}

Lorsque f € AP'(R,E) et A € R, l'application [t — f(t)e™™M] est dans
APY(R,E) et par suite sa moyenne existe dans E. Ainsi on définit :

Pour f € AP°(R,E) et A € R, on définit le coefficient de Fourier-Bohr d'indice
A de f par: ‘
a(f,)\) = Sﬁt{f(t)e’l”} € Ec.

oit Ec est le complexifié de IE.

Soit f € AP(R,E). L'ensemble
A(f) = A€ R alf,)) £ 0}

est au plus dénombrable.
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Proposition 1.7  Soit f € AP*(RR,E). Alors f est développable en série de Fourier-Bohr

f(#) ~ Y a(f, A)e™.

AER

La convergence ayant lieu en moyenne quadratique (au sens des familles som-
mables). De plus si IE est un espace de Hilbert, on a I'égalité de Parseval :

M{lIfIIE} = Y Nalf, Ml

AER
cf. (3} page 22 et page 29).

Théoréme 1.2 Si deux fonctions presque-périodiques ont la méme série de Fourier-Bohr, alors
elles sont identiques.

Définition 1.6 Si f € AP(R,E), on définit Mod(f) le Z-module engendré par A(f), c’est-a-
dire :

Mod(f) = {ikj)\j : neN, kezZ, A eA(f)}.
j=0

Le résultat suivant traduit une propriété sur les modules de fréquences
de facon purement analytique.

Théoreme 1.3  Soient f et g € AP*(R,IE). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Mod(g) C Mod(f).

(i) Pour toute suite réelle (r,)y,

(f(.+14))n converge uniformément sur R
= (g(. +n))n converge uniformément sur R.

(iii) Pour toute suite réelle (r,), qui converge dans R,

(f(. 4+ 14))n converge uniformément sur R
= (g(. +n))n converge uniformément sur R.

cf. (7), (2 Théoreme 4.5, page 61), (5, page 928).
Comme conséquence de ce dernier théoréme on a :

Corollaire 1.1 Soit f € APY(R,E) et ¢ est une application continue de f(R) dans F (un autre
espace de Banach). Alors

Mod(¢po f) C Mod(f).



1.1.3

Proposition 1.8

1.1. Fonctions presques-périodiques au sens de bohr

Dérivation et intégration des fonctions presque-périodiques

Lorsqu’une fonction périodique est dérivable, sa dérivée est automa-
tiquement périodique. Lorsqu’il s’agit des fonctions presque-périodiques,
ceci n’est pas vrai, puisque rien n’assure que la dérivée soit uniformément
continue, ce qui est nécessaire pour étre presque-périodique. En fait, un
résultat remarquable assure que cette condition est suffisante :

Si f € AP°(R,E) NCY(IR,E) et f' est uniformément continue sur R, alors
f' € AP°(R,E).

Notation 1.4 Pour k € IN*, on définit :

Exemple 1.3

Proposition 1.9

Exemple 1.4

APK(R,E) = {f € C"(R,E): Vj=0,1,---,k Zf € AP'(R, ]E)}

et lorsque M est un sous-Z-module dans R, on définit :
APY(E,M) = {u € AP*(R,E) : Mod(u) C M}
Parfois, on note par AP*(IE) au lieu de AP*(R, E).

La fonction t — f(t) = exp(sin(t) + sin(7tt)) appartient @ AP*(R,R).

APX(R,E) muni de la norme

1Al = 11 leo

[oe]

est un espace de Banach.

Pour une fonction périodique continue, la condition d’étre de moyenne
nulle assure que les primitives sont presque-périodiques. Pour les fonc-
tions presque-périodiques, cette condition ne suffit pas, comme le montre
I'exemple suivant (cf. (14}, page 198)) :

On note f la fonction :

> 1 ) t
6 :k;) (2k +1)2 Sm<2k+1>

Cette fonction est presque-périodique, et de moyenne nulle. En effet, Pour tout
€ >0, il existe N € IN tel que :

1/otf(s)ds t/ 2k+1 <2k11>+€>ds

12 1
t =2k + 1

| /\

te€
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Et par suite M{f} = 0.
D’autre part si g une la primitive de f, alors on a

g(t)Z/Otf(s)ds:]il_;coilelm)

=0
= 2 2( t )
= ——sin“ (=——————) > 0.
k;;zkle 2(2k+1)
Pour tout N € IN et pour tout t € R on a

N
1 .2 t
st >k§)2k+1sm Gan)

Prenonstg =1x3x---x 2N+ 1)m1. Si0 <k < N,alorsz(zlt(ioﬂ) = %(21’—1—
1)7t, ot r € IN, donc

(t)>i#> N _ds —lln(ZN-f—l)
SV = Lok 1 7 Jo 2541 2

pour tout entier positif N. Ainsi, § est non bornée donc n’est pas une presque-
périodique.

En fait, la condition de relative compacité de I'image des primitives,
qui est necéssaire, n’est pas automatiquement satisfaite. Il est remarquable
que cette condition soit suffisante :

Proposition 1.10  Soit f € APY(R,EE) et F une primitive de f. L'une des conditions suivantes
assure que les primitives soient presque-périodiques.

1. L'image de F est relativement compacte.

2. F est bornée et [E est uniformément convexe.

1.1.4 Fonction presque-périodique avec parametre
On consideére la fonction

F:RxR—R
(x,t) — cos(xt)

1l est clair que pour tout x € R, F € C°(R x R,R) et la fonction F(.,t)
est périodique et par conséquent presque-périodique. Malgré la presque-
périodicité de la fonction [t — cos(t)], la fonction [t —— F(cos(t),t)]
n‘est pas uniformément continue sur R et par conséquent n’est pas
presque-périodique. Plus généralement si F € C°(E x R,F), ou E et F
sont des espaces de Banach, est telle que F(x,.) est presque-périodique
pour x € E, et ¢ : R — E est presque-périodique, alors la fonction



Définition 1.7

1.1. Fonctions presques-périodiques au sens de bohr

[t — F(¢(t),t)] n'est pas forcément presque-périodique. Une certaine
uniformité par rapport a x est necéssaire.

Soit F € C°(R x E,TF). On dit que F est presque-périodique en t uniformément
par rapport a x, si pour tout compact K de E

Ve > 0,3l > 0;Va € R, 37 € [a, 0 + ] tels que
VieR,Vx€E, |f(t+1,x)—f(tx)|e<e.

Notation 1.5 Par APU(R x E,F) on note I'espace des telles fonctions.

Théoréme 1.6

Proposition 1.11

Théoreme 1.7

Définition 1.8

Théoréme 1.8

soit F € CO(R x RN,RM). F est presque-périodique en t uniformément par
rapport a x si et seulement si, pour toute suite (r,), de réels, il existe une sous-
suite (1)), de (ry)n et une fonction G € C°(R x RN, RM) telles que pour tout
compact K de RN,

lim supsup ||F(t + 1, x) — G(t,x)||gm = 0.
"7 teR xek

Si F et G sont deux fonctions presque-périodiques en t uniformément par rapport
a x, alors

1. F 4 G est presque-périodique en t uniformément par rapport a x.

2. Pour tout compact K de RN, F est bornée et uniformément continue sur
R x K.

Si F € C°(R x E,TF) est presque-périodique en t uniformément par rapport a x
et ¢ € AP°(R,E), alors l'application [t — F(t,¢(t))] € AP°(R,TF).

cf. (6), (7, Théoreme 2.7, page 16).

Si F € APU(R x RN,RM), on définit
A(F) = {A €R: 3x e RN, M {E(t,x)e M} £ o},

et Mod(F) est le Z-module de R engendré par A(F).

Soient Fet G € APU(R x RN, RM). Pour tout compact K de RN, les assertions
suivantes sont équivalentes :
(i) Pour toute suite réelle (1), ,
(F(.+ rn))n converge uniformément sur R x K
= (G(. +rn))n converge uniformément sur R x K.
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(ii) Pour toute suite réelle (ry ), qui converge dans R,

(F(. 4+ rn))n converge uniformément sur R x K
= (G(.+rn))n converge uniformément sur R x K.

(iti) Mod(G) C Mod(F).

cf. @), (7) (5, page 933)-

1.2 FONCTIONS QUASI-PERIODIQUES

1.2.1 Fonctions quasi-périodiques

Définition 1.9  Une fonction f : R — E est dite quasi-périodique lorsque f € AP*(R,E) et
Mod(f) possede une base finie sur Z.

Notation 1.9 Soit w = (w1, ,wy) une liste de n nombres réels qui sont Z-linéairement
indépendants. Par QP2 (R, E) (ou QP,(R,IE)), on note I'espace des fonctions f
quasi-périodiques telles que Mod(f) C (w).

Définition 1.10  Pour k € IN, on définit I'ensemble des fonctions quasi-périodiques d’odre k
comme suit :
QP(RE) = APY(R, E) N QPy(R, E).

Proposition 1.1z Pour k € N, QPX (R, E) est un sous-espace de Banach de AP*(R,E).

Soit TN = (RN/27ZN) le tore de dimension N. Une maniere clas-
sique de généraliser les fonctions quasi-périodiques est de considérer
F € C%(TN,E). Ce qui fait 'objet du théoréme suivant :

Théoréme 1.10 [l existe un isomorphisme isométrique (bicontinu) entre les espaces de Banach
QPY(R,E) et CO(TN, E).

cf. (8).

Remarque 1.2 L'isomorphisme dans le théoreme précédent est
Qo ET 5 ER; 9, (u)(t) = u(tw).

Ainsi f € QP (R, TE) si et seulement si il existe une fonction F € C*(TN,E)
telle que
f(t) = F(tw), VteR.



Exemple 1.5

1.2.2

Définition 1.11

Théoréme 1.11

1.3

Définition 1.12

1.3. Opérateurs de Nemytskii

Six € TN, alors x = % +2km, k € Z. F € C*(TN,E) est équivalent a dire
que F € CK(RN,E) telle que x;j — F(x1,- -+ ,xn) est 2rt-périodique pour tout
1<j<N.

La fonction t — f(t) = cos(t) + cos(\/3t) est quasi-périodique. En effet, on
peut écrire

f(t) = F(t,V/31)

F(61,67) = cos(61) + cos(62).

Fonctions quasi-périodiques avec parameétre

Soit w = (wy,- -+ ,wn) une liste des N nombres réels Z-linéairement
indépendants.

Soit F € C°(R x I, IF), on dit que F est quasi-périodique en t uniformément par
rapport a x si F € APU(R x E,F) et Mod(F) C (w). Par QPU, (R x [E,TF)
on note les classes des telles fonctions.

Lorsque ¢ € QPU,, (R x E,TF), il existe une fonction G € C°(TN x E,TF) telle
que :
g(t,x) = G(tw,x), VY(tx) € RxE.

cf. (8).

OPERATEURS DE NEMYTSKII

Soit [E et F deux espaces de Banach, et F : R x E — F, (t,x) — F(t,x). On
appelle opérateur de Nemytskii (ou aussi opérateur de superposition) construit
sur F, l'opérateur N de la forme suivante :

[t — u(t)] — Ne(u) = [t — F(t,u(t))]

ot u est une fonction de R a valeurs dans IE.

Dans ce paragraphe nous étudions la continuité et la dérivabilité
de l'opérateur de Nemytskii entre les espaces des fonctions presque-
périodiques au sens de Bohr. Rappelons que la théorie des opérateurs
de Nemytskii dans les espaces de classe C* sur les domaines bornés est
traitée dans (10, page 168) et (11, page 211), pour les espaces L7, elle est
traitée dans (12, Chapitre I et II). Pour les espaces de Sobolev usuels on
peut consulter (13).
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Lemme 1.1

Proposition 1.13

Soit K une partie compacte de AP°(R,E), alors
S={u(t) : teR, uek}

est une partie relativement compacte de [E.

Soient [E et IF deux espaces de Banach. Si F € APU(E x R, F), alors I'opérateur
de Nemytskii construit sur F, N : AP°(R,E) — AP%(R,F), défini par
NEe(u)(t) := F(u(t),t) est continu.

cf. (9).

Démonstration. 1l est clair que Nr(u) € APY(R,F) lorsque u € AP°(R, E).
Soit K une partie compacte de APO(IR,IE), soit u € K et € un nombre
strictement positif. On pose

S={u(t): teR, ueKkKj},

en utilisant le Lemme S est une partie relativement compacte de E,
donc S est une partie compacte de E. F étant dans APU(E x R, F), il
existe | > 0, tel que tout intervalle de longueur ! contient un nombre T
satisfaisant la condition suivante :

sup{||F(x,s+ 1) —F(x,s)|[|lr : s€R, xeS} (1.1)

S x [0,1] étant un compact, comme produit de deux compacts, donE F
est uniformément continue dessus, par conséquent il existe § = (S x
[0,1],€) > 0, tel que pour tout s; et s, dans [0, /], et pour tout x7 et xp dans

Sona:

(llx1 = x2llg <6, [s1 —s2| <9) = |[[F(x1,81) — F(x2,82)||F <

W m

d’ou
€
lv1 —22lle <6 = |[F(xi,51) —Fla,s)lle < 3, ¥se[01].  (12)

Soit v € K, tel que || — v||«, en utilisant et (1.2), on obtient, pour tout
teR,

IF(u(t),t) — F(o(t), t) e <I[F(u(t),t) — F(u(t),t — 7)|[¢
+[[F(u(t), t = 1) = F(o(t),t = 1)
+ [[F(v(t),t —7) — F(o(t),t) |
<3 x g =g,

ce qui entraine que
sup {||[F(u(t), t) — F(u(t),t)||[r : teR} <e,
ou encore
[VE(1) = NE(v) [l < e

Ainsi la restriction de A a tout compact K de AP(IR,E) est continue,
sachant que AP’(R,E) et AP°(R, F) sont deux espaces de Banach. Ce qui
prouve que Nr est continu sur AP°(RR, E). O



Théoréme 1.12

1.3. Opérateurs de Nemytskii
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On suppose que F € APU(E x R, TF) est telle que la dérivée partielle D, F(x, t)
existe pour tout (x,t) € E x R, et que DyF € APU(E x R, L(E,F)). Alors
I'opérateur de Nemytskii construit sur F, N : AP*(R,E) — AP(RR,F) est
de classe C! et

(DNE(u).h)(t) = DF(u(t), t).h(t)
pour tout t € R, u,h € AP(R,E).

cf. (9).

Démonstration. Ona F € APU(E x R,F) donc d’apres la Proposition|[1.13)
N € CO(AP(R,E), AP°(R, F)). De méme, DF € APU(E x R, £(E, F))
donc d’apres la Proposition [1.13}

Np.r € C°(AP*(R,E), AP°(R, L(E,T))),

avec
[N, r(u)](£) = DaF(u(t), t),

pour tout t € R. D’apres (3, chapitre VII page 6, et chapitre IX page 10),
si [t — h(t)] est dans AP°(R,E), alors [t — D,F(u(t),t).h(t)] est dans
AP°(R,TF). Notons par L, 'opérateur linéaire défini de AP°(RR,E) dans
AP°(R, F) par

[Ly.h|(t) = DyF(u(t),t).h(t)

pour tout t € R. Pour ||h]|e = sup{||i(t)|[g : t€R}<1,ona

[[Lu-h](#)|le = [[DxF(u(t), t).h(t)]|r
< [IDxF(u(t), )l e ) -1 (E) | e
< [IND«F| £ (e )

< sup || DxF(u(t), t)[|r
teR

< 00,

(Sachant que la fonction [t — DyF(u(t),t)] est dans AP°(R, L(IE,TF)), donc
bornée sur R). Ainsi on a démontré que 1’ensemble des ||[L,.h]||«, quand
|h]|e <1, est bornée.

De plus, pour ||l|le <1lona:

|[DxF(u(t), ) = DxF(o(t), H]h(1)[le < [|Np.r(u) = Np.r(0)[[r.
Puisque Np_r est continu, 'application
L,: AP"(R,E) — L (AP°(R,E), AP°(R,TF))
est continue.

Soit u et h dans AP°(R,E), et 6 € [0,1]. Il est clair que [t — u(t) +
0v(t)] € AP°(R,E), et d’apres le théoreme de la moyenne (cf. (10, page
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144)), on obtient pour tout t € R

[E(u(t) +h(t),t) = F(u(t), t) — DuF(u(t), ) 1||p

< [ ID<EGu(t) + 6h(6)0) ~ DL (u(e), ) i s d0
/ | [DSF(u(t) + 0h(t), ) — DeF(u(t), )]l 6. ]
>uhuoo

ou
G(h) = sup{|[DxF(u(t),t) = DxF(o(t), ) [r; v € AP (R, E), ||t —0l|eo < [[2(1)]|o0}-
Ainsi on a démontré que

INF(u+h) = Ne(u) = L] < [[1(8)]0-&(R).

Or limy_,o &(h) = 0 (car Np r est continu en u), d’ott N est Fréchet-
différentiable et DNF(u).h = Ly.h, i.e.

(DNE(u).h)(t) = DeF(u(t), t).h(t)

pour tout t € R, u,h € AP’(RR,E). De plus L est continue, donc Nr est de
classe C1. O
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SOLUTIONS QUASI-PERIODIQUES
D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES
NON LINEAIRES VIA LA THEORIE
DE FLOQUET-LIN.

2.1 INTRODUCTION

ON utilise une théorie de Floquet due a Zhensheng Lin pour les

équations différentielles ordinaires linéaires quasi-périodiques pour
obtenir des résultats sur les solutions quasi-périodiques des équations
différentielles ordinaires non linéaires.

Premiérement, on obtient un résultat d’existence, deuxiémement on
obtient un résultat sur la dépendance continue en utilisant un théoreme
de point fixe avec parameétre, et troisiemement on obtient un résultat local
sur la dépendance différentiable en utilisant le théoreme des fonctions
implicites dans les espaces des fonctions.

Notre but est d’étudier les solutions quasi-périodiques des équations
différentielles ordinaires des classes suivantes :

2(t) = A(H)x(t) + f(¢ x(1)) (2.1)
x(t) = A()x(t) + g(t, x(t),u(t)) (2.2)
t

x(t) = g(t, x(t),u(t)) (23)

ou A est une matrice quasi-périodique, u est une fonction quasi-
périodique (terme de forcing ou terme de contrdle), f et ¢ sont des
fonctions quasi-périodiques par rapport a t.

Pour traiter ces problemes on utilise les propriétés de 1’équation diffé-
rentielle ordinaire linéaire forcée suivante :

x(t) = A(t)x(t) + b(t) (2.4)
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2.2

2.3

Théoréme 2.1

Définition 2.1

Proposition 2.1

ol b est une fonction quasi-périodique. Pour étudier I'équation (2.4)
on utilise la théorie de Floquet pour les équations différentielles quasi-
périodiques due a Zhensheng Lin (2), (3), (@), et des outils d’Analyse
Fonctionnelle Non Linéaire.

NOTATIONS ET DEFINITIONS

Quand TN désigne le tore usuel de dimensions N, par WK?(TN,R")
on note 1’espace de Sobolev défini comme suivant :

WR2(TN,R") = {¢ € L2(TN,R")| V a = (ay, .., an) € NV
tq |a| <k, D*¢ € L*(TN,R")}

ol D*¢ est la dérivée de ¢ dans le sens des distributions de Schwartz , et
la| = Z}il w;. cf. (8).

On note par M, ,(R) I'espace de p x n matrices réelles, par M(n,R)
’'espace de n x n matrices réelles, et on note par GL(n,R) le groupe li-
néaire général des n X n matrices réelles inversibles.

SYSTEMES DIFFERENTIELS PERIODIQUES ET TRIANGULARI-
SATION

On considere le systeme différentiel ordinaire linéaire homogene sui-
vant :

1(t) = A(H)x(t), (2.5)

ol1 A est une matrice de format n x n, continue.

Les solutions du systeme linéaire homogene (2.5) forment un espace vectoriel S,
de dimension n .

Soit {x;}1<i<n une base de S,. Alors on dit que X(t) = col(xy,- - ,x,), dont
ces colonnes sont les vecteurs x;, est la matrice fondamentale (ou solution fonda-

mentale) de (2.5).

Si X est une matrice fondamentale de (2.5), alors
(i) X satisfait I'équation suivante

ax(t)

Cdt

(i) X est une matrice réquliere, et toute matrice X (t) solution de s’écrit
comme suit :

= A(H)X(D).

X(t) = X(t)D,

ot D est une matrice constante.
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Les deux résultats précédents sont classiques cf. (4, page 2 et page 3)

Le but de lemme qui suit est de montrer que le systeme pério-
dique se transforme sous certaines conditions en un systeme triangu-
laire supérieur périodique. (cf. ), (3), (4))-

Soit t — A(t) € M(n,R) continue et périodique de période T, alors il existe
une transformation Q linéaire, orthogonale et T-périodique telle que si y(t) =
Q(t)~1x(t), le systeme se réduit a un systeme triangulaire

y(t) = C(ty(t), (2.6)

ot C est une matrice triangulaire supérieure et périodique de période T.
Et si A est de classe CT, alors C est de classe CT et Q est de classe C™1, oil T est
un entier positif. De plus si ||A(t)|| < M, alors ||C(t)|| < 3M.

Démonstration. Soit X(t) une matrice fondamentale du systéeme (2.5), alors
X(t+ T) est aussi une matrice fondamentale de ce systéme, et par suite il
existe une matrice D réguliére constante telle que

X(t+T)=X(t)D (2.7)

et
D = ePT. (2.8)

ol B une matrice constante. On peut supposer que B est triangulaire
supérieure.

Maintenant, en utilisant la méthode de Gramm-Schmidt, on construit
une matrice orthogonale périodique Q de la manieére suivante :

Premiérement, on pose

P(t) = X(t)e ' = (p1(t), ., pu(t)). (2.9)
Alors par et (2.8), il suit que P est périodique de période T.

Ensuite, on considere Q(t) = col (q1(t), ..., qx(t)) définie comme suit :

_ pi(®)
01(t) = o
et (2.10)

0 (t
Gr1(t) = IIZléiiEt;H

ou

‘112+1(t) = pr+1(t) —

£ (00, penn ()
L g0

pour tout k = 1,...,n — 1. Il est facile de montrer par récurrence que pour

toutk=1,..,n—1,
q2+1(t) # 0.

]
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Comme P est T-périodique, il en découle que la suite des (p;)1<i<n
I’est aussi, ainsi que (g;)1<i<n. Et par suite Q est T-périodique.

De plus,
Q(t) = (p1(t), . pu(t)) Ro(t)
= X(t)e B'Ro(t) (2.11)
= X(t)R(t),
ot Ry(t) est une matrice triangulaire supérieure. En effet, pour tout k =
2,.,1
_ (- ¥ e pd®)
0= T (p S P PO )
= Déli(t)pl(t) + Dézl'(f)pz(t) + ...+ Déiz‘(t)pi(t).
Ce qui implique que
1x11(t) *
Q) = (qu(t), -~ qu(t)) = (pr(t), -, pu(t)) :
0 Qpp ()

Donc Q(f) = P(t)Ro(t), ou Ro(t) est une matrice triangulaire supé-

rieure. De plus le fait que B est triangulaire supérieure entraine que
R(t) = e BIRy(t) et ms—;l(t) sont aussi triangulaires supérieures.

Maintenant, pour le systeme (£2.5), on consideére la transformation sui-

vante
y(t) = Q7 (1)x(t). (2.12)
En dérivant par rapport a t et en utilisant (2.5), on obtient :
-1
90 = " (0x(0) + Q000
dQ~! _
=S ety
= 170w + Q' () AMQW | ¥(1)
_ Clhy(e),
avec 10 .
o) =0 + @ HABQ. )

Du fait que A et Q sont T-périodiques, il découle que C aussi est T-
périodique.
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Par ailleurs,

dQ-1

C(t) = =~ (D) + Q (HA(NQ(H)
= [ R0 + R 02 0] o+ @ vamew
=R + [0 0+ a0 o
_ ‘”:lt_l (HR(t) +0
_ ‘“;tl (OR(E).

Par conséquent, C est une matrice triangulaire supérieure et T-périodique.
Ceci acheve la preuve de la premiere partie du Lemme.

Maintenant, comme X est solution fondamentale de (2.5), si A est de
classe C7, alors X est de classe C* et donc X est de classe C™*!, ainsi
par et (2.10), il suit que Q est aussi de classe C* ! ce qui implique en
utilisant que R est de classe C**1. Par conséquent C = dl;—t_lR est de
classe C*.

Ensuite, il ne reste a prouver que ||C(#)|| < 3M. On sait que la martice
Q(t) est orthogonale, donc Q7 1(f) = Q*(t), ot Q* désigne la matrice
transposée de Q. Donc on peut écrire :

{c<> 997 (1HQ(H) + A
C*(t) = Q 1<t>TQ<>+Q H(HAHQ(H)

En utilisant et le fait que X est solution fondamentale de (2.5), on
obtient

(2.15)

C(t) = ;t (Rg (e X7H()) X()e P Ro(t) + Ry (H)e™ X1 (#) A(t)Ro()e™ P X (t)
= dI;‘t) : (H)R(t) + Ry ' (£)BRo(t) + 0
= Ry '(t)BRo(t) + dl;‘;l (£)Ro(t).

Ainsi

-1

C(t) = Ry () BRo(t) + dl;? (t)Ro (1), (2.16)

ou les matrices C, Ry et B sont triangulaires supérieures, donc on peut les
écrire sous la forme

C]l(t) * b11 *
C(t) = , B=
0 Con (1) 0 bun
et
rll(t) *
Ro(t) =
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Remarque 2.1

D’ou (2.16) implique que :

dr‘l t )
sz( ) = bzz + dt( )rii(t)/ i=1,..,n. (2.17)

Moyennant et et choisissant X(0) = I, on obtient
1
B= fln(X(T)).

D’apres le lemme de Gronwall, si ||A(t)|| < M, on obtient
IX ()] < M.

Par suite on a
Bl < M. (2.18)

Par et le fait que Q est orthogonale, il suit que

dQ-1

ct)+c(t) = - wam + e mamam +Q ' (1)L

dt

— T L) (A() + A*(1)Q(t)
=0+Q !(t)(A ()+A*(t))Q()
= Q7 () (A(t) + A*(1)Q(t).

Comme C est triangulaire et puisque c;; a la méme partie imaginaire que
bii, il en résulte que

IO < [Ic(t) + ()] + [1Bl],

Et en utilisant et (2.18), on obtient
ICE)I < [[C(t) +C* ()| + [IB]l
< ||A(t) + A*(t)[| + M
<2M+ M = 3M.

Ceci acheéve la démonstration du lemme. O

Si la matrice B dans (2.8) n'est pas triangulaire supérieure, on triangularise B :
il existe une matrice F et By triangulaire supérieure telle que By = FBF~. En
passant a I’exponentiel on trouve

BT p—1 BoT
Fe® ' F~* = ¢"0",

qui est triangulaire supérieure.
Alors dans la preuve du Lemme on peut remplacer X (t) par Z(t) = X(t)F~!
pour obtenir

Z(t+T)=X(t+T)F!

et par (2.7), on obtient
Z(t+T)=X(t)ePTF ! = X()F1FeBTF1 = Z(t)ePoT,

oit By est une matrice triangulaire supérieure.
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Lemme 2.2
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QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS QUASI-PERIODIQUES

Primitive d’une fonction quasi-périodique

Quand f € QPY(R"), la primitive de f définie par G(t fo

peut ne pas appartenir a QP (R") méme si lim; o0 + fo ds =0. Afm
d’avoir G dans QPY (IR"), on exige que w = (wy, ..., wN) satlsfasse la condi-
tion diophantienne suivante :

{ Il existe K(w) € 0, oo[ telle que, pour tout (I, ..., Iy) € ZV, (2.19)
2N Lwj| > K(w) (5N [5) =M, o

Dans la proposition suivante on montre que, sauf pour un ensemble
Lebesgue-négligeagle, chaque point de RY satisfait (2.19).

Pour tout vecteur k = (ky,...,kn) € ZY, presque tout vecteur w = (wy, ..., wy)

satisfait 'inégalité (2.19).

cf. (4, Proposition 4.1, page 130).
On peut trouver quelques propriétés de dans (3), (5).

Dans le lemme suivant on prouve un résultat de Z. Lin (2) en affaiblis-
sant '’hypothese de différentiabilité, précisement on remplace la différen-
tiabilité forte par la différentiabilité distributionnelle.

Soit f € QPY(R") telle que f(t) = F(tw) pour tout t € IR, o F €
WT2(TN,R"), T = 2(N +1) (M +1>, et w satisfait . On sup-

pose que [pn F(u)du = 0. Alors la fonction t — G(t fo s)ds appar-
tient a QP2 (R™). De plus, si f est de classe CT, alors G est de classe C* ou
s=1—2(N+1).

Démonstration. F(u) peut étre exprimée comme suit :
= Y apelm),
k#0
Alors on a :

d"F(u)
E)u]?r

= Y (ik;)"axe'*, pour tout j = 1,..., N
k20

et, pour tout k = (ky, ..., ky) € Z¥,

(ikj) ar = < ) /271 /27r (E)TF )ei<k’“>du :
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Soit ||k|lec = max{|ki], ..., |kn|}, en choisissant j tel que ||k[| = [k;|, et en
utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

1
’ . 2 T
Uj L2(TN) 2N Jay U L)
ott Qn = ]0,27[N, donc :
_||0"F(u
el < T | S
7 IL2(TN)
Soit
T
M = max aaF(Tu)
1<j<N u]. L)
Alors on obtient :
] < Mkl (2.20)

Maintenant, pour tout entier r € IN,, on définit :
N-1 N N1y
C(r,N)= ) 1=2N(@2r+1)"'=2N Z Ci i (ar).
[[Klloo=7 j=1
Alors, il existe une constante C(N) telle que :
C(r,N) < C(N)rN"L, (2.21)
Soit ||k|[1 = |k1| + ... + |kn|, puisque ||k||1 < N||k||c, on a
1kllo” < NT[IKll{ "

Maintenant en combinant ceci avec (2.19) et (2.20), on obtient

D

ay 1
\< Y ol KN

Kmer | ) | K(w) =
M
< —— Y kISTIIKY
K(@) s
M
< — Y K STNNT [k R
K@) ==
M —T+(N+1)
= NN T
K(w) Kmer
M
_ NN+1< y 1) o~ TH(N+1)
K(w) Klmer
M
— NN+1C r,N)r —1+(N+1)
et en utilisant (2.21), on obtient
aj M

NN+1C<N)1,N711,71+(N+1).

Mmr<hw‘§Kw>
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Ainsi on a prouvé que, pour tout r € IN,,

ak ' < C —T+2N
~ Q(N)T
ey | )
ott Co(N) = %NNHC(N).
Par suite
ak ’ < C —7+2N
< o(N)r ,
r=1 |kl m=r {k, w) r;

etsiT=s+2(N+1), ous e N,, alors on obtient

< —(S+2) .
<k,cu>‘ _Co(N)’;T < 00

r=1 |o=r

Ainsi la série } ;.o (k”fu > e!tk) converge absolument, et donc G est une fonc-
tion quasi-periodique. De plus, si f est de classe C*, alors G est de classe
Cs.

t

Relations entre les fonctions périodiques et les fonctions quasi-
périodiques
Soit t — F(wit,...,wnt) une fonction quasi-périodique telle que w =

(w1, ..., wnN) satisfait (2.19). On considere la suite de nombres rationnnels
r;-, i=1,..,N telle que

lim r; =w;, 1i=1,.., N. (2.22)
j—oo

Alors la fonction t — F (r]l t ..., r}\’ t) est périodique de période 277;, ol

N N
rj = min {Z nir;- | n; est un entier, Z nir; > 0} . (2.23)
i=1 i=1

Inversement, on suppose que la fonction t — Fj(t) = Fj(r}t, .., r}'t) est
périodique. Sous certaines conditions on peut trouver une sous-suite de
fonctions (F;, (f))x de (F;(t)); qui converge vers t — F(wit,...,wnt). Ceci
fait I’objet du lemme suivant :

Soit t — Fi(t) = F}(r}t, s r]N t) une suite des fonctions périodiques de période
zr—;f, oil 1/ et r; sont donnés par et (2:23). Si de plus on suppose que F; € CT
et que HF].(Z)(t) H < M pour tout t € R et pour tout i = 0, ..., 7. Alors il existe
une sous-suite (F; )i de (F;); telle que

lim Fj (t) = F(wt) = F(t), VteR,

k—o0
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théorie de Floquet-Lin.

2.5

2.5.1

Proposition 2.3

oit F est une fonction quasi-périodique et de classe C°, avec T = s+ 2(N + 1).
De plus HDhF H < M, pour tout h = (hy,...,hy) € NN tel que YN h; < 7,
pour tout u € TN

cf. (@), (3, Lemme 2, page 203), (4, Lemme 4.2, page 133)).

Démonstration. F; admet un développement en série de Fourier de la forme

Za] zklr +.. +kNr )¢t

7

ou k = (ky,... kn) € ZN . Par I'hypothese HFj(i) H <M,i=0,..T1, et parle
Lemme [2.2 on conclut que

ol < MIKIST, 3 lap] < Go(N)r~ ™2
Im=r

et donc il existe une sous-suite (a{j) s de (a{c) j telle que

— k1w1+ +kNwN) — ~
slgg ak ay et SIEEOF Zake F(wt)

uniformément sur chaque intervalle borné. De plus, F est de classe C*. O

Les résultats de cette section sont déis a Zhensheng Lin. Les dé-
monstrations données par Lin étant trés concises, nous donnons des
démonstrations détaillées.

EXPOSANTS CARACTERISTIQUES D'UN SYSTEME LINEAIRE
QUASI-PERIODIQUE

Exposants caractéristiques d’un systéme linéaire périodique

On considére le systéme linéaire T-périodique suivant :
x(t) = A(t)x(t), A(t+T)= A(t). (2.24)

Soit X la matrice fondamentale de (2.24), d’apres (2.7) et (2.8) il existe une
matrice constante B telle que :

X10)X(T) = €BT. (2.25)
On appelle les valeurs propres de B les exposants caratéristiques de Flo-

quet de A. On note ces exposants par FL-CER.

(i) Les FL-CER de A sont indépendants du choix de la matrice fondamentale

de @29).
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(ii) Les FL-CER de A sont invariants par une transformation linéaire et T-

périodique.

Démonstration. (i) Soit X une autre matrice fondamentale de (2.24).
Alors d’apres la Proposition il existe une matrice constante D
telle que

X(t) = X(t)D, VteR.
Donc

X*l(O)X(T) = DilX?l(O)X(T)D — DfleBTD _ e(D’lBD)T‘

Et puisque les valeurs propres de B et de D~!BD sont les mémes, il
résulte que les FL-CER de A sont indépendants du choix de la matrice
fondamentale de (2.24).

(ii) Soit P une transformation linéaire périodique de période T. Si
Z(t) = P(t)X(t), pour tout t € R, alors

Z710)Z(T) = X"} 0)P~1(0)P(T)X(T) = X 1(0)X(T).

Ainsi les FL-CER de A sont invariants par la transformation linéaire
et T-périodique P.
O

2.5.2 Exposants caractéristiques d'un systeme linéaire quasi-
périodique

Maintenant on va étendre la définition des exposants caractéristiques
de Floquet des systemes linéaires périodiques aux systémes linéaires
quasi-périodiques. Afin de prouver cette extension, on énonce le lemme
suivant :

Lemme 2.4 On considere le systéme linéaire quasi-périodique suivant :
x'(t) = A(t)x(t) (2.26)

de vecteur des fréquences w = (wy, ..., wn) qui satisfait ot A est de classe
CT. Alors il existe une fonction a valeurs dans I'ensemble des matrices orthogo-
nales Q € QP2 (M(n,R)) telle que sous la transformation z(t) = Q7 1(t)x(t),
le systeme se réduit a

Z'(t) = C(t)z(t), (2:27)

oit C € QPY(M(n,R)) une matrice triangulaire et de classe CP©, et p =
In(n+1)etp=2(N+1).
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Démonstration. On reprend la suite de nombres rationnels 7; définie
par (2.22) et on considere le systeme suivant :

x/(t) = A](t)X(t), (2.28)
ot Aj(t) = A(r}t, s r]Nt), Aj est périodique de période 277;

Par le Lemme il suit que
lim A;(t) = A(t) = A(wit, ..., wnt)

j—oo

uniformément sur chaque intervalle réel borné. Par suite si X; est la ma-
trice fondamentale de (2.28) telle que X;(0) = X(0), alors on a

lim X;(t) = X(t) (2.29)

j—oo
uniformément sur chaque intervalle réel borné.

En utilisant le Lemme on conclut qu’il existe une matrice orthogo-

nale périodique Q; de période 277]_7, j=1,2,.., qui est de classe C**! telle
que si on applique la transformation

vVt € R, au systeme (2.28), on obtient

Z'(t) = Gj(t)z(t), (2:30)

(Vt € R) ou C; est une matrice triangulaire supérieure, périodique de
période 27” et est de classe C".
De (2.14), il résulte que pout tout t € R,

Ci() = (Q7) (HQ; (1) + Qi (1) A;(1)Q;(1)
C:(H) = Q;  (HQUD) + QDA (HQ (1)

Maintenant, on va montrer que C j et Qj satisfont les mémes conditions
que celles de F; dans le Lemme

(2.31)

Tout d’abord, puisque Aj(t) = A(r}t,...,r]Nt) et A; est quasi-
périodique, il existe une constante M > 0 telle que ‘A]-(t)H < M,
pour tout f € R. Ainsi par le Lemme il découle que ||C;(t)|| < 3M,

pour tout t € R. Et ceci entraine, en considérant (2.31), que

[ yo| < [ + o A < sm+ M= am,
pour tout t € R. Et donc Q]-_1 est uniformément bornée.
Par un raisonnement similaire, on peut montrer que Q;- est uniformé-

ment bornée.
Comme Q); est orthogonale, et

WER, (G+CHOY = (O (AL + A1)
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alors C]( + (C]* )’ est aussi uniformément bornée.
Puisque C; est triangulaire supérieure et rélle, il suit que

vieR, | g%(

Cl(t) + (c;)'(t)H .

Ainsi on conclut que C]’. est aussi uniformément bornée.

Ensuite, puisque A est de classe CT, A; I'est aussi, on se procéde par le

méme raisonnement que ci-dessus pour démontrer que C](k) et Q](-h) sont
uniformément bornées, ot k =0,1,...,teth =0,1,..., T+ 1.

Enfin, C]- et Q]- satisfont les conditions du Lemme|2.3|; il en résulte qu’il
existe s — js strictement croissante de IN dans IN telle que

lim Q;.(£) = Q(t), lim C;,(t) = C(t)

S— 00 §— 00

uniformément sur chaque intervalle réel borné.

Maintenant, si on applique la transformation z(t) = Q7'(t)x(t)
a (2.26), on obtient
Z'(t) = C(t)z(t). (232)

En effet, d’apres on a, pour tout f € R,
Q1) ()X.(1) = Ci.(HQ ()X, (1) — Q. (N AL (1) X, (1),

ol X est la matrice fondamentale de X (t) = A;(t)X; () telle que
X;,(0) = 1.

Donc
(Q7)(HX,. (1) + Q7 (DX, () = CLHQ (DX, (1),
cela veut dire que
(Q'X,) (1) = C(HQ; (X, (0).
En intégrant cette derniere équation, on obtient
t
Q' (X0 = Q'O+ [ G.Q X (. @3)
On a vu que (ngl(t))s, (Ci.(t))s et (Xj,(t))s convergent respectivement

vers Q(t), C(t) et X(t) uniformément sur chaque intervalle réel borné.
Alors en faisant tendre s — co dans (2.33), on obtient

Q'H)X(t)=Q'0) + /Ot C(r)Q Y (r)X(r)dr.
Ainsisi Z(t) = Q7 1(t)X(t), alors

Z(t) = Q" 1(0) + /0 "c(z(r)dr.
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Lemme 2.5

Ceci prouve que Z est une matrice fondamentale de et par suite

z(t) = Q7 1(#)x(t) est solution de (2:32).

Finalement, puisque C; est de classe C7, alors d’apres le Lemme 2.3, C
est de classe CF™.

cf. (@, @), @).

Soit X une matrice fondamentale du systéme quasi-périodique (2.26) et soit
51(t), .., Ou(t) les valeurs propres de X~ 1(0)X(t). Alors il existe des nombres
B1, ..., Bn qui sont indépendants du choix de la matrice fondamentale tels que :

Bi = lim l111((5 (t), i=12,.,n, (2-34)

j—oo b
oit la suite de nombres réels (t;); satisfait la relation suivante :

lim (w1t), ..., wntj) = (0,...,0)  (mod (2m)N). (2.35)

]—)oo

Démonstration. Par le Lemme le systtme (2.26), sous z(t) =
Q I(t)x(t), se transforme au systéme triangulaire (2.32). Si X est une
matrice fondamentale de (2:26), alors Z, définie par Z(t) = Q1(t)X(t),
est une matrice fondamentale de etona:

XH0)X(t) = Z7H(0) Q1 (0)Q(H Z(#)
=Z710)Q71(0)Q(1) Z(t)Z71(0) Z(0).

Ainsi X~1(0)X(t) est semblable a Q~1(0)Q(¢)Z(t)Z~1(0), donc elles pos-
sédent les mémes valeurs propres.

(2.36)

Maintenant, puisque Z est une matrice fondamentale de alors on
a d’une part

Z() —I+/ d7+/dt1/ tzdt2+

et d’autre part

ol
c11(t) *
C(t) =
0 Cun (1)
D’ou t
eJocn(rd *
Z(H)z71(0) =
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Cette derniére matrice a pour valeurs propres a;(t) = eloci(r)ar ,i=1,.
Puisque t — Q(t) = Q(wit, ..., wnt) est quasi-périodique et que t; satls—
fait (2.35), on conclut que

lim Q( ) = ]li)n(’)lo Q(wlt]-,...,th]-) = Q(O)

o0
Ainsi,

Q(tj) = Q(0) +0(Q(0))
et

Q(0)Q(t)) = I +o(1).
D’oty, de I'égalité (2.36), on déduit que

XH0)X(t;) = Z7H0) (I +0(1))Z(t))Z71(0)Z(0).
Par suite, les valeurs propres de X '(0)X(t;) sont celles de (I +
0(1))Z(tj)Z~1(0) qui peuvent s’écrire sous la forme
5l(t]) = (1 + 0(1))@]01 Cii(r)dr’ Z = 1, SO

Par conséquent, pour touti =1,--- ,n,
1 1ot
lim —1In(d;(t;)) = im — [ ¢;(r)dr = B;. (2.37)

j—roo t]' j—roo t] 0

L’existence de ces p; est assurée par le fait que les c; sont quasi-
périodiques et de classe CP™. Il est clair que ces B; sont indépendants
du choix de la matrice fondamentale. O

Soit A € QP%(M(n,R)) de classe CT telle que w satisfait (2.19), et soit b €
QPY (R™). Alors le systeme linéaire quasi-périodique suivant :

x'(t) = A(t)x(t) + b(t) (2.38)

est réductible en un systeme linéaire, triangulaire et quasi-périodique

Z'(t) = C(H)z(t) +d(t), (2:39)
oit C € QP%(M(n,R)) une matrice triangulaire et d € QP9 (R").

Démonstration. On considere la transformation Q provenant du Lemme
et on effectue la transformation z(t) = Q!(¢)x(t), ce qui donne

Z(t) = (Q7)(x(t) + () (1)
= (Q7)'(HQ(h)z () “H(H[AMBQ(Hz(t) + (1))
= [(@YaM+Q° () (HQH)]z(t) + Q™ (1)b(t)
= C(H)z(t) +d(1),

ou
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Solutions quasi-périodiques d’équations différentielles non linéaires via la
théorie de Floquet-Lin.

Définition 2.2

2.5.3

Théoréeme 2.2

et

pour tout € R.

Notons que par le Lemme C est une matrice triangulaire dans
QP%(M(n,R)) et est de classe C* et Q € QPL(GL(n,R)). Par conséquent
d € QPY(IR"), car ses coordonnées sont des produits scalaires de deux
fonctions de QP? (R"). O

Les constantes B;, i = 1,--- ,n, définies par sont appelées les exposants
caractéristiques de Floquet du systeme (2.26) (ou de A). On les note par FL-CER

de (2.26) (oude A) .

Théorie de Floquet pour les systemes linéaires quasi-périodiques.

Dans les sections précédentes, on a vu que le systeme se réduit
a un systéme linéaire, triangulaire et quasi-périodique (2.27). Dans cette
section, on montrera que sous certaines conditions, se réduit a un
systéme linéaire constant. Et donc est réductible a un systéme li-
néaire constant. Pour cela, en plus de la condition diophantienne, pour
éviter le probléme des petits diviseurs qui apparaitra, on aura besoin que
la condition suivante soit satisfaite :

> K(w, B) (1 + [IKI)NT, (2.40)

N N
i) kjwj+ ) mBs
j=1 s=1

ouk=(ky, - ,kn) €2ZN, m= (my, -+ ,my,) € Z" tels que

N
Y m

s=1

N
<1 et ) |mg| <2
s=1

K(w, B) est une constante strictement positive et = (B1,-- -, B») sont les

exposants caractéristiques de Floquet.

Soit A € QP%(M(n,R)) de classe CT tel que w satisfait et les FL-CER
B1,- -+, Bn de A satisfont et soit b € QPY (R"). Alors le systeme

x'(t) = A(t)x(t) + b(t) (2.41)

est réductible, c’est-a-dire, il existe une transformation linéaire quasi-périodique
qui transforme (2.41) a un systéme linéaire a coefficients constants

y'(t) = Qu(t) +e(t), (2.42)

oit QO € M(n, R) est constante et e € QPY (R"). De plus, les valeurs propres de
A sont exactement les FL-CER de A.
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Démonstration. Par le Lemme il existe une transformation Q &
QPL(GL(n,R) telle que si z(t) = Q! (t)x(t), le systeme se réduit
au systeme suivant :

y'(t) = C(t)y(t) +d(t), (243)
ot C est une matrice triangulaire supérieure dans QPY(M(n,R)), de
classe CT et d € QPJ(R"). 1l reste & montrer que le systeme (2.43) se
réduit en un systéme a coefficients constants.

Tout d’abord, s’écrit comme suit :

Z1(t) = cnz )+ ca(B)za(t) + - - -+ c1a()zn(t) + di (1)
Zé(t) = sz(i‘)Zz(t) + -+ an(t)Zn(t) -+ dz(t) (2.44)
z,(t) = Cun(t)zu(t) + dn(t)

Pour montrer la réductibilit¢ de (2.44), on procede par récurrence
inverse sur k, 'ordre du systeme (2.44). c’est & dire on raisonne pour
k€ {1,..,n} sur le systeme :

zi(t) = czi(t)+ Crpg1(D)zea1(B) + -+ cpn(t)zn(t) + di(t)
ziyq (F) = Chr1 k1 ()1 (8) + - 4 g n (8)zn (8) + dies (£) (E)

z,(t) = Cnn (£)zn(t) + dn(t)
- On initialise a k = n.
- On fait I'hypothese de récurrence sur k + 1 (k < n).

- On vérifie 'assertion pour k.

Premiére étape : k = n. Ainsi la derniére équation de est la sui-
vante :

Z;/q(t) = Cun(t)zn(t) +du(t), (2.45)

qui a pour solution z, définie par :

.t b
zn(t) = eJo can(r)dr <zn(0) —|—/ eh can(r)drg (s) ds) .
0

Puisque C € QPY(M(n,R)) et est de classe C¥™, alors C — M{C} satisfait
les hypotheses du Lemme 2.2/ et par conséquent, la fonction ¢ +— fot (C(r)—
M{C})dr appartient a QP; (IR"). Donc si on pose

VteR, fi(t) =c;(t) - Bj

alors la fonction définie par

VteR, gi(t) = /Otfj(r) dr,
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appartient 8 QP (R), pour tout j = 1,-- - ,n. Donc

zu(t) = ePrtFentt) (zn (0) + /Oteﬁ"”g"(s)dn (s) ds> :
Nous considérons la transformation suivante
Yu(t) = zu(t)e 80,
pour tout ¢ € R. Moyennant (2.45), on obtient
Yp(t) = (can()2a(t) +du(t))e 8" — £ ()e 87Dz, (1)
= (can(t) = fu(t))e 8 Wz, (1) + €787 d, (2)

= Bue 8Bz, (£) + o8O, (1)
= Buyn(t) +en(t),

ott e, (t) = dy(t)e 81, pour tout t € R.
On voit que e, € QP (IR) comme produit de deux fonctions dans QPJ(RR).

Deuxieme étape. Hypothese de récurrence en k + 1.
On suppose qu’il existe une matrice Ji11 € QP (M(n —k,R)) qui est
réguliere triangulaire telle que si

Yira(t) Zky1(t)
yk+:2(t) e (D) Zk+:1(t) ’ (2.46)
ya(t) 0
alors
]/;<+1<t> Yk ()
y§<+:2(t) = Oy pq yk+:2(t) + ek (t), (2.47)
vi(0) ya(t)
ou
Bi+1 * drq (1)
Oy (t) = iz . ,oep(t) = dk+:2(t)
0 | B (1)

Qi1 € M(n — k,R) est une matrice constante.

Troisieme étape. On montrera qu’il existe () € M(n — k + 1,R) constante

et ey € QPO (R"*+1) vérifiant (2.46) et (2.47).
Moyennant (E) et (2.46), on obtient

zi(t) = cw(B)zi(t) + crrpr (D)zggr (F) + - - - + crn () 2z (t) + di(t)
= ok(B)ze(t) +sep1(D)yrr (t) + -+ su(B)yn(t) +di(t),

(k1 (8), -+, su(t)) = (cersa (), -+ s cion(t) Iy (£,



2.5. Exposants caractéristiques d’un systéme linéaire quasi-périodique

33

pour tout £ € R. Ainsi on a

(zk(D)e D) = (cp(B)ze(t) + i1 (Oyira () + -+ + su(E)yu ()
+ di(1)e 8O — fi(B)e sz (t)

= (ox(t) = fil#))e Wz (t) + (51 (E)Yiar ()
+ sy (Dya(t) + di())e 860,

D’ou

(zk(t)e 8 1) = Bre 8 Wz (t) + (S0 ()i ()

o su(D)ya(b) + di(£))e 30, 249

Maintenant, soit H(t) = (hx1(t), - ,ha(t)) € QPY(R"¥). En consi-
dérant la transformation
Vit (t)
yi(t) = ze(e D + H(D)jo(t),  Fo(t) = : . (249)
]/n(t)

et en utilisant (2.47) et (2.48), on obtient

vi(t) = (z()e s )) + H'(t)yo(t) + H(t)io(t)
= Bre Wz () + [si1 (Dyisr () + -+ + su(B)yn(£) + die(£)]e
+ H'(Hjo(t) + H(t)(Quyajo(t) + exra(t))
= Brlye(t) = H(B)Fo(t)) + e (se41(£), -+, su ()0 (£)
+ eSO (t) + H'(5)7o(t) + H(E)(Qusadio(t) + esa ().

Et par suite,

V() = Brye(t) + K(8)o(t) + di(H)e 8 + H(t)exsa (t), (2.50)
K(t) = H'(t) = BeH(t) + H(H) Qs (t) + D(t)
et
D(#) = (se41(t), -~/ su(t)),
pour tout t € R.

En utilisant I'hypothese de récurrence (2.46), la transformation (2.49)
s’écrit :

Zkp1(t)

Z t

W) = ames o |

zn(t)
Zk(t)
Zk1 (1)

= (e O H® ()

zn‘(t)
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Ceci, avec (2.46), implique que

Yi(t) zx(t)
Y (B) | ( eS80 H () [y (1) > zZk+1(t)
: B 0 Jrr1(t) :
Ya(t) z(t)

C’est-a-dire

y(t) = Ji(t)z(t)

(eSO HOJa ()
wo=( 5" Y ).

Il est clair que J; est matrice réguliere, triangulaire et quasi-périodique car
Ji+1 V'est aussi. Donc pour conclure, il reste a montrer que

Y (8) = Oxy(t) + ex(), (2.51)

o1 () est une matrice constante d’ordre 1 — k 4 1 et ¢, € QP9 (R"*~*+1).

De (2.47) et (2.50), on déduit que

yi(t()) yk(?)

Vier®) | (B K Y (t H(t)epy1 (1) + e d(¢)

: B < Ok Q)] > : +< . ex1(t) ' )
yn(t) yn(t)

D’ot1 (2.51) est obtenue pour :

O = < Br K > ot epft) = ( H(t)exy1 (t) + e 8 d(t) >

0 s ex+1(t)

Le vecteur ¢, € QPY(R" 1) En effet, e,,;7 € QPY(R" %), H ¢
QPY(R"K), d, € QPY(R) et e=& € QPJ(R) puisque g € QPJ(R).
Par conséquent, Hey 1 + e $d, € QPY(R). Ceci entraine que e, €
QPO(R').

Pour que () soit constante, il faut et il suffit que K soit un vecteur
constant ¢ = (0y41,- - - ,0). C'est-a-dire il faut et il suffit de prouver qu’il
existe un vecteur H € QP (IR"~¥) qui soit solution de I'équation différen-
tielle suivante :

H'(t) = BiH(t) — H(t) Q11 — D(t) + 0. (2.52)
Dans ce qui suit, on prouvera l'existence d'un tel H.

D’apres le Lemme cx est de classe CP®, donc fy = cx — Br est
aussi de classe CP%, et d’apres le Lemme gk et Jy = e 8 sont de classe
Clr=U%, p = In(n+1).
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Puisque Jx;1 est une matrice triangulaire, alors le nombre de ses co-
efficients non nuls est inférieur ou égal a 1(n — k)(n — k — 1), et ces co-
efficients sont obtenus en intégrant les coefficients de C pas plus que
1(n—k)(n —k —1) fois. Il en résulte par le Lemme que Jx;1 est de
classe CPo—2(1=R)(n—k-1)n_ Ayec p — Tn—k)(n—k—1)=3(—k*+ (2n —
1)k + 2n).

Et puisque 2 < k + 1 < n, il suit que :
1

(R4 (2n—1k+21) > %(—(n+1)2—|—2(2n—|—1) +2n) > n.

Ainsi, Ji1 est de classe C"™. Par suite

D = (sgs1,-+ +5n) = (Coksts s Ckn) i

est de classe C"™ et donc la valeure moyenne M{D*} de D* existe,

; Ok+1
M{D }: }grolo ; D (r)dr —
On
Soit
Ok+1 dk+1(t)
Dy(t) = : —D*(t) = :
o dy(t)

Il est facile de voir que la valeur moyenne de Dy est nulle. Donc
s’écrit comme suit :

(H")'() = (Bl — Q1) H (£) + Do(t). (2.53)

On procede par récurrence sur j, la dimension de H, pour monter 1'exis-
tence de H.

Premiére étape : j = k + 1. Donc est la suivante :

h;<+1(t) = (Bk — Brs1) 1 (t) + drsa (B)- (2.54)

Puisque D est de classe C"™ et M{Dy} = 0, alors dj est aussi de classe
C"™0, M{dry1} = 0 et diy1 € QP(R), donc dy, 1 peut étre exprimée sous
la forme d’une série de Fourier comme suit

A (t) = de+1,l€i<l’w>t-
170

Et par (2.54), on obtient

!/
(s (e Bepeat ) — b (B B Pron) — (B — By gy (e (PP

= ((Bx — Prot ) gr (t) + diq () e BrPrsa)t
— (B — Brs1 )1 (t)e BrPrnn)t
= dk+1(t)e_(15k—ﬁk+1)f

— Z A1 lei<lfw>t_(ﬁk_,3k+l)t.
k20
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2.6

Ainsi,

disq jel{bw)t=(Br—Prs1)t B
h £ = Kt e(Br—PBri1)t
ki1(t) (;0 i, o) — (= Benr)

i(lw)t

_ diy1,€
~Lw) - B o)

En utilisant (2.40), le fait que di;1 est de classe C"™ et en effectuant un
raisonnement similaire a celui de la preuve du Lemme on conclut
que hiq € QPY(R) et est de classe "1™,

Deuxiéme étape : On suppose que pour j =k +1,---,n —1, il existe
hiy1,- -+, hj dans QPY(R), qui sont de classe C"~/*1)® dont les valeurs
moyennes sont nulles.

Troisieme étape : Par (2.53)), on obtient :

1 (t) = (Be = Bir)hi(t) +dja(t), (2.55)
ou '
j
divi(t) = — ) wjal(t) +dpa(t),
I=k+1

pour tout ¢ € R et ot a;,1 désigne le coefficient a la j + 1-ieme ligne et la
[-iéme colonne de Q,,_1.

Puisque D € QPY(R"~¥) et est de classe C"™, alors d; € QPY(R) est
aussi de classe C"™ et, d’apres ’hypothese de la récurrence, h; € QPY(R)
et est de classe C"~+1)%, donc dj1 € QP)(R) et est de classe "/,
i.e.d;yq estde classe C"~/+V%. De plus M{dj.1} = 0, puisque M{l;} =0
pourl =k+1,---,jet M{de} = 0. Ainsi en utilisant le méme raison-
nement que dans la premigre étape, on conclut qu'il existe 11 € QPY (R)
solution de telle que K1 est de classe C"=)% et M{hj 1} = 0.
Ceci prouve l'existence de H € QPY(R"~) qui vérifie (2.52), ce qui achéve
la preuve du théoreme. O

UN RESULTAT D’EXISTENCE : CAS LINEAIRE

Dans cette section, nous donnons des conditions qui assurent l'exis-
tence d’une unique solution quasi-périodique de 'équation :

y'(£) = A(t)y(t) + b(t), (2.56)

Tout d’abord on rappelle un résultat classique, dit a Bohr et Neugebauer,
pour les systémes différentiels linéaires a coefficients constants. cf. (6).
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Soit 3 € M(n,R) telle que les parties réelles de ses valeurs propres sont non
nulles. Alors pour tout d € APY(R"), il existe un unique z; € AP (R") qui est
solution de I'équation différentielle suivante

Z'(t) = Qz(t) +d(t).
De plus, il existe une constante a € |0, oo| telle que
[Zalleo < at.[d]]co

pour tout d € AP(IR™).

On appelle ainsi constante de Bohr-Neugebauer la plus petite constante x qui
satisfait la derniére assertion dans le Théoreme |2.3|de Bohr-Neugebauer.

Soit A € QPY(M(n,R)) de classe CT telle que w satisfait et (2.40). On
suppose de plus que la condition suivante est verifiée

Les FL-CER f31, ..., Bn de A sont non nuls. (2.57)

Alors pour tout b € QP9 (R") il existe un unique y, € QPL(IR™) qui est solution
de ([2.56). De plus il existe une constante vy € |0, oo| telle que

Yo lleo < ¥[1blleo

pour tout b € QP2 (R").

Démonstration. Du Théoréme on déduit qu’il existe S €
QPL(GL(n,R)) et O € M(n,R) telles que en posant d(t) = S~1(t)b(t),
pour tout t € R, et en effectuant la transformation y(t) = S(t)z(t), le
systeme devient équivalent &

Z'(t) = Qz(t) +d(t). (2.58)

Puisque les valeurs propres de () sont les FL-CER de A, alors la condi-
tion nous permet d’utiliser le théréme de Bohr-Neugebauer pour
affirmer qu’il existe un unique z; € QPL(IR") solution de (2.58). Par
conséquent vy (t) = S(t)z4(t) appartient a QPL (R") est

yp(t) = A(t)y(t) +b(t).

Ainsi l'existence est prouvée.

Siy € QPL(R") satisfait aussi y'(t) = A(t)y(t) + b(t), pour tout t € R,
en posant z(t) = S(t)"ly(t), on vérifie que z'(t) = Cz(t) + d(t) et 'unicité
provenant du théoreme de Bohr-Neugebauer implique que z = z; et donc
Yy = yp. D’ot1 'unicité est prouvée.
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Définition 2.4

2.7

Théoreme 2.4

Maintenant, soit « la constant de Bohr-Neugebauer de C. Puisque S et
S~1 = [t — S(t)!] sont quasi-périodiques, alors elles sont bornées sur R,
et par conséquent on obtient :

[Yplleo = [152alleo < [[Sleo-l|Zalleo
< [1Slleott/ld oo = [ISleot| S~ Blloo
< [1Slleott[1S ™ leo 1 [l o,

et donc il suffit de prendre v = [|S]|cot[|S ™! | co- O

On appelle constante de Bohr-Neugebauer de A la plus petite constante vy qui
satisfait la derniére assertion du Lemma

UN RESULTAT D’EXISTENCE : CAS NON LINEAIRE

Dans cette section, on obtient un résultat original d’existence en utili-
sant le théoreme de Z. Lin et le théoreme de point fixe de Picard-Banach.

Soit A € QP (M(n,R)) de classe C* et f € QPU, (R x R",IR"). On suppose
que (2.19), (2.40) et (2.57) sont satisfaites et que aussi f remplie la condition

suivante :

1l existe ¢ € ]0, ([ Ally +1+ ) 7" tel que
1£(tx) = f(£y)l| < cllx —y]| (2:59)
pour tout t € R et pour tout x,y € R".

oit y est la constante de Bohr-Neugebauer de A. Alors I'équation

x'(t) = A(t)x(t) + f(t,x(t)) (2.60)

posséde une unique solution dans QPL(R").

Démonstration. On considére l'opérateur linéaire L : QPL(R") —
QPY(IR™) défini par Lx = [t — x'(t) — A(t)x(t)]. En utilisant le Lemmel|2.7}
on conclut que L est inversible, et pour tout b € QPY (R"), L~1(b) = x;, est
'unique solution de x'(t) = A(t)x(t) + b(t) dans QPL(R").

En utilisant la constante de Bohr-Neugebauer, on sait que [|xp||e <
V[Iblleo, et de plus on a [|x;[[ec < [[Alleo]|xp[leo + [[Bllec < (| Alleoy +1)[|D]]eo-
Et donc on obtient ||[L71(b)||c1 < (|| Alleoy + 1+ 7)||b/co, ce qui implique

l'inégalité suivante pour la norme de 'opérateur inverse :
IL7 Yz < [|Alleoy + 147 (2.61)

Rappelons par la Remarque que si x € QPY(R") il existe ¢ €
Co(TN,R") telle que x(t) = ¢(tw) pour tout t € R. Puisque f €



2.8

Théoreme 2.5

2.8. Un résultat de dépendance continue

39

QPU, (R x R",IR"), en utilisant le Théoreme on déduit qu'il existe
F € C%TN x R",R") telle que f(t,x) = F(tw,x) pour tout t € R et pour
tout x € R". 1l est clair que la fonction ¢, définie par ¢(6) = F(6, ¢(0))
pour tout 6 € v, appartient a CO(TN ,R") comme une composition de
fonctions continues. Par conséquent, on a [t — f(t,x(t)) = ¢P(tw)] €
QP (R").

Et ainsi I'opérateur de superposition construit sur f, Ny : QP)(R") —
QP (R"), Nf(x) = [t — f(t,x(t))], est bien défini.

Par I'hypothese (2.59), il est facile d’obtenir I'inégalité suivante :

[INF(x) = N ()l < cf|lx = ylleo (2.62)
pour tout x,y € QPY (R").
Par conséquent, en posant c; = c(||A|l«wy + 1+ )"}, on obtient ¢; €
10, 1] et en utilisant (2.61) et (2.62), on obtient I'inégalité suivante :
IL™ o Np(x) = L7 o Np(y) lleo < callx = ylleo
pour tout x,y € QPY (R").
Et donc I'opérateur L' o Ny : QP9 (R") — QP (R") est une contrac-

tion. Alors en utilisant le théoréeme du point fixe de Picard-Banach, on
conclut qu'il existe un unique x € QPY (R") tel que L' o N¢(x) = x.

On note que, pour x € QP (R"), L™' o Nf(x) = x équivaut a dire
que x est une solution de (2.60) dans QPL(IR"), et donc le théoréme est
prouve. [

UN RESULTAT DE DEPENDANCE CONTINUE

Dans cette section on établit 1’existence et 1'unicité de solutions quasi-
périodiques de I'équation et un résultat de dépendance continue par
rapport a la fonction parametre u.

Tout d’abord on rappelle le théoreme de points fixes paramétrés qui
est établi dans (7}, p.103).

( Points Fixes Paramétrés) Soit E un espace métrique complet, A un espace to-
pologique et ¢ : E x A — E une application qui satisfait les deux propriétés
suivantes :

Pour tout x € E, A — ¢(x,A) est continue de A dans E. (2.63)

et
Il existe k € 0, 1] tel que,

pour tout A € A et pour tout x,y € E, (2.64)
d(p(x,A),¢(y, 1)) < kd(x,y).

Alors, pour tout A € A, notant par a[A] I'unique point fixe de I'application
partielle ¢ (., A), Uapplication A — a[A] est continue de A dans E.
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Théoréme 2.6

Soit A € QP%(M,(R)) et ¢ € QPU,(R x R" x R?,R"). On suppose que
(2.19), (2.490) and (2.57) sont verifiées, et <y est la constante de Bohr-Neugebauer.
On suppose aussi que la condition suivante est satisfaite.

I existe d € 10, (|| Alloy + 14+ 7)1
(2.65)

tel que ||g(t, x, u) —g(t,y,u)|| < d.||x —y|
pour tout t € R, pour tout x,y € R" et pour tout u € RP.

Alors, pour tout u € QP (IRP) il existe une unique solution X[u] € QPL(R")
de [2.2), et de plus I'application u > X[u] est continue de QP (RF) dans
QP (R™).

Démonstration. On considére l'opérateur L défini dans la preuve de Théo-
réme En utilisant sur ¢ des arguments similaires a ceux utilisés sur
f dans la preuve du Théoreme on obtient que l'opérateur de su-
perposition N, : QPY(R") x QPY(RP) — QP (R"), Ng(x,u) = [t —
g(t, x(t),u(t))], est bien défini. En utilisant on vérifie facilement que
la propriété suivante est vraie :

INg(x, ) = Ny(y, )l < 1z — yllo (266)

pour tout x,y € QP (IR") et pour tout u € QP (R").

On définit l'opérateur non linéaire ¢ : QPJ(R") x QPY(RP) —
QPY(R") en posant ¢(x,u) = Lo Ng(x,u) pour tout (x,u) €
QP)(R") x QPY(RP).

Avec E = QP (R") et A = QPY(IR?), en utilisant and en
posant k = d.(||Aljey + 1+ ) € ]0,1], on voit que ¢ satisfait (2.64). En
utilisant le Théoréme @ on conclut que Ny : AP'(R") x AP(R?) —
APO(R™), N;(x,u) = [t — g(t x(t),u(t))], est continu, et comme N,
est une restriction de Né}, alors N est aussi continu. Puisque L1 est
linéaire continu, ¢ est continu comme composition d’opérateurs continus,
et par conséquent 1'opérateur partiel u — ¢(x,u) est continu pour tout

x € QPY(R"), et ainsi ¢ satisfait (2.63).

Maintenant on peut utiliser le Théoreme de points fixes paramétrés,
et on peut affirmer que, pour tout u € QPJ(RP) il existe un unique
X[u] = L™ o Ng(X[u], u), et de plus 'application u — X[u] est continue
de QPY(IR?) dans QPY (R").

Dire que X[u] satisfait 'équation X[u] = L~! o Ng(X[u],u) est équi-
valent a dire que X[u] € QPL(R") et X[u] est une solution de (2.2).

On note que X'[u](t) = A(t)X[u](t) + g(t, X[u](t), u(t)). Puisque u —
X[u] est continue de QP? (R?) dans QPY(IR") et puisque v — Av = [t
A(t)v(t)] est linéaire continue de QPY(IR") dans QPY(IR"), on obtient
que u — AX[u] est continue de QP?(RRP) dans QPY(R"). On a déja vu
que l'opérateur de superposition N, est continu de QP2 (R") x QPZ(RF)
dans QPY(R"), et ainsi I'opérateur u s (X[u], u) est continu de QP? (RP)
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dans QPY(R") x QPY(IRP) car ses deux composantes sont continues, et
donc u — Ng(X[u],u) est continue de QP! (R?) dans QP?(R") comme
composition d’opérateurs continus . Finalement u — X'[u] = AX[u]| +
Ng(X[u], u) est continue de QP2 (IR?) dans QP?(IR") comme une somme
d’opérateurs continus. Donc u — X[u] est continue de QP?(R?) dans
QPL(R"). -

UN RESULTAT DE PERTURBATION DIFFERENTIABLE

On fixe w = (wy,...,wyN) une liste de nombres réels Z-linéairement
indépendants. On considere, pour la fonction g dans 1’'équation (2.3), la
condition suivante :

¢ € QPUL(R x R" x RP, R") N C™ (R x R" x R?,R"),
Dyg € QPU, (R x R" x R?, M,,(R)) N CT(R x R" x R?, M, (R))
ot T = 2(N + 1) (M2 4 1), et
D.g € QPU, (R x R" x R?, M, ,(R)).
(2.67)

Dans cette condition, D,g est la différentielle partielle de g par rap-
port a la seconde variable vectorielle et D, g est la différentielle partielle
de g par rapport a la troisieme variable vectorielle.

Soit g : R x R" x RP — IR" une fonction qui satisfait (2.67) oit w satisfait
[-19). Soit u, € QPL(RP) et soit x. € QPL(IR") une solution de oil
U = Uy.

On pose J(t) = Dxg(t, x.(t), u.(t)) pour tout t € R et on note par p1, ..., Bn les
FL-CER de |. De plus on suppose que la condition suivante est satisfaite :

pour tout j =1,..,n, B;est non nul. (2.68)

Alors il existe r € |0, 0] tel que, pour tout u € QP2 (RP) qui satisfait
|l — uleo < 7, il existe X[u] € QPL(IR™) qui est une solution de (2.3).

De plus I'opérateur non linéaire u — X[u] est de classe C! de
{u € QPY(RP) : ||u — us||eo < r} dans QPL(R™), et il existe un voisinage N
de x. dans QPL(R") tel que X[u] est I'unique solution de dans QPL(R")
qui appartient a .

Avant de commencer la preuve de ce théoreme on a besoin d’un lemme
de Calcul Différentiel :

Quand ¢ € QPUy,(R x R" x RP,R") est telle que ses dérivées partielles
par rapport a la seconde et la troisieme variables vectorielles existent et satis-
font Dxg € QPU,(R x R" x R?,,M(n,R)) et D,g € QPU,(R x R" x
R?, My, ,(R)), alors I'opérateur T : QPL(R") x QP (RF) — QPJ(R"),
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T(x,u) = [t x'(t) — g(t, x(t),u(t))], est bien-défini et il est de classe C'.

La formule de sa différentielle partielle par rapport a la premiére variable est
donnée par :

DIT (k1) = [F - o/ (8) — Daglt %, (8), 10,(5) ()
pour tout y € QPL(R").

Démonstration. Quand x € QP%(R") et u € QPY(RP), par la Remarque

des fonctions ¢ € CY(TN,R") et ¢ € C°(TN,RRP) existent telles

que x(t) = ¢@(tw) et u(t) = P(tw) pour tout t+ € R. En utilisant
le Théoreme puisque § € QPU,(R x R" x RF,R"), il existe
G € CYTN x R" x R?,R") telle que g(t,x,u) = G(tw,x,u) pour tout
(t,x,u) € R x R" x IRP.

On pose x(0) = G(6,9(0),¥(0)), alors x € C°(TN,R") comme com-
posée de fonctions périodiques continues. Par conséquent on obtient
[t — g(t,x(t),u(t)) = x(tw)] € QP%(R"). Et ainsi 'opérateur I est bien-
défini.

En utilisant le Théoreme on déduit que l'opérateur de super-
position Ny : AP°(R") x APY(R) — AP'(R"), Ng(x,u) = [t
g(t,x(t),u(t))], est de classe C!. Et par suite 'opérateur de superposi-
tion Ny : QP2 (R") x QPJ(R?) — QPY(R"), défini par Ng(x,u) = [t —
g(t,x(t),u(t))] est de classe C!' comme une restriction de Ngl' Et ainsi on
obtient l’assertion suivante :

Ng € C' (QPS(R") x QP (R”), QP (R™)) . (2.69)

L'opérateur I1; : QPL(R") x QP%(RP) — QPL(R"), défini par
ITy (x,u) = x, est linéaire continu, donc l'assertion suivante est vraie :

IT; € C'(QP,(R") x QPY(R?), QP (R")). (2.70)
Lopérateur 4 : QPL(R") — QPY(R"), défini par &x = x/, est li-
néaire continu, donc on obtient ’assertion suivante :

9 ¢ C(QPL(R"), QPL(R")) @7

L'opérateur in : QPL(R") x QPJ(R?) — QPY(R") x QPY(IR?), défini
par in(x,u) = (x,u), est linéaire continu, et ainsi on obtient 1’assertion
suivante.

in € C'(QPL(R") x QPY(R?), QP (R") x QP (IRV)). (2.72)

Il est clair que I' = £ o ITy — Ny o in, ainsi par (2.69)-(2.72), il s’ensuit
que T est de classe C! comme la différence de composés d’opérateurs de
classe C'.
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Maintenant, en utilisant le Théoréme et la formule de différen-
tiation en chaine du calcul différentiel dans les espaces de Banach, on
obtient :

D1T(xy, us).y = DT (x4, u4).(y,0)

=D <§t oH1> (x4, 14).(y,0) — D(Ng 0 in) (x4, u4).(y,0)

d
= a o H1<y,0) - DNg<X*,M*)-(y/0)

= [t §(t) — Dxg(t, x:(8), u(t)).y (£)].

Théoréme 2.8 (Théoreme des Fonctions Implicites) ~ Soient E, IF et G trois espaces des Banach, U

un ouvert de B x T, et f : U — G une application de classe C'. Soit (a,b) € U
tels que f(a,b) = 0 et f,(a,b) € L(F,G) est un isomorphisme de F sur G, oit
la notation f, désigne la dérivée partielle de f par rapport a la deuxieme variable.
Alors il existe un voisinage ouvert, V. C U, de (a, b), il exste un voisinage ouvert,
W C E, de a et il existe une application de classe C', g : W — F qui jouissent
des propriétés suivantes :

g(a) =1b,
Vxe W, f(x,g(x))=0,

{(xy) eV : flx,y) =0} ={(x,8(x)) : x € W}.
c.f. (@, Théoréeme 4.7.1, p.61).

Démonstration. (du Théoreme ) Puisque g est de classe C™"!, en utili-
sant un "bootstrapping” argument, on conclut que x. est aussi de class C*.

Ainsi la matrice | est de classe C* et appartient a QPY(M(n,R)) .
L'hypothese assure que est verifiée pour A = J. Et donc on
peut utiliser le Lemme [2.7] pour affirmer que pour tout b € QPY(R"), il
existe un unique y € QP (R") tel que y'(t) = J(t)y(t) + b(t) pour tout
t € R. Par conséquent, en utilisant le Lemme on peut traduire ce
résultat sous la forme suivante :

DiT(x.,u.) est une bijection de QP (R") dans QP (R™). (2.73)

Puisque x(t) = g(t, x«(f),u.(t)) pour tout t € R, alors l’assertion est
satisfaite :
['(x.,u.) =0. (2.74)

Puisque I' est de classe Ct, (2.73) et (2.74) permettent d’utili-
ser le Théoreme des fonctions implicites du calcul différentiel
dans les espaces de Banach. Et donc on peut affirmer qu’il existe
V = {x € QPL(R") : ||x — x:[|cs <7} tel que r € (0,00), un voisinage
N de u, in QPJ(IR?), et une application X : V — A de classe C! tels
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que, pour tout (x,u) € V x N, ona I (x,u) = 0si et seulement si x = X[u].

Notons que I'(x, u) = 0 est équivalent a dire que x est une solution de
dans QP} (R"). Et donc le Théoréme [2.7]est prouvé. O
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REDUCTIBILITE ET RESULTATS
D ’EXISTENCE POUR DES
EQUATIONS DIFFERENTIELLES
PRESQUE-PERIODIQUES

3.1 INTRODUCTION

DANS ce chapitre on établit un résultat de réductibilité d’un systeme
linéaire p.p. (presque-périodique) en un systeme linéaire triangulaire
supérieur p.p.. On établit aussi un résultat de réductibilité d'un systeme
linéaire en un systéme linéaire triangulaire supérieur avec conservation
de nombre des solutions p.p. linéairement indépendantes.

On prouve un résultat d’existence et d’unicité de solutions p.p. de
systémes semi-linéaires dont la partie linéaire est p.p..

On établit aussi un résultat de dépendance continue des solutions p.p
d’un systéeme non linéaire par rapport a un terme de contréle p.p..

Dans un premier temps on considere I'équation différentielle ordinaire
linéaire p.p.
¥ () = A(D)x(t) (3.1)

ol A est une matrice de format n x n réelle et p.p..

Quand toutes les solutions de sont p.p., on établit (Théoréme
dans la Section 3) qu’il existe une transformation p.p. entre les solutions
de et les solutions de

y'(t) = B(t)y(t) (3-2)

ol B est une matrice réelle p.p. de format n x n telle que B(t) est triangu-
laire supérieure pour tout t € R.

Quand k solutions linéairement indépendantes de sont p.p., on
peut construire une matrice B(t) continue par rapport a t telle que
posséde aussi k solutions linéairement indépendantes p.p. (Théoreme
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3.2

Théoreme 3.1

Théoreme 3.2

dans la Section 4).

Dans la Section 5 on considere 1’équation non linéaire suivante

w'(t) = B()u(t) + f(t,u(t)) (33)

ol B est une matrice p.p. telle que l'équation homogene de (3.3) ne
possede aucune solution p.p. non nulle et f est uniformément p.p. (Théo-

reme [3.6).

Dans le chapitre précédent, on a considéré le cas ot u'(t) = B(t)u(t)
ne posséde aucune solution p.p. non nulle et ol ce systeme homogeéne
peut étre transformé en un systeme linéaire de matrice constante dans le
cas quasi-périodique et sous des conditions diophantiennes.

X'(t) = A()x(t) + f (£ x(t), u(t)). (34)

Dans la Section 6, en utilisant les résultats de la Section 5, on utilise un

théoreme de Points Fixes Paramétrés pour obtenir un résultat d’existence

et un résultat de dépendance continue de solutions presque-périodiques
de I'équation différentielle suivante :

X' (t) = A(t)x(t) + f(£, x(t), u(t)), (35)

ol u est un terme de controle, (Théoreme [3.7).

NOTATIONS ET RAPPELS

Le produit scalaire usuel de R" est noté par (.|.) et ||.|| est la norme as-
sociée. Et S(IN,IN) désigne l'espace des fonctions strictement croissantes
de IN dans IN.

En utilisant le résultat de Bochner (Proposition [1.3), on peut définir
une fonction p.p. # : R — E comme une fonction de BC°(RR, E) et pour
tout (rm)m € RN il existe ¢ € S(IN,IN) telle que la suite de fonctions
translatées (f(. + 0 ))m est uniformément convergente sur R.

On note par M(n,R) l'espace des matrices réelles d’ordre n. La ma-
trice transposée de M € M(n,R) est notée par M*.

Le résultat suivant est un corollaire d'un théoreme déi a Bochner,
prouvé dans (7, Théoreme 1.17, p.12).

Soit f € APY'(R") et (rm)m € RN. Alors il existe o € S(IN,IN) telle que
im0 f(t+70,, ) = g(t) uniformément sur R et limy, 0 g(t — 75, ) = f(t)
uniformément sur R.

(voir (5) aussi).

(7, Théoreme 5.7, p. 85).
Soit A € AP°(M(n,R)) et x € APY(R) la solution de

x'(t) = A(t)x(t).
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Alors on a infyer ||x(¢)|| >0o0ux=0.

(6, Théoreme p. 30).
Soit A € AP°(M(n,R)). Si toutes les solutions de x'(t) = A(t)x(t) sont
presque-périodiques alors

I n
t— / Y Aun(s)ds

est bornée, ot A(t) = (Ajj(t))1<j<n pour tout t € R.

UN PREMIER RESULTAT DE REDUCTIBILITE.

Dans cette section on établit que est réductible en un systeme
triangulaire supérieur sous les hypotheses suivantes :

(A1) A € AP°(M(n,R), M)
(Az2) Toutes les solutions de sont dans AP!(M(n,R), M),

ol M est un sous-Z-module fixé de R.

Soit u € APY(R"; M) telle que inficr ||u(t)|| > 0. Alors t — ”u%t)” €
APY(R; M).

Démonstration. On sait que ||.|| est de classe C! sur R” \ {0}. On pose

N(z) = [z] et N1<z>=HiH,

alors on a pour tous z,h € R",

DN(z).h = HlH(zm) et DNj(z)h— H_Jg(zm).
z z

En utilisant la formule de différentiation en chaine on obtient

d/ 1 1 ,
it (numu) = e Ol )

Puisque u,u’ € APY(R"; M) et inf;cRr <W) > 0, alors en utilisant (7,

Théoréme 1.9, p. 5) on obtient

gt (M) AP'(R; M).

Et donc 1
—— € APY(R; M).
[Ju] |
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Lemme 3.2 Sous (A1) et (A2), soient x1,- - ,x, € APY(R", M) des solutions linéairement
indépendantes de (3.1). Alors il existe wy, - - ,w, € APY(R", M) qui satisfont
les conditions suivantes.

(i) Vijke {1,--- ,n} tq.j#k Vt € R, (wi(t)|wi(t)) = 0.
(ii) Vk=1,--- ,n,Vt € R, Vect{w;(t) : 1 < j < k} = Vect{x;(t) : 1 <
j <k

(iii) Yk € {1,---,n}, VI € R, w(t) = x(t) — Z;‘;ll Aji(t)xj(t) ot
Aix € APY(R; M).

(iv) Vk = 1,---,n, ¥Vt € R, x(t) = wi(t) — Z;‘;ll uix(t)wi(t) oit
Hik € APl(IR,‘ M).

(v) Vk=1,--- ,n, infeg |Jwi(t)]] > 0.

Démonstration. On procede par récurrence sur k € {1,--- ,n}.

Premiere étape : k = 1. On pose w; = x;. Puisque xq,---,x, sont li-
néairement indépendantes, on a x1(t) # 0, et puisque x7 est une solution
de (3.1), on a x1(t) # 0 pour tout t € R. Condition (i) n’a pas de sens
pour une seule fonction. Les conditions (i), (iii) et (iv) sont évidentes et
(v) est une conséquence du Théoréme

Seconde étape : Hypothese de recurrence sur k € {1,--- ,n —1}.

On suppose qu’il existe wy,- -+, wy € APY(R"; M) qui satisfont les asser-
tions suivantes.
(i) Vi£Aje{l,-- k}, Vt €R, (wi(t)|w;(t)) = 0.
(i) Vje{l,--- ,k}, VtER,
Vect{w;(t) : 1 <i <j} = Vect{x;(t) : 1 <i<j}.
(iii)y Vi=1,--- ,k, Vt € R,
w;(t) = x;(t) — 2oy Aij(H)xi(t) out A;j € APY(R; M).
(lv)y Vj=1,--- ,k, Vt € R,
xj(t) = wi(t) — CI2) i j(H)wi(t) ot uij € APL(R; M).
(U)k V] =1,---,k, inf;cr Hw](t)H > 0.

Troisieme étape : On prouve l'existence de wy,; € AP!(R"; M) tel que
Wy, Wr1 satisfont (i)k+1/ (ii)k+1, (iii)k+1, (iv)k+1, (U)k-H’

On considere Py, la projection orthogonale sur Vect{x;(t) : 1 <i < k} =
Vect{w;(t) : 1 < i < k} (apres (ii);). En utilisant (i), il est connu (g, p.
136-138) que

& a®l)

Py, t
k, (xk+1( )) = Hw](t)Hz

(3.6)

On définit
Wiy1(t) = X1 (t) — Prs(xrpa())- (3.7)



3.3. Un premier résultat de réductibilité.

51

En utilisant la caractérisation de la projection orthogonale (9, p. 136-
138) et (7)) on obtient ().

En utilisant () on peut assurer que t — [lw;(t)||™* € AP'(R; M).
Puisque (.|.) est bilinéaire continue et x;1, w; € AP'(R"; M), par le Co-
rollaire on conclut que f — (xg4q(t)|w;(t)) € AP'(IR; M). Du fait que
APY(R; M) est un algebre et (r,&) — r& est bilinéaire continue de R x R"
dans R”, on déduit en utilisant que :

wiy1 € APY(R"; M). (3.8)
Par et les arguments précédents on conclut que (iv)y,1 est vraie.
On note par l'indice supérieur ¢, la g-ieme coordonnée d'un vecteur

de R", la relation dans (iv),1 est équivalente au systéme suivant, pour
g=1,---,netj=1,--- ,k+1

i1
x](t) = wi(t) - ;P‘i,f(f)w?(f)- (3.9)

Posons T(t) = (T7;;(t))1<ij<k+1 avec T;(t) = 0sij > i, 7;(t) = 1 et

T,j(t) = —pij(t) sij < i, (3.9) est équivalente au systeme suivant, pour
g=1,---,n,
x| (1) w(t)
C | =T®) C - (3.10)
xZH(t) wZH(t)
On sait que detT(t) = Hf:lq Ti(t) = 1 car T(t) est triangu-

laire supérieure, et donc T(t) est inversible, et l'inverse de T(t) est
T(t)~! = cof T(t)* la matrice des cofacteurs de T(t).

Si T(t)~! = (07j(t))1<ij<k+1, alors on a

0= (—1)"Veof;T(t) = (1) det T(t)+5

i,j’

ol T(t)lff est la matrice d’ordre k obtenue en supprimant la i-ieme ligne et
la j-ieme colonne, (1, Définition 4.15, p. 117).

Puisque Tij € AP? (R; M) et le déterminant est multilinéaire continu,
alors par le Corollaire il suit que ;; € AP*(R; M) pour tout i, j.

Par le fait que T(t) est triangulaire supérieure, il suit que T(t)~! est
aussi triangulaire supérieure, et par on obtient, pour toutg =1,...,n,
wi(t) x](t)

: =T(t)" : , (3.11)
Wiy (1) x4 (1)

ce qui implique (iii)j41.
En utilisant (iii);1 et (iv)g1 on obtient (i) 1.
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Lemme 3.3

Enfin il reste & prouver que (v)y, 1 est satisfaite. Pour cela, par (v)y, il
suffit de prouver que infieg ||wy1(t)|| > 0. On procede par ’absurde, on
suppose que infieR ||wyi1(t)]| = 0. Par conséquent, il existe (ry)m € RN
tel que limy,—yco Wi 1(*m) = 0. Par le Théoreme il existe 0 € S(IN,IN)
telle que , pour toutj=1,--- ,k+1,eti=1,---,j,ona

limyy o0 Xj (t 4 To(m)) = Y;(t), lim y;(t — 7o) = %j

m—ro0

) (
)=y, Tim g rg) = 2(0),
)
)

i(
limy;, 0 x;(t + To(m)
(

limyy 0 A(t + 7o (m)) = L(t), n%l_r)rgo L(t = romm)) = A(t),
limy oo Aij(E+ To(m)) = pij(8), Mgt =ro(m)) = Aij(t),
ou toutes ces convergences sont uniformes sur R.
Donc on a, pour tout j =1, ...,k +1,
yi(t) = L(t)y;(t). (3-12)

On note que

0= lim wi1(ro(m))

= hm Xk+1 7’0- ZAJk 7’0- x] r(T( ))]

m—r 00

= Yk41(0) — Z 1ix(0)y;(0)
j=1

et par suite,
k
Vir1(0) = ) ik (0)y;(0)
j=1

puisque les y; sont des solutions de on a, pour tout f € R,
k
Yirr(H) = Y nji(0)y;(t)
j=1
Par conséquent,

Xipa() = lim yppq (¢ ka ) Hm y (¢ =7 Zﬂ;k

pour tout t € R, ce qui est impossible puisque x7, ..., Xx+1 sont linéairement
indépendantes. Ainsi la preuve est achevée. O

Sous (A1), (A2), soit t — X(t) une matrice fondamentale de (3.1)).

Alors il existe R € APY(M(n,R); M) et Q € AP'(M(n,R); M) telles que
Q(t) est orthogonale, R(t) est triangulaire supérieure et Q(t) = X(t)R(t) pour
tout t € R.
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Démonstration. Soit x1(t),...,x,(t) les colonnes de X(t). On note que
x1,..., X, satisfont les hypotheses du Lemme Soit wy, ..., w, provenant
du Lemme On a v(t) = [Jw(t)]| twi(t) pour tout k € {1,...,n} et
pour t € R. En utilisant (v) du Lemme [3.2] et le Corollaire on obtient
que ||wi(.)]|7t € APY(R; M), et v € APL(R"; M).

Puisque w; (t), ..., w, (t) sont orthogonales, on obtient
Vi=1,.,n, VteR, (vj(t)|vi(t)) = (5}‘ (symbole de Kronecker). (3.13)

Maintenant on définit Q(#) comme la matrice dont les colonnes sont

v1(t), ..., va(t). De on déduit que Q(#)*Q(t) = I, i.e. Q(t) est ortho-
gonale. Et comme v, € AP!(RR; M), alors Q € AP'(M(n,R); M).

Par (iii) du Lemme on déduit que, pour tout k = 1, ..., n et pour
tout t € R, on a vi(t) = [Jwe(t)|| " xx(t) — -1 Jwie(£)[| 71 A (£)x;(t) avec
A(t) =0sij>k.

L'indice supérieur i désigne la i-eme coordonnée de ce vecteur, on ob-
tient, pour tout k =1,...,n et pour touti =1,...n,

v (1) = Jlw (1) i () — Z oo (£) 11712, (1)x; (1)
j=1

il | G
= (xq(t) - - x (1) - - x, (1)) Hwk(é)H_l
-

et donc, on posant

[k ()71 Ajk(F)  when j <k —1
ri(t) = q llwe(®)[I™ when j =k
0 when j > k

on conclut que la matrice R(t) = (7jx(t))1<jk<n est triangulaire supérieure,
et ainsi s’écrit comme suit :

Q(t) = X(HR(t).

Par le Lemme [3.2| et le Lemme il suit que rj; € AP'(IR; M) pour tous
j,k=1,---,n. Ainsi R € AP'(M(n,R); M). O

Sous (A1) et (A2), soit t — X(t) une matrice fondamentale de (3.1). Soit Q et
R provenant du Lemme 3.2} On pose

B(t) =—Q '(H)Q' (1) + Q ' (HA(H)Q(t)

pour tout t € R. Alors B € AP°(M(n,R); M) et B(t) est triangulaire supé-
rieure pour tout t € R.
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Démonstration. Pour tout t € IR, on a

Q'(t) = X'(HR(t) + X(H)R'(t)

= A(H)X(H)R(t) + X(t)R'(t)
= A(H)Q(t) + X(t)R'(¢).
Donc
—Q7H(HQ'(1) = —Q7H(HA(HQ(H) — QI (HX(HR'(H)
= —Q (HA(H)Q(H) = R(HR'(t)
Ainsi
B(t) = —R™H()R'(t). (3.15)

Comme R(t) est triangulaire supérieure, R™1(t) et R'(t) sont aussi
triangulaires supérieures, et puisque le produit de matrices triangulaires
supérieures est triangulaire supérieure, on obtient par que B(t) est
triangulaire supérieure.

Puisque Q(t) est orthogonale, on a B(t) = —Q*(+)Q'(t) +
Q*(t)A(t)Q(t), et du fait que Q, Q*, A € AP’(M(n,R); M), il découle
que B € AP°(M(n,R); M). O

Sous (A1) et (A2) il existe Q € AP'(M(n,R); M) et B = (bjx)1<jk<n €
APY(M(n,R); M) qui satisfont les conditions suivantes :
(i) Q(t) est orthogonale pour tout t € R.

(ii) B(t) est triangulaire supérieure pour tout t € R.

(iii) Si x est une solution de alors y, définie par y(t) = Q 1(t)x(t),
est une solution de et inversement si y est une solution de alors

x, définie par x(t) = Q(t)y(t), est une solution de (3.1).

(iv) Pour toutk=1,..,n, t — fot bix(s) ds € APY(R"; M).

Démonstration. Soit X une matrice fondamentale de (3.1), soit Q et R les
matrices provenant du Lemme et soit B provenant du Lemme[3.4] Par
le Lemme on obtient (i) et par le Lemme [3.4/ on obtient (ii).

Pour prouver (iii), si x'(t) = A(t)x(t) et y(t) = Q1 (t)x(t), alors on a
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Inversement, si y'(t) = B(t)y(t) et x(t) = Q(t)y(t), alors on a

Ainsi (iii) est prouvée.

Enfin, pour prouver (iv) on note que est équivalente a
n
vi(t) = Y big(Dy;(t), 1<k<n.
j=k

Dans la suite on procede par récurrence décroissante.

Premiere étape : k = n. Puisque toutes les solutions de 'équation sca-
laire y),(t) = bun(t)yn(t) sont p.p., alors par le Théoreme on obtient
nécessairement que la fonction ¢t — fot bun(s) ds est bornée et par consé-
quent elle est p.p.

Seconde étape : L'hypothese de récurrence, pour k € {2,..n},

t s [) bjj(s) ds est p.p. pour tout j € {k, ..., n}.

Troisieme étape : le cas k — 1.

On considere le sous-systéme suivant

n

yi(t) = Zbﬁ(t)yi(t), i=k—1,.,n. (3.16)
i=f

Puisque bj; sont p.p., et que toutes les solutions de sont p.p.,
en utilisant le Théoreme il résulte que t — fot Y1 bii(s)ds est
p.p., et par 'hypothese de récurrence on déduit que t — fot Y bii(s)ds
est p.p. comme une somme des fonctions p.p.. En conséquence, t —
fot br—1—1(s) ds est p.p. comme une différence de deux fonctions p.p.. [

Dans le théoreme précédent, Y(t) = Q1 (t)X(t) est une matrice fondamentale
de (3-2). Ainsi, Q(t) = X(t)R(t) implique que Y (t) = R™1(t) qui est triangu-
laire supérieure puisque l'inverse d’une matrice réguliere triangulaire supérieure
est aussi triangulaire supérieure.

Une telle construction de B(t) a partir de A(t) est faite dans le cas continu
dans (g, Théoréme 1.4, p. 4), dans le cas périodique dans (4) (dans la preuve du
Théoreme 1.7, p. 12-13) et dans le cas quasi-périodique dans (4) (dans la preuve
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du Lemme 4.3, p.134-135) sous la condition diophantienne. Théoreme|3.4|contient
le cas quasi-périodique puisque on peut choisir M comme un sous-Z-module de
R ayant une base finie, et on n’a pas besoin de condition diophantienne.

Remarque 3.3  Dans la théorie de Floquet-Lin pour les systémes quasi-périodiques developpée par
Z. Lin ), 3), @), les exposants caractéristiques de Floquet (FL-CER) of (3.1),
notés par B, ..., P, satisfont B = M{bw} @ p. 137). Une conséquence de (iv)
dans le Théorémeest le fait que By = 0 pour tout k = 1,...,n. Si il existe une
matrice réelle d’ordre n, constante et triangulaire supérieure () provenant de la
théorie de Lin (g, Theorem 4.1, p. 139) alors est réductible en ' (t) = Q z(t)
et les valeurs propres de Q) sont By, ..., Bn. Et donc, sous (A1 — A2), on peut
aisément vérifier que Q) = 0 puisque toutes les solutions de z'(t) = Qz(t) sont

p.p..

3.4 UN SECOND RESULTAT DE REDUCTIBILITE

Pour (3.1) on considere la condition suivante :

L’équation possede k solutions presque-périodiques
(A3) linéairement indépendantes dans AP!(IR"; M)
ott M est un sous-Z-module de Retk € {1,...,n}.

Théoreme 3.5 Sous (A1) et (A3), il existe Q € C!(R,M(n,R)), B € C°(R,M(n,R)) telles
que les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Q(t) est orthogonale pour tout t € R.

(ii) B(t) est triangulaire supérieure pour tout t € R.

(iii) Si x est une solution de alors y, définie par y(t) = Q71 (t)x(t),
est une solution de et inversement si y est une solution de alors
x, définie par x(t) = Q(t)y(t), est une solution de (3.1).

(iv) Si Q(t) = col(v1(t), -+ ,vu(t)) alors vy, - - ,vx € APY(R,R"; M).

(v) L'équation possede k solutions p.p. linéairement indépendantes.

Démonstration. On note par x1,--- ,x; € AP(R"; M) k solutions de (3.1)
qui sont linéairement indépendantes. On choisit x;, 1, -, x, € C}(R,R")
solutions de telles que x1, - - - , x,, sont linéairement indépendantes.

On pose X(t) = col(x1(t),- -, x,(t)), c’est une matrice fondamentale

de (3.1).
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On pose w1 (t) = x1(t) et, pour tout k € {2,--- ,n},

wi(t) = xx(t) — ki:l M

2
=1 lwi(t)]

w](t)

On pose v (t) = mwk(t) pour tout k € {1,--- ,n}.

Onaxy, -+ ,x;, € CY(R ,lR”) il en découle que vy, - - -, v, € C}(R,R").
On définit Q(¢t ) = col(vl(t) vy (t)). On vérifie que Q(t) = X (t)R(f) ot
R € CY(R,M(n,R)) et R(t) est triangulaire supérieure pour tout ¢t € R.
Alors on pose

B(t) = —Q71(HQ'(t) + QT (HA(HQ(t),

B(t) est triangulaire supérieure pour tout t € R et B € C°(R,M(n,R)).
Cette construction est prouvée dans (g, Théoreme 1.4, p.4), et les assertions
(1), (if), (iii) résultent de ce théoréme.

Pour tout j € {1,---,k} on pose yj(t) = Q7! (t)x;(t) = Q*(t)xj(t)
pour tout t € R. Alors yy, - - -, yx sont des solutions de (3.2).

D’apres la définition de v; pour j € {1,--- ,k}, et en raison-
nant comme dans la preuve du Lemme on vérifie aisément que
vy, -+, 0 € APY(R"; M), ce qui prouve (iv).

Pour tout p € {2,---,n} et pour tout t € R, on sait que v,(t) est
orthogonale a {x,(t) : 1 < g < p — 1}, ainsi on obtient

Vpe{2,--- ,n},vge{l,---,p—1},VteR, (v,(t)|x,(t)) =0. (3.17)
Lorsque j € {1,---,k}, puisque y;(t) = Q*(t)x;(t), on a pour tout
ie{l,---,n}, .
yi(t) = (vi(t)|x;(1)),
et ainsi, en utilisant (3.17), on obtient
yi(t) =0sii>j
et donc ‘
yj(t) =0sii >k
Sii < kona y;'. € APY(R; M) car v;,x; € AP'(R"; M). Et donc toutes
les coordonnées de y; appartiennent a APY(R; M) ce qui implique que
yj € APY(R"; M). Par suite y1,- - -,y sont des solutions de qui ap-

partiennent & AP'(R"; M). De plus elles sont linéairement indépendantes.
En effet,

k
Y &yj=0
=1

implique que

k k
0=) 5Q 'xj=Q (Y &)
=1 =1
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ce qui implique que

k
2 5% =0
j=1
puisque xq, - - - , Xx sont linéairement indépendantes, on obtient
G1=--=¢=0.
Ainsi (v) est prouvée. O

UN RESULTAT D EXISTENCE : CAS LINEAIRE.

Dans cette section on étudit 1’existence des solutions p.p. de (3.3). Tout
d’abord on établit un résultat sur les systemes linéaires.

Soit a € APY(R; M) telle que M{a} # 0. Alors on a les deux assertions sui-
vantes :
(i) L'équation scalaire x'(t) = a(t)x(t) ne possede aucune solution presque-
périodique.

(ii) Pour toute b € AP°(IR; M) il existe un unique x € AP°(R; M) qui
est solution de x'(t) = a(t)x(t) + b(t). De plus il existe une constante

a €0, 00| telle que,

Pour tout b € APY(R; M),  ||xple0 < &]|b]|co- (3.18)

Démonstration. On consideére les deux systemes suivants :

(H) x'(t) = a(t)x(t)
(NH) x/'(t) = a(t)x(t) + b(t).

On distingue deux cas : M{a} > 0et M{a} <O0.

Premier cas : M{a} > 0.
(i) Par I'existence de la valeur moyenne on obtient : Ve € |0, M{a}[, 3t >
0, vVt > t,

t
M{a} —e < 1/ a(rydr < M{a} +e.
t Jo
Ceci implique que, Vt > t,,
t
/ a(r)dr > t(M{a} —e).
0

Donc

exp </Otu(r)dr> > exp (t(M{a} —€)) — co quand t — oo,
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et ainsi on obtient que
t

lim [ a(r)dr = co. (3.19)

t—o0 J0
En conséquence de (3.19), toutes les solutions de (H), qui sont sous la
forme x(t) = exp ( fot u(r)dr) x(0) sont non bornées et par suite elles sont
non p.p..

Comme la différence de deux solutions p.p. de (NH) est nécessaire-
ment une solution p.p. de (H), alors (NH) ne posséde pas plus d'une
solution p.p..

(ii) Maintenant on prouve l’assertion suivante :

[e°] S
/ exp <—/ a(r)dr> ds existe dans R .. (3.20)
0 0

Du fait que lim,_,o L 5 a(r)dr = M{a} > 0, il suit que :
Ve € 10, M{a}[, 3sc >0, Vs > s,

M{a} —e < 1/sa(r)dr < M{a} +e.
S Jo
D’ou Vs > s,
—e) < dr.

s(M{a} —¢€) < /0 a(r)dr

Ce qui entraine que, Vs > s,
- /Sa(r)dr < —s(M{a} —e),
0
VS Z SG/
exp <—/0 a(r)dr> <exp(—s(M{a} —¢€)).

Donc
/: exp (— /Osa(r)dr> ds < /: exp (—s (M{a} —¢))ds

= /\/l{al}_eexp (=se (M{a} —¢))
= ¢..

Puisque s — exp (— [; a(r)dr) est continue sur I'intervalle compact [0, 5],

on a . .
/ Eexp <— / Ea(r)dr) ds < oo,
0 0
et ainsi

/Ooo exp (— /Osa(r)dr> ds = /Ose exp (— /Osa(r)dr> ds
o (- [
< [Few (= [atar)ds+a.

< 00,
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Et donc est prouvée.

On sait que s ~— exp (— [y a(r)dr)b(s) est continue sur R, donc
elle est Borel-mesurable, et en utilisant I'intégrale supérieure de Lebesgue
pour les fonctions positives sur R4, le théoreme de la moyenne et (3.20),
on déduit que

/]R+ | exp (— /Osa(r)dr) b(s)|ds < HbHoo/]R+ exp (— /Osa(r)dr> ds < oo.

Il en résulte que s — |exp (— fos a(r)dr) b(s)| est Lebesgue-intégrable sur
R+/
donc s — exp (— [y a(r)dr) b(s) est Lebesgue-intégrable sur Ry, eton a :

/000 exp <— /Os a(r)dr) b(s)ds existe dans R. (3.21)

Maintenant on pose, pour tout t € IR,

£(t) = exp </Ota(r)dr> [— /Ooo exp <— /Osa(r)dr> b(s)ds

t : (3:22)
+ / exp (— / a(r)dr) b(s)ds].
0 0
En utilisant la fomule dite de variation des constantes, on obtient
% est une solution sur R de (NH). (3-23)

Dans 1’étape suivante, on va prouver que £ est bornée sur R,..
En utilisant la relation de Chasles on déduit de l’égalité suivante

V>0, Z2(t)=exp (/Ota(r)dr> {— /too exp <— /Osa(r)mf) b(s)ds]
=— /tOo exp (/Ota(r)dr - /Osa(r)dr> b(s)ds.

Vi>0, X(t)=-— /too exp (— /tsa(r)dr) b(s)ds. (3-24)

On introduit le changement de variable ¢ : Ry — [t,00], 0(p) = p+ ¢,
par et en utilisant la formule de changement de variable, on obtient

£(t) = — /02:0) exp <— /tsa(r)dr) b(s)ds

—— [Tew (= [ atir) botene o)

Lo (- f e

ce qui implique, en utilisant le théoréme de la valeur moyenne pour les
intégrales, que :

) t+
Vi>0, [®(b)] < (/0 exp (—/t pa(r)dr) dp> 1B]] co- (3.25)

Et ainsi
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Du résultat de Bohr (8, p.44) on déduit que, Ve €]0, M{a}|, Jpe > 0,
Vo > pe, Vt €R,

1 e
M{a} —e < p/t a(r)dr < M{a} +e.

Donc Vp > pe, Vt € R,

t+p
p(M{a}—e) < [ Ta(r)dr < p (Mia} +¢).

Donc Vp > pe, Vt € R,

—o(M{a}—e) > — /tt+pa(r)dr.

Ainsi Vp > pe, Vt € R,

exp (— / t“a(r)dr) < exp (—p (M{a} —€)).

Et par conséquent, Vt € R,

/:o exp <_ /tt+P a(?)dr) dp < /Oo exp (—p (M{a} —¢€))dp

Pe
1
= Mia} —e exp (—pe (M{a} —¢))
= éG'
De plus, lorsque p € [0, pe],

t+p t+p
— [ Tatmar<| [ Tatar <p sup la(s)] < plall.
t t s€(0,0¢]
Il en découle

exp (- [ atnar) < explellal

pour tout t € IR. Et par suite on obtient

Pe t+p Pe
_ < .
[Fexe (= [ atyir)dp < [ explolalle)dp

- @(exp@enanw) 1)

=zl

Maintenant, en utilisant la relation de Chasles, on obtient
[ t+p 1 >
/ exp —/ a(r)dr | do < e+ & = G2 < oo, Vt €R. (3.26)
0 t

Notons que & et &! ne dépendent pas de t.
Comme conséquence de et (3.26) on a l'assertion suivante :

X est bornée sur R, . (3.27)
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Dans l’étape suivante on va prouver que £ est bornée sur
R_ =]—00,0].
On introduit

x1(t) = exp (/Ota(r)dr> (— /Ooo exp (— /Osa(r)dr> b(s)ds>
x2(t) = exp (/Ota(r)dr> (/(:exp (— /Osa(r)dr> b(s)ds) .

Et donc on a

et

%(t) = x1(t) + x2(t) pour tout t € R_. (3.28)

On sait que

1T I
M{a} = lim ﬁ[Ta(r)dr— lim — [ a(r)dr

T—o0 T—o0 0

cf. (8, p. 44), et puisque

% /_TTa(r)dr = % (; /(]Tﬂ(”)dr‘i‘ % /_OT”(”)d”> ’

en prenant t = —T, on obtient

0
lim 1t/t a(r)dr = M{a}. (3-29)

t——0c0 —

Notons que, pour tout t <0,

/Ota(r)dr =— /toa(r)dr = —Lt /toa(r)dr,

ce qui implique

exp (/Ota(r)dr> = exp (t_lt /toa(r)dr> — exp (—oo.M{a}) =0

quand t — —oo, et ainsi on vient de prouver que

‘ t
tEr_noo exp (/0 a(r)dr) =0. (3-30)

Alors en utilisant et on obtient lim;_, _« x1(t) = 0, et, puisque
x1 est continue sur R_, il suit que

x1 est bornée sur R_. (3.31)

Pour tout t <0,

D’ou

()] < /toexp <— /ja(r)dr) ds|b]].
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On introduit 7 : [0, —t] — [t,0], v(p) = p + t et en utilisant la formule de
changement de variable et (3.26), on obtient

/to exp <— /tsa(r)dr) ds = /Wz;t) exp <— /tsa(r)m’) ds
= /0 Cexp (— /t 7(p)ﬂ(r>dr> 7 (p)dp
— /O_texp (- /tt+pa(r)dr> do
< [Texp (- [atar) o <22

pour tout £ <0, ou Cg est indépendant de ¢.
En conséquence, Vt < 0, on a

[x2(8)] < G2[1blleos

ce qui prouve que
X, est bornée sur R_. (3.32)

Par (3.28), (3.31) et (3.32), on sait que £ est bornée sur R_, et avec (3.27),

on conclut que

% est bornée sur R. (3-33)
D’apres (7, Théoreme 6.3, p. 100), £ est une solution p.p. de (NH), et elle

est la seule solution p.p..

Ainsi la preuve du lemme est achevée dans le cas ot M{a} > 0.

Second cas : M{a} < 0. Pour traiter le cas M{a} < 0, on consideére
I'équation supplémentaire

(AE) y'(t) = —a(=t)y(t) — b(—t)

et on note que y(t) = x(—t) une solution de (AE) si et seulement si x est
une solution de (NH). On note aussi que M{—a(—t)} = —M{a(—t)} =
—M{a}. Lorsque M{a} < 0, alors M;{—a(—t)} > 0 et en utilisant le
raisonnement précédent, on peut affirmer que (AE) possede une unique
solution p.p. notée y. Par conséquent, x(t) = y(—t) est I'unique solution
p.p- de (NH). O

Maintenant, on considere I'équation différentielle ordinaire suivante :
x'(t) = A(t)x(t) + b(t) (334)
ot A = (Ajj)1<ij<n € AP°(M(n,R)) et b € AP°(IR") sont tels que

(A4) A est triangulaire supérieure t.q.
M{A;i} #O0pouri=1,---,n
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Lemme 3.6

Soit A € AP'(M(n,R)) qui satisfait (A4) et b € AP°(R"). Alors (3-34)
possede une unique solution x;, dans AP°(IR"). De plus il existe & € |0, 0] telle
que, pour toute b € AP°(RN),

[0 < af|lleo-

Démonstration. L’ équation (3.34) peut s’écrire sous la forme

xi(t) = All(t)X1(t)+ Alz(t)XQ(t) +---+ Aln(t)xn(t) + b1(t)
x(t) = An(t)xa(t) + - + Ao (t)xn(t) + bo(t)

x,(t) = Ann()xn(t) + b (t)
(3-35)
o x = (x1,--+,xy)and b = (b, -+ ,by).

Comme M{A,,} # 0 alors en utilisant le Lemme on déduit que
la derniere équation scalaire de (3.35)

2, (t) = Apn () xn () + ba(t) (336)
a une unique solution £, € AP°(R) telle que

120 ]le0 < an][bnlfoo (3-37)

ou &, est une constante positive indépendante de b;,.
La (n — 1)-iéme équation du systeme (3.35) est

x;_1(t) = An—l,n—l (t)xn—l(t) + dn—l (t)r (3-38)

dnfl(t) = An,lln(t)xn(t) + bnfl(t)

pour tout ¢ € R. Il est clair que d, 1 € AP°(R) comme somme et produit
de fonctions p.p. : Ay_1,1, X» et b,_1. En utilisant toujours le Lemme
et le fait que M{A,_1,-1} # 0, on conclut que 1'équation a une
unique solution £, 1 € APY(R) et il existe a,,_1 € ]0, o[, indépendante de
dy_1, tel que

[£n—1llo < an—1([dn—1]|co- (3-39)

Ainsi en utilisant le méme raisonnement que précédemment, on peut
prouver par récurrence que, pour k =1, - - - , 1, la k-ieme équation de (3.35)
a une unique solution £, € AP°(R) et il existe a; € ]0, o], indépendante
de dy, tel que

12xlloo < x|k |o, (3.40)

di(t) = A1 (B)xs1(t) + -+ Agn () xn(t) + bi(t),
pour tout t € R.

Il en découle que (3.35) a une unique solution £ € APO(R™).
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Maintenant on va prouver qu’il existe « € ]0,00[, indépendante de b,
tel que
1£]le0 < a[B]]oc, (3-41)

Puisque sur BC?(R,R") la norme ||.||« est équivalente a la norme ||.||o, ol

n
Ixllo = 3 lIxlleo
j=1

et
n

I xljo = sup [|lx(£) ]2 = sup

X (1) [,
teR teR 1

j=

avec x = (x1,--+,%y), il suffit de prouver pour ||.|[o. Pour cela on
procede par récurence sur l'ordre k € {1,---,n} de A.

Premiere étape : k = 1. Alors (3.35) est 'équation scalaire (3.36), et
par (3.37), (3.41) est obtenue.

Seconde étape : k = n — 1. On suppose qu'il existe y,_1 € ]0,00[ tel
que
1 Zalleo + -+ [[£2lle0 < via([balleo +-- -+ [[ball).  (342)

Troisieme étape : k = n. Par on obtient

120 lleo + - -+ [ R1lleo < Y1 ([[bulleo + - -+ [[b2floo) + [[£1]|eo,
et par on sait que :

[£1]]e0 < a1l ]|oo,

di(t) = Ana(t)xa(t) + -+ A (t)xn(t) + br(2)
pour tout t € R, ce qui implique
%1l < ar([[Anzfloo[£2loo 4 - -+ [ Avnlool| 2l eo + (161 c0)

< a1 (max([|Arzleo, -+, [|A1nlleo) ([[£2]]e0 + - - 4 [[£n][o0))
+ 061||b1||°o.

Par I'hypothese de récurrence et en notant
cn = max([| Azl -+, [ A1),

on obtient

1£1]leo < ar(enyn-1(lIb2fleo + -+ [bulleo) + [[B1][e0)
< a1k ([|b2fleo + -+ - 4 [|balleo + [[B1]]e0)
< Mu([[br]leo 4+ - -+ [[bulleo)
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presque-périodiques

Définition 3.1

Théoreme 3.6

ou k, = max{c,yn_1,1} et M;, = a1ky,.

Donc on conclut que :

1£1lleo + -+ 1 nlleo < va1(llb2lleo + -+ 4 [|bn[e0)
+ Ma([[br]leo 4 - -+ + [[ba]| )
< Tu([brfleo + -+ [[ball0),

avec v, = max{y,_1, M, } € ]0,00], et ainsi :
[£llo < ¥nullbllo-

Et par suite, est prouvée. O

On appelle constante de Bohr-Neugebauer la plus petite constante « qui satisfait
la derniere assertion du Lemme

Maintenant soit A € AP°(IM(n,R)). On définit les deux matrices T =
(Tij)1<ij<n et R = (Rjj)1<ij<n comme suit, pour tout t € R,

) ={ o1 St e RO=AD-TO. G4

On remarque que T(t) est triangulaire supérieure.

Soit A € AP°(M(n,R)) telle que M{A;} # 0 pouri =1,--- ,netsoit f €
APU(R x R™). On suppose aussi que les conditions suivantes sont remplies :

1
HRHOO < ||TH000C+1+06’ (344)
et pour tout t € R et pour tous x,y € R",
il existe k €10, (|| T|joot + 14+ &)1 — ||R||oo] } (3.45)
telle que [|f(t,x) — f(t, y)[| < kllx =y, ' '

oir T et R sont définies comme dans (3.43). Alors I'équation

xX'(t) = A(t)x(t) + f(£, x(£)) (3.46)

posséde une unique solution dans AP'(R").

Démonstration. Tout d’abord on remarque qu’on peut écrire comme
suit

X'(t) = T(£)x(t) +g(t, x(t)) (3.47)
ou g(t,x(t)) = R(t)x(t) + f(t,x(t)) pour tout t € R.

Ensuite on considére l'opérateur linéaire L : AP'(R") — AP°(R")
défini par Lx = [t — x/(t) — T(t)x(t)]. Puisque M{A;;} # 0 pour
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i=1,---,n, alors T satisfait I'hypothése du Lemme et on en déduit
que, pour b € AP°(R"), il existe une unique solution de 1’équation diffé-
rentielle

x'(t) = T(t)x(t) + b(t). (3-48)

Alors L est inversible, et on note par x[b] 'unique solution de (3.48), ainsi
on obtient L~!(b) = x[b]. Par le Lemme il existe a € |0, 00, indépen-
dante de b, telle que

[x[B]lleo < t][b]] oo,

et utilisant (3.48), on obtient

1€ [b]lleo < (I Tllool1%[b]l]o + [1Dlloo
< I Tlleore][Dleo + [|bleo
= (I Tllcote + 1) [0]] -
Ce qui implique que
1L ®) et < (ITlleort + 1+ ) [ Do

Par conséquent, on a
IL e < (ITlloor 4+ 1 + a). (3-49)

Maintenant on considere 1’'opérateur de superposition défini comme
suit :
Ng: AP°(R") — APY(R"), Ng(x) = [t — g(t,x(1))].

N est bien défini d’apres la Proposition
De (3.45), il découle I'inégalité suivante :

[INg(x) = Ng(y)lleo < ([Rl[eo +K) [ = Ylleo, (3.50)
pour tous x,y € APY(IR").
Maintenant, par et (3-50), on vérifie que pour x,y € AP°(IR"),
IL™ o Ng(x) = L1 o Ng(y)lleo < Kallx = ¥lleo,
ot ki = (|| T|feott + 14 &) (|| R||eo + k).

D’autre part en utilisant (3.44) et (3.45), on voit que k; €]0,1] et donc
'opérateur L' o Ny : APY(R") — AP°(IR") est une contraction. Alors en
appliquant le Théoreme de Point Fixe de Picard-Banach, on conclut qu’il
existe un unique x € AP°(RR") tel que

L' o Ng(x) = x.

Ce qui est équivalent a dire que x une solution de (3.47) dans AP!(R") et
ainsi x est I'unique solution de dans AP'(R"). O
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3.6

Théoréeme 3.7

UN RESULTAT DE DEPENDANCE CONTINUE

Soit A = (Ajj)i<ij<n € AP’(M(n,R)) telle que M{A;;} # Opouri=1,..,n,
et f € APU(R x R" x RP) qui satisfait la condition suivante : pour tout t € R
et pour (x,y,u) € R" x R" x R?,

il existe ¢ € 10, (|| T||eot + 14+ a) [ £.q. } (3.51)

£ (8 x,u) = f(&y,u)ll < cllx = yll,

ol « est la constante de Bohr-Neugebauer, et T est défini comme précédem-
ment. Alors, pour tout u € APY(RP), il existe une unique solution %[u] de

xX'(t) = A(t)x(t) + f(t, x(t), u(t)) (3.52)

qui est dans APY(R"). De plus l'application u — %[u] est continue de AP°(IRP)
dans AP'(RR").

Démonstration. Soit L I'opérateur défini dans la preuve du théoréme pré-
cédent et Ny l'opérateur de superposition Ny : APP(R") x AP*(R") —
APO(IR"), défini par Ny (x,u) = [t — f(t x(t),u(t))]. D’apres la Proposi-
tion @ Ny est bien défini et est continu. Ceci implique que I'application
u — ®(x,u) est continue sur AP°(R?) pour tout x € AP’(R"), ou
@ : AP'(R") x AP°(RP) — AP°(IR"), ®(x,u) = L' o N¢(x, u).

Maintenant de il suit que

INf(x,u) = N (y, u) oo < €l = Ylloo (353)

pour tout x,y € AP°(IR") et pour tout u € AP'(RP). Avec (3:49), ceci
implique que

[P (x, u) = Py, u)[leo < c([|Tfloot + 1+ a)[|x = ylleo

pour tous x,y € AP°(R") et pour tout u € AP°(IRP).

Ainsi on peut appliquer le Théoreme de Points Fixes Parametrés (Théo-
reme [2.5) pour conclure que 1'équation possede une unique solution
%[u] € AP}(IR") et 'application u + ¥[u] est continue de AP°(R?) dans
APY(R"). O
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UN RESULTAT SUR LES SYSTEMES
LINEAIRES PRESQUE-PERIODIQUES

4.1 INTRODUCTION

ORSQUE A est une fonction presque-périodique (au sens de Bohr) de
R dans 'espace des matrices réelles de format n x n, on considere
I’équation différentielle homogeéne et non autonome suivante :

x'(t) = A(t)x(t), x(t) € R". (4.1)

Et lorsque b est une fonction presque-périodique de R dans IR", on consi-
dere I’équation différentielle non homogene suivante :

xX'(t) = A(t)x(t) + b(t) (4-2)

Le but de ce chapitre est d’établir le résultat suivant :

Théoreme 4.1 Si A est presque-périodique et si toutes les solutions de sont presque-
périodiques, alors il existe une fonction b presque-périodique telle que I'équa-
tion ne posséde aucune solution bornée. De plus pour tout ¢ € |0,00[ on
peut choisir la fonction b telle que ||b|| est constante et égale a ¢ sur R.

Il est aussi important de voir la contraposée de ce dernier théoréme
qui est le résultat suivant :

Théoréme 4.2 Soit A presque-périodique. Si pour tout b € APY(R,IR") il existe une solution
bornée de (4.2), alors il existe au moins une solution de I'équation qui n’est
pas presque-périodique.

4.2 NOTATIONS ET RAPPELS

On note par M(n,R) l'espace des matrices réelles de format n x n.
La matrice transposée de M € M(n,R) est notée par M*. Et lorsque x,
y € R", (x]y) désigne le produit scalaire usuel de x et y.
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Théoreme 4.3

Théoréeme 4.4

Théoreme 4.5

Si A € AP°(R,M(n,R)), on appelle 'enveloppe de A, notée H(A),
I'ensemble des B € AP°(IR,M(n,R)) pour lesquelles il existe une suite
réelle (T, ) telle que

lim [|B — A(. + )]0 = 0
m—»00

cf. @) et @)

Dans le livre de Cheban (1, Théoreme 3.37, p.63), le résultat suivant,
attribué a Muhamadiev (référence [121] dans (1)), est prouvé.

Les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Pour tout b € AP°(R,R"), I'équation possede une unique solution
presque-périodique.
(ii) Pour tout B € H(A), I'équation y'(t) = B(t)y(t) ne posséde aucune
solution bornée.

Notant que notre Théoréme n‘est pas un simple corollaire du
Théoreme puisque 1'hypothése dans le Théoréme implique la
négation de (ii), et par conséquent, la négation de (i), et donc il existe
b € AP’(R,R") pour lequel ne possede aucune solution presque-
périodique ou en possede plusieurs.

L'équation adjointe de est la suivante :
X'(t) = —A(£)x(t) (4.3)

Les deux résultats qui suivent concernent les solutions p.p. et bornées
de ce type d’équations. Ils sont récents, ce qui témoigne de l'interét exis-
tant pour ces équations. On peut consulter aussi (5).

Dans le papier de Tarallo (6, Théoréme 1.1, p. 2303) on trouve le résultat
suivant :

Si toutes les solutions non triviales x de sont bornées et satisfont
infier||x(t)|| > 0, alors pour tout b € AP°(R,IR") les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) I'équation possede des solutions presque-périodiques.

(ii) Pour toute solution bornée v de (4.3), t — fot(b(s) |v(s)) ds est bornée.

Dans le papier de Cieutat et Haraux (2), on trouve le résultat suivant :

Soit A € AP°(R,M(n,R)) telle que A(t) est symétrique et définie positive
pour tout t € R. Soit b € AP(IR,R"). Alors les deux assertions suivantes sont
équivalentes.
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Lemme 4.1

4.3. Démonstration du théoreme ’m 73

(i) L’équation posséde au moins une solution presque-périodique.

(ii) Pour tout ¢ € NierKerA(t), t — fo s)|c)ds € APY(R,IR").

DEMONSTRATION DU THEOREME

Dans la preuve du Théreme on va utiliser le résultat suivant :

Soit a € AP°(IR,R) telle que toute les solutions de I'équation
X'(t) = a(H)x(t) (4-4)
sont presque-périodiques . Alors pour tout ¢ € R*, I'équation
X (1) = a(t)x(t) + ¢ (4.5)
ne possede aucune solution bornée.

Démonstration. On suppose par 'absurde qu'il existe ¢ € R* tel que (4.5)
ait une solution bornée. Cette solution s’écrit sous la forme suivante

x(t) = exp </Ota(r) dr) x(0) —|—C/0t exp (/sta(r) dr> ds.

En choisissant x(0) = 0, la fonction définie par

(t) = /OteXp (/Sta(r) dr) ds = "(Ct)

est bornée. De plus,
P(t) = /Ot exp ( dr) exp (
:€Xp</ dr) /Otexp<

Ainsi, si on définit,

P(t) = /Otexp (— /Osa(r) dr) ds, VteR,

on obtient, Vt € R,

00 =) [ ep (~ [[at)ar). 46)

Maintenant, par le fait que que toute les solutions de (4.4) sont
presque-périodiques, il suit que la solution de (4.4) définie par

u(t) = exp </Ota(r) dr> (0)
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est presque-périodique. Donc si on choisit #(0) # 0, on déduit par le

Théoreme [3.2| que
inf [lu(£)[} >0
S

et en utilisant le Théoréme on obtient

t— exp <— /Ota(r) dr) € AP°(R,R). (4-7)

En utilisant (4.6), et le fait que ¢ est bornée, on conclut que ¢ est
bornée sur R. Et par suite

ou encore

M; {exp <— /Ota(r) dr) } =0. (4-8)

D’autre part, par (4.7), on conclut que la fonction t — — fot a(r)dr
est presque-périodique, donc elle est bornée. Par conséquent, 38 € R,

¥t € R, — [ya(r)dr > p donc | [yexp (— [y a(r)dr) ds > exp(p) > 0.

Ceci entraine que
t
M, {exp (—/0 a(r) dr)} > 0. (4-9)

Ainsi, et (4.9) fournissent la contradiction cherchée. O

Démonstration. (du Théoréeme [4.1) En utilisant le Théoreme [3.4) on
déduit qu’il existe Q € APY(R,M(n,R); M) orthogonale et B €
AP°(R,M(n,R); M) triangulaire supérieure telles que sous la trans-
formation y(t) = Q~!(¢)x(t), 'équation est équivalente a

y'(t) = B()y(t) +e(t) (4.10)

ot e(t) = Q(t)b(t), pour tout t € AP’(R,R").
De plus, toutes les solutions de

y'(t) = B()y(t) (4.11)

sont presque-périodiques.
Ainsi par le Lemme [4.1} il suit qu'il existe ¢ € R* tel que 1’équation

y'(t) = B(t)y(t) +c (4.12)
n’a aucune solution bornée. En effet, s’écrit sous la forme

yi(t) =bu(B)ya(t)+ bra(t)ya(t) + -+ bia(H)ya(t) + 1
yo(t) = b (£)y2(t) + -+ - 4 bou(t)yn(t) + c2

]/;,l(t) = bnn(t)yn(t) +cu



4.3. Démonstration du théoreme ’m
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ouy = (y1, - - ,yn)and c = (c1, -+ ,Cn).

Puisque toutes les solutions de sont presque-périodiques, il est
de méme pour les solutions de vy}, (t) = buu(t)y.(t). Et en appliquant le
Lemme on conclut de l'équation y},(t) = by, (t)yn(t) + cn ne possede
aucune solution bornée. Ceci implique que n’a aucune solution

bornée puisque la derniere coordonnée n’est jamais bornée.
Comme x(t) = Q(t)y(t), Vt € R, et Q est orthogonale, on obtient

@)1 = IRy = lly(®)]l-

Finalement, x est non bornée. Ceci achéve la démonstration du théoréme.
O
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CONCLUSION GENERALE

Au cours de ce mémoire, nous avons étudier

1.

La réductibilité d'un systeme différentiel linéaire quasi-
périodique en un systeme différentiel linéaire autonome via
la théorie de Floquet-Lin pour établir des résultats d’existence et
d’unicité et de dépendance continue des systemes différentiels
non linéaires quasi-périodiques.

La réductibilité d’'un systeme différentiel linéaire presque-
périodique en un systéme différentiel linéaire triangulaire su-
périeur avec conservation du nombre des solutions presque-
périodiques indépendantes. Ensuite, un résultat d’existence et
d’unicité et de dépendance continue des systemes différentiels
non linéaires presque-périodiques.

. Soit A est presque-périodique. Si pour tout b € AP°(R,IR") il

existe une solution bornée de x'(t) = A(t)x(t), alors il existe au
moins une solution de I'équation x'(t) = A(t)x(t) + b(t) qui n’est
pas presque-périodique.
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NOTATIONS

IN,IN*

R
Rf’l
CO(R, E)

BC(R,E)

C*(R,E)

APY(R,E) = AP°(E)

APY(R,E) = AP*(E)

APU(R x E, )

QP) (R, E)

QP (R, )

QPU,(R x E, F)

M(n,R)

GL(n,R)

ensemble des entiers naturels, des entiers
strictement positifs.

ensembles des réels.
ensemble des vecteurs réels a n dimensions
espace des fonctions continues de R dans [E.

espace des fonctions continues bornées
de R a valeurs dans E.

espace des fonctions k fois continuement dérivables
de R dans E.

espace des fonctions presque-périodiques au sens de
Bohr, de R dans E.

espace des fonctions CF qui sont presque-périodiques
jusqu’a l’ordre k.

espace des fonctions presque-périodiques uniformément,
par rapport a un parametre.

espace des fonctions quasi-périodiques de R dans E, dont le

module de fréquences est engendré par les composantes de w.

espace des fonctions CF qui sont quasi-périodiques jusqu’a
'ordre k, et de vecteur des fréquences w.

espace des fonctions quasi-périodiques uniformément,
par rapport a un parametre et de vecteur des fréquences w.

espace des matrices réelles d’ordre n.

groupe linéaire général des matrices réelles invercibles d’ordre 7.
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espace de Sobolev.

tore de dimension N.

le A-eme coefficient de Fourier-Bohr de f.
Z-module engendré par A(¢) dans R.
moyenne temporelle de f

opérateur de translation par a, (a € R).

ensemble des fréquences de f.



Ce document a été préparé a 'aide de l'éditeur de texte GNU Emacs et du
logiciel de composition typographique IXTEX 2¢.
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Titre Réductibilité et Théorie de Floquet pour des Systemes Différentiels
non Linéaires

Résumé L'objet de cette these est d’étuidier, dans un premier temps,
la réductibilité d'un systeme différentiel linéaire quasi-périodique en un
systeme différentiel linéaire autonome via la théorie de Floquet-Lin pour
établir des résultats d’existence et d’unicité et de dépendance continue
des systemes différentiels non linéaires quasi-périodiques. Et dans se-
cond temps on établit un résultat de réductibilité d'un systeme diffé-
rentiel linéaire presque-périodique en un systeme différentiel linéaire tri-
angulaire supérieur avec conservation du nombre des solutions presque-
périodiques indépendantes. Ensuite, un résultat d’existence et d’unicité et
de dépendance continue des systemes différentiels non linéaires presque-
périodiques.

Mots-clés Fonctions quasi-périodiques, fonctions presque-périodiques,
théorie de Floquet, réductibilité¢, EDO non linéaire

Title Reducibility and Floquet Theory for Nonlinear Differentials Sys-
tems

Abstract We use a Floquet theory for quasi-periodic linear ordinary dif-
ferential equations due to Zhensheng Lin to obtain results, of existence,
unicity, continuous and differentiable dependence, on the quasi-periodic
solutions of quasi-periodic nonlinear ordinary differential equations. in a
second time we establish the reducibility of linear systems of almost perio-
dic differential equations into upper triangular systems of a. p. differential
equations. This is done while the number of independent a. p. solutions
is conserved. We prove existence and uniqueness of a. p. solutions of a
nonlinear system with an a. p. linear part. Also we prove the continuous
dependence of a. p. solutions of a nonlinear system with respect to an a.
p- control term.

Keywords Quasi-periodic functions, almost-periodic functions, Floquet
theory, reducibility, EDO nonlinear
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