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Equilibrage de charge dynamique avec un nombre variable
de processeurs basé sur des méthodes de partitionnement
de graphe

Résumé

L’équilibrage de charge est une étape importante conditionnant les performances des appli-
cations paralleles. Dans le cas ou la charge varie au cours de la simulation, il est important de
redistribuer régulierement la charge entre les différents processeurs. Dans ce contexte, il peut
s’avérer pertinent d’adapter le nombre de processeurs au cours d’une simulation afin d’obte-
nir une meilleure efficacité, ou de continuer I'exécution quand toute la mémoire des ressources
courantes est utilisée. Contrairement au cas ou le nombre de processeurs ne varie pas, le rééqui-
librage dynamique avec un nombre variable de processeurs est un probleme peu étudié que nous
abordons ici.

Cette these propose différentes méthodes basées sur le repartitionnement de graphe pour
rééquilibrer la charge tout en changeant le nombre de processeurs. Nous appelons ce probleme
« repartitionnement M x N ». Ces méthodes se décomposent en deux grandes étapes. Dans un
premier temps, nous étudions la phase de migration et nous construisons une « bonne » matrice
de migration minimisant plusieurs critéres objectifs comme le volume total de migration et le
nombre total de messages échangés. Puis, dans un second temps, nous utilisons des heuristiques
de partitionnement de graphe pour calculer une nouvelle distribution optimisant la migration en
s’appuyant sur les résultats de 1’étape précédente. En outre, nous proposons un algorithme de
partitionnement k-aire direct permettant d’améliorer le partitionnement biaisé. Finalement, nous
validons cette theése par une étude expérimentale en comparant nos méthodes aux partitionneurs
actuels.

Mots-clés

Simulation numérique, parallélisme, équilibrage de charge dynamique, redistribution, parti-
tionnement de graphe, repartitionnement.
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Dynamic Load-Balancing with Variable Number of Proces-
sors based on Graph Partitioning

Abstract

Load balancing is an important step conditioning the performance of parallel programs. If
the workload varies drastically during the simulation, the load must be redistributed regularly
among the processors. Dynamic load balancing is a well studied subject but most studies are
limited to an initially fixed number of processors. Adjusting the number of processors at runtime
allows to preserve the parallel code efficiency or to keep running the simulation when the memory
of the current resources is exceeded.

In this thesis, we propose some methods based on graph repartitioning in order to rebalance
the load while changing the number of processors. We call this problem “M x N repartitioning”.
These methods are split in two main steps. Firstly, we study the migration phase and we
build a “good” migration matrix minimizing several metrics like the migration volume or the
number of exchanged messages. Secondly, we use graph partitioning heuristics to compute a new
distribution optimizing the migration according to the previous step results. Besides, we propose
a direct k-way partitioning algorithm that allows us to improve our biased partitioning. Finally,
an experimental study validates our algorithms against state-of-the-art partitioning tools.

Keywords

Numerical simulation, parallelism, dynamic load-balancing, redistribution, graph partition-
ing, repartitioning.
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Chapitre 1

Introduction

Une simulation numérique modélise généralement 1’évolution en temps d’un phénomeéne phy-
sique dans un domaine de I’espace. Souvent, on utilise un schéma itératif en temps et une discré-
tisation de l’espace via un maillage d’éléments géométriques (triangles, carrés, tétraedres, etc.).
Des simulations de plus en plus complexes demandent une plus grande puissance de calcul. Pour
cela, ces applications doivent fonctionner en parallele sur plusieurs nceuds de calcul. Les données
sont alors réparties sur les différentes unités de traitement ou « processeurs ». Les processeurs
ne pouvant pas accéder directement et rapidement aux données des autres processeurs, ce paral-
lélisme induit un surcout du aux communications sur le réseau. La mémoire étant distribuée, la
répartition des calculs implique une distribution des données.

Dans ce contexte, la distribution des données est une étape importante conditionnant les
performances d’une simulation numérique et elle est faite selon deux objectifs :

— la charge de calcul affectée aux différents processeurs doit étre équilibrée pour minimiser

le temps de calcul de chacun;

— les communications inter-processeurs induites par la distribution doivent étre minimisées.
Certaines simulations numériques complexes ont une charge de calcul qui peut évoluer de fagon
imprévisible ; c’est le cas par exemple des simulations de type AMR, (Adaptive Mesh Refinement)
ou la discrétisation de ’espace évolue pour étre plus fine autour de points d’intérét. La charge de
certains processeurs peut augmenter plus rapidement que d’autres et il n’est alors plus possible de
garder une méme distribution tout le long de la simulation. De nouvelles distributions doivent étre
recalculées pour rééquilibrer la charge lorsque le déséquilibre devient trop important. On parle
alors d’équilibrage dynamique. En plus des deux objectifs précédents, la nouvelle distribution doit
répondre a deux nouvelles contraintes :

— la nouvelle partition doit étre calculée rapidement en parallele ;

— la migration des données nécessaire pour passer de l'ancienne distribution a la nouvelle
doit étre la plus rapide possible, c’est-a-dire qu’il faut que le moins possible de données
ne change de processeurs.

Le probleme de calcul de telles distributions peut étre résolu a ’aide du partitionnement d’un
graphe non-orienté en k parties. Les sommets du graphe représentent les calculs et les arétes
représentent les dépendances entre ces calculs. Chaque partie représente I’ensemble des calculs
affectés & un processeur. Deux sommets connectés qui se trouvent dans deux parties différentes (on
dira que laréte est coupée) induisent un besoin de communication entre ces deux processeurs.
L’objectif de la distribution devient alors de construire une partition dont les parties sont de
méme taille et coupant un minimum d’arétes. Dans le cas de ’équilibrage dynamique, on parlera
de « repartitionnement ». Le partitionnement de graphe est un probleme déja bien étudié, que
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ce soit dans le cas statique ou une seule partition est calculée, ou dynamique ou la partition est
recalculée régulierement.

M = N =

Augmentation
de la charge

F1GURE 1.1 — Allocation dynamique de processeurs pour un code parallele dont la charge aug-
mente.

Lorsque la charge de calcul varie de fagon importante, il peut devenir intéressant de changer
le nombre de processeurs alloués. Cela peut permettre de continuer la simulation quand toute
la mémoire des processeurs est utilisée, ou ainsi d’améliorer la consommation des ressources
pour garder une bonne efficacité au cours de la simulation. Par exemple, un code AMR utilise
initialement un maillage tres simple avec peu d’éléments, qu’il ne serait pas efficace de distribuer
sur un grand nombre de processeurs. Avec le raffinement du maillage, la quantité de calcul
augmente de facon importante, et la parallélisation sur un plus grande nombre de processeurs
devient plus intéressante, voire nécessaire si la taille du probleme dépasse la capacité mémoire
des processeurs déja alloués. 11 faut alors étre capable de calculer une nouvelle distribution pour
un plus grand nombre de processeurs, comme illustré en figure

M+ M =6 N+N =6
Augmentation de la
charge relative A/B

A B A B

FIGURE 1.2 — Allocation dynamique de processeurs pour deux codes couplés A et B dont la
charge relative de A par rapport & B augmente.

L’allocation dynamique de processeurs est également utile dans le cas des codes couplés. Ce
sont différents codes s’exécutant en parallele et collaborant pour réaliser une simulation plus
complexe. Ces codes doivent régulierement échanger des données entre eux durant la « phase de
couplage » qui induit une synchronisation plus ou moins explicite. Il est donc nécessaire que les
différents codes avancent a la méme vitesse pour ne pas se ralentir entre eux. Cet équilibrage entre
les codes peut s’avérer tres difficile a cause des natures tres différentes de ces codes, ou dans le cas
ou au moins un des codes a une charge de calcul qui évolue dynamiquement. La figure pré-
sente un exemple avec deux codes couplés A et B utilisant initialement 3 processeurs chacun. Si
le code B devient trop rapide par rapport a A, on peut transférer un processeur du code B vers A.

Cette these propose un ensemble de méthodes permettant de résoudre le probleme d’équili-
brage dynamique de la charge avec changement du nombre de processeurs, et ce en se basant sur



le repartitionnement de graphe. Nous appellerons ce probleme, le repartitionnement M x N. Ce
repartitionnement doit réaliser les différents objectifs déja cités :

— équilibrage de la charge;

— minimisation des communications dues aux dépendances de calculs;

— rapidité de calcul de la nouvelle partition ;

— minimisation des communications dues a la redistribution.

Ceci devra étre fait en prenant en compte a la fois une charge variable et un nombre de processeurs
variable.

Ces méthodes de repartitionnement se divisent en deux étapes : la construction d’une matrice
de migration puis le repartitionnement basé sur cette matrice de migration. Plusieurs méthodes
de construction de matrices de migration permettent d’optimiser différentes métriques relatives
a la migration des données. Deux méthodes de repartitionnement sont présentées : I'une de
partitionnement biaisé et I'autre diffusive. De plus, des limitations des méthodes de bissections
récursives utilisées habituellement sont mises en évidence dans le cadre du partitionnement biaisé
et nous proposons une méthode de partitionnement k-aire direct pour y remédier.

Nous commencerons par présenter un état de 'art du partitionnement et repartitionnement
de graphe (chapitre . Puis, dans le chapitre [3] nous définirons et construirons des modeles
pour la migration. Le chapitre [4] présentera des méthodes de repartitionnement s’appuyant sur
les modeles de migration introduits au chapitre précédent. Puis, nous évaluerons nos méthodes
au travers d’'une série d’expériences comparatives avec d’autres outils de repartitionnement de
graphe (chapitre . Finalement, nous conclurons et présenterons quelques pistes d’améliorations
de ces méthodes dans le chapitre [6} Plusieurs annexes complétent ce manuscrit.
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Etat de Dart
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2.1 Contexte

Une simulation numérique modélise I’évolution d’un phénomene physique dans le temps sur
un domaine de I'espace. Ces simulations s’appuient sur une discrétisation en temps et en espace.
Le domaine de I'espace simulé est discrétisé a ’aide d’un maillage d’éléments géométriques :
triangles, carrés, tétraedres, ... La discrétisation en temps permet de calculer ’état du systeme
a un instant donné a partir de I’état précédent. Plus précisément, I’état d’un élément est calculé
a partir de son état précédent et de I'état de quelques autres éléments en fonction du modele
physique ; généralement, ce sont les éléments voisins dans le maillage.

Ces simulations, de plus en plus complexes, nécessitent d’étre exécutées en parallele. Le do-
maine doit donc étre distribué parmi plusieurs unités de calcul. Le maillage est donc découpé
en autant de parties que de processeurs utilisés. Le calcul de 1’état d’un élément dépendant de
I’état d’autres éléments, le plus souvent dans son voisinage, cette distribution induit des commu-
nications entre processeurs quand 1'un d’entre eux nécessite les données possédées par un autre.
Ces communications sont synchronisantes et tous les processeurs doivent donc faire progresser la
simulation au méme rythme. Une bonne distribution ou partition des données doit donc fournir
des parties équilibrées et minimisant le nombre de dépendances de données entre processeurs,
minimisant ainsi le temps de calcul et de communication. Par exemple, un code simulant la dif-
fusion de la chaleur sur un maillage calcule la chaleur de chaque élément & partir de sa propre
chaleur et de celle des éléments voisins a l'itération précédente. Une unité de calcul travaillant
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sur un domaine doit donc recevoir les températures des éléments sur la frontiere des domaines
voisins.

La distribution des données peut étre statique, c’est-a-dire fixée au début de la simulation,
ou dynamique qui évolue au cours de la simulation. Certaines simulations utilisent des maillages
dynamiques : le domaine de simulation peut s’étendre, par exemple pour la simulation d’une
explosion, ou le maillage peut étre raffiné autour de certains points d’intérét permettant ainsi
d’utiliser peu d’éléments tout en gardant une bonne précision la ou c’est nécessaire. Cette derniere
méthode est appelée Adaptive Mesh Refinment (AMR). Au cours de ces simulations dynamiques,
la charge de calcul des processeurs évolue de facon hétérogene. Il est donc nécessaire de rééqui-
librer régulierement cette charge en calculant une nouvelle partition des données. Une fois cette
nouvelle partition réalisée, les données doivent étre migrées vers leur nouveau propriétaire. La
nouvelle partition doit optimiser cette phase de migration en plus des criteres précédents.

Il existe une grande variété de méthodes pour partitionner des maillages. Les plus courantes
sont les méthodes géométriques, s’appuyant uniquement sur les coordonnées des éléments dans
I’espace, et les méthodes basées sur les graphes utilisant les dépendances de calcul entre éléments
et ne s’intéressant plus qu’a la topologie et non a la géométrie du probleme.

2.2 Partitionnement

Le partitionnement de maillages a ’aide de graphes utilise les dépendances de calcul entre les
éléments pour construire un graphe. Certains partitionneurs utilisent un modele d’hypergraphe,
plus général que le modele de graphe. Un partitionneur de graphe ou d’hypergraphe calcule des
partitions en prenant en compte deux objectifs :

— les parties doivent étre équilibrées, c’est-a-dire de méme taille. Les partitionneurs sont

généralement tolérants et se contentent de créer des parties a peu pres équilibrées a un
« facteur de déséquilibre » pres. Un facteur de déséquilibre de 5% veut dire qu'une partie
pourra atteindre jusqu’a 1,05 fois sa taille idéale. Ce premier objectif permet d’optimiser
le temps de calcul de la simulation.

— une fonction de cotit, appelée coupe du graphe, est minimisée. Cette fonction de cotlit varie

suivant les modeles mais représente le temps de communication entre les processeurs.

2.2.1 Modélisation

Pour pouvoir appliquer le partitionnement de graphe ou d’hypergraphe a un probleme donné,
il est nécessaire de modéliser celui-ci. Il est important de choisir une modélisation adaptée au
probléme pour que le partitionneur puisse créer une partition optimisant les bons critéres pour
cette simulation.

a) Modélisation a I’aide de graphes

L’approche la plus courante consiste & modéliser les éléments a distribuer sous forme d’un
graphe. Le graphe construit doit modéliser les contraintes du calcul distribué : équilibrage de
charge et réduction de communications.

Un graphe est défini par un ensemble de sommets et un ensemble d’arétes connectant les
sommets par paires. Le graphe est donc construit avec un sommet pour représenter chaque
élément. Les arétes de ce graphe servent a représenter les dépendances entre les éléments. Par
exemple, le calcul sur un élément peut nécessiter les données des éléments voisins dans le maillage.
Un sommet est donc connecté a tous les sommets représentant les éléments voisins dans le
maillage.
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Si des éléments sont associés a des charges de calcul différentes, il est possible d’associer des
poids aux sommets représentant ces charges de calcul. De la méme fagon, si certaines communi-
cations sont plus cotuteuses que d’autres, un poids peut étre affecté aux arétes.

Un partitionneur de graphe optimise deux objectifs : I’équilibrage et la coupe. La taille d’une
partie est le nombre de sommets dans cette partie ou, s’ils sont pondérés, la somme des poids de
ceux-ci. La fonction de cout la plus généralement utilisée dans les partitionneurs de graphe est
le nombre d’arétes coupées (ou la somme de leurs poids). Une aréte est dite « coupée » lorsque
ses deux extrémités sont affectées a des parties différentes. On vise ainsi a réduire le volume de
données & communiquer entre processeurs.

La figure présente la modélisation d’un maillage : une grille de 2 x 3 carrés sous forme de
graphe. Chaque sommet du graphe correspond & un carré de la grille et est relié aux sommets
correspondant a ses voisins dans le maillage.

FIGURE 2.1 — Un maillage de 6 éléments et le graphe associé modélisant les dépendances.

Cette modélisation, bien que tres répandue, ne modélise pas toujours parfaitement le volume
de communication nécessaire pour la distribution induite. On pourrait penser que comme une
aréte relie deux sommets, chaque aréte coupée induit deux sommets devant communiquer. Mais
un sommet peut avoir plusieurs arétes coupées par la méme partie et la coupe du graphe peut
surévaluer le volume de communication induit par cette partition. Sur la figure un maillage
de 6 éléments est partitionné en deux : une partie bleue et une partie verte. Il y a 4 éléments qui
ont au moins un voisin dans ’autre partie, ce sont les éléments qui ont besoin d’étre communiqués
avec l'autre processeur. Mais 3 arétes sont coupées par la partition.

FIGURE 2.2 — Maillage et graphe partitionnés en deux.
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FIGURE 2.3 — Un maillage de 6 éléments et 'hypergraphe associé modélisant les dépendances.
Pour ne pas surcharger le dessin, seule I’hyper-aréte correspondant a 1’élément rouge est repré-
sentée.

b) Modélisation a I’aide d’hypergraphes

Il est également possible d’utiliser une modélisation a partir d’hypergraphe. Le partitionne-
ment d’hypergraphe est depuis longtemps utilisé pour le partitionnement de VLSI [33]/59], mais
il est également intéressant dans le cas du partitionnement de matrices ou de maillages [63].

Les hypergraphes sont des extensions des graphes, ot une aréte appelée hyper-aréte, ne
connecte plus deux sommets mais un nombre quelconque de sommets. Un graphe peut étre
considéré comme un hypergraphe particulier contenant uniquement des hyper-arétes de taille 2.

Ces hyper-arétes plus complexes rendent la représentation graphique des hypergraphe plus
difficile. Il existe plusieurs fagons de représenter une hyper-aréte ; par exemple, on peut dessiner
une courbe entourant les sommets inclus dans ’hyper-aréte. Il est aussi possible de représenter
une hyper-aréte par un sommet spécial relié aux sommets qu’elle connecte. Cette représentation
est en fait celle d’un graphe biparti dont les parties sont ’ensemble des sommets et 1’ensemble
des hyper-arétes.

Comme avec les graphes, chaque élément d’'un maillage est représenté par un sommet de
I’hypergraphe. Mais les hyper-arétes permettent de modéliser différemment les dépendances. Une
hyper-aréte est associée a chaque sommet, représentant toutes les dépendances de cet élément.
Une hyper-aréte contient donc le sommet auquel elle est associée, ainsi que tous les sommets qui
dépendent de celui-ci.

La figure 2.3 montre une hyper-aréte de I'’hypergraphe modélisant la grille 2 x 3. Cette hyper-
aréte est associée au sommet rouge et contient tous les sommets voisins.

Cette nouvelle modélisation des dépendances permet d’utiliser des modeles de coupe différents
représentant mieux les communications induites par le partitionnement. La coupe connectivité—1,
aussi appélée A—1, permet de représenter fidelement les communications [63]. Ce modele de coupe
prend en compte le nombre de parties coupant une aréte. Si une hyper-aréte est coupée par A
parties, son poids est compté A — 1 fois dans la coupe finale. En effet, une hyper-aréte est associée
a un élément et A\ parties possedent des éléments appartenant a cette hyper-aréte. Ces éléments
sont soit ceux qui ont une dépendance sur I’élément associé a 'hyper-aréte, soit ’élément lui-
méme. Parmi ces A parties, une possede ’élément et les A — 1 autres devront recevoir les données
associées a cet élément.

La figure 2.4 montre la méme partition que la figure 2.2 mais en utilisant un modele d’hy-
pergraphe. Parmi les 6 hyper-arétes de cet hypergraphe, 4 sont coupées (en rouge). Ce sont les
hyper-arétes associées aux sommets se trouvant sur la frontiere.

La modélisation a ’aide d’hypergraphe permet de modéliser exactement la quantité de don-
nées se trouvant sur la frontiere des domaines contrairement a la modélisation a ’aide de graphe.
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FIGURE 2.4 — Maillage et hypergraphe partitionné en deux. Les hyper-arétes en rouge sont coupées
par les deux parties.

c) Sommets fixes

Certains partitionneurs permettent d’utiliser des sommets fizes. Ces sommets sont initiale-
ment fixés dans une partie et le partitionneur ne remettra pas en cause cette affectation, mais
en tiendra compte dans ’équilibrage et 'optimisation de la coupe. Les sommets fixes ont été
largement utilisés dans le cadre du partitionnement de VLSI [7] mais ont également trouvé une
utilisation dans le cadre du rééquilibrage dynamique [2,(9]. Le probleme de partitionnement &
sommets fixes est une version plus contrainte du partitionnement de graphe ou hypergraphe
completement libre. Bien que le probleme puisse paraitre plus simple, comme il y a moins de
sommets a placer dans les différentes parties, les heuristiques élaborées pour le partitionnement
libre peuvent avoir du mal & prendre en compte ces nouvelles contraintes [37].

2.2.2 Meéthodes de partitionnement de graphe

Le partitionnement d’un graphe ou d’un hypergraphe est un probléme NP-complet |20,
GRAPH PARTITIONING]. On utilise donc diverses heuristiques pour pouvoir calculer une par-
tition en un temps raisonnable. La plupart des méthodes utilisées s’appliquent aussi bien sur des
graphes que sur des hypergraphes.

La plupart des partitionneurs de graphe ou d’hypergraphe utilisent des méthodes appelées
« multi-niveaux » [41[22[36]. L’approche multi-niveaux permet d’accélérer les méthodes de parti-
tionnement classiques tout en gardant une bonne qualité. Cette approche se décompose en trois
étapes, comme indiqué en figure

T
Partitionnement
Initial

FIGURE 2.5 — Phases d’un partitionnement multi-niveaux.
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La phase de contraction : Dans un premier temps, la taille du graphe est réduite en fu-
sionnant des sommets. Cela est répété pendant plusieurs itérations, jusqu’a obtenir un
graphe suffisamment petit. Une suite de graphes de taille décroissante a ainsi été créée :
(Go, Gi,..., Gk)

Le partitionnement initial : Une fois que le graphe a été suffisamment contracté, on applique
une heuristique de partitionnement pour calculer la partition P, du graphe G. N'importe
quelle stratégie de partitionnement peut étre appliquée ici. Certaines seront détaillées par
la suite.

La phase d’expansion : La suite des différents graphes construits pendant ’étape de contrac-
tion est alors « remontée ». La partition P;;1 du graphe G;41 est prolongée sur le graphe
G; puis cette nouvelle partition P; est raffinée a I'aide d’une heuristique améliorant loca-
lement la coupe.

a) Stratégies de contraction

Il existe plusieurs heuristiques pour sélectionner les sommets a fusionner. La plus connue,
appelée Heavy FEdge Matching (HEM), recherche les arétes de poids les plus élevés et en fusionne
les deux extrémités. Cette opération est répétée jusqu’a obtenir un graphe suffisamment petit.
Dans un partitionneur supportant les sommets fixes, ces derniers doivent étre traités de maniere
particuliere pendant la phase de contraction. En effet, le graphe contracté doit garder les mémes
informations sur les sommets fixes. Dans certains partitionneurs, il peut étre décidé de ne jamais
fusionner ces sommets fixes. Dans d’autres, il peut étre décidé de les fusionner seulement avec
des sommets non fixés ou fixés dans la méme partie. Dans ce cas, le sommet obtenu apres fusion
est considéré comme un sommet fixe dans le graphe contracté.

b) Stratégies de partitionnement initial

La stratégie de partitionnement utilisée au niveau le plus bas dans un partitionneur multi-
niveaux peut étre n’importe quelle stratégie de partitionnement, y compris un autre algorithme
multi-niveaux. Il existe une tres grande variété de méthodes de partitionnement ou de bissection
comme par exemple des algorithmes gloutons ajoutant les sommets un & un dans les parties [5]
6,[29], ou des algorithmes spectraux utilisant des propriétés d’algebre linéaire pour obtenir une
partition [53].

La stratégie la plus utilisée est celle des bissections récursives. Le graphe est coupé récursi-
vement en deux parties jusqu’a obtenir le nombre de parties souhaité. Il est possible d’obtenir
un nombre de parties qui n’est pas une puissance de 2 en créant des parties déséquilibrées. Par
exemple pour obtenir 3 parties, on crée deux parties avec les proportions 1/3 et 2/3, la par-
tie de taille 2/3 est ensuite coupée en deux parties égales de 1/3 chacune. Son intérét réside
dans la grande variété et qualité des heuristiques de bissection souvent mieux maitrisées que les
heuristiques de partitionnement k-aires [35].

Le graphe peut également étre partitionné directement en k parties; on parlera de parti-
tionnement k-aire direct. Ces stratégies peuvent étre plus rapides que les bissections récursives
car une seule partition est calculée. Théoriquement, le partitionnement k-aire direct permet une
meilleure qualité car il profite d’une vision globale du probleme que les bissections récursives n’ont
pas [60]. Mais en pratique, il est plus difficile de calculer une bonne partition k-aire directement
et la méthode des bissections récursives donne souvent de meilleurs résultats [35].
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c) Stratégies de raffinement utilisées dans la phase d’expansion

Les stratégies de raffinement modifient une partition déja existante en changeant quelques
sommets de partie pour améliorer la coupe.

L’algorithme de Kernighan et Lin [39] (KL) raffine une bissection en cherchant des paires de
sommets dont ’échange améliore le plus la coupe (ou la dégrade le moins). Un sommet déplacé ne
sera plus considéré pour un échange dans la méme passe. Ces échanges sont considérés méme s’ils
dégradent la coupe, cela permettant de ne pas rester bloqué sur une solution localement optimale
mais qui pourrait étre améliorée en s’en éloignant plus. A la fin de la passe, seuls les échanges
menant a la meilleure coupe sont conservés. L’échange par paires permet de conserver 1’équilibre
mais rend ’algorithme complexe. Plusieurs passes peuvent étre appliquées pour améliorer encore
plus la coupe.

Fiduccia et Mattheyses [17] (FM) s’inspirent de cet algorithme pour décrire un raffinement
linéaire en temps en ne déplagant les sommets que un par un et grace a une structure de données
adaptée. L’équilibre est conservé en se refusant d’effectuer des déplacements qui déséquilibreraient
trop la partition, c’est-a-dire que la partition dépasserait la taille maximale donnée par le facteur
de déséquilibre. Cet algorithme, initialement congu pour les bissections, a également ’avantage
de s’étendre facilement aux k-partitions. Le principe général reste le méme, mais il y a plusieurs
déplacements a considérer pour chaque sommet.

Les sommets fixes s’'intégrent facilement aux méthodes de types KL/FM, car il suffit de ne
pas considérer ces sommets parmi les déplacements possibles.

Comme un algorithme de raffinement se contente d’améliorer une partition déja existante en
ne déplagant souvent que les sommets le long de la frontiére, il n’est pas toujours nécessaire de
I’appliquer sur le graphe entier. Ces stratégies sont souvent appliquées sur un graphe « bande »
ne contenant que les sommets a une certaine distance de la frontiere entre les parties, les autres
sommets étant réunis en un seul sommet fixe pour chaque partie appelé « ancre ». La taille du
probleme est ainsi largement réduite [10].

D’autres méthodes de raffinement s’inspirent de la diffusion d’un liquide dans le graphe [42//49].
Ces méthodes se basent sur des graphes bandes : un type liquide différent pour chaque partie
est injecté dans chaque sommet ancre. Le liquide se diffuse itérativement dans le graphe le long
des arétes et est détruit lorsqu’il rencontre un autre type de liquide. Quand un sommet regoit
plusieurs type de liquide, il choisit la partie dont il en recoit le plus. Cette heuristique tend
a créer des parties aux formes trés lisses mais la coupe n’est pas toujours optimale. Elle aussi
pour avantage d’étre locale et donc d’étre plus efficace en parallele que les heuristiques de type
KL/FM.

2.2.3 Etat de l’art des outils de partitionnement

Il existe une grande variété d’outils de partitionnement. Le tableau présente quelques par-
titionneurs de graphe ou d’hypergraphe et quelques unes de leurs fonctionnalités. Les sommets
fixes sont surtout supportés par les partitionneurs d’hypergraphe car ils sont utilisés depuis long-
temps pour le partitionnement de circuits intégrés (VLSI). Beaucoup de partitionneurs offrent le
choix entre un partitionnement multi-niveaux récursif ou directement k-aire, mais le partition-
nement initial du multi-niveaux direct utilise le plus souvent des bissections récursives.

Metis |31] est un des partitionneurs les plus connus et utilisés. Il possede deux méthode de
partitionnement : récursif ou k-aire mais la méthode k-aire se base sur des bissections récursives
pour son partitionnement initial. Il existe également une version parallele : ParMetis permettant
de créer une partition en parallele sur au moins 2 processus. ParMetis propose également une
méthode de repartitionnement permettant de rééquilibrer une partition existante [57]. hMetis est
un partitionneur d’hypergraphe également disponible en version récursive ou k-aire. Il supporte
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Outil Type Sommets fixes  Parallele Type de multi-niveaux Partitionnement initial
Metis [31] graphe non non bissections [34] —
k-aire |35] bissections
ParMetis [32] graphe non oul k-aire |37] bissections
hMetis [30] | hypergraphe oui non bissections (33| —
non k-aire [38] bissections
PaToH [64] | hypergraphe oui non bissections —
kPaToH [3] | hypergraphe oui non k-aire bissections + matching
Zoltan [1| | hypergraphe oui oui bissections —
Scotch |48 graphe oui non bissections —
k-aire bissections
PT-Scotch [48] graphe non oui bissections
RM-Metis |2] graphe oui (exactement k) non k-aire k-aire direct (GGGP)
Mondriaan [62| | hypergraphe non non bissections —
ML-Part [47| | hypergraphe oui non bissections —
Parkway [61] | hypergraphe non oui k-aire bissections
Chaco [24] graphe non non bissections —

TABLE 2.1 — Partitionneurs de graphe et d’hypergraphe.



2.3. REPARTITIONNEMENT POUR L’EQUILIBRAGE DYNAMIQUE 13

les sommets fixes mais ne peut optimiser que le nombre d’hyper-arétes coupées et non la coupe
A—1

Scotch |48] est un partitionneur de graphe et de maillage sous licence libre. Il est treés configu-
rable et modulaire. Il propose une grande variété de méthodes de partitionnement, mais seulement
des méthodes de bissections sont disponibles pour le partitionnement initial. Depuis sa derniere
version (6.0), il permet d’utiliser des sommets fixes et de rééquilibrer une partition existante.
PT-Scotch est la version parallele multi-thread et multi-processus de Scotch.

Zoltan [1] est une bibliothéque permettant de gérer la distribution des données pour des
applications paralleles. Il offre en particulier des fonctionnalités de partitionneur. Il est possible
d’utiliser ParMetis ou Scotch, mais il contient également son propre partitionneur d’hypergraphe.
Le partitionneur d’hypergraphe de Zoltan utilise des bissections récursives et supporte les som-
mets fixes. Il est également capable de rééquilibrer la distribution des données lorsque celles-ci
évoluent dynamiquement [8}|9].

2.3 Repartitionnement pour I’équilibrage dynamique

Dans certaines simulations numériques, la charge varie dynamiquement. C’est par exemple le
cas des simulations AMR (Adaptive Mesh Refinement) dans lesquelles la résolution du maillage
s’adapte dynamiquement pour réduire la quantité de calcul tout en gardant une précision sufhi-
sante la ou elle est nécessaire.

La charge ne varie pas de fagon homogene et il devient nécessaire apres un certain temps de
simulation de rééquilibrer la charge entre les différents processeurs. Le graphe représentant les
données doit alors étre « repartitionné ». Les objectifs du repartitionnement de graphe sont :

— la charge de calcul doit étre équilibrée entre tous les processeurs;

— le volume de données a communiquer entre les processeurs doit étre minimal ;

— le temps de calcul de la nouvelle partition doit étre minimal ;

— la migration des données, c’est a dire I’envoi depuis ’ancien propriétaire des sommets vers

le nouveau, doit étre le plus rapide possible.
Aux deux premiers objectifs communs avec le partitionnement classique, on ajoute la minimi-
sation du temps de repartitionnement (calcul de la nouvelle partition et migration induite par
celle-ci). Notons que pour obtenir une partition de qualité (d’apres les deux premiers critéres), il
est souvent nécessaire de migrer beaucoup de sommets.

2.3.1 Modélisation du probleme de repartitionnement

On peut exprimer le temps total de la simulation (T}yte;) & minimiser sous la forme [8,/57] :
Ttotal =aX (Tcalcul + Tcomm) + Trepart + Tmig

avec :

— « le nombre d’itérations avant que la partition devienne trop déséquilibrée et qu’un re-
partitionnement devienne nécessaire ;

— Teatew le temps d’une itération de calcul, pris sur le processeur le plus lent et donc minimisé
par I’équilibrage ;

— Teomm le temps des communications entre processeurs, correspondant a la coupe du
graphe;

— Trepart le temps passé a calculer la nouvelle partition ;

— Tmig le temps de migration des sommets vers leur nouvelle partie.
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Ce modele d’une simulation itérative est représenté en figure Apres chaque itération de calcul,
les processeurs effectuent une phase de communication collective qui les synchronise ; le temps de
calcul en parallele est donc celui du processeur le plus lent. Aprés o = 3 itérations, la partition
devient trop déséquilibrée ; une nouvelle partition est calculée lors du repartitionnement puis les
sommets sont migrés pour respecter cette nouvelle partition.

En pratique, le repartitionnement n’est pas effectué apres un nombre fixe d’itérations mais
quand le déséquilibre dépasse un certain seuil. On peut alors considérer que a est le nombre
moyen d’itérations avant que ce seuil soit dépassé.

Obtenir une nouvelle partition de qualité (c’est-a-~dire avec Teqicur €t Teomm faibles), impose
un repartitionnement plus complexe et une nouvelle partition plus éloignée de 'ancienne (Tepqr
et T plus élevés). Il est donc nécessaire de réaliser un compromis suivant la valeur de a entre
la qualité de la nouvelle partition et la rapidité de sa construction et mise en place. Si le besoin
de repartitionnement est rare (« élevé), il faut privilégier la qualité de la partition avant celle de
la migration. Mais pour les applications tres dynamiques qui nécessitent des repartitionnements
fréquents (« faible), il faut mieux privilégier la migration devant la qualité de la partition qui se
dégradera de toute facon rapidement.

Concernant la migration, différents critéres peuvent étre optimisés [44]. L’objectif le plus
souvent optimisé est le volume total des données migrées, appelé volume total de migration. Mais
il peut aussi étre intéressant de minimiser le volume de migration par processeur, ou encore le
nombre de messages nécessaires a la migration d’un point de vue global ou par processeur.

Les communications de migration peuvent étre modélisées par une matrice que nous appel-
lerons matrice de migration dans laquelle chaque élément représente le volume de données d’un
message. Chaque ligne est associée & un processeur (et & son ancienne partie) et chaque co-
lonne est associée & une nouvelle partie. I’élément (i, j) représente le volume de données que le
processeur ¢ enverra au processeur associé a la nouvelle partie j.

La figure [2.7] présente deux exemples de repartitionnement. La partition initiale sur la fi-
gure [2.7a] est déséquilibrée : la partie 1 posséde quatre sommets alors que la partie 3 n’en a que
deux. Les figures et présentent deux nouvelles partitions et les matrices de migrations
associées. Les sommets migrants (en rouge) correspondent aux éléments hors diagonale alors que
les sommets ne migrant pas correspondent aux éléments de la diagonale (les messages qu'une
partie « s’envoie » & elleeméme). Par exemple, sur la figure la nouvelle partie 4 contient
deux sommets de l'ancienne partie 4 et un de I'ancienne partie 1 : la quatrieme colonne de la
matrice contient donc un 1 sur la premiere ligne et un 2 sur la quatrieme.

2.3.2 Meéthodes de repartitionnement de graphe

Pour équilibrer la charge, il existe différentes approches basées sur le repartitionnement de
graphe dont les plus courantes sont le Scratch-Remap, les méthodes diffusives et le partition-
nement biaisé. Il existe d’autres approches basées des méthodes géométriques (bissections ré-
cursives ou SFC [52]) ou encore des méthodes spectrales modifiées pour prendre en compte la
migration [23]. Nous allors maintenant présenter les trois approches les plus courantes.

a) Scratch-Remap

La méthode la plus simple et la plus évidente est le « Scratch-Remap ». Cette méthode
se décompose en deux étapes. Dans un premier un temps, le graphe est partitionné « from
scratch », c’est-a-dire sans prendre en compte ’ancienne partition. Ensuite les parties obtenues
sont renumérotées pour optimiser la migration.
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FIGURE 2.6 — m;m%@m d’un code se rééquilibrant toutes les o = 3 itérations.
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1 0 0 3 3 0 0 1
(a) Partition initiale déséquili-
brée en 4 parties. 0030 0 300
02 00 00 2 0
21 00 0 0 1 2
(b) Partition en 4 parties avec (c) Méme partition que précé-
une mauvaise correspondance demment mais avec une bonne
des parties. correspondance.

FIGURE 2.7 — Exemples de repartitionnement. Les sommets migrants sont dessinés en rouge.

La figure [2.7] présente deux exemples de repartitionnement produisant la méme nouvelle
partition, mais avec une numérotation différente des nouvelles parties. Un repartitionnement
« from scratch » peut tout a fait donner la partition de la figure [2.7b] ou tous les sommets sauf
un sont migrés, alors qu’en renumérotant les nouvelles parties par rapport a ’ancienne partition
comme sur la figure 2.7¢| seulement deux sommets doivent étre migrés.

Dans PLUM, Oliker et Biswas [45] proposent une heuristique gloutonne pour résoudre le pro-
bleme d’association des nouvelles parties aux processeurs (remap). Cette heuristique est décrite
par l'algorithme [I] II parcourt les éléments C;; de la matrice de migration du plus grand au
plus petit élément. La partie j est associée au processeur ¢ des que c’est possible, c’est-a-dire si
le processeur i est libre (free[i] est vrai) et si la partie j n’est pas déja associée & un processeur
(unassigned|j] est vrai). L’algorithme se termine lorsque toutes les parties ont été affectées & un
processeur.

Comme la méthode Scratch-Remap recalcule une partition sans prendre en compte la mi-
gration, celle-ci possede généralement une bonne coupe car c’est le seul critere optimisé lors du
partitionnement. En revanche, la migration n’est minimisée que dans un second temps et peut
étre tres supérieure a ’optimal.

Il est possible d’apporter quelques améliorations au Scratch-Remap. Pour obtenir un volume
de migration plus faible, Oliker et Biswas [45] repartitionne en kM parties au lieu de M. Lors
de la phase de remapping, k nouvelles parties sont associées a chaque processeur. Ce grain plus
fin permet un volume de migration moindre mais une coupe un peu plus élevée. Schloegel et
al. [58] proposent une autre variante du Scratch-Remap appelée LMSR (Locally Matched Scratch
Remap) dans laquelle la phase de contraction du partitionnement multi-niveaux est contrainte
pour ne fusionner que des sommets appartenant a une méme ancienne partie en espérant créer
une nouvelle partition avec des frontiéres plus proches de I'ancienne partition.

b) Diffusion

Les méthodes diffusives s’inspirent du phénomene physique de diffusion de la chaleur pour
rééquilibrer la charge. L’idée de base des méthodes diffusives est que chaque processeur échange
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Algorithme 1 Réaffectation des nouvelles parties aux anciens processeurs (remap)

Entrée : Matrice de migration C de taille M x M
map : vecteur d’association des nouvelles parties
unassigned : vecteur de booléens initialement vrais
free : vecteur de booléens initialement vrais
n+ M
L « liste triée des C; ; par ordre décroissant
tant que n > 0 faire

Prendre et retirer le premier élément Cj ; de L
si free[i] A\ unassigned[j] alors
map|j] < i
free[i] « faux
unassigned|j] + faux
n<n-—1
fin si
fin tant que
retourner map

des sommets avec ses voisins selon le déséquilibre de charge entre les deux parties. Ces échanges

locaux de sommets a la frontiere des parties concernées permettent de rééquilibrer la charge.
Dans la version itérative de cette méthode, un rééquilibrage partiel est répété a chaque itéra-

tion. Lors de ce rééquilibrage partiel, deux processeurs voisins échangent un nombre de sommets

proportionnel & leur différence de charge. Cybenko [12] calcule la nouvelle charge wEtH) d’une
partie i & l'itération ¢ 4+ 1, & 'aide la formule :
w§t+1) = wgt) + Z aij(w](-t) - wgt)). (2.1)
J

Les a;; sont des coefficients positifs ou nuls et tels que Vi, > joh; <1 (chaque partie ne peut pas
donner plus de charge qu’elle n’en posseéde), permettant de choisir si les parties ¢ et j échangeront
facilement des sommets. Cela permet de favoriser les échanges entre parties proches dans le
graphe ou entre processeurs proches sur le réseau. Apres plusieurs itérations, cette méthode tend
a homogénéiser la charge, conformément au principe de diffusion de la chaleur.

Le rééquilibrage peut également étre réalisé directement en cherchant la solution finale du
probleme de diffusion & l’aide d’un solveur. Hu et Blake [26] montrent que chercher la solution
optimisant la norme 2 de la migration (la racine carré de la somme des carrés de la taille de
chaque message) est équivalent au probleme de diffusion. La solution est calculée a l'aide de la
méthode du gradient conjugué.

Ou et Ranka [46] expriment le probléme sous forme d’un programme linéaire pour minimiser
la norme 1 de la migration (la somme des tailles de chaque message). Ce programme est résolu
a Paide de la méthode du simpleze [43].

Une fois que la charge a échanger entre chaque processeur a été décidée, il faut choisir quels
seront les sommets a migrer. Ce choix est fait de facon & optimiser la coupe de la partition finale
et peut étre réalisé a I’aide d’un algorithme de type FM. Comme les déplacements de sommets
s’effectuent entre des pairs de parties, il est nécessaire de trouver un bon ordonnancement de
ses migrations [58]. En effet un processeur peut avoir besoin de transmettre plus de sommets
qu’il n’en possede initialement et il a donc besoin de recevoir des sommets avant de pouvoir en
envoyer.
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(b) Echanges de sommets entre

artie (c) Partition finale rééquilibrée.
parties.

(a) Partition déséquilibrée.

FIGURE 2.8 — Exemple de diffusion.

Un exemple de repartitionnement par diffusion est illustré sur la figure 2.8} Tous les sommets
sont de poids unitaires. A partir de la partition initialement déséquilibrée (figure , on calcule
la migration optimale (figure . Il faut alors déplacer un sommet de la partie 3 vers la partie
2. Ce sommet est choisi de fagon a obtenir la meilleure coupe possible et ainsi obtenir la partition
finale équilibrée de la figure [2.8¢

Les méthodes diffusives permettent d’obtenir de faibles volumes de migration. Mais les heu-
ristiques locales utilisées se comportent mal si il y a de grandes variations de charge.

c) Partitionnement biaisé

Le partitionnement peut étre biaisé pour optimiser la migration. Les heuristiques habituelles
sont modifiées pour ne plus optimiser seulement la coupe mais un compromis entre la coupe et
le volume total de migration.

Au lieu de modifier les heuristiques, il est également possible de modifier le graphe & parti-
tionner pour biaiser le partitionnement. Plusieurs études [2,[8l/9] montrent qu’il est possible de
modéliser le probleme de repartitionnement a ’aide de sommets fixes. Le graphe a partitionner
est enrichi pour modéliser les objectifs du repartitionnement : la coupe des arétes ajoutées repré-
sente la migration des sommets. Cette méthode est utilisée par le partitionneur d’hypergraphe
Zoltan 9] et le partitionneur de graphe RM-Metis [2].

Des sommets sont ajoutés dans ce graphe pour modéliser les processeurs. Les processeurs ne
sont pas des calculs a distribuer; le poids de ces sommets est donc nul et ils sont fixés dans
la partie du processeur qu’il modélise, c’est-a-dire que le partitionneur ne pourra pas les placer
dans une autre partie. Ces sommets fixes sont ensuite connectés a tous les sommets contenus
dans 'ancienne partie associée au sommet fixe. Ces nouvelles arétes permettent de modéliser la
migration et sont donc appelées arétes de migration. En effet, si un sommet est migré, 1'aréte
le connectant au sommet fixe de son ancienne partie sera coupée, ajoutant ainsi un cout de
migration dans la taille de la coupe de la nouvelle partition. Le poids de I'aréte de migration
permet donc de représenter la taille des données a migrer.

Sur la figure on peut voir un exemple de repartitionnement qui illustre cette méthode. La
partition en 5 parties est initialement déséquilibrée ; 5 sommets fixes (carrés) sont ajoutés et reliés
par des arétes de migration aux sommets de leur partie respective (ﬁgure. Apres 'utilisation
d’un partitionneur & sommets fixes, une nouvelle partition équilibrée est obtenue (figure .
Les arétes de migration associées aux sommets ayant migré sont coupées (en rouge). La plus
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(b) Graphe colorié selon la nouvelle partition. Les arétes de migration
coupées sont coloriées en rouge.

FI1GURE 2.9 — Exemple de repartitionnement basé sur des sommets fixes.
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grande partie des arétes n’est pas coupée (en vert). Le partitionneur a donc créé une nouvelle
partition avec peu de migration (15 sommets migrent correspondant aux 15 arétes de migration
coupées).

Scotch [18][19] utilise une méthode de repartitionnement biaisé : sa méthode de raffinement par
« diffusion » est modifiée dans le cas du repartitionnement. Pour prendre en compte la migration
des sommets, une nouvelle source de « liquide » est ajoutée pour chaque sommet l'incitant a
rester dans sa partie d’origine.

Hendrikson et al. [23] proposent une autre approche du repartitionnement biaisé ou chaque
sommet u a un désir di(u) d’étre dans un partie k. Au lieu de minimiser le coiit de migration,
le but est de maximiser les désirs de chaque sommet (si p(u) est la partie de u, on maximise la
somme . dp(y)(u)). Deux approches sont présentées : un raffinement de type FM modifié et
une méthode de partitionnement spectrale prenant en compte les désirs des sommets.

Le partitionnement biaisé permet un compromis entre qualité de la nouvelle partition et vo-
lume de migration grace a un cout de migration introduit dans la coupe a optimiser, par exemple,
a l'aide du poids des arétes de migration. Mais le repartitionnement est plus complexe car une
nouvelle partition est completement recalculée avec des heuristiques modifiées.

Le partitionnement biaisé peut également étre hybride [57]. Dans le cadre d’un partitionne-
ment multi-niveaux, le partitionnement initial est réalisé a ’aide d’une méthode Scratch-Remap
ou diffusive, mais le raffinement appliqué lors de la phase d’expansion est biaisé pour optimiser
la migration.

2.4 Positionnement

Toutes les méthodes de repartitionnement pour 1’équilibrage dynamique présentées ici ne
s’'intéressent qu’au cas ou le nombre de processeurs reste fixe. Le probléme de ’équilibrage dyna-
mique avec variation du nombre de processeurs est peu étudié. Igbal et Carey [27)28] ont pourtant
montré que faire varier le nombre de processeurs au cours de la simulation permet d’optimiser la
consommation de ressources et méme, dans certains cas, le temps d’exécution.

Bien choisir le nombre de processeurs alloués a une simulation est essentiel pour avoir une
bonne performance ou efficacité. Si une simulation est lancée en paralléle sur un trop grand
nombre de processeurs, le temps passé & communiquer peut devenir trop important par rapport
au temps de calcul. Utiliser le maximum de processeurs possible n’est pas toujours un bon choix
suivant la taille du probleme. La taille du probléme pouvant varier au cours de la simulation, le
nombre de processeurs devrait varier en conséquence.

Augmentation
de la charge

FIGURE 2.10 — Allocation dynamique de processeurs pour un seul code dont la charge augmente.

Par exemple, un code AMR (Adaptive Mesh Refinement) commence sa simulation sur un
maillage grossier contenant peu d’éléments. Puis, au cours de la simulation, le maillage est raf-
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FIGURE 2.11 — Allocation dynamique de processeurs pour deux codes couplés A et B dont la
charge relative de A par rapport & B augmente.

finé 1& ou c’est nécessaire. La charge de calcul, initialement tres faible, croit avec le temps. La
simulation tres légere au début finit par demander beaucoup de ressources, que ce soit en puis-
sance de calcul ou en mémoire. En commengant le calcul sur tres peu de processeurs puis en
I’augmentant quand la limite mémoire est atteinte, il est possible de garder une meilleure effica-
cité tout le long de la simulation. Les surcotits dus au parallélisme inutile en début de simulation
sont évités quand c’est possible. C’est la cas présenté sur la figure 2.10]: apreés une augmentation
significative de la charge, deux processeurs supplémentaires sont alloués, et il faut donc effectuer
un repartitionnement de 4 processeurs vers 6.

L’allocation dynamique de processeurs peut aussi étre utile dans le cas du couplage de codes.
Dans un couplage de codes, plusieurs codes paralleles s’exécutent simultanément et doivent régu-
lierement échanger des données. Cette phase d’échange est synchronisante. Il est donc important
que tous les codes concernés progressent a la méme vitesse pour minimiser le temps d’attente
lors de cette synchronisation. Le choix du nombre de processeurs utilisés par chaque code doit
étre fait en prenant en compte les charges relatives de chacun. Cette équilibrage entre plusieurs
codes peut étre difficile, plus particulierement si la charge de ces codes peut varier dynamique-
ment. Pour rééquilibrer ces codes, une solution serait donc de réallouer des ressources d’un code
vers un autre. Le nombre idéal de processeurs alloués a chaque code peut donc étre approché
expérimentalement en corrigeant au cours de la simulation les déséquilibre qui surviendraient.
Par exemple, sur la figure le code A est devenu trop lent par rapport a B, un processeur
est donc réalloué du code B vers le code A. Il faut repartitionner chacun des deux codes : de 3
processeurs vers 4 pour A, et de 3 vers 2 pour B.

Pour réaliser ce changement du nombre de ressources, il est nécessaire de mettre en place
une méthode repartitionnement prenant en compte le changement du nombre de parties. Nous
appelons ce probleme, le repartitionnement M x N. Les objectifs du repartitionnement sont
similaires & ceux du repartitionnement classiques :

— équilibrer la charge parmi les IV processeurs;

— minimiser la coupe du graphe;

— calculer rapidement la nouvelle partition ;

— minimiser la migration (différentes métriques seront présentées).

Les outils de repartitionnement suivent déja ces objectifs mais ne sont pas prévus pour le chan-
gement du nombre de processeurs. La méthode de Scratch-Remap est facilement adaptable au
repartitionnement M x N. Lors du partitionnement from scratch, 'ancienne partition, et donc
I’ancien nombre de processeurs, n’a pas d’influence. L’algorithme de Remapping peut étre faci-
lement adapté en prenant en compte le fait que certaines parties ne seront pas associées a un
ancien processeur (lors de 'ajout de processeurs), ou que des anciens processeurs ne recevront
pas de nouvelles parties (lors de la suppression de processeurs).
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Nous proposons donc une nouvelle méthode de repartitionnement adaptée au cas ou le nombre
de processeurs varie. La méthode proposée est présentée sur la figure Elle se décompose en
deux étapes.

Dans un premier temps, nous cherchons a construire des matrices de migrations adaptées a ce
probléeme. Aprés une étude de quelques matrices optimales, plusieurs méthodes seront présentées
dans le chapitre|3] La construction de la matrice de migration ne s’intéresse pas aux sommets du
graphe individuellement mais seulement aux parties, a leurs tailles et a leurs positions respectives.
Ainsi, la construction de la matrice s’effectue a partir du graphe quotient des parties.

Ensuite, la matrice de migration construite est utilisée pour guider un repartitionnement du
graphe remplissant les objectifs habituels du partitionnement de graphe : ’équilibre et la coupe
tout en fournissant une migration telle que prévue par la matrice construite & 1’étape précédente.
Plusieurs approches sont possibles : un partitionnement biaisé utilisant des sommets fixes pour
imposer une matrice de migration lors du repartitionnement ; une approche diffusive adaptée
pour le repartitionnement M X N ; et un partitionnement biaisé utilisant des hyper-arétes pour
optimiser les messages de migration sans utiliser de matrice de migration calculée a ’avance.

Les méthodes de partitionnement biaisé mettent en évidence les limites des bissections récur-
sives utilisées dans les partitionneurs usuels. Un module de partitionnement k-aire utilisant une
heuristique de greedy graph growing est ajoutée dans le partitionneur Scotch pour améliorer la
qualité de nos partitionnements.
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La premiere étape de notre méthode de repartitionnement consiste & construire une matrice
de migration optimisée. Pour réaliser cela, il n’est pas nécessaire de disposer de toute l'infor-
mation sur le graphe partitionné mais seulement du graphe quotient. Nous proposons plusieurs
algorithmes permettant de construire des matrices de migration optimisant différents criteres.
Cette étape est résumée en figure |3.1

Dans un premier temps, nous énoncerons quelques définitions générales sur le graphe et le
partitionnement, puis des définitions particulieres pour nos algorithmes de repartitionnement.
Ensuite, nous étudierons plus en détails les matrices de migration dans le cas ou l'ancienne
partition est déja équilibrée. Enfin, nous décrirons nos algorithmes de construction de matrice
de migration, avant de conclure sur une comparaison de ces différents méthodes.

3.1 Notations et définitions

Dans cette section, nous définissons les notations et termes qui seront utilisés dans cette these.
Nous rappelons d’abord les définitions relatives au partitionnement, puis nous introduisons les
nouvelles notations que nous utiliserons pour le repartitionnement M x N.

25
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Méthode de la chaine (1D)

o
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Programme linéaire (LP)
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~en M P Construction de la matrice de migration MxN

FIGURE 3.1 — Vue d’ensemble de nos algorithmes de construction des matrices de migration.

3.1.1 Généralités

Soit G = (V, E), un graphe o V est I’ensemble des sommets et E I’ensemble des arétes. A
chaque sommet v est associé un poids w, représentant la charge de calcul associé a ce sommet.
Une aréte e peut avoir un poids w, représentant le coit de la communication. On notera W =
> wey Wy le poids total du graphe.

Définition 1 (Partition). Une k-partition P de V est un ensemble de k sous-ensembles deux &
deux disjoints (P;);eq1,k) de V' tels que 'union de tous les sous-ensembles couvre V.

Définition 2 (Poids d’une partie). Le poids d’une partie P; noté w(P;) est la somme des poids
des tous les sommets de la partie : w(P;) = p W.

Définition 3 (Partition équilibrée). La k-partition P est dite équilibrée au facteur de déséquilibre
€>0pressi VP € Pw(P) < (1+¢)%.

En pratique, le facteur de déséquilibre souvent utilisé est de l'ordre de quelques pour cent.
Avec un facteur de 5% (e = 0,05), une partie qui aurait une taille idéale de 1000 éléments, ne
devra pas dépasser 1050.

Définition 4 (Coupe d’'un graphe). On appelle taille de la coupe (ou par abus de langage, coupe)
d’un graphe pour une partition donnée, le nombre d’arétes coupées ou la somme de leurs poids
si elles sont pondérées. Les arétes coupées sont les arétes dont les deux extrémités sont dans des
parties différentes.

Définition 5 (Graphe quotient). La graphe quotient Q@ = G/P d’un graphe G par rapport & la
partition P est obtenu a partir de G en fusionnant les sommets appartenant a une méme partie
de P. Les arétes devenues identiques apres la fusion des sommets sont également fusionnées et
leurs poids sont additionnés. Si les arétes n’étaient pas pondérées, le poids des arétes du graphe
quotient est le nombre d’arétes fusionnées.

Le graphe quotient @ = G/ P posséde autant de sommets qu’il y a de parties dans P. Le poids
de chaque sommet est le poids de la partie correspondante (la somme des poids des sommets de
cette partie). Les sommets sont connectés aux sommets correspondant aux parties voisines et le
poids des arétes est la somme des poids des arétes coupées entre ces deux parties.
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(a) Partition d’un graphe en 5 parties. (b) Graphe quotient correspondant & la parti-
tion.

FIGURE 3.2 — Exemple de construction d’un graphe quotient pour une grille 10 x 10.

La figure montre la partition d’un graphe issu d’une grille 2D de taille 10 x 10 et le
graphe quotient associé. La partition est en 5 parties et le graphe quotient posséde 5 sommets
coloriés de la méme couleur que la partie a laquelle il est associé. La partition étant parfaitement
équilibrée, le poids de chaque sommet est égal, et vaut 20. Le poids des arétes est plus variable :
par exemple, l'aréte entre le sommet jaunes et cyan a un poids 7, comme il y a 7 arétes dans le
graphe partitionné connectant des sommets jaunes et cyan.

3.1.2 Définitions pour le repartitionnement M x N

Dans le cas du repartitionnement, on distinguera deux partitions : la partition initiale P en
M parties et une partition finale désirée P’ en N parties.

Définition 6 (Matrice de migration). On appelle matrice de migration, la matrice C' de dimen-
sion M x N décrivant les volumes de données a migrer entre les différents parties. L’élément Cj ;
correspond au nombre d’éléments en commun entre l’ancienne partie i et la nouvelle partie j.
C’est aussi la quantité de données envoyée par le processeur i au processeur j si i # j; si i = j,
C; i est la quantité de données ne migrant pas, c’est-a-dire restant « sur place ».

Chaque ligne représente une ancienne partie, donc la somme des éléments sur cette ligne est
égale a sa taille. De la méme fagon, une colonne représente une nouvelle partie et la somme des
éléments de chaque colonne est égale a sa taille.

Pour évaluer la qualité des matrices de migration, nous définissons plusieurs métriques :
ToTALV et MAXV sont déja introduits par Oliker et al. [45]; nous y ajoutons deux nouvelles
métriques TOTALZ et MAXZ.

Le volume total de migration, noté TOTALV, est la quantité de sommets qui migrent (ou
la somme de leurs poids §’il sont pondérés). Cela correspond donc & la somme des éléments
non-diagonaux de la matrice de migration. Le volume maximum par processeur, noté MAXV,
correspond & la plus grande quantité de sommets (ou somme des poids) regus et envoyés par
un méme partie. Il correspond a la plus grande somme sur une ligne et une colonne de mémes
numéros des éléments hors diagonale de la matrice de migration.
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Le nombre total de messages nécessaires a la migration, noté TOTALZ, correspond au nombre
de non-zéros hors diagonale. De la méme fagon, on définit le nombre maximal de messages
(envoyés et recus) par processeur, noté MAXZ.

TOTALZ vaut au plus M x N — min(M, N) dans le cas ou tous les éléments non-diagonaux
de C' sont non nuls.

La figure[3.3|montre plusieurs cas de repartitionnement de la partition initiale de la figure
Pour chaque repartitionnement, la matrice de migration et les différentes métriques sont don-
nées. Les figures [3:3D] et montrent la méme nouvelle partition mais avec une numérotation
différente. Il est important de bien faire correspondre les anciennes et nouvelles parties pour avoir
une faible migration. En effet, le volume total de migration TOTALV est bien plus important
dans le cas de la figure La figure montre une partition différente ayant une meilleure
coupe mais une migration plus élevée.

Définition 7 (Graphe biparti de migration). Le graphe biparti de migration est le graphe biparti
G = ((A,B), E) ou A est I'ensemble des M anciennes parties et B I'ensemble des N nouvelles
parties. Il existe une aréte dans E entre une ancienne et une nouvelle partie si elles partagent
des sommets. Le poids de cette aréte est la somme des poids des sommets partagés.

La matrice d’adjacence de ce graphe biparti est la matrice de migration C. Il existe une aréte
entre les sommets 7 et j si et seulement si C; ; est non nul et si le poids de cette aréte vaut C; ;.
Des exemples de graphes biparti de migration sont présentés sur la figure Chaque aréte du
graphe représente soit un message de migration, soit les données qui restent sur place lorsque
I’aréte relie une ancienne partie a sa nouvelle partie associée.

Définition 8 (Hypergraphe de repartitionnement). L’hypergraphe de repartitionnement est I’hy-
pergraphe comportant M sommets correspondant aux anciennes parties et N hyper-arétes cor-
respondant aux nouvelles parties. Une hyper-aréte contient tous les sommets correspondant aux
anciennes parties avec lesquelles la nouvelle partie échange des sommets. Les hyper-arétes ne
sont pas pondérées.

La matrice d’adjacence de cet hypergraphe est la matrice de migration sans prendre en compte
les valeurs : on ne s’intéresse qu’aux zéros et non-zéros. Le sommet v appartient a I’hyper-aréte
e si et seulement si C,, . est non nul. Chaque ligne de la matrice ou ancienne partie correspond &
un sommet de I’hypergraphe et chaque colonne ou nouvelle partie correspond a une hyper-aréte.
Une hyper-aréte contient tous les sommets dont I’élément dans la matrice est non nul.

Les hypergraphes de repartitionnement correspondant a chaque matrice de migration sont
donnés dans la figure La renumérotation des parties entre les figures et ne change
pas 'hypergraphe de repartitionnement mais seulement les numéros des hyper-arétes.

L’utilisation de ces graphes bipartis et hypergraphes permet de représenter le schéma de
communication utilisé lors de la migration. Les hypergraphes de repartitionnement permettent
une représentation plus graphique des relations entre une ancienne et une nouvelle partition :
c’est ce que l'on constate par exemple sur la figure[3.4] en le superposant avec le graphe quotient
de ’ancienne partition.

3.2 Matrices de migration optimales dans le cas équilibré

Dans un premier temps, nous allons étudier les matrices de migration dans le cas particulier
ou la partition initiale est déja parfaitement équilibrée. Plus précisément, on considere que les
partitions initiales et finales sont parfaitement équilibrées. Dans ce cas, W doit étre un multiple
commun de M et de N. On a donc W = k x ppcm(M, N) avec k un entier strictement positif.
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Coupe : 11
ToraLV : 11
MaxV : 8
TOTALZ : 4
MAXZ : 3
1 0 0
0 0 3
2 3 0

(b) Partition en 4 parties avec
une mauvaise correspondance

des parties.
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(a) Partition initiale déséquilibrée en 3
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(c) Méme partition que précé-
demment mais avec une bonne
correspondance.

Coupe : 10
ToTALV : 4
MAxV : 3
TOTALZ : 3
MAXZ : 2

1 00
2 01
0 3 2

(d) Autre exemple de reparti-
tionnement en 4 parties.

FIGURE 3.3 — Exemples de repartitionnement avec les matrices de migration, graphes bipartis de
migration, hypergraphes de repartitionnement et mesures associées.
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FIGURE 3.4 — Superposition de 'hypergraphe de repartitionnement de la figure et du graphe
quotient de la partition de la figure

Pour simplifier notre discussion, on supposera que les poids des sommets sont unitaires. Ainsi le
probleme de la partition du graphe est équivalent a la partition de ’entier correspondant & son
poids.

Définition 9 (Matrice de migration optimale). Nous appelons matrice de migration optimale,
une matrice de migration C' minimisant & la fois le volume de total de migration (TOTALV) et
le nombre de messages (TOTALZ).

Lemme 1. Le volume total de migration optimal vérifie :

in(M, N
TOTALV oy > W <1 _ min(M, )) .

max(M, N)

Démonstration. Il'y a min(M, N) parties communes entre les partitions initiale et finale et |M —
N| parties différentes. Comme les partitions sont équilibrées, les tailles des parties initiales et

finales sont respectivement % et % Donc au plus, min(%, %) = % données restent

en place pour chaque partie commune. Le reste des données migre, donc TOTALV,,; > W —
. W _ min(M,N)

min(M, N) x (VN = W x (1- 7maX(M’N)). O

Lemme 2. Une matrice de migration minimisant le nombre de messages posséde au moins
M 4+ N — pged(M, N) coefficients non nuls. Le nombre minimal de messages vérifie :

TOTALZ,p; > max(M, N) — pged(M, N).

Démonstration. Le volume total de données est W = k x ppem(M, N) = kaM = kbN avec a
et b deux entiers strictement positifs premiers entre eux. Chaque partie possede initialement ka
sommets et finalement kb sommets.

Soit G = ((A, B), E) le graphe biparti de migration. Pour dénombrer les éléments non nuls
dans la matrice de migration, il suffit de compter le nombre d’arétes dans le graphe biparti de
migration.

On note (G; = ((44, Bi), Ei))ie[l,K]]’ les K composantes connexes de G. Pour chaque compo-
sante G;, M; = |A;| processeurs envoient M;ka sommets & N; = |B;| processeurs qui regoivent
N;kb sommets. Dans G;, on a donc W; = M;ka = N;kb sommets qui sont échangés, avec M; et
N; non nuls. Comme W, est un multiple commun de ka et kb et comme a et b sont premiers
entre eux, le plus petit multiple commun de ka et kb est kab. Donc W; > kab. Le volume total

échangé W = Zfil W; est donc supérieur ou égal a Kkab. Autrement dit, K < % = %.
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D’autre part, on sait que M N = pged(M, N) x ppem(M, N) et ppcm(M,N) = bN. On a
donc % = pged(M, N). On obtient alors K < pged(M, N).

Comme G; est un graphe connexe, il possede au moins M; + N; — 1 arétes. Donc le nombre
total d’arétes |E| = Efil |E;| est au moins Zfil M; + ZZK:1 N;,— K =M+ N — K. Comme
K < pged(M, N), on obtient |E| > M + N — pged(M, N). Le nombre de coefficients non nuls
dans la matrice de migration est donc au moins M + N — pged(M, N).

TOTALZ est le nombre de coefficients non nuls hors de la diagonale. Il y a au plus min(M, N)
coefficients non nuls sur la diagonale. Donc TOTALZ > M + N — pged(M, N) — min(M,N) =
max(M, N) — pged(M, N). O

ka
A 1 2 3 4 5 6 7 8
AN A AN A ANE A\
B 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
5
AxB
kab

FIGURE 3.5 — Partitionnement d’un graphe chaine en 8 et 12 parties, le motif de I'intersection
A x B permet de construire la matrice de migration « en escalier ».

Il existe différentes méthodes pour obtenir de telles matrices avec un nombre minimal d’élé-
ments non nuls.

Une premiere méthode s’inspire du partitionnement d’un graphe « chaine » ou d’un tableau,
comme présenté sur la figure [3.5] Pour compter le nombre de messages, il faut compter le nombre
d’arétes du graphe biparti. En reprenant les notations de la démonstration du lemme |2} la taille
des parties de A est ka et celle des parties de B est kb. Tous les ppem(ka, kb) = kab sommets,
les séparateurs des anciennes parties et des nouvelles parties sont juxtaposés. Le graphe biparti
de migration est coupé en sous-graphes (composantes connexes), chacun avec b anciennes parties

de taille ka et a nouvelles parties de taille kb. Ce motif de longueur kab est donc répété % =

% = % = pged(M, N) fois. Chacun de ces sous-graphes contient b + a — 1 arétes. Le nombre
total d’arétes est donc (b+ a — 1) x pged(M,N) = M + N — pged(M, N). Sur 'exemple de la
ﬁgure on a ppem(8,12) = 24 donc a = 3 et b = 2. Chacune des pged(8,12) = 4 composantes
connexes contient 3 + 2 — 1 = 4 arétes. Le graphe biparti contient 16 arétes. Cette construction

donne une matrice « en escalier » comme montré sur la figure [3.7a]

11 est également possible de construire une telle matrice récursivement. On remplit la matrice
avec des blocs qui sont des matrices carrées diagonales de taille min(M, N), et le bloc restant
est rempli en répétant la méme méthode sur le nouveau sous-probleme. Pour que la matrice soit
une matrice de migration, il faut que les sommes sur les lignes ou colonnes soient respectivement
les tailles des anciennes et nouvelles parties. Les valeurs diagonales sont donc % La
figure [3.6] donne un exemple de telle construction dans le cas 7 x 10 avec W = 7 x 10 en trois
étapes. Calculer le nombre de non-zéros avec cette méthode, revient a appliquer l'algorithme
d’Euclide. La division euclidienne de M par N donne M = gN 4+ r : on commence a remplir ¢
blocs carrés de taille NV x N et on recommence récursivement sur le bloc restant de taille r x N
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avec 7 < N. L’algorithme d’Euclide donne une suite d’équations :

M = gaN + 19 (31)

: (3.2)

Ti—g = ¢iTi—1 +Ti (3.3)
(3.4)

Tn—3 = Qn-1Tn—2 + Tn—1 (35)
Tn—2 = qnTn—1 (36>

avecrg = M, ry = N et r,,_1 = pged(M, N). A chaque étape de ’algorithme, ¢;r; 1 éléments non
nuls sont ajoutés dans la matrice : ce sont les éléments diagonaux des ¢; blocs carrés. Le nombre
total d’éléments non nuls est donc Y., ¢;r;—1. En faisant la somme de toutes les équations
précédentes, on obtient :

n—2 n n
Z Ti = Z giri-1+ Z T (3.7)
i=0 =2 i=2

Z Gric1 = To+T1—Th_1—Tn (3.8)
i=2
Z%‘Tz‘—l = M+ N —pged(M,N). (3.9)
i—2

D’apres I’équation |3.9, cette méthode construit bien une matrice avec un nombre minimal de
non-zéros. La figure présente un exemple d’une telle matrice.

Théoréme 3. Les bornes inférieures données dans les lemmes[1] et[q sont atteintes. Cest-a-dire :

min(M, N)
T = 1l———= 1
OTALV W( max (11, N)) (3.10)
TOTALZ,p; = max(M, N) — pged(M, N). (3.11)

Démonstration. La méthode de construction basée sur I’algorithme d’Euclide construit une ma-
trice de migration avec M + N — pged(M, N) coefficients non nuls. Les min(M, N) éléments sur

la diagonale sont maximisés et valent % On a donc ToTAaLV = W (1 — %) et
TOTALZ = max(M, N) — pged(M, N).

Proposition 4. Soient M et N deux entiers tels que M < N. Soient D une matrice diagonale
de dimension M x M dont les éléments diagonaux sont % et A une matrice de migration de
dimension M x (N — M) minimisant le nombre de messages. Alors, la matrice (D A) est une
matrice de migration optimale au sens de la définition [

De méme, dans le cas ou M > N, si D est de taille N x N avec des éléments diagonaux

valant % et si A est de taille (M — N) x N, alors (ﬁ) est une matrice de migration optimale.

Démonstration. La démonstration est faite dans le cas M < N. La démonstration du cas M > N
est similaire.

La quantité de données qui reste sur place correspond a la premieére diagonale de la matrice,
soit D. Donc, on a W% données qui restent sur place, ce qui est bien le cas optimal.
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/7 7 3
7 7 3
7 7 3
7 reste 7 3
7 7 3
7 7 3
7 7 reste
10=1x7+3 7T=2x3+1
7 3
7 3
7 3
7 3
7 3
7

3
7 (1] 1] [1]

3=3x1+4+0

FIGURE 3.6 — Exemple de construction récursive (avec les divisions euclidiennes associées & chaque
étape) d’une matrice de migration avec un nombre minimal de communications.

D contient M éléments non nuls et A contient par hypothése un nombre minimal d’éléments
non nuls pour sa taille : M + (N — M) — pged(M, N — M) = N — pged(M, N). Le nombre total
d’éléments non nuls est donc M + N — pged(M, N) qui est bien le nombre minimal.

La matrice (D A) remplit bien les deux critéres pour étre optimale. O

La figure présente quelques exemples de matrices de migration. La matrice de la figure
a été obtenue par la méthode inspirée du repartitionnement d’une chaine qui donne une forme en
escalier. Le nombre de messages est optimal mais pas le volume de migration. Seules 12 données
restent sur place (les nombres en rouges) contre (% x N ) = 49 dans le cas d’'une migration
optimale. Le volume de migration peut étre amélioré a ’aide d’une simple renumérotation des
parties similaires au « remapping » de la méthode Scratch-Remap (cf. section . La matrice
obtenue est présentée sur le figure 45 données restent alors sur place, ce qui est trés proche
de 'optimal.

D’apres le théoreme précédent, il nous suffit de combiner une matrice diagonale et une matrice
minimisant le nombre de message pour obtenir une matrice optimale. La figure [3.7c| montre la
combinaison d’une matrice diagonale et d’'une matrice en escalier. Dans le cas de la figure
on construit récursivement une matrice optimale a I’aide de matrices diagonales en se basant sur
I’algorithme d’Euclide. Bien que ces deux matrices soient optimales pour les métriques désirées
(TOTALV et TOTALZ), la matrice construite a partir de la matrice en escalier donne un nombre
de messages par processeur (MAXZ) plus faible que la méthode récursive.

En pratique, les partitions ne sont pas parfaitement équilibrées car cela n’est pas nécessaire :
on se contente d’une partition a peu pres équilibrée a un facteur de déséquilibre pres. Cette
équilibre parfait peut méme étre impossible lorsque W n’est pas divisible par M ou N ou que le
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(a) Matrice « en escalier ». (b) Matrice « en escalier » avec permu-
tation des colonnes pour minimiser To-
TALV.
7 3 7 3
7 3 7 3
7 12 7 3
7 3 7 3
7 2 1 7 3
7 3 7 3
7 3 71 11

(c) Matrice optimale utilisant une sous- (d) Exemple de matrice optimale
matrice en escalier. construite par ajout de blocs diagonaux
récursivement.

FIGURE 3.7 — Exemples de matrices de migration pour le cas 7 x 10 et leurs représentations en
hypergraphe de repartitionnement. Les éléments nuls ne sont pas montrés. Les lignes numérotées
de 1 & 7 correspondent aux sommets et les colonnes numérotées de a a j correspondent aux
hyper-arétes. Les éléments en rouge montrent les données qui restent en place. Les éléments en
noir sont ceux qui migrent, la somme de ces éléments donne le volume de migration.
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poids des sommets de permet pas un découpage en parties rigoureusement égales. Les résultats
présentés dans cette section sur le nombre de messages restent vrais pour des déséquilibres faibles.
En effet, il est possible de profiter de la tolérance au déséquilibre des nouvelles parties pour mieux
s’adapter aux anciennes parties légerement déséquilibrées et économiser des messages. Le volume
de migration optimal reste proche.

Dans le cas ou la partition initiale est fortement déséquilibrée, il est difficile de donner des va-
leurs optimales pour tous les cas. Il est toujours possible d’effectuer la migration en max(M, N)—1
messages (le nombre minimal d’arétes d’un graphe biparti connexe étant M + N — 1), mais ce
nombre n’est pas toujours minimal.

3.3 Construction des matrices de migration

3.3.1 Méthode basée sur la chaine (1D)
a) Cas équilibré

Dans le cas d’une partition initiale équilibrée, la méthode la plus simple pour construire une
matrice de migration permettant a la fois une bonne migration (métriques TOTALV, MAXV,
ToTALZ et MAXZ) et une bonne coupe, consiste & réutiliser le principe du partitionnement de
la chalne présentée dans la section |3.2

De telles matrices de migration peuvent étre obtenues a I’aide d’un repartitionnement basé sur
des courbes de remplissage ou space filling curve (SFC) [52l{54]. Ce repartitionnement géométrique
construit une courbe remplissant I’espace a partitionner, comme par exemple a ’aide d’une courbe
de Hilbert [54] (cf. ﬁgure. On peut facilement obtenir une partition en M parties en coupant
cette courbe en M sections égales. Si on construit une nouvelle partition en NV parties en utilisant
la méme courbe de remplissage, on obtient un repartitionnement basé sur la chaine (la chaine
étant la courbe de remplissage). Cette méthode a I'inconvénient de nécessiter des informations
géométriques sur les données a partitionner et donne une coupe assez élevée a cause de la nature
fractale des courbes utilisées.

Pour appliquer le principe du partitionnement de la chaine sur un graphe quelconque, il
suffit de trouver un chemin dans le graphe quotient. L’utilisation du graphe quotient au lieu du
graphe a partitionner permet de laisser a une heuristique de partitionnement classique le choix
de la distribution des sommets. Ainsi, le probleme de coupe des courbes de remplissage est réglé
tout en gardant le méme schéma de communication. Le chemin de M sommets dans le graphe
quotient est alors découpé en N nouvelles parties, un sommet (correspondant & une ancienne
partie) pouvant étre partagé entre plusieurs nouvelles parties. Le choix de ce chemin influence
directement la coupe de la partition finale. En effet, comme une nouvelle partie peut prendre
des sommets de plusieurs anciennes parties consécutives dans ce chemin, il est préférable que ces
parties soient bien connectées entre elles. Il faudra donc trouver un chemin dont les arétes ont
des poids élevés dans le graphe quotient.

Pour optimiser la migration, une renumérotation des nouvelles parties est nécessaire, car en
numérotant les parties dans ’ordre du chemin, les numéros sont décalés par rapport a la partition
initiale comme on peut le voir sur la figure L’utilisation d’'un chemin peut aussi étre vue
comme une renumérotation des anciennes parties apres laquelle on applique le repartitionnement
de la chaine sur le nouvel ordre des parties. Donc, deux renumérotations sont en fait nécessaires :
l'une permutant les anciennes parties (ou lignes de la matrice de migration) en fonction du
chemin, l’autre permutant les nouvelles parties (ou colonnes de la matrice de migration) pour
optimiser la migration.
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(c) Matrice de migration.

FIGURE 3.8 — Partitionnement et repartitionnemnent d’une grille 8 x 8 basés sur une courbe de
remplissage de Hilbert.

(a) Numérotation des nouvelles parties dans ’ordre du chemin.

Al | 2fs [a]s [ 7 | o]

s Ao 25 nlals nulel7]n]a]

(b) Renumérotation pour optimiser la migration.

FIGURE 3.9 — Exemple de numérotations des nouvelles parties. Les arétes en pointillés corres-
pondent aux « communications » d’un processeur vers lui-méme. Les données qui ne migrent pas
sont en gris clair.
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Ncoeud cqurant Partie/sujvante

rtie précédente

FI1GURE 3.10 — Exemple d’étape de 'algorithme de recherche de chemin a partir de I’arbre des
bissections. La zone verte contient les nceuds dont 'ordre est déja fixé, la zone rouge ceux dont
on ne connait pas encore ’ordre. Le choix de 'ordre est a faire entre les deux sommets de la zone
bleue claire.

La recherche d’un tel chemin dans le graphe quotient est un probléme analogue a celui du
voyageur de commerce, qui est NP-complet [20, TRAVELING SALESMAN].

Il existe de nombreuses méthodes pour obtenir des chemins non optimaux mais assez proches
de 'optimal, comme par exemple des algorithmes probabilistes. Mais certains « bons » chemins
peuvent créer des problemes dans le cas d’un partitionnement par bissections récursives. En effet,
une bissection devra couper ce chemin en deux en méme temps que le graphe. La bissection du
chemin est forcée par la numérotation des nouvelles parties : elle sépare les plus petits numéros
des plus grands. Une bissection du chemin par le milieu doit donc laisser la possibilité d’une
bonne bissection du graphe.

Dans le cas ou la partition initiale a été réalisée par un partitionneur utilisant des bissections
récursives, I’arbre des bissections peut étre utilisé pour trouver rapidement un chemin. Les parties
issues d’une bissection récursive sont numérotées dans ’ordre des feuilles. Les noeuds internes
représentent I'union des parties dans le sous-arbre. A Daide d'un parcours en largeur de 'arbre,
chaque nceud interne est visité. L’ordre de ses deux fils est choisi de fagon & maximiser les
connexions avec les parties (ou unions de parties) précédentes et suivantes. Comme tout I’arbre
n’a pas encore été visité, I'ordre de toutes les parties n’a pas encore été décidé. On prend donc la
partie précédente au méme niveau dans 'arbre et la partie suivante au niveau supérieur comme
indiqué sur la figure [3.10)

La figure [3.12] présente un exemple d’exécution de cet algorithme sur le graphe quotient de
la figure L’arbre initial est celui de la figure Au niveau de la racine, il n’y a pas de
choix a faire car il n’y a ni partie précédente ni suivante. Le premier choix arrive avec le noeud
unissant 0 et 1. La partie suivante est 2—4 dont la connexion avec 0 est 39 + 14 = 53 et celle avec
1 est 17+ 34 = 51. La partie 0 est donc placée en second comme indiqué sur la figure Sur
la figure les connexions des parties 2 et 3—4 avec la partie précédente 0 sont comparées.
Enfin, les connexions des parties 3 et 4 avec les parties précédente 0 et suivante 2 sont comparées,
et l'ordre est conservé (figure [3.12d)).

En pratique, pour améliorer la qualité du chemin en gardant un algorithme rapide, toutes les
solutions possibles sont recherchées quand on arrive sur un sous-arbre suffisamment petit.

Une fois la nouvelle partition obtenue, il faut renuméroter les parties pour optimiser la mi-
gration comme montré sur la figure De la méme fagon que le Scratch-Remap, il faut chercher
la meilleure association entre anciennes et nouvelles parties. Mais dans le cas du partitionnement
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FI1GURE 3.11 — Exemple de partition initiale en 5 partie et du graphe quotient associé.

de la chaine, le choix est plus simple :

— si M < N, pour chaque ancienne partie, on choisit la nouvelle partie qui recoit le plus de

données ;

— si M > N, pour chaque nouvelle partie, on choisit ’ancienne partie qui lui en envoie le

plus.

Les nouvelles parties qui ne sont pas associées a une ancienne prennent alors de nouveaux
numéros qui n’existaient pas dans l'ancienne partition : ce sont les N — M plus grands.

On peut vérifier par ’absurde que ces choix sont possibles dans le cas M < N. Cette méthode
de renumérotation poserait probleme si et seulement si une méme nouvelle partie est le meilleur
choix pour deux anciennes. Si une ancienne partie partage des données avec trois ou plus nouvelles
parties, une de ces nouvelles parties ne recoit des données que de cette ancienne partie et ne serait
le meilleur choix que pour celle-ci. Ces deux anciennes parties n’ont donc chacune des données
partagées qu’avec deux nouvelles : les nouvelles parties étant plus petites, il y en a au moins
deux. La nouvelle partie qui serait le meilleur choix pour les deux anciennes doit donc recevoir
plus de la moitié des données de chacune des deux anciennes parties. Elle serait donc plus grande
que les anciennes, ce qui est en contradiction avec I’hypothese M < N.

On peut faire un raisonnement similaire dans le cas M > N, en inversant les roles des
anciennes et nouvelles parties.

b) Illustration dans le cas équilibré

La figure [3.13] présente un exemple de repartitionnement dans le cas ol il y a 5 parties
initiales équilibrées (1400 éléments chacune) et 7 parties finales qui doivent contenir 1000 élé-
ments chacune pour étre équilibrées. On commence par construire une matrice correspondant au
repartitionnement de la chalne comme présenté dans la section (matrice en escalier) :

1000 400 O 0 0 0 0
0 600 800 O 0 0 0
0 0 200 1000 200 O 0
0 0 0 0 800 600 O
0 0 0 0 0 400 1000
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?
=
N

-4 0-1 2-4
VA NZAN AN
0 1 234 1 0 2 34

AN AN
3 4 3 4

(a) Arbre de bissections initial. (b) Permutation de 0 et 1.

(d) L’ordre entre 3 et 4 est pré-

(c) Permutation de 2 et 3—4. .
servé.

F1GURE 3.12 — Exemple de recherche de chemin par permutation de I’arbre des bissections.

Ensuite, un chemin est recherché dans le graphe, maximisant la connexion entre les sommets
successifs (les anciennes parties). Ici, le chemin choisi est 1, 0, 3, 4 et 2. Les lignes de la matrice
sont permutées en conséquence. Enfin, il faut renuméroter les nouvelles parties pour minimiser
le volume de migration. On choisit les nouvelles parties recevant le plus d’éléments des anciennes
parties. Les nouvelles parties correspondant aux anciennes 1, 0, 3, 4 et 2, sont respectivement
0, 2, 3, 4 et 6. Renuméroter les nouvelles parties revient a permuter les colonnes de la matrice
de migration. Les nouvelles parties non associées aux anciennes (1 et 5) prennent de nouveaux
numéros, ici 5 et 6. Les colonnes sont permutées en conséquence, les colonnes supplémentaires (5
et 6) peuvent étre dans un ordre quelconque.

La figure présente les hypergraphes de repartitionnement dans trois cas de repartition-
nement. Dans les cas ou les nombres de parties initial et final ne sont pas premiers entre eux
(8x 12 et 12 x 14), les chemins sont coupés en plusieurs parties : ce sont les composantes connexes
utilisées dans la démonstration du lemme [2| On remarque également que les hyper-arétes sont
de petites tailles et regroupent des anciennes parties voisines comme on le souhaitait.

c) Généralisation au cas déséquilibré

Cette méthode peut étre facilement adaptée dans le cas ol la partition initiale est déséquili-
brée. Il faut d’abord trouver un chemin dans le graphe quotient. Ensuite, connaissant cet ordre
des parties, il suffit de le redécouper en parties de tailles égales. Dans le cas déséquilibré, toutes
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800

0

0

200

0
TotalV = 2400
MaxV = 1000
TotalZ = 6
MaxZ = 2

FIGURE 3.13 — Exemple de repartitionnement basé sur la chaine dans le cas 5 x 7 (cas équilibré).

(a) Hypergraphe de reparti- (b) Hypergraphe de reparti- (¢) Hypergraphe de repartition-
tionnement dans le cas 8 X 12. tionnement dans le cas 12 x 14. nement dans le cas 16 x 21.

FI1GURE 3.14 — Applications du repartitionnement basé sur la chaine dans le cas équilibré.
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900 500 1500 1700 2400

400 100 0 0 0 0 0
0 900 0 0 0 0 0
0 0 1000 O 0 1000 400

600 O 0 900 0 0 0
0 0 0 100 1000 0 600

TotalV = 2800
MaxV = 1400

TotalZ = 6
MaxZ = 2

FIGURE 3.15 — Exemple de repartitionnement basé sur la chaine dans le cas 5x 7 (cas déséquilibré).

les parties ne se valent pas. La forme de 'hypergraphe de repartitionnement utilisé peut varier
suivant l'ordre choisi.

Par exemple, considérons le cas 5 x 7 ou les parties sont initialement déséquilibrées avec
comme poids dans l'ordre de 0 & 4 : 500, 900, 2400, 1500 et 1700. En reprenant le méme cheminE]
que dans le cas équilibré (figure [3.12), 'ordre des poids devient 900, 500, 1500, 1700 et 2400, et
on obtient le repartitionnement présenté sur la figure [3.15

La figure présente alors les hypergraphes de repartitionnement obtenus avec la méthode
de la chaine dans le cas déséquilibré. Contrairement au cas équilibré, il n’est plus garanti que
certaines séparations entre parties soient communes entre I’ancienne partition et la nouvelle. Le
nombre de messages peut donc atteindre, au pire, M + N —1 messages. On peut voir que les hyper-
arétes forment les mémes chemins que ceux de la figure mais « sans étre coupées ». Dans
le cas équilibré, le chemin était découpé en pged(M, N) parties correspondant aux composantes
connexes du graphe biparti de repartitionnement utilisées dans la section

1. Le chemin ne dépend que de la connectivité du graphe quotient, pas du poids de ses sommets.
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(a) Hypergraphe de reparti- (b) Hypergraphe de reparti- (c) Hypergraphe de repartition-
tionnement dans le cas 8 x 12. tionnement dans le cas 12 x 14. nement dans le cas 16 x 21.

FIGURE 3.16 — Applications du repartitionnement basé sur la chaine dans le cas déséquilibré.

3.3.2 Méthode d’appariement (Matching)

Dans le cas équilibré, nous avons vu en section 3.2 qu'il est possible de construire des matrices
de migration optimales, c¢’est-a-dire optimisant a la fois le volume de migration et le nombre de
messages. Mais 'optimisation de la coupe n’est pas considérée. Comme on I’a vu avec la méthode
de la chaine, il peut étre nécessaire de permuter la matrice de migration pour obtenir une bonne
coupe. Mais une matrice optimale ne correspond pas toujours a une chaine : il ne suffit plus
de trouver un bon chemin dans le graphe quotient. On cherche donc & apparier correctement la
matrice de migration avec le graphe quotient pour que la partition finale ait une bonne coupe.
Comme les valeurs des éléments de la matrice de migration n’influencent pas cet appariement,
nous utiliserons I’hypergraphe de repartitionnement dans cette section.

Le choix de la matrice de migration ou de I’hypergraphe repartitionnement conditionne la
qualité de la migration. Nous décidons de prendre une matrice de migration optimale (d’apres
la définition E[)7 plus précisément la matrice optimale composée d’une diagonale et complétée
avec une sous-matrice « chaine » (comme celle de la figure [3.7d). En plus de minimiser TotalV
et TotalZ, cette matrice a I'avantage de garder un MaxZ plus faible que les autres matrices
optimales.

a) Probléme d’appariement entre le graphe quotient et I’hypergraphe de reparti-
tionnement

Une bonne matrice de migration ne suffit donc pas pour obtenir un bon repartitionnement.
Elle ne permet que d’optimiser la migration et ’équilibre. Un bon repartitionnement doit aussi
fournir une coupe basse. La coupe sera principalement décidée lors de 1’étape de repartition-
nement, mais la matrice de migration a une influence sur la coupe. Une matrice de migration
indique 'emplacement des nouvelles parties : elles seront la ou se trouvent les anciennes parties
dont elles prennent les sommets. Pour permettre au partitionneur de bien optimiser la coupe, il
faut que les anciennes parties communiquant avec une méme nouvelle partie soient proches.

Pour obtenir ce résultat, on apparie ’hypergraphe de repartitionnement avec le graphe quo-
tient, c’est-a-dire qu’on cherche une correspondance entre les sommets de I’hypergraphe et ceux
du graphe quotient comme présenté sur la figure [3.17] En effet, les hyper-arétes regroupent les
anciennes parties donnant des sommets a une méme nouvelle partie, alors que les arétes du graphe
quotient connectent les anciennes parties proches.
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FI1GURE 3.17 — Appariement d’un graphe quotient et d’un hypergraphe de repartitionnement.

Par exemple, il y a plusieurs fagons d’apparier ’hypergraphe de repartitionnement pour repar-
titionner la partition initiale d'un maillage en grille visible sur la figure [3.18a] Les figures [3.18h]
et présentent deux possibilités d’appariement de ’hypergraphe de repartitionnement en
le superposant au graphe quotient. Dans le premier cas, les hyper-arétes regroupant plusieurs
sommets contiennent des sommets « proches » organisés en cliques. En conséquence la partition
finale sur la figure a des parties bien formées, alors que, dans le second cas, les hyper-arétes
regroupent des sommets « éloignés » et la partition finale sur la figure [3.18¢| a des parties décon-
nectées sur le maillage. Les métriques pour évaluer la migration (TOTALV, MAXV, TOTALZ et
MAaXZ) sont les mémes dans ces deux cas, mais la coupe du graphe est bien meilleure dans le
premier cas.

Pour éviter de tels scénarios, une métrique supplémentaire est introduite pour estimer la
qualité de la coupe finale. Cette métrique doit favoriser les nouvelles parties prenant des don-
nées a un ensemble d’anciennes parties bien connectées, autrement dit des quasi-cliques. Cette
métrique s’exprime a ’aide du graphe quotient de ’ancienne partition et de 'hypergraphe de
repartitionnement.

b) Définition d’un score d’appariement

Une fois la matrice choisie, il faut trouver une bonne correspondance entre les sommets
du graphe quotient et ceux de I’hypergraphe de repartitionnement associé a la matrice. Cet
appariement nécessite la définition d’un score.

Notons Q = (V, Eg) le graphe quotient par rapport a 'ancienne partition, H = (Vy, Eg)
Ihypergraphe de repartitionnement déja apparié (on considére que les sommets de Q) et de H
sont les mémes, on pose V = Vg = Vy) et Eg(e) 'ensemble des arétes du sous-graphe de @
induit par I’hyper-aréte e. Une premiere version simple de ce score compte la somme des poids
des arétes des sous-graphes induits par chaque hyper-aréte e :

Score = Z Z Wer (3.12)

e€Eg \e'€Eg(e)

ou Es(e)={(i,j)e Eqg:iceNjce}.



44 CHAPITRE 3. MODELE DE MIGRATION

)
&)

(a) Hypergraphe de repartitionnement et partition initiale.

b

(b) Exemple de bonne correspondance. c¢) Exemple de mauvaise correspondance.

0 &

W

(d) La partition est bien formée. ) Certaines parties sont déconnectées.

FIGURE 3.18 — Deux cas d’application d’'un méme hypergraphe de repartitionnement.
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I est possible d’écrire ce score sous forme matricielle. Notons X la matrice d’appariement (ou
de permutation) de taille M x M & trouver : X;; vaut 1 si et seulement si le sommet i de
I’hypergraphe de repartitionnement est associé au sommet ¢’ du graphe quotient, sinon 0. La
matrice H représente 'hypergraphe de repartitionnementﬂ Elle est de taille M x N et H; ; vaut
1 si est seulement si le sommet i est inclus dans I'hyper-aréte j. @) est la matrice d’adjacence
du graphe quotient de taille M x M, Q; ; est le poids de I'aréte entre les sommets 7 et j. Ces
notations sont résumées sur la figure [3.19

FIGURE 3.19 — Illustration des notations utilisées dans la formule de score avec une aréte (i/, j')
du graphe quotient @ a gauche et une hyper-aréte k a droite.

Grace aux matrices a valeurs binaires X et H, on peut écrire la somme du poids des arétes
eirj» dont les extrémités ¢’ et j' sont respectivement associées a deux sommets i et j dans la
méme hyper-aréte k :

Score = Z Xi,i’Xj,j/ i,k’Hj,in’,j’ soit (313)
i,5,4" .5,k

Score = Z Xi,i’ Z <Xj,j’ (Z Hi,k:Hj,k> Qy}j/) . (314)
4,4/ 3.3’ k

Définition 10 (Produit de Kronecker). Le produit de Kronecker de deux matrices A® B, A de
taille m x n et B de taille m’ x n/, est une matrice de taille mm’ x nn’/, décrite par la matrice
bloc suivante :

Al,lB Al,nB
AmaB - AnnB

En notant A = HHT ® Q, o ® est le produit de Kronecker, et x le vecteur colonne de taille
M? tel que zipryi = Xi.ir, le score s’écrit comme la forme quadratique :

Score = 2T Az. (3.15)
Dans I'équation on reconnait le coefficient de la matrice A = HHT @ Q :

AiMyir jM4j = <Z Hi,kHj,k> Qi 7,

k

2. Par abus de langage, on confond les graphes et hypergraphes avec leurs matrices d’adjacence.
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(a) Chaine de 3 parties réunies dans une méme (b) Clique de 3 parties réunies dans une méme
hyper-aréte. Les deux parties aux extrémités hyper-aréte.
sont éloignées I'une de 'autre.

FIGURE 3.20 — Deux exemples de sous-graphes quotients appariés avec une hyper-aréte.

. Hi i Hj ), correspondant au coefficient (i, j) de la matrice HH™.

Cette métrique favorise les hyper-arétes regroupant des sommets fortement connectés. Mais
elle est loin d’étre parfaite, car elle ne prend pas en compte le nombre d’arétes du graphe quotient
associées a une hyper-aréte. A score égal, il apparait plus avantageux de favoriser trois sommets
connectés par trois arétes plutot que par deux.

Sur 'exemple de la figure les deux appariements d’une hyper-aréte avec un graphe de
3 sommets ont le méme score : 40. Pourtant, dans le cas de la figure les deux parties aux
extrémités de la chaine peuvent étre éloignées et la nouvelle partie créée devra alors étre étirée,
ce qui n’est pas optimal pour la coupe. On préférerait favoriser les cas de cliques comme sur la
figure ol les 3 parties sont bien regroupées.

Pour corriger ces défauts, nous allons modifier le score pour prendre en compte la quantité
d’arétes et la taille des hyper—arétesﬂ On propose la nouvelle formule de score suivante. Soient
Egs(e) 'ensemble des arétes du sous-graphe induit par I'hyper-aréte e et K(e) ensemble des
arétes d’une clique entre les sommets de 'hyper-aréte e. La métrique s’exprime :

Scorel = Z |Es(e) Z Wer (3.16)

ecEy |K(6)| e’cEs(e)

N {Es(e)z{(i,j)eEQ:iEe/\jEe}
K(e)={(i,j)eV*:i#£jNiceNjce}.

En reprenant l’exemple les anciens scores sont multipliés par 2/3 dans le cas de la chaine
(fig. [3.204)) et par 1 dans le cas de la clique (fig. [3.20b)), ce qui donne les scores 26 et 40 : la clique
est maintenant favorisée par rapport a la chaine.

c) Choix d’un appariement par une méthode d’optimisation du score

Afin de choisir un bon appariement, nous allons utiliser une méthode d’optimisation du score
défini précédemment.

La maximisation de I’équation [3.15] est un probléeme d’optimisation quadratique & valeurs
binaires. C’est un probleéme NP-difficile [20, QUADRATIC PROGRAMMING] mais déja beau-
coup étudié, en particulier dans le domaine de la vision numérique [15,41]. Une premiere solution
consiste & utiliser une méthode spectrale. Comme 2”2 = M est une constante, maximiser revient

3. On rappelle que la taille d’une hyper-aréte est le nombre de sommets qu’elle regroupe.
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a maximiser le quotient de Rayleigh-Ritz [25] ZTT“;"E. Dans le cas ou x est a coeflicient réels, ce
quotient atteint son maximum pour un vecteur propre associé a la plus grande valeur propre.
Mais ici « est a valeur binaire, et la relaxation du probleme ne donne pas de solution convenable.
En effet, approcher le vecteur propre avec un vecteur correspondant a une permutation est une

approximation trop importante.

D’autres heuristiques pour trouver un bon appariement sont possibles, comme par exemple
des algorithmes probabilistes, combinatoires de type branch & bound, ... Nous avons choisi d’uti-
liser un algorithme de recuit simulé [40] qui donne des résultats satisfaisants. En partant d’une
correspondance quelconque, des permutations de deux sommets aléatoires sont appliquées. Si la
nouvelle correspondance a un meilleur score, elle est conservée. Sinon, elle est conservée ou non
avec une probabilité qui décroit exponentiellement avec le nombre d’itérations. Apres un nombre
d’itérations fixé, I'algorithme s’arréte. Cette méthode peut s’appliquer a n’importe quelle forme
de score et notamment 2 la formule du score 3.16

d) Illustration de la méthode de matching

La figure [3.21] présente un exemple de repartitionnement basé sur le matching. Dans un pre-
mier temps, une matrice de migration optimale est choisie. Ici, on choisit une matrice combinant
une sous-matrice diagonale avec une sous-matrice en escalier dont ’hypergraphe de repartition-
nement associé est représenté dans la figure [3.2Ta] Cette classe de matrice a avantage de fournir
un nombre de messages par partie souvent plus faible que les matrices construites récursive-
ment (cf. section . Ensuite, cet hypergraphe de repartitionnement est mis en correspondance
avec le graphe quotient & I’aide de I’heuristique de recuit simulé optimisant la fonction Score®
(équation . Le résultat est visible sur la figure Cette appariement correspond a une
permutation des lignes de la matrice mais aussi des 5 premieres colonnes pour garder une diago-
nale optimisant le volume de migration.

La figure[3.22] présente des résultats d’application de la méthode d’appariement dans différents
cas. On remarque que dans le cas 8 x 12 (figure , le résultat est le méme qu’avec la méthode
de la chaine. En effet, les matrices 8 x 12 choisies dans les deux méthodes sont équivalentes a une
permutation pres dans ce cas précis. Dans le cas 12x14 (ﬁgure, il y a de tres grandes hyper-
arétes. Cela risque de poser probleme pour la construction des parties associées a ces grandes
hyper-arétes. Ce probleme vient du choix de la matrice optimale qui concentre les non-zéros dans
les dernieres colonnes de la matrice. Cela aurait pu étre évité en choisissant un autre type de
matrice, mais le volume total de migration n’aurait pas été optimal. Le recuit simulé ne trouve
pas toujours de bonne solution : sur la figure [3:22d, I'hyper-aréte contenant les sommets 0, 4, 7 et
15 ne contient que deux arétes (4—7 de poids 25 et 0—15 de poids 4), mais les autres hyper-arétes
sont assez bien placées.

Notons que cette méthode de repartitionnement ne peut pas étre appliquée dans le cas ou les
parties sont initialement déséquilibrées. La mise en correspondance de I’hypergraphe de repar-
titionnement et du graphe quotient nécessite que les parties initiales soient interchangeables, ce
qui n’est le cas que quand les parties initiales ont toutes le méme poids.

3.3.3 Méthode gloutonne (Greedy)

Dans le cas général, il n’est pas possible de choisir une matrice avant de ’apparier au graphe
quotient : les anciennes parties ont chacune un poids différent et elles ne sont plus interchan-
geables. Il faut construire la matrice de migration directement en tenant compte de la connectivité
entre les parties et de leurs différents poids.
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1000 O 0 0 0 400 O
0 1000 O 0 0 400 O
0 0 1000 0 0 200 200
0 0 0 1000 O 0 400
0 0 0 0 1000 0 400

@ ®
Y \®

(a) Matrice de migration optimale et hypergraphe de repartitionnement associé pour le cas 5 x 7.

1000 0
0 00
0 0
0 0
0 0 0 0 1000 200 200
TotalV = 2000
MaxV = 1000
TotalZ = 6
MaxZ = 3

(b) Hypergraphe apparié au graphe quotient et matrice de migration finale.

FIGURE 3.21 — Exemple de repartitionnement basé sur le matching dans le cas 5 x 7.
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(a) Hypergraphe de reparti-
tionnement dans le cas 8 x 12.

(b) Hypergraphe de reparti- (c¢) Hypergraphe de repartition-
tionnement dans le cas 12 x 14. nement dans le cas 16 x 21.

F1GURE 3.22 — Application du repartitionnement basé sur le matching.

a) Construction de la matrice de migration par une méthode gloutonne

La matrice de migration C' est construite par I'algorithme [2| selon une méthode gloutonne en
prenant en entrée le graphe quotient @ = (V, E) et le nouveau nombre de parties N. On note
(Pi)icfo,p -1 les anciennes parties et (P})jc[o,n—1] les nouvelles parties. L’algorithme commence
avec une matrice vide, puis les colonnes de la matrice (correspondant aux hyper-arétes de 1’hy-
pergraphe de repartitionnement) sont remplies une par une. Ce remplissage s’effectue de fagon
a respecter les contraintes sur les sommes des lignes et des colonnes qui correspondent respecti-
vement aux poids des anciennes parties (w(F;)) et des nouvelles parties (w(F;)). La migration
peut étre minimisée (optdiag = vrai en entrée de ’algorithme) en construisant une hyper-aréte
de taille 1 pour chaque sommet du graphe quotient quand cela est possible, c¢’est-a-dire quand
I'ancienne partie est plus grosse que la nouvelle (w(P;) > w(P})). Les hyper-arétes suivantes
sont construites de fagon gloutonne en commengant par une sommet pseudo-périphérique (voir
définition de faible degré, puis en ajoutant des sommets v un a un dans ’hyper-aréte i en
cherchant & maximiser un score inspiré de celui présenté dans la section [3.3.2]:

score (v, h) :w x |Eg(h)| x ZEEEs(h)ﬂEv(v) We y Z w
) |EV('U)| ZEGE ) We e
v e€Es(h) (3.17)
avec Es(h)={(uw,v) e E:u€hAv€Eh}
Ev(v)={ec€ E:vece}.

Egs(h) est 'ensemble des arétes du sous-graphe défini par I’hyper-aréte h. Ey (v) est ’ensemble des
arétes dont une extrémité est v (son voisinage). Le score de l’équation reprend du score |3.16
le produit du nombre d’arétes et de leur poids permettant d’obtenir des groupes d’anciennes
parties bien connectées et le multiplie par la proportion des arétes autour du nouveau sommet
v qui sont dans ’hyper-aréte h, en nombre et en poids. Cette modification du score permet de
mieux guider I'algorithme glouton qui préférera alors choisir des sommets sur le bord ou encerclés
par 'hyper-aréte, laissant de meilleurs choix pour la construction des hyper-arétes suivantes.
Pour chaque sommet ajouté dans 'hyper-aréte, on remplit le coefficient correspondant dans
la matrice avec la valeur maximale permettant de respecter les contraintes de poids sur les lignes
et colonnes. Comme les coefficients de la matrice doivent étre positifs, la somme des valeurs
sur la ligne (et respectivement la colonne) ne doit pas dépasser la taille d’une partie initiale (et
respectivement finale). A une itération de notre algorithme, la valeur choisie pour I’élément C; ;
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est donc min(w(P;) — >, Ci g, w(Pj) — 32, Ck ;). Comme on veut obtenir une partition finale

équilibrée, on pose Vj, w(P}) = wfinal = %
Le volume total de migration peut étre minimisé en commencant par remplir la diagonale de
la matrice de migration avec les plus grandes valeurs possibles. Le reste de la matrice est alors

rempli normalement selon I’heuristique gloutonne.

Algorithme 2 Construction de la matrice de migration C' (Greedyl)

Entrée : Nombre d’anciennes parties M
Entrée : Nombre de nouvelles parties N
Entrée : Graphe quotient de ’ancienne partition @ = (V, E)
Entrée : Booléen optdiag indiquant ’optimisation de la diagonale
C <+ matrice nulle de dimension M x N
j+<0 /* Indice de 'hyper-aréte en cours de construction. */
/* Construction d’hyper-arétes de taille 1. */
si optdiag alors
pour tout v € V correspondant a ’ancienne partie P; faire
siwy > Weina €t j < N alors
Cij < Wrinal
Wy $— Wy — W final
j—j+1
fin si
fin pour
fin si
/* Construction gloutonne des hyper-arétes */
tant que j < N faire
v < sommet pseudo-périphérique de () d’indice i et de poids w; non nul
h <+ {v} /* Hyper-aréte d’indice j en cours de construction. */
Ci,j + min(w;, Weinal)
W; < wW; — Ci)j
tant que ), Ci ; < Wfinag faire
v < sommet de V d’indice i, de poids w; non nul tel que score(v,h U {v})

soit maximal
h <+ hU{v}

Ci,j — min(w,;, Wfinal — Zk Ck,j)
W; < W; — Cl'yj
fin tant que
j—j5+1
fin tant que
retourner C

Notre algorithme se base sur la notion de sommet pseudo-périphérique pour trouver un som-
met sur le « bord » du graphe. Rechercher un sommet périphériqueﬁ est plus complexe et n’est
pas nécessaire pour 'application de notre heuristique.

Définition 11 (Excentricité). IL’excentricité d’un sommet v dans un graphe, notée €(v), est la
plus grande distance entre v et n’importe quel autre sommet du graphe.

4. Un sommet périphérique est un sommet d’excentricité maximale.
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Définition 12 (Sommet pseudo-périphérique). Un sommet v est un sommet pseudo-périphérique
si pour tous les sommets u les plus éloignés de v, on a e(v) = e(u) = d(u,v). Plus formellement
v est pseudo-périphérique si Vu € V, d(u,v) = e(v) = d(u,v) = e(u).

Un sommet pseudo-périphérique peut étre facilement trouvé comme le montre ’algorithme
En partant d’'un sommet quelconque, on cherche, a ’aide d’un parcours en largeur, un som-
met le plus loin possible (calculant ainsi ’excentricité du sommet de départ) et de faible degré.
Cette recherche est répétée a partir du nouveau sommet jusqu’a trouver un sommet dont 1’ex-
centricité est égale a celle du sommet précédent. En pratique cet algorithme termine en tres peu
d’itérations [21] (2 ou 3 itérations lors de nos tests).

Algorithme 3 Recherche d'un sommet pseudo-périphérique de degré faible

Entrée : Graphe G
u < sommet quelconque de G
Enouveau 0
répéter
Effectuer un parcours en largeur du graphe G en partant de u
v <— sommet avec une distance maximale et un degré minimal

ecouT‘ant <; enouve(lu
Enouvean — d(u,v) /* correspond & 'excentricité de u */
U v

. N _

Jusqu a enouveau - ECOuTant

retourner u

b) Optimisation du nombre de messages par une recherche de sous-ensembles

L’algorithme |2| construit une matrice de migration avec M 4+ N — 1 messages. A chaque
itération, la valeur de 1’élément est choisie pour satisfaire la contrainte de poids sur la ligne ou
la colonne, sauf a la derniere itération ol les contraintes sur la ligne et la colonne de ’élément
sont satisfaites. Comme il y a M lignes et N colonnes, il y a au plus M + N — 1 itérations et
éléments non nuls.

Il est possible de diminuer ce nombre de messages en décomposant le probleme de construc-
tion de la matrice de migration en plusieurs sous-problemes de repartitionnement sur des sous-
ensembles disjoints de parties, comme le montre la démonstration du lemme [2| Pour décompo-
ser le probleme en K sous-problemes, I'ensemble des parties (P;);eqi,a est partitionné en K
sous-ensembles (5;);e[1,x]- Pour chaque sous ensemble S;, la somme des poids des parties qu’il
contient est a peu pres un multiple de la taille idéale d’une partie finale. Plus formellement, avec
un facteur de déséquilibre €, un sous-ensemble S; est de « bonne taille » si il existe un entier IV;
tel que >, Nj = N et

w w
(I—G)XN]'W< E ’LU(PI)<(1+€)XNJF
P,;ESJ'

On note M; = |S;| la taille de chaque sous-ensemble. Comme les sous-ensembles sont une par-
tition de I’ensemble des parties, on a Ej M; = M. Chaque sous probleme est donc de taille
M; x Nj et construit une sous-matrice de migration avec M; + N; — 1 messages. Le nombre
de messages total est donc M + N — K. Pour minimiser le nombre de messages, il faut donc
trouver le plus possible de sous-ensembles. Dans le cas équilibré, on trouvait pged(M, N) tels
sous-ensembles de chacun M/pged(M, N) parties.
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La recherche de tels sous-ensembles est une version plus générale du probléme de la somme
d’un sous—ensembleﬂ qui est NP-complet [20, SUBSET SUM]. Ces sous-ensembles peuvent étre
construits avec un algorithme glouton similaire a celui de construction de la matrice de migration.
Dans l'algorithme [4] on commence par trouver un sommet pseudo-périphérique dans le graphe
quotient, puis on cherche parmi ses voisins si il existe un sommet permettant de créer un sous-
ensemble de la bonne taille, sinon on en choisit un qui maximise le score du sous-ensemble comme
dans l'algorithme [2| Puis on recommence a chercher parmi les voisins du sous-ensemble jusqu’a
construire un sous-ensemble de bonne taille. Au pire, ’algorithme termine en sélectionnant tous
les sommets du graphe quotient dans un seul sous-ensemble, puisque par définition de la taille
idéale, le poids total du graphe vaut N fois celle-ci.

Algorithme 4 Construction de la matrice de migration avec une recherche de sous-ensembles
(Greedy?2)

Entrée : Nombre d’anciennes parties M
Entrée : Nombre de nouvelles parties N
Entrée : Graphe quotient @ = (V, E)
R+V /* Ensemble des sommets restants */
tant que R # () faire
u 4— un sommet pseudo-périphérique du sous-graphe de @ restreint a R
S« {u}
R+ R\ {u}
tant que S n’est pas un sous-ensemble de bonne taille pour N’ nouvelles parties faire
si il existe v € R tel que v est connecté & S et S U {v} est de bonne taille alors
S« Su{v} /* Sélectionner v */
R+ R\ {v}
sinon
u < sommet maximisant le score du sous-ensemble S U {u}
S« SuU{u} /* Sélectionner u */
R+ R\ {u}
fin si
fin tant que
Construire la sous-matrice |S| x N’ associée au sous-ensemble S (appel de Palgorithme
(Greedyl) sur le sous-graphe de Q restreint a .5)
fin tant que

Un exemple d’application de ces algorithmes est présenté sur les figures a avec
le cas 5 x 7 déséquilibré. La figure [3.23] présente la recherche des sous-ensembles, alors que les
figures et présentent respectivement les constructions des sous-matrices pour chacun
des sous-ensembles. Les poids des parties initiales sont dans 'ordre 500, 900, 2400, 1500 et
1700. Les parties finales devront étre de poids 1000. Les valeurs indiquées a coté des sommets
correspondent aux données des anciennes parties qui n’ont pas encore été affectées dans une
nouvelle. Les éléments de la matrice ne faisant pas partie de la sous-matrice concernée sont
grisés.

L’algorithme commence par chercher un sous-ensemble en partant d’un sommet pseudo-
périphérique (figure . Parmi les voisins, la partie 3 permet d’avoir un sous-ensemble adapté

5. Etant donné un ensemble d’entiers, existe-t-il un sous-ensemble non vide dont la somme vaut une valeur
donnée ?
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(b) Seconde étape de la

. construction des sous- .
la  construction des sous- de la construction des sous-

(a)  Premiere étape de

(c) Cinquiéme et derniere étape

ensembles : le  premier
sous-ensemble est terminé.

ensembles. ensembles.

FIGURE 3.23 — Construction des sous-ensembles.

au repartitionnement en 2 parties (50041500 = 2x1000) (ﬁgure. L’algorithme de construc-
tion de la matrice de migration est alors appliqué sur le sous-ensemble {0, 3}. La partie 0 est trop
petite pour créer une hyper-aréte de taille 1 (figure [3.244). La partie 3 a un poids suffisant donc
1000 est ajouté sur la diagonale (figure . Il reste alors une hyper-aréte a construire : elle
part du sommet 0 (figure et s’étend sur le seul sommet voisin 3 (figure . Les deux
hyper-arétes nécessaires sont donc construites et toutes les données de 0 et 3 ont été redistribuées.

Le second sous-ensemble est construit avec le reste du graphe quotient (figure . Les
parties 1, 2 et 4 seront repartitionnées vers 5 parties (900 + 2400 4+ 1700 = 5 x 1000). On com-
mence par construire les hyper-arétes de taille 1 (figure pour optimiser la diagonale de
la matrice, ici 2 et 4 sont de poids suffisants. L’hyper-aréte suivante est construite a partir de 1
(figure et s’étend sur le voisin « libre » le plus connecté a 1 : 2 (figure . La suivante
est construite a partir de 2 qui a encore assez de données (1300) pour construire une hyper-aréte
de taille 1 (figure . La derniére hyper-aréte part de 2 (figure et s’étend sur le seul

sommet restant, la partie 4 (figure [3.25f)).

Par la suite, nous utiliserons systématiquement la recherche des sous-ensembles (Greedy2)
pour notre algorithme glouton (Greedy).

c) Illustration de la méthode gloutonne

Les figures et présentent des résultats de la méthode gloutonne avec optimisation de
la diagonale dans les cas équilibrés et déséquilibrés. Comme avec la méthode d’appariement, de
grandes hyper-arétes sont créées. Cela est di au remplissage de la diagonale qui laisse de petits
restes pour créer les parties supplémentaires. Dans le cas déséquilibré, cet effet est atténué : la
diagonale ne peut pas toujours étre remplie et les restes peuvent étre plus importants.

Les figures et montrent les résultats dans les mémes cas, mais sans I'optimisation
de la diagonale. Les tailles des hyper-arétes sont bien plus raisonnables. Comme avec la méthode
de la chaine, les nouvelles parties sont souvent placées entre deux anciennes parties voisines.



54 CHAPITRE 3. MODELE DE MIGRATION

0O 0 0 0 0 0 O 0 0 O 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 0 0o 0 0 O 0 0 0 O
0 0 0 0O 00 O 0 0 O 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 0 O 0 0 O 1000 O O O
0 0 0 0 0 0 O 0 0 O 0 0 0 O
(a) Premiere étape du remplissage de la diagonale. (b) Seconde étape du remplissage de la diagonale.

50 0 0 0 0 0 O
0O 00 O 0 0 0 500 0 0 0 0 0 0
0O 00 0O 0 0 0 0O 00 O 0 0 O
0 0 0 1000 0 0 O 0 00 0 0 0O
0O 00 O 0 0 0 500 0 0 1000 0 0 O

0O 00 O 0 0 O

(c) Premiere étape de la construction de la seconde

hyper-aréte (d) L’hyper-aréte est construite.

FIGURE 3.24 — Construction des sous-ensembles et de la sous-matrice correspondant au premier
sous-ensemble {0, 3}.
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500 0 0 0 0 0 0 500 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 00 0 900 0 0 0 0 0
0 0 1000 0 0 0 0 0 0 1000 0 0 0 0

500 0 0 1000 0 0 0 500 0 0 1000 0 0 0
0 0 0 0 1000 0 O 0 0 0 0 1000 0 O

(b) Premiere étape de la construction de la troisieme
hyper-aréte.

500 0 0 0 0 0 0
0 900 0 0 0 0 0 500 O 0 0 0 0 0
0 100 1000 0O 0 0 0 0 900 0 0 0 0 0

500 O 0 10000 0 0 O 0 100 1000 0O 0 1000 0
0 0 0 0 1000 0 0 500 0 0 1000 O 0 0

0 0 0 0 1000 0 O

(c) Seconde étape de la construction de la troisieme
hyper-aréte.

500 O 0 0 0 0 0
0 900 0 0 0 0 0
0 100 1000 0 0 1000 300

500 O 0 1000 0 0 0
0 0 0 0 1000 0 700

(e) Premiére étape de la construction de la cinquieme  (f) Seconde étape de la construction de la cinquieme
hyper-aréte. hyper-aréte et fin de I’algorithme.

F1GURE 3.25 — Construction de la sous-matrice correspondant au second sous-ensemble {1,2,4}.
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(a) Hypergraphe de reparti-

¢ (b) Hypergraphe de reparti- (c¢) Hypergraphe de repartition-
t/1on.n.em,ent dans le cas 8 x 12 tionnement dans le cas 12 x 14 nement dans le cas 16 x 21 équi-
équilibré. équilibré. libré.

FIGURE 3.26 — Evaluation du repartitionnement a ’aide de I’algorithme glouton avec optimisation
de la diagonale dans des cas équilibrés.

(a) Hypergl;laphel de rgpar‘i; (b) Hypergraphe de reparti- (c¢) Hypergraphe de repartition-
t1<,)n,ne1?a.e nt, ans fe cas & x tionnement dans le cas 12 x 14 nement dans le cas 16 x 21 dés-
déséquilibré. déséquilibré. équilibré.

FIGURE 3.27 — Evaluation du repartitionnement a ’aide de I’algorithme glouton avec optimisation
de la diagonale dans des cas déséquilibrés.



3.3. CONSTRUCTION DES MATRICES DE MIGRATION 57

(a) Hypergraphe de reparti- (b) Hypergraphe de reparti- (c) Hypergraphe de repartition-
tionnement dans le cas 8 x 12 tionnement dans le cas 12 x 14 nement dans le cas 16 X 21 équi-
équilibré. équilibré. libré.

FIGURE 3.28 — Evaluation du repartitionnement a 1’aide de ’algorithme glouton sans optimisation
de la diagonale dans des cas équilibrés.

(a) Hypergraphe de reparti- (b) Hypergraphe de reparti- (c) Hypergraphe de repartition-
tionnement dans le cas 8 x 12 tionnement dans le cas 12 x 14 nement dans le cas 16 x 21 dés-
déséquilibré. déséquilibré. équilibré.

FIGURE 3.29 — Evaluation du repartitionnement a 1’aide de I’algorithme glouton sans optimisation
de la diagonale dans des cas déséquilibrés.
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3.3.4 Programme linéaire (LP)

Les méthodes de repartitionnement diffusives [26}46] optimisent le volume de migration en ef-
fectuant des communications entre les parties voisines sur le graphe quotient (cf. section Ez[)
Nous proposons d’étendre la méthode en utilisant un programme linéaire dans le cas du re-
partitionnement avec changement dynamique du nombre de processeurs et pour optimiser les
différentes métriques TOTALV, MAXV, TOTALZ et MAXZ.

Le principal probleme de cette adaptation est que le graphe quotient ne prend en compte que
les anciennes parties et non les nouvelles. Il faut donc adapter celui-ci pour prendre en compte ce
changement de nombre de parties. Pour un repartitionnement de M vers N parties, on utilise un
graphe décrivant les messages possibles entre max(M, N) parties. Le poids de certaines parties
peut étre initialement nul, si elles n’existaient pas dans I’ancienne partition (cas o M < N); on
peut aussi vouloir un poids final nul pour les parties qui n’existent pas dans la nouvelle partition
(cas ou M > N).

Dans le cas ol le nombre de parties augmente (M < N), il faut ajouter des nouveaux
sommets dans le graphe quotient et, pour que la migration soit possible, connecter ces nouveaux
sommets avec le reste du graphe. En effet, Hu et al. |26] montrent que pour qu’une solution soit
possible, le graphe doit étre connexe. On veut donc construire a partir du graphe quotient @), un
nouveau graphe quotient enrichi Q La fagon dont sont connectés ces nouveaux sommets influence
grandement la migration optimale possible, mais aussi la coupe de la partition finale. Pour obtenir
une bonne migration, il faut placer les nouvelles parties proches des anciennes parties capables
de fournir les sommets nécessaires. Pour obtenir une bonne coupe, il faut connecter les nouvelles
parties avec des anciennes proches entre elles. Une méthode naive pour trouver de tels placements
est de rechercher dans le graphe quotient de petites cliques de parties bien connectées entre elles
et possédant un poids élevé.

Dans le cas ou le nombre de parties diminue, le graphe quotient n’a pas besoin d’étre modifié
mais il faut choisir les parties qui seront supprimées, c’est-a-dire dont le poids final visé est nul.

a) Optimisation du volume total de migration TotalV

Une fois le graphe @) des messages autorisés construit, il faut décider du volume de données
a communiquer sur chaque aréte. Pour minimiser le volume total de migration, il est possible
d’utiliser le programme linéaire suivant :

minimiser E €ij

i,J
. Contraintes linéaires :
Vi € V, v, = Z (eji — 67;]‘). (318)
J
Bornes :
Vi eV, v; <d; + ub. (319)
V(i,j) € E, 0<ey. (3.20)

On note e;; la quantité de données envoyées par la partie 7 vers la partie j. Cette variable
est toujours positive ou nulle (équation ; si le message se passe dans l'autre sens, e;; est
nul et e;; contient le volume de données échangées. v; est la variation de la quantité de données
de la partie 7 et est égale a la différence des données regues et envoyées (équation . d; est
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F1GURE 3.30 — Exemple de partition initiale et de son graphe quotient enrichi.

la variation souhaitée de la quantité de données de la partie i, c’est-a-dire la différence entre le
poids initial et le poids souhaité. v; doit étre a peu pres égal a d; a une tolérance de déséquilibre

ub preés (équation [3.19)).

Par exemple, en prenant la partition en trois parties de la figure|3.30] on construit un graphe
quotient de trois sommets auquel on ajoute un quatriéme pour repartitionner en 4 parties. Ici,
le nouveau sommet est connecté aux trois autres.

L’application des contraintes [3.18 donne :

V] = €21 — €12 T €31 — €13+ €41 — €14
Vg = €12 — €21 T €21 — €23 + €42 — €24
Uz = €13 — €31 1+ €23 — €32 + €43 — €34
Vg = €14 — €41 + €24 — €42 + €34 — €43

et les bornes [3.191 :

v < —1
vy <0
vy < —2
vy < 3.

De plus tous les e;; sont positifs ou nuls. La solution de ce probleme est :
€41 = 1
€43 = 2

et tous les autres e;; sont nuls. Ce qui veut dire que la partie 1 devra envoyer un sommet a la
partie 4 et la partie 3 devra en envoyer deux. Il n’y a pas d’autre communication.

b) Extension & d’autres métriques

Il est possible d’étendre le programme linéaire pour d’autres objectifs, tels que : MAXV,
TOTALZ, MAXZ ou n’importe quelle combinaison linéaire de ceux-ci.
Pour optimiser MAXV, il suffit d’ajouter une variable v représentant le volume maximal de

migration par partie. On cherche donc & minimiser v = max;cy (ZJ (eij + eji)>. Cela se traduit

par les contraintes supplémentaires :
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(a) Graphe quotient.

(b) Groupes de sommets rete-

nus pour les nouvelles parties (¢c) Graphe quotient enrichi
ajoutées. avec les nouveaux sommets.
1500 0 0 0 0 520 O
0 1184 0 0 0 0 800
0 0 1428 0 0 0 558
0 0 0 1500 0 514 0
0 172 0 0 1500 324 O

(d) Matrice de migration obtenue pour I'optimisation de TOTALV.

FI1GURE 3.31 — Enrichissement du graphe quotient puis construction de la matrice de migration
pour le cas 5 x 7.

VieV, Z (eij + eji) <w. (321)
J
v étant minimisé, il vaut bien la plus grande des valeurs ) j (eij + €5i)-
Lorsque les valeurs e;; sont entieres, on peut ajouter des variables binaires x;; pour chaque
aréte donnant l’existence ou non d’un message sur cette aréte grace aux contraintes :

Tij S €ij S Wl'” (322)

W est le poids total du graphe, aucun message ne peut dépasser cette taille. En étudiant les deux
cas possibles suivant la valeur de x;;, on obtient :

eij:() SifEij:O

. (3.23)
lgeijSW Sll‘ij:L

x;; correspond donc bien a l'existence d’un message de la partie i vers la partie j. Il est alors
possible de minimiser TOTALZ en minimisant la somme des x;; et MAXZ en utilisant une méthode
similaire a celle pour MAXV.

Les programmes linéaires complets pour les différentes métriques sont décrits dans 'annexe[A]

c) Application du programme linéaire

Pour enrichir le graphe quotient, un algorithme recherche, pour chaque nouvelle partie supplé-
mentaire, de petits groupes de sommets (de taille 1, 2 ou 3) bien connectés et de poids importants.
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(a) Hypergraphe de reparti- (b) Hypergraphe de reparti- (c¢) Hypergraphe de repartition-
t)lon'n’em/ent dans le cas 8 x 12 tionnement dans le cas 12 x 14 nement dans le cas 16 x 21 équi-
équilibré. équilibré. libré.

F1GURE 3.32 — Application de la construction de la matrice de migration a ’aide du programme
linéaire dans des cas équilibrés.

Nous ne détaillerons pas ici cet algorithme qui utilise une approche gloutonne selon un critere
comparable a celui de la méthode Greedy, mais en bornant la taille des hyper-arétes (entre 1 et
3). Sur Pexemple de la figure pour passer de 5 a 7 parties, il faut ajouter deux nouvelles
parties : un groupe de trois sommets et un groupe de deux sont choisis (fig. . Les deux
nouveaux sommets sont connectés aux anciens sommets d’aprés ces ensembles (fig. [3-31d). En
appliquant le programme linéaire pour 'optimisation de TOTALV sur ce graphe quotient enrichi,
on obtient 6 messages : 5 messages correspondant aux arétes ajoutées pour créer les nouvelles
parties supplémentaires et un message entre les parties 4 et 1. Présentés sous forme de matrice
de migration, ces résultats donnent la matrice sur la ﬁgure Les valeurs sur la diagonale (en
gris) ne sont pas obtenues directement par le programme linéaire mais calculées indirectement
d’apres les tailles des messages et les tailles des anciennes parties.

(a) Hypergraphe de reparti- (b) Hypergraphe de reparti- (c) Hypergraphe de repartition-
tl?n,nel?a.ent, dans le cas 8 x 12 tionnement dans le cas 12 x 14 nement dans le cas 16 x 21 dés-
déséquilibré. déséquilibré. équilibré.

F1GURE 3.33 — Application de la construction de la matrice de migration a ’aide du programme
linéaire dans des cas déséquilibrés.

Les résultats obtenus pour différents cas avec l'optimisation de TOTALV sont présentés sur
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les figures et Les tailles des hyper-arétes finales correspondant aux nouvelles parties
sont effectivement limitées & un maximum de 3 et les autres communications se font uniquement
le long des arétes du graphe quotient.

Cet algorithme optimise la métrique souhaitée, mais relativement a un graphe quotient enrichi
donné dont la construction ne permet pas toujours une migration optimale.

3.4 FEvaluation des méthodes et conclusion

Nous comparons les méthodes de construction de matrice de migration présentées dans ce
chapitre : la méthode basée sur la chaine (1D), la méthode d’appariement (Matching, seulement
dans le cas équilibré), les deux variantes de algorithme glouton avec optimisation de la diagonale
(GreedyD) et sans (Greedy) et le programme linéaire optimisant TOTALV (LP).

Les méthodes présentées sont évaluées sur six cas équilibrés et déséquilibrés. Les trois cas
équilibrés sont :

— 8x 12 avec des anciennes parties de taille 1500 et donc des nouvelles parties de taille 1000 ;

— 12 x 14 avec des anciennes parties de taille 1000 et donc des nouvelles parties de taille

857 ;
— 16 x 21 avec des anciennes parties de taille 1000 et donc des nouvelles parties de taille
761.
Les trois cas déséquilibrés utilisent les mémes nombres de parties :

— 8 x 12 avec un déséquilibre de 49 % et des nouvelles parties de taille 1509 ;

— 12 x 14 avec un déséquilibre de 58 % et des nouvelles parties de taille 1311 ;

— 16 x 21 avec un déséquilibre de 50 % et des nouvelles parties de taille 922.

Ces déséquilibres ont été réalisés avec la méthode utilisée par I'article [56] : pour chaque partie,
un nombre aléatoire de sommets sont sélectionnés pour avoir leur poids triplés, conduisant & un
déséquilibre d’environ 50 %.

Les tableaux [3.1] et présentent les métriques associées aux applications présentées dans
les sections précédentes. Les quatre métriques présentées ne permettent pas d’évaluer la qualité
de la coupe finale mais seulement la qualité de la migration. La coupe ne pourra étre évaluée
qu’apres le repartitionnement dans le chapitre [f]

En dehors du repartitionnement 8 x 12 dans le cas équilibré, on remarque que les optimisations
de TOoTALV et MAXZ sont contradictoires. En effet, comme expliqué avec la méthode d’appa-
riement, 'optimisation de la diagonale oblige les nouvelles parties supplémentaires a prendre
les données depuis de nombreuses anciennes parties, ce qui favorise des hyper-arétes de grandes
tailles et donc 'augmentation de MAXZ. Les méthodes 1D et Greedy donnent un MAXZ bas
mais un TOTALV plus élevé, contrairement aux méthodes Matching (avec choix d’une matrice
diagonale) et GreedyD qui optimisent en priorité TOTALV. Le cas du programme linéaire est
particulier : bien que le programme linéaire minimise TOTALV, la construction du graphe quo-
tient enrichi impose un degré faible. Malgré cette minimisation, TOTALV peut étre plus élevé
qu’avec d’autres méthodes mais MAXZ est maintenu bas. TOTALV aurait pu étre plus bas avec
un choix de graphe quotient enrichi différent. Il est également possible d’utiliser le programme
linéaire pour optimiser d’autres critéres.

Dans le cas 8 x 12 équilibré, il existe une solution donnant & la fois un TOTALV bas et un
MAXZ bas que toutes les méthodes trouvent. Le programme linéaire est capable de donner un
TOTALV plus bas que optimal (4000) en profitant de la tolérance au déséquilibre.

Le MAXYV varie peu d’'une méthode a l'autre et il est généralement proche de la taille d’une
nouvelle partie. Une nouvelle partie devant recevoir I'intégralité de ses données, il n’est pas
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possible d’avoir un MAXV inférieur a la taille idéale d’une nouvelle partie.

Dans le cas équilibré, le TOTALZ optimal est bien atteint pour toutes les méthodes sauf le
programme linéaire qui n’optimise pas ce critere. Dans le cas déséquilibré, I'optimal n’est pas
connu. La méthode de la chaine atteint max(M, N) — 1 messages et les algorithmes gloutons
donne un nombre de messages inférieur grace & la recherche des sous-ensembles. Bien que le
programme linéaire n’optimise pas le nombre de messages, celui-ci reste tres bas. C’est un effet
de bord de la minimisation de TOTALV.

Dans la suite de cette these, nous retiendrons les méthodes utilisant ’algorithme glouton
(Greedy et GreedyD) et le programme linéaire (LP). L’algorithme glouton permet de minimiser
TOTALZ et offre deux variantes permettant au choix de minimiser fortement TOTALV ou de
garder MAXZ bas. La méthode d’appariement (Matching) n’est pas utilisable dans le cas géné-
ral et la méthode 1D donne des résultats comparables & la méthode Greedy (MAXZ faible mais
TOTALV plus élevé) mais avec de moins bons résultats.

La construction de matrices de migration a partir du graphe quotient est la premiere étape
de notre méthode de repartitionnement dont la démarche globale est rappelée en figure Les
matrices de migration ainsi construites vont étre utilisées par les algorithmes de repartitionnement
de graphe présentés dans le chapitre suivant.
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1D (fig. [3.14) Matching GreedyD Greedy LP (fig.[3.32)
(fie- [3-22) (fie- [3-26) (fig. [3-28]
ToTALV 4000 4000 4000 4000 3960
Cas 8 x 12 MAXV 1000 1000 1000 1000 900
TOTALZ 8 8 8 8 8
MAXZ 2 2 2 2 2
ToTALV 3427 1714 1714 3426 2900
MAxV 857 857 857 857 939
Cas 12X 14 | pya1z 12 12 12 12 13
MAXZ 2 6 6 2 3
ToTALV 5239 3808 3808 5335 5606
Cas 16 x 21 MaxV 762 762 762 762 1150
ToTALZ 20 20 20 20 20
MAXZ 2 4 4 3 3

TABLE 3.1 — Résultats des différentes méthodes dans le cas équilibré.




1D (fig.[3.16) GreedyD (fig.[3.27) [ Greedy (fig.[3.29) LP (fig.[3.33)
ToTALV 7453 6266 7127 6299
Cas 8 x 12 MaxV 1871 1869 1869 1862
ToTALZ 11 10 10 10
MAXZ 2 4 3 2
ToraLV 5064 5960 5769 5261
MaxV 1311 1372 1372 2013
Cas 12X 14 | 1ALz 13 12 12 13
MAXZ 2 3 3 4
ToTaLV 6200 5504 6138 5858
MaxV 922 922 923 1103
Cas 16 X 21| 01017 20 18 18 19
MAXZ 2 5 3 4

TABLE 3.2 — Résultats des différentes méthodes dans le cas déséquilibré.
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Graphe

— Méthode de la chaine (1D)

- Méthode d'appariement (Matching)

quotient

Gram

— Méthode gloutonne (Greedy)

—» Programme linéaire (LP)

Construction de la matrice de migration MxN

Matrice de
migration

v

—® Meéthode de partitionnement biaisé (Biased)

v

—»  partitionné

> Méthode diffusive (Diff)

P Hyper-arétes de repartitonnement

Repartitionnement MxN

FIGURE 3.34 — Vue d’ensemble.
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Repartitionnement M x N
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Dans ce chapitre, nous présentons nos algorithmes de repartitionnement M x N, résumés en
figure Nos méthodes de repartitionnement biaisé (BIASED) et diffusive (DIFF) s’inspirent
des méthodes de repartitionnement classiques du mémes noms mais sont étendues dans le cas
du repartitionnement avec un nombre de processeurs variable. Ces deux méthodes se basent
sur une matrice de migration obtenue a ’aide d’un des algorithmes présentés dans le chapitre
précédent. De plus, dans le cadre de notre partitionnement biaisé, nous mettons en évidence des
limitations de la méthode des bissections récursives largement utilisée par les différents outils
de partitionnement actuels, et nous proposons une méthode de partitionnement k-aire direct
(KGGGP) qui surmonte ces limitations.

4.1 Repartitionnement M x N basé sur une méthode de
partitionnement biaisé (BIASED)

Nous présentons dans cette section une méthode partitionnement biaisé permettant de réaliser
un repartitionnement M X N en respectant un modele de migration donné par une matrice C'.
Cette méthode n’impose que les messages donnés dans le modele de migration et non leur volume.
Néanmoins, les volumes sont respectés lorsque le nombre de messages de C' est minimal, comme

67
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Matrice de
wigration

|
v

—» Méthode de partitionnement biaisé (Biased) }—
/Graphe\ v
‘N< partitionné Méthode diffusive (Diff) }

. enM

v
Y

= Hyperarétes de repartitionnement }—

Repartitionnement MxN

FIGURE 4.1 — Vue d’ensemble de nos algorithmes de repartitionnement M x N d’un graphe.

nous le verrons dans la section suivante. Cette méthode est donc déconseillée pour les modeles de
migration n’optimisant pas TOTALZ, en particulier ceux obtenus a l’aide du programme linéaire
optimisant seulement TOTALV, MAXV ou MAXZ.

Cette méthode de partitionnement biaisé s’inspire des méthodes de repartitionnement utili-
sant des sommets fixes Eﬂ (cf. section . Le graphe est enrichi avec des sommets fixes et
de nouvelles arétes puis il est partitionné avec un partitionneur acceptant les sommets fixes.

4.1.1 Méthodologie

Pour créer un nouvelle partition respectant le modele de communication construit grace aux
méthodes présentées dans le chapitre [3, on utilise une méthode de repartitionnement a sommet
fixes. De la méme facon que dans le cas du repartitionnement sans changement du nombre de
processeurs, on ajoute N sommets fixes de poids nuls représentant les processeurs. Mais au lieu
de les connecter aux sommets de leur ancienne partie, ils sont connectés aux sommets des parties
dont on accepte qu’ils recoivent des données, conformément a la matrice C.

Plus précisément, pour repartitionner un graphe GG de M parties vers IV et obtenir une nouvelle
partition P’, étant donné une ancienne partition P = (P;);e[1,p] et une matrice de migration
C, il faut :

1. construire un graphe enrichi G = (f/, E) a partir de G avec :
— N sommets fixes (f;);jeq,n7 de poids nuls, chacun fixé dans une nouvelle partie diffé-
rente 7 ;
— des arétes supplémentaires dont le poids est appelé « cotut de migration », telles que
pour chaque élément C; ; > 0 de la matrice de migration, les sommets de ’ancienne
partie 7 soient connectés au sommet fixe de la nouvelle partie j. Plus formellement,

Vi e [1,M], ¥j € [1,N], Yo € P, (cm. £0 < (v, f;) € E)

2. partitionner le nouveau graphe enrichi G en N parties avec un partitionneur acceptant
les sommets fixes ;
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3. restreindre la partition de G au graphe original G pour obtenir P’.

Le role des arétes ajoutées, dites « de migration », n’est pas exactement le méme que dans
les méthodes classiques. Elles ne servent pas, ici, & minimiser la migration directement mais a
imposer le schéma de communication choisi. Un sommet est souvent relié a plusieurs sommets
fixes et au plus une de ses arétes de migration peut ne pas étre coupée. Avec un poids suffisamment
élevé, le partitionneur laissera exactement une aréte de migration par sommet non-coupée, pour
minimiser la coupe. Ainsi, en cherchant a remplir ses objectifs habituels, le partitionneur impose
le schéma de migration choisi.

Un exemple de repartitionnement est proposé en figure[d.2] En partant de ’ancienne partition
en M = 5 parties (ﬁgure, on veut construire une nouvelle partition en N = 7 parties. A I'aide
du graphe quotient associé (figure , on construit une matrice de migration (ici représentée
par I'hypergraphe de repartitionnement) comme indiqué dans le chapitre précédent (figure .
Les arétes de migration sont ajoutées d’aprés cet hypergraphe sur la figure : par exemple,
le sommet fixe de la nouvelle partie 3 est relié a tous les sommets des parties contenues dans
Ihyper-aréte correspondante (les anciennes parties 3 et 4). Le partitionneur calcule ensuite une
nouvelle partition de ce graphe enrichi. La figure montre les arétes de migration coupées
(en rouge) et internes (en vert). Enfin, la partition de G est restreinte graphe G pour obtenir la
partition finale (figure .

Cette méthode utilise n’importe quel outil de partitionnement classique capable de prendre
en compte le cas des sommets ﬁxesﬂ Il est aussi possible d’utiliser des partitionneurs d’hyper-
graphe, les arétes de migration deviennent alors des hyper-arétes de taille 2, la coupe de telles
hyper-arétes étant équivalente a celle des arétes du graphe.

Les sommets fixes et les arétes de migration imposent le schéma de communication mais pas
le volume des messages échangés. Affecter un sommet & une partie de fagon a engendrer un
message non autorisé correspond a une aréte de migration coupée en plus. Un sommet est relié
par des arétes de migration a un ou plusieurs sommets fixes chacun dans une partie différente.
Au mieux une seule de ces arétes de migration n’est pas coupée (le sommet ne peut étre que dans
une seule partie), alors la migration de ce sommet est autorisé par la matrice de migration. Si
le sommet est dans une partie différente de celles des sommets fixes auxquels il est connecté, la
migration de ce sommet n’est pas autorisée et toutes les arétes de migration de ce sommets sont
coupées. Le partitionneur choisira donc de placer un sommet dans I'une des parties des sommets
fixes auxquels il est connecté. La contrainte sur la taille des parties n’empéche pas ce choix car,
par construction de la matrice de migration, il y a toujours assez de sommets reliés au sommet
fixe pour créer la partie de la taille souhaitée parmi ces derniers.

Bien que seul le schéma de communication soit imposé, les tailles des messages sont respectées
lorsque le nombre de message (TOTALZ) est minimal. Le partitionneur est libre de créer n’importe
quelle partition induisant une matrice de migration avec les non-zéros souhaités. On cherche le
nombre de matrices de migration C’ qu’il est possible d’obtenir apres le partitionnement. L’espace
des matrices de migration possibles peut étre défini par un systeme d’équations linéaires avec
autant d’inconnues, notées C{7 j» que de messages (d’une ancienne partie ¢ vers une nouvelle partie
j)- Les équations sont les contraintes de sommes sur les lignes et les colonnes;ilyena M+N.Ily
a autant d’'inconnues C; ; que d’éléments C; ; non nuls dans la matrice de migration C' souhaitée.
En notant V; le poids de 'ancienne partie 1, Vj’ la poids de la nouvelle partie j et W le poids

1. Il est en fait possible d’obtenir un partitionnement équivalent sans sommets fixes : il suffit de donner aux
sommets « fixes » un poids suffisamment grand, pour qu’il ne puisse pas y en avoir deux dans une méme partie.
Les nouvelles parties sont ensuite renumérotées pour que les sommets fixes soient dans les bonnes parties. Le
défaut de cette méthode est que le déséquilibre toléré est plus important a cause du poids de ces sommets.
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(b) Graphe quotient @ de la partition ini-

(a) Partition initiale de G en 5 parties.
tiale.

(c) Hypergraphe de repartitionnement (d) Graphe G auquel est ajouté les som-
dessiné par dessus le graphe quotient. mets fixes et arétes de migration.

(e) Partition de G en 7 parties. Les arétes
de migration coupées sont en rouge, les (f) Partition finale de G en 7 parties.
arétes de migration non-coupées en vert.

FIGURE 4.2 — Repartitionnement de 5 vers 7 parties.
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total du graphe (W =32, Vi =3, V/), ona:

Vie[LM], > Ci;=V (4.1)
JEM,N]
Ciﬁj>0

viell,N], > Ci;=V] (4.2)

i€[1,M]
C;,;>0

La somme des équations sur les lignes (équations [4.1)) est équivalente & la somme des équations
sur les colonnes (équations [4.2) et donnent :

Y =W

i€[1,M]
JE,N]
C;,;>0

Ce systeme possede donc M + N — 1 équations indépendantesﬂ

On sait que I'ensemble des solutions n’est pas vide car la matrice de migration C' est une
solution. La dimension de I’espace solution est donc égale a la différence entre le nombre d’incon-
nues (le nombre de messages dans la matrice C) et le rang du systéme. Si le nombre de messages
dans C n’est pas minimal (il n’atteint pas le rang du systeéme), il existe une infinité de solutions
C’ possibles. Le partitionneur peut donner une de ces matrice C’ (éventuellement différente de
(') en minimisant la coupe du graphe enrichi. Plus le nombre de messages dans C' est important
plus il y a de liberté dans le partitionnement. La matrice de migration C” effectivement obtenue
apres repartitionnement peut ne pas étre aussi bonne que la matrice C' choisie. On préférera donc
utiliser ce partitionnement biaisé avec des matrices de migration donnant un faible nombre de
messages (TOTALZ).

4.1.2 Limitations des partitionneurs

Cette méthode partitionnement a sommets fixes peut poser quelques problemes avec certains
partitionneurs, plus particulierement ceux utilisant des bissections récursives [3].

Le premier probleme est que le placement et la numérotation des nouvelles parties peut ne
pas étre favorable aux bissections récursives. Comme expliqué dans la section lors d’une
bissection, chaque moitié regroupera plusieurs parties suivant leurs numéros : généralement les
parties avec les plus petits numéros sont regroupées dans une moitié et les plus grand numéros
dans lautre. 11 est possible qu'une moitié regroupe des parties qu’on souhaite éloignées. Les
heuristiques peuvent avoir plus de mal a créer des parties et devoir travailler avec des graphes
non connexes.

Mais, certains cas sont encore plus graves. Méme avec des bissections parfaites et un poids
tres important sur les arétes de migration, un partitionneur a bissections récursives peut ne pas

2. 11 est possible de réduire encore le nombre d’équations indépendantes lorsqu’il existe une somme partielle
de poids d’anciennes parties égale & une somme partielle de poids de nouvelles parties. C’est-a-dire que s’il existe
A C [, M] et B C [1,N] tels que 3,4 Vi = 3 ;cp V] et que pour tout (4,5) € [1,M] x [1,N] tels que
(ie ANj ¢ B)VvV(i¢g ANj € B), Cyj =0, alors la somme des équations sur les lignes correspondant aux
anciennes parties de A est équivalente & la somme des équations sur les colonnes correspondant aux nouvelles

parties de B :
Y. Ciy=2 Vi=2Vj

i€A i€EA JjEB
JjEB
Ci,j>0
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N
20009

oo 3 35 23
De=m 4

é—o

(a) Partition intiale et sommets (b) Graphe quotient et hyper- (c) Partition finale k-aire di-
fixes. graphe de repartitionnement. rect.

(e) Partition finale avec bissec-
tions récursives.

(d) Premiére bissection.

FIGURE 4.3 — Exemple d’échec de partitionnement avec bissections récursives.

respecter le schéma de communication imposé alors qu'un partitionneur k-aire direct trouverait
une solution [3,/60].

Par exemple, la figure [4.3] présente un cas ou la méthode des bissections récursives échoue.
La grille est initialement partitionnée en 3 (figure et on souhaite la repartitionner en 4 en
utilisant I’hypergraphe de repartitionnement de la figure Un exemple de partition finale res-
pectant ce schéma est présenté sur la figure On essaye d’appliquer les bissections récursives
sur ce graphe. Lors de la premiere bissection (figure , le partitionneur regroupe les parties
1 et 2 d'un coté, et 3 et 4 de l'autre. La meilleure bissection possible est de coupée le graphe
verticalement par le milieu. Les parties 1 et 2 seront donc dans la partie gauche et les parties 3
et 4 dans la partie droite. Il n’est donc pas possible pour la partie 4 de reprendre des sommets de
I’ancienne partie 2. Chaque moitié est ensuite a nouveau bipartitionnée pour obtenir la partition
finale présentée sur la figure Sa matrice de migration est :
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alors que celle attendue, qui est celle de la partition de la figure est :

9 3
9 3
9 3

La partition de bissections récursives coupent 39 arétes de migration alors qu’il est possible de
n’en couper seulement 36, méme si on a supposé que les bissections étaient parfaites et le poids
des arétes de migration bien plus important que celui des arétes internes.

En pratique, la plupart des outils utilisent un multi-niveaux k-aire avec une partition initiale
du graphe contracté calculée par bissections récursives. Dans le cas ou les bissections récursives
échouent a calculer une bonne partition initiale, le raffinement k-aire appliqué pendant la phase
d’expansion doit alors grandement modifier la partition initiale pour optimiser la coupe. Quand
Iheuristique de raffinement réussit a corriger la partition initiale, ce qui est difficile comme
ces heuristiques sont souvent incrémentales, le partitionneur est alors tres ralenti par la phase
d’expansion.

Pour cette raison, nous proposons une heuristique de partitionnement k-aire direct pouvant
étre utilisée a la place des bissections récursives en tant que méthode de partitionnement initiale
dans un partitionneur.

4.2 Partitionnement k-aire direct (KGGGP)

L’heuristique du Greedy Graph Growing Partitioning (GGGP) est une heuristique gloutonne
largement utilisée dans le cadre du bipartitionnement [5,/11,/29]. En partant de deux sommets
« graines », les autres sommets sont ajoutés un a un dans chacune des parties. Nous proposons
d’étendre cette méthode dans le cas du partitionnement k-aire. Nous ’appellerons dans ce cas
KGGGP (k-way greedy graph growing partitioning).

4.2.1 Description de ’algorithme

Cette heuristique s’inspire en grande partie de celle de Fiduccia et Mattheyses [17] (abrégée
FM), a la différence que les sommets ne sont initialement dans aucune partie et sont a distribuer
dans k parties. Cette méthode peut étre vue comme un raffinement FM k + 1-aire ou la partie
supplémentaire (que 'on numérotera —1) contient initialement tous les sommets et doit étre vide
dans la partition finale.

Pour réaliser cet algorithme, on considere tous les déplacements possibles des sommets sans
parties vers une des k parties. Chaque itération de I’algorithme |5 place un sommet sans partie
dans une partie p. A chaque itération, on sélectionne le meilleur déplacement, d’apres un critére
de sélection basé sur la coupe, qui respecte I’équilibre final (c’est-a-dire que le poids W, de la
partie p ne dépassera pas la taille maximum permise avec un facteur de déséquilibre €). Il existe
plusieurs criteres de sélection qui seront détaillés plus loin dans cette section. Il est possible
qu’aucun sommet ne respecte la contrainte d’équilibre, particulierement dans le cas d’un graphe
contracté dans le cadre d’'un algorithme multi-niveaux, ot des sommets peuvent avoir un poids
tres important par rapport au poids total du graphe. Dans ce cas, I’équilibre ne pourra pas étre
respecté et le meilleur déplacement est choisi indépendamment du poids du sommet et de la
partie cible. Une fois un sommet sélectionné, il est alors déplacé et verrouillé, c’est-a-dire qu’il
ne sera plus considéré pour d’autres déplacements.

Le critere de sélection calcule le score s;(u) d’un déplacement & partir des parties de ses voisins
(cf. section suivante). Ainsi lorsqu'un sommet est déplacé, le critere de sélection de chacun de
ses voisins doit étre mis a jour.
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tableau des
scores
score min
s=5.(v) =s.(V déplacement déplacement
p( ) p( ) de vdansp de v' dans p'
score max
P / A t,ableau des
déplacements
p |

% V'

FIGURE 4.4 — Structure de données inspirée de Fiduccia et Mattheyses, illustrant le cas des
déplacements de v dans p et de v' dans p’ ayant un méme score s.

L’algorithme [5]| sélectionne le meilleur déplacement globalement. Mais il existe d’autres va-
riantes possibles pour sélectionner un déplacement afin d’obtenir une partition équilibrée [29].
Par exemple, la partie de destination du déplacement est choisie 'une aprés lautre (méthode
appelée round-robin), ou elle peut étre la partie dont le poids courant est le plus faible. Dans ces
deux cas, on choisit le meilleur déplacement seulement vers la partie choisie.

Pour trouver rapidement le meilleur déplacement d’apres le critere choisi, la structure de
données présentée par Fiduccia et Mattheyses est utilisée. Cette structure de données (résumée
sur la figure utilise un tableau a chaque case duquel est associée une valeur du score utilisée
comme critére de sélection (le gain de coupe du déplacement dans le cas de FM). Chaque case
de ce tableau donne la liste doublement chainée des déplacements correspondant a ce score. Ce
tableau des scores permet de sélectionner rapidement un déplacement avec un gain donné (ici,
le plus grand). Un autre tableau référengant les éléments des listes chainées par leur numéro de
sommet permet de les retrouver rapidement pour effectuer une mise a jour du gain. Dans notre
algorithme k-aire ce tableau est étendu avec une seconde dimension correspondant a la partie du
déplacement. Le double chainage permet d’effectuer en temps constant le changement de liste
d’un élément apres une mise a jour ou son retrait quand le sommet est placé dans une partie.

En pratique, notre mise en ceuvre de cet algorithme utilise deux tableaux de score pour classer
les déplacements. Initialement, le premier contient tous les déplacements et le second est vide.
Les déplacements sont recherchés d’abord dans la premiere structure, lorsque qu’un déplacement
ne respectant pas la contrainte d’équilibre est trouvé, il est déplacé dans la seconde. En effet,
le poids des parties ne faisant que croitre, il ne respectera pas la contrainte d’équilibre dans le
futur, il est inutile de le considérer a nouveau pour étre déplacer. Quand la premiere structure
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est vide, il n’y a plus de déplacements respectant la contrainte d’équilibre, la seconde structure
est alors utilisée jusqu’a la fin de I’algorithme et le poids de la partie n’est plus vérifié.

Il est tres simple de gérer le cas des sommets fixes avec cette méthode. En effet, les sommets
fixes sont simplement placés dans leur parties respectives initialement et ne sont pas considérés
dans les déplacements possibles.

Algorithme 5 Heuristique de partitionnement gloutonne (KGGGP)

Entrée : Graphe G a partitionner
Entrée : k parties ne contenant que les sommets fixes
Entrée : Partition ou tout les sommets fixes sont dans leur partie respective, et les autres
sommets sont dans la partie —1
tant que il existe des sommets dans la partie —1 faire
Sélectionner un sommet v sans partie dont le déplacement vers une partie
p a un critere de sélection s,(v) maximal et tel que W, +w, < (1+€) X
W/k
si un tel sommet n’existe pas alors
Sélectionner un sommet v sans partie dont le déplacement vers une partie

p a un critere de sélection sp,(v) maximal
fin si

Placer le sommet v dans la partie p
Wy = Wy, +w,
pour tout voisin v de v faire
pour tout partie ¢ faire
Mettre a jour le critere de sélection s;(u)
fin pour
fin pour
fin tant que
retourner Partition de G en k parties

4.2.2 Criteres de sélection

11 existe plusieurs critéres pour évaluer la qualité des déplacements. On note s, (v), le score du
déplacement du sommet v vers la partie p. Les déplacements sont évalués en fonction des arétes
les connectant aux différentes parties. On notera N;(u) le poids des arétes connectant le sommet
u & des voisins dans la partie i, et N_q(u) le poids des arétes le connectant & des sommets sans
partie. On appelle aréte interne, une aréte dont les deux extrémités sont dans la méme partie et
on appelle aréte externe (ou coupée), une aréte dont les deux extrémités sont dans des parties
différentes.

Comme avec la méthode FM, il est possible d’utiliser la formule du gain de coupe en consi-
dérant que les sommets sans parties sont dans une partie numérotée —1. Le gain d’un sommet
u déplacé de la partie 7 vers j se calcule par la différence entre les arétes vers la nouvelle partie
j, qui étaient coupées mais ne le seront plus, et les arétes vers ’ancienne partie ¢, qui étaient
internes et seront coupées. En reprenant la formule du gain : g;—;(u) = N;(u) — N;(u), le critere
de sélection basé sur le gain pour déplacer u dans ¢ est s;(u) = g_1-;(u) = N;(u) — N_q1(u).

Battiti et Bertossi [5] proposent d’utiliser un autre critere, appelé diff. Bien que congu pour le
bipartitionnement, ce critere peut également s’appliquer dans le cas du partitionnement k-aire.
Ce critere ne s’intéresse plus aux voisins sans partie, mais utilise la différence entre les nouvelles
arétes internes (voisins dans la partie visée) et les nouvelles arétes coupées (voisins dans les autres
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F1GURE 4.5 — Différentes arétes autour du sommet sans partie u qui se trouve a la frontiere des
parties ¢ et j.

parties) : s;(u) = diff;(u) = Ny(u) —>_;; Nj(u). En effet, minimiser la coupe avec la partie —1
qui finira par disparaitre peut paraitre inutile alors que les arétes vers les autres parties font
partie de la coupe finale. D’autre part, en maximisant le nombre d’arétes internes (N;(u)), on
espere réduire le nombre d’arétes qui devront étre coupées plus tard.

La figure présente les différentes arétes autour du sommet u : en vert, les arétes corres-
pondant & N;(u); en rouge a N;(u); et en bleu & N_1(u). On suppose que toutes les arétes de
cet exemple ont un poids unitaire. Si on considere le déplacement de u dans la partie ¢, le gain
est g_1;(u) = 0 : initialement 3 arétes sont coupées (en vert et rouge), apres déplacement 3
arétes sont toujours coupées (cette fois en bleu et rouge). Le critéere diff ne s’intéresse pas aux
arétes avec les sommets sans partie (en bleu) mais seulement a la différence entre les futures

arétes internes (en vert) et les arétes externes avec les « vraies » parties (en rouge). On a donc
diffy(u) =2-1=1.

4.2.3 Complexité

L’algorithme de partitionnement déplace une fois chaque sommet libre. Il y a donc autant
d’itérations de la boucle principale que de sommets non fixes (au plus |V]). La boucle principale
comporte les étapes de sélection, déplacement et mise a jour des structures de données.

Lors de la sélection, chaque déplacement n’est considéré qu’'une ou deux fois : 8’il n’est pas
accepté la premiere fois, il est retiré de la premiere liste des déplacements et placé dans la seconde ;
dans la seconde liste, un déplacement n’est jamais rejeté. La complexité en temps totale de la
sélection est donc au pire proportionnelle au nombre de déplacements possibles, c’est-a-dire
O(k|V]).

Le déplacement est une opération simple en temps constant. Cela n’est que le changement
d’une valeur dans le tableau représentant la partition.

La mise a jour des structures de données apres le déplacement d’un sommet, nécessite de
visiter tous les voisins du sommet déplacé. Pour chaque voisin, il est nécessaire de mettre a jour
le critere de sélection vers chacune des k parties. Comme ces opérations sont effectuées pour
chaque sommet du graphe, la complexité en temps totale des mises & jour est au pire O(k|E]).

La complexité en temps de 'algorithme est donc au pire O(k|E|), en considérant que |V| est
dominé par |E|. La complexité en mémoire est principalement due au stockage des déplacements
possibles, elle est donc au pire O(k|V]).
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4.2.4 Améliorations

Plusieurs variantes peuvent étre utilisées pour améliorer la qualité des partitions produites
par l'algorithme.

a) Sélection aléatoire et répétition

Lors de la sélection des sommets, plusieurs peuvent avoir le méme score. Si le premier sommet
trouvé est choisi, la sélection est biaisée par 'ordre de parcours des sommets ou par le dernier
déplacement. En effet, lors de la mise a jour, les voisins dont le score s’est amélioré se retrouvent
en début de liste, ce qui tend a faire grossir la partie toujours dans la méme direction. En
sélectionnant un sommet aléatoire parmi les meilleurs, on évite ce biais. Cela permet d’obtenir
des partitions différentes avec différentes exécutions de l'algorithme. Comme cet algorithme est
tres rapide lorsqu’il est appliqué dans le cadre d’un partitionnement multi-niveaux, il devient
intéressant de le répéter plusieurs fois et de garder la meilleure partition. Cela permet aussi une
version parallele triviale ou chaque nceud calcule une partition puis partage la meilleure.

b) Graines

Bien que l'algorithme puisse s’appliquer sans aucun sommet initialement dans une partie, les
criteres de sélection ne seront pas trés efficaces pour le choix des premiers sommets. Il est donc
intéressant de choisir avant le début de I'algorithme certains sommets qui initieront les parties.
Il existe plusieurs possibilités pour choisir ces sommets qu’on appelle « graines ».

Graines aléatoires. k& sommets sont choisis aléatoirement dans le graphe pour servir de graines
a chacune des parties. Ces techniques se combinent bien avec la répétition de I'heuristique et
permettent encore plus de variété dans les tentatives pour trouver la meilleure partition possible.

Graines au centre des parties. La répétition de I’heuristique peut également étre utilisée
pour trouver des graines de fagon plus intelligente. Aprés une premiére passe & ’aide de graines
choisies d’une maniere quelconque, les centresEI ou des « pseudo—centresﬂ» des parties sont cal-
culés et servent de graine a l'itération suivante. Cette méthode est proposée par Diekmann et al.
dans le cadre du Bubble Partitioning |14].

Graines éloignées. Diekmann et al. |[14] proposent également un algorithme pour optimiser
I'ensemble des graines initiales. L’algorithme [6] permet de construire un ensemble de k graines
bien éloignées les unes des autres. En partant d’'un sommet quelconque, on recherche le sommet
le plus éloigné a ’aide d’un parcours en largeur. Les graines suivantes sont trouvées de fagon
similaire en initialisant le parcours en largeur avec les n graines déja trouvées. La seconde boucle
permet d’améliorer cet ensemble. On retire une a une les graines de I’ensemble et on en cherche
une nouvelle, toujours & ’aide d’un parcours en largeur. Cette derniére boucle peut étre répétée
jusqu’a ce que I’ensemble ne change plus ou répétée un nombre limité de fois. La complexité d’un
parcours en largeur étant O(|E|), la complexité de la création de Pensemble initiale ou d’une
passe d’optimisation est O(k|E]).

3. Le centre d’un graphe est un sommet avec une excentricité minimale.

4. La recherche du centre d’un graphe est complexe. Nous préférons donc chercher un « pseudo-centre » a ’aide
d’un parcours en largeur a partir de la frontiere de la partie. Le dernier sommet parcouru est le plus éloigné de la
frontiére, il est donc sélectionné en tant que « pseudo-centre »
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Algorithme 6 Création d’un ensemble de k graines éloignées

Entrée : Graphe G
Entrée : Nombre de parties k
v < sommet quelconque de G
graines < {sommet le plus éloigné de v dans G}
n<1
tant que n < k faire
v < sommet le plus éloigné des sommets dans graines
Ajouter v dans graines
n<n+1
fin tant que
répéter
pour tout v € graines faire
u + sommet le plus éloigné des sommets dans graines \ {v}
si u est plus loin que v alors
Remplacer v par u dans graines
fin si
fin pour
jusqu’a Aucune graine n’a été changée
retourner graines

c) Raffinement a la fin

Les derniers choix de déplacement lors du KGGGP sont souvent tres limités et les derniers
sommets se retrouvent placés dans les parties qui pouvaient encore accepter des sommets mal-
gré une trés mauvaise coupe. Pour corriger ces défauts, il est nécessaire d’appliquer un léger
raffinement de type FM a la partition obtenue.

Bien que trés léger, ces raffinements peuvent grandement améliorer la coupe, il est donc
intéressant de le prendre en compte dans la répétition de I'algorithme glouton, que ce soit pour
décider la partition a garder ou calculer de nouvelles graines a l’aide des centres des parties.

4.2.5 Evaluation

Cette méthode de partitionnement a été mise en ceuvre dans un module Scotch [48]. L’avan-
tage de Scotch est d’étre un logiciel libre trés modulaire. Cela permet de réutiliser les autres
méthodes déja présentes dans Scotch, en particulier I’approche multi-niveaux et les méthodes
de raffinement. Pour combiner ces différentes stratégies de partitionnement, Scotch utilise des
chaines de stratégies permettant de configurer I’enchainement, I'imbrication et les parameétres
des différentes stratégies. Notre stratégie de KGGGP est documentée dans 'annexe [B]

Pour évaluer le KGGGP, notre méthode est comparée a la stratégie de bissections récursives
de Scotch. La stratégie utilisée pour les bissections récursives (RB) dans les expériences suivantes
est celle utilisée par défaut dans Scotch, elle est donnée par la chaine de stratégie suivante :

r{job=t,map=t,poli=S,bal=0.01,sep=
m{vert=120, low=h{pass=10}f{bal=0.01,move=120},
asc=b{bnd=f{bal=0.01,move=120}, org=f{bal=0.01,move=120}}}|
m{vert=120, low=h{pass=10}f{bal=0.01,move=120},
asc=b{bnd=f{bal=0.01,move=120},org=f{bal=0.01,move=120}3}}|
m{vert=120, low=h{pass=10}f{bal=0.01,move=120},
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Graphe Description V| |E| d
grid3d32 Grille 3D réguliere 32768 95232 5,81
grid3d100 | Grille 3D réguliere 1000000 | 2970000 5,94
cfd2 Mécanique des fluides numériques (CFD) 123440 | 1482229 | 24,02
crankseg 2 | Probleme structurel 63838 | 7042510 | 220,64
thermal2 Probleme thermique 1228045 | 3676134 5,99
brack2 Probleme 2D/3D 62631 366559 | 11,71
wave Probleme 2D/3D 156317 | 1059331 | 13,55
cagel?2 Electrophorése d’ADN 130228 951154 14,61

TABLE 4.1 — Description des graphes utilisés pour nos expériences. d est le degré moyen du graphe

ui vaut 2x|B|
4 VT

asc=b{bnd=f{bal=0.01,move=120},org=f{bal=0.01,move=120}1}}
}

C’est-a-dire que, pour chaque bissection, trois partitionnements multi-niveaux (m) sont calculés
et la meilleure partition est retenue. Ces partitionnements multi-niveaux pour les bissections sont
utilisés en plus du multi-niveaux principal dans lequel cette stratégie de bissections récursives
est éventuellement utilisée. Ils utilisent comme stratégie de partitionnement initial une méthode
de greedy graph growing (h) déja présente dans Scotch mais seulement pour les bissections, et
comme raffinement un algorithme FM (f).

Le tableau[d. I présente les différents graphes utilisés dans les expériences. Les graphes grid3d32
et grid3d100 sont des grilles cubiques de tailles respectives 32 x 32 x 32 et 100 x 100 x 100. Les
autres graphes sont issus de la collection de matrices creuses de 1'Université de Floride [13].

a) Cas du partitionnement classique
Plusieurs configurations du KGGGP sont évaluées. Les deux criteres de sélection basés sur le
gain de coupe (type=g) et diff (type=d) sont utilisés pour chaque cas :
— Une seule passe et sans raffinement :
g-noref-1p g{bal=0.01,type=g,pass=1,ref=}
d-noref-1p g{bal=0.01,type=d,pass=1,ref=}
— Quatre passes avec deux passes de raffinement FM chacune :
g-ref-4p g{bal=0.01,type=g,pass=4,ref=
f{bal=0.01,pass=2,move=200}}
d-ref-4p g{bal=0.01,type=d,pass=4,ref=
f{bal=0.01,pass=2,move=200}}
— Quatre passes avec deux passes de raffinement FM chacune et 'utilisation de graines
aléatoires (seeds=r) :
g-ref-4p-rand g{bal=0.01,type=g,pass=4,seeds=r,center=n,ref=
f{bal=0.01,pass=2,move=200}}
d-ref-4p-rand g{bal=0.01,type=d,pass=4,seeds=r,center=n,ref=
f{bal=0.01,pass=2,move=200}}
— Quatre passes avec deux passes de raffinement FM chacune et l'utilisation de graines

éloignées (seeds=o) pour la premiére passe puis des « centres » des parties (center=y)
pour les suivantes :
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FIGURE 4.6 — Temps du partitionnement de la grille 32 x 32 x 32 sans multi-niveaux, avec KGGGP
(une passe et sans raffinement) en comparaison avec RB suivant le nombre de parties.

g-ref-4p-opt g{bal=0.01,type=g,pass=4,seeds=0,center=y,ref=
f{bal=0.01,pass=2,move=200}}

g-ref-4p-opt g{bal=0.01,type=d,pass=4,seeds=o0,center=y,ref=
f{bal=0.01,pass=2,move=200}}

La figure [£.7] présente la coupe et la figure présente le temps obtenus pour le partitionne-
ment des différents graphes avec la méthode KGGGP relativement a la méthode des bissections
récursives (RB), toutes sans utiliser de multi-niveaux. Les deux premiéres stratégies ne faisant
qu’une passe et n’utilisant pas de raffinement donnent une coupe beaucoup plus élevée. En ef-
fet, le KGGGP a généralement du mal a bien placer les derniers sommets, le raffinement FM
permet de corriger les mauvais choix faits par I’algorithme glouton. Le temps d’exécution de ces
stratégies est évidement plus rapide que celles faisant plusieurs passes et utilisant un raffinement.

On remarque également que, parmi les deux types de critere de sélection utilisés, celui basé
sur le gain de coupe donne toujours de meilleurs résultats que le diff. L'utilisation de graines
a généralement peu d’influence sur la coupe, bien qu’on remarque une légere amélioration sur
quelques cas.

La coupe des meilleures stratégies KGGGP est égale ou supérieure (jusqu’a 20 % plus élevée)
a celle des bissections. Le KGGGP est également plus lent : en effet, sa complexité en temps
est O(k|E|) alors que celle des bissections récursives est O(log(k)|E|). La figure donne les
temps d’exécution des bissections récursives et du KGGGP (avec 1 passe et sans raffinement).
Les courbes sans multi-niveaux correspondent bien aux complexités attendues.

Mais, en pratique, ces stratégies sont utilisées systématiquement avec une méthode multi-
niveaux. Les figures [1.9]et [£.10] montrent les résultats dans le méme cas que les figures précédentes
mais en utilisant les stratégies (RB et KGGGP) dans une approche multi-niveaux utilisant un
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raffinement FM k-aire. Les résultats en coupe et temps sont beaucoup plus proches : les phases
de contraction et de raffinement prennent le plus de temps alors que la le partitionnement initial
est plus rapide comme il s’applique sur un graphe de petite taille; la coupe finale est largement
due au raffinement du multi-niveaux, le partitionnement initial ne lui sert que d’initialisation.
L’absence de raffinement n’a plus autant d’importance, le raffinement utilisé lors de la phase
d’expansion corrige déja la plupart des défauts du partitionnement initial. Le type de critere
de sélection a toujours un impact significatif sur la coupe finale. Dans le cas de grid3d100, les
bissections récursives sont capables de trouver une bonne partition directement grace a la nature
réguliere du graphe. La phase de raffinement est donc plus plus courte. Le partitionnement RB
est donc dans ce cas beaucoup plus rapide que le KGGGP qui profite moins de la régularité du
graphe. La coupe obtenue avec les stratégies KGGGP (en utilisant le critere de sélection basé
sur le gain) est trés proche des bissections récursives : entre —5% et +5 %.

Notre algorithme de partitionnement KGGGP offre des partitions de qualité similaire au par-
titionnement utilisant des bissections récursives. Mais cette méthode de partitionnement souffre
d’une complexité plus importante par rapport au nombre de parties.

b) Partitionnement avec sommets fixes

Dans la section nous avons mis en évidence les difficultés des partitionneurs utilisant
des bissections récursives a partitionner les graphes construits dans le cadre de notre partitionne-
ment biaisé avec sommets fixes. Nous évaluons donc notre méthode de partitionnement KGGGP
appliquée sur les graphes déja présentés mais modifiés selon la méthode de la section Les
graphes sont enrichis pour un repartitionnement 16 x 21 avec un poids 1 pour les arétes du graphe
original et un poids 10 pour les arétes de migration.

Les figures et donnent les coupes et temps obtenus pour partitionner ces graphes
enrichis. Nous utilisons un partitionnement multi-niveaux avec KGGGP en 4 passes avec raf-
finement relativement aux bissections récursives. Dans tous les cas, la coupe du KGGGP est
inférieure & celle des bissections récursives, parfois de fagon tres importante (plus de 40% de
réduction dans les meilleurs cas). Comme les arétes de migration ont un poids beaucoup plus
important, les valeurs de coupes données concernent principalement les arétes des migration. Les
temps de partitionnement sont généralement plus élevés qu’avec les bissections récursives mais
restent du méme ordre de grandeur.

Bien que notre algorithme KGGGP ne donnait pas des meilleurs résultats que les bissections
récursives pour des partitionnements de graphes classiques, les résultats sont bien meilleurs dans
le cas de graphes modifiés avec des sommets fixes et des arétes de migration. Cela confirme les
inconvénients d’utiliser des bissections récursives pour partitionner des tels graphes.

4.3 Repartitionnement M x N basé sur la diffusion (DIFF)

Nous proposons dans cette section une autre approche pour repartitionner un graphe en se
basant sur une matrice de migration donnée. Cette approche s’inspire des méthodes de reparti-
tionnement diffusives déja utilisées dans le cas du repartitionnement classique.

La méthode de repartitionnement biaisé n’impose pas correctement les messages choisis
lorsque ceux-ci sont trop nombreux. Cela peut poser probleme dans le cas ou on veut utili-
ser une matrice de migration avec un nombre de messages plus élevé, en particulier les matrices
de migration obtenues a ’aide de programmes linéaires ne minimisant pas TOTALZ. Le reparti-
tionnement basé sur la diffusion regle ce probléme en migrant exactement le nombre de sommets
souhaité.
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FIGURE 4.11 — Coupe de partitionnement en 21 parties (avec une méthode multi-niveaux) des
graphes enrichis pour un repartitionnement 16 x 21.
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FIGURE 4.12 — Temps de partitionnement en 21 parties (avec une méthode multi-niveaux) des
graphes enrichis pour un repartitionnement 16 x 21.
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Le repartitionnement classique basé sur la diffusion [55] modifie I’ancienne partition en mi-
grant des sommets d’une partie a 'autre en se basant sur une matrice de migration C donnée.
Pour chaque élément C; ; de la matrice migration, exactement C; ; sommets de la partie i sont
déplacés dans la partie j. Les sommets a migrer sont choisis d’une fagon similaire & ’heuristique
FM mais en arrétant les déplacements quand le poids souhaité (d’apres la matrice de migration)
a été déplacé, au lieu de s’arréter lorsque la coupe optimale est atteinte. Cette heuristique fonc-
tionne bien quand il est nécessaire de déplacer peu de sommets le long d’une frontiere séparant
deux parties.

Dans le cas du repartitionnement avec changement du nombre de parties, cette heuristique
rencontre quelques probléemes. D’une part, certaines parties connaissent une migration impor-
tante : les parties crées ou supprimées au cours du repartitionnement. D’autre part, certaines
migrations de sommets doivent étre décidées alors qu’il n’existe initialement aucune frontiere.
C’est le cas des parties initialement vides lorsque le nombre de parties augmente (N > M).

Si une partie ne posséde initialement aucun sommet, une heuristique choisissant les sommets
suivant leur gain de coupe, commencera par sélectionner les sommets de plus petit degré parmi
ceux des parties qui doivent donner des sommets a la nouvelle. Ces sommets peuvent étre éloignés
les uns des autres, ce qui va créer une partie en petits morceaux dispersés. Un tel cas est visible
sur la figure La partition initiale en 5 parties (figure est équilibrée permettant ainsi
de se concentrer sur ’ajout des nouvelles parties. Dans ce cas, il n’y a pas d’échanges de sommets
entre les anciennes parties. Les deux nouvelles parties prennent chacune des sommets depuis trois
anciennes parties : bleu foncé, gris clair et orange pour la partie vert foncé et bleu foncé, bleu
clair et rouge pour la partie vert clair. La figure montre un exemple de repartitionnement
ou I'heuristique a construit les nouvelles parties aux mauvais endroits : les parties ajoutées (en
vert) sont découpées en plusieurs bouts, augmentant ainsi la taille de la frontiere.

Pour régler ce probleme de parties initialement vides, il est nécessaire d’ajouter quelques
sommets qui permettront d’initier la création de la nouvelle partie. Le choix de ces graines doit
se faire & l'aide d’une méthode plus globale, idéalement au centre de la future partie et ayant
des voisins parmi toutes les anciennes parties intervenant dans la migration de la nouvelle partie
a créer. Trouver de telles sommets peut demander des algorithmes complexes. Une méthode
naive est de rechercher les sommets ayant des voisins parmi les autres anciennes parties voulues
et d’en prendre un au hasard. De telles sommets n’existent pas toujours comme il n’est pas
toujours possibles de créer des parties connexes pour certaines matrices de migration choisies. La
figure montre un repartitionnement obtenu a l'aide de graines ajoutées a la frontiere des
trois anciennes parties donnant des sommets & une méme nouvelle partie comme indiqué sur la
figure

Que la migration soit faite par paire de parties émettrice-réceptrice ou globalement, ’ordre
dans lequel sont effectués les déplacements de sommets a une grande influence sur le résultat
final. En effet, les sommets peuvent généralement étre déplacés vers plusieurs autres parties et il
faut donc choisir dans quel ordre considérer ces parties. Schloegel et al. |58] étudie se probleme
dans le cas de repartitionnement classique. Les solutions les plus simples sont un ordre aléatoire
ou de considérer en priorité les parties émettrices qui ont déja regu tous les sommets dont elles
ont besoin. Si ce dernier ordonnancement est choisi, cela peut poser probleme lors de la création
de nouvelles parties. Ces nouvelles parties seraient alors traiter en dernier car elles ne sont que
réceptrices. Mais les déplacements précédents changent les frontieres et éventuellement la forme
du graphe quotient qui a été utilisé pour choisir I’emplacement de ces nouvelles parties. Les
anciennes parties donnant a une méme nouvelle partie peuvent ne plus étre proches quand arrive
le moment de construire cette nouvelle partie.

Notre réalisation préliminaire du repartitionnement diffusif utilise le graphe entier sans ap-
proche multi-niveaux et sans utiliser de raffinement, ce qui limite la qualité de la coupe finalement
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(a) Ancienne partition en 5 parties. ) Nouvelle partition en 7 parties sans utiliser
de graines.

¢) Ajout de graines sur ancienne partition. ) Nouvelle partition en 7 parties en utilisant
des graines.

FIGURE 4.13 — Exemple d’ajout de deux nouvelles parties prenant des sommets depuis trois
anciennes chacune a ’aide de la diffusion.
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obtenue. Les migrations sont effectuées par paires de parties en commengant par les parties ini-
tialement vides (les processeurs ajoutés) puis les paires d’anciennes parties en commengant par
celles ou les parties émettrices ont déja recu tous leurs sommets.

4.4 Partitionnement biaisé a 1’aide d’hyper-arétes de re-
partitionnement

En utilisant un modele hypergraphe (plutot que graphe) et la coupe connectivité — 1 (notée
A — 1), il est possible d’optimiser le nombre de messages lors du repartitionnement avec une
nouvelle approche. Cette méthode optimise directement la migration lors du repartitionnement
et ne nécessite pas de matrice de migration en entrée, comme le suggere la figure 4.1

En ajoutant, pour chaque ancienne partie, une hyper-aréte regroupant tous les sommets de
cette partie, le critére de coupe sera modifié pour prendre en compte le nombre de messages. En
effet, ces hyper-arétes seront coupées par A parties qui prendront des sommets de cette ancienne
partie. Chaque nouvelle partie qui coupe une de ces hyper-arétes induit un message de migration
avec 'ancienne partie associée a cette hyper-aréte. On note \;, le nombre de parties qui coupent
I’hyper-aréte correspondant a l’ancienne partie ¢ et wy,s4 le poids de ces hyper-arétes. \; est égale
au nombre de non-zéros sur la ligne ¢ de la matrice de migration C. Comme le poids de chaque
hyper-aréte est compté \; — 1 fois, la coupe totale de toutes ces hyper-arétes ajoutées est :

Z ()\i—].)mesg: Z AN — M X Winsg

i€[1,M] i€1,M]
= (mnz(C) — M) X Wisq

ot nnz(C) est le nombre de non-zéros dans la matrice de migration C.
En notant G I'hypergraphe initial et G’ 'hypergraphe enrichi des hyper-arétes de poids wysg,
on obtient :

cut(G') = cut(G) + Winsg X (nnz(C) — M)
~ cut(G) + Wisg X TOTALZ

Remarquons que nnz(C) — M est & peu prés le nombre total de messages. TOTALZ est
le nombre d’éléments non nuls hors diagonale de la matrice de migration. Dans le cas ou la
diagonale ne possede aucun élément nul, on a TOTALZ = nnz(C) — min(M, N).

Ainsi en minimisant la coupe du graphe enrichi, le partitionneur minimise donc un compromis
entre la coupe du graphe initial et le nombre de messages. Si le poids wy,s, de ces arétes est
suffisamment grand, cela revient a minimiser le nombre de messages dans un premier temps puis
a minimiser la coupe dans un second temps.

Par ailleurs, cette méthode optimisant TOTALZ peut étre combinée avec une stratégie de
partitionnement biaisé optimisant le volume de migration TOTALV. Pour cela, on reprend la
méthode de repartitionnement & sommets fixes [2,|9] : on construit ’hypergraphe enrichi G” en
ajoutant un sommet fixe pour chaque ancienne partie, et des hyper-arétes de taille 2 reliant les
sommets fixes aux autres sommets appartenant a I’ancienne partie correspondante avec un poids
Wiig- La coupe du nouveau graphe G” devient alors :

cut(G") = cut(G') + wpmig x TOTALV
~ cut(G) + Wmsg X TOTALZ + Wnig X TOTALV



90 CHAPITRE 4. REPARTITIONNEMENT M x N

Bien que cette méthode soit capable de bien modéliser les objectifs du repartitionnement,
I’application a I’aide d’un partitionneur d’hypergraphe ne donne pas de bons résultats.

Partitionner un tel graphe enrichi & la fois avec de grandes hyper-arétes et les sommets
fixes connectés & de nombreux sommets est effectivement trés complexe. Comme il a déja été
expliqué dans la section [.1.2] les stratégies de bissections récursives couramment utilisées par les
partitionneurs peuvent avoir du mal a trouver de bonnes partitions pour certains types de graphes
ou d’hypergraphes. Dans le cas des hypergraphes, en plus des problemes avec les sommets fixes,
les bissections optimisent moins bien la coupe connectivité — 1 des grandes hyper-arétes. Il serait
néanmoins possible d’améliorer le partitionnement a 'aide d’un algorithme k-aire direct adapté
aux hypergraphes [3]|ﬂ Mais méme avec un partitionnement k-aire, la phase de contraction dans
un partitionnement multi-niveaux peut aussi étre perturbée par ces grandes hyper-arétes : il peut
étre décidé de fusionner des sommets tres éloignés s’ils appartiennent a la méme hyper-aréte. 11
donc important d’utiliser un algorithme de contraction adapté qui donnerait moins d’importance,
voire ignorerait, ces grandes hyper-arétes malgré leur poids important.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté trois méthodes de repartitionnement M x N. Notre
partitionnement biaisé (BIASED) permet d’obtenir un bon partitionnement (équilibre et coupe
faible) tout en imposant un schéma de communication donné, mais cette méthode n’impose
pas toujours la matrice de migration souhaitée. Notre partitionnement diffusif (DIFF) permet
d’appliquer strictement une matrice de communication mais la coupe est moins bien optimisée,
en particulier pour les nouvelles parties, qui induisent d’importantes migrations. Nous avons
aussi présenté une méthode de partitionnement biaisé basé sur des hyper-arétes permettant de
minimiser directement TOTALZ et TOTALV sans utiliser de matrice de migration en entrée. Mais
cette derniere méthode ne donne pas de bonne partition avec les outils actuels et ne sera pas
évaluée par la suite.

5. Le partitionneur kPaToH présenté par Aykanat et al. n’est malheureusement pas disponible.
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Dans ce chapitre, nous présentons plusieurs expériences permettant d’évaluer nos méthodes
de repartitionnement en les comparant aux partitionneurs actuels.

5.1 Méthodologie expérimentale

Pour rappel, les objectifs du repartitionnement M x N sont :

équilibrer la charge des différentes parties;

minimiser la coupe du graphe;

calculer rapidement la nouvelle partition ;

optimiser la migration.

Le premier objectif, I’équilibrage, est toujours atteint par les partitionneurs : dans les évaluations
suivantes la tolérance au déséquilibre est de 1%, c’est-a-dire que la plus grosse partie ne dépassera
pas de plus de 1% la taille moyenne des parties. Pour les trois autres objectifs, des métriques sont
utilisés : la coupe ; TOTALV, MAXV, TOTALZ, MAXZ pour la migration ; et le temps d’exécution
du partitionneur.

Dans ce chapitre, nous évaluons les méthodes de repartitionnement M x N Biased et Diff
que nous avons proposés, dans deux variantes chacunes.

La premiere méthode combine la construction de la matrice de migration a 1’aide de 1’algo-
rithme glouton (plus précisément 'algorithme Greedy2 optimisant le nombre de messages) et le
partitionnement biaisé utilisant les sommets fixes. L’algorithme glouton peut optimiser ou non la
diagonale de la matrice de migration. Dans le chapitre [3] il a été montré que ces deux variantes
permettent d’obtenir un TOTALZ bas. L’optimisation de la diagonale permet de minimiser TO-
TALV mais en augmentant MAXZ. Ces deux stratégies seront appelées BiasedGreedyD pour la
variante optimisant la diagonale, BiasedGreedy sinon. Le partitionnement biaisé est réalisé a
I’aide de Scotch et de la méthode de partitionnement k-aire direct présentées dans la section
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et intégrée a Scotch. Notons que le partitionnement est biaisé en modifiant le graphe fourni au
partitionneur et non en utilisant les fonctionnalités de repartitionnement disponibles dans Scotch.

La seconde méthode construit la matrice de migration a ’aide du programme linéaire mini-
misant soit TOTALV, soit MAXV. Cette construction de la matrice de migration ne donne pas
un TOTALZ minimal (mais garantit un MAXZ faible), il est donc préférable d’utiliser la méthode
diffusive pour repartitionner le graphe d’apres ces matrices de migration. On nommera Diff TV
la stratégie minimisant TOTALV et DiffMV la stratégie minimisant MAXV.

Ces méthodes seront comparées & des méthodes de repartitionnement classiques :

— une méthode de Scratch-Remap;

— la méthode de repartitionnement de Zoltan ;

— celle de ParMetis ;

— et celle de Scotch.

La méthode de Scratch-Remap est mise en ceuvre a 'aide du partitionnement from scratch
(sans repartitionnement) de Scotch et de algorithme [1| de remapping.

Il est important de noter que les partitionneurs Zoltan, ParMetis et Scotch n’ont pas été
développés pour le repartitionnement M x N mais il est tout de méme possible des les utiliser
dans ce cas. Cela revient a un repartitionnement N x N ou certaines parties sont initialement
vides lorsque le nombre de processeurs augmente (M < N) ou certains sommets sont sans partie
lorsque le nombre de processeurs diminue (M > N).

Zoltan est un partitionneur d’hypergrapheﬂ possédant une méthode de repartitionnement
biaisée a l'aide de sommets fixes. Le poids des arétes de migration choisi est 1 comme celui
des arétes du graphe a partitionner. Cela permet d’obtenir un bon compromis entre coupe et
migration. Bien que Zoltan soit un partitionneur parallele, il est utilisé avec un seul processus
dans nos expériences.

ParMetis utilise une méthode de repartitionnement hybride choisissant le meilleur résultat
entre un repartitionnement diffusif et un Scratch-Remap pour le partitionnement initial d’un
repartitionnement multi-niveaux [58]. Le raffinement utilisé est biaisé pour prendre en compte
un compromis entre coupe et volume de migration. ParMetis prend en compte un rapport de
cout entre la coupe et le volume de migration. Comme avec Zoltan, ce parametre est fixé a 1.
ParMetis est un partitionneur parallele qui ne peut pas étre utilisé avec moins de deux processus.
Dans les expériences suivantes, ParMetis profite donc de deux processus, alors que les autres
partitionneurs sont utilisés en séquentiel.

Scotch est capable de repartitionner a I’aide d’une méthode de partitionnement biaisé. La stra-
tégie de partitionnement de Scotch peut étre choisie en détail a I’aide d’une chaine de stratégie.
Mais dans le cas du repartitionnement, nous laissons Scotch construire la chaine de stratégie pour
obtenir une partition équilibrée (SCOTCH_STRATBALANCE), de qualité (SCOTCH_STRATQUALITY) et
adaptée au repartitionnement (SCOTCH_STRATREMAP). Scotch permet aussi de choisir 'importance
relative de la coupe et de la migration. La valeur choisie pour ce parametre est encore 1.

Pour évaluer ces méthodes de repartitionnement, nous avons besoin de créer des partitions
initiales déséquilibrées. Les anciennes partitions utilisées dans les repartitionnements suivants
sont créées a partir de partitions équilibrées dont le poids des sommets, valant initialement 1,
est modifié pour simuler un raffinement du maillage. En parcourant les parties dans un ordre
aléatoire, la charge de la premiere partie n’est pas modifiée, la charge de la seconde est augmentée
d’une certaine quantité, celle de la troisieme de deux fois cette quantité, etc., la charge de la
derniere partie augmente de M — 1 fois cette quantité. L’augmentation de la charge est choisie

1. Tl est utilisé ici pour partitionner des graphes. Un graphe n’est qu'un hypergraphe particulier ne possédant
que des hyper-arétes de taille 2. La coupe connectivité — 1 équivalent & la coupe du graphe pour les hyper-arétes
de taille 2.
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(a) Partition en 12 parties. (b) Modification du poids des sommets.

FI1GURE 5.1 — Exemple de déséquilibrage d’une partie en 12.

de fagon a ce que 'augmentation totale de la charge soient proportionnelle a ’augmentation du
nombre de ressources. Par exemple, en partant d’une ancienne partition équilibrée en M = 8
parties, si la charge totale augmente de 50 %, Pancienne partition (possédant maintenant un
déséquilibre de 33 %) est repartitionnée en N = 12 parties.

Pour augmenter la charge d’une partie, des sommets sont choisies aléatoirement pour avoir
un poids plus élevé. Pour chaque partie, ce nouveau poids est choisi pour étre minimal. Par
exemple, si la charge augmente mais sans doubler la charge de la partie, le nouveau poids sera
2; si la charge augmente plus que le double, il n’est plus possible d’atteindre la charge désirée, le
nouveau poids est donc 3 voire plus. Dans une partie donnée, les poids des sommets sont alors 1
ou le nouveau poids choisi pour cette partie.

Un exemple d’un tel déséquilibrage est présenté sur la figure Une grille d’éléments carré
est initialement partitionnée en 12 parties équilibrées (figure [5.1a)). Les poids des sommets sont
ensuite modifiés comme indiqué sur la figure[5.1D]: en noir, les sommets qui ont gardé un poids de
1; en gris, les sommets qui ont un poids 2; et en blanc un poids 3. La densité des poids dans une
méme partie est & peu prés uniforme. Mais la charge de chaque partie augmente d’'une quantité
différente : de celle ne contenant que des sommets de poids 1 a celle contenant les sommets de
poids 3.

Les expériences suivantes sont répétées plusieurs fois : 10 fois pour toutes les expériences
sauf celles sur la complexité en temps (le nombre d’itérations varie suivant le cas). A chaque
repartitionnement le déséquilibre est différent : ordre des parties utilisé lors du déséquilibrage
et les sommets dont les poids sont modifiés sont tirés aléatoirement a chaque fois mais la variation
de la charge totale est toujours la méme et identique a la variation du nombre de processeurs.



94 CHAPITRE 5. RESULTATS

5.2 Influence du coiit de migration et du facteur de repar-
titionnement

Comme il a été dit dans le chapitre [d] il est important de bien choisir le poids des arétes de
migration ajoutées dans le graphe original. Comme les partitionneurs utilisent généralement des
poids entiers pour les arétes, il n’est pas possible d’avoir un poids inférieur a 1. Pour pouvoir
appliqué un poids moins important aux arétes de migration, nous réutilisons la méthode utilisée
par Zoltan : les poids de toutes les arétes du graphe original sont multipliés par le facteur
de repartitionnement (repart multiplier). Ainsi le poids des arétes de migration devient moins
important relativement aux autres arétes. Dans cette section, nous étudions le comportement de
notre méthode de repartitionnement M x N biaisée en fonction du rapport du poids des arétes
« normales » par rapport a celui des arétes de migration %.

Les expériences présentées dans cette section correspondent au repartitionnement d’une grille
3D 100 x 100 x 100 (1000000 sommets et 2970000 arétes, ce qui donne un degré moyen de
5,94). Nous étudions le cas 8 x 10 ou la charge augment de +25% (le déséquilibre est 17 %).
Quelque graphiques pour le cas 8 X 12 ot la charge augment de +50 % (le déséquilibre est 33 %)
sont présentées dans I’annexe Les valeurs données sont les résultats moyens et les barres
d’erreurs donnent les résultats minimums et maximums. Le colit de migration et le facteur de
repartitionnement ne concerne que le partitionnement biaisé mais les valeurs moyennes de la
stratégie Scratch-Remap sont données comme reperes.

Comme le repartitionnement biaisé impose le schéma de communication, un moyen simple
de vérifier son efficacité et de regarder les valeurs de TOTALZ effectivement obtenues apres le
repartitionnement. Les figures et présentent les valeurs de TOTALZ dans deux cas de
repartitionnement, respectivement 8 x 12 et 8 x 10. Comme il a déja été décrit au chapitre [3]
Poptimisation de la diagonale (GreedyD) crée de trop grande hyper-arétes (une nouvelle partie
recoit des sommets d’un trop grand nombre d’anciennes parties). On vérifie ici que cela rend le
partitionnement plus difficile : un cout de migration de 4 ne suffit plus & imposer le schéma de
communication pour cette stratégie. On voit sur la figure que TOTALZ est minimisé a partir
d’un cout de migration 4 fois supérieur pour la méthode BiasedGreedy. Ce seuil est un peu plus
élevé pour BiasedGreedyD. Un rapport %ﬁr’oglt de 1 offre un nombre de message bas, sans étre
optimale alors qu’avec un facteur de repartitionnement plus important le nombre de messages
augmente trés rapidement. Dans le cas du repartitionnement 8 x 12 (figure , la stratégie
GreedyD crée de moins grande hyper-arétes et la différence entre biasedGreedy et BiasedGreedyD
s’estompe.

Le cout de migration et le facteur de repartitionnement permettent de paramétrer le compro-
mis entre migration et coupe. En effet, la coupe, donnée sur la figure[5.3] est légerement plus basse
avec un cout de migration faible et un facteur de repartitionnement important. Cette variation
est plus marquée avec la méthode BiasedGreedyD car le partitionnement est plus difficile. Cette
différence de coupe reste assez faible et devient méme négligeable dans des cas plus favorable
comme le repartitionnement 8 x 12 (figure [C.2)).

Sur la figure le volume total de migration TOTALV évolue dans le sens contraire de la
coupe : un cout de migration important minimise le volume de migration, alors qu'un facteur de
repartitionnement plus important donne un volume équivalent au Scratch-Remap. La variation
plus importante de la coupe avec la méthode BiasedGreedyD s’explique par son optimisation
plus agressive de la migration. Contrairement a la coupe, la variation de TOTALV est bien plus
importante.

Le colit de migration et le facteur de repartitionnement influencent également le temps de
partitionnement. La figure montre que le temps de partitionnement augmente avec un cofit
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de migration ou un facteur de repartitionnement plus important. Les poids plus important affec-
tés aux arétes ralentissent les algorithmes de partitionnement, en particulier, les algorithmes de
raffinement de type FM, ou il faut sélectionner un déplacement dans un intervalle de gain plus
important.

Il est donc nécessaire de choisir un cotit de migration suffisamment élevé pour obtenir une
bonne migration mais sans le prendre plus haut que nécessaire pour éviter un ralentissement du
partitionnement. Utiliser un facteur de repartitionnement important n’a pas d’intérét : TOTALZ
et TOTALV sont alors équivalents, au Scratch-Remap mais la coupe et le temps de repartitionne-
ment sont plus importants. Dans les expériences suivantes, le coiit de migration utilisé sera fixé
a 10 pour un facteur de repartitionnement de 1. Cela permettra d’obtenir une bonne migration
au prix d’une légere augmentation du temps de partitionnement et de la coupe.

5.3 Influence du nouveau nombre de processeurs

La prochaine série d’expérience étudie I'influence du nouveau nombre de processeurs. Une
grille 3D 100x 100 100 est repartitionnée depuis 8 anciennes parties vers un nombre variable N de
nouvelles parties. Dans chaque cas, la charge est augmentée proportionnellement a I’augmentation
de ressources, soit %.

La figure présente la coupe obtenue pour les différents repartitionneurs. La méthode
Scratch-Remap offre la meilleure coupe comme on pouvait s’y attendre : c’est son seul objectif
en dehors de I’équilibrage. Nos méthodes de repartitionnement donnent une coupe un peu plus
élevée que le Scratch-Remap mais globalement meilleure que ParMetis et Zoltan. En particu-
lier, les méthodes BiasedGreedy et BiasedGreedyD donnent une bonne coupe comme celle du
repartitionneur Scotch.

Il est également intéressant de remarquer que, bien que généralement tres proches, les mé-
thodes BisaedGreedy et BiasedGreedyD donnent une coupe différente pour les petites valeurs de
N (8 x9 et 8 x 10) : en effet, la méthode BiasedGreedyD donne de trop grandes hyper-arétes
pour les petites variations du nombre de processeur ce qui rend le repartitionnement plus difficile
et dégrade en conséquence la coupe pour cette méthode.

Les méthodes diffusives (Diff TV et DiffMV) donnent une coupe plus élevée que nos méthodes
biaisés mais meilleures que Zoltan et ParMetis. La diffusion est réalisée en une seule passe sans
profiter d’un partitionnement multi-niveaux complet. La partition obtenue est donc de moins
bonne qualité.

Le volume total de migration TOTALV est donné sur la figure[5.7] La méthode Scratch-Remap
donne le volume de migration le plus élevé mais celui-ci varie peu et il est asymptotiquement
rejoint par les autres méthodes de repartitionnement quand N devient tres grand comparé a M =
8. La stratégie BiasedGreedyD donne le meilleur volume de migration quelle que soit la valeur de
N. Sa variante sans optimisation de la diagonale de la matrice de migration BiasedGreedy donne
un TOTALV plus élevé, surtout quand N et M sont proches et donne méme la plus importante
migration (hors Scratch-Remap) dans le cas 8 x 9.

La méthode diffusive Diff TV optimisant TOTALV donne également un volume de migration
tres bas. Il n’est pas toujours aussi bas que BiasedGreedyD & cause du choix du graphe quotient
augmenté limitant les possibilités de migration. La variante DiffMV optimisant MAXV donne
un volume de migration total un peu plus élevé, mais celui reste assez bas.

Les autres partitionneurs, en particulier ParMetis et Scotch donnent aussi un volume de
migration tres bas, alors que Zoltan se comporte un peu moins bien.

La figure donne le volume de migration maximal par partie MAXV. Plusieurs courbes
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sont confondues et donnent le MAXV le plus bas : BiasedGreedy, BiasedGreedyD, DiffMV et
ParMetis. 1l apparait ici que MAXV est une métrique minimisée par ParMetis mais pas par les
autres repartitionneurs Zoltan et Scotch. La stratégie Diff T'V donne un MAXYV légerement plus
élevé. Il apparait que les métriques TOTALV et MAXV ne peuvent pas étre minimisées en méme
temps mais minimiser 'une suffit pour maintenir ’autre tres basse.

Quand N est grand comparé a M, les valeurs optimales de MAXV augmentent linéairement
& la méme vitesse que les pires (la stratégie Scratch-Remap). La différence relative devient donc
moins importante quand N est tres grand.

Les ﬁgureset montrent respectivement le nombre de messages total (TOTALZ) et par
partie (MAXZ). Le nombre de messages est une métrique qui n’est pas habituellement prise en
compte par les repartitionneurs. Toutes nos méthodes donnent un nombre de messages tres bas
alors que Zoltan et le Scratch-Remap donnent le nombre de message le plus élevé. ParMetis et
Scotch donnent des résultats intermédiaires.

Les méthodes BiasedGreedy et BiasedGreedyD donnent le TOTALZ le plus bas. En effet ces
méthodes essayent de minimiser ce critere par construction a l’aide de la recherche des sous-
ensembles (cf. section . L’optimisation de la diagonale n’influe pas sur ce critére. Bien que
cette métrique n’est pas minimisée par la méthode DiffT'V, la minimisation de TOTALV semble
également minimiser TOTALZ dans la plupart des cas. Le nombre de messages pour DiffMV est
plus élevé mais reste inférieur aux méthodes classiques de repartitionnement.

Le nombre maximal de messages par partie MAXZ fait apparaitre la différence entre Biased-
Greedy et BiasedGreedyD : quand N et M sont proches, BiasedGreedyD donne un plus grand
nombre de messages par partie. En particulier, dans le cas 8 x 9, MAXZ devient tres élevé pour
BiasedGreedyD et dépasse les repartitionneurs classiques. A partir du cas 8 x 15, les deux mé-
thodes deviennent quasiment identiques.

Nous avons vu que nos méthodes permettent une meilleure migration selon les métriques T0O-
TALV, MAXV, TOTALZ et MAXZ mais avec une coupe légerement plus élevée. Le gain en terme
de volume de migration se réduit quand N devient grand devant M mais la différence de coupe
reste la méme. Nos méthodes sont donc plus intéressantes quand ’écart entre I’ancien nombre de
processeurs et le nouveau n’est pas trop grand. Malgré cela, nos méthodes de repartitionnement
garde I'avantage d’un faible nombre de messages dans tous les cas.

La différence entre les deux variantes de notre repartitionnement biaisé BiasedGreedy et
BiasedGreedyD se réduit avec 'augmentation du nombre de nouvelles parties : sauf lorsque la
variation du nombre de processeurs est tres petite, ces méthodes sont quasiment identiques.

5.4 Comparaison sur des graphes complexes

Pour valider nos approches de repartitionnement, nous présentons dans cette section, des
résultats obtenus pour des graphes issus d’applications variées. Ces graphes, présentés dans le
tableau sont disponibles dans la collection de matrice creuse de I'université de Floride [13],
a l'exception de grid3d100 qui est une grille cubique réguliere de 100 x 100 x 100. Les mesures
des différentes métriques sont données relativement au Scratch-Remap.

On étudie plus particulierement le cas 8 x 12, la charge de la partition initiale a été augmentée
de 50 %, ce qui donne un déséquilibre de 33 %. Les résultats dans le cas du repartitionnement 8 x 10
(augmentation de la charge de 25 % et déséquilibre de 17 %)sont disponibles dans I'annexe

La figure donne les coupes obtenues avec les différents repartitionneurs relativement a
celle du Scratch-Remap. Les repartitionneurs classiques, Zoltan, ParMetis et Scotch, donnent une
coupe généralement légerement supérieure a celle du Scratch-Remap, parfois égale. Dans le cas de
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Graphe Description V| |E| d
grid3d100 | Grille 3D réguliere 1000000 | 2970000 5,94
cfd2 Mécanique des fluides numériques (CFD) 123440 | 1482229 | 24,02
crankseg 2 | Probleme structurel 63838 | 7042510 | 220,64
thermal2 Probleme thermique 1228045 | 3676134 5,99
brack2 Probléme 2D/3D 62631 366559 | 11,71
wave Probleme 2D/3D 156317 | 1059331 13,55
cagel2 Electrophorése d’ADN 130228 951154 14,61

TABLE 5.1 — Description des graphes utilisés pour nos expériences. Le degré moyen d est calculé
2X|E|

a Paide de la formule 4

thermal2, Zoltan ne trouve pas de bonne partition. Les stratégies BiasedGreedy et BiasedGreedyD
donnent une coupe comparable & ces partitionneurs classiques. Les méthodes diffusives (Diff TV et
DiffMV), ne profitant pas d’un partitionneur multi-niveaux complet, donnent une coupe souvent
plus élevée.

Comme on peut le voir sur la figure toutes nos méthodes donnent un nombre de mes-
sages TOTALZ bien inférieur aux autres repartitionneurs. Les deux stratégies Greedy donnent un
TOTALZ a peu pres équivalent et légerement inférieur aux méthode diffusives. Bien que cette
métrique ne soit pas minimisée par les programmes linéaires utilisés, le TOTALZ obtenu est bas.
C’est un effet de bord de la minimisation de TOTALV ou MAXV par le programme linéaire :
en minimisant le volume de migration, beaucoup de communications possibles, d’apres le graphe
quotient enrichi choisi Q, sont de volume nul. Le petit nombre d’arétes ajoutées dans Q pour les
nouvelles parties favorise également un nombre de messages bas.

Pour le graphe crankseg_2, on remarque que le nombre de messages pour les stratégies biaisées
est anormalement élevé. Le partitionneur n’a pas trouvé de partition respectant le schéma de
communication imposé par les sommets fixes. Malgré 'utilisation d’un algorithme de partition-
nement k-aire direct, les heuristiques utilisées ne permettent pas toujours de trouver une bonne
solution. Cette échec est sirement di au degré élevé de ce graphe qui rend le partitionnement
plus difficile. Les méthodes diffusives appliquent strictement la matrice de migration et n’ont
pas ce probleme. Seule la coupe peut étre dégradée avec ces méthodes diffusives, si I’heuristique
choisissant les sommets & migrer fonctionne mal.

Les volumes totaux de migrations TOTALV sont présentés sur la figure A I’exception de
crankseg_2 pour lequel les méthodes biaisées échouent, BiasedGreedyD donne toujours le volume
de migration total le plus bas et aussi le plus stable (d’apres les barres d’erreur). Comme on 1’a
déja vu, Diff TV est contraint par le graphe quotient enrichi utilisé et ne peut pas autant réduire
le volume de migration que BiasedGreedyD.

Concernant MAXV (figure , la comparaison entre Diff TV et DiffMV est inversée par
rapport & TOTALV. Les minimisations de TOTALV et de MAXV ne sont pas liées. Minimiser 1'un
ne suflit pas a avoir ’autre minimal. Les deux méthodes Greedy donnent également un MAXV
tres bas. Parmi les autres repartitionneurs, seul ParMetis semble minimiser ce critere. Zoltan,
Scotch et le Scratch-Remap donnent des volumes de migrations par partie (MAXV) beaucoup
plus élevés.

Toutes nos méthodes de repartitionnement donnent un nombre de messages par partie (MAXZ)
plus faible que les autres repartitionneurs (figure . La méthode BiasedGreedy donne géné-
ralement les meilleurs MAXZ bien que les heuristiques peuvent mal fonctionner dans certains
cas (cagel?2 et crankseg-2). La méthode BiasedGreedyD donne un MAXZ légerement plus élevé
que BiasedGreedy : dans le cas 8 x 12, les anciens et nouveaux nombres de parties ne sont pas
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FIGURE 5.14 — MAXYV relatif au Scratch-Remap pour un repartitionnement 8 x 12.
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trop proches. La distinction entre BiasedGreedy et BiasedGreedyD est plus significative quand le
nombre de parties change peu, par exemple dans le cas 8 x 10 (figure . Les méthodes Diff TV
et DIFFMV ont également un MAXZ bas. En effet, MAXZ est limité par le degré du graphe
quotient enrichi utilisé par le programme linéaire et celui-ci est construit de fagcon a garder un
degré faible (au plus 3 arétes pour chaque partie ajoutée).

Le cas 8 x 10 présenté dans I'annexe[C.2} donne des résultats similaires mais la différence entre
BiasedGreedy et BiasedGreedyD est plus marqué par rapport aux criteres TOTALV et MAXZ.

Les résultats dans le cas 8 x 10 sont assez similaires mais avec une différence plus marquée
entre BiasedGreedy et BiasedGreedyD sur les criteres TOTALV et MAXV.

Ces expériences valident nos algorithmes de repartitionnement M x N sur des graphes com-
plexes pour une augmentation de charge de 50 % (8 x 12) ou de 25% (8 x 10). Nos méthodes
sont capables de mieux optimiser les différentes métriques liées a la migration (TOTALV, MAXV,
TOTALZ et MAXZ) que les autre repartitionneurs, en obtenant une coupe légerement supérieure
a une méthode Scratch-Remap et comparable aux autres repartitionneurs.

Les méthodes utilisant le partitionnement biaisé donnent les meilleurs résultats mais manquent
de fiabilité. Le partitionnement est biaisé pour préférer appliquer une matrice de migration don-
née mais les heuristiques de partitionnement peuvent faire des mauvais choix (par exemple dans
le cas de crankseg_2.

Les méthodes diffusives sont plus fiables : la matrice de migration est strictement appliquée
mais les résultats sont de moins bonne qualité. La migration peut étre mal optimisée a cause
d’un mauvais choix du graphe quotient enrichi. De plus, notre mise en ceuvre rudimentaire de
repartitionnement diffusif ne profite pas d’une approche multi-niveaux et se fait en une seule
passe; la coupe n’est donc pas tres bien minimisée.

5.5 Etude de la complexité en temps

Dans cette section, nous étudions le temps d’exécution du partitionnement biaisé et des
repartitionneurs classiques. Les méthodes diffusives ne sont pas évalués car leur mise en ceuvre
actuelle n’est que préliminaireﬂ

Les deux parametres importants conditionnant la complexité du repartitionnement sont la
taille du graphe (]V| et |E|) et le nombre de parties finales (N).

Pour étudier l'influence du nombre de parties (figure , nous repartitionnons la grille 3D
100 x 100 x 100 dans le cas M x N avec M et N variables mais en gardant le rapport N/M = 3/2
fixe.

Alors que la méthode de Scratch-Remap et les autres repartitionneurs ont une complexité en
temps logarithmique par rapport au nombre de parties grace a la méthode des bissections récur-
sives, notre partitionnement biaisé est tres rapidement ralenti avec ’augmentation du nombre de
parties.

Lorsque le nombre de parties est petit, le temps d’exécution de notre partitionnement biaisé
est légerement supérieur au repartitionneur de Scotch mais suit la méme progression. Notre
partitionnement biaisé et le repartitionnement de Scotch se basent sur le méme partitionneur
(ils utilisent les mémes algorithmes de contraction et de raffinement du graphe) mais notre

2. En effet, 'heuristique de type FM utilisée pour migrer le sommets de chaque message, ne profite pas d’une
approche multi-niveaux et chaque message est traitée comme un partitionnement complet.
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partitionnement biaisé utilise un graphe enrichi qui posseéde plus d’arétes (chaque message ajoute
autant d’arétes qu'il y a de sommets dans une ancienne partie).

Quand le nombre de parties est plus important, le partitionnement biaisé ralentit beaucoup
plus rapidement. Le KGGGP utilisé en tant que partitionnement initial dans ’algorithme multi-
niveaux devient prédominant par rapport aux phases de contraction et d’expansion, a cause de
sa complexité linéaire par rapport au nombre de parties (cf. section [4.2.3]).

Dans une seconde expérience, nous générons des grilles 3D cubiques de tailles variables qui
sont repartitionnées dans le cas 8 x 12. La figure [5.17] donne les temps d’exécution en fonction du
nombre de sommets |V| qui est & peu pres proportionnel au nombre d’arétes |F| (il y a environ
3 arétes pour chaque sommet). Comme les autres méthodes, notre partitionnement biaisé a une
complexité en temps linéaire par rapport a la taille du graphe.
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Chapitre 6

Conclusion et Perspectives

6.1 Conclusion

Nous avons présenté dans cette these plusieurs méthodes de rééquilibrage dynamique avec un
nombre variable de processeurs, basées sur le repartitionnement de graphe. Les objectifs de ce
repartitionnement sont de rééquilibrer la partition et de minimiser la coupe tout en optimisant
la migration caractérisée par les métriques TOTALV (le volume total de migration), MAXV (le
volume maximal de migration par partie), TOTALZ (le nombre total de messages) et MAXZ (le
nombre maximal de messages par partie).

Notre méthode se décompose en deux grandes étapes : d’abord une matrice de migration
est construite pour optimiser les différentes métriques de migration ; puis un algorithme de re-
partitionnement calcule une nouvelle partition du graphe en prenant en compte la matrice de
migration précédemment construite.

Une étude théorique du repartitionnement dans le cas ol I’ancienne partition est équilibrée
nous a permis de trouver les valeurs optimales pour TOTALV et TOTALZ. Plusieurs algorithmes
ont été présentés pour essayer de construire des matrices de migration optimales. Les méthodes
1D, Matching, Greedy et GreedyD permettent d’obtenir une nombre de messages TOTALZ quasi
optimal. De plus, les méthodes Matching et GreedyD minimisent TOTALV mais au cout d'un
MAXZ parfois tres élevé. Les méthodes 1D et Greedy gardent un MAXZ faible, mais donnent un
ToTALV légerement plus élevé. La méthode Matching n’est utilisable que dans le cas équilibré
ou quasiment équilibré, ce qui limite son intérét en pratique.

Nous avons également présenté un programme linéaire (PL) permettant d’optimiser une des
différentes métriques TOTALV, MAXV, TOTALZ ou MAXZ, ou combinaison linéaire de celles-ci,
étant donné un graphe quotient enrichi indiquant les messages autorisés. Un mauvais choix du
graphe quotient enrichi limite la qualité des résultats de cette méthode.

Nous avons ensuite proposé deux méthodes de repartitionnement de graphe (Biased et Diff)
se basant sur une matrice de migration construite a 1’étape précédente. Le partitionnement
biaisé utilisant des sommets fixes permet d’obtenir une nouvelle partition de qualité offrant
une bonne coupe mais rend le partitionnement plus difficile et donc plus lent. Cette méthode a
aussi l'inconvénient de nécessiter une nombre de message TOTALZ minimal. On préférera donc
I’utiliser conjointement avec les méthodes de construction de matrice minimisant cette métrique.
Le partitionnement diffusif permet d’appliquer strictement une matrice de migration quel que
soit son nombre de messages. Mais notre mise ceuvre préliminaire n’utilise qu’une passe sans
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multi-niveaux et donne par conséquent une coupe plus élevée.

Nous avons aussi montré qu’il est possible de modéliser le nombre de messages TOTALZ et
le volume de migration total TOTALV a l'aide de la coupe d’un hypergraphe enrichi. Il est ainsi
possible de repartitionner sans calculer une matrice de migration a ’avance. Mais 'hypergraphe
ainsi créé est tres complexe et tres difficile a partitionner avec les outils actuels.

Dans le cadre de notre méthode de partitionnement biaisé, nous avons mis en évidence des
limitations du partitionnement basé sur les bissections récursives. Nous avons donc réalisé une
méthode de partitionnement k-aire direct intégrée dans le partitionneur Scotch. Cette méthode
de KGGGP (k-way greedy graph growing partitioning) permet de mieux appliquer notre méthode
de partitionnement biaisé mais posseéde une complexité par rapport au nombre de parties plus
importante que les méthodes de bissections récursives.

Les méthodes de repartitionnement biaisé et diffusif ont été évaluées par une suite d’expé-
riences. Nous avons vu que ces approches sont plus intéressantes quand le nombre de processeurs
varie peu. Quand le nombre de processeurs varie beaucoup, une méthode Scratch-Remap donne
un volume de migration équivalent mais une meilleure coupe, tout en étant plus simple a réaliser.
Néanmoins, méme dans ce cas, nos méthodes permettent d’obtenir un nombre de messages bien
plus faible. Nous avons validé ces méthodes sur une série de graphes complexes issus d’applica-
tions réelles. Le partitionnement biaisé offre de bons résultats mais il ralentit rapidement avec
I’augmentation du nombre de parties. Les résultats obtenus a l'aide du partitionnement diffu-
sif sont encourageants mais laissent place a des améliorations. L’état de la mise en ceuvre du
partitionnement diffusif ne nous permet pas actuellement de conclure sur sa rapidité d’exécution.

La mise en ceuvre de ces algorithmes et les modifications apportées a Scotch pour le KGGGP
sont intégrées dans la bibliotheque LBC2 [16] dont le code source est disponible & l’adresse :
https://gforge.inria.fr/frs/download.php/33277/1bc2-r1844.tar.gz.

6.2 Perspectives

En vue d’améliorer les différents algorithmes présentés dans cette thése, plusieurs pistes sont
envisagées.

Nous avons vu que la qualité de la matrice de migration obtenue par le programme linéaire
est limitée par le choix du graphe quotient enrichi. Un meilleur algorithme d’enrichissement
du graphe quotient devrait étre développé pour pouvoir effectivement atteindre des volumes de
migration minimaux. De plus, 'algorithme présenté dans cette these ne permet pas de traiter le
cas ou le nombre de processeurs diminue.

Le programme linéaire construisant la matrice de migration permet de minimiser une combi-
naison linéaire des métriques de migration. Cet objectif mélange des métriques de natures tres
différentes. La recherche des coefficients permettant d’obtenir un bon compromis est un probleme
complexe qui mériterait d’étre étudié.

Pour améliorer & la fois la qualité de la coupe et le temps d’exécution de notre méthode diffu-
sive, il faudrait utiliser celle-ci avec une approche multi-niveaux. Ce repartitionnement serait alors
une méthode hybride utilisant un algorithme de local matching [58] pour la phase de contraction
(permettant ainsi de garder l'information de ’ancienne partition sur le graphe contracté), le par-
titionnement diffusif lors du partitionnement initial, puis une méthode de raffinement biaisé lors
de I'expansion.
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Le principal probleme de notre méthode de partitionnement biaisé est son temps d’exécution.
Celui-ci est principalement di & notre partitionnement KGGGP en O(k|E]). Pour réduire sa
complexité, il faudrait ne pas considérer pour chaque sommet tous les déplacements vers les
k parties, mais par exemple seulement vers les parties voisines ou en s’inspirant de certaines
méthodes de raffinement k-aire ayant une bonne complexité en O(|E|) 35].

Une autre cause de ralentissement du partitionnement biaisé est I’ajout d’un grand nombre
d’arétes. Une solution serait 'utilisation d’arétes virtuelles : au lieu d’ajouter des sommets fixes
et des arétes de migration, les heuristiques de partitionnement sont modifiées pour prendre di-
rectement en compte le repartitionnement M x N. C’est, par exemple, 'approche déja utilisée
dans Scotch [1§].

Pour pouvoir appliquer ces méthodes dans le cadre d’applications réelles, il serait nécessaire
de rendre nos algorithmes paralleles. Pour paralléliser le repartitionnement, il est possible de
réutiliser les partitionneurs paralleles (PT-Scotch, Zoltan, ParMetis, ...). Pour paralléliser la mé-
thode KGGGP, comme celle-ci est utilisée sur un petit graphe contracté grace au multi-niveaux,
une méthode naive serait de profiter de ’aléatoire pour calculer des partitions différentes sur
chaque processeur, puis de diffuser la meilleure partition obtenue [9.[50].

Le repartitionnement M x N pourrait aussi trouver une application dans ’optimisation des
communications entre des codes couplés. Actuellement chaque code est partitionné indépendam-
ment de 'autre alors que les processeurs des différents codes communiquent régulierement entre
eux. Pour optimiser ces communications, il faudrait utiliser une méthode de co-partitionnement.

Une approche consisterait a commencer par partitionner 1'un des codes, puis de partitionner
le second code en prenant en compte la partition de Pautre (comme dans un repartitionnement).
Dans ce contexte, il n’est pas nécessaire de minimiser le volume total de migration TOTALV, car
toutes les données de couplage sont systématiquement échangées lors de cette étape. En revanche,
il est toujours possible d’optimiser le nombre de messages (TOTALZ ou MAXZ) ainsi que la taille
de chacun (MAXV).
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Annexe A

Programmes linéaires pour
optimiser les différentes métriques

Dans chaque programme, les entrées sont :

— la variation de charge d; idéale pour chaque processeur i (la différence entre la nouvelle
charge équilibrée pour la partition en N parties et 'ancienne charge dans la partition
déséquilibrée en M parties) ;

— une tolérance au déséquilibre ub qui correspond a la surcharge maximale autorisée.

On cherche a calculer les valeurs optimales des e;; qui est la quantité de données envoyées du

processeur ¢ vers le processeurs j.

A.1 Minimisation de TotalV

minimiser Z €ij
4,7

Contraintes linéaires :

Vi € ‘/7 V; = Z (eji — eij)

J

Bornes :

Vi eV, v; <d; +ub

V(i,j) € E, 0<ey
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A.2 Minimisation de MaxV

minimiser v
Contraintes linéaires :
VieV, v, = E (Bji — eij)
J
. !
vieV, v, = E (eji +eij) —v
J

Bornes :
VieV, v <0
V(Lj) S E, 0 Seij
0<w

A.3 Minimisation de TotalZ

Z;; et e;; entiers.

minimiser E Tij
ij

Contraintes linéaires :

VieV, vV = Z (eji — eij)
J

V(’L,]) c E, Qij = €45 — Tij

V(Z,]) S E, bl’j = eij — Wl’ij

Bornes :
Vi € V, 0 S aij
VieV, bl] <0

V(Z,]) eFE, 0 Seij
V(i,j)GE, OSIEUS].
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A.4 Minimisation de MaxZ
T;; et e;; entiers.

minimiser z
Contraintes linéaires :
Vi € V, vV = Z (eji — eji)
J
V(i,j) € E, aij = eij — xij
V(Z,j) c E, bij =€ — W{L‘ij

ViGV, Z; :Z(xij—f—xji)—z
J
Bornes :
Vi eV, v; <d; +ub
VZQ‘/, Ogaij
VieV, bwg()
VieV, zi <0

V(Lj) (S E, 0< €ij
V(@j)éE, OSI’Zng
0<z
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Annexe B

Documentation du KGGGP dans
Scotch

Notre méthode de partitionnement KGGGP a été réalisée en modifiant Scotch 6.0. Cette
méthode est indiquée dans les chaines de stratégie par la lettre g.
Cette stratégie accepte les parametres suivants :

bal indique la tolérance au déséquilibre utilisée. La valeur par défaut est 0.05 (5 %).
type indique le critere de sélection utilisé. Les valeurs acceptées sont :

— g pour le gain de coupe (par défaut) ;

— d pour le critere diff.

seed indique le type de graines a utiliser :

— n pour n’utiliser aucune graine (par défaut) ;

— 1 pour utiliser des graines aléatoire ;

— o pour utiliser des graines éloignées.

Les graines r et o ne sont pas compatibles avec le partitionnement a sommets fixes.
pass indique le nombre de passes & effectuer. La meilleure partition est retenue.

center indique s’il faut utiliser les centres des parties comme graines a la passe suivante.
Les valeurs possibles sont y pour les utiliser ou n pour ne pas les utiliser (par défaut). Si
les centres sont utilisés comme graines, le type de graine donné par seed n’est utilisé que
pour la premiere passe.

ref donne la stratégie de raffinement & appliquer aprés chaque passe. Aucune stratégie de
raffinement n’est utilisée par défaut.

Plus de détails sur les chaines de stratégies en général peuvent étre trouvés dans le manuel
de Scotch 6.0 [51].
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Annexe C

Résultats supplémentaires

C.1 Influence du coit de migration et du facteur de repar-

titionnement
55 K T T T T ; | :
BiasedGreedy
BiasedGreedyD m=—m=
50 |- Scratch-Remap -------- |
40 | |
N
[0]
5 35 | |
|_
30 | |
25 | |
20 | { |
15 L—{_‘ L‘l{_\ L—{—‘

1/64 1/16 1/4 1/1 41 16/1 64/1
facteur de repartitionnement / cout de migration

FIGURE C.1 — TOTALZ 8 X 12 suivant repartmult/ migcost.
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FIGURE C.2 — Coupe 8 x 12 suivant repartmult/migcost.

C.2 Comparaison sur des graphes complexes
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F1GURE C.6 — MAXYV relatif au Scratch-Remap pour un repartitionnement 8 x 10
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