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Introduction

Ces dernieres années, la théorie homotopique stable équivariante, c’est-a-dire ’étude des théories de
cohomologie sur la catégorie GT des G-espaces topologiques pointés ou G est un groupe discret, a montré
son efficacité époustouflante, en particulier lors de la résolution par Hill, Hopkins et Ravenel [HHRQ9]
du probléeme de linvariant de Kervaire, une question restée sans réponse depuis que la question a été
soulevée par Kervaire en 1960 dans [Ker60]. Dans leur démonstration, les auteurs introduisent un outil
puissant : la suite spectrale des tranches.

Avant U'introduction de la suite spectrale des tranches par Hill-Hopkins-Ravenel dans [HHRQ9], des cas
particuliers de cette suite spectrale, dans le cas du groupe a deux éléments, étaient alors déja apparues,
sous d’autres noms, dans deux situations.

— Tout d’abord, dans le cas particulier du groupe G = Z/2, cette suite spectrale avait été étudiée
auparavant par Hu et Kriz dans [HKOI]. Les auteurs identifient les différentielles de la suite spectrale
des tranches pour le Z/2-spectre de Brown-Peterson réel avec certaines opérations cohomologiques
7./2-équivariantes.

— Dans [Ati66], Atiyah introduit la K-théorie réelle, une théorie de cohomologie généralisée Z/2-
équivariante KR*. C’est une généralisation Z/2-équivariante de la K-théorie unitaire périodique,
dans le sens oll, pour X un objet de Z/2, KR%(X) est le groupe de Grothendieck des classes
d’isomorphisme de fibrés vectoriels réels (i.e. les fibrés vectoriels complexes dans la catégorie Z/2T
tels que laction de Z/2 se restreint sur les fibres en une application anti-linéaire). Avant [HHR09],
Dugger [Dug03] construisait déja une suite spectrale pour effectuer des calculs en K-théorie réelle
qui s’identifie avec la suite spectrale des tranches pour le Z/2-spectre KR.

Ces deux points motivent une étude plus approfondie de la structure de 'algeébre de Steenrod Z/2-
équivariante pour effectuer des calculs de K-théorie réelle.

Soit V un 2-groupe abélien élémentaire. Considérons 1’espace classifiant BV, vu comme un Z/2-espace
muni de Paction triviale de Z/2. Soit RO(Z/2) le groupe de Grothendieck des classes d’isomorphisme
des Z/2-représentations réelles. En tant que groupe abélien, RO(Z/2) est librement engendré par la
représentation triviale, 1, et la représentation signe, a. Dans cette these, on adopte la convention commune
avec [HKO1] suivante : un * en exposant ou en indice d’un objet désigne une Z-graduation, et un *
en exposant ou en indice d’un objet signifie que 1'objet en question est RO(Z/2)-gradué. De la méme
facon que les théories de cohomologie non-équivariantes prennent leurs valeurs dans la catégorie des
groupes abéliens Z-gradués, dans le monde Z/2-équivariant, les théories de cohomologie Z/2-équivariantes
prennent naturellement leurs valeurs dans la catégorie des objets RO(Z/2)-gradués dans une certaine
catégorie abélienne : la catégorie des foncteurs de Mackey pour le groupe Z/2. La construction, ainsi que
les rappels nécessaires sur la catégorie des foncteurs de Mackey seront fait au cours de cet exposé.

L’objectif de cette these est d’étudier le foncteur de Mackey RO(Z/2)-gradué kR*(BV'), ou kR désigne
la version connexe de KR.

Les motivations pour 1’étude de kR*(BV) sont multiples. Tout d’abord, ce calcul permet une inter-
prétation unifiée des calculs déja effectués en homologie et cohomologie généralisée des groupes. En 1987,
Ossa [0ss89] effectue le calcul de la ku-homologie et ku-cohomologie des p-groupes abéliens élémentaires,
pour p un nombre premier. Son approche repose sur une étude fine des produits tensoriels itérés de
la cohomologie modulo 2 de BZ/2 en tant que module sur lalgebre extérieure engendrée par les deux
premieres opérations de Milnor.

Plus tard, Bruner et Greenlees [BG03] poussent I’étude de ces groupes plus en avant, et Powell [Pow11]
détermine la structure des foncteurs V — ku*(BV) et V — ku,(BV). Il est a noter que via la théorie
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de Lannes (voir [HLS93]) le foncteur V — ku*(BV') donne des informations concernant la structure des
espaces apparaissant dans le Q-spectre associé a ku.

La suite de ce travail est le calcul de la ko-homologie et ko-cohomologie des 2-groupes abéliens élé-
mentaires. Ce calcul est effectué dans [BG03] et [Powl2] et s’appuie & chaque fois sur le calcul de la
K-théorie complexe des 2-groupes abéliens élémentaires . Dans ces deux travaux, un ingrédient essentiel
est la suite exacte longue de complexification-réalification associée a la suite cofibre de spectres

koS ku B Y2ko,

ainsi que la structure de A*(1)-module de HF3(BV), ot A*(1) est la sous-algebre de I’algebre de Steenrod
modulo 2 engendrée par les carrés de Steenrod Sq! et Sq?. Ossa [0ss89] a également considéré le cas
de ko, mais son calcul est incorrect (la description correcte des résultats concernant les A*(1)-modules
HF5(BV) est un résultat de la theése de Yu [CY]).

On sait depuis Atiyah [Ati66] que la suite cofibre qui induit la suite complexification-réalification est
de nature profondément Z/2-équivariante (voir [Ati66, p.377]), et provient d’une suite cofibre de Z/2-
spectres faisant intervenir kR. On souhaite donc effectuer tout le calcul dans le monde Z/2-équivariant,
afin de traiter en une seule théorie les deux calculs, ainsi que la détermination de la suite exacte longue
de complexification-réalification.

Deuxiémement, le foncteur de R-réalisation de Voevodsky [MV], section 3.3] crée un lien entre la Al-
théorie d’homotopie des schémas sur R et la théorie d’homotopie stable Z/2-équivariante. Le Z/2-spectre
kR est la réalisation du spectre de la K-théorie algébrique (voir [Dug03]).

Le chapitre 1 a pour objectif de mettre en place la catégorie d’homotopie stable Z/2-équivariante,
ainsi que toutes les propriétés et tous les objets dont on a besoin, en laissant de c6té un maximum de
détails techniques, pour lesquels on donne une référence a la littérature. D’une part, on donne quelques
éléments de la théorie d’homotopie stable Z/2-équivariante, et on rappelle la construction de la t-structure
canonique sur la catégorie d’homotopie stable Z/2-équivariante. Comme dans la catégorie d’homotopie
stable classique SH, la t-structure ainsi définie permet de considérer les spectres d’Eilenberg-MacLane
Z/2-équivariants. Bien qu’on ait choisi de se restreindre au cas du groupe Z/2, ces résultats peuvent
étre formulés pour un groupe discret G quelconque. D’autre part, on donne la définition de la filtration
par tranches, une généralisation équivariante de la tour de Postnikov introduite dans les travaux récents
de Hill-Hopkins-Ravenel [HHR09] comme un outil essentiel a la résolution du probléeme de l'invariant
de Kervaire, et on explicite certains résultats pour le cas particulier du groupe Z/2. Cette partie fait
apparaitre 'importance du Z/2-spectre HZ, qui apparait comme 0-tranche du Z/2-spectre des spheéres.
On termine ce chapitre par une preuve du résultat de Dugger [Dug03] qui identifie la tour des tranches
du Z/2-spectre KR avec la tour périodique

yr+ta) LR

vy

—

n(r-D(1+a) LR

v1

E(n72)(1+o¢)kR

v1

ol vy désigne la multiplication par la classe de Bott Z/2-équivariante (voir proposition , qui est un
relevement Z/2-équivariant de la classe de Bott en K-théorie unitaire connexe.

Le chapitre 2 commence avec un rappel des propriétés principales de 'algebre de Steenrod classique
modulo p, pour p un nombre premier, et des opérations cohomologiques pour une théorie de cohomologie
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généralisée. On se tourne ensuite vers la généralisation Z/2-équivariante. Dans ce cas, comme pour n’im-
porte quel Z/2-spectre en anneaux, le couple (H&*, H&*H&) est naturellement muni d’une structure
d’algébroide de Hopf. Ici, HFy HFy s’identifie avec I'algébre des coopérations homologiques en HIFa-
homologie. On étudie ensuite les quotients de 1'algébroide de Hopf (HFy , HFy HF5). Les travaux de Hu
et Kriz [HKO01] fournissent un isomorphisme de HIF, -algébres

HFy HFy = HF3 [§41,7]i = 0]/1

ol I est I'idéal engendré par les relations 72 = ar;11 + (071 + a79)&;41, pour i > 0. On définit, a laide
de la proposition une famille d’algébroides de Hopf de la forme (HFy,, HFy, HF3/J), c’est-a-dire
obtenues comme quotient de I’algébroide de Hopf (H&*7 H&*H&) par certain idéal J de HFy HF».

Dans le cas ou (HFy Fy,, HFy HIF Fy/J) est muni d’une structure d’algébroide de Hopf, il n’est pas clair que
HFy HTF, Fy/J soit libre en tant que HTF5 -module. On introduit une restriction sur I'idéal J précédemment
considéré (voir définition [2.4.19) pour que (HFy , HFy HF3/J) soit libre (voir proposition [2.4.21)).

On définit les opérations Z / 2-équivariantes Sq et les opérations de Milnor Z/2- equlvarlantes Bi ala
définition et on construit les analogues Z/2-équivariants des sous-algebres de Hopf de 1’algebre
de Steenrod classique A*(n) = (Sq¢',...,S¢*") et £*(n) = (Qo, - ..,Qn), que l'on note A*(n) et £*(n)
respectivement. On détermine ensuite la structure des algébres £*(n) dans la proposition

En particulier, on a une sous-algebre Ap, (5o, 1) C £*(1), et donc un foncteur de restriction £*(1) —
Mod — Ag,(Bo, 51) — Mod.

Le point de départ du chapitre 3 est ’observation élémentaire suivante : soit X un espace topologique.
On sait que HF3(X) est un module sur Palgébre de Steenrod. On peut également considérer X comme
un Z/2-espace muni de I'action triviale de Z/2, et alors HFy*(X) est un module sur I'algebre de Steenrod
Z/2-équivariante. La question naturelle est alors : quelle est la relation entre ces deux modules ?

Dans la définition [3.1.10] on construit un foncteur R : A* — Mod — A* — Mod qui fait commuter le
diagramme

SH—"" 7/05H

J{HIF; J{HIE‘Z*

A* — Mod - B = A* — Mod

On montre ensuite que le foncteur R se restreint en des foncteurs R, : A*(n) — Mod — £*(n) — Mod. Le
foncteur
Ry : A*(1) — Mod — £*(1) — Mod

joue un role primordial dans notre étude de kR*(BV'). On le renomme donc simplement R. On fait ensuite
le calcul explicite de ce foncteur R :

Théoréme (Théoreme [3.2.3). Le foncteur R est déterminé par les formules suivantes :
1. En tant que HFy*-module, R(—) = HFy* @ (—),
2. Pour h € HFy* et me M € A* — Mod, laction de By et 1 sur hm € RM est donnée par

Bo(hm) = Bo(h)m + hQo(m)

et
B1(hm) = Br(h)m + aBo(h)Qo(m) + h(c ™ Q1(m) + aSq*(m)).

Le reste du chapitre est consacré a une étude des propriétés principales du foncteur R : 'exactitude
(proposition et une compatibilité entre la dualité Fy-linéaire dans la catégorie des A*(1)-modules
et dans la catégorie des Ap, (S0, B1)-modules (proposition [3.2.13).

Depuis Margolis [Mar83], on sait que certaines théories de cohomologie sur les .4*(1)-modules cap-
turent des informations essentielles. Les cohomologies de Margolis H; = Ker(Q;)/Im(Q;) pour ¢ = 0 ou
1 permettent de détecter la liberté des .A*(1)-modules connexes par exemple (voir [Brul2, théoréme 2.7]).
Le chapitre 4 est consacré a I'étude du foncteur Hyy : Ap, (5o, 1) — Mod — Fy — Mod, ot Fy — Mod

désigne la catégorie des Fa-espaces vectoriels RO(Z/2)-gradués, défini par Hf;, = % Cette
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définition du foncteur Hpy est celle qui apparait naturellement dans 1’étude de kR*(BV) faite au cha-
pitre suivant. Afin d’obtenir une description plus conceptuelle du foncteur Hg;, on se place dans le
cadre de l’algebre homologique relative, introduite par Hochschild [Hoch6] : on identifie le foncteur H;
avec Z_i(1+a)E$téAF2(60,ﬁ1),AF2 (50)) F2, =), ot E:zct’(‘AF2 (BosB1),Ar, (5o)) F2; =) est le i-ieme foncteur dérivé
a droite de Homp,, (,,5,)(F2, —). On obtient alors automatiquement des suites exactes longues associées
aux suites (Ar, (8o, 1), Ar, (5o))-exactes courtes de Ap, (8o, £1)-modules. Ces suites exactes longues sont
Poutil principal de I’étude du foncteur Hj;. Au passage, afin de rendre ’énoncé des résultats plus joli, on
introduit une version générale d’homologie et de cohomologie de Tate dans la catégorie des Ap, (5o, 51)-
modules a la définition Ces outils rendent possible le calcul explicite de Hgy (R(HF5(BV)), un
objet essentiel & la compréhension de kR*(BV). Il s’agit du théoréme qui est le résultat principal

de ce chapitre.

Le chapitre final de cette thése commence par définir et étudier la notion de h-détection de niveau
n relativement & un Z/2-spectre X pour une tour de Z/2-spectres. Cette notion est une généralisation
de la notion de détection introduite par Powell dans [Pow12] pour étudier la ko < n >-cohomologie des
spectres BV, ou V désigne un 2-groupe abélien élémentaire et ko < n > le n-ieme spectre dans la tour
de Postnikov de ko, et coincide avec celle-ci pour h = 1.

Pour une tour de spectres de la forme

sn(l+a)

E(nfl)(l%»oz)k

n(n=2)(1+a)

pour k = kR, ou k = EZ/2; N kR, ou E7Z/2 désigne l'espace universel du groupe Z/2, la propriété
de h-détection a tout niveau pour un Z/2-spectre X coincide avec le fait que le module de v-torsion
tors,(k* (X)) vérifie tors,(k*(X)) = Ker(v" : k*(X) — k*(X)), ou v/ : Zrth 0+l o yin(+a)p et
I’application apparaissant dans la tour.

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant :

Théoréme (Théoréeme . Soit V' un 2-groupe abélien élémentaire. La tour (EZ/2+ A E‘(”O‘)kﬂ%).
vérifie la propriété de 1-détection a tout niveau pour BV .

La méthode utilisée pour la preuve est la suivante : dans le point 3 de la proposition [5.3.3} on montre
que Pobstruction a la propriété de 1-détection a tout niveau relativement a un Z/2-espace X pour une

10
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tour

Un—2

est un endomorphisme de Fy[a]-modules de degré 2 d’un certain Fa[a]-module h*(X) construit a partir
de la tour k,. Le lemme [5.3.5] identifie h*(X) avec Hy, o R(HF3(BV)), dont la détermination a été
faite au chapitre 4. Le théoréme est finalement une conséquence de la non-existence d’endomorphismes
non-triviaux de Fala]-modules de degré 2 de h*(X).

L’étude des propriétés de h-détection faite au début du chapitre permet de déduire le résultat suivant
a partir du théoréme [5.3.8] :

Théoréme (Théoreme|5.3.9). La tour des tranches de kR vérifie la propriété de 2-détection a tout niveau
pour BV

Le théoréme fournit une nouvelle démonstration du théoréme principal de [Pow12].
Dans [Wil73, Wil75], Wilson introduit des spectres BP < n >, pour n € N et des morphismes

BP—...+BP<n+1>>BP<n>—...>BP<0>=HZ.

On a une équivalence faible 2-locale
BP <1 >% ku.

Dans [Powl3|, Powell montre comment les techniques élaborées dans [Powl2] permettent d’avoir des
informations sur la BP < n >-cohomologie des groupes abéliens 2-élémentaires. Le calcul de kR*(BV)
est une premiére approche & la compréhension de BPR < n >* (BV), ot les spectres BPR < n > sont les
analogues Z/2-équivariants BP < n > introduits par Hu [Hu02|]. Le traitement fait dans cette these de la
structure de I’algébre de Steenrod Z/2-équivariante et de 'algébre homologique relative est assez général
pour vouloir appliquer ces idées dans les Z/2-spectres suivants de la tour chromatique 7Z/2-équivariante.

Cette voie est une possible approche au calcul des analogues chromatiquement plus élevés de ko*(BV) =
kER*(BV) : les anneaux (BPR < n >)*(BV) C (BPR < n >)*(BV).

11
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Chapitre 1

Eléments de la théorie d’homotopie
stable équivariante

L’objectif de ce chapitre est de donner les idées de la construction de la catégorie d’homotopie stable
7./ 2-équivariante ainsi que d’introduire le spectre Z/2-équivariant kR. Nous allons donc introduire une ca-
tégorie de modeles monoidale symétrique Z/2Sp telle que la catégorie homotopique associée soit la catégo-
rie d’homotopie stable Z/2-équivariante Z/2SH. La catégorie des spectres orthogonaux Z/2-équivariants
est un modele possible pour la catégorie des spectres Z/2-équivariants, et c’est ce modéle que nous
choisissons implicitement dans la suite de cette these.

Nous allons éviter le plus possible les détails techniques relatifs a la construction et aux propriétés de
la catégorie des spectres Z/2-équivariants, en faisant référence & [HHR09, Appendices A et B] et au début
de [Dug03] dans le cas particulier du groupe a deux éléments, ainsi que [MMSSO01] pour la construction de
la catégorie des spectres orthogonaux équivariants. Pour un panorama détaillé de la théorie nos références
sont [LMSMS6], [May96] et [HKO1], [TW95] et [FLO4] (pour les foncteurs de Mackey).

Le premier objectif de cette partie (section est de donner les idées d'une construction de la
catégorie d’homotopie stable Z/2-équivariante Z/2SH, en mettant en évidence les différences essentielles
avec la construction classique. En particulier on rappellera la t-structure classique sur la catégorie des
7/2-spectres qui met en évidence le rdle des foncteurs de Mackey dans la théorie.

Ensuite, on s’intéresse & deux tours d’endofoncteurs de la catégorie des Z/2-spectres : la tour de
Postnikov Z/2-équivariante, dans la section et la tour des tranches, dans la section Notre référence
pour la filtration par tranches (slice filtration) est le papier dans lequel elle est introduite : [HHR09]. Sa
construction est également rappelée dans [Hilll].

Pour finir, on définit la K-théorie réelle d’Atiyah, introduite dans [Ati66], et on étudie ses premiéres
propriétés, ainsi que sa tour des tranches dans la section

1.1 La catégorie d’homotopie stable Z/2-équivariante

1.1.1 Théorie d’homotopie Z/2-équivariante

Notation 1.1.1. Soit 7 la catégorie des espaces topologiques compactement engendrés pointés. La
catégorie Z/2T désigne la catégorie dont les objets sont les espaces topologiques pointés, munis d’'une
action continue de Z/2 fixant le point base, et les morphismes sont les morphismes Z/2-équivariants.
Pour un objet X € Z/2T, et € X, on note T € X I'image de x par I’élément non-trivial de Z/2.
Définition 1.1.2. Soient

1. Uzso : /2T — T le foncteur d’oubli,

2. Triv: T — Z/2T le foncteur action triviale,

3. (=)/Z2)2:Z)2T — T le foncteur orbites,

4. (=)2/2 . 7.)2T — T le foncteur des points fixes.
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1.1. LA CATEGORIE D’HOMOTOPIE STABLE Z/Z—EQUIVARIANTE

Proposition 1.1.3 ([May906, paragraphe 1.2]). On a les adjonctions suivantes :

(=)/Z)2 A Triv 4 (=)%/?

Z)24 N (=) AUz A T(Z/24, —).

Proposition 1.1.4 ([May96, paragraphe 1.2]). La catégorie Z/2T est monoidale fermée. La structure
monoidale est donnée par le bifoncteur A, le produit smash des espaces muni de laction diagonale de
Z)2.

Le Z/2-espace des morphismes est l’espace Map(Uz 2(—), Uz 2(—)) des applications non équivariantes,
muni de Uaction de Z/2 par conjugaison.

La structure homotopique de la catégorie Z/27T a laquelle on s’intéresse est encodée par une structure
de catégorie de modeles sur Z/27 . Pour la notion de catégorie de modeles, [DS95] est une bonne référence.
La proposition suivante est contenue dans [MMO02] I11.1].

Proposition 1.1.5 ( [MMO02, II1.1]). Soient X,Y deux objets de Z/2T et f € Z/2T (X,Y).
~ On dit que f est une équivalence faible si Uz)sf et %2 sont des équivalences faibles dans T.

— On dit que f est une cofibration si Uz o f et fZ/2 sont des cofibrations dans T .
Alors, les classes des équivalences faibles, celle des cofibrations, et celle des fibrations définies par la
propriété de relévement d droite par rapport auzx cofibrations acycliques munit Z/2T d’une structure de
catégorie de modéles.

Notation 1.1.6. 1. Soit Oz la catégorie dont les objets sont les Z/2-ensembles transitifs, et les
morphismes les applications Z/2-équivariantes. On note Z/2 et * les objets Z/2/{e} et Z/2/7Z/2 de
cette catégorie, avec les notations évidentes.

2. Soit Z/2FinSet la catégorie des Z/2-ensembles finis et des applications Z/2-équivariantes.
3. On dispose d’un foncteur
(—)+ . 02/2 — Z/2T

Z)2/H v 72/ H.,.
Définition 1.1.7. Soit E : Z/2T — T%/> le foncteur défini par
X Z/2T((=)4, X).

Pour H un sous-groupe de Z/2, on note Wz,5(H) le groupe de Weyl de H dans Z/2. C’est le groupe
d’automorphismes de Z/2/H dans Og/5. On a Wy s({e}) = Z/2 et Wy 5(Z/2) = *.
Par conséquent, le groupe Aut(Z/2/H) agit sur X# = Z/2T((Z/2/H)+, X) via cette identification.

Remarque 1.1.8. On rappelle la notion de structure de modeles projective sur une catégorie de dia-
grammes, définie dans [Hir03l Théoréme 11.6.1]. La structure de modeles sur Z/27T coincide avec la

op
structure de catégorie de modeles tirée en arriere de la structure projective sur T 2 via le foncteur £
de la définition [1.1.7

1.1.2 Espaces universels

Définition 1.1.9. Soit Repr(Z/2) la catégorie des représentations réelles de Z/2 de dimension finie
munies d’un produit scalaire Z/2-équivariant. Cette catégorie est munie d’une structure monoidale sy-
métrique donnée par la somme directe des représentations. On note RO(Z/2) le groupe de Grothendieck
associé.

Définition 1.1.10. Soit S(7) : Repr(Z/2) — Z/2T le foncteur qui associe & une représentation de Z/2
son compactifié en un point. On appelle sphére de représentation un objet dans 'image de ce foncteur.
Pour V € Repgr(Z/2), on note SV le Z/2-espace obtenu, et S(V) la sphére unité dans V, c’est un
7./ 2-espace non-pointé.
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CHAPITRE 1. ELEMENTS DE LA THEORIE D’HOMOTOPIE STABLE EQUIVARIANTE

Notation 1.1.11. 1. On note 1 (resp. «) la représentation triviale (resp. signe) de Z/2 de dimension
réelle 1. Ce sont des générateurs de RO(Z/2) en tant que groupe abélien libre.

2. Le groupe abélien RO(Z/2) est également muni d’une structure d’anneau, dont le produit est induit
par le produit tensoriel des représentations.
3. On note a € 7_,(S°) la classe d’homotopie de I'inclusion des points fixes S© — S«.

4. Le choix d’une représentation V fournit un morphisme de groupes abéliens
Z.V — RO(Z/2).
En particulier, on a un morphisme induit par 1 :
7Z — RO(Z/2).

5. On appelle twist d’une représentation de la forme n + ma € RO(Z/2) V'entier m.

6. On a un morphisme dim : RO(Z/2) — Z qui, & un élément n + ma de RO(Z/2), associe 'entier
n + m, appelé dimension de n + ma.

7. On a un morphisme w : RO(Z/2) — Z qui, & un élément n+ma de RO(Z/2), associe m —n, appelé
poids de n + ma.

Remarque 1.1.12. Pour une représentation non virtuelle V', c’est-a-dire une représentation dans I'image
du morphisme canonique Repr(Z/2) — RO(Z/2), Uentier dim(V') correspond bien & la dimension réelle
de la représentation.

Etablissons maintenant quelques conventions générales concernant les objets RO(Z/2)-gradués.

Définition 1.1.13. Soit C une catégorie.

— Un objet RO(Z/2)-gradué dans C est un foncteur RO(Z/2) — C, o RO(Z/2) désigne la catégorie
discrete dont les objets sont les éléments de RO(Z/2). On note un tel foncteur avec * en exposant
ou en indice.

— Un objet Z-gradué dans C est un foncteur Z — C, ou Z désigne la catégorie discrete dont les objets
sont les entiers relatifs. On note un tel foncteur avec * en exposant ou en indice.

— Si C est une catégorie concréte, pour m un élément de M, un objet gradué de C, on note |m| le
degré de m.

Soient M* (respectivement N, ) un tel objet, et V € RO(Z/2). Alors MY (respectivement Ny) désigne

I'évaluation du foncteur M* (respectivement N,) en V.

Remarque 1.1.14. En vertu du point 1 de la notation [1.1.11} la donnée d’un objet RO(Z/2)-gradué est
équivalente a celle d’un objet bigradué.

Notation 1.1.15. Quand on représente un objet RO(Z/2)-gradué (par exemple un groupe abélien
RO(Z/2)-gradué) dans le plan, on utilisera toujours la convention : 'axe des abscisses contient les élé-
ments dont le degré est un multiple de la représentation triviale, et 'axe des ordonnées contient les
éléments dont le degré est un multiple de la représentation signe. Un objet représenté au point (n,m) est
donc de degré n + ma € RO(Z/2).

On définit maintenant des foncteurs de troncature dans la catégorie des groupes abéliens RO(Z/2)-
gradués.

éfinition 1.1.16. Soit n € Z. Notons Z — Mod la catégorie des groupes abéliens RO(Z/Q)-gradué&
On note b
(_)twist>n :Z — Mod — 7Z — Mod

le foncteur de troncature, défini par (M*)iyist>n = ®k+la,k€Z,lZn MEHa ot
(=)twist<n : Z — Mod — 7. — Mod

le foncteur défini par (M*)iwist<n = Bjtianezi<n Mhtle,
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1.1. LA CATEGORIE D’HOMOTOPIE STABLE Z/Z—EQUIVARIANTE

Proposition 1.1.17. 1. Soit V une représentation de Z/2. On a une suite cofibre dans Z/2T
S(V)p — 8= sv

ot la seconde fléche est induite par linclusion de {0} — V.

2. En particulier, on a une suite cofibre
7)2, — S° % s°.

Démonstration. Ce sont les suites cofibres qui apparaissent dans [FL0O4] pages 90-91. Les deux suites
cofibres proviennent de suites cofibres :

S(V)y = D(V)y — SV

ou D(V) désigne le disque unité dans V', de sorte que S(V); — D(V)4 est I'inclusion d'un sous-Z/2-
CW-complexe.

Le second point est un cas particulier du premier. O]
Notation 1.1.18. Soient EZ/2 un Z/2-espace universel, c’est-a-dire un Z/2-espace tel que Uz /o EZ/2 =

0, et EZ/2%/2 = () et E_Z\//Z = hocofiber(EZ/24+ — S°).

Pour le Z/2-espace universel et le Z/2-espace E7/2, on peut choisir un modeéle particulier. Le modéle
suivant est présent dans [HHR09, 2.5.2], dans le cas particulier G = Z/2, et provient, pour le cas général
d’un groupe discret, de [GM95, p.5].

Proposition 1.1.19 ([GM95, p.5]). On a les modéles suivants pour les 7./2-espaces EZ/2 et EZ/2 :
- EZ/2 = colim S(na)
- E7/2 = colim S™.
De plus, la suite cofibre
E7/2, — S° = EZ/2
est la colimite des suites cofibres dans Z/2T

S(na)y — 8% — ™,

Lemme 1.1.20 ([GM95, p.5]). Soit X € Z/2T. On a une suite cofibre

—_~—

EZ/2, NX - S°ANX — EZ/2 A X. (1.1)

Soient X,Y € Z/2T et f € Z/2T(X,Y). Alors Uz)sf est une équivalence faible d’espaces topologiques
pointés si et seulement si EZ/24 A f est une équivalence faible dans Z/27T .

Démonstration. Le foncteur X A (—) envoie suite cofibre sur suite cofibre, d’out le premier point. Par
construction, le foncteur d’oubli est monoidal, donc Uz o (EZ/24 ANX) = Uz o X et Uz o(EZ/2NX) = 0.
Par naturalité de la transformation EZ/2, A (=) — Idgz o7, le résultat suit. O

Définition 1.1.21. Soit BZ/2 l’espace topologique EZ/2/7/2, un modele pour P'espace classifiant de
7)2.

On termine cette sous-section avec la définition du Z/2-espace B'Z/2, et sa relation avec l'espace
classifiant BZ/2.

Définition 1.1.22. Soit E'Z/2 le Z/2-espace non-pointé colim., (S(n(1 + «))).

Pour tout n € N, identifions S(n(1 + «)) avec la sphére unité de C", munie de la structure de
7 /2-espace induite par la conjugaison complexe. On a également une action du groupe symétrique 3o
sur S(n(l + «)) induite par la représentation signe de o sur C™. De plus, ces deux actions de groupe
commutent entre elles, ainsi 'action de g sur chaque S(n(1+ «)) induit une action de Xp sur E'Z/2 qui
est compatible avec sa structure de Z/2-espace.
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CHAPITRE 1. ELEMENTS DE LA THEORIE D’HOMOTOPIE STABLE EQUIVARIANTE

Définition 1.1.23. Soit B'Z/2 le Z/2-espace pointé E'Z/2 /Y.

Proposition 1.1.24. L’inclusion ¢ : (BZ/2.)T™ — B'Z/2. induite par les monomorphismes no —
n(l 4+ «) est une équivalence faible non-équivariante.

Démonstration. Par fonctorialité de S(—) : Repr(Z/2) — Z/2T op, ou Z/2T op désigne la catégorie des
7/2-espaces non pointés, il est clair que les morphismes na < n(1 + «) induisent une application Z/2-
équivariante EZ/2 — E'Z/2. Le fait que EZ/2 — E'Z/2 est induite par des morphismes dans Repg(Z/2)
assure que le morphisme en question est ¥o-équivariant par rapport a 'action antipodale a la source et
au but, d’ott le morphisme ¢ : (BZ/2,)T"" < B'Z/2, . La derniére assertion est claire. O

1.1.3 Stabilisation

Définition 1.1.25. Pour tout V € Repgr(Z/2), le produit smash avec le Z/2-espace S définit un foncteur
SY' AN (=) :Z/2T — Z/2T. On appelle foncteurs de suspension les foncteurs obtenus de cette facon.

De la méme fagon que dans le cadre non-équivariant, on construit la catégorie stable en inversant
formellement tous les foncteurs de suspension.

Remarque 1.1.26. Plus précisément, la catégorie construite en inversant tous les foncteurs de suspension
est la catégorie d’homotopie stable par rapport & un univers complet. On peut se référer & Lewis [Lew95)]
pour la notion d’univers et les différentes saveurs d’homotopie stable équivariantes correspondantes.

Un point important est qu’il existe des modeles de la catégorie des Z/2-spectres monoidales sy-
métriques avant passage a la catégorie homotopique associée. C’est une motivation du choix fait ici de
considérer la catégorie des Z/2-spectres orthogonaux. Pour la construction et les propriétés homotopiques
de cette catégorie, [HHR09, Appendice A et B| est une bonne référence.

Notation 1.1.27. On note Z/2Sp la catégorie de modeles des Z/2-spectres orthogonaux, et Z/28H la
catégorie homotopique associée. On note X*° : Z/2T — Z/2Sp le foncteur canonique.

On relie la catégorie des Z/2-spectres avec la catégorie usuelle des spectres non-équivariants.
Notation 1.1.28. Soit (—)* : Z/2Sp — Sp le foncteur d’oubli.
On rappelle la définition de Hovey-Palmeri-Strickland d’une catégorie stable [HPS97, Définition 1.1.4].

Proposition 1.1.29 ( [HPS97, Théoréme 9.4.3]). La catégorie d’homotopie stable gr-équivariante Z/28H
est une catégorie stable, engendrée par les objets fortement dualisables Z/2 et x. En particulier Z/2S8H
est une catégorie triangulée.

Proposition 1.1.30 (cas particulier de [May96, XVI Théoréme 4.9]). Les orbites X°Z/2 et X« sont
des objets auto-duaux de Z/28H pour la dualité de Spanier-Whitehead Z/2-équivariante.

Notation 1.1.31 ([HHR0I, paragraphe 2.2.1]). On note [—, —] : Z/28H? x Z/28H — Ab le foncteur
qui & X et Y associe le groupe abélien constitué des classes d’homotopie Z/2-équivariante stables de
morphismes de Z/2-spectres X — Y.

Par construction, pour tout V' € Repg(Z/2), les foncteurs S¥ A (—) sont inversibles dans Z/2SH, par
conséquent les objets SV sont inversibles dans cette catégorie.

Proposition 1.1.32 ([HHROI, paragraphe A.2.4]). Le foncteur S) : Repr(Z/2) — Z./2Sp s’étend en
un foncteur

S RO(Z)2) — 7)2Sp
tel que le foncteur composé S<=) : RO(Z/2) — 7./28p — 7.J2SH. est fortement monoidal.

Notation 1.1.33. Soit Z/2Spn.is la catégorie des Z/2-spectres naifs, c’est-a-dire la catégorie obtenue
en inversant uniquement les foncteurs de suspension par rapport aux spheéres de représentation obtenues
a partir de représentations triviales. On note Z/28MH nqif la catégorie homotopique associée.

Dans la catégorie stable Z/2-équivariante, on a également les analogues des résultats énoncés a la

proposition [[.T:3}

17



1.1. LA CATEGORIE D’HOMOTOPIE STABLE Z/Z—EQUIVARIANTE

Proposition 1.1.34 ( [Lew95, X VI, équations 1.1 et 1.4]). Il existe un foncteur des points fizes (—)%/? :
ZJ2SH — SH et un isomorphisme naturel (X°(—))%/? = $°(-) de foncteurs Z/2T — SH ou SH
désigne la catégorie d’homotopie stable non-équivariante. De plus, (—)Z/2 est adjoint a droite au foncteur
d’action triviale i, : SH — Z/28H défini par Lewis [Lew95, XVI, p.196].

Notation 1.1.35. On appelle suite de séparation d’isotropie d’un Z/2-spectre X la suite cofibre
EZ/2. NX - X - EZ/2NX
obtenue en appliquant le foncteur (—) A X a la suite cofibre donnée au lemme [1.1.20, pour X = S°.

Remarque 1.1.36. Dans la notation précédente, le spectre (EZ/2 A X)" est contractile, donc pour tout

spectre Y, un morphisme f : EZ/2 A X — Y est une équivalence faible si et seulement si f%/2 : (EZ/2 A
X)%/%2 5 Y2/? est une équivalence faible.

Ceci motive la définition suivante.

Définition 1.1.37. Soit ®%/2 : Z/25p — Sp le foncteur (l/?—Z\_//Z A (=))%/2. On appelle ®%/2 le foncteur
des points fixes géométriques.

1.1.4 Foncteurs de Mackey

Définition 1.1.38. Soient (9%/2 la sous-catégorie pleine de Z/2S8H ayant pour objets les Z/2-ensembles
transitifs munis d’un point base disjoint et Z/2FinSet la sous-catégorie pleine des Z/2-ensembles finis.

Remarque 1.1.39. 1. La catégorie 02/2 est enrichie en groupes abéliens car Z/2S8H 1'est.
2. Tout objet de Z/2FinSet se décompose en un (co)produit d’objets de OF ,.

3. Les catégories Oy, et O /o rentrent dans un diagramme commutatif :

STE

Oz 02/2
i\ ()+\£\
7)2T == 7.)25M

Proposition 1.1.40. [GM95, chapitre 5] La catégorie (’)2/2 est isomorphe a Span((’)z/Q), la catégorie
des correspondances de Oy .

Pour une définition de la catégorie Span en toute généralité, voir [PSO7]. C’est également la catégorie
notée Qz(Z/2) dans 'article de Thévenaz et Webb [TW95, p. 1869].

Définition 1.1.41. Un foncteur de Mackey est un foncteur additif O3, — Ab. On note M(Z/2) la
catégorie des foncteurs de Mackey pour le groupe Z/2.

Remarque 1.1.42. La catégorie des foncteurs de Mackey est la catégorie des foncteurs d’une petite catégorie
vers une catégorie abélienne. En tant que telle, c’est une catégorie abélienne, avec noyaux et conoyaux
calculés sur chaque évaluation sur un objet de O /2

Ferland et Lewis [FL04] donnent une description plus explicite de la catégorie des foncteurs de Mackey
pour le groupe Z/p pour p premier quelconque. Voici la description dans le cas du groupe Z/2.

Définition 1.1.43. La catégorie O3 /2 est la catégorie enrichie en groupes abéliens générée par

i/z

(o)

ou 07 5 (x,%) = Z, O ,(Z/2,Z/2) = Z? engendré par 1 et 0, O79(%,Z/2) = O3 5(Z/2,%) = L
engendrés par 7 et p respectivement. Enfin, ces morphismes sont sujets au relations suivantes :

18



CHAPITRE 1. ELEMENTS DE LA THEORIE D’HOMOTOPIE STABLE EQUIVARIANTE

— 0% =4d,
- 7p =1d,
N QP:Pa
- 70 =1,
- 7p=1id,
- pr=1486.

Définition 1.1.44. Soit M un foncteur de Mackey. On appelle restriction le morphisme de groupes
abéliens M (x) — M (Z/2) induit par p, et transfert le morphisme de groupes abéliens M (Z/2) — M (x)
induit par 7.

Ezemple 1.1.45. On a deux familles d’exemples de foncteurs de Mackey : pour tout Z[Z/2]-module M,
on définit les foncteurs de Mackey

MZ/2

et

Z/2

ou 6 désigne laction de Z/2 sur M, i : MZ/2 s M est Pinclusion des points fixes, pr: M —» M/7/2 est
la projection canonique, et tr désigne le morphisme trace.

La définition suivante du produit tensoriel de deux foncteurs de Mackey pour le groupe Z/2 est dans
[FLO4, p.11].

Définition 1.1.46. Soient M, N € M(Z/2). On définit le foncteur de Mackey M K N par :

(M (%) © N(x)) & (M(Z/2) ® N(Z/2))/ =

i /( )/ (pMm®pn,tr)

M(Z/2)® N(Z/2),

W)

0MRON

ol ppr, pn désignent les restrictions de M et N respectivement, 6y, 6 désignent l'action de Z/2 sur
M(Z/2) et N(Z/2) respectivement. Le morphisme ¢r est la trace sous 'action de 0 ® Oy et i est induit

par I'inclusion. Enfin, la relation d’équivalence = est mz /o @ Tnne = pymz 2 @ ne et Tyrme @ ng o =
me ® pynz e pour my € M(Z/2/H), ng € N(Z/2/H), pour H un sous-groupe de Z/2.

Proposition 1.1.47 ([FL04]). Le produit ¥ munit M(Z/2) d’une structure de catégorie monoidale
symétrique. On note A l'unité bilatere de cette structure monoidale. On appelle A le foncteur de Mackey
de Burnside.

Remarque 1.1.48. — On donnera l'interprétation topologique de cette structure monoidale dans les

propositions [[Z2.9] et [[.2710]
— La terminologie foncteur de Mackey de Burnside est justifiée par le fait que A(Z/2) s’identifie avec
lanneau de Burnside du groupe Z/2 (voir [GM95] p.8]).

On termine cette sous-section avec quelques exemples explicites de foncteurs de Mackey.
On suit les notations de [FLO04]. Dans le tableau suivant, on note Z la représentation triviale de Z/2
et Z_ sa représentation signe, C' désigne un groupe abélien quelconque. Les foncteurs de Mackey de la
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partie droite sont les versions réduites modulo 2 du foncteur de Mackey correspondant a gauche, i.e. on
a des suites exactes courtes de foncteurs de Mackey

M3 M — M, (1.2)

pour M n’importe quel foncteur de Mackey de la colonne de gauche du tableau.

’ Notation \ foncteur de Mackey H Notation \ foncteur de Mackey ‘

R=1 Z Ry =T, 72
) {)
Z 7.)2
L Z Lo 7./2
1) 1)
Z 7.)2
R_ 0 Ry _ 0
) o )
Z_ 72
L_ 7.)2 Lo 7.2
{1 1)
Z_ 7.2
<C> C <C®F; > C®F,
() )
0 0

On dispose des suites exactes courtes de foncteurs de Mackey suivantes, utiles pour la suite.
Proposition 1.1.49. On a des suites exactes courtes de foncteurs de Mackey
L—R—<Z/2>

et
R_—L_—<Z/2>.

Démonstration. La preuve est un calcul. Le résultat est une conséquence du fait que dans les deux
diagrammes suivants, les lignes sont bien des suites exactes courtes de groupes abéliens.

ZL>Z*»Z 2.

o) 1)

SIE
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“ 7)2 —>17.)2 0 .
-k {)
0 7_ Z_
P 9

O

Comme la catégorie O /2 provient de la topologie Z/2-équivariante, on dispose également d’une famille
de foncteurs de Mackey apparaissant naturellement dans ce contexte. C’est 'objet de la sous-section
suivante.

1.1.5 Théories d’homologie et de cohomologie

On rappelle la définition du foncteur S=) : RO(Z/2) — 7Z/2S8H donné & la proposition |1.1.32] ainsi
que la notation [—, —|] donnée & la notation [1.1.31

Notation 1.1.50. Soit [—, —]|* : Z/28H? x Z/28H — Z — Mod, ou Z — Mod désigne la catégorie des
groupes abéliens RO(Z/2)-gradués, le foncteur défini par [X,Y]V : Z/2/H — [X A S~V ,Y]. On note
[77 7]* V= [77 7]7‘/'

Définition 1.1.51. Soit E un Z/2-spectre. On définit les foncteurs
1B Z/3SH - Fun(RO(Z/2), M(Z/2)) par E*(X)(Z/2/H),) = [X A (Z/2/H) . E}* pour H
un sous-groupe de Z/2,
2. B, : 2/28H — Fun(RO(Z/2), M(Z/2)) par E.(X)((Z/2/H)+) = [(Z/2/H)+, X A E], pour H un
sous-groupe de Z/2.
3. Enfin, on notera simplement F,(X) et E*(X) les groupes abéliens RO(Z/2)-gradués E*(X)(*) et
E,(X)() respectivement.
On rappelle la notation [1.1.11} qui introduit la classe a € [S°,5%], qui est la classe d’homotopie du
morphisme de Z/2-espaces S — S< induite par {0} < a.

Remarque 1.1.52. — La classe a vérifie 2a = 0 € m_,(5°).
— Soient X,Y € Z/2Sp. Le groupe abélien RO(Z/2)-gradué [X,Y]* est naturellement un Z[a]/(2a)-
module, otl a agit par la pré-composition par le morphisme S° — S* définie & la notation m
Le degré de a est a.

Le lemme suivant relie la structure de Z[a]/(2a)-module de E, donnée par la remarque [1.1.52] avec
la structure de foncteur de Mackey RO(Z/2)-gradué de E,. On rappelle la terminologie introduite & la

définition [LT.44

Lemme 1.1.53. Soit E un Z/2-spectre.
1. Im(a) = Ker(p) ot p: E,(x) = E.(Z/2/{e}) désigne la restriction.
2. Ker(a) = Im(r) ou T est le transfert.

3. Soit x un élément de E,. Supposons que x est multiple de a, et que x n'est pas dans Ker(a). Alors
x induit un monomorphisme scindé de foncteurs de Mackey < Fy >— E,.

4. Supposons de plus que EY est sans 2-torsion. Soit x € F,. Alors x est multiple de a si et seulement
st il est de 2-torsion.

Démonstration. Les deux premiers points sont une conséquence de la suite exacte longue associée a la
suite cofibre

72, — S° — 8%

en effet :
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I. Appliquons le foncteur exact |—, X~ " E] a la suite cofibre. On a I'identification suivante :
[S*, X~ —— SO, S *E] ——=[Z/2,, X7 *E]
P
Ty ol E)(x) ——=1,(B)(x) —— n,(E)(Z/2)

ou les lignes sont exactes. Le premier point suit.

2. Appliquons le foncteur exact [S*, (=) A E] & la suite cofibre. On a identification suivante :

[S*,2/24 A E] — [S*, E] — [S*~2, E]

ou les lignes sont exactes. Le second point suit.

E)(Z/2) ——> 1,(B)(x) —*~

3. Appliquons les deux premiers points a I’élément . Par le premier point, x & Im(7), et par le second
point, z est dans le noyau de la restriction p. De plus, x multiple de a implique 2z = 0 car 2a =0
(voir la remarque [1.1.52). Par conséquent, le monomorphisme de foncteurs de Mackey

1[4‘2(% E,
) ()
0 E(2/2),

ou le morphisme étiqueté x, est induit par ’élément x, est scindé.

4. Pour le troisiéme point, par la remarque(1.1.52] 2a = 0 dans 7_,(S°) donc la condition est suffisante.
Elle est nécessaire en vertu du premier point du lemme, car si x est de 2-torsion, alors px = 0 puisque

0 = p(2x) = 2p(x).
O

En degrés entiers, dans le cas particulier de £ = S°, on utilise la notation habituelle suivante.

Notation 1.1.54. Soit n € Z. On définit un foncteur
T, L/28H — M(Z/2),

par w,, = (S°),.

1.2 Tour de Postnikov Z/2-équivariante et théories de cohomo-
logie ordinaires

1.2.1 Tour de Postnikov Z/2-équivariante

Dans cette section, on parle des t-structures sur les catégories SH et Z/2S8H. Une référence pour
la notion de t-structure est [ATJLSS03]. Dans le cadre non-équivariant, la catégorie d’homotopie stable
classique est munie d’une t — structure donnée par la connexité, qui donne la tour de Postnikov classique.
Le cceur de cette t-structure est la catégorie des groupes abéliens. De la méme fagon, dans le monde Z/2-
équivariant, on peut construire une t — structure sur Z/2S8H a laide de la notion de connexité donnée
par les foncteurs m,,.

Définition 1.2.1. Soient
— Z/28M > la sous-catégorie pleine de Z/2SH dont les objets sont les spectres connexes, c’est-a-dire
les spectres X tels que Vn < 0, m,,(X) =0;
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— Z/28H<_1 par Z/28H<_1 := Z/ZS’HJZ‘O, c’est-a-dire la sous-catégorie pleine de Z/28H dont les
objets sont les spectres X tels que VY € Ob(Z/28H (), [ X, Y] = *. On appelle les spectres de cette
catégorie spectres co-connexes.

Proposition 1.2.2. Z/28H>, = Y"Z/28H>o et Z/28H<n—1 = E"Z/28H<_1 définissent une t —
structure sur Z/28H. Le ceur de cette t — structure est isomorphe a la catégorie abélienne des foncteurs
de Mackey. Pour un tel foncteur M, on note HM [’élément du ceur correspondant. Il est l'unique objet
de ZJ28H a équivalence faible prés tel que, Vi € Z,

M si1=0
m,(HM) = { 0 sinon

Démonstration. Cette proposition rassemble la proposition [LMSMS86, proposition 1.7.14] qui implique
Pexistence d’une t-structure sur Z/2SH dont les objets > n sont les objets n-connexes, et une conséquence
de [Lew95l, Théoréme 1.13] qui, dans le cas particulier d’un univers complet, identifie le cceur de cette -
structure comme la catégorie des spectres d’Eilenberg-MacLane HM , pour M un foncteur de Mackey. [

Définition 1.2.3. On appelle la tour naturelle définie par cette t-structure la tour de Postnikov Z/2-
équivariante.

Notation 1.2.4. Dans la catégorie homotopique SH des spectres non-équivariants, on note (—) < n >
le foncteur de localisation par rapport aux spheres S, pour k < n. Il s’agit du foncteur “recouvrement
(n — 1)-connexe” de la tour de Postnikov classique. C’est un foncteur dont 'image est la sous-catégorie
pleine des spectres (n — 1)-connexes. De plus, on a des transformations naturelles (=) < n >— (=) <
n—1>et (=) <n>> Idsy.

Remarque 1.2.5. Suivant [GM95], la tour de Postnikov équivariante, que nous avons défini pour le groupe
Z/2, admet une définition générale pour tout groupe discret G. La tour de Postnikov classique coincide
alors avec la tour de Postnikov équivariante par rapport au groupe trivial.

Exemple 1.2.6. Pour tout spectre non-équivariant X et pour tout n € Z, les cofibres des applications
X <n>— X <n—1> sont des spectres d’Eilenberg-MacLane.

Corollaire 1.2.7 (Corollaire de la proposition . Une suite exacte courte de foncteurs de Mackey
M N — P
donne une suite cofibre de 7./2-spectres
HM — HN — HP.

Ezemple 1.2.8. Par exemple la suite exacte courte
2
ZSHZ T,
donne lieu & une suite cofibre de Z/2-spectres
HZ > HZ — HF,.

On termine cette section avec une interprétation topologique de la structure monoidale décrite a la
définition

Dans le cas classique, mo(S°) = Z est I'unité bilatére d’une structure monoidale symétrique sur la
catégorie des groupes abéliens. Nous allons maintenant énoncer un résultat Z/2-équivariant analogue. On
rappelle la définition [I.1.46] du produit de deux foncteurs de Mackey.

Proposition 1.2.9 ([FL0J)). On a un isomorphisme de foncteurs de Mackey my(S°) = A.

Proposition 1.2.10 ([May96, paragraphe XII1.5]). Soient M et N deux foncteurs de Mackey, alors on
a un isomorphisme de foncteurs de Mackey M W N = mo(HM N HN).
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Voici quelques conséquences cruciales en ce qui concerne les Z/2-spectres d’Eilenberg-MacLane.

Corollaire 1.2.11. Soient M et N deux foncteurs de Mackey.
— 11 existe un morphisme canonique v : HM NHN — H(M X N).
— On a une correspondance entre les structures de 7./2-spectre en anneau sur HM et les structures
de monoide de M dans la catégorie (M(Z/2),K, A).

Ezemple 1.2.12. — Par définition du produit (voir la déﬁnition, on a un isomorphisme FyXIFy =
Fy, d’ott un unique morphisme non trivial Fo X Fy = Fy, — [y donné par l'identité de Fy. Ce
morphisme induit une structure de monoide commutatif sur Fy, et doc HIF3 est muni d’une structure
de Z/2-spectre en anneau commutatif.

— De la méme fagon, on a un isomorphisme Z X Z = Z (voir [FL04, table 1.1]). Le morphisme
ZRXZ =7 > Z induit une structure de gr-spectre en anneau commutatif sur HZ.
— Le morphisme Z — Fs est compatible avec ces produits, et induit un morphisme de Z/2-spectres

en anneau HZ — HF,.

1.2.2 L’anneau de coefficients de HFy*

Dans le cas non-équivariant, le calcul de I’homologie du point est une conséquence directe des axiomes
du spectre d’Eilenberg-MacLane HF;. Dans le monde équivariant, la propriété de HFy donnée a la pro-
position ne donne pas directement I’homologie RO(Z/2) graduée du point. Nous allons ici esquisser
le calcul de HFFy en tant qu'algebre (HFy est un Z/2-spectre en anneaux en vertu de l'exemple [1.2.12)).
La preuve est faite dans [HKO0I, proposition 6.2]. On peut commencer par définir une classe d’homologie
a la main.

Définition 1.2.13. Soit a la classe de cohomologie définie par I'image de a € [S°, S*] par le morphisme
d’Hurewicz modulo 2,

[$°,8%] = HZ_,(S") — HFz_(5°),
son degré homologique est par définition —«. On appelle classe d’Fuler de la représentation « 1’élément
a.

Maintenant, passons au calcul; pour I'approche esquissée ici, le choix du foncteur de Mackey Fo
est essentiel (et plus particulierement le fait que la restriction de Fy est p = idr,). On va profiter de
cette propriété supplémentaire pour effectuer le calcul comme dans [HKOI], ou plus récemment dans
[Dug03, Appendice B]. Néanmoins, cette hypothése n’est pas nécessaire pour comprendre cet anneau, et
les arguments de Caruso [Car99, Appendice] dans le cas d’un foncteur de Mackey quelconque aboutissent.
Un résultat trés général se trouve dans [FL04], et le cas particulier du foncteur de Mackey Z y est effectué
explicitement.

Proposition 1.2.14 (JHKO01] proposition 6.2). I eziste une classe d’homologie o= € HFo,_,,, appelée
classe d’orientation, telle que l'anneau HF5 est isomorphe au Fa-espace vectoriel RO(Z/2)-gradué
Fola, 0] @ 0 2Fyla™ ", 0]

ou la structure d’algébre est celle de lextension a carré nul de l'algébre Fala, o~1] par le Fo[a, o~ t]-module
0%Fyla™?, 0]. Les degrés (homologiques) sont :

la] = -«

o] = 1-—a.

Remarque 1.2.15. En degrés V € RO(Z/2) tels que w(V) € {1,2,3}, HF3,, = 0. Cette observation est le
point de départ de [HHR09, Théoréeme 8.5 (gap theorem)], qui est un ingrédient majeur dans la preuve
du résultat principal de cet article.

On rappelle la définition de scindé pour un Z/2-spectre :
Définition 1.2.16. On dit qu'un spectre D est scindé si 'inclusion des points fixes
D%? D
est un morphisme scindé dans la catégorie homotopique des Z/2-spectres naifs (pour la notion de spectre

nalif, voir la notation [1.1.33]).
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Ao

\ /=

—10 4

FIGURE 1.1 — L’anneau d’homologie du point HF; , en un degré V' dans la zone grisée, HFy, = Fy

Indications de la preuve de[1.2.14 Le spectre HF; est scindé (voir par exemple [May96, XVI 2]), donc
on peut calculer explicitement ’homotopie du spectre fonctionnel F(EZ/2,, HF5) en utilisant [May96,
XVI 2.4], qui donne les isomorphismes suivants :

1. F(Xk*EZ/2, HF5) = F(BZ/QW,H&) ou 71 est le fibré canonique de BZ/2.
2. (BF*EZ/2 A H&)Z/2 =~ BZ/ZM1 A HIFy.
Les fibrés k-, sont orientés (puisqu’on travaille modulo 2), et I'isomorphisme de Thom fournit

Ty : HF,"*(EZ/2) = HF} *(BZ/2,F,), (1.3)

ou & droite, 'espace vectoriel est la cohomologie modulo 2 de I’espace topologique non-équivariant BZ/2.

On rappelle la propriété des Z/2-spectres d’Eilenberg-MacLane exprimée & la proposition Pour tout
n € 7,

Fy sin=0

HEF,, = { 0 sin#0

Ce fait nous sert a étudier la suite de séparation d’isotropie (voir notation |[1.1.35) de HFy :

F(EZ/2, HF,), HF5, F(EZ/2, HF),

———=TFyfo7,a] @ 0*Faf0,a7 ] ———=TFyfo

2 +1 +1
o?Fylo,a™!] ,al
La structure d’anneau du Fo-module Fa[o ™!, a] @ 02Fz[0,a~!] est donnée par extension a carré nul
]

de I'anneau Fo[o~t, a] par le Fy[o 1, a]-module 02Fs[0, a™ O

Nous allons terminer ’étude de la HIF;-cohomologie du point par sa structure en tant que foncteur
de Mackey.
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Proposition 1.2.17. Le foncteur de Mackey RO(Z/2)-gradué HFs est représenté sur la figure suivante.
—%

Un symbole e représente le foncteur de Mackey < Z/2 >. Les segments représentent la multiplication par
la classe d’Euler a, qui induit un morphisme de foncteur de Mackey qui est l’un des morphismes suivants :
— lidentité de < Fg >,
- Punique morphisme non-trivial Fo —< Fy >,
— lunique morphisme non-trivial < Fy >< Fa.

L2 Ao
Ly

I, sl

Ly

I, 6l

Ly

L2 4 +

V—

—8 ¢ 2
Fz
_104 1

Démonstration. La proposition |1.2.14|donne HF5 (%) en tant que Z[a]-module. Par adjonction,
—%

HFy (Z/2) = [Z/24 A S*, HF)"? = HF2 404

c’est-a-dire 0 si dim(x) = 0 et Fy sinon. Le lemme [1.1.53] fournit les formules pour la restriction et le
transfert. 0

Le spectre d’Eilenberg-MacLane HZ a un intérét tout particulier pour nous (a cause de son lien avec la
tour des tranches, voir la section [1.3]). On rappelle donc également la structure de 'anneau de coefficients
HZ, dans la proposition suivante

Proposition 1.2.18 ([FL04/). On a un isomorphisme d’anneau
HZ, = Zla,0 %/(2a) ® 2Z[a™ ", 0?] ® 20°Z[0?)

ot la structure d’anneau est celle de ’extension a carré nul de ’anneau Z[a,0~2]/(2a) par le Zla,o~2]/(2a)-
module xFy[a™t, 02| ® 2027Z[0?]. Les degrés sont

- la| = —a,
o7 =1—aq,
- |z] = =3 + 3a.

Une représentation graphique est donnée d la figure[1.3
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Corollaire 1.2.19. Pour k = —3,—2,—1,0,1,2, le spectre S+ HZ est une suspension d’un spectre
d’Filenberg-MacLane. Précisément, par la propriété universelle des spectres d’Filenberg-MacLane, on a
des équivalences faibles de Z./2-spectres :

»- Ut gz = 2 2HR_

» 20t g7 = StHL
30t gz — w6

Notation 1.2.20. On appelle 2 I'unique classe non nulle de HZ, en degré —3 + 3a, et o2 'unique
classe non nulle de HZ,_,,,-

IL, A

L

\{

—10 -8 —6 —4 -2 0 R 2 4 6 8

—10 -

FIGURE 1.2 — Le foncteur de Mackey H Z Les segments verticaux représentent la multiplication par la
classe a, qui réduit le degré de o, le morphlsme de foncteurs de Mackey induit est a chaque fois I'unique
morphisme non trivial.

1.3 Tour des tranches Z/2-équivariante

Dans cette section, nous allons donner les idées de la construction de la tour des tranches, introduite
dans [HHRQ9], dans le cas particulier du groupe Z/2. Nous allons ensuite introduire la notion de tour des
tranches fixe.

1.3.1 Définition

La tour des tranches est une tour fonctorielle de la catégorie stable Z/2-équivariante introduite dans
Particle [HHRQ9]. Une motivation provenait de la tour des tranches en homotopie stable motivique in-
troduite par Voevodski [Voe02]. Un exposé efficace de la tour des tranches est fait par Hill [Hilll, partie
2.
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Comme nous P'avons vu a la section [I.2] la tour de Postnikov est déterminée par le choix, pour tout
n € Z, d’'un ensemble d’objets de Z/2SH, I'ensemble E,, = {S* Z/2, A S*|k < n — 1}. Un Z/2-spectre
X est alors dit n-connexe si, pour tout S € E,, [S, X] = 0 (voir définition [1.2.1)

La construction de la tour des tranches est similaire a celle de la tour de Postnikov, en choisissant
judicieusement un autre ensemble FE,, de sphéres de dimension plus petite que n. Le choix est le suivant :

Définition 1.3.1 ([HHR0I, définition 4.1-4.4]). Soit
Tep = {X € {Z/2, A S*, §FO+) gh+a) =1V ¢ 7 dim(X) < n, },

ot dim(X) représente la dimension d’une sphere dans le bouquet Uz /5 X. On appelle sphere des tranches
de dimension n une sphere de T<,,\T<,,—1. On dit qu’une sphere des tranches est libre si elle est de la
forme Z/24 A S™, pour un certain n € Z. On dit qu’une cellule des tranches est isotrope si elle est de la
forme S™(1T) et §7=147% pour un certain n € Z.

Définition 1.3.2 (JHHRO09, définition 4.8]). Soit 7>, la sous-catégorie pleine de Z/2SH dont les objets
sont les spectres X tels que pour tout S e T<p, [S,X] = 0. On appelle les objets de 7>, des spectres
(n — 1)-connexes au sens de la tour des tranches. Soit 7<, := (T>n11), c’est-a-dire la sous-catégorie
pleine de Z/2S8H dont les objets sont les spectres X tels que pour tout Y € 7>, [X,Y] = 0. On appelle
les objets de 7<,, des spectres (n + 1)-co-connexes au sens de la tour des tranches.

Remarque 1.3.3. 1. On a un isomorphisme de Z/2-spectres
7/9 £(14a) - :
2)2, A Sk /.,r/\S;1 » S?kestPalr'
7)24 NS5 (1Fe) si k est impair.

On peut donc poursuivre le parallele entre la n-connexité au sens classique et la n-connexité au
sens de la tour des tranches plus en avant. Soit X un Z/2-spectre,

— X est n-connexe si et seulement si @(X) = 0 pour tout k < n,
— X est n-connexe au sens de la tour des tranches si et seulement si m,;y(X) = 0 pour tout i < n,
ou
k(i) = t(1+a) si 4 est pair
Tl BL(1+a)—1 siiest impair.

2. Les notions de cellule libre et de cellule induite (free cell et induced cell dans [HHRQ9, définition
4.3]) coincident pour le groupe Z/2. Ce sont les cellules de la forme Z/2, A S™.

Exemple 1.3.4. Les résultats [Hillll corollaire 2.13 et théoréme 2.14] impliquent en particulier que HFy
et HZ sont (—1)-connexes au sens de la tour des tranches et 1-coconnexes au sens de la tour des tranches,
et X' HF, et X' HZ sont (—2)-connexes au sens de la tour des tranches et 0-coconnexes au sens de la
tour des tranches.

Notation 1.3.5 ([HHR(Y, 4.2]). On note P™ : Z/2SH — 7<, le foncteur de localisation par rapport
a I'ensemble de Z/2-spectres 7>(,,4+1). On note également P™ le foncteur Z/2S8H — 7Z/2SH obtenu en
composant avec le foncteur d’oubli 7<,, — Z/2S8H. Le foncteur P" est muni d’une transformation naturelle
p" : Idg/as% — P™. On note également P,y = hofibre(Id — P"), et P} = hocofibre(Pn11 — Pp).
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Définition 1.3.6. On a une tour de foncteurs

ou les fleches en pointillés de X dans Y désignent un morphisme X — XY et completent les triangles
distingués apparaissant sur le diagramme. On appelle cette tour la tour des tranches.

Remarque 1.3.7. La définition précédente ne décrit rien d’autre que la sous-catégorie pleine 7>,, de Z/2S8H
dont les objets sont les acycliques par rapport au foncteur de localisation P"~1, au sens de [Far96].

Une propriété clé de cette filtration est le fait que le foncteur S'T*A envoie bijectivement les sphéres
des tranches de dimension n sur les spheéres des tranches de dimension n+42 (pour un groupe G quelconque,
la relation générale entre les foncteurs de suspension par rapport a la représentation réguliére du groupe
G et les spheres des tranches dans la catégorie Z/2SH est étudiée dans [HHR09, lemma 4.22]). Cette
propriété implique le résultat suivant (énoncé pour le groupe Z/2).

Corollaire 1.3.8. [HHR09, corollary 4.24]
Les morphismes naturels

SMH) A PL(X) = Pryon (S70H) A X)

et
Sn(1+a) /\Pk<X) N Pk+2n(sn(1+a) /\X)
sont des équivalences faibles.

On a l'identification suivante de la 0-tranche du Z/2-spectre des tranches :

Proposition 1.3.9 ([HHR(I, corollaire 4.51]). La (—1)-tranche de S~! est HA, et la O-tranche de S°
est HZ.

Les deux résultats précédents impliquent :

Corollaire 1.3.10. La 2n-tranche du Z/2-spectre S*(1+®) est S*(1+9) A H7,.

1.3.2 La suite spectrale des tranches

Définition 1.3.11. [HHROQ9, définition 4.54] Un spectre X € Z/2S8H est dit pur (resp. isotrope) si ses
tranches P?(X) s’écrivent HZ AW, ot W est un bouquet de spheres de la forme Z/2, A S™ ou S™(1+e)
(resp. de la forme S™(1T%) ou §n—1+ne),

Proposition 1.3.12. [HHR0Y, définition 4.42, sous-section 4.7] Soient X € Z/28H, V € RO(Z/2). 1l
existe une suite spectrale
s,t+V Z/2 7./2
E2 t+ = 71—V/thfs‘Pdd—ttt‘Xv = //TV/thst
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avec d,. de degré (r,r — 1), en suivant les conventions établies en notation |1.1.11. Si X,Y sont deux
spectres purs (voir définition|1.3.11)), alors on a un morphisme de suites spectrales

EXN(X)® BT (V) = EF (X AY)

qut représente 'appareillement
T (X)@m (V) = m(X AY).

Remarque 1.3.13. Par construction (voir [HHRO09, section 4.4]), la suite spectrale des tranches est la suite
spectrale homotopique construite & partir de la tour des tranches. La premiere différentielle non triviale
de la suite spectrale des tranches est donc induite par les k-invariants de la tour des tranches.

1.4 La tour des tranches fixe

1.4.1 Points fixes tordus

Pour toute cette section, soit E un Z/2-spectre.

Définition 1.4.1. Soit V € RO(Z/2). On appelle points fixes V-tordus de E, et on note VY E%/2) le
v Z/2
spectre (E E) .

Remarque 1.4.2. L’homotopie des points ka-fixes tordus d’un spectre E, pour k € Z, contient exactement
Iinformation de E*.

Proposition 1.4.3. Supposons de plus que E est un Z/2-spectre en anneauz, et soit F' un E-module.
Alors le spectre non équivariant E*/? est un spectre en anneauz, et FZ/? est naturellement muni d’une
structure de E%/?-module.

Démonstration. Soient ip : F4/?2 — F,ip : E%/? — E les morphismes adjoint & tdpz/2 et idgz/2 par
I’adjonction de la proposition La fleche ig A ip induit un morphisme de spectres non-équivariants

EZ/2 N FE2 5 (BN F)E2,

Le morphisme de structure EAF — F induit donc EZ/2 NF%/? — FZ/2_ Le carré extérieur du diagramme

EZ/2 /\EZ/Q /\FZ/Q EZ/2/\Z/2

T |

(EANEANF)?? —— (E N\ F)2/?

l |

EZ/2 /\FZ/Q (E/\F)Z/2 FZ/2

est commutatif.
— Pour E = F, on déduit qu’une structure de Z/2-spectre en anneaux sur E induit une structure de
spectre en anneau sur E%/2,
— Pour F un E-module quelconque, on déduit que F%/? est un E%/?2-module avec la structure de
spectre en anneaux sur E%/2 quon vient de décrire.
O

Proposition 1.4.4. Soient V € RO(Z/2) et € : Y"VE — E un morphisme de E-modules. Via le
foncteur des points fizes, & induit un morphisme de E/?-modules EZ/? —V E%/2,

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition pour F' = FE vu comme module sur lui-
méme. O]

Corollaire 1.4.5. Supposons que E est un Z/2-spectre en anneaus.
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z/2 .V RZL/2

1. Soit x € E~V. Le morphisme x — E%/2 est un morphisme de E%/?-modules.

2. Soit x € my(S°). Le morphisme (x Aidg)?'? est un morphisme de E%/?-modules V E*/? — E*/2.

Démonstration. C’est une application de la proposition [I.4:4] Dans le premier cas, I'endomorphisme de
E choisi est la multiplication par x. Dans le second cas, on utilise I'identification £ = S° A E. O

Ezemple 1.4.6. Pour tout k& € N, on a un morphisme de E%/?-modules ~**FE%/?2 — E%/? induit par
Rkaghk . g=ka 5 G0

Corollaire 1.4.7. Soit k € Z, on a l'identification suivante :

1osik >0, " HZY? = \5\ S2HE, SFHZ

si k est pair

2. sik<—1,*HZM? =\;2, S¥UHF, SFHZ,

st k est pair

Démonstration. On utilise la proposition et le fait que la catégorie des HZ-modules (non-équivariants)
est constitué des bouquets de suspension de spectres d’Eilenberg-MacLane (voir [Ada95, Lemme 6.1]).
On conclut par le calcul de I'anneau de coefficients HZ* (indiqué figure [1.2)), qui donne :

—k—1v124 —k .
Dgieg 2°'F2 Bsi k est pair 22 2 sik<0

. EkaHZ _ 27170 s est pa X
" ( 7) { 6927L2:—Ic—i-1221_1F2 Dsi k est pair E_kZ sik >1

Corollaire 1.4.8. Vk € Z, on a lidentification suivante :
1. sik >0, F*HF,%? = \/¥_ SIHF,
2. sik < —1, FHF,2? =\ *  SIHF,
Démonstration. La preuve est analogue a celle du corollaire précédent, en utilisant pour conclure.

O

1.4.2 La tour des tranches fixe

Dans cette partie, nous allons étudier la tour obtenue lorsqu’on applique le foncteur exact des points
fixes & la tour des tranches pour un Z/2-spectre E. La tour obtenue est dans la catégorie Sp. Nous allons
comparer cette tour & la tour de Postnikov classique pour le spectre EZ/2.

Définition 1.4.9. Un Z/2-spectre E est dit pair si pour tout n € Z, Pg,’f__llE est contractile.

La motivation de cette définition apparaitra lors de la comparaison entre la tour des tranches et la
tour de Postnikov Z/2-équivariante de la proposition [1.4.12

Proposition 1.4.10. Soit E un Z/2-spectre pair. On a des suites cofibres dans SH

(PanB)*/? = (a1 E)*/? = (Py( = E)/2
ot les morphismes sont induits par les transformations naturelles de la tour des tranches.

Démonstration. On utilise le fait que le foncteur (—)%/2 : Z/2Sp — Sp envoie les suites cofibres sur des
suites cofibres ainsi que I’hypotheése de parité de E. O

Cette propriété motive la définition suivante.
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Définition 1.4.11. Soit E un Z/2-spectre pair, on appelle tour des tranches fixe la tour suivante :

(P3r B2 (P2 B)2/2
/7

2(n—1

(P JE)Z/? (Pa(n—1)B)*/2

obtenue en prenant les points fixes de la tour des tranches.

Nous allons maintenant comparer la tour des tranches fixe a la tour de Postnikov classique. On rappelle
la notation et le corollaire [1.2.19] qui est le point crucial dans la preuve de la proposition suivante.

Proposition 1.4.12. Supposons que E est un Z/2-spectre pair, pur et isotrope. Alors on a les propriétés
suivantes :
1. pour 0 > n > 2, (Pan)Z/2 = (E%/?) < n > o le spectre de droite est le n-iéme spectre dans la
tour de Postnikov classique pour le spectre non-équivariant E%/2.

2. pour =3 <n <0, (PQnE)Z/2 (E%/2) < 2n > ou le spectre de droite est le n-iéme spectre dans la
tour de Postnikov classique pour le spectre non-équivariant E%/2.

Démonstration. Commencons par montrer l'existence d'une équivalence faible (P_gE)%/? = (E%/?) <
—6 >.
Considérons la suite cofibre

(P_¢E)2? = (P_gE)%? — (P-SE)%/?

donnée par la proposition [1.4.10)

Par pureté du Z/2-spectre E, (P__SSE) est isomorphe & un certain bouquet de S~*(1+®) A HZ. et donc
ses foncteurs de Mackey d’homotopie 7, (P ¢ E) sont nuls pour k ¢ {—8,—7}, Par le calcul de HZ*
effectué a la proposition [1.2.18]

De plus, par la proposition [HHR09, proposition 4.36], P_gFE est —7-connexe au sens de la tour de
Postnikov Z/2-équivariante, et donc (P_gE)*/? est un spectre —7-connexe au sens classique. Le méme
résultat, appliqué au Z/2-spectre (Pjg8 E) donne que ce spectre est —9-connexe. Par la propriété univer-
selle du morphisme (E%/?) < —6 >— (E%/?) de la tour de Postnikov Z/2-équivariante, (P_gFE)%/? est
exactement (E%/?) < —6 >.

Considérons maintenant les suites cofibres

(PE)™? = (RE)™? —

(P4E)Z/2 ( )Z/2_>( E)Z/2
(PoE)*? = (P_,E)*? — (PZ3E)"/?
(P_yE)2% - (13,4%:)2/2 — (P7LE)?
(P_4E)E? = (P_¢E)*? = (P-$E)%/?

données par la proposition [1.4.10
Par le corollaire [1.2.19| et la proposition [HHRQ9, proposition 4.36], les suites cofibres précédentes
vérifient la propriété universelle de la tour de Postnikov non-équivariante. On en déduit que les spectres

Z/Q ( )Z/Q

(PgnE)Z/ 2 pour n = —4, —2.0,2, 4 sont les spectres apparaissant dans la tour de Postnikov classique pour
(P_¢E)%/?, comme (P_gE)*/? = (E%/?) < —6 >, ce sont également les spectres dans la tour de Postnikov
pour EZ/2. O
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Remarque 1.4.13. Pour n = 0, I'hypothése pur isotrope est inutile et le résultat était déja contenu dans
[HHRQ9], puisque [HHRQ9, proposition 4.19] donne le fait que PyE est le 0-ieme spectre de la tour de
Postnikov Z/2-équivariante, par conséquent, on a directement (PyE)%/? = (E%/?) < 0 >.

1.5 K-théories réelles

Dans cette section, nous allons rappeler les idées de la K-théorie réelle d’Atiyah, et étudier sa tour
des tranches. La détermination de cette tour est I'ingrédient essentiel de I'article [Dug03].

1.5.1 Définitions et premieres propriétés

La K-théorie réelle peut étre définie de deux fagons équivalentes. Premierement, on peut la définir
comme dans le papier originel d’Atiyah [Ati66)

Définition 1.5.1. 1. Un fibré vectoriel Réel sur un Z/2-espace X est un Z/2-fibré vectoriel complexe
tel que 'action de 1’élément non trivial de Z/2 sur les fibres est antilinéaire.

2. On note KR le spectre qui étend KR%(X) = Gr (VectR(X)) en une théorie de cohomologie (qui
existe par Atiyah [Ati66]).

Une autre possibilité est de remarquer que le spectre usuel représentant la K-théorie unitaire KU est
muni d’une action naturelle de Z/2 (les deux définitions coincident en vertu de la remarque de [May96,
chapitre VII] p.63).

Proposition 1.5.2 (Conséquence de [Ati60, théoréme 2.5]). Soient U(n) (resp. U) le groupe unitaire en
dimension n (resp. infinie), vu comme 7 /2-espace via l'action de la conjugaison complexe. Le morphisme
de Bott

OVPU=U

se reléve en une équivalence d’homotopie équivariante
Ql+O¢U ~ [
qu’on appelle isomorphisme de Bott Z/2-équivariant.

Dans [HKO1], les auteurs expliquent comment 'isomorphisme de Bott Z/2-équivariant permet de
relever la construction usuelle du spectre non-équivariant KU en une construction d’un Z/2-spectre :

Définition 1.5.3 (voir [HKO0Il). L’isomorphisme de Bott Z/2-équivariant permet de définir un Z/2-
spectre KR.

La t-structure usuelle sur la catégorie stable Z/2-équivariante permet de définir la version connexe de
la K-théorie.

Définition 1.5.4. On note kR le spectre KR>q donné par la tour de Postnikov Z/2-équivariante. En
particulier, ce Z/2-spectre est muni d’un morphisme canonique

kR — KR.

Remarque 1.5.5. Une conséquence de [HHR09, proposition 4.10] est que le spectre kR peut également
étre obtenu comme Py(KR) ot Py est le foncteur de localisation de la filtration par tranches.

On rappelle les définitions des foncteurs d’oubli (—)* : Z/28H — SH et des points fixes (—)%/? :

Z/28H — SH donnés a la notation |1.1.28 et & la proposition [1.1.34

Proposition 1.5.6 ([Ati66]). On a des isomorphismes naturels de spectres non-équivariants
(kR)" = ku

et
ER%/? = ko,
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Définition 1.5.7. On appelle la classe de Bott réelle la classe d’homotopie du morphisme de Z/2-spectres
vy : S — kR induit par le morphisme de Bott Z/2-équivariant.

Proposition 1.5.8. On a une équivalence faible KR = kR[viE']. O kR[vE!] désigne la colimite homo-
topique du diagramme suivant :

ER 2 pi-opR B n-20+e)pr 2 =30+l
Démonstration. Considérons le morphisme
I+ hocolimE ™" ER — hocolimE "1t KR =~ KR

ou la colimite est prise le long du morphisme induit par la multiplication par la classe de Bott. Les
7./2-spectres SV pour V une représentation de Z/2 sont des spectres connexes, d’oil (k‘R)V ~ KR, pour
de tels V.

Comme |v1]| = 1 + «, ce morphisme de spectres induit un isomorphisme m,(f) entre les foncteurs de
Mackey en homotopie en degrés intégraux. Par conséquent, f est une équivalence faible. O

1.5.2 La tour des tranches du Z/2-spectre kR

Nous allons maintenant passer a ’étude de la tour des tranches de kR. La détermination de cette tour
est 'ingrédient essentiel de I’article [Dug03], et la suite spectrale d’Atiyah-Hizebruch qu’il considére n’est
autre que la suite spectrale des tranches pour kR.

Notre stratégie est d’utiliser le résultat de reconnaissance de la tour des tranches [HHR09, lemme
4.15].

Proposition 1.5.9. On a une suite cofibre
SRR — kR — HZ (1.4)

ot la premiere fleche est la multiplication par Uélément vi € kRi44.

Démonstration. Commencons par montrer que P} (kR) = 0. On utilise le résultat [FIFIR09, proposition
4.63] qui affirme en particulier : P}(kR) = 0 si et seulement si pour toute cellule des tranches S de
dimension 1, [§ ,kR] = 0. Il n’y a que deux cellules des tranches en cette dimension :

—12/24 NS kR] = m1(ku) en vertu de I'adjonction de la proposition Or my (ku) = 0.

— Pour calculer [S%, kR], considérons la suite exacte longue

oo = [BZ)24  kR] = T (kR) 5 mo(kR) — ...
obtenue en appliquant le foncteur [—, kR] & la suite cofibre
7)2y — SY — S°.

On vient de montrer que [XZ/21,kR] = 0. Soit € Im(a : mo(kR)—m(kR)), en vertu du point
1 du lemme [1.1.53] « € Ker(p). Mais p est induit par la complexification des fibrés (voir [Ati66]),
donc est injectif en degré 0. Par conséquent, Im(a) = 0. Par conséquent, [S®, kR] = 0.

On a donc une suite cofibre
Py (kR) — Py(kR) — HZ.

11 reste a identifier Py(kR). Le corollaire donne

—1
v

PQ(ICR) = PQPO(KR) 1% P2(21+QKR) ~ El+aPO(KR) _ 21+akR.
Le résultat suit. .

Remarque 1.5.10. Le morphisme Bockstein HZ — X2T*HZ sera essentiel dans la preuve du résultat
principal de cette these, et sera identifié explicitement dans le chapitre
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En(lJra)HZ - 2n(1+a)k.R
v1
E(nfl)(lJroz)HZ 3 n(r=D)(1+a) LR

v1

YUt gy <« »(+o)pR

HZ kR

FIGURE 1.3 — La tour des tranches de kR.

Corollaire 1.5.11. La tour des tranches de kR est donnée par Py,kR = S"0ITNER pour n > 0, et
PykR = % pour k impair ou k < 0 comme indiqué dans la figure 1.3

Démonstration. L'existence d’une telle tour est une conséquence immédiate de la proposition [I.5.9] Néan-
moins, l'identification avec la tour des tranches n’est pas évidente, nous allons donc la montrer.

Le spectre kR est connexe (au sens classique) et donc par [HHR09, proposition 4.10] il est connexe
au sens des tranches; L1TkR est donc 1-connexe au sens de la tour des tranches en vertu de [HHRO09,
corollary 4.24]. Mais par le calcul du foncteur de Mackey de coefficients du spectre d’Eilenberg-MacLane
HTF,, donne X"17*HZ est —1-coconnexe, et donc —1-coconnexe au sens de la tour des tranches,
donc HZ est 1-coconnexe au sens de la tour des tranches. Par conséquent, [HHR09, lemme 4.15] entraine
que la suite cofibre est le premier étage de la tour des tranches pour kR. Par récurrence immédiate,

on trouve la tour des tranches pour kR en appliquant le corollaire O
Remarque 1.5.12. — La preuve de la 1-coconnexité du spectre HZ est un peu laborieuse. En réalité,

il est possible de voir (¢f. [HHRQ9, proposition 4.47] ) que les O-tranches de la tour des tranches
sont les spectres d’Eilenberg-MacLane associés a un foncteur de Mackey dont tous les morphismes
de restriction sont des monomorphismes. Ainsi PYHZ = HZ, le résultat suit.

— La tour énoncée dans le corollaireest construite par Dugger [Dug03], p.21] comme une consé-
quence de la suite cofibre de la propositionénoncée en [Dug03] corollary 4.2]. La suite spectrale
qu’il considere est donc bien la suite spectrale des tranches pour kR.

35



1.5. K-THEORIES REELLES

36



Chapitre 2

Opérations cohomologiques
équivariantes

Dans ce chapitre, nous allons étudier les propriétés algébriques de I’ensemble des opérations cohomo-
logiques stables en HFy*-cohomologie.

Soit E un Z/2-spectre. On peut toujours considérer 1’algebre des opérations cohomologiques stables
en E*-cohomologie. Notre étude porte spécifiquement sur le Z/2-spectre HF,. Cet intérét est motivé par
les travaux récents [HHRO09] dans lesquels un ingrédient essentiel est la suite spectrale des tranches : une
tour d’endofoncteurs de Z/2SH qui généralise la tour de Postnikov. Dans ce contexte, la zéro tranche du
spectre des spheéres S° est le spectre d’Eilenberg-MacLane associé au foncteur de Mackey constant Z, et
sa version modulo 2 est le Z/2-spectre HFs.

Des résultats dans cette direction sont connus : une étude de 'algebre des opérations cohomologiques
stables pour la cohomologie de Borel modulo un nombre premier p, EZ/pZ N HF,, est effectuée dans
les travaux de Greenlees [Gre88| [Gre90] afin de comprendre la suite spectrale d’Adams dans ce contexte.
Plus tard, les opérations cohomologiques stables pour le foncteur de Mackey constant Fy sont considérées

dans [Car99], et cette algébre est entierement déterminée par Hu et Kriz dans [HKOI].

Nous utiliserons les notations suivantes :
Notation 2.0.13.
A" = [HFy, HFof",
A, = HFy HF5.

Dans la section [2.1] on rappelle la situation classique, tant pour fixer les notations dans le cas non-
équivariant que pour permettre une généralisation rapide au cadre équivariant.

La section [2.2] est consacrée aux opérations cohomologiques stables pour une théorie de cohomologie
7./2-équivariante associée & un Z/2-spectre en anneau E quelconque. Apres avoir briévement rappelé ce
que sont les opérations cohomologiques stables pour une théorie de cohomologie Z/2-équivariante, nous
passerons a ’étude du cas particulier des opérations en HIFy-cohomologie, c’est-a-dire de ’algebre de
Steenrod Z/2-équivariante A* dans la section La duale de cette algebre est naturellement munie
d’une structure d’algébroide de Hopf (le raisonnement est analogue & celui exposé par Ravenel [Rav80,
Appendice A]).

Dans la section 2:4] nous étudierons en détail certains de ses algébroides de Hopf quotients. On
obtiendra un analogue équivariant de chaque algebre de Hopf quotient de I'algebre de Steenrod duale
classique (ces algebres de Hopf sont classifiés par Adams et Margolis [AM74]). Le résultat principal est le
théoreme qui donne un critére sur un algébroide de Hopf B quotient de A, pour que A, soit libre
en tant que comodule sur B.

Nous terminerons ce chapitre en étudiant un foncteur qui fait le lien entre les structures de A%-
module et de A*-module, ot A3 désigne l’algebre de Steenrod classique modulo 2, et nous étudierons son
comportement vis-a-vis de la dualité Fa-linéaire (le foncteur Homp, (—, Fa)).
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2.1. L’ALGEBRE DE STEENROD NON-EQUIVARIANTE

2.1 L’algebre de Steenrod non-équivariante

Classiquement, pour un nombre premier p, I’algebre de Steenrod Aj est la [Fp-algebre des opérations
naturelles stables en cohomologie modulo p. Le produit sur A} est induit par la composition des ap-
plications. Par le lemme de Yoneda, cette algebre coincide avec ’algebre des classes d’homotopie des
endomorphismes du spectre d’Eilenberg-MacLane HF,,, c’est-a-dire

Al = [HF,, HF,]*.

Mais ’algebre de Steenrod admet bien plus de structure que cela. En effet, comme HIF, est un spectre
en anneaux commutatif, le couple (HF}, A7) est un algébroide de Hopf gradué co-commutatif (voir section
pour une preuve générale). Mais HIF, = T, est un corps premier, donc A5 est une algébre de Hopf
graduée sur F,. Les références classiques pour les algebres de Hopf graduées sont [MMG65] et [MP12,
Chapitres 20 & 21].

La duale linéaire d’une algebre de Hopf co-commutative est une algébre de Hopf commutative.

Définition 2.1.1. Soit A% l'algébre de Hopf Hom(Ajy,Fy). On l'appelle l'algebre de Steenrod duale
modulo p.

Le fait que HF,_ soit un corps a une autre conséquence importante, qui permet d’identifier cette
algebre de Hopf. En effet, HF, HT, est plat sur HIF,_, et on a un isomorphisme de [, -espaces vectoriels
gradués donné par [Boa95l Théoréme 9.25] :

Homs, (HF, HF,,F,) = [HF,, HF,]" = A’. (2.1)

Cartan [Carb4l [Car55] et Serre [Serb3|] ont calculé la structure de l'algebre de Steenrod, et Milnor
[MiI58] en a déduit la structure de sa duale. Enfin, le fait que la structure d’algebre de Hopf de A% est
polynomiale est un résultat d’Adams [AM74]. I’ensemble de ces résultats sont exprimés dans le théoréme
suivant :

Théoréme 2.1.2. On a un isomorphisme d’algébres
AZ =TFol&li > 1]

ou ‘
&l =2 - 1.

Soit p un nombre premier impair. On a un isomorphisme d’algébres
AL =TFp[&li = 1] @ A(mili > 0)
ot le produit tensoriel est au dessus de IF, et A est lalgébre extérieure. Les degrés sont

|§z’| :2(Pi - 1)
|7:| =2(p" — 1) + 1.

On a les formules suivantes pour la diagonale dans A% :

A) =Y ¢ o¢ (2.2)
=0

Alrn) =Y & @mi+m@1 (2.3)
i=0

ot par convention & = 1. Pour p = 2, seule la premiére équation est a prendre en compte.
Définissons maintenant quelques éléments de A% & ’aide de 1’équation [2.1

Définition 2.1.3 ( [Sch94] p.34). On appelle i-eme opération de Milnor, et on note @; 'élément de
.A;T_l) dual au §;41 par I'isomorphisme de dualité de ’équation (2.1)).
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Notation 2.1.4. 1. On note S¢* 'élément dual & & dans A%, de sorte que Sq! = Qo.

2. On note A*(n) la sous-algebre de A% engendrée par les opérations qui, n>14>0.

Remarque 2.1.5. Les formules (2.2) et (2.3)) sont des conséquences purement algébriques de 'existence
d’une coaction & droite non triviale de A% sur H Fy(BZ/pZ), et de la naturalité de celle-ci par rapport a
la diagonale topologique, c’est le sujet de l'article de Milnor [Mil5§].

Par la dualité exprimée a I’équation la multiplication de A2 induit la diagonale sur A%, d’ou
découlent les formules de Cartan qui décrivent I'action des Sq’ sur le cup produit de deux classes de
cohomologie (explicitées p.22 de [Sch94]). La diagonale dans A% donne les relations que vérifient les
produits de Sq*, appelées les formules d’Adem (voir [Sch94, p.17]).

Remarque 2.1.6. D’une maniere générale, on a un isomorphisme entre les primitifs d’une algebre de Hopf
et les indécomposables de sa duale linéaire ([MMG65], 3.10(2)]). Appliquons cela a 1’équation On en
déduit les faits suivants : _
— Les éléments 5? engendrent le Fo-espace vectoriel des primitifs de A2, donc les opérations Sg?'
engendrent les indécomposables de Aj.
— Les &; engendrent le Fy-espace vectoriel des indécomposables dans A2, donc les éléments Q; en-
gendrent les primitifs.

Une conséquence du premier point est que les opérations (); ne sont pas indécomposables pour 7 > 1.
.. . . . i
La proposition suivante donne leur expression en fonction des Sq?'.

Proposition 2.1.7 ( [Sch94] p.34). Les opérations Q; sont de carré nul, et commutent entre elles. Comme
tout élément primitif de A%, elles agissent comme des dérivations sur la cohomologie de n’importe quel
espace.
Enfin, on a l’égalité
it+1
Qit1 =[Qi, S ]

ot [x,y] est le commutateur de x et y.

Notation 2.1.8. Pour parler de certains A*(1)-modules particulier, on utilise une représentation gra-
phique. Ainsi, pour un A*(1)-module M, sa représentation graphique est un graphe, avec les conventions
suivantes :
— l’ensemble des points du diagramme représente une base de M en tant que Fs-espace vectoriel,
— un segment entre deux points signifie que les deux éléments de base correspondant sont reliés entre
eux par une opération Sq?,
— une ligne courbe entre deux points signifie que les deux éléments de base sont reliés entre eux par
une opération Sq2.

Ezemple 2.1.9. Le A*(1)-module A*(1) est représenté par le diagramme suivant :
Sq?

Sqt

2.2 Opérations cohomologiques Z/2-équivariantes

2.2.1 Théories de cohomologie Z/2-équivariantes

Nous allons maintenant voir quelle est 'analogue de la structure étudiée & la section 2.1 en homotopie
stable Z/2-équivariante. Pour cela, fixons quelques notations concernant les théories d’homologie et de
cohomologie Z/2-équivariantes.

On rappelle la catégorie O, /2 des Z/2-ensembles transitifs finis introduite & la définition , ainsi
que la définition des foncteurs de Mackey (en particulier M(Z/2) désigne la catégorie des foncteurs
de Mackey pour le groupe Z/2). La catégorie Oy, est constituée de deux objets, Z/2/Z/2 et 7Z./2/{e}.

On rappelle et précise également quelques notations de la sous-section dans ce qui suit.
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2.2. OPERATIONS COHOMOLOGIQUES Z/2-EQUIVARIANTES

Définition 2.2.1. Soient F, X deux spectres et x € RO(Z/2). Soit H un sous-groupe de Z/2. On note
EX(X)(Z/2/H) =|Z/2+ Ay ST N X, E|

et
E.(X)(Z/2/H) = /24 Ay 5", X N E]

pour H un sous-groupe de Z/2. Ainsi, une théorie d’homologie ou de cohomologie est naturellement un
foncteur de Mackey RO(Z/2)-gradué.

Notation 2.2.2. — On dispose d’un foncteur d’évaluation sur 'orbite triviale Z/2/Z/2, que l'on note
€Vz,/2/7./2 - M(Z/Q) — Ab.

— On note Z — Mod la catégorie des groupes abéliens RO(Z/2)-gradués.

— En suivant la convention de [HK01], on note simplement £*(—) et E,(—) les foncteurs evz /7,2 £*(—)
et evz/a7/2 Ex(—) respectivement. Avec les notations précédentes, £*(—) et F,(—) définissent des
foncteurs Z/2Sp — Z — Mod.

Afin de définir correctement les notions d’algebre commutative, de module sur une algébre commu-
tative et d’algébroide de Hopf dans le contexte RO(Z/2)-gradué, il faut considérer la bonne structure
monoidale sur la catégorie des groupes abéliens RO(Z/2)-gradués Z— Mod. C’est I'objet de la sous-section

2.2.2

2.2.2 Préliminaires autour de la structure monoidale sur la catégorie Z — Mod

Soient ® : Z — Mod x Z — Mod — Z — Mod le foncteur défini par (z ® y)x = @y gw—, Tv @ yw -
Pour M, N deux objets de Z — Mod, 7 : M @ N — N ® M l’isomorphisme naturel défini par 7(m ®n) =
(—=1)dim(mDdim(nl)y @ m ( dim est défini enet | — | désigne le degré d’un élément). Alors (®,7,7Z),
avec les morphismes de cohérence évidents, munissent Z — M od d’une structure de catégorie monoidale sy-
métrique fermée, ou le Hom interne est défini par Hom (M, N), est ’ensemble des morphismes de groupes
abélien de degré x. C’est cette structure que nous allons utiliser pour définir les structures algébriques
RO(Z/2)-graduées.

Définition 2.2.3. On définit, comme dans [Boa95, §7]
1. un anneau (commutatif, unitaire) est un monoide (commutatif, unitaire) dans (Z — Mod, ®,Z),

2. si H est un anneau commutatif, la catégorie H — Mod des H-modules et la catégorie H — Bimod
des H-bimodules sont définies via les diagrammes habituels,

3. si R est un co-monoide commutatif dans (Z — Mod, ®,7), la catégorie des R-comodules est définie
via les diagrammes définissant la structure de module sur un monoide.

On munit maintenant H — Bimod de deux structures de catégorie monoidale symétrique :

Définition 2.2.4. Soit H un anneau commutatif.

1. Soit ® : H— Bimod x H— Bimod — H — Bimod le produit tensoriel au dessus de H, par rapport
(rh)
a la structure de H-module a droite du premier argument et a la structure de H-module a gauche
du second. Le H-bimodule H avec la structure de H-bimodule induite par le produit est une unité
des deux cOtés pour ce produit tensoriel.
2. Soit ® : H— Bimod x H— Bimod — H — Bimod le produit tensoriel au dessus de H, par rapport
()
a la structure de H-module a gauche des deux arguments. La structure de H-bimodule de M ® N
()
est donnée par h(m ® n)h’ := (mh) ® (nh'). Le H-bimodule H avec la structure de H-bimodule
induite par le produit est une unité des deux cotés pour ce produit tensoriel.

On peut maintenant préciser la notion d’algébroide de Hopf dans le cadre RO(Z/2)-gradué.
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Définition 2.2.5. Soit H un anneau commutatif.
1. H — Alg est la catégorie des monoides dans (H — mod, ®, H),
2. Alg est la catégorie Z — Alg ou Z désigne ici 'anneau Z concentré en degré 0 € RO(Z/2).
3. Un algébroide de Hopf (H,, A,) est un objet en cogroupoides dans Z — Mod.

Voici une définition équivalente de la notion d’algébroide de Hopf RO(Z/2)-gradué.

Proposition 2.2.6 ( voir [Rav86, définition A1.1.1]). Soit (H,A) un couple d’algébres. Notons p le
produit dans A. Une structure d’algébroide de Hopf RO(Z/2)-gradué sur (H,A) est équivalente a la
donnée de morphismes d’algebres

1. unité a gauche ny : H — A,
2. unité d droite ng : H — A,

8. coproduit A: A—- A ® A,
(r.0)

4. co-unité e : A — H,
5. et antipode c: A — A,
vérifiant

1. A est un H-bimodule, avec la structure d gauche induite par ng, et la structure d droite induite par
NR, et pour cette structure, A et € sont des morphismes de H-bimodules,

2. les égalités
—enp =eng = Idy
- (Ida ® €)oA=(e ® Ida)oA=1Idy
(r,0) (r0)

S (Ids ® A)oA=(A ®@ Ids)oA
(r,0) (r,0)

— CNL =1MR
—CNR =1L
—coc=1dy

3. et qu’il existe des fleches en pointillés faisant commuter le diagramme suivant :

QR o ildag)

~ ~
R A A L

H < A . H

Références pour la preuve : Voir [Rav86l, définition A1.1.1] et la discussion qui suit (p.302) pour cette
caractérisation dans la catégorie des algebres N-graduées sur un anneau K. L’équivalence des deux défi-

nitions se montre en écrivant les axiomes d’un groupoide, et en interprétant le résultat dans la catégorie
7Z — Mod, via le lemme de Yoneda. O

Définition 2.2.7. Soit (H, A) un algébroide de Hopf. On appelle primitif de (H, A) un élément = € A
dont la diagonale vérifie A(z) =1®y z+ 2y 1.

Nous allons terminer cette sous-section avec une équivalence de catégories entre une certaine catégorie
de modules et une catégorie de comodules. L’intérét de ce résultat pour nous est de pouvoir considérer,
moyennant de bonnes hypothéses sur un Z/2-spectre en anneaux E, la E*-cohomologie d’un spectre, sur
laquelle agissent les opérations cohomologiques stables, comme un comodule sur une certaine cogebre
(voir [Boa95]).
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Définition 2.2.8 ([Boads, définitions §10 et définition 11.11]). 1. Soit A* un H-bimodule et un an-
neau. Un module sur A* est un H-module filtré RO(Z/2)-gradué, complet Hausdorff pour cette

filtration M, muni d’un morphisme continu de H-modules A : A* ® M — M avec les diagrammes
(1)

de cohérence correspondants.
2. Soit A, un algébroide de Hopf RO(Z/2)-gradué. Un A,-comodule au sens de Boardman est un H-
module filtré RO(Z/2)-gradué, complet Hausdorff pour cette filtration M, muni d’'un morphisme

continu de H-modules p: M — M ® A,, ou l'action de H sur M & A, est définie par h(m® s) =
1,0 1,0

m®ngr(h)s, pour m®@s € M & A, et h € H.
(1)

Remarque 2.2.9. La différence essentielle entre la notion de comodule au sens de Boardman et la notion
de comodule classique (voir la définition [2.2.3)) est le fait que le produit tensoriel au but du morphisme
de structure ( M & A,) est complété.

&0

Soient F un Z/2-spectre en anneaux et X un Z/2-spectre. L’application que nous ferons par la suite
des résultats précédents est de produire une correspondance entre les structures de End(E)*-module et de
E, E-comodule sur la cohomologie d’un espace (I’existence de telles structure est expliquée par [Boa95|
Théoréme 11.13] (proposition et le fait que Hom(X, E)* est un End(F)-module dans Z/2SH).
Dans ce cas, E*(X) est muni d’une filtration induite par la filtration squelettique.

Le résultat suivant est dans Boardman [Boa95].

Proposition 2.2.10 ([Boa95, Théoréme 11.13]). On suppose A, libre en tant que H-module d gauche,
et on note maintenant A* = Hompy _proa(Ax, H). Alors, la catégorie des A*-modules est équivalente d la
catégorie des A,-comodules.

2.2.3 Le cas général d’un Z/2-spectre en anneaux commutatif

Il y a une différence essentielle entre ’algébre de Steenrod duale non-équivariante, c’est-a-dire ’algébre
HF,,(HF3), et son analogue en E-homologie E,(E) pour un Z/2-spectre en anneaux E quelconque. En
effet, 'anneau de coefficients E* := E*(S%) n’est pas un corps premier concentré en degré 0 en général, et
donc la structure des opérations cohomologique est la version RO(Z/2)-graduée d’un algébroide de Hopf
(et non la version RO(Z/2)-graduée d’une algebre de Hopf). Dans cette section, nous allons associer un al-
gébroide de Hopf RO(Z/2)-gradué au sens de la définition [2.2.5]a un Z/2-spectre en anneaux commutatif.

Notation 2.2.11. Dans cette partie, on considére F un Z/2-spectre en anneaux commutatif. On note
les morphismes de structure de la fagon suivante :

~ n: 8% = E désigne 'unité de E

— et u: ENFE — FE son produit.

L’analogue en homotopie stable de la catégorie des modules sur un anneau est la catégorie des modules
sur un spectre en anneau :

Notation 2.2.12 ([HHR0Y, A.2.6]). On note E— M od la catégorie des E-modules & gauche dans Z/2S8H.
On dispose d’un foncteur d’oubli

E — Mod — 7./2SH.

Proposition 2.2.13 ([HHR09, A.2.6]). Le foncteur E A (=) est ladjoint d gauche du foncteur d’oubli
E — Mod — 7.J2SH.

On peut maintenant commencer la description de la structure d’algébroide de Hopf RO(Z/2)-gradué
sur le couple (E,, E.E).

Tout d’abord, pour tous Z/2-spectres E et F' on a une transformation naturelle de foncteurs Z/2SH x
ZJ28H — Z —Mod : Ex(—) @ Fy(—) = (EAF),o(—A—). Par conséquent, 'anneau de coefficients d’un
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Z/2-spectre en anneaux est un anneau, et on peut bien définir les structures d’anneau sur F, et E, E, les
produits étant définis par les composées :

pg:E.®E, - (EANE), 3 E,

et

o(Idg ANTNId %
pp.p: BuE® E,E — (EAEAE A E), —WAetdeninlde). o op

ou7:EANE — EAE est Péchange des deux facteur (le morphisme (p A p) o (Idg A7 A Idg) munit
E A E) d’une structure de Z/2-spectre en anneau).

Les résultats contenus dans cette sous-section sont classiques pour les spectres non-équivariants, et
sont décrits, par exemple, dans [Ada95l chapitres 12 et 13], [Rav86l section 2.2]. Nous allons ici exposer
quelques analogues équivariants, en expliquant la construction des morphismes de structure énoncés a la
définition [2:2.6] & chaque fois.

Notation 2.2.14. On définit les morphismes de Z/2-spectres suivants :
~mp=Idg Am: E2XEAS°— EAE,
~MrR=nAldg : EXS°ANE - EMAE.

Définition 2.2.15. On pose ny =7, et nr = TR,

Les morphismes 1y, et nr qui viennent d’étre définis munissent bien F, E' d’une structure de E,-module
a gauche et a droite respectivement, comme dans le cas classique, a cause de ’échange 7 qui intervient
dans la définition de pupag-
A partir de maintenant, la seule structure de E,-module & gauche (resp. & droite) qu’on considére est
celle-ci.

Faisons I’hypothese suivante :
Hypothése 2.2.16. E,FE est plat en tant que Fy-module & gauche.

Comme 'application
T:ENE—-FEANE

qui échange les deux facteurs échange la structure de E-module & gauche et de F-module & droite est un
isomorphisme de Z/2-spectres, ’hypothese [2.2.16| est équivalente a

Hypothese 2.2.17. E, E est plat en tant que E,-module a droite.

Supposons que ces deux hypothéses sont vérifiées. Alors on a un isomorphisme entre les théories
d’homologie
E.E 2 E.(=) = E(EA(-)),
T

ou le produit tensoriel ® est pris au dessus de F,. En particulier, on a un isomorphisme
(1)

E.F ® E,E~E,(EAE). (2.4)
(T7l)

Définition 2.2.18. On définit donc une diagonale par A : E, E — E,FE ®p, F,FE, via 'isomorphisme
donnée a 'équation (2.4)).

Remarque 2.2.19. On a méme mieux, puisque pour tout spectre X, £, X = m,(F A X) est un comodule
sur E,E au sens de Boardman (voir la définition [2.2.8], et [Boa95, théoréme 4.2] pour la preuve de ce
fait dans le cas classique, qui est formellement identique & la situation considérée ici).

Notation 2.2.20. On note
- €=u:ENE—FE
-c=7:FNEF—-FENANE.
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Définition 2.2.21. On définit 'augmentation et ’antipode par
- €e=¢:EFE—FE,
-c=¢: B F—FEFL.

Comme indiqué au début de cette sous-section, la démonstration du fait que ces morphismes définissent
une structure d’algébroide de Hopf RO(Z/2)-gradué sur le couple (E,, E.E) est essentiellement identique
au cas classique démontré dans [Rav86l section 2.2].

Considérons maintenant ’algebre des opérations cohomologiques stables.

En toute généralité, la relation entre les opérations cohomologiques stables (E*, [E, E]*) et les co-
opérations cohomologiques (E,, F,FE) est délicat. Afin de pouvoir appliquer le résultat il faut
construire un isomorphisme d’anneaux et de E,-modules a gauche

Homp, (E,E, E,) = E*E
et restreindre encore 'hypothese 2:2.16] en :

Hypothése 2.2.22. E,F est isomorphe a une somme directe P,; YWViE, en tant que E, ,-module &
gauche.

Remarque 2.2.23. Encore une fois, la précision d gauche est inutile puisque la liberté a gauche et a droite
sont équivalentes.

Le reste de cette sous-section est consacré & la construction d’un isomorphisme Hompg, (E, FE, E,) =
E*E.

D’une fagon générale, pour un spectre en anneaux commutatif F, la liberté d’'un E-module se comprend
de fagon algébrique.

Proposition 2.2.24. Soit X un E-module tel que E, X est isomorphe en tant que foncteur de Mackey a
un certain coproduit @, ; SViE,, pour certains V; € RO(Z/2). Alors il existe une équivalence faible de
E-modules \/;c; SV E ~ X.

Démonstration. Soit {b;};c; une base de E, X en tant que E,-module, avec |b;|] = V;. Considérons
Vier SV o L’adjonction [2.2.13| fournit alors un morphisme de E-modules

\/ 2o E — X,

i€l

Ce morphisme de Z/2-spectres induit un isomorphisme en homotopie, et est donc une équivalence faible.
O

On rappelle la définition du morphisme A : E, F — FE,E ®p, E,F, donnée a la définition [2.2.18] La

proposition suivante donne 'isomorphisme d’anneaux et de F,-modules souhaité.

Proposition 2.2.25. Supposons que E vérifie ’hypothése[2.2.22, Alors on a un isomorphisme d’anneaux
et de E,-modules :

Homp, _r0d(E.E,E,) = E*E (2.5)

ot les structures d’anneau sont
1. induite par la composition des morphismes E — E pour E*E = m,(End(E))
2. donnée par Hompg, (E,E, E,)®g, Hompg, (E E, E,) - Homg, (E,EQp, E E, E,) =N Hompg, (ELE, E,).

Démonstration (indications, voir [Boa95, preuve du théoréme 9.25]). Comme E vérifie 'hypothese|2.2.22
on peut choisir une base {b;}icr de E,E en tant que E,-module, on a donc EAE ~\/, »desb) B, Alors
I’application

7T_1 : HomE*,MOd(E*E,E*) — W*HomE,Mod(E AN E,E) = W*(Z/QSP(E,E)) =FE'FE
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définie pour f : b; — e; € E, par

71-71(f)5 \/iZfleg(bi)E/emE EAE u .

définit un isomorphisme inverse de la fleche
Ty B"E = F*HomE_]uod(E AN E,E) — HOHlE*_Mod(E*E,E*),
d’ou I'isomorphisme.

Le fait que ce soit un morphisme d’anneaux est une conséquence de la commutativité du diagramme
[Boa95l diagramme 4.18]. O

Remarque 2.2.26. — La preuve du cas classique est [Boa95, preuve du théoréme 9.25]. Dans [Boa95],
Pauteur considére les topologies naturelles sur les modules Hompg, _a0a(ELE, Ey) et [E, E]*, et le
théoréme 9.25 de [Boa95] définit un homéomorphisme de dualité par rapport & ces topologies. Si
on fait 'hypotheése que les E,-modules de ’énoncé sont tous de type fini, les topologies considérées
par Boardman sont discretes, et elles n’importent pas sur le résultat.

— Par [Boa95|, proposition 6.15 (e)], le morphisme

Homp, (EE, E,) ®g, Homg, (E.E, E,) — Homg (E.E ®p, F.E, E,)

est un isomorphisme de F,-modules sous I’hypothése[2.2.22] et le produit définit sur Homg, (E,E, E)
est induit par la diagonale A via cet isomorphisme.

On rappelle la notion d’éléments primitifs pour un algébroide de Hopf RO(Z/2)-gradué donnée a la dé-
finition [2:2.7] Une conséquence de la proposition [2:2.25] est une correspondance primitifs-indécomposables
analogue au cas classique d’une algebre de Hopf :

Corollaire 2.2.27 (de[2.2.25)). Soit E un Z/2-spectre en anneau vérifiant Uhypothése |2.2.22. Alors via
Uisomorphisme de la proposition [2.2.25, une opération stable x € E*E en E*-cohomologie est indécom-
posable si et seulement si sa duale V¥ € E,E est primitive.

Nous allons maintenant étudier les conséquences des résultats établis dans cette section pour le Z/2-
spectre en anneaux commutatif HFy et les opérations cohomologiques stables en HF5*-cohomologie.

2.3 L’algebre de Steenrod équivariante et sa duale

2.3.1 Structure d’algébroide de Hopf

On rappelle la notation [2.0.13] Afin d’étudier I'algebre des opérations stables en HFy*-cohomologie,
nous allons considérer 1'algébroide de Hopf (HF3 ,.A.). Le lien entre ces deux objets est donné par
I'isomorphisme d’algeébres obtenu dans la section [2.2.3| avec le corollaire

L’argument de Milnor [Mil58] a été généralisé au cas Z/2-équivariant par [HK01]. L’ingrédient essentiel
de la preuve est I’étude de la coaction de A, sur la cohomologie de B'Fy défini en

Le Z/2-spectre HF; est Réel-orienté au sens de [HKOI] par [HKOI, exemple p.321], on peut donc
considérer la suite exacte longue de Gysin en HFa-cohomologie associée a la fibration

B'F, — BS' — BS'.

On rappelle la définition et la proposition qui introduisent les classes de cohomologie a et
o~ 1. Au passage, Hu et Kriz obtiennent le résultat suivant :

Proposition 2.3.1 (voir les preuves de théoréme 6.18 et théoréme 6.22 dans [HK01]). On a un isomor-
phisme d’algébres HFy*(B'Fo ) = HF [c,b]/(c* = ac+ o~ b).

De plus, il existe des éléments &; et T; de HFy HF tels que la structure de Ay-comodule (au sens de
la déﬁm’tion sur HFy*B'Z,/2 est déterminée par
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~ la coaction de A, sur HFy",

— les formules 1(b) =3 .~ b2 ® &, et h(c) = >0 b @ 7.
Corollaire 2.3.2. Le HFy*-module HFy*(B'Fy, ) est libre. Par conséquent on a une formule de Kiin-

neth : VX € Z/2Sp,
HFy"(B'F2y A X) = HFy*(B'F2y) ®up,+ HF2"(X)

et en particulier, pour tout n > 0,
HFy*((B'F24)"") 2 HEy"(B'Fa)*"
ou le produit tensoriel est a prendre au dessus de HFy* dans la derniére formule.

En considérant la coaction de 1’algébroide de Hopf de Steenrod sur la cohomologie de produits de
B'Fy, Hu et Kriz détectent ainsi une certaine sous-algébre de H Fy HF3. A ce point dans le cas classique,
Milnor pouvait déja identifier 1’algebre de Steenrod duale pour des raisons de dimension. Hu et Kriz

montrent, en utilisant la suite de séparation d’isotropie, que toute 'algebre de Steenrod A* est détectée
[HKO1, theorem 6.41] :

Théoréme 2.3.3. La structure d’algébroide de Hopf de l'algébre de Steenrod duale Z/2-équivariante est
déterminée par les morphismes suivants :

1. On a un isomorphisme de HFy -algébres HFy HFo = HFy [£41, 73l > 0]/ (77 4amiy1+nr(07)Eiv1)
ou les degrés sont |&;] = (28 — 1)(1 + a),

2. A est le morphisme de Fy-algébres satisfaisant

Ag) = € w¢,
=0

A(r;) = E &, 0T,
Jj=0
et, pour h € HF_,

A(h) =nr(h) Qur, 1,

3. mr est le morphisme de Fa-algébres satisfaisant nr(c=1) = arg + o=t et nr(a) = a,
4. et € est le morphisme de HF3 -algébres tel que eny, = idyy, et €(§;) = e(7i) = 0.

Justification 2.3.4. On sait déja (voir [Rav86l, Appendice 2]) que, s’il existe une antipode ¢ : A, — A, qui
compleéte cette structure en une structure d’algébroide de Hopf, elle est unique. De plus, I'automorphisme
de (HFy A HF3) qui échange les deux facteur réalise topologiquement un tel morphisme, comme décrit
a la définition Par conséquent, le théoreme précédent définit bien une structure d’algébroide de
Hopf sur le couple (HFy , HFy HF5).
Remarque 2.3.5. Comme dans le cas classique, voici quelques observations élémentaires, conséquences
directes de la définition d’algébroides de Hopf.

— La formule ¢n;, = ngr implique que c(a) = a et c(c™1) = ary + o~ 1. Ensuite, le fait que c est un

morphisme de Fa-algébres permet de la déterminer en entier sur 'anneau de coefficients HF; .
— L’existence de fleches en pointillés rendant le diagramme suivant commutatif

p(c®id) p(id®c)

A* A* ®]F2 A* A*
A N l _ 7
R A ® HFs A, nL
’
HFy, <— A, —— HF,,
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donne une formule pour calculer ¢(§;) par récurrence sur i. Précisément, pour tout n > 0,

n

ST e(€nmi) = nre(€a) = 0

=0

et N
> & e(rai) = nre(ra) = 0.
=0

Le reste de cette sous-section a pour but d’appliquer les résultats de la section au spectre HIF.

Proposition 2.3.6. Le HFy -module HFy HIFy est librement engendré par

BM = {11 ;7€ n(j) € N, e(i) € {0,1}}.
Par la suite, on fera référence a cette base comme la base monomiale de (HFy , A,).

Démonstration. On va montrer que le morphisme de HF -modules
¢: HFy {BM} — A,

est un isomorphisme.
Soit R I'idéal engendré par atyi1+nr(0~1)Ek+1 — 77 pour k > 0 de telle sorte que A, = HFy [&it1,7ili >
0]/R. .
— Surjectivité : la surjectivité est claire, vue la définition de BM. En détail, soit £]* ... &nrt .. 7im
un élément de BM. Pour tout k tel que ji > 2, on écrit

Vgt = 66 (Mye<a i) a2t 2 (atist + (0™ )Err1)

modulo R. Par récurrence descendante sur max{ji}, on trouve un élément de HFy {BM} dont

I'image par ¢ est fil .. .ff{"Tgl o Tim,

— Injectivité : cette partie se montre comme dans le cas classique (dans Palgébre A%, pour p impair).
Précisément, Ker(¢) = HFy {BM} N R. Mais pour tout 0 # r € R, Jiy,...,in,j1,.-.,jk et Ik >
ko > 0 tel que jr > 2 et pr # 0. Par définition de BM, HFy {BM} N R =0.

O

i i j j T

On rappelle que le symbole HF désigne le foncteur de la catégorie des Z /2-spectres dans la catégorie

des foncteurs de Mackey RO(Z/2)-gradués (voir notation [1.1.51]).

Corollaire 2.3.7. On a un isomorphisme de foncteurs de Mackey

HF, (HFp) = @ ¥'HF,,.
- beBM

Démonstration. Commencons par montrer le résultat en degrés x = « € Z C RO(Z/2). Notons F' =
B 'V H Fy (Z/2/{e}). Nous allons construire explicitement un isomorphisme de foncteurs de Mac-

key

HFy HF, F

HFy, (HF)(Z/2/{e}) Dyesm EMHF:, (2/2/{e}).

La proposition nous fournit I'isomorphisme HFy HFy — F par restriction de ¢ aux degrés entiers.

Il faut donc identifier le reste de la structure de foncteur de Mackey, et montrer qu’on a un isomor-
phisme.

47



2.3. L’ALGEBRE DE STEENROD EQUIVARIANTE ET SA DUALE

La propriété universelle vérifiée par le Z/2-spectre d’Eilenberg-MacLane HF; donne en particulier
T (((HFy)) = 7 (HF2)(Z/2) = Fa, ol ¢ désigne le foncteur d’oubli de 'action de Z/2. En particulier
iHFy = HF9, et donc on a un isomorphisme de groupes abéliens RO(Z/2)-gradués :

HFy,(HF2)(2/2/{e}) = m.(HFy A HF) = A,

car le spectre non-équivariant sous-jacent a HIF, est HIF;. Le théoréme @ implique qu’en degrés en-
tiers, la multiplication par la classe d’Euler a sur HFy HF est injective. Mais le lemme identifie
Ker(a) et Im(7), donc le transfert est trivial en ces degrés. Par conséquent la trace lest aussi, et donc
laction de Z/2 sur HFy (HF2)(Z/2/{e}) est triviale.

Enfin, comme HF; (Z/2/{e}) = Fa[o®"], Bycp S HF2, (Z/2/{e}) = Ppepp B49VF, avec ac-
tion triviale de Z/2.

On en déduit que le morphisme d’algebres Z-graduées

W2 (HFy, (HF)(Z/2/{e}))s — (€D SV HEy (2/2/{e})).

beBM

qui envoie, pour tout i > 0, 'élément de 'algébre de Steenrod Z/2-équivariante 02 *17; € Agira_1(Z/2/{e})
sur {41 € A* = HFy (HF3)(Z/2/{e}) est un isomorphisme de F3[Z/2]-modules.

La compatibilité avec les morphismes de transfert est triviale puisque ces morphismes sont nuls.

Le lemmeidentiﬁe la. co-image du morphisme de restriction de HFy (HF>) et de @, 5, SI" HF> .
Pour des raisons de dimension, le morphisme de restriction de ces deux foncteurs de Mackey sont surjec-
tifs. Par conséquent, quitte & composer ¥ ~! avec un isomorphisme de Fo-espace vectoriel, le morphisme
définit par

¢

1) 1)
HFy, (HF2)(Z/2/{e}) s Byenn S HE, (2/2/{c})
est bien un isomorphisme de foncteurs de Mackey. O

Remarque 2.3.8. On construit un isomorphisme de foncteurs de Mackey car c’est une hypothese de la
proposition [2.2.24) que nous souhaitons appliquer au Z/2-spectre HFs.

Le corollaire établit I'hypothese [2.2.22] pour E = HF,. Par conséquent, on peut appliquer tous
les résultats de la sous-section En particulier,

Proposition 2.3.9. On a un isomorphisme de Fa-algébres
Hompyp, (HF;, HF,, HF;) = [HF,, HF,]".

Démonstration. 11 s’agit de I'isomorphisme 2.5 qui existe sous I'hypothese [2.2.22] pour HF3, qu’on vient
de vérifier dans la proposition [2:3.7] O

On rappelle la notation [2.0.13|qui introduit I'algebre de Steenrod Z/2-équivariante A*. L’isomorphisme
de la proposition [2.3.9 nous autorise & considérer une base des opérations cohomologiques en tant que
HFy -module a gauche.

Définition 2.3.10. On appelle base de Milnor la base de A* en tant que H Fy,-module constituée des
éléments duaux aux £1&£52.. 7571 ...7" via I'isomorphisme On note cette dualité par rapport &
lanneau de coefficients —Y. Nommons quelques éléments d’importance particuliere pour la suite :

— Les éléments duaux aux &§ sont appelés Sq?' par analogie au cas classique. Leur degré est i(1+ ).

— Les éléments duaux aux &i7y sont appelés Sq?**! | et leur degré est i(1 + o) + 1.
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— Les éléments duaux aux 7; sont appelés f; , et leur degré est (2° — 1)(1 + «) + 1.

Remarque 2.3.11. — En particulier I’élément Sy est en degré 1.
— Par le théoreme en degré 1, A = Fo{fBy,aSq¢*}, or le Bockstein associé a la suite cofibre
HZ — HZ — HIF, définit également une opération cohomologique dans I'algebre de Steenrod

Z/2-équivariante [HF5, Y HF5] = A" non triviale. Or, comme

A(T0T1)=(1®T0+T0®1)(1®T1 +€1 ®T0+T1®1)

et que &, @738 = & ®@ar +& @nr(071)E, a§1V2 = a?0~ 1 ByP1, donc la seule opération cohomologique
stable de degré 1 de carré nul est By. On en déduit que By s’identifie également a cette opération
Bockstein.
Proposition 2.3.12. Les éléments de la définition [2.5.10] vérifient les propriétés suivantes :
1. Les éléments Sq2i sont indécomposables.
2. Les éléments B; vérifient B2 = 0.
3. Les éléments B; commutent deux d deux.
4. On a Uégalité B; = [Sq* , Bi_1).
Démonstration. On rappelle le corollaire [2.2.27] et I'isomorphisme [2.5] qui identifie la multiplication dans
A* a la duale de la diagonale dans A,.
1. On calcule A((Sq%')Y). Pour i = 0, Sq' = 7, et

Alrg) =1®@m0+10®1
donné au théoreme[2.8.3 Pour i > 1, % = €7, et
AE)? =108+ w1

D’ou I'indécomposabilité des S¢?'.

2. L’élément (B2 # 0 si et seulement si il existe un élément = € A, tel que pr,. ., (Az) # 0. On peut
supposer que z est un élément de la base monomiale. En effet, si il existe h € HFy* et y € BM tel
que x = hy, Pélément y vérifie également pr,, g, (Ay) # 0. On rappelle les formules 11 suffit
de faire le calcul de A(z) modulo (§;,7 > 1), pour tout élément x de BM. Mais alors
— si il existe i > 1 tel que = est multiple de &;, A(z) € (&,1 > 1),

— et sinon, = est un certain produit d’éléments distincts 7; pour ¢ > 0, et A(1;) =17+ 7,1
donne pr;, g, (Az) = 0.
Dans tous les cas, pr., g, (Ax) = 0. Par conséquent 32 = 0.

3. On considere la diagonale explicitée au théoréme [2:3:3] Encore une fois, on peut raisonner modulo
(&,1 > 1) puisqu’on s’intéresse uniquement & prr, e, (Ab) pour b élément de la base monomiale.
Pour tous 4,j > 0, le produit de 3; avec 3; provient de l'identification

i j i
k 1 1 k
A(riTy) = Z Zéf_kff_l ® T + Z & @7+ Z T L @ T + Ty ® 1
k=0 1=0 1=0 k=0
= 1@7’1‘7']‘+Ti®Tj+Tj®Ti+7’iTj®1.
En dualisant cette identification, on trouve bien que $;3; = (1;7;)" = B; 5.

4. Les deux seuls éléments de la base monomiale tels que le morphisme
V= (Profesi g, | +POj, ) 0 A

est non nul sont 7; et f%in. On a ‘
(i) =& @7
et ‘ v v
YET) = Ona+ T @8,

d’ou le résultat.
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O

Remarque 2.3.13. — La proposition précédente donne des formules analogues & [2.1.3] Avec I'identifi-
cation de By avec le Bockstein associé a la suite cofibre HZ — HZ — HIF5, on voit que les 3; sont
des généralisations des opérations de Milnor ; dans I’algebre de Steenrod classique.

— La proposition précédente n’affirme pas que les opérations 3; agissent comme des dérivations sur la
cohomologie des Z/2-espaces. Nous verrons que ce n’est pas le cas dans la section C’est une
différence essentielle avec les opérations de Milnor classiques.

Nous terminons cette sous-section avec un morphisme de comparaison entre ’algébre de Steenrod
duale Z/2-équivariante et son analogue classique. On rappelle la structure de foncteur de Mackey de A,
donnée au corollaire

Proposition 2.3.14. Le morphisme de restriction du foncteur de Mackey H@*(H@) est un morphisme
d’algéebres
p: A, — Aot

De plus, il induit un morphisme d’algébroides de Hopf non graduées
r: (H&*,A*) — (Fa, Ay)

avec lidentification A [ot1]/(c7! — 1) = A,.

Démonstration. Le morphisme p est induit par py Aidgr,amw, : Z/2/{e}+ N HFs N HFy — HFy A HFy
oup:7Z/2/{e} — Z/2/Z/2 est I'unique morphisme de Z/2-ensembles. Il reste & voir que p induit un mor-
phisme d’algébroides de Hopf. Par la sous-section et le fait que la restriction est induite par un mor-
phisme de Z/2-spectre en anneaux py A idgr,nfr,, on obtient que §: (HFy , A,) — (Fo[o*!], A, [o*!])
est un morphisme d’algébroides de Hopf. Le résultat suit.

Remarque 2.3.15. On a choisi de quotienter par Iidéal engendré par o' — 1. Une autre possibilité aurait
été de choisir 'idéal engendré par I’élément o1, le morphisme obtenu serait alors ’analogue pour ’algébre
de Steenrod duale du morphisme étudié par Caruso [Car99].

2.3.2 Les formules de Cartan pour ’anneau de coefficients

Les hypotheses de la proposition [2.2.10[sont vérifiées pour I’algébroide de Hopf (HF2*, A, ) en vertu du
corollaire [2:3.7] La correspondance entre les modules sur A* et les comodules sur A, a pour conséquence
la proposition suivante.

Proposition 2.3.16. 1. Pour tout h € HFo", nr(h) = > ) cyp,+ vea, (T )T,

2. Soit M un A*-module au sens de Boardman et ¥ € A*. On définit des éléments z) et x) de
lalgébre de Steenrod duale A, de la facon suivante :

Zzé@xé’: Z hy ® z € A,

i>0 h.y,z|pra(yz)=nr(h)z

ot la seconde somme est prise sur tous les h € HFy et y,z éléments de la base monomiale de A,.
Alors, pour tout h € HFy* et m € M,

z(hm) = Z 2 (k) (m).

i>0

Démonstration. On rappelle que la proposition définit une équivalence de catégories entre la caté-
gorie des A*-modules et celle des A,-comodules via A(m) =3 gy x/m® .
On note les morphismes de structure de la fagon suivante :
— p: A*® M — M pour la structure de A*-module sur M, on note aussi xm pour l'action de z € A*
sur m € M ainsi définie.

50



CHAPITRE 2. OPERATIONS COHOMOLOGIQUES EQUIVARIANTES

~A: M — M®&A, pour la structure de A,-comodule au sens de Boardman sur M, définie via
la proposition C’est un morphisme de HFy*-modules a gauche, avec 'action de HFy* sur
M ® A, induite par ng.

Soit m € M et h € HFy*. Alors, en écrivant ng(h) = > ;5o hixhq, on a

Z:cv(hm)@):r = A(hm)

[Z(xvm ® x)

= r'm @nr(h)x

x

= Z m' @ xhixp ;

i,m/ x|zY m=m’'

- Z him' @ zxp ;.

i,m/ x|zY m=m’'

h

En particulier, pour M = HFy* et h = 1, on trouve ) ¥ (m)®@z =Y, «V(1)@nr(m) = 1@ngr(m),
d’otl le premier point.

Pour le second point, en vertu du premier point on peut ré-indexer la somme :

A(hm) = Z him @ xxp,; = Z 2V(h)z¥ (m) ® za’,
i,m’ x|y m=m’ z,x’ €EBM
d’ott, pour yV € A%, y(hm) =32 onynnyy BT (R)2™ (m). O

La fin de cette sous-section est dédiée au calcul de I’action des opérations de Milnor Z/2-équivariantes
sur 'anneau de coefficients. On fait le calcul de 'action de toutes les opérations sur la partie positive, et
le calcul complet pour les deux premieres opérations Gy et Si.

Corollaire 2.3.17 (de la proposition [2.3.16)). Soient k,n > 0.

1. Les opérations f; induisent un morphisme de Fa[a]-module sur la HFy-cohomologie des 7./2-spectres.

2. Bi(aFo™™) = <n> ak+2 T =1 —n42!

k+1 —n+1 ; ;
Eo—ny _ Ja"T O st n impair
3. folaPe™™) = { 0 sinon
—k+1_nt1 .
N o st n pair
4- Bola 0)_{ 0 sinon
5. Bu(abo—m) = {ak+3a_”+2 simn congru a 2 ou 8 modulo 4
0 sinon
6. Bu(a—tom) = {ak“U”“ sin congru a 2 ou 3 modulo 4
0 sinon
Démonstration. — On sait déja que nr(a) = a (par[2.3.3]). Or g est un morphisme d’anneaux, d’ou

le premier point par les formules de Cartan.

~ On fait le calcul de ng(a*o™™) modulo (£1,&s,...). Comme 72 = a2

7; modulo cet idéal, on a

nr(ako™") = a*nr(c™") = a*(c  +ar)" =k Y [ ) o " a7 et en particulier, le coefficient
i

n i+l i
o ak+2 1,-n+2"
— Les points 3 et 5 sont une conséquence du point 2.

devant 7; est
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— Pour les points 2 et 4, on applique les formules de Cartan & I'égalité 0 = o~ "tla"% o™ ou on

consideére le produit de droite comme 'action de HF2* sur lui méme via sa structure d’anneau. On
trouve

0 = fBo(e " a"om)
_ ﬂo(cf*”H)a*ka" +O_7n+160(a7k:0n)
par 3, on obtient 4. Enfin,

0 = ﬁl(o_"+1a_k0")
—_ ﬁ1(07n+1)a7k0'n + aﬁo(o_fn+1)ﬂo(a7ko_n) + O_fn+lﬂl (afko_n)

de 3 et 5 on obtient 6.
O

2.4 Une famille d’algébroides de Hopf quotients de A, et leurs
propriétés
Dans cette section, nous allons nous intéresser aux sous-algeébres de A* qui proviennent d’un mor-
phisme d’algébroides de Hopf de la forme
(HFy,, Ay) = (HFy,, A, /1)

ou I est un idéal de A,, et a leurs propriétés.

Apres quelques résultats généraux sur les algébroides de Hopf, nous nous tournerons vers ’étude
spécifique de (HFy ,.A,).
2.4.1 Algébroides de Hopf quotient

Définition 2.4.1 (voir A.1 [Rav80]). Soit (H, A) un algébroide de Hopf. Un idéal I de A est un idéal
d’algébroide de Hopf si

eI) = 0
A(I) C IQpA®ARyI
cl) c I

Définition 2.4.2. Soit (H, A) un algébroide de Hopf. On dit que (H, A) est connexe si A admet un
systeme de générateurs en tant que H-module de degrés V' € RO(Z/2) tels que dim(V) > 0 (voir
notation [1.1.11| pour la définition de dim).

Ezemple 2.4.3. L’algébroide de Hopf (HF; ,A,) est connexe en vertu du théoréme
Proposition 2.4.4. Si (H, A) est conneze, et I est un idéal de A vérifiant
e(I)=0
et
A(l)clIog A Adu 1.
Alors I est un idéal idéal d’algébroide de Hopf.

Démonstration. Le point 5. de la définition d’algébroide de Hopf implique que, pour tout x € A,
c(x) + > c(x")z” +x = nre(x) en notant A(z) =z 1+ > 2’ @z"+1® .

Soit n > 1 et supposons que, pour tout = € I tel que |z| < n, c(z) € I. Soit « € I de degré n.

Alors c(x) = > c(z')z” + x car e(z) € e(I) = 0. Mais x € I, et A(]) C I ®yg A® A®y I implique
que c(z’)z” € I (car, soit z” € I, soit ' € I, mais alors comme |z'| < |z| = n, ¢(2’) € I par hypothese
de récurrence). D’ou ¢(z) € 1. O
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Proposition 2.4.5. Soient (H, A) un algébroide de Hopf et I un idéal d’algébroide de Hopf. Alors le
couple (H,A/I) muni des applications induites par la structure d’algébroide de Hopf de (H,A) est un
algébroide de Hopf. De plus, la projection A — A/I induit un morphisme d’algébroides de Hopf

(H,A) — (H,A/I).

Démonstration. L’idéal I est un idéal d’algébroide de Hopf, les trois équations a vérifier impliquent, dans
Pordre lexistence d’une co-multiplication, d’une augmentation et d’une antipode sur A/I. On définit les
nouvelles unités a droite et a gauche par composition avec le passage au quotient

A— A/l

Par construction, le morphisme de passage au quotient (H, A) — (H, A/I) est un morphisme d’algébroides
de Hopf. O

Remarque 2.4.6. Une différence essentielle avec 1’étude des quotients d’'une algebre de Hopf est que H
n’est pas un corps a priori, donc A/ pas nécessairement libre sur H, méme si A vérifiait cette propriété.

2.4.2 Liberté des algébroides de Hopf quotient

Soit (H,A) un algébroide de Hopf RO(Z/2)-gradué connexe (voir définition [2.4.2) sur un corps k
(remplacer Z par un corps k dans la définition d’algébroide de Hopf, ou bien voir [Rav86, A.1]). On fait
de plus 'hypothese suivante :

Hypotheése 2.4.7. En chaque bidegré A, est un k espace vectoriel de dimension finie.

Dans le cas classique, le structure d’algebre de Hopf de A* implique des résultats tres forts quant
aux sous-algebres de Hopf. En particulier, A* est libre en tant que module sur toutes ses sous-algebres
de Hopf (voir [MMG65, proposition 4.4]). Pour ce qui est du cas des algébroides de Hopf, I’appendice
1 de Ravenel [Rav86] donne des informations, en particulier, le théoréme A.1.1.17 (Comodule Algebra
Structure Theorem) donne une maniére de voir si un algébroide de Hopf est libre en tant que comodule
sur un de ses quotients. Il est naturel de se poser cette question dans le cas général d’un algébroide de Hopf.

Dans la définition suivante, on fait le léger abus de terminologie : on parle de déformation non pas
dans le cadre des anneaux locaux complets, et du quotient par leur idéal maximal, mais pour un anneau
gradué connexe, et du quotient par son idéal d’augmentation. L’abus est justifié par la grande similitude
entre les deux cadres, connue depuis bien longtemps.

La motivation pour ces considérations est le morphisme décrit & la proposition en considérant
A, comme un objet RO(Z/2)-gradué concentré en degrés entiers.

Définition 2.4.8. Une déformation d'un algébroide de Hopf connexe (H, A) est un algébroide de Hopf
connexe (H, A)NmuniNd’Em idéal m C H en degrés de la forme % + na pour n positif tel qu'on ait une
identification (H/m, A/Ang(m)) = (H, A). Plus précisément :

1. Hm=~H

2. Via l'unité 7z, on peut considérer I'idéal a gauche engendré par m dans A. On suppose que
A/Anp(m) = A

3. ces deux identifications induisent un isomorphisme d’algébroides de Hopf.

Le but de cette partie est d’énoncer un résultat général de coliberté :
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Théoréme 2.4.9. Soient (f{,fl) un algébroide de Hopf et I C Ie deux idéaux d’algébroide de Hopf de
(H,A). On utilise les notations suivantes :

B=A/Ip
C=A/Ic
Ip =Ip/Ip N Any(m)
Tc =T /Ze N Anp(m)
B =A/Tp
C=A/Tc.

On fait de plus les hypotheses suivantes :

1. Les idéauz Ip et o sont des idéauzx d’algébroides de Hopf de A. Ainsi (H, B) et (H,C) sont munis
de structures d’algébroide de Hopf induites respectivement par les projections A — B et A — C.

2. Le morphisme induit B = A/Ip — A/Zc = C donne d B une structure de C-comodule. On suppose
que B est colibre sur C.

3. B et C sont des H-modules libres.

Alors, B est un C-comodule colibre.

Remarque 2.4.10. Les H-modules & gauche B et C' correspondent bien a la réduction modulo m de B et
C respectivement, i.e. on a des isomorphismes de H-modules a gauche

B = B/Bn(m)

et o
C=C/Cnr(m).

Avant de passer a la preuve de [2:4.9] considérons une source d’exemples sur lesquels appliquer le
théoréme. Le résultat sur la structure des algebres de Hopf [MMG65, théoreéme 4.4] implique en particulier
que sur un corps les algebres de Hopf connexes sont toujours libres en tant que module sur leurs sous
algébres. Une déformation d’algébroide de Hopf de (F3, A) pour A une algébre de Hopf connexe donne
donc des exemples; les applications que nous ferons seront toutes dans ce cadre.

Démonstration du théoréme[2.4.9. La stratégie de la preuve suit la construction utilisée par Ravenel dans
[Rav86), théoreme A1.1.17].

Le C-comodule B est colibre par hypothése. Soit {1,b;} une base de B en tant que C-comodule co-
unitaire, i.e. un isomorphisme de C-comodules ¢ : B — C @y H{1,b;} tel que le morphisme naturel
B — C soit le morphisme de C-comodules b; — 0.

Par hypothése, C' est libre en tant que H-module. Choisissons une base {1,y;} de C en tant que
H-module, ou 1'élément 1 provient de nr,. L’ensemble {z;} = {1,y;} x {1,b;} forme une base de B en
tant que H-module.

De plus, on a l'identification

B = B/B(m)
= H o k{zi}/((m) @ k{2:})
>~ H/((m)) @ k{x;}
= H®y k’{l‘l}

donc {z;} forme également une base de B en tant que H-module. Par conséquent, le morphisme de
H-modules o B
Y :B— H{1,b;}

qui est induit par y; — 0 étend (e ® 1) oty : B — H{1,b;}.
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Soit ¢ le morphisme de H-modules gradués défini comme la composée

On définit également ¢ le morphisme de C-comodules

1d®((e®id)oy))
T

¢:BA3BwyB—-CoyB C ®p H{b:}.

Le morphisme ¢ est un isomorphisme. De plus, 1 est un isomorphisme de C-comodules et la projection
est compatible avec les diagonales
B—-B®yB

et
C—-C®yxC

, donc ¢ est un isomorphisme de C-comodules.
Nous allons montrer que ¢ est un isomorphisme. La stratégie est la suivante : on définit deux filtrations

décroissantes sur B et C'® i H {b;} compatibles avec le morphisme $. On montre ensuite que ¢ induit un
isomorphisme sur les gradués associés.

Les filtrations sont définies comme suit sur C @7 H{b;} et B :

FYC @ H{b;}) =(c @ hb;|deg(hb;) > d) (2.6)
FYB) =¢~ " (FY(C ®4 H{bi})) (2.7)
ot le symbole (S), pour S un ensemble désigne le C-comodule libre sur S. Vérifions que ¢ est un isomor-
phisme sur le gradué associé a cette filtration.
Ecrivons A(b) = .0 ®@ b’ pour b élément de B. Par définition de ¢, on a

o) =Y [V ©d(b").

Soit donc b un élément homogene de B. Ecrivons B dans la base {z;} de B

On rappelle la définition [1.1.11] qui introduit la notion de twist d’une représentation virtuelle. Consi-
dérons dans un premier temps le cas d’un élément de la forme h;x;. Par hypothese, m est concentré en
degrés de twists positifs, par conséquent, 1'égalité Az = Ap modulo m donne

Ap(hib;) = hiAg (b)) = h;Ap(b;) (mod termes de degré de twist inférieur);

par conséquent, sur le gradué associé a la filtration F'*, le morphisme é coincide avec 1'unique morphisme
de H-modules qui étend ¢.
Définissons une graduation F'® sur C @ g H{b;} par

Fd(C ®H H{b,}) =< c® hbz|deg(hbl) >d>

et une graduation sur B définie en tirant en arriére cette graduation le long de ¢.

Le morphisme ¢ étant un isomorphisme, il induit un isomorphisme sur les gradués associés C® g H {b; }
par la filtration F?. Mais ¢ coincide avec ¢ sur le gradué associé a la filtration F'®, par conséquent ¢ est
un isomorphisme sur les gradués associés aux filtrations F'®. Enfin, la filtration est exhaustlve et de plus
les hypotheses de finitude en chaque degré [2.4.7) permettent d’ "appliquer le critere de Mittag- Leﬁier donc
la filtration est aussi compléte. Par conséquent, I'application ¢ est un isomorphisme de C-comodules. [
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2.4.3 Quotients de ’algébre de Steenrod Z/2-équivariante duale

Nous allons adopter des notations proches de celles de Adams-Margolis [AM74] au long de cette
section, afin de mettre en évidence les similitudes entre le cas de 'algébre de Steenrod modulo p impair
étudié par [AMT4] et lalgebre de Steenrod duale Z/2-équivariante pour p = 2. Notre but est de construire
des quotients de A, par des idéaux engendrés par des générateurs monomiaux bien choisis.

Définition 2.4.11. Soient
h:N\{0} - NU {0}
et
k:N— NU{co}

deux applications. On note I(h, k) I'idéal de A, engendré par les éléments ffh(i) et Tzzk(i)

x> = 0.

avec la convention

Ezxemple 2.4.12. Soient :

— I = I(h, k1) pour h = (0,00,00,...) et k; = (1,0, 00,00,...)

— Iy =1(h,ks) pour kg = (00,0, 00,00, ...).
Les deux idéaux I et I5 sont égaux a cause de la relation Tg =am +7]R(O'71)£1 dans 'algebre de Steenrod
duale. Ainsi, plusieurs couples (h, k) peuvent donner un méme idéal, et donc une méme algébre quotient.
Afin de résoudre ce probléme, nous allons introduire la notion de minimalité pour un couple (h, k).

Définition 2.4.13. — On définit une relation d’ordre partiel sur les couples d’applications (h, k), ou
h:N—-{0} - NU {occ},

k:N— NU{oo}

en posant (h,k) < (W, k') siVn >0, h(n+1) <A (n+1) et k(n) < k'(n).
— On dit qu'un couple d’applications (h, k) est minimal si il est minimal pour la relation d’ordre
définie au point précédent parmi les (', k) tels que I(h', k') = I(h, k).

Lemme 2.4.14. 1. Un couple (h,k) est minimal si et seulement si il vérifie la propriété suivante :
Vi,n >0, 72" € I(h,k) si et seulement sin > k(i).

2. Soit (h, k) un couple d’applications définissant un idéal I(h, k). Soit

E:N — NU{oo}
n — Min{l € NIT,ZZ € I(h,k)}.

Alors le couple~(h7 l~€) est l'unique couple d’applications vérifiant
= le couple (h, k) est minimal,
- I(h,k) =I(h,k).
Démonstration. 1. Soit (h, k) un couple définissant un idéal I(h, k). Si 72" & I(h, k), alors n < k(i),
d’ou le sens réciproque.

Pour le sens direct, soit (h, k) un couple définissant un idéal I(h, k). Si le couple (h, k) ne vérifie
pas la propriété Vi,n > 0, 72" € I(h,k) si et seulement si n > k(i), alors il existe i tel que

725070 € I(h, k). Soit k(j) = {k(’;@_) flsji Z?’é_’j On a Végalité I(h, k) = I(h, k), et (h, k) < (h, k).
Par conséquent (h, k) n’est pas minimal.

2. Les couples (h, k) et (h, k) engendrent les mémes idéaux, et par le premier point, le couple (h, k)
est minimal. La seule chose & vérifier est 'unicité du couple minimal. Mais si I(h, k) = I(h/, k'),
alors h = h'. Le premier point implique par conséquent que pour tout couple (W', k') dans la classe
de I(h, k), (h, k) < (W', K).

O

Ezemple 2.4.15. Reprenons les deux idéaux de[2.4.12
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— I, = I(h, ko) n’est pas minimal, car 7§ = aty +nr(c~ )& € I(h, k) alors que ko (0) = oo, ce qui est
en contradiction avec le premier point du lemme [2.4.14]
— Son idéal minimal associé est Iy = I(h, k).

Nous allons maintenant nous concentrer sur les hypotheses nécessaires pour qu’un quotient de ’algebre
de Steenrod duale équivariante A, soit muni d’une structure d’algébroide de Hopf.
On rappelle la convention faite & la définition [2.4.11] Dans le cas classique, Adams et Margolis obtiennent
la classification des algébres de Hopf quotients de A% suivante [AM74, proposition 2.3] :

Proposition 2.4.16. Soit p un nombre premier. Pour deux applications
h:N—-{0} - NU{oo}

et, pour p impair,
k:N— {0,1}.

On note J(h, k) lidéal de A% engendré par ffhm et Tik(i). Pour p =2 J(h) est lidéal de A% engendré
par les E?hm. On note B(h, k). Ualgébre quotient A%/J(h,k) si p impair, et B(h). Ualgébre quotient
A2/J(h).

Si J(h,k) ou J(h) est un idéal de Hopf, on note B(h,k)* ou B(h)* les sous-algébres de l’algébre de
Steenrod duales aux B(h, k).« ou B(h). respectivement.

1. Sip=2, soit h: N— {0} - NU{oo}. L’application h vérifie
Vi, j > 1 soit h(i) < j+ h(i+j) soit h(j) < h(i+j)
si et seulement si B(h). est une algébre de Hopf quotient de A%. De plus, toute algébre de Hopf

quotient de l’algébre de Steenrod duale A2 est de la forme B(h)..

2. 8 p impair, soient h : N — {0} — NU {oo} et k : N — {0,1}. Le couple (h,k) vérifie les deux
conditions suivantes :

Vi, j > 1 soit h(i) < j+ h(i + j) soit h(j) < h(i + 7)
et
Vi>1,52>0, tel que k(i +j) =0, soit h(i) < j soit k(j) =0
si et seulement si B(h, k). est une algébre de Hopf quotient de AL. De plus, toute algébre de Hopf
quotient de lalgébre de Steenrod duale A% est de la forme B(h, k).

L’étude des algebres de Hopf quotients de 'algeébre de Steenrod duale A, modulo 2 est formellement
plus proche du cas non-équivariant pour p impair comme nous allons le voir dans la proposition suivante.

Proposition 2.4.17. Soit (h, k) un couple minimal définissant l’idéal I(h,k) C A,. Alors I(h,k) est un
idéal d’algébroide de Hopf si et seulement si h et k vérifient

Vi,j 21, h(i) < j+ h(i+j) ou h(j)

< h(i+j) (2.8)
Vi>1, >0, k(i) <j+k(i+j) ouk(j) <k

Démonstration. 11 faut vérifier que I'idéal I(h, k) est un idéal d’algébroide de Hopf de (HFy , A, /I(h, k)),
c’est-a-dire vérifie les trois propriétés de la définition si et seulement si les conditions (2.8)) et (2.9))
sont satisfaites.

Par définition de I(h, k), e(I(h,k)) = 0. De plus, la proposition s'applique a (HFy , A, /I(h,k))
1

en vertu de2.3.3 donc ¢(I(h,k)) C I(h,k) est automatiquement satisfaite si A(I(h,k)) C I(h, k) ® A, ®
A, @ I(h, k).
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Alors, il suffit de montrer que A(I(h,k)) C I(h,k) @ Ay ® A, ® I(h, k) est équivalente a

Vi, j = 1h(i) < j+ h(i+j) ou h(j) < h(i+j) (2.10)
Vi >1,5>0,h(i) < j+ k(i + ) ou k(j) < k(i + 7). (2.11)

Vérifions a la main que les deux conditions sont bien équivalentes a l'aide des formules explicites
données en La diagonale A est un morphisme d’algebres, donc I(h, k) vérifie A(I(h,k)) C I(h,k)®
A, & A, ® I(h, k) si et seulement si, pour tout ¢ > 1, A(§i2h(i)) €I(h, k)@ A ® A ® I(h, k) et pour tout
i>0, A7) e I(h, k) ® A, & A, ® I(h, k). Mais

K3
h(n) j+h(n) h(n)
AE )= > & e

i+j=n

et k(n) k() k()
2k(n i +h(n ok(n
Ay )= E & Ty .
i+j=n

Par la premiére équation, on trouve que A({?h(i)) € I(h,k) @ A, @ A, ® I(h,k) est équivalente a la
condition m Pour la deuxiéme équation, T;f“"’ € I(h, k) par définition de I(h,k). On veut que pour

tous 4,7 tels que ¢ + j = n, de deux choses 'une : soit ffﬂk(") € I(h,k), soit 7—],2“") € I(h,k). Par
I’hypothése de minimalité, la deuxiéme condition est équivalente & k(j) < k(n). O

Remarque 2.4.18. La partie calculatoire de la preuve de la proposition est tres proche de celle de
la proposition analogue de [AM74], cas impair. Cette proximité est due au fait que les formules pour la
diagonale sont identiques entre A%, pour p impair (avec les notations de [AM74]) et A, (avec les notations
utilisées ici).

Dans la remarque [2.4.6] on a vu qu’il existe des quotients d’algebre de Steenrod duale non libres en
tant que modules sur la cohomologie du point. Par la suite, nous allons éviter les problémes posés par
ces exemples particuliers. Il s’aveére que la liberté de A, /I(h, k) peut se lire de fagon combinatoire sur le
couple (h, k) et ce méme si (h, k) n’est pas minimal. La définition suivante donne la propriété & considérer.

Définition 2.4.19. On dit qu'un couple d’applications (h, k) est libre s’il vérifie la propriété suivante :
Vi >0, m>k(i),j <m,ona
k(i+m)=0

et
h(i+37) <m—j.

Lemme 2.4.20. Soit (h,k) un couple libre. Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes pour
tousi>0etm>0:

1. 72" € I(h, k),

(]
2. dans la décomposition de Tiyﬂ dans la base monomiale, i.e. Tfm = Zj hjxj, pour certains h; € HFg
et x; € BM, pour tout j >0, on a xj € I(h, k),

3. Tigm € I(hk) et VO<j<m—1, €4, €I(hk).

Démonstration. 2 < 3 : on écrit explicitement la décomposition de Tfm dans la base monomiale. Par

m m—1 om—1 m—1 _om—1 , . L.
2 = ari1+nr(07 )& 41, done 77 = a? TZ?H +nr(c™1)? i2+1 . Par récurrence immédiate,
le cas m = 0 étant trivial, on trouve

m

2m 2m—1 2m 27 —1y297t 27

="+ a G R S (2.12)
Jj=1

d’ou le résultat.

2 = 1 : supposons 2. Alors par I’équation , Tfm € I(h,k), car cet élément s’exprime comme une
somme d’éléments de I(h, k).

1=2:si7?" € I(h,k), supposons que I'implication est vraie pour tout m’ < m et i’ < i. De deux
choses 'une :
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— soit m > k(i), et alors (h, k) libre implique tous les éléments de la base monomiale apparaissant

dans (2.12) sont dans I(h, k),

. . 2m—1 2711 2-,7,,_1
— soit m < k(). Dans ce cas, a Ti

2711,—1

"4 nr(c™h) &1 € 1(h,k), et, comme I(h, k) est généré

2m—1 2711—1

par des mondomes, Tfﬂ_l € I(h,k) et nr(c™1) €2 € I(h,k). Toutes les puissances de 3
apparaissant dans cette expression sont pour m’ < m et i’ < i, donc leur décomposition dans la
base monomiale ne font apparaitre que des termes de I(h, k) par hypothése de récurrence.

Le résultat suit. O

Proposition 2.4.21. Soit (h, k) un couple d’applications libre définissant un idéal I(h, k). Alors lalgébre
Ay /I(h, k) est libre en tant que HF3 -module. Une base de ce HFy -module est donnée par

Bk = {[bi]|bi € BM,b; & I(h,k)}.

Explicitement, une base de Ay /I(h,k) pour un couple (h,k) libre est constituée des mondomes de la
forme
Mizo&lfy 7"
o Vi >0, ¢ < 280 et b < 2h0HD) ¢, =0 ou 1.
Démonstration. On considere le morphisme canonique de HFy -modules

(j5 : H&*{B(h,k)} - A*/I(}Lk)

On montre que (h, k) libre = ¢ est un isomorphisme de HFy -modules.
Soit x € Ker(¢), c’est-a-dire x = Y h;b; pour h; € HFy et b; € By tel que x € I(h, k). Par
conséquent, il existe des familles x;,y; € A, telles que

oh (i) ok (4)
JUZE ©& tyT
i>0

Alors pour tout i > 0,

— chaque élément de la base monomiale apparaissant dans la décomposition de xigf"‘“ est dans I(h, k)
car 2" € I(h, k),

— par le lemme [2.4.20] chaque élément de la base monomiale apparaissant dans la décompositior;kili?

TZ»Qk(i) est dans I(h, k), dont il en va de méme pour les éléments dans la décomposition de y;7;

dans la base monomiale.
In fine, on a écrit x € HFy {B(x)} N HFy {BM\B 1}, d’ott z = 0. O

La proximité entre la proposition [2.4.17| et le résultat de [AMT74] permet d’expliciter le lien entre les
algebres de Hopf quotients de A? et une certaine famille d’algébroides de Hopf quotients de A,.
On rappelle la notation m qui introduit la sous-algébre A*(n) de Aj.

Proposition 2.4.22. On a un morphisme d’ensembles partiellement ordonnés

{algebres de Hopf quotients de A%} — {algébroides de Hopf quotients de A,}
A2/J(h) ~— A./I(h,0)

ot lordre partiel provient des morphismes d’algébroides de Hopf induits par Uinclusion des idéaux J(h)
et I(h,0) respectivement pour différentes valeurs de h.

Démonstration. Soit B, une algebre de Hopf quotient de .A2. Par la proposition [2.4.16] on sait qu’il existe
une unique application h : N\{0} — N U {oco} vérifiant la condition de la proposition [2.4.16| telle que B
est isomorphe a A2/J(h).

Considérons le couple (h,0). On voit déja que, lorsque k = 0, la deuxiéme condition de la proposition
[2:4.17devient vide. La premiére condition est celle apparaissant dans la proposition [2.:4.16 par conséquent
I(h, k) est un idéal d’algébroide de Hopf par La fleche est bien définie. Le fait que cette application
respecte la relation d’ordre est immédiat puisque J(h) C J(h') = I(h,0) C I(R',0).

O
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On a ainsi une certaine famille d’algébroides quotients. En particulier, on a :

—~

Définition 2.4.23. Soit A(n), = A./I(hy,0) pour h, = (n —1,n —2,n —3,...,0,0...). On note
A(n)* = HomH[Lz* (A(n)s, HFo ).

Passons maintenant a I’étude de quelques autres algébroides de Hopf quotients de A, qui auront un
role a jouer plus tard.

Définition 2.4.24. Soit £(n), = A,/I(0,ky) pour k, = (n,n —1,n—2,...,0,0,...). On note E(c0),
lalgebre A, /I(0, k) pour k = (00, 00,00, ...).

Notation 2.4.25. Par abus de notation, on écrit Apyr,+ le foncteur H Fy* ®F, AR, des Fo-espaces vectoriels
RO(Z/2)-gradués dans les HFy*-modules RO(Z/2)-gradués, ou Ag, désigne le foncteur algebre extérieure
sur le corps Fs.

Proposition 2.4.26. L’algebre E(o0)* est Apr,«(Bo, - - Bn,--.), ot le produit est induit par

- /B’L/B] = Bjﬂl pour n > Za] > 07
— les formules de Cartan pour lanneau de coefficients.
L’algébre E(n)* s’identifie avec la sous-algébre

AH]}LQ* (60, .. ﬂn) C AH&* (ﬂo, .. -57“ .. )

Démonstration. La proposition et le fait que les couples (h, k) définissant £(c0), et £(n), sont
libres au sens de la déﬁnition@ impliquent que ces algebres sont des HF3 -modules libres, ayant
pour base les 75°, ... 75", pour des éléments €; € {0,1} (n = co pour £(00),), d’ou I'identification en tant
que HF3 -modules. La loi d’algebre sur £(n)* et £(co)* provient de la proposition O

Définition 2.4.27. On définit un algébroide de Hopf quotient de ’algébroide de Hopf de Steenrod dual
comme dans [2.4.17| par les formules suivantes : A(n), = A,/I(hyn,kyn) pour h, = (n —1,n —2,n —
3,...,0,0..)et ky=(n,n—1,n—-2,...,0,0,...).

Notation 2.4.28. Les sous-algebres de Hopf de ’algebre de Steenrod classique seront ici notées, comme
dans [Pal01], avec un symbole *. On note ainsi les algebres classiques A*(n) engendré par les opérations
Sqt, i < 2" (le quotient de I'algebre de Steenrod duale non-équivariante correspondant & h = (n — 1,1 —
2,n—3,...,0,0...)) et £*(n) lalgébre extérieure sur les n premiéres opérations de Milnor.

2.4.4 Coliberté pour les quotients de 1’algébre de Steenrod 7Z/2-équivariante

Dans cette sous-section, nous allons montrer comment les résultats sur les déformations d’algébroides
de Hopf s’appliquent a notre situation. Soient (H, A) 'algébre de Hopf de Steenrod duale vue comme
algébroide de Hopf, c’est-a-dire H = Fy et A = H[¢;], avec les morphismes de structure décrits a la

section [2.11

Définition 2.4.29. Soit (H>,A>) l'algébroide de Hopf
(Fala, 0], Fala, 0 [, & + 1,0 > 0]/77 = atip1 + nr(0™ )i

avec les mémes formules pour les morphismes de structure que 'algebre de Steenrod équivariante, c’est-
a-dire

AG) =Y ¢ 0¢
1=0

Alr) =Y & @ +m®]l
1=0

On rappelle la construction de I’extension des objets d’'un groupoide.
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Définition 2.4.30. Soient O I’ensemble des objets et M ’ensemble des morphismes d’un petit groupoide.
On dit qu'un ensemble Y au dessus de O est muni d’une action a gauche de O, M s’il est muni d’une
fleche

Y MxpY =Y

ou M est vu comme un ensemble au dessus de O via la fonction source d’un morphisme. On demande
que cette action soit compatible avec la projection, unitaire et associative.

Proposition 2.4.31. Soit Y un ensemble muni d’une action d gauche d’un petit groupoide (O, M). Alors
le structure suivante munit (¥, M X0 V) d’une structure naturelle de groupoide :
1. identité : Y =0 xp Y X M Xo Y ou e est lidentité du groupoide
source : pry
3. but :
4. inverse : cprp Xo Y M xpY = M Xxpo Y ou c est Uinverse du groupoide
5. composition : o X Y : MXxp Y Xy MxpY = Mxp V.

Démonstration. Simple vérification des axiomes d’un groupoide. O

o

Proposition 2.4.32. L’algebre HFy est un (H>, A>)-comodule algebre, via le morphisme de structure
défini par Uunité a droite, c’est-a-dire la coaction ¥(a) = a® 1 et Y(c7) = o' @1+ a® 79, et
Y(0?) = 0*®@1. Par conséquent, HFy Qg (H>, A>) = (HFy, @, H>, HFy ®u. As) est naturellement
muni d’une structure d’algébroide de Hopf.

Démonstration. On utilise le fait qu’un algébroide de Hopf est un objet en co-groupoide dans la catégorie
des algebres, c’est-a-dire qu’il représente une paire de foncteurs de la catégorie des algebres dans la
catégorie des ensembles (O, M), ou pour toute algebre A, O(A), M(A) sont les objets et les morphismes
d’un petit groupoide, et le fait qu'un comodule algébre représente un foncteur ) muni d’une action
naturelle du groupoide (O, M). La proposition est alors une conséquence de la construction naturelle. [

Proposition 2.4.33. L’algébroide de Hopf (H>, A>) vérifie les deux propriétés suivantes :
1. C’est une déformation de l’algébre de Steenrod classique, via l’idéal m = (a,1 — o~ 1)

2. L’algébroide de Hopf (HFy , A) est isomorphe a HFy ®p. (H>,A>)
Démonstration. Le premier point est clair, via les présentations des algebres mises en jeu : sur les objets,
Hs/m =T,
et sur les morphismes, au niveau des générateurs de Hx>-algebre, I'isomorphisme vaut :
As/m —A,
&i *—>§i2
T =&
Le deuxieme point est une conséquence directe des définitions. O

On rappelle la notation 2:4.26] Le théoréme [2.4.9] que nous venons d’établir permet de déduire des
résultats précédents une proposition importante concernant la structure de l'algebre de Steenrod duale
7/ 2-équivariante :

Proposition 2.4.34. Pour tout n > 0, l’algébroide de Hopf de Steenrod (HF3 ,A,) est colibre en tant
que comodule sur les quotients £(n). et A.(n), avec les notations de|2.53.10 et [2.4.26,

Démonstration. La définition et le fait que l'algeébre de Steenrod duale classique est colibre sur
tous ses quotient par un idéal d’algébroide de Hopf impliquent que les hypothéses de la proposition |2.4.9
sont satisfaites, pour la perturbation de ’algebre de Steenrod donnée a la proposition Le résultat
est donc une conséquence de la proposition 2.4.9] O

Corollaire 2.4.35. En particulier, la Fa-algébre des opérations cohomologiques équivariantes [HFq, HF,]
est libre sur les sous-algébres App, (B1,...,Bn)-
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Chapitre 3

Le foncteur R

Le but de ce chapitre est d’étudier un foncteur reliant les modules sur ’algeébre de Steenrod équiva-
riante aux modules sur son analogue classique.

3.1 Le foncteur de comparaison

On a un diagramme

SH—"" 7951

lH]F; \LH]FQ*

A* — mod A* — mod

ott (=) est le foncteur action triviale défini en Le but de cette sous-section est de montrer
Pexistence et d’identifier un foncteur

R: A* —mod - A* — mod

qui fait commuter le diagramme

SH—2"" 7081

lH]F; \LH]FQ*

A* —mod - & = A —mod

a isomorphisme naturel pres, puis de comprendre le comportement du foncteur R par rapport aux res-
trictions A* — mod — B* —mod et A* —mod — B* — mod pour B* (resp. B*) certaines sous-algebres de

A* (resp. A*).

Par la proposition [1.2.17, 'anneau HF3* est de dimension au plus 1 sur Fy en chaque degré. Ainsi, il
existe une unique base homogene de HF5*.

Définition 3.1.1. On note H = {h, } la base homogene de HF5*, avec |h,| = . Ainsi, on a l'identification
bt (ke = afo—m € HFy* pour n,k >0 oubien n < -2 et k <0.

Remarque 3.1.2. Dans toute cette section, un fait central est que HF2* est de type fini (voir la proposition
1.2.17)), et que H&*‘Hm est de dimension totale finie pour tout k. Ainsi, pour M un Fy-espace vectoriel
RO(Z/2)-gradué concentré en degrés entiers, le produit tensoriel HFy* @ M = H &*QA@M , oll & désigne le

*+ka

produit tensoriel complété, et les sommes indexées sur HFy ou sur une base de cet espace vectoriel

sont toutes des sommes finies.

Voici un résultat clé, utilisé de maniére répétée dans toute cette section.
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Lemme 3.1.3. Soit V € RO(Z/2). On a un isomorphisme de HFa-modules

(S HEF)™? = \/ S"HF,.

hy —n€H, pour n€Z

Démonstration. Les points fixes de HF, par rapport a I'action du groupe Z/2 sont H&Z/Z = HF,. La
définition munit donc (XY HF3)%/2? d’une structure de HF3-module.

De plus, par définition de la base H (définition [3.1.1]), on a l'identification
T_n((ZY HF2)"?) 2= Fo{hy _}.

Par un argument similaire & celui de la proposition les classes hy_y, : S™ — X*HIF, définissent
un morphisme de Z/2-spectres
S™ — S*HF,
hy—n€H, pour n€Z
dont le morphisme adjoint par 1’adjonction (=) - (=)%/2 fournie par la proposition est un
isomorphisme de HFs-modules

\V S"HF, = (S HFy)2/2.
hy—n€H, pour n€Z

O

Afin d’identifier R, il est d’abord nécessaire de comprendre la théorie de cohomologie X — HFy*(X trivy
pour X € SH. Cette théorie de cohomologie est naturellement & valeurs dans la catégorie des HFy*-
modules.

Lemme 3.1.4. Le diagramme suivant est commutatif a isomorphisme naturel pres :

(—)triv

HFy*
SH Z)2 — SH ——— A* —mod

HF; loubli

* oubli HF2"® *
A* —mod ———Fy — ev. —— HF>" —mod

ot le produit tensoriel est pris au dessus de Fa.
En particulier, pour tout spectre non-équivariant X, le sous-Fo-espace vectoriel de HF* (X)) en-
gendré par les éléments en degrés entiers est naturellement isomorphe ¢ HF5(X).

Démonstration. L'adjonction (=)' + (—)%/2 de la proposition [1.1.34| donne [(—)!"", =* HF,)%/2 =
[, (S*HF2)"?].

Par I'isomorphisme de HF9-modules du lemme [3.1.3] on a bien

H&*(Xtriv) ~ @ EVH]F;(X)
VeRO(Z/2)|hv#0

en considérant HF35(X) comme un Fa-espace vectoriel RO(Z/2)-gradué concentré en degrés entiers.

Enfin, cet isomorphisme est un morphisme de HF3*-modules, par définition de la structure de HFy*-
module sur HFy*(X), et par construction des isomorphismes (3* HFy)%/2 = Viezin, 2oemr,—n 2" HF.
o O

Ezemple 3.1.5. Appliquons le résultat précédent au spectre d’Eilenberg-MacLane HF5. On obtient une
identification HFy*(HF3) = HFy* @ Aj.
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Définition 3.1.6. On note
P A — HF* @ A;
le morphisme de HF3-modules induit en HFy*-cohomologie par le morphisme de Z/2-spectres H Firiv —
HFF, adjoint a HFFy = H&Z/ 2 par I’adjonction de la proposition |1.1.34] avec I'identification fournie par
I'exemple [3.1.5]
On rappelle la notation | — | pour le degré d’un élément introduite & la définition |1.1.13
Lemme 3.1.7. Le morphisme ¢ : A* — HFy" @, A3 s’identifie avec le morphisme de Fy-espaces
vectoriels RO(Z/2)-gradués : p(N) = Ehenpyntirh © Y(\ h) ot ¥(\h) est la classe d’homotopie du
morphisme :
7/2
HF, = HF,"? 5 (SMHF,)??2 > \/  S*HF, — S"HF,
h*egh*—m

ot la derniere fleche est la projection sur le facteur du coproduit correspondant a la classe h.

Démonstration. Ce lemme est une formulation explicite de Iisomorphisme de la proposition [3.1.4] dans

le cas particulier du spectre HF5. L’identification de (Z'A‘H&)Z/2 est donnée au lemme |3.1.3 O
Remarque 3.1.8. — Le morphisme 1 est relié au morphisme Q étudié par Caruso [Car99, p.522]. Le

morphisme qu’il étudie est plutdt la composée (¢ ® id) o 1) ol € : HFy* — Fy est 'augmentation.

— En vertu de la remarque la somme ¥, c gp,ntixih @ ¥(\, h) ne fait apparaitre qu’un nombre
fini d’opérations de Aj. En particulier, pour A € A* fixée, 1()\) factorise & travers HFy* @ A*(n),
pour n assez grand. Cette remarque a des conséquences essentielles pour nous, exploitées dans la
proposition 3.1.14]

On rappelle la proposition [2.3.16] qui donne les formules de Cartan.

Proposition 3.1.9. Soit X un spectre non-équivariant. Alors le A*-module H&*(X“’“’) est l'unique
A*-module vérifiant :
1. le morphisme de HFy*-modules HFy* @ HF5(X) — HFo*(X') induit par HF3(X) — HF*(X)
est un isomorphisme,
2. sur les éléments de degré entiers x € HF3(X) C HF* (X)), pour tout X € A*, AN(x) = ¢(\)z avec
Vaction de HFy* ® A5 sur HFy* ® HF5(X) induite par la structure d’anneau de HFy* et Uaction
de A% sur HF5(X),

3. et les formules de Cartan pour les produits de la forme hx, h € HFy* et x € HF5(X).

Démonstration. Commengons par montrer que HFo*(X"?) vérifie bien les trois points énoncés :
1. le premier point est exactement I’assertion du lemme [3.1.4]
2. Par construction, l'action d’une opération A : HFy — Y*HF; sur HFy*(X) = [S* X" HF,| est

induite par la composition. L’adjonction de implique que, via I'isomorphisme du lemme
A agit via A\%/2 : HFy — (S*HF3)%/? sur HFy*(X'"") = HF3(X). On conclut par le lemme

3. le dernier point est un fait général sur la cohomologie des Z/2-spectres, et est ’énoncé de la propo-

sition [2.5.10
L’unicité est claire puisque les formules de Cartan imposent 1’action de A* sur n’importe quel élément de
HFy* @ HF3(X). O

Le candidat naturel pour le foncteur R est donc le suivant :

Définition 3.1.10. Soit
R: A5 — Mod — A* — Mod
I'unique foncteur vérifiant :
1. il existe un isomorphisme naturel de HFy*-modules R = HFy* ® (—),

2. pour m € M € A5 — Mod, pour tout A € A*, A(m) = ¥(A\)m avec l'action de HFy* ® A% sur
HFy* @ M induite par la structure d’anneau de HF2* et Daction de A% sur HF3(X),
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3. les formules de Cartan sont vérifiées pour les produits de la forme hm, h € HFy* et m € M.

Justification 3.1.11. S’ existe, le foncteur R est unique. Pour lexistence, il suffit de vérifier que les for-
mules munissent bien RM d’une structure de A*-module, pour tout M € A% — Mod. C’est-a-dire pour
tous A,k € A*, m € M et h € HFy*, A(k(hm)) = (A&)(hm).

Pour M = A3, on sait déja que les propriétés énoncées définissent bien une structure de A*-module sur
R(M), puisque M = HF5(HF3), et donc R(M) = HFy*(HFL"). Par conséquent, pour m = 1, on sait
que pour tout h € HFy*, A(k(h)) = (Ak)(h). Par conséquent la relation générale A(k(hm)) = (Ax)(hm)
est une conséquence des relations d’Adem dans A3.

Proposition 3.1.12. Le foncteur R est additif et exact.

Démonstration. Au niveau des Z/2-espaces vectoriels sous-jacents, le foncteur R coincide avec HFy*®(—)
en vertu de la proposition [3.1.9] 11 est donc additif et exact. O

Corollaire 3.1.13. 1. Le foncteur Triv := HFy*((—)""") factorise de la fagon suivante :

SHP — T A* — mod |

- &

A* —mod
2. Pour un A*-module M concentré en degrés > 0, RM est nul en degrés k + la,
- sil=-1,
-sik<—1<0,

—etsik<-1letl<O.
Les zones d’annulation sont les zones blanches dans la figure [3.1]

Démonstration. La premiere assertion est une conséquence directe de la proposition [3.1.9
Les zones d’annulations sont une conséquence de la proposition point 1, et du calcul de 'anneau
de coefficients [[.1l O

Passons maintenant & 1’étude de la relation entre le foncteur R et les foncteurs de restriction aux
sous-algebres de A* et A%. On rappelle la construction des idéaux I(h, k), pour un couple d’applications

(h, k) faite a la définition

Proposition 3.1.14. - Soit X une sous-algébre de A* associée a un idéal I(h,k) pour (h,k) un
certain couple libre. Supposons de plus qu’il existe des générateurs x; de X* en tant qu’algébre et
n > 0 tel que pour tout i, dim(|z;|) < 271 — 1. Alors, il existe des foncteurs R, x tels que le
diagramme suivant commute a tsomorphisme naturel pres :

Al — mod B o A" — mod

TES l \L TES

A(n)* —mod 7= A —mod.

— En particulier, il existe des foncteurs R, tels que chaque composée de R avec une restriction des
scalaires A* — Mod — £(n)* — Mod factorise :

A5 — mod A* — mod

TeSs \L lTES

A(n)* — mod = E(n)* — mod,

ot E(n)* est la sous-algebre de A* donnée par App,+(To,. .., Tn).
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A T
»+
P

—10 -8 —6 —4 -2 0 2

\{

FIGURE 3.1 — zones d’annulation pour RM, ou M est un A*-module connexe.
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Démonstration. Montrons le premier point. Soit n > 0, il faut considérer la composée

A3 — mod — B A" —mod

J/T‘ES

X* — Mod.
Il s’agit de préciser 'entier n qui apparait dans le deuxiéme point de la remarque [3.1.8

Soit 2 € X* un générateur de X*, disons en degré m +m’«. Par hypothése, m +m’ < 2"t — 1. Dans
l’anneau de cohomologie du point, dans la ligne (x + m’«) il y a un nombre fini de classes non triviales,
toutes en degrés —m’ < x < 0, donc les opérations cohomologiques classiques intervenant dans () sont
en degrés d = m—j, pour —m’ < j < 0 par le lemme|3.1.7} Par hypothese, elles sont concentrées en degrés
0<d<m+m'<2"1 —1 et donc appartiennent & A*(n) puisque le plus petit élément indécomposable
de A3 qui n'est pas dans A*(n) est S¢2"" en degré 2mFL.

Le second point est une application du premier, en vertu de la proposition [2.4.26 O

Corollaire 3.1.15. Pour tout n > 0, le foncteur R,, est additif et exact.

Démonstration. Au niveau des Z/2-espaces vectoriels sous-jacents, le foncteur R,, coincide avec R, et est
donc naturellement isomorphe & HFy* ® (—) par la proposition 11 est donc additif et exact. O

Corollaire 3.1.16. Pour tous n > m > 0, le diagramme suivant est commutatif a isomorphisme naturel
pres :

A — mod A* —mod

Rm

A*(m) — mod —= £*(m) — mod.

Démonstration. Les foncteurs R, et R,, rentrent dans un diagramme

A*(n) — mod L E*(n) — mod

Tes J{ i’l”eS

R
A*(m) — mod —= £*(m) — mod.
11 suffit de montrer que ce diagramme commute & isomorphisme naturel prés. La proposition montre

que le grand rectangle et le carré du haut sont commutatifs. De plus, les foncteurs de restriction sont
essentiellement surjectifs. Le résultat suit. O

3.2 Une étude directe du foncteur R;

Dans cette section, on s’intéresse au foncteur R; introduit & la proposition Une motivation de
cette étude est que certaines théories de cohomologie dans les £*(1)-modules apparaissent naturellement
lors de ’étude de la K-théorie réelle d’Atiyah (chapitre [5)).
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3.2.1 Caractérisation de R;

Désormais, notons simplement R le foncteur Ry de la proposition [3.1.14] c’est-a-dire le foncteur
R: A(1) — mod — E(1)* — mod.

La définition [3.1.10] et la proposition impliquent que, pour comprendre Ry, il suffit de détermi-
ner 9 (fy) et ¥ (51). C’est le premier objectif de cette sous-section.

Le résultat principal de cette section est la proposition [3.2.3] qui caractérise le foncteur R. On rappelle
les formules de Cartan pour Sy et 51, données a la proposition

Tout d’abord, rappelons les propriétés des espaces classifiants BZ/2 et B'Z/2 (définis en
données a la proposition La cohomologie de B’Z/2 ainsi que l'action de lalgebre de Steenrod
équivariante ont été établies proposition 2.3.1]

L’inclusion i : BZ/2 C B’Z/2 de la proposition propositiondonne un morphisme de A*-modules

HF,*(B'Z/2) — HFy*(BZ/2).
La HFy*-algebre HFy*(B'Z/2) est connue par

Lemme 3.2.1. Le morphisme de 7Z/2-spectres i : BZ/2 — B'Z/2 induit en cohomologie le morphisme
de A*-modules et d’algébres

HEy'[b, /(> = ac+07'0) 4  HFy'[a]
c —
b —1,.2

ot |z| = 1. De plus, la structure de Agp,+(Bo, f1)-module sur HFy*[x] vérifie en particulier Bo(z) = x?,

Bo(z?) =0, et
1 ) — 0_13?4
B1(x®) = az?
(

o128 4+ azb

Démonstration. Notons ¢ cette fleche. Pour des raisons de degré, il existe €1, €, €} et € dans Fy tels que

e = 61a+e2a_1x

b = €laxr+ eho

Il

Le morphisme ¢ est une équivalence faible par la proposition [1.1.24] par conséquent p(1) : Fa[z, o0F!]
Fo[z,01], ol p est la restriction des foncteurs de Mackey en question. Mais p(a) = 0, donc ¢(c) # 0 et
t(b) # 0 impliquent e = € = 1.

On sait par que So(c) = 73 (c) = b, comme ¢ est un morphisme de A*-modules,

dar 4otz = u(b)

1(Bo(c))

= foulc)

Bolera + o tx)
0+ azx + o 'Bo(z)

d’ott € = 1 et By(z) = 2%. Quitte & changer de HTFy*-base et a remplacer ¢ par ¢+ a, on peut se
ramener au cas ou €; = 0. La formule de Cartan implique que

Br(u(c)) = (o )
= Bi(c™Va+aBolocH)Bo(x) + 071 b1 (x)

= a’z?+ o718 (2)
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mais 13 (c) = 1(b?) = 1(b)? = a2 + 07 22*, d'out By (x) = o~ Lzt

Maintenant qu’on a déterminé les coefficients €1, €s, €] et €, montrons le résultat concernant 1’action
de By sur HFy*(BZ/2). Le Fa-espace vectoriel HF2*t?* est de dimension 1, concentré en degré 0. Mais
on vient de montrer que Bo(z) = 22, en particulier ¥ () # 0, donc ¥(8y) = Sq', I'unique opération de
A}. Le résultat suit.

Pour l'avant derniere égalité, la formule de Cartan implique que

Bi(e(c?) = o7 2B1(2?) + a*Bo(2?) + a’2?,
mais By(z?) = Sq!(2?) = 0 et, comme
B1(c*) = Br(ac+ o~ tb) = ab?
par les formules de Cartan, d’ou

a*z? + ao 2zt = a(ax + o t2?)? = 1(ab?) = B1(1(c?)).

Par conséquent 3 (x?) = az*.

L’identification 31(23) = 0~ 12%+ az® découle de maniére analogue de (31 (cb) = b®. La derniére égalité
vient de la méme maniere de la formule S (c*) = 0. O

Le lemme permet de déterminer les éléments 1(5y) et ¥(51) :

Lemme 3.2.2. 9(30) = Sq', et ¥(B1) = aSq> +0-15¢*Sq¢* +0715¢*S¢* = aSq®> +071Q1 ou Q1 désigne
Uopération de Milnor Q1 = [Sq?, Sq'].
Démonstration. Soit M € A* — Mod et m € M C RM, ou la derniére inclusion est I'inclusion du sous-

espace vectoriel des éléments en degrés entiers.
Le calcul de 9(8) est déja fait dans la démonstration du lemme On sait déja que

b1 = €2aS¢*m + €30 18q S m + €401 S¢?Sqtm

pour certains € € Fs.

— Bi(z) = o~ ta* implique que ¢4 = 1,
— et f1(23) = 07128 + az® donne €3 = €3 = 1.
O

Le résultat suivant donne explicitement une expression pour le foncteur R, et en particulier les formules
pour l'action de g et ;.
Théoréme 3.2.3. Le foncteur R est déterminé par les formules suivantes :

1. En tant que HFy*-module, R(—) = HFy* @ (—),

2. Pour h € HFy* et m e M € A* — Mod, laction de By et 1 sur hm € RM est donnée par

Bo(hm) = Bo(h)m + hQo(m)

et
B1(hm) = Br(h)m + aBo(h)Qo(m) + h(c ™ Q1(m) + aSq*(m)).
Démonstration. La définition [3:1.10] et la proposition [3.1.14] impliquent que R est caractérisé par les trois
points suivants :
1. il existe un isomorphisme naturel de HFy*-modules R = HFy* ® (—),
2. pour m € M € A5 — Mod, pour tout A € £*(1), A(m) = ¢(A\)m avec Paction de HF* ® Aj sur
HFy* @ M induite par la structure d’anneau de HF2* et Paction de A3 sur M,
3. les formules de Cartan sont vérifiées pour les produits de la forme hm, h € HFy* et m € M.
Le premier point est une conséquence directe du premier point de la proposition les deux suivants
sont équivalents a la caractérisation de I'action de Sy et 81 sur tous les éléments de RM par les formules

du second point, vu le calcul de ¥(5y) et 1(51) fait au lemme et de action de By et 81 sur anneau
de coefficients, donné au corollaire [2.3.17] O
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3.2.2 Le foncteur R et la cohomologie de Margolis

Poursuivons ’étude du foncteur R par 1’étude des cohomologies de Margolis dans A*(1) — Mod et
E*(1) — Mod.

On rappelle que, par la proposition [2.3.12] les opérations §; commutent entre elles pour différentes
valeurs de i, et que 32 = 0.
Définition 3.2.4. Soit H}, pour ¢ € {0,1} le foncteur d’homologie de Margolis par rapport & j; :

_gitl

H*(=;8;) : £(1) — Mod — Fso
c’est-a-dire Ker(8;)/Im(5;).

,a] — Mod

Justification 3.2.5. Le foncteur prend bien ses valeurs dans la catégorie des Fs [U‘ziﬂ]—modules car
Bo(c™2) =0et B1(c™*) = Bo(c~*) = 0. Pour finir, la classe d’Euler a € Ker(By) N Ker(p).

Lemme 3.2.6. Si M € £*(1) — Mod est libre, alors H¥(M) =0 pouri =0 eti=1.

Démonstration. Choisissons une base {b;,j € J} de M en tant que £*(1)-module. Les foncteurs Ker(f;)
et Im(;) sont additifs, donc H} (M) = Hf(£*(1)){b;}. Mais par la proposition [2.4.26} le Ag, (51)-module
E*(1) est libre pour i =0 et ¢ = 1. O

Proposition 3.2.7. On a un isomorphisme de Fo[o=2]-modules
H(HFy*) = Fylot?).
Soit © = Fala,s71]/(s72,a®) le Fy-espace vectoriel RO(Z/2)-gradué, avec les degrés |a| = a et |s71| =
o=t = —1+ «, alors on a un isomorphisme de Fy[o~*]-modules
H{(HF3") = Falo ] @p, © © a”*0°F3[0"] @, ©.

Démonstration. Nous allons utiliser les formules du corollaire [2.3.17| pour effectuer le calcul de H} (HFy*)
pour ¢t =0 et 1.

Pour i =0, on a
Kerg,(HFy") = F20?,a] © 0°Fa[0°,a™ "]
et
Img, (HF3*) = aFa0 2, a] ® a '0°Fal0?, a7,
par conséquent, Hy(HF2*) = Fo[ot?].

Pour ¢ =1,
Kerg, (HFy*) = {072,073} Fa[0 ™%, a] ® {0?, 03 }Fa[0*, a7 "]
et
Img, (HFy*) = {a*072,a*0 >} Fa[o ™%, a] ® {a 30?, a0} Fa[0*,a™ ]
d’ou
Hi(HFy*) = Folo ] @F, © @ a 20°F,[0?] @F, O.

O

Remarque 3.2.8. Avec les résultats de la proposition [3.1.12] il est naturel de se demander si R envoie les
objets libres sur des objets libres.

Considérons le £(1)*-module R(A*(1)). L’élément Sq%2Sq*Sq? € A*(1) C R(A*(1)) ne peut étre dans
I'image de 1, pour des raisons de degré (voir la figure . Mais £1(Sq%Sq*Sq?) = aSq?(Sq*SqtSq?) +
07 1Q1(S¢*Sq*Sq?) = 0. Par conséquent, cet élément représente une classe non nulle [Sq?Sq'Sq?] €
H;(R(A(1))) en B1-cohomologie. Un raisonnement analogue s’applique & I'élément Sq?Sq?Sq?, et fournit
une deuxiéme classe [S¢%S¢%Sq¢%] # 0 en (B1-cohomologie. Mais si R(A(1)) était libre sur £(1), ce groupe
serait trivial par le lemme [3.2.6
En particulier, I'image par R d’un A(1)*-module libre non trivial n’est pas un £(1)*-module libre.

Cette observation rend le comportement de R plus intéressant.

71



3.2. UNE ETUDE DIRECTE DU FONCTEUR R;

Passons maintenant a une propriété essentielle de Hy :

Proposition 3.2.9. On a une formule de Kiinneth
Hg(R(M)) = Hi(HF2") ®@r, H* (M, Sq") = Fao[o™?] @r, H*(M, Sq").

Démonstration. La preuve est classique : la formule de Cartan 8yo(hm) = Bo(h)m + hfBo(m) implique que
I'isomorphisme R(M) = HFy* ®p, M est un isomorphisme de complexes de chaines, ou la différentielle
est By sur HFy* et Qo sur M. La formule de Kiinneth suit. On conclut par le calcul de Hf(HF2*), fait
dans la proposition [3.2. O

Remarque 3.2.10. On ne peut pas espérer un résultat analogue pour (1, simplement parce que le degré
de 1 n’est pas entier, et donc le produit tensoriel HFy* ®p, M ne peut pas étre le produit de deux
complexes de chaines.

Corollaire 3.2.11. Si M est un A(1)-module Sq'-acyclique, alors R(M) est By-acyclique.
Exemple 3.2.12. 1. RA(1) est Bp-acyclique.
2. HFy*(BZ/2'"") est By-acyclique.

En général, par la proposition il suffit de savoir calculer la Sq'-cohomologie d’un A(1)-module
M pour connaitre HfR(M).

3.2.3 Dualités et le foncteur R;

L’observation suivante est le point de départ de cette secton : comme Ag,(So, 51) et A*(1) sont des
algebres de Hopf, la catégorie des Ap, (5o, f1)-modules et la catégorie des A*(1)-modules sont chacune
munie d’un foncteur de dualité Fa-linéaire

(=)" : Ar, (Bo, B1) — Mod®® — A, (Bo, f1) — Mod

et
(=) A*(1) — Mod®® — A*(1) — Mod,
définis par Homp, (—,Fa).
On considére dans cette section le foncteur R : A*(1) — Mod il E*(1) — Mod ™= Ag,(Bo, B1) — Mod.
La question naturelle est de déterminer la relation entre le foncteur R : A*(1) — Mod — Ap,(Bo, 1) —

Mod et ces deux foncteurs de dualité.
Le résultat principal de cette section est la proposition suivante.

Proposition 3.2.13. Le diagramme suivant commute a isomorphisme naturel prés :

(=)

A*(1) — Mod

|

Ar, (Bo, B1) — Mod.

A*(1) — Mod°?

|

A]Fg (ﬁ()?ﬁl) — Mod°?

220 )V
Le point clef de la preuve est le lemme suivant, qui effectue le calcul pour R(Fs).

Lemme 3.2.14. L’appairement

H&* ® H&* N 227204]:5‘2
heok w— mp2(hk)

induit un isomorphisme de Ag,(Bo, $1)-modules
w: HF* = R2729(HF*)V.
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De plus, cet isomorphisme satisfait les formules suivantes, pour m,n > 0,

a0 > Ty—mgnte

—mo_n+2

a = Tgmg—n

ou, pour h € HFy*, 7, : HFy* — Fy désigne la projection sur h.
De plus, pour h,k,l € HFy*, w(hk)(l) = w(h)(kl).

Démonstration. w est un isomorphisme de Fs-espace vectoriel par la proposition Les formules
données au corollaire 2:3.17] donnent 1'égalité

Biwh = wpih

pour i =0 ou 1 et pour tout h € HFy*.
Pour la derniére assertion provient du fait que cet isomorphisme de dualité provient de I'appairement

H&* ® H&* N 227204]:9‘2
hok w ma(hk)

avec l'associativité du produit sur HFy*. O

Démonstration de la proposition|5.2.15 On rappelle que, par la définition |3.1.10} on a un isomorphisme
de Fs-espaces vectoriels RM = HF;* ® M. Consdérons la transformation naturelle ¢ : Ro (—)¥ —
»2-22(_)V o R définie pour tout M € A*(1)-Mod par

Yu(h @ f) =w(h) f

pour tous h € HFy* et f: M — Fs.

Le morphisme v, est clairement un isomorphisme de Fs-espaces vectoriels. Il suffit donc de montrer
que ¥y est un morphisme de Ag, (8o, f1)-modules.

Soient h € HFy* et f: M — Fy € MY.

Commencgons par l'action de Sy :

= Bo(h® f) = Bo(h) @ f+h®(foQo), dot ¥a(Bo(h® f)) =w(Bo(h))f +w(h)(f o Qo),

— d’autre part, par définition de 'action de i, pour tous k € HFy* et m € M, on a fBo(v¥am(h @

)k & m) = var (h @ £)(Bo(k & m). De plus,

Yu(h @ f)(Bo(k@m)) = Yu(h® f)(Bo(k) ®@m+ k& Qo(m))
= w(h)(Bo(k))f(m) +w(h)(k)f(Qo(m))
= Bo(w(h))(k)f(m) +w(h)(k)(f o Qo)(m)
= w(Bo(h))(k)f(m) +w(h)(k)(f o Qo)(m),

ot la derniére égalité provient de la premiére assertion du lemme [3.2.14]

On en déduit So(vYp(h ® f)) = Y (Bo(h ® f)).

Montrons maintenant que ¥; est un morphisme de A, (1)-modules :

— par les formules de Cartan, 81 (h® f) = B1(h)® f+aBo(h)@(foQo)+ah®@(foSq*)+o th®(foQ1),
dott s (B(h ® f)) = w(Br(h))f +w(aBo(h))(f o Qo) + w(ah)(f o Sq*) + w(o ™ h)(f © Qu),

— soient k € HFy* et m € M, on a

Pru(h@ ) (k@m) = Pu(h@ f)(BL(k@m))

(
= Yu(h® f)(Bi(k) @ m+ afo(k) ® Qom + ak ® S¢"m + 0"k ® Qym)
w(h)(B1(K)) f(m) + w(h)(afo(k)) f(Qom) + w(h)(ak) f(Sg°m) + w(h) (o~ k
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Or, par la premiere assertion du lemme w(h)(Bik) = w(B;h)(k), pour ¢ = 0 ou 1, et par la derniére
affirmation du lemme w(aBo(h ))( ) = w(fo ( ))(ak), w(ah)(k) = w(h)(ak) et w(c~th)(k) =

w(h)(c™1k), d’'ott
Yu(Bi(h @ f)) = Bi(¥m(h @ f)),

d’ou le résultat.
O

Remarque 3.2.15. Un argument antérieur donnait une preuve d’une proposition analogue a la proposition
B:2.13] Le résultat, légerement plus fort que celui exposé, donnait la compatibilité de la restriction du
foncteur R : A*(1) — Mod — £*(1) — Mod & la sous-catégorie pleine de £*(1) — Mod dont les objets sont
libres en tant que HFy*-modules et engendrés en degrés entiers, et des foncteurs de dualité.

L’affaiblissement de cette proposition n’entrave pas 'exploitation du résultat fait ici (pour les calculs
du chapitre ??), mais permet de donner une preuve du résultat par un calcul direct.
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Chapitre 4

La Hjyj-homologie

Dans ce chapitre, on définit et étudie un certain foncteur Hyy : A, (B0, 51) — Mod — Fy — Mod. Ce
foncteur est analogue aux homologies de Margolis [Mar83] et apparait naturellement dans notre étude de
la K-théorie réelle des groupes abéliens 2-élémentaires effectuée au chapitre

L’objectif de ce chapitre est la compréhension du foncteur composé

A*(1) — Mod B Ag, (Bo, B1) — Mod ™% Fy — Mod
et de ses valeurs sur la cohomologie non-équivariante des groupes abéliens 2-élémentaires.

Nous allons tout d’abord définir Hj;, en donner une interprétation en termes de foncteurs dérivés
dans le contexte de 'algebre homologique relative et effectuer le calcul de sa valeur sur I'image par R du
A*(1)-module libre de rang 1 dans la section La simplicité du résultat obtenu donne envie de se placer
dans la catégorie stable des .A4*(1)-modules. Dans la section on rappelle la définition de la catégorie
stable, et les propriétés vérifiées par les A*(1)-modules HF3(BV') pour V un groupe abélien 2-élémentaire
(le matériel non-équivariant présent ici provient de [Brul2|]). Enfin, dans la derniére section, on effectue
le calcul des Hy,(RP,,) out {P,}nen est Pensemble des classes d’isomorphisme des indécomposables non
libres apparaissant dans les A*(1)-modules HF5(BV).

4.1 Définitions et premieres propriétés de H;

Nous allons maintenant définir le foncteur Hy; et faire un inventaire de ses principales propriétés et
en particulier les propriétés de Hp; utiles pour un calcul explicite. L’approche utilisée ici est d’interpréter
Hp; comme un certain foncteur Ext dans la catégorie des A, (8o, 51)-modules. Le cadre dans lequel cette
identification est possible est celui de I'algebre homologique relative.

Dans toute cette section, on se place dans la catégorie des modules RO(Z/2)-gradués sur l'algebre
extérieure Ap, (8o, 1). D’une maniére générale, sauf indication explicite du contraire, les structures algé-
briques considérées sont RO(Z/2)-graduées. Par exemple Fs — Mod désigne la catégorie des Fa-espaces
vectoriels RO(Z/2)-gradués.

4.1.1 Définition de Hy,;

On utilisera la notation déja introduite dans le chapitre précédent (notation ?7) :

Notation 4.1.1. Soit Ar, (B0, 51) — Mod la catégorie des A, (Bo, 51)-modules RO(Z/2)-gradués, ou les
degrés sont |Bo| =1, |F1] =2 + a.

Exemple 4.1.2. Comme on I’a déja observé dans le chapitre précédent, la sous-Fao-algébre de A* engendrée
par les deux premieres opérations de Milnor Sy et 51 est une algébre extérieure sur ces deux générateurs.
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On a donc un foncteur d’oubli :
UAA;;(MI) : A* — Mod — Ag, (8o, B1) — Mod.

Outre les cohomologies de Margolis introduites au chapitre précédent (définition [3.2.4)), on définit un
autre foncteur de cohomologie : le foncteur Hg;.
Commengons par définir quelques notations :

Notation 4.1.3. Soit A un anneau commutatif et x € A.
1. On note Ker, le foncteur A — Mod — A — Mod défini comme le noyau de la multiplication par
I’élément z.
2. De méme, on note I'm, le foncteur image de la multiplication par z.
3. On écrira également Coker, = id/Im.

Définition 4.1.4. Soit Hyy : Ap, (5o, 1) — Mod — Fo — Mod le foncteur défini par Hy = (Kerg, N
Kerﬁo)/(lmﬂl o Kergo).

Justification 4.1.5. Le fait que 87 = 0 assure que (Img, o Kerg,) est bien un sous foncteur de (Kerg, o
Kergo).

Remarque 4.1.6. 1. Le foncteur (Kerg, N Kerg,) : Ar,(Bo, 81) — Mod — Fo — Mod coincide avec la
composition des foncteurs Kerg, : Ag, (8o, 51) —Mod — Fy — Mod et Kerg, : Ar,(Bo, 81) — Mod —
Ar, (Bo, B1) — Mod puisqu’on peut voir Kerg, comme un sous-foncteur de id : Ar, (8o, 81) — Mod —
A]F2 (ﬂo, Bl) — Mod.
2. En toute généralité, il n’y a pas d’interprétation analogue pour (Img, o Kerg,). Toutefois, si on
se restreint a la sous-catégorie pleine des Ap, (5o, 31) — Mod dont les objets sont les modules fo-
acycliques, de sorte que Kerg, = I'mg,, alors (Img, o Kerg,) = Img, g,-

4.1.2 Un peu d’algebre homologique relative

L’algebre homologique relative, introduite par Hochschild [Hoc56], puis étudiée dans dans sa forme

générale par Eilenberg-Moore dans [EM65], consiste & construire une nouvelle structure de modeles sur
la catégorie des complexes de A-modules, pour un anneau unitaire A, qui néglige les propriétés homolo-
giques du B-module sous-jacent, pour B un sous-anneau de A.
La structure de modeles sur cette catégorie est entierement déterminée par la notion de (A, B)-exactitude
pour un complexe de A-modules. Pour que les suites exactes courtes (ou de maniére équivalente, la classe
des objets projectifs) définisse bien une structure de modeles sur A — Mod en suivant la construction clas-
sique (voir Christensen et Hovey [CHOQ]), on a une certaine marge de manceuvre sur ce qu’on souhaite
appeler une suite exacte courte.

Ainsi, Hochschild [Hoc56] montre que choisir les suites (A, B)-exactes (voir [Hoc56l p.247], ou dé-
finition m plus loin) permet la définition de foncteurs (A, B)-dérivés (moyennant une hypotheése de
(A, B)-exactitude sur le foncteur en question). Christensen et Hovey [CHOO, exemple 3.5] montrent que
cette définition permet bien de construire une structure de modeles sur A — Mod telle que les résolutions
(A, B)-projectives de Hochschild soient les objets cofibrants.

Le papier d’Hochschild [Hoc56] et le livre d’Enochs et Jenda [EJ11] sont nos principales références
pour la définition et les propriétés des foncteurs Ext et Tor dans le cadre de I’algebre homologique relative.

La discussion de cette sous-section concerne ’algebre homologique (A, (8o, 51), Ar, (Bo))-relative. On
rappelle la définition d la main des foncteurs dérivés dans cette situation (pour ces définitions, voir par
exemple les premieres sections de [Hoc56]). Le résultat principal de cette sous-section est la proposition
qui donne une interprétation homologique de H;.

Définition 4.1.7. On dit qu’'une suite

est (Ar, (Bo, 1), Ar, (Bo))-exacte si c’est une suite exacte de A, (fo, f1)-modules telle que la suite exacte
de Ar, (Bo)-modules sous-jacente est scindée.
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Remarque 4.1.8. En particulier, une suite exacte courte
M— M — M

telle que ou M est injectif ou M"” est projectif en tant que Ar,(Bp)-module est automatiquement une
suite (Ag, (B, B1), Ar, (Bo))-exacte.

Les notions d’objet (Ag, (B0, 81), Ar, (Bo))-projectif et d’objet (A, (Bo, £1), Ar, (Bo))-injectif sont ana-
logues au cas classique, en remplacant la notion d’exactitude par une notion d’exactitude adaptée aux
suites (Ar, (8o, 1), Ar, (Bo))-exactes.

Définition 4.1.9. Soient C une catégorie abélienne et
F: A]}?Q(Bo,ﬂl) — Mod — C

un foncteur additif.

1. On dit que F est (Ap, (5o, 81), Ar, (Bo))-exact a gauche (respectivement a droite) si, pour toute suite
(Ar, (Bo, B1), Ar, (Bo))-exacte courte

0—>A—B—C—0,

le complexe 0 — F(A) — F(B) — F(C) (resp. F(A) = F(B) — F(C) — 0) est exact.

2. On dit que F est (Ar, (5o, B1), Ar, (Bo))-exact s’il envoie les suites (Ar, (5o, 81), Ar, (Bo))-exactes
sur des suites exactes de C.

3. Un objet I de Ar, (8o, 81)—Mod est (A, (Bo, 1), Ar, (Bo))-injectif si le foncteur Homy,, (8,6, (=, 1)
est (Ar, (B0, B1), Ar, (Bo))-exact.

4. Une suite exacte longue de Ag, (5o, 81)-modules de la forme
X+ M0

pour un Ag, (8o, 51)-module M est appelée (Ag, (B0, 81), Ar,(Bo))-résolution injective si elle forme
une suite (A, (5o, 51), Ar, (B0))-exacte et que chaque X, est (A, (8o, 51), Ar, (Bo))-injectif.

5. Unobjet P de Ag,(Bo, 81)—Mod est (Aw, (o, £1), Ar, (Bo))-projectif sile foncteur HomAF2 (Bo,f1) (P,—)
est (Ar, (8o, B1), Ar,(Bo))-exact.

6. Une suite exacte longue de Ap, (8o, £1)-modules de la forme
Y= M—=0

pour un Ag, (8o, 81)-module M est une (Ar, (8o, 51), Ar,(Bo))-résolution projective si elle forme une
suite (Ar, (8o, £1), Ar, (Bo))-exacte et que chaque Y, est (Ar, (5o, 01), Ar, (Bo))-projectif.

Remarque 4.1.10. Comme une suite (Ar, (B0, £1), Ar, (5o))-exacte de Ar, (8o, 51 )-modules est en particulier
une suite exacte de Ag, (8o, 51)-modules, un foncteur exact F : Ap, (5o, 81) — Mod — C est en particulier

(Ar, (Bo, B1), Ar, (Bo))-exact.
Un cas particulier d’un résultat de [Hoch@], caractérisant la classe des modules (Ar, (5o, 51), Ar, (B0))-

projectifs et celle des modules (Ar, (5o, 81), Ar, (Bo))-injectifs est exprimé dans le lemme suivant.
Lemme 4.1.11. Soit M un Ag,(Bo, B1)-module.

1. Le Ap,(Bo, B1)-module Ar,(B1) ®r, M est (Ar,(Bo, 1), Ar, (Bo))-projectif.

2. Le A, (Bo, f1)-module Homp,, (5,)(Aw, (Bo, B1), M) est (Ar, (o, B1), Ar, (Bo))-injectif.

3. Un facteur direct d’un Ag,(Bo, 51)-module (Ar,(Bo, 1), Ar, (Bo))-projectif (respectivement d’un mo-

dule (Ar, (Bo, 1), Ar, (Bo))-injectif) est (Ar,(Bo, B1), Ar, (Bo))-projectif (respectivement
(Ar, (Bo, B1), Ar, (Bo))-injectif).

4. On a une surjection naturelle Ay, (Bo, 1) QAg, (Bo) M — M. De plus, M est projectif si et seulement
si ce morphisme de Ay, (Bo, 51)-modules est la projection sur un facteur direct.
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5. On a une injection M — Homy,, (80) (AF, (Bo, B1), M). De plus, M est injectif si et seulement si ce
morphisme est l'inclusion d’un facteur direct.

Démonstration. La preuve est faite par Hochschild. Les deux premiers points sont [Hoch6, lemma 1] et
[Hoc56, lemma 2].

Pour le troisiéme point, soit M un module (A, (Bo, 51), Ar,(5o))-projectif (respectivement un module
(Ar, (Bo, B1); Ar, (Bo))-injectif), alors pour tout IV facteur direct, le foncteur Homp,, (g,.5,)(N, —) est un
facteur direct du foncteur exact HomAF2(Bo,ﬁ1)(M7 —) (respectivement Homy,, (Bo,81)(—> N) est un fac-
teur direct du foncteur exact Homy,, (s,,6,)(—, M)) et est donc exact.

Les deux points suivants se trouvent dans la discussion qui suit immédiatement [Hoc56l, lemma 1] et
dans celle celle qui suit immédiatement [Hoc56l lemma 2]. O

Proposition 4.1.12. Soit F : Ap,(5o, 1) — Mod — Ar,(Bo, 1) — Mod un foncteur exact. Alors
F préserve les Ay, (Bo, f1)-modules (Ar,(Bo, 1), Ar,(Bo))-projectifs si et seulement si pour tout M €
Ar, (Bo, 1) — Mod, F(Ar,(Bo, B1) @y, (50) M) est (Ar, (Bo, B1), A, (Bo))-projectif.

Démonstration. L’implication = est claire. Nous allons montrer I'implication réciproque.
Soit M un A, (8o, 51)-module (A, (8o, 51), Ar, (Bo))-projectif. Alors la projection canonique

Ar, (Bos B1) ®ng, (80) M — M

scinde, et donc F(M) est un facteur direct du Ag, (8o, 51)-module (Ag, (B0, 81), Ar, (5o))-projectif
F(AIFQ (507 61) ®AF2(ﬁo) M)a

il est donc (A, (5o, B1), Ar, (Bo))-projectif par le troisieme point du lemme O

Proposition 4.1.13. Les classes des Ay, (5o, £1)-modules (Ar, (5o, B1), Ar, (Bo))-injectifs et la classe des
Ar, (Bo, B1)-modules (Ar, (Bo, 1), Ar, (Bo))-projectif coincident. De plus, un Ag,(So, B1)-module appartient
a cette classe si et seulement si il est de la forme

Ar, (Bo, 1) ®r, VP @ AR, (61) ®r, V1

ot Vi et Vi sont certains Fo-espaces vectoriels.
En particulier, un Ag, (8o, 81)-module M est (Ar, (5o, B1), Ar, (Bo))-projectif si et seulement si il est
de la forme Ap, (1) @ M’ pour un certain Ag,(Bo)-module M'.

Démonstration. On montre que chacune des deux classes coincide avec celle des modules de la forme
Ar, (5o, B1) ®r, VF @ Ar,(51) ®F, Vr.

— Soit M un Ag, (8o, B1)-module (Ag, (Bo, 51), Ar,(Bo))-projectif. Alors M est un facteur direct de
A]Fz(ﬁl) ®F2 M.

Soit Ar,(Bo) ®r, Vi ® V. une décomposition du A, (8p)-modules sous-jacent a M, de sorte que
Ar, (81) ®r, M = A, (61) ®r, (Ar, (Bo) ®@r, Vi @ V). Alors M est un facteur direct de

Ar, (Bo, B1) ®as, (80) (A, (Bo) ®F, Vi @ V7)) = Ar, (Bo, B1) @F, V'F @ Ar, (1) @r, V'T.

In fine, M = A, (Bo, B1)Qr, Vi DAr, (61)®F, Vi pour certains sous-Fa-espaces vectoriels Vi C Vi et
Vr C Vi.. Réciproquement, un Ag, (5o, £1)-module de cette forme est (Ap, (8o, 51), Ar, (Bo))-projectif
par le lemme

— Soit M un Ag, (8o, B1)-module (Ag,(Bo, 51), Ar, (Bo))-injectif. Alors M est un facteur direct de
Homg, (5,) (Ar, (Bos Br), M).
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Soit Ap,(Bo) ®r, Vi @ V. une décomposition du A, (8p)-modules sous-jacent & M, de sorte que
Homyy, (50) (A, (Bo, B1), M) = Hom, (5y) (Ar, (Bos B1), Ak, (Bo) ®r, Vi @ V7). Mais on a des iso-
morphismes de Ag, (8o, 51)-modules

Homy,_ () (Mg, (Bo, B1), Ar, (o)) = B Ag, (B1)

et
Homa,_(50)(Ar, (Bo, £1), Fa) 2 57101752 Ag (8o, B1),

d’ou le résultat.
O

Remarque 4.1.14. Une conséquence directe de la proposition précédente est quun Ag, (8o, 81)-module
(Ar, (Bo, B1), Ar, (Bo))-projectif So-acyclique est libre, et est en particulier projectif au sens classique en
tant que Ap, (8o, 51)-module. En particulier, pour un Ag, (8o, 81)-module fp-acyclique M, le corollaire
fournit un complexe de Ap, (Bo, 51)-modules qui est a la fois une (A, (8o, 51), Ar, (Bo))-résolution
projective de M et une résolution projective au sens classique du Ag, (So, 51)-module M.

De méme pour les résolutions injectives.

Corollaire 4.1.15. ~ Le complexe I3, défini comme

LB DB AL (8) B snIBAg (8) BB AR (1) —» Fa — 0,

ou toutes les fleches sont induites par 51 sauf la derniére, qui est l'unique morphisme non nul de
Ar, (Bo, B1)-modules Ag, (1) — Fo est une résolution (A, (Bo, £1), Ar, (Bo))-projective de Fs.
~ Le complexe P2 défini comme

Fy < S7101As, (81) 25 =281 pAp_(8))...

ou toutes les fleches sont induites par 51 sauf la derniere, qui est l'unique morphisme non nul de
Ar, (Bo, B1)-modules Fo — Ap,(B1) est une résolution (Ar, (5o, B1), Ar, (Bo))-injective de Fs.

Démonstration. En vertu de la proposition Ap, (B1) est (Ar,(Bo, £1), Ar, (Bo))-projectif, de plus le
complexe exact de A, (8p)-modules sous jacent & ce complexe est constitué de modules triviaux, il est
donc scindé. Par conséquent, ce complexe est une résolution (Ar, (8o, 1), Ar, (5o))-projective de Fa.
Pour le second point, la proposition affirme également que Ap,(31) est un Ag, (8o, B1)-module
(Ar, (6o, B1), Ar, (Bo))-injectif. De plus, le second complexe est le dual Fy-linéaire du premier, il est donc
également exact, et le complexe de Ap, (fp)-modules sous-jacent est scindé. O

Corollaire 4.1.16. Soit M un Ay, (8o, 51)-module, alors
— le compleze de Ar,(Bo, B1)-modules M ® Iy, est une résolution (Ag,(Bo, B1), Ar,(B1))-injective de
M,
~ le compleze de Aw,(Bo, B1)-modules M @ PE2 est une résolution (Ag,(Bo, B1), Ar,(B1))-projective de
M.
Supposons de plus que M est By-acyclique. Alors

1. il existe une résolution (Ar,(Bo, B1), Ar, (Bo))-projective naturelle de M par des Ag, (5o, B1)-modules
(Ar, (Bo, B1), Ar, (Bo))-projectifs et Bo-acycliques.

2. il existe une résolution (Ag,(Bo, B1), Ar,(Bo))-injective naturelle de M par des Ag, (5o, 81)-modules
(Ar, (Bo, B1), Ar, (Bo))-injectifs et Bo-acycliques.

Démonstration. Commencons par montrer les deux premiers points. Par la proposition pour tout
Ar, (8o, f1)-module N, Ap,(51) ® N est a la fois un Ag, (5o, 81)-module (Ag, (50, 81), Ar, (f1))-projectif et
(Ag, (Bo, B1), Ar, (B1))-injectif, donc M @ If et M @ P, sont bien des complexes de Ag, (5o, 31)-modules
(Ar, (6o, B1), Ar, (B1))-injectifs et (Ag, (Bo, 51), Ar,(51))-projectifs respectivement.

De plus, le foncteur M ® — est exact, donc ces complexes sont exacts. Enfin, le foncteur UM & — :
A, (Bo) — Mod — Ag,(Bo) —mod, ot U : Ag, (B0, 1) — Mod — Ar, (o) — Mod désigne le foncteur d’oubli,
est additif, et donc les suites exactes longues de A, (Sp)-modules sous-jacentes sont scindées. D’ou les
deux premiers points.

Pour les deux derniers points, il suffit de remarquer que si M est Sp-acyclique, alors A, (81) @ M Dest
également. O
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Définition 4.1.17. On note Chz (A, (Bo, 81) — mod) la catégorie des complexes de A, (8o, 51)-modules
(& priori non bornés). Soient

P, : Ag,(Bo, 1) — Mod — Chz(Ar,(Bo, 51) — mod)
le foncteur PL2 ® (—), et

I° 2 A, (Bo, 1) — Mod — Chz(Ar,(Bo, B1) — mod)
le foncteur I ® (—).

On continue notre description de ’algebre homologique relative par la notion de foncteurs dérivés
relatifs. Encore une fois, les preuves sont contenues dans [EJ11] (et, pour les cas particuliers de Ext et
Tor, dans [Hoc56]).

Pour un foncteur F qui est (A, (5o, £1), Ar, (Bo))-exact & gauche (resp. a droite), on peut définir ses
foncteurs dérivés & droite (resp. a gauche). Les définitions se trouvent dans [EJ11l sections 8.1 & 8.2].

Lemme 4.1.18 ( [EJ11), section 8.1]). Soient F un foncteur (Ar,(Bo, £1), Ar, (Bo))-exact 4 gauche (resp.
droite), M un Ag, (5o, 81)-module, et M — I* une résolution (Ag,(Bo, 51), Ar, (Bo))-injective de M (resp.
Py — M wune résolution (Ar,(Bo, 1), Ar, (Bo))-projective de M ).
Alors, ’homologie du compleze F(I*) (resp. F(P,)) ne dépend pas de la résolution choisie. De plus le
0-éme groupe d’homologie est naturellement isomorphe a F(M).

Le lemme précédent autorise la définition suivante :

Définition 4.1.19. Soit F' un foncteur (A, (5o, 81), Ar,(B0))-exact & gauche. On définit le n-ieme fonc-
teur (A, (8o, 51), Ar, (Bo))-dérivé a droite de F', et on le note R™F', le foncteur qui a un Ag, (8o, f1)-module
M associe H"(F(I*)) ot M < I® est une résolution (Ap, (8o, 51), Ar,(Bo))-injective de M. Soit G un
foncteur (Ar, (B0, 1), Ar, (Bo))-exact & droite. On définit le n-iéme foncteur (Ag, (Bo, 51), Ar,(Bo))-dérivé
a gauche de G, et on note L,,G, le foncteur qui & un Ag, (8o, 81)-module M associe H,,(F(P,)) ou Py - M
est une résolution (Ag, (B0, £1), Ar,(5o))-projective de M.

Définition 4.1.20. 1. On définit le foncteur EmtéArz(Bo,B1),Ae<2(/30))(_’_) . Ap,(Bo, 1) — Mod°P x

Ap,(Bo, 1) — Mod — Ap,(Bo,81) — Mod de la facon suivante : pour M, N € Ag,(Bo,51) —
Mod, Ext! (=, N) est le i-éme foncteur (A, (Bo, 1), Ar,(5o))-dérivé a gauche de

(Ary (BosB1)5 A%, (Bo)) N
HomA[FQ(ﬂO’ﬂl)(f,N), et Ext! (M, —) est le i-éme foncteur (A, (Bo, 51), Ar,(5o))-

(Ary (Bo,B1),Ar, (Bo))
dérivé a droite de Homy,, (5,,8,) (M, —).

2. On définit le foncteur
T {ny, (o) A, (Fo,60)) (= =)+ A (Bos B1) — Mod x A, (Bo, B1) — Mod — Ar, (Bo, B1) — Mod

de la fagon suivante : pour N € Ay, (5o, 1) —Mod, ToréAF2 (BO)’AF2(59’ﬁ1))(—, N) est le i-éme foncteur
(Ar, (Bos B1), Ar, (Bo))-dérivé a gauche de (—) @y, (5,.5,) N, €t Tor{ s, (Bo).As, (B0, IV, —) est le i-
éme foncteur (Ag, (8o, 51), Ar,(Bo))-dérivé a gauche de N ® Az, (Bo,f1) (-).

Justification 4.1.21. La preuve du fait que les deux définitions de Eaztz Ar, (Bo,B1):Ar, (Bo)) coincident et que
. 2 sP1 )543 Fo
les deux définitions de Tor Asy (B0),As, (Bo.B1)) coincident est dans [Hoch6l 2.].

Enfin, on a les suites exactes longues en Ext(a, (8,.6,).Az, (80)) (T€SP- Tor(Ae2 (Bo,B1), A%, (B0))) induites
par une suite (A, (5o, 51), Ar, (Bo))-exacte courte ( c¢f. [Hoch6l p.253]). Nous n’allons pas reproduire le
résultat ici puisqu’il est exactement de la méme forme que le résultat classique.

4.1.3 Suites exactes longues en [},-homologie

Commengons cette sous-section par une définition alternative de Hy;, aprés quoi nous étudierons les
premieéres conséquences de cette caractérisation.
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Proposition 4.1.22. On a un isomorphisme naturel
O Y
Ext(AW2 (50751)7%2(/30))(]1?2, —) = Kerg, N Kerg,,
et, pour tout n > 1, on a des isomorphismes naturels
~ y—n|B1| _
Hal =M Emt?/\Fz(50,51),AF2(50))(F2’ )
Remarque 4.1.23. La suite exacte de Ag, (8p)-modules sous jacente a la suite exacte de A, (8o, 81)-modules
E|/61|IF2 — A]F2 (51) —» ]F2

est la suite exacte scindée
sIAUF, — BIfF, @ Fy — Fo.

Par conséquent X1%1IFy < Ap, (81) — Fy est une suite (Ar, (8o, 81), Ar, (Bo))-exacte courte et induit une
suite exacte longue en Ext(ay (8,,6:),Ar, (50))-

)
Mais le Ag, (8o, f1)-module Ar,(81) est (Ar, (5o, B1), Ar, (Bo))-projectif par la proposition [4.1.13} donc
le foncteur EItEAEQ(ﬂo,ﬂl),AFQ(Bo))(A]F2 (B1), —) est trivial pour tout i > 1.

La suite exacte longue donne donc des isomorphismes naturels pour tout n > 1, entre les foncteurs

—nl|p1 n _ —(n+1)|81 n+1 _ 3 .
-7 ‘Emt(Ab‘z(ﬂ07ﬁl)7Aﬂ<‘2(50))(F27 ) et £=(n+D)| ‘Ext(AFQ(B(MBl)vA]FQ(BO))(F27 ). Il n’est donc pas surpre

nant que les foncteurs E‘"'ﬁ”EﬂctFA[F (BosB1 ), A, ( 50))(15‘2, —) soient naturellement isomorphes entre eux.
2 H »AFg

Prewve de[].1.23 Considérons la (Ap,(Bo, 1), Ar, (80))-résolution projective de Fy fournie par le corol-
laire 115l On a
Hom,, (p,.5,)(F2, —) = Kerg, N Kerg,,

donc Eact?AF2 (Bo,ﬁl),Amz(ﬁo))(F2’ —) & Kerg, N Kerg,. De plus, par adjonction,
HomAFz(ﬁoﬁl)(AFz (51)7 _) = HomAFQ(ﬂo)(F% _) = Kerﬁo(_)a

et la pré composition par 51 rend le diagramme suivant commutatif

By
Homy,, (80,60 (Ar, (81), =) ——= Homy,_ (5,8, (5" Ap, (B1), —)

ui lu

Kerg,(—) Kerg,(—),

Bilkerg,

d’out pour n > 1,
Ext{y, (50,6008, (50)) F2s M) = Kerg, (Kerg, (S~"11M)) /1 (Kerg, (5717 M) = Hg, (M).
O

L’isomorphisme naturel fourni par la proposition implique 'existence de suites exactes longues
de la forme
.= HYy(A) = HY (B) — HE,(C) = Hy P (A) = B;71P(B) - .. = 5 IIA oy -

KeTBU(Kergl(Ef(”)IBI‘A)) — Kerg, (Kergl(Ef(”)lﬁllB)) — Kergo(Kergl(Ef(")lﬁl‘C’)) —0
pour tous n € Z et A — B — C suite (Ar, (8o, 51), Ar,(5o))-exacte courte.

Afin d’éviter de devoir considérer la partie
.= Kerg, (Kerg, (B~ MIAA)) = Kerg, (Kerg, (2™ MR B)) = Kerg, (Kerg, (2~ ™A1C)) = 0

de la suite exacte longue, on introduit maintenant une version "de Tate" des foncteurs dérivés.
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Définition 4.1.24. Soit Chyz(Ar, (5o, 1) — Mod) la catégorie des complexes de Ag, (8o, 81)-modules Z-
gradués. Fixons P*, I, : Ap, (B0, $1)—Mod — Chz(Ar,(Bo, 81)—Mod) une résolution (Ag, (Bo, 51), Ar, (Bo))-
projective et (Ag,(Bo, 1), Ar,(5o))-injective fonctorielles respectivement, définies au moyen du lemme
Comme coker(P* — PY) = Id = ker(Iy — I ), on peut considérer le complexe T, suivant :

o PPl PP P P sy s s~ =T, T =,

I sie>0

Pl sie< 0’

C’est un complexe (A, (8o, 81), Ar, (Bo))-exact de Ar, (B, £1)-modules projectifs. On appelle complexe
de Tate le foncteur 7.

Soit F' : Ap, (5o, 1) — Mod — C un foncteur (Ag,(Bo, 1), Ar,(Bo))-exact & droite (respectivement a
gauche).

Pour ¢ € Z, on définit le i-éme foncteur dérivé a gauche (respectivement & droite) de Tate L., F
(respectivement RiF) par L;F = H;(F(T.(~)) (respectivement R'F = H;(F(T_o(-))).

c’est-a-dire Ty =

Proposition 4.1.25. 1. Soit F': Ap, (B0, 1) — Mod — C un foncteur (Ar, (5o, B1), Ar, (Bo))-ezact d
gauche, alors R'F est naturellement isomorphe ¢ R'F pour tout i > 1.

2. Soit G : Ar,(Bo, B1) — Mod — C un foncteur (Ar,(Bo, B1), Ar,(Bo))-ezact d droite, alors L;F est
naturellement isomorphe a L; F' pour tout ¢ > 1.

3. Soit A — B — C une suite (Ap,(5o,51), Ar,(Bo))-exacte courte, alors on a des suites exactes
longues associées

... > RiF(A) 5 RIF(B) - RiF(C) — Ri“1F(A) — ...

et
.. > LiF(A) = LiF(B) = L;F(C) = Ly F(A) — ...

4. Pour tout n € Z, il existe un isomorphisme naturel R Homy,,_ (;30,51)(16‘2, —) = Hgl_ilﬁll.

5. Soit A — B — C une suite (Ag, (8o, B1), Ar, (Bo))-exacte courte, alors on a une suite exacte longue
L HE(A) = HE (B) — HE (C) — HGP N A) —

Démonstration. Les deux premiers points sont des conséquences directes de la définition de T, et de
l'unicité des foncteurs dérivés au sens (Ar, (5o, 51), Ar, (Bo))-relatif & gauche et & droite. La preuve du
troisiéme point est similaire au cas classique, par le lemme du serpent. La proposition [£.1.22] implique

Iexistence de I'isomorphisme R'Homy, (g,,6,)(F2, —) = Hgl_imll.
Enfin, les points 3. et 4. donnent en particulier 5.. O

Remarque 4.1.26. Cette interprétation homologique de Hg, fait apparaitre le role tout particulier joué
par les Ap, (8o, 51)-modules fSp-acycliques dans ce contexte. En effet, soit C' un Ag, (8o, 81)-module So-
acyclique. Alors, toute suite exacte courte de Ag, (8o, 1)-modules A — B — C est scindée en tant
que suite exacte de A, (So)-modules puisque le A, (Sy)-module sous-jacent & C' est projectif. Donc par
définition, toute suite exacte courte A — B — C est une suite (Ar, (5o, 81), Ar, (B0))-exacte, et induit
donc des suites exactes longues au niveau des groupes H); par la proposition :

H3727(C) = Hgi(A) — Hgy(B) — Hgy (C) — Hg ™ F(A).
Jusqu’a présent, nous avons considéré la H} -homologie comme un foncteur A, (8o, 1) — Mod —
F5 — Mod. Nous allons maintenant nous tourner vers les propriétés supplémentaires du foncteur composé

Hj o R.

Considérons la restriction du foncteur H; aux £*(1)-modules, c’est-a-dire (en vertu de la proposition
??) aux HFy*-modules dans Aw, (8o, 51) — Mod.
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Lemme 4.1.27. La restriction de Hy, d la catégorie HFy* — Mod — Aw,(Bo, 81) — Mod définit un
foncteur, que nous noterons encore Hy; :

Hy, : (1) — Mod — Fyla,0*] — mod.

Démonstration. La proposition [2:3.16] qui donne I’action de 3y et 8; sur 'anneau de coefficients, implique
que les éléments de Fao[a, o] sont dans Kerg, (HF2*) N Kerg, (HF2*). Soient M un HF5*-module et x
un représentant d’une classe de Hg; (M).
— Par les formules de Cartan, Vh € Fa[a,0~%], ha € Kerg, (M) N Kerg, (M) et donc [hx] € Hg, (M),
— de plus, pour 51(y) € Img, o Kerg,(M), les formules de Cartan impliquent que hf1(y) = B1(hy) €
Img, o Kerg,(M). La classe de cohomologie [hz] ne dépend pas du choix du représentant de [x], et
donc le morphisme est bien défini.
O

Lemme 4.1.28. Soit A B % C une suite evacte courte de A*(1)-modules, scindée en tant que suite
exacte courte de Ap,(Qo)-modules. Alors

RA — RB — RC

est une suite (Ag,(Bo, 51), Ar,(Bo))-exacte courte.

Démonstration. Soit ¢ : C — B le morphisme de Ap,(Qo)-modules qui scinde la suite exacte courte.
Alors Ri : RC' — RB vérifie RgRi = Idgc, et pour tout h € HFy" et ¢ € C, fo(Ri(he)) = Bo(hi(c)) =
Bo(h)i(e) + hQo(i(c)) = RI(Bo(h)c + hQo(c)) = Ri(Bo(he)) par la formule de Cartan (voir proposition
2.3.16]). Par conséquent la suite exacte courte RA — RB — RC' est bien scindée en tant que suite exacte
courte de Ap,(Qo)-modules. O

Proposition 4.1.29. Soit A — B — C une suite exacte courte de A*(1)-modules, scindée en tant que
suite ezacte courte de Ap,(Qo)-modules. Alors on a une suite exacte longue de Fala,oc~%]-modules en
Hoy1-cohomologie :

... = H} (RA) — H} (RB) — H} (RC) — HiP*T(RA) — ...
L’hypothése de la proposition est vérifiée en particulier si C est un A*(1)-module Qo-acyclique.

Démonstration. Le lemme assure que RA — RB — RC est une suite (A, (5o, 01), Ar, (Bo))-
exacte courte, et on peut donc appliquer la proposition pour obtenir la suite exacte longue (de
Fo-espaces vectoriels) en H§i*"-homologie annoncée. Les morphismes induits par A — B et B — C' sont
des morphismes de F[a, o ~*]-modules par le lemme

Considérons maintenant le morphisme de bord 0 de la suite exacte longue. Soit [x] € H§; (RC) une
classe de H{,-homologie représentée par un certain € RC. Soit y € RB un relevement de x a RB.

Alors 9([z]) = [B1(y)] € H{(RA) par construction du morphisme de bord. Soit maintenant h €
Fa[a,o0~4]. Un relévement de ha & RB est hy. De plus 81 (hy) = hf31(y) par les formules de Cartan. Par
conséquent Oh[z] = hd[z]. Le morphisme de bord est donc aussi un morphisme de Fy[a, o ~4]-modules, et
donc la suite exacte longue est une suite exacte de Fy[a, o ~4]-modules.

La derniére assertion est une conséquence directe du fait que, dans la catégorie des Ay, (Qo)-modules,

un module M est projectif si et seulement si il est Qg-acyclique, et que dans ce cas, les suites exactes
courtes dont le terme de droite est M sont donc scindées. O

On rappelle la proposition ??, qui identifie la catégorie des £*(1)-module avec celle des HFy*-modules
dans A]Fz (B()7 51) — Mod.

On rappelle aussi la proposition [1.2.14] : "anneau de coefficients HF>* est une extension & carré nul
de Panneau Fy[a, 0~!] par le Fo[a, o~ ]-module 0?F3[a~?, 0].
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Définition 4.1.30. On définit le sous-foncteur
Fz[a,afl]@)(—) : A*(1) — Mod — £*(1) — Mod

de R comme le sous-&*(1)-module engendré par les éléments de la forme h ® m, pour m € M et h €
Fsla,0~'] C HF5*. On note 0?Fs[a™", 0]®(—) le foncteur A*(1) — Mod — £*(1) — Mod quotient.

Remarque 4.1.31. Pour des raisons de degrés (les zones d’annulation de R de la figure , on a un
scindement du foncteur R en Fala,0 & (=) @ 0?Fala™t, o]@(—).

Pour finir cette sous-section, on montre un résultat qui effectue le calcul de (H{; o R) (M) pour des
A*(1)-modules M particuliers. Il s’agit de la proposition Bien que les hypotheses de cette pro-
position soient relativement restrictives, elles s’appliqueront & plusieurs A*(1)-modules dont on aura &
calculer la Hj;-homologie, et en particulier a A*(1).

Avant de pouvoir énoncer la proposition [£.1.44] on a besoin de quelques lemmes et notations.

Commencons par quelques considérations dans la catégorie des .A4*(1)-modules.

On rappelle les conventions établies a la notation[1.1.13]: * désigne un objet Z-gradué, et on peut tou-
jours considérer un objet Z-gradué comme un objet RO(Z/2)-gradué, concentré en degrés Z C RO(Z/2),
de sorte que, pour X* et Y* objets Z-gradué et RO(Z/2)-gradué respectivement, X* ® Y* est un objet
RO(Z/2)-gradué, ot ® est le produit tensoriel RO(Z/2)-gradué étudié & la sous-section [2.2.2}
Notation 4.1.32. On note Hg; : A*(1)—Mod — Fy—Mod le foncteur E_SEmt%A%(Qo’Ql),sz(Qo)) (Fq, —).

La graduation provient de la graduation interne de Ext% Ar, (Q0,@1),Ax (QO))(]FQ, =)
2 ) »AFg

Remarque 4.1.33. — Le décalage X2 est un décalage par 3 = |Q1|, analogue au décalage par |31| dans
I'identification du foncteur H§; effectuée & la proposition [£.1.22]
— La relation précise entre H{; et le foncteur Hy, étudié précédemment est fournie par le lemme

4141

Lemme 4.1.34. Pour tout i > 1, on a des isomorphismes naturels
H()kl = 273iE$t2(-AF2 (QO;Q]);AFQ (QO))OFQ’ —) = KerQO N KBTQI/(Ile @) KeTQO).

Démonstration. La preuve de la proposition donne, mutatis mutandis, une démonstration du ré-
sultat. 0

Ezemple 4.1.35. Considérons Hgl(ﬁg*(BZ/Q)) (voir la figure pour la structure de A*(1)-module
de HVIF;(BZ/Q)). On a Kergo(ﬁg*(BZ/Q) = 2°Fy[2?%]. Le Ar,(Q1)-module KerQo(ﬁg*(BZ/Z) est
concentré en degrés pairs, donc 1 agit trivialement.

Finalement, H; (fiF/g*(BZﬂ)) & 32, [22].

Définition 4.1.36. Soit A le produit libre des algébres Ar,(Sq¢?) et Ar,(Sq? ), ott S¢? et Sqz sont de
degré 2.

Lemme 4.1.37. Soit M un A*(1)-module. Alors,
1. Kerg,(M)N Kerg,(M) est naturellement un Ay, (Sq*)-module

2. si de plus, M est Qo-acyclique, alors on a une structure de Ap,(Sqe )-module sur Hj; (M), ot Sqz
est lopération qui vaut Sqt ([Qo(m)]) = [QoSq*m] sur un élément de la forme [Qom] € H (M).

De plus, si on note encore Hiy la restriction de H}, a la sous-catégorie pleine des A*(1)-modules Q-
acycliques A*(1) — Modg,, alors Hg, factorise a travers A — Mod, et donne un foncteur

Hy : A*(1) — Modg, — A — Mod.
Démonstration. On rappelle la relation d’Adem
Sq?Sq® = Sq¢'Sq¢?Sqt.
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1. Soit x € Kerg,(M) N Kerg, (M).
— Tout d’abord, montrons que S¢?z € Kerg,(M) N Kerg,(M). En effet QoS¢*z = S¢*Qoz = 0
car @1z = 0 pour la premicre égalité, et Qoz = 0 pour la seconde, donc Sq*z € Kerg,(M). De
plus,

SqtSq?Sq*x + S¢2Sqt S

Sq*Sq*Sq*x + S¢*Sq?Sqtx = 0 (car Sq¢*Sq*x = S¢*Sq'x)
S St S3Sq e + SqtS¢*SqtSqtx

0.

Q15¢°x

— Enfin, cette opération est de carré nul, car S¢>Sq*z = Sq'*Sq*>Sq'z = 0 pour = € Kerg,(M).
2. Le second point est analogue, soit & un représentant d’une classe de H; (M), alors Jy tel que

T = Quy, par Qp-acyclicité.

— Tlest clair que QoSq*y € Kerg,(M). De plus, Q1Q0S¢*y = S¢*S¢*Sq'Sq?y = Sq*Sq* S¢*Sq'y =
Sq?Q1z = 0. Par conséquent, parler de la classe de QpSq?y dans Hg, (M) a un sens.

— Maintenant, montrons que 1'opération ne dépend pas du choix de y. Soit donc z la différence de
deux préimages de x par Qo. Déja, z € Kerg,(M). Alors QoSq?z = Q1z. Donc [QoS¢?2] =0 €
H{ (M), et Vopération est bien définie.

— Pour finir, montrons que son carré est nul : Sqz Sqz (z) = Sqz Sq¢*Sq¢*x = Sq¢*S¢*Sq*y = 0.

Passons a la seconde partie.

Soit M € A*(1) — Modg,. Pour montrer que le foncteur H§; factorise a travers la catégorie des
A-modules, il suffit de montrer qu’'on a une structure naturelle de A, (S¢? )-module et une structure
naturelle de Ar, (Sq¢?)-module sur les objets de I'image de Hg; : A*(1) — Mod — Fy — Vect. La structure
de Ap,(Sge )-module est donnée par le deuxiéme point du lemme.

L’autre structure est bien définie, car Kerg,(M) N Kerg, (M) est un Ag,(S¢*)-module (on vient de le
montrer), et par Qo-acyclicité, Img, o Kerg, = Img, o Img, = Img,q, est un sous-A*(1)-module de
Kerg,(M)NKerg, (M), et donc en particulier un sous-Ar, (S¢*)-module, donc le quotient a un sens dans

la catégorie des Ar,(Sq?)-modules. O
Remarque 4.1.38. — Soit M € A*(1) — Modg, et [Qox] € Hg, (M). Alors on a les relations suivantes :
S¢*([Qoz]) + Sqz ([Qoa]) = [S¢*(Qox) + QoSq’al]
= [@i(z)]
et
Sq*Sqe ([Qoz]) = S¢*[QoSq*x]
[S¢?Sq'Sq?x).

— Soit M un A*(1)-module Qp-acyclique. Les actions de Sq? et Sqz sur Hg; (M) ne commutent pas
en général. En effet, reprenons 'exemple 4.1.35} et considérons [2%] = [Qoz] € H, (HFy (BZ/2)),

alors
Sq¢*Sqe [2%] = [S¢*Sq' SqPx] = 0
mais
Sqe S¢*[z?*] = Sge [2]
= Sq¢ [Qoz”]
= [QoSq¢°z"]
= [a]

et (9] # 0 car 2% & Img, o Kerg,(HF3(BZ/2)).
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On rappelle la définition [4.1.30| du foncteur Fala, o0~ !]@(—). Les formules de Cartan impliquent en
particulier que la multiplication par la classe d’Euler a est un morphisme de Ag, (8o, 51)-modules. De

plus ce morphisme induit un morphisme injectif Fo[a, 0@ (=) < Fala, o~ &(-).
Définition 4.1.39. Considérons le foncteur
F :=TFsfa,0 1@(~)/aFs]a,0 ' |&(~) : A*(1) — Mod — A, (Bo, B1)[0 '] — Mod.

Justification 4.1.40. Le seul point délicat est que, pour la structure naturelle de Fy[o~!]-module sur
F(M), I'action de o' commute avec 3y et 31. Par les formules de Cartan (proposition, pour tout
v €M, Bo(c7x) = Bolc™ Nz +01Qoxr = 07 Qox modulo a, et B (0 tx) = B1(c™ ) +aBo(c™1)Qox +
o~ 181(x) = 071B1(z) modulo a, d’ot le résultat.

Pour M € A*(1) — Modg,, la suite exacte courte Fala, o0& <4 Fyla,07Y& — F est une suite
(Ar, (Bo, B1), Ar, (Bo))-exacte, et donc posséde de bonnes propriétés d’algébre homologique relative. Il est
donc intéressant de comprendre Hj, o F : A*(1) — Mod — Fy — Mod afin de mettre en place une suite
spectrale Bockstein permettant de calculer HE, o Fala, 071]&.

Lemme 4.1.41. On a un isomorphisme naturel de foncteurs Ag,(Bo, 51) — Mod — Fo — Mod
HpyioioF = Kerg, NKerg, ® o "Hy (=)o,

ou o Y HE (=)o~ désigne le foncteur a valeurs dans les espaces vectoriels RO(Z/2)-gradués Hiy(—) @

o Fy[07, eti: A, (Bo, B1)[o "] — Mod — Ag,(Bo, 1) — Mod est le foncteur d’oubli.

Démonstration. Soit M un A*(1)-module. La proposition [2.3.16| et le corollaire [2.3.17] donne action
de 31 et By sur Fala,0 1 |@M. Nous allons effectuer ce calcul modulo les multiples de a : soit donc
o™ @m € Fala,0 71 |@M. On a

Bo(c™"@m) = Pole™")@m+o "R Qem

= 0 "®Qym mod a
car Img,(Fala,o~']) C aFsfa, o™, d’ott Kerg, o F = Kerg,(—)[c™']. De plus,

Bl @m) = PBileT™)@m+abfo(c™™)@Qom +ac " @ S¢*m+o "t Qim

= o " '®Qmmod a,

d’out Kerg, o Kerg, = Kerg, o Kerg,(—)[c™1] et Img, o Kerg, = 0~ 1Img, o Kerg,(—)[oc™!] L’isomor-
phisme naturel H}; = (Kerg,NKerg,)/(Img,oKerg,) donné dans le lemme|4.1.34|donne I'identification
souhaitée.

O

La fin de cette sous-section est une étude des conséquences de la suite exacte courte de foncteurs
YFs[a,071@(=) < Fala,071]®@ — F en HJ;-homologie.

Lemme 4.1.42. Soit M un A*(1)-module Qo-acyclique. Alors on a une suite exacte longue en HE, -
homologie

o= HET (Fala, 0 OM) S HY (Fala, o~ @M) S Hiy (FM) 5 Hi2(Fala, 0 J@M) — ...

Démonstration. Le A*(1)-module M étant Qo-acyclique, (a)Fala,oc 1 |@M = SFy[a, 0~ & (—) est Bo-
acyclique, et donc injectif (c’est-a-dire libre) en tant que Ap,(5p)-module. La suite exacte de Ap,(5o)-
modules sous-jacente est donc scindée, et donc 0 — (a)Fa[a, 0 |@M — Fala,0 &M — Fala,0c @M /a —
0 est une suite (Ag, (8o, 81), Ar, (Bo))-exacte.

Par conséquent, la proposition fournit une suite exacte longue en H{;-homologie :

= HE (@)Faa, o~ OM) — HE (Fola, o )&M) 2 Hy (FM) 5 Hi2 2 ((a)Fala, o~ )EM) — ...
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Hip*(Fala, 0~ |&M) —*— H;, (Fala, 0~ |OM) F— Hy (M[o ™))

hif ————% 31 (0~"m + arm)

|

o"m + am ————=o""m
FIGURE 4.1 — Le bord 8 de la suite exacte

L’isomorphisme de Ar, (3o, 81)-modules (a)F3[a, 0 |@M = %%Fqfa, 0 1]@M donne la suite exacte
longue :

= HT % (Fala, 0~ @M) 5 HYy (Fala, o~ )&M) S HE (Mlo™]) 2 Hi 2(Fala, 0~ OM) — . ...
O

Le lemme précédent fournit un couple exact. On peut donc construire une suite spectrale (la suite
spectrale Bockstein associée a 1'élément a en H;-homologie) dont la page E; est isomorphe a (Hf; o
F)(M)[a], ot a est un élément de degré —a € RO(Z/2) et de degré homologique 1, et dont I’aboutissant
est (Hgy o R)(M). Le résultat suivant identifie la premiere différentielle de cette suite spectrale.

Lemme 4.1.43. Soit M un A*(1)-module Qo-acyclique. Considérons l’isomorphisme naturel
Hy (M[o™1]) = Kerq, (M) N Kerg, (M) @ o~ Hg, (M)[o™"]

fourni par le lemme [[.1.71 Alors la différentielle dy de la suite spectrale Bockstein associée a la multi-
plication par la classe d’Euler a en HE,-homologie agit sur Hi ™" (M[o=1]) pour k >0 :

— comme aSq? si k est pair,

— comme aSq¢ si k est impair.

Avec Uaction définie au lemme [[.1.37,
Démonstration. Dans les notations du lemme |4.1.42] le morphisme d; est la composée

Hy (Mlo™)) & HG (Fola, 0~ |8M) & Hif(M[o™).

Le bord de la suite exacte est représenté ﬁgure (et la description de la suite spectrale Bockstein donnée,
par exemple, dans [BG10, 4.1.A]) : pour o~ "m € HJ; M[o '], on choisit un reléevement o~"m + ah’'m’ €
Kerg, (Fala, 0~ ]@M) pour un certain h’'m’ € Fala,oc &M de o~"m. Alors pB1(c~"m+ah'm’) =0 et
donc provient d'un certain ahim (h € HFy* et o € M). Alors (o~ "m) = hin.
Nous allons maintenant identifier explicitement cette différentielle.

Tout d’abord, il faut choisir un relévement pour chaque élément de Hg; (M[o~1]). Avec les notations issues
de l'isomorphisme Hg, (M[o~Y]) & Kerg,(M)NKerg, (M)®o = Hg, (M)[o~!] fourni par le lemme
on a trois cas a distinguer afin que le relevement choisi soit a chaque fois dans Kerg,. Les cas dépendent
du fait que I'élément homogene considéré appartient a Kerg, (M) N Kerg, (M) ou o *Hg (M)[o™1], et
dans le dernier cas, selon la parité de la puissance de o~ apparaissant. Soit k < 0, alors

1. un relevement de m € Kerg,(M) N Kerg, (M) C Hy(Mo™']) est 1 @ m € Fala,0 ' |@M car
m € Kerg, (Fz[a,071|@M).

2. De méme, un relevement de o?*m € o®* Hy, (M) C Hfy (M[o™1]) est 0%*m € Fyla, 01 |@M.

3. Enfin, un relévement de 02~ tm € o?* = Hy (M) C Hy (M[o~Y]) est 02~ tm+ao?*m € Fala, 0O M,
pour n’importe quel m € M tel que Qo = m. En effet, Bo(o?* " *m+ac?*m) = ac®*m-+ac*m =0
par les formules de Cartan.
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On utilise maintenant ces choix de relévement dans la caractérisation du morphisme
B Hg (Mlo™") = Hy*(M[o™1)

donnée précédemment. On rappelle la formule 81 (m) = o~tQ1m + aSq¢?>m pour laction de B; sur M C
Fala,c71]@®M ainsi que les formules de Cartan. Soit k < 0.

1. pour m € Kerg,(M)N Kerg,(M), fi(l@m) =07! ® Qim + a® S¢*>m = aSq?>m, et donc

dy = Sq¢° : Kerg,(M) N Kerg, (M) — Kerg, N Kerg,,

2. pour o2'm € o2* Hy, (M) € Hy,(M[o~1]), il faut en plus distinguer la parité de &’ :
— si I'élément considéré est de la forme o**m € o**Hy (M) C Hg (M[o~1]), comme B;(c**m) =
o 1Qim + ac**S¢®>m = ac**Sq¢?m, on a

dy = S¢*: a4kH{§1(M) — <74’“H§1+2(M)7

— si élément considéré est de la forme o**~2m, alors B1(c**~2m) = o*=3Q1m + ac**~2S¢*m +

a*o**m = ac**28¢*>m modulo a?, donc

di = S¢*: U4k_2H§1(M) — U4k—2Ha‘1+2(M),

3. considérons maintenant les éléments de la forme o2*' ~'m € o2~ Hz (M) C HE (M[o~1]), il faut

encore une fois distinguer selon la parité de &/,

— si élément considéré est de la forme o*+~!
modulo a?, et donc

4k—1 k

m, alors B1(c*~tm + ac**m) = ac**~18q¢' S¢*m
di = Sqe : U4k_1H§1(M) — U4k_1Ha‘1+2(M),

4k

— et enfin , si ’élément considéré est de la forme o**~3m, alors B (0**~3m+-ac**2m) = ac** 2S¢ S¢*m

modulo a?, donc
dy = Sqe : o HG (M) — o™ 3 HE P2 (M).
O

Nous allons maintenant expliciter les conséquences de 'effondrement de la suite spectrale & la page
E5. C’est I'objet de la proposition suivante.

Proposition 4.1.44. Soit M un A*(1)-module Qqo-acyclique. Supposons que
1. Kerg,(M)N Kerg, (M) est S¢*-acyclique,
2. Hy (M) est Sq®-acyclique
3. et que H} (M) est Sqe-acyclique.
Alors
Kerq(Hgy (F2la, 0~ |@M)) = Hpy (Fala, o~ |@M)

et on a
H{y (Fala, 0™ &M) = Kerg, (Hg (Mo~ 1])).

Démonstration. Considérons la suite spectrale Bockstein associée a la multiplication par la classe d’FEuler
en H} -homologie. Par définition, on a un isomorphisme E' = Hy, (M[o~1])[a], et la premiere différen-
tielle de la suite spectrale est le morphisme d; identifié au lemme[4.1.43] Par conséquent, les hypotheses de
la proposition sont équivalentes a : la suite spectrale Bockstein associée & a en H{;-homologie s’effondre
a la page E?, puisque E? est concentré en degrés {0} x RO(Z/2) C Z x RO(Z/2). La multiplication par
a augmente le degré homologique, et la page Fy est concentrée en degré homologique 0, donc la multipli-
cation par @ est triviale sur E? = E*°. Donc la multiplication par a sur H}; (F2[a,o~]@M), induite par
la multiplication par @ sur E2 = E*>°, l'est également.

Pour finir, on identifie la page E° :

E>® = E? = Kerg, (H} (M[o™1]).
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4.1.4 Dualité

Nous allons terminer cette section par un outil de calcul de Hy; provenant du foncteur de dualité
Fa-linéaire de la définition ??. On rappelle le lemme ?7? et la proposition [3.2.13| concernant le foncteur
(-)".

Pour comprendre le lien entre le foncteur de dualité et Hg;, on a besoin de propriétés homologiques plus
adaptées au cadre relatif.

Lemme 4.1.45. Le foncteur (—)Y : Ap,(Bo, 1) — Mod°? — Ag,(Bo, 1) — Mod vérifie les propriétés
suivantes :

1. il est (A]FQ (ﬂo:ﬁl)a A]F2 (ﬂO))_e:EaCt;
2. il envoie un objet (Aw,(Bo, B1), Ar,(Bo))-projectif (respectivement un objet (Ap, (5o, b1), Ar,(Bo))-
inectif) sur un (As, (Bo, B1): Axy (Bo))-projectsf (respectivement un (A, (Bo, B1), Ax, (B0))-injectif).

Démonstration. Pour le premier point, on sait déja que le foncteur est exact, c’est donc une conséquence

de la remarque [£.1.10]

Pour le second point, on va utiliser la proposition On a un isomorphisme (Ap,(81))Y =
Y727 %Ax, (B1) de Ag, (Bo, f1)-modules. Donc pour tout A, (8o, f1)-module M, le dual (Ag, (B0, 81) @A, (5)
M)Y = (A, (1) @, M)¥ = X727%Ag, (B0, f1) @ps, (80) (M) (car Ap,(41) est de dimension finie) est
également (A, (5o, 81), Ar,(Bo))-projectif par le dernier point de la proposition Par conséquent,
le foncteur (—)V préserve les Ar, (8o, 81)-modules (A, (Bo, 51), Ar, (Bo))-projectifs.

O

Remarque 4.1.46. Le résultat précédent est 'analogue relatif du fait que les classes des modules injectifs
et projectifs coincident dans Ag, (5o, 1) — Mod (ou plus généralement dans R — Mod, pour R une algébre
quasi-Frobenius, comme une algeébre de Hopf finie sur un corps k (voir [AF92, proposition 31.1])).

Nous allons maintenant exploiter le foncteur de dualité linéaire et ses propriétés pour réduire la quan-
tité de calculs nécessaires pour comprendre Hp; o R sur des A*(1)-modules particuliers. Les résultats
exploités ici sont ceux étudiés dans la sous-section [3.2.3] et en particulier la proposition [3.2.13]

Lorsqu’on applique le foncteur de dualité, un foncteur d’homologie analogue a Hg; apparait :
Notation 4.1.47. On note H%! le foncteur
SIBIL, ((Id/(Img, + Img,))) : Ag,(Bo, B1) — Mod — Fy — vect.

Justification 4.1.48. On a déja vu que Homp,, (s,,5,)(F2, =) est (Ar, (5o, B1), Ar, (Bo))-exact & gauche,
donc Homy,, (s,,,)(F2, =) est (Ar, (Bo, B1), Ar, (Bo))-exact a droite. Mais on a l'identification :

Hom/\u«‘z(ﬁoﬁl)(F27 7)\/ = (Kerﬁo n K6T51)v = (Id/(lmﬁo + Imﬁ1))((*)v)v

donc le foncteur (Id/(Img, + Img,))((—)") est un foncteur contravariant (Ar, (8o, 51), Ar, (Bo))-exact a
droite, et donc (Id/(Img, + Img,)) est un foncteur covariant (Aw,(Bo, 81), Ar,(Bo))-exact & droite. On
peut donc parler de ses foncteurs (Ar, (5o, 51), Ar, (B0))-dérivés a gauche.

On rappelle la définition |4.1.24] des foncteurs dérivés de Tate L; et R,

Proposition 4.1.49. 1. Le diagramme suivant est commutatif :

Ar, (Bo, B1) — Mod®? —— A, (S0, 1) — Mod

Héjfi lHOl

Fy — Mod®P ﬁﬂﬁ — Mod.

2. De plus, pour tout i € Z, on a un isomorphisme naturel entre le foncteur HO' et

S ((1d/(Img, + Img,))) : A, (Bo, B1) — Mod — Fy — vect.
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Démonstration. Considérons le diagramme suivant :

Ar, (Bo, B1) — Mod” —— Ag, (B, 51) — Mod
HomAFQ(BO’Bl)(Fz’_)l l(ld/(fmaoﬂmm))

Fy — Mod” —————F3 — Mod,

il est commutatif car on a des isomorphismes naturels Homy,,_ (g,,s,)(Fa, =) = (Kerg, N Kerg, )Y =
(Id/(Img, +Img,))((—)"). Par le lemme [4.1.45] la duale linéaire d’une résolution (Aw,(So, 1), Ar, (50))-
projective est une résolution (Ar, (8o, 1), Ar,(5o))-injective, par conséquent, on a un isomorphisme na-
turel

(R* (HomAg, (Bo, B1)(F2, —)))" = Li((Id/(Img, + Img,))) o ()" (4.1)
d’ol le premier point par définition de Hy; et HO?.
Pour le second point, les cas ¢ > 1 suivent du méme isomorphisme par la proposition [£.1.22] On en

déduit un isomorphisme pour tout i € Z entre L;((Id/(Img, +Img,))) et S1PUL  ((Id/(Imp, +1Img,))),
d’oti le résultat pour tout i € Z. O

L’intérét de la proposition précédente, qui montre la relation entre le foncteur de dualité Fo-linéaire
et les foncteurs HJ, et HO' est justifié par le lemme [4.1.52) qui permet le calcul de HO! lorsqu’on se
restreint aux Ag, (5o, 81)-modules Sy-acycliques.

Définition 4.1.50. Soit Ap, (5o, 1) — Modg, la sous-catégorie pleine des objets [Bp-acycliques dans
Ar, (Bo, B1) — Modpg, .

Avant d’énoncer le lemme, commencons par un résultat général sur la restriction a A, (5o, 81) —Modg,
des foncteurs (Ag, (B0, B1), Ar, (5o))-dérivés.

Lemme 4.1.51. Soient F,G : Ap,(Bo, 51) — Mod — C deuz foncteurs (Ar,(Bo, 1), Ar,(Bo))-ezacts d
gauche ou a drotte tels que les restrictions de F' et G d la catégorie Aw,(Bo, 81) — Modg, coincident.
Alors les foncteurs dérivés de Tate d droite ou d gauche de F' et G coincident sur Ag,(Bo, 51) —Modg, -

Démonstration. Par le lemme le foncteur T, se restreint en un foncteur
Ar, (8o, 1) s, — Chz(Ar, (Bo, B1) — Modg,).

Considérons le cas ot F' et G sont (Ar,(Bo,51), Ak, (Bo))-exacts & droite. Dans ce cas, les fonc-
teurs F'(7,) et G(T,) sont naturellement isomorphes, et donc on a un isomorphisme naturel L;(F) =
Hy(F(T.)) = Hi(G(T)) = Li(G).

Le cas ou F' et G sont (Ar, (8o, 1), Ar, (5o))-exacts a gauche est analogue. O

Lemme 4.1.52. Pour tout i > 0, on a un isomorphisme naturel
Hj =Y HM

en tant que foncteurs
Ar, (Bo, B1) — Modg, — Fala,0*] — Mod.

Démonstration. Toute la preuve du lemme se place dans la catégorie Ar, (8o, 81) — Modg,, de sorte qu’on
a un isomorphisme naturel de foncteurs A, (80, 81) — Modg, — Fala,0=4] — Mod :

vlbolCokerp, B Kerg,.

Considérons le diagramme suivant de foncteurs Ag,(Bo, 81) — Modg, — Fala,0=4] — Mod :

Bl Kerg, A Kerg,

-

Y8 Cokerg, e YCokerg,.

90



CHAPITRE 4. LA Hy-HOMOLOGIE

Les isomorphismes verticaux sont induits par §y, et donc la commutativité de Sy et (1 entraine
la commutativité du diagramme. On en déduit que = XId/(Img, + Img,) = Cokerg, o Kerg,. On a
deux conséquences de ce fait. Premiérement, on obtient une suite exacte a quatre termes de foncteurs
Ap,(Bo, 1) — Modg, — Fala,074] — Mod

Bt
S8 Kerg, o Kerg, < SIP Kerg, 53 Kerg, — SId/(Img, + Imsg, ). (4.2)

Deuxiémement, le lemme [4.1.51|s’applique & I'isomorphisme naturel 3I1d/(Img, +Img,) = Cokerg, o

~

Kerg, et donne un isomorphisme naturel L;(X1d/(Img, + Img,)) = L;(Cokerg, o Kerg,).
La fin de la preuve repose sur l_es deux suites spectrales associées a un bi-complexe, qui compare
L;(XId/(Img, +Img,)) et Hy = R'(Kerg, o Kerg,). Soit T, la résolution de Tate de M. Comme M est

Bo-acyclique, pour tout k € Z, Ty, est un module Sp-acyclique (corollaire [4.1.16]).
Considérons le bicomplexe suivant :

S0 Kerg, (Tar1) 2> Kers, (Tos1)

SI8 Kerg, (To) —2— Kerg, (Th)

SIoKers, (To-1) L Kerg,(Te-1)

On va calculer 'aboutissant des deux suites spectrales convergeant vers I’homologie du complexe total.
Commencons par la suite spectrale dont la page E° est

do do
E'/B”KergO(T.H) Kergy(Tet1)
do do
I8 Kerg, (Ty) Kerg, (Ts)
do do
E|51|K6T50(T._1) Kerg,(To-1)
do do
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Par I'isomorphisme naturel Kerg, = Homy, (g, 81)(Ar,(B1), —), les groupes apparaissant sur la page
E! sont triviaux, puisque le Ar, (B0, 81)-module Ag,(B1) est injectif et projectif par le lemme
et donc que Homp, (g,,8,)(Ar,(B1), —) est (Ag,(Bo, B1), Ar, (Bo))-exact. La premiere suite spectrale s’ef-
fondre, et £ = 0.

Fa

Passons a la seconde suite spectrale.
Sa page E° est

ElﬁllKerﬁo (T¢+1) 614) K@’I‘go (T0+1)
161 | A
TP Kerg, (Ty) —— Kerg, (T)

YA Kers, (To_1) L Kerg,(Te—1)

et donc, en vertu de ’équation on a la page E' :

P Kers, o Kerg,(Tot1) SId/(Img, + Img,)(Tet1)
Il Kerg, o Kerg,(Ts) SId/(Img, + Img, )(Ts)
I8 Kers, o Kerg,(To_1) SId/(Img, + Img,)(Te_1)

Par définition des foncteurs dérivés de Tate, la page E? de cette suite spectrale est la suivante :
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E\Bl\R""l(Kerﬁl o Kerg,)(M) Z]I:.Jrlfd/(fmﬁo + Img, ) (M)
SIBIR® (Kerg, o Kerg,)(M) SLoId/(Img, + Img,)(M)
SR (Kerg, o Kerg,)(M) ST 1Id/(Img, + Img, )(M)

Mais par les isomorphismes des propositions [£.1.49] point 2. et [£.1.25] point 4., on a un isomorphisme
naturel entre la page F» de la suite spectrale et

H, (M) H i, -1 (M)
Hor M) N CH 5,20 (M)
sz\ﬁl\(M) h HO (M)
H*—3V31‘(M) h Hfimu—l(M)

Pour terminer, d? est nécessairement un isomorphisme, car c’est la seule différentielle possiblement
non triviale pour des raisons de degré, et que E> = 0. Par conséquent, d? réalise I'isomorphisme annoncé
dans le lemme. O
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4.1.5 Modules libres

L’objectif de cette section est de calculer Hg, (RF'), pour F' un A*(1)-module libre. Le résultat est
énoncé & la proposition . Une représentation de A*(1) est donnée & la figure

Sq?

Sqt

FIGURE 4.2 — L’algébre A*(1)

Nous allons d’abord vérifier que les hypotheses de la proposition [4.1.44] sont satisfaites pour le .A*(1)-
module A*(1).

Lemme 4.1.53. 1. On a un isomorphisme de Ap,(Sq*)-modules
Kerq, (A" (1)) N Kerq, (A"(1)) = {8¢*Sq®, S¢*Sq*Sq*}F,

avee S¢*(Sq*Sq?) = Sq*Sq*Sq?. En particulier, il est Sq*-acyclique.
2. Le A(Sq?)-module HE (A*(1)) est nul.

Démonstration. A partir de la figure on voit que l'image de A*(1) par le foncteur d’oubli A*(1) —
Mod — Ap,(Qo,Q1) — Mod est isomorphe a Ap,(Qo, Q1) ® X2Ar,(Qo,Q1), une base en tant que
Ar, (Qo, Q1)-module étant donnée par 1 et S¢?.

La structure d’espace vectoriel de Kerg,(A*(1)) N Kerg, (A*(1)) et Hi; (A*(1)) est facile & déduire
de ce fait.

L’action de S¢* sur Kerg,(A*(1)) N Kerg, (A*(1)) est induite de I'action de Sq¢? sur les générateurs
de A*(1) en tant que Ap,(Qo, Q1)-module : 1 et Sq¢?. O

Proposition 4.1.54. On a l'identification
H (RA*(1)) = S¢?S¢*Sq°Fy @ 0%.5¢'Fs.

Démonstration. Pour des raisons de degré, on a scindement naturel R = Fa[a, 0~ 1®(—)Bo?Fala™!, o]@(—).
Comme le foncteur Hy, est additif, il existe également un scindement naturel

Hgy o R= Hjy o Fsla, ‘7_1]®(_) ® Hg, o 02F2[G_1a o]@(-).
Le lemme [£.1.53] assure que la proposition [1.1.44] s’applique, donnant directement

Hy (Fola, 07 '|®A(1)) = Sq¢*Sq*SqFa.

Pour calculer le reste, on applique les propriétés de dualité énoncées a la proposition [£.1.49] et la
proposition [3.2.13] On obtient

Hy (RA*(1))Y = HY((RA*(1)Y)
par le premier point de la proposition
HY'((RA*(1)Y) = HX(E*TR(A(1)Y))
par la proposition [3.2.13
HY (SR (1)) = HY (7 R(SOA(1)))
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car A*(1)V =2 £7%4%(1), enfin, le lemme |4.1.52 donne

HH (5722 R(S70A%(1)))

12

S (52 R(STOA" (1))
59420 1 (RA (1),

1

Pour des raisons de degré, cet isomorphisme se restreint, via le scindement
H§y o R = Hg; o Faola,07'&(~) @ Hgy 0 0°Fola™", 0]&(-),
en deux isomorphismes

Hg,y (Fa[a, 0™ |&(A™(1))" = 772 H, (0°Fala™, 0] (A"(1)))

et
H§y (0°Fafa™h, o]®(A(1)))Y = S22 Hg, (Fofa, 0@ (A(1))).

Par conséquent, H}, (0?Fa[a™t, 0]®(A*(1))) est un espace vectoriel de dimension 1 généré par une
classe de degré —6 +9 — 2o = 3 — 2cv. Pour conclure, il suffit de constater que 02S¢* est dans

Kerg,(0°Fa[a™", 0]®(A"(1))) N Kerg, (0°Fa[a™", o]@(A*(1))),

a cause de la zone d’annulation décrite a la figure[3.1] et qu’il ne saurait étre dans I'image de 1, & cause des
mémes zones d’annulation. Sa classe peut donc étre choisie comme générateur de Hg; (0Fa[a™t, o]@(A*(1))).
O

On termine cette section avec le calcul de H}, o R des A*(1)-modules libres.

Corollaire 4.1.55. Soit F' un A*(1)-module libre. Alors
H{y (F) = (F ®4+1) F2) ®r, (5¢°Sq*Sq°F2 ® 0°Sq'Fs) .
En particulier, ce Fala,o~*]-module est concentré en degrés Z. C RO(Z/2) et Z — 2 C RO(Z/2).

Démonstration. La proposition [4.1.54] donne le résultat pour le module libre de rang 1. On conclut par
additivité des foncteurs H}; (conséquence de la proposition [4.1.22)) et R (proposition [3.1.12)). O

4.2 La catégorie stable

4.2.1 L’entrée en scene de la catégorie stable

Le calcul effectué a la proposition @ motive 'étude des HFy*(BV') d’un point de vue stable. Une
référence trés compléte sur la catégorie stable est le livre de Margolis [Mar83, chapitre 14], le mémoire
de Palmieri [Pal01] étudie également en détail ce qui se passe pour le cas particulier des sous-algebres de
Hopf de l’algebre de Steenrod.

Briévement, il s’agit de considérer la catégorie obtenue & partir de la catégorie des .A*(1)-modules
en négligeant les A*(1)-modules libres. On rappelle les définitions et les premiéres propriétés dans la
proposition suivante, contenue dans [Brul2l définition 2.4, propositions 2.5 et 2.6], ainsi que la discussion
qui suit cette proposition dans [Brul2].

Proposition 4.2.1. Soit B une algébre de Hopf graduée connexe finie.

1. Pour toute sous-catégorie C de B — Mod, on définit la catégorie stable de C, notée St(C) la catégorie
dont les objets sont ceux de C, et les morphismes sont les classes d’équivalence de morphismes
modulo ceux qui factorisent a travers un module projectif. Dans toute la suite, on note >~ pour une
équivalence stable entre deuxr B-modules, c’est-da-dire un morphisme de B-modules qui induit un
isomorphisme dans la catégorie stable.

2. Deux B-modules M et N sont stablement équivalents si et seulement si il existe deur B-modules
libres P et Q et un isomorphisme M & P = N & Q.
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3. Soit (=)™ : Ob(B — Mod)/ =— Ob(B — Mod)/ = Uapplication qui @ un B-module M associe la
classe d’isomorphisme de son plus petit sous-B-module M’ tel que M = M'GF avec F un B-module
libre. On appelle M7¢ le B-module réduit associé ¢ M. Avec ces notations, deux modules de type
fini bornés inférieurement sont stablement isomorphes si et seulement si leurs modules réduits sont
isomorphes.

4. Soit ®p la structure monoidale symétrique sur B — Mod. Le produit tensoriel d’un B-module libre
avec un B-module est un B-module libre. En particulier, le produit tensoriel définit bien une struc-
ture monoidale au niveau de la catégorie stable.

Passons maintenant a la définition du foncteur espace de lacets algébrigue.

Définition 4.2.2. On définit les foncteurs B — Mod — B — Mod suivants :
- Q=Ker(B—TF2)®(-),
~ Q7! = Coker(Fy — B) @ (—).
Pour un B-module M, on définit également deux applications Ob(B — Mod)/ =— Ob(B — Mod)/ =
— ainsi que Q,.(M) = Ker(F — M) ou F est minimal,
— et Q7'M = Coker(M < F') ou F’ minimal.

Remarque 4.2.3. 1. Stablement, on peut définir Q(M) comme étant le noyau de n’importe quel épi-
morphisme F' — M, ou F' est un module libre. En particulier, on peut prendre F' minimal.

2. Supposons M réduit et choisissons F' — M minimal. Considérons la suite exacte courte de .A4*(1)-
modules
wM — F — M.

Alors par définition de ©,, on a une équivalence stable wM ~ Q,M. Ecrivons un isomorphisme
de A*(1)-modules qui est dans la classe de wM ~ Q,.M. Comme €, M est réduit, on obtient un
isomorphisme

wM=2F' ®©Q.M,

avec F’ un certain A*(1)-module libre. Si on note F”' = coker(F' < F), on a un diagramme

commutatif
F F
F"— M.

On en déduit I'existence d’une surjection F”' — M qui, par I’hypothése de minimalité de F', implique
que F' = 0.

3. Pour tous i, j € Z, alors pour tout M € A*(1) — Mod, on a un isomorphisme de A*(1)-modules Q¢ o
Q) = QitJ, 1l suffit de constater que Q,.(M) = Q(M)"?. Deés lors, le résultat suit de I'isomorphisme
naturel Q¢ o Q7 =2 Q7

On rappelle la convention générale : le symbole * désigne un entier naturel, en particulier, pour
M € Fy — Mod et V € RO(Z/2), M*TV est un espace vectoriel Z-gradué.

Proposition 4.2.4. Soit M un A*(1)-module Qo-acycliqgue. On considére un épimorphisme F — M
avec F' un A*(1)-module libre minimal. On o donc une suite exacte courte
0—-Q M —F —M—D0.

La suite exacte longue en Hpy -homologie de la proposition @ se scinde en isomorphismes de
Fy-espaces vectoriels Z-gradués :

1. Hy (R, M) = Hg, (RF),

2. Hgi7**(RF) = Hg™**(RM),

3. et, pour tout k & {—2,—1}, Hi*(RM) 5 H; 2T * (RO, M),
ol x € 7.
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Démonstration. L’identification du noyau de F — M est le deuxiéme point de la remarque [£:2.3] Comme
M est Qo-acyclique, la proposition [£.1.29] s’applique & la suite exacte courte 0 — Q, M — F — M — 0,
et on obtient la suite exacte longue

oo = H}(RQM) — Hy (RF) — Hy (RM) — H}P2H(RQ.M) — HY T (RF) — ...

De plus, le calcul effectué a la proposition [4.1.55] identifie Hf; (RF'), concentré en degrés * + ka, pour
k=0,-2.

Mais pour un A*(1)-module N quelconque, les zones d’annulation de la figure impliquent que
RN*~* =0, et en particulier Hj; “(RN) = 0.

Par conséquent, dans la portion de suite exacte longue suivante, pour * € Z,
o= HZTP(RM) — HG (RQ.M) — Hi (RF) — Hg (RM) — Hi 2T (RQ, M) — H}P2T(RF) — ...

les deux termes Hg; >~ *(RM) et Hi T (RF) sont triviaux, par la figure et la proposition [4.1.55
respectivement, d’ou une suite exacte a quatre termes 0 — Hgy (RQ-M) — H}(RF) — Hj(RM) —
Hi T (RQ, M) — 0. Montrons maintenant qu’elle se scinde en deux isomorphismes.

Raisonnons par I'absurde et supposons que le morphisme H; (RQ,-M) — Hg, (RF') n’est pas surjectif.
La proposition implique qu’il existe un élément dans la classe de Sq2Sq?Sq?v € HE, (F), pour un
certain v € F qui n’est pas dans 'image du morphisme .M — F. Mais pour des raisons de degré,
la classe de S¢?Sq?Sq?v est réduite & un élément puisque 'image de 3 est triviale en ce degré. Alors
Sq?Sq*Sq?v est envoyé sur un élément non trivial Sq2Sq?Sq?m de M par le morphisme de A*(1)-modules
F — M, et donc une copie de A*(1) scinde : ' = M = f @ Id -1y : F'© A*(1) - M' © A*(1), donc M
n’est pas réduit. Contradiction. Par conséquent, le morphisme morphisme H, (RQ,.M) — H{, (RF) est
surjectif et donc la suite exacte a quatre termes se scinde en les deux isomorphismes : celui du point 1.
et point 3. dans le cas ou k = 0.

Considérons maintenant la portion
o= Hy73(RF) — Hi7**(RM) — Hi P 2%(RQ, M)

— H?72%(RF) — H} PP 2*(RM) — H M (RQM) — ...,

de la suite exacte longue précédente. Encore une fois, les termes Hy; >*(RF) et HjF*~*(RQ, M) sont
triviaux, par la proposition et la figure respectivement, fournissant la suite exacte a quatre
termes 0 — H 3*(RM) — H;P*72*(RQ,M) — H; > 72%(RF) — H;™*72%(RM) — 0.

On montre que cette suite exacte a quatre termes est scindée. Il faut constater que M réduit et F — M
minimal implique que 2, M est réduit. Par conséquent, la suite exacte courte

MY < FY = (Q.M)"

vérifie les hypotheses du point précédent. Par conséquent il existe une suite exacte a quatre termes scindée
de la forme

0 — Hy (RMV) — H} (RFY) — Hy (R(OM)Y) — HG 2T (R(QM)Y) — 0.
Par conséquent, on a des isomorphismes
Hiy(ROMY)) = Hi > (R((Q,M)")
et le lemme [I.1.52] avec la proposition [£.1.49] donnent un isomorphisme
Hi73*(RM) = HiP22*(RQ,.M).
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Enfin, pour tout k ¢ {—3, -2, —1, 0}, la proposition[4.1.55/implique que Hgf'm (RF) et Hgf_(kﬂ)a(RF)
sont triviaux. Par conséquent, la suite exacte

HiR(RF) — HiP(RM) — HIT (RO, M) — H2 T (RE)

fournit les isomorphismes HZ;™**(RM) = HS?HU@H)O‘(RQTM) annonces.
O

Remarque 4.2.5. On a réellement une dualité entre les énoncés concernant la partie en degrés * 4 ka pour
k > 0 et la partie pour k < —2. En effet, si on connait le résultat pour la partie pour k& > 0, on considere
la suite exacte de A*(1)-modules acycliques

MY < FY = (Q,.(M))".

Par conséquent Q,((Q,-(M))V) = MV.
On applique maintenant la proposition m pour k > 0 (supposé connu) et on trouve des isomor-
phismes
Hiy (RMY) = Hgy (RFY),

et
Hi (R, (M))Y) 5 Hy P (RMY)

d’ou, par la proposition les isomorphismes en degré * 4+ ka pour k < —2 annoncés a la proposition
24

Nous pouvons maintenant énoncer un résultat concis de calcul de Hg;-homologie pour les modules de
la forme RM, pour M un A*(1)-module réduit. C’est suffisant par additivité du foncteur H; o R puisque
le calcul de Hf, (RF) pour F un A*(1)-module libre a été traité au corollaire [4.1.55

Notation 4.2.6. On note soc : A*(1)—Mod — Fy—e.v. le foncteur socle, c’est-a-dire Hom 4+ (1)(F2, —) =
ATWLA*(D(—).
Proposition 4.2.7. Soit M un A*(1)-module réduit Qq-acyclique. Alors pour n > 0,

- Hg " (RM) 2= 2% soc(Q;" (M)

- Hyy "TN(RM) = 57 s0c( QR (M)

- Hjiy “(RM) =0.

Démonstration. Soit M un A*(1)-module réduit. Choisissons F — M minimal. Le second point de la
remarque fournit une suite exacte courte

Q.(M) — F — M.

Par conséquent les résultats du corollaire s’appliquent pour la suite exacte courte de A*(1)-
modules

Q.M < F — M.

La premiere étape de la preuve est de calculer la restriction aux degrés entiers de Hj(RM) :
HP%*(RM). A cause des zones d’annulations de RM (voir la figure , aucun élément du sous-espace
vectoriel M = 1 ® M — HFy* ® M = RM n’est dans Img, (RM). Par conséquent Hj, **(RM) =
(Kerg,(RM) N Kerg, (RM))*™°*, Maintenant les formules de la proposition m donnent

(Kerg,(RM) N Kerg, (RM))* 0% = Kergqg (M)N Kergge (M) C RM.
L’anneau A*(1) étant engendré par Sq' et Sq¢?, on a Kerg, (M) N Kerg,2(M) = soc(M).

Nous allons maintenant raisonner par récurrence sur n pour montrer Hy; "*(RM) = %2"soc(Q,;"(M)).
Soit donc n > 1.
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— Sin =1, la derniére assertion du corollaire pour la suite exacte courte de A*(1)-modules

M < F — QY (M)

T

implique que la suite exacte a quatre termes donnée par le point 1. du méme corollaire se scinde,
donnant un isomorphisme HyF*(RM) = Hy2(RQ;*M). On vient de voir que Hyy 2(RQ, M) =
¥2s0c(Q71(M)), d’ott un isomorphisme Hy; *(RQ7TM) = %2s0c(Q7H(M)).

— Sin > 1, la derniere assertion du corollaire £.2.4] et le point 3. du méme corollaire appliqués & la
suite exacte courte de A*(1)-modules

M — F — Q. (M)
donne la chaine d’isomorphismes
Hi " (RM) = Hop 0"V (RO M) 2 527 s0e(Q, (M),

ou le dernier isomorphisme est donné par ’hypothése de récurrence.
L’assertion Hj; “(RM) = 0 est une conséquence des zones d’annulations pour RM, voir figure

Montrons maintenant le second isomorphisme de la proposition. L’argument est similaire a celui qu’on
vient d’utiliser. Le point 2. et la derniére assertion du corollaire appliqués & la suite exacte

Qin(M) —~F - M

T

donnent Hy **(RM) = Hy*~2*(RQ,. M). En utilisant & nouveau 2. et la derniére assertion pour la suite
exacte

Q2M — F® - Q. M,

ott F®) — Q.M est le recouvrement projectif de Q,.(M), on trouve HiF> 2*(RQ, M) = Hi>72*(RF®).
Mais la proposition implique que Hj>72*(RF®) = H;P(RF®)). Le point 1. et la dernitre
assertion du corollaire pour Q,.(M) impliquent H">(RF®)) = H}FP(RQ2M), mais on vient de
voir que

HiP(RO2M) = ¥ 5s0c(Q2M).

Par récurrence immédiate en utilisant le point 3. du corollaire [£.2.4]
HYRM) = 272 B 50e(QPH2(M)).
O

Le défaut de la proposition précédente est qu’on n’a pas identifié la structure de Fa[a]-module
de Hy(RM), pour M un A*(1)-module réduit. Nous allons retrouver une partie de cette structure
(Ker,(Hgy (Fo[a, 071 ]@M) et coKer, (Hg; (Fo[a, 0 ~1]@M)) a I’aide du résultat suivant. On rappelle I'iden-
tification du lemme L1471

Proposition 4.2.8. Soit M un A*(1)-module réduit Qo-acyclique. On note o> M|a] le Ag,(Bo, B1)-module
Ker(a: 0*Fala™, o]@(M) — 0*Fala™,0]@(M)). On a un isomorphisme naturel :

Hgy (0*Mlo]) = 0> M/(Imq, (M) + Imq,(M)) @ o Hgy (M)[o].
De plus, on a deuz suites exactes en Hg,-homologie :
Hgp *(Fafa, 0 |@M) = Hgy (Fala, 0 '|&M) — Kerq, Kerq, (M) ® o~ Hg, (M)lo™"]
et

oM/ (Imq, (M) + Imq,(M)) & o Hgy (M)[0] — Hg, (0*Fa[a™", o]@M) = Hi™ (0*Faa™", o]@M).
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v mQ U

FIGURE 4.3 — La structure de A*(1)-module de HF3(BZ/2)

Démonstration. L’identification annoncée suit de la formule £ (m) = o~ 1Qym + aSq*m pour m € M C
RM et des formules de Cartan de la méme fagon que dans le lemme [4.1.41] En effet, Kerg,(c>M|o]) =
o?Kerg,M][o], et donc Hy, (02 M[o]) = Kerg, (6> M|o])/Img, (62 M|o]), ot B1(c™m) = a1 Q1(m).

Maintenant les suites exactes longues annoncées sont

— la suite exacte longue fournie par le lemme [£.1.42]

— la suite exacte longue en Hg;-homologie associée & 1'image par le foncteur o?Fafa~
suite exacte courte de A*(1)-modules Sp-acycliques

L o]®(—) de la

o?M|[o] = o?Fy[a™t, o]&(M) % o’ Fyla™t, o]&(M)

qui est bien une suite (Ar, (8o, 51), Ar, (Bo))-exacte de A, (8o, B1)-modules sous 'hypothese de Qo-
acyclicité pour M, par le méme argument que dans la preuve du lemme [£.1.42]
O

4.2.2 La classe d’équivalence stable de ﬁF;(BV)

Rappelons que le but de ’étude est de comprendre HF2*(BV) en tant que £*(1)-module. Le résultat
suivant montre qu’il suffit de comprendre les puissances tensorielles du cas de rang 1 (V = Z/2).

Lemme 4.2.9. Notons P le A*(1)-module ﬁg*(BZ/Q), On a un isomorphisme de A*(1)-modules

HF, (BV,) = é (P®i)@<?) .

=1

Démonstration. Tout d’abord, le fait que BV,, = (BZ/2)*™ donne BV,,, = (BZ/2)"", et donc la formule
de Kiinneth permet de conclure. O

On relie maintenant le foncteur  défini en aux A*(1)-modules P®?. Cette proposition provient
de [Brul2l corollaire 3.3].

Proposition 4.2.10. Dans la catégorie stable des A*(1)-modules, Pt ~ Qny—" P,

Remarque 4.2.11. L’existence d’une structure d’algebre instable sur ’algebre de Steenrod sur HTP_‘/Q*(BZ/Q) =
x2Fs[z] (avec = de degré 1) donne immédiatement sa structure de module sur I’algébre de Steenrod, re-
présentée diagramatiquement dans la figure avec le conventions de

Enfin, on a un résultat de périodicité stable, issu de [Brul2l, théoréme 4.3] :
Proposition 4.2.12. On a des isomorphismes stables : Q*P ~ ¥12P

La remarque motive la définition suivante, présente dans [Brul2, définition 4.1], plus appropriée
aux calculs :

Définition 4.2.13. On note P11 = (Q”Z_”P)md.
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Remarque 4.2.14. En particulier, la périodicité stable devient
Py =Y8P,.

La structure explicite des A*(1)-modules Py, Py, P2 et Ps est calculée dans [Brul2l figure 2 p.6], le
résultat est le suivant :

Proposition 4.2.15. La structure de A*(1)-module de P;, pour i =0,1,2,3 et 4 est donnée par :

Py: Tl —=1 r—a? 23—t 25— 26 2T Tt 29— 10
\_/7 \_//
. T X N T
P " 22 2 4 25 25 oz 8 29 210 211 212
-~ -~ -~
. . -l ,
P, Y2 Y3 x \y_s/—> Y6
. /\ /\
e 25 26 27 25 29 210 ol 212
. 5
Ps: Y3 —>=Ys z Yo —= Y7
\_/
. T — 1 T .
26 Sl 29— 10 P12 P13
\_/ \—/

ot les éléments x™ et y, sont de degré n.

Lemme 4.2.16. On a
— soc(Py) = Fa[z?],
soc(Py) = x4y [z?],
~ s0c(Py) = y*Fy @ 28F,[z?],
et soc(P3) = y?Fy @ 28F;[2?]
avec les notations de la proposition [{.2.15.
Démonstration. Comme A*(1) est engendré par Sq' et Sq?, socM est constitué des éléments sur les-

quels Sq' et S¢? agissent trivialement. Les résultats suivent maintenant de la proposition et de
I’identification de la proposition O

4.3 Calculs explicites

Pour effectuer le calcul de H§, (HF2*(BV)), pour tout groupe abélien élémentaire V', on commence
par comprendre H, (R(P®™))) en tant qu’espace vectoriel a I'aide de la propositionm puis on calcule
la structure de Fa[a]-module par la proposition Enfin, on regroupe les résultats a l'aide du lemme

Le théoreme donne H, (RP,). Sa démonstration est 'objectif de cette section.

Notation 4.3.1. On note H P* le Fy[a, 0 ~%]-module RO(Z/2)-gradué {1, x*}Fa @, Fala, 0 =%, v]/(a?, av),
avec les degrés |z4| =4, |a| = a, |07% = —4 + 4a et |v| = 1 + a. Une représentation graphique de H P*
est donné a la figure [44]

Théoréme 4.3.2. On a un isomorphisme de Fala,o~*]-modules RO(Z/2)-gradués
Hgy (RP,) = (7" HP ) isizo ® (ST HP ) pisi<—a
ot les foncteurs (—)wist>i €t (—)iwist<i pour i € Z sont définis en|1.1.16

Avant de pouvoir montrer ce résultat, on va établir une série de lemmes préliminaires.
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-14 -12 -10

ol ./

FIGURE 4.4 — Le Fy[a, 0 ~*-module RO(Z/2)-gradué H P*. Les lignes verticales représentent la multipli-
cation par la classe d’Euler a.

Lemme 4.3.3. En tant que Fy-espace vectoriel, on a un isomorphisme

Hy (RP,) = @E“Ha)soc(Pn_i) & @ $FI) L so0(P,_;).

i>0 i<—2

Démonstration. La proposition et la définition[4.2.13|donnent I'identification suivante de Hg, (RP,) :
pour i > 0, Hy"(RP,) = £ s0c(Q (P,)) = S* M soc(S7(Py—)),
et pour i > 2, Hi7"“(RP,) & =217 g0c(Q,1(P,)) 2 X217 50¢(X 7 (Py—;)), d’ott le résultat. O

Remarque 4.3.4. Par périodicité ( proposition [4.2.12)), et par définition de P,, ( définition |4.2.13), le calcul
de soc(P,,) pour tout n € Z ne dépend que de celui pour 0 < n < 3 effectué au lemme |4.2.16

Nous allons maintenant déterminer la structure de Fa[a,o~4]-module de H¢;(RP,), ce qui conclura
la preuve de la proposition [4.3.2

Démonstration de la proposition[{.3.9 . Les lemmes [£.3.3] et [£.2.16] impliquent qu’on a un isomorphisme
de Fo-espaces vectoriels

Hiy(RP,) = (87" HP ) isezo @ (ST HP ) pyise< .
Pour déterminer la structure de Fy[a]-module sur cet espace vectoriel, on applique la proposition

Pour des raisons de degrés, les seuls éléments susceptibles d’étre dans coker(a) dans la partie positive
sont, via 'identification de la proposition 1 € soc(Py) et y? € soc(Ps).

Pour la partie négative, les seuls éléments susceptibles d’étre dans im(a) sont, via I'identification de la
proposition@ 0?1 € 0?(Py/(Imgg2(Kerg,Po)+Img, (Kerg,Py))) et 22 € 0?(Py/(Imgg2 (Kerg, P1)+
Img, (Kerg, P)).
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On a déja calculé Hyy (RPy) en tant qu’espace vectoriel, et il est clair & partir de la proposition [4.2.15

des identifications du lemme [4.1.41] et de la proposition que Hg (Polo™t] = Fa[z?][o7}] et que
H§y (0® Pyo]) = 0°F2[2°][o].

Maintenant, les suites exactes courtes de la proposition donnent un isomorphisme d’espaces vec-
toriels RO(Z/2)-gradués Y 2Ker,(HE, (Fala,0 @ Py)) @ Cokery(Hy, (Fala, 071 |@P,)) = Fala?][o 1.
Par conséquent 1 € soc(Py) et y? € soc(Ps3) sont bien dans Coker(a) puisque ce sont les seuls éléments
de H},(RPy) dans le bon degré.

De méme pour la partie négative, on a un isomorphisme de Fa-espaces vectoriels RO(Z/2)-gradués
Kery(Hg (0%Fala™t, 0]@Py)) @ X "2Coker,(Hf, (0?Fala™t, 0]@Fy)) = 0?Fa[2?][0], qui force les éléments
0?1 € o*(Kerg,(Po)/(imsqe2 (Kerg, Po) + imq, (Kerg,Py))) et 22 € o2Kerg,(P1)/(imgqe(Kerg,P1) +
img, (Kerg,(P1))) a étre dans im(a).

Pour terminer, on doit considérer action de o~* sur H}, (RP,). Considérons la suite exacte longue
en H{,-homologie associée a la suite (A, (5o, 81), Ar, (Bo))-exacte courte

o Fyla, 0 |OPy = Fala,0 &Py — Fala, 0 &Py /(0™ *Fafa, 0 @ Py).

On va montrer que Hg(Fzla,071|®P) est un Fa[o~*]-module libre. Comme en chaque degré, le
Fa[o~*]-module Hg; (Fala, 0~ 1]@P,) est au plus de dimension 1, donc cela suffit 4 déterminer la structure
de F3[o~*]-module de Hy, (Fala, 0 1|@P,).

Pour ce faire, on va montrer que le bord de cette suite exacte longue est trivial. Il suffit de voir que
pour tout i < 3, j > 0et m € Py, Bi(a?o"'m) & (67 *F3]a,07|@P,) — {0}. Les formules de Cartan
donnent :

B1 (aja_im) = Jdp (a_i)m + aj+1ﬁo(a_i)50(x) + aja_zﬂl(m)
= 4B (U*i)m + a1 B, (U*i)QO(x) +a’to1S¢? (m) + ajcfilel(m).

Pour que $1(a’o~'m) soit multiple de 0%, il faut que

— Bi(c7") =0,donci=0oui=1,

— a1 By(07H)Qo(z) + a?Tlo71S¢%}(m) + a?o =" 1Q1(m) est un multiple de o 4.
Les deux points ne sont simultanément réalisés que si 81(a’oc~'m) = 0. D’olt le résultat pour la partie
positive.

Pour H,(0?F3la=?, 0]®P,), considérons la suite exacte longue en H;-homologie associée a la suite
(Ar, (Bo, B1), Ar, (Bo))-exacte courte

K < 0*Fala™t, 0]@ Py — 2‘674‘02F2[a71, o|®@Py

ot K = Ker(Py — 17 *162F,[a~", 6]® Py. Montrons que le bord de cette suite exacte longue est nul. Soit
217"z un représentant d’une classe de Hg, (217 '162F,[a=!, 6]@P,). L’élément 0~z € 02Fyla~", 0]& Py
est un relevement de o~ *z. Mais 1 (0c~4x) = 07461 (x) = 0, d’out la surjectivité de la multiplication par
o~4 sur H, (0%Fa[a™t, 0]@PF,). Pour des raisons de dimension, cette donnée suffit & déterminer comple-
tement la structure de Fo[o~*]-module de Hg, (0?Fa[a™t, o]@ ).

Pour terminer avec Py, il suffit de constater que la structure de Fy[o~*]-module définie sur H P* fait
que la structure de Fo[o~*]-module induite sur (E*”(HO‘)HP*)W”@()EB (Efn(Ho‘)*lHP*)twistS,g vérifie
également les propriétés

— la multiplication par o4 sur (Z_"(1+“)HP*)twiSt20 est injective,

— et la multiplication par o4 sur (2_"(1+a)_1HP*)twiStS_2 est surjective.

On a donc montré le résultat pour Py. Pour conclure, le méme résultat suit pour chaque P; car en
degrés x+ka pour k loin de 0, les isomorphismes de la proposition [£:2.7]se rassemblent en un isomorphisme
de Fy[a, 0 ~*]-modules par le lemme puisqu’ils sont induits par H}, o R d’un morphisme de A*(1)-
module. O

103



4.3. CALCULS EXPLICITES
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FIGURE 4.5 — Le Fa[a,0~*]-module Hy,(HFy*(BZ/2)).

Remarque 4.3.5. 11 y a une similitude frappante entre la partie de Hyy(RP) en degrés Z & Na et
EItE::Z)l)(FQ’P) (dont une représentation est donnée dans figure A.9.17]). En fait, les deux
figures sont identiques si on représente Extj;?)l)(Fz,P) en tant que module RO(Z/2)-gradué, avec
Extfj;t()l) (F2, P) en degré (2s—t)+sa. La raison en est que les deux foncteurs Hf; (R(—)) et Emti;?)l) (Fq, —)
vérifient les propriétés suivantes sur les A*(1)-modules Qp-acycliques :
1. ils envoient une suite exacte courte sur une suite exacte longue en homologie (mais le degré du
morphisme de bord est (1,0) pour Extfz;?)l)(lﬁ‘g, —) et 2+ a pour H}; (R(-)) (proposition |4.1.29)),
2. Extf;?)l)(lﬁ‘g, -) = Homj*(l)(ﬂ?g, —) = soc et H};(R(—)) = soc par la proposition n

3. et pour n > 1, et F' un A*(1)-module libre, E:ctff*’g)(Fg,F) =0 = Hj"*(R(F)) (proposition
11.55).
Ezemple 4.3.6. Le Fo[a,o0~*]-module Hg, (HFy*(BZ/2)) est représenté a la figure
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Chapitre 5

La K-théorie

Les travaux [BG03], [BG10] et [Pow12] effectuent de calcul de ko et ku cohomologie des groupes. Les
théories orthogonale et unitaire sont reliées par une suite exacte longue provenant de la suite cofibre

7)2; — S° — S, (5.1)

qui est de nature fondamentalement Z/2-équivariante [Ati66]. I est donc naturel de se demander dans
quelle mesure on peut raisonner dans le monde Z/2-équivariant tout au long du calcul.

Un intérét de cette approche est, comme nous allons le voir plus loin, qu’elle calcule a la fois les coho-
mologies par rapport aux spectres ko = kR%/2, ku = kR® ainsi que les suites réalification-complexification
(la suite exacte longue classique, dérivée par Atiyah [Ati66] de la suite cofibre |5.1).

Nous allons effectuer des calculs d’estimation de kR-cohomologie des 2-groupes abéliens élémentaires,
a I'aide d’une étude de la propriété de n-détection, pour n € N, qui n’est rien d’autre que la propriété de
détection de [Pow12] dans le cas n = 1. Levons une petite ambiguité : la kR-théorie d'un groupe G est
par définition kR*(BG), o BG est le classifiant de G avec une action triviale de Z/2. Notre intérét dans
cette section se porte uniquement sur les 2-groupes abéliens élémentaires.

Dans la sectionon utilise la suite spectrale des tranches de [HHR09], équivalente & la suite spectrale
d’Atiyah-Hizebruch étudiée par [Dug03] pour effectuer le calcul de lanneau de coefficients de la K-
théorie réelle. Le résultat est énoncé en termes d’un foncteur de Green kR, . Ce calcul est exploité pour
montrer que le morphisme de Z/2-spectres kR — KR induit bien en cohomologies un morphisme naturel
kR* — KR* qui coincide avec Id — (—)[vi'] ot v; désigne la classe de Bott réelle. Enfin, on montre
quelques résultats de périodicité afin d’avoir une boite & outils compléte pour aborder 1’étude de kR*(BV),
pour V un 2-groupe abélien élémentaire.

Dans la section [5.2] on se place dans le cadre général d’une catégorie triangulée C. On y définit la
propriété de h-détection de niveau n d’une tour d’objets de C par rapport a un objet X € C. Dans le cas
particulier ou la tour étudiée est la tour des tranches de KR, la propriété de h-détection a tout niveau
pour un Z/2-spectre X est équivalente au fait que tors,, (kR*(X)) = Ker,» (kR*(X)). Aprés avoir montré
quelques conséquences de la propriété de h-détection, on termine cette section par des outils permettant
de démontrer cette propriété dans le cas h =1 et h = 2, et on montre comment transférer les propriétés
de détection le long des morphismes de tours.

On montre ensuite dans la section[5.3|que la tour des tranches de KR vérifie la propriété de 2-détection
a tout niveau pour les Z/2-espaces BV, puis, dans la section on donne une nouvelle démonstration
de [Powl2, Theorem 10.1] & ’aide de cette propriété.

105
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5.1 Propriétés générales des K-théories réelles

5.1.1 L’anneau de coefficients de la K-théorie réelle connexe

L’objectif de cette sous-section est le calcul de kR, en tant que foncteur de Mackey, c’est-a-dire du
diagramme

ainsi que la structure de foncteur de Green de ce foncteur de Mackey.

Par convention (voir définition [L.1.51)), kR, (x) = kR,.

L’anneau kR, est représenté a la figure [5.4] et la structure de foncteur de Green est déterminée a la
proposition Le calcul de kR,, soit une partie de ce foncteur de Mackey, est effectué par Bruner et
Greenlees [BGO03| figure 3.7.3], néanmoins, les méthodes sont trés différentes puisqu’elles utilisent la suite
de séparation d’isotropie de fagon répétée, tandis que notre approche consiste a utiliser la suite spectrale
des tranches introduite par [HHR09).

On rappelle l'identification de la tour des tranches de kR donnée au corollaire On rappelle la
notation m : pour X un objet muni d’une action de Z/2, — : X — X désigne l'action de 1’élément non
neutre de Z/2.

Par définition, kR, (Z/2) = [Z/24+ N S*,kR].

Définition 5.1.1. Notons o un générateur de 7, (S*)(Z/2) = Z.

Lemme 5.1.2. — L’élément o génére un sous-anneau Zjo='] C 7, (S°)(Z/2).
~ L’action de Z/2 sur m,(S°)(Z/2) se restreint a ce sous-anneau de la fagon suivante : o™ = (—1)
— Pour tout Z/2-spectre E,

nn

g,

E.(2/2) = m.(E") @7 Z[o*).

— Enfin, si E est un Z/2-spectre en anneauz, la structure d’anneau de E,(Z/2) est déterminée par
celle de m.(EY) et Z[oF!].

Démonstration. ~ Par définition, m, (5°)(Z/2) = [S*AZ/24, S°] =2 Homsy (ST, S0) = T gim ) (S°),
et la structure d’anneau est donnée par le produit smash des morphismes de spectres. L’identifica-
tion suit.

— Pour I'action de Z/2, on écrit 7, _na(S°)(Z/2) = [S" AZ/24,S™]. L’action de Z/2 sur S™ est de
degré (—1)™.
— Encore une fois, on identifie E,(Z/2) = [S* A Z/24, E] = Homgy (S¥™™ E) = Taim(x)(E), d’olt
I'identification.
— Pour le dernier point, le morphisme E A E — E est Z/2-équivariant par hypothése, donc pour
z,y € E,(Z/2), Ty =T §. Le résultat suit.
O

On rappelle la définition qui introduit ’élément de Bott en K-théorie réelle v; € kR 4.

Lemme 5.1.3. On a un isomorphisme d’anneauz kR, (Z/2) = Z[vi][o*!], ot |v1| = 1 4+ a. De plus, la
structure de Z[Z/2]-algébre sur kR, (Z/2) est déterminée par vy = vy et laction de Z/2 sur o.

Démonstration. On a un isomorphisme ku, = Z[v] ou v désigne I’élément de Bott non-équivariant (de
degré 2). Par le lemme kR, (Z/)2) & ku, ®z Zot] = Zv] @z Z[o*!].
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Par construction, vy est représenté par une application S'** — kR qui releve v (définition ,
c’est-a-dire que v; = ov € kR, (Z/2). Par conséquent, on a bien un isomorphisme de groupes abéliens
RO(Z/2)-gradués kR, (Z/2) = Z[v;][oF1].

Mais par construction, v; est la classe d’homotopie d’'une application Z/2-équivariante, donc 1’action
de Z/2 est triviale sur cet élément. L’action de Z/2 sur kR,(Z/2) est complétement identifiée par la
structure d’algebre, par le lemme [5.1.2] O

Considérons la suite spectrale des tranches pour le Z/2-spectre kR. Le lemme suivant donne tous les
ingrédients nécessaires au calcul de la page F., de cette suite spectrale. On rappelle le calcul de HZ_,

dont le résultat est donné 4 la figure ainsi que les notations [1.2.20] et [[.1.11

Lemme 5.1.4. On a une suite spectrale tri-graduée de la forme :
EyY = HZ,[v1] = kRy_,

ot le degré sont |a| = (1,1—a), |072| = (0,2—20), |z| = (0, —=3—3a) et |v1| = (0, 1+a). De plus, la seule
différentielle non triviale est ds qui s’identifie avec By, un relévement entier de la premiére opération de
Milnor 7./2-équivariante. Précisément, pour tout n >0 et h € HZ,, d3(hv}) = By (h)vit.

Démonstration. Dans la suite spectrale des tranches pour kR, la premiere différentielle non triviale est d3
puisque la tour des tranches de kR est concentrée en degrés pairs. De plus, cette différentielle s’identifie
avec l'action du premier k-invariant de kR, c’est-a-dire avec l'action d’un relevement entier de (1, que
nous noterons encore 3y, sur HZ, : dz(hv}) = By (h)vP.

Par conséquent on a un isomorphisme

Kerg, (HZ,)

FEi=2K HZ .
R ) Sy )

La structure de A, (f1)-module de HIFy est déterminée par le corollaire [2.3.17} Par construction, le
diagramme suivant commute :
HZ —— HFy

ﬁli iflﬁ

o les fleches horizontales sont la réduction modulo 2. Mais vu HZ", dans les seuls degrés V € RO(Z/2)
dans lesquels I'image de (; peut étre non triviale, on a HZ, = HF5,,, ce qui détermine l'action du
relevement 51 sur HZ, en fonction de celle de 5y sur HFy . In fine

Kerg, (HZ,) = Z[074, al/(2a) ® 20722[074] @ 2022[02] D J3F2[04, ail]/(a73) & o°F, [04, ail]
représenté a la figure 5.1

et

Kers, (HZ,)

Imgs, (HZ,) Zlo™*, a]/(2a,a®) ® 20 2Z[c ™4 @ o*Falo?, a7/ (a3) @ 20%Z[c?].

représenté a la figure 5.2

Vues les zones d’annulation des figures [5.1] et aucune différentielle ne peut envoyer un élément

Ker51 (HZ*) Kerﬁ] (HZ*)
OU Tmg, (HZ,) Img, (HZ,) *
Considérons donc le scindement de suites spectrales

de la partie en twist positif de Kerg, (HZ,) vers celle de twist négatif de

E,~Ef ® Ej

107



5.1. PROPRIETES GENERALES DES K-THEORIES REELLES

Z 2z 2z Lz
7, Ty o Fy 14
Fo Fy Fo Fo
7 TFq Fy Fy 12
Fy Fy IFy
7 Iy 10
Fy  TFo Fy
7. TFo IFy 8
Fq Fy
7 TFy 6
Fy o
7 TFy 4
F,
Z 2
—'14 —'12 —iO —'8 —'6 —'4 2 4 6 é 1'0 12 14 .
Z
Z
Iy
Fo Z
[y
Iy Z
Fy Fy
Fa Fa Z
Fay Fay
Fy Fo 7
[y [y [y
Fa Fa Fy Z
e . .

FIGURE 5.1 — Le Fy[a]-module Kerg, (HZ,)

ou
Ke’rﬁl (HZ*)

Ef = (Kerg, (HL,))wise>0 & (20

)tmst>0 [Ul]

et
Kerg, (HZ,)

Eﬁ; = (KGTBI(HZ*))tWiStSO @ ( Imﬂ (HZ )
1 =%

)twistSO[vl]~

Sur E;, aucune différentielle supérieure ne peut apparaitre pour des raisons de degré. Sur £}, les é1é-
ments susceptibles d’étre dans 'image d'une différentielle sont les a ‘% v?, pour n,k > 0 et i € {0,1,2}.
Montrons que ce sont des cycles permanents. Comme la suite spectrale des tranches est une suite spectrale
de Z[a]-modules, il suffit de voir que o**v? est un cycle permanent.

Le lemme donne déja kR, (Z/2). Soit * le degré d’un des éléments de la forme o**v] concernés.
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2 A
7 14 +

Iy
Z Tq 12 +
Iy

N
\{

-14 =12 -10 -8 —6 —4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14

Fy
—10 + Fy Z

—12 + /
F,
_14 + Fy VA

Kerp, (HZ,)

FIGURE 5.2~ Le Fs[a]-module 721772
1 Zy

En ce degré, le foncteur de Mackey kR, est de la forme :

(]

O

Mais la composée de la restriction avec le transfert sur le générateur o**o? de kR, (Z/2/{e}) = ku® =7
est 20407 (la trace de I'action de Z/2). Par conséquent Z s’injecte dans kR,. Les éléments 0%} € kR,
sont donc des cycles permanents, et la suite spectrale s’effondre a la page Fjy. O

Remarque 5.1.5. En particulier, on a des éléments v; en degré (1 + «), a en degré —a et 0% en degré
(4 — 4a).
La figure représente la page F, de la suite spectrale.
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P} 7+ 72 Mo Ko 7+ Z s 1o Z Zt o o Z
Z Ty ZtFfFe Z F ZtFa[Fe  Z ZtFy Fy Z
Fo z+Fopf Z By 7z+FaFy| Z Z+Fy Fy  Z Z
7 Fy FyFy Z Fo 7+Fy, Fy |2 7+Fy Fy  Z Z Ty
Fo /A 7212 Fo Z 71ty Fo Z 7 Ty o
Z Ty ZYFiFy Z 7+Fy Fy 2 Z FyFy Z
Fy z+Fypp  Z 7+Fy Fy  Z Z FyFy Z
7 FyFy Fy Z 7+F, Fy  Z Z FyFy Z
Fy 77t 7+tF2 Fy 7 Z FyFy Z
Z Fy 7+F,Fy  Z 7 FyFy Z Z
Fy 7+F, Fo| Z Z FyFy Z Z Ty
Z Fy Fy |Z Z FyFy Z Z Ty Fy
Fy, Z 7 FyFy Z 7 Ty Fy
Z 7 FyFy Z Z FyFy Z
7 FyFy Z Z FyFy Z
T4 12 0 8 s 1 2 AR PRI 4 Il 4 >
Fo Fy Z Z FyFy Z
2, Z Z FyFy Z 7
IFQ Z Fz ]FQ Z Z IFQ
—4 1R, Z FyFy Z 7 Ty Fy
s FyFy Z Z Fy Fy
—6 1R, F, Z 7 FoFy Z
F, F, Z FyFy Z
-8 1R, Fs Z FyFy Z
s Fs FyFy Z
—10 R, F, F, Z Z
s Fs Fs 7 Fy
—121R, F, F, 7 Ty Fy
Fy Fs Fy Fy Ty
—l4 R, F, Fs F, Z

FIGURE 5.3 — La page F de la suite spectrale, un + représente la somme directe avec Fs.

Remarque 5.1.6. Par la remarque(1.3.13] on savait déja que la différentielle d3 s’identifie avec une opération
cohomologique. Le lemme [5.1.4] identifie explicitement I'opération en question.

Nous allons maintenant déterminer la Fo[a, o]-algebre kR,.
Lemme 5.1.7. On a un isomorphisme de F[a, o0]-algéres

Zlvi,a,074, 2072
(2a, advq)

Z[o*, a,20?
(2a,a%)

kR, = ® (202Z[02] ® vy ® yFala™", 04]) )

ot y| = =5+ ba.

Démonstration. 1l suffit de résoudre les problemes d’extension qui apparaissent & la page Fo, de la suite
spectrale des tranches pour kR.

Le lemme [I.1.53] permet de résoudre les problemes d’extension. Les extensions éventuellement non-
triviales sont de deux sortes : la premiére a pour gradué associé Z+ = Z @ Fy en degrés topologiques
k(=4 +4a) +1(1 + a) = |o*0}| = |a=26** =Dyl ™| pour k,n > 0. Pour des raisons de degré, I'élément
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a=20** = Dyl=1 ne peut étre multiple de a. Par le lemme [1.1.53| point 4., I'élément correspondant dans
kR, est donc sans torsion. Par conséquent, I’extension est non-triviale en ce degré, et est

73 7 - T,

La deuxiéme famille de degrés oti on pourrait avoir une extension non-triviale 1 —a+k(4—4a)+n(1+
@) = |o7 4} = |a?o =Y pour n > 1 et k > 0. Mais a’0~ %07~ est dans Ker(a), et donc par le
lemme [1.1.53] cet élément est dans I'image du transfert. En ce degré, kR, (Z/2/{e}) = Z avec une action

triviale de Z/2 par le lemme|5.1.3} et la trace de 1 € Z est 2. Par conséquent, 'image de a?0~**v]~! dans
kR, (Z/2/{e}) par la restriction est non triviale, et donc kR, = Z en ce degré, I’extension correspondante
de la page F, est

73 7 - Ty,
0

On rappelle la définition de la structure monoidale symétrique O sur la catégorie des foncteurs
de Mackey.

Proposition 5.1.8. Le foncteur de Mackey kR, est

(2a,a3v1)

Hongo 207 @ (20°200%) @ v 222258 @ ysfat, o))

ot ly| = =5+ ba, et la restriction et le transfert sont déterminés par

p: kR, — Z[v][oFY]
ok e pour k>0
ottt gttt G k>0, n >0
otk 20" pour k >0

o2ty 26T pour k € Z, n >0

et

71 Zvi][o] — kR,
o4kt s 20 kvl pour k >0
J4kv?+1 — 204’“1/1“'1 sik>0,n>0
otk — gtk pour k>0
o2tkgn s 2R pour k € Z, n >0
a204kv?+1 — 04’“*11){’ sike€Z, n>0

y0'4k — O'4k+5

Une représentation du foncteur de Mackey kR, est donnée figure .
De plus, le produit du Z/2-spectre en anneau kR induit un morphisme

KR, KRR, — ER,.
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qui s’identifie avec

(kR, ® kR, & kR, (Z/2) ® kR, (Z/2))) = ——227:

( y

KR, (Z/2) ® KRL(Z/2) —2 > kR,(Z/2)

) U

) (=)

ot = est la relation d’équivalence 7,2 @ TYe = pTz/2 @ Ye €t TTe @ Yz/2 = Te @ pYz/2 POUT TH,YH €
kR, (Z/2/H), et 1 : kR, ® kR, — kR, est le produit déterminé au lemme et piz o le produit sur

kR, (Z/2) déterminé au lemme .
Démonstration. On utilise le lemme pour déterminer restriction et transfert dans les degrés ou
kR, (Z/2) est non trivial. Les points 1. et 2. de ce lemme permettent de conclure.

Le résultat sur la structure multiplicative de kR, est énoncé en toute généralité par Hill-Hopkins-
Ravenel en [HHR09, paragraphe 4.7]. Le deuxiéme point est Pobjet du lemme m

Enfin, la proposition 1.3 de [Lew88] donne précisément le fait que le morphisme
ER,DER, — ER,

est déterminé de cette fagon par u et pgz/s. O

Remarque 5.1.9. On peut comparer le résultat obtenu en tant que foncteur de Mackey au résultat de
Bruner et Greenlees [BG03| figure 3.7.3].

5.1.2 Conséquences de la structure de ’anneau de coefficients et périodicités

Nous allons démontrer quelques propriétés de kR a 'aide du calcul de kR, effectué dans la section pré-
cédente. Les résultats présents ici sont soit présents dans [BG03] ou [Ati66], soit de petites généralisations
de résultats provenant de ces références.

La premiére conséquence de la structure de 'anneau de coefficients est I'identification du morphisme
induit par kR — KR en cohomologie pour les Z/2-spectres connexes.

Proposition 5.1.10. Soient N € Z et X un Z/2-spectre N -connexe (i.e. le foncteur de Mackey x,,(X) =
0 pour n < N ). Alors le morphisme

ER*(X)[vy ] — KR*(X)
induit par kR — KR est un isomorphisme.
Avant de passer a la preuve, nous avons besoin de quelques résultats.
Proposition 5.1.11. (Atiyah) On a une équivalence faible KR = Y1T*KR.
Démonstration. Par définition du spectre KR (définition [1.5.3)). O
La preuve de la proposition [5.1.10| repose sur le lemme suivant.

Lemme 5.1.12. Soit N un entier. Alors il existe ng € Z tel que pour tout Z/2-spectre N-connexe X,
pour tout x € RO(Z/2) et n > ng, kR*~"1+2)(X) = 0.

Démonstration. Supposons sans perte de généralité que X est un Z/2 — CW-complexe. Par la théorie
d’obstruction Z/2-équivariante (voir [May96| section I.5]), comme X est N-connexe, on peut également
supposer qu'il existe une décomposition de X en cellules de {S*,Z/2, A S¥|k > N + 1}.

Alors la suite spectrale associée a la filtration squelettique de X ramene le probléeme au cas d’une unique
sphere de dimension k, pour k > N. L’identification kR*(Z/2, A S¥) = ku®™()(SF) = kudm=)—F et
ER*(S*) = kR*~* (calculé juste avant, voir fig. montre que pour tout * € RO(Z/2), il existe ng tel
que pour tout n > ng,
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Lt R_ RY + [L_ L R_ R + L_ L
+ R R ++ L_ L R_ R + L_ L
L_ R + LT L R_ R + L_ L R_
L 4+ L. + L R_ R + [L_ L R_
L_ L+ R_ R + L_ L R_
L + R R + L_ L R_ R+
L_ R + [L_ L R_ R + [L_
L + L L R_ R + L_
L_ L R_ R + L_ L
L L_ L
R_ L R_
R L R_
ay
+ R_ R
£ R_ R+
+ R + L_
+ R + L_
- + L L
- + L
- + R

FIGURE 5.4 — Le foncteur de Mackey ER,, les morphismes de foncteur de Mackey induits par la mul-
tiplication par a, 2072, 0~% et v; sont induits par la structure de foncteur de Green, déterminée & la

proposition [5.1.§]

1. kR ) (8F) = 0
2. et KR* U (SK)(Z/2/{e}) = 0.
O

Démonstration de la proposition [5.1.10, Par la proposition[5.1.11] la multiplication par la classe vy induit
un isomorphisme de spectres LIT*KR = KR, d’ott une fleche kR*(X)[v;!] — KR*(X) induite par
kR — KR. Par la proposition m il est clair que sur les spheres S™ et Z/24 A S™ pour n € Z,
le morphisme induit est un isomorphisme. On sait que KR*(—) définit une théorie de cohomologie.
Montrons qu’il en va de méme pour kR*(—)[v;']. Ce foncteur est un foncteur homotopique exact, il reste
a montrer qu’il vérifie ’axiome d’additivité pour les espaces. Nous allons méme voir que c’est vrai pour
la sous-catégorie pleine des Z/2-spectres constituée des Z/2-spectres N-connexes, pour N € Z.

Soit donc X;, i € I une famille de spectres N-connexes. Par le lemme [5.1.12] le critére de Mittag-Leffler
est vérifié pour la limite des kR*(X;)[v] '] = colimpy_,oo kR*“F1+9) (X)) ce qui assure que le morphisme

KR*(\/ Xi)[oy '] — TER* (X)) vy ']

est bien un isomorphisme. O

Remarque 5.1.13. Cette proposition est une généralisation Z/2-équivariante au Z/2-spectre kR du Lemme
1.1.1 de [BGO3], qui concerne le spectre ku. Il y a deux différences essentielles :
— les spheres intervenant sont de deux natures différentes, ce qui fait apparaitre kR* et ku*,
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— on n’a pas une ligne d’annulation globale de kR* ne dépendant que de dim(x), mais en chaque degré
un certain rang & partir duquel kR*~* (1) (X)) est trivial.

Corollaire 5.1.14. Soit V' un 2-groupe abélien élémentaire. Alors, le noyau de la fléche
kER*(BV) — KR*(BV)

s’identifie avec tors,, (kR*(BV)), le sous-module de vy -torsion de kR*(BV'). De plus, son image s’identifie
@ la vy-cotorsion, cotors,, (kR*(BV)).

Démonstration. On utilise le fait que BV est un Z/2-spectre 0-connexe et la proposition |5.1.10] O

Identifions maintenant les points fixes géométriques du Z/2-spectre kR. Ce résultat provient de [BG10),
Corollaire 3.6.2].

Notation 5.1.15. On note i, HF5 le spectre obtenu en étendant au Z/2-univers complet le Z/2-spectre
HF5 muni de l'action triviale de Z/2.

Lemme 5.1.16. On a un isomorphisme m,(EZ/2 A i, HF5) = Fo[a™!]. En particulier, on a une équiva-
lence faible de Z/2-spectres EZ/2 N i, HFy = H < Fy >.
Démonstration. Le calcul de 7, (i, HF3) fait dans [HKO01], p.361] implique la premiére assertion, car

T (EZ/2 N i HF3) = colimpmy—_p (i, HF2),

ou la colimite est prise le long des morphismes induits par la multiplication par la classe d’Euler a. Pour
la seconde assertion, le calcul précédent donne en particulier que

o A _J<Fy> sin=0
7, (EZ/2 Ni,HFy) = { 0 sin 0.
Le résultat suit de la propriété universelle de H < [Fo > donnée dans la proposition [1.2.2 O
Proposition 5.1.17. On a une équivalence faible
EZ/2 NkR = \/ S%EZ/2 A i, HF,.
k=0

En particulier, ®2/2(kR) = \/72 , S HT,.
Démonstration. Le morphisme pgR : kR — P°(kR) issu de la notation s’identifie, par la proposition

1.5.9(& un morphisme de Z/2-spectres kR — HZ. En appliquant le foncteur EZ/2 A (=), on obtient un
morphisme

EZ/2ANkR — EZ/2 NHZ = \| S*EZ/2 A HF,
i=0
ol la derniére identification provient de notre calcul de HZ*.
En composant avec la projection

\/ S¥EZ/2 A HF; — \/ SYEZ/2 A HF,,
=0 =0

on obtient un morphisme

¢: L2 NKR — \/ S EZ/2 N i, HF;.
k=0

Le morphisme pgR : kR — HZ induit le morphisme de bord de la suite spectrale des tranches en
homotopie. Par conséquent, le calcul de I'aboutissant de la suite spectrale des tranches représenté figure
5.3l montre que 74 (¢) est un isomorphisme. Mais les spectres non-équivariants sous-jacents a la source et
au but de ¢ sont contractiles. Par conséquent ¢ induit un isomorphisme en homotopie, c’est donc une
équivalence faible. O
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Corollaire 5.1.18. La suite cofibre obtenue en appliquant le foncteur exact EZ/2 N (—) d la suite cofibre
de la tour des tranches

kR — HZ — 22TkR

est la suite scindée

\/ S*EZ)2 Ni, HFy — \/ S*EZ/2 Ni, HFy — \/ L2 E7/9 N i HF,.

Démonstration. Par la proposition la suite cofibre a bien cette forme. Maintenant m, (\/r, S** EZ /2
i, HF3) = Fy[o=2, a*'], donc pour des raisons de degrés, son bord est nul. Elle est donc scindée. O

Nous allons maintenant étudier les propriétés de périodicité pour les spectres kR et KR utiles pour
la suite. Ces résultats utilisent le calcul de l’anneau de coefficients de kR fait la sous-section [B.I.11
Commengcons par considérer le Z/2-spectre kR. Bien que kR, n’ait aucun élément de périodicité, il a tout
de méme la propriété suivante.

Proposition 5.1.19. On a une suite cofibre de la forme
S4ER — SYOkR — EZ/2 Aiy HF
ot la premiére fleche est induite par Uélément 0% € kRy_40.

Démonstration. Le calcul de 'anneau de coefficients de kR effectué a la sous-section implique que
I’homotopie de la cofibre est < Z/2 > [a*!]. C’est donc le spectre d’Eilenberg-MacLane H < Z/2 >=
EZ/2 N i, HF5, par le lemme |5.1.16 O

La proposition fournit une équivalence faible KR = kR[vfl], les théoremes précédents impliquent
des résultats de périodicité pour KR. C’est ce que nous allons voir maintenant.

Proposition 5.1.20. (Atiyah) On a une équivalence faible X*~**KR = KR réalisé par le morphisme de

multiplication par U'élément o4,

Démonstration. C’est une conséquence de la définition de KR et de la proposition [5.1.19 O

Remarque 5.1.21. Les propositions [5.1.11] et [5.1.20| montrent un résultat amusant : la 8-périodicité de
KO* n’est qu’une trace de la 1 + a-périodicité et 4 — 4a-périodicité de KR. En effet,

YOKR =~ ytitia g
~ KR.

En particulier, pour X un Z/2-spectre trivial,

KO*8(X) = KR*"3(X)
~ KR*(X)
~ KO*(X)

Cette 8-périodicité de KR a une conséquence sur les suspensions du spectre kR. On rappelle la
notation kR < n > pour le n-iéme Z/2-spectre dans la tour de Postnikov Z/2-équivariante pour kR.

Proposition 5.1.22. Le spectre kR est 8-périodique, dans le sens ou X3kR = kR < 8 >.

Démonstration. Par définition de la tour de Postnikov, kR < 8 >= KR < 8 >= Y8((X78KR) < 0 >).
Mais X8 KR = KR, donc la dernitre expression est bien ¥%(KR < 0 >) = Y8kR. O
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5.2 Détection

5.2.1 Le principe de détection

Commengons par rappeler la définition de détection introduite [Pow12]. Pour cette section, on consi-
dére une catégorie triangulée C.

Soit ke une tour au-dessus de K dans la catégorie C. On note C),_1 la cofibre des morphismes k,, —
kn—1. On utilisera de plus les notations indiquées dans le diagramme suivant :

€n—2

On appelle de plus f,, les morphismes k,, — K.

Notation 5.2.1. 1. Pour X,Y € C, on note Y*(X) = [X,Y],
2. une tour ke au-dessus de K définit une filtration décroissante de K*(X), et on note @,,(K*(X)) =

Im(h;,(X) 2% K (X)),
3. on pose également T,, = Ker(k’(X) f—:$ K*(X)),

4. enfin, on notera simplement e, T}, le sous-module Im(e, : T, = T,,—1) et coT,, = coker(e, : T,, —
T 1).

Définition 5.2.2. Soit X € C et n € Z. On dit que la tour ke a la propriété de h-détection de niveau n
pour X si le morphisme T, C k;, (X) — coker(k};_, (X) LSt k2 (X)) est injectif.

Proposition 5.2.3. Soit h > 0 et n € Z. Si ke vérifie la propriété de h-détection de niveau n, alors elle
vérifie la propriété de (h + 1)-détection de niveau n.

Démonstration. Par hypothese, ko vérifie la propriété de h-détection de niveau n, i.e. le morphisme

T, C ki (X) = coker(k; ,(X) rrLE L2 (X)) est injectif. Autrement dit T, NIm(k; ,(X) LGt

ki(X)) = 0. Mais Im(kf . (X) "7 255 k(X)) © Im(kE,,(X) 755" k2 (X), done T, N

Im(ks o (X) 85 g (X)) = 0, et donc le morphisme Ty, © ki (X) — coker (ki , . (X) =5+
kX (X)) est injectif. O
Proposition 5.2.4. 1. La tour ke vérifie la propriété de h-détection de niveau n pour X si et seule-

ment si le morphisme
ki (X) = K*(X) @ Cofibre(knpp 5" &y )" (X)

est un monomorphisme.

2. En particulier, une condition équivalente a la propriété de 1-détection de niveau n est : le morphisme
k(X)) = K'(X)® Ch(X)

induit par f, et d, est un monomorphisme.
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Démonstration. La suite exacte longue associée a la suite cofibre
€nt1---€nth €ntl---€nth
Enin =5k, — Cofibre(kpyn 55" ky)

fournit une injection

Cofibre(ky ,(X) 29" (X)) = Cofibre(kn s “ 25" k)" (X),

le résultat suit. Le second point est un cas particulier du premier. O

Remarque 5.2.5.

Par le point 2 de la proposition[5.2.4] la propriété de 1-détection est équivalente a la propriété de détection
définie dans [Powl2 définition 2.2]. Par conséquent, des exemples de tours vérifiant une propriété de
détection sont fournies par certaines tours issues des tours de Postnikov des K-théories ku et ko, par
rapport aux spectres BV, pour V un 2-groupe abélien élémentaire (voir [Pow12]).

5.2.2 h-détection et calcul de k}(X)

Dans cette sous-section, on fait I'hypothese supplémentaire suivante :
Hypotheése 5.2.6. Vn € Z, la tour k, vérifie la propriété de h-détection de niveau n pour X.

Définition 5.2.7. Dans ces conditions, on dispose d’'une filtration de T,,, avec les sous-quotients F, F}
et F? définis dans le diagramme suivant :

00— Ker(en|1m(e”+1))C_> Ker(en)C—> T, .
FO Fl F2

Remarque 5.2.8. 11 faut bien noter que cette filtration ne dépend pas de I’entier naturel h. La définition
de cette filtration ne fait pas appel a I’hypothese

Commengons par déterminer F,.
Proposition 5.2.9. On a un isomorphisme F! = Im(0,_1) induit par c,.

Démonstration. Par exactitude, Ker(e,) = Im(d,—1), donc on a bien un morphisme

Cn—1

Ker(en—1) =Im(0p,-1) = Im(0,-1).
Par définition, f4_; = cede_1, donc le morphisme F} = I'm(6,) est clairement surjectif. Calculons son
noyau.

Par exactitude, un élément x est dans le noyau de cette fleche si et seulement si il est dans Ker(en|rm(e,.1)),
d’ou le résultat.

Passons maintenant & la détermination de F et F2.

Proposition 5.2.10. On a un complexe de chaines

o i Ker(f,) On 1770
Ey Tm(0n_1) Y F

ot le premier morphisme est induit par ¢, et le second par 6. De plus, son homologie est @, /Py 11.
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Démonstration. Construisons le complexe de chaines. Par exactitude, Ker(e,) = Im(d,—_1), donc la fleche

T, P Ker(6,)
Ker(en) ™ " Im(0,_1)

34

est bien définie. La seconde fleche est bien définie car d,, 0 6,,_1 = 0.

Nous allons maintenant construire directement un morphisme
v ®, /P, — Ker(d,)/Im(c,)

et montrer que c’est un isomorphisme.

Soit [fn(x)] € @,/ Ppy1 o0t © € kX (X). Par construction, c,(z) € Ker(d,) C Ker(6,), donc ¢, ()

définit bien une classe [c,(z)] € ffn%(j_"l)) de plus, par construction, &, o ¢, = 0, [c,(z)] € Ker(d,). On

pose Y([fn(z)]) = [cn(z)] € Ker(8,)/Im(c,).
Ce morphisme est bien défini car, sit € T,, et y € @, 41, on a ¢, (t + e,y) = ¢, (t) € Im(cy,).

— Injectivité : si [f,(z)] € @,/ Prq1 tel que c,(x) € Im(Cy), alors It € T), et y € k1 (X) tels que
x=t+en1y, Aot [fn(2)] = [fn(t + ent1y)] = [fulenst1y)] = 0.
]

— Surjectivité : soit [y] € Ker(d,)/Im(c,), ou y € Ker(d,). Par exactitude, 3z € k) (X) tel que
cn(z) = y. Alors [f,(x)] est une pré-image de [y].

O

Remarque 5.2.11. Dans le cas ou h = 1, on retrouve les suites exactes courtes
0 — Im(S710%_ ) — Ker(0)) — @, K*(X)/®, 1 K*(X) =0

de [Pow12l Théoréeme 2.9].

5.2.3 Transport et vérification de la propriété de détection

Soit ke une tour au-dessus de K dans la catégorie C. Soient F, E : C — C deux foncteurs exacts et un
triangle distingué naturel

E —ide — E.

Enfin, on suppose que la transformation naturelle EK — K est I'identité, ce qui fait du morphisme
Fke — ke un morphisme au-dessus de K.
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Les notations utilisées ici sont les mémes que dans toute la section, c’est-a-dire :

Ecy
EC, Ek, kn _ Cn
A 7 A " A
e N
| s N |
\ ESp1 7~ AN ‘
Ef,,_1 / FEe, €n N 0n—1
[ P Sno1 N [
I s N I
L7 RN
7 Ecp—1 D
ECnfl Eknfl knfl Cn_1 n—1
A 7 A A
s AN
| s N |
| Eén_Q s AN |
Ef,_ o _ 4 FEen_1 €n—1 N Op_2
| P Sn_2 N |
| s N |
v N
| e Ecn72 N |
ECn—2 Ekn—Q kn—Q Cn—2 n—2
FEen_o €n—2

et f, est le morphisme &k, — K.

Remarque 5.2.12. Le fait de considérer un tel triangle distingué naturel est motivé par la suite de sépa-
ration d’isotropie, introduite & la notation [1.1.35

Proposition 5.2.13. Supposons que la tour Eke au-dessus de K wvérifie la propriété de h-détection a
tout niveau pour X. Supposons de plus que les morphismes Eeq sont tous triviauz. Alors ke vérifie la
propriété de (h + 1)-détection a tout niveau pour X .

Démonstration. La preuve est une chasse au diagramme. On veut montrer que, pour tout n € Z,
Ty — K5(X) — coker(kipaq (X) 72535 (X))
est injectif, c’est-a-dire que
* €ntl--nthtl 5 4
Tnﬁlm( n+h+1(X) — kn<X)) =0.

Soit x € T, N Im(ky ;1 (X) I px (X)), Considérons le diagramme commutatif suivant,
dont les lignes sont exactes :

Ek:z+h+1 (X) — k2+h+1 (X) —— Ek;+h+1 (X)
Een-*—h-ui €n+h+1i lEenJthrl—O

Bk n(X) nrn(X)

La propriété Een+h+1 = 0 et 'exactitude des lignes du diagramme impliquent que e,4p41(x) provient
d’un certain élément y € Ek}_ , (X). Mais « € T),, donc y € Ker(Ef,). Par conséquent

Bk} (X).

Eept1...Eentn
i 3

y € Ker(Ef,) N Im(Ek;, ,(X) EE}(X)).
Par h-détection pour Ek,, y =0, d’ou = = 0. O
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Nous terminons cette sous-section avec une caractérisation particuliere des propriétés de h-détection,
pour h=1et h = 2.

Proposition 5.2.14. 1. ko vérifie la propriété de 1-détection a tout niveau pour X si et seulement si
pour tout n € Z, FY = 0.

2. On a un monomorphisme

. ;0 2
41t Fn — Fn+1

ent1Z |z

qui est un isomorphisme si et seulement si ko vérifie la propriété de 2-détection de niveau n — 1
pour X.

Démonstration. 1. Supposons que ko vérifie la propriété de 1-détection a tout niveau pour X, alors
T, N Im(eps1) = 0. Par conséquent, F) = Ker(en|rm(e,,,)) C Tn N Im(ens1) =0, donc FY = 0.

0T, =T,

Supposons maintenant que pour tout n € Z, F° = 0. Le noyau du morphisme surjectif Ker(e,e, 1) —

K T( n€n 1) — 0
ﬁ =F, — Ker(en|lm(en+1))

est un isomorphisme. On en déduit que pour tout n, Ker(epent1) = Ker(ent1). Par conséquent
pour tout n, T,,+1 = Ker(e,t1), et donc le morphisme 7,, — Coker(e,+1) est une injection. Par
définition k, vérifie la propriété de 1-détection & tout niveau pour X.

Ker(enlrm(e,,)) induit par e, 1 est Ker(en11), donc e,y :

Tn+ 1

2. Le morphisme est bien défini car, par définition, F7 ; = Koty

définition du morphisme.

L’injectivité est claire vue la

Dans le cas ou k, vérifie la propriété de 2-détection de niveau n — 1 pour X, le morphisme e e, 11 :
Thnt+1 — Th—1 est trivial. Par conséquent, le morphisme induit par e, 41 : T,+1 — T, se restreint en

T, . . N
P — Ker(en|im(en,y)), qui est inverse a linjection F) < F2, | par

un morphisme €,571 : Ker(enD)

construction.
Réciproquement, si la tour ke au dessus de K ne vérifie pas la propriété de 2-détection de niveau
n — 1 pour X, alors il existe un élément x € T, 11 tel que e e, 12 # 0. Mais e, 112 n’est pas dans
ker(ey), et donc la classe de = n’est pas dans 'image de F) < FZ,,.

O

5.3 Détection en K-théories

5.3.1 La forme particuliére des tours tirées de la K-théorie

Dans cette sous-section, on s’intéresse aux tours de Z/2-spectres de la forme k,, = Y149k pour un
certain Z/2-spectre en anneau k et e,, = yr(1+e)y pour un certain v € k14q- Ainsi, on a la tour suivante :

En(1+o¢)k En(1+a)c
~ \En(l+o¢)c A

~

sn(lta), | n(n=1)(1+a)g

2(71—1)(1+\<¥)3\ - |
Z(n—l)(l—i—a)k Z(n—l)(l—i—a)c
~ gD+, A

~

s(n=1)(1+a), I sy(n=1)(1+a)y

~
=21+ |

»(n=2)(A+a)p o »(n=2)(1+a)y
sn-2+a),

s(n=2)(1+a),
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On rappelle la définition [1.2.13] qui introduit la classe d’Euler a € HZ®.
Définition 5.3.1. Soit h*(X) = il et ¢ h*(X) — A*T3¥22(X) le morphisme de Za]-
s l-a
modules défini comme la composée
. 5 oot o tOTSU(k*+3+2a(X)) sr+3+20, 4342
h*(X) = Ker,(Im,(k X)) = Ker, (b 5723(X)) o

Remarque 5.3.2. Le Z[a]-module h*(X) est par définition le terme central apparaissant dans le complexe
de chaines de la proposition [5.2.10, pour les tours satisfaisant les restrictions posées au début de cette
section.

(X).

Proposition 5.3.3. 1. On a un complexe de Z[a]-modules

torsy (k* (X)) ¢ En - Sis2to Ker, (k* (X))
RO e () R S

dont homologie est @, /Py 1.

2. L’image du morphisme t : h*(X) — h*T3+2%(X) est isomorphe ZH‘“%W.

3. Le morphisme t est trivial si et seulement si la tour ke vérifie la propriété de 1-détection a tout
niveau pour X.

Démonstration. 1. Les morphismes du complexe sont induits par ¢ et d, ce sont donc des morphismes
de Z[a)-module. Par conséquent, le premier point est une reformulation de la proposition
2. La proposition et le monomorphisme donné a la proposition impliquent que I'image
de t est isomorphe a 'image de ¢. Le résultat suit.

3. Si t est trivial, alors 'injection ¢; : Ker,(Im,(k*T2t%(X))) — % a une image nulle,

done Ker,(Im,(k*T27%(X))) = 0. Le résultat suit par la caractérisation de la propriété de 1-

détection donnée au dernier point de la proposition [5.2.10
O

5.3.2 Détection en EZ/2, A X*(!'T®ER-cohomologie

Soit V' un 2-groupe abélien élémentaire.

L’objectif de cette section est de démontrer la propriété de 1-détection a tout niveau pour BV de la tour
(EZ/24 A Z'(H“’)kR).. Cette tour vérifie les hypotheses de la sous-section @ avec C' = EZ/2, NHLZ.

La stratégie de la preuve est d’utiliser le résultat énoncé au point 3 la proposition L’ingré-
dient essentiel est I'identification du Fa[a]-module h*(BV') apparaissant dans la proposition Cette
identification est 'objet du lemme [5.3.5]

Commengons par identifier HZ*(BV).

Lemme 5.3.4. On a

HZ*(BV) = Ker (B : HFy*(BV) — HFy*(BV)).
Démonstration. Considérons la suite cofibre
HZ 3 HZ — HF,

et soit § : HFFy — HZ son bord.
En cohomologie x2 € End(HZ*(BV)) est nul. Par conséquent la suite exacte longue associée en
cohomologie scinde pour donner le diagramme commutatif

HF,* " Y(BV)

a*i \

HZ*(BV) —2—~ HZ*(BV) —~ H@*(BV)gﬂz*“(BV)%HZH(BV)

T b

H&*—‘—l (BV)
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d’ot le résultat, vu que ImfBy = Imp = Ker* = Kerf, par exactitude de la suite horizontale. O

On rappelle la définition du foncteur R, introduit dans la proposition ainsi que le foncteur Hg,
donné & la définition [£.1.4l

Lemme 5.3.5. Pourn € Z et k > 0, on a un isomorphisme

Kergzya, pp, (EZ/24 N HLZ" W (BV))
Impzya, np, (BZ/24 N HZ" T (BV))

~ Hy ((EZ/24 A HF2)*(BV))

de plus, Hy ((EZ/24 N HF2)*(BV)) = (Hgy (HF3(BV)))rwist=olo™]-
Démonstration. Le premier isomorphisme est une conséquence du lemme [5.3.4
Le morphisme de HFy-modules EZ/2, N HFy — HFy induit un morphisme de A*-modules
(EZ/24 N HF3)*(BV) — HFy*(BV)

qui fait partie d’une suite exacte longue de Fy[a]-modules

\[gl] ——~—
.. = (BZ)2, NHF,)*(BV) — HF*(BV) "5 | (BZ/2AHF, )" (BV) = (EZ/24 AHF)**{(BV) — ...

L’identification de la structure de Fo[a]-module de HF,*(BV') donnée par la proposition identifie
deux termes sur trois de la suite exacte longue :

[

.. (EZ/2, N HF,)*(BV) — (R(HF(BV)))* 5]

(Folo, ™) @p, HF5(BV))" — (EZ/24 N HF)* " (BV) — ...,
d’olt un isomorphisme de Fo-espaces vectoriels (EZ/2; A HF2)*(BV) & Fo[o*!, a1 ®@p, HF5(BV).

Le morphisme de A*-modules (EZ/2 4 ANHF3)*(BV) — HFy*(BV) donne la structure de Ar, (EZ/2.4 A
f1)-module sur (EZ/24 A HF9)*(BV) par les formules de Cartan puisque
— ce morphisme est un isomorphisme en degrés k 4+ na pour tout n et k < —2,
—et o7t € (EZ/24 N HF3)*(BV) est inversible, en particulier I'élément 0~* € (Kergz/o, np, N
Imgza, np ) ((EZ/2, N HF9)*(BV)) est inversible.

En particulier Hg, ((EZ/24+ A HF3)*(BV)) est o*-périodique, et le morphisme
Hy, ((EZ/24 N HF3)"(BV)) — Hg, (HF;(BV))

induit par EZ/2; AN HF; — HF; est un isomorphisme en degrés de la forme k + Za, pour k < —4 ( car
|81l =2+ «).

Le résultat suit. O

Remarque 5.3.6. Par définition, le Fy[a, 0 ~*]-module h*(BV) pour la tour EZ/2, A X*0+®ER est iso-

Kerpz/o, np (BZ/2. AHZ"TF(BV)) _, N
Tz as sy 22 AT (BVY) — 01 (B2/24 A HE>)"(BV)).

Nous allons maintenant appliquer les résultats de et pour la tour (EZ/ 24 A E'U‘“")kR)..
On rappelle la notation HP* de Le résultat précédent permet d’identifier le Fy[o™*, a]-module
noté h* dans la proposition pour la tour (EZ/2+ A E'(Ha)k]R)

morphe a

Lemme 5.3.7. Soit n > 1. On note V,, le 2-groupe abélien élémentaire 7./2"™. On note c(h)*(BV,) le
Fo[o™?, a]-module
Kergzo, np, (EZ/24 N HF3)*(BV},))
Ims-2-apz/2, np, (BZ/24 N HF2)*(BVy))

Alors on a un isomorphisme
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c(h)*(BV,) = @ (HP*“(HC*)) <7) .

i=1

Démonstration. On rappelle I'isomorphisme de .4*(1)-modules

HF3(BV,) = @r*) \'
i=1
donné au lemme [£.2.9
Comme R et Hj; sont exacts, ils préservent les sommes directes de A*(1)-modules, et donc, par le

lemme [5.3.5]

c(h)*(BVn) = H§((EZ/24 NHF2)"(BV))
= (Hy (HF3(BV)))iwist0lo™]
n
N (5)
= PHG(P®))twistzo[0™"])
i=1
(5)
n _ of .
~ @((HP*+Z(1+Q))tu:ist20 [O’i4]) 7
i=1
n
n ol .
~ @(HP*+i(1+a)) (Z>
i=1
ou la derniere identification provient du fait que, par définition, HP* est o~ *-périodique. O

Nous pouvons maintenant montrer le résultat principal de cette sous-section :

Proposition 5.3.8. Soit V' un 2-groupe abélien élémentaire. La tour (EZ/QJr A E’(Ha)k}R). vérifie la
propriété de 1-détection a tout niveau pour BV .

Avant de passer a la preuve de la proposition [5.3.8] nous allons voir une conséquence importante de
ce résultat :

Théoréme 5.3.9. La tour des tranches de kR vérifie la propriété de 2-détection a tout niveau pour BV .

Démonstration. 11 suffit de montrer qu'on est bien dans les hypothéses de la proposition [5.2.13] Les
notations sont les suivantes :
— le foncteur E est EZ/24 A (—), c’est bien un foncteur exact,

— le foncteur E est EZ/2 A (—), il est exact, et la suite de séparation d’isotropie fournit le triangle
naturel distingué EX — X — EX pour tout Z/2-spectre X,

3

— Ee, est le morphisme EZ/2 A vy. Soit x € kR*(BV,,), alors v1x est de a-torsion car a*v; = 0 dans

kR*, donc l'image de vz dans EZ/2 A kKR*(BV) est nulle,
— enfin, K = KR, et EK = K car tous les éléments de KR* sont de a-torsion (par le calcul de

Panneau de coefficients en tant que Z[a]-module, voir la ﬁgure, donc le Z/2-spectre EZ/2 N KR
a des groupes d’homotopie tous triviaux.
On peut donc appliquer la proposition [5.2.13| pour h = 1 par le théoréme d’ot le résultat. O

Démonstration de[5.3.8 Par le troisiéme point de la proposition il suffit de montrer que tout
morphisme de Fs[a]-module

t:c(h)*(BV) — c(h)*+3+2e
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est trivial. Le lemme [5.3.7] donne une identification de la source et du but de t.

On rappelle que HP* = {1,2*}F, ®r, Fo[a, 074, v]/(a®, av), avec les degrés |2*| = 4, |a| = a, |o

—4 +4a et [v] =1+ a, et donc les seules valeurs non triviales d’un tel morphisme sont, t(az) = y ou z
est un élément qui n’est pas dans Ker,2. Mais t(az) = at(xz) = a0 = 0 pour des raisons de degré. Par
conséquent, tout morphisme ¢ de la forme voulue est trivial. O

5.3.3 Conséquences de la 2-détection pour £R

Dans cette sous-section, on énumere les conséquences de la 2-détection a tout niveau pour BV de la
tour des tranches de kR.

Proposition 5.3.10. Notons F' le plus grand A*(1)-module libre contenu dans HF5(BV).

1.

4.
.

On a un isomorphisme de Fala, o ~*]-modules

n
n S22
Hg, (BV) = @ ((Z_i(Ha)HP*)twistzo & (Z_i(1+a)_1HP*)twist§—2> (Z> @ Hy; (RF).
i=1
Il existe un morphisme de Fola]-modules t : HY (BV) — HZF3T2Y(BV) qui factorise de la facon
sutvante :

Hy, (BV) d Hy 3 2(BY)

i

tors,, (kR*(BV))* L * * «a
K@n;EkR*Engg (v1Kerye (KR*(BV)))*+2F

On a un isomorphisme d’espaces vectoriels EH'QUlKeTU% X tors,, (kR*(BV))/Ker,, (kR*(BV)) =
Im(t).

cotors,, (KR*(BV)) ~ Ker(t)

vicotorsy, (kR*(BV)) — Im(t) -

Enfin, on a un isomorphisme %m = Img, o Kerg,(HF2*(BV)).

On a un isomorphisme

Démonstration. Nous allons montrer les cinq points dans 1’ordre.

1.

2.

3.

Commencons par évaluer Hy, (HF2*(BV)). Soit n le rang de V.

H, (HFy"(BV)) = Hg (RHF3(BV))

1

H&(é(RP@i)@(T;))

n

é 1y (RP) <> ) @ Hg, (RF)
i=1

I

n
n

D (E VP ) isizo & (ST P i) \'/ @ Hiy (RE)
i=1

I

d’out le premier point.

C’est le second point de la proposition dans le cas ou la tour considérée est la tour des tranches
de kR.

Le troisiéme point est une reformulation de la derniére assertion de la proposition [5.3.3 dans le cas
ou la tour considérée est la tour des tranches de kR.
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4. La proposition[5.2.10/donne un isomorp

hisme

cotors,, (kR*(BV)) ~
vicotorsy, (ER*(BV)) — Ker

tion de t, Ker(t) = Ker(d) et Im(t) = Im(c, d’ou le résultat.

(8)/Im(€). Mais par construc-

5. Le dernier point est la proposition dans le cas particulier étudié ici.

5.4 1-détection pour la tour de Postnikov réindexée de ko

Le but de cette section est de montrer comment le théoréeme implique la propriété de 1-détection

pour une certaine tour liée au spectre KO de la K-théorie orthogonale.

Pour W un spectre non-équivariant et n € Z, on rappelle la notation X < n > pour le n-ieme spectre

(non-équivariant) dans la tour de Postnikov
Nous allons montrer le résultat suivant :

(classique) de X.

Théoréme 5.4.1. ( [PowiZ]Theorem 10.1) Pour tous les spectres dans la tour de Postnikov de KO, on
a un théoréme de détection de niveau n pour la famille d’espaces BV, i.e. pour n =0,1,2 et 4, la fléche

naturelle

ko < n>* (BV) — KO*(BV) & H(KO,)*t"(BV)

est un monomorphisme.

Remarque 5.4.2. Dans la terminologie introduite & la section le théoréme [5.4.1] affirme que la tour

~_ A
\\ |
So
¥8ko S8HZ
V\ A
\\ |
S
ko< 4 > S4YHZ
AR A
\\ |
S
ko<2>—>%2HF,
V\ A
N \
S
ko<1l>——X1HF,
V\ A
\\ ‘
\\ ‘
ko————— s HZ
AR A
N [
S \
Y 8ko<4d> —=Y"*HZ
V\ A
~ |
~ |

vérifie la propriété de 1-détection a tout niveau pour BV, pour tout 2-groupe abélien élémentaire V.

Afin de montrer cette propriété, on commence par faire le lien entre la tour des tranches pour le
Z/2-spectre kR et la tour de Postnikov réindéxée de KO.
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5.4.1 la tour des tranches fixe de kR
Notation 5.4.3. On note KO! < n > le spectre non-équivariant (X"(1+®)ER)%/2,

Proposition 5.4.4. Soit * + na € RO(Z/2). On a lidentification

ER*T"*(BV) = KO' < n >*"" (BV).
De plus, les spectres KO < n > sont des ko-modules.

Démonstration. Pour le premier point, le jeu d’adjonction dont on dispose montre :
ER*T"*(BV) = [BV, 2*t"*kR]
= [BV, =" (3" )kR)

= ((perxmy2) ™ (V)

d’oti I'identification. Le fait que les KO! < n > sont des tranches fixes résulte de l'identification de
Py, kR avec "I+ OER donnée dans Uidentification de la tour des tranches de kR fournie au corollaire

51T

Pour le dernier point, la proposition fournit une structure de kR%Z/2-module sur les spectres
KO! < n>. L’identification kR%/? = ko fournit le résultat. O

Notre but est maintenant d’identifier les spectres KO! < n > pour tout n € Z. Comme nous allons
le voir ici, une conséquence de I’existence d’une classe d’orientation c~* € kR* qui donne lieu a la suite
cofibre de la proposition donne une forme bien particuliére aux spectres KO! < n >.

Comme le Z/2-spectre kR est isotrope et pur, il y a une relation entre la tour des tranches fixe et la
tour de Postnikov classique, le résultat est exprimé dans le corollaire suivant, dont une partie se trouvait
dans [BG10, Theorem 3.4.1]. On rappelle la notation employée ici : KO < n > désigne le n-éme spectre
dans la tour de Postnikov de KO.

Proposition 5.4.5. 1. Pour k =0,—-1,—2,-3, on a une équivalence faible
(SFOFOER)/2 ~ KO < 2k > .
2. Pour k=0,1,2, on a une équivalence faible
(FAFIER)E2 ~ KO < k> .
Démonstration. On peut appliquer la proposition [[.4.12] vu que kR est un spectre pur et isotrope. [

Avant de pouvoir comprendre complétement la tour des KO! < — >, on a besoin de quelques obser-
vations élémentaires sur ces spectres.

k —1 — connezxe stk >0

o . t
Proposition 5.4.6. Le spectre KO' < k > est {(Qk —1) — conneze sik <0

Démonstration. Par [IHR09, proposition 4.36], le Z/2-spectre SFF®ER est (k — 1)-connexe si k > 0
et (2k — 1)-connexe si k < 0. Le résultat suit par évaluation des foncteurs de Mackey d’homotopie sur
lorbite triviale. O

Remarque 5.4.7. 1. On peut également voir ce résultat a partir du calcul exposé a la figure Sur la
k-eme ligne, on lit 7, , 1., (kR)(pt) = m_p(EFUFYER), et en particulier 'homotopie de KO < k >.

2. Dans le cas particulier étudié dans la proposition la minoration de la connectivité des KO! <
k > donnée par [HHR09] est en fait une égalité puisque 7_po(kr) = Fy # 0 pour k > 0 et
Th—ro(KR)(Z/2) = Z # 0 pour k # 0.
Nous avons vu que les tours de Postnikov et des tranches sont égales autour de la connexité nulle au
corollaire Nous allons maintenant identifier complétement la tour des tranches fixe de kR.
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Définition 5.4.8. Soit ko<!> la fibre homotopique de la composée ko — HZ — HF, ou la premiére
fleche provient de la tour de Postnikov pour ko, et la deuxiéme fleche est induite par la réduction modulo
2.

Remarque 5.4.9. 1. En réalité, le morphisme ko — HF5 est 'unique morphisme non trivial, puisque
[ko, HF2] = HF(ko) = (A3//A*(1))" = Fs.

2. La notation est expliquée par le fait que ko<!'> est le premier spectre dans une résolution d’Adams

minimale de ko. En effet, on peut voir que le morphisme ko — HF5 est surjectif en HF3-cohomologie.

La proposition est le résultat principal de cette section, elle compare les deux tours plus avant,
et donne une forme explicite pour la tour des tranches fixes de kR en termes de ko-modules connus. Nous
allons commencer par renommer les ko-modules que nous avons vu jusqu’a présent pour avoir un énoncé
plus propre.

Définition 5.4.10. — Soit n € Z/4Z. On pose
ko n=>0
ko<1> n=
¢ —
ROy <n>=9" jocas  n=2
ko<8>=%%k0 n=3
ko<1~ n=0

KO<-2> n=-1
KO< 4> n=-2
KO<-6> n=-3

— Soit n € Z/4Z. On pose KO < n >=

Remarque 5.4.11. Le spectre KO étant 8-périodique (classe de Bott réelle), la tour de Postnikov de KO
est 8-périodique, et on a les identifications KO < —4 >=2 ¥ 8ko < 4 > et KO < —6 >= ¥ 8ko < 2 >.
De plus, comme 7_1(KO) = 7m_5(KO) =0, KO < —2 >% ko.

Proposition 5.4.12. — Soit n > 0, on a une équivalence faible

n—3
KO' < n>~SAKOL <n>v \/ S4"HF,.
41=0

— Soit n < 0, on a une équivalence faible

—n+5
KO!' < n>~ Y8/ 4IKOt < n>v \/ ynb—di g,
41=0

— De plus, le morphisme induit par kR — HZ sur les tranches fizes est le coproduit du morphisme
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w8/ ko Y/ g7, sin >0 etn=0 mod4
PILILAS) AP [ S— | LT L 7 O sin>0etn=1 mod4
Y8/l <2 >—— s y8in/A2 R, sin>0etn=2mod4d
y8n/dlko <« 8 > 0 sin>0etn=3 mod4
w8/ o<t> s wsln/A g7 v R/ g, sin <0 etn=0 mod4
KO<-2> 0 sin=—1
Y8/ AKO < —2>—— > y8Iv/AHR, sin<—1etn=-1 mod4
YAKO < —4 > ————= 28447, sin<0etn=—2mod4
Y/ KO < —6 > ———— »8/A-6 g, sin<0etn=—3mod4

avec l'inclusion du bouquet de spectres d’Eilenberg-MacLane

i ST HF > B N2 HE e S HZ pour n >0
Vit S5 HF > /3 SHTWRHE, e B2 H pour n < 0

Remarque 5.4.13. 11 y a une forme de 4-périodicité sur la partie réduite positive KOEr < n > et négative
KO?! < n > des spectres KO < n >.

Comme nous le verrons au cours de la preuve, c’est une manifestation de la trace de la (4 — 4a)-
périodicité de KR sur kR : les suites cofibres de la proposition [5.1.19

Démonstration. La preuve sera découpée en une série de lemmes. L’argument repose principalement
sur les deux suites cofibres suivantes dont ’existence est assurée par la classe d’orientation c~* € kR* :
considérons les suites cofibres obtenues en suspendant la suite cofibre depar Sk(i+a)+4 of gh(l+a)—4
respectivement :

Y8KO!' <k —4>— KO' <k >— X*HF, (5.2)
KO'<k>-Y8KO"'<k+4>— "1 HF,. (5.3)
Nous allons montrer les résultats par récurrence sur [|n|/4]. Le résultat est vrai pour n = -3, -2, -1,0, 1,2

par Montrons-le pour n = 3.
Lemme 5.4.14. On a lidentification

KO' <3>=Y3HFyVko<8>.
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De plus, le morphisme

Y8koV X3 HF, — Y3 HF, Vv X2 HF,

induit par 30+ ER — 230+ H7 est donné par < 0 0).
ZdE3HIF2 O

Démonstration. La suite cofibre pour k = 3 s’identifie avec un étage de la tour de Postnikov de la
forme

X<3>~X—=C

pour X = KO! < 3 >. En effet, Y8 KO! < —1 > est —3-connexe, KO! < 3 > est 2-connexe par et
Y3 HTF, est 2-connexe. Donc la deuxiéme fleche p : KO! < 3 >— 23 HTF, est un isomorphisme en 7.
Considérons maintenant une portion de la tour des tranches fixe de kR. On a la suite cofibre

KO!' <3 >— KO < 2 >— Y2t g72/2 — s2gR, v $4H7Z (5.4)

dont le bord nous fournit une fleche f : ¥33HZ — KO! < 3 >. La suite exacte longue en homotopie
en bas degrés est

KO'<3>,——=KO'<2>;, —— (3?HFy VY*HZ)y —= KO < 3 >3 — = KO! < 2 >3

A

0 Z Z 7)2 0

ce qui implique que f factorise & travers g : L3 HFy — KO! < 3 > qui est un isomorphisme en 3. On en
déduit que g scinde p et que la suite cofibre ([5.2)) pour & = 3 scinde en

Y8KOt < -1 > KOt <3>—>%3HF, .

R

ko<8>——>33HF;Vko<8>—=Y3HF,

O

Remarque 5.4.15. La preuve du lemme précédent est le coeur de l'identification de la tour des tranches
fixe de kR. Le résultat est une conséquence d’un jeu de comparaison entre les suites cofibres (5.2)) pour
k>0 et (5.3) pour £ <0 avec les suites cofibres provenant de la tour des tranches fixe.

Soit k > 3, et supposons que le résultat est montré entre les rangs k et —k.

Lemme 5.4.16. Pour k > 4, la suite cofibre ( scinde.

Démonstration. La suite cofibre issue de la tour des tranches fixe est maintenant

k—1
KO' <k+1>— KO' < k >—F+te) gzZ/2 — \/ »2tk g, \/ 2k 7,
2i=0 si k est pair

ou ’égalité provient de la proposition

L’hypotheése k > 4 assure qu’il y a un terme pour ¢ = 1 dans le bouquet de spectres d’Eilenberg-MacLane
\/I;i_:l0 Y2+kHF,. Par conséquent, on obtient un morphisme fi; : X*T1HF, — KO! < k+ 1 > par
restriction.
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La suite exacte longue en homotopie autour du degré k 4+ 1 donne

Y8KO! < k >0

(Vo —t B2tk R, \/ 28 H7) oto

si k est pair

KOt <k+1>p11

KO' <k >k41

Le calcul de l’anneau de coefficients (voir figure donne KO? < k >p40= kRy_po = 0 et KOt <
k >k11= kRi_;o = 0 pour k > 4. Donc fj+1 est un isomorphisme en homotopie en degré k + 1.

La suite cofibre (5.2) nous fournit la fleche p : KO! < k+ 1 >— S*T1HFy qui est également un
isomorphisme en homotopie en degré k + 1. D’oll fi41 scinde la suite cofibre (5.2]). O

Lemme 5.4.17. 1. Pour k < =5, la suite cofibre (5.3) scinde.

2. Pour k = =5, c’est la suite cofibre
Y 8ko<> — £ 8ko — " 8HF,

ot la deuziéme fleche est S8 appliqué & la composition ko — HZ — HTF,.

Démonstration. Montrons d’abord le deuxiéme point. La suite cofibre issue de la tour des tranches fixe
est

KO!' < —4 > KO' < —3 >= Y 8ko =301+ 72?2 — y-S T,

le deuxiéme morphisme est une surjection en homotopie en degré —6, d’ott le premier point.

Le plan de la preuve du premier point est essentiellement le méme qu’avant. La suite cofibre issue de
la tour des tranches fixe est maintenant

-2
KO'<k>-2 KO' <k—1>ok00+a) gzZ/2 \/ »2itk—2 g, \/ w217,

2i=k si k — 1 est pair
ot la derniére identification provient de la proposition [[.4.7} Comme k < —4, il y a un terme pour i = —2

dans le bouquet de Z/2-spectres d’Eilenberg-MacLane, ce qui fournit une fleche fr_ 1 : KO' < k —1 >—
YF=6HTF, (il n’y a pas de conflit de notation avec le lemme précédent puisque k < —5 ici).
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La suite exacte longue en homotopie autour du degré k — 6 donne

( -2 X 22i+k—2HF2 \/

2= S*HZ) 5 =——=0

si k — 1 est pair

KO <k >,

KOt <k—1>,_4

(V;Zik SR 2HEY Vi g 1 est pair S HZ) g =T,
KO! <k >,
KO! <k >,

( 2_12:1@ SEHER2HEY Vg~ 1 est pair S HL) 7 =—=0

Mais on sait que le morphisme KO! < k >;_¢— KO! < k—1 >;_¢ est induit par la multiplication par v;.
Par le calcul de 'anneau de coefficients de kR (voir figure , On connait la structure de Z[v1]-module
de kR,. En particulier f;_; est surjective en homotopie en degré k — 6.

La suite cofibre fournit une fleche py_; : Y¥"SHF, — KO! < k — 1 >. En homotopie, la fleche
suivante KO! < k—1 >— KO < k+3 > est induite par la multiplication par I’élément o ~*. La structure
de Z[o~*-module de kR, donne que le noyau de la multiplication par v; de source kR_5_, est Fa,
donc py_1 est injectif en homotopie. Donc fx_1 scinde px_1, d’ou le résultat. O

Le lemme [5.4.16] fournit une équivalence faible
KO'<k+1>~%*KO"' <k—3>\/ ¢ HF,
d’ou le résultat pour k£ > 0 par récurrence. Le lemme [5.4.17] donne une équivalence
KO'<k—1>~%KO"<k+3>\/SF°HF,
d’ot le résultat pour k < 0 par récurrence. O

5.4.2 Démonstration du théoréme [5.4.1]

Cette sous-section est consacrée & la preuve du théoreme Le résultat provient de [Pow12] Theorem
10.1 mais il est montré ici en utilisant des techniques différentes.
Commengons par expliciter une partie de la tour des tranches fixes au moyen de la proposition [5.4.12
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SOHF, V S8k < 2> —— S HF, v S8HZ

(b )

YOHF, VS8ko <1 > —>

b )

~

~
-~
~
~
~
~

(S5Vv ST) A HTF

<

~
-~
~
~
~
~

S4HF, v X8ko S4HF, v SSHZ
0 0 T
0 id T~
Y3HF, V ¥8ko ——— (53 V S°) A HIF,
0 0 T
0 u T~ -
ko< 2> S2HF, v S4HZ
~ ~
ko< 1> . ~ L HTF,
~ ~
ko — “ = HZ
ko < — 5 = ()
2 8ko<4>— > S4HZ
~ ~
u - = =~ ~
S8ko < 2 > S-S HF,
~

Y 8ko<1> — = NTHF, VX 3HZ

ou les morphismes notés u sont les
connexes.
Nous allons vérifier la propriété de

morphismes donnés par propriété universelle des recouvrements

1-détection pour BV a chacun des quatre premiers étages de la

tour de Postnikov réindexée de KO. Cela suffit car la tour est 4-périodique.

Ces deux résultats sont les lemmes

théoreme B.41]

Lemme 5.4.18. Soient n = 0,1 et © € ko < n >* (BV) un élément dont l’image dans KO*(BV) est
KO < —
ko < 0>* (BV)

nul, alors l’image de x dans {

Postnikov) est nulle.

5.4.18 et [5.4.19] A eux deux, ils concluent la démonstration du

4>*(BV) sin=0

sinon
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Démonstration. On montre les deux cas indépendamment.

—carn=0:x2 € ko*(BV) = KO' < 0 >* (BV) est alors un élément dans tors,, (kR*T°%(BV).
Mais alors I'image de z par le morphisme KO' < 0 >* (BV) = ko*(BV) — ko < —4 >* (BV) =
KO' < —2 >* (BV) est trivial car la tour des tranches de kR vérifie la propriété de 2-détection a
tout niveau par le théoreme [5.3.9

—car n =1 : dans ce cas, x € ko < 1 >* (BV) = KO! < 1 >* (BV) est alors un élément dans
tors,, (KR*T1%(BV). Le morphisme KO' < 1 >* (BV) = ko < 1 >* (BV) — ko*(BV) = KO! <
—1 >* (BV) envoie donc x sur 0 par 2-détection de la tour des tranches de kR pour BV.

O

Lemme 5.4.19. Soit x € ko < 4 >* (BV) (respectivement x € ko < 2 >* (BV)) un élément dont
Uimage dans KO*(BV) est nul, alors l’image de x par le morphisme induit par la tour de Postnikov
ko <4 >* (BV) — ko < 2 >* (BV) (respectivement ko < 2 >* (BV) — ko <1 >* (BV)) est nul.

Démonstration. Commencons par montrer le second cas. Considérons la portion de tour

YOHF, V ¥8ko < 2 > —— X5HF, VY8 HZ

0 0 D
0 wu \\\\

SSHF, V $8ko < 1 > —> (S° v §7) A HF,

0 0 T~
0 u T~

YAHFy vV X8ko YAHF, vV YOHZ

Supposons que x a une image non nulle dans ko < 1 >* (BV). Le premier morphisme vertical est <8 2) ,

par conséquent un tel x donc un élément dans tors,, (kR*t6%(BV)) qui n’est pas dans le noyau de ;.
Par le point 2 de la proposition un tel élément est dans 'image du morphisme de Z[a]-modules
t : h*73749(BV) — h*+6%(BV) (avec les notations de la proposition). Mais en ces degrés, H}, (RF)
est nul, pour tout A*(1)-module libre F', donc h*(BV) est isomorphe & un certain €, ., HP*T11+) par
I’identification du premier point de la proposition[5.3.10] mais on a vu dans la démonstration du théoréeme
que tout morphisme ¢ de cette forme est nul. Contradiction. On conclut que I'image de x est nulle
dans ko < 1 >* (BV).

Montrons maintenant le premier cas. La stratégie est similaire. Considérons la portion de la tour des
tranches fixe pour kR suivante
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YT12HF, VX 10ko < 2 > (S710v §—12v §—14) A HTF,

~ —

le premier morphisme vertical est encore une fois induit par le morphisme de la tour de Postnikov
réindéxée, et donc x fournit un élément de tors,, (kR*~%(BV)) qui n’est pas dans Ker,, (kR*~%*(BV))
c’est-a-dire un élément dans l'image du morphisme de Z[a]-modules ¢ : h*~378%(BV) — h*~5%(BV).
Encore une fois, le fait que Hg, (F') est concentré en degrés de Z + O et Z — 2« implique par le premier
point de la proposition que t est un endomorphisme de Z[a]-modules d’une certaine somme directe

@B, HP* 1+ et est donc trivial. Le résultat suit.
O
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Résumé

L’objectif de ce travail est ’étude de la K-théorie réelle connexe des 2-groupes abéliens élémentaires,
c’est-a-dire, pour V un 2-groupe abélien élémentaire, I’objet kR*(BV'). Cet objet contient, entre autres, la
K-théorie orthogonale connexe ko et la K-théorie unitaire connexe ku des 2-groupes abéliens élémentaires,
et est naturellement muni d’une structure de Z[v;]-module, olt v; désigne la classe de Bott réelle, un
relevement équivariant en K-théorie réelle de la classe de Bott en K-théorie unitaire.

En utilisant des outils provenant de la théorie d’homotopie stable Z/2-équivariante, et en particulier
la tour des tranches, une tour naturelle dans la catégorie stable équivariante introduite dans les travaux
récents de Hill, Hopkins et Ravenel, on montre que les éléments de torsion pour la classe de Bott réelle
dans la K-théorie réelle des 2-groupes abéliens élémentaires sont annulés par la multiplication par v?.

On effectue une étude détaillée de I'algebre de Steenrod Z/2-équivariante A*, constituée des opérations
en HIF;-cohomologie, et de sa relation avec I'algebre de Steenrod classique modulo 2. On exhibe en parti-
culier, pour tout n € NU{oo}, des sous-algebres A, (8o, . . . Bn) C A*, générées par certaines opérations f3;,
i € N, qui est une version Z/2-équivariante de la sous algebre Ar,(Qo, ... Q) de 'algébre de Steenrod mo-
dulo 2, ou @; désigne la i-eéme opération de Milnor. On s’intéresse ensuite 1’algebre homologique relative,
dans la catégorie des Ar, (8o, 51)-modules, relativement au sous-anneau Ay, (fp), et on introduit des outils
de calcul trés généraux permettant en particulier de déterminer EmtEAIFz([30’51)7%2@0))(1{2‘27 HFy*(BV)),
pour tout ¢ > 1.

On introduit ensuite la propriété de h-détection pour une tour d’objets dans une catégorie triangulée,
et on relie les propriétés de h-détection a ’estimation de la v;-torsion de la K-théorie réelle connexe. On
étudie ensuite I'obstruction pour qu'une tour vérifie la propriété de h-détection, pour h = 1 ou 2. On
montre ensuite que I'obstruction pour que la tour des tranches de la K-théorie réelle vérifie la propriété
de 2-détection est contrdlée par E:z:thF2 (Bo,Bl),sz(ﬁo))(F2v HFy,*(BV)), qu'on a calculé précédemment. Le
résultat précédent concernant la vi-torsion de la K-théorie réelle des 2-groupes abéliens élémentaires suit.
Une des applications de ce résultat est une détermination explicite de kR*(BV).

Abstract

The aim of this work is to study the real connective K-theory of elementary abelian 2-groups i.e.
for an elementary abelian 2-group V, we want to understand AR*(BV). This object contains inter alia
orthogonal connective K-theory ko and unitary connective K-theory ku of elementary abelian 2-groups,
and has a natural strucure of module over Z[v;], where v; is the real Bott class : an equivariant lift to
real K-theory of the classical Bott class un unitary K-theory.

Using methods of Z/2-equivariant stable homotopy theory, and particularly the slice tower, a natural
tower in stable homotopy theory introduced by the recent work of Hill-Hopkins-Ravenel, we show that
the elements of torsion with respect to the real Bott class in the real connective K-theory of elementary
abelian 2-groups are anihilated by v?.

We study in detail the Z/2-equivariant Steenrod algebra A*, the algebra of operations in HF,-
cohomology, and its relationship with the non-equivariant mod 2 Steenrod algebra. In particular, we exhi-
bit Vn € NU {co}, some subalgebra Ag, (B, - .. Bn) C A*, generated by some operations §;, ¢ € N. These
algebras are Z/2-equivariant version of the well known subalgebras Ar,(Qo, ... Q) of non-equivariant
mod 2 Steenrod algebra, generated by the Milnor operations Q;, i € N. We then bring our attention to
relative homological algebra in the category of Ag, (8o, 81)-modules, relativized with respect to the subring
Ar, (Bo). We introduce general computationnal tools to determine Extz(-A]FQ(ﬁU7ﬂl)7AF2 (50 (F2, HFy*(BV)),
for all 7 > 1.

We define the notion of h-detection for a general tower in a triangulated category, and in the par-
ticular case of connected real K-theory, relate it to an estimatite of vi-torsion. We then study more
precisely the cases h = 1 and h = 2, and determine the obstruction for a tower to satisfy such pro-
perties. We show that the obstruction for 2-detection for the slice tower of real K-theory is controlled
by Extl('Ale (BosB1),Ary (Bo) (Fo, HF3*(BV)), which has already been computed. The result about v;-torsion
of real K-theory of elementary abelian 2-groups then folows. One of the applications of this fact is an
explicit determination of kKR*(BYV).
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