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Je remercie de plus Jean-François Deü pour sa bonne humeur, ses conseils et aussi
pour son aide administrative pendant toute la durée de la thèse.
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Résumé

L’étude présentée dans ce document s’intéresse à la réduction de vibrations des struc-

tures assemblées par l’utilisation d’ éléments piézoélectriques. Le premier mode de réduction

de vibrations étudié utilise l’effet piézoélectrique direct : dans ce contexte, la dissipa-

tion d’énergie est apportée par la déformation des éléments piézoélectriques connectés

à un circuit électrique adapté. Le second mode de réduction de vibrations utilise l’effet

piézoélectrique inverse : les éléments piézoélectriques utilisés comme rondelles au niveau

des joints boulonnés voient leurs épaisseurs modifiées sous l’effet d’un champ électrique

contrôlé. Ce mode de réduction se base sur l’aptitude du joint boulonné à changer les

fréquences propres d’une structure en fonction du serrage appliqué, via plusieurs lois de

contrôle du serrage afin d’éviter les plages de fréquences critiques. Dans ce cadre, l’étude

d’un modèle simplifié d’assemblage de type masse-ressort est réalisée et une résolution

analytique du problème dynamique avec frottement sec est proposée. Puis une étude d’un

modèle 3D de joint boulonné est réalisée en utilisant une méthode par éléments finis. En-

fin une étude probabiliste est effectuée pour déterminer la robustesse de la réduction de

vibrations par rapport à une variation de plusieurs paramètres du modèle. Cette étude

de robustesse est effectuée à travers des méthodes stochastiques non-intrusives, parmi

lesquelles une méthode originale que nous proposons. Celle ci permet une réduction du

modèle stochastique, et ainsi la réduction considérable du temps de calcul, sans perte sig-

nificative de qualité.

Mots clés : Réduction de vibrations, piézoélectriques, shunt, assemblage boulonné,

frottement sec, contrôle passif et actif, robustesse, méthode stochastique non intrusive.
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Abstract

The study presented in this thesis focuses on reducing vibration of assembled structures

by piezoelectric elements. The first way of vibration reduction studied uses the direct

piezoelectric effect ; in this context, the energy dissipation is provided by the deformation of

the piezoelectric elements connected to an adapted electrical circuit. The second vibration

reduction method uses the inverse piezoelectric effect, so that the piezoelectric elements

used as washers at the bolted joint increase or decrease their thicknesses under a controlled

electrical field. Thanks to the capability of a bolted joint to change the natural frequencies

of a structure according to the applied thickening force via several tightening control laws,

vibration on critical frequency ranges can by avoided . In this framework, a study of a

simplified joint modeled by spring mass is performed first and an analytical solution of

the dynamic problem with dry friction is proposed. Then a study of a bolted joint model

is performed using the finite elements method.

Thereafter a probabilistic study is proposed to determine the robustness of the vi-

bration reduction in relation to a variation of some model parameters. The robustness

study is done through non-intrusive stochastic methods, among them a proposed ded-

icated method : a stochastic model reduction is allowed that reduces dramatically the

computation time without losing quality of stochastic results.

Keywords : Vibration reduction, piezoelectric, shunt, bolted joint, dry friction, passive

and active control, robustness, stochastic non-intrusive method.
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I Étude déterministe 25
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3.3 Paramètres du problème étudié . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

4.1 Erreur fonction du nombre de tirages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
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optimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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la FRF sans amortissement (- -) et la FRF calculée avec les paramètres
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Introduction

0.1 Contexte

Dans de nombreux domaines d’application, la lutte contre les vibrations de structures

légères en environnement dynamique est un enjeu majeur pour le concepteur. Car la vi-

bration des structures modernes comme les avions, les satellites ou les voitures peuvent

provoquer des dysfonctionnements, des dommages de fatigue ou le rayonnement d’un fort

bruit indésirable [1–3].

L’amortissement des vibrations d’une structure peut être contrôlé par des méthodes

passives ou actives.

Les méthodes passives utilisent la capacité intrinsèque de certains matériaux d’absorber

l’énergie vibratoire, par exemple, par déformation mécanique. Les matériaux utilisés pour

amortir les vibrations sont principalement des métaux et certains polymères [4] en raison

de leur caractère viscoélastique. Cependant, la visco-élasticité n’est pas le seul mécanisme

d’amortissement passif. Les défauts tels que les dislocations, les joints et les diverses in-

terfaces contribuent également à l’amortissement, car depuis ces défauts, il peut y avoir,

lors d’une vibration, des déplacements et des légers glissements relatifs de surfaces, ce qui

provoque une dissipation d’énergie. Ainsi, la microstructure affecte significativement la

capacité d’amortissement d’un matériau au sein de chacun des éléments de structure.

De plus, l’amortissement au sein d’une structure complexe est très généralement situé

au niveau des liaisons [5]. Par exemple, la dissipation d’énergie par frottement est localisée

dans les liaisons boulonnées des structures aéronautiques. Dans le cadre d’une réduction du

niveau vibratoire, il apparâıt donc judicieux de concevoir et de dimensionner des éléments

amortissants placés au niveau des zones de liaisons [6].
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Une autre manière de réduire l’amplitude des vibrations consiste à utiliser un résonateur

accordé ; celui ci va pomper l’énergie vibratoire de la structure principale, et il va la trans-

mettre à un dispositif viscoélastique qui dissipera cette énergie. Cependant, ce type de

dispositif doit être placé dans une zone de déplacement important et impose l’ajout d’une

masse, ce qui peut être pénalisant.

Dans le même cadre de réduction de vibrations par des méthode passives, on peut

citer l’utilisation d’un circuit électronique couplé à la structure pour réduire l’amplitude

vibratoire. On peut citer deux catégories de dispositifs :

– des aimants et des bobines dont le déplacement relatif crée un courant électrique qui

va être dissipé par une résistance,

– des dispositifs piézoélectriques associés à un circuit électrique adapté [7] [8] : la

déformation de l’élément piézoélectrique induit, par effet piézoélectrique direct, un

courant électrique, qui va être dissipé en passant par le circuit électrique associé.

Les méthodes actives utilisent des capteurs et actionneurs pour diminuer l’amplitude

des vibrations en temps réel. Les capteurs et les actionneurs peuvent être des dispositifs

piézoélectriques [9]. Parmi les méthodes actives de réduction de vibrations [10–12], on peut

citer en particulier celles qui permettent de favoriser la dissipation d’énergie dans les joints

boulonnés en utilisant des rondelles piézoélectriques pour modifier le serrage [13].

La réponse vibratoire est sensible à de nombreux paramètres, généralement mal connus

et susceptibles de varier. Cette variabilité doit être prise en compte pour calculer la réponse

vibratoire de façon robuste[14–16].

0.2 Objectifs du travail

Comme rappelé précédemment, l’amortissement au sein de la structure est très généralement

situé au niveau des liaisons [5]. Dans le cadre d’une réduction du niveau vibratoire, il ap-

parâıt donc judicieux de concevoir et de dimensionner des éléments amortissants placés au

niveau des zones de liaisons [6].

L’objectif de cette thèse est d’étudier les mécanismes permettant d’améliorer la réduction

de vibrations dans des structures comportant des assemblages et plus précisément des joints
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boulonnés. Les recherches se sont orientées selon deux axes :

– Le premier axe se base sur la réduction de vibrations en utilisant les éléments

piézoélectriques connectés à un circuit électrique adapté. Pour cela, des éléments

piézoélectriques vont être utilisés comme rondelles au niveau du joint boulonné.

La vibration de la structure provoque une déformation de ces rondelles qui va

par conséquent générer un courant électrique pouvant être dissipé dans un circuit

électrique adapté.

– Le deuxième axe se base sur la capacité des joints boulonnés à modifier la rigidité et

par conséquent les fréquences propres de la structure en fonction du serrage appliqué.

Pour cela on va étudier l’effet d’un serrage variable sur la réponse vibratoire d’une

structure selon des lois de commande spécifiques.

A l’issue de ces deux démarches de réduction des vibrations, on peut proposer des

modèles permettant une réduction optimale des vibrations, caractérisés par un certain

nombre de paramètres pouvant être incertains. L’étape suivante sera de déterminer la

robustesse de la réduction des vibrations par rapport à une variation de ces paramètres

dans un cadre probabiliste.

Les étapes de l’étude

L’étude proposée comporte deux parties. La première concerne l’étude des mécanismes

permettant une amélioration de la réduction de vibrations en utilisant l’effet direct et

inverse des éléments piézoélectriques. La deuxième partie porte sur une étude probabiliste

des différents modèles proposés afin de qualifier leur robustesse.

Dans la première partie de cette thèse, tous les paramètres sont déterministes.

Dans le premier chapitre, on propose de faire une étude de réduction de vibrations par

amortissement électromécanique en utilisant une formulation adaptée [7]. Cette méthode

a l’avantage d’utiliser les matrices éléments finis issues de logiciels de calcul standards.

Dans le deuxième chapitre, on propose une étude de la réduction de vibrations par

contrôle du serrage au niveau des joints boulonnés. Dans un premier temps, on commence

par faire une simplification du joint boulonné en un modèle masse ressort à deux ddl
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dans l’objectif de faire une résolution du problème dynamique non linéaire afin de pouvoir

tester plusieurs lois de contrôle du serrage. Dans un deuxième temps, on propose une

étude numérique avec une démarche adaptée à la résolution des problèmes de contact

avec frottement d’un assemblage boulonné représentatif. Un changement de serrage peut

provoquer une chute de la rigidité et donc des problèmes de stabilité de la structure : on

propose alors une conception de la structure intégrant le joint boulonné en séparant les

fonctions de rigidité et d’amortissement.

Dans la deuxième partie de cette thèse, certains paramètres des modèles décrits ci-

dessus seront considérés comme aléatoires.

Dans le premier chapitre, après quelques rappels, on exposera les différentes étapes

du calcul stochastique : tout d’abord, l’étude de la sensibilité par calcul des indices de

Sobol du premier ordre [17] dans l’objectif de réduire la taille du modèle stochastique,

puis modélisation des lois des variables aléatoires retenues en se basant sur le principe du

maximum d’entropie. Enfin différentes méthodes de calcul stochastique seront exposées

et illustrées à travers des exemples : méthode intrusive et non intrusive par rapport au

solveur numérique et méthode de réduction adaptée.

Dans le deuxième chapitre de cette partie, une étude de la robustesse du modèle

électromécanique sera proposée, pour cela, on utilisera des méthodes non intrusives pour

déterminer la robustesse de nos modèles par rapport à un changement des valeurs des

paramètres. Trois méthodes seront utilisées pour ce calcul de robustesse : méthode de

régression, méthode de Monte-Carlo, et méthode de réduction de modèle stochastique.

Dans le troisième chapitre de la partie d’étude probabiliste, une étude de la robustesse

d’un modèle à 2 degrés de liberté (ddl) avec contrôle de force normale sera proposée.

En conclusion, on fera le bilan des avancées lors des différentes études réalisées et on

présentera des perspectives envisageables pour la suite de ces travaux.
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Première partie

Étude déterministe
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Chapitre 1

Couplage électromécanique

≪ La connaissance s’acquiert par l’expérience, tout le reste n’est que

de l’information.≫ Albert Einstein
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Dans le contexte de l’amélioration de la réduction de vibrations dans les structures

munies d’assemblages boulonnés, on commence par présenter la réduction de vibrations

par utilisation d’éléments piézoélectriques connectés à un circuit électrique adapté.

La piézoélectricité est la propriété que possèdent certains corps de se polariser électriquement

sous l’action d’une contrainte mécanique et réciproquement de se déformer lorsqu’on

leur applique un champ électrique. Les deux effets sont indissociables. Le premier est

appelé effet piézoélectrique direct ; le second effet piézoélectrique inverse. Ces deux ef-

fets piézoélectriques direct et inverse peuvent être utilisés, l’élément piézo-électrique étant

utilisé comme capteur ou actionneur, voire les deux simultanément. Cette propriété trouve

un très grand nombre d’applications dans l’industrie et la vie quotidienne. Dans le do-

maine de l’ingénierie mécanique on peut trouver par exemple comme applications : des

capteurs d’accélération et de gyroscopes, capteurs de son, contrôle des vibrations, contrôle

ou récupération d’énergie.

Dans cette partie, on propose une modélisation du couplage électromécanique par

éléments finis adaptée aux cas de structures élastiques munies de pastilles (patchs) piézoélectriques.

Cette formulation permet de réduire le nombre de degrés de liberté (ddl) électrique avec

un seul ddl électrique par patch piézoélectrique [7].

Les premiers travaux traitant des éléments piézoélectriques par éléments finis [18] pro-

posent un couplage électromécanique entre les variables du déplacement mécanique et les

variables du champ électrique, en tenant compte de l’effet piézoélectrique direct et inverse.

Les inconnues électriques peuvent être condensées de sorte que le problème à résoudre

ait la forme d’un problème de vibration élastique standard. Dans le cas des actionneurs,

l’effet électrique des patchs apparâıt comme un forçage externe, proportionnel à la tension

appliquée, tandis que la rigidité du système reste purement élastique. Par contre, dans

le cas des capteurs, l’effet apparâıt avec un terme de raideur ajoutée en raison de l’état

du circuit ouvert des pastilles piézoélectriques, dont la tension de borne (la sortie du

capteur) est proportionnelle aux inconnues de déplacement mécaniques. Cette formulation

est la base de beaucoup des études numériques impliquant une structure élastique avec

des éléments piézoélectriques [19, 20].
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1.1 Formulation électromécanique

Les premiers travaux sur des éléments finis électromécaniques couplés par piézoélectricité

[18] reposent sur une formulation couplant, par effet direct et inverse, les champs de

déplacement mécanique et de potentiel électrique. On peut remarquer que dans le cas

d’applications capteur ou actionneur uniquement, les variables électriques peuvent être

condensées de sorte que le problème à résoudre prend la forme d’un problème d’élasticité

conventionnel, avec l’effet d’éventuels actionneurs piézoélectriques similaire à un effort im-

posé (parfois simulé par une contrainte de type thermique) proportionnel à la tension ; cette

formulation est la base de la plupart des modèles de structures élastiques avec éléments

piézoélectriques [21–25]. On peut trouver dans [21] une revue des développements récents

dans le domaine.

À la différence de ces applications, les circuits électriques de type ≪ shunt≫ ou ≪ switch≫ im-

posent uniquement une relation entre la tension et la charge dans le circuit et nécessitent

un calcul simultané de l’effet capteur et actionneur. Cela peut être fait en utilisant les

fonctions adaptées d’un logiciel commercial éléments finis [26], mais cette démarche est

coûteuse en temps de calcul.

On se propose ici d’utiliser un modèle éléments finis adapté au cas d’éléments piézoélectriques

minces [7], munis d’électrodes sur leur surface et polarisés dans la direction transverse.

La partie mécanique est décrite de manière conventionnelle avec des éléments finis en

déplacement. On décrira l’état électrique uniquement par la différence de potentiel et la

charge des électrodes, sans passer par la description complète du champ électrique.

1.1.1 Modélisation d’un milieu piézoélectrique

Cette section présente la forme générale des équations utilisées pour modéliser le com-

portement d’un milieu piézoélectrique, sous forme locale puis sous forme faible adaptée

pour un passage à la méthode des éléments finis [27]. Les indices i, j, k, l repèrent les

composantes des vecteurs et tenseurs et l’on fait usage de la convention d’Einstein.

L’élément piézoélectrique occupe un domaine Ωp au repos. Il subit un déplacement

imposé udi sur une partie Γu de sa frontière et une densité d’efforts tdi sur la partie
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complémentaire Γt de sa frontière. Un potentiel électrique ψd et une densité surfacique

de charges libres qd sont prescrits sur des domaines Γψ et Γq , qui constituent une parti-

tion de la frontière ∂Ωp.

Les tenseurs de déformation linéarisée et de contrainte sont notés avec leurs com-

posantes εij et σij , les vecteurs de champ électrique et champ de déplacement électrique

sont notés Ei et Di. ni est le vecteur normal unitaire sortant de Ωp, ρ la masse volumique

locale et t le temps.

Les équations du problème s’écrivent :

Pour la partie mécanique

σij,j + fdi = ρ
∂2ui
∂t2

dans Ωp (1.1)

σijnj = tdi sur Γt (1.2)

ui = udi sur Γu (1.3)

Pour la partie électrique

Di,i = 0 dans Ωp (1.4)

Dini = −qd sur Γq (1.5)

ψ = ψd sur Γψ (1.6)

L’équation (1.1) est l’équation fondamentale de la dynamique ; les équations (1.2) et

(1.3) sont les conditions aux limites imposées ; l’équation (1.4) est la loi de Gauss ; les

équations (1.5) et (1.6) sont les conditions aux limites.

Et on utilise les relations de comportement suivantes :

σij = cijklεkl − ekijEk (1.7)

Di = eiklσkl + ǫikEk (1.8)

où cijkl est le module d’élasticité à champ électrique constant (raideur en court-circuit),

ekij les constantes piézoélectriques et ǫik la permittivité électrique à déformation constante

(permittivité bloquée). Cette écriture simplifie l’approche éléments finis. On utilise les

relations de gradient suivantes pour identifier les relations entre le déplacement et les

déformations d’une part et le potentiel et champ électrique d’autre part :
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εkl(u) =
1

2
(uk,l + ul,k) (1.9)

Ek(ψ) = −ψ,k (1.10)

Les quantités mécaniques et électriques σij , εij , Ei, Di, ui, ψ sont fonction du temps et

du vecteur position dans Ωp. La densité volumique imposée fdi est fonction du temps et

du vecteur position dans Ωp. Les densités surfaciques imposées udi , t
d
i , ψ

detqd sont fonction

du temps et du vecteur position sur ∂Ωp.
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Figure 1.1 – Structure élastique avec deux éléments piézoélectriques
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Figure 1.2 – p-ième élément piézoélectrique soumis à la différence de potentiel V p, avec
les charges Qp+ et Qp− aux surfaces des électrodes
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1.1.2 Hypothèses et formulation

Une structure élastique, occupant un domaine Ωs, est équipée de P pastilles piezo-

electriques. Chaque pastille a sa face inférieure et supérieure recouverte d’une électrode

très fine. La p-ième pastille (p ∈ {1, . . . P}) occupe un domaine Ω(p). Le domaine complet

Ω est formé par l’union de Ωs et de tous les domaines Ω(p). Le domaine Ω est soumis à une

densité volumique d’effort supposé connue fdi et le bord ∂Ω du domaine est soumis à des

déplacements imposés udi sur une partie Γu et une densité surfacique d’effort imposé tdi sur

la partie complémentaire Γt telle que ∂Ω = Γu ∪Γt. Quelques hypothèses, permettant une

formulation simplifiée du problème tout en conservant un grand domaine d’application,

sont rappelées ici :

– L’épaisseur des éléments piézo-électriques est constante et plus faible que sa longueur

caractéristique.

– L’épaisseur de l’électrode est négligeable devant l’épaisseur du patch.

– Les éléments piézo-électriques sont polarisés dans la direction transverse (normale

aux électrodes), souvent noté ”3”. Cela induit un couplage avec la contrainte traverse

notée usuellement ”33” et avec la contrainte longitudinale notée usuellement ”31”.

Par la suite, seul ce dernier couplage sera pris en compte.

– Les éléments piézo-électriques sont isotropes dans les directions longitudinales.

– Aucune charge libre surfacique n’est présente sur Γ0. Les effets de bord du champ

électrique aux extrémités des éléments sont négligés.

– Le vecteur champ électrique de composantes Ek est normal à la surface moyenne du

patch et d’amplitude constante sur l’élément :

EK =
ψ
(p)
+ − ψ

(p)
−

h(p)
nk =

V(p)

h(p)
nk dans Ωp (1.11)

Après une discrétisation par éléments finis du problème électromécanique, et en notant

U le vecteur de déplacement au niveau des noeuds et V le vecteur des différences de

potentiel, on obtient le système linéaire suivant :

(
Mm 0
0 0

)(
Ü

V̈

)
+

(
Km Kc

−Kc
T Ke

)(
U
V

)
=

(
F
Q

)
(1.12)
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Mm et Km sont les matrices de masse et de rigidité de la structure mécanique avec

les éléments piézoélectriques. Kc est la matrice de couplage électromécanique. Ke est la

matrice diagonale des capacités des pastilles piézoélectriques. F et Q sont les vecteurs

des efforts mécaniques extérieurs et des charges contenues dans les électrodes de chaque

pastille. Avec les relations suivantes :

∫

Ω
ρ
∂2ui
∂t2

δuidΩ ⇒ δUTMmÜ (1.13)

∫

Ω
cijklεij(δu)εkl(u)dΩ ⇒ δUTKmÜ (1.14)

P∑

p=1

V p

hp

∫

Ωp

eijkniεkldΩ =⇒ δUTKcV (1.15)

∫

Ω
fdi δuidΩ+

∫

Γt

tdi δuidS ⇒ δUTF (1.16)

P∑

p=1

V p

hp

∫

Ωp

ekijεklnidΩ =⇒ δVTKT
c U (1.17)

P∑

p=1

δV pCpV p =⇒ δVTKT
eV (1.18)

P∑

p=1

δV pQp =⇒ δVTQ (1.19)

On peut reformuler le système 1.12 avec la charge Q comme inconnue et une différence

de potentiel V imposée.

(
Mm 0
0 0

)(
Ü

Q̈

)
+

(
K̂m KcK

−1
e

K−1
e KT

c K−1
e

)(
U
Q

)
=

(
F
V

)
(1.20)

avec K̂m = Km +KcK
−1
e KT

c (1.21)
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1.1. FORMULATION ÉLECTROMÉCANIQUE

À partir de ces deux écritures 1.12 et 1.20, on peut examiner deux cas particuliers,

selon que les patchs sont en court-circuit (V=0) ou en circuit ouvert (Q=0). Dans ces cas

les deux systèmes d’équations ci-dessus peuvent être réduit comme suit :

MmÜ +KmU = F (court circuit) (1.22a)

MmÜ + K̂mU = F (circuit ouvert) (1.22b)

K̂m représente la matrice de raideur en circuit ouvert : l’effet du couplage électromécanique

en circuit ouvert sur la structure élastique apparâıt comme un terme de raideur ajoutée

KcK
−1
e KT

c .

La pulsation ωr et le mode propre associé Φr du système en court circuit sont solution

de l’équation :

KmΦr − ω2
rMmΦr = 0 (1.23)

On peut écrire une approximation du vecteur déplacement en le projetant sur la base

modale tronquée, restreinte aux N premiers modes :

UN(t) =
N∑

r=1

Φr qr. (1.24)

En insérant cette équation dans le système d’équation 1.12 et en multipliant la partie

mécanique par ΦTr , le problème s’écrit pour tout r ∈ [1, N ].

q̈r + ω2
rqr + χT

r
V = Fr (1.25a)

KeV −
N∑

j=1

KcΦjqj = Q (1.25b)

avec

χT
r
= [χ1

r . . . χ
p
r . . . χ

P
r ] = Φr

TKc (KeV)T = [C1V 1 . . . CpV p . . . CPV P ] (1.26)

et

Fr = Φr
TF (1.27)
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1.1. FORMULATION ÉLECTROMÉCANIQUE

on peut obtenir une autre écriture du problème en remplaçant V fonction de Q (1.25b)

dans l’équation 1.25a :

q̈r + ω2
rqr +

N∑

j=1

P∑

p=1

χprχ
p
j

Cp
qj +

P∑

p=1

χpr
Cp

Qp = Fr (1.28)

Le coefficient de couplage effectif, qui caractérise l’échange d’énergie entre les éléments

piézo-électriques et la structure mécanique, est défini pour le r-ième mode dans la norme

[28] par :

k2eff,r =
ω̂2
r − ω2

r

ω2
r

(1.29)

où ωr et ω̂r sont les fréquences propres en court-circuit et circuit ouvert du r-ième

mode respectivement. L’équation 1.28, en négligeant les termes de couplage en q, s’écrit :

q̈r + (ω2
r +

P∑

p=1

(χpr)2

Cp
)qr +

P∑

p=1

χpr
Cp

Qp = Fr (1.30)

En circuit ouvert Qp est nul pour tout p : le problème s’écrit alors :

q̈r + ω̂2
rqr = Fr (1.31)

avec

ω̂2
r ≃ ω2

r +

P∑

p=1

(χpr)2

Cp
(1.32)

Cette expression est une approximation de la fréquence du r-ième mode en circuit

ouvert, noté ω̂r , à condition que la troncature modale soit valide. Donc on peut écrire le

coefficient du couplage modal pour le r-ième mode comme suit :

k2eff,r ≃
P∑

p=1

(kpr )
2 (1.33)

avec kpr =
χpr√
Cpωr

.

Ce coefficient peut être écrit avec une écriture matricielle comme suit :

k2eff,r =
ΦT
r KcK

−1
e KT

c Φr

ΦT
r KmΦr

(1.34)
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1.1. FORMULATION ÉLECTROMÉCANIQUE

1.1.3 Algorithme de résolution

Après avoir rappelé la définition et la signification du coefficient de couplage électromagnétique,

on propose dans cette partie, un algorithme capable de le calculer. Comme on a vu

précédemment, pour calculer le coefficient de couplage effectif, on a besoin de construire

par éléments finis une matrice de couplage électromagnétique Kc et une matrice inverse

des capacités Ke comme indiqué dans les équations 1.17 et 1.18, ainsi que les vecteurs et

valeurs propres de la structure en court circuit, issus d’un calcul purement mécanique.

La démarche de calcul du coefficient de couplage électromécanique est résumée dans le

diagramme de la figure 1.3.

Ce calcul a été réalisé grâce à deux logiciels :

– ≪ CAST3M ≫ pour construire le maillage et déterminer les fréquences et les modes

propres (partie mécanique).

– ≪ Matlab ≫ pour construire les matrices Kc et Ke et calculer les coefficients de

couplage électromécanique par mode.

Shell 

Matlab 

 

Matrices de couplage 

élémentaires 

Matlab 

 

Matrice de couplage globale 

Matlab 

 

Keff 

Cast3M 

 

Maillage 

Vecteurs  et  valeurs propres 

Figure 1.3 – Algorithme de génération du coefficient du couplage effectif

Le pilotage des calculs se fait par le langage ≪ Shell ≫ sur le système d’exploitation
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1.1. FORMULATION ÉLECTROMÉCANIQUE

Unix, selon le schéma de la figure 1.3.

Cette démarche de calcul est facilement utilisable et adaptable dans le cas d’une

stratégie d’optimisation, et notamment lors d’une optimisation de position, car dans ce

cas, la géométrie du patch ne changeant pas d’une position à l’autre, les matrices Kc et

Ke sont construites une seule fois. Dans ce cas, seuls les nœuds de connectivité changent

entre les éléments piezo et les éléments de la structure. La figure 1.4 présente l’algorithme

qui résume la démarche.
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Figure 1.4 – Algorithme de génération du coefficient du couplage effectif pour différentes
positions

1.1.4 Shunt linéaire

Cette partie présente une optimisation de la réduction des vibrations d’une struc-

ture munie d’éléments piézoélectriques (modélisée précédemment) associés à des circuits

électriques passifs de type ≪ shunts ≫. On étudie le cas d’un shunt résistif (shunt ≪ R ≫)

dans lequel une résistance électrique dissipe de la puissance par effet Joule et le cas d’un

shunt inductif ou résonant (shunt ≪ RL ≫) dans lequel une inductance permet augmenter le

courant circulant dans le shunt et donc la dissipation par la résistance (Fig. 1.5 ). Dans ces
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1.1. FORMULATION ÉLECTROMÉCANIQUE

deux cas, on utilise le modèle électromécanique de la structure avec patchs piézoélectriques

obtenu précédemment, le shunt introduisant une relation entre le courant (qui dépend de

la charge libre sur le patch) et la tension aux bornes de celui-ci.

Structure

Élément piézo.

R

R

L

Q

shunt R shunt RL

V

Figure 1.5 – Structure munie d’éléments piézo associés à un circuit shunt (R, RL)

Une étude d’optimisation du circuit dans le cas d’un système conservatif à un degré

de liberté pour les circuits résonants et les circuits résistifs [6] a permis de donner les

indications suivantes :

– les shunts résistifs et résonants doivent être adaptés à la pulsation d’un mode parti-

culier de vibration à réduire et à la capacité de l’élément piézoélectrique ;

– cet accord doit être très précis dans le cas de l’inductance, ce qui exclut l’amortisse-

ment de plusieurs modes ;

– la performance obtenue dépend du coefficient de couplage Keff ;

– les valeurs d’inductance requises sont généralement très élevées.

De nombreuses études ont porté sur les différents types de circuit électrique ; dans

[29, 30], une comparaison de réduction de vibrations a été faite entre un circuit R–L en

série et un circuit R–L en parallèle. L’optimisation des paramètres du circuit électrique

permet généralement de réduire les vibrations de modes bien particuliers. Quelques études

proposent de concevoir des shunts résonants à plusieurs branches avec pour objectif d’amor-

tir plusieurs modes d’un système à plusieurs degrés de liberté [31, 32]. L’optimisation des

paramètres électriques peut conduire à des valeurs très importantes pour l’inductance : ce

problème peut être surmonté en ajoutant par exemple un condensateur en série [33].

Les principales propriétés du circuit résistif puis du circuit inductif sont brièvement

rappelées.
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1.1.4.1 Shunt résistif

Structure

Élément piézo.

V

Q

R

shunt R

Figure 1.6 – Structure munie d’éléments piézo associés à un circuit résistif

Dans cette partie, on souhaite dissiper l’énergie vibratoire de la structure en utilisant un

circuit électrique comportant une résistance électrique, cette dissipation se faisant par effet

joule. Dans ce contexte, on ajoute à l’ensemble structure munie d’éléments piézoélectriques,

le circuit électrique de la figure 1.6, constitué d’une unique résistance R. Cette résistance

impose la relation (1.35), à ajouter aux équations précédentes du système électromécanique

(1.20) :

V = −RI = −RQ̇ (1.35)

En substituant l’équation (1.35) dans (1.20), on peut écrire :

(
Mm 0
0 0

)(
Ü

Q̈

)
+

(
K̂m KcK

−1
e

K−1
e KT

c K−1
e

)(
U
Q

)
+

(
0 0
0 R

)(
U̇

Q̇

)
=

(
F
0

)
(1.36)

Les déplacements nodaux sont exprimés dans la base des vecteurs propres du système

en court-circuit en faisant une troncature sur les N premiers modes :

UN =
N∑

r=1

Φr qr = ΦTq (1.37)

En remplaçant U par UN dans 1.36 on obtient :

(
ΦMmΦ

T 0
0 0

)(
q̈

Q̈

)
+

(
ΦK̂mΦ

T ΦKcK
−1
e

K−1
e KT

c Φ
T K−1

e

)(
q
Q

)
+

(
0 0
0 R

)(
q̇

Q̇

)
=

(
ΦF
0

)

(1.38)

39



1.1. FORMULATION ÉLECTROMÉCANIQUE

L’excitation appliquée en un point xn est supposée de nature harmonique de pulsation

Ω :

F = F̃eiΩt et q̂ =

(
q
Q

)
=

(
q̃

Q̃

)
eiΩt (1.39)

donc on peut écrire

ZRq̂ = F̂ (1.40)

avec

ZR =

(
−Ω2

I+ΦT K̂mΦ ΦT KcK
−1
e

K−1
e KT

c Φ
T K−1

e + iΩR

)
F̂ =

(
Φ F̃
0

)
(1.41)

On peut obtenir q̂ par :

q̂ = ZR
−1 F̂ =

(
Z11 Z12

Z21 Z22

)(
Φ F̃
0

)
(1.42)

On étudie la fonction de réponse en fréquence (déplacement / effort). Le déplacement

est mesuré en un point de position xm et la force est appliquée en un point xn, ce qui

donne :

Hmn = Φm
T Z11 Φn (1.43)

On utilise sur une échelle en dB en utilisant la relation suivante :

XdB = 10 log10 (HmnH
∗
mn) (1.44)

1.1.4.2 Shunt résonant

Dans cette partie, on souhaite favoriser la dissipation de l’énergie vibratoire de la

structure en utilisant un circuit électrique avec une résistante R et une inductance L en

série. Par analogie avec les amortisseurs à masse accordée, on souhaite réaliser un circuit

résonant accordé à un des modes de la structure : à la pulsation de résonance du mode

considéré, on obtient un courant plus important dans le circuit, et on dissipe plus d’énergie

dans la résistance.
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Structure

Élément piézo.

V

Q

L

R

shunt RL

Figure 1.7 – Structure munie d’un élément piézo connecté à un circuit résonant .

Dans ce contexte, on ajoute à l’ensemble structure et éléments piézoélectriques le circuit

comportant une inductance L et une résistance R aux bornes des éléments (Fig. 1.7) ; on

impose alors la relation suivante entre tension et courant, à ajouter aux équations du

système électromécanique (1.20) :

V = −RI − Lİ = −RQ̇ − LQ̈ (1.45)

donc on peut écrire :

(
Mm 0
0 L

)(
Ü

Q̈

)
+

(
K̂m KcK

−1
e

K−1
e KT

c K−1
e

)(
U
Q

)
+

(
0 0
0 R

)(
U̇

Q̇

)
=

(
F
0

)
(1.46)

De même que précédemment, les déplacements nodaux sont développés dans la base

des vecteurs propres du système en court-circuit, tronquée aux N premiers modes :

UN = ΦTq (1.47)

On multipliant la première ligne du système d’équations 1.46 par la matrice des vecteurs

propres on obtient :

(
ΦMmΦ

T 0
0 L

)(
q̈

Q̈

)
+

(
ΦK̂mΦ

T ΦKcK
−1
e

K−1
e KT

c Φ
T K−1

e

)(
q
Q

)
+

(
0 0
0 R

)(
q̇

Q̇

)
=

(
ΦF
0

)

(1.48)

soit
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(
−Ω21+ΦK̂mΦ

T ΦKcK
−1
e

K−1
e KT

c Φ
T −LΩ2 +K−1

e + iΩR

)

︸ ︷︷ ︸
ZR

(
q̃

Q̃

)
=

(
ΦF̃
0

)
(1.49)

Par la suite, on utilise les équations (1.40, 1.44) pour déterminer la réponse en fréquence

sur une échelle en dB.

1.2 Exemple de validation

1.2.1 Description

Paramètres poutre pastille piézo

Masse volumique ρb = 2800 kg/m3 ρp = 8500 kg/m3

Coefficient de Poisson νb = 0.3 νp = 0.2
Module d’Young Eb = 74 GPa Ep = 57 GPa

Coefficient de couplage matériau - k̂31=0.4
Constante diélectrique modifiée - e33 = 2400 ǫ0

ǫ0 = 8.85.10−12F/m [28]

Table 1.1 – Paramètres matériaux du système étudié

Afin de valider la méthode de calcul de la matrice de couplage sur un exemple simple,

on modélise une poutre encastrée libre (Fig. 1.8) munie de deux pastilles piézoélectriques

montées en série. Les résultats sont comparés à ceux du modèle analytique développé dans

[34].

Le tableau 1.2 illustre une comparaison au niveau des fréquences propres et des co-

efficients de couplage. Le premier calcul, noté ana, a été réalisé analytiquement avec des

éléments poutre dans [34], le second, noté EF, est notre calcul réalisé avec des éléments

finis 3D de type CUB 20.

Paramètres mode1 mode2 mode3
ana/EF ana/EF ana/EF

fr [Hz] 69.7/68.9 416.2/411.28 1107.5/1094.94

Keff 0.139/0.138 0.140/0.138 0.126/0.123

Table 1.2 – Comparaison des paramètres fr et Keff pour les trois premiers modes.
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1.2. EXEMPLE DE VALIDATION

Figure 1.8 – Structure de validation.

1.2.2 Optimisation de la position du patch piézoélectrique

Dans cette partie, on fait une étude paramétrique de la position du patch piezo dans la

position longitudinale de la poutre pour déterminer la position optimale (selon l’algorithme

de la figure 1.4). Cette position sera celle qui maximise le coefficient de couplage effectif, et

étant donné qu’on calcule ce coefficient pour chaque mode, on doit chercher une position

optimale pour chacun des modes qu’on souhaite réduire.

La figure 1.9 montre la variation de Keff pour différentes positions, et pour les trois
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Figure 1.9 – Keff fonction de la position et du mode

premiers modes de flexion dans le sens longitudinal de la poutre. On peut voir dans cette

figure que, indépendamment du circuit électrique associé, on est capable de déterminer la

position optimale du shunt dans la structure.

On peut remarquer que les trois premiers modes partagent tous la même position

optimale, qui est celle la plus proche de l’encastrement, cette position permettant une

déformation maximale pour chacun des trois modes.

1.2.3 Optimisation des paramètres du circuit RL

La position optimale du patch étant assurée en utilisant les paramètres géométriques

optimaux, on fait ensuite une optimisation des paramètres électriques R et L du circuit

électrique. Deux approches sont possibles :

– une optimisation (sans contrainte) autour des paramètres optimaux calculés analy-

tiquement [35].

– une optimisation avec des contraintes limitant l’intervalle de variation des paramètres.

Si la première méthode peut s’avérer intéressante pour des géométries simples, elle

peut donner une grande valeur pour d’inductance, techniquement difficile à obtenir.

La deuxième méthode consiste à définir des intervalles de variation physiquement ac-

ceptables et à faire une étude paramétrique à l’intérieur du domaine ainsi défini.
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La réduction des vibrations est plus sensible à une variation de l’inductance qu’à une

variation de la résistance. La démarche d’optimisation retenue consiste à faire tout d’abord

une optimisation de l’inductance pour une résistance donnée sur un intervalle de fréquence

(Fig. 1.10). Ensuite, on fait une optimisation de la résistance électrique en utilisant l’induc-

tance fixée à sa valeur optimale sur la même bande (Fig. 1.11). Finalement, la réduction

totale optimale est obtenue en utilisant les paramètres géométriques et électriques opti-

maux (Fig. 1.12).
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Figure 1.10 – FRF pour différentes valeurs d’inductance (R=0)
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Figure 1.11 – FRF pour différentes valeurs de résistance électrique (inductances opti-
males)
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DOUBLE RECOUVREMENT
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Figure 1.12 – Comparaison entre les FRF en circuit fermé et en circuit RL optimal

1.3 Première structure d’étude : assemblage boulonné à dou-
ble recouvrement

1.3.1 Description

On se propose d’étudier l’influence de l’ajout des éléments piézoélectriques en termes

de réduction de vibrations dans les joints boulonnés. La première structure proposée est un

assemblage boulonné à double recouvrement composé de deux poutres principales reliées

entre elles par deux autres poutres, le tout maintenu en position par des vis qui appliquent

un serrage sur l’assemblage. Les éléments piézoélectriques sont ajoutés comme rondelles

au niveau des boulons (Fig. 1.13).

Les propriétés des matériaux utilisés dans la simulation sont indiquées dans le tableau

1.3.

Paramètres structure mère pastille piézo

Masse volumique (kg/m3) 2800 8500
Coefficient de Poisson 0.3 0.2
Module d’Young (GPa) 74 57

Table 1.3 – Paramètres matériaux du joint boulonné
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DOUBLE RECOUVREMENT

Dans cette partie consacrée au couplage électromécanique, on suppose que tous les

contacts dans la structure sont des contacts parfaits, qui ne permettent ni glissement

ni décollement entre les différentes sous-structures. Cette hypothèse simplificatrice est

justifiée tout d’abord par le fait que la dissipation de l’énergie vibratoire par couplage

électromécanique doit être supérieure à celle par frottement sec. De plus, la formulation

électromécanique proposée précédemment suppose un comportement linéaire de la struc-

ture mécanique (sans frottement sec).

On étudie la moitié de la structure (Fig. 1.13) en mettant des conditions de symétrie

dans le plan (XZ) de la structure (Fig. 1.14).

Le calcul effectué suit la même démarche que celle proposée dans l’exemple de valida-

tion, en suivant l’algorithme (Fig. 1.3).

Deux calculs éléments-finis ont été effectués pour s’assurer de la cohérence des modes

obtenus : un calcul sur CAST3M avec un maillage de Cub20 et un calcul sur NASTRAN

avec un maillage de Tetra10. Le tableau 1.4 permet une comparaison des fréquences pro-

pres selon les deux calculs éléments finis et la figure 1.15 donne un aperçu des déformées

associées à chacune de ces fréquences propres.

Nastran 88.1 816.9 1683.1 4652 5380.4

Cast3M 89.2 819.4 1696.5 4635.5 5400.8

Table 1.4 – Comparaison entre les cinq premières fréquences calculées par Cas3M et celles
calculées par Nastran

1.3.2 Optimisation de la position du patch piézoélectrique

Dans cette partie, on fait une étude paramétrique afin de déterminer l’épaisseur opti-

male de la rondelle piezo, celle qui va maximiser le coefficient de couplage effectif. Cette

étude paramétrique de l’épaisseur de la rondelle a été faite dans un intervalle de [0.5, 2]mm

pour rester cohérent avec les hypothèses de la formulation électromécanique, notamment

en terme de linéarité du champ électrique dans l’épaisseur de l’élément piezo.

La figure 1.16 montre que dans l’intervalle d’épaisseur étudié, plus l’épaisseur augmente

plus le coefficient de couplage effectif est important, et ceci pour les cinq modes propres
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Figure 1.13 – Dimension de la première structure d’étude

étudiés.

On peut remarquer que les coefficients effectifs restent relativement réduits, ceci étant

dû à la faible taille des rondelles piezo : ces rondelles créent une raideur ajoutée en circuit

ouvert négligeable devant la raideur de la structure, et elles sont donc incapables de changer

les fréquences propres de la structure en circuit ouvert.

48
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Figure 1.14 – Partie de la structure modélisée

Figure 1.15 – Les cinq premières déformées propres (1-2-3/ 4-5)

1.3.3 Optimisation des paramètres du circuit RL

On va faire une optimisation des paramètres électriques pour tenter de compenser un

coefficient de couplage effectif faible. On prend comme épaisseur de la rondelle, l’épaisseur

optimale (Fig. 1.16), soit h = 3mm.

On optimise tout d’abord l’inductance, pour voir si l’effet de la masse ajoutée apporté

par l’ajout de l’inductance a une influence sur la réponse en fréquence de la structure.

Dans l’intervalle d’étude, la valeur de l’inductance n’a pratiquement aucune influence

sur la réponse en fréquence de la structure (Fig. 1.17).

On peut conclure que, dans ce type de structure, une rondelle piezo n’a guère d’intérêt

en terme de réduction de vibrations, car sa position et sa taille par rapport à la structure
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Figure 1.16 – Influence de l’épaisseur de la rondelle piezo sur Keff
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Figure 1.17 – Influence de l’inductance sur la FRF de la structure

mère sont telles que la rondelle n’a pratiquement pas d’influence sur la réponse vibratoire

de la structure.

Il faut donc imaginer un autre type d’élément piezo, qu’on puisse mettre au niveau de

l’assemblage et qui soit capable d’apporter une réduction de vibrations importante. Dans

ce cadre on propose d’étudier la même structure, mais cette fois avec le type de patch

piézoélectrique représenté figure 1.18.
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1.4 Deuxième structure d’étude : assemblage boulonné à
double recouvrement avec patch modifié

1.4.1 Description

On se propose d’étudier la même structure que précédemment, mais les rondelles piezo

sont remplacées par des éléments de forme différente de surface plus importante, qui seront

fixés sur la structure (Fig. 1.18).

�����

�

���	

�



Figure 1.18 – Dimension de la deuxième structure d’étude

De même que précédemment, pour des raisons de symétrie, l’étude est faite sur une

partie de la structure (Fig. 1.19).
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1.4. DEUXIÈME STRUCTURE D’ÉTUDE : ASSEMBLAGE BOULONNÉ À
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Figure 1.19 – Partie de la structure modélisée

1.4.2 Optimisation de la position du patch piézoélectrique

Comme précédemment, l’étude paramétrique de l’épaisseur du patch a été faite dans

un intervalle de [0.5, 3]mm pour rester cohérent avec les hypothèses de la formulation

électromécanique.
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Figure 1.20 – L’influence de l’épaisseur de la rondelle piezo sur Keff

Les coefficients effectifs sont plus importants que dans le cas précédent, les autres

conclusions étant identiques.
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1.4.3 Optimisation des paramètres du circuit RL

L’optimisation des paramètres électriques a été effectuée en utilisant l’épaisseur opti-

male relevée sur la figure 1.20, c’est à dire h = 3mm.

Dans un premier temps, on commence par faire une optimisation de l’inductance, en

prenant une valeur de résistance électrique nulle.
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Figure 1.21 – Influence de l’inductance sur les FRF (R = 0)

On dispose de deux éléments piézoélectriques, ce qui permet de choisir deux valeurs

d’inductance différentes et ainsi de pouvoir réduire plusieurs modes propres.

Plusieurs intervalles d’inductance sont possibles pour réduire les fréquences critiques(Fig.1.21).
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Figure 1.22 – Influence de la résistance électrique sur FRF (L optimale)
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L’inductance étant fixée à sa valeur optimale, la valeur optimale de la résistance

électrique est déterminée (Fig. 1.22).

Une comparaison sur les FRF est effectuée, avec les paramètres optimaux préalablement

identifiés, dans les cas suivants : court circuit, circuit ouvert et circuit RL optimal (Fig.

1.23).
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Figure 1.23 – comparaison entre les d’FRFs en circuit ouvert, fermé et en circuit RL
optimal

1.5 Conclusion

Dans cette partie de réduction de vibrations par amortissement électromécanique, on

a utilisé une méthode qui permet de réduire le nombre de variables électriques à une

variable par élément piézoélectrique. Cette méthode a l’avantage d’utiliser les matrices

éléments finis issues de logiciels de calcul éléments finis standards. Après une validation

de notre modèle électromécanique, le calcul du coefficient de couplage effectif pour deux

types d’éléments piézoélectriques a permis de faire une optimisation de la géométrie de

l’élément piézoélectrique dans les deux cas. Par la suite, une optimisation des paramètres

électriques a été proposée. Cette démarche a permis de conserver un seul type d’élément
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piézoélectrique, celui qui permet une meilleure réduction de l’amplitude vibratoire. À

l’issue de ces deux démarches d’optimisation, le modèle proposé a permis de faire une

réduction de vibrations importante au niveau de deux fréquences critiques ; par contre, la

réduction du premier mode est restée assez limitée.

En conclusion, la réduction de vibrations apportée par le dispositif d’amortissement

électromécanique peut s’avérer très intéressant à condition d’utiliser les paramètres op-

timisés. Il reste à déterminer le niveau de robustesse de l’amortissement apporté par ce

dispositif : à cet effet, on propose dans le chapitre 4 une étude probabiliste permettant

d’évaluer la réponse vibratoire aléatoire du système en fonction de paramètres aléatoires

d’entrée tels que le module de Young, la résistance électrique et l’inductance.

On se propose également d’explorer une autre voie pour la réduction de vibrations

dans les structures comportant des assemblages boulonnés : on tire parti de la capacité

des assemblages boulonnés à modifier la rigidité (et par conséquent la réponse vibratoire)

de la structure par contrôle du serrage appliqué au niveau des éléments de liaison. Cette

étude fera l’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 2

Assemblage à effort normal
contrôlé

≪ L’homme absurde est celui qui ne change jamais. ≫ Georges Clemenceau
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Notre approche consiste à mettre en évidence une autre façon de réduire les vibrations,

en évitant les fréquences critiques. Dans ce contexte, on va utiliser une possibilité du joint

boulonné de changer la rigidité de la structure.

Dans les structures composées de plusieurs sous-structures, un assemblage boulonné

réalise une liaison mécanique par adhérence qui participe à la rigidité de la structure par

l’intermédiaire du frottement sec et du serrage. En d’autres termes, une structure munie

d’un joint boulonné (JB) peut avoir une rigidité variable selon le serrage appliqué au niveau

du joint.

Dans une structure munie d’un JB, si on prend en compte juste l’effet du frottement

au niveau du JB, sans prendre compte l’effet non linéaire dû à l’effet unilatéral du contact

cette structure peut avoir deux valeurs de rigidité :

– lorsque la structure n’admet pas de glissement relatif (serrage relativement impor-

tant) : configuration avec une liaison parfaite entre les sous-structures en contact.

– lorsque la structure permet toujours un glissement relatif (serrage faible) : configu-

ration avec des nœuds doubles entre les sous-structures en contact.

En outre, si on prend en compte l’effet unilatéral de la liaison au niveau du JB,

un changement de serrage, peut changer la valeur de la rigidité même lorsque la struc-

ture n’admet pas de glissement d’ensemble, car un serrage important peut occasionner le

décollement d’une partie de la surface de contact (Fig. 2.33). D’un point de vue éléments

finis, ceci est équivalent à une modélisation avec des nœuds doubles au niveau de la surface

de décollement et des noeuds en liaison parfaite au niveau des surfaces en contact.

L’utilisation contrôlée d’un serrage variable au niveau du joint boulonné va permettre

de changer la rigidité de la structure et par conséquent de changer ses fréquences propres

afin d’éviter sa mise en résonance éventuelle.

La première partie de cette étude a pour but d’illustrer l’intérêt d’un serrage variable.

Pour cela, on construit un modèle simplifié du joint boulonné à deux degrés de liberté

(ddl). L’intérêt de ce modèle à 2 ddl est d’être représentatif d’une partie des phénomènes

non linéaires étudiés tout en pouvant être résolu de manière analytique donc à très faible

coût et permettant ainsi de tester différentes lois de serrage.
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Dans la deuxième partie de cette étude, on présentera un modèle plus complet d’assem-

blage boulonné dont la résolution numérique (Méthode LATIN [42]) prendra en compte

les deux types de non-linéarité (frottement, liaison unilatérale).

Enfin, on proposera à titre d’illustration, le dimensionnement d’une structure 2D munie

d’un JB à effort normal piloté, en vue de la réduction de vibrations.

2.1 Modèle ressort amortisseur

Dans cette partie, une simplification d’un joint boulonné en un modèle à deux degrés

de liberté a été faite (Fig. 2.1). Notons K1 la rigidité en traction et M1 la masse de la

sous-structure à gauche de l’assemblage (deux poutres), K2 la rigidité en traction et M2

la masse de la sous-structure à droite de l’assemblage (une poutre) et K12 la rigidité en

traction de l’assemblage. L’effet du serrage apporté par la rondelle piezo est représenté

par une force normale FN associée à un patin frottant selon la loi de Coulomb avec un

coefficient de frottement µ.

Les valeurs des paramètres utilisés pour cette étude sont reportées dans le tableau 2.1 ;

ces valeurs respectent les différentes proportions du joint boulonné présenté figure 2.1.

M1[Kg] M2[Kg] K1[N.m
−1] K12[N.m

−1] K2[N.m
−1] F1[N ] F2

0.1 0.1 400 80 100 0 1

Table 2.1 – Valeurs des paramètres du modèle étudié

2.1.1 Formulation du modèle

Les équations de mouvement du système, en prenant compte l’effet du frottement sec,

peuvent s’écrire comme suit :

M1Ẍ1 +K1X1 +K12(X1 −X2) = Fext1 + ra (2.1a)

M2Ẍ2 +K2X2 +K12(X2 −X1) = Fext2 − ra (2.1b)

avec ra la force de frottement exercée par M2 sur M1 .
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M1 M2

K1

K12

K2

 Piezo

FN

F2F1

X2X1

F2

F1

Figure 2.1 – Modèle en 2 ddl de l’assemblage

Le modèle de frottement utilisé est un modèle de Coulomb qui peut être présenté

comme suit :

ra =





ry si Ẋ2 − Ẋ1 > 0

[−ry, ry] si Ẋ2 − Ẋ1 = 0

−ry si Ẋ2 − Ẋ1 < 0

(2.2)

Des discussions plus approfondies sur le frottement de Coulomb peuvent être trouvées

dans l’article de synthèse [5].

Lorsqu’il y a un mouvement relatif entre les deux masses M1 et M2, la force de frot-

tement est constante, de direction opposée au mouvement relatif. Par contre, lorsque les

vitesses des deux masses restent identiques, la force de frottement n’est pas définie, car

elle peut avoir plusieurs valeurs pour une même vitesse relative nulle.

On peut remarquer que dans l’équation (2.1a), la force de frottement dépend tou-
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jours de l’effet d’inertie M1Ẍ1 , indépendamment de l’état de la liaison (glissement ou

adhérence). De même, pour l’équation (2.1b), la force de frottement dépend toujours de l’-

effet d’inertieM2Ẍ2. Ce qui signifie que lorsque le mouvement relatif est nul (Ẍ1 = Ẍ2), la

force de frottement dépend toujours des termes d’accélération Ẍ1 ou Ẍ2. Cette dépendance

peut compliquer la résolution du problème ; c’est la raison pour laquelle on établit une ex-

pression de la force de frottement qui ne dépende pas des termes inertiels.

On pose

α =
M1

M2
(2.3)

et on multiplie la deuxième équation 2.1b par α puis on la soustrait de l’équation 2.1a, et

on obtient :

M1(Ẍ1− Ẍ2)+K1X1−αK2X2+K12(X1−X2)(1+α) = Fext1−αFext2+ ra(1+α) (2.4)

soit

ra =
1

1 + α
(M1(Ẍ1 − Ẍ2)) + Fc (2.5)

avec

Fc =
1

1 + α
(−Fext1 + αFext2 +K1X1 − αK2X2 +K12(X1 −X2)(1 + α)) (2.6)

Selon l’équation (2.5), lorsqu’il n’y a pas de mouvement relatif, Ẋ1 = Ẋ2 et donc

Ẍ1 − Ẍ2 = 0. En utilisant la relation de Coulomb 2.2, on peut définir deux phases :

– phase de glissement : si Ẋ1 6= Ẋ2, alors ra = ry sgn(Ẋ2 − Ẋ1)

– phase d’adhérence : si Ẋ1 = Ẋ2 et Ẍ1 = Ẍ2, alors ra = Fc

2.1.2 Résolution du problème

2.1.2.1 Modèle analytique avec force normale constante

Dans cette partie, on va traiter le cas d’un système avec force normale constante dans

le temps et force extérieure harmonique et résoudre analytiquement le système d’équations

(2.1) dans le domaine temporel.

Au cours de la résolution, on sépare classiquement la phase de glissement de la phase

d’adhérence (Fig. 2.2), de sorte de résoudre à chaque fois un système d’équations différentielles

linéaires.
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En supposant par exemple que la première phase est la phase d’adhérence, la résolution

se fait de la façon suivante :

1. Initialisation, en faisant une résolution du système d’équations [2.1] avec les con-

ditions suivantes (Fig. 2.2 A) :

– les conditions initiales sont celles du problème global à résoudre.

– X2 = X1 −X120 avec X120 = X1(t = 0)−X2(t = 0)

2. Phase 1 : résolution du système d’équations (2.1) avec les conditions suivantes

(Fig. 2.2 B) :

– les conditions initiales sont celles de la fin de la phase d’adhérence.

– la force de frottement a une valeur constante de signe opposée à celle de la vitesse

relative .

3. Phase 2 : résolution du système d’équations [2.1] avec les conditions suivantes (Fig.

2.2 A) :

– les conditions initiales sont celles de la fin de la phase du glissement.

– X2 = X1−X12i avec X12i = X1(t = ti)−X2(t = ti) avec ti le temps à la fin d’une

phase.

L’itération entre les phases 1 et 2 va se poursuivre jusqu’au temps final. Précisons la

résolution du problème dans les deux phases :

– Phase glissement

Dans cette phase le système d’équations (2.1) peut s’écrire de la façon suivante :

[
M1 0
0 M2

](
Ẍ1

Ẍ2

)
+

[
K1 +K12 −K12

−K12 K12 +K2

](
X1

X2

)
= ry

(
β
−β

)
+

(
Fext1
Fext2

)
(2.7)

avec

β =

{
1 si Ẋ2 − Ẋ1 > 0

−1 si Ẋ2 − Ẋ1 < 0
(2.8)

β garde la même valeur pendant une phase de glissement, car elle ne peut changer de

valeur qu’après un passage par une vitesse relative nulle, même si la durée de ce passage

est nulle [36].
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M1 M2

K1

K12

K2

Fext2 - raFext1 +  ra

M1 M2

K1 K2

F2F1

X2X1

X2 = X1 + X12iX1

A)

B)

Figure 2.2 – Modèles équivalents suivant les phases : A) adhérence , B) glissement

Le système (2.7) peut se mettre sous forme matricielle :

M Ẍ+K X = ry β + Fext (2.9)

La force extérieure est harmonique :

Fext =

(
F1

F2

)
sin(Ωt) (2.10)

La solution du système d’équations (2.9) est composée de la somme d’une solution

homogène et d’une solution particulière :

La solution homogène :

Xh = Φ q =

[
Φ11 Φ12

Φ21 Φ22

](
A1 sin(ω1t)) +B1 cos(ω1t))
A2 sin(ω2t)) +B2 cos(ω2t))

)
(2.11)

avec Φ et ωk solution du problème (K− ω2
kM)Φk = 0

Une solution particulière :

Xp =

(
Ap
Bp

)
sin(Ωt) + K−1 ry β (2.12)
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avec (
Ap
Bp

)
= (−Ω2M+K)−1

(
F1

F2

)
(2.13)

Pour déterminer les coefficients de la solution homogène avec les conditions initiales qui

correspondent à la fin de la phase d’adhérence ti , on doit résoudre le système d’équations

suivant :




A1

B1

A2

B2


 =




Φ11 sin(ω1ti) Φ11 cos(ω1ti) Φ12 sin(ω2ti) Φ12 cos(ω2ti)
Φ21 sin(ω1ti) Φ21 cos(ω1ti) Φ22 sin(ω2ti) Φ22 cos(ω2ti)

Φ11 ω1 cos(ω1ti) −Φ11 ω1 sin(ω1ti) Φ12 ω2 cos(ω2ti) −Φ12 ω2 sin(ω2ti)
Φ21 ω1 cos(ω1ti) −Φ21 ω1 sin(ω1ti) Φ22 ω2 cos(ω2ti) −Φ22 ω2 sin(ω2ti)




−1

.







X1(ti)
X2(ti)

Ẋ1(ti)

Ẋ2(ti)


− (−Ω2M+K)−1




(
F1

F2

)
sin(Ωti))

(
F1

F2

)
Ω cos(Ωti)


−



ryK

−1 β

0
0







Finalement, la solution du système dans la phase de glissement en présence d’une excitation

harmonique et d’une force normale constante peut s’écrire comme suit :

(
X1(t)
X2(t)

)
=

[
Φ11 Φ12

Φ21 Φ22

](
A1 sin(ω1t)) +B1 cos(ω1t))
A2 sin(ω2t)) +B2 cos(ω2t))

)
+(−Ω2M+K)−1

(
F1

F2

)
sin(Ωt)+ryK

−1 β

(2.14)

– Phase d’adhérence

Dans cette phase, en faisant la somme des deux équations du système [2.1] on obtient :

(M1 +M2)Ẍ1 +K1X1 +K2X2 = Fext1 + Fext2 (2.15)

avec

X2 = X1 −X12i avec X12i = X1(ti)−X2(ti) (2.16)

ce qui conduit à :

(M1 +M2) Ẍ1 + (K1 +K2)X1 = Fext1 + Fext2 +K2X12i (2.17)

= (F1 + F2) sin(Ωt) +K2X12i (2.18)

La solution de l’équation 2.18 est composée de la solution homogène et d’une solution

particulière :
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La solution homogène

Xh1 = A sin(ω̃t) +B cos(ω̃t) (2.19)

avec

ω̃2 =
K1 +K2

M1 +M2
(2.20)

Une solution particulière

Xp =
F1 + F2

−Ω2(M1 +M2) + (K1 +K2)
sin(Ω t) +

K2

K1 +K2
X12i (2.21)

La solution complète du système dans la phase d’adhérence en présence d’une excitation

harmonique peut s’écrire comme suit :

X1 = A sin(ω̃t) +B cos(ω̃t) +
F1 + F2

−Ω2 + ω̃2
sin(Ω t) +

K2

K1 +K2
X12i (2.22)

Pour déterminer les coefficients de la solution homogène avec des conditions initiales

qui correspondent à la fin de la phase du glissement ti , on doit résoudre le système

d’équations suivant :

(
A
B

)
=

[
sin(ω̃ ti) cos(ω̃ ti)
ω̃ cos(ω̃ ti) −ω̃ sin(ω̃ ti)

]−1

[(
X1(ti)

Ẋ1(ti)

)
− F1 + F2

−Ω2(M1 +M2) + (K1 +K2)

(
sin(Ω ti)
Ω cos(Ωti)

)
+

K2

K1 +K2
X12i

(
1
0

)]

Après avoir déterminé la solution analytique dans la phase du glissement et la phase

d’adhérence, il faut déterminer les temps origines de chacune des phases, c’est-à-dire les

conditions initiales pour chacune des phases. Pour ce faire, on utilise l’algorithme de la

figure 2.3 qui décrit le passage de la phase de glissement vers la phase d’adhérence (lorsque

Ẋ1 = Ẋ2 ) puis le passage de la phase d’adhérence vers la phase de glissement (lorsque

ra < ry).

Remarque

– on commence la procédure de calcul par un test sur les vitesses initiales pour

déterminer la phase de départ.
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– au moment du passage de la phase d’adhérence vers la phase de glissement, les

vitesses relatives reste nulles, donc pour le calcul de la première étape de glissement

juste après l’adhérence, on donne un sens à la force de frottement qui est le même

que le sens de la force Fc, car dans le premier pas de calcul de la phase de glissement,

on a toujours l’égalité ra = Fc.

 �ଶ =  �ଵ
Solution du système en phase 

d’adhérence
Solution du système en phase 

de glissement

 �� =  �� ; ��= �� ; �଴= ���� = �� sgn(��)

�ሺ��ሻ,  �ሺ��ሻ, ��

Oui

Non

Oui Non

 ��, ��, �଴

�� > ��  �ଶ =  �ଵ
 �� =  �� ; ��= �� ; �଴= ��Oui

Non

��+ଵ = �� + Pas

Figure 2.3 – Algorithme de résolution des équations de mouvement

2.1.2.2 Modèle analytique avec force périodique

Dans cette partie on va traiter le cas d’un système avec une force normale qui varie

périodiquement et une force extérieure excitatrice harmonique. Comme précédemment,

on va faire une résolution selon deux phases, une phase d’adhérence et une phase de

glissement :

– phase d’adhérence

Dans cette phase le même développement que précédemment a été gardé, car l’effet du

frottement n’intervient que dans la condition de changement de phase.

– Phase glissement
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Pour résoudre les équations de mouvement dans la phase de glissement (2.7), en

présence d’une force normale périodique ry, on commence par faire une décomposition

en série de Fourier (voir Annexe A) de la force périodique.

ry(t) = ry0 +

N∑

i=1

ry1i sin(2π
i

T
t) +

N∑

i=1

ry2i cos(2π
i

T
t) (2.23)

avec T la période de serrage.

La solution particulière du problème est donnée par :

Xp(t) =

(
Ap
Bp

)
sin(Ωt) + K−1 ry0 β

+

N∑

i=1

(
C1i

D1i

)
sin(2π

i

T
t) +

N∑

i=1

(
C2i

D2i

)
cos(2π

i

T
t) (2.24)

avec (
Cij
Dij

)
= (−(2π

j

T
)2 M + K)−1 ryij β

(
1
−1

)
(2.25)

On utilise les conditions initiales qui correspondent à la fin de la phase d’adhérence ti

et l’équation 2.14 devient :




A1

B1

A2

B2


 =




Φ11 sin(ω1ti) Φ11 cos(ω1ti) Φ12 sin(ω2ti) Φ12 cos(ω2ti)
Φ21 sin(ω1ti) Φ21 cos(ω1ti) Φ22 sin(ω2ti) Φ22 cos(ω2ti)

Φ11 ω1 cos(ω1ti) −Φ11 ω1 sin(ω1ti) Φ12 ω2 cos(ω2ti) −Φ12 ω2 sin(ω2ti)
Φ21 ω1 cos(ω1ti) −Φ21 ω1 sin(ω1ti) Φ22 ω2 cos(ω2ti) −Φ22 ω2 sin(ω2ti)




−1

.







X1(ti)
X2(ti)

Ẋ1(ti)

Ẋ2(ti)


− (−Ω2M+K)−1




(
F1

F2

)
sin(Ωti))

(
F1

F2

)
Ω cos(Ωti)


−



ryK

−1 β

0
0




+
∑N

i=1




(
C1i

D1i

)
sin(2π

i

T
ti)

(
C1i

D1i

)
(2π

i

T
) cos(2π

i

T
ti)


 +

∑N
i=1




(
C2i

D2i

)
cos(2π

i

T
ti)

−
(
C2i

D2i

)
(2π

i

T
) sin(2π

i

T
ti)







La solution complète du problème (en phase de glissement) pour une excitation har-

monique et une force normale périodique peut s’écrire de la façon suivante :
(
X1(t)
X2(t)

)
=

[
Φ11 Φ12

Φ21 Φ22

](
A1 sin(ω1t)) +B1 cos(ω1t))
A2 sin(ω2t)) +B2 cos(ω2t))

)
+Xp(t) (2.26)

Après avoir déterminé la solution analytique dans la phase de glissement et la phase

d’adhérence, on utilise le même algorithme que précédemment dans le cas d’une force
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normale constante (Fig. 2.3) pour déterminer les temps origines de chacune des phases,

c’est-à-dire les conditions initiales pour chacune des phases.

2.1.2.3 Modèle numérique

Dans le cas plus général, où la force extérieure ou la force de serrage ne sont pas

nécessairement périodiques, ou dans le cas où la solution analytique au problème n’est pas

connue, on propose de faire une résolution numérique.

Pour cette résolution numérique, on a utilisé un schéma numérique basé sur une

intégration d’un système d’équations différentielles d’ordre un, avec la méthode de Runge-

Kutta d’ordre quatre. Dans ce cadre, on fait une transformation de nos équations de

mouvement d’ordre deux en un système d’équations d’ordre un et on résout le problème

dans l’environnement MatLab.

Pour la résolution numérique, on n’a pas besoin de définir (comme dans les deux cas

précédents) des équations différentes dans la phase de glissement et d’adhérence, il suffit de

résoudre numériquement les équations de mouvements (2.1), par contre, il faut également

définir des conditions de départ et de fin de glissement. Ces conditions sont introduites en

suivant l’algorithme représenté figure 2.4.

2.1.3 Validation des modèles

Dans cette partie, une validation des trois modèles proposés est faite.

2.1.3.1 Validation du modèle analytique avec force normale constante

Pour faire une validation du modèle avec une force normale constante, on procède en

deux étapes : tout d’abord on valide le modèle sans effet de frottement, dans ce cas on

compare les résultats de notre modèle dans le cas ry=0 avec un modèle proposé dans [37].

Les paramètres utilisés dans cette comparaison sont présentés dans le tableau 2.2, avec les

conditions initiales suivantes :

X1 = 0; X2 = 0.01; Ẋ1 = 0; Ẋ2 = 0

La figure 2.5 donne une comparaison des déplacements X1 (à gauche) et X2 (à droite)
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 �ଶ =  �ଵ
�� = �� sgn(  �ଶ −  �ଵ)

Résoudre les équations de 

mouvement

� ,  �

�� = ��
Résoudre les équations de 

mouvement

�,  �
�� > ��

�� = �� sgn(��)

�ሺ��ሻ,  �ሺ��ሻ
Oui

Non

Oui

Non

Figure 2.4 – Algorithme de résolution des équations de mouvement

M1[Kg] M2[Kg] K1[N.m
−1] K12[N.m

−1] K2[N.m
−1] F1[N ] F2 ωd[rad.s

−1]

1 4 3 4 12 0 0 1

Table 2.2 – Paramètres du modèle

obtenue par trois résolutions différentes : la résolution analytique proposée dans [37], notre

résolution analytique et notre résolution numérique. À partir de ces résultats, on peut

valider notre calcul dans le cas d’un mouvement sans frottement.

Ensuite le modèle avec frottement est validé par comparaison des résultats de notre

modèle avec ceux du modèle proposé dans [36]. Il s’agit d’un modèle analytique à un degré

de liberté avec résolution temporelle de l’équation (2.27).

L’équation de mouvement d’un système masse-ressort avec frottement sec, soumis à

une excitation harmonique, s’écrit comme suit :

mẍ(t) + kx(t) + ra(t) = Fext = p0 sinωdt (2.27)

Avec m=200 103 kg, k=5000 kN/m, ry=200 kN, ωd=8 rad/s et p0=1000 kN.

Pour comparer les deux modèles, on change les paramètres de notre modèle pour qu’il

soit comparable à un modèle à 1ddl (Fig. 2.6 ) :
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Figure 2.5 – Validation du modèle sans frottement sec.

cas A)

K1 = k ; K2 = 1015K1 ; K12 = 10−15K1

M1 = m ; M2 = 10−2M1

F1 = p0 ; F2 = 0

cas B)

K2 = k ; K1 = 1015K2 ; K12 = 10−15K2

M2 = m ; M1 = 10−2M2

F2 = p0 ; F1 = 0
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M1 M2

K1

K12

K2

F2F1

X2X1

M1 M2

K1

K12

K2

F2F1

X2X1
A)

B)

Figure 2.6 – Modèle à 2 ddl équivalent au modèle à 1 ddl.

La figure 2.7 donne une comparaison entre les résultats donnés par le développement

analytique dans [36] et les résultats donnés par notre modèle simplifié dans les deux cas

équivalents A et B de la figure 2.6.

2.1.3.2 Validation du modèle numérique

Pour valider le modèle numérique, on compare le résultat de notre modèle analytique

validé et celui du modèle numérique. On utilise les mêmes paramètres, indiqués dans le

tableau 2.2 et en prenant ry = 0.3N

La figure 2.8 donne une comparaison des déplacements X1 (à gauche) et X2 (à droite)

dans le cas du modèle analytique validé et dans le cas du modèle numérique. Et d’après

cette comparaison, on peut considérer notre calcul numérique validé.
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Figure 2.7 – Modèle réduit pour validation dans le cas : A) et B).

2.1.3.3 Validation du modèle analytique avec force normale périodique

Dans cette dernière validation, on va utiliser le modèle numérique validé pour valider le

modèle analytique avec force normale périodique. On utilise les mêmes paramètres indiqués

dans le tableau 2.2 et en prenant ry01 = 0.3N .

La force normale appliquée suit la loi :

ry(t) = ry01 sin( cos(t) ) + sin(t); (2.28)
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Figure 2.8 – Validation du modèle.

La figure 2.9 compare les déplacements X1 (à gauche) et X2 (à droite) pour les modèles

analytique et numérique : notre démarche de calcul numérique peut être considérée comme

validée.

2.1.4 Critère de contrôle

Dans cette partie, on va montrer que dans notre cas particulier, c’est-à-dire l’étude

d’une structure équipée d’un seul joint boulonné, la dissipation d’énergie n’est pas le seul

critère à prendre en compte pour la réduction des vibrations.

Dans un premier temps, on applique un chargement cyclique (Fig. 2.10) et on détermine
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Figure 2.9 – Validation du modèle.

le cycle d’hystérésis correspondant (Fig. 2.11). À partir de ces cycles, on peut définir

un serrage optimal, qui correspond à la plus grande surface à l’intérieur de la boucle

d’hystérésis pour laquelle l’énergie dissipée est maximale.

Dans un deuxième temps, on va comparer la fonction réponse en fréquence (FRF) de

l’énergie dissipée (Fig.(2.12) et le déplacement maximal (Fig. 2.13) pour différentes valeurs

de la fréquence de la force extérieure.

Remarque : l’énergie dissipée et le déplacement maximal sont calculés pour toute la

durée du calcul Tmax = 20[s]

En comparant l’énergie dissipée au déplacement maximal, on constate que le serrage

optimal au sens de l’énergie dissipée autorise aussi un déplacement maximal important :
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Figure 2.10 – effort extérieur triangulaire

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1
−6

−4

−2

0

2

4

6
x 10

−3

F
2
 [N]

X
2
 [

m
]

 

 
r
y
=0.1N

r
y
=0.36667N

r
y
=0.63333N

r
y
=0.9N

Figure 2.11 – cycles hystérésis

maximiser la dissipation d’énergie ne permet pas nécessairement la meilleure réduction de

l’amplitude vibratoire. Donc on peut conclure que pour certaines structures, la dissipation

d’énergie n’est pas le bon critère de réduction de vibrations.

Dans la suite de notre étude, on va prendre comme critère de réduction, le maximum

de l’amplitude vibratoire que l’on va chercher à minimiser.
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Figure 2.12 – FRF de l’énergie dissipée
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Figure 2.13 – FRF du déplacement maximal

2.1.5 Loi de contrôle de la force normale (approche fréquentielle )

Il s’agit d’une loi de contrôle de la force normale, dont la donnée d’entrée est la

fréquence d’excitation de la structure. Il s’agit donc d’une loi de contrôle actif, qui nécessite

un capteur de fréquence. La connaissance de la fréquence d’excitation permet de contrôler

le changement de la rigidité de la structure à opérer au voisinage des zones de fréquences

critiques.

Si la structure est excitée avec une force dont la fréquence est voisine de la fréquence

critique de la structure, la tension appliquée sur la rondelle piézoélectrique est annulée pour
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pouvoir donner à la force normale une valeur minimale Fmin. En dehors de la zone critique,

la tension aux bornes du piezo est tenue à sa valeur maximale Fmax. Cette première loi de

contrôle peut être formulée comme suit :

{
ry = Fmin if Ω ∈ Ψ

ry = Fmax if Ω /∈ Ψ
with Ψ =

P⋃

i=1

Ψi (2.29)

avec P est le nombre de zones critiques à éviter. Ψ est l’ensemble de toutes les zones

Ψi de fréquences critiques à réduire. Fmax est une valeur de force normale qui ne permet

pas le glissement et Fmin est une valeur de force normale qui permet le glissement.

Pour réaliser cette loi de contrôle, on commence tout d’abord par faire une étude modale

pour déterminer les fréquences propres avec et sans serrage (Fig.2.14). Il faut s’assurer à

cette étape que les fréquences propres de la structure avec et sans serrage soient bien

distinctes, car c’est la condition nécessaire pour que la méthode de contrôle soit efficace.

Après la détermination des fréquences propres, il faut définir les zones autour de ces

fréquences dans laquelle le serrage est à changer. Pour le calcul on utilise le développement

analytique dans le cas d’une force normale constante.
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Figure 2.14 – comparaison des FRF avec et sans serrage

La figure 2.15 montre qu’avec cette loi de contrôle, on peut réduire considérablement
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les vibrations au voisinage des fréquences critiques, à condition que les fréquences propres

dans le cas avec et sans serrage soient assez éloignées.
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Figure 2.15 – Comparaison des FRF avec et sans contrôle

2.1.6 Loi de contrôle de la force normale (approche temporelle)

Dans cette partie, on propose des lois de contrôle de la force normale qui varient dans le

temps. Ce type de contrôle peut fonctionner sans l’utilisation de capteur, car il ne nécessite

aucun paramètre d’entrée pour la loi de contrôle.

2.1.6.1 Première loi

La première loi de contrôle qu’on propose d’étudier est une loi de variation sinusöıdale

de la force normale entre une valeur minimale Fmin et une valeur maximale Fmax.

ry (t) = Fmax Y1 [Y2 + sin (Ωser t)] (2.30)

Avec

Y 1 =
(1− Sr)

2
, Y 2 =

1 + Sr
1− Sr

, Sr =
Fmin
Fmax

(2.31)

Ωser est la pulsation de la force normale.
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Fmax ; Fmin sont respectivement les valeurs du serrage maximal et du serrage minimal

appliquées.

La figure 2.16 donne un exemple de la loi de commande de la force normale 2.30 avec

Fmax = 2, Fmin = 1, Ωser = 1.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

2

temps [s]

r y [N
]

Figure 2.16 – Exemple de loi de commande.

Dans un premier temps, il faut chercher Ωser permettant d’avoir la meilleure réduction

de vibrations sur toute la bande de fréquence étudiée. Pour cela on va faire une étude

paramétrique en traçant la FRF de structure pour différentes valeurs de la pulsation de la

force normale. Pour le calcul on utilise le développement analytique présenté dans le cas

d’une force normale périodique.

On peut voir figure 2.17 qu’il existe plusieurs Ωser permettant une réduction importante

des vibrations au niveau des fréquences critiques, par contre, certaines pulsations occa-

sionnent la création d’amplitudes parasites importantes surtout à des fréquences élevées.

Le choix de la pulsation optimale de la force normale a été fait en sélectionnant celle qui

minimise l’amplitude de la FRF sur toute la bande de fréquences.

On peut voir figure 2.18 une comparaison entre une FRF sans contrôle et une avec la

loi de contrôle 2.30, avec Ωser = 4.7[rad]. figure 2.19 est préentée une comparaison de la

réponse temporelle avec et sans contrôle, au niveau de la première fréquence propre.

On peut conclure qu’en utilisant ce type de loi de contrôle, on est capable de réduire

d’une façon très significative les vibrations sur toute la bande de fréquences, à condition

de bien choisir la pulsation de la force normale.
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Figure 2.17 – Étude paramétrique de la FRF de la structure pour différentes valeurs de
Ωser
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Figure 2.18 – comparaison des FRFs avec et sans contrôle
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Figure 2.19 – Comparaison entre les réponses temporelles avec et sans contrôle

2.1.6.2 Deuxième loi

La deuxième loi de contrôle qu’on se propose d’étudier est une loi de variation binaire

de la force normale entre deux valeurs Fmin et Fmax, la variation s’effectuant de façon

périodique, avec une pulsation Ωser, selon la loi suivante :

ry (t) = Fmax Y1 [Y2 + sgn(sin (Ωser t))] (2.32)

La figure 2.16 donne un exemple de la loi de commande de la force normale (2.30) avec

Fmax = 2 ; Fmin = 1 ; Ωser = 1

Dans un premier temps, il faut chercher Ωser permettant d’avoir la meilleure réduction

de vibrations sur toute la bande fréquence étudiée. Pour cela, on fait une étude paramétrique

en traçant la FRF de la structure pour différentes valeurs de la pulsation de la force nor-
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Figure 2.20 – Exemple de loi de commande.

male. Pour le calcul, on utilise la résolution analytique développée dans le cas d’une force

normale périodique.
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Figure 2.21 – Etude paramétrique de la FRF de structure pour différentes valeurs de Ωser

On peut voir figure 2.21 qu’on peut trouver plusieurs Ωser permettant une bonne

réduction des vibrations au niveau des fréquences critiques, cependant des vibrations par-

asites apparaissent surtout à des fréquences élevées. Pour le choix de la pulsation optimale
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de la force normale, on fait comme précédemment, en sélectionnant celle qui minimise

la surface de FRF. La figure 2.22 permet une comparaison entre une FRF sans contrôle

et une FRF avec la loi de contrôle (2.32), de pulsation Ωser = 2.6[rad/s]. La figure 2.23

présente une comparaison de la réponse temporelle avec et sans contrôle au niveau de la

première fréquence propre.
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Figure 2.22 – Comparaison des FRFs avec et sans contrôle

On peut conclure qu’en utilisant ce type de loi de contrôle, on est capable de réduire

d’une façon très significative les vibrations sur toute la bande de fréquence, à condition de

faire le bon choix de la pulsation de la force normale.

2.1.7 Conclusion

Dans cette première partie de réduction de vibrations par contrôle de serrage au niveau

des joints boulonnés, on a commencé par étudier un modèle simplifié masse ressort à deux

ddl. La résolution du problème dynamique non linéaire a permis de tester plusieurs lois de

contrôle du serrage.

Dans un premier temps, une résolution analytique du problème dynamique non linéaire

a été proposée dans le cas d’un serrage constant et d’un serrage périodique. Ces deux

méthodes de résolution ont l’avantage de déterminer le temps de début et de fin de glisse-

ment d’une façon automatique. Une résolution numérique a aussi été proposée et a permis

de valider les différentes méthodes analytiques proposées.
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Figure 2.23 – Comparaison des réponses temporelles avec et sans contrôle

Dans un deuxième temps, deux types de contrôles de la force normale ont été présentés :

en fonction de la fréquence et en fonction du temps.

Les lois de contrôle proposées ont permis de réduire le niveau vibratoire de la réponse

sans créer d’amplitudes parasites.

Cette méthode de réduction est capable de réduire significativement les vibrations dans

le cas de modèle simplifié à 2 ddl. L’étape suivante portera sur une structure plus complexe,

modélisée par éléments finis.

2.2 Modèle éléments finis

Le calcul de structure composée d’assemblages peut créer de sérieuses difficultés, no-

tamment en présence de plusieurs zones de contact unilatéral, avec ou sans frottement, ce
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qui rend le comportement globalement non linéaire même avec des structures élastiques.

Actuellement, ce type de calcul se fait généralement par la méthode des éléments finis. Mais

la difficulté peut surgir dans l’étude de géométries complexes, soumises à des chargements

réalistes qui peut conduire à des modèles éléments finis comportant un grand nombre

de degrés de liberté difficiles à mettre en œuvre et à manipuler. De plus, les résolutions

classiques des problèmes de contact, par pénalité [38], par multiplicateurs de Lagrange

[39] ou par éléments de contact [40], entrâınent généralement un surcoût numérique très

important quand le nombre de conditions est grand. En effet, pour les problèmes de frotte-

ment, la taille des incréments de chargement utilisés doit souvent être petite pour assurer

la convergence [41]. Ainsi, la détermination d’une solution de bonne qualité nécessite la

résolution de problèmes de grande taille entrâınant des coûts numériques considérables.

Dans ce cadre, on a choisi de modéliser nos structures avec assemblage en utilisant

une méthode qui se base sur une décomposition des assemblages en sous-structures et

en interfaces, utilisant la méthode LATIN (LArge Time INcrement method), proposée

dans [42]. L’approche par décomposition de domaine utilisée est une approche mixte qui

contrairement aux méthodes primales [43] et aux méthodes duales [44], traite à égalité les

efforts et les déplacements bords.

Les premiers travaux réalisés [45] ont montré la faisabilité de la méthode pour des

problèmes 2D axisymétriques. Cette méthode est apte à analyser rapidement et de façon

fiable les situations complexes d’assemblages de structures[46].

2.2.1 Principe de la méthode LATIN

La structure élastique considérée Ω est décomposée en sous-structures dans le but de

rompre la globalité du problème. Cette décomposition est obtenue à partir de deux entités

mécaniques différentes : les sous-structures ΩE et les interfaces γEE
′

(γEE
′

est l’interface

entre les sous-structures ΩE et ΩE′) (Fig. 2.24). Les interfaces réalisent les liaisons entre

les sous-structures internes, mais aussi entre les sous-structures et l’extérieur pour la prise

en compte des conditions aux limites.

Dans cette approche et contrairement aux techniques classiques de décomposition

de domaine, les interfaces ne sont pas uniquement des objets fictifs engendrés par la
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2.2. MODÈLE ÉLÉMENTS FINIS

Ω
Ω� Ω�′���′

Figure 2.24 – Décomposition d’une structure.

décomposition. Ce sont des entités mécaniques à part entière qui disposent de leurs pro-

pres inconnues et de leurs propres équations d’équilibre et de comportement. Ce sont les

éléments clés de l’approche, car le fait qu’à une même interface puissent être associés divers

comportements différents introduit une grande flexibilité des modélisations réalisées.

Un champ de déplacementWE et un champ densité surfacique d’effort FE représentent

l’interaction entre une sous-structure et une interface (FE étant l’action de l’interface sur

la sous-structure). Ces deux champs sont définis sur les interfaces et sur les frontières des

sous-structures.

2.2.1.1 Problème mécanique sur une sous-structure

On considère un comportement linéaire des matériaux sous l’hypothèse des petites

perturbations. fd représente les forces de volume. Une sous-structure ne communiquant

qu’avec des interfaces, les efforts FE sont imposés sur toute la frontière ∂ΩE (2.25).

La solution est recherchée dans l’espace UE défini sur ΩE et sur lequel les conditions de

régularité sont imposées. De même, l’espace vectoriel associé UE
0 = {U∗ ∈ U

E ,U∗|∂ΩE =

0} est défini.

Pour une étude en quasi-statique (les effets d’accélération sont négligés devant le
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Figure 2.25 – Problème sur une sous-structure

chargement), sur chaque sous-structure ΩE , le problème à résoudre est de trouver {UE , σE}
tel que les trois groupes d’équations soient vérifiés :

– Liaison cinématique :

UE |∂ΩE = WE , U
E ∈ U

E (2.33)

– Équation d’équilibre :

∀U∗ ∈ UE
0 :

−
∫
ΩE Tr

[
σE .ε(U∗))

]
dΩ+

∫
ΩE fd.U

∗dΩ+
∫
∂ΩE FE .U∗ dS = 0

– Loi de comportement

σE = Kε(UE) K : tenseur de Hooke (2.34)

Pour une étude en dynamique (les effets d’accélération sont pris en compte), sur chaque

sous-structure ΩE , le problème à résoudre est écrit en vitesse : il s’agit de trouver U̇
E
, σE

tel que :

– Liaison cinématique :

U̇
E |∂ΩE = ẆE , U̇

E ∈ V
E (2.35)
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– Équation d’équilibre :

∀U̇∗ ∈ U̇
E
0 :

−
∫
ΩE Tr

[
σE .ε(U̇∗))

]
dΩ+

∫
ΩE fd.U̇

∗dΩ

+
∫
∂ΩE FE .U̇∗ dS =

∫
ΩE ρ

dU̇
dt .U̇

∗dΩ (2.36)

– Loi de comportement

σE = Kε(UE) (2.37)

2.2.1.2 Problème mécanique sur une interface

Pour chaque interface γEE
′

, les équations dépendent du comportement de la liaison

à modéliser. Ces équations mettent en jeu les champs d’effort et de déplacement (ou de

vitesse) de part et d’autre de l’interface. Elles sont locales en variables d’espace et peuvent

être écrites sous forme d’une relation de comportement éventuellement non linéaire en tout

point M de γEE
′

(2.26) :

Pour une étude en quasi statique :

∀(M, t) ∈ γEE
′ × [0, T ] R(WE(M, t),FE(M, t);WE′

(M, t),FE
′

(M, t)) = 0

Pour une étude en dynamique :

∀(M, t) ∈ γEE
′ × [0, T ] R(ẆE(M, t),FE(M, t);ẆE′

(M, t),FE
′

(M, t)) = 0

2.2.1.3 Schéma itératif de résolution

L’approche utilisé est basée sur la méthode LATIN (LArge Time INcrement method)

[42]. Cette méthode est une stratégie générale pour traiter des problèmes non-linéaires

d’évolution.

On présente, à titre d’illustration, le schéma de résolution pour une étude quasi-

statique. Le premier point de la méthode LATIN [42] est de séparer les difficultés dans le

but d’éviter la simultanéité du caractère global et du caractère non-linéaire du problème.

Ainsi, on prend en compte les propriétés des équations pour les séparer en deux groupes :
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Figure 2.26 – Problème posé sur une interface

– Les équations locales en variable d’espace et éventuellement non-linéaires.

– Les équations linéaires et éventuellement globales en variable d’espace

On appelle s = (ε,W;σ,F) l’ensemble des inconnues du problème et S l’espace fonc-

tionnel correspondant.

Γ est la variété éventuellement non-linéaire de S associée à la vérification des équations :

s ∈ Γ ⇔ R(WE ,FE ;WE′

,FE
′

) = 0 ∀M ∈ γEE
′

Ad est la variété linéaire de S associée à la vérification des équations linéaires :

s ∈ Ad ⇔ s vérifie les équations (2.35),(2.36),(2.37)

Les équations linéaires vérifiées par Ad sont semi-globales en variables d’espace, c’est-à-dire

qu’elles ne sont globales que par sous-structure.

Le deuxième point de la stratégie consiste à utiliser un schéma itératif à deux étapes

(une étape locale et une étape semi-globale). Les deux directions de recherche introduites

sont : une direction (E+) de ”montée” pour l’étape locale et une direction E− de ”descente”

pour l’étape globale. La résolution d’une itération est conduite comme suit :

– Étape locale : à partir d’un élément sn ∈ Ad connu, on cherche sn+ 1

2

∈ Γ en utilisant

la direction de recherche de l’étape locale.

– Étape semi-globale : à partir d’un élément sn+ 1

2

∈ Γ connu, on cherche sn+1 ∈ Ad

en utilisant la direction de recherche de l’étape semi-globale.
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A partir d’un élément initial s0, le processus converge, par une succession d’étapes

locales et semi-globales, vers l’élément solution ssol qui est l’intersection des deux ensembles

Ad et Γ (Fig. 2.27). Il vérifie ainsi toutes les équations du problème.

��
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��
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����

�	
�

Figure 2.27 – Schéma itératif

Ssol est la solution du problème.

Avec cette méthode, on peut modéliser à la fois les non-linéarités de frottement décrites

précédemment et les non-linéarités dues au contact unilatéral.

Condition de contact unilatéral

On peut formuler les conditions de contact entre deux structures (Fig. 2.28 ) de la

façon suivante :





( ~u2 − ~u1).~n ≥ 0

Fn = Fn1 = −Fn2 ≤ 0

(( ~u2 − ~u1).~n)Fn = 0
~Ft = ~Ft1 = − ~Ft2

avec

– Fni : composante normale de la force de la structure i
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Figure 2.28 – Structures en contact

– Fti : force tangentielle de la structure i

– ~ui : déplacement de la structure i

Le développement numérique de cette approche de calcul est réalisé dans COFAST ;

c’est une extension du logiciel d’éléments finis CAST3M pour traiter les problèmes de

contact avec frottement. Ce logiciel a été initialement développé par Laurent Champaney

pendant sa thèse [47] puis enrichi et développé pour prendre en compte différents types de

liaisons [48].

2.2.2 Étude du modèle 3D

On a montré à travers le modèle masse-ressort simplifié l’intérêt d’avoir un serrage

variable pour la réduction des vibrations. Ce comportement doit être validé dans le cas

d’une structure plus complexe dans des conditions de serrage variables. On propose alors

de faire une étude numérique avec la méthode LATIN de la structure représentée figure

1.13.

Pour l’étude par la méthode LATIN, on définit les éléments suivants :

1. Sous-structures (Fig. 2.29 ) :

– la poutre 1 sur laquelle en applique un effort de chargement dans sa direction

longitudinale
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Figure 2.29 – Différentes sous-structures composant la structure modélisée en 3D

– la poutre 2 en liaison avec la poutre 1 (Fig. 1.13).

– la rondelle piézoélectrique qui permet de changer le serrage par une variation

d’épaisseur contrôlée

– le boulon pour assurer la tenue du joint boulonné

2. Interfaces entre les différentes sous-structures (Fig. 2.30 ) :

– Interfaces ≪ symétrie ≫ qui permettent d’imposer des conditions de symétrie plane.

– Interface ≪ déplacement imposé ≫ entre la vis et le boulon. Cette interface assure

des conditions aux limites de type déplacement imposé sur toutes les composantes.

– Interface ≪ effort imposé ≫ entre la poutre 1 et l’extérieur. Cette interface assure

des conditions aux limites de type ≪ effort imposé ≫ sur toutes les composantes.

– Interface ≪ contact unilatéral avec frottement ≫ entre toutes les sous-structures

sauf entre la vis et le boulon. Cette interface assure des conditions de contact

selon la normale et de frottement et d’adhérence dans le plan tangent.

Le serrage est effectué par la déformation de la rondelle piézoélectrique dans le sens

de l’épaisseur. D’un point de vue modélisation, il est réalisé en mettant un chargement

thermique équivalent au sein de la rondelle piezo. Le chargement thermique contrôle, selon

une loi de commande prédéfinie, l’expansion ou la compression de la rondelle piezo.
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Figure 2.30 – Différentes interfaces entre les sous-structures

Cette étude sera réalisée en deux temps :

– dans un premier temps, on va faire une étude de l’effet du serrage sur le fonction-

nement de la liaison unilatérale dans le joint boulonné. On représente le décollement

entre les deux poutres en fonction du serrage.
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Figure 2.31 – Répartition du champ d’effort dans les différentes sous-structures

Pour traiter ce problème, on utilise une modélisation quasi statique (sans effet d’iner-
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tie). La figure 2.32 représente la convergence de la méthode. La figure 2.33 représente

la valeur de décollement entre les deux poutres issue de la déformation de la rondelle

piezo (Fig. 2.31). On peut remarquer qu’un serrage peut provoquer le décollement

d’une partie de l’interface de contact, surtout dans la zone la plus éloignée de la vis.
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Figure 2.32 – Convergence du calcul

���������
��	
��
���
���
��
���

��
	�
���

��
	�
���

��
	�
���

��
��
���

��
	�
���

��
��
���

��
��
���

��
��
���

��
��
���

��
��
���

��
��
���

��
��
���

��
��
���

�	
��
���

�	
	�
���

�	
��
���

��
��
���

��
��
���

��
��
���

��
��
���

��
��
���

Figure 2.33 – Décollement au niveau de l’interface entre les deux poutres

– dans un deuxième temps, on s’intéresse à l’effet d’un serrage variable sur la réponse
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en déplacement de la structure.

Le comportement de l’interface de l’assemblage boulonné dépend à la fois du coeffi-

cient de frottement et de l’effort normal. Dans ce cadre, on propose de faire une étude

de la réponse en déplacement suite à un chargement au niveau de l’extrémité de la

poutre 1 (Fig. 2.34), pour différentes valeurs de force normale et pour différentes

valeurs de coefficients de frottement .

La figure 2.35 représente l’effet de la force normale sur la réponse en déplacement.

Avec un serrage important, on s’approche d’un comportement linéaire, mais sans

l’atteindre, car le serrage important provoque un décollement d’une partie de la

surface de contact, ce qui laisse un comportement non linéaire dû au contact uni-

latéral. Par contre lorsqu’on applique une force normale réduite, apparâıt un cycle

d’hystérésis dû au glissement au niveau des surfaces de contact.

Les mêmes conclusions peuvent être tirées concernant l’effet du coefficient de frot-

tement sur la réponse en déplacement ( Fig. 2.36). On peut remarquer que plus la

valeur de coefficient de frottement est petite, plus la surface de l’hystérésis est réduite

pour tendre vers un comportement linéaire.

Dans ces deux cas lorsque la force de frottement est faible, on voit apparâıtre un

macro glissement, qui provoque une chute de rigidité du joint boulonné ce qui est

préjudiciable à l’intégrité de la structure complète.
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Figure 2.34 – Effort imposé à l’extrémité de la poutre
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Figure 2.35 – Cycles d’hystérésis pour différentes valeurs de serrage
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Figure 2.36 – Cycles d’hystérésis pour différentes valeurs de coefficients de frottement

2.2.3 Conclusion

On peut conclure d’après la modélisation par élément finis 3D du joint boulonné qu’un

changement de serrage bénéfique pour la réduction de vibrations peut provoquer une chute

de la rigidité, ce qui peut provoquer des problèmes de stabilité de la structure. Pour

résoudre ce problème, il faut imaginer une conception permettent l’intégration du joint

boulonné dans une structure mère (dont on souhaite réduire les vibrations) comme élément

qui apporte une réduction de vibrations sans causer de perte de rigidité de l’ensemble de

la structure. Ceci fait l’objet de l’étude 2D suivante.
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2.2.4 Étude du modèle 2D

Dans cette étude, on propose une réduction du niveau vibratoire d’une structure en

utilisant un serrage variable selon des lois de commandes proposées dans la partie 2.1.

La structure dont on cherche à réduire le niveau vibratoire est un portique 2D (Fig.

2.37), qui a été modélisé en utilisant COFAST avec un maillage d’éléments QUA8. Pour

réduire le niveau vibratoire de cette structure, on propose d’ajouter un joint boulonné qui

a comme unique rôle de changer la rigidité selon une loi de commande et par conséquent

de changer les fréquences propres de la structure totale (Fig. 2.38).

Figure 2.37 – Structure principale initiale

Figure 2.38 – Modélisation de la structure complète

Pour l’étude par la méthode LATIN dans COFAST, on définit des :
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1. Sous-structures (Fig. 2.38 ) :

– La structure mère dont on cherche à réduire le niveau vibratoire.

– La sous-structure 1 (sub1), dont l’ajout permet de changer la rigidité de la struc-

ture totale.

– Les sous-structures (sub21,sub22), qui représentent l’effet de l’élément piezo.

2. Interfaces entre les différentes sous-structures (Fig. 2.39) :

– Interfaces ≪ symétriques ≫ qui permettent d’imposer des conditions de symétrie

plane,

– Interface ≪ déplacement imposé ≫ au niveau des deux encastrements.

– Interface ≪ déplacement imposé nul ≫ (liaison parfaite) entre la structure mère et

la sous-structure (sub1).

– Interface ≪ effort imposé ≫ entre le portique et l’extérieur.

– Interface ≪ contact unilatéral avec frottement et adhérence≫ entre les sous-structures

(sub21,sub22) et la sous-structure (sub1).

Figure 2.39 – Zoom sur le joint boulonné

Le serrage est effectué par la déformation, dans le sens de l’épaisseur, des deux sous-

structures (sub21,sub22).

Remarque : Le dimensionnement proposé ne permet de changer que quelques fréquences

propres, dans notre cas, les deux premières (Fig. 2.40). Cela montre les limites de cette

méthode de réduction .
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2.2.5 Loi de contrôle de la force normale (par fréquence)

Pour réaliser une réduction du niveau vibratoire de la structure étudiée en utilisant la loi

de contrôle proposée dans 2.1.5, on commence par faire une étude modale pour déterminer

les fréquences propres dans le cas avec serrage (liaisons parfaites) et sans serrage (liaisons

unilatérales sans frottement) (Fig. 2.40).
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Figure 2.40 – Comparaison de FRF avec serrage (–) et sans serrage (- -)

La figure 2.41 montre qu’avec cette loi de contrôle 2.29, on peut réduire considérablement

les vibrations au voisinage des fréquences critiques, à condition que les fréquences propres

avec et sans serrage soient assez éloignées.

2.2.5.1 Loi de contrôle de la force normale (en fonction de la fréquence)

Dans cette partie, on propose de faire une réduction du niveau vibratoire de la structure

étudiée en utilisant la loi de contrôle 2.32.

La figure 2.42 montre qu’avec la loi de contrôle 2.32, on peut réduire considérablement

les vibrations au voisinage des fréquences critiques, à condition que les fréquences propres

avec et sans serrage soient assez éloignées.
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Figure 2.41 – Comparaison de FRF avec et sans contrôle
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Figure 2.42 – Comparaison de FRF avec et sans contrôle.

2.2.6 Conclusion

Après un bref rappel de la méthode LATIN [42], un modèle de joint boulonnée a été

modélisé par cette méthode en quasi-statique pour voir l’influence de la force de frottement

sur la réponse en déplacement de la structure. On a conclu qu’un changement de serrage

peut provoquer une chute de la rigidité. Pour résoudre ce problème, on a proposé un

dimensionnement de structure permettant une intégration du joint boulonné dans une
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structure mère afin d’apporter une réduction de vibrations, sans que ce joint boulonné

intervienne dans la stabilité de la structure mère. Un modèle en 2D a été ensuite proposé

pour une étude en dynamique, dans lequelle deux types de contrôle de la force normale

ont été présentés :

– contrôle de la force normale en fonction de la fréquence.

– contrôle de la force normale en fonction du temps.

Les deux types de contrôles proposés ont permis de réduire le niveau vibratoire au

niveau de voisinage des fréquences critiques, à condition que les fréquences propres dans

le cas avec et sans fréquence soient assez éloignées.

Pour que ce type de réduction de vibrations soit efficace, un travail de dimensionnement

de la structure est nécessaire afin que les fréquences critiques dans le cas avec et sans

serrage soient suffisamment éloignées, dans le but d’avoir une réduction significative du

niveau vibratoire de la structure.
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Deuxième partie

Étude probabiliste
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Chapitre 3

Formalisme

≪ Une certitude n’est souvent qu’un manque d’imagination≫

Edward de Bono
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3.1. MÉTHODES DE PRISE EN COMPTE DES INCERTITUDES

3.1 Méthodes de prise en compte des incertitudes

La prise en compte des incertitudes et des aléas est devenue pour les ingénieurs une

étape indispensable dans la procédure de conception et de modélisation des structures, sa

mâıtrise permettant de contrôler les risques de défaillance d’un système étudié. La prise

en compte des incertitudes est donc de plus en plus présente dans le cadre de la simulation

numérique du calcul. Elle revêt différentes caractéristiques selon la nature des informations

disponibles et donne lieu à différentes démarches. Lorsque les incertitudes sont dues à

l’aspect incomplet, flou de l’information disponible, on peut utiliser des méthodes orientées

de type floues(fuzzy) [49], arithmétique des intervalles [50] , ou ensembles convexes [51]. En

revanche, lorsque les incertitudes sont dues à un aspect aléatoire et que l’on dispose d’une

information suffisante (sous forme statistique par exemple), le cadre probabiliste fournit

un outil de modélisation des phénomènes aléatoires adéquat et bien adapté à la résolution

numérique des équations du modèle physique ; c’est la raison pour laquelle l’étude de la

robustesse des modèles étudiés dans les chapitres précédents va être faite dans un cadre

probabiliste.

3.1.1 Modèles stochastiques et incertitudes

L’aspect aléatoire d’un phénomène peut être défini comme une absence de motif

clairement identifiable. Cette caractéristique peut être observée dans de nombreux ob-

jets définis dans un contexte d’espace et/ou de temps. Deux familles de sources aléatoires

sont généralement introduites :

– irrégularités inhérentes aux phénomènes observés et dont la caractérisation déterministe

est impossible : principe d’incertitude de la mécanique quantique, théorie cinétique

des gaz ;

– manque de connaissances des phénomènes mis en jeu : cela peut concerner le modèle

ou ses paramètres, comme la valeur d’un coefficient matériau en un point de l’espace,

ainsi que les entrées du modèle comme les effets d’un séisme (aléatoires) sur un

bâtiment (de comportement déterministe).
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L’incertitude de modèle est plus délicate à prendre en compte, surtout s’il présente des

non-linéarités ; on peut citer les travaux de C. Soize qui propose une approche, qualifiée de

non paramétrique, permettant de prendre en compte l’incertitude de modèle, représentée

par une certaine distance entre le modèle réel et le modèle mathématique retenu [52].

Il s’agit alors de construire la mesure de probabilité directement sur chaque matrice M

etK issue du modèle vibratoire moyen en utilisant l’information utilisable grâce au principe

du maximum d’entropie [53], [54]. Lorsque l’on suppose le modèle choisi, il existe une erreur

due à la simplification du modèle en vue d’un traitement numérique. Cette erreur due à

la discrétisation peut être estimée a posteriori. L’erreur de modèle sera supposé très faible

devant l’erreur due aux incertitudes sur les paramètres. En conséquence, on suppose que

les incertitudes ne portent plus que sur les paramètres du modèle, on parle alors d’une

approche paramétrique. C’est dans ce contexte particulier que l’on se placera tout le long

de l’étude.

La prise en compte de la nature aléatoire des propriétés matériaux est au cœur de nom-

breux travaux ; en particulier dans le domaine de la dynamique des structures, on peut citer

[55] où l’auteur modélise le frottement entre deux interfaces par des paramètres aléatoires.

On peut citer aussi [56] où l’auteur fait une modélisation de structure avec des paramètres

aléatoires au niveau des interfaces. Enfin, dans une analyse probabiliste, les paramètres in-

certains doivent identifiés pour être ensuite pris en compte dans le modèle. Des techniques

spécifiques de statistique mathématique permettent d’alimenter les modèles probabilistes

à partir des résultats expérimentaux en tenant compte des éventuelles incertitudes liées,

par exemple, aux moyens de mesures mis en place.

Dans cette partie, on examinera comment les incertitudes sur les paramètres d’un

modèle de structure peuvent être modélisées par des variables aléatoires.

3.1.2 Espace de probabilité et variables aléatoires

Classiquement, l’observation d’un phénomène aléatoire est appelée épreuve. Toutes

les réalisations possibles d’une épreuve forment l’ensemble Θ de tous les résultats d’une

épreuve. Un événement E est défini comme un sous-ensemble de Θ contenant les réalisations

θ ∈ Θ. Enfin, P est la mesure de probabilité défini sur l’espace des événements. L’ensem-
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ble de tous les événements possibles ayant une probabilité ainsi définie est appelé une

σ-algèbre associée à Θ, et est notée F . Finalement l’espace de probabilité construit grâce

à ces notions est noté (Θ,F , P ).

Une variable aléatoire réelle X est une application de X : (Θ,F , P ) −→ (R,R, PX)
avec R l’ensemble des réels, R la tribu de Borel de R et PX la mesure de probabilité

associée à X. En pratique, une variable aléatoire réelle est caractérisée par la donnée de

sa loi PX et non par la donnée X de l’application, c’est à dire sans préciser explicitement

l’espace probabilisé de départ sur lequel est construit la variable X. Pour les variables

aléatoires absolument continues, la densité de probabilité et la fonction de répartition

sont notées fX et FX , respectivement, et l’indice X pourra être omis lorsqu’il n’y a pas de

risque de confusion. On utilisera également la notation PDF (Probability Density Function)

pour f et CDF (Cumulative Distribution Function) pour F . Pour souligner le caractère

aléatoire de X, on utilise la notation X(θ). Un vecteur aléatoire X est un vecteur dont

les composantes sont des variables aléatoires. L’espérance mathématique est notée E. La

moyenne, la variance et les moments d’ordre n de X sont notés respectivement :

µ = E[X] =

∫ +∞

−∞
x fX(x)dx (3.1)

σ2 = E[(X − µ)2] =

∫ +∞

−∞
(x− µ)2 fX(x)dx (3.2)

E[Xn] =

∫ +∞

−∞
xn fX(x)dx (3.3)

Les moments d’ordre 3 et 4 portent respectivement les noms de coefficient d’asymétrie

(ou skewness) et coefficient d’aplatissement (ou kurtosis).

La covariance de deux variables aléatoires X et Y est définie par :

Cov[X,Y ] = E[(X − E[X]) (Y − E[Y ])] (3.4)

En introduisant la densité de probabilité conjointe fX,Y (x, y) de ces variables,l’équation

3.4 peut s’écrire :

Cov[X,Y ] =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(x− µx) (y − µy) fX,Y (x, y) dx dy (3.5)
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Si σx et σy sont respectivement les écarts-types des variables X et Y , le coefficient de

corrélation entre deux variables aléatoires X et Y est défini par :

ρX,Y =
Cov[X,Y ]

σX σY
(3.6)

On notera ξ = N (0, 1) une variable aléatoire gaussienne centrée réduite (v.a.g.c.r.) de

moyenne nulle et d’écart type 1, sa densité de probabilité s’écrit comme suit :

ϕ(x) =
1√
2π
e−

x2

2 (3.7)

et de fonction de répartition :

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

s2

2 ds (3.8)

3.1.3 Espace des variables aléatoires de carré sommable

L’espace vectoriel des variables aléatoires réelles de second moment fini est noté L2(Θ,F , P ).
L’espérance mathématique permet de définir dans cet espace un produit scalaire et une

norme associée comme suit :

〈X,Y 〉 = E[XY ] (3.9)

‖X‖ =
√
E[X2] (3.10)

On montre qu’on peut choisir comme base fonctionnelle de L2(Θ,F , P ) les polynômes

d’Hermite multidimensionnels de gaussiennes centrées réduites [57].

3.1.4 Densité de probabilité et fonction de répartition

On considère la probabilité que la variable aléatoire X prenne des valeurs comprises

dans un intervalle [a, b] tel que P (a < X < b).

P (X ∈ [a, b]) =

∫ b

a
fX(x)dx (3.11)

avec fX est la fonction densité de probabilité.
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Pour évaluer numériquement cette intégrale, on utilise une estimation en utilisant la

loi des grands nombres comme suit :

P (S ∈ [a, b]) ≈ 1

n

n∑

i=1

1[a,b]x
(i) (3.12)

1[a,b] =

{
1 si x(i) ∈ [a, b]

0 sinon
avec x(i) le ième tirage selon la loi de X. (3.13)

Pour faire une estimation de la densité de probabilité, on divise l’intervalle de résultat

Γr (tel que [min(S),max(S)] ∈ Γr ) en k intervalles. Ce nombre peut être défini à l’aide

d’une heuristique [58] : k = 1 + 10log(n)
3 ou plus simplement k =

√
n.

On détermine la probabilité que le résultat S appartienne à chacune de ces intervalles

(fréquence relative) :

fj =
1

n

n∑

i=1

1]aj ,bj ]x
(i) (3.14)

D’une façon similaire on peut approcher la fonction de répartition de la solution

aléatoire :

Fj =
1

n

n∑

i=1

1]−∞,bj ]x
(i) (3.15)

3.1.5 Calcul d’erreur

Lorsqu’on souhaite comparer les résultats calculés par deux méthodes différentes, on

calcule une erreur entre les deux solutions obtenues.

La comparaison se fait entre un résultat issu d’un solveur de calcul stochastique à

tester par rapport un solveur stochastique de référence, comme la méthode de Monte-

Carlo (c’est une méthode qui converge presque sûrement vers la solution du problème

stochastique, avec une vitesse de convergence en σ√
n
). On définit l’erreur entre ces deux

sorties S(X(θ)) et S0(X(θ)) comme suit :
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3.2. LES ÉTAPES DU CALCUL DE ROBUSTESSE

εk =
‖S0(X(θ)) − S(X(θ))‖k

‖S0(X(θ))‖k
(3.16)

Avec k l’indice associé au type de norme.

Pour nos calculs, on utilise une norme quadratique (k = 2) :

ε2 =

√∑N
i=1(S

(i)
0 − S(i))2

√∑N
i=1(S

(i)
0 )2

(3.17)

Avec S(i) = S(X(i)(θ)) et S
(i)
0 = S0(X

(i)(θ)) correspondant respectivement au

résultat au point de mesure numéro i.

3.2 Les étapes du calcul de robustesse

3.2.1 Analyse de sensibilité

Dans cette partie, on rappelle quelques notions de sensibilité, extraites de la thèse [59].

Considérons un modèle mathématique qui, à un ensemble de variables d’entrée aléatoires

X, fait correspondre, via une fonction f déterministe, une variable de sortie (ou réponse)

Y aléatoire :

f : Rp → R

X → Y = f(X)

La fonction f du modèle peut être très complexe (solveur numérique d’un système

d’équations différentielles...), plus ou moins onéreuse en temps de calcul. L’ensemble des

variables d’entréeX = (X1, ..., Xp) regroupe toutes les variables considérées comme aléatoires

dans le modèle.

L’analyse de sensibilité étudie comment des perturbations sur les variables d’entrée du

modèle engendrent des perturbations sur la variable réponse ou variable de sortie [60].

Il est possible de grouper les méthodes d’analyse de sensibilité en trois classes : les

méthodes de screening, qui consistent en une analyse qualitative de la sensibilité de la
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variable de sortie aux variables d’entrée, les méthodes d’analyse locale, qui évaluent quan-

titativement l’impact d’une petite variation autour d’une valeur donnée des entrées et enfin

les méthodes d’analyse de sensibilité globale, qui s’intéressent à la variabilité de la sortie du

modèle sur l’ensemble de son domaine de variation. L’analyse de sensibilité globale étudie

comment la variabilité des entrées se répercute sur celle de la sortie, en déterminant quelle

part de variance de la sortie est due à telle entrée ou tel ensemble d’entrées. Si l’analyse de

sensibilité locale s’intéresse plus à la valeur de la variable réponse, l’analyse de sensibilité

globale s’intéresse quant à elle à sa variabilité. Nous nous intéressons dans ce document à

l’analyse de sensibilité globale et omettrons donc par la suite l’adjectif global.

L’étude de sensibilité a l’avantage de déterminer les variables les moins influentes, de

façon à les considérer comme des paramètres déterministes, en les fixant par exemple à

leur espérance, et obtenir ainsi un modèle plus léger avec moins de variables d’entrée.

De nombreuses publications traitent du sujet. On pourra se référer notamment aux

travaux de A. Saltelli [61, 62].

3.2.1.1 Indicateurs de sensibilité : ”indices de Sobol”

Nous supposons dans cette section que les variables d’entrée X = (X1, ..., Xp) du

modèle sont indépendantes.

Plaçons nous désormais dans le cas d’une fonction f dont la forme analytique n’est pas

connue (par exemple résultant d’un calcul éléments finis). Pour apprécier l’importance de

l’effet d’une variable d’entréeXi sur la variance de la sortie Y , regardons de combien décrôıt

la variance de Y si on fixe la variableXi à une valeur x
∗
i : V (Y |Xi = x∗i ). Le problème de cet

indicateur est le choix de la valeur x∗i de Xi. Ce problème peut être résolu en considérant

l’espérance de cette quantité pour toutes les valeurs possibles de x∗i : E[V (Y |Xi)]. Ainsi,

plus la variable Xi sera importante vis-à-vis de la variance de Y , plus cette quantité sera

petite. Étant donné la formule de la variance totale V (Y ) = V (E[Y |Xi]) + E[V (Y |Xi)],

nous pouvons utiliser de façon équivalente la quantité : V (E[Y |Xi]), qui sera d’autant plus

grande que la variable Xi sera importante vis-à-vis de la variance de Y . Afin d’utiliser un
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indicateur normalisé, nous définissons l’indice de sensibilité de Y à Xi :

Si =
V (E[Y |Xi])

V (Y )

Cet indice est appelé indice de sensibilité de premier ordre par Sobol [17]. Il quantifie

la sensibilité de la sortie Y à la variable d’entrée Xi, plus précisément la part de variance

de Y due à la variable Xi.

3.2.2 Estimation des indices de sensibilité par Monte-Carlo

Considérons un N-échantillon X̃(N) = (xk1, xk2, ..., xkp)k=1...N de réalisations des vari-

ables d’entrée (X1, ..., Xp). L’espérance de Y , E[Y ] = f0, et sa variance, V (Y ) = V , sont

estimées par :

f̂0 =
1

N

N∑

k=1

f(xk1, ..., xkp)

V̂ =
1

N

N∑

k=1

f2(xk1, ..., xkp)− f̂20

L’estimation des indices de sensibilité nécessite l’estimation d’espérance de variance

conditionnelle. Nous présentons une technique d’estimation due à Sobol [17]. L’estimation

des indices de sensibilité de premier ordre consiste à estimer la quantité :

Vi = V (E[Y |Xi]) = E[E[Y |Xi]
2]− E[E[Y |Xi]]

2 = Ui − E[Y ]2 (3.18)

Sobol propose d’estimer la quantité Ui, c’est-à-dire l’espérance du carré de l’espérance

de Y conditionnellement à Xi, comme une espérance classique, mais en tenant compte

du conditionnement à Xi en faisant varier entre les deux appels à la fonction f toutes les

variables sauf la variable Xi. Ceci nécessite deux échantillons de réalisations des variables

d’entrée, que nous notons X̃
(1)
(N) et X̃

(2)
(N) :

Ûi =
1

N

N∑

k=1

f(x
(1)
k1 , ..., x

(1)
k(i−1), x

(1)
ki , x

(1)
k(i+1), ..., x

(1)
kp ) f(x

(2)
k1 , ..., x

(2)
k(i−1), x

(1)
ki , x

(2)
k(i+1), ..., x

(2)
kp ).
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Les indices de sensibilité de premier ordre sont alors estimés par :

Ŝi =
V̂i

V̂
=
Ûi − f̂20

V̂
(3.19)

Le calcul de l’indice de Sobol permet de déterminer la sensibilité d’une réponse à la

variation des paramètres d’entrée.

Dans le cas d’une réponse peu sensible à la variation d’une variable, on peut remplacer

cette variable aléatoire par sa moyenne, ce qui permet de réduire le nombre de variables

aléatoires du modèle stochastique.

3.2.3 Choix de variables aléatoires

Pour construire a priori une loi de probabilité d’une variable aléatoire, on utilise le

principe du maximum d’entropie ; pour cela, il faut tenir compte de l’information accessible

[63] qui peut être par exemple :

– un support positif,

– moyenne et écart type donné,

– la quantité aléatoire et son inverse représentés par des variables aléatoires du second

ordre.

3.2.4 Calcul stochastique

Depuis une vingtaine d’années, de nombreuses méthodes ont été développées pour

prendre en compte l’aléa dans les problèmes mécaniques. L’expression ≪ éléments finis

stochastiques ≫ regroupe différentes méthodes qui n’ont pas forcément les mêmes origines.

Pour faire des calculs stochastiques, il existe principalement deux familles de méthodes :

3.2.4.1 Les méthode intrusives

Dans le domaine de mécanique, la prise en compte des incertitudes été historiquement

étudiée sous l’angle de la fiabilité des structures. Au début des années 1990 est apparue

une nouvelle méthode appelée ”éléments finis stochastiques spectraux” développée par

Ghanem [64–66].
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Cette méthode se base sur le développement des variables aléatoires sur une base poly-

nomiale spécifique de variables aléatoires centrées réduites (P0, P1, ..., PN−1) (par exemple :

polynômes multidimensionnels d’Hermite) dans le but de calculer la réponse stochastique

complète :

S(θ) =

∞∑

i=0

SiPi(ξ(θ)) (3.20)

L’ensemble (P0, P1..., PN−1)constitue une base complète orthogonale et les coefficients

Si sont indépendants. Une approximation numérique est obtenue par troncature des termes

les plus élevés de la série :

SN (θ) =
N∑

i=0

SiPi(ξ(θ)) (3.21)

La solution du problème est déterminée par les coefficients Si correspondant au développement

polynomial de la variable aléatoire de sortie.

Depuis l’introduction des éléments finis stochastiques [64], beaucoup de chercheurs

l’ont adaptée pour traiter différents domaines : initialement développée pour la mécanique

linéaire [67], elle été ensuite appliquée à des problèmes de thermique [68], sismique [69],

d’assemblages [15], de mécanique des fluides [70] et des problèmes d’analyse modale [71].

Cependant, les principaux défauts de cette méthode sont :

– elle exige une implémentation spécifique, ce qui nécessite d’intervenir profondément

dans le code éléments finis, et cela pour chaque nouveau problème traité.

– le système linéaire généré par la méthode, bien que très creux, est de très grande

taille ce qui implique l’utilisation de méthodes de résolution numériques adaptées

[72].

3.2.4.2 Les méthode non intrusives

Dans la famille des méthodes non intrusives on peut citer :

– La méthode de projection
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La méthode de projection permet de calculer les coefficients du développement de la

réponse sur le chaos polynomial à partir de calculs aux éléments finis déterministes. En

effet, on fait un développement de la variable aléatoire de sortie sur une base polynomiale

adaptée.

Lorsque la variable de sortie S(X) dépend d’un ensemble de M variables aléatoires

qu’on peut regrouper dans un vecteur aléatoire X(θ), on fait un développement de la

variable de sortie sur la base des polynômes multidimensionnels d’Hermite Ψi (Annexe

D), comme suit :

S(θ) =

N∑

i=0

SiΨi([ξ1, ..., ξM ]) (3.22)

Le chaos polynomial de dimension M et d’ordre p est défini comme l’ensemble des

polynômes d’Hermite multidimensionnels en M variables aléatoires gaussiennes centrées

réduites ξ(θ) = [ξ1, ..., ξM ].

La méthode de projection, présentée dans [73, 68], utilise l’orthogonalité de la base

polynomiale par rapport à la mesure de probabilité gaussienne :

Si =
E[SHi(ξ(θ)]

E[H2
i (ξ(θ)]

(3.23)

Le dénominateur de l’expression 3.23 étant connu analytiquement, la détermination

des coefficients Si nécessite le calcul de E[SHi(ξ(θ))] ; le problème devient un problème

d’évaluation d’intégrale. Cette intégrale peut être évaluée numériquement par une méthode

de simulation de Monte-Carlo. On peut aussi utiliser un schéma d’intégration de quadra-

ture de gauss dans le cas de faible dimension.

– Méthode de régression

Contrairement à la méthode précédente, la méthode de régression [74] ne nécessite pas

l’évaluation d’une intégrale. Pour trouver les coefficients du développement polynomial, on

cherche à déterminer les meilleurs coefficients permettant de réduire (au sens des moindres

carrés) la distance entre la variable aléatoire et son approximation par un développement

polynomial [75] .
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L’approximation de la réponse du système S s’écrit :

S̃(θ) =
P−1∑

i=0

siΨi(ξ(θ)) (3.24)

On se donne n réalisations de ξ(θ) selon une loi de probabilité définie, ces n réalisations

constituant un plan d’expériences. On en déduit les n réalisations du vecteur aléatoire des

paramètres d’entrée X(1), ..., X(n).

Pour chaque réalisation, on évalue S(i) = S(X(i)), où S est la solution recherchée.

Alors comme précédemment, pour trouver les coefficients du développement polynomial,

on cherche à déterminer les meilleurs coefficients au sens des moindres carrés permet-

tant de minimiser la différence entre la variable aléatoire et son approximation par un

développement polynomial. Cela équivaut à minimiser :

∆S =
n∑

j=1

(
S(j) −

P−1∑

i=0

siΨi(ξ
(j))

)2

(3.25)

Le minimum est obtenu pour des valeurs de si vérifiant :

∂∆S

∂sk
= 0 ∀ {0, 1, ..., P − 1} (3.26)

soit
P−1∑

i=0

Ψk(ξ
(j))

(
S(i) −

P−1∑

i=0

siΨi(ξ
(j))

)
= 0 ∀k ∈ {0, 1, ..., P − 1} (3.27)

Le système à résoudre est le suivant :

P−1∑

i=0

si




n∑

j=1

Ψk(ξ
(j))Ψi(ξ

(j))


 =

n∑

j=1

S(j)Ψk(ξ
(j)) ∀k ∈ {0, 1, ..., P − 1} (3.28)

Ce système peut également s’écrire :




∑n
j=1Ψ0(ξ

(j))Ψ0(ξ
(j)) · · · ∑n

j=1Ψ0(ξ
(j))ΨP−1(ξ

(j))
...

. . .
...∑n

j=1ΨP−1(ξ
(j))Ψ0(ξ

(j)) · · · ∑n
j=1ΨP−1(ξ

(j))ΨP−1(ξ
(j))







s0
...

sP−1




=




∑n
j=1 S

(j)Ψ0(ξ
(j))

...∑n
j=1 S

(j)ΨP−1(ξ
(j))


 (3.29)
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L’utilisation de cette méthode permet de calculer les coefficients si du développement de

la réponse aléatoire du système, en résolvant le système linéaire 3.29 de dimension P .

– Méthode de Monte-Carlo

Les méthodes de simulation de Monte-Carlo [76, 77] peuvent être vues comme des méthodes

d’approximation au sens statistique du terme. Elles sont basées sur l’application de la loi

des grands nombres. Pour appliquer la méthode, il faut générer n réalisations numériques

aléatoires ou semi-aléatoires selon une loi de probabilité de la variable d’entrée X(i) i =

1, ..., n. Ensuite il s’agit d’effectuer n calculs déterministes S(i) = S(X(i)) i = 1, ..., n. Enfin,

un traitement statistique sur les réalisations de la variable de sortie S(i) permet de mesurer

les incertitudes. La solution obtenue peut faire l’objet d’une étude ultérieure de fiabilité

[78].

La convergence de la méthode est assurée et est insensible à la dimension du problème ;

elle ne dépend pas de la régularité de la fonction S à intégrer, pourvu que S(X) soit

intégrable. Ce sont des avantages clés de la méthode.

Cependant, la difficulté principale de cette méthode tient au nombre très important

d’opérations à effectuer pour atteindre des résultats satisfaisants (convergés), étant donné

que la vitesse de convergence est de l’ordre de σ√
n
. Cette difficulté s’avère handicapante

lorsque le calcul déterministe est onéreux. Certaines techniques permettent de surmonter

ces difficultés comme :

– les techniques de réduction de variance [79] qui permettent d’accélérer la vitesse de

convergence.

– les techniques de limitation du nombre total de tirages, comme la méthode hypercube-

latin [80].

– Autres méthodes

Dans la catégorie de méthodes non intrusives, on peut citer les méthodes de surface de

réponse [81], qui présentent d’un point de vue technique une ressemblance avec la méthode

de régression. Dans le même contexte, on peut citer la méthode de collocation [82] qui

présente l’inconvénient d’avoir le nombre de points de collocation imposé par la taille de

la discrétisation dans la base du chaos polynomial.
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3.2.4.3 Méthode de réduction du modèle stochastique

Dans certains cas particuliers, la réponse du système peut être écrite comme produit

de fonctions déterministe et de variables aléatoires connues. Dans cette partie, nous pro-

posons une méthode permettant de séparer l’aspect aléatoire de l’aspect déterministe, en

faisant un développement de la quantité recherchée en fonction des paramètres aléatoires

d’entrée. Pour illustrer cette méthode, on propose deux exemples de calcul modal : un

premier exemple sur une structure ne possédant qu’une variable aléatoire d’entrée (mod-

ule d’Young par exemple) et un deuxième exemple avec deux variables aléatoires d’entrée

indépendantes.

Premier exemple :

Dans cet exemple, on étudie la réponse vibratoire d’une structure dont le module de

Young est aléatoire, ce qui conduit à chercher les valeurs propres et les vecteurs propres

aléatoires (ω(θ),Φ(θ)). On considère que le module de Young Y (θ),commun à toute cette

structure, est aléatoire.

Posons :

ξY (θ) =
Y (θ)

Y0
(3.30)

Y (θ) est une variable aléatoire de loi connue.

ξY (θ) est la variable aléatoire centrée.

Y0 = E[Y (θ)] est l’espérance de Y (θ)

On peut écrire la matrice de raideur comme suit :

K(θ) = ξY (θ) K (3.31)

K : est la matrice de rigidité calculée par un module de Young moyen. L’équation de

mouvement du système aléatoire s’écrit comme suit :

M Ẍ(θ) + K(θ)X(θ) = F (3.32)

Le problème aux valeurs propres aléatoires peut s’écrire comme :
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[−λ(θ)M +K(θ) ]Φ(θ) = 0 (3.33)

avec

ΦT (θ) M Φ(θ) = I (3.34)

λ est la matrice diagonale des valeurs propres etΦ(θ) est la matrice des vecteurs propres

associés. En remplaçant le développement de la raideur aléatoire 3.31 dans l’équation 3.33,

on obtient :

[−λ(θ)M + ξY (θ)K ]Φ(θ) = 0 (3.35)

Si l’on divise l’équation 3.35 par ξY (θ), on obtient :

[−λa(θ)M + K ]Φ(θ) = 0 (3.36)

avec

λa(θ) =
λ(θ)

ξY (θ)
(3.37)

Le couple (λa(θ);Φ(θ)) est solution de l’equation aux valeurs propres 3.36.

L’équation aux valeurs propres dans le cas où on utilise les paramètres déterministes

moyens s’écrit comme suit :

[−λdM + K ]Φd = 0 (3.38)

Le couple (λd;Φd) est solution de l’équation aux valeurs propres 3.38.

On peut remarquer que les couples (λd;Φd) et (λa(θ);Φ(θ)) sont solution du même

problème aux valeurs propres.

Si l’on fait un classement des valeurs propres du plus petit au plus grand, en supposant

un ordre de multiplicité de 1, λ1 < λ2 < ... < λn, on peut dire que :

λdi = λai(θ) =
λi(θ)

ξY (θ)
i = [1, 2, ..., n] (3.39)
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donc

λi(θ) = ξY (θ)λdi i = [1, 2, ..., n] (3.40)

ou

ω2
i (θ) = ξY (θ) ω

2
i i = [1, 2, ..., n] (3.41)

Donc, pour calculer les pulsations aléatoires d’une structure dans le cas d’un module de

Young aléatoire, il suffit de faire un seul calcul déterministe (avec le module de Young

moyen) pour déterminer les ω2
i et multiplier ce résultat par la loi de variation du module

de Young normalisé ξY (θ). Pour les vecteurs propres du problème, on peut écrire :

Φdi = Φi(θ) i = [1, 2, ..., n] (3.42)

Cela signifie que les vecteurs propres aléatoires d’une structure dans le cas d’un module

de Young aléatoire sont en réalité déterministes et correspondent à ceux calculés avec un

module de Young moyen.

Pour valider cette méthode de calcul, on étudie la structure de la figure 3.1 dont les

dimensions sont décrites dans la figure 1.18. On calcule la solution modale du problème

en utilisant des éléments finis en 3D. Le calcul de la matrice de raideur (aléatoire) est

effectuée à partir d’un module de Young aléatoire.

Dans ce premier exemple en utilise un module de Young aléatoire identique pour toutes

les sous-structures de la figure 3.1.

Figure 3.1 – Structure étudiée

Les pulsations propres aléatoires de cette structure sont données par l’équation 3.41 :

La figure 3.2 présente une comparaison entre le calcul de la première pulsation propre

(ω2
1(θ)) issu de 3.41et un calcul avec la méthode de Monte-Carlo.
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Pour ce calcul, on utilise les propriétés matériaux de la structure mère décrite dans le

tableau 1.3 avec les paramètres aléatoires du tableau 3.1.

On peut voir la totale concordance entre les résultats.

Distribution Moyenne écart type nombre de tirage

Y Gamma 7.5 1010 2 109 5000

Table 3.1 – Paramètres du problème étudié
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Figure 3.2 – Comparaison de PDF pour la première pulsation propre

E[ω2(θ)] σ(ω2(θ))

Methode M-C 3.1868 105 8371.9

Methode RMS 3.187 105 8373.7

Table 3.2 – Les quantités d’intérêt ω2(θ) calculées avec la méthode de Monte-Carlo et
avec la méthode de réduction de modèle stochastique.

On peut voir dans le tableau 3.2 une légère différence au niveau de la moyenne et

de l’écart-type entre les deux méthodes utilisées. Cette différence ne peut avoir qu’une

source numérique (calcul éléments finis + calcul stochastique par Monte-Carlo). On peut

voir dans la figure 3.3, l’erreur quadratique sur la moyenne et sur écart type, calculée par

la relation 3.17, entre la méthode de Monte-Carlo et la méthode de réduction de modèle

stochastique, en fonction du nombre de tirages. On peut remarquer que l’erreur relative
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est très faible, et qu’elle converge vers une valeur liée vraisemblablement au calcul élément

fini.
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Figure 3.3 – L’erreur relative sur la moyenne et écart type entre la méthode de Monte-
Carlo et la méthode de réduction de modèle stochastique.

Deuxième exemple :

Dans cet exemple, on considère le cas d’une structure composée de deux sous-structures

avec deux modules d’Young différents (Y1 ; Y2) : par exemple, une structure métallique

munie d’un patch piézoélectrique.

Le problème aux valeurs propres aléatoires peut s’écrire comme suit :

[
−ω2(ξY )M +K(ξY )

]
Φ(ξY ) = 0 (3.43)

On fait l’hypothèse simplificatrice que le changement de module de Young autour d’une

moyenne ne change pas la déformée propre de la structure : la matrice des vecteurs propres

correspond à la matrice des vecteurs propres déterministes calculée avec les paramètres

moyens.

Cette hypothèse n’a de sens que dans certains cas particuliers, par exemple, dans le cas

d’une structure composée de deux sous-structures dont une possède une taille négligeable

devant la sous-structure principale. Dans ce cas, l’influence de la variation du module

de Young de la plus petite des sous-structures autour de sa moyenne n’aura qu’un effet
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négligeable sur la structure mère.

Cette hypothèse est justifiée dans notre cas, qui correspond à l’étude d’une structure

munie d’éléments piézoélectriques qui possèdent généralement une taille petite devant la

structure mère. (Φ,ω2(ξY )) sont les solutions du problème aux valeurs propres aléatoires

3.43. Pour déterminer ω2(ξY ), on se base sur l’équation :

ω2
i (Y1(θ), Y2(θ)) = ΦT

i K(θ)Φi = ΦT
i [ξY1(θ)K1 + ξY2(θ)K2]Φi (3.44)

Pour valider cette méthode de calcul, on étudie la structure de la figure 3.1 dont les

dimensions sont décrites dans la figure 1.18.

Dans cet exemple, la structure mère aura un module de Young aléatoire Ym(θ) et les

éléments piezo auront un module de Young Yp(θ) dont les caractéristiques aléatoires sont

décrites dans le tableau 3.3.

On calcule la solution modale du problème en utilisant des éléments finis 3D ; le calcul

de la matrice de raideur (aléatoire) est effectué à partir des modules de Young aléatoires.

Dans ce cas, le carré de la pulsation propre aléatoire est donné par :

ω2
i (Ym(θ), Yp(θ)) = ξYm(θ)Φ

T
i K1Φi + ξYp(θ)Φ

T
i K2Φi (3.45)

L’intérêt de cette méthode est de déterminer les vecteurs et les valeurs propres en faisant

un seul calcul déterministe (pour déterminer les valeurs de ΦiK1Φi et ΦiK2Φi) dans

le cas d’une structure constituée de plusieurs sous-structures avec des modules d’Young

aléatoires différents.

La figure 3.4 donne une comparaison entre un calcul avec la méthode de Monte-Carlo

classique et un calcul issu de la méthode proposée. Pour cela on utilise les propriétés

matériaux décrites dans le tableau 1.3. On peut voir une bonne concordance entre les

deux résultats. Cette concordance s’explique dans cet exemple par le fait que le terme

ΦiK2Φi est de l’ordre de 102, négligeable devant ΦiK1Φi de l’ordre de 105.
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Distribution Moyenne Ecart type nombre de tirages

Ym Gamma 75 109 2 109 5000
Yp Gamma 57 109 1.5 109 5000

Table 3.3 – Paramètres du problème étudié
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Figure 3.4 – Comparaison de PDF pour la première pulsation propre

3.2.5 Post-traitement

Après la détermination de la réponse aléatoire S avec une des méthodes proposées

précédemment, on effectue un post-traitement pour déterminer les différentes valeurs de

quantités d’intérêt. Cette opération ne coûte presque rien en termes de temps de calcul,

car elle utilise les résultats du calcul déjà effectué dans le calcul stochastique précédent.

Plusieurs post-traitements sont possibles, on peut citer :

– le calcul des moments statistiques : dans ce post-traitement, on cherche à déterminer

la moyenne et les différents moments stochastiques 3.3.

– l’analyse de fiabilité : le but de l’analyse de fiabilité est de calculer la probabilité de

défaillance d’un système mécanique pour un scénario de défaillance donné [83]. Soit

S(X) la réponse aléatoire déterminée par le calcul stochastique. Pour chaque mode
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de défaillance de la structure, une fonction d’état limite g(X,S(X)) est définie dans

l’espace des paramètres. Par convention, le domaine de sureté est défini par Ds =

{X|g(X,S(X)) > 0}, et le domaine de défaillance par Df = X|g(X,S(X)) 6 0. La

frontière {g(X,S(X)) = 0} est la surface d’état limite. La probabilité de défaillance

Pf est donnée par :

Pf = P [g(X,S(X))) ≤ 0] =

∫

g(X,S(X)))≤0
fX(x)dx (3.46)

3.3 Conclusion

Après un bref rappel de la théorie des probabilités, on a exposé les différentes étapes du

calcul stochastique : tout d’abord on mène une étude de sensibilité, en déterminant les in-

dices du Sobol du premier ordre, dans l’objectif de réduire la taille du modèle stochastique.

Des valeurs déterministes (la moyenne) sont données aux paramètres de peu d’influence

sur le résultat. Après cette étape d’étude de sensibilité, on conserve les variables aléatoires

influentes pour lesquelles on impose une loi de probabilité en se basant sur le principe

du maximum d’entropie. Différentes méthodes de calcul stochastique sont par la suite

exposées :

– Les méthodes intrusives : ce sont des méthodes qui permettent de faire un développement

polynomial des variables aléatoires d’entrée et de sortie. Le calcul des coefficients

du développement polynomial des paramètres de sortie exige une implémentation

spécifique dans le code de calcul.

– Les méthodes non intrusives : ce sont des méthodes qui permettent de déterminer les

coefficients optimisés du développement des paramètres de sortie, en faisant plusieurs

calculs déterministes, ce qui n’exige aucune implémentation spécifique dans le code

de calcul.

À la fin de cette étape de calcul stochastique, on propose une méthode de calcul simplifiée,

que nous nommons ”méthode de réduction du modèle stochastique”. À travers deux ex-

emples, on montre qu’on peut déterminer les vecteurs et les valeurs propres aléatoires en

faisant un seul calcul déterministe (par éléments finis) avec une qualité de résultats.
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3.3. CONCLUSION

À la fin de ce chapitre, on a exposé différents post-traitements possibles pour exploiter

les résultats du calcul stochastique.
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Chapitre 4

Robustesse du modèle
électromécanique

≪ Votre théorie est folle, mais elle ne l’est pas assez pour être vraie.≫ Niels

Bohr
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4.1. ROBUSTESSE DU COEFFICIENT DE COUPLAGE EFFECTIF

Dans le cadre de l’étude de robustesse du modèle électromécanique, on va utiliser des

méthodes non intrusives, décrites précédemment, pour déterminer la robustesse de nos

modèles par rapport à un changement de paramètres. Ce choix de méthode a été adopté,

car les stratégies de résolution utilisées pour calculer les coefficients électromagnétiques

ont pour entrée les résultats issus de logiciels de calcul éléments finis (Fig. 1.3).

4.1 Robustesse du coefficient de couplage effectif

Dans cette partie, une étude de la robustesse du coefficient de couplage effectif est pro-

posée. Généralement les matériaux piézoélectriques sont considérés comme des matériaux

de haute précision : les données sur les propriétés électriques et mécaniques seront prises

comme déterministes. Dans ce contexte, on va étudier la robustesse du coefficient de cou-

plage effectif par rapport à la variation d’un seul paramètre aléatoire : le module de Young

de la structure. Dans ce contexte, l’étude de sensibilité n’a évidemment pas été effectuée,

car un seul paramètre aléatoire est considéré.

4.1.1 Choix de la loi de la variable aléatoire

Le module de Young de la structure vérifie les conditions suivantes :

– un support positif,

– moyenne et écart type donnés,

– la quantité aléatoire et son inverse sont représentés par des variables aléatoires du

second ordre.

En se basant sur le principe du maximum d’entropie, on peut modéliser le module de

Young aléatoire par une loi Gamma (Annexe B). La figure 3.2 représente la distribution

de la variable aléatoire Y (θ), avec les paramètres aléatoires du tableau 3.1.

4.1.2 Calcul stochastique

4.1.2.1 Méthode de Monte-Carlo

On utilise la méthode de Monte-Carlo pour déterminer la robustesse du coefficient de

couplage effectif keff,r présenté dans le paragraphe 1.1.2 , par rapport à la variable aléatoire
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4.1. ROBUSTESSE DU COEFFICIENT DE COUPLAGE EFFECTIF

Y (θ). On peut écrire le coefficient de couplage (équation 1.34) dans le cas aléatoire comme

suit :

k2eff,r(Y (θ)) =
ΦT
r (Y (θ))KcK

−1
e KT

c Φr(Y (θ))

ω2
r (Y (θ))

(4.1)

La simulation par la méthode de Monte-Carlo de 4.1 revient à faire un calcul éléments

finis pour déterminer les vecteurs et les valeurs propres du système pour chaque tirage

Y (θ(i)).

La figure 4.1 donne la fonction densité de probabilité approchée ainsi que la fonction

de répartition approchée de keff,r(Y (θ)).
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Figure 4.1 – La fonction densité de probabilité et la fonction de répartition du coefficient
de couplage effectif

4.1.2.2 Méthode de régression

La méthode de régression permet de donner une approximation des coefficients si (4.2)

à partir de n calculs déterministes effectués à partir de l’équation 4.1. Pour apprécier la

qualité de la solution, on compare le résultat issu d’une simulation par Monte-Carlo (5000

tirages), avec celui issu de la méthode de régression, pour différents tirages n.

La figure 4.2 donne une comparaison au niveau de la fonction de répartition, dans

laquelle on peut remarquer que même avec un nombre de tirages important (1000 tirages)
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4.1. ROBUSTESSE DU COEFFICIENT DE COUPLAGE EFFECTIF

le résultat reste médiocre.

keff,r(Y (θ)) =

P∑

i=0

siHi(ξ(θ)) (4.2)

Pour bien illustrer cet écart, on donne l’erreur (3.17) calculée entre la méthode de Monte-

Carlo et la méthode de régression pour différents nombres de tirages n (Tableau 4.1). On

peut remarquer que pour 2000 tirages, l’erreur relative est de l’ordre de 2.25% par rapport

à un calcul Monte-Carlo convergé à 5000 tirages.

Nombre de tirages 100 1000 2000

Erreur [%] 16.81 08.27 02.25

Table 4.1 – Erreur fonction du nombre de tirages

0.21 0.215 0.22 0.225
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

K
eff

C
D

F

 

 

Monte−Carlo

Régression: 100 tirages

Régression: 1000 tirages

Régression: 2000 tirages

Figure 4.2 – Comparaison des CDF entre une simulation Monte-Carlo et les calculs par
régression

4.1.2.3 Méthode de réduction du modèle stochastique

Dans cette méthode, on va essayer de séparer l’aspect aléatoire de l’aspect déterministe,

en faisant un développement de la quantité recherchée keff,r(Y (θ)) en fonction du paramètre

aléatoire d’entrée Y (θ).
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4.1. ROBUSTESSE DU COEFFICIENT DE COUPLAGE EFFECTIF

k2eff,r(Y (θ)) =
ΦT
r KcK

−1
e KT

c Φr

ΦT
r K(θ)Φr

=
ΦT
r KΦr

ΦT
r K(θ)Φr

k̄2eff,r (4.3)

Avec k̄eff,r le coefficient de couplage effectif calculé avec le module de Young moyen

Y0 = E[Y (θ))]

En utilisant le même développement proposé dans le deuxième exemple de la méthode

de réduction de modèle stochastique (équation 3.45), on peut écrire :

ΦT
r K(θ)Φr = ξY (θ)Φr1K11Φr1 + Φr2K22Φr2 (4.4)
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Figure 4.3 – Comparaison des PDF dans le cas d’une simulation MC classique et dans le
cas d’une simulation MC avec un modèle stochastique réduit

Avec cette méthode, le calcul du coefficient de couplage effectif aléatoire ne demande

qu’un seul calcul déterministe (calculé à partir d’un module de Young égal à E[Y ]. On

peut voir dans la figure 4.3 que la comparaison entre la PDF issue de cette méthode et

celle issue d’une méthode de Monte-Carlo sont superposées.
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4.2. ROBUSTESSE DE LA RÉDUCTION DE VIBRATION

4.1.3 Post-traitement

Le tableau 4.2 présente la moyenne et l’écart type du premier coefficient de cou-

plage électromécanique keff,1(θ) avec les différentes méthodes. On peut remarquer dans

ce tableau que le coefficient de couplage effectif est très robuste par rapport à un module

de Young aléatoire.

E[keff,1(θ)] σ(keff,1(θ))

Methode M-C 0.2148 0.0028

Methode regression 0.2148 0.0028

Methode RMS 0.2148 0.0028

Table 4.2 – Les quantité d’intérêt keff,1(θ) par différentes méthodes.

4.2 Robustesse de la réduction de vibration

Dans cette partie, on va faire une étude de la robustesse de la réduction de vibrations

par rapport à la variation du module de Young de la structure Y (θ) et par rapport à la

variation des paramètres électriques : l’inductance L(θ) et la résistance R(θ).

4.2.1 Analyse de sensibilité

Pour déterminer la sensibilité de la réduction des vibrations (caractérisée par une

réponse en fréquence XdB (4.9)) par rapport à la variation des paramètres aléatoires Y (θ),

L(θ), R(θ), on calcule l’indice de Sobol du premier ordre pour ces trois variables (Tab.

4.3).

Si inductance résistance module de Young

0.9880 0.1016 0.1037

Table 4.3 – Indice de Sobol du premier ordre

Bien que la réponse en fréquence soit beaucoup plus sensible à une variation d’induc-

tance qu’à une variation du module de Young ou de la résistance, nous prenons en compte

les trois variables aléatoires lors de nos calculs stochastiques.
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4.2. ROBUSTESSE DE LA RÉDUCTION DE VIBRATION

4.2.2 Choix des variables aléatoires

Le module de Young de la structure, l’inductance et la résistance électrique vérifient

les conditions suivantes :

– le support positif,

– la moyenne et l’écart type donnés,

– la quantité aléatoire et son inverse représentés par des variables aléatoires du second

ordre.

Donc les trois variables aléatoires seront modélisées par des lois Gamma indépendantes

(Fig. 4.4) avec les paramètres aléatoires du tableau 4.4.

4000 5000 6000 7000
0

0.01

0.02

0.03

0.04

R1

P
D

F

3000 4000 5000 6000
0

0.01

0.02

0.03

0.04

R2

P
D

F

7 8 9 10
0

0.01

0.02

0.03

0.04

L1

P
D

F

5 6 7 8
0

0.01

0.02

0.03

0.04

L2

P
D

F

Figure 4.4 – PDF des résistances électriques et des inductances.
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4.2. ROBUSTESSE DE LA RÉDUCTION DE VIBRATION

Distribution Moyenne écart type nombre de tirages

Y (θ) Gamma 75 109 2 109 5000
L1(θ) Gamma 8.5 0.5 5000
L2(θ) Gamma 6.1 0.5 5000
R1(θ) Gamma 5000 500 5000
R2(θ) Gamma 5000 500 5000

Table 4.4 – Paramètres stochastiques du problème étudié

4.2.3 Calcul stochastique

On cherche à qualifier l’influence de la variation des paramètres aléatoires d’entrée

Y (θ), L(θ) et R(θ) sur la réduction des vibrations. On écrit ZR(θ) la matrice d’impédance

aléatoire décrite dans le paragraphe 1.1.4.2 comme suit :

ZR(θ) =

(
−Ω2

I+Φ(Y (θ)) K̂m(Y (θ))ΦT (Y (θ)) Φ(Y (θ)) KcK
−1
e

K−1
e KT

c Φ
T (Y (θ)) −L(θ) Ω2 +K−1

e + iΩR(θ)

)
(4.5)

On note

ZR(θ)q̂(θ) = F̂(θ) (4.6)

On peut obtenir q̂ par :

q̂(θ) = ZR
−1(θ) F̂ =

(
Z11(θ) Z12(θ)
Z21(θ) Z22(θ)

)(
Φ(θ) F̃

0

)
(4.7)

On étudie la réponse en fréquence aléatoire (déplacement / effort). Le déplacement est

mesuré en un point de position xm et la force est appliquée en un point xn, ce qui donne :

Hmn(θ) = Φm
T (θ) Z11(θ) Φn(θ) (4.8)

On exprime la réponse sur un échelle en dB en utilisant la formule suivante :

XdB(θ) = 10 log10 (Hmn(θ)H
∗
mn(θ)) (4.9)
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4.2. ROBUSTESSE DE LA RÉDUCTION DE VIBRATION

4.2.3.1 Méthode de Monte-Calo

La simulation par la méthode de Monte-Carlo de 4.5 revient à faire un calcul éléments

finis pour déterminer les vecteurs et les valeurs propres du système (pour chaque tirage

Y (θ(i))) et faire par la suite une inversion de la matrice ZR en utilisant les paramètres

aléatoires électriques R1(θ), R2(θ), L1(θ), L1(θ).

La figure 4.5 représente l’enveloppe de la FRF amortie par un circuit piézoélectrique,

contenant l’ensemble des FRF calculées avec les différents paramètres aléatoires, comparée

à la FRF sans amortissement.
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Figure 4.5 – Enveloppe des FRF amorties par un circuit piézoélectrique comparée à la
FRF sans amortissement (- -) et à la FRF calculée avec les paramètres moyens (–)

4.2.3.2 Méthode de régression

La méthode de régression permet de donner une approximation du coefficient si (Eq :4.10)

à partir de n calculs déterministes effectués en utilisant l’équation 4.8.

Hmn(θ) =

P∑

i=0

siΨi([ξ1(θ), .., ξ5(θ)]) (4.10)
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4.2. ROBUSTESSE DE LA RÉDUCTION DE VIBRATION

Pour apprécier la qualité de cette approximation, on compare le résultat issu d’une simula-

tion de Monte-Carlo (5000 tirages) avec celui effectué avec la méthode de régression pour

différents tirages n. Pour illustrer cette différence, on donne l’erreur (3.17) calculée entre

la méthode de Monte-Carlo et la méthode de régression pour différents nombres de tirages

n (Tab. 4.5). On peut remarquer figure 4.6 qu’avec un nombre de 1075 tirages, l’erreur sur

la fonction de répartition entre la méthode de régression et la méthode de Monte-Carlo est

de l’ordre de 9 % alors qu’à 2000 tirages, l’erreur entre les résultats devient très réduite

de l’ordre de 0.3 %.

Nombre de tirages 150 1075 2000

Erreur [%] 8.98 8.95 00.31

Table 4.5 – Erreur fonction du nombre de tirages
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Figure 4.6 – Comparaison des CDF par une simulation Monte-Carlo et par régression

4.2.3.3 Méthode de réduction du modèle stochastique

Dans cette méthode, on va essayer de séparer l’aspect aléatoire de l’aspect déterministe,

en faisant un développement de la matrice de l’impédance aléatoire ZR(θ) en fonction des
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4.2. ROBUSTESSE DE LA RÉDUCTION DE VIBRATION

paramètres aléatoires d’entrée Y (θ), L1(θ), L2(θ), R1(θ) et R2(θ).

Le même raisonnement proposé dans le deuxième exemple du paragraphe 3.2.4.3 est

utilisé pour écrire :

ω(Y (θ)) = ξY (θ)Φ1K11Φ1 + Φ2K22Φ2

On peut récrire la matrice d’impédance aléatoire ZR(θ) (4.5) de la façon suivante :

ZR(θ) =

(
−Ω2

I+ΦT KCK
−1
e KT

CΦ + ω(Y (θ)) ΦT KcK
−1
e

K−1
e KT

c Φ
T −L(θ) Ω2 +K−1

e + iΩR(θ)

)
(4.11)

Par la suite, on utilise les équations (4.6 - 4.9) pour déterminer la réponse en fréquence

aléatoire du système étudié.

Cette méthode a l’avantage d’obtenir la solution avec un seul calcul éléments finis.

Pour déterminer la valeur de XdB il faut effectuer l’inversion de la matrice ZR, ce qui n’est

pas coûteux en termes de temps de calcul, car sa taille est très réduite (dans notre cas

d’étude elle a une taille de 7x7). La figure 4.7 représente l’enveloppe des FRFs amorties

par un circuit piézo-électrique (contenant l’ensemble des FRFs calculées avec les différents

paramètres aléatoires) comparée à la FRF sans amortissement.

4.2.4 Post-traitement

Les tableaux [4.6- 4.7] donnent respectivement la moyenne et l’écart type de la réponse

en fréquence pour les trois valeurs maximales du spectre ( Fig. 4.7) dans le cas sans

amortissement. On peut remarquer que la réponse vibratoire est assez robuste sur toute

la bande de fréquence sauf autour de la deuxième fréquence critique. Cependant, on peut

considérer que l’augmentation d’amplitude au niveau de la fréquence fr02 = 760Hz reste

limitée (caractérisée par un écart-type faible de l’ordre de 2dB).

E[Hmn(fr1)] E[Hmn(fr02)] E[Hmn(fr2)] E[Hmn(fr3)]

Méthode de regression -60.9347 -87.2775 -99.5722 -116.1071

Méthode de MC -60.1104 -87.2530 -97.6705 -115.9564

Méthode de RMS -60.1041 -87.2544 -97.6540 -115.9552

Table 4.6 – Moyenne de la FRF pour les quatre fréquences [fr1 = 89Hz ; fr02 = 760Hz ;
fr2 = 802Hz ; fr3 = 1670Hz]

139



4.3. CONCLUSION

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

−140

−120

−100

−80

−60

−40

fr [Hz]

F
R

F

Figure 4.7 – L’enveloppe des FRFs amorties par un circuit piézoélectrique comparée à la
FRF sans amortissement (- -) et la FRF calculée avec les paramètres moyens (–)

σ(Hmn(fr1)) σ(Hmn(fr02)) σ(Hmn(fr2)) σ(Hmn(fr3))

Méthode de régression [2000 tirages] 0.7412 2.6603 2.3144 0.6034

Méthode de MC [5000 tirages] 0.9975 2.1161 3.0606 0.577

Methode de RMS [5000 tirages] 0.9967 2.1127 3.0631 0.5987

Table 4.7 – Ecart-type de la FRF pour les quatre fréquences [fr1 = 89Hz ; fr02 =
760Hz ; fr2 = 802Hz ; fr3 = 1670Hz]

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, une étude de robustesse du modèle électromécanique a été proposée :

on a utilisé des méthodes non intrusives pour déterminer la robustesse de nos modèles par

rapport à un changement de paramètres. Trois méthodes ont été utilisées pour ce calcul

de robustesse : méthode de régression, méthode de Monte-Carlo, et méthode de réduction

de modèle stochastique.

Dans un premier temps, la robustesse du coefficient de couplage électromécanique par

rapport à un module d’Young aléatoire a été étudiée, dans laquelle on a pu montrer à
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travers les trois méthodes de calcul que ce coefficient reste très robuste par rapport à une

variation du module de Young, bien que la largeur de l’intervalle de variation du module

de Young soit importante.

Dans un deuxième temps, on a étudié la robustesse de la réponse en fréquence par

rapport aux paramètres aléatoires suivants : module de Young, résistance électrique, in-

ductance électrique. Dans cette partie, on a pu montrer que la réponse vibratoire est assez

robuste sur toute la bande de fréquence sauf autour de la deuxième fréquence critique.

On a considéré cependant que la perte d’amortissement autour de cette fréquence reste

limitée (caractérisée par un écart-type faible par rapport à la moyenne).
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Chapitre 5

Robustesse du modèle avec
contrôle de la force normale

≪ Un conducteur dangereux, c’est celui qui vous dépasse malgré tous

vos efforts pour l’en empêcher...≫ Woody Allen
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Divers paramètres, tels que l’espacement des boulons, la finition de surface, influen-

cent directement la dissipation d’énergie dans les assemblages boulonnés [84, 85]. Chaque

mécanisme de dissipation de l’énergie dépend non linéairement de l’amplitude de la force

appliquée et la tension du boulon diminue généralement avec le temps en fonction de la

géométrie du joint, des propriétés de surface et de la contrainte de traction induite dans

le boulon. Cette relaxation de la précharge du boulon a été étudiée dans [86] et l’essentiel

de la diminution de précharge survient le jour suivant le boulonnage [87].

Le coefficient de frottement n’est plus une constante car les conditions de surface

changent au cours du glissement. Puisqu’il y a une diminution de la pression de serrage en

fonction de la distance à l’axe, la contrainte tangentielle de frottement diminue dans les

régions loin du trou de boulon.

Pour toute ces raisons, on va également modéliser la force normale et le coefficient de

frottement par des variables aléatoires.

Dans cette partie, on va étudier la robustesse de la réponse vibratoire du modèle masse

ressort décrit dans (2.1) par rapport à la variation des trois paramètres aléatoires suivants :

le module de Young des ressorts Y (θ), le coefficient de frottement µ(θ) et la force normale

FN (θ). Ces trois variables aléatoires vérifient les conditions suivantes :

– un support positif,

– la moyenne et l’écart type donnés,

– la quantité aléatoire et son inverse représentés par des variables aléatoires du second

ordre.

Les trois variables aléatoires seront modélisées par des lois Gamma indépendantes (Fig.

5.1 et 5.2) avec les paramètres aléatoires du tableau 5.1.

On pose

ξY (θ) =
Y (θ)

E[Y (θ)]
(5.1)

et

K1(θ) = ξY (θ)K1 K12(θ) = ξY (θ)K12 K2(θ) = ξY (θ)K2 (5.2)
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[K1, K12, K2] sont les raideurs moyennes du système masse ressort (2.1)

0.97 0.98 0.99 1 1.01 1.02 1.03 1.04

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

ξ
Y

P
D

F

Figure 5.1 – Simulation du PDF du module de Young normalisé
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Figure 5.2 – Simulation des PDF de FN et µ de la force de frottement

Distribution Moyenne écart type nombre de tirages

ξY (θ) Gamma 1 0.01 5000
µ(θ) Gamma 0.3 0.006 5000
FN (θ) Gamma 33.4 0.67 5000

Table 5.1 – Paramètres du problème étudié
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On peut réduire à deux le nombre de variables aléatoires en utilisant le fait que :

ry((θ)) = FN (θ)µ(θ) (5.3)

ry(θ) est une variable aléatoire de loi à déterminer. On peut générer un tirage aléatoire

selon cette loi en utilisant une simulation de Monte-Carlo de l’équation (5.3). La figure

5.3 donne le PDF de la variable ry(θ). Cette étape intermédiaire permet donc de réduire

le nombre de variables aléatoires à deux variables aléatoires (ξY (θ); ry(θ)).
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Figure 5.3 – PDF de la force serrage maximal et du coefficient de frottement

Comme le nombre de variables est limitée à deux, l’étape de calcul de sensibilité n’est

pas effectuée dans ce cas. De plus, la résolution des équations présentées par la suite étant

faite analytiquement, on se propose d’utiliser une seule méthode de calcul aléatoire, à

savoir la méthode de Monte-Carlo. Cela se justifie par le fait que la résolution analytique

n’est pas coûteuse en termes de temps de calcul.
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5.1. ROBUSTESSE DE LA LOI DE CONTRÔLE DE LA FORCE NORMALE (EN
FONCTION DE LA FRÉQUENCE)

5.1 Robustesse de la loi de contrôle de la force normale (en
fonction de la fréquence)

Pour cette loi, on va étudier la robustesse du modèle à 2 ddl par rapport à la variation

des deux paramètres aléatoires ξy(θ) et ry(θ) avec la loi de contrôle décrite par (2.1.5).

La loi de contrôle (2.29) dans le cas aléatoire peut s’écrire comme suit :

{
ry = 0 if Ω ∈ Ψ

ry = µ(θ)Fmax(θ) if Ω /∈ Ψ
with Ψ =

P⋃

i=1

Ψi (5.4)

Pour déterminer la réponse en fréquence du problème aléatoire, on fait une simula-

tion de Monte-Carlo de l’équation de mouvement décrit par l’algorithme (2.3) avec les

paramètres aléatoires ξy(θ) et ry(θ) ,en prenant comme loi de contrôle de la force normale

la loi (5.4).

La figure 5.4 représente une enveloppe de la FRF avec contrôle, contenant l’ensemble

des FRFs calculées avec les différents paramètres aléatoires, comparée à la FRF sans

contrôle.

5.1.1 Post-traitement

Le tableau 5.2 donne la moyenne et l’écart type de la réponse en fréquence pour la

première fréquence propre (Ω1 = 50 [rad/s]). On peut voir que la réponse vibratoire est

très robuste par rapport aux variables aléatoires dont les paramètres sont proposés dans

le tableau 5.1.

E[(Hmn(Ω1)] σ(Hmn(Ω1))

Méthode de MC -34.1785 0.1995

Table 5.2 – Moyenne et écart-type de la FRF pour la première fréquence propre Ω1 = 50
[rad/s]
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Figure 5.4 – Enveloppe des FRFs avec contrôle comparée à la FRF avec serrage (—) et
à la FRF sans serrage (- -).

5.2 Robustesse de la première loi de contrôle de la force
normale en fonction du temps

Pour cette loi, on va étudier la robustesse du modèle en 2 ddl par rapport à la variation

de deux paramètres aléatoires ξy(θ) et ry(θ) dont la loi de contrôle est celle décrite dans

(2.1.6).

La loi de contrôle (2.30) dans le cas aléatoire peut s’écrire comme :

ry (t; θ) = Fmax(θ)Z1(θ) [Z2(θ) + sin (Ωser t)] (5.5)

Pour déterminer la réponse en fréquence du problème aléatoire, on fait une simulation

de Monte-Carlo du mouvement décrit par l’algorithme (2.3) avec les paramètres aléatoires

ξy(θ) et ry(θ) (en prenant comme loi de contrôle de la force normale la loi (5.5)).

La figure 5.5 représente l’enveloppe de la FRF avec contrôle, contenant l’ensemble des

FRFs calculées avec les différents paramètres aléatoires, comparée à la FRF sans contrôle
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et à la FRF avec paramètres moyens.
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Figure 5.5 – Enveloppe des FRFs avec contrôle, comparée à la FRF avec serrage (—) et
à la FRF sans serrage (- -).

5.2.1 Post-traitement

Le tableau 5.3 donne la moyenne et l’écart type de la réponse en fréquence pour la

première fréquence propre (Ω1 = 50 [rad/s]). On peut voir que la réponse vibratoire est

sensible aux paramètres aléatoires sur toute la bande de fréquences. Cependant, le niveau

vibratoire maximal de l’enveloppe des FRFs avec contrôle reste faible par rapport à la

valeur maximale de la fréquence critique. On peut donc dire que cette loi reste robuste par

rapport aux variables aléatoires dont les paramètres sont proposés dans le tableau 5.1.

E[(Hmn(Ω1)] σ(Hmn(Ω1))

Methode de MC -26.7458 0.3167

Table 5.3 – Moyenne et écart-type de la FRF pour la première fréquence propre Ω1 = 50
[rad/s]
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5.3. ROBUSTESSE DE LA DEUXIÈME LOI DE CONTRÔLE DE LA FORCE
NORMALE EN FONCTION DU TEMPS

5.3 Robustesse de la deuxième loi de contrôle de la force
normale en fonction du temps

Dans cette partie on va étudier la robustesse du modèle 2 ddl par rapport à la variation

de deux paramètres aléatoires ξy(θ) et ry(θ) dont la loi de contrôle est celle décrite dans

le paragraphe 2.1.6. La loi de contrôle (2.32) dans le cas aléatoire peut s’écrire comme :

ry (t; θ) = Fmax(θ)Z1(θ) [Z2(θ) + sgn(sin (Ωser t))] (5.6)

Pour déterminer la réponse en fréquence du problème aléatoire, on fait une simulation

de Monte-Carlo du mouvement décrit par l’algorithme (2.3) avec les paramètres aléatoires

ξy(θ) et ry(θ), en prenant comme loi de contrôle de la force normale la loi (5.6).
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Figure 5.6 – enveloppe de la FRF avec contrôle(aléatoire) comparé à la FRF dans le cas
avec serrage (—) et sans serrage (- -).

La figure 5.6 représente l’enveloppe des FRFs avec contrôle, contenant l’ensemble des

FRFs calculées avec les différents paramètres aléatoires, comparée à la FRF sans contrôle

et à la FRF avec paramètres moyens.
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5.3.1 Post-traitement

Le tableau 5.4 donne la moyenne et l’écart type de la réponse en fréquence pour la

première fréquence propre Ω1 = 50 [rad/s] (Tab. 4.7). On peut voir que la réponse vibra-

toire est sensible aux paramètres aléatoires sur toute la bande de fréquence. Cependant, le

niveau vibratoire maximal de l’ enveloppe des FRFs avec contrôle reste faible par rapport

à la valeur maximale de la fréquence critique. Dans ce contexte, on peut dire que cette loi

reste robuste par rapport aux variables aléatoires dont les paramètres sont indiqués dans

le tableau 5.1.

E[(Hmn(Ω1)] σ(Hmn(Ω1))

Methode de MC -20.5168 0.7256

Table 5.4 – Moyenne et écart-type de la FRF pour la première fréquence propre Ω1 = 50
[rad/s]

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, l’étude de robustesse du modèle à 2 ddl avec contrôle de force normale

a été proposée ; on a utilisé la méthode de Monte-Carlo pour déterminer la robustesse de nos

modèles par rapport à un changement de paramètres. Ce choix de méthode de résolution

stochastique a été adopté, car tous les problèmes à 2 ddl ont été résolus analytiquement.

Dans un premier temps, on a étudié la robustesse du modèle à 2 ddl avec force normale,

de loi de contrôle (2.29), par rapport à un module de Young aléatoire Y (θ). Dans cette

étude, on a montré que la réponse vibratoire est très robuste par rapport au module de

Young aléatoire.

Par la suite, on a proposé deux études de robustesse du modèle à 2 ddl avec force

normale, avec deux lois de contrôle différentes (2.30 et 2.32), par rapport à un module de

Young aléatoire Y (θ) et par rapport à une force de frottement aléatoire ry(θ). Dans cette

étude, on a montré que la réponse vibratoire est sensible aux paramètres aléatoires sur

toute la bande de fréquences. Cependant, le niveau vibratoire maximal de l’enveloppe des

FRFs avec contrôle reste faible par rapport à la valeur maximale de la fréquence critique.

Dans ce contexte, on conclut que ces deux lois de contrôles restent robustes par rapport
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aux variables aléatoires.
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Cette thèse traite de la réduction de vibrations de structure, comportant des liaisons

mécaniques de type assemblage boulonné, par dispositif piézoélectrique. Elle est composée

de deux parties. La première est une étude des mécanismes permettant une amélioration de

la réduction de vibrations en utilisant l’effet direct et inverse des éléments piézoélectriques.

La deuxième porte sur une étude probabiliste des différents modèles proposés afin de

qualifier leur robustesse.

Dans la première partie de cette thèse, dans laquelle tous les paramètres sont con-

sidérés comme déterministes, on a fait tout d’abord une étude de réduction de vibra-

tions par amortissement électromécanique, dans laquelle, on a montré que pour favoriser

le couplage électromécanique (caractérisé par un coefficient de couplage effectif impor-

tant), il fallait que la taille des éléments piézoélectriques situés au niveau de l’assemblage

boulonné soit suffisamment importante. Dans ce cas, une optimisation des paramètres du

circuit électrique a permis de réduire les vibrations sur une bande de fréquence comportant

plusieurs fréquences propres de la structure. En revanche, lorsque l’élément piezo a la taille

réduite d’une rondelle, située au niveau du joint boulonné, le circuit électrique n’apporte

que très peu d’amortissement. Donc, on a conclu que la réduction de vibration apportée

par un circuit électrique connecté à un élément piézoélectrique peut s’avérer intéressante

à condition d’utiliser les bons paramètres géométriques et électriques.

Ensuite, on a proposé une étude de la réduction de vibrations par contrôle du serrage au

niveau des boulons. Dans un premier temps, on a étudié un modèle simplifié de l’assemblage

boulonné, constitué d’un système masse ressort avec patin frottant à deux degrés de liberté.

Une résolution du problème dynamique non linéaire a été proposée afin de pouvoir tester

plusieurs lois de contrôle du serrage du joint boulonné. La résolution analytique proposée a

l’avantage de déterminer le temps de début et de fin du glissement d’une façon automatique

selon les algorithmes fournis. Une résolution numérique a aussi été effectuée pour valider

le modèle analytique. Le contrôle du serrage permet de changer localement la rigidité de

la structure et donc de pouvoir éviter de vibrer dans les plages de fréquences critiques.

Dans ce contexte on a proposé trois lois de contrôle, en fonction de la fréquence ou du

temps. Les trois lois de contrôle proposées ont permis de réduire le niveau vibratoire au

voisinage des fréquences critiques, sans créer de nouveaux pics parasites. En conclusion,
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avec ces méthodes de contrôle de la force normale au niveau des joints boulonnés, on est

capable de réduire significativement les vibrations dans ce cas de modèle simplifié à 2 ddl.

Dans un deuxième temps, on a proposé une étude numérique, avec une démarche

adaptée à la résolution des problèmes de contact avec frottement d’un assemblage boulonné

représentatif.

Dans ce cadre, une structure munie d’un joint boulonné a été modélisée en utilisant

la méthode ”LATIN” et le logiciel COFAST pour déterminer l’influence de la force de

frottement sur la réponse en déplacement de la structure. On a conclu qu’un changement

de serrage peut provoquer une chute de la rigidité, ce qui peut provoquer des problèmes de

stabilité de la structure. Pour contourner la difficulté, on a proposé un dimensionnement

de structure permettent une intégration du joint boulonné dans la structure principale afin

d’apporter une réduction de vibrations, sans que le joint boulonné n’intervienne dans la

stabilité de la structure complète. Et pour argumenter le propos, un modèle à 2ddl a été

proposé pour une étude en dynamique, dans laquelle la force normale varie selon deux lois

de contrôle en fonction de la fréquence ou en fonction du temps. Dans cette partie, on a

montré que les deux types de contrôle proposés ont permis de réduire le niveau vibratoire

au voisinage des fréquences critiques, sous réserve que les fréquences propres avec et sans

action du dispositif soient assez éloignées. Pour ce type de réduction de vibration, un travail

de conception et de dimensionnement de structure est nécessaire afin que les fréquences

critiques dans le cas avec et sans serrage soient suffisamment éloignées, dans le but d’avoir

une réduction significative du niveau vibratoire de la structure.

Les perspectives de cette étude déterministe seront de tester d’autres lois de contrôle

de la force normale permettant une meilleure réduction de vibrations, d’appliquer ces lois

de contrôle de l’effort normal à des modèles éléments finis 3D et enfin de poursuivre les

essais, déjà initiés, pour valider expérimentalement notre approche.

Dans la deuxième partie de cette thèse, certains paramètres des modèles décrits ci-

dessus sont considérés comme aléatoires. Dans cette partie, on a choisi d’utiliser des

méthodes non intrusives de résolution de modèles stochastiques. On a également proposé

une méthode de calcul, nommé ”méthode de réduction du modèle stochastique” permet-

tant de déterminer dans le cas d’un seul paramètre aléatoire, comme le module de Young,
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les vecteurs et les valeurs propres aléatoires de façon exacte en faisant un seul calcul

éléments finis déterministe. Dans le cas où plusieurs paramètres aléatoires interviennent

et sous réserve d’hypothèses simplificatrices raisonnables, la méthode proposée donne des

résultats très comparables à ceux donnés par la méthode de Monte-Carlo tout en ne faisant

qu’un seul calcul éléments finis déterministe.

Dans la suite de la partie d’étude probabiliste, une étude de la robustesse du modèle

électromécanique a été proposée. Trois méthodes ont été utilisées pour ce calcul de ro-

bustesse : méthode de régression, méthode de Monte-Carlo, et méthode de réduction de

modèle stochastique. Dans un premier temps, la robustesse du coefficient de couplage

électromécanique par rapport à un module de Young aléatoire a été étudiée ; on a pu

montrer à travers les trois méthodes de calcul que ce coefficient reste très robuste par

rapport à une variation du module de Young, malgré un large intervalle de variation. Dans

un deuxième temps, on a étudié la robustesse de la réponse en fréquence par rapport aux

paramètres aléatoires suivants : le module de Young, la résistance électrique et l’inductance

électrique. Dans cette partie on a montré que la réponse vibratoire est assez robuste sur

toute la bande de fréquence sauf autour de la deuxième fréquence critique. Cependant, on

a considéré que cette diminution d’amortissement autour de cette fréquence, par rapport

au modèle déterministe moyen, reste limitée.

Enfin, une étude de la robustesse du modèle à 2 ddl avec contrôle de force normale

a été proposée ; pour cela, on a utilisé la méthode de résolution de Monte-Carlo pour

déterminer la robustesse de nos modèles par rapport à une variation de paramètres, choix

justifié par la faible taille du problème à résoudre à chaque tirage. Dans un premier temps,

on a étudié la robustesse du modèle à 2 ddl avec force normale contrôlée par rapport à un

module de Young aléatoire Y (θ). Dans cette étude, on a montré que la réponse vibratoire

est très robuste par rapport au module de Young aléatoire. Par la suite, on a proposé

deux études de robustesse du modèle à 2 ddl avec force normale contrôlée par rapport

à un module de Young aléatoire Y (θ) et par rapport à une force de frottement aléatoire

ry(θ). Dans cette étude, on a montré que la réponse vibratoire est sensible aux paramètres

aléatoires sur toute la bande de fréquences. Cependant, le niveau vibratoire maximal de

l’enveloppe des FRFs avec contrôle reste faible par rapport au pic de la fréquence critique.

157



CONCLUSION

Dans ce contexte, on a conclu que ces deux lois de contrôles restent robustes par rapport

aux variables aléatoires.

Les perspectives de cette étude probabiliste seront de développer la méthode de réduction

de modèle stochastique pour prendre en compte davantage de paramètres aléatoires et

d’étudier la robustesse des modèles éléments finis (2D/3D) en présence de non-linéarité de

contact.
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Annexe A

Séries de Fourier

– Définition

La série de Fourier associée à une fonction f continue par morceaux et T périodique

est :

∑

n=0

= an cos(2π n
t

T
) + bn sin(2π n

t

T
) (A.1)

où a0 =
1
T

∫ T
0 f(t dt

et pour n ∈ N on a an = 2
T

∫ T
0 f(t) (2π n t

T ) dt et bn = 2
T

∫ T
0 f(t) sin(2π n t

T ) dt

– Convergence

Si f est continue et dérivable sur [0 , T ] sauf en un nombre fini de points en lesquels

les limites à droite et à gauche ( si elles ont un sens ) de f et de sa dérivée ḟ sont des réels

alors la série de Fourier de f converge.

La somme S de la série est définie par : S(t) = f(t) si f est continue en t et S(t) =

f(t−)+ f(t+)
2 si f est discontinue en t.

– Propriétés

1. les coefficients sont indépendants de l’intervalle d’amplitude T sur lequel on calcule

les intégrales.

2. si f est paire alors touts les bn sont nuls, a0 =
2
T

∫ T
2

0 f(t dt et an = 4
T

∫ T
2

0 f(t) cos(2π n t
T ) dt

3. si f est impaire alors tous les an sont nuls et bn = 4
T

∫ T
2

0 f(t) sin(2π n t
T ) dt
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4. Parseval 1
T

∫ T
0 f2(t)dt = a20 +

1
2

∑+∞
n=1(a

2
n + b2n)

– Complexes

Les coefficients complexes de Fourier sont les cn = 1
T

∫ T
0 f(t) e(−2i π n t

T
) dt où n ∈ Z

Cn = an + i bn
2

La série de Fourier s’écrit alors :
∑

n∈Z f(t) e
(−2i π n t

T
)

– Illustration

A titre d’illustration, on prend la deuxième loi de contrôle 2.32 utilisée dans le calcul

analytique d’une force normale périodique.

On peut voir figure A.2 la comparaison entre une loi exacte 2.32 et son développement

en série de Fourier (degré 10). On peut voir également figure A.1 les valeurs des coefficients

de la série de Fourier qui correspond à ce développement.
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Figure A.1 – Coefficients de la série de Fourier
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Figure A.2 – Comparaison entre une fonction et son approximation par une série de
Fourier de degré 10.
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Annexe B

Loi de Probabilité Gamma

L’équation qui définit la fonction de densité de probabilité d’une variable aléatoire ξ

de loi Gamma est :

fξ(x; k, θ) =
xk−1e−

x
θ

Γ(k)θk
(B.1)

Où Γ(k) =
∫∞
0 tk−1e−tdt est la fonction gamma et k est un paramètre de forme. Le

Tableau B.1 présente les principales caractéristiques de la loi Gamma de paramètre de

forme k et θ.

Paramètre de forme k > 0 et θ > 0
Support x ∈ [0,+∞[
Espérance kθ
Variance kθ2

Table B.1 – Caractéristiques de loi Gamma α

Une variable aléatoire S de support positif qui suit une loi Gamma peut s’écrire comme :

S = E[S] ηS ξS (B.2)

ξS suit une loi gamma de paramètres k, θ avec un support positif .

ηS : est une constante de normalisation ; on peut la déterminer en prenant l’espérance

de l’équation B.2 :
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E[S] = E[S] ηS E[ξS ] (B.3)

donc

ηS =
1

E[ξS ]
=

1

kθ
(B.4)

La figure B.1 donne une représentation de la fonction densité de probabilité d’une

distribution Gamma pour différents valeurs de paramètres k et θ.

Figure B.1 – Fonction densité de probabilité (PDF)

176



Annexe C

Polynômes d’Hermite

La première définition des polynômes d’Hermite a été donnée en 1864 comme une suite

fonctionnelle s’obtenant par dérivations successives.

Il y a deux façons de normaliser les polynômes d’Hermite :

Hn(x) = (−1)nex
2/2 d

n

dxn
e−x

2/2 (C.1)

(Forme dite probabiliste)

Ĥn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x

2

= ex
2/2

(
x− d

dx

)n
e−x

2/2 (C.2)

(Forme dite physique)

Les deux définitions sont liées par la propriété d’échelle suivante :

Ĥn(x) = 2n/2Hn

(
x
√
2
)

(C.3)

Les six premiers polynômes d’Hermite probabilistes sont :
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H0(x) = 1

H1(x) = x

H2(x) = x2 − 1

H3(x) = x3 − 3x

H4(x) = x4 − 6x2 + 3

H5(x) = x5 − 10x3 + 15x (C.4)

La Fig C.1 donne une illustration des six premiers polynômes d’Hermite probabilistes.
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Figure C.1 – Les six premiers polynômes d’Hermite probabilistes

Par ailleurs, les polynômes d’Hermite possèdent les propriétés suivantes :

dHn(x)

dx
= n Hn−1(x) (C.5)

et :
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Hi(x) Hj(x) =

i+j∑

k=|i−j|
Cijk Hk(x) (C.6)

avec :





Cijk = 0 si
i+ j + k

2
/∈ N

Cijk =
i!j!

(
i+ j − k

2
)! (

i− j + k

2
)! (

−i+ j + k

2
)!

si
i+ j + k

2
∈ N

(C.7)

Ces polynômes vérifient la relation d’orthogonalité pour toute v.a.g.c.r. ξ de densité

de probabilité ϕ(Y (θ) :

< Hn(ξ) , Hm(ξ) >= δnmn! (C.8)

avec

∫ +∞

−∞
Hn(ξ) Hm(ξ) ϕ(ξ) dξ = δnmn! (C.9)

enfin d’après C.6, l’espérance du produit de trois polynômes de v.a.g.c.r est égale à :

Dijk =





i!j!k!

(
i+ j − k

2
)! (

i− j + k

2
)! (

−i+ j + k

2
)!

si i+ j + k pair et k ∈ [|i− j| , i+ j]

0 sinon

(C.10)
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Annexe D

Chaos polynômial

Le Tableau D.1 donne les formules permettant de déterminer les fonctions de base

du chaos polynomial jusqu’à l’ordre p = 3 lorsque N variables aléatoires [ξ1, ..., ξN ] sont

utilisées.

p Formules ∀
0 H0

1 H1(ξi) i=1,...,N

H2(ξi) i=1,...,N
2

H1(ξi) H1(ξj) i=1,...,N-1
j=i+1,...,N

H3(ξi) i=1,...,N

H1(ξi) H2(ξj) i=1,...,N-1
j=i+1,...,N

3 H2(ξi) H1(ξj) i=1,...,N-1
j=i+1,...,N

H1(ξi) H1(ξj) H1(ξk) i=1,...,N-2
j=i+1,...,N-1
k=j+1,...,N

Table D.1 – Formules pour déterminer les polynômes du chaos jusqu’à l’ordre 3.

Les expressions des Hi sont décrites dans l’annexe C

Le nombre P de polynômes générés pour M variables de degré inférieur ou égal à p

est :
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P =
(M + p)!

M ! p!
(D.1)

Le tableau D.2 donne les expressions des fonctions de base du développement chaos

pour les ordres p = 0 à p = 3 lorsque 2 variables aléatoires ξ1 et ξ2 sont utilisées.

p i Ψi E[Ψ2
i ]

0 0 1 1

1 1 ξ1 1
2 ξ2 1

3 −1 + ξ21 2
2 4 ξ1 ξ2 1

5 −1 + ξ22 2

6 ξ1 (−3 + ξ21) 6
3 7 ξ2(−1 + ξ21) 2

8 ξ1(−1 + ξ22) 2
9 ξ2 (−3 + ξ22) 6

Table D.2 – Polynômes jusqu’à l’ordre 3.
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Yassine KARIM

Caractérisation robuste de liaisons
amortissantes avec dispositifs

piézo-électriques pour la réduction de
vibrations de structures

Résumé :
L’étude présentée dans ce document a pour objet l’étude de différents modes de réduction de vibrations
dans les structures avec liaisons. Le premier mode étudié se base sur la dissipation d’énergie apportée
par la déformation d’ éléments piézoélectriques connectés à un circuit électrique adapté. Le second mode
proposé se base sur la propriété de la liaison boulonnée à changer les fréquences propres d’une structure
en fonction du serrage appliqué. Cette propriété est utilisée avec plusieurs lois de contrôle du serrage afin
d’éviter les plages de fréquences critiques.
Ensuite une étude probabiliste est effectuée pour déterminer la robustesse de la réduction de vibrations
par rapport à la variation de certains paramètres du modèle. Cette étude de robustesse est effectuée à
travers des méthodes stochastiques non-intrusives, parmi lesquelles une méthode originale proposée. Elle
permet une réduction de la taille du modèle stochastique à résoudre, ce qui réduit très considérablement
le temps de calcul sans perte de qualité significative.

Mots clés :
Réduction de vibrations, piézoélectrité, shunt, joint boulonné, frottement sec, contrôle passif et actif,
robustesse, méthode stochastique non intrusive.

Abstract :
The study presented in this thesis aims to explore other ways of vibration reduction in structures with
bolted connections. The first way studied is based on the energy dissipation provided by the deformation
of piezoelectric elements connected to an adapted electric circuit. The proposed second way is based
on the property of the bolted joint of changing the natural frequencies of a structure according to the
applied tightening force. This property is used via several control laws to avoid vibration on critical
frequency ranges. Thereafter a probabilistic study is made to determine the robustness of the vibration
reduction in relation to a variation of some model parameters. The robustness study is done through
non-intrusive stochastic methods, among them a dedicated method that we propose. A stochastic
model reduction is allowed which reduces dramatically the computation time without losing quality of
stochastic results.

Keywords :
Vibration reduction, piezoelectric, shunt, electromechanical coupling, bolted joint, dry friction, passive
and active control, robustness, stochastic non-intrusive method.
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