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Introduction

Les fonds marins constituent une trés vaste étendue de couverture sédimentaire de
texture trés hétérogeéne. 1l s'agit par exemple de différentes compositions du sédiment
en termes de nature des minéraux, de leur granularité ou encore de leur teneur en
eau, c'est-a-dire la porosité du milieu. Les fonds marins constituent ainsi des milieux
diphasiques ou coexistent une phase fluide d’eau de mer et une phase solide de grains
complexes. Ftant donnée I'étendue de ces interfaces granulaires, leur caractérisation
nécessite la mise en ceuvre de nouveaux systémes acoustiques de subsurface (Ker,
Le Gonidec, et Gibert, 2012) afin de recueillir des informations sur leur localisation, leur
géométrie ou encore leur composition. Parmi les différentes configurations possibles
des sondages géophysiques, les mesures en réflexion consistent a émettre une onde
acoustique qui se propage dans la tranche d’eau et se réfléchit aux différentes interfaces
définies par des contrastes d'impédance acoustique.

Afin de mieux comprendre les processus physiques mis en jeu, des expériences
modeéles sont élaborées en laboratoire, ot 'hétérogénéité des sédiments peut étre rem-
placée par une distribution contrélée d’inclusions sphériques aux propriétés élastiques
connues. De nombreuses expérimentations acoustiques ont été développées pour de
tels milieux et ont permis d’étudier certains parametres particuliers contrélant le signal
mesuré, tel que le comportement multi-échelle des hétérogénéités de volume (Le Go-
nidec, Gibert, et Proust, 2002; Gautier et Gibert, 2004). En effet, la réponse acoustique
d’'un milieu granulaire dépend fortement du rapport entre la longueur d'onde incidente
et le diamétre des grains, récemment mise en évidence par une approche expérimen-
tale basée sur les propriétés de la transformée en ondelettes et les propriétés effectives
du milieu (Le Gonidec et Gibert, 2007). Mais I'état local des contraintes entre les inclu-
sions du milieu impacte également fortement l'onde réfléchie (Tournat et coll., 2004),
ce qui rend compte de la sensibilité du comportement d’'un milieu granulaire soumis a
une onde acoustique. L'information sur l'organisation interne d’'un milieu granulaire est
par conséquent difficilement accessible et le réseau de contact entre les grains rend le
systeme d’autant plus complexe que des forces extérieures peuvent entrer en jeu.

Par ailleurs, Thirot, Le Gonidec, et Kergosien (2012) ont détecté des émissions acous-
tiques de forte amplitude provenant d'un milieu granulaire immergé lorsque celui-ci
est lentement incliné et ce, avant l'avalanche finale. Pour ne citer que quelques travaux

13



14 INTRODUCTION

récents sur le sujet, Staron, Vilotte, et Radjai (2002) ont mis en évidence la mobili-
sation intermittente et intense des forces de friction d'un milieu granulaire compact
aussi soumis a une déstabilisation gravitaire. Les expériences de Nerone, Aguirre, Calvo,
Bideau, et Ippolito (2003) ont confirmé la présence des « précurseurs » d’avalanche a
la surface d’'un milieu granulaire et celles de Zaitesev, Richard, Delannay, Tournat, et
Gusev (2008) ont prouvé que les précurseurs de surface étaient accompagnés de réar-
rangements internes du milieu granulaire, en utilisant des sondages acoustiques. Enfin,
Duranteau (2013) a observé récemment l'influence de I'état de surface des grains, et
donc des contacts, dans la périodicité des précurseurs d’avalanche.

Mais ces approches expérimentales présentent des limitations difficiles a résoudre,
d'ordre technique et méthodologique, et les modéles numériques constituent alors une
approche complémentaire indispensable. En ce qui concerne I'exploitation des signaux
acoustiques, des modéles numériques de propagation d'onde dans des milieux gra-
nulaires immergés existent mais restent cependant incomplets. En effet, une onde
acoustique se propageant dans un milieu granulaire est susceptible de provoquer une
mobilité des grains qui elle-méme peut induire un champ acoustique. Autrement dit,
I'énergie acoustique peut étre transférée a la fois au travers des pores et des contacts
entre grains.

D’une part, les méthodes discrétes négligent la matrice fluide : I'onde ne peut alors
se propager qu’au travers du réseau de contacts du milieu granulaire (Mouraille, Mulder,
et Luding, 2006). L'inertie du fluide comme l'air est telle que I'énergie transférée a travers
les pores peut étre négligée et des algorithmes de type « dynamique moléculaire »
permettent de modéliser ces milieux. D’autre part, les méthodes continues utilisées
en acoustique ne sont sensibles qu'aux contrastes d'impédance et ne prennent pas
en compte les vibrations éventuelles du milieu granulaire. Pourtant, dans un liquide,
I'énergie échangée entre les grains et le fluide ne peut pas étre négligée. Donc, simuler
des émissions acoustiques au sein d’'un milieu granulaire immergé n'est actuellement
pas accessible.

Par conséquent, un modéle numérique permettant de prendre en compte le transfert
d’énergie entre les phases fluide et solide est nécessaire pour modéliser plus finement
les propriétés acoustiques d’'un milieu granulaire immergé. Nous proposons un modéle
original afin de coupler le mouvement de grains rigides aux ondes acoustiques. Ce
modele est basé sur la méthode des domaines fictifs de Glowinski, Pan, Hesla, et Joseph
(1999) et permet d’associer la méthode discréte de « dynamique moléculaire » gérant la
dynamique des grains avec la méthode des éléments finis pour propager l'onde dans
le fluide. Sa spécificité lui permet de prendre en compte le transport de quantité de
mouvement a la fois par la matrice liquide et au travers des contacts entre grains.

Cette these se structure en deux parties : la premiére porte sur le développement
du modele numérique basé sur la méthode des domaines fictifs, et la seconde présente
des expériences numériques associées. Dans la premiére partie, le premier chapitre
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introduit les méthodes numériques adaptées aux milieux granulaires d’'une part et aux
ondes acoustiques d’autre part. Nous décrivons également les motivations de mise en
ceuvre de la méthode des domaines fictifs. Le second chapitre décrit la méthode des
domaines fictifs utilisée pour assurer le couplage entre les équations de la dynamique
et I'équation des ondes. Le troisiéme chapitre présente la construction du schéma
numérique développé pour mettre en ceuvre ce nouveau modele.

Dans la seconde partie, nous présentons plusieurs expériences numériques simples
afin de confronter les résultats numériques a des solutions analytiques. Nous commen-
cerons dans le chapitre 4 par soumettre un grain rigide immobile a une onde plane afin
d’étudier séparément la partie acoustique du modele tout en offrant un point de com-
paraison pour la suite. Dans le chapitre 5, une premiere application simple du modele
sera envisagée avec des grains soumis a une force de rappel d'un ressort en l'ab-
sence d'onde incidente. Cette expérience permettra notamment d’étudier les échanges
d’énergie entre grains et fluide. Une solution analytique sera construite au cours du
chapitre 6 afin de confronter simultanément les résultats numériques de I'acoustique et
de la dynamique dans le cadre de la diffraction d'un grain mobile par une onde plane.
Pour terminer, dans le chapitre 7, nous appliquerons le modele a grande échelle afin
d’entrevoir ses possibilités futures.






Premiere partie

Modele
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Chapitre 1

Méthodes numériques adaptées aux
milieux granulaires et aux ondes

Nous commengons par présenter dans ce chapitre les méthodes numériques habi-
tuellement utilisées pour modéliser les milieux granulaires ainsi que les ondes acous-
tiques ou sismiques. Traditionnellement elles sont tres distinctes : la modélisation de
milieux granulaires est basée sur des méthodes discrétes tandis que la propagation
d'ondes est simulée avec des méthodes continues. Nous commencerons donc par dé-
crire les méthodes discrétes comme la « dynamique moléculaire » notamment ses
points forts expliquant sa popularité en physique des milieux discrets. Nous mon-
trerons aussi ses limites et la nécessité de lui adjoindre une méthode continue. De
nombreuses méthodes continues existent pour modéliser les ondes, nous présenterons
les grands principes des méthodes des différences finies, des éléments finis et des do-
maines fictifs. Nous verrons enfin pourquoi la méthode des domaines fictifs comble le
mieux les lacunes des méthodes discrétes tout en préservant ses avantages.

1.1 Méthodes discretes

Les méthodes discrétes sont couramment utilisées en science des lors que l'on étudie
un grand nombre de particules en interaction entre elles. Ces méthodes permettent de
se focaliser sur les lois physiques qui controlent les interactions entre les particules, et
donc le comportement global de I'ensemble, en faisant abstraction de ce qui se passe a
l'intérieur des particules. Ainsi ces méthodes sont réputées pour leur performance car
il devient tout a fait possible de modéliser des millions de particules sur un simple PC.
Les particules en question peuvent étre variées et prouvent |'étendue des applications
de ces méthodes : en chimie ce sont des molécules, en biologie des globules ou des
bactéries, en physique des grains de sables, de poudre ou méme des graines de céréales.

Dans le domaine des milieux granulaires, deux modéles sont principalement utilisés
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20 CHAPITRE 1. METHODES NUMERIQUES : MILIEUX GRANULAIRES ET ONDES

pour modéliser des grains en interaction : le modéle des sphéres molles « dynamique
moléculaire » (Cundall et Strack, 1979) et celui des sphéres dures « event-driven » (Walton
et Braun, 1986). D’autres méthodes existent comme la méthode de Monte Carlo (Bird,
1994) ou le modele de Lattice-Boltzmann (Flekkoy et Herrmann (1993); pour plus de
détails sur toutes ces méthodes, voir Allen et Tildesley (1996) et Herrmann et Luding
(1998).

L'algorithme de dynamique moléculaire tire son nom de son application initiale qui
était d’étudier la dynamique de molécules soumises a des potentiels d’interaction (Alder
et Wainwright, 1959). Dans tous les cas le principe général est le méme (McNamara,
2010) : le modele de dynamique moléculaire permet de simuler une collection de Ng
corps obéissant au principe fondamental de la dynamique (PFD) décrit par I'équation

différentielle :
dX; B

S TE
avec my la masse du corps k et Xy sa position. La nature de la force extérieure Fy
agissant sur le corps est choisie en total liberté et dépend du domaine d’application de
I'algorithme ce qui donne beaucoup de souplesse a la méthode.

La dynamique moléculaire est construite sur 'hypothése que les grains sont rigides
et incompressibles de sorte que chaque grain sphérique k puisse étre entiérement
caractérisé avec la position de son centre X; et son rayon Rj. Par conséquent, toute
la physique et notamment le calcul des forces reposent sur l'interpénétration § des
grains (fig. 11). Clest la raison pour laquelle la dynamique moléculaire est appelée
« modele de sphéeres molles ». Concrétement on définit une force de contact normale
parallele a la direction de la collision fi dépendant de l'interpénétration & pour que
deux grains se repoussent lors d'une collision. La relation entre la valeur de la force
de contact et I'interpénétration & peut étre linéaire (||Fi|l o< §) comme pour un ressort,
amortie ou non, ou bien non-linéaire comme le suggére le modéle de Hertz (1881) avec

Fr Vk=1,2,..,Ng (LD

une dépendance en |Fgll o< 6§ > (Popov, 2010). Aux forces normales peuvent également
s'ajouter des forces tangentielles (orientées selon 1) simulant la friction entre les grains
(Cundall et Strack, 1979).

A Topposé, le modéle de sphéres dures event-driven représente le cas limite de la
dynamique moléculaire quand § — 0 et donc sans interpénétration (McNamara, 2010).
Pour étre efficace, ce modele part de 'hypothése que les grains ont beaucoup d’énergie
comme dans un gaz de granulaires (Brilliantov, Spahn, et Hertzsch, 1996). Dans ce
cas, des collisions se produisent a des instants réguliers et la probabilité que trois
grains interagissent en méme temps est nulle. Le modéle utilise les vitesses des grains
précédant la collision et un coefficient de restitution basé sur les parameétres physiques
des grains (Schwager et Poschel, 2007) pour calculer les vitesses apreés la collision.

Finalement, pour étudier des milieux granulaires en quasi-statique, I'algorithme de
dynamique moléculaire est souvent privilégié. Il permet de rassembler une multitude
d’informations sur les propriétés géométriques et mécaniques de I'assemblage de grains.
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Ficure 1.1 - Schéma de l'interpénétration de deux particules avec la méthode de dyna-
mique moléculaire (ou modéle de sphéres molles). fi et t sont les vecteurs unitaires du
référentiel de la collision et § la distance d’'interpénétration.

Par l'intermédiaire des modeles de force utilisés et de leurs paramétres, la dynamique
moléculaire permet plus particulierement de se focaliser sur l'effet des contacts sur le
comportement global du milieu granulaire. Or, nous avons vu que ces contacts jouaient
un role essentiel notamment pour la prédiction d’avalanches de milieux granulaires
(Duranteau, 2013). Mais ils sont aussi déterminants pour expliquer d’autres phénomeénes
tels que la formation d’arches, de bandes de cisaillement, etc.

Enfin, les contacts peuvent tout aussi bien servir a propager une onde sonore (Mou-
raille et coll., 2006; Mouraille et Luding, 2008) comme le ferait un systéme constitué
de masses et de ressorts connectés. Seulement, cela suppose que les ondes ne se pro-
pagent que dans le squelette du milieu granulaire puisque le modele de dynamique
moléculaire ne prend absolument pas en compte la matrice entourant les grains. Cette
hypothése est vérifiée quand le milieu granulaire est dans le vide ou dans de l'air car
le contraste d'impédance, qui caractérise la résistance d’'un milieu au passage de l'onde,
est trés faible (de lordre de 10> avec du verre). Au contraire, lorsque le milieu granu-
laire est immergé dans un liquide comme de I'eau, le contraste d'impédance atteint 0.1
ce qui n'est plus négligeable. Par conséquent la matrice fluide doit alors étre prise en
compte en utilisant une méthode numérique continue.

1.2 Meéthodes continues

Les méthodes continues permettent de résoudre numériquement les équation aux
dérivées partielles (EDP) comme I'équation de Navier-Stokes ou I'équation des ondes.
Les inconnues de ces équations sont des champs : en acoustique, ce sont typiquement
les champs de pression et de vitesse. Les équations différentielles acceptent générale-
ment tout un ensemble de solutions qu'il faut restreindre en s’aidant par exemple des
conditions aux limites.

Nous présentons dans cette section les méthodes candidates a un couplage avec
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la méthode de dynamique moléculaire. D’abord, nous nous intéresserons a la méthode
des différences finies pour sa simplicité et ses performances. Ensuite, nous nous tour-
nerons vers la méthode des éléments finis connue pour fournir des moyens robustes de
controle des conditions aux limites. Enfin nous nous pencherons sur la méthode des
domaines fictifs qui est plus récente et dérive de celle des éléments finis.

1.2.1 Principe de la méthode des différences finies

La méthode des différences finies consiste a remplacer les dérivées dans 1'équation
par des formules de différentiation approchées. Elle est réguliérement utilisée pour
discrétiser a la fois I'espace et le temps. La méthode la plus couramment utilisée pour
approcher une différentielle est d’effectuer un développement de Taylor au point P;
ou on cherche la solution ainsi qu'en d’autres points voisins P;_;, P;;1, etc. Lordre du
développement de Taylor ou l'on choisit de s’arréter donne 'erreur de troncature du
schéma numérique.

Le schéma explicite consiste a remplacer I'inconnue de I'équation par le dévelop-
pement de Taylor : on obtient alors une formule « explicite » qui permet de calculer la
dérivée en fonction des points déja connus. Généralement les schémas explicites sont
mis en avant car les programmes sont ainsi plus rapides a exécuter et moins cotiteux en
mémoire vive qu'avec des schémas implicites. En revanche, les schémas explicites sont
soumis a une condition de stabilité, aussi appelée « condition de Courant-Friedrichs-
Lewy (CFL) » (1956) qui fixe le pas de discrétisation maximal pour assurer la convergence
du schéma. En acoustique, cette condition se traduit par une fréquence maximale a
ne pas dépasser. Le schéma implicite est aussi construit sur un développement de
Taylor, mais a I'envers. On obtient non pas une formule, mais une nouvelle équation a
résoudre. Cet inconvénient est compensé par une trés bonne stabilité des lors que le
schéma est appliqué a des équations linéaires.

Les points de calcul sont disposés aux intersections d'un maillage qui est régulier
(voir I'exemple figure 1.2) et éventuellement raffiné par endroit. On remarque que dés
que linterface de la structure étudiée n'est pas horizontale ou verticale, on commet
une erreur directement liée a la finesse du maillage utilisé. Le probleme est moindre en
géophysique lorsqu'on étudie les couches de matériaux a l'intérieur du sol puisqu’elles
sont généralement paralléles a la surface.

Le succés de la méthode des différences finies vient avant tout du fait qu'elle est
basée sur un concept simple a appréhender, qu’elle est facile a implémenter et robuste.
Cependant, la méthode des différences finies n'en est pas moins simpliste : depuis
les premiers schémas formalisés par Euler (1796) a l'ordre 1, puis par Runge (1895) et
Kutta (1901) pour des ordres supérieurs, de nombreux autres schémas numériques ont
vu le jour notamment pour accompagner l'essor des ordinateurs dés les années 50.
Dans ce cas, la construction de I'algorithme est un peu plus complexe, mais la stabilité
et la précision du schéma est meilleure. On peut citer 'exemple de I'algorithme de
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Ficure 1.2 - Maillage d’'un disque par la méthode des différences finies. Le contour
rouge en marches d’escalier représente la discrétisation du disque bleu en pointillés.
Les points de calcul se situent aux intersections des droites grises.

« prédiction-correction » développé par Gear (1967) et I'algorithme de Verlet (1967) sou-
vent utilisés pour discrétiser le temps dans les algorithmes de dynamique moléculaire.

La méthode des différences finies est trés utilisée en sismique pour discrétiser a la
fois l'espace et le temps (Kosloff et Kessler, 1990). Pour 'équation des ondes scalaire
(sous sa formulation en pression), Dablain (1986) a développé des schémas numériques
d'ordre élevé afin de limiter le phénomeéne de dispersion numérique propre aux schémas
explicites. Ensuite, Virieux (1986) a construit un schéma aux différences finies pour la
formulation mixte de I'équation des ondes exprimée en termes de vitesses et contraintes
(ou « équation de I'élastodynamique ») ou les degrés de libertés des champs de vitesse
et de contrainte sont placés sur des grilles décalées.

Un probléme récurrent avec la méthode des différences finies est lié aux interfaces
qui ne suivent pas les directions du maillage (comme sur la figure 1.2). Pour parer a
cela, des techniques plus poussées comme les méthodes d’interface immergée (LeVeque
et Li, 1994) ont été mises au point. Dans ce cas, en plus des schémas classiques de
différences finies, des schémas spécifiques sont intégrés pour traiter localement les
problémes aux interfaces. Ils sont essentiellement basés sur les conditions de saut
des solutions analytiques de I'équation des ondes. Ainsi le probleme est traité quel
que soit 'emplacement de l'interface dans le maillage, d'ou le terme « immergé ». Par
ailleurs, Lombard (2002) et Lombard et Piraux (2004) ont généralisé la méthode d'in-
terface immergée pour I'acoustique (Zhang et LeVeque, 1997) pour la rendre applicable
avec n'importe quel schéma aux différences finies et l'ont appelé « Explicit Simplified
Interface Method (ESIM) ». Néanmoins, la méthode ESIM n’a pas encore été développée
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a trois dimensions et n'a pas été congue pour fonctionner a forte concentration de
particules : le probleme devient plus compliqué a résoudre quand il y a des contacts
ID, c’est-a-dire deux interfaces coté a coté, et n'est pas encore traité pour des contacts
2D a notre connaissance. Toujours dans loptique d’améliorer le traitement des inter-
faces, Lombard, Piraux, Gélis, et Virieux (2008) ont récemment construit une nouvelle
méthode permettant d’incorporer des bordures de forme quelconque dans les schémas
aux différences.

1.2.2 Principe de la méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis (voir Williamson, 1980, pour des détails historiques)
s'appuie sur la formulation variationnelle, ou encore « formulation faible », d'une équa-
tion aux dérivées partielles elle-méme qualifiée de « formulation forte » Le terme
« faible » vient du fait que le degré de dérivation de la solution est moins grand que
celui de I'équation originelle si bien que la formulation faible impose moins de régula-
rité a la solution que la formulation forte. Prenons I'exemple trés simple de I'équation
de Poisson définie sur un domaine quelconque Y :

-A¢p=f dans Y 1.2)
¢ =0 sur oY (1.3)

avec ¢ le champ inconnu et f une fonction connue. Pour obtenir la formulation faible,

on multiplie les termes de I'équation par des fonctions tests et on intégre chaque terme
sur le domaine de définition du probléme.

- [ agyax= [ ryax 1.4

Ensuite, on utilise les formules de Green pour abaisser le degré de dérivation de la
solution au profit de la fonction test.

fA<pwdx:—ngb.dex+f a—d)wdi (1.5)
Y Y oY On

avec 0Y la bordure du domaine Y et n le vecteur unitaire normal a cette bordure. En
injectant I'équation 1.5 dans 1.4, on aboutit a la formulation faible telle qu'elle serait
utilisée avec la méthode des éléments finis :

fvf,b-vt//dx:ffwdx+f 5_¢de (1.6)
Y Y oY On

Enfin on peut parfois tirer partie des conditions aux bords pour simplifier I'expres-
sion obtenue. Ici, la condition de Dirichlet (1.3) impose une valeur de la solution aux
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Ficure 1.3 - Maillage d'un disque par la méthode des éléments finis.

frontiéres : les fonctions ¢ et g doivent donc seulement vérifier cette hypothése. Si la
condition aux bords imposait une valeur de la dérivée g—ﬁ, on parlerait de condition de
Neumann et on pourrait simplifier d’avantage 'expression obtenue.

La formalisation du concept des éléments finis consiste en somme a discrétiser
la formulation variationnelle. Avec cette méthode, une solution approchée est calculée
en construisant une fonction test continue par morceaux sur un maillage d’éléments
finis, c’est-a-dire des subdivisions du domaine de définition du probléme (fig. 1.3). Un
élément fini constitue une maille du maillage : en 2D il prend généralement la forme
d’un triangle ou d'un quadrilatére. La fonction test choisie, souvent un polynome de
Lagrange, dépend de parametres indéfinis qui représentent généralement la valeur de la
fonction ou de ses dérivées en des points caractéristiques de chaque maille (sommets,
barycentre, milieux des cotés, etc.). Ensuite, le calcul de I'intégrale sur tous les éléments
aboutit a un systéme linéaire avec autant d’équations qu’il y a de paramétres indéfinis
a trouver.

Si le choix des fonctions tests est cohérent, on converge alors vers la solution a
mesure qu'on raffine le maillage. Lordre de convergence de la méthode est intimement
lié a l'ordre de I'élément fini choisi pour approximer la fonction test. D’ailleurs, il existe
une trés grande variété de types d’éléments finis dans la littérature : les plus répandus
sont les éléments finis de Lagrange Py basés sur des polynomes de Lagrange dordre k
et 'élément fini vectoriel de Raviart et Thomas (1977) RTy.

La figure 1.3 montre un exemple de maillage d’éléments finis triangulaires utilisé
pour discrétiser un disque. On remarque que le maillage est beaucoup plus complexe
que celui de la méthode des différences finies. Des algorithmes spécifiques comme la
triangulation de Delaunay (1934) sont d’ailleurs nécessaires pour le construire. Néan-
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moins, de cette maniére, le maillage de la méthode des éléments finis épouse le contour
du disque contrairement au maillage de la méthode des différences finies. C'est I'avan-
tage principal de cette méthode : elle permet de discrétiser des géométries plus com-
plexes dés lors que la normale de cette géométrie peut étre définie. Toutefois, dans
un probléeme d’évolution ou linterface se déplace au cours du temps, I'avantage se
transforme en inconvénient puisque l'intégralité du maillage doit étre reconstruit.

La méthode des éléments finis est lourde en mémoire vive car elle nécessite le sto-
ckage des matrices représentant le systéme linéaire a résoudre. De plus, la résolution du
systeme linéaire nécessite I'utilisation d'un solver ce qui est plus lent qu'avec un schéma
explicite aux différences finies. L'implémentation d’'un programme d’éléments finis est
aussi plus complexe car des partie du code comme le mailleur réalisant la triangulation
du domaine (Geuzaine et Remacle, 2009), I'élément fini (chapitre 3, ou le solver (Davis,
2006) font l'objet de sujets de recherche a part entiere. Par conséquent, ces programmes
sont aussi beaucoup plus lourds que les programmes basés sur la méthode des diffé-
rences finies. On préfére souvent utiliser des librairies ou des programmes existants,
libres (FreeFEM++, Hecht, 2012) ou commerciales (ANSYS®, COMSOL Multiphysics®),
car la construction d'un code d’éléments finis est un projet a part entiere. Cela permet
a l'utilisateur de se focaliser directement sur la modélisation d'un probléme précis sans
avoir a construire lui-méme le mailleur, le solver, etc.

Lorsque deux espaces d’éléments finis sont utilisés pour approximer deux variables
physiques différentes, on parle alors d’éléments finis mixtes. Les éléments finis mixtes
sont utiles en acoustique pour exploiter la formulation mixte de 'équation des ondes
exprimée en termes de pressions et vitesses et écrite sous la forme d’'un systeme de
deux équations différentielles du premier ordre. Elle permet non seulement d’accéder
aux valeurs du champ de pression et du champ de vitesse, mais aussi d'utiliser une
condition aux bords absorbante tres efficaces en acoustique : les couches absorbantes
parfaitement adaptées, de I'anglais « Perfectly Matched Layer (PML) » (Berenger, 1994)
(présentées en annexe A p. 133).

Des outils fondamentaux pour I'analyse des éléments finis mixtes ont été mis au
point par Crouzeix et Raviart (1973) puis une analyse générale des méthodes mixtes a
été développée par Brezzi (1974). S'en suit I'élément fini de Raviart et Thomas (1977)
développé en 2D, puis étendu en 3D par Nédélec (1980). Des études approfondies ont
été réalisées par Bécache, Joly, et Tsogka (2000) et Cohen et Fauqueux (2000) sur des
éléments finis mixtes applicables a 'équation des ondes acoustiques afin de caracté-
riser précisément l'erreur obtenue et doptimiser les systemes linéaires. La théorie des
éléments finis mixte est encadrée par des lois mathématiques strictes qui permettent
d’assurer une convergence optimale vers la solution. Néanmoins, Li, Arbogast, et Huang
(2009) ont récemment montré qu'il était possible de coupler simplement des éléments
finis traditionnels comme les éléments finis de Lagrange pour former un élément mixte.
Cela permet d'utiliser des éléments finis basiques a portée de tout programme d’élé-
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Ficure 1.4 - Maillage d'un disque par la méthode des domaines fictifs. Le maillage gris
est totalement indépendant du maillage rouge.

ment fini. Comme on s’écarte des limites mathématiques, I'erreur n'est plus optimale
et des conditions supplémentaires sur la régularitt du maillage et la solution sont
nécessaires pour converger vers la solution.

1.2.3 Principe de la méthode des domaines fictifs

La méthode des domaines fictifs (Saul’ev, 1963) représente un compromis entre
la méthode des différences finies et celle des éléments finis. Elle est basée sur la
méthode des éléments finis, mais le maillage et la formulation variationnelle utilisés
sont différents. Ainsi, la méthode des domaines fictifs revient a utiliser deux maillages
indépendants superposés (voir 'exemple fig. 1.4) : le premier est régulier et indépendant
du temps probléme et le second est non-structuré et peut dépendre du temps. D'une
part l'utilisation d’'un maillage régulier se rapproche de la méthode des différences finies
et confére la possibilité d'utiliser des solvers rapides. D’autre part le second maillage
permet de réduire un des inconvénients de la méthode des différences finies a savoir
I'approximation de la géométrie. Par conséquent, la structure étudiée peut étre déplacée
au cours du temps sans pour autant remailler I'intégralité du domaine, contrairement
a la méthode des éléments finis.

L'usage de ces deux maillages implique d’avoir au préalable exprimé la formulation
variationnelle en termes d'intégrales sur le domaine régulier d’'une part et sur le do-
maine du disque d’autre part. Dés lors, comme il n'existe plus de séparation physique
entre le disque et sa matrice dans le domaine régulier, différentes méthodes existent
pour prendre en compte les conditions aux limites et les contraintes imposées. Pour
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commencer, nous nous intéressons a celles basée sur I'utilisation de multiplicateurs de
Lagrange : d’abord les multiplicateurs de Lagrange surfaciques définis uniquement sur
la frontiére du disque, puis les multiplicateurs de Lagrange distribués a l'intérieur du
disque. Enfin, nous évoquerons d’autres méthodes de la classe des domaines fictifs.

1.2.3.1 Multiplicateurs de Lagrange surfaciques

Babuska (1973) fut le premier a avoir eu I'idée d’utiliser des multiplicateurs de La-
grange avec la méthode des domaines fictifs pour imposer de facon faible les contraintes
ou conditions aux limites d'un probléme. En effet, les multiplicateurs de Lagrange per-
mettent justement de déterminer les points stationnaires d’'une fonction dérivable sous
contrainte. La méthode des domaines fictifs basée sur des multiplicateurs de Lagrange
consiste donc a ajouter dans la formulation variationnelle autant de multiplicateurs de
Lagrange qu'il y a de contraintes imposées. La valeur des multiplicateurs de Lagrange
étant inconnue, il faut également adjoindre une équation par contrainte a cette formu-
lation variationnelle. Finalement, le systétme obtenu peut étre résolu plus simplement
avec des méthodes numériques comme celle du gradient conjugué (Arrow, Hurwicz, et
Uzawa, 1958).

Depuis les travaux de Babuska (1973), de nombreuses applications ont vu le jour
dans des domaines variés de la physique comme la mécanique des fluides ou I'acous-
tique. Les premiers développements de la méthode des domaines fictifs ont été réalisés
pour les équations elliptiques avec des conditions aux limites de Dirichlet d'une part
(Glowinski, Pan, et Periaux, 1994; Girault et Glowinski, 1995) et de Neumann d’autre
part (Glowinski, Pan, Wells Jr., et Zhou, 1996; Joly et Rhaouti, 1999). Dans la foulée, Glo-
winski, Pan, et Periaux (1995) ont appliqué la méthode aux équations de Navier-Stokes
pour modéliser une aile d’avion dans un flux d’air.

Par ailleurs, la méthode des domaines fictifs a été adaptée pour I'équation des ondes
dans le cadre de probleme de diffusion, d’abord en électromagnétisme par Collino,
Joly, et Millot (1997), puis en acoustique par Heikkola, Kuznetsov, Neittaanméki, et
Toivanen (1998). Ensuite, Tsogka (1999) et Bécache, Joly, et Tsogka (2001) ont implémenté
la méthode pour I'équation de I'élastodynamique afin de modéliser la propagation
d'ondes élastiques dans des milieux complexes. Par la méme occasion, ils introduisirent
'utilisation d’éléments finis mixtes basés sur ceux de Raviart et Thomas (1977) dans
la méthode des domaines fictifs. Glowinski et Lapin (2004) ont développé la méthode
pour la formulation mixte de I'équation des ondes acoustiques avec des conditions de
Dirichlet en se basant aussi sur les éléments finis de Raviart-Thomas. Toutefois Bécache,
Rodriguez, et Tsogka (2009) ont révélé que ces éléments finis mixtes qui convergent
pourtant en I'absence d'obstacles ne le font pas forcément en présence du domaine
fictif, particulierement quand celui-ci présente une orientation diagonale.

Lintroduction du mouvement dans la méthode des domaines fictifs a d’abord été
faite pour I'équation de Navier-Stokes par Glowinski, Pan, et Periaux (1997) qui ont
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Ficure 1.5 - Maillage d’'un disque par la méthode des domaines fictifs basée sur les
multiplicateurs de Lagrange distribués : un maillage régulier (en vert) et I'autre non
structuré (en pourpre).

simulé des disques immergés se déplagant selon une trajectoire donnée. En acoustique,
Rhaouti, Chaigne, et Joly (1999) ont ensuite modélisé une membrane de timbale qui,
soumise a une force, se déforme et génére des ondes sonores. Pourtant, a ce jour c’est
la seule application en acoustique ou le domaine fictif est libre de se déplacer ou de
se déformer. A l'opposé, cette notion de mouvement a été beaucoup développée en
mécanique des fluides grace a l'introduction de multiplicateurs de Lagrange distribués.

1.2.3.2 Multiplicateurs de Lagrange distribués

Une méthode des domaines fictifs dérivée basée sur des multiplicateurs de Lagrange
« distribués » a été développée par Glowinski et Kuznetsov (1998). La différence réside
dans le fait que les multiplicateurs de Lagrange ne sont plus uniquement localisés sur
la frontiére de la structure, mais aussi disséminés a l'intérieur (fig. 1.5). Concrétement
cette avancée a permis d'implémenter des contraintes de corps rigide a l'intérieur de
particules en mouvement (Glowinski, Pan, et Périaux, 1998). De cette facon, la vitesse de
la particule est la méme partout a l'intérieur de ses frontiéres si bien qu'on peut déter-
miner la dynamique de la particule rien qu'avec la position, la vitesse et 'accélération
de son centre. En d’autres termes, cette propriété facilite grandement le couplage de la
méthode des domaines fictifs avec la méthode de dynamique moléculaire (section 1.1).

Des lors, la méthode des domaines fictifs avec multiplicateurs de Lagrange distri-
bués a été exploitée pour simuler la sédimentation de particules mobiles (Glowinski,
Pan, Hesla, et Joseph, 1999; Patankar, Singh, Joseph, Glowinski, et Pan, 2000), introdui-
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sant ainsi le couplage entre les équations de la dynamique et celles de Navier-Stokes.
Glowinski, Pan, Hesla, Joseph, et Périaux (2001) ont également testé cette technique
en remplacant les particules par des ailes d’avion. Plus récemment, des problémes de
sédimentation plus élaborés ont été abordés notamment avec des particules de géomé-
tries plus complexes telles que des triangles ou des carrés (Wachs et coll., 2010). De
plus, les interactions entre les particules sont de plus en plus gérées par des méthodes
d’éléments discrets plus abouties issues de la physique des milieux granulaires. Enfin
des applications trés concrétes voient le jour comme par exemple la simulation en 3D
des valves du cceur (Pati, Ladipo, Paniagua, et Glowinski, 2011).

En revanche, la méthode des domaines fictifs avec multiplicateurs de Lagrange dis-
tribués s’est moins répandue dans le domaine de l'acoustique. Elle a tout de méme été
développée pour I'équation des ondes acoustiques par Bokil (2003) et Bokil et Glowinksi
(2005) pour traiter des problemes de diffusion d’'obstacles rigides et immobiles.

1.2.3.3 Autres méthodes de la classe des domaines fictifs

En premier lieu, la fat boundary method (FBM, Maury, 2001) est inspirée de la
méthode des domaines fictifs basée sur les multiplicateurs de Lagrange distribués. Tou-
tefois, dans ce cas, le domaine fictif n'est pas étendu a l'intérieur de la structure, mais
localisé autour de la frontiere de la structure : cette frontiére « épaisse » donne son nom
a la méthode. On peut également citer la méthode des éléments finis virtuels (Bertrand,
Tanguy, et Thibault, 1997) qui présente une alternative pour discrétiser le domaine fictif
volumique en se basant sur une méthode de collocation. En deuxiéme lieu, la méthode
appelée immersed boundary method (IBM, Peskin, 2002) s'appuie sur un mélange de
variables eulériennes définies sur un maillage cartésien et de variables lagrangiennes
définies sur un maillage curvilinéaire que l'on peut déformer et déplacer au cours du
temps. Le couplage des deux maillages se fait non pas avec des multiplicateurs de La-
grange mais avec des forces appliquées aux frontiéres. En troisieme lieu, Khadra, Angot,
Parneix, et Caltagirone (2000) utilisent une méthode de pénalisation pour prendre en
compte la géométrie de la structure. Des termes de controle sont directement introduits
dans les équations du probléme. En dernier lieu, des méthodes de domaines fictifs sont
développées en s’attachant a remplacer les éléments finis ou les différences finies uti-
lisés pour le maillage régulier par d’autres méthodes spécifiques comme la finite cell
method (FCM, Parvizian, Diister, et Rank, 2007).

1.2.4 Conclusion

Il existe de nombreuses méthodes pour simuler la propagation d'une onde acous-
tique dans un milieu. La méthode des différences finies est naturellement plus adaptée
aux milieux continus ou aux milieux hétérogénes simples, méme si des méthodes
existent pour améliorer le traitement des discontinuités. A lopposé, la méthode des
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éléments finis est spécialement congue pour faire face a toute forme de discontinuité
et serait donc plus adéquate pour un milieu hétérogéne comme un milieu granulaire.

Néanmoins, la géométrie du milieu hétérogéne n'est pas le seul critére a prendre
compte. En effet, dans un milieu granulaire compact, chaque grain soumis aux forces
d’'interaction de ses voisins effectue des micro-déplacements autour de sa position
d’équilibre. De plus, des réarrangements de plus grande ampleur peuvent se produire
lors lorsque le milieu granulaire est excité (comme par de la déstabilisation gravitaire
par exemple). Donc la méthode continue choisie doit étre adaptée aux déplacements
de particules : c'est le cas de la méthode des domaines fictifs.

Par ailleurs, la méthode des domaines fictifs basée sur les multiplicateurs de La-
grange distribués permet facilement d'implémenter des contraintes aux particules. Cette
particularité va permettre de coupler la méthode des domaines fictifs a la méthode de
dynamique moléculaire. D'une part le mouvement des particules sera relié a londe
acoustique et réciproquement, d’autre part I'hypothése de rigidité des particules sur
laquelle est fondé 'algorithme de dynamique moléculaire sera préservée.

Finalement, la méthode des domaines fictifs basée sur les multiplicateurs de La-
grange distribués semble toute trouvée pour coupler le mouvement de grains rigide
aux ondes acoustiques. Hélas, elle n'existe pas encore et c’est l'objet de notre prochain
chapitre.






Chapitre 2

Méthode des domaines fictifs pour
coupler les ondes acoustiques et le
mouvement de grains rigides

Dans ce chapitre sont développées les étapes de construction de la méthode des
domaines fictifs pour coupler les ondes acoustiques et le mouvement de grains rigides.
La premiére étape consiste a décrire le probléme et les équations en vigueur. Puis les
équations régissant le fluide seront simplifiées avant d’étre transformées sous forme
variationnelle. Le PFD régissant la dynamique des grains sera alors présenté. L'étape
clé consiste a combiner le PFD avec I'équation des ondes en utilisant la méthode des
domaines fictifs. Enfin, on proceédera a une vérification de la conservation de I'énergie
des nouvelles équations.

2.1 Description du probleme

Soit un domaine Q englobant 'ensemble des grains G et la matrice fluide Q\ G
(figure 2.1). Le domaine des grains est lui-méme décomposé en Ny sous-domaines Gy
avec k l'indice du grain : G =JGg. On appelle T la frontiere du domaine Q et 0G la
frontiére du domaine G. On définit également le vecteur unitaire normal sortant n; de
la frontiére Gy.

Les grains appartenant au domaine G sont rigides, incompressibles et mobiles pour
satisfaire les hypothéses de la dynamique moléculaire. On considére que le fluide est
parfait : il est donc non-visqueux, ne conduit pas la chaleur et est isentropique. Ces
hypothéses vont permettre par la suite de simplifier le probléme initial puisque le role
du fluide dans ce modele est uniquement de transporter I'énergie acoustique d’'un grain
a un autre et pas de simuler des écoulements complexes.

On se place dans le cadre d’'un probléme a deux dimensions. La taille du domaine
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0G
Gy G
6G1 N3

Ficure 2.1 - Schéma du systéme avec les différents ensembles

Q est LyxL,. Les domaines Gy sont caractérisés par la position de leur centre X et
le rayon Ry (voir aussi la figure 1.1 p. 21). Lorigine du repére orthonormal (O,x,y) est
située en bas a gauche du domaine Q.

On appelle ¢y la vitesse de propagation des ondes acoustique dans le fluide et
po sa masse volumique. La masse volumique est la méme pour tous les grains : pg.
Lhypothése de rigidité des grains imposée par la dynamique moléculaire équivaut a
une vitesse de propagation infinie a l'intérieure des grains cg = co. Par conséquent elle
n‘entrera pas en compte dans la formulation de la méthode.

2.2 Equations régissant le fluide

Nous introduisons dans cette partie les équations permettant de modéliser la propa-
gation d'ondes acoustiques dans le fluide. Nous partons d’abord des équations sous leur
« formulation forte », c'est-a-dire telle qu'on a I'habitude de les rencontrer en science,
pour développer les « formulations faibles », aussi appelées « formulation variation-
nelle », nécessaires a la méthode des éléments finis.

2.2.1 Formulation forte

Equation de Navier-Stokes Le PFD appliqué a une surface élémentaire! de fluide
aboutit a I'équation de Navier-Stokes. Dans le cas d'un fluide parfait, elle s'écrit :

P (% + (u-V)u) =pg—-VP dans Q\G 2.0

avec p le champ de masse volumique et P le champ de pression, u le champ de vitesse
associés au fluide et g I'accélération de la pesanteur.

1. dans le cas du probléme 2D mais bien volume élémentaire en 3D
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Equation de continuité et équation d’état L'équation (2.1) ne suffit pas a caracté-
riser entierement le fluide. On lui adjoint 'équation de conservation de la masse dans

le fluide :

0
a—€+V(pu) =0 dans Q\G 2.2)

Or I'équation d’état d'un fluide lorsqu'un processus est isentropique établie la relation
suivante entre les variations des champs de pression P et de masse volumique p
(Depollier, 2008) :

P
2= dans 0\G 2.3)
op

D'ot, en injectant 'équation (2.3) dans I'équation (2.2), on obtient :

oP 9
E+u‘VP+pc V-u=0 (2.4)

Equation des ondes acoustiques Léquation des ondes est obtenue en linéarisant
les équations de la mécanique des fluides (2.1) et (2.4) (Depollier, 2008). Pour cela, on
suppose que les variations des champs de pression, de masse volumique et de vitesse
sont faibles par rapport a leur valeur moyenne, ce qui permet de négliger les termes du
second ordre. Cette hypothese est importante car elle contraint les conditions d'utilisa-
tion du modéle par la suite et notamment I'amplitude maximale des ondes modélisées.
Néanmoins, elle est justifiée au vu de notre double objectif d’étudier les vibrations du
milieu granulaire, aussi de faibles amplitudes, et de faire de la caractérisation non-
destructive.

Ensuite on suppose aussi que la longueur sur laquelle le champ de vitesse acous-
tique varie significativement est trés petite par rapport a I'échelle de la gravité. Enfin,
on consideére que le fluide est uniforme et donc que ¢ = ¢y et p = pg. Finalement on ob-
tient la formulation mixte de I'équation des ondes acoustiques valable dans le domaine
du fluide Q\ G (Depollier, 2008) :

9

poa—ltl+Vp:0 dans Q\ G 2.5)
1 0
— P ivu=0 dansO\G 2.6)
pocy Ot

avec p la variation du champ de pression par rapport a I'équilibre et u le champ de
vitesse.

Pour compléter cette équation, on ajoute une condition aux limites de Dirichlet sur
la frontiére extérieure I' du domaine Q :

p=0 surT 2.7
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Ce choix est fait par soucis de clarté et parce qu'il ne joue pas un role majeur dans la
formulation de la méthode. Par ailleurs, la condition de Dirichlet servira de base pour
développer des conditions aux limites plus utiles, notamment les couches absorbantes
parfaitement adaptées (Berenger, 1994), sur lesquelles nous reviendrons.

2.2.2 Formulation faible

Les EDP (2.5) et (2.6) doivent maintenant étre exprimées sous forme variationnelle
afin d’étre utilisées dans la méthode des éléments finis. La formulation faible s'obtient
en intégrant chaque terme des équations (2.5) et (2.6) et en les multipliant par une
fonction test propre a chacune des variables des équations (voir aussi I'exemple de
I'équation de Poisson p. 24). De cette facon, les termes obtenus sont soit des formes
bilinéaires comme a soit des formes linéaires comme b :

a(u,v):fuvdx ou b(v):ffvdx (2.8)
Q Q

avec u la fonction solution, v une fonction test et f une fonction connue.

Espaces fonctionnels Dans la méthode des éléments finis, les fonctions u et v
sont définies sur des espaces fonctionnels. Nous définissons ici les principaux espaces
fonctionnels souvent utilisés, mais le lecteur pourra se référer a Fortin et Garon (1997,
chap. 2) pour des détails supplémentaires.

D’abord I'espace L? est un espace fonctionnel linéaire représentant I'ensemble des
fonctions de carré sommable. Si v € L*(Q), alors :

f vzdx<oo} 2.9)
Q

Lespace L? est aussi un espace de Hilbert parce qu'il est complet et muni du produit
scalaire ce qui est capital dans la méthode des éléments finis étant donné que les
formulations faibles sont basées sur des produit scalaires.

Ensuite, on définit 'espace de Sobolev H' d'ordre 1 utile pour la résolution d’équa-
tions différentielles (Fortin et Garon, 1997) :

LZ(Q):{U:Q—>R

HI(Q):{ueLZ(Q)‘%eLZ(Q)Vizl,...,d} (2.10)

avec N la dimension du domaine (dans notre cas N = 2). Cet espace impose plus
de régularité aux fonctions qui lui appartiennent que l'espace L? car il requiert que
les dérivées partielles appartiennent aussi a L2. En outre, la restriction au bord T' de
la fonction v € H'(Q) appartient quant a elle & un sous espace de L? appelé H'/2.
Autrement dit, si v € H'(Q), alors la valeur de v sur la frontiére T de Q appartient a
vlr € HY2(D).
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Toutefois, il existe un espace de Sobolev H(div) dordre 1 muni de fonctions vecto-
rielles qui impose des conditions moins restrictives aux dérivées de v :

H(div;Q) = {ve L2 Q" |V-ve *(Q)} 2.11)

Nous verrons que cet espace fonctionnel est plus en adéquation avec I'équation des
ondes que l'espace H'.

Théoréeme de Lax-Milgram Le théoreme fondamental de la méthode des éléments
finis a été développé par Lax et Milgram (1954) et montre qu'il existe une unique
solution a I'équation écrite sous sa formulation faible. Soit a et b des formes bilinéaires
et linéaires et H un espace de Hilbert (comme par exemple I'un des trois espaces
fonctionnels précédents) :

- si a et b sont continues sur H x H et H respectivement, autrement dit si :

la(u, V)| < Cllululiviy et [b@)<Clviy VYu,veH (2.12)

avec C une constante quelconque,
- et si a est coercive, c’est-a-dire :

aw,v)=cllvly VYveH (2.13)

avec ¢ une constante strictement positive,
alors il existe une unique solution u au probléme variationnelle a(u, v) = b(v) Yu,v e
H.

Bien stir, ce théoréme ne permet que de démontrer I'existence et I'unicité de la
solution de l'équation a(u,v) = b(v). Les équations en physique sont souvent plus
complexes et peuvent contenir plusieurs formes bilinéaires ou linéaires. Cependant le
principe reste inchangé et consiste & montrer qu'une ou plusieurs formes bilinéaires
vérifient certaines conditions comme la continuité, la symétrie ou la coercivité.

Application a I’équation des ondes La formulation faible de 'équation des ondes
(2.5, 2.6) peut s’exprimer ainsi :

0
po—“.vdx+f Vpvdx=0 dans Q\G (2.14)
oG 0t O\G
1 dp
f —z—qu+f V-ugdx=0 dans Q\G (2.15)
o\G pocg 0t O\G

avec Vv la fonction test associée au champ de vitesse u et g celle associée a la variation
du champ de pression p.

Néanmoins, cette expression peut étre améliorée en utilisant les formules de Green
pour intégrer par partie le deuxiéme terme de I'équation (2.14). Ainsi, on fait apparaitre
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explicitement les conditions aux frontiéres du domaine Q\G et l'opérateur V est déplacé
sur la fonction test v :

f Vp-vdx=— pV‘vdx+fpnr-vd€—f pn-vd/ (2.16)
Q\G Q\G r oG

avec nr le vecteur unitaire normal sortant de la frontiére extérieure I'. Ici, n est le
vecteur unitaire sortant du domaine G sur la frontiére 0G (fig. 2.1 p. 34); donc ici —n
est le vecteur sortant du domaine Q\ G sur dG. En injectant ce résultat dans I'équation
(2.14) et en utilisant la condition de Dirichlet sur T (2.7), les équations (2.14) et (2.15)
deviennent :

0
po—u-vdx—f pV-vdx—f pn-vdl =0 Vve Hdiv;Q\G)  (2.17)
oG Ot O\G e
1 0dp 3 5
0Co Q\G

Notons que la fonction test v est définie sur 'espace H(div) qui est moins restrictif
que l'espace H! et donc qui parait plus naturel avec I'équation des ondes. Lexistence
et I'unicité de la solution (ue H(div;Q\G), p € L>(Q\ G)) d’'un probléme tel que (2.17,
2.18) sont démontrées par Brezzi et Fortin (1991, chap. 2).

2.3 Equation régissant les grains

Les hypothéses du modéle de dynamique moléculaire supposent que les grains sont
rigides et donc indéformables. Néanmoins le modeéle prend en compte les déformations
au travers de l'interpénétration des grains (p. 19). L'invariance de cette géométrie permet
de se placer dans le cadre de la mécanique du point. En effet, le mouvement d’'un
disque peut étre entierement caractérisé par la cinématique de son centre. De plus,
les rotations n'entrent pas en compte dans le couplage de I'équation des ondes et du
mouvement.

Le PFD, ou deuxiéme loi de Newton, appliqué a un grain k s'énonce comme suit :

du
mkd_tk =Y Fexty Vk=1,2,..,Ng 2.19)

i
avec my la masse du grain k, Uy la vitesse du grain k et Fex; la i¢ force extérieure
appliquée au grain k.
Le membre ) Fey peut inclure des termes de forces variés en fonction de la com-
plexité du modeéle. Nous nous limitons aux forces servant a construire le modéle.

Y Fext,i = —f pngdl+F; VYk=1,2,.,Ng (2.20)
i 0Gy



2.4. COMBINAISON DES EQUATIONS 39

avec Fr une force quelconque appliquée au grain k. Le premier terme du second
membre de l'équation est I'expression de la force hydrodynamique due au passage
de l'onde acoustique et dépend de la variation du champ de pression acoustique p
autour de sa valeur moyenne. En loccurrence, c’est la seule la force essentielle au
développement du modele. Le second terme Fy englobe toute autre force appliquée
au grain k et pouvant étre ajoutée au modele telles que les forces d'interaction avec
les voisins du grain. Les modéles utilisés pour définir ces forces sont variés dans la
littérature (Cundall et Strack, 1979; Hertz, 1881).

Comme nous 'avons fait pour I'équation des ondes (2.17,2.18), le PFD (2.19) peut aussi
s'écrire sous forme variationnelle. Néanmoins dans ce cas précis I'équation conserve
sont caractere discret puisque la vitesse du grain Uy appartient a 'ensemble des réels
a N dimensions R" et non a un espace fonctionnel :

N
Z[ k—Vk+f png-Vidl —F-Vi| =0 VYV eRY 2.21)

avec Vi la fonction test associée a la vitesse Uy.

2.4 Combinaison des équations

2.4.1 Conditions aux limites

La combinaison de I'équation des ondes (2.5) et le PFD (2.19) passe par une condition
essentielle pour relier le champ de vitesse acoustique u et la vitesse Uy d’'un grain k. Il
s'agit d’'une condition de saut naturelle de 'équation des ondes qui impose la continuité
de la normale au champ de vitesse u au passage de l'interface 0G :

u"n=u"-n surdG (2.22)

avec u* le champ de vitesse acoustique du coté extérieur de la frontiére 0G et u™ celui
du coté intérieur.

Toutefois, dans notre cas la vitesse u~ est assimilée a la vitesse du grain Ug. La
condition de saut (2.22) devient donc :

u-ng=Ug-ng sur 0Gg Vk=1,2,..,Ng (2.23)

Cette condition est par ailleurs considérée comme une condition aux limites de Neu-
mann puisqu’elle équivaut a spécifier la valeur de la dérivée sur la frontiére du grain,
en loccurrence celle du potentiel de vitesse ¢ relié au champ de vitesse par u-n= aﬁ
Enfin, on introduit la contrainte de mouvement de corps rigide (Glowinski et coll.,

1999) pour empécher la propagation des ondes a l'intérieur des grains. En effet, avec
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le modéle de dynamique moléculaire, la vitesse de propagation est considérée comme
infinie a l'intérieur du grain. Cette condition impose une divergence du champ de
vitesse nulle a l'intérieur du domaine des grains G :

V-u=0 dans G (2.24)

2.4.2 Equation combinée du mouvement

En suivant I'approche de Hu (1996), les formes variationnelles du PFD (2.21) portant
sur le domaine G et de I'équation des ondes (2.17) définie sur Q\ G, toutes deux liées
au mouvement, peuvent étre regroupées au sein d'une méme équation appelée par
Hu « équation combinée du mouvement », permettant de trouver u € H(div; Q\ G) et
U e RN tels que :

ou
o5 vdx+ Z [mk— Vi —Fp- Vk+f pnk‘deél —f pn-vd/
0\G Gy G

= pV.vdx Vve H(div;Q\G), Vi eRY (2.25)
Q\G
On remarque que lintégrale sur la frontiere 0G est susceptible de s'annuler avec la
somme des forces hydrodynamiques appliquées a chaque grain. Pour cela, on intégre
la condition de saut (2.23) dans un nouvel espace fonctionnel Wq\g appelé « espace
combiné des variations » par Glowinski et coll. (1999) qui permettra cette annulation :

Warg = {v, Vi) [ve H(div;Q\ G), Vx eRY; vong = Vi -ng sur 0Gr Vk=1,2,..., Ng}

(2.26)

Par conséquent, I'équation (2.25) se simplifie et consiste maintenant a trouver
(u,Uy) € Wq\ g tels que :

ou Ng dU; -
dx — V.vdx + — Vi —F;-Vi | =0 VWV,Vp)eW
Q\Gpoat v \GP v Z mp a7 Ve FeVi (v, Vi) O\G

(2.27)
En d’autres termes dans l'espace fonctionnel Wq,g, la force hydrodynamique est prise
en compte de fagon totalement implicite et n'a pas besoin d’étre calculée. C'est com-
préhensible quand on fait un bilan de forces dans 'ensemble du systéme : bien que
le fluide exerce une pression sur les grains au travers de la force hydrodynamique, les
grains exercent une force réciproque sur le fluide.

2.4.3 Formulation par la méthode des domaines fictifs

Lidée de la méthode des domaines fictifs (Babuska, 1973) est d’étendre le probléeme
posé jusqu'a présent dans le domaine Q\ G a I'ensemble du domaine Q. De cette
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facon les champs acoustiques u et p sont définis dans l'intégralitt du domaine Q.
La géométrie de ce domaine étant treés simple, cela permet notamment d'utiliser un
maillage régulier du domaine.

Cependant, comme la frontiére physique entre les grains et le fluide n’existe plus
dans le domaine Q, des multiplicateurs de Lagrange distribués dans le domaine G
doivent étre utilisés pour forcer la solution a satisfaire les contraintes imposées sur 0G
et dans G (Glowinski et Kuznetsov, 1998). Finalement, de deux domaines complémen-
taires Q\ G et G, on aboutit & deux domaines indépendants Q et G.

Par soucis de clarté, en considere dans les développements qui suivent qu'il n'y a
qu'un seul grain afin de supprimer les indices « k ». Le retour au cas avec plusieurs
grains est simple et direct.

2.4.3.1 Equation complémentaire pour le domaine des grains

Pour obtenir une équation combinée du mouvement valable sur tout le domaine
Q, il faut au préalable trouver une expression analogue a I'équation (2.27) mais valable
dans le domaine G. Pour cela, nous suivons un raisonnement analogue a Glowinski et
coll. (1999, p. 768) mais en partant de I'hypothese :

u=U dans G (2.28)

En effet, contrairement a 'équation de Navier-Stokes modélisée par Glowinski et coll.
(1999), l'onde n'est pas sensible aux rotations du grain. L'objectif est maintenant de
retrouver les termes en intégrales de I'équation des ondes (2.17).

D’abord, nous commencons par dériver partiellement 1'équation (2.28) par rapport
au temps :

ou 0U
—=—d G 2.29
or or o (2.29)
Comme U n’est pas un champ vectoriel, dU/0x =dU/0y =0 et donc :
ou dU
E = E dans G (230)
La forme variationnelle de I'équation (2.30) s’écrit :
ou du -
—.vdx= | —-Vdx V(v, W 2.31
<ot \ < dr w,V) eWg (2.31)

avec l'espace combiné des variations W défini comme :
We ={w,V) |ve H(div;G), VER"; v.n=V.n sur 4G} (2.32)

Ensuite, on calcule l'intégrale du membre de droite et on multiplie 'équation par pg :

9 d _
fpo—u-vdx:poV—U-de Vv, V) € g (2.33)
G ot dr
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Puis, la contrainte V-v=0 liée a 'équation (2.24) est intégrée a I'espace fonctionnel Wg
dans le nouvel espace W :

We={w,V) |v€ H(div;G), VERY; v.n=V.n sur G; V-v=0 dans G} (239

De cette facon on peut ajouter I'intégrale manquante pour obtenir I'équation complé-
mentaire a I'équation (2.27) consistant a trouver (u,U) € W tels que :

2 du
fpo—u.vdx—fpv-vdx=pOV—.de V(v,V) € Wg (2.35)
¢ Ot G dr

2.4.3.2 Extension a I’ensemble du systeme

Les équations (2.27) valable dans le domaine du fluide Q\ G et (2.35) valable dans
le domaine G peuvent maintenant étre additionnées pour obtenir 'équation combinée
du mouvement pour le domaine Q :

ou dU
f po—.vdx—f pV-vdx+(pg—po) V—-V-F-V=0 Vv,V)eWqg (236
o Ot Q dr
avec V le volume du grain et W I'espace combiné des variations étendu a Q ou sont
aussi définies les fonctions solutions (u,U) :

W={w,V)|ve Hdiv;Q), VeRY; v.n=V.n sur 4G; V-v=0dans G}  (2.37)

2.4.3.3 Multiplicateurs de Lagrange distribués

L'espace fonctionnel W (2.34) présente néanmoins I'inconvénient d’étre trop com-
pliqué pour étre exploité tel quel avec un code d’éléments finis. En effet, le choix d'un
type d’éléments finis dépend principalement de I'espace de définition des fonctions
tests. Or ce choix est souvent réduit a des espaces fonctionnels conventionnels comme
ceux présentés p. 36. Plutét que d'implémenter de nouveaux éléments finis, on préfere
adopter la méthode des multiplicateurs de Lagrange distribués (Glowinski et Kuznetsov,
1998).

Les multiplicateurs de Lagrange permettent d’incorporer de facon faible des con-
traintes a une équation. Concrétement, cela permet de libérer les contraintes appliquées
a 0G et G de I'espace W pour les adjoindre a I'équation (2.35) sous la forme de nouvelles
inconnues, respectivement A3 H/2(0G) et Ae H'(G) :

ou dU
—.vdx— V.-vdx — V—V-F.V
prOatv fQP v +(Pg Po) dr

+f Ay (v-n—V-n) d£+fw.vdx:o vve Hdiv,Q), VeRY (2.38)
oG G
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Toutefois, le probléme posé avec I'équation (2.38) est maintenant indéterminé : a
l'inconnue de vitesse, s’ajoutent les deux multiplicateurs de Lagrange A4 et A. Pour que
ce systeme ait une solution, il est nécessaire de rajouter une équation par contrainte. La
résolution du systéme revient donc a trouver Yu € H(div,Q), Ue RN, 15 € HY2(3G)
et A€ H (G) tels que :

ou dU
—.vdx- | pV- —p0)V—-V-F-V
fgpoat vdx fQP VdX+(Pg Po) dr
+f A Vv-n—V-n) d€+f A(V-v)dx=0 (2.38)
oG G
) (wn-U-n)pydl=0 (2.39)
oG
f (V-u) pdx=0 (2.40)
G
Vve H(div,Q), VERY, uye HY?(0G), pe H'(G)

avec [y et y, respectivement les fonctions tests des multiplicateurs de Lagrange A, et
A.

Par ailleurs, Girault et Glowinski (1995) ont montré que la précision obtenue avec
la méthode des domaines fictifs était liée a une condition inf-sup uniforme satisfaite
quand la taille des mailles du domaine fictifs G était supérieure a celles du domaine
Q. A contrario, le bon conditionnement du systéme a résoudre a chaque pas de temps
requiert lui que les mailles de Q soit plus grandes que celle de G. 1l en résulte que le
rapport k entre le maillage de G et celui de Q se situe entre 1 et 2. Nous reviendrons
plus en détails sur la valeur de x optimale dans notre cas au cours du chapitre 6.

2.4.4 Equation de continuité

Précédemment, nous avons obtenu une formulation de I'équation combinée du
mouvement 2.36 valable pour I'ensemble du domaine Q. Toutefois, cette équation doit
étre accompagnée de la formulation faible de I'équation de continuité (2.18) pour re-
trouver la formulation mixte de 'équation des ondes. Lidée est toujours d’étendre la
formulation (2.18) valable sur Q\ G a I'ensemble du domaine Q mais dans ce cas, le
probléme est plus simple.

En écrivant la formulation variationnelle de la contrainte liée au mouvement de
corps rigide (2.24) valable dans le domaine G :

fv-uquzo VqeL*(G) (2.41)
G

on se rend compte qu'elle est redondante avec I'équation (2.40) car g € L*(G) € HY(G).
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Dés lors, on peut directement étendre I'équation (2.18) au domaine Q :

1 0
f——pqu+fv-uqu:o Vqe L*(Q) (2.42)
Q Q

poc; Ot

et l'intégrer au reste du systeme pour obtenir finalement :

0 dUu
(i) fpo—u-vdx—f pV-vdx+(pg—po) V—-V-F-V
o Ot Q

dr
+ Ay (v-n—-V-n) d€+f)L(V-V)dx:0
oG G
1 0
! G f—z—pqu+fv.uqu=o (2.43)
Q pocy Ot Q

(iii) f (un-U-n)pydl =0
oG

(iv) f (V-u)udx=0
G

Vve H(div,Q), VERYN, ge L2(Q), us € H'?0G), ne H(G).

Finalement, on obtient un systeme de quatre équations avec quatre inconnues :

- les champs acoustiques u € H(div,Q) et p € L?(Q) définis sur tout le domaine Q
que l'on pourra discrétiser avec les méthodes des éléments finis

- la vitesse du grain U € RV (et par extensions celles de tous les grains) sous forme
discréte qui pourra étre calculée par la méthode de dynamique moléculaire

- les multiplicateurs de Lagrange Ay € H?(0G) et A3 € H'(G) qui permettront de
modifier le champ de vitesse u afin qu'il tienne compte des contraintes appliquées
aux grains.

2.5 Conservation de I’énergie

L'énergie totale contenue dans le systéme doit étre conservée en l'absence de force

extérieure (Fy =0).
dE

—=0

dt
avec E I'énergie totale, elle-méme composée de I'énergie cinétique dans le fluide et les
grains et de I'énergie potentiel acoustique :

(2.44)

1
E=~
2

1
f po llull? dx + m||U||2+f 5P’ dx) (2.45)
QG Q\G Po €

Pour ne pas surcharger I'écriture, on continue de considérer le cas ou il n'y a qu'un
seul grain. Pour vérifier que le systeme (2.43) conserve I'énergie (2.44), on remplace ses
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fonctions tests par les fonctions solution respectives :

. d 2 Ng 2 f
— dx+ - Vi U — V-udx
(i) dt{ | pollul kgl(pg o) Vil kn} | pVu

+ Aa(u‘n—U‘n)d€+f7L(V‘u)dx:0
fle G

(ii) i{ Lpzdx}:—fv'updx (2.46)
Q

2
dt Q PoCy

-

(iii) f(u-n—U-n)/ladizo
oG

(iv) f (V-u)Adx=0
G

En injectant les équations (ii), (iii) et (iv) dans 'équation (i) du systéme (2.46), on aboutit
a I'équation :

d f 2 2 L 5
— lull“dx+ (pg — po) VIUI +f —p°dx;=0 (2.47)
dt{ o (0g = po) oo’
Or cette expression s'écrit aussi grace a I'équation (2.33) p. 41 :
d 2 2 1 5
= f pollul® dx+ pg V U] +f _prdxp =0 (2.48)
dr |Jae Q Poc

Lintégrale du champ de pression peut aussi étre découpée en sous-domaines :

d 1 1 0p
— lall®dx + V||U||2+f —— p?dx +f—— dx=0 (2.49)
dt {fg\cpo Pe O\G PoC) P G pocs Ot P

Dou :

d 1
P f poIIuIIZdX+ngIIUIIZ+f — p°dxp =0 (2.50)
dt |Jac 0\G P0G

Finalement, I'énergie est bien conservée au cours du temps.






Chapitre 3

Schéma numérique

Le systéme (2.43) obtenu dans le chapitre précédent doit maintenant étre discrétisé.
Le schéma numérique peut étre séparé en deux parties distinctes : la discrétisation
spatiale et la discrétisation temporelle. Nous commencerons donc par aborder la dis-
crétisation spatiale en nous appuyant sur la méthode des éléments finis exploitée par
le logiciel FreeFEM++. Pour cela, les espaces fonctionnels ot sont définies les variables
du probleme seront discrétisés en espaces de dimension finie. Ensuite, concernant la
discrétisation temporelle, c’est la méthode des différences finies dont on tirera partie et
notamment de la méthode de décomposition dopérateurs de Marchuk (1990).

3.1 Discrétisation spatiale

La discrétisation spatiale via la méthode des éléments finis passe par triangulation
du domaine rectangulaire Q englobant le fluide et les grains et celle du domaine des
grains G, tous deux introduits au chapitre précédent. Cette étape consiste a générer un
maillage d’éléments finis bien définis. Le choix des éléments finis a proprement parlé
dépend des propriétés des espaces fonctionnels ot sont définies les fonctions solution
et les fonctions test.

FreeFEM++ Le logiciel d’éléments finis utilisé dans nos simulations est FreeFEM++
développé par Hecht (2012). 1l est gratuit, simple a appréhender et offre de nombreuses
possibilités de personnalisation. En effet, il est basé sur un langage informatique de
haut niveau hérité du C++ (proche de Matlab) qui permet de coder directement des
formes variationnelles. Les ressemblances avec le langage C++ permettent aussi d'inté-
grer facilement un code de dynamique moléculaire écrit en C ou en C+ dans un script
FreeFEM++. De plus, les géométries sont tracées grace a leur description analytique. Le
maillage est généré automatiquement par un mailleur intégré et l'interpolation entre
différents maillages et aussi automatique. Enfin, le logiciel reconnait plusieurs éléments

47
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finis classiques comme ceux basés sur les polynomes de Lagrange, celui de Raviart-
Thomas, de Nédélec, etc. Par contre, il ne supporte que les éléments finis triangulaires
et 'implémentation de nouveaux éléments finis est assez complexe.

3.1.1 Maillage

Le maillage, ou triangulation, est la discrétisation spatiale d'un milieu continu avec
des éléments finis, de formes triangulaires dans notre cas. Tout I'intérét de la formula-
tion (éq. 2.43 p. 44) obtenue a l'aide de la méthode des domaines fictifs réside dans le
fait que les intégrales sont maintenant définies soit sur tout le domaine Q, soit dans
le domaine des grains G. Des lors, deux triangulations distinctes sont réalisées : I,
pour le domaine Q (fig. 3.1a) et I, pour le domaine des grains G (fig. 3.1b). Les deux
maillages ainsi obtenus sont superposés mais complétement indépendants (fig. 3.1c).
En revanche les pas de discrétisation de chaque maillage sont reliés entre eux par une
condition inf-sup reflétant un compromis entre le bon conditionnement du systéme
linéaire a résoudre et la précision de la solution (Girault et Glowinski, 1995).

Le premier maillage Jq, est régulier et indépendant du temps. Il supporte les
variables physiques, le champ de vitesse u et la variation du champ de pression p, et
leur fonction test respective, v et g. On appelle & le pas de discrétisation de ce maillage
dont la valeur maximale tolérée dépend de la longueur d'onde minimale présente dans
le milieu A, et du nombre de points désirés pour discrétiser une seule longueur
donde N, (Kosloff et Kessler, 1990, p. 258) :

h= /lmin
Ny

3.1

Ce maillage a la forme de I'Union Jack plutdt qu'une orientation privilégiée des diago-
nales dans un sens ou dans l'autre afin de garantir une certaine isotropie, a défaut de
pouvoir utiliser des éléments finis rectangulaires dans FreeFEM++. En effet contraire-
ment a I'équation de Navier-Stokes, I'équation des ondes est beaucoup plus sensible a
l'orientation du maillage. Par conséquent, un maillage comme celui montré en exemple
p. 27 (fig. 1.4 en vert-de-gris) offre de moins bons résultats que celui fig. 3.1a.

Au contraire, le second maillage ¢, ou sont définies les multiplicateurs de La-
grange A et Ay (ainsi que les fonctions test p et py respectivement) a une structure
interne réguliére mais permettant quand méme de suivre la frontiére circulaire du grain.
Ce maillage utilisé par Glowinski et coll. 1998) permet ensuite de construire I'espace
fonctionnel discrétisé indépendamment des degrés de liberté du maillage régulier I, .
De plus le maillage J,,, et plus particulierement chaque grain de Jg,,, peut étre libre-
ment déplacé au cours du temps sans changer quoi que ce soit au maillage 9, . Enfin,
dans l'optique de modéliser des centaines de grains, on s’attache a limiter au minimum
nécessaire le nombre de points utilisés pour discrétiser le grain. Dans cette optique, le
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Figure 3.1 - Maillage régulier Jq, (a) ou sont définies les variables physiques et le
maillage non structuré 9, (b) supportant les multiplicateurs de Lagrange. La figure (c)
représente la superposition de ces deux maillages tels qu'ils sont utilisés par la méthode
des domaines fictifs.
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parameétre N, . représentera le nombre de points minimum a utiliser pour discrétiser
la frontiére des grains tout en garantissant leur circularité.

Soit H le pas de discrétisation de la frontiere du maillage J¢,,, les deux maillages
sont liés entre eux par la relation :

H=xV2h 3.2)

Le parametre x relie la longueur maximale des cotés des triangles des deux maillages :
le facteur v/2 est nécessaire pour obtenir la diagonale des triangles du maillage régu-
lier Iq,. En outre, I'équation (3.2) permet de définir plus précisément les conditions
appliquées au pas de discrétisation i dans I'équation (3.1) :

Amin 27 Rmin
N/l ’ Namin K \/5

h= min( 3.3)

3.1.2 Eléments finis

Méme si en apparence il peut paraitre anodin, le choix du couple d’éléments finis
pour I'équation des ondes est capital pour la convergence et la stabilité du schéma nu-
mérique. Ce travail laborieux de sélection ou de développement d’éléments finis mixtes
pour des équations spécifiques fait 'objet de nombreuses publications dans la littéra-
ture d’analyse numérique comme nous l'avons décrit dans le chapitre 1. Néanmoins,
pour notre étude, nous sommes principalement limités aux éléments finis classiques
supportés par le logiciel utilisé.

Pour discrétiser I'espace fonctionnel H(div,Q) ou est défini le champ de vitesse, le
premier choix se porte naturellement sur I'élément fini de Raviart et Thomas (RTy,,,
1977) :

RTy, = {v, € L*(Qp)| VK € Tq,, Vhlk(X) € P§ + PoX,

— 0K
Vil =vileng Vi=123} (34

en deux dimensions avec K un élément triangulaire, ng le vecteur normal unitaire
sortant du triangle K et 39X Topérateur de moyenne sur la frontiére du triangle dK.
Dans tout ce chapitre, I'indice « h » appliqué a un espace fonctionnel ou une variable
fait référence a une forme discrétisée de I'espace ou de la variable sur le maillage Jg,,.

Pour l'espace fonctionnel L? du champ de pression, c’est I'élément fini de Lagrange
constant par morceau Py, qui est utilisé :

Py, ={qn € L*(Qp) |VK € T, qnlx = Bx} 3.5)

avec Bk un nombre réel. On note au passage qu'un polynéme de Lagrange d'ordre 0 est
une constante. Ce choix est permis puisque le systéme (2.43) ne fait intervenir aucune
dérivée spatiale du champ de pression.
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L'élément fini mixte RTy-Py est tout a fait recommandé pour traiter le probleme
de la formulation mixte de I'équation des ondes avec une méthode d’éléments finis
classique. Néanmoins, avec la méthode des domaines fictifs, les conditions aux limites
ne sont pas prises en compte comme dans la méthode des éléments finis classique.
Elles sont appliquées au travers des multiplicateurs de Lagrange. Or, Bécache et coll.
(2009) ont révélé des problemes de convergence de la méthode des domaines fictifs
pour la formulation mixte de 'équation des ondes avec des conditions de Neumann.
En loccurrence, la convergence de la méthode des domaine fictifs est altérée selon
l'orientation de la frontiere du domaine fictif par rapport aux mailles du maillage
régulier. Nous confirmerons ces résultats au travers d’expériences numeériques avec
I'élément fini RTy dans le chapitre 4.

Par conséquent, nous remplagons I'élément fini RTy par I'élément fini de Lagrange
continu par morceaux Pj, :

Py, ={v,eC’Qp) | VK€ Tq,, vplk € P} (3.6)

avec P; le polynome de Lagrange dordre 1. Cependant, cet élément fini étant scalaire,
il sera utilisé pour discrétiser chacune des composantes u, et u, du champ de vitesse
u. L'élément fini P;, est I'élément de Lagrange le plus simple supportant la dérivée
spatiale présente dans le systeme (2.43) au travers de l'opérateur V appliqué au champs
de vitesse u ou a sa fonction test v.

L'élément fini mixte P;-Py qui découle de se changement est présenté sur la figure
3.2. Tous les degrés de liberté de cet élément sont placés sur les sommets de 'élément
triangulaire K de hauteur h.

Toutefois, en tentant de résoudre le probléme de convergence de la méthode des
domaines fictifs, on fait face a un nouveau probléme : I'élément fini P;-Py n'entre pas
dans la théorie classique des éléments finis mixtes. Autrement dit ces deux éléments
finis se marient mal car ils ne permettent pas de garantir que la condition inf-sup est
toujours respectée (Fortin et Garon, 1997). Nous reviendrons sur les conséquences que
cela entraine sur les résultats numériques au cours des chapitres 4 et 6. Par ailleurs,
le choix d’utiliser une méthode mixte basée sur des éléments finis conformes a déja
été fait par Li et coll. (2009). Ils montrent que I'erreur obtenue n'est pas optimale mais
qu’elle est tout a fait acceptable, particuliérement quand le maillage est régulier.

Pour appliquer ces choix a notre probléme, définissons le sous-espace de dimension
finie Vj, qui approxime I'espace fonctionnel ou sont définis les champs de vitesse :

Vy, = {vp e (COQp)Y |VK € Tq,, vhlk = PV} 3.7

Ensuite appelons Qj, 'espace de dimension finie ou sont définis les champs de pres-
sion :
Qn={ane L*Qp) |VK € Tq,, qnlk =Po} 3.8)
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h

u u

Ficure 3.2 - Elément fini triangulaire K (isocéle rectangle de hauteur h) avec les degrés
de liberté du champ de vitesse u et de la variation du champ de pression p pour
'élément fini mixte P;-Py

Enfin, soit Ay l'espace de dimension finie des multiplicateurs de Lagrange internes
définis sur tout le maillage I, :

Ap={uneC’(Gw |YKeTg,, pulk =P} 3.9)

et Ag, celui des multiplicateurs de Lagrange surfaciques définis uniquement sur la
frontiere de I, que nous appelons F5¢,, :

Aoy =4ty € H'*(0Gh) |VK € To6,, poylk =P1} (310)

Ici, les indices « H » font référence a une forme discrétisée sur le maillage I, de taille
de maille H.

Finalement, résoudre le systeme (2.43) p. 44 équivaut a trouver (uy, Uy, pp, A, As,)
€V xRN xQp, x Ay x Ag,, tels que :

. auh dUy }
— vy dx— Vv, dx - Vii— Vi —F;.-V
(i) fQPo Y Vi fQPh Vi +;{(Pg po) Vi q; vk Tk Vi

+[ ﬂaH (vp-n—Vi-n) d€+f AH(V-V}Z)C]X:O
0G G

1
- f—z—qhdx+fv‘uhqhdx:0 (3.1)
Q pocy Ot Q

(iii) f(uh-n—Uk-n)u@Hdézo
oG

(iv) fG(V-uh)qux=0
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Vv €Vy, VkEIRN! thQhr IJaHEAaH, .uHEAH

3.2 Discrétisation temporelle

Nous traitons un probléme d’évolution oti d’'une part les ondes se propagent dans
milieu et d’autre part les grains se déplacent au cours du temps. Aussi, pour compléter
la discrétisation spatiale, on accompagne la méthode des éléments finis de la méthode
des différences finies pour discrétiser les dérivées temporelles du systéme (3.11). Comme
nous l'avons vue au chapitre 1, cette méthode présente de nombreux avantages no-
tamment au travers des schémas explicites. D’abord nous présenterons la méthode de
décomposition dopérateurs utilisée qui permet de simplifier la résolution numérique
du probléme semi-discrétisé (3.11) en utilisant la méthode des différences finies. Puis
nous développerons les étapes clés de I'algorithme de décomposition d'opérateur.

3.2.1 Meéthode de décomposition d’opérateurs

Le systéme (3.11) en 'état est trop compliqué pour étre résolu directement. Nous
I'avons donc décomposé en problémes plus petits pouvant étre résolus avec des mé-
thodes numériques connues. Pour cela, la méthode de décomposition dopérateurs de
Marchuk (1990, p. 232) basée sur des schémas aux différences finies est utilisée. Soit un
probléme de la forme :

O

5, HA0) = [ et plizo =90 (3.12)

avec @ et f = Zgzl fo des fonctions quelconques appartenant a des espaces de Hilbert,

A= ZgzlAa, Ay =0, B =2 et lopérateur A indépendant du temps. L'algorithme 1
proposé est inconditionnellement stable avec une convergence du premier ordre. Soit
At le pas de discrétisation temporelle et N; le nombre de pas de temps. Les sous-

initialiser ¢° ;
pour n=0 a N; faire
pour a =1 a § faire

trouver """ F tel que :

fin
fin
Algorithme 1: Méthode de décomposition d'opérateurs de Marchuk
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< initialisation u’, p%, 0%, X% 2%, A9
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Ficure 3.3 - Organigramme simplifié de I'algorithme basé sur la méthode de décompo-
sition d'opérateurs

problémes ainsi créés peuvent étre discrétisés indépendamment les uns des autres en
utilisant différentes méthodes numériques.

Appliquée au cas présent, la méthode de décomposition d'opérateurs conduit a
séparer le systéme (3.11) en deux sous-problemes (fig. 3.3) en prenant =2 dans l'algo-
rithme 1.

a =1 Le premier probléme regroupe les termes liés aux équations de la physique a
savoir I'équation des ondes et le PFD (du 1¢ au 4¢ terme de I'équation (i) ainsi que
I'équation (ii) du systeme (3.11)). Qui plus est, le calcul des variables dynamiques
des grains peut étre séparé de la résolution de I'équation des ondes puisqu’il
n'implique pas d'utiliser des éléments finis.

a =2 Le second probleme concerne l'application des contraintes par l'intermédiaire des
multiplicateurs de Lagrange (1, 3¢, 5¢ et 6¢ termes de 'équation (i) et équations (iii)
et (iv) du systeme (3.11)). Les deux contraintes peuvent étre traitées simultanément
car la méthode numérique utilisée ne change pas et permet cela (Glowinski et
Kuznetsov, 1998).

Afin de suivre facilement I'enchainement des étapes de la méthode de décomposi-
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tion d'opérateurs, le lecteur est vivement encouragé a se reporter a l'organigramme 3.3
au cours des sections suivantes. Par ailleurs, nous rappelons que Xj est la position du
grain k, visible dans l'organigramme. D'une part elle est nécessaire pour le calcul des
forces d'interaction entre les grains et d’autre part elle sert & mettre a jour la position
du maillage J¢,, qui dépend du temps. Toutefois, le calcul de la position n'intervient
pas directement dans le schéma de décomposition dopérateurs et nous y reviendrons
dans la section 3.2.4.

3.2.2 Résolution des équations physiques (a =1)
3.2.2.1 Schéma d’Euler semi-implicite pour I’équation des ondes

La discrétisation temporelle de I'équation des ondes (étape en bleu fig. 3.3) est
réalisée avec le schéma semi-implicite d’Euler. Ce schéma permet de résoudre numé-
riquement un systéme de deux équations aux dérivées partielles du premier ordre. La
résolution se fait en deux étapes successives présentées dans I'algorithme 2. On rap-

RETYPUR PR 0 0.
initialisation de p, et u; ;
pour n=0 a N; faire

1
trouver pZ+2 € Qy, tel que :

L p +%_pn
f 2 : hqhd’”f Voupgpdx=0 VgpeQy 3.13)
Q PoC; At Q

1
n+i
trouver u, * €V, tel que :

1
n+s
2 —un

u, h n+;
QpOT.Vhdx_ Qph V.Vhd_x:() VVhE\/h (314)

fin

Algorithme 2: Schéma semi-implicite d’Euler

pelle que dans les équations (3.13) et (3.14), 'exposant n +% fait référence a la premiere
étape % = % du schéma de décomposition d'opérateurs (algorithme 1 p. 53) et non a un
demi pas de temps. On a donc bien At au dénominateur des fractions. La convergence
du schéma semi-implicite d’Euler appliquée a I'équation des ondes est soumise a la

condition CFL C suivante :
V2Ar 1

<_
h V2

=Cp 3.15)
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Le schéma semi-implicite d’'Euler ne converge qu'au premier ordre en temps. Seule-
ment, la précision du schéma numérique globale est limitée par celle de la méthode
de décomposition d'opérateur qui converge aussi en O(At). Cela implique qu'il faille
améliorer les deux méthodes pour espérer gagner en précision. Cependant les outils
existent, que ce soit pour des schémas de décomposition dopérateurs ou des méthodes
numeériques plus précises pour résoudre 'équation des ondes. Par exemple, la technique
de symétrisation du schéma (Strang, 1968) permet d'obtenir une convergence en O(A£?).
Néanmoins la faible précision du schéma semi-implicite d'Euler est compensée par ses
propriétés géométriques intéressantes (Hairer, Lubich, et Wanner, 2003). Aussi appelé
« schéma d’Euler symplectique », ce schéma est stable si (3.15) est satisfaite et conserve
parfaitement I'énergie au cours du temps.

Concrétement, les formulations variationnelles discrétisées en temps (3.13) et (3.14)
permettent de construire les systemes matriciels suivants :

Pp"i=r (3.16)
Wu'™? =z 317)

avec P et W des matrices construites a partir des formes bilinéaires

1
1 l’l+§

1 n+l
fg—pochtph qndx et prOE“h 2.y dx
respectivement; et avec r et z des vecteurs créés en utilisant les formes linéaires
restantes dans chaque équation. Résoudre ces deux systémes revient a inverser suc-
cessivement les matrices P et W. Plusieurs solvers sont disponibles pour cela dans
FreeFem++, parmi eux citons ceux en lien avec notre probléeme : le gradient conjugué
(CG) (Hestenes et Stiefel, 1952) pour les matrices creuses symétriques définies positives,
la généralisation de la méthode de minimisation du résidu (GMRES) (Saad et Schultz,
1986) ou encore I'unsymmetric multifrontal sparse LU factorization package (UMFPACK)
(Davis et Duff, 1997) pour les matrices uniquement creuses.

3.2.2.2 Algorithme de Verlet pour le PFD

L'algorithme de dynamique moléculaire (MD) (McNamara, 2010) consiste a résoudre
numériquement le PFD pour chaque grain et a chaque pas de discrétisation temporel
n (étape en rouge fig. 3.3). Cette résolution est fortement basée sur le calcul des forces
extérieures F agissant sur les grains. Nous n'entrons pas dans le détail des modéles
de force car ce n'est pas essentiel pour développer la méthode des domaines fictifs.
L'estimation de l'accélération des grains ainsi obtenue permet ensuite de remonter aux
vitesses et positions par intégration.

Lintégrateur choisi pour résoudre le PFD est I'algorithme de Verlet (1967) sous sa
formulation en vitesses, trés répandu dans le domaine des méthodes d’éléments discrets
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pour sa simplicité d'implémentation. On consideére ici que la force F ne dépend que de
la position X encore que des versions de l'algorithme existent pour F(X,U) mais elles
nécessitent quelques étapes intermédiaires. F(X) correspond a la modélisation d'un
systeme ou I'énergie est conservée, ce qui n'est pas le cas quand la force dépend de la
vitesse. Par ailleurs, on introduit X et Ay, respectivement la position et I'accélération
du grain k toutes deux reliées a la vitesse Uy grace aux équations :

dx
) P (3.18)
dr
du
Ap=—= (3.19)
dr

L'algorithme de dynamique moléculaire équipé de l'intégrateur de Verlet sous sa
formulation en vitesse peut se résumer en trois étapes successives (Swope, Andersen,
Berens, et Wilson, 1982) dans I'algorithme 3.

Lerreur commise sur les vitesses avec 'algorithme de Verlet-vitesses est du second
ordre O(At?). Bien siir, c'est supérieur a la précision du schéma de décomposition
dopérateur mais tout comme le schéma d’Euler semi-implicite, le schéma de Verlet-
vitesses est stable et conserve I'énergie. Verlet-vitesses peut également sapparenter
a l'algorithme dit de « prédiction-correction » de Gear (1967) dordre 2 en vitesses
avec : I'équation (3.20) correspondant a I'étape de prédiction de la position et (3.22) les
étapes de prédiction et correction des vitesses regroupées en une seule. L'algorithme de
prédiction-correction est intéressant en dynamique moléculaire car il peut facilement
étre implémenté a des ordres supérieurs sans pour autant modifier la structure de
l'algorithme (Allen et Tildesley, 1996, annexe E).

3.2.3 Algorithme d’Uzawa pour I’application des contraintes
(@=2)

La deuxiéme étape de l'algorithme de décomposition d'opérateurs (algorithme 1)

consiste a appliquer les contraintes (iii) et (iv) du systéme (3.11) aux variables physiques
1 1
u et U (en vert fig. 3.3 p. 54). En d’'autres termes, connaissant uZ+2 et UZ+2 obtenus

a l'étape précédente (@ = 1), la résolution consiste a trouver uZ“ e Vy, UZ“ e RN,
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pour k=1 a N faire
‘ initialisation de X(,)c, Uz et A‘,)C ;
fin
pour n=0 a N, faire
pour k=1 a N, faire

CHAPITRE 3. SCHEMA NUMERIQUE

prédire la position :
”"’% _wvh n At n
Xk _Xk+AtUk+TAk (320)
pour j =k a N faire
1 1
calculer les forces d’interaction F(XZ+2,X?+2) entre les grain k et j ;
fin
déduire I'accélération :
n+l
F (X 2 )
n+i k
A7 = 3.21)
(Pg - PO) Vi
corriger la vitesse :
n+i At [ n+l
R (Ak 2 +AZ) (3.22)
fin
fin

Algorithme 3: Algorithme de Verlet-vitesses



3.2. DISCRETISATION TEMPORELLE 59

AL e Ay, et Ag;l € Ay tels que :

1 1
n+z n+l
n+l 2 Urkl+l U 2

u, -4, k
S hy,dx —po) Vi——* v
fQPo AL Vi +§,(Pg Po) k N k

+| A%, -n-V,- d€+f/1"“ V.v,)dx=0
fac o (Vip-n—Vi-n) N (V-vp) (3.23)

faG (!t n-U" n) s, de =0

f (Voup ) pupdx=0
G

Vv eV, VEeRY, qneQn, uoy, € Mgy, u € Ag. Sous cette forme, le systéme (3.23)
peut sembler aussi difficile a résoudre que le systéme originel (3.11), pourtant il n’en est
rien. En effet, nous pouvons réécrire le systéme sous forme matricielle :

A, 0 cf cl)(u*) (u*s

0 A, CI o ||u™t| |urz 3.2
Cl Cg 0 0 /15”1 B 0 )
C; 0 0 o] {art! 0

ou encore plus simplement sous forme d'une matrice par blocs :

A c'\(b) (d
e o[-0 029
avec les blocs A, C et les vecteurs b, ¢ et d définis comme :
1
B A1 0 B Cl Cg B un+1 B /1101+1 B un+§
On remarque que la matrice de (3.24) est symétrique de part 'emplacement des

blocs C et CT et de part la symétrie des formes bilinéaires a; et a, associées aux blocs
A; et Ay respectivement :

un+1
a (Vi) = @ (v, upth) = f po—— vy dx (3.26)
Q At
n+l
a (U Vi) = a(Vi, U™ = Y (pg — po) Vi—y— Vi (3.27)
k

Qui plus est, les blocs A; et A, sont des matrices définies positives car les formes
bilinéaires a; et a» sont coercives sur Vj, et RN respectivement.
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pour n =0 a N, faire
mise a jour du vecteur d ;
initialisation de ¢y ;
i=0;
tant que la précision désirée n'est pas atteinte faire
trouver b,y tel que :
Ab;y =d-C'¢; (3.28)

calculer c¢j4q :
Ci+1=¢;+pfCbji (3.29)

i=i+1;

fin

fin
Algorithme 4: Algorithme d’'Uzawa de gradient conjugué

Dans ces conditions, la matrice A est inversible et donc le systeme (3.25) peut étre
résolu avec la méthode d’'Uzawa de gradient conjugué (Arrow et coll., 1958) (algorithme
4). A chaque pas de temps n, l'algorithme démarre avec une estimation initiale cg.
Concrétement, on peut choisir les multiplicateurs de Lagrange du pas de temps précé-
dent (A%, A™) comme valeur de c.

Elman et Golub (1994) rappellent que le taux de convergence optimal de I'algorithme
d’'Uzawa est obtenu pour : X

ﬁ =
Hi+ H2
avec 1 et o respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre du com-
plément de Schur du systéeme (3.25), c’est-a-dire le produit CA~!'C”. La méthode des
puissances itérées permet d'obtenir les valeurs propres extrémes d’'une matrice (Saad,
2011, p. 85).

(3.30)

3.2.4 Correction des positions

En marge du schéma de décomposition dopérateur, il faut déduire la nouvelle
position des grains X"*! en fonction de la vitesse trouvé a la fin de la deuxiéme étape
U1 (étape en orange fig. 3.3 p. 54). En effet, la position X"2 calculée a I'étape
a =1 ne tient pas encore compte de la force hydrodynamique liée au passage de
l'onde acoustique. Cette derniére est contenue implicitement dans la formulation de la
méthode des domaines fictifs comme nous I'avons vu au chapitre 2.

Pour la discrétisation de I'équation (3.18) (p. 57), on procéde conformément au
schéma de Verlet :

At
XZ+1 = XZ + 7 (UZ+1 + UZ) (3.3D
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Dans cette seconde partie, nous appliquons le modéle décrit dans la premiére partie
a une série d’expériences numériques. Ces expériences vont permettre de vérifier le bon
comportement du modéle pour différents cas tests et de tester I'influence de certains
parametres sur les résultats numériques. Les solutions numériques obtenues avec le
modele peuvent étre séparées en deux groupes : les solutions de I'acoustique comme
le champ de pression p et le champ de vitesse u et les solutions de la dynamique
des grains, en l'occurrence leur position X et leur vitesse U. Ces deux facettes doivent
étre confrontées a des solutions analytiques pour valider le modéle. Par chance, les
conditions auxquelles sont sujettes les grains nous permettent d’utiliser des solutions
analytiques dans le cas de la diffraction d’'une onde plane par un seul grain rigide.

Au cours des trois chapitres qui suivent, trois cas tests seront donc présentés.
D’abord, un grain fixe sera soumis a une onde plane pour confronter les solutions
numériques aux solutions analytiques classiques de I'acoustique et a des résultats simi-
laires de la littérature. Ensuite, un ou deux grains seront soumis a une force de rappel
d’un ressort en l'absence donde incidente pour étudier les échanges d’énergie entre
grains et fluide. Enfin, un grain mobile sera a son tour soumis a une onde plane et une
nouvelle solution analytique sera construite afin d’étudier simultanément les solutions
numériques de I'acoustique et de la dynamique. Enfin dans le dernier chapitre, nous
verrons une application pratique et a grande échelle afin d’entrevoir les possibilités du
modéle.






Chapitre 4

Grain fixe soumis a une onde plane

Le cas de la diffraction d'une onde plane par un disque rigide fixe est classique en
acoustique (Potel et Bruneau, 2006). On dispose donc d'une premiére solution analytique
servant de référence pour les résultats obtenus avec notre modéle. Cette comparaison
directe est rendue possible par la contrainte de rigidité appliquée au grain et en considé-
rant le cas ou la partie dynamique du modele est désactivée. Ce choix d’isoler la partie
acoustique du modele est délibéré car il permet de préalablement confirmer le choix
des éléments finis mixtes et de calibrer certains parameétres numériques intrinséques a
la méthode des domaines fictifs. De plus, le cas de la diffraction d'une onde plane par
un disque rigide fixe a aussi servi a illustrer la méthode des domaines fictifs de Bokil
et Glowinksi (2005) et cela donne donc un point de comparaison supplémentaire.

4.1 Parametres de I'’expérience

Un grain de rayon R = 1mm est positionné au milieu d'un domaine rectangulaire
de taille Ly x L, et soumis a une onde plane incidente (4.1). On se place dans la
configuration d’'un milieu semi-infini semi-périodique afin d’étre en mesure de générer
une onde plane. L'annexe regroupe des conditions aux limites alternatives que nous
utiliserons tout au long de cette partie (voir la section A.2 p. 138 pour le milieu semi-
infini). La configuration d’'un milieu semi-périodique semi-infini implique d’utiliser des
couches absorbantes parfaitement adaptées (ou perfectly matched layers (PML)), aussi
décrites en détails dans I'annexe A. La largeur des PML est de Lpy; = 10 h. La source
d'ondes planes est placée a une hauteur ys=L,—20h et le signal de la source est régit
pas la fonction s, :

$¢(8) = Smax sin (271 fs 1) @

avec Smax= 1Pa l'amplitude maximale de la source et f; la fréquence de la source.
La matrice fluide est faite d’eau de masse volumique py =1 000kg/m® avec une
vitesse des ondes de ¢y =1 500m/s. Le grain étant rigide, il n'y a donc pas de pro-

65
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S
Y + + + source
>
graino
R=1mm
fluide
p =1 000 kg/m?
c=1500m/s
0
X

Ficure 4.1 - Schéma de l'expérience numérique d'un grain soumis a une onde plane

pagation des ondes a l'intérieur. De plus, dans cette section, le grain est fixe et donc
considéré comme infiniment dense. Ce cas particulier d'un grain de masse infinie
nécessite de ne pas prendre en compte la partie dynamique de I'algorithme (la résolu-
tion du PFD dans l'organigramme 3.3 p. 54). Par conséquent, la condition de saut de
'équation des ondes (2.23) (p. 39) se simplifie en :

un=0 surodG 4.2)

De plus, le systeme (3.24) (p. 59) que l'on résout lors de I'application des contraintes est
lui aussi simplifié pour devenir :

Ay € cly(uthy (urts
Ci 0 o ffAs!]= (4.3)

0
C; 0 o)\l 0

De cette facon, la vitesse du grain U ne fait plus partie des inconnues a résoudre.

Les parameétres de discrétisation du modéle h, H et At sont calculés automatique-
ment avec les équations (3.1) et (3.2) p. 48 et (3.15) p. 55. Le pas de discrétisation h
du maillage régulier g, dépend la longueur donde minimale existante dans le mi-
lieu Amin, et donc de la fréquence de la source f; pour chaque simulation. Les autres



4.2. SOLUTION ANALYTIQUE DES CHAMPS ACOUSTIQUES 67

paramétres dont dépendent ces équations sont : le nombre de points utilisés pour
discrétiser une longueur donde Nj =12, le nombre de points minimum pour discré-
tiser la frontiere d'un grain Np_ . = 14, le rapport de maillages x = 1,3 et la condition
CFL C =0,5. Nous reviendrons plus en détails sur la facon de choisir certains de ces
parameétres dans les développements de cette partie.

4.2 Solution analytique des champs acoustiques

L'avantage de la fonction source s. est qu'elle peut étre aisément associée a une
fonction complexe de la forme :

ﬁi (r,0,1) = Smax ei(ks r,cos(0—0;)—w;t) (4.4)

pi(r,0,1) = Spmax [cos (ks r cos(0 —0;)) +isin (ks r cos(0 —6;))] g lost (4.5)

avec r et 6 les coordonnées polaires du repere orthonormé ayant pour origine le
centre du grain X;, 0; = -7 l'angle d'incidence de l'onde, ks et w; respectivement
le nombre donde et la pulsation de la source. Le symbole « tilde » au dessus d'une
variable signifie qu’elle est complexe. De plus, I'équation (4.5) peut étre manipulée plus
simplement lorsqu’elle est exprimée sous forme d’'une somme de fonctions de Bessel
J (voir Abramowitz et Stegun, 1964, ch. 9 pour des expressions de J,). En utilisant les
équations 9.1.44 et 9.1.45 (Abramowitz et Stegun, 1964, p. 361), on peut ainsi exprimer le
champ de pression complexe incident sous la forme :

Pi(1,0,) = Smax |Jo(ks 1) +2 Y i"J, (ks 1) cos (n (0 —0,)) [ e <! (4.6)
n=1

Concrétement, la somme n'est pas réalisée sur une infinité de termes, la convergence
étant obtenue au bout de (Barber et Hill, 1990, p. 30) :

Ng = ks R +4,05 (ks R)3 +17 @.7)

La solution analytique du champ de pression complexe réfléchi lors de la diffraction
d’'une onde plane par un disque rigide fixe est donnée en coordonnées cylindriques par
(Potel et Bruneau, 2006) :

prr,0,0 =Y B,HY (ks1) cos(n(0-0;))| e's* (4.8)

n=0

avec HY est la fonction de Hankel du premier type (Abramowitz et Stegun, 1964, ch.
9) et B, une constante déterminée avec les conditions aux limites (Potel et Bruneau,
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2006) :
Jo (ks R) .
- max(ol)’—s sin=0
B H," (ks R)
B, = , 4.9)
.n Jn(ksR) )
H,, " (ks R)

Naturellement, le champ de pression total complexe est la somme des champs incident
et réfléchi :
p(r,0,1) =pi(r,0,1) + pr(1,0,1) (4.10)

Enfin, le champ de vitesse complexe peut étre déduit du champ de pression complexe :

Q6,0 = —

Vp(r,0,t) 4.11)
sP0Co

A ce stade, il est important de noter que ces solutions dépendent fortement du
nombre donde k; et plus particulierement du produit ks R que nous appellerons par
la suite « nombre d'onde adimensionné ». En effet, lors de la diffraction d’'une onde
plane par un obstacle, ce n'est pas tant la fréquence de l'onde incidente seule qui
importante mais plutét le rapport d’échelle entre la longueur d'onde de l'onde incidente
et la longueur de l'obstacle. Aussi, on introduit une autre grandeur semblable a kR :
la longueur d'onde adimensionnée % a laquelle nous nous référerons et reliée a ks R
par la relation :

A om

d kR

4.12)
On s'efforcera d’exprimer % sous forme de fractions de 7 pour faciliter la conversion
en ksR. La longueur donde adimensionnée est plus intuitive puisqu’elle fournit di-
rectement un rapport entre deux longueurs : celle de l'onde et celle de l'obstacle. Ce
parameétre % est trées important dans la théorie de Mie qui décrit la diffusion d’une
onde par une particule car il gouverne les directions dans lesquelles la diffusion sera
la plus intense.

Pour mieux comprendre la dépendance de la solution par rapport a I'angle d'ob-
servation, introduisons la fonction de forme en champ lointain f, définie comme le
rapport entre I'amplitude du champ réfléchi et 'amplitude de l'onde incidente quand
la distance a l'obstacle approche l'infini (Crocker, 1998, p. 374) :

> (—i)"i cos (n (6 -0,)) (4.13)

/A kSR n=0 max

foo(0) =

Cette fonction a I'avantage de fournir un champ adimensionné ne dépendant que de
langle dobservation 6. A partir de la fonction de forme, on peut obtenir la section
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efficace de diffusion o4 qui représente la distribution de l'intensité diffusée dans une
direction donnée :

0a(0) = | fro®)° 4.14)

Finalement, le rapport entre les sections efficaces de diffusion du champ rétrodif-

fusé et du champ diffusé vers l'avant U‘;‘%(_”H//z;) et celui entre les sections efficaces de
04(0)

diffusion des champs transverse et longitudinal ——r—"rr6 = ——7> sont tracés sur la
figure 4.2 en fonction de la longueur donde adimensionnée. On peut aisément diffé-
rencier deux tendances : 'une lorsque la longueur d'onde adimensionnée est grande
et 'autre lorsqu’elle est plus faible avec une transition autour de % ~2,5. A grande
longueur donde adimensionnée, l'onde incidente est principalement rétrodiffusée par
le grain et les diffusions transverses sont tres faibles. On peut aussi remarquer I'évo-
lution du module de la fonction de forme (en rouge sur la figure 4.2) a mesure que la
longueur d'onde adimensionnée diminue. Autour de % ~ 2,5, l'intensité de la diffusion
est identique vers l'avant et l'arriére tandis que lintensité de la diffusion transverse
dépasse celle de la diffusion longitudinale. Enfin, quand la longueur donde adimen-
sionnée diminue, on observe l'apparition de lobes secondaires de faible amplitude; la
diffusion est aussi tres focalisée vers I'avant du grain.

Ces données nous montrent que les variables qui affectent le plus la solution analy-
tique sont la longueur d'onde adimensionnée et I'angle d'observation. L'idée dans cette
section est donc de comparer des diagrammes de directivité numérique et analytique
pour plusieurs longueurs donde adimensionnées différentes.

4.3 Résultats et méthodologie de post-traitement

Une premiére simulation est réalisée avec les parameétres décrits précédemment
et une longueur donde adimensionnée de % = 1 équivalente a une fréquence donde
incidente de f; ~ 240kHz pour un diameétre d = 2mm. Les dimensions du domaine
sont Ly x L, =84 x 94mm, la longueur L, étant plus grande que L, afin de prendre
en compte les PML et la source. La durée de la simulation est 7y = 54 us, le temps
pour l'onde incidente d’atteindre le grain au centre du domaine et le temps pour 'onde
réfléchie de se propager jusqu'au bord du domaine. Les parameétres de discrétisation
qui découlent de la fréquence de la source sont i =0,25mm et At =59ns.

La figure 4.3a montre une image du champ de pression total p calculé avec la
méthode des domaines fictifs a I'instant final ou le front donde a quasiment atteint le
bas du domaine. On distingue le grain au centre du domaine ainsi que des interférences
générées par londe réfléchie par le grain. On devine la ligne source a la hauteur
¥s = 90mm puisqu’elle génére une discontinuité dans les oscillations.

Toutefois, le champ total n'est pas le plus intéressant en soit. L'attention doit se
porter sur la part du champ total qui a interagi avec le domaine fictif, en l'occurrence
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1015 T T T T T | E
: — arriere / avant |}

101 3 T T T T T T | T T 'E
: — transverse / longitudinal |
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Ficure 4.2 - Solution analytique des rapports de sections efficaces de diffusion lors de
la diffraction d'une onde plane par un disque rigide fixe. La courbe bleue du milieu
représente le rapport de sections efficaces de diffusion entre le champ rétrodiffusé et
celui diffusé vers l'avant du grain en fonction de la longueur d'onde adimensionnée
de l'onde incidente. La courbe verte du bas représente le rapport de sections efficaces
de diffusion entre le champ transverse et le champ longitudinal. En haut figurent cing
diagrammes de directivité du module de la fonction de forme pris pour cinq longueurs
donde adimensionnées spécifiques (ronds blancs sur les courbes). Un diagramme de
directivité est une représentation graphique en coordonnées polaires de 'amplitude de
la solution en fonction de 'angle d’'observation.
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Ficure 4.3 - Solution numérique des champs de pression total (a) et incident (b) a
l'instant ¢ = 54 us lors de la diffraction d’'une onde plane par un grain fixe. Londe
incidente est orientée du haut vers le bas (selon I'axe —y) et le signal qui la génére est
défini par la fonction s.(#) d’amplitude maximale Spmax = 1Pa et de longueur d'onde

adimensionnée % =7

le champ réfléchi. En partant de 1'équation (4.10) appliquée a la solution numérique
du champ de pression, on peut déduire le champ réfléchi a partir du champ incident.
La figure 4.3b montre la solution numérique du champ incident p; qui sobtient en
réalisant une simulation identique a celle de la fig. 4.3a mais sans le grain. Des lors,
on obtient le champ de pression réfléchi en réalisant la soustraction des deux champs
Pr = Ptot — Pi en dehors du grain.

Le champ de pression réfléchi est représenté en trois dimensions sur la figure
4.4', On remarque que l'onde réfléchie se propage dans toutes les directions autour du
grain, son amplitude diminuant avec la distance r par rapport au centre du grain. De
plus, 'amplitude de l'onde réfléchie varie en fonction de I'angle dobservation 6 : la
rétro-diffusion est plus forte que la diffusion vers l'avant pour cette fréquence d'onde
incidente.

Le modéle nous donne aussi acces aux composantes du champ de vitesse u (fig.
4.5. La solution donnée par le champ de vitesse est proche de celle donnée par le
champ de pression a ceci prés que c’est un champ vectoriel ce qui permet d'observer
séparément sa composante selon x et celle selon y. Cela permet par exemple de relever
plus facilement la symétrie par rapport a la direction de propagation de I'onde incidente
(fig. 4.5a) et la différence d’amplitude entre le champ rétrodiffusé et le champ diffusé

1. Tous les graphiques de la partie 2 sont tracés en utilisant le module python Matplotlib (Hunter,
2007).
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FiGure 4.4 - Solution numérique du champ de pression réfléchi a l'instant ¢ = 54 us lors
de la diffraction d'une onde plane par un grain fixe. Les surfaces rouges correspondent
a une valeur de champ de pression positive, blanches a une valeur nulle et bleues a une
valeur négative ; la luminosité est inversement proportionnelle a la valeur du champ de
pression.
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vers I'avant (fig. 4.5b).

Par ailleurs, sur les figures 4.4 et 4.5 on constate des pics de forte amplitude
localisé a l'intérieur du grain. Les valeurs des champs a l'intérieur du grain ne sont pas
physiques et ne sont que le reflet des multiplicateurs de Lagrange qui appliquent les
contraintes imposées au grain.

Afin de comparer les solutions numérique et analytique, nous devons commencer
par calculer le module du champ de pression. Contrairement a la solution analytique
qui est complexe, le champ de pression numérique lui est réel. Néanmoins, comme
l'onde incidente est sinusoidale et monochromatique, il est possible de retrouver artifi-
ciellement une estimation du module du champ de pression indépendant du temps en

additionnant les solutions numériques a deux instants séparés par une demi-période
T .
5

T
lpr(r,0)| = p,(1,0,1) - p, (rﬁ,t—?s) (4.15)

Le résultat obtenu est présenté sur la figure 4.6a avec dessiné au pointillé le cercle
ou sont récupérées les valeurs de champs de pression pour le tracé du diagramme de
directivité (fig. 4.6b). On procéde de la méme facon pour obtenir les diagrammes de
directivité des deux composantes du champ de vitesse (fig. 4.6¢ et 4.6d).

Les résultats numériques sont proches de la solution analytique compte tenu du
nombre de points utilisés pour discrétiser le grain (Np = 14). La valeur des champs
longitudinaux est légerement sous-estimée tandis que celle des champs transverses est
tout autant surestimée. L'allure des deux courbes est la méme ce qui prouve que le
modele parvient a capter le phénoméne physique et que les contraintes imposées avec
les multiplicateurs de Lagrange dans le domaine fictif G ont bien été appliquées dans
le domaine régulier Q.

On observe néanmoins des micro-oscillations du champ de pression et de la com-
posante selon x du champ de vitesse pour des angles compris entre —20° et 20°, et
—160° et 160°. Ces parasites numériques ne sont pas surprenants car ils sont carac-
téristiques de I'élément fini mixte P;-Py utilisé pour discrétiser le modéle (Fortin et
Garon, 1997, p. 259). D’autre part, le motif du maillage en Union Jack initialement choisi
pour garantir une certaine isotropie du maillage est soupconné de provoquer lui aussi
des micro-oscillations a cause de l'alternance de l'orientation des triangles (fig. 3.1a p.
49). L'usage d’éléments finis triangulaires est trés rare en acoustique car les éléments
finis rectangulaires assurent bien mieux l'isotropie du maillage. Cependant, le logiciel
FreeFEM++ (Hecht, 2012) ne supporte pour 'heure que des éléments finis triangulaires.
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(a) composante selon x

(b) composante selon y

Ficure 4.5 - Solution numérique du champ de vitesse réfléchi a l'instant ¢ =54 s lors
de la diffraction d'une onde plane par un grain fixe. Les surfaces rouges correspondent
a une valeur de champ de pression positive, blanches a une valeur nulle et bleues a une
valeur négative ; la luminosité est inversement proportionnelle a la valeur du champ de
vitesse.
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Ficure 4.6 - Module du champ de pression réfléchi (a) avec un cercle blanc au pointillé
de rayon r =20 R localisant les données sélectionnées pour tracer le diagramme de
directivitt du module du champ de pression réfléchi (b). Les diagrammes (c) et (d)
sont construits de la méme maniére pour représenter les modules des composantes du
champ de vitesse.
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Ficure 4.7 - Degrés de liberté du champ de vitesse u et du champ de pression p pour
les éléments finis mixtes P-Py, RTp-P] et Py-P;

4.4 Comparaison avec des éléments finis mixtes dif-
férents pour plusieurs longueurs d’onde adimen-
sionnées

Afin de mieux comprendre le choix de I'élément fini P;-Pj, nous présentons main-
tenant des résultats avec d’autres éléments finis mixtes disponibles avec FreeFEM++ :
les éléments finis mixtes RTy-P]" et P1-P; . Les degrés de liberté de ces éléments finis
sont représentés sur la figure 4.7.

La comparaison est opérée sur les diagrammes de directivité des champs de pression
plutot que les champs de vitesse pour ne pas surcharger les résultats. Du reste, nous
avons pu constater que les solutions numériques des champs de pression et des champs
de vitesse étaient tres corrélées (fig. 4.6) et que le champ de pression cumulait les
informations portées par les deux composantes du champ de vitesse. De plus, au vu des
solutions analytiques présentées figure 4.2 (p. 70), nous réalisons cette comparaison pour

quatre longueurs donde adimensionnées données : % =47 ~ 13 (trés basse fréquence),

% = 2{)_37: ~ 5 (basse fréquence), % = %” ~ 2 (fréquence de transition), % = % =~ 0,8 (haute
fréquence).

Dans tous les cas, le module du champ de pression issu de la solution analytique
(4.8) sert de référence. La figure 4.8 commence par présenter les diagrammes de direc-
tivité obtenus avec I'élément fini mixte P;-Py pour quatre longueurs donde adimen-
sionnées en complément de celui obtenu pour % = m (fig. 4.6). Cette figure permet de
confirmer les remarques formulées précédemment sur 'allure similaire des courbes des

résultats numérique et analytique pour chacune des longueurs d'onde adimensionnées.

De méme, on note encore la présence de parasite : ils sont d’ailleurs plus facilement
discernables sur les figures 4.8c et 4.8d. Pour le comprendre, il ne faut pas perdre a
I'esprit a I'équation (3.1) (p. 48) qui fixe le pas de discrétisation spatiale. Quand la
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Ficure 4.8 - Diagramme de directivité du module des champs de pression réfléchis,
numérique et analytique, pour quatre longueurs d'onde adimensionnées % différentes
et avec |'élément fini mixte P;-Py, lors de la diffraction d’'une onde plane par un grain
rigide fixe. Les valeurs du champ de pression sont celles prises a une distance r =10 R
du centre du grain X.
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longueur donde minimale présente dans le milieu A, devient grande, alors c’est le
deuxiéme argument de la fonction min qui détermine le pas de discrétisation. Cela
revient a augmenter artificiellement le nombre de points a utiliser pour discrétiser une
longueur donde N;.

Par ailleurs, la sous-estimation du champ longitudinal et la surestimation du champ
transverse révélés sur la figure 4.6 n'est pas reproductible a toutes les fréquences. Nous
essaierons de mieux comprendre les raisons de cet écart dans la section 4.5, une fois
les résultats analysés pour les éléments finis mixtes RTy-P; et P;-P;.

4.4.1 Elément fini mixte RT)-P;

Une premiére version du modeéle a d’abord été développée avec I'élément fini mixte
RTy-P{ (Imbert et McNamara, 2012) dont les degrés de liberté sont présentés fig. 4.7b
(p. 76). Comme nous l'avons vu au chapitre 3, I'élément fini mixte de Raviart et Thomas
(1977) RTy, est le choix naturel pour un probleme d'onde résolu avec la méthode des
éléments finis. En revanche, il présente des défauts de convergence avec la méthode
des domaines fictifs. En dépit du fait qu'il est traditionnellement associé a 1'élément
fini de Lagrange constant par morceaux Py, nous avons préféré I'associé a I'élément fini
de Lagrange continu par morceaux enrichi d'une fonction bulle Py (Brezzi, Bristeau,
Franca, Mallet, et Rogé, 1992) :

Py ={ane C’(Qp) VK€ Tq,, qulk = P1+span{ai, az, asc}} (4.16)

avec P; un polyndome de Lagrange d'ordre 1 et span{a;, az, as,} le sous-espace vec-
toriel engendré par les coordonnées barycentriques a;,, @z, et as, du triangle K. Ces
éléments ont en commun un degré de liberté au centre du triangle K mais I'élément P}
posséde en plus de cela des degrés de liberté sur les sommets. L'élément P peut étre
exploité pour stabiliser une méthode des éléments finis; qui plus est, Mourad, Dolbow,
et Harari (2006) l'ont utilisé pour stabiliser une méthode de domaines fictifs ot une
condition de Dirichlet était imposée avec des multiplicateurs de Lagrange surfaciques.

Dans l'article de Imbert et McNamara (2012), seule la partie dynamique avait été
étudiée et comparée a une solution analytique. Par ailleurs, des problémes liés a la
dynamique survenaient autour de la longueur donde adimensionnée % =~ 1. Les champs
de pression et de vitesse n'avaient alors fait l'objet que dobservations globales. Les
résultats des diagrammes de directivité pour cet élément sont présentés sur la figure
4.9.

La solution numérique obtenue avec I'élément fini mixte RTy-P]" est manifeste-
ment éloignée de la solution analytique. C'est particuliérement flagrant pour % =2z
(fig. 4.9b) et % =52 49c. D'une part la symétrie de la solution n'est pas respectée,
d’autre part l'allure de la solution numérique est trés approximative. Le seul avantage
de cet élément fini mixte est dobtenir une solution numérique dénuée de parasites
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Ficure 4.9 - Diagramme de directivitt du module des champs de pression réfléchis,
numérique et analytique, pour quatre longueurs dondes adimensionnées % différentes
et 'élément fini mixte RTy-P;, lors de la diffraction d'une onde plane par un grain
rigide fixe. Les valeurs du champ de pression sont celles prises a une distance r =10 R
du centre du grain X.
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numériques. Finalement, ce résultat est révélateur d'un probléme de convergence du
domaine fictif pour I'élément fini mixte RTy-P;".

4.4.2 Elément fini mixte P,-P;

Pour remédier aux probléme de convergence de I'élément RTy, nous le remplagons
par un élément fini conforme : I'élément fini de Lagrange continu par morceaux (fig.
4.7c et éq. (3.6) p. 51). Les éléments finis de Lagrange sont utilisés la plupart du temps
avec la méthode des domaines fictifs en dehors du cadre de la théorie des éléments
finis mixtes.

On constate que les résultats obtenus avec I'élément fini mixte P1-P1+ (fig. 4.10)
sont similaires & ceux obtenus avec I'élément P;-P; (fig. 4.8 p. 77). Bien que les deux
résultats ne soient pas strictement identiques, on obtient & peu prés le méme écart
de la solution analytique. En l'occurrence le fait d’augmenter les degrés de liberté de
I'élément de pression n’apporte rien si ce n'est du temps de calcul supplémentaire.

4.5 Erreur liée a la position du domaine fictif par rap-
port au maillage régulier

L'écart entre les solutions numérique et analytique pour les éléments finis mixtes
RTy-P{ et Pi-P{ doit étre caractérisé afin de mieux comprendre les limites de notre
modele. Apres avoir envisagé d’autres possibilités d’éléments finis, notre attention se
porte sur la conséquence de la superposition du maillage régulier g, et du maillage
non-structuré des domaines fictifs J¢,,. En effet, la convergence de la méthode des
domaines fictifs est démontrée deés lors qu'une condition inf-sup est satisfaite (Girault
et Glowinski, 1995). Cette condition, qui impose que H > h, montre que la frontiére du
domaine fictif ne doit pas couper le maillage n'importe ou.

Pour obtenir I'erreur liée a la position du domaine fictif par rapport au maillage
régulier, 'expérience réalisée dans la section 4.3 (p. 69) est recommencée avec les
mémes parameétres mis a part la position du grain X;. Le centre du grain est déplacé
d’une distance h/2 entre chaque simulation de fagon a couvrir entiérement le motif en
Union Jack (fig. 4.11) : cela représente donc 4 x4 = 16 résultats. Dés lors, on parvient a 16
courbes, la premiére étant le résultat de la figure 4.6b (p. 75) pour la position originelle
du grain. Par souci de clarté, de ces 16 courbes, seules sont conservées les valeurs
extrémes pour chacun des angles d'observation constituant ainsi la marge d’erreur du
module du champ de pression.

Les résultats numériques de l'erreur liée a la position du domaine fictif par rapport
au maillage régulier sont représentés sur la figure 412 pour les éléments finis P;-P;
et RTy-P;. Ce résultat permet d’abord de comprendre que I'asymétrie des résultats
obtenus précédemment avec I'élément de Raviart-Thomas est tres liée a 'emplacement
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Ficure 4.10 - Diagramme de directivité du module des champs de pression réfléchis,
numérique et analytique, pour quatre longueurs dondes adimensionnées % différentes
et 'élément fini mixte P;-Py, lors de la diffraction d’'une onde plane par un grain rigide
fixe. Les valeurs du champ de pression sont celles prises a une distance r = 10R du
centre du grain X.
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D)
D)

Xy

Ficure 4.11 - Schéma des positions successives adoptées par le centre du grain X; par
rapport au maillage en vue de calculer I'erreur liée a la position

ou le domaine fictif coupe le domaine régulier (fig. 4.12a). Le deuxiéme constat pour cet
élément concerne l'erreur elle-méme : elle atteint pres de 50% pour le champ diffusé
vers I'avant et le champ rétrodiffusé est sous-estimé quelque soit la position du grain.

Pour ce qui est de I'élément fini mixte P,-P; (fig. 4.12b) semblable a I'élément
Py-Py, 'erreur dépend peu de I'angle dobservation. De toute maniére, la méthode des
domaines fictifs n'a pas vocation a épouser parfaitement la forme de l'obstacle comme
le fait la méthode des éléments finis : elle est seulement moins soumise a l'effet de
marches d’escalier de la méthode des différences finies (fig. 1.2 p. 23). On remarque
toujours la présence des micro-oscillations dont on peut maintenant préciser les angles
auxquelles elles semblent se produire, a savoir autour de 0 = {45°, 135°, 225°, 315°}.
Ces angles sont les mémes que ceux des diagonales du maillage régulier.

Afin de savoir si cette erreur se résorbe quand on augmente la discrétisation des
deux maillages, on trace sur la figure 4.13 I'erreur obtenue pour deux nombres de points
pour discrétiser le grain Nj_. . On reléeve une diminution de l'erreur se produisant
essentiellement sur le champ longitudinal. Néanmoins la solution numérique pour
Np,_ . =28 s’écarte de la solution analytique en ce qui concerne le champ diffusé vers
l'avant. Une raison probable est la valeur du rapport de maillages qui est trop faible :
elle est fixée x = 1,15 dans l'expérience du calcul de 'erreur. Nous trouverons un moyen
de donner a x une valeur adaptée a notre probléme dans la section 6.5.

4.6 Discussion

Cette section préliminaire a « I'activation » de la partie dynamique du modéle nous
a permis d’appréhender les résultats attendus dans ce type de problemes d’acoustique.
Dans cette configuration sans partie dynamique, un paralléle peut étre fait avec les
méthodes des domaines fictifs de Glowinski et Lapin (2004) et Bokil et Glowinksi (2005),
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Ficure 4.12 - Diagramme de directivité de I'erreur du module du champ de pression
réfléchi numérique selon la position du maillage I, par rapport au maillage régulier
T q,, pour les éléments finis mixtes RTy-P" et P;-P] lors de la diffraction d'une onde
plane par un grain rigide fixe. Les valeurs du champ de pression sont celles prises a
une distance r = 10 R du centre du grain X. La longueur donde adimensionnée vaut

% =7 et le rapport de maillages est fixé a x = 1,15 pour cette expérience.
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90°

| — analytique|

S 005

270°
Ficure 4.13 - Diagramme de directivité de I'erreur du module du champ de pression
réfléchi numérique selon la position du maillage I, par rapport au maillage régulier
Jq, en fonction du nombre de points utilisés pour discrétiser la frontiére du grain. Les
valeurs du champ de pression sont celles prises a une distance r = 10 R du centre du
grain X. La longueur d'onde adimensionnée vaut % =7 et le rapport de maillages est
fixé 2 x =1,15 pour cette expérience. Lélément fini est I'élément P'-P;.
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elle aussi basée sur des multiplicateurs de Lagrange, pour simuler la diffraction d’une
onde plane par un obstacle fixe. En revanche ils utilisent une condition de Dirichlet
(imposée au champ de pression) au lieu d'une condition de Neumann et des éléments
finis différents. Nous pouvons néanmoins constater que les résultats numérique de la
figure 4.4 (p. 72) sont semblables a ceux la figure 5 (de l'article de Bokil et Glowinksi,
2005, p. 259), en prenant note qu'ils utilisent une longueur donde adimensionnée de
% =1 au lieu de 7.

D’autre part nous avons montré que |'élément fini de (Raviart et Thomas, 1977),
pourtant adapté aux problémes d'ondes résolus avec la méthode des éléments finis,
souffre de problemes de convergences avec notre méthode des domaines fictifs. Ce
résultat peut étre confronté a ceux de Bécache et coll. (2009) qui ont récemment dé-
voilé des problemes de convergence de I'élément mixte RTp-Qp (Qp est I'équivalent
rectangulaire de I'élément Py) avec la méthode des domaines fictifs pour I'équation
des ondes avec une condition de Neumann (4.2) mais uniquement des multiplicateurs
de Lagrange surfaciques (le domaine fictif étant ouvert). Ainsi, ils ont réalisé des ex-
périences numériques avec des obstacles plans qu’ils ont orientés a plusieurs angles
différents. Il s'avere que selon lorientation de la discontinuité, la convergence n'est plus
assurée et ce méme en raffinant le maillage. Dans notre cas, un cercle présente toutes
les orientations possibles par rapport au maillage régulier, on peut donc en déduire
une origine commune au probléme de convergence.

Enfin, cette section nous a permis de mieux comprendre les limites de notre modele
et de la méthode des domaines fictifs en général. L'utilisation de I'élément fini P;-Py par
la suite représente le meilleur choix uniquement au vu des contraintes de FreeFEM++.
Les micro-oscillations générées nécessiteraient siirement de le remplacer par un autre
élément fini mixte. Des solutions sont d’ailleurs proposées par Bécache et coll. (2009)
pour I'élément RTy mais elles sont trop complexes a implémenter dans FreeFEM++.
Nous avons aussi remarqué que l'erreur liée a la position du maillage du domaine fictif
par rapport au maillage régulier diminuait avec la discrétisation mais qu'il fallait encore
déterminer la valeur du parametre «.






Chapitre 5

Grains mobiles soumis a une force
de rappel

Nous revenons maintenant au modeéle a proprement parler : celui décrit dans la
partie 1 avec le couplage entre les ondes acoustiques et la dynamique des grains.
Loriginalité de notre modeéle réside dans sa capacité a fonctionner sans aucune source
incidente. Pour le comprendre, nous réalisons des tests dans lesquels un ou deux grains
sont soumis a des forces de rappel de ressorts. Dans ce cas, les grains rayonnent dans
le fluide tout en oscillant librement autour de leur position d’équilibre. L'expression de
I'énergie potentielle étant connue pour les forces de ressort, cela permettra d'observer
les échanges d’énergie entre un grain et un fluide d'une part (fig. 5.1a) et deux grains
séparés par un fluide d’autre part (fig. 5.1b).

La force de rappel du ressort agissant sur un grain est donnée par :

Fk = —kgAka (GR))]

avec AYj la composante selon y de I'écart du grain par rapport a sa position d’équilibre
et kg la raideur du ressort.

Définitions de I’énergie Les estimateurs a notre disposition pour I'énergie sont ceux
décrits dans I'équation (2.47) (p. 45). En effet, la spécificité de la méthode des domaines
fictifs fait qu'on peut difficilement séparer 'énergie dans le grain et celle dans le fluide.
Le domaine Q\ G n’est plus accessible car englobé dans le domaine Q. Par contre, il est
pertinent d’'observer I'énergie acoustique portée par I'onde acoustique dans le domaine
Q et I'énergie mécanique portée par les grains puisque démonstration a été faite qu'on
parvient au méme résultat de la conservation de I'énergie (2.5 p. 44).

Cette précision étant faite, on définit 'énergie totale E comme la somme de I'énergie
acoustique et de I'énergie mécanique :

E=E,+E,, (.2)

87
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(a) 1 grain relié a4 un ressort

(b) 2 grains reliés a des ressorts

Ficure 5.1 - Schéma des deux configurations utilisées dans le chapitre 5. Les deux
grains sont reliés a leur propre ressort de raideur kg. Le grain k=1 est initialement
décalé de la position d’équilibre du ressort de AY;(# =0) =1nm avant d’étre laché

L'énergie acoustique E, se compose d’énergie cinétique E, . liée aux champs de vitesse
et d’énergie potentielle E, , liée au champ de pression :

avec

E,= Ea,c + Ea,p (5.3)
1 2
Eac= [ 5 pollull dx 5.4
Q2
(5.5)

De méme I'énergie mécanique E,, est partagée en énergie cinétique E,, . liée a la
vitesse du grain et en énergie potentielle du ressort Ejy ), liée a I'écart par rapport a la

position d’équilibre :

Em =Emc+Emp (.6)
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avec
Ng
1

Eme=2. 5 kg AY{ (5.7)
k=1
N,

Emp=Y. = (pg— po) Ve IUEI? (5.8)

m,p—k_12 Pg—Po) ViU .

On note également que I'énergie mécanique cinétique E,, , (5.8) ne prend en compte
qu'une partie seulement de I'énergie réelle du grain. La part d’énergie manquante est
inclue dans I'énergie acoustique cinétique E, . (5.4) qui est calculée sur l'intégralité du
domaine Q = (Q\ G UG.

5.1 Cas d’un grain seul

5.1.1 Parametres de I’expérience

Pour cette premiére expérience avec un grain, nous conservons le maximum de
paramétres de la section précédente afin de faciliter d’éventuelles comparaisons. On
modélise donc un grain de rayon R = 1mm au milieu d'un domaine rectangulaire de
taille L, x L, = 80 x 90mm (fig. 5.1a). La configuration des PML est celle d'un milieu
infini tel qu’il est présenté figure A.la puisque la génération d’'une onde plane n’est
plus nécessaire. Le milieu fluide est toujours composé d’eau (pg = 1 000kg/m® et
co =1 500m/s) tandis que le grain est en verre de masse volumique pg =2 500kg/m>.

Le grain est relié a un ressort virtuel de raideur kg = 10GN/m de sorte que la
pulsation des oscillations soit la méme que celle de l'onde incidente de la figure 4.4 ou
la longueur donde adimensionnée était % =7:

2 2
kg =( ’jf“) Vi (pg~ po) (5.9

L'écart initial est quant a lui fixé a AY;(# = 0) = 1nm. Puisque la longueur d'onde
minimale dans le milieu Ain ne change pas, les paramétres de discrétisation sont aussi
les mémes que ceux fig. 4.4 a savoir : h =0,25mm, At =59ns, Ny =12, Ny _. = 14,
x = 1,3, la condition CFL C =0,5 et le temps final tp=42us.

min

5.1.2 Reésultats dynamiques et acoustiques

La figure 5.2 présente les résultats numériques des deux composantes de I'écart du
grain par rapport a la position d’équilibre AX; ainsi que de la vitesse du grain U;. On
note que la composante selon x est nulle a la fois pour la position et la vitesse puisque
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Ficure 5.2 - Solutions numériques de la position par rapport a 'équilibre et de la vitesse
du grain k=1 en fonction du temps lors de l'oscillation d'un grain relié a un ressort
virtuel dirigé selon l'axe y et de raideur k; = 10GN/m.

le ressort est dirigé selon I'axe y. Les oscillations selon la composante y sont amorties
par la force hydrodynamique naturellement intégrée dans le modéle.

Les figure 5.3 et 5.4 montrent respectivement le champ de pression acoustique et
le champ de vitesse acoustique au temps ¢ =25 usl. Le grain se comporte comme un
dipéle : c’est particulierement visible sur la figure 5.4b. En effet, comme le grain est
rigide, d'une part sa frontiére est indéformable interdisant toute pulsation radiale de
la sphére comme c’est possible pour une bulle de gaz par exemple (Strasberg, 1956).
D'autre part le déplacement du centre du grain et le méme que celui de toute sa
frontiére et est relié au champ de vitesse par la condition de saut de I'équation des
ondes (2.23) (p. 39). Ainsi, quand le grain se dirige dans une direction donnée, il génere
une surpression a l'avant et une dépression a l'arriére. De plus, il est aussi affecté
par le champ de pression qu’il a lui-méme généré autour de lui a cause de la force
hydrodynamique qui le freine.

Du point de vue numérique, le démarrage abrupt de I'expérience géneére ici une
petite oscillation supplémentaire visible devant l'oscillation principale au premier plan
de la figure 5.3. Enfin, on ne revient pas sur les constations déja réalisées dans le
chapitre 4 sur les micro-oscillations et qui sont toujours valables lorsque le grain est lui
méme source dondes acoustiques.

L. ..et non t=54us comme dans la figure 4.4 p. 72 puisqu'on économise ici le temps mis par l'onde
incidente pour atteindre le grain.
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Ficure 5.3 - Solution numérique du champ de pression a l'instant ¢ = 25us lors de
loscillation d'un grain relié a un ressort de raideur kg = 10GN/m.

5.1.3 Echanges d’énergie entre un grain et le fluide

La répartition de I'énergie dans le systeme est représentée sur la figure 5.5. On
peut observer sur la figure 5.5a que I'énergie total est quasiment conservée jusqu'a ce
que I'énergie acoustique commence a étre absorbée quand l'onde franchit les PML a
t =26 us. On observe malgré tout une décroissance lente de I'énergie. En effet, bien
que les schémas numériques utilisés pour discrétiser I'équation des ondes et le PFD
soient symplectiques, le schéma de décomposition d'opérateur, lui, ne I'est pas. De plus,
comme c’est seulement un schéma d'ordre 1 en temps, il génére une erreur de Ar? a
chaque pas de temps.

On remarque également que I'énergie mécanique est convertie en énergie acous-
tique a mesure que le grain oscille. Le fait que ce transfert d’énergie n'est pas continu
au cours du temps mais oscillatoire est uniquement due a notre définition de I'énergie.
En effet une partie de I'énergie du grain délimitée par la courbe en tirets noirs, plus
précisément g—; =~ 42 %, passe perpétuellement d’énergie mécanique a énergie acous-
tique et inversement. Elle correspond a I'énergie acoustique présente dans le domaine
Q a I'emplacement des grains et a l'origine des pics visibles sur les figures 5.3 et 5.4 (p.
91).

Les figures 5.5b et 5.5¢c montrent respectivement |'énergie mécanique et I'énergie
acoustique dans le systéme. On remarque sur la figure 5.5b que le grain perd toute son
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Ficure 5.4 - Solution numérique du champ de vitesse réfléchi a l'instant ¢ = 25us
lors de loscillation d'un grain relié a un ressort dirigé selon I'axe y et de raideur
ke =10GN/m
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Ficure 5.5 - Répartition de I'énergie dans le systéme au cours du temps lors de l'oscilla-
tion d’'un grain relié a un ressort de raideur k = 10 GN/m. L'énergie totale (a) est divisée
en énergie mécanique (b) et énergie acoustique (c), elles-mémes composées d’énergies
cinétique et potentielle. La courbe en tirets noirs délimite I'énergie du grain (au des-
sus) et I'énergie du fluide (en dessous). La droite verticale au pointillé noir représente
I'instant ou le front d'onde franchit les PML.
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énergie au profit de l'onde aprés une dizaine de périodes puisque les oscillations sont
libres.

5.2 Cas de deux grains

5.2.1 Parametres de I’expérience

Une seconde expérience est menée dans la configuration présentée en figure 5.1b
(p. 88). Les grains sont espacés de 1mm et tous deux reliés a leur propre ressort
virtuel de méme raideur k,. Toutefois, seule le grain du bas k =1 est initialement
déplacé de sa position d’équilibre d'une distance AY;(f =0) = 1nm. Le domaine est
toujours encadré par les PML mais ses dimensions sont réduites a 15mm x 17mm et
le rayon des grains a R = 0,5mm afin de se focaliser sur la zone d'intérét. Les masses
volumiques et vitesses restent, quant a elles, inchangées.

En outre, la raideur des ressorts est changée pour ky = 105GN/m afin qu'elle
correspondent a une longueur donde de A = 1mm. Les paramétres de discrétisation
qui en résultent sont les suivants : h =1/12mm, At = 20ns, Ny =12, N . = 14,
x =1,2, la condition CFL C =0,5 et le temps final ¢7 = 4,3 us.

5.2.2 Résultats dynamiques et acoustiques

La figure 5.6 représente les composantes selon y de la position et de la vitesse de
chacun des grains. Le second grain, initialement a I'équilibre, est mis en mouvement au
bout d’environ 0,7 us, soit le temps pour l'onde diffusée par le grain du bas d’attendre
le grain du haut. On remarque aussi que bien que ces deux grains ne soient pas
en contact, les oscillations d’amplitude maximale AY; = 1nm du premier grain sont
capables de provoquer des oscillations d’amplitude AY, =0,2nm du second grain.

Les champs acoustiques correspondants sont dévoilés sur les figures 5.7 et 5.8 a
linstant £ =4,3us. A cet instant, les oscillations du grain du bas sont plus faibles que
celles du grain du haut : cela se répercute sur le champ de pression dont 'amplitude est
plus importante en haut qu'en bas. L'espace entre les grains est une zone particuliére
ou une onde est constamment renvoyée d'un grain a l'autre.

La figure 5.8b permet d'observer ce que nous avons évoqué précédemment, a savoir
la présence d'un champ de vitesse a l'intérieur du premier grain, directement relié a
la vitesse du grain. Cela coincide avec ce que l'on peut observer sur la figure 5.6b : a
l'instant ¢ =4,3 us, le grain 2 est a l'arrét et le grain 1 en mouvement.
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Ficure 5.6 - Solutions numériques de la position et de la vitesse des grains k=1 et
k =2 en fonction du temps lors de l'oscillation de ces grains reliés a leur propre ressort
de raideur k = 105GN/m séparés d'une distance 1d. Seul le grain k =1 est initialement
décalé de la position d’équilibre du ressort de AY;(# =0) = 1nm avant d’étre laché

T T T T T T T 2.4
16 —
1.8
14} -
1.2
12+ —
0.6
= 10} - =
o
E s} 4 17°%° =
> o
6l 1 -0.6
4 a -1.2
5L 1 -1.8
0 I I I I I 1 I -2.4
0 2 4 6 8 10 12 14

X [mm]

Ficure 5.7 - Champ de pression a linstant ¢ = 4,3 us lors de loscillation de deux
grains reliés a leur propre ressort de raideur k = 105GN/m séparés d'une distance
1d. Seul le grain k=1 est initialement décalé de la position d’équilibre du ressort de
AY;(t =0) = 1nm avant d’étre laché
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Ficure 5.8 - Champ de vitesse a l'instant ¢ = 4,3 us lors de l'oscillation de deux grains
reliés a leur propre ressort de raideur k = 105GN/m et séparés d'une distance 1d.
Seul le grain k =1 est initialement décalé de la position d’équilibre du ressort de
AY;(t =0) = 1nm avant d’étre laché

5.2.3 Echanges d’énergie entre deux grains

Nous étudions a nouveau les échanges entre I'énergie acoustique E, et I'énergie
mécanique de chacun des grains E,; et Ej, 2 telles que ces notions sont définies p.
87. Les résultats de la figure 5.9 montrent que lors d'une premiére phase jusqu'a 0,7 us
on obtient le méme comportement que pour le cas avec un seul grain. Lorsque I'onde
atteint le second grain, I'énergie de celui-ci est stable. En effet, d'une part il regoit en
permanence de I'énergie diffusée par le premier grain, cette énergie méme qui I'a mis
en mouvement. D’autre part, puisque le deuxiéme grain est en train d'osciller, il diffuse
aussi de I'énergie dans le fluide.

Par ailleurs une comparaison intéressante peut étre faite lorsqu'on remplace I'eau
par de l'air de masse volumique po = 1,2kg/m? et de vitesse des ondes ¢y = 340m/s.
On choisit une nouvelle raideur de ressort kg = 10GN/m pour conserver la méme
longueur d'onde adimensionnée % = 1. Le pas de discrétisation spatiale est donc aussi
inchangé h = 1/12mm mais la condition CFL mise a jour avec ¢y modifie le pas de
discrétisation temporelle pour At =87ns.

Ces résultats présentés sur la figure 510 permettent de mettre en valeur l'utilité du
code en milieu immergé par rapport au milieu sec. Dans ce cas précis, la plupart de
I'énergie reste dans le premier grain qui oscille avec un amortissement négligeable. On
peut néanmoins observer dans l'encart du bas que le grain du bas a diffusé environ
0,5% de son énergie a l'air en fin de simulation par rapport au 97 % transférée a l'eau.
Finalement, seule 0,000 1% de I'énergie du premier grain sera transférée au deuxiéme
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Ficure 5.9 - Répartition de I'énergie dans le systéme au cours du temps lors de l'oscil-
lation de deux grain reliés a leur propre ressort de raideur k = 105GN/m et immergés
dans de l'eau (pg = 1 000kg/m3, ¢y =1 500m/s). Seul le grain k =1 est initialement
décalé de la position d’équilibre du ressort de AY;(t =0) = 1nm avant d’étre laché.
L'énergie totale est décomposé en énergie acoustique et en énergies mécaniques pour
chacun des grains k=1 et k=2
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Ficure 5.10 - Répartition de I'énergie dans le systtme au cours du temps lors de
l'oscillation de deux grain reliés a leur propre ressort de raideur k = 10GN/m dans
de l'air (oo = 1,2kg/m?®, cy = 340m/s). Seul le grain k =1 est initialement décalé de
la position d’équilibre du ressort de AY;(f =0) = 1nm avant d’étre laché. L'énergie
totale est décomposé en énergie acoustique et en énergies mécaniques pour chacun
des grains k=1 et k =2 L'énergie mécanique du grain k =2 est ici quasiment nulle de
l'ordre de 0,000 1% de I'énergie totale a I'instant ¢ = 18 us

grain. C'est un ordre de grandeur puisquon remarque dans l'encart du haut que cette
énergie est bien inférieure a la perte d’énergie totale du schéma numérique.

5.3 Discussion

Les résultats présentent un aspect unique du modeéle : la capacité pour chaque grain
soumis a une force extérieure de rayonner dans l'espace. La méthode des domaines
fictifs a déja été développée dans ce sens pour modéliser les déformations et le son
produit par la membrane d’'une timbale soumise a une force (Rhaouti et coll.,, 1999).
Dans leur cas, il n'y a pas la contrainte de rigidité et la condition de saut relie la
normale au champ de vitesse u-n au déplacement d'une membrane souple. Cependant
il est difficile de réaliser une comparaison directe des résultats numériques tant les
deux applications sont différentes. En effet, notre modéle devant servir a modéliser un
grand nombre de grains rigides mobiles dans un milieu immergg, il se place plus dans
la lignée de celui de Glowinski et coll. (1999) qui simulent la sédimentation de grains
mais avec les équations de Navier-Stokes.
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Dans cet exemple, la force extérieure appliquée au grain était une simple force
rappel. Mais appliqué au cas d’'un milieu granulaire compact, un grain sera soumis
aux forces de contact de ses voisins que l'ont peut définir librement par des forces
linéaires comme le ressort ou non-linéaires comme le modele de Hertz (Agnolin et
Roux, 2007). Dans l'air, nous avons pu constater qu'un grain diffusait une quantité
d’énergie négligeable, permettant ainsi d’utiliser seulement un algorithme de dynamique
moléculaire. Dans l'eay, il n'en est rien. Les grains diffusent une partie de leur énergie
dans les pores du milieu granulaire et une autre partie est transmise directement par
contact. De plus, la transmission de I'énergie diffusée n'est pas directe mais subit un
retard du au temps pour l'onde de traverser le pore.

Finalement, cette expérience a permis de vérifier le comportement énergétique du
modele et la stabilité du schéma numérique. Toutefois, elle n’a pas permis de confronter
les résultats dynamiques et acoustiques du modéle a une solution analytique : c’est
l'objet du prochain chapitre.






Chapitre 6

Grain mobile soumis a une onde
plane

Pour la derniere expérience numérique de ce chapitre, un grain libre et mobile
est soumis & une onde plane. On rapproche ainsi les expériences des chapitres 4 et
5 en confrontant simultanément les résultats numériques acoustique et dynamique a
une nouvelle solution analytique. Aprés avoir développé cette solution analytique, les
résultats des champs de pression et de vitesse obtenus pour un grain mobile seront
comparés a ceux obtenus pour un grain fixe (chapitre 4). Ensuite on étudiera I'évolution
de l'erreur sur les champs acoustiques et la dynamique du grain en fonction de la
discrétisation des maillages. Des résultats sur la vitesse du grain en fonction de la lon-
gueur d'onde de l'onde incidente seront présentés et confrontés a la solution analytique.
Enfin, nous terminerons sur l'optimisation du rapport de maillages «.

6.1 Solution analytique de la vitesse d’un grain mo-
bile soumis a un son

Le probléme de la vitesse d'un grain mobile soumis a une onde plane est plus rare
que celui traité dans la section 4.2 (p. 67). Il a d’abord été briévement traité par Lamb
(1945, p. 514) en 3D dans le cas ou la longueur d'onde incidente est trés supérieure
au diameétre de la sphére. Plus tard, Temkin et Leung (1976) ont réalisé une étude
approfondie sur la vitesse d'une sphére rigide 3D soumise a une onde sonore dans
un fluide infini et visqueux ne conduisant pas la chaleur. Ils obtiennent 'amplitude et
le déphasage de la vitesse de la sphére par rapport au champ de vitesse incident a
n'importe quelle longueur d'onde.

En suivant le raisonnement de Temkin et Leung (1976), nous développons ici une
solution analogue en deux dimensions pour un fluide parfait : non-visqueux, incom-
pressible et ne conduisant pas la chaleur. L'équation du champ de pression incident

101
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complexe (4.6) (p. 67) et celle du champ de pression réfléchi complexe (4.8) sont toujours
valables. Cependant, par ne pas surcharger les équations qui suivent, on ne mentionnera
pas le terme temporel en e s ?, Par contre, une nouvelle expression de la constante B,
doit étre trouvée car la condition au bord du disque est maintenant celle de I'équation
(2.23) (p. 39). En utilisant I'équation (4.11), on peut réécrire I'équation (2.23) comme :

— Vim =0 6.)
Ws Po

De plus, en prenant en compte la symétrie du probléme, on sait que la vitesse du grain
n'a qu'une seule composante paralléle a la direction de propagation :

i 9p

= U, cos(0-8)) (6.2)
wspo Or

Enfin, a partir des équations (4.10), (4.6) et (4.8), on peut calculer la dérivée partielle :

w_; Y [eni” SmaxksJ, (ks R) + By ks HY (ks R)] cos (n (0 - 0,)) = Uy cos(0-6;) (6.3)
sP0 n=0

avec €g=1 quand n=0 et €, =2 quand n> 0.
Par ailleurs, le grain est soumis au PFD (2.19) qui peut également s’écrire sous forme
complexe :
—iwsm Uy = F (6.4)

La force complexe s'écrit aussi avec 'équation (2.20) :

5 2

F,=-R p cos(@ —6;)do (6.5)
0

D’apres I'équation (4.10), on peut injecter les équations (4.6) et (4.8) dans I'équation
(6.5) :
_ 2m oo
Fi=-R| Y [eni"SmaxJn(ksR) + B, HY (ks R)] cos (n (0 —6,)) cos(@ —0;)dO (6.6)
0 n=0
Or:
2 0 quand n=0etn=2
f cos(n0) cos(0)do = (6.7)
0

7 quand n=1
Donc le seul mode pertinent est n =1 :

Fy = =R (21 Smax)1 (ks R) + By H (ks B)| (6.8)
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Enfin, on injecte 'équation (6.8) dans I'équation (6.4) pour obtenir une expression de la

vitesse : .
~ —i
Uy =

R (21 Smax)1 (kg B + By H{" (ks R) (6.9)
(1)5 ml

En remplagant la masse du grain m; par pg 7 R% on aboutit a :

U =
wspg R

(2 SmaxJ1 (ke B + By H (ks R)) (6.10)

La constante B, est alors fixée en identifiant terme a terme les équations (6.10) et (6.3) :

Jo(ksR)
- max(ol),—s sin=0
HY (ks B)
ks RYy (ks R) = £21 (ks R)
Bn =1 —2Smaxi sin=1 (6.11)
" T ke R e R — L2 1 (K By
! (ks R
H; " (ks R)

Finalement, seule la constante B; est modifiée dans I'équation (6.11) par rapport a
I'expression (4.9) donnée pour un grain fixe. Néanmoins, injecter 'équation (6.11) dans
'équation (6.10) nous donne acces a I'expression de la vitesse du grain complexe :

— 2Smay H (kg R, (s B) =1 (ks RYHY (g R)
€ pgksRHY (ksR)— poH" (ks R)

U= (6.12)

Il peut étre plus intéressant d’exprimer 1'équation (6.12) sous forme du rapport entre la
vitesse du grain et 'amplitude du champ de vitesse incident. Spax désignant I'amplitude
du champ de pression, on appelle donc 1y = 222 'amplitude correspondante pour le

Po Co
champ de vitesse :
o HY (ks R)J, (ks B) )1 (ks Y HY (ks R)
Lo 20, = i (6.13)
o pg ks RHY (ks R) — po H{" (ks R)

Enfin, en utilisant les relations de récurrence des fonctions de Bessel et les formules de
Wronskian (Abramowitz et Stegun, 1964, p. 360-361), on peut simplifier I'équation (6.13)
en :

Pg
Uo kR |k RHS g R) - (22 +1) H (ks B) |

~ : Po
O, 41—

(6.14)

Pour la suite du développement, on définit le module U; = |U;| et le déphasage n =
arg(U;) de la vitesse du grain complexe.
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La figure 6.1 est la représentation graphique de I'équation (6.14) en fonction de
la longueur donde adimensionnée % pour plusieurs masses volumiques. Elle nous
renseigne sur la dynamique du grain soumis a une onde sonore monochromatique.
D’une part, lorsque la longueur donde est trés supérieure au diamétre du grain (ou
ksR < 1), 'amplitude de la vitesse du grain tend vers une constante que l'on peut
calculer avec I'équation (6.14) (et les éq. 9.1.7 et 9.1.8 dans Abramowitz et Stegun, 1964,
p. 360) :

U 260
P (6.15)
up (ksR)°In(ksR) + p—g +1
d'oti la limite :
U 23
lim — = "% (6.16)

ks R—0 Uy L2 41
Pg

Ce résultat pour une sphére en deux dimensions est d’ailleurs a comparer a celui

de Lamb (1945, p. 514) qui avait trouvé 225%?1

D’autre part, quand la longueur donde est trés inférieure au diameétre du grain (ou
ks R > 1), 'amplitude de la vitesse du grain tend vers zéro. En d’autre terme a haute
fréquence, 'onde incidente n’est plus capable de déplacer le grain. Lamplitude de la
vitesse du grain est maximale quand la masse volumique du grain et celle du fluide
sont les mémes et décroit a mesure que la masse volumique du grain augmente. Ce
comportement est logique : plus le grain est lourd, moins l'onde est capable de le
déplacer.

On représente également sur la figure 6.2 le déphasage 1 de la vitesse complexe
du grain par rapport a londe incidente. On constate que les oscillations du grain et
celles de l'onde incidente sont en phase quand la longueur d'onde est trés supérieure
au diametre du grain. En revanche, le déphasage augmente quand la longueur d'onde
adimensionnée diminue. De plus, le déphasage diminue légeérement quand la masse
volumique du grain augmente, |'effet étant moins prononcé que sur la figure 6.1.

Par analogie a la figure 4.2 (p. 70), la figure 6.3 présente la solution analytique des
rapports de sections efficaces de diffusion tels qu'ils ont été décrits dans les équations
(4.13) et (4.14) en prenant en compte la nouvelle valeur de B,. Mais ces résultats sont
indissociables des résultats de la figure 6.1 sur 'amplitude de la vitesse du grain. En
effet, on remarque que les rapports de sections efficaces de diffusion différent de ceux
de la figure 6.3 uniquement quand l'amplitude de la vitesse du grain par rapport a
celle de l'onde incidente n'est pas négligeable. Concretement, l'onde rayonnée par le
grain quand il oscille (par un processus analogue a celui observé dans la section 5) se
superpose a l'onde réfléchie par la surface du grain (section 4). Donc quand le grain
n'oscille pas, on retrouve les mémes résultats que dans la section 4.

Par ailleurs, on observe toujours deux comportements : I'un quand la longueur

donde adimensionnée est supérieure a % =~ 2,5 et l'autre quand elle est inférieure a

pour la sphére en trois dimensions.
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Ficure 6.1 - Solution analytique du rapport de vitesses % en fonction de la longueur
0

d'onde adimensionnée de I'onde incidente 4 4 pour les rapports de masse volumique fo

{1;0,8;0,6;0,4;0,2}. U; est le module de la vitesse complexe du grain et u lamphtude
du champ de vitesse de londe incidente. La courbe verte correspond a un résultat
proche du rapport de masses volumiques entre I'eau et le verre.

10t

Ficure 6.2 - Solution analytique du déphasage 7 entre la vitesse complexe du grain et
le champ de vitesse incident en fonction de la longueur d'onde adimensionné de l'onde
incidente % pour les rapports de masse volumique g—z =1{1;0,8;0,6;0,4;0,2}.
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Ficure 6.3 - Solution analytique des rapports de sections efficaces de diffusion lors de
la diffraction d'une onde plane par un disque rigide mobile. La courbe bleue du milieu
représente le rapport de sections efficaces de diffusion entre le champ rétrodiffusé et
celui diffusé vers l'avant du grain en fonction de la longueur d'onde adimensionnée
de l'onde incidente. La courbe verte du bas représente le rapport de sections efficaces
de diffusion entre le champ transverse et le champ longitudinal. En haut figurent cing
diagrammes de directivité du module de la fonction de forme pris pour cinq longueurs
d'onde adimensionnées spécifiques (ronds blancs sur les courbes).



6.2. RESULTATS ET COMPARAISON AVEC LE GRAIN FIXE 107

% ~ 2,5. Lorsque la longueur d'onde est trés supérieure au diameétre du grain, il n'y

a quasiment pas de champ diffusé vers l'avant : le petit lobe a I'avant du grain que
l'on observait sur la figure 4.2 est absent sur la figure 6.3. Enfin autour de la zone de
transition % = 2,5, les diffusions vers l'arriére et 'avant du grain sont les mémes tandis
que la diffusion transversale est 2 a 3 fois plus importante que la diffusion transverse.

6.2 Résultats et comparaison avec le grain fixe

Pour la premiére expérience numérique, nous reprenons tous les parametres de la
section (4.3) (p. 69) afin de pouvoir comparer directement les représentations graphiques
3D des champs de pression et de vitesse obtenus avec un grain fixe. Les résultats du
champ de pression réfléchi 6.4 et celui du champ de vitesse réfléchi sont représentés
sur la figure 6.5. On constate d’abord que I'amplitude moyenne de l'onde réfléchie
est inférieure a celle obtenue dans le cas d'un grain fixe. Inversement, I'amplitude de
I'énergie a l'intérieur du grain est supérieure a celle observée quand le grain est fixe :
c'est particulierement flagrant en comparant la composante u, (fig. 6.5b et fig. 4.5b p.
74). Ce résultat concorde avec nos conclusions sur les aspects énergétiques : le grain
absorbe une partie de I'énergie de 'onde incidente pour osciller et réfléchit le reste. De
plus, on note que la diffusion vers I'avant du grain est plus faible quand il est mobile
que quand il est fixe tout comme le prédisait la solution analytique a cette longueur
d'onde.

La position et la vitesse du grain au passage de l'onde incidente sont représentées
sur la figure 6.6. Londe incidente atteint le grain a l'instant ¢ =23 us. Sur la figure
6.6a, on constate un décalage initial du grain de l'ordre de 0,25pm du au temps mis
par londe pour entouré totalement le grain. Durant ce laps de temps, le grain est
poussé vers le bas sans retour possible parce que le champ de pression est positif
autour de la partie haute du grain mais nulle en dessous. Par la suite, quand le grain
est intégralement englobé par l'onde, des pressions positives et négatives alternent sur
sa frontiére. On remarque au passage que l'amplitude des oscillations de la vitesse
du grain figure 6.6b représente environ 45% de celle de l'onde incidente d’amplitude
Uy ~670um/s (vu que Smax = 1Pa) comme le prédit la solution analytique figure 6.1.
Enfin, les composantes selon x de X; et U; sont nulles et donc en accord avec la
symétrie du systéme.

6.3 Erreur relative en fonction de la discrétisation

Apreés ces observations, on effectue une seconde expérience numérique afin de
calculer I'erreur totale relative commise sur l'intégralité des champs totaux p, uy et u,
en fonction de la discrétisation. Certes, cette approche est différente de celle basée sur
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Ficure 6.4 - Solution numérique du champ de pression réfléchi a l'instant ¢ = 54 us lors
de la diffraction d'une onde plane par un grain mobile. Londe incidente est orientée
du haut vers le bas (selon 'axe —y) et le signal qui la génére est défini par la fonction

s¢(t) d’amplitude maximale Spax = 1Pa et de longueur donde adimensionnée % =T7.
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(a) composante selon x

(b) composante selon y

Ficure 6.5 - Solution numérique du champ de vitesse réfléchi a l'instant ¢ = 54 us lors
de la diffraction d'une onde plane par un grain mobile.
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FiGure 6.6 - Solutions numériques de la position par rapport a l'instant initiale et de
la vitesse du grain en fonction du temps quand il est soumis a une onde plane de

longueur donde adimensionnée 2 = 7.
d

I'étude des diagrammes de directivité abordée dans la section 4. Mais l'objectif n'est pas
le méme : les diagrammes de rayonnement permettaient de recueillir des informations
précises sur lorigine de I'erreur afin de résoudre des problémes liés aux éléments finis.
Maintenant, il s’agit de quantifier I'erreur commise sur les champs acoustiques sur
la dynamique du grain et d’étudier son évolution quand la discrétisation spatiale est
raffinée.

Un grain de rayon R = 0,5mm est positionné aux coordonnées (5;4,5) mm d'un
domaine carré de c6té Ly = L, = 10mm dans la configuration d'un milieu semi-infini
semi-périodique (fig. A.1b). La largeur des PML en haut et en bas du domaine est 10 /.
La source localisée a y; = 8,3mm génére une onde plane vers le bas dont le signal est
définit par la fonction s.(t) (4.1) d’amplitude maximale Sy ,x = 1,5Pa (soit 1 um/s) et de
longueur d'onde adimensionnée % =1 (soit une fréquence de f; =1,5MHz). La vitesse
des ondes dans le fluide est co =1 500m/s et sa masse volumique po =1 000kg/m?3.
La masse volumique du matériau du grain est celle du verre pg =2 500kg/m?>. Enfin,
les parametres de discrétisation sont : &~ =1/12mm, At =22,6ns, N =12, N5 . =14,
x = 1,2, la condition CFL C =0,58 et le temps final #; =6,7 us.

Les solutions numérique et analytique du champ de pression total et de la norme
du champ de vitesse sont juxtaposées sur la figure 6.7. On peut remarquer qu’elles
sont visuellement trés semblables. Les seules différences sont dordre numérique avec
la présence des PML sur une épaisseur de Lpyy = 0,8mm en bas et en haut qui
absorbent les ondes ainsi que l'artefact numérique du a la présence de la source a
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TasLe 6.1 - Erreurs relatives sur les champs de pression et de vitesse calculés pour
plusieurs discrétisations

Ny x Ny ep eu, ey,
1202 1,44-107' 2,38-107' 1,47-107!
240° 9,19-1072 1,28-107! 9,01-1072
480>  8,00-1072 1,09-10°! 7,93-1072

Ys = 8,3mm.

La comparaison des solutions numérique et analytique s'effectue en dehors du grain
et sur le carré de taille [1,5;8,5] x [1;8) mm afin d’éviter |'artefact lié a la source et les
effets des conditions périodiques latérales. On définit I'erreur relative e portant sur un
champ quelconque ® et sur une période Ts comme :

”q)num - (Dan ||L2
” (Dan ” 12

ep = sup (6.17)

Lief<I<tref+Ts

. s, . . L
avec Wpum la solution numeérique, Wa, une solution analytique et e = C—g le temps
pour l'onde de traverser le milieu de haut en bas.

Les erreurs relatives pour le champ de pression p et les deux composantes du
champ de vitesse u, et u, pour différents pas de discrétisation du maillage sont
reportées dans le tableau 6.1. On note que I'évolution de l'erreur n'est pas optimale :
elle ne s'améliore que d'un facteur 1,5 entre h = 1—12 et h= i, puis d'un facteur 1,1
entre h = i et h= ﬁ. Cela refléte encore la faiblesse de I'élément fini P;-Py auquel
nous sommes limités.

Par ailleurs, on représente sur la figure 6.8 la vitesse du grain pour les trois dis-
crétisations utilisées. On remarque sur la composante y (paralléle a la direction de
propagation, fig. 6.8a) que les résultats dynamiques sont trés semblables quel que soit
le pas de discrétisation. Néanmoins on peut observer a une échelle plus réduite les os-
cillations de la composante x du champ de vitesse (fig. 6.8b). Comme il n'est pas censé
se produire de déplacement dans cette direction, cette figure constitue une bonne es-
timation de l'erreur commise sur le mouvement du grain. On remarque que l'erreur
maximale est améliorée d'un facteur 4 quand on double le nombre de pas de discré-
tisation du maillage régulier. Par conséquent I'évolution de l'erreur sur la dynamique
est meilleure que pour l'acoustique. L'échelle du grain est plus grande que celle d'un
élément fini, il est donc beaucoup moins sensible aux micro-oscillations des champs
acoustiques.
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Ficure 6.7 - Solutions numérique et analytique des champs de pression et de vitesse
réfléchis a l'instant ¢ = 6,7 us lors de la diffraction d'une onde plane par un grain rigide
mobile. Londe incidente est orientée du haut vers le bas (selon I'axe —y) et le signal

qui la géneére est défini par la fonction s.(¢) d’amplitude maximale Sp,x = 1Pa et de
longueur d'onde adimensionnée % =1
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Ficure 6.8 - Vitesse du grain en fonction du temps pour plusieurs pas de discrétisation
temporel lors de la diffraction d’'une onde plane, de longueur donde adimensionnée
% =1, par un grain rigide mobile

6.4 Vitesse d’un grain en fonction de la longueur
d’onde de I'onde incidente

Comme nous l'avons fait pour le grain fixe dans la section 4, nous confrontons
cette fois-ci la vitesse du grain a la solution analytique pour une série de longueurs
d'onde adimensionnées. En effet, la solution analytique de la vitesse complexe du grain
(6.14) (p. 103) prévoit que I'amplitude des oscillations du grain diminue avec la longueur
donde adimensionnée (fig. 6.1) et que le déphasage par rapport a l'onde incidente
augmente (fig. 6.2).

6.4.1 Parametres de I’expérience

Des ondes planes harmoniques de différentes fréquences sont successivement en-
voyées sur un grain localisé en bas du domaine représenté sur la figure 6.9. On ne
s'intéresse pas aux champs diffusés par le grain durant cette expérience. En revanche,
afin d’enregistrer une dizaine d'oscillations du grain pour chaque longueur d'onde adi-
mensionnée en milieu semi-périodique, le domaine doit étre suffisamment grand pour
que l'onde réfléchie par le grain ne l'atteigne pas une seconde fois. La simulation est
d’ailleurs arrétée avant que cela ne se produise. Donc les dimensions du domaine aug-
mentent avec la longueur donde adimensionnée mais la distance entre le grain et les
bords périodiques est toujours identique a celle entre la source et le grain. De méme, les
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Ficure 6.9 - Schéma de la configuration d’enregistrement des oscillations d’'un grain
soumis a une onde plane. La distance entre le grain et les bords périodiques et la
méme que celle entre le grain et la source.

temps d’arrivée de l'onde sur le grain ne sont pas comparables entre chaque simulation.

Pour cette expérience, le rayon du grain est R = Imm et sa masse volumique est
de pg =2 400kg/m>!. Les paramétres de l'eau sont inchangées : po = 1 000kg/m?
et co = 1 500m/s. L'amplitude de la source est laissée a Spmax = 1Pa. Les pas de
discrétisation du modéle h, H et At sont calculés automatiquement avec les équations
(3.1) et (3.2) p. 48 et (3.15) p. 55 selon la longueur donde adimensionnée. Les autres
parameétres numeériques sont fixés a : Ny =12, Np_. =14, xk = 1,27 et la condition CFL
C=0,5.

6.4.2 Résultats et méthodologie de post-traitement

Pour comparer la solution numérique a la solution analytique (6.14), deux enregis-
trements doivent étre réalisés pour chaque longueur d'onde. D’abord la vitesse du grain
U est enregistrée quand il est soumis a l'onde plane U. Ensuite, on supprime le grain
et seule la valeur du champ de vitesse ug est enregistrée a I'emplacement du centre du
grain ('indice zéro appliqué aux champs signifie « en I'absence du grain »).

Les résultats pour deux longueurs donde caractéristiques % =2 >2,5 et % =1<
2,5 sont donnés a titre d’exemple sur la figure 6.10. En comparant les figures 6.10a et
6.10b, on retrouve les propriétés de la solution analytique énoncées dans la section 6.1.
D’une part, 'amplitude des oscillations de la vitesse du grain diminue avec la longueur
donde adimensionnée. D’autre part, un déphasage apparait quand la longueur d'onde
adimensionnée diminue. Par ailleurs, l'oscillation de faible amplitude de l'onde incidente
au démarrage est simplement due a 'augmentation artificielle de N (la raison a déja

1. masse volumique initialement choisie avant d’étre remplacée par pg = 2 500kg/m® jugées plus
proches des billes utilisées expérimentalement
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Ficure 6.10 - Comparaison des composantes selon y de la valeur du champ de vitesse
a 'emplacement du grain (mais en I'absence de celui-ci) uy, et de la vitesse du grain
Uy,1 pour deux longueurs dondes adimensionnées de l'onde incidente.

été abordée p. 76).

Enfin, en ne conservant que la norme des vecteurs U et u, on obtient le rapport
H, équivalent de la solution analytique Z—; Toutefois, les deux signaux ne sont pas
simplement divisés car cela géneérerait des problémes numériques (division par zéro,
etc.). Le rapport des vitesses est réalisé extremum a extremum : on obtient ainsi une
vingtaine de valeurs. Les premiéres oscillations sont parfois ignorées puisqu’elles sont
spécifiques a la mise en route de loscillateur et ne sont pas pris en compte par la
solution analytique.

La moyenne des rapports de tous les extrema nous fournit ainsi une estimation du
rapport de vitesses H avec une bonne précision. Quant au déphasage 7, il est calculé
en utilisant une méthode numérique de corrélation croisée des deux signaux (fonction
correlate de SciPy, Oliphant, 2007). Finalement, a partir des données d'une figure
comme la 6.10a, on aboutit a une valeur de rapports d’amplitudes et une valeur de

déphasage.

6.4.3 Amplitude et déphasage de la vitesse du grain

Les valeurs du rapport entre I'amplitude de la vitesse du grain ||U;| et celle de
l'onde incidente [lugll sont reportées sur la figure 6.11 pour des longueurs donde adi-
mensionnées s'étalant de % =0,25 a 45. On constate que les résultats numériques sont
proches de la solution analytique. La dynamique des deux courbes est la méme mais
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Ficure 6.11 - Solutions numérique et analytique du rapport de vitesses % en fonction

de la longueur d'onde adimensionné de l'onde incidente % et pour pg =2 400kg/m?,
po = 1 000kg/m®. U; représente la vitesse du grain et uy le champ de vitesse a
I'emplacement du grain mais en 'absence de celui-ci.

les résultats numériques sont légérement surestimés quand la longueur d'onde est petite
par rapport au diametre du grain. Les barres d’erreur liées au traitement numérique
des résultats (moyenne des rapports d’amplitudes et calcul numérique du déphasage)
sont négligeables.

A partir des données numériques, il est intéressant d’utiliser la solution analytique
afin de retrouver quelles valeurs de pg et R permettent d’ajuster au mieux les résultats
numériques. Le résultat de I'ajustement analytique est présenté figure 6.12 : le meilleur
résultat est obtenu pour pg =2 350kg/m® et le rayon R =0,91mm. Cela constitue
une erreur relative de 2% pour la masse volumique et 9% pour le rayon du grain.
Cependant le résultat de l'erreur sur le rayon est & prendre avec précaution car le
rayon R est indissociable du nombre donde kg dans I'équation (6.14). Il peut donc aussi
servir a ajuster artificiellement la fréquence de l'onde incidente lors de I'ajustement
analytique.

Par ailleurs, le coefficient de corrélation égal a 99,9% est excellent, confirmant
que lallure de la solution analytique est correctement retranscrite par le modele. Ce
résultat est une nette amélioration par rapport aux résultats de Imbert et McNamara
(2012) générés avec I'élément fini mixte RTy-P;" ot les points étaient éloignés de fagon
imprévisible de la solution analytique a petite longueur donde adimensionnée.

Le déphasage entre les oscillations de la vitesse du grain et la valeur du champ
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longueur donde adimensionné de l'onde incidente % et pour pg =2 400kg/m?, py =
1 000kg/m3 et R=1mm. U; représente la vitesse du grain et uy le champ de vitesse
a I'emplacement du grain mais en I'absence de celui-ci. r est ici le coefficient de
corrélation entre les données numériques et I'ajustement analytique.

Ficure 6.12 - Ajustement analytique du rapport de vitesses en fonction de la
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Ficure 6.13 - Solutions numérique et analytique du déphasage entre la vitesse du grain
U; et ug le champ de vitesse a I'emplacement du grain (mais en I'absence de celui-
ci) en fonction de la longueur donde adimensionné de l'onde incidente % et pour
pg =2 400kg/m>, pg=1 000kg/m>.

de vitesse a 'emplacement du centre du grain est tracé sur la figure 6.13 avec sa
solution analytique en fonction de la longueur d'onde adimensionnée. On constate que
l'allure des deux courbes est la méme mais que le modéle éprouve quelques difficultés
a prendre en compte le faible déphasage négatif jusqu’a % ~ 2,5. Ensuite, cet écart est
maintenu jusqu'a % = 0,6.

Enfin, on se place a tres grande longueur d'onde % =21 pour observer I'évolution

du rapport de vitesse llllg(:llll pour des rapports de masses volumiques % compris entre

0,1 (billes en argent massif dans de I'eau) et 0,91 (billes de plastique dans de 'eau). Ce
comportement limite de 1'équation (6.14) quand ks R (et donc % infini) tend vers zéro
est prédit par I'équation (6.16) (p. 104). On remarque que I'écart par rapport a la solution
analytique est sensiblement le méme quel que soit le rapport de masses volumiques
pour une longueur donde adimensionnée donnée.

6.5 Optimisation du rapport de maillages

Le rapport de maillages x propre a la méthode des domaines fictifs est déterminant
pour la convergence de la méthode (Girault et Glowinski, 1995). Pour faire simple, Glo-
winski et coll. (1999, p. 775) expliquent que le conditionnement du systéme a résoudre
a chaque pas de temps (dans notre cas, (3.24) p. 59) requiert que & < H tandis que la
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Ficure 6.14 - Solutions numérique et analytique du rapport de vitesses % en fonction
du rapport de masses volumiques g—; et pour % =21. U; représente la vitesse du grain

et ug le champ de vitesse a I'emplacement du grain mais en I'absence de celui-ci.

précision requiert que H < h. D'ou le compromis suivant :
I=sx=<2 (6.18)

Durant ce chapitre plusieurs valeurs différentes de x ont été prises sans pour autant
donner d’explications. Le fait est que dans la littérature, outre la condition (6.18), il y
a peu d'information sur la valeur a donner a ce parameétre. Cette valeur est toujours
fixée de facon empirique par les auteurs de méthodes de domaines fictifs : ¥ = 1,2
(Bécache et coll,, 2009), 1 <« < v/2 (Glowinski et coll,, 1995), 1,8 < x <2 (Glowinski et
coll., 1997), etc. Les équations résolues, les éléments finis utilisés, ainsi que les modes
de construction des maillages tout aussi variés peuvent expliquer cette diversité de
résultat.

Partant de ces constatations, nous reproduisons les résultats obtenus dans la section

précédente 6.4.3 en changeant uniquement le parametre x de % a \% En outre, on

définit les fonctions cofit /iy du rapport de vitesses % et J; du déphasage 7 calculées
pour chaque valeur de x a partir de I'écart quadratique entre solutions numérique et
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Ficure 6.15 - Fonctions cofits Jiy et J;, associées respectivement au rapport de vitesses
”2—1” et au déphasage 7 en fonction du rapport de maillages k. Les courbes au pointillé
0

joignant les points sont des splines pour faciliter la lecture du graphique.

analytique :

Ju= ). L (6.19)

(6.20)

avec N4 le nombre de longueurs d'ondes adimensionnées utilisées dans les figures
6.11 et 6.13.

Les résultats sont représentés sur la figure 6.15 : en bleu pour Jy et vert J;. Les
points sont reliés au pointillé par des splines pour mettre en valeur la forme de chacune
des courbes. Elles forment toutes les deux un creux correspondant a la valeur de x qui
minimise I'erreur. Etonnamment, ces minima ne désignent pas le méme rapport x : on
trouve 1,27 pour le rapport des vitesses et 1,18 pour le déphasage des vitesses. Par
conséquent, la valeur optimale de x se situe entre ces deux valeurs.

6.6 Discussion

Plusieurs aspects du modéle ont été abordés au cours de cette section. Au travers
de la solution analytique et des comparaisons avec le cas du grain fixe, nous avons
constaté des différences notables par rapport aux modeéles basés sur un grain rigide



6.6. DISCUSSION 121

fixe. D'une part 'amplitude de l'onde réfléchie par un grain mobile dépend a la fois du

contraste de masses volumiques % et du déplacement des grains ce qui rend notre
4

modeéle plus réaliste que le modéle du grain fixe uniquement basé sur la géométrie
des grains. Qui plus est, I'hypothése de corps rigide indispensable a la méthode de
dynamique moléculaire est toujours préservée par notre

D’autre part, cette diminution d’amplitude implique une réduction de I'énergie
acoustique au profit de I'énergie mécanique. Nous avons remarqué quun grain ri-
gide immergé libre de ses mouvements soumis & un son effectuait un mouvement
oscillatoire. L'amplitude de la vitesse du grain et le déphasage par rapport a l'onde
incidente ont été entiérement caractérisés. Linformation principale qui en ressort est
qu'un grain mobile n'est quasiment plus affecté par une onde incidente dés lors que
sa longueur donde adimensionnée est tres inférieure a % < 1. Le modele n'est donc
plus utile en dessous de cette longueur d'onde adimensionnée. Toutefois, ce n'est pas
génant puisqu’il est destiné a étre utilisé dans un milieu granulaire compact ou les
micro-oscillations des grains généerent des sons a des longueurs d'onde plus grande
(Thirot et coll.,, 2012). De plus, les analyses multi-échelles expérimentales (Le Gonidec

et Gibert, 2007) sont réalisées pour des longueur donde % >1

0

Nous avons aussi pu constater que le rapport de densités 5— controlait aussi 'am-

plitude des oscillations de la vitesse du grain. La confrontation dgs résultats numériques
avec la solution analytique a également permis d’estimer les limites actuelles du modeéle.
Par exemple, il permet de comparer le résultat obtenu avec deux matériaux de masses
volumiques différentes, comme du verre et de I'acier, mais n’est pas suffisamment pré-
cis pour comparer deux types de verre avec des masses volumiques trés proches. Enfin
nous avons trouvé une valeur adéquate pour le rapport de maillages «.

Tous ces résultats peuvent étre rapprochés de ceux de Hickling et Wang (1966) qui
ont comparé les résultats de la diffusion d'une sphére 3D mobile rigide a ceux d’'une
sphére élastique. Comme nous l'avons fait pour le disque, ils montrent que l'effet des
vibrations de la spheére rigide sur le champ diffusé commence a s'estomper quand
% < 0,6. Par ailleurs en comparant avec le modele de la sphére élastique, ils concluent
que les résultats obtenus avec ces deux modeles sont similaires pour des longueurs
dondes adimensionnées supérieures a % > 7. Or, les modeles 2D et 3D ne sont pas
fonciérement différents pour ces longueurs donde : pour s’en convaincre, il suffit de
comparer les rapports de sections efficaces de diffusion figure 4.2 et la figure 4 de
Le Gonidec et Gibert (2007, p. 6). On peut donc parfaitement extrapoler ce constat a la

sphére 2D.

Par conséquent, ces résultats montrent une nouvelle fois que notre modele basé sur
des grains rigides mobiles est tout a fait apte a simuler de facon réaliste la propagation
d'ondes acoustiques dans un milieu granulaire. De plus, cette méthode numérique prend
en compte toute la dynamique des grains et permet donc d’accéder a des quantités
physiques dont n'ont pas accés les modéles numériques habituellement utilisés en



122 CHAPITRE 6. GRAIN MOBILE SOUMIS A UNE ONDE PLANE

acoustique. Nous pouvons donc envisager de le tester a plus grande échelle au cours
du prochain chapitre.



Chapitre 7

Suspension de grains mobiles
soumis a une impulsion

Le modele est finalement appliqué & une suspension aléatoire de grains mobiles
immergés afin de le tester a plus grande échelle. Dans cette expérience, on observe la
propagation au cours du temps d’'une impulsion de courte durée a travers ce milieu
hétérogene. Lobjectif futur de cette application est de pouvoir observer les changements
dans le signal requ quand on change des paramétres du modele comme la fréquence
de l'onde incidente, la fraction volumique de la suspension ou la masse volumique des
grains.

7.1 Parametres de I'expérience

7.1.1 Géométrie du domaine

On répartit 400 grains de facon aléatoire dans un domaine semi-infini semi-
périodique rectangulaire (schéma A.lb p. 136) de largeur Ly = 20mm et de hauteur
L, =48mm. Les grains ont tous le méme rayon R = 0,5mm et donc le méme volume
V. Les positions des grains sont reportées sur la figure 7.1a. Du fait des bords pério-
diques latéraux, cela revient a modéliser une suspension de largeur infinie. La hauteur
moyenne de la suspension est de AL, =36mm a partir de laquelle on peut déduire la
fraction volumique :

_NgV
L AL,

~44% (7.0

Les grains sont en verre de masse volumique pg =2 500kg/m?>. La matrice fluide
est composée d’eau de masse volumique po = 1 000kg/m?® et de vitesse de propaga-
tion ¢y =1 500m/s. La gravité est absente et les grains ne sont soumis qu’a la force
hydrodynamique liée au passage de 'onde acoustique.

123
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Ficure 7.1 - Positions des grains dans la suspension et triangulation du domaine régulier
et du domaine fictif
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Ficure 7.2 - Impulsion gaussienne : représentation graphique de la fonction s;4 en
fonction du temps (a) et carré de la transformée de Fourier discréte du signal en
fonction de la fréquence (b). La fréquence ou (§,-,4)2 est maximale est la fréquence
centrale f.

7.1.2 Impulsion gaussienne

Les fonctions gaussiennes (ou leurs dérivées) servent a produire des impulsions
uniques couvrant tout une gamme de fréquences. Définissons la dérivée quatrieme
d’une fonction gaussienne par la formule suivante :

4 2
5 (ol g)) oles(-g))
La figure 7.2a est une représentation graphique de la fonction s; 4(#) pour Spmax =1, fs =
0,5Hz et t =[0;4] s. On remarque que cette fonction posséde cinq extrema distincts.
Le signal 7.2a a été préalablement étendu a l'intervalle ¢ = [0;40] s pour augmenter la
résolution de sa transformée de Fourier discréte présentée fig. 7.2b. Sur cette figure, on
observe que l'impulsion gaussienne couvre une certaine gamme de fréquences autour
d’une fréquence dominante appelée « fréquence centrale » f.

Nous caractériserons l'impulsion gaussienne avec sa fréquence centrale plutét que
fs car elle est plus pertinente du point de vue de I'acoustique. Les fréquences f; et f;
sont liées par la relation suivante dans le cas d'une dérivée quatriéme de gaussienne
(Popa, 2010) :

2
Si,4(t) = Smax e—Z(T[fs[t—%)) (7.2)

fe=Vos fs (7.3)

avec og lordre de dérivation de la gaussienne (ici 4). Pour nos expériences, 'amplitude
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de la source est fixée & Smax = 1,5Pa (soit up =1 um/s). La ligne source est positionnée
a la hauteur y; =44 mm.

La largeur des PMLs en haut et en bas du domaine est Lpy;; = 10 h. Les paramétres
de discrétisation sont : & = 185um (pour Ny = 12), le rapport de maillages x = 1,2 avec
Np_.. =10 et le pas de temps At =37ns (pour C =0,43). La durée de la simulation est
de 35,5us et le temps de calcul est de 18min'. La superposition des deux maillages
est représentée sur la figure 7.1b.

7.2 Résultats de la propagation de I’'onde dans la sus-
pension

Pour cette expérience la fréquence centrale de la source est f, = 150kHz (soit % =
10). On se place dans I'hypothése ou la longueur d'onde incidente est trés supérieure
au diametre du grain. Les figures 7.3b a 7.6b montrent des instantanés du champ de
pression p (a), de la vitesse Uy et de la norme de l'accélération Ay de chaque grain
(b) et de la norme du champ de vitesse ||ull (c) au cours de la propagation dans le
milieu. Londe se propage du haut du domaine vers le bas. Les trois extrema de forte
amplitude sont nettement reconnaissables en début de simulation a la fois sur les
figures 7.3a et 7.3c. A mesure que londe se propage dans la suspension, chaque grain
mis en mouvement rétro-diffuse une partie de I'énergie qu'il regoit et 'amplitude de
l'onde incidente diminue. On observe donc en fin de simulation sur la figure 7.6b des
réflexions dans toute la suspension.

On note aussi que les vitesses et accélérations des grains sont naturellement liées
aux champs acoustiques qui les entourent. Bien que l'onde ait une direction privilégiée
(vers le bas), le mouvement des grains peut localement étre affecté par les réflexions
provenant de ses voisins, ce qui explique le sens des vecteurs vitesses qui n'est pas
toujours paralléle a y, y compris dans la figure 7.3b.

Une seconde expérience est réalisée avec une fréquence centrale de f. = 750kHz,
soit une longueur d'onde adimensionnée autour de % = 2. Les résultats sont présentés
en début et fin de simulation sur la figure 7.7. En comparant les figures 7.6a et 7.7c,
on remarque d’abord que l'onde pénétre beaucoup moins dans la suspension lorsque
la longueur donde incidente est plus faible. Dans cette configuration, le phénomene
de diffusion multiple des ondes est prédominant. En effet, en s’'aidant des diagrammes
de directivité de la solution analytique 6.3 (p. 106), on comprend qu’a cette longueur
d'onde, la majeure partie de I'énergie recue par un grain est diffusée sur les cotés. Cela
explique pourquoi la vitesse de propagation effective de I'onde dans la suspension est
moins importante. Par ailleurs, on constate aussi que l'ordre de grandeur des vitesses
des grains est bien inférieur dans ce cas. On remarque également sur la figure 7.7c la

1. avec un processeur Intel Core i7 950 cadencé a 3,07 GHz
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Ficure 7.3 - Propagation d'une impulsion gaussienne de fréquence centrale f, = 150kHz
dans un suspension granulaire a l'instant ¢ =20 us. La figure (a) montre le champ de
pression acoustique, la figure (b) les positions, vitesses (dont la valeur est proportion-
nelle a la longueur des fleches rouges) et accélérations (en niveau de gris) de chaque

grain et la figure (b) la norme du champ de vitesse.
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Ficure 7.4 - Propagation d'une impulsion gaussienne de fréquence centrale f, = 150kHz
dans un suspension granulaire a l'instant ¢ = 25 pus.
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Ficure 7.5 - Propagation d'une impulsion gaussienne de fréquence centrale f, = 150kHz
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FiGure 7.6 - Propagation d’'une impulsion gaussienne de fréquence centrale f, = 150kHz
dans un suspension granulaire a l'instant ¢ =35 ps.
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complexité de l'onde réfléchi vers le haut du domaine.

7.3 Discussion

La simulation de la suspension est une étude préalable a celle du milieu granulaire
compact et néanmoins indispensable. D’abord elle permet de vérifier que le modele est
applicable a une grande quantité de grains. Ensuite, une simple impulsion réfléchie par
ce type de milieu parait déja difficile a interpréter, sans soumettre en plus les grains a
des forces de contact. Cela nécessite d'utiliser notamment des techniques plus poussées
comme |'analyse multi-échelle basée sur la transformée d'ondelettes (Le Gonidec et coll.,
2002). Combinée aux théories de milieux effectifs comme celle de (Waterman et Truell,
1961), elles permettent de remonter expérimentalement aux parametres qui caractérisent
le milieu granulaire (Le Gonidec et Gibert, 2007).

Par ailleurs, l'utilitt d'un modéle basé sur des grains rigides mobiles pour étudier
des suspensions de sable est confirmée par Sheng et Hay (1988). Le but de leur étude
était de déterminer lequel des modéles de sphéres élastiques, rigides mobiles ou ri-
gides immobiles s'ajustait le mieux aux données expérimentales. En s’appuyant sur les
résultats expérimentaux de Flammer (1962) réalisés sur des suspensions de sable, ils
montrent que les meilleurs résultats sont obtenus avec le modéle de grains mobiles.
Sheng et Hay (1988) expliquent entre autre que I'échec du modele élastique, pourtant
plus élaboré, vient du fait qu'il n’y a pas de modes de résonances internes dans un grain
de sable de forme quelconque. De plus, le succés du modéle de grains rigides mobiles
par rapport aux grains fixes démontre une nouvelle fois 'importance de l'inertie des
grains et de leur mobilité dans ce type de problémes.
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FiGure 7.7 - Propagation d'une impulsion gaussienne de fréquence centrale f, = 750kHz
dans un suspension granulaire aux instants t =7pus et t=35us



Conclusions et perspectives

Lobjectif de notre travail était de développer un modele numérique permettant de
coupler une méthode discrete gérant la dynamique d'un milieu granulaire avec une mé-
thode continue simulant la propagation d'ondes acoustiques dans un liquide entourant
les grains. Nous avons donc réalisé un état des méthodes numériques potentiellement
applicables a ce type de probléeme. Le résultat de cet état de I'art nous a conduit vers la
méthode des domaines fictifs basée sur des multiplicateurs de Lagrange distribués de
Glowinski et coll. (1999). Toutefois, cette méthode utilisée a l'origine pour simuler la sé-
dimentation de grains rigides mobiles n’avait pas d’homologue acoustique. Nous avons
donc construit notre propre méthode des domaines fictifs pour coupler le mouvement
de grains rigides aux ondes acoustiques. A partir de la formulation mathématique du
modele, nous avons construit un schéma numérique simple permettant le couplage
avec un algorithme standard de dynamique moléculaire.

Puis, nous avons confronté plusieurs aspects du modele a des solutions analytiques
au travers d’expériences numériques simples. Ces expériences nous ont permis de
justifier nos choix d’éléments finis et établir les limites du modeéle. Nous avons aussi
pu valider les aspects énergétiques essentiels dans le couplage des méthodes discrete
et continue. En effet, l'originalit¢ de ce modele permet & un grain immergé soumis
a une force de se déplacer tout en diffusant des ondes acoustiques dans le fluide
environnant. Inversement, une onde incidente sur un grain est aussi capable de le
mettre en mouvement.

Enfin, I'expérience finale a consisté a propager une onde plane : d’abord sur un
grain rigide mobile, puis sur une suspension de plusieurs centaines de grains. La
confrontation des résultats numériques aux solutions analytiques a permis de mieux
comprendre le comportement dynamique d’'un grain en fonction de parameétres tels que
la fréquence de l'onde incidente ou le rapport de masses volumiques entre le fluide et
le grain. De plus, l'erreur commise avec le modéle a pu étre estimée tant sur le plan
acoustique que dynamique.

FreeFEM++ nous a permis de développer et tester efficacement notre méthode des
domaines fictifs. Néanmoins, nous atteignons les limites d’exploitation du logiciel pour
développer d’avantage le modele. En effet, les éléments finis triangulaires ne sont pas
utiles a notre probléme et pourraient étre remplacés par des éléments finis rectangu-
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laires permettant par exemple de faire cohabiter les champs de vitesse et de pression
sur des grilles décalées. D'autre part, la construction du systeme linéaire doit étre
optimisée afin de tirer partie pleinement du maillage régulier de la méthode des do-
maines fictifs. De méme, l'utilisation de solvers paralleles devrait permettre d’accélérer
la résolution du systéme.

Des travaux sont en cours afin d’approfondir les résultats acoustiques obtenus avec
la suspension de grains mobiles en s’appuyant sur une analyse multi-échelle basée
sur des théories de milieux effectifs. Cette étude permettra de mieux interpréter le
signal acoustique réfléchi par le milieu granulaire en fonction de paramétres tels que la
fraction volumique, 'amplitude ou la fréquence de l'onde incidente. Ce nouveau modele
numérique viendra compléter des études récentes a la fois théoriques et expérimentales
sur les propriétés acoustiques des milieux granulaires.



Annexe A

Conditions aux limites alternatives

Dans cette section, des alternatives aux conditions aux bords sont présentés afin de
réaliser les expériences numériques de la partie 2. Dans un premier cas, on considére
que le domaine Q est infini (fig. A.l1a), en d’autres termes que les ondes qui arrivent sur
la frontiere I' sortent du domaine sans étre réfléchies vers l'intérieur. Dans un second
cas, on laisse le milieu infini sur les frontiéres hautes et basses de T' et on impose
une périodicité du milieu dans le sens horizontal (fig. A.lb). Physiquement d’une part,
cette alternative permet de simuler un milieu granulaire horizontalement infini mais
d’épaisseur finie. Numériquement d’autre part, les bords périodiques sur les frontieres
gauches et droites de I' permettent aussi d'implémenter une source d'ondes planes.

A.1 Milieu infini

En acoustique, simuler un milieu homogeéne infini revient a imposer des conditions
aux limites absorbantes sur la frontiére I'. Et pour cause, une onde acoustique qui se
propage s’éloigne naturellement de son point d'origine et n'y reviendra jamais a moins
qu’elle rencontre des obstacles et qu'elle soit réfléchie. Dans le cadre d’expériences
acoustiques par exemple, le son est rarement confiné dans le systéme et peut se
propager dans toute la salle et au-dela, d'ou la nécessité de simuler ce comportement.

A.1.1 Conditions aux limites absorbantes

Il existe plusieurs méthodes pour absorber numériquement les ondes, la plupart
sont basées sur des bandes (ou « couches » ou encore « zones ») accolées a la fron-
tiere du domaine (fig. A.la). Les plus simples, communément appelées « éponges », se
contentent d’ajouter des termes d’amortissement dans I'équation des ondes (Israeli et
Orszag, 1981) pour tous les points a l'intérieur de la bande. Dans ce cas, 'amplitude
de l'onde décroit lentement a mesure qu'elle se propage dans I'éponge : il faut donc
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rh
PML-
v source
PML-x
Q
Q Fg . - - - - - @ ————— > rd
PML-y
I
|
p— T T
Lpmr b

(a) Milieu infini N o o
(b) Milieu semi-infini semi-périodique
Ficure A.l - Conditions aux limites pour un milieu infini et pour un milieu semi-infini
semi-périodique

plusieurs dizaines de points pour I'annihiler (Imbert, 2010, p. 28). De plus, le passage
du domaine conventionnel au domaine de 1'éponge est percu par l'onde comme une
discontinuité et génere des réflexions parasites.

A.1.2 Couches absorbantes parfaitement adaptées

Les couches absorbantes parfaitement adaptées (ou PML) ont été spécialement dé-
veloppées pour absorber l'onde sans réflexions parasites (Berenger, 1994). Ainsi, pres de
90 % de l'onde est absorbée dés l'entrée dans la PML et 'onde est totalement annihilée
au bout de quelques points seulement (Imbert, 2010, p. 28). Toutefois, leur construction
est plus compliquée car elle nécessite de travailler avec des champs de pression et des
champs de vitesses artificiels. En effet, chaque champ est découplé en étant projeté
selon les axes x et y ce qui double de fait la quantit¢é de mémoire nécessaire : par
exemple le champ p sera séparé en champs p, et p,. Heureusement, de nombreuses
autres versions des PML ont vu le jour ce qui a permis doptimiser la méthode.

Notre choix s’est porté sur des PML dont la formulation est basée sur I'étirement des
coordonnées dans le plan complexe (Chew et Weedon, 1994). D'une part la construc-
tion de ces PML est plus intuitive que la formulation originelle de Berenger (1994).
D’autre part, cette version permet de travailler avec les champ de pression et de vitesse
physiques p et u dans tout le domaine Q.
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Bokil et Glowinksi (2005) ont adapté la version des PML basée sur I'étirement des
coordonnées a I'équation des ondes acoustiques : le lecteur pourra s’y référer pour
connaitre les détails de la construction. En résumé, de nouvelles variables r et w sont
adjointes respectivement aux champs p et u ainsi que deux équations supplémentaires
au systéme (3.11) p. 52. La formulation obtenue en utilisant cette méthode pour le
sous-probléme de I'équation des ondes (section 3.2.2.1 p. 55) semi-discrétisée en espace
revient a trouver (uy, Wy, pp, 1) € XV, x Vi, x Qp x Qp, tels que :

0
fpoﬂ-vhdx+f Sxypouh-vhdx—f rpV-v,dx=0
Q Or Q

0 0
ﬂ Vhdx+f Syxuh vpdx = f ﬂ v, dx

1 0
< f 2 Ph qhdx+f thqhdx+fv.whqhdx:o (AD)
QPOC at Q PoC 0
arh

o1 qhdx+f0yrhqhdx f qth

r,=0 surl

Vv, eV, et g € Qy, avec :

o 0 o 0
Sxy:(Ox ay)’ Syx:(Oy O'x)

et pour /=x,y:
Loy — € \?
O max (%) sil< LpML
Lpy,
or=10 si Lpyp <€ < (L¢— Lpmr) (A.2)
¢—(L¢—Lpyp) \? )
O max (T) si ¢ > (Ly— Lpmr)

Un choix courant pour la valeur de omax est celui de Collino et Tsogka (2001), a savoir :

3 1
Tmax = ——2 log, ( ) (A3)

2 LpuL Ri
De plus, ils montrent que 99,9% de l'onde est absorbée pour une largeur Lpyz=10h et
le coefficient de réflexion théorique Ry, = 10~*. Aussi, nous choisirons ces paramétres-ci
lors des simulations utilisant les PML.

Cette méthode a pour avantage de faire coincider en dehors des bandes des PML
les champs r et p d'un coté et u et w de l'autre. Pour s'en convaincre, il suffit de
remplacer o, par sa valeur fournie par 'équation (A.2) dans les intégrales du systéme
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Figure A.2 - Triangulation 97, des PML pour une largeur Lpyy = 4h dans le cas d'un
milieu infini

(A]) : plusieurs termes s’'annulent en dehors de la zone des PML. On peut donc se
passer de définir r et w partout dans Q : ils peuvent n’exister que dans les PML ce
qui économise de la mémoire. Autrement dit, on peut définir les espaces de dimension
finie \/’h et @’h suivants par analogie aux espaces Vj et Qp, :

V), = {w € (C°T) N VK € Tm,, wilk = (PN} (A.4)
Q), = {rn € L*(Iy) VK € T, ralk =Po} (A5)

avec I1 le domaine des PML (en orange fig. A.1). La figure A.2 présente J1j,, la triangula-
tion du domaine IT dans le cas du milieu infini (fig. A.1a). En s’appuyant sur l'algorithme
2 (p. 55) on peut maintenant discrétiser le systeme (A.1) en utilisant l'algorithme 5.

A.2 Milieu semi-infini semi-périodique avec source

Le cas d’'un milieu semi-infini semi-périodique représenté fig. A.1b (p. 136) est inté-
ressant pour utiliser une source dondes planes. Bien entendu la source est un élément
facultatif dans notre modele puisque les grains eux-mémes peuvent générer des ondes
acoustiques. En pratique, les transducteurs acoustiques utilisés en expérience sont des
sources d'ondes sphériques; du moins on peut les considérer comme telle quand les
transducteurs sont a quelques centimétres seulement du milieu a sonder. En revanche,
si la hauteur des transducteurs est trés supérieure a la largeur du milieu sondé, on
peut considérer que la source est a « l'infini ». Dés lors, la courbure de I'onde sphérique
devient négligeable et elle s'apparente a une onde plane.



A.2. MILIEU SEMI-INFINI SEMI-PERIODIQUE AVEC SOURCE

0
h)
pour n=0 a N, faire
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1
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1 1 1 1
fgpocg(m x)P dn onchtphqh 0 ndn

VgneQp (A.6)

Vg, €Q) (A7)

Vth fph ZVVth+f —uh vpdx=0

Vv, eV, (A.8)

hv’dxf et dx

v, eV (A9)

Algorithme 5: Schéma numérique pour I'équation des ondes avec des PML
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A.2.1 Conditions aux limites semi-périodiques

Cela nécessite de remplacer la condition de Dirichlet (2.7) sur T' (p. 35) par la
condition mixte suivante :

p0,y)=p(Ly,y) sur FguTy (A.10)
p(x,0)=p(x,Ly) =0 sur I'pul'y (A.11)

avec I'g, T'y, T et I'y, respectivement les frontiere gauche, droite, en bas et en haut
de T (voir aussi fig. A.1b). De plus, on rajoute une condition similaire pour obtenir la
semi-périodicité du champ de vitesse :

u(0,y) =u(Ly,y) sur Fg ul'y (A12)

Limplémentation de conditions périodiques est prise en charge dans FreeFEM++ et ne
pose pas de probléme particulier.

A.2.2 Terme source

Une onde plane est générée numériquement d’apres le principe de Huygens (Serway,
1992, p. 154) en utilisant plusieurs sources sphériques équidistantes et disposées sur une
ligne droite (en violet fig. A.1b). Les ondes sphériques générées par chacune des sources
interféerent de maniere constructive avec celles des sources voisines. Les conditions aux
limites semi-périodiques décrites dans la section A.2.1 précédente permettent justement
d'obtenir une infinité de sources et donc un front d'onde rectiligne. La ligne source est
localisée a quelques éléments en dessous de la PML supérieure. De cette fagon, le front
donde qui se dirige vers le haut est immédiatement absorbé tandis que celui qui se
dirige vers le bas se propage dans le milieu.
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Ay accélération du grain k. 57

C condition CFL. 55

co vitesse de propagation d’'une onde acoustique dans le fluide. 34
CFL Courant-Friedrichs-Lewy. 22, 55, 67, 114

CG gradient conjugué. 56

At pas de discrétisation temporelle. 53
0G frontiére du domaine G. 33

E énergie totale du systeme. 44, 87

E, énergie acoustique. 88

E, . énergie acoustique cinétique. 88

E,p énergie acoustique potentielle. 88

EDP équation aux dérivées partielles. 21

E,, énergie mécanique. 88

Ec énergie mécanique cinétique. 88

Ep,p énergie mécanique potentielle. 88
ESIM Explicit Simplified Interface Method. 23

fe fréquence centrale d’'une impulsion gaussienne. 125
foo fonction de forme. 68
F; force extérieure quelconque appliquée au grain k. 39

fs fréquence de la source. 65

G domaine contenant I'ensemble des grains. 33
g accélération de la pesanteur. 34

I' frontiére du domaine Q. 33
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GMRES généralisation de la méthode de minimisation du résidu. 56

H longueur maximale des cotés des triangles sur la frontiere du maillage J¢,,. 50, 52

h pas de discrétisation spatiale (hauteur du triangle K) du maillage régulier 9, . 48,
ol

H! espace de Sobolev dordre 1. 36
H'2 ensemble des traces au bord des fonctions de H'. 36
H(div) espace de Sobolev d'ordre 1 avec fonctions vectorielles. 37

HY fonction de Hankel du premier type. 67

Jy fonction colt associée au déphasage. 119
Jn fonction de Bessel de premiére espéce. 67

Ju fonction coft associée au rapport de vitesses. 119

K élément triangulaire. 50, 51

k rapport entre le pas de discrétisation spatiale du maillage I, et celui de Jq,. 43,
50

kg coefficient de raideur du ressort. 87

ks nombre d'onde de la source. 67, 68

I? espace de 'ensemble des fonctions de carré sommable. 36
A multiplicateurs de Lagrange dans le domaine G. 42
Ao multiplicateurs de Lagrange sur la frontiére 0G. 42

Ay, espace de dimension finie approximant I'espace des multiplicateurs de Lagrange

surfaciques de G. 52

H

Ap espace de dimension finie approximant I'espace des multiplicateurs de Lagrange
internes a G. 52

Lpyy, largeur des PML. 137
Ly longueur du domaine Q selon I'axe x. 34

Ly longueur du domaine Q selon l'axe y. 34

MD dynamique moléculaire. 56
my masse du grain k. 38
u fonction test du multiplicateur de Lagrange Ag. 43

Uo fonction test du multiplicateur de Lagrange As¢. 43

N nombre de dimensions du domaine. 36, 39
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Np,_.. nombre de points minimum a utiliser pour discrétiser la frontiere des grains. 50,
82

Ng nombre de grains. 33

nr vecteur unitaire normal sortant de la frontiére I'. 38

n; vecteur unitaire normal sortant de la frontiére dGy. 33

N, nombre de points utilisés pour discrétiser une longueur d'onde. 48

N; nombre de pas de discrétisation temporelle. 53

Q domaine contenant 'ensemble du systéme : fluide et grains réunis. 33, 34
Q\ G domaine contenant le fluide. 33

w;s pulsation de la source. 67

P champ de pression. 34
p variation du champ de pression autour de la pression moyenne. 35, 39
Py

Py, élément de Lagrange d'ordre 1 continu par morceaux. 51

, €lément de Lagrange d'ordre 0 constant par morceaux. 50

Py élément de Lagrange d'ordre 1 continu par morceau enrichi d'une fonction bulle.
78

PFD principe fondamental de la dynamique. 20, 33, 34, 38, 39, 56
[T domaine des PML. 138
PML Perfectly Matched Layer. 26, 136

q fonction test de la variation du champ de pression acoustique. 37

Qp espace de dimension finie approximant l'espace de variation des champs pression
dans le domaine Q. 51

Q), espace de dimension finie approximant I'espace de variation des champs pression
dans le domaine II. 138

r variation du champ de pression adjointe au champ p dans les PML. 137
p champ de masse volumique. 34

Po masse volumique du fluide. 34

pg masse volumique du matériau qui compose les grains. 34

Ry rayon du grain k. 34

RTy, élément de Raviart-Thomas. 50, 78

Ry, coefficient de réflexion théorique pour les PML. 137
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s¢ fonction définissant le signal source continu. 65
o4 section efficace de diffusion. 69

Smax amplitude maximale de la source. 65

N

G, triangulation du domaine G. 48, 52

S

rm, triangulation du domaine II. 138

N

q,, triangulation du domaine Q. 48

u champ de vitesse acoustique. 34, 35
U vitesse du grain k. 38
UMFPACK unsymmetric multifrontal sparse LU factorization package. 56

v fonction test du champ de vitesse acoustique. 37

V}, espace de dimension finie approximant I'espace du champ de vitesse dans le do-
maine (2. 51

Vi fonction test de la vitesse du grain k. 39

V) espace de dimension fini approximant I'espace du champ de vitesse dans le do-
maine II. 138

w champ de vitesse adjoint au champ u dans les PML. 137

W¢ espace combiné des variations pour le domaine G avec la contrainte de mouve-
ment d’un corps rigide. 42

Ws espace combiné des variations pour le domaine G. 41

W espace combiné des variations pour le domaine Q avec la contrainte de mouvement
d'un corps rigide. 42

Wq\c espace combiné des variations pour le domaine Q\ G. 40

Xy position du grain k. 55, 57
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Résumeé

Lorsqu'une onde acoustique se propage dans un milieu granulaire, elle est suscep-
tible de provoquer la mobilité des grains, aussi infime soit-elle. Inversement, la mobilité
d’'un grain dans une matrice fluide peut induire un champ acoustique et dans les
deux cas, I'énergie acoustique peut étre transférée a la fois au travers des pores et
des contacts entre grains. Nous avons mis au point un modeéle original permettant de
considérer ces deux modes de transfert d’énergie pour simuler la propagation d'ondes
acoustiques dans les milieux granulaires immergés. Dans le cas des milieux granulaires
secs, l'inertie du fluide est telle que I'énergie transférée dans 'air peut étre négligée et le
milieu modélisé avec des algorithmes de type « dynamique moléculaire ». Au contraire,
dans le cas de milieux immergés, I'énergie portée par le fluide ne peut pas étre négligée
et nous montrons que la méthode des domaines fictifs basée sur les multiplicateurs
de Lagrange distribués permet de coupler les équations de la dynamique et I'équa-
tion donde. Nous utilisons la méthode des éléments finis pour propager I'onde dans
le fluide, les grains étant modélisés en 2D par des spheres rigides et incompressibles
afin de satisfaire les hypothéses de I'algorithme de dynamique moléculaire. Les résul-
tats du modéle sur des expériences numériques simples mais pour lesquelles existent
des solutions analytiques de I'acoustique mettent en évidence la validité du nouveau
modele. Nous en donnons une illustration pour I'étude des interactions subies par un
empilement réaliste de multiples grains mobiles soumis a un signal acoustique.

Abstract

When an acoustic wave propagates through a granular medium, it causes the grains
to move, usually very slightly. In the same way, the movement of a grain embedded in
a fluid matrix generates an acoustic wave. In both cases, acoustic energy is transmitted
by the fluid and by the inter-granular contacts. We have developed a new numerical
model for simulating wave propagation in submerged granular media that takes into
account these two modes of energy transport. For the case of dry granular media,
the grains are embedded in air whose inertia is so low that the energy it carries
can be neglected. These media can be modeled with "Molecular Dynamics" or related
methods. On the contrary, when granular media are submerged in water, the energy
carried by the fluid cannot be neglected, rendering their modelization much more
difficult. We use the fictitious domain method with distributed Lagrange multipliers
to couple the equation of motion of the grains to the wave equation of the fluid. We
use finite elements to propagate the wave in the fluid, and the grains are modeled
in 2D by rigid, incompressible spheres compatible with the hypotheses of Molecular
Dynamics. To validate the model, we perform series of numerical experiments whose
results are compared to analytic solutions from acoustics. We also perform a simulation
with hundreds of grains under an incident wave to demonstrate the possibilities of the
model.



