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Abstract

Topology optimization is a method of conception which is able to
define the topology, the form and the dimensions of a device with the
aim of responding optimally to given design criteria. Initially reserved to
the sizing of mechanics parts, this method is directed today towards the
conception of more complexes devices as those encountered in applied
electromagnetic. It is in this context that our work was performed.

A topology optimization tool is made of the combination of an op-
timization algorithm and a material distribution formalism. In a first
step, we compared different couplings of metaheuristic algorithms and
material distribution formalisms. This comparison led us to choose as
optimization tool for the problem under study, the combination of a
genetic algorithm and a distribution of material by Voronoi cells. In a
second step, we discussed how to improve the exploration and exploita-
tion capabilities of this tool. We have, for this purpose, studied aspects
related to the management of the size of the population and to the adap-
tation of the mechanisms of reproduction to the graphical nature of the
problem.

After this second step, we builded our optimization tool that we
tested on study cases whose complexity is similar to that encountered
at industrial showing its potential of to design electromechanical devices.
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Résumé

L’optimisation topologique est une méthode de conception qui per-
met de définir de manière autonome la topologie, les formes et les di-
mensions d’un dispositif en vue de répondre de manière optimale à des
critères de design. Initialement réservée au dimensionnement de pièces
mécaniques, elle s’oriente aujourd’hui vers la conception de dispositifs
plus complexes comme ceux rencontrés dans le domaine de l’électromé-
canique. C’est dans ce cadre que se situe notre travail.

Un outil d’optimisation topologique étant formé de l’association d’un
algorithme d’optimisation et d’un formalisme de distribution de matière,
nous avons dans une première étape comparé différents couplages d’al-
gorithmes métaheuristiques et de formalismes de distribution de matière
en vue de choisir le couple qui semble le mieux adapté au problème traité.
Cette comparaison nous a conduit à choisir comme outil d’optimisation
l’association d’un algorithme génétique et d’une distribution de matière
par cellules de Voronoï. Nous avons ensuite examiné comment améliorer
les capacités d’exploration et d’exploitation de cet outil. Nous avons, à
cet effet, étudié les aspects liés à la gestion de la taille de la population et
à l’adaptation des mécanismes de reproduction au caractère graphique
du problème.

A l’issue de cette deuxième étape, nous avons finalisé un outil d’op-
timisation que nous avons testé sur des cas d’étude dont la complexité
se rapproche de celle rencontrée au niveau industriel. Nous avons ainsi
montré le potentiel de notre outil d’optimisation au niveau de la concep-
tion dans le cadre de l’électromécanique.
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Chapitre 1

Introduction

Dans le cadre de la conception optimale de dispositifs en ingénierie,
le concepteur est amené à remplir un cahier des charges reprenant les
fonctions, les contraintes et les performances que l’objet de conception
doit respectivement réaliser, respecter et maximiser. Le concepteur dé-
termine ensuite, sur la base de ce cahier des charges, une solution qu’il
peut être amené à faire évoluer afin d’en améliorer les performances.
Pour cela, il doit faire varier un certain nombre de paramètres pour
trouver un optimum. Cette dernière étape peut être accélérée et amélio-
rée par l’utilisation d’outils d’optimisation.

Dans un contexte où l’on cherche à produire de plus en plus vite des
dispositifs de plus en plus performants, les ingénieurs et chercheurs se
retrouvent face à une complexité de conception croissante avec des délais
d’études de plus en plus courts. C’est pourquoi les outils d’optimisation
prennent une place de plus en plus importante dans le processus de
conception. Depuis les débuts de l’ère informatique, de nombreux ou-
tils d’optimisation automatique ont émergé. L’intérêt de développer de
nouveaux outils plus performants faisant intervenir de moins en moins
l’expérience du concepteur est soutenu par l’explosion de la puissance
disponible du calcul numérique.

Ce chapitre introductif a pour objectif de présenter quelques points
essentiels permettant de faciliter la lecture du manuscrit. Avant de pré-
senter la recherche en elle-même, il convient de formaliser ce que l’on
entend par problème d’optimisation, section 1.1, ainsi que de décrire
sommairement les différentes approches utilisées dans le domaine de la
conception optimale, section 1.2. La section 1.3 détaille la structure gé-
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nérale des outils d’optimisation. La section 1.4 expose le cadre de travail
ainsi que la méthodologie suivie qui va conditionner la recherche. Et
finalement, la section 1.5 décrit l’organisation du manuscrit.

1.1 Formulation d’un problème d’optimisation

Dans l’objectif de trouver une solution optimale à un cas d’étude, il
est nécessaire de traduire une description qualitative, par exemple maxi-
miser le rendement d’une machine, par une modélisation mathématique
quantitative [1]. Cette étape de quantification définit les variables d’op-
timisation, les fonctions objectifs ainsi que les contraintes.

Les variables d’optimisation, qui seront notées par une lettre mi-
nuscule italique x, sont les éléments descriptifs qui caractérisent chaque
solution. Elles peuvent se classer en deux familles : les variables discrètes
et les variables continues. Pour améliorer la lecture, l’ensemble des va-
riables d’optimisation caractérisant une solution sont regroupées sous la
forme vectorielle suivante :

~x =







x1, x2, . . . , xND
︸ ︷︷ ︸

Variables discrètes

, xND+1, xND+2, . . . , xNp
︸ ︷︷ ︸

Variables continues







, (1.1)

où ND et Np représentent respectivement le nombre de variables dis-
crètes et le nombre total de variables d’optimisation. Puisqu’un vecteur
représente une solution, une matrice où chaque ligne est associée à une
solution représente un ensemble de Ns solutions. Pour les besoins des
notations, l’indice des scalaires est doublé et on ajoute un indice pour
les vecteurs afin d’identifier la solution. Ceci nous donne :

X =






x1,1 · · · x1,Np
...

. . .
...

xNs,1 · · · xNs,Np




 =






~x1
...

~xNs




 (1.2)

où {xi,k} avec k ∈ [1, Np] représente la solution i. Cette solution peut
également être représentée par ~xi.

Les fonctions objectifs, Fi (~x), sont des liens quantitatifs entre le jeu
de variables d’optimisation et les objectifs visés. Elles sont utilisées pour
évaluer la solution :

2



fi = Fi (~x) , (1.3)

ce qui nous donne le vecteur d’évaluation ~f =
{

f1, f2, . . . , fNf

}

où Nf

est le nombre de fonctions objectifs. Par principe et surtout par facilité
d’écriture, dans le cadre de cette thèse les problèmes d’optimisation ont
pour objectif de minimiser le vecteur d’évaluation, sauf mention spéci-
fique de maximisation et ceci sans véritable perte de généralité.

Des fonctions de contraintes limitent ou sont utilisées pour limiter
l’espace de recherche, ou d’un autre point de vue l’espace des solutions.
On distingue deux types de contraintes : les contraintes d’égalité,

Ci (~x) = 0, (1.4)

et les contraintes d’inégalité,

Gi (~x) ≤ 0 (1.5)

Étant donné que les outils d’optimisation sont généralement basés
sur un calcul itératif et afin d’identifier la valeur d’une variable d’opti-
misation à une itération k donnée, les notations deviennent X → X(k),
~xi → ~x

(k)
i et xi,j → x

(k)
i,j :

X(k) =








x
(k)
1,1 · · · x

(k)
1,Np

...
. . .

...

x
(k)
Ns,1

· · · x
(k)
Ns,Np








=







~x
(k)
1
...

~x
(k)
Ns







(1.6)

1.2 Méthodes de conception optimale

En fonction de l’approche suivie pour atteindre les objectifs d’op-
timisation fixés, les méthodes de conception optimale peuvent être dif-
férentes. On peut scinder en première approximation ces méthodes en
trois grandes familles : l’optimisation dimensionnelle, l’optimisation géo-
métrique et l’optimisation topologique. Cette distinction entre trois fa-
milles repose sur l’interprétation des paramètres et de ses conséquences
sur le rôle à jouer par le concepteur.

Pour mieux distinguer les différences entre ces trois familles de mé-
thodes, celles-ci sont illustrées par la suite à l’aide d’un exemple de
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problème à optimiser. Le problème utilisé est l’optimisation par la mi-
nimisation de sa flèche d d’une poutre encastrée, dont la longueur L est
fixée, sous la contrainte d’un volume maximal de matériaux à ne pas
dépasser (Figure 1.1). Cette poutre est sollicitée, à son extrémité, par
une force verticale donnée et dirigée vers le bas. Le problème se limite à
l’utilisation d’un seul matériau de construction.

�

�

�

Figure 1.1 – Schéma du problème de minimisation de la flèche d’une poutre encastrée

Pour résoudre la question, il nous faut poser le problème d’optimi-
sation, c’est-à-dire définir les variables d’optimisation, ~x, qui vont per-
mettre de décrire la solution, c’est-à-dire la poutre. En fonction du rôle
de ces variables, l’outil d’optimisation prendra une place différente dans
le processus de conception. Les trois sections suivantes décrivent les trois
familles en fonction de cette interprétation des variables d’optimisation.

1.2.1 Optimisation dimensionnelle

L’optimisation dimensionnelle repose sur la modification directe des
dimensions d’une solution. Le concepteur détermine la topologie et la
forme de la solution initiale, ainsi que des paramètres dimensionnels
(Figure 1.2). Des variables d’optimisation sont associées à ces paramètres
et sont utilisées pour rechercher les meilleures dimensions de la solution,
sans modifier la forme et la topologie prédéfinie par le concepteur.
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Figure 1.2 – Schéma fonctionnel de l’optimisation dimensionnelle
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Pour le cas de la poutre encastrée, deux exemples de choix de va-
riables d’optimisation dimensionnelle sont illustrés par la Figure 1.3.
L’exemple de gauche présente une situation avec deux variables d’opti-
misation, X et Y , associées à la largeur de la poutre. L’exemple de droite
représente une autre situation avec cinq variables d’optimisation : X, Y ,
Z, A et B.

Y Z

A B C=L-A-B

X
Y

- a - - b -

X

Figure 1.3 – Exemples de paramétrisation pour le problème de minimisation de la

flèche d’une poutre encastrée : optimisation dimensionnelle

1.2.2 Optimisation géométrique

L’optimisation géométrique repose sur la modification de la géomé-
trie d’une solution. Le concepteur détermine la topologie de la solution
initiale, ainsi que des paramètres de description géométrique (Figure
1.4). Les variables d’optimisation correspondent aux coordonnées et sont
modifiées par l’algorithme d’optimisation pour changer la géométrie de
la solution initiale, généralement sans modifier sa topologie.
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Figure 1.4 – Schéma fonctionnel de l’optimisation géométrique

Pour le cas de la poutre encastrée, deux exemples de choix de va-
riables d’optimisation géométriques sont illustrés par la Figure 1.5.
L’exemple de gauche présente une situation modifiant la courbure de
la partie inférieure de la solution initiale et décrite par les points A, B,
. . . , M . L’exemple de droite permet de travailler avec un trou dans la
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structure initiale décrit par les points N , O, . . . , T . La création de ce
trou peut permettre d’alléger la structure dans les espaces les moins sol-
licités afin de consolider d’autres parties de la structure plus sollicitées
par la répartition des charges.
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Figure 1.5 – Exemple de paramétrisation pour le problème de minimisation de la

flèche d’une poutre encastrée : optimisation géométrique

1.2.3 Optimisation topologique

L’optimisation topologique repose sur la modification de la topolo-
gie d’une solution. Le concepteur intervient dans la définition des pa-
ramètres d’optimisation topologique (Figure 1.6). Ces paramètres, asso-
ciés aux variables d’optimisation, permettent de décrire la distribution
de matière au sein de l’espace de design. Par la modification des va-
leurs de ces variables d’optimisation, l’algorithme d’optimisation a la
possibilité de tester différentes topologies, ainsi que différentes formes et
dimensions.
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Figure 1.6 – Schéma fonctionnel de l’optimisation topologique

Cette interprétation des variables d’optimisation en distribution de
matière nécessite de discrétiser l’espace en sous-domaines de matière de
distribution homogène. Au sein de ces sous-domaines, il est possible de
déterminer un ensemble de caractéristiques de la matière sous forme
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de paramètres d’optimisation ou tout simplement de se limiter à des
matériaux prédéfinis dans une bibliothèque de matériaux.

L’optimisation topologique est, sur la base du problème de la poutre
encastrée, illustrée ici par la Figure 1.7. Un espace de design est d’abord
défini (Figure 1.7 -a-) et est discrétisé en un quadrillage régulier fixe
(Figure 1.7 -b-). Chacun de ces sous-domaines de matière est aussi appelé
cellule ou élément. Les variables d’optimisation correspondent à la valeur
A ou B que devra prendre la cellule associée.

- a - - b -

? M a t é r i a u
 AM a t é r i a u
 B

Figure 1.7 – Exemple de paramétrisation pour le problème de minimisation de la

flèche d’une poutre encastrée : optimisation topologique

1.3 Structure d’un outil d’optimisation topolo-
gique

La structure d’un outil d’optimisation topologique peut générale-
ment être décrite sous la forme d’une combinaison de trois modules
complémentaires. Ces trois modules communiquent entre eux de la fa-
çon décrite par le schéma de la Figure 1.8. Ces trois modules sont :

– le module pour l’optimisation de la valeur des variables d’optimi-
sation ;

– le module pour la description de la distribution de matière ;
– le module pour l’évaluation de la solution.
Le module d’optimisation, composé d’un algorithme d’optimisation,

utilise différentes informations, telles que les valeurs des fonctions objec-
tifs, les contraintes, le gradient, etc. pour modifier la valeur des variables
d’optimisation avec pour objectif d’améliorer la ou les fonctions objectifs
tout en essayant de respecter la ou les contraintes

Le module de description de la solution utilise un formalisme de
distribution de matière pour déterminer la manière de décrire une solu-
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tion au travers d’une distribution de matière à partir d’un ensemble de
variables d’optimisation.

Le module d’évaluation, utilisant un logiciel éléments-finis, fonc-
tionne en trois étapes. Premièrement, le module récupère la descrip-
tion de la distribution de matière pour créer un modèle éléments-finis.
Deuxièmement, le modèle éléments-finis est résolu en fonction de la ou
des « physiques » souhaitées. Et troisièmement, il évalue les différentes
informations nécessaires à l’algorithme d’optimisation, telles que les va-
leurs des fonctions objectifs, les contraintes, etc.
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Figure 1.8 – Les trois modules composant un outil d’optimisation topologique

Cependant, bien que jouant des rôles distincts, ces trois modules ne
sont pas toujours indépendants. Le choix de chacun peut influencer les
autres et détermine aussi les capacités et le comportement de l’outil
d’optimisation topologique.

C’est ainsi que le choix de l’algorithme d’optimisation va condition-
ner la capacité de l’outil d’optimisation topologique d’explorer les dif-
férentes topologies par de grandes modifications de la structure, lors
d’une première étape, l’étape d’exploration, et la capacité de modifier la
forme et les dimensions d’une géométrie par de petites modifications de
la structure, lors d’une deuxième étape, l’étape d’exploitation. L’algo-
rithme va aussi conditionner les types de variables possibles, la capacité
de gérer un grand nombre de variables, ainsi que le nombre de fonctions
objectifs et de contraintes.

Ensuite, le choix du formalisme de distribution de matière va condi-
tionner la taille de l’espace des solutions, les types de variables d’optimi-
sation, le nombre de variables d’optimisation nécessaire pour décrire une
solution donnée avec un degré de précision acceptable, la capacité/faci-
lité d’exploration de l’espace des solutions et la capacité d’exploitation
de la recherche en intensifiant celle-ci dans le voisinage d’une solution.
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Et finalement, le choix du module d’évaluation va conditionner la
résolution par éléments finis, c’est-à-dire les physiques simulées, le degré
de précision, la vitesse de la résolution numérique et la souplesse de
représentation d’une solution en fonction de la distribution de matière
décrite.

1.4 Classification des outils d’optimisation to-
pologique

Il existe de nombreuses classifications possibles des outils d’optimi-
sation topologique. Dans ce manuscrit, deux classifications sont utilisées
pour caractériser les algorithmes d’optimisation utilisés. Ces deux clas-
sifications sont : les algorithmes déterministes vs les algorithmes non-
déterministes, ainsi que les algorithmes exacts vs les algorithmes heuris-
tiques.

La différence entre les algorithmes déterministes et les algorithmes
non-déterministes repose sur la méthode de variation des paramètres
d’optimisation. Les algorithmes déterministes utilisent l’état de la solu-
tion, ou de l’algorithme, à l’itération précédente pour définir la valeur des
paramètres de la solution à la prochaine itération. Pour une même solu-
tion initiale, l’algorithme parcourt donc le même chemin dans l’espace
des solutions. A l’inverse, les algorithmes non-déterministes utilisent un
facteur aléatoire pour influencer la modification de la valeur des variables
de la solution. Cette méthode permet de réduire la dépendance d’une
solution aux états précédents. Pour une même solution initiale, l’algo-
rithme peut parcourir des chemins différents dans l’espace des solutions.

Les algorithmes exacts sont des algorithmes développés pour per-
mettre de trouver l’optimum global d’une solution, c’est-à-dire la
meilleure solution du problème étudié, lorsque cela est possible. Ces
algorithmes sont le plus souvent spécialisés pour des cas particuliers tel
que l’algorithme de Dĳkstra [2] pour le problème de la recherche du che-
min le plus court à travers un ensemble de chemins reliant des nœuds.
Dans certaines situations, la recherche de l’optimum global peut s’avérer
être très longue. Dans ce cas, il est possible d’utiliser des algorithmes
heuristiques à la place des algorithmes exacts. Pour un temps de calcul
plus petit, les algorithmes heuristiques sont capable de donner de bonnes
solutions mais ce gain de temps de calcul est obtenu au détriment de la
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qualité de la solution finale, dont l’optimalité n’est plus garantie. Pour
le cas de l’optimisation du problème de chemin le plus court, la version
heuristique de l’algorithme de Dĳkstra est l’algorithme A* [3]. Ce der-
nier permet de rechercher un chemin en un temps relativement court
mais ne garantit pas que la première solution trouvée soit l’optimum.

1.5 Cadre et objectifs de la thèse

Actuellement, différents outils d’optimisation topologique sont utili-
sés par l’industrie avec de bons résultats dans les domaines de la concep-
tion optimale en mécanique, que ce soit dans la conception de pièces mé-
caniques ou sur l’architecture complète d’un pont, en prenant en compte
l’élasticité linéaire du matériau qui est distribuée pour réaliser la struc-
ture à optimiser. On retrouve aussi des outils spécifiques développés dans
les domaines de l’électromagnétisme et de la mécanique des fluides. Ce-
pendant, ces outils d’optimisation topologique utilisent généralement des
algorithmes déterministes afin de garantir une bonne vitesse de conver-
gence, au risque de ne pas trouver l’optimum du problème posé. De plus,
ces algorithmes d’optimisation sont souvent limités à l’utilisation de va-
riables d’optimisation continues ne permettant donc pas d’avoir un outil
d’optimisation topologique générique.

Dans le cadre de l’utilisation des outils d’optimisation topologique en
milieu industriel, il est souhaité qu’ils soient indépendants du problème
traité, c’est-à-dire qu’ils doivent :

– pouvoir traiter des problèmes multiphysiques, multiobjectifs, mul-
ticontraintes et multivariables ;

– être indépendants du type des variables utilisées pour décrire une
solution. Par exemple, on peut citer l’utilisation des variables dis-
crètes et/ou continues.

De plus, afin de garantir un design de conception abouti, les outils
d’optimisation topologique doivent non seulement être capables d’opti-
miser la topologie mais aussi la géométrie et les dimensions associées.
Ceci implique que ces outils doivent posséder une étape d’exploration
(topologie), une étape d’exploitation (géométrie et dimensions) et un
mécanisme de transition entre ces deux étapes.

Suivant ces critères, le choix de l’algorithme d’optimisation s’est
orienté sur l’utilisation des algorithmes métaheuristiques, c’est-à-dire
des heuristiques génériques, couplés à des formalismes de distribution de
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matière adéquats. Le choix de ce type d’algorithme garantit une grande
ouverture sur les types de problèmes à optimiser mais souvent au détri-
ment de la vitesse de convergence.

Afin d’augmenter la performance de l’algorithme d’optimisation, il
est nécessaire d’accélérer le processus d’optimisation, tout en conser-
vant un niveau élevé d’exploration de l’espace des solutions. Il convient
donc de développer des méthodologies et des outils basés sur les algo-
rithmes métaheuristiques compatibles avec une optimisation topologique
et d’analyser les performances de ces méthodes quant à leur capacité de
déterminer des géométries et des dimensions optimales avec un minimum
d’a priori. Pour cela, il faut :

– définir les critères de performance ;
– définir des cas tests aussi proches que possible des cas applicatifs

réels ;
– choisir et mettre en œuvre des algorithmes d’optimisation adé-

quats ;
– choisir et mettre en œuvre des formalismes de distribution de ma-

tière adéquats ;
– proposer et tester de nouveaux mécanismes d’optimisation permet-

tant d’augmenter les performances des algorithmes d’optimisation
topologiques ;

– appliquer les outils développés à quelques cas réalistes.
Finalement, l’évaluation des capacités des outils d’optimisation to-

pologique se fait au travers de deux objectifs :
– avoir un processus d’optimisation qui converge vers l’optimum glo-

bal le plus rapidement possible. Cette amélioration de la vitesse
doit pouvoir inclure un équilibre efficace entre une recherche par
exploration pour dégager la topologie optimale et une recherche
par exploitation pour dégager la géométrie et les dimensions opti-
males ;

– obtenir des solutions directement utilisables. Ceci inclut le respect
de contraintes mécaniques, mais surtout une description aboutie
des frontières des sous-domaines de matière composant la solution.

1.6 Organisation du manuscrit

Le Chapitre 2 est un état de l’art des outils d’optimisation topolo-
gique basés sur des algorithmes métaheuristiques. Cette mise en contexte
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discute des différents algorithmes utilisés, ainsi que des formalismes de
distribution de matières utilisés à ce jour dans le cadre de l’optimisation
topologique, ainsi que les différentes adaptations apportées aux outils
développés.

Le Chapitre 3 discute les choix stratégiques à effectuer pour mener
à bien notre recherche. Ces choix sont influencés par différents aspects
pratiques. Le chapitre donne aussi une description des différents cas
d’étude utilisés ainsi que les outils d’évaluation nécessaires.

Le Chapitre 4 est l’étape de sélection d’un outil prometteur qui
pourra être adapté à l’optimisation topologique. Il est subdivisé en trois
sections. Premièrement, il établit une présélection des outils d’optimisa-
tion topologique afin de limiter le nombre d’outils à étudier. Deuxième-
ment, il décrit l’implémentation des différents éléments constitutifs des
outils d’optimisation topologique choisis, c’est-à-dire les différents algo-
rithmes et formalismes. Troisièmement, il étudie et compare les outils
d’optimisation topologique choisis sur la base d’un cas simple graphique,
afin d’estimer leur efficacité. Le choix se porte finalement sur l’utilisa-
tion d’un algorithme génétique couplé à un formalisme de distribution
de matière basé sur le diagramme de Voronoï.

Le Chapitre 5 est la première partie de l’étape d’adaptation des outils
d’optimisation topologique. Il se focalise sur l’approche de gestion de la
population de l’algorithme génétique. Le chapitre étudie différentes mé-
thodes pour faire varier la taille de la population en fonction des besoins
de l’algorithme génétique et étudie aussi l’influence de la population
initiale sur le bon déroulement du processus d’optimisation.

Le Chapitre 6 est la seconde partie de l’étape d’adaptation des outils
d’optimisation topologique. Il se focalise sur les méthodes de reproduc-
tion de l’algorithme génétique. Le chapitre décrit et compare différentes
méthodes de croisement et de mutation.

Le Chapitre 7 est l’étape des tests de l’outil développé. Plusieurs cas
d’applications complexes se rapprochant de la réalité industrielle sont
utilisés afin de comparer le nouvel outil avec des outils d’optimisation
topologique issus de la littérature.

Le Chapitre 8 propose une série de perspectives faisant suite à la
recherche effectuée.

Le Chapitre 9 est le chapitre de conclusion sur les résultats obtenus
dans ce manuscrit.

Le document se termine par une annexe qui décrit les choix pré-
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liminaires effectués pour déterminer l’implémentation des algorithmes
utilisés.
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Chapitre 2

Etat de l’art

Conformément aux choix préliminaires opérés dans l’introduction,
l’étude poursuivie tout au long de cette thèse se concentre sur le domaine
des outils d’optimisation topologique par distribution de matière utili-
sant des algorithmes métaheuristiques. Depuis maintenant une trentaine
d’années, de nombreux travaux ont été effectués sur ce sujet. Certains de
ceux-ci ne visent que l’utilisation d’un algorithme métaheuristique parti-
culier, l’exploitation de nouveaux formalismes de distribution de matière
ou encore l’amélioration du couplage entre l’algorithme d’optimisation
et le formalisme de distribution de matière.

Les trois sous-sections de ce chapitre présentent ainsi l’évolution des
outils d’optimisation topologique dans le domaine ciblé. Il est difficile
de retracer séquentiellement l’historique de l’évolution de ces outils, de
nombreux travaux ayant été menés en parallèle. C’est pourquoi les deux
premières sections se limitent à passer en revue des algorithmes d’opti-
misation et des formalismes de distribution de matière utilisés dans le
cadre de l’optimisation topologique. La troisième section présente, par
thème, différentes adaptations déjà effectuées avec pour objectif d’amé-
liorer les performances des outils d’optimisation topologique.

2.1 Algorithmes d’optimisation

Les premiers travaux sur l’optimisation topologique remontent au
début du XX ème siècle, par une approche qui diffère de l’optimisation
par distribution de la matière dans un domaine de design tel qu’on le
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considère dans ce manuscrit, c’est-à-dire par une approche de l’optimi-
sation de structure en treillis. Hajela [4], Grierson et Pak [5] et Wu [6]
ne sont que quelques exemples de chercheurs parmi tant d’autres ayant
travaillé sur l’optimisation topologique de treillis de barres.

Dès la fin des années 80, les premières approches par distribution de
matière pour l’optimisation topologique ont été appliquées à des pro-
blèmes d’optimisation dans le domaine de l’élasticité linéaire en méca-
nique. Les pionniers furent G. Strang et R. Kohn en 1986 [7] suivis de M.
Bendsøe et N. Kikuchi en 1988 [8] en développant une méthode d’opti-
misation par densité de matière. Suite à la nécessité de travailler avec des
paramètres continus, cette méthode nécessite la construction d’un opé-
rateur d’homogénéisation comme décrit par G. Allaire et R.V. Kohn [9].
Un tel opérateur permet d’établir une continuité entre chaque matériau
disponible en définissant des matériaux intermédiaires. Cependant, cette
méthode possède trois défauts. Premièrement, il est nécessaire de créer
un nouvel opérateur d’homogénéisation lorsque la physique du problème
étudié est modifiée. Deuxièmement, Bendsøe [10] montre non seulement
que l’optimum obtenu dépend fortement du modèle de microstructure
utilisé pour l’homogénéisation, mais aussi que l’algorithme est fortement
dépendant de la distribution de matière initiale. Finalement la solution
finale doit être dégradée pour supprimer les matériaux intermédiaires.
Pour répondre à ce dernier problème, une autre version d’interpolation
plus populaire des caractéristiques des matériaux est développée : la mé-
thode d’optimisation avec pénalisation utilisant des matériaux solides
isotropiques, mieux connu sous le nom SIMP (Solid Isotropic Material
with Penalization) [8, 11, 12, 13]. La fonction objectif est pénalisée en
fonction de l’existence de matériaux intermédiaires en vue de guider la
solution vers une disparition de ce type de matériaux. Toujours dans
le domaine de la mécanique, et pour éliminer le besoin d’utiliser des
paramètres continus, une autre approche fut proposée en 1993 par Xie
et Steven [14] : la méthode ESO (Evolutionary Structural Optimiza-
tion). Cette approche utilise à chaque itération de calcul les contraintes
mécaniques de la solution précédente pour chacun des éléments de la
structure à optimiser. Ceux ne reprenant que très peu d’effort peuvent
être considérés comme inutiles.

Afin de désensibiliser l’outil par rapport au choix de la solution ini-
tiale, une autre branche des algorithmes d’optimisation a été exploitée.
Sachant que toutes les méthodes précédentes peuvent être considérées
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comme déterministes, une autre direction de recherche se focalise sur
l’utilisation d’algorithmes non-déterministes tels que des algorithmes
métaheuristiques dont les avantages avec des problèmes combinatoires
ne sont pas négligeables.

Il existe de nombreux algorithmes d’optimisation métaheuristiques
dont certains furent déjà utilisés pour l’optimisation topologique. On
retrouve dès 1992, une version d’algorithme du recuit simulé proposée
par G. Anagnostou [15]. En novembre 1992 à l’université de Purdue aux
États-Unis, E. Jensen a proposé dans sa thèse une version différente
de l’outil d’optimisation topologique avec cette fois-ci un algorithme
génétique [16].

En 1996, M. Schoenauer compare un algorithme génétique (GA) avec
un algorithme à évolution stratégique (ES) sur un problème de poutre
encastrée [17]. Les courbes moyennes de convergence sont reprises par
le graphique de la Figure 2.1. La fonction objectif consiste à minimiser
le volume de matériau utilisé ainsi que la déformation maximale de la
structure. Les résultats obtenus montrent une plus grande efficacité de
l’algorithme génétique comparé à l’algorithme à évolution stratégique
pour plusieurs types de formalismes de distribution de matière.

Figure 2.1 – Comparaison des résultats entre l’algorithme génétique et l’algorithme

à évolution stratégique combinés à trois formalismes différents de distribution de

matière (Source [17])

Globalement, l’algorithme génétique a le plus souvent été pris comme
référence pour tester de nouvelles approches. En 2002, Wilfried Hansel
a présenté une comparaison entre une méthode heuristique et un algo-
rithme génétique pour l’optimisation d’une poutre encastrée avec des
matériaux laminés [18]. Le fonctionnement de la méthode heuristique
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repose sur deux actions. La première action supprime les éléments de
matière ne subissant que très peu de contraintes mécaniques alors que
la seconde action ajoute de la matière là où les contraintes mécaniques
sont fortes. L’objectif du problème est de minimiser le poids de la struc-
ture pénalisé par le risque de non respect de résistance de la structure.
Les résultats montrent que l’algorithme génétique donne de meilleurs ré-
sultats, de l’ordre de 15%, sur la masse totale à déformation équivalente,
grâce à sa capacité d’exploration de l’espace des solutions. Toutefois, là
où l’algorithme génétique nécessite environ 3500 évaluations, la méthode
heuristique n’en utilise que 50 (Figure 2.2).

L’algorithme immunitaire fit son apparition en optimisation topolo-
gique en 2004. G.C. Luh proposa une version d’un outil d’optimisation
topologique avec cet algorithme pour résoudre un problème multimodal
d’optimisation de structure. Campelo compara en 2006 ce même algo-
rithme [19] avec un réseau d’Hopfield [20] sur la conception d’un aimant
MRI (Magnetic resonance imaging). L’article montre que l’algorithme
immunitaire est plus efficace.

Au cours de l’année 2006, deux articles [21, 22] de S. Bureerat pré-
sentent une étude plus importante de comparaison entre plusieurs algo-
rithmes d’optimisation sur un problème de type ON/OFF1. Ils compa-
rèrent l’algorithme génétique avec une variante, le Stud-GA [23], l’algo-
rithme du recuit simulé et la technique PBIL (Population-Based Incre-
mental Learning). Plusieurs cas d’étude sont utilisés mais restent dans
le domaine de la résistance des matériaux tel que la poutre encastrée. Ils
consistent tous à minimiser la compliance, le volume de matière utilisé
ainsi que l’aspect en damier des résultats. Le Stud-GA consiste à prendre
à chaque itération la meilleure solution, appelée le Stud, et de la combi-
ner avec toutes les autres solutions du groupe de solution pour former un
nouveau groupe. Par contre, le PBIL utilise une analyse statistique de la
population pour déterminer la valeur de chaque paramètre. A la fin de
celle-ci, chaque paramètre de design a une probabilité d’être fixé à ON
ou à OFF. Finalement, les résultats montrent que l’algorithme du recuit
simulé est meilleur dans tous les cas, suivi de l’algorithme Stud-GA. S.
Bureerat compara les résultats obtenus pour les quatre algorithmes avec
ceux obtenus avec la méthode SIMP. Les résultats sont de même niveau

1L’appellation ON/OFF provient des problèmes d’élasticité linéaire en mécanique
où l’absence de matière est remplacée par de l’air. Le problème se réduit à activer ou
à désactiver le matériau en chacun des points de l’espace.
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Figure 2.2 – Comparaison des distributions de matière obtenues avec un algorithme

heuristique (haut) et avec un algorithme génétique (bas) pour un problème d’optimi-

sation d’une poutre encastrée avec des matériaux laminés (Source [18])

mais cette dernière méthode génère des matériaux intermédiaires.

C.Y. Wu proposa en 2010 une méthode avec un algorithme à évo-
lution différentielle [24] en se basant sur l’article [25] qui propose une
version de l’algorithme à évolution différentielle travaillant avec des va-
riables discrètes, . Les résultats montrent que l’algorithme donne de
meilleurs résultats que la méthode SIMP et que la méthode par homo-
généisation, mais avec un coût plus élevé lié à la nature de recherche
globale de l’algorithme.
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D’autres algorithmes évolutionnaires hybridés avec une recherche lo-
cale, nommés algorithmes mémétiques, continuent à compléter le tableau
d’études. Ainsi, en 2008, A. Kaveh publia un article sur l’utilisation d’un
algorithme par colonies de fourmis (ACO) sur le cas d’une optimisation
topologique d’une structure mécanique [26]. Il montra que l’ACO est
assez proche des résultats obtenus avec la méthode SIMP, comme le
montrent par exemple les résultats de la Figure 2.3.

Figure 2.3 – Comparaison des distributions de matière pour un problème d’optimisa-

tion de minimisation du poids d’une poutre encastrée (Source [26]) : de haut en bas,

les résultats obtenus avec un algorithme heuristique (haut) et avec la méthode SIMP

(bas) ; de gauche à droite, les résultats obtenus sans techniques de nettoyage et avec

technique de nettoyage pour limiter la présence de cellules de matière solitaires

Toutes ces études démontrent que chaque algorithme métaheuris-
tique a ses avantages et ses défauts. Ils sont généralement développés
pour faire de l’exploration mais aussi pour faire de l’exploitation. Il est
possible de créer des algorithmes hybrides par combinaison avec d’autres
algorithmes pour profiter des qualités de chacun et compenser leurs
défauts. En 2001, K. Deb publia un article [27], revisité en 2008 [28],
utilisant une version alliant un algorithme évolutionnaire avec un algo-
rithme de recherche locale, l’algorithme du hill climbing, afin de profiter
de la capacité d’exploration de l’algorithme génétique et de la capacité
d’exploitation de l’algorithme du hill climbing. Cependant, cette version
ne couple pas réellement les deux algorithmes, puisque ceux-ci restent
entièrement indépendants, l’algorithme du hill climbing n’étant utilisé
qu’après l’algorithme génétique.

En 2003, C.H. Im propose une hybridation par couplage de l’algo-
rithme génétique et d’une méthode de test de sensibilité [29]. Au début
de chaque génération, l’outil a la possibilité de faire appel à la méthode
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de test de sensibilité avec une probabilité déterminée par l’utilisateur.
Ce test de sensibilité consiste à changer la valeur de chaque paramètre
et à mesurer le gain obtenu. La probabilité de mutation est calculée en
fonction du gain obtenu. Cette méthode permet d’intensifier la recherche
de meilleures solutions, aux alentours de celles obtenues, en effectuant de
petites modifications. Après un critère d’arrêt lié au niveau du gain, l’ou-
til retourne dans l’algorithme génétique pour continuer le processus. Les
tests effectués sur trois problèmes électromagnétiques montrent qu’ef-
fectivement, il est plus qu’intéressant de travailler avec une approche
hybride combinant exploration et exploitation.

Sur la période de 2007 à 2008, Wang et Tai publièrent trois articles
[30, 31, 32] proposant un couplage entre l’algorithme génétique et la
méthode de Hooke and Jeeves [33]. Après la création de chaque nouvelle
population d’enfants, les N meilleures solutions de cette population sont
soumises à une optimisation locale.

2.2 Formalismes de distribution de matière

La complexité d’un problème d’optimisation est non seulement liée
au problème lui-même mais aussi à la définition des variables d’optimisa-
tion. Un choix judicieux des variables évite une complexification inutile
du problème et en particulier de l’exploration de l’espace des solutions.
La Figure 2.4 présente deux cas de choix de paramètres dimensionnels
pour optimiser les rayons intérieur et extérieur d’un anneau.

�
�
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Figure 2.4 – Deux choix possibles de paramètres pour décrire un anneau

Le schéma de gauche présente le cas où les paramètres sont les rayons
à optimiser alors que le schéma de droite présente un choix plus judi-
cieux de paramètre où le rayon extérieur est exprimé en fonction du
rayon intérieur et de l’épaisseur de l’anneau. Ce choix permet d’élimi-

21



ner la contrainte x1 < x2. De la même manière, pour l’optimisation
topologique, un choix judicieux de variables de design peut aider l’al-
gorithme dans son processus d’optimisation. C’est pourquoi plusieurs
formalismes de distribution de matière furent proposés pour permettre
à l’outil d’optimisation topologique d’exprimer une distribution de ma-
tière au travers d’un nombre optimal de variables de design puisque le
choix d’un formalisme de distribution de matière influence à la fois le
nombre de variables nécessaires pour décrire une solution donnée mais
aussi la facilité de passer de l’exploration à l’exploitation.

Le premier formalisme de distribution de matière utilisé est le forma-
lisme Bit-String. Introduit par Jensen en 1992, il associe un vecteur de
variables de design à la distribution de matière décrite au travers d’un
quadrillage régulier de l’espace de design. Le nom de Bit-String provient
de la concaténation de variables de design en un vecteur représentant
le codage de la solution. Jensen proposa de représenter ce vecteur par
un Bit-Array [16] pour rappeler les liens entre le génotype et le phéno-
type2 de chaque proposition de solution. Un tenseur d’ordre de même
valeur que la dimension de l’espace de design est utilisé pour stocker les
variables d’optimisation (Figure 2.5).

Figure 2.5 – Formalisme de distribution de matière pour une représentation 2D avec

deux matériaux : Bit-Array (Source [34])

Afin de répondre à la limitation de la précision de description d’une
solution liée par le niveau de discrétisation du Bit-Array ou Bit-String,
Dejonghe proposa en 1993 la méthode par patchwork [35] pour décrire

2En biologie, le génotype désigne une partie de la composition génétique d’un
individu. Quant au phénotype, il est la conséquence observable du génotype d’un
individu. Le lien effectué ici avec l’optimisation topologique est obtenu en distinguant
le génotype comme étant le vecteur de paramètres d’optimisation et le phénotype
comme étant la distribution de matière résultante.
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une solution au moyen de formes prédéfinies de dimension aléatoire (Fi-
gure 2.6). La solution est ensuite projetée sur un maillage indépendant
de la solution pour permettre les calculs éléments finis.

Figure 2.6 – Formalisme de distribution de matière : méthode du patchwork rectan-

gulaire à trois matériaux

M. Schoenauer étudia aussi cette approche en 1996 [17, 36]. Le forma-
lisme utilisé consiste à disposer des rectangles paramétrables en nombre
variable pour décrire la distribution de matière au sein de l’espace de
design. Pour un problème dit ON/OFF, le formalisme possède deux va-
riantes. La première variante considère l’espace de design comme vide
(OFF) et les rectangles comme remplis de matière (ON), la seconde
variante reprend la situation inverse. Cette asymétrie peut être déran-
geante pour l’optimisation comme le démontre Schoenauer [36]. Si le
problème mécanique nécessite plus de matière que d’absence de matière,
il est plus facile de partir d’un espace de design plein de matière (ON)
et d’y opérer des trous [37] et inversement pour le cas où la présence de
matière est faible dans l’optimum global.

Au lieu d’utiliser un découpage régulier de l’espace de design, Schoe-
nauer, en 1996 [17], proposa l’utilisation du diagramme de Voronoï pour
subdiviser l’espace de design en sous-espaces de matière homogène. Cette
méthode (qui sera décrite en détail à la Section 4.2.2.2) consiste à créer
la subdivision en distribuant un certain nombre de points dans l’espace
de design (les centres de Voronoï), et en associant à chaque centre un
sous-espace (une cellule) dont la forme et la taille est fonction de la
distance qui sépare son centre des centres voisins. A chacun des sous-
espaces ainsi créés, il associe un matériau (Figure 2.7). Cette méthode
permet de diminuer le nombre de variables nécessaires pour décrire des
formes complexes, puisqu’il est possible de décrire des segments par l’uti-
lisation de deux cellules de Voronoï. Toutefois, dans certaines situations,
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ce formalisme doit utiliser un très grand nombre de variables de design
comme pour des représentations en damier.

Figure 2.7 – Formalisme de distribution de matière : diagramme de Voronoï avec en

gris clair le matériau A et en gris foncé le matériau B (Source [17])

Les différents formalismes de distribution de matière peuvent être
comparés sur base d’un cas d’étude de problème graphique. L’objectif
de l’optimisation est de retrouver une forme prédéfinie. Les résultats
montrent que le formalisme patchwork est plus efficace que le forma-
lisme Voronoï lorsque la topologie à obtenir peut facilement être décrite
avec des formes prédéfinies [36]. Mais l’avantage revient au formalisme
Voronoï pour sa souplesse de description de formes plus complexes.

Cependant, lors de l’évaluation, M. Schoenauer utilise une projection
des cellules de Voronoï sur un espace discrétisé de même dimension que
pour les formalismes Bit-Array et Bit-String pour établir une comparai-
son [17, 36, 34], dégradant la description de la distribution de matière
de la solution obtenue.

De plus, un défaut de ce formalisme est le haut niveau d’épistasie3.
La position d’un centre de Voronoï influence la distribution de matière
pour les cellules voisines, la frontière entre deux cellules étant définie par
la position des deux centres.

Toujours avec pour objectif de travailler avec de nouveaux forma-
lismes plus aptes à décrire des formes spécifiques, K. Tai [38, 39, 40, 41,
42], dès 1998, travailla sur un formalisme dont les variables de design
décrivent la forme de courbes de Bézier et définissent leur épaisseur dans
un espace de design afin d’y décrire une distribution de matière. La prin-
cipale motivation d’utiliser cette approche est de garantir la connectivité
de la matière dans l’espace de design, ce qui a souvent été mis en défaut

3Le degré d’épistasie en génétique indique le degré d’interaction entre deux ou
plusieurs gènes pour la description du phénotype
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pour les formalismes tels que le Bit-String (Figure 2.8).
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Figure 2.8 – Formalisme de distribution de matière : courbes de Bézier

Les courbes de Bézier ont besoin de la définition d’un point de départ
et d’un point d’arrivée ainsi que de points de contrôle. Pour obtenir une
distribution de matière à partir du squelette ainsi formé, un paramètre
d’épaisseur de peau est introduit entre chaque point définissant la courbe
(Figure 2.9). Les opérateurs de modification de la solution ne permettent
pas de modifier la taille du vecteur de variables afin de permettre des
combinaisons cohérentes entre les différentes solutions.

Numéro de l'élément 

de départ et d'arrivé

Numéro de l'élément 

pour le point de contrôle

Epaisseur

43

12

2

1

10

1

17

2

1

4

5

2

21

1

Figure 2.9 – Représentation de la structure des variables pour décrire le formalisme

à base de courbes de Bézier

K. Tai proposa une comparaison de ce nouveau formalisme avec le
formalisme Bit-String [39]. L’outil est complété avec un algorithme d’op-
timisation et l’espace de design est discrétisé en un quadrillage de 50×50
cellules. Le cas d’étude consiste à retrouver une géométrie définie. Dans
les deux cas, la population est composée de 400 individus évoluant sur
100 générations. Le nombre de courbes de Bézier, NcB, est de 4 et le
nombre de points de contrôle, Npc, est de 2 pour chaque courbe, soit
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20 variables de design, ce qui est peu comparé aux 2500 variables dis-
crètes nécessaires pour le Bit-String. Le niveau de complexité est choisi
par l’utilisateur en fixant Npc et NcB . Les résultats montrent que les
solutions sont proches, mais celles du formalisme Bit-String possèdent
des cellules non-connectées. Les courbes de convergence montrent que le
formalisme Bit-String est moins rapide à converger que le formalisme à
base de courbe de Bézier. Ces résultats sont nuancés par l’obligation de
définir à l’avance le nombre de courbes de Bézier nécessaires pour décrire
une solution, ce qui est difficile. Avec une géométrie plus complexe et les
mêmes configurations des outils, le formalisme Bit-Array est plus apte
à trouver la meilleure solution.

Figure 2.10 – Comparaison des courbes de convergence pour des tests avec le forma-

lisme Bit-Array (à gauche) et le formalisme avec des courbes de Bézier (à droite),

couplés avec un algorithme génétique (Source [39])

Suite au problème du nombre de courbes de Bézier à définir à
l’avance, K. Tai et N. Wang proposèrent en 2007 [42] une version adap-
tée du formalisme permettant à l’algorithme d’optimisation de modifier
lui-même le nombre de variables de design avec un nombre maximum
fixé. Cette évolution permet à l’algorithme d’élargir l’espace des solu-
tions accessibles.

En 2009, J. K. Guest et L. C. Smith Genut présentèrent un nou-
veau formalisme [43] afin de garantir une indépendance du formalisme
de distribution de matière vis-à-vis du maillage à éléments finis. Ce for-
malisme fonctionne sur la projection de Heaviside [44] pour décrire la
distribution de matière au sein de l’espace de design (Figure 2.11).

Cette méthode se base sur l’utilisation de points de référence ~xi dans
l’espace de design, aussi appelés nœuds, et de fonctions φi (r) associées à
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Figure 2.11 – Formalisme de distribution de matière : méthode de la projection d’Hea-

viside (Source [43])

~xi avec le paramètre r représentant la distance entre un point de matière
e de l’espace de design et le nœud ~xi. Un rayon rmin est fixé pour définir
le domaine d’influence Ωe

W lié au point de matière. Pour tous r supérieur
à ce rayon rmin, la fonction φ (r) retourne la valeur 0. Ce rayon est fixé
dès le début du processus d’optimisation et la position des nœuds peut
être définie arbitrairement.

Pour attribuer la présence d’un matériau au point de matière e de
l’espace de design, c’est-à-dire ρe, la somme des fonctions φi superposées
associées aux nœuds ~xi proche du point de matière doit être supérieure
à une borne K. Nous avons donc :

ρe =

{

1 si
∑

i∈Ne φi > K
0 si

∑

i∈Ne φi ≤ K
(2.1)

où N e représente l’ensemble des indices i des nœuds à l’intérieur du
cercle défini par la position de e et rmin :

~xi ∈ Ωe
W si ‖~xi − ~xe‖ < rmin (2.2)

2.3 Adaptations spécifiques

Lors d’un processus d’optimisation, afin de maximiser les chances
de trouver l’optimum global, il est nécessaire d’avoir une phase d’ex-
ploration suffisante pour identifier la topologie optimale, suivie par une
phase d’exploitation afin de mieux définir les formes et les dimensions

27



de la solution. Or, généralement, les algorithmes métaheuristiques pré-
sentent une faiblesse non négligeable, soit dans l’étape d’exploitation
ou soit dans l’étape d’exploration. Il est possible d’aider l’outil dans sa
phase la plus faible au prix d’un grand nombre d’évaluations, ce qui peut
impliquer un temps élevé du processus complet d’optimisation.

En fin de processus d’optimisation, deux cas différents non souhaités
peuvent se présenter (Figure 2.12), qu’il convient de résoudre en favori-
sant certains mécanismes de l’optimisation. Ces trois cas sont :

– La solution finale « convergée » n’est pas l’optimum : la topologie
trouvée n’est pas l’optimum et la forme et ses dimensions ont été
optimisées pour cette topologie ;

– La solution finale est une solution intermédiaire : la topologie n’est
pas la topologie optimale ou la forme et ses dimensions ne sont pas
optimisées.

F i n d e l ' o p t i m i s a t i o nS o l u t i o n c o n v e r g é e ? S o l u t i o ni n t e r m é d i a i r eS o l u t i o n c o n v e r g é en o n o p t i m a l eN o nO u i F r o n t i è r e s m a l d e s s i n é e sT o p o l o g i e n o n o p t i m a l eC a t é g o r i e s d e r é s u l t a t s n o n s o u h a i t é e s A c t i o n à f a v o r i s e rA u g m e n t e rl ' e x p l o i t a t i o nA u g m e n t e rl ' e x p l o r a t i o n
Figure 2.12 – Distinction des résultats non souhaités en fin de processus d’optimisation

et du type d’action à favoriser pour éviter le cas

A nombre d’évaluations fixé, deux approches sont possibles pour
trouver le bon niveau d’exploration et d’exploitation. La première
consiste à trouver les paramètres de configuration adéquats de l’al-
gorithme d’optimisation lorsque cela est possible. Ceci requiert une
certaine compréhension de l’outil d’optimisation. La seconde approche
consiste à adapter l’outil d’optimisation topologique de manière à l’aider
dans son processus d’optimisation.

2.3.1 Évolution du nombre de variables de design

La finesse de la discrétisation est un élément non négligeable pour
l’évolution du processus d’optimisation. Un plus grand nombre de va-
riables contraint l’algorithme à travailler sur un plus grand espace de
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recherche. Afin de faciliter l’exploration, tout en obtenant un nombre
suffisant de variables de design pour représenter la meilleure solution,
C.D. Chapman [45] utilisa en 1994 un raffinement programmé de la
discrétisation de l’espace avec le formalisme Bit-Array au cours de l’op-
timisation. Ce raffinement est forcé à partir d’un certain nombre d’éva-
luations, par exemple en passant de 10×16 à 20×32 cellules au bout de
250 générations et de 20 × 32 à 40 × 34 cellules après quelques 50 nou-
velles générations, l’outil terminant sur ce raffinement pour encore 10
nouvelles générations. A chaque nouvelle discrétisation, la taille du vec-
teur de variables d’optimisation augmente. Pour éviter tout problème lié
à cette augmentation, il proposa en même temps de subdiviser l’espace
de design en quatre, puis en seize. A ces nouveaux espaces de design,
l’algorithme crée de nouvelles populations liées à chacun d’entre-eux.

Figure 2.13 – Exemple d’une solution décrite au travers d’une discrétisation de 10×16,

20× 32 et 40× 64 cellules [45]

En 2004, I.Y. Kim et O.L. de Weck présentèrent une autre méthode
de raffinement de la discrétisation de l’espace de design [46, 47]. En
travaillant sur différentes tailles du chromosome avec l’algorithme géné-
tique, ils proposent de transmettre, étape par étape, les meilleures solu-
tions sans altération du chromosome par simple projection d’un niveau
de maillage sur un autre, mais aussi de transférer les autres solutions
en altérant une partie de leur patrimoine génétique. Lors de l’altération,
le matériau de chacune des cellules a une chance d’être modifié. Cette
chance est exprimée par la relation suivante :

ρnewk = round
(

α+ βρpreviousk + γΓ
)

(2.3)

où α, β et γ sont des paramètres fixés par l’utilisateur, Γ est une va-
riable aléatoire de distribution normale, ρk représente la matière au sein
du kieme élément et la fonction round arrondit à l’entier son argument.
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Les résultats de cette nouvelle méthode sont comparés à ceux d’un al-
gorithme d’optimisation par recherche exhaustive. La méthode de raffi-
nement donne de meilleurs résultats (Figure 2.14).

Figure 2.14 – Résultats obtenus avec une discrétisation fixe (à gauche) et une discré-

tisation variable (à droite) de l’espace de design [46]

2.3.2 Diminution de l’espace des solutions par utilisation
des contraintes

Dans de nombreux problèmes ON/OFF à optimiser, le volume des
structures obtenues ne doit pas dépasser une valeur limite. De nom-
breuses solutions sont ainsi automatiquement éliminées au cours du pro-
cessus d’optimisation afin de respecter cette contrainte. Pour faciliter la
tâche de l’outil d’optimisation avec un quadrillage régulier, tel que le
Bit-String ou le Bit-Array, J.F. Madeira proposa en 2002 de contrôler le
nombre de paramètres mis à 1 pour chaque solution pour obliger l’outil
à n’utiliser que des solutions admissibles [48]. Cette manière d’exploiter
la contrainte permet de diminuer la complexité du problème. Un vec-
teur de paramètres de longueur L possède a priori 2L possibilités tandis
qu’imposant un nombre maximal K de 1 pour avoir un volume désiré,
le nombre de valeurs différentes possibles d’un vecteur de paramètres
passe à :

CLK =
L!

K! (L−K)!
(2.4)

Les opérateurs de transformation des solutions doivent être adaptés
pour que les solutions enfants respectent la contrainte.
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2.3.3 Suppression des éléments non connectés

La présence d’éléments non connectés est un des phénomènes que
l’on retrouve dans la plupart des formalismes. On dit qu’un élément est
non connecté lorsqu’il ne partage pas une arête commune avec un autre
élément du même matériau. On peut toutefois utiliser une règle plus
souple admettant que les éléments n’ayant qu’un nœud en commun sont
aussi connectés (Figure 2.15).
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Figure 2.15 – Différents types de connectivité des éléments discrets

Les éléments non connectés sont le plus souvent considérés comme
indésirables dans les solutions optimales si l’on suppose que les domaines
de matière doivent être le plus homogènes possibles. Il est difficile pour
les métaheuristiques de les éliminer sans adapter leurs méthodes de mo-
difications des variables d’optimisation.

Bien que la présence d’un grand nombre d’éléments non connectés
dans l’optimum global, sous forme de damier par exemple, puisse cacher
un autre problème plus spécifique de choix de matériau, il est possible de
modifier ou d’influencer l’outil d’optimisation topologique pour éliminer
ces éléments non désirés.

2.3.3.1 Modification de la fonction d’évaluation

Pour aider l’outil d’optimisation topologique à supprimer naturel-
lement les éléments non connectés, il est possible d’intervenir sur la
fonction objectif pour pénaliser les solutions ayant plus d’éléments non
connectés que d’autres. Puisque chaque élément non connecté augmente
le périmètre total de la structure, C.D. Chapman [45] proposa en 1994
d’utiliser le périmètre de toute la structure ajouté à celui des trous, afin
de forcer l’algorithme à préférer les solutions avec peu d’éléments non
connectés. La fonction objectif à minimiser devient donc :
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f ′ = −
f

δ
(2.5)

où δ est le périmètre de l’ensemble de la structure. Cette méthode force
l’algorithme à sélectionner les individus qui présentent un périmètre plus
petit et peu de trous. Toutefois, cette méthode peut éliminer des so-
lutions avec peu d’éléments non connectés mais ayant un plus grand
périmètre.

Dès 2004, dans le cadre d’un problème de déformation de matériaux
avec une contrainte de poids à respecter, I.Y. Kim et O.L. de Weck pro-
posèrent [46, 47] d’utiliser l’énergie de déformation pour distinguer les
éléments non connectés et les saillies du reste du design. Par calcul, les
éléments non désirables ont une énergie inférieure à celle des autres élé-
ments de la structure. Ces éléments non désirables sont triés en fonction
de leur énergie. Les rangs inférieurs sont éliminés rang par rang jusqu’à
ce que la contrainte de poids soit respectée.

Dans le cadre de la conservation de volume déjà présentée dans [48],
il est possible de permuter les éléments flottants de matière avec des
éléments vides proches du bloc de matière le plus important, afin de
regrouper la matière en un bloc et d’en conserver le volume total. Cette
idée fut émise en 2006 par J.A. Madeira et son équipe [49]. L’algo-
rithme repère en premier lieu les différents blocs déconnectés entre eux
et compte le nombre d’éléments de chacun des blocs. En second lieu,
l’algorithme calcule la distance entre chacun des blocs déconnectés par
rapport au bloc dominant (en volume). Chacun à son tour, les blocs les
plus éloignés sont raccordés au bloc le plus important. Ce raccord utilise
le calcul de degré d’attraction de chaque cellule vide. Ce degré d’attrac-
tion est calculé en tenant compte du nombre de cellules contenant de la
matière dans son voisinage ainsi que du contact avec les blocs déconnec-
tés. Une fois le degré d’attraction calculé pour chacune des cellules vides,
l’intervention s’effectue en remplissant les cellules les plus attractives.

2.3.3.2 Filtrage graphique des solutions

Les méthodes de filtrage telles que des opérations de post-traitement
appliquées aux enfants créés dans l’algorithme permettent d’éliminer les
éléments non connectés sans faire intervenir les opérateurs de reproduc-
tion. Cependant, supprimer des éléments trop hâtivement peu bloquer
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le processus d’optimisation trop rapidement [50]. Kane et Schoenauer
[51] présentèrent deux directions différentes de filtrage.

La première consiste à supprimer les éléments flottants lors de l’éva-
luation de la solution, le phénotype seul étant modifié. Cela introduit un
niveau de dégénérescence dans la représentation des solutions, c’est-à-
dire que plusieurs génotypes peuvent correspondre au même phénotype.
Montré en 1994 par Radcliff et Surry [52], et confirmé numériquement
en 1995 par Kane [50], cette dégénérescence n’est pas désirable pour
l’optimisation.

La seconde direction consiste à supprimer dans le génotype, et donc
dans le phénotype, les éléments non connectés. Cela consiste à utiliser
une méthode dite de réparation.

2.4 Synthèse

Dans ce chapitre, sur base d’un étude bibliographique, nous avons
effectué une revue des principaux algorithmes d’optimisation de type
métaheuristique et des formalismes de distribution de matière utilisés
dans le cadre de l’optimisation topologique par distribution de matière.
C’est sur base de cette étude que nous choisissons au Chapitre 4 les
algorithmes d’optimisation et les formalismes de distribution de matière
qui seront comparés pour sélectionner une seule combinaison.
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Chapitre 3

Stratégie de développement
des outils d’optimisation
topologique
métaheuristiques

Pour atteindre les objectifs donnés en section 1.5, une stratégie glo-
bale a été mise en place. La section 3.1 présente la méthodologie de
travail suivie pour permettre de comparer différents outils d’optimisa-
tion topologique de type métaheuristique. La section 3.2 présente les cas
d’études sur lesquels s’appliquent les essais d’optimisation aux différentes
phases de la comparaison. La section 3.3 décrit les outils d’évaluation
des critères qui servent à comparer les résultats obtenus par les différents
outils.

3.1 Méthodologie

Le choix de la méthodologie suivie est influencé par trois points.
Premièrement, il existe de nombreux outils d’optimisation topologique
de type métaheuristique à comparer. Deuxièmement, de par leur nature
aléatoire ces outils impliquent le besoin d’effectuer un grand nombre
d’évaluations. Et troisièmement, chaque évaluation fait intervenir une
analyse par éléments finis, ce qui entraîne des temps de calcul parfois
très élevés. La combinaison de ces trois remarques fait qu’il n’est pas
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envisageable de travailler sur l’ensemble des algorithmes métaheuris-
tiques avec un cas d’étude de type industriel. Toutes les combinaisons et
adaptations ne peuvent donc pas être envisagées et comparées exhaus-
tivement sur base d’un cas d’étude aussi complexe que souhaité. Il est
nécessaire de travailler en plusieurs étapes afin de répartir les charges
de travail en faisant varier la complexité des cas d’étude de manière
adéquate.

3.1.1 Phase de sélection (Chapitre 4)

La phase de sélection explore l’espace des outils d’optimisation to-
pologique. Pour y parvenir, elle se base sur quatre critères :

– La sensibilité des paramètres de contrôle ;
– La capacité à effectuer efficacement une optimisation topologique ;
– Le potentiel d’adaptation permettant une facilité d’adaptation ;
– La facilité à choisir les paramètres de l’algorithme d’optimisation.
Pour ces critères, il n’est pas nécessaire d’utiliser un cas d’étude com-

plexe et lourd en temps de calcul. L’exploitation d’un problème simple
de type graphique, section 3.2.1, convient tout à fait à cette première
phase. Ce choix présente deux avantages et un inconvénient. Le premier
avantage est que la solution optimale peut être imposée par l’utilisateur.
Le second avantage est que le problème est rapide à évaluer puisqu’il ne
demande aucun calcul de nature physique. L’inconvénient est qu’il est
peu représentatif de la réalité des problèmes industriels d’optimisation
topologique. A la fin de cette première phase, on sélectionne l’algorithme
d’optimisation et le formalisme de distribution de matière qui feront l’ob-
jet de la phase d’adaptation.

3.1.2 Phase d’adaptation (Chapitre 5 et Chapitre 6)

Cette phase applique une série d’adaptations sur l’outil d’optimisa-
tion topologique de référence afin d’en améliorer les performances. Une
adaptation consiste à améliorer la liaison existante entre l’algorithme
d’optimisation et le formalisme de distribution de matière. Sans adap-
tation, l’algorithme modifie les paramètres d’optimisation sans prendre
en compte leur caractère graphique.

Puisqu’il n’y a pas qu’un outil d’optimisation à étudier dans cette
phase, on peut complexifier le cas d’étude. Le problème utilisé, décrit en
section 3.2.2, fait intervenir l’électromagnétisme.
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3.1.3 Phase des tests (Chapitre 7)

La dernière phase, la phase des tests, compose l’outil final à partir
des différentes adaptations proposées dans la section précédente. Elle
évalue ensuite cet outil sur la base des critères d’évaluation :

– La vitesse de convergence,
– La qualité de la solution finale,
Les résultats obtenus sont finalement comparés avec ceux obtenus

avec des outils de référence présentés dans la littérature.

3.2 Les cas d’étude

Les cas d’étude utilisés aux différentes phases de la construction de
notre outil d’optimisation topologique sont présentés dans cette section
ainsi que pour chacun d’eux l’implémentation du module d’évaluation.

3.2.1 Phase 1 : Problème simple graphique

Le problème simple graphique est le cas d’étude utilisé lors de la
phase de sélection. De par sa simplicité et de sa facilité d’évaluation, il
permet des comparaisons de résultats avec un grand nombre d’évalua-
tions. Le problème étudié entre dans la catégorie des problèmes inverses
puisque l’optimum global, supposé unique, est imposé et doit être re-
trouvé au moyen de l’évaluation de la différence entre l’optimum et les
solutions. Dans le cas du problème inverse étudié, la fonction objectif
calcule un résultat reflétant les différences graphiques entre la cible et
les solutions proposées par l’algorithme d’optimisation.

3.2.1.1 Description du cas d’étude

La topologie de la solution à retrouver est définie de manière à ce
qu’elle possède des caractéristiques graphiques particulières afin de tes-
ter la capacité de l’outil à l’optimisation topologique, de forme et di-
mensionnelle. La topologie choisie, illustrée par la Figure 3.1, représente
une géométrie à deux matériaux (A,B) dont l’un (B) domine l’espace
de design et le second (A) enrichit cet espace de design de deux sous-
domaines.

Le sous-domaine de gauche représente une entaille avec une forme
complexe et le sous-domaine de droite représente un trou ovale. Cette
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Figure 3.1 – Solution globale à retrouver composée de deux sous-domaines de matériau

A inclus dans un domaine de matériau B avec un maillage de 200× 200

topologie particulière a été choisie afin d’obliger l’outil d’optimisation
topologique à rechercher simultanément une forme non régulière repré-
sentée par l’entaille et une forme difficile à approcher exactement repré-
sentée par le trou ovale.

3.2.1.2 Implémentation du module d’évaluation

Le calcul de la fonction objectif se fait via la différence de réparti-
tion de matière entre la solution cible et la solution proposée et passe
par une projection des domaines de matière décrivant la topologie de la
solution sur une structure fixe (Figure 3.2) ce qui permet de simplifier la
création du modèle à évaluer. Toutefois, lors de l’évaluation de la solu-
tion, cette approche peut dégrader la topologie si la structure d’accueil,
sous-domaines ou maillage, n’est pas suffisamment fine.
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Figure 3.2 – Exemple de méthodes de projection : projection sur sous-domaines et

projection sur maillage

38



3.2.1.3 Fonction objectif

Dans l’exemple traité, on a choisi une projection sur une structure en
sous-domaines comportant 200× 200 éléments. Si l’on définit la matrice
C ∈ 1

200×200 comme étant la distribution de matière cible, avec cij = 0
et cij = 1 pour représenter respectivement le matériau A et le matériau
B, et P ∈ 1

200×200 la solution proposée à évaluer, la fonction d’évaluation
est définie comme étant la somme de l’opération XOR1 sur chacun des
termes des deux matrices :

fobj =
200∑

i=0

200∑

j=0

ci,j ⊕ pi,j (3.1)

La valeur de la fonction objectif est bornée par la valeur minimale qui
est l’optimum global fobj = 0, et la valeur maximale, fobj = 40.000. Une
variante de la fonction objectif est de l’exprimer en pourcentage d’erreur
sachant que pour une erreur de 40.000, la fonction objectif vaudrait 100%
et 0 pour une erreur de 0%.

Ce problème est simple à résoudre. Puisque chaque terme de (3.1)
est indépendant des autres termes et est toujours positif, pour chaque
solution, il est possible de l’améliorer au moyen d’un seul changement.
Minimiser fobj revient à minimiser chacun des termes ou d’une autre ma-
nière à trouver indépendamment la meilleure valeur de chaque variable
d’optimisation. Toutefois, le problème est représentatif d’un problème
topologique avec des formes complexes.

3.2.2 Phase 2 : Problème simple de type physique

Le problème simple physique se présente comme étant une évolution
du cas simple graphique précédent. La fonction d’évaluation n’est plus
une comparaison directe géométrique. Il est question ici de retrouver in-
directement la distribution de matière au travers d’une fonction objectif
évaluant la différence physique entre deux topologies. Afin de rester dans
la continuité du problème simple graphique, il est choisi de conserver la
topologie de la solution cible. Le problème d’optimisation reste un pro-
blème inverse. Ce choix permet de résoudre un problème physique tout
en connaissant l’optimum global.

1L’opération XOR, dont le symbole mathématique est ⊕, est un ou exclusif. Il ne
retourne 1 que lorsque les deux valeurs sont différentes et 0 autrement
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3.2.2.1 Description du cas d’étude

Le thème choisi du problème est le domaine de la vérification de
la qualité des matériaux. Un capteur électromagnétique (Fig. 3.3) est
utilisé afin de mesurer les variations de flux électromagnétique lorsque
ce capteur est déplacé le long d’une barre de fer ayant des défauts de
fabrication c’est-à-dire des trous ou des fissures dans la matière. Cette
variation de flux est exploitée pour détecter la présence de défauts et
retrouver leur topologie.
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Figure 3.3 – Caractérisation du capteur électromagnétique

Afin de diminuer le temps de calcul, quatre hypothèses simplifica-
trices sont utilisées :

– Le problème est un problème plan ;
– L’induction magnétique dans l’espace de design est connue ;
– L’alimention électrique s’effectue par un courant DC ;
– Le capteur reste immobile.

Le problème est de type ON/OFF, ce qui implique que les matériaux
dans l’espace de design représentent la présence ou l’absence de fer.
Dans les zones d’absence de fer, les propriétés de l’air sont utilisés. Les
défauts choisis conservent la topologie du cas simple graphique : un trou
ovale au centre de la barre et une fissure située sur la gauche (Fig. 3.4).
Les dimensions de la topologie subissent une projection paramétrique
pour correspondre aux dimensions de l’espace de design réel, c’est-à-dire
[0; 0.03] × [0; 0.005].
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Figure 3.4 – Topologie à rechercher : description des défauts de la barre de fer

3.2.2.2 Implémentation du module d’évaluation

Pour calculer les champs magnétiques des différentes solutions, il
est nécessaire d’utiliser les éléments finis. Un script Matlab© est utilisé
comme interface entre l’algorithme d’optimisation et le logiciel éléments
finis Comsol© (Figure 3.5) afin de créer le modèle élément finis et de
l’évaluer.
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Figure 3.5 – Décomposition de l’outil d’évaluation en trois outils fonctionnels

La méthode utilisée pour générer le modèle élément finis crée autant
de sous-domaines que de cellules et maille chacun d’entre-eux (Figure
3.6). Cette approche se justifie si le temps de calcul d’une évaluation est
plus long que le temps nécessaire à la génération du maillage, ce qui est
le cas ici.
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Figure 3.6 – Exemple de la projection sur sous-domaines adaptés

Cette méthode permet aux maillages de s’adapter aux solutions et
évite ainsi de dégrader la solution décrite. Toutefois, elle présente des
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formes aléatoires pouvant mener le mailleur à générer des maillages plus
fins dans certaines parties de l’espace de design afin de garantir des
dimensions équilibrées pour chaque mailles.

Il est donc possible que dans certaines situations, l’outil présente des
difficultés à mailler une solution, pouvant ainsi mener à une erreur cri-
tique, à un blocage du logiciel dans l’algorithme de maillage ou à fausser
les valeurs obtenues. Ces cas peuvent se présenter un certains nombre
de fois lors d’un processus d’optimisation et pour parer à ce type de
problème, il convient de détecter l’erreur et de donner une valeur infinie
à la fonction objectif de telle sorte que la solution sera nécessairement
éliminée par les processus de sélection.

3.2.2.3 Fonction objectif

Le problème à optimiser est défini par une seule fonction d’évaluation
sans aucune contrainte. Cette fonction d’évaluation consiste à minimiser
la différence entre l’induction magnétique cible ~B (x, y) correspondant
à la topologie cible et l’induction magnétique de chacune des solutions
proposées par l’outil d’optimisation, ~B′ (x, y). La fonction objectif est :

f =
∫ 0.005

0

∫ 0.03

0

∣
∣
∣
∣
∣

~B − ~B′

~B

∣
∣
∣
∣
∣

2

dxdy (3.2)

et peut être approchée par une version discrétisée en n ×m points de
mesures dans l’espace de design. Si on choisit n = m = 50, les points de
mesures dans l’espace de design (Figure 3.3) sont définis par les relations
suivantes :

x′ψ =k1ψ

y′φ =k2φ

avec ψ, φ ∈ [1, 50]

(3.3)

et k1 et k2 valant respectivement 0.03/50 et 0.005/50. Ce qui nous donne la
nouvelle fonction à optimiser :

50∑

ψ=1

50∑

φ=1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

~B
(

x′ψ, y
′
φ

)

− ~B′
(

x′ψ, y
′
φ

)

~B
(

x′ψ, y
′
φ

)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

(3.4)
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3.2.3 Phase 3 : Problèmes complexes

Plusieurs problèmes complexes sont utilisés afin d’élargir le champ
d’application des tests dans le domaine de l’électromagnétisme. Pour
chaque cas d’étude, l’outil adapté obtenu est comparé à un outil d’op-
timisation topologique de référence défini en section 7.2 et le module
d’évaluation utilisé est identique à celui décrit en section 3.2.2.2. La
section 3.2.3.1 présente un problème de conception d’un actionneur li-
néaire à réluctance variable. La section 3.2.3.2 présente un problème de
conception d’une machine synchrone à aimants permanents et enroule-
ments concentrés.

3.2.3.1 Actionneur linéaire à réluctance variable

L’actionneur linéaire à réluctance variable étudié est composé d’une
partie fixe, le stator, et d’une partie mobile, le mouveur, séparées de
par un entrefer. Le déplacement du mouveur est provoqué par des forces
réluctantes créées par des variations des champs magnétiques induits
par les courants électriques dans les enroulements du stator.

Pour simplifier le problème, on suppose que le moteur présente une
symétrie axiale et transversale (Figure 3.7). L’espace de design est limité
à la description d’une moitié d’une encoche du stator et d’une moitié du
mouver.

Fer

Cuivre

Mouveur

Partie mobile

Stator

Partie fixe

Air

Densité de courant J+

Densité de courant J-

Espace de design

Figure 3.7 – Exemple de structure de l’actionneur

Cet espace de design principal est subdivisé en deux sous-espaces
délimitant le stator et le mouveur. Un entrefer d’une épaisseur fixée est
ajouté pour désolidariser mécaniquement les deux parties. Le schéma de
la Figure 3.8 donne les dimensions utilisées des espaces de design.
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Figure 3.8 – Définition des dimensions, de l’espace de design et du contexte du cas

d’étude de l’actionneur linéaire à réluctance variable

Les conditions aux frontières à appliquer sur l’espace de design com-
plet sont : un potentiel magnétique fixé à 0 pour les bords inférieur et
gauche, et ~n× ~B = 0 pour les bords supérieur et droit.

Les deux espaces de design n’utilisent pas la même librairie de maté-
riaux. Pour le stator, les matériaux sont le fer et le cuivre qui est traversé
par une densité de courant fixée à J = 106Am−2. Pour le mouveur, les
matériaux sont le fer et l’air. L’entrefer est composé d’air afin de ga-
rantir le déplacement de la partie mobile. La saturation magnétique du
fer est aussi prise en compte et la caractéristique de cette saturation est
donnée par le graphique de la Figure 3.9.

Figure 3.9 – Caractéristique magnétique du fer (Source Comsol©)

La Table 3.1 donne les valeurs de la densité de flux magnétique et
de l’intensité du champs magnétique qui permettent de tracer la courbe
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du graphique de la Figure 3.9.

Table 3.1 – Caractéristiques magnétiques du fer

B H
0 0
1 663.14

1.1 1067.5
1.2 1705.23
1.3 2463.11
1.4 3841.67
1.5 5425.74
1.6 7957.75
1.7 12298.3
1.8 20462.8
1.9 32169.8
2.0 61213.4
2.1 111408
2.2 175070
2.3 261469
2.4 318310

La force en une position donnée du système est obtenue par la dérivée
de la coénergie magnétique par rapport au déplacement :

F =
∂Wcmag

∂x
(3.5)

Le design étant reproduit périodiquement, pour maximiser la force
de l’actionneur, il suffit de maximiser la différence entre la coénergie
magnétique du système en position de conjonction et la coénergie ma-
gnétique du système en position d’opposition :

f = Wcmag,conj −Wcmag,opp (3.6)

Les deux positions sont illustrées par les schémas de la Figure 3.10.
Puisque le pas de déplacement ∆x est constant, il n’est pas pris en
compte dans le calcul de la fonction à optimiser.
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Figure 3.10 – Représentation de la position d’opposition (gauche) et de conjonction

(droite) du mouveur de l’actionneur linéaire

La coénergie magnétique est calculée à partir de l’intégrale du flux
magnétique ψ intercepté par le bobinage du stator :

Wcmag =
∫ I

0
ψdi (3.7)

avec I le courant électrique passant dans le bobinage du stator. Afin de
limiter le temps de calcul, l’intégrale (3.7) est calculée numériquement
via la formule :

Wcmag =
1
2

10∑

k=1

(ψ (ik−1) + ψ (ik)) (ik − ik−1) (3.8)

Le problème étant un problème plan, nous pouvons écrire :

ψ (ik) =
∫

V

~A (ik) · ~NdV ∝
∫

S
A (ik) dS (3.9)

où S est la surface du conducteur , ~N est le vecteur densité du conducteur
et ~A est le vecteur potentiel.

3.2.3.2 Machine synchrone à aimants permanents

Le moteur synchrone à aimants permanents étudié est représenté à la
Figure 3.11. Ce problème a été proposé par Ishikawa [53]. Au stator on
trouve trois phases, chacune formée de deux bobines diamétralement op-
posées entourant chacune une dent du stator. Le rotor comporte quatre
paires de pôles. Le mouvement de la machine est dû aux couples élec-
trodynamiques et réluctants créés par les variations du courant dans les
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phases du stator. Le schéma de la Figure 3.11 présente l’orientation du
champs rémanent des aimants utilisés et l’ordre de succession de phase.
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Figure 3.11 – Schéma de la machine synchrone étudiée

L’objectif de design est limité à l’optimisation topologique du rotor.
Comme ce dernier est composé de 4 paires de pôle, l’espace de design est
restreint à un huitième du rotor et est obtenue en appliquant des règles
de symétrie de périodicité comme illustrées à la Figure 3.12.
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Figure 3.12 – Définition des dimensions et de l’espace de design.

La machine est alimentée au stator par des courants, ia, ib et ic
formant un système triphasé de grandeurs sinusoïdales avec pour densité
maximale J = 106A/m2. On suppose que quelle que soit la topologie du
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rotor, il n’y a pas de phénomène de saturation au stator. Cette hypothèse
permet de simplifier le modèle éléments finis en remplaçant le stator par
des courants de surface. La librairie des matériaux utilisés est composée
de fer et d’aimants avec un champs rémanent radial d’amplitude de
1.19T.

La fonction objectif vise à maximiser le couple moyen, τmoy, de la
machine tout en limitant le volume utilisé des aimants Vaim :

f =
τmoy

k Vaim
Vrot

+ 1
(3.10)

où le facteur k permet de paramétrer l’importance du volume des ai-
mants et Vrot est le volume total du rotor. Le couple moyen est obtenu
par moyenne des couples pour 10 positions différentes du rotor. Entre
chaque position, le rotor tourne de 3°. Chaque couple est calculé par
l’intégrale, le long de la surface interne du stator, du produit de l’induc-
tion magnétique avec le courant électrique traversé, le tout multiplié par
le rayon interne du stator. Pour faciliter les calculs par éléments finis,
seul les courant de surface se déplacent, simulant ainsi le déplacement
du rotor par rapport au stator.

3.3 Critères de comparaison

La possibilité de combiner différents algorithmes d’optimisation avec
différents formalismes de distribution de matière, conduit à de nom-
breuses variantes d’outils d’optimisation topologique. Leur comparaison
nécessite d’établir des critères qui permettront de les évaluer. Les outils
d’optimisation topologique étudiés étant de nature stochastique, la ten-
dance générale est de comparer la courbe de convergence obtenue soit
après un nombre fixe d’évaluations, soit lorsqu’intervient une condition
d’arrêt en fonction de l’évolution de la meilleure solution.

Cette section a pour objectif de présenter les différents critères sélec-
tionnés pour caractériser une solution, soit qualitativement, soit quan-
titativement. La section 3.3.1 décrit le critère de comparaison classique,
l’évolution de la convergence, à partir de laquelle on extrait de nom-
breuses informations. Ensuite la section 3.3.2 discute de la sensibilité
des outils à leurs paramètres de configuration.
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3.3.1 Courbe de convergence

Une courbe de convergence est une courbe représentant l’évolution
de la meilleur solution obtenue à chaque itération du processus d’opti-
misation en fonction du nombre d’évaluations déjà réalisé. Cette courbe
permet une analyse de la rapidité de convergence vers l’optimum pour
un jeu de paramètres de contrôle choisi, associé à l’algorithme d’opti-
misation et au formalisme de distribution de matière. Étant donné le
caractère stochastique des algorithmes utilisés, il est nécessaire d’exécu-
ter le processus d’optimisation un nombre suffisant de fois avec le même
jeu de paramètres et des conditions initiales différentes afin d’en obser-
ver la robustesse. Sur base de ces différents essais, on peut observer le
taux de convergence du processus d’optimisation ainsi que la valeur fi-
nale convergée. Pour tracer les courbes de convergence de la Figure 3.13,
les évaluations sont exprimées en fonction du pourcentage de l’évolution
du processus d’optimisation.
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Figure 3.13 – Exemple de courbes de convergence

En plaçant dans un même graphique les courbes de convergence ob-
tenues pour différents essais, il est possible de comparer facilement les
valeurs obtenues fmin, fmax et fmed de chacun des outils.

3.3.2 Courbe de sensibilité sur un paramètre

Les outils d’optimisation topologique basés sur des algorithmes d’op-
timisation stochastique peuvent reposer sur le choix de plusieurs para-
mètres de contrôle. A priori, la valeur de ces paramètres peut être déter-
minante sur les capacité d’optimisation des algorithmes. Pourtant, au-
cune règle stricte ne permet de leur donner une valeur optimale, même
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s’il existe des règles de bonne pratique. Ces règles n’indiquent qu’un
ordre de grandeur des valeurs à donner.

Avec cette difficulté ajoutée au coût élevé de chaque évaluation de
solution dans le cadre de l’optimisation topologique, il est très peu conce-
vable de lancer une étude paramétrique avant chaque optimisation pour
distinguer le meilleur jeu de paramètres. En supposant que chaque pa-
ramètre de contrôle a une influence différente sur les capacités d’opti-
misation des outils d’optimisation topologique, on peut supposer qu’il
est possible de trouver l’outil ayant une sensibilité plus faible quant aux
choix de sa paramétrisation, réduisant aussi l’influence de l’utilisateur.

La courbe de sensibilité (Fig. 3.14) est le résultat visuel de cette
sensibilité. Cette courbe permet de déterminer la sensibilité du résultat
convergé au paramètre étudié sur une gamme de valeurs.
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Figure 3.14 – Exemple de courbe de sensibilité

Pour obtenir cette courbe, il faut fixer tous les paramètres de contrôle
sauf celui que l’on veut étudier. On fait alors varier celui-ci sur une
gamme de valeurs. Pour chaque nouveau jeu de paramètres, il est né-
cessaire d’exécuter Ne fois le processus d’optimisation et de calculer la
valeur médiane des valeurs convergées obtenues de la fonction objectif.
Dans ce manuscrit, les graphes sont construits avec Ne = 10 sauf si Ne

est mentionné.
L’outil d’optimisation topologique sera d’autant moins sensible à un

paramètre sur une gamme de valeurs que la dérivée de la courbe aux
valeurs considérées sera proche de 0. Cependant, cette étude se base sur
un nombre élevé d’exécution du processus d’optimisation pour étudier
la moyenne des résultats pour chaque jeu de paramètres de contrôle, elle
sera donc réservée à la phase 1.
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3.4 Synthèse

Dans ce chapitre, nous proposons une stratégie globale, divisée en
trois phases, qui sera mise en œuvre pour comparer plusieurs outils
d’optimisation topologique et développer notre outil d’optimisation to-
pologique (Section 3.1). Ces trois phases, qui utiliseront des cas d’étude
différents de complexité croissante afin de se rapprocher de la complexité
de problèmes industriels, sont :

– la phase de sélection (Section 3.2.1) qui comparera différents outils
d’optimisation topologique afin de déterminer l’outil le plus pro-
metteur pour l’optimisation topologique. Cette comparaison est
faite sur base d’un problème inverse simple graphique (Section
3.2.1) ;

– la phase d’adaptation (Section 3.2.2) qui modifiera l’outil sélec-
tionné pour en améliorer les performances à l’optimisation topo-
logique en adaptant l’algorithme d’optimisation. Le cas d’étude
utilisé dans cette phase est à nouveau un problème inverse mais
de complexité accrue par la prise en compte de l’électromagnétisme
dans le calcul par éléments finis (Section 3.2.2) ;

– la phase de tests (Section 3.2.3) qui permettra de comparer les
résultats obtenus par l’outil final à ceux obtenus par deux outils
d’optimisation topologique provenant de la littérature. Deux cas
d’étude sont utilisés, l’actionneur linéaire à réluctance variable et
le moteur synchrone à aimants permanents.

Afin de comparer ces différents outils sur base des cas d’étude consi-
dérés, deux outils de comparaisons sont utilisés (Section 3.3) : les courbes
de convergence qui donnent la valeur finale obtenue et permettent de
déterminer le taux de convergence, et les courbes de sensibilités qui per-
mettent d’observer la sensibilité des outils aux paramètres de contrôle.
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Chapitre 4

Sélection de l’outil de
référence

L’objectif de ce chapitre est de choisir un outil d’optimisation to-
pologique de type métaheuristique qui présente une bonne combinaison
d’algorithme d’optimisation et de formalisme de distribution de matière.

La section 4.1 décrit quels sont les algorithmes d’optimisation pris en
compte dans l’étude ainsi que le choix de leur implémentation, puisque
ceux-ci peuvent exister en différentes variantes sous le même nom. La
section 4.2 reprend la même procédure pour les formalismes de distri-
bution de matière. La section 4.3 compare les différentes combinaisons
d’algorithmes d’optimisation et de formalismes de distribution de ma-
tière choisis aux sections précédentes afin d’observer leurs capacités à
l’optimisation topologique et de sélectionner une seule combinaison pour
la phase suivante de la thèse. La section 4.4 conclut ce chapitre.

4.1 Algorithmes d’optimisation

Les algorithmes d’optimisation tiennent un rôle primordial dans tout
outil d’optimisation topologique. Ils permettent de faire évoluer une solu-
tion, ou un ensemble de solutions, en modifiant les valeurs des variables
d’optimisation qui les caractérisent et ce en fonction de certaines in-
formations disponibles. Comme annoncé en section 1.5, les algorithmes
ciblés sont des algorithmes de type métaheuristique.
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4.1.1 Sélection

Il existe actuellement de nombreux algorithmes métaheuristiques
dont la plupart ont été créés en tentant de reproduire des phénomènes
observés dans la nature. On recense principalement trois sources d’inspi-
ration : la physique, la biologie de l’évolution et l’éthologie. Le graphique
de la Figure 4.1 montre un classement des algorithmes les plus souvent
utilisés. M é t h o d e s s t o c h a s t i q u em o n o ✎ o b j e c t i f sM é t h o d e s é v o l u t i o n n a i r e s M o n t e ✎ C a r l oA l g o r i t h m eg é n é t i q u eA l g o r i t h m ei m m u n i t a i r e E s s a i m p a r t i c u l a i r e sC o l o n i e d e f o u r m i sE v o l u t i o nd i f f é r e n t i e l l eE s t i m a t i o n d ed i s t r i b u t i o n

R e c u i t s i m u l éR e c h e r c h e t a b o uA u t r e s
Figure 4.1 – Classement des méthodes stochastiques les plus souvent utilisées

Une classe particulière se distingue, celle des algorithmes évolution-
naires. Ces algorithmes se basent sur la théorie de l’évolution. Ils utilisent
itérativement une méthode de sélection et une méthode de variation de
la composition de leur population au travers de générateurs et de muta-
teurs. Un générateur est un opérateur permettant de créer une nouvelle
solution soit à partir de rien, soit à partir d’une base de données, alors
qu’un mutateur est un opérateur permettant de modifier une solution
existante pour obtenir une nouvelle version. Par exemple, dans le cas
d’un algorithme génétique, l’opérateur de croisement est un générateur
et l’opérateur de mutation est un mutateur.

Parmi le grand nombre d’algorithmes métaheuristiques et leurs va-
riantes, quatre ont retenu notre attention et ont été présélectionnés
comme candidats pour la suite de ce chapitre.

– L’algorithme génétique : cet algorithme est sans conteste un choix
incontournable pour l’optimisation topologique. Son approche de
recherche globale et sa souplesse d’utilisation le rendent très puis-
sant pour l’exploration ; il souffre néanmoins d’une faible vitesse de
convergence, c’est-à-dire que le coût en évaluation est élevé pour
améliorer la population ;
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– L’algorithme du recuit simulé : au contraire de l’algorithme géné-
tique, cet algorithme montre de grandes performances d’exploita-
tion. Sa capacité d’exploration peut être garantie grâce à la pos-
sibilité qu’il offre d’accepter de moins bonnes solutions ;

– L’algorithme immunitaire : cet algorithme est une variante de l’al-
gorithme génétique destinée à palier aux faiblesses de ce dernier
dans sa phase d’exploitation. Récemment mis en place, il est aussi
modulable que l’algorithme génétique bien qu’il se base sur des
paramètres de contrôle plus délicats à définir ;

– L’algorithme de l’essaim particulaire : cet algorithme, basé sur une
relation établie entre les solutions à chaque itération, possède une
capacité d’exploitation très intéressante tout en conservant une
faculté d’exploration dépendant du nombre de particules et des
coefficients utilisés. Cet algorithme est aussi fortement utilisé mais
offre le désavantage de ne pouvoir travailler que sur des variables
continues et non des variables discrètes.

Le choix de ces algorithmes repose sur leur popularité dans la littéra-
ture mais prend aussi en compte les deux mécanismes principaux d’opti-
misation : à base de populations ou non et théorie de l’évolution ou non.
D’autres algorithmes n’ont pas été pris en repris, tel que la recherche
tabou ou l’algorithme par estimation de distribution. La recherche ta-
bou est un algorithme de recherche local, or ce que l’on souhaite c’est de
travailler avec des algorithmes de recherche globale afin de garantir une
bonne exploration de l’espace des solutions. De plus, l’algorithme par
estimation de distribution et l’algorithme tabou ne peuvent travailler
directement qu’avec les formalismes de distribution de matière utilisant
un nombre fixe de variables d’optimisation.

4.1.2 Implémentation

Sachant qu’un algorithme d’optimisation métaheuristique est une
suite itérative d’utilisation d’opérateurs de sélection, de générateurs et
de mutateurs, il s’agit maintenant d’expliquer la manière dont ces diffé-
rents opérateurs ont été implémentés en fonction du type d’algorithme.
Plusieurs implémentations ont été considérées et comparées notamment
sur base de tests dont les détails se trouvent dans l’annexe A.
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4.1.2.1 Algorithme génétique : GA

Les algorithmes génétiques sont des algorithmes s’inspirant de l’évo-
lution des êtres vivant dans la nature selon les lois d’évolution de Darwin.
Ces lois stipulent que chaque individu peut transmettre son patrimoine
génétique à une nouvelle génération au travers d’un mécanisme de re-
production. Pour créer de la diversité, le patrimoine génétique peut être
légèrement altéré par des mutations. Tous les individus composant une
population se retrouvent en compétition avec les autres pour survivre
et faire partie de la génération suivante dans un contexte de ressources
vitales limitées. Les premiers développements de l’algorithme génétique
remontent à 1975 et sont du fait de John Holland [54]. Ce dernier pro-
posa une méthode axée sur trois étapes (Figure 4.2) recréant schémati-
quement l’évolution selon Darwin :

– une sélection de parents pour la reproduction(étape 1) ;
– une reproduction pour créer de nouveaux individus (étape 2) ;
– une sélection de descendants pour recomposer une population prin-

cipale (étape 3).

Le fondement des mécanismes de sélection des parents et de sélection
des descendants diffère en un seul point. La sélection des parents utilise
un tirage aléatoire de chaque individu avec remise dans le lot. Ceux
sélectionnés sont copiés dans une population dites de parents et chaque
individu a la possibilité d’être sélectionné plusieurs fois. Alors que la
sélection des descendants utilise un tirage aléatoire sans remise dans le
lot. Chaque individu ne peut donc être sélectionné qu’une seule fois.

L’analogie avec l’évolution naturelle d’une population permet de
considérer qu’un individu de la population est une solution et une po-
pulation de Ns individus un ensemble de Ns solutions.

Au cours de chaque étape d’une génération de l’algorithme géné-
tique, plusieurs populations temporaires sont créées. Afin de les distin-
guer, la population principale, la population des parents, la population
des enfants et la population des descendants sont respectivement notées
X(k), X(k)′ , X(k)′′ et X(k+1). Pour la population d’enfants, on distingue
trois états différents : les clonés clX(k)′′ , les croisés crX(k)′′ et les mutés
muX(k)′′ . Le schéma de la figure 4.3 illustre l’évolution des matrices au
sein de la kème génération. Par la suite, pour simplifier les notations,
l’exposant (k) est toujours sous-entendu.
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Figure 4.2 – Schéma d’évolution des processus de l’algorithme génétique

Etape 1 : Sélection des parents. Dans l’objectif de créer une popu-
lation de Ns enfants, l’algorithme a besoin de définir quels sont les indi-
vidus de la population principale qui auront le rôle de parents. L’étape
de sélection des parents doit favoriser les individus ayant une meilleure
évaluation aux objectifs afin qu’ils puissent transmettre, plus facilement
que les autres, leur patrimoine génétique. Toutefois, une méthode ne sé-
lectionnant que les meilleurs individus à cette étape limitera la diversité
de la population, ce qui implique une convergence rapide vers une solu-
tion au détriment de l’exploration de l’espace des solutions. Pour éviter
une convergence trop hâtive, la sélection doit pouvoir fournir une chance
à de moins bons individus.

Trois méthodes de sélection de parents, décrites en Annexe A, sont
étudiées : la copie, le tournoi et la roulette. La première méthode ne sé-
lectionne aucun parent et permet à toute la population de se reproduire,
alors que les deux méthodes suivantes mettent en confrontation les in-
dividus. La deuxième méthode imite la compétition entre les individus
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Figure 4.3 – Évolution des matrices des populations sur la génération k

lors de la reproduction en confrontant ceux-ci par duel pour détermi-
ner ceux qui auront le mérite de se reproduire. La troisième méthode
sélectionne aléatoirement chaque individu en fonction d’une probabilité
associée à chacun. Cette probabilité est calculée par une relation liant
la performance de l’individu et celles des autres.

Les résultats obtenus, repris dans l’annexe A, montrent que les
trois méthodes sont efficaces mais présentent un niveau d’élitisme diffé-
rent. Comme nous souhaitons privilégier un compromis entre la vitesse
de convergence et la qualité d’exploration de l’espace des solutions, il
convient de choisir une méthode semi-élitiste, c’est-à-dire la méthode de
sélection par tournoi.

Une manière d’implémenter la méthode de sélection par tournoi
consiste tout d’abord à utiliser 2 vecteurs, ~u et ~v, de longueur Ns dont
les valeurs font références aux individus de la population principale. Ces
vecteurs sont initialisés en attribuant à chacun des éléments une valeur
aléatoire selon une loi de distribution discrète uniforme :

ui et vi ∼ Ud (1, Ns) (4.1)

Ensuite pour construire la population de parents, on compare l’éva-
luation de paires d’individus (ui, vi) et on copie le meilleur individu :
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~x′i =

{

~xui si F (~xui) meilleur que F (~xvi)

~xvi si F (~xvi) meilleur que F (~xui)
(4.2)

Le choix des vecteurs ~u et ~v est entièrement aléatoire, un individu
peut être sélectionné plusieurs fois et donc être copié plusieurs fois dans
la population de parents. En outre, tout individu possède une chance
d’être sélectionnée puisqu’il peut toujours tomber en duel avec un autre
individu de moins bonne performance.

Etape 2 : Procédure de reproduction La reproduction est l’étape
primordiale de l’algorithme génétique. Elle permet de brasser le patri-
moine génétique pour créer de nouveaux individus grâce au générateur
par croisement génétique. Une augmentation de la diversification du pa-
trimoine génétique est garantie grâce aux mutateurs par des variations
localisées dans le chromosome.

Avant de passer à l’étape de la création de la population d’enfants,
il est nécessaire de générer les couples de parents. L’implémentation
utilisée consiste à choisir aléatoirement deux vecteurs de taille Ns pour
représenter les parents 1 et les parents 2 : ~u et ~v.

La création de la population d’enfants à partir de la population de
parents utilise deux opérations différentes : un générateur, le croisement
génétique, et un mutateur, la mutation génétique. La reproduction dé-
bute par le croisement génétique de deux parents avec une probabilité
pc pour que cela arrive. Dans le cas contraire, l’enfant est simplement
obtenu par copie de l’un ou de l’autre parent. L’implémentation de cette
méthode utilise une valeur générée aléatoirement selon une loi uniforme
continue, ri ∼ Uc (0, 1), et compare celle-ci au paramètre de contrôle pc :

cr~x
′′
i =







Croisement
(

~x′ui , ~x
′
vi

)

Si ri < pc

Copie
(

~x′ui ou ~x′vi
)

Si ri ≥ pc
(4.3)

La copie d’un des deux parents est déterminée aléatoirement entre
les deux. Pour effectuer l’opération de croisement, un vecteur masque,
~m ∈ 1

Np , est généré aléatoirement afin de déterminer quelles parties du
parent 1 et du parent 2 seront combinées pour former un nouvel enfant
suivant la règle :
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Croisement :cr x′′i,j =

{

x′ui,j Si mj = 0
x′vi,j Si mj = 1

avec j = 1, 2, . . . , Np

(4.4)

Le masque ~m peut être généré de plusieurs manières. Trois méthodes
sont comparées : la méthode à 1 pivot, la méthode à 2 pivots et la
méthode uniforme. La méthode à 1 pivot génère un vecteur de 0 et choisit
aléatoirement un des éléments de ce vecteur. A partir de cet élément,
tous les éléments suivant sont fixés à 1, les autres sont maintenus à 0. La
méthode à 2 pivots fonctionne de la même manière mais il défini deux
éléments dans le vecteur. A partir du premier et jusqu’au deuxième, les
valeurs sont fixés à 1 et les autres restent 0. La méthode de croisement
uniforme est différente des deux précédentes. Un choix aléatoire entre 0
et 1 est effectué pour chaque valeur du vecteur masque indépendamment
de la performance des deux parents et selon une loi uniforme continue
Uc définie entre 0 et 1 :

mj =

{

1 Si Uc (0, 1) > 0.5
0 Si Uc (0, 1) ≤ 0.5

avec j = 1, 2, . . . , Np

(4.5)

Les résultats de l’étude, donnés en annexe A, montrent qu’il existe
une faible différence entre ces méthodes. Cependant, sur base des résul-
tats obtenus dans d’autres études [51], notre choix se porte sur l’utilisa-
tion de la méthode de croisement uniforme.

Une fois l’opération de croisement effectuée, l’opération de mutation
est utilisée pour injecter un peu de diversité dans le patrimoine géné-
tique de la population. Pour chaque individu cr~x

′′
i issu d’un croisement,

chacune des variables crx′′i,j a une probabilité pm de voir sa valeur chan-
ger :

Mutation :mu xi,j =

{

crxi,j Si rj < pm
αj Si rj > pm

avec j = 1, 2, . . . , Np

(4.6)

où αj et rj sont des valeurs aléatoires uniformes. Si j ≤ ND, où ND

correspond au nombre de variable discrètes dans le vecteur ~xi, alors
αj = Ud (αD,min, αD,max) ou si j > ND alors αj = Uc (αC,min, αCmax)
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où les valeurs de αC,min et αC,max sont respectivement fixées à 0 et à 1
dans la suite de la thèse.

Trois méthodes de mutation ont été étudiées et notées par la suite
(A), (B) et (C). Les trois mutations diffèrent sur l’application de la
probabilité de mutation et/ou du choix de la nouvelle valeur αj . D’une
part, les mutations (A) et (C) utilisent une probabilité de mutation pm
à appliquer pour chaque variable d’optimisation, alors que la mutation
(B) modifie N variables d’optimisation avec N = pmNp. D’autre part,
les mutations (A) et (B) choisissent une valeur pour αj sans tenir compte
de la valeur de la variable d’optimisation crxi,j alors que la mutation (C)
modifie la valeur de crxi,j par la relation suivante :

crx
(k+1)
i,j =cr x

(k)
i,j ± θj (4.7)

avec θj = βj |ǫj|, ǫj ∼ N
(

0, 1
3

)

et βj la distance minimale avec l’extré-
mité du domaine de définition de la variable d’optimisation. Si la valeur
de la variable dépasse les bornes, elle est modifiée en la remplaçant par
sa valeur symétrique par rapport au bord.

Les résultats, donnés en annexe A, montrent que la mutation (B)
est plus performante, suivie de la mutation (A) et de la mutation (C).
Toutefois, la mutation (B) ne peut pas toujours être utilisée pour des
variables discrètes. De plus, pour l’optimisation topologique, le nombre
de variables d’optimisation est généralement élevé et les mutations (A)
et (C) ont le même comportement. Finalement, le choix se porte sur
la mutation (A) pour sa simplicité d’implémentation et pour conserver
un facteur aléatoire sur le nombre de variables modifiées. Effectivement,
comme nous ne connaissons pas le nombre idéal de mutations à effec-
tuer à chaque génération, il est mieux de considérer un nombre oscillant
autour d’une valeur fixée pour donner plus de souplesse à la méthode.

En parallèle de la branche de reproduction croisement-mutation, le
clonage permet de créer une population d’enfants en copiant la popu-
lation principale. Cette méthode permet de conserver le patrimoine gé-
nétique et de le comparer au patrimoine génétique de la population
d’enfants lors de la sélection des descendants. Cette méthode consiste à
copier chaque variable de chaque individu :

clX′′ = X ou X′ (4.8)
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Pour éviter la perte du patrimoine génétique, on a retenu le clonage
de l’entièreté de la population principale.

Etape 3 : Sélection des descendants Suite au clonage, au croi-
sement et à la mutation, la population d’enfants est composée de 2Ns

individus. Cette étape permet de réduire la population en sélectionnant
Ns individus pour former la population des descendants X(k+1). Deux
méthodes sont étudiées : la sélection par élitisme et la sélection par
roulette. La sélection par élitisme consiste à ne sélectionner que les N
meilleurs individus de la population des enfants en les comparants sur
leur évaluation. La sélection par roulette est identique à celle décrite
pour la sélection des parents.

Pour éviter de perdre les bons individus créés par l’outil d’optimi-
sation, le choix de la méthode de sélection se porte sur la sélection par
élitisme :

Sélection : X(k+1) = Ns meilleurs
(

X′′(k)
)

(4.9)

4.1.2.2 Algorithme du recuit simulé : SA

S’appuyant sur les travaux d’Hastings, Kirkpatrick et son équipe ont
conçu l’algorithme du recuit simulé [55]. Le recuit est un procédé mé-
tallurgique de refroidissement d’une pièce métallique par paliers d’éner-
gie puisque lors d’un abaissement rapide de la température, les cristaux
peuvent ne pas se mettre en configuration optimale. En faisant l’analogie
entre l’évolution cristalline de la pièce métallique lors de cette opération
et l’évolution d’une solution lors du processus d’optimisation, l’évolu-
tion de la température du système par paliers dégressifs est simulée
par un paramètre de contrôle, T , et le niveau d’énergie d’une solution
est identifié à l’évaluation de celle-ci. Suivant la méthode du recuit, la
température est abaissée par paliers afin d’amener la solution vers un
minimum d’énergie.

L’algorithme du recuit simulé est une suite logique de la méthode
classique de l’algorithme de Monte-Carlo dans sa variante de marche
aléatoire sur les chaînes de Markov ou algorithme de Metropolis-Hastings
[56, 57]. Comme dans l’algorithme de Monte-Carlo, une solution ~x(k)

choisie est modifiée tout au long du processus d’optimisation (Figure
4.4). A chaque itération k, ~x(k) subit une modification pour former un
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nouvelle solution, ~x(k+1). Des règles de comparaisons sont ensuite dé-
finies afin de déterminer si elle ou sa précédente, ~x(k) ou ~x(k+1), est
conservée comme référence pour l’itération suivante.
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Figure 4.4 – Schéma d’évolution des processus de l’algorithme du recuit simulé

La méthode de comparaison de l’algorithme favorise ses capacités
d’exploration. Pour chaque solution ~x(k+1) ayant de moins bonnes per-
formances que la solution ~x(k), l’algorithme détermine une probabilité
d’accepter cette nouvelle solution ou non. Cette probabilité, p, dépend à
la fois de la différence d’évaluation, ∆, de la solution avec sa précédente,
et à la fois d’un paramètre de contrôle qui est la température du système
T . L’implémentation de cette loi est la suivante :

p = exp

(
∆

Tk

)

avec







∆ = F
(

~x(k+1)
)

− F
(

~x(k)
)

Tk = g (k, kmax, T0)
(4.10)

où g (k, kmax, T0) est la loi d’évolution de la température à déterminer.
Suivant la relation donnée pour Tk, le choix de la valeur de T0 détermine
la probabilité d’accepter la première solution. Choisissant la méthode
neutre, c’est-à-dire une probabilité de 50%, on pose p = 0.5 pour T0.
Ceci nous donne
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0.5 = exp

(
−∆

T0

)

. (4.11)

Toutefois, la valeur de ∆ dépend fortement de l’évolution des solu-
tions par rapport à la solution de référence. Lors des premiers essais, la
valeur de ∆ peut fortement varier selon les cas. On peut cependant utili-
ser la valeur moyenne de ∆ en effectuant Nessais essais de perturbations
sur la solution de référence.

0.5 = exp

(
−∆moy

T0

)

avec ∆moy =
Nessais∑

n=1

(f0 − fn)

Ne
(4.12)

Ave ces Nessais essais, on peut déduire un estimateur T0 pour avoir
une probabilité de 50% d’accepter une mauvaise solution.

La configuration de l’algorithme du recuit simulé repose sur deux
éléments : le choix de la méthode de perturbation de la solution ~x(k) et
le choix de la stratégie de refroidissement.

La perturbation de la solution est obtenue au travers de l’utilisation
d’un mutateur. Pour la suite du projet, nous utilisons le même mutateur
que celui choisi pour l’algorithme génétique (4.6).

Trois méthodes de refroidissement sont étudiées et diffèrent sur la
relation entre la température et le numéro k de l’itération : évolution
de la température soit par palier, soit linéaire, soit quadratique. Les
résultats obtenus en annexe A montrent que la méthode quadratique
surpasse les deux autres méthodes et est donc utilisée pour la suite de la
recherche. L’évolution quadratique de la température est exprimée par
la relation suivante :

Tk =
T0

kmax
(kmax − k)2 (4.13)

où kmax est le nombre maximum d’itération du processus d’optimisation.

4.1.2.3 L’algorithme immunitaire : IA

L’algorithme immunitaire copie les principes fondamentaux du com-
portement de notre système immunitaire face à une infection. Ce dernier,
pour s’adapter aux nouvelles infections, active les lymphocytes répon-
dant le mieux aux attaques pour les multiplier. Cette multiplication
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génère des mutations ce qui permet d’insérer dans la population de nou-
veaux lymphocytes proches de la version originale et potentiellement
mieux adaptés pour répondre aux infections.

Par analogie à la situation biologique, les infections sont représentées
par les fonctions d’évaluation du système à optimiser et les lymphocytes
sont représentés par les solutions proposées par l’algorithme. Le schéma
d’évolution de l’algorithme est présenté à la Figure 4.5.

Sélection 

Gé né rati onsui vant e

Condition d'arrêt ?

ptimale

lite

Clonage

Substitution

Oui

Non

Remplacement par

des individus aléatoires

Perturbation

Figure 4.5 – Schéma d’évolution des processus de l’algorithme immunitaire

Le processus démarre à partir d’une population initiale de lympho-
cytes, X, qui est évaluée et triée en fonction des évaluations de chacun.
Ensuite, il y a prolifération des meilleures réponses à l’infection, les Nsel

meilleurs lymphocytes sont sélectionnés pour le clonage. Le nombre de
clones, Nclone,i, est calculé en fonction du rang de la solution i :

Nclone,i = β
Ns

rang, i
, (4.14)

avec Ns, la taille de la population totale, rang le classement en per-
formance de l’individu dans la population et β un coefficient défini par
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l’utilisateur. Afin de créer de la diversité, de légères modifications sont
appliquées à la population de clones, X′, grâce à un mutateur avec une
probabilité pm pour modifier les solutions clones :

Perturbation : x′′i,j =

{

x′i,j Si rj < pm
αj Si rj > pm

avec j = 1, 2, . . . , Nclone

avec i = 1, 2, . . . , Ns

(4.15)

où αj et rj sont des valeurs aléatoires uniformes et Nclone le nombre
total de clones. Si j ≤ D, où D correspond au nombre de variable
discrètes dans le vecteur ~xi alors αj = Ud (αmin, αmax) ou si j > D alors
αj = Uc (0, 1). Le mutateur utilisé correspond à celui de l’algorithme
génétique pour les mêmes raisons.

Après avoir évalué la nouvelle population, le meilleur clone de chaque
groupe j de clones, jx′′best, est récupéré. Chaque meilleur clone plus per-
formant que son original remplace ce dernier :

Sélection : xj =

{

jx
′′
best Si F (jx

′′
best) ≤ F (xj)

xj Si F (jx
′′
best) > F (xj)

avec j = 1, 2, . . . , Nsel

(4.16)

Finalement, toutes les solutions non sélectionnées au début de la
génération sont remplacées par un nouveau tirage aléatoire.

4.1.2.4 L’algorithme des essaims particulaires : PSO

En se basant sur des populations d’individus évoluant en essaim tels
que les groupes d’oiseaux en vol ou les bancs de poissons, J. Kennedy
et R.C. Eberhart mirent au point un nouvel algorithme mémétique :
l’essaim particulaire [58, 59]. Par observation, ils décrivirent une relation
entre les individus d’une population lors de déplacements et reportèrent
ces descriptions sous forme algorithmique. Ils en conclurent que l’effet
de groupe permet d’améliorer les performances générales pour obtenir
un effet de réaction intelligente face à un environnement hostile. Les
conditions d’émergence d’une intelligence collective sont :

– Une information locale et limitée. Chaque individu n’a qu’une
connaissance partielle de son environnement et n’a pas conscience
de la globalité de celui-ci ;
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– Un ensemble de règles simples. Chaque individu obéit à un en-
semble restreint de règles simples ;

– Les interactions sont multiples. Chaque individu doit pouvoir com-
muniquer avec plusieurs autres individus afin de partager son sa-
voir ;

– La solution émergente est utile à la communauté. Chaque individu
peut tirer parti de cette collaboration afin d’améliorer sa condition.

Le principe de l’algorithme d’optimisation par essaim particulaire,
illustré par l’organigramme de la Figure 4.6, exploite la même notion
d’influence entre les individus dans une population. Le déplacement de
chaque individu est influencé par l’historique de son parcours et de celui
des autres individus qui se retrouve dans son voisinage. La mémoire de
chacun des individus est sollicitée et permet d’influencer le parcours de
l’ensemble de la population.
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Figure 4.6 – Schéma d’évolution des processus de l’algorithme de l’essaim particulaire

Le processus d’optimisation est divisé en plusieurs étapes mais n’uti-
lise aucune méthode de sélection. Lors de l’étape de déplacement, l’évo-
lution d’une solution est définie par une direction et une amplitude, la
vitesse de déplacement, ~v(k)

i :

~x
(k+1)
i = ~x

(k)
i + ~v

(k+1)
i δt (4.17)

où ~x(k)
i et ~v(k)

i représentent respectivement la position et la vitesse dans
l’espace des variables d’optimisation à la kième itération de l’individu i,
et δt, assimilé à 1, est la différence de temps entre deux itérations.
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La valeur de ~v(k)
i est la résultante entre plusieurs sources d’influence.

La première source est celle de son inertie. La seconde source fait ré-
férence aux souvenirs de la meilleur position qu’il ait eu l’occasion de
visiter au cours du processus. Et finalement, chaque individu est in-
formé de la meilleur position obtenue par un individu du groupe auquel
il appartient (Figure 4.7).

Mémoire

Inertie

Groupe

Somme vectorielle 

des trois influences

Mémoire

Inertie

Groupe

Figure 4.7 – Représentation des influences des individus de l’essaim particulaire

La notion de groupe dépend de la définition du voisinage. Les in-
dividus considérés comme voisins à la solution et la solution elle-même
forme un groupe commun.

On peut donc maintenant implémenter ~v(k+1)
i :

~v
(k+1)
i =

Inertie
︷ ︸︸ ︷

ωr0~v
(k)
i +

Mémoire
︷ ︸︸ ︷

α1r1

(

~x
(k)
i −

~b
)

+

Groupe
︷ ︸︸ ︷

α2r2

(

~x
(k)
i − ~g

)

(4.18)

où ω, α1 et α2 sont des coefficients fixés par l’utilisateur, r0, r1 et r2 sont
des valeurs aléatoire uniformes Uc (0, 1). Les vecteurs ~b et ~g représentent
respectivement la meilleure position obtenue de l’individu et la meilleure
position du groupe au cours des k itérations exécutées.

La notion de voisinage peut s’interpréter de différentes manières.
Ce degré de liberté permet de déterminer les individus utilisés pour
rechercher la meilleure solution du voisinage. Pour cela, trois méthodes
particulières sont proposées :

– voisinage en anneau ;
– voisinage en étoile ;
– voisinage en rayon.
Le voisinage en anneau permet de relier un nombre m d’individus

situés autour de chaque individu. Le voisinage en étoile permet de re-
lier tous les individus entre-eux et le voisinage en rayon relie tous les
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individus avec un seul individu qui sert alors de point de référence, de
préférence le meilleur en première itération (Fig. 4.8).

Figure 4.8 – Voisinages, de gauche à droite : étoile, rayon et anneau (m = 2)

Notre choix du type de voisinage repose sur l’étude [60] mettant
en comparaison les trois méthodes sur un cas d’étude de type graphique
simple. Cette étude montre que le voisinage en étoile est plus performant
que les autres méthodes, avec une très légère avance.

Afin d’éviter d’obtenir des valeurs divergentes pour les variables d’op-
timisation, celles-ci sont bornées au domaine unité. La gestion du contact
entre les individus et les bords de l’espace de recherche ajoute un degré
de liberté. La collision d’un individu avec le bord de définition des va-
riables d’optimisation est de type amorti. L’amortissement dissipe une
partie de l’énergie et la vitesse du rebond est donc inférieure à la vitesse
incidente. Cette loi d’amortissement remplace la relation (4.17) et est
décrite suivant la loi :

x
(k+1)
i =







1− Γ
(

x
(k)
i + v

(k+1)
i − 1

)

Si i = b et x(k)
b + v

(k+1)
b > 1

−Γ
(

x
(k)
i + v

(k+1)
i

)

Si i = b et x(k)
b + v

(k+1)
b < 0

x
(k)
i + Γv

(k+1)
i Si i 6= b

avec i = 1, 2, . . . , Np

(4.19)
où b est l’indice de la variable en collision.

4.2 Formalismes de distribution de matière

Les formalismes de distribution de matière permettent de faire le lien
entre les variables d’optimisation et la répartition de matière au sein d’un
espace de design. Cette répartition est effectuée selon des règles décrites
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par le formalisme choisi. C’est au travers de ces règles que l’espace de de-
sign est discrétisé en cellules. Les formalismes de distribution de matière
peuvent être classés en deux familles : formalisme statique et formalisme
dynamique [61].

La première famille de formalisme utilise une discrétisation fixée à
priori et qui ne peut évoluer en cours d’optimisation autrement qu’au
travers d’une subdivision des cellules (Fig. 4.9). Cette approche reste
limitée et est contrainte par la présence des frontières des cellules de
l’ancienne discrétisation.

Subdivision

Figure 4.9 – Exemple de raffinement de la discrétisation d’un formalisme statique

La seconde famille de formalisme de distribution de matière utilise
une discrétisation de l’espace de design qui peut évoluer en cours d’op-
timisation. Certaines variables d’optimisation sont utilisées pour carac-
tériser cette discrétisation. Cette approche permet de faire évoluer la
discrétisation afin de l’adapter au problème traité.

4.2.1 Sélection

Au chapitre 2, l’état de l’art a présenté cinq formalismes différents
de distribution de matière. Deux formalismes nous semblent les plus
intéressants à comparer : le formalisme Bit-Array comme formalisme
statique et le formalisme à base d’un diagramme de Voronoï comme
formalisme dynamique. Ces deux formalismes sont décrits dans les deux
sous-sections suivantes et seront nommés dans la suite du texte sous la
forme abrégée : formalisme Bit-Array et formalisme Voronoï.

Les formalismes à base de courbes de Bézier, de patchworks ou selon
la méthode d’Heaviside n’ont pas été retenus pour l’étude. Le premier,
bien qu’il présente de nombreux avantages pour l’étude de structures mé-
caniques, est très peu adapté pour une distribution de matière au sein
de l’espace de design. La méthode ne permet pas de décrire toutes les
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topologies. Le second, par son approche asymétrique dans la distribution
de matière dans l’espace de design (Figure 4.10), n’est pas suffisamment
générique [36]. Nous aurions été confronté au problème de la défini-
tion du matériau de fond. Ceci implique une probabilité différente pour
chaque matériau de participer à la description de la topologie. Le troi-
sième formalisme présente le même problème que la méthode patchwork
concernant le manque de symétrie.
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Figure 4.10 – Exemple de problème de symétrie lié à l’utilisation du formalisme à base

de patchworks. Dans l’exemple de gauche, le Matériau A représente 70% de la matière

après quatre ajouts de rectangle de matière alors que dans l’exemple de droite, c’est

le Matériau B

4.2.2 Implémentation

Les formalismes de distribution fonctionnent sur la définition de
règles d’interprétation des variables d’optimisation pour décrire une dis-
tribution de matière. Dans cette section, ces règles sont décrites pour les
deux formalismes retenus, Bit-Array et Voronoï.

4.2.2.1 Formalisme Bit-Array

Méthode proposée en 1992 par Jensen [16], le formalisme Bit-Array
est le formalisme statique le plus largement utilisé pour décrire une to-
pologie à partir d’un jeu de variables de design.

Le formalisme consiste à discrétiser l’espace de design au moyen d’un
quadrillage formant un damier de cellules de matière (Figure 4.11). Dans
le cadre de l’optimisation topologique utilisant des algorithmes métaheu-
ristiques, les variables de design, qui caractérisent la matière dans chaque
cellule, sont le plus souvent des variables discrètes faisant référence à des
matériaux choisis et disponibles pour l’optimisation.
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Figure 4.11 – Exemple d’application du formalisme Bit-Array dans un espace de

design avec trois matériaux dans la librairie

Les variables de design dans le vecteur ~x(k) sont ordonnées de manière
à correspondre aux cellules de matière en parcourant de gauche à droite
et de haut en bas :

x(k) =
{

x
(k)
1,1 , · · · , x

(k)
1,nL

, · · · , x
(k)
nH ,1

, · · · , x(k)
nH ,nL

}

(4.20)

où nH et nL sont respectivement la résolution de discrétisation en hau-
teur et en largeur de l’espace de design.

4.2.2.2 Formalisme à base de cellules de Voronoï

Le formalisme à base d’un diagramme de Voronoï a été utilisé pour la
première fois par Schoenauer [17] en 1996. Ce formalisme est un forma-
lisme dynamique qui détermine la distribution de matières dans l’espace
de design au travers d’une construction en deux étapes. La première
étape consiste à créer un diagramme de Voronoï qui subdivise l’espace
de design Ω en cellules à partir d’un ensemble de S points de références
appelés les centres de Voronoï (Figure 4.12).
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Figure 4.12 – Exemple d’application du diagramme de Voronoï

La cellule VS (p) associée au centre de Voronoï p ∈ S est composée
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par l’ensemble des points de l’espace de design qui obéissent à la règle
suivante :

VS (p) = {x ∈ Ω|∀q ∈ S, d (x, p) ≤ d (x, q)} (4.21)

On obtient les frontières entre cellules simplement en traçant des
segments de droite représentant les points équidistants entre centres de
Voronoï voisins.

La deuxième étape consiste à associer un matériau homogène à cha-
cune des cellules (Figure 4.13).

Figure 4.13 – Exemple d’application du diagramme de Voronoï dans un espace de

design avec trois matériaux dans la librairie

Le vecteur de paramètres de design nécessaire est subdivisé en deux
parties (4.22) : la position des points de références définie dans un sys-
tème d’axes bien choisi et la référence des matériaux associés aux cel-
lules :

~x =




x0, x1, ..., xNc
︸ ︷︷ ︸

Matériaux

,

Coordonnées
︷ ︸︸ ︷
xNc+1, ..., x3Nc−1, x3Nc




 (4.22)

avec Nc le nombre de cellules de la solution. De cette manière, l’algo-
rithme utilise deux paramètres continus de position pour une représen-
tation 2D et 3 pour une représentation 3D, afin de situer le centre d’une
cellule de Voronoï dans l’espace de design et un paramètre discret pour
déterminer le matériau utilisé.

L’optimisation s’effectuant sur un domaine fermé, il a été choisi de
reproduire l’espace de design quatre fois en appliquant des symétries
axiales sur la position des centres de Voronoï pour générer les bords de
l’espace de design (Figure 4.14).
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Diagramme d e V o r o n o ï o r i g i nal

Avec les symétries

Centres de Voronoï
Copie des centres de Voronoï

Cellules non reprises

Cellules reprises

Figure 4.14 – Exemple d’application de quatre symétries au diagramme de Voronoï

pour déterminer un domaine bornée

4.3 Comparaison des combinaisons

Les quatre algorithmes d’optimisation et les deux formalismes de
distribution de matière choisis dans la section précédente permettent
de former huit combinaisons. La sélection d’une seule combinaison se
fera au travers de comparaisons sur base de deux critères étudiés dans
les deux sous-section suivantes et visant à cerner les besoins minimaux
pour effectuer une optimisation topologique :

– La sensibilité de l’outil par rapport aux choix des différents para-
mètres de contrôle ;

– La capacité de l’outil à effectuer une recherche topologique.

4.3.1 Sensibilité

Chaque outil d’optimisation topologique possède ses propres para-
mètres de contrôles. Ceux-ci dépendent du choix de l’algorithme d’opti-
misation et du formalisme de distribution de matière.

Suite aux mécanismes internes des algorithmes, certains des para-
mètres sont communs aux différents algorithmes alors que d’autres non.

74



Les différentes analyses et comparaisons sont regroupées en plusieurs
sections. Les trois premières sections regroupent les paramètres qui sont
communs aux différents outils d’optimisation topologique. On y retrouve
le nombre de variables d’optimisation Np associées à la discrétisation de
l’espace de design, le nombre d’individus Ns composant les populations
des algorithmes à population, et la probabilité pm de mutation lié au mu-
tateur commun. Les quatre dernières sections regroupent les paramètres
propres à chacun des quatre algorithmes étudiés.

Pour tous les essais, sauf mention contraire, les paramètres de
contrôle sont fixés et les valeurs choisies sont données dans la Table 4.1.
Pour l’ensemble des algorithmes, nous avons fixé le nombre maximum
d’évaluations à kmax = 5000, le nombre de variables initial à Np = 399
dans le cas du formalisme Voronoï (133 cellules) et à Np = 400 dans le
cas du formalisme Bit-Array (matrice de 20 × 20), et les taux de mu-
tations à 1/Np. Pour l’algorithme génétique, nous avons fixé la taille de
la population à Ns = 50 et le taux de croisement à pcr = 90%. Pour
l’algorithme immunitaire, nous avons fixé la taille de la population à
Ns = 5, le coefficient de clonage à β = 1 et le coefficient de sélection
pour le clonage à Nsel = 50%. Pour l’algorithme du recuit simulé, nous
avons fixé l’estimateur de la probabilité d’acceptation à p0 = 50%. Et
pour l’algorithme de l’essaim particulaire, nous avons fixé les coefficients
d’influence de déplacement à ω = 0.9, α1 = 1.7 et α2 = 1.7, le coefficient
de rebond à Γ = 40% et nous avons considéré une relation de voisinage
en rayon.

Table 4.1 – Résumé des paramètres de contrôle autres que Np fixés pour l’ensemble

des outils d’optimisation topologique étudié.

Ns pm pcr p0 β Nsel ω α1 α2 Γ

GA 50 1
Np

90%

IA 5 1
Np

1 50%

SA 1 1
Np

50%

PSO 50 0.9 1.7 1.7 40%
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4.3.1.1 Nombre Np de variables d’optimisation (GA-IA-PSO-
SA)

Le nombre Nc de cellules utilisées pour la description d’une solution
est déterminant sur les performances de l’outil d’optimisation. Par son
choix, on influence le niveau de précision dans la description d’une solu-
tion mais aussi la vitesse de convergence de l’algorithme d’optimisation :

– Pour un grand nombre de cellules discrétisant l’espace de design,
il est possible de décrire avec plus de précision une topologie pour
mieux approcher la solution optimale mais ceci implique plus de
difficultés pour converger vers l’optimum ;

– Pour un petit nombre de cellules, l’algorithme converge plus ra-
pidement, mais les solutions peuvent être moins bien définies en
terme de dimension, de géométrie ou de topologie.

Le nombre de variables d’optimisation dépend du nombre Nc de cel-
lules dans la représentation graphique de l’espace de design. Pour le
formalisme Bit-Array, nous avons Np = Nc pour décrire le matériau as-
socié à chaque cellule. Pour le formalisme Voronoï dans un espace 2D,
nous avons Np = 3Nc pour décrire la position des centres de Voronoï et
les matériaux associés aux cellules.

Les deux graphiques de la Figure 4.15 montrent pour le problème
simple graphique présenté en section 3.2.1 la sensibilité des outils en
fonction du nombre de paramètres disponibles pour décrire une solution.

Les mêmes résultats s’observent aussi bien pour le formalisme Bit-
Array que pour le formalisme Voronoï. Dans les deux cas, l’essaim par-
ticulaires est le moins performant et la taille de la population joue un
rôle important dans les performances des résultats. L’algorithme géné-
tique dans le cas du formalisme Bit-Array est meilleur que l’algorithme
immunitaire à partir de Np = 1225. Le cas d’étude étant linéaire, les
méthodes favorisant le nombre d’itérations au détriment de la taille de
la population ont généralement un avantage sur les autres.

4.3.1.2 Nombre Ns d’individus (GA-IA-PSO)

Le rôle joué par une population composée de Ns individus est de
pouvoir conserver une diversité dans les solutions obtenues afin d’aider
l’outil à ne pas converger trop rapidement dans un optimum local. La
taille optimale de la population peut varier en fonction de deux facteurs :
le cas d’étude à optimiser et le déroulement du processus d’optimisation.
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Figure 4.15 – Bit-Array (haut) et Voronoï (bas) : Graphique de sensibilité en

fonction du nombre de cellules pour GA (rouge), IA (bleu), SA (vert) et PSO (noir)

Les graphiques de la Figure 4.16 montrent, dans le cas du problème
simple graphique, que les outils sont peu sensibles à la taille de la popu-
lation dans le cas d’un formalisme Bit-Array avec 20 × 20 cellules. On
retrouve les mêmes résultats en remplaçant le formalisme Bit-Array par
le formalisme Voronoï avec 133 cellules.

L’algorithme génétique avec peu d’individu a de meilleures perfor-
mances que l’algorithme immunitaire. A partir de 10 individus, l’algo-
rithme immunitaire est plus efficace. Son processus étant plus élitiste
que l’algorithme génétique, il converge plus rapidement vers l’optimum.
Cependant, le cas d’étude étant convexe, il n’est pas nécessaire d’utili-
ser de grandes populations pour explorer l’espace des solutions à chaque
itération sauf dans le cas de l’essaim particulaires qui exploite cette plus
grande diversification pour améliorer son exploration.
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Figure 4.16 – Bit-Array (haut) et Voronoï (bas) : Graphique de sensibilité en

fonction de la taille de la population pour GA (rouge), IA (bleu) et PSO (noir)

4.3.1.3 Probabilité pm de mutation (GA-IA-SA)

Le mutateur fonctionne grâce au paramètre pm qui détermine la pro-
babilité de mutation d’une variable de design. Au travers du choix de
celui-ci il est possible de créer de grandes perturbations ou de petites
perturbations. Les résultats obtenus sont illustrés par les courbes de
sensibilités à la Figure 4.17. À la fois pour le formalisme Bit-Array et
le formalisme Voronoï, ces résultats montrent que la sensibilité de l’al-
gorithme génétique est plus faible que pour les autres algorithmes pour
des probabilités de mutation inférieures à 10/Np. Au delà de cette va-
leur, l’évolution de la sensibilité de l’algorithme génétique est similaire à
celle des autres algorithmes. Les résultats sont en faveur du formalisme
Voronoï.

Cette différence de résultat est la conséquence de l’utilisation d’un
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Figure 4.17 – Bit-Array (haut) et Voronoï (bas) : Graphique de sensibilité en

fonction de la probabilité de mutation pour AG (rouge), IA (bleu) et SA (vert)

mécanisme de croisement pour générer de nouvelles solutions. Cepen-
dant, avec un taux de mutation élevé, au-delà de 10/Np, les perturbations
sont telles que l’algorithme ne peut améliorer les solutions.

Les résultats montrent que les algorithmes couplés au formalisme
Voronoï sont moins sensibles que couplés avec le formalisme Bit-Array.

4.3.1.4 Probabilité pcr de croisement (AG)

L’outil de croisement est un des opérateurs les plus importants de
l’algorithme génétique et lui est propre. Il permet de brasser un patri-
moine génétique entre différentes solutions afin de tirer le meilleur parti
de chaque individu. Les graphiques de la Figure 4.18 montrent la situa-
tion avec le formalisme Voronoï et avec le formalisme Bit-Array. Pour le
cas du formalisme Bit-Array, les performances croissent avec le taux de
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croisement. Alors que pour le formalisme Voronoï, les résultats montrent
une insensibilité de l’outil à la probabilité de croisement. L’outil avec le
formalisme Voronoï converge plus rapidement vers un optimum et ce
pour toutes les valeurs de probabilité de croisement, ce qui n’est pas le
cas pour la version avec le formalisme Bit-Array où le choix de taux de
croisement est important.
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Figure 4.18 – Graphique de sensibilité pour le paramètre de croisement avec un for-

malisme Bit-Array (gauche) et un formalisme Voronoï (droite)

Les courbes de sensibilités de la Figure 4.19 sont tracées à 50% du
processus d’optimisation pour le cas du formalisme Voronoï et montrent
que la sensibilité au paramètre de croisement est en permanence très
faible lorsque l’algorithme est couplé à ce formalisme.

4.3.1.5 Nombre Nsel de sélections pour le clonage et coefficient
β de clonage (IA)

L’algorithme immunitaire utilise deux paramètres de contrôle sup-
plémentaires : le nombre Nsel de solutions sélectionnées pour être clonées
et le coefficient de clonage β.

Le nombre de solutions sélectionnées influence l’algorithme sur sa ca-
pacité d’exploration. Un nombre élevé permet à l’algorithme d’exploiter
des solutions de moindre performance mais diminue le nombre d’itéra-
tions de l’algorithme pour maintenir constant le nombre total disponible
d’évaluations. Au contraire, à faible taux de sélection, l’algorithme se
concentre sur les meilleurs lymphocytes et augmente ainsi sa vitesse de
convergence tout en diminuant son exploration.
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Figure 4.19 – Graphique de sensibilité pour le paramètre de croisement avec un for-

malisme Voronoï à 50% du processus d’optimisation

Les courbes de sensibilité pour le nombre de solutions sélectionnées
sont montrées à la Figure 4.20. Pour les deux formalismes étudiés, les
meilleurs résultats sont obtenus avec des taux faibles de sélection et les
courbes sont croissantes dans les deux cas. La comparaison des résultats
montre que ceux-ci sont meilleurs dans le cas du formalisme Voronoï et
sont moins sensibles qu’avec le formalisme Bit-Array.
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Figure 4.20 – Graphique de sensibilité pour le paramètre du taux de sélection avec

un formalisme Bit-Array (gauche) et un formalisme Voronoï (droite)

Pour le coefficient de clonage (Figure 4.21), les résultats varient beau-
coup pour le formalisme Bit-Array et sont moins bons que pour le for-
malisme Voronoï où la sensibilité est aussi plus faible.
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Figure 4.21 – Graphique de sensibilité pour le paramètre du coefficient de clonage

avec un formalisme Bit-Array (gauche) et un formalisme Voronoï (droite)

4.3.1.6 Probabilité p0 d’acceptation d’une solution (SA)

L’estimateur p0 représente la probabilité initiale d’accepter une solu-
tion moins performante. Son estimation est faite en calculant la moyenne
obtenue en effectuant 100 essais autour de la solution initiale. On peut
voir que, à la fois pour le formalisme Bit-Array (Figure 4.22-gauche)
et pour le formalisme Voronoï (Figure 4.22-droite), il est préférable de
prendre une probabilité faible (p0 < 40%).
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Figure 4.22 – Graphique de sensibilité pour le paramètre de l’estimateur avec un

formalisme Bit-Array (gauche) et un formalisme Voronoï (droite)
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4.3.1.7 Coefficients α0, α1, ω d’influence du déplacement et
coefficient Γ d’amortissement (PSO)

L’algorithme de l’essaim particulaire utilise quatre paramètres : trois
pour l’évolution d’un individu (α0, α1 et ω) et un pour la gestion du
rebond d’une variable aux bornes de l’espace de définition (Γ).

Les courbes de sensibilités des trois paramètres, α0, α1 et ω, sont
représentées dans les Figure 4.23 à 4.25 et montrent de meilleures per-
formances et une plus faible sensibilité avec le formalisme Voronoï. Les
meilleurs résultats sont obtenus avec des valeurs élevées des paramètres.
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Figure 4.23 – Graphique de sensibilité pour les paramètres de comportement α0 avec

un formalisme Bit-Array (gauche) et un formalisme Voronoï (droite)
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Figure 4.24 – Graphique de sensibilité pour les paramètres de comportement α1 avec

un formalisme Bit-Array (gauche) et un formalisme Voronoï (droite)
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Figure 4.25 – Graphique de sensibilité pour le paramètre de comportement ω avec un

formalisme Bit-Array (gauche) et un formalisme Voronoï (droite)

Pour la gestion du rebond des individus sur les frontières de l’espace
de design, on observe (Figure 4.26) que les résultats diffèrent entre le
formalisme Bit-Array et le formalisme Voronoï. Pour le premier, les per-
formances sont plus élevées avec une valeur de Γ proche de 1 alors que
pour le second, le paramètre doit plutôt se rapproche de 0.5. La mé-
diane montre que c’est effectivement pour cette valeur que la majorité
des solutions se trouvent proche du meilleur résultat.
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Figure 4.26 – Graphique de sensibilité pour le paramètre de rebond Γ avec un forma-

lisme Bit-Array (gauche) et un formalisme Voronoï (droite)

Globalement, les performances obtenues sont en faveur du forma-
lisme Voronoï avec un gain allant jusqu’à 50% dans le meilleur des cas.
Seul dans le choix du paramètre d’amortissement Γ, les résultats pour
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les deux formalismes s’intervertissent pour des valeurs proches de 1.

4.3.2 Convergence

On distingue deux types d’algorithmes utilisés pour composer les huit
outils. D’une part, nous avons les algorithme génétique, immunitaire et
du recuit simulé et d’autre part, l’algorithmes de l’essaim particulaire.
Cette différenciation est faite sur base de la méthode de l’opérateur de
modification des paramètres de design. Les trois premiers algorithmes,
grâce à leur mutateur, peuvent atteindre toutes les solutions possibles,
ce qui n’est pas le cas de l’algorithme d’essaim particulaire. Ce dernier,
utilise une relation entre chacune des solutions pour changer les variables
d’optimisation, c’est-à-dire la position des individus dans l’espace des
solutions.

Afin d’illustrer les capacités des outils à atteindre l’optimum global
dans le cas du Bit-Array, la Figure 4.27 illustre les convergences sur
100.000 évaluations pour un cas de 100 × 100 variables d’optimisation.
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Figure 4.27 – Graphique de convergence des quatre algorithmes utilisées (gauche) et

exemple d’optimum global obtenue (droite) pour AG (rouge), IA (bleu), SA (vert) et

PSO (noir) et représentation de la meilleure solution obtenue

Les courbes de gauche montrent que l’algorithme génétique, l’al-
gorithme immunitaire et l’algorithme du recuit simulé ont atteint la
meilleure solution accessible avec les 10.000 variables d’optimisation. Ce
qui n’est pas le cas de l’algorithme de l’essaim particulaire qui converge
vers une mauvaise solution située aux alentours de fobj = 15000 dans
cet exemple.
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Dans le cas de l’algorithme de l’essaim particulaire, la valeur des va-
riables d’optimisation peut converger vers une valeur non souhaitée sans
possibilité de la modifier avec les mécanismes classiques de l’algorithme.
En effet, dans un cas extrême si la variable xi tend vers 0 pour tous les
individus, il n’est plus possible pour l’algorithme de changer cette valeur
et ce pour toutes les configurations possible de paramètres de contrôles.
On dit que cette variable est gelée et ne pourra plus être modifiée par
la suite.

Plusieurs essais (Figure 4.28) sont effectués avec de plus grandes
populations afin d’aider l’algorithme de l’essaim particulaire à explorer
l’espace des solutions et de limiter le nombre de variables d’optimisation
gelées. Ces nouveaux tests sont effectuées avec un exemple simplifié com-
posé d’un maillage de 10 × 10 paramètres d’optimisation. Cet exemple
montre la difficulté des essaims particulaires à éviter des paramètres ge-
lés à de mauvaises valeurs, et donc à s’engouffrer dans un optimum local.
Cependant, au plus la population est importante, au plus l’algorithme
améliore le meilleur individu obtenu.
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Figure 4.28 – Graphique de convergence pour le PSO avec 100, 200, 400, 800 et 1000

individus (gauche) et exemple d’optimum obtenu par le PSO avec 1000 individus

(droite)

Les résultats de ces deux cas d’étude montrent qu’il est possible que
l’algorithme de l’essaim particulaire ne retrouve pas la topologie et s’en
écarte de manière significative.

Des tests identiques avec le formalismes Voronoï montrent les mêmes
résultats (Figure 4.29). Les trois algorithmes GA-IA-SA arrivent non

86



seulement à obtenir une topologie équivalente à la solution cible mais
de plus, peuvent approcher plus finement la forme finale. L’algorithme
par essaim particulaire, en rouge sur le graphique, obtient à nouveau de
faibles résultats.
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Figure 4.29 – Graphique de convergence des quatre algorithmes utilisées (gauche) et

exemple d’optimum global obtenue (droite) pour AG (rouge), IA (bleu), SA (vert) et

PSO (noir)

On peut toutefois observer sur cette dernière figure que la courbe
de l’algorithme du recuit simulé présente une évolution chaotique non
présente pour le cas avec le formalisme Bit-Array. Cette évolution s’ex-
plique par une plus grande tolérance de l’algorithme pour de mauvaises
solutions avec le formalisme Voronoï. Sachant que le calcul de l’esti-
mateur T0 est effectué à l’itération k = 0, il est normal d’obtenir une
grande tolérance aux perturbations puisque la perturbation peut être
plus élevée dans le cas avec le formalisme Voronoï que dans le cas avec
le formalisme Bit-Array lors d’une mutation.

4.4 Synthèse

Dans ce chapitre nous avons effectué une première étude visant à sé-
lectionner, entre quatre algorithmes d’optimisation et deux formalismes
de distribution de matière, la combinaison la plus prometteuse pour la
phase suivante sur base d’une comparaison effectuée à l’aide des deux
outils de comparaison. Les quatre algorithmes d’optimisation sont l’al-
gorithme génétique, l’algorithme immunitaire, l’algorithme du recuit si-
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mulé et l’algorithme de l’essaim particulaire, et les deux formalismes de
distribution de matière sont le formalismes Bit-Array et le formalisme
Voronoï.

Pour la comparaison avec les courbes de sensibilité (Section 4.3.1),
nous avons deux parties distinctes : sensibilité sur les paramètres com-
muns aux différents algorithmes d’optimisation et sensibilité sur les pa-
ramètres propres aux algorithmes d’optimisation.

Les Table 4.2 et Table 4.3 résument les résultats obtenus pour la
comparaison sur base de la sensibilité aux paramètres communs. Quatre
points sont observables :

– le classement des outils d’optimisation topologique dépend peu du
formalisme de distribution de matière utilisé ;

– l’algorithme de l’essaim particulaire se retrouve toujours en der-
nière place du classement pour chaque paramètre étudié ;

– l’algorithme génétique est le seul à ne jamais se retrouver en der-
nière place du classement pour chaque paramètre étudié ;

– l’algorithme génétique et l’algorithme immunitaire ont des résul-
tats forts similaires.

Table 4.2 – Résumé des résultats obtenus pour les paramètres de contrôle communs

pour les 4 outils d’optimisation topologique étudiés avec le formalisme Bit-Array.

Paramètres Outils
Formalisme Bit-Array
GA SA IA PSO

Nombre de variables + ++ 0 -
Taille de la population 0 + -

Probabilité de mutation + - 0
++ + 0 - -

La Table 4.4 résume les résultats obtenus pour l’étude des sensibili-
tés aux paramètres propres. Les résultats sont comparés entre les deux
formalismes et que le formalisme Voronoï donne de meilleurs résultats.

Pour la comparaison des courbes de convergence, on observe trois
points :

– les conclusions sont identiques pour les deux formalismes étudiés ;
– l’algorithme de l’essaim particulaire à beaucoup de difficulté pour
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Table 4.3 – Résumé des résultats obtenus pour les paramètres de contrôle pour les 4

outils d’optimisation topologique étudiés avec le formalisme Voronoï.

Paramètres Outils
Formalisme Bit-Array
GA SA IA PSO

Nombre de variables 0 ++ + -
Taille de la population 0 + -

Probabilité de mutation + - 0
+ ++ 0 - -

Table 4.4 – Résumé des paramètres de contrôle propres pour les 4 outils d’optimisa-

tion.

Algorithmes Paramètres Bit-Array Voronoï
GA Probabilité de croisement - +
IA Nombre de sélection - +
IA Coefficient de clonage - +
SA Probabilité de mutation init. - +

PSO Coefficient de mémoire - +
PSO Coefficient de groupe - +
PSO Coefficient d’inertie - +
PSO Coefficient de rebond - +

obtenir l’optimum topologique ;
– l’algorithme génétique, l’algorithme immunitaire et l’algorithme

du recuit simulé convergent vers la solution optimale mais avec
des vitesses différentes. Dans l’ordre de performance, nous avons
l’algorithme immunitaire, l’algorithme génétique et finalement l’al-
gorithme du recuit simulé.

L’algorithme génétique couplé au formalisme de Voronoï semble donc
être un bon point de départ offrant de nombreuses possibilités d’adap-
tation et c’est donc cette solution qui fera l’objet de la phase de déve-
loppement suivante de l’outil d’optimisation topologique.
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Chapitre 5

Adaptation de la gestion de
la population

Comme nous l’avons vu au chapitre précédent, l’outil choisi pour la
suite de l’étude est composé d’un algorithme génétique et d’un forma-
lisme Voronoï. Les avantages de cet outil en font un bon candidat aux
adaptations graphiques pour l’optimisation topologique : la modularité
de l’algorithme d’optimisation permet une grande liberté d’adaptations
et le formalisme Voronoï permet de modifier dynamiquement la discré-
tisation de l’espace de design pour décrire précisément des solutions
géométriquement complexes.

Ce chapitre se focalise particulièrement sur les adaptations appor-
tées à l’algorithme génétique liées à la gestion de la population en cours
d’optimisation. Les caractéristiques de la population influencent de ma-
nière significative l’évolution du processus d’optimisation. Sa taille et la
diversité des individus au sein de cette population agissent sur les capa-
cités de l’algorithme à explorer et à exploiter les recherches dans l’espace
des solutions.

Deux aspects de la gestion de la population sont étudiés au sein de ce
chapitre. La section 5.1 concerne les méthodes de gestion de la taille de la
population principale au cours du processus d’optimisation. Différentes
méthodes pour réguler la taille de la population à partir de différents
facteurs sont proposées et comparées. La section 5.2 se focalise quant
à elle sur la gestion de l’initialisation de la population de l’algorithme
génétique. L’étude porte sur la diversification et la prise en compte de
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la nature du problème, à savoir l’optimisation d’une topologie, pour
créer des individus dans la population initiale. La section 5.3 fait la
synthèse des résultats obtenus aux sections 5.1 et 5.2. Les comparaisons
sont effectuées sur le problème physique de type simple décrit en section
3.2.2.

5.1 Evolution de la taille de la population

L’évaluation des performances des individus d’une population don-
née représente généralement l’étape la plus coûteuse d’une itération. Par
conséquent, nous travaillerons en considérant que le nombre total d’indi-
vidus qui seront évalués est une constante (nous dirons plus brièvement
le nombre d’évaluations) de telle sorte qu’une population comportant
un petit nombre d’individus permettra un grand nombre d’itérations et
inversement.

Dès lors, à nombre constant d’évaluations, le choix d’une trop grande
population augmente le nombre d’évaluations par génération, ce qui im-
plique une diminution de la capacité d’exploitation de l’outil en limitant
le nombre d’itérations qu’il pourra effectuer, mais augmente sa capacité
d’exploration. Au contraire, le choix d’une trop petite population limite
les capacités d’exploration mais peut augmenter les capacités d’exploi-
tation en permettant un plus grand nombre d’itérations.

Il est donc important d’utiliser une stratégie déterminant l’évolution
de la taille de la population au cours du processus d’optimisation afin
de libérer l’utilisateur de la responsabilité du choix de ce paramètre.

On peut préprogrammer la manière dont la taille de la population va
évoluer en la faisant décroître de manière prédéterminée à mesure que le
nombre d’itérations réalisées augmente. Bien que l’évolution de la taille
de la population soit définie à l’avance, les résultats de cette approche
peuvent être efficaces pour une loi bien choisie, comme on le verra à la
section 5.1.1.

On peut aussi faire dépendre la taille de la population à chaque
itération des caractéristiques de la population. Deux méthodes basées
sur cette approche sont présentées aux sections 5.1.2 et 5.1.3.
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5.1.1 Décroissance préprogrammée à priori : Ns = Ns (k)

La fonction programmée utilise directement le numéro d’itération
associé à l’évolution du processus d’optimisation afin de paramétrer à
l’avance l’évolution de la taille de la population. Cette paramétrisation
est choisie par l’utilisateur. Ceci nous permet d’écrire la relation :

Ns = Ns (k) (5.1)

Choix de la loi d’évolution

Le choix de l’évolution de la population se calque sur les besoins
en exploration et en exploitation de l’outil pour maximiser ses perfor-
mances. La taille initiale de la population est choisie de l’ordre de gran-
deur du nombre de variables d’optimisation, afin de garantir une bonne
exploration. Ensuite, cette taille est réduite régulièrement pour augmen-
ter le niveau d’exploitation, mais est limité à 4 individus afin de réduire
les risques de convergence prématurée. Finalement, sur la fin du proces-
sus, nous choisissons de la réduire à une taille minimale.

Pour modifier la taille de la population en fonction de la vitesse de
décroissance souhaitée, nous choisissons un profil de type :

Ns = Ns (k) = max

(

4, round

(
b

k + a

))

(5.2)

où a et b sont des paramètres à fixer en fonction des stratégies d’évolution
souhaitées et la valeur 4 garantit une taille minimale (Figure 5.1).
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Figure 5.1 – Exemple d’évolution de la taille de la population Ns = Ns (k)
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Comparaisons

Pour initialiser les individus, 100 cellules sont utilisées afin de décrire
la distribution de matières de chacun. Ces 100 cellules représentent 300
variables d’optimisation. La taille de la population de l’algorithme géné-
tique étant généralement choisie a priori proportionnellement au nombre
de variables d’optimisation utilisées pour décrire une solution [62, 63],
nous choisissons d’utiliser au départ 300 individus. Ce choix est fait afin
de couvrir l’espace des solutions correctement au début du processus. Les
paramètres de la loi d’évolution de la population sont choisis pour obte-
nir 300 individus pour k = 1 et 4 individus pour k = 300. Ces conditions
nous donne le jeu de paramètres suivant : (a = 3.04; b = 1212).

La Figure 5.2 permet de comparer pour 5 essais les résultats obtenus
avec une population constante et ceux obtenus avec la loi de décroissance
proposée, avec un nombre maximal d’évaluation fixé à Nev,max = 21000.
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Figure 5.2 – Comparaison des courbes de convergence obtenues pour le cas Ns = Cst

et pour le cas Ns = Ns (k) – (21000 évaluations ; 300 individus initiaux)

On remarque sur le graphique qu’à partir d’une même population
initiale, on obtient de meilleurs résultats avec la loi d’évolution de la po-
pulation proposée, bien que la variabilité entre les individus y soit plus
marquée. La cause de ce problème est peut être le fait que l’on a trop
rapidement diminué la population avant qu’elle ne soit en condition suf-
fisante pour l’étape d’exploitation. Cependant, il est difficile de prévoir
le moment du passage de l’étape d’exploration à l’étape d’exploitation
sans avoir préalablement fait quelques essais.

Les résultats des essais sont résumés dans le Tableau 5.1. La variance
de ceux-ci, pour le cas de la taille variable de population, est plus élevée
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que pour le cas de la taille constante. Les gains obtenus sont largement
favorables à l’utilisation d’une méthode variant la taille de la population.

Table 5.1 – Résumé des résultats obtenus avec 5 essais : Ns = Cst et Ns = Ns (k)

Fonct. Objectif Ns = 300 Ns = Ns (k)|a=3.04;b=1212

Minimum 119.57 19.83 (-83.4%)
Médiane 129.33 44.34 (-65.7%)

Maximum 180.55 52.38 (-70.9%)

Les résultats graphiques sont représentés par la Figure 5.3. On ob-
serve de grandes différences entre la méthode Ns = Ns (k) et la méthode
Ns = 300.
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Figure 5.3 – Représentations des meilleures solutions (haut) et des moins bonnes (bas)

pour la stratégie avec une taille de population constante Ns = 300 (gauche) et avec

une taille variable Ns = Ns (k) (droite) – (20.000 évaluations)

Le choix d’utiliser durant tout le processus une population de 300
individus n’a pas aidé à fournir de bons résultats du fait que le nombre
d’évaluations autorisé est atteint après un petit nombre d’itération. Une
réduction progressive de la taille de la population permet à l’outil de
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réaliser un plus grand nombre d’itérations et donc de mener une phase
d’exploitation avant d’avoir atteint le nombre d’évaluations autorisées
et ainsi améliorer la forme du meilleur individu de la population.

Discussion

Bien que les résultats obtenus soient encourageants, il ne faut pas
perdre de vue que cette méthode n’est fonctionnelle qu’avec un choix
judicieux des paramètres de contrôle visant à modifier l’allure de la loi
d’évolution de la taille de la population.

Le graphique de la Figure 5.4 montre un cas où l’on a relaxé la loi
d’évolution de la taille de la population (a = 1.25; b = 4050) afin que
celle-ci n’arrive à 4 individus qu’après 900 itérations. Les courbes de
convergence montrent qu’une plus longue période d’exploration diminue
la variance dans les résultats. Mais ce coût supplémentaire en évaluations
réduit la phase d’exploitation si l’on conserve constant le nombre d’éva-
luations durant le processus d’optimisation. Les individus finaux sont
donc moins variables mais aussi moins performants pour les meilleurs
d’entre-eux.
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5.1.2 Régulation par le rendement de chaque génération :
Ns = Ns (Nb)

La méthode de régulation proposée repose entièrement sur le rende-
ment de chaque génération afin de déterminer le coefficient correcteur
adaptant la taille de la population aux besoins de l’outil.

Description

A chaque génération, un nombre variable Nb d’individus enfants ont
une meilleure performance que le meilleur individu de la population prin-
cipale. On dit que ces individus améliorent la population. Le rendement
d’une génération peut donc être défini comme étant le ratio du nombre
d’individus améliorant la population, sur le nombre total d’individus
dans la population :

η =
Nb

Ns
(5.3)

Si le rendement d’une génération est élevé, le nombre d’individus Ns

de cette génération capables de faire évoluer positivement la population
à la génération suivante est important, il n’est donc pas nécessaire de
garder une population grande puisqu’un petit nombre d’individu suffit à
la faire évoluer. Inversement, si le rendement est faible, le nombre d’in-
dividus capables de faire évoluer positivement la population est faible et
il faut augmenter la taille de la population pour permettre une meilleure
exploration localement autour du meilleur individu.

Deux situations sont possibles. Soit Nb > 0, on adopte alors la loi
d’évolution suivante :

N (k+1)
s =

N
(k)
s

N
(k)
b

(5.4)

ce qui implique une diminution de la taille de la population principale,
soit Nb = 0, alors on adopte la loi d’évolution suivante :

N (k+1)
s = ρN (k)

s (5.5)

où ρ > 1 est le coefficient d’augmentation défini par l’utilisateur.
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Résultats

Des tests ont été effectués avec une population initiale composée de
300 individus avec un maximum de 21 000 évaluations. Les résultats
de ces tests sont comparés au cas de référence sur base des courbes de
convergence (Figure 5.5). On y observe une amélioration des résultats
avec une régulation de la population.
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Figure 5.5 – Comparaison des courbes de convergence obtenues pour le cas Ns = Cst

constant et pour le cas Ns = Ns (Nb) – (21 000 évaluations ; 300 individus initiaux)

Le Tableau 5.2 résume les résultats des différents essais. La différence
de performance est significative pour la méthode Ns = Ns (Nb) avec un
gain de plus de 60% pour le minimum et la médiane et qui tombe à
environ 25% pour le maximum.

Table 5.2 – Résumé des résultats obtenus avec 5 essais pour chaque méthode : Ns =

Cst et Ns = Ns (Nb)

Fonct. Objectif Ns = 300 Ns = Ns (Nb)

Minimum 119.57 43.54 (-63.5%)
Médiane 129.33 52.69 (-59.2%)

Maximum 180.55 133.35 (-26.1%)

Toutefois, la variance des résultats reste élevée pour cette nouvelle
approche. La méthode appauvrit la population en diminuant sa diver-
sité génétique. La taille de la population (Figure 5.6) est fortement ré-
duite dès le début de l’optimisation. Après seulement une dizaine d’ité-
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rations, la population n’est composée que de quelques individus. Sur le
graphique, on observe que tout au long de l’optimisation, la taille de
la population subit quelques légères variations autour de sa valeur mi-
nimale. Et finalement en fin d’optimisation, la taille de la population
connaît des variations importantes. Ceci veut dire qu’il est de plus en
plus difficile de trouver des enfants améliorant la population. C’est le
signe que l’outil converge vers une solution et rencontre dès lors de plus
en plus de difficultés pour faire évoluer la population.
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Figure 5.6 – Exemple d’évolution de la taille de population obtenue pour le meilleur

des cinq essais avec Ns = Ns (Nb)

Discussion

La méthode présentée ne maintient pas suffisamment longtemps la
taille de la population en début de processus d’optimisation. Elle ne
tient pas compte du besoin de diversité pour améliorer l’exploration
suffisamment longtemps de l’espace des solutions, et donc du besoin de
conserver une taille de population élevée. Une population de grande taille
permet à l’outil de conserver un plus grand nombre d’individus différents
et de faire évoluer un plus grand nombre de direction de recherche.
En limitant trop vite la taille de la population en début de processus
d’optimisation, on augmente les chances de converger vers une solution
non optimale.
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5.1.3 Régulation par attribution d’un coefficient de re-
production : Nse = Nse (~cr)

Chaque individu possède un potentiel propre pour créer de meilleurs
individus. Ce potentiel est quantifié et utilisé pour déterminer le taux de
leur participation lors de la création de la population des enfants. Si l’en-
semble des parents a des facilités pour proposer des enfants améliorant
la population, la taille de la population des enfants sera augmentée pour
permettre d’étendre l’exploration de l’espace des solutions. Au contraire,
si les parents montrent des difficultés à proposer des enfants améliorant
la population, le choix est de réduire la taille de la population des en-
fants afin de permettre un plus grand nombre de générations et laisser
plus de temps à la phase d’exploitation.

Description

Un coefficient de reproduction, cr,i ∈ N, est calculé à chaque itéra-
tion pour chaque individu afin d’estimer son potentiel de reproduction.
Au plus un parent est efficace pour créer de bons enfants, au plus ce
coefficient lui donne la possibilité de créer de nouveaux enfants. Et in-
versement, au moins les enfants d’un parent sont efficaces, au moins il
pourra se reproduire.

Lors du croisement entre deux parents, la somme de leurs coefficients
de reproduction détermine le nombre de leurs enfants. Ce mécanisme
permet de supprimer l’étape de sélection de parents puisque c’est au
travers du coefficient de reproduction que les parents vont pouvoir se
reproduire ou non. Chaque individu dans la population principale est
utilisé une fois dans la population de parents.

Les couples de parents sont créés par une sélection aléatoirement
basée sur leur classement, ri, dans la population par ordre décroissant
de performance. La probabilité pi de sélectionner un parent est calculée
suivant :

pi = 100
ti

∑Np
j=1 tj

% (5.6)

ti =
1

ri
(5.7)
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Puisque l’on additionne les coefficients des deux parents pour dé-
terminer le nombre d’enfants, la taille totale de la population, Nse, des
enfants est la somme de tous les coefficients de reproduction des parents :

Nse = Nse (~cr) =
∑

cr,i avec i ∈ 1, 2, . . . , Ns (5.8)

Pour améliorer la population principale, un enfant doit être plus
performant que 50% des individus de celle-ci. Pour chaque enfant d’un
couple de parents améliorant la population, les coefficients de repro-
duction des deux parents sont incrémentés de un. Inversement, lorsque
aucun des enfants d’un couple de parents ne parvient à améliorer la
population sur une période de deux générations consécutives, les coeffi-
cients de reproduction des parents sont décrémentés de un.

La valeur du coefficient de reproduction de chaque individu est sou-
mise à deux règles. Premièrement, le coefficient de reproduction du
meilleur individu a une valeur minimale de 2. Secondement, chaque nou-
vel individu a un coefficient de reproduction initiale fixé à 1.

Résultats

Des tests ont été effectués pour des populations initiales de 10 et
de 100 individus évoluant avec un maximum de 20000 évaluations [64].
Le choix de ces deux tailles de population est important. Nous savons
par expérience sur le problème étudié qu’une population de 10 individus
donne de meilleurs résultats qu’une population de 100 individus. Les
graphiques de la Figure 5.7 montrent une évolution positive des résultats.
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Figure 5.7 – Comparaison de courbes de convergence médiane obtenues pour la mé-

thode Ns = Cst et la méthode Ns = Ns (~cr) – (20000 évaluations ; 10 et 100 individus)
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Bien que les résultats sont toujours dépendants du choix de la taille
de la population, ceux-ci sont presque équivalents pour une population
de taille constante avec 10 individus ou avec une population de taille
variable avec 100 individus au départ.

Plus de détails des résultats sont donnés dans le Tableau 5.3 où l’on
compare les quatre configurations.

Table 5.3 – Résumé des résultats obtenus avec 5 essais pour chaque test : avec la

méthode Ns = Cst et la méthode Ns = Ns (~cr)

Fonct. Objectif Constant Variable Constant Variable
Nse 10 10 100 100

Minimum 34 39 (+14%) 62 41 (-33.9%)
Médiane 49 44 (-10.3%) 71 57 (-19.8%)

Maximum 115 60 (-47.8%) 117 127 (+8.5%)

Avec le mauvais choix de taille de population initiale, Ns = 100
dans notre cas, l’outil arrive à atteindre des valeurs proches des résultats
obtenus àNs constant avec un meilleur choix de la taille de la population,
Ns = 10 dans notre cas. L’outil a donc été capable d’adapter la taille de
la population pour augmenter les chances d’évolution d’une population.

Bien qu’il y ait des variations de la taille de la population des en-
fants tout au long du processus d’optimisation (Figure 5.8), la stratégie
proposée en fonction du mérite des différents individus de la population
principale tend à faire évoluer cette taille jusqu’à une faible valeur, ce qui
est favorable à l’amélioration des résultats grâce aux gains du nombre
d’itérations.
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Figure 5.8 – Exemple d’évolution de la taille de population des enfants obtenue pour

le meilleur des cinq essais – (20000 évaluations ; 100 individus (haut) et 10 individus

(bas))

Discussion

La stratégie proposée ne concerne pas la taille de la population prin-
cipale mais bien celle de la population des enfants. C’est cette dernière
qui détermine le nombre d’évaluations nécessaires par génération. En
modifiant la taille de cette population, l’outil est donc capable de varier
le nombre d’itérations. Toutefois, l’étape de reproduction reste directe-
ment influencée par la taille de la population principale. Avec une petite
population principale, les meilleurs individus ont plus de chance de se
reproduire entre-eux. En reprenant le calcul de la probabilité de sélec-
tion (5.6) pour créer des paires de parents, avec Ns = 10, la probabilité
que le meilleur individu se reproduise avec le second est de 18% alors
qu’elle n’est que de 5.6% pour Ns = 100.

En suivant ce raisonnement et en considérant les dix premiers indi-
vidus équivalents pour Ns = 10 et pour Ns = 100, le meilleur parent
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n’a qu’environ 54% de chance de ne sélectionner que les neuf meilleurs
solutions suivantes dans le cas de Ns = 100. L’outil perd donc du temps
pour l’évaluation des enfants provenant de couples de parents ayant po-
tentiellement moins de chances d’améliorer la population.

5.2 Initialisation de la population

Comme on le sait maintenant, au début d’un processus d’optimisa-
tion, l’algorithme génétique s’appuie principalement sur l’utilisation de
l’opérateur de croisement afin de brasser le patrimoine génétique (c’est-
à-dire les vecteurs de variables de design) de la population, pour en tirer
le meilleur parti. Ce brassage est d’autant plus efficace si la variété du
patrimoine est grande et augmente ainsi les chances d’exploration. La
notion de variété y est donc très importante. Chaque individu, aussi dif-
férent soit-il, apporte un potentiel d’évolution de la population entière
à court ou à long terme. Il est reconnu que, lors de l’optimisation d’un
problème difficile, il faut conserver une grande diversité le plus long-
temps possible. Ceci permet d’accroître l’efficacité de l’outil au cours de
l’exploration de l’espace des solutions. Au cours de la phase suivante,
la phase d’exploitation, chaque individu tend à ressembler aux autres,
limitant ainsi l’exploration, et à n’apporter qu’une légère variation par
rapport à la meilleure solution.

Cette courte introduction nous rappelle finalement l’intérêt de tra-
vailler sur l’initialisation du processus d’optimisation, source de diversité
dans la population. Il est nécessaire de maximiser la diversité de cette
population initiale afin d’augmenter au maximum non seulement la ri-
chesse du patrimoine mais aussi pour couvrir un plus grand espace dans
l’espace des solutions avec le même nombre d’individus.

Plusieurs approches sont proposées pour donner le meilleur départ
possible à l’outil d’optimisation. En section 5.2.1, on étudie les consé-
quences de l’initialisation de la population par anticipation. En section
5.2.2, on essaie de maximiser la zone couverte par la population dans
l’espace des solutions. Finalement en section 5.2.3, on fait intervenir le
changement des dimensions entre l’espace de design et l’espace réel.
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5.2.1 Prédéfinir la population initiale par anticipation

L’idée de cette première méthode est d’inclure dans la population
initiale une ou des solutions supposées a priori topologiquement proches
de l’optimum. Cependant, ceci implique une bonne connaissance du pro-
blème de la part du concepteur. Son choix va biaiser l’étape d’exploration
de l’algorithme. Ceci implique aussi un risque de bloquer la population
dans un optimum local si le concepteur choisit une mauvaise topologie
initiale. Et, finalement, il est difficile d’appliquer cette approche pour
des problèmes dont la topologie optimale est peu connue.

Pour notre cas d’application, puisqu’un individu de meilleur perfor-
mance en début d’optimisation va propager rapidement son patrimoine
aux autres individus, nous choisissons d’initialiser directement tous les
individus de la population avec la même topologie composée d’un seul
domaine composé de fer. Cette situation représente le cas où il n’y a
pas de défaut présent. Le soin de la recherche de ces défauts est laissé à
l’outil d’optimisation. Celui-ci va ajouter des domaines d’absence de fer
dans l’espace de design pour tester différents défauts afin de retrouver
ceux du barreau de référence.

Les courbes de convergence de la Figure 5.9, obtenues au terme de
50 000 évaluations, confirment l’existence de risques lors de l’anticipation
de la solution optimale.
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Figure 5.9 – Comparaison des courbes de convergence obtenues avec une population

initiale non-aléatoire et avec une population initiale aléatoire – (50 000 évaluations ;

10 individus)

La méthode avec une population initiale fixée évolue plus rapidement
dès le début du processus d’optimisation, mais perd ensuite son avance
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en faveur de la méthode avec une population initiale aléatoire. Celle-ci
met plus de temps pour évoluer mais donne les meilleurs résultats.

Les résultats graphiques (Figure 5.10) montrent finalement une très
faible différence entre les deux méthodes d’initialisation. Les deux mé-
thodes convergent vers la même topologie. La seule différence entre les
deux méthodes réside dans la précision de description de la forme en
faveur de la méthode d’initialisation aléatoire de la population.
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Figure 5.10 – Représentations de l’individu le plus performant (haut) et du moins

performant (bas) pour la population initiale aléatoire (gauche) et la population initiale

non aléatoire (droite) avec 50 000 évaluations

Bien que la meilleure solution soit obtenue avec la méthode aléatoire,
la variance sur les résultats y est aussi plus élevée (Table 5.4).

Table 5.4 – Résumé des résultats obtenus avec 5 essais pour chaque test : population

initiale non-aléatoire et population initiale aléatoire.

Non-aléatoire Aléatoire
Minimum 23.94 15.61 (-34.79%)
Médiane 36.73 46.11 (+25.53%)

Maximum 54.17 59.32 (+10.95%)
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L’intérêt d’utiliser une population diversifiée se retrouve lorsqu’on
dispose d’un plus grand nombre d’évaluations à disposition puisque la
méthode a besoin d’une période d’exploration plus longue au départ de
l’optimisation. Pour un plus petit nombre d’évaluations, une topologie
fixée dès le départ permet d’atteindre des résultats rapidement, avec tou-
tefois le risque de biaiser la solution finale. Il n’est évidemment pas facile
d’estimer à quelle occasion l’une ou l’autre approche serait plus avan-
tageuse. Cependant, l’utilisation d’un outil d’optimisation topologique
est généralement utilisé pour rechercher l’optimum au problème étudié.
La recherche d’une diversification maximale de la population initiale est
donc plus que conseillée.

5.2.2 Recouvrement équilibré de l’espace de design par
les matériaux

Afin de maximiser l’efficacité de la phase d’exploration de l’algo-
rithme génétique, il est souhaitable de maximiser la diversité de la po-
pulation initiale en terme de répartition des matériaux sur l’espace de
design. On peut maximiser la diversité de matériau pour chaque point
de matière au sein de l’espace de design en offrant une chance équitable
à chacun des matériaux d’être attribués à chacun des points de ma-
tières, ce que l’on appelle le recouvrement équilibré. Effectivement, lors
de l’initialisation d’une population, c’est-à-dire lors de l’attribution de
valeurs aléatoires aux variables d’optimisation, il est possible d’obtenir
une distribution de matière non équitablement répartie. Pour assurer
une répartition équitablement répartie, il est nécessaire que la relation
suivante soit vérifiée :

x̄i =

∑Ns
j=1 xj,i

Ns
=

∑Nd
j=1 j

Nd

(5.9)

où Nd est le nombre de matériaux utilisés.
Pour qu’une population regroupe toutes les combinaisons possibles,

sa taille doit être égale à NNc
d . Parmi tous les individus se trouve l’op-

timum. Comme ce nombre est fort élevé, il est impossible de générer et
d’évaluer toutes les possibilités. Pour une taille limité de la population,
on peut décomposer le vecteur de variables en Nsv sous-vecteurs et as-
socier la même valeur à chaque sous-vecteur. En changent les indices du
vecteur pour regrouper par sous-vecteur, nous avons :
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~x =







x1, . . . , xs1
︸ ︷︷ ︸

sous−vecteur 1

, xs1+1, . . . , xs2
︸ ︷︷ ︸

sous−vecteur 2

, xsNsv−1+1, . . . , xsNsv
︸ ︷︷ ︸

sous−vecteur Nsv







(5.10)

ce qui donne :

~x = {sv1, sv2, . . . , svNsv} (5.11)

Par exemple, pour 100 cellules et 2 matériaux différents, il existe au
total 2100 combinaisons. Pour une population proche de 15 individus, on
peut exploiter 4 sous-vecteurs de 25 variables d’optimisation, puisque
24 = 16 est proche de Ns = 15. Lors de l’initialisation des 16 individus,
une des 16 combinaisons possibles est attribuée à chaque individu.

Les résultats obtenus sont illustrés par le graphique de la Figure
5.11. Au début de l’optimisation, les courbes montrent que la version
sans recouvrement équilibré a une variance plus élevée. Au cours du
processus d’optimisation, la version sans recouvrement récupère son re-
tard. Et finalement, en fin d’optimisation, la version avec recouvrement
équilibré obtient la plus performante mais aussi la moins performante
des solutions.
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Figure 5.11 – Comparaison des courbes de convergence obtenues avec une population

initiale non-aléatoire et avec une population initiale aléatoire (20 000 évaluations - 16

individus)

Les valeurs des minima, maxima et médianes obtenus sur l’ensemble
des essais repris dans le Tableau 5.5. Ceux-ci montrent que la moins
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bonne performance de la version avec recouvrement équilibré est lar-
gement moins efficace que celle avec recouvrement aléatoire. Travailler
en maximisant le recouvrement de l’espace des solutions en bridant le
formalisme de Voronoï en début d’optimisation ne permet pas d’obtenir
une diversité suffisante de discrétisation de l’espace de design.

Table 5.5 – Résumé des résultats obtenus avec 5 essais pour chaque test : population

initiale avec recouvrement aléatoire et population initiale avec recouvrement équilibré.

Avec recouvrement aléatoire Avec recouvrement équilibré
Min. 43.5 40.1 (-7.8%)
Méd. 80.5 91.3 (+13.4%)
Max. 83.2 116.5 (+40%)

5.2.3 Influence des dimensions de l’espace de design

L’algorithme d’optimisation est configuré de telle manière que les va-
riables d’optimisation liées à la position des centres de voronoï évoluent
au sein d’un espace confiné normalisé, ~xC ∈ [0, 1](Np−ND). Ceci implique
une différence entre l’espace de design propre à l’évolution des variables
d’optimisation et l’espace de design réel entrainant une déformation des
formes et des dimensions. En effet, l’espace de design réel possède une
dimension de type [0; a] × [0; b] où a et b sont la hauteur et la longueur
définis à l’avance. Les cellules de matière subissent la même déformation
pour s’adapter aux dimensions de l’espace de design réel.

Pour obtenir une distribution homogène des centres de Voronoï dans
l’espace de design réel, il faut une distribution non-homogène des centres
de Voronoï dans l’espace de design virtuel. L’espace de design réel est
décomposé en un quadrillage de nH × nL sous-domaines carrés (Figure
5.12). Le nombre de sous-domaines dépend du nombre de cellules ainsi
que des dimensions de l’espace de design réel. On initialise la distribution
de matière avec N ′c cellules dans chacun de ces sous-domaines, N ′c étant
un nombre à définir. Pour le cas du problème simple de type physique, les
dimensions de l’espace de design ont un rapport de 6 (nH = 0.05, nL =
0.3). Nous obtenons nL = 6nH , ce qui fait 6n2

H sous-domaines. Pour 100
cellules et en fixant N ′c = 1, nous obtenons nH = 4.08. En arrondissant
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la valeur à 4, le nombre total de cellules dans le domaine de design vaut
96.
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Figure 5.12 – Exemple de transformation entre l’espace de design virtuel et l’espace

de design réel avec nH = 3 et nL = 11

Les résultats obtenus sont illustrés par le graphique de la Figure
5.13. Bien que les courbes de convergence soient proches pour les deux
approches, à partir des 40 derniers pourcents du processus d’optimisa-
tion, il y a une légère amélioration des résultats en faveur de l’approche
avec correction de la distribution des cellules de Voronoï.
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Figure 5.13 – Comparaison des courbes de convergence obtenues avec et sans correc-

tion des dimensions lors de l’initialisation – (30000 évaluations ; 10 individus)

Le Tableau 5.6 résume les valeurs obtenus pour chaque méthode.
On constate un gain important sur la valeur minimale et très peu de
variation pour la médiane et la valeur maximale.
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Table 5.6 – Résumé des résultats obtenus avec 5 essais pour chaque test : population

initiale avec recouvrement aléatoire et population initiale avec recouvrement équilibré.

Sans corrections Avec corrections
Minimum 30.10 23.93 (-20.49%)
Médiane 38.08 40.16 (+5.46%)

Maximum 55.42 51.43 (-7.20%)

5.3 Synthèse

Au travers de ce chapitre, nous avons étudié deux approches de la
gestion de la population, c’est-à-dire la gestion de la taille de la popula-
tion en cours de processus d’optimisation et la gestion de l’initialisation
de la population.

La gestion de la taille de la population permet de partir d’une taille
de population importante en début de processus d’optimisation afin de
permettre une exploration satisfaisante de l’espace des solutions puis de
réduire la taille de la population lorsque la topologie se précise et qu’il
convient de passer à une phase d’exploitation pour fixer la géométrie
et les dimensions de la solution optimale puisque la réduction de la
taille permet, à nombre total d’évaluations fixé, d’augmenter le nombre
d’itérations. Trois méthodes de gestion de la taille de la population ont
été étudiées. Comme le montre la Table 5.7 qui reprend les résultats
obtenus avec les trois méthodes :

– la décroissance préprogrammée (Section 5.1.1) permet d’obtenir
les meilleurs résultats mais ses performances sont fortement liées
à un choix judicieux des paramètres utilisés pour configurer la
courbe d’évolution de la taille de la population. Par ailleurs, elle
ne tient pas compte de la performance des individus pour agir sur
la loi d’évolution ;

– la régulation par le rendement de chaque génération (Section 5.1.2)
qui prend en compte le nombre d’individus qui à chaque généra-
tion améliore la population, présente le défaut de faire décroître
trop rapidement la population en début d’optimisation et donc
de ne pas tenir compte suffisamment longtemps du besoin de di-
versité nécessaire pour l’exploration de l’espace des solutions. Elle

111



augmente le risque de converger vers une solution non optimale
comme le traduit la valeur maximale atteinte par la fonction ob-
jectif. Elle autorise également une croissance de la taille de la po-
pulation en fin de processus lorsqu’il devient difficile de trouver un
individu améliorant la population.

– la régulation par attribution d’un coefficient de reproduction (Sec-
tion 5.1.3) qui utilise les performances des enfants pour déterminer
le taux de reproduction des parents donne de bons résultats sans
toutefois atteindre les performances d’une décroissance program-
mée lorsque les paramètres qui fixent la loi de décroissance sont
bien choisis.

Table 5.7 – Résumé des résultats obtenus pour la gestion de la taille de la population

Ns (k) Ns (Nb) Ns (~cr)

Minimum 19.83 43.54 41
Médiane 44.34 52.69 57

Maximum 52.38 133.35 127

La gestion de l’initialisation de la population permet de générer une
population de manière plus adaptée. Trois méthodes différentes, dont les
résultats sont résumés dans la Table 5.8, sont proposées :

– l’anticipation de la solution finale (Section 5.2.1) qui détermine
la topologie initiale des individus de la population dépend for-
tement de l’expérience de l’utilisateur. Les résultats obtenus pour
cette méthode montrent qu’un choix de la topologie initiale, même
cohérent avec le problème, peut ne pas garantir un gain de per-
formance significatif voire même biaiser l’évolution du processus.
La médiane et le maximum augmentent fortement et le minimum
diminue ;

– le recouvrement équilibré (Section 5.2.2) qui permet une distri-
bution équitable de la matière dans l’ensemble de la population,
n’obtient pas toujours de bons résultats et augmente considérable-
ment le maximum obtenu ;

– la prise en compte de l’influence de la différence entre les dimen-
sions de l’espace de design réel et l’espace de design virtuel (Section
5.2.3) donne de bons résultats en diminuant à la fois le minimum
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et le maximum obtenu tout en ayant une faible augmentation pour
la médiane.

Table 5.8 – Résumé des résultats obtenus pour la gestion de l’initialisation de la

population

Anticipation Recouvrement équilibré Projection
Minimum 15.61 40.1 23.93
Médiane 46.11 91.3 40.16

Maximum 59.32 116.5 51.43
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Chapitre 6

Adaptation de la
reproduction

Ce chapitre porte sur l’étude de différentes adaptations des méca-
nismes de reproduction de l’algorithme génétique. Ces mécanismes de
reproduction sont liés à une étape importante dans le processus d’op-
timisation. C’est le moment où les croisements et les mutations vont
permettre de créer de nouvelles solutions à partir de la population prin-
cipale. Cette étape est décomposée en deux sous-étapes qui sont étudiées
indépendamment : le croisement et la mutation.

Dans la section 6.1, différentes méthodes de croisements, graphiques
et non graphiques, sont comparées et étudiées. La section 6.2 concerne
l’étude des mutations. Les mutateurs proposés et étudiés se focalisent sur
la mutation des centres des cellules de Voronoï ainsi que sur la variation
du nombre de cellules de Voronoï pour décrire une solution. La section
6.3 présente une synthèse de l’étude effectuée.

Tous les résultats présentés sont obtenus en appliquant les méthodes
de croisement et de mutation étudiées au problème physique simple dé-
crit à la section 3.2.2 du Chapitre 3.

6.1 Croisements

L’opérateur de croisement de l’algorithme génétique est un généra-
teur dont la vocation est de créer de nouveaux individus à partir d’un
ensemble d’individus que constitue la population. De manière générale,
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les croisements sont réalisés sur base de pivots graphique et non gra-
phique. Un pivot graphique est une référence géométrique qui permet
de subdiviser l’espace de design en plusieurs parties alors qu’un pivot
non graphique est une référence indicielle qui permet de subdiviser le
vecteur de variables d’optimisation en plusieurs sous-vecteurs.

C. Kane a comparé plusieurs méthodes de croisement [51] de type
graphique (pivot linéaire et pivot par bloc) et non graphique (1-pivot,
2-pivots et uniforme) et les résultats obtenus montrent de meilleurs ré-
sultats pour les méthodes graphiques. En effet, les approches graphiques
ont l’avantage de conserver la notion de voisinage entre les différentes
cellules : on n’échange plus des variables d’optimisation, mais bien des
blocs de matière.

Dans la même ligne de recherche, cette section présente et compare
trois nouvelles méthodes graphiques ou non graphiques, adaptées au
formalisme Voronoï, en plus du croisement graphique avec pivot linéaire
proposé par C. Kane.

6.1.1 Description des opérateurs de croisements

Dans le cas de l’utilisation de cellules de Voronoï, la position des va-
riables d’optimisation dans le vecteur de variables ne représente pas une
grande importance. Ceci implique que l’échange d’informations prove-
nant d’une cellule décrivant une partie de l’espace de design d’un premier
individu avec des informations d’une autre cellule décrivant une autre
partie de l’espace de design d’un second individu, ne donne pas toujours
l’effet voulu.

La Figure 6.1 présente le cas d’un croisement uniforme de deux pa-
rents chacun décrits par trois cellules dont les variables d’optimisation
sont reprises par les vecteurs de variables suivants :

Parent 1 : (x1, x2, x3, y1, y2, y3,m1,m2,m3)
Parent 2 : (x′1, x

′
2, x
′
3, y
′
1, y
′
2, y
′
3,m

′
1,m

′
2,m

′
3)

(6.1)

avec xi, yi les coordonnées des centres de Voronoï Ci et mi le matériau
de la cellules associée. La distribution de matière obtenue en croisant
les variables d’optimisation x1, y2, x3 et m1 du premier parent avec les
variables d’optimisation y′1, x′2, y′3, m′2 et m′3 du deuxième parent ne
possède aucun lien graphique avec les parents.
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Figure 6.1 – Exemple de croisement uniforme appliqué au formalisme Voronoï

Pour éviter ceci, pour les quatre méthodes de croisement étudiées
dans cette section, toutes les variables d’optimisation décrivant une cel-
lule seront toujours transmises ensemble. Le vecteur de variables d’op-
timisation peut donc s’écrire comme ceci :

~x = {c1, c2, . . . , cNc} (6.2)

où ci correspond à la cellule i.
Pour la suite de cette section, le croisement graphique par pivot

linéaire proposé par C. Kane nous servira de référence. Nous proposons
aussi deux nouvelles méthodes de croisement non graphiques inspirées du
croisement uniforme [65], ainsi qu’une nouvelle méthode de croisement
graphique inspirée de la méthode de croisement par bloc étudiée par C.
Kane [51]. Ces quatre méthodes décrites par la suite sont :

– Le croisement non graphique équilibré ;
– Le croisement non graphique non-équilibré ;
– Le croisement graphique à pivot linéaire ;
– Le croisement graphique à pivot circulaire ;

6.1.1.1 Croisement non graphique équilibré

Le croisement non graphique équilibré attribue une probabilité de
50% à chaque cellule des deux parents d’être transmises lors du croise-
ment. Chaque cellule subit un test de probabilité et est transmise si le
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test est positif. Le croisement est donc dit équilibré puisque le test de
transfert effectué est identique pour chacune des cellules. Ceci implique
que le vecteurs de variables des parents et des enfants peuvent avoir une
taille différentes.

En pratique, deux vecteurs masques, ~m ∈ 1
Nc et ~m′ ∈ 1

N ′c avec Nc

le nombre de cellules du parent 1 et N ′c celui du parent 2, sont créés en
attribuant une valeur aléatoire à chaque élément selon une loi binomiale :
mi ∼ B (2, 0.5) et m′j ∼ B (2, 0.5). Ensuite, les cellules sont ajoutées au
nouvel individu en fonction de la valeur associée du masque :

Croisement :

{
Ajouter (ci) Si mi = 1

Ajouter
(

c′j

)

Si m′j = 1

avec i = 1, 2, . . . , Nc

avec j = 1, 2, . . . , N ′c

(6.3)

6.1.1.2 Croisement non graphique non-équilibré

Le croisement non-équilibré est défini pour profiter d’avantage des
parents plus performants lors de la reproduction. Il reprend le même
concept que le croisement équilibré mais la probabilité d’ajouter une
cellule dépend cette fois-ci de la performance de chaque parent.

En pratique, les valeurs des éléments des deux vecteurs masques ne
sont plus choisies en fonction d’une loi binomiale mais en fonction d’une
probabilité pj attribuée à chacun des deux parents :

mi =

{

1 Si ri < p1

0 Si ri ≥ p1

m′i =

{

1 Si r′i < p2

0 Si r′i ≥ p2

(6.4)

où ri et r′i sont des valeurs aléatoires définies selon une loi uniforme
continue : ri, r′i ∼ Uc (0, 1).

Si les parents sont renumérotés par réagencement des indices sur
base des valeurs de leur fonction objectif fi de façon à avoir f1 ≤ f2, on
choisit d’écrire la probabilité, pj, associée à chaque individu par :

p1 = ln(f2)
∑2

i=1
ln(fi)

p2 = ln(f1)
∑2

i=1
ln(fi)

(6.5)
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avec fi > 0 et où l’utilisation de le logarithme naturel permet de dimi-
nuer l’influence de la différence entre les performances de deux parents
ayant de grandes valeurs de fi.

6.1.1.3 Croisement graphique à pivot linéaire

Le croisement au moyen d’un pivot linéaire agit directement sur l’es-
pace de design en utilisant pour chaque couple d’individus une droite
choisie aléatoirement afin de subdiviser l’espace de design en deux par-
ties. Tous les centres de Voronoï d’un des deux parents appartenant
à une des deux parties sont copiés pour le nouvel individu et tous les
centres de Voronoï de l’autre parent appartenant à l’autre partie sont
ajoutés pour compléter le nouvel individu. Les modifications obtenues
à partir de cette subdivision sont ensuite traduites dans le vecteur de
variables d’optimisation.

La Figure 6.2 illustre un exemple de croisement graphique à pivot
linéaire.

P arent1
P arent2

E n f a n tC r o i s e m e n t
C e l l u l e s é l e c t i o n n é eC e l l u l e n o n s é l e c t i o n n é e

Figure 6.2 – Exemple de croisement graphique au moyen d’un pivot linéaire

Pour générer une droite y = ax + b dans l’espace de design virtuel,
deux points (xA, yA) et (xB , yB) servant à la définir sont choisis aléa-
toirement dans cet espace. La sélection des centres de Voronoï des deux
parents dépend de leur position par rapport à la droite pivot :

mi =

{

1 Si yi > axi + b
0 Si yi ≤ axi + b

(6.6)
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m′j =

{

1 Si y′j ≤ ax
′
j + b

0 Si y′j > ax′j + b
(6.7)

avec i = 1, 2, . . . , Nc et j = 1, 2, . . . , N ′c.

6.1.1.4 Croisement graphique à pivot circulaire

Le mécanisme du croisement graphique avec un pivot circulaire est
identique à celui du croisement avec un pivot linéaire [66], mais un avec
cercle choisi aléatoirement pour jouer le rôle de pivot. La Figure 6.3
illustre un exemple de croisement graphique à pivot circulaire.

P arent1
P arent2

E n f a n tC r o i s e m e n t
C e l l u l e s é l e c t i o n n é eC e l l u l e n o n s é l e c t i o n n é eP i v o t P i v o tP i v o t

Figure 6.3 – Exemple de croisement graphique au moyen d’un pivot circulaire

La génération du cercle dans l’espace de design virtuel est obtenue
par le choix aléatoire de trois variables (xc, yc, dc) définissant respecti-
vement la position du centre du cercle et le diamètre de ce dernier :

xc, yc, dc ∼ Uc (0, 1) (6.8)

De même que pour le croisement graphique à pivot linéaire, la sé-
lection des centres de Voronoï dépend de leur position par rapport au
pivot :

mi =







1 Si
√

(xi − xc)
2 + (yi − yc)

2 > dc
2

0 Si
√

(xi − xc)
2 + (yi − yc)

2 ≤ dc
2

(6.9)
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m′j =







1 Si
√
(

x′j − xc
)2

+
(

y′j − yc
)2
≤ dc

2

0 Si
√
(

x′j − xc
)2

+
(

y′j − yc
)2
> dc

2

(6.10)

avec i = 1, 2, . . . , Nc et j = 1, 2, . . . , N ′c.
L’intérêt d’utiliser ce type de pivot est de favoriser l’échange de bloc

de matière en se focalisant sur une zone d’un individu pour l’intégrer
dans un autre individu.

6.1.2 Comparaisons

Les comparaisons mettent en jeu les quatre générateurs de croise-
ments présentés ci-avant avec comme référence le croisement graphique
par pivot linéaire puisque déjà étudié par C. Kane. Dans ces quatre gé-
nérateurs, deux utilisent des opérations graphiques alors que les deux
autres restent plus classiques en travaillant directement sur les variables
d’optimisation.

Le graphique de la Figure 6.4 montre la courbe médiane obtenue
avec 5 essais pour chaque méthode. Pour chacun des essais, seul le mé-
canisme de croisement est remplacé par ceux étudiés. Dans l’ordre de
performance décroissant nous avons le croisement à pivot linéaire, le
croisement non équilibré, le croisement équilibré et le croisement à pivot
circulaire.
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Figure 6.4 – Valeurs médianes obtenues pour les méthodes de croisements linéaire,

circulaire, équilibrée et non équilibrée – (10000 évaluations ; 100 individus)
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Un résumé des résultats est donné dans le Tableau 6.1 et montre que
la méthode de croisement non équilibré, qui est une méthode élitiste,
limite l’amplitude entre la performance du meilleur individu et du moins
bon en diminuant la valeur maximale obtenue. Cette diminution est
due à l’aspect élitiste de l’approche de la méthode. Les individus ayant
une meilleure performance vont influencer plus rapidement l’évolution
du processus d’optimisation. La méthode de croisement avec un pivot
circulaire obtient des valeurs minimales assez faibles mais possède une
grande différence de performance entre le meilleur individu et le moins
bon.

Table 6.1 – Résumé des résultats obtenus avec 5 essais pour chaque test : croisement

avec pivot linéaire, pivot circulaire, équilibré et non équilibré

Droite Cercle Equilibré Non équilibré
Min. 74.10 93.42 (+26%) 123.24 (+66%) 104.10 (+40%)
Méd. 128.92 172.55 (+33%) 167.01 (+29%) 141.05 (+9%)
Max. 161.62 184.98 (+14%) 184.31 (+14%) 142.24 (-12%)

6.1.3 Cohérence du croisement

Le meilleur résultat obtenu provient d’une méthode de croisement
graphique. Celle-ci permet de conserver une logique dans la génération
d’un nouvel individu. Avec une méthode non graphique, il est possible
que cette génération ne soit pas cohérente.

Dans le cas d’un croisement équilibré entre deux parents1, l’algo-
rithme se focalise sur les vecteurs de variables d’optimisation. Observons
ce qu’il se passe lorsque pour le premier vecteur nous sélectionnons la
première cellule et la dernière cellule et sélectionnons les trois premières
cellules pour le second vecteur :

{

c1
△

, c2, c3, c4, c5
△

}

et

{

c′1
△

, c′2
△

, c′3
△

, c′4, c
′
5

}

(6.11)

où le symbole △ indique que la cellule a été sélectionnée. Nous construi-

1Les conclusions sont identiques pour le croisement non équilibré

122



sons notre nouvel individu à partir des cellules sélectionnées de ses pa-
rents :

{
c1, c5, c

′
1, c
′
2, c
′
3

}
(6.12)

Avec ce croisement, on obtient une solution dont la discrétisation
dans l’espace de design est fort éloignée de celles des parents (Figure
6.5).
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Figure 6.5 – Exemple de croisement non graphique

6.2 Mutations

Les opérateurs de mutation (les mutateurs) de l’algorithme géné-
tique permettent de modifier un individu au travers de perturbations,
c’est-à-dire de modifications des variables de design. L’amplitude de la
perturbation va influencer le type de recherche. Pour une faible ampli-
tude, l’algorithme effectue une phase d’exploitation et pour une grande
amplitude, l’algorithme effectue une phase d’exploration.

On distingue plusieurs types de mutations jouant sur les variables de
design : la mutation de matière, la mutation des positions des centres
de Voronoï et la mutation du nombre de cellules de Voronoï. Les deux
dernières mutations sont étudiés dans cette section.
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6.2.1 Déplacements des centres de Voronoï

Le déplacement d’un centre de Voronoï est décrit au travers de quatre
paramètres : la cellule ciblée, le type de déplacement, l’amplitude du
déplacement et l’orientation du déplacement. Ces quatre paramètres sont
étudiés dans les sections suivantes en étant toujours attentif à ce que le
début de l’optimisation soit dirigé par la phase d’exploration et la fin de
l’optimisation par la phase d’exploitation afin de garantir une meilleure
forme finale.

6.2.1.1 Distinction entre les cellules

La topologie découlant de l’association d’un diagramme de Voronoï et
d’une distribution de matière partitionne l’espace de design en une série
de domaines homogènes de matière. Ceux-ci sont des regroupements de
cellules possédant le même matériau et ayant entre-elles une connexité.
(Figure 6.6). La forme de chaque domaine de matières est déterminée
au travers de ces regroupements de cellules. Cette forme est définie par
un ensemble de segments qui sont les médiatrices de couples de centres
de Voronoï n’appartenant pas au même domaine de matière.
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Figure 6.6 – Exemple de topologie décrite au moyen du formalisme Voronoï

Les cellules ne partageant pas de médiatrice avec une cellule d’un
autre domaine ne participent donc pas à la description de la forme de la
solution. La suppression de ces cellules ne change nullement la descrip-
tion de la distribution de matières au sein de l’espace puisque la surface
couverte par la cellule supprimée se retrouve partagée entre ses cellules
voisines (Figure 6.7).

On nomme par la suite « cellule interne » à un domaine une cellule
de Voronoï qui ne partage aucune médiatrice avec des cellules d’un autre
domaine et qui ne joue donc aucun rôle dans la description de la forme
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Figure 6.7 – Exemple de suppression d’une cellule interne

de la solution. Par contre, une cellule qui partage une ou plusieurs mé-
diatrices avec des cellules d’un autre domaine de matière, est nommée
« cellule frontalière » et contribue à la description de la forme et de ses
dimensions.

Cette distinction entre cellules frontalières et cellules internes est très
importante. On la retrouvera aux sections 6.2.2.5 et 6.2.2.6 relatives à
la suppression ou à l’ajout de cellules. Néanmoins, pour cette section,
nous nous limitons à leur rôle joué lors d’un déplacement.

Dans l’hypothèse de faibles déplacements, c’est-à-dire de déplace-
ment dont l’amplitude est suffisamment faible pour ne pas changer le
type de la cellule, les cellules internes et les cellules frontalières ont un
apport différent dans l’évolution d’une solution. Le déplacement d’une
cellule interne ne change en rien la distribution de matières au sein de
l’espace de design mais seulement la discrétisation de celui-ci (Figure
6.8). Alors que le déplacement d’une cellule frontalière va impliquer la
modification de la forme voir même de la topologie par changement des
règles de connexités entre les domaines de matières.
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Figure 6.8 – Exemple de déplacement de cellule interne
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Tenir compte des différences du rôle joué par les cellules frontalières
et par les cellules internes permet de concentrer la mutation sur l’opti-
misation de la forme d’une solution. Lorsqu’on se trouve avec Nc cellules
réparties en Ncf frontalières et en Nci internes, la probabilité p′p,int de
perdre une évaluation2 en modifiant la position d’un centre de Voronoï
d’une cellule interne dépend de la probabilité pp de modifier la position
d’une cellule et du pourcentage de cellules internes :

p′p,int = pp
Nci

Nc
. (6.13)

En appliquant la mutation seulement aux cellules frontalières, on
diminue les pertes d’évaluations. Ces résultats sont confirmés et illustrés
par le graphique de la Figure 6.9, où l’on voit, dans la mesure où on
admet que le déplacement d’un centre de Voronoï d’une cellule interne
ne produit aucune modification des frontières entre domaines de matière,
que tenir compte du type de la cellule peut jouer un grand rôle pour de
faibles amplitudes de déplacement.
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Figure 6.9 – Comparaison entre les résultats obtenus avec une mutation appliquée

sur toutes les cellules et sur seulement les cellules frontalières – (10000 évaluations ;

10 individus)

La figure a été tracée pour des déplacements dont l’amplitude est
choisie aléatoirement entre 0 et une valeur maximale α valant 10% des

2C’est à dire d’effectuer une évaluation inutile lorsqu’on l’applique à un individu
qui n’a pas été modifié au niveau des domaines qui le constituent et possède donc
toujours la même topologie, la même forme et les mêmes dimensions.
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dimensions de l’espace de design3. Les valeurs élevées de déplacement
de la position des centres de Voronoï donnent un risque plus élevée de
modifier la topologie de la solution, ce qui n’est que très peu souhaité
sur une grande partie du processus d’optimisation.

Cette méthode permet aussi d’améliorer considérablement la va-
riance des résultats. Le Tableau 6.2 montre un gain pour la valeur
minimale, la valeur médiane et la valeur maximale au bout des 1000
itérations. Seul la valeur minimale reste assez proche et légèrement en
retrait.

Table 6.2 – Résumé des résultats obtenus avec 5 essais pour chaque test : Mutation

sur toutes les cellules ou sur les cellules frontalières.

Toutes les cellules Cellules frontalières
Minimum 52.4 48.3 (-7.1%)
Médiane 67.8 60.1 (-10.9%)

Maximum 122.2 67.4 (-45.1%)

6.2.1.2 Type de déplacement de la cellule

Chaque variable de position a donc une probabilité pp d’être modi-
fiée. Toutefois, la probabilité que les deux variables décrivant la position
d’une cellule soient modifiées simultanément est de p2

p, (Figure 6.10).
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Figure 6.10 – Exemple où la probabilité de modifier la position d’un centre selon les

deux axes est plus faible que sur un seul axe avec une mutation classique

3La valeur de 10% est une valeur proche de la distance moyenne entre les cel-
lules dans le cas où les 100 cellules qui discrétisent l’espace de design dans l’exemple
considérés sont réparties uniformément dans cet espace
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Les déplacements effectués au travers de la mutation classique de
position des centres de Voronoï se font donc préférentiellement suivant
un des axes définissant l’espace de design, ce qui limite la zone accessible
au centre de Voronoï touché par la mutation. Le schéma de la Figure 6.11
montre les déplacements possibles des centres des cellules avec une faible
amplitude de déplacement au maximum de α = 10% des dimensions de
l’espace de design ainsi que l’aspect contraignant de devoir suivre les
axes principaux.
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Figure 6.11 – Exemple de déplacement possible pour des amplitudes faibles de dépla-

cement, α = 10%

Afin de libérer le déplacement des centres de Voronoï de cette
contrainte, une autre méthode consiste à appliquer le taux de muta-
tion pp non pas sur chacune des variables mais bien sur chacune des
cellules. Si le test est réussi, la cellule est déplacée et ses variables de
position se voient attribuer une nouvelle valeur. Une mutation polaire
est implémentée et les variables aléatoires sont r pour l’amplitude et θ
pour l’orientation, tel que :

{

x
(k+1)
i = x

(k)
i + r cos (θ)

y
(k+1)
i = y

(k)
i + r sin (θ)

(6.14)

Les courbes de convergence des résultats obtenus sont présentées à la
Figure 6.12 pour le cas où r est choisi aléatoirement entre 0 et α = 10% et
θ entre 0 et 2π. Au début du processus d’optimisation, on peut observer
que les courbes des deux approches ont une évolution identique. Au delà
des 10% du processus d’optimisation, la meilleure valeur est obtenue
avec la mutation polaire.

Le Tableau 6.3 donne la synthèse chiffrée numérique des résultats ob-
tenus sur l’ensemble des tests. Les résultats montrent que pour les valeurs
minimales, médianes et maximales, la mutation polaire est plus efficace.
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Figure 6.12 – Comparaison des courbes de convergence entre avec mutation polaire

et avec mutation axiale pour des amplitudes de déplacement variant aléatoirement

entre 0 et α = 10% – (10000 évaluations ; 10 individus)

Les valeurs minimales et les valeurs médianes des deux cas étudiés sont
très éloignées mais les valeurs maximales se rapprochent fortement.

Table 6.3 – Résumé des résultats obtenus avec 5 essais pour chaque test : Mutation

axiale et mutation polaire.

Mutation axiale Mutation polaire
Minimum 53.3 45.5 (-14.6%)
Médiane 68.2 53.4 (-21.7%)

Maximum 122.9 125.4 (+0.02%)

6.2.1.3 Amplitude maximale de déplacement : α

L’amplitude maximale de la mutation de déplacement est un facteur
influençant la qualité de la phase d’exploration ou d’exploitation lorsque
cette amplitude est fixée à une valeur constante au début du processus
d’optimisation. L’utilisateur est par conséquent chargé de choisir l’am-
plitude α des déplacements des centres de Voronoï qui apporterait le
meilleur résultat. Ce choix dépend à la fois du cas d’étude mais aussi du
nombre de cellules. Dès lors, il est impossible pour l’utilisateur de choisir
la valeur idéale sans réaliser au préalable une étude paramétrique.

En début d’optimisation, afin d’explorer au mieux l’espace des solu-
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tions, des mutations à forte perturbation sont nécessaires. De grandes
amplitudes de déplacement des centres de Voronoï sont tout à fait adé-
quates pour répondre à cette exigence4. Le graphique de gauche de la
Figure 6.13 montre qu’effectivement, au plus l’amplitude est élevée au
plus la population a la possibilité d’évoluer rapidement. Les graphiques
du milieu et de droite de la Figure 6.13 sont obtenus en initialisant la
population à partir de la meilleure solution obtenue dans le graphique
précédent. On remarque qu’au cours du processus d’optimisation, les
grandes perturbations apportent de moins en moins de bonnes évolu-
tions. Il est alors nécessaire de réduire l’amplitude des déplacements
pour diminuer les perturbations dans la population. La transition entre
le graphique de gauche et le graphique de droite en passant par celui
du milieu illustre l’influence de l’amplitude de mutation au cours du
processus d’optimisation.
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Figure 6.13 – Exemple de l’influence de l’amplitude de déplacement des cellules de

Voronoï sur trois étapes successives du processus d’optimisation

Afin de ne pas devoir choisir un paramètre qui va conditionner le pro-
cessus d’optimisation, il est nécessaire de mettre en place une stratégie
de modification des amplitudes des déplacements maximales possibles
des centres de Voronoï. Trois stratégies sont étudiées. La première force

4Lorsque les déplacements sont importants, le point d’arrivé peut se situer hors de
l’espace de design. Dans ce cas, on le ramène dans l’espace de design en appliquant
un effet miroir à sa position par rapport à la frontière de l’espace de design qu’il a
franchi
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la valeur α à diminuer au cours du processus d’optimisation, les deux
autres méthodes prennent par contre en compte la configuration de la
discrétisation de l’espace de design pour calculer l’amplitude α.

Méthode cinématique

La méthode cinématique consiste à forcer l’amplitude de déplace-
ment en fonction du nombre d’itérations déjà effectuées, k, au cours du
processus d’optimisation. Cependant, cette valeur ne donne pas d’infor-
mation concernant l’évolution de la performance de la population.

Elle permet en quelque sorte de forcer l’outil d’optimisation à passer
par des étapes prédéfinies pour réduire α. Dans notre cas, nous avons
utilisé cette information afin de diminuer linéairement la valeur de α
d’itération en itération en passant de 1 à 0, avec une pente en fonction
du nombre maximal d’itérations alloués à l’optimisation :

α (k) = 1−
k

kmax
(6.15)

Méthodes dynamiques

Contrairement à la méthode cinématique, les deux autres méthodes
utilisent une information interne à la structure du diagramme de Voronoï
pour calculer la valeur de l’amplitude maximale des déplacements des
centres de cellules. La première version, nommée méthode dynamique
globale, se base sur la distance minimale moyenne entre chaque cellule
et ses cellules voisines :

α(k)
(

~δ
)

=

∑
δ

(k)
i,min

2N
(k)
c

(6.16)

avec δ(k)
i,min la distance minimale de la cellule i avec ses cellules voisines.

Cette distance est calculée à chaque génération. La seconde méthode,
nommée dynamique locale, se base sur la distance minimale entre les
cellules voisines et attribue cette valeur personnalisée de déplacement à
chacune des cellules :

α
(k)
i

(

~δi
)

=
δ

(k)
i,min

2
(6.17)
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Résultats

Les graphiques de la Figure 6.14 montrent la médiane des résul-
tats obtenus pour l’ensemble des essais effectués pour chaque méthode.
La méthode cinématique et la méthode dynamique globale donnent les
meilleurs résultats. Cependant, cette seconde mutation nécessite plus
d’itérations pour marquer une évolution supérieure aux autres méthodes.
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Figure 6.14 – Comparaison des courbes médianes de convergence pour la mutation

T cinématique, la mutation dynamique globale DG et la mutation dynamique locale

DL – (10000 évaluations ; 10 individus)
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Le Tableau 7.2 complète la synthèse des résultats obtenus pour les
quatre méthodes étudiées : statique, cinématique, dynamique locale et
dynamique globale.

k=500 k=1000
min. med. max. min. med. max.

α = 10% 54.08 112.2 168.53 47.90 70.81 128.22
α = 50% 61.05 70.33 86.51 49.55 53.63 63.18
α = 100% 56.76 60.16 104.46 49.65 51.13 98.94

Cin. 60.70 70.36 162.7 46.58 49.58 65.77
Dyn. loc. 45.92 79.38 104.50 37.88 56.62 65.57

Dyn. glob. 52.35 87.65 208.57 40.10 47.86 136.23

Table 6.4 – Valeurs minimales, médianes et maximales des résultats à k = 500 and

k = 1000 pour les configurations suivantes : α = 10%, α = 50%, α = 100%, α = α (k),

α = α
(
~δ
)

et αi = αi
(
~δi
)

Les valeurs numériques obtenues sur deux intervalles différents y sont
reprises. Le premier intervalle, de k = 0 à k = 500, permet d’observer
les résultats à court terme et ainsi évaluer la capacité d’exploration. Le
second intervalle, de k = 500 à k = 1000, permet d’observer les résultats
à long terme et ainsi évaluer les capacités d’exploitation.

Les performances de la méthodes cinématique dépendent du choix
de la vitesse d’évolution de l’amplitude des déplacements. Une évolution
trop rapide peut entraîner une exploration insuffisante de l’espace des
solutions et une évolution trop lente peut entraîner une exploitation
insuffisante.

Le principal inconvénient des méthodes dynamiques locale et globale
réside dans le fait qu’elles ne prennent pas en compte du besoin de grands
déplacements en phase d’exploration.

6.2.1.4 Orientation du déplacement des cellules

Description

L’objectif de la méthode proposée, la méthode du gradient local, est
d’utiliser les déplacements effectués par les cellules à chaque génération
combinés à l’évolution de la fonction objectif pour en déduire une pro-
position d’évolution pour la prochaine génération.
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Si l’on note (x, y)
(k)
i la position du centre de la cellule i à l’itération

k, sa variation de position peut s’écrire

~v
(k)
i = (x, y)

(k−1)
i − (x, y)

(k)
i (6.18)

et la variation de l’évaluation obtenue pour l’ensemble des transforma-
tions opérées est ∆

(k)
f = f (k−1) − f (k).

Trois cas possibles de ∆
(k)
f sont à traiter. Si ∆

(k)
f est nulle, la repro-

duction n’a apporté aucune modification. Si ∆
(k)
f est positive, la kème

solution est meilleure que la (k − 1)ème solution. A la prochaine ité-
ration, k + 1, il peut être intéressant d’utiliser toutes les informations
obtenues, ~v(k)

i , pour influencer le mouvement des centre de Voronoï i. Si

∆
(k)
f est négatif alors la performance de la solution est inférieure à celle

de la solution k − 1. On peut exploiter l’information ~v(k)
i pour orienter

dans le sens inverse le mouvement des cellules. Ces trois cas s’écrivent :

(x, y)
(k+1)
i =







(x, y)
(k)
i −

~β
(k)
i · ~v

(k)
i si ∆

(k)
f > 0

(x, y)
(k)
i + ~β

(k)
i · ~v

(k)
i si ∆

(k)
f < 0

(x, y)
(k)
i si ∆

(k)
f = 0

(6.19)

où le terme ~β(k)
i ·~v

(k)
i représente le produit terme à terme entre un vecteur

aléatoire et le vecteur de direction.
L’introduction du terme ~β(k)

i permet de donner une approche aléa-
toire de la trajectoire du centre de Voronoï i. Son produit avec le vecteur
de direction donne une nouvelle direction ~u(k)

i . Cette direction est carac-

térisée par une longueur ℓ(k)
i ∈

[

0, ℓ
(k)
i,max

]

et par un angle θ(k)
i ∈ [−π, π].

La Figure 6.15 illustre la relation entre ~u(k)
i et ~v(k)

i .

Figure 6.15 – Représentation des paramètres θ(k)
i et ℓ(k)

i du vecteur ~u(k)
i en fonction

du vecteur ~v(k)
i
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Le choix de ces deux paramètres est fonction de deux objectifs :
– Il est souhaité d’avoir une plus forte probabilité d’obtenir un θ

(k)
i

proche de 0 que proche de π ou de −π afin d’être le plus proche
possible de la direction v

(k)
i ;

– La longueur maximale ℓ(k)
i,max doit être fonction de l’angle d’écar-

tement θ(k)
i . Au plus l’angle est proche de 0, au plus ℓ(k)

i,max est

proche de
∥
∥
∥~v

(k)
i

∥
∥
∥. Au plus l’angle s’approche de π ou −π, au plus

ℓ
(k)
i,max s’approche de 0.

Afin de respecter ces deux objectifs fixés, une variable aléatoire Xi,
définie selon une loi de distribution normale centrée,

Xi ∼ N (0, 1) , (6.20)

est utilisée dans deux fonctions, φ (Xi) et Θ (Xi), pour déterminer la
longueur maximale ℓ

(k)
i,max et l’angle d’écartement θ(k)

i respectivement.

La distance ℓ(k)
i,max est calculée au moyen de la fonction φ (Xi) définie sur

l’intervalle [−B;B] avec B = 4 pour convrir plus de 99% des possibilités :

ℓ
(k)
i,max = φ (Xi)

φ (Xi) = (u (Xi +B) (Xi +B)− 2Xiu (Xi) u (B −Xi))
dmax
B

(6.21)

où u (x) est la fonction échelon5 et dmax =
∥
∥
∥~v

(k)
i

∥
∥
∥. La fonction φ (Xi) est

illustrée sur la Figure 6.16.

Figure 6.16 – Représentation de la fonction φ (Xi)

Il ne reste plus que l’angle θ
(k)
i à calculer. Celui-ci est obtenu en

5Pour toutes valeurs de x supérieures ou égales à 0, la fonction échelon u (x) vaut
1 sinon elle vaut 0
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considérant une fonction linéaire θ(k)
i = Θ (Xi) illustrée par la Figure

6.17.

Figure 6.17 – Représentation de la fonction Θ (Xi)

Résultats

La mutation par gradient local, GL, est introduite directement après
les mutations classiques comme le montre le schéma de la Figure 6.18.

Croisement C3Clonage

Mutation M2

Mutation M3

Mutation GL

Figure 6.18 – Schéma de la configuration utilisée de la reproduction

Nous fixons la probabilité de mutation par gradient local à pg =
10/Nc. Cette valeur est dix fois supérieure aux valeurs habituelles pour
une mutation. Ayant une information plus forte sur la manière dont il
convient de déplacer les centres de Voronoï, il est intéressant d’exploiter
une valeur plus élevée.

Les résultats obtenus avec le cas d’une amplitude de déplace fixé à
α = 10% et avec le cas du gradient, illustrés par la Figure 6.19, montrent
que l’outil est plus performant dans le cas d’une mutation avec gradient.
On observe qu’avant les 10% du processus d’optimisation, la population
converge plus rapidement. A partir de 10% et jusqu’à 20% du processus
d’optimisation, l’outil de référence est plus performant. De 20% à 35%,
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les deux approches se valent. Et finalement, après 35%, la mutation avec
le gradient donne de meilleurs résultats.
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Figure 6.19 – Comparaison de convergence entre la référence et avec la mutation GL
– (10.000 évaluations ; 10 individus)

Les résultats sont résumés dans le Tableau 6.5. Pour les trois caté-
gories (minimum, maximum et médiane), les résultats sont en faveur de
la mutation GL avec des différences supérieures à 14%.

Minimum Médiane Maximum
Référence 49.8 68.2 105.9

GL 43.07 (-14%) 52.04 (-23%) 71.9 (-33%)

Table 6.5 – Comparaisons des valeurs minimales, médianes et maximales obtenues

pour 5 essais avec et sans la mutation GL

Le choix d’une probabilité de mutation élevée pour le mutateur GL,
par gradient local, entraîne au début du processus d’optimisation de
fortes variations supplémentaires de position des centres de Voronoï amé-
liorant la phase d’exploration. Cependant, ce supplément de variation
devient néfaste à l’optimisation lorsque de plus faibles variations de-
viennent souhaitables. Il est nécessaire d’attendre que le gradient n’ef-
fectue plus que de petits déplacements de cellules pour que la mutation
GL redeviennent plus performante. Ceci est obtenu au cours du proces-
sus d’optimisation lorsque les meilleurs individus sont obtenus avec de
légers déplacements des centres de Voronoï par la mutation classique des
positions des centres, et donc de plus petits ℓ(k)

i,max. Pour la suite de l’op-
timisation le gradient local aide l’outil à obtenir de meilleurs résultats.
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6.2.2 Modification du nombre de cellules

En optimisation, il est souvent difficile de quantifier ou de qualifier la
complexité d’un problème à optimiser. Plusieurs facteurs interviennent,
mais l’un des plus importants est le nombre de variables d’optimisation.

Dans le domaine de l’optimisation topologique, le nombre de va-
riables définissant l’espace de recherche est le plus souvent très élevé
et directement lié à la précision de description de chaque topologie. Ce
nombre de variables est un paramètre de contrôle que l’utilisateur doit
choisir avec soin sur base d’un compromis entre la complexité de l’algo-
rithme et le niveau de détail graphique de la topologie. Plus il est élevé,
plus l’optimisation sera longue et complexe, mais plus la solution pro-
duite au terme de l’optimisation sera susceptible d’être graphiquement
précise. Le choix du nombre de cellules de Voronoï est difficile à priori
car fortement dépendant du problème. Un mauvais choix du nombre de
cellules peut conduire soit à résoudre un problème dont l’optimum est in-
accessible lorsque le nombre de cellules de Voronoï est insuffisant, ou soit
à devoir travailler sur un plus grand nombre d’itération pour converger
vers l’optimum lors d’un nombre trop élevé de cellules de Voronoï. Il est
donc intéressant de pouvoir travailler sur ce paramètre afin de faciliter
la tâche à l’outil lorsque cela est nécessaire sans pour autant diminuer
la qualité de la solution finale.

6.2.2.1 Compromis entre la qualité de la solution et la vitesse
de convergence

Le graphique de la Figure 6.20 présente les conséquences du choix
du nombre initiale de cellules, sur la vitesse de convergence du proces-
sus d’optimisation. Il montre les courbes de convergence de cinq essais
réalisés avec Nc = 10, Nc = 20, Nc = 50, Nc = 100 ou Nc = 200.
On observe une nette différence de vitesse de convergence entre ces dif-
férents essais. Un grand nombre de cellules conduit à une convergence
plus lente qu’avec un petit nombre de cellules, mais permet de donner
un plus grand nombre de degrés de liberté pour décrire la solution. La
courbe avec 10 cellules initiales montre une convergence rapide vers un
optimum local alors que les autres courbes continuent à évoluer.

Les résultats graphiques des distributions de matière obtenues sont
présentés à la Figure 6.21. On observe deux tendances : la qualité finale
de la solution et la vitesse de convergence.
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Figure 6.20 – Comparaison de convergence pour différents nombres de cellules initiales

– (10.000 évaluations ; 10 individus)

0 0.5 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figure 6.21 – Représentation des topologie trouvées dans les cas de 10 cellules, 20

cellules, 50 cellules, 100 cellules et 200 cellules – (10.000 évaluations ; 10 individus)

En premier lieu, avec un nombre de cellules trop faible, le niveau de
discrétisation de l’espace de design n’est pas suffisamment fin que pour
permettre une approche correcte de la topologie. Au plus on augmente
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le nombre de cellules et au plus on observe qu’il est possible d’approcher
l’optimum global réel.

En second lieu, le niveau de discrétisation de l’espace de design joue
sur la vitesse de convergence. Utiliser un faible nombre de cellules de
Voronoï permet d’accélérer la convergence, alors que l’utilisation d’un
trop grand nombre de cellules diminue la vitesse de convergence.

Suite à ces deux tendances, le nombre de cellules utilisées pour la
discrétisation de l’espace de design est un critère fort important jouant
directement sur la complexité du problème et la qualité de la solution
comme on l’a déjà mentionné. Il semble donc intéressant de jouer sur ce
nombre de cellules au cours du processus d’optimisation.

6.2.2.2 Temps de l’évaluation en fonction du nombre de cel-
lules

Le temps d’évaluation d’une solution est directement lié au nombre
de cellules de Voronoï. La résolution numérique du modèle élément-finis
dépend du nombre de sous-domaines directement lié au nombre de cel-
lules (Section 3.2.1.2). En variant ce nombre de sous-domaines et en
utilisant un maillage automatique proposé par Comsol©, la taille des élé-
ments du maillages va s’adapter. Il s’avère qu’au plus les sous-domaines
sont petits, au plus les éléments du maillage vont se réduire, augmentant
ainsi le nombre total de mailles. Les résultats du Tableau 6.6 reprend
les temps moyens nécessaires à l’évaluation des solutions initiales des
essais présentés à la Figure 6.20. Les valeurs montrent que le temps
d’évaluation est fort dépendant du nombre de cellules. A cela s’ajoute le
temps nécessaire pour la création dynamique du modèle éléments-finis
au moyen du diagramme de Voronoï.

Table 6.6 – Temps moyen de 50 évaluations pour 10, 20, 50, 100 et 200 cellules

Nombre de Cellules 10 20 50 100 200
Temps moyen (sec.) 1 1.2 1.7 2.25 3.6
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6.2.2.3 Évolution naturelle du nombre de cellules en mode
graphique

Naturellement, avec la méthode de croisement graphique, l’algo-
rithme peut indirectement faire évoluer le nombre de cellules pour décrire
une topologie, comme on peut l’observer sur la représentation de l’évo-
lution du nombre de cellules du meilleur individu au cours du processus
d’optimisation sur la Figure 6.22.
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Figure 6.22 – Évolution du nombre de cellules pour 5 essais du cas de référence avec

100 cellules initiales – (20.000 évaluations ; 10 individus)

En combinant les valeurs obtenues pour les fonctions d’évaluation et
le nombre de cellules, les meilleurs résultats sont pour les individus ayant
le plus de cellules. Effectivement, grâce au gain de cellules, la forme de
la solution globale est mieux approchée par une augmentation de degrés
de liberté.

Les deux images de la Figure 6.23 nous montrent la distribution des
centres de référence obtenue pour le plus performant des individus et le
moins performant des individus obtenus avec 100 cellules initiales. L’in-
dividu de droite a pris une mauvaise direction en éliminant les centres
situés au niveau de la fissure. Par manque de degrés de liberté, la fis-
sure n’a pu être dessinée. La probabilité est très faible de modifier la
discrétisation de l’espace de design en une seule génération pour sortir
de cet optimum local. C’est une situation où toute légère variation des
variables d’optimisation tend à dégrader la performance de l’individu.
Pour la meilleure solution, le nombre de cellules est minimisé pour les
deux imperfections du matériau, mais on trouve encore de nombreuses
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cellules inutiles se trouvant dans la matière même et n’intervenant pas
dans la définition des frontières des domaines de matière. On notera
cependant que le faible nombre d’individus utilisé pour résoudre ce pro-
blème et donc le faible niveau d’exploration, est la cause de la grande
différence entre les résultats.
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Figure 6.23 – Distribution des centres de Voronoï pour la meilleure (gauche) et la

moins bonne solution (droite) – (20.000 évaluations ; 10 individus)

On observe donc dans cette section qu’il est nécessaire de garder
un grand nombre de cellules pour permettre à l’outil d’explorer l’es-
pace des solutions mais que ce nombre doit d’une part diminuer dans
certaines régions du design et d’autre part augmenter dans d’autres ré-
gions en fonction de la nature des cellules, à savoir les cellules internes
et les cellules frontalières. Ce transfert de centres de Voronoï augmente
le nombre de degrés de liberté dans les zones sensibles pour décrire la
topologie ainsi que la forme de celle-ci et ses dimensions, et permet de
diminuer des degrés de liberté dans les zones peu sensibles.

6.2.2.4 Ajout et suppression de cellules suivant un processus
aléatoire

Suite à l’analyse faite sur l’influence du nombre de cellules de Voro-
noï sur le résultat final, on peut conclure qu’il est intéressant de maîtri-
ser l’évolution du nombre de cellules dans l’objectif d’adapter le niveau
de discrétisation en fonction du stade de l’optimisation (exploration ou
exploitation). La méthode la plus simple pour modifier le nombre de
cellules au sein du diagramme de Voronoï est d’ajouter une mutation
enlevant ou ajoutant des cellules aléatoirement dans l’espace de design.
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Description

Modifier le nombre de cellules n’est pas chose aisée. Pour le cas de
la mutation par ajout de cellules dans sa variante la plus simple, deux
paramètres de contrôle doivent être définis : la probabilité d’ajout de
nouvelles cellules de Voronoï dans l’espace de design et le nombre de cel-
lules concernées. La position de chaque nouvelle cellule ajoutée est choisi
aléatoirement dans le domaine de design. Pour le cas de la mutation par
suppression de cellules, deux paramètres de contrôle doivent aussi être
définis : la probabilité de suppression de cellules et le nombre de cellules
concernées. Respectant le principe qu’une mutation ne sert qu’à diver-
sifier une population, le nombre de cellules supprimées ou ajoutées est
fixé à 1 et la probabilité est de 10% par individu pour ne pas modifier
toute la population.

Lorsque le test de probabilité de l’ajout d’une cellule est vérifié, une
cellule est créée et ajoutée aléatoirement dans la structure.

Lorsque le test de probabilité de la suppression d’une cellule est
vérifiée, une cellule est choisie aléatoirement dans la solution pour être
ensuite supprimée.

Résultats pour l’ajout de cellules

Comme on peut le voir sur le graphique de la Figure 6.24, on observe
sur le courbes de convergence une légère amélioration des valeurs mini-
males et maximales obtenues en fin de processus d’optimisation pour le
cas de l’ajout aléatoire d’une seule cellule par génération.
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Figure 6.24 – Comparaison de convergence entre la méthode avec un ajout de cellules

et celle sans – (20.000 évaluations : 300 individus)
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Visuellement, les résultats graphiques (Figure 6.25), montrent une
différence dans le nombre de cellules. Dans le cas de référence pour la
meilleure solution obtenue, la densité de centres de Voronoï est plus
faible que dans le cas de la meilleure solution obtenue avec la mutation
d’ajout de cellule. Mais on ne constate pas d’amélioration sensible de la
solution suite à l’ajout de cellules.
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Figure 6.25 – Distribution des centres de Voronoï pour la meilleure solution avec ajout

de cellules (gauche) et sans ajout (droite) – (20.000 évaluations : 300 individus)

Résultats pour la suppression de cellules

Les résultats sont similaires pour la suppression d’une cellule par
itération. La mutation n’apporte ici aussi aucune aide pour améliorer le
résultat (Figure 6.26).
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Figure 6.26 – Comparaison de convergence entre la méthode avec la suppression de

cellules et celle sans – (20.000 évaluations ; 300 individus)

144



Limites de la méthode

L’ajout ou la suppression aléatoire d’une cellule par itération ne
s’avère pas très efficace, comme on vient de le voir. Il convient donc
d’établir des règles appropriés pour effectuer de manière adéquate les
opérations d’ajout et de suppression de cellules. Ces règles font l’objet
des sections suivantes.

6.2.2.5 Élimination des cellules internes basée sur le vieillis-
sement cellulaire

Principe

Comme on a pu l’observer dans la section précédente, la mutation de
suppression aléatoire d’une cellule par itération ne supprime pas néces-
sairement les cellules adéquates. Dans cette section, une autre approche
est proposée.

Comme indiqué en section 6.2.1.1, chaque cellule joue un rôle diffé-
rent dans la description de la topologie. D’un côté, nous avons les cellules
frontalières qui sont responsables de la description des frontières des do-
maines de matière et d’un autre côté, nous avons les cellules internes,
qui ne participent en rien à la description d’une topologie.

Toutefois, les cellules internes ne sont pas réellement inutiles car elles
peuvent contribuer à améliorer la description d’une frontière en faisant
migrer leur centre de Voronoï de telle manière qu’elles deviennent une
cellule frontalière ou encore modifier la topologie de la solution en chan-
geant de matériaux. Il est donc important de n’attribuer une probabilité
élevée de suppression à une cellule que lorsque la probabilité qu’elle
puisse modifier la topologie est quasi nulle.

C’est sur base de ce principe que le vieillissement cellulaire fonc-
tionne. Chaque cellule composant une solution se voit attribuer un âge.
Cet âge varie en fonction de son rôle joué dans la description d’une
topologie. Lorsque celle-ci se retrouve en frontière, son âge est fixé à
0. Lorsqu’une cellule se retrouve en interne, cet âge est incrémenté à
chaque nouvelle génération et est par la suite utilisé par l’outil pour
déterminer si la cellule est nécessaire ou non. On peut considérer qu’à
chaque génération, au plus une cellule sera âgée, au plus la probabilité
qu’elle puisse contribuer à faire évoluer la solution sera faible et au plus
la probabilité qu’elle puisse être supprimée de la structure pourra être
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élevée.
La configuration de la reproduction utilisée est illustrée par le schéma

de la Figure 6.27. Le vieillissement est positionné après le clonage. Les
cellules n’apportant aucune amélioration dans la population principale
sont éliminées au fur et à mesure pour permettre à l’algorithme de se
concentrer sur les paramètres les plus sensibles qui se situent générale-
ment sur les frontières.
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Figure 6.27 – Schéma de reproduction suivi par l’outil d’optimisation topologique

étudié

Justification

L’intérêt de l’élimination de cellules sur base du vieillissement cellu-
laire est double.

En premier lieu, une diminution du nombre de cellules permet de
diminuer le temps d’évaluation d’une solution. En effet, lors de la ré-
solution par éléments-finis avec Comsol©, chaque cellule représente un
sous-domaine qui entraîne une dépendance du temps de calcul avec le
nombre de cellules.

En second lieu, en fin de convergence, lorsque la topologie des solu-
tions converge vers une seule topologie, il est plus intéressant de travailler
sur le positionnement des cellules que sur la matière qui les constitue. A
ce stade, si le déplacement des cellules est faible, empêchant une cellule
de changer son voisinage, les cellules dites internes n’apportent aucune
amélioration lors d’un déplacement. Or, dans le processus d’optimisa-
tion, une partie de la population n’est modifiée que par le déplacement
de cellules internes, ce qui fait que l’outil d’optimisation perd à chaque
fois une évaluation pour évaluer un individu qui en soi n’apporte direc-
tement aucun changement.
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Pour vérifier cela, nous avons créé 500 individus enfants à partir d’un
individu performant provenant d’un processus d’optimisation avancé et
ayant déjà fortement convergé vers une solution. Ces 500 nouveaux indi-
vidus sont créés par copie et ont subi le test de la mutation des déplace-
ments. La topologie concernée contient 216 cellules dont 127 frontalières
et 89 internes (Figure 6.28 - gauche).
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Figure 6.28 – Représentation de la distribution cellulaire au sein de l’espace de design

d’une solution avec (gauche) et sans (droite) les cellules internes

Les 500 résultats obtenus sont triés en quatre catégories :
– les pertes : chaque enfant créé et subissant une mutation ne mo-

difiant pas la topologie est considérée comme une perte ;
– les non-modifiés : chaque enfant ne subissant aucune mutation est

un non-modifié ;
– les bons résultats : chaque enfant subissant une mutation amélio-

rant sa performance est un bon résultat ;
– les mauvais résultats : chaque enfant subissant une mutation di-

minuant sa performance est un mauvais résultat.
Les résultats de l’essai de référence sont donnés dans le Tableau

6.7. L’outil perd effectivement 90 évaluations et a eu 76 individus non-
modifiées. Concernant la réussite, on a 133 bons résultats et donc 201
solutions négatives.

La même procédure a été effectuée sur la même solution mais sans
les cellules internes (Figure 6.28 - droite). Les résultats sont également
donnés dans le Tableau 6.7. Deux situations sont étudiées soit le taux de
mutation des positions des centres de Voronoï est conservé (1) malgré
une diminution du nombre de cellules, soit ce taux est adapté (2) au
nouveau nombre de cellules en adaptant la relation (6.13). Pour le pre-
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Référence Sans cellules int. Sans cellules int.
(1) (2)

Pertes 90 0 0
Non-modifiés 76 162 78 (-84)

Bons rés. 133 123 173 (+50)
Mauvais rés. 201 215 249 (+34)
Temps (sec.) 968 580 602

Table 6.7 – Résumé de 500 essais de mutation sur un individu avec mutation de

position des centres de Voronoï non adaptée (1) et adaptée (2) au nombre de cellules

sans la mutation des matériaux

mier cas, on observe un nombre élevé de 162 individus non modifiés. Ce
nombre est réduit à une valeur proche de la référence pour le cas avec
adaptation du taux de mutation. Dans les deux cas, le nombre de non
réussites est plus élevé que le cas de référence et le temps d’évaluation
globale est plus faible. Toutefois, le nombre de réussites n’est plus élevé
par rapport au cas de référence que pour le cas avec adaptation du taux
de mutation des positions des centres de Voronoï.

En ajoutant la mutation des matériaux des cellules, avec une proba-
bilité de 1/Nc initialement fixée et en considérant que chaque mutation
de matériau est néfaste pour la solution vu que l’on a convergé topolo-
giquement vers une solution, le taux de réussite va diminuer. En effet,
les résultats du Tableau 6.8 confirment les tests.

Référence Sans cellules int. Sans cellules int.
(1) (2)

Pertes 36 0 0
Non-modifiés 32 32 39

Bons rés. 128 142 143
Mauvais rés. 304 326 318

Table 6.8 – Résumé de 500 essais de mutation sur un individu avec mutation de

position des centres de Voronoï non adaptée (1) et adaptée (2) au nombre de cellules

avec la mutation des matériaux

Les résultats nous montrent qu’il est donc nécessaire de diminuer le
nombre de cellules internes pour diminuer les pertes d’évaluations mais
aussi pour diminuer le temps d’évaluation. De plus, il faut surtout que la
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mutation des matériaux des cellules soit faible. Lorsque l’on observe la
distribution des cellules frontalières (Figure 6.28 - droite) on remarque
qu’effectivement, dans ce cas là, il est généralement fortement déconseillé
de changer de matériau d’une des cellules.

On préconise donc d’utiliser une faible évolution du vieillissement
pour laisser l’outil explorer l’espace des solutions, d’utiliser un grand
nombre de cellules, puis lors de la convergence, de laisser le taux de
mutation des matériaux constant mais d’adapter le taux de mutation
des déplacements des centres.

Lien entre le vieillissement et la probabilité de suppression
d’une cellule

Au cours du processus d’optimisation, à chaque génération, chaque
cellule interne i se voit attribuer une probabilité p(k)

v,i d’être supprimée.
Cette probabilité doit être choisie de manière à ce que l’outil d’opti-
misation ait la possibilité de tester dans quelle mesure cette cellule est
utile ou non dans la description de la distribution de matière. Pour cela,
on fera croître la probabilité de suppression de chaque cellule interne
proportionnellement à son âge suivant une loi de la forme :

pv,i = h (αi,Ki) = αiKi, (6.22)

où α est le nombre de générations qui s’est écoulé depuis le début de son
appartenance au groupe des cellules internes6 et on choisit le coefficient
de croissance Ki de manière à ce que pv,i atteigne une probabilité de
95% au bout d’un nombre Ng générations tel que la probabilité que la
cellule n’ait pas subi une mutation de matière soit de 5%.

Si pm est la probabilité qu’une cellule change de matière à une gé-
nération, la probabilité qu’elle n’ait pas changé au bout de k génération
est de (1− pm)k. Le nombre Ng de générations nécessaires pour que la
probabilité pour une cellule de ne pas avoir changé de matière soit de
5% est solution de :

(1− pm)Ng = 0.05 (6.23)

Ce qui nous donne finalement :

6Ce début peut correspondre à l’initialisation du processus d’optimisation ou ré-
sulter d’une mutation à la kème génération
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Ng =
log 0.05

log (1− pm)
(6.24)

Pour déterminer le coefficient Ki qui conduira à une probabilité d’éli-
mination d’une cellule de 95% au bout de Ng générations, il faut consi-
dérer la chaine de Markov associée au processus de suppression d’une
cellule. On peut calculer indirectement la probabilité Pi [1] que la cellule
i soit supprimée atteigne 95% au bout de Ng générations considérées au
moyen de la probabilité que la cellule ne soit pas supprimée puisque les
deux états sont complémentaires. Nous avons donc :

P [1] = 1− P [0] = 1−

Ng
∏

j=1

(1− jKi) = 0.95 (6.25)

Afin d’obtenir une valeur de Ki qui satisfasse à cette relation, nous
utilisons la méthode de Newton-Raphson. L’amplitude des variations de
la courbe autour de zéro croissant très rapidement, nous choisissons la
valeur initiale Ki = 0 comme point de départ afin d’éviter des problèmes
numériques.

Afin d’améliorer la méthode, nous allons considérer le passage entre
la phase d’exploration et la phase d’exploitation. Au cours de son évo-
lution, tous les individus de la population ont tendance à converger vers
une seule topologie avec de légères différences en formes et en dimen-
sions. La topologie est identique et les centres de Voronoï sont similaires
à quelques variantes près d’un individu à un autre, ce qui fait que les
variables d’optimisation des individus tendent à se ressembler de plus
en plus au cours du processus d’optimisation. Ceci implique qu’en fin de
convergence, la modification d’une cellule n’est donc plus testée par un
seul individu mais par l’ensemble des individus de la population. Nous
pouvons donc réduire le nombre de générations Ng, ce qui nous permet
d’écrire :

N ′g =
Ng

Ns

(6.26)

L’évolution de la population va transiter entre ces deux états de
diversification de la population en fonction de sa convergence. On peut
donc faire un lien entre les deux par une loi de transition :
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N ′′g =
Nev,max −Nev

Nev,max
Ng +

Nev

Nev,max
N ′g (6.27)

où Nev,max et Nev sont respectivement le nombre d’évaluations maxi-
mum et le nombre d’évaluations effectuées.

Une relation non linéaire pourrait être plus adéquate à la situation,
mais ne connaissant pas à l’avance l’évolution de la population princi-
pale, nous ne pouvons pas en dire plus sur la loi idéale pour relier les
deux taux de vieillissement.

Résultats

Dans un cas idéal, on souhaiterait utiliser un grand nombre de cel-
lules afin d’avoir un grand nombre de degrés de liberté. Bien qu’il n’y
ait véritablement aucun moyen de qualifier de « grand » ou de « petit
» un nombre de cellules, on considérera par la suite que 200 cellules est
un grand nombre puisque dans les essais (Figure 6.22) en partant de
100 cellules, l’outil tend à varier le nombre de cellules avec une borne
supérieure à 130 cellules.

On observe deux tendance dans les courbes de convergence illus-
trées à la Figure 6.29. Tout d’abord, les résultats des deux outils se
ressemblent jusqu’à 60% avec quelques avantages pour le cas du vieillis-
sement cellulaire. Au-delà de cette valeur, la pente d’évolution de la
meilleure solution augmente. Les meilleurs résultats sont obtenus par
l’outil avec le mécanisme de vieillissement cellulaire.
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Figure 6.29 – Comparaison des courbes de convergence entre le cas sans et le cas avec

le vieillissement cellulaire – (20000 évaluations ; 10 individus)
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Les résultats numériques sont donnés dans le Tableau 6.9. Les valeurs
minimales, médianes et maximales sont meilleures pour le cas avec le
vieillissement cellulaire que sans ce mécanisme.

Minimum Médiane Maximum
Référence 46.9 68.6 111.94

Vieillissement 37.8 42.5 66.3

Table 6.9 – Résultats numériques de cinq essais sans vieillissement cellulaire et de

cinq essais avec vieillissement cellulaire

Les courbes d’évolution du nombre de cellules de Voronoï de la Figure
6.30 présentent l’évolution du nombre de cellules pour cinq essais dans
le cas sans le mécanisme de vieillissement cellulaire et pour cinq essais
dans le cas avec le mécanisme de vieillissement cellulaire.
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Figure 6.30 – Évolution du nombre de cellules au cours du processus d’optimisation

avec le vieillissement cellulaire (haut) et sans le vieillissement cellulaire (bas) pour les

cinq essais (20000 évaluations – 10 individus)

Pour le premier cas, le nombre de cellules de Voronoï reste quasi
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constant tout au long du processus d’optimisation. Dans le second cas,
le nombre de cellules de Voronoï reste approximativement constant jus-
qu’à 20% du processus d’optimisation, le mécanisme de vieillissement
cellulaire n’étant pas encore activé par le jeu des probabilités. Ensuite
le nombre de cellules diminue jusqu’à des valeurs allant de 50 à 90 pour
l’ensemble des essais.

Le graphique de la Figure 6.31 montre en détail l’évolution des cel-
lules internes et frontalières pour un cas avec vieillissement cellulaire
(Figure 6.31 - haut) et un cas sans vieillissement cellulaire (Figure 6.31
- bas).
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Figure 6.31 – Exemple d’évolution du nombre de cellules au cours du processus d’op-

timisation avec le vieillissement cellulaire (haut) et sans vieillissement cellulaire (bas)

– (20000 évaluations ; 10 individus)

Pour le cas avec le mécanisme de vieillissement cellulaire, on observe
que le nombre de cellules internes augmente légèrement pour ensuite
tendre vers 0 et que le nombre de cellules frontalières diminue pour en-
suite tendre vers une valeur non nulle. Cette forte diminution du nombre
total de cellules de Voronoï est la combinaison de deux actions. La pre-
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mière concerne le nombre de cellules frontalières qui se transforment
en cellules internes. Effectivement, la distribution initiale de matière
étant générée aléatoirement, presque l’ensemble des cellules de Voronoï
sont frontalières au début du processus d’optimisation. Secondement, le
vieillissement cellulaire intervient peu à peu pour éliminer les cellules in-
ternes qui présentent aucune utilité vu leur position dans la distribution
de matière.

Pour le cas sans mécanisme de vieillissement cellulaire, l’évolution
du nombre de cellules est illustrée par la Figure 6.31. Le nombre de
cellules internes augmente et le nombre de cellules frontalières diminue,
mais le nombre total de cellules reste approximativement constant. Cette
stabilisation du nombre de cellules internes et de cellules frontalières
implique qu’il y a peu de cellules internes qui viennent augmenter le
nombre de degrés de liberté pour la forme et ses dimensions par suite
du déplacement de leur centre de Voronoï.

On peut vérifier la différence du nombre de cellules sur les distri-
butions de matière obtenues illustrées par les graphiques de la Figure
6.32. Pour le cas de l’outil avec le vieillissement cellulaire, le nombre de
degrés de liberté est concentré autour des frontières. Il n’y a que très
peu de cellules internes. Au contraire, le cas de référence possède de
nombreuses cellules internes qu’il est évidemment inutile de bouger par
de petits déplacements.
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Figure 6.32 – Distribution de matières de la meilleure solution obtenue pour le cas de

référence (gauche) et le cas avec le vieillissement cellulaire (droite)

Au-delà de l’avantage d’améliorer la convergence du processus d’op-
timisation, la diminution du nombre de cellules par vieillissement cel-
lulaire implique aussi une diminution du temps d’évaluation d’un indi-
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vidu. Pour les résultats obtenus, on mesure jusqu’à un gain de 50% pour
les dernières centaines de générations du processus d’optimisation. Les
temps d’exécution des essais, obtenus avec quatre cœurs d’un PC 3.Ghz
8-cœurs, sont repris à la Table 6.10

N° essai Sans Avec
1 22H05 16H13

2 23H22 12H12

3 24H13 13H38

4 17H08 13H19

5 22H59 12H35

Table 6.10 – Temps d’exécution des cinq essais sans vieillissement cellulaire et des

cinq essais avec vieillissement cellulaire

6.2.2.6 Prolifération cellulaire

Tout au long du processus d’optimisation topologique, les distribu-
tions de matières sont décrites au travers des cellules frontalières et pas
des cellules internes. Or, il est possible que les cellules frontalières ne
soient pas en nombre suffisant pour décrire assez finement la forme d’une
topologie.

Les mécanismes classiques de reproduction permettent d’optimiser la
forme et les dimensions de celle-ci non seulement en agençant correcte-
ment les centres de Voronoï mais aussi en migrant des centres de Voronoï
vers les zones frontalières. Afin d’aider cette évolution, nous proposons
un mécanisme de prolifération cellulaire consistant à ajouter des cellules
dans les zones frontalières des domaines de matières.

Description

A l’opposé du vieillissement cellulaire, ce sont cette fois les cellules
frontalières qui se voient dotés d’un âge représentatif de leur temps de
présence sur une frontière. Pour la suite du manuscrit, ce coefficient est
noté αi pour l’âge de la cellule i.

La méthode proposée permet à l’outil d’optimisation d’ajouter des
cellules le long de la frontière entre sous-domaines de matériau diffé-
rent. L’ajout d’une cellule est faite en fonction des liens de voisinage
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des cellules frontalières. Chaque nouvelle cellule ajoutée est insérée aléa-
toirement sur le segment reliant les centres de deux cellules frontalières
adjacentes (Figure 6.33) et chaque couple a la possibilité de générer une
nouvelle cellule, ce qui implique que chaque cellule frontalière peut gé-
nérer autant de cellules qu’elle possède de cellules voisines frontalières.

C1 Prolifération

(    ,    )

Matériau A

Matériau B

C2

C1
 C2

Figure 6.33 – Exemple de mutation par prolifération cellulaire pour deux cellules

frontalières adjacentes A–B

La configuration de la reproduction utilisée est illustrée par le schéma
de la Figure 6.34. La prolifération est positionnée après le croisement afin
d’ajouter des cellules avant que les mutations de position et de matériaux
changent la configuration des cellules.
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Figure 6.34 – Schéma de reproduction suivi par l’outil d’optimisation topologique

étudié

Par la suite, la notation (i, j) fait référence au couple composé de
la cellule i et de la cellule j et appartenant à l’ensemble V des couples
de cellules frontalières adjacentes. Une probabilité p(i,j)

p est calculée afin
d’ajouter un nombre contrôlé de cellules par génération pour l’ensemble
des couples de cellules frontalières. Sachant que l’espérance d’une somme
est égale à la somme des espérances,
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E (X) = E (X0 + . . .+XN−1) = E (X0) + . . . + E (XN−1) , (6.28)

pour obtenir une seule cellule ajoutée, la somme des espérances doit
être égale à 1. L’espérance d’un état d’une variable est le produit de la
probabilité d’atteindre cet état de la variable avec la valeur de l’état de
la variable. Ce qui nous donne pour l’espérance de chaque couple :

E
(

X(i,j)
)

=
Nétat∑

k=1

xkp
(i,j)′

p,k (6.29)

Puisque chaque couple n’a que deux états controlés par une seule
probabilité, on a ~x = {1, 0} et ~pp

(i,j)′ =
(

p
(i,j)
p , 1− p

(i,j)
p

)

. Ceci permet
d’écrire que

E
(

X(i,j)
)

= 1p(i,j)
p + 0

(

1− p(i,j)
p

)

= p(i,j)
p (6.30)

Ainsi donc l’espérance totale est donnée par la somme des probabi-
lités de mutation de chaque couple de cellules voisine,

E (X) =
∑

(i,j)∈V

p(i,j)
p = δ (k) (6.31)

où δ (k) est définie comme une fonction dépendant du nombre d’évalua-
tions que l’on choisit de faire varier entre 0 et 1 dans notre cas. Cette
fonction permet de contrôler le taux de mutation par prolifération. Dans
notre cas, nous choisissons la loi suivante pour tous les essais afin de mi-
nimiser l’effet de prolifération au début du processus d’optimisation :

δ (k) =

(
k

kmax

)4

(6.32)

Pour tenir compte de l’ancienneté de chaque cellule sur la frontière,
la probabilité p(i,j)

p de chaque couple est proportionnelle à la somme de
l’âge des deux cellules du couple :

p(i,j)
p = K (αi + αj) (6.33)

où K est un facteur de correction ajouté pour les besoins d’adaptation
de l’espérance. Avec (6.31) et (6.33), on obtient la relation suivante :
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∑

(i,j)∈V

p(i,j)
p =

∑

(i,j)∈V

K (αp,i + αp,j) = δ (k) , (6.34)

ce qui permet de déterminer la valeur du coefficient de correction :

K = δ (k)
1

∑

(i,j)∈V (αp,i + αp,j)
(6.35)

et finalement, le calcul de la probabilité de chaque couple de cellule
frontalière devient :

p(i,j)
p = δ (k)

(αp,i + αp,j)
∑

(m,n)∈V (αp,m + αp,n)
. (6.36)

Description des essais

Trois cas différents sont étudiés afin de marquer les gains que peuvent
apporter cette mutation par prolifération cellulaire.

Pour le premier cas, la prolifération cellulaire est appliquée dès le
début du processus d’optimisation. La population est initialisé avec 10
cellules afin d’observer l’influence du mécanisme de prolifération cellu-
laire lorsque le nombre de cellules est trop petit.

Pour le deuxième cas, la prolifération cellulaire n’est appliquée qu’à
un stade avancé de l’optimisation avec 10 cellules initiales (Figure 6.35),
lorsque la topologie optimale peut être supposée avoir été découverte et
que l’on veut apporter des degrés de liberté pour continuer l’optimisation
de forme et de dimension.
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Figure 6.35 – Distribution de matière du meilleur individu de la population initiale –

(10.000 évaluation ; 10 individus)
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Et finalement, pour le troisième cas, la prolifération cellulaire est
appliquée dès le début du processus d’optimisation avec une population
initialisée avec 50 cellules.

Résultats cas 1

Pour ce cas, la prolifération est activée dès le début du processus
d’optimisation afin d’observer l’influence de cette mutation particulière
sur toute la durée du processus d’optimisation. Les essais ont été effec-
tués avec 10.000 évaluations. La population est composée de 10 individus
qui sont initialement décrits par 10 cellules. L’ensemble est comparé au
cas de référence ne reprenant pas la mutation par prolifération cellulaire.

La Figure 6.36 qui représente les courbes de convergence des essais
pour l’outil de référence pour l’outil avec la prolifération montre une
grande variation dans les résultats pour les essais avec la prolifération.
En début d’optimisation, n’étant pas influencé par le mécanisme de pro-
lifération grâce au coefficient δ (k) qui a à ce moment une très faible
valeur en raison de la loi choisie pour son évolution (7.1), la population
évolue à l’identique de celle avec l’outil de référence. Cependant, à par-
tir de 25%, la population évolue plus vite par palier pour le cas avec la
prolifération.
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Figure 6.36 – Comparaison de courbes de convergence des essais avec prolifération

cellulaire et sans prolifération cellulaire initialisés avec 10 cellules – (10.000 évaluation ;

10 individus)

La variation dans les résultats est mise en évidence dans le Tableau
6.11 où l’on voit que la meilleure solution est obtenue avec la prolifération
mais aussi la moins bonne solution.

159



Minimum Médiane Maximum
Référence 104 137 150

Prolifération 62.75 116.81 187

Table 6.11 – Résultats numériques de cinq essais sans prolifération cellulaire et de

cinq essais avec prolifération cellulaire

La différence entre la meilleure performance et la moins bonne perfor-
mance obtenue passe de 46 pour la méthode de référence à 124.25 pour la
méthode avec prolifération, ce qui représente le triple de ce qu’on obtient
avec la méthode de référence. Le gain obtenu pour la valeur minimale
est proche des 40% et de 15% pour la valeur médiane mais on obtient
une augmentation de 24% pour la valeur maximale.

Les deux distributions de matière illustrées à la Figure 6.37 repré-
sentent la meilleure solution obtenue pour le cas de l’outil de référence
(gauche) et la meilleure solution obtenue pour le cas de l’outil avec la
prolifération cellulaire (droite). On observe un plus grand nombre de
cellules de Voronoï pour le cas avec la prolifération cellulaire. Cette aug-
mentation du nombre de cellules permet d’obtenir une meilleure descrip-
tion de la topologie, de la forme et des dimensions pour le cas avec la
prolifération cellulaire.
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Figure 6.37 – Distribution de matière de la meilleure solution obtenue pour l’outil

de référence (gauche) et pour l’outil avec la prolifération cellulaire (droite) – (10.000

évaluation ; 10 individus)

L’augmentation au cours du processus d’optimisation du nombre de
cellules de Voronoï pour les 5 essais avec le mécanisme de prolifération
cellulaire est illustrée par le graphique de la Figure 6.38. La meilleure
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distribution de matière obtenue correspond à la courbe ayant la valeur
la plus élevée du nombre de cellules.
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Figure 6.38 – Evolution du nombre de cellules pour 5 essais du cas avec prolifération

cellulaires initialisés avec 10 cellules – (10.000 évaluation ; 10 individus)

Résultats cas 2

Pour ce deuxième cas, cinq essais avec prolifération et cinq essais
de référence sont comparés en partant chaque fois d’une solution ini-
tiale déjà supposée proche de la topologie optimale et obtenue à partir
d’un premier processus d’optimisation. Le graphique de la Figure 6.39
compare les courbes de convergence obtenus pour l’ensemble des 10 es-
sais avec 10.000 évaluations et une population de 10 individus. En début
d’optimisation, nous observons une situation semblable pour les deux ou-
tils, cependant, à partir de 20% du processus d’optimisation, l’approche
avec la prolifération cellulaire améliore l’évolution de la population pour
les cinq essais. Le meilleur résultat obtenu pour la méthode de référence
est moins performant que le moins bon résultat obtenu avec la prolifé-
ration cellulaire.

Les données numériques sont résumées dans le Tableau 6.12. La pro-
lifération cellulaire permet d’augmenter légèrement les performances de
l’outil comme on a pu l’observer sur le graphique des courbes de conver-
gence.

La Figure 6.40 montre les meilleures distributions de matière obte-
nues pour les deux outils. La solution de gauche représente la meilleure
distribution de matière obtenue pour l’outil de référence. La solution
de droite représente la meilleure distribution de matière obtenue pour

161



0   20 40 60 80 100
66

68

70

72

Evolution du processus, %

F
o
n
c
ti
o
n
 d

’é
v
a
lu

a
ti
o
n
, 
f

 

 

Référence

Prolifération

Figure 6.39 – Comparaison de courbes de convergence des essais avec prolifération

cellulaire et sans prolifération cellulaire – (10.000 évaluation ; 10 individus)

Minimum Médiane Maximum
Référence 69.43 69.46 69.55

Prolifération 66.73 67.48 68.23

Table 6.12 – Résultats numériques de cinq essais sans prolifération cellulaire et de

cinq essais avec prolifération cellulaire avec une performance initiale de 70.73

l’outil avec le mécanisme de prolifération cellulaire. On remarque pour
le cas de la prolifération que quelques centres de Voronoï ont été ajoutés
au cours du processus d’optimisation pour améliorer la description de la
forme du trou ovale.
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Figure 6.40 – Distribution de matière de la meilleure solution obtenue pour l’outil

de référence (gauche), l’outil avec le mécanisme de prolifération (droite) – (10.000

évaluation ; 10 individus)
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Résultats cas 3

Cette situation met en jeu des optimisations dont les solutions ini-
tiales ont été générées avec 50 cellules de Voronoï. Le processus d’optimi-
sation s’est déroulé sur 20000 évaluations, utilisant 10 individus évoluant
sur 2000 générations afin d’observer à plus long terme l’influence de la
prolifération avec un plus grand nombre de cellules de Voronoï.

Le graphique de la Figure 6.41 présente les courbes de convergence
obtenues pour l’ensemble des essais effectués pour l’outil de référence et
pour l’outil avec la prolifération.
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Figure 6.41 – Comparaison de courbes de convergence des essais avec prolifération

cellulaire et sans prolifération cellulaire initialisés avec 50 cellules – (20.000 évaluation ;

10 individus)

Les résultats obtenus sont résumées dans le Tableau 6.13. La dif-
férence entre la meilleure performance et la moins bonne performance
diminue fortement dans le cas de la prolifération cellulaire. De plus, la
moins bonne performance obtenue est proche de la valeur médiane ob-
tenue pour le cas de référence. La prolifération cellulaire permet donc
d’augmenter les performances de l’outil comme on a pu l’observer sur le
graphique des convergences mais avec un coût supplémentaire en temps
de calcul pour l’exécution de l’algorithme de la prolifération et pour
l’augmentation du nombre de cellules.

Les deux distributions de matière de la Figure 6.42 montrent les
meilleures distributions de matière obtenues pour le cas de référence
(gauche) et le cas avec la prolifération cellulaire (droite). On observe
un plus grand nombre de cellules pour le cas utilisant le mécanisme de
prolifération cellulaire que pour l’outil de référence. La topologie obtenue
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Minimum Médiane Maximum
Référence 45.28 48.66 61.97

Prolifération 38.62 47.62 50.83

Table 6.13 – Résultats numériques de cinq essais sans prolifération cellulaire et de

cinq essais avec prolifération cellulaire

est plus éloignée de la topologie optimale pour le cas de référence que
pour le cas avec la prolifération.
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Figure 6.42 – Distribution de matière de la meilleure solution obtenue pour l’outil

de référence (gauche) et l’outil avec le mécanisme de prolifération(droite) – (10.000

évaluation ; 10 individus)

La courbes de la Figure 6.43 présentent l’évolution du nombre de
cellules de Voronoï au cours du processus d’optimisation pour le cas
avec le mécanisme de prolifération cellulaire.

On observe sur le graphique que le nombre de cellules ne varie que
très légèrement jusqu’à 40%. A partir de 40% et ce jusqu’à la fin du
processus d’optimisation, le nombre de cellules augmente plus considé-
rablement pour quatre essais sur cinq.

6.3 Synthèse

L’outil d’optimisation topologique par distribution de matière basé
sur la combinaison de l’algorithme génétique et du formalisme Voronoï
offre de nombreuses possibilités d’adaptations au niveau de la gestion
de la reproduction. Les différentes évolutions étudiées dans ce chapitre
ciblent deux domaines particuliers :
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Figure 6.43 – Evolution du nombre de cellules pour 5 essais du cas avec prolifération

cellulaire initialisés avec 50 cellules – (20.000 évaluation ; 10 individus)

– Les croisements ;
– Les mutations par modification de la position des centres de Vo-

ronoï et par modification du nombre de cellules.

En premier lieu, quatre méthodes de croisement ont été étudiées
en Section 6.1. Deux d’entre-elles sont de type graphiques et les deux
autres de type non-graphiques. Les résultats obtenus montrent que le
croisement graphique à pivot linéaire donne les meilleures solutions par
rapport aux autres méthodes, cependant elle est suivie de près par la
méthode non graphique non équilibrée.

En deuxième lieu, les déplacements des centres de Voronoï ont été
étudiés au travers de trois paramètres : le type de déplacement (Section
6.2.1.2), l’amplitude de déplacement (Section 6.2.1.3) et la direction de
déplacement (Section 6.2.1.4).

Pour le type de déplacement, nous avons distingué le déplacement
classique du déplacement polaire. Le déplacement classique attribue une
probabilité de déplacement à chaque paramètre de position (x, y) de
chaque centre de Voronoï, alors que le déplacement polaire attribue deux
paramètres qui sont l’angle et l’amplitude, (r, θ). Les résultats finaux
sont assez proches entre la méthode classique et la méthode polaire.

Pour l’amplitude de déplacement des centres de Voronoï, nous mon-
trons qu’elle doit varier au cours du processus d’optimisation : des
grandes variations au début pour favoriser la phase d’exploration puis
des petites dans la phase d’exploitation afin d’éviter de dégrader la solu-
tion en modifiant la topologie par de brusques déplacements de cellules.
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L’utilisation, pour fixer les déplacements à la génération k, d’un gra-
dient local indiquant dans quelle mesure les déplacements effectués en
passant de la génération k − 1 à la génération k ont amélioré ou non la
population, s’avère particulièrement performant.

On a également montré qu’il y avait intérêt à limiter les déplace-
ments des centres de Voronoï aux cellules frontalières entre zones de
matière différentes et donc contribuant à la description de la forme et
des dimensions d’une solution.

Finalement, le nombre de cellules de Voronoï utilisées pour décrire
une solution influence directement le temps d’évaluation d’une solution
et la vitesse de convergence du processus d’optimisation. Plus ce nombre
est élevé, plus le temps d’évaluation est important et la vitesse de conver-
gence lente.

En début du processus d’optimisation, il faut un nombre suffisant de
cellules pour permettre une bonne exploration de l’espace des solutions
et obtenir la topologie optimale. A mesure que la solution s’affine, seules
les cellules situées aux frontières entre les différents domaines de matières
gardent de l’importance et une élimination des cellules internes permet
de réduire le nombre de cellules et donc le temps de calcul et la vitesse
de convergence. Le vieillissement cellulaire (Section 6.2.2.5) constitue un
outil efficace pour effectuer cette élimination.

En phase d’exploration, l’ajout au sein d’un domaine de matière, de
cellules comportant un matériau différent permet de créer de nouvelles
topologies. En phase d’exploitation, augmenter le nombre de cellules
frontalières permet de mieux définir la géométrie des solutions. L’ap-
proche utilisée pour gérer la prolifération cellulaire (Section 6.2.2.6) n’a
pas encore donné des résultats aussi efficaces que l’élimination par le
vieillissement des cellules et devrait être approfondie avant son implé-
mentation.
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Chapitre 7

Constitution de l’outil final
et application aux cas tests

Le premier objectif de ce chapitre est de mettre à profit les études
effectuées aux chapitres 5 et 6 au niveau de la gestion de la population et
de la reproduction de l’algorithme génétique pour finaliser l’outil d’opti-
misation topologique métaheuristique que nous proposons dans le cadre
de cette thèse.

Le deuxième objectif du chapitre est de tester et comparer l’outil ainsi
considéré à deux autres outils d’optimisation topologique sur base de
deux cas d’étude de complexité industrielle en vue de mettre en évidence
ses performances.

7.1 Constitution de l’outil final

Le choix des différents composants de l’outil d’optimisation topolo-
gique est décrit au travers des deux sous-sections suivantes. La première
sous-section propose une stratégie de gestion de la population et la se-
conde sous-section discute de la manière d’utiliser au mieux les généra-
teurs et les mutateurs.

7.1.1 Population

Dans le Chapitre 5, nous avons montré que le choix de la stratégie
de gestion de la population est un facteur important, que ce soit pour
l’initialisation de celle-ci ou pour l’évolution de sa taille.
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Le schéma du fonctionnement de l’algorithme génétique est illustré à
la Figure 7.1. Pour l’initialisation de la population, afin de garantir une
exploration de l’espace des solutions, la population est définie par une
génération aléatoire des variables d’optimisation de la population. Afin
d’accentuer les capacités d’exploration de l’espace de design, il est né-
cessaire d’utiliser une taille de population importante. A nombre donné
d’évaluations, plus la taille de la population augmente, plus le nombre de
générations diminue, ce qui réduit la phase d’exploitation. Pour pallier
à ce problème, la taille de la population est régulée grâce à la méthode
de régulation par rendement.

Gé né rati on sui vant e

Initialisation

aléatoire

Régulation

taille population

Sélection des parents

Clonage

Sélection des descendantsC o n d i t i o n d ' a r r ê t?
ptimale

O u iN o n
R e p r o d u c t i o n

Figure 7.1 – Description partielle du schéma de fonctionnement de l’algorithme géné-

tique intégrant l’initialisation de la population (Section 5.2), le clonage de la popula-

tion principale (Section 4.1.2.1), la sélection des parents et des descendants (Section

4.1.2.1) ainsi que le module de régulation de la taille de la population (Section 5.1.2)

La régulation de la taille de la population permet de prendre en
compte la capacité de la population à être améliorée. La taille de la
population est réduite en fonction du nombre d’enfants présentant une
meilleure performance que le meilleur individu de la population princi-
pale. Lorsqu’aucune amélioration n’est observée, la taille de la popula-
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tion est réévaluée à la hausse en fonction d’un paramètre de croissance
déterminé par l’utilisateur.

7.1.2 Reproduction

Mis à part le choix initial de cloner la population principale afin de
préserver les meilleurs individus et d’aider l’algorithme à converger, la
reproduction se résume à un générateur suivi de plusieurs mutateurs.
Le schéma de la Figure 7.2 présente la structure utilisée pour la re-
production. Le choix et la description de chacun des opérateurs utilisés
sont donnés dans les sous-sections suivantes en fonction de la branche
de reproduction.

Clonage

Sélection des descendants

Vieillissement

Croisement linéaire

Prolifération

Mutation matériaux

Mutation position DL

Mutation position

Figure 7.2 – Schéma de la reproduction divisée en deux branches de reproduction

utilisant le vieillissement cellulaire (Section 6.2.2.5), le croisement linéaire (Section

6.1.1.3), la prolifération (Section 6.2.2.6), la mutation des matériaux (Section 4.1.2.1)

et la mutation de la position des centres de Voronoï de type dynamique locale et à

amplitude constante (Section 6.2.1.3)

7.1.2.1 Branche de reproduction par clonage

La branche de reproduction par clonage est la branche qui va conser-
ver et mettre à jour certaines caractéristiques de chaque individu de
la population. Le clonage consiste à copier chacun des membres de la
population principale pour créer une nouvelle population d’enfants. Le
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vieillissement cellulaire est ensuite appliqué afin de forcer la réduction
du nombre de cellules inutiles à la description de la solution.

7.1.2.2 Branche de reproduction par croisement

La branche de reproduction par croisement est la branche active
de l’étape de la reproduction. Suite aux résultats obtenus en section
6.1, la première action consiste à créer Ns nouveaux individus grâce au
croisement graphique à pivot linéaire avec un taux de croisement fixé à
90%.

Quatre mutateurs sont ensuite appliqués pour modifier les individus
obtenus.

Le premier mutateur est la mutation par prolifération cellulaire. Il
permet d’augmenter le nombre de cellules frontalières afin d’aider à
mieux décrire la forme d’un individu. En fonction du taux de muta-
tion pp, les cellules frontalières auront tendance ou non à générer de
nouvelles cellules. Le taux de mutation de la prolifération cellulaire doit
tenir compte de l’importance du rôle joué par ce mutateur. Celui-ci ne
doit pas intervenir en début de processus d’optimisation, le risque étant
de voir un renforcement de sous-domaines de matière devant être nor-
malement éliminés. Afin de limiter ce risque, le taux de mutation est
limité en fonction de la loi suivante :

p′p = pp

(
k

kmax

)4

. (7.1)

Le deuxième mutateur est la mutation des matériaux. Le taux de
mutation pm permet de déterminer la probabilité qu’à chaque cellule de
modifier le matériau lui étant associé. Le taux de mutation des maté-
riaux est initialement fixé. Puisque le nombre de cellules devrait dimi-
nuer grâce au vieillissement, son influence devrait décroître au cours
du processus d’optimisation. Un taux de mutation légèrement élevé,
pm = 3/Nc avec Nc le nombre initial de cellules, permet d’augmenter
la phase d’exploration.

Les troisième et quatrième mutateurs sont la mutation de la posi-
tion des centres de Voronoï de type dynamique locale et la mutation à
amplitude constante. La combinaison des deux permet de travailler avec
de fortes amplitudes en début de processus d’optimisation pour la phase
d’exploration puis de travailler avec des amplitudes maximales calculées
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pour chaque cellule en fonction de la distance avec ses cellules voisines.
Un taux de mutation de déplacement pd, identique pour les deux muta-
tions, détermine la probabilité que chaque centre de Voronoï change de
position.

Puisque il est possible que les deux mutateurs de position effectuent
plusieurs mutations sur les mêmes variables d’optimisation, il est dès
lors utile de limiter la probabilité de mutation et ainsi éviter l’un des
deux effets suivants :

– Soit les perturbations s’additionnent et accentuent l’amplitude de
la perturbation ;

– Soit les perturbations s’annihilent annulant la mutation et dimi-
nuant virtuellement le taux de mutation.

L’application des deux mutations de la position des centres de Voro-
noï va prendre en compte le fait qu’il est nécessaire de les faire intervenir
sur des périodes différentes du processus d’optimisation. La mutation
avec une amplitude constante (section 6.2.1.3) est utilisée avec un coef-
ficient α = 100% afin de forcer l’outil à explorer l’espace des solutions.
Cette phase sera courte, 30% du nombre d’évaluations, et passera ensuite
le relais à la mutation polaire dynamique locale (section 6.2.1.3).

7.2 Description des outils de référence

Deux outils d’optimisation topologique de référence sont utilisés pour
tester l’outil final d’optimisation topologique constitué dans cette der-
nière étape. Le premier outil, utilisé lors du premier cas d’étude de ce
chapitre (décrit en Section 3.2.3.1), est l’outil proposé par M. Schoenauer
[36] et correspond à l’outil de référence utilisé comme base de compa-
raison en deuxième étape avec, en plus, un mécanisme de croisement
graphique. Cet outil est l’un des derniers à avoir été publié en proposant
d’utiliser le formalisme de Voronoï comme formalisme de distribution
de matière. Le deuxième outil, utilisé lors du second cas d’étude de ce
chapitre (décrit en Section 3.2.3.2), correspond à celui proposé par T.
Ishikawa [67]. Les résultats récents obtenus par cet outil sur un problème
électromagnétique en font un bon exemple de comparaison.
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7.2.1 Description de l’outil de Schoenauer

L’outil de Schoenauer est basé sur la combinaison de l’algorithme gé-
nétique et du formalisme Voronoï. La sélection des parents et la sélection
des descendants sont respectivement effectuées par la méthode du tour-
noi et par la méthode élitiste. Le mécanisme de reproduction de l’outil
est illustré par le diagramme de la Figure 7.3. Chaque enfant est créé
par le croisement graphique à pivot linéaire présenté au Chapitre 4. Les
individus sont ensuite modifiés par une mutation classique consistant
à changer aléatoirement indépendamment chaque variable décrivant la
position des centres de Voronoï ou le matériau associé en fonction d’un
taux de mutation.

CroisementClonage

Mutation

Figure 7.3 – Diagramme de reproduction de l’outil de Schoenauer

7.2.2 Description de l’outil de Ishikawa

L’outil de Ishikawa est composé de l’algorithme génétique et du for-
malisme Bit-Array. Au travers de cet outil, T. Ishikawa propose deux mo-
difications majeures de l’algorithme génétique afin de prendre en compte
l’aspect graphique des problèmes d’optimisation topologique. La pre-
mière adaptation permet de modifier la taille du vecteur de variables
d’optimisation. La seconde adaptation permet de filtrer les groupes de
cellules représentant des sous-domaines dont la surface est plus petite
qu’un paramètre choisi par l’utilisateur. Le diagramme de fonctionne-
ment de cet algorithme est montré à la Figure 7.4.

Pour réaliser la modification de la taille du vecteur de variables d’op-
timisation, T. Ishikawa propose de travailler sur plusieurs cycles. A la
fin de chaque cycle, chaque cellule est décomposée en quatre nouvelles
cellules ayant une probabilité pr de récupérer le matériau de l’ancienne
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cellule. Pour reconstituer la nouvelle population, seule la distribution
de matière du meilleur individu est utilisée. Après avoir généré cette
nouvelle population initiale, le processus d’optimisation de l’algorithme
génétique est relancé. Cette opération est effectuée Ncycle fois où Ncycle

est un paramètre de contrôle que l’utilisateur doit déterminer.
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Figure 7.4 – Diagramme de l’outil de Schoenauer

Pour filtrer les sous-domaines ayant une trop petite surface, T. Ishi-
kawa propose d’utiliser une mutation ayant une probabilité pf de sup-
primer les sous-domaines de matière en fonction de leur taille.
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7.3 Cas d’étude 1 : le moteur linéaire à réluc-
tance variable

Le premier cas d’étude est un actionneur linéaire plan à réluctance
variable décrit plus en détail en section 3.2.3.1. L’actionneur est com-
posé d’un stator et d’un mouveur. La distribution de matière du stator
est obtenue avec deux matériaux : le cuivre et le fer. Celle du mouveur
est aussi obtenue avec deux matériaux : le fer et l’air. L’espace de design
est dissocié en deux parties correspondant au stator et au mouveur. Un
espace d’air entre les deux parties permet le déplacement mécanique du
mouveur. Le calcul éléments-finis prend en compte la saturation magné-
tique du fer.

7.3.1 Résultats

Les paramètres utilisés pour l’outil d’optimisation de référence et
l’outil final sont identiques. Ces deux tests sont effectués avec 50000
évaluations et la population est initialement composée de 300 individus,
chacun décrit par 200 cellules de Voronoï. Ces 200 cellules sont réparties
équitablement entre les deux espaces de design. La comparaison des
résultats se fait au travers de la qualité de la topologie, de la forme et
de ses dimensions, ainsi que de l’évolution de la courbe de convergence
et finalement du temps d’exécution.

7.3.1.1 Distribution de matière

Les résultats obtenus par les deux outils d’optimisation topologique
sont assez proches l’un de l’autre. Ils présentent tout d’abord une qualité
de solution assez élevée, montrant une conception fort aboutie. La Figure
7.5 montre, pour les deux outils, les distributions de matière obtenues
en position de conjonction et en position d’opposition. Dans les deux
cas, la topologie et la forme obtenues au niveau du stator permettent de
maximiser le courant dans l’encoche. L’encoche possède une fermeture
de forme triangulaire. Cette fermeture permet de diminuer la saturation
magnétique localement afin d’éviter des pertes de flux magnétique en
position de conjonction. La largeur de cette fermeture permet de créer
un chemin de fermeture des lignes de flux magnétique en position d’op-
position.
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Figure 7.5 – Distributions de matière obtenues pour l’outil de référence (droite) et

pour l’outil final (gauche) dans le cas de la position d’opposition (haut) et de conjonc-

tion (bas)

En comparant les résultats entre les deux cas, on peut tout d’abord
observer que la topologie finale des deux solutions obtenues est très
proche que ce soit pour le stator ou pour le mouveur. Cependant, il se
trouve deux petits sous-domaines d’air dans le mouveur dans le cas de
l’outil de référence qui ne se trouvent pas dans la solution obtenue avec
l’outil final.

Ensuite, la forme diffère légèrement entre les deux solutions. Le pied
de la dent statorique possède une excroissance fort prononcée dans le
cas de l’outil de référence. La description de la frontière est plus aboutie
pour le cas de l’outil final.

Finalement, les dimensions entre les deux solutions diffèrent à nou-
veau légèrement. L’ouverture de l’encoche du stator, l’épaisseur moyenne
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de la carcasse en fer et la largeur du corps de la dent du mouveur sont
quasi-identiques, sauf pour la largeur du pied de la dent du mouveur.
Celle-ci est plus large pour le cas de l’outil de référence.

7.3.1.2 Courbe de convergence

Le graphique de la Figure 7.6 compare les deux courbes de conver-
gence. Cette comparaison montre une différence significative en faveur de
l’outil d’optimisation topologique final. La vitesse de convergence pour
l’outil final est telle qu’en 7500 évaluations, la fonction objectif dépasse
celle obtenue avec 50000 évaluations pour l’outil de référence. Les deux
valeurs finales obtenues sont f = −0.026 et f = −0.0256. Avec beau-
coup plus d’évaluations à disposition, l’outil de référence semble capable
d’atteindre quasiment le même résultat.
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Figure 7.6 – Courbes de convergence pour l’outil d’optimisation topologique de réfé-

rence et l’outil final d’optimisation topologique

Les schémas de la Figure 7.7 reprennent les distributions de matière
obtenues après 25%, 50% et 75% du processus d’optimisation. Celles des
résultats de l’outil final ont rapidement évolué vers l’optimum. A 25%,
la topologie est déjà très proche de la topologie finale, excepté un trou,
alors que celle produite par l’outil de référence en est encore très loin. Ce
n’est qu’au-delà de 75% que l’outil de référence semble avoir « identifié
» la topologie finale, mais avec encore de nombreux trous de matière qui
ne seront pas totalement comblés à 100% du processus d’optimisation.
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Figure 7.7 – Distributions de matière obtenues après 25% (gauche), 50% (milieu) et

75% (droite) du processus d’optimisation pour l’outil de référence (haut) et l’outil

final (bas)

7.3.1.3 Temps d’exécution

Comme on peut l’observer sur les distributions de matière obtenues
présentées à la Figure 7.7, le résultat obtenu avec l’outil final ne possède
plus de cellules internes. L’outil est parvenu à éliminer celles-ci pour
ne conserver que les cellules frontalières. Cette suppression de cellules,
et donc la diminution du nombre de degrés de liberté résultante, n’a
pas empêché l’outil final de retrouver le même optimum que l’outil de
référence. De plus, la diminution du nombre de cellules n’a pas empê-
ché l’outil de décrire avec suffisamment de précision la solution. Cette
évolution du nombre de cellules est représentée par les courbes de la
Figure 7.8. Le nombre de cellules pour le cas de l’outil final diminue
régulièrement pour atteindre une valeur minimale.
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Figure 7.8 – Évolution du nombre de cellules dans les espaces de design 1 (haut) et 2

(bas)

L’évolution du nombre de cellules, et donc principalement sa dimi-
nution par l’élimination des cellules internes, permet à l’outil d’augmen-
ter son temps de travail sur l’optimisation de la forme et de diminuer
le temps d’évaluations des individus. Le tableau 7.1 reprends les temps
moyens des évaluations pour le cas de l’outil de référence et le cas de l’ou-
til final. On remarque immédiatement que le temps d’évaluation moyen
est de 19.0 secondes contre 25.0 secondes pour l’outil de référence. Ce
gain de temps considérable est un des points forts de l’utilisation du
vieillissement cellulaire. Toutefois, les valeurs obtenues dépendent aussi
d’autres facteurs importants. Par exemple, pour résoudre un problème
magnétique avec possibilité de saturation des matériaux, il est néces-
saire d’utiliser des méthodes itératives. Or ces méthodes itératives ne
garantissent pas un temps de résolution fixe ou linéaire. La variation
du temps d’évaluation d’une solution dépend donc aussi de l’état de la
solution même (saturation des matériaux, complexité du maillage, ...).
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Table 7.1 – Temps moyen, exprimé en secondes, de l’évaluation de l’individu le plus

performant à différentes périodes du processus d’optimisation sur un PC 3.3GHz

comprenant la construction du modèle élément finis et de l’évaluation de ce dernier.

Période 25% 50% 75% 100%
Référence 30.1 23.2 23.8 24.3

Final 18.6 18.9 19.0 19.0

7.3.2 Discussions

Bien que les résultats soient assez nettement en faveur de l’utilisation
de l’outil d’optimisation topologique final, il est nécessaire de faire une
analyse pour distinguer parmi les différents opérateurs utilisés ceux qui
ont plus ou moins bien rempli leur fonction. Comme signalé en introduc-
tion sur la constitution de l’algorithme d’optimisation, chaque opérateur
évolué a été étudié indépendamment des autres. Le comportement de
chacun en présence des autres n’est dès lors pas connu.

La différence de vitesse de convergence entre l’outil de référence et
l’outil évolué est fortement due à la régulation de la taille de la popu-
lation. Comme on peut le voir à la Figure 7.9, la population décroit en
effet rapidement pour atteindre des valeurs très faibles. L’outil ayant ra-
pidement convergé vers la topologie finale, il nécessite moins de diversité
dans la population. Il peut donc diminuer la taille de la population et
ainsi augmenter le nombre d’itérations pour permettre une plus grande
phase d’exploitation.

L’outil final est non seulement plus efficace en exploration, puisque
la topologie finale est très rapidement trouvée pour ce cas d’application,
mais est aussi plus rapide sur base du temps. Le nombre de cellules
diminuant rapidement pour permettre à l’outil de se concentrer sur les
cellules frontalières, l’évaluation de chaque solution tombe jusqu’à 18.6
secondes.

Cependant, on remarque que la méthode de régulation peut aussi
avoir le défaut de ne pas limiter l’évolution de la taille de la population
en fin de processus. A ce moment, en effet, l’outil ayant plus de diffi-
cultés pour faire évoluer le meilleur individu, la taille de la population
est régulièrement augmentée de 10% pour atteindre des valeurs élevées.
Cette augmentation peut amener à une diminution de performance de
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Figure 7.9 – Évolution de la taille de la population au cours du processus d’optimi-

sation

certains opérateurs, comme le croisement, ce qui entraîne une diminu-
tion de l’efficacité de l’exploitation. On pourrait dès lors être tenté de
trouver un mécanisme différent.

La prolifération semble ne pas avoir fonctionné correctement, et peut
aussi avoir limité les performances de l’outil. En effet, en observant les
distributions matière à des stades différents des processus d’optimisa-
tion, on remarque une très faible évolution du nombre de cellules fronta-
lières. Il semble donc que la mutation par prolifération cellulaire utilise
un mécanisme trop rigide pour permettre l’ajout de nouvelles cellules.
L’ajout de cellules modifie l’individu de manière trop brutale, apportant
une grande probabilité de réduire la performance de celui-ci. N’étant pas
sélectionné par la suite, l’ajout de la cellule ne peut pas être répercuté
dans les générations suivantes.

7.4 Cas d’étude 2 : moteur synchrone

Le cas d’étude repris ici, décrit en détail en section 3.2.3.2, est iden-
tique à celui étudié par T. Ishikawa [67]. Les résultats vont donc être
confrontés à ceux déjà obtenus avec un algorithme génétique couplé à
un formalisme Bit-Array.

Le cas d’étude est une machine synchrone à aimant permanent au
rotor, décrite plus en détail en Section 3.2.3.2. Seule la topologie de la
partie rotorique est optimisée. Les matériaux utilisés sont le fer et des
aimants à aimantation radiale. La partie statorique est assimilée comme
étant idéale, c’est-à-dire sans saturation magnétique.
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7.4.1 Résultats

Les paramètres utilisés pour ce cas d’étude sont identiques lorsque
cela est possible à ceux de l’article [67] sauf pour la taille de la population
et le nombre de variables que l’article fixe respectivement à 45 indivi-
dus et 360 variables maximum. L’optimisation est effectuée avec 40500
évaluations. Pour notre algorithme final, c’est une population initiale de
500 individus qui va être utilisé. Le nombre de cellules est initialement
fixé à une valeur élevée, c’est-à-dire 200 cellules soit 600 variables d’op-
timisation, puisque nous pouvons compter sur le vieillissement cellulaire
pour diminuer ce nombre.

Les trois sous-sections montrent la distribution de la matière obtenue
avec l’outil final, la courbe de convergence et l’évolution du nombre de
cellules.

7.4.1.1 Distribution de matière

Le résultat obtenu diffère de celui obtenu par T. Ishikawa (Figure
7.10-gauche). Comme on peut l’observer sur la Figure 7.10-droite, un
bloc de fer s’est intégré dans l’aimant. Toutefois, le résultat présente
une bonne qualité de solution, montrant une conception fort aboutie.
L’aimant couvre presque l’ensemble de la surface du rotor, laissant une
ouverture d’angle proche de 5° au niveau de la jonction avec le pôle à ai-
mantation de sens opposé. A ce niveau, l’épaisseur de l’aimant augmente
rapidement pour vite atteindre une épaisseur équivalente à l’entrefer. La
topologie se complexifie ensuite pour intégrer le bloc de fer dans l’aimant.

Figure 7.10 – Distribution de matière du rotor du moteur synchrone obtenue par

l’outil de Ishikawa [67] (gauche) et l’outil final (droite)
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7.4.1.2 Courbe de convergence

Le graphique de la Figure 7.11 représente la courbe de convergence
du cas étudié. La population double ses performances sur les 15 premiers
pour cents du processus d’optimisation. Au-delà, la population évolue
très faiblement pour atteindre l’évaluation finale f = −4.65.
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Figure 7.11 – Courbe de convergence pour l’outil d’optimisation topologique final

Les schémas de la Figure 7.12 reprennent les distributions de matière
obtenues après 25%, 50% et 75% du processus d’optimisation. Ces sché-
mas montrent que l’outil converge rapidement vers une topologie et est
déjà en phase d’exploitation à 25% du processus d’optimisation. Comme
on a pu l’observer sur la courbe de convergence en section précédente, la
performance de la meilleure solution évolue peu, ce qui se retrouve dans
l’évolution de la solution sur plus de 75% du processus d’optimisation.

Figure 7.12 – Distributions de matière obtenues après 25% (gauche), 50% (milieu) et

75% du processus d’optimisation (droite)
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7.4.1.3 Évolution du nombre de cellules

La Table 7.2 donne le temps moyen en secondes de l’évaluation d’une
solution. Le temps d’évaluation diminue de 40% dès les 25 premiers pour
cents du processus d’optimisation pour ensuite se stabiliser aux alentours
des 3 secondes.

Table 7.2 – Temps moyen, exprimé en secondes, de l’évaluation de l’individu le plus

performant à différentes périodes du processus d’optimisation sur un PC 3.3GHz

comprenant la construction du modèle élément finis et de son évaluation.

Période 0% 25% 50% 75%
Final 5.48 2.95 3.04 3.05

Comme on peut le remarquer sur les distributions de matière obte-
nues, l’algorithme a supprimé toutes les cellules internes de l’espace de
design. La courbe d’évolution du nombre de cellules au cours du proces-
sus d’optimisation donnée à la Figure 7.13 présente une légère augmen-
tation aux alentours des 5% suivie ensuite d’une diminution rapide du
nombre de cellules jusqu’à se stabiliser aux alentours de 50 cellules.
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Figure 7.13 – Évolution du nombre de cellules au cours du processus d’optimisation

7.4.2 Discussions

Pour ce cas d’application, la topologie finale diffère du cas de réfé-
rence obtenu par T. Ishikawa et reprise à la Figure 7.10. Afin de com-
parer les valeurs numériques, nous avons remplacé le bloc de fer dans
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l’aimant de notre solution par de l’aimant. Cette nouvelle solution a en-
suite été utilisée comme solution initiale pour un nouvel essai de l’algo-
rithme. Les résultats obtenus montrent que la nouvelle topologie donne
de meilleurs résultats que la topologie trouvée avec l’outil final. La Fi-
gure 7.14 présente la nouvelle solution avec une évaluation de f = −4.74
et qui se rapproche de celle de T. Ishikawa.

Figure 7.14 – Distribution de matière pour la solution corrigée

La forme obtenue présente une marche d’escalier sur l’extrémité de
la forme de l’aimant et l’épaisseur varie ensuite très faiblement.

En réitérant l’opération d’optimisation en utilisant les mêmes pa-
ramètres de contrôle que T. Ishikawa, c’est-à-dire avec une population
de 45 individus et 360 variables d’optimisation, nous obtenons la dis-
tribution de matière présentée à la Figure 7.15 avec une évaluation de
f = −4.75. La forme est légèrement différente de celle de référence.
L’épaisseur de l’aimant évolue régulièrement sur tout l’espace de design.

Figure 7.15 – Distribution de matière obtenue par l’outil final avec 45 individus et

120 cellules
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Les solutions obtenues ne permettent pas d’éliminer la pulsation du
couple. La fonction objectif étant de maximiser le couple du moteur,
l’outil d’optimisation n’a pas pris en compte l’amplitude des oscillations
du couple dans le cas d’une alimentation des phases par des courants
formant un système équilibré de grandeurs sinusoïdale en fonction de la
position du rotor. La Figure 7.16 présente le couple pour la meilleure
solution obtenue avec la configuration initiale de l’étude de ce cas d’ap-
plication.
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Figure 7.16 – Couple caractéristique du moteur avec la topologie obtenue

Finalement, le choix de la fonction objectif a fortement influencé
l’évolution de la population. L’intervention du volume des aimants dans
le calcul de la fonction objectif a diminué les possibilités de l’outil de
sortir de son optimum local. Le fait de remplacer la partie en fer située
dans l’aimant augmente le volume des aimants et augmente un peu le
couple de la machine, mais a aussi pour conséquence de diminuer la
performance de la solution. L’outil est donc contraint d’améliorer la
forme et les dimensions de la solution trouvée sans pouvoir modifier la
topologie.

7.5 Synthèse

Dans ce chapitre, nous avons construit, en section 7.1, la composition
d’un outil final en fonction des résultats obtenus lors de la phase précé-
dente présentée aux Chapitre 5 et Chapitre 6. Cet outil final a été ensuite
utilisé pour optimiser le design de deux dispositifs électromagnétiques :
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un actionneur linéaire à réluctance variable et une machine synchrone
à aimant permanent. Pour les deux cas, nous avons confronté les résul-
tats obtenus avec ceux obtenus avec des outils de référence, c’est-à-dire
l’outil de Schoenauer pour le premier cas d’étude et l’outil de Ishikawa
pour le second cas d’étude.

Pour le premier cas d’étude, les résultats obtenus sont favorables à
l’emploi de l’outil final (Section 7.3). La topologie ainsi que la forme
et les dimensions de la solution obtenue sont à la fois mieux aboutis
tout en ayant une meilleure évaluation qu’avec l’outil de Schoenauer
avec le même nombre d’évaluations. De plus, la vitesse de convergence
est fortement accrue tout en ayant un temps plus petit d’évaluation des
solutions. Cependant, on remarque que tous les composants de l’outil
final n’ont pas participé à l’amélioration de la performance de l’outil
d’optimisation.

Pour le second cas d’étude, les résultats obtenus sont plus mitigés
(Section 7.4). En effet, la topologie finale obtenue avec un grand nombre
de cellules n’est pas optimale. Bien que nous ayons une forme et des
dimensions bien définies, l’outil a convergé vers un optimum local. En
effectuant à nouveau l’optimisation avec un nombre plus faible de cel-
lules, les résultats obtenus sont largement meilleurs et la topologie légè-
rement différente. Cette différence, fortement liée au nombre de cellules
et donc au nombre de degrés de liberté, remet en question la robustesse
de l’outil vis-à-vis des paramètres et en particulier la taille de la popula-
tion. Avec un grand nombre de degrés de liberté, la phase d’exploration,
insuffisante, se termine sur une topologie non optimale que la phase
d’exploitation améliore ensuite autant que possible. Cette amélioration
permet d’obtenir une solution aboutie, ce qui n’est pas le cas des résul-
tats obtenus par T. Ishikawa, où l’on a une description de la topologie
ayant un crénelage fortement prononcé dû au formalisme choisi.

Au vu des résultats obtenus, à la fois pour le premier cas d’étude et
pour le second cas d’étude, l’outil final présente une bonne capacité à
finaliser la description d’une solution grâce à sa phase d’exploitation. La
phase d’exploration a cependant échoué dans le cas de la seconde appli-
cation en ne retrouvant pas l’optimum au problème posé. Une évolution
trop rapide de la population semble être une des causes principales à ce
résultat mitigé.
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Chapitre 8

Perspectives

Dans le cadre de cette thèse après, avoir justifié le choix d’un outil
d’optimisation combinant un algorithme génétique et une distribution
de matière utilisant le formalisme des cellules de Voronoï, nous avons
examiné aux chapitres 5, 6 et 7 comment améliorer les performances de
cet outil en proposant de nouveaux générateurs et nouveaux mutateurs.

Ce chapitre a pour objectif de rassembler quelques pistes d’améliora-
tions supplémentaires et d’en donner une description, ainsi que quelques
résultats le cas échéant. On envisage successivement des compléments
relatifs à la génération de la population, aux croisements et aux muta-
tions, aux critères d’évaluation et finalement une hybridation consistant
à combiner l’algorithme génétique avec un autre algorithme.

8.1 Population

Lors de l’étude de l’algorithme génétique, le besoin de souplesse dans
sa structure a conduit à utiliser le concept de reproductions parallèles.
Au travers de cette structure, il est possible d’étudier différents modèles
pouvant permettre d’augmenter les performances de l’outil.

8.1.1 Description du parallélisme de la reproduction

Lors de la création des enfants, ceux-ci peuvent être regroupés en
plusieurs populations en fonction de l’origine de leur création. Sur base
du schéma de la Figure 4.2, la génération de plusieurs populations d’en-
fants revient à exploiter des branches parallèles de reproduction. Cha-
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cune d’elles doit être initialisée par un générateur, suivi le cas échéant
par les mutateurs tel que représenté par le schéma de la Figure 8.1.
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Figure 8.1 – Schéma général des branches de la reproduction

Par exemple, pour un algorithme génétique classique, nous pouvons
associer le générateur X0 à un opérateur de clonage, le générateur X1 à
un opérateur de croisement et le mutateur Y11 à un opérateur de muta-
tion classique sur les variables. Ceci donne deux populations d’enfants
qui sont ensuite regroupées pour ne former qu’une seule population.

Le principal avantage à ramener la reproduction sous cette struc-
ture est de varier le nombre de branches de reproduction pour créer des
enfants de manières différentes.

8.1.2 Variation de la taille des populations des enfants

En travaillant avec des branches de reproduction parallèles, il est
possible de répartir les ressources de calcul en fonction des différentes
branches. Cette répartition se fait au travers des nombres d’enfants N (k)

se,i

associés à la branche i de reproduction. La contraction de ce vecteur sur
l’indice i nous donne la taille totale de la population des enfants :

N (k)
se =

∑

i

N
(k)
se,i (8.1)

Parmi ces N (k)
se enfants, N (k)

s sont sélectionnés pour former la nou-
velle population principale. La relation (8.1) permet d’écrire la relation
réciproque :

N
(k)
se,i = χ

(k)
i N (k)

se (8.2)
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Avec les relations (8.1) et (8.2), nous obtenons la contrainte suivante
sur les coefficients :

∑

i

χ
(k)
i = 1 (8.3)

La répartition entre les différentes branches, au travers du choix des
coefficients χi, peut soit être fixée par l’utilisateur, ou soit être modifiée
au cours du processus d’optimisation.

8.1.2.1 Population à taille constante pour chaque branche

Cette approche triviale permet d’imposer la taille N (k)
se,i pour chaque

branche et de fixer par la même occasion la taille totale de la population
des enfants N (k)

se . Dans certaines situations, il est nécessaire de fixer la
taille d’une branche de reproduction. Par exemple, après avoir développé
un mutateur particulier analysant la population des parents pour générer
un seul individu, il est intéressant de faire savoir à l’outil que cette
branche ne produira qu’un seul individu par génération.

8.1.2.2 Population à taille variable par branche

Pour simplifier le raisonnement de cette approche, nous faisons l’hy-
pothèse de travailler avec une taille N

(k)
se constante tout au long du

processus d’optimisation, l’objectif étant ici de répartir les ressources de
calcul en fonction des performances de chacune des branches de repro-
duction. Deux approches sont possibles :

– évaluation des paramètres χi sans anticipation ;
– évaluation des paramètres χi avec anticipation.

Évaluation sans anticipation des paramètres χ(k)
i

A chaque itération, les coefficients χ(k)
i sont évalués en fonction des

résultats obtenus à l’itération précédente. Pour chaque nouvelle itéra-
tion, nous avons :

χ
(k)
i =

N
(k−1)
b,i

∑

j N
(k−1)
b,j

(8.4)
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avec N (k−1)
b,i , le nombre d’individus sélectionnés parmi les N (k)

se,i enfants

provenant de la ieme branche dans la nouvelle population N (k)
s .

Cette méthode a pour défaut d’être sensible aux variations des résul-
tats. Une approche pour lisser les variations des résultats permet d’éviter
des saturations trop rapide des paramètres χ(k)

i . Effectivement, imagi-
nons la situation où, à l’itération k, une branche fournit 0 bons indi-
vidus, sachant que juste à l’itération précédente elle avait fournie 90%
de la population des descendants. La probabilité de cette situation est
normalement faible mais ne vaut pas 0%. Si cela se produit, le paramètre
χ

(k)
i tombe à zéro et la branche ne produira plus d’enfants.

Pour éviter ce comportement de saturation, nous proposons la rela-
tion suivante :

χ
(k)
i =

N
(k)
se −

∑

j N
(k−1)
b,j

NbrN
(k)
se

︸ ︷︷ ︸

Offset

+
N

(k−1)
b,i

N
(k)
se

︸ ︷︷ ︸

V ariation

(8.5)

où Nbr correspond au nombre de branches de reproduction. Le pre-
mier terme de cette relation correspond au nombre de parents repris
dans la population suivante et le second terme reprend la proportionna-
lité des performances pour faire varier le coefficient χ(k)

i . Cette nouvelle
relation respecte toujours la relation (8.3) :

∑

χ
(k)
i =

(

1−
N

(k)
b

N
(k)
se

)

︸ ︷︷ ︸

Offset

+
N

(k−1)
b

N
(k)
se

︸ ︷︷ ︸

V ariation

= 1 (8.6)

Le premier terme de la relation (8.5), l’offset, permet d’éviter une
saturation inutile des coefficients.

Évaluation avec anticipation des paramètres χ(k)
i

A chaque itération, les coefficients χ(k)
i sont calculés en fonction de

l’évolution des performances de chaque branche. L’idée est d’accentuer
l’anticipation des besoins de l’outil en favorisant les meilleures branches.

La loi proposée ici est une relation linéaire. La variation des deux
derniers résultats N (k)

se,i est reportée à la génération suivante afin d’es-
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timer la valeur optimale de la population de la branche. On calcule la
variation :

∆N
(k)
b,i = N

(k−2)
b,i −N

(k−1)
b,i (8.7)

Cette variation est utilisée pour calculer le coefficient χ(k)
i selon la

relation suivante :

χ
(k)
i = K(k)∆N

(k)
b,i (8.8)

où le coefficient d’ajustement K est utilisé pour respecter la contrainte
(8.3). Pour respecter celle-ci, il faut que la relation suivante soit respec-
tée :

∑

i

K(k)∆N
(k)
b,i = 1, (8.9)

A partir de cette relation nous pouvons calculer K(k). Effectivement,
nous avons :

∑

i

K(k)
(

N
(k−2)
b,i −N

(k−1)
b,i

)

= 1 (8.10)

donc

K(k)
(

N
(k−2)
b −N

(k−1)
b

)

= 1 (8.11)

ce qui nous donne

K(k) =
1

(

N
(k−1)
b −N

(k−2)
b

) (8.12)

Le principal défaut de cette méthode est d’être sensible au bruit.
L’évolution des performances de chaque branche peut être légèrement
chaotique. D’autres lois d’évolution de χ(k)

i peuvent être implémentées
pour éviter d’être trop sensible aux variations des performances.

8.2 Croisement

L’aspect graphique de l’optimisation topologique permet d’introduire
de nouvelles méthodes de croisement afin d’exploiter au mieux les infor-
mations de voisinage ou de distribution de matière. Dans cette section,
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deux approches sont proposées. La première méthode concerne une mise
en commun de ce qui a été étudié en section 6.1. La seconde méthode
apporte une approche différente basée sur une étude de la structure per-
mettant de combiner les zones sensibles de la topologie.

8.2.1 Croisement graphique non équilibré

Lors de l’étude de quatre opérateurs de croisement à la Section 6.1, il
s’est avéré que la méthode graphique à croisement linéaire était plus per-
formante que les autres méthodes, et les méthodes élitistes étaient plus
performantes que les méthodes non élitistes. Il est possible de combiner
l’ensemble de ces caractéristiques pour mettre en place un opérateur de
croisement graphique élitiste exploitant la notion de voisinage entre les
cellules.

Le croisement graphique non équilibré est une évolution graphique
du croisement non équilibré. Deux versions sont proposées ici :

– La première version utilise les liens directs de voisinage entre les
cellules pour conserver une partie de la structure d’un individu,
qui est ensuite insérée dans un autre individu ;

– La seconde version utilise la notion de proportion de surfaces pour
rendre élitiste la sélection graphique.

8.2.1.1 Liens de voisinage

Le choix des centres de Voronoï provenant des deux parents afin de
composer un nouvel individu suit une règle de voisinage. Un centre de
Voronoï est choisi aléatoirement comme référence dans l’individu le plus
performant. On trie ensuite les centres de Voronoï par ordre croissant
de distance par rapport à la référence. Les centres de Voronoï les plus
proches appartenant au meilleur individu vont contribuer à la génération
du nouvel individu. A l’inverse, pour l’individu le moins performant
du couple, ce sont les cellules les plus éloignées des coordonnées de la
référence du premier parent qui participent à la génération du nouvel
individu.

Le nombre de cellules provenant de l’un ou l’autre parent dépend
d’une relation à établir entre les performances des deux parents et de
leur nombre de cellules :
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(N1, N2) = h1

(

f(parent 1), f(parent 2), Nc,(parent 1), Nc,(parent 2)

)

(8.13)

où N1 et N2 correspondent respectivement au nombre de cellules à sélec-
tionner dans le parent le plus performant et dans le parent le moins per-
formant. La Figure 8.2 présente un exemple de croisement avec N1 = 8
et N2 = 7.

P arent1
P arent2

E n f a n tC r o i s e m e n t
C e l l u l e s é l e c t i o n n é eC e l l u l e n o n s é l e c t i o n n é e

Figure 8.2 – Exemple de croisement graphique non équilibré en tenant compte des

liens de voisinage avec N1 = 8 et N2 = 7

8.2.1.2 Proportion de surfaces

De la même manière que le croisement graphique circulaire, le croise-
ment graphique non équilibré à proportion de surfaces utilise un cercle
comme pivot. La différence réside dans le calcul du rayon du cercle.
Ce dernier n’est plus un paramètre aléatoire mais devient fonction des
évaluations des parents. Avec r le rayon du cercle, nous avons :

r = h2

(

f(parent 1), f(parent 2)

)

. (8.14)

La fonction h2 calcule le rapport de surface sachant que la surface
du parent 2, pour f(parent 2) meilleur que f(parent 1), équivaut à 1−ΩD,
où ΩD est la surface du disque délimité par le cercle de sélection et 1 la
surface de l’espace de design.
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Le défaut de cette méthode est de ne pas prendre en compte la partie
externe potentielle du disque. Effectivement, avec un mauvais choix de
centre du cercle ou une mauvaise valeur du rayon, une partie du disque
peut se retrouver en dehors de l’espace de design (Figure 8.3). Pour évi-
ter cela, il peut être nécessaire d’effectuer des découpages géométriques
de l’espace de design au moyen de segments de droites horizontales et
verticales comme on peut le voir dans [51] tout en imposant la taille des
surfaces pour prendre en compte la supériorité d’une solution sur une
autre en terme d’évaluation.

Figure 8.3 – Exemple de pertes de surfaces lors d’un croisement circulaire avec respect

des surfaces de croisement

8.2.2 Croisement par superposition

En fin de convergence, les formes et topologies des solutions se res-
semblent mais diffèrent par quelques variantes de position des centres
de Voronoï. Par croisement, il est possible de combiner les cellules fron-
talières pour augmenter localement le nombre de degrés de liberté dé-
crivant la forme de la solution (Figure 8.4).

Si l’on ne considère que les cellules frontalières lors du croisement, on
peut récupérer les centres de Voronoï frontaliers du moins performant
des parents pour les intégrer dans la structure du second parent. Un
traitement supplémentaire est nécessaire pour éviter les doublons lors
de la copie des centres.

8.3 Mutations des matériaux

L’optimisation de la manière dont il convient d’effectuer la mutation
des matériaux n’a pas été abordée au cours de cette thèse. Or, cette mu-
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Figure 8.4 – Exemple de croisement graphique par superposition des centres de Vo-

ronoï

tation peut permettre d’accélérer la recherche de la meilleure topologie.
On distingue différentes méthodes pour y arriver, dont la forme géné-
ralisée consiste à donner un taux de mutation, pm,i, propre à chacune
des cellules du diagramme de Voronoï. Dans cette section, différentes
approches du choix des taux de mutation sont explorées.

8.3.1 Choix du taux de mutation en fonction du voisinage

En travaillant avec l’aspect graphique du problème, les cellules voi-
sines d’une cellule peuvent influencer le matériau de cette dernière. On
peut modifier le taux de mutation des cellules non-connectées (Figure
8.5). Cette approche a déjà été exploitée avec succès pour le formalisme
Bit-Array [67].

Figure 8.5 – Exemple de mutation de matériau avec un taux de 100%

La valeur du taux de mutation peut soit être radicale, c’est-à-dire
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avec une valeur de 100% pour supprimer les cellules flottantes, soit une
valeur intermédiaire fixe, soit une valeur variable.

8.3.2 Choix du taux de mutation en fonction de l’histo-
rique de la population

La population est une base de données. Si l’on sauvegarde dans une
population secondaire tous les individus créés tout au long du proces-
sus d’optimisation, on peut établir des statistiques sur la distribution
de matière au sein de l’espace de design. La Figure 8.6 illustre ce cas
après 1 et après 20 générations pour une population de 100 individus
dans le cas du problème simple physique. Bien que l’exemple soit donné
avec 2 matériaux, la méthode est facilement adaptable pour plus de 2
matériaux.

Figure 8.6 – Exemple de statistiques sur la distribution de matières après 1 et après

20 générations pour une population de 100 individus

Sur l’exemple donné, on peut apercevoir en blanc la naissance du
trou de la topologie cible. La carcasse en fer, en nuances de gris, de la
structure est aussi dessinée. Il ne reste que la fissure à découvrir.

Cette distribution statistique peut influencer la mutation d’une cel-
lule de plusieurs manières, dont voici une liste non exhaustive :

– Le taux de mutation de chaque cellule peut être calculé en fonction
de sa différence avec la référence statistique de distribution de
matière ;

– Lorsqu’une cellule subit une mutation, la probabilité de choisir un
matériau peut être définie en fonction de la référence statistique
de distribution de matière ;

– On peut forcer la mutation d’une cellule, comme pour les cellules
non connectées, en choisissant une valeur aléatoire influencée par
la référence statistique de distribution de matière.
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– ...

8.3.3 Choix du taux de mutation en fonction de l’évolu-
tion de la surface de la cellule

La suppression ou le changement de matériau d’une cellule peuvent
être effectués suite à la pression interne au sein de la cellule au cours de
l’optimisation. On entend par pression un indicateur de l’évolution de la
surface de la cellule. Si une cellule voit sa surface réduite avec succès au
cours du processus d’optimisation, il est possible que celle-ci doive être
supprimée ou bien associée à un autre matériau déterminé en fonction
du voisinage de la cellule.

Une variable, γi, est associée à chacune des cellules pour estimer le
niveau de pression que chacune subit au cours du processus d’optimisa-
tion. Avant la reproduction, la pression de la cellule est mise à jour à
chaque changement de surface suivant la règle suivante :

γ
(k)
i =

S
(k−1)
i

S
(k)
i

γ
(k−1)
i (8.15)

avec S
(k)
i la surface de la ieme cellule à l’itération k, et γ(0)

i = 1. Si
la mutation de suppression ou de modification de matériau échoue, la
pression de la cellule diminue légèrement. Si l’opération réussit, alors la
pression est réinitialisée à 1.

Le calcul de la probabilité de suppression d’une cellule ou de son
changement de matériau se base sur la valeur de la pression de toutes
les cellules, afin de contrôler le nombre de mutations à chaque itération.
Une version possible est de diviser la pression de chaque cellule par la
somme des pressions de chaque cellule :

pm,i =
γi

∑Nc
i=1 γi

(8.16)

8.4 Hybridation

De nombreuses modifications ont pour objectif d’apporter une aide
à l’algorithme génétique dans sa phase d’exploitation. Or, il est tout
à fait concevable d’utiliser un autre algorithme plus efficace dans cette
tâche. Des essais déterminants ont été effectués durant cette thèse [68] en
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combinant un algorithme génétique avec un algorithme de Nelder-Mead
[69]. Le passage d’un algorithme à l’autre a été programmé de manière
à effectuer un transit par étapes.

La combinaison des deux algorithmes demande des modifications :
– L’algorithme de Nelder-Mead travaille avec la meilleure solution

de la population. A chaque génération de l’algorithme génétique,
un nombre Ng,NE de cycles de l’algorithme de Nelder-Mead sont
exécutés pour améliorer cet individu ;

– Pour éviter la redondance dans les outils, les mutateurs de l’algo-
rithme génétique ne s’occupent que des matériaux et l’algorithme
de Nelder-Mead ne s’occupe que de la position des centres de Vo-
ronoï ;

– La contribution des deux algorithmes est changée au cours du
processus d’optimisation via une évolution croissante du nombre
Ng,NE. Au début, l’algorithme génétique fournit la contribution
totale, alors qu’à la fin du processus d’optimisation, c’est l’algo-
rithme de Nelder-Mead qui fournit la contribution totale ;

– L’amplitude de déplacement des centres de Voronoï évolue au cours
des générations, la relation (8.19) donne un exemple de loi d’évo-
lution de α :

α = 0.2

(

1−
i− 1

kmax

)

avec i ∈ {1, 2, . . . , kmax} (8.17)

Des essais ont été effectués sur un problème d’électro-aimant cylin-
drique où l’objectif est de maximiser la force de maintien appliquée au
plongeur ferromagnétique. Les courbes de convergences obtenues pour
ce problème sont illustrées par la Figure 8.7.

On observe sur le graphique une nette dominance de l’algorithme
hybride par rapport aux deux autres algorithmes d’optimisation. L’algo-
rithme génétique met plus de 200% du temps pour approcher le résultat
obtenu par l’algorithme hybride, alors que l’algorithme de Nelder-Mead
n’arrive qu’85% de la fonction objectif de la meilleure solution obtenue
par l’algorithme hybride au bout des 100% du processus d’optimisation.

Ces résultats sont confirmés par les représentations de distribution de
matière illustrées à la Figure 8.8. L’algorithme génétique et l’algorithme
hybride obtiennent la même topologie mais la forme est mieux définie
pour la version hybride.
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Figure 8.7 – Comparaison de convergence entre l’algorithme hybride, de Nelder-Mead

(sur les positions) et de l’algorithme génétique (sur les positions et les matériaux) [68]

Figure 8.8 – Comparaison des distributions de matières avec en gris foncé le fer, en gris

clair le cuivre et en blanc l’air, et des cartes de champs électromagnétiques obtenues

entre l’algorithme génétique (gauche) et l’algorithme de de Nelder-Mead (droite) [68]

Les résultats montrent bien que l’hybridation pourrait être une so-
lution intéressante pour l’optimisation topologique.

8.5 Synthèse

Au travers de ce chapitre, plusieurs idées issues de mes recherches au
cours de ma thèse sont décrites. Certaines de ces idées sont le fruit de
combinaisons entre plusieurs idées existantes, d’autres apportent réelle-
ment une nouveauté.

Sur l’ensemble des propositions, il semble que les méthodes d’hybri-
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dation et de croisement soient les plus encourageantes. Une approche
statistique pour attribuer un taux de mutation de matériaux est égale-
ment prometteuse. Celle concernant la reproduction parallèle doit être
soigneusement réglée pour éviter toute pertes d’évaluations si précieuses
au processus d’optimisation.
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Chapitre 9

Conclusions

Cette thèse apporte une contribution à l’étude des outils d’optimi-
sation topologique basés sur des algorithmes métaheuristiques. Dans le
cadre des travaux menés dans le domaine au sein du centre de recherche
en mécatronique de l’École Polytechnique de Louvain en collaboration
avec le laboratoire SATIE de l’ENS Cachan – antenne de Bretagne ,
elle a pour objectif de proposer une étude systématique afin de dévelop-
per un outil d’optimisation topologique pour la conception de dispositifs
électromagnétiques.

L’approche de la thèse s’est orientée vers une subdivision du tra-
vail en trois étapes, décrites à la Section 3.1 du Chapitre 3. Ces trois
étapes sont : la sélection de l’outil candidat, l’étude d’adaptations de ce
candidat à l’aspect graphique du problème d’optimisation topologique,
et la composition de l’outil final par combinaison de différentes adapta-
tions et son test sur deux applications liées à la conception de dispositifs
industriels.

Afin de réduire les temps de calcul, des cas d’étude appropriés de
complexité croissante, décrits en Section 3.2, ont été sélectionnés pour
chacune de ces étapes. Pour la première étape de la thèse relative à la
sélection de l’outil candidat, nous avons choisi un cas d’étude graphique
simple consistant à retrouver une topologie déterminée sur base d’une
fonction objectif à minimiser représentant directement la différence gra-
phique existant entre la distribution de matière cible et les distributions
de matière produites par l’outil d’optimisation. Pour la seconde étape
de la thèse, qui étudie les adaptations permettant d’améliorer les perfor-
mances de l’outil retenu, le cas d’étude sélectionné reprend la distribu-
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tion de matière définie pour le cas d’étude graphique simple mais utilisé
dans un contexte de mesure non invasive des défauts au sein d’un maté-
riau ferromagnétique par une méthode basée sur le champ induit dans
le matériau par un inducteur [vii]. L’évaluation de la fonction objectif
nécessite donc le calcul de la répartition du champ magnétique au sein
des distributions de matière produites par l’outil et est le résultat de
leur comparaison avec la répartition de champ magnétique associé à la
solution cible. Dans la troisième étape de la thèse (Section 3.2.3), l’outil
final est composé et ses performances sont validées sur base de deux cas
d’études représentatif d’un problème industriel. Ces deux cas d’étude
concernent l’optimisation de la force moyenne d’un actionneur linéaire à
réluctance variable et l’optimisation du couple moyen d’un moteur syn-
chrone à aimant permanent. La fonction objectif revient à maximiser la
variation de la co-énergie magnétique pour un déplacement donné du
rotor.

Tout au long des étapes de sélection et d’adaptation, il a été né-
cessaire de définir des critères de comparaison des outils. Ces critères,
décrits à la Section 3.3 du Chapitre 3, visent à mettre en évidence :

– La robustesse des outils vis-à-vis de leurs paramètres de contrôle
pour limiter l’influence d’un mauvais choix de valeur par l’utilisa-
teur ;

– Le taux de convergence du processus d’optimisation ;
– La valeur finale obtenue pour la solution convergée ;

9.1 Etape I : Sélection d’un outil d’optimisation
topologique

Afin de choisir l’outil utilisé dans la deuxième étape de la thèse,
il a été nécessaire d’effectuer une présélection d’algorithmes d’optimi-
sation et de formalismes de distribution de matière afin de limiter le
nombre d’outils à étudier. Quatre algorithmes d’optimisation topolo-
gique et deux formalismes de distribution de matière ont été retenus,
formant ainsi 8 combinaisons différentes d’outils. Le Chapitre 4 décrit
ces huit outils et compare ceux-ci entre eux afin de conserver le candidat
le plus prometteur aux adaptations à l’optimisation topologique.

Les quatre algorithmes choisis sont l’algorithme génétique, l’algo-
rithme du recuit simulé, l’algorithme immunitaire et l’algorithme à es-
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saim particulaire. Ces quatre algorithmes représentent différentes ap-
proches de l’optimisation métaheuristique. Les deux formalismes de dis-
tribution de matière choisis sont le formalisme Bit-Array et le forma-
lisme Voronoï. Chacun de ces deux formalismes représente une catégorie
particulière, respectivement un formalisme statique et un formalisme
dynamique.

Des résultats obtenus, trois conclusions importantes émergent
concernant les algorithmes d’optimisation, ainsi qu’un enseignement
concernant les formalismes de distribution de matière.

Au niveau des algorithmes d’optimisation, la première conclusion
concerne la difficulté de l’algorithme à essaim particulaire de travailler
dans un contexte d’optimisation topologique. Cet algorithme peut orien-
ter l’évolution de ses individus vers un jeu de variables qui n’est pas
optimal. Plusieurs essais ont été effectués en augmentant la taille de la
population et le nombre d’évaluations pour limiter cet effet, mais sans
obtenir de véritables bons résultats. La deuxième conclusion est que l’al-
gorithme génétique est le seul algorithme à ne jamais être le dernier dans
les différents classements obtenus, ce qui n’est pas le cas des trois autres
algorithmes d’optimisation.

Au niveau des formalismes de distribution de matière, l’utilisation
d’un formalisme dynamique permet à la discrétisation de l’espace de de-
sign de s’adapter à la solution optimale, diminuant ainsi la sensibilité
aux paramètres de contrôle liés à la discrétisation de l’espace de design
[iv]. Cette adaptation s’exprime de deux manières différentes : en mo-
difiant les frontières des cellules et en modifiant le nombre de cellules.
Ceci permet de discrétiser l’espace de manière à s’approcher au plus
près de la topologie et de la forme de la solution optimale, tout en dimi-
nuant le nombre de cellules pour approcher le nombre idéal nécessaire,
évidemment non connu à l’avance.

Les considérations qui précèdent montrent que le candidat le plus
prometteur est le couplage de l’algorithme génétique avec le formalisme
Voronoï. L’utilisation de cet outil permet un potentiel d’adaptation im-
portant pour y intégrer de nouveaux générateurs ou mutateurs afin d’ac-
croitre son adaptation à l’optimisation topologique.
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9.2 Etape II : Adaptation de l’algorithme géné-
tique à l’aspect graphique de l’optimisation
topologique

La seconde phase de la thèse a porté sur l’adaptation des opérateurs
de l’algorithme génétique au problème de l’optimisation topologique.
Les adaptations étudiées concernent deux domaines : la gestion de la
population et la gestion de la reproduction.

9.2.1 Gestion de la population

Pour la gestion de la population, nous avons étudié au Chapitre 5
différentes méthodes de régulation de la taille de la population (Sec-
tion 5.1) ainsi que différentes méthodes d’initialisation de la population
(Section 5.2).

En premier lieu, nous avons montré que faire varier la taille de la
population tout au long du processus d’optimisation joue un rôle impor-
tant dans les performances de l’outil d’optimisation topologique [ix]. En
effet, à nombre d’évaluations total constant, cette approche agit sur la
taille de la population de génération en génération et permet de modifier
le nombre d’évaluations nécessaires pour le calcul d’une génération don-
née, et donc indirectement modifie le nombre d’itérations. Une bonne
exploitation de ce paramètre permet d’augmenter l’efficacité de la phase
d’exploration ainsi que celle de la phase d’exploitation. Les différentes
méthodes de régulation de la taille de la population que nous avons étu-
diées sont la décroissance préprogrammée, la régulation par le rendement
de chaque génération et la régulation par attribution d’un coefficient
de reproduction. Les deux premières méthodes proposées donnent de
bons résultats. La décroissance progressive de la population en fonction
du nombre d’itérations réalisées permet de forcer l’algorithme à passer
d’une phase d’exploration avec une grande population à une phase d’ex-
ploitation avec une petite population. Cependant, son efficacité dépend
de la manière dont on programme la décroissance. La seconde méthode
s’adapte à l’évolution de la performance de la population pour détermi-
ner sa taille à chaque itération. Elle libère l’utilisateur du choix de la
taille de la population.

En second lieu, nous avons montré que l’initialisation de la popula-
tion influence légèrement les performances de l’outil d’optimisation topo-
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logique. Le choix des premières solutions, donc des briques élémentaires
composant chaque individu, va conditionner l’évolution de la population
tout au long du processus d’optimisation. Des études ont été menées sur
trois aspects de l’initialisation de la population afin d’identifier leur in-
fluence sur les performances de l’outil. Ces trois aspects sont la prise en
compte des dimensions réelles de l’espace de design, la stratégie de dis-
tribution de la matière et l’anticipation de solution par une distribution
de matière proche de la cible. En premier lieu, la méthode proposée afin
de prendre en compte les dimensions de l’espace réel de design par une
distribution aléatoire non-isotrope des centres de Voronoï au sein de l’es-
pace de design normalisé permet une amélioration sensible du meilleur
résultat obtenu mais a aussi pour conséquence d’augmenter la valeur
médiane de la fonction objectif et la valeur de la fonction objectif du
résultat le moins performant. Ensuite, lors de la génération aléatoire de
la distribution de matière, la méthode proposée pour équilibrer la ma-
tière au sein de la population pour chaque point matériel de la solution
permet à nouveau d’améliorer la meilleure solution mais au détriment
de la valeur médiane de la fonction objectif et de la valeur de la fonction
objectif de la moins bonne solution. Finalement, nous montrons qu’an-
ticiper la solution permet seulement de conditionner l’évolution de la
population, la conséquence étant une accélération de la convergence de
la population vers une solution finale mais aussi une limitation de l’ex-
ploration de l’espace des solutions. Cette deuxième conséquence n’est
évidemment pas souhaitable si la distribution de matière initiale n’est
pas suffisamment bien choisie.

9.2.2 Gestion de la reproduction

Pour la gestion de la reproduction, nous avons étudié différentes
approches de croisement ainsi que différentes approches de mutation de
la position des centres de Voronoï et du nombre de cellules.

Pour le croisement, quatre méthodes ont été étudiées et comparées
à la Section 6.1 du Chapitre 6. Deux d’entre elles travaillent dans le do-
maine graphique de la solution, alors que les deux autres travaillent dans
le domaine des variables d’optimisation de la solution. Nous montrons
que travailler directement dans le domaine graphique permet d’améliorer
les résultats obtenus par l’outil d’optimisation topologique.

Pour les méthodes de mutation de position des centres de Voronoï,
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quatre aspects ont été étudiés [x] : le type de cellule ciblée, le type de dé-
placement, l’amplitude du déplacement et l’orientation du déplacement.
Tout d’abord, nous avons montré en Section 6.2.1.1 qu’il est intéressant
de distinguer, au niveau des sous-domaines de matière qui définissent
la topologie, les cellules internes des cellules frontalières, afin d’antici-
per sur leur rôle futur pour la description de la distribution de matière.
Une cellule interne a effectivement peu de chance de participer à la des-
cription des frontières des sous-domaines de la topologie, sauf en créant
elle-même un nouveau sous-domaine de matière en changeant de ma-
tériau, devenant ainsi une cellule frontalière, alors que les variables de
position des cellules frontalières sont les degrés de liberté pour décrire
les frontières de la topologie et donc la forme de celle-ci. Il convient par
conséquent de limiter préférentiellement le déplacement des centres de
Voronoï aux cellules frontalières. Ensuite, nous avons montré à la Section
6.2.1.2, que le type de déplacement des centres de Voronoï influence la
performance de l’outil d’optimisation topologique. Un déplacement clas-
sique, variable par variable, n’étant pas adapté à la situation graphique,
nous avons proposé pour améliorer les performances de l’outil d’optimi-
sation topologique une approche modifiant globalement la position (x, y)
des centres de Voronoï lors de la mutation. Ensuite, nous avons montré
en Section 6.2.1.3 que l’amplitude de déplacement des centres de Voronoï
joue un rôle très important quant à l’évolution de la population. Effec-
tivement, de grandes amplitudes permettent une bonne exploration de
l’espace des solutions alors qu’une faible amplitude permet une bonne
exploitation de chaque individu. Ainsi donc, il est important de faire
varier cette amplitude au cours du processus d’optimisation. Bien qu’il
soit difficile de déterminer avec précision comment il faut faire varier
cette amplitude, trois méthodes ont été proposées et comparées avec
l’approche classique utilisant une amplitude constante [viii]. Ces trois
méthodes sont la méthode cinématique, la méthode dynamique locale
et la méthode dynamique globale. Finalement en Section 6.2.1.4, nous
avons introduit une méthode calculant l’orientation ainsi que l’ampli-
tude de déplacement d’un centre de Voronoï en fonction de l’évolution
de sa position au cours des deux itérations précédentes. Les résultats
obtenus permettent de dire qu’en début d’optimisation, il est intéres-
sant de favoriser les grands déplacements pour améliorer l’exploration
de l’espace de design, puis de réduire leur amplitude et en fin d’optimi-
sation de faire dépendre l’amplitude et l’orientation du déplacement des
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centres en fonction des résultats obtenus aux itérations précédentes.
Nous avons proposé deux méthodes permettant de réguler le nombre

de cellules : le vieillissement cellulaire (Section 6.2.2.5) et la prolifération
cellulaire (Section 6.2.2.6). La première permet de supprimer des cellules
et la seconde permet d’en ajouter de nouvelles. Ces deux méthodes se
basent sur le type de chaque cellule, c’est-à-dire frontalière ou interne,
afin de déterminer l’action à effectuer sur celles-ci. Nous avons montré
qu’il est conseillé de supprimer les cellules internes afin de diminuer le
nombre de variables d’optimisation et de laisser l’algorithme se focaliser
sur les cellules frontalières décrivant la forme globale de la solution. Et
finalement, bien que la stratégie de prolifération proposée ne soit pas
entièrement efficace, nous avons constaté qu’il est intéressant d’augmen-
ter le nombre de cellules frontalières pour améliorer la description de la
forme de la solution.

9.3 Etape III : Composition et test de l’outil
final

Finalement, après l’étude des différentes adaptations, la troisième
phase a d’abord consisté à sélectionner les adaptations les plus intéres-
santes afin de composer l’outil d’optimisation topologique final (Section
7.1), et ensuite à comparer cet outil à des outils de référence sur les cas
d’étude plus complexes décrits en Section 3.2.3.

Pour le premier cas d’étude, l’outil développé au sein de cette thèse
dépasse largement les performances de l’outil de référence sur plusieurs
points. En premier lieu, la vitesse de convergence est plus rapide. Au
bout de 20% du processus avec l’outil final proposé, les résultats sont
équivalents à ceux obtenus au bout de 100% du processus d’optimisa-
tion avec l’outil de référence. En second lieu, la précision des solutions
produites au niveau de leur forme et de leurs dimensions est améliorée.

Pour le second cas d’étude, les résultats obtenus avec l’outil final
restent mitigés. La topologie finale n’est pas la topologie optimale. Ce-
pendant, la qualité de la solution montre un résultat de meilleur qualité
comme pour le premier cas d’étude au niveau de la forme et des di-
mensions. En utilisant par contre les mêmes paramètres que Ishikawa,
c’est-à-dire avec 45 individus pour 120 cellules, nous obtenons aussi la
même topologie. Les résultats montrent que le choix du nombre de cel-
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lules et de la taille de la population joue encore un rôle quant à la qualité
des résultats.

9.4 Perspectives et contributions supplémen-
taires

Pour finir, le Chapitre 8 propose des perspectives de poursuite du
travail réalisé dans cette thèse. Ces perspectives touchent à la gestion
de la reproduction ainsi qu’à la gestion de la population. Au-delà, ce
chapitre propose d’étudier d’autres approches visant à modifier la com-
position de l’outil d’optimisation, comme par exemple l’hybridation de
l’algorithme génétique avec l’algorithme de Nelder-Mead pour combiner
les bénéfices de chacun, la capacité d’exploration du premier et la ca-
pacité d’exploitation du second, ce qui a conduit à des résultats positifs
[vi].

Finalement, d’autres contributions ont été faites au cours de la thèse
et publiées au travers d’articles de conférence [i][ii][iii][v] où nous ap-
pliquons des outils d’optimisation topologique, exploitant l’algorithme
génétique ou l’algorithme du recuit simulé couplé au formalisme Voro-
noï ou au formalisme Bit-Array, à des cas d’application diverses tels
qu’une micropompe à ferrofluide et un moteur à réluctance variable.

208



Publications associées à la
thèse

[i] B. Dehez, J. Denies and H. Ben Ahmed, “Design of electromagne-
tic actuators using optimizing material distribution methods,” In :
Proceedings of the 2008 International Conference on Electrical Ma-
chines (ICEM’2008), Vilamoura, Portugal, September 6-9, IEEE,
2008.

[ii] J. Denies, H. Ben Ahmed and B. Dehez, “Design of a Ferrofluid
Micropump Using a Topology Optimization Method,” In : Procee-
dings of the ELECTROMOTION’2009 Conference, Lille, France,
July 1-3.

[iii] J. Denies, B. Dehez and H. Ben Ahmed, “Optimisation topolo-
gique par distribution de matière du design d’une micropompe à
ferrofluide sans contrainte de structure fixe, In : Proceedings de
la conférence Electrontechnique du Futur 2009 (EF’2009),” Com-
piègne, France, 24-25 septembre, 2009

[iv] J. Denies, B. Dehez, F. Glineur and H. Ben Ahmed, “Impact of
the material distribution formalism on the efficiency of evolutionary
methods for topology optimization,” Book chapter in : Recent Ad-
vances in Optimization and its Applications in Engineering, Sprin-
ger, 2010, pp.461-470, ISBN : 978-3-642-12597-3

[v] J. Denies, B. Dehez and H. Ben Ahmed, “Simulated annealing and
genetic algorithms in topology optimization tools : a comparison
through the design of a switched reluctance machine, In : Procee-
dings of the International Symposium on Power Electronics, Elec-
trical Drives, Automation and Motion (SPEEDAM’2010),” Pise,
Italie, June 14-16, IEEE Press, 2010, pp. 1247-1252.

209



[vi] J. Denies, H. Ben Ahmed, F. Glineur and B. Dehez, “Study of
a topology optimization tool associating a hybrid algorithm with
a Voronoi-based formalism for the design of electromagnetic de-
vices,” in 2010 XIX International Conference on Electrical Ma-
chines (ICEM’2010), pp. 1-6, Sept. 2010.

[vii] J. Denies, H. Ben Ahmed and B. Dehez, “Topology Optimization
for Solving Electromagnetic Inverse Problem,” In : 1st Internatio-
nal ICST Workshop on New Computational Methods for Inverse
Problems (NCMIP’11), May 16, 2011, Cachan, France.

[viii] J. Denies, H. Ben Ahmed and B. Dehez, “Optimal Design of
Electromagnetic Devices : Development of an Efficient Optimization
Tool Based on Smart Mutation Operation Implemented in a Genetic
Algorithm, ” ELECTRIMACS’11, June 6-8, 2011, Cergy-Pontoise,
France.

[ix] J. Denies and B. Dehez, “Genetic algorithm-based topology opti-
mization : performance improvement through dynamic evolution of
the population size,” In : Proceedings of the International Sympo-
sium on Power Electronics, Electrical Drives, Automation and Mo-
tion (SPEEDAM’2012), Sorrento, Italie, June 14-16, IEEE Press,
2012, pp. 1033-1038

[x] J. Denies and H. Ben Ahmed and B. Dehez, “Optimal design of
electromagnetic devices : development of an efficient optimization
tool based on smart mutation operations implemented in a gene-
tic algorithm,” Mathematics and Computers in Simulation, 2013,
10.1016/j.matcom.2013.01.002

210



Annexe A

Choix d’implémentation
des algorithmes
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Afin de comparer les différents algorithmes d’optimisation métaheu-
ristiques entre-eux, il est nécessaire de déterminer les différents modules
les composant, c’est-à-dire leurs générateurs et leurs mutateurs. Deux
algorithmes sont ciblés : l’algorithme génétique et l’algorithme du recuit
simulé. L’algorithme immunitaire n’est pas étudié ici puisqu’il partage
les mêmes mutateurs que l’algorithme génétique. Quant à l’algorithme
de l’essaim particulaire, il n’y a aucun mutateur ou générateur à étudier.

La section A.1 présente un nouveau cas d’étude rapide à évaluer pour
permettre un grand nombre d’essais. Les sections A.2 et A.3 étudient
les différentes configurations étudiées respectivement pour l’algorithme
génétique et pour l’algorithme du recuit simulé.

A.1 Cas d’étude

Pour cette étude préliminaire, nous utilisons comme benchmark la
fonction de Styblinski–Tang à minimiser :

f (~x) =

∑20
i=1 x

4
i − 16x2

i + 5xi
2

(A.1)

où les variables d’optimisation sont définies dans l’espace de travail sui-
vant :

xi ∈ [−5; 5] avec i ∈ 1, 2, . . . , 20 (A.2)

Afin d’étudier la variance des résultats, une cinquantaine d’essais
sont ainsi effectués pour chaque configuration à étudier.

A.2 Algorithme génétique

Pour son fonctionnement, l’algorithme génétique utilise quatre mo-
dules :

– le module de sélection des parents ;
– le module de croisement ;
– le module de mutation ;
– le module de sélection des descendants.
Les deux modules de sélection sont étudiés simultanément en Sec-

tion A.2.1 puisque, de par leur position dans la structure de l’algorithme
génétique, leur interaction est forte. On peut toutefois rencontrer dans
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la littérature une absence d’utilisation du module de sélection des des-
cendants. Ceci a été le cas des premiers algorithmes génétiques qui se
différenciaient ainsi des algorithme à stratégie d’évolution. Dans notre
cas, nous étudierons un ensemble de combinaisons possibles de ces deux
modules de sélection. Ensuite, la Section A.2.2 étudie différentes mé-
thodes de croisement. Finalement, la Section A.2.3 étudie les méthodes
de mutation.

A.2.1 Sélection des parents et des descendants

Le module de sélection des parents et le module de sélection des des-
cendants peuvent utiliser des mécanismes identiques. Cependant, la seule
différence entre les deux mécanismes est le choix de sélection aléatoire
avec remise ou sans remise. La sélection des parents effectue une sélec-
tion avec remise pour donner plus de chances aux meilleurs individus
de se reproduire par la suite puisqu’un individu sélectionné peut l’être
à nouveau. La sélection des descendants a pour objectif de sélectionner
un échantillon d’individus parmi les enfants pour composer une nouvelle
population, chaque individu ne peut donc être sélectionné qu’une seule
fois.

Quatre approches sont comparées :
– La sélection par copie de tous les individus (parents) ;
– La sélection par tournoi (parents et descendants) ;
– La sélection par roulette (parents et descendants) ;
– La sélection par élitisme (descendants).
Chacune de ces méthodes proposent des niveaux différents d’élitisme

et de diversité dans la population. Les combinaisons de sélection pa-
rents/descendants sont : copie/élite, copie/roulette, copie/tournoi, tour-
noi/élite, tournoi/roulette, tournoi/tournoi, roulette/élite, roulette/rou-
lette et roulette/tournoi.

A.2.1.1 Description

Sélection par copie :

La copie de tous les individus est la méthode la plus simple qui ne
considère aucune intervention de la performance des individus lors de
l’étape de reproduction. Tous les individus sont ainsi copiés dans la po-
pulation de parents. Elle peut être facilement utilisée lors de problème
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d’optimisation nécessitant un maximum d’exploration, c’est-à-dire évi-
tant une convergence trop rapide par un élitisme abusif.

Sélection par tournoi :

La sélection par tournoi crée Ns couples de parents choisis aléa-
toirement, avec remise, dans les individus. Pour chaque couple, on ne
sélectionne que le plus performant. Si il y a égalité, alors un individu du
couple est tiré aléatoirement. Les Ns vainqueurs composent ensuite la
population des parents.

Pour la sélection des descendants, le meilleur individu est direc-
tement copié dans la population des descendants afin de conserver la
meilleure solution.

Sélection par roulette :

Cette troisième méthode attribue une probabilité de sélection de
chaque individu proportionnellement à sa performance. Une méthode
d’implémentation proposée par [70] consiste tout d’abord à trier les so-
lutions par ordre décroissant de performances. Toutes solutions équi-
valentes ne seront pas mises à la même place. La première arrivée est
considérée comme étant la première dans la liste.

fi
T ri
→ f ′i (A.3)

L’ordre d’apparition dans la liste est ensuite utilisé pour déterminer
la probabilité d’une solution d’être sélectionnée. Sachant que le nième

élément de la liste a n fois moins de chance d’être sélectionné que le
premier, il faut diviser f ′i par la somme suivante :

S =
Ns∑

i=0

i (A.4)

ce qui donne :

f ′′i =
f ′i
S

(A.5)

Ensuite, les performances de chaque solution sont empilées les unes
sur les autres en calculant une borne minimale, bmin,i, et une borne
maximale, bmax,i, pour chaque solution :
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bmin,i = 0 pour i = 0
bmin,i = bmax,i−1 pour i = 1, . . . , Ns

bmax,i = bmin,i + f ′′i pour i = 0, . . . , Ns

(A.6)

Finalement, l’algorithme choisit Ns fois une valeur aléatoire, r, entre
0 et 1. Un individu est sélectionné lorsqu’une des valeurs tombe entre sa
borne minimale et sa borne maximale.

bmin,i ≤ r < bmax,i (A.7)

Pour la sélection des descendants, de même que pour la méthode de
sélection par tournoi, le meilleur individu est directement copié dans la
population des descendants afin de conserver la meilleure solution.

Sélection par élitisme :

L’élitisme est une méthode où le seul critère intervenant dans la
sélection est la performance de la solution par rapport aux autres. Les
Ns meilleures solutions sont sélectionnées pour composer la nouvelle
population principale.

A.2.1.2 Résultats et discussion

Pour chaque combinaison de sélection étudiée, 50 essais ont été réa-
lisés avec une population de 100 individus évoluant sur 250 générations
pour un total de 25000 évaluations. Le taux de croisement est fixé à
90% et le taux de mutation à 5%. La méthode de croisement est une
méthode à 1-pivot décrite en Section A.2.2 et la méthode de mutation
est la méthode (A) décrite en Section A.2.3.

Les courbes médianes de convergence des résultats obtenus sont pré-
sentées sur les trois graphiques de la Figure A.1. On distingue deux
groupes de courbes de convergence dépendant du choix de la sélection
des descendants. Le groupe rassemblant les résultats les plus performants
utilise une sélection des descendants par élitisme. Les combinaisons les
moins performantes utilisent une sélection des descendants par roulette
et par tournoi. Au sein du second groupe de courbes de convergence, bien
que l’on distingue difficilement les courbes de convergence, les résultats
obtenus avec la sélection des descendants par tournoi sont légèrement
meilleurs que ceux obtenus avec la sélection des descendants par roulette.
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On peut aussi observer qu’avant les 10% du processus d’optimisation, la
population évolue à des vitesses différentes pour les trois cas de sélection
de parents.
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Figure A.1 – Comparaison des courbes médianes de convergence obtenues avec 50

essais pour chacune des 9 configurations de sélection parents/descendants

Le Tableau A.1 résume numériquement les résultats obtenus pour les
9 combinaisons de sélection de parents et de descendants. On observe
à nouveau une différence significative entre les essais avec sélection des
descendants par élitisme et les autres essais. Les meilleures résultats sont
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obtenus avec la combinaison roulette/élitiste.

Combinaison Minimum Médiane Maximum
Copie/Elitiste −783.129 −782.870 −782.442

Copie/Roulette −778.916 −774.105 −765.900

Copie/Tournoi −778.514 −774.144 −765.342

Roulette/Elitiste -783.221 -783.050 −782.72

Roulette/Roulette −782.905 −782.278 −781.199

Roulette/Tournoi −782.928 −782.207 −781.317

Tournoi/Elitiste −783.217 −783.039 -782.823
Tournoi/Roulette −782.907 −781.902 −780.432

Tournoi/Tournoi −782.747 −781.952 −780.628

Table A.1 – Résumé des résultats obtenus avec 50 essais pour chaque combinaison de

sélection de parents et de descendants

Les résultats obtenus nous montre qu’une approche élitiste pour la
sélection des descendants permet d’accélérer la vitesse d’évolution de la
population. Le choix entre la sélection des parents par tournoi ou par
roulette est cependant difficile à faire. Les résultats des deux approches
sont fort semblables.

A.2.2 Croisement

Quatre méthodes de croisement ont retenu notre attention dans les
tests. Toutes se basent sur un croisement par transfert de variables d’op-
timisation et non pas sur un croisement par modification des valeurs des
variables d’optimisation :

– Croisement à un pivot ;
– Croisement à deux pivots ;
– Croisement uniforme,
– Croisement non-uniforme.
Chacune de ces méthodes proposent des niveaux différents de

mixages des variables d’optimisation des parents.
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A.2.2.1 Descriptions

Croisement à 1 et à 2 pivots :

Le croisement à un pivot choisit aléatoirement un nombre r entre 1
et le nombre de variables. Les r premières variables du premier parent
sont copiées dans l’enfant et les Np − r dernières variables du second
parent sont aussi copiées pour compléter le chromosome.

Le croisement à deux pivots est identique au croisement à un pivot.
La différence réside dans la sélection d’un second pivot. L’utilisation de
deux pivots permet d’accentuer le brassage des variables d’optimisation.
Nous avons r1 et r2, nos deux pivots avec r2 ≥ r1. Les r1 premières
variables du premier parent sont copiées dans l’enfant, ensuite les r2−r1

variables suivantes du parent 2 et finalement, les dernières variables,
supérieures à r2, sont copiées du parent 1.

Sélection uniforme et non uniforme :

Le croisement uniforme choisit aléatoirement pour chaque gène l’ori-
gine du donneur entre les deux parents avec une probabilité équivalente.
Une variante est aussi proposée, le croisement non-uniforme. La proba-
bilité de donner un gène est calculée en fonction des performances des
parents. Cette probabilité est obtenue en calculant le rapport entre les
évaluations des deux parents. En fixant les indices de manière à ce que
l’évaluation f1 est plus performante que l’évaluation f2, le ratio devient :

a =
f2

f1
(A.8)

La probabilité de choisir un gène provenant du meilleure des deux
parents est de a/(a+1) et est de 1/(a+1) pour l’autre parent.

A.2.2.2 Résultats et discussion

Pour chaque cas de croisement étudié, 50 essais ont été réalisés avec
une population de 100 individus évoluant sur 250 générations, ce qui
donne une maximum de 25000 évaluations. Le taux de croisement est
fixé à 90% et le taux de mutation à 5%. La méthode de mutation est la
méthode (A) décrite en Section A.2.3. La sélection des parents s’effectue
par roulette et la sélection des descendants par élitisme.
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Les courbes de convergence des résultats obtenus pour les quatre
méthodes de croisement sont données par le graphique de la Figure A.2.
On observe une dominance dans la méthode de croisement uniforme,
suivit des méthodes de croisement à 2 pivots et non-uniforme.
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Figure A.2 – Comparaison des courbes médianes de convergence obtenues avec 50

essais pour les trois cas de croisement étudié

Le Tableau A.2 résume numériquement les résultats obtenus pour les
3 cas étudiés de croisement. On observe à nouveau une dominance de la
méthode de croisement uniforme sur les valeurs minimales, médianes et
maximales obtenues à partir de 50 essais pour chaque cas étudié.

Croisement Minimum Médiane Maximum
1-Pivot −783.091 −782.879 −782.567

2-Pivot −783.173 −782.942 −782.582

Uniforme -783.262 -783.092 -782.945
Non-uniforme −783.156 −782.972 −782.687

Table A.2 – Résumé des résultats obtenus avec 50 essais pour les 4 cas de croisement

étudiés

En observant les résultats obtenus, on peut avancer que la méthode
de croisement doit pouvoir permettre un brassage le plus complet pos-
sible des variables d’optimisation. En effet, nous avons dans l’ordre crois-
sant du niveau de brassage des variables d’optimisation : la méthode à
1 pivot, la méthode à 2 pivot, la méthode non-uniforme et la méthode
uniforme. Ce classement est identique lorsqu’on observe les meilleures
performances obtenues.
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A.2.3 Mutation

Trois méthodes de mutation sont comparées dans cette section afin de
déterminer laquelle sera implémentée pour l’algorithme génétique dans
son étude tout au long de la recherche. Dans ces trois méthodes, nous
faisons intervenir quelques petites variances.

A.2.3.1 Descriptions

Les trois méthodes sont pour la suite notées (A), (B) et (C) pour les
distinguer. Leurs implémentations sont :

– Soit une probabilité de 1
Np

associé à chaque variable doit être véri-
fiée pour modifier sa valeur aléatoirement entre les bornes associées
à la variable ;

– SoitN variables d’optimisation aléatoirement choisies dans le chro-
mosome de chaque enfant pour être mutées. La valeur deN dépend
du taux de mutation p et du nombre de paramètres Np : N = pNp ;

– Soit une probabilité de 1
Np

associé à chaque variable mais dont la
valeur, au lieu d’être changée pour une valeur aléatoire, change
selon xi = xi ± θ avec θ = δ |ǫ|. La variable ǫ ∼ N

(

0, 1
3

)

est une
variable aléatoire et δ est le coefficient dépendant de la distance
avec les bornes associées à la variable.

A.2.3.2 Résultats

Pour chaque cas de mutation, un ensemble de 50 essais a été effectué
avec une population de 100 individus évoluant sur 250 générations, ce qui
donne un maximum de 25000 évaluations. La probabilité de mutation,
fixée à 5%, est identique aux trois méthodes étudiées. La probabilité de
croisement est fixée à 90%. La méthode de croisement est une méthode
à 1-pivot décrite en Section A.2.2. La sélection des parents est effectuée
par roulette et la sélection des descendants est effectuée par élitisme.

Les courbes médianes de convergences obtenues pour chacun des
cas sont donnés par le graphique de la Figure A.3. On observe peu de
différence entre les trois courbes. La courbe médiane de convergence de
la mutation (C) présente l’évolution de la population la moins efficace
des trois mutations et la mutation (C) est légèrement plus .

Les résultats numériques résumés par la Table A.3 montrent que la
mutation (C) obtient de meilleurs résultats pour la valeur minimale et la
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Figure A.3 – Graphiques des courbes médianes de convergence pour les trois cas de

mutation étudiés.

valeur médiane. Mais la valeur maximale de cette mutation est la moins
bonne pour l’ensemble des mutations. La mutation (A) présente donc
des valeurs proches de la mutation (C) mais a aussi la meilleure valeur
maximale.

Mutation Minimum Médiane Maximum
Mutation (A) −783.124 −782.873 -782.538
Mutation (B) −781.793 −780.779 −779.606

Mutation (C) -783.296 -782.951 −769.091

Table A.3 – Résumé des résultats obtenus avec 50 essais pour les 3 cas de mutation

étudiés

A.3 Algorithme du recuit simulé

L’évolution d’une solution dans l’algorithme du recuit simulé est gui-
dée par l’évolution de la température au cours du processus d’optimi-
sation. Dans cette section, nous étudions l’influence de cette évolution
de la température afin de déterminer une tendance du choix de la loi
d’évolution.

A.3.1 Description

Trois méthodes d’évolution de la température sont comparées :
– Évolution par palier ;
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– Évolution continue linéaire ;
– Évolution continue quadratique.
L’évolution par palier utilise 500 paliers de température par pas de

50 itérations. Cette règle est implémentée comme ceci :

T1 (k) = T0




20− floor

(
k
50

)

20



 (A.9)

où floor est la commande matlab qui retourne l’entier le plus proche
dans la direction de l’infini négatif.

Avec la méthode de l’évolution linéaire de la température, celle-ci
évolue proportionnellement avec le nombre d’itérations effectués :

T2 (k) = T0

(
kmax − k

kmax

)

(A.10)

Et l’évolution quadratique est semblable à la méthode linéaire à la
seule différence que le coefficient multipliant T0 est élevé au carré :

T3 (k) = T0

(
kmax − k

kmax

)2

(A.11)

A.3.2 Résultats

Pour l’ensemble des essais, un individu évolue sur 25000 itérations
avec un taux de mutation de 5%. La méthode de mutation permettant de
modifier l’individu au cours du processus d’optimisation est la méthode
(A) décrite en Section A.2.3.

Les courbes médianes de convergence sont données par le graphique
de la Figure A.4. Les résultats montrent que la méthode quadratique
est plus efficace que les deux autres méthodes qui ont des résultats sem-
blables. La méthode quadratique permet de converger plus rapidement
vers l’optimum en diminuant plus rapidement la température de contrôle
du processus d’optimisation.

Les résultats numériques résumés par la Table A.4 montrent à nou-
veau que l’évolution quadratique de la température obtient de meilleurs
résultats pour la valeur minimale, la valeur médiane et la valeur maxi-
male obtenues. Les deux autres méthodes sont fortement en retrait et
ont des valeurs proches.
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Figure A.4 – Comparaison des courbes médianes de convergence obtenues avec 50

essais pour les trois cas étudiés d’évolution de la température

Température Minimum Médiane Maximum
T1 (k) −777.804 −771.659 −760.878

T2 (k) −778.199 −771.145 −754.484

T3 (k) -782.190 -780.578 -777.416

Table A.4 – Résumé des résultats obtenus avec 50 essais pour les 3 cas étudiés d’évo-

lution de température
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«Quand on ne travaillera plus les lendemains des jours de repos, la
fatigue sera vaincue.»

Allais Alphonse, 1855-1905
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