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Introduction genérale

1 Présentation générale

L'avancement technologique a rendu les systemes indisstiegplus en plus complexes. Cette
complexité toujours croissante peut avoir comme conséguene détérioration de la sOreté de
fonctionnement par augmentation du taux de défaillanceydtesie. De ce fait, une fonction
de détection et d’isolation des défauts (FDI : Fault Detectnd Isolation) est devenue indis-
pensable pour garantir un niveau de disponibilité et delfi@lies systemes industriels. Une
fonction de détection doit étre capable de détecter d’unaaraprécoce et avec le minimum
de fausse alarme, la présence de tous les défauts qui paffester le systeme. Une fois,
un défaut est détecté, il vient 'opération d’isolation dd#dment défaillant et I'identification
de la (ou les) cause(s) du défaut. L'ensemble de ces saodufidnpartie intégrante du module
diagnostic. Dans ce cadre 1a, notre travail constitue ung&riboition a la synthese de nouveaux
filtres récursifs permettant d’obtenir une estimation n@isée et a minimum de variance de
I'état et des défauts de systémes stochastiques linéaiggsence de perturbations inconnues
additives externes (dites entrées inconnues car on nesdisgfjaucune connaissance a priori
sur leur modeéle d’évolution). Ces filtres peuvent étre apglggpour résoudre des problemes
de diagnostic de défauts (FDI) ou de commande tolérante éfauts (FTC : Fault Tolerant

Control).

Les systémes considérés, dans cette étude, sont décdisgrandeles stochastiques linéaires,

a temps discret et a temps variant. De par les hypothesessad®s a leur établissement, ces
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Introduction générale

modeles sont souvent entachés d’incertitudes (dynamiqpétes négligées, perturbations non
mesurées, retards négligés, variations paramétriquesanalies, etc.) qui peuvent cependant

étre partiellement pris en compte de plusieurs manieres :

— les bruits affectant I'état du systéme et les mesures pe@encaractérisés par des sé-
qguences aléatoires. Ces dernieres sont souvent assimitisss\ariables gaussiennes de
moyennes nulles et de matrices de covariance constituamblesies d’'incertitudes des
phénomenes difficilement modélisables,

— des entrées inconnues peuvent représenter les pertudbatiternes non mesurables dont
les modeles d’évolution temporelle peuvent étre en padiegs. Danhen et Patton
[1996 1999 et Hou et Pattorj199§, elles sont considérées comme étant une classe d'in-
certitudes additives qui peuvent affecter soit I'équatiddtat soit simultanément les deux
équations d’état et de mesure. Cela revient a décrire unel@i@dasse de systemes incer-
tains par un simple modeéle linéaire a entrées inconnues.

Ces phénoménes indésirables font partie du fonctionnernemiahdu systéme. Par conséquent,
ils représentent des parametres de nuisance au system@iRldonc intérét a concevoir un
systeme FDI robuste vis-a-vis des incertitudes afin de rédet si possible d’éliminer, les
fausses alarmes lors de la détection. Par ailleurs, la misewrre d’'un systéme FDI se résume
ala conception d’un filtre permettant d’obtenir une estiorahon biaisée et robuste des défauts.
Cette estimation sera testée par la suite afin de décider gakirétat le systeme fonctionne

(normal, dégradé ou défaillant).

2 Revue de la littérature

Dans la littérature, il existe un ensemble de travaux quiéfessent a I'estimation d’état des
systemes stochastiques linéaires affectés par des eimcéasues. Nous citons a titre indicatif
les travaux deKitanidis [1987, Alouani et al.[1997, Hou et Pattorf1999, Keller [1999,
Hsieh[2004, Darouach et al[2003, Hsieh[20064, Hsieh[0064, Gillijns et Moor [0074,
Gillijns et Moor [007 et Hsieh[200g. Ces travaux utilisent, généralement, la technique de

filtrage a entrées inconnues qui est connue en anglais swasdéle "unknown input filtering

8



2. Revue de la littérature

(UIF) . Cette derniére est largement appliqguée dans ladiitiée pour résoudre, par exemple
un probléme de compensation de biargedland[1969, Alouani et al.[1997, Hsieh et Chen
[1999, Ignagni[2004, un probleme de géophysique et d’environnemé&tanidis[1987 et un
probleme de détection et d'isolation de défaBésseville et Nikiforof1994, Chen et Patton
[1994, Ben Hmida et al[2010d, Ben Hmida et al[0104. Le filtrage a entrées inconnues est
généralement abordé par deux approches différentes : avdélendes entrées inconnues et

sans modéle des entrées inconnues.

La premiere approche utilise le concept de systéme a étatentg, qui consiste a concaténer
au vecteur d’état le vecteur des entrées inconnues. Dangscd est supposé qu’un modeéle
décrivant I'évolution dynamique de ces entrées inconnoéglsponible. Dans la mesure ou
les propriétés statistiques des différents bruits sorfapgament connues, le filtre de Kalman a
état augmenté (ASKF : Augmented State Kalman Filter) pedioétenir une solution optimale
au sens de la minimisation de I'erreur quadratigue moyelMSE : Minimum Mean Square
Error). Pour réduire le nombre d’opérations et le colt deuwtaFriedland[1969 a développé
un filtre de Kalman a deux étages (TSKF : Two-Stage KalmamdfilL'idée principale sur
laguelle repose cette technique, consiste a utiliser uablddransformation pour découpler le
filtre ASKF en deux sous-filtres : un sous-filtre dédié a lrastiion de I'état et un sous-filtre
estimateur du biais, ce dernier sous-filtre étant utilisdr gorriger les estimations de I'état. Ce
filtre, proposé par Friedland, n’est optimal qu’en présatioe biais constant. Depuis, plusieurs
chercheurs ont étendu 'idée de Friedland pour couvrir dis tochastiques ; a titre d’exemple
on peut citer les travaux d&ouani et al.[1997, Keller [1999, Hsieh et Chej1999. Récem-
ment, Kim et al. [200§ ont développé une version adaptative du filtre TSKF notéekdd'S
(Adaptive Two-Stage Kalman Filter). Dans ce filtre, ils amroduit deux facteurs d’oubli, va-
riables dans le temps, pour adapter les deux matrices daearcovariance a priori intervenant
dans les deux étages du filtre de Kalman. Ces facteurs d'aailglalsulent en fonction d’'une
estimation de la matrice de variance-covariance de 'erd@aonovation. Les mémes auteurs

présentent, un peu plus tard, une analyse de la stabilité&muXT SKF danKim et al.[2007.

La seconde approche considere le cas ou on ne dispose déainfarmations a priori sur

I'évolution temporelle des entrées inconnues, c’estra-sians modeéle des entrées inconnues.
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Dans ce cakitanidis[1987 a été le premier a résoudre ce probléme en utilisant un atgim
linéaire non-biaisé et a minimum de variance (UMV : unbiasgamum-variance)Darouach

et al.[2003 ont étendu le filtre de Kitanidis en utilisant une techniggeparamétrisation pour
obtenir un filtre estimateur optimal (OEF : Optimal Estimrakdlter). Hsieh[200QJ a déve-
loppé un filtre équivalent au filtre de Kitanidis mais quiistl la technique de filtrage a deux
étages (TSKF) et qui permet de considérer les systemeséaffpat des entrées inconnues sur
I'état. Ce filtre est nommeé filtre de Kalman robuste a deux eté@g€SKF : Robust Two-Stage
Kalman Filter). Ce filtre a été étendu par la suite das&h[2007 dans le cas des entrées in-
connues affectant I'état et la mesure du systeme afin d'obtaRTSKF (Augmented Robust
Two-Stage Kalman Filter). Ce méme auteur a étendu ces trarautilisant une technique de
paramétrisation pour obtenir des filtres plus performaniss citons a titre d’exemple le filtre
OMVF (optimal minimum-variance filter) dartdsien[2004, le filtre OUMVF (Optimal Un-
biased Uinimum-Variance Filter) damtsieh[2004, le filtre PMVF (parametrized minimum-
variance filter) dansisieh[0074, et le filtre PTSKF (parametrized three-stage Kalman jilter
dansHsieh[2009. Gillijns et Moor[0074 ont traité ce probleme pour estimer 'état et I'entrée
inconnue d’un systeme stochastique linéaire, a temps vatiartemps discret, tout en considé-
rant que les entrées inconnues affectent uniquement l'équdietat. Pour cela, ils ont congu un
filtre optimal au sens de la minimisation de variance desiesr@estimation de I'état et des en-
trées inconnues. Les mémes auteurs @ziligns et Moor [007 ont proposé un nouveau filtre
récursif permettant d’obtenir une estimation jointe et UM |'état et des entrées inconnues
pour la méme classe de systemes sauf qu’ils sont affect@epantrées inconnues dans I'équa-
tion d’état et dans I'’équation d’observation. Ce filtre esnnté RTSF (Recursive Three-Step
Filter) qui est limité & une matrice de distribution direds entrées inconnues sur I'équation
de mesure (direct feedthrough matrix) et sous réservelgeit de rang plein. Récemment, on
trouve les travaux delsieh[200g et Cheng et al[2009. DansHsieh[200§, une extension du
filtre ARTSKF est proposée nommée UERTSKF (Unified ExtentelduRbTwo-Stage Kalman
Filter). DansCheng et al[2009, les auteurs ont abordé le probleme d’optimalité globalesd
le filtre récursif proposé. Ces auteurs montrent égalementgdiltre, nommé ROF (Recursif
Optimal Filter), est globalement optimal dans des casqaiirs puisque ce dernier est congu

apres transformation du modele original en utilisant laoddgosition en valeurs singulieres.
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2. Revue de la littérature

Le filtre ROF est limité uniqguement a I'estimation de I'état siystéme et non des entrées in-
connues. Par contréjsieh[2009 a étendu le travail d&illijns et Moor [007d pour traiter

le cas ou la matrice de distribution directe des entréeesnimees sur I'équation de mesure est
de rang arbitraire. Le filtre obtenu est appelé ERTSF (ExtdriRlecursive Three-Step Filter)
qui reste limité dans certains cas, puisqu’il délivre untimetion biaisée des entrées incon-
nues. Plus récemment daRsieh[201(, I'auteur propose deux nouveaux filtres GOUMVF
(Global Optimal Unbiased Minimum-Variance Filter) et ROUMYRefined Optimal Unbiased
Minimum-Variance Filter). Ces filtres sont globalement oyatux et se limitent a une estimation
non biaisée et a minimum de variance de I'état des systema®eance des entrées inconnues

affectant a la fois I'état et les mesures.

Le probleme de I'estimation des défauts pour les systernebastiques linéaires avec entrées
inconnues a retenu I'attention de plusieurs chercheutss aibons a titre d’exemple les travaux
de Nikoukhah[1994, Keller [199], Chen et Pattoi199q, Chen et Pattofi1999, Jamouli
et al.[2003, Ben Hmida et al[201(, Ben Hmida et al[0104 et Khémiri et al.[20114. Dans
le cas des systémes a temps contitikipukhah[1994 propose une technique basée sur I'erreur
d’innovation pour générer des résidus non biaisés et ayaraactere de bruit blanc. La détec-
tion des défauts sera donc obtenue en utilisant des tesstigtaes sur la moyenne et/ou sur la
variance de ces résidus. Par contre pour les systéemes adé&uop, nous trouvons les travaux
de Keller [1999 et Jamouli et al[2003 qui se limitent aux systémes linéaires et a temps in-
variant (LTI : linear time-invariant). Danseller [1999, I'auteur développe un filtre permettant
la détection et I'isolation des défauts multiples ou bies défauts qui apparaissent simulta-
nément ou séquentiellement sur le systeme. L'idée, suelkgrepose ces travaux, consiste a
générer des résidus directionnels en utilisant un filtreatear de défauts. Plus tardiamouli
et al.[2003 ont étendu ce travail en proposant un nouveau filtre basié soncept du systéeme
inverse. Dan<hen et Pattof1996 1999, les problemes de filtrage optimal et de diagnostic
robuste des défauts des systemes stochastiques linéaaegpsa variant (LTV : linear time-
variant) en présence des perturbations inconnues sonégtlutbptimalité du filtre est obtenue
suite a la minimisation de la variance de I'erreur d’estioratle I'état du systeme apres un dé-
couplage parfait des perturbations. Les résidus génépésSsentent donc I'erreur d’estimation

découplée de la sortie du systéme. Par la suite, ces résidusatés par des tests statistiques
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pour détecter les défauts. Malheureusement, le probleme@d&fauts multiples et plus spéci-
figuement le cas des défauts actionneurs et capteurs sir@siltéest pas traité dar@hen et
Patton[1996 1999. Récemment, ils sont publiés dans nos trav&en Hmida et al[201(Q,
Ben Hmida et al[010d, Khémiri et al.[20114, Ben Hmida et al[201] et feront I'objet de

développements au cours du troisieme chapitre.

Nos objectifs, dans ce travail, consistent a résoudre Ibl@nwe de filtrage non biaisé et a
minimum de variance par deux techniques : le filtrage pramamel intégral et le filtrage robuste

a minimum de variance.

3 Nos contributions

Nos contributions, dans la premiére thématique, demeessantiellement dans le dévelop-

pement de trois estimateurs :

— Le premier consiste a la synthése d'un observateur nmiégral PI1P) qui est présenté
dansKhémiri et al.[201(. L'estimation non biaisé de I'état pour les systemes lirgsa
a temps discret en présence d’entrées inconnues. On propusee solution la synthese
d’un observateur multi-intégraP(P). L'idée de cette approche est de procéder a des inté-
grations successives de I'erreur d’estimation de sortig psetimer précisément les entrées
inconnues puis de les utiliser pour corriger I'estimatien’dtat et de la sortie du systéeme.
Une telle opération n’est possible que si on assure un dégeliparfait entre I'état observe
du systeme et les entrées inconnues.

— Le deuxiéme est nommé Pl TSKF (Proportional-integral tteges Kalman filter) qui a fait
I'objet du travail publié dan&hémiri et al.[200§. Ce travail était dans le but de résoudre
le probleme d’estimation robuste vis-a-vis des entréeminaes et des incertitudes sur les
matrices de covariance des bruits d'état, des mesures ehttégs inconnues. Dans ce cas,
on suppose que les matrices de covariance des bruits neasopagaitement connues. Ce
filtre est obtenu par I'extension du filtre développé plaieh et Cherf1999 en ajoutant
I'action intégrale sur I'erreur d’estimation de I'état etsdentrées inconnues.

— Le troisieme filtre PIThSKF (Proportional integral threage Kalman filter) vient alors
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3. Nos contributions

pour résoudre le probléme de I'estimation robuste et jaifétat et des défauts en présence
d’entrées inconnues et des incertitudes sur les matrices\@giance des différents bruits
d’état, des mesures, des défauts et des entrées inconnuesefn on propose une ex-
tension du filtre OThSKF développé paen Hmida et al[0104 en ajoutant des actions
intégrales sur les erreurs d’estimation de I'état, desudéfat des entrées inconnues afin
d’obtenir le filtre PIThSKF Khémiri et al.[20111).

Nos contributions, dans la deuxieme thématique, résiceargiellement dans le développe-
ment de trois nouveaux filtres récursifs permettant unenasiton jointe et robuste a minimum
de variance de I'état et des défauts des systemes stoclessligéaires en présence des pertur-

bations inconnues.

— Un premier filtre nommé ARThSKF (Augmented robust thregstKalman filter) qui a
fait I'objet du travail publié dan8en Hmida et al[0104. Il s’agit ici d’'une extension des
travaux deHsieh et Cherf1999, Hsieh[200Q et Hsien[0074. Dans ce travail, on pro-
pose d’utiliser le concept du filtre de Kalman a trois étagésSKF : Three-stage Kalman
filter) qui consiste, moyennant une transformation mattiej a découpler le filtre ASKF
(Augmented State Kalman Filter) en trois sous-filtres : urssfiltre estimateur de I'état, un
sous-filtre estimateur des défauts et un sous-filtre estumates perturbations inconnues.
Ce filtre est obtenu d’'une part, a partir des modifications gppe aux équations de mise
a jour du filtre OThSKF (Optimal three-stage Kalman filter)dautre part, en utilisant un
modeéle augmenté des défauts et des perturbations incorirsiagit d’obtenir un filtre qui
ne dépend que de linitialisation de I'état du systeme etcliae informations a priori sur
les défauts et sur les entrées inconnues. Ce filtre est yihséa suite, pour résoudre le pro-
bléeme d’estimation robuste et simultanée des défauts wapée actionneurs des systemes
stochastiques linéaires affectés par des perturbatiafisvas sur I'état et sur les mesures.
De plus, il présente I'avantage d’étre moins gourmand emps$athe calcul (nécessite moins
d’opérations d’additions et de multiplications connuessse terme " flops ") et permettant
ainsi de garantir une estimation non biaisée et a minimunadance de I'état du systeme
et des défauts. Nous montrerons, a travers un exemple déasiony que ce filtre présente
des performances meilleures au sens de la minimisatioredelir quadratique moyenne

(RMSE : Root Mean Square Error) par rapport a un filtre existansda littérature connu
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par UERTSKF (Unified Extension Robust Two-Stage Kalman Bilpaiblié dansHsieh
[2008.

— Le deuxieme filtre récursif nommé EUMVF (Extended Unbiaskdimum-Variance Fil-
ter) a fait I'objet du travail publié danBen Hmida et al[0104. Ce travail constitue une
extension des travaux daillijns et Moor [0073 et de Hsieh [2009 et qui S’intéresse
aux systémes stochastiques linéaires affectés par dagl@idons inconnues sur I'état
et des défauts sur I'état et sur les mesures. Ce filtre récsgsif concu par I'utilisation
d’un estimateur linéaire non-biaisé et a minimum de vaeahtMVE : Linear Unbiased
Minimum-Variance Estimator). L'estimation des défautsasebtenue en utilisant la mé-
thode des moindres carrés pondérés (WLS : Weighted Least<§qiNous commencgons
d’abord a traiter le cas simple ou la matrice directe d’ii@tdes défauts sur les mesures
est de rang plein, par la suite nous étendons ce travail paitertle cas ou cette matrice
est de rang arbitraire. Malheureusement, ce filtre souftreedcertaine insuffisance, dans
certains cas, en délivrant une estimation biaisée destdéfau

— Le troisieme filtre ORFSF (Optimal Recursive Five Step Riltéent alors pour combler
les insuffisances du filtre EUMVF et a fait I'objet d’'un aredoumis dans une revue scien-
tifique Khémiri et al.[20114. L'idée sur laguelle repose ce travail, consiste a tramséw
I'équation de mesures du systéme original en utilisant @oechposition en valeurs singu-
lieres de la matrice d’injection directe des défauts sumesures. Cependant, la sortie et
les défauts sont décomposés en deux composantes. Il edelaoelestimation des défauts
moyennant une superposition de deux termes : un premierépgandl de la composante
estimée directement a partir des mesures et le second tetrastiené indirectement avec
un retard d’'un pas a partir de I'état du systeme. En utilisatte technique, il est possible
alors d’améliorer les performances du filtre pour obtenie estimation non biaisée des
défauts méme en présence d’'une matrice d’injection diréetedéfauts sur les mesures
de rang non plein. Des exemples numériqgues montrent quetreeddrmet de résoudre
efficacement le probleme d’estimation simultanée des t®fzapteurs et actionneurs et
gu'’il possede, dans certains cas, des performances nettemeédleures par comparaison a

d’autres filtres existants dans la littérature.
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4. Organisation du rapport

4 Organisation du rapport

Ce travail est composé de trois chapitres. Le premier cleapitésentera une revue de la
littérature sur le filtrage a entrées inconnues des systibméegres stochastiques a temps discret
et une synthése bibliographique sur le filtrage avec un dppeiment de certaines approches.
Une étude comparative entre les différents filtres est eféectians le but de mettre en évidence
les inconvénients et les avantages de chacune, qui ferotd paite I'objectif de notre travail.
Dans le deuxiéme chapitre, on commencera par traiter lesrsgstlinéaires a entrées inconnues
par la conception d’un observateur proportionnel multégnal a entrées inconnues permettant
une estimation découplée de I'état et des entrées incormmussforme polynomiale de degré
"p". Par la suite, on va étudier le probleme d’estimation desésyes linéaires stochastiques.
On développera I'estimateur robuste (Pl TSKF) d’état engirés des entrées inconnues et
des incertitudes sur les matrices de covariance des dif@lguits d’'état, de mesures et des
entrées inconnues. Ensuite, on développera le filtre Pl Fh®ur résoudre le probléeme de
I'estimation jointe des défauts et d’état en présence dgseminconnues et des incertitudes
sur les matrices de covariances des différents bruitstd#a défauts et des entrées inconnues.
Le troisieme chapitre sera dédié a I'estimation jointe niamsBe a minimum de variance d’état
et des défauts en présence de perturbations inconnues. Nabations, dans cette thématique,
résidera essentiellement dans le développement de troigaox filtres récursifs qu’on a cité
précédemment ARThSKF, EUMV et ORFSF. Les filtres seront sest&comparés avec des
filtres existant dans la littérature par simulation a trawdgux exemples numériques. Enfin, on

terminera ce rapport par une conclusion générale.
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Chapitre 1.

Revue de la littérature sur le filtrage des systéimegres a entrées inconnues

Ce chapitre a pour objet de décrire les techniques de filtragerées inconnues (UIF : unk-
nown input filtering) existantes dans la littérature desesyes linéaires stochastiques, a temps
discret, a temps variant et en présence des entrées incrvoes présentons une synthése
bibliographique sur les travaux qui portent sur le filtrag¢iraal non biaisé et a minimum de

variance des systemes linéaires sujets a des entrées ussoridans ce chapitre nous distin-

1.5.4 Filtre RUMVF de Gilljns et Moor 2007a . . . . . .. ... .. .. 28

1.6 Casdessystemesdidy A0 . . . . . . . . . . ... ... 30
1.6.1 Filtre de Hou et Patton 1998 (OLMVE) . . . . . . . ... ... .. 30
1.6.2 Filtre de Darouachetal. 2003 (OEF) . . . .. .. ... ... ... 32
1.6.3 Filtre de Gillijns et Moor 2007b (RTSE). . . . . . ... ... ... 33
1.6.4 Filtrede Hsieh2009 (ERTSF) . . . . . . . . . . ... ... .... 34
1.6.5 Filtrede Chengetal. 2009 (UMVSE). . . . ... ... ...... 35
1.6.6 Filtrede Khémirietal. 2013 (RFSF). . . . .. .. ... ... ... 37
1.6.6.1 Estimation de I'entrée inconnue . . . . . ... ... .. 39

1.6.6.2 Estimationdelétat. . . . .. ... ... ... ...... 41

1.7 Tableaurécapitulatif. . . . . ... ... .. ... ... 43

1.8 Etudecomparative. . . . . . . . . ... e 45
1.8.1 Pourlessystemesbiy=0 .. ... ... ... ... .. ...... 45
1.82 Pourlessystemesbiy#0 . . ... ... .. ... ... 46

1.9 DISCUSSION . . . . . . e 48
1.9.1 Pourlapremiere classe des systemddo50 . . . . . ... .. .. 48
1.9.2 Pour la deuxieme classe des systemd4$cd0 . . ... ... ... 48

1.10 ConcClusion . . . . . . . e 49

1.1 Introduction

guons deux classes de systemes :

— Une premiére classe qui concerne les systemes affectédepagntrées inconnues sur

'équation d'état. Pour cette classe de systeme, il exisgetthvaux qui s'intéressent a
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1.2. Formulation du probleme

I'estimation de I'état du systeme uniqueméitanidis [1987, Darouach et Zasadzinski
[1997 et d’autres qui estiment simultanément |'état et les ersti@connuesisien[2004,
Gillijns et Moor[0074.

— Une deuxieme classe ou I'entrée inconnue affecte simértent I'état et les mesures. Il
existe des travaux qui s'intéressent a I'estimation d'étaguementou et Pattorj1999,
Darouach et al[2003, Cheng et al[2009 et d’autres qui estiment d’'une maniere jointe
I'état et les entrées inconnué&sllijns et Moor [0074, Hsieh[2009, Khémiri et al.[2013.

Pour chaque classe de systeme, une étude comparativeestiiéérents filtres sera menée par

simulation sous Matlab a travers un exemple académique.

1.2 Formulation du probleme

Nous considérons un systeme linéaire stochastique a tasgsstdlécrit par la représentation

d’état suivante :

Xyl = A+ G+ Wi (1.1)
Yk = CiXk+ Hidk + Wk (1.2)

avecxy € 0" I'état du systemegl € 0P I'entrée inconnue du systéemeygte 0™ la sortie du

systéme. Les matriceés, Gy, Cx et Hx sont supposées connues et de dimensions appropriées.

H1 : les bruits d’étaiv et de mesure, sont gaussiens de moyennes nulles, non corrélés et

de matrices variance-covariance :

Eww] = Quda
EMmM] = R
E [kaﬂ = 0&

H, :I'état initial xg est une réalisation d’une séquence gaussienne indéperdmbruitsyy et
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Chapitre 1. Revue de la littérature sur le filtrage des systdinggsres a entrées inconnues

Vi -

‘H3 :On suppose que

la paire(Ay,Cx) est observable
rang[Ax] = netrang[Cy = m(> p)

Dans ce chapitre nous proposons d’étudier les deux casssiiva

— lere cas sans matrice de distribution directe des entréesriues, c'est-a-difd, = 0,

— 2éme cas avec matrice de distribution directe des entiéesnues c’est-a-dindy # 0
L'objectif ici est de décrire les filtres optimaux existadens la littérature. Il s’agit des filtres
récursifs permettant d’obtenir une estimation non biagt@minimum de variance soit de I'état
du systéme uniquement soit de I'état et des entrées incorsimetanément et ceci selon la

classe de systémes considéres.

1.3 Synthése bibliographique sur le filtrage a entrée incon-

nue

En 1960,Kalman[196( a présenté une solution récursive au probléme de filtrage lps
systemes linéaires stochastiques. Le filtre de Kalman (lSFue ensemble d’équations ma-
thématiques utilisant un calcul récursif pour estimeraliét’'un processus tout en minimisant
I'erreur quadratique moyenne. Ce filtre est puissant et laggeéntilisé dans plusieurs domaines
permettant ainsi une estimation de I'état du systeme aveainimum de variance. Dans le cas
des systémes linéaires a entrées inconnues le problenterdigsn a minimum de variance de
I'état est largement abordé dans la littératugiegnidis[1987], Darouach et Zasadzingki997,
Hou et Pattorf1999, Hsieh[2004, Gillijns et Moor[0074, Cheng et alf2009, Chen et Patton
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[1999 et...). Dans ce contexte, ils existent d’autres approciueslifférent du filtre KF stan-
dard pour résoudre le probleme de I'estimation d’état engm@ss des entrées inconnues. Ces
travaux constituent en quelque sorte une extension duditi€alman standard. Nous citons a

titre d’exemple les travaux deitanidis[1987, Gillijns et Moor[0074 ,Hsieh[2009.

En 1987 Kitanidis [1987 a développé un filtre robuste qui fournit une estimatioriropte
de I'état indépendamment de la valeur des entrées incon@a#s.approche consiste a estimer
I'état du systeme en utilisant la forme standard du filtre dér&an. Elle permet d’avoir un es-
timateur non biaisé a minimum de variance nommé : filtre naisBia minimum de variance
(UMVF : "Unbiased Minimum-Variance Filter "). La méthode eéiveloppée en présence d’'une
entrée inconnue déterministe additive ajoutée a I'éqonal® I'état.Darouach et Zasadzinski
[1997 ont utilisé une technique paramétrique pour étendre fagpe deKitanidis [1987.
Cette approche est plus compliquée que l'originale, elleeéseulement I'utilisation de I'op-
timisation d’un Lagrangien et le calcul des multiplicatede Lagrange-ou et Pattorf1999g
ont développé une méthode de filtrage optimale robuste. @éttieode consiste tout d’abord a
découpler I'entrée inconnue en utilisant une transforomgpiarticuliére, par la suite ils utilisent
la technique d’innovation pour estimer I'état du systemefilire obtenu est similaire a un filtre
standard avec des modifications sur les matrices de gainavdeiance. Il a une forme géné-
rale car I'entrée inconnue est présente dans les équatiétad dt d’observation. De plus, les
auteurs considérent que les bruits de I'état et de mesutecemélés. En 200%sieh[200(

a proposé une nouvelle approche pour la synthése d’'un filneste des systemes dont I'état
est affecté par des entrées inconnues. Ce filtre est obtefiexiansion de I'OTSKF (Optimal
Two Stage Kalman Filterhisieh et Cherj1999 en se basant sur la technique de découplage
qui se traduit en une contrainte algébrique. Ce filtre a été sas un exemple numérique et il

a permis d’obtenir une estimation optimale a minimum deavare de I'état du systeme. L'au-
teur présente également un théoreme dans lequel il prastseafiltre est équivalent au filtre
de " Kitanidis " moyennant une condition sur les rangs. Leefitibtenu est nommé : Filtre
de Kalman robuste a deux étages (RTSKF : " Robust two-StagadtaFilter ). En 2003,
Darouach et al[2003 ont proposé un nouveau filtre optimal, nommeé filtre estimatgtimal
(OEF : " Optimal Estimator Filter"), en utilisant la méme taiue utilisée dan®arouach et

Zasadzinskj1997. lls considérent ici un cas plus général, c’est-a-direystesne stochastique
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linéaire en présence d’'une entrée inconnue affectant lestiégs d’état et d’'observation. Les
auteurs proposent d'utiliser deux parametres matrigelsa pour satisfaire les conditions de
synthese du filtre OEF. Le premier paraméeue le réle d’'une matrice gain qui permet de
minimiser la variance de I'erreur d’estimation. Le secoadametren est utilisé pour satisfaire
des conditions de rang de certaines matrietseh[2009 montre que la condition suffisante
pour obtenir une estimation non biaisée, est limitée a icesaapplications. De ce fait, I'opti-
malité du filtre au sens de la minimisation de 'erreur quagua moyenne n’est pas toujours
garantie. Pour cel&jsieh[2004 a proposé un filtre optimal & minimum de variance (OMVF : "
Optimal Minimum-Variance Filter "). Ce filtre consiste a rédoeile probleme posé par le filtre
OEFDarouach et al.2003 et a avoir une estimation non biaisée a minimum de variaDaas
ce travail, I'auteur utilise une condition plus généralelsa rangs pour éviter la limitation d’ap-
plications de ce filtre. En 200Gillijns et Moor [0074, par extension des travaux #étanidis
[1987 et Darouach et Zasadzingki997), ont développé un filtre récursif qui consiste a obtenir
une estimation non biaisée avec minimum de variance de Eéti I'entrée inconnué&illijns

et Moor[0074, moyennant certaines conditions, ont montré que ce fiftcansif est équivalent
aux filtres deKitanidis[1987] et Darouach et Zasadzingki997. De plus, ils ont montré que ce
filtre permet d’obtenir une estimation optimale de I'enti@nnue similaire au filtre proposé

parHsieh[2004. Enfin, les auteurs ont donné une formulation récursiveedfdtce.

En 2007 Gillijns et Moor [007, ont développé un nouveau filtre récursif (Récursive Three-
Step Filtre : RTSF) qui permet d’étudier les systemes Ine&ad temps discret avec injection
directe de I'entrée inconnue dans I'équation de mesures¢bfieedthrough matrix). Ce filtre est
établi en trois étapes : une premiére étape pour I'estimalid’entrée inconnue, une deuxieme
étape pour la correction des estimations par les mesuregedtaisieme étape pour la mise a
jour du filtre. Les auteurs supposent que la matrice direetistribution des entrées inconnues
doit étre de rang plein. Récemmehisieh[2009 a relaxé cette hypothése en développant un
filtre nommé ERTSF (Extension of Recursive Three Step Fjlt’est-a-dire que matrice (feed-
through matrix) est de rang arbitraire. De mé@beng et al[2009, ont relaxé cette hypothese
sur la matrice tout en développant un filtre récursif peramtttle garantir une optimalité glo-
bale au sens de la minimisation de I'erreur quadratique mugeLes auteurs ont également

développé, dans le cas stationnaire, une condition sufisknla convergence et de la stabilité
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1.4. Filtre KF de Kalman 1969

de ce filtre.

Pour la suite de ce chapitre, nous proposons de se limiteéaelappement des filtres sui-

vants :

— Pour la classe des systemeskyu= 0 : le filtre de Kalman (KF), le filtre d&itanidis
[1987, le filtre de Hsieh[2004Q, le filtre de Darouach et Zasadzinski997 et le filtre de
Gillijns et Moor[0074.

— Pour la classe des systemesH:~ O : le filtre de Hou et Patton (OLMVE), le filtre de
Darouach et al[2003, le filtre de Gillijns et Moor [0070, le filtre de Hsieh[2009 et le
filtre de Cheng et al[2009.

1.4 Filtre KF de Kalman 1969

Le filtre de Kalman est un reconstructeur d’état dans un enagment stochastique. Il permet
d’obtenir une solution optimale lorsque certaines hypah&snt vérifiees telles qié, H, et

Hs. Le filtre de Kalman se résume par le tableau qui suit :

Initialisation pourk =0
Xo/0 €tPy/0
Etape de prédiction

Rie/k—1 = Ak 18— 1/k—1

Pok-1= AP 1 1A 1+ Qet
Etape de filtrage
Rk = Rk + KE (Ve — Cifii—1)
Ky = Pli(/k—lcg (CPECE +RY)
Plf/k = (' - Klfck) Pli(/k—l

TABLE 1.1 — Algorithme récursif du filtré&alman[196(0 (KF)

Sous les hypothéség;, Ho et H3 le filtre de Kalman constitue un estimateur linéaire optimal
a minimum de variance. En plus, Il génére un résidu qui eselle d’'innovation possédant les

caractéristiques d’un bruit blanc reflétant toutes pedtiols dans le systeme. Ce qui a fait du
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Chapitre 1. Revue de la littérature sur le filtrage des systdinggsres a entrées inconnues

filtre de Kalman un générateur idéal de résidus pour le dstgmde fonctionnement dans le

cas des systemes stochastiques linéaires en absencerdes amtonnues.

1.5 Casdes systéemes didy =0

Dans cette premiére classe, on considéye- 0, le systeme d’équation.(Q) et (1.2 se récrit

sous la forme suivante :

Xer1 = AXic+ Grdy + Wi (1.3)

Yo = G+ Vi (1.4)

1.5.1 Filtre UMVF de Kitanidis 1987

La synthése du filtre d&itanidis [1987 est basée sur la théorie d’optimalité en utilisant
les multiplicateurs de Lagrange. L'étape de mise a jour dre fést déterminée de telle sorte
gu’elle ne sera pas affectée par les entrées inconnuesi rngue filtre insensible aux entrées
inconnues et par conséquent il améliore la qualité de fresgton de I'état du systéme. Nous
supposons qu’il est possible de déterminer la matrice lgagqui minimisetrace {P,Z‘} sous la
contrainte algébrique suivante :

LkCkGk-1—Gk-1=0 (1.5)

La solution de ce probleme sera reformulée dans le théoteéme

Théoréme 1.1.(Kitanidis [1987) Si la matrice If(Tligle est réguliere, alors la matrice gain

Ly garantissanrrLlin trace {Plﬁ} sachant que LCy Gk 1 — Gy 1 = 0estdonnée par:
k
~ ~ ~ -1 ~
Lk =Ry 1CH R+ |G 1~ Ry 1CERCOGk 1] [GLACTRIGG 1] G, CIR!

(1.6)

avec ik = CGy_1
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1.5. Cas des systemesidy=0

Démonstration.Pour résoudre ce probléme, on se propose d’utiliser unaitpod d’optimisa-

tion basée sur les multiplicateurs de Lagrange.

la matrice de covariand@‘/k est donnée par
P = (1 = LG P2 (1 = LG T + LRl 1.7)
Calculons larace {P}}

£ (L) =trace { Ry 4 — 2Ry 1CILE + LRLT | — 2trace{ (LGGi 1~ G 1) AL}
(1.8)

Les dérivées partielles d&(Ly, A\x) par rapport & et /A, sont respectivement données :

0L (L, )
oL,
0L (Lk,\k)
oM

= 2Ry — 2CkP 1 — 2C Gy} (1.9a)

= —2(LkCGk-1—Gk-1) (1.9b)

Les valeurs optimales dg et/\x seront obtenues en annulant simultanément les deux énsiatio

(1.99 et (1.9b. lls sont alors solution du systeme d’équations suivant :

Re —Fx Ly _ | GBka

(1.10)
R, O N G_1

Sila matriceFkTFNQ;le est non singuliére, alors on peut utiliser le complément cwiBSpour
montrer que 1.10 admet solution unique. On en déduit alors I'expressioméerpar {.6) de

la matrice gairiy. [

Le filtre deKitanidis [1987 UMVF est résumé dans le tableau ci-dessous. Le filtre sedimi
uniquement a I'estimation non biaisée et a minimum de vadate 'état du systéme. Mais
sa performance n’est garantie que si I'entrée inconnuerésepte uniquement dans I'’équation

d’état et que la condition ci-dessous soit satisfaite :

rang[CyGk_1] = rang[Gy_1] (1.11)
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Chapitre 1. Revue de la littérature sur le filtrage des systdinggsres a entrées inconnues

Initialisation pourk = 0
Xo ethy
Pour toutk > 0, le filtre est
Kie/k—1 = Ak 1%k 1/k—1
Pok-1= A1 1A+ Qe
avec
ik = Rie/k-1+ Ly (Ve — Cifi—1) .
Lk =Py 1CRR T+ [Gk—l - Plz(/kfchRlzlcka—l] [GR1Ck R 'CGr1] ~ G GR*
T ~
Pox= (1 —LC) Ry 1 (1 -LG) + LiReLg. R = GRCY +Re

TABLE 1.2 — Algorithme récursif du filtre deitanidis [1987 (UMVF)

1.5.2 Filtre OUMV de Darouach et al. 1997

Darouach et Zasadzinskl997 par extension du travail deitanidis [1987 ont développé
un estimateur non biaisé et a minimum de variance qui estistet len présence des entrées
inconnues. De plus, ces auteurs ont analysé la stabilité ebrivergence du filtre proposé.
Pour que ce filtre soit non biaisé, les auteurs trouvent laenéntrainte que celle obtenue par
Kitanidis[1987 :

Lk+1Ck11Gk— Gk =0 (1.12)

Pour que la matrice gain soit optimal@arouach et Zasadzinski997 ont développé une nou-
velle approche qui consiste a paramétriser la solutiod d&)(par une matrice arbitraire. Cette
derniére est choisie pour minimiser la variance de I'ediémade I'état. De plus, ils mentionnent

gue la condition sur les rangs doit étre satisfaite :

rang [Cy1Gy] =rang[Gy] = p (1.13)

Dans ce cas, la matrice gain est donnée par cette expression :

L1 = G+ K1 Tk (1.14)
N = (CGuGo* (1.15)
T = ak(l = (Cir1Gi) (Crs1Gr) ™) (1.16)

avec(Cy;1Gk)™ est la matrice pseudo-inverse @&, 1Gx), ax est une matrice choisie de telle
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1.5. Cas des systemesidy=0

sorte quely soit de rang plein.

Il convient ensuite de déterminer la matrice g&in ; pour minimiser la trace de la matrice
variance-covariance de I'erreur d’estimation d’état. éggations décrivant le filtre OUMV sont

résumées dans le tableau suivant :

Initialisation pourk =0
Xo ethy
Pour toutk > 0, le filtre est
K1 = R+ GrlMiYier1 4 Kicr (TiYir 1 — Brr 1% )
Acr1 = (Fc— Kier1Bier1) Pe(Fc— Kir1Bier) T + Qe+ Kier 1OkKy, 1 — Kier1SE — SKY 4
avec
Quk = Sk +GuMR+ NGl = =1 — GeMCia
Fe = ZkAk Brr1 = TCrr1Ax
S = ZQCL 4T — GiMRe 1Ty
Ok = Tk (Cks1 QG + Res1) T
Kicir = (RPB 1 + S) (B 1PB . + Ot

TABLE 1.3 — Algorithme récursif du filtre dBarouach et Zasadzinski997 (OUMV)

. . . . . ~ T . . s
La matrice gairKy,, existe, si la matric8R¢,1T, est non singuliere.

Rir1 = Cir 1(Qu+ APRATICY, 1 + R (1.17)

1.5.3 Filtre RTSKF de Hsieh 2000

L'idée générale de ce travail consiste a concevoir un fileddlman robuste a deux étages
avec une entrée inconnue tout en modifiant le filtre optimadalenan a deux étages (OTSKF)
développé dansisieh [2000. L'idée de base repose sur l'utilisation du filtre OTSKF ave
une simple modification sur I'étape de mise a jour du filtre’dstiée inconnue. Un tel filtre
(RTSKF) est qualifié de robuste car il permet d’obtenir unéresion sans biais et a mini-
mum de variance malgré la présence d’'une entrée inconnue €dtée inconnue peut étre
déterministe ou stochastique dont on ne dispose d’aucum&gsance a priori sur leur modéle
d’évolution. Ce filtre trouve son importance dans le cas opiepriétés statistiques de I'entrée
inconnue sont inconnues. Le filtre RTSKF est plus généralafitre deKitanidis[1987. En

effet, le filtre UMVF se limite pour le cas d’'une entrée incaermqui apparait dans I'équation
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Chapitre 1. Revue de la littérature sur le filtrage des systdinggsres a entrées inconnues

Initialisation pourk =0
Xo ethy
Pour toutk > 0, le filtre est
)A<k/k = X/ +dek/k
Pk = k/k+Vk AL
dk/k =K (Yk — G k1)
k/k = {GL.CIR GGt} '
avec
Xie/k-1 = Ak=1%-1/k-1
Xg/k = Xi/k-1 1 Kk (Vi — Cka/k 1)
Rk-1= Ak 1P A+ Qe
Pk 1CR R
Pli(/k - (I Kka) Plg/k 1
K¢ = PI?/kG1k- 1CIR|<
Vi = (l—KXCk)Gk 1, Re=CP¥ Gl + R

TABLE 1.4 — Algorithme récursif du filtre delsieh[200Q (RTSKF)

d’état, par contre le filtre RTSKF peut considérer la présalecentrée inconnue également
dans I'équation d’observation. De plus, I'auteur montresdarthéoremd..2 ci-dessous que le
filtre RTSKF est équivalent au filtre datanidis[1987.

Théoréme 1.2.(Hsieh[200Q) On considére le systeme décrit par les équatidn8)(et (1.4). Si
la condition rangCy1Gkx] = rang[Gx] = p est vérifiée, alors le filtre (RTSKF) est équivalent
au filtre deKitanidis[1987 (UMVF).

1.5.4 Filtre RUMVF de Gillijns et Moor 2007a

Gillijns et Moor[0073 ont proposé un filtre non biaisé a minimum de variance (RMVullr)
I'entrée inconnue affecte uniguement I'équation d’étaymestimer I'étak, et I'entrée incon-
nuedy, a partir d’'une séquence de mesures congies{yo, ..., Yk} €t on suppose qu’on ne dis-
pose d’aucune information a priori sur I'entrée inconnues huteurs supposent la méme condi-
tion queKitanidis[1987 et Darouach et a[2003, & savoir queang [CxGx_1] =rang [Gk_1] =
p, et ils ont développé un filtre récursif en introduisant dgamsMy etKy, le premier pour ga-
rantir que I'estimateur est non biaisé et a minimum de vagast le deuxiéme pour minimiser

la variance de . La matrice gairM est obtenue par la méthode des moindres carrés (WLS).
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1.5. Cas des systemesidy=0

L'erreur d’observatiory, est donnée par :

Vi = CkGr—10k—1 + & (1.18)

avec
& = Cr(Ac—1R—1+Wi_1)+ W (1.19)
X = Xqk— ),zk/k (120)

pour que I'estimateur soit non biaiddy doit satisfaire
MiCiGx_1 =1 (1.21)

La matriceM représente une solution LS non biaisée en satisfaisannhtsadate (L.21), mais
elle n'est pas a minimum de variance @&rne satisfait pas la condition de Gauss Markov
Kailath et al.[2000. Nous pouvons obtenir un estimateur non biaisé a minimumadi@nce
pourdy_1 par la méthode (WLS) en considérant qui[ecey | ) 1 est la matrice de pondération

on utilise donc I'estimation par moindres carreés.

~

Re = E [exal] = GRgk_1Cx + R (1.22)

puisque la matrice de covarianBg est définie positive, nous pouvons chercher une matrice

inversibleS de telle fagon qué& = §) . L'équation (.18 peut étre transformée comme suit :

S Wi = S 'CkGr_10k-1+ S tex (1.23)

La solution (LS) de I'équationi(23 est donnée sous la forme suivante :

de1= (FTRIR) TR (1.24)

avec i, = CGGy_1
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Le filtre deGillijns et Moor[0074 peut étre résumé comme suit :

Initialisation pourk = 0
Xo etPy
Pour toutk > 0, le filtre est
Kek-1= A1 1/k-1
A1 = M (Yk — Cicfisc1)
Rk = Rie/k-1+ Gr-10k—1
Rk = R+ KieYie— G )
Pok-1 = A-1Pc 1k 1AL, + Qit
Rk = (In— GraMiCie) Repi-1 (In— Gk 1MkCx) " + Gk 1MKRM] G4
Rk = KIREK = VK — KW + Ry
Pf/k = (FkTﬁt?leyl
avec
Fo= (GGier), M= (FTRR) T FIR?
Vi =Rl +S0 Sc= — (GietMiR)
Re = CiPepCr +Re+Ge§+STCE
K= (PouCr +S0) af (aReal) " a
ax=[0 HUkT%l
R« = CiPyk_1Cr + R«

TABLE 1.5 — Algorithme récursif du filtre d&illijns et Moor [007d (RUMVF)

Si la condition (.21) est satisfaite, le filtre proposé permet une estimatiant¢onon baisée

et a minimum de variance de I'état du systeme et de I'entréaninue.

1.6 Cas des systemes dii # 0

Dans cette section, on suppose que I'entrée affecte lesé@tpiations d’état et d’observation

(Hk # 0), d’ou le systeme représenté par les équatitbriy €t (1.2)

1.6.1 Filtre de Hou et Patton 1998 (OLMVE)

En 1998,Hou et Pattor{1999 ont développé un filtre optimal qui a une forme similaire a

celle du filtre de Kalman. Ce filtre utilise une technique deod¢tage de I'entrée inconnue

30



1.6. Cas des systemeslidy+ 0

et applique I'approche standard d’innovation. Une coodithiécessaire pour I'existence d’un

observateur découplé de I'entrée inconnue est :

Hk CiGx Gk
rang = rang + rang H¢ (1.25)
0 Hg Hy

L'idée est de vérifier cette condition pour construire unéiyst équivalent ou I'entrée inconnue

est découplée. Pour cela, les auteurs considérent un gystéggmal comme suit :

Xkr1 = ArXk+ Grdy + Wi (1.26)
Yk = Cixe+ Hii + Wi (1.27)

Le systeme équivalent est donné sous la forme suivante :

X1 = A+ Brayk+ B 1.2Vir 1+ GraWk + Gis 1.2Wi 1 (1.28)
Yo = G+ Hiwy (1.29)
avec
Yo = (I—HHY) (1.30)
Ac = (I —BCk) (Ac—GkH,C) (1.31)
Bk = Gk (I —HH) [GkGi(l — HHW] (1.32)
Ck = (I—HH)C (1.33)
Bik = (I—BC)GkH, (1.34)
Bok = By(l —HcHY) (1.35)
Gk = (I—-BG)(1—GkHY) (1.36)
He = (1—HH) (1.37)

Le filtre développé paHou et Pattor{1998 pour le systeme équivalent est résumé sous la

forme suivante :
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Initialisation pourk =0
%0, Py et Po
Pour toutk > 0, le filtre est
K = X+ KicTie(Yi — CX)
R = P+ HReH — KeReK[]
_avec o
X1 = Di( @i+ GieHy i) + Hir 1Yk 1 — DkGH ReT T R Tie(Yi — Cioke)
Pei1 = DiPir1Dg B
Pii1 = PPy + Qx
Ky = (Pkc:[ — HkRk) TR
Hg = kall_kal(IkaPkkal)J“Tk
R = TkReT/
_ N Rc=CPiCy + R L
Qc = Qu+ BkLkRe(H ) TGl + GeHRLE @ + GeH," (R — RT RITRe) (H) TGE
Dy = (I = Hkt1Ciia)
bk = Ax— GeHC

Tk=(—- HkHlj_)
Uk = (l_— Hk+_H_k)
_Lk =Hg+ KkT_k

Tk = Tk(I — CicHy)

TABLE 1.6 — Algorithme récursif du filtre delou et Pattorj199g (OLMVE)

Hou et Pattor{1999 ont représenté un filtre optimal simple et rigoureux enisaitt une
technique de découplage de I'observateur de I'entrée meari_e filtre proposé par les auteurs
peut étre considéré comme une amélioration du filtre de Kalst@ndard en ce qui concerne
I'estimation avec minimum de variance. En se basant surasgitrnous pouvons réaliser un
filtre optimal qui découple I'entrée inconnue pour les sysestochastiques a temps continu.
L'inconvénient de ce travail et que les auteurs n’ont pasutiésiaa convergence et la stabilité de

ce filtre.

1.6.2 Filtre de Darouach et al. 2003 (OEF)

Darouach et al[.l2003 ont présenté le filtre OEF (Optimal Estimator Filter) qunstitue une
version généralisée du filtre #étanidis[1987 (UMVF) et du filtre deHsieh[200J (RTSKF).

lls considerent que I'entrée inconnue apparait a la fois tEéquations d’état et d’observation
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1.6. Cas des systemeslidy+ 0

(Hk # 0). L'algorithme du (OEF) peut étre résumé comme suit :

Initialisation pourk =0
%o ethy
Pour toutk > 0, le filtre est
X=X+ Lic (Y — CX) B
A« = R+ LRl — RG] Ly — LGP
avec
X1 = Ak
R = ARAT +Qc
Lk = Mk, + KiHk
|:|k = Ok (| — Zkzz)
K= (ACT T ROW — (RRA])
R¢=CRC! + R
MNe=[0 Gk_1]
2 [Hk CGx_1]

1

TABLE 1.7 — Algorithme récursif du filtre dBarouach et all2003 (OEF)

avecay est choisi telle quély soit de plein rang ligne.

Pour garantir 'optimalité de 'OEF, les auteurs imposem gondition sur les rangs :
rang[Zy,1] = rang[Gy + rang[Hi.1] (1.38)

La condition (1.38) rend I'application du filtre un peu ligg comme discuté damarouach
et al.[2003. Si Hy = 0, la performance du filtre sera non acceptable et il perd ptmalité au

sens de la minimisation de I'erreur quadratique moyenne.

1.6.3 Filtre de Gillijns et Moor 2007b (RTSF)

Gillijns et Moor[0071, par extension des traval&tanidis[1987 et Gillijns et Moor[0074,
ont développé un filtre récursif qui peut résoudre le proklé@ha I'estimation de I'état et de
I'entrée inconnue du systeme avec injection de I'entréerince dans I'équation de mesure en
utilisant une estimation a minimum de variance. Les autent&onsidéré que I'estimation de
I'entrée inconnue et celle de I'état sont interconnectéds supposent que la matrice d’injec-

tion de I'entrée inconnue dans I'équation de sortie est dg @ein. Le filtre développé par
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Gillijns et Moor[007H est résumé comme suit :

Initialisation pourk =0
Xo ethy
Pour toutk > 0, le filtre est donné par
X1k = Aka/k‘Zdek
PX pX AI
= [Ax Gyl [ Kk X ] [ d ]"’Qk
k+l/k de PIEA P X
dk = My (Yk *Ckxk/kfll)
e = (HT R MH)
avec
Rk = X/k 1C11— + Rk R
Xe/k—1 = A 1%k—1/k— 1+Gk 101
Mic= (H{RH) HkTRk

Kk =P k/k 1Ck Rk
ik = Riek—1+ Kic (Y — Ciie/k—1 — dek)
P =P a — Ky(Rq — HPIHD K]
P9 — (P9 " = —KyHyR

TABLE 1.8 — Algorithme récursif du filtre d&illijns et Moor [0078 (RTSF)

Pour que I'estimation de I'entrée inconnue soit non bigisgenatriceMy doit satisfaire la

conditionMHy = 1.

Théoreme 1.3.0n considere qu&, _; est non biaisée, alord, est un estimateur non biaisé

pour toute entrée inconnue €i et seulement si M, = | (voir Gillijns et Moor[0074).

Les auteurs imposent la condition nécessaire et suffisamig [Hx] = p pour I'existence
d’un estimateur non biaisé de I'entrée inconnue. On peetalie cette condition entraine un
inconvénient de ce filtre qui sera limité a certaines appboa comme I'a montrélsien[2009 ;

de plus, les auteurs n’ont pas mentionné I'optimalité dgiebai filtre.

1.6.4 Filtre de Hsieh 2009 (ERTSF)

Vu l'inconvénient du filtre récursif (RTSF) qui s’appliqu@iguement pour les systéemes ou

la matriceHy est de rang pleinisieh[2009 par une extension du travail dgillijns et Moor
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1.6. Cas des systemeslidy+ 0

[007H a développé un filtre optimal l1a ou la matrice d’injectionl@mtrée inconnue a I'équa-

tion de mesure est supposeée de rang arbitraitedng(Hy) < p. L'algorithme deHsieh[2009

peut étre représenté comme suit :

Plz(/k

PI:(—&-l/k = [AcGd

Initialisation pourk =0
Xo ety
Pour toutk > 0, le filtre est donné par
)A(k+1/k = Ak)A(k/k + Gydk

pX PXd T
4]

k/k Tk
i PI?/Xk PI?/k
Ahopic = M (i — CicRiji—1)
Rdy = MiR (M)
avec
Re =GR 1Cx + R
S=[Hc CGi-1(Im—HS (Hi1)]
S= (SR's) SR
My = [H¢ Hie O] §;
Kk = Pli(/k—lcl;r ﬁt?l
Mk = [onxm Gk—l('m - H|<+_1Hk—1)]
Ly = K+ (Mk — Kk&) S
Rk = Rek—1+ L (Ve — Cicfii—1)
k= Re (L) —ORYy
= B2~ LiRa(Li) T + L+ (Lictie)
R = MgRa(Mp)T

T

TABLE 1.9 — Algorithme récursif du filtre delsieh[2009 (ERTSF)

Hsieh[2009 a présenté une extension de (RTSF) basée sur le développdeseapproches

de Darouach et al[[2003 et deGillijns et Moor[007 pour estimer I'état et I'entrée inconnue.

1.6.5 Filtre de Cheng et al. 2009 (UMVSE)

Cheng et al[2009 ont établi un filtre récursif optimal ou I'optimalité glokeaést démontrée au

sens d’'un estimateur non biaisé a minimum de variance dg Bétprésence d’entrée inconnue

dans les deux équations d’état et de sortie. Les auteuresepipque la matrice d’injection de

I'entrée inconnue dans I'équation d’observateur est dg raom plein. Comme solution a ce

probléme ils proposent d'utiliser la technique de la décasitpn en valeur singuliére (SVD)
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de la matrice d’ injectiotdy de I'entrée inconnue dans I'équation de sortie.

Pour obtenir un estimateur non biaisé de I'éatles auteurs exige que la contrainte suivante

soit satisfaite :

Gok-1—LkCokGok-1=0 (1.39)
ce qui signifie :
Go
rang 2k-1 =rang (CoxGax-1) (1.40)
CokGo k-1

Le filtre développé paCheng et al[2009 est résumé comme suit :

Initialisation pourk = 0
Xo etPy
Pour toutk > 0, le filtre est donné par
K= (Ak-1— Gl,k—lz[_llcl,lg—l)ﬁk_l + LiZok+ Gri1Z y Zik-1
A= (I — LiCox) Rc(l — LiCox) " + LiRoxLy
avec
Zok =22k —Cok(Ak-1— Gl,’lfflzg_llcal,kfl))zlgfl —CokGrk 15 4 Zik-1
- Re= AR AL 1+ Qe

A= (A1 Gik-1Z 1 Crk-1)
Q-1 = Gl,k—lz[_llRl,k—l(Zk__ll)GIk_l + Q-1

L= Gaica M+ [ACHNT — Gk s (CoriC+ Rex) NI | (N (CoriChi+ Res) NE) N
Mk = (CkGzk-1)" ,Nc = Null ((CkGZ,kfll)T)T
Ruk = UL RULK~ UL RUzk (UL, RUzk) UL RULK
Rok =UJ Rz

TABLE 1.10 — Algorithme récursif du filtre déheng et al[2009 (UMVSE)

Cheng et al[2009 ont développé un filtre qui permet une estimation non biagt&emini-
mum de variance de I'état en présence des entrées inconfeesalf I'équation d’état et celle
des mesures. Nous remarquons que ce filtre se limite a I'atitimde I'état uniquement, mais

I'importance de ce filtre c’est qu’il est globalement optima
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1.6.6 Filtre de Khémiri et al. 2013 (RFSF)

le filtre (RFSF : Robust Five Step Filter) développé Kaémiri et al.[2013 comporte cing
étapes. Le filtre est une extension des travaukisieh[2009 et Gillijns et Moor [0074 dans
lequel I'estimation d’entrée inconnue est améliorée dartaics cas. Pour atteindre cet objectif,
on a dérivé une nouvelle structure optimale du filtre ré€orsla matrice d’injection des entrées
inconnues dans I'équation d’observation est de rang pRear résoudre ce probleme on a fait
appel a la technique la décomposition en éléments simplés matriceHy utilisé parCheng
et al.[2009 :

(1.41)

ou Sy € 0"k, Uy € OP*M, Upy € OP*(P71 Vp o € OM<Tk etVpy € OM™<(M1id),

T
Cheng et al[2009 montre qu’il existe une matrice de transformatitin= [TlTk TZTIJ sa-

chant que le systemé.Q) et (1.2) est réécrit sous la forme :

Xer1 = A+ Gydyk+ Godo k + Wi (1.42)
Zik = CpuXe+ Zkdyk+Vik (1.43)
x = Copxe+Vok (1.44)

ou

Vik = TikVk, Vok = TokVk
k=T eD™ zx=Tokel (P=T)
Gik=GkVik, Gox=GyVok
Cik=TikC, Cox=TokCx
avec la contrainterang(Cp xGa k—1) = rang(Gak—1) = p— Ik
Tant que[VLk V27k] est une matrice unitaire, il est donc possible d’écriretfém inconnue
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comme sulit :
Ak = V1 k1 k + Vo k0o k (1.45)
La matrice de transformatiofy est donnée par :

~1
I —UlT,kRkuz,k (Uér,kRkUZ,k) UlT,k

Tk =
Ug

0(pfrk)ka I(p*fk)

Cheng et al[2009 ont défini les matrice®; x et Ry respectivement comme matrices de va-

riance devy i etva i, €tR1o(k,i) comme leur matrice de covariance. Alors on a :

Rk = &NVl =U7RUp— U RUy (UzT,kRkUZ,k)_luzT,kRkULk
Rok = ENauviil =Uz RUy

Ria(k,k) = Evyv3] =0

Ria(k,i) = E[vi 3] =0, pourk#i

Par ailleursCheng et al[2009 ont choisi les relations suivantes :

— coV|Vyk,Wi] =0 etcov|vo i, wi] =0 pourk #1i.
— coV|Vyk, %] = 0 etcov|vak,Xo] = 0.

Selon le systeme d’équationk.42-(1.44), le filtre proposé a la structure suivante :

Rk 1 = Actf 1k 1+ Guke1dik 1k 1 (1.46)
dA2,k/kfl = KSZ (Zok — CoR/k-1) (1.47)
M1 = Rgke1t Gok-102k/k 1 (1.48)
dAl,k/k = K.? ' (z2k— Crifi /1) (1.49)
dex = Virdiw+Vordakk 1 (1.50)
Rk = R+ Ke (22— Corfin-1) (1.51)

o les matrices gai™ € O, K& € OM-M0x(P-1) et KX € 0" (P~ seront déterminées
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ultérieurement, en assurant certaines spécificationsecoat les erreurs d’estimation de I'état

et de I'entrée inconnue.

1.6.6.1 Estimation de I'entrée inconnue

Les erreurs d’estimation des entrées inconmljgsetd,  sont définies par

dl,k/k = dl,k_dAl,k/k (1.52)
Aok 1 = d2,k_dAz,k/kfl (1.53)

Par conséquent leurs évolutions dynamiques ont les expnsssilivantes :

digk = (Ine— K5y ) dyk — Kter i (1.54)
k1 = (Imorc— KECoxGok_1)d2k_1— KS2epk (1.55)
ou
ek = CriRok—1tVik (1.56)
Koer = X% Reper =Kw-1+ Gok-102k/k 1 (1.57)
&k = Cor¥iu—1+Vak (1.58)
Rk = AR 1k 1+ Grke10ik 1k 1+Wi1 (1.59)

avec Xi/k =Xk— kk/k.

Les estimateurslA17k/k (1.49 et cfz’k/k,l (1.47) sont non biaisés si les matrices gaif:@1 et

KEZ sont choisies pour satisfaire les contraintes suivantes :

KMz = Iy, (1.60)
K®2S = lImr, (1.61)

oUS =CokGok-1.
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Avec ces conditions, les équatioris®4) et (1.55 se réduisent a :

dik = —Keik (1.62)
a1 = —KPe (1.63)

Par conséquent, avec ce choix, I'estimation de I'éfat ,_, sera non biaisée. Si on sup-
pose que la matric& est de rang plein, alors pour avoir une estimation UMV detiésn
inconnue, les matrices gaif! et Kd2 sont obtenues en utilisant la méthode d’estimation des
moindres carrées pondérées (WLS : Weighted least-squidadipth et al.[200Q et Gillijns et
Moor [0071). Alors on obtient :

~ -1 ..

Kt = (ZIRgm) IR (1.64)
~ -1

K2 = (dRgis) SR (1.65)

ou les pondérationélk et F~22,k sont respectivement les matrices de covariance; gest ey .

Ces matrices sont calculées a partir des équatibb$)(et (1.59) :

Rik = Elewxely] =C KPk 1Clk+Rok (1.66)

Rok = & [exxely] :Czkpk/k_lcz,kJrRz,k (1.67)

avecpk/k 1 [ilt/k—l()zi/k 1) } etR 1 =¢ [R/k-1 (k1)

En prenant en compte les contrainté$() et (1.61), les variances de la solution WL$.47)

et (1.49 sont données respectivement par :

L 1
Pk/k = E[dp(dixn)T] = <ZkR Ek) (1.68)

3 3 . 1
Pk/k L= Eldakea(dapnen)’] = (SIRZ_&SO (1.69)

Remarque : si on considere le cas®@gl = 0 (par exemplegangH = m), on modifie le filtre
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1.6. Cas des systemeslidy+ 0

proposé en remplacant les équatioh$9 et (1.69 par :

~

K2 /k 1SR Pk/k 1= (SIRZ_I](-SJJF (1.70)

En se réferrant aux équatioris %0, (1.52 et (1.53, I'erreur d’estimation de I'entrée inconnue

dy & la forme suivante :

¥ d~1k k
Gor= [Vawe Vau] | . (1.72)
2.k/k—1
Utilisant I'équation (.71), la matrice de covariand%f/k est donnée par
~ ~ Pdl Pd12 VT
Rk = 5[dk/k(dk/k>T}=[V1,k V2,k] Kk "k Lk (1.72)
Pd21 Pd2 VT
k k/k—1 2,k
ou
d12 d21\ "
R = (R%) (1.73)

= K¢ 'Cox (R 1Cok— Gk K2 Rox (K2)T
/

La structure proposeée du filtré.46 a (1.51) peut étre utilisée pour estimer I'entrée inconnue

(1.50 et caractériser cette estimation par sa matrice de covaigh.72).

1.6.6.2 Estimation de I'état
L'erreur d’estimation de I'état est définie par :
ek = X— Rk (1.74)
Tenant compte des équatiorisg0 et (1.44), on obtient :

R = (1= KCop) K k1 — KiVac (1.75)
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Considérant les équation.57) et (1.63, la matricePlf/k est déterminée comme suit :

Pox = S[Xk/kil/k} (1.76)
= R 1+ KRR T = Vi(KO T = K&V

ou
Re = CoPk 1Coxt Rok+CoxSct (Coi &) (1.77)
Vi = BoeiClit S (1.78)
S = ¢ [Xi/k—l(vz,k)q = —Gy 1KP?Ry (1.79)
P11 = (- Gz,k—lKEZCzk)Pﬁ(/k_l(' — G- 1KE2C, 1) T + Gok 1KERy k (KE2) TGSy 4
(1.80)

Une estimation satisfaisante est obtenue par la minimisae sa variance. Pour minimiser la

trace de {.76), la matrice gain est donnée par :

K& =Vi(R) ™ = (R 1Cox+S)(R) (1.81)

Introduisant cette expression dans I'équatibri’p, on obtient la valeur optimale de la matrice

de covariance :
% -1
Pk = Poke1 — (R~ Vi
A partir de I'équation 1.59), la matrice de covariance a primlj‘ﬂ/k a la forme suivante :

at] [ ar
Pox Bk | | A

+Qx (1.82)
(R Rok] LClx

Pﬁ(+1/k = [Ak Gl,k}

ou la matriceF’lf/O'k1 est calculée en utilisant les équatiohsHé) et (1.73) :

Pﬁ(/dﬁ = & [Kik(din)T]
= (V0T =Ry ) Lk (1.83)
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Enfin, le filtre développé pathémiri et al.[2013 est résumé comme suit :

Initialisation pourk =0
o ethy
Pour toutk > 0, le filtre est donné par
)A(k/k—l = A 1%—1/k-1+ Gl,kfdlldl,k—l/k—l
Px pX T
P = (KX<vk> ~Rija) LT
i K¢ /k 1SRk
da ke /k— 1—KOI (22,k—C2,kX+k/k—1)
Pk 1= <S<r R, ﬁ%)
Xk/k 1= Xe/k—1+ Gak-102k/k-1
Pli(fk 1= (1= Gay- 1Kk Czk) k/k— 1(I = Gax-1K 2C2,k) +GZ,k*1KI?2R2,k<Kk ) sz 1
Rk =Cy R k/k 1C1,k+R1,k
Kdl—(SlgTRl) +Sig) 1+ Sig' R
dy k/k—Kk (zk—Cy, ka{k 1)
Rek = (zT Ry &zk)
Ri12 = (Ré2t) —Klijlclk(Pﬁ(fk 1ok~ G 1K{ R2k> (K&)T
Ak = Viida ok + Voo k-1
ﬁk/k—Xk/k 1+Kk (sz—Cz,ka/k 1)
KE_VK(Rk) = (R 1Cok+SI(R)H
Rk = Rk 1+K|1(Rk(KX)T Vi (KT = KE (V)T
Re= G Rk 1C2k+R2k+C2k3<+(CZk3<)
V=R 1Cokt S S Gop 1 KPRy

Pl?/lk Rt i
1
P /k = [Vik Vay pd21 plg/zk . Ksz]

Rok = Cz,kPk/k—lcz,k +Ryk
S =CokGok-1

TABLE 1.11 — Algorithme récursif du filtre déhémiri et al.[2013 (RFSF)

1.7 Tableau récapitulatif

Un tableau récapitulatif qui résume tous les filtres que reos s traité dans notre étude :
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Reférence

\ Filtres

d

Kitanidis [1987]

Unbiased Minimum variance
Linear State Estimation (UMV)

oui

non

Darouach et Zasadzinski997

Unbiased Minimum-variance Estimation
for System with Unknown
Exogenenous Input (OUMV)

oui

non

Hou et Pattorj1999

Optimal Filtering for Systems
with Unknown Inputs (OLMVE)

oui

non

Hsieh[200(

Robust Two-Stage Kalman Filters
for Systems with Unknown Inputs (RTSKF)

oui

oui

Extension of minimum variance

Darouach et a[2003 estimation for system with

unknown inputs (OEF)

oui

non

Unbiased Minimum-variance Input

Gillijns et Moor[0074 and State Estimation for Linear

Discrete Systems (RUMVF)

oui

oui

Unbiased Minimum-variance Input and State

Gillijns et Moor[0074 Estimation for Linear Discrete-Time

Systems with direct feed through (RTSF)

oui

oui

Hsieh[2009

Unbiased Minimum variance
input and State Estimation for systems
with unknown inputs (ERTSF)

oui

oui

Extension of Unbiased minimum-variance

Cheng et al[2009 estimation for linear systems with

unknown input (UMVSE)

oui

non

Novel recursive optimal filter for

Khémiri et al.[2013 the joint input-state estimation in linear

discrete-time systems (RFSF)

oui

non

TABLE 1.12 — Tableau récapitulatif pour les filtres
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1.8 Etude comparative

Pour mener cette étude comparative entre les différentsstilhnous considérons I'exemple

illustratif suivant :

0 y 10 O —0.0005 -0.0084
Xo0/0 = »Pojo= A=
0 0 200 0.0517 08069
10 001 O 0.0036 00342
Cy = Re= Q=
01 0 0.16 0.0342 03249

Nous supposons que I'entrée inconnue a la forme suivante :

5us[K] —5us[k— 20| + 5us[k— 70]
4us K] — 4us [k — 30| +4us[k — 65

dg =

. " 1sik>T1
avecus est un échelon de position tel qugk — 1) =

Osik< Tt

1.8.1 Pour les systémes ad, =0

L'entrée inconnue affecte uniquement I'équation d’ékit= 0). Pour mener cette étude com-

parative entre les différents filtres présentés précedemimenatriceGy est donnée par

00129 1
Gy =
~1.2504 1

| Performances UMVF | OUMV | RTSKF | RUMVF |

xI(RMSE | 0.0957] 3.0063 | 0.0957 | 0.0957
x2(RMSE | 0.3950| 3.9958 | 0.3950 | 0.3950
d (RMSE - - 0.9943 | 0.9811
d2(RMSE - - 0.7215| 0.7181

TABLE 1.13 — Evaluation des valeurRMSE
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1.8.2 Pour les systemes oy # 0

Pour mener cette étude comparative entre les difféeremtssflOLMVE, RTSF, ERTSF, OEF,
UMVSE et RFSF) présentés précédemment, nous considéro@srie exemple qui a été utilisé

précédemment.

casl : les matricesGi et Hy sont données par :

0.0129 O 10
~1.2504 0 01
Hk GGy Gy
rang =rang +rang [Hy =4
0 Hy Hy

rang [Si;1] = rang(Gy] +rang[H = 243

rank[Hx] = 2= p ,rang[Gy] =1

rang ’ =rang(CoxGzx-1) =0

| Performances OLMVE | OEF | RTSF | ERTSF| UMVSE | RFSF |

xI(RMSE | 0.1808 | 1.0900] 0.1818] 0.1818] NAN | 0.1818
x2(RMSE | 1.7591 | 9.9427| 1.1791| 1.1791| NAN | 1.1791
d(RMSE - - | 0.2055] 0.2055| NAN | 0.2055
d2(RMSE - - [ 1.2093] 1.2093| NAN | 1.2093

TABLE 1.14 — Evaluation des valeuURMSE: casl

Cag : les matrice$sy et Hx sont données par :

0.0129 O 01
Gy = , He=
—1.2504 0 01
Hk GGy Gy
rang =rang +rang [Hy =2
0 Hy Hy
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rang [Zx.1] = rang[Gy| +rang[Hy] = 2, rank[Hx| =1 < p ,rang[Gy] =1

Gok-1

CokGok

rang =rang(CokGok-1) =1

[ Performance§ OLMVE | OEF | RTSF | ERTSF| UMVSE | RFSF |

xX(RMSE 0.1908 [ 0.4709] 0.4041] 0.1853[ 0.1969 | 0.1853
X*(RMSE 1.5815 | 8.4647| 1.4246| 0.4294| 7.3958 | 0.4294
d*(RMSE - - 3.5355| 3.5355 - 0.9873
d’>(RMSE - - 0.3374| 0.2075 - 0.2075

TABLE 1.15 — Evaluation des valeurRMSE: ca?

Cas3: les matrice$sy et H, sont données par :

0.0129 O 11
Gy = , He=
—-1.2504 O 11
Hk CiGk Gy
rang = rang +rang [Hy =2
0 Hy Hy

rang [Zx.1] = rang[Gy] +rang[Hy| = 2

rank[H] =1 < p ,rang[Gy] =1

=rang(CokGox-1) =1

| Performances OLMVE | OEF | RTSF | ERTSF| UMVSE | RFSF |

xI(RMSE | 0.1901 | 2.0574] 0.1809] 0.1853| 0.1810 | 0.1853
x2(RMSE | 1.7597 | 6.7006| 0.5316| 0.4294 | 1.9303 | 0.4294
d (RMSE - - [08371] 0.8624| - 0.6774
d2(RMSE - - 08778 0.8531| - 0.7357

TABLE 1.16 — Evaluation des valeuURMSE: cas3
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1.9 Discussion

1.9.1 Pour la premiére classe des systemesHy=10

Les résultats de simulation obtenus dans le tableau 1.iient la valeur RMSE (Root mean
square errors) de I'erreur quadratique moyenne calcul@ée@chantillons, pour I'état et pour

I'entrée inconnue, avec :

1 N 2
Z X1k — K1)
Feus

RMSHX]_J() =

Z|

Nous remarquons gu’en présence d’'une entrée inconnueaaggart seulement dans I'équa-
tion d’état, que les filtres UMVF, RTSKF et RUMVF ont des penfiances équivalentes. En
effet, ceci est vrai puisque toutes les conditions impopéeses filtres sont vérifiées. De plus
les filtres RTSKF et RUMVF donnent une estimation de I'entr@®nnue avec de bonnes per-
formances, bien que que le RUMVF ne dispose d’aucune infeomat priori concernant la
dynamique de I'entrée inconnue. Le filtre OUMV perd ses perforces par comparaison aux
autres filtres, ceci s’explique par le fait que le filtre@arouach et Zasadzinskl997 se dé-
grade en présence d’'une entrée inconnue dans I'équaticat 8iéh que la condition de rang

soit vérifiée.

1.9.2 Pour la deuxiéme classe des systemesHyt~ 0

Pour le premier casjy est de rang plein, les filtres RTSF, ERTSF et RFSF donnent dek ré
tats équivalents, de bonnes performances et ceci est abtepdnt que les conditions de rang
sont vérifiées pour ces filtres. Les filtres OEF et OLMVE, or#t performances dégradées, car
ils présentent une grande valeur de RMSE sur la deuxiemeblad&tatx, . Ceci s’explique
par le fait que I'entrée inconnue n’affecte que la soytig qui elle-méme correspond a la va-
riable d'étatxy k (car la matriceCy égale a l'identité). Le filtre UMVSE ne permet pas d’obtenir

une estimation de I'état car la condition imposée par leswagtn’est pas vérifiée.
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Pour le deuxieme cas, les deux matriegset Gy sont de rang non plein, les filtres RFSF et
ERTSF donnent des résultats excellents pour I'estimatisndeux variables d'étag i et xp,
eégalement pour la premiéere variable de I'entrée inconnags pour I'estimation de la deuxieme
variabledy y, le filtre ERTSF s’avere moins efficace et ceci est normalquésious disposons
des zéros dans la deuxiéme colonne pour les deux malttioet5,. Par contre, le filtre RFSF a
donné une meilleure estimation vue son caractére robudtgéra condition de rang non plein
des matrices d’injection des défauts. Les filtres OLMVE, GEEMVSE donnent des estima-
tions acceptables en ce qui concerne |'&jat mais pour la deuxieme variabkg ) ils donnent
une estimation biaisée et ceci est du au fait que nous avansédes sur la deuxiéme colonne
des deux matrices. Le filtre d&llijns et Moor[0071 (RTSF) permet une estimation acceptable

de I'état, mais pour I'entrée inconnue on a le méme problénecpmur le filtre ERTSF.

En ce qui concerne le troisieme cas, Les matridest G, sont des matrices de rang non plein,
nous remarquons que les filtres RFSF, ERTSF et RTSF donnenégldtats proches, mais le
premier reste plus performant que les autres. Les filtres @EMDEF et UMVSE donnent de
bonnes estimations pour la premiéere variable d’état ; naus pautre variable, I'estimation est

dégradée et ceci est du a la présence de zéros sur la deuxitmpeecdeGy.

1.10 Conclusion

Ce chapitre avait pour objet la présentation de plusieuhstgaes de filtrage (optimal & mini-
mum de variance) des systémes linéaires stochastiquepa tésaret et en présence des entrées
inconnues. Pour cela, nous avons passé en revue les trae&ivadidis [1987, Darouach et
Zasadzinskj1997, Darouach et a[.2003, Hou et Pattorfi199§, Gillijns et Moor[0074, Gilli-
jns et Moor[0074, Cheng et al[2009, Hsieh[200(d, Hsieh[2009, Khémiri et al.[2013 etc...
qui sont classés en deux catégories. La premiere concegpnésiance de I'entrée inconnue dans
I’équation d’état et la deuxieme, I'entrée inconnue segméssdans les deux équations d’état et
de sortie. Des algorithmes pour les filtres : UMVF, OUMV, RTSRUMVF, OLMVF, OEF,
RTSF, ERTSF et UMVSE sont développés. Nous avons, par ke, gudcédé au développement
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Chapitre 1. Revue de la littérature sur le filtrage des systdinggsres a entrées inconnues

d’un nouveau filtre RFSRhémiri et al.[2013) pour résoudre le probléme d’estimation jointe
de I'état et de I'entrée inconnue dans le cas ou la matricgatiion de I'entrée inconnue dans
I’équation d’observation est de rang non plein. Enfin, uniel@comparative des deux classes a
été menée par simulation avec le logiciel Matlab a traveesxemple numérique. Cette derniere

a permit de dégager les avantages et les inconvénients deefilire.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on traite le filtrage proportionnel-irdégour les systémes linéaires a en-
trées inconnues. On va étudier trois problemes différelestichations. Le premier concerne
les systémes linéaires a entrées inconnues qui est larg@étuele dans la littérature par les
observateurs proportionnel-intégral a entrées inconmaes,lesquels on peut citer entre autres
Shafai et al[1996, Orjuela et al.[2007 et Koenig [2005. Le deuxieme réside dans I'esti-

mation optimale des systémes linéaires stochastiques@stdiscret en présence des entrées
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2.2. Observateur a entrée inconnue

inconnues. Plusieurs solutions sont développées (vopittkd)) permettant de donner des bons
résultats. Mais si les matrices de covariance (qui sontasg®s connues), ne sont pas parfaite-
ment connues, les filtres perdent leurs optimalités. Lsignie probleme concerne I'estimation
jointe des défauts et d’état en présence d’entrées incanf@geprobléme est récemment résolu
parBen Hmida et al[2017 par le développement d’un filtre optimal & trois étages (SHR)

qui permet une estimation optimale de I'état, des défautlegtentrées inconnues. L'inconve-
nient de ce dernier réside dans la dégradation de son opéiragla connaissance des matrices
de covariance d’état, des mesures, des défauts et dessenttéenues, est imparfaite (cas des
matrices de covariances incertaines). Ce chapitre est aiugoguatre sections. Dans la section
2.2., on présentera I'observateur multi intégral. La secfl.3. sera dédiée au développement
du filtre PI TSKF. Le filtre PI ThSKF sera développé dans laiea@.4.. Enfin, on terminera

ce chapitre par une conclusion.

2.2 Observateur a entrée inconnue

Dans cette section, on considere les systemes linéairesrdeistes (absence de bruit d’état
et de sortie) a entrées inconnues affectant I'état et laesdut systeme. On s’intéresse a l'esti-
mation d’état de systémes linéaires a temps discret, a tanwgusant et en présence d’entrées
inconnues en utilisant un observateur de type proportiomogi-intégral c’est-a-dire de fagon
abrégée sous une forme génémle. L'introduction de multiples actions intégrales dans ¥ob
servateur d’état, permet d’assurer une bonne précisiotesination méme en présence des

entrées inconnues décrites par des polynémes de Begré

2.2.1 Formulation du probléme

On considére un systeme linéaire a temps discret décritfeoug d’équation d’état :

Xkr1 = AX+ Bug + Ddy
Yk = Cxc+ Edk

(2.1)
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Chapitre 2. Filtrage proportionnel-intégral des systenmesalres a entrées inconnues

ou x € R" représente I'état du systémee R™ sa sortieu € R" son entrée de commande
supposée connue @t RY le vecteur des entrées inconnues a effets additifs. Lesamsdy, B,
C, D etE sont supposées connues de dimensions appropriées eteespes contraintes assez

peu restrictives suivantes.

— la matriceC est de rang plein.
— Le systemégA,C) est observable.

— les matrice® et E sont de rang plein colonne.

Le probleme qui se pose maintenant est la synthése d’unvaldserPIP de systeme linéaire
a entrées inconnues. Ce probleme est assez général et peatrmyndeux situations assez
différentes. La premiére est celle ou un systeme est eféaugnt affecté d’entrées inconnues
perturbant son fonctionnement, dont il convient alors diégr 'amplitude afin de concevoir
une stratégie de commande compensatrice. La deuxieméitest propre au diagnostic de
fonctionnement et plus précisément a I'estimation de défdlactionneurs ; dans ce cas, une
entrée connue peut étre estimée en la considérant commenineafin d’analyser I'erreur
d’estimation de cette entrée qui peut étre révélatrice defaut d’actionneur.

Dans la suite, on considére des observateurs de type Lugmbggrmettant de reconstruire

I'état et les entrées inconnues du systeme.

L'estimation de I'état est effectuée de la facon suivante

)2k+1 = A)A(k + Buw + D&k + Kyk
Yic = Yk — Yk (2.2)
Yk = CR + Edi

ouK € R™M E € R™4, 'estimation des entrées inconnues est réalisée pardivhteur :

dAk = Az,
(2.3)
Zer1 = N+ Tk
ouze RPY A e RI¥PA A € RPIPA T ¢ RP*M et ou la matrice\ contient sur sa diagonale
des blocs identité. L'observation est ainsi caractérisdgzsamatriceK etl” dont il conviendra

d’estimer les coefficients. Les développements qui suiviseint a expliciter les équations qui
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2.2. Observateur a entrée inconnue

régissent I'évolution des erreurs d’estimation. Compte t#la structure choisie de la matrice
A\, le vecteurz, est donc construit a partir des intégrations successivésrdeur d’estimation

y de la sortie. Ce vecteur, ainsi que les différentes matricieduites dans la structure de

I'observateur, sont partitionnés sous la forme :

I 0 0 ..0
Lk I 1 o0
2= | 2|, A=|.. (2.4)
0 I 1 0
P 0 ... 0 I |
M
)
a=(0 0 .. 1), T=| .. (2.5)
M1
Mp

Compte tenu de(3) et de I'expression dA, on note que :

dk = Zpk (2.6)

Ainsi, I'entrée inconnuely est estimée uniquement a partir de la derniére variabléédjia-

tion. Considérons la variable :

& = Hdk—Zk (2-7)
avec
Hy
&1k
Ha
&
a=| 2, H=]| 2.8)
Hp__‘]_
Epk
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Chapitre 2. Filtrage proportionnel-intégral des systenmesalres a entrées inconnues

En particulier, la derniere composanteadgexplicite :

Epk = Ok — Zpk (2.9)

et en comparan®(6) et (2.9), on vient de définir tres simplement I'erreur d’estimatamnl’en-

trée inconnue par :

d« = ¢
X Pk (2.10)
= Ag
Définissons les erreurs d’estimation d’état et de sortiea@sgment par :
X = Xk — X
W= 2.11)
Yk = CXy + Edk

A partir des équations2(1), (2.2), (2.7), (2.10, (2.11) et en utilisant I'opérateur d’avance

g d’'un pas d’échantillonnage, les expressions suivantesgtéent d’obtenir la dynamique de

'erreure :
( &1 = Hogi1—z
= Hdk1— (Az+TYk)
= Hadc—A(Hdk — &) — 'Yk (2.12)

— Hqd— A(Hdg — &) — I (C%+ Edy)
= (gl —A)Hdk+ (A—TEA)g — C,

puis celle de I'état :

Rer1 = Xer1—Rr1
= AXc+ Bu+ Ddy — (AR + Bu + Dd + K (2.13)
= (A—KC)%+ (D —KE)dy
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2.2. Observateur a entrée inconnue

Finalement, compte tenu des équationd(), (2.12 et (2.13, les deux erreurs d’estimation
sont régies par une équation d’'état sous la forme matecselivante :
g N—-TEA —IcC & I—A)H
kt1) _ k n (9 ) de (2.14)
K1 (D—KE)A A—KC/ \% 0
L'équation @.14) traduit la dynamique d’évolution des erreurs d’estintatie I'état et de I'en-

trée inconnue en fonction de I'entrée inconmiye

On note aussi que les matrickset I' interviennent de fagon linéaire dans cette équation.
Il est donc tout a fait possible de régler les coefficients el deux matrices d’'une part de
facon a respecter la stabilité de I'équati@il{), ou laD- stabilité (technique de placement de
pbles par exemple) et d’autre part de minimiser I'influened’entrée inconnuel sur I'erreur

d’estimation (technique de typé. par exemple).

En fait dans ce qui suit, on s’intéresse a un découplage dedtnfluence de I'entrée incon-

nue sur I'erreur d’estimation en précisant la classe dé&nimconnue permettant ce découplage.

2.2.2 Synthése de I'observateur!P
Au cours de cette section, on va présenter les différerapegtde la synthése d’'un observateur

proportionnel multi-intégral. On commence, tout d’abqual; le cas le plus simple. Il s’agit d’'un

observateuPl, puis on abordera le cas le plus général, c’est-a-dire dalniobservateuP!P.

2.2.2.1 ObservateuPI

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la synthése d’un abm@mayant un seul intégrateur,

c’est-a-dire compte tenu des définitio@s4) et (2.5 caractérisé par :
I O M
A= . = A= (o |) (2.15)

57
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Si on choisit la matricéd (2.8) sous la forme :

ho (@Y (2.16)

on obtient :

(Ql —A)H = (@-" 2.17)

0

Compte tenu de ce résultat, en vertu des équatidid)(et (2.15, on peut écrire :

€1 k1 | —-ME -ryC €1k (q—1)2
gt | =1 1-rE —rc | |ew|+| o [ (2.18)
K1 0 D—KE A-—KC X 0

Ainsi, pour garantir un découplage total de I'influence @atiée inconnuey sur les erreurs

d’estimation, il faut respecter la condition :

(@—1)%de=0 (2.19)

Une solution de I'équatior2(19 est donnée pour une entrée inconnue de la forme :
dy = aguk+ag (2.20)

ou les parameétresy eta;sont quelconques.

Compte tenu de(.3) I'estimation de I'entrée inconnue peut donc s’obtenir &ipée I'erreur

d’estimation de la sortie :
Z1 k1 = Zok+ MY
L1 =21+ Zok+ 2%k (2.21)
dk = 20
Finalement, il reste & montrer que 'erreur d’estimatipule I'entrée inconnue tend asympto-

tiquement vers zéro, c’est-a-didg — 0 guandk — o. Or, compte tenu de la contraint2.19
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2.2. Observateur a entrée inconnue

sur la nature de I'entrée inconnue, le systethé® est alors autonome et sa stabilité est assu-
rée par un choix judicieux des gaiks "1 etl,. Pour cela, la matrice d’état d2.(8 peut étre

réécrite sous la forme suivante :

A—KC (2.22)
avec
I 0 0 ry
A=|1 1 ol .K=|r, ,_:(o E c) (2.23)
0D A K

Sila paire(AT,C?) est observable, alors, le choix des matrices gKinE, etl, est réalisé par
placement de péles. Les erreurs d’estimagat X convergent donc vers 0, et compte tenu de
(2.10, cela garantit la convergence asymptotiqueﬁdears 0. L'observateur proposé répond
bien aux exigences de reconstruction de I'état et de I'entréonnue, les erreurs de recons-
truction ayant une convergence garantie vers l'origine.déamant I’hypothése d’observabilité

de la paire(A_\,C?), il est assez simple de la vérifier par le criterertiutus[1969. En effet, la

matrice
(s—1)l 0 0
sl—A -1 (s=1I 0
_ | = VseC
C 0 -D sI-A
0 E C

sl—A
est de rang plein est de plein rang ce qui est une hypothese communément admise
C

2.2.2.2 ObservateuPIP

Dans ce paragraphe on traite le cas général, c'est-a-daasle’un observatelRIP. La dé-

marche est tout a fait semblable a celle décrite précédetrpoenl’'observateuPl, en prenant
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maintenant pour généralis&.16) :

H= (2.24)

L'équation @.14) s’applique toujours et ici avec :

CEl L

(ql —A)H = 0 (2.25)

En vertu de 2.14) et avec la définition4.25, pour avoir une erreur d’estimation découplée

totalement des entrées inconnues il faut donc que :
(q—1)P d. =0 (2.26)
ce qui correspond a la classe d’entrée suivante :
dk = apkP +ap kP14 +ark+ag (2.27)
Pour cette classe d’entrées inconnues, la dynamique dedted’estimation?.14) se réduit a :

&1 N—TEA —rc &

= (2.28)
Kr1 (D—KE)A A—KC/ \ %
La matrice d'état de cet observateur peut aussi se mettedl@dorme :
N-TEA —-TC -
=A—-KC (2.29)

(D—KE)A A—KC
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2.2. Observateur a entrée inconnue

avec

MO k=T C=(ea ¢ (2.30)
DA A K

A=

Ainsi, sous réserve de I'observabilité de la piﬁec?), le réglage de I'observateur (c’est-a-dire
le choix des gainK etl") peut étre réalisé par placement de péles. La conditionséafabilité

deHautus[1969 ici traduite par :

sl—A 0
rang| —DA sl—-A| =n+pqgq Vsel (2.31)
EA C

est satisfaite si la paif@,C) est observable, la matrideétant par définition de plein rang.

Enfin, 'estimation de I'entrée inconnue est réalisée apdes équations d’étaR(2) et (2.3) :

)A(k_,_]_ B A—KC DA >”<k + B K Uk
Zii1 —IC A-TEA) \z o r/ \w (2.32)
dk = Az

2.2.3 Exemple

On considére les matrices du systéme décrit pd) @vec les valeurs numeériques suivantes :

0.3 01 2 12 1 -1 1
A= , B= ) D= ’C: E=

Y

0.1 08 -15 0.5 0 1 2

Dans cet exemple, on utilise un observateur ayant troigtiatéurs et comme entrée inconnue

le signal de la forme suivante :
dk = agk® + ak® + gk + ag

avecaz = 0.0006a, = —0.08 a; =2 et ay = —35.

La figure @.1) illustre la forme du signal d’excitation et la sortie du t&yee pour un temps de
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simulation correspondenth= 100 échantillons.

20}
10 entrée u B
0 w i
1% 20 20 650 80 100
400
200} Y1
)
y
—200, 20 - 20 60 80 100

FIGURE 2.1 — Entrée et sorties mesurées

Les matrices gains de I'étlt et de I'entrée inconnuk sont données respectivement par :

0.0633 01308
—0.2318 07159 - 0.0431 01034
—0.4545 04773 0.0977 02762
0.2808 02096

Les figures2.2) et (2.3) montrent les résultats des estimations de I'état et dér€erinconnue

respectivement pour des conditions initiales :

T, ZOZ(O 00 O>T,

T
X0=(20 ~50) . %=(0 0)

D’aprés les résultats obtenus, on constate bien que I'ebiger P13 permet d’obtenir une
bonne estimation de I'état du systéme et de I'entrée inoerleg écarts d’estimation constatés,

au voisinage de l'origine, étant simplement dus aux coowltinitiales arbitrairement choisies.

La mise en oeuvre de I'observateur proposé nécessite teagnt de quelques parametres.
Outre le choix des gains de I'observateur liés aux pblesaitdget qui doit étre fait en fonction

du niveau de bruit affectant les mesures de la sortie, ibatéur peut aussi modifier certains
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200

100} Etats 1 réel et estimé i

-100

200

100} Etats 2 réel et estimé i

—-100 ‘ ‘ ‘ : : : : ‘ ‘
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
FIGURE 2.2 — Etats vrais et estimés
100 b
o /
Entrée et son estimation

—-100 b

0 20 40 60 80 100

FIGURE 2.3 — Entrée inconnue et son estimée

coefficients de la matricA (2.4) qui intervient dans la définition de I'entrée inconrdiePour
apprécier le role de cette matrice, I'exemple précédentepsis mais avec un niveau de bruit
plus important sur la mesure de la sortie. Les figuted)( (2.5 et (2.6) relatent ce cas en
conservant la matricg initiale (2.4). L'estimé des états reste correct, par contre celle d&€éen

inconnue souffre de précision. Par contre, en modifiant lzioea\ sous la forme :

al 0 0 ... O
Il al O
A=
Il al O
O ... 0 I al

ou 0< a < 1, I'estimé des états reste correct et I'estimé de I'entnéennue s’est améliorée.

Dans les essais effectués, ce parametre a été ajusté denfagistique, une analyse plus ana-
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lytiqgue de sensibilité pourrait sans doute étre effectuée.

20f .

10| entrée u B

400

200

—200
(e]

20 40 60 80 100

FIGURE 2.4 — Entrée et sorties mesurées

200

Etats 1 réel et estimé

—200 . . . . . . . . .
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

200

Etats 2 réel et estimé

—200

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 2.5 — Etats vrais et estimés

100

0 20 40 60 80 100

FIGURE 2.6 — Entrée inconnue et son estimée
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200

Etats 1 réel et estimé

—-200

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

200

Etats 2 réel et estimé

—200

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 2.7 — Etats vrais et estimés

100 4
0 .
Entrée et son estimation
=100t R
0 20 40 60 80 100

FIGURE 2.8 — Entrée inconnue et son estimée

Dans cette partie, on a présenté une forme générale d'@bsana entrée inconnue des sys-

temes linéaires a temps discret. L'objectif était de coaicewn observateur proportionnel multi-

intégral P1P) qui permet de garantir une bonne précision de I'estimalefiétat du systeme

malgré la présence des entrées inconnues sous forme podlaala degré. L'idée sur laquelle

repose cet observateur consiste a introduire des intégsasiuccessives sur I'erreur d’estima-

tion de sortie pour obtenir une bonne estimation de I'entréennue et a partir de laquelle on

corrige I'estimation de I'état. L'observateur proposeé testé sur un exemple numérique pour

un systéme affecté par une entrée inconnue sous forme dedpatyde degré 3. Les résultats

de simulation montrent la bonne précision avec laquelldrnéninconnue et I'état du systeme

sont estimés en utilisant un observateur ayant trois acticégrales®l®).

Dans la suite de nos travaux, il semble intéressant de d&aéreette approche a la recherche
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d’'une classe d’entrées plus générale en recherchant eastituctures de I'observateur multi-

intégral.

2.3 Filtrage robuste a entrées inconnues avec des matrices de

variance des bruits incertaines

L'estimation d’état des systemes linéaires stochastiguemps discret en présence d’entrées
inconnues générées par un modéle dynamique a été largetudiiteédans la littérature. La
méthode la plus intéressante est sans doute le filtre de Kadnaeux étages qui a permi une
estimation optimale de I'état. Mais, I'optimalité de cerélexige une connaissance parfaite des

matrices de covariance des différents bruits.

2.3.1 Formulation du probléme

On considére un systéme stochastique linéaire a temps wvatianemps discret décrit par la

représentation d’état suivante :
X1 = Ak X+ Br U + ER dic -+ Wi

Or1 = O+ W (2.34)

Yir1 = Her1 X1+ EE(/+1 i1+ Vi1

avecx, € 0" le vecteur d'étaty, € O™ le vecteur d’observationy, € 0" le vecteur d’entrée
supposé connu ek € 009 le vecteur des perturbations inconnues. Les matdgeBy, Hy, E
et Eli’ sont supposées connues et de dimensions appropriées.pathéses suivantes sont for-

mulées

— M : les bruits d’étatv, et de mesurg, sont gaussiens de moyennes nulles, non corrélés et
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de matrices de variance-covariance :

Eww ] = Qeda
EMM] = R
Elw] = 0&

— H> : I'état initial xg est une réalisation d’une séquence gaussienne indéperdibruits

Wy ety :

— H3: on suppose que
la paire(Ax, Hk) est observable
rank(EY) =qetm>q
L'objectif de ce travail est de faire la synthése d'un filtézursif permettant d’obtenir une
estimation jointe, non biaisée et & minimum de variance ékat’et des entrés inconnues en
présence des incertitudes sur les matrices de varianceffgsrnts bruits d’état de sortie et de

I'entrée inconnue.

2.3.2 Filtre de Kalman a deux étages

Le filtre de Kalman optimal a deux étages OTSKF a été dévelpppésieh et Cherfi1999
dans le but d’avoir une estimation optimale de I'état malgngrésence des entrées inconnues.

Le filtre est résumé par les équations suivantes :

Initialisation
1
k=0,Vo =Ry (RY)
X0/0 = %0 — Voo, do/0 = do
Pojo = P¥ —VoP§\Vg' . Fgjo = FS
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Sous-filtre estimateur d'état

Xer1k = Akt BrUk+ Uk
FT|2(+1/|< = Aklgﬁ(/kAIJrQ_ﬁ

Xer1/kel = Xep1kt K_|)<(+1 (Vicr1 — Hi 1%-1/k)
Kipr = Pli(+1/kaT+1(Hk+1P|i(+1/kaT+1 +Re1)?
PIi(ﬂ/kjul = (I - KI)<(+1H|<+1) P|i(+1/k

Sous-filtre estimateur des entrées inconnues

Oher-1/k
5d
Pk+1/k
Ot 1K1
~d
Kk+1
d
Rer1/ke1
Correction
avec

= dyi
= R+
= d_k+1/k + K_|3+1 (Vier1 — Hicr 1 X1k — S<+1d_k+1/k)

— — — -1
d d
= Rl (Sk+1pk+1/kSKT+l + Hicr 1Ry k2 + Rk+1>

— (I - K_,‘j'+13<+1> Peya/k

Uk+1
Uk+1

Uk

Vi+1

Si1

Rr1/kbl = Xp1/krt T Vier1 Otk
derakin = Okpajkrt
= AM+E;

= U1+ (Qﬁd - Jk+ng) (FTIEjJrl/k) -

= (U_k+1 —Uks1) d_k/k

= Q)Ii - QﬁdU_JH —Uit1 (Qﬁd - U_k+1QE> '
= Ug1— K& 1Sq1

= HiUki1 +EL
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Le filtre OTSKF permet d’obtenir une estimation optimale @tat en présence des entrées
inconnues. Mais, dans le cas d’incertitude sur les matdeesovariance des différents bruits

d’état, de mesure et de I'entrée inconnue le filtre perd saactare optimal.

2.3.3 Filtre de Kalman a deux étages a gains proportionnel intégral

Dans cette section on va résoudre le probléme d’estimatiétatcet des entrées inconnues
en présence d’incertitudes sur les matrices de varianeariance des différents bruits. Le filtre
proposeé consiste a modifier le sous-filtre estimateur dé&dtatsous-filtre estimateur des entrées
inconnues en introduisant I'action intégrale comme prépdasnsLinder et Shafa[1999 et
Shafai et al[199]9 sur I'erreur d’estimation afin d’obtenir une estimatiorbuste de I'état et

des entrées inconnues malgré ces incertitudes.

2.3.3.1 Sous-filtre estimateur d’état

Dans ce paragraphe, on modifie le sous-filtre estimateurédat Idécrit par les équations
(2.39-(2.39 en introduisant I'action intégrale. Alors le sous-filtr@difié prend la forme sui-

vante :

Xer1k = AXgkt Bk + Ug (2.47)
ki1 = DB+ Gy (Vier — Hir % 1k) (2.48)
Xerikil = Xerrk+ DB+ G2y (Viers — Hi 1% 1 /k) (2.49)

Avec b représente le terme intégrale de I'erreur d’estimatio@#tet GX' sont les matrices de
gain proportionnel et de gain intégral du sous-filtre estitmade I'état qui seront déterminées

par la suite.

Pour arriver & développer le nouveau sous filtre on introdeitx matrices arbitraires, qui

sont incorporés dans le systeme ci-dessus. Par consélgusmis-filtre résultant d’état de mise
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a jour est donné par le systéme augmenté suivant :

)?k+1/k+l A Df fk/k Bk - G)Iipl —
— ) e Uk + Uk + Xi+ (Vir1 —HiXerax)  (2.50)
bﬁ+1 O Df bk O O Gk+]_

ou D¥ et D} sont deux matrices constantes déterminées en fonctionesfessrpances du sys-
teme étudié. La conception optimale des matrices de gaingbeufaite en utilisant la matrice

augmentée de covariance :

x11 x12
Pok R - G

/k /k Xa a
F)k/k - = Thk-17 | Hkpk/k 1 (2.51)
AR G
Pk 1= AR 1AL+ QR (2.52)
avec

Ac Df Q0
AR = Qe= “ etH: = [Hx O] (2.53)

0 D} 00

En introduisant 2.52 dans R.51) et en utilisant 2.53), les gains proportionnel et intégral

prennent les formes suivantes :

Gl1 = <Akpﬁ(/lklAk HY -+ DIRGAC HE + ARGED! T Hy + DIRGIDI THY +Qka> (HkAk Pl
x ACHE +HDIPEAATHY + HARIZDITHY + HDRZZDTH + R+ HkaHk) N
(2.54)
1 = (DIRGATH + DYRFDTH ) (HARKATHT + HIOIRAATH]
+HARIZDITHT + HORFZDTHY + R+ HQEHT ) o (2.55)

— D est une matrice de rang plein.

— D% est une matrice constante, B = al avec O< a < 1.
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2.3.3.2 Sous-filtre estimateur des entrées inconnues

Dans cette partie on suit les mémes étapes que dans la secmdente pour introduire le
terme d’intégration dans le sous-filtre estimateur desestinconnues. Ce sous-filtre estima-

teur a la forme suivante :

deiak = Ok (2.56)
bl,; = DIb+GRly (Virr — Hier1Xics 1k — Scr1ks1 k) (2.57)

_ _ g B _
derikir = Oerak+DIOE s +GR%y (Viers — Hiet®er ik — Scrathgan)  (2.58)

ot bf représente le terme intégral de I'erreur d’estimatioﬁs%’f et GJ' sont les matrices de
gain proportionnel et de gain intégral du sous-filtre estimades entrées inconnues qui seront

déterminées par la suite.

En introduisant deux matrices arbitraires, le sous-fiksltant des entrées inconnues de mise

a jour est donné dans le systeme augmenté :

-

Oy 1/k11 | D

dgx| | GEP
d d d/ * SH (
b1 O Dt by Gt

Vi1 — Hiie 17k — Sk 1/k) (2.59)
ou DY et DY sont deux matrices constantes déterminées en fonctionetEspances du sys-
i f

téme étudié. La conception optimale des matrices de gaingbeuréalisée en utilisant la ma-

trice augmentée de covariance :

PO RO Gp
~d ~d ~d
Pk/?( = 21 md22 :Pk/i—l— q Silpk/i—l (2.60)
Rok Pk Gi
P = AR AL+ (2.61)
avec
| Df Q0
= Q= et =[S 0
0 D¢ 0 I
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Si on introduit @.61) dans R.60), alors les matrices gain proportionnel et gain intégrait so

données par :

Gy = <Ak PORAL S+ D PRIALTSE + ACRDIT S + D RGRZD TS +st1'<r> x
(HkAkP;/lkAk H + HDIRAACHS + HIARSGIDITHY + HDIRGEDI THY +
S(Ak dllAk S(+S<Dd leAk S<+SKAkPk12DdTS<+S<Dd 22DdTS<—|-
Re+ HQHT + Qi) (2.62)
Gl = (DIREALTS] + DIRERPDITS! ) (HARIATHT + HIDIRGATHY + HAR2x
DiXTHk —|—HkDXP/kDXTHk +S<Akpkf/]|-(lA|(3TS< +S<Dd d21AkTS'<I' S(Ak dldeTs<—|—

SOIR2DITS] + R+ HIQRHY + S<Qk5k> (2.63)

- DiOI est une matrice de rang plein.

— DY est une matrice constante, bl = al avec 0< a < 1.

2.3.4 Exemple illustratif

On propose dans cette section de tester le filtre proposé. 3idéve les parameétres suivants :

X1k ax 05 008 2
X% = | %k [ A=[06 001 004]|,a=02+0.2sin(0.1k), By = | —1.5
X3k 01 07 005 0.5
0
02 04 O 1
Hk: 1E|)((: 2 ,Eli/:
-05 —-08 04 . 1

DX = I3x3, D¥ = 0.3I3x3, DY = 1.5,DY = 0.3
Q¢ = 0.13,3, Re = 00122, @94 =1[0.1 02 02" etQl = 0.2

La figure2.9 présente les séquences de I'entrée I'entrée inconnue srigss du systeme. Le

temps de simulation correspond a N=100 échantillons.
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10

T
— cntrée u

L T T l L L L L L
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

T T T
‘ =— entrée inconnue d{

L L L L L L L L L
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

L L L L L L L L L
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 2.9 — Entrée, entrée inconnue et sorties mesurées

Dans la simulation, on introduit une perturbation sur lesrites de variance des bruits d’état,

de mesures et des entrées inconnues comme Suit :
/ Qx sik< 50 ) R« sik< 50 »
Q)Ié g y Rk g y Qk =
(14 a1) Qf sik> 50 (1+az)R, si k> 50 (14 a3) QY sik> 50

Qe sik< 50

Les figure2.10et2.11représentent I'estimation d’états et I'entrée inconnue.

O mim s = (L im i m -

—200

L L L L L L L L L
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
60

= = = PITSKF

201 = B

—-20

L L L L L L L L
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 2.10 — Etats vrais et estimés

On peut constater que le filtre Pl TSKF donne de bons résuitakgré la présence de pertur-
bations sur les matrices de variance des bruits. Par canfitrd OTSKF a perdu son caractere

optimal.
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Ol m i m P P \ ',-,/-‘*,_r-'-‘t’.‘_ﬁ,_‘,‘-'1

]
]
i

50

L L L L L L L L L
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

15 T T T T T T T T
- = = PITSKF
Iy

-
~’

. ~ B
‘I~¢v 7

d
I“\/-", IN

-\ ~ .
g ~ 7

|- ~ -
N P PN S T <7

L L L L L L L L L
o] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 2.11 — Entrée inconnue et son estimée

] Performanceq xt \ X2 \ dl \ d? \
OT SKF 0.0957| 3.0063| 0.0957| 0.0957
PITSKF 0.3950| 3.9958| 0.3950| 0.3950

TABLE 2.1 — Evaluation des valeuRMM SE

On peut aussi remarquer les performances du filtre proposdeéableau 2.1 qui présente les

valeurs de la racine carrée de I'erreur quadratique moy@RNESE) sur I'estimation de I'état

et des défauts.

Dans cette section, on a résolu le probleme d’estimationstelpour les systemes linéaires

stochastiques a temps discret et a temps variant avec umtirse sur les matrices de variance

des bruits en utilisant un filtre récursif Pl TSKF. Le filtréd ebtenu par une modification des

sous filtres estimateurs d’état et des entrées inconnué®B8KF en introduisant des actions

intégrales sur I'erreur d’estimation. Cette méthode réeersst testée par un exemple acadé-

mique. Il s’avére que le filtre Pl TSKF demeure puissant nédlgg erreurs faites sur les matrices

de variance caractérisant les bruits de I'€@gtde la mesur®, et des entrées inconnué.
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2.4 Estimations robuste des défauts et d’état des systemes li-

néaires a entrées inconnues

Dans cette section, on considére que les défauts et leglparans inconnues sont injectés
dans les deux équations d’état et de sortie. Notre objemiSiste en la synthése d’un filtre per-
mettant une estimation jointe et robuste des défauts eéth Vis-a-vis des entrées inconnues
et des incertitudes sur les matrices de covariance des lofétiat, des mesures, des défauts et

des entrées inconnues. Le probléme est formulé dans lasegti suit.

2.4.1 Formulation du probléme

On considére un systeme stochastique linéaire a temps watianemps discret décrit par :

Xer1 = A+ Byuk + RS i+ EXdy +wi (2.64)
fipr = fetw, (2.65)
Qi = Ot wf (2.66)
Yk = Hiw+F fo+ Eldc+ W (2.67)

avecxg € (" le vecteur d'étaty, € 0™ le vecteur d’observationy, € 00" le vecteur d’entrée
supposé connuy € [P le vecteur des défautsdt € [19 le vecteur des perturbations inconnues.
Les matrices\, By, Hk, E}, Eﬁ(’, Fet F,E’ sont supposées connues et de dimensions appropriées.

Dans cette section les hypothéses suivantes sont utilisées

e H, : les valeurs initiales des défauts et des entrées incorsmm€aractérisées par :

E(fg) = fp
E(dy) = do
E((fo—To)(fo—T))T) = Py
E((do—do)(do—do)") = P
E((xo—%0)(fo—Tp)T) = P
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E((xo—%o)(do—do)T) = R
E((fo—To)(do—do)T) = Ry°

o Hs : les bruitswli etwd sont gaussiens de moyennes nulles et de matrice de variance-

covariance :

5(Wng )= Qkﬁw
E(wwT) = Qld
E(wew; ") = Q' 8¢
Wi T) = Q45
EwwfT) = Q3¢

e Hg : les matrices décrivent le systeme obéissent aux conditlerrang suivantes :

rang(Hx. 1) = m(>maxp,q))
rang(F) =
rang(Hi;1Fy)
rang(Ey) =
rang(Hy1Ey) =

o T O O T T

rang(Hi 1R +R ) =
)

rang(Hy:1Ex + EkJrl

L'objectif de ce travail est de faire la synthése d’un filtéeursif, permettant d’obtenir une
estimation jointe, non biaisée et a minimum de varianceétatk, et des défaut, en présence
des entrées inconnuég et des incertitudes sur les matrices de variance des dif@t@uits

d’état, de sortie, de défauts et d’entrées inconnues.
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2.4.2 Filtre de Kalman optimal a trois étages (OThSKF)

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au développement deh&sg des filtres estimateurs de
I'état et des défauts. On commence par le filtre de Kalmant@aatanenté (ASKF : augmented
state Kalman filter). Ensuite, on présente la transformatatricielle U-V et la technique de
découplage du filtre ASKF en trois sous-filtres. Enfin, on tEyee le filtre de Kalman optimal
a trois étages (OThSKF : optimal three-stages Kalman filtex3 défauts et les entrées incon-
nues sont issus respectivement des mod@&€g)(et (2.67). Les matricesle, Qd, Q’,if, Qﬁd et
Qid sont connues et les hypothegég et Hg sont prises en compte. On cherche alors a conce-
voir un filtre de Kalman a trois étages moyennant la triplegfammation matricielle utilisée
parChen et Hsielj200Q.

2.4.2.1 Filtre de Kalman a état augmenté (ASKF)

Considéranky, fx etdx comme état augmenté, le filtre ASKF est défini par

Rk = Akt BRlk (2.68)
Plax = APIAR +Qk (2.69)
Xertkrr = Xernet KeeaWherr — HaXe 1) (2.70)
Kei = PoapcH(HE RS 1 HR L+ Rern) (2.71)
Pl = (1=K aH& )R 1 (2.72)
ou
X() Ay Fkx EI)(( Bk
xy=1fo|A=1(0 1 0].Bg=1]0 ,Hl?:[Hk R Eﬂ
d 0 0 | 0
f f
Ry RO R A QA QA
a _ |pfx of pfd _ | Afx Af  ~fd
FO= Py Ry PO Q= | Qdkf Q
dx pdf pd dx d
PO RO RO QA Q'
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OU RS 1 R 11

reur d’estimation a priori et a posteriori de I'état augnéent

représentent respectivement les matrices de varianaetaoee de l'er-

L'intégration au cours du temps des équatiods {)-(2.72 fournit I'état augmenté estimé.
Cependant, afin de réduire le volume de calcul, on proposeldaestion suivante une procé-

dure numériquement plus adaptée.

2.4.2.2 Transformation matricielle U-V

L'idée principale, sur laquelle repose cette technique @mdplage, consiste a utiliser une
triple transformatiord —V afin de diagonaliser les matrices de variance-covariﬁ’@r,;g1 et

a
Pk+1/k+1'
estimateur d’état du systeme, un sous-filtre estimateudéfzits et un sous-filtre estimateur

Par conséquent, le filtre ASKF est décomposé en trois sinesfi un sous-filtre

des entrées inconnues.

Le but est de déterminer les deux matricks; etV sachant que :

PI?Jrl/k = Uk+1r’§+1/kUkT+1 (2.73a)
Pk+1/k+1 = Vk+1|32+1/k+1VkT+1 (2.73b)
avecﬁ?) = diag{ )(() g) _d)} ou |3)((.),I3(f.) et 5?.) représentent les matrices de covariance

transformées.

On définit la structure des matriceg, 1 etVy.1 comme suit :

Ul U

Usi= [0 | UZ, (2.74a)
_O 0 I
| Vk+1 Vk+1

Viker=10 I V2 (2.74b)
_0 0 I

U, etV,), pouri = 1ou2 et j = 2 ou3 seront déterminées par la suite.
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En utilisant 2.739 et (2.73h, les équation&.68), (2.70 et (2.71) sont transformées en :

a _
Xt 1/k = Uk 1%k 1k

Xer1/kp1 = Vier 1R 1/ 1

a . 7a
Kierr = Vir 1K1

(2.75a)
(2.75b)
(2.75¢)

Pour le retour aux variables initiales, les transformationerses d&y . ; etV ; ont les formes

suivantes :
| Uk+1 Uk+1
Usi=Ugr=[0 | UZE (2.76a)
0O O I
| VeE Vi
Viii=Viei= [0 1 VB (2.76b)
0 O I
Avec un calcul direct il est facile d’obtenir
Ugtr = —Ueh (2.77)
Uy = UdUe —ui, (2.78)
U = -UZ (2.79)
Vk+1 = Vk+1 (2.80)
Vk+1 - V Vk+1 Vk+1 (2.81)
V& = V& (2.82)
puis en utilisant les transformations inverseg{()-(2.82, on a
Sk = Ui (2.83)
_a ~ ~
Perik = Uk+1pf+1/kUkT+1 (2.84)
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K = VkiDGajcin (2.85)
Kiir = VigaKey (2.86)
ﬁE—i—:l./k-ﬁ-l = \7k+lp|?+l/k+1\7|2—+1 (287)
avec
— —X —x
wva — |F pa _ 5f wa | f
X()— f() 7P()— 0 P() 0 etK(_)— K()
— 4 4
de) 0 0 Py K

2.4.2.3 Découplage du filtre

Utilisant la méthode de substitution double, le modéle dkefi2.68-(2.72) est transformé en

Serak = UraUkaX e+ Uk aBRu (2.88)
I5ﬁ+1/k = Uk+1(Uk+1P|f/kUI+1 + QE)UkJrl (2.89)
Rerikin = \7k+1Uk+1>_(E+1/k +Ki 1 (Vi1 — Scr1%;1/k) (2.90)
Kt = ViU aProanSea(Ser P S + Re) (2.91)
Pritkin = (VieaUken —Kip1Seen)Prya (Ve aUien) (2.92)

avec les définitions

Ui = A
—12 =13 ]
Ac Ui Ui
= (o 1 U (2.93)
0 0 I
Ser1 = [S%—i—l Sl%+1 S§+l_ (2.94)
d'ou
Uy = AVR+R 2.9
Ud1 = AW +K (2.95)
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U1 = AVE+RVE+E (2.96)
Ui = W° (2.97)
Sk+1 = Hip1 (2.98)
S = HeaUd +RY, (2.99)
Se1 = HieaU +RGUE + B (2.100)

Compte tenu du partitionnement §§+1/k, en développant I'équatior2 89 on obtient res-

pectivement.
= = =1
P§+1/k = AkP)Ié/kAI +Q (2.101)
=f =f =2
Pk = Pt Qk (2.102)
=d =d
Peryk = Prxt Qf (2.103)
—23 =d
0 = (Uifa— Uk+1)Pk/k+Qfd ~-U2,Qf (2.104)
—13 =d
0 = (Uda— Uk+1)Pk/k + QXd - Uk+1Qk (2.105)
O — Uk+1pk/k Uk+lpk+l/k+uk+1pk/kuk+l_Uk+1pk+1/kuk+l (2106)
ou

Qe = X+U k+1§k/ku kil Uk+1pk+l/kuk+1 +U k+1Pk/kU o1 Uk+1pk+1/kUk+l
(2.107)

f =23 =d —23T —d
Q% = Q+UidiPilics —UPrrapUis (2.108)

En se référant aux équatiorzs 104-(2.109 et en utilisant les définition2(101)-(2.103, on

obtient

13 —d .
Uy = (Uk+1Pk/k+Q)|§d)(Pk+1/k) ! (2.109)
—23 —d fdy=d -
U = (UigaPiok+ Q) (P (2.110)
.
Uty = (Uk+1pk/k+uk+1pk/kuk+l_Uk+1pk/kuk+1+Qk )Pt (2.111)
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Compte tenu du partitionnement §%+1/k+1 le développement de I'équatiofd.02), donne

Priiker = (1—Ki1S61)Peaj
_ f _f
Peikin = (1 —KiaSi)Pea
—d —d —d
Pioikrr = (1 —KiaS1)Phrajk

X
0 = U —WA-K1Sa
X
0 = Ul -V —VEUZ +VIAVE - K 1Sy
0 = UZ -V K S

En se référant aux équatioris119-(2.117), on obtient

X
Vk+1 = Uk+1 Kk+13%+1
Vk+1 = Uk+1 Vk+1Kk+133+1 Kk+1§+1

Vk+1 = Uk+1 Kk+132+1

Revenant aux équation2.89, (2.90 et (2.91), on obtient respectivement

Xt+1/k
Py
s 1/
Xe+1/k+1
fro/irt

iy /K41

ARk + BiUi + T

T+ 0k

die/x

Xep1/k T K)|2+1(yk+1 - S1%+1Xk+1/k)

TI<+1/k +Kli+l(Yk+l - S%+1>_<k+1/k - Sl%+1Tk+1/k)

s 1/ + Ky g (Vs — S 1% 1k — Sea Freprk— 20k 1)
|3§+1/k3%11(3%+1|3ﬁ+1/k5i11 +Re1)
F)Iz+1/k§11(szk+lr)lz+l/ksill + S 1Pl kSc + Re)

(2.112)
(2.113)
(2.114)
(2.115)
(2.116)
(2.117)

(2.118)
(2.119)
(2.120)

(2.121)
(2.122)
(2.123)
(2.124)
(2.125)
(2.126)
(2.127)
(2.128)

pd T Bd T Bf T 1 pBX aT -1
Prer kS 1 (S 1P 1681+ S 1Py 1Sk + Sk 1P 1Sk + Rera)
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ou

23 _
W o= UG -Ud) fnt U1 - UL~ U2 (U, - UZ))dek  (2.130)
@ = (g —UZ)di (2.131)

Et enfin, pour corriger les estimations de I'état et du dédews les équations suivantes :

Reitkrt = Fertirt+ Vi Tkt + Vica i 11 (2.132)
pX 12 f

Rk = P PP gl +Vk+1pk+1/k+1vk+1 (2.133)

fk+1/k+1 = Tk+1/k+1+V|<2+31a|<+1/k+1 (2.134)

5 pf 23 Bd 23T

Rk = Proakrs PGP i (2.135)

Le filtre OThSKF permet d’obtenir une estimation optimale’dat et du défaut en présence
d’entrées inconnues. Mais, dans le cas d’incertitudesesumitrices de variance des différents
bruits Q;, QY, Q', Q@ et Q/, le filtre perd son caractére optimal. Dans le but de résocire

probleme, on propose dans la sous-section qui suit un nadiea nommé Pl ThSKF.

2.4.3 Filtre de Kalman a trois étages a gains proportionnel intégral

Cette section est consacrée au développement du filtre PIH pSKr résoudre le probleme
d’estimation d’état et de défauts en présence des entréasrines malgré et compte tenu des
incertitudes sur les matrices de variance des difféerentissbiCe filtre consiste a modifier les

sous-filtres estimateurs du filtre OThSKF en ajoutant lacintégrale sur I'erreur d’estimation.

Les sous-filtres estimateurs d’état, du défaut et des eniméennues sont modifiés en intro-

duisant I'action intégrale, ce qui donne les formes sussnt

Xk = Akt Bl + U (2.136)
b&+1 = D%b&—i—G&Ll (Yk+1— Sl-.f_l)?k_g-l/k) (2.137)
X1k = ekt Db+ Gy (Viers — SkeaXrai) (2.138)
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fier 1/
bic 11
fice 1k
A 1/k
bEJrl

Ot 1/k+1

i+ U

D? bﬁ + G%—l (yk+1 - S:L-‘Fl)?k'i‘l/k - S%H f_k+1/k)

_ , B _
fiee 1+ DPBR 1+ GRP g (Virr — See a1k — Sera fierak)

dh /i

DIbE+ G 1 (Virr — See 1% 1k — Sora fiora ik — Seea iy x)

(2.139)
(2.140)
(2.141)
(2.142)
(2.143)

A1+ DR, 1 + G2y (Vkrs — Sk a®er 1k — Sova fer /i — S aGier 1)

(2.144)

oubl, G:('O+1 etGll, , avecl = 1,2,3 représentent les variables d'intégration, les gainsqsrop

tionnel et intégral d’état, des défauts et des entrées mesn

Les matricesD}, DY, avecl = 1,2, 3, déterminées en prenant compte de la performance du

systeme, ont les caracteéristiques suivantes :

- D} avecl = 1,2, 3 sont des matrices de rang plein.

— D! avecl = 1,2 3 sont des matrices constantes 3= al avec 0< a < 1

Par I'introduction des matrices arbitrairesider et Shafa{1999, les étapes de mise a jour

d’état, du défaut et des entrées inconnues sont donnéekesdaames augmentées suivantes :

Xe+1/k4+1

1
bk+ 1

frr1/ket

2
bk+1

Ot 1/k+1

3
| Bics

A« D}
0 D}

| D?

| B
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X By I
K/k Uk +
bi 0 0
o 1| | G
k/k i UE k_+1
b 0 GE1
_ P ; -
e |
Gita

—1 G&pl 1
U + 1.+ (Vi1 — S 1% 1/x)
Gilia

(2.145)

(Yk+1 - S%+1>7k+1/k - S§+1 f_k+1/k)

(2.146)

(Vi1 — Sha%e1/k — St fer1/k — Seea O /k)

(2.147)
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Alors les matrices définies e.(L12), (2.113 et (2.114 prennent les formes suivantes :

ou

sont les matrices de variance-covariance a posterioriédat laugmenté, constitué de I'état du

R 1

Sfa
I:)k/k—l

Pk 1

Pk-1—

= A

G | s
P
ca SCRGk-1
- Gip - anfa
P
o | S k/k—1
3p i
| s
3p
Pk 1AL+ Qs
Sfa fT
1R e 1A Q3
d d
P 1A+ QR

systéme, des défauts et des entrées inconnues avec :

(2.148)

(2.149)

(2.150)

(2.151)
(2.152)
(2.153)

A, DL (| D2 3
pg Ale, ¢ [1 D] 4 [1D] .15
0 Dt 0 Df 0 D7
-_10 [ b o ~2 O-
QE = N Q= N ,Qe2= R (2.155)
01 01 01|
—[§0.=[£0.5=[S0 (2.156)

Les matrices de variance-covariance peuvent étre déc@apes trois blocs comme suit :

. PXll PXlZ

RS = Kk Tk/k (2.157)
PX21 PX22
k/k k/k
f11 5f12
[ P/ p

Sfa k/k  k/k

Pok = pf21 pf22 (2.158)
k/k  k/k
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Pdll Pd12

PR = | Mk wK (2.159)
d d
Pk/2k1 Pk/2k2

Les formes optimales des matrices de gain de I'état, destdéfades entrées inconnues sont

déterminées en introduisar. {49-(2.150 dans 2.151)-(2.153 respectivement :

_ G’ 1aT (la 1aT -1
i | © RS (SK el +Rk+1> (2.160)
k -
i GeP ] 5 -1
2 |~ RS (SEH 1Sl TSGR SET +Rk+1> (2.161)
k -
G‘Ep _ laT -1
3 = k+1/k33 (§+1 k+1/k33 +S1 k+1/k$€+1 +X k+1/k3<a +Rk+1>
L k -

(2.162)

Dans cette partie on a développé un nouveau filtre, nommeé $KFhen introduisant des ac-
tions intégrales sur I'erreur d’estimation dans les sotresi estimateurs d’état, des défauts et
des entrées inconnues. Les avantages de ce filtre sont spéemlimportants dans le cas ou les
matrices de variance des différents bruits ne sont pasifgamiant connues. Cette idée d’ajouter
les actions intégrales se justifie par le soucie de fourreragtimation robuste des états, des dé-
fauts et des entrées inconnues malgré l'incertitude swdesctéristiques des différents bruits.

Le filtre résultant sera testé dans la section qui suit.

2.4.4 Exemple illustratif

Dans cette section, on présente 'application du filtre ps@oP| ThSKF. Les parameétres du

systeme?.64)-(2.67) sont donnés par :

X1k a 05 008 2
X% = | Xk | A= |06 001 004|,a=02+0.2sin(0.1k),Bx= | —1.5
X3k 0.1 07 005 0.5
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02 04 O 0 12 0 .
He=| ' E=|18 [.B=| T |.R=|2]|, F=
~05 —0.8 04 0.9 1
1 1
0.1 0.2
Q= 0533, Re=0202,2, Q' = | 0.2 |, Q= | 01
0.2 0.2

Q=05 Q=05 Q*=05

La figure2.12présente les séquences d’entrées de sortie du systemenhe de simulation

correspond a l'utilisation d8l = 100 échantillons.

-100 L L L L L L L L L
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 2.12 — Entrée et sorties mesurées

Au cours de la simulation du systeme, on utilise des valexastes des matrices de variance
des différents bruits. Mais, pour la simulation des filtresoppose que les matrices de variance
ne sont pas parfaitement connues. Alors, dans le but de lestgerformances du filtre proposé

et I'utilité de I'action intégrale on va étudier deux cas.
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2.4.4.1 Premiére cas

Dans ce cas on suppose que les matrices de variances desdesiidéfauts et des entrées

inconnues.

f .

/ sik< 50 )

e B
0xQ, sik>50

Q¢ sik<50
0x Q¢ sik> 50

Le tableau 2.2 présente les valeurs RMSE sur les états, letsiéfdientrée inconnue :

| Performances xix | Xok | Xak | fk | d |
OT SKF 72.21| 39.62| 42.41| 126.58| 101.07
PIT SKF 0.695| 0.595| 0.712| 0.656 | 0.694

TABLE 2.2 — Evaluation des valeurs RMSE

Les figures2.13-2.15 présentent respectivement les valeurs réelles et estideseétats, du

défaut et de I'entrée inconnue :

50

T
réel

-100 L L L L L L I I I

100

100

50

_50 - ‘ ' ' N ’ - ,
-100- B 1

50 T

-50} ~ v, -

-100 L L L L L L I I I

FIGURE 2.13 — Estimation de la variable d'étet

88



2.4. Estimations robuste des défauts et d’état des syst@rmaases a entrées inconnues

101 B
0 \/\W/\WW’A;
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-100|- ] R
I I I I I I I ] I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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“\ ry b ~
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FIGURE 2.14 — Estimation du défau,

101 réel
0 4
-10+ ~
-20 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
T T
100F e OThSKF
n &
OfF ™ ' ™ o T e e e o G Em  E  mm o e P PN - 4 | -
!
-100} 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
5 . T
LN = = =PIThSKF
OV saaaa 0 N )
N/ - N \r
51 \ - _ g
L Y M R R RN "
-10[ “ N’ B
-15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 2.15 — Estimation de I'entrée inconndg

2.4.4.2 Deuxiéme cas

Pour ce cas, les matrices de variance des bruits d’'état eedaermsont définies comme suit :
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, Qk sik<50 ) R¢ sik<50
Qx = etR, =
Y .
0x Qg sik>50 0x R¢ sik>50
50 T
0 i
5ok i
_100 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 100
100 L T
;
YIS 1 1
ofF=" T - LIS
AOGUINIT I S S RNCAPRIEISS 1 ',‘_l\'
-50 ANYS L"\' v H
WV
-100 gy 1
1
| | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 100
50 T T
- — — PIThSKF
’h-\
04' -~ 4
\\ o~ '——-\s -
- Soot -——=~_ ’
50k \\\ R
-
~ I—
_100 Il Il Il Il Il Il Il Il ~ Il
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

10 b

0 \/\_W-/\MW"N

-10¢ I I I I I I I I I 3
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

\ -
N ) ) 1 a
OfF = = = - < ,_’ \f\,-l'l\gtl‘i“\»l‘"f
1 ! i " 1
100 ! il
I I I I I |' I I I I -
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
5 T
N = = = P|ThSKF
LN
[Ua VRS S E
“\ R o -
’ ~ S \
’ 4 - -y - v
\ A\l » -~
-5t v IR EAAERSVEAREE PR R LN
k4 T \’ ’
-10 I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 2.17 — Estimation du défauj

A partir des résultats obtenus, figurdd32.18 et le tableau 2.3, on constate que le filtre
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. - H
“l v N ‘\l‘ 1 v 1 L |
Yy
-100 bl
I I I I I I I I I
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FIGURE 2.18 — Estimation de I'entrée inconndg

| Performances X1k | Xox | Xk | fk | de |
OT SKF 297.6| 54.8 | 296.1| 226.5| 203.0
PIT SKF 0.728| 0.655| 0.934 | 0.946| 0.987

TABLE 2.3 — Evaluation des valeurs RMSE

proposé Pl ThSKF a donné de bonnes résultats malgré leshmeituns qui sont introduites sur

les matrices de variance des différents bruits d’étatséfmuts et d’entrées inconnues.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, I'estimation robuste non biaisée de®s\est linéaires a entrées incon-

nues est résolut. Dans une premiere partie, on a développiésenvateur proportionnel multi-

intégral pour le cas des entrées inconnues sous forme puolgt®et qui a permi une estimation

non biaisée, cette approche pourra étre étendue par lapsuited’autres formes d’entrées in-

connues. Dans une deuxiéme partie, on a étudié le probleeséirdation d’état en présence

d’entrées inconnues et d’'incertitudes sur les matricesadi@rnce des bruits. Ce probleme est

résolu par 'utilisation du filtre OTSKF en ajoutant une aatintégrale sur I'erreur d’estimation
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d’état et des entrées inconnues ce qui a donné naissancaaa®Ifil SKF. Enfin, un filtre ro-
buste Pl ThSKF est développé pour résoudre le problemdrdasin jointe des défauts et de
I'état en présence des entrées inconnues et des incestsudées matrices de variance des dif-
férents bruits ou on a utilisé le méme principe que précéuarintroduire des actions intégrales
sur les erreurs d’estimation d’état, des défauts et dedesinconnues pour anticiper I'effet des
incertitudes. Les différentes approches sont testéesersrdes exemples académiques et qui

ont donné de bons résultats.
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3.1 Introduction

Ce chapitre est dédié a la synthése de trois nouveaux filtressifscpermettant d’obtenir une
estimation non biaisée et a minimum de variance de I'étaestdéfauts de systemes stochas-
tiques linéaires en présence de perturbations inconnusdil@es peuvent étre appliqués pour
résoudre des problémes de diagnostic de défauts (FDI : Batdiction and Isolation) ou de

commande tolérante aux défauts (FTC : Fault Tolerant Cgntrol

Les systémes considérés, dans cette étude, sont décdissaandeles stochastiques linéaires,
a temps discret et a temps variant. Le premier filtre nommé 8KIF (Augmented Robust
Three-Stage Kalman Filter) qui a fait I'objet du travail figkdansBen Hmida et al[0104. Il
s’agit ici d’'une extension des travaux Hsieh et Cherj1999, Hsieh[200q et Hsieh[2007.

Ce filtre est obtenu d’une part, a partir des modifications eppe aux équations de mise a jour
du filtre OThSKF (Optimal three-stage Kalman filtre), et diaupart en utilisant un modele
augmenté des défauts et des perturbations inconnues. iti@’algtenir un filtre qui ne dépend

gue de l'initialisation de I'état du systéme et d’aucuneinfations a priori sur les défauts et sur
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les entrées inconnues. Ce filtre sera utilisé, par la suite, i@soudre le probleme d’estimation
robuste et simultanée des défauts capteurs et actionnesiisydtémes stochastiques linéaires
affectés par des perturbations additives sur I'état etesumlesures. Le deuxieme filtre récursif
nommé EUMVF (Extended Unbiased Minimum-Variance Filtefpé I'objet du travail pu-
blié dansBen Hmida et al[201(0. Ce travail constitue une extension des travauxciins et
Moor [0074 et deHsieh[2009 et qui S’'intéresse aux systémes stochastiques linédfiextas
par des perturbations inconnues sur I'état et par des degamtl’état et sur les mesures. Ce
filtre récursif sera concu par l'utilisation d’'un estimatdinéaire non-biaisé et a minimum de
variance (LUMVE : Linear Unbiased Minimum-Variance Estiort L'estimation des défauts
sera obtenue en utilisant la méthode des moindres carr@@pmn(WLS : Weighted Least-
Square). Nous commencons d’'abord a traiter le cas simpla matrice directe d’injection des
défauts sur les mesures est de rang plein, par la suite nendogts ce travail pour traiter le
cas ou cette matrice est de rang arbitraire. Malheureudenefiltre souffre d’'une certaine in-
suffisance, dans certains cas, en délivrant une estimat@eb des défauts. Le troisiéme filtre
ORFSF (Optimal Recursive Five Step Filter) vient alors pounloier les insuffisances du filtre
EUMVF et a fait I'objet de articl&Khémiri et al.[20114. L'idée sur laguelle repose ce travalil,
consiste a transformer I'équation de mesures du systémgmalren utilisant une décomposi-
tion en valeurs singuliéres de la matrice d'injection dieedes défauts sur les mesures. Dans
cette procédure, la sortie et les défauts sont décomposksugrcomposantes. Il en résulte une
estimation des défauts moyennant une superposition detdemes : un premier qui dépend
de la composante estimée directement a partir des mesueeseztond terme généré indirec-
tement avec un retard d'un pas a partir de I'état du systemetiisant cette technique, il est
possible alors d’améliorer les performances du filtre pdaienir une estimation non biaisée
des défauts méme en présence d’une matrice d’injectioctdiges défauts sur les mesures
de rang non plein. Ces filtres seront testés a travers des @empnériques pour résoudre le
probléme d’estimation simultanée des défauts capteurstienaeurs. Une étude comparative

de ces filtres sera effectuée avec d'autres filtres existhamts la littérature.

Ce présent chapitre est organisé comme suit; on commencetm@dormulation du pro-
bléme dans la section 3.2. Les sections 3.3, 3.4, 3.5 et Bo@ts#édiées respectivement a la

synthese des filtres récursifs ARThSKF, UMVF, EUMVF et ORH3&s exemples illustratifs
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par simulation seront présentés dans la section 3.7. Unparaison des performances de ces
trois filtres et d’autres filtres existants dans la littératat ceci par I'évaluation de la valeur
du critere RMSE (Root Mean Square Error) sera également pgéesdenfin, on terminera ce

chapitre par une conclusion.

3.2 Formulation du probleme

Le probléme consiste a concevoir un filtre qui donne une asitim jointe et robuste d’état et
de défaut pour les systemes stochastiques linéaire a tesgpstaet a temps variant en présence

des entrées inconnues. Ce probleme est décrit par le blansuiv

X
Filter —» | .

Yy

FIGURE 3.1 — Filtre estimateur de I'état et du défaut

On considéere un systeme stochastique linéaire a temps tvatianemps discret :

Xer1 = AXe+ Brug+ R fic+ EX di + wy (3.1)

Yk = Hka—l—Fkyfk—FEli/dk—FVk (3.2)

avecxy € " le vecteur d'étaty, € O™ le vecteur d’observationy, € 0" le vecteur d’entrée
supposé connuy € 0P le vecteur des défautsat € (19 le vecteur des perturbations inconnues.
Les matriced\, By, Hy, EX, E, F et Fky sont supposeées connues et de dimensions appropriées.
Les hypothéses considérées, dans ce chapitre, sont lestasv

H1 : les bruits d’étatv, et de mesurgy sont gaussiens de moyennes nulles, non corrélés et de
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matrices de variance-covariance :

Eww] = Quda
EMmM] = R
Elwy ] = 05

H» : I'état initial xg est une réalisation d’'une séquence gaussienne indéperasbruitsv

etv :

H3 : on suppose que

la paire(Ag, Hy) est observable
0<rank(F)) <p
m=>p+q

L'objectif de ce travail est de faire la synthése d’un filtéeursif & partir des mesures dispo-
nibles comme lindique la figur8.1, permettant d’obtenir une estimation jointe, non biaisée
et & minimum de variance de I'état et des défautd, en présence de toutes perturbations

inconnuegy. Les caractéristiques de cette estimation sont les s@sant

— Une estimation non biaisée pour toutes perturbationgimees

Elf = €[fk—fil =0 (3.3)
ER] = EX—R]=0 (3.4)

— Estimation & minimum de variancé { fi /] est minimisée sous la contrain® 39,

trace{ P} = £ [X& | } est minimisée sous les contraint&s3 et (3.4)

Pour cela, nous traitons les deux cas suivants :
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— un premier cas ou la matrid?-i =# 0 dans lequel nous proposons de faire la synthése du
filtre ARThSKF qui est basée sur la technique du filtre de Kalédérois-étages;;

— un second cas ou la matriE% = 0 c’est-a-dire ou les perturbations inconnues affectent
uniquement l'état du systéme et non les mesuygs Dans ce cas, nous proposons de

développer deux nouveaux filtres récursifs EUMVF et RFSF.

3.3 Synthese du filtre ARThSKF

Dans cette section, on s’intéresse a la synthese du filtrenSARF correspondant au systeme
(3.Det3.2 avecEE(’ # 0. Pour cela, on commencera par décrire brievement la démpeth
mettant d’obtenir le filtre de Kalman optimal a trois étage$iiSKF). Ce dernier est obtenu a
partir d'une transformation UV du filtre de Kalman a état aegié (ASKF) et tout en suppo-
sant gu’on connait les modeéles décrivant I'évolution ddéawté et des perturbations inconnues.
Par la suite, on passe moyennant certaines modificationgséquations de mise a jour du
filtre OThSKF pour obtenir le filtre de Kalman robuste a trdesgés (RThSKF). Il conviendra
ensuite de montrer que I'utilisation des modeles augmeatdeéiefauts et des perturbations in-
connues, permettra d’obtenir le filtre ARThSKF. Enfin, on détrera I'optimalité de ce filtre
en ce sens qu’il est capable de fournir une estimation nosdsat a minimum de variance de

I'état du systeme, des défauts et méme des perturbationisrines.

3.3.1 Filtre OThSKF

On admet maintenant que les défauts et les perturbationsrines sont décrits respective-

ment par des processus stochastiques de type marcher@déetodom-walk processes) :

fio = fatw , (3.5)
de = de1+wg, (3.6)

ou wlz etwﬁ' représentent respectivement les signaux exogénes assanies bruits de modéles

(3.5 et (3.6). Les hypotheses suivantes sont formulées :
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3.3. Synthese du filtre ARThSKF

— Hy:les bruits,wlz_1 etwd | sont gaussiens de moyennes nulles, non corrélés et de esatric

variance-covariance

elwiw "] = Qla
£|wiwiT] = Qfag
SZV\/’QW,fT: = Q'aq
& lwanT| = QU
elwwT] = Q¥

— Hs : I'état initial du systéemexg est une réalisation d’une séquence gaussienne indépendant

des bruitsw, Vi, W|£ etw‘k’ , de moyenneg et de matrice de variance-covariarige

— Hg : les valeurs initiales du défadp et de I'entrée inconnudy ont des caractéristiques

statiques définies par :

Elfol = fo

£ldo] = do
E[(fo—fo)(fo—f)T] = Py
£ [(do—do)(do—do)T] = P
£[(xo—%0)(fo—fo)T] = R
£ [(x0—%0)(do—do)T] = R
£[(fo—fo)(do—do)T] = R

Etant donne que les matric@, Qg Q’,if, Qdet Qlid sont connues et que les hypothesgset
He sont vérifiées, le filtre OThSKF sera obtenu en passant patages suivantes :
— une premiére étape consiste a établir le filtre de Kalmaatiaégmenté (ASKF) corres-
pondant aux modele8 (1), (3.2), (3.5 et (3.6),

— la deuxieme étape utilise la transformation UV pour détaup filtre ASKF en trois sous-
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filtres : un sous-filtre estimateur de I'état du systeme, wsditre estimateur des défauts
et un sous-filtre estimateur des perturbations,

— la troisieme étape consiste a corriger I'estimation dai’du systeme et des défauts.

Le détail de calcul, de ces différentes étapes, est déveldgps le chapitre 2 et daBsn Hmida

et al.[0104. On résume le filtre OThSKF par les équations suivantes :

Rertker = Rkt T Viers Foea/kr s + Vi i1kt
Peiajkin = Phi1/ki1 +Vklflﬁli+l/k+1vkl+21— +Vklf1r)g+1/k+lvk1+31—
ot = Troames +Vietdicr e
'5kf+1/k+1 = b|z+1/|<+1+Vk2+315(|2|+1/|<+1V|<ZJ§I
avec
Rerik = Aok B+ Ui (3.7)
Pk = ARGA+Qk (3.8)
Kir = |5ﬁ+1/kaT+1C;j1 (3.9)
Rrikir = Rtk K Vs — Hir 1R /) (3.10)
Priikrr = (0 —KigaHrn)Phoas (3.11)
Tk+1/|< = Tk/kJrU_ﬁ (3.12)
r’li+1/k = r’li/kﬂL@i (3.13)
Kli+1 = |3k+1/k3311(33+1|3|i+1/ksﬂ-1 + 3%+15)|:+1/k5&11 +R1) ! (3.14)
Poviin = (=K1 S0Py (3.15)
o = Froax + Kyt (Vi — St %1k — Sera T k) (3.16)
a|<+1/|< = ak/k (3.17)
Pk = PoxtQf (3.18)
KEH = r)k+1/k3211(§+1l5§+1/k58k11 + 5§+15|£+1/k3%11 + Si+1r))lz+1/ksﬂl +Re)
(3.19)
5ﬁ+1/k+1 = (l—KEHSGkH)E’gH/k (3.20)
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3.3. Synthese du filtre ARThSKF

— — _d _ — J—
Airiker = Gierayet Kipa (ier — SepaXierk — Sera frrak — Sepadira)  (3:21)

ou

Si1 = Hi (3.22)
S = He +RG (3.23)
S = HogaUe +RUE +EL (3.24)
N2, = AVP+R (3.25)
M1 = AMC+HRME+E (3.26)
ne, = & (3.27)
Uy = (nﬁilﬁg/kﬂLQﬁd)(ﬁgﬂ/k)_l (3.28)
U = (Mg 1Pk/k+Qk )(Pg+l/k)_l (3.29)
Uy = (r'k+1pk/k+”k+1pk/k”k+1 Uk+1Pk/kUk+l+Q)|:f)(Pk+l/k> ' (3.30)
Vi = Ut —KiaSia (3.31)
VB = UE VKSR S (3.32)
Ve = UZ - Kk+1§+1 (3.33)
U = (M1 —Uel) fun+ (M3 — Ul — URZ (N3 — U dik (3.34)
U = (M —U&)di (3.35)

% = QG+ nk+1Pk/knk+l Uk+lpk+1/kuk+1 + M PR, — U Pl U]
(3.36)
Q% = Q-+ 1Pk/kr|k+1 Ulfflﬁg+l/kuk2ﬂ (3.37)

L'OThSKF est optimal dans le sens de la moyenne minimaleatdeslur quadratigue (MMSE :
minimum mean square error). Cependant, ce filtre perd somaliti®, quand les propriétés
statistiques des model8.p) et (3.6) sont inconnues ou pas parfaitement connues. Ainsi, il
vaudrait mieux d'utiliser un filtre de Kalman robuste a trétages (RThKF) pour obtenir une

bonne estimation d’état et de défaut en présence des patiturd inconnues.
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3.3.2 Filtre RThSKF

Dans cette section, on présente une version robuste dwgltt@lman a trois étages (RThKF :
robust three-stage Kalman filter) dans le cas ou les défalgs @erturbations inconnues af-
fectent seulement I'état du systénﬁ,;y(: 0 etEﬁ(’ =0). Lefiltre est obtenu par une modification

des sous-filtres du défaut et des perturbations inconnues.
Les équations définissent les matriG@«t S deviennent :

g = HWUP? (3.38)
S =HUB (3.39)

Par substitution de3(12 et (3.17) dans 8.16) et (3.21) et le report de3.15 et (3.20 dans 8.14)
et (3.19, les équations de I'étape de mise a jour des sous-filtredéfasts et des perturbations

inconnues se récrivent comme suit :

flir = ('—K|£+1521<+1)Tk+1/k+K|£+1(yk+1—Hk+1>"<k+1/k) (3.40)
KlL—l - |Sli+1/k+1szllck_+11 (3.41)
ipijker = (I_KE+1§+1>ak/k+Kg+l(YK+l—Hk+1)_(k+1/k_§+1Tk+1/k> (3.42)
K1 = '3g+1/k+1931<11(3%+1§|i+1/k51%11+Ck+1)_1 (3.43)

avec

Ckr1= Hk+1|5)|§+1/kaT+1 + Rt 1

Tout d’abord, pour éliminer les term§§+1/k etak/k dans les équations précédentes on doit

. . —f —d . . . .
choisir les matrices gaiK, , etKy, ; de facon qu'ils satisfairent les conditions suivantes :

o
I_Kk+152k+l =0 (3.44)
—a
| -K 1S, = 0 (3.45)
—d
Kk+1 +1 — O (346)

102



3.3. Synthese du filtre ARThSKF

Dans ce cas, les équatiorgs40 et (3.42) se réduisent a :

. —f
fotmes = Kiga (ke — SkyaXicraw) (3.47)

= —d -
Akrkrr = Kiga(Wke — SepaRer1) (3.48)

Par la substitution de3(41) et (3.43 dans 8.44) et (3.45 et en utilisant 8.46), 5lz+1/k+1 et

—d A
Pi+1/k+1 deviennent

—t _
Porker = TGS T (3.49)

_d _
Perikir = (§11ijl§+l)+ (3.50)

La matrice gaiﬂ?ﬁ est calculée en considérant les contrainBe45 et (3.46) :

—d —d _
Kirr = Plore1SeiCan(l =SS (3.51)

Dans I'équation §.7) on remplacex par Xk — Vi Fi i — Vid3dy i, les équations37) et

(3.12 sont récrites respectivement comme suit :

Xer1/k = Ak)A(k/k—i—BkUk—i—Uﬁ (3.52)
fere = Fint O (3.53)

avec

O = (R —Ugf) Fion+ (BX+RVE Ul + Ut (N2 —U&))die (3.54)

G = (M3 —U&)d (3.55)

Dans le but de rendre les estimatioB5Q) et (3.53 insensibles aux défauts et aux perturba-

tions inconnues, il faut choisir les matridgg?, UL2 etUZ de telle sorte qué} = 0 etliZ = 0.

On en déduit alors & partir d8.64)et(3.59 les nouvelles expressions des matriogs, U3
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etU?
U = Mt =Vv& (3.56)
U2, = K (3.57)
U, = ESHRVE (3.58)

Dans ces conditions, les équatios5Q) et (3.53 se réduisent a :

Rp1k = AKek+ Brlk (3.59)
froan = T (3.60)

Finalement, une estimation non biaisée de I'état et du défast obtenue que si et seulement

si les contraintes3(44)-(3.46 sont vérifiées et :

Wh = R-KiaSi (3.61)
—f

V@ = —KigaHkaE (3.62)

Vg = EX—KiaHi B+ WAVE (3.63)

On résume le filtre RThSKF par les équations suivantes

Correction

Reptker = Fiertkrr+Vier fieetirt + Vi G 1k, (3.64)
Peiajkin = |3)|§+l/k+1+Vk+1pk+1/k+1vk+1 VP 1 Vi (3.65)
foamir = foraier V201 ka (3.66)
'Skf+1/k+1 = Pkf+1/|<+1+ Vk+1pk+1/k+1Vk2+3I (3.67)
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Sous-filtre estimateur d’état

Rer1k = ARkt Brlk (3.68)
Ptk = APHA+ QL (3.69)
K)|:+1 = 5)IéJrl/k|'|I<T+1C:|<7+11 (3.70)
Rtk = Rernk+ K Ve — Hir 1% 1/k) (3.71)
Paiier = (1 =KigiH) P (3.72)

Sous-filtre estimateur du défaut

_f _
Pk+1/k+1 = (S%IleJrllsszrl)—i_ (3.73)
—f —f _
Kipr = Pk+1/k+1SE—T+1Ck+11 (3.74)
— —f _
frotmer = Kigpa(Virr — HeraXerx) (3.75)

Sous-filtre estimateur des perturbations inconnues

—d _
Pirikir = (SGaaS)’ (3.76)
—d —d _
Kt = PGl — S (S ™) (3.77)
- —d
erakrr = Kier (W — HigaReragx) (3.78)

3.3.3 Filtre ARThSKF

Dans cette section, on considére que les défauts et leglpaians inconnues sont injectés
dans les deux équations d’état et de sortigdtyy ). En utilisant la méme technique proposée
par Hsieh[0074 et Hsieh [2009, I'équation de mesure du system&.d) peut étre réécrite
comme suit :

Yk = Hiod + FY fic + EYdie + vi (3.79)

105



Chapitre 3. Estimation jointe et robuste de I'état et desudéfan présence de perturbations inconnues

On définit les vecteurs augmentés des défauts et des peidabanconnues comme suit :

d—d@ = [d o] (3.80)
f— 2 = [f &7 (3.81)

Ainsi, le modele du system8.(1) et (3.2) peut étre décrit par :
Xrt = A+ Byl + REFE+ EXd2 +w (3.82)
Yk = Hiow+F) &+ EJdd + v (3.83)

avec
R=0 RJ, R=[R 0 (3.84)
EX=[0 EY, E/=[E/ 0 (3.85)
En se référant a83(56)-(3.59 et (3.84)-(3.85, on peut définir les matrices

Ui = R (3.86)
Ui = E+RVE (3.87)
uz, = V2@ (3.88)

A partir (3.86-(3.88 les équations3.23 et (3.24) deviennent :
S = HeaRGRG =R Sl (3.89)

S1 = HBHE + S = B+ RS HigaB 1+ S (3.90)

Le filtre de Kalman robuste a trois étages augmenté (ARTh®sEFpbtenu a partir du filtre

RThSKF avec certaines modifications. Les équations dea@ng3.64)-(3.67) s’écrivent main-
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tenant :

Rotkrr = Rt Vier et + Vic O 1k (3.91)
Pk = Pk+1/k+1+Vk+1pk+1/k+1vk+1 +Vk+lPk+l/k+1Vkl+311- (3.92)
foikir = fooaier VL0 1k1 (3.93)
I:A)kf+1/k+1 = Pkf+1/k+1+ Vk+1Pk+1/k+1kaI (3.94)

OUX11/k+1 €St donne pard 68-(3.72), fy k etdy , sont donnés par

feraier = Koy ket — Hic 1% 1) (3.95)
Kerr = PoakaSiaGa (3.96)
Pkf+l/k+1 = {ShGASed (3.97)
i1k = KE+1(Yk+1—Hk+1>?k+1/k) (3.98)
Kt = PlapaSEaCh( —SeaSh) (3.99)
PIS+1/k+1 = {§11Ck_+11§+1}+ (3.100)

Théoréme 3.1.Pour le systeme d’équation3.() et (3.2) avec ( If(y #0et E}(’ #0), sous respect
des hypothésel; - H3, alors le filtre ARThSKF permet de garantir une estimation biaisée
et a minimum de variance de I'état du systeme, des défautsseperturbations inconnues
(Ben Hmida et al[0104).

Démonstration.I'erreur d’estimation des perturbations inconndggst donnée par

de = d¢—di

= (1 - KIS - KESVE)de — KESKR — K

ou

e = Hi (A 181 +Wi—1) + Wk
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Les contraintes pour avoir une estimation des perturbsifmconnues non biaisée sont

| -KIS =0 (3.101)
KIS =0 (3.102)

De méme, I'erreur d’estimation de défafis= fa— fk/k est donnée par

fio = 12— fi— Vi
f
= (1 -K )8~ K (S — VB d — VP — K e

L’estimateurfk/k est non biaisé si et seulement si

VB = K (S-S (3.103)
0 = I-K'S (3.104)

Enfin, I'erreur d’estimation de I'éta§= xx — X/ a la forme suivante :

o= (1=K (A 181+ Wi 1) — Kvic+ (B — KX & — Vit fi i

HEL, — KIS + KV )2 — v Sk

Les paramétreg? etV,1® se définissent alors par les relations suivantes :

VP2 = R -KS (3.105)
VE = B KIS - SVE) i (3.106)

Si les matrices gait¥, ka et KE sont déterminées pour satisfaire les conditichd @) -
(3.100, alors le filtre proposé permet d’obtenir une estimation b@isée et & minimum de

variance de I'état, des défauts et des perturbations inmmime plus, les erreurs d’estimations
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des perturbations inconnues, des défauts et de I'état sonégs respectivement par

d = —Kde (3.107)
o = —(K +V2K0)e (3.108)
Zo= (1=K (A 1%+ Wh1) — Kvic— (V2K +ViEK) e (3.109)
avece = Hk(Akfly(kfl + kal) + Vk ]

Le filtre ARThSKF est robuste permettant une estimation nais®e a minimum de variance

de I'état du systeme et des défauts en présence de pertundatconnues.

3.4 Synthese du filtre UMVF

Dans ce paragraphe, on considére le systeme décrinIaraQ/ecEE(’ = 0 et on propose de

faire la synthese du filtre récursif ayant la structure sitiwa

Rek1 = AciRe1+Beiter+R fea (3.110)
fic = K¢ (Yk—Hi 1) (3.111)
R = Rigke1+KE (Ye—HicRore1) (3.112)

ou les matrices gairislf etKy seront déterminées ultérieurement.

3.4.1 Estimation non biaisée
On définit I'erreur d’'innovation de la sortie par :

Yk = Yk—HiKin—1

= Ff+ HES 101+ (3.113)
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avec

& = HiXii 1+ (3.114)

):(k/k—l = AciRic1+FRS o twicr (3.115)
ol X1 est 'erreur d’estimation de I'état dt_; est I'erreur d’estimation des défauts.

Les erreurs d’estimatiof_; etXc_; sont données respectivement par :

f = fi—fe
= (1=K ) fi— K HEZ d 1 —K] e (3.116)
)?k = Xk—)’(k

= (I = KH)Rm 1 — KEFY fio— (IKKHES 1 — EX Dder — K (3.117)

En examinant dans3(119 et (3.117 la dépendance des erreurs d’estimation vis-a-vi§de

etdy, on déduit que, les estimateuB 1] et (3.112 sont non biaisés si et seulement si :

KiGk = Fi (3.118)
K{Gk = Tk (3.119)
avec
G = (R HECY]
Fk = [lp O
Me = [0 B4

Lemme 3.1. Etant donné que rar(@@’) = p et que rangHkE) ;) = q, alors la condition ne-

cessaire et suffisante pour que les estimateBukl(]) et (3.112 soient non biaisés est :

rank(Gy) =rang(F} HEX ;) =p+q (3.120)
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Démonstration.Les équations3.118 et (3.119 peuvent étre écrites comme sulit :

f
K Fi
k Gy = k
KI)<( Mk

La condition nécessaire et suffisante pour I'existencealsolution

Fx
rang || = rang(Gg)
Gk
Enfin on obtient
Ip 0
rang| 0 EX, | = rang(R! HcE{ 4)
F) HES

Alors, la matrice sur la gauche de I'égalité a un rang égaltag. prenant en compte I'hypo-
theseHs et rank(F,E’ ) = p, cela peut étre facilement justifiée par considération geeléfauts et

les entrées inconnues ont une influence indépendante. Iditioora satisfaire est donner donc
par 3.120. [

3.4.2 Estimation UMV

L'erreur d’'innovation peut s’écrire :

f
fu=Gi | | +ea (3.121)
Ok—1

Une estimation UMV du défauf a partir de I'erreur d’'innovation3(116 peut étre obtenue en

utilisant la méthode des moindres carrés (LS : least-sjjuare
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La matrice de variance-covariance@eest donnée par :
_ T _ o p* T
Ck = lexe] = HkP1Hk + Rk (3.122)

avec

Pk 1=¢E [):(k/kfl)z(l/k—l]

Dans le cas assez fréequent ou la mat@ige# c | avecc est un réel positif alors I'équation
(3.1229 ne satisfait pas le théoreme de Gauss-Malikawath et al.[200Q et par conséquent la
méthode LS ne permet pas d’obtenir une estimation a variarienale. Dans ce cas, il faut
faire recours a la méthode des moindres carrés pondérés (Wefghted least-square) avec

une matrice de pondération égale a l'inverse de la mafjice

Théoreme 3.2.Etant donné qué[ik/k_l] =0, lamatrice  est définie positive, comm& {18
est vérifiée, alors la matrice gainkfkgarantissant une estimation UMV du défayest donnée

par :
K{ = FGi (3.123)
avec
Gy = (GRC G GG
Dans ce cas, I'erreur d’estimation du défaut a la forme si@va
fio= —K, e (3.124)
A partir de 38.129, la matricePkf de covariance de I'erreur d’estimation du défaut est donnée
par :

Rl =¢lffy] = Kok (3.125)
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Admettons maintenant que la contraindel(l9 soit satisfaite ; en utilisant I'équatioB.(L17)
on peut déterminer I'expression de la matrice de variamsestance de I'erreur d’estimation

d’étatP}
R = (1 — K¥Hi) Ry (1 = KEH) T+ KERKET (3.126)
Maintenant, on cherche a déterminer la matrice ¢girqui minimisetrace{P} = [%X! ]}
représentant la trace de la matrice variance-covarianterdeur d’estimation a posteriori de

I'état X, sous la contrainte algébrique.{19. La solution de ce probléme sera reformulée dans

le théoréeme 3.3.

Théoréme 3.3.si la matrice C{Ck‘le est réguliere, en utilisant les multiplicateurs de La-

grange, la matrice gain Kest donnée par
K& = Pk_1Hk C 11 — GkGy) + TG (3.127)
avec

re = (elte) talG
G — (6lc 160 te[G;?

3.4.3 Mise ajour du filtre

Une fois calculées les matrices gdﬁﬁl etKy (3.123 et (3.127), on passe a I'étape de mise a
jour du filtre qui consiste a calculer I'estimation a priggj,_; de I'état a partir de I'équation

(3.110 et la matrice de variance-covariarﬁ)fgk_1 = &% /k,lil k-1l

X X f T
Pkfl Pk—l 1

+Qk-1 (3.128)
fx f T
R1 Pl |Res

ﬁ)lé/k—l = [Ak—l Fkx,l}
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avecPlff = 5[>”<kﬂ;r] est déterminée en utilisar®.(17) et (3.124.

R = (BT
= (I~ KHOP i 1 H Ky T+ KRR (3.129)

3.5 Extension du filtre UMVF

Dans cette section, on propose d’étendre le filtre UMVF pouasiérer le cas ou4Q rank(Fky) <
p. Pour résoudre ce probleme on va utiliser 'approche prepaarHsieh[2009. A partir de

(3.146, (3.119 et (3.115 I'erreur d’estimation du défaut est réécrite sous la fosumeante :

fio = —KHES  fior— K HAC 181+ (= K RY) fie
—KSHES 101 — K, Hiow 1 — K/ v (3.130)

Supposant quE[X_1] = O et on définit alors les matrices suivantes :

O = KR =1,—3 (3.131)
G, = K(HFR, (3.132)
Gl = KIHES, (3.133)
ou
S=1—-F)HTF

En utilisant la technique proposée daisieh[2009, la valeur moyenne dé est donnée par

Elfd = Skf—GlZk 1fk 1+ GGl Tk 2)fa+...
+H(—1)*G| x ... x G}(Glz0) fo— Gldk 1+ G/ GY ;dk 2+...
+(—1*G] x ... x G G{dy (3.134)
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Si Gif 2i_1=0 etGiOI =0 pouri =1,...,k, alors on obtient.
EMf] = Zkfe (3.135)

Pour obtenir une estimation non biaisée a minimum de vagidnaléfaut, la matrice gal(kf

doit vérifier les contraintes algébriques suivantes :

KiF) = oy
K{HRY 151 = O (3.136)

KIHES ; = 0

Les équations3. 1369 peuvent étre réécrites comme suit :

KIG = Z« (3.137)
avec G = [} HE 51 HEL, | etFi= [0 0 0
En utilisant 8.137), la matrice gairKlf a la forme suivante :
K, = FiGy (3.138)
00 Gy = (GxC 'Gy)+ GG, L etX+ désigne la pseudo inverse Xe
L'erreur d’estimation de I'étaty. 117 est donnée par :

% = (- KlfHk)ik/k_l — KEFY fic— (KEHKER 1 — EX_1)dk_1 — KQwik
= (I = KH) A 181+ (I = KEHIORE 1 31 fiea — KERY fi

—(Kl)((HkEl)((_l — E|)<(_1)dk—1 + (I — K|)((Hk)Wk—1 — K|)((V|( (3.139)

Pour avoir une estimation non biaisée de I'état, la matraie I§; doit vérifier les contraintes
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suivantes :

KiF) = 0
KAHKR 121 = B3k (3.140)
KiHkEc 1 = B

A partir de I'équation 8.140, on obtient par simple concaténation :
KXGk = Tk (3.141)

avecly= |0 FX .51 EY,|etouGa partir de 8.137.
En se référant &8(139 simplifié grace aux contrainte8.(L39, on calcule la matrice variance-

covariance de I'état par

P = (1 —K&H)Pra (1 — KEH) T + KERKXT (3.142)

La matrice gairk) est déterminée par la minimisation de la matrice ¢gian prenant compte

la contrainte égalité3(141]). En utilisant la méthode de KitanidiKitanidis[1987), on obtient

Cc —G| [KT|  |HPin1 2143
= e (3.143)

ou/\¢ est la matrice des multiplicateurs de Lagrange.

Sila matrice@lcljlﬁk est non singuliére, I'équatior3 (143 a une solution unique. Alors, la

matrice gairky est donnée par

KX = ﬁﬁ/k_lHkT C 11 — GGy) + TGy (3.144)

L'étape de mise a jour de ce filtre est la méme que celle du BIM&/F. Elle est donnée par
les équations3.129 et (3.129.
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3.6 Synthese du filtre ORFSF

Dans cette partie, on considere le cas ou la matrice d’injeate défauts dans I'équation
de sortie est de rang arbitraire et q:‘:ﬁ'a: 0. Pour cela, on propose un nouveau filtre ORFSF
(Optimal Recursive Five Step Filter) qui repose sur une foanstion du systéme original en
utilisant la technique développée dabkeng et al[2009. Soit ry = rank(F@’) < p, alors la

décomposition en valeurs singuliéres de la maﬂﬁ}fest donnée par :

e 0 [V

(3.145)
0 VZT ‘

F = [Ul,k Uz,k]

Ol Ty € Ok, Uy € O™k, Ugy € ™M1, vy € OP*Tk andVy € OPX (P10, [Ul,k U2,k}

et [va V2,k] sont des matrices unitaires.

Il existe une matrice de transformation
T T T
Tk= [Tl,k T2.,k] ’

permettant de réécrire le systen3elf et (3.2) sous la forme :

X1 = AT Bk + Pl frk+ Foy .k + Exdk + wi (3.146)
Z1x = Hyw+Zefr+vig (3.147)
k = Hzx+Vak (3.148)
ou

Vik = TieW

Vo = TokW

ik = Tiyke D'

Zx = Touye MW

Fixv = RMVik
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Fx = RMak
Hik = TikHk
Hok = TakHk
avec les contraintes de rang
rang(HZ,kFZX,kfl) = rang(FZX,kfl)

rang(HokEg ;) = rang(Eg ;)

Comme[Vy k V] est une matrice unitaire, on a alors :

fu = Vo +Vorfak (3.149)

La matrice de transformatiof est donnée par :

~1
e —UTRUak (U RUaK) | UL

Tk =
Uz

O(m*fk)xrk I(m*rk)

DansCheng et al[2009, sont respectivement définies les matriggg et Ry de variances
devy i etvo etRyo(k,i) la matrice de covariance de ces variables. Compte tenu degtidés

devy i etvoy, alorsona:

Rik = &M = UL RU1k— U RUzk (UL RU2) " UF Rk
Rok = EMNawviy] =Uz Rz

Riz(k,K) = E[Vievs,] =0

Rio(k,i) = E[Vikvyi] =0 pourksi

Compte tenu des propriétés dget dewy, Cheng et al[2009 ont également montré les
relations suivantes :

— coV|Vyk,Wi| =0 etcov|vo,wi] =0 pourk #1i.
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— cov|Vvyk,Xo] = 0 etcov|[Vak,Xo] = 0.

En tenant compte des équations d’é@&atdg - (3.149, on note qu'on ne peut pas estimer

la deuxieme composante du défaut a l'instaptisquef, 1 sera estimé a partir de I'état. Le

filtre proposé se résume comme suit :

Roke1 = ARkt + B+l g fieea
for1 = K2 (z2k — Ha )R /k-1)
Zino1 = R+ P fako1+KE (Zzk—HaiRoi-1)
e = K (Zl,k - Hl,kf(ﬁ/k_1>
fu = Vl,kal,k +V2.,ka2,k—1

R = K1 tKe (ZZ,k - H27k)A(9I2/k71>

(3.150)
(3.151)
(3.152)
(3.153)
(3.154)
(3.155)

ol les matrices gairk,* € 0", K2 € O(P-Tx(m-nJ KX« ¢ Onx(m-) gt KX e O (m-1i)

seront déterminées ultérieurement pour satisfaire lésres d’estimationd.3) et (3.4).

3.6.1 Estimation du défaut

Compte tenu des expressiolsl(c]), (3.153, (3.147) et (3.148 les erreurs d’estimations des

defautsfy i et fo 1 s’explicitent de la fagon suivante :

fixk = fix—fik
f f
= (I, — K Z) fre— K ek
fox1 = fox1— fax1

f f f
= (I p—rk — Kk2H2-,kF2X,kfl) fok-1— KszZ,kEI)((fldkfl - KkzeZk
ou

ek = HiKo 1+ Vik
~k . Ak
Xek-1 = X=Xk
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&k = HaiXik 1+ Vak (3.159)
Rko1 = ActRiciir TP fies+wies (3.160)
Xk = XXk

En se référant aux équation3.159 et (3.157, les estimateurs3(15J) et (3.153 sont non
biaisés si et seulement si les matrices ga(ﬁé et ng satisfont les contraintes algébriques

suivantes :

K= = I, (3.161)
K2G, = F (3.162)

ou
Gk = [H2kFJk 1 HakE 1], Fk=[lp-re  O(p-ry)xq]

Supposant qux;;;kfl, X—1/k—1 et ﬂ,kfl sont non biaisées, les matrices de covariance des

erreurse; i eteyc sont définies respectivement comme suit :

Rik = &[erxely] = HikRk 1Hix+Ruk (3.163)

|§2.,|< = & [ez,ke{k} = H2,k§)|i/k_1H{k+ Rok (3.164)
ou
g ¥ ox X jad =T
Pli(/kfl =& {Xk/k—lxk}—k—l} s Pok-1=¢ [Xk/kflxk/k—l]

En utilisant les équation8(16J) et (3.162, les matrices gaiKlIl et ng sont données respecti-

vement par :

f = 16 \ e
K = (TR =R (3.165)
K2 = FAGi (3.166)
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3.6. Synthese du filtre ORFSF

~ + =
N~k T5-1 T5-1 ) . s . 7
ouGy = (Gk R27ka> Gy Ry i représente l'inverse geénéralisé de la mat@ge

Compte tenu des contraintex 167 et (3.162 sur les gain:i;(kfl et kaz, les erreurs d’estima-

tion des défauts se réduisent a :

fle = —Kleix (3.167)
1 = —Klex (3.168)

et les matrices de variance-covariance des erreurs dasting 3.167) et (3.168 se calculent

aiséement a partir de celles des erregjrgete, x donnée en3.163 et (3.164

R = &[fik(fin)T]

. 1
_ (i) (3.169)
pkf2 — S[fz,kfl(Fz,kfﬁT]

= KRox(Ke)T (8:470)

En se référant aux équation3.149, (3.153, (3.156 et (3.157, on peut réécrire I'erreur

d’estimation du défauf, sous la forme suivante :

fio= [V Vaid fux (3.171)

2k
A partir de 3.17J), la matrice de variance-covarianlaé se calcule par :

f f1o T
R K Vik

f21 fo T
R R [ Vax

f

R = [Vl,k V2,k} (3.172)

ou

B2 = &[f1x fid= K" Hak [|:7|i</k_lH{k+§( (KT (3.173)
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avec .

& = 5[)?&/k—1v-£,k]
= —(RK2+ KRk (3.174)

3.6.2 Estimation de 'état du systéeme

En se référant aux équatiors 1) et (3.152), I'erreur d’estimation de I’état;;kfl s’écrit :

Sk e * f * *
k-1 = X1 — (Kg" + PR 1K) ekt (Broy — K Ha kB 1) k1 — K Ho kP 1 fa k-1

(3.175)
L'estimateunq ,_, est non biaise si et seulementgi" satisfait la contrainte suivante :
KXGy = F (3.176)
ou
Gk = [H2xF3k1 HakE_1)s 7 = [Onx(p-ry  Ek_4]

Lemme 3.2.la condition nécessaire et suffisante pour que les estinmfgu_l etf(ﬁ/k_l soient

non-biaisés est :
rank(Gy) = rang(Fzy_;) +rang(Eg_;) (3.177)
Démonstration.les équations3. 162 et (3.179 sont réécrites comme suit :

K;z Fk
Gk = (3.178)
Kg* Fe

et elles doivent étre résolues par rappdﬁkféet Kg*.
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3.6. Synthese du filtre ORFSF

La condition nécessaire et suffisante pour I'existenceal&oiution 28.179 est :

Fk
rang | F; | =rang(Gx) (3.179)

Gy

En développant I'equatiorB(179 compte tenu des définitions d&, F; et G on obtient

alors

Ip—r O(p—ri)xq
ang | Ony(p-ny B =rang(HaxFox 1 HakEq 1) (3.180)

X X
H2,kF2,k—1 Ha kB 4

Cependant, dans la pratique, il est justifié de supposer quééfasits et les perturbations
inconnues ont des influences indépendantes, la conditiatisaére étant3.177). A partir des
équations §.179 et (3.179, la matrice de variance-covariané’g/*kf1 =& [)?i/k_l(i;i/k_l)T

est donnée par :

% f % B f %
ﬁ(/k_l = (In— sz,k—lKszZ,k - K|><( H2,k)P)|i/k—1(|n - sz,k—lKszZk - KI)<( H27k)T

+ (P 1K 4+ KRk (Fy 1 K2 4+ KT (3.181)

La matrice gairkK;* est déterminée par minimisation de la trace de la maﬁﬁgl sachant

que B.179 est vérifiée. En utilisant la méthode Héanidis[1987), on obtient :

Ro —Gi| [(0)T| _ | —ReslKe)T (B o)+ Hax (3.182)
Gl 0| Fk

ou/\; est la matrice des multiplicateurs de Lagrange.

L'équation 8.182 admet une solution unique. Par conséquent, la matricekgaiast donnée
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par :
* = fars 5~ * * ~k
Ki" = [Pli(/k—lH;:k - sz,k—lKszz,k] Ryic(I — GkGy) + Fi Gk (3.183)

~ + 1=
N~ T5—1 T5—1 - y: sz . 7
ouGy = (Gk RZ,ka) Gy Ry i représente l'inverse généralisé de la mat@ge

En utilisant 8.1) et (3.159, I'erreur d’estimation de I'étaky ), = Xk — Xk & comme expres-

sion :

R = (I = KgH2) K g — KV (3.184)

La matrice de variance-covarian@ék =& [f(k/kf{/k} est déterminée a partir des équations
(3.189, (3.183, (3.189, (3.179, (3.179 et (3.159.

Pok = Pk T KERCKET = VKK — KR (3.185)

ou
Re = H2,kpli(7k71H;—,k+ Rok+HakSi+ (HoxS0)T (3.186)
Vi = R a(Ho) "+ (3.187)

Pour minimiser la trace déf/k (3.189, on prend la matrice gaili} comme suit :
K& = (R 1Haw+ Soax (akReay) ax (3.189)

ou ag est une matrice arbitraire qui doit étre choisi afin waﬁakT soit de rang pleirGillijns

et Moor[0074 et Darouach et a[2003.
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3.6.3 Mise ajour du filtre

A partir de 3.160, la matrice de variance-covarianﬁié/k_1 se calcule par :

'3)|§+1/k = & [RerkFer1n)T]

f
Rk B[ | A%

(Plffl)T Pkfl le_lz + Qk (3.190)

= ARy
ou Plffl est calculée en utilisant les équatioBsl84 et (3.156. Pour cela on obtient :

R = & [Rin(fri)T]

= (KEVO)T =R ) (K HL)T (3.191)

3.7 Exemples illustratifs

Dans cette section, on propose d'utiliser les filtres EUMRTASKF et ORFSF développés
respectivement paden Hmida et al[201Q 0104 et Khémiri et al.[20114 pour résoudre le
probléme d’estimation simultanée des défauts actionrefuzapteurs. De plus, on propose de
mener une étude comparative entre les filtres que nous popes des filtres existants dans la

littérature, en particulier des filtres développés ddaeh[2009 et Hsieh[2004.

3.7.1 Exemple 1 : estimation simultanée des défauts actionneurs et cap-

teurs

On considere le méme exemple numérique utilisé daimsn et Pattof1994, Chen et Pat-
ton [1999. Le modéle linéarisé d’un circuit de commande de vol lamgjital simplifié est le

suivant :

Xer1 =  (Ax+DA)X+ (Br 4 ABy) U + R T2 + wi

Yo = Hix+ RS+ w
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ou les variables d’état sont : I'angle de lanceméntla vitesse de lancement,, la vitesse
normalerny, I'entrée de commands le signal de commande d’ascenséiff et RS sont respec-

tivement les matrices de distribution du défaut actionrf@uet du défaut capteui.

Le systéme se réecrit comme suit :

Xer1 = A+ BrUk + FX i+ Edi + Wi

Ve = Hix+F fiot v
ou

Ro= RO

RO= 0 R
Le termeEdy caractérise les incertitudes dans les matrigest By :
E|)((dk = AAX + ABy Uy

Les données numériques du systéme sont les suivantes :

0.9944 —-0.1203 —0.4302 0.4252
Ac=10.0017 Q9902 -0.0747|,Bx= |-0.0082|,
0 0.8187 0 0.1813

Ho=laxa, % =[Ny @ &' ,Qc=diag{0.1%,0.1%,0.01?} ,R¢ = 0.1%l3,3

On propose d’introduire simultanément dans le systéme défauts de la forme suivante :

f2 4us(k — 20) — 4ug(k — 60)
fe —2us(k— 30) 4 2us(k— 70)
1sik>0 o iy . .
avecus (k) = la fonction échelon de position d’amplitude unité.
0sik<O
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Le premier défauf? affecte I'actionneur et le deuxiéme défdijtaffecte le capteur d&,. Les

perturbations inconnues sont données par :
E|>((dk = Eff{[Aaﬂ Aayo Aazg] Xk +Ab2uk}

ouAa;j etAb; (i = 1, j = 1,2,3) sont les perturbations affectant les coefficients aérauyozes
gjjet de commandb;.

Les matrices d’injection des défauts et des perturbatime@inues sont prises comme suit :

0 0.4252 0
Ex=[1|.Rd= |-0.0082| ,F |0
0 0.1813 1

Dans la simulation, les coefficients aérodynamique sontf®s par-50%, c’'est-a-dird\a;j =
—0.5a;j etAb; = 0.5b;. En outre, on va prendig = 10,xg = 0 etPy = 0.1%13,3.
Dans les figure8.2 et 3.3, on présente respectivement les vecteurs d’état et degtslééeels et

leurs estimés.

300

réel

= = = ARThSKF

L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
temps

FIGURE 3.2 — Estimation de I'étaty
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reél
i |- ARThSKF i
1 - = —EUMV

|| - = = ORFSF B
|

défaut actionneur

) A
\ MW VA
\ “[ 3 ‘(‘" \" ‘ bl

60 70 80 90 100

LY

défaut capteur

) 7 7
N v
L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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FIGURE 3.3 — Estimation simultanée d’'un défaut actionneur et d'éfadt capteur

L'évaluation de performances en utilisant les indicat®RIMSE(Root Mean Square Errors) et

les traces des matrices de variance-covariance est réslangdes tableaux 3.1 et 3.2.

[ Fites | K [ & [ ® | [ © |
ARThSKF| 0.1015| 0.1090| 0.1203| 0.6297| 0.1504
EUMV 0.1015]| 0.1095| 0.1205| 1.8974| 0.1513
ORFSF | 0.1015| 0.1278| 0.1097| 0.6330| 0.1678

TAaBLE 3.1 — Evaluation des valeurs RMSE

Filtres | trace(Ry,,) | trace(R,,) | trace(R;) | trace(R,,) |

ARThSKF| 0.0329 - - 0.1820
EUMV 0.0329 - - 0.0229
ORFSF 0.0255 0.0205 0.1564 0.1769

TABLE 3.2 — Trace des matrices variance-covariance de I'étatsadéfauts

3.7.2 Exemple 2 : étude comparative

Dans ce paragraphe, on présente une étude comparativarésgfibposés par rapport a deux

filtre existants dans la littérature a travers un exempldé@&uoéque. Les paramétres du systeme
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sont donnés par :

X1,k a 01 02 2
X = |Xk| A= 101 06 03|,%=03+0.2sin(0.2k), By= |-15
X3k 05 01 025 05
05 0.7 0 1 -1 0
FX= (15 11|, E'=1|2|.H=1]0 1 o],
08 09 1 0 -1 -1
1 0
Qe=0.1l3,3, R¢=0.01l3.3, Xo= | -2/ ,% = |0|,P¥=1I3x3
1 0
2 14 2 1 2 0 0 14
(F)*= |06 03|.(F)?= |06 03|.(F)°= 06 of.(F)*=|0 03
02 16 02 01 02 0 0 16

La figure 3.4 illustre la séquence d’entrée du systéme pour un temps ddadion corres-

pondent & N=100 échantillons.

. . . . . . . . .
10 20 30 a0 50 60 70 80 20 100
Temps

FIGURE 3.4 — Entrée de commandg du systeme

Les défauts et la perturbation sont définis respectivemant p
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fl 4ug(k — 25) — 4ug(k — 70)
f2 5us(k — 30) — 5us(k — 65)

de = 4dus(k—15) —4us(k—55)

Les figures3.5-3.9 représentent I'évolution des grandeurs d’état et des te&nsi que leurs
estimations. On remarque qu’il a un découplage parfait geetturbation inconnuéy que ce

soit sur I'estimation des grandeurs d’état ou sur I'estiomatles défauts.

Gl F)?
60

40

201

o] —20
20 40 60 80 reel 0 20 40 60 80 100
@) — — — UERTSKF (b)

—%— ERTSF
(G ARThSKF (GM
60 i i i . —+— EUMVK0
< — ORFSF

40 401

20 201

-20 -20
(o] 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

(©) (d)

FIGURE 3.5 — Estimation de la variable d'étg}

Les tableaux 3.3 et 3.4 présentent I'évaluation de perfooes en utilisant les indicateurs

RMSEk&et les traces des matrices de variance-covariance.
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R Filter X X2 X f f2
UERTSKF 0.4246 0.2502 0.4470 0.3813 0.3845
ERTSF 0.4465 0.1586 0.4705 0.4165 0.4162
(F)? ARThSKF 0.4466 0.2546 0.4729 0.3951 0.3976
EUMVF 0.4465 0.1586 0.4705 0.4165 0.4162
RFSF 0.4465 0.1586 0.4705 0.4165 0.4162
UERTSKF 0.2979 0.2228 0.1686 0.7312 1.5223
ERTSF 0.2813 0.0986 0.1363 0.7312 1.5223
(RY)? ARThSKF 0.2959 0.2230 0.1688 0.7311 1.5224
EUMVF 0.2813 0.0986 0.1363 0.7312 1.5223
RFSF 0.2813 0.0986 0.1363 0.4757 0.8756
UERTSKF 0.2895 0.2229 0.1697 0.1190 2.9580
ERTSF 0.2733 0.0986 0.1375 0.1193 2.9580
(R))3 ARThSKF 0.2886 0.2229 0.1698 0.1191 0.8127
EUMVF 0.2733 0.0986 0.1375 0.1193 2.9580
RFSF 0.2733 0.0986 0.1375 0.1193 0.8133
UERTSKF 0.2126 0.2178 0.2606 2.6833 0.1223
ERTSF 0.1899 0.0863 0.2409 2.6833 0.1231
(FH* ARThSKF 0.2124 0.2309 0.2639 0.6451 0.1222
EUMVF 0.1899 0.0863 0.2409 2.6833 0.1231
RFSF 0.1899 0.0863 0.2409 0.6631 0.1231
TABLE 3.3 — Evaluation des valeuRMSE
F/ ‘ Filter ‘ trace(P,,) trace(P}) trace(P ) trace(P,,)
UERTSKF 0.4004 - - 0.2947
ERTSF 0.4704 - - 0.3540
GHE ARThSKF 0.3367 - - 0.2270
EUMVF 0.4704 - - 0.3540
RFSF 0.4704 0. 3540 - 0.3540
UERTSKF 0.1506 - - 0.0172
ERTSF 0.1508 - - 0.0172
()2 ARThSKF 0.1508 - - 0.0171
EUMVF 0.1508 - - 0.0172
RFSF 0.1508 0.0172 0.4050 0.4222
UERTSKF 0.1421 - - 0.0201
ERTSF 0.1428 - - 0.0202
(F)? ARThSKF 0.1420 - - 0.0201
EUMVF 0.1428 - - 0.0202
RFSF 0.1428 0.0202 0.1080 0.1282
UERTSKF 0.1288 - - 0.0217
ERTSF 0.1282 - - 0.0216
(FH* ARThSKF 0.1283 - - 0.0216
EUMVF 0.1282 - - 0.0216
RFSF 0.1282 0.0216 0.1570 0.1786

TABLE 3.4 — Trace des matrices variance-covariance de I'étatsadéfauts

131



Chapitre 3. Estimation jointe et robuste de I'état et desudéfan présence de perturbations inconnues

G

80

G4l

80

@

W3
)
80

20 40 60 80 100
(C)]

GO

réel —20°
— — — UERTSKF
—x— ERTSF
ARThSKF
—+— EUM\go
< — ORFSF

60

40

20

o
N
o
IN
o

-20
100 (o]

20 40 60 80 100
(C)]

FIGURE 3.6 — Estimation de la variable d'étet
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FIGURE 3.7 — Estimation de la variable d'éte}

132



3.7. Exemples illustratifs

-2

Gl

@

F°

20 40 60 80 100

réel —2
— — — UERTSKF
—— ERTSF
ARThSKF
—+— EUMV g
< — ORFSF

4

20

40

(©)

60

80

100

20 40 60 80 100
(d)
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FIGURE 3.9 — Estimation du défauf
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Chapitre 3. Estimation jointe et robuste de I'état et desudéfan présence de perturbations inconnues

D’aprés les résultats présentés dans les figBre8.9 et les tableaux 3.3 et 3.4, nous tirons

les conclusions suivantes :

— Pourle casoula matric@' est de rang plein, on constate que les filtres ERTSF, EUMVF et
RFSF ont des performances équivalentes et que le filtre UERT®KSede les meilleures
performances;

— Pour les trois autres cas ou la matrl%géest de rang non plein, on remarque que le filtre
RFSF est plus performant et plus particuliérement au nivediestimation des défauts.

— D’apreés le tableau 3.4, on remarque que les traces desasatie variance-covariance des

défauts vérifient les relations suivantes :

trace(P (autresfiltreg) < trace(P'(RFSP) = trace(P"1(RFSP) +trace(P2(RFSP)
trace(P"(RFSF) = traceP"(ERTSH) =trace(P"(EUMV))
~ trace(P"(UERTSKH) = trace(P' (ARThSKH)

Il est claire que tous les filtres, pour le premier cas, onsque les mémes résultats. Par
contre pour les autres cas les traces des matrices de \egamariance des défauts des filtres
UERTSKF, ERTSF, ARThSKF et EUMVF sont inférieures a cellefittne RFSF car elles

concernent une seule composante du vecteur défauts.

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, le probléeme de I'estimation robuste goaue de 'état et des défauts de
systemes stochastiques linéaires a temps variant, a tesgretcet en présence des perturba-
tions inconnues est résolu par la synthése de trois nouvfdaas récursifs. Ces filtres ont été
utilisés pour résoudre, d’'une part, le probléme d’estiamasimultanée des défauts actionneurs
et capteurs et, d’autre part, pour mener une étude comaeatec des filtres existants dans la
littérature. Les résultats de simulation ont montré qudiliees ARThSKF et RFSF permettent
d’obtenir de bonnes estimations de I'état et des défautseng@ia matrice de distribution di-

recte des défauts n’est pas de rang plein.
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Conclusion générale et perspectives

Ce travail avait pour objet I'estimation non biaisée et rabule défauts affectant des systémes
linéaires, stochastiques a temps discret et incertaing Thapitres font état de la mise au point

des méthodes d’estimation proposées.

On a présenté une revue de la littérature sur le filtrage @entnconnues des systemes
linéaires stochastiques a temps discret. Une étude bibjipique avec un développement de
certaines approches a été faite. Ceci, nous a permit d'effecine étude comparative entre
les diverses approches. Par conséquence, on a pu mettrégdencévles inconvénients et les

avantages de chaque approche qui ont fait notre object ldareste de nos travaux.

On a étudié le filtrage proportionnel-intégral des systeliméaires a entrées inconnues. Trois
solutions en réponse a trois problemes d’estimation s@sgntées. La premiere est consacrée
a la conception d’'un observateur proportionnel multi-gnéé a entrées inconnues qui a permi
une estimation découplée de I'état et des entrées incosoussorme polynomiale de degré "

p ". Lobservateur obtenu testé par un exemple numérique sydme consideré est affecté
par des entrées inconnues de degré 3, a donné des résuitatédiv satisfaisants. La deuxieme,
nommeée Pl TSKF, est congue pour résoudre le probleme dastimrobuste en présence des
incertitudes sur les matrices de covariance des bruitati’dé mesures et des entrées incon-
nues. La solution proposée s’est révélée efficace et a das@dultats acceptables. Une autre
solution qui apparait plus intéressante est le filtre Pl Th§HKi est développé pour résoudre le

probléme d’estimation jointe et robuste des défauts eatdst présence d’entrées inconnues et
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Conclusion générale et perspectives

d’incertitudes sur les matrices de covariance des différemits d’état, de mesures, des défauts
et des entrées inconnues. Les résultats obtenus par sonudatravers un exemple numérique

montrent I'efficacité de ce filtre.

Le probléme de I'estimation robuste non biaisée a minimumadiance en présence de per-
turbations inconnues est résolu en présentant trois fihas sifs robustes. Par une modification
des sous-filtres estimateurs de 'OThSKF on a proposé le ARThSKF (Augmented Robust
Three Stage Kalman Filter). Le deuxieme filtre est concu jpdtisation d’'un estimateur li-
néaire non-biaisé et & minimum de variance (LUMVE : Lineabldsed Minimum-Variance
Estimator). L'estimation des défauts est obtenue en utiliaméthode des moindres carrés
pondérés (WLS : Weighted Least-Square). On a commencé jiar teacas simple ou la ma-
trice directe d’injection des défauts sur les mesures estmig plein, et par la suite nous avons
étendu ce travail pour traiter le cas ou cette matrice estmig arbitraire. Malheureusement, ce
filtre a souffert d’'une certaine insuffisance, dans certeass en délivrant une estimation biai-
sée des défauts. Ces insuffisances sont comblées par lerreifiitre nommé RFSF (Recursive
Five Step Filter). Les trois approches sont testés a travers application des trois filtres a I'es-
timation simultanée d’un défaut capteur et d'un défautoaeteur en présence de perturbations

inconnues et une étude comparative entre ces trois filtgssdiltres de la littérature.

Ces orientations que nous avons proposées constituent uarélandamental pour la satis-

faction des objectifs d'un systéme d’aide au diagnostiavais :

— la détection précoce des défauts avec le minimum de falesseea
— la quasi-insensibilité vis-a-vis des entrées inconnues pbtenir une estimation robuste

des défauts.

Enfin, dans la suite de nos travaux on envisage de proposestwoture de commande tolé-
rante aux défauts (dite FTC : Fault Tolerant Control). Unke tefructure permettra de garantir
une continuité de fonctionnement avec des performancesdaisantes malgré la présence de

certains défauts (c’est-a-dire en mode dégradé).
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Résumé Cette thése traite le probléme de filtrage non biaisé et a minimum de varianceipaecle-
niques : le filtrage proportionnel intégral et le filtrage robuste & minimum danae. Dans la premiére,
le développement d’'un observateur multi-intégRiP) a permi une estimation non biaisée de I'état pour
les systémes linéaires a temps discret en présence d’entrées inconnuespeéeaux filtres ont était
également développés tels que les filtres PITSKF et PIThSKF pourdiestaiprobléeme d’estimation
robuste et jointe d’état et des défauts en présence d’entrées irmsoeindes incertitudes sur les matrices
de covariance des différents bruits d’état, des mesures, des dédfdets entrées inconnues. Une autre
technique de filtrage est également envisagée pour s’affranchir daraissance des modeéles a priori
des défauts et des entrées inconnues, on a donc développé le filthSKRTDe plus, nous avons congu
deux nouveaux filtres EUMVF et ORFSF pour résoudre le probléme paske rang arbitraire de la

matrice directe d’injection des défauts sur les mesures.

Mots-clésSystéme linéaire, entrée inconnue, observateur a entrée inconnueatdseproportionnel
multi-intégral, défaut, filtre de Kalman, estimation robuste, estimation non biaisée a minimwez d

riance.

Abstract This thesis addresses the problem of unbiased minimum variance filteringolig ¢w
niques : the proportional integral filter and the robust minimum variance figtelmrthe first, the develop-
ment of a multi-integral observeP(P) has allowed an unbiased estimation of the state and the unknown
input for linear discrete time systems. Two new filters have also developbdasube PITSKF and the
PIThSKF to solve the problem of the robust joint state and fault estimation inrésempce of unknown
inputs and uncertainties in the covariance matrices of different noises sfdte, the measurement and
the faults. Another filtering technique is also proposed to overcome thel&dgevof the prior models of

the faults and the unknown inputs, so, we have designed the ARThSIEdition, we have developed
two new filters the EUMVF and the ORFSF to solve the problem posed by thieaaylyank of the direct

feedthrough matrix distribution of the fault.

Keywords linear system, unknown input, unknown input observer, proportional muégral observer,

fault, Kalman filter, robust estimation, unbiased minimum variance estimation
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