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Introduction générale

1 Présentation générale

L’avancement technologique a rendu les systèmes industriels de plus en plus complexes. Cette

complexité toujours croissante peut avoir comme conséquence une détérioration de la sûreté de

fonctionnement par augmentation du taux de défaillance du système. De ce fait, une fonction

de détection et d’isolation des défauts (FDI : Fault Detection and Isolation) est devenue indis-

pensable pour garantir un niveau de disponibilité et de fiabilité des systèmes industriels. Une

fonction de détection doit être capable de détecter d’une manière précoce et avec le minimum

de fausse alarme, la présence de tous les défauts qui peuventaffecter le système. Une fois,

un défaut est détecté, il vient l’opération d’isolation de l’élément défaillant et l’identification

de la (ou les) cause(s) du défaut. L’ensemble de ces solutions fait partie intégrante du module

diagnostic. Dans ce cadre là, notre travail constitue une contribution à la synthèse de nouveaux

filtres récursifs permettant d’obtenir une estimation non biaisée et à minimum de variance de

l’état et des défauts de systèmes stochastiques linéaires en présence de perturbations inconnues

additives externes (dites entrées inconnues car on ne dispose d’aucune connaissance a priori

sur leur modèle d’évolution). Ces filtres peuvent être appliqués pour résoudre des problèmes

de diagnostic de défauts (FDI) ou de commande tolérante aux défauts (FTC : Fault Tolerant

Control).

Les systèmes considérés, dans cette étude, sont décrits pardes modèles stochastiques linéaires,

à temps discret et à temps variant. De par les hypothèses nécessaires à leur établissement, ces
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modèles sont souvent entachés d’incertitudes (dynamiquesrapides négligées, perturbations non

mesurées, retards négligés, variations paramétriques malconnues, etc.) qui peuvent cependant

être partiellement pris en compte de plusieurs manières :

– les bruits affectant l’état du système et les mesures peuvent être caractérisés par des sé-

quences aléatoires. Ces dernières sont souvent assimilées àdes variables gaussiennes de

moyennes nulles et de matrices de covariance constituant lesvolumes d’incertitudes des

phénomènes difficilement modélisables,

– des entrées inconnues peuvent représenter les perturbations externes non mesurables dont

les modèles d’évolution temporelle peuvent être en partie connus. DansChen et Patton

[1996, 1999] et Hou et Patton[1998], elles sont considérées comme étant une classe d’in-

certitudes additives qui peuvent affecter soit l’équationd’état soit simultanément les deux

équations d’état et de mesure. Cela revient à décrire une grande classe de systèmes incer-

tains par un simple modèle linéaire à entrées inconnues.

Ces phénomènes indésirables font partie du fonctionnement normal du système. Par conséquent,

ils représentent des paramètres de nuisance au système FDI.On a donc intérêt à concevoir un

système FDI robuste vis-à-vis des incertitudes afin de réduire, et si possible d’éliminer, les

fausses alarmes lors de la détection. Par ailleurs, la mise enoeuvre d’un système FDI se résume

à la conception d’un filtre permettant d’obtenir une estimation non biaisée et robuste des défauts.

Cette estimation sera testée par la suite afin de décider selonquel état le système fonctionne

(normal, dégradé ou défaillant).

2 Revue de la littérature

Dans la littérature, il existe un ensemble de travaux qui s’intéressent à l’estimation d’état des

systèmes stochastiques linéaires affectés par des entréesinconnues. Nous citons à titre indicatif

les travaux deKitanidis [1987], Alouani et al.[1992], Hou et Patton[1998], Keller [1999],

Hsieh [2000], Darouach et al.[2003], Hsieh [2006], Hsieh [006a], Gillijns et Moor [007a],

Gillijns et Moor [007b] et Hsieh[2008]. Ces travaux utilisent, généralement, la technique de

filtrage à entrées inconnues qui est connue en anglais sous levocable "unknown input filtering
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(UIF) ". Cette dernière est largement appliquée dans la littérature pour résoudre, par exemple

un problème de compensation de biaisFriedland[1969], Alouani et al.[1992], Hsieh et Chen

[1999], Ignagni[2000], un problème de géophysique et d’environnementKitanidis [1987] et un

problème de détection et d’isolation de défautsBasseville et Nikiforov[1994], Chen et Patton

[1996], Ben Hmida et al.[2010], Ben Hmida et al.[010a]. Le filtrage à entrées inconnues est

généralement abordé par deux approches différentes : avec modèle des entrées inconnues et

sans modèle des entrées inconnues.

La première approche utilise le concept de système à état augmenté, qui consiste à concaténer

au vecteur d’état le vecteur des entrées inconnues. Dans ce cas, il est supposé qu’un modèle

décrivant l’évolution dynamique de ces entrées inconnues soit disponible. Dans la mesure où

les propriétés statistiques des différents bruits sont parfaitement connues, le filtre de Kalman à

état augmenté (ASKF : Augmented State Kalman Filter) permetd’obtenir une solution optimale

au sens de la minimisation de l’erreur quadratique moyenne (MMSE : Minimum Mean Square

Error). Pour réduire le nombre d’opérations et le coût de calcul, Friedland[1969] a développé

un filtre de Kalman à deux étages (TSKF : Two-Stage Kalman Filter). L’idée principale sur

laquelle repose cette technique, consiste à utiliser une double transformation pour découpler le

filtre ASKF en deux sous-filtres : un sous-filtre dédié à l’estimation de l’état et un sous-filtre

estimateur du biais, ce dernier sous-filtre étant utilisé pour corriger les estimations de l’état. Ce

filtre, proposé par Friedland, n’est optimal qu’en présenced’un biais constant. Depuis, plusieurs

chercheurs ont étendu l’idée de Friedland pour couvrir des biais stochastiques ; à titre d’exemple

on peut citer les travaux deAlouani et al.[1992], Keller [1999], Hsieh et Chen[1999]. Récem-

ment,Kim et al. [2006] ont développé une version adaptative du filtre TSKF notée ATSKF

(Adaptive Two-Stage Kalman Filter). Dans ce filtre, ils ont introduit deux facteurs d’oubli, va-

riables dans le temps, pour adapter les deux matrices de variance-covariance a priori intervenant

dans les deux étages du filtre de Kalman. Ces facteurs d’oubli se calculent en fonction d’une

estimation de la matrice de variance-covariance de l’erreur d’innovation. Les mêmes auteurs

présentent, un peu plus tard, une analyse de la stabilité du filtre ATSKF dansKim et al. [2007].

La seconde approche considère le cas où on ne dispose d’aucune informations a priori sur

l’évolution temporelle des entrées inconnues, c’est-à-dire sans modèle des entrées inconnues.
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Dans ce cas,Kitanidis [1987] a été le premier à résoudre ce problème en utilisant un estimateur

linéaire non-biaisé et à minimum de variance (UMV : unbiasedminimum-variance).Darouach

et al.[2003] ont étendu le filtre de Kitanidis en utilisant une techniquede paramétrisation pour

obtenir un filtre estimateur optimal (OEF : Optimal Estimator Filter). Hsieh [2000] a déve-

loppé un filtre équivalent au filtre de Kitanidis mais qui utilise la technique de filtrage à deux

étages (TSKF) et qui permet de considérer les systèmes affectés par des entrées inconnues sur

l’état. Ce filtre est nommé filtre de Kalman robuste à deux étages(RTSKF : Robust Two-Stage

Kalman Filter). Ce filtre a été étendu par la suite dansHsieh[2007] dans le cas des entrées in-

connues affectant l’état et la mesure du système afin d’obtenir l’ARTSKF (Augmented Robust

Two-Stage Kalman Filter). Ce même auteur a étendu ces travauxen utilisant une technique de

paramétrisation pour obtenir des filtres plus performants,nous citons à titre d’exemple le filtre

OMVF (optimal minimum-variance filter) dansHsieh[2006], le filtre OUMVF (Optimal Un-

biased Uinimum-Variance Filter) dansHsieh[2006], le filtre PMVF (parametrized minimum-

variance filter) dansHsieh[007a], et le filtre PTSKF (parametrized three-stage Kalman filter)

dansHsieh[2008]. Gillijns et Moor [007a] ont traité ce problème pour estimer l’état et l’entrée

inconnue d’un système stochastique linéaire, à temps variant et à temps discret, tout en considé-

rant que les entrées inconnues affectent uniquement l’équation d’état. Pour cela, ils ont conçu un

filtre optimal au sens de la minimisation de variance des erreurs d’estimation de l’état et des en-

trées inconnues. Les mêmes auteurs dansGillijns et Moor [007b] ont proposé un nouveau filtre

récursif permettant d’obtenir une estimation jointe et UMVde l’état et des entrées inconnues

pour la même classe de systèmes sauf qu’ils sont affectés pardes entrées inconnues dans l’équa-

tion d’état et dans l’équation d’observation. Ce filtre est nommé RTSF (Recursive Three-Step

Filter) qui est limité à une matrice de distribution directedes entrées inconnues sur l’équation

de mesure (direct feedthrough matrix) et sous réserve qu’elle soit de rang plein. Récemment, on

trouve les travaux deHsieh[2008] et Cheng et al.[2009]. DansHsieh[2008], une extension du

filtre ARTSKF est proposée nommée UERTSKF (Unified Extented Robust Two-Stage Kalman

Filter). DansCheng et al.[2009], les auteurs ont abordé le problème d’optimalité globale dans

le filtre récursif proposé. Ces auteurs montrent également que ce filtre, nommé ROF (Recursif

Optimal Filter), est globalement optimal dans des cas particuliers puisque ce dernier est conçu

après transformation du modèle original en utilisant la décomposition en valeurs singulières.
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Le filtre ROF est limité uniquement à l’estimation de l’état du système et non des entrées in-

connues. Par contre,Hsieh [2009] a étendu le travail deGillijns et Moor [007a] pour traiter

le cas où la matrice de distribution directe des entrées inconnues sur l’équation de mesure est

de rang arbitraire. Le filtre obtenu est appelé ERTSF (Extended Recursive Three-Step Filter)

qui reste limité dans certains cas, puisqu’il délivre une estimation biaisée des entrées incon-

nues. Plus récemment dansHsieh [2010], l’auteur propose deux nouveaux filtres GOUMVF

(Global Optimal Unbiased Minimum-Variance Filter) et ROUMVF (Refined Optimal Unbiased

Minimum-Variance Filter). Ces filtres sont globalement optimaux et se limitent à une estimation

non biaisée et à minimum de variance de l’état des systèmes enprésence des entrées inconnues

affectant à la fois l’état et les mesures.

Le problème de l’estimation des défauts pour les systèmes stochastiques linéaires avec entrées

inconnues a retenu l’attention de plusieurs chercheurs, nous citons à titre d’exemple les travaux

de Nikoukhah[1994], Keller [1998], Chen et Patton[1996], Chen et Patton[1999], Jamouli

et al.[2003], Ben Hmida et al.[2010], Ben Hmida et al.[010a] et Khémiri et al.[2011a]. Dans

le cas des systèmes à temps continu,Nikoukhah[1994] propose une technique basée sur l’erreur

d’innovation pour générer des résidus non biaisés et ayant un caractère de bruit blanc. La détec-

tion des défauts sera donc obtenue en utilisant des tests statistiques sur la moyenne et/ou sur la

variance de ces résidus. Par contre pour les systèmes à tempsdiscret, nous trouvons les travaux

de Keller [1998] et Jamouli et al.[2003] qui se limitent aux systèmes linéaires et à temps in-

variant (LTI : linear time-invariant). DansKeller [1998], l’auteur développe un filtre permettant

la détection et l’isolation des défauts multiples ou bien des défauts qui apparaissent simulta-

nément ou séquentiellement sur le système. L’idée, sur laquelle repose ces travaux, consiste à

générer des résidus directionnels en utilisant un filtre isolateur de défauts. Plus tard,Jamouli

et al.[2003] ont étendu ce travail en proposant un nouveau filtre basé surle concept du système

inverse. DansChen et Patton[1996, 1999], les problèmes de filtrage optimal et de diagnostic

robuste des défauts des systèmes stochastiques linéaires àtemps variant (LTV : linear time-

variant) en présence des perturbations inconnues sont étudiés. L’optimalité du filtre est obtenue

suite à la minimisation de la variance de l’erreur d’estimation de l’état du système après un dé-

couplage parfait des perturbations. Les résidus générés représentent donc l’erreur d’estimation

découplée de la sortie du système. Par la suite, ces résidus sont traités par des tests statistiques
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pour détecter les défauts. Malheureusement, le problème des défauts multiples et plus spéci-

fiquement le cas des défauts actionneurs et capteurs simultanés n’est pas traité dansChen et

Patton[1996, 1999]. Récemment, ils sont publiés dans nos travaux,Ben Hmida et al.[2010],

Ben Hmida et al.[010a], Khémiri et al.[2011a], Ben Hmida et al.[2012] et feront l’objet de

développements au cours du troisième chapitre.

Nos objectifs, dans ce travail, consistent à résoudre le problème de filtrage non biaisé et à

minimum de variance par deux techniques : le filtrage proportionnel intégral et le filtrage robuste

à minimum de variance.

3 Nos contributions

Nos contributions, dans la première thématique, demeurentessentiellement dans le dévelop-

pement de trois estimateurs :

– Le premier consiste à la synthèse d’un observateur multi-intégral (PIp) qui est présenté

dansKhémiri et al. [2010]. L’estimation non biaisé de l’état pour les systèmes linéaires

à temps discret en présence d’entrées inconnues. On proposecomme solution la synthèse

d’un observateur multi-intégral (PIp). L’idée de cette approche est de procéder à des inté-

grations successives de l’erreur d’estimation de sortie pour estimer précisément les entrées

inconnues puis de les utiliser pour corriger l’estimation de l’état et de la sortie du système.

Une telle opération n’est possible que si on assure un découplage parfait entre l’état observé

du système et les entrées inconnues.

– Le deuxième est nommé PI TSKF (Proportional-integral two stage Kalman filter) qui a fait

l’objet du travail publié dansKhémiri et al.[2008]. Ce travail était dans le but de résoudre

le problème d’estimation robuste vis-à-vis des entrées inconnues et des incertitudes sur les

matrices de covariance des bruits d’état, des mesures et desentrées inconnues. Dans ce cas,

on suppose que les matrices de covariance des bruits ne sont pas parfaitement connues. Ce

filtre est obtenu par l’extension du filtre développé parHsieh et Chen[1999] en ajoutant

l’action intégrale sur l’erreur d’estimation de l’état et des entrées inconnues.

– Le troisième filtre PIThSKF (Proportional integral three stage Kalman filter) vient alors
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pour résoudre le problème de l’estimation robuste et jointed’état et des défauts en présence

d’entrées inconnues et des incertitudes sur les matrices decovariance des différents bruits

d’état, des mesures, des défauts et des entrées inconnues. Pour cela, on propose une ex-

tension du filtre OThSKF développé parBen Hmida et al.[010a] en ajoutant des actions

intégrales sur les erreurs d’estimation de l’état, des défauts et des entrées inconnues afin

d’obtenir le filtre PIThSKF (Khémiri et al.[2011b]).

Nos contributions, dans la deuxième thématique, résident essentiellement dans le développe-

ment de trois nouveaux filtres récursifs permettant une estimation jointe et robuste à minimum

de variance de l’état et des défauts des systèmes stochastiques linéaires en présence des pertur-

bations inconnues.

– Un premier filtre nommé ARThSKF (Augmented robust three-stage Kalman filter) qui a

fait l’objet du travail publié dansBen Hmida et al.[010a]. Il s’agit ici d’une extension des

travaux deHsieh et Chen[1999], Hsieh[2000] et Hsieh[007b]. Dans ce travail, on pro-

pose d’utiliser le concept du filtre de Kalman à trois étages (ThSKF : Three-stage Kalman

filter) qui consiste, moyennant une transformation matricielle, à découpler le filtre ASKF

(Augmented State Kalman Filter) en trois sous-filtres : un sous-filtre estimateur de l’état, un

sous-filtre estimateur des défauts et un sous-filtre estimateur des perturbations inconnues.

Ce filtre est obtenu d’une part, à partir des modifications apportées aux équations de mise

à jour du filtre OThSKF (Optimal three-stage Kalman filter) et, d’autre part, en utilisant un

modèle augmenté des défauts et des perturbations inconnues.Il s’agit d’obtenir un filtre qui

ne dépend que de l’initialisation de l’état du système et d’aucune informations a priori sur

les défauts et sur les entrées inconnues. Ce filtre est utilisé, par la suite, pour résoudre le pro-

blème d’estimation robuste et simultanée des défauts capteurs et actionneurs des systèmes

stochastiques linéaires affectés par des perturbations additives sur l’état et sur les mesures.

De plus, il présente l’avantage d’être moins gourmand en temps de calcul (nécessite moins

d’opérations d’additions et de multiplications connues sous le terme " flops ") et permettant

ainsi de garantir une estimation non biaisée et à minimum de variance de l’état du système

et des défauts. Nous montrerons, à travers un exemple de simulation, que ce filtre présente

des performances meilleures au sens de la minimisation de l’erreur quadratique moyenne

(RMSE : Root Mean Square Error) par rapport à un filtre existant dans la littérature connu
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par UERTSKF (Unified Extension Robust Two-Stage Kalman Filter) publié dansHsieh

[2008].

– Le deuxième filtre récursif nommé EUMVF (Extended UnbiasedMinimum-Variance Fil-

ter) a fait l’objet du travail publié dansBen Hmida et al.[010a]. Ce travail constitue une

extension des travaux deGillijns et Moor [007a] et de Hsieh [2009] et qui s’intéresse

aux systèmes stochastiques linéaires affectés par des perturbations inconnues sur l’état

et des défauts sur l’état et sur les mesures. Ce filtre récursifsera conçu par l’utilisation

d’un estimateur linéaire non-biaisé et à minimum de variance (LUMVE : Linear Unbiased

Minimum-Variance Estimator). L’estimation des défauts sera obtenue en utilisant la mé-

thode des moindres carrés pondérés (WLS : Weighted Least-Square). Nous commençons

d’abord à traiter le cas simple où la matrice directe d’injection des défauts sur les mesures

est de rang plein, par la suite nous étendons ce travail pour traiter le cas où cette matrice

est de rang arbitraire. Malheureusement, ce filtre souffre d’une certaine insuffisance, dans

certains cas, en délivrant une estimation biaisée des défauts.

– Le troisième filtre ORFSF (Optimal Recursive Five Step Filter) vient alors pour combler

les insuffisances du filtre EUMVF et a fait l’objet d’un article soumis dans une revue scien-

tifique Khémiri et al.[2011a]. L’idée sur laquelle repose ce travail, consiste à transformer

l’équation de mesures du système original en utilisant une décomposition en valeurs singu-

lières de la matrice d’injection directe des défauts sur lesmesures. Cependant, la sortie et

les défauts sont décomposés en deux composantes. Il en découle une estimation des défauts

moyennant une superposition de deux termes : un premier qui dépend de la composante

estimée directement à partir des mesures et le second terme est estimé indirectement avec

un retard d’un pas à partir de l’état du système. En utilisantcette technique, il est possible

alors d’améliorer les performances du filtre pour obtenir une estimation non biaisée des

défauts même en présence d’une matrice d’injection directedes défauts sur les mesures

de rang non plein. Des exemples numériques montrent que ce filtre permet de résoudre

efficacement le problème d’estimation simultanée des défauts capteurs et actionneurs et

qu’il possède, dans certains cas, des performances nettement meilleures par comparaison à

d’autres filtres existants dans la littérature.
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4 Organisation du rapport

Ce travail est composé de trois chapitres. Le premier chapitre présentera une revue de la

littérature sur le filtrage à entrées inconnues des systèmeslinéaires stochastiques à temps discret

et une synthèse bibliographique sur le filtrage avec un développement de certaines approches.

Une étude comparative entre les différents filtres est effectuée dans le but de mettre en évidence

les inconvénients et les avantages de chacune, qui feront par la suite l’objectif de notre travail.

Dans le deuxième chapitre, on commencera par traiter les systèmes linéaires à entrées inconnues

par la conception d’un observateur proportionnel multi-intégral à entrées inconnues permettant

une estimation découplée de l’état et des entrées inconnuessous forme polynomiale de degré

" p ". Par la suite, on va étudier le problème d’estimation des systèmes linéaires stochastiques.

On développera l’estimateur robuste (PI TSKF) d’état en présence des entrées inconnues et

des incertitudes sur les matrices de covariance des différents bruits d’état, de mesures et des

entrées inconnues. Ensuite, on développera le filtre PI ThSKF pour résoudre le problème de

l’estimation jointe des défauts et d’état en présence des entrées inconnues et des incertitudes

sur les matrices de covariances des différents bruits d’état, des défauts et des entrées inconnues.

Le troisième chapitre sera dédié à l’estimation jointe non biaisée à minimum de variance d’état

et des défauts en présence de perturbations inconnues. Nos contributions, dans cette thématique,

résidera essentiellement dans le développement de trois nouveaux filtres récursifs qu’on a cité

précédemment ARThSKF, EUMV et ORFSF. Les filtres seront testés et comparés avec des

filtres existant dans la littérature par simulation à travers deux exemples numériques. Enfin, on

terminera ce rapport par une conclusion générale.
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1.1 Introduction

Ce chapitre a pour objet de décrire les techniques de filtrage àentrées inconnues (UIF : unk-

nown input filtering) existantes dans la littérature des systèmes linéaires stochastiques, à temps

discret, à temps variant et en présence des entrées inconnues. Nous présentons une synthèse

bibliographique sur les travaux qui portent sur le filtrage optimal non biaisé et à minimum de

variance des systèmes linéaires sujets à des entrées inconnues. Dans ce chapitre nous distin-

guons deux classes de systèmes :

– Une première classe qui concerne les systèmes affectés pardes entrées inconnues sur

l’équation d’état. Pour cette classe de système, il existe des travaux qui s’intéressent à
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1.2. Formulation du problème

l’estimation de l’état du système uniquementKitanidis [1987], Darouach et Zasadzinski

[1997] et d’autres qui estiment simultanément l’état et les entrées inconnuesHsieh[2000],

Gillijns et Moor [007a].

– Une deuxième classe où l’entrée inconnue affecte simultanément l’état et les mesures. Il

existe des travaux qui s’intéressent à l’estimation d’étatuniquementHou et Patton[1998],

Darouach et al.[2003], Cheng et al.[2009] et d’autres qui estiment d’une manière jointe

l’état et les entrées inconnuesGillijns et Moor [007b], Hsieh[2009], Khémiri et al.[2013].

Pour chaque classe de système, une étude comparative entre ces différents filtres sera menée par

simulation sous Matlab à travers un exemple académique.

1.2 Formulation du problème

Nous considérons un système linéaire stochastique à temps discret décrit par la représentation

d’état suivante :

xk+1 = Akxk +Gkdk +wk (1.1)

yk = Ckxk +Hkdk +vk (1.2)

avecxk ∈ ℜ n l’état du système,dk ∈ ℜ p l’entrée inconnue du système etyk ∈ ℜ m la sortie du

système. Les matricesAk, Gk, Ck etHk sont supposées connues et de dimensions appropriées.

H1 : les bruits d’étatwk et de mesurevk sont gaussiens de moyennes nulles, non corrélés et

de matrices variance-covariance :

E
[
wkw

T
l

]
= Qkδkl

E
[
vkv

T
l

]
= Rkδkl

E
[
wkv

T
l

]
= 0δkl

H2 :l’état initial x0 est une réalisation d’une séquence gaussienne indépendante des bruitswk et
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vk :

E [x0] = x̂0

E
[
(x0− x̂0)(x0− x̂0)

T]
= Px

0

H3 :On suppose que

la paire(Ak,Ck) est observable

rang[Ak] = n et rang[Ck] = m(≥ p)

Dans ce chapitre nous proposons d’étudier les deux cas suivants :

– 1ère cas sans matrice de distribution directe des entrées inconnues, c’est-à-direHk = 0,

– 2ème cas avec matrice de distribution directe des entrées inconnues c’est-à-direHk 6= 0

L’objectif ici est de décrire les filtres optimaux existantsdans la littérature. Il s’agit des filtres

récursifs permettant d’obtenir une estimation non biaiséeet à minimum de variance soit de l’état

du système uniquement soit de l’état et des entrées inconnuessimultanément et ceci selon la

classe de systèmes considérés.

1.3 Synthèse bibliographique sur le filtrage à entrée incon-

nue

En 1960,Kalman[1960] a présenté une solution récursive au problème de filtrage pour les

systèmes linéaires stochastiques. Le filtre de Kalman (KF) est un ensemble d’équations ma-

thématiques utilisant un calcul récursif pour estimer l’état d’un processus tout en minimisant

l’erreur quadratique moyenne. Ce filtre est puissant et largement utilisé dans plusieurs domaines

permettant ainsi une estimation de l’état du système avec unminimum de variance. Dans le cas

des systèmes linéaires à entrées inconnues le problème d’estimation à minimum de variance de

l’état est largement abordé dans la littérature (Kitanidis[1987], Darouach et Zasadzinski[1997],

Hou et Patton[1998], Hsieh[2000], Gillijns et Moor[007a], Cheng et al.[2009], Chen et Patton
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[1996] et...). Dans ce contexte, ils existent d’autres approchesqui différent du filtre KF stan-

dard pour résoudre le problème de l’estimation d’état en présence des entrées inconnues. Ces

travaux constituent en quelque sorte une extension du filtrede Kalman standard. Nous citons à

titre d’exemple les travaux deKitanidis [1987], Gillijns et Moor [007b] ,Hsieh[2009].

En 1987,Kitanidis [1987] a développé un filtre robuste qui fournit une estimation optimale

de l’état indépendamment de la valeur des entrées inconnues.Cette approche consiste à estimer

l’état du système en utilisant la forme standard du filtre de Kalman. Elle permet d’avoir un es-

timateur non biaisé a minimum de variance nommé : filtre non biaisé à minimum de variance

(UMVF : "Unbiased Minimum-Variance Filter "). La méthode est développée en présence d’une

entrée inconnue déterministe additive ajoutée à l’équation de l’état.Darouach et Zasadzinski

[1997] ont utilisé une technique paramétrique pour étendre l’approche deKitanidis [1987].

Cette approche est plus compliquée que l’originale, elle évite seulement l’utilisation de l’op-

timisation d’un Lagrangien et le calcul des multiplicateurs de Lagrange.Hou et Patton[1998]

ont développé une méthode de filtrage optimale robuste. Cetteméthode consiste tout d’abord à

découpler l’entrée inconnue en utilisant une transformation particulière, par la suite ils utilisent

la technique d’innovation pour estimer l’état du système. Le filtre obtenu est similaire à un filtre

standard avec des modifications sur les matrices de gain et decovariance. Il a une forme géné-

rale car l’entrée inconnue est présente dans les équations d’état et d’observation. De plus, les

auteurs considèrent que les bruits de l’état et de mesure sont corrélés. En 2000,Hsieh[2000]

a proposé une nouvelle approche pour la synthèse d’un filtre robuste des systèmes dont l’état

est affecté par des entrées inconnues. Ce filtre est obtenu parl’extension de l’OTSKF (Optimal

Two Stage Kalman Filter)Hsieh et Chen[1999] en se basant sur la technique de découplage

qui se traduit en une contrainte algébrique. Ce filtre a été testé sur un exemple numérique et il

a permis d’obtenir une estimation optimale à minimum de variance de l’état du système. L’au-

teur présente également un théorème dans lequel il précise que ce filtre est équivalent au filtre

de " Kitanidis " moyennant une condition sur les rangs. Le filtre obtenu est nommé : Filtre

de Kalman robuste à deux étages (RTSKF : " Robust two-Stage Kalman Filter "). En 2003,

Darouach et al.[2003] ont proposé un nouveau filtre optimal, nommé filtre estimateur optimal

(OEF : " Optimal Estimator Filter"), en utilisant la même technique utilisée dansDarouach et

Zasadzinski[1997]. Ils considèrent ici un cas plus général, c’est-à-dire un système stochastique
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linéaire en présence d’une entrée inconnue affectant les équations d’état et d’observation. Les

auteurs proposent d’utiliser deux paramètres matricielsk et α pour satisfaire les conditions de

synthèse du filtre OEF. Le premier paramètrek joue le rôle d’une matrice gain qui permet de

minimiser la variance de l’erreur d’estimation. Le second paramètreα est utilisé pour satisfaire

des conditions de rang de certaines matrices.Hsieh[2006] montre que la condition suffisante

pour obtenir une estimation non biaisée, est limitée à certaines applications. De ce fait, l’opti-

malité du filtre au sens de la minimisation de l’erreur quadratique moyenne n’est pas toujours

garantie. Pour cela,Hsieh[2006] a proposé un filtre optimal à minimum de variance (OMVF : "

Optimal Minimum-Variance Filter "). Ce filtre consiste à résoudre le problème posé par le filtre

OEFDarouach et al.[2003] et à avoir une estimation non biaisée à minimum de variance.Dans

ce travail, l’auteur utilise une condition plus générale sur les rangs pour éviter la limitation d’ap-

plications de ce filtre. En 2007,Gillijns et Moor [007a], par extension des travaux deKitanidis

[1987] et Darouach et Zasadzinski[1997], ont développé un filtre récursif qui consiste à obtenir

une estimation non biaisée avec minimum de variance de l’étatet de l’entrée inconnue.Gillijns

et Moor[007a], moyennant certaines conditions, ont montré que ce filtre récursif est équivalent

aux filtres deKitanidis[1987] et Darouach et Zasadzinski[1997]. De plus, ils ont montré que ce

filtre permet d’obtenir une estimation optimale de l’entréeinconnue similaire au filtre proposé

parHsieh[2000]. Enfin, les auteurs ont donné une formulation récursive de ce filtre.

En 2007,Gillijns et Moor [007b], ont développé un nouveau filtre récursif (Récursive Three-

Step Filtre : RTSF) qui permet d’étudier les systèmes linéaires à temps discret avec injection

directe de l’entrée inconnue dans l’équation de mesures (Direct feedthrough matrix). Ce filtre est

établi en trois étapes : une première étape pour l’estimation de l’entrée inconnue, une deuxième

étape pour la correction des estimations par les mesures et une troisième étape pour la mise à

jour du filtre. Les auteurs supposent que la matrice directe de distribution des entrées inconnues

doit être de rang plein. Récemment,Hsieh[2009] a relaxé cette hypothèse en développant un

filtre nommé ERTSF (Extension of Recursive Three Step Filtre), c’est-à-dire que matrice (feed-

through matrix) est de rang arbitraire. De même,Cheng et al.[2009], ont relaxé cette hypothèse

sur la matrice tout en développant un filtre récursif permettant de garantir une optimalité glo-

bale au sens de la minimisation de l’erreur quadratique moyenne. Les auteurs ont également

développé, dans le cas stationnaire, une condition suffisante de la convergence et de la stabilité
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de ce filtre.

Pour la suite de ce chapitre, nous proposons de se limiter au développement des filtres sui-

vants :

– Pour la classe des systèmes oùHk = 0 : le filtre de Kalman (KF), le filtre deKitanidis

[1987], le filtre deHsieh[2000], le filtre deDarouach et Zasadzinski[1997] et le filtre de

Gillijns et Moor [007a].

– Pour la classe des systèmes oùHk 6= 0 : le filtre de Hou et Patton (OLMVE), le filtre de

Darouach et al.[2003], le filtre deGillijns et Moor [007b], le filtre deHsieh[2009] et le

filtre deCheng et al.[2009].

1.4 Filtre KF de Kalman 1969

Le filtre de Kalman est un reconstructeur d’état dans un environnement stochastique. Il permet

d’obtenir une solution optimale lorsque certaines hypothèses sont vérifiées telles queH1, H2 et

H3. Le filtre de Kalman se résume par le tableau qui suit :

Initialisation pourk = 0
x̂0/0 etP0/0

Etape de prédiction
x̂k/k−1 = Ak−1x̂k−1/k−1

Px
k/k−1 = Ak−1Px

k−1/k−1AT
k−1 +Qk−1

Etape de filtrage
x̂k/k = x̂k/k−1 +Kx

k

(
yk−Ckx̂k/k−1

)

Kx
k = Px

k/k−1C
T
k

(
CkPx

kCT
k +Rk

)

Px
k/k =

(
I −Kx

kCk

)
Px

k/k−1

TABLE 1.1 – Algorithme récursif du filtreKalman[1960] (KF)

Sous les hypothèsesH1, H2 etH3 le filtre de Kalman constitue un estimateur linéaire optimal

à minimum de variance. En plus, Il génère un résidu qui est l’erreur d’innovation possédant les

caractéristiques d’un bruit blanc reflétant toutes perturbations dans le système. Ce qui a fait du
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filtre de Kalman un générateur idéal de résidus pour le diagnostic de fonctionnement dans le

cas des systèmes stochastiques linéaires en absence des entrées inconnues.

1.5 Cas des systèmes oùHk = 0

Dans cette première classe, on considèreHk = 0, le système d’équations (1.1) et (1.2) se récrit

sous la forme suivante :

xk+1 = Akxk +Gkdk +wk (1.3)

yk = Ckxk +vk (1.4)

1.5.1 Filtre UMVF de Kitanidis 1987

La synthèse du filtre deKitanidis [1987] est basée sur la théorie d’optimalité en utilisant

les multiplicateurs de Lagrange. L’étape de mise à jour du filtre est déterminée de telle sorte

qu’elle ne sera pas affectée par les entrées inconnues, ce qui rend le filtre insensible aux entrées

inconnues et par conséquent il améliore la qualité de l’estimation de l’état du système. Nous

supposons qu’il est possible de déterminer la matrice gainLk qui minimisetrace
{

Px
k

}
sous la

contrainte algébrique suivante :

LkCkGk−1−Gk−1 = 0 (1.5)

La solution de ce problème sera reformulée dans le théorème1.1

Théorème 1.1.(Kitanidis [1987]) Si la matrice FT
k R̃−1

k Fk est régulière, alors la matrice gain

Lk garantissantmin
Lk

trace
{

Px
k

}
sachant que LkCkGk−1−Gk−1 = 0 est donnée par :

Lk = Px
k/k−1C

T
k R̃−1

k +
[
Gk−1−Px

k/k−1C
T
k R̃−1

k CkGk−1

][
GT

k−1C
T
k R̃−1

k CkGk−1
]−1

GT
k−1C

T
k R̃−1

k

(1.6)

avec Fk = CkGk−1
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Démonstration.Pour résoudre ce problème, on se propose d’utiliser une technique d’optimisa-

tion basée sur les multiplicateurs de Lagrange.

la matrice de covariancePx
k/k est donnée par

Px
k/k = (I −LkCk)Px

k/k−1(I −LkCk)
T +LkRkL

T
k (1.7)

Calculons latrace
{

Px
k

}

L(Lk,Λk) = trace
{

Px
k/k−1−2Px

k/k−1C
T
k LT

k +LkR̃kL
T
k

}
−2trace

{
(LkCkGk−1−Gk−1)ΛT

k

}

(1.8)

Les dérivées partielles deL(Lk,Λk) par rapport àLk etΛk sont respectivement données :

∂L(Lk,Λk)

∂Lk
= 2R̃kL

T
k −2CkP

x
k/k−1−2CkGk−1ΛT

k (1.9a)

∂L(Lk,Λk)

∂Λk
= −2(LkCkGk−1−Gk−1) (1.9b)

Les valeurs optimales deLk etΛk seront obtenues en annulant simultanément les deux équations

(1.9a) et (1.9b). Ils sont alors solution du système d’équations suivant :


 R̃k −Fk

FT
k 0





 LT

k

ΛT
k


 =


 CkPx

k/k−1

GT
k−1


 (1.10)

Si la matriceFT
k R̃−1

k Fk est non singulière, alors on peut utiliser le complément de Schur pour

montrer que (1.10) admet solution unique. On en déduit alors l’expression donnée par (1.6) de

la matrice gainLk.

Le filtre deKitanidis [1987] UMVF est résumé dans le tableau ci-dessous. Le filtre se limite

uniquement à l’estimation non biaisée et à minimum de variance de l’état du système. Mais

sa performance n’est garantie que si l’entrée inconnue est présente uniquement dans l’équation

d’état et que la condition ci-dessous soit satisfaite :

rang[CkGk−1] = rang[Gk−1] (1.11)
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Initialisation pourk = 0
x̂0 etP0

Pour toutk > 0, le filtre est
x̂k/k−1 = Ak−1x̂k−1/k−1

Px
k/k−1 = Ak−1Px

k−1/k−1AT
k−1 +Qk−1

avec
x̂k/k = x̂k/k−1 +Lk

(
yk−Ckx̂k/k−1

)

Lk = Px
k/k−1C

T
k R̃−1

k +
[
Gk−1−Px

k/k−1C
T
k R̃−1

k CkGk−1

][
GT

k−1C
T
k R̃−1

k CkGk−1
]−1

GT
k−1C

T
k R̃−1

k

Px
k/k =

(
I −LkCk

)
Px

k/k−1

(
I −LkCk

)T
+LkRkLT

k , R̃k = CkPx
kCT

k +Rk

TABLE 1.2 – Algorithme récursif du filtre deKitanidis [1987] (UMVF)

1.5.2 Filtre OUMV de Darouach et al. 1997

Darouach et Zasadzinski[1997] par extension du travail deKitanidis [1987] ont développé

un estimateur non biaisé et à minimum de variance qui estime l’état en présence des entrées

inconnues. De plus, ces auteurs ont analysé la stabilité et la convergence du filtre proposé.

Pour que ce filtre soit non biaisé, les auteurs trouvent la même contrainte que celle obtenue par

Kitanidis [1987] :

Lk+1Ck+1Gk−Gk = 0 (1.12)

Pour que la matrice gain soit optimale,Darouach et Zasadzinski[1997] ont développé une nou-

velle approche qui consiste à paramétriser la solution de (1.12) par une matrice arbitraire. Cette

dernière est choisie pour minimiser la variance de l’estimateur de l’état. De plus, ils mentionnent

que la condition sur les rangs doit être satisfaite :

rang [Ck+1Gk] = rang[Gk] = p (1.13)

Dans ce cas, la matrice gain est donnée par cette expression :

Lk+1 = GkΠk +Kk+1Tk (1.14)

Π = (Ck+1Gk)
+ (1.15)

Tk = αk
(
I − (Ck+1Gk)(Ck+1Gk)

+
)

(1.16)

avec(Ck+1Gk)
+ est la matrice pseudo-inverse de(Ck+1Gk), αk est une matrice choisie de telle
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sorte queTk soit de rang plein.

Il convient ensuite de déterminer la matrice gainKk+1 pour minimiser la trace de la matrice

variance-covariance de l’erreur d’estimation d’état. Leséquations décrivant le filtre OUMV sont

résumées dans le tableau suivant :

Initialisation pourk = 0
x̂0 etP0

Pour toutk > 0, le filtre est
x̂k+1 = Fkx̂k +GkΠkyk+1 +Kk+1(Tkyk+1−βk+1x̂k)

Pk+1 = (Fk−Kk+1βk+1)Pk(Fk−Kk+1βk+1)
T +Q1k +Kk+1ΘkKT

k+1 −Kk+1ST
k −SkKT

k+1
avec

Q1,k = ΣkQkΣT
k +GkΠkRk +ΠT

k GT
k , Σk = I −GkΠkCk+1

Fk = ΣkAk, βk+1 = TkCk+1Ak

Sk = ΣkQkCT
k+1TT

k −GkΠkRk+1TT
k

Θk = Tk
(
Ck+1QkCT

k+1 +Rk+1
)

TT
k

Kk+1 = (FkPkβT
k+1 +Sk)(βk+1PkβT

k+1 +Θk)
−1

TABLE 1.3 – Algorithme récursif du filtre deDarouach et Zasadzinski[1997] (OUMV)

La matrice gainKk+1 existe, si la matriceTkR̃k+1TT
k est non singulière.

R̃k+1 = Ck+1(Qk +AkPkA
T
k )CT

k+1 +Rk+1 (1.17)

1.5.3 Filtre RTSKF de Hsieh 2000

L’idée générale de ce travail consiste à concevoir un filtre de Kalman robuste à deux étages

avec une entrée inconnue tout en modifiant le filtre optimal deKalman à deux étages (OTSKF)

développé dansHsieh [2000]. L’idée de base repose sur l’utilisation du filtre OTSKF avec

une simple modification sur l’étape de mise à jour du filtre de l’entrée inconnue. Un tel filtre

(RTSKF) est qualifié de robuste car il permet d’obtenir une estimation sans biais et à mini-

mum de variance malgré la présence d’une entrée inconnue. Cette entrée inconnue peut être

déterministe ou stochastique dont on ne dispose d’aucune connaissance a priori sur leur modèle

d’évolution. Ce filtre trouve son importance dans le cas ou lespropriétés statistiques de l’entrée

inconnue sont inconnues. Le filtre RTSKF est plus général quele filtre deKitanidis [1987]. En

effet, le filtre UMVF se limite pour le cas d’une entrée inconnue qui apparaît dans l’équation
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Initialisation pourk = 0
x̂0 etP0

Pour toutk > 0, le filtre est
x̂k/k = x̄k/k +Vkdk/k

Px
k/k = Px̄

k/k +VkPd
k/kV

T
k

d̂k/k = Kd
k

(
yk−Ckx̄k/k−1

)

Pd
k/k =

{
GT

k−1C
T
k R̃−1

k CkGk−1
}−1

avec
x̄k/k−1 = Ak−1x̂k−1/k−1

x̄k/k = x̄k/k−1 +K x̄
k

(
yk−Ckx̄k/k−1

)

Px̄
k/k−1 = Ak−1P̂x

k−1/k−1AT
k−1 +Qk−1

K x̄
k = Px̄

k/k−1C
T
k R̃−1

k

Px̄
k/k =

(
I −K x̄

kCk
)

Px̄
k/k−1

Kd
k = Pd

k/kG
T
k−1C

T
k R̃−1

k

Vk =
(
I −K x̄

kCk
)

Gk−1, R̃k = CkPx̄
k/k−1C

T
k +Rk

TABLE 1.4 – Algorithme récursif du filtre deHsieh[2000] (RTSKF)

d’état, par contre le filtre RTSKF peut considérer la présencede l’entrée inconnue également

dans l’équation d’observation. De plus, l’auteur montre dans le théorème1.2ci-dessous que le

filtre RTSKF est équivalent au filtre deKitanidis [1987].

Théorème 1.2.(Hsieh[2000]) On considère le système décrit par les équations (1.3) et (1.4). Si

la condition rang[Ck+1Gk] = rang[Gk] = p est vérifiée, alors le filtre (RTSKF) est équivalent

au filtre deKitanidis [1987] (UMVF).

1.5.4 Filtre RUMVF de Gillijns et Moor 2007a

Gillijns et Moor [007a] ont proposé un filtre non biaisé à minimum de variance (RMVUF)où

l’entrée inconnue affecte uniquement l’équation d’état, pour estimer l’étatxk et l’entrée incon-

nuedk, à partir d’une séquence de mesures connuesyk = {y0, ...,yk} et on suppose qu’on ne dis-

pose d’aucune information a priori sur l’entrée inconnue. Les auteurs supposent la même condi-

tion queKitanidis[1987] etDarouach et al.[2003], à savoir querang [CkGk−1] = rang [Gk−1] =

p, et ils ont développé un filtre récursif en introduisant deuxgainsMk etKk, le premier pour ga-

rantir que l’estimateur est non biaisé et à minimum de variance et le deuxième pour minimiser

la variance de ˆxk/k. La matrice gainMk est obtenue par la méthode des moindres carrés (WLS).
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L’erreur d’observation ˜yk est donnée par :

ỹk = CkGk−1dk−1 +ek (1.18)

avec

ek = Ck(Ak−1x̃k−1 +wk−1)+vk (1.19)

x̃k = xk− x̂k/k (1.20)

pour que l’estimateur soit non biaisé,Mk doit satisfaire

MkCkGk−1 = I (1.21)

La matriceMk représente une solution LS non biaisée en satisfaisant la contrainte (1.21), mais

elle n’est pas à minimum de variance carek ne satisfait pas la condition de Gauss Markov

Kailath et al.[2000]. Nous pouvons obtenir un estimateur non biaisé à minimum devariance

pourdk−1 par la méthode (WLS) en considérant queE
([

ekeT
k

])−1
est la matrice de pondération

on utilise donc l’estimation par moindres carrés.

R̃k = E
[
eke

T
k

]
= CkPk/k−1C

T
k +Rk (1.22)

puisque la matrice de covarianceR̃k est définie positive, nous pouvons chercher une matrice

inversibleS̃k de telle façon quẽRk = S̃kS̃T
k . L’équation (1.18) peut être transformée comme suit :

S̃−1
k ỹk = S̃−1

k CkGk−1dk−1 + S̃−1
k ek (1.23)

La solution (LS) de l’équation (1.23) est donnée sous la forme suivante :

dk−1 =
(
FT

k R̃−1
k Fk

)−1
R̃−1

k ỹk (1.24)

avec Fk = CkGk−1
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Le filtre deGillijns et Moor [007a] peut être résumé comme suit :

Initialisation pourk = 0
x̂0 etP0

Pour toutk > 0, le filtre est
x̂k/k−1 = Ak−1x̂k−1/k−1

d̂k−1 = Mk
(
yk−Ckx̂k/k−1

)

x̂∗k/k = x̂k/k−1 +Gk−1d̂k−1

x̂k/k = x̂∗k/k +Kk(yk−Ckx̂∗k/k)

Pk/k−1 = Ak−1Pk−1/k−1AT
k−1 +Qk−1

P∗
k/k = (In−Gk−1MkCk)Pk/k−1(In−Gk−1MkCk)

T +Gk−1MkRkMT
k GT

k−1

Pk/k = KkR̃∗
kKT

k −V∗
k KT

k −KkV
∗T
k +P∗

k/k

Pd
k/k =

(
FT

k R̃−1
k Fk

)−1

avec

Fk = (CkGk−1), Mk =
(
FT

k R̃−1
k Fk

)−1
FT

k R̃−1
k

V∗
k = P∗

k/kC
T
k +S∗k, S∗k = −(Gk−1MkRk)

R̃∗
k = CkP∗

k/kC
T
k +Rk +CkS∗k +S∗T

k CT
k

Kk =
(

P∗
k/kC

T
k +S∗k

)
α T

k

(
αkR̃∗

kα T
k

)−1αk

αk = [0 Ir ]UT
k S̃−1

k
R̃k = CkPk/k−1C

T
k +Rk

TABLE 1.5 – Algorithme récursif du filtre deGillijns et Moor [007a] (RUMVF)

Si la condition (1.21) est satisfaite, le filtre proposé permet une estimation jointe non baisée

et à minimum de variance de l’état du système et de l’entrée inconnue.

1.6 Cas des systèmes oùHk 6= 0

Dans cette section, on suppose que l’entrée affecte les deuxéquations d’état et d’observation

(Hk 6= 0), d’où le système représenté par les équations (1.1) et (1.2)

1.6.1 Filtre de Hou et Patton 1998 (OLMVE)

En 1998,Hou et Patton[1998] ont développé un filtre optimal qui a une forme similaire à

celle du filtre de Kalman. Ce filtre utilise une technique de découplage de l’entrée inconnue
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1.6. Cas des systèmes oùHk 6= 0

et applique l’approche standard d’innovation. Une condition nécessaire pour l’existence d’un

observateur découplé de l’entrée inconnue est :

rang


 Hk CkGk

0 Hk


 = rang


 Gk

Hk


+ rang Hk (1.25)

L’idée est de vérifier cette condition pour construire un système équivalent où l’entrée inconnue

est découplée. Pour cela, les auteurs considèrent un système original comme suit :

xk+1 = Akxk +Gkdk +wk (1.26)

yk = Ckxk +Hkdk +wk (1.27)

Le système équivalent est donné sous la forme suivante :

xk+1 = Akxk + B̄k,1yk + B̄k+1,2yk+1 + Ḡk,1wk + Ḡk+1,2wk+1 (1.28)

ȳk = C̄kxk + H̄kwk (1.29)

avec

ȳk =
(
I −HkH

+
k

)
(1.30)

Āk =
(
I − B̄kC̄k

)(
Ak−GkH

+
k Ck

)
(1.31)

B̄k = Gk
(
I −H+

k Hk
)[

C̄kGk(I −H+
k Hk)

]+
(1.32)

C̄k =
(
I −HkH

+
k

)
Ck (1.33)

B̄1,k = (I − B̄kC̄k)GkH
+
k (1.34)

B̄2,k = B̄k(I −HkH
+
k ) (1.35)

Ḡ1,k = (I − B̄kC̄k)(I −GkH
+
k ) (1.36)

H̄k =
(
I −HkH

+
k

)
(1.37)

Le filtre développé parHou et Patton[1998] pour le système équivalent est résumé sous la

forme suivante :
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Initialisation pourk = 0

x̂0, P0 et
⌣

P0

Pour toutk > 0, le filtre est
x̂k = x̄k + K̄kTk(yk−Cx̄k)

Pk = P̄k + H̄kRkH̄T
k − K̄kR̄kKT

k
avec

x̄k+1 = Dk(ϕ̄kx̂k +GkH
+
k yk)+ H̄k+1yk+1−DkGkH

+
k RkT̄T

k R̄+
k Tk(yk−Ckx̄k)

Pk+1 = Dk
⌣

Pk+1DT
k

⌣

Pk+1 = ϕ̄kPkϕ T
k + Q̄k

Kk =
(

⌣

PkCT
k − H̄k

⌣

Rk

)
T̄T

k R̄+
k

H̄k = Gk−1Uk−1(TkCkGkUk−1)
+Tk

R̄k = T̄k
⌣

RkT̄T
k

⌣

Rk = Ck
⌣

PkCT
k +Rk

Q̄k = Qk + ϕ̄kLkRk(H
+
k )TGT

k +GkH
+
k RkLT

k ϕ̄ T
k +GkH

+
k (Rk−RkT̄T

k R+
k T̄kRk)(H

+
k )TGT

k
Dk = (I −Hk+1Ck+1)
ϕ̄k = Ak−GkH

+
k Ck

Tk = (I −HkH
+
k )

Uk = (I −H+
k Hk)

Lk = H̄k + K̄kT̄k

T̄k = Tk(I −CkH̄k)

TABLE 1.6 – Algorithme récursif du filtre deHou et Patton[1998] (OLMVE)

Hou et Patton[1998] ont représenté un filtre optimal simple et rigoureux en utilisant une

technique de découplage de l’observateur de l’entrée inconnue. Le filtre proposé par les auteurs

peut être considéré comme une amélioration du filtre de Kalman standard en ce qui concerne

l’estimation avec minimum de variance. En se basant sur ce travail nous pouvons réaliser un

filtre optimal qui découple l’entrée inconnue pour les systèmes stochastiques à temps continu.

L’inconvénient de ce travail et que les auteurs n’ont pas discuté la convergence et la stabilité de

ce filtre.

1.6.2 Filtre de Darouach et al. 2003 (OEF)

Darouach et al.[2003] ont présenté le filtre OEF (Optimal Estimator Filter) qui constitue une

version généralisée du filtre deKitanidis [1987] (UMVF) et du filtre deHsieh[2000] (RTSKF).

Ils considèrent que l’entrée inconnue apparaît à la fois dans les équations d’état et d’observation
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1.6. Cas des systèmes oùHk 6= 0

(Hk 6= 0). L’algorithme du (OEF) peut être résumé comme suit :

Initialisation pourk = 0
x̂0 etP0

Pour toutk > 0, le filtre est
x̂k = x̄k +Lk (yk−Cx̄k)

Pk = P̄k +LkR̃kLT
k − P̄kCT

k LT
k −LkCkP̄k

avec
x̄k+1 = Akx̂k

P̄k+1 = AkPkAT
k +Qk

Lk = Γ̄kΣ+
k + K̄kĤk

Ĥk = αk
(
I −ΣkΣ+

k

)

K̄k = (P̄kCT
k − Γ̄kΣ+

k R̃k)ĤT
k −

(
ĤkR̃kĤT

k

)−1

R̃k = CkP̄kCT
k +Rk

Γ̄k = [0 Gk−1]
Σk= [Hk CkGk−1]

TABLE 1.7 – Algorithme récursif du filtre deDarouach et al.[2003] (OEF)

avecαk est choisi telle quêHk soit de plein rang ligne.

Pour garantir l’optimalité de l’OEF, les auteurs imposent une condition sur les rangs :

rang [Σk+1] = rang[Gk] + rang[Hk+1] (1.38)

La condition (1.38) rend l’application du filtre un peu limitée comme discuté dansDarouach

et al.[2003]. Si Ĥk = 0, la performance du filtre sera non acceptable et il perd son optimalité au

sens de la minimisation de l’erreur quadratique moyenne.

1.6.3 Filtre de Gillijns et Moor 2007b (RTSF)

Gillijns et Moor[007b], par extension des travauxKitanidis [1987] et Gillijns et Moor[007b],

ont développé un filtre récursif qui peut résoudre le problème de l’estimation de l’état et de

l’entrée inconnue du système avec injection de l’entrée inconnue dans l’équation de mesure en

utilisant une estimation à minimum de variance. Les auteursont considéré que l’estimation de

l’entrée inconnue et celle de l’état sont interconnectées et ils supposent que la matrice d’injec-

tion de l’entrée inconnue dans l’équation de sortie est de rang plein. Le filtre développé par
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Gillijns et Moor [007b] est résumé comme suit :

Initialisation pourk = 0
x̂0 etP0

Pour toutk > 0, le filtre est donné par
x̂k+1/k = Akx̂k/k +Gkd̂k

Px
k+1/k = [Ak Gk]

[
Px

k/k Pxd
k

Pdx
k Pd

k

] [
AT

k
Pdx

k

]
+Qk

d̂k = Mk
(
yk−Ckx̂k/k−1

)

Pd
k =

(
HT

k R̃−1
k Hk

)−1

avec
R̃k = CkPx

k/k−1C
T
k +Rk

xk/k−1 = Ak−1x̂k−1/k−1 +Gk−1d̂k−1

Mk =
(
HT

k R̃−1
k Hk

)−1
HT

k R̃−1
k

Kk = Px
k/k−1C

T
k R̃−1

k

x̂k/k = x̂k/k−1 +Kk
(
yk−Ckx̂k/k−1−Hkd̂k

)

Px
k/k = Px

k/k−1−Kk(R̃k−HkPd
k HT

k )KT
k

Pxd
k =

(
Pdx

k

)T
= −KkHkPd

k

TABLE 1.8 – Algorithme récursif du filtre deGillijns et Moor [007b] (RTSF)

Pour que l’estimation de l’entrée inconnue soit non biaisée, la matriceMk doit satisfaire la

conditionMkHk = I .

Théorème 1.3.On considère quêxk/k−1 est non biaisée, alorŝdk est un estimateur non biaisé

pour toute entrée inconnue dk si et seulement si MkHk = I ( voir Gillijns et Moor [007b]).

Les auteurs imposent la condition nécessaire et suffisanterang [Hk] = p pour l’existence

d’un estimateur non biaisé de l’entrée inconnue. On peut dire que cette condition entraîne un

inconvénient de ce filtre qui sera limité à certaines applications comme l’a montréHsieh[2009] ;

de plus, les auteurs n’ont pas mentionné l’optimalité globale du filtre.

1.6.4 Filtre de Hsieh 2009 (ERTSF)

Vu l’inconvénient du filtre récursif (RTSF) qui s’applique uniquement pour les systèmes où

la matriceHk est de rang plein,Hsieh[2009] par une extension du travail deGillijns et Moor
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[007b] a développé un filtre optimal là où la matrice d’injection del’entrée inconnue à l’équa-

tion de mesure est supposée de rang arbitraire 0< rang(Hk)≤ p. L’algorithme deHsieh[2009]

peut être représenté comme suit :

Initialisation pourk = 0
x̂0 etP0

Pour toutk > 0, le filtre est donné par
x̂k+1/k = Akx̂k/k +Gkd̂k

Px
k+1/k = [Ak Gk]

[
Px

k/k Pxd
k/k

Pdx
k/k Pd

k/k

] [
AT

k
Pdx

k

]
+Qk

d̂k/k = M∗
k

(
yk−Ckx̂k/k−1

)

Pd
k/k = M∗

k R̃k

(
M∗

k

)T

avec
R̃k = CkPx

k/k−1C
T
k +Rk

Sk =
[
Hk CkGk−1

(
Im−H+

k−1Hk−1
)]

S∗k =
(
ST

k R̃−1
k Sk

)+
ST

k R̃−1
k

M∗
k =

[
H+

k Hk 0m
]
S∗k

Kk = Px
k/k−1C

T
k R̃−1

k

Γk =
[
0n×m Gk−1(Im−H+

k−1Hk−1)
]

L∗
k = Kk +(Γk−KkSk)S∗k

x̂k/k = x̂k/k−1 +L∗
k

(
yk−Ckx̂k/k−1

)

ψk = R̃k
(
L∗

k

)T
−CkPx

k/k−1

Px
k/k = Px

k/k−1−L∗
kR̃k(L∗

k)
T +L∗

kψk +
(
L∗

kψk
)T

Pd
k = M∗

k R̃k(M∗
k)T

TABLE 1.9 – Algorithme récursif du filtre deHsieh[2009] (ERTSF)

Hsieh[2009] a présenté une extension de (RTSF) basée sur le développement des approches

deDarouach et al.[2003] et deGillijns et Moor [007b] pour estimer l’état et l’entrée inconnue.

1.6.5 Filtre de Cheng et al. 2009 (UMVSE)

Cheng et al.[2009] ont établi un filtre récursif optimal où l’optimalité globale est démontrée au

sens d’un estimateur non biaisé à minimum de variance de l’état en présence d’entrée inconnue

dans les deux équations d’état et de sortie. Les auteurs supposent que la matrice d’injection de

l’entrée inconnue dans l’équation d’observateur est de rang non plein. Comme solution à ce

problème ils proposent d’utiliser la technique de la décomposition en valeur singulière (SVD)
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de la matrice d’ injectionHk de l’entrée inconnue dans l’équation de sortie.

Pour obtenir un estimateur non biaisé de l’étatxk, les auteurs exige que la contrainte suivante

soit satisfaite :

G2,k−1−LkC2,kG2,k−1 = 0 (1.39)

ce qui signifie :

rang





 G2,k−1

C2,kG2,k−1




 = rang

(
C2,kG2,k−1

)
(1.40)

Le filtre développé parCheng et al.[2009] est résumé comme suit :

Initialisation pourk = 0
x̂0 etP0

Pour toutk > 0, le filtre est donné par
x̂k = (Ak−1−G1,k−1Σ−1

k−1C1,k−1)x̂k−1 +Lkz̃2,k +G1,k−1Σ−1
k−1z1,k−1

Pk = (I −LkC2,k) P̃k(I −LkC2,k)
T +LkR2,kLT

k
avec

z̃2,k = z2,k−C2,k(Ak−1−G1,k−1Σ−1
k−1C1,k−1)x̂k−1−C2,kG1,k−1Σ−1

k−1z1,k−1

P̃k = Âk−1Pk−1ÂT
k−1 + Q̂k−1

Âk−1 = (Ak−1−G1,k−1Σ−1
k−1C1,k−1)

Q̂k−1 = G1,k−1Σ−1
k−1R1,k−1(Σ−1

k−1)G
T
1,k−1 +Qk−1

Lk = G2,k−1∏k+
[
P̃kCT

2,kN
T
k −G2,k−1∏k−1

(
C2,kP̃kCT

2,k +R2,k

)
NT

k

](
Nk

(
C2,kP̃kCT

2,k +R2,k

)
NT

k

)−1
Nk

∏k = (CkG2,k−1)
+ ,Nk = Null ((CkG2,k−1)

T)T

R1,k = UT
1,kRkU1,k−UT

1,kRkU2,k

(
UT

2,kRkU2,k

)−1
UT

2,kRkU1,k

R2,k = UT
2,kRkU2,k

TABLE 1.10 – Algorithme récursif du filtre deCheng et al.[2009] (UMVSE)

Cheng et al.[2009] ont développé un filtre qui permet une estimation non biaiséeet à mini-

mum de variance de l’état en présence des entrées inconnues affectant l’équation d’état et celle

des mesures. Nous remarquons que ce filtre se limite à l’estimation de l’état uniquement, mais

l’importance de ce filtre c’est qu’il est globalement optimal.
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1.6.6 Filtre de Khémiri et al. 2013 (RFSF)

le filtre (RFSF : Robust Five Step Filter) développé parKhémiri et al.[2013] comporte cinq

étapes. Le filtre est une extension des travaux deHsieh[2009] et Gillijns et Moor [007b] dans

lequel l’estimation d’entrée inconnue est améliorée dans certains cas. Pour atteindre cet objectif,

on a dérivé une nouvelle structure optimale du filtre récursif où la matrice d’injection des entrées

inconnues dans l’équation d’observation est de rang plein.Pour résoudre ce problème on a fait

appel à la technique la décomposition en éléments simples dela matriceHk utilisé parCheng

et al.[2009] :

Hk =
[
U1,k U2,k

]

Σk 0

0 0





VT

1,k

VT
2,k


 (1.41)

oùΣk ∈ ℜ rk×rk, U1,k ∈ ℜ p×rk, U2,k ∈ ℜ p×(p−rk), V1,k ∈ ℜ m×rk etV2,k ∈ ℜ m×(m−rk).

Cheng et al.[2009] montre qu’il existe une matrice de transformationTk =
[
TT

1,k TT
2,k

]T
sa-

chant que le système (1.1) et (1.2) est réécrit sous la forme :

xk+1 = Akxk +G1,kd1,k +G2,kd2,k +wk (1.42)

z1,k = C1,kxk +Σkd1,k +v1,k (1.43)

z2,k = C2,kxk +v2,k (1.44)

où

v1,k = T1,kvk, v2,k = T2,kvk

z1,k = T1,kyk ∈ ℜ rk, z2,k = T2,kyk ∈ ℜ (p−rk)

G1,k = GkV1,k, G2,k = GkV2,k

C1,k = T1,kCk, C2,k = T2,kCk

avec la contrainte :rang(C2,kG2,k−1) = rang(G2,k−1) = p− rk.

Tant que
[
V1,k V2,k

]
est une matrice unitaire, il est donc possible d’écrire l’entrée inconnue

37



Chapitre 1. Revue de la littérature sur le filtrage des systèmeslinéaires à entrées inconnues

comme suit :

dk = V1,kd1,k +V2,kd2,k (1.45)

La matrice de transformationTk est donnée par :

Tk =


 Irk −UT

1,kRkU2,k

(
UT

2,kRkU2,k

)−1

0(p−rk)×rk
I(p−rk)





UT

1,k

UT
2,k




Cheng et al.[2009] ont défini les matricesR1,k et R2,k respectivement comme matrices de va-

riance dev1,k etv2,k, etR12(k, i) comme leur matrice de covariance. Alors on a :

R1,k = E [v1,kv
T
1,k] = UT

1,kRkU1,k−UT
1,kRkU2,k

(
UT

2,kRkU2,k

)−1
UT

2,kRkU1,k

R2,k = E [v2,kv
T
2,k] = UT

2,kRkU2,k

R12(k,k) = E [v1,kv
T
2,k] = 0

R12(k, i) = E [v1,kv
T
2,i] = 0, pour k 6= i

Par ailleurs,Cheng et al.[2009] ont choisi les relations suivantes :

– cov
[
v1,k,wi

]
= 0 etcov

[
v2,k,wi

]
= 0 pourk 6= i.

– cov
[
v1,k,x0

]
= 0 etcov

[
v2,k,x0

]
= 0.

Selon le système d’équations (1.42)-(1.44), le filtre proposé a la structure suivante :

x̂k/k−1 = Ak−1x̂k−1/k−1 +G1,k−1d̂1,k−1/k−1 (1.46)

d̂2,k/k−1 = Kd2
k

(
z2,k−C2,kx̂k/k−1

)
(1.47)

x̂∗k/k−1 = x̂k/k−1 +G2,k−1d̂2,k/k−1 (1.48)

d̂1,k/k = Kd1
k

(
z1,k−C1,kx̂k/k−1

)
(1.49)

d̂k/k = V1,kd̂1,k/k +V2,kd̂2,k/k−1 (1.50)

x̂k/k = x̂∗k/k−1 +Kx
k

(
z2,k−C2,kx̂k/k−1

)
(1.51)

où les matrices gainKd1
k ∈ ℜ rk×rk, Kd2

k ∈ ℜ (m−rk)×(p−rk) et Kx
k ∈ ℜ n×(p−rk) seront déterminées
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ultérieurement, en assurant certaines spécifications concernant les erreurs d’estimation de l’état

et de l’entrée inconnue.

1.6.6.1 Estimation de l’entrée inconnue

Les erreurs d’estimation des entrées inconnuesd1,k etd2,k sont définies par

d̃1,k/k = d1,k− d̂1,k/k (1.52)

d̃2,k/k−1 = d2,k− d̂2,k/k−1 (1.53)

Par conséquent leurs évolutions dynamiques ont les expressions suivantes :

d̃1,k/k = (Irk −Kd1
k Σk)d1,k−Kd1

k e1,k (1.54)

d̃2,k/k−1 = (Im−rk −Kd2
k C2,kG2,k−1)d2,k−1−Kd2

k e2,k (1.55)

où

e1,k = C1,kx̃k/k−1 +v1,k (1.56)

x̃∗k/k−1 = xk− x̂∗k/k−1 = x̃k/k−1 +G2,k−1d̃2,k/k−1 (1.57)

e2,k = C2,kx̃k/k−1 +v2,k (1.58)

x̃k/k−1 = Ak−1x̃k−1/k−1 +G1,k−1d̃1,k−1/k−1 +wk−1 (1.59)

avec x̃k/k := xk− x̂k/k.

Les estimateurŝd1,k/k (1.49) et d̂2,k/k−1 (1.47) sont non biaisés si les matrices gainsKd1
k et

Kd2
k sont choisies pour satisfaire les contraintes suivantes :

Kd1
k Σk = Irk (1.60)

Kd2
k Sk = Im−rk (1.61)

oùSk = C2,kG2,k−1.
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Avec ces conditions, les équations (1.54) et (1.55) se réduisent à :

d̃1,k/k = −Kd1
k e1,k (1.62)

d̃2,k/k−1 = −Kd2
k e2,k (1.63)

Par conséquent, avec ce choix, l’estimation de l’état ˆxk−1/k−1 sera non biaisée. Si on sup-

pose que la matriceSk est de rang plein, alors pour avoir une estimation UMV de l’entrée

inconnue, les matrices gainKd1
k et Kd2

k sont obtenues en utilisant la méthode d’estimation des

moindres carrées pondérés (WLS : Weighted least-square) (Kailath et al.[2000] et Gillijns et

Moor [007b]). Alors on obtient :

Kd1
k =

(
ΣT

k R̃−1
1,kΣk

)−1
ΣT

k R̃−1
1,k (1.64)

Kd2
k =

(
ST

k R̃−1
2,kSk

)−1
ST

k R̃−1
2,k (1.65)

où les pondérations̃R1,k et R̃2,k sont respectivement les matrices de covariance dee1,k et e2,k.

Ces matrices sont calculées à partir des équations (1.56) et (1.58) :

R̃1,k := E
[
e1,ke

T
1,k

]
= C1,kP

x∗
k/k−1C

T
1,k +R1,k (1.66)

R̃2,k := E
[
e2,ke

T
2,k

]
= C2,kP

x
k/k−1C

T
2,k +R2,k (1.67)

avecPx∗
k/k−1 := E

[
x̃∗k/k−1(x̃

∗
k/k−1)

T
]

etPx
k/k−1 := E

[
x̃k/k−1(x̃k/k−1)

T
]

En prenant en compte les contraintes (1.60) et (1.61), les variances de la solution WLS (1.47)

et (1.49) sont données respectivement par :

Pd1
k/k := E

[
d̃1,k/k(d̃1,k/k)

T]
=

(
ΣT

k R̃−1
1,kΣk

)−1
(1.68)

Pd2
k/k−1 := E

[
d̃2,k/k−1(d̃2,k/k−1)

T]
=

(
ST

k R̃−1
2,kSk

)−1
(1.69)

Remarque : si on considère le cas oùG2,k = 0 (par exemplerangHk = m), on modifie le filtre
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proposé en remplaçant les équations (1.65) et (1.69) par :

Kd2
k = Pd2

k/k−1ST
k R̃−1

2,k, Pd2
k/k−1 =

(
ST

k R̃−1
2,kSk

)+
(1.70)

En se réferrant aux équations (1.50), (1.52) et (1.53), l’erreur d’estimation de l’entrée inconnue

d̃k/k à la forme suivante :

d̃k/k =
[
V1,k V2,k

]

 d̃1,k/k

d̃2,k/k−1


 (1.71)

Utilisant l’équation (1.71), la matrice de covariancePd
k/k est donnée par

Pd
k/k := E

[
d̃k/k(d̃k/k)

T]
=

[
V1,k V2,k

]

 Pd1

k/k Pd12
k

Pd21
k Pd2

k/k−1





VT

1,k

VT
2,k


 (1.72)

où

Pd12
k =

(
Pd21

k

)T
(1.73)

= Kd1
k C1,k

(
Px∗

k/k−1C
T
2,k−G2,k−1Kd2

k R̃2,k

)
(Kd2

k )T

La structure proposée du filtre (1.46) à (1.51) peut être utilisée pour estimer l’entrée inconnue

(1.50) et caractériser cette estimation par sa matrice de covariance (1.72).

1.6.6.2 Estimation de l’état

L’erreur d’estimation de l’état est définie par :

x̃k/k = xk− x̂k/k (1.74)

Tenant compte des équations (1.50) et (1.44), on obtient :

x̃k/k = (I −Kx
kC2,k)x̃

∗
k/k−1−Kx

kv2,k (1.75)
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Considérant les équations (1.57) et (1.63), la matricePx
k/k est déterminée comme suit :

Px
k/k := E

[
x̃k/kx̃

T
k/k

]
(1.76)

= Px∗
k/k−1 +Kx

kRk(K
x
k)

T −Vk(K
x
k)

T −Kx
k(Vk)

T

où

Rk = C2,kP
x∗
k/k−1C

T
2,k +R2,k +C2,kSk +(C2,kSk)

T (1.77)

Vk = Px
k/k−1C

T
2,k +Sk (1.78)

Sk = E
[
x̃∗k/k−1(v2,k)

T
]

= −G2,k−1Kd2
k R2,k (1.79)

Px∗
k/k−1 = (I −G2,k−1Kd2

k C2,k)P
x
k/k−1(I −G2,k−1Kd2

k C2,k)
T +G2,k−1Kd2

k R2,k(K
d2
k )TGT

2,k−1

(1.80)

Une estimation satisfaisante est obtenue par la minimisation de sa variance. Pour minimiser la

trace de (1.76), la matrice gain est donnée par :

Kx
k = Vk(Rk)

−1 = (Px∗
k/k−1C

T
2,k +Sk)(Rk)

−1 (1.81)

Introduisant cette expression dans l’équation (1.75), on obtient la valeur optimale de la matrice

de covariance :

Px
k/k = Px∗

k/k−1−Vk(Rk)
−1Vk

A partir de l’équation (1.59), la matrice de covariance a prioriPx
k+1/k a la forme suivante :

Px
k+1/k =

[
Ak G1,k

]

 Px

k/k Pxd1
k/k

(Pxd1
k/k )T Pd1

k/k





 AT

k

GT
1,k


+Qk (1.82)

où la matricePxd1
k/k est calculée en utilisant les équations (1.54) et (1.73) :

Pxd1
k/k := E

[
x̃k/k(d̃1,k/k)

T]

=
(

Kx
k(Vk)

T −Px∗
k/k−1

)
CT

1,k(K
d1
k )T (1.83)
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1.7. Tableau récapitulatif

Enfin, le filtre développé parKhémiri et al.[2013] est résumé comme suit :

Initialisation pourk = 0
x̂0 etP0

Pour toutk > 0, le filtre est donné par
x̂k/k−1 = Ak−1x̂k−1/k−1 +G1,k−1d̂1,k−1/k−1

Px
k+1/k =

[
Ak G1,k

]
[

Px
k/k Pxd1

k/k

(Pxd1
k/k )T Pd1

k/k

][
AT

k
GT

1,k

]
+Qk

Pxd1
k/k =

(
Kx

k(Vk)
T −Px∗

k/k−1

)
CT

1,k(K
d1
k )T

Kd2
k = Pd2

k/k−1ST
k R̃−1

2,k

d̂2,k/k−1 = Kd2
k

(
z2,k−C2,kx̂k/k−1

)

Pd2
k/k−1 =

(
ST

k R̃−1
2,kSk

)+

x̂∗k/k−1 = x̂k/k−1 +G2,k−1d̂2,k/k−1

Px∗
k/k−1 = (I −G2,k−1Kd2

k C2,k)P
x
k/k−1(I −G2,k−1Kd2

k C2,k)
T +G2,k−1Kd2

k R2,k(K
d2
k )TGT

2,k−1

R̃1,k = C1,kP
x∗
k/k−1C

T
1,k +R1,k

Kd1 = (SigTR̃1)
−1∗Sig)−1∗SigTR̃−1

1

d̂1,k/k = Kd1
k

(
z1,k−C1,kx̂k/k−1

)

Pd1
k/k =

(
ΣT

k R̃−1
1,kΣk

)−1

Pd12
k =

(
Pd21

k

)T
= Kd1

k C1,k

(
Px∗

k/k−1C
T
2,k−G2,k−1Kd2

k R̃2,k

)
(Kd2

k )T

d̂k/k = V1,kd̂1,k/k +V2,kd̂2,k/k−1

x̂k/k = x̂∗k/k−1 +Kx
k

(
z2,k−C2,kx̂k/k−1

)

Kx
k = Vk(Rk)

−1 = (Px∗
k/k−1C

T
2,k +Sk)(Rk)

−1

Px
k/k = Px∗

k/k−1 +Kx
kRk(K

x
k)

T −Vk(K
x
k)

T −Kx
k(Vk)

T

Rk = C2,kP
x∗
k/k−1C

T
2,k +R2,k +C2,kSk +(C2,kSk)

T

Vk = Px
k/k−1C

T
2,k +Sk, Sk−G2,k−1Kd2

k R2,k

Pd
k/k =

[
V1,k V2,k

]
[

Pd1
k/k Pd12

k

Pd21
k Pd2

k/k−1

][
VT

1,k

VT
2,k

]

R̃2,k = C2,kP
x
k/k−1C

T
2,k +R2,k

Sk = C2,kG2,k−1

TABLE 1.11 – Algorithme récursif du filtre deKhémiri et al.[2013] (RFSF)

1.7 Tableau récapitulatif

Un tableau récapitulatif qui résume tous les filtres que nousavons traité dans notre étude :
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Reférence Filtres xk dk

Kitanidis [1987]
Unbiased Minimum variance

oui non
Linear State Estimation (UMV)

Darouach et Zasadzinski[1997]
Unbiased Minimum-variance Estimation

oui nonfor System with Unknown
Exogenenous Input (OUMV)

Hou et Patton[1998]
Optimal Filtering for Systems

oui non
with Unknown Inputs (OLMVE)

Hsieh[2000]
Robust Two-Stage Kalman Filters

oui oui
for Systems with Unknown Inputs (RTSKF)

Darouach et al.[2003]
Extension of minimum variance

oui nonestimation for system with
unknown inputs (OEF)

Gillijns et Moor [007a]
Unbiased Minimum-variance Input

oui ouiand State Estimation for Linear
Discrete Systems (RUMVF)

Gillijns et Moor [007b]
Unbiased Minimum-variance Input and State

oui ouiEstimation for Linear Discrete-Time
Systems with direct feed through (RTSF)

Hsieh[2009]
Unbiased Minimum variance

oui ouiinput and State Estimation for systems
with unknown inputs (ERTSF)

Cheng et al.[2009]
Extension of Unbiased minimum-variance

oui nonestimation for linear systems with
unknown input (UMVSE)

Khémiri et al.[2013]
Novel recursive optimal filter for

oui nonthe joint input-state estimation in linear
discrete-time systems (RFSF)

TABLE 1.12 – Tableau récapitulatif pour les filtres
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1.8. Etude comparative

1.8 Etude comparative

Pour mener cette étude comparative entre les différents filtres, nous considérons l’exemple

illustratif suivant :

x0/0 =


 0

0


, Px

0/0 =


 10 0

0 200


, Ak =


 −0.0005 −0.0084

0.0517 0.8069




Ck =


 1 0

0 1


, Rk =


 0.01 0

0 0.16


, Qk =


 0.0036 0.0342

0.0342 0.3249




Nous supposons que l’entrée inconnue a la forme suivante :

dk =


 5us[k]−5us[k−20]+5us[k−70]

4us[k]−4us[k−30]+4us[k−65]




avecus est un échelon de position tel queus(k− τ ) =





1sik≥ τ

0sik < τ

1.8.1 Pour les systèmes oùHk = 0

L’entrée inconnue affecte uniquement l’équation d’état(Hk = 0). Pour mener cette étude com-

parative entre les différents filtres présentés précédemment la matriceGk est donnée par

Gk =


 0.0129 1

−1.2504 1




Per f ormances UMVF OUMV RTSKF RUMVF

x1(RMSE) 0.0957 3.0063 0.0957 0.0957
x2(RMSE) 0.3950 3.9958 0.3950 0.3950
d1(RMSE) - - 0.9943 0.9811
d2(RMSE) - - 0.7215 0.7181

TABLE 1.13 – Evaluation des valeursRMSE
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1.8.2 Pour les systèmes oùHk 6= 0

Pour mener cette étude comparative entre les différents filtres (OLMVE, RTSF, ERTSF, OEF,

UMVSE et RFSF) présentés précédemment, nous considérons le même exemple qui a été utilisé

précédemment.

cas1 : les matricesGk etHk sont données par :

Gk =


 0.0129 0

−1.2504 0


, Hk =


1 0

0 1




rang


Hk CkGk

0 Hk


 = rang


Gk

Hk


 + rang [Hk] = 4

rang [Σk+1] = rang[Gk] + rang[Hk] = 2 6= 3

rank[Hk] = 2 = p , rang[Gk] = 1

rang





G2,k−1

C2,kG2,k





 = rang

(
C2,kG2,k−1

)
= 0

Per f ormances OLMVE OEF RTSF ERTSF UMVSE RFSF

x1(RMSE) 0.1808 1.0900 0.1818 0.1818 NAN 0.1818
x2(RMSE) 1.7591 9.9427 1.1791 1.1791 NAN 1.1791
d1(RMSE) - - 0.2055 0.2055 NAN 0.2055
d2(RMSE) - - 1.2093 1.2093 NAN 1.2093

TABLE 1.14 – Evaluation des valeursRMSE: cas1

Cas2 : les matricesGk etHk sont données par :

Gk =


 0.0129 0

−1.2504 0


, Hk =


0 1

0 1




rang


Hk CkGk

0 Hk


 = rang


Gk

Hk


 + rang [Hk] = 2
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rang [Σk+1] = rang[Gk] + rang[Hk] = 2, rank[Hk] = 1 < p , rang[Gk] = 1

rang





G2,k−1

C2,kG2,k





 = rang

(
C2,kG2,k−1

)
= 1

Per f ormances OLMVE OEF RTSF ERTSF UMVSE RFSF

x1(RMSE) 0.1908 0.4709 0.4041 0.1853 0.1969 0.1853
x2(RMSE) 1.5815 8.4647 1.4246 0.4294 7.3958 0.4294
d1(RMSE) - - 3.5355 3.5355 - 0.9873
d2(RMSE) - - 0.3374 0.2075 - 0.2075

TABLE 1.15 – Evaluation des valeursRMSE: cas2

Cas3 : les matricesGk etHk sont données par :

Gk =


 0.0129 0

−1.2504 0


, Hk =


1 1

1 1




rang


Hk CkGk

0 Hk


 = rang


Gk

Hk


 + rang [Hk] = 2

rang [Σk+1] = rang[Gk] + rang[Hk] = 2

rank[Hk] = 1 < p , rang[Gk] = 1

rang





G2,k−1

C2,kG2,k





 = rang

(
C2,kG2,k−1

)
= 1

Per f ormances OLMVE OEF RTSF ERTSF UMVSE RFSF

x1(RMSE) 0.1901 2.0574 0.1809 0.1853 0.1810 0.1853
x2(RMSE) 1.7597 6.7006 0.5316 0.4294 1.9303 0.4294
d1(RMSE) - - 0.8371 0.8624 - 0.6774
d2(RMSE) - - 0.8778 0.8531 - 0.7357

TABLE 1.16 – Evaluation des valeursRMSE: cas3
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1.9 Discussion

1.9.1 Pour la première classe des systèmes oùHk = 0

Les résultats de simulation obtenus dans le tableau 1.13 indiquent la valeur RMSE (Root mean

square errors) de l’erreur quadratique moyenne calculée pour N échantillons, pour l’état et pour

l’entrée inconnue, avec :

RMSE(x1,k) =

√√√√ 1
N

N

∑
k=1

(
x1,k− x̂1,k

)2

Nous remarquons qu’en présence d’une entrée inconnue apparaissant seulement dans l’équa-

tion d’état, que les filtres UMVF, RTSKF et RUMVF ont des performances équivalentes. En

effet, ceci est vrai puisque toutes les conditions imposéespar les filtres sont vérifiées. De plus

les filtres RTSKF et RUMVF donnent une estimation de l’entréeinconnue avec de bonnes per-

formances, bien que que le RUMVF ne dispose d’aucune information a priori concernant la

dynamique de l’entrée inconnue. Le filtre OUMV perd ses performances par comparaison aux

autres filtres, ceci s’explique par le fait que le filtre deDarouach et Zasadzinski[1997] se dé-

grade en présence d’une entrée inconnue dans l’équation d’état bien que la condition de rang

soit vérifiée.

1.9.2 Pour la deuxième classe des systèmes oùHk 6= 0

Pour le premier cas,Hk est de rang plein, les filtres RTSF, ERTSF et RFSF donnent des résul-

tats équivalents, de bonnes performances et ceci est acceptable tant que les conditions de rang

sont vérifiées pour ces filtres. Les filtres OEF et OLMVE, ont des performances dégradées, car

ils présentent une grande valeur de RMSE sur la deuxième variable d’étatx2,k. Ceci s’explique

par le fait que l’entrée inconnue n’affecte que la sortiey2,k qui elle-même correspond à la va-

riable d’étatx2,k (car la matriceCk égale à l’identité). Le filtre UMVSE ne permet pas d’obtenir

une estimation de l’état car la condition imposée par les auteurs n’est pas vérifiée.
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Pour le deuxième cas, les deux matricesHk et Gk sont de rang non plein, les filtres RFSF et

ERTSF donnent des résultats excellents pour l’estimation des deux variables d’étatx1,k et x2,k,

également pour la première variable de l’entrée inconnue, mais pour l’estimation de la deuxième

variabled2,k, le filtre ERTSF s’avère moins efficace et ceci est normal puisque nous disposons

des zéros dans la deuxième colonne pour les deux matricesHk etGk. Par contre, le filtre RFSF a

donné une meilleure estimation vue son caractère robuste malgré la condition de rang non plein

des matrices d’injection des défauts. Les filtres OLMVE, OEFet UMVSE donnent des estima-

tions acceptables en ce qui concerne l’étatx1,k mais pour la deuxième variablex2,k ils donnent

une estimation biaisée et ceci est du au fait que nous avons des zéros sur la deuxième colonne

des deux matrices. Le filtre deGillijns et Moor[007b] (RTSF) permet une estimation acceptable

de l’état, mais pour l’entrée inconnue on a le même problème que pour le filtre ERTSF.

En ce qui concerne le troisième cas, Les matricesHk etGk sont des matrices de rang non plein,

nous remarquons que les filtres RFSF, ERTSF et RTSF donnent desrésultats proches, mais le

premier reste plus performant que les autres. Les filtres OLMVE, OEF et UMVSE donnent de

bonnes estimations pour la première variable d’état ; mais pour l’autre variable, l’estimation est

dégradée et ceci est du à la présence de zéros sur la deuxième colonne deGk.

1.10 Conclusion

Ce chapitre avait pour objet la présentation de plusieurs techniques de filtrage (optimal à mini-

mum de variance) des systèmes linéaires stochastiques à temps discret et en présence des entrées

inconnues. Pour cela, nous avons passé en revue les travaux de Kitanidis [1987], Darouach et

Zasadzinski[1997], Darouach et al.[2003], Hou et Patton[1998], Gillijns et Moor[007a], Gilli-

jns et Moor[007b], Cheng et al.[2009], Hsieh[2000], Hsieh[2009], Khémiri et al.[2013] etc...

qui sont classés en deux catégories. La première concerne laprésence de l’entrée inconnue dans

l’équation d’état et la deuxième, l’entrée inconnue se présente dans les deux équations d’état et

de sortie. Des algorithmes pour les filtres : UMVF, OUMV, RTSKF, RUMVF, OLMVF, OEF,

RTSF, ERTSF et UMVSE sont développés. Nous avons, par la suite, procédé au développement
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d’un nouveau filtre RFSF (Khémiri et al.[2013]) pour résoudre le problème d’estimation jointe

de l’état et de l’entrée inconnue dans le cas où la matrice d’injection de l’entrée inconnue dans

l’équation d’observation est de rang non plein. Enfin, une étude comparative des deux classes a

été menée par simulation avec le logiciel Matlab à travers unexemple numérique. Cette dernière

a permit de dégager les avantages et les inconvénients de chaque filtre.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on traite le filtrage proportionnel-intégral pour les systèmes linéaires à en-

trées inconnues. On va étudier trois problèmes différents d’estimations. Le premier concerne

les systèmes linéaires à entrées inconnues qui est largement étudié dans la littérature par les

observateurs proportionnel-intégral à entrées inconnues,pour lesquels on peut citer entre autres

Shafai et al.[1996], Orjuela et al.[2007] et Koenig [2005]. Le deuxième réside dans l’esti-

mation optimale des systèmes linéaires stochastiques à temps discret en présence des entrées
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inconnues. Plusieurs solutions sont développées (voir chapitre 1) permettant de donner des bons

résultats. Mais si les matrices de covariance (qui sont supposées connues), ne sont pas parfaite-

ment connues, les filtres perdent leurs optimalités. Le troisième problème concerne l’estimation

jointe des défauts et d’état en présence d’entrées inconnues. Ce problème est récemment résolu

parBen Hmida et al.[2012] par le développement d’un filtre optimal à trois étages (OThSKF)

qui permet une estimation optimale de l’état, des défauts etdes entrées inconnues. L’inconvé-

nient de ce dernier réside dans la dégradation de son optimalité si la connaissance des matrices

de covariance d’état, des mesures, des défauts et des entrées inconnues, est imparfaite (cas des

matrices de covariances incertaines). Ce chapitre est composé de quatre sections. Dans la section

2.2., on présentera l’observateur multi intégral. La section 2.3. sera dédiée au développement

du filtre PI TSKF. Le filtre PI ThSKF sera développé dans la section 2.4.. Enfin, on terminera

ce chapitre par une conclusion.

2.2 Observateur a entrée inconnue

Dans cette section, on considère les systèmes linéaires déterministes (absence de bruit d’état

et de sortie) à entrées inconnues affectant l’état et la sortie du système. On s’intéresse à l’esti-

mation d’état de systèmes linéaires à temps discret, à tempsinvariant et en présence d’entrées

inconnues en utilisant un observateur de type proportionnelmulti-intégral c’est-à-dire de façon

abrégée sous une forme généralePIp. L’introduction de multiples actions intégrales dans l’ob-

servateur d’état, permet d’assurer une bonne précision de l’estimation même en présence des

entrées inconnues décrites par des polynômes de degréP.

2.2.1 Formulation du problème

On considère un système linéaire à temps discret décrit sousforme d’équation d’état :





xk+1 = Axk +Buk +Ddk

yk = Cxk +Edk

(2.1)
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où x ∈ Rn représente l’état du système,y ∈ Rm sa sortie,u ∈ Rr son entrée de commande

supposée connue etd ∈Rq le vecteur des entrées inconnues à effets additifs. Les matricesA, B,

C, D etE sont supposées connues de dimensions appropriées et respectent les contraintes assez

peu restrictives suivantes.

– la matriceC est de rang plein.

– Le système(A,C) est observable.

– les matricesD etE sont de rang plein colonne.

Le problème qui se pose maintenant est la synthèse d’un observateurPIp de système linéaire

à entrées inconnues. Ce problème est assez général et peut concerner deux situations assez

différentes. La première est celle où un système est effectivement affecté d’entrées inconnues

perturbant son fonctionnement, dont il convient alors d’évaluer l’amplitude afin de concevoir

une stratégie de commande compensatrice. La deuxième situation est propre au diagnostic de

fonctionnement et plus précisément à l’estimation de défauts d’actionneurs ; dans ce cas, une

entrée connue peut être estimée en la considérant comme inconnue afin d’analyser l’erreur

d’estimation de cette entrée qui peut être révélatrice d’undéfaut d’actionneur.

Dans la suite, on considère des observateurs de type Luenberger permettant de reconstruire

l’état et les entrées inconnues du système.

L’estimation de l’état est effectuée de la façon suivante





x̂k+1 = Ax̂k +Buk +Dd̂k +Kỹk

ỹk = yk− ŷk

ŷk = Cx̂k +Ed̂k

(2.2)

oùK ∈ Rn×m, E ∈ Rm×q. L’estimation des entrées inconnues est réalisée par l’observateur :





d̂k = ∆zk

zk+1 = Λzk +Γỹk

(2.3)

où z∈ Rpq, ∆ ∈ Rq×pq, Λ ∈ Rpq×pq, Γ ∈ Rpq×m, et où la matriceΛ contient sur sa diagonale

des blocs identité. L’observation est ainsi caractérisé par les matricesK et Γ dont il conviendra

d’estimer les coefficients. Les développements qui suiventvisent à expliciter les équations qui
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régissent l’évolution des erreurs d’estimation. Compte tenu de la structure choisie de la matrice

Λ, le vecteurzk est donc construit à partir des intégrations successives del’erreur d’estimation

ỹ de la sortie. Ce vecteur, ainsi que les différentes matrices introduites dans la structure de

l’observateur, sont partitionnés sous la forme :

zk =




z1,k

z2,k

. . .

zp,k




, Λ =




I 0 0 . . . 0

I I 0 . . .

. . .

0 . . . I I 0

0 . . . 0 I I




(2.4)

∆ =
(

0 0 . . . I
)

, Γ =




Γ1

Γ2

. . .

Γp−1

Γp




(2.5)

Compte tenu de (2.3) et de l’expression de∆, on note que :

d̂k = zp,k (2.6)

Ainsi, l’entrée inconnuedk est estimée uniquement à partir de la dernière variable d’intégra-

tion. Considérons la variable :

εk = Hdk−zk (2.7)

avec

εk =




ε1,k

ε2,k

. . .

εp,k




, H =




H1

H2

. . .

Hp−1

I




(2.8)
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En particulier, la dernière composante deε s’explicite :

εp,k = dk−zp,k (2.9)

et en comparant (2.6) et (2.9), on vient de définir très simplement l’erreur d’estimationde l’en-

trée inconnue par :

d̃k = εp,k

= ∆ εk

(2.10)

Définissons les erreurs d’estimation d’état et de sortie respectivement par :





x̃k = xk− x̂k

ỹk = Cx̃k +Ed̃k

(2.11)

A partir des équations (2.1), (2.2), (2.7), (2.10), (2.11) et en utilisant l’opérateur d’avance

q d’un pas d’échantillonnage, les expressions suivantes permettent d’obtenir la dynamique de

l’erreur ε : 



εk+1 = Hdk+1−zk+1

= Hdk+1− (Λzk +Γỹk)

= Hqdk−Λ(Hdk− εk)−Γỹk

= Hqdk−Λ(Hdk− εk)−Γ(Cx̃k +Ed̃k)

= (qI−Λ)Hdk +(Λ−ΓE∆)εk−ΓCx̃k

(2.12)

puis celle de l’état :





x̃k+1 = xk+1− x̂k+1

= Axk +Buk +Ddk− (Ax̂k +Buk +Dd̂k +Kỹk)

= (A−KC)x̃k +(D−KE)d̃k

(2.13)
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Finalement, compte tenu des équations (2.10), (2.12) et (2.13), les deux erreurs d’estimation

sont régies par une équation d’état sous la forme matricielle suivante :


εk+1

x̃k+1


 =


 Λ−ΓE∆ −ΓC

(D−KE)∆ A−KC





εk

x̃k


+


(qI−Λ)H

0


dk (2.14)

L’équation (2.14) traduit la dynamique d’évolution des erreurs d’estimation de l’état et de l’en-

trée inconnue en fonction de l’entrée inconnuedk.

On note aussi que les matricesK et Γ interviennent de façon linéaire dans cette équation.

Il est donc tout à fait possible de régler les coefficients de ces deux matrices d’une part de

façon à respecter la stabilité de l’équation (2.14), où laD- stabilité (technique de placement de

pôles par exemple) et d’autre part de minimiser l’influence de l’entrée inconnuedk sur l’erreur

d’estimation (technique de typeH∞ par exemple).

En fait dans ce qui suit, on s’intéresse à un découplage exactde l’influence de l’entrée incon-

nue sur l’erreur d’estimation en précisant la classe d’entrée inconnue permettant ce découplage.

2.2.2 Synthèse de l’observateurPIp

Au cours de cette section, on va présenter les différentes étapes de la synthèse d’un observateur

proportionnel multi-intégral. On commence, tout d’abord,par le cas le plus simple. Il s’agit d’un

observateurPI, puis on abordera le cas le plus général, c’est-à-dire celuid’un observateurPIp.

2.2.2.1 ObservateurPI

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à la synthèse d’un observateur ayant un seul intégrateur,

c’est-à-dire compte tenu des définitions (2.4) et (2.5) caractérisé par :

Λ =


I 0

I I


 , Γ =


Γ1

Γ2


 ,∆ =

(
0 I

)
(2.15)
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Si on choisit la matriceH (2.8) sous la forme :

H =


(q−1)I

I


 (2.16)

on obtient :

(qI−Λ)H =


(q−1)2I

0


 (2.17)

Compte tenu de ce résultat, en vertu des équations (2.14) et (2.15), on peut écrire :




ε1,k+1

ε2,k+1

x̃k+1


 =




I −Γ1E −Γ1C

I I −Γ2E −Γ2C

0 D−KE A−KC







ε1,k

ε2,k

x̃k


+




(q−1)2I

0

0


dk (2.18)

Ainsi, pour garantir un découplage total de l’influence de l’entrée inconnuedk sur les erreurs

d’estimation, il faut respecter la condition :

(q−1)2dk = 0 (2.19)

Une solution de l’équation (2.19) est donnée pour une entrée inconnue de la forme :

dk = a1k+a0 (2.20)

où les paramètresa0 eta1sont quelconques.

Compte tenu de (2.3) l’estimation de l’entrée inconnue peut donc s’obtenir à partir de l’erreur

d’estimation de la sortie : 



z1,k+1 = z1,k +Γ1ỹk

z2,k+1 = z1,k +z2,k +Γ2ỹk

d̂k = z2,k

(2.21)

Finalement, il reste à montrer que l’erreur d’estimationd̃k de l’entrée inconnue tend asympto-

tiquement vers zéro, c’est-à-dirẽdk → 0 quandk → ∞. Or, compte tenu de la contrainte (2.19)
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sur la nature de l’entrée inconnue, le système (2.18) est alors autonome et sa stabilité est assu-

rée par un choix judicieux des gainsK, Γ1 etΓ2. Pour cela, la matrice d’état de (2.18) peut être

réécrite sous la forme suivante :

Ā− K̄C̄ (2.22)

avec

Ā =




I 0 0

I I 0

0 D A


 , K̄ =




Γ1

Γ2

K


 ,C̄ =

(
0 E C

)
(2.23)

Si la paire(Ā,C̄) est observable, alors, le choix des matrices gainsK, Γ1 et Γ2 est réalisé par

placement de pôles. Les erreurs d’estimationε et x̃ convergent donc vers 0, et compte tenu de

(2.10), cela garantit la convergence asymptotique ded̃ vers 0. L’observateur proposé répond

bien aux exigences de reconstruction de l’état et de l’entrée inconnue, les erreurs de recons-

truction ayant une convergence garantie vers l’origine. Concernant l’hypothèse d’observabilité

de la paire(Ā,C̄), il est assez simple de la vérifier par le critère deHautus[1969]. En effet, la

matrice


sI− Ā

C̄


 =




(s−1)I 0 0

−I (s−1)I 0

0 −D sI−A

0 E C




∀s∈ C

est de rang plein si


sI−A

C


 est de plein rang ce qui est une hypothèse communément admise.

2.2.2.2 ObservateurPIp

Dans ce paragraphe on traite le cas général, c’est-à-dire lecas d’un observateurPIp. La dé-

marche est tout à fait semblable à celle décrite précédemment pour l’observateurPI, en prenant
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maintenant pour généraliser (2.16) :

H =




(q−1)p

(q−1)p−1

· · ·

I




(2.24)

L’équation (2.14) s’applique toujours et ici avec :

(qI−Λ)H =




(q− I)p+1

0

· · ·

0




(2.25)

En vertu de (2.14) et avec la définition (2.25), pour avoir une erreur d’estimation découplée

totalement des entrées inconnues il faut donc que :

(q−1)p+1dk = 0 (2.26)

ce qui correspond à la classe d’entrée suivante :

dk = apkp +ap−1kp−1 + · · ·+a1k+a0 (2.27)

Pour cette classe d’entrées inconnues, la dynamique de l’erreur d’estimation (2.14) se réduit à :


εk+1

x̃k+1


 =


 Λ−ΓE∆ −ΓC

(D−KE)∆ A−KC





εk

x̃k


 (2.28)

La matrice d’état de cet observateur peut aussi se mettre sous la forme :


 Λ−ΓE∆ −ΓC

(D−KE)∆ A−KC


 = Ā− K̄C̄ (2.29)
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avec

Ā =


 Λ 0

D∆ A


 , K̄ =


Γ

K


 ,C̄ =

(
E∆ C

)
(2.30)

Ainsi, sous réserve de l’observabilité de la paire(Ā,C̄), le réglage de l’observateur (c’est-à-dire

le choix des gainsK etΓ) peut être réalisé par placement de pôles. La condition d’observabilité

deHautus[1969] ici traduite par :

rang




sI−Λ 0

−D∆ sI−A

E∆ C


 = n+ pq ∀s∈ C (2.31)

est satisfaite si la paire(A,C) est observable, la matriceΛ étant par définition de plein rang.

Enfin, l’estimation de l’entrée inconnue est réalisée à partir des équations d’état (2.2) et (2.3) :






x̂k+1

zk+1


 =


A−KC D∆

−ΓC Λ−ΓE∆





x̂k

zk


+


B K

0 Γ





uk

yk




d̂k = ∆zk

(2.32)

2.2.3 Exemple

On considère les matrices du système décrit par (2.1) avec les valeurs numériques suivantes :

A =


0.3 0.1

0.1 0.8


 , B =


 2

−1.5


 , D =


1.2

0.5


 ,C =


1 −1

0 1


 , E =


1

2




Dans cet exemple, on utilise un observateur ayant trois intégrateurs et comme entrée inconnue

le signal de la forme suivante :

dk = a3k3 +a2k2 +a1k+a0

aveca3 = 0.0006,a2 = −0.08,a1 = 2 et a0 = −35.

La figure (2.1) illustre la forme du signal d’excitation et la sortie du système pour un temps de
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simulation correspondent àN = 100 échantillons.
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entrée u
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−200

0

200

400

y
1

y
2

FIGURE 2.1 – Entrée et sorties mesurées

Les matrices gains de l’étatK et de l’entrée inconnueΓ sont données respectivement par :

K =


−0.2318 0.7159

−0.4545 0.4773


 , Γ =




0.0633 0.1308

0.0431 0.1034

0.0977 0.2762

0.2808 0.2096




Les figures (2.2) et (2.3) montrent les résultats des estimations de l’état et de l’entrée inconnue

respectivement pour des conditions initiales :

x0 =
(

20 −50
)T

, x̂0 =
(

0 0
)T

, z0 =
(

0 0 0 0
)T

,

D’après les résultats obtenus, on constate bien que l’observateurPI3 permet d’obtenir une

bonne estimation de l’état du système et de l’entrée inconnue, les écarts d’estimation constatés,

au voisinage de l’origine, étant simplement dus aux conditions initiales arbitrairement choisies.

La mise en oeuvre de l’observateur proposé nécessite l’ajustement de quelques paramètres.

Outre le choix des gains de l’observateur liés aux pôles souhaités et qui doit être fait en fonction

du niveau de bruit affectant les mesures de la sortie, l’utilisateur peut aussi modifier certains
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FIGURE 2.2 – Etats vrais et estimés
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FIGURE 2.3 – Entrée inconnue et son estimée

coefficients de la matriceΛ (2.4) qui intervient dans la définition de l’entrée inconnued̂. Pour

apprécier le rôle de cette matrice, l’exemple précédent estrepris mais avec un niveau de bruit

plus important sur la mesure de la sortie. Les figures (2.4), (2.5) et (2.6) relatent ce cas en

conservant la matriceΛ initiale (2.4). L’estimé des états reste correct, par contre celle de l’entrée

inconnue souffre de précision. Par contre, en modifiant la matriceΛ sous la forme :

Λ =




α I 0 0 . . . 0

I α I 0 . . .

. . .

0 . . . I α I 0

0 . . . 0 I α I




où 0< α ≤ 1, l’estimé des états reste correct et l’estimé de l’entrée inconnue s’est améliorée.

Dans les essais effectués, ce paramètre a été ajusté de façonheuristique, une analyse plus ana-
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lytique de sensibilité pourrait sans doute être effectuée.
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FIGURE 2.4 – Entrée et sorties mesurées
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FIGURE 2.5 – Etats vrais et estimés
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FIGURE 2.6 – Entrée inconnue et son estimée
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FIGURE 2.7 – Etats vrais et estimés
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FIGURE 2.8 – Entrée inconnue et son estimée

Dans cette partie, on a présenté une forme générale d’observateur à entrée inconnue des sys-

tèmes linéaires à temps discret. L’objectif était de concevoir un observateur proportionnel multi-

intégral (PIp) qui permet de garantir une bonne précision de l’estimationde l’état du système

malgré la présence des entrées inconnues sous forme polynomiale de degrép. L’idée sur laquelle

repose cet observateur consiste à introduire des intégrations successives sur l’erreur d’estima-

tion de sortie pour obtenir une bonne estimation de l’entréeinconnue et à partir de laquelle on

corrige l’estimation de l’état. L’observateur proposé esttesté sur un exemple numérique pour

un système affecté par une entrée inconnue sous forme de polynôme de degré 3. Les résultats

de simulation montrent la bonne précision avec laquelle l’entrée inconnue et l’état du système

sont estimés en utilisant un observateur ayant trois actions intégrales (PI3).

Dans la suite de nos travaux, il semble intéressant de généraliser cette approche à la recherche
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Chapitre 2. Filtrage proportionnel-intégral des systèmes linéaires à entrées inconnues

d’une classe d’entrées plus générale en recherchant d’autres structures de l’observateur multi-

intégral.

2.3 Filtrage robuste à entrées inconnues avec des matrices de

variance des bruits incertaines

L’estimation d’état des systèmes linéaires stochastiquesà temps discret en présence d’entrées

inconnues générées par un modèle dynamique a été largement étudiée dans la littérature. La

méthode la plus intéressante est sans doute le filtre de Kalman à deux étages qui a permi une

estimation optimale de l’état. Mais, l’optimalité de ce filtre exige une connaissance parfaite des

matrices de covariance des différents bruits.

2.3.1 Formulation du problème

On considère un système stochastique linéaire à temps variant et à temps discret décrit par la

représentation d’état suivante :

xk+1 = Ak xk +Bk uk +Ex
k dk +wx

k

dk+1 = dk +wd
k

yk+1 = Hk+1xk+1 +Ey
k+1dk+1 +vk+1

(2.34)

avecxk ∈ ℜ n le vecteur d’état,yk ∈ ℜ m le vecteur d’observation,uk ∈ ℜ r le vecteur d’entrée

supposé connu etdk ∈ ℜ q le vecteur des perturbations inconnues. Les matricesAk, Bk, Hk, Ex
k

et Ey
k sont supposées connues et de dimensions appropriées. Les hypothèses suivantes sont for-

mulées

– H1 : les bruits d’étatwk et de mesurevk sont gaussiens de moyennes nulles, non corrélés et
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2.3. Filtrage robuste à entrées inconnues avec des matricesde variance des bruits incertaines

de matrices de variance-covariance :

E
[
wkw

T
l

]
= Qkδkl

E
[
vkv

T
l

]
= Rkδkl

E
[
wkv

T
l

]
= 0δkl

– H2 : l’état initial x0 est une réalisation d’une séquence gaussienne indépendante des bruits

wk etvk :

E [x0] = x̂0

E
[
(x0− x̂0)(x0− x̂0)

T]
= Px

0

– H3 : on suppose que

la paire(Ak,Hk) est observable

rank
(
Ey

k

)
= q etm≥ q

L’objectif de ce travail est de faire la synthèse d’un filtre récursif permettant d’obtenir une

estimation jointe, non biaisée et à minimum de variance de l’état et des entrés inconnues en

présence des incertitudes sur les matrices de variance des différents bruits d’état de sortie et de

l’entrée inconnue.

2.3.2 Filtre de Kalman à deux étages

Le filtre de Kalman optimal à deux étages OTSKF a été développéparHsieh et Chen[1999]

dans le but d’avoir une estimation optimale de l’état malgréla présence des entrées inconnues.

Le filtre est résumé par les équations suivantes :

Initialisation

k = 0,V0 = Pxd
0

(
Pd

0/0

)−1

x̄0/0 = x̄0−V0d̄0, d̄0/0 = d̄0

P̄0/0 = Px
0 −V0Pd

0VT
0 , P̄d

0/0 = Pd
0
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Chapitre 2. Filtrage proportionnel-intégral des systèmes linéaires à entrées inconnues

Sous-filtre estimateur d’état

x̄k+1/k = Akx̄k/k +Bkuk + ūk (2.35)

P̄x
k+1/k = AkP̄

x
k/kA

T
k + Q̄x

k (2.36)

x̄k+1/k+1 = x̄k+1/k + K̄x
k+1

(
yk+1−Hk+1x̄k+1/k

)
(2.37)

K̄x
k+1 = P̄x

k+1/kH
T
k+1(Hk+1P̄x

k+1/kH
T
k+1 +Rk+1)

−1 (2.38)

P̄x
k+1/k+1 =

(
I − K̄x

k+1Hk+1
)

P̄x
k+1/k (2.39)

Sous-filtre estimateur des entrées inconnues

d̄k+1/k = d̄k/k (2.40)

P̄d
k+1/k = P̄d

k/k +Qd
k (2.41)

d̄k+1/k+1 = d̄k+1/k + K̄d
k+1

(
yk+1−Hk+1x̄k+1/k−Sk+1d̄k+1/k

)
(2.42)

K̄d
k+1 = P̄d

k+1/kS
T
k+1

(
Sk+1P̄d

k+1/kS
T
k+1 +Hk+1P̄x

k+1/kH
T
k+1 +Rk+1

)−1
(2.43)

P̄d
k+1/k+1 =

(
I − K̄d

k+1Sk+1

)
P̄d

k+1/k (2.44)

Correction

x̂k+1/k+1 = x̄k+1/k+1 +Vk+1 d̄k+1/k+1 (2.45)

d̂k+1/k+1 = d̄k+1/k+1 (2.46)

avec

Ūk+1 = AkVk +Ex
k

Uk+1 = Ūk+1 +
(

Qxd
k −Ūk+1Qd

k

)(
P̄d

k+1/k

)−1

ūk = (Ūk+1−Uk+1) d̄k/k

Q̄x
k = Qx

k−Qxd
k ŪT

k+1−Uk+1

(
Qxd

k −Ūk+1Qd
k

)T

Vk+1 = Uk+1− K̄x
k+1Sk+1

Sk+1 = Hk+1Uk+1 +Ey
k+1
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2.3. Filtrage robuste à entrées inconnues avec des matricesde variance des bruits incertaines

Le filtre OTSKF permet d’obtenir une estimation optimale de l’état en présence des entrées

inconnues. Mais, dans le cas d’incertitude sur les matricesde covariance des différents bruits

d’état, de mesure et de l’entrée inconnue le filtre perd son caractère optimal.

2.3.3 Filtre de Kalman à deux étages à gains proportionnel intégral

Dans cette section on va résoudre le problème d’estimation d’état et des entrées inconnues

en présence d’incertitudes sur les matrices de variance-covariance des différents bruits. Le filtre

proposé consiste à modifier le sous-filtre estimateur d’étatet le sous-filtre estimateur des entrées

inconnues en introduisant l’action intégrale comme proposé dansLinder et Shafai[1998] et

Shafai et al.[1996] sur l’erreur d’estimation afin d’obtenir une estimation robuste de l’état et

des entrées inconnues malgré ces incertitudes.

2.3.3.1 Sous-filtre estimateur d’état

Dans ce paragraphe, on modifie le sous-filtre estimateur de l’état décrit par les équations

(2.35)-(2.39) en introduisant l’action intégrale. Alors le sous-filtre modifié prend la forme sui-

vante :

x̄k+1/k = Akx̄k/k +Bkuk + ūk (2.47)

bx
k+1 = Dx

f b
x
k +Gxi

k+1

(
yk+1−Hk+1x̄k+1/k

)
(2.48)

x̄k+1/k+1 = x̄k+1/k +Dx
i b

x
k+1 +Gxp

k+1

(
yk+1−Hk+1x̄k+1/k

)
(2.49)

Avec bx
k représente le terme intégrale de l’erreur d’estimation etGxp

k et Gxi
k sont les matrices de

gain proportionnel et de gain intégral du sous-filtre estimateur de l’état qui seront déterminées

par la suite.

Pour arriver à développer le nouveau sous filtre on introduitdeux matrices arbitraires, qui

sont incorporés dans le système ci-dessus. Par conséquent,le sous-filtre résultant d’état de mise
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Chapitre 2. Filtrage proportionnel-intégral des systèmes linéaires à entrées inconnues

à jour est donné par le système augmenté suivant :


 x̄k+1/k+1

bx
k+1


 =


Ak Dx

i

0 Dx
f





 x̄k/k

bx
k


+


Bk

0


uk +


 I

0


 ūk +


Gxp

k+1

Gxi
k+1


(

yk+1−Hkx̄k+1/k
)

(2.50)

où Dx
i et Dx

f sont deux matrices constantes déterminées en fonction des performances du sys-

tème étudié. La conception optimale des matrices de gain peut être faite en utilisant la matrice

augmentée de covariance :

P̄xa
k/k =


Px11

k/k Px12
k/k

Px21
k/k Px22

k/k


 = P̄xa

k/k−1−


Gxp

k

Gxi
k


Ha

k P̄xa
k/k−1 (2.51)

P̄xa
k/k−1 = Aa

k−1P̄xa
k−1/k−1AaT

k−1 +Qxa
k−1 (2.52)

avec

Aa
k =


Ak Dx

i

0 Dx
f


 , Qxa

k =


Q̄x

k 0

0 0


 et Ha

k = [Hk 0] (2.53)

En introduisant (2.52) dans (2.51) et en utilisant (2.53), les gains proportionnel et intégral

prennent les formes suivantes :

Gxp
k+1 =

(
AkP

x11
k/k AT

k HT
k +Dx

i P
x21
k/k AT

k HT
k +AkP

x12
k/k DxT

i HT
k +Dx

i P
x22
k/k DxT

i HT
k +Qx

kH
T
k

)(
HkAkP

x11
k/k

× AT
k HT

k +HkD
x
i P

x21
k/k AT

k HT
k +HkAkP

x12
k/k DxT

i HT
k + HkD

x
i P

x22
k/k DxT

i HT
k +Rk +HkQ

x
kH

T
k

)−1

(2.54)

Gxi
k+1 =

(
Dx

f P
x21
k/k AT

k HT
k +Dx

f P
x22
k/k DxT

f HT
k

)(
HkAkP

x11
k/k AT

k HT
k +HkD

x
i P

x21
k/k AT

k HT
k

+HkAkP
x12
k/k DxT

i HT
k +HkD

x
i P

x22
k/k DxT

i HT
k +Rk +HkQ

x
kH

T
k

)−1
(2.55)

– Dx
i est une matrice de rang plein.

– Dx
f est une matrice constante, oùDx

f = α I avec 0< α ≤ 1.
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2.3. Filtrage robuste à entrées inconnues avec des matricesde variance des bruits incertaines

2.3.3.2 Sous-filtre estimateur des entrées inconnues

Dans cette partie on suit les mêmes étapes que dans la sectionprécédente pour introduire le

terme d’intégration dans le sous-filtre estimateur des entrées inconnues. Ce sous-filtre estima-

teur a la forme suivante :

d̄k+1/k = d̄k/k (2.56)

bd
k+1 = Dd

f b
d
k +Gdi

k+1

(
yk+1−Hk+1x̄k+1/k−Sk+1d̄k+1/k

)
(2.57)

d̄k+1/k+1 = d̄k+1/k +Dd
i bd

k+1 +Gdp
K+1

(
yk+1−Hk+1x̄k+1/k−Sk+1d̄k+1/k

)
(2.58)

où bd
k représente le terme intégral de l’erreur d’estimation etGdp

k et Gdi
k sont les matrices de

gain proportionnel et de gain intégral du sous-filtre estimateur des entrées inconnues qui seront

déterminées par la suite.

En introduisant deux matrices arbitraires, le sous-filtre résultant des entrées inconnues de mise

à jour est donné dans le système augmenté :


 d̄k+1/k+1

bd
k+1


 =


 I Dd

i

0 Dd
f





 d̄k/k

bd
k


+


Gdp

k+1

Gdi
k+1


(

yk+1−Hkx̄k+1/k−Skd̄k+1/k
)

(2.59)

où Dd
i et Dd

f sont deux matrices constantes déterminées en fonction des performances du sys-

tème étudié. La conception optimale des matrices de gain peut être réalisée en utilisant la ma-

trice augmentée de covariance :

P̄da
k/k =


Pd11

k/k Pd12
k/k

Pd21
k/k Pd22

k/k


 = P̄da

k/k−1−


Gd

p

Gd
i


Sa

kP̄da
k/k−1 (2.60)

P̄da
k/k−1 = Ad

k−1P̄da
k−1/k−1AdT

k−1 +Qda
k−1 (2.61)

avec

Ad
k =


 I Dd

i

0 Dd
f


, Qda

k =


Qd

k 0

0 I


 etSa

k = [Sk 0]
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Si on introduit (2.61) dans (2.60), alors les matrices gain proportionnel et gain intégral sont

données par :

Gdp
k+1 =

(
Ad

kPd11
k/k AdT

k ST
k +Dd

i Pd21
k/k AdT

k ST
k +Ad

kPd12
k/k DdT

i ST
k +Dd

i Pd22
k/k DdT

i ST
k +Qd

kST
k

)
×

(
HkAkP

x11
k/k AT

k HT
k +HkD

x
i P

x21
k/k AT

k HT
k +HkAkP

x12
k/k DxT

i HT
k +HkD

x
i P

x22
k/k DxT

i HT
k +

SkA
d
kPd11

k/k AdT
k ST

k +SkD
d
i Pd21

k/k AdT
k ST

k +SkA
d
kPd12

k/k DdT
i ST

k +SkD
d
i Pd22

k/k DdT
i ST

k +

Rk +HkQ̄
x
kH

T
k +SkQ

d
kST

k

)−1
(2.62)

Gdi
k+1 =

(
Dd

f P
d21
k/k AdT

k ST
k +Dd

f P
d22
k/k DdT

f ST
k

)(
HkAkP

x11
k/k AT

k HT
k +HkD

x
i P

x21
k/k AT

k HT
k +HkAkP

x12
k/k×

DxT
i HT

k +HkD
x
i P

x22
k/k DxT

i HT
k +SkA

d
kPf 11

k/k AdT
k ST

k +SkD
d
i Pd21

k/k AdT
k ST

k +SkA
d
kPd12

k/k DdT
i ST

k +

SkD
d
i Pd22

k/k DdT
i ST

k +Rk +HkQ̄
x
kH

T
k +SkQ

d
kST

k

)−1
(2.63)

– Dd
i est une matrice de rang plein.

– Dd
f est une matrice constante, oùDd

f = α I avec 0< α ≤ 1.

2.3.4 Exemple illustratif

On propose dans cette section de tester le filtre proposé. On considère les paramètres suivants :

xk =




x1,k

x2,k

x3,k


, Ak =




ak 0.5 0.08

0.6 0.01 0.04

0.1 0.7 0.05


, ak = 0.2+0.2sin(0.1k), Bk =




2

−1.5

0.5




Hk =


 0.2 0.4 0

−0.5 −0.8 0.4


, Ex

k =




0

2

1


, Ey

k =


1

1




Dx
i = I3×3, Dx

f = 0.3I3×3, Dd
i = 1.5, Dd

f = 0.3

Qx
k = 0.1I3×3, Rk = 0.01I2×2, Qxd

k = [0.1 0.2 0.2]T etQd
k = 0.2

La figure2.9présente les séquences de l’entrée l’entrée inconnue et lessorties du système. Le

temps de simulation correspond à N=100 échantillons.
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FIGURE 2.9 – Entrée, entrée inconnue et sorties mesurées

Dans la simulation, on introduit une perturbation sur les matrices de variance des bruits d’état,

de mesures et des entrées inconnues comme suit :

Qx′
k =





Qx
k si k6 50

(1+α1)Qx
k si k> 50

, R
′

k =





Rk sik6 50

(1+α2)Rk si k> 50
, Qd′

k =





Qd
k sik6 50

(1+α3)Qd
k si k> 50

Les figures2.10et2.11représentent l’estimation d’états et l’entrée inconnue.
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FIGURE 2.10 – Etats vrais et estimés

On peut constater que le filtre PI TSKF donne de bons résultatsmalgré la présence de pertur-

bations sur les matrices de variance des bruits. Par contre le filtre OTSKF a perdu son caractère

optimal.
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FIGURE 2.11 – Entrée inconnue et son estimée

Per f ormances x1 x2 d1 d2

OTSKF 0.0957 3.0063 0.0957 0.0957
PITSKF 0.3950 3.9958 0.3950 0.3950

TABLE 2.1 – Evaluation des valeursRMSE

On peut aussi remarquer les performances du filtre proposé dans le tableau 2.1 qui présente les

valeurs de la racine carrée de l’erreur quadratique moyenne(RMSE) sur l’estimation de l’état

et des défauts.

Dans cette section, on a résolu le problème d’estimation robuste pour les systèmes linéaires

stochastiques à temps discret et à temps variant avec une incertitude sur les matrices de variance

des bruits en utilisant un filtre récursif PI TSKF. Le filtre est obtenu par une modification des

sous filtres estimateurs d’état et des entrées inconnues de l’OTSKF en introduisant des actions

intégrales sur l’erreur d’estimation. Cette méthode récursive est testée par un exemple acadé-

mique. Il s’avère que le filtre PI TSKF demeure puissant malgré les erreurs faites sur les matrices

de variance caractérisant les bruits de l’étatQx
k, de la mesureRk et des entrées inconnuesQd

k.
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2.4 Estimations robuste des défauts et d’état des systèmes li-

néaires à entrées inconnues

Dans cette section, on considère que les défauts et les perturbations inconnues sont injectés

dans les deux équations d’état et de sortie. Notre objectif consiste en la synthèse d’un filtre per-

mettant une estimation jointe et robuste des défauts et de l’état vis-à-vis des entrées inconnues

et des incertitudes sur les matrices de covariance des bruits d’état, des mesures, des défauts et

des entrées inconnues. Le problème est formulé dans la section qui suit.

2.4.1 Formulation du problème

On considère un système stochastique linéaire à temps variant et à temps discret décrit par :

xk+1 = Akxk +Bkuk +Fx
k fk +Ex

kdk +wx
k (2.64)

fk+1 = fk +wf
k (2.65)

dk+1 = dk +wd
k (2.66)

yk = Hkxk +Fy
k fk +Ey

kdk +vk (2.67)

avecxk ∈ ℜ n le vecteur d’état,yk ∈ ℜ m le vecteur d’observation,uk ∈ ℜ r le vecteur d’entrée

supposé connu,fk ∈ ℜ p le vecteur des défauts etdk ∈ ℜ q le vecteur des perturbations inconnues.

Les matricesAk, Bk, Hk, Ex
k, Ey

k, Fx
k etFy

k sont supposées connues et de dimensions appropriées.

Dans cette section les hypothèses suivantes sont utilisées.

• H4 : les valeurs initiales des défauts et des entrées inconnuessont caractérisées par :

E( f0) = f 0

E(d0) = d0

E(( f0− f 0)( f0− f 0)
T) = Pf

0

E((d0−d0)(d0−d0)
T) = Pd

0

E((x0−x0)( f0− f 0)
T) = Px f

0
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E((x0−x0)(d0−d0)
T) = Pxd

0

E(( f0− f 0)(d0−d0)
T) = Pf d

0

• H5 : les bruitswf
k et wd

k sont gaussiens de moyennes nulles et de matrice de variance-

covariance :

E(wf
kwf T

ℓ ) = Qf
kδkℓ

E(wd
kwdT

ℓ ) = Qd
kδkℓ

E(wx
kw

f T
ℓ ) = Qx f

k δkℓ

E(wx
kw

dT
ℓ ) = Qxd

k δkℓ

E(wf
kwdT

ℓ ) = Qf d
k δkℓ

• H6 : les matrices décrivent le système obéissent aux conditions de rang suivantes :

rang(Hk+1) = m(≥ max(p,q))

rang(Fx
k ) = p

rang(Hk+1Fx
k ) = p

rang(Ex
k) = q

rang(Hk+1Ex
k) = q

rang(Hk+1Fx
k +Fy

k+1) = p

rang(Hk+1Ex
k +Ey

k+1) = q

L’objectif de ce travail est de faire la synthèse d’un filtre récursif, permettant d’obtenir une

estimation jointe, non biaisée et à minimum de variance de l’étatxk et des défautsfk en présence

des entrées inconnuesdk et des incertitudes sur les matrices de variance des différents bruits

d’état, de sortie, de défauts et d’entrées inconnues.
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2.4.2 Filtre de Kalman optimal à trois étages (OThSKF)

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au développement de la synthèse des filtres estimateurs de

l’état et des défauts. On commence par le filtre de Kalman à état augmenté (ASKF : augmented

state Kalman filter). Ensuite, on présente la transformation matricielle U-V et la technique de

découplage du filtre ASKF en trois sous-filtres. Enfin, on développe le filtre de Kalman optimal

à trois étages (OThSKF : optimal three-stages Kalman filter). Les défauts et les entrées incon-

nues sont issus respectivement des modèles (2.66) et (2.67). Les matricesQf
k , Qd

k, Qx f
k , Qxd

k et

Qf d
k sont connues et les hypothèsesH4 etH6 sont prises en compte. On cherche alors à conce-

voir un filtre de Kalman à trois étages moyennant la triple transformation matricielle utilisée

parChen et Hsieh[2000].

2.4.2.1 Filtre de Kalman à état augmenté (ASKF)

Considérantxk, fk etdk comme état augmenté, le filtre ASKF est défini par

xa
k+1/k = Aa

kxa
k/k +Ba

kuk (2.68)

Pa
k+1/k = Aa

kPa
k/kA

aT
k +Qk (2.69)

xa
k+1/k+1 = xa

k+1/k +Ka
k+1(yk+1−Ha

k+1xa
k+1/k) (2.70)

Ka
k+1 = Pa

k+1/kH
aT
k+1(H

a
k+1Pa

k+1/kH
aT
k+1 +Rk+1)

−1 (2.71)

Pa
k+1/k+1 = (I −Ka

k+1Ha
k+1)P

a
k+1/k (2.72)

où

xa
(.) =




x(.)

f(.)

d(.)


 ,Aa

k =




Ak Fx
k Ex

k

0 I 0

0 0 I


 ,Ba

k =




Bk

0

0


 ,Ha

k =
[
Hk Fy

k Ey
k

]

Pa
(.) =




Px
(.) Px f

(.)
Pxd
(.)

Pf x
(.)

Pf
(.)

Pf d
(.)

Pdx
(.) Pd f

(.)
Pd
(.)


 ,Qk =




Qx
k Qx f

k Qxd
k

Qf x
k Qf

k Qf d
k

Qdx
k Qd f

k Qd
k
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où Pa
k/k+1 et Pa

k+1/k+1 représentent respectivement les matrices de variance-covariance de l’er-

reur d’estimation a priori et a posteriori de l’état augmenté.

L’intégration au cours du temps des équations (2.71)-(2.72) fournit l’état augmenté estimé.

Cependant, afin de réduire le volume de calcul, on propose dansla section suivante une procé-

dure numériquement plus adaptée.

2.4.2.2 Transformation matricielle U-V

L’idée principale, sur laquelle repose cette technique de découplage, consiste à utiliser une

triple transformationU −V afin de diagonaliser les matrices de variance-covariancePa
k/k+1 et

Pa
k+1/k+1. Par conséquent, le filtre ASKF est décomposé en trois sous-filtres : un sous-filtre

estimateur d’état du système, un sous-filtre estimateur desdéfauts et un sous-filtre estimateur

des entrées inconnues.

Le but est de déterminer les deux matricesUk+1 etVk+1 sachant que :

Pa
k+1/k = Uk+1P

a
k+1/kU

T
k+1 (2.73a)

Pa
k+1/k+1 = Vk+1P

a
k+1/k+1V

T
k+1 (2.73b)

avecP
a
(.) = diag

{
P

x
(.),P

f
(.),P

d
(.)

}
où P

x
(.),P

f
(.) et P

d
(.) représentent les matrices de covariance

transformées.

On définit la structure des matricesUk+1 etVk+1 comme suit :

Uk+1 =




I U 12
k+1 U13

k+1

0 I U 23
k+1

0 0 I


 (2.74a)

Vk+1 =




I V 12
k+1 V13

k+1

0 I V 23
k+1

0 0 I


 (2.74b)

U i j
k+1 etV i j

k+1 pour i = 1 ou2 et j = 2 ou3 seront déterminées par la suite.
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En utilisant (2.73a) et (2.73b), les équations(2.68), (2.70) et (2.71) sont transformées en :

xa
k+1/k = Uk+1xa

k+1/k (2.75a)

xa
k+1/k+1 = Vk+1xa

k+1/k+1 (2.75b)

Ka
k+1 = Vk+1K

a
k+1 (2.75c)

Pour le retour aux variables initiales, les transformations inverses deUk+1 etVk+1 ont les formes

suivantes :

U−1
k+1 = Ũk+1 =




I Ũ12
k+1 Ũ13

k+1

0 I Ũ23
k+1

0 0 I


 (2.76a)

V−1
k+1 = Ṽk+1 =




I Ṽ12
k+1 Ṽ13

k+1

0 I Ṽ23
k+1

0 0 I


 (2.76b)

Avec un calcul direct il est facile d’obtenir

Ũ12
k+1 = −U12

k+1 (2.77)

Ũ13
k+1 = U12

k+1U
23
k+1−U13

k+1 (2.78)

Ũ23
k+1 = −U23

k+1 (2.79)

Ṽ12
k+1 = −V12

k+1 (2.80)

Ṽ13
k+1 = V12

k+1V
23
k+1−V13

k+1 (2.81)

Ṽ23
k+1 = −V23

k+1 (2.82)

puis en utilisant les transformations inverses (2.77)-(2.82), on a

xa
k+1/k = Ũk+1xa

k+1/k (2.83)

P
a
k+1/k = Ũk+1Pa

k+1/kŨ
T
k+1 (2.84)
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xa
k+1/k+1 = Ṽk+1xa

k+1/k+1 (2.85)

K
a
k+1 = Ṽk+1Ka

k+1 (2.86)

P
a
k+1/k+1 = Ṽk+1Pa

k+1/k+1Ṽ
T
k+1 (2.87)

avec

xa
(.) =




x(.)

f (.)

d(.)


 ,P

a
(.) =




P
x
(.) 0 0

0 P
f
(.) 0

0 0 P
d
(.)


 etK

a
(.) =




K
x
(.)

K
f
(.)

K
d
(.)




2.4.2.3 Découplage du filtre

Utilisant la méthode de substitution double, le modèle du filtre (2.68)-(2.72) est transformé en

xa
k+1/k = Ũk+1Uk+1xa

k/k +Ũk+1Ba
kuk (2.88)

P
a
k+1/k = Ũk+1(Uk+1Pa

k/kU
T
k+1 +Qa

k)Ũk+1 (2.89)

xa
k+1/k+1 = Ṽk+1Uk+1xa

k+1/k +K
a
k+1(yk+1−Sk+1xa

k+1/k) (2.90)

K
a
k+1 = Ṽk+1Uk+1P

a
k+1/kS

T
k+1(Sk+1P

a
k+1/kS

T
k+1 +Rk+1)

−1 (2.91)

P
a
k+1/k+1 = (Ṽk+1Uk+1−K

a
k+1Sk+1)P

a
k+1/k(Ṽk+1Uk+1)

−1 (2.92)

avec les définitions

Uk+1 = Aa
kVk

=




Ak U
12
k+1 U

13
k+1

0 I U
23
k+1

0 0 I


 (2.93)

Sk+1 =
[
S1

k+1 S2
k+1 S3

k+1

]
(2.94)

d’où

U
12
k+1 = AkV

12
k +Fx

k (2.95)
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U
13
k+1 = AkV

13
k +Fx

k V23
k +Ex

k (2.96)

U
23
k+1 = V23

k (2.97)

S1
k+1 = Hk+1 (2.98)

S2
k+1 = Hk+1U

12
k+1 +Fy

k+1 (2.99)

S3
k+1 = Hk+1U

13
k+1 +Fy

k+1U
23
k+1 +Ey

k+1 (2.100)

Compte tenu du partitionnement deP
a
k+1/k, en développant l’équation (2.89) on obtient res-

pectivement.

P
x
k+1/k = AkP

x
k/kA

T
k +Q

1
k (2.101)

P
f
k+1/k = P

f
k/k +Q

2
k (2.102)

P
d
k+1/k = P

d
k/k +Qd

k (2.103)

0 = (U
23
k+1−U23

k+1)P
d
k/k +Qf d−U23

k+1Qd
k (2.104)

0 = (U
13
k+1−U13

k+1)P
d
k/k +Qxd−U13

k+1Qd
k (2.105)

0 = U
12
k+1P

f
k/k−U12

k+1P
f
k+1/k +U

13
k+1P

d
k/kU

23T
k+1−U13

k+1P
d
k+1/kU

23T
k+1 (2.106)

où

Q
1
k = Qx

k +U
12
k+1P

f
k/kU

12T
k+1−U12

k+1P
f
k+1/kU

12T
k+1 +U

13
k+1P

d
k/kU

13T
k+1−U13

k+1P
d
k+1/kU

13T
k+1

(2.107)

Q
2
k = Qf

k +U
23
k+1P

d
k/kU

23T
k+1−U23

k+1P
d
k+1/kU

23T
k+1 (2.108)

En se référant aux équations (2.104)-(2.106) et en utilisant les définitions (2.101)-(2.103), on

obtient

U13
k+1 = (U

13
k+1P

d
k/k +Qxd

k )(P
d
k+1/k)

−1 (2.109)

U23
k+1 = (U

23
k+1P

d
k/k +Qf d

k )(P
d
k+1/k)

−1 (2.110)

U12
k+1 = (U

12
k+1P

f
k/k +U

13
k+1P

d
k/kU

23T
k+1−U13

k+1P
f
k/kU

23T
k+1 +Qx f

k )(P
f
k+1/k)

−1 (2.111)
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Compte tenu du partitionnement deP
a
k+1/k+1 le développement de l’équation (2.92), donne

P
x
k+1/k+1 = (I −K

x
k+1S1

k+1)P
x
k+1/k (2.112)

P
f
k+1/k+1 = (I −K

f
k+1S2

k+1)P
f
k+1/k (2.113)

P
d
k+1/k+1 = (I −K

d
k+1S3

k+1)P
d
k+1/k (2.114)

0 = U12
k+1−V12

k+1−K
x
k+1S2

k+1 (2.115)

0 = U13
k+1−V13

k+1−V12
k+1U

23
k+1 +V12

k+1V
23
k+1−K

x
k+1S3

k+1 (2.116)

0 = U23
k+1−V23

k+1−K
f
k+1S3

k+1 (2.117)

En se référant aux équations (2.115)-(2.117), on obtient

V12
k+1 = U12

k+1−K
x
k+1S2

k+1 (2.118)

V13
k+1 = U13

k+1−V12
k+1K

f
k+1S3

k+1−K
x
k+1S3

k+1 (2.119)

V23
k+1 = U23

k+1−K
f
k+1S3

k+1 (2.120)

Revenant aux équations (2.88), (2.90) et (2.91), on obtient respectivement

xk+1/k = Akxk/k +Bkuk +u1
k (2.121)

f k+1/k = f k/k +u2
k (2.122)

dk+1/k = dk/k (2.123)

xk+1/k+1 = xk+1/k +K
x
k+1(yk+1−S1

k+1xk+1/k) (2.124)

f k+1/k+1 = f k+1/k +K
f
k+1(yk+1−S1

k+1xk+1/k−S2
k+1 f k+1/k) (2.125)

dk+1/k+1 = dk+1/k +K
d
k+1(yk+1−S1

k+1xk+1/k−S2
k+1 f k+1/k−S3

k+1dk+1/k) (2.126)

K
x
k+1 = P

x
k+1/kS

1T
k+1(S

1
k+1P

x
k+1/kS

1T
k+1 +Rk+1)

−1 (2.127)

K
f
k+1 = P

f
k+1/kS

2T
k+1(S

2
k+1P

f
k+1/kS

2T
k+1 +S1

k+1P
x
k+1/kS

1T
k+1 +Rk+1)

−1 (2.128)

K
d
k+1 = P

d
k+1/kS

3T
k+1(S

3
k+1P

d
k+1/kS

3T
k+1 +S2

k+1P
f
k+1/kS

2T
k+1 +S1

k+1P
x
k+1/kS

1T
k+1 +Rk+1)

−1

(2.129)
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où

u1
k = (U

12
k+1−U12

k+1) f k/k +(U
13
k+1−U13

k+1−U12
k+1(U

23
k+1−U23

k+1))dk/k (2.130)

u2
k = (U

23
k+1−U23

k+1)dk/k (2.131)

Et enfin, pour corriger les estimations de l’état et du défauton a les équations suivantes :

x̂k+1/k+1 = xk+1/k+1 +V12
k+1 f k+1/k+1 +V13

k+1dk+1/k+1 (2.132)

P̂x
k+1/k+1 = P

x
k+1/k+1 +V12

k+1P
f
k+1/k+1V

12T
k+1 +V13

k+1P
d
k+1/k+1V

13T
k+1 (2.133)

f̂k+1/k+1 = f k+1/k+1 +V23
k+1dk+1/k+1 (2.134)

P̂f
k+1/k+1 = P

f
k+1/k+1 +V23

k+1P
d
k+1/k+1V

23T
k+1 (2.135)

Le filtre OThSKF permet d’obtenir une estimation optimale del’état et du défaut en présence

d’entrées inconnues. Mais, dans le cas d’incertitudes sur les matrices de variance des différents

bruitsQf
k , Qd

k, Qx f
k , Qxd

k et Qf d
k , le filtre perd son caractère optimal. Dans le but de résoudrece

problème, on propose dans la sous-section qui suit un nouveau filtre nommé PI ThSKF.

2.4.3 Filtre de Kalman à trois étages à gains proportionnel intégral

Cette section est consacrée au développement du filtre PI ThSKF pour résoudre le problème

d’estimation d’état et de défauts en présence des entrées inconnues malgré et compte tenu des

incertitudes sur les matrices de variance des différents bruits. Ce filtre consiste à modifier les

sous-filtres estimateurs du filtre OThSKF en ajoutant l’action intégrale sur l’erreur d’estimation.

Les sous-filtres estimateurs d’état, du défaut et des entrées inconnues sont modifiés en intro-

duisant l’action intégrale, ce qui donne les formes suivantes :

x̄k+1/k = Akx̄k/k +Bkuk + ū1
k (2.136)

b1
k+1 = D1

f b
1
k +G1i

k+1

(
yk+1−S1

k+1x̄k+1/k
)

(2.137)

x̄k+1/k+1 = x̄k+1/k +D1
i b1

k+1 +G1p
k+1

(
yk+1−S1

k+1x̄k+1/k
)

(2.138)
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f̄k+1/k = f̄k/k + ū2
k (2.139)

b2
k+1 = D2

f b
2
k +G2i

k+1

(
yk+1−S1

k+1x̄k+1/k−S2
k+1 f̄k+1/k

)
(2.140)

f̄k+1/k+1 = f̄k+1/k +D2
i b2

k+1 +G2p
K+1

(
yk+1−S1

k+1x̄k+1/k−S2
k+1 f̄k+1/k

)
(2.141)

d̄k+1/k = d̄k/k (2.142)

b3
k+1 = D3

f b
3
k +G3i

k+1

(
yk+1−S1

k+1x̄k+1/k−S2
k+1 f̄k+1/k−S3

k+1d̄k+1/k
)

(2.143)

d̄k+1/k+1 = d̄k+1/k +D3
i b3

k+1 +G3p
K+1

(
yk+1−S1

k+1x̄k+1/k−S2
k+1 f̄k+1/k−S3

k+1d̄k+1/k
)

(2.144)

où bl
k, Gl p

k+1 et Gli
k+1, avecl = 1,2,3 représentent les variables d’intégration, les gains propor-

tionnel et intégral d’état, des défauts et des entrées inconnues.

Les matricesDl
i , Dl

f , avecl = 1,2,3, déterminées en prenant compte de la performance du

système, ont les caractéristiques suivantes :

– Dl
i avecl = 1,2,3 sont des matrices de rang plein.

– Dl
f avecl = 1,2,3 sont des matrices constantes, oùDl

f = α I avec 0< α ≤ 1

Par l’introduction des matrices arbitrairesLinder et Shafai[1998], les étapes de mise à jour

d’état, du défaut et des entrées inconnues sont données sousles formes augmentées suivantes :


 x̄k+1/k+1

b1
k+1


 =


 Ak D1

i

0 D1
f





 x̄k/k

b1
k


+


 Bk

0


uk +


 I

0


 ū1

k +


 G1p

k+1

G1i
k+1


(

yk+1−S1
k+1x̄k+1/k

)

(2.145)
 f̄k+1/k+1

b2
k+1


 =


 I D2

i

0 D2
f





 f̄k/k

b2
k


+


 I

0


 ū2

k +


 G2p

k+1

G2i
k+1


(

yk+1−S1
k+1x̄k+1/k−S2

k+1 f̄k+1/k
)

(2.146)
 d̄k+1/k+1

b3
k+1


 =


 I D3

i

0 D3
f





 d̄k/k

b3
k


+


 G3p

k+1

G3i
k+1


 (

yk+1−S1
k+1x̄k+1/k−S2

k+1 f̄k+1/k−S3
k+1d̄k+1/k

)

(2.147)
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Alors les matrices définies en (2.112), (2.113) et (2.114) prennent les formes suivantes :

P̄xa
k/k = P̄xa

k/k−1−


 G1p

k

G1i
k


S1a

k P̄xa
k/k−1 (2.148)

P̄f a
k/k = P̄f a

k/k−1−


 G2p

k

G2i
k


S2a

k P̄f a
k/k−1 (2.149)

P̄da
k/k = P̄da

k/k−1−


 G3p

k

G3p
k


S3a

k P̄da
k/k−1 (2.150)

où

P̄xa
k/k−1 = Aa

k−1P̄xa
k−1/k−1AaT

k−1 +Qxa
k−1 (2.151)

P̄f a
k/k−1 = Af

k−1P̄f a
k−1/k−1Af T

k−1 +Qf a
k−1 (2.152)

P̄da
k/k−1 = Ad

k−1P̄da
k−1/k−1AdT

k−1 +Qda
k−1 (2.153)

sont les matrices de variance-covariance a posteriori de l’état augmenté, constitué de l’état du

système, des défauts et des entrées inconnues avec :

Aa
k =


Ak D1

i

0 D1
f


 ,Af

k =


 I D2

i

0 D2
f


 ,Ad

k =


 I D3

i

0 D3
f


 (2.154)

Qxa
k =


Q̄1

k 0

0 I


 ,Qf a

k =


Qb

k 0

0 I


 ,Qda

k =


Q̄2

k 0

0 I


 (2.155)

S1a
k =

[
S1

k 0
]
,S2a

k =
[
S2

k 0
]
,S3a

k =
[
S3

k 0
]

(2.156)

Les matrices de variance-covariance peuvent être décomposées en trois blocs comme suit :

P̄xa
k/k =


 Px11

k/k Px12
k/k

Px21
k/k Px22

k/k


 (2.157)

P̄f a
k/k =


 Pf 11

k/k Pf 12
k/k

Pf 21
k/k Pf 22

k/k


 (2.158)
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P̄da
k/k =


 Pd11

k/k Pd12
k/k

Pd21
k/k Pd22

k/k


 (2.159)

Les formes optimales des matrices de gain de l’état, des défauts et des entrées inconnues sont

déterminées en introduisant (2.148)-(2.150) dans (2.151)-(2.153) respectivement :


 G1p

k

G1i
k


 = P̄xa

k+1/kS
1aT
k+1

(
S1a

k+1 P̄xa
k+1/kS

1aT
k+1 +Rk+1

)−1
(2.160)


 G2p

k

G2i
k


 = P̄f a

k+1/k S2a T
k+1

(
S2a

k+1 P̄f a
k+1/kS

2a T
k+1 +S1a

k+1 P̄xa
k+1/kS

1a T
k+1 +Rk+1

)−1
(2.161)


 G3p

k

G3i
k


 = P̄da

k+1/k S3a T
k+1

(
S3a

k+1 P̄da
k+1/kS

3a T
k+1 +S2a

k+1 P̄f a
k+1/kS

2a T
k+1 +S1a

k+1 P̄xa
k+1/k S1a T

k+1 +Rk+1

)−1

(2.162)

Dans cette partie on a développé un nouveau filtre, nommé PI ThSKF, en introduisant des ac-

tions intégrales sur l’erreur d’estimation dans les sous-filtres estimateurs d’état, des défauts et

des entrées inconnues. Les avantages de ce filtre sont spécialement importants dans le cas où les

matrices de variance des différents bruits ne sont pas parfaitement connues. Cette idée d’ajouter

les actions intégrales se justifie par le soucie de fournir une estimation robuste des états, des dé-

fauts et des entrées inconnues malgré l’incertitude sur lescaractéristiques des différents bruits.

Le filtre résultant sera testé dans la section qui suit.

2.4.4 Exemple illustratif

Dans cette section, on présente l’application du filtre proposé PI ThSKF. Les paramètres du

système (2.64)-(2.67) sont donnés par :

xk =




x1,k

x2,k

x3,k


 , Ak =




ak 0.5 0.08

0.6 0.01 0.04

0.1 0.7 0.05


 , ak = 0.2+0.2sin(0.1k), Bk =




2

−1.5

0.5




86



2.4. Estimations robuste des défauts et d’état des systèmeslinéaires à entrées inconnues

Hk =


 0.2 0.4 0

−0.5 −0.8 0.4


 , Ex

k =




0.5

1.8

1


 , Ey

k =


 1.2

0.9


 , Fx

k =




0

2

1


 , Fy

k =


 1

1




,

Qx
k = 0.5I3×3, Rk = 0.2I2×2, Qx f

k =




0.1

0.2

0.2


 , Qxd

k =




0.2

0.1

0.2




,

Qf
k = 0.5, Qd

k = 0.5, Qf d
k = 0.5

La figure2.12présente les séquences d’entrées de sortie du système. Le temps de simulation

correspond à l’utilisation deN = 100 échantillons.
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FIGURE 2.12 – Entrée et sorties mesurées

Au cours de la simulation du système, on utilise des valeurs exactes des matrices de variance

des différents bruits. Mais, pour la simulation des filtres on suppose que les matrices de variance

ne sont pas parfaitement connues. Alors, dans le but de testerles performances du filtre proposé

et l’utilité de l’action intégrale on va étudier deux cas.
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2.4.4.1 Première cas

Dans ce cas on suppose que les matrices de variances des bruits des défauts et des entrées

inconnues.

Qf ′

k =





Qf
k sik≤ 50

0×Qf
k sik> 50

etQd′
k =





Qd
k sik≤ 50

0×Qd
k sik> 50

Le tableau 2.2 présente les valeurs RMSE sur les états, le défauts et l’entrée inconnue :

Per f ormances x1,k x2,k x3,k fk dk

OTSKF 72.21 39.62 42.41 126.58 101.07
PITSKF 0.695 0.595 0.712 0.656 0.694

TABLE 2.2 – Evaluation des valeurs RMSE

Les figures2.13-2.15présentent respectivement les valeurs réelles et estiméesdes états, du

défaut et de l’entrée inconnue :
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FIGURE 2.13 – Estimation de la variable d’étatx1
k
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FIGURE 2.14 – Estimation du défautfk
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FIGURE 2.15 – Estimation de l’entrée inconnuedk

2.4.4.2 Deuxième cas

Pour ce cas, les matrices de variance des bruits d’état et de mesure sont définies comme suit :
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Qx′
k =





Qx
k sik≤ 50

0×Qx
k sik> 50

etR
′

k =





Rk sik≤ 50

0×Rk sik> 50
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FIGURE 2.16 – Estimation de la variable d’étatx1
k
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FIGURE 2.17 – Estimation du défautfk

A partir des résultats obtenus, figures2.13-2.18 et le tableau 2.3, on constate que le filtre
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FIGURE 2.18 – Estimation de l’entrée inconnuedk

Per f ormances x1,k x2,k x3,k fk dk

OTSKF 297.6 54.8 296.1 226.5 203.0
PITSKF 0.728 0.655 0.934 0.946 0.987

TABLE 2.3 – Evaluation des valeurs RMSE

proposé PI ThSKF a donné de bonnes résultats malgré les perturbations qui sont introduites sur

les matrices de variance des différents bruits d’états, de défauts et d’entrées inconnues.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, l’estimation robuste non biaisée des systèmes linéaires à entrées incon-

nues est résolut. Dans une première partie, on a développé unobservateur proportionnel multi-

intégral pour le cas des entrées inconnues sous forme polynomiale et qui a permi une estimation

non biaisée, cette approche pourra être étendue par la suitepour d’autres formes d’entrées in-

connues. Dans une deuxième partie, on a étudié le problème d’estimation d’état en présence

d’entrées inconnues et d’incertitudes sur les matrices de variance des bruits. Ce problème est

résolu par l’utilisation du filtre OTSKF en ajoutant une action intégrale sur l’erreur d’estimation
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d’état et des entrées inconnues ce qui a donné naissance au filtre PI TSKF. Enfin, un filtre ro-

buste PI ThSKF est développé pour résoudre le problème d’estimation jointe des défauts et de

l’état en présence des entrées inconnues et des incertitudes sur les matrices de variance des dif-

férents bruits où on a utilisé le même principe que précédentpar introduire des actions intégrales

sur les erreurs d’estimation d’état, des défauts et des entrées inconnues pour anticiper l’effet des

incertitudes. Les différentes approches sont testées à travers des exemples académiques et qui

ont donné de bons résultats.
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3.1 Introduction

Ce chapitre est dédié à la synthèse de trois nouveaux filtres récursifs permettant d’obtenir une

estimation non biaisée et à minimum de variance de l’état et des défauts de systèmes stochas-

tiques linéaires en présence de perturbations inconnues. Ces filtres peuvent être appliqués pour

résoudre des problèmes de diagnostic de défauts (FDI : FaultDetection and Isolation) ou de

commande tolérante aux défauts (FTC : Fault Tolerant Control).

Les systèmes considérés, dans cette étude, sont décrits pardes modèles stochastiques linéaires,

à temps discret et à temps variant. Le premier filtre nommé ARThSKF (Augmented Robust

Three-Stage Kalman Filter) qui a fait l’objet du travail publié dansBen Hmida et al.[010a]. Il

s’agit ici d’une extension des travaux deHsieh et Chen[1999], Hsieh[2000] et Hsieh[2007].

Ce filtre est obtenu d’une part, à partir des modifications apportées aux équations de mise à jour

du filtre OThSKF (Optimal three-stage Kalman filtre), et d’autre part en utilisant un modèle

augmenté des défauts et des perturbations inconnues. Il s’agit d’obtenir un filtre qui ne dépend

que de l’initialisation de l’état du système et d’aucune informations a priori sur les défauts et sur
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les entrées inconnues. Ce filtre sera utilisé, par la suite, pour résoudre le problème d’estimation

robuste et simultanée des défauts capteurs et actionneurs des systèmes stochastiques linéaires

affectés par des perturbations additives sur l’état et sur les mesures. Le deuxième filtre récursif

nommé EUMVF (Extended Unbiased Minimum-Variance Filter) afait l’objet du travail pu-

blié dansBen Hmida et al.[2010]. Ce travail constitue une extension des travaux deGillijns et

Moor [007a] et deHsieh[2009] et qui s’intéresse aux systèmes stochastiques linéaires affectés

par des perturbations inconnues sur l’état et par des défauts sur l’état et sur les mesures. Ce

filtre récursif sera conçu par l’utilisation d’un estimateur linéaire non-biaisé et à minimum de

variance (LUMVE : Linear Unbiased Minimum-Variance Estimator). L’estimation des défauts

sera obtenue en utilisant la méthode des moindres carrés pondérés (WLS : Weighted Least-

Square). Nous commençons d’abord à traiter le cas simple où la matrice directe d’injection des

défauts sur les mesures est de rang plein, par la suite nous étendons ce travail pour traiter le

cas où cette matrice est de rang arbitraire. Malheureusement, ce filtre souffre d’une certaine in-

suffisance, dans certains cas, en délivrant une estimation biaisée des défauts. Le troisième filtre

ORFSF (Optimal Recursive Five Step Filter) vient alors pour combler les insuffisances du filtre

EUMVF et a fait l’objet de articleKhémiri et al.[2011a]. L’idée sur laquelle repose ce travail,

consiste à transformer l’équation de mesures du système original en utilisant une décomposi-

tion en valeurs singulières de la matrice d’injection directe des défauts sur les mesures. Dans

cette procédure, la sortie et les défauts sont décomposés endeux composantes. Il en résulte une

estimation des défauts moyennant une superposition de deuxtermes : un premier qui dépend

de la composante estimée directement à partir des mesures etle second terme généré indirec-

tement avec un retard d’un pas à partir de l’état du système. Enutilisant cette technique, il est

possible alors d’améliorer les performances du filtre pour obtenir une estimation non biaisée

des défauts même en présence d’une matrice d’injection directe des défauts sur les mesures

de rang non plein. Ces filtres seront testés à travers des exemples numériques pour résoudre le

problème d’estimation simultanée des défauts capteurs et actionneurs. Une étude comparative

de ces filtres sera effectuée avec d’autres filtres existantsdans la littérature.

Ce présent chapitre est organisé comme suit ; on commencera parune formulation du pro-

blème dans la section 3.2. Les sections 3.3, 3.4, 3.5 et 3.6 seront dédiées respectivement à la

synthèse des filtres récursifs ARThSKF, UMVF, EUMVF et ORFSF.Des exemples illustratifs
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par simulation seront présentés dans la section 3.7. Une comparaison des performances de ces

trois filtres et d’autres filtres existants dans la littérature et ceci par l’évaluation de la valeur

du critère RMSE (Root Mean Square Error) sera également présentée. Enfin, on terminera ce

chapitre par une conclusion.

3.2 Formulation du problème

Le problème consiste à concevoir un filtre qui donne une estimation jointe et robuste d’état et

de défaut pour les systèmes stochastiques linéaire à temps discret et à temps variant en présence

des entrées inconnues. Ce problème est décrit par le bloc suivant :

P F i l t e rxw

v

 !
" #
$ %

u

�x

�f

 !
" #
$ %f

d y

FIGURE 3.1 – Filtre estimateur de l’état et du défaut

On considère un système stochastique linéaire à temps variant et à temps discret :

xk+1 = Ak xk +Bk uk +Fx
k fk +Ex

k dk +wk (3.1)

yk = Hk xk +Fy
k fk +Ey

k dk +vk (3.2)

avecxk ∈ ℜ n le vecteur d’état,yk ∈ ℜ m le vecteur d’observation,uk ∈ ℜ r le vecteur d’entrée

supposé connu,fk ∈ ℜ p le vecteur des défauts etdk ∈ ℜ q le vecteur des perturbations inconnues.

Les matricesAk, Bk, Hk, Ex
k, Ey

k, Fx
k etFy

k sont supposées connues et de dimensions appropriées.

Les hypothèses considérées, dans ce chapitre, sont les suivantes :

H1 : les bruits d’étatwk et de mesurevk sont gaussiens de moyennes nulles, non corrélés et de
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matrices de variance-covariance :

E
[
wkw

T
l

]
= Qkδkl

E
[
vkv

T
l

]
= Rkδkl

E
[
wkv

T
l

]
= 0δkl

H2 : l’état initial x0 est une réalisation d’une séquence gaussienne indépendante des bruitswk

etvk :

E [x0] = x̂0

E
[
(x0− x̂0)(x0− x̂0)

T]
= Px

0

H3 : on suppose que

la paire(Ak,Hk) est observable

0 < rank
(
Fy

k

)
≤ p

m≥ p+q

L’objectif de ce travail est de faire la synthèse d’un filtre récursif à partir des mesures dispo-

nibles comme l’indique la figure3.1, permettant d’obtenir une estimation jointe, non biaisée

et à minimum de variance de l’étatxk et des défautsfk en présence de toutes perturbations

inconnuesdk. Les caractéristiques de cette estimation sont les suivantes :

– Une estimation non biaisée pour toutes perturbations inconnues

E
[

f̃k
]

= E
[

fk− f̂k
]
= 0 (3.3)

E [x̃k] = E [xk− x̂k] = 0 (3.4)

– Estimation à minimum de variance :E
[

f̃k f̃ T
k

]
est minimisée sous la contrainte (3.3),

trace
{

Px
k = E

[
x̃kx̃T

k

]}
est minimisée sous les contraintes (3.3) et (3.4)

Pour cela, nous traitons les deux cas suivants :
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– un premier cas où la matriceEy
k 6= 0 dans lequel nous proposons de faire la synthèse du

filtre ARThSKF qui est basée sur la technique du filtre de Kalman à trois-étages ;

– un second cas où la matriceEy
k = 0 c’est-à-dire où les perturbations inconnues affectent

uniquement l’état du système et non les mesures (yk). Dans ce cas, nous proposons de

développer deux nouveaux filtres récursifs EUMVF et RFSF.

3.3 Synthèse du filtre ARThSKF

Dans cette section, on s’intéresse à la synthèse du filtre ARThSKF correspondant au système

(3.1) et (3.2) avecEy
k 6= 0. Pour cela, on commencera par décrire brièvement la démarche per-

mettant d’obtenir le filtre de Kalman optimal à trois étages (OThSKF). Ce dernier est obtenu à

partir d’une transformation UV du filtre de Kalman à état augmenté (ASKF) et tout en suppo-

sant qu’on connaît les modèles décrivant l’évolution des défauts et des perturbations inconnues.

Par la suite, on passe moyennant certaines modifications surles équations de mise à jour du

filtre OThSKF pour obtenir le filtre de Kalman robuste à trois étages (RThSKF). Il conviendra

ensuite de montrer que l’utilisation des modèles augmentésde défauts et des perturbations in-

connues, permettra d’obtenir le filtre ARThSKF. Enfin, on démontrera l’optimalité de ce filtre

en ce sens qu’il est capable de fournir une estimation non biaisée et à minimum de variance de

l’état du système, des défauts et même des perturbations inconnues.

3.3.1 Filtre OThSKF

On admet maintenant que les défauts et les perturbations inconnues sont décrits respective-

ment par des processus stochastiques de type marche aléatoire (random-walk processes) :

fk = fk−1 +wf
k−1 (3.5)

dk = dk−1 +wd
k−1 (3.6)

oùwf
k etwd

k représentent respectivement les signaux exogènes assimilés à des bruits de modèles

(3.5) et (3.6). Les hypothèses suivantes sont formulées :
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– H4 : les bruitswf
k−1 etwd

k−1 sont gaussiens de moyennes nulles, non corrélés et de matrices

variance-covariance

E
[
wf

kwf T
l

]
= Qf

kδkl

E
[
wd

kwdT
l

]
= Qd

kδkl

E
[
wx

kw
f T
l

]
= Qx f

k δkl

E
[
wx

kw
dT
l

]
= Qxd

k δkl

E
[
wf

kwdT
l

]
= Qf d

k δkl

– H5 : l’état initial du systèmex0 est une réalisation d’une séquence gaussienne indépendante

des bruitswk, vk, wf
k etwd

k , de moyenne ¯x0 et de matrice de variance-covariancePx
0 .

– H6 : les valeurs initiales du défautf0 et de l’entrée inconnued0 ont des caractéristiques

statiques définies par :

E [ f0] = f̄0

E [d0] = d̄0

E
[
( f0− f̄0)( f0− f̄0)

T]
= Pf

0

E
[
(d0− d̄0)(d0− d̄0)

T]
= Pd

0

E
[
(x0− x̄0)( f0− f̄0)

T]
= Px f

0

E
[
(x0− x̄0)(d0− d̄0)

T]
= Pxd

0

E
[
( f0− f̄0)(d0− d̄0)

T]
= Pf d

0

Etant donné que les matricesQf
k , Qd

k, Qx f
k , Qxd

k etQf d
k sont connues et que les hypothèsesH1 et

H6 sont vérifiées, le filtre OThSKF sera obtenu en passant par lesétapes suivantes :

– une première étape consiste à établir le filtre de Kalman à état augmenté (ASKF) corres-

pondant aux modèles (3.1), (3.2), (3.5) et (3.6),

– la deuxième étape utilise la transformation UV pour découpler le filtre ASKF en trois sous-
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filtres : un sous-filtre estimateur de l’état du système, un sous-filtre estimateur des défauts

et un sous-filtre estimateur des perturbations,

– la troisième étape consiste à corriger l’estimation de l’état du système et des défauts.

Le détail de calcul, de ces différentes étapes, est développé dans le chapitre 2 et dansBen Hmida

et al.[010a]. On résume le filtre OThSKF par les équations suivantes :

x̂k+1/k+1 = xk+1/k+1 +V12
k+1 f k+1/k+1 +V13

k dk+1/k+1

P̂x
k+1/k+1 = P

x
k+1/k+1 +V12

k+1P
f
k+1/k+1V

12T
k+1 +V13

k+1P
d
k+1/k+1V

13T
k+1

f̂k+1/k+1 = f k+1/k+1 +V23
k+1dk+1/k+1

P̂f
k+1/k+1 = P

f
k+1/k+1 +V23

k+1P
d
k+1/k+1V

23T
k+1

avec

xk+1/k = Akx̄k/k +Bkuk + ū1
k (3.7)

P
x
k+1/k = AkP̄

x
k/kA

T
k + Q̄2

k (3.8)

K
x
k+1 = P

x
k+1/kH

T
k+1C

−1
k+1 (3.9)

xk+1/k+1 = xk+1/k +K
x
k+1(yk+1−Hk+1xk+1/k) (3.10)

P
x
k+1/k+1 = (I −K

x
k+1Hk+1)P

x
k+1/k (3.11)

f k+1/k = f k/k + ū2
k (3.12)

P
f
k+1/k = P

f
k/k +Q

2
k (3.13)

K
f
k+1 = P

f
k+1/kS

2T
k+1(S

2
k+1P

f
k+1/kS

2T
k+1 +S1

k+1P
x
k+1/kS

1T
k+1 +Rk+1)

−1 (3.14)

P
f
k+1/k+1 = (I −K

f
k+1S2

k+1)P
f
k+1/k (3.15)

f k+1/k+1 = f k+1/k +K
f
k+1(yk+1−S1

k+1xk+1/k−S2
k+1 f k+1/k) (3.16)

dk+1/k = dk/k (3.17)

P
d
k+1/k = P

d
k/k +Qd

k (3.18)

K
d
k+1 = P

d
k+1/kS

3T
k+1(S

3
k+1P

d
k+1/kS

3T
k+1 +S2

k+1P
f
k+1/kS

2T
k+1 +S1

k+1P
x
k+1/kS

1T
k+1 +Rk+1)

−1

(3.19)

P
d
k+1/k+1 = (I −K

d
k+1S3

k+1)P
d
k+1/k (3.20)

100



3.3. Synthèse du filtre ARThSKF

dk+1/k+1 = dk+1/k +K
d
k+1(yk+1−S1

k+1xk+1/k−S2
k+1 f k+1/k−S3

k+1dk+1/k) (3.21)

où

S1
k+1 = Hk+1 (3.22)

S2
k+1 = Hk+1U

12
k+1 +Fy

k+1 (3.23)

S3
k+1 = Hk+1U

13
k+1 +Fy

k+1U
23
k+1 +Ey

k+1 (3.24)

Π12
k+1 = AkV

12
k +Fx

k (3.25)

Π13
k+1 = AkV

13
k +Fx

k V23
k +Ex

k (3.26)

Π23
k+1 = V23

k (3.27)

U13
k+1 = (Π13

k+1P
d
k/k +Qxd

k )(P
d
k+1/k)

−1 (3.28)

U23
k+1 = (Π23

k+1P
d
k/k +Qf d

k )(P
d
k+1/k)

−1 (3.29)

U12
k+1 = (Π12

k+1P
f
k/k +Π13

k+1P
d
k/kΠ

23T
k+1−U13

k+1P
f
k/kU

23T
k+1 +Qx f

k )(P
f
k+1/k)

−1 (3.30)

V12
k+1 = U12

k+1−K
x
k+1S2

k+1 (3.31)

V13
k+1 = U13

k+1−V12
k+1K

f
k+1S3

k+1−K
x
k+1S3

k+1 (3.32)

V23
k+1 = U23

k+1−K
f
k+1S3

k+1 (3.33)

u1
k = (Π12

k+1−U12
k+1) f k/k +(Π13

k+1−U13
k+1−U12

k+1(Π
23
k+1−U23

k+1))dk/k (3.34)

u2
k = (Π23

k+1−U23
k+1)dk/k (3.35)

Q
1
k = Qx

k +Π12
k+1P

f
k/kΠ

12T
k+1−U12

k+1P
f
k+1/kU

12T
k+1 +Π13

k+1P
d
k/kΠ

13T
k+1−U13

k+1P
d
k+1/kU

13T
k+1

(3.36)

Q
2
k = Qf

k +Π23
k+1P

d
k/kΠ

23T
k+1−U23

k+1P
d
k+1/kU

23T
k+1 (3.37)

L’OThSKF est optimal dans le sens de la moyenne minimale de l’erreur quadratique (MMSE :

minimum mean square error). Cependant, ce filtre perd son optimalité, quand les propriétés

statistiques des models (3.5) et (3.6) sont inconnues ou pas parfaitement connues. Ainsi, il

vaudrait mieux d’utiliser un filtre de Kalman robuste à troisétages (RThKF) pour obtenir une

bonne estimation d’état et de défaut en présence des perturbations inconnues.
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3.3.2 Filtre RThSKF

Dans cette section, on présente une version robuste du filtrede Kalman à trois étages (RThKF :

robust three-stage Kalman filter) dans le cas où les défauts etles perturbations inconnues af-

fectent seulement l’état du système (Fy
k = 0 etEy

k = 0 ). Le filtre est obtenu par une modification

des sous-filtres du défaut et des perturbations inconnues.

Les équations définissent les matricesS2
k etS3

k deviennent :

S2
k = HkU

12
k (3.38)

S3
k = HkU

13
k (3.39)

Par substitution de (3.12) et (3.17) dans (3.16) et (3.21) et le report de (3.15) et (3.20) dans (3.14)

et (3.19), les équations de l’étape de mise à jour des sous-filtres desdéfauts et des perturbations

inconnues se récrivent comme suit :

f k+1/k+1 = (I −K
f
k+1S2

k+1) f k+1/k +K
f
k+1(yk+1−Hk+1xk+1/k) (3.40)

K
f
k+1 = P

f
k+1/k+1S2T

k+1C
−1
k+1 (3.41)

dk+1/k+1 = (I −K
d
k+1S3

k+1)dk/k +K
d
k+1(yk+1−Hk+1xk+1/k−S2

k+1 f k+1/k) (3.42)

K
d
k+1 = P

d
k+1/k+1S3T

k+1(S
2
k+1P

f
k+1/kS

2T
k+1 +Ck+1)

−1 (3.43)

avec

Ck+1 = Hk+1P
x
k+1/kH

T
k+1 +Rk+1

Tout d’abord, pour éliminer les termesf k+1/k et dk/k dans les équations précédentes on doit

choisir les matrices gainK
f
k+1 etK

d
k+1 de façon qu’ils satisfairent les conditions suivantes :

I −K
f
k+1S2

k+1 = 0 (3.44)

I −K
d
k+1S3

k+1 = 0 (3.45)

K
d
k+1S2

k+1 = 0 (3.46)
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Dans ce cas, les équations (3.40) et (3.42) se réduisent à :

f k+1/k+1 = K
f
k+1(yk+1−S1

k+1xk+1/k) (3.47)

dk+1/k+1 = K
d
k+1(yk+1−S1

k+1xk+1/k) (3.48)

Par la substitution de (3.41) et (3.43) dans (3.44) et (3.45) et en utilisant (3.46), P
f
k+1/k+1 et

P
d
k+1/k+1 deviennent

P
f
k+1/k+1 = (S2T

k+1C
−1
k+1S2

k+1)
+ (3.49)

P
d
k+1/k+1 = (S3T

k+1C
−1
k+1S3

k+1)
+ (3.50)

La matrice gainK
d
k est calculée en considérant les contraintes (3.45) et (3.46) :

K
d
k+1 = P

d
k+1/k+1S3T

k+1C
−1
k+1(I −S2

k+1S2+
k+1) (3.51)

Dans l’équation (3.7) on remplace ¯xk/k par x̂k/k −V12
k f k/k −V13

k dk/k, les équations (3.7) et

(3.12) sont récrites respectivement comme suit :

xk+1/k = Akx̂k/k +Bkuk + ũ1
k (3.52)

f k+1/k = f k/k + ũ2
k (3.53)

avec

ũ1
k = (Fx

k −U12
k+1) f k/k +(Ex

k +Fx
k V23

k −U13
k+1 +U12

k+1(Π
23
k+1−U23

k+1))dk/k (3.54)

ũ2
k = (Π23

k+1−U23
k+1)dk/k (3.55)

Dans le but de rendre les estimations (3.52) et (3.53) insensibles aux défauts et aux perturba-

tions inconnues, il faut choisir les matricesU12
k , U13

k etU23
k de telle sorte quẽu1

k = 0 etũ2
k = 0.

On en déduit alors à partir de (3.54)et(3.55) les nouvelles expressions des matricesU12
k , U13

k
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etU23
k

U23
k+1 = Π23

k+1 = V23
k (3.56)

U12
k+1 = Fx

k (3.57)

U13
k+1 = Ex

k +Fx
k V23

k (3.58)

Dans ces conditions, les équations (3.52) et (3.53) se réduisent à :

xk+1/k = Akx̂k/k +Bkuk (3.59)

f k+1/k = f k/k (3.60)

Finalement, une estimation non biaisée de l’état et du défaut n’est obtenue que si et seulement

si les contraintes (3.44)-(3.46) sont vérifiées et :

V12
k+1 = Fx

k −K
x
k+1S2

k+1 (3.61)

V23
k+1 = −K

f
k+1Hk+1Ex

k (3.62)

V13
k+1 = Ex

k −K
x
k+1Hk+1Ex

k +V12
k+1V

23
k+1 (3.63)

On résume le filtre RThSKF par les équations suivantes

Correction

x̂k+1/k+1 = xk+1/k+1 +V12
k+1 fk+1/k+1 +V13

k dk+1/k+1 (3.64)

P̂x
k+1/k+1 = P

x
k+1/k+1 +V12

k+1Pf
k+1/k+1V

12T
k+1 +V13

k+1Pd
k+1/k+1V

13T
k+1 (3.65)

f̂k+1/k+1 = fk+1/k+1 +V23
k+1dk+1/k+1 (3.66)

P̂f
k+1/k+1 = Pf

k+1/k+1 +V23
k+1Pd

k+1/k+1V
23T
k+1 (3.67)
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3.3. Synthèse du filtre ARThSKF

Sous-filtre estimateur d’état

xk+1/k = Akx̂k/k +Bkuk (3.68)

P
x
k+1/k = AkP̂

x
k/kA

T
k +Qx

k (3.69)

K
x
k+1 = P

x
k+1/kH

T
k+1C

−1
k+1 (3.70)

xk+1/k+1 = xk+1/k +K
x
k+1(yk+1−Hk+1xk+1/k) (3.71)

P
x
k+1/k+1 = (I −K

x
k+1Hk+1)P

x
k+1/k (3.72)

Sous-filtre estimateur du défaut

P
f
k+1/k+1 = (S2T

k+1C
−1
k+1S2

k+1)
+ (3.73)

K
f
k+1 = P

f
k+1/k+1S2T

k+1C
−1
k+1 (3.74)

f k+1/k+1 = K
f
k+1(yk+1−Hk+1xk+1/k) (3.75)

Sous-filtre estimateur des perturbations inconnues

P
d
k+1/k+1 = (S3T

k+1C
−1
k+1S3

k+1)
+ (3.76)

K
d
k+1 = P

d
k+1/k+1S3T

k+1C
−1
k+1(I −S2

k+1(S
2
k+1)

+) (3.77)

dk+1/k+1 = K
d
k+1(yk+1−Hk+1xk+1/k) (3.78)

3.3.3 Filtre ARThSKF

Dans cette section, on considère que les défauts et les perturbations inconnues sont injectés

dans les deux équations d’état et de sortie (xk et yk ). En utilisant la même technique proposée

par Hsieh [007a] et Hsieh [2009], l’équation de mesure du système (3.2) peut être réécrite

comme suit :

yk = Hkxk +Fy
k f̃k +Ey

kd̃k +vk (3.79)
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On définit les vecteurs augmentés des défauts et des perturbations inconnues comme suit :

dk −→ da
k =

[
d̃T

k dT
k

]T
(3.80)

fk −→ f a
k =

[
f̃ T
k f T

k

]T
(3.81)

Ainsi, le modèle du système (3.1) et (3.2) peut être décrit par :

xk+1 = Akxk +Bkuk + F̄x
k f a

k + Ēx
kda

k +wk (3.82)

yk = Hkxk + F̄y
k f a

k + Ēy
kda

k +vk (3.83)

avec

F̄x
k = [0 Fx

k ] , F̄y
k =

[
Fy

k 0
]

(3.84)

Ēx
k = [0 Ex

k] , Ēy
k =

[
Ey

k 0
]

(3.85)

En se référant à (3.56)-(3.58) et (3.84)-(3.85), on peut définir les matrices

Ū12
k+1 = F̄x

k (3.86)

Ū13
k+1 = Ēx

k + F̄x
k V̄23

k (3.87)

Ū23
k+1 = V̄23

k (3.88)

A partir (3.86)-(3.88) les équations (3.23) et (3.24) deviennent :

S̄2
k+1 = Hk+1F̄x

k + F̄y
k+1 = [Fy

k S2
k+1] (3.89)

S̄3
k+1 = Hk+1Ēx

k + Ēy
k+1 + S̄2

k+1V̄
23
k = [Ey

k+1 +Fy
k+1V

23
k Hk+1Ex

k+1 +S2
k+1V

23
k ] (3.90)

Le filtre de Kalman robuste à trois étages augmenté (ARThSKF)est obtenu à partir du filtre

RThSKF avec certaines modifications. Les équations de correction (3.64)-(3.67) s’écrivent main-
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tenant :

x̂k+1/k+1 = xk+1/k+1 +V̄12
k+1 fk+1/k+1 +V̄13

k dk+1/k+1 (3.91)

P̂x
k+1/k+1 = P

x
k+1/k+1 +V̄12

k+1Pf
k+1/k+1V̄

12T
k+1 +V̄13

k+1Pd
k+1/k+1V̄

13T
k+1 (3.92)

f̂k+1/k+1 = fk+1/k+1 +V̄23
k+1dk+1/k+1 (3.93)

P̂f
k+1/k+1 = Pf

k+1/k+1 +V̄23
k+1Pd

k+1/k+1V̄
23T
k+1 (3.94)

oùxk+1/k+1 est donné par (3.68)-(3.72), fk/k etdk/k sont donnés par

fk+1/k+1 = K f
k+1(yk+1−Hk+1x̄k+1/k) (3.95)

K f
k+1 = Pf

k+1/k+1S̄2T
k+1C

−1
k+1 (3.96)

Pf
k+1/k+1 = {S̄2T

k+1C
−1
k+1S̄2

k+1}
+ (3.97)

dk+1/k+1 = Kd
k+1(yk+1−Hk+1x̄k+1/k) (3.98)

Kd
k+1 = Pd

k+1/k+1S̄3T
k+1C

−1
k+1(I − S̄2

k+1S̄2+
k+1) (3.99)

Pd
k+1/k+1 = {S̄3T

k+1C
−1
k+1S̄3

k+1}
+ (3.100)

Théorème 3.1.Pour le système d’équations (3.1) et (3.2) avec ( Fy
k 6= 0 et Ey

k 6= 0 ), sous respect

des hypothèsesH1 - H3, alors le filtre ARThSKF permet de garantir une estimation nonbiaisée

et à minimum de variance de l’état du système, des défauts et des perturbations inconnues

(Ben Hmida et al.[010a]).

Démonstration.l’erreur d’estimation des perturbations inconnuesdk est donnée par

d̃k = da
k −dk/k

= (I −Kd
k S̄3

k −Kd
k S̄2

kV
23
k )da

k −Kd
k S̄2

k f a
k −Kd

k ek

où

ek = Hk(Ak−1x̃k−1 +wk−1)+vk
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Les contraintes pour avoir une estimation des perturbations inconnues non biaisée sont

I −Kd
k S̄3

k = 0 (3.101)

Kd
k S̄2

k = 0 (3.102)

De même, l’erreur d’estimation de défautsf̃k = f a
k − f̂k/k est donnée par

f̃k = f a
k − fk/k−V̄23

k dk/k

= (I −K f
k S̄2

k) f a
k −K f

k (S̄3
k − S̄2

kV̄
23
k−1)d

a
k −V̄23

k dk/k−K f
k ek

L’estimateur f̂k/k est non biaisé si et seulement si

V̄23
k = −K f

k (S̄3
k − S̄2

kV̄
23
k−1) (3.103)

0 = I −K f
k S̄2

k (3.104)

Enfin, l’erreur d’estimation de l’état ˜xk = xk− x̂k/k a la forme suivante :

x̃k = (I − K̄x
k)(Ak−1x̃k−1 +wk−1)− K̄x

kvk +(Ēx
k−1−Kx

kS̄2
k) f a

k −V̄12
k fk/k

+(Ēx
k−1− K̄x

kS̄3
k + K̄x

kS̄2
kV

23
k−1)d

a
k −V̄13

k dk/k

Les paramètres̄V12
k etV̄13

k se définissent alors par les relations suivantes :

V̄12
k = F̄x

k−1− K̄x
kS̄2

k−1 (3.105)

V̄13
k = Ēx

k−1− K̄x
k(S̄

3
k − S̄2

kV̄
23
k−1)+V̄12

k V̄23
k (3.106)

Si les matrices gain̄Kx
k, K f

k et Kd
k sont déterminées pour satisfaire les conditions (3.101) -

(3.106), alors le filtre proposé permet d’obtenir une estimation non biaisée et à minimum de

variance de l’état, des défauts et des perturbations inconnues. De plus, les erreurs d’estimations
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des perturbations inconnues, des défauts et de l’état sont données respectivement par

d̃k = −Kd
k ek (3.107)

f̃k = −(K f
k +V̄23

k Kd
k )ek (3.108)

x̃k = (I − K̄x
k)(Ak−1x̃k−1 +wk−1)− K̄x

kvk− (V̄12
k K f

k +V̄13
k Kd

k )ek (3.109)

avecek = Hk(Ak−1x̃k−1 +wk−1)+vk

Le filtre ARThSKF est robuste permettant une estimation non biaisée à minimum de variance

de l’état du système et des défauts en présence de perturbations inconnues.

3.4 Synthèse du filtre UMVF

Dans ce paragraphe, on considère le système décrit par (3.1) avecEy
k = 0 et on propose de

faire la synthèse du filtre récursif ayant la structure suivante :

x̂k/k−1 = Ak−1 x̂k−1 +Bk−1uk−1 +Fx
k−1 f̂k−1 (3.110)

f̂k = K f
k

(
yk−Hk x̂k/k−1

)
(3.111)

x̂k = x̂k/k−1 +Kx
k

(
yk−Hk x̂k/k−1

)
(3.112)

où les matrices gainsK f
k etKx

k seront déterminées ultérieurement.

3.4.1 Estimation non biaisée

On définit l’erreur d’innovation de la sortie par :

ỹk = yk−Hkx̂k/k−1

= Fy
k fk +HkE

x
k−1dk−1 +ek (3.113)
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avec

ek = Hkx̃k/k−1 +vk (3.114)

x̃k/k−1 = Ak−1x̃k−1 +Fx
k−1 f̃k−1 +wk−1 (3.115)

où x̃k−1 est l’erreur d’estimation de l’état et̃fk−1 est l’erreur d’estimation des défauts.

Les erreurs d’estimatioñfk−1 et x̃k−1 sont données respectivement par :

f̃k = fk− f̂k

= (I −K f
k Fy

k ) fk−K f
k HkE

x
k−1dk−1−K f

k ek (3.116)

x̃k = xk− x̂k

= (I −Kx
kHk)x̃k/k−1−Kx

kFy
k fk− (Kx

kHkE
x
k−1−Ex

k−1)dk−1−Kx
kvk (3.117)

En examinant dans (3.116) et (3.117) la dépendance des erreurs d’estimation vis-à-vis defk

etdk, on déduit que, les estimateurs (3.111) et (3.112) sont non biaisés si et seulement si :

K f
k Gk = Fk (3.118)

Kx
kGk = Γk (3.119)

avec

Gk = [Fy
k HkE

x
k−1]

Fk = [Ip 0]

Γk = [0 Ex
k−1]

Lemme 3.1. Etant donné que rang(Fy
k ) = p et que rang(HkEx

k−1) = q, alors la condition né-

cessaire et suffisante pour que les estimateurs (3.111) et (3.112) soient non biaisés est :

rank(Gk) = rang(Fy
k HkE

x
k−1) = p+q (3.120)
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Démonstration.Les équations (3.118) et (3.119) peuvent être écrites comme suit :


K f

k

Kx
k


Gk =


Fk

Γk




La condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’une solution

rang




Fk

Γk

Gk


 = rang(Gk)

Enfin on obtient

rang




Ip 0

0 Ex
k−1

Fy
k HkEx

k−1


 = rang(Fy

k HkE
x
k−1)

Alors, la matrice sur la gauche de l’égalité a un rang égal àp+q. prenant en compte l’hypo-

thèseH3 et rank(Fy
k ) = p, cela peut être facilement justifiée par considération que les défauts et

les entrées inconnues ont une influence indépendante. La condition à satisfaire est donner donc

par (3.120).

3.4.2 Estimation UMV

L’erreur d’innovation peut s’écrire :

ỹk = Gk


 fk

dk−1


+ek (3.121)

Une estimation UMV du défautfk à partir de l’erreur d’innovation (3.116) peut être obtenue en

utilisant la méthode des moindres carrés (LS : least-square).
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La matrice de variance-covariance deek est donnée par :

Ck = E [eke
T
k ] = HkP

x
k/k−1HT

k +Rk (3.122)

avec

P
x
k/k−1 = E [x̃k/k−1x̃T

k/k−1]

Dans le cas assez fréquent où la matriceCk 6= c I avecc est un réel positif alors l’équation

(3.122) ne satisfait pas le théorème de Gauss-MarkovKailath et al.[2000] et par conséquent la

méthode LS ne permet pas d’obtenir une estimation à varianceminimale. Dans ce cas, il faut

faire recours à la méthode des moindres carrés pondérés (WLS :weighted least-square) avec

une matrice de pondération égale à l’inverse de la matriceCk.

Théorème 3.2.Etant donné queE [x̃k/k−1] = 0 , la matrice Ck est définie positive, comme (3.118)

est vérifiée, alors la matrice gain Kfk garantissant une estimation UMV du défaut fk est donnée

par :

K f
k = FkG

∗
k (3.123)

avec

G∗
k = (GT

k C−1
k Gk)

−1GT
k C−1

k

Dans ce cas, l’erreur d’estimation du défaut a la forme suivante :

f̃k = −K f
k ek (3.124)

A partir de (3.124), la matricePf
k de covariance de l’erreur d’estimation du défaut est donnée

par :

Pf
k = E [ f̃k f̃ T

k ] = K f
k CkK

f T
k (3.125)
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Admettons maintenant que la contrainte (3.119) soit satisfaite ; en utilisant l’équation (3.117)

on peut déterminer l’expression de la matrice de variance-covariance de l’erreur d’estimation

d’étatPx
k

Px
k = (I −Kx

kHk) P̄x
k/k−1(I −Kx

kHk)
T +Kx

k Rk KxT
k (3.126)

Maintenant, on cherche à déterminer la matrice gainKx
k qui minimisetrace

{
Px

k =
[
x̃k x̃T

k

]}

représentant la trace de la matrice variance-covariance del’erreur d’estimation a posteriori de

l’état x̃k sous la contrainte algébrique (3.119). La solution de ce problème sera reformulée dans

le théorème 3.3.

Théorème 3.3.si la matrice GT
k C−1

k Gk est régulière, en utilisant les multiplicateurs de La-

grange, la matrice gain Kxk est donnée par

Kx
k = P

x
k/k−1HT

k C−1
k (I −GkG

∗
k)+ΓkG

∗
k (3.127)

avec

Γk =
(
GT

k C−1
k Gk

)−1
GT

k C−1
k

G∗
k = (GT

k C−1
k Gk)

−1GT
k C−1

k

3.4.3 Mise à jour du filtre

Une fois calculées les matrices gainK f
k et Kx

k (3.123) et (3.127), on passe à l’étape de mise à

jour du filtre qui consiste à calculer l’estimation a priori ˆxk/k−1 de l’état à partir de l’équation

(3.110) et la matrice de variance-covarianceP
x
k/k−1 = E [x̃k/k−1x̃T

k/k−1] :

P
x
k/k−1 =

[
Ak−1 Fx

k−1

]

Px

k−1 Px f
k−1

Pf x
k−1 Pf

k−1





AT

k−1

FxT
k−1


+Qk−1 (3.128)
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avecPx f
k = E [x̃k f̃ T

k ] est déterminée en utilisant (3.117) et (3.124).

Px f
k = (Pf x

k )T

= −(I −Kx
kHk)P

x
k/k−1HT

k K f T
k +Kx

kRkK
f T
k (3.129)

3.5 Extension du filtre UMVF

Dans cette section, on propose d’étendre le filtre UMVF pour considérer le cas où 0< rank(Fy
k )≤

p. Pour résoudre ce problème on va utiliser l’approche proposée parHsieh[2009]. A partir de

(3.146), (3.114) et (3.115) l’erreur d’estimation du défaut est réécrite sous la formesuivante :

f̃k = −K f
k HkF

x
k−1 f̃k−1−K f

k HkAk−1x̃k−1 +(I −K f
k Fy

k ) fk

−K f
k HkE

x
k−1dk−1−K f

k Hkwk−1−K f
k vk (3.130)

Supposant queE [x̃k−1] = 0 et on définit alors les matrices suivantes :

Φk = K f
k Fy

k = Ip−Σk (3.131)

Gf
k = K f

k HkF
x
k−1 (3.132)

Gd
k = K f

k HkE
x
k−1 (3.133)

où

Σk = I − (Fy
k )+Fy

k

En utilisant la technique proposée dansHsieh[2009], la valeur moyenne dẽfk est donnée par

E [ f̃k] = Σk fk−Gf
kΣk−1 fk−1 +Gf

k(Gf
k−1Σk−2) fk−2 + . . .

+(−1)kGf
k × . . .×Gf

2(Gf
1Σ0) f0−Gd

kdk−1 +Gf
kGd

k−1dk−2 + . . .

+(−1)kGf
k × . . .×Gf

1Gd
1d0 (3.134)
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Si Gf
i Σi−1 = 0 etGd

i = 0 pouri = 1, . . . ,k, alors on obtient.

E [ f̃k] = Σk fk (3.135)

Pour obtenir une estimation non biaisée à minimum de variance du défaut, la matrice gainK f
k

doit vérifier les contraintes algébriques suivantes :

K f
k Fy

k = Φk

K f
k HkF

x
k−1Σk−1 = 0 (3.136)

K f
k HkE

x
k−1 = 0

Les équations (3.136) peuvent être réécrites comme suit :

K f
k Gk = Fk (3.137)

avec :Gk =
[
Fy

k HkFx
k−1Σk−1 HkEx

k−1

]
etFk =

[
Φk 0 0

]

En utilisant (3.137), la matrice gainK f
k a la forme suivante :

K f
k = FkG

∗
k (3.138)

oùG
∗
k = (G

T
k C−1

k Gk)
+ G

T
k C−1

k etX+ désigne la pseudo inverse deX.

L’erreur d’estimation de l’état (3.117) est donnée par :

x̃k = (I −Kx
kHk)x̃k/k−1−Kx

kFy
k fk− (Kx

kHkE
x
k−1−Ex

k−1)dk−1−Kx
kvk

= (I −Kx
kHk)Ak−1x̃k−1 +(I −Kx

kHk)F
x
k−1Σk−1 fk−1−Kx

kFy
k fk

−(Kx
kHkE

x
k−1−Ex

k−1)dk−1 +(I −Kx
kHk)wk−1−Kx

kvk (3.139)

Pour avoir une estimation non biaisée de l’état, la matrice gainKx
k doit vérifier les contraintes
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suivantes :

Kx
kFy

k = 0

Kx
kHkF

x
k−1Σk−1 = Fx

k−1Σk−1 (3.140)

Kx
kHkE

x
k−1 = Ex

k−1

A partir de l’équation (3.140), on obtient par simple concaténation :

Kx
kGk = Γk (3.141)

avecΓk =
[
0 Fx

k−1Σk−1 Ex
k−1

]
et oùGk à partir de (3.137).

En se référant à (3.139) simplifié grâce aux contraintes (3.136), on calcule la matrice variance-

covariance de l’état par

Px
k = (I −Kx

kHk)P
x
k/k−1(I −Kx

kHk)
T +Kx

kRkK
xT
k (3.142)

La matrice gainKx
k est déterminée par la minimisation de la matrice gainPx

k en prenant compte

la contrainte égalité (3.141). En utilisant la méthode de Kitanidis (Kitanidis [1987]), on obtient


Ck −Gk

G
T
k 0





KxT

k

ΛT
k


 =


HkP

x
k/k−1

ΓT
k


 (3.143)

oùΛk est la matrice des multiplicateurs de Lagrange.

Si la matriceG
T
k C−1

k Gk est non singulière, l’équation (3.143) a une solution unique. Alors, la

matrice gainKx
k est donnée par

Kx∗
k = P

x
k/k−1HT

k C−1
k (I −GkG

∗
k)+ΓkG

∗
k (3.144)

L’étape de mise à jour de ce filtre est la même que celle du filtreUMVF. Elle est donnée par

les équations (3.128) et (3.129).
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3.6 Synthèse du filtre ORFSF

Dans cette partie, on considère le cas où la matrice d’injection de défauts dans l’équation

de sortie est de rang arbitraire et queEy
k = 0. Pour cela, on propose un nouveau filtre ORFSF

(Optimal Recursive Five Step Filter) qui repose sur une transformation du système original en

utilisant la technique développée dansCheng et al.[2009]. Soit rk = rank
(
Fy

k

)
< p, alors la

décomposition en valeurs singulières de la matriceFy
k est donnée par :

Fy
k =

[
U1,k U2,k

]

Σk 0

0 0





VT

1,k

VT
2,k


 (3.145)

oùΣk ∈ ℜ rk×rk, U1,k ∈ ℜ m×rk, U2,k ∈ ℜ m×(m−rk), V1,k ∈ ℜ p×rk andV2,k ∈ ℜ p×(p−rk).
[
U1,k U2,k

]

et
[
V1,k V2,k

]
sont des matrices unitaires.

Il existe une matrice de transformation

Tk =
[
TT

1,k TT
2,k

]T
,

permettant de réécrire le système (3.1) et (3.2) sous la forme :

xk+1 = Akxk +Bkuk +Fx
1,k f1,k +Fx

2,k f2,k +Ex
kdk +wk (3.146)

z1,k = H1,kxk +Σk f1,k +v1,k (3.147)

z2,k = H2,kxk +v2,k (3.148)

où

v1,k = T1,kvk

v2,k = T2,kvk

z1,k = T1,kyk ∈ ℜ rk

z2,k = T2,kyk ∈ ℜ (m−rk)

Fx
1,k = Fx

k V1,k
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Fx
2,k = Fx

k V2,k

H1,k = T1,kHk

H2,k = T2,kHk

avec les contraintes de rang

rang(H2,kF
x
2,k−1) = rang(Fx

2,k−1)

rang(H2,kE
x
k−1) = rang(Ex

k−1)

Comme
[
V1,k V2,k

]
est une matrice unitaire, on a alors :

fk = V1,k f1,k +V2,k f2,k (3.149)

La matrice de transformationTk est donnée par :

Tk =


 Irk −UT

1,kRkU2,k

(
UT

2,kRkU2,k

)−1

0(m−rk)×rk
I(m−rk)





UT

1,k

UT
2,k




DansCheng et al.[2009], sont respectivement définies les matricesR1,k et R2,k de variances

dev1,k etv2,k etR12(k, i) la matrice de covariance de ces variables. Compte tenu des définitions

dev1,k etv2,k, alors on a :

R1,k = E [v1,kv
T
1,k] = UT

1,kRkU1,k−UT
1,kRkU2,k

(
UT

2,kRkU2,k
)−1

UT
2,kRkU1,k

R2,k = E [v2,kv
T
2,k] = UT

2,kRkU2,k

R12(k,k) = E [v1,kv
T
2,k] = 0

R12(k, i) = E [v1,kv
T
2,i] = 0 pourk 6= i

Compte tenu des propriétés devk et dewk, Cheng et al.[2009] ont également montré les

relations suivantes :

– cov
[
v1,k,wi

]
= 0 etcov

[
v2,k,wi

]
= 0 pourk 6= i.
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– cov
[
v1,k,x0

]
= 0 etcov

[
v2,k,x0

]
= 0.

En tenant compte des équations d’état (3.146) - (3.148), on note qu’on ne peut pas estimer

la deuxième composante du défaut à l’instantk puisquef2,k−1 sera estimé à partir de l’état. Le

filtre proposé se résume comme suit :

x̂k/k−1 = Ak−1x̂k−1/k−1 +Bk−1uk−1 +Fx
1,k−1 f̂1,k−1 (3.150)

f̂2,k−1 = K f2
k

(
z2,k−H2,kx̂k/k−1

)
(3.151)

x̂∗k/k−1 = x̂k/k−1 +Fx
2,k−1 f̂2,k−1 +Kx∗

k (z2,k−H2,kx̂k/k−1) (3.152)

f̂1,k = K f1
k

(
z1,k−H1,kx̂

∗
k/k−1

)
(3.153)

f̂k = V1,k f̂1,k +V2,k f̂2,k−1 (3.154)

x̂k/k = x̂∗k/k−1 +Kx
k

(
z2,k−H2,kx̂

∗
k/k−1

)
(3.155)

où les matrices gainsK f1
k ∈ ℜ rk×rk, K f2

k ∈ ℜ (p−rk)×(m−rk), Kx∗
k ∈ ℜ n×(m−rk) et Kx

k ∈ ℜ n×(m−rk)

seront déterminées ultérieurement pour satisfaire les critères d’estimation (3.3) et (3.4).

3.6.1 Estimation du défaut

Compte tenu des expressions (3.151), (3.153), (3.147) et (3.148) les erreurs d’estimations des

défautsf1,k et f2,k−1 s’explicitent de la façon suivante :

f̃1,k = f1,k− f̂1,k

= (Irk −K f1
k Σk) f1,k−K f1

k e1,k (3.156)

f̃2,k−1 = f2,k−1− f̂2,k−1

= (Ip−rk −K f2
k H2,kF

x
2,k−1) f2,k−1−K f2

k H2,kE
x
k−1dk−1−K f2

k e2,k (3.157)

où

e1,k = H1,kx̃
∗
k/k−1 +v1,k (3.158)

x̃∗k/k−1 = xk− x̂∗k/k−1
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e2,k = H2,kx̃k/k−1 +v2,k (3.159)

x̃k/k−1 = Ak−1x̃k−1/k−1 +Fx
1,k−1 f̃1,k−1 +wk−1 (3.160)

x̃k/k = xk− x̂k/k

En se référant aux équations (3.156) et (3.157), les estimateurs (3.151) et (3.153) sont non

biaisés si et seulement si les matrices gainsK f1
k et K f2

k satisfont les contraintes algébriques

suivantes :

K f1
k Σk = Irk (3.161)

K f2
k Gk = Fk (3.162)

où

Gk = [H2,kF
x
2,k−1 H2,kE

x
k−1], Fk = [Ip−rk 0(p−rk)×q]

Supposant que ˜x∗k/k−1, x̃k−1/k−1 et f̃1,k−1 sont non biaisées, les matrices de covariance des

erreurse1,k ete2,k sont définies respectivement comme suit :

R̃1,k = E
[
e1,ke

T
1,k

]
= H1,kP

x∗
k/k−1HT

1,k +R1,k (3.163)

R̃2,k = E
[
e2,ke

T
2,k

]
= H2,kP

x
k/k−1HT

2,k +R2,k (3.164)

où

Px∗
k/k−1 = E

[
x̃∗k/k−1x̃∗T

k/k−1

]
, P

x
k/k−1 = E

[
x̃k/k−1x̃T

k/k−1

]

En utilisant les équations (3.161) et (3.162), les matrices gainK f1
k etK f2

k sont données respecti-

vement par :

K f1
k =

(
ΣT

k R̃−1
1,kΣk

)−1
ΣT

k R̃−1
1,k (3.165)

K f2
k = FkG

∗
k (3.166)
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oùG∗
k =

(
GT

k R̃−1
2,kGk

)+
GT

k R̃−1
2,k représente l’inverse généralisé de la matriceGk.

Compte tenu des contraintes (3.161) et (3.162) sur les gainsK f 1
k et K f 2

k , les erreurs d’estima-

tion des défauts se réduisent à :

f̃1,k = −K f1
k e1,k (3.167)

f̃2,k−1 = −K f2
k e2,k (3.168)

et les matrices de variance-covariance des erreurs d’estimations (3.167) et (3.168) se calculent

aisément à partir de celles des erreurse1,k ete2,k donnée en (3.163) et (3.164)

Pf1
k = E

[
f̃1,k( f̃1,k)

T]

=
(

ΣT
k R̃−1

1,kΣk

)−1
(3.169)

Pf2
k = E

[
f̃2,k−1( f̃2,k−1)

T]

= K f2
k R̃2,k(K

f2
k )T (3.170)

En se référant aux équations (3.149), (3.153), (3.156) et (3.157), on peut réécrire l’erreur

d’estimation du défaut̃fk sous la forme suivante :

f̃k =
[
V1,k V2,k

]

 f̃1,k

f̃2,k


 (3.171)

A partir de (3.171), la matrice de variance-covariancePf
k se calcule par :

Pf
k =

[
V1,k V2,k

]

Pf1

k Pf12
k

Pf21
k Pf2

k





VT

1,k

VT
2,k


 (3.172)

où

Pf12
k = E [ f̃1,k f̃ T

2,k−1] = K f1
k H1,k

[
P̄x

k/k−1HT
2,k + S̃k

]
(K f2

k )T . (3.173)

121



Chapitre 3. Estimation jointe et robuste de l’état et des défauts en présence de perturbations inconnues

avec :

S̃k = E [x̃∗k/k−1vT
2,k]

= −(Fx
k−1K f2

k +Kx∗
k )R̃2,k (3.174)

3.6.2 Estimation de l’état du système

En se référant aux équations (3.1) et (3.152), l’erreur d’estimation de l’état ˜x∗k/k−1 s’écrit :

x̃∗k/k−1 = ˜̄xk/k−1− (Kx∗
k +Fx

2,k−1K f2
k )e2,k +(Ex

k−1−Kx∗
k H2,kE

x
k−1)dk−1−Kx∗

k H2,kF
x
2,k−1 f2,k−1

(3.175)

L’estimateur ˆx∗k/k−1 est non biaisé si et seulement siKx∗
k satisfait la contrainte suivante :

Kx∗
k Gk = F∗

k (3.176)

où

Gk = [H2,kF
x
2,k−1 H2,kE

x
k−1], F

∗
k =

[
0n×(p−rk) Ex

k−1

]

Lemme 3.2.la condition nécessaire et suffisante pour que les estimateurs f̂2,k−1 etx̂∗k/k−1 soient

non-biaisés est :

rank(Gk) = rang(Fx
2,k−1)+ rang(Ex

k−1) (3.177)

Démonstration.les équations (3.162) et (3.176) sont réécrites comme suit :


 K f2

k

Kx∗
k


Gk =


 Fk

F∗
k


 (3.178)

et elles doivent être résolues par rapport àK f2
k etKx∗

k .
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La condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’une solution à (3.178) est :

rang




Fk

F∗
k

Gk


 = rang(Gk) (3.179)

En développant l’équation (3.179) compte tenu des définitions deFk, F∗
k et Gk on obtient

alors

rang




Ip−rk 0(p−rk)×q

0n×(p−rk) Ex
k−1

H2,kFx
2,k−1 H2,kEx

k−1


 = rang(H2,kF

x
2,k−1 H2,kE

x
k−1) (3.180)

Cependant, dans la pratique, il est justifié de supposer que lesdéfauts et les perturbations

inconnues ont des influences indépendantes, la condition à satisfaire étant (3.177). A partir des

équations (3.175) et (3.176), la matrice de variance-covariancePx∗
k/k−1 = E

[
x̃∗k/k−1(x̃

∗
k/k−1)

T
]

est donnée par :

Px∗
k/k−1 = (In−Fx

2,k−1K f2
k H2,k−Kx∗

k H2,k)P
x
k/k−1(In−Fx

2,k−1K f2
k H2,k−Kx∗

k H2,k)
T

+(Fx
2,k−1K f2

k +Kx∗
k )R2,k(F

x
2,k−1K f2

k +Kx∗
k )T (3.181)

La matrice gainKx∗
k est déterminée par minimisation de la trace de la matricePx∗

k/k−1 sachant

que (3.176) est vérifiée. En utilisant la méthode deKitanidis [1987], on obtient :


R̃2,k −Gk

GT
k 0





(Kx∗

k )T

(Λ∗
k)

T


 =


−R̃2,k(K

f2
k )T(Fx

2,k−1)
T +H2,kP̄x

k/k−1

F∗
k


 (3.182)

oùΛ∗
k est la matrice des multiplicateurs de Lagrange.

L’équation (3.182) admet une solution unique. Par conséquent, la matrice gainKx∗
k est donnée
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par :

Kx∗
k =

[
P̄x

k/k−1HT
2,k−Fx

2,k−1K f2
k R̃2,k

]
R̃−1

2,k(I −GkG
∗
k)+F∗

k G∗
k (3.183)

oùG∗
k =

(
GT

k R̃−1
2,kGk

)+
GT

k R̃−1
2,k représente l’inverse généralisé de la matriceGk.

En utilisant (3.1) et (3.155), l’erreur d’estimation de l’état ˜xk/k = xk− x̂k/k a comme expres-

sion :

x̃k/k = (I −Kx
kH2,k)x̃

∗
k/k−1−Kx

kv2,k (3.184)

La matrice de variance-covariancePx
k/k = E

[
x̃k/kx̃

T
k/k

]
est déterminée à partir des équations

(3.184), (3.183), (3.184), (3.176), (3.175) et (3.159).

Px
k/k = Px∗

k/k−1 +Kx
kR∗

kKxT
k −V∗

k KxT
k −Kx

kV∗T
k (3.185)

où

R∗
k = H2,kP

x∗
k/k−1HT

2,k +R2,k +H2,kS
∗
k +(H2,kS

∗
k)

T (3.186)

V∗
k = Px∗

k/k−1(H2,k)
T +S∗k (3.187)

S∗k = E
[
x̃∗k/k−1vT

2,k

]
= −(Fx

2,k−1K f 2
k +Kx∗

k )R2,k (3.188)

Pour minimiser la trace dePx
k/k (3.185), on prend la matrice gainKx

k comme suit :

Kx
k = (Px∗

k/k−1HT
2,k +S∗k)α

T
k (αkR

∗
kα T

k )−1αk (3.189)

où αk est une matrice arbitraire qui doit être choisi afin queαkR∗
kα T

k soit de rang pleinGillijns

et Moor[007a] et Darouach et al.[2003].
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3.6.3 Mise à jour du filtre

A partir de (3.160), la matrice de variance-covarianceP
x
k/k−1 se calcule par :

P
x
k+1/k = E

[
x̃k+1/k(x̃k+1/k)

T]

=
[
Ak Fx

1,k

]

 Px

k/k Px f1
k

(Px f1
k )T Pf1

k





 AT

k

FxT
1,k


+Qk (3.190)

oùPx f1
k est calculée en utilisant les équations (3.184) et (3.156). Pour cela on obtient :

Px f1
k = E

[
x̃k/k( f̃1,k)

T]

= (Kx
k(V

∗
k )T −Px∗

k/k−1)(K
f 1
k H1,k))

T (3.191)

3.7 Exemples illustratifs

Dans cette section, on propose d’utiliser les filtres EUMV, ARThSKF et ORFSF développés

respectivement parBen Hmida et al.[2010, 010a] et Khémiri et al.[2011a] pour résoudre le

problème d’estimation simultanée des défauts actionneurset capteurs. De plus, on propose de

mener une étude comparative entre les filtres que nous proposons et des filtres existants dans la

littérature, en particulier des filtres développés dansHsieh[2009] et Hsieh[2000].

3.7.1 Exemple 1 : estimation simultanée des défauts actionneurs et cap-

teurs

On considère le même exemple numérique utilisé dansChen et Patton[1996], Chen et Pat-

ton [1999]. Le modèle linéarisé d’un circuit de commande de vol longitudinal simplifié est le

suivant :

xk+1 = (Ak +∆Ak)xk +(Bk +∆Bk)uk +Fa
k f a

k +wk

yk = Hkxk +Fs
k f s

k +vk
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où les variables d’état sont : l’angle de lancementδz, la vitesse de lancementωz, la vitesse

normaleηy, l’entrée de commandeuk le signal de commande d’ascenseur.Fa
k etFs

k sont respec-

tivement les matrices de distribution du défaut actionneurf a
k et du défaut capteurf s

k.

Le système se réecrit comme suit :

xk+1 = Akxk +Bkuk +Fx
k fk +Ex

kdk +wk

yk = Hkxk +Fy
k fk +vk

où

Fx
k = [Fa

k 0]

Fy
k = [0 Fs

k ]

Le termeEx
kdk caractérise les incertitudes dans les matricesAk etBk :

Ex
kdk = ∆Akxk +∆Bkuk

Les données numériques du système sont les suivantes :

Ak =




0.9944 −0.1203 −0.4302

0.0017 0.9902 −0.0747

0 0.8187 0


 ,Bk =




0.4252

−0.0082

0.1813


 ,

Hk = I3×3,xk = [ηy ωz δz]
T ,Qk = diag

{
0.12,0.12,0.012} ,Rk = 0.12I3×3

On propose d’introduire simultanément dans le système deuxdéfauts de la forme suivante :


 f a

k

f s
k


 =


 4us(k−20)−4us(k−60)

−2us(k−30)+2us(k−70)




avecus(k) =





1 si k≥ 0

0 si k< 0
la fonction échelon de position d’amplitude unité.

126



3.7. Exemples illustratifs

Le premier défautf a
k affecte l’actionneur et le deuxième défautf s

k affecte le capteur deδz. Les

perturbations inconnues sont données par :

Ex
kdk = Ex

k {[∆a21 ∆a22 ∆a23]xk +∆b2uk}

où∆ai j et∆b j (i = 1, j = 1,2,3) sont les perturbations affectant les coefficients aérodynamiques

ai j et de commandeb j .

Les matrices d’injection des défauts et des perturbations inconnues sont prises comme suit :

Ex
k =




0

1

0


 ,Fa

k =




0.4252

−0.0082

0.1813


 ,Fs

k




0

0

1




Dans la simulation, les coefficients aérodynamique sont perturbés par±50%, c’est-à-dire∆ai j =

−0.5ai j et∆b j = 0.5b j . En outre, on va prendreuk = 10,x0 = 0 etP0 = 0.12I3×3.

Dans les figures3.2et3.3, on présente respectivement les vecteurs d’état et des défauts réels et

leurs estimés.
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FIGURE 3.2 – Estimation de l’étatxk

127



Chapitre 3. Estimation jointe et robuste de l’état et des défauts en présence de perturbations inconnues

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
−1

0

1

2

3

4

5

temps

dé
fa

ut
 a

ct
io

nn
eu

r

 

 

reél
ARThSKF
EUMV
ORFSF

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

temps

dé
fa

ut
 c

ap
te

ur

FIGURE 3.3 – Estimation simultanée d’un défaut actionneur et d’un défaut capteur

L’évaluation de performances en utilisant les indicateursRMSE(Root Mean Square Errors) et

les traces des matrices de variance-covariance est résuméedans les tableaux 3.1 et 3.2.

Filtres x1 x2 x3 f a f s

ARThSKF 0.1015 0.1090 0.1203 0.6297 0.1504
EUMV 0.1015 0.1095 0.1205 1.8974 0.1513
ORFSF 0.1015 0.1278 0.1097 0.6330 0.1678

TABLE 3.1 – Evaluation des valeurs RMSE

Filtres trace(Px
k/k) trace(Pf 1

k/k) trace(Pf 2
k/k) trace(Pf

k/k)

ARThSKF 0.0329 - - 0.1820
EUMV 0.0329 - - 0.0229
ORFSF 0.0255 0.0205 0.1564 0.1769

TABLE 3.2 – Trace des matrices variance-covariance de l’état et des défauts

3.7.2 Exemple 2 : étude comparative

Dans ce paragraphe, on présente une étude comparative des filtres proposés par rapport à deux

filtre existants dans la littérature à travers un exemple académique. Les paramètres du système

128
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sont donnés par :

xk =




x1,k

x2,k

x3,k


 ,Ak =




ak 0.1 0.2

0.1 0.6 0.3

0.5 0.1 0.25


 ,ak = 0.3+0.2sin(0.2k), Bk =




2

−1.5

0.5




Fx
k =




0.5 0.7

1.5 1.1

0.8 0.9


 , Ex

k =




0

2

1


 , Hk =




1 −1 0

0 1 0

0 −1 −1


 ,

Qk = 0.1I3×3, Rk = 0.01I3×3, x0 =




1

−2

1


 , x̂0 =




0

0

0


 ,Px

0 = I3×3

(Fy
k )1 =




2 1.4

0.6 0.3

0.2 1.6


 ,(Fy

k )2 =




2 1

0.6 0.3

0.2 0.1


 ,(Fy

k )3 =




2 0

0.6 0

0.2 0


 ,(Fy

k )4 =




0 1.4

0 0.3

0 1.6




La figure 3.4 illustre la séquence d’entrée du système pour un temps de simulation corres-

pondent à N=100 échantillons.
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FIGURE 3.4 – Entrée de commandeuk du système

Les défauts et la perturbation sont définis respectivement par :
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 f 1

k

f 2
k


 =


4us(k−25)−4us(k−70)

5us(k−30)−5us(k−65)




dk = 4us(k−15)−4us(k−55)

Les figures3.5-3.9 représentent l’évolution des grandeurs d’état et des défauts ainsi que leurs

estimations. On remarque qu’il a un découplage parfait de laperturbation inconnuedk que ce

soit sur l’estimation des grandeurs d’état ou sur l’estimation des défauts.
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FIGURE 3.5 – Estimation de la variable d’étatx1
k

Les tableaux 3.3 et 3.4 présentent l’évaluation de performances en utilisant les indicateurs

RMSEet les traces des matrices de variance-covariance.
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Fy
k Filter x1

k x2
k x3

k f 1
k f 2

k

UERTSKF 0.4246 0.2502 0.4470 0.3813 0.3845

(Fy
k )1

ERTSF 0.4465 0.1586 0.4705 0.4165 0.4162
ARThSKF 0.4466 0.2546 0.4729 0.3951 0.3976
EUMVF 0.4465 0.1586 0.4705 0.4165 0.4162

RFSF 0.4465 0.1586 0.4705 0.4165 0.4162
UERTSKF 0.2979 0.2228 0.1686 0.7312 1.5223

(Fy
k )2

ERTSF 0.2813 0.0986 0.1363 0.7312 1.5223
ARThSKF 0.2959 0.2230 0.1688 0.7311 1.5224
EUMVF 0.2813 0.0986 0.1363 0.7312 1.5223

RFSF 0.2813 0.0986 0.1363 0.4757 0.8756
UERTSKF 0.2895 0.2229 0.1697 0.1190 2.9580

(Fy
k )3

ERTSF 0.2733 0.0986 0.1375 0.1193 2.9580
ARThSKF 0.2886 0.2229 0.1698 0.1191 0.8127
EUMVF 0.2733 0.0986 0.1375 0.1193 2.9580

RFSF 0.2733 0.0986 0.1375 0.1193 0.8133
UERTSKF 0.2126 0.2178 0.2606 2.6833 0.1223

(Fy
k )4

ERTSF 0.1899 0.0863 0.2409 2.6833 0.1231
ARThSKF 0.2124 0.2309 0.2639 0.6451 0.1222
EUMVF 0.1899 0.0863 0.2409 2.6833 0.1231

RFSF 0.1899 0.0863 0.2409 0.6631 0.1231

TABLE 3.3 – Evaluation des valeursRMSE

Fy
k Filter trace(Px

k/k) trace(Pf 1
k/k) trace(Pf 2

k/k) trace(Pf
k/k)

UERTSKF 0.4004 - - 0.2947

(Fy
k )1

ERTSF 0.4704 - - 0.3540
ARThSKF 0.3367 - - 0.2270
EUMVF 0.4704 - - 0.3540

RFSF 0.4704 0. 3540 - 0.3540
UERTSKF 0.1506 - - 0.0172

(Fy
k )2

ERTSF 0.1508 - - 0.0172
ARThSKF 0.1508 - - 0.0171
EUMVF 0.1508 - - 0.0172

RFSF 0.1508 0.0172 0.4050 0.4222
UERTSKF 0.1421 - - 0.0201

(Fy
k )3

ERTSF 0.1428 - - 0.0202
ARThSKF 0.1420 - - 0.0201
EUMVF 0.1428 - - 0.0202

RFSF 0.1428 0.0202 0.1080 0.1282
UERTSKF 0.1288 - - 0.0217

(Fy
k )4

ERTSF 0.1282 - - 0.0216
ARThSKF 0.1283 - - 0.0216
EUMVF 0.1282 - - 0.0216

RFSF 0.1282 0.0216 0.1570 0.1786

TABLE 3.4 – Trace des matrices variance-covariance de l’état et des défauts
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FIGURE 3.6 – Estimation de la variable d’étatx2
k
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FIGURE 3.8 – Estimation du défautf 1
k
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FIGURE 3.9 – Estimation du défautf 2
k

133



Chapitre 3. Estimation jointe et robuste de l’état et des défauts en présence de perturbations inconnues

D’après les résultats présentés dans les figures3.5-3.9 et les tableaux 3.3 et 3.4, nous tirons

les conclusions suivantes :

– Pour le cas où la matriceFy
k est de rang plein, on constate que les filtres ERTSF, EUMVF et

RFSF ont des performances équivalentes et que le filtre UERTSKFpossède les meilleures

performances ;

– Pour les trois autres cas où la matriceFy
k est de rang non plein, on remarque que le filtre

RFSF est plus performant et plus particulièrement au niveau de l’estimation des défauts.

– D’après le tableau 3.4, on remarque que les traces des matrices de variance-covariance des

défauts vérifient les relations suivantes :

trace(Pf (autres f iltres)) ≤ trace(Pf (RFSF)) = trace(Pf1(RFSF))+ trace(Pf2(RFSF))

trace(Pf1(RFSF)) = trace(Pf (ERTSF)) = trace(Pf (EUMV))

∼= trace(Pf (UERTSKF)) ∼= trace(Pf (ARThSKF))

Il est claire que tous les filtres, pour le premier cas, ont presque les mêmes résultats. Par

contre pour les autres cas les traces des matrices de variance-covariance des défauts des filtres

UERTSKF, ERTSF, ARThSKF et EUMVF sont inférieures à celle dufiltre RFSF car elles

concernent une seule composante du vecteur défauts.

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, le problème de l’estimation robuste et conjointe de l’état et des défauts de

systèmes stochastiques linéaires à temps variant, à temps discret et en présence des perturba-

tions inconnues est résolu par la synthèse de trois nouveauxfiltres récursifs. Ces filtres ont été

utilisés pour résoudre, d’une part, le problème d’estimation simultanée des défauts actionneurs

et capteurs et, d’autre part, pour mener une étude comparative avec des filtres existants dans la

littérature. Les résultats de simulation ont montré que lesfiltres ARThSKF et RFSF permettent

d’obtenir de bonnes estimations de l’état et des défauts même si la matrice de distribution di-

recte des défauts n’est pas de rang plein.
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Ce travail avait pour objet l’estimation non biaisée et robuste de défauts affectant des systèmes

linéaires, stochastiques à temps discret et incertains. Trois chapitres font état de la mise au point

des méthodes d’estimation proposées.

On a présenté une revue de la littérature sur le filtrage à entrées inconnues des systèmes

linéaires stochastiques à temps discret. Une étude bibliographique avec un développement de

certaines approches a été faite. Ceci, nous a permit d’effectuer une étude comparative entre

les diverses approches. Par conséquence, on a pu mettre en évidence les inconvénients et les

avantages de chaque approche qui ont fait notre objectif dans le reste de nos travaux.

On a étudié le filtrage proportionnel-intégral des systèmeslinéaires à entrées inconnues. Trois

solutions en réponse à trois problèmes d’estimation sont présentées. La première est consacrée

à la conception d’un observateur proportionnel multi-intégral à entrées inconnues qui a permi

une estimation découplée de l’état et des entrées inconnuessous forme polynomiale de degré "

p ". L’observateur obtenu testé par un exemple numérique où lesystème considéré est affecté

par des entrées inconnues de degré 3, a donné des résultats tout à fait satisfaisants. La deuxième,

nommée PI TSKF, est conçue pour résoudre le problème d’estimation robuste en présence des

incertitudes sur les matrices de covariance des bruits d’état, de mesures et des entrées incon-

nues. La solution proposée s’est révélée efficace et a donné des résultats acceptables. Une autre

solution qui apparaît plus intéressante est le filtre PI ThSKF qui est développé pour résoudre le

problème d’estimation jointe et robuste des défauts et d’état en présence d’entrées inconnues et
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d’incertitudes sur les matrices de covariance des différents bruits d’état, de mesures, des défauts

et des entrées inconnues. Les résultats obtenus par simulation à travers un exemple numérique

montrent l’efficacité de ce filtre.

Le problème de l’estimation robuste non biaisée à minimum devariance en présence de per-

turbations inconnues est résolu en présentant trois filtresrécursifs robustes. Par une modification

des sous-filtres estimateurs de l’OThSKF on a proposé le filtre ARThSKF (Augmented Robust

Three Stage Kalman Filter). Le deuxième filtre est conçu par l’utilisation d’un estimateur li-

néaire non-biaisé et à minimum de variance (LUMVE : Linear Unbiased Minimum-Variance

Estimator). L’estimation des défauts est obtenue en utilisant la méthode des moindres carrés

pondérés (WLS : Weighted Least-Square). On a commencé par traiter le cas simple où la ma-

trice directe d’injection des défauts sur les mesures est derang plein, et par la suite nous avons

étendu ce travail pour traiter le cas où cette matrice est de rang arbitraire. Malheureusement, ce

filtre a souffert d’une certaine insuffisance, dans certainscas, en délivrant une estimation biai-

sée des défauts. Ces insuffisances sont comblées par le troisième filtre nommé RFSF (Recursive

Five Step Filter). Les trois approches sont testés à travers: une application des trois filtres à l’es-

timation simultanée d’un défaut capteur et d’un défaut actionneur en présence de perturbations

inconnues et une étude comparative entre ces trois filtres etdes filtres de la littérature.

Ces orientations que nous avons proposées constituent un élément fondamental pour la satis-

faction des objectifs d’un système d’aide au diagnostic, à savoir :

– la détection précoce des défauts avec le minimum de fausse alarme.

– la quasi-insensibilité vis-à-vis des entrées inconnues pour obtenir une estimation robuste

des défauts.

Enfin, dans la suite de nos travaux on envisage de proposer unestructure de commande tolé-

rante aux défauts (dite FTC : Fault Tolerant Control). Une telle structure permettra de garantir

une continuité de fonctionnement avec des performances satisfaisantes malgré la présence de

certains défauts (c’est-à-dire en mode dégradé).
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Résumé Cette thèse traite le problème de filtrage non biaisé et à minimum de variance par deux tech-

niques : le filtrage proportionnel intégral et le filtrage robuste à minimum de variance. Dans la première,

le développement d’un observateur multi-intégral (PIp) a permi une estimation non biaisée de l’état pour

les systèmes linéaires à temps discret en présence d’entrées inconnues. Deux nouveaux filtres ont était

également développés tels que les filtres PITSKF et PIThSKF pour résoudre le problème d’estimation

robuste et jointe d’état et des défauts en présence d’entrées inconnues et des incertitudes sur les matrices

de covariance des différents bruits d’état, des mesures, des défauts et des entrées inconnues. Une autre

technique de filtrage est également envisagée pour s’affranchir de la connaissance des modèles à priori

des défauts et des entrées inconnues, on a donc développé le filtre ARThSKF. De plus, nous avons conçu

deux nouveaux filtres EUMVF et ORFSF pour résoudre le problème posépar le rang arbitraire de la

matrice directe d’injection des défauts sur les mesures.

Mots-clésSystème linéaire, entrée inconnue, observateur à entrée inconnue, observateur proportionnel

multi-intégral, défaut, filtre de Kalman, estimation robuste, estimation non biaisée à minimum de va-

riance.

Abstract This thesis addresses the problem of unbiased minimum variance filtering by two tech-

niques : the proportional integral filter and the robust minimum variance filtering. In the first, the develop-

ment of a multi-integral observer (PIp) has allowed an unbiased estimation of the state and the unknown

input for linear discrete time systems. Two new filters have also developed such as the PITSKF and the

PIThSKF to solve the problem of the robust joint state and fault estimation in the presence of unknown

inputs and uncertainties in the covariance matrices of different noises of the state, the measurement and

the faults. Another filtering technique is also proposed to overcome the knowledge of the prior models of

the faults and the unknown inputs, so, we have designed the ARThSKF. Inaddition, we have developed

two new filters the EUMVF and the ORFSF to solve the problem posed by the arbitrary rank of the direct

feedthrough matrix distribution of the fault.

Keywords linear system, unknown input, unknown input observer, proportional multi-integral observer,

fault, Kalman filter, robust estimation, unbiased minimum variance estimation
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