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Résumé

Dans le cadre de la discrétion acoustique des navires militaires, cette these contribue a
la modélisation de structures amorties par des matériaux viscoélastiques, sous forme de
couches contraintes. Afin de pouvoir optimiser et dimensionner la structure et le matériau
amortissant, il est souhaitable de disposer d’un outil numérique prédictif et efficace. Dans
un premier temps, une stratégie de caractérisation et de modélisation du comportement de
matériaux viscoélastiques est proposée. Elle inclue une méthode de recalage de résultats de
mesures par DMA basée sur le respect des relations de Kramers-Kronig, permettant ainsi
de construire des courbes maitresses du matériau en accord avec le principe de causalité.
Dans un deuxieme temps, un code de calcul par éléments finis est développé, puis des
essais de vibration sur structures sandwich sont réalisés afin de valider la modélisation par
éléments finis de structures munies de matériaux viscoélastiques. Dans le cas d’une fine
couche viscoélastique insérée dans une structure maillée par des éléments volumiques, deux
éléments d’interface sont développés : ils permettent de tester simplement plusieurs configu-
rations. Enfin, dans un troisieme temps, deux catégories de méthodes de réduction adaptées
au calcul de la réponse fréquentielle de structures fortement amorties par des matériaux
viscoélastiques sont étudiées : les méthodes de projection sur bases modales et la méthode
de reconstruction par approximants de Padé. Dans le cadre d’études paramétriques pour
I'optimisation des performances acoustiques des traitements viscoélastiques contraints, les

avantages des méthodes développées sont mis en avant a travers deux cas d’application.

Mots clés :  Matériaux viscoélastiques, Eléments finis, Essais DMA, Relations de Kra-
mers-Kronig, Analyse modale expérimentale, Interfaces viscoélastiques, Projection modale,

Approximants de Padé






Abstract

In the context of acoustic discretion of naval ships, this thesis contributes to the mo-
delling of viscoelastically damped structures by means of thin constrained layers. In order
to optimize and design the structure and the damping material, a predictive and efficient
numerical tool is desirable. Firstly, a characterization and modelling strategy of the be-
haviour of viscoelastic materials is proposed. A shifting procedure of DMA measurements
based on the fulfilment of the Kramers-Kronig relations is developed in order to build
master curves of the material which are consistent with the causality principle. Secondly,
a finite element code is developed, and vibration experiments are realized in order to va-
lidate the finite element modelling of structures with viscoelastic materials. In the case
of thin constrained viscoelastic layers applied to a structure meshed using brick elements,
two interface finite elements are developed, which facilitate parametric studies. Finally,
two families of reduction methods adapted to the calculation of the frequency response of
structures highly damped by viscoelastic materials are studied : modal projection methods
and Padé approximants reconstruction method. The advantages of the proposed methods,
in the frame of parametric studies for the optimization of the acoustic performances of

constrained viscoelastic layers, are highlighted through two applications.

Keywords :  Viscoelastic materials, Finite element method, DMA measurements, Kra-
mers-Kronig relations, Modal analysis testing, Viscoelastic interfaces, Modal projection

methods, Padé approximants
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Introduction

Contexte industriel. Dans le domaine naval militaire, la maitrise des performances
acoustiques est primordiale, en particulier pour les sous-marins ou la furtivité et la discré-
tion contribuent a donner ’avantage acoustique nécessaire a la bonne réalisation de ses
missions. La discrétion d’'un sous-marin passe par une réduction et un masquage de sa
signature acoustique. Or, il existe de nombreuses sources de bruit et de vibrations & bord
d’un sous-marin. On peut citer par exemple le bruit et les vibrations engendrées par le
fonctionnement des moteurs et générateurs, les échappements de gaz du moteur, le systeme
de propulsion, ou encore 1’écoulement de I’eau sur la coque externe. Des technologies d’iso-
lation vibratoire et de contréle du bruit sont déja mises en place dans certaines parties du
sous-marin. Les traitements amortissants par couche viscoélastique contrainte constituent
un pan important des techniques de réduction de bruit et de vibration. Ils consistent a
intégrer au sein de la structure vibrante une couche d’un matériau viscoélastique ayant
une bonne capacité d’amortissement. Une partie de 1’énergie vibratoire est alors dissipée
par chaleur lors des déformations de cisaillement subies par la couche viscoélastique. Ce
traitement passif est notamment appliqué dans le dome sonar afin d’atténuer les bruits
parasites liés entre autres a ’écoulement de 'eau [128] ou encore dans les pales de pro-
pulseur pour éviter les vibrations et les phénomenes de cavitation [I30]. Cependant, la
constante évolution des techniques de controle de bruit et de vibration conduit & recher-
cher de maniére continue des solutions technologiques de plus en plus performantes [9, [79].
Cette these, financée par un contrat Cifre/Défense, a été initiée par la volonté de DCNS
d’améliorer les performances des traitements viscoélastiques existants, ainsi que d’étendre
leur domaine d’application.

Des techniques expérimentales peuvent étre utilisées pour déterminer le matériau, les di-
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INTRODUCTION

mensions et les placements optimaux de la couche viscoélastique qui conduisent a un
amortissement maximal des vibrations de la structure. Une approche classique consiste a
exciter la structure amortie sur une gamme de fréquence par un pot vibrant et a mesurer
sa réponse par des accélérometres ou un vibrometre laser a balayage. Néanmoins, cette
approche nécessite non seulement des moyens financiers importants, mais également des
équipements adaptés. En effet, certaines structures du sous-marin munies de matériaux
viscoélastiques pesent jusqu’a 2 tonnes, ce qui rend leur mise en vibration difficile. Afin de
s’affranchir des inconvénients de I’analyse expérimentale, les traitements amortissants sont
dimensionnés des la conception de la structure. La stratégie d’optimisation des traitements
viscoélastiques se fait généralement en trois étapes [177] :

— développement d’un outil numérique prédictif et efficace,

— optimisation du traitement amortissant par simulation numérique,

— validation de la méthodologie par comparaison des résultats de simulation avec

I'expérience.

La premiere étape requiert une méthodologie de modélisation capable de représenter conve-
nablement le comportement de structures intégrant des matériaux viscoélastiques. Bien
que de nombreuses solutions analytiques existent pour ’étude des vibrations forcées de
poutres ou de plaques sandwich, la simulation par éléments finis est classiquement utilisée.
Néanmoins, la modélisation de structures amorties par des matériaux viscoélastiques se
heurte a deux difficultés : la dépendance des propriétés du matériau amortissant avec cer-
tains parametres tels que la fréquence et la température, ainsi que la nécessité de prendre
en compte avec précision les effets de cisaillement dans la couche viscoélastique. C’est
pourquoi une validation expérimentale du modele éléments finis est souvent souhaitable.
Dans le cadre d'un Projet d’Etude Amont, DCNS a mené il y a quelques années une
série d’essais de vibration en air et en eau sur des plaques métalliques munies de couches
viscoélastiques, dans le but de comparer et de valider plusieurs stratégies de modélisation.
Cependant, cette étude a mis en évidence des écarts entre expérience et simulation. Mon
stage de master a été I'occasion d’exploiter les résultats des essais en air lors d’une nouvelle
comparaison calculs/essais en utilisant une autre approche de modélisation. Pour cela, un

code de calcul par éléments finis a été développé pour la modélisation de structures avec
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INTRODUCTION

matériaux viscoélastiques intégrés. Des écarts ont a nouveau été observés et ont alors sou-
levé le besoin d’une étude plus approfondie dans le but d’identifier les sources potentielles

d’erreurs tant expérimentales que numériques.

Objectifs et contenu de la these. Le premier objectif de la these est de propo-
ser une stratégie de caractérisation et de modélisation du comportement des matériaux
viscoélastiques. L’approche développée se limite a ’étude des effets de fréquence et de
température dans le domaine de la viscoélasticité linéaire, et est appliquée a la caractérisa-
tion d’un élastomere industriel. Ce travail correspond & la premiere partie de la these.

Le premier chapitre présente les principales méthodes de mesure des propriétés mécaniques
dynamiques de matériaux viscoélastiques. Il décrit également le protocole expérimental des
essais réalisés pour la mesure du module de cisaillement et du module de compressibilité
de I’élastomere étudié.

Le deuxieme chapitre concerne l'obtention des courbes maitresses a partir des essais
de caractérisation décrits au chapitre précédent. Les bases du principe de superposition
temps-température classiquement appliqué pour extrapoler les propriétés mécaniques des
matériaux viscoélastiques au-dela du domaine de fréquences expérimentales sont décrites.
La méthode de recalage basée sur le respect des relations de Kramers-Kronig et développée
pour la construction de courbes maitresses en accord avec le principe de causalité est
décrite, puis validée dans le cas de ’élastomere étudié.

Le troisieme chapitre traite de la modélisation du comportement des matériaux visco-
élastiques. Les principaux modeles viscoélastiques existants sont présentés, puis les pa-
rametres de ces modeles sont identifiés & partir des courbes maitresses des modules de

cisaillement et de compressibilité issues du deuxiéme chapitre.

Le deuxieme objectif de cette thése porte sur la modélisation par éléments finis de
structures munies de matériaux viscoélastiques. On s’intéresse plus particulierement a la
modélisation d’une couche viscoélastique contrainte insérée dans une structure maillée par

des éléments volumiques.
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INTRODUCTION

Le quatrieme chapitre présente une analyse bibliographique des méthodologies existantes
de modélisation de structures amorties par une couche viscoélastique contrainte. Puis,
apres un rappel sur la formulation variationnelle et la discrétisation par éléments finis,
la stratégie de modélisation adoptée est décrite, puis validée par comparaison avec le
code industriel éléments finis Nastran. Une loi de comportement tridimensionnelle du
matériau viscoélastique est construite a partir des modeles unidimensionnels identifiés
dans le troisieme chapitre.

Le modele éléments finis défini est ensuite confronté a ’expérience, via des essais de vibra-
tion de structures sandwich. Le cinquiéme chapitre décrit le protocole de réalisation des
essais expérimentaux et numériques et présente ’analyse comparative des résultats.

Dans le sixieme chapitre, deux éléments finis d’interface sont proposés pour modéliser de
fines couches viscoélastiques. Ces éléments, définis & partir d’'une surface entre deux parties
élastiques de la structure, peuvent étre utilisés en tant que modele réduit dans le cadre

d’une étude paramétrique.

Le troisieme objectif de cette these est d’identifier des méthodes de réduction adaptées
au calcul de la réponse fréquentielle de structures fortement amorties par des matériaux
viscoélastiques. Il est en effet important de disposer d’un outil de calcul efficace en terme de
colut numérique pour I'optimisation des traitements viscoélastiques. Deux approches sont
proposées dans les deux premiers chapitres de la troisieme partie dans le but de réduire le
cout de calcul de la réponse fréquentielle.

Le septieme chapitre présente diverses méthodes de projection sur bases modales pour le
calcul de la réponse fréquentielle de structure munies de matériaux viscoélastiques. Une
étude comparative de la précision et du temps de calcul de la solution approchée par
chacune de ces méthodes est réalisée.

Le huitieme chapitre présente une méthode de reconstruction de la réponse fréquentielle
par approximations de Padé. Une procédure automatique de reconstruction de la réponse
sur toute la gamme de fréquence est proposée.

Enfin, le dernier chapitre est constitué de deux cas d’application dont le but est de montrer

les avantages des approches décrites dans les chapitres précédents.
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Introduction

Les polymeres sont constitués de molécules tres longues (macromolécules) formées
par la jonction d’un grand nombre de petites unités chimiques appelées monomeres. Ces
molécules peuvent étre liées entre elles par des liaisons physiques ou chimiques. Les pro-
priétés mécaniques d’un polymere sont fortement liées au mouvement des chaines macro-
moléculaires. La figure [l met en évidence I'influence de la température et de la fréquence
sur le module élastique et le facteur de perte d’'un polymere amorphe. Plusieurs zones
distinctes du comportement peuvent étre identifiées. Pour chacune d’entres elles, il est
possible de faire le lien entre le comportement macromoléculaire et les caractéristiques
macroscopiques du matériau :

— Plateau vitreux : dans cette zone, I’énergie thermique est faible, empéchant ainsi
tout mouvement d’extension ou de rotation des chaines macromoléculaires. Par
conséquent, le polymere est rigide, le module élevé et le facteur de perte faible.

— Zone de transition vitreuse ou viscoélastique : cette zone marque le début des mou-
vements de segments de chaines. Elle est caractérisée par une chute du module et
une variation importante du facteur de perte. Une partie de 1’énergie est dissipée
sous forme visqueuse lors du glissement des segments de chaines, ce qui se traduit
par un retard a la déformation.

— Plateau caoutchoutique : dans cette zone, ’énergie thermique est suffisante pour
que les mouvements des chaines puissent s’effectuer tres rapidement, sans retard a
la déformation, d’oul un facteur de perte du matériau faible. Le polymere est souple
et le module relativement faible.

Certains polymeres présentent une zone d’écoulement indiquant la fusion du polymere,

caractérisée par une chute du module due au désenchevétrement des chaines a grande
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FIGURE 1 — Influence de la température et de la fréquence sur le module et le facteur de
perte d’un polymere amorphe.

échelle. En revanche, pour les matériaux amorphes ou réticulés, la fusion n’a pas lieu : le

polymere se dégrade suite a la destruction des liaisons chimiques.

En général, les propriétés mécaniques des polymeres ne dépendent pas uniquement de
la température et de la fréquence [52], mais également de amplitude et du type d’exci-
tation [I73], de la pression [83] [I15], de la pré-contrainte [88], de la structure moléculaire
du polymere [67, [72], 127, 150], ... . Dans ce travail, seuls les effets de température et de

fréquence sont considérés et on se place dans le contexte de viscoélasticité linéaire.

On parle de matériau viscoélastique lorsque le polymere présente une zone viscoélastique
prononcée, c’est a dire une forte dépendence du module avec la fréquence ou la température.
Les propriétés amortissantes optimales de ce type de matériau sont tres largement uti-
lisées dans les applications industrielles pour répondre a des problématiques de réduction
et de controle du bruit et des vibrations [118, [144]. La simulation numérique de structures
amorties par des matériaux viscoélastiques est une étape importante de la conception qui
permet de prédire Defficacité du traitement amortissant appliqué. Cependant cette étape
requiert une bonne connaissance du comportement du matériau dans la zone de transition
vitreuse. Le but de cette premiere partie de la these est de proposer une stratégie efficace
de caractérisation et de modélisation des propriétés mécaniques viscoélastiques. Celle-ci
est appliquée au Deltane 350, un élastomere synthétique et amorphe de Paulstra®), cou-

ramment utilisé dans le domaine aéronautique [132].
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Le premier chapitre concerne la mesure des propriétés mécaniques dynamiques de
matériaux viscoélastiques. Le deuxieme chapitre décrit une procédure originale d’obten-
tion des courbes maitresses du matériau a partir des essais dynamiques réalisés. Enfin, le

troisieme chapitre porte sur la modélisation du comportement viscoélastique.
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Chapitre 1

Mesure des propriétés mécaniques
dynamiques de matériaux
viscoélastiques

1.1 Introduction

Dans le cas d’un matériau homogene et isotrope, seules deux grandeurs élastiques (avec
la densité) sont nécessaires pour caractériser le matériau, les autres pouvant étre déduites
de ce couple a partir de relations de correspondance classiques. Dans la littérature, le mo-
dule d’Young F, le module de cisaillement G (aussi appelé module de Coulomb), le module
de compressibilité K et le coefficient de Poisson v sont les quantités les plus étudiées pour
caractériser un matériau viscoélastique. Bien que le coeflicient de Poisson ou le module de
compressibilité soient souvent considérés comme constants, cette approche peut se révéler
erronée pour certains matériaux. Il convient alors de réaliser la mesure de deux grandeurs
élastiques pour s’assurer de la validité de cette hypothese.

Une étude théorique réalisée par Guillot et Trivett [70] a pour but d’établir quel couple de
grandeurs élastiques il est préférable de mesurer afin de garantir une erreur minimale lors
du calcul des autres quantités élastiques, pour une erreur de mesure donnée. Les auteurs
concluent que les couples (G, K) et (E, K) sont les plus adaptés. Les résultats de cette
étude sont en accord avec ceux de Pritz [140] qui conclut que le module de compressibilité
et le module de cisaillement (ou le module d’Young) constituent la meilleure paire & mesu-

rer afin de garantir une précision optimale pour le calcul indirect du coefficient de Poisson.
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Dans un article de 2002, Tschoegl [I88] précise que pour obtenir une précision satisfaisante
sur le calcul du coefficient de Poisson a partir de la mesure de deux quantités élastiques, il
est important que les essais soient réalisés en accord avec un “protocole standard”. La prin-
cipale directive de ce protocole est une mesure simultanée des deux grandeurs élastiques
choisies pour caractériser le matériau. Le développement de moyens de mesure permettant
de déterminer de maniere simultanée deux grandeurs élastiques fait I’objet d’une recherche
active depuis le debut des années 2000 [33], 100, 141]. En revanche, I'acces & ces techniques
de mesure étant réduit, leur utilisation reste limitée. La caractérisation des matériaux
consiste donc généralement a combiner les résultats de mesures uniaxiales du module de
cisaillement (ou du module d’Young) et du module de compressibilité. C’est cette approche
qui est utilisée dans ce travail.

La premiere section de ce chapitre décrit les principales méthodes de mesures uniaxiales
disponibles pour caratériser le matériau viscoélastique. Ceci permettra d’introduire la
loi de comportement d’un matériau viscoélastique, ainsi que la notion de module com-
plexe, qui seront utilisées par la suite. La deuxieme section s’attache a décrire le protocole

expérimental utilisé pour mesurer les propriétés mécaniques dynamiques du Deltane 350.

1.2 Meéthodes de mesure des propriétés mécaniques viscoé-
lastiques

1.2.1 Techniques de mesure dans le domaine temporel

Le fluage et la relaxation de contraintes sont deux méthodes couramment utilisées
pour déterminer I’évolution du module de relaxation en traction ou en cisaillement d’un
polymere dans le domaine temporel.

Pour un essai de fluage, une sollicitation uniaxiale en contrainte est imposée a l'instant
to a une éprouvette de polymere initialement non chargée, puis maintenue constante. On
remarque sur la figure que la réponse uniaxiale correspondante est constituée d’une
partie instantanée (e(tp) # 0) et d’une partie différée (augmentation de la déformation).

La déformation €(t) en fonction du temps rapportée a la contrainte imposée oy (supposée
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FIGURE 1.2 — Courbe caractéristique de relaxation de contrainte.

constante) permet de définir la complaisance de fluage :

) = <Y (1.1)

Réciproquement, un essai de relaxation de contrainte consiste a imposer une déformation
uniaxiale maintenue constante a I’éprouvette de polymere initialement non déformée, et
a mesurer la contrainte résultante. De la méme maniére que pour un essai de fluage, la
réponse est constituée d’une partie instantanée (o(tg) # 0) et d’une partie différée (di-
minution de la contrainte). Le rapport entre la contrainte mesurée o(t) et la déformation

appliquée a I'éprouvette ¢y donne acces au module de relaxation :

B = 20 (1.2)

La complaisance de fluage et le module de relaxation sont reliés par la relation suivante
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[55](chap.3, p56-79) : .
/ J(t—7)E(T)dT =1. (1.3)
0

Dans le cadre de la viscoélasticité linéaire, le module de relaxation et la complaisance
de fluage mesurés sont indépendants de I'amplitude du chargement. De plus, le principe
de superposition de Boltzmann s’applique : la superposition des sollicitations implique la
superposition analogue des réponses. Ainsi, la réponse d’un matériau viscoélastique dépend
de I'histoire de chargement. Cet effet de mémoire est transcrit dans la loi de comportement
[34] 187] :

o(t) = /_ E(t—rT1) 8;(:) dr. (1.4)

ou o (t) et €(t) correspondent aux évolutions temporelles de la contrainte et de la déformation.

En supposant que la déformation est nulle avant I’application du chargement a ¢t = 0, la

loi de comportement devient :

o(t) = E(t)e(0) + /O E(t—T)ag(:)dT. (1.5)

En écrivant le module de relaxation comme la somme d’une constante E, = F(w — o0) =

E(t — 0) et d’une fonction dépendante du temps h(t) :
E(t) = Ex + h(t), (1.6)
Péquation (|1.5) s’écrit :

o(t) = Enoe(t) + h(t)e(0) + /0 h(t — T)ag(:) dr. (1.7)

Apres application de la transformée de Laplace, et en considérant des conditions initiales

nulles (e(t = 0) = 0), on obtient exactement :
5(s) = E(s)e(s), (1.8)

avec E(s) = Eqg + h(s) et h(s) = sh(s).

E€(s) correspond a la réponse instantanée du matériau observée lors d’'un essai de relaxa-
tion de contrainte, alors que B(s)é(s) correspond & la réponse différée, prenant en compte
I’histoire du chargement. Pour cette raison, la fonction h(t) est couramment appelée fonc-

tion de mémoire.
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Dans les essais de fluage et de relaxation, il est difficile de générer une déformation ou
une contrainte constante de maniere instantanée, c’est pourquoi 'acquisition de données
débute généralement quelques secondes apres ’application du chargement. Ce type d’essai
est donc adapté a la caractérisation d’un matériau viscoélastique pour des phénomenes
d’une durée suffisamment longue. En revanche, lorsqu’ils sont beaucoup plus rapides, des

tests dynamiques dans le domaine fréquentiel s’averent nécessaires.

1.2.2 Techniques de mesure dans le domaine fréquentiel

Les techniques existantes pour mesurer les caractéristiques mécaniques d’un matériau
viscoélastique en fonction de la fréquence peuvent étre classées en trois catégories : les

méthodes hors-résonances, les méthodes résonantes et les méthodes de propagation d’onde.

1.2.2.1 Méthodes hors-résonances

Les essais appartenant a cette classe de méthode consistent a appliquer un charge-
ment dynamique sinusoidal au matériau et a mesurer sa réponse. Lorsqu’un matériau
viscoélastique est soumis & une déformation sinusoidale de pulsation w et une fois 1’état

stationnaire atteint, la contrainte résultante est également sinusoidale, de méme fréquence
mais déphasée (figure|1.3) :

e(t) = € sin(wt),
(1.9)
o(t) = opsin(wt + ¢).
Cette réponse est constituée d’une partie en phase et d’une partie en quadrature de

phase :

o(t) = oo cos(¢) sin(wt) + og sin(¢) cos(wt). (1.10)

Une réponse en phase avec la sollicitation correspond au comportement d’un matériau
purement élastique pour lequel I’énergie stockée est intégralement restituée lorsque la sol-
licitation est relachée. Une réponse en quadrature de phase avec la sollicitation correspond
au comportement d’un matériau purement visqueux, dissipant 1’énergie de déformation
par chaleur. L’équation suggere qu’un matériau viscoélastique combine des effets

élastiques et des effets visqueux. Ces effets combinés peuvent étre facilement représentés
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FIGURE 1.3 — Déphasage observé entre la déformation sinusoidale appliquée a I’échantillon
et la contrainte mesurée, une fois I’état stationnaire atteint.

par un module complexe, qui peut étre introduit en réécrivant 1’équation (|1.8]) sous forme
complexe :

0 (w) = E*(w)e" (w). (1.11)

Ce module complexe peut s’écrire sous forme cartésienne :
E*(w) = F'(w) +iE"(w) = E'(w)(1 +in(w)), (1.12)

ou sous forme polaire :
B*(w) = | B*(@)] exp(i(w)). (1.13)

La partie réelle du module complexe E'(w) est appelée module de stockage et traduit la
capacité du matériau a stocker et a restituer I’énergie de déformation, tandis que la partie
imaginaire du module E”(w), appelée module de perte, est reliée & la dissipation d’énergie.
Le facteur de perte n est le rapport entre le module de stockage et le module de perte :

n(w) = E”(w)/E'(w). La forme polaire du module complexe fait intervenir "amplitude du

module |E*(w)| = /E'(w)? + E"(w)?, reliée & la différence d’amplitude observée entre les
deux signaux représentés sur la figure [1.3] et la phase ¢, dont la tangente est égale au

facteur de perte et qui correspond au déphasage entre la sollicitation et la réponse.

Les essais dynamiques hors-résonances permettent de mesurer I’amplitude et la phase
du module sur une gamme de fréquence, décrivant ainsi completement 1I’évolution fréquentielle

du module complexe. Ces essais sont classiquement réalisés sur des viscoanalyseurs - on
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parle alors d’essais DMA (“Dynamical Mechanical Analysis”) - ou des machines hydrau-
liques. Des pendules de torsion peuvent également étre utilisés [93]. Afin d’éviter les effets
d’inertie, les fréquences d’excitation doivent étre loin des premieres fréquences propres de

Péchantillon testé [122] ou du systéme de mesure, d’ou le terme ”hors-résonants”.
1.2.2.2 Meéthodes résonantes

Les essais résonants consistent a solliciter une éprouvette du matériau a caractériser a
une fréquence de résonance afin de remonter a l'information de la raideur et de 'amortis-
sement a cette fréquence.

Les essais sont souvent réalisés sur des éprouvettes de type poutre [138] ou plaque [41],
pour lesquelles des solutions analytiques existent [119]. La mesure de la fréquence de
résonance fo permet d’accéder au module de stockage a partir des expressions théoriques
des fréquences de résonance. Quant au facteur de perte, il est mesurée sur la courbe de
réponse en fréquence (figure en utilisant par exemple la méthode de la bande passante

a —3dB :
_Af
fo’

ou Af est la largeur du pic & —3dB. D’autres méthodes peuvent étre utilisées pour calculer

n (1.14)

les parametres modaux fy et n a partir de la fonction de réponse en fréquence dont la
méthode de lissage du cercle de Nyquist.

La représentation d’un modele a un degré de liberté autour du pic de résonance dans le plan
de Nyquist, i.e. dans le plan complexe, est un cercle dont les caractéristiques dépendent
de la fréquence de résonance et de 'amortissement modal [54]. La méthode de lissage du
cercle de Nyquist consiste a déterminer le centre et le rayon du cercle qui ajustent au
mieux la fonction de réponse en fréquence dans le plan complexe au voisinage d’un pic
(figure , puis a calculer la fréquence angulaire w; et ’amortissement du mode 7; de la
maniére suivante :

o witan(f2/2) — w3 tan(6;/2)

YT tan(6y/2) — tan(6,/2) L1
w2 — w? (1.15)
- 2 —wWi

~ W2 (tan(6;/2) + tan(62))

ou 61, 65, wy et wy sont définis sur la figure [1.5
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Afin de couvrir une gamme de fréquences, plusieurs fréquences de résonances ou plu-

sieurs échantillons de géométries différentes doivent étre considérés.

Ce type d’essais convient notamment pour des matériaux assez rigides et peu amor-
tissants. En revanche, pour des matériaux relativement mous, ou fortement amortissants,
il est plus classique de mesurer leurs propriétés viscoélastiques en utilisant la méthode
Oberst [11], 59, 194]. Cette méthode, décrite en détails dans la norme ASTM 756 [§],
consiste a réaliser des essais résonants sur des poutres amorties par une couche (libre ou
contrainte) du matériau viscoélastique a caractériser. Une fois les parametres modaux (fo
et 1) déterminés, le module de stockage et le facteur de perte sont calculés en utilisant les
relations analytiques introduites par Ross, Ungar et Kerwin [I5I] pour ce type de struc-
ture, et reprises dans I'ouvrage de référence de Nashif et Jones [119)].

Cette approche offre la possibilité d’étudier les propriétés du matériau viscoélastique ap-
pliqué a une structure, ainsi que d’étudier des structures de géométrie non normalisées en

associant aux essais une modélisation par éléments finis.

L’identification des propriétés mécaniques du matériau par des essais résonants peut
toutefois nécessiter des outils d’analyse modale expérimentale, tels que le logiciel Modan

[134] dans le cas de modes couplés, notamment pour les essais sur plaques [38] [51].
1.2.2.3 Meéthodes de propagation d’onde

Un essai de propagation d’onde consiste & mesurer la vitesse et 'atténuation d’une onde
unidirectionnelle de pulsation w au passage d’'un échantillon de matiere. Dans le cas d’un
matériau viscoélastique isotrope homogene, la vitesse de propagation c et 'atténuation «
de l'onde sont liées a 'amplitude et a la phase du module complexe [34](chap.4, p131-
138)[93] :

e =/ secgr),
P (1.16)
o wtan(¢/2).

Une méthode de mesure de ’atténuation de 'onde classiquement utilisée consiste a com-
parer I'amplitude du signal apres le passage dans deux échantillons de tailles différentes.

Afin de limiter les effets liés au coefficient de Poisson, la longueur caractéristique de I'onde
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traversant 1’échantillon doit étre tres petite devant la largeur ou le diametre de I’échantillon
testé. Ceci explique que I'utilisation d’essais de propagation d’onde dans un échantillon de
matériau viscoélastique permette de déterminer ses propriétés mécaniques a des fréquences

plus élevées qu’avec les méthodes précédemment présentées.

1.2.3 Synthese

Plusieurs méthodes de mesure des propriétés mécaniques de matériaux viscoélastiques
ont été présentées. Les propriétés déterminées par chacun de ces essais sont reliées entre
elles [34](chap.4, p141-146) [55](chap.3, p56-79). On a déja cité la relation entre la com-
plaisance de fluage et le module de relaxation (Eq. . 1l existe également un lien entre
le module de relaxation dépendant du temps et le module complexe dépendant de la

fréquence [34] :

F'(w)=Ey+w /OO[E(t) — Ep] sin(wt)dt,
L0 (1.17)
E'(w) = w /0 [B(t) — Eo] cos(wt)dt,

avec By = E(w — 0) = E(t — +00). En revanche, bien que ces relations théoriques
existent, les propriétés identifiées par différents types d’essais peuvent présenter des écarts.
Par exemple, Corn [30] a procédé a une comparaison des modules et des facteurs de perte
obtenus par plusieurs techniques de mesure : essais au viscoanalyseur, essai d’analyse
modale, essai de fluage et essai de propagation d’onde. Bien qu’il observe une concordance
globale des résultats, le module mesuré au viscoanalyseur semble étre surestimé. Une
sensibilité des résultats a la calibration du systeme est invoquée, ce qui est en accord avec
les conclusions de Deng [44] qui compare les propriétés mesurées au viscoanalyseur dans

plusieurs configurations.

Il a été choisi de mesurer le couple (G, K), plutét que (E,K), pour caractériser
completement le Deltane 350. De plus, toutes les analyses dans la suite de cette these
se feront dans le domaine fréquentiel, pour des fréquences pouvant aller de quelques Hz a
quelques kHz. Des méthodes hors-résonances, adaptées a cette gamme de fréquence, sont
utilisées pour mesurer le module de cisaillement et le module de compressibilité. Comme

cela a déja été évoqué, ces méthodes présentent des limitations en fréquences. Le principe
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de superposition temps-température, expliqué dans le chapitre suivant, permet d’étendre
la gamme de fréquence étudiée, comme illustré sur la figure [I} C’est pourquoi les essais
présentés dans la section suivante sont réalisés pour une gamme de fréquence et une gamme

de température données.

1.3 Description des essais réalisés

1.3.1 Mesure du module de cisaillement dynamique

Les essais de mesure du module de cisaillement ont été réalisés par moi-méme a DCNS
Nantes sur un viscoanalyseur Metravib VA 3000 (figure . La figure représente
le schéma de montage pour un essai en double cisaillement. Deux échantillons sont fixés
aux mors. Le plateau inférieur est fixe tandis qu’une vibration d’amplitude et de fréquence
imposées est appliquée au plateau supérieur. Le plateau inférieur est équipé d’'un capteur
permettant la mesure de la force transmise par le matériau. La mesure du déplacement
imposé et de la force transmise par le matériau conduisent a la détermination du module
complexe selon le principe décrit dans la section Le pilotage et 'acquisition de
données se font via le logiciel Dynatest de Metravib [I]. Les plateaux sont placés dans une

enceinte thermorégulée dont la température est mesurée par un thermocouple.

Deux échantillons parallélépipédiques de dimensions 6mm x9mm x 2mm sont découpés
aux ciseaux (adaptés au découpage de matériaux mous [122]) dans une plaque de Deltane
350 d’épaisseur 2mm. Une colle cyanoacrylate est utilisée pour coller ces deux échantillons
aux mors, afin d’éviter tout glissement durant la mesure.

Un premier essai, de linéarité, consistant a effectuer un balayage en déplacement a fréquence
et température constantes a pour but de déterminer le déplacement dynamique a appliquer
pour garantir que ’essai est réalisé dans le domaine linéaire du matériau sur la gamme
de fréquence considérée. Les résultats sont tracés sur la figure : on observe au niveau
du module de stockage une légere non-linéarité du matériau. On suppose que pour un
déplacement dynamique de 5um, ces effets non-linéaires sont limités. Cette valeur sera re-

tenue pour les essais dynamiques. La fréquence maximale d’excitation est déterminée par
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+——— Enceinte thermoregulée
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FIGURE 1.6 — Viscoanalyseur Metravib VA 3000 (a) et schéma de montage pour un essai
en double cisaillement (b).
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FIGURE 1.7 — Mesures du module de stockage et du module de perte du Deltane 350 pour
un balayage en déplacement sur la plage [1 — 47]um, pour une fréquence d’excitation de
10Hz, a température ambiante T" = 21°C.

les limites de la machine d’essai, mais également par la taille des échantillons testés. La
fréquence maximale d’excitation doit étre bien inférieure a la premiere fréquence propre de
Péchantillon, pour éviter des phénomenes de résonance [124]. Cette derniére a été estimée
a environ 1100Hz pour la géométrie des échantillons considérés, ce qui est bien inférieur a
la fréquence maximale accessible par le viscoanalyseur, de I'ordre de 200Hz.

Les mesures du module complexe ont été réalisées avec un balayage en fréquence de 5Hz a
258Hz (9 points de mesure) et un balayage en température de —40°C & +43°C (18 points
de mesure), pour une vitesse de chauffe de 2°C/min. Des paliers en température, d’une
durée de 1min sont effectués avant toute mesure.

Les résultats de cette série de mesure sont donnés sur la figure [I.8 Plusieurs séries de

mesure ont été réalisées seront présentés dans la section

1.3.2 Mesure du module de compressibilité dynamique

Les essais de mesure du module de compressibilité ont été confiés au LRCCP (Labora-
toire de Recherches et de Controle du Caoutchouc et des Plastiques), a Vitry. Une machine

servo-hydraulique SCHENCK VHEF7 n°2010 est utilisée pour la réalisation des essais dy-
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FIGURE 1.8 — Mesures au viscoanalyseur de 'amplitude et de la phase du module de
cisaillement complexe du Deltane 350, sur la gamme de fréquence [5 — 258|Hz et la
gamme de température [—40 — + 43]°C.
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FIGURE 1.9 — Machine servo-hydraulique SCHENCK VHF7 [152].

namiques (figure . Les résultats de mesure fournis par le LRCCP sont présentés apres
une explication du principe de la mesure [152].

La figure [I.11] montre le schéma de montage pour un essai en compression hydrostatique.
Un plot réalisé dans le matériau a caractériser est placé dans un dispositif chambre piston.
Celui-ci est confiné jusqu’a une pression de 20 bars, en appliquant un effort statique sur la
section du piston. Le jeu existant entre les supports du montage et de la machine, ainsi que
la présence de la bille assurent un bon positionnement latéral et axial. Une sollicitation
sinusoidale est ensuite appliquée autour de la pression statique. L’ensemble est placé dans
une enceinte thermorégulée. La mesure du déplacement imposé (lié a la variation de vo-
lume de I’éprouvette) et de la force résultante (lié a la pression hydrostatique) permettent,
de la méme fagon que pour un essai sur viscoanalyseur, de déterminer ’amplitude et la

phase du module de compressibilité complexe.

Plusieurs échantillons d’un diametre de 14mm ont été découpés a 'emporte piece dans
une plaque de Deltane 350 de 2mm d’épaisseur, puis introduits dans la chambre (figure
1.10]). L’empilement de ces échantillons cylindriques vise a reproduire artificiellement un

plot de compression, classiquement utilisé pour ce type de caractérisation mais qu’il n’a pas
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FIGURE 1.10 — Dispositif chambre piston et éprouvette de Deltane 350 constituée d’un
empilement d’échantillons cylindriques [152].

‘ Actionneur
piloté par un verrin

Bille
Piston
o Chambre
Support du / / Empilement
montage . ) d'échantillons
Support de lf";::\ ___:;’,’ cylindriques
la machine SSszzzzzzzooo-zzsEET

FIGURE 1.11 — Schéma de montage pour un essai en compression hydrostatique.
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été possible de se procurer aupres de Paulstra. Un emporte piece a été spécialement usiné
pour ces essais afin que le jeu entre les échantillons et la chambre soit suffisamment petit
pour garantir au mieux la compression hydrostatique de I’éprouvette des 'application de
la charge sur le piston. On considere que 1’échantillon ne voit qu'un champ de contrainte
hydrostatique, ce qui n’est pas tout a fait le cas. Pour cela, il faudrait appliquer un champ
de contrainte transmis par un fluide, comme pour des essais au K-metre [145].

A Tissue d’essais préliminaires, un déplacement dynamique de 10um a été choisi pour
rester dans le domaine linéaire du Deltane 350. Le module de compressibilité complexe
est mesuré sur la gamme de fréquence [3 — 200]Hz (40 points de mesure) et la gamme de
température [—30 — + 23]°C (6 points de mesure). Les résultats sont donnés sur la figure
Il est important de noter que les pics observés a certaines fréquences résultent d’une
interférence électrique, et non d’'un phénomene de résonance. Deux séries de mesure ont
été réalisées pour la caractérisation du module de compressibilité complexe et conduisent

a des résultats similaires.

1.3.3 Mesure de la température de transition vitreuse

La température de transition vitreuse T, des polymeres est généralement considérée
comme la température moyenne de passage d’une zone dans laquelle les chaines macro-
moléculaires sont figées (T' < Tj) & une zone dans laquelle ces chaines deviennent mo-
biles (T" > Tj). C’est une caractéristique importante du matériau qui conditionne notam-
ment sa mise en ceuvre ou sa gamme de température fonctionnelle. La transition vitreuse
n’étant pas une transition thermodynamique, sa définition est assez arbitraire. Lorsque
la température de transition vitreuse est déterminée a partir des courbes du module me-
suré au viscoanalyseur, cinq valeurs différentes peuvent étre mesurées en fonction de la
définition choisie. Elles sont obtenues : i) soit a partir du point d’intersection de la bissec-
trice des tangentes a la courbe de mesure du module de stockage ou de perte, ou de la phase
(voir par exemple figure , ii) soit & partir du pic de la courbe de mesure du module
de perte ou de la phase [85]. Des écarts de température relativement importants peuvent
étre observés entre ces différentes valeurs. De plus, la température de transition vitreuse

dépend fortement de la vitesse de chauffe, de la fréquence d’excitation et de structure
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FIGURE 1.12 — Mesures en compression hydrostatique de 'amplitude et de la phase du mo-
dule de compressibilité complexe du Deltane 350, sur la gamme de fréquence [3 — 200]Hz
et la gamme de température [-30 — + 23]°C.
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,~ bissectrice des tangentes

Module de stockage

Ty
Température

FIGURE 1.13 — Définition de la température de transition vitreuse comme étant le point
d’intersection de la bissectrice des tangentes a la courbe de mesure du module de stockage.

moléculaire du matériau [110, 133]. C’est pourquoi il est important de décrire la procédure
utilisée pour sa détermination et de parler d’une zone de transition vitreuse plutét que

d’une température de transition vitreuse.

Un balayage en température est réalisé dans les mémes conditions que pour la mesure
du module de cisaillement sur la gamme de température [—40 — +45]°C pour une fréquence
d’excitation de 12Hz. La vitesse de chauffe est de 2°C/min et des paliers en température
d’une durée de 1min sont effectués avant toute mesure. La phase du module de cisaillement
est tracée en fonction de la température sur la figure La température de transition
vitreuse est estimée a —17°C en prenant comme définition la température correspondant au
pic de la phase. La figure .14 met en évidence la forte dépendance de cette caractéristique
avec la fréquence d’excitation de I’échantillon. En effet, le pic de la phase est observé a

—7°C pour une fréquence d’excitation de 107Hz, au lieu de —17°C a 12Hz.

1.4 Conclusion

Ce chapitre aboutit a la mesure du module de compressibilité et du module de cisaille-
ment complexes en fonction de la température et de la fréquence, par des essais dynamiques
hors-résonances. Pour ce type d’essais, la gamme de fréquence de mesure est limitée a cause

des risques de résonance de ’échantillon et la machine d’essai. Afin de caractériser le Del-
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FIGURE 1.14 — Mesures de la phase du module de cisaillement complexe du Deltane 350,
sur la gamme de tempréature [—40 — + 43]°C aux fréquences 12Hz et 107Hz.

tane 350 a de plus hautes fréquences, le principe de superposition temps-température est
appliqué, tirant partie de I’équivalence entre les effets de fréquence et de température
sur les propriétés mécaniques, comme illustré sur la figure 1. L’exploitation des résultats
présentés dans ce chapitre pour obtenir les courbes maitresses du Deltane 350 fait 1’objet

du chapitre suivant.
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Chapitre 2

Obtention des courbes maitresses
du matériau

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, les mesures des modules de cisaillement et de compressibi-
lité dynamiques ont été présentés. Cependant, les moyens de mesures ont une gamme de
fréquence d’utilisation limitée. Afin d’obtenir les courbes maitresses du matériau, représentant
le comportement sur une large bande de fréquence, il est nécessaire d’appliquer le principe
de superposition temps-température [42] [52] [55](chap.11, p266-320). Celui-ci stipule que
les données mesurées a différentes températures 1" peuvent étre translatées verticalement
et horizontalement pour obtenir les courbes maitresses sur une large bande de fréquence
a la température de référence T choisie. Ainsi des mesures & basses températures per-
mettent de déduire les propriétés a hautes fréquences, et inversement des mesures a hautes
températures permettent de connaitre le comportement a basses fréquences. Le principe de
superposition temps-température généralement appliqué ne considere que des coefficients
de glissement horizontal aT, et donne une équivalence entre les propriétés mécaniques me-
surées a une fréquence f et une température 7' et les propriétés mécaniques a la fréquence
réduite f, et a la température de référence Ty. Cependant pour certains matériaux , il

est nécessaire d’introduire des coefficients de glissement vertical, notés bp. Le principe de
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superposition temps-température dans sa forme générale s’écrit de la maniere suivante :
fr=ar(T\To) f,
G'(fr, To) = br(T, To)G'(f, 1), (2.1)
G"(f,To) = br (T, T0)G" (£, 1),
ou f, est la fréquence réduite et Ty est la température de référence. La figure illustre le
principe de superposition temps-température. Celui-ci est applicable pour des matériaux
dits thermo-rhéologiquement simples, c’est-a-dire que [55](chap.11, p266-320) :

— Dapplication de coefficient de glissement permet une superposition des isothermes

mesurées ;

— les coefficients de glissement déterminés sont les mémes pour toutes les fonctions

viscoélastiques ;

— la dépendance avec la température des coefficients de glissement déterminés doit

suivre certaines tendances.

Le “wicket plot” [189] et le “Cole-Cole plot” [71] sont deux indicateurs couramment
utilisés pour vérifier la simplicité thermo-rhéologique des matériaux. Le “wicket plot” trace
le module complexe dans 1’espace de Black, c’est-a-dire que le module de perte G’ (w) est
représenté en fonction du module de stockage G'(w). Le “Cole-Cole plot” trace la phase
¢(w) en fonction de 'amplitude du module |G*(w)|. Des isothermes superposées, formant
une courbe lisse, indiquent qu’un recalage vertical n’est pas nécessaire. En revanche un

recalage vertical doit étre appliqué si les isothermes forment des courbes paralléles.

Les coefficients de glissement horizontal décrivent la dépendance du temps de relaxa-
tion avec la température. Pour des températures proches de la température de transition
vitreuse T, (Ty; < T < T, + 100°C), une expression empirique de ces coefficients en fonc-
tion de la température est donnée par 1’équation de Williams-Landel-Ferry (WLF). Cette
équation, basée sur la théorie des volumes libres, suppose que la fraction de volume libre

du polymere augmente avec la température [193] :

log(ar(T, Ty)) = m (2.2)

ou Cy et Cy sont des coefficients empiriques de l'ordre de 10 et 100 respectivement

[193][55] (chap.11, p266-320). La valeur de ces coefficients varie d’'un matériau a 'autre,
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FIGURE 2.1 — Principe de superposition temps-température. (a), (b) Isothermes de 'am-
plitude et de la phase du module complexe sur une bande de fréquence mesurable aux
températures Ty, T1 et Ty, avec T1 < Ty < T5. (c¢), (d) Isothermes de I'amplitude et de
la phase du module complexe apres recalage horizontal par rapport a une température de
rétérence Tj. (e), (f) Isothermes de I'amplitude et de la phase du module complexe apres
recalage horizontal et vertical par rapport a une température de référence Tj.
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mais les coefficients de glissement horizontal sont généralement en accord avec ’équation
de Williams-Landel-Ferry [24} 57, [69) 106]. C’est pourquoi une loi WLF est souvent utilisée
pour lisser les coefficients de glissement horizontal afin de tester la validité les résultats.
Pour des températures bien inférieures ou bien supérieures a la température de transition
vitreuse, I’équation d’Arrhenius est généralement plus adaptée pour décrire la dépendance
des coefficients de glissement horizontal avec la température [55](chap.11, p266-320) :

Mw@%ﬂ=%<;—£) (2.3)

ou E, est "énergie d’activation relative au processus de relaxation et R est la constante

des gaz parfaits (R = 8.3144 1073 kJ/mol K).

Les coefficients de glissement vertical décrivent les effets d’expansion thermique du
matériau et leur dépendance avec la température est généralement beaucoup moins im-
portante que les coefficients de glissement horizontal. La théorie de Bueche-Rouse ex-
plique le mouvement des chaines de polymere pour des matériaux non enchevétrés dans
le contexte de la viscoélasticité linéaire [20], [43]. Cette théorie prédit que le module de
relaxation est proportionnel a pT', ou p et T sont respectivement la densité du polymere et
la température. Lorsque la température varie, les effets d’expansion thermique modifient la
densité du matériau, ce qui correspond au coefficient bt appliqué au module viscoélastique

[42] -
Topo

bT<T7T0) = Tp )

(2.4)

ol pg correspond a la densité du matériau a la température Tp. En supposant que la masse

de I’échantillon reste constante durant un essai DMA, I'équation (2.4 devient :
_Tp 3
be(T,Th) = 20 (1+ a(T)(T = Ty))° (25)

ou «a(T) est le coefficient d’expansion thermique linéaire du matériau, fonction de la
température. Connaissant ce coefficient, la théorie de Bueche-Rouse peut étre utilisée pour

donner une estimation des coefficients de glissement vertical [I50].

11 est possible d’estimer les coefficients by a partir de I’équation ({2.5)), en réalisant des
mesures du module ou de la densité en fonction de la température. Par exemple, Resh

montre que la mesure précise de la complaisance d’équilibre (valeur de la complaisance
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a la fin de la relaxation) en fonction de la température fournit une bonne estimation
des coefficients de glissement vertical [I50]. Toutefois, ces coefficients étant faiblement
dépendants de la température, ce genre de mesure requiert une précision importante,
difficilement atteignable en pratique.

Pour des polymeres non réticulés de faible masse moléculaire, il existe une relation entre

les coefficients de glissement horizontal et la viscosité statique n [55](chap.11, p266-320) :

T
ar(T, Tp) = 1200 (2.6)

nT'p
ol l'indice 0 fait référence a la température de référence. En revanche, cette relation ne
s’applique qu’a peu de matériaux. Dans [I35], des mesures de la viscosité statique ont été
réalisées afin d’estimer les coefficients de glissement horizontal a appliquer aux mesures de
la complaisance de fluage d’un polystyrene. Les résultats obtenus font état d’une mauvaise
superposition des isothermes de complaisance de fluage en raison d’une masse moléculaire
trop importante. De plus, dans notre cas, les élastomeéres couramment utilisés pour la
réduction de bruit et de vibrations de structure, tel que le Deltane 350, sont souvent
réticulés ; ’équation ne s’applique donc pas.
Des procédures manuelles et automatiques sont généralement utilisées pour déterminer
ces coefficients [I], [55] 61), [175]. Une technique courante consiste & ajuster les isothermes
afin d’obtenir la meilleure superposition. Par exemple, le logiciel Dynatest de Metravib
repose sur une méthode des moindres carrés. Les procédures manuelles, contrairement aux
procédures automatiques, manquent d’objectivité. Cependant, aucune de ces techniques
ne donne de sens physique aux coeflicients de glissement.
Certains auteurs proposent d’autres types de méthodes pour lesquelles les coefficients de
glissement sont déterminés avec les parametres d’'un modele viscoélastique [57), [69] [106].
De cette maniere, les coefficients de glissement ont une signification physique puisque le
modele viscoélastique vérifie certaines conditions, dont la causalité [139]. En revanche, cela
nécessite de fixer a priori une fonction pour le module complexe. Or, un modele inadapté
peut entrainer des écarts significatifs entre le modele et les expériences [36].
Les relations de Kramers-Kronig imposent des relations entre la partie réelle et la partie
imaginaire du module qui sont une conséquence du principe de causalité. La méthode

originale développée ici consiste a utiliser ces relations pour le calcul des coefficients de
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glissement afin d’assurer le respect du principe de causalité tout en évitant de choisir un
modele viscoélastique qui peut s’avérer par la suite inadapté. Une version approchée de ces
relations, décrite dans [23] est déja utilisée dans [27, B0] pour déterminer les coefficients
de glissement. Bien que les résultats soient satisfaisants, ils sont limités par les hypotheses
considérées. Le but de ce chapitre est de présenter la méthodologie développée pour le
calcul des coefficients de glissement horizontal et vertical, qui s’appuie sur les relations
exactes de Kramers-Kronig. La premiere section présente les différents aspects théoriques
de la méthode avant d’étre appliquée dans la deuxiéme section aux mesures effectuées sur

le Deltane 350 et présentées dans le chapitre précédent.

2.2 Procédure automatique de recalage pour I’application
du principe de superposition temps-température

La méthode développée dans ce travail consiste a déterminer les coefficients de glisse-
ment at et by de maniere a générer des courbes maitresses en accord avec le principe de
causalité, i.e. a caractériser un module complexe dont les parties réelles et imaginaires res-
pectent au mieux les relations de Kramers-Kronig. Dans un premier temps, la définition
des relations de Kramers-Kronig, ainsi que leur calcul numérique sont présentés. Dans
un deuxieme temps, la procédure d’optimisation utilisée pour obtenir les coefficients de

glissement est exposée.
2.2.1 Relations de Kramers-Kronig
2.2.1.1 Définition

La loi de comportement d’un matériau viscoélastique dans le domaine fréquentiel est

donnée par I’équation (|1.11]) avec
G*(w) = G + h*(w). (2.7)

Pour assurer le respect des principes de thermodynamique et de causalité, des conditions

s’imposent sur le module complexe G*(w) [53] 190]. Les deux premiers principes thermo-
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dynamiques requierent le respect des conditions suivantes :

R(G*(w—0)) = FEx >0,
(2.8)
(G*(w)) >0, Yw >0.
Le principe de causalité, généralement formulé ainsi : “’effet ne peut précéder la cause”,
s’exprime simplement dans le domaine temporel : h(t) = 0 V¢t < 0. En revanche, dans le
domaine fréquentiel, le principe de causalité fait intervenir des relations complexes entre
la partie réelle et la partie imaginaire de la fonction mémoire h*(w) :

R(h*(w)) = 2 /OOO Mdu,

T w? — u?

S(h* (W) = 22 /Ooo R (W) q,,

T u? — w?

(2.9)

Ces relations, dites de Kramers-Kronig et originellement introduites pour la dispersion de
la lumiere [90] 9], sont une condition nécessaire et suffisante de la causalité, a condition
que la fonction h*(w) soit de carré intégrable [53]. L’équation (2.9) peut s’écrire sous une

forme plus synthétique en utilisant la transformée de Hilbert H :
h(w) =iH(h" (w)). (2.10)

En introduisant (2.7)) dans I’équation (2.9)), on obtient des relations entre la partie réelle

et la partie imaginaire du module complexe :

2 [ uG"(u)
G'(w) =G + 7T/o 2 du, (2.11a)
” 2w /OO G'(u)
= ) 2.11
G"(w) el N S du (2.11b)

Des relations similaires existent pour relier ’amplitude et la phase du module complexe :

ug(u)

In(|G*(w)|) zln(\Gool)Jri/ooo w2_u2du, (2.12a)
d(w) = w /00 Mdu. (2.12b)
™ Jo U w

Ce sont ces relations qui seront utilisées par la suite.
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2.2.1.2 Calcul numérique des relations de Kramers-Kronig

Booij et Thoone proposent une premiere approximation des relations de Kramers-

Kronig basée sur des hypotheéses de monotonie des fonctions a intégrer [23] :

1 _r dG,(u)
G(w) = B} < dlnu >u:w, (2.13a)
G (w) — G'(0) ~ —“’2—” <W>u_w, (2.13b)
P(w) ~ g (W)uw. (2.13¢)

Ces relations approximées sont utilisées par Caracciolo [27] pour calculer la phase du
module a partir de mesures de ’amplitude, mais elles n’impliquent aucune intégration.
Parot et Duperray [129] montrent que cette approche introduit un bruit important dans
les résultats quand elle est appliquée a des données expérimentales, ce qui est le cas ici.
Ils proposent alors une méthode numérique permettant d’évaluer les relations exactes de
Kramers-Kronig des équations et [129]. Seules les grandes lignes de cette
méthode sont exposées ici. Considérons n mesures de In(|G*|) et ¢ aux fréquences (w;)1..n-
La premiere étape est de moyenner le logarithme de ’amplitude de maniére a obtenir
les fonctions lissées, In(|G*|) et ¢, évaluées aux points de demi-fréquence de mesure. La
deuxieme étape est d’étendre les fonctions afin d’obtenir des fonctions continues sur le

domaine d’intégration [0, 400 :
— In(|G*|) est une fonction paire supposée constante aux basses et hautes fréquences
pour rendre compte de la faible dépendance fréquentielle du module observée dans

la zone vitreuse et le plateau caoutchoutique :

In(|G*(w)]) = In(|G*(w1)]),  Yw € [0,wi],

In(|G*(w)]) = In(|G* (wn)]), Vw € [wp, +00].

— ¢ est une fonction impaire égale a 0 en w = 0 puisque le module complexe est réel a
w = 0 (module statique). Elle est supposée linéaire sur I'intervalle [0, w;] et constante
sur lintervalle [w,,,+oo[. Bien que dépourvues de sens physique, ces hypotheses

simples sont raisonables et permettent une intégration plus aisée de relations de
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X

Qo= 0) 1“1 Q37 Qs 3(24 “105 Qo= +00) Qo(= o>s>1“19 252 394 Y40 Qo= 1oo)

FIGURE 2.2 — Lissage, extension et linéarisation des fonctions In(|G*|) (a) et ¢ (b).

Kramers-Kronig :
Bw) = dler) - Vw e 0w,
d(w) = d(wn), Yw € [wp, +00l.
La justification de ces extensions est basée sur la parité des fonctions In(|G*|) et ¢. L’in-
tervalle d’intégration discrétisé est composé des points de demi fréquence de mesure, des
limites d’intégration 0 et +o00, auxquels sont ajoutés les points wq /2 et wy, + (wp —wp—1)/2 :

Q0 = 0, leﬂ 92_002 + w1 Qn:wn—1+wn Wp — Wn—1

27 - 2 y ottt 2 Y

Qpy1 =wn +
Qn+2 = +OO[
Les fonctions In(|G*|) et ¢ sont supposées affines sur chaque intervalle :

In(|G*(w)]) = aiw +b;,  Vw € [, Qiga],
(2.14)
gb(w) = cw + d;, Yw € [sz Qi+1].

Le diagramme de la figure[2.2)explique la procédure de lissage, d’extension et de linéarisation
des fonctions In(|G*|) et ¢ a intégrer. Apres intégration analytique des équations ([2.12al)
t (2.12b)) en utilisant les relations (2.14)), on obtient :

« 20 Cow O —w
G )) = I(|Gil) = 2200 — 1 L)
= [2¢; Q? 2
[C(QiJrl - Q) + + D |
T

C;wW In ‘ (Qi—i-l — w)(Qz + w) ‘ di

E

7 T (Qi—i-l + w)(Qz — w) ™ Q? —w?
; 0 ) (2.15)
%4 1 —w a;w i+l — W
blw) = \Q+J+Zﬂ \QLM2+
bi . | (Qig1 —w)(Q +w) bnt1, |1 +w
—1In In )
s (Qi—i-l + w)(QZ — w) T Qn+1 —w

Cette méthode permet le calcul de la phase a partir de 'amplitude du module et vice-versa.

La précision du calcul des intégrales dépend de l'intervalle de fréquence d’intégration, de
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la densité et de la répartition des points de mesure. L’intervalle de fréquence doit étre
assez large pour justifier les extensions considérées pour les fonctions In(|G*|) et ¢. La
densité et la répartition des points de mesure doivent permettre de valider les hypotheses
d’affinité faites sur les intervalles d’intégration discrétisés. Cette méthode sera utilisée dans
la section suivante pour calculer 'amplitude et la phase du module a partir des données

expérimentales.

2.2.2 Algorithme d’optimisation

La procédure d’optimisation utilisée pour calculer les coefficients de glissement hori-
zontal et vertical se fait en deux étapes. La premieére consiste a choisir un point initial
approprié pour l'optimisation. La seconde étape est d’optimiser les coefficients de glisse-

ment en minimisant une fonction de cotit basée sur les relations de Kramers-Kronig.

Etape d’initialisation L’intégration analytique des relations de Kramers-Kronig néces-
site que 'amplitude et la phase du module complexe soient des fonctions continues sur une
bande de fréquence assez large, pour justifier les extensions de ces fonctions sur [0, +o0]
selon la procédure précédemment décrite. C’est pourquoi il est important que les coeffi-
cients de glissement choisis dans l'initialisation de I’algorithme d’optimisation entrainent
une quasi superposition des isothermes. Les coefficients de glissement horizontal initiaux
considérés, notés a%, sont les coefficients minimisant la norme de la fonction de cout Fy

(voir équation (2.18])) représentant l'erreur d’ajustement entre les isothermes mesurées

recalées horizontalement et une courbe polynomiale :

a%:{x

On note nt le nombre de points de fréquence et nt le nombre de points de température.

min (Z Fofx, fz>|2> } . (2.16)
=1

L’amplitude et la phase du module complexe sont mesurées sur la bande de fréquence f =
[f1, f2,- .., [n;] et la gamme de température T = [T1, T, ..., T),], conduisant & un nuage
de n = nT X n¢s points de mesure. A chaque étape de 'algorithme, un jeu de parametres x =

[aT(T1),...,ar(Th,)] est appliqué aux données expérimentales pour obtenir les données
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recalées horizontalement :
fi = ar(T)) fr,
(| Gige (%, £ (x))]) = W(br(Ty)) + (|G (T, fr)), (2.17)
Dot (X, 7 (%)) = bexp (T, fi),
ouni=1...n,j=1...np et k=1...n; Les données recalées sont ensuite ajustées par
un polynome. Comme il est plus facile d’ajuster les modules de stockage G ., et de perte
GY;s par un polynome que le logarithme de Pamplitude In(|G?,|) et la phase du module

Dshift, 1a fonction de cott a minimiser est définie de la maniere suivante :

iy G5 F16) — Gy, Fi00)
B PN 116 R |
Gl (6 FE00) Gl b, F106)) — Gy (0 £16)) — G (5, 1)

G (%, [ (%) +1G i (%, (X)) ’

ou Gf, et Gf, sont les ajustements polynomiaux des données expérimentales recalées ho-

(2.18)

rizontalement G., .. et Gl . respectivement. Des polynomes d’ordre 7 centrés et norma-
lisés sont utilisés pour 'ajustement polynomial. Le coefficient de glissement associé a la

température de référence ar(7p) est égal a 1.

Pour beaucoup de matériaux, les coefficients de glissement vertical sont proches de
I'unité, et sont généralement d’un ordre de grandeur inférieur aux coefficients de glissement
horizontal [58], [69]. C’est pourquoi ils sont fixés a 1 dans cette phase d’initialisation. Une
autre possibilité pour l'initialisation des coefficients de glissement vertical serait de les

estimer a partir de I’équation ([2.5)) apres avoir mesuré le coefficient d’expansion thermique.

Boucle d’optimisation Le but de la procédure d’optimisation est de trouver les coeffi-
cients de glissement produisant les courbes maitresses qui respectent le mieux les relations
de Kramers-Kronig. Les coefficients de glissement optimaux sont ceux minimisant une
fonction de coiut F représentant les écarts entre le module mesuré recalé par un jeu de
parametres donné et le module calculé par les relations de Kramers-Kronig :

ny
min (Z |F(x, f;’)|2> } . (2.19)

a3, b = {X
=1

Pour un jeu de parameétres donné x = [ar(T1),...,a1(Tpy), b0 (T1),...,b1(Ty,)], le prin-

cipe de superposition temps-température est appliqué aux données expérimentales pour
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obtenir les données recalées, comme dans I'équation (2.17). Les fonctions In(|GZ ) et
Gsnify sont lissées et étendues sur lintervalle [0, +oo[ (In(|Gf | et ¢int), puis intégrées

numériquement selon les relations de Kramers-Kronig, comme décrit dans la section[2.2.1.2]:

* 2 % Ui (x, u
(|G (%, £2)]) = (|Gt wo]) +7T/0 ufim(X, 1) g

22
¢KK( fr) — fl” /OOO 1n(|CTvlnt(f2 )Ddu

(2.20)

Des relations de Kramers-Kronig exactement vérifiées correspondent a In(Gk) = In(Gl i )-

La fonction de colt a minimiser est définie de la maniére suivante :

o (G £10)) — In(Cie(x, £1(x)))
Flx fr) = (G (o, 1)) ’
:ln(‘G:hlft(X FHx))]) + idshite (x, fr(x)
(|G (%, £ (3))]) + i (o, ()

In(|Cige (. £ + ik (. £ (x))
" (G (6 ST + iy (6, £1))

; (2.21)

La fonction Isqnonlin de la boite a outils d’optimisation de Matlab® a été utilisée pour
trouver les coefficients x qui minimisent la fonction de cott F. Cette fonction fait appel a
un algorithme réflexif de zone de confiance, qui permet de traiter des problemes d’optimi-

sation non linéaire sous contraintes [45].

Une fois les courbes maitresses obtenues, un modele viscoélastique peut étre identifié.
Cette approche permet de déterminer simultanément et de maniere automatique les coef-

ficients de glissement horizontal et vertical a partir des données brutes expérimentales.

2.3 Résultats et validation de la méthode proposée

Dans cette section, la procédure de recalage décrite dans la section précédente est
appliquée aux mesures des modules de compressibilité et de cisaillement présentées dans
la section Une analyse critique des coefficients de glissement obtenus ainsi qu’une
discussion sur I'hypothése de simplicité thermo-rhéologique sont faites. Une réflexion sur

I'incertitude de mesure conclura ce chapitre.
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FIGURE 2.3 — (a) Wicket plot et (b)“Cole-Cole plot” pour le module de cisaillement du
Deltane 350.

2.3.1 Applicabilité du principe de superposition temps-température

Afin de vérifier la validité du principe de superposition temps-température, le “wicket
plot” et le “Cole-Cole plot” sont tracés pour le module de cisaillement (figure [2.3) et le
module de compressibilité (figure [2.4]).

Sur les figures [2.3] et la partie correspondante a la fin de la zone de transition
vitreuse (au dela du pic de la phase) est assez pauvrement représentée. Des difficultés
expérimentales n’ont pas permis de réaliser des mesures a des températures plus basses.
Celles-ci sont relatives i) a des problemes de descente en température pour les essais au vis-
coanalyseur, et ii) & des problemes de controle en effort (lors de 'application de la pression
statique) a une pression relativement faible pour les essais en compression hydrostatique.
Cependant, les gammes de fréquence et de température considérées sont suffisantes pour
caractériser le Deltane 350 dans la zone d’intérét, a savoir la zone de transition vitreuse.
Pour le module de compressibilité, la figure met en évidence des points expérimentaux

inconsistants avec les courbes de tendance générale, qui sont dus soit & des erreurs de
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FIGURE 2.4 — (a) Wicket plot et (b)“Cole-Cole plot” pour le module de compressibilité du
Deltane 350.
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FIGURE 2.5 — (a) Wicket plot et (b)“Cole-Cole plot” pour le module de compressibilité du
Deltane 350 apres suppression des points inconsistants.
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mesure, soit aux interférences électriques. Ces points sont alors supprimés, ce qui aboutit
a la figure [2.5

Les figures et montrent que la plupart des points expérimentaux tendent & décrire
une unique courbe. Cependant, les isothermes ne sont pas compléetement superposées, in-
diquant une légere inconsistance avec I’hypotheése de simplicité thermo-rhéologique (plus
prononcée pour les mesures du module de compressibilité). Ceci peut indiquer des erreurs
de mesure ou un besoin de recaler verticalement les isothermes (on rappelle que les fi-
gures et sont indépendantes des coefficients de glissement horizontal appliqués).
Dans le cas de la premiere hypothese, il s’agirait d’erreurs systématiques, difficilement
controlables. En effet, plusieurs échantillons différents ont été testés et conduisent a des
résultats similaires (voir section pour plus de détails).

Au vu de ces résultats, on suppose que le Deltane 350 est thermo-rhéologiquement simple.
Le principe de superposition temps-température est donc appliqué aux courbes isothermes

des figures et en considérant des coefficients de glissement horizontal et vertical.

2.3.2 Courbes maitresses

La température de référence choisie pour 'application du principe de superposition
temps-température est la température d’utilisation du matériau Ty = 12°C dans son ap-

plication industrielle.

Courbes maitresses pour le module de cisaillement complexe La figure
montre les courbes maitresses obtenues pour le module de cisaillement complexe par la
méthode décrite précédemment. La méthode appliquée pour le calcul des coefficients de
glissement conduit & une superposition plutot bonne des isothermes bien que les points cor-
respondant aux trois isothermes de la phase de plus basses températures ne se superposent
pas exactement avec les autres. Ces trois isothermes sont également celles qui présentent
le plus de déviation par rapport a la tendance du “wicket plot” ou du “Cole-Cole plot” sur
la figure 2.3} Comme les coefficients de glissement vertical ne s’appliquent pas a la phase
du module, il est normal que des écarts similaires apparaissent sur les courbes maitresses.

Ce phénomene peut étre attribué a I'influence des charges présentes dans 1’élastomere qui
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FIGURE 2.6 — Courbes maltresses du module de cisaillement du Deltane 350 & une
température de référence de T,y = 12°C.

modifient la mobilité des chaines moléculaires [142][55](chap.11, p266-320). On observe un
comportement similaire pour les mélanges bitumineux fortement chargés en agrégats [125].
Le Deltane 350 étant un polymere industriel, les informations sur sa composition sont dif-
ficilement accessibles. Une analyse thermogravimétrique réalisée par DCNS a permis de
déterminer que les charges minérales présentes dans le Deltane 350 sont de I'ordre de 27%.
Ce pourcentage relativement élevé de charges pourrait expliquer les décalages observés sur

les isothermes de plus basses températures.

La figure [2.7] compare 'amplitude et la phase du module de cisaillement complexe
expérimentales a ’amplitude et la phase calculées par intégration analytique des relations
de Kramers-Kronig, & la premiere étape d’optimisation. Les coefficients de glissement pris
pour linitialisation de I’algorithme donnent de bons résultats : les deux courbes sont tres
proches I'une de 'autre. Cependant, la figure montre des écarts sur le module statique
(G*(w — 0)) et sur la fréquence ainsi que sur la valeur au pic de la phase.

Les mémes comparaisons sont faites a la derniere étape d’optimisation (voir figure [2.8)) et
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FIGURE 2.7 — Comparaison entre les données expérimentales (croix) et les données cal-
culées a partir des relations de Kramers-Kronig (cercles) pour le module de cisaillement
du Deltane 350, a la premiere étape d’optimisation.

montrent une nette amélioration des résultats. En effet, les deux courbes sont quasiment

superposées, ce qui traduit un bon respect des relations de Kramers-Kronig.

Courbes maitresses pour le module de compressibilité complexe Les courbes
maitresses pour le module de compressibilité du Deltane 350, obtenues par la méthode
décrite précédemment, sont tracées sur la figure On observe une bonne superpo-
sition des isothermes pour 'amplitude du module, sauf pour I’isotherme de plus basse
température (points situés a plus hautes fréquences). En revanche, malgré une tendance
générale correcte, les isothermes pour la phase du module ne se superposent pas tres bien.
De méme que pour le module de cisaillement, on pouvait s’attendre a ces résultats au vu
des courbes dans 'espace de Black (wicket plot) ou dans le plan de Cole-Cole. Le décalage
des isothermes de phase, limité aux trois isothermes de plus basses températures pour
le module de cisaillement, est observé sur ’ensemble de la plage de fréquence considérée

pour le module de compressibilité. Ceci peut suggérer une influence des charges sur le
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FIGURE 2.8 — Comparaison entre les données expérimentales (croix) et les données cal-
culées a partir des relations de Kramers-Kronig (cercles) pour le module de cisaillement
du Deltane 350, a la derniere étape d’optimisation.

comportement global du matériau plus importante & mesure que la pression augmente.

Les figures [2.10] et comparent 'amplitude et la phase du module de compressibilité
complexe expérimentales a "'amplitude et la phase calculées par intégration numérique des
relations de Kramers-Kronig, a la premiere étape d’optimisation et a la fin de I'optimisa-
tion. Une fois de plus, ’application de la méthode proposée permet d’obtenir des courbes
maitresses plus en accord avec le principe de causalité. Cependant, on remarque sur la
figure 2.11] que les points correspondant & l'isotherme de plus basse température s’écartent
de la courbe de tendance générale par rapport a la figure 2.10} De plus, contrairement aux
figures et la figure met en évidence une dispersion importante sur la phase
du module calculée a partir des relations de Kramers-Kronig. Comme ce phénomeéne ne
s’observe qu’aux plus hautes fréquences (aux basses fréquences, les points décrivent une
courbe relativement nette), il est probable qu’il soit la conséquence d’effets de bord lors
du calcul numérique des relations de Kramers-Kronig. En effet, le manque de mesures a

basses températures ne permet pas de représenter correctement le comportement du Del-
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FIGURE 2.9 — Courbes maitresses du module de compressibilité du Deltane 350 a une
température de référence de T,y = 12°C.

tane 350 au-dela du pic de la phase. Or, une des hypotheses de la technique utilisée pour
le calcul numérique des intégrales dans les relations de Kramers-Kronig est que 'inter-
valle de fréquence réduite soit suffisamment grand pour justifier les extensions prises pour
I’amplitude et la phase du module. Néanmoins, nous verrons dans la Section que
le module de compressibilité n’a que peu d’influence sur les résultats. Aucune nouvelle

mesure du module de compressibilité n’a donc été réalisée.

Comparaison des courbes maitresses pour les modules de cisaillement et de
compressibilité La figure 2.12] compare les courbes maitresses obtenues pour les mo-
dules de cisaillement et de compressibilité. En accord avec les résultats de la littérature
[55] (chap.11, p266-320) [70], la dépendance fréquentielle du module de cisaillement est tres
grande devant celle du module de compressibilité. De plus, le facteur de perte associé au
module de compressibilité est beaucoup plus faible que celui du module de cisaillement.
C’est pourquoi le module de compressibilité est souvent considéré comme constant. Les

conséquences de cette hypothese sur le comportement dynamique global d’une structure
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FIGURE 2.10 — Comparaison entre les données expérimentales (croix) et les données cal-
culées a partir des relations de Kramers-Kronig (cercles) pour le module de compressibilité
du Deltane 350, a la premiere étape d’optimisation.
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FIGURE 2.11 — Comparaison entre les données expérimentales (croix) et les données cal-
culées a partir des relations de Kramers-Kronig (cercles) pour le module de compressibilité

du Deltane 350, a la derniere étape d’optimisation.
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FIGURE 2.12 — Comparaison des courbes maitresses pour les modules de cisaillement (croix
bleues) et de compressibilité (cercles oranges) du Deltane 350 a la température de référence
Tret = 12°C.

sandwich avec matériau viscoélastique seront étudiées dans la Section [5.4.1

2.3.3 Analyse critiques des coefficients de glissement optimisés

Coefficients de glissement pour le module de cisaillement Les coefficients de glis-
sement horizontal et vertical calculés par I'algorithme d’optimisation décrit dans la section
sont tracés en fonction de la température relative sur les figures et Les co-
efficients de glissements horizontal sont ajustés par 1'’équation WLF (équation (2.2)) :
les parametres C7 = 6.71 et Co = 135.0K permettent d’obtenir un bon ajustement des
courbes. La figure [2.13 montrent que les coefficients de glissement horizontal optimisés sont
trés proches de ceux pris a l'initialisation de ’algorithme. Les écarts observés sur la figure
[2.7 sont donc principalement dus & Pabsence de recalage vertical. En effet, la figure [2.14]
montre que les coefficients de glissement vertical dépendent de maniére non négligeable de
la température.

Afin de comparer les coefficients de glissement vertical optimisés a ceux prédits par la
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FIGURE 2.13 — Coefficients de glissement horizontal appliqués aux mesures du module
de cisaillement & la premiere (croix) et la derniere (cercles) étapes d’optimisation. Les
coefficients de glissement optmisés sont ajustés par une équation WLF (ligne).

théorie de Bueche-Rouse, des mesures du coefficient d’expansion thermique linéaire en
fonction de la température sont réalisées par analyse thermomécanique sur un TMA 402
F3 Hyperion (mesures réalisées au laboratoire Netzch a Selb en Allemagne). Les résultats
de cet essai montrent que le coefficient d’expansion thermique varie trés peu avec la
température. Il est donc considéré comme constant en prenant o = 2.6 107%1/K. Les
coefficients de glissement vertical calculés a partir de I’équation , et utilisant les coef-
ficients d’expansion thermique mesurés sont tracés sur la figure De maniere générale,
les coeflicients calculés par la procédure d’optimisation proposée sont assez proches de
ceux prédits par la théorie de Bueche-Rouse, et la tendance est respectée. Seul le point a

T — T = —52 K s’en écarte.

Coefficients de glissement pour le module de compressibilité La méme ana-
lyse est réalisée pour les coefficients de glissement calculés pour 'obtention des courbes

maitresses du module de compressibilité du Deltane 350. Les résultats sont donnés sur les
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FIGURE 2.14 — Coefficients de glissement vertical appliqués aux mesures du module de
cisaillement a la premiere (croix) et la derniere (cercles) étapes d’optimisation. Les coeffi-
cients de glissement optimisés sont comparés a ceux prédits par la théorie de Bueche-Rouse.

figures et

Les coefficients de glissement horizontal optimisés décrivent une courbe qui peut-étre lissée
par la loi WLF (équation ), avec pour coefficients C7 = —45.7 et Uy = —418.9K. Le
signe de ces coefficients, bien que surprenant, n’est pas incohérent. Sullivan [I78] obtient
également des coefficients négatifs pour des mesures réalisées a des températures inférieures
a la température de transition vitreuse. Dans le cas du Deltane 350, la température de
transition vitreuse mesurée est de T = —10°C a pression atmosphérique. En revanche,
celle-ci augmentant avec la pression [169], il est tout & fait possible que les températures
auxquelles ont été mesurées le module de compressibilité soient inférieures a la température
de transition vitreuse.

La figure montre que les coefficients de glissement vertical optimisés ont les mémes
ordres de grandeur que ceux prédits par la théorie de Bueche-Rouse, mais ne suivent pas

la méme tendance.
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FIGURE 2.15 — Coefficients de glissement horizontal appliqués aux mesures du module
de compressibilité a la premiere (croix) et la derniere (cercles) étapes d’optimisation. Les
coefficients de glissement optmisés sont ajustés par une équation WLF (ligne).

Retour sur l’applicabilité du principe de superposition temps-température
L’hypothese de simplicité thermo-rhéologique suppose que les coefficients de glissement
sont les mémes pour toutes les fonctions viscoélastiques. Afin de vérifier la validité de
cette hypothese, les coefficients de glissement obtenus pour les modules de cisaillement et
de compressibilité sont comparés sur la figure Une bonne corrélation est observée pour
les coefficients de glissement vertical des deux modules. Néanmoins, bien que les ordres de
grandeurs soient identiques, les coefficients de glissement horizontal calculés pour le mo-
dule de compressibilité présentent une dépendance plus importante avec la température
que ceux calculés pour le module de cisaillement. Les pressions différentes auxquelles ont

été réalisés les essais pour les deux modules peuvent expliquer cette différence.

De maniere générale, d’autres essais sont nécessaires pour valider ou non I’hypothese
de simplicité thermo-rhéologique. Il serait notammement intéressant de déterminer avec

précision 'influence de la pression et du taux de charges dans le matériau. De plus, une
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FIGURE 2.18 — Superposition des courbes maitresses du module de cisaillement du Deltane
a la température de référence Trof = 12°C pour 6 séries de mesure.

meilleure régulation thermique de l'essai de compressibilité est souhaitable.
Les résultats montrent cependant une bonne superposition des isothermes pour ’amplitude
des modules. Le Deltane 350 peut donc étre considéré comme au moins “partiellement

thermo-rhéologiquement simple”, dans le sens défini par Olard [125].

2.4 Incertitudes de mesure

Plusieurs séries de mesure ont été réalisées pour chaque module. Les figures|2.18|et
superposent les courbes maitresses obtenues pour chaque série de mesure. Les échantillons
testés proviennent tous du méme lot de fabrication, a l'’exception de 1’échantillon utilisé

pour la série 3.

Les écarts relativement importants observés sur la figure [2.18| entre les séries de mesure
du module de cisaillement peuvent avoir plusieurs origines. Une des principales incerti-

tudes de mesure concerne le collage des échantillons sur les mors du viscoanalyseur (figure
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FIGURE 2.19 — Superposition des courbes maitresses du module de compressibilité du
Deltane a la température de référence Ty = 12°C pour 2 séries de mesure.
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. Le logiciel d’acquisition utilise les données géométriques des échantillons entrées par
I’expérimentateur pour calculer les caractéristiques du matériau. Ainsi, une surface de col-
lage non uniforme modifie les valeurs du module (ce défaut de collage conduit généralement
a un module d’amplitude et de phase plus faibles). L’épaisseur de colle ou le positionnement
des échantillons sont d’autres parameétres qui peuvent influencer les résultats. D’autre part,
les séries 1 a 3 correspondent a des essais réalisés sur des échantillons parallélépipédiques
tandis que les séries 4 & 6 correspondent & des essais sur des échantillons cylindriques (de
diametre 9.5mm obtenus a 'emporte piece). On remarque clairement sur la figure
une influence de la géométrie des échantillons testés, qui peut par exemple étre due a
des incertitudes de collage différentes ou a des incertitudes sur la mesure des dimensions
des échantillons. Nous verrons l'influence des erreurs de mesure du module de cisaillement
sur le comportement global d’une structure sandwich avec matériau viscoélastique dans la
section

Contrairement au module de cisaillement, la figure permet de conclure & une bonne
répétabilité des mesures du module de compressibilité, malgré les difficultés de mises en
ceuvre expérimentales. Au vu de ces résultats, nous avons choisi de ne pas étudier I'in-

fluence des erreurs de mesures sur le module de compressibilité.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre est proposée une méthode de calcul des coeflicients de glissement per-
mettant de construire les courbes maitresses du matériau sur une large bande de fréquence
par application du principe de superposition temps-température. L’originalité de cette
approche repose sur la méthode utilisée pour calculer les coefficients de glissement, qui
impose le respect des relations exactes de Kramers-Kronig, et donc celui du principe de
causalité. Elle présente certains avantages par rapport aux autres méthodes de recalage.
Tout d’abord, la méthode proposée conserve le sens physique des coeflicients de glisse-
ment, contrairement aux méthodes empiriques. De plus, son utilisation est plus générale
dans le sens ou elle requiert moins d’hypotheses que les autres méthodes. Par exemple,
Parot et Duperray [129] montrent que I’application de méthodes basées sur les approxima-

tions des relations de Kramers-Kronig décrites dans [23] introduit un bruit significatif sur
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les résultats. Un autre exemple concerne les méthodes basées sur un modele viscoélastique
[57, [69) 106, 148]. Celles-ci nécessitent de choisir a priori un modele viscoélastique, qui peut
s’avérer inadapté pour représenter la dépendance fréquentielles des propriétés mécaniques.
Nous verrons dans le prochain chapitre que la plupart des modeles viscoélastiques sont
construits de maniere a assurer la consistance interne, telle que la causalité. Les méthodes
basées sur ce type de modele peuvent donc étre vues comme une restriction de la méthode
de recalage proposée dans ce travail.

Le principe de superposition temps-température est appliqué a des mesures en cisaillement
et en compression hydrostatique du Deltane 350 en utilisant la méthode décrite dans la
section Les résultats montrent que la méthode proposée permet d’obtenir des courbes
maitresses plus en accord avec le principe de causalité. De plus, les coefficients de glisse-
ment optimisés sont cohérents avec I’équation WLF, la théorie de Bueche-Rouse, ainsi que
d’autres travaux. Des écarts plus importants sont cependant observés pour les coeflicients
de glissement appliqués aux mesures du module de compressibilité. D’autres essais sont
souhaitables, d’une part dans le but de vérifier 'applicabilité du principe de superposi-
tion, en déterminant précisément le role de la pression et des charges dans le matériau ;
d’autre part pour valider davantage la méthode de recalage utilisée, en comparant par
exemple les résultats avec d’autres types de mesure. Des essais résonants ou des essais de
propagation d’ondes permettraient de mesurer les propriétés viscoélastiques sur plusieurs
décades a des fréquences plus élevées que les méthodes hors-résonances. Le développement
récent de viscoanalyseurs utilisant des actionneurs piézoélectriques [148] permettrait de
réaliser des mesures jusqu’a quelques kHz, sans avoir recours au principe de superposition
temps-température.

Enfin, des incertitudes de mesures significatives sont observées sur le module de cisaille-
ment. L’influence de ces incertitudes sur le comportement global d’une structure sandwich
avec matériau viscoélastique sera étudiée dans la section

Toutes les courbes maitresses tracées dans ce chapitre sont obtenues pour une température
de référence de 12°C. La méme procédure peut étre appliquée pour différentes températures
de référence. Le nomogramme est alors obtenu en faisant varier les couples de fréquences et

températures, et en dessinant les courbes des fréquences réduites a température constante.
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DELTANE 350 (ref 48.011.34) - Reduced Frequency Nomogram
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FIGURE 2.20 — Nomogramme du Deltane 350 fourni par Paulstra®/[Fiche Hutchinson].

La figure montre le nomogramme du Deltane 350 fourni par Paulstra ®[132]. Ce
graphe & trois entrées prend en compte la dépendance en fréquence et en température du
module de stockage et du facteur de perte du matériau. La lecture du nomogramme se fait
de la maniere suivante : i) pour une fréquence donnée, trouver le point d’intersection entre
la droite horizontale a cette fréquence et la droite isotherme de la température d’intérét,
ii) relever la fréquence réduite de ce point, iii) tracer la verticale a cette fréquence réduite
et iv) relever les valeurs aux intersections avec les courbes du module de stockage et du
facteur de perte.

Les courbes maitresses obtenues dans ce chapitre a la température de référence choisie
de 12°C sont en accord avec le nomogramme de la figure La procédure de ca-
ractérisation décrite dans ce chapitre peut étre appliquée dans le but de connaitre les
propriétés mécaniques effectives du matériau utilisé, de maniere a s’affranchir des dis-
persions d’'un lot de fabrication a 'autre. Elle peut également étre utilisée pour tester

efficacement des matériaux développés localement.
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Chapitre 3

Modélisation du comportement
viscoélastique

3.1 Introduction

Le chapitre précédent avait pour but de décrire la procédure utilisée pour 'obten-
tion des courbes maitresses d’un matériau viscoélastique. Ces données peuvent étre di-
rectement entrées sous forme de tables dans un code de calcul par éléments finis pour
prédire 'efficacité d’un traitement viscoélastique amortissant. Cette représentation tabulée
du module complexe est d’ailleurs la seule maniere de prendre en compte la dépendance
fréquentielle des propriétés mécaniques viscoélastiques dans le code de calcul Nastran, pour
une analyse dans le domaine fréquentiel [I17]. Dans cette approche, comme le module com-
plexe est déterminé seulement pour un nombre de fréquences discretes, des interpolations
numériques sont utilisées pour estimer la valeur du module complexe entre deux valeurs
discretes de la table.

Cependant, il est parfois souhaitable de disposer d’une description analytique. Un modele
viscoélastique permet de représenter simplement les variations du module complexe avec
la fréquence : I'information sur une large bande de fréquence est concentrée sur quelques
parametres. Ces derniers sont identifiés a partir des courbes malitresses expérimentales.
Bien que ces aspects ne soient pas abordés dans cette these, la représentation du module
complexe par un modele viscoélastique permet de traiter les incertitudes sur les propriétés
du matériau en appliquant des densités de probabilité aux parametres du modele [I§].

Un autre avantage de cette approche concerne la possibilité de définir les parametres du
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modele viscoélastique comme parametres d’optimisation. Le modele viscoélastique peut
alors servir de base a l'identification du module complexe en optimisant les parametres
du modele pour recaler des essais [164]. De plus, l'utilisation d’un modele viscoélastique
facilite la conversion des mesures réalisées dans le domaine fréquentiel vers le domaine
temporel. Enfin, pour un utilisateur de code de calcul, il est plus pratique de fournir en
entrée du modele éléments finis les parametres d’un modele viscoélastique que de rentrer
des données tabulées.

Le but de ce chapitre est de décrire les modeles viscoélastiques unidimensionnels cou-
ramment utilisés. Les parametres des modeles présentés sont ensuite identifiés a partir
des courbes maitresses expérimentales du Deltane 350, obtenues au chapitre précédent.
Les modeles unidimensionnels ainsi identifiés seront utilisés dans la deuxiéme partie pour

construire une loi de comportement tridimensionnelle du Deltane 350.

3.2 Principaux modeles viscoélastiques utilisés

3.2.1 Modeles rhéologiques de base

Nous avons déja vu dans le premier chapitre, au travers des différents essais de ca-
ractérisation, que le comportement d’un matériau viscoélastique combinait les propriétés
d’un solide purement élastique a celles d’un fluide purement visqueux. Les modeéles rhéologi-
ques élémentaires sont des éléments permettant de représenter ces comportements mécani-
ques de base :

— D’élasticité avec un ressort (figure dont la raideur k correspond au coefficient

de proportionnalité entre la contrainte et la déformation uniaxiales : o = ke

— la viscosité avec un amortisseur (figure dont le parametre n correspond au

coefficient de proportionnalité entre la contrainte et le taux de déformation uniaxiale :
o =né
La plupart des modeles viscoélastiques sont construits a partir de ces modeles élémentaires,
en assemblant des ressorts et des amortisseurs en série ou en parallele. Les modeles
rhéologiques les plus simples sont : le modele de Kelvin-Voigt, le modele de Maxwell et le

modele de Zener.
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" n m=l !

(a) Modele de Kelvin-Voigt (b) Modele de (c) Modele de Zener
Maxwell

FI1GURE 3.1 — Modeles rhéologiques simples.

Modele de Kelvin-Voigt Le modeéle de Kelvin-Voigt, aussi appelé modele d’amortis-
seur visqueux, consiste a assembler en paralléle un ressort et un amortisseur (ﬁgure.
On note o1 et €1 la contrainte et la déformation dans le ressort, et oy, €2 la contrainte et
la déformation dans I’amortisseur. En écrivant le loi de comportement de chaque élément,
on obtient :

01 = kGl,
(3.1)
g2 = T€g.
Lorsque deux éléments sont assemblés en parallele, ils sont soumis & la méme déformation e

et la contrainte totale o est égale a la somme des contraintes induites dans chaque élément,

ce qui conduit a :
€ =€ = €2,
(3.2)

o =01+ 09.

La loi de comportement associée au modele de Kelvin-Voigt est obtenue en combinant les

équations ({3.1) et (3.2) :

o = ke + né. (3.3)

Le module complexe correspondant est :
E*(w) = E +iwn, (3.4)
avec F = k.
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Modele de Maxwell Le modele de Maxwell est composé d’un ressort et d’un amortis-
seur en série (figure . Lorsque deux éléments sont en série, la déformation totale €
est donnée par la somme de chacune des déformations, et la méme contrainte o s’applique
aux deux éléments, d’ou :

O =01 =09,
(3.5)
€ = €1 + €.

La combinaison des équations (3.1) et (3.5) conduit & la loi de comportement suivante
pour le modele de Maxwell :

ko + no = nké. (3.6)

Le module complexe correspondant est :

B () iBwn iwr
W) = = s
E +iwn 1 +iwr

avec E =k et 7 =n/FE le temps de relaxation.

Modele de Zener Le modele de Zener, également appelé modele solide linéaire standard
(SLS) de type Maxwell, est obtenu par assemblage en parallele d'un ressort et d’un modele

de Kelvin-Voigt (figure|3.1(c)). Le loi de comportement est donnée par ’équation suivante :
ko + no = kkoe + n(k + ko)é. (3.8)

Le module complexe correspondant est :

Ey 4+ Exoiwt
E* = — 3.9
() 1+ iwr (3.9)
ou Ey = ko appelé module relaxé correspond a la valeur du module en basses fréquences,

FE = ko + k est le module non-relaxé, i.e. la valeur du module a hautes fréquences.

Ces modeles viscoélastiques présentent l'avantage d’étre tres simples, mais ne sont
pas représentatif d’'un comportement expérimental. En effet, le modele de Kelvin-Voigt
ne permet pas de représenter le phénomene de relaxation de contrainte observé lors de
I’application d’une déformation (section, et le modele de Maxwell conduit & un taux
de déformation constant pour un essai de fluage. Le modele de Zener est assez représentatif
d’un comportement réel pour des sollicitations simples, comme dans les essais de fluage
ou de relaxation de contrainte, mais pour des essais dynamiques, le module de perte varie

trop rapidement avec la fréquence. C’est pourquoi des modeles plus complexes sont établis.
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ko

m 2 1IN

FI1GURE 3.2 — Modele de Maxwell généralisé.
3.2.2 Modeles rhéologiques complexes

Modele de Maxwell généralisé Le modele de Maxwell généralisé, ou modele de Wei-
chert [192], est constitué de N éléments de Maxwell montés en parallele avec un ressort
(figure[3.2)). La contrainte totale est égale a la somme des contraintes oy, associées a chaque

élément de Maxwell k£ ajoutée a la contrainte du ressort isolé o :

N
o= Ue+20k. (3.10)
k=1

Le module de relaxation intervenant dans la loi de comportement (équation (|1.4))) s’écrit :

N

_ By
E(t)=Eo+Y_ Epexp ', (3.11)
k=1

et son module complexe associé est :
N Eriwny 1wk
EﬁZElenk = <1+Z kl—l—lum) (3.12)
oll Ey est le module relaxé. Le module non-relaxé est égal a Eoo = >, Ej, = Eo(14+) ;. k)
Chaque élément k& de Maxwell est associé a un temps de relaxation 7, = n,/E). La
distribution de temps de relaxation ainsi créée permet de représenter des phénomenes

de relaxation sur des temps beaucoup plus longs qu’avec un modele de Zener (modele de

Maxwell généralisé avec N = 1).

Modeéle de Golla-Hugues-McTavish (GHM) Le modele de Golla-Hughes-McTavish

(GHM) [65), ITT] est constitué d’une série de mini-oscillateurs amortis montés en paralléles

81



3.2. PRINCIPAUX MODELES VISCOELASTIQUES UTILISES
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FI1GURE 3.3 — Modele de Golla-Hughes-McTavish.

avec un ressort (figure [3.3). Le module complexe s’écrit :

N A pwpw — w?
E*(w) = Ey (1 +3 o i ) : (3.13)
k=1

: 2_ 2
2iCpwpw + Wi —w

ou Ejy est le module relaxé. Les parametres oy, ( et wyp sont reliés a la raideur Ej, la
viscosité de 'amortisseur 7 et la masse my de chaque mini-oscillateur et la raideur Fy du

ressort isolé par les relations suivantes :

Ky
o = 2k
k k07
S L (3.14)
my
_ Nk
\ s 2/ myki

Dans ce modele, dit & variables internes, chaque oscillateur est associé a une variable
de dissipation. L’introduction de ces variables auxiliaires permet de réduire l'ordre de
I’équation différentielle de comportement en utilisant une représentation d’état, au prix

d’une augmentation du nombre d’inconnues.

Modéle “Anelastic Displacement Fields” (ADF) Le modele “Anelastic Displa-
cement Fields” (ADF), introduit par Lesieutre et Bianchini [98] 09], est composé d'un

assemblage en série d’éléments de Voigt et d’un ressort isolé (figure [3.4)). Le module com-
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FI1GURE 3.4 — Modele “Anelastic Displacement Fields”.

plexe associé a ce modele s’écrit :

(3.15)

N 2 .

w? + 1wy

pen (11 e
P w* + Qf

ou FEjy est le module relaxé, € est 'inverse du temps caractéristique de relaxation a
déformation constante et Ay est la résistance a la relaxation, liée au parameétre C), décrivant
le couplage du processus physique de relaxation au déplacement total :

1+ A

Ck A,

(3.16)

Cette méthode est basée sur la séparation du champ de déformation en une partie élastique,
instantanément proportionnelle & la contrainte et d’une partie anélastique, représentant
la relaxation du matériau. La partie anélastique peut étre considérée comme une somme
de contributions individuelles pour créer une distribution de temps de relaxation. Sur la
figure le ressort isolé correspond a la partie élastique, et chaque élément de Voigt
correspond a une composante de la partie anélastique. Le modele ADF est un modele a

variables internes ou les dégrés de libertés ajoutés sont des déplacements anélastiques.

Dans chacun des modeles présentés, le nombre de séries considérées est a déterminer
en fonction de la qualité de I’approximation souhaitée. Nous verrons dans la section
que plusieurs séries sont nécessaires pour représenter de maniére satisfaisante les variations
fréquentielles du module complexe. Le nombre de parametres a identifier devient vite tres

grand.

3.2.3 “Spring-pot” et modele a dérivées fractionnaires

Une autre approche pour modéliser les variations fréquentielles du module complexe

consiste, non plus a associer des éléments élastiques (ressorts) et (visqueux), mais a
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" g TE

(a) (b) (c)

FIGURE 3.5 — éléments rhéologiques élémentaires : le ressort (a), Pamortisseur (b) et le
spring-pot (c).

construire un élément dissipatif particulier : le “spring-pot” (figure|3.5(c)|). La loi de com-

portement associée a cet élément s’écrit :
o =T1"ED" (), (3.17)

ou D% est I'opérateur différentiel temporel d’ordre fractionnaire, avec 0 < a < 1. Le nom
de “spring-pot” vient du fait que :
— pour o = 0, le comportement est celui d’'un élément élastique (“spring”, figure

3-5(a)) :
o =71YED (¢y) = Fe, (3.18)

ou F est le module élastique;
— pour « = 1, le comportement est celui d’un élément visqueux (“dash-pot”, figure

3.5(b)) :
o =T1'ED (¢) = 7FE¢, (3.19)

ou 7 =n/FE est le temps de relaxation.
L’utilisation de dérivées fractionnaires dans le contexte de la viscoélasticité, initiallement
proposée par Germant [62], est justifiée par les théories moléculaires. La théorie de Rouse
[162] pour des polymeres non réticulés, modifiée par Ferry [56], conduit & la loi de com-
portement suivante :

2 DY2(e(t)), (3.20)

ou p est la viscosité, p la densité, R la constante universelle des gaz parfaits, T la
température et M la masse moléculaire. Havriliak et Negami [73], puis Bagley et Tor-

vik [12] ont ensuite proposé les premiers modeles viscoélastiques a dérivées fractionnaires.
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Ta(Eoo — Eo)

FIGURE 3.6 — Modele fractionnaire de Zener.

Le modele a dérivées fractionnaires étudié ici est le modele fractionnaire de Zener. L’amor-
tisseur dans le modele de Zener (figure [3.1(c)) est remplacé par un “spring-pot” (figure
3.5(c)) La loi de comportement associée a ce modele s’écrit :

o+ 7D o) = Ege + T*ExD%(e). (3.21)

Dans le domaine fréquentiel, le module complexe s’écrit :

By + Exo(iwr)®

Bw) = = e (3.22)

3.2.4 Représentation générale des modeles rhéologiques et aspects ther-
modynamiques

On remarque que les modeles viscoélastiques présentés peuvent s’écrire de fagon plus
générale :
— soit sous la forme d’une fraction rationnelle pour les modeles construits a partir de
ressorts ou d’amortisseurs :

N s Nk
E*(w) = Ey L+ Zlﬁl ax(iw) .

(3.23)

— soit sous la forme d’une fraction de polyndémes & puissances non entieres pour les

modeles a dérivées fractionnaires :

B*(w) = ot 2kt ak(iw)™

. 3.24
0TF X (o) (3.24)

avec ay > 0 et B > 0 pour tout k.
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Des conditions sont a imposer sur les coefficients des modeles afin de respecter les prin-
cipes thermodynamiques, ainsi que la causalité. Les modeles construits a partir d’éléments
rhéologiques purement élastiques ou purement visqueux permettent une représentation du
matériau qui satisfait automatiquement les deux premiers principes de la thermodyna-
mique [37, [108]. Une étude des éléments “spring-pot” d’un point de vue thermodynamique
est réalisée par Lion [102].

Le respect du principe de causalité, associé au respect des relations de Kramers-Kronig,
a déja été abordé dans la section [2.2.1.1] Pour les modeles construits a partir de ressorts
et d’amortisseurs, on notera que la condition M > N dans I’équation impose la
causalité [I07]. Il est facile de montrer que le modele de Maxwell est causal tandis que le

modele de Kelvin-Voigt ne 'est pas.

3.3 Identification des parametres des modeles

Dans cette section, on présente 'identification de parametres des modeles de Maxwell
généralisé, GHM, ADF et de Zener fractionnaire, a partir des courbes maitresses du Del-
tane 350 obtenues dans le chapitre précédent. Le tableau récapitule les parametres a
identifier pour chaque modele. Les résultats de I'analyse des différents modeles ne sont

présentés que pour le module de cisaillement.

L’identification des parametres consiste a utiliser une méthode des moindres carrés qui
optimise les parametres afin de minimiser 1’écart entre le module complexe expérimental
et calculé. Les techniques des moindres carrés nécessitent de définir une valeur initiale
pour chaque parametre a identifier. Or, on observe une sensibilité des résultats aux pa-
rametres initiaux choisis, indiquant 1’existence de plusieurs minima locaux. C’est pourquoi
il est important de savoir bien estimer ces coefﬁcients.lﬂ La premiere partie de cette section
concerne l’estimation des parametres des modeles viscoélastiques pour 1’étape d’initialisa-
tion d’une méthode de moindres carrés.

La fonction Isgnonlin de Matlab® , déja évoquée dans la section [2.2.2] est utilisée pour

1. Une autre technique consiste a générer plusieurs vecteurs de parametres initiaux et a comparer les
résidus obtenus a la fin de 'optimisation pour chacun d’eux. De cette maniere, il est possible d’identifier
le minimum global dans le cas ou plusieurs minima locaux seraient observés.
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TABLE 3.1 — Identification des parametres de modeles viscoélastiques.

Nombre de parametres

Modele viscoélastique Module complexe 5 identifier
R T lwTg,
M 11 1 G* 1 2N+1
axwell généralisé (w) ( + Z Vg n 1w7'k> +
N 2ipwpw — w?
GHM G* =Go|1l 3N+1
(w) 0( +;ak21Ckwkw+sz2> +
al w? +iwQ
ADF G 1 A i IN+1
(@) ( * Z Mot ) -
Go + Goo(iwT)®
Zener fractionnaire G*(w) = 0 + Gooliwr) 4

1+ (iwT)”

résoudre le probleme des moindres carrés non linéaires. Les résultats de I'identification,
pour le module de cisaillement du Deltane 350, sont ensuite présentés et analysés.

Enfin, les propriétés asymptotiques des modeles identifiés sont étudiées.

3.3.1 Estimation des parametres des modeles viscoélastiques

La difficulté a estimer les parametres d’un modele de Maxwell généralisé, GHM ou
ADF croit avec le nombre de séries utilisées. Bien que les parametres des modeles peuvent
étre identifiés par un algorithme basé sur des méthodes graphiques [149], on choisit dans
ce travail de procéder de maniere incrémentale : les parametres optimisés d’un modele a n
séries sont utilisés pour estimer les parametres d’'un modele & n 4 1 séries. On ne présente

donc ici que 'estimation des parametres de ces modeles pour une série.

Modeéle de Maxwell a une série Pour un modele de Maxwell a une série, trois pa-
rametres sont & identifier (équation (3.12)) en prenant E = G et N = 1) : Gy, 71 et 71. Les

valeurs asymptotiques (module relaxé et module non relaxé) du module conduisent a la
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détermination des deux premiers parametres :
Go = lim G*(w),
w—0

im0 G*(w) Goo (3.25)

—1=—
it Go

Le temps de relaxation est donné par la valeur de fréquence wpi. correspondant au pic de

1 Go
= —_—. .2
el o \/ G (3.26)

Modele GHM a une série Le modele GHM possede quatre parametres a identifier

la phase :

(équation en prenant £ = G et N = 1) : Gy, a1, (1 et wy ou Gy correspond au
module relaxé (Gy = lim,_,0 G*(w)). Connaissant les modules relaxé et non relaxé, il est
possible de déterminer a1 = G /Gp — 1. La fréquence correspondant au pic de la phase
dépend de maniere complexe des parametres aq, (1 et w1, ce qui rend difficile estimation
de (1 et wy. En effet, une étude réalisée sur 'influence des parametres du modele GHM a
une série montre que la valeur du pic de la phase est décalée pour une modification d’un
de ces trois parametres. Il convient de trouver un autre point caractéristique des courbes
maltresses pour estimer les parametres (1 et wi. On remarque sur la figure que le
point d’intersection de la bissectrice des tangentes a la courbe de mesure de 'amplitude du
module (voir figure m pour la définition graphique) reste inchangé par une modification

du parametre ;.

Modeéle ADF a une série Trois parametres sont & identifier pour un modele ADF a
une série (équation en prenant £ = G et N = 1) : Gy la module relaxé, A et ;.
Le parametre A est calculé a partir des modules relaxé et non relaxé : A} = G /Go — 1.
21 ala dimension d’une fréquence. Il est calculé a partir de la fréquence wp;. correspondante

au pic de la phase :

M =wiv 1+ A (327)

Modele fractionnaire de Zener L’estimation des quatres parametres du modele frac-

tionnaire de Zener est donnée dans I’article [60]. Nous nous limiterons ici a en donner les
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FIGURE 3.7 — Etude de l'influence des parametres Gy (a), a1 (b), (1 (¢) et wy (d) d'un
modele GHM & une série sur le comportement.
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résultats :

Go = lim G(w),
w—0

Goo = lim G(w),

— 00

2v/GoG oo + (Goo + Go)m (3.28)
hic(Goo + Go)? + (Goo — Go)? |

2
a = —arcsin | Npic(Goo — Go)
T

- Whpic <Go0) ’

ol wpic est la fréquence correspondante au maximum de ’angle de perte 7pic qui est la

tangente du maximum de la phase du module.

3.3.2 Résultats pour le module de cisaillement du Deltane 350

Les résultats de I'identification sont présentés sur
— la figure pour le modele de Maxwell généralisé en faisant varier le nombre de

séries de un a cing;

la figure pour le modele GHM en faisant varier le nombre de séries de un a cing;

la figure [3.10| pour le modele ADF en faisant varier le nombre de séries de un a cing ;

— la figure [3.11] pour le modele fractionnaire de Zener.

Les valeurs des parametres optimisés de chaque modele viscoélastique considéré sont
données en annexe [A] On remarque que pour les modeles de Maxwell généralisé, GHM et
ADF, cinq séries sont nécessaires pour obtenir une approximation satisfaisante de ’ampli-
tude et de la phase du module de cisaillement complexe. Des oscillations, dont le nombre
dépend du nombre de séries considérées, sont observées autour des courbes expérimentales.
Une seule série ne permet pas de représenter des phénomenes de relaxation sur des temps

aussi longs que ceux observés expérimentalement pour le Deltane 350 (figures |3.8(a)]

[3.9(a)| et [3.10(a)). C’est pourquoi il est nécessaire de prendre plusieurs séries de maniere

a représenter le phénomene de relaxation par une distribution de temps de relaxation.
En revanche, le modele fractionnaire de Zener permet d’approcher de maniére trés satis-
faisante les courbes maitresses expérimentales (figure [3.11)), et ce avec seulement quatre

parametres. Ce modele présente donc le meilleur compromis entre précision et nombre de
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FIGURE 3.8 — Courbes maitresses du module de cisaillement du Deltane 350 expérimentales
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Ficure 3.11 Courbes maitresses du module de cisaillement du Deltane 350
expérimentales (croix noires) et modélisées par un modele fractionnaire de Zener (trait

plein orange).
parametres. Les parametres optimisés pour ce modele sont les suivants :
Go =14 MPa, Go =0.54 GPa, 7=0.52us, «o=0.59. (3.29)

Ce sont les parametres qui seront utilisés dans le reste de la these pour modéliser le
comportement du Deltane 350. Les parametres estimés a partir de 'équation (3.28)) sont

de 'ordre de ceux optimisés :
Go=1.6 MPa, G, =0.37 GPa, 7=06.85pus, «a=0.63. (3.30)

On peut noter que l'ordre de la dérivation « est assez proche de 0.5, intervenant dans

I’équation ((3.20]).
3.3.3 Propriétés asymptotiques

Dans les parties suivantes de cette these, les structures sandwich avec matériau visco-
élastique seront étudiées jusqu’a quelques kHz. Afin de limiter 'erreur aux bords de
la bande de fréquence, l'identification des parametres des modeles viscoélastiques a été
réalisée a partir des courbes maitresses du matériau sur une gamme de fréquence plus
large : [1 — 7.7 10°]Hz. Au cas ott lors d’une excitation quelconque, des modes situés hors
de cette bande seraient sollicités, il est important de s’assurer des propriétés asymptotiques
des modeles identifiés.

Pour chaque modele viscoélastique étudié, les limites asymptotiques du module sont déter-
minées. Pour les modeles de Maxwell généralisé, GHM et ADF, ’analyse est réalisée sur

les modeles de meilleure approximation, i.e. a 5 séries.
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La figure montre que les propriétés asymptotiques sont équivalentes pour les quatre
modeles étudiés. On peut tout de méme noter des variations moins abruptes de I’amplitude
du module aux bords de la bande de fréquence expérimentale pour le modele fractionnaire

de Zener.

3.3.4 Application au module de compressibilité du Deltane 350

Au vu des résultats pour le module de cisaillement, seul le modeéle fractionnaire de Zener
est identifié a partir des courbes maitresses du module de compressibilité du Deltane 350.

Les résultats sont présentés figure et les coefficients optimisés sont les suivants :

Ko =195 GPa, K. =83GPa, 7=0.15pus, «=0.36. (3.31)

Le modele fractionnaire permet également de bien représenter la dépendance fréquentiel-
le du module de compressibilité, avec des propriétés asymptotiques cohérentes (figure
. On note que l'ordre de dérivation obtenu pour le module de compressibilité est
bien inférieur a celui calculé pour le module de cisaillement. Ceci peut s’expliquer par une

dépendance fréquentielle nettement plus faible du module de compressibilité (figure [3.15]).

3.4 Conclusion

Plusieurs modeles viscoélastiques de la littérature ont été présentés pour modéliser la
dépendance fréquentielle des modules de cisaillement et de compressibilité. Les parametres
de ces modeles ont été identifiés par une méthode des moindres carrés non linéaire & partir
des courbes maitresses expérimentales du Deltane 350 obtenues dans le chapitre précédent.
Les résultats montrent que les modeles de Maxwell généralisé, GHM et ADF nécessitent un
nombre de parametres relativement important pour représenter correctement le compor-
tement du Deltane 350. En revanche, le modele fractionnaire de Zener donne une bonne
approximation des courbes maitresses avec seulement quatre parametres. De plus, ces
parametres peuvent étre facilement estimés a partir du module relaxé (module basses
fréquences), du module non relaxé (module hautes fréquences) et de la détermination du
pic de la phase du module. Les propriétés asymptotiques des modeles étudiés sont satis-

faisantes.
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FIGURE 3.12 — Courbes maitresses du module de cisaillement du Deltane 350

expérimentales (croix noires) et modélisées par un modele ADF & une (a), deux (b), trois
(c), quatre (d) et cing (e) séries (trait plein orange) sur une large bande de fréquence.
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FIGURE 3.13 — Courbes maitresses du module de compressibilité du Deltane 350
expérimentales (croix noires) et modélisées par un modele fractionnaire de Zener (trait
plein orange).
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expérimentales (croix noires) et modélisées par un
plein orange) sur une large bande de fréquences.
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FI1GURE 3.15 — Comparaison des modeles fractionnaires de Zener identifiés pour les modules
de cisaillement et de compressibilité du Deltane 350.
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3.4. CONCLUSION

Les logiciels de calcul par éléments finis offrent généralement la possibilité de décrire le
comportement d’un matériau viscoélastique par un modele de Maxwell généralisé. Ce n’est
pas le cas pour le modele fractionnaire de Zener. On peut noter également qu’en raison de
la présence de dérivées fractionnaires, 'implémentation du modele fractionnaire de Zener

dans le domaine temporel est assez complexe [48, [60].

L’identification des parametres du modeéle fractionnaire de Zener a été réalisée pour
les modules de cisaillement et de compressibilité. Les modeles ainsi identifiés en unidimen-
sionnel seront utilisés dans la partie suivante pour construire une loi de comportement

tridimensionnelle.
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Deuxieme partie

Modélisation par éléments finis de
structures sandwich
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Introduction

Nous avons vu dans la partie précédente que lorsqu’un matériau viscoélastique était
soumis a un champ de déformation, celui-ci dissipait une partie de I’énergie par chaleur.
Dans cette partie, nous nous intéressons au comportement dynamique de structures mu-
nies de matériaux viscoélastiques.

Les matériaux viscoélastiques sont tres largement utilisés pour leurs propriétés amortis-
santes, soit pour isoler une structure vibrante, soit pour controler les vibrations et le
bruit généré. Dans les sous-marins, ou il est capital de réduire la signature acoustique, les
matériaux viscoélastiques sont tres présents, comme le montre la Figure On retrouve
notamment des systémes d’isolation vibratoire & travers de nombreuses suspensions (par
exemple de lappareil propulsif ou des équipements électroniques), ainsi que des struc-
tures sandwich (comme dans le dome sonar, ou les pales de I'hélice) [68, 130]. Parmi
les traitements passifs permettant de controler les vibrations d’une structure, on distingue
différentes configurations : d’une part les revétements simples, d’autre part les revétements
contraints. Les revétements simples consistent a fixer une couche de matériau viscoélastique
a la surface de la structure (Figure [3.17}(a)). Sous une déformation de flexion de la struc-
ture, le matériau viscoélastique, sollicité principalement en traction/compression, dissipe
une partie de I’énergie. Dans le cas de revétements contraints, la couche de matériau
viscoélastique est intégrée a la structure vibrante, ou une couche de matériau rigide est
ajoutée a la surface libre d’un revétement simple (Figure [3.17/(b)). Ainsi, le matériau
viscoélastique travaille principalement en cisaillement lorsque la structure se déforme. Pour
obtenir un amortissement important avec un revétement simple, le contraste de rigidité

entre le matériau viscoélastique et la structure a laquelle il est appliqué doit étre le plus

.....
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FIGURE 3.16 — Application de matériaux viscoélastiques dans un sous-marin [I31].

faible amortissement. C’est pourquoi la deuxiéme configuration (figure [3.17(b)) permet
généralement d’aboutir & de meilleures performances. Ce travail se limite a 1’étude des
revétements de type couche contrainte, pour amortir les vibrations et le bruit en basse
fréquence.

La prédiction et 'optimisation des performances d’un traitement amortissant nécessitent
un outil de calcul par éléments finis fiable. La modélisation numérique de structures mu-
nies de matériaux viscoélastiques fait ’objet d’une recherche active. Les éléments finis sont
généralement choisis pour la modélisation de la structure et de la couche viscoélastique. La
structure est classiquement maillée par des éléments finis 3D, ce qui permet de traiter des
structures relativement massives, mais également des structures a géométrie complexe.
L’objectif du premier chapitre de cette partie est de présenter les méthodes existantes
de modélisation de couches viscoélastiques, ainsi que le code de calcul par éléments finis
réalisé sous Matlab®).

Le deuxieme chapitre s’attache a valider le modele viscoélastique et le modele éléments

finis choisis par des comparaisons calculs/essais. L’influence des erreurs de mesure des
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Matériau

viscoélastique
Couche contrainte

Structure
(a) élastique (b)

FIGURE 3.17 — Traitements viscoélastiques : revétement simple ou couche libre (a),
revétement contraint ou couche contrainte (b).

propriétés mécaniques, ainsi que la validité de I’hypothese classique de module de com-
pressibilité constant sont étudiées.

Enfin, le troisieme chapitre de cette partie met en évidence les limites d’utilisation des
éléments 3D pour modéliser une couche viscoélastique de fine épaisseur dans un contexte
d’optimisation structurelle. Deux éléments finis d’interface sont alors proposés et validés

pour palier a cette difficulté.
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Chapitre 4

Modélisation éléments finis de
structures munies de matériaux
viscoélastiques

4.1 Introduction

Le dimensionnement de structures intégrant une couche viscoélastique contrainte re-
quiert un modele prédictif capable de quantifier la réduction du niveau de vibration. La
difficulté d’analyse de telles structures provient de la dépendance fréquentielle du matériau
viscoélastique, ainsi que de la nécessité de bien représenter le cisaillement transverse
dans I’épaisseur de la couche viscoélastique. Il existe diverses approches, analytiques ou
numériques, permettant d’estimer ’amortissement induit par I'application du traitement
passif. Celles-ci sont brievement présentées dans la premiere section de ce chapitre.

Dans le cadre de cette these, un code de calcul par éléments finis a été entierement
développé dans ’environnement Matlab®). Ce choix de développer notre propre outil de
calcul est motivé par :

— la liberté dans le choix des modeles utilisés, comme par exemple 'utilisation d’un
modele fractionnaire de Zener pour représenter le module complexe dépendant de
la fréquence, ou la prise en compte des dépendances fréquentielles des modules de
cisaillement et de compressibilité (contrairement a certains codes éléments finis com-
merciaux comme Nastran qui ne permettent de définir qu’un seul module dépendant

de la fréquence) ;
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CONTRAINTE

— la facilité d’implémentation de nouvelles techniques numériques, telles que les éléments
d’interface introduits dans le chapitre [6] ou les méthodes de réduction de modele
testées dans les chapitres [0] et

Dans la deuxieme section, la loi de comportement tridimensionnelle adoptée pour le
matériau viscoélastique est décrite. La formulation variationnelle et la discrétisation éléments
finis utilisant cette loi de comportement sont présentées.

Enfin, afin de valider le code de calcul par éléments finis développé, une comparaison avec
le code Nastran est réalisée sur deux cas d’étude. Ceci fait I'objet de la troisieme section

de ce chapitre.

4.2 Modélisation de structures avec couche viscoélastique
contrainte

Les structures munies de matériaux viscoélastiques font ’objet de nombreuses études.
En raison d’importants effets de cisaillement transverse dus a la différence des propriétés
mécaniques entre couches, il est difficile de prédire le comportement global de ce type de
structures. Une grande partie de la littérature est dédiée aux développements de théories
pour ce type de structures, ainsi qu’a des études de leur comportement statique et dyna-
mique a travers des méthodes analytiques ou numériques.

Concernant les méthodes analytiques, les premieres estimations des facteurs de perte et
des fréquences propres de structures intégrant une couche viscoélastique sont réalisées par
Ross, Ungar et Kerwin [89, I51]. Ils présentent une approche théorique de poutres sand-
wich & coeur viscoélastique simplement appuyées, en utilisant un module complexe constant
pour modéliser le comportement viscoélastique. Des extensions de leurs travaux ont été
réalisées par DiTaranto [49], Mead et Markus [I112], Yan et Dowell [195] et Rao [143] pour
traiter le cas de poutres ou de plaques sandwich avec d’autres conditions aux limites. Des
méthodes analytiques de propagation d’ondes dans les structures sandwich ont également
été proposées dans [I1], [63] [I81]. Les solutions analytiques développées étant limitées a
I’étude de poutres ou de plaques, avec des conditions aux limites relativement simples,
I’applicabilité de ces approches pour prédire la réponse amortie d’une structure sandwich

est réduite. En revanche, ces solutions analytiques sont couramment utilisées pour valider
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les modeles éléments finis et pour calculer les propriétés mécaniques amortissantes d’un
matériau a partir d’essais de vibration sur une structure sandwich [, [120].

Le développement de la méthode des éléments finis a permis d’étudier des structures
pour des géométries, des chargements et des conditions aux limites plus complexes. Pour
modéliser correctement les effets de cisaillement dans une structure amortie par un matériau
viscoélastique, la continuité des contraintes transverses doit étre assurée aux interfaces
entre la structure élastique et le matériau amortissant. La littérature fait montre d’une
grande diversité d’approches pour analyser le comportement de structures composites,
comme celles qui nous intéressent. Un état de I'art des modeles éléments finis de type
poutres/plaques/coques sandwich est donné dans [28] [87, [146]. Les théories a la base de
ces approches peuvent étre classées en trois catégories : la théorie de couche équivalente
(ESL - Equivalent Single-Layer), la théorie de couches discretes (LW - Layer- Wise), et la
théorie en zig-zag (qui peut étre vue comme un cas particulier des méthodes de type couches
discretes). Les modeles de couche équivalente traitent la structure sandwich comme une
unique couche statiquement équivalente [147]. Les déplacements et les déformations sont
continus dans ’épaisseur, ce qui conduit alors a des discontinuités du champ de contrainte
aux interfaces. Les modeles de couches discretes, ou le déplacement de chaque couche est
représenté, permettent d’éviter ce probleme [95]. Cependant, le nombre de degrés de liberté
étant dépendant du nombre de couches considérées, la taille de ces modeles augmente rapi-
dement. Dans le cas d’une structure avec une couche viscoélastique, une théorie zig-zag est
classiquement utilisée. Les déplacements sont exprimés en fonction de degrés de liberté a
la surface moyenne de la structure sandwich, afin de satisfaire la continuité des contraintes
transverses aux interfaces. Cette approche, introduite par Lekhnitski [97] a donné lieu a de
nombreuses théories, dont une grande partie sont analysées par Carrera [28]. La recherche
de nouveaux modeles éléments finis sandwich est encore active dans ce domaine, comme le
prouvent les récents articles combinant les modeles de couche équivalente avec une théorie
zig-zag [31), [179).

Une autre stratégie de modélisation consiste a utiliser des éléments solides pour la couche
viscoélastique et des éléments coques pour les faces élastiques. Ainsi, plusieurs auteurs

[82, 137, [176] modélisent la couche viscoélastique par des hexaeédres a 8 noeuds, connectés
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aux éléments coques des faces élastiques. Plusieurs éléments peuvent étre nécessaires dans
I’épaisseur afin de représenter correctement les déformations de cisaillement dans la couche
viscoélastique. Pour palier a cette difficulté, Alvelid et Enelund [6] proposent un élément
fini basé sur le développement du champ de déplacement dans la direction de I’épaisseur
en séries de puissance. Cet élément peut étre connecté aux éléments coques modélisant la
structure élastique.

Les méthodes citées ci-dessus sont adaptées a des structures minces ou élancées, telles que
celles rencontrées dans des applications automobiles ou aéronautiques, ou la modélisation
de la structure se fait couramment par des éléments coques. En revanche, pour cer-
taines applications, il est nécessaire de modéliser la structure par des éléments solides.
Par exemple, Det Norske Veritas recommande 1'utilisation d’éléments solides quadratiques
pour représenter la géométrie curviligne complexe et les variations d’épaisseurs dans une
pale de propulseur [47]. Dans [167], des éléments solides sont également utilisés pour mailler
un vilebrequin a contrepoids amortis par un matériau amortissant.

Dans ce travail, nous nous placons dans le cas général ou la géométrie de la structure
nécessite une modélisation tridimensionnelle. La couche viscoélastique est alors généralement
modélisée également par des éléments solides. Nous verrons dans le chapitre [6] une autre
maniere de la modéliser, dans le cas ou I’épaisseur de la couche viscoélastique est faible

devant les autres dimensions.

4.3 Modélisation d’une structure munie de matériaux visco-
élastiques

Dans cette section, le modele éléments finis développé pour la résolution d’un probleme
de dynamique amortie dans la domaine fréquentiel est présenté. Dans un premier temps,
la loi de comportement tridimensionnelle pour le matériau viscoélastique est décrite. Dans
un deuxieme temps, on rappelle la formulation variationnelle aboutissant au systéme a
résoudre. Enfin, une étude est réalisée sur ’ordre des éléments finis a utiliser pour modéliser

la couche viscoélastique.
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4.3.1 Loide comportement tridimensionnelle des matériaux viscoélastiques

Dans le domaine fréquentiel, la loi de comportement unidimensionnelle fait intervenir
un module complexe dépendant de la fréquence (équation ) Cette formulation peut
étre étendue a une approche tridimensionnelle en introduisant des quantités tensorielles et
en décrivant le comportement viscoélastique par une loi de Hooke dont les coefficients de

Lamé A et u sont complexes et dépendants de la fréquence :
o (w) =2u" (w)e" (w) + A (w)tr(e*(w))1, (4.1)

ol 0*(w) et €*(w) sont respectivement les transformées de Fourier du champ de contrainte

et de déformation écrits en notation de Voigt :

U*(w) = [JTM 0527 U§37 0537 UT?)’ UTZ]Ta

. (4.2)
€' (w) = [€11, €9, €33, 2€53, 2€73, 2€Ty] ",
et 1 est le tenseur unitaire d’ordre 2 écrit en notations de Voigt :
T
1=1 110 0 0]. (4.3)
La matrice d’élasticité est obtenue de la maniére suivante :
do*(w)

C*(w) = . 4.4
)= o (44)

La partie sphérique est séparée de la partie déviatorique des déformations comme ce qui
est fait par Kaliske [86] dans le domaine temporel. L’expression suivante de la matrice

d’élasticité pour un matériau viscoélastique linéaire isotrope est obtenue :

CH(w) = K*(w) [1 1] + 2G*(w) []1 - %(1 ® 1)] , (4.5)

avec 1 les tenseurs unitaires d’ordre 4, qui s’écrit en notations de Voigt sous la forme

suivante :
2 0 0 0 0 0]
020000
11002 00 0
1_5000100 (4.6)
0000T10
00000 1]
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4.3. MODELISATION D’UNE STRUCTURE MUNIE DE MATERIAUX
VISCOELASTIQUES

EXY)

u; =20

o0

FIGURE 4.1 — Probleme continu considéré.

La partie sphérique est portée par le module de compressibilité K*(w) = A\*(w)+ 2 p*(w) et
la partie déviatorique par le module de cisaillement G*(w) = p*(w). Les modules complexes
K*(w) et G*(w) sont ceux obtenus a issue des essais de caractérisation et de modélisation
présentés dans la partie 1. L’équation peut étre réécrite sous forme matricielle en

écrivant les tenseurs d’ordre 2 et 4 en notation de Voigt :

1110 0 0 "4/3 —2/3 —2/3 0 0 0
111000 “2/3 4/3 —2/3 0 0 0
oot 1oo0o0l . 23 —2/3 43 00 0
ClL=KwWlgo0000 Wl o o o 100 @7
000000 0 0 0 010
0000 0 0 o o0 0 00 1]

4.3.2 Formulation éléments finis

Considérons une structure 2 a laquelle des conditions aux limites en déplacement
sont imposées (u = uy sur 9,). On cherche & connaitre le champ de déplacement de
la structure sous l'effet d’une sollicitation harmonique d’amplitude F; appliquée sur 0p2
(voir figure . En I’absence d’effort volumique, la dynamique fréquentielle de la structure

est gourvernée par le systeme d’équations :
dive + pw?>u=0 dans Q,
u=uy =0 surd,Q, (4.8)
o-n=F; sur 0pQ),

ol n est le vecteur normal extérieur a 0f2, p la densité du matériau, et w la pulsation

harmonique.

On définit Cy, un ensemble de fonctions suffisamment régulieres et C}; = {0u € Cy]
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du = 0 sur 0,02} l'espace des fonctions tests admissibles. La formulation variationnelle
est obtenue en multipliant la premiére équation du systeme (4.8)) par une fonction test

du € (7, puis en intégrant sur (2 :
/ dive - judQ + pw2/ u-dudQ =0, Youedl;. (4.9)
Q Q

En intégrant par parties et en prenant en compte les conditions aux limites, I’équation
peut s’écrire de la maniere suivante :
/ o : grad(éu)dQ) — pw2/ u-dudf) = F;-6udS, VoéueC. (4.10)
Q Q oFQ)
La structure est découpée en ng éléments finis 2. (opération de maillage). Le déplacement
en tout point M d’un élément u.(M) est approximé & partir d’une base de fonctions
d’interpolation Ny (fonctions de forme) en s’appuyant sur les déplacements nodaux U,
81, 198 :
u.(M) =NU,, (4.11)

ou la matrice IN contient les fonctions de forme Ny, :

Ni ... Noy O ... 0 0 ... 0
N=|0 ... 0 Ny ... Noy O ... 0 |, (4.12)
0 ... 0 0 ... 0 N ... Ny

et U, contient les déplacements nodaux dans les trois directions :

Ue=[U! ... U~ Ul ..oouny Ul oLouns]T (4.13)

T

ou ny est le nombre de nceuds de 1’élément considéré.
Les déformations élémentaires €. sont exprimées en fonction du déplacement u. a partir

de 'opérateur gradient D :

€. = Du,, (4.14)
avec
[0/0x 0 0 7
0 9/dy 0
| 0 0 09/oz
b=1"0 a/0: a0y (4.15)

0/0z 0 0/0x
0/0y 0/0x 0O
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En introduisant 1’équation (4.11)) dans (4.14), les déformations élémentaires sont exprimées

directement en fonction du vecteur des degrés de libertés élémentaires :
e = BU,, (4.16)

ou B = DIN est la matrice du gradient discrétisé. Apres discrétisation des différents termes
de I'équation (4.10) par la méthode des éléments finis, le systéme matriciel suivant est
obtenu :

[K — w’M] U =F, (4.17)

avec K la matrice de raideur, IM la matrice de masse, F le vecteur des sollications et U
le vecteur des degrés de liberté. Les matrices de masse et de raideur sont obtenues par

assemblage de matrices élémentaires :
ng ng
K= A K* M= A n*, (4.18)
k=1 k=1
L’expression des matrices élémentaires est la suivante :

K, = / BT CBdAQ.,
¢ (4.19)

M, = [ INTpNdQ.,
Qe

ol C est la matrice de comportement. Dans le cas d’une structure munie de matériaux

viscoélastiques, la matrice de raideur devient complexe et dépendante de la fréquence :
K*(w) = Kg + K5 (w), (4.20)

ou l'indice g renvoie a la partie élastique de la structure et l'indice v renvoie a la partie
viscoélastique de la structure. En utilisant la loi de comportement du matériau viscoélastique
décrite dans I’équation (4.5)), la matrice de raideur associée a la partie viscoélastique peut

se mettre sous la forme :
K% (w) = K*(w)K 4+ G* (w)KY, (4.21)

ou K5, et ]K% sont des matrices constantes associées respectivement aux parties sphérique
et déviatorique de la matrice de raideur viscoélastique. Le systeme matriciel a résoudre
s’écrit donc :

Kg + K*(w)KS + G*(w)K¢ — w?M| U =F. (4.22)
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h =0.008m
hc = 0.004m
h = 0.008m

FIGURE 4.2 — Géométrie de la structure étudiée pour ’analyse comparative des éléments
concernant le blocage en cisaillement.

Cette écriture du systéme matriciel présente 'avantage de faire intervenir la dépendance
fréquentielle des modules de cisaillement et de compressibilité complexes G*(w) et K*(w)
en facteur de matrices constantes. De cette maniere, les matrices de raideur n’ont pas a

étre recalculées pour chaque fréquence.

4.3.3 Choix des éléments finis

Dans ce travail, nous avons choisi de modéliser la structure par des éléments so-
lides. Cependant, 'utilisation d’éléments finis solides pour la modélisation de la couche
viscoélastique peut entrainer un phénomene de blocage [25], [105], et conduire & une réponse
non physique. Le but de cette section est de déterminer quel type d’éléments finis il est
préférable d’utiliser pour éviter ce phénomene.

Une étude comparative des éléments finis est réalisée pour une poutre encastrée-libre, ex-
citée a son extrémité libre par une sollicitation par force linéique de 1/b N (voir figure
. Les faces élastiques sont en acier et la couche viscoélastique est en Deltane 350. Les
propriétés mécaniques des matériaux sont rappelées dans le tableau[4.1] Plusieurs éléments
finis sont testés : hexaedres linéaires a 8 nceuds (H8), hexaedres quadratiques & 20 noeuds
(H20), tétraedres linéaires & 4 noeuds (T4) et tétraedres quadratiques & 10 noeuds (T10);
ainsi que plusieurs maillages, en faisant varier la longueur caractéristique des éléments finis
de I, = 0.02m a [, = 0.002m (tableau . Pour le maillage correspondant a I, = 0.002m,
seuls les éléments linéaires sont testés. Pour chaque élément fini et chaque maillage, la
réponse statique de la structure est calculée. Les résultats sont présentés sur la figure 4.3

et comparés a la solution convergée obtenue avec des éléménts H20 pour le maillage 5.

On remarque que les éléments finis linéaires conduisent & des phénomenes de blo-
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TABLE 4.1 — Propriétés mécaniques des matériaux

Matériau Module Module Masse volumique
de cisaillement de compressibilité
Acier G =8.08 10'°Pa K =1.7510"Pa p = 7800kg/m?>

o Go + G (ing)aG o Ko+ Ky (inK)D‘K

. Slasti * K* - = 1460k 3
Viscoélastique G*(w) T (lwrg)me (w) TF () o 60kg/m
(Deltane 350) Gy = 1.4AMPa Ky =1.95GPa
G = 0.54GPa K =8.3GPa
7¢ = 0.52us Tk = 0.15us
ag = 0.99 ag = 0.36

TABLE 4.2 — Résolutions spatiales des maillages testés. N, NN, indiquent le nombre
d’éléments pris dans la direction z et y. NJ est le nombre d’éléments considérés dans
I’épaisseur de chaque face élastique et N? celui dans I’épaisseur de la couche viscoélastique.

Maillage I, N, N, NI N?

1 0.02 50 1 1 1
2 0.01 100 2 1 1
3 0.008 125 3 2 1
4 0.006 167 4 2 1
) 0.004 250 5 2 1
6 0.002 500 10 4 2

x10° x 10
1 i i 2
—>—H8
—*%— H20 18 2
0 T4 1 /
T10 16
— — — Solution convergee 1.4

1.2

Deflexion (m)
Nombre de ddls

4 4

—— %

1 2 3 4 5 6
Maillage Maillage

FIGURE 4.3 — Etude comparative des réponses statiques de la poutre encastrée-libre (a

gauche), et comparaison du nombre de degré de liberté (a droite) pour chaque élément fini
et chaque maillage considéré.
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cage en cisaillement caractérisés par une réponse trop raide de la structure. Les fonctions
de forme de ces éléments ne permettent pas d’approximer correctement la distribution de
déformation dans I’épaisseur associée a la flexion. La solution semble converger en raffinant
suffisamment le maillage (figure . Les éléments quadratiques en revanche permettent
une tres bonne approximation de la solution méme pour des maillages relativement gros-
siers : le maillage 1 avec des H20 ou des T10 conduit & une erreur inférieure a 0.1% sur
la réponse statique. Bien que les éléments quadratiques augmentent significativement la
taille du modele, & nombre de degré de liberté égal ils sont plus précis, ce qui justifie
leur utilisation dans ce travail pour la modélisation de structures munies de matériaux
viscoélastiques.

Les éléments H20 et T10 donnent des résultats équivalents. Cependant, on peut également
noter sur la figure 4.3| que pour une discrétisation donnée, un maillage de la structure par
des éléments T10 contient plus de noeuds (donc plus de degrés de liberté) qu'un maillage
utilisant des éléments H20. C’est pourquoi, lorsque cela est possible, il est préférable d’uti-
liser les éléments H20. Néanmoins, pour des structures a géométrie complexe, le maillage

est tres souvent généré automatiquement avec des éléments T10.

4.4 Validation du code de calcul développé

Afin de valider le code éléments finis développé, une comparaison avec le code Nastran

a été réalisée sur deux cas d’étude.

4.4.1 Cas d’étude 1 : poutre sandwich encastrée-libre

Dans le premier cas d’étude, la réponse fréquentielle d’une poutre sandwich encastrée-
libre est étudiée. La structure est celle de la figure[4.2]en prenant pour dimensions : L = 1m,
b=0.1m, h = 0.048m et h, = 0.004m. Celle-ci est excitée en flexion par une sollicitation
harmonique unitaire.

Comme Nastran ne permet de définir qu'un seul module dépendant de la fréquence, le
module de compressibilité est considéré comme réel et constant : K*(w) = 2.22 GPa. Pour
prendre en compte les variations fréquentielles du module de cisaillement, une table de

valeurs, générée a partir du modele viscoélastique (dont les parametres sont rappelés dans
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F1GURE 4.4 — Courbes de réponses en fréquence de la poutre amortie et non amortie
calculées par le code de calcul développé sous Matlab et par Nastran.

le tableau , est donnée en entrée dans Nastran.

La structure est maillée par des tétraedres quadratiques & 10 noeuds. La réponse fréquentiel-
le de la poutre amortie et non amortie (module de cisaillement du matériau viscoélastique
pris constant : G* = Gy) est calculée par le code de calcul développé sous Matlab et par
Nastran, pour le méme maillage éléments finis sur la plage de fréquence [0 — 1000]Hz.

Dans les deux cas, les courbes de réponse en fréquence calculées par une méthode directe

sont superposées (figure .

4.4.2 Cas d’étude 2 : modélisation d’une tuyere

Un modele simple de tuyere de propulseur dont la géométrie est donnée sur la figure [4.5
constitue le deuxieme cas d’étude. La structure est en acier et une couche viscoélastique
est introduite au coeur de la partie cylindrique (figure . Les propriétés des matériaux
sont les mémes que pour le premier cas d’étude. La structure est encastrée au niveau de
Pintersection des renforts et un effort harmonique ponctuel et unitaire est appliqué (figure

4.6). La structure est maillée par des tétraedres quadratiques a 10 noeuds. La comparai-
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FIGURE 4.5 — Géométrie de la structure étudiée.

FIGURE 4.6 — Maillage éléments finis de la structure étudiée.
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FIGURE 4.7 — Courbes de réponses en fréquence de la tuyere amortie et non amortie
calculées par le code de calcul développé sous Matlab et par Nastran.

son des réponses fréquentielles calculées par le code de calcul développé et Nastran est

présentée sur la figure [£.7] On remarque une trés bonne superposition des courbes.

Les résultats obtenus pour les deux cas d’étude permettent de valider le code de calcul
par éléments finis développé sous Matlab dans le cadre de la these. Par la suite, tous les

résultats présentés sont obtenus a partir du code développé.

4.5 Conclusion

Ce chapitre décrit la méthodologie de modélisation adoptée dans le code de calcul par
éléments finis développé pour ’étude de structures munies de matériaux viscoélastiques :
— La structure élastique ainsi que la couche viscoélastique sont modélisées par des

éléments solides, de maniere a pouvoir traiter des structures a géométrie complexe.
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De plus, les éléments finis utilisés sont quadratiques (tétraédriques ou hexaédriques)
afin d’éviter les problémes de blocage en cisaillement.

— La loi de comportement du matériau viscoélastique est écrite sous la forme d’une
somme de composantes déviatorique et sphérique. Cette approche permet d’aboutir a
un systeme matriciel a résoudre ne comprenant que des matrices réelles et constantes.
La dépendance fréquentielle des modules de cisaillement et de compressibilité est
prise en compte par des modules complexes en facteur de ces matrices.

Le code de calcul développé a été validé par comparaison avec Nastran des réponses

fréquentielles de deux structures amorties par une couche viscoélastique.

119



4.5. CONCLUSION

120



Chapitre 5

Validation expérimentale des
modeles développés

5.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de valider les résultats de la partie I, concernant la ca-

ractérisation et la modélisation du matériau viscoélastique, et du chapitre précédent,
concernant la modélisation d’une structure munie de matériaux viscoélastiques. Pour cela,
une comparaison calculs/essais du comportement dynamique d’une structure amortie par
une couche viscoélastique est réalisée.
La structure retenue pour 1’étude est une poutre sandwich, en raison de son faible cout de
mise en ceuvre et de sa facilité de réalisation. La couche viscoélastique prise en sandwich
entre deux lames d’acier inoxydable 304L est en Deltane 350, le matériau étudié dans la
partie I. Deux géométries sont testées :

— L =0.26m, b = 0.026m, h, = 2mm, hy, = lmm et h, = 0.9mm ,

- L =0.26m, b = 0.052m, h, = 2mm, hy = Ilmm et h, = 0.9mm |,
ou L et b sont respectivement la longueur et la largeur de la poutre, h, et h; sont les
épaisseurs des lames d’acier et h. 1’épaisseur de la couche viscoélastique. Pour chaque
géométrie, les résultats sont comparés sur la plage de fréquence [0 — 400]|Hz.

Dans un premier temps, le protocole expérimental mis en ceuvre, ainsi que la modélisation
du systeme sont décrits. Dans un deuxieme temps, apres avoir introduit les criteres de com-
paraison choisis, les résultats expérimentaux et numériques sont présentés, puis comparés.

Enfin, dans un troisieme temps, les écarts observés sont analysés en étudiant ’influence
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de plusieurs facteurs.

5.2 Description des essais et des simulations réalisés

5.2.1 Dispositif expérimental

5.2.1.1 DMontage

La structure étudiée est une poutre sandwich, encastrée-libre. Un étau, réalisé au la-
boratoire, est utilisé pour ’encastrement (figure . Une pige métallique faisant pivot
permet de répartir la pression de contact lors du serrage.

On souhaite mesurer la fonction de réponse en fréquence vitesse/effort (mobilité)ﬂ La
structure est excitée par un systéme bobine/aimant et sa réponse est mesurée par un vi-
brometre laser a balayage. La figure montre le schéma de montage. Un générateur de
signaux crée un signal en tension et un amplificateur de puissance asservi en courant envoie
dans la bobine un courant proportionnel a ce signal. L’aimant, collé a la structure & mettre
en vibration, se déplace sous l'effet de la force électro-magnétique générée par la bobine.
Le vibrometre laser a balayage mesure la réponse de la structure. Les fonctions de réponse
en fréquence sont obtenues sur une grille de points définie dans le logiciel d’acquisition.
L’utilisation d’un vibrometre laser a balayage permet d’effectuer d’importantes séries de
mesures sans modification de 1'état de surface, ni ajout de masse (contrairement aux
accélérometres). Le systéme bobine-aimant posseéde plusieurs avantages par rapport au
marteau de choc et au pot vibrant :

— Le marteau de choc ne permet qu’une excitation impulsionnelle alors qu’'une excita-

tion sinusoidale est généralement souhaitée pour des essais de vibration.

— Le pot vibrant est tres souvent utilisé pour générer une excitation sinusoidale. Mais
Peffort est transmis a la structure par une tige de poussée (“stinger”), ce qui peut
provoquer un couplage entre la structure et le pot vibrant, et modifier légerement
les propriétés dynamiques de la structure [35]. Le systéme bobine/aimant présente

l’avantage d’étre sans contact : les aimants collés a la structure n’apportent ni raideur

1. Le vibrometre laser utilisé dans les essais effectue une mesure de la vitesse (figure [5.1(b))). La me-
sure de la mobilité est préférée & celle de 'admittance car elle ne nécessite pas d’intégration susceptible
d’introduire du bruit supplémentaire dans les résultats.
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FIGURE 5.1 — Photographie de I’encastrement (a) et du montage (b).

ni amortissement, et peuvent étre modélisés par une masse ajoutée pure.
Afin de connaitre la force agissant sur 'aimant collé a la structure, il est nécessaire de

réaliser des mesures de calibration du systeme d’excitation.

5.2.1.2 Calibration de I’excitateur électromagnétique

La calibration de I'excitateur électromagnétique a pour but de mesurer le rapport entre
Peffort transmis a la structure et I'intensité du courant circulant dans la bobine. Dans [182],
la calibration est réalisée grace a un dispositif spécialement construit a cet effet (figure .
Celui-ci est composé d'un ensemble mobile se déplagant de maniere rectiligne grace a une
glissiere a billes. A une des extrémités sont placés deux aimants mis en mouvement par

la force électromagnétique créée par la bobine. Des ressorts précontraints créent une force
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w = A

Appareils Constructeur Modeles
Amplificateur de puissance  Briel & Kjaer 2719

Vibrometre laser Polytec PSV-Z-040-H / OFV 050
Boitier d’acquisition Polytec OFV 3001 S

Logiciel d’acquisition Polytec Polytec Scanning Vibrometer

FIGURE 5.2 — Dispositif expérimental et références des matériels utilisés.
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FIGURE 5.3 — Schéma de l'oscillateur masse-ressort-amortisseur utilisé pour la calibration
de lexcitateur électromagnétique [182].

_____ aimants Lo

bobine

FIGURE 5.4 — Position préférentielle des aimants par rapport & la bobine.

de rappel proportionnelle au déplacement, de sorte que I'ensemble est équivalent a un
systéeme masse-ressort-amortisseur a un degré de liberté. Une téte d’impédance, placée
entre les aimants et I’ensemble mobile, permet de mesurer la force imposée a ’aimant.
Thomas [I82] étudie l'influence de la position des aimants par rapport & la bobine sur la
force appliquée a l'aimant. Il montre que cette influence est minimale lorsque I'axe des
aimants est centré sur celui de la bobine et que le plan d’interface entre les deux aimants
correspond avec la face latérale de la bobine (figure . Dans cette configuration, il
observe que le rapport force/intensité est faiblement dépendant de la fréquence et peut

étre considéré comme constant.

Dans les expériences réalisées par Thomas, la bobine est fixée sur un support en trans-
lation au moyen de vis positionnées sur I’armature (ﬁgure. En revanche, dans les essais
de vibration réalisés dans le cadre de cette these, un bras articulé en métal est utilisé pour
positionner plus librement la bobine (ﬁgure. Des mesures du rapport force/intensité

ont été effectuées sur le systeme masse-ressort-amortisseur de la figure pour ces deux
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FIGURE 5.5 — Moyenne et écart-type du rapport force/intensité de la série de mesure
réalisée.

systemes de fixation de la bobine. Des valeurs différentes ont été obtenues. Ceci peut s’ex-
pliquer par une perturbation du champ magnétique par le bras articulé métallique qui
est en contact indirect avec les spires de la bobine (séparés par un ruban plastique). Une
autre cause possible des écarts de calibration de la bobine entre les deux montages peut
étre la réponse mécanique du bras articulé a la force de réaction. Une étude a été réalisée
afin de savoir si le rapport force/intensité variait aprés un remontage de la bobine. Les
résultats d’une série de dix mesures de ce coefficient en fonction de la fréquence (figure
montrent que I’écart-type est faible. La valeur moyenne du coefficient F//I ~ 0.147N/A
sur la plage de fréquence [0 — 800]Hz est retenue pour la suite de I’étude sur les structures

sandwich.

5.2.1.3 Réalisation des structures sandwich

Le Deltane 350 utilisé pour les essais de vibration dans ce chapitre est issu d’un lot
de fabrication différent de celui utilisé pour les essais de caractérisation dans la premiere
partie. Le collage de la couche viscoélastique aux deux lames en acier est réalisé par deux
procédés différents :

— un collage avec une colle structurale & base de résine époxy (3MTMDP 490 [2]),

appliquée au pistolet a colle;
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FIGURE 5.6 — Réalisation de structures sandwich encastrées-libres.

— un collage par application d’un ruban adhésif double face (3MT™9040 [3]).
Une étude effectuée par l'entreprise 3M™ a permis de déterminer dans les deux cas
I’adhésif le mieux adapté au collage du Deltane 350 sur de 'acier.
Afin d’obtenir les performances optimales des adhésifs, les surfaces des lames en acier sont
nettoyées a l’aide d’un spray a base d’alcool isopropylique (CSM-2 Degreaser de Vishay,
classiquement utilisé pour le collage des jauges), et les surfaces de la couche viscoélastique
sont dégraissées a ’acétone.
La colle structurale est étendue sur les surfaces a ’aide d’une spatule afin de contréler
I’épaisseur de colle et d’assurer une surface de collage homogene. La transparence du
ruban adhésif double face permet de vérifier I’absence de bulles d’air lors du collage.
Afin de garantir un encastrement correct, une calle en aluminium remplace la couche
viscoélastique dans la zone encastrée, comme indiqué sur la figure Cet assemblage
permet également de limiter les effets de précontraintes dans le matériau viscoélastique,
qui ne sont pas pris en compte dans la modélisation du Deltane 350. C’est pourquoi, afin de
limiter les effets de précontrainte, une cale en aluminium remplace la couche viscoélastique
dans la zone encastrée, comme indiqué sur la figure [5.6
Les structures sandwich sont ensuite mises sous pression (environ 7kPa) pendant 24h. Les
épaisseurs de colle mesurées au pied a coulisse a la fin de I'étape de collage sont de I'ordre

de 100pm pour les deux adhésifs.

Des difficultés ont été rencontrées lors du collage des différentes couches :
— défauts de planéité des lames en acier qui ne permettent pas d’obtenir un collage
optimal ;

— légers glissements des couches les unes par rapport aux autres lors de la mise en
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FIGURE 5.7 — Maillage de la structure sandwich considérée.

pression pour les structures sandwich collées avec la colle structurale;

— apparition de bavures de colle lors de la mise en pression pour le collage avec la
colle structurale, pouvant entrainer la création de ponts vibratoires entre les lames
en acier.

Nous reviendrons plus loin sur I'influence du procédé de collage sur les résultats de réponse

en fréquence des structures sandwich.

5.2.2 Modélisation numérique

Les principales caractéristiques du modele éléments finis défini pour prédire le com-
portement de la structure sandwich testée sont présentées ici. Le but est de reproduire au

mieux les conditions expérimentales.

Maillage Tout d’abord, les aimants sont modélisés par éléments finis de maniere a
prendre en compte 'effet de masse ajoutée. La structure et les aimants sont maillés par des
éléments hexaédriques a 20 noeuds. Un élément fini est considéré dans 1’épaisseur de chaque
couche. Le maillage est réalisé de maniere a faire correspondre les noeuds du maillage avec
la grille de points de mesure expérimentale pour que les comparaisons se fassent aux mémes

points. Le maillage de la structure est représenté sur la figure
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Conditions aux limites et excitation L’effort appliqué a la structure est réparti sur la
face supérieure des aimants, comme indiqué sur la figure L’encastrement est modélisé

comme parfait.

Propriétés des matériaux Le module de cisaillement du matériau viscoélastique utilisé
pour ces essais est décrit par un modele fractionnaire de Zener dont les coefficients identifiés

sur la gamme de fréquence [10~1 — 10*|Hz sont :
Gop = 2.11 MPa, G = 0.59 GPa, 7= 0.44us, a=0.53 (5.1)

Le module de compressibilité est pris constant K*(w) =~ 2.22 GPa, et la masse volumique
du Deltane 350 est de p = 1460kg/m?.

Pour la modélisation des aimants, seule la masse volumique importe puisque seuls les effets
de masse ajoutée nous intéressent. Les modules sont pris suffisamment grands pour que
les aimants n’entrent pas en résonance sur la plage de fréquence considérée. La masse
volumique est déterminée a partir des mesures du volume et de la masse des aimants :
Paimants = 6250 kg/m?.

La masse volumique de l'acier inoxydable utilisé pour les essais (304L) est calculée de
deux manieres différentes pour plus de précision : soit a partir des mesures du volume et
de la masse, soit par poussée d’Archimede. La valeur moyenne obtenue est de pacier = 7450
kg/m3. Le coefficient de Poisson est pris égal & 0.3. Le module d’Young est déterminé par
recalage des pics des réponses en fréquence expérimentale et numérique obtenues pour une
poutre en acier nue encastrée-libre. Un amortissement structural pour les lames en acier
est également déterminé. Un module d’Young égal & E = 1.70 10! Pa et un amortissement
structural de 0.5% permettent de recaler correctement les courbes mesurée et calculée dans
le cas d’une poutre encastrée-libre en acier de dimensions 0.26m x 0.026m x 0.002m (figure
. Cette valeur apparait un peu faible pour un acier inoxydable; c’est pourquoi une
mesure du module d’Young a été effectuée. Une mesure par extensométrie lors d’un essai
de traction donne un module d’Young E = 1.77 10'!Pa, ce qui est cohérent avec le module

recalé.

En raison de la sensibilité des résultats aux dimensions de la structure testée et a la

position des aimants, un modele éléments finis est défini pour chaque essai, en prenant
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FIGURE 5.8 — Recalage des courbes expérimentale et numérique de la réponse en fréquence
d’une poutre en acier encastrée-libre de dimensions 0.26m x 0.026m x 0.002m pour un
module d’Young de E = 1.71 10" Pa et un amortissement structural de 0.5%.

en compte les mesures des dimensions de la poutre, de la position des aimants et de la

position de la grille de points de mesure.

5.2.3 Séries d’expérimentation

Nous venons de voir le protocole expérimental, ainsi que la démarche de modélisation
adoptée pour reproduire au mieux les conditions expérimentales. Nous rappelons ici les
différentes simulations et expériences réalisées.

Deux géométries de structures sandwich sont testées :

— Géométrie 1 : L = 0.26m, b = 0.026m, h, = 2mm, hy, = lmm et A, = 0.9mm,

— Géométrie 2 : L = 0.26m, b = 0.052m, h, = 2mm, hy, = lmm et A, = 0.9mm,
ou L et b sont respectivement la longueur et la largeur de la poutre, h, et h; sont les
épaisseurs des lames d’acier et h. ’épaisseur de la couche viscoélastique.

Deux types d’adhésifs sont utilisés pour la réalisation des structures sandwich :

— Collage 1 : colle structurale & base de résine époxy (3MTMDP 490),

— Collage 2 : ruban adhésif double face (3MT™9040).
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TABLE 5.1 — Matrice d’essais.

Collage 1 Collage 2
Géométrie 1  Essais1 a 3 Essais 4 4 6
Géométrie 2 Essais 7a 9 Essais 10 a 12

Les essais expérimentaux et numériques réalisés sont référencés dans le tableau La
numérotation des essais est utilisée pour la présentation des résultats dans la section

suivante.

5.3 Résultats

5.3.1 Criteres de comparaison des résultats

Les résultats expérimentaux et numériques sont comparés selon certains criteres qui
doivent permettre une compréhension qualitative et quantitative de la corrélation dyna-
mique entre le modele et 'expérience. Les critéres choisis dans cette étude sont le MAC
(“Modal Assurance Criterion”), le FRAC (“Frequency Response Assurance Criterion”)
et les erreurs relatives sur les fréquences de résonance et les amortissements modaux. La
réponse fréquentielle de la structure sandwich pres du bord libre est également étudiée.
Le MAC est une mesure de la similarité des déformées modales [4], défini de la maniere

suivante :
|0l ,*
((1>£I(I)c) ((I)g(bd) ’

MAC,, = (5.2)

o ®. et P4 sont les modes dont on cherche le degré de consistance, et ¥ représente
la transposée hermitienne. Le MAC est compris entre 0 est 1. Chaque mode contient
les valeurs mesurées ou calculées par éléments finis des déplacements dans la direction
normale & la surface de mesure sur la grille de points définie précédemment (figure .
Une valeur de MAC proche de 0 indique un degré de similarité tres faible entre les deux
modes tandis qu’une valeur proche de 1 indique une bonne correspondance entre les modes.
Dans I'analyse des résultats qui suit, le MAC est tracé pour les trois modes propres excités
sur la gamme de fréquence considérée.

Le FRAC est une mesure de la similarité des fonctions de réponse en fréquence [4, [76],
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défini de la maniere suivante :

wo 2
S HE (@) Ha(w)
FRACea = —— — 5 , (5.3)
(3 ) (3 atemo)

ou H. et Hy sont les fonctions de réponse en fréquence a comparer. Comme pour le MAC,
le FRAC est compris entre 0 et 1, 1 indiquant une bonne correspondance des fonctions
de réponse en fréquence. Ce critere est complémentaire au MAC dans le sens ou le FRAC
prend en compte 'amortissement de la structure (puisque 'amortissement est inhérent a
la réponse de la structure). De plus, contrairement au MAC, le FRAC est un critere local :
les fonctions de réponse en fréquence sont comparées en un point donné. Dans ’analyse
des résultats, le FRAC est tracé pour tous les points de la grille de mesure (points rouge

sur la figure sur la gamme de fréquence [0 — 800]Hz. Sur les figures [5.10} [5.13] |5.16]

et les points les plus & droite sont ceux proches de I'encastrement et ceux les plus a
gauche, ceux proches du bord libre. Dans tout ce chapitre, les réponses fréquentielles sont
calculées pour un pas fréquentiel de 1Hz et sont tracées au point de la grille de mesure
situé pres du bord libre et a mi-largeur des poutres.

Les fréquences de résonance et les amortissements modaux sont des critéeres de conception
importants. C’est pourquoi 'erreur relative sur ces deux parametres est calculée pour
chaque mode observé.

Dans cette étude, on considere que les fréquences propres de la structure sandwich sont
suffisamment espacées sur la bande de fréquence étudiée pour pouvoir utiliser un modele a
un degré de liberté pour l'identification des parametres modaux. La méthode de la bande
passante a —3dB (voir section est utilisée pour calculer les amortissements modaux.
Les amortissements modaux ont également été déterminés par la méthode de lissage du
cercle de Nyquist. Les résultats obtenus par cette méthode sont similaires a ceux obtenus

par la méthode de la bande passante, et ne sont pas présentés ici.
5.3.2 Analyse des résultats

Les résultats expérimentaux et numériques sont analysés sur la gamme de fréquence

[0 —800]Hz, ou les trois premiers modes de flexion sont excités. On observe une bonne
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répétabilité des résultats : les trois essais réalisés pour chaque géométrie et chaque collage
testés (tableau conduisent a des observations similaires. C’est pourquoi nous choisis-
sons de ne présenter ici que les résultats pour un des trois essais de chaque série (essais
1,4,7 et 10). Les autres sont donnés dans l’annexe

De maniere générale, les valeurs de FRAC sont plus faibles prés de 'encastrement (fi-

gures |5.10} [5.12} [5.15| et [5.18)). En effet, I’encastrement est considéré comme parfait dans

le modele, ce qui n’est jamais réellement le cas. On fait I'hypothese dans cette étude que
Iinfluence de I'encastrement physique sur les résultats est négligeable. Cette hypothése
semble justifiée au vu des bonnes corrélations calculs/essais obtenues pour ce systéme
d’encastrement lors d’études antérieures pour des essais de vibrations de poutres amorties
par des patchs piézoélectriques [50, I71].

Pour tous les essais réalisés, des décalages fréquentiels des pics de résonance plus ou moins
importants sont observés. Les fréquences de résonance prédites par la simulation sont en
général supérieures a celles mesurées. Les décalages fréquentiels sont assez petits pour les
essais 1 & 3 : Verreur commise sur les fréquences de résonance est inférieure a 4%. Cette
erreur est légerement plus grande pour les essais 7 a 9, mais reste dans une limite accep-
table de 10%. En revanche, pour les essais 4 &4 6 et 10 a 12, correspondant aux essais sur les
structures sandwich réalisés avec le ruban adhésif double face, ces décalages fréquentiels

sont importants (tableaux [5.12(c)| et [5.18(c)| et figures et |5.20). Nous tenterons d’ex-

pliquer ces écarts dans la section suivante.

On observe une bonne correspondance entre les déformées modales expérimentales et

celles calculées par le modele éléments finis : les MACs des figures [5.9(a)} [5.12(a)l [5.15(a)|

t 15.18(a)| sont proches d’une matrice diagonale unitaire. Cependant, pour l'essai 4, le
troisieme mode de flexion est légerement couplé avec le premier mode de torsion (figure
. Ce couplage est plus prononcé sur les deux autres essais de cette série (Annexe
. Il est possible qu’en raison des décalages fréquentiels importants des modes observés
pour cet essai, la fréquence propre du premier mode de torsion soit assez proche de celle
du troisieme mode de flexion.

Comme pour les fréquences de résonance, les amortissements modaux sont presque systéma-

tiquement surestimés par le calcul. En revanche, on remarque dans les tableaux |5.9(c)|

133
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[5.12(c)l 5.15(c)|et [5.18(c)[que pour les essais correspondant a l'usage de la colle structurale

epoxy, les amortissements modaux calculés varient dans le méme sens que ceux mesurés
expérimentalement, ce qui n’est pas le cas pour les essais correspondant a 1'usage du ru-
ban adhésif double face. En effet, pour les essais 4 et 10, on observe des amortissements
modaux plus faibles pour le mode 3 que pour le mode 1, tandis que la simulation prédit
Iinverse. Ces écarts seront étudiés dans la section suivante. Une meilleure concordance des
amortissements modaux est observée pour les essais 7 a 9 que pour les essais 1 a 3, qui peut
étre due a des effets de bord (bavures de colle par exemple). Les structures testées dans les
essais 7 a 9 ayant une largeur deux fois plus grande que celle des structures testées dans
les essais 1 a 3, elles sont moins sujettes aux effets de bord. Enfin, bien que des erreurs
allant jusqu’a environ 50% soient observées pour les essais utilisant la colle structurale
epoxy, 'erreur commise sur ’amplitude des pics de résonance est inférieure a 1dB pour les
essais 1 a 3 et inférieure a 2dB pour les essais 7 a 9. De plus, pour des structures forte-
ment amorties, il est difficile d’estimer de maniere précise les amortissements modaux par
des méthodes classiques. L’amplitude de la réponse fréquentielle apparait alors comme un

critere de conception du traitement amortissant plus fiable que I’amortissement modal.ﬂ

5.4 Analyse des écarts observés

Le but de cette section est d’étudier I'influence de certains parametres sur le compor-
tement dynamique des structures sandwich étudiées dans ce chapitre afin d’identifier les
origines des écarts observés entre ’expérience et la simulation. Dans un premier temps,
la validité de I’hypothese d’un module de compressibilité constant est vérifiée. Dans un
deuxieme temps, 'influence de 'incertitude de mesure du module de cisaillement sur les
courbes de réponse en fréquence est étudiée. Enfin, dans un troisieme temps, le role de

I’adhésif sur le comportement dynamique des structures est analysé.

2. Des logiciels spécifiques tels que Modan, développé au Laboratoire de Mécanique Appliquée de I’Uni-
versité de Franche-Comté [134], ou PolyMAX, proposé par le LMS [94], permettent d’obtenir des estima-
tions plus précises des parametres modaux.

134
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Expérience Simulation

O\

(a) MAC
(b) Déformées modales
Fréquence de résonance [Hz]  Taux d’amortissement [%)]
Exp. Sim. Erreur (%) Exp. Sim. Erreur (%)
Mode 1 36.58  35.65 2.53 13.21 18.46 39.77
Mode 2 175.75 178.68 1.67 22.21 2845 28.08
Mode 3 432.33 459.47 6.28 24.97  32.22 29.02

(c) Fréquences de résonance et amortissements modaux

FIGURE 5.9 — Analyse des parametres modaux pour l'essai 1.
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F1GURE 5.10 — FRAC pour l'essai 1.
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FI1GURE 5.11 — Réponse fréquentielle pres du bord libre pour I'essai 1.

5.4.1 Influence de la dépendance fréquentielle du module de compressi-
bilité

Dans tous les résultats numériques présentés dans la section précédente, le module de
compressibilité est pris constant. Pour vérifier cette hypothese, la courbe de réponse en
fréquence correspondant a I’essai 1 est recalculée en prenant un module de compressibilité
dépendant de la fréquence. Un modele fractionnaire de Zener dont les parametres sont
ceux donnés dans le tableau est utilisé pour décrire la dépendance fréquentielle du
module de compressibilité. La figure [5.21] montre que celle-ci n’a pas d’influence notable

sur la dynamique de la structure sandwich étudiée.

5.4.2 Influence de l’'incertitude de mesure du module de cisaillement

Dans le chapitre plusieurs séries de mesures du module de cisaillement ont été
réalisées et des écarts importants, associés a des erreurs de mesure ont été observés sur
lamplitude et la phase de celui-ci (figure [2.18). Afin d’étudier 'influence de cette incer-

titude de mesure du module de cisaillement sur les résultats, la courbe de réponse en
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Expérience Simulation

(a) MAC
(b) Déformées modales
Fréquence de résonance [Hz]  Taux d’amortissement [%]
Exp. Sim. Erreur (%) Exp. Sim. Erreur (%)
Mode 1 22.76  35.08 54.13 19.97 19.81 0.80

O\

Mode 2 129.34 175.83 35.95 16.74  28.60 70.84
Mode 3 357.91 452.31 26.37 15.72  32.75 108.24

(c) Fréquences de résonance et amortissements modaux

FIGURE 5.12 — Analyse des parametres modaux pour ’essai 4.
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F1GURE 5.13 — FRAC pour lessai 4.
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FIGURE 5.14 — Réponse fréquentielle pres du bord libre pour l'essai 4.

fréquence correspondant & 'essai 1 est calculée a partir des courbes maitresses issues de
trois séries de mesure (séries 1 & 3 sur la figure [2.18). Aucun modele n’est utilisé pour
décrire I’évolution du module complexe avec la fréquence. De cette maniere, 'erreur de
modélisation est écartée.

Des écarts sont observés sur les pics de résonance des courbes de réponse en fréquence ob-
tenues pour les différentes séries de mesure du module de cisaillement (voir ﬁgure sils
sont, en terme d’amplitude et de fréquence, du méme ordre de grandeur que ceux observés
entre la réponse fréquentielle mesurée et calculée (figure . L’incertitude sur la mesure
du module de cisaillement constitue donc une source possible des écarts observés entre

les résultats expérimentaux et numériques dans les essais réalisés avec la colle structurale
€poxy.
5.4.3 Influence du collage

Afin de mieux comprendre le role de I'adhésif sur le comportement dynamique des

structures sandwich étudiées dans la section précédente, on réalise les trois essais suivants,
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Expérience Simulation

) MAC

(b) Déformées modales

Fréquence de résonance [Hz]  Taux d’amortissement [%]

Exp. Sim. Erreur (%) Exp. Sim. Erreur (%)

Mode 1 35.39  36.53 3.21 19.55  20.08 2.68
Mode 2 170.94 181.53 6.19 22.86 27.53 20.43
Mode 3 423.52 464.42 9.66 24.34  29.88 22.75

(c) Fréquences de résonance et amortissements modaux

FIGURE 5.15 — Analyse des parametres modaux pour ’essai 7.
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F1GURE 5.16 — FRAC pour l’essai 7.
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FIGURE 5.17 — Réponse fréquentielle pres du bord libre pour l'essai 7.

en suivant le protocole décrit dans la section [5.2] :
Essai A : une poutre en acier de dimensions 0.27mx0.026m x0.002m,

Essai B : deux poutres en acier de dimensions 0.27mx0.026m x0.001m, assemblées grace

a la colle structurale epoxy,

Essai C : deux poutres en acier de dimensions 0.27mx0.026mx0.001m, collées par un

film du ruban adhésif double face.

De méme que pour les essais précédents, I’épaisseur de ’adhésif est estimée a environ
0.1mm. Les courbes de réponse en fréquence mesurées pour chaque essai sont tracées sur
la figure[5.23] Celle-ci montre que 'influence de la colle sur le comportement dynamique des
structures testées est non négligeable. Notamment, d’importants écarts sur les fréquences

et les amplitudes de pics de résonance sont observés entre les essais A et C.

Afin de mieux comprendre les écarts observés, on définit un modele éléments finis as-
socié a chaque essai. La masse volumique de la colle epoxy est donnée par la fiche technique

2] : pepoxy = 1030kg/m3, et celle du ruban adhésif est estimée & prupan = 800kg/m3.
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Expérience Simulation

(a) MAC

(b) Déformées modales

Fréquence de résonance [Hz]  Taux d’amortissement [%)]

Exp. Sim. Erreur (%) Exp. Sim. Erreur (%)

Mode 1 22.47  36.29 61.55 16.42 18.43 12.24
Mode 2 132.16 180.26 36.40 16.54  27.57 66.65
Mode 3 361.31 461.32 27.68 14.53  29.89 105.66

(c) Fréquences de résonance et amortissements modaux

FIGURE 5.18 — Analyse des parametres modaux pour 'essai 10.
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FiGURE 5.19 — FRAC pour lessai 10.
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FIGURE 5.20 — Réponse fréquentielle pres du bord libre pour I’essai 10.
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FIGURE 5.21 — Courbes de réponse en fréquence de la structure sandwich de I’essai 1 pour
un module de compressibilité constant (trait plein noir) et un module de compressibilité
dépendant de la fréquence (traits pointillés rouge).
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FIGURE 5.22 — Courbes de réponse en fréquence de la structure sandwich de I’essai 1 pour
trois séries de mesure du module de cisaillement (marqueurs), comparées aux courbes
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mesurée (trait bleu) et calculée a partir du modele viscoélastique défini dans 1’équation
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FIGURE 5.23 — Courbes de réponse en fréquence mesurées pour les essais A (noir), B (vert)
et C (cyan).
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Les modules des deux adhésifs ne sont pas connus. Ils seront recalés sur les courbes
expérimentales de réponse en fréquence.

La figure montre les résultats du recalage dans le cas d’un collage avec la colle struc-
turale. En prenant pour la colle structurale un module d’Young assez proche de celui de
I’acier, les courbes de réponse en fréquence peuvent étre correctement recalées. La figure
est obtenue pour un module d”Young de la colle de Eepoxy = 3. 10'°Pa. Des résultats
similaires sont obtenus pour un module d’Young compris entre 108Pa et le module de
de glissement entre les couches assemblées [59]. Dans le cas d’une structure munie de
matériaux viscoélastiques, 'utilisation d’adhésifs présentant une forte rigidité permet de
garantir un cisaillement optimal de la couche amortissante.

La figure montre qu'un module d’Young de E,p.n = 10° Pa pour le ruban adhésif
permet de recaler le premier pic de réponse en fréquence et d’approcher raisonnablement
les suivants. Cependant, un amortissement important et croissant avec la fréquence est
observé sur la réponse fréquentielle mesurée, qu’il n’est pas possible de prédire par un
simple amortissement structural sur le module d’Young du ruban adhésif. La faible va-
leur du module identifié suggere un possible cisaillement du ruban entre les deux lames
d’acier [59]. De plus, le comportement expérimental observé sur la figure évoque un
comportement viscoélastique du ruban adhésif. Ces observations permettent une meilleure
compréhension des résultats obtenus sur les structures sandwich avec couche viscoélastique
réalisées avec le ruban adhésif. Un cisaillement du ruban adhésif :

— limite le cisaillement dans la couche viscoélastique et donc la dissipation d’énergie,
ce qui expliquerait les importants écarts sur les amortissements modaux et les am-
plitudes de la réponse fréquentielle observés sur les figures et

— entraine une rigidité globale de la structure sandwich plus faible qui peut étre a
Porigine des décalages fréquentiels des pics de résonance (figures et .

En revanche, la rigidité élevée identifiée pour la colle structurale epoxy rend improbable un
glissement aux interfaces entre les couches assemblées. On s’attend donc & observer pour
les essais réalisés avec cet adhésif des erreurs plus faibles sur les amortissements modaux

que pour les essais réalisés avec le ruban adhésif.
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FIGURE 5.24 — Courbes de réponse en fréquence mesurées pour les essais A (noir) et B
(vert), superposées a la courbe de réponse en fréquence simulée, recalée avec Ecpoxy =

3. 101%Pa (rouge).
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FIGURE 5.25 — Courbes de réponse en fréquence mesurées pour les essais A (noir) et C
(cyan), superposées a la courbe de réponse en fréquence simulée, recalée avec Eiypan =

10°Pa (rouge).

145



5.5. CONCLUSION

5.5 Conclusion

Une assez bonne corrélation est obtenue entre les résultats expérimentaux et numéri-
ques. En revanche, on observe des écarts plus ou moins importants suivant les essais
réalisés, notamment sur les fréquences de résonance et les amortissements modaux, sou-
vent utilisés comme criteres de conception de la couche viscoélastique. Deux origines pos-
sibles de ces écarts sont identifiées : la couche adhésive et l'incertitude de mesure sur le
module de cisaillement. Des essais DMA des adhésifs permettraient de mieux caractériser
la part de ’erreur observée entre les réponses fréquentielles et expérimentales due a 1'in-
fluence du collage réalisé. La connaissance des propriétés mécaniques des adhésifs rend
possible la prise en compte de la couche de colle dans le modele éléments finis. Dans
les résultats présentés, I'incertitude de mesure sur les propriétés mécaniques de la couche
viscoélastique a une influence moins importante que le collage sur le comportement dy-
namique des structures sandwich. Celle-ci peut étre prise en compte dans le modele par
des approches stochastiques. Ce type d’approches est déja utilisé pour prendre en compte
I'incertitude de mesure et de modélisation lors de I'identification des propriétés mécaniques

de matériaux viscoélastiques [196] ou de matériaux poreux [32].
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Chapitre 6

Eléments d’interface pour la
modélisation d’interfaces
viscoélastiques

6.1 Introduction

L’efficacité d’un traitement viscoélastique dépend du matériau utilisé, de la position et
des dimensions de la couche amortissante. Une modélisation par éléments finis permet de
réaliser des études paramétriques dans le but d’optimiser le traitement viscoélastique. Par
exemple, dans une étude de poutre sandwich, Sher et Moreira [I74] mettent en évidence
I'existence d’une épaisseur optimale de couche viscoélastique maximisant la dissipation
d’énergie. Pour cela, des éléments finis de type poutre sandwich sont utilisés pour modéliser
la structure sandwich. Pour des structures complexes, maillées par des éléments solides, ce
genre d’étude est plus délicat puisque 'effort numérique nécessaire a la détermination des
parametres optimaux devient tres important. Le colt de calcul d’études paramétriques
est d’autant plus important lorsque 1’épaisseur de la couche viscoélastique est petite. Des
maillages assez fins sont alors nécessaires pour permettre une bonne représentation du
comportement dans la couche amortissante et pour éviter des problemes de mauvais condi-
tionnement dus & des rapports de forme des éléments finis. De plus, chaque épaisseur ou
position testée de la couche viscoélastique nécessite un remaillage de la structure, et les
matrices de masse et de raideur de la structure doivent alors étre recalculées.

Ce chapitre concerne la modélisation de fines couches viscoélastiques dans le cadre d’une
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6.2. APPROCHES EXISTANTES POUR LA MODELISATION DE
DISCONTINUITES GEOMETRIQUES OU MATERIELLES

optimisation des parametres structuraux (épaisseur et position). La premiere section présen-
te les différentes approches existantes pour modéliser une discontinuité géométrique ou
matérielle, telle que la discontinuité observée entre la couche viscoélastique et la structure
élastique a amortir. La deuxieme section décrit la formulation des éléments finis d’interface
développés. Ces derniers sont validés par rapport & une approche tridimensionnelle dans

la troisiéme section.

6.2 Approches existantes pour la modélisation de disconti-
nuités géométriques ou matérielles

Dans de nombreuses applications on retrouve des structures présentant des disconti-
nuités géométriques ou matérielles que ’on souhaite prendre en compte efficacement dans
un modele éléments finis. Ces discontinuités peuvent se manifester par une fine couche
dont les propriétés sont tres différentes des couches adjacentes. C’est le cas par exemple
pour la fine couche de mortier dans les structures magonnées [64] ou le film mince d’oxyde
déposés sur des substrats de systemes électromagnétiques [22]. Les discontinuités peuvent
également consister en une interface entre deux milieux se déplagant 'un par rapport
a l'autre, comme par exemple linterface entre des milieux géologiques lors de glisse-
ments en géotechnique [123], ou linterface entre les plis d’une structure composite lors
du délaminage [5]. Il existe globalement deux manieres de représenter ces discontinuités :
soit par un milieu continu de petite épaisseur[ﬂ, soit par une surface associée a une épaisseur
fictive.

Le premier cas donne lieu aux éléments finis dits de couche mince (“thin layer elements”),
introduits par Desai [46]. Leur formulation est tres similaire a celle des éléments solides,
mais en considérant une loi constitutive adaptée : on peut montrer que pour un coefficient
de Poisson nul, les contraintes et les déformations dans le plan deviennent négligeables
lorsque ’épaisseur des éléments tend vers zéro [126], [I72]. L’application des éléments de
couche mince, ainsi que les problemes associés a leur utilisation sont longuement traités

dans la littérature [40], 121, 172].

1. Le terme épaisseur ici est un abus de langage, il est souvent utilisé dans la littérature pour faire
référence a la plus petite dimension d’un volume ou d’un élément fini.
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La deuxieme représentation possible des discontinuités correspond aux éléments sans épais-
seur (“zero thickness elements”) ou éléments joints (“joint elements” ), initialement dévelop-
pés par Goodman [66] pour des applications géotechniques. Ces éléments consistent a au-
toriser des sauts de déplacement entre deux ou plusieurs couches adjacentes. Le concept
d’éléments sans épaisseur a été repris par de nombreux auteurs [77, 84}, 109 168, [170].

Dans le cas d’une structure amortie par une fine couche viscoélastique, la couche amor-
tissante peut étre vue comme une interface entre deux parties élastiques de la structure.
Les importantes déformations de cisaillement subies par la couche viscoélastique peuvent
alors étre assimilées a un glissement des deux parties élastiques. On parlera alors d’in-
terface viscoélastique. Nous présentons dans la section suivante deux éléments finis d’in-
terface pour la prédiction de ’amortissement dans une structure munie de fines couches
viscoélastiques. Le premier est une adaptation des éléments joints décrits dans [170], le
second est une dégénérescence d'un élément solide. Les deux éléments finis développés
sont définis a partir d’une surface, ce qui rend aisée 'optimisation de I’épaisseur de la
couche viscoélastique puisqu’un changement d’épaisseur ne nécessite pas de remaillage de

la structure.

6.3 Formulation des éléments d’interface

6.3.1 Elements joints

L’élément joint considéré dans cette étude est une adaptation de I’élément sans épaisseur
décrit par Segurado [I70] pour modéliser la rupture et la décohésion d’inclusions dans
un matériau composite. Cet élément est constitué de deux surfaces triangulaires qui
connectent les faces de deux tétraedres quadratiques adjacents (voir figure [6.1la). Des
modifications sont apportées a cet élément afin d’étre appliqué a la modélisation de I'in-
terface viscoélastique.

Considérons une surface triangulaire a 6 nceuds représentant l'interface entre les deux faces
élastiques contraignant la couche viscoélastique. Pour chaque point a I'interface, une paire
de nceuds est placée a la méme position géométrique (figure b). Les deux surfaces tri-
angulaires quadratiques ainsi créées forment 1’élément joint a 12 noeuds. Ces surfaces étant

superposées dans la configuration initiale, I’épaisseur de I’élément est initialement égale a
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’..“:. 1

(b)

FIGURE 6.1 — (a) Elément joint connecté aux faces de deux tétraddres quadratiques adja-
cents dans la position initiale. (b) Position des nceuds de la surface triangulaire d’interface
(points noirs) et des noeuds formant 1’élément fini d’interface (points gris).

zéro. Chaque nceud possede trois degrés de liberté, conduisant au vecteur de déplacements

nodaux U, élémentaires dans le systéeme de coordonnées globales (x,y,z) :
U.=[U),....U%U,,.... U U}, ... . UPT, (6.1)
et au vecteur U, dans le systéme de coordonnées locales (n,tq,t2) :
3 1 12 771 12 771 1217
Uez[U'ﬂ7"‘7U’rL7Ut1""7Ut17Ut27"'7Ut2] B (6.2)

ou n indique la direction normale a la surface d’interface, et ¢1 et ¢5 indiquent les directions
tangentielles & la surface d’interface. Le vecteur des déplacements relatifs élémentaires entre
chaque paire de nocuds est relié au vecteur des déplacements nodaux élémentaires dans le
systeme de coordonnées locales par :
AU.= L U, (6.3)
[18x1]  [18x36] [36x1]

ou la matrice IL est définie par :

]16 —16 (DG (DG (DG (DG
L= (D@ (Dﬁ 1g —1¢ (DG (Dﬁ s (6.4)
®6 (DG ®6 (DG ]16 ]16

ou 1g est la matrice diagonale unitaire de dimensions 6 x 6, et Og est la matrice remplie

de zéros de dimensions 6 x 6. Les déplacements relatifs continus At = [Auy, Aug, , Auy, |
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s’écrivent dans le systéeme de coordonnées locales de la maniere suivante :

N, O 0
Au= N AU.,=|0 N, 0| AU,, (6.5)
Bx1]  [3x18] [18x1] 0 0 N,

ou N contient les fonctions de forme d’un élément triangle & 6 nceuds (voir annexe |C]).
Finalement on obtient :

Au, = NLU,. (6.6)

La matrice de rotation R du systeme de coordonnées globales au systéeme de coordonnées
locales (fJe = RU,), de taille 36 x 36, est donnée par :
n(l)]llg n(2)1112 n(3)1112

R = tl(l)]llg t1(2)]112 t1(3)]112 R (67)
tg(l)]llg t2(2)]112 t2(3)]112

ou 115 est la matrice diagonale unitaire de dimensions 12 x 12, n, t1 et ts sont cal-

culés a partir des coordonnées des nceuds de la surface triangulaire d’interface, Xy =

[l .. 28yt 98 2t L 28T et des fonctions de forme N,
( OIN OIN OIN
n = <8X0 X a X0> /H X(] X 87X0

OIN

b= (Goxa) /] 5l
OIN

o= (o) /|50

ou 7, s, et t sont les coordonnées associées au repere de référence de ’élément fini (voir

annexe. Si I’épaisseur de la couche viscoélastique est suffisamment petite, les contraintes
et les déformations dans le plan sont supposées négligeables (comme c’est couramment le

cas dans les éléments de couche mince [126], 172]), c’est-a-dire que :

€1ty = 0 €toty = 0 Vtrte = 0,
(6.9)

Oti1ty = 0 Ototy = 0 Ttite = 0.
De plus, lorsque ’épaisseur de la couche viscoélastique h tend vers zéro, les gradients des
déplacements u,, us, et uy, dans la direction normale sont dominants par rapport aux

gradients dans les autres directions, et peuvent étre approximés par :

Ou,  Auy, Our,  Auy, Ou,  Auy,
R~ ~ ~ . 1
on h on h on h (6.10)
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Les déformations hors-plan s’écrivent alors :

Auy, Auy Auy
€nn = h Ttin = Tl Vton = TQ ) (6.11)

et sont reliées aux contraintes hors-plan par la loi de Hooke avec des modules complexes

et dépendants de la fréquence :

T 100 4/3 0 0] | [em
Ton| = | K*(w) |00 0f +G*(w) | O 1 O] | |7t - (6.12)
Ttam 000 0 0 1] | [Vean

C*(w)
Le travail virtuel des efforts intérieurs (premier terme de 1’équation (4.10f)) s’écrit dans le

systeme de coordonnées de référence de I’élément (7, s,t) :

1 1-s 1—r
W, = / / / oledet(J)drdsdt, (6.13)
-1J0 0

ou det(J) est le Jacobien de la transformation entre le systeme de coordonnées de référence

(r,s,t) et le systeme de coordonnées global (z,y, z) :

o= |(Ge) ()« (Be) o

o or Ox
D(z,y) ar  Os

= det 6.15

D(r.s) | |oy oy (6:19)
Oor O0Os

Une intégration analytique est réalisée dans la direction ¢, et une intégration numérique est
utilisée pour calculer les deux autres intégrales de I’équation (6.13). Une intégration a trois
points est implémentée, comme suggérée dans [170]. La matrice de raideur élémentaire est

définie de la maniere suivante :

3
C*
K. = RTLT Z]NT;L“’)Jij det(J) | LR, (6.16)
j=1
oll w; est le poids associé au point de Gauss j. Le terme C/h peut étre interprété comme

la loi de comportement d’un matériau fictif se comportant comme un ressort [77, [78].

La matrice de masse associée a I’élément d’interface est construite a partir d’une matrice
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FIGURE 6.2 — (a) Elément d’interface volumique connecté aux faces de deux éléments
tétraédriques quadratiques. (b) Surface d’interface triangulaire ou surface moyenne (trait
plein bleu) et volume prismatique fictif représenté par I’élément d’interface (traits pointillés

gris).

de masse d’'un élément triangle quadratique, en répartissant uniformément la masse sur

les noeuds des surfaces triangulaires de I’élément d’interface :

3
h
M =M, = Z]NT%]ij det(T), (6.17)

e
Jj=1
o M} et M. représentent respectivement la partie de la matrice de masse relative aux
nceuds de la surface supérieure et inférieure de I’élément d’interface, et p est la densité du

matériau viscoélastique.

6.3.2 Eléments d’interface volumiques

Le deuxieme élément d’interface proposé pour la modélisation d’interfaces viscoélastiques
est un élément prismatique a 12 noeuds. L’épaisseur physique de cet élément est initiale-
ment nulle et les bases triangulaires du prisme sont connectées aux faces de deux éléments
tétraédriques quadratiques adjacents (figure a). L’élément d’interface volumique est
décrit par une surface triangulaire quadratique, ou surface moyenne, dont les coordonnées
des noeuds sont notées Xg = [zg,. .. ,:Eg,yé, . ,yg, 2., 2(6)], et une épaisseur fictive h,

prise dans la direction normale & la surface moyenne, supposée constante (figure b). La
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normale a la surface moyenne n; est évaluée en chaque point de la surface triangulaire :

ON ON
Xo | 111G |r=r X0 35

s=5; s=5; s =s; s =s;

Xol|,  (6.18)

r=r;

ou N est la matrice introduite dans 1’équation qui contient les fonctions de forme
d’un élément triangle & 6 noeuds, (7, s;) sont les coordonnées du nceud i dans le systéme de
coordonnées de référence (r, s). Comme pour 1’élément joint, une paire de nceuds est placée
a la méme position géométrique que les noeuds de la surface moyenne. Ces nceuds forment
un volume fictif, représenté en gris sur la figure b. Les coordonnées X* = [2¢, ¢, 2] du

nceud ¢ appartenant a ce volume sont calculées de la maniere suivante :
i i h
X :X0+§§ni, (6.19)

ou & € [—1,1]. Une fois que les coordonnées des nceuds formant le volume fictif sont
calculées, 1’élément d’interface est formulé comme un élément solide classique (voir section
. Le champ de déplacement u = [u, uy, u,]’ est approximé a I’aide des fonctions de
forme H, d’un élément solide prismatique a 12 nceuds (voir annexe et les degrés de

liberté U, sont exprimés dans le systéme de coordonnées globales (x,y,z) :

H 0 0
u=HU.,=|0 H., 0|U. (6.20)
0 0 H,

Une approximation polynomiale de degré 1 du déplacement dans la direction normale a la
surface moyenne de I’élément d’interface est considérée dans cette approche. Les matrices

de masse et de raideur élémentaires sont données par :

ng
K. = Z BYC*(w)Bw; det(7),
= (6.21)

naG
M, = > H" pHuw; det(J),
j=1

ou B est la matrice de gradient discrétisé, ng est le nombre de points d’intégration, w; est
le poids associé au point d’intégration j et p est la densité du matériau viscoélastique. La
matrice d’élasticité C*(w) est donnée par I’équation (4.7]). La matrice jacobienne J de la

transformation du systéme de coordonnées de référence (r, s,t) au systeme de coordonnées

154



6.4. VALIDATION DES ELEMENTS D’INTERFACE

globales (z,y, z), est calculée & partir des coordonnées des nceuds formant le volume fictif

(équation (6.19))) :

[oH;  0H;  0H; |

ar U Tas Tt T
OH;  OH;  OH,

J= L L L 6.22
ar 7t Tas YV Tar (6.22)

OH;  OH, OH;

Lar 7 Tas 7 ot

Plusieurs méthodes d’intégration ont été testées et celle utilisant trois points d’intégration
est suffisante pour obtenir une bonne approximation des intégrales dans I’expression du tra-

vail virtuel des efforts intérieurs et du travail virtuel des quantités d’accélération (deuxieme

terme de ’équation (4.10)).

6.4 Validation des éléments d’interface

Les éléments d’interface présentés dans la section précédente sont validés sur deux cas

d’étude : une poutre sandwich encastrée-libre et un modele de tuyere.

6.4.1 Cas d’étude 1 : Poutre sandwich console

Considérons une poutre sandwich encastrée-libre, représentée sur la figure [6.3], soumise
a un chargement linéique (F' = 1/b N) harmonique appliqué a lextrémité libre de la
poutre. Une couche viscoélastique de Deltane 350 est contrainte par deux faces élastiques
en acier. Un modele fractionnaire de Zener, dont les parametres sont donnés dans 1’équation
(5.1)) est utilisé pour représenter les variations fréquentielles du module de cisaillement. Le
module de compressibilité est supposé constant : K*(w) = 2.22 GPa. Les faces élastiques
sont modélisées par des éléments tétraédriques quadratiques, et la couche viscoélastique
est modélisée soit par des éléments tétraédriques a 10 noeuds (référence), soit par 1'un
des deux éléments d’interface présentés dans la section précédente, soit par des éléments

solides prismatiques & 12 nceuds (référence 2). Les maillages correspondants sont montrés
sur la figure [6.4]

La réponse fréquentielle de la poutre sandwich est calculée pour chaque maillage pour

différents ratios entre 1’épaisseur de la couche viscoélastique et 1’épaisseur totale de la
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h

L

FIGURE 6.3 — Poutre sandwich console (L = 1m, b = 0.1m, ~ = 0.1lm) soumise & un
chargement harmonique unitaire F'(t) = sin(27wt), avec w € [0 — 1000]Hz.
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FIGURE 6.4 — Maillage de référence (a), maillage de référence 2 (b) et maillage avec éléments
d’interface (c) de la poutre sandwich.
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structureﬂ (constante durant 1’étude). Les résultats de ’étude, présentés sur la figure
montrent que le modeéle avec éléments d’interface converge vers la solution de référence
lorsque le ratio d’épaisseur diminue, validant ainsi les approches proposées pour modéliser
une interface viscoélastique. On remarque également que les écarts observés aux anti-
résonances entre le modele de référence et les modeles avec éléments d’interface sont dus a
Papproximation de degré 1 du déplacement dans I’épaisseur (voir figure dans 'annexe
(C)), puisque les mémes écarts sont observés entre le modele de référence et le modele ou la
couche viscoélastique est modélisée par des éléments solides prismatiques a 12 nceuds. De
plus, en ’absence de courbure, I’élément d’interface volumique est équivalent & un élément
solide prismatique, comme le prouve la superposition des courbes de réponses en fréquence
calculées pour une couche viscoélastique modélisée par ces deux éléments. Pour les deux
modeles avec éléments d’interface, les erreurs sur la fréquence de résonance et I’amortisse-
ment modal du troisieme mode par rapport a la solution de référence sont calculées (une
méthode de bande passante a —3dB est utilisée). On remarque sur la figure qu’une
trés bonne précision est obtenue avec des éléments d’interface volumiques, méme pour des
petits ratios d’épaisseur : l'erreur sur la fréquence de résonance est inférieure a 0.04% et
celle sur amortissement modal est inférieure & 0.3%. Le modele avec des éléments joints
conduit a des erreurs plus importantes qu’avec un modele avec éléments d’interface volu-
miques, notamment sur ’amortissement modal, ce qui suggere qu’'une partie de 1’énergie
est dissipée lors de déformations dans le plan. Sur la figure[6.6] on observe une convergence
plus rapidelﬂ avec des éléments joints qu’avec des éléments d’interface volumiques, laissant
penser que pour des ratios d’épaisseur tres faibles (inférieurs a 1/100), un modele avec

éléments joints peut étre plus efficace qu’un modele avec éléments d’interface volumiques.

2. L’épaisseur totale de la structure correspond a la somme des épaisseurs des faces en acier et de la
couche viscoélastique dans le cas d’une modélisation tridimensionnelle, et & la somme des épaisseurs des
faces en acier dans le cas d’une modélisation de la couche viscoélastique avec éléments d’interface

3. La notion de vitesse de convergence est ici un abus de langage. On fait référence a la vitesse a laquelle
la solution obtenue par un modele avec éléments d’interface s’approche de la solution obtenue pour une
modélisation tridimensionnelle de la couche viscoélastique quand h — 0
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Reference (T10)
— — — Elements joints

‘‘‘‘‘ Elements d'interface volumiques i
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FIGURE 6.5 — Réponse fréquentielle de la poutre sandwich console pour différents maillages
de la couche viscoélastique, en faisant varier le ratio d’épaisseur de 1/5 a 1/100.
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FIGURE 6.6 — Erreur sur la fréquence de résonance et I’amortissement modal du troisieme
mode de la poutre sandwich entre les modeles avec éléments d’interface et le modele de
référence en fonction de ’épaisseur de la couche viscoélastique (I’épaisseur totale de la
poutre sandwich reste constante).

6.4.2 Cas d’étude 2 : Structure 3D complexe

On considere comme deuxiéme cas d’étude la structure étudiée dans la section
représentée sur la figure[4.6] La structure élastique est maillée par des éléments tétraédriques
quadratiques et la couche viscoélastique est modélisée soit par des éléments tétraédriques a
10 neeuds (référence), soit par I'un des deux éléments d’interface développés. Les maillages
correspondants sont donnés sur la figure . La réponse fréquentielle de la structure
est calculée pour une épaisseur de couche viscoélastique variant de 40mm a 5mm sur la
gamme de fréquence [0 — 250]Hz. Les résultats, tracés sur la ﬁgure mettent en évidence
une convergence des modeles avec éléments d’interface vers la solution de référence. En
revanche, contrairement au cas d’étude précédent, on observe un décalage fréquentiel per-
sistant en modélisant l'interface viscoélastique par des éléments finis d’interface. Ceci peut
s’expliquer par la courbure de la structure. En effet, puisque la structure est courbe,
la modélisation d’une couche viscoélastique tridimensionnelle par une surface crée des
décalages des lignes moyennes de chaque couche, qui ne sont pas pris en compte. Le vo-
lume de la face élastique externe de la partie cylindrique est alors plus petite en utilisant
des éléments d’interface au lieu d’éléments solides pour la couche viscoélastique. De cette
erreur introduite dans le modele, résultent des décalages fréquentiels sur la réponse. Ce-

pendant, & mesure que 1’épaisseur de la couche viscoélastique diminue, le volume de la
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FIGURE 6.7 — Maillage de la tuyere, référence (a), maillage avec éléments d’interface (b) .

face élastique externe est mieux estimé et l'erreur décroit, comme indiqué sur la figure
Comme dans le premier cas d’étude, les erreurs sur la fréquence de résonance et
Pamortissement modal du huitiéme mode (dernier mode excité sur la bande de fréquence
considérée) par rapport a la solution de référence sont calculées (figure . On remarque
encore une fois que la convergence est plus rapide pour les éléments joints que pour les
éléments d’interface volumiques. D’ailleurs, pour une couche viscoélastique de bmm, le
modele utilisant des éléments joints donne une meilleure approximation de la fréquence de
résonance que celui utilisant les éléments d’interface volumiques. Enfin, on peut noter que
I'amortissement augmente lorsque 'épaisseur de la couche viscoélastique diminue, ce qui
est cohérent avec les résultats de Sher et Moreira [174], considérant les dimensions de la

structure étudiée.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre sont proposés deux éléments finis d’interface afin de modéliser de
fines couches viscoélastiques. Les résultats montrent que le modele avec éléments d’inter-
face s’approche de la solution de référence, obtenue en modélisant la couche viscoélastique
par des éléments solides. Les éléments d’interface volumiques donnent globalement de
meilleurs résultats que les éléments joints puisque, contrairement a ces derniers, aucune
hypothese n’est faite sur les contraintes et les déformations dans le plan.

En revanche, l'utilisation d’éléments d’interface pour modéliser la couche viscoélastique
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FIGURE 6.8 — Réponse fréquentielle de la tuyére pour différents maillages de la couche
viscoélastique, en faisant varier I’épaisseur de la couche viscoélastique de 40mm & 5mm.
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FIGURE 6.9 — Erreur sur la fréquence de résonance et ’amortissement modal du huitieme
mode de la tuyere entre les modeles avec éléments d’interface et le modele de référence en
fonction de I’épaisseur de la couche viscoélastique.

induit des décalages des lignes moyennes des différentes couches lorsque la structure est
fortement courbée, ce qui provoque des erreurs sur les rayons de courbure des peaux de
la structure. Les erreurs ainsi introduites dans la solution restent raisonables pour des
couches amortissantes de faibles épaisseurs.

Les éléments d’interface sont décrits par une surface moyenne et une épaisseur fictive. Le
principe de la procédure de maillage d’une structure sandwich avec modélisation de la
couche viscoélastique par des éléments d’interface est illustré sur la figure L’utilisa-
tion des éléments d’interface dans un contexte d’optimisation ou d’études paramétriques
représente un réel avantage puisqu’un changement d’épaisseur ne nécessite ni remaillage
ni recalcul des matrices de masse et de raideur, et un changement de position de la couche
viscoélastique ne requiert qu’un recalcul local des matrices de masse et de raideur. La
modélisation de la couche viscoélastique par les éléments d’interface rend possible la
réalisation, a moindre cott, d’études similaires a celle de Sher et Moreira [174], pour
déterminer ’épaisseur optimale de la couche amortissante appliquée a une structure com-
plexe. L’intérét d’utiliser les éléments d’interface dans le cadre d’une étude paramétrique
est mis en évidence dans le chapitre [J] & travers un cas d’application.

Enfin, ces éléments d’interface peuvent étre utilisés pour représenter simplement des épais-

seurs de colle dans un modele éléments finis & partir de la définition d’une surface.
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FIGURE 6.10 — Procédure de maillage d’une structure sandwich avec modélisation de la
couche viscoélastique par des éléments d’interface.
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Troisieme partie

Réduction de modele par
approches modales et
approximations de Padé
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Introduction

Afin de maximiser les performances du traitement viscoélastique appliqué, des études
paramétriques sont généralement réalisées lors de ’étape de conception pour déterminer
le matériau, les dimensions et les placements optimaux. Le modele doit alors étre modifié
et la réponse fréquentielle de la structure amortie par une couche viscoélastique calculée
pour chaque nouveau parametre testé. C’est pourquoi une voie importante de la recherche
concerne le développement de techniques permettant de réduire le cotit numérique de calcul
de la solution. Nous avons déja vu dans le chapitre précédent que I'utilisation d’éléments
finis d’interface pour modéliser de fines couches viscoélastiques permettait de tester plu-
sieurs épaisseurs sans avoir a remailler la structure, ni recalculer les matrices de masse et
de raideur de la structure. En revanche, pour des modeles de grande taille, le calcul de la
réponse fréquentielle par une méthode directe devient tres vite prohibitif. Des techniques
de réduction de modele peuvent alors étre appliquées pour réduire le temps de calcul de
la réponse.

Dans le cas d’une structure amortie par des matériaux viscoélastiques et soumise a un char-
gement harmonique, la discrétisation par éléments finis conduit au systeme d’équations

suivant, de dimension n, dans le domaine fréquentiel :
[K*(w) —w’M] U =F (6.23)

ou K*(w) est la matrice de raideur complexe et dépendante de la fréquence, M la matrice
de masse, F est le vecteur de chargement et U est le vecteur solution a déterminer pour
chaque fréquence. La dépendance fréquentielle de la matrice de raideur ne permet pas d’ap-
pliquer directement les méthodes de réduction classiques. Diverses techniques de réduction
adaptées aux structures fortement amorties sont proposées dans la littérature. Le but de

cette partie est d’étudier 'efficacité de certaines d’entre elles, en terme de précision et de
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colt de calcul. Le premier chapitre concerne les méthodes de réduction par projection sur
base modale adaptées pour le calcul de la réponse de structures amorties par des matériaux
viscoélastiques. Dans le deuxieme chapitre, la reconstruction de la réponse fréquentielle par
approximations de Padé est abordée. Ces méthodes sont ensuite appliquées et comparées
dans le troisieme chapitre sur le modele de tuyere précédemment étudié, en utilisant le
modele viscoélastique identifié dans la premiere partie, et le modele avec éléments d’inter-
face développé dans la deuxieme partie. Enfin, nous étudions un cas simple d’interaction
fluide/structure & travers une application bidimensionnelle de structure amortie immergée
dans ’eau. Ce dernier exemple introduit un opérateur de masse ajoutée pour le fluide, qui

nous permet de réaliser simplement une étude paramétrique.
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Chapitre 7

Méthode de réduction de modele
par approches modales

7.1 Introduction

Ce chapitre concerne I'étude de différentes méthodes de réduction modale appliquées
a une structure fortement amortie par des matériaux viscoélastiques. Ces méthodes visent
a réduire la taille du systeme d’équations a résoudre, et par conséquent le colt de calcul
de la réponse fréquentielle, par projection sur une base d’un sous-espace de I’espace formé
par les fonctions de forme éléments finis et de dimension n.
La méthode de superposition modale classiquement appliquée, apparentée a la méthode
de Rayleigh-Ritz, consiste a utiliser une base tronquée de modes propres pour réduire la
dimension du systeme a résoudre. Cependant, dans le cas de structures avec matériaux
viscoélastiques, la dépendance fréquentielle de la matrice de raideur ne permet pas de
définir simplement des modes propres. Plusieurs stratégies peuvent alors étre adoptées pour
traiter ce type de probleme. Celles-ci sont présentées dans la deuxieme section, apres un
rappel succinct sur la technique de superposition modale classique dans la premieére section.
Ces méthodes sont ensuite appliquées a une structure munie d’une couche viscoélastique
dans le but de déterminer la méthode présentant le meilleur compromis entre précision de
la solution approchée et temps de calcul de la réponse fréquentielle. Cette étude compa-

rative fait I'objet de la troisieme section.
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7.2 Rappel sur les approches modales

7.2.1 Cas sans amortissement

Dans le cas d’une structure non amortie, le systeme a résoudre s’écrit :
(K - w’M) U =F, (7.1)

avec IK et IM des matrices symétriques respectivement positive et définie positive de di-

mensions n X n. Le probleme aux valeurs propres associé s’écrit :
(K — wiM) &5, = 0, (7.2)

avec wy et P respectivement la pulsation propre et le mode propre associé au mode k.
On montre facilement que les modes ®; sont orthogonaux par rapport aux matrices de

masse IM et de raideur K :
O'MP, =0 et ®'KP, =0 pourr #s. (7.3)

La base constituée des vecteurs propres ®, constitue une base complete de 'espace des

fonctions de forme éléments finis, et peut étre représentée par une matrice T :
T=[®y,..., P, (7.4)

Compte tenu des propriétés d’orthogonalité précisées, et en normalisant ces modes par

rapport a la matrice de masse, on a :

TITMT =1 et TTKT = diag(w?,...,w?). (7.5)

n

En projetant le systeme (7.1]) sur cette base, la solution s’écrit sous la forme :

U=> & =TX, (7.6)
k=1

ou X est solution du probleme diagonal suivant :
T (K — w’M) TX = T'F. (7.7)

La méthode de Rayleigh-Ritz consiste a chercher la solution dans un sous-espace de so-

lutions admissibles de dimension réduite, en projetant le systeme ((7.1) sur une base de
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dimension N << n. Les N premiers modes propres d’une structure sont couramment

utilisés pour former cette base de projection réduite. La solution approchée s’écrit alors :

N
U, => @& (7.8)
k=1

La méthode de Rayleigh-Ritz revient donc a tronquer la série dans 1’équation (7.6)), en ne

conservant que les contributions des modes a basses fréquences :

N n
U= &+ Y, P (7.9)
k=1 k=N+1

U,
L’ajout d'une correction statique Ty, = K~'F (pour K inversible) dans la base de pro-
jection permet généralement d’améliorer la précision de la solution approchée en prenant
en compte les contributions des modes a hautes fréquences. Dans le cas ou K n’est pas
inversible, c’est a dire en présence de modes de corps rigides, un pseudo-mode statique
peut étre obtenu par un décalage en masse : T, = (K + 04IM)_1 F. La base de projection
réduite est :

T = [T,,®,...0x]. (7.10)
7.2.2 Cas d’une structure amortie

Dans le cas d’une structure amortie par des matériaux viscoélastiques, la matrice de

raideur devient complexe et dépend de la fréquence et le probleme a résoudre s’écrit :
(K*(w) —w?M) U =F. (7.11)
Le probleme aux valeurs propres associé s’écrit :
[K*(\p) — AP M] @5 = 0, (7.12)

ou les pulsations propres /\Z2 = wz(l + i) et les vecteurs propres ®; associés au mode
k sont complexes et ne peuvent étre calculés simplement en raison de la non linéarité
du probleme aux valeurs propres. Différentes méthodes de projection modale permettant
d’éviter la résolution du probléeme aux valeurs propres complexes non linéaire sont

proposées dans la littérature et sont présentées dans la section suivante.
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7.3. METHODES DE PROJECTION MODALE ADAPTEES AUX STRUCTURES
AMORTIES PAR DES MATERIAUX VISCOELASTIQUES

7.3 Meéthodes de projection modale adaptées aux structures
amorties par des matériaux viscoélastiques

7.3.1 Meéthode des énergies modales

Dans la méthode des énergies modales (MSE - Modal Strain Energy), développée par
Johnson et Kienholz [82], on suppose que les modes propres du systéme non amorti, calculés
pour une matrice de raideur constante, sont représentatifs des modes propres du systeme

amorti. La base de projection est définie comme :
T = [Ts,®:(0)...25(0)], (7.13)
ou les modes ®(0), parfois appelés pseudo-modes propres, sont réels et solutions de :
(Ko — A{M] @, =0, (7.14)

ou Ky = K*(w = 0) est la matrice de raideur statique. Cette méthode permet d’obtenir
une bonne estimation des amortissements modaux dans le cas de structures faiblement
amorties [82, [IT16]. Certains auteurs utilisent la méme approche en prenant la matrice
R (K*(w = wmax)), ¢’'est-a-dire une matrice de raideur réelle évaluée a la fréquence maxi-
male d’étude [137].
En revanche, lorsque 'amortissement devient trop important, ce type d’approche conduit
a des erreurs significatives. D’autres techniques peuvent alors étre adoptées qui consistent :
— aétendre la méthode des énergies modales, en cherchant une meilleure approximation
des modes complexes solutions de 1’équation par des méthodes itératives,
— a combiner plusieurs bases modales dans le cadre d’une approche multi-modeles,
— a enrichir la base modale de I’équation en ajoutant des composantes dans la
base de projection pour une meilleure représentation du comportement.

Ces approches sont décrites dans les sections suivantes.

7.3.2 Extensions de la méthode des énergies modales

7.3.2.1 Méthode itérative des énergies modales

La méthode itérative des énergies modales (IMSE - Iterative Modal Strain Energy) [185),

1911, 197] permet de prendre en compte la dépendance fréquentielle du module complexe
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en cherchant par itérations successives une valeur convergée des fréquences propres du
probleme :

[R (K" (wp)) = A (wp) M] @ (wp) = 0, (7.15)

ol A\, (wp) et ®p(wp) sont respectivement la pulsation propre et le pseudo-mode propre du

k'eme mode, calculés pour un module complexe évalué & la pulsation Wp.

Pour chaque mode k, des itérations sont réalisées dans le but de déterminer w,, tel que :
|wp — A (wp)

ol 7.16
M) (7.16)

avec €41 un critére de convergence de I’algorithme itératif. La méthode itérative des énergies
modales permet ainsi de déterminer a quelles fréquences le module complexe doit étre
évalué pour le calcul des pseudo-modes propres formant la base de projection. La procédure
correspondante est donnée par l'algorithme

Cette méthode est basée sur ’hypothese que la partie imaginaire de la matrice de raideur

n’a pas d’influence sur le comportement dynamique de la structure.

Algorithm 1 Algorithme de calcul de la base de projection par la méthode itérative des
énergies modales.
1. Calcul des N premiers couples (A;(0), ®4(0)), solutions de I'équation (7.14)).
2. Initialisation de la base de projection : T = [T].
3. for j=1to N do
4. Initialisation de la pulsation & laquelle est évalué le module complexe : w, = A;(0)
et de l'erreur : e = 1.

5. while € > ¢, do

6. Calcul des j premiers couples (Ax(wp), ®r(wp)), solutions de I'équation ([7.15)).
— )\

7. Calcul de l'erreur € = M)—j(wp)’
Aj(wp)

8. Mise & jour de la pulsation d’évaluation du module complexe w, = \;(wp).

9. end while
10.  Mise a jour de la base de projection T = [T, ®;(w,)].
11. end for

7.3.2.2 Meéthode itérative des valeurs propres complexes

La méthode itérative des valeurs propres complexes (ICE - Iterative Complex Eigenso-
lution) [101], T91] est similaire & la méthode itérative des énergies modales dans le sens ot

le méme algorithme itératif est utilisé. En revanche, les méthodes different par le probleme
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aux valeurs propres considéré pour le calcul des pulsations et des pseudo-modes propres
(voir étape 6 des algorithmes (1] et . Contrairement & la méthode itérative des énergies
modales qui calcule des pseudo-modes propres réels (équation ), la base de projec-
tion déterminée par la méthode itérative des valeurs propres complexes est formée de

pseudo-modes propres complexes, issus de la résolution de :
[]K*(wp) - AZQ(WP)M] @} (wp) = 0. (7.17)

Dans le cas de structures fortement amorties, I'utilisation de pseudo-modes propres com-
plexes dans la base de projection permet d’améliorer la précision de la réponse approchée
[113]. Cependant, le cotit de calcul peut-étre plus important, les solveurs numériques étant
généralement moins performants pour résoudre un probleme aux valeurs propres com-

plexes.

Algorithm 2 Algorithme de calcul de la base de projection par la méthode itérative des
valeurs propres complexes.

1. Calcul des N premiers couples (A;(0), ®4(0)), solutions de I'équation (7.14).

2. Initialisation de la base de projection : T = [T].

3. for j=1to N do

4. Initialisation de la pulsation a laquelle est évalué le module complexe : w, = X;(0)

et de l'erreur : e = 1.
5. while € > ¢ do
Calcul des j premiers couples (A} (wp), ®}(wp)), solutions de '’équation ([7.17)).
)

|wp — §]?()‘;2((4"10) |

7. Calcul de lerreur € =
3%(/\;2(“1)))

8. Mise & jour de la pulsation d’évaluation du module complexe w), = , /§R()\;‘-2(wp)).

9. end while
10.  Mise a jour de la base de projection T = [T, @7 (wp)].
11. end for

7.3.2.3 Méthode itérative des énergies modales modifiée

La méthode itérative des énergies modales modifiée [0} [114] vise & améliorer la méthode
itérative des énergies modales en évitant d’avoir a résoudre un probleme aux valeurs
propres complexes. La contribution de la partie imaginaire de la matrice de raideur,

négligée dans la méthode itérative des énergies modales, est prise en compte a travers
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un coefficient empirique 5(wy) :
[ROK" (wp)) + Blwp) (K (wp)) = Ak (wp)M] @ (wp) = O, (7.18)
ou le coefficient 3(w,) est calculé de la maniere suivante :

(7.19)

La procédure correspondante est donnée par ’algorithme

Algorithm 3 Algorithme de calcul de la base de projection par la méthode itérative des
énergies modales modifiée.

1. Calcul des N premiers couples (A;(0), ®4(0)), solutions de I'équation (7.14).

2. Initialisation de la base de projection : T = [T].

3. for j=1to N do

4. Initialisation de la pulsation a laquelle est évalué le module complexe : w, = X;(0)

et de l'erreur : e = 1.
5. while € > ¢ do
6. Calcul du coefficient (w,) par 'équation (7.19).

7. Calcul des j premiers couples (Ax(wp), ®r(wp)), solutions de I'équation ([7.18)).
— 2\

8. Calcul de l'erreur € = w
Aj(wp)

9. Mise & jour de la pulsation d’évaluation du module complexe w, = \;(wp).

10. end while
11.  Mise a jour de la base de projection T = [T, ®;(w,)].
12. end for

7.3.3 Approche multi-modeles

L’approche multi-modeles est une approche mathématique inspirée des modeles flous de
Takagi-Sugeno [I80] qui consiste & estimer la réponse d’un systeéme non linéaire en interpo-
lant la réponse de plusieurs modeles linéaires définis pour divers points de fonctionnement
[29]. Cette approche est appliquée par Balmes [I5] [16] pour estimer une base de projection
modale représentative du probléme aux valeurs propres complexes non-linéaire (équation
). Celle-ci est obtenue en combinant plusieurs bases modales T, , auxquelles s’ajoute

la correction statique T :

T = [Ty, Tp, ... T,,,]- (7.20)
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Chaque base T), est formée de pseudo-modes propres solutions du probleme aux valeurs

propres complexes suivant :
[K* (wp, ) — Ak (wp, )M] @5 (wp,) = 0, (7.21)

ou les wy, sont imposés a priori. Entre deux bases T),; les pseudo-modes propres peuvent
étre fortement colinéaires ce qui conduit & un mauvais conditionnement des matrices
réduites. C’est pourquoi les vecteurs formant la base de projection sont orthogonalisés
par un algorithme de Gramm-Schmidt, et normalisés par rapport a la matrice de masse.
Dans [137, [I83], la base de projection est composée de pseudo-modes propres calculés
pour une matrice de raideur évaluée aux fréquences minimale et maximale de la gamme

de fréquence étudiée :
T =[Ts, P1(Wnin) - - - PN (Wmin ) P1(Wmax) - - - PN (Wmax)]- (7.22)

Cette base de projection conduit & une bonne approximation de la réponse dynamique de

la structure amortie [137, [183].

7.3.4 Enrichissement de la base modale

7.3.4.1 Ajout de corrections d’ordre un

La résolution d’un probléeme aux valeurs propres réelles implique généralement un
cott de calcul bien inférieur & celui d’un probleme aux valeurs propres complexes. C’est
pourquoi la partie imaginaire de la matrice de raideur est couramment négligée lors du
calcul des pseudo-modes propres formant la base de projection. En revanche, dans le cas de
structures fortement amorties par des matériaux viscoélastiques, cette approximation n’est
plus valide et peut générer des erreurs importantes. Plouin et Balmes [136] proposent de
limiter ces erreurs en enrichissant la base modale de I’équation par les relevements
statiques des efforts résiduels T, générés par les pseudo-modes propres ® issus de la
méthode des énergies modales :

T, = Ky 'S(K*(\))®, k=1...N, (7.23)

k
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ou KKy est la matrice de raideur statique et \g la pulsation propre associée au pseudo-mode
propre ®;. La base de projection devient alors :

T =Ty, ®;...8x, T, ... Te,]. (7.24)

. cN

De méme que dans ’approche multi-modeles, une étape d’orthonormalisation des vecteurs

de la base de projection est appliquée.

7.3.4.2 Ajout de résidus en déplacement

Toutes les bases de projection présentées précédemment induisent une erreur sur la so-
lution qui peut étre due a la troncature de la base modale, & la difficulté de représentation
de la dépendance fréquentielle de la matrice de raideur, ou encore a l’approximation
qui consiste & négliger la partie imaginaire de la matrice de raideur. Afin de tester la
précision de la solution approchée U, par la méthode de projection considérée, un résidu

en déplacement R, peut étre calculé aux pulsations propres Ay :
Ra(\) = Kot ([K* (M) — AAM] U, (\g) — F) . (7.25)

Un indicateur d’erreur en énergie de déformation, basé sur le résidu en déplacement, est

alors défini :
_ ||RTKoR4||

e = 7l 2
“* = [[OTK, U, | (726)

Si cette erreur est supérieure a une valeur de tolérance, le résidu peut étre utilisé pour en-
richir la base de projection. Cette procédure est répétée jusqu’a obtenir la convergence de
la solution, i.e. la précision souhaitée pour la solution. L’algorithme [4] explique le principe
de cette procédure itérative pour enrichir la base de projection calculée par la méthode des
énergies modales. Cette approche, introduite par Balmes et Bobillot [I7, 21], permet de
controler la précision de la solution obtenue. Cependant, chaque calcul de résidu nécessite
la résolution d’un systeme d’équations de dimension n, ce qui entraine un cotit de calcul

important, méme si la matrice IKg peut étre triangularisée une seule fois.
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Algorithm 4 Algorithme de la méthode itérative d’enrichissement sur les résidus.
. Calcul de la base modale T selon la méthode des énergies modales (équation (7.13)).
. for k=1to N do
Calcul du résidu Rg(Ag) selon I’équation .
Calcul de l'erreur en énergie selon 1’équation ([7.26)).
while ep > €, do
Mise a jour et orthogonalisation de la base de projection : T = [T, Rg, (Ax)].
Calcul du résidu Rg(\x) selon 'équation (7.25)).
Calcul de l'erreur en énergie selon 1’équation ([7.26]).
end while
end for
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h =0.0015m

FIGURE 7.1 — Géométrie de la structure sandwich étudiée.

7.4 Comparaison des méthodes de projection modale

Plusieurs des méthodes de réduction présentées dans la section précédente peuvent
étre combinées afin d’améliorer la précision de la solution. En revanche, dans le cadre
d’études paramétriques ou d’optimisation, on cherche souvent a appliquer la méthode
de réduction présentant le meilleur compromis entre la précision et le temps de calcul
de la solution approchée. Dans cette section, une étude comparative des performances
des méthodes de réduction est réalisée dans le cas d’une poutre sandwich encastrée-libre,
soumise & un chargement harmonique appliqué a I'extrémité libre de la poutre figure
La couche viscoélastique, en Deltane 350, est contrainte par deux faces élastiques en acier.
Les trois couches sont modélisées par des éléments hexaédriques a 20 nceuds. Un modele
fractionnaire de Zener, dont les parametres sont donnés dans 1’équation est utilisé
pour représenter les variations fréquentielles du module de cisaillement. Le module de
compressibilité est supposé constant : K*(w) = 2.22 GPa. Afin de tester les méthodes de
réduction dans un cas défavorable, les dimensions de la couche viscoélastique sont choisies

de maniere a introduire un amortissement important au niveau de la structure.

La réponse fréquentielle de la structure amortie est calculée sur la gamme de fréquence
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[0 — 800]Hz en utilisant chacune des méthodes de réduction présentées dans la section
précédente. Une tolérance de convergence de 0.005 est considérée pour I'algorithme itératif
des méthodes basées sur la méthode des énergies modales, comme suggéré dans [I85]. La
tolérance de convergence de ’algorithme de la méthode itérative d’enrichissement sur les
résidus est fixée & 1073, comme dans [19]. Quatre simulations sont réalisées par méthode
de réduction en faisant varier le critere de sélection des pseudo-modes propres a introduire
dans la base de projection : f < fiax, f < 2fmax, [ < 3fmax €t [ < 4fmax, OU fimax est la
fréquence maximale d’étude.

Afin de comparer la précision de la solution approchée obtenue, deux indicateurs d’erreur
sont calculés :

— Derreur basée sur la solution calculée par une méthode directe U :

() — 0:®) ~ U@)|
@I

(7.27)

— le carré de l'estimateur d’erreur en énergie de déformation basé sur le résidu en

déplacement défini dans ’équation (7.26)) [21] :

2
eR(w) . HRZ;(CU)]K()Rd(w)H
= R

[UF (w)Ko Uy (w)]|
Sur les figures et [7.4] sont tracées la réponse fréquentielle calculée par une méthode

(7.28)

directe, prise comme référence, et celles approchées par une des méthodes de réduction
testées pour chaque critere de sélection des modes. On peut tout d’abord remarquer que
I’ensemble des méthodes de réduction converge vers la solution de référence en augmentant
le nombre de pseudo-modes propres dans la base de projection, bien que celle-ci soit tres
lente pour la méthode des énergies modales (figure . Des résultats équivalents sont
observés en prenant comme critére de sélection f < fiax ou f < 2fimax. Ces résultats
s’expliquent par la présence d’'un seul mode entre les fréquences fiax €t 2 fmax-

Les figures[7.2} [7.3]et[T.4] comparent également les erreurs obtenues par les deux estimateurs
d’erreur. On remarque que celles-ci ont des ordres de grandeur équivalents et évoluent
de maniere similaire. L’indicateur d’erreur en énergie de déformation est donc un bon

estimateur a posteriori de I'erreur commise sur le calcul de la réponse fréquentielle.

La figure compare les temps de calcul de la réponse fréquentielle pour chaque

méthode de réduction, rapportés au temps de calcul de la solution directe, en fixant le
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(a) Méthode des énergies modales (MSE)

FIGURE 7.2 — Comparaison des réponses fréquentielles de la structure calculées par pro-
jection du systeéme sur la base obtenue par une méthode de réduction et par calcul direct
pour différents criteres de sélection des pseudo-modes propres (gauche), et erreurs sur le
déplacement et sur 1’énergie (droite).

critere de sélection a f < 2fmnax. Les étapes de création de maillage et de calcul des
matrices de masse et de raideur étant communes a toutes les méthodes, le temps de calcul
associé n’est pas représenté. On remarque que la construction de la base modale est ’étape
correspondant au colit numérique le plus important. Le temps de calcul de la réponse
fréquentielle réduite est 1ié a la taille de la base de projection. Pour la structure étudiée et
pour le critere de sélection considéré, les bases de projection contiennent peu de pseudo-

modes, ce qui explique le faible cott de calcul de la solution réduite.

Pour permettre une comparaison globale des méthodes de réduction testées, la figure
trace la moyenne de l'erreur en déplacement en fonction du temps de calcul de la
solution approchée rapporté au temps de calcul de la solution de référence. La méthode
des énergies modales conduit a la solution la moins précise, mais permet d’obtenir rapi-
dement une approximation de la réponse. A 'inverse, la solution obtenue par la méthode
itérative d’enrichissement sur les résidus est la plus précise, au prix d’un cout numérique
plus important. L’utilisation de cette méthode présente ’avantage de pouvoir contrdler
la précision de la réponse approchée. Au vu des résultats, les variantes itératives de la
méthode des énergies modales ne constituent pas un bon compromis entre le temps de

calcul et la précision de la solution. En revanche, ces méthodes peuvent étre utilisées pour
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FI1GURE 7.3 — Comparaison des réponses fréquentielles de la structure calculées par pro-
jection du systeéme sur la base obtenue par une méthode de réduction et par calcul direct
pour différents criteres de sélection des pseudo-modes propres (gauche), et erreurs sur le
déplacement et sur I’énergie (droite).
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FIGURE 7.4 — Comparaison des réponses fréquentielles de la structure calculées par pro-
jection du systeme sur la base obtenue par une méthode de réduction et par calcul direct
pour différents criteres de sélection des pseudo-modes propres (gauche), et erreurs sur le
déplacement et sur I’énergie (droite).
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T T
I Calcul de la base de projection L]
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FIGURE 7.5 — Temps de calcul de la solution approchée rapportée au temps de calcul de
la solution par une méthode directe, pour : la méthode des énergies modales (MSE), la
méthode itérative des énergies modales (IMSE), la méthode itérative des valeurs propres
complexes (ICE), la méthode itérative des énergies modales modifiée (MIMSE), la méthode
multi-modeles (MM), la méthode d’enrichissement de la base MSE par des termes de
correction d’ordre 1 (MSE+C) et la méthode d’enrichissement de la base MSE par des
résidus (MSE+R).

le calcul direct des parametres modaux (fréquences de résonance et amortissements mo-
daux) [I91]. Enfin, 'approche multi-modeles et I’enrichissement par des termes correctifs
liés a la partie imaginaire de la matrice de raideur présentent des performances similaires
en termes de précision et de temps de calcul de la solution approchée. Dans ’application
traitée, I’approche multi-modeles semble représenter le meilleur compromis. Celle-ci est

utilisée dans le chapitre [9] en combinaison avec une méthode de syntheése modale.

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre est présentée une synthese des méthodes de réduction de type projec-
tion sur bases modales adaptées aux structures amorties par des matériaux viscoélastiques.
Une étude comparative de ces méthodes a été réalisée dans le cas d’une poutre encastrée-
libre fortement amortie par une couche viscoélastique contrainte. Les résultats montrent
que l'approche multi-modeles, ou un enrichissement de la base par des termes correctifs
prenant en compte la partie imaginaire de la matrice de raideur présentaient le meilleur
compromis entre le temps de calcul et la précision de la solution approchée (figure . Les
temps de calcul ont été comparés sur le méme ordinateur et les différentes méthodes ont été
implémentées dans le méme environnement. Malgré tout, les temps de calcul pourraient

étre différents pour d’autres méthodes et langages de programmation. De plus, les résultats

183



7.5. CONCLUSION

—A— MSE
—e—MM
—#— MSE+C
AA MSE+R
—&— IMSE |

j‘\ —<&—ICE

MIMSE

o
&

Erreur moyenne en deplacement
=

107 107" 10
Temps de calcul de la reponse (s)

FIGURE 7.6 — Erreur moyenne en déplacement en fonction du temps de calcul de la réponse
approchée rapportée au temps de calcul de la solution de référence pour : la méthode des
énergies modales (MSE), la méthode itérative des énergies modales (IMSE), la méthode
itérative des valeurs propres complexes (ICE), la méthode itérative des énergies modales
modifiée (MIMSE), la méthode multi-modeles (MM), la méthode d’enrichissement de la
base MSE par des termes de correction d’ordre 1 (MSE+C) et la méthode d’enrichissement
de la base MSE par des résidus (MSE+R).

de I'étude sont propres a ’application traitée puisque les performances des méthodes de
réduction sont fortement dépendantes du niveau d’amortissement dans la structure. En
revanche, cette étude comparative peut servir de base de recommandations dans le cas
de structures fortement amorties. On peut noter que d’autres approches sont proposées
dans la littérature pour résoudre le probleme aux valeurs propres non linéaire de 1’équation
, notamment la méthode asymptotique numérique (voir [20, 39, 103]). Ces méthodes
permettent d’estimer de fagon tres précise les fréquences de résonance, les amortissements
modaux et les déformées modales, qui peuvent étre directement utilisées comme base de
projection modale.

Les stratégies décrites pour construire une base de projection modale représentative du
comportement d’une structure amortie par des matériaux viscoélastiques peuvent également
étre utilisées pour de la synthese modale. En effet, les méthodes de synthese modale
combinent des techniques de sous-structuration dynamique et de superposition modale.
Apres avoir divisé la structure en sous-domaines, une recombinaison modale est réalisée

au niveau de chaque sous-domaine. Les mémes problématiques de bases de projection
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adaptées a 'amortissement introduit par les matériaux viscoélastiques se posent donc pour
la synthese modale. Un exemple d’application de ’approche multi-modeles en combinaison

d’une méthode de synthese modale est réalisé dans le chapitre [9}
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Chapitre 8

Reconstruction de la réponse

fréquentielle par approximants de
Padé

8.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre précédent que des bases de projection adaptées étaient
nécessaires dans les techniques de projection modale pour bien représenter le compor-
tement dynamique de structures fortement amorties par des matériaux viscoélastiques.
Le but de ce chapitre est de proposer une méthode alternative aux méthodes de pro-
jection modale. Celle-ci permet de calculer une solution approximée sur toute la gamme
de fréquence étudiée a partir de calculs directs de la solution en un nombre limité de
fréquences grace a l'utilisation d’approximants de Padé. Cette méthode peut également
étre utilisée en complément de méthodes de projection modales pour réduire le temps de
calcul de la solution du systeme réduit [166]. En revanche, dans notre cas, c’est le temps
de calcul de la base de projection qui est limitant et non le temps de calcul de la réponse
fréquentielle. C’est pourquoi la méthode de reconstruction de la réponse fréquentielle par
approximants de Padé est appliquée ici au systeme non réduit.

Dans la premiere section de ce chapitre, une présentation générale des approximants de
Padé et de leur utilisation pour reconstruire la réponse fréquentielle est donnée. Dans une
deuxieéme section, la méthode est appliquée au calcul de la réponse vibratoire d’une struc-

ture amortie par une couche viscoélastique contrainte. Une comparaison est faite avec les
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approximations de Taylor. Dans une troisieme section, une procédure automatique permet-
tant de déterminer le choix des fréquences pour lesquelles la solution directe est calculée
est présentée. L'efficacité de cette procédure sera testée a travers I’application simple déja

traitée dans le chapitre précédent.

8.2 Approximants de Padé

Dans cette section, on présente la méthode d’approximation de Padé appliquée a une
fonction unidimensionnelle. La méthode sera ensuite généralisée & une fonction de dimen-

sion n et appliquée au type de probleme traité.

8.2.1 Cas d’une fonction unidimensionnelle

Considérons une fonction scalaire v de w suffisamment réguliere que 'on souhaite
calculer sur 'intervalle [Wmin, Wmax]- Lorsque le cotit d’évaluation de la fonction est trop
élevé, des approximations locales sont souvent utilisées. Celles-ci consistent & calculer la
solution et ses dérivées de maniere exacte en quelques points et a construire une solution
approchée autour de ces points. L’expansion en séries de Taylor et ’approximation de
Padé sont les approximations locales les plus fréquemment rencontrées dans la littérature.
I’expansion en séries de Taylor consiste a approximer la solution autour d’'un point wqy par
une fonction de la forme :

T
u(wo + Aw) ~ Z ar(Aw)f = Ar(Aw), (8.1)
k=0

ot T est lordre de troncature de la série et les coefficients ay sont liés & u®) (wp), les

dérivées successives de la fonction u évaluées en w = wy :

u® (wp)

La vitesse de convergence des séries de Taylor est liée a la distance entre le point wy et
la singularité la plus proche. Si la singularité la plus proche est un poéle, la vitesse de
convergence peut étre améliorée en factorisant ce pole [92]. Une approximation de Padé

est donc plus a méme de représenter une fonction contenant des poles puisqu’elle consiste
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a approximer la solution par une fraction rationnelle du type :

L
> pe(Aw)”
u(wo + Aw) =~ kJ\:; = PL(AAW) ) (83)
S (dw)t Qu(Aw)
k=0

ot Pr(Aw) et Qpr(Aw) sont deux séries entieres tronquées respectivement a ’ordre L et M.
Lorsqu’ils existent, les coefficients py et g, de I’équation , aussi appelés approximants
de Padé, sont uniques [7]. Ceux-ci peuvent étre déterminés simplement suivant la méthode
décrite dans [I3], qui consiste & écrire ’approximation de Padé comme une série de Taylor

d’ordre L + M :
Pr(Aw)

Ar(Aw) = 7QM(AW)

(8.4)

Le systeme d’équations suivant en résulte :

(Zak Aw) ) <qu Aw) ) Zpk Aw)F (8.5)

Comme ce systeme possede une inconnue de plus que de nombre d’équations, le coeflicient
qo est classiquement fixé a 1 [I3] sans perte de généralité. En identifiant les coefficients de

chaque puissance de Aw, on obtient :

Po = ap,
p1 — aoq1 = ai,
PL — Qr—1q1 — -+ — GoqL = ar, (8.6)
—arqy —ar—-142 — - — arL—-M+19M =  AL41,
—ar4+M-191 —arp+mM—-292 — - —arqm =  QAQL4+M,

ou k est un entier positif. Lorsque k& > M, ¢z = 0. En remplagant les coefficients aj par
Pexpression de 'équation (8.2)), chaque ligne du systeme d’équations peut s’écrire
sous la forme explicite suivante :

klp, — (Z (l;:) l!u(kl)(wo)ql> = u(k)(wo), (8.7)

=1
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en faisant varier k de 0 & (L + M + 1), et en imposant :
pr=0si k> 1L,
q=0sil> M.

On rappelle que les coefficients binomiaux sont donnés par :

(1) = 5

Il est possible d’écrire le systeme sous forme matricielle en faisant intervenir une matrice

D:

po u(wo)
: (L.)..
pL| _ u'™ (wo)
D ol = u(L+1)(w0) . (8.10)
(L+M)
L anr Lu (wo)

Les conditions sur les coefficients py, et ¢ données dans ’équation (8.8)) font que la matrice

D est de la forme :

Diinxe+y) Dasnxm
D= , (8.11)

Onrx(n+1) Darxm
ot D(741)x(L+1) est une matrice diagonale et ID(7,1 1) a7 une matrice triangulaire inférieure.
Ainsi, il est possible de résoudre le systeme d’équations en deux étapes [13] :
— Calcul des coeflicients ¢; de la maniere suivante :
Q1 wEHD (wp)
=D/ . : (8.12)

qMm

— Calcul des coefficients p; a partir des coefficients g précédemment déterminés :

Pbo u(o) (WO) q1

—1 .
=D yx@) —Dinyxm | . (8.13)

L
PL u)(wo) qm
Cette maniere de procéder pour calculer les coefficients py et gr permet de limiter les
problemes de conditionnement liés aux ordres de grandeur différents entre les coefficients

i et qg. Il est alors possible de reconstruire la fonction u au voisinage de wgy a partir de

Iéquation (8.3)).
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8.2.2 Application au probleme de vibrations de structures amorties

Dans le cas d’une structure munie de matériaux viscoélastiques soumise a un charge-

ment harmonique, le probleme s’écrit sous la forme :
Z(w)U(w) =F, (8.14)

ou

7Z(w) = (Kg + KoKS) + G*(w) K — w? (Mg + My). (8.15)

La méthode présentée précédemment pour le cas unidimensionnel peut étre appliquée pour
résoudre le systeme de dimension n, en utilisant des approximations de Padé pour
chaque degré de liberté U;(w).

Afin de construire la matrice D et le second membre de ’équation (8.10), il convient de
calculer les (L + M) premieres dérivées du vecteur solution U®)(wg) évaluées en w = wy.
Pour cela, I’équation est différenciée a l'ordre k :

e
> (z) 759 (we) UV (wg) =0, k=1...(L+ M). (8.16)

Jj=0
La dérivée k-ieme de Z peut alors s’écrire de maniere récursive en fonction des dérivées

d’ordres inférieurs :

k—1
Z(wo) UM (wo) = =) (’;) 75 (o)UY (wp), k=1...(L+ M). (8.17)

]:
La dépendance fréquentielle de la matrice Z(w) étant portée par des scalaires en facteurs de

matrices constantes (équation (8.15))), les dérivées successives de Z peuvent étre facilement

calculées : -
(w)]Kil/—Qw (Mg + My) sik=1,
2 vk
79 (w) = dfﬁ“’)m —2(Mg + My) sik=2, (8.18)
w
&G W) oy
W]KV S1 k > 2,

ou les dérivées du module complexe, représenté par un modele fractionnaire de Zener, sont
calculées par la Toolboxr Symbolic de Matlab.

Les (L 4+ M) premitres dérivées du vecteur solution U*)(wg) sont ensuite utilisées pour
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calculer les approximants de Padé pour chaque degré de liberté a partir de 1’équation
, en prenant v = U;. Enfin, la solution est approchée autour de wy en utilisant
I’équation avec u = U;.

Dans la littérature, les ordres de troncature des séries au numérateur et au dénominateur
de I’équation sont souvent pris de sorte que M = L+ 1 [10} [166]. Cette condition sur

L et M est considérée dans ce travail.

8.3 Aspects numériques des approximants de Padé

Cette section aborde certains aspects de calcul des approximations de Padé tels que
la convergence ou le colit de calcul. Les propos sont illustrés par des applications de la
méthode au calcul de la réponse fréquentielle de la poutre console sandwich étudiée dans
le chapitre précédent.

On cherche a reconstruire la réponse fréquentielle de la structure amortie sur la gamme
de fréquence [0 — 800]Hz & partir d’une évaluation directe de la solution & fy = 340Hz.
Pour cela, des approximations de Padé d’ordres [L = 1|M = 2|, [L = 2|M = 3] et
[L=3|M = 4]EL ainsi que des approximations de Taylor d’ordres équivalents [T' = L + M]
sont utilisées. Pour chacune, on trace la réponse fréquentielle en un point situé au bord libre
de la poutre sandwich, et ’estimateur d’erreur en énergie, définie au chapitre précédent,
en fonction de la fréquence (figure . On remarque sur la figure que le rayon de
convergence augmente avec l'ordre de troncature mettant en évidence la convergence des
approximations de Taylor et de Padé pour le cas considéré. Cependant, contrairement
aux approximations de Padé, une divergence brutale de la solution approximée par une
série entiere de Taylor est observée en dehors du rayon de convergence. De plus, la figure
montre que pour des approximations d’ordres équivalents, les approximations de Padé
donnent de bien meilleurs résultats que celles de Taylor en terme de précision et de vitesse
de convergence. Dans le cas d’une structure en vibration, la réponse fréquentielle possede
des poles correspondant aux résonances de la structure. La présence de ces poOles limite

le rayon de convergence de la série entiere dans ’approximation de Taylor, comme en at-

1. En raison des problémes de conditionnement de la matrice D (définie dans I’équation (8.10)) ren-
contrés pour L > 3, et ce malgré la résolution de 1’équation (8.10]) en deux étapes, des approximations de
Padé d’ordres supérieurs n’ont pas été utilisées.
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8.3. ASPECTS NUMERIQUES DES APPROXIMANTS DE PADE

testent les figures [8.1(b)l [8.1(d) et [8.1(f)]

Le tableau donne le temps de calcul de la solution reconstruite par approximations
de Padé, et le rayon de convergence, défini comme la gamme de fréquence autour de la
fréquence fy sur laquelle 'erreur en énergie est inférieure a une valeur de tolérance fixée
a 0.001. Une augmentation de I'ordre de ’approximation permet d’obtenir un rayon de
convergence plus grand, mais au prix d’un coit de calcul plus élevé. Un pourcentage im-
portant du temps de calcul de la réponse fréquentielle approximée concerne le calcul des
approximants de Padé, et plus particulierement du calcul des dérivées de la solution. En
effet, le calcul des (L + M) premieres dérivées de la solution nécessite la résolution de
(L + M) systemes linéaires & n équations. Le meilleur compromis entre le temps de calcul
et la qualité de I'approximation semble étre obtenu pour des ordres de troncature de L = 2
et M = 3. C’est I'ordre de 'approximation qui est considéré par la suite.

Une seule évaluation directe de la solution ne suffit pas a reconstruire la réponse fréquentielle
sur ’ensemble de la gamme de fréquence considérée (figure avec une précision satis-
faisante. Il est alors possible d’implémenter une méthode d’approximation de Padé multi-
points, qui permet d’augmenter le rayon de convergence par rapport a une approximation
de Padé & un point [10} 14]. Mais ’approche la plus couramment utilisée consiste & calculer
la solution par une méthode directe pour une sélection de fréquences et & reconstruire la
solution autour de chacune d’entre elles [31], [74], [165]. Cette approche souléve le probleme
du choix des fréquences auxquelles la solution directe est calculée. Dans [10], ce choix est
fait a partir des fréquences propres de la structure, calculées pour un maillage grossier. Afin
de s’affranchir d’une analyse modale, Rumpler [166] propose dans le cadre de problémes
poro-acoustiques une approche adaptative de décomposition de la gamme de fréquence
en intervalles centrés sur les fréquences de calcul direct de la solution. En revanche, des
non-chevauchements des intervalles peuvent étre observés avec cette méthode. Dans la
section suivante est présentée une procédure automatique de reconstruction de la réponse

fréquentielle sur I’ensemble de la gamme de fréquence.
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FIGURE 8.1 — Influence de l'ordre de troncature sur la reconstruction
fréquentielle sur [0 — 800]Hz par approximations de Padé et de Taylor
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8.4. PROCEDURE AUTOMATIQUE DE RECONSTRUCTION DE LA SOLUTION

TABLE 8.1 — Comparaison des temps de calcul de la reconstruction de la réponse
fréquentielle et du rayon de convergence en fonction de 'ordre de troncature considéré
pour 'approximation de Padé.

Ordre de 'approximation [L =1|M =2| [L=2|M =3] [L=3|M =4]
Temps de calcul (s) 9.5 14.4 20.0
Rayon de convergence (Hz)  [324 — 366] [291 — 383] [282 — 387]

8.4 Procédure automatique de reconstruction de la solution

La méthode proposée ici permet de déterminer automatiquement le nombre et la po-
sition des fréquences auxquelles la solution est calculée par une méthode directe afin de
reconstruire la réponse fréquentielle sur I’ensemble de la gamme de fréquence, tout en
controlant I’erreur en énergie.

Considérons 'intervalle de fréquence I sur lequel on souhaite reconstruire la solution. La
premiere étape de la procédure consiste a calculer les approximants de Padé a partir d’un
calcul direct de la solution & la fréquence médiane de lintervalle I, notée I. Ces approxi-
mants sont ensuite utilisés pour reconstruire la solution aux fréquences minimale min(/)
et maximale max(I) de l'intervalle I. L’erreur en énergie, définie dans 1'équation ([7.28)),
est calculée a ces points et comparée a la valeur de tolérance choisie afin de tester la
convergence de la solution. Si 'erreur & f = max([/) est inférieure a la valeur de tolérance,
la solution est reconstruite sur [, max(I)]. Si elle est supérieure & la valeur de tolérance,
on cherche & obtenir une meilleure approximation de la solution sur [I, max(I)] & partir

I I N N .
%’((). On procede de maniere si-

d’approximants de Padé calculés pour la fréquence
milaire sur Pintervalle [min(I),I] suivant la valeur de D’erreur en énergie & la fréquence
f =min(I). Cette procédure, semblable & une approche par dichotomie, est répétée pour
chaque intervalle de fréquence jusqu’a obtenir une convergence sur toute la gamme de
fréquence.

La méthode peut étre vue comme le parcours d’un arbre dont les noeuds correspondent
a des intervalles de fréquence, et chaque branche & une division de ces intervalles. Une

illustration de ce concept est donnée sur la figure Un algorithme de parcours en pro-

fondeur est utilisé pour parcourir récursivement chaque branche de ’arbre jusqu’a obtenir
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8.4. PROCEDURE AUTOMATIQUE DE RECONSTRUCTION DE LA SOLUTION

la convergence. Les nceuds correspondant aux intervalles de plus hautes fréquences sont vi-
sités avant ceux de plus basses fréquences. Grace a cette procédure, la gamme de fréquence
initiale est automatiquement découpée de maniere a garantir la convergence de la solution
reconstruite.

La réponse fréquentielle de la structure étudiée dans la section précédente est recons-
truite sur la gamme de fréquence |0 — 800] Hz en utilisant la procédure automatique
développée, en fixant le critere de tolérance sur 'erreur en énergie a 0.001. Vingt-deux
points d’évaluation de la solution directe sont nécessaires pour obtenir la convergence de
la solution sur toute la bande de fréquences, a l’exception d’un point a 180Hz. On re-
marque sur la figure que le nombre de fréquences auxquelles la solution est calculée
par méthode directe est plus important a basses fréquences qu’a plus hautes fréquences.
La qualité de 'approximation de Padé est fortement liée a la régularité de la fonction.
Or, 'amortissement de la structure par une couche viscoélastique étant plus important
aux hautes fréquences qu’aux basses fréquences, la fonction de réponse en fréquence est
donc plus réguliere a hautes fréquences, ce qui explique que I'approximation de Padé est
meilleure a hautes fréquences. En revanche, on n’explique pas la pauvreté de 'approxima-
tion de Padé a tres basses fréquences. En effet, on observe sur la figure[8.3]que sur la gamme
de fréquence [0 — 10]Hz, trois approximations de Padé sont nécessaires pour reconstruire
la réponse fréquentielle a la précision souhaitée, et ce malgré la bonne régularité de la fonc-
tion de réponse en fréquence. Dans les exemples d’application des approximants de Padé
publiés dans [10, [74] [75] dans le cas de vibrations de structures, la réponse fréquentielle
n’est jamais calculée a tres basses fréquences. Il est possible que les caractéristiques de
la fonction de réponse en fréquence a tres basse fréquence ne soient pas favorables a une
approximation de Padé.

Le temps de calcul de la solution approchée sur |0 — 800] Hz, dont environ un tiers est
réservé a l'approximation de la solution sur l'intervalle de fréquence |0 — 100]Hz, est en-
viron trois fois inférieur au temps de calcul de la solution exacte. Le calcul de l'erreur
en énergie a chaque itération requiert la résolution d’un systeéme linéaire de taille n. Une
autre erreur pourrait étre considérée dans le but d’améliorer le gain en temps de calcul.

Par exemple, dans [75], une erreur en effort est utilisée pour tester la convergence de la
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[250 - 500] [500 -- 750] [750 — 1000]

[0 — 125] H [125 — 250] H (250 - 3751 | [ 1375 - s00] H [500 — 625] H [625 — 750] H (750 - 8751 | (875 - 10001

FIGURE 8.2 — Parcours d’un arbre dont chaque noeud correspond a un intervalle de
fréquence et chaque branche, a une division de cet intervalle. On représente en bleu les
neceuds visités pour lesquels 'erreur en énergie est supérieure a la valeur de tolérance et en
rouge les noeuds pour lesquels lerreur en énergie est inférieure a la valeur de tolérance.

solution. En revanche, dans ’exemple traité dans ce chapitre, il a été observé que cette

erreur n’était pas représentative de I'erreur en déplacement, et a donc été écartée.

8.5 Conclusion

Dans ce chapitre est présentée la méthode de reconstruction de la réponse fréquentielle
par approximants de Padé. Celle-ci consiste a calculer la solution de maniere directe a une
fréquence autour de laquelle la solution est approximée. Les avantages de cette méthode
par rapport a une approximation de Taylor sont mis en évidence sur une application a une
structure amortie par des matériaux viscoélastiques.

Afin de reconstruire la réponse fréquentielle sur une large bande de fréquence, une procédure
automatique est développée afin de déterminer les fréquences auxquelles la solution directe
est calculée. La procédure est une combinaison d’une approche par dichotomie et d’'un al-
gorithme de parcours en profondeur qui permet de controler la qualité de I’approximation
finale obtenue. Les résultats obtenus pour la structure amortie traitée indiquent que les
approximations de Padé sont plus efficaces lorsque la structure est tres amortie. Malgré
de faibles rayons de convergence observés a tres basses fréquences, 'approche proposée
permet d’obtenir une bonne approximation de la solution pour un cout de calcul réduit
tout en controlant ’erreur sur la solution calculée. Le choix d’un autre estimateur d’erreur

permettrait d’améliorer le gain en temps de calcul.

197



8.5. CONCLUSION

Reference
-— - — Approximation de Pade
— — — Calculs directs de la solution | |

FRF 20log, ,(|u/F]) [dB]
|
[0}
o

I
P T
=100 ¢ Lo Lo
(RN o RN \
05 o R I [
_120\|H |- || L | .| | | | | {
0 100 200 300 400 500 600 700 800
o x107°
5
2 Erreur
2 — — —Tolerance
(0]
s L _____ o e e el ______
g 0 i L 1 L L L L
w 100 200 300 400 500 600 700 800

Frequence [Hz]

FI1GURE 8.3 — Reconstruction de la réponse fréquentielle par la procédure automatique.
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Chapitre 9

Applications des méthodes pour
des études paramétriques

9.1 Introduction

Ce chapitre constitue ’aboutissement final de ce travail de these : les méthodologies
développées et présentées précédemment sont combinées et leurs avantages, dans le contexte
d’une étude paramétrique visant a optimiser les performances acoustiques du traitement
viscoélastique appliqué, sont mis en avant. Deux cas d’application sont traités.

Le premier, correspondant a la premiere section de ce chapitre, reprend 1’étude paramétrique
réalisée dans le chapitre 6 sur la tuyeére de turbine, qui consiste a étudier I'influence de
I’épaisseur de la couche viscoélastique sur I’amortissement de la structure. Dans ce chapitre,
le modele avec éléments finis d’interface pour la modélisation de la couche viscoélastique est
combiné & une méthode de synthese modale pour réduire efficacement le cotit numérique
de I’étude paramétrique.

Le second cas d’application, traité dans la deuxiéme section, concerne un anneau sand-
wich bidimensionnel couplé & un liquide externe, considéré comme incompressible. L’étude
réalisée consiste a optimiser le placement d’une couche viscoélastique dans le but de maxi-
miser Iamortissement modal d’'un mode de déformation de la structure sandwich. Pour
cela, des éléments de type poutre sandwich sont utilisés et les effets inertiels du fluide sur
la structure sont pris en compte a travers un opérateur de masse ajoutée calculé de facon
semi-analytique. Les amortissements modaux sont calculés par la méthode itérative des

valeurs propres complexes.
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9.2. CAS D’APPLICATION 1 : MODELE TRIDIMENSIONNEL DE TUYERE DE
TURBINE

TABLE 9.1 — Propriétés mécaniques des matériaux

Matériau Module Module Masse volumique
de cisaillement de compressibilité
Acier G =8.08 10'Y Pa K =1.7510" Pa  p= 7800 kg/m?
Go + Goofi ac
Viscoélastique  G*(w) = 011 (iw(;:;-fg K=2210°Pa  p= 1460 kg/m?
(Deltane 350) Go = 2.11 10° Pa

Goo = 0.59 10° Pa
76 = 0.44 10755
ag = 0.53

9.2 Cas d’application 1 : modele tridimensionnel de tuyere
de turbine

9.2.1 Description de I’étude

La premiere structure étudiée dans cette section, représentée sur la figure (a), est la

tuyere de turbine utilisée dans le chapitre 4] (pour la validation du code de calcul développé)
et dans le chapitre @] (pour la validation des éléments d’interface). On rappelle ici ses prin-
cipales caractéristiques.
La structure élastique en acier est amortie par une couche viscoélastique insérée au cceur
de la partie cylindrique. La structure est fixée a I'intersection des renforts et un effort har-
monique ponctuel et unitaire est appliqué (figure [9.1](a)). Les propriétés des matériaux
sont données dans le tableau La structure élastique est maillée par des éléments
tétraédriques a 10 nceuds et la couche viscoélastique est modélisée soit par éléments
tétraédriques quadratiques (figure (a)), soit par des éléments d’interface volumiques
(figure [9.1}(b)).

Afin d’étudier I'influence de ’épaisseur de la couche viscoélastique sur le comportement
dynamique de la structure amortie, la réponse fréquentielle est calculée sur la plage de
fréquence [0 — 250]Hz pour différentes épaisseurs de couche contrainte. Tout d’abord, la
stratégie de réduction retenue pour limiter le coiit numérique de I’étude paramétrique est
décrite. Ensuite, les résultats obtenus apres réduction sont comparés a ceux obtenus pour

un modele non réduit, c’est-a-dire en calculant la réponse fréquentielle par une méthode
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TURBINE
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FIGURE 9.1 — Stratégie de réduction proposée pour le calcul de la réponse fréquentielle
de la tuyere de turbine amortie par une couche viscoélastique. (a) Modele tridimensionnel
non réduit de la structure, (b) Modele avec éléments d’interface, (c¢) Sous-structuration de
la structure : les zones en rouge indiquent la position des degrés de liberté d’interface.
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directe & partir du modele éléments finis tridimensionnel (figure [0.1}(a)).

9.2.2 Description de la stratégie de réduction

9.2.2.1 Modéle avec éléments d’interface

La premiere étape de réduction consiste a modéliser la fine couche viscoélastique par
des éléments d’interface volumiques, développés dans le chapitre [} De cette maniére, le
nombre de degrés de libertés inconnus est réduit. En effet, pour un méme volume considéré,
un élément prismatique & 12 nceuds (& partir duquel est formulé I’élément d’interface
volumique) possede moins de noeuds qu’'un élément tétraédrique a 10 noeuds (illustré sur
la figure . Une modélisation de la couche viscoélastique par des éléments d’interface

conduit donc a réduire la taille du systéeme a résoudre :
[]KE + KK + G (w)KS — wQ]M] U=F. (9.1)

Dans le cas de la structure étudiée, et pour une discrétisation équivalente, le modele avec
éléments d’interface possede 107 784 degrés de liberté (figure (b)), au lieu de 138 018
degrés de liberté pour une modélisation de la couche viscoélastique par des tétraedres qua-
dratiques (figure 0.1} (a)).

Cependant, le principal avantage & utiliser un modele avec éléments finis d’interface, déja
évoqué dans le chapitre [6] concerne la possibilité de modifier I’épaisseur de la couche
viscoélastique sans avoir a remailler la structure. La matrice de raideur associée a la struc-
ture élastique IKg, la matrice de masse IM, ainsi que le vecteur de chargement F n’ont donc

pas a étre recalculés pour chaque valeur testée de 1’épaisseur de couche amortissante.lﬂ

9.2.2.2 Synthése modale et approche multi-modeles

La deuxieme étape de réduction consiste a appliquer une méthode de synthese modale,
qui combine une sous-structuration dynamique et une méthode de projection sur base

modale.

1. On peut noter également que dans le cas ou la couche viscoélastique est modélisée par des éléments
joints, la dépendance des matrices K5, et K¢ avec I'épaisseur de la couche viscoélastique peut étre prise en
compte par des scalaires en facteur de matrices constantes. Le recalcul des matrices K%, et K¢ & chaque
valeur testée de I’épaisseur de couche viscoélastique n’est donc pas requis.
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9.2. CAS D’APPLICATION 1 : MODELE TRIDIMENSIONNEL DE TUYERE DE
TURBINE

)
|
.
>
. 7
,
L :’.
"
[ ]
- -4
-~ . L. . A
- * . !
. o )
..
. \
- \
L .----- -

(a) (b)

FIGURE 9.2 — Maillage d’un méme volume par (a) des éléments prismatiques & 12 noeuds
et (b) par des éléments tétraédriques a 10 nceuds.

Sous-structuration dynamique La sous-structuration dynamique repose sur un décou-
page de la structure en sous-structures, qui peuvent étre étudiées de maniere indépendante

dans un premier temps. Pour chaque sous-structure j, le systéme a résoudre s’écrit :
2
[]Kj — W IM]] Uj = IF]‘, (92)

ou Uj contient les degrés de liberté associés a la sous-structure j. Ces degrés de liberté
peuvent étre séparés en degrés de liberté internes U; et d’interface Uy. Les degrés de
liberté d’interface sont ceux connectés aux autres sous-structures, auxquels le chargement
est appliqué, et auxquels la réponse de la structure est post-traitée. En prenant en compte
cette séparation, le systeme s’écrit :

Koy Ky o |Mep My, Up| _ |Fs 9.3)
Kip  Kii] Mi, My ], ) [Ui] 0], '

Le couplage entre les sous-structures est réalisé en imposant la continuité des déplacements
aux interfaces.

La sous-structuration, proposée pour la réduction du probleme amorti, traitée dans cette
section, est présentée sur la figure (figure[9.1](c)) : les renforts constituent la premiére sous-

structure, et la partie cylindrique de la structure constitue la deuxieme sous-structure.

Projection sur base modale Une fois la structure divisée en sous-domaines, une
méthode de projection sur base modale est appliquée dans le but de réduire le nombre

de degrés de liberté inconnus. Comme pour la méthode de projection sur base modale
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décrite dans la section pour chaque sous-structure j, une base de projection T},
dont la taille est tres inférieure a celle du systéme (9.3)), est définie. Le vecteur des degrés

de liberté associés a une sous-structure j s’écrit alors :
U; =T,X;, (9.4)

avec X; le vecteur des amplitudes modales associées aux composantes de la base de pro-
jection.
Deux types de synthése modale sont généralement appliqués : la méthode de Craig-
Bampton [163], qui fait intervenir des modes propres a interfaces fixes, et la méthode
de MacNeal [104], qui utilise des modes propres a interfaces libres. La méthode de Craig-
Bampton est considérée dans la présente étude. La base de projection appliquée aux degrés
de liberté de chaque sous-structure est composée d’une base de modes propres & interfaces
fixes T;, permettant de réduire le nombre de degrés de liberté internes, a laquelle est
ajoutée une base de modes contraints Tj dans le but de prendre en compte la liaison entre
les sous-structures :
T, = [Ty, Ti. (9.5)

Les modes propres a interfaces fixes ®;, sont solutions du probleme aux valeurs propres
suivant :

[K;; — wpMy] @5 =0, (9.6)
de sorte qu’en introduisant les zéros associés aux degrés de liberté d’interface, la base de

modes propres a interfaces fixes s’écrit :

o, ... o
=a e o)

ou N est I'ordre de troncature choisi, et 0, une colonne de ny zéros, avec n; le nombre de
degrés de liberté d’interface.
Les modes contraints sont calculés a partir de la deuxiéme équation du systeme (9.3)), en

négligeant les termes inertiels :
_ -1
Ui,stat = _]Kii ]KibUb~ (9'8)

Chaque mode contraint correspond a la réponse statique de la sous-structure a un déplace-

ment unitaire imposé & un des degrés de liberté d’interface, pendant que les autres degrés
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de liberté d’interface sont fixés. La base de modes contraints s’écrit alors :

Ty }
Ty = ! , 9.9
’ [_]Ku‘I]Kib ©:9)

ou 1, est la matrice diagonale unitaire de dimensions ng X ng.

Dans le cas ou la sous-structure est amortie par des matériaux viscoélastiques, les mémes
problématiques que celles rencontrées pour les méthodes de projection modale, décrites
dans le chapitre |7}, se posent : le systeme aux valeurs propres devient complexe et non
linéaire, en raison de la dépendance fréquentielle des propriétés du matériau viscoélastique.
Le chapitre [7| présente plusieurs méthodes de projection modale adaptées aux structures
amorties par des matériaux viscoélastiques. Ces méthodes peuvent étre appliquées dans le
cadre de la synthése modale pour obtenir une base de projection représentative du compor-
tement dynamique de la sous-structure amortie. Dans 'application traitée, une approche
multi-modeles (section est considérée pour la sous-structure 2 (figure [0.1](c)). La

base de projection utilisée est la suivante :

I I I | 10
ou la matrice IKy est définie de la maniere suivante :
Ko = R (]KE KRS + G*(O)]Kdv) . (9.11)
Les pseudo-modes propres ®; sont solutions de :
(Ko — wiMy;] @5 =0, (9.12)
et les pseudo-modes propres Wy sont solutions de :
(R (Wi + KISy + G () K, ) — 0F M| @5 =0, (9.13)

oll wmax correspond a la pulsation maximale d’étude, c’est-a-dire 250 Hz, dans cette ap-

plication.

Les ordres de troncature des modes et pseudo-modes propres pris en compte dans
les bases de projection des deux sous-structures représentées sur la figure (C) sont
déterminés de maniere a ne conserver que les modes et pseudo-modes dont la fréquence

est inférieure & 1.5 fihax, C’est-a-dire inférieure a 375Hz.
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Assemblage Apres avoir calculé les bases de projection T; associées a chaque sous-

structure j, un assemblage est réalisé :

1= A, (9.14)
j:

ol ng est le nombre de sous-structures. Le systeme (9.1]) est alors projeté sur cette base, ce
qui permet de réduire drastiquement le nombre de degrés de liberté du systeme a résoudre.
Dans l'application traitée, la méthode de synthese modale appliquée permet de passer de

107784 degrés de liberté a 135 degrés de liberté.
9.2.3 Analyse des résultats

L’étude paramétrique réalisée consiste a calculer la réponse fréquentielle de la struc-
ture au point d’excitation sur la gamme de fréquence [0 — 250]Hz, pour une épaisseur de
couche viscoélastique variant de 40mm a 5mm. Pour chaque épaisseur de couche amortis-
sante testée, la réponse est calculée soit a partir du modele réduit décrit dans la section
précédente, soit a partir du modele non réduit : calcul direct de la solution en modélisant
la couche viscoélastique par des tétraedres quadratiques (figure[9.1] (a)).

Une étude de I'influence de I’épaisseur de couche amortissante sur le comportement dyna-
mique de la structure a déja été réalisée dans le chapitre [f] Une augmentation de 'amor-
tissement a été mise en évidence lorsque 1’épaisseur de couche viscoélastique diminue, ce
qui est en accord avec les résultats de Sher et Moreira [I74] pour des structures sandwich
de dimensions équivalentes.

La figure [9.3| compare les réponses fréquentielles obtenues pour une couche viscoélastique
d’épaisseur 10mm, a partir :

— du modeéle non réduit,

— du modele apres la premiere réduction consistant a modéliser la couche viscoélastique

par des éléments d’interface volumiques,

— du modele apres la deuxieme réduction consistant a appliquer une méthode de

synthése modale combinée & une approche multi-modeles pour la sous-structure 2.
Les stratégies de réduction appliquées successivement introduisent tres peu d’erreur sur
le calcul de la réponse fréquentielle. En effet, l'erreur sur la fréquence du dernier mode

observé est inférieure & 1% et celle sur I’amortissement modal est d’environ 2%.
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FIGURE 9.3 — Comparaison des réponses fréquentielles obtenues & partir du modele non
réduit (trait plein) ou des modeles réduits (traits pointillés).

Afin de mettre en avant l'intérét de la stratégie de réduction proposée pour 1’étude
paramétrique, une analyse des temps de calcul hors-lignes et en-lignes est réalisée (voir
tableau . Par opposition aux opérations en-lignes, une opération est dite hors-ligne
lorsqu’elle est réalisée en dehors de la boucle sur le parametre a faire varier (ici I'épaisseur
de la couche viscoélastique). Grace a I'utilisation d’éléments d’interface volumiques pour
la modélisation de la couche viscoélastique, le maillage de la structure, ainsi que le calcul
de Kg, M, et F dans I’équation peuvent étre considérés comme des opérations hors-
lignes.

En utilisant une méthode de résolution directe apres la premiere réduction (modele avec
éléments d’interface volumiques), le gain en temps de calcul associé aux opérations hors-
lignes est négligeable. En effet, la réalisation des opérations hors-lignes ne représente que
1% du temps de calcul total (voir tableau . En revanche, dans le cas ol une méthode
de synthese modale est appliquée (modele aprés deuxieme réduction), ce pourcentage at-
teint 34%. Le gain en temps de calcul di a l'utilisation d’éléments d’interface pour la

modélisation de la couche viscoélastique devient donc conséquent.
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TABLE 9.2 — Comparaison des temps de calcul hors-lignes et en-lignes.

Modele non réduit Modele apres 1€ Modele apres 28™

réduction réduction
thors-ligne (S) 0 68 68
ten-ligne (S) 1.93 x 104 7.16 x 103 2.01 x 102
t 1
%hct’& 0% 1% 34%
total
x 10°
4—
Modele non reduit
351 | — — — Modele apres 1ere reduction b
‘‘‘‘‘ Modele apres 2eme reduction
3r 4

25}

Temps CPU (s)
- aom

o
&

R S e P S

0 . " . - . .
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Nombre de parametres testes

FIGURE 9.4 — Estimation du temps de calcul de I’étude paramétrique en fonction du
nombre de parametres testés, en utilisant un modele réduit ou non réduit.
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La stratégie de réduction proposée permet donc de réduire efficacement le cotit numérique
d’études paramétriques, comme le montre la figure Cependant, la méthode de synthese
modale appliquée présente certaines limitations.

— La fréquence maximale d’intérét conditionne le nombre de modes a considérer dans
les bases de projection indépendamment de la fréquence minimale d’intérét. Or le
temps de calcul des bases de projection représente la majorité du temps de calcul de
la solution (voir figure . Par exemple, dans le cas d’application traité, le cout de
calcul de la solution sur l'intervalle de fréquence [200 — 250]Hz est similaire & celui
sur 'intervalle [0 — 250]Hz, puisque, dans les deux cas, les modes et pseudo-modes
propres dont la fréquence est inférieure & 1.5 finax = 375Hz sont calculés.

— La taille des bases de projection est fortement dépendante de ’amortissement intro-
duit dans la structure. Plus ’amortissement est important, plus la base de projection
doit étre enrichie.

A I'inverse, pour la méthode de reconstruction par approximants de Padé (cf. chapitre ,
le temps de calcul de la solution dépend directement de la taille de la bande de fréquence
étudiée. De plus, la convergence de la solution obtenue par cette méthode étant liée au degré
de régularité de la réponse fréquentielle, plus ’amortissement introduit dans la structure est
important, meilleure sera ’approximation réalisée autour de chaque fréquence d’évaluation
de la solution par méthode directe.

Les points faibles de la méthode de synthese modale appliquée constitue donc les points
forts de la méthode de reconstruction par approximants de Padé, et vice-versa, ce qui
contribue a la complémentarité de ces deux approches de réduction. Les résultats pour
une méthode de reconstruction par approximations de Padé ne sont pas présentés dans ce

chapitre.
9.3 Cas d’application 2 : modele d’anneau sandwich bidi-
mensionnel immergé

9.3.1 Description de I’étude

La deuxieme application traitée dans cette section est un anneau bidimensionnel en

acier, contenant de l’eau et immergé dans l'eau, de rayon R = 2.448m et d’épaisseur
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Fluide Fluide
externe interne ~y —

FIGURE 9.5 — Description du probléeme traité.

variable, comme indiqué sur la figure Un effort ponctuel de 10N est appliqué a ’anneau
A 6 = 45°. On se fixe comme objectif arbitraire de réduire les vibrations du 4°™¢ mode de
vibration de I’anneau par application d’une bande viscoélastique en ISD112 au ceeur de la
structure. Les dimensions de la bande viscoélastique, b = 27 R/10 ~ 1.538m et h, = Smm
sont fixées. Les parametres d’'un modele fractionnaire de Zener, identifiés a partir des
courbes maitresses expérimentales de 'ISD112 [I84], sont donnés dans le tableau Le

coefficient de Poisson du matériau viscoélastique est supposé réel et constant.

Afin de maximiser Pamortissement du 4°™® mode de vibration de la structure, la posi-
tion optimale de la bande viscoélastique est cherchée. Pour cela, on fait varier la position
radiale de la bande viscoélastique, repérée par ’angle ~ défini sur la figure [9.5] en choisis-
sant d’éviter les zones de surépaisseurs. Tout d’abord, la stratégie de modélisation et de

réduction est décrite puis les résultats de I’étude paramétrique sont donnés.

9.3.2 Description de la stratégie de modélisation et de réduction

9.3.2.1 Modele avec éléments de type poutre sandwich

Dans ce cas d’application tres simple, les dimensions de la structure sont telles que

des éléments de type poutre sandwich peuvent étre utilisés pour mailler 'anneau amorti
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FIGURE 9.6 — Courbes maitresses de I'ISD112 & 20°C mesurées (croix) et modélisées (traits
pleins).

TABLE 9.3 — Propriétés mécaniques des matériaux

Matériau Module Coefficient  Masse volumique
de cisaillement de Poisson
Acier G = 8.08 1019 Pa v=0.3Pa p=7800 kg/m3

Viscoélastique G*(w) = 01+_|_ g (lw;fg
iwrg

v=049 Pa p=1600 kg/m3

(ISD112) Go = 8.07 10* Pa
Goo = 2.08 107 MPa
T = 8.37 1075
ag = 0.5870
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par une bande viscoélastique dans la circonférence. Les éléments de type poutre sandwich
utilisés posseédent 2 noeuds et 4 degrés de liberté par nceud [60, [186], et sont basés sur les
théories “zig-zag” : la théorie de Euler-Bernoulli est considérée pour les faces élastiques
de la structure, et des hypotheses de Timoshenko sont prises pour le cceur viscoélastique.
Le champ de déplacement dans la i-eme couche (figure s’écrit dans le repere de coor-
données locales (z, z) :

Ugi(x, 2) = ui(x) — (2 — 2)0i(x),

(9.15)

uyi(z, 2) = w(x),
ol ug; et u,; sont respectivement le déplacement axial et transverse, ¢ = a,b pour les
faces inférieures et supérieures de la structure, et ¢ = ¢ pour le cceur viscoélastique. Le
déplacement axial de la ligne moyenne et la rotation dans chaque couche u; et 6;, ainsi que
le déplacement transverse w sont représentés sur la figure En raison des cinématiques
considérées dans chaque couche, ils peuvent étre exprimés en fonction de a, w' et @ [186]

définis de la maniére suivante :

Ug + Up - ,  Ow
9 5 U = Ug — Up, w:%

(9.16)

u =

Le déplacement axial est discrétisé par des fonctions de forme linéaires, tandis que des fonc-

tions de forme cubiques sont utilisées pour la déflexion. Les déplacements généralisés d® =

[, w,@]T sont reliés aux degrés de liberté élémentaires q° = [1iy, w1, W}, i1, Uz, wa, wh, U]’

par la matrice d’interpolation IN :
Ny 0 0 0 N O 0 O

d°=INgq® avecN=|0 N3 Ny 0 0 N5 Ng O0|d° (9.17)
0 0 0 N O 0 0 Ny

ou les fonctions de forme N; sont définies par :

Ni=(1-¢)/2, Ni= Le(1+&)(1-€)?%/8,
No = (1+8)/2, Ns = (1+€)%(2—¢)/4, (9.18)
N3 = (2+6)(§ —1)%/4, No = Le(1+€)*(€-1)/8,

ot £ = —1 correspond au nceud 1 et € = +1 correspond au nceud 2. Les degrés de liberté

élémentaires dans le systeme de coordonnées locales ¢ sont liés aux degrés de liberté
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élémentaires dans le systeme de coordonnées globales U® = [ul, ud., w], iy, u’%, u3-, wh, ia] "

par la relation suivante :

u cos(a) sin(a) 0 0] [ux
w —sin(a) cos(a) 0 0] |uy
w'| 0() o() 1 0| |w |’ (9.19)
U 0 0 0 1 U

ou «a est 'angle de rotation entre les axes du repere global (X,Y) et ceux du repere local

(x,z). Le systéeme matriciel suivant est obtenu apres discrétisation :
[—w? (Mg + M, + M) + (K, + K + Ki(w))] U=F, (9.20)

ou M; et K; (i = a,b,c) sont les matrices globales obtenues par assemblage des matrices

élémentaires MY et IKS de chaque couche :
Le
M¢ = / pidi (NLNg; + NIN, + NIN,) dv, i=a,b,c,
0

Le Le
K$ = By <Af B/ (B sdz + If/ BbeBbfdx> . f=a,b,
0 0 (9.21)

Le Le
K¢ = E¥(w) (AC / B! Bdr + I, / Bg;Bbcdx> +
0 0

L,
kG (w) A, Bl B,.dz,
0

ol L. est la longueur de 1’élément physique e; p;, F;, A; et I; sont respectivement la masse
volumique, le module d’Young, la section et le moment d’inertie de la i®™° couche. G, et k.
sont le module de cisaillement et le facteur de correction en cisaillement. U est le vecteur
de déplacements nodaux et F le vecteur de chargement nodal externe. Les matrices lignes
Nui, N,, N,i, By, By et By sont fonctions des fonctions de forme N; et leurs expressions

pour les faces (f = a(+),b(—)) et le coeur (c) sont :

1
sz={1 0 i] N,

2
h 0 10
Ny = — IN, Bm = | = ~a IN?
[1 2 0} ! [ax ’ izaaj
o ho
N,=10 1 O0|N, B.=|~ == N, 9.22
[ } [39; 4 Ox O} ( )
N 0 0| N B,.= |0 1+£ g 0| N
rf — —87 ) sc — hc O )
h 0
Nrc: T A )
[0 he Ox 0}
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FIGURE 9.7 — Cinématiques d’un élément de type poutre sandwich

et h = hg — hp.

9.3.2.2 Modélisation des fluides interne et externe

Afin de prendre en compte les effets inertiels des fluides interne et externe sur la
dynamique de la structure, un opérateur de masse ajoutée semi-analytique, calculé a partir

de la solution analytique existant pour un anneau homogene, est développé.

Solution analytique d’un anneau homogéne couplé a des fluides interne et ex-
terne Considérons 'anneau homogene élastique couplé a des fluides interne et externe
représenté sur la figure L’anneau est caractérisé par son module d’Young E, son co-
efficient de Poisson v, et sa masse volumique ps. L’anneau est couplé a un fluide interne
de masse volumique p; et un fluide externe de masse volumique pg. On suppose que les
déplacements de la structure sont petits et que le fluide est au repos et incompressible sur
la gamme de fréquence étudiée. Les fluides exercent des efforts normaux sur la frontiere
intérieure X1 et extérieure Xy de ’anneau. Des efforts extérieurs notés Fp et Fg sont ap-
pliqués sur 1 et Xg. Les domaines occupés par la structure et les fluides interne et externe
sont respectivement notés (g, 21 et . La normale unitaire extérieure a la structure est

notée ng.
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Y
XE
X1
Fluide externe
Qe(or)
QS (Ea PS)

FIGURE 9.8 — Anneau homogene élastique couplé a des fluides interne et externe.

Les équations gouvernant la dynamique du systeme couplé sont :

psaz—u —dive =0 dans Qg (9.23a)
ot? ’
Ap; =0 dans Qy, (9.23b)
Apg =0 dans Qg, (9.23¢)
ong = —png + F;  sur Xy, (9.234d)
ong = —pgng + Fg  sur Xg, (9.23e)
82
grad p; - ng = —pIa—tl; e (9.23t)
82
grad pg - ng = —pEaitl; -ng  Sur Xg, (9.23g)

ou u est le déplacement de la structure et p; et pg sont les pressions dans les fluides interne
et externe. Le tenseur des contraintes o est relié au tenseur des déformations €(u) par la

loi de Hooke :

1
o = Mr(e(u))I + 2ue(u) et e(u) = 3 (grad u+ grad’u), (9.24)
ou (A, ) sont les coefficients de Lamé.
Les efforts extérieurs F et Fg sont pris dans la direction radiale e, (ng = —e, sur X et
ng = e, sur Xp) :
Fi = —Fe,,
(9.25)
FE = FEeT.
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On considere que les dimensions de ’anneau sont telles que la théorie des coques cylin-
driques s’applique. Les équations du mouvement pour un anneau mince bidimensionnel

élastique homogene obtenues par la théorie de Love-Timoshenko sont [96](p32) :

( 0%ug Eh Puyg  Ou h? Puyg  Ou
_ r _ g 9.26
rsh g ~ TR [802 T 90 Tame <ae2 063 )] 0,  (9:26a)
h82ur n Eh — % . h? d*u, B Pug B
PS8 TRz " 90 T12R2 \90r T 863 )|
- Fg— F 9.26b
P1 R DPE R + I'E I, ( )

ol u, et ug sont respectivement le déplacement radial et orthoradial. En prenant en compte
I'axisymétrie de la géométrie, les déplacements radial et orthoradial, ainsi que la pression
dans les fluides, peuvent s’écrivent sous la forme d’une série de Fourier. Pour une excitation
harmonique, les expressions pour le déplacement de la structure et les pressions des fluides

sont :

Uy = (ug + Z (UT(S) cos(mf) + u™ sin(m&)) et (9.27a)
m>1
Uy = 0 Z < m(a) 9 m(s) . iwt
9 ug + uy  cos(ml) +u,  sin(mb) ) | ", (9.27b)
m>1
_ .0 m(s) m(a) .\ it
pr = (pl (r) + Z (pl (r)cos(m@) +p; (1) sm(m@)) et (9.27¢)
m>1
PE = (p%(r) + Z (pg(s)(r) cos(mb) —i—pg(a) (r) sin(m0)> et (9.27d)
m>1

En utilisant 1’équation ((9.27) dans les équations ((9.23b)), (9.23d), (9.23f) et (9.23g)), on

obtient :
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0?2 10
(5
32
(w i
ap}"™ (r)
or

app ™ (r)
or

10

ror
ror

r=R

2
T:;) p;n(k) (ry=0 dans Qy,
m? m(k)
7"2> pp (r)=0 dans Qg,
= prQUT(k) sur X,
= pszuT(k) sur Xg,

r=R

pour les composantes symétrique et antisymétrique (k = s,a).

Les coefficients p}n(k) (r) et pin(k) (r) vérifiant le systéme d’équations 1) sont :

Wr)=0 et pI"™(r) = pr?

P =0 et p®@) =

#uﬁ”(k) pour m > 1 dans €y,
m

Rm+1
—,OEOJ2 o uT(k) pour m > 1 dans 1.

m

(9.28a)

(9.28b)

(9.28¢)

(9.284)

(9.28¢)

(9.29a)

(9.29b)

Le systeme matriciel a résoudre pour déterminer les modes du systeme couplé est obtenu

en combinant les équations (9.26p-b), (9.27p-d) et (9.29p-b) :

(1 + m4(:2) m (1 + m262) 0 0
m(L+m?cs)  m?(1+co) 0 0
c1 4 2
0 0 (1+m02) —m(1+m02
0 0 -m (1 +m?e)  m?(1+co)
~ R R .
psh+p—+pp— 0 0 0 ™)
m m m(s)
9 0 psh 0 0 Uy
—w R R m(a)
0 0 psh+pi—+pe— O Ur
m m m(a)
| 0 0 0 psh Ug
SR .
— (—F1 + Fg) cos(mz)dz
27T 0
0
= 1 27 )
o /) (= F1 + Fg) sin(max)dz
- 0 -
ou les constantes c¢; et ¢y sont définies par ¢; = Eih et cg = LQ
ek e Par = R 2T gz

: R R . o . .
Les coefficients p— et pg— représentent les termes de masse ajoutée dus a la présence
m m

des fluides interne et externe.
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Opérateur de masse ajoutée semi-analytique La formulation faible du probleme
couplé est obtenue de la méme maniére que dans la section 4.3.2] a partir des équations

(9.23d)) et (9.23€) :

/ €(du) : o(u) —w2/ pséu-u+/ p15u-ns—|—/ pEdu - ng =
Qs Qg 5 S

ou-Fr+ ou-Fg ,Vou,
Sy g

(9.31)

Les deux derniers termes du membre de droite représentent les effets des fluides sur la struc-
ture. Les équations (9.27a-b) et (9.29a-b) conduisent & I’expression suivante des champs

de pression dans les fluides interne et externe :

_ 2 (e m(a) g
DI Z Pl W ( cos(m@) + u, sm(m@)) ,

m>1
Rm+1 (9.32)
PE = Z PE w? (u:”(s) cos(mb) + u™® sin(m@)) )
m>1
ou u;n(c) et u:«n(s) sont les coefficients harmoniques du déplacement radial u,. :
1 2 1 2
wr® =2 [ @) cosmydy et @ = [ @)sinm)ar, (039
0 0
En introduisant les fonctions
s
D; (uy) — / ur(7y) cos(my)dy et Dy (uy) — / up(7y) sin(m~y)d-, (9.34)
0 0
et en remplagant u,tn(s) et ufnn(a) dans 1’équation 1D par leurs expressions respectives

données dans I'équation (9.33)), les pressions interne et externe peuvent s’écrire sous la

forme suivante :

Z pI——— mRm 7 (D, (ur) cos(m8) + Dy, (u,) sin(mf)),
_— 2 (9.35)
PE= ) pER . D2 (u,) cos(mB) + D% (u,) sin(m0))..

m>1
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Les termes de couplage dans ’équation (9.33) deviennent alors :

21
—/ prou - ng = duy pr|,_p RAY
1 0

(.U2 2
= S I e (G ) DS, 1) + D (S ) DS (11))

T™m
m>1

2

(9.36)
—/ pedu - ng = du, pE|,_p RAO
S 0

w2 2
=3 % (D3, (0uy) Dy, (ur) + D, (Sup) D, (ur)) -

m>1

Le déplacement radial u, est approximé par éléments finis :
ur(0) = N(0)U,, (9.37)

ouN = AeGEI s N¢, est la matrice ligne assemblée des fonctions de forme élémentaires N¢
sur les interfaces ¥1 ou Xg, et U, = Aeezl & U est le vecteur des déplacements radiaux.
La matrice ligne des fonctions de forme élémentaires N¢ et le vecteur des déplacements

radiaux élémentaires sont définis en s’appuyant sur les notations de la figure par :

N°=[Ns Ny N5 Ngl,

(9.38)

Ue = [we(D w'e® @ w/e@]T
T Y

ou N; sont les fonctions de forme introduites dans 1’équation (9.18). En utilisant cette

discrétisation, les intégrales DS (o) et D7 (o) sur la circonférence de I'anneau sont ap-

proximées par :

O
D; (u,) = A N¢(v) cos(my)dy ) U, = A,,, Uy,
66217]5; O
0 (9.39)
D¢ (uy) = A N¢(v) sin(m~y)dy ) U, = B, U,.
GGE[,E 0o

Les angles 0, et 6, sont définis sur la figure Les matrices lignes A,, et B,, peuvent

étre déterminées analytiquement, et sont détaillées dans I’annexe

Pour chaque nceud a l'interface @, correspondant au nceud ¢ dans la numérotation

globale : '
® U
w _ |—cos(6;) —sin(6;) 0 0] |ul (9.40)
w @ 0 0 1 0f |w ‘
,&i
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Y Y
@ 4 / @
ﬁ;; 91) x \61 X
(a) (b)

FIGURE 9.9 — Définition des angles (a) 6, 0 et (b) 6;.

En utilisant cette équation, une matrice de passage P entre les déplacements radiaux des
nceeuds a linterface U, et les degrés de liberté U est définie : U, = PU. Les termes de

couplage peuvent alors étre directement exprimés en fonction des degrés de liberté :

2
— / piou-ng = w?5UT | Y- Al pr (AL A, +BLB,)P | U,
o1 ™m

m>0

MI
¢ (9.41)

R2
— / pedu - ng = w?sUT | Y- %PT (ALA, +BLB,)P|U.
P35

m>0

ME

a

Le probleme discrétisé associé a 1’équation est alors :
[K§(w) —w? (Mg + M, + MY)| U =F, (9.42)
ou les matrices de raideur, de masse et de masse ajoutée du fluide sont définies par :
/Q e (0u) : oy (1) — SUTKE(w)U,
s

0%u 9 er T
psou - 92 — w*dU" MgU,
Qs (9.43)

— / prou - ng = w?sUTMLU,
p

— / prdu - ng = w?dUTMEU.
ZE
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9.3.2.3 Meéthode itérative des valeurs propres complexes

L’objectif de I’étude paramétrique étant de maximiser I’amortissement du 4°™¢ mode
de vibration de 'anneau rempli d’eau et immergé dans 'eau, la méthode itérative des
valeurs propres complexes est utilisée pour calculer I’amortissement modal correspondant.
La méthode itérative des valeurs propres complexes, décrite dans la section per-
met d’approcher par itérations les modes propres @7 et les valeurs propres A; complexes
solutions de :

[K5(\p) — A2 (Ms + M) + MY)] @5 = 0. (9.44)

Les valeurs propres complexes Aj obtenues a la fin de I'algorithme [2| sont reliées a la

pulsation propre wy et a I’amortissement modal 7 par la relation :
A= wi (1 +ing). (9.45)

Pour chaque position radiale de la bande viscoélastique, 1’algorithme itératif des valeurs
propres complexes est appliqué afin de déterminer I’amortissement modal du 4°™¢ mode

de vibration :
0 S(AL)
y = -
R(AD)

(9.46)

9.3.3 Analyse des résultats

9.3.3.1 Validation de Papproche

Dans un premier temps, la validité de la stratégie de modélisation et de réduction est
testée. Pour cela, la réponse fréquentielle d’'un anneau homogene en acier rempli d’eau
et immergé dans I’eau de masse volumique p; = pg = 1000kg/m? est calculée. L’an-
neau homogene est excité par un effort ponctuel F' = 100N appliqué a § = 0. La struc-
ture est maillée par 360 éléments de type poutre sandwich, dont la formulation a été
donnée dans la section précédente. Un amortissement structural de 0.1% est considéré
pour l'acier. La réponse fréquentielle, calculée par une méthode directe est comparée a
la solution analytique obtenue par résolution du systeme . La figure montre
une tres bonne concordance entre les résultats numériques et analytiques, validant ainsi

I’approche adoptée.
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FIGURE 9.10 — Réponse fréquentielle de ’anneau homogene en acier rempli d’eau et im-
mergé dans ’eau a § = 0.

Afin de donner un ordre de grandeur a ’erreur commise sur le calcul de ’amortissement
modal par la méthode itérative des valeurs propres complexes, une étude est réalisée sur
un anneau sandwich comprenant une couche viscoélastique a coeur d’épaisseur h, = bmm,
rempli d’eau et immergé dans ’eau. Les fréquences propres et les amortissements modaux
des cinq premiers modes de vibration de I’anneau sandwich couplé aux fluides sont calculés
par la méthode itérative des valeurs propres complexes. Ils sont comparés a ceux obtenus
par l'application de la méthode de la bande passante a —3dB a la réponse fréquentielle
calculée par une méthode directe. Les résultats de I’étude, donnés dans le tableau [9.4
montrent que les deux méthodes donnent des résultats similaires. Il est a noter que l'erreur
relative calculée ne tient pas compte de I'erreur de détermination des parametres modaux

par la méthode de la bande passante a —3dB.

9.3.3.2 Résultats de ’analyse paramétrique

La figure montre I’évolution de 'amortissement modal du 4°™° mode de vibration
en fonction de la position radiale de la bande viscoélastique. L’étude paramétrique met en

évidence deux positions optimales de la bande viscoélastique, correspondant aux angles
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TABLE 9.4 — Fréquences propres et amortissements modaux des cing premiers modes de vi-
bration d’un anneau sandwich rempli d’eau et immergé dans ’eau, calculés par la méthode
itérative des valeurs propres complexes (ICE) et par la méthode de la bande passante a
—3dB appliquée a la réponse fréquentielle obtenue par un calcul direct (DFR).

Mode Fréquences propres (Hz) Amortissement modal (%)
DFR ICE Erreur relative (%) DFR ICE Erreur relative (%)
1 0.31 0.31 0.32 13.3 13.1 1.3
2 0.96 0.96 0.16 127 128 1.1
3 2.02  2.02 0.03 114  11.7 3.1
4 3.52  3.51 0.05 10.2  10.7 4.7
5 5.50  5.49 0.10 9.3 9.8 5.7

v = —14° (ﬁgure et v = 14°. Ces deux positions symétriques maximisent la réduction
du 4°™¢ mode. Cependant, on observe que ces solutions optimales ne sont pas trés robustes
puisqu’une légere variation de la position de la bande viscoélastique (par exemple pour
v € [-30° — —14°], Pamortissement modal du 4°™° mode varie de 0.0018 & 0.014). L’étude
paramétrique permet néanmoins de définir deux zones dans lesquelles I'amortissement

modal varie peu : autour de v = 0° (£14°) et autour de v = 180° (£14°).

La figure9.13| compare les réponses fréquentielles calculées sur l'intervalle de fréquence
[0 — 5]Hz avec et sans traitement viscoélastique. La réponse fréquentielle de la structure
amortie est calculée pour une position optimale de la bande viscoélastique, correspondant
a v = 14°. Un amortissement structural de 0.1% est pris pour la structure non amortie
afin de pouvoir comparer 'amplitude des pics de résonance. On remarque que ’application
de la bande viscoélastique permet de réduire efficacement 'amplitude des vibrations de
la structure autour du 4°™° mode (figure , ainsi que les niveaux de pression dans les
fluides interne et externe (figure [9.14)).

La stratégie de réduction adoptée, consistant a modéliser le fluide par un opérateur
de masse ajoutée et a calculer les amortissements modaux par la méthode itérative des
valeurs propres complexes, permet donc de tester efficacement plusieurs configurations de

traitement amortissant dans le cadre d’une étude paramétrique.
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FIGURE 9.11 — Amortissement modal du 4°™® mode de vibration en fonction de la position
radiale de la bande viscoélastique.

by = —14°
Position optimale
e la bande viscoélastique

FIGURE 9.12 — Position optimale de la bande viscoélastique, correspondant a v = —14°.
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FIGURE 9.13 — Réponse fréquentielle de I’anneau rempli d’eau et immergé dans 1’eau, avec
et sans amortissement viscoélastique.

900 900

800 800

700 700

600 600

500 500

400 400

300 300

200 200

100 100

FIGURE 9.14 — Champ de pression dans les fluides interne et externe a la fréquence de
résonance du 4°™¢ mode de vibration de 'anneau (a) non amorti (f = 2.67 Hz - Pyax = 838
Pa) et (b) amorti (f = 2.45 Hz - Ppax = 173 Pa) par une bande viscoélastique positionnée

ay=14°.
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9.4 Conclusion

Ce chapitre avait pour but de montrer les potentiels des méthodologies et techniques
développées dans cette these pour 'optimisation de structures munies de matériaux visco-
élastiques, a travers deux cas d’application.

Le premier cas d’application met en évidence l'intérét d’utiliser des éléments finis d’in-
terface en combinaison d’une méthode de synthese modale avec approche multi-modeles.
La précision obtenue apres double réduction sur les parametres modaux est tres satisfai-
sante (dans le domaine de validité des éléments d’interface). De plus, pour un modele avec
éléments d’interface, aucun remaillage n’est requis lors du changement d’épaisseur de la
couche viscoélastique a chaque itération de ’étude paramétrique. Ceci permet de réduire
efficacement le temps de calcul de la solution. Bien que non discuté dans ce chapitre, un
changement de position de la couche viscoélastique sur une surface prédéfinie ne nécessite
qu’une mise a jour locale des matrices de masse et de raideur. La stratégie de réduction
appliquée a la structure traitée peut étre utilisée par la suite pour la création d’abaques
numériques ou le développement d’outils d’aide a la conception de traitements amortis-
sants.

Dans le deuxieme cas d’application traité, une méthode originale de couplage entre une
structure de forme circulaire et un fluide incompressible est présentée. Elle est basée sur
une prise en compte des effets inertiels du fluide sur la dynamique de la structure par un
opérateur de masse ajoutée semi-analytique. Il a été montré que cette méthode permettait
la réalisation d’études d’optimisation de structures circulaires non symétriques amorties
par des matériaux viscoélastiques et couplées a des fluides. Le cas simple traité constitue un
démonstrateur numérique qui peut étre utilisé pour le développement d’autres méthodes
de couplage fluide/structure impliquant une discrétisation du fluide. Le cas d’application
proposé dans ce chapitre se limite a la prise en compte des effets inertiels d’'un fluide
incompressible sur la structure. Cependant, il est possible d’introduire les effets radiatifs
d’un fluide compressible dans 'opérateur de masse ajoutée calculé, qui devient alors com-
plexe et dépendant de la fréquence. La validité des méthodes de réduction décrites dans

le chapitre [7] dans le cas d’un fluide compressible reste alors & déterminer.
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L’objectif de cette these était de proposer des méthodes fiables et performantes pour la
prédiction du comportement vibratoire de structures amorties par des matériaux viscoélas-
tiques en vue de 'optimisation de traitements viscoélastiques de type couche contrainte.
Pour cela, une méthodologie de caractérisation et de modélisation du comportement viscoélasti-
que des matériaux amortissants utilisés est mise en place. Le modele viscoélastique identifié
a la fin de cette étape sert a alimenter le code de calcul par éléments finis développé. La
stratégie de modélisation adoptée est ensuite validée par des comparaisons calculs/essais
sur des structures sandwich. Dans un deuxieme temps, plusieurs stratégies de réduction
sont proposées afin de garantir 'efficacité en terme de cotit de calcul des outils numériques
mis en place. Celles-ci sont appliquées a deux cas d’application pour mettre en avant leurs

avantages dans le cadre d’études paramétriques.

Principales contributions. La premiére contribution de cette these concerne le
développement d’une méthode automatique de recalage appliquée aux mesures non réson-
antes, présentées dans le chapitre 1, pour l'obtention de courbes malitresses en accord
avec le principe de causalité (chapitre 2). L’originalité de cette approche repose sur 'uti-
lisation des relations exactes de Kramers-Kronig dans 'algorithme calculant les coeffi-
cients de glissement horizontal et vertical intervenant dans le principe de superposition
temps-température. Par rapport a d’autres techniques de recalage, la méthode développée
présente 'avantage d’étre non empirique et d’assurer la consistance interne sans s’appuyer
sur un modele viscoélastique. L’application de cette méthode a un élastomere conduit a des
résultats en accord avec les théories existantes et d’autres travaux. Les parametres d’un
modele viscoélastique adapté peuvent ensuite étre identifiés a partir des courbes maitresses
ainsi obtenues. Dans le chapitre 3, nous avons vu qu’un modele fractionnaire de Zener per-
mettait avec seulement quatre parametres de bien représenter 1’évolution fréquentielle des
propriétés mécaniques du matériau viscoélastique étudié. Ces travaux ont été présentés
dans plusieurs conférences nationales et internationales [I55), 156, 157, 160], et ont fait
Pobjet d’une publication dans un journal & comité de lecture international [154].

La deuxiéme contribution de cette these, plutot d’'un intérét industriel, concerne les

229



CONCLUSION

résultats de ’étude comparative entre simulations et expériences, présentée dans le cha-
pitre 5. Bien que les écarts observés entre calculs et essais soient similaires a ceux observés
lors de précédentes campagnes d’essais réalisées par DCNS, 'analyse effectuée dans ce
travail contribue & une meilleure compréhension de ces écarts. Plusieurs sources d’er-
reurs possibles ont été identifiées : les incertitudes de mesure des propriétés mécaniques de
matériaux viscoélastiques et 'influence de la colle utilisée pour ’assemblage des différentes
couches.

La troisieme contribution de cette these est le développement de deux éléments finis
d’interface pour la modélisation de fines couches viscoélastiques (chapitre 6). Ces éléments
sont fondés sur la représentation de la couche viscoélastique par une surface d’interface
entre deux parties élastiques de la structure a amortir. Ils permettent ainsi de palier aux
problemes liés a une représentation tridimensionnelle de la couche amortissante : mauvais
conditionnement des matrices de masse et de raideur du a de trop grands rapports de forme
des éléments finis, modele de tres grande taille induite par une discrétisation fine de la
couche viscoélastique. Les éléments d’interface développés présentent également un intérét
particulier dans le cadre d’études paramétriques. En effet, de part leur construction, un
changement de 1’épaisseur de couche viscoélastique ne nécessite pas de remaillage de la
structure (et donc pas de recalcul des matrices de masse et de raideur), et un changement
de position de la couche viscoélastique sur une surface prédéfinie ne requiert qu'une mise
a jour locale des matrices de masse et de raideur. Le gain en temps de calcul associé a
I'utilisation de ces éléments, en combinaison d’autres méthodes de réduction, a été mis
en évidence dans le chapitre 9. Ces résultats ont été présentés dans plusieurs conférences
nationales et internationales [153], (155, [156].

La quatriéme contribution de cette thése concerne le travail de synthese réalisé sur
les méthodes de réduction de modele adaptées au calcul de la réponse fréquentielle de
structures fortement amorties par des matériaux viscoélastiques. Le chapitre 7 passe en
revue plusieurs méthodes de réduction par approches modales visant a réduire la taille
du systeme a résoudre par projection sur une base de modes tronquée. On montre que
ces méthodes permettent de prendre en compte la dépendance fréquentielle des propriétés

mécaniques des matériaux viscoélastiques de trois manieres différentes : soit en cherchant
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une approximation des modes complexes de la structure amortie, soit en appliquant une
approche multi-modeles, soit en enrichissant la base de termes correctifs. L’application de
méthodes de synthese modale utilisant une approche multi-modeles a des structures amor-
ties par des matériaux viscoélastiques a été présentée dans deux conférences internationales
[160, 161]. Les méthodes de réduction par approches modales présentent cependant deux
limitations principales : le nombre de modes a considérer dans la base est conditionné par
la fréquence maximale d’intérét, et la taille de la base augmente avec la quantité d’amortis-
sement introduite dans la structure via le traitement viscoélastique. Le chapitre 8 présente
alors une méthode de reconstruction de la réponse fréquentielle par approximations de
Padé, qui constitue une alternative aux méthodes de réduction par approches modales. En
effet, pour la méthode de réduction par approximants de Padé, le temps de calcul est di-
rectement lié & la bande de fréquence étudiée et l'efficacité de cette méthode est améliorée
lorsque la réponse est tres amortie.

Enfin, la cinquiéme et derniére contribution de ce travail concerne 'opérateur de
masse ajoutée semi-analytique développé pour prendre en compte les effets inertiels d’un
fluide incompressible sur la dynamique d’une structure de forme circulaire munie de
matériaux viscoélastiques. Le calcul de cet opérateur est basé sur la solution analytique
existant pour un anneau homogene couplé a des fluides interne et externe (chapitre 9).
Cet opérateur de masse ajoutée permet de traiter des cas génériques avec applications
industrielles et peut également étre utilisé pour la validation d’autres méthodes de cou-
plage fluide/structure. Les développements réalisés ont été présentés dans deux conférences

[158], 161], et ont été publiés dans un journal a comité de lecture international [159].

Perspectives. De nombreuses perspectives sont envisageables pour la suite des travaux
de theése, comme par exemple :

— Tout d’abord, une validation plus poussée de la méthode de recalage, développée
pour l'obtention de courbes maitresses en accord avec le principe de causalité, est
souhaitable. Pour cela, la démarche de validation appliquée dans le chapitre 2 sur
le Deltane 350 est a répéter sur un large panel de familles d’élastomeres. De plus,

une comparaison des courbes maitresses obtenues par cette méthode sont a comparer
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avec les courbes maitresses obtenues par d’autres méthodes de mesure ne nécessitant
pas l'application du principe de superposition temps/température. D’autres essais
du module de compressibilité, réalisés sur un Kmetre, en développement a DCNS,
sont prévus.

— L’étude comparative entre expériences et simulations, réalisée sur des structures
sandwich, a permis de déterminer plusieurs facteurs susceptibles d’étre a l’origine
des écarts observés. Une autre campagne d’essais est a envisager pour quantifier
I'influence de ces facteurs sur les résultats. Par exemple, pour étudier I'influence
du collage sur la dynamique de la structure, les essais réalisés sur des structures
assemblées par différents procédés de collage peuvent étre accompagnés d’une ca-
ractérisation des propriétés mécaniques des colles testées, ainsi que d’une comparai-
son a un essai pour lequel ’élastomere est adhérisé a chaud. En parallele, la prise en
compte d’aspects stochastiques dans le modele éléments finis permettrait de gérer
les incertitudes de mesure des propriétés des matériaux viscoélastiques.

— Une étude plus précise du domaine de validité des éléments d’interface, en fonction
des dimensions et de la courbure de la structure, est a réaliser. Une autre perspective
concernant les éléments d’interface est ’utilisation de méthodes X-FEM pour éviter
d’avoir a définir la surface, nécessaire a la construction des éléments d’interface, des
le maillage de la structure élastique.

— Les effets intertiels et radiatifs d’un fluide compressible peuvent étre pris en compte
dans l'opérateur de masse ajoutée développé. La matrice de masse ajoutée devient
alors complexe et dépendante de la fréquence. Il reste alors a déterminer s’il est
possible d’appliquer les méthodes de réduction par approches modales, décrites dans
le chapitre 7, pour prendre en compte la dépendance fréquentielle de la matrice
de masse ajoutée de la méme maniere que la dépendance fréquentielle du module
complexe viscoélastique.

D’autres perspectives a plus longs termes sont envisageables pour se rapprocher des ap-
plications industrielles et pour traiter le couplage fluide/structure dans des cas tridimen-

sionnels.
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Annexe A

Identification des parametres des
modeles viscoélastiques

Dans cette annexe sont donnés les parametres des modeles de Maxwell généralisé (ta-
bleau [A.1]), GHM (tableau [A.2) et ADF (tableau [A.3)) identifiés & partir des courbes
maitresses du module de cisaillement du Deltane 350, en faisant varier le nombre de séries

de1ab.
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TABLE A.1 — Parameétres du modele de Maxwell généralisé identifiés pour le module de
cisaillement du Deltane 350.

Go (Pa) Vi T (8)

1 série  2.12 109 1.70 10'  1.29 10¢
2 séries  1.76 10  4.75 101 2.25107°
2.77 2.17 1073

3 séries  1.58 109 1.37 10> 2.61 1076
1.41 10"  1.49 10~*

1.38 7.25 1073

4 séries  1.48 106  2.01 102  7.59 107
4.21 101 2.40107°

4.92 6.54 10~

8.04 101 1.90 102

5 séries  1.42 106 243 102 4.32 1077
6.38 100 9.37 1076

1.13 108  1.47107¢

2.06 2.17 1073

5.40 1071 3.92 1072

TABLE A.2 — Parametres du modele GHM (Golla-Hughes-McTavish) identifiés pour le
module de cisaillement du Deltane 350.

Gy (Pa) ap, Ck Wk
1 série  2.12 106 1.70 10} 1.32 102 2.05 106
2 géries  1.95 109 4.14 2.06 103 4.56 10°
8.02 10 4.63 102 1.10 108
3 séries  1.80 106 1.82 4.38 103 2.92 10°

1.75 10" 6.15 10 1.51 108

1.46 10> 6.11 10> 6.88 108

4 séries  1.66 106 9.21 107! 9.12 10° 1.98 106
5.33 1.10 10* 5.03 107

3.87 100 1.1810® 1.17 108

1.89 102 2.70 10> 6.93 108

5 séries  1.54 106  5.81 107! 3.07 10* 2.65 10°
2.30 4.05 10*  5.51 107

1.18 10'  1.70 10* 2.98 108

6.10 10!  1.15 10 2.90 108

2.23 102 2.5510% 1.42 10°
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TABLE A.3 — Parametres du modele ADF (Anelastic Displacement Field) identifiés pour
le module de cisaillement du Deltane 350.

Go (Pa) Ak Qk (S)

1 série  2.1210% 1.7110% 7.79 103
2 séries  1.95 106 8.02 101  1.19 10°
4.14 1.10 103

3 séries  1.80 10° 1.46 10>  5.64 10°
1.76 101 1.23 10*

1.82 3.34 10?

4 séries  1.66 106 1.89 10> 1.28 106
3.87 101 4.94 10*

5.33 2.29 103

9.21 10~!  1.09 102

5 séries  1.54 106  2.23 10> 2.24 106
6.10 101  1.26 10°

1.18 10 8.76 10°

2.30 6.80 10

58.1 1071 4.30 10!
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Annexe B

Comparaisons calculs/essais

Cette annexe présente les résultats de la comparaison calcul/essai réalisée dans le
chapitre [5] pour les essais 2 (Figure [B.1)), 3 (Figure[B.2), 5 (Figure B.3), 6 (Figure [B.4), 8
(Figure [B.F), 9 (Figure B.6)), 11 (Figure [B.7)) et 12 (Figure [B.8).

261



ANNEXE

Expérience

(a) MAC

Simulation

™
™

(b) Déformées modales

Fréquence de résonance [Hz]

Taux d’amortissement [%)]

Exp Sim Erreur (%) Exp Sim Erreur (%)
Mode 1 35.38 35.00 1.08 12.97 18.23 40.51
Mode 2 182.69 175.31 4.04 17.75 28.38 59.92
Mode 3 436.53  450.57 3.22 23.12 32.02 38.48

(c) Fréquences de résonances et amortissements modaux

0.8
0.6
0.4

0.2

(d) FRAC

Phase [°]

o

]
a
o

T T
Experience
— — — Simulation |

100 200 300 400 500 600 700 800

Frequence [Hz]
Experience
— — — Simulation |

', -
l/ \! -~ -~

100 200 300 400 500 600 700 800
Frequence [Hz]

(e) Réponse fréquentielle

FIGURE B.1 — Comparaisons calculs/essais pour l'essai 2.
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ANNEXE

Expérience Simulation

0\
U1\

(a) MAC
(b) Déformées modales
Fréquence de résonance [Hz| Taux d’amortissement [%]
Exp Sim Erreur (%) Exp Sim Erreur (%)
Mode 1 37.58 34.97 6.95 12.59 18.24 44.86
Mode 2 181.62 175.01 3.64 21.77 28.36 30.26
Mode 3 432.03  449.23 3.98 24.02 32.21 34.07

(c) Fréquences de résonances et amortissements modaux

(d) FRAC

FIGURE B.2 —

Experience
-10r — — — Simulation |

o

k=)

T

3

=3
1 s

o

o

o
0.8

_50 i i i i i i i
0 100 200 300 400 500 600 700 800
0.6 Frequence [Hz]
0.4 T T
Experience

02 _ 50 — — — Simulation [

I
o & 0 ]

=

o

100 200 300 400 500 600 700 800
Frequence [Hz]

(e) Réponse fréquentielle

Comparaisons calculs/essais pour l'essai 3.
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ANNEXE

0.8

0.6

0.4

0.2

(a) MAC

Expérience

ON

Simulation

(b) Déformées modales

Fréquence de résonance [Hz]

Taux d’amortissement [%]

Exp Sim Erreur (%) Exp Sim Erreur (%)
Mode 1 23.93 35.38 47.83 22.08 19.83 10.21
Mode 2 143.17 177.36 23.88 27.81 28.54 2.60
Mode 3 374.82 456.32 21.74 20.97 32.50 55.00

(c) Fréquences de résonances et amortissements modaux

(d) FRAC

0 T

Experience
-10r — — — Simulation |

o

K=}

T

3

=3
1 >

o

o

o
0.8

_50 i i i i i i i
0 100 200 300 400 500 600 700 800
0.6 Frequence [HZ]
0.4 K T T
Experience

02 _ 50 — — — Simulation |

=
o & o0

<

o

300 400 500 600
Frequence [Hz]

100 200

(e) Réponse fréquentielle

FIGURE B.3 — Comparaisons calculs/essais pour l'essai 6.
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ANNEXE

(a) MAC

Expérience

N\

Simulation

(b) Déformées modales

Fréquence de résonance [Hz]

Taux d’amortissement [%]

Exp Sim Erreur (%) Exp Sim Erreur (%)
Mode 1 22.89 34.55 50.95 21.09 19.84 5.91
Mode 2 134.85 172.99 28.28 25.17 28.72 14.11
Mode 3 352.41 445.10 26.30 23.36 33.37 42.82

(c¢) Fréquences de résonances et amortissements modaux

00m
00®
00w

(d) FRAC

0 T T
. Experience
g -10¢ — — — Simulation ||
= \
o
3
=3
1 1=
kel
o
o
0.8
_50 i i i i i i i
0 100 200 300 400 500 600 700 800
0.6 Frequence [HZ]
0.4 T T
\ Experience
02 50 ‘I — — — Simulation |
=
° 1
0 & o 7\ 1
=
o | N P
50} |! ; \ S —
\ 7 N B s ~ 2 - —
100 200 300 400 500 600 700 800

Frequence [Hz]

(e) Réponse fréquentielle

FIGURE B.4 — Comparaisons calculs/essais pour l'essai 6.
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ANNEXE

(a) MAC

Expérience Simulation

= &
NN

) Déformées modales

Fréquence de résonance [Hz|

Taux d’amortissement [%]

Exp Sim Erreur (%) Exp Sim Erreur (%)
Mode 1 33.10 35.94 8.57 19.45 19.86 2.07
Mode 2 162.97  179.07 9.88 20.63 27.76 34.61
Mode 3 410.32  458.85 11.83 19.39 30.71 58.41
(c) Fréquences de résonances et amortissements modaux
10 T
— Experience
g, =201 [\ — — — Simulation ||
08 " 1 1 1 1 1 1 1
5 5 5 o 0 100 200 300 400 500 600 700 800
| OEE (| [} 06 Frequence [Hz]
[ EEE B0n
= EEE B0 0.4
= EEE OOm
02

(e) Réponse fréquentielle

FIGURE B.5 — Comparaisons calculs/essais pour 1'essai 8.
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ANNEXE

Expérience Simulation

= &

(a) MAC
(b) Déformées modales
Fréquence de résonance [Hz| Taux d’amortissement [%)]
Exp Sim Erreur (%) Exp Sim Erreur (%)
Mode 1 33.21 36.67 10.43 20.54 20.10 2.13
Mode 2 164.38 182.19 10.84 21.11 27.51 30.29
Mode 3 417.10  466.03 11.73 22.96 29.80 29.82

(c) Fréquences de résonances et amortissements modaux

(d) FRAC

FIGURE B.6 —

-10 T T
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D 201 — — — Simulation ||
T -30 i
=
S 40
1 o
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S -50
0.8
_60 i i i i i i i
0 100 200 300 400 500 600 700 800
0.6 Frequence [Hz]
0.4 T T
Experience
02 50 — — — Simulation |
&
Q
o & ©
=
o
-50
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Frequence [Hz]

(e) Réponse fréquentielle

Comparaisons calculs/essais pour l'essai 9.
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ANNEXE

Expérience

Simulation

0.6
0.4
0.2

(a) MAC N N

) Déformées modales

Fréquence de résonance [Hz]

Taux d’amortissement [%]

Exp Sim Erreur (%) Exp Sim Erreur (%)
Mode 1 21.78 35.93 64.95 16.55 18.35 10.88
Mode 2 127.95 178.65 39.62 16.38 27.67 68.87
Mode 3 348.07 457.42 31.42 12.60 30.24 140.03

(c) Fréquences de résonances et amortissements modaux

0.8

0.6

0.4

EDEEE

0.2

Phase [°]

T
Experience

\ — — — Simulation

100 200 300 400 500
Frequence [Hz]

600 700

800

100 200 300 400 500
Frequence [Hz]

(e) Réponse fréquentielle

FIGURE B.7 — Comparaisons calculs/essais pour l'essai 11.
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ANNEXE

Expérience Simulation

(a) MAC N

(b) Déformées modales

Fréquence de résonance [Hz| Taux d’amortissement [%]

Exp Sim Erreur (%) Exp Sim Erreur (%)
Mode 1 21.78 35.93 64.95 16.55 18.35 10.88
Mode 2 127.95 178.65 39.62 16.38 27.67 68.87
Mode 3 348.07  457.42 31.42 12.60 30.24 140.03

(c¢) Fréquences de résonances et amortissements modaux

T T
Experience
— — ~ Simulation
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= 20t
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1 > -40
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EEEEEER E00000OM
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3N
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(d) FRAC 50 / N B )
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i . i i il i i
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(e) Réponse fréquentielle

F1cURE B.8 — Comparaisons calculs/essais pour l'essai 12.
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Annexe C

Eléments finis et fonctions de
forme

C.1 Triangle a 6 noeuds (T6)

Considérons le triangle a 6 noeuds représenté sur la figure Les fonctions de forme

associées sont :
Ny =r(2r—-1), Ny = 4rs,
Ny = s(2s — 1), N5 = 4su, (C.1)
N3 =u(2u — 1), Ng = 4ru,

out=1—r—s.

C.2 Prisme a 12 nceuds (P12)

Considérons le prisme a base triangulaires a 12 nceuds représenté sur la figure Les
fonctions de forme associées sont :

Ni=r2r—-1)(1-1)/2, (2r—1)(1+1)/2,

7 =T
No=s(2s—1)(1—1)/2, Ng =s(2s—1)(1+1)/2,
N3 =u(2u—1)(1—1)/2, Ng =u(2u—1)(1+1)/2, (C.2)
Ny =2rs(1—1t), Nip =2rs(1+1), '
N5 = 2su(l —t), Nyp = 2su(l +t),
Ng = 2ru(1l —t), Nig =2ru(l+1),

outu=1—r—s—t.
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C.2. PRISME A 12 N(EUDS (P12)

s
\
s=1e02
521/2.5 04
s=01]3 6 1
L 4 L L g r
r=0 r=1/2 r=1

FIGURE C.1 — Triangle & 6 noeuds dans le repere de référence (r, s).

FIGURE C.2 — Prisme a 12 nceuds dans le repere de référence (r, s, t).
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Annexe D

Expressions de A, et B,,

Les matrices lignes A,, et B,, intervenant dans 1’équation ((9.39) sont obtenues par

assemblage de matrices élémentaires A¢, et B, :

A.= A A B,= A B (D.1)

GEZLE GEZLE

L’expression des matrices élémentaires Af, et Bf, est donné par :

AZ”L = [A}mAgmA?mAén] ; Bfn = [B%”UB?memen]v

avec :
12 ( cos(mby) — cos(meg)) - 6m< sin(mé) + Sin(m92)> <92 - 91>
Al = — -
m m4(91 — 92)3
sin(m#)
m 9
) 6L, ( cos(mby) — cos(m91)> + L2m?(02 — 01)? cos(mby)+
Am - m4(91 — 92)3
2Lem(2 sin(m@l) + sin(mﬁg)) (92 — 01)
m4(91 — 92)3 ’
12<cos(m01) - cos(m92)> — 6m<sin(m91) + sin(m92)) (92 — 01)
A3 = +
m m4(91 — 92)3
sin(m#z)
m )
6L, ( cos(mby) — cos(m02)> + L2m? (0 — 01)? cos(mbo)+
A = —
m 777,4(91 — 92)3
2Lem(sin(m01) +2 sin(m02)> (01 — 92>

m4(01 — 92)3 ’
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et :

12 ( sin(m#f;) — sin(m02)> + 6m(cos(m91) + cos(m02)> (02 - 91)

B}, = -
m m4(91 — 92)3 +
cos(mb)
m 9y
) 6L, ( sin(mbsy) — sin(m91)> + L2m?(02 — 01)% sin(mb)+
B =
m m4(91 — 92)3
2L.m <2 cos(mby) + COS(m92)> (91 — 02>
m4(91 — 92)3 ’
12(sin(m91) - sin(m92)) + 6m< cos(mby) + cos(mé?g)) <92 - 91)
B3 — _
m m4(<91 — 92)3
cos(mbs)
m b
. OL ( sin(mfy) — sin(m@z)) - L2m2 (0, — 01)? sin(mf)+
Bm - m4(91 — (92)3
2Lem< cos(mby) + 2 cos(m02)> (02 - 91>
m4(01 — 92)3 ’

ou L. est la longueur de 1’élément 1D.
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