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Résumé
Dans ce travail de thèse, nous développons une notion de mesure de Gibbs pour le flot géodésique

tangent aux feuilles d’un fibré feuilleté au dessus d’une base négativement courbée. Nous dévelop-
pons également une notion de mesure F -harmonique et prouvons qu’il existe une correspondance
bijective entre les deux.

Lorsque la fibre est un espace projectif CP1, que l’holonomie est projective, et qu’il n’y a pas de
mesure transverse invariante, nous prouvons l’unicité de ces mesures, et ce pour tout potentiel Höl-
der sur la base. Dans ce cas, nous prouvons également que la mesure F -harmonique se réalise comme
limite pondérée de grandes boules tangentes aux feuilles, et que leurs mesures conditionnelles dans
les fibres sont des limites de moyennes pondérées sur les orbites du groupe d’holonomie.
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1. PRÉSENTATION DU PROBLÈME

1 | Présentation du problème

Depuis le développement de la dynamique hyperbolique, la théorie des feuilletages s’est avérée
être un outil puissant permettant aux dynamiciens d’étudier les propriétés qualitatives de certains
systèmes. Nous adoptons dans cette thèse un point de vue différent : nous ne considèrerons pas les
feuilletages venant des systèmes dynamiques, mais en tant que systèmes dynamiques. Plus précisé-
ment, c’est au niveau ergodique que nous placerons notre discussion.

La théorie ergodique est classiquement définie comme l’étude statistique des trajectoires d’un
système dynamique sur le long terme. De façon plus prosaïque, elle est souvent vue comme l’étude
des mesures de probabilité laissées invariantes par un difféomorphisme, ou un flot, d’une variété
compacte. Une telle définition de l’objet d’étude est cohérente, car ces systèmes laissent toujours in-
variante une mesure de probabilité.

Ceci n’a plus aucune raison d’être le cas pour un feuilletage. Avant d’expliquer pourquoi, rap-
pelons qu’un feuilletage F d’une variété compacte M est une partition en sous-variétés connexes
immergées de même dimension (les feuilles), qui localement ressemble à une partition triviale : celle
d’un espace euclidien R

p+d par les sous-espaces R
p × {x}, x ∈ R

d . Lorsque p = 1, le feuilletage est
donné par les courbes intégrales d’une équation différentielle sur M . Passer en dimension supérieure
présente clairement de nombreuses difficultés. Tandis que la topologie des feuilles de dimension 1
est bien comprise (les courbes sont des cercles ou des droites), celle des feuilles de dimension plus
grande peut être très compliquée : même dans le cas de la dimension 2, l’ensemble des bouts d’une
feuille peut être homéomorphe à un ensemble de Cantor. En d’autre termes, il n’y a en dimension 1
que deux façons d’aller à l’infini sur une courbe intégrale : aller dans le futur et aller dans le passé.
Alors que sur une feuille de dimension supérieure il peut y avoir une infinité non dénombrable de
façons d’aller à l’infini.

Lorsque deux sous-variétés locales plongées de dimension k, T1 et T2, sont transverses au feuille-
tage, et rencontrent une même feuille L, nous pouvons, en glissant le long des feuilles “suffisamment
voisines” de L tout en suivant un chemin tracé sur L qui relie deux points d’intersection xi ∈ L ∩Ti ,
i = 1,2, définir une transformation d’holonomie (ou transformation de Poincaré) le long de c, défi-
nie sur un petit voisinage de x1. En choisissant n petites transversales locales à F , T1,T2, ...,Tn , dont
l’union T rencontre toute feuille, nous pouvons naturellement munir T d’un système dynamique
appelé pseudogroupe d’holonomie, qui est constitué des différentes applications d’holonomie. C’est
un pseudogroupe : il est consititué de difféomorphismes locaux et est stable par composition (là où
elle est définie) et par inversion. Lorsque le feuilletage est transverse à une fibration, l’holonomie est
en fait donnée par un vrai groupe de difféomorphismes de la fibre.

L’existence systématique d’une mesure invariante par l’action d’un groupe sur un espace compact
impose de très fortes restrictions sur ce groupe : c’est la moyennabilité. De même, en général, l’ac-
tion d’un pseudogroupe sur un espace compact ne préservera aucune mesure de probabilité. Nous
sommes donc immédiatement confrontés à une difficulté. Comment généraliser alors dans notre
cadre l’étude des mesures invariantes par le flot d’un champ de vecteurs ?

En 1983, Garnett a proposé une approche très intéressante à ce problème : voir [Gar]. Son idée
consiste à partir à l’infini dans les feuilles en suivant des chemins Browniens. L’étude statistique du
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feuilletage se ramène alors à celle des chemins typiques que l’on peut tracer dans ses feuilles. Plus
précisément, lorsque les feuilles d’un feuilletage sont munies d’une métrique Riemannienne, il est
possible de définir un Laplacien, ainsi qu’un opérateur de diffusion de la chaleur, dans les feuilles.
Une mesure harmonique est alors une mesure qui est invariante par diffusion de la chaleur feuille-
tée, ou, c’est équivalent, qui s’annule sur tous les Laplaciens de fonctions continues et C 2 dans les
feuilles. L’intérêt de telles mesures est, d’une part, que lorsque les feuilles sont de dimension 1, elles
coïncident exactement avec les mesures invariantes. D’autre part, elles généralisent de la notion de
mesure transverse invariante par holonomie : lorsque l’on a une telle mesure, il est toujours possible
de la combiner avec le volume dans les feuilles, de façon à obtenir une mesure harmonique que l’on
appelle totalement invariante. Enfin et surtout, de telles mesures existent toujours.

À première vue, la définition de mesure harmonique est profondément analytique, et n’a pas de
liens évidents avec la dynamique topologique. En dépit de cela, cette théorie a connu plusieurs suc-
cès. Deux exemples frappants sont :

– la classification topologique donnée par Ghys (voir [Gh]) des feuilles typiques pour les mesures
harmoniques d’un feuilletage par surfaces de Riemann, dont Cantwell et Conlon ont donné un
analogue topologique pour les feuilletages minimaux ;

– la dichotomie de Deroin-Kleptsyn (voir [DK]) pour les feuilletages transversalement conformes :
ou bien il existe une mesure transverse invariante par holonomie, ou bien le feuilletage F a un
nombre fini d’ensembles minimaux, chacun d’entre eux portant une unique mesure harmo-
nique ergodique, dont l’exposant de Lyapunov transverse pour le mouvement Brownien est
négatif, et dont l’union des bassins d’attraction est totale.

Néanmoins, une question typique est toujours ouverte. Dans [GLW], Ghys, Langevin et Walczak
ont défini une notion d’entropie topologique transverse pour les feuilletages. Nous ne rentrerons pas
dans le détail. Tout juste dirons-nous que c’est une bonne notion d’entropie. En effet, d’une part elle
généralise la notion classique d’entropie topologique des flots. D’autre part il y a une interprétation
claire de l’annulation de cette entropie. Si elle s’annule, c’est qu’il y a une mesure transverse inva-
riante par holonomie, sinon, et si le feuilletage est de codimension 1, c’est qu’il existe une feuille
ressort (c’est l’analogue du “jeu de ping-pong” des actions de groupes). Il n’y a cependant toujours
pas à ce jour de notion d’entropie de mesure qui permettrait d’approcher l’entropie transverse. Men-
tionnons également la très intéressante notion d’entropie transverse du flot géodésique feuilleté déve-
loppée par Langevin et Walczak [LW].

Un feuilletage a de l’entropie si nous savons que suffisamment de feuilles se séparent, ne serait-
ce que dans une direction. Or, comme le laisse entendre le théorème de Deroin-Kleptsyn, en l’ab-
sence de mesure transverse invariante, l’holonomie le long d’un chemin Brownien a tendance à être
contractante : il semblerait que les mesures harmoniques ne détectent pas les directions où les feuilles
se séparent.

C’est le problème d’approcher l’entropie topologique par une certaine entropie mesurée qui avait
motivé cette thèse, et qui reste assez largement ouvert. À cause de la difficulté rencontrée, nous avons
été conduits à nous intéresser à d’autres mesures naturelles pour les feuilletages que les seules me-
sures harmoniques.

Nous nous intéressons dans la suite au cas où toutes les feuilles sont courbées négativement. Nous
pouvons imaginer d’autres manières d’aller à l’infini dans les feuilles. Nous pourrions par exemple
demander à suivre les géodésiques : existe-t-il des mesures qui décrivent le comportement de la plu-
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part (c’est-à-dire d’un ensemble de mesure de Lebesgue positive) des géodésiques dans les feuilles ?
C’est un analogue des mesures SRB que nous demanderions alors. La question est particulièrement
pertinente lorsque les feuilles sont courbées négativement, le flot géodésique feuilleté possédant alors
une certaine forme d’hyperbolicité dans les feuilles.

Nous pourrions également imaginer un analogue multidimensionnel des moyennes de Birkhoff.
Une feuille L peut être revêtue par une variété L̃ complète simplement connexe à courbure pincée
entre deux constantes négatives −b2 ≤ −a2. Nous pouvons procéder ainsi. Considérons le volume
normalisé restreint à une grande boule de rayon R ≫ 1 dans L̃, et projetons cette mesure quelque
part sur L. Nous obtenons ainsi une famille de mesures qui décrit le comportement asymptotique
des grandes boules tangentes aux feuilles. Que dire des points d’accumulation d’une telle famille de
mesures ?

Il y a dix ans, Bonatti et Gómez-Mont, en collaboration avec Viana et Vila, dans une série de trois
papiers [BG, BGV, BGVil], se sont intéressés à ces mesures, limites de grands disques, dans le cadre
des feuilletages transverses à une fibration projective en CP

1 au dessus d’une surface hyperbolique.
Ils étaient parvenus à prouver la dichotomie suivante : soit il existe une mesure transverse invariante
par holonomie, soit il existe une unique mesure qui est limite de grands disques dans les feuilles.
Il s’avère que dans ce cas, la mesure ainsi construite décrit également le comportement de presque
toute géodésique, et de presque tout chemin Brownien tangents aux feuilles. Ce fait était assez mi-
raculeux, et un lien entre mesures harmoniques et flot géodésique feuilleté est alors apparu. Dans
une prépublication récente [BGM], ce lien a amené Bonatti, Gómez-Mont et Martínez à introduire
une nouvelle notion faible d’hyperbolicité : l’hyperbolicité feuilletée. Énonçons à présent une consé-
quence des résultats de cette thèse :

Théorème 1. Supposons que (Π, M ,Σ,CP1,F ) soit un fibré feuilleté projectif au dessus d’une surface
Riemannienne compacte courbée négativement Σ, et dont les feuilles sont localement isométriques à
la base. Supposons de plus que le groupe d’holonomie ρ(π1(Σ)) ne laisse invariante aucune mesure de
probabilité sur CP1. Alors les assertions suivantes sont vraies :

– il existe une unique mesure harmonique pour F ;
– il existe une unique mesure SRB pour le flot géodésique feuilleté de F ;
– il existe un unique point d’accumulation des mesures d’aire normalisées de grands disques tan-

gents aux feuilles de F .
De plus, lorsque la courbure de Σ est variable, et lorsque la représentation est fuchsienne ou quasi-
fuchsienne, la mesure harmonique, la projection sur M de la mesure SRB, et la limite des grands disques,
sont mutuellement singulières.

Plus intéressante peut-être que ce théorème lui-même est la preuve unifiée que nous en donnons.
Chacune des trois mesures obtenues au théorème 1 correspond à un certain potentiel Hölder dans la
base, et nous pouvons relier deux problèmes qui semblent pourtant assez différents :

– la théorie ergodique du flot géodésique feuilleté, en particulier une notion de mesure de Gibbs
dans ce contexte ;

– donner des exemples de cocycles qui se réalisent comme cocycles de Radon-Nikodym de me-
sures transverses quasi-invariantes par le pseudogroupe d’holonomie.

Nous ne développons la notion de mesure de Gibbs pour des potentiels généraux que dans le cas
des suspensions : pour la développer dans le cas plus général des feuilletages à feuilles de courbure
négative, il faudrait pouvoir transposer les travaux de Ledrappier [L3] du contexte des revêtements
de variétés compaces à celui des revêtements de variétés se réalisant comme feuille d’un feuilletage
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d’une variété compacte. Nous développons cette notion de mesure de Gibbs dans l’espoir d’être à
même d’établir des liens nouveaux entre dynamique topologique des feuilletages et théorie ergo-
dique.

Avant d’expliquer les résultats, nous voulons faire une remarque sur la dernière partie du théo-
rème. Nous n’avons traité que le cas facile des représentations fuchsiennes et quasi-fuchsiennes,
c’est-à-dire le cas où la représentation d’holonomie est fidèle discrète et préserve une courbe de Jor-
dan dans CP

1 ainsi que les deux composantes connexes du complémentaire. Dans ce cas le fait que
les trois mesures dont il est question dans le théorème 1 soient singulières est une application assez
directe des travaux de Ledrappier et Katok (voir [L2, Ka1, Ka2]) entraînant que sur le cercle à l’infini
d’une surface Riemannienne compacte à courbure négative variable, les classes harmonique, de visi-
bilité, et de Patterson-Sullivan, sont deux-à-deux mutuellement singulières.

En revanche, nous ne prétendons pas prouver un résultat de rigidité, et nous affirmons que pour
des représentations plus générales, un tel résultat n’est pas conséquence immédiate des travaux de
Ledrappier et Katok. Par exemple, que se passe-t-il lorsque la représentation transite à travers un
groupe libre ? Nous pouvons par exemple, lorsque Σ est de genre 2, engendrer π1(Σ) par quatre élé-
ments a,b,c,d , assujettis à la relation [a,b][c,d ] = I d , et envoyer ce groupe sur un groupe libre à
deux générateurs en envoyant b et d sur l’identité. Il est alors possible de réaliser le groupe libre 〈a,c〉
comme un groupe de Schottky, ou ce qui semble plus compliqué, comme un groupe libre engendré
par une dynamique Morse-Smale et une rotation irrationnelle du cercle. Nous pouvons alors poser
une question qui semble encore tout-à-fait ouverte :

Question. A-t-on en général un phénomène de rigidité, c’est-à-dire, sous les hypothèses du théo-
rème 1, et lorsque la courbure de la base est variable, les trois mesures que l’on obtient sont-elles
toujours mutuellement singulières ?

Dans le cas particulier de la représentation de Schottky décrite plus haut, nous espérons que la ré-
ponse soit positive, car les orbites peuvent alors être codées de manière très naturelle. Dans le cas non
discret, où l’on regarde l’action jointe d’une dynamique elliptique et d’une dynamique hyperbolique,
le problème semble nettement plus dur à appréhender.

2 | Limite de grands disques
Cas de la courbure constante. En courbure constante, le théorème 1 est dû à Bonatti et Gómez-
Mont, [BG]. Il s’avère de plus que les mesures décrites dans ce théorème coïncident. L’argument est
le suivant. Les feuilles sont à courbure −1 : l’aire des grands disques croît de manière exponentielle.
En particulier la totalité de la masse se concentre au bord, et nous pouvons voir qu’une mesure limite
de grands disques est en fait limite de grands cercles. Mais la translation le long des grands cercles
converge vers le flot horocyclique. Nous pouvons ainsi voir qu’une limite de grands disques tangents
aux feuilles peut être vue comme projection d’une mesure invariante par le flot horocyclique instable
feuilleté. Nous avons donc à prouver l’unique ergodicité du flot horocyclique feuilleté.

Le reste de la preuve utilise le travail de Bonatti, Gómez-Mont et Viana sur les exposants de Lya-
punov. Il s’agit de voir le flot géodésique feuilleté Gt comme un cocycle projectif au dessus du flot
géodésique g t sur T 1B . C’est-à-dire que le flot géodésique feuilleté envoie fibre sur fibre comme une
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3. MESURES HARMONIQUES ET MESURES DE GIBBS

homographie At (w) = (Gt )|Vw : Vw →Vg t (w), w ∈ T 1B , Vw = (DΠ)−1(w). Nous pouvons alors consi-
dérer les exposants de Lyapunov de ce cocycle, définis sur un Borélien de probabilité totale, par les
formules suivantes :

χ+(v) = lim
t →∞

1

t
log(||At (v)||) et χ−(v) = lim

t →∞

1

t
log(||At (v)−1||−1).

Le théorème clé prouvé par Bonatti, Gómez-Mont et Viana est la dichotomie suivante :
– soit il existe une mesure sur CP1 invariante par l’action du groupe d’holonomie ;
– soit l’exposant de Lyapunov maximal χ+ est positif sur un Borélien X de mesure pleine pour

tout état de Gibbs du flot géodésique.
Ainsi, nous avons deux sections de Lyapunov σ± : X →T 1

F qui commutent avec les flots géodé-
siques, σ+ commute avec les flots horocycliques instables, et σ−, avec les flots horocycliques stables.
Nous avons alors deux mesures µ±, invariantes par Gt , obtenues en relevant la mesure de Liouville
par les sections σ±. La première, µ+ est invariante par le flot horocyclique instable feuilleté, et la se-
conde, µ−, par le flot horocyclique stable feuilleté. Il est de plus possible de montrer que ce sont les
seules mesures invariantes et ergodiques pour Gt qui se projettent sur le mesure de Liouville.

Il reste à prouver que µ+ est l’unique mesure invariante par le flot horocyclique instable feuilleté.
Prenons-en une autre, singulière. Elle se projette sur la mesure de Liouville car le flot horocyclique est
uniquement ergodique en bas. En tirant en arrière cette mesure par Gt , nous trouvons à la limite une
mesure qui se projette sur la mesure de Liouville, qui est invariante par Gt et par le flot horocyclique
instable feuilleté (car ce dernier commute avec Gt ), et qui est singulière par rapport à µ+. C’est donc
µ−, et on trouve que µ− est invariante par Gt ainsi que par les deux flots horocycliques feuilletés.
Or les flots horocycliques et géodésique engendrent tout PSL2(R) : seule la mesure de Liouville est
invariante par l’action jointe de ces trois flots. La mesure µ− doit donc être obtenue en combinant la
mesure de Liouville dans les feuilles et une mesure transverse invariante, ce qui contredit l’hypothèse.

Courbure variable. Lorsque la base est à courbure variable, les trois mesures que l’on considère
n’ont aucune raison de coïncider. Pour obtenir, en l’absence de mesure invariante par holonomie,
l’unicité de limites de grands disques, nous pouvons raisonner de la même façon, et on se retrouve
amenés à prouver l’unique ergodicité du flot horocyclique instable. Malheureusement, contraire-
ment au cas de la courbure constante, la mesure de Liouville n’est plus invariante par le flot ho-
rocyclique. Pire, il n’y a pas de mesure invariante à la fois par les flots géodésique et horocyclique.
Cependant, nous pouvons reparamétrer le flot horocyclique par la mesure de Margulis et prouver
l’unique ergodicité du flot de Margulis feuilleté. Pour prouver ceci, il s’agit de raisonner comme pré-
cédemment, et de remonter la mesure d’entropie maximale, qui, elle, est invariante à la fois par le
flot géodésique et par le flot de Margulis, et qui de plus est un état de Gibbs. L’important à noter est
qu’à reparamétrage près dans les feuilles instables, si l’on remonte au fibré unitaire tangent la mesure
limite de grands disques, nous obtenons une mesure de Gibbs, c’est-à-dire une mesure invariante par
le flot géodésique dont les mesures conditionnelles dans les horocycles instables sont données par les
mesures de Margulis. C’est ce raisonnement qui est à l’origine de notre manière de traiter les mesures
de Gibbs pour le flot géodésique feulleté.

3 | Mesures harmoniques et mesures de Gibbs
Il y a, dans cette thèse, différents niveaux de généralité. Dans ce qui suit seulement, le contexte

est le plus général : nous demandons à ce que la variété close M soit feuilletée par F , qui est muni
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d’une métrique Riemannienne feuilletée, variant continûment avec le paramètre transverse, de sorte
que toutes les feuilles soient courbées négativement. Le pincement de la courbure des feuilles, ainsi
que le minorant du rayon d’injectivité sont alors uniformes.

Mesures harmonques et flot géodésique feuilleté. Dans une série de deux papiers [Ma, BMar], dont
l’un en collaboration avec Bakhtin, Martínez est parvenue à prouver que, pour tout feuilletage F par
surfaces de Riemann hyperboliques, il existe une correspondance bijective entre les mesures harmo-
niques pour F , et les mesures sur le fibré unitaire tangent T 1

F qui sont invariantes par l’action jointe
des flots géodésique et horocyclique instable feuilletés. Nous présenterons une preuve plus courte de
ce théorème dans la suite. Quand la courbure des feuilles n’est pas constante, il n’y a plus de lien clair
entre le flot horocyclique et les mesures harmoniques.

En revanche, il y a toujours un lien entre mesures harmoniques et flot géodésique feuilleté. Les
mesures harmoniques se caractérisent par le fait qu’elles ont une désintégration équivalente à Le-
besgue dans les feuilles de F , et que les densités locales sont des fonctions harmoniques positives.
Or, en courbure négative, une fonction harmonique positive s’écrit de manière unique en intégrant
le noyau de Poisson contre une mesure de Borel finie sur la sphère à l’infini :

h(z) =
ˆ

L̃(∞)
k(o, z;ξ)dη(ξ),

où o, z appartiennent à L̃, le revêtement universel Riemannien de la feuille L, ξ appartient à la sphère
à l’infini L̃(∞), et k : L̃× L̃× L̃(∞)→(0,∞) est le noyau de Poisson (voir le chapitre IV). Il est alors pos-
sible de “dérouler” la fonction harmonique en considérant la mesure sur T 1L̃ = L̃ × L̃(∞) obtenue en
intégrant contre η les mesures k(o, z;ξ)LebL̃×{ξ}.

En effectuant ce raisonnement feuille à feuille, nous voyons qu’il est possible de remonter cano-
niquement à T 1

F les mesures harmoniques (il faut néanmoins faire attention à ce que la définition
de la mesure soit cohérente avec l’holonomie du feuilletage). La mesure ainsi obtenue n’est pas inva-
riante par le flot géodésique : nous devons, comme précédemment, la reparamétrer dans les feuilles
instables. Comment faire ?

En courbure négative, les chemins Browniens sont escortés par des géodésiques : une idée de
Ledrappier [L1] consiste alors à définir une mesure invariante par le flot géodésique qui ne décrit le
comportement que de ces escortes géodésiques. Il a été prouvé par Sullivan [Su2] que la distribution
de sortie à l’infini du mouvement Brownien (la classe harmonique) ne dépend pas du point de départ
des chemins Browniens, charge tous les ouverts, et n’a pas d’atome. Il est donc possible, via le flot
géodésique, de rabattre cette classe sur les horosphères. Nous obtenons ainsi la classe harmonique
sur les horosphères qui est invariante par le flot géodésique. Une mesure de H-Gibbs est alors une
mesure invariante par le flot géodésique feuilleté dont la désintégration dans les variétés instables est
dans la classe harmonique. Lorsque les feuilles sont des surfaces hyperboliques, ces mesures de Gibbs
sont exactement données par les mesures invariantes à la fois par les flots géodésique et horocyclique
instable feuilletés. Elles sont associées au potentiel suivant :

H(v) =
d

d t

∣∣∣∣
t=0

log kL(v)(cv (0),cv (t );cv (−∞)),

où v ∈ T 1
F , kL(v) est le noyau de Poisson associé à la feuille de v , et cv est la géodésique dirigée par

v .
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3. MESURES HARMONIQUES ET MESURES DE GIBBS

Nous prouvons alors au chapitre IV le théorème suivant (c’est le théorème 4.2.1 dans le texte), qui
généralise le théorème de Martínez, Bakhtin-Martínez (à noter que dans [CM], Connell et Martínez
donnent également une généralisation dans le cas où les feuilles sont des espaces symétriques de
rang supérieur).

Théorème 2. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée, munie d’une métrique feuilletée telle que toutes
les feuilles soient courbées négativement. Alors il existe une correspondance bijective entre les mesures
de H-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté et les mesures harmoniques.

États de u-Gibbs et mesures φu-harmoniques. Un état de u-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté
est une mesure sur T 1

F invariante dont la désintégration dans les feuilles instables est équivalente
à Lebesgue : elles sont associées à un potentiel qu’il est d’usage de noter φu et qui vaut, lorsque v ∈
T 1

F :

φu(v) =−
d

d t

∣∣∣∣
t=0

logJacuGt (v),

où JacuGt représente la restriction de |detDGt | à l’espace instable.

Ces mesures existent toujours, et leurs projections sur M ont des désintégrations équivalentes
à Lebesgue dans les feuilles de F (ceci est déjà prouvé dans [BGM]). Nous serons amenés à nous
intéresser aux densités locales. Elles présentent une forte analogie avec les fonctions harmoniques
classiques : une telle densité s’écrit comme intégrale contre une mesure de Borel à l’infini du noyau
suivant (en notant φ̃u le relevé du potentiel au revêtement T 1L̃) :

ku(o, z;ξ) = exp

[ˆ z

ξ

φ̃u −
ˆ o

ξ

φ̃u
]
= lim

T →∞

JacuG−T−βξ(o,z)(vξ,z )

JacuG−T (vξ,o)
,

où la différence des intégrales a un sens qu’on précisera par la suite, où vξ,z , vξ,o sont les vecteurs
basés en z et o pointant vers ξ dans le passé, et où βξ représente la fonction de Busemann, qui sera
définie au début du chapitre I. Une telle fonction est appelée φu-harmonique.

Nous introduisons donc une notion de mesure φu-harmonique, c’est-à-dire de mesure dont les
densités dans les plaques sont φu-harmoniques, et en “déroulant” les densités, comme nous dérou-
lions les fonctions harmoniques, nous proposons de prouver le théorème suivant :

Théorème 3. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée, munie d’une métrique feuilletée telle que toutes
les feuilles soient courbées négativement. Alors il existe une correspondance bijective entre les états de
u-Gibbs pour le flot gédésique feuilleté et les mesures φu-harmoniques.

Nous tirons de ce théorème les prémisses d’une théorie ergodique cohérente pour ces mesures,
avec notamment un théorème de décomposition ergodique. Il existe de plus une notion de mesure
φu-harmonique totalement invariante obtenue en combinant une mesure transverse invariante par
holonomie avec une fonction φu-harmonique canoniquement définie (voir le théorème 5.3.5).

Ces deux exemples doivent donc être traités en parallèle : nous voyons donc que dans les deux cas,
il y a une notion d’harmonicité pour des mesures sur F , qui est associée à une notion de mesures de
Gibbs pour un certain potentiel.

Conditions suffisantes pour l’existence de mesures transverses invariantes. Pour prouver l’uni-
cité des mesures limites de grands disques dans le cas de la courbure constante, nous avons utilisé un
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CHAPITRE . INTRODUCTION

argument algébrique, à savoir que si une mesure de Borel dans T 1
H est invariante par l’action jointe

des deux flots horocycliques, alors, à une constante multiplicative près, c’est la mesure de Liouville.
Lorsque la courbure est variable, nous ne disposons plus d’une description algébrique aussi com-
mode. Nous avons donc besoin d’un résultat ergodique, qui doit être vu comme une sophistication
de cet argument, pour généraliser ce résultat.

Un état de s-Gibbs pour Gt est un état de u-Gibbs pour G−t (en d’autres termes il possède une
désintégration absolument continue dans les variétés stables). Un état de su-Gibbs pour Gt est une
mesure qui est à la fois un état de u-Gibbs et de s-Gibbs. Nous prouvons alors le théorème suivant,
en n’utilisant que les propriétés d’absolue continuité des feuilletages stables et instables (voir le théo-
rème 5.4.1).

Théorème 4. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée munie d’une métrique feuilletée dont les feuilles
sont négativement courbées. Alors si le flot géodésique feuilleté admet un état de su-Gibbs, F a une
mesure transverse invariante.

La philosophie derrière ce théorème sera reprise dans nos résultats d’unicité : c’est que si l’on
prescrit la classe de mesure à la fois dans les variétés stables et instables, alors il existe une mesure
transverse invariante.

De plus, ce théorème implique que les flots géodésiques feuilletés de la plupart des feuilletages
dont les feuilles sont courbées négativement ne préserve aucune mesure lisse. En effet, supposons
que la métrique feuilletée vienne d’une métrique Riemannienne ambiante sur M . Par absolue conti-
nuité des feuilletages stable et instable, toute mesure lisse sur T 1

F a une désintégration absolument
continue dans les feuilles de W

s , ansi que dans celles de W
u . Nous renvoyons également le lecteur au

travail de Walczak sur la dynamique des flots géodésiques feuilletés [Wa]. Il a prouvé que lorsque la
variété feuilletée (M ,F ) est munie d’une métrique Riemannienne (dans ce travail, les feuilles ne sont
pas supposées courbées négativement), le flot géodésique feuilleté préserve le volume Riemannien
de T 1

F si et seulement si F est transversalement minimal.

Corollaire 1. Soit (M ,F ) une variété Riemannienne close feuilletée, de sorte que pour la métrique
induite, toutes les feuilles soient courbées négativement. Supposons que le flot géodésique feuilleté de
T 1

F préserve une mesure lisse. Alors cette mesure est totalement invariante : c’est localement le produit
de la mesure de Liouville des feuilles par une mesure transverse invariante.

De ce théorème simple, nous déduisons une généralisation d’un résultat de Matsumoto (voir
[Mat]), avec une preuve très différente, en termes de mesures φu-harmoniques. Pour toute mesure
φu-harmonique il est possible, étant donnée une feuille typique, d’étendre les densités locales à toute
la feuille : aux densités globales ainsi définies est alors associée une classe de mesure sur la sphère à
l’infini (rappelons que par définition, une fonction φu-harmonique a une représentation intégrale
en termes du noyau ku), qui ne dépend que de la feuille : nous l’appelons classe caractéristique. La
densité ainsi étendue à la feuille s’appelle fonction caractéristique de la feuille. Nous prouvons alors le
théorème suivant (rappelons que la classe de visibilité sur la sphère à l’infini est obtenue en poussant
en avant la mesure de Lebesgue par les identifications naturelles T 1

z L̃ ≃ L̃(∞)) :

Théorème 5. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée munie d’une métrique feuilletée dont les feuilles
sont négativement courbées. Soit m une mesure φu-harmonique qui n’est pas totalement invariante.
Alors pour m-presque toute feuille L, la classe de mesure caractéristique associée [ηL] sur L̃(∞) est sin-
gulière par rapport à la classe de visibilité.
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4. MESURES DE GIBBS ET MESURES F -HARMONIQUES POUR LES SUSPENSIONS

Dans le cas particulier où les feuilles sont hyperboliques, on retrouve alors le résultat suivant de
Matsumoto, par une méthode n’utilisant que l’absolue continuité des feuilletages stable et instable :

Corollaire 2 (Matsumoto). Soit (M ,F ) une variété close feuilletée par des variétés hyperboliques. Soit
m une mesure harmonique qui n’est pas totalement invariante. Alors pour m-presque toute feuille L,
la classe de mesure caractéristique associée [ηL] sur L̃(∞) est singulière par rapport à la mesure de
Lebesgue.

De plus la fonction harmonique caractéristique d’une feuille typique n’est pas bornée.

4 | Mesures de Gibbs et mesures F -harmoniques pour les
suspensions

Dans ce paragraphe, nous ne considérons que des feuilletages transverses à une fibration au des-
sus d’une base close négativement courbée, et dont les fibres sont compactes. Nous paramétrons
les feuilles par la métrique de la base, c’est-à-dire que nous relevons la métrique de la base dans les
feuilles via la fibration. La base sera notée B , et le revêtement universel Riemannien, N .

Mesures de Gibbs. Lorsque nous avons une base B courbée négativement, le flot géodésique sur
T 1B est naturellement un flot d’Anosov topologiquement mélangeant : il possède donc un unique
état de Gibbs pour chaque potentiel Hölder F : T 1B →R. Une caractérisation de l’état de Gibbs asso-
cié à F est la suivante. C’est la seule mesure invariante par le flot g t dont la classe des mesures condi-
tionnelles dans les feuilles instable est prescrite : elle est déterminée par l’unique famille (λu

F,v )v∈T 1B

satisfaisant la formule d’absolue continuité suivante :

d
[

gT ∗λu
F,g−T (v)

]

dλu
F,v

(p) = exp

[
ˆ T

0
(F ◦ g−t (v)−P (F ))d t

]
,

où P (F ) représente la pression du potentiel.
En considérant alors un fibré feuilleté (Π, M ,B ,V ,F ) paramétré par B , nous pouvons relever à M :

le flot géodésique, ses distributions et variétés invariantes, le potentiel F , ainsi que la famille de me-

sures ci-dessus, obtenant ainsi le flot géodésique feuilleté Gt sur T 1
F , ses feuilletages invariants W

⋆

(⋆ = s,u,cs,cu), un potentiel F : T 1
F →R, ainsi que les familles de mesures (λ̄u

F,v )v∈T 1F . Nous pou-

vons alors définir une mesure de Gibbs associée au potentiel F comme une mesure invariante par Gt ,
dont la classe de mesure dans les variétés instables est prescrite par λ̄u

F,v . L’existence de ces mesures
est prouvée en détail au chapitre VI (voir l’énoncé du théorème 6.1.2 pour plus de précisions).

Mesures F -harmoniques. Nous pouvons associer à F le noyau suivant, analogue du noyau de Pois-
son (nous notons F̃ : T 1N →R le relevé de F au revêtement) :

kF (o, z;ξ) = exp

[ˆ z

ξ

F̃ −
ˆ o

ξ

F̃

]
exp[−P (F )βξ(o, z)].

Les noyaux de Poisson et ku sont des exemples de noyaux associés à un potentiel ; si l’on prend le po-
tentiel nul, le noyau qui lui est associé est donné par e−hβξ(o,z), où h représente l’entropie topologique
du flot géodésique.
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Ledrappier a associé à ce noyau une famille de mesures de Borel sur la sphère à l’infini N (∞),
notée (νF

z )z∈N . Elles sont caractérisées à multiplication par une constante positive près par la condi-
tion d’équivariance γ∗νF

z = νF
γz pour z ∈ N et γ ∈ π1(B), et kF (o, z;ξ) = dνF

z /dνF
o (ξ) pour (o, z,ξ) ∈

N ×N ×N (∞).

Une fonction F -harmonique sur N est alors une fonction qui s’écrit comme intégrale du noyau
kF contre une mesure finie de Borel à l’infini. La fonction h̃0 : z ∈ N 7→ mass(νF

z ) est un exemple de
fonction F -harmonique qui passe au quotient par l’action du groupe π1(B) : nous prouverons dans
la suite que c’est la seule à multiplication par une constante près. Une mesure F -harmonique pour le
feuilletage F est alors une mesure qui a une désintégration équivalente à Lebesgue dans les feuilles
de F , et dont les densités locales sont des fonctions F -harmoniques. L’existence de ces mesures n’est
a priori pas évidente, elle est conséquence du théorème suivant :

Théorème 6. Soit (Π, M ,B ,V ,F ) un fibré feuilleté où B est une variété Riemannienne close et cour-
bée négativement, et V est une variété compacte. Supposons que les feuilles de F soient localement
isométriques à B. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder, et F : T 1

F →R un relevé. Alors il existe une
correspondance bijective entre mesures de Gibbs associées au potentiel F et mesures F -harmoniques.

La preuve de ce résultat nécessite les mêmes ingrédients que celles des théorèmes 2 et 3. En utili-
sant leur représentation intégrale, il s’agit de “dérouler” les densités des mesures F -harmoniques afin
de les remonter canoniquement au fibré unitaire tangent, puis, afin d’obtenir une mesure invariante
par le flot géodésique, de les reparamétrer dans les feuilles instables.

Un théorème à la Fatou. Afin de prouver que cette notion de F -harmonicité n’est pas si artificielle
qu’il n’y paraît, et d’établir quelques liens avec la théorie du potentiel usuel, nous prouvons au cha-
pitre VI un théorème de Fatou sur la convergence non-tangentielle des fonctions F -harmoniques.
L’énoncé est le suivant.

Théorème 7. Soit B une variété Riemannienne close et courbée négativement, et N son revêtement
universel Riemannien. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder qui se relève en F̃ : T 1N →R. Soit enfin
h : N →R la fonction F -harmonique définie par la formule suivante :

h(z) =
ˆ

N (∞)
kF (o, z;ξ)dη(ξ),

où η est une mesure finie sur N (∞), qui admet la décomposition de Lebesgue suivante par rapport à
νF

o : η= f νF
o +ηs , où f est une fonction νF

o -intégrable, et ηs est une mesure singulière par rapport à νF
o .

Alors :

1. pour νF
o -presque tout ξ ∈ N (∞), on a :

h(z)

h̃o(z)
→ f (ξ),

lorsque z converge non-tangentiellement vers ξ ;

2. pour ηs-presque tout ξ ∈ N (∞), on a :
h(z)→∞

lorsque z converge non-tangentiellement vers ξ.

La preuve de ce théorème requiert l’utilisation de techniques devenues incontournables dans
l’étude ergodique du flot géodésique, et qui tournent autour du lemme de l’ombre (voir le théorème
6.3.5).

xvii



5. RÉSULTATS D’UNICITÉ ET D’ÉQUIDISTRIBUTION

5 | Résultats d’unicité et d’équidistribution
Résultats d’unicité. Nous pouvons alors donner une preuve du théorème 1 qui unifie les trois cas
en prouvant le théorème d’unicité suivant :

Théorème 8. Soit (Π, M ,B ,CP1,F ) un fibré feuilleté projectif, dont la base B est une variété Rieman-
nienne close et courbée négativement, et dont les feuilles de F sont localement isométriques à B. Sup-
posons de plus qu’il n’y ait pas de mesure sur CP

1 qui soit invariante par holonomie. Alors pour tout
potentiel Hölder F : B →R :

– il existe une unique mesure de Gibbs associée au potentiel F ;
– il existe une unique mesure F -harmonique pour le feuilletage F .

Moyennes pondérées de grandes boules. Depuis les travaux de Goodman-Plante [GPl], poursui-
vis par [AR, K2, Kn, Sc], il est devenu classique de s’intéresser à des limites de volumes, normalisés
par un cocycle, de grandes boules dans les feuilles d’un feuilletage. Nous nous intéressons aussi à
ce problème dans cette thèse : par exemple, il est possible de voir, comme conséquence du théo-
rème suivant, que sous les hypothèses du théorème 8, il existe une unique mesure sur M s’écrivant
comme limite de volumes normalisés de grandes boules. De plus, cette mesure est l’unique mesure
0-harmonique (celle qui est associée au potentiel nul).

Plus généralement, lorsque F : T 1B →R est un potentiel Höldérien, il est possible de considérer le
poids suivant :

κF (o, z) = exp

[ˆ z

o
F̃

]
,

où l’intégrale est prise sur la géodésique dirigée de o vers z ∈ N . Nous pouvons alors, lorsque x ∈ M , et
projx : (N ,o)→(Lx , x) est le revêtement universel Riemannien de la feuille correspondante, considérer
la moyenne pondérée par le cocycle sur la boule centrée en x par :

µF
x,R = projx ∗

(
κF (o, y)Leb|B(o,R)(y)
´

B(o,R)κ
F (o, y)dLeb(y)

)
.

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant :

Théorème 9. Soit (Π, M ,B ,CP1,F ) un fibré feuilleté projectif au dessus d’une variété Riemannienne
close et courbée négativement, et dont les feuilles sont localement isométriques à B. Supposons de plus
qu’il n’y ait pas de mesure sur CP1 invariante par le groupe d’holonomie. Soit F : T 1B →R un potentiel
Hölder dont la pression est positive. Alors, pour toutes suites (xn)n∈N ∈ MN et (Rn)n∈N tendant vers
l’infini, la suite de mesures µF

xn ,Rn
converge vers l’unique mesure F -harmonique pour F .

Résultats d’équidistribution. Il y a un autre point de vue que nous désirons explorer : c’est celui des
actions de groupes paramétrées par une métrique Riemannienne de courbure négative. Nous regar-
dons une action projective donnée par ρ : π1(B)→PSL2(C), où B est une variété Riemannienne close
courbée négativement. La métrique permet alors de mettre une fonction distance sur π1(B) en po-
sant, pour le choix d’un point base o ∈ N , et deux éléments γ1,γ2 ∈ π1(B), d(γ1,γ2) = dist(γ1o,γ2(o)).
Notons alors BR la boule centrée en l’identité de rayon R pour cette distance. Nous pouvons alors
regarder les moyennes suivantes, avec x ∈CP

1 :

θR =
1

|BR |
∑

γ∈BR

δρ(γ)x ,
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ou mieux : si F : T 1B →R est un potentiel Hölder, nous pouvons considérer le poids sur π1(B) donné
par κF (γ) = κF (o,γo), et regarder les moyennes pondérées suivantes :

θF,R =
1∑

γ∈BR
κF (γ)

∑

γ∈BR

κF (γ)δρ(γ)−1x .

Sous l’hypothèse du théorème 8, il n’y a qu’une mesure F -harmonique notée mF , et nous pouvons
la désintégrer dans les fibres, obtenant ainsi une famille de mesures (mF,p )p∈B dans les fibres Vp ≃
CP

1. Nous pouvons alors prouver le théorème suivant qui donne les mesures conditionnelles des
mesures F -harmoniques comme limites des moyennes pondérées définies plus haut :

Théorème 10. Soit B une variété close courbée négativement, et ρ : π1(B)→PSL2(C) une représen-
tation projective qui ne laisse invariante aucune mesure de probabilité sur CP

1. Soit F : T 1B →R un
potentiel Hölder dont la pression est positive. Alors, lorsque p ∈ B et x ∈Vp la mesure θF,R converge vers
mF,p quand R croît indéfiniment.

6 | Discrétisation des mesures harmoniques

Mesures harmoniques, mesures stationnaires. Nous avons déjà mentionné que lorsqu’un feuille-
tage est transverse à une fibration, l’holonomie est décrite par l’action d’un groupe sur la fibre. Il y a
alors deux notions de dynamique aléatoire : la première, sur le feuilletage, consiste à regarder la trans-
formation d’holonomie le long d’un chemin Brownien, et la seconde, sur le groupe, consiste à tirer
aléatoirement les éléments du groupe d’holonomie de façon indépendante et identiquement distri-
buée, et à regarder l’orbite aléatoire d’un point de la fibre.

Nous avons alors deux mesures qui décrivent chacune l’une des dynamiques aléatoires consi-
dérées : les mesures harmoniques pour le feuilletage, et les mesures stationnaires pour l’action du
groupe. Plus précisément si un groupe Γ, est muni d’une mesure de probabilité µ, et agit par homéo-
morphismes sur un espace compact X , on dit qu’une mesure de probabilité ν sur X est µ-stationnaire
si :

ν=
∑

γ∈Γ
µ(γ)γ∗ν.

L’existence de mesures stationnaires découle d’un argument classique à la Krylov-Bogolubov, lorsque
l’espace X est compact.

Puisque l’étude des mesures stationnaires pour les actions de groupes est assez bien développée
depuis les travaux de Furstenberg [Fu1], et qu’en particulier, nous avons des critères explicites pour
l’uinicité de mesures stationnaires pour des actions projectives (voir les travaux de Guivarc’h-Raugi
[GR]), il a paru naturel d’établir une correspondance bijective entre mesures harmoniques et mesures
stationnaires. Nous prouvons donc au chapitre 3 le théorème suivant :

Théorème 11. Soit B une variété Riemannienne de classe C∞, de volume fini et à géométrie bornée.
Alors il existe une mesure de probabilité µ sur π1(B) de support total, telle que pour toute variété com-
pacte V et toute représentation ρ : π1(B)→Diff(V ), il y ait une correspondance bijective entre les me-
sures harmoniques pour le feuilletage suspension paramétré par la métrique de la base, et les mesures
µ-stationnaires sur V pour l’action définie par ρ.
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6. DISCRÉTISATION DES MESURES HARMONIQUES

Plus précisément, une mesure harmonique pour un tel feuilletage se projette sur la mesure de
Lebesgue, et nous pouvons donc la désintégrer dans les fibre par rapport à la mesure de Lebesgue.
Nous prouvons alors qu’une mesure est harmonique pour le feuilletage suspension si et seulement si
ses mesures conditionnelles dans les fibres sont stationnaires pour l’action du groupe d’holonomie.
Notons que l’existence d’une mesure harmonique dans le cas où la base est non compacte ne suit
pas directement du théorème de Garnett, mais découle du théorème précédent grâce à l’existence
systématique de mesures stationnaires. La mesure µ est la mesure qui provient de la discrétisation du
mouvement Brownien sur le revêtement universel de B : nous renvoyons aux travaux de Furstenberg
[Fu2], Lyons-Sullivan [LS], et Ballmann-Ledrappier [BaL]. Nous déduisons des travaux de Guivarc’h-
Raugi le résultat d’unicité suivant :

Théorème 12. Soit d ≥ 2 et ρ : π1(B)→PSLd (C) une représentation projective où l’on suppose que la
base B vérifie l’une des conditions suivantes :

– B est une variété Riemannienne close et courbée négativement ;
– B est une surface Riemannienne d’aire finie, de géométrie bornée et dont la courbure est pincée

entre deux constantes négatives.
Supposons que la représentation ρ soit contractante, fortement irréductible, et, dans le second cas,
qu’elle soit de plus parabolique. Alors le feuilletage obtenu par suspension de ρ possède une unique
mesure harmonique.

Les termes précis “contractant”, “fortement irréductible”, et “parabolique” seront définis au cha-
pitre III. Mentionnons juste que lorsqu’une représentation dans PSL2(C) ne préserve aucune mesure
de probabilité, alors elle est contractante et irréductible.

Nous proposons également au chapitre III une variation autour de ce thème. Que se passe-t-il
si la base ne paramètre plus les feuilles ? Dans ce cas où les feuilles sont paramétrées par la base, la
probabilité de tirer tel ou tel élément du groupe d’holonomie ne dépend pas de l’endroit où l’on se
trouve dans la fibre, mais juste de la structure Riemannienne de la base. Dans le cas contraire, nous
pouvons toujours jouer le jeu de la discrétisation du Brownien, mais ce jeu se fait feuille à feuille.
En d’autres termes, la discrétisation du mouvement Brownien dans les feuilles donne également,
étant donné un point de la fibre, une probabilité de tirer tel ou tel élément du groupe d’holonomie.
Mais cette probabilité dépend de l’endroit où l’on se trouve dans la feuille. Nous ne tirons plus nos
éléments du groupe de façon indépendante et identiquement distribuée, mais en suivant une chaîne
de Markov.

Théorème 13. Soit (Π, M ,B ,V ,F ) un fibré feuilleté, muni d’une métrique feuilletée variant continû-
ment avec le paramètre transverse. Alors il existe une chaîne de Markov caractérisée par un noyau de
transition P = (P (x, .))x∈V , où chaque P (x, .) est une mesure de probabilité de support total sur π1(B),
telle qu’il y ait une correspondance bijective entre les mesures harmoniques pour F et les mesures de
probabilité sur la fibre qui sont P-stationnaires.

Nous avons décidé d’inclure ce théorème dans cette thèse car il fournit un cadre géométrique
où les travaux de Guivarc’h sur les produits de matrices dirigés par une chaîne de Markov (voir par
exemple [Gu]), apparaissent très naturellement et devraient pouvoir s’appliquer. En revanche, ces
travaux requièrent une hypothèse de continuité du noyau de transition : ce que nous n’obtenons pas,
et c’est la raison pour laquelle nous n’énonçons pas de résultats d’unicité, lorsque la base ne para-
mètre pas les feuilles. Prouver la continuité du noyau de transition viendrait à répondre à la question
suivante, qui semble raisonnable, et qui fera l’objet de recherches futures :

xx



CHAPITRE . INTRODUCTION

Question. Est-il possible de discrétiser le mouvement Brownien sur une variété Riemannienne com-
plète à géométrie bornée de façon à obtenir des poids qui varient continûment avec la métrique ?

7 | Exposant de Lyapunov et dimension deHausdor� trans-
verses dans le cas fuchsien.

Lorsque g1 et g2 sont deux métriques hyperboliques sur une même surface de Riemann com-
pacte de genre ≥ 2, il est toujours possible d’associer un feuilletage transverse à un fibré en sphères à
ce couple de métriques. En effet, ces métriques peuvent être uniformisées par deux copies de π1(B),
dans le groupe d’isométries directe du disque de Poincaré D, Γ1 ≃ Γ2. Nous obtenons ainsi un isomor-
phisme ρ : π1(Σ)→Γ2⊂PSL2(C), où nous munissons Σ de la métrique g1.

Nous avons alors, associé à ce couple de métriques hyperboliques, une correspondance au bord
h : S∞→S∞ qui conjugue les actions de Γ1 et Γ2 sur le cercle à l’infini S∞. En identifiant de ma-
nière équivariante T 1

D à l’ensemble des triplets orientés (pour l’ordre trigonométrique) sur S∞, nous
voyons que cette correspondance nous permet de définir une équivalence orbitale du flot géodé-
sique, qui, par ergodicité de la mesure de Liouville, vient avec un reparamétrage moyen λ (voir le
dernier chapitre pour plus de précisions). Un résultat de Mostow dit que la correspondance au bord
h est absolument continue si et seulement si c’est une homographie, et dans ce cas, les métriques g1

et g2 représentent le même point dans l’espace de Teichmüller. De même, un résultat de Thurston,
énoncé dans [W], dit que ce reparamétrage moyen λ est ≥ 1 avec égalité si et seulement si les mé-
triques représentent le même point dans l’espace de Teichmüller. Nous proposons alors une preuve
géométrique élémentaire du théorème suivant :

Théorème 14. Soit g1 et g2 deux métriques hyperboliques sur la même surface de Riemann compacte
Σ. Soit h : S∞→S∞ la correspondance au bord associée, et λ le reparamétrage moyen du flot géodésique.
Alors nous avons :

HD[h ∗ (dθ)] =
1

λ
,

HD représentant la dimension de Hausdorff de la mesure. En particulier, lorsque g1 et g2 sont diffé-
rentes, on a HD[h ∗ (dθ)] < 1.

Ce théorème nous permet de prouver la résultat suivant concernant le feuilletage suspension :

Théorème 15. Soit g1 et g2 deux métriques hyperboliques sur une surface de Riemann compacte Σ. Le
fibré feuilleté obtenu par suspension de l’isomorphisme entre les groupes uniformisants ρ : Γ1→Γ2 <
PSL2(C) est noté (Π, M ,Σ,CP1,F ). Alors :

– l’exposant de Lyapunov transverse du flot géodésique pour la mesure SRB est égal à l’opposé du
reparamétrage moyen −λ ;

– la dimension transverse de la mesure harmonique est donnée par λ−1 ;
– en conséquence, nous avons la formule suivante :

1=(dimension transverse de la mesure harmonique)× |exposant de Lyapunov transverse de la mesure
SRB|.

Cette formule n’est pas anodine. Elle suggère qu’il y a alors une quantité invariante qui ne dépend
que de la dynamique de la représentation choisie, et que nous soupçonnons être l’entropie transverse
du flot géodésique feuilletée. Nous espérons pourvoir établir des liens plus précis entre entropie et
mesures de Gibbs.
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8 | Plan de la thèse

Cette thèse est découpée en huit chapitres. Dans un premier chapitre, nous présentons les outils
dont nous nous servirons tout au long de cette thèse : géométrie à courbure négative, flots d’Anosov
et partitions de Markov, feuilletages, mesures transverses, désintégration et mesures harmoniques.

Le deuxième chapitre est dédié à l’étude des états de Gibbs pour les flots d’Anosov. En particulier,
nous montrons comment utiliser une construction à la Margulis pour obtenir la structure de pro-
duit local des états de Gibbs. Ce résultat est sans doute folklorique, mais d’une part, nous n’en avons
pas trouvé trace dans la littérature, d’autre part, nous avons l’espoir que cette construction puisse
s’adapter à des situations où on n’a pas de description symbolique claire de la dynamique (hyperbo-
licité partielle ou feuilletée), et enfin, le rappel de la construction de Margulis est un prétexte pour
prouver le théorème suivant :

Théorème 16. Soit B une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologiquement mé-
langeant et de classe C 2 ϕt : B →B. Supposons qu’en restriction à une feuille instable, la densité de
l’unique état de u-Gibbs de ϕt soit bornée. Alors l’état de u-Gibbs coïncide avec la mesure de Bowen-
Margulis.

Le troisième chapitre est dédié à la discrétisation des mesures harmoniques : on y prouve les théo-
rèmes 11, 12 et 13.

Le quatrième chapitre est consacré au lien entre mesures harmoniques et mesures de H-Gibbs.
Nous traitons à part le cas des feuilletages par surfaces hyperboliques, donnant ainsi une preuve
simple et courte du théorème de Bakhtin-Martínez, puis nous définissons les mesures de H-Gibbs,
prouvons leur existence, puis le théorème 2.

Nous exposons au cinquième chapitre la théorie de l’hyperbolicité feuilletée de [BGM], étudions
les mesures de u-Gibbs, et prouvons le théorème 4. Nous y développons aussi la notion de mesure
φu-harmonique, prouvons le théorème 3, et en déduisons des théorèmes de base sur ces mesures
comme leur décomposition ergodique. Enfin, nous généralisons un résultat de Matsumoto en prou-
vant le théorème 5.

Dans le sixième chapitre, nous développons la notion de mesures de Gibbs pour les flots hyperbo-
liques feuilletés obtenus en remontant un flot d’Anosov aux feuilles d’un feuilletage suspension. Nous
développons également la notion de fonction et de mesure F -harmoniques pour des fibrés feuilletés
au dessus d’une base négativement courbées. Nous montrons l’équivalence de ces notions dans ce
cadre : c’est l’objet du théorème 6. Nous poursuivons ensuite l’étude des fonctions F -harmoniques
en prouvant notre théorème à la Fatou (le théorème 7).

L’objet du septième chapitre est la preuve des résultats d’unicité dans le cadre des fibré feuilletés
au dessus d’une base portant un flot d’Anosov : nous y prouvons notamment un résultat d’unique
ergodicité pour les feuilletages stables et instables du flot hyperbolique feuilleté. Nous prouvons en
particulier le théorème 8, dont nous donnons des preuves plus simples dans le cadre des états de
u-Gibbs (en utilisant les résultats du quatrième chapitre), ainsi que dans celui des mesures harmo-
niques (en utilisant un principe de la moyenne pour les mesures conditionnelles des mesures har-
moniques pour les fibrés feuilletés : voir le lemme 7.1.23). Nous prouvons également le théorème 9
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sur les limites des moyennes pondérées de grands disques, ainsi que le résultat d’équidistribution
(théorème 10).

Enfin, au dernier chapitre, nous étudions l’exemple particulier des représentations fuchsiennes
et quasi-fuchsiennes. Ce sera l’occasion de prouver des résultats de géométrie hyperbolique élemen-
taires de façon à démontrer le théorème 14. En analysant la dynamique du flot géodésique feuilleté
dans le cas fuchsien, nous en déduirons le théorème 15. Finalement, nous y prouvons la dernière
partie du théorème 1.
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1. GÉOMÉTRIE À COURBURE NÉGATIVE

1 | Géométrie à courbure négative

1.1 – Variétés à courbure pincée

Dans la suite, N désignera une variété connexe et simplement connexe de classe C∞, et de di-
mension d ≥ 2. Nous supposons que la courbure sectionnelle de N est partout pincée entre deux
constantes négatives −b2 ≤−a2.

Dans toute cette thèse, par variété close, nous entendrons une variété connexe, compacte, sans
bord et de classe C∞.

La sphère à l’infini. Par un théorème d’Hadamard, N est difféomorphe à une boule de dimension
d , et peut être compactifiée en ajoutant une sphère topologique de dimension (d −1). Cette sphère,
notée dans la suite N (∞), est la classe d’équivalence des rayons géodésiques pour la relation “rester à
distance bornée” (une telle classe est appelée classe asymptotique). Puisque la courbure sectionnelle
a une borne supérieure négative, deux rayons géodésiques étant dans la même classe asymptotique
convergent exponentiellement vite.

Nous noterons dans la suite T 1N le fibré unitaire tangent à N , c’est-à-dire l’ensemble des vecteurs
unitaires tangents à N . Pour un point base o ∈ N , T 1

o N désigne la fibre unitaire tangente à o. C’est na-
turellement une sphère (d−1)-dimensionnelle, munie d’une distance angulaire notée ∠o . Un vecteur
v ∈ T 1N détermine une unique géodésique paramétrée par longueur d’arc que nous noterons cv : ses
deux extrémités dans N (∞) seront notées cv (−∞) et cv (∞).

Nous noterons πo : T 1
o N →N (∞) la projection qui associe à tout vecteur unnitaire v basé en o

l’extrémité cv (−∞). Nous faisons ce choix d’identification car nous nous intéresserons à une trivia-
lisation du feuilletage centre-instable du flot géodésique, et non à une trivialisation du feuilletage
centre-stable.

Les applications π−1
o′ ◦πo : T 1

o N →T 1
o′N sont des applications Hölder pour les métriques angulaires

correspondantes. Ainsi, il existe une famille de distances angulaires sur N (∞), que nous noterons en-
core de façon abusive (∠z )z∈N , et qui définissent une structure de Hölder sur N (∞) (voir par exemple
[AS] pour tout ceci).

Topologie conique et convergence non-tangentielle. L’ensemble N = N ∪ N (∞) est muni d’une
topologie naturelle appelée la topologie conique : nous la décrivons ici. Le cône autour d’un vecteur
unitaire v basé en un point o, et d’angle θ est défini comme :

Co(v,θ) = {x ∈ N |∠o(v, vox ) ≤ θ},

où vox est le vecteur basé en o qui pointe vers x. Les cônes tronqués sont définis par To(v,θ,R) =
Co(v,θ) \ B(o,R) où B(o,R) est la boule géodésique centrée en o et de rayon R > 0. Les boules géodé-
siques, et les cônes tronqués engendrent une topologie sur N , appelée topologie conique, et devient
ainsi homéomorphe à une boule d-dimensionelle fermée.

Pour tout ξ ∈ N (∞), et tout rayon géodésique c pointant vers ξ, nous définissons un cône non-
tangentiel en ξ comme un R-voisinage de c pour un certain R > 0. Nous disons que ξ est la limite
non-tangentielle d’une suite (xi )i∈N de points de N , si xi converge vers ξ dans la topologie conique,
tout en restant dans un cône non-tangentiel. Puisque deux rayons géodésiques restant dans la même
classe asymptotique converge exponentiellement vite, la notion de limite non-tangentielle ne dépend
pas du choix particulier d’un rayon géodésique dans cette classe.
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L’action des isométries à l’infini. Le groupe des isométries Isom(N ) agit sur T 1N par les différen-
tielles. Via les identifications πz : T 1

z N →N (∞), nous en déduisons une action naturelle de Isom(N )
sur la sphère N (∞).

Cocycle de Busemann et horosphères. Pour ξ ∈ N (∞), nous définissons le cocycle de Busemann
comme :

βξ(y, z) = lim
t →∞

dist(c(t ), z)−dist(c(t ), y),

où c est n’importe quel rayon géodésique paramétré par longueur d’arc convergeant vers ξ. Il est
prouvé dans [HI] que, lorsque ξ est fixé, ces fonctions sont C 2 (les auteurs attribuent ce résultat à
Eberlein). Nous avons clairement βξ(x, x) = 0 pour tout x ∈ N , ainsi que les relations de cocycles
suivantes pour x, y, z ∈ N et ξ ∈ N (∞) :

βξ(x, y)+βξ(y, z) =βξ(x, z). (1.1.1)

Les horosphères sont par définition les niveaux de ce cocycles. Plus précisément, nous disons que x
appartient à l’horosphère centrée en ξ et passant par o, que nous notons Hξ(o), si βξ(o, x) = 0 (bien
sûr, par définition du cocycle de Busemann, cette relation est transitive). Ces variétés sont alors de
classe C 2.

1.2 – Théorèmes de comparaison

Triangle de comparaison. La courbure de N est pincée entre deux constantes négatives : un bon
outil pour effectuer des estimées géométriques est la comparaison avec les modèles de courbure
constante. Nous notons, lorsque κ< 0, Nκ l’espace complet, connexe et simplement connexe à cour-
bure sectionnelle constante égale à κ.

Un triangle géodésique (ou simplement triangle lorsqu’il n’y a pas d’ambigüité) consiste en un
choix de trois points z1, z2, z3, ainsi que des trois rayons géodésiques reliant ces trois sommets. Soit
∆ un tel triangle. Un triangle de comparaison dans la géométrie Nκ est un triangle ∆ dont les som-
mets z̄1, z̄2, z̄3 vérifient dist(z̄i , z̄ j ) = dist(zi , z j ) pour i 6= j . Il est à noter que dans l’espace à courbure
constante, un tel triangle de comparaison est unique à isométrie près.

Un point x̄ ∈ [z̄i , z̄ j ] est appelé point de comparaison pour x ∈ [zi , z j ] si dist(x̄, z̄i ) = dist(x, zi ).

Borne supérieure de la courbure et inégalités CAT. Pour les inégalités CAT(−a2), c’est-à-dire la
comparaison avec la géométrie de courbure sectionnelle supérieure, nous renvoyons le lecteur à
[BH].

Theorème 1.1.1 (Inégalité CAT). Soit N une variété connexe et simplement connexe de classe C∞, et
de courbure sectionnelle ≤−a2. Alors pour tout triangle géodésique ∆(z1, z2, z3), il existe un triangle de
comparaison∆(z̄1, z̄2, z̄3) dans N−a2 tels que pour tous x, y ∈∆, et si x̄, ȳ sont des points de comparaison,
on ait :

dist(x, y) ≤ dist(x̄, ȳ).

De plus si α1,α2,α3 désignent les angles de ∆, et ᾱ1, ᾱ2, ᾱ3, ceux de ∆ qui correspondent, on a :

αi ≤ ᾱi i = 1,2,3.

Nous en déduisons la caractérisation suivante :
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Corollaire 1.1.2. Supposons les hypothèses du théorème précédent. Soit z1, z2, z3 ∈ N , et z̄1, z̄2, z̄3 ∈
N−a2 tels que :

– dist(z̄1, z̄2) = dist(z1, z2) ;
– dist(z̄1, z̄3) = dist(z1, z3) ;
– á̄z2 z̄1 z̄3 = àz2 z1 z3.

Alors nous avons :

dist(z̄2, z̄3) ≤ dist(z2, z3).

Borne inférieure de la courbure et théorème de Topogonov. Pour le théorème de Topogonov, c’est-
à-dire la comparaison avec la géométrie de courbure sectionnelle inférieure, nous renvoyons à [CE].

Theorème 1.1.3 (Topogonov). Soit N une variété connexe et simplement connexe de classe C∞, et
de courbure sectionnelle ≥−b2. Alors pour tout triangle géodésique ∆(z1, z2, z3), il existe un triangle de
comparaison∆(z̄1, z̄2, z̄3) dans N−b2 tels que pour tous x, y ∈∆, et si x̄, ȳ sont des points de comparaison,
on ait :

dist(x, y) ≥ dist(x̄, ȳ).

De plus si α1,α2,α3 désignent les angles de ∆, et ᾱ1, ᾱ2, ᾱ3, ceux de ∆ qui correspondent, on a :

αi ≥ ᾱi i = 1,2,3.

Nous en déduisons la caractérisation suivante :

Corollaire 1.1.4. Supposons les hypothèses du théorème précédent. Soit z1, z2, z3 ∈ N , et z̄1, z̄2, z̄3 ∈
N−b2 tels que :

– dist(z̄1, z̄2) = dist(z1, z2) ;
– dist(z̄1, z̄3) = dist(z1, z3) ;
– á̄z2 z̄1 z̄3 = àz2 z1 z3.

Alors nous avons :

dist(z̄2, z̄3) ≥ dist(z2, z3).

1.3 – Le flot géodésique

Flot géodésique et feuilletages invariants. Un vecteur unitaire v ∈ T 1N détermine une unique géo-
désique. En poussant ce vecteur le long de cette géodésique à vitesse unité pendant un temps t , nous
définissons une correspondance Gt (v). Cela définit un flot sur T 1N que l’on appelle le flot géodé-
sique.

Nous rappelons qu’il y a un volume invariant par le flot géodésique, que l’on appelle la mesure de
Liouville, et qui vient d’une structure de contact naturelle sur T 1N .

Il est bien connu, puisque la courbure sectionnelle est pincée entre deux constantes négatives
−b2 ≤ −a2 < 0, qu’il existe deux sous fibrés continus E s et E u de T T 1N qui vérifient les propriétés
suivantes :





a

b
e−bt ||vs || ≤ ||DGt (vs)|| ≤

b

a
e−at ||vs || si vs ∈ E s et t > 0

a

b
e−bt ||vu || ≤ ||DG−t (vu)|| ≤

b

a
e−at ||vu || si vu ∈ E u et t > 0.
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Ces sous-fibrés E s et E u sont, respectivement, tangents aux horosphères munies du champ de
vecteur orthogonal rentrant (resp. sortant). Nous avons alors deux feuilletages, W s et W u tangents à
aux fibrés qui sont invariants par le flot, et dont les feuilles sont déterminées dynamiquement par :

w ∈W s(v) ⇐⇒ lim
t →∞

dist(Gt (v),Gt (w)) = 0,

w ∈W u(v) ⇐⇒ lim
t →∞

dist(G−t (v),G−t (w)) = 0,

Il y a une involution ι : T 1N →T 1N , v 7→ −v qui échange variétés stables et variété instables.
Les variétés centre-stables et centre-instables sont par définition les saturés des variétés stables et

instables dans la direction du flot. Elles forment deux feuilletages, notés W
cs et W

cu , que l’on appelle
les feuilletages centre-stable et centre-instable.

Identification équivariante. Nous avons vu qu’il existe une identification naturelle entre fibres uni-
taires tangentes et sphère à l’infini qui envoie tout vecteur unitaire sur la limite en −∞ de la géodé-
sique qu’il détermine. Nous avons ainsi une identification T 1N ≃ N ×N (∞) qui :

– conjugue l’action de Isom(N ) sur T 1N par différentielle à l’action diagonale de Isom(N ) sur
N ×N (∞) ;

– trivialise le feuilletage centre-instable.
Dans ce contexte, N × {ξ} est identifé à une feuille centre-instable, et doit être pensée comme

union de toutes les horosphères centrées en ξ. Si o ∈ N , et ξ ∈∞, nous pouvons rabattre la sphère à
l’infini (moins ξ) sur l’horosphère Hξ(o) en considérant l’application :

π(o,ξ) : N (∞) \ {ξ}→Hξ(o)

qui associe au point η ∈ N (∞) \ {ξ} l’intersection de l’unique géodésique reliant ξ et η avec Hξ(o).

2 | Flots d’Anosov et partitions de Markov

2.1 – Flots d’Anosov.

Soit B une variété Riemannienne close. Un flot d’Anosov sur B est un flot, que nous supposerons
toujours de classe C 2, ϕt : B →B dont la différentielle laisse invariante une décomposition continue
du fibré tangent :

T M = E s ⊕E c ⊕E u ,

où E c représente la direction du flot, et E s et E u , que l’on appelle les fibrés stable et instable, sont res-
pectivement uniformément contracté et dilaté par le différentielle du flot. Plus précisément, il existe
des constantes uniformes Cs ,Cu > 0, χu > 0, χs < 0 telles que :

{
||Dϕt (vs)|| ≤Cse tχs ||vs || si vs ∈ E s et t > 0

||Dϕ−t (vu)|| ≤Cue−tχu ||vu || si vu ∈ E u et t > 0
. (1.2.2)

Il est maintenant classique, (voir [An, HPS]) que les fibrés E cu = E c ⊕E u , E cs = E c ⊕E s , E u et E s sont
uniquement intégrables. Les variétés intégrales sont alors, comme le flot, de classe C 2, et forment
des feuilletages de B notés respectivement W

cu , W
cs , W

u et W
s qui sont invariants par le flot, et que

l’on nomme respectivement feuilletages centre-instable, centre-stable, fortement instable et fortement
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stable (en pratique nous appellerons les deux derniers feuilletages tout simplement instable et stable).
Pour x ∈ M , les feuilles stables et instables ont la signification dynamique suivante :

W s(p) = {q ∈ M | lim
t →∞

dist(ϕt (p),ϕt (q)) = 0},

W u(p) = {q ∈ M | lim
t →∞

dist(ϕ−t (p),ϕ−t (q)) = 0}.

Notation. Dans le cas particulier des applications d’holonomie le long des feuilletages invariants,
nous adopterons la notation suivante :

hol⋆T1→T2

où ⋆= cu,cs,u, s, et T1, T2 sont des petites sections transverses à W
⋆. Cette application est alors défi-

nie sur un petit ouvert relativement compact S1⊂T1. Lorsque T1 et T2 sont des trasnversales incluses
dans l’un des feuilletages invariant, nous noterons aussi souvent :

hol⋆p1→p2
.

où p1, et p2 appartiennent à la même feuille de W
⋆.

Les feuilletages invariants sont absolument continus dans le sens que leurs transformations d’ho-
lonomie préservent la classe de Lebesgue.

Nous montrerons un intérêt tout particulier aux flots d’Anosov qui admettent une orbite dense :
ce sont ceux que l’on appelle transitifs. Il y a l’alternative suivante dûe à Plante pour les flots d’Anosov
transitifs [Pl1] :

1. soit les deux feuilletages W
s et W

u sont minimaux (les feuilles stables et instables sont toutes
denses dans B), et le flot est alors topologiquement mélangeant, c’est-à-dire que pour tout
couple d’ouverts non vide U et V , il y a un temps T tel que lorsque t ≥ T les deux ouverts
ϕt (U ) et V s’intersectent ;

2. ou les deux fibrés E s et E u sont simultanément intégrables (W s et W
u sous-feuillètent un même

feuilletage) et le flot est obtenu par suspension (modulo un changement d’échelle temporelle
par un facteur constant) d’un difféomorphisme d’Anosov.

Le premier cas est plus intéressant pour nous, ainsi dans toute la suite, ϕt : B →B sera un flot
d’Anosov topologiquement mélangeant : ses feuilletages stable instable sont minimaux.

Exemple. Par ce qui précède, le flot géodésique sur le fibré unitaire tangent T 1B d’une variété Rie-
mannienne close B qui est courbée négativement est un flot d’Anosov topologiquement mélangeant
(les sous-fibrés E s et E u engendrent une structure de contact, et ne sont donc pas simultanément
intégrables).

2.2 – Partitions de Markov

Rectangles. Nous aurons besoin de partitions de Markov pour un tel flot d’Anosov topologiquement
mélangeant ϕt (même si nous notons que la transitivité est suffisante pour l’existence d’une partition
de Markov). Nous suivrons les étapes de la construction de Bowen et Ratner qui ont réussi en premier
à prouver leur existence dans un contexte général dans les années 1970 (voir [Bo1, Ra]).

Pour un petit ε, les variétés invariantes locales de tailles ε d’un point p, notées W ⋆
ε (p) pour

⋆= s,u,cs ou cu, sont définies comme la composante connexe de l’intersection B(p,ε)∩W ⋆(p) qui
contient p.
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Proposition 1.2.1. Il existe des nombres positifs 0 < δ < γ < 2δ tels que si p et q sont à distance au
plus γ, alors la variété instable locale de p et la variété centre-stable locale de q de taille δ s’intersectent
transversalement en un unique point noté [p, q] :

W cs
δ (p)⋔W u

δ (q) = {[p, q]}.

Quand A⋆⊂W ⋆
γ (p), [Au , Acs] est définie comme l’image de Au × Acs par le crochet [. , .].

Remarque. La structure de produit local entraîne que lorsque ϕt est topologiquement mélangeant,
alors une feuille instable (resp. une feuille stable) rencontre toute variété centre-stable (resp. centre-
instable) locale de taille arbitrairement petite.

Définition 1.2.2. Un rectangle R de B est un ensemble R = [Au , As] où A⋆⊂W ⋆
γ (p), pour un certain

point p et ⋆= u ou s, a un intérieur non vide, et est l’adhérence de son intérieur.

Remarque. Un rectangle R est topologiquement transverse au flot dans le sens qu’il existe un nombre
α> 0 tel que R ∩ϕ[0,α](R) =;.

Définition 1.2.3. Une famille finie de rectangles R = (Ri )i∈I sera appelée complète de taille α si l’union
des Ri intersecte chaque orbite positive, et si pour tout i 6= j , ϕ[0,α](Ri )∩R j =;.

Nous introduisons la notation suivante : si R = [Au , As] est un rectangle avec A⋆⊂W ⋆
γ (p) (⋆ = u

ou s), et q1, q2 ∈ Ri , nous notons Au(q1) = [Au , q1] et As(q2) = [q2, As]. Remarquons alors que nous
avons toujours Au(q1)⊂W u(q1), alors que As(q2) ne sera pas inclus dans W s(q2) puisque W

s et W
u

ne sont pas supposés simultanément intégrables.
Pour un système complet de rectangles R, nous pouvons (par compacité de B) associer à p ∈ B le

plus petit t > 0 pour lequel ϕt (p) ∈
⋃

Ri . Nous définissons ainsi le temps de premier retour r (p), ainsi
que l’application de premier retour T (p). Ces fonctions sont continues sur :

C = {p ∈ B |T k (p) ∈
⋃

IntRi pour tout k ∈Z}, (1.2.3)

qui est un ensemble résiduel et donc, est dense par le théorème de Baire.
Associée à un tel système complet de rectangles, il y a toujours une décomposition de B comme

union de cubes :
Ci =

⋃
p∈Ri

ϕ[0,r (p)](p). (1.2.4)

De plus, nous pouvons considérer les cubes ouverts :

C∗
i =

⋃
p∈IntRi

ϕ[0,r (p)](p). (1.2.5)

Remarquons que si C
′ est l’union de toutes les orbites passant par les Ci \C∗

i , nous avons C = B \C
′

(ces deux ensembles sont invariants par le flot).

Propriété de Markov. Pour un système complet de rectangles R, et deux indices i et j nous consi-
dérons Ri j = IntRi ∩T −1(IntR j ).

Définition 1.2.4. Un système complet de rectangles R vérifie la propriété de Markov si pour tous i et j
tels que Ri j 6= ;, et p ∈ Ri j , nous avons :

As
i (p)⊂AdhRi j ,

Au
j (T (p))⊂AdhT (Ri j ).
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Définition 1.2.5. Une partition de Markov est une famille de cubes (Ci )i∈I associée à un système com-
plet de rectangles (Ri )i∈I vérifiant la propriété de Markov.

Les ensembles Au
i (p), pour p ∈C∗

i , i ∈ I seront appelés plaques markoviennes instables.

Bowen et Ratner ont prouvé (voir [Bo1, Ra]) l’existence de systèmes complets de rectangles avec
la propriété de Markov et de taille arbitrairement petite. Nous aurons besoin de la version suivante de
ce théorème d’existence donnée dans [BGV].

Theorème 1.2.6 (Existence de partitions de Markov). Soit U = (U j ) j∈J un recouvrement ouvert de
B. Alors il existe une partition de Markov adaptée, c’est-à-dire un système complet de rectangles R =
(Ri )i∈I avec la propriété de Markov tel qu’il existe deux fonctions α, β : I → J vérifiant pour tout i ∈ I :

1. Ci ⊂Uα(i ) ;

2. pour tout p ∈Ci , ϕr (p)(p) ∈Uβ(i ).

De plus l’ensemble C est à la fois un Gδ dense, et a une mesure pleine pour toute mesure de probabilité
ergodique pour ϕt , positive sur les ouverts.

Remarque. Si (Ci )i∈I est une partition de Markov, l’intersection de deux cubes est soit vide, soit
incluse dans leurs bords. Ainsi, la dernière assertion entraîne-t-elle que cette décomposition est une
partition mesurable modulo zéropour toute mesure invariante ergodique positive sur les ouverts.

3 | Feuilletages et holonomie

3.1 – Feuilletages

Définition. Nous dirons qu’une variété M de dimension k possède un feuilletage C r , r ≥ 1, et de
dimension d ≥ 1, si elle est munie d’un atlas localement fini A = (Ui ,φi )i∈I consistant d’homéo-
morphismes locaux φi : Ui →Pi ×Ti où Pi et Ti sont des cubes de dimensions respectives d et k −d
de sorte que les changements de cartes suivants soient des difféomorphismes de classe C r , et de la
forme :

φ j ◦φ−1
i (z, t ) = (ζi j (z, t ),τi j (t )), (1.3.6)

où (z, t ) ∈φi (Ui ∩U j ).
Les ensembles φ−1

i (Pi × {t }) sont appelées les plaques. Les changements de cartes ayant cette
forme très particulière, nous pouvons recoller les plaques les unes avec les autres, obtenant ainsi une
partition de M par des sous-variétés immergées : ce sont les feuilles de F . Nous noterons souvent
(Pi (x))x∈Ui , la collection des plaques de incluse dans la carte Ui , i ∈ I , et, sauf mention du contraire,
nous identifierons toujours abusivement les transversales Ti avec leurs préimages φ−1

i ({zi }×Ti ) pour
un choix de zi . Une telle collection consiste de sous-variétés locales plongées transverses aux feuilles
et dont l’union rencontre toute feuille : nous l’appellerons un système complet de transversales.

Nous serons également intéressés à certains feuilletages continus venant de la dynamique. Mais
nous avons besoin de raffiner quelque peu la définition. Les feuilletages C 0 qui nous intéressent se-
ront supposés tangents à un champ de plans continu et intégrable. Notons que plusieurs feuilletages
peuvent être tangents à un même champ de plans si celui-ci n’est supposé que continu.

Nous aurons besoin dans la suite de considérer les deux types de feuilletages. Pour alléger la pré-
sentation, lorsque nous considèrerons (M ,F ) une variété close feuilletée, nous entendrons une va-
riété close munie d’un feuilletage C∞.
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Holonomie. Soit M une variété close feuilletée munie d’un feuilletage F qui peut être lisse, ou
seulement tangent à un champ de plans continu. Un atlas feuilleté A = (Ui ,φi )i∈I de M sera appelé
un bon atlas si les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. si deux plaques s’intersectent, leur intersection est connexe ;

2. si deux cartes Ui et U j s’intersectent, alors Adh(Ui ∩U j ) est inclus dans une carte feuilletée :
une plaque de Ui intersecte au plus une plaque de U j .

Nous pouvons définir la transversale complète T comme l’union des Ti . Rappelons qu’en géné-
ral, nous identifions Ti et une transversale locale φ−1

i ({zi }×Ti ), de sorte que nous pouvons voir les
points de T comme des points de la variété ambiente M . Les applications de transitions τi j en-
gendrent un pseudogroupe P d’homéomorphismes locaux de T (de difféomorphismes C r locaux si
le feuilletage est supposé C r ). C’est le pseudogroupe d’holonomie de F . Notons que ce pseudogroupe
est symétrique puisque nous avons τ−1

i j = τ j i . Rappelons les axiomes requis dans la définition d’un
pseudogroupe P agissant sur T . C’est une famille d’homéomorphismes locaux τ : dom(τ)→but(τ),
où dom(τ) désigne le domaine de τ, et but(τ), son but : ce sont deux petits ouverts de T . Nous de-
mandons :

1. la stabilité par composition : si τ1,τ2 ∈ P , et si dom(τ1 ◦τ2) = dom(τ2)∩τ−1
2 (dom(τ1)) est non

vide, alors τ1 ◦τ2 ∈P ;

2. la stabilité par inversion : si τ ∈P , alors τ−1 : dom(τ−1) = but(τ)→but(τ−1) = dom(τ) est encore
dans P ;

3. la stabilité par restriction : si τ ∈P , et U ⊂dom(τ) est un ouvert, alors τ|U ∈P ;

4. la stabilité par union : si τ : dom(τ)→but(τ) est un homéomorphisme local, et s’il y a un recou-
vrement par des ouverts (V j ) j∈J de dom(τ) tels que pour tout j ∈ J , τ|V j ∈P , alors τ ∈P .

5. L’application Identité T →T est dans P (cela revient essentiellement à dire, par ce qui pré-
cède, que tout point de T appartient au domaine d’un élément de P ).

Nous pouvons alors définir la transformation d’holonomie le long d’un chemin. Si c : [0,1]→M
est un chemin tangent à une feuille de F , et si Ti et T j sont des petites sous-variétés transverses
F contenant c(0) and c(1) dans leur intérieur, alors il existe des petits voisinages Si ⊂Ti et S j ⊂T j

de c(0) et c(1) respectivement tel que tout point de Si puisse être envoyé sur S j en suivant c le long
des feuilles voisines. Plus précisément, considérons une chaîne de cartes recouvrant c, par exemple
Ui0 , ...,Uin . Alors τc est défini comme la composition τin−1in ◦ ... ◦τi1i0 , définie sur un petit voisinage
ouvert de c(0) dans Ti . Le germe de τc : Si →S j ne dépend ni du choix particulier de c ni du choix de
la chaîne de cartes feuilletées, mais seulement de la classe d’homotopie de c.

3.2 – Fibrés feuilletés

Définition. Soit B et V deux variétés différentiables connexes. Considérons un fibré localement tri-
vial (nous omettrons cette précision dans la suite pour simplifier la présentation) Π : M →B de base
B , et de fibre V . Cela signifie que Π est une submersion dont toutes les fibres Vp = Π

−1(p) sont dif-
féomorphes à V , et tel qu’il existe un atlas localement fini de B , noté (Ui ,φi )i∈I , qui trivialise le fibré.
C’est-à-dire que le diagramme suivant commute :

Π
−1(Ui )

φi
//

Π

��

Ui ×V

pr1

��

Ui I d
// Ui

,
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et que les changements de coordonnées sont de la forme φ j ◦φ−1
i (p, x) = (p,τi j (p)(x)), p ∈Ui ∩U j ,

x ∈V , où
τi j : Ui ∩U j →Diff(V ).

L’ensemble {τi j (p)|i , j ∈ I , p ∈Ui∩U j } engendre un sous-groupe G ≤ Diff(V ) qui est appelé groupe
structural de la fibration. Si de plus le groupe G est discret, c’est-à-dire si les τi j sont localement
constants, on dit que le fibré est plat.

C’est équivalent au fait que le fibré admette une connexion plate, c’est-à-dire un champ de plans
intégrable et transverse aux fibres. Il existe alors un feuilletage F dont les feuilles sont des revête-
ments de la base B , et sont transverses aux fibres. Un tel objet sera appelé un fibré feuilleté, et noté
(Π, M ,B ,V ,F ).

Représentation d’holonomie. L’holonomie d’un tel feuilletage est décrite par une représentation
du groupe fondamental de B dans le groupe des difféomorphismes de V , ρ : π1(B)→Diff(V ) que
nous appelons représentation d’holonomie. En effet, si c est un chemin basé en p ∈ B , alors étant
donné un point x de la fibre Vp =Π

−1(p) il existe par le propriété de relèvements, un unique chemin
de la feuille Lx qui se projette sur c et qui commence en x. L’application qui associe à tout point x
le point d’arrivée de ce chemin relevé est un difféomorphisme de Fp qui ne dépend que de la classe
d’homotopie de c. Cela définit de plus un morphisme contravariant π1(B , p)→Diff(Vp ). Ainsi, son
inverse, notée ρ, est la représentation qui décrit l’holonomie du feuilletage.

De plus, deux fibrés feuilletés possédant des représentations d’holonomies conjuguées par un
difféomorphisme de V sont équivalents : ils sont conjugués par un difféomorphisme des espaces
ambiants qui envoie feuille sur feuille.

Suspension. Toute représentation ρ : π1(B)→Diff(V ) se réalise comme représentation d’holono-
mie d’un fibré feuilleté par un procédé appelé suspension. En effet il existe une action de π1(B) sur
le revêtement universel B̃ de B par applications de revêtement. Il y a donc une action diagonale de
π1(B) sur B̃×V , où l’on agit sur le premier facteur par transformations de revêtement, et sur le second,
par ρ.

Il est alors prouvé dans [CL] que le quotient M par cette action diagonale est naturellement muni
d’une structure différentiable, ainsi que d’une structure de fibré feuilleté dont la représentation d’ho-
lonomie est donnée par ρ.

Exemple 1. Cet exemple est bien connu des dynamiciens : prenons un automorphisme linéaire
d’Anosov A : T2→T

2 sur le tore. Le procédé de suspension exposé ci-dessus fournit donc un feuille-
tage de dimension 1 d’une variété résoluble de dimension 3, fibrée en tores au dessus du cercles. Le
paramétrage des feuilles par longueur d’arcs du cercle, fournit un flot d’Anosov transitif dont l’appli-
cation de retour fibre à fibre coïncide avec l’automorphisme A.

Exemple 2. Nous décrivons le feuilletage canonique d’une surface hyperbolique, que nous aurons
à étudier plus loin. Soit Σ une surface de Riemann compacte de genre g ≥ 2. Munir Σ d’une métrique
hyperbolique revient, par uniformisation, à prendre une copie Γ de π1(Σ) dans le groupe Isom+(D),
des isométries directes du disque muni de la métrique de Poincaré, ainsi qu’un revêtement Π : D→Σ

tel que pour tout γ ∈ Γ, Π◦γ=Π.
L’action de Γ sur D s’étend alors en une action sur le cercle à l’infini S∞ ≃RP

1. Nous pouvons alors
suspendre cette action, obtenant ainsi une variété de dimension 3 qui fibre en cercles au dessus de la
surface Σ, feuilletée par des surfaces de Riemann qui la revêtent toutes. Nous pouvons alors voir que
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cette variété suspension s’identifie au fibré unitaire tangent de Σ, et que le feuilletage ainsi obtenu est
équivalent au feuilletage centre-stable (ou centre-instable) du flot géodésique de Σ.

Exemple 3. Une présentation de la surface compacte orientable de genre 2 est donnée par :

〈a,b,c,d | [a,b][c,d ] = 1〉.

Le groupe engendré par a et c est alors un groupe libre à deux générateurs. Nous pouvons alors
considérer des représentations de π1(Σ) qui transitent à travers ce groupe libre, c’est-à-dire à travers
le morphisme :

ρ : π1(Σ) −→ 〈A,B〉 ≃ F2

a 7−→ A
b 7−→ I d
c 7−→ B
d 7−→ I d

La différence par rapport à l’exemple précédent est que la représentation est loin d’être injective.
Le noyau G de cette représentation est énorme : c’est alors un groupe fuchsien libre infiniment en-
gendré, et possédant une action minimale sur le cercle. Néanmoins, il y a un bon espoir d’étudier
du point de vue ergodique ces représentations qui transitent à travers un groupe libre, parce que ce
noyau G a un exposant critique < 1.

Groupe libre de rotations. Nous pouvons prendre par exemple deux matrices de rotation irration-
nelles de la sphère S2 qui engendrent un groupe libre, A,B ∈ SO(3). Il y a donc une représentation
ρ : π1(Σ)→〈A,B〉, que l’on peut suspendre. Nous obtenons donc un feuilletage dont toutes les feuilles
sont denses et à croissance exponentielle (elles sont quasi-isométriques au groupe F2), et dont les ap-
plications d’holonomie, sont toutes des isométries, et préservent donc la forme d’aire sur la sphère.

Groupe de Schottky. Nous pouvons également suspendre un groupe discret de transformations de
Möbius sur CP

1. Soit quatre disques mutuellement disjoints D A , D−1
A , DB , D−1

B dans CP
1, et deux

éléments A,B ∈ PSL2(C) tels que A(CP1 \ D A−1 )⊂D A , B(CP1 \ DB−1 )⊂DB . Le groupe 〈A,B〉 est alors
appelé groupe de Schottky et est un sous-groupe libre et discret de PSL2(C). L’ensemble limite de ce
groupe est alors un ensemble de Cantor sphérique.

En suspendant cette représentation, nous obtenons donc un feuilletage par surfaces hyperbo-
liques dont toutes les feuilles spiralent autour d’un ensemble minimal dont les intersections avec les
fibres sont précisément des ensembles de Cantor sphériques. À la différence de l’exemple ci-dessus il
n’y a pas de mesure transverse invariante par holonomie : en effet, les seules mesures invariantes par
A sont les combinaisons convexes des masses de Dirac situées en les droites propres : il y en a une
dans D A (celle associée à la valeur propre de module > 1), et une autre dans D A−1 (celle associée à la
valeur propre de module < 1), et de même pour B . En particulier, il n’existe pas de mesure invariante
à la fois par A et B . Cette situation de non existence d’une mesure invariante par holonomie est gé-
nérique parmi les représentations projectives de groupe de surfaces.

Action jointe hyperbolique-elliptique. Nous pouvons enfin imaginer un exemple qui semble beaucoup
plus compliqué d’un point de vue ergodique. Nous pouvons considérer, sur le cercle, l’action jointe
d’une transformation projective hyperbolique A, et d’une rotation irrationnelle B qui engendrent un
groupe libre. Dans ce cas, l’action de 〈A,B〉 sur le cercle est minimale. Mais d’autre part, l’action sur
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le cercle ne préserve aucune mesure, parce que l’unique mesure invariante par B est la mesure de
Lebesgue, qui n’est pas invariante par A.

Nous pouvons donc suspendre cette représentation de π1(Σ). La différence avec le groupe de
Schottky est que le groupe d’holonomie n’est pas discret. Alors qu’il y a une description symbolique
tout-à-fait commode pour l’ensemble limite d’un groupe de Schottky, la description symbolique de
cette action est beaucoup moins claire. En particulier, nous souhaitons poser la question suivante, à
laquelle nous ne sommes pas en mesure de répondre :

Question. Existe-t-il une mesure de probabilités sur 〈A,B〉, par exemple dont le support engendre
tout le groupe, telle que la mesure de Lebesgue, ou une mesure équivalente, soit stationnaire pour la
chaîne de Markov correspondante ?

3.3 –Mesures transverses et cocycle de Radon-Nikodym

Mesures transverses invariantes par holonomie. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée. Lorsque
l’on a un bon atlas feuilleté pour F , nous avons naturellement un système dynamique : c’est l’ac-
tion du preudogroupe d’holonomie P sur une transversale complète T . Nous disons, en suivant
[Pl2], qu’une mesure de Borel finie µ sur T est invariante par un élément τ ∈P si pour tout Borélien
A⊂dom(τ), nous avons µ(τA) = µ(A). Une mesure transverse invariante par holonomie est une me-
sure finie sur T qui est invariante par l’action de tout élément de P . Comme nous allons le voir dans
la suite, l’existence d’une telle mesure est très rare.

Dans [Pl2], Plante donne une condition suffisante pour l’existence d’une mesure transverse inva-
riante par holonomie : il suffit que la croissance de l’orbite d’un point par le pseudogroupe, ou c’est
équivalent, que la croissance d’une boule dans une feuille, soit sous-exponentielle pour que l’adhé-
rence de cette orbite (de cette feuille) supporte une mesure transverse invariante par holonomie.

Dans [BM], afin de prouver l’unique ergodicité des feuilletages stables et instables des flots d’Ano-
sov topologiquement mélangeants, Bowen et Marcus introduisent une notion équivalente de mesure
transverse qui est plus adaptée à la théorie des systèmes dynamiques. Soit (Ti )i∈I un système complet
de transversales au feuilletage F , nous rappelons que cela signifie que toute feuille de F rencontre
l’union des Ti . Dans ce contexte, une mesure transverse invariante est donnée par une famille (νi )i∈I

de mesures de Borel finies sur les transversales Ti vérifiant :

1. il existe i ∈ I tel que νi (Ti ) > 0 ;

2. pour tout couple i , j ∈ I , s’il existe deux Boréliens Ai ⊂Ti et A j ⊂T j , ainsi qu’une transforma-
tion d’holonomie hTi →T j définie entre deux ouverts de Ti , et T j tels que hTi →T j (Ai ) = A j , alors
νi (Ai ) = ν j (A j ).

Nous aurons dans la suite à jongler entre ces deux différents points de vue. Avant de passer à
l’étude des mesures quasi-invariantes, nous aimerions donner, avec preuve, un lemme dû à Bowen et
Marcus, que nous généraliserons au paragraphe suivant, qui nous dit qu’à partir d’une famille de me-
sures invariantes par holonomie sur un système complet de transversales, il est possible de construire
une famille de mesures sur toutes les transversales locales (qu’on supposera ouvertes et relativement
compactes), qui soit invariante par holonomie. Il s’agit du lemme 1.4 de [BM].

Lemme 1.3.1. Soit (Ti )i∈I un système complet de transversales pour le feuilletage F . Alors l’applica-
tion :

(νT )T tr ansver sal e 7−→ (νTi )i∈I
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est une bijection entre les familles de mesures sur toutes les transversales invariantes par transforma-
tions d’holonomie, et celles qui ne sont définies que sur le système complet (Ti )i∈I .

Preuve. Il est suffisant de traiter le cas où les transversales Ti sont associées à un bon atlas fini A pour
F , et où toutes les transversales locales que l’on considère sont incluses dans au moins une carte de
cet atlas. Supposons donc que l’on ait une famille de mesures (νi )i∈I sur ces transversales invariantes
par les transformations d’holonomies.

Soit alors T une petite transversale incluse dans une des cartes Ui de l’atlas. Il existe un ouvert
T ′⊂Ti , ainsi qu’un homéomorphisme hTi →T : T ′→T qui associe à l’intersection d’une plaque T ′∩P
l’intersection T ∩P . Nous pouvons donc définir la mesure νT = hTi →T ∗νi sur T . Si S est une autre
transversale de F incluse dans Ui telle qu’il existe S′⊂Ti et une application d’holonomie hTi →S , avec
T ′∩S′ 6= ;, il existe alors une application d’holonomie hT →S définie sur un petit ouvert de T . Nous
avons alors par définition, en restriction au domaine de cette transformation, hSi →S ◦h−1

Ti →T = hT →S

et on trouve que pour tout Borélien A inclus dans le domaine de cette transformation, νS(hT →S A) =
νi (h−1

Ti →T A) = νT (A).
Il faut à présent prouver que cette définition est compatible avec les changements de carte. Par ce

qui précède, nous aurons construit une famille de mesures sur toute transversale invariante par toute
transformation d’holonomie. Supposons donc que la transversale T soit incluse dans l’intersection
de deux cartes Ui et U j . Puisque nous avons choisi un bon atlas, la composition h−1

T j →T ◦hTi →T est la

restriction à un petit ouvert de Ti d’une transformation d’holonomie τi j . Soit A un Borélien apparte-
nant à ce petit ouvert, et A′ = hTi →T A. Puisque par définition des νi , ν j (τi j A) = νi (A), nous trouvons
νi (h−1

Ti →T A′) = ν j (h−1
T j →T A′), et la définition de νT que nous avions donnée est cohérente avec les

changements de cartes. ä

Mesures quasi-invariantes, et cocycle de Radon-Nikodym. Il n’existe pas en général de mesure
transverse invariante par holonomie d’un feuilletage F . Nous sommes donc amenés à élargir nos
études à ces mesures qui sont quasi-invariantes par le pseudogroupe d’holonomie : voir [MS] pour
plus de détails sur la théorie des mesures transverses quasi-invariantes pour des actions de grou-
poïdes.

Définition 1.3.2. Soit (M ,F ) une variété feuilletée, munie d’un bon atlas localement fini, ainsi que
d’une transversale complète T . Alors une mesure de probabilité ν sur T est dite quasi-invariante par
holonomie si pour tout élément τ ∈P , et tout Borélien A⊂dom(τ) tel que ν(A) = 0, on a encore ν(τA) =
0.

Associé à une mesure transverse quasi-invariante, nous pouvons associer un cocycle appelé co-
cycle de Radon-Nikodym, que nous pouvons définir pour un couple τ ∈P , et x ∈ but(τ) :

k(τ, x) =
d [τ∗ν]

dν
(x).

Nous allons citer un lemme que nous attribuons à Ghys, que nous utiliserons dans toute la suite,
et qui nous permet d’éviter le problème éventuel de l’holonomie dans les feuilles. Ghys avait prouvé
ce théorème dans [Gh], dans le cadres des mesures transverses associées aux mesures harmoniques :
il lui servait à étendre les densités locales de ces mesures dans une feuille typique. C’est exactement
cet usage que nous voulons généraliser dans cette thèse.

Lemme 1.3.3 (Ghys). Soit (M ,F ) une variété close feuilletée, munie d’un bon atlas localement fini,
ainsi que d’une transversale complète T . Soit ν une mesure sur T quasi-invariante par holonomie.
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Alors il existe un ensemble de Borel X0⊂T de mesure pleine pour ν, et saturé par l’action du pseudo-
groupe d’holonomie P , tel que pour tout x ∈X0 et tout τ ∈P fixant x, nous ayons :

d [τ∗ν]

dν
(x) = 1.

Preuve. Le cocycle de Radon-Nikodym d [τ∗ν]/dν, τ ∈P nous premet de définir pour tout x dans le
support de ν un morphisme π1(Lx , x)→(0,∞), et nous voulons montrer que ce morphisme est trivial
presque partout.

Pour cela, considérons un élément τ ∈ P . Regardons l’ensemble Borélien des points x ∈ T fixés
par τ vérifiant d [τ∗ν]/dν (x) < 1. Par définition, cet ensemble est fixé par γ, et sa mesure est contrac-
tée par τ : il doit avoir une mesure égale à zéro. En considérant τ−1, nous pouvons prouver de même
que l’ensemble des points x fixés par τ vérfiant d [τ∗ν]/dν(x) > 1 est de mesure zéro. En particulier,
l’ensemble des points x fixés par τ tels que d [τ∗ν]/dν(x) 6= 1 est de mesure nulle pour ν.

Le pseudogroupe P est finiment engendré : il est en particulier dénombrable, et par laσ-additivité
de ν, nous voyons que l’ensemble des points fixés par un élément du pseudogroupe P avec un Jaco-
bien 6= 1 est de mesure nulle pour ν : nous avons un X0 comme dans le lemme : ne reste plus qu’à
voir que X0 est saturé par l’action du pseudogroupe.

Si x ∈ X0, alors, le groupe des germes des transformations d’holonomie fixant n’importe quel
point de Lx est conjugué à celui des germes fixant x. Ainsi nous voyons que pour tout y ∈ Lx , et τ ∈P

fixant y , nous avons également d [τ∗ν]/dν(y) = 1 : X0 est en particulier saturé par P et nous pouvons
conclure la preuve du lemme. ä

Une autre façon de comprendre le lemme de Ghys, est la suivante. Pour ν-presque tout point
x ∈T , et pour tout y ∈P (x), nous avons, si τ1,τ2 ∈P ont x dans leurs domaines et satisfont à τ1(x) =
τ2(x), alors :

d [τ−1
1 ∗ν]

dν
(x) =

d [τ−1
2 ∗ν]

dν
(x).

En d’autre termes, le cocycle de Radon-Nikodym est réellement un cocycle sur l’orbite de presque
tout point par le pseudogroupe, et ne dépend pas réellement du chemin suivi reliant les deux points
d’une même orbite.

Le problème de Radon-Nikodym consiste, étant donné un cocycle sur une orbite d’un point par le
pseudogroupe d’holonomie, à reconnaître s’il s’agit ou non d’un cocycle de Radon-Nikodym : voir
[AS, MS, K2, Sc]. Il est au cœur de la théorie des mesures de Gibbs, et des constructions de type
Patterson-Sullivan (voir par exemple [Ha2, L1, Pa, PPS, Su1]). Dans cette thèse, une de nos motiva-
tions, est de donner quelques cocycles de Radon-Nikodym intéressants, autres que ceux classique-
ment donnés par les quotients de fonctions harmoniques.

Nous allons donner une autre façon de poser le problème, analogue à la façon dont Bowen et
Marcus posent celui de l’existence, et de l’unicité, des mesures invariantes. Soit R la relation d’équi-
valence : “appartenir à la même feuille”. Soit k : R→(0,∞) un cocycle mesurable : c’est-à-dire que l’on
a la relation k(x, y)k(y, z) = k(x, z) pour tous x, y, z dans la même orbite de R. Soit (Ti )i∈I un système
complet de transversales à F . La question est alors celle de l’existence d’une famille de mesures de
Borel finies (νi )i∈I sur les transversales telles que pour ν j -presque tout x ∈ T j appartenant au but
d’une application d’holonomie hTi →T j entre deux petits ouverts relativement compacts de Ti et T j ,
on ait :

d [hTi →T j ∗νi ]

dν j
(x) = k(x,h−1

Ti →T j
(x)). (1.3.7)
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Nous pouvons également demander d’avoir une famille de mesures définies sur toutes les trans-
versales locales. Nous avons alors le lemme suivant qui est une généralisation du lemme 1.3.1, et dont
nous ferons usage dans la suite.

Lemme 1.3.4. Soit (Ti )i∈I un système complet de transversales pour le feuilletage F . Alors l’applica-
tion :

(νT )T tr ansver sal e 7−→ (νTi )i∈I

est une bijection entre les familles de mesures sur toutes les transversales quasi-invariantes satisfaisant
la relation de cocycle (1.3.7), et celles qui ne sont définies que sur le système complet (Ti )i∈I .

Nous ne prouvons pas ce lemme, dont la démonstration est une généralisation immédiate de celle
du lemme 1.3.1.

4 | Métriques feuilletées et flot géodésique feuilleté

4.1 –Métriques feuilletées

Définition. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée. Nous supposons que :
– chaque feuille L est munie d’une métrique Riemannienne gL de classe C∞ ;
– la métrique gL varie continûment avec le paramètre transverse dans la topologie C∞.
Nous dirons que (M ,F ) est munie d’une métrique feuilletée (sous-entendu variant continûment

avec le paramètre transverse).
À cause de la compacité de la variété M , nous voyons que lorsque (M ,F ) est munie d’une telle

métrique feuilletée, les feuilles deviennent des variétés Riemanniennes dont la géométrie est unifor-
mément bornée, c’est-à-dire :

– les courbures sectionnelles des feuilles sont bornées par des constantes uniformes ;
– le rayon d’injectivité des feuilles est uniformément minoré.

Remarque. Nous ne demandons pas a priori que la métrique des feuilles provienne d’une métrique
Riemannienne lisse sur l’espace ambiant. Ceci serait trop restrictif comme le montre l’exemple sui-
vant. Si les feuilles d’un feuilletage par surfaces de Riemann sont toutes de type hyperbolique, c’est-
à-dire si leur caractéristique d’Euler-Poincaré est négative, alors par un théorème de Candel (voir l’ar-
ticle [Ca]), toutes ces feuilles peuvent être uniformisées simultanément : il y a une métrique feuilletée
faisant de chacune de ces feuilles une surface hyperbolique, c’est-à-dire de courbure constante égale
à −1. En revanche, en général, cette métrique ne provient pas d’une métrique Riemannienne de l’es-
pace ambiant.

Paramétrage des feuilles d’un fibré feuilleté. Lorsque l’on suspend un difféomorphisme d’une va-
riété compacte, nous obtenons un feuilletage de dimension 1 transverse à un fibré au dessus du
cercle. Afin d’obtenir un flot il faut paramétrer ce feuilletage, et la façon la plus naturelle de le faire,
est d’utiliser la longueur d’arc du cercle.

Supposons à présent que (Π, M ,B ,V ,F ) soit un fibré feuilleté, avec représentation d’holonomie
ρ. Nous pouvons alors paramétrer les feuilles de F par une structure Riemannienne de B . Quand g
est une métrique Riemannienne sur B , nous pouvons la relever via la fibration. En effet, en restric-
tion aux feuilles, la fibration est un revêtement, par lequel nous pouvons tirer en arrière la métrique.
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Nous obtenons ainsi une métrique feuilletée sur M . En restriction aux feuilles, Π devient alors un
revêtement Riemannien : c’est localement une isométrie.

Nous pouvons anticiper quelque peu sur le paragraphe suivant. En faisant ceci, la différentielle
de Π induit un fibré DΠ : T 1

F →T 1B , de même fibre V , où T 1
F représente l’ensemble des vecteurs

unitaires tangents à F . Il y a alors un feuilletage F̂ transverse aux fibres. Il n’y a pas d’holonomie
le long du facteur en sphères : c’est évident si le dimension des feuilles est ≥ 3 (alors les sphères
tangentes sont simplement connexes), et si les feuilles sont des surfaces, et si nous faisons un tour sur
une fibre unitaire tangente, puisque Π est localement une isométrie, cela revient à faire un tour dans
les fibres unitaires tangentes relevées, et nous revenons au point de départ. De façon plus précise, ρ̂ :
π1(T 1B)→Diff(F ) se factorise en ρ : π1(B)→Diff(V ). Nous verrons une formulation plus rigoureuse
dans la proposition 1.4.1.

4.2 – Le flot géodésique feuilleté

Le fibré unitaire tangent. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée munie d’une métrique feuille-
tée variant continûment avec le paramètre transverse. Nous définissons le fibré unitaire tangent au
feuilletage, que nous désignerons par T 1

F , comme l’ensemble des vecteurs tangents à F qui sont
de norme 1 pour la métrique feuilletée. Cet espace est une variété close, naturellement feuilletée par
les fibrés unitaires tangents T 1L des feuilles L de F . Nous désignerons ce feuilletage par F̂ . Une pro-
priété importante de ce feuilletage est qu’il possède exactement la même holonomie que F :

Proposition 1.4.1. Les pseudogroupes d’holonomie de F et F̂ sont les mêmes.

Preuve. À partir d’un bon atlas feuilleté pour F , il y a une façon naturelle d’en construire un pour
F̂ en le tirant en arrière par le fibré unitaire. En effet, puisque la géométrie des feuilles de F est
uniformément bornée (la variété M étant compacte), il est possible de prendre un nombre fini de
cartes feuilletées qui trivialisent ce fibré en sphères. Les images réciproques de ces cartes définissent
alors un atlas pour F̂ dont toutes les cartes sont trivialement sous-feuilletées par des sphères de
dimension dimF −1 : en particulier, l’holonomie de ce sous-feuilletage est triviale. Il vient donc que
nous n’avons pas ajouté d’holonomie le long du facteur en sphères : les deux feuilletages ont le même
pseudogroupe d’holonomie. ä

Corollaire 1.4.2. L’existence d’une mesure transverse invariante par holonomie pour F et celle pour
F̂ sont équivalentes.

Chaque feuille T 1L est munie de la métrique de Sasaki, que nous décrivons succintement ci-après.
Une courbe lisse sur T 1L consiste en une courbe lisse c tracée sur L, et un champ de vecteurs unitaires
lisse Y le long de c. La vitesse initiale de cette courbe donne un vecteur tangent à T 1L en (c(0),Y (0)).
Un tel vecteur est déterminé par une composante verticale :

yv = ċ(0),

ainsi que par une composante horizontale qui est la dérivée covariante le long de c :

yh =∇ċ Y (0),

calculée avec la connexion de Levi-Civita. Le carré de la norme de ce vecteur, est alors défini comme
la somme gL(yv , yv )+ gL(yh , yh) : ainsi est définie la métrique de Sasaki.

La description locale de la connexion de Levi-Civita fait intervenir les symboles de Christoffel qui
dépendent uniquement du 1-jet de la métrique (voir par exemple [dC]) : ce sont des fonctions qui
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varient continûment avec la métrique dans la topologie C∞. Il en est ainsi de même de la métrique de
Sasaki, et nous déduisons de ce qui précède que la métrique de Sasaki feuilletée varie continûment
avec le paramètre transverse dans la topologie C∞. Le feuilletage F̂ de T 1

F est donc muni d’une
métrique feuilletée.

Le flot géodésique feuilleté. Nous noterons Gt le flot géodésique feuilleté : c’est un flot C∞ en res-
triction à T 1L. C’est l’acteur principal de cette thèse.

Ce champ de vecteurs varie continûment avec le paramètre transverse dans la topologie C∞. En
effet, l’équation géodésique est s’écrit en coordonnées comme un systèmes d’EDO du second ordre :

ẍk =
∑

i j
Γ

k
i j ẋi ẋ j ,

où les Γ
k
i j sont les symboles de Christoffel, qui, comme on l’a vu précédemment, ne dépendent que

du 1-jet de la métrique.

5 | Désintégration de mesures

5.1 – Théorie de Rokhlin

Partitions mesurables. La référence de base pour cette théorie est l’article fondateur de Rokhlin
[Ro]. Soit Z un espace métrique compact. Rappelons qu’une partition de Z par ensembles de Borel
P2 est dite plus fine que P1, et l’on note P1 ≺ P2, si tout atome de P2 est inclus dans un atome de
P1. Lorsque nous avons deux telles partitions P1 et P2, alors nous pouvons les raffiner en posant
P1 ∨P2 = {α∩β; α ∈ P1, β ∈ P2}. Le théorème de Rokhlin que nous allons utiliser intensivement
dans la suite s’énonce dans le contexte des partitions mesurables.

Définition 1.5.1. Soit Z un espace métrique compact, et µ une mesure de probabilité Borélienne. Nous
disons que P est une partition mesurable de Z s’il existe des parties mesurables En ⊂Z tels que :

P
o=

∞∨
n=1

{En , X \ En}.

De façon équivalente, P est mesurable s’il existe une suite croissante de partitions finies ou dénom-
brables P1 ≺P2 ≺ ... ≺Pn ... telle que :

P
o=

∞∨
n=1

Pn .

Par exemple, si l’on a une fibration continue Π : Z →X , au dessus d’un espace X métrique com-
pact, donc séparable, alors la partition de Z donnée par les fibres de Π est une partition mesurable.
En revanche, la partition en feuilles d’une variété feuilletée n’est en général pas mesurable : il peut y
avoir accumulation des feuilles. C’est le cas par exemple du feuilletage du tore T

2 par droites de pente
irrationnelle.

Désintégration. Soit Z un espace métrique compact, µ une mesure de probabilité sur Z , et P une
partition mesurable. Notons Π : Z →P la projection naturelle qui associe à un point x l’atome auquel
il appartient : via cette projection, il est possible de transporter la structure Borélienne de Z à P . Nous
pouvons ainsi définir une mesure de probabilité par projection : ν = Π∗µ. Une désintégration de µ

par rapport à ν est une famille de mesures de Borel sur les atomes de la partition (µP )P∈P p , appelées
mesures conditionnelles, telles que :
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1. µP (P ) = 1 pour ν-presque tout P ∈P ,

2. pour tout Borélien A⊂Z , nous avons :

µ(A) =
ˆ

P

µP (P ∩ A)dν(P ).

Theorème 1.5.2 (Rokhlin). Soit Z un espace métrique compact, µ une mesure borélienne finie, et P

une partition mesurable. Alors µ possède une désintégration dans les atomes de P par rapport à sa
projection. De plus cette désintégration est unique à un ensemble de mesure nulle près dans P .

Remarque. Nous pouvons désintégrer µ par rapport à n’importe quelle mesure ν′ équivalente à la
projection. Dans ce cas, les nouvelles mesures conditionnelles µ′

P ne sont plus des mesures de pro-
babilité : elles sont obtenues par multiplication des anciennes mesures µP par la dérivée de Radon-
Nikodym dν/dν′(P ).

Cas des fibrations continues. Nous donnons une description des mesures conditionnelles dans
le cas où l’espace fibre au dessus d’un espace métrique compact. Considérons un fibré continu, et
localement trivial, Π : Z →X de fibre Y où X , Y , Z sont trois espaces métriques compacts. Soit µ
une mesure de Borel finie sur Z , et ν=Π∗µ. Par compacité de X , il existe un nombre positif ε0 tel que
toute boule de rayon ε< ε0 trivialise le fibré. Nous pouvons alors faire l’identification Π

−1(BX (x,ε)) ≃
BX (x,ε)×Y . Alors avec cette notation abusive, nous pouvons énoncer le lemme suivant.

Lemme 1.5.3. Pour ν-presque tout x ∈X , et tout ensemble de Borel A⊂Yx , nous avons :

µx (A) = lim
ε→0

µ(BX (x,ε)× A)

µ(BX (x,ε)×Y )

Mesures supportées par des graphes. Le lemme suivant est assez facile, mais il nous sera très utile
dans la suite, particulièrement dans la preuve du lemme 7.1.12 . Il traite du cas d’une partition tri-
viale Z =X ×Y et d’une mesure de Borel finie µ supportée par le graphe d’une fonction mesurable
f : X →Y . Dans ce cas, la mesure conditionnelle de la mesure µ dans une tranche typique {x}×Y

est juste la masse de Dirac en f (x). La question est : que dire de la mesure conditionnelle dans les
tranches horizontales X × {y} ?

Lemme 1.5.4. Soit X et Y deux espaces métriques, Z =X ×Y , et ν une mesure de Borel finie sur X .
Chaque fibre horizontale X × {y}, y ∈Y est naturellement munie d’une copie de ν. Soit f : X →Y une
fonction mesurable, µ̂= f ∗ν son image sur Y , et µ= (I d , f )∗ν, l’image sur le graphe de f .

Soit (µy )y∈Y la désintégration de µ dans les fibres X × {y} par rapport à µ̂. Alors si y n’est pas un
atome de µ̂, les mesures µy et ν sont mutuellement singulières.

Preuve. Nous supposons que ν est une mesure de probabilité. Soit A⊂X l’ensemble {x| f (x) 6= y}.
Puisque f est mesurable, c’est un ensemble de Borel, et dire que y n’est pas un atome de µ̂ revient
exactement au même que dire que ν(A) = 1. Notons distY la distance sur Y , et pour chaque entier
n > 0, notons An l’ensemble des x ∈X qui vérifient distY ( f (x), y) ≥ 1/n. Ces ensembles forment une
suite croissante de Boréliens dont l’union est exactement donnée par A, de sorte que limn→∞ν(An) =
ν(A) = 1.

À présent, lorsque ε ≤ 1/n, nous avons µ(An ×BY (y,ε)) = ν({x ∈ An ; dist( f (x), y) ≤ ε}) = 0. Ainsi,
par le lemme ci-dessus, µy (An) = 0. En faisant croître n indéfiniment, nous obtenons µy (A) = 0.

Récapitulons : nous avons ν(A) = 1 et µy (A) = 0, les deux mesures sont donc mutuellement sin-
gulières, et nous pouvons conclure la preuve du lemme. ä
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5.2 – Désintégration dans les feuilles d’un feuilletage, cocycles et me-
sures transverses

Dans cette partie, nous allons nous intéresser à certaines mesures ayant des mesures condition-
nelles dans les plaques équivalentes à certaines mesures prescrites dans les feuilles d’un feuilletage.
Nous renvoyons le lecteur à l’excellent [KL], et notamment le chapitre 2 où Kaimanovich et Lyu-
bich parlent de mesures tangentielles et transverses aux feuilletages, discutent des cocycles de Rdon-
Nikodym correspondant, et montrent comment recoller de telles objets pour donner des mesures
définies sur la variété ambiente. Ils traitent du problème de Radon-Nikodym : il s’agit de savoir si un
cocycle donné sur les feuilles d’un feuilletage est ou non le cocycle de Radon-Nikodym d’une certaine
famille de mesures quasi-invariantes par holonomie.

Ce problème est aussi traité par les dynamiciens, mais prend une autre forme : il s’agit de la struc-
ture de produit local des états de Gibbs, et de la prescription de mesures transverses aux feuilletages
invariants par une dynamique hyperbolique. Nous aurons besoin du cadre abstrait suivant dans toute
la suite.

Désintégration absolument continue/singulière dans les feuilles d’un feuilletage. Le titre est pro-
vocateur. Nous avons mentionné plus haut que la partition donnée par les feuilles d’une variété
feuilletée n’est en général pas mesurable. En revanche, un feuilletage étant localement trivial, il est
toujours possible de désintégrer une mesure dans les plaques d’une carte feuilletée, et nous pouvons
comparer ces mesures (qui a priori dependent du choix de la carte) avec une famille de mesures don-
nées sur la feuille.

Définition 1.5.5. Soit (F ,λF
x ) un feuilletage d’une variété close M, muni d’une famille de mesures de

Borel dans les feuilles, qui varient mesurablement avec le paramètre transverse, et telle que pour x, y
vivant sur la même feuille, λF

x =λF
y .

Nous disons qu’une mesure de Borel finie m sur M a une désintégration absolument continue (resp.
singulière) par rapport à (F ,λF

x ) si les mesures conditionnelles dans presque toute plaque Px sont équi-
valentes (resp. singulières) par rapport à λF

x .
Dans le cas spécial où λF

x est la mesure de Lebesgue, nous disons que la désintégration de m dans
les feuilles de F est équivalente à la mesure de Lebesgue.

Structure locale et mesures transverses. Soit (M ,F ) une variété feuilletée, et (λF
x )x∈M une famille

de mesures vérifiant les conditions requises par la définition 1.5.5. Nous demandons de plus, que
pour tout x, λF

x charge tout ouvert de Lx .
Soit alors m une mesure de probabilité dont la désintégration est absolument continue par rap-

port à (F ,λF
x ). Considérons un bon atlas feuilleté A = (Ui ,φi )i∈I dont les cartes sont de la forme

Ui =
⋃

x∈Ti
Pi (x) telle que m(Ui ) > 0. Nous pouvons alors désintégrer m dans les plaques de Ui :

m|Ui =
(
ψi ,x λ

F

x

)
νi (x).

Nous avons alors une famille de mesures transverses (νi )i∈I qui est quasi-invariante par le pseudo-
groupe d’holonomie : en effet, si m(Ui ∩U j ) > 0, nous pouvons désintégrer m sur Ui ∩U j par rapport
à ν j ou νi , puisque la famille λF

x est définie sur toute la feuille, et puisqu’elle charge tout ouvert (en
particulier l’intersection non vide de tout couple de plaques), nous trouvons ainsi, pour ν j -presque
tout x ∈ T j :

d [τi j ∗νi ]

dν j
(x) =

ψ j ,x

ψi ,τ−1
i j (x)

. (1.5.8)
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Ainsi, les densités ne sont bien défines qu’à multiplication par une constante positive près, et la
constante mise en jeu est donnée par le cocycle de Radon-Nikodym de la famille (νi )i∈I .

Extensions des densités. Nous allons utiliser le lemme de Ghys 1.3.3, pour montrer que, lorsque les
mesures λF

x chargent tout ouvert des feuilles Lx , nous pouvons alors toujours étendre les densités
locales.

Proposition 1.5.6. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée munie d’une métrique feuilletée, ainsi qu’une
famille de mesures de Borel (λF

x )x∈M qui chargent tous les ouverts des feuilles. Soit m une mesure
ayant une désintégration absolument continue par rapport à (F ,λF

x ). Soit A = (Ui ,φi )i∈I un bon atlas
feuilleté. Alors il existe un ensemble Borélien X0 de mesure totale tel que pour tout y ∈X0, appartenant
à un certain Pi0 (x) pour x ∈ Ti0 , la formule suivante définisse une extension mesurable de ψi0,x , pour
presque tout z ∈ Lx , si z ∈Ui :

Ψx (z) =
d [τ−1

c ∗νi ]

dνi0

(x)ψi0,τc (x)(z),

où τc est une transformation d’holonomie le long de n’importe quel chemin liant x à z.

Preuve. Nous avons mentionné qu’à une telle mesure m est associée une famille de mesures trans-
verse quasi-invariante par holonomie, qui vérifient la relation de cocycle (1.5.8). De plus, par le lemme
de Ghys 1.3.3, il existe un ensemble saturé et de mesure pleine de points x ∈ T , telle que pour tout
couple de chemins c1, c2 commençant en x et avec le même point d’arrivée,

d [τ−1
c1

∗ν]

dν
(x) =

d [τ−1
c2

∗ν]

dν
(x).

Par une récurrence immédiate, grâce à la formule (1.5.8), la formule donnée dans le lemme est une
extension mesurable de ψi0,x . ä

Cela prouve en particulier que le support d’une telle mesure est saturé.

6 | Mesures harmoniques

6.1 –Mouvement Brownien

Semi-groupe de diffusion. Soit (L, g ) une variété Riemannienne complète, à géométrie bornée et
de classe C∞. Nous rappelons que l’opérateur de Laplace-Beltrami de L est défini par ∆ = div grad.
Lorsqu’il y a ambiguïté, nous notons cet opérateur ∆L . Sous ces conditions, l’équation de la chaleur :

∆u(x, t ) = ∂t u(x, t ), (1.6.9)

pour une fonction u sur L × (0,∞), C 2 en x, et C 1 en t , a une solution fondamentale p(x, y ; t ), que
l’on appelle le noyau de la chaleur. Cela signifie que lorsque y est fixé dans L, p(., y ; .) est solution de
l’équation (1.6.9), et que l’unique solution de l’équation de la chaleur (1.6.9) avec condition au bord
limt →0 u(x,0) = f (x), f étant une fonction continue bornée sur L, est donnée par :

u(x, t ) =
ˆ

L
f (y)p(x, y ; t )dLeb(y).

En particulier, nous avons :
ˆ

L
p(x, y ; t )dLeb(y) = 1.
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Nous renvoyons le lecteur à la référence [Ch] pour plus d’informations sur la théorie des noyaux de la
chaleur.

Nous pouvons alors définir le semi-groupe de diffusion, dont le générateur infinitésimal est le
Laplacien ∆, sur l’ensemble des fonctions continues bornées de L par la formule :

D t f (x) =
ˆ

L
f (y)p(x, y ; t )dLeb(y).

Lorsqu’il y a une ambiguïté, nous noterons DL
t le noyau correspondant à L.

Mesures de Wiener et balayage. Si x ∈ L, nous notons Ωx l’ensemble des chemins continus ω :
[0,∞)→M qui commencent en x. Il existe alors une famille notée (Wx )x∈M de mesures appelées me-
sures de Wiener définies sur les Ωx telles que si Sτ représente le décalage Sτω(t ) =ω(t +τ), on ait :

Sτ∗Wx =
ˆ

M
p(x, y ;τ)Wy dLeb(y).

Un chemin commençant en x typique pour la mesure de Wiener Wx est appelé un chemin Brownien.
Nous aurons besoin de la formulation suivante de la propriété de la moyenne pour les fonctions har-
moniques, qui correspond à la propriété de Markov du mouvement Brownien : nous généraliserons
cette propriété aux mesures conditionnelles des mesures harmoniques.

Soit x ∈ L et E une partie Borélienne récurrente, c’est-à-dire que Wx -presque tout chemin ren-
contre E . Le balayage de la masse de Dirac δx sur E , noté βE

x est défini par la distribution de rencontre
avec E des chemins Browniens commençant en x. Une façon rigoureuse de définir ce balayage est de
considérer un temps d’arrêt sur Ωx :

TE (ω) = Inf{t ≥ 0; ω(t ) ∈ E } ,

puis l’application :
SE (ω) =ω(TE (ω)),

puis enfin de considérer :
βE

x = SE ∗Wx .

Theorème 1.6.1 (Propriété de la moyenne). Soit h : L→R une fonction harmonique, c’est-à-dire telle
que ∆h = 0, et E une partie récurrente pour x. Alors :

h(x) =
ˆ

E
hdβE

x .

6.2 –Mouvement Brownien tangent à un feuilletage etmesures harmo-
niques

Laplacien, diffusion et mesure de Wiener feuilletés. Lorsque (M ,F ) est un feuilletage compact
muni d’une métrique feuilletée, toutes les feuilles L sont complètes et à géométries uniformément
bornés, de sorte qu’on puisse considérer :

– l’ensemble C 0,2(F ) des fonctions continues sur F et C 2 en restriction aux feuilles ;
– le laplacien feuilleté ∆

F défini pour toute fonction h ∈ C 0,2(F ) par la formule suivante, pour
x ∈ M :

∆
F h(x) =∆Lx h|Lx (x);
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– l’opérateur de diffusion feuilleté, défini pour toute fonction f : M →R continue par la formule
suivante, pour x ∈ M , t ≥ 0 :

DF

t f (x) = DLx
t f (x);

– l’espace Ω
F des chemins continus ω : [0,∞)→M dont l’image est contenue dans une feuille de

F , muni des applications de décalage Sτ(ω) =ω(.+τ) ;
– la famille des mesures de Wiener (W Lx

x )x∈M , définies sur les ΩF
x (l’ensemble des chemins dont

l’image est incluse dans Lx ).
Nous avons une application “origine” qui envoie Ω

F sur M : les fibres de cette applications sont
précisément les Ω

F
x . Ainsi, il est possible d’associer à toute mesure de probabilité m sur M une me-

sure de probabilité sur ΩF obtenue par intégration contre m des mesures de Wiener W Lx
x , et que nous

notons m. Notons que par définition, m se projette sur la mesure m par l’application “origine”.

Mesures harmoniques. Nous renvoyons à [Gar] pour les preuves des théorèmes suivants.

Theorème 1.6.2. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée munie d’une métrique feuilletée. Soit m une
mesure de probabilité. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

– m s’annule sur les Laplaciens : pour tout h ∈C 0,2(F ) :
ˆ

M
∆

F h dm = 0;

– m est invariante par diffusion de la chaleur feuilletée : pour toute fonction f : M →R continue,
et tout t ≥ 0,

ˆ

M
DF

t f dm =
ˆ

M
f dm;

– le relevé m à Ω
F est invariante par toutes les applications de décalage Sτ.

Définition 1.6.3. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée munie d’une métrique feuilletée. Une mesure
de probabilité satisfaisant à l’une des conditions équivalentes énoncées dans le théorème précédent est
appelée harmonique.

Le principal intérêt des mesures harmoniques par rapport aux mesures invariantes, est qu’elles
existent toujours, quel que soit le feuilletage, pourvu que la variété ambiente soit compacte, et que
nous ayons une métrique suffisamment lisse dans les feuilles et qui varie continûment avec le para-
mètre transverse. Ce théorème est également dû à Garnett [Gar].

Theorème 1.6.4. Sur toute variété close feuilletée (M ,F ) munie d’une métrique feuilletée, il existe une
mesure harmonique.

6.3 – Caractérisation locale et décomposition ergodique

Désintégration des mesures harmoniques. Un théorème bien connu d’analyse, le théorème de ré-
gularité elliptique, entraîne qu’une distribution sur un ouvert d’une des feuilles qui est harmonique,
c’est-à-dire qui s’annule sur tout Laplacien, est en fait lisse et harmonique : c’est-à-dire qu’elle a une
densité lisse et harmonique par rapport à la mesure de Lebesgue. Garnett a été capable d’en déduire
dans [Gar] la caractérisation suivante.

Theorème 1.6.5. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée munie d’une métrique feuilletée. Une mesure
de probabilité est harmonique si et seulement si elle a une désintégration équivalente à Lebesgue dans
les feuilles de F , et si les densités locales sont harmoniques.
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En d’autres termes, si Ui =
⋃

x∈Ti
Pi (x) est une carte feuilletée pour F , nous avons la désintégra-

tion suivante :
m|Ui =

(
hi (z, x)LebLx (z)

)
νi (x).

Nous avons vu dans la section 5.2, qu’il y a alors une famille (νi )i∈I de mesures transverses au
feuilletage, quasi-invariantes par holonomie, qui vérifient les relations de cocycles suivantes :

d [τi j ∗νi ]

dν j
(x) =

h j (., x)

hi (z,τ−1
i j (x))

,

lorsque m(Ui ∩U j ) > 0, x ∈ T j ∩τi j (Ti ), et ce quel que soit z ∈ Pi (τ−1
i j (x))∩P j (x). Par la proposition

1.5.6, il est alors possible d’étendre harmoniquement la densité locale de presque toute plaque à toute
la feuille, sans obstruction de l’holonomie de la feuille en question.

Lemme 1.6.6. Soit m une mesure harmonique our F . Alors il existe un ensemble de Borel de mesure
pleine et saturé X0⊂M tel que pour tout y ∈ X0, si y ∈ Pi0 (x)⊂Ui0 , pour un certain i0 ∈ I , et x ∈ Ti0 ,
alors la formule suivante définit une fonction harmonique de z ∈ Ly qui étend hi0 (., x) :

Hx (z) =
d [τ−1

c ∗νi ]

dνi0

(x)hi (z,τc (x)), (1.6.10)

où z ∈Ui , et c est n’importe quel chemin reliant y à z.

Mesures harmoniques ergodiques. Garnett prouve aussi dans [Gar] quelques théorèmes de base
de la théorie ergodique.

Theorème 1.6.7 (Théorème ergodique feuilleté). Soit (M ,F ) une variété close feuilletée, munie d’une
métrique feuilletée, et m une mesure harmonique pour F . Alors pour toute fonction intégrable f :
M →R, la suite des moyennes temporelles

1

n

n−1∑
t=0

D t f (x)

converge pour m-presque tout x ∈ M vers ˜f (x) ou f̃ est une fonction m-intégrable, constante le long des
feuilles et satisfaisant à :

ˆ

M
f dm =

ˆ

M
f̃ dm.

Nous pouvons alors définir la notion de mesure ergodique pour un feuilletage.

Définition 1.6.8. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée munie d’une métrique feuilletée. Une mesure
harmonique est dite ergodique si tout Borélien saturé est de mesure nulle ou de mesure pleine.

Soit x ∈ M , on peut diffuser la masse de Dirac δx : on considère la moyenne temporelle

1

n

n−1∑
t=0

D tδx .

Il est alors possible, en utilisant le théorème ergodique feuilleté, de prouver que pour presque tout
point x ∈ M , ces moyennes convergent dans la topologie faible-∗ vers une mesure qu’on note δ̃x et
qui est ergodique. On peut alors donner un analogue du théorème de décomposition ergodique des
mesures invariantes par un flot ou un difféomorphisme :
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Theorème 1.6.9 (Décomposition ergodique). Soit m une probabilité harmonique sur un espace feuilleté
(M ,L ) et f une fonction intégrable bornée sur M. Alors :

ˆ

M
f dm =

ˆ

x∈R

(ˆ

M
f d δ̃x

)
dm(x)

où R est un ensemble saturé tel que :

1. ∀x ∈ R, δ̃x existe et x est contenu dans son support.

2. si x et y sont dans la même feuille, alors δ̃x = δ̃y

3. R est de probabilité totale : il est de mesure pleine pour toute mesure harmonique.
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1. ÉTATS DE GIBBS POUR LES FLOTS D’ANOSOV

1 | États de Gibbs pour les flots d’Anosov
Dans tout ce qui suit, B est une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologi-

quement mélangeant et de classe C 2 ϕt : B →B . Une fonction Hölder sur B est classiquement appelée
potentiel dans la théorie des états d’équilibre.

1.1 – Familles de mesures sur les variétés invariantes

Cocycles sur les feuilletages stable et instable. Associés à chaque potentiel Hölder F : B →R, il y a
deux cocycles k s

F et ku
F définis respectivement sur les variétés stables et instables, dont l’existence est

assurée par la proposition suivante.

Proposition 2.1.1. Soit B une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologiquement
mélangeant et de classe C 2 ϕt : B →B. Soit F : B →R un potentiel Hölder. Alors, les cocycles définis par
les propositions suivantes :

k s
F (p, q) = exp

[ˆ ∞

0
(F ◦ϕt (q)−F ◦ϕt (p))d t

]
pour p, q dans la même variété stable, (2.1.1)

et

ku
F (p, q) = exp

[ˆ ∞

0
(F ◦ϕ−t (q)−F ◦ϕ−t (p))d t

]
pour p, q dans la même variété instable, (2.1.2)

existent, c’est-à-dire que les intégrales convergent.

La preuve de ce théorème est une conséquence immédiate de la Hölder continuité de F : elle
découle du lemme de distorsion classique que nous donnerons plus loin (voir le lemme de distorsion
6.1.5).

Familles de mesures. Le théorème suivant associe à chaque potentiel Hölder des familles de me-
sures de Borel sur less variétés invariantes vérifiant des relations de cocycle remarquables. La formu-
lation que nous donnons ci-dessous est celle donnée par le lemme 2.1 de [BL].

Theorème 2.1.2. Soit B une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologiquement
mélangeant et de classe C 2, ϕt : B →B. Soit F : B →R un potentiel Hölder. Alors :

1. il existe deux familles (λcu
F,p )p∈B et (λcs

F,p )p∈B de mesures Boréliennes définies respectivement sur

les feuilles de W
cu et W

cs qui vérifient λ⋆

F,p = λ⋆

F,q quand q ∈W ⋆(p) (⋆= cs ou cu), ainsi que les
relations de cocycle suivantes :

d
[

hols
p→p ′ ∗λcu

F,p

]

dλcu
F,p ′

(q) = k s
F (q,hols

p ′→p (q)), (2.1.3)

pour p, p ′ dans la même variété stable, et q appartenant au domaine d’une application d’holo-
nomie hols

p ′→p , et :

d
[

holu
p→p ′ ∗λcs

F,p

]

dλcs
F,p ′

(q) = ku
F (q,holu

p ′→p (q)) (2.1.4)

pour p, p ′ dans la même variété instable, et q appartenant au domaine d’une application d’ho-
lonomie holu

p ′→p .

De plus, ces mesures sont invariantes à une constante multiplicative près ;
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2. il existe un nombre P (F ), ainsi que deux familles de mesures (λu
F,p )p∈B et (λs

F,p )p∈B respectivement

définies sur les feuilles de W
u et W

s qui vérifient λ⋆

F,p =λ⋆

F,q quand q ∈W ⋆(p) (⋆= u ou s), et qui
sont quasi-invariante par le flot ϕt avec les relations de cocycles suivantes, pour tout p ∈ B :

d
[
ϕT ∗λu

F,ϕ−T (p)

]

dλu
F,p

(p) = exp

[
ˆ T

0
(F ◦ϕ−t (p)−P (F ))d t

]
, (2.1.5)

d
[
ϕT ∗λs

F,ϕ−T (p)

]

dλs
F,p

(p) = exp

[
−
ˆ T

0
(F ◦ϕ−t (p)−P (F ))d t

]
. (2.1.6)

De plus, ces familles sont uniques à une constante multiplicative, et ces relations déterminent
uniquement le nombre P (F ) ;

3. par intégration des λu
F,ϕt (p) (resp. λs

F,ϕt (p)) contre l’élément d t du flot, on obtient une famille de
mesures λcu

F,p (resp. λcs
F,p ) sur W cu(p) (resp. W cs(p)) qui vérifient les relations de cocycles (2.1.3)

(resp. les relations (2.1.4)). En particulier, les familles de mesures λc⋆
F,p sont quasi-invariantes par

l’action du flot, avec les mêmes relations de cocycles (2.1.5) et (2.1.6).

Remarque 1. Pour F = 0, les relations (2.1.3) et (2.1.4) signifient que les familles de mesures (λcs
0,p )p∈B

et (λcu
0,p )p∈B sont respectivement invariantes par les holonomies de W

u et W
s . Dans ce cas, l’unicité

des mesures est donnée par un théorème de Bowen et Marcus [BM]. Dans [M], Margulis donne une
belle construction de ces mesures.

Remarque 2. Nous reviendrons plus tard, en appendice, sur la construction de ces mesures. Nous
allons reprendre la construction de Margulis adaptée à un potentiel non constant, et montrer l’exis-
tence de ces mesures. Nous ne traitons pas l’unicité qui a été prouvée par Babillot et Ledrappier dans
leur article [BL], par des méthodes de dynamique symbolique. Nous proposons cette description avec
l’espoir de généraliser la construction de telles familles de mesures dans des contextes où une bonne
description symbolique de la dynamique n’est pas disponible, par exemple dans le contexte de l’hy-
perbolicité feuilletée.

Pression d’un potentiel. Le nombre P (F ) apparaissant dans le théorème précédent jouera un rôle
particulier dans la suite. La définition classique se fait à l’aide de boules dynamiques. Lorsque T > 0,
nous pouvons définir une distance dT par la formule :

dT (p, q) = Sup
t∈[0,T ]

dist(ϕt (p),ϕt (q)).

Pour ε > 0, nous disons que deux points p, q ∈ B sont (T,ε)-séparés si dT (p, q) ≥ ε. La définition
suivante est tirée de [BR].

Définition 2.1.3. Nous pouvons alors définir la pression du potentiel par la formule suivante :

P (F ) = lim
ε→0

lim
T →∞

1

T
log Sup

{
∑

p∈E
exp

[
ˆ T

0
F ◦ϕt (p)d t

]
; E (T,ε)-séparé

}
.

Theorème 2.1.4. Le nombre P (F ) apparaissant dans les relations (2.1.5) et (2.1.6) est exactement la
pression du potentiel F pour le flot ϕt .
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Nous donnons la caractérisation caractérisation variationnelle suivante de la pression : c’est le
principe variationnel de Walters.

Theorème 2.1.5. Soit B une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologiquement
mélangeant et de classe C 2 ϕt : B →B, et F : B →R un potentiel Hölder. La pression de F est caractérisée
par le principe variationnel de Walters :

P (F ) = Sup

(
hµ(ϕt )+

ˆ

F dµ

)
,

où la borne supérieure est prise sur toutes les mesures invariantes µ, et hµ(ϕt ) désigne l’entropie mé-
trique du flot.

États de Gibbs. Nous pouvons alors définir la notion d’état de Gibbs.

Définition 2.1.6. Soit B une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologiquement
mélangeant et de classe C 2 ϕt : B →B, et F : B →R un potentiel Hölder. Un état d’équilibre, ou état de
Gibbs, pour ϕt associé au potentiel F est une solution du principe variationnel de Walters.

Nous pouvons à présent formuler précisément ce fait : les états de Gibbs ont la structure de produit
local. La preuve se trouve également dans l’article de Babillot-Ledrappier, [BL], nous donnerons une
explication dans la suite.

Theorème 2.1.7. Soit B une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologiquement
mélangeant et de classe C 2 ϕt : B →B, et F : B →R un potentiel Hölder. Alors nous avons les propriétés
suivantes.

1. Il existe un unique étét de Gibbs ϕt associé au potentiel F , nous le noterons µF .

2. Soit U = [W u
l oc (p0),W cs

l oc (p0)] un petit ouvert possédant la structure de produit local. En restric-
tion à U , l’état de Gibbs µF est obtenu par intégration contre la mesure λcs

p0
des mesures ψu

F,p λ
u
p ,

où les densités ψu
F,p sont des fonctions positives définies sur les variétés instables locales telles que

pour tout q ∈W u
loc (p),

ψu
F,p (q) = ku

F (p, q). (2.1.7)

3. En restriction à U , µF s’obtient également par intégration contre λcu
p0

des mesures ψs
F,p λ

s
p , où les

densités ψs
F,p sont des fonctions positives définies sur les variétés stables locales telles que pour

tout q ∈W s
loc (p) :

ψs
F,p (q) = k s

F (p, q). (2.1.8)

Remarque. Les états de Gibbs ne dépendent pas du potentiel F , mais plutôt de sa classe de coho-
mologie. Plus précisément, si deux potentiels Hölder F,G : B →R vérifient F −G = X .h, où X repré-
sente le champ de vecteurs associé au flot ϕt , h est une fonction Hölder, différentiable dans le direc-
tion du flot, et X .h désigne la dérivée dans la direction du flot, alors nous avons µF = µG . De plus,
k⋆

G (p, q) = eh(q)−h(p)k⋆

F (p, q), et les mesures λ⋆

G s’obtiennent à partir de λ⋆

F par multiplication par la
fonction e−h (avec ⋆= u, s,cu, ou cs). Si de plus G = F +c, c ∈R, alors tous les objets associés (état de
Gibbs, cocycles, familles de mesures) demeurent inchangées. En particulier, l’hypothèse de pression
positive que nous aurons à demander plus tard n’est pas restrictive.
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Reconstruire les états de Gibbs.

Theorème 2.1.8. Soit B une variété Riemannienne close, ϕt un flot d’Anosov topologiquement mélan-
geant de classe C 2, et F : B →R un potentiel Hölder. Soit p ∈ B, et D ⊂W u

loc (p) de mesure positive pour
λu

F,p . Alors :

1. le mesure
1

T

ˆ T

0

ϕt ∗ (λu
F,p )|D

λu
F,p (D)

d t (2.1.9)

converge vers µF lorsque T tend vers l’infini.

2. le mesure
ϕT ∗ (λu

F,p )|D

λu
F,p (D)

(2.1.10)

converge vers µF lorsque T tend vers l’infini.

Remarque. Bien sûr, la première propriété est impliquée par la seconde. Nous aurons besoin des
deux propriétés, avec différents buts.

– La première propriété est l’objet de la section 11.2.2 de [BDV] où cette propriété est prouvée
lorsque λu

F,p est la mesure de Lebesgue, et la mesure de Gibbs, l’unique mesure SRB. Nous gé-
néraliserons leur résultat dans notre preuve de l’existence de mesures de Gibbs pour l’hyper-
bolicité feuilletée.

– La seconde est une propriété de mélange : nous l’utiliserons comme un argument clé dans la
preuve de la proposition 7.1.11.

Le résultat suivant légitime la définition de mesure de Gibbs que nous donnerons pour l’hyper-
bolicité feuilletée. Il peut être vu comme une adaptation immédiate du corollaire 11.14 de [BDV] pour
les états de u-Gibbs.

Corollaire 2.1.9. Soit B une variété close, ϕt un flot d’Anosov topologiquement mélangeant et de classe
C 2, et F : B →R un potentiel Hölder. Alors l’état de Gibbs µF est l’unique mesure sur B telle que :

– est ϕt -invariante ;
– a une désintégration absolument continue par rapport à (W u ,λu

F,p ).

1.2 – États de Gibbs pour le flot géodésique en courbure négative et
mesures de Ledrappier

Dans la suite, B est une variété Riemannienne close et courbée négativement. Nous noterons N
son revêtement universel Riemannien.

Les états de Gibbs du flot géodésique sur T 1B ont une jolie description dans le revêtement uni-
versel. Soit F une fonction Hölder sur T 1B , et F̃ son relevé au revêtement T 1N . Lorsque z1 et z2 sont
des points de N , nous utilisons la notation

´ z2

z1
F̃ pour l’intégrale de F̃ sur la géodésique dirigée allant

de z1 à z2, et paramétrée par longueur d’arc.
Nous allons définir le cocycle suivant sur N ×N ×N (∞) :

kF (z1, z2;ξ) = exp

[ˆ z2

ξ

F̃ −
ˆ z1

ξ

F̃

]
exp[−P (F )βξ(z1, z2)],
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où βξ est le cocycle de Busemann en ξ. Nous faisons usage d’une notation abusive : la différence des
intégrales a le sens suivant. Soit un rayon géodésique c qui est asymptote à ξ, alors la limite suivante
existe, et ne dépend pas du choix du rayon c :

ˆ z2

ξ

F̃ −
ˆ z1

ξ

F̃ = lim
T →∞

(ˆ z2

c(T )
F̃ −
ˆ z1

c(T )
F̃

)
.

Nous étudierons ce cocycle plus en détails dans au chapitre VI.

Mesures sur les variétés centre-instables. Il y a une identification équivariante T 1N ≃ N ×N (∞),
qui trivialise le fuilletage instable. Dans ce contexte, la famille de mesures (λcu

F,v )v∈T 1B peuvent être
relevées aux N ×{ξ}, ξ ∈ N (∞), vues commes feuilles centre-instables. Elles ne dépendent que de ξ, et
seront ainsi notées λ̃cu

F,ξ. Cette famille vérifie la propriété d’équivariance γ∗ λ̃cu
F,ξ = λ̃cu

F,γξ. De plus, nous
avons pour tout (z,ξ) ∈ N ×N (∞), et T ∈R :

d [GT ∗ λ̃cu
F,ξ]

d λ̃cu
F,ξ

(z) = kF (z−T , z;ξ),

où z−T est le point base de G−T (vξ,z ) (c’est la relation (2.1.5)).

Mesures à l’infini. Dans [L3], Ledrappier a prouvé que ce cocycle est, dans sa terminologie, norma-
lisé, et que par conséquent, il se réalise comme cocycle de Radon-Nikodym d’une certaine famille
équivariante de mesure à l’infini. Plus précisément, en utilisant une construction à la Patterson-
Sullivan, il a prouvé le théorème suivant :

Theorème 2.1.10. Soit B une variété Riemannienne close et courbée négativement, et N son revêtement
universel Riemannien. Alors, il existe une famille (νF

z )z∈N de mesures finies sur N (∞) qui vérifient :

1. la propriété d’équivariance γ∗νF
z = νF

γz pour tout γ ∈π1(B) et z ∈ N ;

2. la relation de cocycle suivante pour tous z1, z2 ∈ N :

dνF
z2

dνF
z1

(ξ) = kF (z1, z2;ξ). (2.1.11)

De plus, cette famille est unique à constante multiplicative près.

Le théorème précédent nous donne une autre manière, assez commode, de construire les états
de Gibbs pour le flot géodésique :

Theorème 2.1.11. Soit B une variété Riemannienne close et courbée négativement, et N son revêtement
universel Riemannien. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder. Alors, la mesure µ̃F définie ci-après ne
dépend pas du choix d’un point base o ∈ N , et est invariante par le flot géodésique, ainsi que par l’action
diagonale de π1(B) :

µ̃F = kF (o, z;ξ)λ̃cu
F,ξ(z)νF

o (ξ).

De plus, après normalisation, la mesure quotient sur T 1B est l’unique état de Gibbs du flot géodésique
associé à F .
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2 | États de u-Gibbs à densités bornées et mesures de
Margulis

Le but de cette section est de présenter un argument dynamique simple, obtenu en collaboration
avec Christian Bonatti, pour prouver le fait suivant.

Theorème 2.2.1. Soit B une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologiquement
mélangeant et de classe C 2 ϕt : B →B. Supposons qu’en restriction à une feuille instable, la densité de
l’unique état de u-Gibbs de ϕt soit bornée. Alors l’état de u-Gibbs coïncide avec la mesure de Bowen-
Margulis.

Ce théorème est d’apparence simple, et d’après François Ledrappier, peut aussi se prouver avec
des méthodes cohomologiques. Il apparaît néanmoins que notre argument est assez flexible, et il
semble plus que plausible qu’il puisse se généraliser à un cadre partiellement hyperbolique, mais
c’est un travail en cours, et la portée de cet argument dépasse le cadre de cette thèse.

En raison d’un résultat dû à Katok [Ka1], à savoir que pour le flot géodésique d’une surface cour-
bée négativement, l’entropie de la mesure de Liouville coïncide avec l’entropie topologique seule-
ment en courbure constante, nous obtenons le résultat de rigidité suivant :

Corollaire 2.2.2. Soit Σ une surface compacte courbée négativement. Alors nous avons l’alternative
suivante :

– soit la courbure est constante, et les densités de la mesure de Liouville dans les variétés instables
sont partout égales à 1 ;

– soit la courbure est variable, et les densités de la mesure de Liouville dans les variété instables
sont toutes non bornées.

2.1 – États de u-Gibbs et mesure de Bowen-Margulis

Nous donnons ici deux des plus importants états de Gibbs dans la théorie. Ce sont la mesure
d’entropie maximale, et la mesure SRB qui, dans ce cas, est l’unique état de u-Gibbs. Dans ce qui suit,
le flot d’Anosov ϕt est supposé topologiquement mélangeant.

État de u-Gibbs. Nous allons donner la définition d’un état de u-Gibbs telle qu’elle est donnée dans
[BDV]. Ils prouvent en particulier, que cette définition d’apparence faible entraîne la définition don-
née par Pesin et Sinaï dès 1982 (voir [PS]).

Définition 2.2.3. Soit B une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov topologiquement mé-
langeant et de classe C 2 ϕt : B →B. Un état de u-Gibbs pour ϕt est une mesure de probabilité invariante
par le flot et qui, en outre, a une désintégration équivalente à Lebesgue dans les variétés instables.

Les états de u-Gibbs sont associés au potentiel suivant, que nous rencontrerons à plusieurs re-
prises dans ce travail :

φu(p) = −
d

d t

∣∣∣∣
t=0

log Jacuϕt (p),

où Jacuϕt (p) représente la fonction |det Dϕt | en restriction à l’espace E u(p).
Nous avons alors l’unicité de l’état de u-Gibbs, et, par un résultat de [BR], c’est l’unique mesure

SRB, dans le sens que le bassin d’attraction de cette mesure est pleine pour la mesure de Lebesgue.
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Mesure de Bowen-Margulis. La mesure de Bowen-Margulis est associée au potentiel nul : c’est
l’unique mesure d’entropie maximale.

Bowen l’a construite comme mesure d’équidistribution des orbites périodiques dans [Bo1, Bo2],
tandis que Margulis a suivi la construction présentée en appendice avec F = 0. Les familles de me-
sures alors construites sur les variétés invariantes sont appelées mesures de Margulis, et leur produit
local donne la mesure d’entropie maximale.

2.2 – États de u-Gibbs à densités bornées dans les variétés instables

Densité dans les variétés instables d’un état de u-Gibbs. Le théorème 2.1.7 donne le fait classique
suivant (voir [PS]) :

Lemme 2.2.4. Dans la variété instable locale de p, la densité de l’unique état de u-Gibbs de ϕt est
donnée à une constante multiplicative près par :

ψu
p (q) = lim

T →∞

Jacuϕ−T (q)

Jacuϕ−T (p)
. (2.2.12)

Ces densités peuvent évidemment être prolongées à toute la variété instable par la formule (2.2.12).
Bien sûr, il y a une ambiguïté lorsqu’on parle de la densité, puisqu’elles ne sont définies qu’à une
constante multiplicative près.

Continuité des densités. Nous aurons besoin du résultat de continuité suivant pour déduire de ce
que la densité de l’état de u-Gibbs dans une feuille instable est bornée, qu’elles le sont toutes.

Lemme 2.2.5. Soit p ∈ B et q ∈ W u(p). Alors pour toutes suites (pk )k∈N, (qk )k∈N ∈ BN telles que qk ∈
W u(pk ) avec distu(pk , qk ) uniformément majoré pour tout k, et qui convergent respectivement vers p
et q, :

lim
k →∞

ψu
pk

(qk ) =ψu
p (q).

Preuve. Considérons p, q, pk , qk comme dans l’énoncé du lemme. Soit ε> 0 et R > 0 tel que distu(p, q) <
R, et distu(pk , qk ) < R pour tout k. Les densités locales étant unifomément log-Hölder, il existe un
temps T (R) > 0 tel que pour tout couple z1, z2 appartenant à une même variété instable et distants
d’au plus R,ϕ−T (R)(z1) etϕ−T (R)(z2) soient suffisamment proches de sorte queψu

ϕ−T (R)(z1)(ϕ−T (R)(z2)) ∈
[e−ε/4,eε/4].

Utilisons la continuité de la fonction Jacuϕ−T (R) : dès que z1 et z2 sont suffisamment proches, on
a :

Jacuϕ−T (R)(z2)

Jacuϕ−T (R)(z1)
∈ [e−ε/4,eε/4].

En utilisant une chain rule, nous trouvons donc que dès que k est suffisamment grand :

ψu
p (q)

ψu
pk

(qk )
=

ψu
ϕ−T (R)(p)(ϕ−T (R)(q))

ψu
ϕ−T (R)(pk )(ϕ−T (R)(qk ))

Jacuϕ−T (R)(q)

Jacuϕ−T (R)(qk )

Jacuϕ−T (R)(pk )

Jacuϕ−T (R)(p)
∈ [e−ε,eε].

Ceci conclut la preuve du lemme. ä
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Densités log-bornées. S’il y a une ambiguïté à parler de la densité de l’u-Gibbs dans une feuille
instable, il n’y en a en revanche aucune lorsque l’on dit que la densité dans une feuille instable est
log-bornée : en effet si jamais ψu

p est log-bornée sur toute la variété instable de p, il en en est de
même des densités ψu

q pour tout q ∈W u(p), puisque l’on a la relation :

logψu
q = logψu

p − logψu
p (q).

Proposition 2.2.6. Supposons qu’il existe une feuille instable où la densité de l’état de u-Gibbs est log-
bornée. Alors les densités de l’u-Gibbs sont log-bornées dans toutes les feuilles avec une borne uniforme.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du lemme de continuité 2.2.5, ainsi que du fait que le
feuilletage instable est minimal : en particulier la feuille où la densité est log-bornée est dense dans
toute la variété. ä

Dans le cas où toutes les densités sont bornées, nous avons un lemme immédiat, mais primordial,
qui nous permet de contrôler les distorsions de volume dûes aux itérations positive et négative de f
dans les variétés instables.

Lemme 2.2.7. Supposons qu’il existe une variété instable où la densité de l’état de u-Gibbs est bornée.
Il existe alors une constante C > 1 telle que pour tous p, q appartenant à une même variété instable, et
tout t ∈R

C−1 ≤
Jacuϕt (q)

Jacuϕt (p)
≤C ,

Preuve. Une chain rule donne, lorsque T, t ∈R, et p, q dans la même variété instable :

Jacuϕ−T−t (q)

Jacuϕ−T−t (p)
=

Jacuϕ−T (ϕ−t (q))

Jacuϕ−T (ϕ−t (p))

Jacuϕ−t (q)

Jacuϕ−t (p)
.

En faisant tendre T vers l’infini, nous trouvons donc :

Jacuϕ−t (q)

Jacuϕ−t (p)
=ψu

p (q) ψu
ϕ−t (q)(ϕ−t (p)),

qui est log-borné indépendamment de p et q dans la même variété instable puisque d’après la pro-
position 2.2.6, les densités sont uniformément log-bornées dans toutes feuilles instables. ä

2.3 – Borner les fonctionnelles de Margulis

La famille de fonctionnelles de Margulis. Nous définissons famille de fonctionnelles sur l’espace
Cc (W cu) des fonctions continues à support compact dans les feuilles centre-instables, que l’on ap-
pelle fonctionnelles de Margulis et qui ont la forme suivante :

Lt ( f ) =
´

f ◦ϕ−t dLebcu

´

f0 ◦ϕ−t dLebcu ,

où f ∈ Cc (W cu), et f0 est une fonction du même espace qui sera désormais fixée, et qui a été choisie
de sorte que f0 ≥ 1 sur un disque centre-instable noté A.

Proposition 2.2.8. Supposons qu’il existe une feuille instable où la densité de l’état de u-Gibbs est log-
bornée. Alors il existe une constante K > 1 telle quel que soit t ≥ 0, et f ∈C+

c (W cu), nous ayons :

K −1

´

f dLebcu

´

f0 dLebcu ≤ Lt ( f ) ≤ K

´

f dLebcu

´

f0 dLebcu . (2.2.13)
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Restrictions sur le support. Nous allons, pour prouver cette proposition, effectuer de nouveau un
raisonnement, de compacité, et utiliser l’absolue continuité du feuilletage stable.

Un argument de compacité dû à Margulis fournit deux nombres ε(A) et r (A) tels que pour toute
partie Borélienne D d’une variété centre-instable qui a un diamètre inférieur à r (A), il existe une
transformation d’holonomie stable hols

D→A : D → A telle que pour tout p ∈ D , dists(p,hols
D→A(p)) ≤

ε(A).

Lemme 2.2.9. Nous pouvons ramener la preuve de la proposition 2.2.8 au cas où des fonctions aux
supports de diamètres inférieurs à r (A).

Preuve. Supposons que nous sachions prouver la proposition 2.2.8 pour toute fonction dont le sup-
port est de diamètre inférieur à r (A). Soit f ∈ C+

c (W cu) (c’est-à-dire f ∈ C+
c (W cu)). Nous pouvons

recouvrir un disque contenant le support de f par une partition finie de l’unité (Vi , gi )i∈I , de sorte
que chaque Vi a un diamètre ≤ r (A).

Par hypothèse, l’encadrement (2.2.13) a lieu pour chacune des fonctions f gi , et de plus chacun
des termes de cet encadrement est linéaire en f : en sommant sur i ces encadrements, nous trouvons
alors que l’encadrement a lieu, avec les même constantes, pour la fonction f . Nous pouvons donc
conclure. ä

Lemme 2.2.10. Nous pouvons ramener la preuve de la proposition 2.2.8 au cas des fonctions dont le
support est inclus dans A.

Preuve. Supposons que nous sachions prouver la proposition 2.2.8 pour toutes les fonctions dont le
support est inclus dans A. Par le lemme précédent, nous n’avons qu’à traiter le cas des fonctions aux
supports de diamètres inférieurs pour en déduire le cas général.

Prenons alors une fonction f ∈ C+
c (W cu) dont le support a un diamètre ≤ r (A). Nous savons

qu’alors, il y a une application d’holonomie stable, qui est un homéomorphisme, hols
D→D ′ : D →D ′⊂ A

telle que pour tout p ∈ D , nous ayons dists(p,hols
D→D ′(p)) ≤ ε(A). Posons donc g = f ◦ (hols

D→D ′)−1.
En utilisant, comme dans la preuve du lemme 2.3.1, l’absolue continuité des transformations

d’holonomie stable, nous trouvons un temps T , ne dépendant que de ε(A) tel que dès que t ≥ T :

1

2

ˆ

f ◦ϕ−t dLebcu ≤
ˆ

g ◦ϕ−t dLebcu ≤ 2

ˆ

f ◦ϕ−t dLebcu .

Puisque l’encadrement (2.2.13) a, par hypothèse, lieu pour la fonction g et ce pour tout t , il a
également lieu pour f , et ce pour tout t ≥ T . Nous concluons en utilisant les bornes uniformes sur la
variété compacte B de Jaccuϕt pour t ∈ [0,T ]. ä

Fin de la preuve de la proposition 2.2.8. Il est suffisant de prouver la majoration, la minoration
suivant par un argument symétrique. Par ce qui précède, il nous suffit de traiter le cas d’une fonction
positive ou nulle f à support compact inclus dans A. Puisque f0 ≥ 1 sur A, nous pouvons écrire, pour
tout T ≥ 0,

´

f ◦ϕ−T dLebcu

´

f0 ◦ϕ−T dLebcu ≤
´

A f JaccuϕT dLebcu

´

A JaccuϕT dLebcu

≤ Sup
p,q∈A

JaccuϕT (p)

JaccuϕT (q)

´

A f dLebcu

Lebcu(A)
.

Il est alors suffisant de borner le quotient des Jacobiens dans la direction centre-instable sur le
disque A, et ce indépendamment de p, q . Tout d’abord, puisque la norme du champ de vecteurs,
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ainsi que l’angle entre le flot et la direction instable sont uniformément log-bornés, les Jacobiens
dans la direction centre-instable sont en rapport uniformément log-borné avec les Jacobiens dans la
direction instable forte.

D’autre part, puisque A est compact, les segments d’orbites inclus dans A sont uniformément
bornés, de sorte que le rapport des Jacobiens instables pour deux points de A sur le même segment
d’orbite soit uniformément log-borné. Nous pouvons donc nous ramener, par holonomie le long du
flot, à borner le rapport des Jacobiens instables sur une partie incluse dans une feuille instable : et
cela, nous savons le faire par le lemme 2.2.7.

Nous pouvons donc achever la preuve de la proposition 2.2.8. ä

2.4 – Preuve du théorème 2.2.1.

Pour prouver le théorème, nous allons suivre pas à pas la construction des mesures de Margulis,
et montrer qu’elles sont équivalentes à la mesure de Lebesgue avec des densités bornées.

Comme nous le verrons en appendice, la famille des mesures de Margulis se construit en faisant
agir le flot sur les espaces convexes compacts :

XT = Adh

[
Conv

{
Lt

Lt ( f0)
; t ≥ T

}]
,

et, vue comme fonctionnelle sur Cc (W cu), cette famille est un élément, en fait le seul par unique
ergodicité du feuilletage stable (voir [BM]), de X∞ =

⋂
T≥0 XT .

En utilisant la proposition 2.2.8, nous obtenons pour tout T ≥ 0, tout L ∈XT , et tout f ∈C+
c (W cu),

L( f ) ∈ [K −1,K ]
´

f dLebcu/
´

f0dLebcu . En faisant tendre T vers l’infini, nous trouvons, si (λcu
0,p )p∈B

désigne la famille des mesures de Margulis sur les variétés centre-instables, une constante K ≥ 1 telle
que :

K −1

´

f dLebcu

´

f0dLebcu ≤
ˆ

f dλcu
0,p ≤ K

´

f dLebcu

´

f0dLebcu .

Nous en déduisons donc que le volume dans les feuilles centre-instables est équivalent à la me-
sure de Margulis avec des densités de Radon-Nikodym uniformément log-bornées. En d’autres termes,
l’unique état de u-Gibbs de ϕt est une mesure de probabilité invariante par le flot, et qui a une dés-
intégration absolument continue par rapport à (W cu ,λcu

0,p ). Mais par notre description des états de
Gibbs, seule la mesure de Bowen-Margulis satisfait à cette propriété. C’est donc que ces deux me-
sures sont égales. La preuve du théorème est donc terminée. ä

3 | Appendice : une construction à la Margulis des me-
sures conditionnelles des états de Gibbs

Le but de cet appendice est de présenter une construction de la structure de produit local des
états de Gibbs pour les flots d’Anosov topologiquement mélangeants. Nous avons conscience que
cette construction est assez folklorique, et sans doute bien connue des spécialistes. Néanmoins, nous
présentons le détail de la construction puisque nous n’en avons pas trouvé de trace explicite dans la
littérature, et puisque nous avons besoin de la construction de Margulis dans la preuve du théorème
2.2.1. De plus, nous avions cherché dans cette direction dans l’espoir de construire des familles de
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3. APPENDICE : UNE CONSTRUCTION À LA MARGULIS DES MESURES CONDITIONNELLES DES
ÉTATS DE GIBBS

mesures analogues dans des cas où nous ne disposons pas de description symbolique claire de la
dynamique, par exemple dans un cadre hyperbolique feuilleté.

Dans tout ce qui suit, nous considérons une variété Riemannienne close B , qui porte un flot
d’Anosov de classe C 2 et topologiquement mélangeant ϕt .

Nous rappelons que dire que le flot d’Anosov est topologiquement mélangeant revient à dire que
les variétés stables et instables sont denses dans B . En particulier, un argument de compacité dû à
Margulis, voir [M], nous dit que pour tout domaine relativement compact A d’une variété centre-
instable, il existe deux réels positifs uniformes ε(A) et r (A) positifs tels que pour tout p ∈ B , il existe
une transformation d’holonomie le long du feuilletage stable

hols
p→A : B cu(p,r (A))→ A,

avec pour tout p ′ ∈ B cu(p,r (A)) :

dists(p ′,hols
p→A(p ′)) ≤ ε(A).

Dans la terminologie de Margulis, nous disons que la boule centre-instable B cu(p,r (A)) est ε(A)-
équivalente à une partie de A.

3.1 – Fonctionnelles sur les variétés centre-instables

Définition des fonctionnelles. Étant donné un potentiel Hölder, nous allons considérer le poids
suivant :

kF
t (p) = exp

[ˆ t

0
F ◦ϕ−s(p)d s

]
. (2.3.14)

Ce poids vérifie la relation de cocycle suivante, pour tous t1, t2 ∈R et p ∈ B :

kF
t1+t2

(p) = kF
t2

(p)kF
t1

(ϕ−t2 (p)) (2.3.15)

Nous considérons l’ensemble des fonctions continues à support compact dans une feuille centre-
instable, que nous notons Cc (W cu). Sur cet ensemble, dont nous étudierons la topologie plus tard,
nous pouvons définir la famille de fonctionnelles par :

LF
t ( f ) =

ˆ

kF
t f ◦ϕ−t dLebcu . (2.3.16)

Lemmes techniques. Nous allons donner deux lemmes qui premettront d’étudier la continuité des
fonctionnelles précédentes.

Lemme 2.3.1. Soit A un domaine relativement compact inclus dans une variété centre-instable. Il
existe un réel C (A) > 0 tel que pour tous p ∈ B et tout t ≥ 0,

ˆ

ϕt (B cu (p,r (A)))
kF

t dLebcu ≤C (A)

ˆ

ϕt (A)
kF

t dLebcu .

Preuve. Considérons les deux constantes uniformes r (A) et ε(A) que nous avions définies précédem-
ment : pour rappel, toute boule centre-instable de rayon r (A) est ε(A)-équivalente à une partie de
A.

Soit alors p ∈ B et X l’image de B cu(p,r (A)) par holonomie stable : si q ∈ B cu(p,r (A)) et q ′ =
hols

p→A(q) ∈ X , nous avons dists(q, q ′) ≤ ε(A).
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Nous pouvons alors écrire :

´

ϕt (B cu (p,r (A))) kF
t dLebcu

´

ϕt (X ) kF
t dLebcu ≤ Sup

q∈B cu (p,r (A))

(
kF

t (ϕt (q))

kF
t (ϕt (hols

p→A(q)))

)
Lebcu(ϕt (B cu(p,r (A))))

Lebcu(ϕt (X ))
.

D’une part, pour tout q ∈ B cu(p,r (A)), et q ′ = hols
p→A(q), on a log(kF (ϕt (q))/kF (ϕt (q ′))) =

´ t
0 (F ◦

ϕt−s(q)−F ◦ϕt−s(q ′))d s. En utilisant que dists(q, q ′) ≤ ε(A), que par itération positive, ϕt contracte
exponentiellement vite les distances stables, et que F est uniformément Hölder continue, nous trou-
vons que cette intégrale est majorée par une constante ne dépendant que de A.

D’autre part, le flot commute avec l’holonomie stable de sorte que ϕt (q ′) = hols
ϕt (p)→ϕt (X )(ϕt (q)),

et le feuilletage stable est absolument continu. Puisque la distance entre ϕt (q) et ϕt (q ′) tend vers zéro
uniformément, la transformation d’holonomie hols

ϕt (p)→ϕt (X ) a un Jacobien qui tend uniformément
vers 1. En particulier, le quotient Lebcu(ϕt (B cu(p,r (A))))/Lebcu(ϕt (X )) est bornée par une quantité
ne dépendant que de A.

Puisque ϕt (X )⊂ϕt (A), on a :

ˆ

ϕt (X )
kF

t dLebcu ≤
ˆ

ϕt (A)
kF

t dLebcu ,

et nous pouvons conclure la preuve du lemme. ä

Lemme 2.3.2. Soit f ∈Cc (W cu) positive ou nulle. Alors pour toute fonction positive à support compact
g ∈Cc (W cu), il existe une constante C (g ) telle que on a pour tout t ≥ 0 :

LF
t (g ) ≤C (g )LF

t ( f ).

Preuve. Nous allons raisonner en deux temps. Nous allons dans un premier temps comparer LF
t (g )

avec l’intégrale de kF
t sur ϕt (A), où A est un domaine centre-instable relativement compact. Dans un

second temps, nous choisirons un ouvert A de sorte que l’on puisse comparer cette intégrale avec
LF

t ( f ).

Tout d’abord, si g est continue et positive à support inclus dans K , nous avons pour tout t ≥ 0,

LF
t (g ) ≤ ||g ||∞

´

ϕt (K ) k
f
t dLebcu .

Il est possible de recouvrir le compact K par un nombre fini N , ne dépendant que de K , de boules
de rayon r (A). L’intégrale de kF

t sur l’image de chacune de ces boule par ϕt est bornée indépendam-
ment de t par C (A) fois l’intégrale du même poids sur ϕt (A). Ainsi, nous trouvons :

ˆ

kF
t g ◦ϕ−t dLebcu ≤ ||g ||∞NC (A)

ˆ

ϕt (A)
kF

t dLebcu .

L’idée présente dans [M] est de considérer l’ouvert relativement compact A = { f > ε}, où ε> 0 est
suffisamment petit, puis de remarquer que :

ˆ

ϕt (A)
kF

t dLebcu ≤
1

ε

ˆ

kF
t f ◦ϕ−t dLebcu .

En combinant les deux inégalités, nous concluons la preuve du lemme. ä

37



3. APPENDICE : UNE CONSTRUCTION À LA MARGULIS DES MESURES CONDITIONNELLES DES
ÉTATS DE GIBBS

Action continue sur les fonctionnelles. L’espace Cc (W cu) n’est pas un espace vectoriel a priori : la
somme de deux fonctions n’est dans Cc (W cu) que si elles sont définies sur la même feuille.

Nous pouvons néanmoins définir l’ensemble L des fonctionnelles L sur Cc (W cu) telle que pour
tout p ∈ B , L|C cu

c (W cu (p)) soit une fonctionnelle linéaire. C’est ainsi naturellement un espace vectoriel
topologique localement convexe. Nous pouvons aussi considérer le sous-ensemble C+

c (W cu) consti-
tué des fonctions positives, ainsi que l’ensemble L

+ des fonctionnelles positives, c’est-à-dire qui sont
positives sur les fonctions positives.

Il est possible munir L de la topologie produit, en identifiant L avec
∏

f ∈Cc (W cu )R f , grâce à la
correspondance L 7→ (L( f )) f ∈C c (W cu ).

Le flot ϕt agit naturellement sur l’ensemble des fonctionnelles L par l’application suivante, où
L ∈L et g ∈Cc (W cu) :

Φ
F
t L( f ) = L[kF

t f ◦ϕ−t ].

Nous aurons aussi à considérer la normalisation suivante :

Φ̂
F
t L =

Φ
F
t L

Φ
F
t L( f0)

,

où f0 ∈ C+
c (W cu) est une fonction de référence que nous fixerons. Pour se fixer les idées, on peut

supposer que f0 ≥ 1 sur un domaine centre-instable relativement compact A.

Lemme 2.3.3. Pour tout t ∈R, les actions ΦF
t et Φ̂F

t sur L sont continues.

Preuve. Nous avons muni L de la topologie produit : en particulier, elle est engendrée par les pro-
duits finis d’intervalles de R. Considérons un ensemble fini de fonctions de Cc (W cu), ( fi )i=1,....,k , et un
nombre fini d’intervalles ouverts de R, (Ii )i=1,...,k . Soit l’ouvert U = {L ∈L ; L( fi ) ∈ Ii i = 1, ...,k}. Nous
avons : (

Φ
F
t

)−1
U =

{
L ∈L ; L(kF

−t fi ◦φt ) ∈ Ii , i = 1, ...,k
}

:

c’est encore un ouvert de L .
C’est donc que Φt , et donc Φ̂t , est continue. ä
Nous avons défini la famille de fonctionnelles LF

t par la formule 2.3.16. Nous remarquons que, par
la formule de cocycle 2.3.15, nous avons les relations suivantes pour tous t1, t2 ∈R :

Φ
F
t1
Φ

F
t2
=Φ

F
t1+t2

et Φ̂
F
t1
Φ̂

F
t2
= Φ̂

F
t1+t2

(2.3.17)

Φ
F
t1

LF
t2
= LF

t1+t2
et Φ̂

F
t1

(
LF

t2

Lt2 ( f0)

)
=

LF
t1+t2

LF
t1+t2

( f0)
. (2.3.18)

3.2 – Application d’un théorème de point fixe

Convexe compact de fonctionnelles. Pour une partie Y de L , nous noterons ConvY l’enveloppe
convexe de Y , et AdhY , son adhérence. Nous définissons l’ensemble convexe :

X0 = Adh

[
Conv

{
LF

t

LF
t ( f0)

; t ≥ 0

}]
,

où f0 est la fonction que nous avions fixée dans le paragraphe précédent.

Lemme 2.3.4. Tous les éléments de X sont des fonctionnelles positives.
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Preuve. Puisque toutes les fonctionnelles LF
t sont des fonctionnelles positives, il en est de même pour

toute combinaison convexe de LF
t /LF

t ( f0). Reste à voir que le fait d’être positif passe à l’adhérence.
Mais ceci est vrai puisque la topologie sur L est celle de la convergence ponctuelle. ä

Lemme 2.3.5. Le convexe X0 est compact.

Preuve. Nous allons prouver que pour toute fonction f ∈ Cc (W cu), les quotients LF
t ( f )/Lt ( f0) sont

bornés indépendamment de t ≥ 0. En traitant séparément les parties positives et négatives, nous
voyons qu’il suffit pour cela de prouver que pour toute fonction positive f ∈ C+

c (W cu), les quotients
LF

t ( f )/Lt ( f0) sont majorés indépendamment de t . Ce dernier point est une application immédiate du
lemme 2.3.2.

Ainsi pour tout f ∈Cc (W cu), il existe deux constantes c( f ) et C ( f ) ne dépendant que de f tel que
l’on ait L( f ) ∈ [c( f ),C ( f )] pour tout L s’écrivant comme combinaison convexe de quotients Lt /Lt ( f0),
avec t ≥ 0. Mais ces bornes passent à l’adhérence, et nous obtenons L( f ) ∈ [c( f ),C ( f )] pour tout
L ∈X0.

Puisque X0 est fermé, et que le produit de segments compacts [c( f ),C ( f )], f ∈Cc (W cu) est com-
pact par le théorème de Tychonov, on a bien X0 compact pour la topologie produit. ä

Pour tout T ≥ 0, nous allons considérer l’ensemble compact (par le lemme précédent) :

XT = Adh

[
Conv

{
LF

t

LF
t ( f0)

; t ≥ T

}]
,

ainsi que :
X∞ =

⋂
T≥0

XT ,

qui est un ensemble compact non vide, comme intersection décroissante de compacts.

Lemme 2.3.6. Nous avons pour tout t ≥ 0, et tout T ≥ 0 Φ̂t XT ⊂XT

Preuve. Il vient directement de la relation 2.3.18 que lorsque t ≥ 0, Φ̂t préserve l’ensemble des com-
binaisons convexes de LF

ti
/Lti , avec ti ≥ T . Nous concluons en utilisant la continuité de Φ̂t (voir le

lemme 2.3.3). ä

Proposition 2.3.7. Il existe donc un élément m ∈X∞ tel que pour tout t ∈R, Φ̂tm=m.

Preuve. Nous utilisons le théorème de point fixe de Schauder : toute application continue laissant
invariante une partie compacte convexe d’un espace vectoriel topologique localement convexe pos-
sède un point fixe.

Nous concluons par la continuité de Φ̂t , et par la compacité de X (voir les lemmes 2.3.3 et 2.3.6).
ä

Propriétés du point fixe. Nous étudions dans un premier temps l’action des transformations d’ho-
lonomie stables sur la fonctionnelle m. Nous rappelons la définition du cocycle k s donnée par la
relation (2.1.1) :

k s
F (p, q) = exp

[ˆ ∞

0
(F ◦ϕt (q)−F ◦ϕt (p))d t

]
pour p, q dans la même feuille stable.

Proposition 2.3.8. Soit f ∈Cc (W cu), p ∈ Supp( f ), et p ′ ∈W s(p). Nous avons alors :

m( f ◦hols
p ′→p ) =m( f k s

F (.,hols
p→p ′(.))),

où f ◦hols
p ′→p est restreinte au domaine d’une transformation d’holonomie hols

p ′→p , et f k s
F (.,hols

p→p ′(.))
est restreinte au but de cette transformation.
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Preuve. Soit f ∈Cc (W cu), p ∈ Supp( f ), et p ′ ∈W s(p). Nous allons prouver que la différence suivante
tend vers 0 lorsque T tend vers ∞ :

mT

(
f ◦hols

p ′→p

k s
F (hols

p ′→p (.), .)

)
−mT ( f ),

indépendamment de mT ∈XT et où on a restreint le quotient au domaine de définition d’une trans-
formation d’holonomie hols

p ′→p , et f au but de cette transformation.

Étant donné que m ∈X∞ =
⋂

T≥0 XT , on trouvera bien l’égalité désirée pour toute fonction conti-
nue.

Soit T ≥ 0. Définissons la fonction suivante sur un domaine compact d’holonomie stable K ′ :

g =
f ◦hols

p ′→p

k s
F (hols

p ′→p (.), .)
.

Nous notons K l’image de K ′ par la transformation d’holonomie hols
p ′→p . En utilisant l’absolue conti-

nuité du feuilletage stable, nous trouvons :

LF
T (g ) =

ˆ

ϕT (K )

kF
T (hols

ϕT (p)→ϕT (p ′)(q))

k s
F (ϕ−T (q),hols

p ′→p (ϕ−T (q)))
f ◦ϕ−T (q)Jachols

ϕT (p)→ϕT (p ′)(q)dLebcu(q).

Pour q ∈ϕT (K ), posons q ′ = hols
ϕT (p)→ϕT (p ′)(q), et considérons la quantité suivante :

RT (q) =
kF

T (q ′)

kF
T (q)k s

F (ϕ−T (q),ϕ−T (q ′))
Jachols

ϕT (p)→ϕT (p ′)(q).

Nous trouvons alors :

LT (g )−LT ( f ) =
ˆ

ϕT (K )
(RT (q)−1)kF

T (q) f (ϕ−T (q))dLebcu(q).

Il s’agit alors de contrôler RT (q)− 1 par une quantité tendant vers zéro indépendamment de q .
D’une part, puisque la distance dists(ϕT (p),ϕT (p ′)) tend vers zéro, le Jacobien de la transformation
d’holonomie hols

ϕT (p)→ϕT (p ′) tend vers 1 indépendamment de q .
D’autre part, on a :

kF
T (q ′)

kF
T (q)k s

F (ϕ−T (q),ϕ−T (q ′))
= exp

[ˆ ∞

T
(F ◦ϕt (ϕ−T (q))−F ◦ϕt (ϕ−T (q ′)))d t

]
.

L’intégrale tend uniformément vers 0, puisque F est Hölder et que ϕ−T (q) ∈ K et ϕ−T (q ′) ∈ K ′ sont
à distance uniformément majorée sur K . Par conséquent, RT (q) converge vers 1 uniformément en T .

Nous trouvons donc :
∣∣∣∣

LT (g )

LT ( f0)
−

LT ( f )

LT ( f0)

∣∣∣∣≤ Sup
q∈ϕT (K )

|RT (q)−1|
´

kF
T f ◦ϕ−T dLebcu

´

kF
T f0 ◦ϕ−T dLebcu .

Par le lemme 2.3.2, le second facteur est borné uniformément. Nous pouvons donc conclure que
LT (g )
LT ( f0) −

LT ( f )
LT ( f0) tend vers zéro uniformément.

Nous pouvons donc conclure que mT (g )−mT ( f ) est d’autant plus petit que T est grand, et ce
indépendamment de mT ∈XT (nous pouvons écrire mT comme combinaison convexe de Lti /Lti ( f0)
pour ti ≥ T ). Nous pouvons donc en déduire que m(g ) =m( f ), ce qui nous permet de conclure. ä
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Proposition 2.3.9. Il existe un nombre réel PF tel que pour toute fonction continue f ∈Cc (W cu) et tout
T ∈R,

m( f ◦ϕT ) = e−T PF
m(kF

T f ).

Preuve. Soit, pour t ∈ R, at =m(kF
t f0 ◦ϕt ). Nous tirons de la relation de cocycle 2.3.15, et du fait que

m soit point fixe de Φ̂s que pour tous s, t ∈R :

as+t =m[kF
s (kF

t ◦ϕ−s) ( f0◦ϕ−t◦ϕ−s)] =m(kF
s f0◦ϕ−s)Φ̂sm(kF

t f ◦ϕ−t ) =m(kF
s f0◦ϕ−s)m(kF

t f ◦ϕ−t ) = as at .

Ainsi, puisque m( f0) = 1, il existe un réel PF tel que at = e tPF pour tout t ∈R.
Nous pouvons de nouveau utiliser le fait que m est un point fixe de Φ̂T : pour tout f ∈ Cc (W cu),

nous avons pour tout réel T :

m( f ◦ϕT ) = Φ̂Tm( f ◦ϕT ) =
m(kF

T f )

m(kF
T f0 ◦ϕ−T )

= e−T PF
m(kF

T f ).

ä

3.3 – Structure de produit local des états de Gibbs

Mesures sur les variétés invariantes. Les feuilles centre-instables, munies de la structure Rieman-
nienne induite, sont des espaces métriques localement compacts et, lorsqu’on la restreint à l’en-
semble des fonctions continues à support compact d’une feuille centre instable quelconque, m est
une fonctionnelle positive (voir le lemme 2.3.4). Ainsi, nous pouvons appliquer le théorème de re-
présentation de Riesz (voir l’énoncé du théorème 2.14 de [Ru]), pour trouver une famille de mesures
Boréliennes (λcu

F,p )p∈B sur les variétés centre instables vérifiant :

1. pour tous p, q sur la même variété centre-instable, λcu
F,p =λcu

F,q ;

2. pour tout p ∈ B , p ′ sur la même variété stable, et q dans le domaine d’une transformation d’ho-
lonomie hols

p ′→p :

d [hols
p ′→p ∗λcu

F,p ]

dλcu
F,p ′

(q) = k s(q,hols
p ′→p (q)) = exp

[ˆ ∞

0
(F ◦ϕt (hols

p ′→p (q))−F ◦ϕt (q))d t

]
;

3. pour tout p ∈ B et T ∈R, on a :

d [ϕT ∗λcu
F,ϕ−T (p)]

dλcu
F,p

(p) = exp

[
ˆ T

0
(F ◦ϕ−t (p)−PF )d t

]
.

Pour prouver les deuxième et troisième propriétés, il s’agit d’appliquer les propositions 2.3.8 et 2.3.9.
Enfin, la partition de toute variété centre-instable par les variétés instables est une partition me-

surable, l’ensemble des feuilles étant idéntifié avec un cercle ou une droite. Les mesures λcu
F,p peuvent

ainsi être désintégrées dans les variétés instables, obtenant ainsi une famille de mesures (λu
F,p )p∈B ,

quasi-invariantes par l’action du flot, avec la relation de cocycle désirée :

d [ϕT ∗λu
F,ϕ−T (p)]

dλu
F,p

(p) = exp

[
ˆ T

0
(F ◦ϕ−t (p)−PF )d t

]
.

Nous pouvons de même prouver l’existence de familles de mesures (λcs
F,p )p∈M vérifiant :
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1. pour tous p, q sur la même variété centre-stable, λcs
F,p =λcs

F,q ;

2. pour tous p ∈ B , p ′ sur la même variété instable, et q dans le domaine d’une transformation
d’holonomie holu

p ′→p :

d [holu
p ′→p ∗λcs

F,p ]

dλcs
F,p ′

(q) = ku(q,holu
p ′→p (q)) = exp

[ˆ ∞

0
(F ◦ϕ−t (holu

p ′→p (q))−F ◦ϕ−t (q))d t

]
;

3. il existe un nombre réel P ′
F tel que pour tout p ∈ B et T ∈R, on a :

d [ϕT ∗λcs
F,ϕ−T (p)]

dλcs
F,p

(p) = exp

[
−
ˆ T

0
(F ◦ϕ−t (p)−P ′

F )d t

]
.

Et nous pouvons désintégrer cette famille dans les variétés stables, obtenant ainsi une famille de
mesures (λs

F,p )p∈M , sur les variétés stables, vérifiant la relation de cocycle désirée :

d [ϕT ∗λs
F,ϕ−T (p)]

dλs
F,p

(p) = exp

[
−
ˆ T

0
(F ◦ϕ−t (p)−P ′

F )d t

]
.

Structure de produit local. Nous allons montrer comment récupérer la structure de produit local
de l’unique état de Gibbs associé à F . Tout d’abord, nous devons montrer que la famille de mesures
(λu

F,p )p∈B varie continûment avec p. Pour cela, en composant les relations d’absolue continuité de la
famille (λcu

F,p )p∈B par holonomie instable et par le flot, on trouve que la famille (λu
F,p )p∈B est absolu-

ment continue par les transformations d’holonomie centre-stable avec des Jacobiens continus : cette
famille varie donc continûment.

Lemme 2.3.10. Il existe une mesure de probabilités µF sur B qui en restriction à tout petit ouvert ayant
la structure de produit local, est obtenue en intégrant contre λcs

F,p0
les mesures ψu

F,pλ
u
F,p , où, pour tout

q ∈W u
loc (p), nous avons défini :

ψu
F,p (q) = ku

F (p, q) = exp

[ˆ ∞

0
(F ◦ϕ−t (q)−F ◦ϕ−t (p))d t

]

Preuve. Ces mesures sur les ouverts possédant la structure de produit local sont bien définies car λu
F,p

varie continûment avec p ∈ B . Ce sont des mesures finies car les mesures λu
F,p et λcs

F,p sont finies sur
les compacts.

Il s’agit de prouver que les mesures définies comme dans le lemme peuvent être recollées de fa-
çon cohérente avec l’holonomie du feuilletage stable. Ceci est une conséquence triviale de la relation
d’absolue continuité par rapport à (λcs

F,p )p∈B vérifiée par les transformations d’holonomie instable.

Nous avons, lorsque p et p ′ sont sur la même variété instable :

ψu
F,p ′

ψu
F,p

= ku(p ′, p) =
d [holu

p→p ′ ∗λcs
F,p ]

dλcs
F,p ′

(p ′).

La variété B étant compacte, nous pouvons la recouvrir par un nombre fini d’ouverts possédant
la structure de produit local, de sorte que nous obtenions, en recollant les mesures définies précé-
demment, une mesure finie sur B : nous pouvons supposer sans restriction que c’est une mesure de
probabilité. ä
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Lemme 2.3.11. Nous avons PF = P ′
F et µF est invariante par le flot.

Preuve. En regardant comment ϕt agit sur les familles de mesures (λu
F,p )p∈B et (λcs

F,p )p∈B , nous pou-
vons facilement obtenir pour tout réel t et tout Borélien A⊂B :

µF (ϕt (A)) = e t (PF−P ′
F )µF (A),

ce dont nous déduisons, en l’appliquant à A = B , que PF = P ′
F . L’invariance par le flot suit alors. ä

Nous allons prouver que µF est l’état de Gibbs associé au potentiel F et que le nombre PF est
la pression. La fin du raisonnement est assez classique : nous renvoyons par exemple à [BR] pour le
lemme suivant dans le cas des états de u-Gibbs, c’est-à-dire où les mesures λu

F,p sont données par le
volume dans les variétés instables.

Rappelons la définition des boules de Bowen. Lorsque ε > 0 et T > 0, nous pouvons définir une
distance dT par la formule :

dT (p, q) = Sup
t∈[0,T ]

dist(ϕt (p),ϕt (q)).

La boule de Bowen pour T centrée en p et de rayon ε est la boule BT (p,ε) de centre p et de rayon ε

associée à la distance dT .
Posons, pour p ∈ B et ε> 0 assez petit, D(p,ε) = [W u

ε (p),W cs
ε (p)]. Nous posons également DT (p,ε) =

[W u
T,ε(p),W cs

T,ε], où W ⋆

T,ε(p) est la composante connexe de W ⋆(p)∩BT (p,ε) qui contient p, et ⋆= cs,u.
Il existe une constante c > 1 telle que l’on ait pour tout p ∈ B et ε > 0 assez petit (voir par exemple
[BR]) :

DT (p,c−1ε)∩BT (p,ε) ≤ DT (p,cε).

Lemme 2.3.12. Il existe une constante C > 1 telle que pour tout T > 0, tout p ∈ B et tout ε> 0 suffisam-
ment petit, nous ayons :

C−1µF (B(p,ε)) ≤
µF (BT (p,ε))

exp
[
´ T

0 (F ◦ϕt (p)−PF )d t
] ≤CµF (B(p,ε))

Preuve. Par la remarque précédente, il suffit en fait d’encadrer uniformément le rapport :

µF (DT (p,ε))

exp
[
´ T

0 (F ◦ϕt (p)−PF )d t
] .

Pour ce faire, nous remarquons que W u
T,ε(p) =ϕ−T (W u

ε (ϕT (p))), et que W cs
T,ε(p) =W cs

ε (p). Il existe
un nombre εq variant continûment avec q ∈ W cs

ε (p) tel que εp = ε et DT (p,ε) =
⋃

q∈W cs
ε (p) W u

T,εq
(q).

Ainsi, nous pouvons utiliser un changement de variables et écrire :

µF (DT (p,ε)) =
ˆ

W cs
ε (p)

(
ˆ

W u
T,εq

(q)
ψu

F,q dλu
F,q

)
dλcs

F,p (q)

=
ˆ

W cs
ε (p)

(
ˆ

W u
εq (ϕT (q))

(ψu
F,q ◦ϕ−T )kF

T e−T PF dλu
F,ϕT (q)

)
dλcs

F,p (q).

En utilisant l’uniforme continuité des quantités que nous intégrons, et en sachant que µF (B(p,ε))
et µF (D(p,ε)) sont uniformément du même ordre, nous trouvons que µF (DT (p,ε)) est en rapport
borné avec :

µF (B(p,ε))kF
T (ϕT (p))e−T PF =µF (B(p,ε))exp

[
ˆ T

0
(F ◦ϕt (p)−PF )d t

]
,
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3. APPENDICE : UNE CONSTRUCTION À LA MARGULIS DES MESURES CONDITIONNELLES DES
ÉTATS DE GIBBS

concluant ainsi la preuve du lemme. ä
Nous rappelons que deux points p et q sont dits (T,ε)-séparés si dT (p, q) ≥ ε, et que la pression

du potentiel Hölder F pour le flot ϕt est donné par :

P (F ) = lim
ε→0

lim
T →∞

1

T
log Sup

{
∑

p∈E
exp

[
ˆ T

0
F ◦ϕt (p)d t

]
; E (T,ε)-séparé

}
.

Lemme 2.3.13. Le nombre PF est alors la pression du potentiel F pour le flot ϕt .

Preuve. Soit E un ensemble (T,ε)-séparé maximal, de sorte que B =
⋃

p∈E BT (p,ε). Nous avons alors
par le lemme 2.3.12 :

1 ≤
∑

p∈E
µF (BT (p,ε)) ≤CµF (B(p,ε))

∑

p∈E
exp

[
ˆ T

0
(F ◦ϕt −PF )d t

]
,

ce dont nous déduisons PF ≤ P (F ).
D’autre part, puisque E est maximal, les boules de Bowen BT (p,ε/2) sont deux à deux disjointes,

de sorte qu’une nouvelle application du lemme 2.3.12 nous donne :

1 ≥
∑

p∈E
µF (BT (p,ε/2)) ≥C−1µF (B(p,ε/2))

∑

p∈E
exp

[
ˆ T

0
(F ◦ϕt −PF )d t

]
,

ce dont nous déduisons PF ≥ P (F ) : PF est donc bien la pression du potentiel. ä

Theorème 2.3.14. La mesure µF construite précédemment est un état de Gibbs ergodique associé au
potentiel F .

Preuve. Le nombre PF est la pression de F . En appliquant de nouveau le lemme 2.3.12, ainsi que le
théorème de Birkhoff, nous trouvons :

lim
ε→0

lim
T →∞

− logµF (BT (p,ε))

T
= lim

ε→0
lim

T →∞

− logµF (BT (p,ε))

T
= P (F )−

ˆ

B
F dµF .

Les deux limites sont donc égales : par un théorème de brin-Katok, la limite commune est l’entropie
mesurée hµF : c’est donc que µF est solution du principe variationnel de Walters 2.1.5. Nous pouvons
donc conclure la preuve du théorème. ä
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Chapitre III

Discrétisation des mesures harmoniques
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1. DISCRÉTISATION DU MOUVEMENT BROWNIEN

1 | Discrétisation du mouvement Brownien

1.1 – Ensembles ∗-récurrents
Dans la suite, nous considérons une variété Riemannienne L complète, connexe et à géométrie

bornée. Nous pouvons alors considérer pour tout x ∈ L la mesure de Wiener Wx définie sur l’ensemble
Ωx des chemins continus commençant en x. Nous avons montré comment balayer une masse de Di-
rac sur une partie récurrente pour le mouvement Brownien, et comment en déduire la propriété de la
moyenne pour les fonctions harmoniques. Ci-dessous, nous expliquons la construction classique de
discrétisation du mouvement Brownien de Furstenberg-Lyons-Sullivan. Le matériel peut être trouvé
dans les références [BaL, Fu2, K3, LS].

Données de Lyons-Sullivan. Nous reprenons ici la terminologie de [BaL]. Pour une partie fermée
F ⊂L, nous avons défini le balayage d’une masse de Dirac δx comme la distribution d’entrée dans F
des chemins Browniens partant de x, et nous l’avons noté βF

x .
Pour un ouvert V ⊂L, il est possible de considérer la distribution de sortie de V , c’est-à-dire la

mesure εV
x =β

c V
x . Lorsque x ∈ cV , on obtient la masse de Dirac en x, et lorsque x ∈V , on obtient une

mesure supportée sur ∂V que l’on appelle classiquement la mesure harmonique de x.

Définition 3.1.1. Soit X une partie discrète de L. Une donnée de Lyons-Sullivan pour X est une famille
(Fx ,Vx )x∈X où les Fx sont des parties fermées de L, et où les Vx sont des parties ouvertes et relativement
compactes de L telles que :

1. pour tout x ∈ X , x ∈ IntFx , et Fx ⊂Vx ;

2. pour x 6= y ∈ X , Fx ∩Vy =; ;

3. F =
⋃

x∈X Fx est récurrent ;

4. la donnée vérifie le principe de Harnack, c’est-à-dire qu’il existe une constante C > 1 telle que
pour tout x ∈ X et y ∈ Fx , on ait :

1

C
≤

dε
Vx
y

dε
Vx
x

≤C . (3.1.1)

Une partie discrète admettant une donnée de Lyons-Sullivan est appelée ∗-récurrente.

Dans leur étude de la compactification de Martin, Ballmann et Ledrappier [BaL] ont précisé cette
notion de donnée de Lyons-Sullivan, en demandant une condition supplémentaire.

Définition 3.1.2. Soit X une partie discrète de L. Nous disons que (Fx ,Vx ) est une donnée de Lyons-
Sullivan si elle satisfait aux quatre conditions imposées par la définition précédente, et si de plus il
existe une constante D telle que pour tout x ∈ X et tout y ∈ ∂Fx , on ait :

GVx (y, x) = D,

où GVx représente la fonction de Green de Vx .

Ballmann et Ledrappier prouvent alors le théorème suivant (sous une forme légèrement plus gé-
nérale) :

Theorème 3.1.3. Soit L une variété Riemannienne complète et à géométrie bornée. Soit X une partie
discrète de L dont le ε-voisinage est récurrent pour un certain ε > 0. Alors X admet une donnée de
Lyons-Sullivan équilibrée (Fx ,Vx )x∈X telle que toute isométrie de L qui laisse X invariant permute la
famille (Fx ,Vx )x∈X .
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CHAPITRE III. DISCRÉTISATION DES MESURES HARMONIQUES

Exemple 1. Supposons que B soit une variété Riemannienne de volume fini et à géométrie bornée,
et soit Π : L→B un revêtement Riemannien. Pour p0 ∈ B , l’ensemble X = Π

−1(p0) admet alors une
donnée de Lyons-Sullivan équilibrée.

Par le théorème de Ballmann-Ledrappier 3.1.3, il suffit de prouver que le ε-voisinage de X , noté
Nε(X ) est récurrent. L’argument est classique mais court et élégant : nous le rappelons. La fonction

P (x) =Wx [ω rencontre Nε(X ) ]

est harmonique et invariante par l’action d’une copie de π1(B) dans les isométries directes de L : elle
passe au quotient, et elle vaut 1 en p0. On conclut alors en utilisant le fait classique que toute fonction
harmonique sur une variété de volume fini et à géométrie bornée est constante. En particulier P (x) =
1 pour tout x.

Pour voir cela, il y a beaucoup de moyens différents. Nous esquissons un joli argument qui utilise
le théorème de récurrence de Poincaré. Une fonction harmonique h : B →R vérifie div gradh = 0,
c’est donc que le champ de gradient de h préserve le volume. Puisque la géométrie de B est bornée,
le champ de gradient est complet. Puisque ce champ préserve le volume, presque tout point de B est
récurrent. Or la dynamique des lignes du champ de gradient est simple : les points vont de singularité
en singularité. C’est donc que presque tout point est une singularité : le gradient d’annule presque
partout. Il s’annule donc partout, et la fonction est constante.

Exemple 2. Supposons que L soit une variété Riemannienne complète et à géométrie bornée, et
soit X une partie discrète et r -dense, où r est inférieur, par exemple, à la moitié du rayon d’injectivité
minimal de L. Alors X admet une donnée de Lyons-Sullivan équilibrée.

Ici encore il suffit de prouver que Nr /2(X ) est récurrent. On peut ici se ramener à un problème
local. Tout point de L est dans une boule centrée en un point x ∈ X et de rayon r . Il suffit donc de
minorer indépendamment du point y ∈ L (nous avons alors y ∈ B(x,r ) pour un certain x ∈ X ) la
probabilité qu’un chemin Brownien commençant en y rencontre B(x,r /2) avant de sortir de B(x,r ).

Pour ce faire, nous pouvons utiliser un résultat de comparaison de Debiard-Gaveau-Mazet, qui
dit que cette probabilité est toujours minorée par la probabilité équivalente calculée dans l’espace à
courbure sectionnelle constante minorant celle de L : (voir le lemme 1 de [DGM]). Cette dernière est
positive et indépendante du centre des boules, puisqu’en courbure constante, le noyau de la chaleur
p(x, y ; t ) ne dépend que de t et de la distance dist(x, y). Nous avons donc un minorant uniforme, et
nous pouvons conclure.

1.2 – Discrétisation de Furstenberg-Lyons-Sullivan

Nous nous intéressons ici au lien entre la théore du potentiel venant de l’étude du Laplacien, et
celle venant de l’étude des chaînes de Markov sur des ensembles discrets. Dans le cas des réseaux
discrets de SL2(R), Furstenberg [Fu2] a donné une première version du théorème de discrétisation,
qui a été ensuite systématisé par Lyons et Sullivan [LS] : c’est leur version que nous donnons.

Avant d’énoncer le théorème, nous aurons besoin de deux notations.

– Nous noterons H
+(L,∆) l’ensemble des fonctions harmoniques pour le Laplacien qui sont po-

sitives sur L.
– Lorsque (µx )x∈X est une famille de mesures de probabilité sur X , nous disons qu’une fonction

h : X →[0,∞) est (µx )x∈X -harmonique si pour tout y ∈ X , h(y) =
∑

x∈X µy (x)h(x). Nous noterons
H

+(X , (µx )x∈X ) l’ensembles de ces fonctions.
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Theorème 3.1.4. Soit L une variété Riemannienne complète et à géométrie bornée, et X une partie
discrète de L qui est ∗-récurrente. Il existe une famille de mesures de probabilité sur X (µz )z∈L telle que :

1. chaque µz a un support plein : pour tout z ∈ L et x ∈ X , µz (x) > 0 ;

2. pour toute isométrie γ ∈ Isom(L) laissant X et la donnée de Lyons-Sullivan invariants, on a pour
tout z ∈ L et x ∈ X , µγz (γx) =µz (x) ;

3. pour toute fonction h ∈H
+(X , (µx )x∈X ), la formule Φh(z) =

∑
x∈X µz (x)h(x) définit une fonction

lisse et harmonique de z ∈ L ;

4. l’application Φ : H
+(X , (µx )x∈X )→H

+(L,∆) est une bijection, l’application inverse étant tout
simplement donnée par la restriction.

Ballmann et Ledrappier ont complété ce théorème en donnant deux résultats que nous utiliserons
également.

Theorème 3.1.5. Soit L une variété Riemannienne complète et à géométrie bornée, et X une partie
discrète de L qui est ∗-récurrente. Supposons de plus que X admette une donnée de Lyons-Sullivan
équilibrée. Alors la famille de mesures donnée par le théorème précédent peut être choisie symétrique.
C’est-à-dire que pour tout x, y ∈ X , µx (y) =µy (x).

Theorème 3.1.6. Soit N une variété complète, connexe et simplement connexe dont la courbure est
pincée entre deux constantes négatives −b2 ≤ −a2 < 0. Soit Γ < Isom+(N ) un sous-groupe discret de
covolume fini, et X = Γo, où o est un point fixé. Alors la mesure donnée par le théorème 3.1.5 peut être
choisie de premier moment fini, c’est-à-dire que :

∑
γ
µo(γo)dist(o,γo) <∞.

2 | Discrétisation des mesures harmoniques pour les fi-
brés feuilletés

Les résultats présentés ici ont fait l’objet d’une publication d’une note aux Comptes Rendus de
l’Académie des Sciences (voir [Al])

2.1 –Mesures harmoniques et mesures stationnaires

Mesures stationnaires. Soit Γ un groupe agissant sur un espace topologique V , et µ une mesure de
probabilité sur Γ. Nous disons qu’une mesure ν sur V est µ-stationnaire si on a :

ν=
∑

γ∈Γ
µ(γ)γ∗ν.

En appliquant un argument à la Krylov-Bogolubov à l’opérateur Pν=
∑

γ∈Γµ(γ)γ∗ν, il vient que
lorsque V est compact, et µ est n’importe quelle mesure de probabilité sur Γ, il existe toujours une
mesure µ-stationnaire.
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Mesures conditionnelles des mesures harmoniques. Supposons à présent que l’on ait une variété
Riemannienne B qui est de classe C∞ de volume fini, et de géométrie bornée, et notons N son revê-
tement universel. Supposons que le groupe fondamental π1(B) agisse par difféomorphismes sur une
variété différentiable compacte (la différentiabilité de V ne joue aucun rôle : nous pourrions prendre
une variété topologique compacte quelconque). Nous avons alors une représentation :

ρ : π1(B)→Diff(V ).

Nous avons rencontré le processus de suspension qui permet d’associer à cette représentation un
fibré feuilleté (Π, M ,B ,V ,F ) dont ρ est la représentation d’holonomie. Il est alors possible de para-
métrer les feuilles de F par la structure Riemannienne de B , de sorte que la fibration Π : M →B soit
un revêtement Riemannien.

Nous avons vu qu’une mesure harmonique pour F est une mesure de probabilité m sur M qui
s’annule sur tous les laplaciens feuilletés :

ˆ

M
∆

F h dm = 0,

pour toute fonction h ∈ C 0,2(F ). Nous rappelons que dans le cas où B est compacte, l’existence de
mesures harmoniques vient d’un théorème de Garnett (voir le théorème 1.6.4). Dans le cas du volume
fini, elle découle du théorème ci-dessous ainsi que de l’existence de mesures stationnaires sur tout
espace compact.

Puisqu’en restriction aux feuilles, la fibration est une isométrie locale, la projection Π∗m s’annule
encore sur tous les Laplaciens : elle a une densité harmonique par rapport à Lebesgue. Puisque les
fonctions harmoniques sur B , qui est de volume fini et à géométrie bornée, sont les constantes, cette
projection est la mesure de Lebesgue. Nous pouvons ainsi considérer la désintégration de m dans les
fibres de Π : notons (mp )p∈B la famille des mesures conditionnelles.

Nous pouvons alors regarder l’action du groupe d’holonomie sur ces mesures conditionnelles,
et nous demander si, par analogie avec la discrétisation des fonctions harmoniques, il est possible
de prouver que celles-ci sont stationnaires pour une certaine mesure de probabilité sur π1(B). Le
théorème suivant donne une réponse positive à cette question.

Theorème 3.2.1. Soit B une variété Riemannienne de classe C∞, de volume fini et à géométrie bor-
née. Alors il existe une mesure de probabilité µ sur π1(B) de support total, telle que pour toute variété
compacte V et toute représentation ρ : π1(B)→Diff(V ), il y ait une correspondance bijective entre les
mesures harmoniques pour le feuilletage suspension paramétré par la métrique de la base, et les me-
sures µ-stationnaires sur V pour l’action définie par ρ.

Remarque. La mesure sur le groupe fondamental de B est donnée par le théorème de discrétisation
3.1.4, et la correspondance bijective est donnée par l’application m 7→ mp0 où p0 ∈ B est un point fixé.
Nous décrirons la réciproque dans la preuve du théorème.

2.2 – Les mesures conditionnelles sont stationnaires

Dans la suite, nous considérons une variété Riemannienne B de volume fini et à géométrie bor-
née, ainsi qu’une représentation ρ : π1(B)→Diff(V ), où V est une variété différentiable. En suspen-
dant la représentation, nous obtenons un fibré feuilleté (Π, M ,B ,V ,F ) dont l’holonomie est donnée
par ρ. Nous remontons la métrique de la base aux feuilles via la fibration. Nous supposons qu’il existe
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une mesure harmonique m pour F (nous rappelons que l’existence est automatique si B est com-
pacte, sinon, nous avons besoin de la seconde moitié de la preuve du théorème pour l’établir). Nous
notons N le revêtement universel Riemannien de B , et fixons une fois pour toutes un point p0 ∈ B ,
ainsi qu’un relevé o ∈ N .

Extension harmonique des densités locales. Nous pouvons considérer un recouvrement locale-
ment fini de B par des petits disques trivialisants (Ui )i∈I de telle sorte que Π

−1(Ui ) ≃Ui ×V , et que
les fonctions de transition lorsque Ui ∩U j 6= ;, soient de la forme (p, t ) ∈ (Ui ∩U j )×V 7→ (p,τi j (t )) ∈
(Ui ∩U j )×V , τi j étant la transformation d’holonomie correspondante. Nous choisissons les cartes
de diamètre suffisamment petit pour que tous les Ui trivialisent le revêtement universel (la base est à
géométrie bornée : nous pouvons aussi demander un diamètre uniforme pour les Ui ).

Nous rappelons brièvement nos notations : lorsque c est un chemin sur la base, il est possible, en
composant les fonctions de transition, de définir la transformation d’holonomie τc , et celle-ci ne dé-
pend que de la classe d’homotopie de c. Notons que lorsque γ ∈π1(B), la transformation d’holonomie
correspondante est τγ = ρ(γ)−1. Dans la suite, nous utiliserons la notation abusive Π

−1(Ui ) =Ui ×V .
Souvenons-nous que dans une carte Ui ×V , par un théorème de Garnett, m se désintègre de la

façon suivante :
m|Ui×V = hi (p, t )Leb(p)νi (t ). (3.2.2)

où hi est une fonction mesurable et harmonique en p, et où νi est une mesure sur V . De ceci, nous
déduisons d’une part, que les mesures conditionnelles sont de la forme mp = hi (p, t )νi (t ), lorsque
∈ Ui , et d’autre part que par conséquent la famille des mesures conditionnelles est en réalité une
famille variant continûment avec p.

Notons que lorsque c est un chemin tracé sur B , avec c(0) = p ∈Ui on a alors :

τc ∗mp = hi (z,τ−1
c (t ))τc ∗νi (t ).

En particulier, si γ ∈ π1(B , p), ρ(γ)∗mp = hi (z,ρ(γ)−1p)ρ(γ)∗νi (t ). Pour alléger la notation, nous
noterons γ∗mp pour ρ(γ)∗mp .

Nous avons déjà vu qu’alors la famille (νi )i∈I est quasi-invariante par les transformations d’ho-
lonomie, de sorte qu’il existe un Borélien mesurable A⊂V tel que A soit plein pour tout νi , i ∈ I , et
hi (p, .) soit définie sur A et ce pour tout p ∈Ui . La relation de cocycle que nous obtenons alors est :

hi (p, t )

h j (p,τi j (t ))
=

d [(τ−1
i j )∗ν j ]

dνi
(t ). (3.2.3)

et ce pour tout p ∈Ui ∩U j (lorsque cette intersection est non vide), et tout t ∈ A.
Soit i0 ∈ I . Nous avons choisi une carte Ui0 qui trivialise le fibré, de sorte que toutes les plaques

Ui0×{t } aient une section dans N , notée Ũi0 , qui de plus contient o. Le lemme suivant, que nous avons
déjà rencontré sous une forme légèrement différente, et que nous rencontrerons souvent après, nous
dit qu’il est possible de relever hi0 (., t ) à Ũi0 , obtenant ainsi une fonction harmonique Ht : Ũi0 →R, et
de l’étendre harmoniquement à tout N grâce à l’holonomie.

Lemme 3.2.2. Pour tout t ∈ A, la fonction Ht peut être étendue harmoniquement à N par la formule
suivante. Si z ∈ N et c est la projection sur B du segment géodésique [o, z], et si p ∈ Ui est le point
d’arrivée de c, alors on pose :

Ht (z) =
d [(τ−1

c )∗νi ]

dνi0

(t )hi (p,τc (t )). (3.2.4)
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Preuve. Cela se prouve par récurrence sur le nombre de cartes Ui rencontrées par la projection c de
[o, z]. Si ce nombre est nul, il n’y a rien à prouver puisqu’alors la fonction Ht est harmonique dans
Ũi0 . Pour l’hérédité, il est suffisant de remarquer que, par la relation 3.2.3 si Ui ∩U j 6= ;, alors la

fonction hi j : z ∈U j ×{τi j (t )} 7→ h j (z,τi j (t ))
d [(τ−1

i j )∗ν j ]

dνi
(t ) est une continuation harmonique de hi (., t ) :

Ui × {t }→R. ä

Lien avec les mesures conditionnelles. Puisque B est de volume fini et à géométrie bornée, nous
avons vu que l’orbite X = π1(B).o⊂N est ∗-récurrente (elle admet même une donnée de Lyons-
Sullivan équilibrée). Nous avons donc une famille de mesures de probabilité (µz )z∈N sur π1(B) (que
nous avons identifié avec l’orbite π1(B).o) vérifiant toutes les propriétés des théorèmes 3.1.4, et 3.1.5.
Le but est de prouver la proposition suivante :

Proposition 3.2.3. Soit p0 ∈ B, et o un relevé au revêtement universel. Alors la mesure mp0 est µo-
stationnaire :

mp0 =
∑

γ∈π1(B)
µo(γ) γ∗mp0 .

Pour prouver cette proposition, nous aurons besoin du lemme suivant, qui est une simple consé-
quence de la discrétisation des extensions des densités locales.

Lemme 3.2.4. Soit z ∈ N , et considérons la projection c sur B du segment géodésique [o, z]. Alors pour
tout t ∈ A :

Ht (z) =
∑

γ∈π1(B)
µz (γ)hi0 (p0,ρ(γ)−1t )

dγ∗νi0

dνi0

(t ) (3.2.5)

Preuve. Puisque pour tout t ∈ A, la fonction Ht est harmonique sur N , il est possible d’utiliser le
théorème 3.1.4 : pour tous t ∈ A et z ∈ N , nous avons :

Ht (z) =
∑

γ∈π1(B)
µz (γ)Ht (γo).

La classe d’homotopie de la projection de [o,γo] est bien entendu donnée par γ, et la trans-
formation d’holonomie associée est donnée par τγ = ρ(γ)−1. Ainsi, par la relation (3.2.4), Ht (γo) =
hi0 (p0,ρ(γ)−1t )

dγ∗νi0
dνi0

(t ). Finalement, la relation (3.2.5) est établie. ä
Nous pouvons alors prouver la proposition 3.2.3.

Preuve de la proposition 3.2.3. Puisque A est plein pour νi0 , nous pouvons multiplier la relation
(3.2.5) par la mesure νi0 . Quand z = o, le premier terme devient Ht (o)νi0 qui est, par définition,
hi0 (p0, t )νi0 (t ). Mais nous avons vu que cette dernière mesure est égale à mp0 .

Le membre de droite est une combinaison des mesures

hi0 (p0,ρ(γ)−1t )
d [γ∗νi0 ]

dνi0

(t )νi0 = hi0 (p0,ρ(γ)−1t )γ∗νi0

pondérée par les µo(γ). Mais nous avons vu que cette mesure est égale à γ∗mp0 . Nous obtenons
donc :

mp0 =
∑

γ∈π1(B)
µo(γ) γ∗mp0 ,

concluant ainsi la preuve de la proposition. ä
De la même façon, en appliquant le lemme 3.2.4 à tout z ∈ N , nous trouvons :
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Lemme 3.2.5. Soit z ∈ N , et notons c la projection sur B du segment géodésique [o, z], et p la projection
de z sur B. Alors l’égalité suivante a lieu :

mp = τc ∗
(

∑

γ∈π1(B)
µz (γ)γ∗mp0

)

Preuve. Considérons p,c et z comme choisis dans le lemme. Nous supposons que z ∈ Ui pour i ∈
I . Pour tout t ∈ A, la relation (3.2.4) donne Ht (z) = d [τ−1

c ∗νi ]
dνi0

(t )hi (p,τc (t )). Ainsi, si l’on multiplie la

relation (3.2.5) par νi0 , le membre de gauche devient hi (p,τc (t ))
d [τ−1

c ∗νi ]
dνi0

(t )νi0 = hi (z,τc (t ))τ−1
c ∗νi .

Mais cette dernière mesure est en fait τ−1
c ∗mz .

D’un autre côté, le second membre est transformé exactement de la même façon que lors de la
preuve de la proposition, la seule différence est que l’on obtient la combinaison des γ∗mp0 pondérée
par les µz (γ) et plus par les µo(γ). La relation obtenue est alors :

τ−1
c ∗mp =

∑

γ∈π1(B)
µz (γ)γ∗mp0 .

Nous concluons la preuve en poussant par τc . ä
Ainsi, toutes les mesures conditionnelles de m peuvent être reconstruites à partir de celle définie

dans la fibre de p0. Nous avons ainsi le résultat suivant d’injectivité :

Corollaire 3.2.6. Supposons les hypothèses de la proposition 3.2.3. Soit m et m′ deux mesures harmo-
niques telles que les mesures conditionnelles mp0 et m′

p0
coïncident. Alors les deux mesures m et m′

coïncident également.

Remarque. Quand la base est compacte, ce résultat d’injectivité est une conséquence de la décom-
position ergodique des mesures harmoniques. en effet, si deux mesures m et m′ sont ergodiques
différentes, elles sont singulières. Les mesures qu’elles induisent sur une fibre le sont également. Par
unicité de la décomposition ergodique, on en déduit que deux mesures harmoniques différentes ont
des mesures conditionnelles différentes.

2.3 – Reconstruire les mesures harmoniques

Soit ν une mesure finie sur V qui est µo-stationnaire. Notons que cela implique en particulier que
toutes les mesures γ∗ν appartiennent à la même classe de mesures. Afin de construire une mesure
harmonique pour F , nous allons construire une mesure sur chaque {z}×V , z ∈ N , en utilisant la
famille de mesures donnée par le théorème de discrétisation 3.1.4, puis les intégrer par rapport à la
mesure de Lebesgue, et enfin passer au quotient. Le lemme 3.2.5 nous donne des candidats pour les
familles de mesures conditionnelles. En effet, si z ∈ N , nous posons :

m̃z =
∑

γ∈π1(B)
µz (γ)γ∗ν. (⋆)

Notons qu’en particulier, par stationnarité de ν, nous avons m̃o = ν.

Proposition 3.2.7. Soit m̃ la mesure sur M ×V obtenue par intégration des mesures m̃z par rapport à
la mesure de Lebesgue. Alors m̃ est harmonique et passe au quotient par l’action diagonale, donnant
ainsi une mesure harmonique m pour le feuilletage suspension F sur M.
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Preuve. Prouvons d’abord la seconde partie de la proposition. Nous devons prouver que m̃ est inva-
riante par l’action diagonale de π1(B). Premièrement, puisque π1(B) agit sur N par isométries, son
action laisse invariante la mesure de Lebesgue. Ainsi, nous sommes amenés à prouver que les me-
sures conditionnelles sont préservées par l’action de π1(B), c’est-à-dire que nous devons prouver
que l’égalité suivante a lieu quel que soit ξ ∈π1(B),

ξ∗m̃p = m̃ξp . (3.2.6)

Pour ceci, il faut remarquer la seconde propriété énoncée dans le théorème de discrétisation de 3.1.4,
entraîne l’équivariance suivante : pour tout couple γ,ξ ∈ π1(B), et tout z ∈ N , µξz (ξγ) = µz (γ). Nous
pouvons alors écrire pour tout z ∈ N et ξ ∈π1(B),

ξ∗m̃z =
∑

γ∈π1(B)
µz (γ) (ξγ)∗ν=

∑

γ∈π1(B)
µξz (ξγ) (ξγ)∗ν=

∑

η∈π1(B)
µξz (η) η∗ν= m̃ξz .

Nous devons alors prouver la première partie du lemme. Il suffit de prouver qu’en restriction à
ν-presque toute tranche N × {t }, la mesure m̃ a une densité harmonique par rapport à la mesure de
Lebesgue. Ainsi, soit A⊂V un ensemble de Borel de mesure pleine pour ν tel que pour tous t ∈ A et

γ ∈ Γ, la dérivée d [γ∗ν]
dν (t ) existe. Dans le lemme suivant, nous introduisons une famille de fonctions

harmoniques qui ne sont autres, comme nous le prouverons plus loin, que les densités des mesures
conditionnelles m̃ dans les tranches N × {t } avec t ∈ A.

Lemme 3.2.8. Pour tout t ∈ A, la fonction suivante de z ∈ N est harmonique :

Ht (z) =
∑

γ∈π1(B)
µz (γ)

d [γ∗ν]

dν
(t ).

Preuve. Remarquons d’abord que par définition, pour tous t ∈ A et z ∈ N , nous avons : Ht (z) = dm̃z
dν (t ).

Puisque nous avons la relation (3.2.6) nous en déduisons que pour tout ξ ∈π1(B), m̃ξo = ξ∗m̃o et par
stationnarité, m̃o = ν. Alors la relation m̃ξo = ξ∗ν a lieu pour tout ξ. Ainsi, pour tous t ∈ A et ξ ∈ Γ,

Ht (ξo) = dξ∗ν
dν (t ), et par définition, pour tous t ∈ A et γ ∈π1(B),

Ht (γo) =
∑

ξ∈π1(B)
µγo(ξ)

dm̃ξo

dν
(t ) =

∑

ξ∈Γ
µγo(ξ)Ht (ξo).

Cela signifie que pour tout t ∈ A, la fonction γ ∈ π1(B) 7→ Ht (γo) est harmonique pour la famille
(µγo)γ∈π1(B). Par le théorème de discrétisation 3.1.4, la fonction z 7→ Ht (z) est harmonique. ä

Ainsi, les mesures conditionnelles de m̃′ = Ht (z)Leb(z)ν(t ) sur les N × {t } ont des densités har-
moniques par rapport à la mesure de Lebesgue. Nous pouvons la désintégrer dans les fibres {z}×V ,
les mesures conditionnelles sont alors les m̃′

z = Ht (z)ν(t ), et, par construction, cette mesure est égale
à m̃z . Cela signifie que les deux mesures m̃ et m̃′ sont égales. Finalement m̃ est harmonique, et la
preuve de la proposition est finie. ä

Finalement, la mesure conditionnelle en p0 de la mesure harmonique quotient est donnée par ν
(c’est une mesure de probabilité). Ceci, ainsi que le corollaire 3.2.6, nous permet de finir la preuve du
théorème principal en énonçant la proposition suivante :

Proposition 3.2.9. L’application qui à une mesure harmonique pour F associe sa mesure condition-
nelle en p0 est une bijection entre l’ensemble des mesures harmoniques pour F et celui des mesures sur
V qui sont µo-stationnaires.
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3. UNICITÉ DE LA MESURE HARMONIQUE POUR CERTAINS FIBRÉS FEUILLETÉS COMPACTS

3 | Unicité de la mesure harmonique pour certains fibrés
feuilletés compacts

3.1 – Représentations projectives contractantes et fortement irréduc-
tibles

Nous allons ici donner une version des travaux de Guivarc’h-Raugi adaptée à notre cadre : voir
[GR]. Ici encore B représente une variété Riemannienne que nous supposons de volume fini et à
géométrie bornée.

Définition 3.3.1. 1. Nous disons qu’une représentationρ : π1(B)→PSLd (C) est contractante si pour
toute mesure de probabilité m sur CPd−1, il existe une suite (γn)n∈N ∈π1(B)N telle que ρ(γn)∗m
converge vers une masse de Dirac.

2. Nous disons qu’une représentation ρ : π1(B)→PSLd (C) est fortement irréductible s’il n’y a pas de
famille finie {V1, ...,Vk } de sous-espaces projectifs propres deCPd−1 qui soit invariante par chaque
ρ(γ), γ ∈ Γ.

Le théorème de Guivarc’h-Raugi peut alors s’énoncer en termes de représentations projectives
sous la forme suivante.

Theorème 3.3.2 (Guivarc’h-Raugi). Supposons que µ soit une mesure de probabilité sur π1(B) de sup-
port total. Soit ρ : Γ→PSLd (C) une représentation projective contractante et fortement irreductible.
Supposons de plus que ρ satisfasse la condition d’intégrabilité suivante :

∑

γ∈π1(B)
µ(γ) log ||ρ(γ)|| <∞.

Alors il existe une unique mesure de probabilité ν sur CPd−1 qui soit µ-stationnaire.

3.2 – Unique ergodicité dans le cas où la base est compacte courbée né-
gativement

Nous déduisons de tout ce qui précède le théorème suivant :

Theorème 3.3.3. Soit B une variété Riemannienne close et courbée négativement. Considérons une
représentation projective ρ : π1(B)→PSLd (C) supposée contractante et fortement irréductible de son
groupe fondamental, dont la suspension donne un fibré feuilleté noté (Π, M ,B ,CPd−1,F ). Alors il existe
une unique mesure harmonique pour F .

Nous notons que, au moins quand d = 2 et B est une surface compacte, la condition d’être contrac-
tante et fortement irréductible est ouverte et dense dans la variété algébrique des représentations de
π1(S) dans PSL2(C) (voir [BGVil]) : le complémentaire est en fait inclus dans une sous-variété algé-
brique de codimension positive. Le fait que cela soit encore vrai en toute généralité semble plus que
plausible, mais nous n’en avons pas trouvé trace dans la littérature.

Nous considérons donc B une variété Riemannienne close courbée négativement : le théorème
3.1.4 associe une famille de mesures de probabilité sur π1(B), notée (µz )z∈M . Considérons donc une
représentation projective ρ : Γ=π1(S)→PSLd (C).
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Puisque B est compacte, les deux distances invariantes suivantes sur π1(B) sont équivalentes :
d1(γ1,γ2) = dist(γ1o,γ2o) et d2(γ1,γ2), la distance des mots associée à un système fini et symétrique
de générateurs. Mais si ||.|| est une norme d’opérateurs sur SLd (C) et si C est supérieur à tous les
log ||ρ(γi )|| pour un système fini et symétrique de générateurs (γi )i alors pour tout γ, log(||ρ(γ)||) ≤
C d2(I d ,γ). Ainsi, on a log ||ρ(γ)|| =O(dist(o,γo)), et puisque par le théorème de Ballmann-Ledrappier
3.1.6, µ a un premier moment fini, nous avons le lemme suivant :

Lemme 3.3.4. L’application γ 7→ log ||ρ(γ)|| est µo-intégrable.

Supposons à présent que l’action deπ1(B) soit fortement irréductible et contractante, et souvenons-
nous que par le théorème 3.1.4, la mesure µo est de support total. Par le théorème 3.3.2, il existe une
unique mesure µo-stationnaire ν. En conséquence, par le théorème 3.2.1, nous sommes en mesure
de conclure la preuve du théorème 3.3.3.

4 | Représentations paraboliques des surfaces d’aire finie

4.1 – Définitions

Surfaces d’aire finie. Soit Σ une surface Riemannienne non compacte dont :

– l’aire est finie ;
– la courbure est pincée entre deux constantes négatives −b2 ≤−a2 (nous dirons juste courbure

négative pincée).

Alors, Σ est difféomorphe à Σg \ {p1, ..., pk } où Σg est la surface compacte de genre g . Si g = 0, on a
k ≥ 3. Nous appelons pointes les pi . Il est bien connu que le groupe fondamental de Σ est un groupe
libre.

Représentations paraboliques. Le revêtement universel Riemannien de Σ, que l’on notera Σ̃ est
difféomorphe à un disque et peut être compactifié par l’ajonction d’un cercle à l’infini. L’action par
isométrie sur Σ̃ du groupe π1(Σ) s’étend naturellement en une action sur Σ̃∪Σ(∞). L’action consiste
d’éléments hyperboliques, qui fixent deux points du cercle Σ(∞), et paraboliques, qui n’en fixent
qu’un seul.

Les éléments de π1(Σ) agissant comme des isométries paraboliques sont exactement les lacets
faisant le tour d’une pointe. Un tel lacet est librement homotope à un horocycle fermé.

Définition 3.4.1. Soit Σ une surface Riemannienne non compacte, d’aire finie, et de courbure négative
pincée. Une représentation ρ : π1(Σ)→PSLd (C) est dite parabolique si l’image d’un élément parabo-
lique de π1(Σ) est une matrice parabolique de PSLd (C), c’est-à-dire qui n’a que des valeurs propres de
module 1.

De façon équivalente, si (Π, M ,Σ,CPd−1,F ) est le feuilletage obtenu par suspension de ρ, la repré-
sentation ρ est parabolique si l’holonomie au dessus de tout horocycle fermé est une matrice parabo-
lique.

4.2 –�estions d’intégrabilité pour les représentations paraboliques

Résultats principaux. Le but de cette section est de prouver le résultat suivant.
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Theorème 3.4.2. Soit Σ une surface Riemannienne non compacte, d’aire finie, et de courbure négative.
Soit ρ : π1(Σ)→PSLd (C) une représentation parabolique. Alors, on a, indépendamment du choix d’un
point base o ∈ Σ̃ :

log ||ρ(γ)|| =O(dist(o,γo)).

En utilisant d’une part le théorème de Ballmann-Ledrappier 3.1.6, puis le théorème 3.3.2, nous
voyons que ce théorème a pour corollaires les deux résultats suivants :

Corollaire 3.4.3. Soit Σ une surface Riemannienne non compacte, d’aire finie, et de courbure négative
pincée. Soit ρ : π1(Σ)→PSLd (C) une représentation parabolique. Soit (µz )z∈Σ̃ la famille de mesures de
probabilité sur π1(Σ) définie par le théorème de discrétisation 3.1.4. Alors on a, pour tout o ∈ Σ̃ :

∑

γ∈π1(Σ)
µo(γ) log ||ρ(γ)|| <∞.

Corollaire 3.4.4. Soit Σ une surface Riemannienne non compacte, d’aire finie, et de courbure négative
pincée. Soit (Π, M ,Σ,CPd−1,F ) un fibré feuilleté obtenu dont la représentation d’holonomie est donnée
par ρ : π1(Σ)→PSLd (C) qui est parabolique, contractante et fortement irréductible. Alors F possède
une unique mesure harmonique.

Excursions horocycliques. Une surface Σ Riemannienne non compacte, d’aire finie, et de courbure
négative pincée se décompose ainsi : Σ= K ⊔ IntP1 ⊔ ...⊔ IntPk , où Pi est un horodisque centré en la
pointe pi bordée par un horocycle fermé Hi , et K est une partie compacte de Σ.

Définition 3.4.5. Une excursion horocyclique d’un chemin c autour de la pointe pi est une composante
connexe de l’intersection c ∩ IntPi .

Géodésique sans excursion horocyclique. Dans la suite, ρ : π1(Σ)→PSLd (C) est une représenta-
tion parabolique d’une surface Σ Riemannienne non compacte, d’aire finie et de courbure négative
pincée. Nous suspendons cette représentation, obtenant ainsi un fibré feuilleté (Π, M ,Σ,CPd−1,F ).
Rappelons que lorsque c est un chemin sur Σ, τc : Vc(0)→Vc(1) est l’application d’holonomie au dessus
de c, et que cette application ne dépend que de la classe d’homotopie de c.

Le lemme suivant se montre exactement comme le lemme 3.3.4, en utilisant le fait que K est
compact.

Lemme 3.4.6. Il existe un réel positif C1 > 0 tel que pour tout segment géodésique c sur S sans excursion
horocyclique, l’on ait :

log ||τc || ≤C1long(c).

Holonomie au dessus d’une excursion horocyclique. Soit i ∈ {1, ...,k}. Notons Hi l’horocycle fermé
qui borde l’horodisque Pi . La représentation ayant été choisie parabolique, l’holonomie au dessus du
lacet Hi est une matrice parabolique Ai .

Lemme 3.4.7. Il existe un réel positif C2 tel que pour tout segment géodésique c inclus dans un horo-
disque Pi et dont les points extrémaux sont sur Hi , l’on ait :

log ||τc || ≤C2 log tc

où tc est la longueur de l’horocycle qui relie les extrémités du relevé de c au revêtement universel.
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Preuve. Premièrement, comme indiqué dans [BGVil], il est possible, quitte à se ramener à une matrice
conjuguée, et à restreindre le cocycle à un sous-espace invariant, de ne considérer que le cas où Ai

est une matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale. Plus précisément, si h : R+→Hi

est un paramétrage de Hi par longueur d’arcs, on a τh([0,t ]) = exp(t J ), où J est la matrice dont toutes
les entrées sont nulles, sauf celles de la sur-diagonale qui valent 1. Les entrées de τh([0,t ]) sont des
fonctions polynomiales en t , de degré ≤ d −1.

Deuxièmement, le relevé c̃ de c au revêtement universel est homotope au segment horocyclique
reliant ses deux extrémités. Ainsi, τc = τh([0,tc ]) : puisque les entrées de τh([0,tc ]) sont polynomiales en
tc , nous pouvons conclure la preuve du lemme. ä

Comparaison des distances géodésique et horocyclique. Le théorème suivant, dû à Heintze et Im
Hof, [HI], permet de comparer distances géodésique et horocyclique.

Theorème 3.4.8. Soit N une variété Riemannienne connexe, simplement connexe, complète, dont la
courbure sectionnelle est pincée entre deux constantes négatives −b2 ≤ −a2. Alors, pour toute horo-
sphère H, si distH représente la distance associée à la restriction de la métrique sur H, et si dist repré-
sente la distance géodésique,

2

a
sinh

( a

2
dist(z1, z2)

)
≤ distH (z1, z2) ≤

2

b
sinh

(
b

2
dist(z1, z2)

)
,

pour tout couple (z1, z2) ∈ H 2.

Nous déduisons du théorème ci-dessus, ainsi que du lemme 3.4.7, le lemme suivant :

Lemme 3.4.9. Il existe un réel positif C2 tel que pour tout segment géodésique c inclus dans un horo-
disque Pi et dont les points extrémaux sont sur Hi , l’on ait :

log ||τc || ≤C2long(c).

Fin de la preuve du théorème 3.4.2. Nous pouvons à présent conclure la preuve en prouvant qu’il
existe un réel positif C tel que pour tout segment géodésique c, dont nous supposons que le point de
départ est dans K , on ait :

log ||τc || ≤C long(c).

Nous pouvons décomposer un tel segment c, en la concaténation cn ...c1 de segments géodésiques ci

vérifiant :
– c2p+1 n’a aucune excursion horocyclique ;
– c2p est inclus dans l’un des Pi , et ses extrémités sont sur l’horocycle fermé Hi .
Nous avons τc = τcn ...τc1 , et par définition, il existe un réel positif C > 0 tel que pour tout p,

log ||τc2p+1 || ≤C long(c2p+1), et log ||τc2p || ≤C long(c2p ). Alors :

log ||τc || ≤ log ||τcn ||+ ...+ log ||τc1 || ≤C (long(cn)+ ...+ long(c1)) =C long(c),

la dernière égalité étant vraie car c est un segment géodésique.
A présent, choisissons un point base p ∈Σ, et un relevé o ∈ Σ̃. Par définition, nous avons ρ(γ−1) =

τcγ , où cγ est le segment géodésique obtenu en projetant [o,γo] surΣ. Nous avons donc une constante
positive C > 0 telle que pour tout γ ∈ π1(Σ), log ||ρ(γ−1)|| ≤ C long(cγ) = C dist(o,γo) = C dist(o,γ−1o),
car π1(Σ) agit par isométries sur Σ̃.

La preuve du théorème 3.4.2 est donc finie. ä
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5. DISCRÉTISATION DES MESURES HARMONIQUES ET CHAÎNES DE MARKOV

5 | Discrétisation des mesures harmoniques et chaînes
de Markov

Nous proposons ici une variation de notre argument dans le cadre où la base ne paramètre plus
les feuilles. Il ne s’agit plus alors de considérer des compositions iid de difféomorphismes aléatoires,
mais des compositions dirigées par une chaîne de Markov dont le noyau de transition dépend de la
métrique dans les feuilles. Les preuves sont très proches de celles dans le cas iid, mais avec quelques
variations mineures d’ordre technique. Nous présentons ce résultat parce qu’il permet de donner une
application géométrique naturelle de la théorie de Guivarc’h sur les produits aléatoires de matrices
dirigés par une chaîne de Markov : [Gu]. Pour avoir une description satisfaisante, il y a une hypothèse
à vérifier, qui est la continuité du noyau de transition, et que nous n’avons pas établie : il faudrait
prouver que les poids intervenant dans le théorème de Lyons-Sullivan peuvent être construits de tels
sorte qu’ils varient continûment avec la métrique.

5.1 – Fibrés feuilletés non paramétrés par la base

Paramétrage des feuilles. Considérons une variété Riemannienne close B , une variété compacte V ,
ainsi qu’un fibré feuilleté (Π, M ,B ,V ,F ) obtenu en suspendant une représentationρ : π1(B)→Diff(V ).

Nous ne paramétrons pas les feuilles de F par la métrique de la base, mais considérons une mé-
trique feuilletée L 7→ gL qui varie continûment avec le paramètre transverse.

De manière équivalente, nous avons la construction suivante. Rappelons que la variété suspen-
sion M est obtenue en prenant le quotient de B̃ ×V par l’action diagonale de π1(B), agissant sur le
premier facteur par applications de revêtement, et sur le second par transformations d’holonomie
ρ(γ).

Nous fixerons dans toute la suite un point p0 ∈ B , ainsi qu’un relevé o ∈ B̃ . Puisque toutes les
feuilles de F sont des revêtements de B est alors possible de paramétrer le produit B̃ ×V par la fibre
Vp0 de la façon suivante :

B̃ ×V =
⊔

t∈Vp0

L̃t ,

puis de mettre une métrique Riemannienne sur chaque L̃t , variant continûment avec t , de telle sorte
que :

– projt : (L̃t ,o)→(Lt , t ) soit un revêtement Riemannien ;
– pour tous γ ∈π1(B) et t ∈Vp0 , l’application induite γ : L̃t → L̃ρ(γ)t soit une isométrie.

Mesures harmoniques. Soit m une mesure harmonique. Nous fixerons dans la suite un atlas fini
(Ui )i∈I (nous noterons n le cardinal de I ) formé de petits disques inclus dans B qui trivialisent le
fibré, ainsi que le revêtement universel Riemannien de toutes les feuilles et tels que l’intersection de
deux cartes Ui et U j est soit vide, soit connexe. Nous avons vu qu’il est possible d’écrire la restriction
de m à Ui ×V de la façon suivante :

m|Ui×V = hi (p, t )LebPi (t )νi (t ),

où hi est une fonction mesurable qui est harmonique en la première variable, et νi est une mesure
de probabilité sur V . Nous rappelons enfin qu’il y a alors un ensemble A⊂V qui est invariant par
toutes les transformations d’holonomie, et qui est de mesure pleine pour chaque νi sur lequel sont
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définies les densités hi (., t ), et telles que l’on ait les relations de cocycles, déjà vues plus haut, et que
nous rappelons, pour la commodité du lecteur :

hi (p, t )

h j (p,τi j (t ))
=

d [(τ−1
i j )∗ν j ]

dνi
(t ), (3.5.7)

pour p ∈Ui et t ∈ A. Pour tout t ∈ A, Nous pouvons, comme nous l’avons fait précédemment, étendre
harmoniquement la densité hi0 (., t ) au revêtement universel (qui envoie le point o sur (p0, t ) ∈Ui0×A)
de la feuille L par l’équation suivante :

Ht (z) =
d [τ−1

c ∗νi ]

dνi0

(t )hi (p,τc (t )), (3.5.8)

où z ∈ L̃t , c est la projection du segment géodésique [o, z], et p celle de z.

Il y a une difficulté venant du fait que les feuilles ne sont pas paramétrées par la base : les volumes
dans les feuilles n’ont donc plus de raison d’être tous les mêmes, et la projection sur B d’une fonction
harmonique n’a plus de raison d’être encore harmonique. Il n’est plus possible de conclure que les
mesures conditionnelles dans les feuilles sont exactement déterminées par les mesures hi (p, t )νi (t ).
Néanmoins, comme nous allons le voir, elles leurs sont équivalentes, et ces dernières mesures sont
canoniquement associées à la mesure harmonique. La première étape pour voir ceci est de prouver
que les densités locales sont à dérivée logarithmique bornée dans toutes les plaques.

Lemme 3.5.1. Il existe une constante C > 1 telle que pour tout i ∈ I , tout t ∈ A et tout couple p, q ∈Ui

on, ait :

C−1 ≤
hi (q, t )

hi (p, t )
≤C .

Preuve. C’est une conséquence directe de l’inégalité de Harnack locale de Cheng-Yau, [CY]. Celle-ci
entraîne en particulier, pour le revêtement universel d’une feuille L̃t , qu’il existe, pour tout R > 0, une
constante Ct ,R ne dépendant que de R et de la borne inférieure de la courbure sectionnelle de L̃t , telle
que pour toute fonction harmonique h : L̃t →R, et toute boule B(R) de rayon R, on ait :

Sup
B(R)

|D(logh)| ≤Ct ,R .

Comme la métrique feuilletée varie continûment avec le paramètre transverse, et comme la base
B est compacte, il y a un majorant uniforme pour le diamètre des plaques, et un minorant uniforme
pour la courbure sectionnelle des feuilles. Puisque toutes les densités peuvent être étendues harmo-
niquement au revêtement universel, il existe une constante C > 1 telle que :

Sup
{
|Dp (loghi (., t ))|; i ∈ I , t ∈V , p ∈Ui

}
≤ logC .

Le lemme suit donc. ä

Lemme 3.5.2. Il existe une fonction continue M : B →(0,∞) telle que pour tout i ∈ I et tout p ∈Ui , on
ait :

M(p) =
ˆ

V
hi (p, t )dνi (t ).
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Preuve. Fixons i ∈ I et p0 ∈Ui . Pour tout p ∈Ui , la fonction hi (p, .) est intégrable contre νi , donc la
formule écrite a bien un sens. Pour voir que la fonction est bien définie, il faut voir que si p ∈Ui ∩U j ,
on a

´

V hi (p, t )dνi (t ) =
´

V h j (p, t )dν j (t ) : mais ceci vient de façon claire de la relation de cocycle
(3.5.7).

Pour voir qu’elle varie continûment, il suffit donc de montrer que c’est le cas en restriction à
chaque carte Ui . Pour cela nous utilisons le fait que les densités locales sont à dérivée logarith-
mique uniformément bornée (voir le lemme 3.5.1), pour montrer que pour tout p et t ∈ A, hi (p, t ) ≤
C hi (p0, t ). Ainsi, puisque hi (p0, .) est intégrable, le théorème de continuité sous l’intégrale implique
que M varie de façon continue dans Ui , ce qui nous permet de conclure. ä

Proposition 3.5.3. Soit i ∈ I , p ∈Ui . Pour ε> 0 suffisamment petit, appelons Kp,ε l’union sur t ∈V des
disques dans les plaques de rayon ε centrés en (p, t ), et prp,ε : Kp,ε→Vp , la projection naturelle le long
des plaques de F . Alors la mesure suivante existe :

m̄p = lim
ε→0

prp,ε∗ (m|Kp,ε)

m(Kp,ε)
,

où par définition, Bt (p,ε) représente la boule de rayon ε pour la métrique de la plaque Pi (t ).
Nous avons de plus m̄p = mp /M(p), où on a défini :

mp = hi (p, t )νi (t ).

Preuve. Lorsque ε est suffisamment petit, nous pouvons écrire, lorsque X ⊂Vp :

m(pr−1
p,ε(X ))

m(Kp,ε)
=

´

X

(
´

Bt (p,ε) hi (q, t )dLebPi (t )(q)
)

dνi (t )
´

V

(
´

Bt (p,ε) hi (q, t )dLebPi (t )(q)
)

dνi (t )
.

Nous savons d’une part que lorsque le rayon ε tend vers zéro, la mesure de Lebesgue d’une boule
de rayon ε est équivalente à une constante universelle (le volume de la boule euclidienne unité de la
dimension de la base), que multiplie εn . Nous pouvons d’autre part utiliser l’estimée de Cheng-Yau
pour voir que lorsque ε→0, et q ∈ Bt (p,ε), le quotient hi (q, t )/hi (p, t ) tend vers 1 uniformément. On
a donc, à la limite :

lim
ε→0

m(pr−1
p,ε(X ))

m(Kp,ε)
=
´

X hi (t , p)dνi (t )
´

V hi (t , p)dνi (t )
.

Nous pouvons donc conclure. ä

Remarque. En utilisant une fois de plus le fait que la dérivée logarithmique des densités locales
est uniformément bornée, et que la métrique varie continûment avec le paramètre transverse, nous
pouvons voir que la mesure m̄p , est équivalente à la mesure conditionnelle de m dans la fibre Vp

avec une dérivée de Radon-Nikodym uniformément log-bornée. Pour voir cela, il faut utiliser le fait
que ces mesures conditionnelles s’obtiennent de la même façon que mp , à la différence qu’au lieu
de considérer les ensembles Kp,ε, il nous faut utiliser les images réciproques de petites boules dans B
centrées en p. Il est alors facile de voir que ces images réciproques sont emboîtées dans des Kp,ε de
taille comparable, et donc à la limite, on voit que les deux mesures sont équivalentes et que la dérivée
de Radon-Nikodym est uniformément log bornée.

En utilisant le fait que la fonction M est continue, donc bornée, nous pouvons récapituler la dis-
cussion précédente en une phrase :

les mesures mp = hi (p, t )νi (t ) sont bien définies intrinsèquement à partir de m et sont équivalentes à
ses mesures conditionnelles avec des dérivées de Radon-Nikodym uniformément log-bornées.
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5.2 – Dynamiques aléatoires dirigées par chaînes de Markov

Le noyau de transition. Rappelons que l’on a fixé une fois pour toutes un point p0 ∈ B , ainsi qu’un
point o dans le revêtement universel tel que pour tout t ∈Vp0 , projt : (L̃t ,o)→(Lt , t ) soit un revêtement
Riemannien. Nous pouvons supposer que p0 ∈Ui0 pour un certain i0 ∈ I .

Alors, toute feuille L rencontre Vp0 en un ensemble XL = L ∩Vp0 , que nous pouvons remonter au
revêtement universel Riemannien L̃ : nous noterons X̃L ce relevé. Nous avons le :

Lemme 3.5.4. Pour toute feuille L, l’ensemble X̃L est ∗-récurrent, et possède une donnée de Lyons-
Sullivan équilibrée.

Preuve. Nous prouvons qu’il existe un réel positif C tel que pour toute feuille L, l’ensemble X̃L soit
discret et C -dense dans L̃ : le fait qu’il possède une donnée de Lyons-Sullivan équilibrée suit donc du
théorème de Ballmann-Ledrappier 3.1.3, ainsi que de l’exemple 2 que nous avions traité après avoir
énoncé ce théorème.

La première remarque que nous faisons est que le diamètre des plaques est uniformément minoré
et majoré par des nombres C±1

1 . En effet, c’est dû aux faits que la métrique varie continûment avec
le paramètre transverse et que la fibre V est compacte. De ceci nous déduisons en particulier que la
partie X̃L est discrète.

La seconde remarque à faire est que, si l’on choisit un point y ∈ M , son projeté p = Π(y), peut
être relié à p0 par un segment géodésique qui rencontre au plus n cartes, n étant le cardinal de l’atlas.
Nous pouvons remonter ce chemin en partant de y , et appeler x ∈ X son point d’arrivée : on peut
relier y à x ∈ XL par une chaîne d’au plus n plaques de F . Alors, on voit que distL(x, y) ≤ nC1.

Nous pouvons à présent conclure en passant au revêtement universel. ä
Notons qu’il est possible d’identifier les ensembles X̃L avec le groupe fondamental π1(B). Ainsi, le

théorème de Ballmann-Ledrappier 3.1.5, nous permet de construire une famille de mesures (µt
z )z∈L̃t

sur le groupe fondamental de π1(B), qui vérifie toutes les propriétés du théorème Lyons-Sullivan
3.1.4, ainsi que la propriété de symétrie suivante, valable pour tous η1,η2 ∈π1(B) :

µt
η1o(η2) =µt

η2η1o(η−1
2 ). (3.5.9)

Le lemme suivant sera utile pour prouver les relations d’équivariance nécessaires pour construire
les fonctions harmoniques à partir des mesures stationnaires.

Lemme 3.5.5. Soit t ∈Vp0 , η1,η2,γ ∈π1(B), alors les poids suivants sont égaux :

µt
η1o(γ) =µ

ρ(η2)t
η2η1o (η2γ).

Preuve. La preuve de ce lemme se déduit directement du fait que l’application η2 : L̃t → L̃ρ(η2)t est
une isométrie qui permute l’ensemble ∗-récurrent X = π1(B).o, ainsi que de la seconde assertion du
théorème 3.1.4. ä

Nous allons alors définir un noyau de transition sur π1(B) par la formule suivante :

P (t ,γ) =µt
o(γ−1) t ∈Vp0 , γ ∈π1(B).

Remarquons que lorsque γ ∈ π1(B), la somme des P (t ,γ′), portant sur les γ′ vérifiant ρ(γ′)t = ρ(γ)t ,
s’interpète comme la probabilité de transition, de t à ρ(γ)t dans Vp0 . Cette définition nous permet
donc de construire un noyau de Markov de la façon suivante.
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Définition 3.5.6. Nous considèrerons la chaîne de Markov sur la fibre Vp0 définie par le noyau de tran-
sition suivant :

P f (t ) =
∑

γ∈π1(B)
P (t ,γ) f (γt ),

où f est une application continue sur Vp0 .
De façon équivalente, le noyau agit sur les mesures de probabilité sur Vp0 de la façon suivante :

Pν=
∑

γ∈π1(B)
P (ρ(γ)−1t ,γ)γ∗ν.

Une mesure de probabilité ν sur Vp0 est dite P-stationnaire si Pν= ν.

Proposition 3.5.7. La définition des actions du noyau sur les fonctions continues et sur les mesures sur
Vp0 est cohérente, en ce que P agit de manière duale sur ces deux espaces :

ˆ

f d [Pν] =
ˆ

P f dν,

pour toute fonction f continue sur Vp0 , et pour toute mesure de probabilité ν sur Vp0 .

Preuve. Choisissons une fonction f continue sur Vp0 , ainsi qu’une mesure de probabilité ν sur Vp0 .
Par définition de Pν, l’intégrale de f contre Pν est la somme sur γ des intégrales suivantes :

Iγ( f ) =
ˆ

P (ρ(γ)−1t ,γ) f (t )d [γ∗ν](t ) =
ˆ

P (t ,γ) f (γt )dν(t ).

Une interversion somme-intégrale, immédiate puisque f est bornée (car continue sur un compact)
et puisque (P (t ,γ))γ∈π1(B) est sommable de somme 1 pour tout t , nous permet de conclure que :

∑

γ∈π1(B)
Iγ( f ) =

ˆ

(
∑

γ∈π1(B)
P (t ,γ) f (γt )

)
dν(t ).

Cette égalité est exactement celle écrite dans l’énoncé de la proposition. ä
Le lemme suivant traduit la relation de symétrie (3.5.9) en termes de probabilités de transition :

Lemme 3.5.8. Pour tout t ∈Vp0 , et γ ∈π1(B), on a :

P (t ,γ) = P (ρ(γ)t ,γ−1).

5.3 – Mesures harmoniques et mesures P-stationnaires

Le but de cette section est de prouver le théorème suivant :

Theorème 3.5.9. Soit (Π, M ,B ,V ,F ) un fibré feuilleté, muni d’un métrique feuilletée variant continû-
ment avec le paramètre transverse. Fixons p0 ∈ B. Alors l’application qui à une mesure harmonique m
associe la mesure mp0 définie dans la proposition 3.5.3 est une bijection entre :

– les mesures harmoniques pour F ;
– les mesures sur Vp0 qui sont P-stationnaires.

La preuve suit le même cheminement logique que dans celle du théorème 3.2.1 : la première
étape, étant donnée une mesure harmonique pour F , est de prolonger les densités locales, puis de les
discrétiser grâce au théorème de Lyons-Sullivan, pour enfin montrer la P-stationnarité de la mesure
mp0 . La seconde étape, étant donnée une mesure P-stationnaire, est de construire une mesure sur le
revêtement B̃ ×V qui passe au quotient, et dont les densités par rapport au volume dans les feuilles
satisfont à une condition de P-harmonicité, puis d’utiliser le théorème de Lyons-Sullivan pour prou-
ver que ces densités sont en fait harmoniques.
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Discrétisation des densités harmoniques. Supposons les hypotèses du théorème et soit m une me-
sure harmonique. Rappelons que pour tout t ∈ A, les densités hi0 (., t ) possèdent une extension har-
monique à L̃t définie par la formule (3.5.8), qu nous avons notées Ht .

Le théorème de discrétisation des fonctions harmoniques nous permet de prouver le lemme sui-
vant :

Lemme 3.5.10. Soit t ∈ A, et z ∈ L̃t . Alors nous avons la formule suivante :

Ht (z) =
∑

γ∈π1(B)
µt

z (γ)hi0 (p0,ρ(γ)−1t )
d [γ∗νi0 ]

dνi0

(t ).

Preuve. Ce lemme se prouve exactement comme le lemme 3.2.4. ä

Proposition 3.5.11. La mesure mp0 sur Vp0 définie par la proposition 3.5.3 est P-stationnaire.

Preuve. En nous souvenant que mp0 = hi0 (p0, t )νi0 , et qu’alors γ∗mp0 = hi0 (p0,γ−1(t ))γ∗νi0 (t ), et en
appliquant le lemme 3.5.10 lorsque o = z, exactement comme dans la fin de la preuve de la proposi-
tion 3.2.3, il vient la formule suivante, pour tout t ∈ A :

1 =
∑

γ∈π1(B)
µt

o(γ)
d [γ∗mp0 ]

mp0

(t ).

Par définition du noyau, on a µt
o(γ) = P (t ,γ−1), et par la propriété de symétrie du noyau (voir le

lemme 3.5.8), nous avons P (t ,γ−1) = P (ρ(γ)−1t ,γ), de sorte que nous puissions écrire, en multipliant
l’égalité ci-dessus par mp0 (cette égalité a lieu mp0 -presque partout) :

mp0 =
∑

γ∈π1(B)
P (ρ(γ)−1t ,γ)γ∗mp0 ,

cette équation traduit la P-stationnarité de mp0 . ä

Lemme 3.5.12. L’application m 7→ mp0 est injective.

Preuve. Puisque la base B est compacte, et puisque mp0 est équivalente à la mesure conditionnelle
de m sur la fibre Vp0 , nous pouvons conclure en utilisant le théorème de décomposition ergodique,
comme nous l’avons expliqué précédemment. ä

Reconstruction des mesures harmoniques. Nous choisissons ici une mesure P-stationnaire ν sur
V . Le but de la proposition suivante est de construire une mesure harmonique m de sorte que ν

s’identifie à la mesure mp0 de m.
Avant de l’énoncer, notons que pour toute mesure P-stationnaire ν sur V , les mesures γ∗ν sont

toutes dans la même classe de mesures : en particulier, il existe un Borélien A de V de mesure pleine
pour ν tel que pour tout t ∈ A, d [γ∗ν]/dν(t ) soit bien défini.

Lemme 3.5.13. Considérons la fonction suivante, définie pour tout t ∈ A, et tout z ∈ L̃t :

Ht (z) =
∑

γ∈π1(B)
µt

z (γ)
d [γ∗ν]

dν
(t ).

Alors, on a pour tout η ∈π1(B), et pour tout t ∈ A,

Ht (ηo) =
d [η∗ν]

dν
(t ).
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Preuve. Le P-stationnarité de ν se traduit en disant que cette mesure est la somme des mesures défi-
nies par µt

o(γ)d [γ∗ν]/dν(t ). Si η ∈π1(B), alors on obtient la mesure η∗ν en sommant les images par
η des mesures ci-dessus. Ces mesures valent :

µ
ρ(η)−1t
o (γ)[(ηγ)∗ν].

Le lemme 3.5.5 nous donne l’égalité µ
ρ(η)−1t
o (γ) = µt

ηo(ηγ). À présent, il suffit de faire le changement
de variables ξ= ηγ pour trouver que pour tout t ∈ A :

∑

ξ∈π1(B)
µt
ηo(ξ) [ξ∗ν] = η∗ν.

Ces deux mesures sont équivalentes à ν : l’égalité des densités par rapport à ν donne l’égalité
voulue. ä

Proposition 3.5.14. Considérons, pour t ∈ A, la fonction Ht definie sur L̃t dans le lemme 3.5.13. Alors :

1. pour tout t ∈ A, Ht est une fonction harmonique sur L̃t ;

2. la mesure m̃ obtenue sur B̃ ×V en intégrant contre ν les Ht (z)LebL̃t
est invariante par l’action

diagonale de π1(B) : on appelle m la mesure quotient sur M ;

3. en appliquant à m la construction de la proposition 3.5.3, on trouve que mp0 = ν.

Preuve. Pour prouver que la fonction Ht est harmonique, il suffit, par le théorème 3.1.4, de prouver
que pour tout η ∈π1(B), on a :

Ht (ηo) =
∑

γ∈π1(B)
µt
ηo(γ)Ht (γo).

Mais cette identité est une simple conséquence du lemme précédent.
Définissons la mesure m̃ en intégrant contre ν les mesures Ht (z)LebL̃t

: nous voulons prouver
l’invariance par l’action diagonale de π1(B). Remarquons d’abord que pour tout t ∈ A, puisque la
fonction induite par γ, L̃t → L̃ρ(γ)t est une isométrie, entraînant ainsi l’égalité γ∗LebL̃t

= LebL̃ρ(γ)t
.

Ainsi, pour prouver l’invariance par l’action, il suffit d’établir l’égalité suivante pour tout t ∈ A,
tout z ∈ L̃t , et tout γ ∈π1(B) :

d [γ∗ν]

dν
(t ) =

Ht (z)

Hρ(γ)−1t (γ−1z)
.

Puisque l’application qu’induit γ−1 entre L̃t et L̃ρ(γ)−1t est une isométrie, la fonction d [γ∗ν]
dν (t ) Hρ(γ)−1t ◦

γ−1 est harmonique sur L̃t . Par le théorème de 3.1.4, pour montrer que cette fonction est identique-
ment égale à Ht , il suffit de vérifier l’égalité en restriction à l’orbite π1(B)o.

Mais cette dernière égalité est immédiate puisque, par le lemme 3.5.13, on a pour tout t ∈ A, et
tous γ,η ∈π1(B) :

d [γ∗ν]

dν
(t )Hρ(γ)−1t (γ−1ηo) =

d [γ∗ν]

dν
(t )

d [(γ−1η)∗ν]

dν
◦ρ(γ)−1(t ).

Mais les égalités suivantes sont vraies ν-presque partout : d [(γ−1η)∗ν]/dν◦ρ(γ)−1 = d [η∗ν]/d [γ∗ν],
et d [γ∗ν]/dν×d [η∗ν]/d [γ∗ν] = d [η∗ν]/dν. On conclut en remarquant que par une nouvelle ap-
plication du lemme précédent, Ht (ηo) = d [η∗ν]/dν(t ). Ainsi, la mesure m̃ est invariante par l’action
diagonale de π1(B) sur B̃ ×V .

Pour conclure, puisque Ht vaut identiquement 1 sur {o}×V (c’est une autre manière de traduire
la P-stationnarité de ν), il vient en suivant les mêmes étapes de la preuve de la proposition 3.5.3, que
mp0 = ν : la dernière assertion suit donc. ä
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1. CAS DES FEUILLETAGES PAR SURFACES HYPERBOLIQUES : UNE NOUVELLE PREUVE DU
THÉORÈME DE BAKHTIN-MARTÍNEZ

1 | Cas des feuilletages par surfaces hyperboliques : une
nouvelle preuve du théorème de Bakhtin-Martínez

1.1 – Groupe a�ine et feuilletage centre-instable pour le flot géodé-
sique

Le groupe spécial affine. Le groupe des transformations affines de la sphère se réalise comme un
sous-groupe résoluble de PSL2(C) constitué de matrices triangulaires supérieures. Le groupe spécial
affine, est le sous-groupe constitué des transformations affines qui préservent le demi-plan. Nous
avons fait le choix, dans cette thèse, de nous intéresser au feuilletage instable plutôt qu’au feuilletage
stable, nous allons donc considérer les matrices triangulaires inférieures :

Aff =
{(

a 0
b a−1

)
; a > 0,b ∈R

}
.

Nous appellerons ce groupe tout simplement le groupe affine. C’est naturellement un groupe
de Lie : il possède une structure de variété C∞, difféomorphe à un demi-plan, et les opérations de
groupes sont lisses.

Action sur PSL2(R). En agissant par homographies, le groupe PSL2(R) se réalise comme groupe des
isométries directes du demi-plan hyperbolique H. L’action naturelle sur le fibré unitaire tangent T 1

H

est libre et transitive, de sorte que l’on puisse identifier PSL2(R) et T 1
H. On peut alors s’assurer que :

– la métrique de Sasaki s’identifie à l’unique métrique Riemannienne sur PSL2(R) qui soit inva-
riante par translation à droite (et aussi à gauche) ;

– la mesure de Liouville s’identifie à la mesure de Haar, c’est-à-dire l’unique (à une constante
près) mesure sur PSL2(R) invariante par translations à droite (et à gauche) ;

– le flot géodésique s’identifie au sous-groupe à un paramètre de translations à droite par :

(
e t/2 0

0 e−t/2

)
;

– le flot horocyclique stable s’identifie au sous-groupe à un paramètre de translations à droite
par : (

1 t
0 1

)
;

– le flot horocyclique instable s’identifie au sous-groupe à un paramètre de translations à droite
par : (

1 0
t 1

)
;

L’action par translation à droite du groupe affine coïncide donc avec l’action jointe du flot géodé-
sique et du flot horocyclique instable.

Nous notons également que les flots horocycliques stable et instable engendrent tout PSL2(R) de
sorte par exemple, que l’on obtienne la proposition suivante.

Proposition 4.1.1. La mesure de Liouville est l’unique mesure sur T 1
H, à une constante multiplicative

près, qui soit invariante par l’action jointe des deux flots horocycliques.
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Le fibré T 1
H s’écrit H× S∞, où S∞ = ∂H = RP

1 est le cercle à l’infini, et cette identification est
équivariante par l’action de PSL2(R). Ce point de vue nous permet d’identifier isométriquement les
tranches H× {ξ}, ξ ∈ S∞ avec :

– les feuilles centre-instables ;
– les orbites de l’action à droite du groupe affine Aff.

1.2 –Mesures harmoniques sur le demi-plan hyperbolique.

Le but de ce paragraphe est de prouver la proposition suivante.

Theorème 4.1.2. Il existe une correspondance bijective entre les mesures harmoniques sur H et les me-
sures sur T 1

H invariantes par l’action jointe du flot géodésique et du flot horocyclique instable.

Plus précisément nous prouvons :
– que chaque feuille centre-instable porte canoniquement une mesure invariante par l’action

jointe des flots géodésique et horocyclique instable, appelée mesure caractéristique de la feuille
centre-instable, qui de plus est équivalente à la mesure d’aire hyperbolique, et dont la densité
est donnée par le noyau de Poisson correspondant ;

– qu’en conséquence, toute mesures de Borel invariantes par l’action jointe des flots géodésique
et horocyclique instable est obtenue par intégration des mesures caractéristiques contre une
mesure de Borel finie sur le cercle à l’infini ;

– que la projection de toute mesure invariante par l’action jointe des flots géodésique et horocy-
clique instable est harmonique ;

– que toute mesure harmonique s’obtient ainsi.

Noyau de Poisson. À chaque feuille centre-instable H× {ξ}, ξ ∈ S∞ est associée une unique fonction
harmonique (à une constante multiplicative près) k(.,ξ) telle que limz→ξ′ k(z,ξ) = 0 lorsque ξ′ 6= ξ

et ∞ sinon (la convergence z→ξ′ est non-tangentielle). Il s’agit du noyau de Poisson donné par la
formule suivante pour z = x + iy :

k(z,ξ) =
y

(x −ξ)2 + y2
.

Remarque. Pour trouver cette formule, il suffit de savoir prouver cela lorsque ξ = ∞, et de prou-
ver que l’unique fonction qui convient est donnée par k(z,∞) = Im(z). L’unique fonction k(.,ξ) pour
ξ ∈ R, sera alors Im ◦ gξ→∞, où gξ→∞ est une homographie qui envoie ξ sur le point à l’infini. Cette
formule ne dépend bien entendu pas de la transformation gξ→∞ : deux telles homographies ne dif-
fèrent (à constante multiplicative près) que d’une translation parallèle à l’axe réel, opération qui à
l’évidence ne change pas la partie imaginaire.

Nous pouvons donc considérer l’homographie envoyant un point z ∈H sur g∞→ξ(z) =− 1
z−ξ . Un

calcul immédiat donne alors que pour tout z = x + iy ∈H,

k(z,ξ) =−Im

(
1

z −ξ

)
=

y

(x −ξ)2 + y2
.

Nous avons donc le théorème suivant, dû à Herglotz, dont on trouvera une preuve dans [Ru] :

Theorème 4.1.3. Il y a une correspondance bijective entre les mesures de Borel finies sur S∞ et les fonc-
tions harmoniques positives sur H donnée par η 7→ K [η], où K [η], qu’on appelle l’intégrale de Poisson
de η, vérifie pour tout z ∈H :

K [η](z) =
ˆ

S∞

k(z,ξ)dη(ξ).
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L’application réciproque se construit en remarquant que par la propriété de la moyenne, la me-
sure sur le cercle CR centré en i et de rayon R définie par h|CR LebCR est une famille de mesure finie de
masse totale h(i) : par compacité nous pouvons alors extraire une limite, montrer que c’est la seule
possible, puis, prouver que h est l’intégrale de Poisson, ce qui requiert de savoir résoudre le problème
de Dirichlet à l’infini (c’est-à-dire le cas où η a une densité continue par rapport à Lebesgue). Les
détails se trouvent dans [Ru].

Mesures invariantes par le groupe affine. La proposition suivante, qui caractérise les mesures de
Borel sur T 1

H qui sont invariantes par l’action jointe des flots géodésique et horocyclique instable.
Chaque feuille centre-instable H×{ξ} porte une mesure caractéristique, qui, par définition, a une den-
sité k(.,ξ) par rapport à l’aire hyperbolique. Nous pouvons alors prouver :

Proposition 4.1.4. Une mesure de Borel sur T 1
H est invariante par l’action jointes des flots géodésique

et horocyclique instable si et seulement si elle s’obtient par intégration contre une certaine mesure finie
η sur S∞ des mesures caractéristiques des feuilles centre-instables µξ.

Lemme 4.1.5. Il y a, à une constante multiplicative près, une unique mesure de Borel sur H× {∞} qui
soit invariante par l’action jointe des flots géodésique et horocyclique instable : elle a une densité par
rapport à la mesure d’aire hyperbolique donnée par la fonction “partie imaginaire”.

Preuve. L’action jointe des deux flots sur la feuille centre-instable correspondant à l’infini est exac-
tement donnée par l’action du groupe affine Aff sur lui-même par translations à droite. Nous savons
qu’il possède, à une constante multiplicative près, une unique mesure de Haar à droite. Ainsi s’en-
suivent l’existence et l’unicité de la mesure désirée.

Nous affirmons que, si l’on écrit H= {(x, y) ∈ R
2; y > 0}, la mesure recherchée s’écrit en coordon-

nées :

µ∞ =
d x d y

y
.

Pour le voir il suffit de prouver qu’elle est préservée par le flot géodésique et par le flot horocyclique
instable. Pour ce faire, en utilisant le théorème de Fubini, il suffit de prouver que les deux flots, en
restriction aux droites horizontales, préservent l’élément d x, et, en restriction aux demi-droites ver-
ticales, préservent l’élément d y/y .

En restriction à H× {∞}, le flot horocyclique instable se réalise comme un sous-groupe à un pa-
ramètre de translations le long des droites horizontales : il préserve donc les deux éléments d x et
d y/y .

Le flot géodésique se réalise comme le sous-groupe à un paramètre de translation le long des
demi-droites verticales paramétrées par la longueur d’arc hyperbolique. Ainsi, il préserve l’élément
d x, et l’élément de longueur hyperbolique sur les demi-droites verticale d y/y .

Dans ces coordonneés, l’élément d’aire hyperbolique se lit d x d y/y2 : ainsi, nous concluons que
la densité de µ∞ par rapport à l’aire hyperbolique est donnée par la fonction y . ä

Comme conséquence de ce lemme, nous obtenons le lemme suivant :

Lemme 4.1.6. Soit ξ ∈ S∞. Il y a, à une constante multiplicative près, une unique mesure de Borel sur
la feuille centre-instable correspondant à ξ qui soit invariante par l’action jointe des flots géodésique et
horocyclique instable a une densité par rapport à la mesure d’aire hyperbolique donnée par la fonction
k(.,ξ).

Preuve. Soit ξ ∈ R. Considérons l’homographie gξ→∞ : z 7→ − 1
z−ξ . C’est une isométrie du demi-plan

hyperbolique, sa différentielle commute donc avec les flots géodésique et horocycliques, et l’applica-
tion induite W cu

ξ
→W cu

∞ est donnée par gξ→∞.
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En particulier, en vertu du lemme précédent, la mesure µξ = (Dgξ→∞)−1 ∗µ∞ est une mesure
sur la feuille centre-instable correspondant à ξ invariante par l’action jointe des flots géodésique et
horocyclique instable.

Encore parce que gξ→∞ est une isométrie, elle préserve l’aire hyperbolique, de sorte que µξ a une
densité par rapport à l’aire hyperbolique obtenue en composant celle de µ∞ par gξ→∞ : on obtient
donc Im ◦ gξ→∞ = k(.,ξ), comme nous l’avons remarqué précédemment.

Il ne reste donc plus qu’à prouver que cette mesure est la seule, à multiplication près par une
constante, qui soit invariante par l’action jointe des deux flots. Pour ce faire, nous prenons une telle
mesure et la poussons par la différentielle de gξ→∞. Par le même argument que ci-dessus, ainsi que
par la partie “unicité” du lemme précédent, nous trouvons que la mesure que l’on obtient est néces-
sairement un multiple de µ∞. C’est donc que la mesure initiale était un multiple de µξ. Nous pouvons
donc conclure la preuve du lemme. ä

Fin de la preuve de la proposition 4.1.4. Cette proposition est une conséquence immédiate des
deux lemmes précédents. Si l’on considère une mesure µ invariante par l’action jointe des deux flots,
ou c’est équivalent, par l’action du groupe affine, nous pouvons désintégrer dans les feuilles centre-
instables, qui sont aussi les orbites de l’actions du groupe affine.

Nous obtenons alors un système de mesures contitionnelles qui sont invariantes par cette action :
par les deux lemmes précédents, nous obtenons, quitte à renormaliser par une fonction mesurable,
exactement les mesures caractéristiques µξ. Nous pouvons donc conclure la preuve. ä

Relevé canonique d’une mesure harmonique. Une mesure harmonique m sur H a une densité par
rapport à Lebesgue qui est une fonction harmonique positive h : H→(0,∞). Par le théorème de Her-
glotz 4.1.3, h s’écrit comme l’intégrale de Poisson d’une mesure de Borel finie η sur S∞.

Proposition 4.1.7. Soit m une mesure harmonique sur H, et η la mesure de Borel finie sur S∞ qui lui
correspond. La mesure µ invariante par l’action jointe des flots géodésique et horocyclique instables
correspondant à η se projette sur m. Nous appelons µ le relevé canonique de la mesure harmonique m.

Preuve. La preuve de cette proposition est immédiate. En effet, µ est obtenue par intégration contre
η des µξ = k(z,ξ)LebH×{ξ}(z). La projection canonique étant une isométrie en restriction aux H×{ξ}, la
projection est une mesure équivalente à la mesure de Lebesgue, et la densité est obtenue en intégrant
les densités des mesures conditionnelles contre η.

Nous reconnaissons la densité de m : c’est donc que c’est la projection canonique de m. ä

Fin de la preuve du théorème 4.1.2. La preuve de la proposition 4.1.7 s’adapte pour prouver que la
projection de toute mesure sur T 1

H invariante par les flots géodésique et horocyclique instable est
une mesure harmonique. Ainsi donc nous avons deux applications réciproques l’une de l’autre :

– la projection des mesures sur T 1
H invariantes par l’action jointe des flots géodésique et horo-

cyclique instable ;
– le relevé canonique des mesures harmoniques sur H.

Ceci nous permet donc d’achever la preuve du théorème 4.1.2. ä

1.3 –Mesures harmoniques et flot géodésique feuilleté pour des feuille-
tages par surfaces de Riemann hyperboliques

Versions d’un théorème de Martínez. Nous nous intéressons dans ce paragraphe au cas d’une va-
riété close (M ,F ) feuilletée par des surfaces hyperboliques : c’est-à-dire au cas où le feuilletage est
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muni d’une métrique feuilletée de sorte que la courbure des feuilles vaille −1 identiquement. Un
théorème de Candel [Ca] assure l’existence d’une telle métrique feuilletée lorsque les feuilles de F

sont de type hyperbolique, c’est-à-dire lorsque leur caractéristique d’Euler-Poincaré est négative.
Martínez, dans une série de deux papiers dont l’un écrit en collaboration avec Bakhtin (voir [Ma,

BMar]), a donné une version feuilletée du théorème 4.1.2. Nous proposons ci-dessous une preuve
plus courte de ce résultat, ainsi que, dans le paragraphe suivant, une généralisation en dimension su-
périeure, dans le cas où la courbure sectionnelle des feuilles est négative, mais variable. Remarquons
que Connell et Martínez ont aussi donné dans [CM] une preuve dans le cas de laminations par des
espaces symétriques de rang supérieur, utilisant une adaptation de l’argument que nous développe-
rons, et qui nous avait été suggéré par Marco Brunella.

Theorème 4.1.8. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée par des surfaces de Riemann hyperboliques.
Il existe alors une correspondance bijective entre les mesures harmoniques pour F et les mesures sur
T 1

F invariantes par l’action jointe des flots géodésique et horocyclique instable feuilletés.

Il est prouvé dans [BGM] que ce théorème s’écrit aussi sous une autre forme, et c’est celle-ci que
nous généraliserons.

Theorème 4.1.9. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée par des surfaces de Riemann hyperboliques. Il
existe alors une correspondance bijective entre les mesures harmonique pour F et les états de u-Gibbs
sur T 1

F pour le flot géodésique feuilleté.

Nous rappelons qu’un état de u-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté est une mesure sur T 1
F

qui est invariante par le flot, et dont la désintégration dans les feuilles instables est équivalente à Le-
besgue. Dans ce cas précis, les feuilles instables sont précisément les horocycles munis du vecteur
normal sortant de l’horodisque correspondant, paramétrés par le flot horocyclique instable : les états
de u-Gibbs ne sont donc rien d’autre que les mesures invariantes par l’action jointe des flots géodé-
sique et horocyclique instable feuilletés.

Mesures invariantes par le flot géodésique et par les deux flots horocycliques. Nous énonçons ici
une proposition que l’on peut trouver dans [BG, Ma], et que nous généraliserons plus loin lors de
notre étude des états de u-Gibbs.

Proposition 4.1.10. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée par des surfaces de Riemann hyperboliques.
Supposons qu’il existe une mesure µ sur T 1

F invariante par les flots géodésique et horocycliques stable
et instable feuilletés. Alors µ est totalement invariante, et en particulier, le feuilletage F admet une
mesure transverse invariante par holonomie.

Preuve. Comme nous l’avons remarqué dans la proposition 4.1.1, les flots géodésique, et horocy-
cliques stable et instable engendrent le groupe PSL2(R), si bien que la mesure de Liouville, qui est la
mesure de Haar bi-invariante de PSL2(R), est l’unique mesure, à une constante multiplicative près,
qui soit invariante par l’action des trois flots.

Ainsi, si une mesure µ sur T 1
F est invariante par l’action jointe des trois flots, ses mesures condi-

tionnelles dans les plaques sont des multiples de la mesure de Liouville. Il s’ensuit alors que µ s’écrit
dans une carte comme le produit de la mesure de Liouville et d’une mesure transverse, et que la
famille des mesures transverses ainsi définie, est invariante par l’holonomie du feuilletage F̂ qui
est, rappelons-le, égale à celle de F . Pour les détails, voir les références citées ci-dessus, ainsi que la
preuve du théorème 5.2.4, où nous donnons plus en détail une condition suffisante pour l’existence
de mesures transverses invariantes pour un feuilletage dont les feuilles sont courbées négativement.
ä

70



CHAPITRE IV. MESURES HARMONIQUES ET MESURES DE GIBBS

Relevé canonique d’une mesure harmonique. Nous considérons dans la suite une variété close
(M ,F ) feuilletée par des surfaces hyperboliques. Considérons un bon atlas feuilleté A = (Ui ,φi )i∈I ,
ainsi que la transversale complète correspondante T =

⊔
i∈I Ti . Nous rappelons qu’alors nous pou-

vons former un atlas pour le feuilletage F̂ de T 1
F en tirant A en arrière par le fibré unitaire tangent

aux feuilles, qu’alors T est encore une transversale complète de F̂ , et qu’en prime, les deux feuille-
tages F et F̂ ont même pseudogroupe d’holonomie.

Nous nous proposons l’énoncé suivant :

Proposition 4.1.11. Supposons que les feuilles de F soient des surfaces de Riemann hyperboliques.
Pour toute mesure m harmonique pour le feuilletage F , il existe une mesure µ sur T 1

F qui est inva-
riante par l’action jointe des flots géodésique et horocyclique instables feuilletés, et qui induit la même
mesure que m sur la transversale complète T .

Soit m une mesure harmonique pour F . Pour tout i ∈ I , m s’écrit, en restriction à Ui , sous la
forme :

m|Ui = hi (z, x)LebPi (x)(z)νi (x),

où hi et une fonction mesurable sur Ui qui est harmonique sur νi -presque toute plaque Pi (x). Rap-
pelons que les νi induisent une mesure que nous noterons m̂ sur T qui est quasi-invariante par le
pseudogroupe, et que le cocycle de Radon-Nikodym ainsi défini est donné par le quotient de fonc-
tions harmoniques. Plus précisément, lorsque Ui ∩U j 6= ;, nous pouvons, en évaluant m sur l’inter-
section Ui ∩U j écrire pour ν j -presque tout x ∈ but(τi j ) et z ∈ P j (x)∩P j (τ−1

i j (x)) :

d [τi j ∗νi ]

ν j
(x) =

h j (z, x)

hi (z,τ−1
i j (x))

.

Nous rappelons qu’il est possible, grâce au lemme de Ghys 1.3.3, d’étendre harmoniquement les
densités locales “sur une feuille typique” : autrement dit, il existe un ensemble de Borel X ⊂T de
mesure pleine pour νi0 , telle que pour tout x ∈X , (par exemple x ∈ Ti0 pour i0 ∈ I ) la formule suivante
definisse une extension harmonique de hi0 (., x) à la feuille Lx :

Hx (z) =
d [τ−1

c ∗νi ]

dνi0

(x)hi (z,τc (x)),

où z ∈ Lx , i est tel que z ∈Ui , et c est n’importe quel chemin reliant c à z.

Preuve de la proposition 4.1.11. Nous donnerons plus tard la preuve dans le cas plus général des
feuilletages par feuilles courbées négativement. Nous n’indiquons ici que les étapes de la preuve.

– Nous choisissons un bon atlas feuilleté suffisamment fin.
– Nous pouvons nous ramener au cas d’une mesure harmonique ergodique m, et sélectionner

une petite transversale Ti0 rencontrant presque toute feuille.
– Nous étendons la densité harmonique sur une feuille typique, que nous pouvons relever au

revêtement universel, obtenant ainsi une fonction H̃x , x ∈ Ti0

– En utilisant la proposition 4.1.7, nous pouvons canoniquement relever la mesure harmonique
sur H avec densité H̃x , obtenant ainsi une mesure sur T 1

H invariante par le flot géodésique et
le flot horocyclique instable.

– En projetant sur le feuilletage, nous avons une mesure définie sur T 1L.
– Nous la multiplions dans les plaques par un cocycle convenable de sorte à pouvoir recoller les

mesures de façon cohérente avec l’holonomie de F̂ qui, nous le rappelons, est la même que
celle de F .
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– Nous intégrons les mesures locales contre les mesures transverses induites par m, obtenant
ainsi une mesure invariante par l’action jointe des deux flots qui de plus induit sur la transver-
sale complète de F la même mesure que m. ä

Lemme 4.1.12. La mesure obtenue dans la proposition 4.1.11 se projette sur m. Nous l’appelons le
relevé canonique de la mesure m.

Preuve. La preuve de ce lemme est une immédiate adaptation de celle de la proposition 4.1.7. ä

Projection d’une mesure invariante par les deux flots. Nous avons relevé les mesures harmoniques,
et prouvé qu’il existe toujours une mesure sur T 1

F invariante par les flots géodésique et horocy-
clique instable feuilletés qui se projettent dessus. Nous voulons à présent montrer que toute mesure
sur T 1

F invariante par ces deux flots se projette sur une mesure harmonique.

Proposition 4.1.13. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée par des surfaces hyperboliques. Soit µ une
mesure invariante par l’action jointe des flots géodésique et horocyclique instable feuilletés. Alors la
projection de µ le long des fibres unitaires tangentes est une mesure harmonique qui induit la même
mesure sur une transversale complète.

Preuve. Soit (M ,F ) un tel feuilletage : nous prenons un bon atlas feuilleté A = (Ui ,φi ). Comme d’ha-
bitude, nous pouvons relever cet atlas en le tirant en arrière par le fibré unitaire tangent. Suppo-
sons alors que µ soit invariante par l’action des deux flots, et considérons sa désintégration dans les
plaques de Pi ×S∞×Ti .

Par les lemmes 4.1.5 et 4.1.6, les mesures conditionnelles de µ dans les Pi × {ξ}× {x} ont une den-
sité par rapport à l’aire hyperbolique qui est donnée par le noyau de Poisson k(.,ξ), et les mesures
conditionnelles de µ dans les plaques Pi × S∞× {x} sont obtenues en intégrant ces mesures contre
une certaine mesure ηx sur S∞.

Le mesures conditionnelles de la projection m de µ sur M ont donc une densité par rapport à la
mesure d’aire hyperbolique (la projection canonique est, en restriction aux plaques Pi × {ξ}× {x}, une
isométrie), et les densités sont données par les intégrales de celles des mesures ci-dessus contre ηx :
ce sont ainsi des fonctions harmoniques.

Nous concluons alors que la projection d’une mesure sur T 1
F invariante par les deux flots est une

mesure harmonique. Clairement, les deux mesures induisent la même mesure sur une transversale
complète. ä

Mesure induite sur la transversale complète. Dans [BMar], afin de prouver que deux mesures in-
variantes par l’action jointe des flots géodésique et horocyclique instable différentes se projettent sur
deux mesures harmoniques différentes, Bakhtin et Martínez utilisent l’unicité de la représentation de
Poisson de la densité harmonique caractéristique d’une feuille typique (voir l’énoncé du théorème de
Herglotz 4.1.3).

Nous proposons un argument différent que nous généraliserons plus loin et qui est une variation
de l’argument de Hopf.

Proposition 4.1.14. Soit (M ,F ) un feuilletage par surfaces hyperboliques. Alors :

1. toute mesure invariante par l’action jointe des flots géodésique et horocyclique instable feuilletés
induit une mesure finie sur une transversale complète quasi-invariante par holonomie ;

2. si deux telles mesures sont différentes, alors les mesures qu’elles induisent sont différentes.
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Preuve. Ici encore, nous donnerons l’argument complet lorsque nous nous intéresserons plus loin
aux feuilletages à feuilles courbées négativement. Nous pouvons néanmoins donner quelques indi-
cations de la preuve, qui utilise le fait que le flot horocyclique stable feuilleté induit des difféomor-
phismes locaux entre les variétés centre-instables (si l’on préfère, le feuilletage stable est lisse, et donc
absolument continu).

La première partie découle assez facilement du fait qu’une mesure invariante par l’action jointe
des deux flots feuilletés possède une désintégration absolument continue dans les feuilles centre-
instables.

Pour voir que la seconde a encore lieu, il suffit de considérer le cas où les deux mesures sont
ergodiques (une composante ergodique d’un état de u-Gibbs en est encore un) : il faut alors prouver
que si les deux mesures induites ne sont pas sont singulières, alors les mesures ergodiques sont égales.

L’idée est la suivante. Si les deux mesures induites par, disons, µ1 et µ2, ne pas sont singulières,
alors le bassin d’attraction (dans le passé et le futur) de µ1 se projette le long des plaques sur la trans-
versale complète en un ensemble de mesure positive pour µ̂2 (nous notons µ̂i la mesure induite sur
une transversale complète). Prenons alors une plaque dans cet ensemble de mesure positive.

Puisque µ1 et µ2 ont une désintégration absolument continue dans les feuilles centre-instables,
le bassin d’attraction de µ1 rencontre presque toute plaque centre-instable en un ensemble plein
pour la mesure de Lebesgue, et il existe une plaque centre-instable qui rencontre celui de µ2 en un
ensemble de mesure positive pour la mesure de Lebesgue.

Par un argument d’absolue continuité, nous pouvons alors trouver un point du bassin d’attraction
de µ1 et un point du bassin d’attraction de µ2 appartenant à la même orbite du flot horocyclique
stable feuilleté. C’est donc que ces mesures sont égales. ä

Corollaire 4.1.15. Soit (M ,F ) un feuilletage par surfaces hyperboliques. Alors deux mesures différentes
invariantes par l’action jointe des flots géodésique et horocyclique instable feuilletés se projettent sur des
mesures harmoniques différentes.

Preuve. C’est une conséquence immédiate des propositions 4.1.13 et 4.1.14. ä

Fin de la preuve du théorème 4.1.8. Nous récapitulons le contenu de la proposition 4.1.11 et du
corollaire 4.1.15. Il y a deux opérations qui sont réciproques l’une de l’autre :

– le relevé canonique d’une mesure harmonique pour F ;
– la projection d’une mesure invariante par l’action jointe des flots géodésique et horocyclique

instable feuilletés.
Nous obtenons ainsi la bijection recherchée entre les mesures harmoniques et les mesures inva-

riantes par les flots géodésique et horocyclique instable feuilletés. ä

2 | Mouvement Brownien en courbure négative

Nous avons traité ci-dessus le cas des mesures harmoniques des variétés feuilletées par des sur-
faces hyperboliques. Le but de cette section est de généraliser le théorème de Martínez, Bakhtin-
Martínez, au cadre des feuilles de dimension quelconque et de courbure négative.

En dimension supérieure, il n’y a pas de flot horocyclique, c’est une première difficulté. Même
si l’on peut remonter canoniquement une mesure harmonique au fibré unitaire tangente, il n’y a
aucune raison que la mesure ainsi obtenue soit invariante par le flot géodésique : c’est une difficulté
supplémentaire.
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Nous allons développer une idée dûe à Ledrappier [L1] (voir aussi [Ha1]). En courbure négative,
presque tout chemin Brownien est escorté par un rayon géodésique. L’idée consiste alors à rempla-
cer l’étude ergodique du mouvement Brownien à celle des géodésiques qui escortent les chemins
Browniens. Nous verrons que les mesures de Gibbs nous permettent de faire exactement ceci.

Dans le cadre des feuilletages par variétés courbées négativement, nous proposons donc une no-
tion de mesure de H-Gibbs, qui sont invariantes par le flot géodésique feuilleté et qui décrivent exac-
tement le comportement ergodique des géodésiques escortant les chemins Browniens tangents aux
feuiles.

Nous proposons donc de prouver le théorème suivant, dont on donnera une version plus précise
plus tard (voir le théorème 4.3.12).

Theorème 4.2.1. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée, munie d’une métrique feuilletée telle que
toutes les feuilles soient courbées négativement. Alors il existe une correspondance bijective entre les
mesures de H-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté et les mesures harmoniques.

2.1 – Comportement asymptotique des chemins Browniens

Dans la suite, N désignera une variété Riemannienne complète, connexe et simplement connexe
de courbure négative pincée.

Escorte géodésique Si z ∈ N , un vecteur non nul v ∈ Tz N peut être décrit par ses coordonnées po-
laires, c’est-à-dire par le couple (r,θ) ∈ (0,∞)×T 1

z N , tel que v = rθ. La courbure sectionnelle de N est
négative partout, donc l’application exponentielle expz : Tz N →N est un difféomorphisme : en parti-
culier, un point y 6= z est déterminé par les coordonnées polaires de exp−1

z (y). Nous noterons encore
abusivement ce couple (r,θ) : ce sont les coordonnées polaires (ou coordonnées géodésiques) de y .

Pour ω ∈Ωz , notons (r (ω, t ),θ(ω, t )) les coordonnées polaires de ω(t ). Prat a alors démontré dans
[Pr] :

Theorème 4.2.2 (Prat). Soit N une variété complète, connexe et simplement connexe dont la courbure
sectionnelle est pincée entre deux constantes négatives −b2 ≤−a2. Alors :

1. il existe un nombre α tel que (n−1)a ≤α≤ (n−1)b et pour tout z ∈ N , et Wz -presque tout ω ∈Ωx ,

lim
t →∞

1

t
r (ω, t ) =α;

2. pour tout z ∈ N , et Wz -presque tout ω ∈Ωz , il existe θ(ω,∞) ∈ T 1
z N tel que :

lim
t →∞

θ(ω, t ) = θ(ω,∞).

Nous résumons en disant qu’un chemin Brownien est escorté par une géodésique. L’idée présente
dans [L1] est que l’on peut, grâce à une mesure de Gibbs, décrire précisément le comportement sta-
tistique des géodésiques qui escortent un chemin Brownien, rapprochant ainsi l’étude ergodique du
mouvement Brownien, de l’étude des états de Gibbs pour les flots d’Anosov. C’est cette idée que nous
voulons exploiter ici.

Classe harmonique. Nous pouvons alors nous intéresser à la distribution de sortie du mouvement
Brownien. Plus précisément lorsque z ∈ N , la fonction φz : Ωz →S∞, ω 7→ limt∈∞ω(t ) (où la limite
est prise dans la topologie conique) est bien définie Wz -preque partout, et nous pouvons via cette
fonction pousser la mesure de Wiener : nous obtenons ainsi une mesure wz sur S∞ qui décrit la
distribution asymptotique des chemins Browniens partant de z. Dans [Su2], Sullivan a prouvé :
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Theorème 4.2.3 (Sullivan). Soit N une variété Riemannienne complète connexe et simplement connexe,
dont la courbure sectionnelle est pincée entre deux constantes négatives.

1. Les mesures wz , z ∈ N sont toutes équivalentes entre elles. La classe de mesure ainsi définie sera
appelée classe harmonique.

2. La classe harmonique charge tout ouvert non vide de S∞. Mieux : quand z tend vers ξ dans la
topologie conique, wz converge vers δξ.

Noyau de Poisson et représentation intégrale. Nous définissons le noyau de Poisson de N comme
la dérivée de Radon-Nikodym :

k(z1, z2;ξ) =
d wz2

d wz1

(ξ). (4.2.1)

Lorsque N est le disque hyperbolique, ce noyau coïncide avec le noyau de Poisson que nous avions
défini dans le paragraphe précédent. Il est caractérisé par les propriétés suivantes (z ∈ N et ξ ∈ N (∞)) :

k(z, z;ξ) = 1, ∆k(z, . ;ξ) = 0 et lim
z2 →ξ

k(z1, z2;ξ′) = 0 quand ξ′ 6= ξ.

Dans [AS], Anderson et Schoen livrent une étude très précise de ce noyau, et prouvent les théorèmes
clés suivants.

Theorème 4.2.4. Fixons deux points o, z ∈ N . Alors il existe α> 0 tel que pour tout ξ,ξ′ ∈ N (∞),

|k(o, z;ξ)−k(o, z;ξ′)| ≤∠x (ξ,ξ′)α.

Ainsi, puisque k est lisse en les deux premières variables, nous avons une dépendance Hölder
de k avec des constantes uniformes dans K1 ×K2 × N (∞), où Ki sont des parties compactes de N .
Le second résultat donne une représentation intégrale, aussi appelée représentation de Poisson, des
fonctions harmoniques positives de N .

Theorème 4.2.5. Soit N une variété Riemannienne complète, connexe et simplement connexe dont
la courbure sectionnelle est pincée entre deux constantes négatives. Soit h une fonction harmonique
positive sur N , et o ∈ N un point fixé. Alors il existe une unique mesure de Borel finie ηo sur N (∞) telle
que pour tout z ∈ N ,

h(z) =
ˆ

N (∞)
k(o, z;ξ)dηo(ξ).

Remarque. La propriété de la moyenne des fonctions harmoniques entraîne que la masse totale de
mo est égale à h(o).

2.2 – Classe harmonique et flot géodésique

Mesres sur les variétés invariantes. Le résultat suivant est dû à Ledrappier [L1]. C’est un analogue
du théorème 2.1.7 pour le potentiel donné par :

H(v) =
d

d t

∣∣∣∣
t=0

log k(cv (0),cv (t );cv (−∞)),

où cv est la géodesique dirigée par v , à la différence que nous ne demandons par que N soit un revê-
tement Riemannien d’une variété compacte, mais seulement des bornes uniformes sur la courbure,
ainsi, ce n’est pas une conséquence directe de ce cas. Par projection de la classe harmonique sur les
horosphères et multiplication par une fonction convenable, Ledrappier a prouvé le résultat suivant.
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Theorème 4.2.6. Soit N une variété Riemannienne complète, connexe et simplement connexe et dont
la courbure sectionnelle est pincée entre deux constantes négatives. Il existe alors deux familles de me-
sures (λ̃u

H ,v )v∈T 1N et (λ̃cu
H ,ξ)ξ∈N (∞) définies respectivement sur les feuilles instables faibles et fortes telles

que :

1. pour tout v ∈ T 1N , λ̃u
H ,v est équivalente à la projection sur W u(v) de la classe harmonique ;

2. λ̃u
H ,v est indépendante du choix de v sur une feuille instable donnée ;

3. nous avons les relations d’équivariance suivantes pour tout γ ∈ Isom+(M), v ∈ T 1N , et ξ ∈ N (∞) :
γ∗ λ̃u

H ,v = λ̃u
H ,Dγv , et γ∗ λ̃cu

H ,ξ = λ̃cu
H ,γξ ;

4. nous avons la propriété de quasi-invariance par le flot géodésique suivante :

d
[
GT ∗ λ̃u

H ,G−T (v)

]

d λ̃u
H ,v

(w) = k(cw (−t ),cw (0);cw (−∞)) (4.2.2)

où v ∈ T 1N , w ∈W u(v), et cw désigne la géodésique dirigée par w ;

5. pour tout v ∈ T 1N avec cv (−∞) = ξ, la mesure λ̃cu
H ,ξ s’obtient par intégration des λu

H ,Gt (v) contre
l’élément d t élément du flot : en particulier, cette mesure vérifie la relation (4.2.2).

Les classes des mesures λ⋆

H ,v , ⋆ = u,cu seront appelées les classes harmoniques sur les variété
(centre)-instables.

Continuité absolue. Nous aurons besoin de la propriété suivante d’absolue continuité du feuille-
tage stable.

Theorème 4.2.7. Soit N une variété Riemannienne complète, connexe et simplement connexe dont
la courbure est pincée entre deux constantes négatives. Alors les transformations d’holonomie stable
préservent la classe harmonique des variétés centre-instables. Plus précisément, définissons, pour v, w ∈
T 1N dans la même variété stable,

k s
H (v, w) = exp

[ˆ ∞

0
(H ◦Gt (w)−H ◦Gt (v))d t

]
= lim

T →∞

k(cw (0),cw (T );cw (−∞))

k(cv (0),cv (T );cv (−∞))
. (4.2.3)

Alors :

1. k s
H (v, w) est bien définie pour tout v, w appartenant à la même variété stable ;

2. pour tous v0 et w0 appartenant à la même variété stable, on a, pour tout w ∈W cu(w0),

d
[

hols
v0→w0

∗λcu
H ,v0

]

dλcu
H ,w0

(w) = k s
H (w,hols

w0→v0
).

3. il existe des constantes de Hölder uniformes C et α telles que lorsque v et w appartiennent à la
même variété stable avec dists(v, w) ≤ 1, logk s

H (v, w) ≤C dists(v, w)α ;

Preuve. Premièrement, l’intégrale donnée par la formule (4.2.3) existe par le lemme de distorsion
usuel 6.1.5, car le le potentiel H est uniformément Hölder (avec des constantes ne dépendant que de
la borne de la courbure) : voir le théorème 4.2.4.

La continuité absolue a été prouvée dans [L1]. Pour avoir l’expression du Jacobien, il s’agit de
reproduire l’argument usuel de l’absolue continuité du feuilletage stable : voir la preuve du théorème
5.5.4. Puisque les constantes d’Anosov, et de Hölder du noyau ne dépendent que du pincement de la
courbure, les contrôles de distorsion usuels (voir par exemple les lemmes 3.3 et 3.6 du livre de Mañé
[Man]) se prouvent de la même façon : en particulier, l’expression du Jacobien k s

H en découle, ainsi
que les constantes de Hölder de son logarithme (voir la fin du théorème 3.1 dans [Man]). ä
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3 | Mesures harmoniques et mesures de Gibbs pour le
flot géodésique feuilleté

Dans tout ce qui suit, nous considèrerons donc (M ,F ) une variété close feuilletée dont toutes
les feuilles sont courbées négativement. Nous savons alors que par compacité de M , les courbures
sectionnelles des feuilles sont uniformément pincées entre deux constantes négatives −b2 ≤−a2. De
même, les rayons d’injectivité des feuilles sont uniformément minorés, ainsi, nous pouvons choisir
un bon atlas feuilleté A = (Ui ,φi ) dont toutes les plaques trivialisent le revêtement universel des
feuilles.

Nous aimerions commencer cette section par un petit rappel. Une mesure harmonique m a une
désintégration locale dans une carte feuilletée Ui :

m|Ui = hi (z, x)Leb|Pi (x)(z)dνi (x).

La famille de mesure (νi )i∈I est quasi-invariante par holonomie, et nous avons les relations de cocycle
suivantes :

d [τ−1
i j ∗ν j ]

dνi
(x) =

hi (z, x)

h j (z,τi j (x))
. (4.3.4)

Nous rappelons, encore une fois, que grâce au lemme de Ghys 1.3.3, nous pouvons étendre les
densités harmoniques locales à toute une feuille typique :

Lemme 4.3.1. Soit m une mesure harmonique pour F . Alors il y a un ensemble de Borel saturé et de
mesure pleine X0⊂M tel que pour tout y ∈ X0, si y ∈ Pi0 (x)⊂Ui0 , pour un certain indice i0 ∈ I , et
x ∈ Ti0 , la formule suivante définit une fonction harmonique de z ∈ Ly :

Hx (z) =
d [τ−1

c ∗νi ]

dνi0

(x)hi (z,τc (x)), (4.3.5)

où i est tel que z ∈Ui , et c est n’importe quel chemin joignant x et z.

3.1 – Relevé canonique des mesures harmoniques

Mesures ∞-harmoniques. Soit L une feuille de F , dont le revêtement universel Riemannien est
noté L̃. Nous fixons un point base o ∈ L̃. Le feuilletage centre-instable W̃

cu de T 1L̃ est paramétré
par L̃(∞) : nous avons déjà vu qu’il s’identifie au feuilletage trivial (L̃ × {ξ})ξ∈L̃(∞). Il est ainsi possible

d’associer à chaque feuille centre-instable L̃× {ξ0} la mesure ξ0-harmonique pour W̃
cu définie par :

mξ0 = k(o, z;ξ0)LebL̃×{ξ0}(z).

Définition 4.3.2. Une mesure m+ sur T 1L̃ est appelée ∞-harmonique pour W̃ cu si ses mesures condi-
tionnelles dans les feuilles centre-instables sont données par les mξ, ξ ∈ N (∞).

Si L′ est un quotient de L̃ par un sous-groupe d’isométries directes, la mesure quotient d’une me-
sure ∞-harmonique pour W̃ cu sur T 1L′ sera encore appelée ∞-harmonique pour le feuilletage centre-
instable quotient.

Lemme 4.3.3. La projection sur L̃ d’une mesure ∞-harmonique sur T 1L̃ a une densité harmonique
par rapport à la mesure de Lebesgue.
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Preuve. Considérons une mesure ∞-harmonique m̃+, obtenue en intégrant les mesures mξ contre
une mesure de Borel finie ηo sur L̃(∞). Puisque toutes les feuilles centre-instables sont isométriques
à L̃, et puisque chaque mξ a une densité par rapport à Lebesgue, nous déduisons que la projection
m̃+ a encore une densité par rapport à Lebesgue.

De plus, cette densité est obtenue par intégration des k(o, .;ξ) contre ηo : c’est une fonction har-
monique, et le lemme est prouvé. ä

Nous rappelons que le fibré unitaire tangent T 1
F est feuilleté par les fibrés unitaires tangents aux

feuilles de F , et ce feuilletage, noté F̂ , est lui-même sous-feuilleté par le feuilletage centre-instable
W

cu du flot géodésique feuilleté.

Définition 4.3.4. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée avec une métrique feuilletée. Supposons que
toutes les feuilles de F soient courbées négativement. Une mesure de probabilité m+ sur T 1

F est dite
∞-harmonique pour W

cu si ses mesure conditionnelles dans les plaques de F̂ sont ∞-harmonique
pour W

cu .

Avant d’énoncer la proposition suivante, nous introduisons trois notations :
– la projection canonique le long des sphères tangentes au feuilletage pr : T 1

F →M ;
– H ar (F ) désigne l’ensemble des mesures harmoniques pour F ;
– H ar∞(W cu) désigne celui des mesures ∞-harmoniques pour W

cu .
Le fait que l’ensemble H ar∞(W cu) n’est pas vide n’est pas évident à priori. Il découle en fait

de la proposition suivante qui donne une section H ar (F )→H ar∞(W cu) (ainsi que du fait que les
mesures harmoniques existent par Garnett).

Proposition 4.3.5. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée dont les feuilles sont courbées négativement.
Soit A = (Ui ,φi )i∈I un bon atlas feuilleté pour F , et T une transversale complète associée. Alors :

1. si m+ est une mesure ∞-harmonique pour W
cu , sa projection pr ∗m+ est une mesure harmo-

nique ;

2. si m est une mesure harmonique, il y a une mesure m+ qui est ∞-harmonique et se projette sur
m (en particulier, elle induit la même mesure que m sur T ) : nous appelons cette mesure le relevé
canonique de m.

En d’autre termes, l’application pr∗ : H ar∞(W cu)→H ar (F ) qui associe à une mesure∞-harmonique
m+ sa projection sur M, pr ∗m+ est bien définie et a une section donnée par le relevé canonique.

Preuve. Nous choisissons un bon atlas feuilleté A = (Ui ,φi )i∈I pour F , tel que lorsque nous le tirons
en arrière par la fibration, nous obtenons encore un bon atlas feuilleté pour F̂ , dont les cartes Ûi sont
trivialement feuilletées par les sphères tangentes au feuilletages, et trivialisent le feuilletage centre
instable du flot géodésique feuilleté.

Le fait que l’application pr∗ soit bien définie, ou si l’on préfère que la projection sur M d’une
mesure ∞-harmonique pour W

cu soit harmonique, vient du lemme 4.3.3 appliqué aux plaques de
F .

À présent, montrons comment relever une mesure harmonique au fibré unitaire tangent. Parce
que les mesures harmoniques peuvent être décomposées en composantes ergodiques, nous n’avons
qu’à montrer comment relever les mesures harmoniques ergodiques. Soit alors m une mesure har-
monique ergodique, et m̂, la mesure qu’elle induit sur la transversale complète T . Il existe alors un
indice i0 ∈ I tel que la saturation de Ti0 par F soit de mesure pleine. En d’autres termes, presque toute
feuille rencontre la transversale Ti0 .

Ainsi, par le lemme 4.3.1, il y a un ensemble Borélien saturé X ⊂M qui est de mesure pleine pour
m, telles que toutes les feuilles passant par un point de X intersecte Ti0 , et telle que pour tout y ∈X ,
la densité harmonique définie sur la plaque correspondante puisse être étendue à toute la feuille.
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Soit x0 ∈ Ti0 ∩X : la formule (4.3.5) définit une fonction harmonique Hx0 : Lx0 →(0,∞). Nous pou-
vons la relever au revêtement universel Riemannien L̃x0 (nous fixons une préimage o de x0) en une
fonction harmonique H̃x0 . Les plaques Pi trivialisent le revêtement universel : tout hi peut être relevé
en une fonction harmonique h̃i d’une section P̃i ⊂ L̃x0 . Par le lemme 4.3.1, si c est un chemin reliant
x0 et la plaque Pi , si P̃i (c) est le relevé correspondant, alors la formule H̃x0 = h̃i d [τ−1

c ∗νi ]/dνi0 (x0), a
lieu en restriction à P̃i (c).

Le théorème 4.2.5 fournit une mesure ηo sur L̃x0 (∞) telle que H̃x0 (z) =
´

Lx0 (∞) k(o, z;ξ)dηo(ξ). Il est

alors possible de relever la mesure H̃x0 Leb à T 1L̃x0 en considérant la mesure obtenue par intégration
contre ηo des mesures mξ, définies sur les feuilles instables, identifiées avec L̃x0 × {ξ}. Par projection
sur T 1Lx0 , nous obtenons une mesure définie sur tout le fibré unitaire tangent à Lx0 , que l’on note
m+

x0
, et qui lorsqu’on la pousse par pr , se projette sur Hx0 Leb.
Nous pouvons à présent choisir y ∈ Lx0 ∩T : il y a un indice i ∈ I tel que y ∈ Ti . Nous pouvons

définir la mesure m+
i ,y sur la plaque T 1Pi (y) en divisant la restriction de m+

x0
à T 1Pi (y) par la dérivée

d [τ−1
c νi ]/dνi0 (x0), où c est un chemin joignant x0 et y .
Une autre application du lemme 4.3.1 montre que cette mesure ne dépend pas du choix de point

base x0, dans le sens que si x1 ∈ Ti0 ∩Lx0 , nous avons :
(

d [τ−1
c ∗νi ]

dνi
(x0)

)−1

(m+
x0

)|T 1Pi (y) =
(

d [τ−1
c ∗νi ]

dνi
(x1)

)−1

(m+
x1

)|T 1Pi (y),

où c et c ′ sont n’importe quels chemins joignant respectivement x0 et x1 à y . De plus, la mesure m+
i ,y

se projette sur hi (., y)LebPi (y) quand nous la poussons sur la plaque Pi (y).
Supposons que m(Ui ∩U j ) 6= ;, et que y ∈ dom(τi j ). Nous avons alors pour tout v ∈ T 1Pi (y)∩

T 1P j (τi j (y)),
dm+

i ,y

dm+
j ,τi j (y)

(v) =
d [τ−1

i j ∗ν j ]

dνi
(y), (4.3.6)

de sorte que nous serons capables de recoller ensemble ces mesures de façon cohérente avec l’holo-
nomie.

Finalement, presque toute feuille rencontre Ti0 : ainsi la construction ci-dessus donne pour m̂-
presque tout y ∈T une mesure sur T 1Pi (y) (si y ∈ Ti ), qui ne dépend que de i et de y . Ainsi, pour tout
i ∈ I tel que m(Ui ) > 0, nous obtenons, par intégration contre νi des mesures m+

i ,y , une mesure mi

sur Ûi . À cause de la relation (4.3.6), nous voyons que ces mesures peuvent être recollées ensemble,
définissant ainsi une mesure m+.

Par définition, la mesure induite par m+ sur T est exactement m̂. De plus, puisque chacune des
mesures conditionnelles de m+ dans les plaques de F sont ∞-harmoniques et se projettent sur celles
de m, nous concluons que m+ est ∞-harmonique pour W

cu et qu’elle se projette sur m. ä

Remarque. Afin de prouver que l’application pr∗ : H ar∞(W cu)→H ar (F ) est une bijection, il
reste à prouver qu’elle est injective. Comme nous l’avons indiqué plus haut, une preuve de ce fait
peut être adaptée à partir de la preuve de [BMar] dans le cas des laminations par surfaces hyperbo-
liques, et reposerait sur un argument analytique basé sur l’unicité de la représentation intégrale 4.2.5.
Nous proposons une autre preuve qui est plus dans l’esprit de ce travail de thèse. Nous prouverons
ce fait, qui n’est pas si évident a priori, que deux différentes mesures ∞-harmoniques pour W

cu in-
duisent des mesures différentes sur les transversales de F̂ : et ainsi se projettent sur des mesures
harmoniques différentes. C’est un argument basé sur une variation de l’argument de Hopf et sur la
propriété d’absolue continuité 4.2.7 : mais nous avons tout d’abord besoin de la notion de mesure de
H-Gibbs pour expliquer cela.
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3.2 –Mesures de H-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté

Maintenant que nous savons relever canoniquement les mesures harmoniques au fibré unitaire
tangent, la prochaine étape est un reparamétrage de ces mesures dans la direction instable de façon
à obtenir une mesure invariante par le flot géodésique feuilleté qui possède la propritété de Gibbs.

Mesures de H-Gibbs. Nous avons montré comment construire une famille de mesures, que nous
notons (λu

H ,v )v∈T 1F sur les feuilles instables de Gt qui vérifient la relation de cocycle (4.2.2). No-
tons qu’il y a également une famille de mesures définie sur les feuilles centre-instables, et notée
(λcu

H ,v )v∈T 1F : ces mesures sont obtenues par intégration des λu
H ,Gt (v) contre l’élément d t du flot.

Définition 4.3.6. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée munie d’une métrique feuilletée de sorte que
les feuilles soient courbées négativement. Une mesure de probabilité µ sur T 1

F , sera appelée mesure de
H-Gibbs pour Gt , si elle vérifient les propriétés suivantes :

– µ est invariante par Gt ;
– µ a une désintégration absolument continue par rapport à (W u ,λu

H ,v ).

Nous voudrions aussi rappeler que ces mesures sont associées au potentiel suivant :

H(v) =
d

d t

∣∣∣∣
t=0

log kL(v)(cv (0),cv (t );cv (−∞)),

où L(v) est la feuille à laquelle v est tangent, kL(v) est le noyau de Poisson sur �L(v), et cv est la géodé-
sique dirigée par v .

Theorème 4.3.7. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée munie d’une métrique feuilletée de sorte que
les feuilles soient courbées négativement.

1. Pour tout v ∈ T 1
F , et tout disque D ⊂W

u
l oc (v), les points d’accumulation de

1

T

ˆ T

0

Gt ∗ (λu
H ,v )|D

λu
H ,v (D)

d t

sont des mesures de H-Gibbs pour Gt .

2. Les composantes ergodiques d’une mesure de H-Gibbs pour Gt sont encore des mesures de H-
Gibbs.

3. Si µ est une mesure de H-Gibbs pour Gt , alors les densités locales de ψu
H ,v sur les variétés instables

locales sont uniformément log-bornées et vérifient :

ψu
H ,v0

(v)

ψu
H ,v0

(w)
= kL(v)(cw (0),cv (0);cv (−∞))

Preuve. Ce théorème d’existence se prouve exactement comme le théorème 6.1.2 que nous prouve-
rons plus loin : nous avons la relation de cocycle (4.2.2), le feuilletage uniformément dilaté par le flot,
et les constantes de Hölder uniformes du potentiel dans les feuilles. ä
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Mesure induite sur une transversale complète. Il est vrai que deux mesures de H-Gibbs qui in-
duisent le même système de mesures sur un système complet de transversales au feuilletage instable
sont égales. Il est plus intéressant de noter, et c’est l’objet de la proposition suivante, qu’une mesure
de H-Gibbs est en fait déterminée par le système de mesures qu’elle induit sur une transversale com-
plète au feuilletage F̂ .

Afin de prouver ce fait, nous proposons d’utiliser un argument à la Hopf où l’ingrédient principal
est la propriété d’absolue continuité 4.2.7. Nous avons choisi un bon atlas feuilleté A , que nous avons
tiré en arrière par la fibration. Nous pouvons supposer que les plaques de l’atlas relevé possèdent la
structure de produit local. Nous appelons T une transversale complète associée.

Proposition 4.3.8. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée munie d’une métrique feuilletée de sorte que
les feuilles soient courbées négativement. Alors :

1. toute mesure de H-Gibbs pour Gt induit sur T une mesure qui est quasi-invariante par le pseu-
dogroupe d’holonomie de F̂ ;

2. deux mesures de H-Gibbs différentes pour Gt induisent des mesures différentes sur T .

Preuve. Soit µ une mesure de H-Gibbs pour Gt . Nous avons choisi l’atlas A de sorte que toutes les
plaques de l’atlas Â possèdent la structure de produit local. Ainsi, nous obtenons un système complet
de transversales pour W

u en considérant les T cs
i =

⋃
x∈Ti

W cs
loc (x). Par construction des mesures de H-

Gibbs µ (voir le théorème 4.3.7), elles induisent un système de mesures νcs
i sur les transversales T cs

i
sont la classe est invariante par holonomie instable.

La projection de µ sur Ti le long des feuilles de F , notée νi , coïncide alors avec celle de νcs
i le

long des feuilles centre-stables. À présent, choisissons deux cartes Ui et U j dont l’intersection a une
mesure positive pour µ, ou, cela revient au même, telles que le domaine de τi j soit positif pour νi .
Dans ce cas, si A⊂Ti vérifie νi (A) > 0, nous avons νcs(A) > 0 où A est le saturé, à l’intérieur de T cs

i ,

de A dans la direction centre-stable. Comme nous l’avons fait remarquer, νcs
j (holu

T cs
i →T cs

j
(A)) > 0. Par

projection le long de la direction centre-stable, nous avons ν j (τi j (A)) > 0, ce qui prouve que νi et
τ j i ∗ν j sont dans la même classe de mesure. Par récurrence, nous prouvons que le pseudogroupe
d’holonomie (engendré par les τi j ) préserve cette classe de mesures transverses.

À présent, nous devons prouver que les mesures induites sur T par deux mesures de H-Gibbs dif-
férents sont également différentes. Puisque toute composante ergodique d’une mesure de H-Gibbs
est encore une mesure de H-Gibbs, cela revient à prouver que deux mesures ergodiques différentes
(et donc singulières) induisent des mesures singulières sur T .

Considérons deux mesures de H-Gibbs ergodiques µ1 et µ2 et supposons que les mesures qu’elles
induisent sur T , notées µ̂1 et µ̂2, ne soient pas singulières. Soit X l’ensemble des vecteurs v ∈ T 1

F

tels que pour toute fonction continue f : M →R, nous ayons :

lim
T →∞

1

T

ˆ T

0
f ◦Gt (v)d t = lim

T →∞

1

T

ˆ T

0
f ◦G−t (v)d t =

ˆ

M
f dµ1.

Par le théorème ergodique de Birkhoff, nous savons que µ1(X ) = 1 : si nous notons X̂ l’union des
projections de X ∩Ûi sur les transversales Ti , nous avons par définition, µ̂1(c X̂ ) = 0. Puisque nous
avons supposé que les mesures n’étaient pas singulières, nous avons µ̂2(X̂ ) > 0.

Soit alors i ∈ I tel que µ̂2(X̂i ) > 0, où X̂i = X̂ ∩Ti . Il existe donc un ensemble Y ⊂Ûi , positif pour
µ2, qui se projette sur X̂i le long des plaques. Par ergodicité de µ2, nous pouvons supposer que pour
tout w ∈Y , et toute fonction continue f : M →R, nous ayons :

lim
T →∞

1

T

ˆ T

0
f ◦Gt (w)d t = lim

T →∞

1

T

ˆ T

0
f ◦G−t (w)d t =

ˆ

M
f dµ2.
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Prenons un élément de X̂i , que nous identifions à une plaque de F̂ notée P̂i . Puisque µ1 et µ2 ont
une désintégration absolument continue par rapport à (W cu ,λcu

H ,v )v∈T 1F , nous pouvons trouver deux

vecteurs v ∈X ∩ P̂i , et w ∈Y ∩ P̂i tels que λcu
H ,v -presque tout élément de W cu

l oc (v) appartienne à X , et
que λcu(Y ∩W cu

loc (w)) > 0.
Projetons l’intersection Y ∩W cu

loc (w) sur W cu
loc (v) le long du feuilletage stable : par la propriété

d’absolue continuité 4.2.7, cette projection a une mesure positive pourλcu
H ,v dans W cu

loc (v) et intersecte
donc X . En résumé, nous avons l’existence de w ′ ∈ Y et v ′ ∈ X dans la même variété stable. Ainsi,
pour toute fonction continue f : M →R :

lim
T →∞

1

T

ˆ T

0
f ◦Φt (v ′)d t = lim

T →∞

1

T

ˆ T

0
f ◦Φt (w ′)d t .

Par définition, la première limite est égale à
´

M f dµ1, et la seconde à
´

M f dµ2 : ces deux intégrales
sont donc égales, et ce pour toute fonction continue f : M →R. Cela entraîne en particulier l’égalité
des deux mesures. ä

Reparamétrage du relevé canonique. Dans la proposition 4.3.5, nous avons défini le relevé cano-
nique m+ de toute mesure harmonique m. Nous associons à m une mesure de H-Gibbs par repara-
métrage de m+ le long des variétés centre-instables, qui consistera à échanger la mesure de Lebesgue
et la mesure λcu

H ,v .

Lemme 4.3.9. Soit L une feuille de F , et ξ0 ∈ L̃(∞). La mesure suivante définie sur la feuille instable
correspondant à L̃ × {ξ0} est invariante par le flot géodésique Gt , et a une désintégration absolument
continue par rapport à (W̃ u , λ̃u

H ,ξ) :

µξ0 = k(o, z;ξ0)λ̃cu
H ,ξ0

(z).

Preuve. L’invariance par le flot est une consiquence immédiate de la formule (4.2.2). Puisque λ̃cu
H ,ξ

est obtenue par intégration de λ̃u
H ,Gt (v) contre l’élement d t du flot, cette mesure a une désintégration

continue par rapport à (W̃ cu , λ̃cu
H ,ξ). ä

Proposition 4.3.10. Soit (M ,F ) une variété close feuilleté dont les feuilles sont courbées négativement.
Alors, pour toute mesure ∞-harmonique pour W

cu m+, il existe une unique mesure de H-Gibbs µ qui
induit sur la transversale complète T la même mesure que m+.

Réciproquement, pour toute mesure de H-Gibbs µ, il existe une unique mesure ∞-harmonique
pour W

cu qui induit sur la transversale complète T la même mesure que m+.

Preuve. L’atlas feuilleté Â trivialise le feuilletage centre-instable. Les plaques centre-instables de cet
atlas sont notées Qi , et les transversales, Si . L’union disjointe des Si donne une transversale complète
pour W

cu , notée S , qui peut être vue comme feuilletée trivialement en sphères
⊔

x∈T T 1
x L, où T est

une transversale complète pour F .
La mesure m+ est par définition obtenue dans une carte Ûi par intégration contre une mesure ν′i

définie sur Si , de mesures qui sont données par les mξ correspondants.
Au lieu d’intégrer contre ν′i les mesures mξ, intégrons les mesures µξ définies dans le lemme 4.3.9

contre ν′i et appelons µi la mesure sur Ui ainsi obtenue.
D’une part, ces mesures µi sont invariantes par le flot géodésique feuilleté, et ont une désinté-

gration absolument continue par rapport à (W u ,λu
H ,v ) parce qu’il en est ainsi de chaque µξ (voir le

lemme 4.3.9).
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D’autre part, pour v ∈ T 1
F , la mesure λcu

H ,v est, comme la mesure de Lebesgue, bien définie sur
toute la variété centre-instable de v . Ainsi, comme les mesures m+

j , les mesures µ j peuvent être re-
collées ensemble, et la mesure que l’on obtient alors, notée µ, est invariante par le flot Gt , et a une
désintégration absolument continue par rapport à (W u ,λu

H ,v ). C’est une mesure de H-Gibbs, et par
construction, elle induit la même mesure transverse que m+ sur la transversale complète S , ce qui
entraîne deux choses.

D’abord, puisque S est un feuilletage trivial en sphères paramétré par T : m+ et µ induisent la
même mesure sur T .

Enfin, puisqu’une mesure ∞-harmonique est caractérisée par la mesure qu’elle induit sur S ,
deux mesures∞-harmoniques différentes donnent des mesures de H-Gibbs différentes : et on a l’uni-
cité.

Afin de prouver la réciproque, il s’agit de reprendre l’argument à l’envers. ä
Ainsi, puisque nous savons que deux mesures de H-Gibbs différentes induisent sur T deux me-

sures différentes (voir la proposition 4.3.8), il en est de même pour deux mesures ∞-harmoniques
pour W

cu différentes. Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 4.3.11. L’application pr∗ : H ar∞(W cu)→H ar (F ) est injective.

Fin de la preuve du théorème 4.2.1. Nous sommes alors prêts à prouver le théorème 4.2.1, plus
précisément, nous prouvons :

Theorème 4.3.12. Soit (M ,F ) une variété feuilletée close dont toutes les feuilles sont courbées négati-
vement. Alors pour toute mesure harmonique pour F , il existe une unique mesure de H-Gibbs pour Gt

induisant la même mesure sur une transversale complète T pour F .
Réciproquement, pour toute mesure de H-Gibbs pour Gt , il y a une unique mesure harmonique

pour F qui induit la même mesure sur la transversale T .

Preuve. Les propositions 4.3.5 et 4.3.11 montrent que pour toute mesure harmonique pour F , il y a
une unique mesure ∞-harmonique pour W

cu induisant la même mesure sur T , et réciproquement.
La proposition 4.3.10 montre que pour toute mesure ∞-harmonique pour W

cu , il y a une unique
mesure de H-Gibbs pour Gt induisant la même mesure sur T , et réciproquement.

La preuve du théorème suit donc. ä
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Chapitre V

États de u-Gibbs pour le flot géodésique
feuilleté
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1. HYPERBOLICITÉ FEUILLETÉE

1 | Hyperbolicité feuilletée

1.1 – Définition

Flots hyperboliques feuilletés. Le concept général d’hyperbolicité feuilletée a été introduit dans le
travail de Bonatti, Gómez-Mont et Martínez [BGM]. Ils l’explorent du point de vue de la théorie de
Pesin dans le cadre des feuilletages transversalement conformes, en lien avec le travail de Deroin et
Kleptsyn [DK].

Soit (M ,F ) une variété close feuilletée, et munie d’une métrique Riemannienne feuilletée. Soit X
un champ de vecteurs continu et Φt le flot associé . On dit que ce champ est hyperbolique feuilleté si :

– X est tangent aux feuilles de F ;
– X est C 2 (on pourrait demander C 1+η), en restricion aux feuilles ;
– X varie continûment dans la topologie C 2 avec le paramètre transverse ;
– il y a une décomposition continue du fibré tangent au feuilletage en trois sous-fibrés T F =

E s ⊕E u ⊕E c , telle que E c = RX , et E s , et E u sont respectivement appelés fibrés stable et in-
stable, et sont uniformément contracté et dilaté par l’action du flot, c’est-à-dire qu’il existe des
constantes uniformes Cs ,Cu > 0, et χu > 0, χs < 0, telles que

{
||DΦt (vs)|| ≤Cse tχs ||vs || si vs ∈ E s et t > 0

||DΦ−t (vu)|| ≤Cue−tχu ||vu || si vu ∈ E u et t > 0
. (5.1.1)

Cette notion a un parfum d’hyperbolicité partielle : la direction transverse au feuilletage jouerait
alors le rôle de la direction centrale. Néanmoins, il y a une différence de taille : la dynamique du
flot dans la direction transverse au feuilletage n’a aucune raison d’être dominée par la contraction et
l’expansion présents respectivement dans les fibrés stable et instable, alors que c’est une hypothèse
nécessaire en dynamique partiellement hyperbolique.

Le flot géodésique feuilleté. Nous allons ici demander que toutes les feuilles de F soient courbées
négativement. Puisque la géométrie des feuilles est uniformément bornée (M est compacte), cela
entraîne l’existence de constantes uniformes −b2 ≤−a2 < 0 bornant respectivement inférieurement
et supérieurement les courbures sectionnelles de toutes les feuilles. Nous avons vu que la métrique
de Sasaki feuilletée est une métrique feuilletée, et qu’en conséquence, il y a des sous-fibrés E s et E u

continus sur M tels que :





a

b
e−bt ||vs || ≤ ||DGt (vs)|| ≤

b

a
e−at ||vs || si vs ∈ E s et t > 0

a

b
e−bt ||vu || ≤ ||DG−t (vu)|| ≤

b

a
e−at ||vu || si vu ∈ E u et t > 0.

C’est donc un exemple de flot hyperbolique feuilleté. C’est, avec les relevés de flots d’Anosov à des
fibrés feuilletés comme nous le verons ultérieurement, d’ailleurs le seul que nous soyons en mesure
de présenter.

1.2 – Les variétés stables et instables

Théorème de la variété stable. La méthode usuelle de transformation de graphe peut être adaptée
au cadre feuilleté pour prouver que les fibrés stable et instable forts d’un flot hyperboliques feuilleté
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sont uniquement intégrables (voir [BGM]). Les variétés intégrales forment ce que l’on appelle les
feuilletages stables et instables forts, qui sous-feuillettent F . Peut-être devrions-nous les appeler
feuilletages stables ou instables feuilletés, ou à la rigueur, sous-feuilletages stables et instables, puisque
nous ne savons a priori rien de ce qui se passe dans la direction transverse à F : deux points de
feuilles différentes pourraient aisément être asymptotiques dans le futur ou dans le passé. Pour ne
pas alourdir la présentation, nous choisissons de conserver la terminologie usuelle de la dynamique
uniformément hyperbolique.

Theorème 5.1.1. Si Φt est un flot hyperbolique feuilleté, alors pour tout x ∈ M, il existe deux plonge-
ments de classe C 2 de disques de dimensions respectives dimE s et dimE u dans la feuille de x, que nous
noterons W s

loc (x) et W u
loc (x), et que nous appellerons respectivement variétés stable et instable locales

de x tels que :

1. TxW ⋆

l oc (x) = E⋆(x) pour ⋆= s,u ;

2. pour tout t ≤ 0, Φt (W s
l oc (x))⊂W s

l oc (Φt (x)) et Φ−t (W u
l oc (x))⊂W u

l oc (Φ−t (x)) ;

3. il y a des variétés globales immergées qui sous-feuillettent F définies par :

W s(x) =
⋃
t≤0

Φ−t (W s
loc (Φt (x)))

W u(x) =
⋃
t≤0

Φt (W u
loc (Φ−t (x))).

De plus les variétés stables et instables locales varient continûment avec le point x dans la topologie C 2,
et les variétés invariantes globales sont caractérisées par les propriétés dynamiques suivantes :

W s(x) = {y ∈ Lx ; lim
t →∞

distF (Φt (x),Φt (y)) = 0}

W u(x) = {y ∈ Lx ; lim
t →∞

distF (Φ−t (x),Φ−t (y)) = 0}.

Nous noterons en particulier que les variétés invariantes globales ne dépendent pas du choix des
variétés locales.

Sous-feuilletages invariants et la structure de produit local. Les deux collections (W s(x))x∈M et
(W u(x))x∈M forment ce que l’on appelle les feuilletages stable and instable (forts), et on les notera W

s

and W
u .

Lorqu’il y a une ambiguïté, c’est-à-dire lorsqu’on considère un fibré feuilleté paramétré par une
métrique Riemannienne d’une base possédant un flot d’Anosov, ainsi que le flot hyperbolique feuilleté
défini en relevant le flot par la fibration (voir le chapitre VI), il sera d’usage de noter W

s et W
u les

feuilletages invariants de la base, et W
s

et W
u

ceux du flot feuilleté.
Les variétés centre-stables et centre-instables d’un point x seront notées W cs(x) et W cu(x) et sont

par définition les saturations de W s(x) et W u(x) dans la direction du flot. Ces variétés forment deux
sous-feuilletages de F notés respectivement W

cs et W
cu que l’on appelle les feuilletages centre-stable

et centre-instable.
Si δ > 0 est suffisamment petit, nous introduirons parfois la notation W ⋆

δ
(x) pour l’intersection

de la boule incluse dans Lx centrée en x et de rayon δ et de W ⋆(x) (where ⋆= s,u,cs,cu). La notation
W ⋆

l oc (x) sera réservée pour une variété locale “de rayon suffisamment petit”. La proposition suivante
montre comment munir les feuilles de F d’une structure de produit local uniformément Hölder.
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Proposition 5.1.2. Il existe deux nombres 0 < δ < γ < 2δ tels que pour tout couple de points x et y
appartenant à la même feuille L et distants d’au plus γ, la variété centre-stable locale de x et la variété
instable locale de y de taille δ se coupent transversalement en un unique point noté [x, y] :

W cs
δ (x)⋔W u

δ (y) = [x, y].

De plus, la coordonnée [., .] dépend Hölder continûment de x et y avec des constantes de Hölder uni-
formes.

La dépendance uniformément Hölder de la structure de produit local dans les feuilles, ainsi que
la continuité dans la direction transverse, seront prouvés dans l’appendice : voir la proposition 5.5.3.

La notation suivante sera commode à utiliser. Si x ∈ M et Ai ⊂W i
δ

, nous notons :

[Au , Acs] = {[xu , xcs]|xu ∈ Au , xcs ∈ Acs}.

De plus, le rectangle [W u
δ

(x),W cs
δ

(x)] sera noté Rx .

1.3 – Continuité absolue et structure de produit local du volume dans
les feuilles

Continuité absolue. Nous montrerons en appendice comment adapter le preuve usuelle de l’ab-
solue continuité des feuilletages invariants des flots d’Anosov à notre cadre hyperbolique feuilleté.
Il suffit de voir que les contrôles de distorsion sont encore valables dans ce cadre, et ceci, même si
les feuilles sont non compactes, se voit en utilisant la compacité de la variété ambiante, ainsi que la
continuité transverse de la métrique, et de la dynamique. Nous donnerons néanmoins tous les détails
dans la suite.

Theorème 5.1.3. Soit Φt un flot hyperbolique feuilleté sur une variété close feuilletée (M ,F ). Les trans-
formations d’holonomies le long des feuilletages invariants sont absolument continus, et leurs Jaco-
biens sont uniforméments log-Hölder.

Propriété de produit local du volume. Soit x ∈ M . Le volume induit respectivement sur la variété
instable (resp. centre-stable) de x sera notée Lebu

x (resp. Lebcs
x ). Nous pouvons construire une mesure

mx sur le rectangle Rx en imposant pour tous ensembles de Borel Au ⊂W u
δ

(x) et Acs ⊂W cs
δ

(x) la
relation :

mx [Au , Acs] = Lebu
x (Au)Lebcs

x (Acs).

C’est exactement la même chose que de demander que mx soit, dans le rectangle Rx , obtenu :
– par intégration contre Lebcs

x des mesures holcs
x→z ∗Lebu

x ;
– par intégration contre Lebu

x des mesures holu
x→y ∗Lebcs

x .
Par absolue continuité des mesures, nous trouvons les formules équivalentes suivantes pour un

Borélien quelconque A⊂Rx :

mx (A) =
ˆ

W cs
δ

(x)

[ˆ

A∩W u (z)
Jacholcs

z→x (ζ)dLebu
z (ζ)

]
dLebcs

x (z) (5.1.2)

=
ˆ

W u
δ

(x)

[ˆ

A∩W cs (z)
Jacholu

y→x (ζ)dLebcs
y (ζ)

]
dLebu

x (y). (5.1.3)

La fonction qui associe à x ∈ M l’angle entre E u(x) et E cs(x), que nous appelons α(x) est, et tout
comme les fibrés, Hölder le long des feuilles (voir le théorème 5.5.1).
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Le but de ce paragraphe est de prouver la proposition suivante, qui est une application directe de
l’absolue continuité des feuilletages invariants :

Proposition 5.1.4. Les deux mesures LebLx and mx sont équivalentes dans Rx avec une dérivée de
Radon-Nikodym :

dmx

dLebLx

(y) =
1

sinα(y)
Jacholu

y→x (y) Jacholcs
y→x (y).

Nous divisons la preuve de cette proposition en deux lemmes.

Lemme 5.1.5. La quantité suivante existe pour tout x :

dmx

dLebLx

(x) =
1

sinα(x)
.

Preuve. Nous noterons BF (x,r ) la boule de centre x et de rayon r tangente à la feuille de x. Nous
écrivons :

mx (BF (x,r )) =
ˆ

W cs
r (x)

[ˆ

BF (x,r )∩W u (z)
Jacholcs

z→x (ζ)dLebu
z (ζ)

]
dLebcs

x (z).

À présent, lorsque r tend vers zéro, nous savons que :
– le Jacobien de l’application exponentielle expx : Tx Lx →Lx tend vers 1 : nous pouvons donc

supposer que nous travaillons dans l’espace euclidien Tx Lx avec presque aucune distorsion de
volume ;

– par continuité du Jacobien de l’holonomie centre-stable, Jacholcs
z→x est uniformément proche

de 1 lorsque z ∈W cs
r (x) ;

– le Jacobien de l’inverse de l’application exponentielle (expcs)−1
x : W cs

r (x)→E cs(x) tend vers 1 de
sorte que l’intégrale précédente peut être supposée prise sur une boule euclidienne de rayon r
dans E cs(x) ;

– par continuité du feuilletage instable, les Jacobiens de chacune des applications (expu)−1
z :

W u
r (z)→E u(z) sont proches de 1, et l’angle que font les espace E u(z) et E cs(x) est proche de

celui que font les espaces E u(x) et E cs(x), c’est-à-dire α(x) : avec très peu de distorsion, nous
pouvons supposer que ces tranches sont parallèles.

Considérons alors, dans Tx Lx , la structure euclidienne que l’on obtient en rendant E u(x) et E cs(x)
orthogonales, ainsi que le volume correspondant. Ce dernier a une densité 1/sinα(x) par rapport au
volume usuel.

Par les considérations ci-dessus, ainsi que par le théorème de Fubini, l’intégrale précédente est
équivalente, lorsque le rayon r tend vers zéro, au poids donné par la boule par ce volume modifié.

En passant à la limite, on trouve donc :

lim
r →0

mx (BF (x,r ))

LebLx (BF (x,r ))
=

1

sinα(x)
.

ä

Lemme 5.1.6. Supposons que x, y appartiennent à la même feuille, et que Rx et Ry se coupent. Alors
mx et my sont équivalentes sur Rx∩Ry . Plus précisément, si ζ ∈Rx∩Ry , et si nous notons, ζu

y = [y,ζ] ∈
W u

l oc (y) et ζcs
y = [ζ, y] ∈W cs

loc (y), alors :

dmx

dmy
(ζ) = Jacholu

y→x (ζu
y )Jacholcs

y→x (ζcs
y ).
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Preuve. Supposons que x, y vérifient les hypothèses de la proposition. Soit ζ ∈ Rx ∩Ry , ζu
y = [y,ζ],

ζcs
y = [ζ, y] et considérons deux petits disques Du ⊂W u

δ
(y) et Dcs ⊂W cs

δ
(y) de même rayon et centrés

respectivement en ζu
y et ζcs

y . Le rectangle D = [Du ,Dcs] est un ouvert contenant ζ. De plus, puisque
l’angle selon lequel se coupent les variétés instables et centre-instables est uniformément borné, et
puisque les applications d’holonomie instable et centre-stable sont uniformément Hölder, lorsque
le rayon commun des disques Du , et Dcs converge vers zéro, ce rectangle D reste pincé entre deux
boules Riemanniennes dont les rayons sont en rapport uniformément borné. Nous pouvons donc
utiliser le théorème de densité de Lebesgue et prouver :

mx (D)

my (D)
=

Lebu
x (holu

y→x (Du))

Lebu
y (Du)

Lebcs
x (holcs

y→x (Dcs))

Lebcs
y (Dcs)

−→ Jacholu
y→x (ζu

y )Jacholcs
y→x (ζcs

y )

quand le rayon commun de Du et Dcs tend vers 0. Ceci conclut donc la preuve du lemme. ä

Preuve de la proposition 5.1.4. Nous pouvons à présent conclure la preuve de la proposition 5.1.4.
Si y ∈Rx , alors :

mx (BF (y,r ))

LebLx (BF (y,r ))
=

my (BF (y,r ))

LebLx (BF (y,r ))

mx (BF (y,r ))

my (BF (y,r ))
.

Lorsque r tend vers 0, le premier facteur converge vers sinα(y)−1 par le premier lemme, et le second,
vers Jacholu

y→x (y)Jacholcs
y→x (y) (puisqu’ici ζ= y , nous avons ζu

y = ζcs
y = y). La preuve de la proposition

est maintenant achevée. ä

2 | États de su-Gibbs et mesures transverses invariantes

2.1 – États de u-Gibbs en hyperbolicité feuilletée

Existence et propriétés. Dans leur travail non publié [BGM], Bonatti, Gómez-Mont et Martínez dé-
finissent et étudient les états de u-Gibbs pour les flots hyperboliques feuilletés, et, en utilisant les
résultats de Deroin et Kleptsyn [DK], et un précédent travail de Martínez [Ma], Bakhtin-Martínez
[BMar], généralisé au chapitre IV, ils obtiennent leur unicité pour le flot géodésique feuilleté, dans le
contexte des feuilletages transversalement conformes par surfaces hyperboliques sans mesure trans-
verse invariante.

Définition 5.2.1. Soit Φt un flot hyperbolique feuilleté sur une variété close feuilletée (M ,F ). Un état
de u-Gibbs pour Φt est une mesure de probabilité sur M qui est invariante par le flot, et qui a une
désintégration équivalente à Lebesgue dans les feuilles instables.

De façon analogue, un état de s-Gibbs pour Φt est un état de u-Gibbs pour Φ−t : il a une désintégra-
tion équivalente à Lebesgue dans les feuilles stables.

Un état de su-Gibbs pour Φt est une mesure de probabilité qui est à la fois un état de u-Gibbs et un
état de s-Gibbs pour Φt .

Comme dans le cas des flots d’Anosov, l’existence d’états de u-Gibbs repose sur un contrôle de
distorsion classique. Le Jacobien du flot dans la direction instable est, nous le rappelons, défini par :

Jacu
Φt (x) = |det(DΦt |E u(x))|.
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Puisque la dérivée du flot est uniformément C 1 le long des feuilles, et puisque le fibré E u est unifor-
mément Hölder dans les feuilles, le Jacobien instable du temps 1 du flot est uniformément Hölder
dans les feuilles. En conséquence, en suivant les lignes du théorème 6.1.2, on trouve le théorème sui-
vant :

Theorème 5.2.2. Soit Φt un flot hyperbolique feuilleté sur une variété close feuilletée (M ,F ). Alors :

1. pour tout disque instable D ⊂W u
loc (x), tout point d’accumulation de la famille de mesures sui-

vantes, indexée par T ∈ [0,∞), est un état de u-Gibbs :

µT =
1

T

ˆ T

0
Φt ∗

(
Lebu

|Du

Lebu(Du)

)
d t ,

dont les densités locales, notées ψu
y sont uniformément log-bornées et vérifient, pour z1, z2 ∈

W u
l oc (y) :

ψu
y (z2)

ψu
y (z1)

= lim
t →∞

Jacu
Φ−t (z2)

Jacu
Φ−t (z1)

(5.2.4)

2. toute composante ergodique d’un état de u-Gibbs est encore un état de u-Gibbs, de plus les den-
sités dans les plaques instables de cette composante ergodique sont uniformément log-bornées et
vérifient la relation (5.2.4) ;

3. tout état de u-Gibbs est une mesure dont les densités dans les plaques instables sont uniformé-
ment log-bornées et vérifient la relation (5.2.4).

Remarque 1. Nous pouvons toujours nous arranger pour avoir ψu
y (y) = 1. Plus précisément, consi-

dérons un état de u-Gibbs pour un flot hyperbolique feuilleté Φt , ainsi qu’une carte feuilletée de la
forme

U =
⋃

x∈T
Rx .

Nous noterons µx la mesure conditionnelle de µ sur Rx . Par unicité dans le théorème de désintégra-
tion de Rokhlin, et puisque les densités locales sont uniformément log-bornée, il existe une unique
mesure νcs

x sur W cs
l oc (x) qui ait une densité uniformément log-bornée par rapport à la projection de

µx sur W cs
loc (x), et telle que l’on puisse écrire la désintégration suivante dans les variétés instables

locales :
µx =

(
ψu

y Lebu
y

)
νcs

x (y), (5.2.5)

où ψu
y (y) = 1.

Remarque 2. Une mesure µ invariante par le flot induit l’élément de longueur d t sur les lignes
de flot. Ainsi, tout état de u-Gibbs pour Φt est un état de cu-Gibbs : il possède une désintégration
équivalente à Lebesgue dans les feuilles centre-instables W cu(x). Il existe ainsi des densités ψcu

y , qui
coïncident avec ψu

y dans la variété instable locale de y (et en particulier, ψcu
y (y) = 1), telles que nous

ayons la désintégration suivante :

µx =
(
ψcu

y Lebcu
y

)
νs

x (y).

Les densités locales sont alors déterminées par la relation suivante : si ζ ∈ W cu
l oc (y), et si τ est tel que

Φ−τ(ζ) ∈W u
loc (y), alors :

ψcu
y (ζ) = lim

t →∞

Jacu
Φ−t−τ(ζ)

Jacu
Φ−t (y)

.
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Mesures induites sur les transversales. En reproduisant le raisonnement que nous avons déve-
loppé dans la preuve de la proposition 4.3.8 (voir le chapitre IV), et qui était basé sur l’absolue de
continuité du feuilletage stable, nous pouvons donner la :

Proposition 5.2.3. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée, et Φt un flot hyperbolique feuilleté. Soit
A = (Ui ,φi )i∈I un atlas feuilleté pour F , et T la transversale complète correspondante. Alors :

1. tout état de u-Gibbs induit sur T une mesure qui est quasi-invariante par le pseudogroupe d’ho-
lonomie de F ;

2. deux états de u-Gibbs différents induisent des classes de mesures différentes sur T ;

2.2 – Une condition su�isante pour l’existence d’unemesure transverse
invariante

Le but principal de ce paragraphe est de prouver le théorème suivant :

Theorème 5.2.4. Soit Φt un flot hyperbolique feuilleté sur une variété feuilleté close (M ,F ), qui pré-
serve la mesure de Lebesgue dans les feuilles. Supposons que Φt possède un état de su-Gibbs µ. Alors F

possède une mesure transverse invariante par holonomie.

Considérons un atlas feuilleté dont les cartes ont la forme U =
⋃

x∈T Rx , ainsi qu’un point x ∈ T .

Identifier les densités. Dans la suite, nous supposons que Φt est un flot hyperbolique feuilleté pos-
sédant un état de su-Gibbs noté µ. En particulier, il existe des mesures νcs

x sur W
cs

loc , ainsi que νu
x sur

W u
l oc telles que µx se désintègre ainsi dans Rx :

µx = (ψu
z Lebu

z )νcs
x (z)

= (ψcs
y Lebcs

y )νu
x (y).

Le lemme suivant est une application immédiate de l’absolue continuité des feuilletages inva-
riants.

Lemme 5.2.5. Les mesures νcs
x et νu

x sont respectivement équivalentes par rapport à Lebcs
x et Lebu

x .

Preuve. Nous n’allons prouver que le fait que les mesures νu
x sont équivalentes par rapport à Lebu

x .
Premièrement, par la remarque 1, la projection de µx sur W u

loc (x) le long du feuilletage centre-stable
est équivalente à νu

x . Il suffit donc de prouver le lemme pour cette mesure.
Puisque µ est un état de u-Gibbs, il a une désintégration équivalente à Lebesgue dans les feuilles

instables. Ainsi, par l’absolue continuité des applications d’holonomie holcs
z→x avec z ∈ W cs

loc (x), la
projection le long du feuilletage centre-stable sur W u

loc (x) des mesures condionnelles de µx dans les
variétés stables locales sont équivalentes à Lebesgue. Nous pouvons donc conclure. ä

Une conséquence de ce lemme, est l’existence de deux fonctions positives f : W u
loc (x)→(0,∞) et

g : W cs
l oc (x)→(0,∞) telles que les désintégrations de µx puissent être écrites :

µx =
(
ψu

z dLebu
z

)
g (z)dLebcs

x (z)

=
(
ψcs

y dLebcs
y

)
f (y)dLebu

x (y).
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Lemme 5.2.6. La mesure µx est équivalente à mx dans Rx . Plus précisément, si ζ ∈ Rx , y = [ζ, x],
z = [x,ζ], et F représente la dérivée de Radon-Nikodym dµx /dmx , alors :

F (ζ)

F (x)
= ψcs

x (z)ψu
z (ζ)

Jacholcs
z→x (z)

Jacholcs
z→x (ζ)

(5.2.6)

= ψu
x (y)ψcs

y (ζ)
Jacholu

y→x (y)

Jacholu
y→x (ζ)

. (5.2.7)

Preuve. Rappelons-nous que les désintégrations de mx sont données dans les variétés stables locales
sont données par la relation (5.1.2), et dans les variétés centre-instables locales, par la relation (5.1.3).
Ainsi, nous avons pour tout ζ ∈Rx , si y = [ζ, x] et z = [x,ζ],

dµx

dmx
(ζ) =

ψu
z (ζ)

Jacholcs
z→x (ζ)

g (z) (5.2.8)

=
ψcs

y (ζ)

Jacholu
y→x (ζ)

f (y). (5.2.9)

En particulier, nous prouvons ainsi que :

g (x) = f (x) =
dµx

dmx
(x).

En séparant les variables, il vient :

g (z)

f (y)
=

ψcs
y (ζ)Jacholcs

z→x (ζ)

ψu
z (ζ)Jacholu

y→x (ζ)
,

cette identité étant vérifiée pour tout ζ ∈ Rx . Si l’on choisit ζ ∈ W cs
δ

(x), nous avons alors ζ = z and
y = x. En remplaçant dans l’égalité précédente, nous avons donc :

g (z)

f (x)
=ψcs

x (z)Jacholcs
z→x (z);

Nous obtenons donc la relation (5.2.6) pour la densité normalisée en injectant la dernière égalité dans
(5.2.8). Dans le même esprit, en choisissant ζ ∈ W

u
δ

(x), puis en injectant l’égalité ainsi obtenue dans
(5.2.9), nous obtenons la relation (5.2.7). ä

Theorème 5.2.7. La mesure µx est équivalente à la mesure de Lebesgue. Mieux, si G = dµx /dLebLx ,
alors pour tout ζ ∈ Rx on a, si y = [ζ, x], z = [x,ζ], et si τ1,τ2 ∈ R sont tels que Φτ1 (y) ∈ W s

l oc (ζ), et
Φτ2 (z) ∈W s

loc (x) :

G(ζ)

G(x)
= lim

T →∞

JacΦ−T (y)

JacΦ−T (x)
lim

T →∞

JacΦT (ζ)

JacΦT+τ1 (y)
(5.2.10)

= lim
T →∞

JacΦ−T (ζ)

JacΦ−T (z)
lim

T →∞

JacΦT+τ2 (z)

JacΦT (x)
. (5.2.11)

Preuve. Lebesgue-presque partout, nous avons dµx /dLeb = (dµx /dmx )× (dmx /dLeb). Nous obte-
nons donc la densité G en faisant le produit des deux densités qui sont données par le lemme pré-
cédent, ainsi que par la proposition 5.1.4. En faisant le produit, nous trouvons les deux formules sui-
vantes pour exprimer localement la densité :
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G(ζ)

G(x)
=

sinα(x)

sinα(ζ)
ψu

x (y)ψcs
y (ζ)Jacholcs

ζ→x (ζ) Jacholu
y→x (y)

=
sinα(x)

sinα(ζ)
ψcs

x (z)ψu
z (ζ)Jacholu

ζ→x (ζ) Jacholcs
z→x (z),

lorsque ζ ∈Rx , et y = [ζ, x], z = [x,ζ], et où α représente l’angle entre les fibrés E u et E cs .
À présent, revenons aux formules exprimant les densités locales des états de Gibbs, ainsi que des

Jacobiens des holonomies stables et instables faibles. Ces formules nous donnent par exemple :

ψu
x (y) = lim

T →∞

Jacu
Φ−T (y)

Jacu
Φ−T (x)

,

ainsi que :

Jacholu
y→x (y) = lim

T →∞

Jaccs
Φ−T (y)

Jaccs
Φ−T (x)

.

En se plaçant dans une base formée de vecteurs de E u et E cs , il vient que pour tout y , et tout T > 0,
on a :

JacΦ−T (y) =
sinα(Φ−T (y))

sinα(y)
Jacu

Φ−T (y)Jaccs
Φ−T (y).

Puisque l’angle α est, comme les fibrés, uniformément Hölder dans les feuilles de F , nous avons,
lorsque x et y sont sur la même variété instable, que limT →∞ sin(α(Φ−T (y)))/sin(α(Φ−T (x))) = 1. Pour
conclure, nous avons, pour x et y sur la même variété instable locale :

lim
T →∞

JacΦ−T (y)

JacΦ−T (x)
=

sinα(x)

sinα(y)
ψu

x (y)Jacholu
y→x (y).

Nous prouvons de même que si y est sur la même variété centre-stable locale que ζ, et si τ1 est tel
que Φτ1 (y) ∈W s

loc (ζ), alors on a l’égalité :

lim
T →∞

JacΦT (ζ)

JacΦT+τ1 (y)
=

sinα(y)

sinα(ζ)
ψcs

y (ζ)Jacholcs
ζ→x (ζ).

En faisant le produit de ces limites, nous prouvons la formule (5.2.10).
L’autre formule se prouve de manière symétrique. ä

Fin de la preuve du théorème 5.2.4. À présent, si l’on suppose que le flot hyperbolique feuilleté
préserve le volume dans les feuilles, et possède un état de su-Gibbs µ, nous trouvons que les probabi-
lité conditionnelles dans les plaques de F ont une densité par rapport au volume qui est constante :
puisque si G sont les densités fournies par le théorème 5.2.7, nous trouvons que pour tout x et tout
ζ ∈Rx , et y = [x,ζ] :

G(ζ)

G(x)
= lim

T →∞

JacΦT (y)

JacΦT (x)
lim

T →∞

JacΦ−T (ζ)

JacΦ−T (y)
= 1.

Ainsi, en évaluant µ sur l’intersection de deux cartes feuilletées Ui et U j , supposée de mesure
positive, nous trouvons l’égalité des mesures transverses suivante en restriction au but de l’application
d’holonomie τi j :

Leb(Rτ−1
i j (x))τi j ∗νi (x) = Leb(Rx )ν j (x).

Ainsi, la mesure ν̂ sur T définie en restriction à Ti par Leb(Rx )νi (x), est-elle invariante par l’ac-
tion du pseudogroupe d’holonomie. Cela conclut la preuve du théorème 5.2.4. ä
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3 | États de u-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté et
mesures φu-harmoniques

Dans tout ce qui suit, (M ,F ) désignera une variété feuilletée close dont les feuilles sont courbées
négativement. Nous regardons le fibré unitaire tangent T 1

F qui est feuilleté par les fibrés unitaires
tangents aux feuilles de F . Le flot géodésique feuilleté, noté Gt est alors un flot hyperbolique feuilleté.

3.1 –Mesures φu-harmoniques.

Potentiel et noyau. Les états de u-Gibbs sont associés à un potentiel qu’il est d’usage de noter φu

(voir par exemple [BR, Bo2]). Il est défini pour v ∈ T 1
F :

φu(v) =−
d

d t

∣∣∣∣
t=0

logJacuGt (v).

Le flot géodésique étant de classe C∞ dans les feuilles, et variant continûment dans la topolo-
gie C∞ avec le paramètre transverse, nous en déduisons que cette fonction est continue dans M , et,
comme le fibré instable, varie de façon uniformément Hölder dans les feuilles.

Associé à ce potentiel, il y a un noyau, qui jouera dans la suite le rôle du noyau de Poisson. Soit L
une feuille de F , et L̃ le revêtement universel Riemannien. Nous pouvons relever la restriction φu

|T 1L

en une fonction φ̃u : T 1L̃→R. Nous définissons alors sur L̃× L̃× L̃(∞) le noyau suivant :

ku(z1, z2;ξ) = exp

[ˆ z2

ξ

φ̃u −
ˆ z1

ξ

φ̃u
]

,

où nous rappelons que la différence des intégrales a la signification suivante. Soit un rayon géodé-
sique c qui est asymptote à ξ, alors la limite suivante existe, et ne dépend pas du choix du rayon c et
nous pouvons poser par définition :

ˆ z2

ξ

φ̃u −
ˆ z1

ξ

φ̃u = lim
T →∞

(ˆ z2

c(T )
φ̃u −

ˆ z1

c(T )
φ̃u

)
.

Lemme 5.3.1. Pour tout triplet (z1, z2,ξ) ∈ L̃× L̃× L̃(∞), nous avons l’égalité suivante :

ku(z1, z2;ξ) = lim
T →∞

JacuG−T−βξ(z1,z2)(vξ,z2 )

JacuG−T (vξ,z1 )
,

où vξ,zi désigne le vecteur unitaire basé en zi tel que limT →∞G−T (vξ,zi ) = ξ.

Il est bien connu que lorsque L est une variété hyperbolique, le potentiel φu est constant égal à la
dimension des horosphères, c’est-à-dire d −1, (d étant la dimension des feuilles du feuilletage). Il est
aussi bien connu que dans ce cas, le noyau de Poisson sur L̃ coïncide avec la fonction qui associe à
un triplet (z1, z2,ξ) ∈ L̃× L̃× L̃(∞) la quantité :

e−(d−1)βξ(z1,z2),

où βξ représente le cocycle de Busemann en ξ. En conséquence, nous avons la proposition suivante :

Proposition 5.3.2. Supposons que F soit un feuilletage par feuilles hyperboliques. Alors pour toute
feuille L, le noyau ku et le noyau de Poisson coïncident.

95



3. ÉTATS DE U-GIBBS POUR LE FLOT GÉODÉSIQUE FEUILLETÉ ET MESURES φU -HARMONIQUES

Fonctions φu-harmoniques. Le noyau ku jouant le rôle du noyau de Poisson, nous pouvons définir
une notion de fonction harmonique associée au potentiel φu .

Définition 5.3.3. Soit L̃ une variété complète, connexe et simplement connexe dont la courbure section-
nelle est pincée entre deux constantes négatives. Nous fixons un point base o ∈ L̃. Une fonction positive
h : L̃→R

+ est dite φu-harmonique s’il existe une mesure de Borel finie sur L̃(∞), notée η, telle que pour
tout z ∈ L̃, l’on ait :

h(z) =
ˆ

L̃(∞)
ku(o, z;ξ)dη(ξ).

La fonction induite par une fonction φu-harmonique invariante par un sous-groupe discret d’iso-
métries Γ, sur le quotient de L̃/Γ est encore appelée φu-harmonique.

Remarque. La notion de fonction φu-harmonique est indépendante du choix du point base o : si
o′ est un autre point de L̃, si η est une mesure de Borel finie sur L̃(∞), et si h est la fonction φu-
harmonique correspondante, alors on peut écrire pour tout z ∈ L̃,

h(z) =
ˆ

L̃(∞)
ku(o′, z;ξ)dη′(ξ),

où η′(ξ) = ku(o,o′;ξ)η(ξ).

Supposons à présent que F soit un feuilletage d’une variété close dont toutes les feuilles sont
négativement courbées, et que L̃ soit le revêtement universel Riemannien de l’une d’elles. Bien que
la feuille ne soit pas compacte, elle se réalise à l’intérieur d’un feuilletage d’une variété compacte, de
sorte que sa géométrie possède une certaine récurrence. En particulier, nous avons vu que les feuille-
tages (centre-)stable et (centre)-instable sont absolument continus avec des Jacobiens d’holonomies
uniformément log-Hölder. Dans ce contexte, nous pouvons prouver la proposition suivante :

Proposition 5.3.4. Soit L une feuille de F , et v ∈ T 1L basé en x ∈ L. Nous notons θ(v) l’angle selon
lequel se coupent la variété centre-instable W cu(v) et la fibre unitaire tangente T 1

x L.
Soit T1, T2 deux sections transverses au feuilletage centre-instable W

cu incluses chacune dans une
fibre unitaire tangente, telles qu’il y ait une application d’holonomie le long des feuilles centre-instables
holcu

T1→T2
: T1→T2, qui soit un homéomorphisme. Alors, pour tout w ∈ T2 et w ′ = holcu

T2→T1
(w) ∈ T1 :

d
[

holcu
T1→T2

∗LebT1

]

dLebT2

(w) =
sinθ(w)

sinθ(w ′)
ku(w, w ′;ξ),

où ξ= cw (∞).

Ici la notation est abusive : il faut choisir des relevés au revêtement universel des points bases de
w et w ′ dans un même domaine fondamental, et évaluer ku en ces points.
Preuve. Soit donc T1, T2 deux sections transverses à W

cu , chacune étant incluse dans une fibre uni-
taire, et telle qu’il existe une transformation d’holonomie du feuilletage W

cu , holcu
T1→T2

: T1→T2, qui
soit un homéomorphisme.

Nous savons par absolue continuité du feuilletage centre-instable que la transformation préserve
la classe de Lebesgue. Mieux, nous en connaissons le Jacobien. Nous avons, pour tout w ∈ T2, si l’on
pose w ′ = holcu

T2→T1
(w) :
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d
[

holcu
T1→T2

∗LebT1

]

dLebT2

(w) = lim
t →∞

JacT2G−t−βξ(w ′,w)(w)

JacT1G−t (w ′)
,

où pour tout v ∈ Ti , JacTi Gt (v) désigne la fonction |det(DGt )| restreinte à l’espace tangent à Ti en v .
En nous plaçant dans une base formée de vecteurs tangents aux fibres unitaires tangentes, et aux

variétés centre-instables, nous pouvons utiliser l’invariance par le flot géodésique de la mesure de
Liouville pour prouver que l’on a pour tout w ∈ T2, et tout t ∈R,

1 =
sinθt (Gt (w))

sinθ(w)
JacT1Gt (w)JaccuGt (w),

où θt représente l’angle selon lequel se coupent en Gt (w) la variété centre-instable W cu(Gt (w)), et
l’image Gt (T2). Remarquons aussi que puisque le flot géodésique est orthogonal aux variétés instables
et agit par isométrie le long des orbites, nous avons pour tout t ∈R, JaccuGt (w) = JacuGt (w).

Nous remarquons également, que lorsque t →∞, l’angle θ−t (G−t (w)) s’approche de plus en plus
de l’angle selon lequel se coupent en G−t (w) les variétés stable et centre-instables de w . En particu-
lier, par Hölder-continuité des fibrés stables et centre-instables, nous avons , lorsque w ′ = holcu

T2→T1
(w),

lim
t →∞

sinθ−t (G−t (w ′))

sinθ−t−βξ(w ′,w)(G−t−βξ(w ′,w)w)
= 1.

En conséquence, nous avons l’égalité suivante :

lim
t →∞

JacT2G−t−βξ(w ′,w)(w)

JacT1G−t (w ′)
=

sinθ(w)

sinθ(w ′)
lim

t →∞

JacuG−t (w ′)

JacuG−t−βξ(w ′,w)(w)

=
sinθ(w)

sinθ(w ′)
ku(w, w ′;ξ).

Nous pouvons donc conclure la preuve de la proposition. ä

Ainsi, si nous définissons sur chaque sphère unitaire tangente T 1
x F , x ∈ M , la mesure ωx dont la

dentité par rapport à la mesure de Lebesgue est donnée par sinθ(v), v ∈ T 1
x F , alors on a, pour tout

couple de transversales au feuilletage centre-instable T1,T2 incluses chacune dans une fibre unitaire
tangente, et tel qu’il existe une application d’holonomie holcu

T1→T2
: T1→T2 qui est un homéomor-

phisme, on a, pour w ∈ T2, basé en x ∈ L, et w ′ = holcu
T2→T1

(w), basé en x ′ ∈ L :

d
[

holcu
T1→T2

∗ωx ′

]

dωx
(w) = ku(x ′, x;ξ),

où ξ= cw (−∞) . Nous allons en déduire le théorème suivant :

Theorème 5.3.5. Soit (M ,F ) une variété feuilletée close dont les feuilles sont courbées négativement.
Alors l’application h0 : M →R associant à tout x ∈ M le nombre :

h0(x) =
ˆ

T 1
x F

sinθdLebT 1
x F ,

est une fonction continue sur M qui, en restriction aux feuilles de M, est φu-harmonique.
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Considérons, pour prouver ce théorème, la famille de mesures finies sur L̃(∞) induite par (ωx )x∈L .
Tout d’abord cette famille peut être relevée de façon naturelle au revêtement universel en une famille
que nous notons encore (ωz )z∈L̃ . Nous rappelons ensuite qu’il existe une identification naturelle, pour
z ∈ L̃, πz : T 1

z L̃→ L̃(∞), qui associe à tout vecteur unitaire v basé en z, le point πz (v) = cv (−∞). Via
cette identification, τz,z ′ =π−1

z ′ ◦πz : T 1
z L̃→T 1

z ′ L̃ est une transformation d’holonomie le long du feuille-
tage instable.

Ainsi, si νz = πz ∗ωz , nous obtenons, pour tous z1, z2 ∈ L̃, que les mesures νz1 et νz2 sont dans
la même classe (celle que nous appelons classe de visibilité), avec la dérivée suivante, pour tout ξ ∈
L̃(∞) :

dνz2

dνz1

(ξ) =
dωz2

d [τz1,z2 ∗ωz1 ]
(π−1

z2
(ξ)) = ku(z1, z2;ξ). (5.3.12)

Preuve du théorème 5.3.5. Tout d’abord, puisque les fibrés centre-instables, et unitaires tangents
aux feuilles sont des fonctions continues, l’angle qu’ils forment, θ, ainsi que son sinus, le sont éga-
lement. Puisque la métrique varie continûment avec le paramètre transverse, cette intégrale varie
continûment avec x ∈ M .

Nous devons prouver qu’en restriction à une feuille L, cette fonction est φu-harmonique. Pour ce
faire, nous allons relever h0 au revêtement universel de la feuille L. Nous avons donc une fonction
h̃0 qui associe à tout z la masse de la mesure ωz . Or par définition, νz et ωz ont même masse. Une
application de la formule (5.3.12) implique alors, après avoir fixé un point base o ∈ L̃, que l’on a pour
tout z,

h̃0(z) = mass(νz ) =
ˆ

L̃(∞)
ku(o, z;ξ)dνo(ξ).

C’est donc que h0 est, en restriction aux feuilles, une fonction φu-harmonique. ä

Mesures φu-harmoniques. Nous pouvons à présent définir la notion de mesure φu-harmonique
pour les feuilletages dont les feuilles sont courbées négativement :

Définition 5.3.6. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée. Nous la supposons munie d’une métrique
feuilletée de telle sorte que toutes les feuilles de F soient courbées négativement. Une mesure de pro-
babilité m sur M sera dite φu-harmonique si elle a une désintégration équivalente à Lebesgue dans les
feuilles de F , et si les densités locales sont des fonctions φu-harmoniques.

La question de l’existence de telles mesures sera traitée dans le paragraphe suivant. Nous don-
nons néanmoins une propriété sur le support des mesures φu-harmoniques.

Lemme 5.3.7. Soit m1 et m2 deux mesures φu-harmoniques singulières. Alors il existe un ensemble de
Borel X ⊂M tel que, m1(X ) = 1, m2(X ) = 0, et X et est saturé par F .

Preuve. Soit m2 une mesure φu-harmonique singulière par rapport à m1. Il existe donc un ensemble
de Borel X0⊂M tel que m1(X0) = 1 et m2(X0) = 0. Puisque les densités des mesures conditionnelles
m1 dans les plaques sont > 0, il vient que la famille de mesures induites sur les transversales Ti est
quasi-invariante par transformations d’holonomies.

Ainsi, quitte à jeter un ensemble de mesure nulle pour m1, nous pouvons supposer que, lorsque
µ(Ui ) > 0, les projections de X0∩Ui sur Ti , notées Xi sont pleines pour νi ,1, et invariantes par holono-
mie dans le sens que pour tout j , τi j (Xi ∩dom(τi j )) = X j ∩but(τi j ), où dom(τi j ) et but(τi j ) désignent
respectivement le domaine et le but de l’application d’holonomie τi j . Ainsi, si X représente le saturé
de X0, pour tout i , Xi est également la projection sur Ti de X ∩Ui . D’autre part, puisque X0⊂X , on
a m1(X ) = 1.
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À présent, il reste à voir que m2(X ) = 0. Nous avons pour tout i , ν2,i (Xi ) = m2(X0 ∩Ui ) = 0, donc
en particulier, puisque Xi est également la projection de X ∩Ui sur Ti , nous avons m2(X ∩Ui ) = 0.
ä

Remarque. La propositon précédente n’utilise que le fait que le désintégration des mesures φu-
harmoniques est équivalente à Lebesgue dans les feuilles de F , et non une propriété spéciale des
densités locales (outre le fait qu’elles soient strictement positives). En conséquence, la conclusion
reste valide quelles que soient les mesures qui ont une désintégration équivalente par rapport à Le-
besgue dans les feuilles, et quel que soit le feuilletage F (on ne fait pas d’hypothèse de courbure né-
gative). En particulier, elle est valide pour les mesures F -harmoniques définies pour les feuilletages
suspensions que nous définirons au chapitre VI.

Nous n’avons pas, a priori, de décomposition ergodique pour les mesures φu-harmonique, ou
plutôt, elle sera montrée plus tard. Nous pouvons néanmoins prouver le lemme suivant qui nous
servira à prouver la correspondance bijective entre mesure φu-harmonique et les états de u-Gibbs
pour le flot géodésique feuilleté. Il nous servira à nous restreindre au cas de mesures φu-harmoniques
pour lesquelles presque toute feuille rencontre une transversale donnée.

Lemme 5.3.8. Soit A = (Ui ,φi )i∈I un atlas feuilleté pour F , et (Ti )i∈I un système complet de trans-
versales correspondantes. Alors pour toute mesure φu-harmonique m, il existe une famille de mesures
finies m0, ...mk , ainsi que des Boréliens saturés Xi0 , ...,Xik tels que pour tout j ,

1. Xi j ∩Xil =; pour j 6= l ;

2. mi j est une mesure φu-harmonique finie supportée par Xi j : en particulier, mi j et mil sont sin-
gulières dès que j 6= l ;

3. il existe une transversale Ti j telle que µi j -presque toute feuille de Xi j rencontre la transversale
Ti j .

Preuve. Soit m une mesure φu-harmonique pour F . Lorsque m(Ui ) > 0, nous posons νi la projection
de la restriction m|Ui sur Ti . Comme dans la preuve du lemme précédent, on peut supposer l’exis-
tence, pour tout i tel que m(Ui ) > 0, d’un ensemble Xi de mesure pleine pour νi tel que les Xi soient
invariants les transformations d’holonomie.

Soit i0 un indice tel que m(Ui0 ) > 0. Nous pouvons définir l’ensemble Xi0 comme le saturé de Xi0 ,
c’est un ensemble Borélien, sur lequel on peut restreindre m, obtenant ainsi une mesure Borélienne
mi j . Nous pouvons alors écrire m = mi0 +m′.

Par définition de Xi0 , les mesures mi0 et m′ = m|cXi0
, sont encore φu-harmoniques. Soit alors

m′ = 0, c’est-à-dire Xi0 est de mesure pleine pour m, soit nous pouvons appliquer ce raisonnement
à m′ : ce procédé termine en un nombre d’étapes fini, donnant ainsi les familles de Boréliens et de
mesures désirés. ä

3.2 – Correspondance bijective entre états de u-Gibbs et mesures φu-
harmoniques

Nous supposons dans la suite que (M ,F ) est une variété close feuilletée, munie d’une métrique
feuilletée de sorte que toutes les feuilles soient courbées négativement. On rappelle que par compa-
cité de M , et par continuité de la métrique avec le paramètre transverse, la courbure sectionnelle des
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feuille est pincée entre deux constantes négatives uniformes −b2 ≤−a2 < 0, et que le rayon d’injecti-
vité est uniformément minoré, de sorte qu’il es possible de recouvrir M par un atlas feuilleté fini dont
toutes les plaques trivialisent le revêtement universel Riemannien.

Projection d’un état de u-Gibbs. Il a été noté dans le travail de Bonatti, Gómez-Mont et Martínez,
[BGM], que la projection de tout état de u-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté Gt de T 1

F , le long
des fibres unitaires tangentes au feuilletage, a une désintégration équivalente par rapport à Lebesgue
dans les feuilles de F . La proposition suivante complète cette observation en s’intéressant plus par-
ticulièrement aux densités locales.

Proposition 5.3.9. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée, munie d’une métrique feuilletée de sorte
que toutes les feuilles soient courbées négativement. Soit µ un état de u-Gibbs pour le flot géodésique
feuilleté de T 1

F . Alors la projection de µ le long des sphères tangentes aux feuilletage est une mesure
φu-harmonique, que l’on note m.

De plus, si T est une transversale complète au feuilletage sur lequel agit le pseudogroupe d’holono-
mie de F , les mesures induites sur T par m et par µ sont les mêmes, de sorte que la projection des états
de u-Gibbs le long des fibres unitaires tangentes soit injective.

Preuve. Soit µ un état de u-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté Gt . Comme il a été noté dans
[BGM], il s’agit de s’intéresser aux mesures conditionnelles de µ dans les plaques centre-instables.
Nous avons déjà remarqué dans la section précédente, que ces mesures étaient équivalentes à la me-
sure de Lebesgue. De plus, les densités locales dans une carte feuilletée pour le feuilletage centre-
instable vérifient la relation suivante : pour tous v1, v2 appartenant à la même variété centre-instable
locale,

ψcu(v2)

ψcu(v1)
= ku(v1, v2;ξ),

avec la notation abusive suivante. Nous écrivons ku(v1, v2;ξ) pour désigner ku(z1, z2;ξ), ou zi est le
point base du relevé de vi au revêtement universel L̃ dans un domaine fondamental fixé, (celui conte-
nant le point base o), et ξ représente la valeur commune G−∞(vi ).

À présent, si U =
⋃

x∈T P (x) est une carte feuilletée pour F , suffisamment fine, où T est une sec-
tion transverse au feuilletage, nous pouvons la relever en une carte feuilletée Û pour F̂ qui est trivia-
lement feuilletée par les sphères tangentes, et qui trivialise les feuilletage centre-instable.

Nous pouvons alors désintégrer la restriction de la mesure µ à la carte Û par rapport à une me-
sure νT définie sur T , de sorte que les mesures conditionnelles dans les plaques

⋃
v∈T 1

x P (x) W cu
l oc (v),

soient obtenues en intégrant contre une certaine mesure de Borel finie ηx sur T 1
x P (x) les mesures

ψcu(w)LebW cu
loc (v)(w) (nous pouvons naturellement choisir nos mesures normalisées de sorte que ψcu

vaille 1 identiquement sur T 1
x P (x)).

Alors la projection de µ sur U est une mesure φu-harmonique par définition, et induit la même
mesure νT sur la transversale T . Puisque, par la proposition 5.2.3, deux états de u-Gibbs différents
induisent des mesures différentes sur une transversale complète, la projection définie ce-dessus est
injective. Nous pouvons ainsi conclure la preuve de la proposition. ä

L’existence des états de u-Gibbs étant assurée par le théorème 5.2.2, cette proposition règle donc
le problème d’existence des mesures φu-harmoniques pour les feuilletages dont les feuilles sont à
courbure négatives.

Corollaire 5.3.10. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée, munie d’une métrique feuilletée de sorte que
toutes les feuilles soient courbées négativement. Alors l’ensemble des mesures φu-harmoniques est un
convexe non vide.
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Relevé canonique d’une mesure φu-harmonique. Réciproquement, il est possible de relever n’im-
porte quelle mesure φu-harmonique au fibré unitaire tangent T 1

F . Nous aurons besoin des deux
notations suivantes :

– pr : T 1
F →M désigne la projection canonique le long des sphères tangentes au feuilletage F ;

– G i bbsu désigne l’ensemble des états de u-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté ;
– H arφu

(F ) désigne l’ensemble des mesures φu-harmoniques pour F .

Theorème 5.3.11. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée, munie d’une métrique feuilletée de sorte
que toutes les feuilles soient courbées négativement. Alors l’application pr∗ : G i bbsu →H arφu

(F ) qui
associe à un état de u-Gibbs µ sa projection le long des sphères tangentes pr ∗µ, est une bijection.

Lorsque m = pr ∗µ, et µ ∈G i bbsu , nous disons que µ est le relevé canonique de m au fibré T 1
F .

Preuve. La preuve est la même que pour les mesures harmoniques (voir 4.3.5). Nous rappelons les
grandes lignes de la preuve :

– On choisit un bon atlas feuilleté pour F suffisamment fin pour que les plaques soient des petits
disques trivialisant les revêtements universels des feuilles, et en tirant en arrière par le fibré
unitaire tangent, on obtient un atlas pour F̂ .

– On prend une mesure φu-harmonique µ telle qu’il existe une transversale Ti0 rencontrant µ-
presque toute feuille de F : on peut se ramener à ce cas par le lemme 5.3.8.

– On étend par l’holonomie les densités φu-harmonique de µ-presque toute plaque passant par
Ti0 , en utilisant le lemme de Ghys (voir 1.3.3), puis on remonte ces fonctions aux revêtements
universels des feuilles.

– En utilisant leurs représentations intégrales à l’infini, nous pouvons dérouler les densités φu-
harmoniques, il y a une façon canonique de remonter ces fonctions aux fibrés unitaires tan-
gents des revêtements universels des feuilles.

– Nous définissons ainsi en reprojetant par le revêtement universel, une familles de mesures sur
chaque plaque. qui sont invariantes par le flot et dont les désintégrations dans les feuilles in-
stables sont équivalentes à Lebesgue.

– On normalise ces densités par un cocycle convenable, puis on intègre les mesures sur les cartes
feuilletées pour F̂ par le mesure transverse de µ, de sorte à pouvoir recoller ces mesures de
façon cohérente avec l’holonomie.

– On obtient le relevé canonique de toute mesure φu-harmonique, qui est une section de la pro-
jection le long des fibres unitaires tangentes.

– En utilisant ce qui précède, pr∗ : G i bbsu →H arφu
(F ) est surjective.

– En utilisant la proposition 5.3.9, nous savons que pr∗ : G i bbsu →H arφu
(F ) est injective.

– Nous pouvons conclure.
ä

Décomposition ergodique des mesures φu-harmoniques. Il existe une notion d’ergodicité pour
les mesures φu-harmonique, de même qu’il en existe une pour les mesures harmoniques usuelles.
En vertu du lemme 5.3.7, qui énonce que lorsqu’on a deux mesures φu-harmoniques singulières,
alors il existe un Borélien saturé plein pour l’une et nul pour l’autre, la notion suivante est la notion
la plus naturelle d’ergodicité.

Définition 5.3.12. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée, munie d’une métrique feuilletée de sorte que
toutes les feuilles soient courbées négativement. Une mesure φu-harmonique m sur M est dite ergo-
dique si tout Borélien saturé par le feuilletage F est soit de mesure nulle, soit de mesure pleine.
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Remarque. Si A = (Ui ,φi )i∈I est un bon atlas feuilleté pour le feuilletage F , nous considérons la
transversale complète associée T =

⋃
i∈I Ti , sur lequel agit le pseudogroupe d’holonomie. Une me-

sure φu-harmonique induit une mesure de probabilité, notée m̂, sur T qui est quasi-invariante par
le pseudogroupe d’holonomie, le cocycle de Radon-Nikodym associé étant défini comme le quotient
de deux fonctions φu-harmoniques.

Dire que m est ergodique revient exactement à dire que toute partie borélienne de T saturée par
l’action du pseudogroupe d’holonomie a une mesure nulle ou pleine pour m̂.

Proposition 5.3.13. Une mesure φu-harmonique sur M est ergodique si et seulement si son relevé ca-
nonique à T 1

F est un état de u-Gibbs ergodique pour le flot géodésique feuilleté.

Preuve. Soit A = (Ui ,φi )i∈I un bon atlas feuilleté pour F , que l’on tire en arrière afin de définir un
bon atlas feuilleté pour F̂ . Soit T la transversale complète associée. Nous savons que si m est une
mesure φu-harmonique pour F et que si µ est son relevé canonique au fibré T 1

F , alors, les deux
mesures induites sur T , m̂ et µ̂, sont égales.

Soit alors X ⊂T un Borélien saturé par le pseudogroupe d’holonomie de F . Alors le Borélien de
T 1

F défini comme l’union des plaques de F̂ rencontrant X est un Borélien saturé par le feuilletage
F̂ , et en particulier invariant par le flot géodésique feuilleté Gt .

Ainsi donc si l’on suppose que le relevé canonique de m est ergodique, ce Borélien est de mesure
nulle ou pleine pour µ, et donc X est de mesure pleine ou nulle pour µ̂= m̂. Ceci prouve l’ergodicité
de m.

À présent, supposons qu’un état de u-Gibbs µ ne soit pas ergodique : il existe alors deux états de
u-Gibbs singuliers (rappelons que les composantes ergodiques d’un états u-Gibbs sont encore des
états de u-Gibbs), µ1,µ2, ainsi qu’un réel 0 <α< 1 tels que µ=αµ1 + (1−α)µ2.

En projetant nous avons alors m = αm1 + (1−α)m2. Puisque µ1 et µ2 sont singulières, elles in-
duisent des mesures singulières sur la transversale T : c’est la proposition 5.2.3. Puisque m1 et m2

induisent respectivement les mêmes mesures sur la transversale, elles sont également singulières.
Par le lemme 5.3.7, il existe un ensemble de Borel saturé X ⊂M tel que m1(X ) = 1, et m2(X ) = 0 :

ainsi m(X ) =α ∈ (0,1) : m n’est pas ergodique.
Puisque la projection le long des sphères tangentes au feuilletages induit une bijection entre états

de u-Gibbs et mesures φu-harmoniques, nous pouvons conclure. ä

Nous pouvons à présent déduire de ce résultat, ainsi que de la décomposition ergodique des me-
sures invariantes par un flot, le théorème suivant qui donne la structure du convexe des mesures
φu-harmoniques, et plus particulièrement, la décomposition ergodique de ces mesures :

Theorème 5.3.14 (Décomposition ergodique). Soit (M ,F ) une variété close feuilletée, munie d’une
métrique feuilletée telles que ses feuilles soient courbées négativement. L’espace H arφu

(F ) des mesures
φu-harmoniques pour F est un ensemble convexe non vide, dont les points extrémaux sont exactement
donnés par les mesures ergodiques.

De plus, il existe un Borélien de probabilité totale X , c’est-à-dire plein pour toute mesure φu-
harmonique, ainsi qu’une unique famille (mx )x∈X de mesures sur M tels que :

1. pour tout x ∈X , mx est une mesure φu-harmonique ergodique ;

2. si x, y ∈X appartiennent à la même feuille, mx = my ;

3. pour toute mesure φu-harmonique m, on a :

m =
ˆ

X

mx dm(x).
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Preuve. Que les points extrémaux du convexe H arφu
soient données exactement par les mesures

ergodiques découle directement de la proposition précédente, ainsi que de ce que ce fait est vrai
pour le convexe G i bbsu des états de u-Gibbs pour Gt .

Soit Y ⊂T 1
F l’ensemble des points u-réguliers, c’est-à-dire des vecteurs unitaires v tangents à

F pour lesquels les mesures 1/T
´

δGt (v)d t et 1/T
´

δG−t (v)d t convergent vers une même limite µv

qui de plus est un état de u-Gibbs.
Alors, puisque toute composante ergodique d’un état de u-Gibbs est encore un état de u-Gibbs,

Y est de mesure pleine pour tout état de u-Gibbs. Ainsi, sa projection X est-elle pleine pour toute
mesure φu-harmonique m (voir le théorème 5.3.11).

Nous affirmons que deux vecteurs unitaires v1 et v2 tangents à une même feuille et u-réguliers,
peuvent être reliés par une concaténation de chemins dans W

s , et dans W
cu , dont les extrémités sont

encore u-régulières. Pour voir ceci, il s’agit de procéder comme lors de la preuve de la proposition
5.2.3, où nous prouvons que deux états de u-Gibbs ergodiques différents, donc singuliers, induisent
sur la transversale deux mesures mutuellement singulières. Nous utilisons :

– le fait qu’en restriction aux variétés centre-instables, l’ensemble des points u-réguliers est de
mesure pleine pour Lebesgue ;

– l’absolue continuité du feuilletage stable fort.
Nous en déduisons alors que lorsque v1 et v2 sont tangents à la même feuille, nous avons µv1 = µv2 .
En particulier, pour x ∈X , la projection mx = pr ∗µv ne dépend pas de v ∈ T 1

x F , et si x et y sont sur
la même feuille, alors mx = my .

Chacune des mesures µv est bien entendu ergodique : ce sont exactement les composantes ergo-
diques des états de u-Gibbs. En vertu de la proposition précédente 5.3.13, les mesures mx sont toutes
ergodiques.

Pour finir, il reste à prouver la décomposition ergodique à proprement parler. Mais pour l’obtenir,
il n’y a qu’à projeter sur M le long des sphères unitaires tangentes à F la décomposition ergodique
des états de u-Gibbs. La preuve est alors terminée. ä

Mesures totalement invariantes. À partir d’une mesure transverse à F invariante par holonomie,
nous pouvons toujours former une mesure harmonique en la combinant avec le volume dans les
feuilles.

De même, nous pouvons toujours également former une mesure φu-harmonique en combinant,
non pas avec le volume, mais avec la mesure à densité par rapport à Lebesgue donnée par la fonction
φu-harmonique dans les feuilles h0.

Définition 5.3.15. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée, munie d’une métrique feuilletée de sorte que
toutes les feuilles soient courbées négativement. Une mesure φu-harmonique totalement invariante est
une mesure qui s’écrit dans chaque carte feuilletée comme le produit d’une mesure transverse, inva-
riante par holonomie, par la mesure qui dans chaque plaque a la densité h0 par rapport à la mesure de
Lebesgue, où l’on rappelle que pour tout x ∈ M,

h0(x) =
ˆ

T 1
x F

sinθdLebT 1
x F ,

où θ est l’angle formé par les fibres centre-instables, et unitaires tangentes.

Ainsi, l’argument selon lequel les mesures harmoniques forment une bonne notion généralisant
les mesures transverses quasi-invariantes, se transpose au cas des mesures φu-harmoniques.
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4 | Conditions su�isantes pour l’existence demesures in-
variantes

Dans cette partie, nous considérons toujours une variété close feuilletée (M ,F ) munie d’une mé-
trique feuilletée, dont les feuilles sont courbées négativement.

4.1 – Condition su�isante sur les états de u-Gibbs

Nous avons énoncé le théorème 5.2.4 sous l’hypothèse d’un flot hyperbolique feuilleté préservant
le volume dans les feuilles. C’est bien le cas du flot géodésique tangent aux feuilles Gt , qui comme il
est bien connu, préserve la mesure de Liouville des feuilles. Nous avons alors le théorème suivant.

Theorème 5.4.1. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée munie d’une métrique feuilletée dont les feuilles
sont négativement courbées. Alors si le flot géodésique feuilleté admet un état de su-Gibbs, F a une me-
sure transverse invariante.

4.2 – Condition su�isante sur les densités φu-harmoniques : une géné-
ralisation d’un résultat de Matsumoto

Un résultat de Matsumoto. Étant donnée une mesure φu-harmonique, sur chaque feuille typique
est définie une fonction φu-harmonique, obtenue en prolongeant les densités locales. Associée à
cette fonction φu-harmonique, qu’on peut appeler fonction caractéristique de la feuille, il y a une
mesure de Borel finie η sur la sphère à l’infini de la feuille.

Dans [Mat], Matsumoto définit ces objets pour les mesures harmoniques, et prouve que dans le
cas des feuilletages par variétés hyperboliques, si m est une mesure harmonique qui n’est pas totale-
ment invariante, alors :

– la fonction harmonique caractéristique d’une feuille typique est non bornée ;
– la mesure η associée sur la sphère à l’infini d’une feuille typique est singulière par rapport à

Lebesgue.
Une version de ce théorème dans le cas des feuilletages transversalement conformes par surfaces

hyperboliques, se trouve dans [BGM], et repose sur le travail de [DK] sur l’exposant de Lyapunov du
mouvement Brownien feuilleté.

Nous proposons de prouver un théorème analogue dans le cas des mesures φu-harmoniques, ce
qui donnera une nouvelle preuve, ne faisant pas appel aux propriétés du mouvement Brownien, mais
aux propriétés d’absolue continuité des horosphères, du théorème de Matsumoto.

Fonctions et classes de mesure caractéristiques. Avant d’énoncer le théorème à proprement par-
ler, nous devons expliquer précisément quels sont les objets que nous associons à une feuille typique
pour une mesure φu-harmonique m.

Nous avons vu à plusieurs reprises comment utiliser le lemme de Ghys (voir 4.3.5) les densités
locales φu-harmoniques de la mesure m sur une feuille typique : obtenant ainsi la fonction caracté-
ristique hL . Bien sûr, elle n’est déterminée qu’à une constante multiplicative près, puisque sa déter-
mination dépend d’un choix de plaque initial.

Par définition d’une fonction φu-harmonique, le relevé au revêtement universel de hL s’écrit
comme intégrale du noyau ku(o, z;ξ) contre une certaine mesure de Borel finie ηL définie sur L̃(∞). Ici

104



CHAPITRE V. ÉTATS DE U-GIBBS POUR LE FLOT GÉODÉSIQUE FEUILLETÉ

encore, seule la classe de mesure [ηL] est déterminée indépendamment d’un choix de plaque initial.
Nous avons ainsi défini la classe de mesure caractéristique sur la sphère à l’infini d’une feuille typique.

Sur la sphère à l’infini de toute feuille L de F , nous pouvons définir la classe de visibilité, en pous-
sant par le flot géodésique la mesure de Lebesgue restreinte à une fibre unitaire tangente à L. Nous
rappelons que puisque L se réalise comme feuille d’un feuilletage d’une variété compacte, le feuille-
tage centre-instable est absolument continu, de sorte que cette classe de mesure soit bien définie.

Condition suffisante pour l’existence de mesure transverse invariante. Nous pouvons alors énon-
cer le théorème suivant qui donne une condition suffisante sur la classe caractéristique sur la sphère
à l’infini d’une feuille typique pour l’existence d’une mesure transverse invariante par holonomie.
En suivant Matsumoto, nous nous dirons qu’une certaine propriété est vérifiée pour m-presque toute
feuille, s’il existe un ensemble de Borel X saturé par le feuilletage et de mesure pleine pour m tel que
toute feuille passant par X vérifie cette propriété.

Theorème 5.4.2. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée munie d’une métrique feuilletée dont les feuilles
sont négativement courbées. Soit m une mesure φu-harmonique qui n’est pas totalement invariante.
Alors pour m-presque toute feuille L, la classe de mesure caractéristique associée [ηL] sur L̃(∞) est sin-
gulière par rapport à la classe de visibilité.

Nous rappelons que pour des feuilletages dont les feuilles sont hyperboliques, les mesures φu-
harmoniques coïncident avec les mesures harmoniques usuelles au sens de Garnett. De plus, en cour-
bure constante, la sphère à l’infini est une variété lisse, et toutes les transformations d’holonomies du
feuilletage centre instable sont lisses de sorte que la classe de visibilité soit donnée par la classe de
Lebesgue à l’infini. Nous obtenons alors, dans le cas où les feuilles sont des variétés hyperboliques,
une nouvelle preuve du théorème de Matsumoto :

Corollaire 5.4.3 (Matsumoto). Soit (M ,F ) une variété close feuilletée par des variétés hyperboliques.
Soit m une mesure harmonique qui n’est pas totalement invariante. Alors pour m-presque toute feuille
L, la classe de mesure caractéristique associée [ηL] sur L̃(∞) est singulière par rapport à la mesure de
Lebesgue.

De plus la fonction harmonique caractéristique d’une feuille typique n’est pas bornée.

Preuve. Le fait que la classe caractéristique d’une feuille typique pour une mesure harmonique non
totalement invariante soit singulière par rapport à la mesure de Lebesgue est une conséquence im-
médiate de ce qui précède, et du théorème 5.4.2.

Le fait que la fonction caractéristique d’une feuille typique ne soit pas bornée vient du fait qu’alors
sa classe caractéristique est singulière par rapport à Lebesgue, et du théorème de Fatou usuel pour
les fonctions harmoniques (voir le théorème 11.24 [Ru]) : pour Lebesgue-presque tout point ξ de la
sphère à l’infini, la fonction harmonique caractéristique croît indéfiniment lorsque l’on tend vers ξ

non-tangentiellement. ä

Lien avec les états de su-Gibbs. La première étape dans la preuve de ce théorème est la réduction
au cas des mesures φu-harmoniques ergodiques. Nous avons prouvé un théorème de décomposition
ergodique pour les mesures φu-harmoniques : voir le théorème 5.3.14 : nous pouvons donc l’utiliser
pour nous restreindre au cas des mesures ergodiques.

Soit à présent, m une mesure φu-harmonique ergodique telle qu’il existe un ensemble de Borel X
saturé par le feuilletage de mesure positive tel que la classe caractéristique de toute feuille passant par
X ne soit pas singulière par rapport à la classe de visibilité. Alors, par ergodicité, cet ensemble est de
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mesure pleine. Le théorème 5.4.2 est conséquence de la proposition suivante, ainsi que du théorème
5.4.1 :

Proposition 5.4.4. Supposons qu’il existe une mesure φu-harmonique ergodique m telle que la classe
caractéristique de m-presque toute feuille de F ne soit pas singulière par rapport à la classe de visibilité.
Alors son relevé canonique µ est un état de su-Gibbs.

4.3 – Preuve de la proposition 5.4.4

Désintégration dans les variétés stables. Dans la suite, (M ,F ) est une variété close feuilletée mu-
nie d’une métrique feuilletée, telle que toutes les feuilles de F soient courbées négativement. Nous
commençons par réduire la preuve de la proposition 5.4.4 à celle d’une propriété des états de u-Gibbs
qui ne sont pas totalement invariants. Plus précisément, nous prouvons que la proposition 5.4.4 est
une conséquence de la proposition suivante, que nous énonçons dans le cadre du flot géodésique
feuilleté, mais qui reste vraie pour tout flot hyperbolique feuilleté :

Proposition 5.4.5. Soit µ un état de u-Gibbs ergodique sur T 1
F pour le flot géodésique feuilleté Gt .

Alors nous avons l’alternative suivante :
– soit µ est un état de su-Gibbs ;
– soit la désintégration de µ dans les variétés stables est singulière par rapport à la mesure de Le-

besgue.

Cela entraîne la proposition 5.4.4. Pour prouver la proposition 5.4.4 à partir de la proposition pré-
cédente, nous avons besoin de deux applications plus ou moins immédiates de l’absolue continuité
des feuilletages stable et instable. Pour l’énoncé le premier lemme, nous avons besoin de rappeler que
pour toute mesure m, φu-harmonique pour F , nous pouvons, pour m-presque toute feuille, projeter
la classe caractéristique sur les fibres unitaires tangentes à L. Nous appellerons encore abusivement
classe caractéristique de L la classe ainsi définie qui est invariante par holonomie centre-instable.

Lemme 5.4.6. Soit m une mesure φu-harmonique, et µ son relevé canonique. Alors la désintégration
de µ dans les fibres unitaires tangentes est absolument continue par rapport à la classe caractéristique
de L.

Preuve. Soit U une carte feuilletée pour F , et T une section transverse, telle que Û =
⋃

x∈T T 1P (x)
soit une carte feuilletée pour F̂ . Alors, par définition, la mesure conditionnelle du relevé canonique
µ de m dans une plaque typique T 1P (x) s’obtient en intégrant des mesures qui ont une densité par
rapport à la mesure de Lebesgue (cette densité est donnée en termes du noyau ku : voir par exemple
la proposition 5.3.9) dans les variétés centre-instables locales contre une mesure à l’infini qui est dans
la classe caractéristique de la feuille correspondante.

Alors, en utilisant l’absolue continuité du feuilletage par les fibres unitaires tangentes, nous pou-
vons désintégrer cette même mesure dans les fibres unitaires tangentes par rapport à la mesure de
Lebesgue dans une variété centre-instable locale. Puis, par invariance de la classe caractéristique par
holonomie centre-instable, nous voyons que les mesures conditionnelles dans les fibres unitaires tan-
gentes sont dans la classe caractéristique, et nous pouvons conclure. ä

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de l’absolue continuité du feuilletage centre-
instable.

Lemme 5.4.7. La désintégration d’un état de u-Gibbs est singulière par rapport à Lebesgue dans les
variétés stables si et seulement si sa désintégration dans les fibres l’est.
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Preuve. Soitµun état de u-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté. Nous considérons une carte feuille-
tée pour F̂ dont les plaques sont des petits ouverts Rx0 possédant la structure de produit local. Consi-
dérons la mesure conditionnelle µx0 sur cette plaque. Par absolue continuité du feuilletage centre
instable, et parce que µx0 a une désintégration continue par rapport à Lebesgue dans les variétés
centre-instables, les mesures conditionnelles de µ dans les feuilles stables locales de Rx0 sont simul-
tanément singulières par rapport à Lebesgue : si l’une des mesures conditionnelles l’est, alors elle le
sont toutes. Ainsi, la désintégration de µx0 dans les feuilles stables locale est singulière par rapport
à Lebesgue si et seulement si sa projection sur une feuille stable faible le long des plaques centre-
instable est singulière par rapport à Lebesgue.

De même, la désintégration de µx0 dans les fibres unitaires tangentes est singulière par rapport à
Lebesgue si et seulement si sa projection sur une fibre l’est.

Par définition, nous passons de la projection le long du feuilletage centre-instable sur une variété
stable locale à celle sur une fibre unitaire tangente par une transformation d’holonomie absolument
continue : par ce qui précède, le lemme suit donc. ä

Fin de la preuve de la proposition 5.4.4. Supposons que la proposition 5.4.5 soit vraie, et supposons
qu’il existe une mesure φu-harmonique ergodique telle que la classe caractéristique de m-presque
toute feuille ne soit pas singulière par rapport à la classe de visibilité. C’est donc, en appliquant le
lemme 5.4.6, que lorsque l’on projette cette classe caractéristique dans les fibres unitaires tangentes,
les mesures que nous obtenons ne sont pas singulières par rapport à la mesure de Lebesgue.

Nous en déduisons donc, par le lemme 5.4.7, que la désintégration de µ dans les variétés stables
n’est pas singulière par rapport à Lebesgue. Mais par la proposition, ce n’est possible que si µ est un
su-Gibbs.

Ainsi, pour prouver la proposition 5.4.4, et donc le théorème 5.4.2, il suffit de montrer la proposi-
tion 5.4.5. ä

Preuve de la proposition 5.4.5. Il suffit de prouver qu’un état de u-Gibbs ergodique dont la désin-
tégration dans les feuilles stables n’est pas singulière par rapport à Lebesgue est un état de su-Gibbs.
La stratégie est la même que celle qui nous servira plus tard à prouver des résultats d’unicité.

Soit donc µ un état de u-Gibbs ergodique pour le flot géodésique feuilleté dont la désintégration
dans les feuilles stables n’est pas singulière par rapport à Lebesgue.

Il existe un ensemble de mesure pleine pour µ noté Y tel que pour tout v ∈ Y et toute fonction
f : T 1

F →R continue, l’on ait :

lim
T →∞

ˆ T

0
f ◦Gt (v)d t = lim

T →∞

ˆ T

0
f ◦G−t (v)d t =

ˆ

T 1F

f dµ.

Par hypothèse, on peut en désintégrant µ dans des plaques stables, trouver un point v0 ∈Y , ainsi
qu’un ensemble de Borel D ⊂W s

l oc (v0) qui contient v et tel que :

– Lebs(D) > 0 ;
– D ⊂Y .

Puisque D ⊂Y , on prouve que pour tout y ∈ D la famille de mesures 1/T
´ T

0 δG−t (v) converge vers µ :
par le théorème de Fubini, la famille de mesures suivante converge donc vers µ :

µT =
1

T

ˆ T

0

G−t ∗ (Lebs
|D )

Lebs(D)
d t .
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D’autre part, par le théorème 5.2.2, nous savons que tout point d’accumulation de µT (cette fa-
mille n’en a qu’un seul : c’est µ) est un état de s-Gibbs. En conclusion, µ est donc à la fois un état de
s-Gibbs et de u-Gibbs : c’est un état de su-Gibbs.

Nous avions donc bien prouvé la dichotomie recherchée. La preuve de la proposition 5.4.5, et
donc celle du théorème 5.4.2, est donc complète. ä

5 | Appendice : absolue continuité des feuilletages inva-
riants des flots hyperboliques feuilletés

Nous allons voir que les résultats classiques de régularité Hölder d’objets associés classiquement
aux flots d’Anosov peuvent être généralisés au cadre hyperbolique feuilleté sans mal : nous allons voir
que les lemmes de distorsions usuels nécessaires pour prouver ces théorèmes sont encore valides
dans ce contexte.

Dans la suite (M ,F ) est une variété close feuilletée, munie d’une métrique feuilletée variant
continûment avec le paramètre transverse. Nous avons également pris un flot hyperbolique feuilleté
Φt : M →M . Nous noterons X le champ de vecteurs engendré par Φt .

5.1 – Fibrés invariants Höldériens

Nous avons demandé à ce que les fibrés E⋆, ⋆ = s,u,cs,cu soient continus. Comme dans [Ba],
nous voudrions prouver que ces fibrés varient de façon Hölder.

Theorème 5.5.1. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée munie d’une métrique feuilleté, ainsi que d’un
flot hyperbolique feuilleté. Alors les fibrés invariants E⋆, ⋆= s,u,cs,cu, varient de façon uniformément
Hölder en restriction aux feuilles.

Nous rappelons l’idée, qui est une idée dynamique : nous pouvons demander à ce que x et y ∈
M soient très proches dans une même feuille, de sorte que ΦT (x) et ΦT (y) soient raisonnablement
proches et que, par continuité, il en soit de même pour E u(ΦT (x)) et E u(ΦT (y)). Alors leurs images par
DΦ−T , E u(x) = DΦ−T (E u(ΦT (x))) et E u(y) = DΦ−T (E u(ΦT (y))), sont exponentiellement plus proches
et cela donne un exposant de Hölder pour les fibrés.

Nous ne donnons pas la preuve, qui consisterait à copier l’appendice de Misha Brin du livre [Ba],
seulement rappellerons-nous que l’on a besoin de quantités uniformes qui sont :

– l’uniforme continuité des fibrés stables et instables, qui vient de la compacité de la variété am-
biente M ;

– la contraction du fibré stable, et l’expansion du fibré instable par le flot, qui viennent de la
définition de l’hyperbolicité feuilletée ;

– une borne inférieure du rayon d’injectivité des feuilles, qui vient du fait que, puisque la mé-
trique varie continûment dans la topologie C∞, toutes les feuilles sont à géométrie uniformé-
ment bornée ;

– une borne uniforme sur la norme de la différentielle du temps 1 du flot DΦ1, ainsi que de son
inverse (DΦ1)−1 sur toute la variété, qui vient de ce que le flot varie continûment dans la topo-
logie C 2.
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5.2 – Feuilletages invariants Höldériens

En guise de définition des flots hyperboliques feuilletés, nous pouvons en fait demander l’exis-
tence de constantes Cs ,Cu > 1, et χs,1 ≤χs,2 < 0, χu,1 ≥χu,2 > 0, tels que :

{
C−1

s e tχs,1 ||vs || ≤ ||DΦt (vs)|| ≤Cse tχs,2 ||vs || si vs ∈ E s et t ≥ 0

C−1
u e−tχu,1 ||vu || ≤ ||DΦ−t (vu)|| ≤Cue−tχu,2 ||vu || si vu ∈ E u et t ≥ 0

.

Métrique adaptée. Choisissons des nombresχs,r <χs,1 ≤χs,2 <χs,l < 0, ainsi queχu,r >χs,1 ≥χs,2 >
χs,l > 0, où ici les lettres r et l sont utilisées respectivement pour “rapide” et “lent”.

Lemme 5.5.2. Pour tous choix de nombres χ⋆,◦, ⋆ = s,u, ◦ = l ,r , il existe une métrique |.| feuilletée
continue, et variant de façon Hölder dans les feuilles de F telle que :

1. E s X et E u sont partout deux à deux orthogonaux, et |X | = 1 ;

2. pour tout vs ∈ E s et t ≥ 0 e tχs,r |vs | ≤ |DΦt (vs)| ≤ e tχs,l |vs |,
3. pour tout vu ∈ E u et t ≥ 0 e−tχu,r |vs | ≤ |DΦ−t (vu)| ≤ e−tχu,l |vu |.

Preuve. Nous n’avons qu’à poser, pour vs ∈ E s :

|vs | =
ˆ 0

−∞
||DΦt vs ||e−tχs,r d t +

ˆ ∞

0
||DΦt vs ||e−tχs,l d t

et pour vu ∈ E u :

|vu | =
ˆ 0

−∞
||DΦt vu ||e−tχu,l d t +

ˆ ∞

0
||DΦt vu ||e−tχu,r d t .

Ces intégrales convergent par le choix des paramètres, et il est facile de se convaincre que les deuxième
et troisième propriétés sont bien vérifiées.

Nous pouvons de plus imposer la première condition, en posant, pour v = aX + vs + vu ∈ T F ,
|v |2 = a2 + |vs |2 + |vu |2 : cette métrique n’est alors que Hölder continue, et varie bien continûment
avec le paramètre transverse. ä

Concrètement, la longueur d’une courbe lisse par morceaux obtenue en concaténant une courbe
tangente au feuilletage stable, au feuilletage instable, et au flot, est la somme des longueurs de ces
trois composantes. La distance dans les feuilles induite par cette nouvelle métrique est dans la classe
de Hölder de celle induite par la métrique feuilletée originale. Ainsi, pour prouver que les applications
d’holonomie stable sont Hölder, il suffit de le prouver pour la métrique adaptée.

Holonomies Hölder. Nous pouvons alors prouver que les feuilletages stables et instables sont Höl-
der (nos constantes sont bien sûr très loin d’être optimales : nous renvoyons à [PSW] pour une étude
plus poussée).

Nous n’allons prouver que la Hölder continuité du feuilletage stable. Celle du feuilletage instable
s’obtient par un argument symétrique. De plus, nous raisonnons uniquement dans le cas où les trans-
versales sont des variétés centre-instables, mais il suffit de traiter ce cas puisque les transversales au
feuilletage stable convergent vers les variétés centre-instables lorsqu’on les pousse par le flot (comme
dans le cas uniformément continu).

Proposition 5.5.3. Il existe des constantes C0 et θ0 telles que pour tous x, y ∈ M sur la même variété
centre-instable, appartenant au domaine d’une même transformation d’holonomie stable hs tels que
dists(x,hs(x)) < 1 et dist(y,hs(y)) < 1, on ait distcu(hs(x),hs(y)) ≤C0(distcu(x, y))θ0 .
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Preuve. Par la remarque précédente, il nous suffit de prouver ce fait pour la distance issue de la mé-
trique adaptée. Soit alors x, y comme dans l’énoncé : notons γ= distcu(x, y) (nous supposons γ< 1).
Par hypothèse, nous avons dists(x,hs(x)) < 1 et dists(y,hs(y)) < 1.

Si x et y sont sur la même trajectoire, alors puisque nous pouvons supposer ||X || = 1, et puisque
les transformations d’holonomie stable commutent avec le flot, on a dists(hs(x),hs(y)) = dists(x, y).

Supposons à présent que x et y soient sur la même variété instable. Notons x ′ = hs(x) et y ′ = hs(y).
Choisissons alors :

θ1 =
−χs,l

χu,r −χs,l
< 1.

Nous pouvons alors trouver un certain t > 0 tel que γe tχu,r = γθ1 , et e tχs,l = γθ1 : il s’agit de prendre
t = θ1 logγ/χs,l = (θ1−1)logγ/χu,r . Nous pouvons alors prouver, par le choix de la métrique adaptée :

dist(Φt (y ′),Φt (x ′)) ≤ dists(Φt (y ′),Φt (y))+dists(Φt (x ′),Φt (x))+distu(Φt (x),Φt (y)) ≤ 3γθ1 .

Puisque x ′
t et y ′

t sont sur la même variété centre-instable, nous trouvons alors que

dist(x ′, y ′) ≤ dist(Φt (x ′),Φt (y ′)) ≤ 3γθ1 = 3distcu(x, y)θ1 .

ä

5.3 – Absolue continuité.

Nous sommes à présent prets à prouver l’absolue continuité du feuilletage stable. Nous rappelons
que, dans notre définition de flot hyperbolique feuilleté, nous avons supposé qu’en restriction aux
feuilles, le flot est C 2, et que le champ de vecteurs varie de façon continue dans la topologie C 2. Ici
encore, nous n’allons traiter que le cas où les transversales sont des variétés centre-instables, le cas
général se déduisant comme dans [Man].

Theorème 5.5.4. Soit (M ,F ) une variété close feuilletée et Φt : M →M un flot hyperbolique feuilleté.
Alors les applications d’holonomie stable sont absolument continues avec un Jacobien uniformément
log-Hölder. Plus précisément, il existe des constantes C > 0 et θ < 1 tel que pour tous x, y ∈ M sur
la même variété centre-instable, appartenant au domaine d’une même transformation d’holonomie
stable hs tels que distcu(x, y) < 1 dists(x,hs(x)) < 1 et dists(y,hs(y)) < 1, on ait :

| logJachs(x)− logJachs(y)| ≤C dist(x, y)θ.

Idée de preuve. Nous suivons ici la preuve de Mañé, donnée au chapitre 3 de [Man]. Il y a essentielle-
ment deux étapes, reposant sur deux contrôles de distorsion différents.

La première étape est de prouver que la quantité suivante existe :

J s(x) = lim
t →∞

Jacs
Φt (x)

Jacs
Φt (hs(x))

.

Nous avons déjà vu le lemme de distorsion qui permet de prouver cela (voir le lemme 6.1.5). Nous
avons besoin du fait que le fibré stable varie de façon uniformément Hölder, ainsi que de la continuité
de la dérivée DΦ1 dans la topologie C 1. Nous noterons dans la suite x ′ = hs(x).

La seconde étape est plus difficile. Il s’agit de prendre une approximation lisse des transforma-
tions d’holonomie stable. Pour ce faire, nous remarquons que chacune des feuilles centre-instables
locales possède un fibré normal C 2 qui varie continûment avec la feuille dans la topologie C 2 : cela
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donne donc un feuilletage local C 2 transverse aux feuilles centre-instables locales. Quitte à renor-
maliser la métrique, nous pouvons supposer que l’holonomie de ce feuilletage donne une famille de
fonctions C 2 π0

x→x ′ : W cu
1 (x)→W cu(x ′), lorsque x, x ′ sont sur la même variété stable à distance au

plus 1. Nous pouvons alors trouver une constante C1 > 0 telles que :

distL(π0
x→x ′(x), x ′) ≤C1distL(x, x ′). (5.5.13)

||Dxπ
0
x→x ′ − I d || ≤C1distL(x, x ′). (5.5.14)

Puisque la métrique feuilletée varie continûment dans la topologie C 2, cette constante peut être ren-
due uniforme sur toute la variété (tant que x, x ′ restent à distance uniformément bornée). En conju-
guant par le flot, nous obtenons l’approximation désirée. En notant respectivement xt et x ′

t les images
Φt (x) et Φt (x ′) pour t > 0, nous définissons πt

x→x ′ = Φ−t ◦π0
xt →x ′

t
◦Φt . Par la première inégalité ci-

dessus (5.5.13), cette famille converge uniformément vers la transformation d’holonomie hs lorsque
t tend vers l’infini. Afin de prouver que cette application d’holonomie est absolument continue, il suf-
fit alors de prouver que J s

t = Jacπt
x→x ′ converge vers J s (voir le théorème 3.3 de [Man]). Par l’inégalité

(5.5.14), le Jacobien de π0
x−t → y−t

tend uniformément vers 1, et nous avons :

J s
t (x)

J s(x)
=

Jaccu
Φt (x ′)

Jaccu
Φt (πt

x→x ′(x))
Jacπ0

xt →x ′
t
(xt ).

Nous aurons donc besoin d’un nouveau contrôle de distorsion, que nous effectuons ci-dessous.
Par hypothèse, πt

x→x ′(x) = Φ−t (x ′′
t ) = x ′′, où nous posons x ′′

t = π0
xt →x ′

t
(xt ). Ainsi, x ′′

t et x ′
t sont

sur la même variété centre-instable. De plus, par la majoration (5.5.13), nous avons distL(x ′
t , x ′′

t ) ≤
C1dist(xt , x ′

t ) ≤ C1Cue tχs , et lorsque t est assez grand, nous pouvons contrôler distcu(x ′
t , x ′′

t ) par une
exponentielle C ′e tχs . Puisque x ′

t et x ′′
t appartiennent à la même variété centre-instable, nous avons

pour tout τ≤ t , distcu(Φ−s(x ′
t ),Φ−s(xt )′′) ≤ distcu(x ′

t , x ′′
t ) ≤C ′e tχs .

Nous pouvons alors faire le calcul, en utilisant le fait que le fibré centre-instable est uniformément
Hölder, et que la dérivée du flot est uniformément C 1 : il existe des constantes K ′ et θ′, telles que, pour
n entier assez grand,

∣∣∣∣log
Jaccu

Φn(x ′)

Jaccu
Φn(x ′′)

∣∣∣∣ ≤
n−1∑

j=0

∣∣logJaccu
Φ1(Φ j (x ′))− logJaccu

Φ1(Φ j (x ′′))
∣∣

≤ K ′
n−1∑

j=0
distcu(Φ j (x ′),Φ j (x ′′))θ

′

≤ K ′(C ′)θ
′
n exp(θ′χsn) −→

n→∞
0

Ceci nous permet donc de prouver la convergence uniforme de J s
t vers J s , et donc l’absolue conti-

nuité du feuilletage stable.
Reste à prouver que le Jacobien est uniformément Hölder. Ici encore, il suffit de le prouver pour

une métrique adaptée, comme lors de la preuve du lemme 5.5.3. Soit x, y deux points sur la même
variété centre-instable à distance γ< 1. Si x, y sont sur la même orbite, J s(y)/J s(x) ≤ Adistcu(x, y), où
A est une borne supérieure uniforme pour ||DΦt ||, t ∈ [−1,1].

Si x et y sont sur la même variété instable, nous pouvons écrire pour tout t ≥ 0, avec xt =Φt (x), yt =
Φt (y), x ′ = hs(x), y ′ = hs(y) :

J s(y)

J s(x)
=

J s(yt )

J s(xt )

Jacs
Φt (y)

Jacs
Φt (x)

Jacs
Φt (x ′)

Jacs
Φt (y ′)

.
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Considérons alors l’exposant que nous avions défini dans la preuve de la proposition 5.5.3 :

θ1 =
−χs,l

χu,r −χs,l
< 1.

Nous pouvons alors, comme dans la preuve précédente, considérer un temps t > 0 tel queγe tχu,r =
γθ1 , et e tχs,l = γθ1 : il s’agit de prendre t = θ1 logγ/χs,l = (θ1−1)logγ/χu,r . Nous avons alors distu(xt , yt ) ≤
γθ1 , et dists(xt , x ′

t ),dists(yt , y ′
t ) ≤ γθ1 .

Par le lemme de distorsion usuel, nous pouvons contrôler le logarithme du premier quotient
J s(yt )/J s(xt ) par une quantité de l’ordre de γθ2 pour un certain θ2 < θ1.

Par un lemme de distorsion analogue à celui que nous avons donné dans un second temps, il
existe une constante uniforme θ3 < θ1 telle que nous puissions contrôler le terme logJacs

Φt (y) −
logJacs

Φt (x) par une quantité de l’ordre de t logγθ3 , qui est de l’ordre de − log(γ)γθ3 , et donc contrôlé
en particulier par γθ3/2.

Le troisième facteur paut être contrôlé par une puissance < 1 de γ par le même raionnement
que ci-dessus, en utilisant la caractère uniformément Hölder des applications d’holonomie stable
(proposition 5.5.3).

Ainsi, nous trouvons des constantes de Hölder uniformes sur M pour le Jacobien des transforma-
tions d’holonomie stable. ä
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1. MESURES DE GIBBS ET MESURES F -HARMONIQUES POUR LES FIBRÉS FEUILLETÉS

1 | Mesures de Gibbs et mesures F -harmoniques pour les
fibrés feuilletés

Nous avons déjà vu deux exemples de mesures de Gibbs pour le flot géodésique feuilleté. Les
premières étaient les états de H-Gibbs, associées à un potentiel dont la définition fait intervenir le
noyau de Poisson. Les secondes étaient les états de u-Gibbs, associés à un potentiel donné par le
jacobien instable du flot.

Nous voulons généraliser cette notion de mesures de Gibbs, au moins dans le cas des fibrés
feuilletés : c’est-à-dire le cas où le feuilletage est transverse à une fibration au dessus d’une variété
close portant un flot d’Anosov C 2 topologiquement mélangeant.

Ensuite, dans le cas particulier où l’on regarde le flot géodésique feuilleté sur l’unitaire tangent
d’un feuilletage transverse à une fibration dont les feuilles sont paramétrées par une métrique à cour-
bure sectionnelle négative sur la base, nous allons associer à ces mesures de Gibbs certaines mesures
que nous appellerons F -harmoniques.

De même que les mesures de H-Gibbs, et de u-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté sont en
bijection respectivement avec les mesures harmoniques et φu-harmoniques, nous aimerions asso-
cier à tout potentiel Hölder F un noyau kF analogue au noyau de Poisson, qui nous permettrait, par
intégration contre une mesure à l’infini, de définir de nouvelles fonctions, appelées F -harmoniques.
Nous verrons certaines propriétés de ces fonctions dans la suite.

1.1 – Relevés de flots d’Anosov

Dans les deux paragraphes suivants, nous considérons un fibré feuilleté (Π, M ,B ,V ,F ), dont la
base B est une variété Riemannienne close, et V est une variété différentielle compacte. Nous sup-
posons que les feuilles de F sont paramétrées par la métrique Riemannienne de B , de sorte qu’en
restriction aux feuilles, la projection Π soit un revêtement Riemannien.

Supposons qu’il existe un flot d’Anosov ϕt de classe C 2 et topologiquement mélangeant sur B . Il
est alors possible de relever aux feuilles de F :

– le flot ϕt : pour ce faire, prenons des cartes trivialisant à la fois la fibration et le flot, puis remon-
tons le champ de vecteurs : nous notons Φt le flot hyperbolique feuilleté ainsi obtenu ;

– les fibrés E⋆, ⋆= s,u,cs, ou cu, via la différentielle DΠ ; nous notons E
⋆

les fibrés ainsi définis ;
– les feuilletages invariants W

⋆, ⋆= s,u,cs, ou cu ; nous notons W
⋆

les feuilletages ainsi définis :
nous obtenons quatre sous-feuilletages de F qui sont invariants par le flot Φt ;

– n’importe quel potentiel Hölder F : B →R : le potentiel relevé F = F ◦Π est continu, et reste
uniformément Hölder dans les feuilles ;

– toutes les familles de mesures (λ⋆

F,p )p∈B avec ⋆ = s,u,cs, ou cu : nous notons (λ̄)⋆F,x les fa-

milles obtenues ; elle vérifient la propriété suivante : si x ∈ M , p =Π(x) ∈ B , et D ⊂W
⋆

(x), on a
λ̄⋆

F,x (D) =λ⋆

F,p (Π(D)).
Nous pouvons de plus relever les cocycles définis par les formules (2.1.1 ) et (2.1.2) :

k̄ s
F (x, y) = exp

[ˆ ∞

0
(F ◦Φt (y)−F ◦Φt (x))d t

]
= k s

F (Π(x),Π(y)), (6.1.1)

pour x, y dans la même feuille stable W
s

;

k̄u
F (x, y) = exp

[ˆ ∞

0
(F ◦Φ−t (y)−F ◦Φ−t (x))d t

]
= k s

F (Π(x),Π(y)), (6.1.2)
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pour x, y dans la même feuille instable W
u

1.2 –Mesures de Gibbs et hyperbolicité feuilletée

Mesures de Gibbs. La famille de mesures (λ̄u
F,x )x∈B sur les variétés instables est quasi-invariante par

l’action du flot hyperbolique feuilleté, et les relations de cocycles sont données :

d [ΦT ∗ λ̄u
F,ϕ−T (x)]

d λ̄u
F,x

(y) = exp

[
ˆ T

0
(F ◦Φ−t (y)−P (F ))d t

]
, (6.1.3)

pour T ∈R, x ∈ M , et y ∈W
u

(x).

Définition 6.1.1. Soit (Π, M ,B ,V ,F ) un fibré feuilleté où B est une variété Riemannienne close possé-
dant un flot d’Anosov topologiquement mélangeant de classe C 2, et V , une variété différentiable com-
pacte. Supposons que les feuilles soient localement isométriques à la base. Soit F : B →R un potentiel
Hölder, et F : M →R son relevé. Une mesure de Gibbs pour le flot hyperbolique feuilleté Φt associée au
potentiel F est une mesure de probabilité µ telle que :

– µ est invariante par Φt ;
– µ a une désintégration absolument continue par rapport à (W

u
, λ̄u

F,x ).

Existence. L’existence de mesures de Gibbs pour Φt découle du théorème suivant.

Theorème 6.1.2. Soit (Π, M ,B ,V ,F ) un fibré feuilleté où B est une variété Riemannienne close pos-
sédant un flot d’Anosov feuilleté topologiquement mélangeant de classe C 2, et V , une variété différen-
tiable compacte. Supposons que les feuilles soient localement isométrique à la base. Alors :

1. pour tout petit disque D ⊂W
u
loc (x), tout point d’accumulation de :

1

T

ˆ T

0

Φt ∗ (λ̄u
F,x )|D

λ̄u
F,x (D)

d t

est une mesure de Gibbs pour Φt associée au potentiel F , dont les densités locales, notées ψ̄u
F,y sont

uniformément log-bornées et vérifient, pour z1, z2 ∈W u
loc (y) :

ψu
F,y (z2)

ψu
F,y (z1)

= exp

[ˆ ∞

0
(F ◦Φ−t (z2)−F ◦Φ−t (z1))d t

]
= k̄u

F (z1, z2); (6.1.4)

2. la propriété précédente reste vraie si l’on suppose juste que D est un Borélien de mesure positive
pour λ̄u

F,x ;

3. les composantes ergodiques d’une mesure de Gibbs associée au potentiel F sont encore des me-
sures de Gibbs pour le même potentiel, de plus les densités dans les plaques instables de cette
composante ergodique sont uniformément log-bornées et vérifient la relation (6.1.4) ;

4. les densités ψu
F,x (y) des mesures conditionnelles de toute mesure de Gibbs µ dans les plaques in-

stables W
u
loc (x) associée à F par rapport à λ̄u

F,x sont uniformément log-bornées et vérifient la
relation (6.1.4).

5. la projection sur B d’une mesure de Gibbs pour Φt associée à F est µF .
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Nous prouverons ce théorème dans le détail dans la section suivante. Le point est de montrer que
la section 11.2.2. de [BDV] peut être adaptée à ce contexte.

Nous déduisons la proposition des résultats du chapitre II : associée à toute mesure de Gibbs,
il y a une famille de mesures transverses au feuilletage instable vérifiant les propriétés de quasi-
invariances suivantes.

Proposition 6.1.3. Supposons les hypothèses du théorème 6.1.2, et soit µ une mesure de Gibbs pour Φt

associé au potentiel F . Soit A = (Ui ,φi ) un atlas feuilleté pour W
u

. Considérons un système complet
de transversales associé (Ti )i∈I . Alors, il existe une famille de mesures (νi )i∈I sur ces transversales telles
que :

1. νi est équivalente à la projection sur Ti de la restriction µ|Ui avec une dérivée de Radon-Nikodym
qui est log-bornée indépendamment de i ;

2. νi satisfait à la propriété d’absolue continuité suivante :

d [holu
Ti→T j

∗νi ]

dν j
(y) = k̄u

F (y,holu
T j→Ti

(y)),

pour y appartenant au domaine de holu
T j→Ti

.

Mesures induites sur les fibres. Nous pouvons aussi prouver la proposition suivante, qui a trait aux
mesures induites par une mesure de Gibbs sur les fibres.

Proposition 6.1.4. Supposons les hypothèses du théorème 6.1.2. Alors :

1. toute mesure de Gibbs pour Φt associée au potentiel F induit sur la fibre V une mesure laissée
quasi-invariante par l’action du groupe d’holonomie de F ;

2. deux mesures de Gibbs pour Φt associées au même potentiel induisent des mesures différentes sur
la fibre V .

Preuve. La preuve de cette proposition est une adaptation immédiate de celle de la proposition 4.3.8
dans le cadre des mesures de H-Gibbs pour le flot géodésique feuilleté. ä

1.3 – Preuve de l’existence des mesures de Gibbs

Contrôle de distorsion. Nous aurons besoin du lemme de distorsion suivant, très classique en théo-
rie ergodique, dont nous rappelons la preuve, courte et élémentaire. Nous supposons toutes les hy-
pothèses du théorème 6.1.2.

Lemme 6.1.5. Soit D un petit disque inclus dans une variété instable de Φt . Alors étant donné un réel
positif ∆, il existe une constante K0 > 1 telle que pour tout t ≥ 0, tout ouvert O⊂Φt (D) de diamètre
inférieur à ∆, et tout Borélien X ⊂O, nous ayons, pour x ∈O :

K −1
0

λ̄u
F,Φt (x)(X )

λ̄u
F,Φt (x)(O)

≤
Φt ∗ λ̄u

F,x (X )

Φt ∗ λ̄u
F,x (O)

≤ K0

λ̄u
F,Φt (x)(X )

λ̄u
F,Φt (x)(O)

.

Preuve. Nous ne prouvons que la majoration. La minoration suivra par le même argument. Dans un
premier temps, nous utilisons le fait que Φt laisse quasi-invariante la famille de mesures (λ̄u

F,x )x∈M et
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que la dérivée de Radon-Nikodym est donné par kF ,T (x) = exp
[
´ T

0 (F ◦Φ−t (x)−P (F ))d t
]

. Ainsi, si O

et X sont comme dans le lemme, nous avons :

ΦT ∗ λ̄u
F,x (X )

ΦT ∗ λ̄u
F,x (O)

=

´

X kF ,T d λ̄u
F,ΦT (x)

´

O kF ,T d λ̄u
F,ΦT (x)

≤
λ̄u

F,ΦT (x)(X )

λ̄u
F,ΦT (x)(O)

Sup
y1,y2∈O

kF ,T (y1)

kF ,T (y2)
.

Le logarithme du dernier quotient est exactement donné par l’intégrale
´ T

0 (F◦ϕ−t (y1)−F◦ϕ−T (y2))d s.

En utilisant la continuité de Hölder de la fonction F dans les variétés instables, nous voyons que
cette intégrale est, en valeur absolue, majorée par

C

ˆ T

0
distu(Φ−t (y1),Φ−t (y2))αd t

En utilisant le fait que le flot contracte uniformément le feuilletage instable par itération négative,
nous trouvons que cette intégrale est inférieure à :

C Cα
u ∆

α

ˆ ∞

0
e−αχu t d t =

C Cα
u ∆

α

αχu
<∞.

Nous pouvons ainsi conclure la preuve du lemme. ä

Composantes markoviennes et effets de bords. Nous allons donner la preuve de la première pro-
priété du théorème 6.1.2. Considérons donc un disque D ⊂W

u
loc (x) pour un certain x. Nous pouvons

supposer sans restriction que λ̄u
F,x (D) > 0, alors que λ̄u

F,x (∂D) = 0.
Soit Ui =

⋃
y∈Ti

Pi (y) une carte feuilletée pour le feuilletage instable dont toutes les plaques Pi (y)
sont des petits disques de diamètre uniformément majoré par un certain ∆ > 0, et supposons que
Φt (D) rencontre Ui pour un certain t ≥ 0. Nous dirons qu’une composante connexe de l’intersection
Φt (D)∩Ui est markovienne si elle croise entièrement la carte Ui , autrement dit, si c’est une plaque
Pi (y). Si D̂ t ,M ,i désigne l’union des composantes connexes markoviennes de Ui ∩Φt (D), et si D̂ t ,N M ,i ,
désigne celle des composantes non markoviennes, nous avons :

Φt (D)∩Ui = D̂ t ,M ,i ∪ D̂ t ,N M ,i .

Une composante connexe non markovienne de Φt (D)∩Ui est incluse dans le ∆-voisinage du bord
∂Φt (D), il en est donc de même de leur union D̂ t ,N M ,i . De sorte que la propriété de contraction du flot
entraîne que Φ−t (D̂ t ,N M ,i ) est inclus dans le Cue−tχu∆-voisinage de ∂D . Nous en déduisons le lemme
suivant.

Lemme 6.1.6. Soit µ un point d’accumulation de la famille de mesures (µT )T≥0 : il existe une suite (Tk )
telle que µTk →µ pour la convergence faible-∗. Soit Ui une carte feuilletée pour le feuilletage instable
satisfaisant aux conditions µ(Ui ) > 0 et µ(∂Ui ) = 0, de sorte que (µTk )|Ui →µ|Ui . Notons µk,M ,i , la res-
triction des mesures (µTk )|Ui à l’union des composantes markoviennes de Φt (D)∩Ui , et µk,N M ,i celle
aux composantes non markoviennes de Φt (D)∩Ui , pour t ≤ Tk . Alors :

µk,M ,i →µ|Ui et µk,N M ,i →0.

Preuve. Les Cue−tχu∆-voisinages du bord ∂D forment une suite décroissante d’ouverts, dont l’inter-
section est exactement ∂D , et qui est de mesure nulle pour λ̄u

F,x . Nous en déduisons que, sous les
hypothèses du lemme, la masse de µk,N M ,i tend vers zéro et, puisque (µTk )|Ui = µk,M ,i +µk,N M ,i , la
mesure µk,M ,i converge vers µ|Ui . ä
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Borner les densités locales. Nous supposons ici que µ est limite de mesures µTk . Que µ soit inva-
riante par le flot est un argument classique à la Krylov-Bogoliubov. Soit Ui une carte feuilletée pour le
feuilletage instable, dont les plaques sont des petits disques de diamètre uniformément majoré par
∆. Nous supposons, comme dans le lemme précédent, que µ(Ui ) > 0 et µUi (∂Ui ) = 0, de sorte que la
convergence précédente soit également valide en restriction à la carte.

Par le lemme précédent, nous pouvons nous restreindre à l’étude des restrictions aux compo-
santes Markoviennes. Pour prouver que la restriction de µ à Ui a des mesures conditionnelles dans
les plaques qui sont absolument continues par rapport à λ̄u

F,x , avec des densités uniformément log-
bornées, il nous faut borner les logarithmes des densités dans les plaques de Ui des mesures condi-
tionnelles de µk,M ,i .

Pour t > 0 rencontrant Ui , nous poserons mt ,M ,i , la restriction de la mesure Φt ∗ (λ̄u
F,x )|D /λ̄u

F,x (D)

à D̂ t ,M ,i , de sorte que l’on ait :

µk,M ,i =
1

Tk

ˆ Tk

0
mt ,M ,i d t .

Lemme 6.1.7. Les densités des mesures mt ,M ,i (lorsque cette mesure est non nulle) dans les plaques
instables sont équivalentes à λ̄u

F,x avec des densités uniformément log-bornées indépendamment de t .

Preuve. L’ensemble D̂ t ,M ,i est une union finie de plaques instables de Ui . Lorsque cette intersection
est non vide, la projection de mt ,M ,i sur la transversale Ti est donnée par une mesure de comptage
νt ,i associant à un point y ∈ Ti ∩D̂ t ,M ,i la masse Φt ∗(λ̄u

F,x )|D (Pi (y))/λ̄u
F,x (D). Ainsi, les mesures condi-

tionnelles dans une telle plaque Pi (y) sont-elles données par :

Φt ∗ (λ̄u
F,x )|D

Φt ∗ (λ̄u
F,x )|D (Pi (y))

.

Par le lemme de contrôle de distorsion 6.1.5, cette mesure a une densité par rapport à λ̄u
F,x , qui est

log-bornée indépendamment de t . Nous pouvons donc conclure la preuve du lemme. ä

Preuve de la première partie du théorème 6.1.2. Nous pouvons à présent conclure la preuve de la
première partie du théorème. Si µ est un point d’accumulation de µT , nous pouvons recouvrir M par
un nombre fini de cartes feuilletées Ui pour W

u
, dont toutes les plaques sont de petits disques de

diamètre uniformément majoré, telles que pour tout i , µi (∂Ui ) = 0. Par ce qui précède, pour tout i tel
que µ(Ui ) > 0, nous avons une famille de mesures finies (µk,M ,i ) sur Ui telle que :

– µk,M ,i converge vers µ|Ui quand k croît indéfiniment ;
– les mesures conditionnelles de µk,M ,i dans les plaques instables ont une densité uniformément

log-bornée par rapport à λ̄u
F,x .

Pour voir la seconde propriété, il n’y a qu’à remarquer que les mesures conditionnelles de µk,M ,i

dans les plaques instables sont données par les moyennes de Césaro de celles des mt ,M ,i , t ≤ Tk , qui
sont log-bornées par le lemme 6.1.7. Un argument standard de théorie de la mesure entraîne alors
que la mesure µ|Ui a une désintégration dans les plaques instables équivalente par rapport à λ̄u

F,x
avec des densités bornées.

Pour voir que les densités satisfont aux relations (6.1.4), il suffit d’utiliser l’invariance de µ, ainsi
que sa désintégration dans les cartes. ä

Preuve de la deuxième partie du théorème 6.1.2. Nous allons appliquer le théorème de densité de
Borel dans les variétés instables : nous renvoyons le lecteur au chapitre 2 de [Matt] pour l’énoncé et
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la preuve de ce théorème. Il implique en particulier que si D ⊂W
u
l oc (x) est un Borélien de mesure

positive pour λ̄u
F,x , alors pour tout δ > 0, il existe une collection de petits disques disjoints D1, ...,Ds

tel que :
– pour tout j , λ̄u

F,x (D j \ D) ≤ δλ̄u
F,x (D j ),

– λ̄u
F,x (D \

⋃
j D j ) ≤ δλ̄u

F,x (D).
Nous pouvons alors écrire, pour t > 0 :

Φt ∗ (λ̄u
F,x )|D

λ̄u
F,x (D)

=
s∑

j=1

λ̄u
F,x (D j )

λ̄u
F,x (D)

Φt ∗ (λ̄u
F,x )|D j

λ̄u
F,x (D j )

+
Φt ∗ (λ̄u

F,x )|D\
⋃

j D j

λ̄u
F,x (D)

−
1

λ̄u
F,x (D)

s∑

j=1
Φt ∗ (λ̄u

F,x )|D j \D .

Les masses totales des deux dernières mesures ne dépendent pas de t , et sont chacune inférieure
à δ. Ainsi, un point d’accumulation de la famille (µT )T≥0 ne diffère que d’une mesure de masse totale
inférieure à δ d’un point d’accumulation de la famille :

s∑

j=1

λ̄u
F,x (D j )

λ̄u
F,x (D)

1

T

ˆ T

0

Φt ∗ (λ̄u
F,x )|D j

λ̄u
F,x (D j )

d t .

Mais en appliquant la première partie du théorème, un tel point d’accumulation a une désin-
tégration absolument continue par rapport à (W

u
, λ̄u

F,x ) avec des densités uniformément bornées,
indépendamment de δ et du choix des D j , et qui vérifient les relations (6.1.4). En faisant tendre δ vers
zéro, nous pouvons conclure la preuve de la deuxième propriété du théorème. ä

Preuve de la troisième partie du théorème 6.1.2. Nous voulons à présent prouver que les com-
posantes ergodiques des mesures de Gibbs associées au potentiel F sont encore des mesures de
Gibbs associées au même potentiel. Soit R l’ensemble des points réguliers, c’est-à-dire l’ensemble
des points dont les moyennes de Birkhoff dans le passé et le futur convergent et coïncident pour
toute fonction continue. C’est un ensemble plein pour toute mesure invariante par Φt .

En particulier, si µ est une mesure de Gibbs associée à F , puisque la désintégration de µ est ab-
solument continue par rapport à (W

u
, λ̄u

F,x ), µ-presque tout point de M est inclus dans une plaque
instable Pi (x) dont l’intersection avec R forme un ensemble de mesure strictement positive pour
λ̄u

F,x .
D’autre part, les moyennes de Birkhoff dans le passé des éléments de R∩Pi (x) convergent toutes

vers la même mesure µx qui est une composante ergodique de µ. Une application élémentaire de la
convergence dominée implique donc que µx est limite de la famille de mesures

1

T

ˆ T

0

Φt ∗ (λ̄u
F,x )R∩Pi (x)

λ̄u
F,x (R∩Pi (x))

d t ,

et, par la deuxième partie du théorème, est une mesure de Gibbs associée à F , dont les densités sont
uniformément log-bornées et vérifient les relations (6.1.4). Nous pouvons donc conclure la preuve de
la troisième partie du théorème. ä

Preuve de la quatrième partie du théorème 6.1.2. Notons que toute mesure de Gibbs associée à
F s’écrit comme mesure combinaison convexe de mesures de Gibbs ergodiques qui en conséquence
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possèdent des densités uniformément log-bornées dans les variétés instables locales par rapport à
λ̄u

F,x , et qui vérifient les relations (6.1.4).
Les densités locales d’une mesure de Gibbs sont alors des combinaisons convexes de densités

vérifiant ces propriétés : elles les vérifient également. Nous pouvons donc conclure. ä

Preuve de la dernière partie du théorème 6.1.2. Nous pouvons conclure la preuve du théorème en
utilisant le théorème 2.1.9, qui dit que l’état de Gibbs µF est l’unique mesure invariante par ϕt qui a
une désintégration absolument continue par rapport à (W u ,λu

F,p ).

Puisque par définition, Π projette Φt sur ϕt , les feuilles de W
u

sur celles de W
u , et les mesures λ̄u

F,x
sur les λu

F,p , la projection d’une mesure de Gibbs sur B est invariante par ϕt et a une désintégration
absolument continue par rapport à (W u ,λu

F,p ) : c’est donc l’état de Gibbs µF .

1.4 –Mesures F -harmoniques

Jusqu’à la fin de la section, B désignera une variété Riemannienne close courbée négativement,
et V sera une variété différentiable compacte. Le revêtement universel Riemannien de B sera noté N .
Nous considèrerons un fibré feuilleté (Π, M ,B ,V ,F ), dont les feuilles sont localement isométriques à
la base. Ainsi, il existe un fibré feuilleté (DΠ,T 1

F ,T 1B ,V ,F̂ ). De plus, la restriction de DΠ aux T 1L
est une isométrie locale pour la métrique de Sasaki.

Comme nous l’avons expliqué précédemment, il est possible de relever le flot géodésique g t aux
feuilles de F̂ , et puisque Π est une isométrie locale, le flot que l’on obtient est le flot géodésique

feuilleté Gt , et les feuilletages invariants W
⋆

(⋆ = s,u,cs,cu), sont les sous-feuilletages horosphé-
riques.

Cocycles associés à un potentiel Hölder. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder : nous désignerons
par F̃ son relevé à N . Nous définissons un premier cocycle sur N ×N ×N (∞) par la formule suivante :

δF (z1, z2;ξ) = exp

[ˆ z2

ξ

F̃ −
ˆ z1

ξ

F̃

]
, (6.1.5)

et nous rappelons, par souci de commodité, que la différence des intégrales est comprise comme la
limite lorsque T tend vers l’infini de

´ z2

c(T ) F̃−
´ z1

c(T ) F̃ , où c est n’importe quel rayon géodésique pointant
vers ξ, et les intégrales sont prises sur le flot géodésique entre c(T ) et zi , i = 1,2.

Le noyau suivant, qui est obtenu en normalisant δF par le cocycle de Busemann, nous intéressera
tout particulièrement :

kF (z1, z2;ξ) = δF (z1, z2;ξ)e−P (F )βξ(z1,z2). (6.1.6)

Nous rappelons que P (F ) est la pression de F . Nous rappelons également que lorsque z1 et z2 sont
sur la même horosphère centrée en ξ, le cocycle de Busemann s’annule, et nous avons kF (z1, z2;ξ) =
δF (z1, z2;ξ). Les relations de cocycles suivantes sont alors évidemment vérifiées :

δF (z1, z2;ξ)δF (z2, z3;ξ) = δF (z1, z3;ξ), et kF (z1, z2;ξ)kF (z2, z3;ξ) = kF (z1, z3;ξ) (6.1.7)

lorsque zi ∈ N , i = 1,2,3 et ξ ∈ N (∞).
Par exemple, nous pouvons décrire les noyaux kF associés aux trois exemples de base.
– Le noyau associé à la fonction nulle est k0(z1, z2;ξ) = e−hβξ(z1,z2), où h désigne l’entropie topo-

logique du flot géodésique g t .
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– Le noyau associé au potentiel φu(v) =−d/d t |t=0 log Jacu g t (v) est :

ku(z1, z2;ξ) = lim
t →∞

JacuG−t−βξ(z1,z2)(vξ,z2 )

JacuG−t (vξ,z1 )
.

– Le noyau associé à H(v) = d/d t |t=0 logk(cv (0),cv (t );cv (−∞)) est le noyau de Poisson.
Notons que les deux derniers potentiels ont une pression nulle (voir [BR] pour le premier, et [L1] pour
le second).

Mesures F -harmoniques. Le noyau kF jouera dans la suite le rôle du noyau de Poisson. Nous nous
intéressons à la classe de fonctions suivante N , que nous appelons F-harmoniques et que nous défi-
nissons ci-dessous.

Définition 6.1.8. Soit B une variété Riemannienne close courbée négativement, et N son revêtement
universel Riemannien. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder, et fixons un point base o ∈ N . Une fonction
positive h : N →(0,∞) sera dite F -harmonique s’il existe une mesure de Borel finie ηo sur N (∞) telle que
pour tout z ∈ N ,

h(z) =
ˆ

N (∞)
kF (o, z;ξ)dηo(ξ).

La projection d’une fonction F -harmonique sur un quotient de N sera encore appelée F -harmonique.

Remarque 1. Cette définition ne dépend pas du choix du point base o, en effet, à cause de la relation
de cocycle (6.1.7) : cette définition marcherait avec n’importe quel point o′ ∈ N en posant ηo′(ξ) =
kF (o,o′;ξ)ηo(ξ).

Remarque 2. Le théorème de Ledrappier 2.1.10 nous dit qu’il existe, à une constante multiplicative
près, une unique famille de mesures finies sur N (∞), que l’on avait notée (νF

z )z∈N telle que :
– elle est équivariante : pour tout γ ∈π1(B), nous avons γ∗νF

z = νF
γz

– elle satisfait la relation de cocycle kF (z1, z2;ξ) = dνF
z2

/dνF
z1

(ξ) pour tous z1, z2 ∈ N .
Ainsi, avons nous pour tout z ∈ N , mass(νF

z ) =
´

N (∞) kF (o, z;ξ)dνF
o (ξ) : la fonction h̃0 : z 7→ mass(z)

est F -harmonique et elle passe au quotient. Par conséquent, la fonction quotient est F -harmonique
sur B , et est notée hF

0 . Nous prouverons plus tard que c’est l’unique fonction F -harmonique sur B :
c’est le théorème 6.1.20

Nous pouvons à présent définir la notion de mesure F -harmonique pour les fibrés feuilletés.

Définition 6.1.9. Soit (Π, M ,B ,V ,F ) un fibré feuilleté où B est une variété Riemannienne close et cour-
bée négativement, et V est une variété différentielle compacte. Supposons de plus que les feuilles de F

soient localement isométriques à la base B. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder. Une mesure de pro-
babilité m sur M est dite F -harmonique si elle a une désintégration dans les feuilles de F absolument
continue par rapport à Lebesgue, et si les densités dans les plaques de F sont F -harmoniques.

Prouver l’existence de telles mesures sera l’objet de la section suivante (voir le théorème 6.1.18).

Remarque 3. Ici encore, la notion de mesure F -harmonique généralise la notion de mesure trans-
verse invariante par holonomie. Lorsque l’on a une telle mesure dans une fibre, on peut toujours la
combiner dans les cartes locales avec la mesure sur B ayant une densité hF

0 par rapport à Lebesgue :
la mesure que l’on obtient alors est F -harmonique.
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1.5 – Correspondance bijective entre mesures de Gibbs et mesures F -
harmoniques

Nous supposons ici toutes les hypothèses du paragraphe précédent. Le but de cette partie est de
prouver le théorème suivant.

Theorème 6.1.10. Soit (Π, M ,B ,V ,F ) un fibré feuilleté où B est une variété Riemannienne close et
courbée négativement, et V est une variété compacte. Supposons que les feuilles de F soient localement
isométriques à B. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder, et F : T 1

F →R un relevé. Alors il existe une
correspondance bijective entre mesures de Gibbs associé au potentiel F et les mesures F -harmoniques.

Désintégration dans les plaques centre-instables. Rappelons que nous avons défini une famille
(λ̄cu

H ,v )v∈T 1F de mesures dans les feuilles de W
cu

par intégration des mesures λ̄u
H ,Gt (v) contre l’élément

d t du flot.

Lemme 6.1.11. Soit µ une mesure de Gibbs pour Gt associé au potentiel F . Alors µ a une désintégration
absolument continue par rapport à (W

cu
, λ̄cu

F,v ). De plus, les densités locales, que l’on note ψcu
F,v sont

uniformément log-bornées dans les plaques et vérifient :

ψcu
F,v (w2)

ψcu
F,v (w1)

= kF (w1, w2;ξ), (6.1.8)

où w1, w2 ∈W
cu
loc (v), ξ ∈ N (∞) est la limite commune des itérations dans le passé d’éléments de W

cu
loc (v).

Bien entendu, la notation est quelque peu abusive : nous devons évaluer kF sur les relevés des
points bases de w1 et w2 appartenant à un même domaine fondamental.
Preuve. La mesure µ est invariante par le flot et a une désintégration absolument continue par rap-
port à (W

u
, λ̄u

F,x ), donc la première partie du lemme est vraie.
Nous trouvons des bornes uniformes pour les logarithmes des densités locales en utilisant celles

données par le théorème 6.1.2, ainsi que les bornes sur le diamètre des plaques centre-instables.
Que les densités vérifient les relations de cocycles (6.1.8) n’est pas très dur à vérifier à partir du

théorème 6.1.2, et par l’invariance par le flot. En effet, si w1, w2 appartiennent à la même variété
instable locale, on a βξ(w1, w2) = 0, et (6.1.8) est exactement la relation (6.1.4). Si w2 =GT (w1), nous
avons βξ(w1, w2) =−T et la relation (6.1.8) vient de l’invariance par le flot (on utilise ici que (λ̄cu

F,v )v∈M

satisfait les mêmes relations (6.1.3) que (λ̄u
F,v )v∈M ). ä

Reparamétrage des mesures de Gibbs. Comme nous l’avons déjà fait lors de notre étude des me-
sures de H-Gibbs, nous allons définir les mesures ∞-F-harmoniques pour W

cu
et prouver qu’elles

peuvent être obtenues par reparamétrage des mesures de Gibbs dans les variétés centre-instables.
Souvenons-nous que l’identification T 1N ≃ N×N (∞) trivialise le feuilletage instable. Fixons un point
base o ∈ N . À une variété centre-instable N × {ξ0}, nous associons la mesure ξ0-F -harmonique :

mF
ξ0
= kF (o, z;ξ0)LebN×{ξ0}.

Définition 6.1.12. Soit B une variété Riemannienne close et courbée négativement, et soit N son re-
vêtement universel Riemannien. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder, et o ∈ N un point base fixé.
Une mesure de Borel m̃+

F sur N est dite ∞-F -harmonique pour W̃
cu sa désintégration dans les variétés

centre-instables, identifiées avec les N × {ξ}, dont les mesures conditionnelles sont données par les mF
ξ

.
Les passages au quotient de mesures ∞-F -harmoniques sur les quotients de N seront encore appe-

lées mesures ∞-F -harmoniques.
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Définition 6.1.13. Soit (Π, M ,B ,V ,F ) un fibré feuilleté où B est une variété Riemannienne close et
courbée négativement, et V est une variété différentiable compacte. Supposons que les feuilles de F sont
localement isométriques à la base B. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder. Une mesure de probabilité
m+

F sur T 1
F est dite ∞-F -harmonique pour W

cu
si les mesures conditionnelles dans les plaques de F̂

sont ∞-F -harmoniques pour W
cu

.

Proposition 6.1.14. Soit (Π, M ,B ,V ,F ) un fibré feuilleté où B est une variété Riemannienne close et
courbée négativement, et V est une variété différentiable compacte. Supposons que les feuilles de F sont
localement isométriques à la base B. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder, et F : T 1

F →R son relevé.
Alors pour toute mesureµpour Gt associée au potentiel F , il y a une unique mesure∞-F -harmonique

pour W
cu

m+
F qui induit sur la fibre V la même mesure que µ.

Réciproquement, pour toute mesure ∞-F -harmonique pour W
cu

, m+
F , il existe une unique mesure

de Gibbs µ pour Gt associée au potentiel F qui induit sur la fibre V la même mesure que m+
F .

Preuve. La preuve de cette proposition suit les mêmes lignes que celle de la proposition 4.3.8. Il faut
voir alors que, par le lemme 6.1.11, les densités locales satisfont les relations (6.1.8). Ainsi, toute me-
sure de Gibbs peut être désintégrée dans les plaques centre-instables de telles sortes que les densités
locales soient données par kF (o, v ;ξ)λ̄cu

F,v . ä
La proposition suivante et une conséquence immédiate :

Proposition 6.1.15. Sous les hypothèses de la proposition 6.1.14, nous avons :

1. toute mesure∞-F -harmonique pour W
cu

induit sur la fibre V une mesure laissée quasi-invariante
par l’action du groupe d’holonomie de F ;

2. deux mesures ∞-F -harmoniques pour W
cu

différentes induisent des mesures differentes sur la
fibre V .

Preuve. C’est une conséquence immédiate des propositions 6.1.4 et 6.1.14 ä

Relevés canoniques des mesures F -harmoniques. La preuve du lemme suivant suit exactement les
lignes de celle du lemme 4.3.3.

Lemme 6.1.16. Soit B une variété Riemannienne close courbée négativement, et N son revêtement
universel Riemannien. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder. Alors la projection sur N de toute mesure
∞-F -harmonique sur T 1N est une mesure F -harmonique : elle a une densité F -harmonique par rap-
port à Lebesgue.

Ainsi, nous avons la conséquence suivante :

Lemme 6.1.17. Soit (Π, M ,B ,V ,F ) un fibré feuilleté où B est une variété Riemannienne close et courbée
négativement, et V est une variété différentiable compacte. Supposons que les feuilles de F soient loca-
lement isométriques à la base B. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder. Alors la projection sur M le long
des sphères tangentes à F d’une mesure ∞-F -harmonique pour W

cu
est une mesure F -harmonique

pour F .

Puisque nous savons, par le théorème 6.1.2, que les mesures de Gibbs pour Gt existent pour tout
potentiel Hölder F : T 1B →R, et puisque nous savons, par la proposition 6.1.14, que ces mesures
sont en correspondance bijective avec les mesures ∞-F -harmoniques, nous déduisons du lemme
précédent le théorème d’existence suivant :
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Theorème 6.1.18. Soit (Π, M ,B ,V ,F ) un fibré feuilleté où B est une variété Riemannienne close et
courbée négativement, et V est une variété différentiable compacte. Supposons que les feuilles de F

soient localement isométriques à la base B. Alors, les mesures F -harmoniques pour F existent pour
tout potentiel Hölder F : T 1B →R.

À présent, donnons quelques notations analogues à celles données au chapitre IV. Nous note-
rons :

– pr : T 1
F →M la projection canonique le long des sphères tangentes ;

– H ar F (F ) l’ensemble des mesures F -harmoniques pour F ;
– H ar F

∞(W
cu

) l’ensemble des mesures ∞-F -harmoniques pour W
cu

.

Proposition 6.1.19. Soit (Π, M ,B ,V ,F ) un fibré feuilleté où B est une variété Riemannienne close et
courbée négativement, et V est une variété différentiable compacte. Supposons que les feuilles de F

soient localement isométriques à la base B. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder. Alors, la fonction
pr∗ : H ar F

∞(W
cu

)→H ar F (F ) associant à toute mesure F -∞-harmonique m+ sa projection sur M,
pr ∗m+, est une bijection.

Lorsque m+
F ∈H ar∞, et mF = pr ∗m+

F , nous appellerons m+
F le relevé canonique de mF à T 1

F .

Preuve. La preuve est complètement identique à celle de la proposition 4.3.5. Nous devons utiliser le
lemme de Ghys 1.3.3 pour prouver que les densités locales d’une mesure F -harmonique peuvent être
étendues, et que les extensions sont encore des fonctions F -harmoniques. À présent, nous pouvons
dérouler les mesures exactement comme dans la proposition 4.3.5 : cela prouve que l’application pr∗
est surjective.

Puisque, de plus, nous savons par la proposition 6.1.15 que deux mesures ∞-F -harmoniques dif-
férentes induisent des mesures différentes sur la fibre, cela entraîne que l’application pr∗ est injective.
Nous pouvons donc conclure ä

Fin de la preuve du théorème 6.1.10. Par la proposition 6.1.14, il existe, pour toute mesure ∞-F -
harmonique pour W

cu
, une unique mesure de Gibbs pour Gt associée au potentiel F qui induit la

même mesure sur la fibre.
Par la proposition 6.1.19, la projection canonique pr : T 1

F →M induit une bijection entre les
mesures ∞-F -harmoniques pour W

cu
, et les mesures F -harmoniques pour F .

Nous pouvons alors conclure la preuve du théorème : il y a une correspondance bijective entre les
mesures F -harmoniques et les mesures de Gibbs pour Gt associées au potentiel F . ä.

Fonctions F -harmoniques sur une variété compacte. Nous savons que les seules fonctions har-
moniques sur une variété compacte sont les fonctions constantes : nous avons donné un argument
au chapitre III.

Nous rappelons que nous avons défini sur toute variété close et courbée négativement l’existence
d’une fonction F -harmonique, et ce pour tout potentiel Hölder : nous les avons définies en prenant
les masses des mesures de Ledrappier (νF

z )z∈N (voir le théorème 2.1.10) ). Nous avions noté cette
fonction hF

0 . De manière analogue au cas des fonctions harmoniques, nous pouvons prouver :

Theorème 6.1.20. Soit B une variété close et courbée négativement. Soit F : T 1B →R un potentiel Höl-
der. Alors toute fonction F -harmonique function sur B est un multiple positif de h0.

Preuve. Le théorème 6.1.10 est même vrai lorsque V est singleton : cela revient à dire qu’il y a une
bijection entre les mesures F -harmoniques sur B et les états de Gibbs pour le flot géodésique g t as-
sociés à F . Mais un tel état de Gibbs est unique (voir le théorème 2.1.7).
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Ainsi, la densité de l’unique mesure F -harmonique sur B est déterminée, à multiplication près
par une constante positive. En d’autre termes, il y a une unique fonction F -harmonique, à constante
mltiplicative près : c’est hF

0 . ä

2 | Théorème de Fatou pour les fonctions F -harmoniques

2.1 – Énoncé du théorème

Le but ici sera de montrer un analogue du théorème de Fatou pour les fonctions F -harmoniques :
nous étudions la convergence non tangentielle de ces fonctions à l’infini, montrant ainsi que la classe
de fonctions introduite précédemment n’est pas si artificielle qu’il n’y paraît de prime abord. La
preuve est une adaptation de celle du théorème de Fatou pour les fonctions harmoniques positives
en courbure négative pincée donnée par Anderson et Schoen dans [AS], et utilise certains des outils
développés récemment pour l’étude des états d’équilibre en courbure négative (en particulier l’utili-
sation systématique du lemme de l’ombre) : voir par exemple [L3, Mo, R, PPS].

Indiquons que le théorème ci-dessous n’est pas impliqué par l’analogue du théorème de Fatou
démontré par Roblin dans [R] (pour les densités conformes), et généralisé dans [PPS] aux potentiels
quelconques. Ces théorèmes ont pour objet des masses de densités à l’infini, qui jouent le rôle de
fonctions harmoniques, et sont invariantes par un même groupe d’isométries qui n’est pas, a priori,
supposé cocompact.

A contrario, les fonctions que nous considérons ne sont supposées invariantes par aucun groupe
d’isométrie de l’espace ambiant, mais l’espace de définition est supposé revêtir une variété compacte
de courbure négative.

Soit donc B une variété Riemannienne close courbée négativement et de dimension d ≥ 2 : nous
notons N son revêtement universel Riemannien. Choisissons un potentiel Hölder F : T 1B →R, que
l’on relève en une fonction F̃ : T 1N →R.

Souvenons-nous que Ledrappier a construit une famille de mesures finies (νF
z )z∈N sur la sphère à

l’infini N (∞) vérifiant les propriétés suivantes :
– les νF

z vérifient la formule d’équivariance γ∗νF
z = νF

γz pour tous z ∈ N et γ ∈π1(B) ;

– les νF
z sont tous dans la même classe de mesure et satisfont la relation de cocycle suivante :

dνF
z2

dνF
z1

(ξ) = kF (z1, z2;ξ),

pour tous z1, z2 ∈ N et ξ ∈ N (∞).
Par le théorème 2.1.10, ces deux propriétés déterminent la famille de mesures à une constante

multiplicative près. Nous pouvons en conséquence fixer un point o ∈ N , et demander que mass(νF
o ) =

1. Nous avons vu précédemment que la fonction suivante est F -harmonique et passe au quotient par
l’action de π1(B) :

h̃0(z) = mass(νF
z ).

Nous pouvons à présent énoncer le résultat principal de cette section :

Theorème 6.2.1 (à la Fatou). Soit B une variété Riemannienne close et courbée négativement, et N son
revêtement universel Riemannien. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder qui se relève en F̃ : T 1N →R.
Soit enfin h : N →R la fonction F -harmonique définie par la formule suivante :

h(z) =
ˆ

N (∞)
kF (o, z;ξ)dη(ξ),
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où η est une mesure finie sur N (∞), qui admet la décomposition de Lebesgue suivante par rapport à
νF

o : η= f νF
o +ηs , où f est une fonction νF

o -intégrable, et ηs est une mesure singulière par rapport à νF
o .

Alors :

1. pour νF
o -presque tout ξ ∈ N (∞), on a :

h(z)

h̃o(z)
→ f (ξ),

lorsque z converge non-tangentiellement vers ξ ;

2. pour ηs-presque tout ξ ∈ N (∞), on a :
h(z)→∞

lorsque z converge non-tangentiellement vers ξ.

2.2 – Unicité des fonctions F -harmoniques sur une variété compacte.

Une conséquence du théorème à la Fatou 6.2.1 est une preuve du fait que sur une variété Rieman-
nienne close B courbée négativement, il n’existe qu’une seule fonction F -harmonique à multiplica-
tion par une constante positive près, et ce pour tout potentiel Hölder F : T 1B →R. Plus précisément,
nous avons défini plus haut une fonction h̃0 sur le revêtement universel N qui est F -harmonique,
normalisée par h̃0(o) = 1, et qui est invariante par l’action de π1(B) : nous appelons h0 la fonction
induite par passage au quotient sur B .

Bien-sûr, nous avons donné une preuve nettement plus simple de ce fait qui est basée sur l’unicité
des états de Gibbs, et la bijection entre mesures F -harmoniques et mesures de Gibbs associés au
potentiel F , mais puisque c’est cette question d’unicité qui avait motivé l’énoncé et la preuve de notre
théorème à la Fatou, nous avons pensé qu’il serait intéressant de reproduire le cheminement initial.

Theorème 6.2.2. Soit B une variété Riemannienne close courbée négativement, et F : T 1B →R un
potentiel Hölder. Alors, à multiplication près par une constante positive, h0 est l’unique fonction F -
harmonique sur B.

Preuve. Il est équivalent d’avoir une fonction F -harmonique sur B ou une fonction F -harmonique sur
N qui soit invariante par l’action de π1(B). Ainsi, nous allons prouver qu’à constante multiplicative
près, h̃0 est l’unique fonction F -harmonique sur N qui soit invariante par l’action de π1(B).

Soit donc h une telle fonction. Il existe une mesure finie η sur N (∞) telle que h s’écrive sous la
forme intégrale suivante :

h(z) =
ˆ

N (∞)
kF (o, z;ξ)dη(ξ),

pour tout z ∈ N . Écrivons la décomposition de Lebesgue de η par rapport à νF
o : η = f νF

o + ηs où
f ∈ L1(N (∞),νF

o ) et ηs est singulière par rapport à νF
o .

La première remarque est que la fonction h est continue et invariante par π1(B), qui est un sous
groupe cocompact d’isométries de N . En conséquence, h est bornée, et la deuxième partie du théo-
rème à la Fatou entraîne que la mesure η n’a pas de partie singulière par rapport à νF

o : nous pouvons
écrire η= f νF

o .
Une nouvelle utilisation de la compacité de B entraîne que toute géodésique est à distance bornée

d’une ligne brisée reliant des points de l’orbite de o sous π1(B). En conséquence, tout point ξ ∈ N (∞)
peut être obtenu comme limite non-tangentielle d’une suite (γi o)i∈N, γi ∈ π1(B). Soit ξ ∈ N (∞) et
(γi o)i∈N une telle orbite.
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Par invariance de h et h̃0 sous l’action de π1(B), il vient que pour tout i ∈ N, h(γi o) = h(o), et
h̃0(γi o) = h̃0(o) = 1 : en particulier, h(o) = limi →∞ h(γi o)/h̃0(γi o). Ainsi, la première partie de notre
théorème à la Fatou entraîne-t-elle que pour νF

o -presque tout ξ ∈ N (∞), h(o) = f (ξ).

Finalement, l’on trouve que η = h(o)νF
o . En se rappelant que kF (o, z;ξ) = dνF

z /dνF
o (ξ), il vient

immédiatement que pour tout z ∈ N , h(z) = h(o)mass(νF
z ) = h(o)h̃0(z), concluant ainsi la preuve du

théorème. ä

3 | Preuve du théorème à la Fatou

3.1 – Ombres

La preuve du théorème à la Fatou ressemble fort, comme dans le cas classique (voir [Ru]) à une
preuve du théorème de différentiation de Lebesgue. Ce dernier théorème dépend fortement de la
forme des ouverts qu’on fait tendre vers un point : dans Rn , ou dans une variété différentiable, il suffit
de considérer des boules, qui vérifient la propriété de recouvrement de Vitali (voir toujours [Ru]).
Notre sphère à l’infini ne possède a priori rien de plus qu’une structure Hölder naturelle. Les ombres,
définies ci-dessous, fournissent un bon candidat pour une généralisation du théorème de Lebesgue.
Elles ont été introduites par Sullivan dans [Su1] lors de son étude des densités conformes à pour les
actions à l’infini de groupes kleinéens. La majeure partie de ce qui suit sur la géométrie des ombres
vient du bel article de Roblin [R] (voir aussi le très complet [PPS]).

Définition des ombres. Lorsque z1, z2 ∈ N et R > 0, nous appelons ombre vue de z1 de la boule
B(z2,R) l’ensemble noté OR (z1, z2), et constitué des points ξ ∈ N (∞) qui sont les extrémités des rayons
géodésiques issus de z1 et passant par la boule ouverte B(z2,R).

Par définition de la topologie conique sur N ∪N (∞), ces ombres sont des ensembles ouverts de
N (∞). De plus, comme le montre le lemme suivant, ces ombres engendrent la topologie naturelle de
N (∞).

Lemme 6.3.1. Supposons que R > 0 et o ∈ N soient fixé. Soit ξ ∈ N (∞), et (zi )i∈N une suite convergeant
vers ξ dans la topologie conique. Alors la suite d’ombres OR (o, zi ) convergent vers {ξ}.

Preuve. Il s’agit de voir que lorsque zi converge non-tangentiellement, le cône des rayons géodé-
siques issus de o qui passent à distance R de zi a un angle solide tendant vers zéro. Cela prouvera
que la suite d’ombres est une suite d’ouverts relativement compacts dont le diamètre tend vers 0 : la
limite est un singleton. Puisque zi converge vers ξ dans la topologie conique, ce singleton ne pourra
qu’être {ξ}.

Pour voir que cet angle solide tend vers zéro, nous appliquons l’inégalité CAT(−a2) : pour tout
triangle ∆ il existe un unique triangle comparaison ∆ dans N−a2 ayant les côtés de même longueur et
dont les angles sont supérieurs ou égaux.

Considérons un rayon géodésique issu de o qui soit tangent à la frontière de B(zi ,R) en un point
yi , ainsi que le triangle rectangle, noté ∆i , dont les sommets sont o, yi , zi . Notons Li = dist(o, zi ),
et Mi = dist(o, yi ). Par l’inégalité triangulaire, on a Mi ≥ Li −R : cette quantité est appelée à devenir
grande à mesure que i croît. Nous cherchons à majorer l’angle θi = �yi ozi . Par la propriété des espaces
CAT(−a2) ci-dessus, nous pouvons prendre un triangle ∆i de N−a2 ayant des côtés de longueurs res-
pectivement Li , Mi et R, et dont l’angle opposé au côté de longueur R, que l’on note θ̄i , est supérieur
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ou égal à θi . Une simple application de la loi des cosinus donne alors :

1 ≥ cosθi ≥ cos θ̄i = tanh(aLi ) tanh(aMi )−
cosh(aR)

sinh(aLi )sinh(aMi )
−→

i →∞
1.

Ainsi, l’angle θi = �yi ozi tend-il vers 0, et ce pour tout yi au bord de notre cône. L’angle solide du cône
tend donc vers zéro, ainsi que le diamètre de l’ombre correspondante. Cela nous permet de conclure
la preuve du lemme. ä

Nous pouvons aussi généraliser la notion d’ombre en définissant, pour R > 0, z ∈ N , et ξ0 ∈ N (∞),
l’ensemble noté OR (ξ0, z), et constitué des points ξ ∈ N (∞) tels que la géodésique (ξ0,ξ) rencontre
la boule B(z,R) Le lemme suivant est un simple argument de convexité, mais nous sera utile par la
suite.

Lemme 6.3.2. Soit R > 0, z ∈ N , et ξ0 ∈ N (∞). Considérons le cône CR (ξ0, z) défini comme l’union des
géodésiques issues de ξ0 qui rencontrent B(o,R). Alors :

1. la boule fermée AdhB(o,R) sépare AdhCR (ξ0, z) en deux composantes connexes, l’une d’elles
contenant ξ0 (Adh représente l’adhérence) ;

2. pour tout z0 à l’intérieur de la composante connexe de AdhCR (ξ0, z)\AdhB(z,R) qui contient ξ0,
on a OR (ξ0, z)⊂OR (z0, z).

Preuve. D’une part, le cône CR (ξ0, z) est connexe par arcs car il est union de géodésiques qui inter-
sectent toutes la même boule B(o,R), qui elle est connexe par arcs.

Toute géodésique issue de ξ0 et incluse dans AdhCR (ξ0,r ) rencontre la boule fermée AdhB(z,R)
en un segment géodésique (si elle vit à l’intérieur), ou en un point (si elle vit à la frontière). Dans les
deux cas, le boule disconnecte la géodésique en deux composantes connexes : la composante “avant
la boule”, et la composante “après la boule”. En considérants les unions des composantes “avant la
boule” (resp. “après la boule”), nous obtenons un ensemble noté H1 (resp. H2).

La sphère S(o,2R) rencontre le cône en deux sections transverses au cônes σ1 et σ2 disjointes de
B(o,R) incluses la première dans H1, la seconde dans H2. Ces sections sont, comme le cône lui-même,
connexes par arcs. Puisque toute géodésique incluse dans AdhCR (ξ0, z) rencontre successivement les
deux sections, qui sont connexes par arcs, nous en déduisons facilement que les deux composantes
H1 et H2 sont connexes par arcs.

Le seconde partie de la preuve est un argument de convexité. Le cône fermé AdhCR (ξ0, z) est un
ensemble géodésiquement convexe : il contient tout segment géodésique reliant deux de ses points.
Ainsi, si z0 ∈CR (ξ0, z) est dans la composante connexe “avant la boule”, et ξ ∈OR (ξ0, z), le rayon géo-
désique [z0,ξ) est inclus dans le cône. Puisque z0 et ξ sont dans différentes composantes connexes de
AdhCR (ξ0, z)\AdhB(z0,R), c’est que le rayon géodésique [z0,ξ) rencontre la boule B(o,R). Autrement
dit, ξ ∈OR (z0, z) : CQFD. ä

Théorème à la Vitali. Nous trouvons dans l’article de Roblin [R] un théorème de recouvrement à la
Vitali qui s’énonce comme suit. Nous n’en détaillons pas la preuve, qui reprend les arguments clas-
siques du théorème de Vitali usuel (voir [Matt]).

Theorème 6.3.3. Soit o ∈ N , r > 0 et Z ⊂N un ensemble discret. Alors il existe une partie Z∗⊂Z telle
que les ombres Or (o, z), pour z ∈ Z∗ soient deux à deux disjointes, et :

⋃
z∈Z

Or (o, z)⊂
⋃

z∈Z∗
O5r (o, z).
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Densité de Lebesgue. Le théorème de recouvrement de Vitali est l’ingrédient principal pour prou-
ver le théorème de densité de Lebesgue sur N (∞). Le théorème suivant est l’énoncé dans notre cadre
d’un théorème emprunté à Rudin (voir les théorèmes 7.14 et 7.15 de [Ru]). Il se prouve en suivant pas
à pas son raisonnement, et en utilisant le théorème à la Vitali 6.3.3, ainsi que le caractère “quintu-
plant” de la mesure (cf lemme 6.3.7), que nous prouverons dans le paragaphe suivant.

Theorème 6.3.4. Supposons qu’à chaque ξ ∈ N (∞) soit associée une suite d’ombres Oi (ξ) = Or (o, zi ),
où zi est une suite convergeant non-tangentiellement vers ξ, et r est un réel positif indépendant de ξ.
Soit η une mesure de Borel sur N (∞). Soit η= f νF

o +ηs la décomposition de Lebesgue de η par rapport
à νF

o : f est une fonction νF
o -intégrable sur N (∞), et ηs est singulière par rapport à νF

o .
Alors, pour η0-presque tout ξ ∈ N (∞), on a :

lim
i →∞

η(Oi (ξ))

νF
o (Oi (ξ))

= f (ξ).

En particulier, lorsque η et νF
o sont singulières, on a pour νF

o -presque tout ξ ∈ N (∞) :

lim
i →∞

η(Oi (ξ))

νF
o (Oi (ξ))

= 0.

Par contraste, lorsque η et νF
o sont singulières, on a pour η-presque tout ξ ∈ N (∞) :

lim
i →∞

η(Oi (ξ))

νF
o (Oi (ξ))

=∞.

3.2 – Lemme de l’ombre.

L’utilité du résultat suivant n’est plus à prouver. D’abord établi par Sullivan pour des densités
conformes dans le cas des variétés hyperboliques [Su1], il a connu plusieurs généralisations par la
suite : nous renvoyons aux références [L1, Mo, R, PPS]. Nous reproduisons la preuve dans le cas
cocompact, qui sera suffisant pour notre propos. Avant toute chose, nous tenons à rappeler, pour
la commodité du lecteur, la définition des noyaux kF . Si F : T 1B →R est un potentiel Hölder et si
F̃ : T 1Ñ →R est son relevé, nous avons défini pour tous o, z ∈ N et ξ ∈ N (∞) :

kF (o, z;ξ) = exp

(ˆ z

ξ

F̃ −
ˆ o

ξ

F̃

)
exp(−P (F )βξ(o, z)),

où l’on rappelle que P (F ) représente la pression de F le cocycle de Busemann βξ a été défini selon la
convention suivante : pour n’importe quel chemin géodésique c avec c(∞) = ξ :

βξ(o, z) = lim
T →∞

dist(z,c(T ))−dist(o,c(T )).

Theorème 6.3.5 (Lemme de l’ombre). Soit N le revêtement universel d’une variété Riemannienne close
courbée négativement B. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder. Nous fixons un point o ∈ N . Alors il existe
deux constantes positives C et R telles que pour tous z ∈ N et ξ ∈OR (o, z), l’on ait :

C−1

νF
o (OR (o, z))

≤ kF (o, z;ξ) ≤
C

νF
o (OR (o, z))

.

Nous allons utiliser le théorème sous la forme énoncée, mais il est plus facile de prouver l’enca-
drement suivant :

C−1kF (z,o;ξ) ≤ νF
o (OR (o, z)) ≤C kF (z,o;ξ).
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Preuve de la majoration. La majoration est la plus facile à obtenir. Elle se prouve en remarquant
que pour tous R > 0 et z ∈ N :

νF
o (OR (o, z)) ≤

ˆ

OR (o,z)
kF (z,o;ξ)dνF

z (ξ).

Il s’agit à présent d’utiliser un lemme géométrique emprunté à [PPS] (voir la proposition 3.5 dans
cette référence), rappelé sans preuve :

Lemme 6.3.6. Pour tout potentiel Hölder F : T 1B →R, tout R > 0, il existe des constantes de Hölder
uniformes, ne dépendant donc pas de y, z ∈ N , pour toutes les fonctions :

ξ ∈OR (y, z) 7→ logkF (y, z;ξ).

En particulier, il existe une constante positive universelle C0 (dépendant de R mais pas de z) telle
que si ξ ∈OR (o, z), on a pour tout autre ξ′ ∈OR (o, z) :

kF (z,o;ξ′) ≤C0kF (z,o;ξ).

En particulier, on trouve :

C−1
0 kF (z,o;ξ)νF

z (OR (o, z)) ≤ νF
o (OR (o, z)) ≤C0kF (z,o;ξ)νF

z (OR (o, z)). (6.3.9)

Puisque pour tout z ∈ N , νF
z (OR (o, z)) ≤ C1, où C1 est une borne supérieure de mass(νF

z ) = h̃0(z).
Ainsi, la majoration dans (6.3.9), nous permet e conclure la première partie de la preuve. Remarquons
tout de même qu’à ce moment de la preuve, tout ce raisonnement marcherait pour n’importe quel R,
avec une constante qui bien sûr en dépend. Ce n’est plus le cas de la minoration. ä

Preuve de la minoration. Le même argument qui nous a servi à majorer νF
o (OR (o, z)) nous montre

que prouver que la minoration recherchée équivaut à trouver deux réels C ′ et R tels que νF
z (OR (o, z)) ≥

C ′. En effet, ceci est dû à l’encadrement (6.3.9).
Nous raisonnons ici par l’absurde, en supposant qu’il y a une suite de réels (Ri )i∈N tendant vers

l’infini avec i ainsi qu’une suite (zi )i∈N d’éléments de N tels que :

lim
i →∞

νF
zi

(ORi (o, zi )) = 0.

La première remarque à faire est que dans ce cas, zi ne reste pas dans un compact. En effet, si tel était
le cas, nous aurions, puisque Ri tend vers l’infini, νF

zi
(ORi (o, zi )) = 1 à partir d’un certain rang i0, ce

qui est exclu.
Ainsi, zi sort de tout compact : nous pouvons, quitte à extraire, supposer que dist(o, zi )→∞ en

croissant strictement. Puisque le groupe π1(B) est cocompact, on peut ramener zi dans le domaine
fondamental (compact) auquel appartient o, que l’on appellera K , par une isométrie γi ∈ π1(B).
Dans ce cas, on a dist(γi o,K ) ≥ dist(γi o,γi zi ) = dist(o, zi )→∞. Puisque γi est une isométrie, on a
νF

zi
(ORi (o, zi )) = νF

γi zi
(ORi (γi o,γi zi )).

Nous pouvons supposer, quitte à extraire, que γi o converge dans la topologie conique vers un
point ξ∞ ∈ N (∞), et que γi zi converge vers un point z∞ ∈ K : dans ce cas, νF

γi zi
converge vers νF

z∞
dans la topologie faible-∗ (elle est équivalente à cette mesure et la densité, continue, tend vers 1
identiquement).

Puisque Ri →∞, il vient que la suite d’ombres ORi (γi o,γi zi ) converge vers N (∞)\{ξ}, de sorte que
l’on a νF

z ( c {ξ}) = 0 : mais la classe déterminée par νF
z n’a pas d’atomes (le groupe n’est pas élémen-

taire), c’est une contradiction. Nous pouvons donc conclure la preuve du théorème. ä
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Remarque. Comme indiqué lors de la première partie de la preuve, une telle majoration est vraie
pour tout R ′ > 0, il existe une constante C (R ′) > 0 telle que pour tout z ∈ N , on ait pour tout ξ ∈
OR ′(o, z) :

kF (o, z;ξ) ≤
C (R ′)

νF
o (OR ′(o, z))

.

On en déduit une propriété importante de la mesure νF
o : elle est doublante (on prouve plutôt qu’elle

est quintuplante...) :

Lemme 6.3.7. Il existe un réel positif C5 tel que pour tout z ∈ N , on ait :

νF
o (O5R (o, z)) ≤C5ν

F
o (OR (o, z)),

où R est le réel positif donné par le lemme de l’ombre.

Preuve. C’est une application immédiate du lemme de l’ombre (on utilise majoration et minoration).
Soit z ∈ N . On a OR (o, z)⊂O5R (o, z) donc, en vertu de la minoration donnée par le lemme de l’ombre,
par la remarque ci-dessus, pour tout ξ ∈OR (o, z), on a :

νF
o (O5R (o, z)) ≤C (5R)k(z,o;ξ) ≤C (5R)C (R)νF

o (OR (o, z)).

On conclut en posant C5 =C (R)C (5R). ä

3.3 – Réduction à l’étude de la fonction maximale

Dans toute la suite, nous fixons un point o ∈ N , ainsi que les réels C ,R > 0 donnés par le lemme
de l’ombre 6.3.5. La preuve suit la preuve usuelle du théorème de différentiation des mesures de
Borel. On va d’abord prouver le théorème lorsque h(z) =

´

N (∞) kF (o, z;ξ)dη(ξ), avec η = f νF
o , où

f : N (∞)→R est continue et positive ou nulle, en approchant les fonctions L1 par des fonctions conti-
nues, et en utilisant les fonctions maximales à la Hardy-Littlewood (voir [AS] pour la stratégie initiale)
pour traiter le cas où f est intégrable sur N (∞). Le cas où η est singulière sera une application plus
ou moins directe du lemme de l’ombre (de la minoration pour être précis).

On rappelle que h̃0 est la fonction F -harmonique obtenue en considérant les masses des mesures
finies νF

z .

Cas d’une mesure à densité continue. Nous traitons ici le cas des mesures η= f νF
o , avec f continue

positive ou nulle.

Proposition 6.3.8. Soit f : N (∞)→R
+ une fonction continue, et h : z ∈ N 7→

´

N (∞) kF (o, z;ξ) f (ξ)dνF
o (ξ),

la fonction F -harmonique correspondante. Alors, pour tout ξ ∈ N (∞), on a :

lim
z→ξ

h(z)

h̃0(z)
= f (ξ),

où la convergence est non-tangentielle.

Preuve. Nous allons dans un premier temps montrer que la convergence a lieu lorsque z tend vers ξ0

tout en restant sur le rayon géodésique [o,ξ0), puis montrerons que l’on peut toujours se ramener à
ce cas.

En guise de remarque préliminaire, mentionnons que puisque kF (o, z;ξ) = dνF
z /dνF

o (ξ), nous
avons h(z) =

´

N (∞) f (ξ)dνF
z (ξ) pour tout z ∈ N .
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Supposons donc que (zi )i∈N est une suite convergeant vers ξ0 tout en restant sur le rayon géo-
désique [o,ξ0). Nous pouvons, quitte à extraire, supposer que la distance dist(o, zi ) tende vers l’infini
tout en croissant strictement. Alors, Oi (ξ0) =OR (o, zi ) est une suite strictement décroissante d’ouverts
relativement compacts qui converge vers {ξ0}.

Soit ε> 0. Alors il existe un i0 tel que pour tout i ≥ i0, l’on ait | f (ξ)− f (ξ0)| < ε pour tout ξ ∈Oi (ξ0).
Alors, pour tout z ∈ [o,ξ), nous pouvons écrire :

h(z)

h̃0(z)
− f (ξ0) =

ˆ

cOi0 (ξ0)
( f (ξ)− f (ξ0))

dνF
z (ξ)

mass(νF
z )

+
ˆ

Oi0 (ξ0)
( f (ξ)− f (ξ0))

dνF
z (ξ)

mass(νF
z )

.

Si l’on applique cette formule à un zi , avec i ≥ i0, alors on voit que la deuxième intégrale est
contrôlée par ε.

Quant au premier terme, nous pouvons le majorer par (νF
zi

(c
Oi0 (ξ0))/mass(νF

zi
))2Sup f . Il s’agit

donc, pour conclure, de montrer que limνF
zi

(c
Oi0 (ξ0)) = 0.

Puisque zi →ξ0 radialement, la suite d’ombres OR (ξ0, zi ) est une suite croissante d’ouverts qui
converge vers N (∞) \ {ξ}. En particulier, pour un certain i1 > i0, on a c

OR (o, zi0 )⊂OR (ξ0, zi1 ). Par le
lemme 6.3.2, nous avons pour tout i > i1, OR (ξ0, zi1 )⊂OR (zi , zi1 ). Ainsi, on trouve que pour tout i > i1,
on a νF

zi
(c

OR (o, zi0 )) ≤ νF
zi

(OR (zi , zi1 )).
A présent, nous pouvons envoyer, par une isométrie γi ∈ π1(B), zi sur le domaine fondamental,

compact, qui contient o, et que nous notons K . Lorsque i croît indéfiniment, γi zi1 est envoyé à l’in-
fini, et l’ombre OR (γi zi ,γi zi1 ) a un diamètre qui tend vers zéro. On a donc :

νF
zi

(c
OR (o, zi0 )) ≤ νF

zi
(OR (zi , zi1 )) = νF

γi zi
(OR (γi zi ,γi zi1 )) −→

i →∞
0.

En conséquence, il existe i2 > i1 > i0 tels que pour tout i > i2, νF
zi

(c
OR (o, zi0 )) ≤ ε.

Ainsi, lorsque i > i2, on a :
∣∣∣∣

h(zi )

h̃0(zi )
− f (ξ0)

∣∣∣∣≤ 2Sup f ε+ε= (2Sup f +1)ε.

Cela prouve bien que l’on a limh(z)/h(zi ) = f (ξ0).
Nous affirmons à présent que le cas général se traite ainsi. Supposons par exemple que (zi )i∈N

est une suite convergeant vers ξ0 dans la topologie conique, tout en restant à distance ≤ r du rayon
géodésique [o,ξ0). Il existe alors une suite (z ′

i )i∈N de points appartenant à [o,ξ), et telle que pour tout
i ∈N, on ait dist(zi , z ′

i ) ≤ r . Alors, B(zi ,R)⊂B(z ′
i ,R + r ) et on a OR (zi ,R)⊂OR+r (z ′

i ,R + r ). Il s’agit alors
de répéter ce qui précède avec des ombres de taille R + r , et non de taille R. La preuve est alors finie.
ä

Fonction maximale. Pour une mesure de Borel finie sur N (∞), η, nous définissons la fonction maxi-
male par rapport à νF

o par la formule suivante pour ξ ∈ N (∞) :

Mη(ξ) = Sup
z∈co,ξ

η(OR (o, z))

νF
o (OR (o, z))

.

Nous prouvons dans le lemme suivant ce fait utile que la fonction maximale est faiblement νF
o -

intégrable :

Lemme 6.3.9. Soit η une mesure de Borel finie sur N (∞), et C5 la constante fournie par le lemme de
quintuplement 6.3.7. Alors il existe une constante A > 0 telle que pour tout α> 0, on ait :

νF
o [Mη >α] ≤

A

α
mass(η).
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Preuve. La preuve de ce fait utilise le caractère “quintuplant” de la mesure νF
o , ainsi que le théorème

à la Vitali (voir les lemme 6.3.7 et théorème 6.3.3).
Pour α > 0, nous introduisons l’ensemble Borélien Eα = {ξ ∈ N (α); Mη(ξ) > α}. Ainsi, pour tout

ξ ∈ Eα, il existe zξ ∈ [o,ξ) tel que :

η(OR (o, zξ)) >ανF
o (OR (o, zξ)).

En particulier, puisque zξ ∈ [o,ξ), le Borélien Eα est recouvert par les ombres OR (o, zξ). Nous pou-
vons extraire du recouvrement par les ombres OR (o, zξ) un recouvrement (OR (o, z))z∈Z indexé par un
ensemble discret Z . Par le théorème à la Vitali, il existe un sous-ensemble Z∗⊂Z telles que les ombres
(OR (o, z))z∈Z∗ soient deux à deux disjointes, et telles que Eα⊂

⋃
z∈Z OR (o, z)⊂

⋃
z∈Z∗ O5R (o, z).

En utilisant la propriété de quintuplement, et le fait que les ombres OR (o, z), z ∈ Z∗ sont deux à
deux distinctes, nous avons alors la chaîne d’inégalités suivantes :

mass(η) ≥
∑

z∈Z∗
η(OR (o, z))

≥ α
∑

z∈Z∗
νF

o (OR (o, z))

≥
α

C5

∑

z∈Z∗
νF

o (O5R (o, z))

≥
α

C5
νF

o

( ⋃
z∈Z∗

O5R (o, z)

)

≥
α

C5
νF

o (Eα).

On peut à présent conclure la preuve en multipliant cette inégalité par C5/α. ä

Proposition principale. La proposition suivante est l’ingrédient technique principal pour prouver
le théorème 6.2.1. Nous définissons V

r (o,ξ) comme le r -voisinage du rayon géodésique [o,ξ).

Proposition 6.3.10. Soit η une mesure de Borel finie sur N (∞), et h la fonction F -harmonique corres-
pondante.

1. Alors pour tout r > 0 , il existe une constante Cr > 0, telle que pour tout ξ ∈ N (∞), et pour tout
z ∈ V

r (o,ξ), on ait :

h(z) ≤Cr Mη(ξ).

2. Si C > 1 est la constante donnée dans le lemme de l’ombre, on a pour tout z ∈ N :

h(z) ≥C−1 η(OR (o, z))

νF
o (OR (o, z))

.

Avant de prouver cette proposition, voyons comment elle nous permet de prouver notre théorème
à la Fatou.

Preuve de la première partie du théorème à la Fatou. Soit η une mesure de Borel finie sur N (∞) et
h, la fonction F -harmonique correspondante : pour tout z ∈ N , h(z) =

´

N (∞) kF (o, z;ξ)dη(ξ). Écrivons
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la décomposition de Lebesgue η= f νF
o +ηs , où f ∈ L1(N (∞),νF

o ), et où ηs est singulière par rapport à
νF

o . Nous pouvons ainsi séparer l’intégrale deux morceaux et écrire h = h1 +h2 où, pour tout z ∈ N :

h1(z) =
ˆ

N (∞)
kF (o, z;ξ) f (ξ)dνF

o (ξ), et h2(z) =
ˆ

N (∞)
kF (o, z;ξ)dηs(ξ).

Pour prouver le lemme suivant, nous recopions la preuve du théorème 7.7 de [Ru].

Lemme 6.3.11. Pour νF
o -presque tout ξ ∈ N (∞), le quotient h1(z)/h̃0(z) converge vers f (ξ) lorsque z

tend vers ξ non-tangentiellement.

Preuve. Comme dans la preuve du théorème de densité de Lebesgue (cf [Ru]), nous allons utiliser des
approximations de f par des applications continues. Pour alléger, nous noterons ||.|| pour la norme
usuelle de L1(N (∞),νF

o ). Fixons r > 0, et considérons la fonction définie par :

T r
f (ξ0) = lim

z→ξ0

ˆ

N (∞)
| f (ξ)− f (ξ0)|kF (o, z;ξ)dνF

o (ξ),

où z converge vers ξ0 tout en restant dans V
r (o,ξ0). Notre but est de prouver que pour ν-presque tout

ξ0, T r
f (ξ0) = 0.

Soit n ≥ 1 un entier. On peut trouver une fonction continue positive ou nulle fn : N (∞)→R
+ telle

que || f − fn || < 1/n. Puisque fn est continue, on a par le théorème 6.3.8 T r
fn
= 0. Ainsi, si φn = f − fn :

T r
f (ξ0) ≤ T r

φn
(ξ0).

En utilisant que z ∈ V
r (o,ξ), en appliquant la première partie de la proposition 6.3.10 à la mesure

|φn |νF
o , et en remarquant que h̃0 est bornée sur N , on obtient la majoration suivante, valide quel que

soit ξ0 ∈ N (∞) :
ˆ

N (∞)
|φn(ξ)−φn(ξ0)|kF (o, z;ξ)dνF

o (ξ) ≤
ˆ

N (∞)
|φn(ξ)|kF (o, z;ξ)dν(ξ)

+
ˆ

N (∞)
|φn(ξ0)|kF (o, z;ξ)dν(ξ)

≤ Cr M|φn |νF
o

(ξ0)+|φn(ξ0)|Sup
z∈N

h̃0(z).

Ainsi, il existe une constante C ′
r telle que l’on ait pour tout ξ0 ∈ N (∞) :

T r
f (ξ0) ≤C ′

r

[
M|φn |νF

o
(ξ0)+|φn(ξ0)|

]
.

En particulier, étant donné ε> 0 :
{

T r
f > 2C ′

r ε
}
⊂

{
M|φn |νF

o
> ε

}
∪ {|φn | > ε}.

Une application de l’inégalité de Markov nous donne :

νF
o [φn > ε] ≤

||φn ||
ε

≤
1

εn
.

Une application du lemme 6.3.9 nous donne :

νF
o

[
M|φn |νF

o
> ε

]
≤

A

ε
||φn || ≤

A

εn
.
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Nous pouvons choisir n arbitrairement grand. Nous trouvons donc, en faisant tendre n vers l’in-
fini, que {T r

f > 2C ′
r ε} est nul pour νF

o , et ce pour tout ε. Cela prouve bien que pour un ensemble

de mesure pleine de ξ0, T r
f (ξ0) = 0. En choisissant r arbitraire, cela prouve que l’on a un ensemble

plein pour νF
o constitué de ξ0 ∈ N (∞) pour lesquels limz→ξ0 h(z) = f (ξ0), la convergence étant non-

tangentielle. ä

Lemme 6.3.12. Supposons que η soit singulière par rapport à νF
o , et soit h la fonction F -harmonique

correspondante. Alors pour νF
o -presque tout ξ0 ∈ N (∞), on a limz→ξ0 h(z) = 0, quand z converge vers

ξ0 non-tangentiellement.

Preuve. Nous utilisons le théorème de différentiation des mesures (théorème 6.3.4). Puisque η est
singulière par rapport à νF

o , on a pour νF
o -presque tout ξ0,

lim
z→ξ0

η(OR (o, z))

νF
o (OR (o, z))

= 0,

la convergence z→ξ0 étant non-tangentielle.
Fixons-nous ξ0, et choisissons r > 0, ainsi que ε> 0 et (zi )i∈N qui converge vers ξ0 tout en restant

dans V
r (o,ξ0). Nous demandons, sans restriction, que la suite des dist(o, zi ) soit strictement crois-

sante. Nous déduisons de ce qui précède l’existence d’un indice i0 tel que pour tout z ∈ V
r (o,ξ0) plus

loin de o que zi0 , on ait η(OR (o, z))/νF
o (OR (o, z)) ≤ ε.

Nous pouvons alors décomposer la mesure η= η1+η2 où η1 = η|cOR (o,zi0 ) et η2 = η|OR (o,zi0 ), de sorte
que pour tout z ∈ N , h(z) = h1(z)+h2(z), où

h j (z) =
ˆ

N (∞)
kF (o, z;ξ)dη j (ξ), j = 1,2.

Nous pouvons appliquer ici la première partie de la proposition 6.3.10 : on a pour tout z ∈ V
r (o,ξ0)

plus loin de o que zi0 :
h2(z) ≤Cr Mη2 (ξ0) ≤Cr ε,

la dernière inégalité étant vraie parce que par le choix de i0, on a pour tout z ∈ V
r (o,ξ0) plus loin de o

que zi0 , η(OR (o, z))/νF
o (OR (o, z)) ≤ ε.

Reste à majorer la première intégrale. Comme dans la preuve de la proposition 6.3.8, nous pou-
vons trouver i1 > i0 tel que pour tout i ≥ i1, on ait kF (o, zi ;ξ0) ≤ ε : en particulier, pour tout i > i1,
h1(zi ) ≤ εmass(η).

Nous trouvons donc, pour tout i ≥ i1, h(zi ) ≤ ε(1+Cr ). C’est bien que limi →∞ h(zi ) = 0 et ce pour
toute suite (zi )i∈N, et tout r > 0. Cela conclut la preuve du lemme. ä

Preuve de la seconde partie du théorème à la Fatou. Nous supposons donnée une mesure de Borel
finie η, qu’on suppose singulière par rapport à νF

o . Le théorème de différentiation des mesures 6.3.4
nous dit qu’alors pour η-presque tout ξ, on a :

lim
z→ξ

η(OR (o, z))

νF
o (OR (o, z))

=∞

la convergence z→ξ étant non-tangentielle.
D’autre part, la seconde partie de la proposition 6.3.10 assure l’existence d’une constante C telle

que pour tout z, h(z) ≥ C−1η(OR (o, z))/νF
o (OR (o, z)). Cela implique donc la seconde partie du théo-

rème à la Fatou : pour η-presque tout ξ,

lim
z→ξ

h(z) =∞,
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la convergence z→ξ étant non-tangentielle.
Finalement, le théorème à la Fatou est prouvé si l’on sait que la proposition est vraie. Le reste du

travail sera donc de prouver cette proposition. ä

3.4 – Preuve de la proposition principale

Preuve de la seconde partie de la proposition. Le seconde partie de la proposition 6.3.10 est la plus
facile à prouver : c’est une simple application du lemme de l’ombre. Il s’agit de prouver que pour
toute mesure de Borel finie η sur N (∞), si h est la fonction F -harmonique correspondante, on a pour
tout z ∈ N ,

h(z) ≥C−1 η(OR (o, z))

νF
o (OR (o, z))

.

Soit donc η une mesure de Borel finie sur N (∞), et h la fonction F -harmonique correspondante.
Étant donné z ∈ N , on a h(z) ≥

´

OR (o,z) kF (o, z;ξ)dη(ξ).
Nous pouvons utiliser la minoration donnée par le lemme de l’ombre : nous avons une constante

C indépendante de z telle que pour tout ξ ∈OR (o, z), l’on ait kF (o, z;ξ) ≥C−1/νF
o (OR (o, z)).

Nous concluons la preuve en injectant cette minoration dans l’intégrale. ä

Idée pour la preuve de la première partie. La première étape est de se ramener au cas où r = 0,
c’est-à-dire lorsque les convergences à l’infini sont mieux que non-tangentielles : elles sont radiales.

Nous montrerons ensuite que pour toute mesure de Borel finieη, si h est la fonction F -harmonique
correspondante, nous avons, pour tout ξ ∈ N (∞), et tout z sur le rayon géodésique [o,ξ), pour une
certaine constante C0 > 0 :

h(z) ≤C0Mη(ξ).

Prenons-donc ξ ∈ N (∞), ainsi que z (suffisamment loin) sur le rayon géodédique [o,ξ). Nous al-
lons subdiviser le segment géodésique [o, z] en points z0, ..., zk(z), tels que o, zk(z), ..., z1, z0 = z soient
alignés dans cet ordre et que l’on ait dist(zi , zi−1) = R/2. Cette subdivision a été choisie de sorte que
l’on ait pour tout i ≥ 1,

OR/2(o, zi )⊂OR (o, zi−1)⊂OR (o, zi ).

Notons de plus qu’on a alors dist(o, zk(z)) ≤ R/2, de sorte que OR (o, zk(z)) = N (∞). Cette condition
a des conséquences géométriques qu’on analysera plus tard. Si l’on note Oi = OR (o, zi ), on pourra
découper l’intégrale de la façon suivante :

h(z) =
k(z)∑

i=1

ˆ

Oi \Oi−1

kF (o, z;ξ)dη(ξ)+
ˆ

O0

kF (o, z;ξ)dη(ξ).

Nous traiterons la dernière intégrale grâce au lemme de l’ombre : il vient immédiatement, puisque
pour tout ξ ∈OR (o, z), kF (o, z;ξ) ≤C /νF

o (O0). En injectant cette majoration dans l’intégrale, nous trou-
vons que la dernière intégrale est inférieure à Cη(O0)/νF

o (O0), qui est lui-même inférieur à C Mη(ξ) .
Quant à la somme, nous la traiterons de la façon suivante. Il y a la relation de cocycle :

kF (o, z;ξ) = kF (o, zi ;ξ)kF (zi , z;ξ).

Nous pouvons appliquer ici encore le lemme de l’ombre pour dire que pour tout ξ ∈Oi , kF (o, zi ;ξ) ≤
C /νF

o (Oi ). Nous pouvons aussi effectuer la majoration brutale suivante : pour tout ξ ∈Oi \Oi−1,

kF (zi , z;ξ) ≤ Sup
ξ∈Oi \Oi−1

kF (zi , z;ξ) :
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notons ki cette borne supérieure. En injectant tout cela dans l’intégrale, nous trouverons alors :

k(z)∑

i=1

ˆ

Oi \Oi−1

kF (o, z;ξ)dη(ξ) ≤C
k(z)∑

i=1
ki

η(Oi )

νF (Oi )
≤C Mη(ξ)

k(z)∑

i=1
ki .

A présent, le cœur de la preuve consiste à évaluer la somme
∑

ki . Pour ce faire, nous devrons faire
appel à deux lemmes géométriques, utilisant le fait crucial que lorsque ξ ∈Oi \Oi−1, on a en particulier
ξ ∈OR (o, zi )\OR/2(o, zi ), ainsi que le théorème ergodique de Birkhoff, pour conclure qu ki est dominé
par le terme général d’une série géométrique. Ceci concluera donc la preuve.

Nous allons procéder de la façon suivante. Dans un premier temps, nous nous ramènerons au cas
de la convergence radiale. Puis nous donnerons nos deux lemmes géométriques, qui sont de simples
conséquences de théorèmes de comparaison. Ensuite, nous prouverons le théorème dans le cas où
F = 0 : la dernière étape (recours au théorème de Birkhoff) sera alors inutile, et l’application des
lemmes géométriques n’en sera que plus transparente.

Se ramener au cas de la convergence radiale. Nous utiliserons le lemme suivant pour nous rame-
ner au cas r = 0

Lemme 6.3.13. Soit r > 0. Il existe un réel Lr > 0 tel que pour tout couple (z, z ′) ∈ N ×N distants d’au
plus r , on ait, pour tout ξ ∈ N (∞) :

L−1
r ≤ kF (z ′, z;ξ) ≤ Lr .

Preuve. Considérons un réel r > 0, ainsi que deux points z, z ′ ∈ N distants d’au plus r . Soit ξ ∈ N (∞).
Il suffit de prouver la majoration, puisque l’on a kF (z, z ′;ξ) = (kF (z ′, z;ξ))−1.

Nous pouvons sans restriction supposer que βξ(z, z ′) positif, si bien qu’il existe z ′′ ∈ [z;ξ) appar-
tenant à l’horosphère centrée en ξ et passant par z ′. Nous pouvons alors écrire :

kF (z ′, z;ξ) = exp

[
ˆ z ′′

ξ

F̃ −
ˆ z ′

ξ

F̃

]
exp

[ˆ z

z ′′
(F̃ −P (F ))

]
.

Nous avons βξ(z ′, z) ≤ dist(z ′, z) ≤ r , ainsi par l’inégalité triangulaire, dist(z ′, z ′′) ≤ dist(z ′, z) +
dist(z, z ′′) ≤ 2r . En comparant la distance géodésique et horocyclique (voir le théorème de Heintze
et Im Hof 3.4.8), nous voyons qu’alors, distH (z, z ′′) ≤ 2/b sinh(2br ) (ici distH désigne la distance ho-
rosphérique).

En utilisant le caractère Hölder de F , ainsi que la contraction exponentielle de la distance horo-
sphérique le long des rayons géodésiques [z ′,ξ) et [z ′′,ξ), nous pouvons majorer le premier facteur
par un réel positif ne dépendant que de r et de F .

En utilisant le fait que F −P (F ) est borné et que dist(z ′′, z) ≤ r , il est possible de majorer le se-
cond facteur par un terme ne dépendant que de r et de F . Nous pouvons alors conclure la preuve du
lemme. ä

Nous déduisons de ce lemme que pour toute mesure de Borel finie η sur N (∞), si h est la fonction
correspondante, nous avons h(z)/h(z ′) ≤ Lr dès que z etz ′ sont distants d’au plus r . Ainsi, s’il est
vrai que pour tout ξ ∈ N (∞), et z ∈ [o,ξ), on ait h(z) ≤ C0Mη(ξ), alors pour tout z ′ ∈ V

r (o,ξ), il existe
z ∈ [o,ξ) tel que dist(z, z ′) ≤ r , et h(z ′) ≤ Lr h(z) ≤ Lr C0Mη(ξ).

Ainsi, pour conclure la preuve de la proposition, il nous suffit de la prouver dans le cas de la
convergence radiale.
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Deux lemmes géométriques. Les lemmes suivants sont d’immédiates conséquences du théorème
de comparaison de Topogonov (voir [CE]), et des inégalités CAT(−a2) (voir [BH]) qui permettent de
comparer triangles de N avec ceux de N−b2 , et de N−a2 . Ils sont néanmoins des ingrédients importants
de la preuve.

Lemme 6.3.14. Il existe un réel positif θ0 tel que pour tout z ∈ N , et tout ξ ∈ c
OR/2(o, z), on ait :

�ξoξ0 ≥ θ0,

où ξ0 est l’extrémité du rayon géodésique issu de o et passant par z.

Preuve. Nous allons nous restreindre étape par étape à un cadre plus facile. Soit ξ1 l’autre extré-
mité de la géodésique passant par o et z, de sorte que ξ1,o, z,ξ0 soient alignés dans cet ordre sur
la géodésique (ξ1,ξ0). Nous avions prouvé par un argument de convexité (voir le lemme 6.3.2) que
OR/2(ξ1, z)⊂OR/2(o, z) : ainsi, il suffit de minorer l’angle extérieur en z du triangle géodésique dont les
sommets sont ξ1, z, et ξ, où ξ ∈ c

OR/2(ξ1, z).
Il est immédiat qu’il suffit de minorer cet angle lorsque la géodésique (ξ1,ξ) est tangente à la

sphère S(o,R/2), c’est-à-dire lorsque la hauteur du triangle est R/2. Considérons un tel triangle et
appelons θ l’angle extérieur en z.

Le théorème de Topogonov entraîne que si l’on considère le triangle, noté ∆R/2, (unique à isomé-
trie près en courbure constante) de N−b2 avec deux points à l’infini, un point, noté z, dans N−b2 , et
une hauteur de R/2, alors l’angle extérieur à ce triangle en z est ≤ θ.

Enfin, en appliquant le théorème de Gauss-Bonnet, nous trouvons que l’angle extérieur à ∆R/2 en
z de N−b2 est égal à b2Aire(∆R/2).

Ainsi, nous pouvons conclure : une borne inférieure universelle de l’angle extérieur recherché est
donnée par b2 que multiplie l’aire du triangle dans N−b2 ayant deux points à l’infini et une hauteur de
R/2. ä

Avant d’énoncer le prochain lemme, et afin d’en faciliter la lecture, nous rappelons notre conven-
tion pour le cocycle de Busemann. Étant donnés deux points z1, z2 ∈ N et un point ξ, nous posons :

βξ(z1, z2) = lim
T →∞

dist(z2,c(T ))−dist(z1,c(T )),

où c est n’importe quel rayon géodésique asymptotique à ξ.

Lemme 6.3.15. Il existe un réel K > 0 tel que quels que soient z1, z2 ∈ N tels que o, z1, z2 soient alignés
dans cet ordre, et quel que soit ξ ∈ c

OR/2(o, z1), on ait :

βξ(z1, z2) ≥ dist(z1, z2)−K .

Preuve. Ici, l’ingrédient principal est donné par une inégalité CAT(−a2), ainsi que par de la géométrie
élémentaire en courbure constante (la loi des cosinus).

Soit z1, z2 et ξ donnés comme dans l’énoncé. Le lemme 6.3.14 nous assure que, puisque ξ ∈
c
OR/2(o, z1), et puisque o, z1, z2 sont alignés dans cet ordre, si θ représente �ξz1z2, on a θ ≥ θ0.

Nous paramétrons le rayon géodésique [z1,ξ) de telle sorte que c(T ) représente le point de ce
rayon situé à distance T de z1. Pour simplifier la lecture du calcul, nous noterons D = dist(z1, z2),
ainsi que L(T ) = dist(z2,c(T )). Remarquons qu’alors, par définition, βξ(z1, z2) = limT →∞ L(T )−T .

Intéressons-nous donc au triangle dont les sommets sont z1, z2, et c(T ). Une inégalité CAT(−a2)
nous dit qu’il existe un triangle dans N−a2 , dont les sommets sont notés z1, z2 et c(T ) de telle sorte
que :
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– dist(z1,c(T )) = T ;
– dist(z1, z2) = D ;
– ác(T )z1z2 = θ ;
– L(T ) = dist(c(T ), z2) ≤ L(T ).
Il ne nous reste plus qu’à utiliser la loi des cosinus dans N−a2 , c’est-à-dire que l’on a :

cosh(aL(T )) = cosh(aD)cosh(aT )−cosθ sinh(aD)sinh(aT ).

En utilisant que θ0 ≤ θ, que L(T ) ≤ L(T ), en divisant par cosh(aT ), et en factorisant par cosh(aD), il
vient :

cosh(aL(T ))

cosh(aT )
≥ cosh(aD)(1−cosθ0 tanh(aD) tanh(aT ))

≥ exp(aD)
1−cosθ0

2
,

pour la dernière inégalité, nous utilisons les faits que tanh x ≤ 1, et cosh(x) ≥ ex /2 pour tout x > 0.
Lorsque T tend vers l’infini, cette inégalité devient exp(aβξ(z1, z2)) ≥ exp(a dist(z1, z2))(1−cosθ0)/2.
La quantité (1−cosθ0)/2 est < 1, donc en passant au logarithme, et en divisant par a, on obtient

exactement la conclusion du lemme avec −K = 1/a log[(1−cosθ0)/2]. ä

Cas du potentiel nul. Le noyau associé au potentiel nul est défini par :

k0(z1, z2;ξ) = exp(−hβξ(z1, z2)),

où z1, z2 ∈ N , ξ ∈ N (∞), et h est l’entropie topologique du flot géodésique g t sur T 1B .

Proposition 6.3.16. Soit η une mesure de Borel finie, et h la fonction 0-harmonique correspondante.
Alors il existe une constante C0 > 0, telle que pour tout ξ0 ∈ N (∞) et tout z ∈ [o,ξ), on ait :

h(z) ≤C0Mη(ξ).

Ici Mη(ξ) est la fonction maximale définie par rapport à la mesure de Patterson-Sullivan ν0
o , c’est-

à-dire la mesure à l’infini correspondant à la mesure d’entropie maximale.
Comme indiqué précédemment l’idée consiste, lorsque z ∈ [o,ξ), à subdiviser le segment [o, z].

Lemme 6.3.17. Soit ξ ∈ N (∞), et z ∈ [o,ξ). Considérons une subdivision o, zk(z), ..., z1, z0 = z de points
alignés dans cet ordre de [o, z], tels que pour tout i ≥ 1, l’on ait dist(zi , zi−1) = R/2. Alors pour tout i ≥ 1,
on a :

OR/2(o, zi )⊂OR (o, zi−1)⊂OR (o, zi ).

Preuve. La preuve de ce lemme est immédiate : puisque pour tout i ≥ 1, o, zi , zi−1 sont alignés dans
cet ordre, et puisqu’on a dist(zi , zi−1) = R/2, de sorte que B(zi ,R/2)⊂B(zi−1,R). ä

Nous désignerons dans la suite par Oi l’ombre OR (o, zi ).
Soit à présent η une mesure de Borel finie sur N (∞), et h la fonction 0-harmonique correspon-

dante, que l’on peut écrire :

h(z) =
ˆ

N (∞)
e−hβξ(o,z)dη(ξ).
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Comme nous l’avions indiqué lorsque nous avons donné l’idée de la preuve, nous allons décom-
poser h en une somme d’intégrales :

h(z) =
k(z)∑

i=1

ˆ

Oi \Oi−1

e−hβξ(o,z)dη(ξ)+
ˆ

O0

e−hβξ(o,z)dη(ξ). (6.3.10)

Nous noterons, par commodité, Ii l’intégrale du noyau sur Oi \Oi−1.

Lemme 6.3.18. Si C est la borne donnée par le lemme de l’ombre, la dernière intégrale de la décompo-
sition (6.3.10) est majorée par C Mη(ξ0), et ce pour tous ξ0 ∈ N (∞) et z ∈ [o,ξ0).

Preuve. Nous avions déjà donné l’argument précédemment : le lemme de l’ombre 6.3.5 appliqué
au potentiel 0 nous assure que pour tout z ∈ N et tout ξ ∈ OR (o, z), on a e−hβξ(o,z) ≤ C /ν0

o(OR (o, z)).
Nous obtenons la majoration en injectant cette inégalité dans l’intégrale et en remarquant que par
définition, η(OR (o, z))/ν0

o(OR (o, z)) ≤ Mη(ξ0), où ξ0 est l’extrémité du rayon géodésique issu de o et
passant par z. ä

Lemme 6.3.19. Soit ξ0 ∈ N (∞), et z ∈ [o,ξ0). Choisissons un indice i ∈ {1,2, ...,k(z)}. Appelons ki la
borne supérieure de e−hβξ(zi ,z) prise sur tous les ξ ∈ Oi \ Oi−1. Alors, si C est la constante donnée par le
lemme de l’ombre, on a :

Ii ≤C ki Mη(ξ0).

Preuve. Comme nous l’avions indiqué lorsque nous avons donné l’idée de preuve, nous commençons
par écrire la relation de cocycle e−hβξ(o,z) = e−hβξ(o,zi )e−hβξ(zi ,z).

Lorsque ξ ∈Oi \Oi−1, nous effectuons d’une part la majoration brutale e−hβξ(zi ,z) ≤ ki , puis d’autre
part, la majoration donnée par le lemme de l’ombre : e−hβξ(o,zi ) ≤C /ν0

o(Oi ).
En injectant ces majorations dans l’intégrale, et en remarquant que par définition, η(Oi )/ν0

o(Oi ) ≤
Mη(ξ0), nous arrivons à la majoration souhaitée. ä

Lemme 6.3.20. Soit ξ0 ∈ N (∞), et z ∈ [o,ξ0). Choisissons un indice i ∈ {1,2, ...,k(z)}. Alors nous avons :

ki ≤ eK he−hi R
2 ,

où K est la constante donnée par le lemme géométrique 6.3.15.

Preuve. Nous avons, par le lemme 6.3.17, Oi \Oi−1⊂OR (o, zi ) \OR/2(o, zi ). On en déduit par le lemme
géométrique 6.3.15, que pour tout Oi \Oi−1, on a βξ(zi , z) ≥ dist(zi , z)−K .

En multipliant par −h, puis en passant à l’exponentielle, nous trouvons le résultat souhaité : il
suffit de remarquer que par définition, dist(zi , z) = i R/2. ä

Fin de la preuve de la proposition 6.3.16. Soit ξ0 ∈ N (∞), et z ∈ [o,ξ0). Soit η une mesure de Borel
finie sur N (∞), et h la fonction 0-harmonique correspondante. Nous avons décomposé h en somme
d’intégrales : nous avons h(z) =

∑
i Ii +

´

OR (o,z) e−hβξ(o,z)dη(ξ).
Par le lemme 6.3.18, la dernière intégrale est majorée par C Mη(ξ0).
Par les lemmes 6.3.19 et 6.3.20, nous avons la majoration suivante pour tout i ∈ {1, ...,k(z)} :

Ii ≤ eK he−hi R/2Mη(ξ0).

Nous reconnaissons le terme général d’une série géométrique. Ainsi, nous pouvons conclure à l’exis-
tence d’une constante C0, qui ne dépend pas ni z ni de ξ0, telle que l’on ait :

h(z) ≤C0Mη(ξ0).

La preuve de la proposition est donc terminée. ä
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Le cas général. Nous traitons à présent le cas où F : T 1B →R est un potentiel Hölder quelconque.
Nous voulons prouver qu’il existe une constante positive C0, telle que pour toute mesure de Borel
finie η sur N (∞), et pour tout ξ0 ∈ N (∞), z ∈ [o,ξ0), nous ayons, si h est la fonction F -harmonique
correspondant à η :

h(z) ≤C0Mη(ξ0).

Dans ce cas aussi, il est possible, étant donné ξ0 ∈ N (∞), et z ∈ [o,ξ0), de subdiviser le segment
[o, z] avec o, zk(z), ..., z1, z0 = z, vérifiant les propriétés ayant été énoncées plus tôt, et de décomposer
une fonction F -harmonique h de la même manière :

h(z) =
k(z)∑

i=1

ˆ

Oi \Oi−1

kF (o, z;ξ)dη(ξ)+
ˆ

O0

kF (o, z;ξ)dη(ξ). (6.3.11)

Dans ce cas, les lemmes 6.3.17, 6.3.18, 6.3.19 s’énoncent et se démontrent de façon identique en
remplaçant le potentiel nul par F . La différence vient de ce que la preuve du lemme 6.3.20 ne suit pas
directement du lemme géométrique 6.3.15, mais nécessite de la théorie ergodique. Avant d’énoncer
les lemmes nécessaires, nous rappelons pour la commodité du lecteur, la définition du noyau kF :

kF (z1, z2;ξ) = exp

[ˆ z2

ξ

F̃ −
ˆ z2

ξ

F̃

]
exp(−P (F )βξ(z1, z2)).

Notre but ici est de montrer que si i ∈ {1, ...,k(z)}, et si ki désigne la borne supérieure de kF (zi , z;ξ)
pour ξ ∈ Oi \ Oi−1, alors ki est contrôlé par le terme général d’une série géométrique. Nous pouvons
énoncer notre premier lemme (c’est le lemme principal) :

Lemme 6.3.21. Il existe une constante C1 indépendante de z pour laquelle on a :

kF (zi , z;ξ) ≤C1 exp

[ˆ z

zi

(F̃ −P (F ))

]
,

pour tout i ∈ {1, ...,k(z)}, et ξ ∈Oi \Oi−1.

Preuve. Soit z ∈ N , i ∈ {1, ...,k(z)}, et ξ ∈Oi \Oi−1. Rappelons que le principal intérêt de prendre un tel
ξ est, par le premier lemme géométrique 6.3.14, que �ξzi z est minoré par un angle θ0 qui est universel
(nous en avons donné une interprétation dans la preuve du lemme en question).

Comme dans la preuve du lemme 6.3.20, nous déduisons du lemme géométrique 6.3.15 que pour
tout ξ ∈ Oi \ Oi−1, nous avons βξ(zi , z) ≥ dist(zi , z)−K . Ainsi, nous pouvons supposer βξ(z1, z2) > 0,
car sinon, on a dist(zi , z) ≤ K : le cocycle de Busemann est négatif sur une partie bornée seulement
de [zi ,ξ).

Nous supposons donc dans la suite que βξ(zi , z) > 0. Soit z ′ le point appartenant à l’intersec-
tion de la géodésique issue de ξ et passant par z, avec l’horosphère Hξ(zi ). Puisque par hypothèse
βξ(z, zi ) > 0, les points z, z ′ et ξ sont alignés dans cet ordre.

Nous affirmons que la distance entre z ′ et zi est uniformément bornée. Cela résulte en effet de
l’inégalité triangulaire et du fait que dist(z, z ′) = βξ(zi , z) ≥ dist(zi , z)−K , de sorte que dist(zi , z ′) ≥
dist(zi , z)−dist(z, z ′) ≤ K .

La distance horosphérique entre z ′ est zi est également uniformément bornée par K ′ = 2
b sinh(bK )

(voir le théorème de Heintze et Im-Hof 3.4.8).
À présent, nous pouvons écrire le noyau sous la forme suivante :

kF (zi , z;ξ) ≤ exp

[
ˆ z ′

ξ

F̃ −
ˆ zi

ξ

F̃

]
exp

[ˆ z

z ′
(F̃ −P (F ))

]
.
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Le facteur de gauche se majore exactement comme lors de la preuve du lemme 6.3.13.

Reste à traiter le second facteur. Ainsi qu’on l’a remarqué précédemment, le segment géodésique
[zi , z] K -piste [z ′, z], et K est une constante uniforme. Donc, puisque la fonction F̃ est Hölder sur T 1B ,
nous en déduisons que le rapport entre exp[

´ z
z ′(F̃ −P (F ))] et exp[

´ z
zi

(F̃ −P (F ))] est borné.

La preuve du lemme est alors terminée. ä
Nous rappelons que l’état de Gibbs du flot géodésique g t associé à F a une entropie positive, que

nous notons hµF . Rappelons enfin la caractérisation variationnelle de l’état de Gibbs µF : nous avons :

P (F ) = hµF +
ˆ

F dµF . (6.3.12)

Lemme 6.3.22. Il existe une constante C2 > 1 tels que pour tout ξ ∈ N (∞), et tout couple z1, z2 ∈ N tel
que z1, z2 et ξ soient alignés dans cet ordre, on ait :

exp

[ˆ z2

z1

(F̃ −P (F ))

]
≤C2 exp

[
−

hµF

2
dist(z1, z2)

]
,

Preuve. Utilisons le théorème de Birkhoff. Pour µF -presque tout v ∈ T 1B , on a :

lim
T →∞

1

T

ˆ T

0
F ◦ g t (v)d t =

ˆ

F dµF .

Par la caractérisation variationnelle de l’état d’équilibre, il vient que pour µF -presque tout v ,

lim
T →∞

1

T

ˆ T

0
(F ◦ g t (v)−P (F ))d t =

ˆ

F dµF −P (F ) =−hµF .

Ainsi, en prenant l’exponentielle, nous trouvons que le rapport entre les expressions exp[
´ T

0 (F ◦
g t (v))d t ] et e−T hµF est sous-exponentiel en T .

Les relevés au revêtement universel des géodésiques typiques sont exactement celles dont les
deux extrémités sont typiques. Ainsi, il existe un Borélien X ⊂N (∞) plein pour νF

o tel que pour toute
géodésique dont les extrémités sont dans X , et pour tout couple de points (z1, z2) appartenant à cette
géodésique, le rapport entre exp[

´ z2

z1
(F̃−P (F )] et e−dist(z1,z2)hµF est une fonction sous-exponentielle de

la distance entre z1 et z2.

Puisque la classe de νF
o charge tous les ouverts, l’ensemble X est dense. Alors pour T = dist(z1, z2)

fixé, il existe deux points z et z ′ à distance 1 respectivement de z1 et z2 tels la géodésique (z, z ′) ait ses
deux extrémités dans X .

Un argument de convexité montre alors que le segment géodésique [z, z ′] 1-piste le segment
[z1, z2], et de cela, ainsi que de la Hölder continuité de F̃ , on déduit que les quantités suivantes sont
en rapport borné indépendamment de T

– exp[
´ z2

z1
(F̃ −P (F ))] et exp[

´ z ′

z (F̃ −P (F ))] ;

– e−dist(z1,z2)hµF et e−dist(z,z ′)hµF .

Nous en déduisons que le rapport entre exp[
´ z2

z1
(F̃−P (F )] et e−dist(z1,z2)hµF est sous-exponentiel en

dist(z1, z2), et ce quels que soient z1 et z2. Cela permet en particulier de conclure la preuve du lemme.
ä

142



CHAPITRE VI. MESURES DE GIBBS ET MESURES F -HARMONIQUES

Fin de la preuve de la proposition principale. Nous pouvons conclure à présent exactement comme
dans la preuve pour le potentiel. Une application des deux lemmes 6.3.21 et 6.3.22 fournit une constante
C3 > 0, telle que pour tout ξ ∈ N (∞), tout z sur le rayon géodésique [o,ξ), et tout indice i , on a :

ki ≤C3e−i hµF R/4,

où ki est la borne supérieure de kF (zi , z;ξ), pour ξ ∈Oi \Oi−1 : ki est donc dominé par le terme général
d’une série géométrique.

Cela nous permet donc de conclure, comme nous l’avions fait dans le cas particulier F = 0. ä

143



3. PREUVE DU THÉORÈME À LA FATOU

144



Chapitre VII

Résultats d’unicité et d’équidistribution
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1. RÉSULTATS D’UNICITÉ DANS LE CAS DES FIBRÉS FEUILLETÉS PROJECTIFS

1 | Résultats d’unicité dans le cas des fibrés feuilletés pro-
jectifs

Le but de cette section est de prouver quelques résultats d’unicité dans le cas des fibrés feuilletés
dont la fibre est CP1, lorsqu’il n’y a pas de mesure invariante par holonomie. Plus précisément, nous
prouvons que, dans le cas où la base est courbée négativement :

1. les feuilletages stables et instables du flot géodésique feuilleté sont uniquement ergodiques ;

2. il existe une unique mesure de Gibbs pour le flot géodésique feuilleté associé à tout potentiel
Hölder ;

3. il y a une unique mesure F -harmonique pour tout potentiel Hölder.

Dans tout ce qui suit, B sera une variété Riemannienne close portant un flot d’Anosov ϕt de classe
C 2 et topologiquement mélangeant. Nous considérons un fibré feuilleté avec une fibre CP

1 et une ho-
lonomie projective ρ : π1(B)→PSL2(C), (Π, M ,B ,CP1,F ). Nous supposons que les feuilles sont para-
métrées par la structure Riemannienne de la base. Comme nous l’avons fait au chapitre précédent,
nous pouvons relever tous les objets reliés à ϕt par la fibration : nous avons donc un flot feuilleté

Φt avec des feuilletages invariants W
⋆

, et des familles de mesures dans les feuilles notées (λ̄⋆

F,x )x∈M

(⋆= cs,cu, s,u).

1.1 – Un cocycle projectif localement constant

Dans [BGV], Bonatti, Gómez-Mont et Viana ont remarqué que le flot feuilleté Φt est un cocycle
projectif localement constant au dessus de ϕt . En effet, par définition, nous savons qu’au dessus d’une
carte trivialisante U , les orbites de Φt sont juste des copies ϕt , avec le même paramétrage. Ainsi le flot
Φt envoie fibre sur fibre. Nous noterons ainsi le cocycle obtenu :

At (p) = (Φt )|Vp : Vp −→Vϕt (p),

pour t ∈R, et p ∈ B . Nous avons ainsi la relation de cocycle suivante :

At1+t2 (p) = At1 (ϕt2 (p))At2 (p).

Remarquons que lorsqu’on choisit un segment d’orbite c =ϕ[0,t ](p), alors At (p) est l’application
d’holonomie le long du chemin c. Le cocycle est donc projectif : le flot relevé Φt envoie fibre sur fibre
comme un élément de PSL2(C). Dire que ce flot est localement constant est exactement la même
chose que de dire que le fibré est plat. Si deux segments d’orbites c = ϕ[0,t ](p) et c ′ = ϕ[0,t ′](p ′) sont
recouverts par la même chaîne de cartes trivialisantes, alors les transformations d’holonomie le long
de c et c ′ sont les mêmes : At (p) et At ′(p ′) sont égales en tant que transformations de la droite pro-
jective CP

1. Lorsque nous introduirons les partitions de Markov associées au fibré, nous éclaircirons
un peu ce point.

1.2 – Critère pour l’existence d’exposants de Lyapunov non nuls

Exposants de Lyapunov. Le théorème d’Oseledets assure l’existence d’exposants de Lyapunov pour
ce cocycle sur un ensemble de Borel de mesure pleine pour toute mesure invariante par le flot ϕt .
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Pour tout p ∈ B se trouvant dans cet ensemble de Borel, ses exposants de Lyapunov maximal et mini-
mal sont respectivement définis par les formules suivantes :

χ+(p) = lim
t →∞

1

t
log(||At (p)||),

χ−(p) = lim
t →∞

1

t
log(||At (p)−1||−1).

En utilisant le codage des flots d’Anosov, Bonatti, Gómez-Mont et Viana ont prouvé le théorème sui-
vant :

Theorème 7.1.1 (Bonatti, Gómez-Mont, Viana). Soit ϕt un flot d’Anosov de classe C 2 et topologique-
ment mélangeant sur une variété Riemannienne close B, et (Π, M ,B ,CP1,F ) un fibré feuilleté projectif
au dessus de B. Supposons que les feuilles soient localement isométriques à B, et considérons le flot
hyperbolique feuilleté Φt . Alors nous avons la dichotomie suivante :

– soit il existe une mesure de probabilité sur CP1 invariante par le groupe d’holonomie ;
– ou il existe un ensemble de Borel X , plein pour tout état de Gibbs de ϕt associé à un potentiel

Hölder, tels que le cocycle associé à Φt a un exposant de Lyapunov maximal strictement positif en
tout point de X .

Dans le reste de la section nous supposerons donc qu’il n’y a pas de mesure de probabilité sur CP
1

invariante par le groupe d’holonomie ρ(π1(B)).

Sections de Lyapunov. Par le théorème 7.1.1, et le théorème d’Oseledets, nous avons :

Proposition 7.1.2. Pour tout p ∈X il y a une décomposition de la fibre Vp =σ+(p)⊕σ−(p) telle que :

1. elle varie mesurablement avec le p ;

2. elle commute avec le cocycle : pour tout p ∈X et t ∈R, At (p)σ±(p) =σ±(ϕt (p)) ;

3. pour tout p ∈X , nous avons les propriétés suivantes :

lim
t →∞

1

t
logdistVp (At (p)x,σ+(ϕt (p))) =−2λ+(p) pour tout x ∈Vp \ {σ−(p)},

lim
t →∞

1

t
logdistVp (A−t (p)x,σ−(ϕ−t (p))) =−2λ+(p) pour tout x ∈Vp \ {σ+(p)}.

4. les sections sont déterminées par les propriétés suivantes :

lim
t →∞

||A−t (p)v || = 0 si et seulement si v ∈σ+(p),

lim
t →∞

||At (p)v || = 0 si et seulement si v ∈σ−(p).

Remarque. Les applications σ± sont des sections mesurables du fibré appelées sections de Lyapu-
nov. En particulier, elles trivialisent le fibré, qui peut être linéarisé au dessus de X , la dernière pro-
priété énoncée dans la proposition précédente l’est dans ce contexte. Ici, At (p) agit sur les vecteurs
de C

2 : même si At (p)v n’est pas bien défini a priori, puisque At (p) est une matrice au signe près, sa
norme l’est.

Proposition 7.1.3. 1. Les deux sections commutent avec le flot : Φt ◦σ± =σ± ◦ϕt .
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2. La section σ+ préserve le feuilletage instable, c’est-à-dire que σ+(W u(p)) = W
u

(σ+(p)), et com-
mute avec les transformations d’holonomie instable.

3. La section σ− préserve le feuilletage stable, c’est-à-dire que σ−(W s(p)) =W
s
(σ−(p)), et commute

avec les transformations d’holonomie stable.

Cette proposition est dûe à Bonatti et Gómez-Mont (voir [BG]), qui ont l’ont prouvée dans le cas
où la base est le fibré unitaire tangent à une surface hyperbolique, avec le flot géodésique. Nous re-
produisons leur argument ci-dessous dans notre contexte.
Preuve. Les sections commutent avec les flots à cause de la propriété de commutation énoncée dans
la proposition 7.1.2.

Il suffit de prouver la deuxième assertion : la troisième suivra par un argument symétrique. Il est
plus facile de travailler avec la linéarisation du cocycle au dessus de X . Prenons deux points p, q ∈X

qui appartiennent à la même variété instable, et considérons un segment instable les reliant que nous
désignerons par I u . Considérons le relevé de ce segment commençant en un point v de la fibre C

2 de
p tel que v ∈σ+(p). Nous devons prouver que le point d’arrivée, noté w , appartient à σ+(q).

Puisque le segment I u est instable, sa longueur est contractée exponentiellement par itération
négative du cocycle. Puisque par ailleurs v ∈σ+(p), son image par itération négative du cocycle tend
vers zéro. Finalement, par l’inégalité triangulaire, l’image de w par itération négative du cocycle tend
vers zéro : ainsi w appartient à σ+(q) et est l’image de v par holonomie le long de I u . ä

1.3 – Remonter les états de Gibbs

Les relations de cocycles. Nous avons défini précédemment des cocycles associés aux feuilletages
stable et instable du flot feuilleté Φt : voir les relations (6.1.1), (6.1.2). Nous nous intéressons dans ce
qui suit aux propriétés ergodiques de ces feuilletages : en particulier, nous voulons étudier l’existence
et l’unicité de familles de mesures sur les ensembles T

+ et T
− des transversales locales respective-

ment de W
u

et W
s
, mettons (ν+F,T )T∈T + et (ν−F,T )T∈T − , telles que :

d
[

holu
T1→T2

∗ν+F,T1

]

dν+F,T2

(x) = k̄u
F (x,holu

T2→T1
(x)), (7.1.1)

où T1,T2 ∈T
+, et x appartient au domaine d’une application d’holonomie holu

T2→T1
, et :

d
[

hols
T1→T2

∗ν−F,T1

]

dν−F,T2

(x) = k̄ s
F (x,hols

T2→T1
(x)), (7.1.2)

où T1,T2 ∈T
−, et x appartient au domaine d’une application d’holonomie hols

T2→T1
.

Le but de ce qui suit est de prouver que lorsque’il n’y a pas de mesure sur la fibre invariante par
le groupe d’holonomie, de telles mesures existent et sont uniques pour tout potentiel Hölder. En par-
ticulier, nous voulons prouver que dans ce cas, les feuilletages stables et instables sont uniquement
ergodiques.

Remarque. D’après le lemme 1.3.4, il suffit de prouver l’existence d’une famille de mesures vérifiant
la condition de cocycle (7.1.1) (resp. (7.1.2)) sur un système complet de transversales au feuilletage
instable (resp. feuilletage stable), pour obtenir une famille de mesures sur toute les transversales du
feuilletage instable (resp. feuilletage stable).
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Mesures commutant avec les sections de Lyapunov. Nous présentons une conséquence de la pro-
position 7.1.3 qui est facile, mais qui sera importante par la suite. Nous rappelons que nous avons
relevé via la fibration les familles de mesures (λ⋆

F,p )p∈B , ⋆ = s,u et ce pour tout potentiel Hölder

F : B →R. Plus précisément, si ⋆= s ou u, alors, pour tout x ∈ M , p =Π(x), et D ⊂W
⋆

(x), nous avons
défini :

λ̄⋆

F,x (D) =λ⋆

F,p (Π(D)).

De plus, par la proposition 7.1.3, pour tout p ∈X , la restriction deΠ à W
u
loc (σ+(p)) (resp. W

s
loc (σ−(p)))

est un inverse local de σ+ (resp. σ−). Nous obtenons donc le :

Lemme 7.1.4. Soit F : B →R un potentiel Hölder. Alors les sections de Lyapunov commutent avec les
mesures au sens que pour tout p ∈X ,

σ+∗λu
F,p = λ̄u

F,σ+(p) et σ−∗λs
F,p = λ̄s

F,σ−(p).

Relevés des états de Gibbs. Tout état de Gibbs donne mesure pleine au Borélien X : ils peuvent
tous être relevés par les sections de Lyapunov. Si F : B →R est un potentiel Hölder, et si µF est l’état de
Gibbs, nous définirons :

µ+
F =σ+∗µF , µ−

F =σ−∗µF .

Puisque les sections de Lyapunov commutent avec les flots, ces mesures sont invariantes par Φt .
Le théorème 7.4.1 que nous prouvons en appendice entraîne le théorème suivant :

Theorème 7.1.5. Les mesures µ+
F et µ−

F sont les seules mesures invariantes et ergodiques pour Φt se
projetant µF .

Désintégrations dans les plaques stables et instables. Nous allons déduire à présent de la struc-
ture de produit local de µF , que µ+

F possède une désintégration absolument continue par rapport à

(W
u

,λ
u
F,x ), et que µ−

F a une désintégration absolument continue par rapport à (W
s
,λ

s
F,x ). Pour ce faire,

recouvrons B par des petits ouverts possédant la structure de produit local : Vi = [W u
l oc (pi ),W cs

loc (pi )],
qui de plus trivialisent le fibré. Nous avons vu dans le théorème 2.1.7 l’existence de densités ψu

F,p dé-
finies pour p ∈ Vi satisfaisant les relations (2.1.7), et telle que µF soit obtenu, en restriction à Vi par
intégration des mesures ψu

F,pλ
u
F,p , contre λcs

F,pi
, avec p ∈W cs

loc (pi ).
Un système complet de transversales au feuilletage instable dans M est donné par les T cs

i =
Π

−1(W cs
loc (pi )). De plus, nous pouvons recouvrir M par les préimages Ui =Π

−1(Vi ) =
⋃

x∈T cs
i

W
u
loc (x).

Nous pouvons alors relever les densités aux ensembles Ui : nous désignons les relevés par ψ̄u
F,x .

Bien entendu, par un argument symétrique, si nous changeons les rôles des feuilletages instable
et stable, nous voyons que les ensembles Ui sont également remplis par des plaques stables fortes, sur
lesquelles sont définies des densités locales ψ̄s

F,x , et que T cu
i =Π

−1(W cu
loc (pi )) est un système complet

de transversales pour W
s
.

Nous pouvons alors désintégrer les mesures µ+
F et µ−

F respectivement dans les plaques instables
et stables :

Proposition 7.1.6. Soit F : B →R un potentiel Hölder, et F : M →R son relevé par la fibration Π. Soit
(Ui )i∈I un recouvrement fini de M obtenu en relevant un recouvrement de B par de petits ouverts pos-
sédant la structure de produit local comme expliqué ci-dessus. Alors il existe, pour ⋆ = cs ou cu, une
famille de mesures sur T ⋆

i , que l’on note ν⋆F,pi
, telle que :

– µ+
F est obtenu en restriction à Ui en intégrant les mesures ψ̄u

F,x λ̄
u
F,x contre νcs

F,pi
;
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– µ−
F est obtenu en restriction à Ui en intégrant les mesures ψ̄s

F,x λ̄
s
F,x contre νcu

F,pi
.

De plus, les familles νcs
F,pi

et νcu
F,pi

vérifient respectivement les relations de cocycle (7.1.1) et (7.1.2).

Preuve. Les mesures que nous recherchons sont νcs
F,pi

= σ+ ∗λcs
F,pi

et νcu
F,pi

= σ− ∗λcu
F,pi

. Nous savons

par le lemme 7.1.4 que la section σ+ (resp. σ−) commute avec les familles définies sur les variétés
instables locales (resp. stables locales) : puisque µF a la structure de produit local, nous en déduisons
les deux premières assertions.

Les relations de cocycles sont clairement vérifiées car, par la proposition 7.1.3, σ+ et σ− com-
mutent respectivement avec les holonomies des feuilletages instable et stable, et car les familles
(λcu

F,pi
)i∈I et (λcs

F,pi
)i∈I , satisfont les relations (2.1.3) et (2.1.4). ä

Corollaire 7.1.7. La mesure µ+
F est une mesure de Gibbs pour le potentiel F .

Remarque. Nous avons été conduits à faire un choix dans la définition de mesure de Gibbs. Nous
aurions très bien pu décider d’appeler Gibbsienne une mesure de probabilité invariante par le flot, et
dont la désintégration dans les variétés stables serait absolument continue par rapport à λ̄s

F,x . Dans ce
cas, µ−

F aurait été une mesure de Gibbs. Ce qui importe est que quel que soit notre choix, les mesures
µ+ et µ− ne peuvent pas être toutes deux des mesures de Gibbs en général : sinon, nous aurions une
mesure transverse invariante. Ce sera l’objet du paragraphe suivant.

1.4 – Désintégration singulière dans les feuilles stables et instables

Partitions de Markov adaptées au fibré. Nous avons dit plus tôt que le cocycle défini par le flot géo-
désique feuilleté est localement constant. Cette propriété est de prime importance pour nous, nous
allons donc éclairer un peu ce que nous entendons par là. L’idée principale de [BGV] était d’utiliser
les partitions de Markov adaptées à un atlas trivialisant Π : M →B .

Prenons une famille de cartes trivialisantes (V1, ...,Vk ) dans B telles que Vi ∩V j soit connexe ou
vide. Il existe, par le théorème 1.2.6 , une partition de Markov adaptée à l’atlas. Les rectangles de la
partition seront notés Ri = [Au

i , As
i ] (voir la définition 1.2.2) ), et les cubes Ci (voir la formule (1.2.4)

pour la définition), pour i ∈ I . Nous rappelons que les cubes sont remplis par des domaines instables
compacts qui sont l’adhérence de leur intérieur, et notés Au

i (p), i ∈ I : nous les avons appelés les
plaques markoviennes instables.

Par le théorème 1.2.6, il existe deux applications surjectives α,β : I →{1, ...,k}, telles que lorsque
p ∈ Ci , nous ayons p ∈ Vα(i ) et ϕr (p)(p) ∈ Vβ(i ). Ainsi, pour tout p ∈ IntCi , Ar (p)(p) est l’application
d’holonomie τα(i )β(i ). En particulier, l’holonomie le long de segments d’orbites qui restent à l’inté-
rieur des cubes est triviale : en ce sens, le cocycle est localement constant.

Souvenons-nous de la définition de C (voir la formule (1.2.3)). C’est l’ensemble des points dont
les retours dans

⋃
Ri sont toujours à l’intérieur des rectangles. Par le théorème 1.2.6, cet ensemble est

plein pour toute mesure de probabilité chargeant les ensembles ouverts.

Affirmation. Pour tout état de Gibbs µF , nous avons µF (C ∩
⋃

i IntCi ) = 1.
Tout d’abord, il est évident que tout rectangle a une mesure nulle pour toute mesure de proba-

bilités invariante m. En effet, un rectangle Ri est topologiquement transverse au flot, donc il y a un
petit ε> 0 tel que les images ϕt (Ri ), 0 ≤ t ≤ ε soient disjointes : par invariance de m, toutes les images
ϕt (Ri ) ont la même mesure, et puisque m est finie, cette mesure est nulle. À présent, nous remar-
quons que le bord d’un cube Ci est une union de rectangles, et de parties de C

′ = B \ C : pour toute
mesure de probabilité invariante chargeant les ouverts, m(∂Ci ) = 0.
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En conséquence, nous supposerons que, X ⊂C ∩
⋃

i IntCi .

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la propriété de Markov.

Lemme 7.1.8. Soit p ∈ IntCi pour i ∈ I . Alors la valeur de At− , pour t− ≤ 0, est constante sur Au
i (p), et

celle de At+ , pour t+ ≥ 0, est constante sur As
i (p).

Preuve. Nous utilisons la propriété de Markov (voir la définition 1.2.4) ). Si q ∈ Int Au
i (p), alors pour

tout t− ≤ 0, ϕ[t−,0](p) et ϕ[t−,0](q) visitent exactement les mêmes cubes de la partition. Puisque la
valeur du cocycle At− ne dépend que de la succession de cubes visités par la trajectoire dans le passé
entre 0 et t−, elle est indépendante du choix de q− ∈ Au

i (p).
Le même argument dans le futur donne la preuve de la dernière partie du lemme. ä

Sections de Lyapunov comme graphes locaux. Puisqu’un cube Ci est inclus dans une carte trivia-
lisante Vα(i ) : il trivialise le fibré. Ainsi, les deux sections σ+ et σ− peuvent être écrites, en restriction à
Ci , comme (I d , s+i ) et (I d , s−i ), où s±i : Ci →CP

1 sont des applications mesurables.

Lemme 7.1.9. Soit i ∈ I . Alors, pour µF -presque tout p ∈ IntCi ,

1. l’application s+i est constante dans W cu
l oc (p)∩ IntCi ;

2. l’application s−i est constante dans W cs
l oc (p)∩ IntCi ;

Preuve. Nous ne prouvons que la première propriété : la seconde suit par un argument symétrique.
Nous savons, par la proposition 7.1.3 que σ+ commute avec les transformations d’holonomie in-
stable. De plus, elle commute avec les flots, et il n’y a pas d’holonomie le long d’un segment d’orbite
qui reste à l’intérieur d’un cube. Cela entraîne que s+i est constante sur presque toute plaque centre-
instable incluse dans IntCi . ä

Le lemme suivant nous dit que les mesures µ+
F et µ−

F peuvent être obtenues par intégration de
mesures supportées respectivement sur des graphes au dessus de plaques stables et instables.

Notons Ui la préimage Π
−1(IntCi ). Chaque cube est rempli de plaques stables fortes et instables

fortes. Ainsi, Ui esr rempli par les préimages de ces plaques par la fibration Π, et nous écrivons :

Ui =
⊔

q∈W cu
loc (p)∩IntCi

T s
i (q) =

⊔
q∈W cs

l oc (p)∩IntCi

T u
i (q),

où, par définition, T ⋆

i (q) =Π
−1(W ⋆

l oc (q)∩ IntCi ). nous nous intéressons à la désintégration de la res-
triction (µ+

F )|Ui (resp. (µ−
F )|Ui ) dans les ensembles T s(q) (resp. T u(q)).

Lemme 7.1.10. Soit i ∈ I , et p ∈ IntCi ∩X .

1. Les mesures conditionnelles de (µ+
F )|Ui dans la partition (T s

i (q))q∈W cu
loc (p)∩IntUi par rapport à λcu

F,p

sont données par σ+∗ (ψs
F,qλ

s
F,q ).

2. Les mesures conditionnelles de (µ−
F )|Ui dans la partition (T u

i (q))q∈W cs
loc (p) ∩ IntUi par rapport à

λcs
F,p sont données par σ−∗ (ψu

F,qλ
u
F,q ).

Preuve. Nous ne prouvons que la première assertion. Il découle du théorème 2.1.7 que µF est obtenu
en restriction à Ui , par intégration des mesures ψs

F,qλ
s
F,q contre λcu

F,p . Pour conclure, nous devons

pousser cette structure de produit local par σ+, puis remarquer qu’à cause du lemme 7.1.9, s+i est
constant sur W cu

l oc (p)∩ IntUi . ä
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Désintégrations singulières. Nous allons à présent énoncer la propriété clé des mesures µ±
F . Nous

savons par la proposition 7.1.6 que µ+
F (resp. µ−

F ) a une désintégration absolument continue par rap-

port à (W
u

, λ̄u
F,x ) (resp.(W

s
, λ̄s

F,x )). Nous montrerons plus d’intérêt à la désintégration de µ+
F par rap-

port au second couple, et à celle de µ−
F par rapport au premier. La proposition suivante est le résultat

principal de la section.

Proposition 7.1.11. Soit (Π, M ,B ,CP1,F ) un fibré feuilleté projectif au dessus d’une variété Rieman-
nienne B portant un flot d’Anosov topologiquement mélangeant et de classe C 2. Supposons que les
feuilles soient localement isométriques à la base. Supposons de plus qu’il n’y ait pas de mesure inva-
riante par l’action du groupe d’holonomie. Alors :

1. µ+
F a une désintégration singulière par rapport à (W

s
, λ̄s

F,x ).

2. µ−
F a une désintégration singulière par rapport à (W

u
, λ̄u

F,x ).

Nous ne prouverons que la seconde assertion : la première suivra par un argument symétrique.
Le lemme suivant donne une condition équivalente à la conclusion de la proposition, en utilisant le
lemme de désintégration 1.5.4 qui traite des désintégrations de mesures supportées par le graphe de
fonctions mesurables.

Lemme 7.1.12. La mesure µ−
F a une désintégration singulière par rapport à (W

u
, λ̄u

F,x ) si et seulement
si pour tout i ∈ I , et p ∈ X ∩ IntCi , il n’y a pas d’ensemble de Borel D ⊂ Au

i (p) de mesure positive pour
λu

F,p sur lequel s−i est constant.

Preuve. Puisque (Ui )i∈I est une partition modulo µ−
F , cette mesure a une désintégration singulière

par rapport à (W
u

, λ̄u
F,x ) si et seulement si c’est le cas pour toutes les restrictions (µ−

F )|Ui , i ∈ I .
Par le lemme 7.1.10, si l’on choisit i ∈ I et pi ∈ IntCi ∩X , les mesures conditionnelles de (µ−

F )|Ui

dans les T u(p) pour p ∈W cs
l oc (pi )∩ IntCi , sont données par :

σ−∗ (ψu
F,pλ

u
F,p ).

La partition de Ui par les variétés instables locales est une “sous-partition” de celle par les T u(p).
L’unicité dans le théorème de Rokhlin assure que pour µ−

F -presque tout x, la mesure conditionnelle

de µ−
F dans W

u
loc (x) coïncide avec celle de σ−∗ (ψu

F,pλ
u
F,p ), où x ∈ T u(p).

Ainsi, nous sommes amenés à désintégrer une mesure supportée par un graphe. C’est ici que
notre lemme de désintégration 1.5.4 rentre en jeu : en restriction à Ci , σ− = (I d , s−i ). Ainsi, ce lemme
appliqué aux mesures σ−∗ (ψu

F,pλ
u
F,p ), entraîne que cette mesure a une désintégration singulière si et

seulement s’il n’y pas de D ⊂ Au
i (p) positif pour λu

F,p sur lequel s−i est constant. ä

Le reste de la preuve est un raisonnement par l’absurde. Supposons qu’il existe p ∈ X ∩ IntCi0 ,
pour un certain indice i0 ∈ I , ainsi qu’un ensemble Borélien D ∈ Au

i0
(p) avec λu

F,p (D) > 0 sur lequel s−i
est constant (nous supposons sans restriction que D ⊂X ). La stratégie pour conclure la preuve est la
suivante. Par itération positive de (λu

F,p )|D /λu
F,p (D) par le flot ϕt , nous pouvons reconstruire l’état de

Gibbs µF , grâce au théorème 2.1.8, ceci prouvera que s−i est constant sur presque toute plaque mar-
kovienne instable. En utilisant un argument à la Hopf, nous prouverons alors que pour tout i ∈ I , l’ap-
plication correspondante s−i est constante µF -presque partout à l’intérieur du cube Ci . Finalement,
nous prouverons que cela entraîne l’existence d’une mesure transverse invariante par holonomie de
F , contredisant ainsi les hypothèses.

La preuve du lemme suivant est assez technique et sera prouvée plus tard. Après l’avoir énoncé,
nous montrerons comment il entraîne la proposition 7.1.11.
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Lemme 7.1.13. Supposons qu’il existe i0 ∈ I , p ∈ IntCi0 ∩X , et D ⊂ Au
i0

(p) tels que :

– λu
F,p (D) > 0 ;

– s−i0
est constant sur D.

Alors, pour tout i ∈ I , s−i est constant µ−
F -presque partout sur IntCi .

Fin de la preuve de la proposition 7.1.11. Nous allons raisonner par l’absurde en montrant que si
la conclusion de la proposition n’est pas satisfaite, alors les mesures conditionnelles de µ−

F dans les
fibres sont invariantes par toutes les transformations d’holonomie du feuilletage F . En particulier,
il existe alors une mesure sur CP

1 invariante par l’action du groupe d’holonomie ρ(π1(B)), ce qui
contredit les hypothèses.

Considérons la désintégration (θp )p∈B de µ−
F dans les fibres de M . Les mesures θp sont définies

µF -presque partout, et sont égales aux masses de Dirac δσ−(p). Par la proposition 7.1.3, il vient que
cette famille de mesures est invariante par toute transformation d’holonomie le long d’un chemin
tangent à W

cs .

À présent, supposons que la conclusion de la proposition 7.1.11 ne soit pas satisfaite : les me-
sures conditionnelles de µ−

F sur les plaques instables ne sont pas singulières par rapport à (λ̄u
F,x ). Par

le lemme 7.1.12, cela entraîne l’existence d’un cube Ci0 ⊂B , et d’un ensemble de Borel D inclus dans
un domaine instable de Ci0 positif pour λu

F,p sur lequel s−i0
est constant. Finalement, par le lemme

7.1.13, cela entraîne que sur tout cube Ci , l’application s−i est constante µF -presque partout. Si l’on
préfère, pour tout indice i les mesures conditionnelles (θp )p∈Ci sont invariantes par toute transfor-
mation d’holonomie le long d’un chemin restant dans Ci .

Tout chemin dans B est homotope à la concaténation d’un chemin tangent à W
cs et d’un chemin

tangent à W
u . Ainsi, pour prouver que la famille (θp )p∈B est invariante par toutes les transformations

d’holonomie, il est suffisant de prouver qu’elle est invariante par les transformations d’holonomie le
long de chemins instables. Considérons deux points p et q de B génériques pour µF , appartenant
à la même variété instable, et choisissons un chemin instable γ les reliant. Son image par itération
par le flot suffisamment longue dans le passé est un chemin γ′ = ϕ−t (γ) appartenant à l’intérieur
d’un certain cube Ci , et la transformation d’holonomie le long de γ est la composition des trans-
formations d’holonomie le long de ϕ[0,t ](ϕ−t (q)), de γ′, et de ϕ[−t ,0](p). Puisque les transformations
d’holonomie le long des segments d’orbites laissent invariante la désintégration de µ−

F dans les fibres,
et puisque toutes les transformations d’holonomie le long de Ci laissent invariante la famille de me-
sures (θp )p∈Ci , nous concluons que l’holonomie le long de γ envoie θp sur θq . CQFD. ä.

1.5 – Preuve du lemme 7.1.13

Sélection de bonnes plaques markoviennes instables. Jusqu’à la fin du paragraphe, nous suppo-
serons l’existence d’un ensemble Borélien D ⊂ Au

i0
(p), pour un certain p ∈ IntCi0 de mesure positive

pour λu
F,p et sur lequel s−i0

est constant.

Fixons un nombre δ> 0 inférieur à (µF (Ci )/4)2, i ∈ I . Par le théorème de densité de Borel (voir le
corollaire 2.14 de [Matt]), il existe une petite boule B⊂ Au

i0
(p) telle que λu

F,p (B \D)/λu
F,p (B) ≤ 9

10δ. De
plus, nous pouvons chosir B suffisamment petite de sorte que λu

F,p (∂B) = 0.

Lemme 7.1.14. Il existe un nombre positif T0 tel que pour t ≥ T0, il existe Bt ⊂B tel que :

1. λu
F,p (Bt )/λu

F,p (B) ≤ 9
10 ;

2. ϕt (Bt ) est une union disjointe de plaques markoviennes instables Au
i (q).
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Preuve. Soit i ∈ I et t > 0. Nous disons qu’une composante connexe de IntCi ∩ϕt (B) est markovienne
si c’est une plaque instable markovienne Au

i (q) pour un certain q : c’est-à-dire si elle croise le cube.
Alors,

IntCi ∩ϕt (B) = B̂M ,i ⊔B̂N M ,i ,

où B̂M ,i désigne l’union des composantes markoviennes de IntCi ∩ϕt (B), et B̂N M ,i , son complé-
mentaire (l’union des composantes non-markoviennes).

Soit ∆ > 0 une borne supérieure des diamètres des plaques instables markoviennes. L’ensemble⋃
i B̂N M ,i est inclus dans le ∆-voisinage de ∂ϕt (B). Cet ensemble étant inclus dans une feuille in-

stable, ϕ−t
(⋃

i B̂N M ,i
)

est inclus dans le ∆Cue−tχu -voisinage of ∂B. L’intersection décoissante de ces
voisinages est ∂B, qui est de mesure nulle pour λu

F,p : il est donc possible de trouver T0 > 0 tel que
pour tout t ≥ T0,

λu
F,p

[
ϕ−t

(
⋃

i
B̂N M ,i

)]
≤

λu
F,p (B)

10
.

Il est alors immédiat que, lorsque t ≥ T0, l’ensemble Bt =ϕ−t
(⋃

i B̂M ,i
)

convienne. ä

Remarque 1. Puisque le flot préserve la classe de λu
F,p , et puisque chaque ∂Au

i (p) est de mesure
nulle, il existe pour tout t ≥ T0 une collection (D j ) j∈J d’ouverts disjoints de Bt tels que :

– pour tout j ∈ J , ϕt (D j ) est une plaque markovienne instable ;
– λu

F,p

(
Bt \

⋃
j D j

)
= 0.

Remarque 2. La première assertion du lemme 7.1.14, et le choix de B, entraînent que pour t ≥ T0 :

λu
F,p (Bt \ D)

λu
F,p (Bt )

≤ δ.

Lemme 7.1.15. Il existe T1 ≥ T0 tel que pour tout t ≥ T1 et tout i ∈ I ,

λu
F,p (Bt ∩ϕ−t (Ci ))

λu
F,p (Bt )

≥
µF (Ci )

2
.

Preuve. Nous savons que la famille suivante de mesures :

µt =
ϕt ∗ (λu

F,p )|B

λu
F,p (B)

,

converge vers µF (voir le théorème 2.1.8) ) lorsque t croît à l’infini. En particulier, puisque pour tout
i ∈ I , µF (∂Ci ) = 0, nous avons limt →∞λu

F,p (B ∩ϕ−t (Ci ))/λu
F,p (B) = µF (Ci ). Or l’inégalité suivante a

lieu pour tout t > 0 :

λu
F,p (Bt ∩ϕ−t (Ci ))

λu
F,p (Bt )

≥
λu

F,p (B∩ϕ−t (Ci ))

λu
F,p (B)

−
λu

F,p (B \Bt )

λu
F,p (B)

.

Le second terme de la différence tend vers zéro (comme nous l’avons vu dans la preuve du lemme
7.1.14) alors que le premier tend vers µF (Ci ). Le lemme suit donc. ä

À présent, choisissons t ≥ T1. Nous avons déjà remarqué (remarque 1) qu’il y a une partition de
Bt modulo λu

F,p , notée (D j ) j∈J , telle que tous les ϕt (D j ) soient des plaques instables markoviennes.
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Lemme 7.1.16. Soit J0 l’ensemble des indices j ∈ J tels que λu
F,p (D j \ D)/λu

F,p (D j ) ≥
p
δ. Alors :

λu
F,p

(⊔
j∈J0

D j
)

λu
F,p (Bt )

≤
p
δ.

Preuve. La preuve de ce lemme est une simple application d’une inégalité “à la Markov”. Puisque
(D j ) j∈J est une partition of Bt modulo λu

F,p , nous avons :

∑
j∈J b j a j∑

j∈J b j
=

λu
F,p (Bt \ D)

λu
F,p (Bt )

,

où, pour j ∈ J , a j = λu
F,p (D j \ D)/λu

F,p (D j ), et b j = λu
F,p (D j ). En particulier, ce quotient est inférieur à

δ.
Puisque J0 est formé des indices j tels que a j ≥

p
δ, nous avons la chaîne suivante d’inégalités :

p
δ

∑
j∈J0

b j∑
j∈J b j

≤
∑

j∈J0
b j a j∑

j∈J b j
≤ δ.

Nous pouvons ainsi conclure puisque
∑

j∈J0
b j =λu

F,p

(⊔
j∈J0

D j
)
. ä

Lemme 7.1.17. Il existe une constante K0 > 1, independante de t et δ, telle que pour tout i ∈ I et t ≥ T1,
il existe pi ∈ IntCi tel que :

λu
F,pi

(Au
i (pi ) \ϕt (D))

λu
F,pi

(Au
i (pi ))

≤ K0

p
δ.

Preuve. Soit i ∈ I , et t ≥ T1. D’après le lemme 7.1.15, la proportion dans Bt des ensembles D j dont
l’image par ϕt est une plaque markovienne instable de Ci est supérieure à µF (Ci )/2. Et d’après le
lemme 7.1.16, la proportion dans Bt des ensembles D j dont l’intersection avec le complémentaire

de D pèse plus de
p
δ de sa masse totale, est inférieure à

p
δ. De plus, nous avons choisi un δ tel quep

δ≤µF (Ci )/4.
De tout ceci, nous déduisons l’existence d’un ensemble D j tel que :
– il y a un pi ∈ IntCi tel que ϕt (D j ) = Au

i (pi ) ;

– λu
F,p (D j \ D)/λu

F,p (D j ) ≤
p
δ.

Le lemme de distorsion 6.1.5 nous permet de conclure :

λu
F,pi

(Au
i (pi ) \ϕt (D))

λu
F,pi

(Au
i (pi ))

≤ K0

ϕt ∗λu
F,p (Au

i (pi ) \ϕt (D))

ϕt ∗λu
F,p (Au

i (pi ))
= K0

λu
F,p (D j \ D)

λu
F,p (D j )

≤ K0

p
δ.

Nous concluons ainsi la preuve du lemme. ä

Lemme 7.1.18. Soit t ≥ T1, i ∈ I , et pi ∈ IntCi comme dans le lemme 7.1.17. L’application s−i est
constante sur Au

i (pi )∩ϕt (D).

Preuve. Afin de voir cela, nous utilisons le lemme 7.1.8. La valeur du cocycle A−t est constante sur
Au

i (pi ), pour tout q ∈ IntCi . Ainsi, si q1, q2 ∈ Au
i (pi )∩ϕt (D), nous avons :

s−i (q1) = A−t (q1)−1s−i0
(ϕ−t (q1)) = A−t (q2)−1s−i0

(ϕ−t (q2)) = s−i (q2).

ä

155



1. RÉSULTATS D’UNICITÉ DANS LE CAS DES FIBRÉS FEUILLETÉS PROJECTIFS

Un argument à la Hopf. Nous savons que dans chaque cube Ci , la fonction s−i est constante sur une
grande proportion d’une certaine plaque markovienne instable. En utilisant la continuité absolue du
feuilletage centre-stable, ainsi que l’invariance de σ− par les applications d’holonomie le long des
chemins centre-stables, nous prouvons que la fonction s−i est constante sur une grande proportion
du cube Ci . Ceci est l’objet du lemme suivant :

Lemme 7.1.19. Il existe une constante K1 > 1, indépendante de δ, telle que pour tout i ∈ I , il y ait un
ensemble de Borel Oi ⊂ IntCi satisfaisant :

1. Oi est saturé dans Ci dans la direction centre-stable ;

2. s−i est constant sur Oi ;

3. pour tout q ∈Oi , nous avons :
λu

F,q (Au
i (q) \Oi )

λu
F,q (Au

i (q))
≤ K1

p
δ.

Preuve. Soit i ∈ I , et t ≥ T1. D’après le lemme 7.1.17, il existe un point pi ∈ IntCi tel que la proportion
pour λu

F,pi
dans la plaque markovienne instable Au

i (pi ) du complémentaire de ϕt (D) soit inférieur à

K0
p
δ pour un certain K0 > 1. Nous pouvons définir Oi ⊂ IntCi comme le saturé de Au

i (pi )∩ϕt (D)
dans la direction centre-stable.

Par le lemme 7.1.3, la fonction s−i est constante dans les plaques centre-stables de Ci ainsi, puis-
qu’elle est également constante dans Au

i (pi )∩ϕt (D), elle l’est dans Oi tout entier.
À présent, si q ∈W cs

loc (pi ), nous avons :

Au
i (q) \Oi = holcs

pi→q (Au
i (pi ) \ϕt (D)).

Le point crucial est alors la propriété suivante d’absolue continuité des transformations d’holo-
nomie centre-stable. Supposons que q ′ ∈ Au(q), et notons q ′′ = holcs

q→pi
(q ′), ainsi que πs(q ′) la pro-

jection de q ′ dans W s
loc (q ′′) le long du flot : il y a un temps T ∈ R tel que ϕT (q ′) = πs(q ′). Nous avons

alors :

d
[

holcs
pi→q ∗λu

F,pi

]

dλu
F,q

(q ′) = exp

[ˆ ∞

0
(F ◦ϕ−t (q ′′)−F ◦ϕ−t (πs(q ′)))d t

]
exp

[
ˆ T

0
(F ◦ϕt (q ′)−P (F ))d t

]
.

Puisque le diamètre des plaques centre-stables à l’intérieur de Ci est uniformément borné, et
puisque F est bornée et Hölder continue avec des constantes uniformes, les dérivées de Radon-
Nikodym ci-dessus sont uniformément bornées. Par conséquent, la troisième assertion est également
prouvée. ä

Lemme 7.1.20. Il existe une constante K2 > 1, indépendante de t et δ, telle que pour tout i ∈ I et t ≥ T1,
si Oi est l’ensemble de Borel construit dans le lemme 7.1.19, nous ayons :

µF (Ci \Oi )

µF (Ci )
≤ K2

p
δ.

Preuve. Nous utilisons la structure de produit local de l’état de Gibbs µF dans Ci : cette mesure est ob-
tenue par intégration de mesures ψu

F,qλ
u
F,q contre λcs

F,pi
. Puisque les densités ψu

F,q sont uniformément
log-bornées dans les plaques instables, ces mesures finies sont équivalentes à (λu

F,q )|Au
i (q)/λ

u
F,q (Au

i (q))
avec des dérivées uniformément log-bornées.

Par le théorème de Fubini, nous pouvons conclure la preuve du lemme. ä
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Fin de la preuve du lemme 7.1.13 Les lemmes 7.1.19 et 7.1.20 donnent pour tout δ> 0, un ensemble
de Borel Oi inclus à l’intérieur du cube Ci tel que :

– s−i est constant sur Oi ;

– µF (Ci \Oi )/µF (Ci ) ≤ K2
p
δ pour un nombre K2 > 1 indépendant de δ.

Nous voyons que la constante est indépendante de δ suffisamment petit, en effet deux Oi doivent
se couper puisque leurs complémentaires pèsent moins de la moitié de la masse de Ci lorsque δ est
assez petit. Appelons cette constante s∗i . Le complémentaire de (s−i )−1(s∗i ) est de mesure arbitraire-
ment petite : il a une mesure nulle pour µF , et le lemme est ainsi prouvé. ä.

1.6 – Cas particulier des états de u-Gibbs et des mesures harmoniques

Nous allons prouver la proposition 7.1.11 dans deux cas particulier. Le cas des états de u-Gibbs se
traite à part, sans vraiment faire appel aux partitions de Markov. Nous avons déjà vu des conditions
suffisantes pour l’existence de mesures transverses invariantes dans ce cas là. Nous présentons ce cas
particulier parce qu’il est plus simple, parce que nous l’avons déjà essentiellement traité au chapitre
V, et parce que nous avions obtenu ce résultat avant d’avoir établi le cas général.

Le cas des mesures harmoniques est plus intéressant. Bien qu’il se déduise également du cas gé-
néral, il y a une preuve nettement plus simple qui met en jeu une propriété de la moyenne pour les
mesures conditionnelles des mesures harmoniques.

Nous montrerons plus tard comment la preuve de cette proposition nous permet de déduire l’uni-
cité des mesures de Gibbs dans la suite.

Cas des états de u-Gibbs. Ce cas a déjà été traité par la proposition 5.4.5 : si jamais la désintégration
dans les feuilles stables de l’état de u-Gibbs ergodique µ+ n’est pas singulière par rapport à Lebesgue,
alors c’est que µ+ est un état de su-Gibbs. Nous avons prouvé au théorème 5.4.1 que cela entraîne
alors l’existence d’une mesure transverse invariante par holonomie, d’où la preuve de la proposition
7.1.11 dans ce cadre.

Cas des mesures harmoniques. Nous allons prouver la première assertion de la proposition 7.1.11
(c’est-à-dire celle concernant les désintégrations de µ+

H par rapport à (W
s
, λ̄s

H ,v )) : l’autre suit par un
argument symétrique. Nous allons commencer par traduire la conclusion de la proposition 7.1.11,
ainsi que celle du lemme 7.1.12, en termes de désintégration de µ+

H dans les fibres unitaires tan-
gentes : nous devrons utiliser une propriété d’absolue continuité du feuilletage centre-instable. Nous
rappelons qu’un état de H-Gibbs est associé au potentiel :

H(v) =
d

d t

∣∣∣∣
t=0

log kL(v)(cv (0),cv (t );cv (−∞)).

Nous utiliserons la notation suivante : W
+ désignera le feuilletage de T 1B par les fibres unitaires

tangentes, et W
+

le feuilletage de T 1
F relevé par DΠ. C’est un feuilletage qui, en restriction aux

feuilles de F̂ , est transverse au feuilletage centre-instable du flot géodésique feuilleté. Nous pouvons
également définir, sur la fibre unitaire tangente T 1

p B , la mesure ωH
p qui est la projection sur la fibre de

la mesure harmonique en p à l’infini. De même que nous avons relevé les mesures (λ⋆

H ,v )v∈T 1B aux

feuilles de F̂ via la différentielle DΠ, il est possible de relever les mesures ωH
p . Nous noterons (ω̄H

x )x∈M

la famille de mesures ainsi obtenue.

Lemme 7.1.21. Soit (Π, M ,B ,CP1,F ) un fibré feuilleté projectif au dessus d’une variété Riemannienne
close B courbée négativement, et dont les feuilles sont localement isométriques à B. Supposons qu’il
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n’y ait pas de mesure invariante par le groupe d’holonomie. Alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. µ+
H a une désintégration singulière par rapport à (W

s
, λ̄s

H ,v ).

2. µ+
H a une désintégration singulière par rapport à (W

+
,ω̄H

x ).

3. pour Leb-presque tout p ∈ B, s+p ∗ωH
p n’a pas d’atome sur la fibre Vp ≃CP

1.

Preuve. Nous prouvons dans un premier temps l’équivalence entre les deux premières assertions.
Nous savons que W

s et W
+ sont deux feuilletages de T 1B qui sont uniformément transverses à W

cu .
Nous avons la propriété d’absolue continuité suivante. Par définition, les classes harmoniques sur

les variétés stables, et sur les fibres unitaires tangentes à B , sont les projections de la classe harmo-
nique à l’infini le long du feuilletage centre-instable. Ainsi, les transformations d’holonomie centre-
instable envoient la classe de mesure définie sur les variétés stables par (λs

H ,v )v∈T 1B sur celle définie

sur les fibres unitaires tangentes par (ωH
p )p∈B . Puis les transformation d’holonomie centre-instable

dans T 1
F envoient la classe de mesure (λ̄s

H ,v )v∈T 1F sur la classe (ω̄H
x )x∈M .

Nous savons en outre que σ+ commute avec les holonomies centre-instables. Puisque l’on ob-
tient les mesures conditionnelles de µ+

H dans les variétés stables locales en désintégrant les σ+∗λu
H ,v ,

et dans les fibres unitaires tangentes à F en désintégrant les σ+∗ωH
p , nous déduisons que les holono-

mies centre-instable envoient les classes des mesures conditionnelles de µ−
H dans les variétés stables

sur celles des conditionnelles dans les fibres unitaires. Cela entraîne en particulier, par ce qui pré-
cède, qu’elles sont simultanément singulières par rapport à la classe harmonique. C’est l’équivalence
désirée entre les deux premières assertions.

Reste à prouver celle entre les deux dernières. Nous devrons raisonner exactement comme dans la
preuve du lemme 7.1.12 : il faut écrire la section σ+ : T 1

p B →T 1
F comme le graphe d’une application

mesurable s+p : T 1
p B →Vp , et utiliser le lemme de désintégration 1.5.4. ä

Pas d’atomes pour les conditionnelles des mesures harmoniques. Nous allons voir que la propo-
sition 7.1.11 est alors conséquence du théorème suivant :

Theorème 7.1.22. Soit (Π, M ,B ,V ,F ) un fibré feuilleté dont la base B est une variété Riemannienne
close courbée négativement, et dont la fibre V est une variété différentiable compacte. Supposons que les
feuilles soient localement isométriques à la base. Alors en l’absence de mesure invariante par le groupe
d’holonomie, toutes les mesures harmoniques pour F ont des mesures conditionnelles dans les fibres
qui sont non atomiques.

Preuve de la proposition 7.1.11. Nous allons voir que ce théorème nous permet de prouver la pro-
position 7.1.11 dans le cas particulier de la classe harmonique.

Supposons donc les hypothèses de la proposition 7.1.11 : (Π, M ,B ,CP1,F ) est un fibré feuilleté
au dessus d’une base close courbée négativement, dont les feuilles sont localement isométriques à la
base, et qui n’admet pas de mesure transverse invariante par holonomie. Nous voulons prouver que
µ+

H a une désintégration singulière par rapport à (W
s
, λ̄s

H ,v ).
Le théorème 4.2.1 nous dit qu’à la mesure de H-Gibbs µ+

H est associée une mesure harmonique
pour F notée mH . Mieux que cela, nous savons, par la preuve du théorème 7.1.32 (que nous ver-
rons un peu plus loin), que si mH ,p désigne la mesure conditionnelle dans la fibre Vp par rapport au
volume dans la base, que nous avons :

mH ,p = s+p ∗ωH
p .

158



CHAPITRE VII. RÉSULTATS D’UNICITÉ ET D’ÉQUIDISTRIBUTION

Par le théorème 7.1.22, étant donné qu’il n’y a pas de mesure transverse invariante par holono-
mie, les mesures conditionnelles mH ,p , qui sont précisément les s+p ∗ωH

p , n’ont pas d’atomes. Nous

déduisons alors du lemme 7.1.21 que la désintégration de µ+
H par rapport à (W

s
, λ̄s

H ,x ) est singulière :
CQFD. ä

Propriété de la moyenne pour les mesures conditionnelles. Il nous reste donc à prouver le théo-
rème 7.1.22. Dans la suite, nous considèrerons un fibré feuilleté (Π, M ,B ,V ,F ) au dessus d’une va-
riété Riemannienne close courbée négativement, et dont les feuilles sont localement isométriques à
B . Nous considérons une mesure harmonique m pour F .

Nous pouvons choisir une collection finie de petits disques (Ui )i∈I qui trivialisent le fibré, et telle
que l’intersection de deux cartes est vide ou connexe. Dans une carte Ui ×B , la mesure harmonique
m a la désintégration suivante :

m|Ui×V = hi (p, x),Leb(p)νi (x).

Ainsi, par unicité de la désintégration, les mesures conditionnelles dans les fibres Vp , notées mp , sont
identifiées avec hi (p, x)νi (x), où p ∈Ui . Il découle en particulier que les mesures conditionnelles de
m forme une famille continue de mesures de probabilités sur V (les densités h(., x) sont lisses avec la
première variable).

Avant d’énoncer notre propriété de la moyenne proprement dite, nous avons besoin de quelques
notations. Fixons un point p0 ∈ Ui0 , et le revêtement universel projp0

: (N ,o)→(B , p0), où o est un
point base fixé dans N . Lorsque z ∈ N , nous notons cz la projection via projp0

du segment géodésique
[o, z]. Par souci de clarté des notations, nous supposerons que cz est paramétré par [0,1]. Nous rappe-
lons que lorsque z ∈ N , τcz est l’application d’holonomie Vp0 →Vp , le long de cz , où p = projp0

(z).

Finalement, nous rappelons que βS(o,R)
o désigne le balayage de la masse de Dirac δo sur la sphère

S(o,R). Nous avons vu que la propriété de la moyenne pour les fonctions harmoniques de N s’écrit
alors ainsi : pour toute fonction harmonique H : N →R, et tout R > 0, on a H(o) =

´

S(o,R) H dβS(o,R)
o .

Nous pouvons à présent énoncer notre lemme principal :

Lemme 7.1.23 (Propriété de la moyenne pour les mesures conditionnelles). Soit (Π, M ,B ,V ,F ) un
fibré feuilleté au dessus d’une variété Riemannienne close courbée négativement, dont la fibre est com-
pacte, et dont les feuilles sont localement isométriques à la base. Soit m une mesure harmonique pour
F , et (mp )p∈B sa désintégration dans les fibres Vp . Alors pour tout p0 ∈ B, et tout R > 0, on a :

mp0 =
ˆ

S(o,R)
[τ−1

cz
∗mcz (1)]dβS(o,R)

o (z).

Preuve. Nous avons vu précédemment, qu’il existe un Borélien A⊂V qui est plein pour tous les νi ,
et qui est invariant par toute transformation d’holonomie. Pour x ∈ A, l’application hi0 (., x) peut être
étendue harmoniquement à N par la formule :

Hx (z) =
d [τ−1

cz
∗νi ]

dνi0

(x)hi (cz (1),τcz (x)),

où z ∈ N , et cz (1) ∈Ui (voir notre lemme 4.3.1).
La propriété de la moyenne implique que pour tout x ∈ A, Hx (o) =

´

S(o,R) Hx (z)dβS(o,R)
o (z). Nous

en tirons l’égalité suivante :

hi0 (p0, x) =
ˆ

S(o,R)

d [τ−1
cz

∗νi ]

dνi0

(x)hi (cz (1),τcz (x))dβS(o,R)
o (z).
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Cette égalité est vraie quel que soit x ∈ A, qui est plein pour νi0 , nous pouvons alors la multiplier
par νi0 . Puisque d’une part, hi0 (p0, x)νi0 (x) = mp0 , et d’autre part, hi (cz (1),τcz (x))[τ−1

cz
∗νi ](x) = τ−1

cz
∗

mcz (1), l’égalité énoncée précédemment devient celle énoncée dans le lemme. ä

Preuve du théorème 7.1.22. Supposons à présent que les hypothèses du théorème 7.1.22 soient vé-
rifiées : il n’y a pas de mesure transverse invariante. Nous allons raisonner par l’absurde en supposant
qu’il existe des mesures conditionnelles avec atomes. Définissons alors l’ensemble Ω des atomes de
mesures conditionnelles avec la plus grande masse. L’intersection d’une fibre avec Ω est finie car les
mesures conditionnelles sont des mesures de probabilité. Il existe alors i0 ∈ I , et p0 ∈ Ui0 tels que
Ω∩Vp0 6= ; : prenons x dans cette intersection. Par la propriété de la moyenne donnée par le lemme
7.1.23, nous avons :

mp0 ({x}) =
ˆ

S(o,R)
mcz (1)({τcz (x)})dβS(o,R)

o (z).

Par définition de Ω, nous avons pour tout z ∈ N , mcz (1)({τcz (x)}) ≤ mp0 ({x}). Nous trouvons donc,

que pour βS(o,R)
o -presque tout z ∈ S(o,R), mcz (1)({τcz (x)}) = mp0 ({x}). Nous avons mieux. Puisque la

courbure sectionnelle de N est pincée entre deux constantes négatives, les mesures βS(o,R)
o chargent

tous les ouverts de S(o,R). Puisque les mesures conditionnelles varient continûment avec le point de
la base, cette dernière égalité a en fait lieu pour tout z ∈ S(o,R). Cela prouve que pour tout R, et tout
z ∈ S(o,R), τcz (x) ∈Ω.

Autrement dit, nous avons prouvé que l’intersection de Ω avec les fibres est un ensemble fini
invariant par toute transformation d’holonomie. Cela contredit l’absence de mesure transverse inva-
riance par holonomie. La preuve du théorème 7.1.22 est donc terminée. ä

1.7 – Résultats d’unicité

Unicité des mesures de Gibbs. Nous pouvons énoncer notre résultat principal, qui implique en
particulier le théorème 8 :

Theorème 7.1.24. Soit (Π, M ,B ,CP1,F ) un fibré feuilleté projectif dont la base B est une variété close
portant un flot d’Anosov topologiquement mélangeant ϕt de classe C 2. Supposons que les feuilles soient
localement isométriques à la base, et notons Φt : M →M le flot hyperbolique feuileté relevé. Supposons
de plus qu’il n’y ait aucune mesure sur CP1 invariante par l’action du groupe d’holonomie. Alors pour
tout potentiel Hölder F : B →R, il existe une unique mesure de Gibbs pourΦt associé au relevé F : M →R.
De plus, cette mesure est donnée par µ+

F .

Preuve. Nous savons par le corollaire 7.1.7 que µ+
F est une mesure de Gibbs associé à F .

Nous savons également que toute mesure de Gibbs µ pour Φt associé à F se projette sur µF .
Puisque toute composante ergodique d’une mesure de Gibbs est encore une mesure de Gibbs (voir
le théorème 6.1.2), le théorème 7.1.5 entraîne donc l’alternative suivante. Soit µ−

F est une mesure de

Gibbs associée à F , ou alors µ+
F est la seule.

Par la proposition 7.1.11, le premier choix est exclu puisque la désintégration de µ−
F est singulière

par rapport à (W
u

, λ̄u
F,x ). Ceci nous permet de conclure la preuve du théorème. ä

Uniques ergodicités des feuilletages invariants. Nous voulons obtenir l’unicité à constante mul-
tiplicative près des familles de mesures (ν+T )T∈T + , et (ν−T )T∈T − , où T

+, T
− sont respectivement les
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ensembles des sections locales des feuilletages instable et stable, pour lesquelles les relations (7.1.1)
et (7.1.2) ont lieu. Par souci de commodité pour le lecteur, nous rappelons ces relations :

d
[

holu
T1→T2

∗ν+F,T1

]

dν+F,T2

(x) = exp

[ˆ ∞

0
(F ◦Φ−t (holu

T2→T1
(x))−F ◦Φ−t (x))

]
= k̄u

F (x,holu
T1→T2

(x)). (7.1.3)

pour T1,T2 ∈T
+, et x dans le domaine d’une application d’holonomie holu

T2→T1
.

d
[

hols
T1→T2

∗ν−F,T1

]

dν−F,T2

(x) = exp

[ˆ ∞

0
(F ◦Φt (hols

T2→T1
(x))−F ◦Φt (x))

]
= k̄ s

F (x,hols
T1→T2

(x)). (7.1.4)

pour T1,T2 ∈T
−, et x dans le domaine d’une application d’holonomie holu

T2→T1
.

Nous énonçons à présent notre résultat principal.

Theorème 7.1.25. Soit (Π, M ,B ,CP1,F ) un fibré feuilleté projectif dont la base B est une variété close
portant un flot d’Anosov topologiquement mélangeant ϕt de classe C 2. Supposons que les feuilles soient
localement isométriques à la base, et notons Φt : M →M le flot hyperbolique feuileté relevé. Supposons
de plus qu’il n’y ait aucune mesure sur CP

1 invariante par l’action du groupe d’holonomie. Soit F :
B →R un potentiel Hölder. Alors, à une constante multiplicative près, il existe deux uniques familles de
mesures (ν+T )T∈T + et (ν−T )T∈T − définies respectivement sur les sections transverses locales à W

u et W
s

qui satisfont aux relations (7.1.3) et (7.1.4).
De plus, sur les systèmes complets de transversales locales donnés par T cs(p) = Π

−1(W cs
l oc (p)) et

T cu(p) =Π
−1(W cu

loc (p)), elles sont données respectivement par νcs
F,p = σ+ ∗λcs

F,p et νcu
F,p = σ− ∗λcu

F,p (voir
la proposition 7.1.6).

Nous allons raisonner par l’absurde. Supposons par exemple l’existence d’une autre mesure (i.e.
singulière à celle définie par la proposition 7.1.6) notée (ν+T )T∈T + existe. Nous considérons alors dans
la base B un atlas feuilleté pour W

u , noté (Vi ,φi )i∈I , avec un système complet de transversales formé
de variétés centre-stables locales (W cs

loc (pi ))i∈I . Supposons de plus que pour 0 ≤ t ≤ 1, les itérées
ϕ−t (Vi ) forment également un atlas feuilleté pour W

u , et trivialisent le fibré. Alors, si Ui = Π
−1(Vi )

et Ti = Π
−1(W cs

loc (pi )), les Φ−t (Ui ), 0 ≤ t ≤ 1 forment des atlas feuilletés pour W
u

associés aux sys-
tèmes de transversales Φ−t (Ti ).

Lemme 7.1.26. Il existe une mesure de probabilité µ sur M qui en restriction à Ui est obtenue par
intégration contre ν+Ti

des mesures ψ̄u
F,xi

λ̄u
F,xi

(xi ∈ Ti ). De plus, µ se projette sur µF et est singulière par
rapport à µ+

F .

Preuve. Définissons une mesure sur chaque Ui comme suggéré dans l’énoncé. Le problème est de
voir que ces mesures peuvent être recollées ensemble. Mais puisque les mesures ν+Ti

satisfont à la
condition de cocycle (7.1.3), nous avons par définition de ψ̄u

F,x , pour tous i , j tels que Ui ∩U j 6= ; :

d [holu
Ti→T j

∗ν+Ti
]

dν+T j

=
ψ̄u

F,x j

ψ̄u
F,xi

◦holu
T j→Ti

.

Par conséquent, ces mesures peuvent bien être recollées, et µ est bien définie.
Nous devons maintenant voir queΠ∗µ=µF . Ceci est dû au résultat d’unicité donnée au théorème

2.1.2. En effet, la fibration commute avec les holonomies instables, donc la projection de (ν+Ti
)i∈I sur
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B vérifie la relation de cocycle (2.1.4). Nous savons que dans ce cas, la famille est proportionnelle
à (λcs

|W cs
loc (pi ))i∈I (après renormalisation, nous pouvons supposer qu’elles sont égales). Par définition

de µ, sa projection sur B est donc localement définie par intégration contre λcs
|W cs

loc (pi ) des mesures

ψu
F,pi

λu
F,pi

. C’est la structure de produit local de µF . Nous avons donc ce que nous voulions.

Finalement, puisque les deux mesures µ+
F et µ induisent par hypothèse sur les transversales à W

cu

des mesures singulières, elles sont singulières. La preuve est donc terminée. ä

La mesure µ n’est pas a priori invariante par le flot Φt . Nous allons voir que pour tout t ≥ 0, Φ−t ∗µ
possède un système de mesures transverses qui satisfont la relation de cocycle (7.1.3), et ont égale-
ment une désintégration absolument continue par rapport à (W

u
, λ̄u

F,x ), avec des densités uniformé-
ment log-bornées. une fois que nous saurons cela, nous ferons la moyenne des itérations négatives
de µ par le flot. Nous verrons qu’un point limite est encore singulier par rapport à µ+

F , et se projette
encore sur µF : elle doit être égale à µ−

F . Mais alors, nous déduisons que µ−
F est ne mesure de Gibbs

associée au potentiel F , contredisant le théorème 7.1.25. Nous avons donc deux lemmes à prouver
avant de venir à bout du théorème 7.1.25.

Lemme 7.1.27. Pour tout t ≥ 0, il existe une famille de mesures (ν+−t ,T )T∈T + définie sur la famille T
+

des transversales locales à W
u

telle que :

1. (ν+−t ,T )T∈T + vérifie la relation (7.1.3) pour tout couple T1,T2 ∈T
+ ;

2. Φ−t ∗µ est localement obtenue par intégration contre ν+−t ,T des mesures ψ̄u
F,x λ̄

u
F,x , x ∈ T . En par-

ticulier, Φ−t ∗µ a une désintégration absolument continue par rapport à (W
u

, λ̄u
F,x ) avec des den-

sités locales uniformément log-bornées.

Preuve. Considérons tout d’abord le cas où t ∈ [0,1]. Φ−t ∗µ possède alors une désintégration dans
les plaques Φ−t (Ui ) par rapport à Φ−t ∗ν+Ti

. Les mesures conditionnelles sont données par (ψ̄u
F,xi

◦
Φ−t )(Φ−t ∗ λ̄u

F,xi
).

Notons que dans ce cas, la famille de mesures Φ−t ∗ν+Ti
ne satisfait pas à la relation (7.1.3), mais

à une relation analogue. Puisque le flot commute avec l’holonomie instable, cette famille vérifie les
relations de cocycles suivantes (pour y⋆ ∈ Φ−t (T⋆), ⋆ = i , j appartenant à la meme variété instable
locale) :

d
[

holu
yi→y j

∗ (Φ−t ∗ν+Ti
)
]

dΦ−t ∗ν+T j

(y j ) = exp

[ˆ ∞

−t
(F ◦Φ−s(yi )−F ◦Φ−s(y j ))d s

]
.

Nous pouvons alors renormaliser la familleΦ−t∗ν+Ti
en la multipliant par exp

[
´ t

0 (F ◦Φs(yi )−P (F ))d s
]

,

obtenant ainsi une famille de mesures (ν+−t ,Φ−t (Ti ))i∈I vérifiant la relation (7.1.3). Puisque la fibration
Π commute avec les flots, et avec les transformations d’holonomie instable, et µF est invariante par
ϕt , nous déduisons que Φ−t ∗µ se projette sur µF , et que la famille (ν+−t ,Φ−t (Ti ))i∈I se projette sur
(λcs

|ϕ−t (W cs
l oc (pi )))i∈I .

Si l’on désintègre la mesureΦ−t∗µ dansΦ−t (Ui ) par rapport à ν+−t ,Ti
, les nouvelles mesures condi-

tionnelles sont obtenues à partir des anciennes en divisant par l’exponentielle ci-dessus. Ce faisant,
nous voyons qu’elles sont données par ψ̄u

F,yi
λ̄u

F,yi
(avec yi ∈ Φ−t (U i )). En effet, ce fait vient directe-

ment de l’invariance de µF par le flot : pour voir que la relation

(ψ̄u
F,Φt (yi ) ◦Φ−t )(Φ−t ∗ λ̄u

F,Φt (yi )) = exp

[ˆ t

0
(F ◦Φs(yi )−P (F ))d s

]
ψ̄u

F,yi
λ̄u

F,yi
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a lieu, il s’agit d’écrire dans les coordonnées données par la structure de produit local l’invariance de
µF , et de remarquer que les densités ψ̄u

F,x , et les mesures λ̄u
F,x sont les relevés de ψu

F,p et λu
F,p définis

dans la base. Si cette relation a lieu en bas, elle aura encore lieu en haut.
Résumons : pour tout t ∈ [0,1], Φ−t ∗µ est localement obtenu par intégration contre ν+−t ,Φ−t (Ti )

des mesures ψ̄u
F,x λ̄

u
F,x . Puisque les transversales (Φ−t (Ti ))i∈I forment un système complet de trans-

versales, nous pouvons construire la famille (ν−t ,T )T∈T + (voir notre lemme 1.3.4). Les densités dans
les variétés instables locales sont de plus uniformément log-bornées indépendamment de t ∈ [0,1].

Nous pouvons à présent raisonner par récurrence sur n et prouver que pour tout t ∈ [n,n+1], une
telle famille de mesure existe. L’hérédité est évidente : une fois qu’on a construit une telle famille de
mesures pour n, nous construisons comme précédemment pour tout t ∈ [0,1] une famille de mesures(
ν+−(n+t ),Φ−t (Ti )

)
i∈I

qui convient sur le système de transversales complet Φ−t (Ti ).

Puis par une autre adaptation de notre lemme 1.3.4, nous obtenons la famille de mesures désirée,
que nous notons (ν−(n+t ),T )T∈T + , achevant ainsi la preuve. ä

Lemme 7.1.28. Les mesures µT convergent vers µ−
F lorsque T tend à l’infini, où :

µT =
1

T

ˆ T

0
Φ−t ∗µd t .

Preuve. La mesure µ est singulière par rapport à µ+
F , et elles se projettent toutes deux sur µF . Cela

signifie que les mesures conditionnelles dans les fibres sont singulières. Si (µp )p∈B désigne la désinté-
gration de µ dans les fibres, cela entraîne que pour µF -presque tout p ∈ B , µp (σ+(p)) = 0. Ainsi, pour

µF -presque tout p ∈ B , et µp -presque tout point x ∈ Vp , 1/T
´ T

0 δΦ−t (x) d t converge vers µ−
F à mesure

que T croît indéfiniment (voir la proposition 7.1.5).
Ainsi, cette convergence a lieu pour µ-presque tout x ∈ M . Une application du théorème de

convergence dominée nous permet alors de conclure la preuve. ä

Fin de la preuve du théorème 7.1.25. Comme nous l’avons expliqué au début de notre argument,
les deux lemmes énoncés précédemment mènent tout droit à une contradiction. En effet, par le
lemme 7.1.27, les mesuresµT defines dans le lemme 7.1.28 ont des désintégrations absolument conti-
nues par rapport à (W

u
, λ̄u

F,x ) avec des densités locales uniformément log-bornées.
Cela entraîne que la mesure limite µ−

F , possède également une désintégration absolument conti-
nue par rapport à ce couple, contredisant ainsi la proposition 7.1.11. Ainsi, le théorème 7.1.25 est
prouvé. ä.

1.8 – Unicité et description des mesures F -harmoniques

Unicité des mesures F -harmoniques. Nous proposons ici la preuve du théorème suivant :

Theorème 7.1.29. Soit (Π, M ,B ,CP1,F ) un fibré feuilleté projectif au dessus dont la base est une va-
riété close courbée négativement, qui paramètre les feuilles. Supposons de plus qu’il n’y a pas de mesure
de probabilité sur CP1 qui soit invariante par le groupe d’holonomie. Alors pour tout potentiel Hölder
F : T 1B →R, il existe une unique mesure F -harmonique pour F .

Preuve. Sous ces hypothèses, le théorème 6.1.10 donne une correspondance bijective entre les me-
sures F -harmoniques et les mesures de Gibbs associées à F , et le théorème 7.1.24 donne l’unicité
de la mesure de Gibbs pour Gt associée à n’importe quel potentiel. Nous avons donc une preuve du
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théorème ä

Nous aimerions décrire en détail les désintégrations des mesures F -harmoniques. Dans la suite,
nous supposerons donc les hypothèses du théorème 7.1.29. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder.

La désintégration des mesures F-harmoniques. Nous nous proposons de décrire les mesures condi-
tionnelles de l’unique mesure F -harmonique pour F . Nous rappelons qu’à multiplication par une
constante positivé près, il n’existe qu’une fonction F -harmonique sur la base B , notée h0.

Dans un premier temps, nous pouvons définir une famille de mesures finies sur les sphères uni-
taires tangentes T 1

z N , notées ωF
z , en tirant en arrière νF

z par πz (où πz : T 1
z N →N (∞) est l’identifica-

tion naturelle).
La section de Lyapunov σ+ : T 1B →T 1

F peut se relever en une section σ̃+ : T 1N →T 1N ×CP
1 qui

est équivariante pour l’action de π1(B). Elle peut être écrite σ̃+(z, v) = (z, v, s̃+z (v)), où s̃+z : T 1
z N →CP

1,
satisfait à la relation d’équivariance ρ(γ)s̃+z = s̃+γz Dzγ, où γ ∈π1(B), z ∈ N . De plus, cette section com-
mute avec le feuilletage centre-instable : lorsque (z1, v1) et (z2, v2) appartiennent à la même variété
centre-instable, s̃+z1

(v1) = s̃+z2
(v2).

Il est utile de considérer, dans la preuve du lemme suivant, la section σ̃+
z : T 1

z N →T 1
z N ×CP

1 défi-
nie pour z ∈ N par (I d , s̃+z )

Lemme 7.1.30. Soit m̃+
F la mesure définie sur T 1N ×CP

1 par intégration des mesures σ̃+
z ∗ωF

z contre
Leb(z).

1. m̃+
F est invariante par l’action diagonale de π1(B) sur T 1N ×CP

1

2. La mesure quotient est le relevé canonique de l’unique mesure F -harmonique.

Preuve. Premièrement, notons que pour tout γ ∈π1(B) et z ∈ N , la relation Dzγ∗ωF
z =ωF

γz est vérifiée,

à cause de la relation d’équivariance γ∗νF
z = νF

γz . Deuxièmement, notons que par équivariance de la
section σ̃+, nous avons pour tout z,γ, (Dzγ,ρ(γ))◦ σ̃+

z = σ̃+
γz ◦Dzγ.

Puisque π1(B) agit sur N par isométries, nous avons γ∗Leb = Leb. L’invariance de m̃+
F par l’action

diagonale suit alors.
Pour conclure la preuve du lemme, il suffit de prouver que la mesure quotient est∞-F -harmonique

pour W
cu

. En effet, une telle mesure est unique puisque l’ensemble des mesures ∞-F -harmoniques
est en correspondance bijective avec les mesures F -harmoniques (voir la proposition 6.1.19), et par
le théorème 7.1.29, il n’y a qu’une mesure F -harmonique.

Notons que m̃+
F est obtenue en poussant par la section σ̃+ la mesure définie sur T 1N par inté-

gration contre Leb(z) des mesures ωF
z . Puisque la section σ̃+ commute avec les feuilletages centre-

instables, il est suffisant de prouver que cette dernière mesure est ∞-F -harmonique pour W̃
cu .

Pour voir ce dernier point, il est commode de regarder l’expression de cette mesure dans l’identifi-
cation T 1N ≃ N×N (∞) qui trivialise le feuilletage centre-instable. Cette mesure s’écrit dans N×N (∞)
comme l’intégration contre Leb(z) des mesures νF

z = k(o, z;ξ)νF
o (ξ) : c’est par définition une mesure

∞-F -harmonique. ä

Lemme 7.1.31. Soit m̃F la projection de m̃+
F le long des sphères unitaires tangentes.

1. m̃F s’obtient par intégration de s̃+z ∗ωF
z contre Leb(z).

2. m̃F est invariante par l’action diagonale, et la mesure quotient sur M est l’unique mesure F -
harmonique pour F
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Preuve. L’invariance de m̃F par l’action diagonale de π1(B) sur N ×CP
1 suit directement de celle de

m̃+
F par l’action diagonale sur T 1N ×CP

1, et le fait que si pr : T 1N →N désigne la projection cano-
nique le long des sphères tangentes, nous avons pr ◦ (Dγ) = γ◦pr .

Le fait que la mesure quotient, notée mF , est l’unique mesure F -harmonique vient de la seconde
partie du lemme précédent.

Finalement, notons que si prz : T 1
z N ×CP

1→{z}×CP
1 est la projection sur la seconde variable, on

a s̃+z = prz ◦ σ̃+
z , de sorte que prz ∗ [σ̃z ∗ωF

z ] = s̃+z ∗ωF
z : ces mesures sont les mesures conditionnelles

de m̃F dans les {z}×CP
1. La preuve du lemme est donc achevée. ä

Theorème 7.1.32. Soit (Π, M ,B ,CP1,F ) un fibré feuilleté projectif au dessus dont la base est une va-
riété close courbée négativement, qui paramètre les feuilles. Supposons de plus qu’il n’y ait pas de me-
sure de probabilité sur CP1 qui soit invariante par le groupe d’holonomie. Soit F : T 1B →R un potentiel
Hölder, appelons mF l’unique mesure F -harmonique. Alors :

1. mF se projette sur h0 Leb ;

2. les mesures conditionnelles de mF dans les fibres, par rapport à h0 Leb, sont données pour tout p
par :

mF,p = s+p ∗
[

ωF
p

mass(ωF
p )

]
;

Preuve. L’unique mesure F -harmonique mF est le quotient de m̃F . Si p ∈ B , nous pouvons définir s+p :

T 1
p B →Vp ≃CP

1, ainsi que ωF
p . Par conséquent, nous avons la désintégration mF = [s+p ∗ωF

p ]Leb(p).

Pour finir, nous rappelons que nous avons défini la fonction F -harmonique par h0(p) = mass(ωF
p )

sur B . Les mesures s+p ∗ωF
p /h0(p) sont des mesures de probabilités, donc Π∗mF = h0Leb, et :

mF = s+p ∗
[

ωF
p

mass(ωF
p )

]
h0(p)Leb(p).

CQFD. ä

2 | Limites de grandes boules
Afin d’obtenir des mesures transverses quasi-invariantes par holonomie, il est assez classique de

regarder des moyennes pondérées par des cocycles sur les grandes boules dans les feuilles : voir [GPl]
pour le travail de Goodman et Plante, et [Sc, AR] pour des généralisations dans l’esprit de cette thèse.
La différence principale est que nous n’utiliserons pas de propriété de Følner. Dans notre cas, puisque
les feuilles sont courbées négativement, la croissance du volume des boules dans le revêtement uni-
versel des feuilles est exponentielle : les effets de bord ne peuvent plus être négligés. L’idée, déjà pré-
sente dans [BG] dans le contexte où la base est une surface hyperbolique, est de dire que les grandes
sphères ressemblent à des horosphères, et d’utiliser les propriétés des feuilletages horosphériques.
Nous renvoyons également au travail de Knieper [Kn] où l’unique mesure totalement invariante pour
le feuilletage horosphérique est obtenu comme limite de moyenne sphériques.

2.1 –Moyennes pondérées de grandes boules

Dans ce qui suit, (Π, M ,B ,CP1,F ) est un fibré feuilleté, dont la base B est une variété Rieman-
nienne close courbée négativement, et dont les feuilles sont localement isométriques à B . Nous no-
terons N le revêtement universel Riemannien de B , et nous fixerons un point base o ∈ N . Pour x ∈ M ,
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projx : (N ,o)→(Lx , x) désignera le revêtement universel Riemannien de la feuille correspondante qui
envoie o sur x.

Limites de grandes boules. Une conséquence typique du résultat principal de la section est la gé-
néralisation suivante d’un résultat de Bonatti et Gómez-Mont (voir [BG]). Nous nous intéressons à la
famille suivante de mesures, définie sur M par :

µx,R = projx ∗
(

Leb|B(o,R)

Leb(B(o,R))

)
.

Notons que ces mesures sont des analogues multidimensionnelles des moyennes de Birkhoff (dans
ce cas, le revêtement Riemannien est donné par R, et la projection est donnée par le paramétrage des
lignes de flots). Le résultat suivant est conséquence directe du théorème principal de cette partie.

Theorème 7.2.1. Soit (Π, M ,B ,CP1) un fibré projectif feuilleté, dont la base est une variété Rieman-
nienne close courbée négativement, et dont les feuilles sont localement isométriques à B. Supposons
qu’il n’y ait pas de mesure sur la fibre invariante par le groupe d’holonomie. Alors, il existe une unique
mesure m sur M telle que pour toutes suites (xn)n∈N ∈ MN, et (Rn)n∈N tendant à l’infini, les suites de
mesures µxn ,Rn convergent vers m. De plus, cette mesure est l’unique mesure 0-harmonique (où 0 est la
fonction identiquement nulle).

Un poids sur les grandes sphères. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder, et F̃ : T 1N →R son relevé.
Lorsqu’il n’y a pas de mesure sur CP1 invariante par le groupe d’holonomie, nous voulons approcher
l’unique mesure F -harmonique par des moyennes pondérées sur les grandes boules. Les mesures
F -harmoniques sont associées au noyau kF que nous avons construit par exponentiation de la dif-
férence des intégrales du potentiel entre un point ξ à l’infini et deux points de N . Le meilleur moyen
d’approcher ce cocycle par des fonctions définies sur des boules dans les feuilles est, étant donnés
deux points de la boule, d’intégrer le potentiel le long des géodésiques dirigées du centre vers les
points, de les exponentier, de les quotienter, puis d’envoyer le centre à l’infini en suivant une géodé-
sique. Nous considèrerons donc la fonction définie sur N ×N par la formule suivante :

κF (z0, z) = exp

[ˆ z

z0

F̃

]
. (7.2.5)

Nous aurons besoin d’estimées de distorsion, et de prouver que le quotient κF (z0, y)/κF (z0, z)
converge uniformément vers le cocycle δF (z, y ;ξ) lorsque z0 converge non-tangentiellement vers ξ

dans la topologie conique. Nous donnons sans preuve un théorème, qui est une généralisation d’un
théorème de Margulis, et est dû à Ledrappier [L4], sous une forme légèrement plus générale.

Theorème 7.2.2. Pour tout z0 ∈ N , il y a un nombre c(z0), tel que :
ˆ

S(z0,R)
κF (z0, z)dLeb(z) ∼ c(z0)eRP (F ),

lorsque R croît indéfiniment.

Considérons alors sur M les moyennes pondérées de grandes boules :

µF
x,R = projx ∗

(
κF (o, y)Leb|B(o,R)(y)
´

B(o,R)κ
F (o, y)dLeb(y)

)
. (7.2.6)

Le but de cette section est de prouver le résultat suivant :
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Theorème 7.2.3. Soit (Π, M ,B ,CP1,F ) un fibré feuilleté projectif au dessus d’une variété Rieman-
nienne close et courbée négativement, qui paramètre les feuilles. Supposons de plus qu’il n’y ait pas
de mesure sur CP1 invariante par le groupe d’holonomie. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder dont la

pression est positive. Alors, pour toutes suites (xn)n∈N ∈ MN et (Rn)n∈N tendant vers l’infini, la suite de
mesures µF

xn ,Rn
converge vers l’unique mesure F -harmonique pour F .

Convergence des moyennes sphériques pondérées. Nous regarderons dans un premier temps les
moyennes sphériques pondérées, qui sont des mesures de probabilités définies sur M par :

mF
x,R = projx ∗

(
κF (o, y)Leb|S(o,R)(y)
´

S(o,R)κ
F (o, y)dLeb(y)

)
. (7.2.7)

Le but est ici de prouver le théorème suivant :

Theorème 7.2.4. Soit (Π, M ,B ,CP1,F ) un fibré feuilleté projectif au dessus d’une variété Rieman-
nienne close et courbée négativement, qui paramètre les feuilles. Supposons de plus qu’il n’y a pas de
mesure sur CP1 invariante par le groupe d’holonomie. Soit F : T 1B →R un potentiel Hölder. Alors pour
toutes suites (xn)n∈N ∈ MN et (Rn)n∈N tendant vers l’infini, la suite de mesures mF

xn ,Rn
définie ci-dessus

converge vers l’unique mesure F -harmonique.

Preuve du théorème 7.2.3 à partir de 7.2.4. Tout d’abord, par le théorème de Ledrappier, 7.2.2,
l’intégrale

´

S(o,R)κ
F (o, y)dLeb(y) se comporte comme eRP (F ) : en particulier, elle croît à l’infini uni-

quement lorsque P (F ) > 0 (c’était le cas de l’exemple particulier 7.2.1, où le potentiel est la fonction
nulle, dont la pression est égale à l’entropie topologique du flot géodésique g t ).

Nous empruntons l’argument suivant à Bonatti et Gómez-Mont [BG]. Supposons qu’il n’existe
aucune mesure sur CP

1 qui soit invariante par le groupe d’holonomie. Par le théorème 7.2.4, les
moyennes sphériques pondérées convergent vers l’unique mesure F -harmonique pour F . Consi-
dérons alors la couronne CR = B(o,R) \ B(o,R/2). Puisque la pression de F est positive, l’intégrale du
poids sur CR se rapproche de plus en plus de celle sur B(o,R). Ainsi, il est suffisant de prouver que la
restriction normalisée de µF

x,R sur la projection de CR approche l’unique mesure F -harmonique.
Mais cette mesure s’écrit comme barycentre de moyennes sphériques pondérées, chacune d’elle

tendant vers l’unique mesure F -harmonique (par le théorème 7.2.4). Nous concluons que le bary-
centre converge vers la même mesure : CQFD. ä.

Nous allons maintenant montrer comment prouver le théorème 7.2.4. L’idée est simple et repose
sur le fait que les grandes sphères ressemblent à des horosphères. Il est possible de remonter les
moyennes sphériques au fibré unitaire tangent, car les sphères de même rayons peuvent y être plon-
gées en ajoutant le champ de vecteurs radial sortant. Ces sphères plongées forment un feuilletage
qui converge uniformément vers le feuilletage instable du flot géodésique. De plus, les mesures rele-
vées induisent sur les transversales de ces feuilletages des familles de mesures telles que les cocycles
de Radon-Nikodym qui leur sont associés convergent vers le noyau kF . Finalement, en utilisant le
théorème d’unique ergodicité 7.1.25, nous déduisons que l’unique point limite de cette famille est
le relevé canonique de l’unique mesure F -harmonique. Ainsi cette mesure se projette sur l’unique
mesure F -harmonique, concluant ainsi la preuve du théorème.

2.2 – Feuilletage horosphérique en tant que limite

Horosphères et grandes sphères. Pour z ∈ N , et R > 0, la sphère S(z,R) = {y ∈ N |distF (z, y) = R}
se plonge dans T 1N en attachant le champ de vecteur radial sortant. Nous noterons cette sphère
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plongée S+(z,R). Notons qu’elle est obtenue en poussant la fibre unitaire tangente T 1
z N le long du

flot géodésique sur une distance R : ces sphères forment un feuilletage de T 1N noté W̃
+

R , qui est

obtenu en poussant le feuilletage W̃
+ défini par les feibres unitaires tangentes le long du flot sur une

distance R. Par conséquent, pour tous R, t > 0,

Gt (W̃ +
R ) = W̃

+
R+t .

Le lemme d’inclinaison (ou λ-lemma) classique pour les ensembles hyperboliques (voir le chapitre
9 de [Sh]) ainsi que la remarque faite ci-dessus, entraînent que, si W

+
R désigne la projection de W̃

+
R

sur T 1B , W
+

R converge vers le feuilletage instable W
u dans la topologie C 0 des champs de plans (la

convergence est uniforme grâce à la compacité de T 1B). Cela implique que la structure Riemanienne
induite sur les feuilles de W

+
R converge uniformément vers celle de W

u . Cela implique également la
proposition suivante :

Proposition 7.2.5. Pour tout ε > 0, il existe un nombre positif R0 ainsi qu’une famille finie de petits
disques plongés disjoints Ti ⊂T 1B, i ∈ I tels que pour tout R > R0 :

1. (Ti )i∈I est un système complet de transversales à la fois pour W
u et pour W

+
R ;

2. pour toute transformation d’holonomie holu
Si→S j

: Si →S j le long d’un chemin de W u(v) de lon-
gueur ≤ 1, où Si ⊂Ti , et S j ⊂T j sont des ouverts relativement compacts avec v ∈ Si , il existe des
ouverts S′

i ⊂Si , S′
j ⊂S j avec v ∈ Si , un chemin c dans W +

R (v) de longueur < 2, et une transforma-

tion d’holonomie pour W
+

R le long de c, τR,c : S′
i →S′

j qui est ε-proche dans la topologie C 0 de la

restriction à S′
i de holu

Si→S j
.

Nous pouvons relever les feuilletages W
+

R aux feuilles de F̂ obtenant ainsi des sous-feuilletages

que nous notons W
+
R . Ils convergent vers W

u
dans la topologie des champs de plans : la proposition

précédent est alors également vraie dans ce contexte.

Une estimée géométrique. Nous aurons besoin de l’estimée géométrique suivant, que l’on prouve
en utilisant les inégalités CAT :

Lemme 7.2.6. Il existe des constantes C > 0 and α> 0, telles que pour tout o ∈ N , R > 0, et x, y ∈ S(o,R),
nous ayons :

κF (o, y)

κF (o, z)
≤ exp

(
C distS(o,R)(y, z)α

)
,

où distS(o,R) désigne la fonction distance venant de la structure Riemannienne induite sur S(o,R).

Preuve. Écrivons d’abord la formule :

κF (o, y)

κF (o, x)
= exp

[ˆ y

o
F̃ −
ˆ x

o
F̃

]
. (7.2.8)

La preuve de ce lemme repose sur un théorème de comparaison. La preuve de ce lemme repose
sur un théorème de comparaison.

Soit o ∈ N , R > 0, et x, y ∈ S(o,R). Les segments géodésiques [o, x] et [o, y] sont paramétrés par
longueur d’arc : nous appelons x(r ) et y(r ) ce paramétrage. Notons c(r ) la géodésique minimisante
dans S(o,r ) entre x(r ) et y(r ), ainsi que l (r ) sa longueur. L’affirmation suivante est le point clé de la
preuve.
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Affirmation. Nous avons pour tout r ≤ R,

l (r )

l (R)
≤

sinh(ar )

sinh(aR)
.

Nous prouvons dans un premier temps que cette affirmation suffit à conclure la preuve du lemme.
Considérons les vecteurs unitaires vox et voy basés respectivement en x et y , qui sont orthogonaux à
la sphère, et pointent vers l’extérieur. Le transport, pour la connexion induite, du champ de vecteur
orthogonal sortant étant parallèle le long de c(R), la distance entre ces deux vecteurs est égale à la
longueur l (R) (cet argument marche de la même façon pour tout r ≤ R). Nous déduisons de ceci, et
du caractère Hölder de F , que :

∣∣∣∣
ˆ y

o
F̃ −
ˆ x

o
F̃

∣∣∣∣≤C

ˆ R

0
l (r )αdr ≤C l (R)α

ˆ R

0

sinhα(ar )

sinhα(aR)
dr,

la dernière inégalité venant de l’affirmation. La dernière intégrale est évidemment bornée indépen-
damment de R. Nous coucluons alors en prenant les exponentielles.

Prouvons à présent notre affirmation. Nous allons appliquer l’inégalité CAT(−a2) au triangle dont
les côtés sont donnés par [o, x], [o, y], et la courbe c(R) : ce triangle n’est pas géodésique. Nous ob-
tenons alors que pour le triangle dans l’espace N−a2 simplement connexe de courbure −a2 dont les
côtés sont donnés par deux segments géodésiques (parametrés par longueur d’arc) x0(r ), et y0(r )
(x0(0) = y0(0)), avec 0 ≤ r ≤ R, et un chemin géodésique c0(R) tangent à une sphère hyperbolique de
centre x0(0) qui lie x0(R) et y0(R), et avec une longueur l0(R) = l (R) alors

l (r ) ≤ l0(r ),

pour tout r ≤ R, où l0(r ) est la longueur de la courbe géodésique c0(r ) tangente à la sphère reliant
x0(r ) et y0(r ).

L’inégalité CAT(−a2) usuelle est valide pour les triangles géodésiques (voir [BH]), mais il est facile
d’en déduire la version ci-dessus. Pour ce faire, prenons une division très fine du chemin c(R) par des
points xk tels que l (R) ≃

∑
dist(xk , xk+1) (c’est-à-dire approchons c(R) par une géodésique brisée), et

appliquons le théorème usuel à chaque triangle géodésique dont les sommets sont o, xk , xk+1.
Un calcul de géométrie hyperbolique nous donne que la longueur de l’arc de cercle c0(r ) est égal à

θ sinh(r ), où θ est l’angle áx0(r )x0(0)y0(r ), nous en déduisons donc que l0(r )/l0(R) = sinh(ar )/sinh(aR).
ä

Convergence uniforme vers le cocycle. Nous prouvons à présent que le quotient des poids converge
vers le cocycle δF qui est défini par la formule (6.1.5), et que cette convergence est uniforme sur les
espaces compacts.

Lemme 7.2.7. Soit K ⊂N un ensemble compact, et ξ ∈ N (∞). Alors :

lim
o→ξ

κF (o, y)

κF (o, z)
= δF (z, y ;ξ),

uniformément avec y, z ∈ K , lorsque o converge non-tangentiellement vers ξ dans la topologie conique.

Preuve. Rappelons dans un premier temps les relations (7.2.8), et (6.1.5) :

κF (o, z2)

κF (o, z1)
= exp

[ˆ z2

o
F̃ −
ˆ z1

o
F̃

]
et δF (z1, z2;ξ) = exp

[ˆ z2

ξ

F̃ −
ˆ z1

ξ

F̃

]
.
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Soit ξ ∈ N (∞), et K ⊂N compact. Par définition de la convergence non-tangentielle, il suffit de
supposer que o converge vers ξ tout en restant sur un rayon géodésique c avec ξ comme point extré-
mal.

Par compacité de K , il existe des constantes A1 > 0 et η1 < 1 telles que pour tout y ∈ K , et T > 0, si
y(T ) désigne le point du rayon géodésique [y,ξ) avec dist(y, y(T )) = dist(y,c(T )),

∣∣∣∣∣

ˆ y

c(T )
F̃ −
ˆ y

y(T )
F̃

∣∣∣∣∣≤ A1η
T
1 .

Cela est dû au lemme de distorsion 7.2.6 appliqué à la fonction Hölder F ◦ ι (où ι est l’involution
qui envoie un vecteur unitaire v tangent à N sur −v), et le fait que c(T ) et y(T ) deviennent proches
exponentiellement vite (les rayons géodésiques [y,ξ) et c sont asymptotiques).

Le lemme de distorsion usuel (voir la preuve du lemme 6.1.5) montre l’existence de A2 > 0 et
η2 < 1 tels que pour tout y ∈ K , ∣∣∣∣∣

ˆ c(T )

ξ

F̃ −
ˆ y(T )

ξ

F̃

∣∣∣∣∣≤ A2η
T
2 .

La preuve est achevée lorsque l’on remarque que l’intégrale

(ˆ y

c(T )
F̃ −
ˆ z

c(T )
F̃

)
−

(ˆ y

ξ

F̃ −
ˆ z

ξ

F̃

)

peut être décomposée en quatre morceaux :
(
ˆ y

c(T )
F̃ −
ˆ y

y(T )
F̃

)
+

(
ˆ c(T )

ξ

F̃ −
ˆ y(T )

ξ

F̃

)
+

(
ˆ z(T )

ξ

F̃ −
ˆ c(T )

ξ

F̃

)
+

(ˆ z

z(T )
F̃ −
ˆ z

c(T )
F̃

)
,

chacun d’eux tendant vers zéro exponentiellement vite independamment des choix de y, z ∈ K .
Nous concluons la preuve en prenant les exponentielles. ä

2.3 – Preuve du théorème 7.2.4

Rappelons les hypothèses et les notations. (Π, M ,B ,CP1,F ) est un fibré feuilleté projectif, dont la
base B est une variété Riemannienne close courbée négativement, et dont les feuilles sont localement
isométriques à B . Le revêtement universel Riemannien de la base est noté par N , et nous avons fixé un
point base o ∈ N . Pour x ∈ M , projx : (N ,o)→(Lx , x) représente le revêtement universel Riemannien
de la feuille correspondante qui envoie o sur x.

Relevé au fibré unitaire tangent. Les mesures mF
x,R peuvent clairement être remontées à T 1

F en
poussant par le plongement naturel S(x,R)→S+(x,R) (rappelons que S+(x,R) désiigne l’image de
T 1

x F par GR ). Nous noterons mF,+
x,R la mesure ainsi obtenue.

Puisque le feuilletage W
+
R converge uniformément vers W

u
lorsque R tend vers l’infini (voir la

proposition 7.2.5), nous pouvons trouver R0 > 0 et un atlas feuilleté A = (Ui ,φi )i∈I pour le feuilletage

instable W
u

, tel qu’il existe un atlas feuilleté pour W
+
R de la forme AR = (Ui ,φR,i )i∈I et ce pour tout R >

R0. Nous considérons un système complet de transversales (Ti )i∈I , et notons (Pi (w))w∈Ti les plaques
instables. Nous allons prouver la proposition suivante.

Proposition 7.2.8. Soit m+ un point d’accumulation de la famille mF,+
x,R . Sa restriction à une carte Ui

a une désintégration dans les plaques instables est de la forme [Hi Lebu
|Pi (w)]ν

+
i (w), où :
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1. Hi est une fonction mesurable positive qui est uniformément log-bornée, et qui vérifie la relation
suivante pour v, w dans la même plaque Pi :

Hi (v)

Hi (w)
= kF (w, v ;ξ), (7.2.9)

où ξ ∈ N (∞) est la limite commune des itérations négatives de la variété instable de v et w.

2. (ν+i )i∈I est une famille de mesures finies définie sur la famille (Ti )i∈I qui vérifie :

d [holu
Ti→T j

∗ν+i ]

dν+j
(v) = kF (v,holu

T j→Ti
(v);ξ), (7.2.10)

où v appartient au domaine d’holonomie holu
T j→Ti

, et ξ est la limite commune des itérations de
la variété instale de v.

Remarque 1. La notation est quelque peu abusive puisque v, w appartiennent à T 1Pi , et kF a été
défini sur N ×N ×N (∞) : nous devons en fait évaluer kF sur les relevés à une même horosphère du
revêtement universel des points base de v et w , et sur le centre de l’horosphère.

Remarque 2. Les deux propriétés sont équivalentes dans le sens que s’il est possible de recoller les
mesures [Hi (Lebu

|W u
loc (w)]ν

+
i (w) en une mesure de T 1

F , alors si l’une des propriétés a lieu, l’autre

aussi.

Preuve du théorème 7.2.4 à partir de la proposition 7.2.8. Supposons qu’aucune mesure de pro-
babilité de CP

1 ne soit invariante par l’action du groupe d’holonomie de F . Supposons de plus que la
proposition précédente soit vraie, et considérons un point d’accumulation m+. Dans ce cas, la famille
ν+i satisfait la relation de cocycle (7.1.1), et par la propriété d’unique ergodicité du feuilletage instable
(le théorème 7.1.25), elle est uniquement déterminée (à multiplication près par une constante posi-
tive). Alors, m+ est le relevé canonique de l’unique mesure F -harmonique (voir le théorème 7.1.29) :
ainsi, sa projection sur M est l’unique mesure F -harmonique. Cela nous permet de conclure la preuve
du théorème 7.2.4. Par conséquent, pour conclure la preuve du théorème, nous n’avons plus qu’à
prouver la proposition 7.2.8. ä

2.4 – Preuve de la proposition 7.2.8.

Soit m+ un point d’accumulation de mF,+
x,R . Choisissons des suites (xn)n∈N ∈ MN, et (Rn)n∈N qui

tend vers l’infini, telles que mF,+
xn ,Rn

converge vers m+. Rappelons que nous avons un atlas feuilleté

A = (Ui ,φi )i∈I pour le feuilletage instable W
u

, ainsi qu’un nombre R0 > 0 tel que quand R > R0,

AR = (Ui ,φR,i )i∈I est un atlas feuilleté pour W
+
R . Nous pouvons raffiner l’atlas A de telle sorte que

m+(∂Ui ) = 0 pour tout i ∈ I (ainsi, nous avons toujours limn→∞ mF,+
xn ,Rn

(Ui ) = m+(Ui )). Nous choi-
sissons un système complet de transversales correspondant noté (Ti )i∈I : les plaques instables sont

notées (Pi (v))v∈Ti , et celles du feuilletage W
+
Rn

sont notées (Pi ,n(v))v∈Ti . Soit i ∈ I tel que m+(Ui ) > 0.

Lemme 7.2.9. La projection sur la transversale Ti de la restriction de mF,+
xn ,Rn

à Ui est équivalente à la
mesure :

ν+i ,n =
1

´

S(o,Rn )κ
F (o, y)dLeb(y)

∑

v∈Ti∩S+(xn ,Rn )
κF (xn , v)δv

avec une dérivée de Radon-Nikodym log-bornée indépendamment de n.

171



2. LIMITES DE GRANDES BOULES

Remarque 3. Ici encore, La notation est abusive. Nous devons relever v ∈ Ti et xn au revêtement
universel, et évaluer κF sur les relevés de xn et du point base de v . Si nous imposons que le point base
reste dans un domaine fondamental donné, tout se passe comme si xn tendait à l’infini dans le passé
tout en restant sur la géodésique dirigée par v .
Preuve. La projection de (mF,+

xn ,Rn
)|Ui sur Ti est donnée par la mesure de comptage suivante :

1
´

S(o,Rn )κ
F (o, y)dLeb(y)

∑

v∈Ti∩S+(xn ,Rn )
mF,+

xn ,Rn
(Pi ,n(v))δv .

Soit ∆ une borne supérieure des diamètres des plaques de W
+
Rn

, et K ±1 des nombres qui respecti-
vement majorent et minorent bornent leurs volumes. En utilisant le lemme de distorsion 7.2.6, nous
voyons que pour tout v ∈ Ti ∩S+(xn ,Rn), mF,+

xn ,Rn
(Pi ,n(v)) ∈ [C−1

0 ,C0]κF (xn , v), où C0 = K eC∆
α

.

Bien sûr, ∆ et V peuvent être choisis indépendants de n puisque le feuilletage W
+
R converge uni-

formément vers W
u

: en particulier on peut déduires des bornes sur les diamètres et volumes des
plaques de W

u des bornes pour celles de W
+

Rn
, au moins pour n assez grand. Le lemme est ainsi

prouvé. ä

Lemme 7.2.10. La restriction de mF,+
xn ,Rn

à une carte Ui a une désintégration dans les plaques instables
de la forme [Hi ,n Leb|Pi ,n (w)]ν+i ,n(w), où :

1. Hi ,n est une fonction positive et mesurable qui est log-bornée indépendamment de n, et qui vérifie
la formule suivante pour v, w dans la même plaque Pi ,n :

Hi ,n(v)

Hi ,n(w)
=

κF (xn , v)

κF (xn , w)
, (7.2.11)

où v et w sont orthogonaux à la sphère centrée en z0 et de rayon R.

2. (ν+i ,n)i∈I est la famille de mesures fiines définies sur les transversales (Ti )i∈I dans le lemme 7.2.9.
Elles vérifient :

d [τi j ,n ∗ν+i ,n]

dν+j ,n

(v) =
κF (xn ,τ j i ,n(v))

κF (xn , v)
, (7.2.12)

où τi j ,n est une transformation d’holonomie W +
xn ,Rn

dont le domaine est un ouvert de Ti , et son
but, un ouvert de T j , et où v appartient au domaine de τ j i ,n .

Preuve. Puisque par définition, mF,+
xn ,Rn

a une désintégration de Lebesgue dans les feuilles de W
+
Rn

, la

désintégration de (mF,+
xn ,Rn

)|Ui par rapport à ν+i ,n est comme énoncé dans le lemme. Nous devons voir
que les densités Hi ,n ainsi que les mesures νi ,n vérifient les propriétés désirées.

La seconde propriété est immédiate par définition de (ν+i ,n)i∈I : voir le lemme 7.2.9.
Le fait que les densités Hi ,n soient log-bornées indépendamment de n vient de ce que ν+i ,n est

équivalente à la projection sur Ti de (mF,+
xn ,Rn

)|Ui avec des dérivées de Radon-Nikodym qui sont log-
bornées indépendamment de n (voir de nouveau le lemme 7.2.9). Que les densités vérifient les rela-
tions désirées, découle directement de ce que c’est le cas de la famille (ν+i ,n)i∈I et de ce que les mesures
obtenues sur Ui se recollent bien (voir la remarque 2 ci-dessus). La preuve est alors finie. ä

Fin de la preuve de la proposition 7.2.8. Par le choix des cartes Ui , nous savons que (mF,+
xn ,Rn

)|Ui

converge vers la mesure m+
|Ui

lorsque n tend vers l’infini. Nous voulons en déduire que m+ se dés-
intègre dans les plaques Pi comme énoncé dans la proposition. Prenons deux cartes Ui et U j qui

172



CHAPITRE VII. RÉSULTATS D’UNICITÉ ET D’ÉQUIDISTRIBUTION

s’intersectent. Nous pouvons toujours supposer que lorsque v appartient au domaine de la transfor-
mation d’holonomie holu

Ti→T j
, nous avons distu(v,holu

Ti→T j
(v)) ≤ 1.

Nous pouvons supposer, en extrayant si nécessaire, que ν+n,i converge vers une mesure finie ν+i
sur Ti . Par la proposition 7.2.5 nous savons que pour tout v appartenant au domaine de holu

T j→Ti
, il

existe un ouvert S j ⊂T j contenant v , tel que la restriction de holu
T j→Ti

à Si soit une limite uniforme
d’applications d’holonomies τi j ,n . D’après le lemme 7.2.7, nous avons pour tout v ∈ S j :

lim
n→∞

κF (xn ,τ j i ,n(v))

κF (xn , v)
= δF (v,holu

T j→Ti
(v);ξ) = kF (v,holu

T j→Ti
(v);ξ),

où ξ ∈ N (∞) est la limite commune des itérations négatives par le flot des éléments de W u(v). Cette
égalité est valide car v et holu

T j→Ti
(v) sont sur la même horosphère centrée en ξ : la fonction de Bu-

semann correspondante s’annule donc. Ainsi donc, puisque par le lemme 7.2.10, les mesures ν+n,i
vérifient les relations (7.2.12), les mesures limites ν+i vérifient les relations (7.2.10).

Afin de conclure la preuve, nous devons prouver que m+ a une désintégration de Lebesgue. Ceci
est vrai car d’une part, chaque mF,+

xn ,Rn
a une désintégration de Lebesgue avec des densités locales

uniformément log-bornées, et d’autre part la structure Riemannienne, et donc le volume, induite sur

les feuilles de W
+
Rn

converge vers celle induite sur W
u

. Finalement, afin de voir que les densités Hi

vérifient les bonnes relations, nous raisonnons comme à la fin de la preuve du lemme 7.2.10. Nous
pouvons conclure. ä.

3 | Un résultat d’équidistribution
Dans cette section, nous allons donner une interprétation de nos résultats sur les feuilletages

transverses à une fibration en CP
1 en termes d’actions de groupes paramétrées par une métrique

Riemannienne de courbure négative. Une question typique est la suivante. Soit B une variété Rie-
mannienne close et courbée négativement. Si ρ : π1(B)→PSL2(C) est une représentation projective
de son groupe fondamental qui ne laisse aucune mesure invariante sur CP1, que peut-on dire de la
distribution des orbites d’un point, paramétrée avec la structure Riemannienne ? Plus précisément,
si N est le revêtement universel Riemannien de B , et si o est un point base choisi sur N , la métrique
de B induit naturellement une fonction distance sur π1(B) par la formule d(γ1,γ2) = dist(γ1o,γ2o).
Notons que puisque B est compacte, cette distance est quasi-isométrique à la distance des mots asso-
ciée à un système fini de générateurs. Notons BR la boule de rayon R > 0 pour d . Que dire des points
d’accumulation des mesures de comptages suivantes :

θR =
1

|BR |
∑

γ∈BR

δρ(γ)x

pour x ∈CP
1 ?

Nous proposons le théorème suivant, qui est une conséquence du résultat principal de cette sec-
tion.

Theorème 7.3.1. Soit ρ : π1(B)→PSL2(C) une représentation projective du groupe fondamental d’une
variété Riemannienne close et courbée négativement, qui en laisse invariante aucune mesure de proba-
bilité sur CP1. Alors, la famille θR converge vers une mesure qui est l’image de la mesure de Patterson-
Sullivan par la section de Lyapunov.
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3.1 –Mesures de comptage pondérées

Par le théorème 7.1.29, s’il n’y a pas de mesure sur CP1 invariante par chaque ρ(γ), γ ∈π1(B), alors
pour tout potentiel Hölder F : B →R, il existe une unique mesure F -harmonique pour le feuilletage
F , que l’on notera mF . Par le théorème 7.1.32, on peut désintégrer cette mesure par rapport à h0Leb
dans la base, et l’on note (mF,p )p∈B le système de mesures conditionnelles dans les fibres (nous avions
posé pour tout p ∈ B , h0(p) = mass(ωF

p ), où ωF
p désigne la famille de mesure de Ledrappier dans les

fibres unitaires tangentes associées au potentiel F ). Nous rappelons que les mesures conditionnelles
sont alors de la forme :

mF,p = s+p ∗
[

ωF
p

mass(ωF
p )

]

Nous voulons ici prouver que ces mesures, définies surCP1, peuvent être obtenues comme limites
de mesures de comptage pondérées. Considérons le poids suivant sur π1(B). Fixons une fois pour
toutes un point base o ∈ N , et posons pour γ ∈π1(B) :

κF (γ) = κF (o,γo).

Limite de mesures de comptage pondérées. Fixons p ∈ B , et x ∈ Vp . Nous nous intéressons aux
mesures de comptage pondérées définies par :

θF,R =
1∑

γ∈BR
κF (γ)

∑

γ∈BR

κF (γ)δρ(γ)−1x .

Le but principal de cette section est de prouver le théorème suivant.

Theorème 7.3.2. Soit B une variété close courbée négativement, etρ : π1(B)→PSL2(C) une représen-
tation projective qui ne laisse invariante aucune mesure de probabilité sur CP

1. Soit F : T 1B →R un
potentiel Hölder dont la pression est positive. Alors la mesure θF,R converge vers mF,p quand R croît
indéfiniment.

Remarque. Il y a une façon géométrique de comprendre θF,R . Prenons les mesures sur N définies
comme :

θ̃F,R =
1∑

γ∈BR
κF (γ)

∑

γ∈BR

κF (γ)δγo .

La mesure θF,R est alors obtenue comme θF,R = projx ∗θ̃F,R , où projx : (N ,o)→(Lx , x) est le revêtement
universel Riemannien qui envoie l’origine sur x.

Nous avons l’interprétation suivante de θF,R . Considérons les grandes boules centrées en x tan-
gentes à la feuilles. Si elle intersecte la fibre Vp en un point y , donnons à ce point le poids κF (x, y) (si
la boule intersecte la fibre plusieurs fois nous sommons les κF (x, y) correspondant). La mesure θF,R

est alors le barycentre des masses de Dirac aux intersections entre la boule et la fibre pondéré par ces
κF .

3.2 – Preuve du théorème 7.3.2

Dans tout ce qui suit, nous supposerons les hypothèses du théorème 7.3.2 : ρ : π1(B)→PSL2(C)
est une représentation projective du groupe fondamental d’une variété Riemannienne close et cour-
bée négativement. Nous supposons de plus que cette action ne laisse aucune mesure invairante sur
CP

1.
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Restriction à un petit cylindre. Sous les hypothèses du théorème 7.3.2, le théorème 7.2.3 nous dit
qu’il y a une unique mesure F -harmonique mF obtenue comme limite de moyennes pondérées sur
les grandes boules dans les feuilles. L’idée est assez simple : dans un petit voisinage de la fibre, la
restriction des moyennes pondérées dans les grandes boules centrées en x converge vers celles de
mF . Si nous parvenons à comparer ces mesures avec θF,R , nous devrions, en faisant tendre la taille
du voisinage vers zéro, pouvoir en déduire la convergence vers la mesure conditionnelle de mF sur la
fibre.

Prenons un petit ε> 0 de sorte que la boule B(p,ε) trivialise le fibré, ainsi que le revêtement uni-
versel Riemannien N →B . Soit le cylindre Kp,ε =Π

−1(B(p,ε)) ≃ B(p,ε)×CP
1 : c’est un petit voisinage

de la fibre Vp . Il vient avec une projection naturelle le long des feuilles prε : Kp,ε→Vp . Le bord de Kp,ε

est de mesure nulle pour mF puisque la projection de mF sur la base est équivalente par rapport au
volume, et la sphère S(p,ε) est de volume nul. En conséquence, nous obtenons le lemme suivant :

Lemme 7.3.3. En restriction à Kp,ε, la famille de mesures µF
x,R converge vers (mF )|Kp,ε lorsque R croît

indéfiniment.

L’intersection entre la boule B(x,R) est le petit cylindre n’est pas markovienne a priori. Il y a des
composantes connexes de cette intersection qui ne croisent pas entièrement le cylindre. Puisque
nous avons choisi un potentiel avec une pression positive, les effets de bords, et donc ces compo-
santes non markoviennes, ne peuvent pas être négligées. Nous serons conduits à introduire deux
mesures “markoviennes” définies par une formule similaire à (7.2.6).

Notation. Nous utiliserons les notations commodes suivantes pour deux quantités que nous serons
amenés à comparer par la suite :

IF,R =
ˆ

B(o,R)
κF (o, y)dLeb(y), (7.3.13)

JF,R =
∑

γ∈BR

κF (γ). (7.3.14)

Mesures markoviennes. Notons µF
x,R,ε la restriction de µF

x,R à Kp,ε. Nous remarquons qu’elle peut
être obtenue comme la projection sur M par le revêtement universel Riemannien projx : N →Lx de la
mesure suivante :

µ̃F
R =

1

IF,R

∑

γ∈BR

κF (o, y)Leb|B(o,R)∩B(γo,ε)(y). (7.3.15)

À présent, considérons les deux mesures µF ±
x,R,ε définies comme projx ∗ (µ̃F ±

R ), où :

µ̃F ±
R =

1

IF,R

∑

γ∈B±
R,ε

κF (o, y)Leb|B(γo,ε)(y), (7.3.16)

avec :
B−

R,ε = {γ ∈π1(B) |B(γo,ε)⊂B(o,R)} et B+
R,ε = {γ ∈π1(B) |B(γo,ε)∩B(o,R) 6= ;}.

En d’autres termes, µF −
x,R,ε ne charge que les composantes connexes de B(x,R)∩Kp,ε qui sont entière-

ment incluses dans Kp,ε, tandis que µF +
x,R,ε charge tous les petits disques qui rencontrent une compo-

sante connexe de B(x,R)∩Kp,ε. Les inégalités µF −
x,R,ε ≤µF

x,R,ε ≤µF +
x,R,ε sont alors évidentes. Nous avons

mieux :
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Lemme 7.3.4. Nous avons la chaîne suivante d’inégalités :

IF,R−2ε

IF,R
µF

x,R−2ε,ε ≤µF −
x,R,ε ≤µF

x,R,ε ≤µF +
x,R,ε ≤

IF,R+2ε

IF,R
µF

x,R+2ε,ε.

Preuve. Comme nous l’avons dit plus haut, les deuxième et troisième inégalités sont immédiates.
Prouvons la première, la dernière peut être prouvée par le même genre d’arguments. Il suffit de prou-
ver que B(x,R − 2ε)∩Kp,ε est inclus dans l’union des composantes connexes de B(x,R)∩Kp,ε qui
croisent le cylindre.

Mais ceci est une conséquence assez directe de l’inégalité triangulaire. Si y ∈ B(x,R −2ε)∩Kp,ε,
nous projetons y sur Vp en considérant p̃ = prε(y) : en particulier, distLx (y, p̃) ≤ ε. Si nous choisissons
y ′ ∈ B(p̃,ε), alors :

distLx (y ′, x) ≤ distLx (y ′, p̃)+distLx (p̃, y)+distLx (y, x) ≤ ε+ε+R −2ε= R.

Ainsi, la boule B(p̃,ε) est entièrement incluse dans B(x,R) : nous pouvons conclure la preuve du
lemme. ä

Projections sur la fibre. Nous avons introduit les mesures µF ±
x,R,ε dans l’espoir de les comparer (ou

plutôt de comparer leurs projections sur Vp ) avec θF,R . Considérons donc les projections de ces me-
sures sur la fibre Vp que nous notons θ±F,R,ε.

Lemme 7.3.5. Il existe un nombre C (ε) ≥ 1 qui tend vers 1 lorsque ε décroît vers 0 tel que nous ayons la
chaîne d’inégalités suivante (avec les notations définies par (7.3.13) et (7.3.14)) ait lieu :

C (ε)−1
θ−F,R,ε

Leb(B(p,ε))
≤

JF,R

IF,R
θF,R ≤C (ε)

θ+F,R,ε

Leb(B(p,ε))
.

Preuve. Par définition, θF,R s’obtient comme la projection sur M via projx des moyennes sur BR .o
pondérées par les κF (o,γo).

Par définition encore, θ±F,R,ε peuvent être décrites de façon similaire. Considérons les mesures

sur N qui donnent à tout point γo, avec γ ∈ B±
R,ε, le poids

´

B(γo,ε)κ
F (o, y)dLeb(y). Normalisons ces

mesures par IR,F , et projetons-les sur M via projx . On obtient ainsi θ±F,R,ε.
Remarquons tout d’abord que Supp θ−F,R,ε⊂Supp θF,R ⊂Supp θ+F,R,ε, puisque nous avons par défi-

nition la chaîne d’inclusions B−
R,ε⊂BR ⊂B+

R,ε.

À présent, nous devons comparer les poids que donnent ces mesures aux points de leurs supports.
Par le lemme de distorsion 7.2.6, il existe un nombre C (ε) qui tend vers 1 lorsque ε tend vers 0 tel que
si y, z ∈ N sont distants d’au plus ε, le quotient κF (o, y)/κF (o, z) appartienne à [C (ε)−1,C (ε)]. Ainsi,
pour tout γ ∈π1(B), l’intégrale contre Lebesgue de κF (o, .) sur la boule centrée en γo et de rayon ε est,
à C (ε) près, proche de la valeur en γo fois le volume de la boule. Puisque les volumes des boules de
rayon ε sont égaux, nous concluons la preuve en faisant les normalisations nécessaires. ä

Le lemme facile suivant nous permet de comparer les différentes quantités mises en jeu dans la
preuve :

Lemme 7.3.6. Les assertions suivantes sont vraies :

1. IR+ε,ε/IR,ε→eP (F )ε lorsque R tend à l’infini ;

2. pour ε> 0 assez petit, nous avons :

C (ε)−1IF,R−2ε

mass(µF
x,R−2ε,ε)

Leb(B(p,ε))
≤ JF,R ≤C (ε)IF,R+2ε

mass(µF
x,R+2ε,ε)

Leb(B(p,ε))
.
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Preuve. La première assertion est une conséquence immédiate du théorème de Ledrappier 7.2.2. Le
seconde, elle, s’obtient juste en évaluant les masses dans les inégalités des lemmes 7.3.5 and 7.3.4.
ä

Remark. Puisque, mF (∂Kp,ε) = 0, nous avons par le lemme 7.3.3, que lorsque R tend vers l’infini,
mass(µF

x,R,ε) converge vers mF (Kp,ε) qui vaut
´

B(p,ε) h0 dLeb.

Les mesures convergent... Nous allons prouver que les mesures (θF,R )R>0 forment une famille de
Cauchy. Puisque l’espace des mesures de probabilités sur M est un espace métrique compact pour la
topologie faible-∗, cela entraîne que cette famille est convergente. Le lemme suivant est la première
étape : pour une fonction continue f : Vp →R, nous allons pincer son intégrale contre θF,R entre deux
quantités qui deviennent de plus en plus proches. Nous aurons besoin de la notation suivante :

Λ(p) =
ˆ

B(p,ε)
h0 dLeb.

Lemme 7.3.7. Il existe une constante C ′(ε) > 1 qui tend vers 1 lorsque ε tend vers 0, ainsi qu’une
constante R0 > 0, telles que pour toute fonction continue f : Vp →R, tout R > R0, et tout petit ε> 0,

C ′(ε)−1
ˆ

Kp,ε

f ◦prε
dµF

x,R−2ε,ε

mass(µF
x,R−2ε,ε)

≤
ˆ

Vp

f dθF,R ≤C ′(ε)

ˆ

Kp,ε

f ◦prε
dµF

x,R+2ε,ε

mass(µF
x,R+2ε,ε)

Preuve. Nous ne prouvons que la majoration : la minoration découle du même argument. Rappelons
que, par définition, θ+F,R,ε est la projection via prε de µF +

x,R,ε de sorte que pour toute fonction continue

f : Vp →R, nous ayons
´

VP
f dθ+F,R,ε =

´

Kp,ε
( f ◦prε)dµF +

x,R,ε. Mais nous pouvons combiner les lemmes

7.3.4 et 7.3.5 de façon à prouver l’inégalité suivante, valide pour tous f , R, et ε> 0 assez petit :

ˆ

Vp

f dθF,R ≤C (ε)
IF,R+2ε

JF,R

ˆ

Kp,ε

f ◦prε
dµF

x,R+2ε,ε

Leb(B(p,ε))
.

Si l’on utilise le lemme 7.3.6, deux choses viennent alors. Premièrement, nous pouvons utiliser la
borne inférieure de JF,R , de façon à avoir la majoration suivante :

ˆ

Vp

f dθF,R ≤C (ε)2 IF,R+2ε

IF,R−2ε

ˆ

Kp,ε

f ◦prε
dµF

x,R+2ε,ε

mass(µF
x,R−2ε,ε)

.

Deuxièmement, nous savons que IF,R+2ε/IF,R−2ε→e4P (F )ε quand R tend vers l’infini.
Finalement, comme nous l’avons expliqué dans la remarque précédente,

lim
R →∞

mass(µF
x,R,ε) =Λ(p),

de sorte que, quand R est suffisamment grand, nous puissions indistinctement diviser la borne supé-
rieure par mass(µF

x,R−2ε,ε), ou par mass(µF
x,R+2ε,ε). L’existence de constantes R0 > 0 et C ′(ε) telles que

la majoration énoncée dans le lemme ait lieu suit alors, nous permettant de conclure la preuve du
lemme. ä

Nous pouvons à présent prouver le résultat principal de cette section :

Proposition 7.3.8. La famille (θF,R )R>0 est de Cauchy, et converge donc dans la topologie faible-∗.
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Preuve. Pour δ> 0, nous pouvons choisir ε> 0 assez petit pour que C ′(ε)−C ′(ε)−1 ≤ δ/2. Choisissons
un telδ, et un tel ε. La mesureµF

x,R,ε/mass(µF
x,R,ε) converge vers (mF )|Kp,ε/Λ(p) elle est donc de Cauchy

dans le sens qu’étant donné δ > 0, il existe R1 > R0 tel que pour toute fonction continue f̃ : Kp,ε→R

avec Sup | f̃ | ≤ 1, et R,R ′ > R1,

∣∣∣∣∣

ˆ

Kp,ε

f̃
dµF

x,R,ε

mass(µF
x,R,ε)

−
ˆ

Kp,ε

f̃
dµF

x,R ′,ε

mass(µF
x,R ′,ε)

∣∣∣∣∣≤ δ/2.

Soit f : Vp →R une fonction continue avec Sup | f | ≤ 1. La fonction f ◦ prε est continue sur Kp,ε

avec Sup | f ◦prε| ≤ 1, et nous avons, par le lemme 7.3.7 pour R,R ′ > R1 +2ε,

∣∣∣∣∣

ˆ

Vp

f dθF,R −
ˆ

Vp

f dθF,R ′

∣∣∣∣∣ ≤ (C ′(ε)−C ′(ε)−1)

ˆ

Kp,ε

| f ◦prε|
dµF

x,R+2ε,ε

mass(µF
x,R+2ε,ε)

+ C ′(ε)−1

∣∣∣∣∣

ˆ

Kp,ε

f ◦prε
dµF

x,R+2ε,ε

mass(µF
x,R+2ε,ε)

−
ˆ

Kp,ε

f ◦prε
dµF

x,R ′−2ε,ε

mass(µF
x,R ′−2ε,ε)

∣∣∣∣∣
≤ δ/2+δ/2 = δ,

la dernière inégalité a lieu car C ′(ε)−1 et | f ◦ prε| sont inférieurs à 1, et car µF
x,R+2ε,ε/mass(µF

x,R+2ε,ε)
est une mesure de probabilité sur Kp,ε.

Ce qui précède prouve donc que (θF,R )R>0 est une famille de Cauchy dans l’espace des mesures de
probabilités sur M (qui est compact pour la mesure de probabilités sur M pour la topologie faible-∗).
Ainsi elle converge, et la preuve de la proposition est achevée. ä

...et il n’y a pas de choix de limite. Le meilleur candidat de limite possible est sans doute la me-
sure conditionnelle sur la fibre Vp de l’unique mesure F -harmonique mF . C’est la seconde moitié du
théorème 7.3.2 :

Proposition 7.3.9. La limite de θF,R est la mesure de probabilité mF,p .

Preuve. Notons θF,∞ la limite de θF,R . Par compacité de Vp , nous avons pour tout ensemble de Borel
A⊂Vp , limR →∞θF,R (A) = θF,∞(A). Par définition, la mesure conditionnelle de mF sur Vp vérifie pour
tout ensemble de Borel A⊂Vp :

mF,p (A) = lim
ε→0

mF (pr−1
ε (A))

mF (Kp,ε)
.

En utilisant une nouvelle fois le lemme 7.3.7, nous trouvons pour tout ensemble de Borel A⊂Vp :

C ′(ε)−1
µF

x,R−2ε,ε(pr−1
ε (A))

mass(µF
x,R−2ε,ε)

≤ θF,R (A) ≤C ′(ε)
µF

x,R+2ε,ε(pr−1
ε (A))

mass(µF
x,R+2ε,ε)

.

En faisant tendre d’abord R à l’infini, puis ε vers zéro, nous trouvons θF,∞(A) = mF,p (A) oiur tout
ensemble de Borel A⊂Vp . La preuve de la proposition, est donc celle du théorème 7.3.2 est donc
finie. ä
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4 | Appendice : cocycle projectif à spectre de Lyapunov
simple

Le but de cet appendice est de prouver le résultat suivant qui semble bien connu des spécialistes.
Comme la preuve est courte et très simple, et que nous n’en avons pas trouvé de trace écrite dans la
littérature, nous avons décidé de la donner dans cet appendice.

Theorème 7.4.1. Soit ϕt un flot continu d’un espace métrique compact B. Soit Π : M →B un fibré
continu de fibre CP

d−1, d ≥ 2, et Φt : M →M un cocycle projectif au dessus de ϕt . Finalement, soit µ
une mesure de probabilité sur B invariante par ϕt , ergodique et de spectre de Lyapunov simple.

Alors, les seules mesures de probabilité invariante par Φt et ergodiques qui se projettent sur µ sont
les mesures µ j =σ j ∗µ, où les σ j sont les sections de Lyapunov du cocycle (avec j = 1, ...,d).

Cocycles projectifs. Nous considérons un espace métrique compact B avec un flot continu ϕt :
B →B (c’est-à-dire un groupe continu à 1 paramètre d’homéomorphismes).

Un cocycle projectif au dessus de ϕt est donné par :

1. un fibré continu Π : M →B de fibre projective CP
d−1 ; nous notons les fibres de ce cocycle Vp =

Π
−1(p), et le munissons d’une métrique projective continue ;

2. un flot continu Φt : M →M qui se projette sur ϕt via Π, et envoie fibre sur fibre comme une
application projective.

Pour un tel cocycle, nous noterons

At (p) = (Φt )|Vp : Vp →Vϕt (p),

la restriction du flot Φt aux fibres. Nous avons alors At (p) ∈ PSLd (C). Cette application vérifie la rela-
tion de cocycle suivante :

At1+t2 (p) = At1 (ϕt1 (p))At2 (p),

pour tout p ∈ B et t1, t2 ∈R.

Exposants de Lyapunov. Le théorème d’Oseledets assure l’existence d’exposants de Lyapunov pour
le cocycle Φt sur un ensemble de Borel X ⊂B plein pour toute mesure invariante par ϕt . Plus préci-
sément, pour chaque p ∈X nous avons une décomposition de la fibre :

Vp =V 1
p ⊕ ...⊕V

k(p)
p ,

ainsi que des nombres réels χ1(p) <χ2(p) < ... <χk(p) tels que :

lim
T →∞

1

T
log ||AT (p)v j || =χ j (p),

pour tout v j ∈ V
j

p , j = 1, ...,k(p) non nul. Dans cette définition, nous avons fait un abus : nous avons
fait comme si le fibré était linéaire, et identifié At (p) avec un élément de SLd (C). C’est quelque chose
que nous pouvons faire localement, et les nombres χ j ne dépendent ni du choix de la carte trivia-
lisante, ni de la linéarisation que nous choisissons (l’ambigüité dans le choix d’une linéarisation vit
dans le groupe cyclique engendré par l’homothétie de rapport e2iπ/k ) : voir la discussion faite au dé-
but de [BGV].

Nous nous intéressons au cas où µ est une mesure de probabilité ergodique invariante par ϕt .
Dans ce cas, les nombres k(p), et χ j (p) sont constants pour µ-presque tout point p.
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Spectre de Lyapunov simple. Soit Φt : B →B un cocycle projectif au dessus de ϕt , et µ une mesure
ϕt -invariante et ergodique sur B . Nous nous intéressons au cas où les exposants de Lyapunov ont
multiplicité 1 (voir la définition ci-dessous). Dans [BV], Bonatti et Viana generalisent le théorème
7.1.1 et trouvent des critères qui assurent que c’est le cas pour une large variété de cocycles au dessus
les sous-décalages de type fini.

Définition 7.4.2. Nous disons que Φt a un spectre de Lyapunov simple pour µ si chaque V
j

p coïncide

avec un point σ j (p) de Vp ≃CP
d−1 pour µ-presque tout p ∈ B.

Si le spectre de Lyapunov est simple, alors k = d , χ1 < χ2 < ... < χd , et nous avons des sections
mesurables, définies µ-presque partout, que nous appelons les sections de Lyapunov :

σ j : B →M .

Nous considérons le drapeau positif : S+(p) = (S1
+(p),S2

+(p), ...,Sd
+(p)) où, pour 1 ≤ j ≤ d :

S
j
+(p) =σ1(p)⊕σ2(p)⊕ ...⊕σ j (p).

La proposition suivante vient directement de la preuve du théorème d’Oseledets :

Proposition 7.4.3. Quand le spectre de Lyapunov du cocycle Φt est simple pour une mesure ergodique
µ sur B, alors les objets définis plus tôt vérifient les propriétés suivantes.

1. Le drapeau S+(p) varie mesurablement avec p.

2. Il est invariant par le cocycle : pour tout t ∈R, et µ-presque tout p ∈ B, At (p)S+(p) = S+(ϕt (p)).

3. Si 1 < j ≤ d, alors pour µ-presque tout p ∈ B, et tout x ∈ S
j
+(p) \ S

j−1
+ (p), nous avons :

lim
T →∞

1

T
logdist(AT (p)x,σ j (ϕT (p))) =λ j −λ j−1.

Relevés des mesures ergodiques et leurs bassins. Il est possible de relever une mesure µ dont le
spectre de Lyapunov est simple par les sections : pour j = 1, ...,d , considérons :

µ j =σ j ∗µ.

Remarque. Une telle mesure µ j peut être désintégrée par rapport à µ, et les mesures condition-
nelles dans les fibres sont les masses de Dirac concentrées en les σ j (p).

Pour une mesure ergodique ν sur M invariante par Φt , nous définissons le bassin positif de ν

comme l’ensemble des points dont l’orbite est attirée dans le futur par ν :

B
+(ν) =

{
x ∈ M ; lim

T →∞

1

T

ˆ T

0
δΦt (x)d t = ν

}
,

par le théorème de Birkhoff, ν(B+(ν)) = 1.

Lemme 7.4.4. Les mesures µ j sont invariantes et ergodiques pour Φt . De plus, il y a un ensemble de
Borel Y ⊂B de mesure pleine pour µ tel que pour tout j = 1, ...d,

B
+(µ j ) =

⋃
p∈Y

S
j
+(p) \ S

j−1
+ (p).
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Preuve. L’invariance découle de la deuxième assertion de la proposition 7.4.3, ainsi que de la ϕt -
invariance de µ.

La mesure µ j est ergodique. En effet, prenons un ensemble Z ⊂M qui est Φt -invariant. Par er-
godicité de µ, sa projection sur B soit pleine, soit nulle. Si elle est nulle, alors µ j (Z ) = 0, donc nous
supposons qu’elle est pleine. Dans cas, il y a deux choix : soit Z contient σ j (p) pour un certain p,
soit il ne contient aucun σ j (p). Par invariance de la section, et de Z , cette alternative devient : soit Z
contient presque tous les σ j (p) soit il n’en contient presque aucun. Comme les mesures condition-
nelles de µ j sont précisément les masses de Dirac en les σ j (p), nous voyons que dans le premier cas,
µ j (Z ) = 1, et que dans le second, µ j (Z ) = 0.

Puisqueµ est ergodique, nous avonsµ(B+(µ)) = 1. De plus, pour un ensemble Y0⊂B plein pourµ,
la troisième propriété énoncée dans la proposition 7.4.3 est vérifiée. Considérons Y = Y0 ∩B

+(µ) qui
est plein pour µ. Soit j ≤ d , nous savons que pour tout p ∈ Y et x ∈ S j (p)\S j−1(p), les points At (p)x et
σ j (ϕt (p)) s’approchent exponentiellement vite quand t croît indéfiniment. Par ergodicité de µ j , les
moyennes de Birkhoff de σ j (p) convergent vers µ j , et puisque celles de x s’en approchent exponen-
tiellement vite, elles doivent également converger vers µ j (on rappelle que muni de la topologie de la
convergence faible-∗, l’espace des mesures de probabilité de M est compact et métrisable).

Cela montre que S j (p) \ S j−1(p)⊂B
+(µ j ). Mais puisque les ensembles S j (p) \ S j−1(p) forment

une partition de Vp et puisque les bassins B
+(µ j ) sont tous disjoints (les mesures sont singulières),

nous avons S j (p) \ S j−1(p) =B
+(µ j ). ä

Preuve du théorème 7.4.1. Il vient à partir du lemme 7.4.4 que les bassins B
+(µ j ) forment une

partition par ensembles Φt -invariants de Π
−1(Y ) (où Y est donné par ce lemme, oin rappelle que

µ(Y ) = 1). Pour une mesure ergodique µ̄ pour Φt qui se projette sur µ, nous avons µ̄(Π−1(Y )) =µ(Y ) =
1, et son bassin doit être inclus dans celui de l’un des µ j . Alors, µ̄ coïncide avec l’un des µ j . La preuve
est donc achevée. ä
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Chapitre VIII

Représentations fuchsiennes et
quasi-fuchsiennes
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1. CORRESPONDANCE AU BORD ET REPARAMÉTRAGE DU FLOT GÉODÉSIQUE

1 | Correspondance au bord et reparamétrage du flot géo-
désique

1.1 – Correspondance au bord

Équivariance bilipschitz. Soit Σ une suface de Riemann compacte de genre ≥ 2. Nous considérons
deux métriques hyperboliques différentes g1 et g2 sur Σ (c’est-à-dire deux éléments distincts de l’es-
pace de Teichmüller).

Par uniformisation, on trouve deux copies Γ1 et Γ2 de π1(Σ) dans le groupe Isom+(D) des isomé-
tries directes du disque muni de la métrique hyperbolique :

d s2 = 4
|d z|2

(1−|z|2)2
,

ainsi que deux revêtements Riemanniens Π1 : D→(Σ, g1) et Π2 : D→(Σ, g2) qui sont respectivement
invariants par les actions de Γ1 et Γ2.

Notonsρ : Γ1→Γ2 l’isomorphisme associé, unique à conjugaison près par un élément de Isom+(D).
Si nous relevons l’identité via Π1 et Π2, on obtient un homéomorphisme h : (D,0)→(D,0) vérifiant

la relation d’équivariance suivante, valide pour tout γ ∈ Γ1

h ◦γ= ρ(γ)◦h.

Géométriquement, on a envoyé le polygône fondamental pour l’action de Γ1 qui contient 0, noté P1,
sur le polygône fondamental pour l’action de Γ2 qui contient 0, noté P2, tout en envoyant 0 sur 0, puis
on a étendu cette correspondance par équivariance. Nous pouvons alors prouver que h est bilipschitz
(voir la section 5.9 de [T]).

Correspondance au bord. Nous pouvons toujours étendre une telle équivariance aux bords à l’in-
fini. Plus précisément, le lemme suivant est prouvé dans la section 5.9 de [T] :

Lemme 8.1.1. Il existe un nombre C1 > 0 tel que pour toute géodésique c sur D, l’image h(c) reste à
distance bornée par C1 d’une unique géodésique.

Nous pouvons alors étendre l’homéomorphisme h en une fonction continue h : D∪S∞→D∪S∞,
qui de plus conjugue les actions de Γ1 et Γ2 sur D∪S∞ : l’application qui à ξ ∈ S∞ associe le point à
l’infini de h([x,ξ)) ne dépend pas du point base x, et définit une extension continue de la fonction h.
Nous pouvons même prouver que h est Hölder au bord. Nous en donnons la preuve car c’est de cette
preuve simple que nous nous inspirons pour prouver notre théorème principal.

Lemme 8.1.2. La correspondance au bord h : S∞→S∞ est Hölder.

Preuve. Prenons un arc de cercle Iε = [ξ−,ξ+]⊂S∞ de longueur ε. Considérons la géodésique cε =
(ξ−,ξ+) dans D. Alors l’origine est à distance ∼ − logε de cette géodésique. En effet, pour tout z ∈ D,
nous avons :

dist(0, z) = log
1+|z|
1−|z|

.

Puisque, lorsque ε est suffisamment petit, le module de la projection orthogonale de 0 sur cε, notée
zε, est approximativement 1−ε/2, nous trouvons alors :

dist(o, zε) ∼ log
2

ε/2
= log4− logε∼− logε.
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Évaluons à présent la taille de l’intervalle h(Iε). Puisque h est Lipschitz et fixe 0, il existe C0 > 1
tel que la distance de 0 à la géodésique c ′ε pistant h(cε) soit ≥ −C−1

0 logε, et la taille de h(Iε) est ainsi

contrôlée par εC−1
0 . Nous pouvons ainsi conclure. ä

1.2 – Action sur les birapports.

Lorsque ξ1,ξ2,ξ3 ∈ S∞, il y a une unique homographie envoyant ξ1 sur 0, ξ2 sur 1 et ξ3 sur ∞. Nous
notons cette homographie ξ 7→ [ξ1,ξ2,ξ3,ξ], et le crochet désigne ce que l’on appelle le birapport.
Nous donnons ci-dessous la formule pour le birapport :

[ξ1,ξ2,ξ3,ξ4] =
ξ4 −ξ1

ξ2 −ξ1

ξ2 −ξ3

ξ4 −ξ3
. (8.1.1)

Définition 8.1.3. On dit de ξ1,ξ2,ξ3,ξ4 ∈ S∞ qu’ils forment une division harmonique si [ξ1,ξ2,ξ3,ξ4] =
−1.

Géométriquement, cela correspond, lorsque les quatre points sont orientés dans cet ordre sur le
cercle, au cas où la géodésique (ξ1,ξ3) coupe orthogonalement la géodésique (ξ2,ξ4).

Quelques lemmes géométriques. Nous allons prouver quelques lemmes élémentaires dont nous
aurons besoin par la suite. Le premier nous servira à paramétrer le flot géodésique.

Lemme 8.1.4. Soit ξ−,ξ1,ξ2,ξ+ ∈ S∞ alignés dans cet ordre. Soit, pour i = 1,2 zi l’intersection entre
(ξ−,ξ+) et l’unique géodésique orthogonale issue de ξi . Alors :

dist(z1, z2) = log[ξ−,ξ1,ξ+,ξ2].

Preuve. Nous pouvons composer par l’unique homographie envoyant dans cet ordre ξ−,ξ1,ξ+,ξ2 ∈
S∞ sur 0,1,∞ et β= [ξ−,ξ1,ξ+,ξ2]. On a β> 1 car l’homographie préserve l’orientation et ξ2 est stric-
tement entre ξ1 et ξ+.

Cette homographie envoie isométriquement D sur H (nous avons déjà travaillé dans H muni de la
métrique de Poincaré). Elle envoie également, par définition, z1 sur i, et z2 sur iβ. Ainsi :

dist(z1, z2) = dist(i, iβ) = logβ

. ä

Lemme 8.1.5. Soit ξ1,ξ2,ξ3,ξ4 ∈ S∞ se trouvant alignés dans cet ordre. Notons d la distance entre les
géodésiques (ξ1,ξ2) et (ξ3,ξ4). Nous avons alors :

[ξ1,ξ2,ξ3,ξ4] =−sinh2 d

2
.

Preuve. Les points ξ1,ξ2,ξ3,ξ4 ∈ S∞ étant alignés dans cet ordre, les géodésiques (ξ1,ξ2) et (ξ3,ξ4)
ne se coupent pas et il existe une unique géodésique, notée c, orthogonale à (ξ1,ξ2) et (ξ3,ξ4). Nous
pouvons supposer que ξ− = c(−∞) est dans l’arc de cercle [ξ1,ξ2], et que l’autre extrémité ξ+ = c(∞)
est dans l’arc de cercle [ξ3,ξ4].

Nous pouvons composer par l’unique homographie envoyant ξ− sur 0, ξ+ sur ∞, et, mettons, ξ1

sur −1. Ici encore, cette homographie envoie S∞ sur RP1 en préservant l’orientation, donc elle envoie
D sur H de manière isométrique.

Puisque (ξ1,ξ2) est orthogonale à c, il vient que son image est orthogonale à la demi-droite verti-
cale issue de 0 : c’est le demi-cercle unité, en particulier, ξ2 = 1. De même, si ξ> 1 est l’image de ξ3 (ici

185



1. CORRESPONDANCE AU BORD ET REPARAMÉTRAGE DU FLOT GÉODÉSIQUE

encore l’image est> 1 à cause de l’orientation), celle de ξ4 est−x, et on a alors, puisque l’homographie
préserve les birapports (voir la formule 8.1.1) :

[ξ1,ξ2,ξ3,ξ4] = [−1,1,ξ,−ξ] =−
(ξ−1)2

4ξ
.

Nous noteronsβ ce birapport. La distance entre les géodésiques (ξ1,ξ2) et (ξ3,ξ4) est égale à celle entre
(−1,1) et (−ξ,ξ), c’est-à-dire d = logξ. Nous trouvons finalement, ce qui nous permet de conclure :

β=−
(ed −1)2

4ed
=−

1

4
(e

d
2 −e−

d
2 )2 =−sinh2 d

2
.

ä

Lemme 8.1.6. Soit ξ1,ξ2,ξ3,ξ4 ∈ S∞, quatre points formant une division harmonique. Notons x l’in-
tersection des géodésiques (ξ1,ξ3) et (ξ2,ξ4). Soit ξ ∈ S∞ tel que la géodésique (ξ2,ξ) croise (ξ1,ξ3) en un
point y. Alors, si β= [ξ1,ξ2,ξ3,ξ] :

d = dist(x, y) =
1

2

∣∣log |β|
∣∣ .

La distance d sera appelée déviation par rapport à la division harmonique.

Si de plus nous considérons l’angle θ formé par les rayons géodésiques [y,ξ3) et [y,ξ), nous avons :

sinθ =
2
√
|β|

1−β
.

Preuve. Soit ξ1,ξ2,ξ3,ξ4,ξ, x, y comme décrits dans l’énoncé du lemme. Nous pouvons composer
par l’homographie envoyant ξ1,ξ2,ξ3 et ξ4 respectivement sur 0,1,∞,−1 : ξ est alors envoyé sur β =
[ξ1,ξ2,ξ3,ξ] < 0 (car la géodésique (ξ2,ξ) rencontre (ξ1,ξ3)). Notons y ′ l’image de y . C’est le point
d’intersection entre la demi-droite verticale issue de 0, et le cercle centré en z = (β+1)/2, et de rayon
r = (1−β)/2.

La distance d = dist(x, y) à calculer est alors donnée par | log(||
−→
0y ′||)|. Une application du théo-

rème de Pythagore entraîne r 2 = ||−→z0||2 +||
−→
0y ′||2. De sorte que :

∣∣∣
∣∣∣
−→
0y ′

∣∣∣
∣∣∣
2
=

(
β−1

2

)2

−
(
β+1

2

)2

= |β|.

Nous trouvons donc ||
−→
0y ′|| =

√
|β|, puis nous avons bien dist(x, y) = 1/2| log(|β|)|.

Puisque les homographies préservent les angles, l’angle θ est exactement l’angle selon lequel se
coupent la tangente en y ′ au demi-cercle de centre z et de rayon r , et la demi-droite verticale verticale
issue de y ′. Nous calculons le sinus de cet angle par une formule trigonométrique très classique pour
obtenir, ce qui nous permet de conclure :

sinθ =

∣∣∣
∣∣∣
−→
0y ′r

∣∣∣
∣∣∣

r
=

2
√

|β|
1−β

.

ä
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Action sur les birapports. Lorsque nous avons deux métriques hyperboliques sur Σ, nous avons
défini la correspondance au bord h : S∞→S∞ et vu qu’elle satisfait une condition d’équivariance, et
qu’elle est Hölder continue.

Nous aimerions donner une autre propriété de ces fonctions : l’image par h de quatre points
formant un division harmonique ne forme pas, a priori, une division harmonique. Néanmoins, le
birapport des images des quatre points est uniformément proche de −1 : nous disons que h est quasi-
symétrique.

Proposition 8.1.7. Soit g1 et g2 deux métriques hyperboliques différentes sur Σ, et h : D∪ S∞→D∪
S∞ l’équivariance décrite au paragraphe précédent. Il existe une constante M > 0 telle que pour tout
quadruplet de points du bord (ξ1,ξ2,ξ3,ξ4) alignés dans cet ordre et formant une division harmonique,
on ait :

|[h(ξ1),h(ξ2),h(ξ3),h(ξ4]| ≤ M .

Preuve. Considérons quatre points formant une division harmonique (ξ1,ξ2,ξ3,ξ4). Le lemme 8.1.5
nous permet de calculer explicitement la distance d entre les géodésiques (ξ1,ξ2) et (ξ3,ξ4). Plus pré-
cisément, nous avons d = 2sinh−1(1).

L’application h préservant l’orientation, les points h(ξ1),h(ξ2),h(ξ3) et h(ξ4) se trouvent alignés
dans cet ordre. Par le même lemme 8.1.5, pour borner le birapport, il suffit de borner la distance entre
les géodésiques (h(ξ1),h(ξ2)) et (h(ξ3),h(ξ4)).

Considérons alors c la géodésique orthogonale à (ξ1,ξ2) et à (ξ3,ξ4). Appelons x et y les intersec-
tions respectives de c avec (ξ1,ξ2) et (ξ3,ξ4). L’image par h d’une géodésique reste à distance uni-
formément bornée d’une géodésique, donc il existe un réel positif C1 tel que les images h(ξ1,ξ2),
h(ξ3,ξ4), et h(c) soient respectivement à distance ≤C1 de (h(ξ1),h(ξ2)), (h(ξ3),h(ξ4)) et d’une certaine
géodésique c ′. Puisque la fonction h est Lipschitz, nous avons dist(h(x),h(y)) ≤C0d . Puisque h(x) et
h(y) sont respectivement à distance ≤C1 d’un point de (h(ξ1),h(ξ2)), et (h(ξ3),h(ξ4)), et puisque h(c)
est à distance ≤ C1 de c ′, nous trouvons bien une constante M , indépendante des ξi , qui majore la
distance des points d’intersections entre c ′ et ces deux géodésiques. C’est donc que la distance entre
les deux géodésiques est uniformément majorée par M . CQFD. ä

Nous tirons de cette proposition la conséquence suivante.

Proposition 8.1.8. Soit g1 et g2 deux métriques hyperboliques différentes sur Σ, et h : S∞→S∞ la cor-
respondance au bord associée. Il existe une constante uniforme positive D > 0 telle que pour tout qua-
druplet de points du bord (ξ1,ξ2,ξ3,ξ4), formant une division harmonique, la déviation par rapport à
la division harmonique du quadruplet (h(ξ1),h(ξ2),h(ξ3),h(ξ4)) soit bornée par D.

Il existe de plus un réel θ0 tel que l’angle entre les deux géodésiques (h(ξ1),h(ξ3)) et (h(ξ2),h(ξ4)) est
compris entre π/2−θ0 et π/2+θ0.

Preuve. Cette proposition découle directement de la proposition précédente et du lemme géomé-
trique 8.1.6. ä

1.3 – Équivalence orbitale des flots géodésiques

Lorsque g1 et g2 sont deux métriques hyperboliques sur la même surface Σ, nous noterons g 1
t et

g 2
t les flots géodésiques correspondants sur T 1

Σ.

Identification équivariante du fibré unitaire tangent. Nous allons présenter une construction dûe
à Gromov (voir [Gro]). Notons S(3)

∞ l’ensemble des triplets orientés dans cet ordre (dans le sens tri-
gonométrique) (ξ+,ξ0,ξ−) ∈ (Σ(∞))3. Puisque Γ1 et Γ2 préservent l’orientation, le groupe π1(Σ) agit
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diagonalement sur S(3)
∞ . Il y a une identification naturelle T 1

Σ̃→S(3)
∞ associant à tout vecteur v le tri-

plet (pr+(v), pr0(v), pr−(v)), où :
– pr+(v) = cv (−∞) ∈ S∞ ;
– pr−(v) = cv (∞) ∈ S∞ ;
– pr0(v) ∈ S∞ est l’extrémité de la géodésique orthogonale à v qui satisfait pr+(v) < pr0(v) <

pr−(v) pour l’ordre trigonométrique.

Remarque. À un vecteur v ∈ T 1
D est donc associé un quadruplet (pr+(v), pr0(v), pr−(v), pr1(v))

formant une division harmonique (ici, pr1(v) est l’autre extrémité de la géodésique orthogonale à v).
Réciproquement, un quadruplet de points du bord formant une division harmonique définit deux
vecteurs opposés l’un de l’autre.

Proposition 8.1.9. Cette identification conjugue l’action de π1(Σ) sur T 1
Σ et l’action diagonale sur S(3)

∞ .

Paramétrage du flot géodésique. Nous allons nous servir du lemme 8.1.4 pour paramétrer le flot
géodésique. Soit v ∈ T 1

D. Nous pouvons alors lui associer le triplet (pr+(v), pr0(v), pr−(v)). Pour tout
t ∈ R, nous avons pr+(Gt (v)) = pr+(v) et pr−(Gt (v)) = pr−(v). Ainsi, Gt (v) est déterminé par le point
pr0(v) ∈ [pr+(v), pr−(v)]. De plus, par le lemme 8.1.4, t = log[pr+(v), pr0(v), pr−(v), prt (v)].

En résumé : suivre une géodésique à vitesse unité sur une distance t revient à se déplacer sur S∞
entre deux points ξ+ et ξ− de sorte à avoir un quadruplet ξ+,ξ0,ξt ,ξ+ vérifiant [ξ+,ξ0,ξ−,ξt ] = e t .

Définition 8.1.10. Nous avons alors une application pr0,∗ : T 1
D→T S∞ induite par le flot géodésique,

qui envoie le vecteur v sur le vecteur tangent au cercle basé en ξ0 = pr0(v), et défini par :

pr0,∗(v) =
d

d t

∣∣∣∣
t=0

ξt ,

où ξt a été défini par [ξ+,ξ0,ξ+,ξt ] = e t .

Par exemple. Si nous envoyons par une homographie pr+(v) sur 0, pr0(v) sur 1 et pr−(v) sur ∞, et
quenous poussons en avant le champ pr0,∗ par cette même homographie, nous obtenons exactement
le champ radial r∂r sur la demi-droite horizontale (0,∞), qui s’étend de façon naturelle en l’unique
champ holomorphe sur CP1 s’annulant en 0, ∞, et coïncidant avec ∂x en 1.

Équivalence orbitale. Lorsque nous avons deux métriques hyperboliques g1 et g2 sur Σ, nous pou-
vons, grâce à la correspondance au bord, obtenir une équivalence orbitale explicite entre les flots
géodésiques correspondant.

Theorème 8.1.11. L’application H : S(3)
∞ →S(3)

∞ définie par H(ξ+,ξ0,ξ−) = (h(ξ+),h(ξ0),h(ξ−)) induit
une équivalence orbitale entre les flots géodésiques.

Cette application passe au quotient et donne une équivalence orbitale entre les flots géodésiques g 1
t

et g 2
t .

Preuve. Puisque h préserve l’orientation, et par la description donnée précédemment du paramé-
trage du flot géodésique dans le modèle donné par S(3)

∞ , l’application H fournit bien une équivalence
orbitale.

Que l’application passe au quotient est une application directe de l’équivariance de la fonction h,
et de ce que l’équivalence entre T 1

D et S(3)
∞ conjugue les actions (par différentielle, et diagonale) de

π1(S). ä
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Remarque.

1. Nous noterons de manière abusive H : T 1
D→T 1

D l’équivalence orbitale donnée par le théo-
rème précédent.

2. Il est à noter que les images par H de deux vecteurs basés en le même point ne sont plus a priori
basés en le même point. Néanmoins, le lemme suivant nous dit que les nouveaux points base
sont uniformément proches.

Proposition 8.1.12. Il existe un réel positif C > 0 tel que pour tout vecteur v > 0, le point base de H(v)
soit à distance ≤C de l’image par H du point base de v.

Preuve. Comme remarqué précédemment, nous pouvons associer à tout v ∈ T 1
D un quadruplet

de points du bord formant une division harmonique (ξ1,ξ2,ξ3,ξ4) = (pr+(v), pr0(v), pr−(v), pr1(v)).
Nous noterons x le point base de v .

Considérons le quadruplet image (h(ξ1),h(ξ2),h(ξ3),h(ξ4)). Il ne forme plus une division harmo-
nique, donc le point d’intersection, que nous noterons y , des géodésiques (h(ξ1),h(ξ3)) et (h(ξ2),h(ξ4))
n’est pas le point base de H(v), que nous noterons par ailleurs z. Nous allons raisonner en deux temps :
en prouvant que y et h(x) sont proches, puis en prouvant que y est proche de z.

Puisque l’angle selon lequel se coupent les deux géodésiques (h(ξ1),h(ξ3)) et (h(ξ2),h(ξ4)) est
uniformément proche de π/2 (voir la proposition 8.1.8), l’intersection de leurs C1-voisinages est uni-
formément compacte (c’est-à-dire incluse dans une boule de rayon uniformément majoré). Par le
lemme 8.1.1, l’image h(x) appartient précisément à cet intersection : il existe donc C2 indépendant
de v tel que dist(h(x), y) ≤C2.

Maintenant, par définition de H , le point base z de H(v) est à l’intersection de la géodésique
(h(ξ1),h(ξ3)) et de la géodésique orthogonale issue de ξ2, de sorte que la distance dist(y, z) soit exac-
tement la déviation par rapport à la division harmonique du quadruplet (h(ξ1),h(ξ2),h(ξ3),h(ξ4)). Par
le lemme 8.1.8, cette distance est donc bornée par D . Cela conclut donc la preuve de la proposition.
ä

Reparamétrage moyen du flot géodésique. Nous pouvons alors définir le nombre dépendant de
v ∈ T 1

D et de t ∈ R, a(t , v) ∈ R de la façon suivante. Soit t ∈ R et v ∈ T 1
D. Nous définissons a(t , v)

comme le réel satisfaisant :
H ◦Gt (v) =Ga(t ,v) ◦H(v).

Theorème 8.1.13. Le nombre suivant existe Liouville-presque partout (pour la métrique g1), et est
indépendant de v ∈ T 1

D :

λ= lim
t →∞

a(t , v)

t
> 0

Nous appellerons λ le reparamétrage moyen du flot géodésique.

Preuve. Tout d’abord, puisque H est une équivalence orbitale, la fonction a(t , v) est un cocycle addi-
tif : nous avons pour tous t1, t2 ∈R et v ∈ T 1

D :

a(t1 + t2, v) = a(t1,Gt2(v))+a(t2, v).

Cette application passe naturellement au quotient donnant ainsi un cocycle additif a : R×T 1
Σ→R. À t

fixé, cette application est bornée, et en particulier, puisque T 1
Σ est compacte, est Liouville-intégrable

(pour la mesure de Liouville donnée par la métrique g1). En effet, cela tient à ce que si x et xt sont
les points base de v et Gt (v), nous avons dist(h(x),h(xt )) ≤C0t . D’autre part, par le lemme 8.1.12, les
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points bases de H(v) et H(Gt (v)) sont uniformément proches de x et xt respectivement. Ainsi donc,
a(t , v) est uniformément borné.

Nous pouvons alors appliquer un théorème ergodique additif de Birkhoff, ainsi que l’ergodicité de
la mesure de Liouville, pour conclure l’existence presque sûre de la limite, ainsi que l’indépendance
par rapport à v . ä

Ce nombre apparaît dans le travail de Wolpert [W] comme étant la longueur moyenne d’une géo-
désique pour g1 calculée avec la distance g2. Il donne une preuve du théorème suivant (dûe originel-
lement à Thurston) :

Theorème 8.1.14. Soit g1, g2 deux métriques hyperboliques sur une même surface de Riemann com-
pacte Σ. Le nombre λ est ≥ 1, avec égalité si et seulement si les deux métriques représentent le même
point de l’espace de Teichmüller.

2 | Reparamétrage moyen du flot géodésique et dimen-
sion de Hausdor�

2.1 – Calcul de la dimension de Hausdor� de la mesure donnée par la
correspondance au bord

Soit g1 et g2 deux métriques hyperboliques sur la même surface de Riemann compacte Σ. Mostow
a alors prouvé le résultat de rigidité suivant : la correspondance au bord est absolument continue si et
seulement si c’est une homographie. En particulier, les métriques représentent alors le même point
de l’espace de Teichmüller.

Nous allons prouver mieux que ça en calculant la dimension de Hausdorff de la mesure h ∗ (dθ)
(où dθ est la mesure de Lebesgue usuelle sur le cercle à l’infini S∞). Le théorème suivant est notre
résultat principal.

Theorème 8.2.1. Soit g1 et g2 deux métriques hyperboliques sur la même surface de Riemann com-
pacte Σ. Soit h : S∞→S∞ la correspondance au bord associée, et λ le reparamétrage moyen du flot
géodésique. Alors nous avons :

HD[h ∗ (dθ)] =
1

λ
,

HD représentant la dimension de Hausdorff de la mesure. En particulier, lorsque g1 et g2 sont diffé-
rentes, on a HD[h ∗ (dθ)] < 1.

L’idée de preuve est toute simple. Nous allons utiliser un théorème de Young : si pour h ∗ (dθ)-
presque tout point ξ ∈ S∞ la limite log |h−1(Iε(ξ))|/logε existe, où Iε(ξ) est l’intervalle centré en ξ de
taille ε (par définition, nous notons |Iε(ξ)| la taille, c’est-à-dire la longueur de l’arc Iε), et est indépen-
dante de ξ, alors la dimension de Hausdorff de h ∗ (dθ) est égale à cette limite.

Il s’agit ensuite de raisonner ainsi. Un point typique pour h ∗ (dθ) est l’image par h d’un point ty-
pique pour dθ. Prenons donc l’image d’un point typique pour dθ, et considérons un intervalle centré
en ce point et de taille ε. Nous avons prouvé, dans la preuve du lemme 8.1.2 (nous prouvions alors que
l’application h est Hölder continue), que la distance de l’origine à la géodésique dont les extrémités
sont celles de l’arc Iε est de l’ordre de − logε. De même le logarithme de la taille de h−1(Iε) équivaut à
la distance de l’origine à la géodésique dont les extrémités sont celles de l’arc h−1(Iε).
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Ainsi, la dimension de Hausdorff s’obtient en prenant la limite du rapport entre ces deux dis-
tances. Comme le reparamétrage du flot géodésique s’obtient presque partout en multipliant les
grandes distances par λ, le quotient précédent devrait tendre vers 1/λ. Sauf que bien sûr, l’appli-
cation h n’envoie pas géodésique sur géodésique, et ne préserve pas les divisions harmoniques : nous
aurons besoin pour rendre cet argument rigoureux des lemmes géométriques précédents.

Dimension de mesures. Nous ne rappelons pas la définition formelle de la dimension de Hausdorff
d’une partie d’un espace métrique : pour la définition précise, nous renvoyons le lecteur à l’article de
Young [Y].

Définition 8.2.2. La dimension de Hausdorff d’une mesure de probabilité borélienne m sur un espace
métrique compact X est définie comme :

HD(m) = Inf
Y ⊂X ,m(Y )=1

HD(Y ).

Young a alors prouvé dans [Y] le théorème suivant :

Theorème 8.2.3. Soit m une mesure de probabilité borélienne sur un espace métrique X . Supposons
que le nombre suivant existe m-presque partout :

dim(m) = lim
ε→0

logm(B(x,ε))

logε
.

Alors on a dim(m) = HD(m).

2.2 – Preuve du théorème 8.2.1

Un lemme clé. Le lemme suivant est l’ingrédient technique principal nécessaire à la preuve du
théorème 8.2.1.

Lemme 8.2.4. Soit I ⊂S∞ un arc de cercle, et c la géodésique passant par 0 et coupant orthogonalement
celle dont les extrémités sont celles de I . Nous appelons x0 le point d’intersection, D = dist(0, x0), et v le
vecteur basé en 0 pointant vers x0.

Alors il existe une constante K > 0, indépendante du choix de I , telle que a(D, v) soit K -proche de
la distance de l’origine à l’intervalle h(I ).

Nous prouverons plus tard ce lemme.

Preuve du théorème à partir du lemme clé. La preuve ici reprend très exactement l’idée que nous
avions suggérée au début du paragraphe : le lemme clé 8.2.4 est l’argument géométrique qui permet-
tait de conclure cet argument.

Soit ξ ∈ S∞ typique pour dθ, et I un intervalle de taille η > 0 centré en ξ. Soit v = v0,ξ, le vecteur
basé en o et pointant vers ξ, et soit D la distance de l’origine à l’intervalle I : nous savons que lorsque
η tend vers zéro :

D ∼− logη.

Le point ξ ayant été choisi typique, nous pouvons supposer, par le théorème 8.1.13 que, lorsque
D croît indéfiniment :

a(D, v) ∼λD.
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Notons D ′ la distance de l’origine à l’intervalle h(I ). Nous savons, par le lemme 8.2.4, que la diffé-
rence a(D, v)−D ′ est bornée indépendamment de l’intervalle I , et en particulier, indépendamment
de D ∼− log |I |. Nous avons donc, lorsque D croît indéfiniment :

D

D ′ ∼
1

λ
.

Nous pouvons à présent conclure : si J est un intervalle centré en h(ξ), où ξ est typique pour dθ,
et si ε = |J |, on obtient D ′ ∼ − logε. Nous avons de plus D ∼ − log |h−1(J )|, et donc nous avons, pour
dθ-presque tout ξ ∈ S∞,

lim
ε→0

log |h−1(J )|
logε

=
1

λ
.

En utilisant le théorème de Young 8.2.3, il vient que le nombre dim[h∗(dθ)] existe donc et est égal
à la dimension de Hausdorff HD[h ∗ (dθ)]. CQFD. ä

Preuve du lemme clé. Reste alors à prouver notre lemme 8.2.4. Soit donc I = [a,b] (a < b dans
l’ordre trigonométrique) un intervalle de S∞, dont la taille est appelée à tendre vers zéro, centré en
un point ξ ∈ S∞. Considérons le vecteur v = v0,ξ basé en 0 et pointant vers ξ, ainsi que D la distance
de 0 à la géodésique (a,b).

Nous notons c = (ξ,ξ′) la géodésique issue de ξ et passant par l’origine : elle est orthogonale à
(a,b), de sorte que le quadruplet (a,ξ,b,ξ′) forme une division harmonique. Si (a′,b′) est la géodé-
sique orthogonale à c en 0, de sorte que a′ < ξ< b′, le quadruplet (a′,ξ,b′,ξ′) forme aussi une division
harmonique.

Nous savons par la proposition 8.1.12, que, puisque nous avons fait le choix d’une fonction h
préservant l’origine, le point base de v , que l’on note x, est à distance ≤C de l’origine.

Soit alors y0 la projection orthogonale de 0 sur (h(a),h(b)), y1 celle de x, et y l’intersection des
géodésiques (h(a),h(b)) et h(c). Nous avons alors :

Lemme 8.2.5. La distance dist(y0, y1) est majorée par une constante C ′ indépendante de l’intervalle I .

Preuve. Nous utilisons l’inégalité triangulaire : dist(y0, y1) ≤ dist(y0, y)+dist(y1, y).
D’une part, la distance dist(y1, y) est la déviation par rapport à la division harmonique du qua-

druplet (h(a),h(ξ),h(b),h(ξ′)) : par la proposition 8.1.8, elle est majorée par une constante uniforme.
D’autre part, la projection orthogonale sur h(a,b) est une projection : distance dist(y, y0) est ainsi

inférieure à la distance dist(0, x), qui elle, est uniformément bornée indépendamment de I .
Ainsi, nous pouvons conlure la preuve du lemme. ä

Lemme 8.2.6. Soit y ′ le point base de H(GD (v)). Alors, il existe une constante C ′′ indépendante de I
telle que dist(y0, y ′)soit majorée par C ′′.

Preuve. Nous avons par définition pr+(GD (v)) = ξ′, pr0(GD (v)) = a et pr−(GD (v)) = ξ, de sorte que y
est à l’intersection des géodésiques (h(ξ′),h(ξ)) et de l’orthogonale à cette dernière issue de h(a).

La distance dist(y1, y ′) se réalise alors comme la déviation du quadruplet (h(ξ′),h(a),h(ξ),h(b))
par rapport à la division harmonique. Une nouvelle utilisation de la proposition 8.1.8 nous dit donc
que cette distance est bornée indépendamment de I . Puisque, par l’inégalité triangulaire, dist(y0, y ′) ≤
dist(y0, y1)+dist(y1, y ′), nous pouvons, en utilisant le lemme précédent 8.2.5, conclure la preuve du
lemme. ä
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Fin de la preuve du lemme clé. Une ultime utilisation de l’inégalité triangulaire nous permet de
conclure la preuve du lemme clé. Nous avons par définition a(D, v) = dist(x, y ′). Ainsi, |a(D, v) −
dist(0, y0)| ≤ dist(0, x)+dist(y0, y ′) est, par ce qui précède, borné indépendamment de la taille de I .
Cela nous permet donc de conclure la preuve de lemme 8.2.4, et donc celle du théorème 8.2.1. ä

3 | Représentations fuchsiennes et quasi-fuchsiennes

3.1 – Feuilletage associé à la représentation canonique d’un groupe de
surface

Représentation canonique. Nous avons vu que lorsque Σ est une surface de Riemann compacte
munie d’une métrique hyperbolique g , elle peut être uniformisée par la donnée d’un sous-groupe
Γ< Isom+(D) isomorphe au groupe de surface π1(Σ).

La représentation canonique pour la métrique g est l’isomorphisme ρ : π1(Σ)→Γ< PSL2(C). C’est
une représentation fuchsienne car il existe un cercle invariant par tout élément de l’image Γ.

En suspendant cette représentation, on obtient un fibré feuilleté en sphères au dessus de Σ, que
l’on appelle le feuilletage canonique. Nous remontons la métrique g aux feuilles via la fibration.

Trivialisation. Nous voulons discuter du flot géodésique tangent au feuilletage canonique. L’intui-
tion que nous voulons rendre rigoureuse est que ce flot se comporte dans les fibres comme une dy-
namique Nord-Sud holomorphe. Pour ce faire, nous allons rappeler la trivialisation du fibré DΠ :
T 1

F →T 1
Σ effectuée dans l’article de Bonatti, Gómez-Mont et Vila, [BGVil].

Nous avons S∞⊂CP
1 : il est ainsi possible de définir trois sections T 1

D→T 1
D×CP

1

– la section de Lyapunov maximale σ̃+ = (I d , pr+) ;
– la section de Lyapunov minimale σ̃− = (I d , pr−) ;
– le plongement du flot géodésique σ̃0 = (I d , pr0).

Nous obtenons assez facilement la proposition suivante, à partir des propriétés déjà énoncées des
fonctions pr⋆ :

Proposition 8.3.1. Les sections définies précédemment vérifient :

1. elles sont deux à deux disjointes ;

2. pour ⋆=+,−,0, σ̃⋆ est une équivariance pour les actions sur T 1
D par différentielles de transfor-

mations de revêtements, et sur T 1
D×CP P 1 par l’action diagonale ;

3. σ̃+ et σ̃− commutent avec les flots géodésiques ;

4. σ̃+ commute avec les feuilletages instables, et σ̃−, avec les feuilletages stables.

Ainsi, les trois sections passent-elles au quotient, et donnent trois sections σ⋆, ⋆=+,−,0. Les sec-
tions σ+ et σ− sont les sections de Lyapunov données presque partout par le théorème d’Oseledets.

Corollaire 8.3.2. Il existe une trivialisation Φ : T 1
F →T 1

Σ×CP
1 qui envoie σ+ sur ∞, σ− sur 0 et σ0

sur 1.

Remarque. Nous pouvons posser en arrière par cette trivialisation la métrique de Fubini-Study
dans les fibres, de sorte que cette trivialisation soit une isométrie fibre à fibre. Nous avons ainsi une
métrique Riemannienne sur T 1

F de sorte que les fibres et les feuilles se coupent orthogonalement.
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Composantes verticale et horizontale du flot géodésique feuilleté. Nous notons X̃ le champ de
vecteur engendré par le flot géodésique tangent aux feuilles de T 1

D×CP
1. Lorsque v ∈ T 1

D, il existe
un unique champ de vecteurs holomorphe sur CP1 noté Yv , tel que :

– Yv (pr±(v)) = 0
– Yv (pr0(v)) = pr0,∗(v) (voir la définition 8.1.10).
Comme nous l’avons vu lorsque nous paramétrions le flot géodésique dans le modèle T 1

D≃ S(3)
∞ ,

ce flot Yv est exactement le tiré en arrière du flot radial r∂r par l’homographie envoyant pr+(v) sur 0,
pr0(v) sur 1 et pr−(v) sur ∞.

Cela nous permet de définir un champ de vecteurs holomorphe sur T 1
D×CP

1 tangent aux fibres,
qui engendre un flot Nord-Sud Ỹ : (v, z) ∈ T 1

D×CP
1 7→ (v,Yv (z)). Nous avons le lemme suivant,

prouvé dans [BGVil] (nous reproduisons ci-dessous l’argument) :

Lemme 8.3.3. Le champ Ỹ est invariant par l’action diagonale deΓ, et commute avec le flot géodésique.

Preuve. Lorsque nous les avons définies, nous avons vues que les applications pr⋆, ⋆=+,−,0 étaient
Γ-équivariantes. Il en est de même pour le champ pr0,∗, par définition, et puisque le flot géodésique
commute à l’action de Γ. Ainsi, Ỹ passe au quotient.

Pour voir que Ỹ commute avec le flot géodésique, il nous suffit de prouver que lorsque v ∈ T 1
D,

et t ∈R, on a Yv = YGt (v).
Une autre façon de voir Yv , est la suivante : c’est l’unique extension holomorphe à CP

1 du champ
de vecteur sur l’arc (pr+(v), pr−(v)) qui est induit par le flot géodésique : c’est -à-dire pr0,∗(Gt (v)) : ce
champ de vecteur ne dépend donc que de l’orbite de v : en particulier Yv = YGt (v). ä

Lemme 8.3.4. Soit Z̃ = X̃ + Ỹ . Alors Z̃ est invariant par l’action de Γ, holomorphe, envoie fibres sur
fibres et commute avec les trois sections σ̃+, σ̃− et σ̃0

Preuve. L’invariance est immédiate, puisque c’est la somme de deux champs de vecteurs invariants
par l’action de Γ. De même, le fait qu’il soit holomorphe et préserve les fibres est immédiat car c’est
le cas de X̃ et Ỹ .

Nous savons que pour tout v ∈ T 1
D, Ỹ (σ̃±(v)) = 0 et que X̃ commute avec σ̃± : ainsi, Z̃ commute

avec σ̃±.
Appelons Ỹt le flot engendré par Ỹ , et Z̃t celui Z̃ . Par définition, Ỹt (σ0(v)) = (v, pr 0(Gt (v))), et

Gt (σ0(v)) = (Gt (v), pr0(v)). Puisque Ỹ commute avec X̃ on a Z̃t = Ỹt ◦Gt , donc :

Z̃t (σ0(v)) = (Gt (v), pr 0(Gt (v))) =σ0(Gt (v)),

et Z̃ commute avec la section σ̃0. ä

Corollaire 8.3.5. Appelons Y et Z les champs de vecteurs définis sur T 1
F par passage au quotient, ainsi

que Yt , Zt les flots qu’ils engendrent. Alors nous avons pour tout t ∈ R, Gt = Y−t ◦ Zt . Nous appelons Y
et Z respectivement les composantes verticale et horizontale du flot géodésique feuilleté.

Exposant de Lyapunov transverse. Nous allons définir la notion d’exposant de Lyapunov trans-
verse. Lorsque |.| est une métrique transverse compatible à la structure conforme des fibres CP1, et µ
est une mesure invariante ergodique par le flot géodésque feuilleté, nous pouvons définir le nombre
suivant µ presque partout :

χ⋔(µ) = lim
t →∞

log |Dτg[0,t ](v)|
t

,

où l’on rappele que τg[0,t ](v) représente la transformation d’holonomie au dessus du chemin d’orbite
g[0,t ](v), qui est vue comme un biholomorphisme de la sphère CP

1.
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L’existence de la limite découle du théorème ergodique sous-additif, et par compacité de la sphère,
elle ne dépend pas de la métrique transverse |.| choisie. Nous proposons ci-dessous de calculer l’ex-
posant de Lyapunov transverse du flot géodésique feuilleté pour le mesure SRB dans le cas de la re-
présentation canonique d’un groupe de surface.

Rappelons-nous que nous avons défini une trivialisation de la fibration DΠ : T 1
F →T 1

Σ en en-
voyant les trois sections σ+, σ0, σ− respectivement sur ∞, 1 et 0, et que nous avons tiré en arrière par
cette fibration la métrique de Fubini-Study sur CP

1, définissant ainsi une métrique Riemannienne
sur T 1

F . Nous allons nous intéresser ici à l’exposant de Lyapunov transverse du flot géodésique pour
l’unique mesure SRB du flot géodésique, dont on rappelle qu’elle est définie par l’image de la mesure
de Liouville par σ+.

Lemme 8.3.6. Pour la métrique Riemannienne définie ci-dessus, le flot Zt induit une isométrie fibre à
fibre.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du lemme 8.3.4. En effet, ce flot commute avec les trois
sections. C’est donc que, dans la trivialisation, il préserve les sections T 1

Σ×{∞}, T 1
Σ×{1}, et T 1

Σ×{0} :
l’application fibre à fibre induite est un biholomorphisme de CP

1 préservant 0, 1 et ∞ : ça ne peut être
que l’identité. En particulier, c’est une isométrie. ä

Lemme 8.3.7. Le poussé en avant de flot Y−t par la trivialisation coïncide avec le flot (t , z) 7→ e t z

Preuve. Nous avons vu que le champ Yv était le tiré en arrière du champ radial r∂r par l’homographie
envoyant pr+(v) sur 0, pr 0(v) sur 1, et pr−(v) sur ∞. Le lemme s’en déduit de façon immédiate. ä

Theorème 8.3.8. SoitΣune surface compacte hyperbolique, et (Π, M ,Σ,CP1,F ) le fibré feuilleté obtenu
en suspendant la représentation canonique. Alors l’exposant de Lyapunov transverse du flot géodésique
feuilleté pour la mesure SRB est égal à −1.

Preuve. Nous utilisons le corollaire 8.3.5 : nous pouvons décomposer le flot géodésique feuilleté en
une composante horizontale, et une composante verticale Gt = Y−t ◦Zt . Par le lemme 8.3.6, Z induit
une isométrie fibre à fibre. Par le lemme 8.3.7, Y induit l’homothétie z 7→ e t z dans les fibres.

La mesure SRB du flot géodésique a été définie en poussant la mesure de Liouville par la section
de Lyapunov σ+. Ainsi, un point typique s’écrit σ+(v) : et l’exposant de Lyapunov transverse en un tel
point est donné par l’exposant de Lyapunov du flot z 7→ e t z en z =∞. Cet exposant est bien sûr égal à
−1. ä

3.2 – Exposant de Lyapunov et dimensiondeHausdor� transverses dans
le cas fuchsien

Représentations fuchsiennes. Soit Σ une surface de Riemann compacte et de genre ≥ 2. Considé-
rons deux métriques hyperboliques g1 et g2, sur Σ, qui peuvent être uniformisées par deux copies
Γ1,Γ2 < Isom + (D) du groupe π1(Σ). La représentation fuchsienne associée est donnée par l’isomor-
phisme :

ρ : Γ1→Γ2 < PSL2(C).

Nous considérons alors le feuilletage obtenu par suspension de cette représentation, c’est à dire en
prenant le quotient de D ×CP

1 par (x, z) ∼ (γx,ρ(γ)z), γ ∈ Γ1. Ici encore, ce feuilletage a une famille
de cercles dans les fibres invariante par l’action du groupe d’holonomie.

La différence par rapport à la représentation canonique est que l’on a reparamétré les feuilles du
feuilletage, tout en gardant le même groupe d’holonomie : par conséquent le flot géodésique feuilleté
est obtenu par reparamétrage de celui du feuilletage canonique.
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Sections équivariantes. La correspondance au bord définie précédemment nous servira à écrire
l’équivalence orbitale entre les flots géodésiques tangents aux feuilletages fuchsiens.

Nous pouvons alors définir trois sections grâce à la correspondance au bord h : S∞→S∞, qui, on
le rappelle, conjugue les actions de Γ1 et Γ2 sur S∞⊂CP

1 :
– la section de Lyapunov maximale σ̃+ = (I d , pr+ ◦h) ;
– la section de Lyapunov minimale σ̃− = (I d , pr− ◦h) ;
– le plongement du flot géodésique σ̃0 = (I d , pr0 ◦h).

Proposition 8.3.9. Les sections définies précédemment vérifient :

1. elles sont deux à deux disjointes ;

2. pour ⋆=+,−,0, σ̃⋆ passent au quotient pour l’action diagonale donnée par (Dγ,ρ(γ)), γ ∈ Γ1 ;

3. σ̃+ et σ̃− commutent avec les flots géodésiques ;

4. σ̃+ commute avec les feuilletages instables, et σ̃−, avec les feuilletages stables.

Les passages au quotient sont notés σ⋆, pour ⋆=+,−,0. Ici encore, les sections σ+ et σ− sont les
sections de Lyapunov définies presque partout par le théorème d’Oseledets.

Équivalence orbitale. Nous avions défini, grâce à la correspondance au bord, une équivalence or-
bitale des flots géodésiques : voir le théorème 8.1.11. Cette équivalence orbitale conjugue les actions
par différentielle sur T 1

D des groupes Γ1 et Γ2. Par conséquent, nous avons la proposition suivante :

Proposition 8.3.10. Soit Σ une surface de Riemann de genre ≥ 2, et Γ1,Γ2 deux copies de π1(Σ) dans
Isom+(D). Considérons l’équivalence orbitale H : T 1

D→T 1
Ddéfinie par le théorème 8.1.11. Nous consi-

dérons les actions diagonales sur T 1
D×CP

1 données par (Dγ,ρ(γ)) et (Dρ(γ),ρ(γ)), pour γ ∈ Γ1. Alors
l’aplication (H , I d) : T 1

D×CP
1→T 1

D×CP
1 :

1. conjugue ces deux actions ;

2. descend en une équivalence orbitale entre les flots géodésiques feuilletés pour la suspension de ρ,
et pour la suspension de la représentation canonique associée à Γ2.

Preuve. L’application (H , I d) conjugue les deux actions diagonales puisque, par définition, H conjugue
les actions de Γ1 et Γ2 sur T 1

D. Ainsi cette application descend au quotient en une équivalence or-
bitale des flots géodésiques feuilletés, puisque H est une équivalence entre les flots géodésiques, et
puisque les flots feuilletés préservent les feuilles de (T 1

D× {z})z∈CP1 . ä
Si Fcan désigne le feuilletage canonique défini par suspension de la représentation canonique de

Γ2, et Gcan
t , le flot géodésique feuilleté correspondant, il existe donc H : T 1

F →T 1
Fcan satisfaisant,

pour tout v ∈ T 1
F :

Gt = H
−1 ◦Gcan

a(t ,v) ◦H . (8.3.2)

Exposant de Lyapunov transverse. Nous rappelons que le reparamétrage moyen du flot géodésique
lorsque l’on passe de la métrique g1 à la métrique g2 est défini presque partout pour la mesure de
Liouville de g1 par λ= lim a(t , v)/t . Nous allons alors prouver :

Theorème 8.3.11. Soit g1 et g2 deux métriques hyperboliques sur une surface de Riemann compacte Σ.
Le fibré feuilleté obtenu par suspension de l’isomorphisme entre les groupes uniformisants ρ : Γ1→Γ2 <
PSL2(C) est noté (Π, M ,Σ,CP1,F ). Alors l’exposant de Lyapunov transverse du flot géodésique pour la
mesure SRB est égal à l’opposé du reparamétrage moyen des flots géodésiques lorsque l’on passe de la
métrique g1 à la métrique g2.
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Preuve. Nous pouvons encore trivialiser le fibré Π : T 1
F →T 1

Σ en envoyant respectivement les sec-
tions σ+, σ0, σ− sur ∞,1 et 0 par une homographie. Nous obtenons, en tirant en arrière la métrique
de Fubini-Study, une métrique transverse compatible à la structure conforme des fibres, mais qui ne
varie que de façon Hölder avec la fibre.

Quoi qu’il en soit, l’exposant de Lyapunov ne dépendant pas de la métrique transverse, nous pou-
vons calculer l’exposant dans cette trivialisation.

La mesure SRB est égale ici encore à l’image de la mesure de Liouville pour g1 par σ+, de sorte
qu’il suffit, par la relation d’équivalence orbitale 8.3.2, calculer l’exposant transverse de Y−a(t ,v)Za(t ,v)

dans la trivialisation en ∞.
Cet exposant est ainsi la limite presque sûre de −a(t , v)/t . C’est donc par définition l’opposé du

reparamétrage moyen des flots géodésiques. ä

Dimension transverse de la mesure harmonique. Nous savons par le théorème 7.1.32, que si m est
l’unique mesure harmonique pour F , les mesures conditionnelles sont données par s+p ∗LebT 1

pΣ
, où

s+p est la section T 1
pΣ→Vp ≃CP

1 donnée par la section de Lyapunov, qui est un plongement.
En d’autres termes, la mesure conditionnelle sur la fibre de l’unique mesure harmonique est don-

née par h ∗ (dθ), où h est la correspondance au bord des surfaces Riemanniennes (Σ, g1) et (Σ, g2).
Nous appelons dimension transverse de la mesure harmonique, la dimension de Hausdorff des

mesures conditionnelles dans les fibres. Nous avons donc, en appliquant le théorème 8.2.3 :

Theorème 8.3.12. Soit g1 et g2 deux métriques hyperboliques sur une même surface de Riemann com-
pacte Σ. Soit (Π, M ,Σ,CP1,F ) le fibré feuilleté obtenu par suspension de l’isomorphisme des groupes
uniformisants ρ : Γ1→Γ2 < PSL2(C). Alors la dimension transverse de la mesure harmonique est don-
née par λ−1, où λ est le reparamétrage moyen des flots géoédésiques lorsqu’on passe de la métrique g1 à
la métrique g2.

En particulier :

Corollaire 8.3.13. Soit g1 et g2 deux métriques hyperboliques sur une même surface de Riemann com-
pacte Σ. Soit (Π, M ,Σ,CP1,F ) le fibré feuilleté obtenu par suspension de l’isomorphisme des groupes
uniformisants ρ : Γ1→Γ2 < PSL2(C). Alors nous avons la formule suivante :

1=(dimension transverse de la mesure harmonique)× |exposant de Lyapunov transverse de la mesure
SRB|.

3.3 –Mesures singulières pour les représentations quasi-fuchsiennes

Dans ce qui suit Σ sera une surface de Riemann compacte de genre ≥ 2 munie d’une métrique
à courbure négative, plus nécessairement constante. Nous noterons Σ̃ son revêtement universel Rie-
mannien, et Σ(∞) le cercle à l’infini C 1 correspondant. Nous avons un sous groupe uniformisant
Γ0 < Isom+(Σ̃) isomorphe à π1(Σ). Nous réserverons la notation D pour le disque hyperbolique, et S∞
pour le cercle à l’infini de celui-ci.

Représentations quasi-fuchsiennes. L’uniformisation simultanée de Bers (see [Be]) nous permet
de considérer un ensemble de représentations fidèles et discrètes ρ : π1(Σ)→PSL2(C) qui est, à conju-
gaison par un élément de PSL2(C) près, paramétré par les couples de points de l’espace de Teichmül-
ler de la surface de Riemann Σ.

Soit deux métriques hyperboliques g− et g+ sur Σ : elles peuvent être uniformisées par des copies
du groupe de Σ, Γ− et Γ+, qui sont des sous-groupes de Isom+(D). Par un théorème de Bers, il existe :
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– un sous groupe discret Γ< PSL2(C) qui laisse invariante une courbe de Jordan Λ, ainsi que les
deux composantes connexes D+ et D− de CP

1 \Λ ;
– deux fonctions analytiques des hémisphères nord et sud H± : D→D± qui conjuguent les actions

de Γ± et de Γ. En particulier, Γ est isomorphe à π1(Σ) ;
– H± s’étendent en deux applications D∪ S∞→D± ∪Λ qui sont équivariantes. En particulier,

(H−)−1 ◦H+ : S∞→S∞ est une correspondance au bord entre (Σ, g+) et (Σ, g−).
Ces objets sont uniquement définis à conjugaison près par un élément de PSL2(C). Bowen a prouvé
dans [Bo3] que Λ est soit un cercle géométrique, ou il a une dimension de Hausdorff > 1. Dans le
premier cas, H± appartiennent à Isom+(D), de sorte que Γ+ etΓ− soient conjuguées par une isométrie
du disque, de sorte que les métriques g+ et g− représentent le même point de l’espace de Teichmüller :
c’est le cas fuchsien que nous avons décrit précédemment.

Soit maintenant un tel groupe Γ : il vient avec les objets Γ±,Λ et H± décrits ci-dessus. Comme
nous l’avons fait en tout début de chapitre, nous pouvons définir deux correspondances au bord
h± : Σ(∞)→S∞ conjuguant les actions de Γ0 et Γ±. Puisque ces objets ne sont bien définis qu’à conju-
gaison près, nous pouvons supposer que les deux correspondances au bord entre (Σ, g+) et (Σ, g−)
h− ◦ (h+)−1 et (H−)−1 ◦H+ coïncident, (nous avons alors H+ ◦h+ = H− ◦h−). Considérons alors la re-
présentation quasi-fuchsienne :

ρ : π1(Σ)→Γ.

Nous pouvons la suspendre et remonter aux feuilles la métrique de Σ, poour ainsi obtenir deux fibrés
feuilletés (Π, M ,Σ,CP1

F ) et (DΠ,T 1
F ,T 1

Σ,CP1
F̂ ) avec pour holonomie ρ. Il n’y a pas de mesure

invariante par holonomie, car Γ se réalise comme un groupe kleinéen non élémentaire.
Nous pouvons alors, comme précédemment, définir trois sections équivariantes, pour⋆=+,−,0 :

σ̃⋆ = (I d , s̃⋆) : T 1
Σ̃→T 1

Σ̃×CP
1,

où :
s̃⋆ = H+ ◦h+ ◦pr⋆ = H− ◦h− ◦pr⋆ : T 1

Σ̃→CP
1

Les passages au quotient σ+ et σ−, commutent avec le flots et σ+, (resp. σ−), commute avec le feuille-
tage instable (resp. stable) : ce sont les deux sections de Lyapunov.

Description des mesures. Soit F : T 1
Σ→R un potentiel Hölder. Supposons que

ρ : π1(Σ)→Γ< PSL2(C)

soit une représentation quasi-fuchsienne, que l’on suspend, pour ainsi obtenir deux fibrés feuilletés
d’holonomie donnée par ρ : (Π, M ,B ,CP1,F ) et (DΠ,T 1

F ,T 1
Σ,CP1,F̂ ). Par le théorème 7.1.29, il

existe une unique mesure F -harmonique pour F .
Nous voulons comparer ces mesures pour différents potentiels F . Puisqu’elles se projettent toutes

sur une mesure équivalente à Lebesgue, il suffit de comparer les mesures conditionnelles. Nous sa-
vons, par le théorème 7.1.32, que celles-ci sont équivalentes à s+p ∗ωF

p , où (ωF
p )p∈B est la famille des

mesures de Ledrappier sur les fibres unitaires tangentes T 1
pΣ, et s+p : T 1

pΣ→Vp est la transformation
induite par la section de Lyapunov : c’est un homéomorphisme bihölder sur son image, qui s’identifie
à la courbe de Jordan Λ.

Nous nous intéressons à trois cas particuliers de classes de mesures sur les fibres unitaires tan-
gentes qui sont :

– la classe harmonique, qui décrit le comportement des chemins Browniens ;
– la classe de Lebesgue, qui décrit le comportement de presque toute geodesique ;
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– la classe de Patterson-Sullivan qui décrit l’accumulation à l’infini des orbites π1(B)o.
Une combinaison des travaux de Katok et Ledrappier (voir [Ka1, Ka2, L3]), entraîne alors que :

Theorème 8.3.14 (Katok, Ledrappier). La courbure de (Σ, g0) est constante si et seulement si deux des
trois classes de mesures ci-dessus coïncident. Dans ce cas, les trois classes de mesures sont les mêmes.

En utilisant ce qui précède (en particulier que s+p est un homéomorphisme pour tout p), nous
obtenons le théorème suivant :

Theorème 8.3.15. Soit (Π, M ,Σ,CP1,F ) un fibré feuilleté obtenu en suspendant une représentation
fuchsienne ou quasi-fuchsienne d’un groupe de surface compacte de genre ≥ 2. Supposons de plus que
la courbure de Σ soit variable. Alors la mesure harmonique, la projection de la mesure SRB, et la limite
des grands disques sont deux-à-deux mutuellement singulières..
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