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Résumé

On s’intéresse dans cette these a 1’étude de variables aléatoires sur les groupes de Lie compacts
classiques. On donne une déformation du calcul de Weingarten tel qu’il a été introduit par B.
Collins et P. Sniady. On fait une étude asymptotique du mouvement brownien sur les groupes
de Lie compacts de grande dimension en obtenant des nouveaux résultats de fluctuations. Deux
nouveaux objets, que 'on appelle champ maitre gaussien planaire et champ maitre orienté
planaire, sont introduits pour décrire le comportement asymptotique des mesures de Yang-Mills
pour des groupes de structure de grande dimension.
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Présentation des travaux et orientation

On donne ici une introduction courte de notre travail de thése pour en présenter les princi-
paux résultats et pour les localiser dans le texte qui suit.

Le cadre des travaux que 'on va présenter dans ce texte est celui des probabilités sur des
groupes de symétries. Une question qui les motive est de comprendre comment les propriétés
d’invariance de variables aléatoires en simplifient I’étude. Nous nous sommes spécifiquement
intéressés aux groupes de symétries continues appartenant aux séries de groupes classiques.
Le texte s’articule autour de 1’étude de deux objets probabilistes : le mouvement brownien
sur un groupe de Lie compact et la mesure de Yang-Mills euclidienne. Ces deux objets sont
complémentaires, on peut définir et étudier I'un & partir de I'autre. Le deuxieme peut étre vu
comme un modele de géométrie aléatoire sur le plan, a savoir une connexion aléatoire sur le
fibré au dessus du plan, dont les fibres sont paramétrées par le groupe de symétrie. Un autre
point de vue est aussi de considérer cet objet aléatoire comme un processus indexé par les lacets
du plan. Il apparait alors comme une généralisation naturelle du mouvement brownien, adaptée
a l'aspect potentiellement non-commutatif du groupe de symétrie. On donne dans la premiere
partie une présentation des ces deux objets en exposant les résultats que nous avons obtenus.
Ceux-ci sont développés dans les chapitres 2 a 4.

Le deuxieme chapitre aborde la question de l'intégration des polynémes sur les groupes
classiques. Dans cette situation, la proprieté d’invariance par conjugaison d’une variable aléatoire
simplifie drastiquement le calcul. L’outil qui permet de montrer qu’une telle simplification a lieu
est la dualité de Schur-Weyl. C’est en la prenant en compte que B. Collins et P. Sniady ont
développé dans [14] une facon d’intégrer tout polyndéme contre la mesure de Haar sur tous les
groupes classiques. Ils simplifierent et généraliserent ainsi le travail [I0], qui fut initié par les
calculs [55] du physicien D. Weingarten. Dans le chapitre 2, on s’intéresse au méme probléme
quand la variable aléatoire considérée n’est plus distribuée suivant la mesure de Haar mais égale
en loi a la marginale unidimensionnelle d’'un mouvement brownien. Notre énoncé principal est
le théoreme [1.1.18] résultat qui, comme il est expliqué dans la section permet de retrouver
indépendemment celui de B. Collins et P.Sniady avec le calcul stochastique pour seul outil.

Une propriété remarquable des expressions obtenues de ces deux facons est qu’elles se prétent
bien a une étude asymptotique, lorsque I'on considére la suite des groupes d’une méme série.
Elles déterminent le comportement d’une famille d’observables décrite par la dualité de Schur-
Weyl, qui ne dépend pas de la dimension des groupes mais seulement du type de série considérée.
C’est en développant cette observation que ’on étudie dans les chapitres 3 et 4 le mouvement
brownien et la mesure de Yang-Mills pour des groupes de Lie de grande dimension.

Une premiere quantité qui peut étre décrite par ces observables est la mesure empirique des
valeurs propres d’un mouvement brownien. Il était connu de [5], 56, [35] que celle-ci converge en
un sens faible vers une mesure déterministe sur le cercle unité qui ne dépend pas de la série



considérée. Le théoreme [1.3.7] établit que les fluctuations autour de cette mesure déterministe
sont de nature gaussienne et dépendent du type de série considérée. Il apparait que le champ
gaussien décrivant ces fluctuations pour la série des groupes unitaires permet de décrire naturel-
lement les fluctuations pour les autres types de séries de groupes de Lie compact. Ces champs
gaussiens apparaissent également comme une déformation de ceux qui décrivent les fluctuations
de la mesure empirique de grandes matrices distribuées suivant la mesure de Haar telles qu’elles
ont été décrites par [19]. On retrouve et on généralise par ce théoréme un résultat de T. Lévy
et M. Maida [36], qui étudie ces mémes fluctuations pour la série des groupes unitaires. Notre
approche est indépendante de celle de [36] et démontre la convergence d’une famille de cumu-
lants. On montre que la suite des mouvements browniens sur les groupes d’une série compacte
classique converge & tout ordre. C’est I'objet du théoréme [I.3.8]

Cette approche admet deux avantages. D’une part, elle s’adapte simplement pour montrer
des fluctuations d’une autre échelle. On s’est inspiré ici du papier [I1], qui démontre qu’un
tel comportement a lieu dans un cadre général, pour des matrices aléatoires de loi invariante
par conjugaison. Le corollaire [I.3.10] montre que les coefficients de ces grandes matrices de
mouvements browniens, ou de leurs puissances, se comportent comme des gaussiennes de variance
%. Ce résultat étend a d’autres familles de variables aléatoires et a des groupes de différentes
séries un théoréeme de F. Benaych [4] concernant les coefficients de matrices unitaires. Ici aussi,
de telles fluctuations avaient été démontrées dans [I5]. D’autre part, elle permet de mener une
étude asymptotique de la mesure de Yang-Mills.

Dans le texte [35], T. Lévy montre que la mesure de Yang-Mills se concentre asymptoti-
quement sur un objet déterministe appelé champ maitre planaire. On résout dans cette these
le probleme des fluctuations autour de cette limite. Une difficulté de cette étude venait de la
complexité des fluctuations de la mesure empirique d’un seul brownien, telles qu’elles étaient
décrites dans [36]. La nouvelle preuve qu’on en donne, généralise approche de [34] & I’étude
des cumulants de fonctions traces de puissances, évaluées en des mouvements browniens sur des
groupes de Lie.

Le théoreme montre 'existence d’un champ gaussien complexe centré indexé par les
lacets de longueur finie du plan, qui décrit les fluctuations du champ d’holonomie de Yang-Mills
autour du champ maitre. On appelle le champ obtenu pour la série unitaire, champ maitre
gaussien planaire. Les fluctuations de la mesure de Yang-Mills pour les séries orthogonales ou
symplectiques sont décrites par la partie réelle de ce champ complexe ainsi que par une fonction
de moyenne m non triviale.

Pour montrer ce résultat, on définit un autre objet limite, qui généralise la limite a tout
ordre d’un seul mouvement brownien. Pour la série unitaire, ¢’est une fonction sur les ensembles
finis de lacets rectifiables que I'on appelle champ maitre orienté. L’analogue de cet objet pour
les séries orthogonales et symplectiques est une seule et méme fonction, qui ne dépend pas de
I'orientation des lacets et s’exprime naturellement en termes du champ maitre orienté.

Un fait remarquable et observé par les physiciens Makeenko et Migdal est que le champ maitre
planaire satisfait des relations différentielles quand on fait varier un lacet d’une certaine maniere



au voisinage d’un point d’intersection. Ces relations portent maintenant le nom d’équation de
Makeenko-Midgal et ont été démontrées rigoureusement par T. Lévy dans [35]. Les théorémes
et révelent que ces relations admettent des analogues pour le champ maitre orienté
et pour la fonction moyenne m. On montre en outre dans le théoréeme que ces équations
permettent de caractériser toutes les fonctions décrivant la convergence a tout ordre de la mesure
de Yang-Mills.

L’étude des fluctuations de la mesure de Yang-Mills est décrite en deux temps : dans le
chapitre 3, ou l'on s’intéresse au champ maitre gaussien et au champ maitre orienté, puis, dans
le chapitre 4, ou ’on considere le comportement asymptotique de la mesure de Yang-Mills pour
les séries de groupes compacts orthogonaux et symplectiques.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Mouvement brownien sur les groupes de Lie compacts clas-
siques

1.1.1 Définitions

Introduisons ici le premier objet jouant un réle central dans ce mémoire, & savoir le mou-
vement brownien sur un groupe de Lie compact. Considérons tout d’abord un groupe de Lie
de dimension finie G, d’identité Id et d’algebre de Lie g. On peut pour gagner en simplicité,
en perdant un peu en généralité, considérer un sous-groupe fermé du groupe linéaire GLy (C).
Une premiére maniére de définir un mouvement brownien sur G consiste a généraliser les pro-
priétés caractéristiques d’'un mouvement brownien standard : indépendance et stationnarité des
accroissements, et continuité des trajectoires.

Définition 1.1.1. Un mouvement brownien d droite sur G est un processus de Markov (Zy)e>0,
a valeurs dans G, vérifiant les conditions suivantes :

1. Pour toute suite ordonnée de réels 0 = tg < t1 < ... < tpy1, les variables aléatoires
(ththHl)ggign sont indépendantes et Zt_lth2 a méme loi que Zp,_4, .

2. Presque strement, la fonctiont € Ry — Z; € G est continue.

Le générateur d’un tel processus peut étre décrit comme suit. Pour tout entier £ € NU {oo},
notons C*(G) I'espace vectoriel des fonctions & support compact, de classe C* sur la variété G.
A chaque élément X € g est associé un opérateur différentiel d’ordre 1 sur G, qu’on notera Lx,
tel que pour toute fonction f € C1(G) et g € G,

d

Lx(f)(g) = i

_ flgesp(tX). (1)

Théoréme 1.1.2 (Hunt-Heyer, [39]). Si (Z)i>0 est un mouvement brownien a droite sur G,
alors il existe un vecteur V € g et une famille libre Xy,..., X, € g tels que pour toute fonction
f € C*@), on ait

Lo(F)+ 230 Lx o Lx,(f)] (1), (1.2

t—0 t =

lim E {f(Zt)—f(Id)] _ [
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Réciproquement, si D est un opérateur différentiel d’ordre 2 sur G s’écrivant D = Ly+)Y 1y Lx,0
Lyx,, alors il existe un mouvement brownien a droite sur G dont le générateur est défini sur C*(G)
et coincide avec D, ce qui signifie que l’égalité a lieu.

Si la famille X1, ..., X,, de g est génératrice, alors 'opérateur différentiel D est dit elliptique.
Considérons une mesure de Haar du sur G invariante par translations a droite. Sous I’hypothese
d’ellipticité, il existe une unique fonction (¢, g) € R x G + p;(g) € R infiniment différentiable
telle que pour tout ¢ > 0, la mesure u:(dg) = pt(g)p(dg) soit une mesure de probabilité vérifiant

= Ona-

On peut alors montrer que la loi marginale d’un mouvement brownien au temps ¢ > 0 est .
La mesure p; est 'analogue de la loi gaussienne de variance ¢ sur G et la condition d’ellipticité
implique que la densité p; vérifie p;(g) > 0, pour tout (t,g9) € R% x G. Pour toute variable
aléatoire X a valeurs dans G, notons supp(X) le support de sa loi. Si D est elliptique, pour tout
t > 0, supp(Z;) = G. Si en outre, le groupe G est compact, la famille de mesures (pt)¢>0 est une
interpolation entre la mesure de Dirac en l'identité et la mesure de Haar normalisée p au sens
ou u; converge en loi vers .

On remarque que le générateur D ne dépend de la famille (X;)1<i<n qu’a travers le produit
scalaire sur vect{X1,..., X, } qui la rend orthonormale. Le théoréme précédent montre que les
mouvements browniens a droites de générateur elliptique sont paramétrés par les couples formés
d’un produit scalaire sur g et d'un vecteur V' € g, appelé vecteur de dérive. Si (-, -) est un produit
scalaire sur g, dont la norme 2 associée est notée || - ||, on définit une distance d sur G' en posant
pour toute paire d’éléments (o, ) € G2,

o) =it [ Iy B30t

ot 'infimum est pris sur I'ensemble des courbes 7 : [0,1] — G, C' par morceaux, telles que
v(0) = a et (1) = 5. Cette distance est par construction invariante par translations a gauche,
c’est-a-dire que pour tous g, a, 8 € G, d(ga, g8) = d(a, B).

Un produit scalaire (-, ) et un vecteur V' de g étant fixés, on peut construire le mouvement
brownien & droite qui leur est associé, comme solution d’une équation différentielle stochastique
décrivant l’enroulement du mouvement brownien linéaire standard de (g, (-, -)) sur le groupe G.
Rappelons que nous supposons que G est un sous-groupe fermé de GLy(C) et indiquonsﬂ une
fagon de construire un tel enroulement. Choisissons un vecteur de dérive V' € g, notons (K;)i>0
un mouvement brownien sur (g, (-, -)). Désignons par (FE; j)1<; j<n la base canonique de My (C)
et par (dK;dK;)) la matrice de variation quadratique Y, ((dKy); 1 (dKy) ) Ei ;. L'équation dif-
férentielle stochastique

1
A2, = ZdK, + S Z,(dKdK) + Z,V . (1.4)

admet une unique solution forte qui est un processus de Markov & valeurs dans My (C). Le
semi-groupe de transition de ce processus de Markov est invariant par translations a gauche
par G. En particulier, la loi du temps d’explosion de la solution ne dépend pas des conditions
initiales et on peut en déduire que presque sfirement, la solution n’explose pas.

1. On explicitera cette construction dans le cas des groupes compacts classiques dans le chapitre suivant.
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Explicitons la formule d’It6 pour le processus (Z;):>0. Soient (X;)1<i<pn une base orthonormée
de (g, (-,-)) et f € C(My(C)). Si 'on note dfys et 92 fys les formes différentielles usuelles de
Mp(C) au point M € My(C), I'équation (1.4]) et la formule d’It6 montrent que

N2
df(Zy) = 0f2,(ZV)dt + > 0 f2,(Z:X:) (X, dKy)
=1

+t5 Y 22X, ZX5) (X, dKG, (X, dEG)).

1<i,j<N?

N | —

Etendons légerement la définition (1.1)) de £. Pour tout X € My (C) et ¢ € C°(My(C)), on dé-
finit une fonction C°°(My/(C)) en posant pour M € My(C), Lx(p)(M) = 4 ‘tfo o(M exp(tX)).
On a alors 0fpy(MX) = Lx(f)(M) et

Lx o Lx(f)(M) = Lx2(f)(M) + 0 fur(MX, MX).

La formule d’It6 montre donc que pour tout ¢ > 0,

4(2) = Lo((Zdt+ Y Lx, (20X dED) + SLx, 0 Lx, (D).
=1

En particulier, si f est invariante par l'action de G par translations a droite sur My (C), alors,
presque stirement, (f(Z:))t>0 est constant. On peut en déduire que le processus (Z;)i>0 est
presque stirement a valeurs dans GG, puis que c’est un mouvement brownien sur G. En outre,
on peut également montrer a partir de la formule précédente que le générateur du processus
Markovien (Z;);>0 est bien défini sur C?(G) et coincide sur cet espace avec D = Ly +3 5, Lx, o
Lx,. Ce point de vue sera utilisé pour chacun des groupes que nous rencontrerons.

Complétons cette description par une propriété d’invariance de ces mouvements browniens.
Appelons mouvement brownien & gauche sur G un processus de Markov (S;);>¢ & valeurs dans
G tel que (S; )50 est un mouvement brownien & droite. Si (Z;)s>0 est un mouvement brownien
a droite solution de I’équation différentielle stochastique , alors (Z; 1)t20 est un mouvement
brownien & gauche vérifiant

d(Z; N2y = —Vdt — dK; + %((th.th». (1.5)

Pour tout g € G, désignons par la méme notation Ad(g) 'application de conjugaisons par g,
Ad(g) : G — G, ainsi que sa différentielle Ad(g) : g — g. Si (Z¢)r>0 est sans dérive, c’est-a-dire,
si V' =0, alors (Z;)¢>0 est invariant par conjugaison si et seulement si Ad(g) est une isométrie
de (g, (-,-)) pour tout g € G. Dans ce cas, (Z;)i>0 a en outre méme loi que (Z; !)>o.

L’hypothese d’invariance par conjugaison, avec laquelle nous travaillerons par la suite, est
tres restrictive, puisqu’elle contraint le groupe G a étre le produit cartésien d’un groupe compact
et d’un groupe isomorphe a R™.

Lemme 1.1.3 ([43], Lemme 7.5). Soit G un groupe de Lie conneze de dimension finie d’algébre
de Lie g. Il existe un produit scalaire sur g telle que pour g, Ad(g) : g — g est une isométrie si
et seulement si G est isomorphe en tant que groupe de Lie ¢ K x R™, ou K est un groupe de
Lie compact.
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Cette condition peut étre reformulée en une condition sur la distance d associée & (-,-) :
laction par conjugaison du groupe G sur son algebre de Lie g préserve le produit scalaire (-, -)
si et seulement si d, qui était invariante par translations a gauche par construction, est en outre
invariante par translations & droite. On dit alors que d est bi-invariante. Si d est bi-invariante,
Papplication d’inversion du groupe G est une isométrie de (G, d) et toute géodésique passant
par l'identité est la restriction d’un morphisme de groupe de R dans G. C’est donc I'image d’un
segment de g contenant 0 par I'application exp : g — G. La distance d prend alors la forme
explicite suivante. Pour tout «, 5 € G,

d(e, B) = mf{|X] : X € g.exp(X) = a5},

Exemple 1.1.4. Considérons le groupe unitaire U(N) = {U € GLx(C) : U*U = 1d}, d’algébre
de Lie u(N) = {X € Myn(C) : X* 4+ X = 0}, pourvue du produit scalaire qui d chaque paire de
vecteurs X, Y € u(N), associe (X,Y) = =Tr(XY). Pour toute matrice unitaire U € U(N), de
valeurs propres €%, ... N avec § €] — m, 7N, d(Id,U)? = 2N, 62.

Si un groupe compact G admet un centre fini alors ’espace des métriques bi-invariantes
est beaucoup plus restreint. Pour tout X € g, notons ad(X) € End(g), la dérivée en Id de
Papplication Ad : G — GL(g), donnée par ad(X) = Lx(Ad). Pour toute paire (X,Y) € g,
notons Kg(X,Y) = Trg(ad(X) cad(Y)). Pour toute variable aléatoire X sur G, notons supp(X)
le support de sa loi.

Théoréme 1.1.5. Si G est un groupe de Lie compact de centre fini, la forme bilinéaire —KCq
est, a un scalaire prés, Uunique produit scalaire sur g invariant par conjugaison.

Sous les hypotheses du théoréme [1.1.5] on peut donc parler d'un mouvement brownien ca-
nonique sur le groupe G.

Exemple 1.1.6. Le groupe SU(N) des matrices unitaires de déterminant 1 a un centre iso-
morphe a Z/NZ. Si (-,-) désigne le produit scalaire de w(N), défini dans l’exemple alors
pour toute paire de vecteurs X,Y € su(N) = {u € w(N) : Tr(u) = 0}, Kun)(X,Y) =
—2N(X,Y). En revanche, le centre de U(N) est isomorphe au cercle {zId : z € C,|z| = 1}
et u(N) = iId @ su(N). La seule forme linéaire sur su(N) invariante par conjugaison est la
forme nulle. L’espace des produits scalaires sur u(N) invariant par conjugaison est donc de di-
mension 2 : si b est un produit scalaire invariant sur w(N), alors il existe a, B € R, tels que,
pour tout u = (i0,z) € u(N), b(u,u) = ab? + B{z,z) = (8 — ) Tr(u)? — BTr(u?).

Le théoréme [LL1.5] admet le corollaire suivant.

Corollaire 1.1.7. Si G est un groupe de Lie compact de centre fini, il existe, d changement de
temps pres, un unique mouvement brownien invariant par conjugaison sur G, tel que supp(Z1) =

G.

Exemple 1.1.8. L’application ¢ : g € SU(2) = Ad(g) € Isom(s5u(2), Key2)) =~ SO(3), est
un morphisme de groupe surjectif ayant pour noyau {—1Id,Id}. C’est en outre une isométrie : si
a,b € su(2), alors Kyy2)(a,b) = Kso(3)(ad(a),ad(b)). Si (Ri)t>0 (resp. (Ry)i>0) est le mouvement
brownien canonique sur SU(2) (resp. sur SO(3)), alors (p(Ry))i>0 a méme loi que (Ry)¢>o-
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Nous supposerons désormais que G est un groupe compact et on considere (Z;);>¢ un mou-
vement brownien invariant par conjugaison sr G. On munit le groupe G de sa mesure de Haar
normalisée et si f est une fonction continue sur G, on note son intégrale par rapport a la mesure

de Haar
| 7).
G

1.1.2 Fonctions invariantes par conjugaison, théoreme de Peter-Weyl

Si G agit sur un ensemble E, notons E¢ Pensemble des points de F fixés par G. Rappe-
lons qu'une représentation irréductible de dimension finie d'un groupe G est la donnée d’un
espace vectoriel complexe de dimension finie V' et d’un morphisme p : G — GL¢ (V) tel que
les seuls sous-espaces vectoriels stables par p(G) de V sont {0} et V. Si (Vi,p1) et (Va,p2)
sont deux représentations, le groupe G agit sur Hom(V3,V32) : si g € G et f € Hom(Vy, V),
g.f = pa(g)fpi(g~!). On dit que ces deux représentations sont isomorphes si il existe un
isomorphisme f € Hom(Vi,V2), on note alors Vi ~¢ Va. Si G est un groupe compact, le
lemme de Schur caractérise Hom(Vl,Vg)G : soit Vi ~g Vb, via un isomorphisme ¢ et alors
Hom(V1, V2)¢ = Cy, soit Hom(V7, V2)¢ = {0}.

Soit (V, p) une représentation irréductible de G. En moyennant par rapport & la mesure de
Haar un produit scalaire hermitien arbitrairement choisi sur V', on obtient un produit scalaire
hermitien invariant par G. Le lemme de Schur implique qu’il existe, & un scalaire pres, un unique
produit scalaire invariant sur V. En particulier, application d’adjonction * : End(V') — End(V)
est définie indépendamment du choix du produit hermitien invariant.

Lemme 1.1.9. Soient (V, p) une représentation irréductible de G. Si (Z;)i>0 est un mouvement
brownien invariant sur G, sans dérive, alors il existe une constante c, € R, telle que pour tout
t>0,

E[p(Z;)] = e '1dy . (1.6)

Preuve. L'invariance de Z entraine que pour tout t > 0, E[p(Z;)] € End(V)%. De plus, pour
s,t >0, E[p(Zi1s)] = E[p(Z:)E[p(Gs)] € End(V). D’apres le lemme de Schur, il existe ¢, € C
tel que E[p(Z;)] = e%!Idy. En outre, (Z);>0 a méme loi que (Z; ');>0, donc E[Try (p(Z;))] € R.
Comme le groupe est compact, on en déduit que c, > 0. O

Une autre conséquence importante est la formule d’orthogonalité des caracteres. Pour tout
espace vectoriel V' de dimension finie, on désignera respectivement par Try et try la trace
usuelle de End(V') et sa normalisation vérifiant try (Idy) = 1. Soient (V,py) et (W, pw) deux
représentations irréductibles de G. Soient A € End(V) et B € End(W). Si V' %5 W, alors
Je Trv (Apy (9)) Trw (Bpw (9))dg = 0. Si V = W, alors

[ Tev (Ao (9) T Bow(g))dg = oo Trv(AB”). (L.7)

dim(V')
Le théoréme suivant montre que les formules (|1.6]) et ((1.7)) permettent en principe d’intégrer toute
fonction de L?(G, dg) contre une marginale unidimensionnelle du mouvement brownien ou contre
la mesure de Haar Désignons par G ’ensemble des classes d’isomorphismes des représentations

2. Un outils d’intégration fondamental sur les groupes de Lie compact est la formule de Weyl. Nous n’utiliserons
pas cette formule dans ce texte, il semble délicat d’en extraire des informations asymptotiques, lorsque la dimension
du groupe tend vers 'infini, afin de retrouver les résultats énoncés dans la section
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irréductibles de G. Pour tout A = (V), py) € é, soit Ry I’ensemble des coeflicients matriciels de la
représentation A, c’est-a-dire, 'ensemble de fonctions {g € G — Try, (Apa(g)) : A € End(Vy)}.
Enfin, notons R = @, R

Théoréme 1.1.10 (Peter-Weyl, [8]). L’ensemble R est dense pour la norme uniforme dans

C(G).

Rappelons que L?(G, dg) est pourvue d’une structure d’algébre pour le produit de convolution
usuel. Notons

©: P End(Vy) — R
xe@

Avr— (g — dim(VA)TrVA(ApA(gfl)D .

Munissons @, s End(Vy), du produit scalaire qui associe a (A, B) € End(Vy) x End(V,),
(A, B) = dim(V)\)Tr(AB*), si A = u et 0, sinon. La formule (1.7) montre que © est un anti-

isomorphisme d’algebre qui est en outre une isométrie d’inverse

© 'z: R — P End(V))
xe@G

dr— > (N,
A

A

ou pour toute fonction ¢ € R et toute représentation A = (Vi, py) € G,

S0\ = /G pr(9)6(g)dg € End(V3).

D’apres le théoreme de Peter-Weyl, ces deux isomorphismes se prolongent en des isométries
unitaires entre L?(G, dg) et @, End(Vy). Cette décomposition est analogue & la décomposition
en série de Fourier des fonctions périodiques. Appliquons la & la fonction p; € L?(G, dg). Pour
toute représentation irréductible A = (Vy, py) de G et g € G, notons

Ya(g) = ©(1dy, ) = dim (V) Tr(pa(g))-

En utilisant la notation du Lemme on trouve que pour tout ¢ > 0, ’égalité suivante a lieu
dans L?(G, dg),

=Y e 5. (1.8)
xeG

On peut en outre montrer la convergence de cette somme en des sens plus forts.

Théoréme 1.1.11 ([39]). Pour tout n > 0, la série de fonctions 32, e '8\ converge uni-
formément sur [n,oo[xG vers la fonction py.

Exemple 1.1.12. Si G = U(1), g = iR est munie du produit scalaire usuel, le mouvement
brownien est égal en loi a (eiBf)tZO. Les représentations irréductibles sont les applications z €

. n2
U(1) = 2" € U(1) et E[e™Pt] = e~ . La décomposition correspond d la décomposition en
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. n2 .
série de Fourier de 0 — p, (1)( 0y et pf(l)(eze) = ez e~z e Un caleul direct montre que
la densité d’une marginale est donnée par

U(1) e
Yz ( \/ﬁ T;Z )
expression qui est la transformée de Poisson de la formule précédente.

Si G =SU(2), G est isomorphe au groupe des quaternions unitaires Ug(l) = {g € H: ¢*q =
a —b
b a
produit scalaire —Kg,(2) a pour image l'algebre de Lie H° = {¢q € H: Re(q) = 0}, munie du

1} par Uapplication € SU(2) = a +bj € Ug(1l). L’algébre de Lie su(2), munie du

produit scalaire (q,0) € HO® — 4Re (x*y). Le générateur du mouvement brownien sur SU(2)
associé a ce produit scalaire est Agy o) = % (Ef + [,? + Ei) Pour tout n € N, SU(2) agit linéai-
rement sur l’espace A, des polynomes homogénes de degré n par changement de coordonnées.

On peut montrer facilement que l'on définit ainsi une représentation irréductible de dimension
. ei9 i(n— i 1)6 .7
n+ 1 telle que si 0 € R, Try, ( i ) = S0 g elnm2k) = %. Si Uon note T, le

nieme polynome de Tchebycheff de seconde espece, c’est-a-dire le polynome de degré n tel que
T, (cos(f)) = sinnt 16 ylors pour tout g € SU(2),

sin 6

1

YA (9) = (n+ D)Thia(5

5 1r(9)).

D’autre part, une maniére d’expliciter la constante cy, est de calculer l'action du générateur
;Aﬁu(z) sur un polynéme homogéne. Comme 'opérateur A5u(2) commute d l'action de SU(2) sur
Ay, on sait d’aprés le lemme de Schur que celuz ct a(g gyar multiplication par une constante
—cp,, sur Ay. On trouve par exemple, Agy ) X™ = 2 X", On en déduit que cA, = 71(7{722)
et pour tout g € SU(2), ayant pour valeur propre e 9,

SU(2 _ nn2)t 1
pa )= Dt Dem 2 T (5Tr(g))
n>0
t
ez
= T 2 e 7o’
€ nez*

Remarquons au passage, que l’on peut exprimer le noyau de la chaleur sur SU(2) en fonction de
celui sur U(1) : si g € SU(2) admet comme valeur propre €, alors

t
SU(2) . ez U(1)
p8t (g) - 2811’1(—9)8 Dy ( )

— 2n7[' (60— 2n7r)
2t

2t\/ 27t Z sin @

Nous nous concentrerons dans ce mémoire sur les trois séries de groupes de Lie compacts
orthogonale, unitaire et symplectique. Rappelons que les éléments de la troisieéme sont les groupes

de matrices Sp(2N) = {S € U(2N) : StJS = J}, ou J = ( 0 Iy

Iy 0 > Lorsque le groupe
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G fait partie de ces trois séries, il existe une autre famille dense dans l'espace L?(G, dg), qui a
le désavantage de ne pas étre orthogonale mais qui se comporte bien quand la dimension des
groupes tend vers l'infini.

1.1.3 Dualité de Schur-Weyl

Il s’agit simplement de I’ensemble O des polynémes homogenes en les coefficients et leurs
conjugués complexes, des éléments de ces groupes vus comme matrices complexes. Pour tout
polynéme P € O sur G, de degré d, il existe n,m € N avec n+m = d et M € End((CV)®%),
vérifiant pour tout g € G,

P(g) = Tr(M.g"" @ g*™). (1.9)

Remarquons que pour les groupes orthogonaux et symplectiques, quitte a modifier M, on peut
supposer que m = 0. En effet, notons V' la représentation standard de G. Pour tout g € G, la
matrice de la représentation de g sur V*, dans la base base duale de la base canonique, est g. Cet
argument peut se reformuler ainsi. Si G est orthogonal ou symplectique, alors la représentation
V vérifie V >~ V*, ou I'isomorphisme est un isomorphisme de représentations complexes, unique
a un scalaire pres et associé canoniquement a une forme bilinéaire symétrique ou antisymétrique
fixée par G. En revanche, si G est unitaire, alors V' %4 V* en tant que représentation complexe.

De fagon analogue au lemme de Schur, la dualité de Schur-Weyl permet de caractériser les
fonctions de O invariantes par conjugaison. Pour M € End((C")®?), le polynéme est inva-
riant par conjugaison si et seulement si I'action de M commute & celle de G sur VE" @ V*®™ La
dualité de Schur-Weyl décrit explicitement 1’algébre End(V®" @ V*®™)& des endomorphismes
de V" @ V*®™ commutant a 1’action de G. Informellement, ces algebres sont engendrées linéai-
rement par les appariements des tenseurs de V& @ V*®™ @ V*&" g /@M ~ End(V O @ V™),

Donnons un analogue élémentaire de la dualité de Schur-Weyl pour le groupe symétrique
Sy, agissant sur V = CV par permutation des éléments de la base canonique. Cette action est
orthogonale et on a donc V ~g, V*. Notons P, ’ensemble des partitions de S = {1,...,d} x
{—1,1} et munissons C[P;] d’une structure d’algebre de la fagon suivante. Considérons deux
partitions w,7 € Py que l'on représente dans le plan. La concaténation de m au dessus de n
induit une partition mon € Py et I(m,n) blocs situés au milieu du diagramme (voir figure [L.1)).
Pour z € C*, on pose alors 7. = z!™M 7 o n et on étend bilinéairement I’application - & C[Py4].

FIGURE 1.1 — Multiplication 7.y ou 7 et n sont les partitions de {1,...,4} x {-1,1}
données par m = {{(17_1)7(371)7(471)}7{(27_1)}7{(37_1)7(47—1)}7{(131)7(271)}}} et n =
{{(1’1)7(17_1)7(27_1>7(37_1)}7{(271)v(3a1)7(4’1)}7{(45_1)}}'

Cette forme bilinéaire définit une multiplication sur C[Py]. On définit ainsi une algebre unitaire
que I'on note P4(z), pourvue d’une représentation naturelle p sur V&4 (avec V = CV), qui &
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chaque partition m € P4, associe

d
(™) =D Q Efin).16,-1):
foi=1
ou la somme porte sur les fonctions f : S — {1,..., N}, constantes sur les blocs de 7. Introdui-

sons en outre,

d
po(m) =D Q) Eriny. 1)
;=1

ou la somme porte sur les fonctions f : S — {1,..., N}, constantes sur les blocs de 7 et prenant
des valeurs distinctes sur chaque bloc. Le groupe &y agit diagonalement sur V®?. L’application
po n'est pas un morphisme d’algébre mais on vérifie facilement que End(VE4)SN = p(Py(N)).
Notons < l'ordre sur Py induit par linclusion d’ensemble sur S. Pour tout 7 € Py, p(7) =
> r<p Po(1), on en déduit le résultat suivant.

Théoréme 1.1.13 ([30, 27]). Pour tout entier n € N, End(VE)ON = po(Py(N)) = p(Py(N)).

Aux trois groupes considérés O(N), Sp(2N) et U(N) sont associées trois algebres By(N),
Bi(—2N) et By, m(IN), appelées respectivement algébres de Brauer et algebre de Brauer murée.
Les algebres By(N) et By(—2N) sont les sous-algebres de Py(N) et Py(—2N) engendrées par les
partitions par paires. L’algebre By, ,, (V) est la sous-algebre de By (V) engendrée par les apparie-
ments de {—m, ..., =1} U{l,...,n} x {—1,1} tels que chaque paire admet une représentation
dans le plan qui croise exactement un axe de coordonnées. On verra dans le chapitre suivant
que I’algebre By(—2N) admet une représentation sur (C2V)®¢ qu’on désignera également par p.
Munissons P;(z) de la forme linéaire 7, qui a une partition 7 € Py de {1,...,d} x{—1,1} associe
2774 on 7 est la partition de {1,...,d}, image de la projection de 7 sur I’axe des abscisses.
On verra que la représentation p : B, (—2N) — End(V®?) vérifie

1

—Tr op=r,. 1.10
dim(V)d  VeLeP T (1.10)

Notons * : Py(z) — Py(z) Uapplication antilinéaire qui a une partition 7 € P, associe sa symétrie

par rapport & I’axe des abscisses. Les représentations p des sous-algebres A4 de C[P4] mentionnées

ci-dessus définissent, pour chacune des valeurs de z considérées, la forme quadratique x € A —

Tr(p(2)*p(x)) = 72 (2"2).

Théoréme 1.1.14 (Schur-Weyl, [23]). Pour tous entiers n,m € N, End(V®" @ V*®™)C yaut
respectivement p(Bq(N)), p(Bnm(N)) et p(Ba(—2N)), si G = O(N),U(N) ou Sp(2N).

Exemple 1.1.15. Si G = U(N) et m = 0, Ualgébre By, o est isomorphe d l'algébre du groupe
C[&,] qui agit naturellement sur VE™ par permutation des tenseurs. Si o € &, admet ay, cycles
de longueur k pour tout k € {1,...,n} et U € UN), Tr(p(c)U®") = [[f_; Tr(U*)%.

Exemple 1.1.16. Notons VIV =V = C2 et VI~ = V* la représentation contragrédiente. Si
G = SU(2) ~ Sp(1), pour toute partition m de S = {1,...,d} x {—1,1}, notons t, le tenseur

ln = ® Qbu,vE ® V<€>’:End(V®d)7

{uv}er (z,e)eS
u1<vi
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0l Gy € Vi) @ Vi) yaut Idy (uy), 87 ug = —vp et dety (—uy), i ups = va. Notons (i j) la
transposition de i et j, vue comme un élément de By(—2) et (i j) Uappariement composé de
{(,Lv 71)7 (]’ 71)}) {(Zv 1)’ (]7 1)} et {(kv 71)7 (kv 1)} pour k € {17 cee 7d} \ {27]} Remarquonsﬁ que

On peut montrer que l’ensemble {(ii+1),(ii+1),1 <i < d—1} engendre Bg(—2) en tant qu’al-
gebre. En outre, on verra au chapitre suivant qu’il existe un choix de signe tel que [’application
p:mE By(—2) — £t € EndSU(Q)(V®d), soit un morphisme d’algébre. L’égalité de Mandelstam
1.11)), combinée avec ces deuz faits, montre que la sous-algébre TLg(—2) de By(—2) formée des
combinaisons linéaires d’appariements non-croisés vérifie

Endsy o) (V®%) = p(TLg(—2)).

L’algébre TLy(—2) est appelée dans la littérature algébre de Temperley-Lieb.

1.1.4 Formules d’intégration sur les groupes classiques

Si p est une mesure invariante par conjugaison sur G, alors
®, = / 9%" © ¥ u(dg) € End(VE" @ V)Y,

Expliciter cet élément pour tous n,m € N, équivaut a calculer I'intégrale d’éléments de O,
c’est-a-dire a calculer I'intégrale de tout polynéme sur G contre la mesure pu.

Le calcul de ®,, ot i est la mesure de Haar sur G, fut réalisé par B. Collins et P.Sniady
dans [I4]. Dans le chapitre 2, on présente deux approches différentes de la leur, la premiere
fut proposée dans [13] et [57], la seconde est présentée en détail dans le chapitre 2. Tandis que
largument donné dans [14] repose sur la dualité de Schur-Weyl, celui donné dans [13] et [57]
s’appuie sur le premier théoreme fondamental de la théorie des invariants (FFT, [[23],Thm.
5.2.2]). Cette approche permet dans le cas orthogonal et symplectique d’expliciter I’élément
de l'algebre de Brauer représentant ®,. L’autre point de vue que 'on propose dans le second
chapitre, est de considérer la loi de la marginale y; d’'un mouvement brownien sur G et de
fournir une preuve de ces formules par calcul stochastique, n’utilisant ni théorie des invariants,
ni théorie des représentations.

Rappelons l'approche suivie par [I3] et [57]. Si p est la mesure de Haar sur le groupe G,
l'application ®,, est le projecteur hermitien sur (V®" ® V*®m)G. L’espace (V®" ® V*®m)G
est déterminé par le premier théoreme des invariants qui en exhibe une famille génératrice.
Connaissant une famille génératrice d’un tel espace, on peut calculer I'inverse de sa matrice de
Gram pour en déduire une expression pour le projecteur ®,,. Pour tous entiers ¢ < j, notons 7y, j
l’idempotent = {:i<l l4+n) € Bym(N),sij<n<m.Notons &, p, le sous-groupe de &1,
isomorphe & &,, x &, laissant stable {1,...,n} et {n+1,...,n+m} et pour chaque paire («, 3) €
S, x 6,,, désignons par a x 8 € G,,,, I’élément qui lui est naturellement associée. Le premier

théoréme des invariants montre que (V" ® V*®”)G coincide avec Y, cq,, Im (p(orp 07h)) si
G est orthogonal ou symplectique, et 3 s Im (p(UT[Ln]O'_l) si G est unitaire. Si n + m est

3. Cette égalité est connue sous le nom de relation de Mandelstam.
4. On met en garde le Lecteur contre un léger changement de notations dans le chapitre 2, ou cette opérateur
sera désigné par 7; ;.
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impair et G orthogonal ou symplectique ou si n # m et G est unitaire, alors (V" ® V*®")G =0.
Rappelons que 7, est la trace définie sur C[P,4+n] par (1.10). Notons

Z3n

ALY

Gon(2) = Z 7.(0711,n))0 € C[Gay)

O’EGZn
et Gy n(z) sa restriction & &,, x &,, renormalisée,

G n(z) = i Z (@ X B) o X B = 1 Z BT o B e Cl6y, ]

|
" apes, " apes,

Dénotons respectivement H,, et D(&,,) les sous-groupes de &g, et &, x &, formés des per-

mutations o vérifiant o7y, = 7)1, Notons en outre pour un sous-groupe K de Ga,, Pk =

ﬁ S,k 0. Les deux éléments définis ci-dessus vérifient Gy, (2) = 22"Py, (Id + 0(%))7’7{” et

Gn(2) = 2"Pp(e, (Id+ o(é))PD(Gn), quand |z| — oo et sont donc pseudo-inversibles pour |z|
assez grand. Si Wy, (z) et W, ,(2) désignent leurs pseudo-inverses respectifs dans C[Ss,], on

obtient la description suivante

Théoréme 1.1.17 ([14]). Sin+ m =2p et G est orthogonal ou symplectique,

o, = Z p(O'WQP(Z)T[Lp}O'_I),

U€62p

ot z vaut respectivement N et —2N. Si G est unitaire et n = m,

P, = Z p(aWnyn(z)T[Ln]a_l).

O’G@n,n
Dans les autre cas, ®, = 0.

Les résultats présentés dans le chapitre 2 permettent de montrer ce théoréme d’une troisieme
fagon. On présente ici cette approche. Si u; est la loi de la marginale d’un mouvement brownien
sur G au temps t, la famille d’endomorphismes (@m)tzo forme un semi-groupe a valeurs dans
Endg(V®" @ V*®™) dont la restriction a (V®" ® V*®m)G vaut l'identité. On explicite alors
la représentation de ®,, dans une algebre de Brauer par calcul stochastique : on obtient alors
un élément A(z) € Bi(z) ou Bpm(z), tel que ®,, = p(exp(tA(z))). Une décomposition de
I'endomorphisme de multiplication par A(z) sur Bg(z) montre alors que ®,, converge quand
t — 00. Si n < m, on considére pour tout entier 1 < k < n,

(1—2"Y(2k+m —n) 1

Z(2) = 5 +z Z (i §) € C[Gp1m)
1<J
i,j€{1,....k}U{n+1,...m+k}
et
Zl?’m(Z) — %—i_# + Z—l Z (Z ]) c (C[Gn % 6m]

1<j
i,j€{1,....,k} ou i,j€{n+1,....m+k}

5. La formulation du théoréme suivant est légérement différente de celle qui est donnée dans [14] [13]. Pour re-
trouver les expressions qui y sont prouvées de I’espérance d’un mondme, il faut contracter les tenseurs apparaissant
dans I’énoncé qui suit.
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On pose en outre Zy = Zy™ =0 et Zg"™ = 252 + 2713 i (i §). Pour tout ¢ > 0, soit
s¢ la fonction symétrique définie par

XF2 XF3 .01 et
k—2 k—3 —tX
X o1 ettXe
_ 2 2
se(X1,.... Xe) = [[ (X;—Xi) "det . (1.12)
- - —t
Xk Xk e 1 e k

Théoréme 1.1.18. Si G est orthogonal ou symplectique

1
(I)#t = Z PY I AY] P Ust(anka ey Zn—la Zn)T[n—k,n}U_l y
0Sk§n2(n—2k)! ( )
U€6n+m

avec z valant respectivement N et —2N. Si G est unitaire,
1

S pos(Z0T, . 2 2™ T o)
— ' — ' n n 9y
0shen (n k:)(m ki) ( n )
O’GGnXGm

avec z valant N. En outre, pour tout N € N*| quand t — oo, pour z € {N,—2N},
p(st(Zp—ps--- Zn-1,2n)) = 5n+m=2pwl2p(z)v

pour z = N,
p(si(Zlhs 20 20 ) = ey Wi (2),

avec

> (o WEmar) = 3 o (W)

S P €62y
et

Z P (UWpaP(Z)T[Lp}U_I) = Z P (JWp,p(Z)T[l,p]U_l) .
cEG, X6, c€6pxGp

On déduit aisément de ce théoreme que, lorsque la dimension du groupe est assez grande
devant le degré des tenseurs, le semi-groupe d’endomorphismes de V& @ V*®™ converge,
quand son parameétre ¢ tend vers l'infini, vers un endomorphisme dont l'image est incluse
dans (V¥ ® V*®m)G. La propriété de semi-groupe montre que ¢ est un projecteur d’image
(Ver @ V*®m)G. Comme l'opérateur ®,, commute avec ®,, ® = ®,. Le théoréme per-
met de la sorte de retrouver le résultat du théoréme

1.2 Mesure de Yang-Mills planaire

A partir de la loi d’un mouvement brownien invariant par conjugaison sur un groupe de Lie
compact (G, on peut construire un autre processus aléatoire indexé non pas par R, mais par les
chemins de longueur finie du plan, et qui est compatible avec la concaténation. Heuristiquement,
un tel processus donne une facon de relever tout chemin du plan R? dans R? x G. Ce processus
est appellé mesure de Yang-Mills euclidienne et a été construit de différentes manieres dans
[20, 51, 38]. Ces constructions donnent un langage mathématique adéquat pour rendre rigoureuse
la notion de mesure de Yang-Mills sur I’espace des connexions d’un fibré principal ayant un espace
de base de dimension 2. On donne un apercu de ces constructions dans le cas plus facile du plan,
qui peut étre complété par celui des surfaces compactes.
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1.2.1 Connexion sur un fibré trivial et mesure de Yang-Mills planaire

Une connexion sur le fibré trivial p : R? x G — R? est heuristiquement une maniére de relever
un chemin de la base R? dans I’espace total R? x G, de facon & relier les fibres au dessus de
chaque extrémité en respectant 'action du groupe sur chaque fibre (par exemple l'action par
multiplication & droite). On peut définir cet objet de fagon globale ou infinitésimale. Pour tout
chemin v paramétré par une application 7 : [0,1] — R2, notons 7 =7500),7 = (1) et v~ 1 le
chemin parcouru en sens inverse, paramétré par ¢t € [0, 1] — (1 —t). Si a et b sont deux chemins
tels que @ = b, notons a.b leur concaténation. Notons P(R?) I’ensemble des chemins de longueur
finie dans R2.

Définition 1.2.1. Une connexion sur le fibré principal p : R?2 x G — R? est la donnée d’une
famille d’applications (T )., indéxée par les chemins de longueur finie de R? telle que pour tout
chemin ~y, T, :p_l(l) — p~Y(®) est équivariante par rapport a la multiplication d droite par G
et pour tous chemins a,b de longueur finie avec @ =b, T, = TpTy,.

Notons M (R?, G) I'ensemble des applications H : P(R?) — G vérifiant Hy.H, = H,,. Une
fonction de M(R?, G) sera dite multiplicative. Pour s : R — G et H € M(R?, ), notons TH*
la connexion telle que pour tout chemin v € P(R?),

TﬁfLS D (1,8(7)) € p_l(j) = (7, 8(7) H,).

Pour s : R? — G, l'application H € M(R?,G) +— THJ est une bijection entre fonctions
multiplicatives et connexions sur p. Le changement d’application s : R? — G par multiplication
a gauche par une autre application j € G®* modifie cet bijection comme suit. Pour tout 5 € GRQ,
'application ¢; : (z,g) € R? x G + (x,j(x)g) est appelée transformation de jauge. Pour toute
paire H € M(R2,G), j € G®* | on définit une fonction multiplicative en posant pour v € P(R?),

(7.H)y = j(3) " Hj(x).

Le groupe de jauge J = GF? agit sur l’espace des connexions par adjonction, de sorte que si
He M(R%G),je€Jets: R — G,

¢jTH7S¢j_1 — TH,jS — TsiljS.H,S'

Munissons G de la tribu borélienne et GF®*) de la tribu cylindrique C = o(H,,v € P(R?)).
Appelons lacet un chemin v € P(R?) tel que 7 = 7 et notons L(R?) ce sous-ensemble de P(R?).
Munissons P(R?) d’une distance en posant pour toute paire ¢, co € P(R?),

d(c1, ¢2) = inf [|&1 — Cafloo + [£(c1) — £(c2)];

ot infimum est pris sur toutes les paramétrisations &, & : [0, 1] — R? des deux chemins ¢; et co.
On appellera mesure de Yang-Mills planaire une mesure de probabilité YM sur (M (P(R?), G),C),
telle que

a) si (’Y%)nZO,ISjSm sont des suites de P(RQ), (’yj)lgjgm € P(RQ)m avec d(’y%, fyj) — 0, 771 = ’TJ

et ﬁ =17, alors (H%)lgjgm converge en loi vers (H.,;).
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b) si Fi,..., Fy sont k ouverts simplement connexes, bornés, deux a deux disjoints, dont le
bord est I'image des lacets 0,, F1, ..., 0, F) € L(R?) basés des points vy, . . ., v, alors, sous
YM, (Ho, Fys- - Hakak) a la méme loi que (Zy g, - - - Zk,|F,|), O |F| désigne I'aire d'un
domaine F' et (Z;;)i>0,1<i<k est une famille de k£ mouvements browniens invariants par
conjugaison sur GG, indépendants et identiquement distribués.

1.2.2 Mesure de Yang-Mills discrete

Soit G = (V,E,F) un graphe fini, plongé dans R?, tel que chaque aréte est réalisée par un
élément de P(R?). Notons P(G) I’ensemble des chemins obtenus par concaténation d’arétes de
G, M(P(G),G) l'ensemble des fonctions multiplicatives sur P(G), a valeurs dans G. Si on fixe
une orientation Et des arétes de G, alors M(P(G),G) ~ GE" et la tribu cylindrique o(Hy,v €
P(G)) coincide avec 'image de la tribu borélienne. Indiquons comment construire une mesure
de probabilité sur M(P(G), G) qui soit la restriction d’une mesure de Yang-Mills planaire. Pour
chaque face F' € | si e est une aréte bordant F', notons 0. F le lacet commengant par e bordant
F'. Notons F, € I la face non bornée de G et I, 'ensemble des faces bornées. Sie: F — E est
une application telle que e(F') borde F pour tout F' € F, posons pour tout h € M(P(G),G),

Qc(h) =[] piri(ho.r)-

Fely,

Comme les densités du mouvement brownien (g¢)+>0 sont des fonctions invariantes par conjugai-
son et par inversion, la fonction pg ne dépend pas du choix de e : F — E et Qg est invariante par
transformation de jauge. Si e € ET borde les faces I et Fy, F = F1 U F, avec ¢1 et ¢cg € P(]R2)
tels que 0,F) = ecy et O,—1F = e~ lcy alors

/G P (B )y (R, 1y )dlge = /G Py (e )Py (Bt hey ) g (*)
= piF|(heyhey) = pyr|(hor),

ou JF est un lacet bordant F'. En intégrant successivement par rapport aux mesures de Haar
dge. avec e € ET, on conclut que

Qe(h) & dge =

ecE+

pram(hrs) Q) dge=1.

ecEt
bordant Fio

G]E+ L{eE]E+ bordant Foo }

La mesure YM® sur M(P(G), @), ayant pour densité Qg par rapport & la mesure Qeci+ dge est
donc une mesure de probabilité, elle est appelée mesure de Yang-Mills discréte sur G. On vérifie
sans peine qu’elle vérifie la propriété b) d'une mesure de Yang-Mills restreinte & M(P(R?),G).

On peut également définir une telle mesure sur M(P(G), G) sans faire appel & la densité du
mouvement brownien, ce qui sera plus adapté au cadre des probabilités libres.
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1.2.3 Groupe des lacets réduits

Munissons P(G) de la relation d’équivalence ~ telle que deux chemins ¢ et co sont équivalents
si 'un s’obtient & partir de I'autre en effacant ou en rajoutant des chemins de la forme ee™ !,
avec e € E. Chaque classe d’équivalence contient un unique chemin de longueur minimale qui
est dit réduit. Les opérations de multiplications partielles et d’inversion ¢ € P(G) — ¢! € P(G)
passent au quotient et définissent sur P(G) /~ une structure de groupoide que ’on note RP(G).
Notons pour tout v € V, L,(G) l'ensemble des lacets appartenant a P(G), qui sont basés en
v. La relation ~ induit une relation d’équivalence sur L,(G) et 'espace quotient est pourvu
d’une structure de groupe que 'on note RL,(G). Le groupoide RP(G) est libre avec pour base
canonique I'image de ET par le quotient P(G) — RP(G). Le groupe RL,(G) est libre de rang #TF},
mais, a l'inverse de RP(G), il n’admet pas de base canonique. Une fagon de construire une base
de RL, est de fixer un arbre couvrant 7. Pour chaque paire de sommets x,y € V, notons [z, y|r
le chemin réduit a valeur dans T" entre x et y. La famille formée des lacets . = [v, ¢|re[e, v]
pour e € Et NT forme une base libre de RL,(G). Si (9, F) per est une famille de lacets de P(G),
bordant chaque face bornée de G, alors {e € TNET} U {0, F : F € F} est une base libre du
groupoide P(G). En outre, on peut montrer que si (xr)per, est une base libre de RL,(G), alors
{ee TNET}U{(xF)rer,} est une base libre de RP(G).

Un résultat remarquable di initialement & [28] et complété dans [35] est que I'on peut munir
Lo(R?) d’une relation d’équivalence analogue & celle définie sur les lacets d'un graphe de sorte
que 'opération de concaténation induit sur I’espace quotient une structure de groupe.

Définition 1.2.2. Un lacet continue | : S* — R? est dit fin si | est homotope a un lacet
constant via une homotopie a valeurs dans I(S'), c’est-a-dire si il existe une application continue
(2,t) € ST x [0,1] = I4(2) € 1(SY), telle que lo =1 et Iy est constant.

Théoréme 1.2.3 ([35, 28]). On définit une relation d’équivalence en posant pour toute paire
de lacets 1,1' € Lo(R?), I ~ I', si I'l”! est un lacet fin. Pour tout lacet | € Lo(R?) la classe
d’équivalence de | pour ~ admet un unique élément de longueur minimale que l'on appelle
réduction de l.

On note l'espace quotient de Lg(R?) par ~, RLg(R?). Muni de I'opération composée de
concaténation et de réduction, 'espace RLo(R?) est un groupe. Cependant, contrairement aux
groupes RL,(G), RLo(R?) n’est pas un groupe libre. En effet, on peut montrer (voir [I7]) que
ce groupe contient des sous-groupes non-libres en considérant I’espace topologique des anneaux
Hawaiiens (voir figure [1.2).

1.2.4 Lassos, invariance par tressage

Considérons maintenant une famille adaptée a la définition d’'une mesure de Yang-Mills. Si F
est un ouvert borné simplement connexe, bordé par un lacet 9, F € L(R?), basé en x, appelons
lasso d’intérieur F, de branche ¢, tout lacet qui est une concaténation de la forme cOzFc™ !, ou
c € P(R?). Si (Ir) per, est une famille de lassos basés en v, dont les branches sont incluses dans
T, alors on peut montrer simplement que (If)pcr, est une base libre de RL,,(G). Considérons
(GFt)Fer, >0 une famille de #F, mouvements browniens invariant par conjugaison, distribués
indépendamment et identiquement et (Xc).cg+nr des variables aléatoires a valeurs dans G
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FIGURE 1.2 — Anneaux Hawaiiens plongés dans le plan.

indépendantes de la famille de mouvements browniens considérée. En utilisant 'invariance par
conjugaison du mouvement brownien, on montre facilement que 'unique variable aléatoire H
a valeurs dans M(P(G), G) telle que H;, = G p pour tout F' € F, et H, = X, pour tout
e € Et N T satisfait la propriété b) d’une mesure de Yang-Mills. Cette méme invariance du
mouvement brownien permet de montrer que la loi cette variable aléatoire reste inchangée, si
I'on remplace (Ip)per, par toute une famille de bases de RL,,(G). Si A, B € [, on appelle
(I'%=) rer la base de RLy, (G) telle que Iy = lAlBlZ1 et I = lp si F # B. La variable (Hl’F)FGFb
a méme loi que (Hj,)per,. Cette propriété d’invariance a été remarquée dans l'article [22], ou
celle-ci joue un réle clef a la fois pour construire et pour caractériser la mesure de Yang-Mills
dans le cadre des champs d’holonomie markoviens planaires. Donnons une premiere conséquence
simple mais qui sera utile au chapitre 4. Soit w un mot en (Ir)per telle que I se trouve toujours
a gauche de [4 et w’ le mot obtenu & partir de w en transposant les lettres 4 et Ig qui sont
adjacentes. Alors H,, a la méme loi que H,s. On peut en fait montrer beaucoup mieux.

Lemme 1.2.4 ([29]). Si X = (x1,...,2y,) et Y = (y1,...,yn) sont deuz bases libres du groupe

libre F,, telles que x; est conjuguée a y; pour tout i € {1,...,n}, alors on peut obtenir Y a
partir de X en une succession d’opérations de la forme (uy,...,u,) — (uf, ..., ul) telles qu’il
existe 1,7 avec u; = ujuu; ou u; uiu; et uy = uy pour k # i.

Corollaire 1.2.5. Pour toute famille de lassos () per, formant une base de RLy,(G), telle que
"= a pour intérieur F pour tout F € Fy, la collection de variables aléatoires (Hl%)pe]p a méme

loi que (Hy,)Fer,-

Preuve. La loi d'un mouvement brownien invariant étant invariante par inversion, on peut sup-
poser que les lassos (Ip)per bordent chaque face avec la méme orientation que (Ip)per. Pour
chaque face F' € Ty, il existe rp € RL,,(G) tel que I}z = TFlFr;,l. Pour tout 7,5 € {1,...,n},
si (Z1,...,%y,) est une famille de G-mouvements browniens invariants indépendants, alors la
famille (Z1,.. .,ZjZiZfl, ...y Zy) a méme loi que (Z,...,%Z,). Combinée avec le résultat de
Humphries, cette invariance en loi implique le corollaire. O

Par la suite, on ne considérera que des familles de lassos munies d'un ordre lg,,...,[lx, , telles
que lplF, ...lp, soit un lasso d’intérieur R? \ Fx basé en vy. On note alors I'inverse de cet
élément lr_, de sorte que lplp, ... l5, lr, est équivalent au lacet constant. Le résultat suivant
d@ & Artin donne une description de cette famille de bases de RL,,,(G).
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Lemme 1.2.6 (Emil Artin, [7]). Soit X,, l’ensemble des familles ordonnées x1,...,Tni1 d’élé-
ments d’un groupe libre F,, telles que x1,...,z, est une base libre et x1...xpy1 = 1 . Pour
1<i<netzr=(x)i<i<n € Xn, soit

Oi(x) = (T1, -+, BTy 1 T Ty Tg1)-

Les bijections (©;)1<i<n engendrent un groupe agissant transitivement sur X,. Ce groupe est
isomorphe au groupe des tresses.

1.2.5 Mesure de Yang-Mills continue, limites projectives

De fagon analogue a la construction d’un mouvement brownien standard, on est tenté de dé-
finir une mesure sur (M (P(R?),G),C) a partir des mesures construites ci-dessus sur des graphes
plongés. En effet, si G’ est un graphe plongé obtenu a partir d’un graphe plongé G, en ajoutant
une aréte, alors 'application de restriction ¢ : M(P(G'),G) — M(P(G),G) est mesurable et un
calcul analogue a @ montre que la mesure image i, Y Mg est égale & YMg. On est presque dans
la situation d’un systeme projectif de mesures de probabilités, ce qui permettrait d’appliquer un
théoreme d’extension de Kolmogorov. Il manque un ordre filtrant sur la famille G de graphes
considérée, c’est-a-dire un ordre tel que pour toute paire d’éléments de G, il existe un troisieme
élément de G plus fin que les deux premiers. Un candidat naturel est I’ensemble Gy des graphes
plongés avec un nombre fini de sommets, d’arétes de longueur finie et de faces, muni de 'ordre
défini par G1 < Go, si P(G;) D P(Gz). Cependant, on peut se convaincre que cet ordre n’est pas
filtrant, en considérant des graphes dont la superposition découpe le plan en une infinité de com-
posantes connexes. Dans [38], 'auteur considére une famille plus petite de graphes mais munie
d’un ordre direct afin de définir une mesure sur un espace plus petit, puis démontre un résultat
d’extension pour parvenir a l'existence d’une mesure de Yang-Mills. Pour tout graphe plongé
G € Go, lapplication ig : M(P(R?),G) — M(P(G),G) est mesurable (quand M(P(R?),G) est

muni de la tribu C) et on a le résultat suivant.

Théoréme 1.2.7 ([38]). Il existe une unique mesure sur (M(P(R?),G),C) telle que pour tout
graphe plongé G, (ig),YM = YMg et telle que pour toute suite de chemins de longueur finie
(Cn)nzo convergeant en l-variation vers un chemin c avec ¢ = ¢, et ¢ = ¢, pour tout n, sous
YM, H., converge en probabilité vers H..

Soulignons le fait que la mesure ainsi définie est supportée par les fonctions multiplicatives
M(P(R?),G). On pourrait penser que cette propriété est perdue lorque I'on étend la mesure
définie par le théoréme de Kolmogorov. On peut néanmoins montrer qu’une deuxieme application
du théoreme de Kolmogorov permet de construire une fonction multiplicative aléatoire, c’est-a-
dire une mesure de probabilité sur (M (P(R?), G),C). Par ailleurs, indiquons également que dans
la preuve de ces deux résultats d’extensions, I’hypothese de compacité joue un réle important.

1.2.6 Construction infinitésimale d’une mesure de Yang-Mills par calcul sto-
chastique

Esquissons ici Papproche développée par de Bruce Driver [20] et Ambar N. Sengupta [51].
Bien qu’elle n’ait pas été utilisée dans cette these, elle est en un sens que 'on va précisé, plus
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proche de 'objet géométrique formé par une connexion aléatoire sur un fibré principal et de
I’objet initialement introduit en physique théorique. Rappelons tout d’abord la définition d’une
connexion sur un fibré principal dans le cadre élémentaire du fibre trivial p : R? x G — R2.
Une facon de relever chaque chemin de longueur finie du plan en un chemin continu de R? x G
qui détermine une connexion (7% ),ep(r2) est de fixer, en chaque point de R?, une fonction linéaire
de R? vers g, c’est-a-dire une 1-forme sur R? & valeurs dans g. Si A est une 1-forme continue
sur R? & valeurs dans g, pour tout chemin ~ de longueur finie paramétré par 7 : [0,1] — R? et
g € G, soient 7 la solution & valeurs dans G de 1’équation différentielle 4(t)5~1(t) = Ay (3(1)),
avec pour condition initiale 5(0) = Id et T, I'application (v, g) € R*x G — (¥,%(1)g). La famille
(T',)yep(r2) est une connexion de p : R? x G — R2. Posons pour (z,9) € R?x G, (v,X) € R? x g,

W(x’g)(v, RQ*X) = g_ng - g_lAI(U)g7

de sorte que pour v € C1([0, 1], R?),

d
“(r.9) <dtT%('Y,g)) =0 (1.13)
et pour tout X € g,
d
W(z.9) (dt(%gexp(tX))) =X (1.14)

Pour tout g € G, cette 1-forme vérifie par construction,

wodRy, = Ad(g7") ow. (1.15)

Une 1-forme sur T (R? x G) a valeurs dans g vérifiant les trois conditions (1.13)), (1.14) et (1.15)
est appelée forme de connexion. La forme w définit un champ de plans H = ker(w) qui sont
tangents aux courbes relevées du plan par la connexion et supplémentaire des espaces tangents
induit par I'action & droite de G. Notons 77t = Id —dRow le projecteur de T(R? x G) d’image H,
associé a cette décomposition, ou en tout pointlﬂ (z,9) € R? x G, dR, 4 est Papplication linéaire
Xeg— %‘tzo (z,gexp(tX)) € Ty q (R2 X G). D’aprés un théoréme de Frobenius, un champ
de plans d’une variété différentielle est intégrable, c’est-a-dire, ’espace tangent d’un feuilletage
de R? x G, si et seulement si, il est stable par crochet de Lie. Définissons pour deux champs de

vecteurs X,Y de R? x G,

Q(Xa Y) = w([ﬂH<X)77T’H(Y)])'

L’application ) est une 2-forme, elle est appelée courbure de la connexion T' et mesure le défaut
d’intégrabilité du champ de plans H. Si {2 = 0, la connexion est dite plate. Dans notre situation,
si (v,X) € R? x get x € R alors

it (v, Ry, X) = (v, Ry, Ay(v)) € T(y )R X G

et évaluée en X,Y € T(R? x G), la 2-forme de courbure Q prend la forme explicite suivante :
pour tout (z,9) € R? x G,

Qe g(X,Y) = g7 Q%dp(X), dp(Y))g,

6. Ceci peut reformuler globalement : application dR : g — T (]R2 X G) est la différentielle en Id de I'appli-
cation R : G — Diff (R2 X G) de multiplication a droite sur les fibres.
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ol Qg est la 2-forme sur R? & valeurs dans g, définie par
Qo=dA+[ANA].
Si A se décompose en A = A%dx + AYdy, cette 2-forme s’écrit Qo = fa(x,y)dx A dy, avec
fa=0,AY — 0,A" + [A", AY].

On peut aussi exprimer la courbure & partir du champ d’holonomie. Pour tout point (z,g) €
R? x G, v, w € R?, considérons C. le chemin basé en x bordant le parallélogramme de c6té ev, ew
en parcourant en premier v. Si V,W € T} 4(R? x G) sont tels que dp(V) = v et dp(W) = w,
alors

Te..(x,9) = (x, gexp(e2Q(V, W) 4 o(%))). (1.16)

Considérons la fonction S sur ensemble A des 1-formes de connexion sur le fibré R? x G —
R?, définie par

Sw) = [ I1fa(a,y)|*dzdy,

ou || - || est la norme de g associée au produit scalaire invariant (-,-). L’application S : A —
R U {oo} est appelée énergie de Yang-Mills. Considérons j € J une application de C1(R?, )
et un champ d’holonomie (7%),cpr2) dirigé par une 1-forme A sur R? comme ci-dessus, de
régularité C'. Alors le champ d’holonomie (pjoTyo (ﬁj_l),yep(RQ) est dirigé par

JA=Ad(Y).A+ 51,

et la connexion j.w associée admet une courbure 5.0, valant en chaque point (z,g) € R? x G,
3 Qg = Ad(g=1)j.p*Q, avec
7.0 = Ad(j71).Q.

L’invariance du produit scalaire (-, -) par conjugaison, montre que I'énergie de Yang-Mills satisfait
S(j.w) = S(w). La fonctionnelle S a été introduite en physique, ou elle joue le role d’une action
et o on lui associe formellement une "mesure" sur ’espace des connexions A,

e SWpy,

le symbole Dw signifiant que cette mesure est a densité par rapport a une "mesure" invariante par
J et par translations sur I'espace affine 4. De fagon analogue, on considére en physique 'objet
formel =5 Dy sur les courbes de R”, ot S(v) = [ |[7/(t)]|?dt si le membre de droite est défini
et +o0o0 sinon. On est confronté dans ce cadre aux mémes problémes, il n’existe pas de mesure
sur les fonctions continues qui soit invariante par translation et la fonction e~ jouant le réle de
role de densité n’est pas définie sur cette ensemble de fonctions. En revanche, on peut donner un
sens a la loi des marginales finies dimensionelles d’un processus. La loi du mouvement brownien
est une formulation mathématique rigoureuse de cette "mesure". La trajectoire d’un mouvement
brownien est presque stirement non-différentiable mais on peut interpréter sa dérivée en un sens
faible comme un bruit blanc sur R. Par analogie, une facon de donner un sens & e~ Duw serait
de construire un champ d’holonomie aléatoire dont la courbure serait un bruit blanc sur R?
a valeurs dans g. L’expression de la courbure en fonction de petits lacets justifie alors
heuristiquement la définition d’un champ d’holonomie de Yang-Mills. L’approche de Driver et
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de Sengupta est de construire un tel champ en relevant par calcul stochastique un bruit blanc
sur R2. Leur approche est propre & la dimension 2 et motivée par le fait suivant. Si A est une
1-forme sur R? & valeurs dans g de classe C, il existe un élément j € J et une fonction f telle
que pour tout u € R2, (j.A), = f(u)dy. La 1-forme de connexion j.w associée & A vérifie alorsm

J-Qo = 0y f (u)dx A dy.

Si W est un bruit blanc sur R? & valeurs dans I'espace euclidien (g, (-, -)), on voudrait considérer la
1-forme aléatoire d% (W(l[()’x} X[O,y])) dy est une 1-forme aléatoire ayant pour courbure W, . dz A
dy. Une possiblité pour donner un sens a ces objets est de définir des champs d’holonomie sur une
classes adaptée de chemins. On peut en effet définir rigoureusement une collection de variables
aléatoires (H )., indexée par une classe de chemins incluse dans P(R?), telle que H [up] = Id, pour
tout segment horizontal [u, v] et telle que pour (x,7) € R?, (H{(2,y),(z,y+t)])t=0 soit la solution de
I’équation différentielle stochastique

|z
AH|(z.y) (2 +ty) = AW (1[o,x1x[o,y+t]) Hi@y) @y+0] = 5 Hiwy),(ey+0)9%

dirigée par le processus (W (1[0””]X[07y+ﬂ))t>0 . On montre alors que si C1, . . ., Ck sont des carrés

disjoints du plan, le vecteur (H¢,)1<i<r a méme loi que (B|icz|)1<i<kv ou (B§)1<i<k7t>0 est une
<i< (1 )1<i< <i<k,t>
famille i.i.d de mouvements browniens invariants par conjugaison.

1.2.7 Tribu invariante et spin networks

Les différents exemples de champs d’holonomie donnés ci-dessus sont visiblement différents
et sembleraient correspondre a un choix de jauge déterministe ou aléatoire d’une connexion aléa-
toire. Il s’avere que les lois des champs d’holonomies de Yang-Mills restreintes a une tribu inva-
riante par transformations de jauge sont identiques. Ce fait corrobore I'intuition d’une connexion
aléatoire sous-jacente a ces champs d’holonomies. Donnons ici une description de cette tribu, qui
sera, dans ce mémoire, la seule utilisée pour traiter des champs d’holonomies aléatoires. Notons
C7 la tribu des éléments de C invariants par I'action de J.

Lemme 1.2.8. Si x est une fonction Cz-mesurable sur M(P(R?),G), alors il existe une suite
(li)i>0 de lacets de longueur finie et f : GN — C une fonction mesurable pour la tribu produit et
invariante par laction diagonale de G sur GV telle que

Lemme 1.2.9. Si YM et YM' sont deuz mesures de Yang-Mills planaires sur (M(P(R?),G),C)
alors leurs restrictions a (M(P(R?),G),Cz) coincident.

Donnons des éléments de démonstration de ces deux lemmesEl

7. Si dr et df désignent les formes différentielles associées aux coordonnées polaires, il existe une jauge j € J
et une fonction f € C*(R?) telle que j.A = fdf, sur R? \ {0}. On a alors jQo = &, fdr A df = rd, fdx A dy. Dans
77, les auteurs choisissent cette jauge pour définir la mesure de Yang-Mills ou le champ maitre a partir d’un bruit
blanc.

8. Le lemme et la preuve qui en est donnée ici sont similaires au lemme 2.1.5 de [38]
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Preuve. Soit G un graphe plongé dans le plan muni d’un arbre couvrant 7', enraciné en un sommet
vg. Pour h € M(P(G), G), posons j1.1(v) = hiy u),- Alors, pour toute aréte e € T, (jr,n-h)e = Id
et pour tout lacet I € Ly (G), (jr.n.h)i = hy. Soit (0, F') per, une famille de lacets réalisant le bord
de chaque face bornée et (Ir)rer, la famille de lassos basés en vg, dont les branches sont dans T,
naturellement associée. La famille (Ip)per, est une base libre de RL,,(G) et pour tout F' € Fy,
(jr.n-h)ip = (Gr.n-h)s, - En outre, sici,...,c, € P(G) et ¢ : h € M(P(G),G) = f(hey,- .- he,)
est une fonction invariante par le groupe de jauge GV, alors

SD(h) = @(]T}hh) = f(h[vo,g]Tcl[E,vo]T7 B h[”m%}TCk[anO]T)' (117)

En décomposzint chacun des lacets apparaissant dans le membre de droite de (1.17]), on obtient
une fonction f : GF» — C invariante par conjugaison diagonale telle que

o(h) = f(h,, F € Fy).

Alors

o(h) = o(jrn-h) = f(ho,p, F € Fb). (1.18)
Un lemme classique sur les tribus cylindriques (voir par exemple le lemme (25.9) de [49]) montre
que toute fonction C-mesurable s’écrit f(H,,,i € N), ot f : G — C est mesurable pour la tribu
cylindrique et (¢;)i>o une suite de P(R?). En généralisant la construction menant a 1’égalité
(1.17) & des graphes avec un nombre dénombrables d’arétes qui sont autorisées & s’intersecter,
on obtient le résultat du Lemme m En outre, la propriété a) de régularité d’un champ
d’holonomie de Yang-Mills, complétée par le lemme de classe monotone permettent de montrer
le Lemme [1.2.9 O

Le choix de jauge fait dans la construction de A.N. Sengupta et B. Driver est heuristiquement le
méme que celui utilisé dans cette preuve en considérant sur les réseaux carrés eZ2, avec ¢ > 0,
les arbres formés par les axes de coordonnées et les droites horizontales.

On notera désormais YM la mesure de Yang-Mills sur (M(P(R?),G),C7). Spécifions une
famille de fonctions engendrant C .

Pour tout graphe G = (V,E), on appelle spin network sur le graphe G la donnée d’un
couple ((We)eer, (Iy)vev) formé d'une famille (We, pe)ecr de représentations de G telle que
pour toute aréte orientée e € E, W,-1 = W* et d’une famille de tenseurs I, € ® We.

ecE,e=v
Si (We)eeg+ est une famille de représentations de G, alors, @ cp+ End(We) ~ @ cp+ We ®
W =~ Quev Qecre—v We et on note (-, ) la forme d’appariement entre &,cy Q.cp =y We et
Recpt End(We). Si (W, I) est un spin network, appelons polynéme du spin network (W, I) la
fonction

PW,[ : GYE7L — C
h — (@cecr+ Pe(he); @veviy).
Toute fonction polynomiale en les coefficients de matrices des représentations du groupe compact

GE" ~ M(P(G), @) s’écrit comme une combinaison linéaire de polynémes de spin networks sur
le graphe G. D’apres le théoreme de Peter-Weyl, si G est compact, cet espace de fonctions est
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dense dans ’espace C°(M(P(G))G)) pour la norme uniforme. Un avantage de cette présentation
sous forme de spin networks est d’identifier les fonctions invariantes de jauge. Si (W, I) est un
spin network sur G, le groupe de jauge Jg = GV agit naturellement sur Rvev Qech e—p We- €t
pour j € Jg, h € M(P(R?),G),

Pyw.r(j-h) = Pwjr(h).

On en déduit le lemme suivant.

Lemme 1.2.10. L’espace vectoriel engendré par les polynomes de spin networks de G invariants
de jauge est dense pour la norme uniforme dans l’espace des fonctions continues sur M(P(G), G)
invariantes de jauge.

Notons Ope ’ensemble des polyndémes de spin networks des graphes plongés et Oﬁgz I’ensemble
des polynoémes de Op2 invariants sous I'action de 7. En appliquant un argument de martingale,
puis en appliquant la propriété de régularité de la mesure de Yang-Mills, on peut établir le
résultat suivant.

Lemme 1.2.11. La famille Oz (resp. (’)g2 est dense dans lespace L* (M(P(R?),G),C, YM)
(resp. L? (M(P(R?),G),C7,YM)) pour la norme || - ||2.

Si V est une représentation fidele de GG, on peut montrer que toute représentation irréduc-
tible de G apparait dans la décomposition d'une représentation V®". Si cette hypothese est
satisfaite, alors tout polynome de spin network Fy, 1) se réécrit Py 1, ol pour chaque e € E, il
existe n. € N tel que V, = V&% ou V, = V*&ne ot en composant éventuellement I avec des
projecteurs équivariants. Si G est un groupe compact orthogonal, symplectique ou unitaire, les

G
espaces (®eeE e=v Ve) sont décrits par le premier théoreme des invariants, selon lequel ils sont
=
engendrés par les appariements des tenseurs associés aux formes bilinéaires invariantes par G.
On peut alors en déduire le résultat suivant.

Lemme 1.2.12. [50},[37] Si G est un groupe de Lie compact unitaire, orthogonal ou symplectique,
lespace vectoriel des polynomes de spin networks sur M(P(G), G) laissés invariants par le groupe
de jauge est engendré par les fonctions h € M(P(G),G) w [1¢; Tr(hy,), ot ly, ...,k sont k
lacets de G.

Les fonctions h € M(P(R?),G) + Tr(h;) avec I € L(R?) sont appellées boucles de Wilson
(sil € L(G), ou G est un graphe plongé, on les appelera boucles de Wilson de G). Les Lemmes
[L.2.100 et [1.2.12] admettent les corollaires suivant.

Corollaire 1.2.13. 57 G est un groupe compact orthogonal, unitaire ou symplectique, alors
pour tout graphe fini G, I’ensemble des boucles de Wilson sur G sont denses dans l’espace des
fonctions continues invariantes de jauge C°(M(P(G), G))7e.

Disons qu’un groupe satisfait la propriété (P) s’il vérifie la conclusion du Corollaire
Celle-ci peut étre reformulée de fagon duale (voir [37]) : un groupe G satisfait la propriété (P)
si et seulement si pour tout entier n, les orbites de G™ sous l'action de conjugaison diagonale
sont séparées par les fonctions (g1,...,9,) € G" — Ad(G).w(gi,gi_l,i € {1,...,n}), avec w un
mot a 2n lettres. On peut facilement se convaincre que la propriété (P) est vérifiée pour une
classe de groupes plus large que celle des trois séries de groupes compacts considérées. Elle est
par exemple vérifiée pour tout groupe abélien. On peut également facilement montrer que cette
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propriété est stable par produit. En revanche, savoir si elle est stable par quotient ne semble
pas étre un probléme résolu, la liste des groupes de Lie vérifiant (P) est encore inconnue. Si un
groupe satisfait (P), le lemme peut étre raffiné comme suit. Notons Wg2 1'espace vectoriel
engendré par les boucles de Wilson.

Lemme 1.2.14. Si G est un groupe compact satisfaisant (P), alors la tribu Cy est engendrée
par les boucles de Wilson et Wy est dense dans L* (M(P(R?), G),C7, YM) pour la norme |- ||a.

On se consacrera par la suite uniquement a 1’étude de cette famille d’observables.

1.2.8 L’exemple du groupe de structure U(1)

Pour un groupe de Lie G commutatif, on peut définir simultanément et en une seule opération
toutes les variables aléatoires qui constituent un champ d’holonomie aléatoire indéxé par L(R?),
a partir d’'un bruit blanc sur le plan. Si G = U(1), considérons W un bruit blanc a valeurs
réelles sur R? muni de la mesure de Lebesgue. Si I € L(R?), la fonction indice définit une
fonction n; € L2(R?, Leb)ﬂ et les lois des marginales fini-dimensionnelles du vecteurs gaussiens
(W(n))iec(r2) sont continues pour la distance d sur L(R?). Définissons une variable aléatoire

H e GP®?) on posant pour tout ¢ €€ P(R?),
Hc = exp (iW(n[o,E]c[g,O})) :

La mesure induite sur (GP(RQ),C) est alors une mesure de Yang-Mills. Si Iy,...,l;, € L(R?),
(Hi;)1<i<k a méme loi que (exp(iW (ny,))); <<, €t

k 1 k 2
E [H Hzi] = exp _5/]1@ (Z%(@) dzx

i=1 i=1

Pour tout lacet | € L(R?), la quantité As(l) = [go n?(z)dx est appelée aire ampéréenne.

1.3 Comportement asymptotique quand la dimension des groupes
tend vers l’infini

Le but de cette partie est d’exposer des résultats sur la mesure de Yang-Mills euclidienne
pour des groupes de structure de grande dimension. En premier lieu, on présente d’abord le
comportement d’'un mouvement brownien sur les séries de groupes compacts orthogonaux, sym-
plectiques et unitaires.

9. En effet, 'inégalité de Banchoff-Pohl, prouvée dans [3], montre que pour tout lacet I € L(R?),
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1.3.1 Comportement des valeurs propres, concentration de la mesure empi-
rique

Un des premiers résultats dii & Wigner montre que le spectre d’une grande matrice aléatoire
hermitienne a coefficients gaussiens se répartit asymptotiquement sur R suivant une mesure a
support compact. Pour N € N* soit H € Hy, telle que les coefficients sur-diagonaux sont
indépendants de loi H;; ~ Nr(0, %) pour 1 <i < N et H; j ~ Nc(0, %) pour ¢ < j. On appelle
une telle matrice aléatoire une matrice de Wigner. Notons {A1,...,An} C R les valeurs propres
de H et uy = % Zfil 0y, leur mesure empirique. Pour tout polynéme P,

[ P () = S TH(P().

Si I’on munit 'ensemble M;j(R) des mesures de probabilité sur R de la topologie faible rendant
continue ’évaluation contre les polynémes, uy est une variable aléatoire qui vérifie le résultat
de concentration suivant.

Théoréme 1.3.1 (Wigner). La suite (un)n>1 converge en probabilité vers la loi du demi-cercle

Vi—22dx

™

1 2n
"uldz) = .
famwtan = ()

Au vu de ce théoréme, un choix de produit scalaire (-, -) sur iH y, adapté a I’étude en grande
dimension, est celui pour lequel un vecteur gaussien standard sur (iHy, (-,-)) a méme loi que
1H ol H est une matrice de Wigner. Ce produit scalaire est la restriction du produit scalaire
sur My (C) tel que

p sur R, donnée par p(dz) = 14<2 , dont les moments sont pour tout n € N,

(X,Y) = NTe(X*Y), (1.19)

pour X,Y € My(C). Ce choix de produit scalaire sur u(/NV) semble aussi convenable du point
de vue de la métrique qu’il induit sur U(N). On peut en effet se convaincre que le diametre
de U(N) admet alors le méme ordre de grandeur que la norme d’un mouvement brownien sur
u(NV). Il semble donc plausible que pour ce choix de métrique, le mouvement brownien sur U(N)
admette un comportement non trivial. Philippe Biane a en effet démontré le théoréme suivant.
Considérons un mouvement brownien (U;)>o sur U(NN) pour le choix de métrique donné ci-
dessus. Pour tout ¢ > 0, notons p; y la mesure empirique des valeurs propres de U; et munissons
lespace M1(U) des probabilités sur U de la topologie faible engendrée par 1’évaluation des
polynomes.

Théoréme 1.3.2 ([, 6, 56l B4]). Pour tout t > 0, N converge en probabilités vers une
mesure [y avec une densité par rapport d la mesure de Haar sur U et un support de la forme
exp (im[—bt, by]), ot t — by est une fonction croissante telle que |by| < 1 si et seulement sit < 4.
Les moments de cette mesure sont donnés par

n . 1 n ez Iu (—nt)* (n+1
/Ux “t(dx):zvlﬂnooE[NTr(Ut )] :n+1z( k') ( k ) (120)
k=0 ’

La famille de lois limites (u¢):>0 est une interpolation continue entre la mesure de Di-
rac en 1 et la mesure de Haar sur U : pour tout polynéme P, [; P(z)po(dz) = P(1) et
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FiGURE 1.3 — La mesure u; admet une densité p; par rapport a la mesure de Lebesgue, on
représente ci-dessus I'application (6,t) € [—1,1] x [0,6] — p;(e?™?).

Ju P(x)pe(dx) — OQW P(ew)%. La densité de la mesure u; peut étre calculée implicitement
grace a la série génératrice des moments. La figure obtenue grace a ces formules, représente
cette densité. Notons L;(z) la série génératrice >, <, Mune% z"™. On peut montrer que cette série
admet un inverse formel f;(z) qui admet Iexpression suivante

_ z tz
fil2) = z+1e '

Le théoreme de Wigner admet également une version pour d’autres ensembles de matrices.
Notons o(N) = {X € My(R) : X + X* =0} et sp(2N) = {X € u(2N) : JX! + XJ = 0}, ot
0 Iy
—In O
(0(N),(-,-)) et (sp(2N), (-,-)) (le produit scalaire est ici la restriction du produit scalaire sur
M5y (C) donné par (1.19).

. Désignons respectivement par u} et puy les vecteurs Gaussiens standards sur

Théoréme 1.3.3 (Wigner). Les mesures aléatoires ,u% ety convergent en probabilité vers la
loi du demi-cercle p.

Le méme résultat d’universalité est valable pour un mouvement brownien sur O(NV) et
Sp(2N). Notons respectivement uﬁt et puy, les mesures empiriques des valeurs propres d’un
mouvement brownien sur O(N) et Sp(2N).

Théoréme 1.3.4 ([35]). Pour tout t > 0, les mesures ,u:N et i, n convergent en probabilités
vers .

La démonstration du théoréme [1.3.2 initialement donné par Philippe Biane, s’appuie sur
la diagonalisation de l'action de Laplacien de U(N) sur les polynoémes de O invariants par
conjugaison, dans la base des caracteres des représentations irréductibles. Une analyse de la
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décomposition de la fonction U — %Tr(U ™) dans cette base et la connaissance explicite des
valeurs propres du Laplacien permet d’obtenir le théoréme. Une autre approche utilisée par
Thierry Lévy consiste a formuler ce probléme de calcul de moments dans I'algebre du groupe sy-
métrique. Dans la base de ©,, donnée par les fonctions N~ #Tr(cU®") = N—#7 [, Tr(U*)*(@)
(ou pour tout o € &,,, #o0 désigne le nombre de cycles de o), le Laplacien admet une matrice
de la forme A + ﬁB avec A, B indépendantes de N. Un avantage de cette approche sur celle
de Philippe Biane est qu’elle ne demande pas de comprendre comment les termes divergents
intervenant dans la décomposition de %Tr(U ™) en caracteres irréductibles se compensent. Un
autre avantage est qu’elle se généralise facilement pour étudier les mouvements browniens or-
thogonaux et symplectiques. Un autre aspect développé dans [34] est 1’étude du développement
en puissance de % de %E[Tr(Zt")] Le coeflicient de la puissance ﬁ de cette décomposition
peut étre interprété en termes du nombre de fagons, a homéomorphisme pres, de découper et
de recoller n disques disjoints pour obtenir une surface orientable ou non-orientable de genre
g. Dans le cas du groupe unitaire, n’interviennent dans le développement de E[tr(U;*)] que des
puissances de ﬁ, les opérations de recollement autorisées ne font intervenir que des surfaces
orientables. Dans cette situation, on peut alors reformuler (voir [34]) cette énumération par le
genre a l'aide de revétements ramifiés sur un disque, qui peuvent s’interpréter comme une inté-
grale contre ’analogue de la mesure de Yang-Mills avec pour groupe de structure G,,. La marche
aléatoire simple par transpositions joue alors le role de mouvement brownien.

Une autre fagon de comprendre le comportement des valeurs propres d’'un mouvement brow-
nien sur un groupe compact est d’étudier ’équation différentielle stochastique qu’elles vérifient.
Notons CN:{(Hl,...,HN) GUNZQN—27T<91 <fy<... <9N}.

Proposition 1.3.5. Soit (Ui)i>0 un mouvement brownien unitaire tel que Uy a pour valeurs
propres €1, ... €N aqvec ( € Cy. Il existe (0:)>0 une semi-martingale a valeurs dans Cy
et N mouvements browniens réels, standards B1,...,By, adaptés d la filtration canonique du
mouvement brownien unitaire, tels que pour tout t > 0, Uy a pour valeurs propres 6; et (0¢)i>0
est l'unique processus admettant une modification d trajectoires continues telles que pour tout
t >0, 0; € Cn, qui est solution forte de l’équation différentielle stochastique

1 1 Opt — Og s
——dB t+—Zcotan L2 R g, 1< p< N, (1.21)
vN P"N ( 2 T

q#p

avec pour condition initiale 8y = (.

do,; =

Preuve. On montre ici comment obtenir la formule ((1.21)), si 'on suppose qu’il existe une semi-
martingale (V;)¢>0 & valeurs dans U(V) et une semi-martingale (6);>0 & valeurs dans Cx telle
que presque stirement, pour tout ¢t > 0, 6, € Cy et

Up = Ad(V; ) (exp(i04)),

ou O, est la matrice diagonale associée a 6;. On renvoie a [I],[9] pour une preuve de ces propriétés
et pour I'unicité forte des solutions. Notons (K3)¢>0 le mouvement brownien sur les matrices anti-
hermitiennes, associé au produit scalaire (-, -) (de sorte que pour tout ¢t > 0, K; a méme loi que
VtiH, ot H est une matrice de Wigner). L’équation différentielle stochastique définissant
le mouvement brownien sur U(N) est

1
dUy = Ugd Ky — §Utdt.
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On fait 'hypotheése que les processus (Ui)i>o0, (Vi)i>0 et (O¢)i>0 sont adaptés a la filtration
canonique de (K¢)¢>0. Alors, une premiere application de la formule d’Itd pour ces processus a
valeurs dans My (C) entraine que

dexp(i0;) =Ad(V)(dUy) + ad(d(Vy)V; 1) (exp(i©4)) (1.22)
+ ad(d(Vi)V; ) (AA(V)(dUL) — d(V) V™ exp(i©0)d(Vi)V; (1.23)
la présence de deux symboles de différentielles stochastiques de semi-martingales dans un pro-

duit, tel que ceux apparaissant dans (|1.23)), signifie ici que ’on considére une variation quadra-
tique. Pour toute matrice diagonale D, ad(D) : Mn(C) = s = {X € Mn(C) : V[, X;; = 0}. 11

s’ensuit que pour tous indices I,k € {1,..., N}, (ad(d(V})Vfl)(eXp(i@t)))ll =0et

0,46y, = — (Ad(Vt)(U{ldUt))” (Ad(vi)(U;tdun))
Oy

k.k

— (Ad(V)(dK¢))yy (Ad(V)(dE))y, = —pdt.
En posant pour tout t > 0 et tout indice p, By = VN [i (Ad(Vs)(dK ))p e O1 définit une famille
de N mouvements browniens standards indépendants, telle que (Qt - ﬁBt)»o est un processus

A variation bornée. Pour déterminer ce processus, on utilise & nouveau la partie martingale de
I’équation ([1.22)). Presque stirement, pour tout ¢ > 0, ©; € Cx et application ad(exp(i©;)) :
Mpy(C) — s a pour noyau les matrices diagonales et pour p # ¢, ad(exp(i0))(E,,) = (et» —
et )Ep - Notons b I'ensemble des matrices diagonales, 7y et 75 les projections associées a la
décomposition My (C) = h @ s. Pour tout ¢t > 0,

m5(d(Ve) V') = ad(exp(i€4)) ;' (ms(Ad(Ve) (dUL)) ).

Remarquons que Ad(V;)(dU;) = exp(i©;)Ad(V;)(U; 'dU;) et que pour toutes matrices X,Y,
7 (ad(X)(Y)) = 7y (ad (7 (X)) (m ( ))) - La variation quadratique 7 (ad(d(Vt)Vt )(Ad(V})(dUt)))
peut donc se reformuler comme 'image par m, de
ad (ad(exp(i01)) " (ws(exp(i©1) Ad(V;) (U, dU))) ) (s (exp(i0)Ad(Vi) (U, 1dUL) ) )
= ad (ad(exp(i07)) ;! (Ws(exp(z@t)th))) (75 (exp(i©;)dK;))

1 ei(ep,t-i-l%,t) Hq 0
=¥ Z T (Epp — Eqq)dt = Z cotan ( 5 > it B, .
p<q
Le fait que les matrices (V;)¢>0 soient unitaires montre que pour tout indice I € {1,..., N}, pour

tout t > 0, Ry = [y (exp(—i0,)d(Vs)Vy exp(i©;)d(Vs)Vy 1), est a valeurs réelles tandis que

0:1 — R; est a valeurs imaginaires pures. On en déduit que R; = 0 et que I’équation (1.21f) est
satisfaite. O

Heuristiquement, on peut penser aux valeurs propres d’un mouvement brownien unitaire
comme a des particules électriques browniennes de méme charge, contraintes a rester sur le
cercle unité.
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1.3.2 Résultats de fluctuation

La Proposition [I.3.5] montre que les valeurs propres d’'un mouvement brownien unitaires
sont fortement corrélées et beaucoup plus rigides que N variables indépendantes sur le cercle;
on peut donc s’attendre a ce que les fluctuations de la mesure empirique autour de la limite
u¢ soient d’un ordre de grandeur plus petit que celui qui serait donné par un théoreme central
limite classique. Par ailleurs, on s’attend aussi a ce que ces fluctuations soient du méme ordre
de grandeur que celles de la mesure empirique des valeurs propres d’une matrice unitaire autour
de la mesure de Haar. Dans ce cadre, on peut montrer que l’espérance d’un polynéme en les
moments de la mesure empirique admet une expression simple.

Théoréme 1.3.6 ([19]). Notons U,Gt et G~ des variables aléatoires distribuées suivant la
mesure de Haar sur U(N), O(N) et Sp(2N). Alors si a,b € N* pour N > Z§:1 a; +bj,

H Te(U7) 5 Te(07) H 297" (1.24)
7=1
et pour N > Z;?:l aj,
k k
H Te(GH)%] = H (X; £ m5)%], (1.25)

oun; =1 sij estpair, 0, sinon, et (Z;)j>1, (Xj)jzl sont des variables aléatoires indépendantes
telles que Z; ~ N¢(0,7) et X; ~ Ngr(0, ) pour tout j > 1.

Ce théoreme fut démontré par Persi Diaconis et Mehrmad Shashahani en utilisant ’or-
thogonalité des caracteres et la décomposition des produits de fonctions traces en caracteres
irréductibles. On peut aussi appliquer le théoréme [I.1.17}

Si e, ... e sont les valeurs propres d’une matrices unitaires de loi uniforme, le théoréme
montre en particulier que pour tout entier n, la variable aléatoire Tr(U™) = Z,ivzl ek
convergerge en loi vers une gaussienne, les fluctuations sont v/N fois plus petites que celles d’un
théoréme central limite classique. Si uy désigne la mesure empirique des valeurs propres d’une
matrice uniforme sur U(N), pour tout polynémes P, notons

AN(P) = Nl = p)(P) = B[Tx(PW))] = N [ P()u(d

D’apres le theoreme 6, (AN(P)) pecx) converge vers un vecteur gaussien centré (A(P)) pecx,
tel que

e

Z7w

Z cov(A(X™),A(X™™))

n,m>0

= —log(1l —
. og( Zw)

et
cov(A(X™),A(X™)) =0,

sin,m € N. Si ,u} et p désignent les mesures empiriques des valeurs propres de matrices
uniformes sur O(N) et Sp(2V), notons pour tout polynéme P,

A (P) = N(ux — p)(P).
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Alors les familles (A% (P)) peclx] convergent vers des vecteurs gaussiens tels que pour toute
paire d’entiers relatifs n, m

cov(AT(X™), AE(X™)) = cov(A(X™), A(X™)) + cov(A(X™), A(X~™))

et

2

1— 22"

> E[AT(X™)]" =+
n>1

Dans les chapitres 3 et 4, on démontre le pendant de ce théoréme pour le mouvement brownien
sur les mémes groupes compacts. Pour tout polynéme P € C[X] et ¢ > 0, notons

Any(P) = N(pe,n — pe)(P)
et
Aﬁ,t(P) = N(M?,:N — ) (P).
Théoréme 1.3.7. Pour tout t > 0, le vecteur aléatoire (An(P))pec|x] converge vers un vec-
teur gaussien centré (Ay(P))pecix), tandis que (Ait(P))peR[X] converge en loi vers un vec-
. 4 . A . 1 ~ 5%
teur gaussien (A (P))per|x] qui a méme loi que (:l:Mt(P) + (At(P) + At(P)))PeR[X}’

P € R[X] — M;(P) est une fonction déterministe. Ces vecteurs gaussiens sont caractérisés par
les séries génératrices suivantes

¢ t
™ wetLt(efiz) _ zetLt(efﬁw)
S cor(AuX™), Axm) Y =log< ,

ol

—Z
n,m>0 w

Z cov(Ay(X™), Ay(XT™))

im0 1—zw

2™ 1— Zwe—t(Lt(eféz)—i—Lt(e*%w))
= log
nm

et

2’2 t t
Z M (X™)" =+ ( + R(Lt(e‘zz)),tLt(ew))) ,

)
et 1—2z
ot R € C(X,Y), avec R(0,0) = 0.

Un résultat analogue a été obtenu par M. Maida et T. Lévy [36] en se restraignant aux
matrices unitaires mais pour une classe de fonctions plus grande que celle des polynémes,
constituée des fonctions 1-Lipschitzienne. Le théoréme [I:3.7] ouvre cependant la voie & une
analyse précise de la forme bilinéaire de covariance de A;, qui permettrait d’identifier son do-
maine a une classe de fonction plus large que les fonctions 1-Lipschitzienne et dépendant de
t. Une premiere analyse simple des expressions explicites des formes de covariances et de la
moyenne M; données dans le théoreme montre que les vecteurs gaussiens (A¢(P)) pecix] et

(£M(P) + 5 (A7 (P) +AF (P))) perpx) convergent en loi vers (A(P)) pecyx) et (A*(P)) perx),

lorsque t — 00, ce que 'on peut synthétiser par le diagramme suivant

AtNMAt

)

tTool ltToo
Ay

Noog A
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La démonstration que ’on propose au chapitre 3 est indépendante de celle de [36] et repose sur
I’étude des cumulants des fonctions traces de polynomes sous la mesure du mouvement brownien.

Notons k,(X1,...,Xy) le cumulant de n variables aléatoires Xi,...,X,. Soit (Z)i>0 un
mouvement brownien sur un groupe G appartenant a 'une des trois séries de groupes considé-
rées. Rappelons que Viy = C¥ si Gy est orthogonal ou unitaire et C?V, si Gy est symplectique.

On notera tr = mTr la trace normalisée de End(Vy).
Théoreme 1.3.8. Soient Ai,..., A\, € Z, t € R'}. Pour chacune des trois séries de groupes
considérées, la suite dim(VN)Q("_l)kn(tr(Gi‘ll), e ,tr(Gi‘:)) admet une limite finie quand N —
0. Les limites associées aux séries orthogonale et symplectique coincident et on note leur valeur
commune ky(A1, ..., \n), tandis que l'on désigne par k;”(\1,...,\,) la limite associée a la série
unitaire. Ces deur quantités sont reliées par l’égalité suivante :

k(M) = Y. k(e enmiAna, An). (1.26)

ee{-1,1}n—1

L’avantage de cette approche basée sur les cumulants est qu’elle permet simultanément
d’étudier des fluctuations d’une autre échelle. Pour simplifier les énoncés, considérons la série des
groupes unitaires. On donne au chapitre 3 ’analogue de ces résultats pour les séries orthogonales
et symplectiques.

Théoréme 1.3.9. Soient (Ani)i<k<n,N>0 des suites de matrices déterministes avec Ay €
Mn(C) pour tout k, telles que pour tout mot w a 2n lettres, la suite (tr(w(AMk,A}kV’k,l <
kE < n)))n>o admet une limite, quand N — oo. Alors pour tout t € Ry, X\ € Z", la suite

N2(=D, (tr(AlUf;l), . ,tr(AnUt’}l")) admet une limite finie quand N — oc.

En considérant des suites de matrices de la forme v NA avec A € M,(C) C My(C),oup e N
est fixé, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 1.3.10. Pour tout p € N* fizé, la matrice aléatoire VN (U — [ z",ut(dz)ld)lgmgp €

M,(C) converge en loi vers un vecteur gaussien centré v;” € M,(C).

Une version analogue de ce résultat a été également obtenue par F. Benaych dans [4] pour
les coefficients d’une matrice d’'un mouvement brownien unitaire. On peut aussi montrer en
considérant la limite ¢ — oo, 'analogue de ce résultat pour des matrices unitaires distribuées
selon la mesure de Haar. Ceci permet de retrouver, comme il est montré dans [4], certains
résultats de [15].

1.3.3 Probabilités non-commutatives

Un cadre naturel pour reformuler les résultats des deux sections précédentes est donné par
la notion d’espace de probabilité non-commutatif d’ordre supérieur. On expose ici brievement
les définitions qui nous sont utiles. On renvoie a [46] et [I1] pour plus de détails.

Définition 1.3.11. Un espace de probabilité non-commutatif est la donnée d’une algébre unitaire
A munie d’une trace T, telle que 7(Id) = 1 . On dit que (A, T) est étoilé, si cet espace est pourvu
d’une involution antilinéaire *, vérifiant pour tout x € A, T(x*z) > 0.

Voici trois exemples d’espaces de probabilités étoilés que 'on a déja rencontré.
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Exemple 1.3.12. Si (2, P) est un espace de probabilité, pour tout entier N € N*, si * désigne
Uinvolution usuelle de My (C), (L*(Q,P) ® Mn(C),,E o tr).

Exemple 1.3.13. Si G est un groupe quelconque, l’algébre C[G]| munie de l'involution 2geG g9 €
CIG] = Yyecgg™" et de la trace 3 e agg € C[G] — aq.

Définition 1.3.14. Si (A, 7) est un espace de probabilité non-commutatif, des sous-algébres
(Bi)icr de A sont dites libres, si pour toute suite ai,...,any1 € A d’éléments de trace nulle,
avec pour chaque i, a; € By telle que I(i) # (i + 1) sii <n, alors T(a1az .. .any1) = 0.

Exemple 1.3.15. Soit Fy le groupe libre a deux éléments notés a et b, munissons C[Fa| de la
structure d’espace de probabilités non-commutatif donnée dans l’exemple les sous-algébres
de C[F3] engendrées respectivement par a et b sont libres.

Un élément d’un espace de probabilité non commutatif est appelé une variable aléatoire. Si
cet espace est en outre muni d’une involution * qui en fait un espace étoilé, a est dite unitaire
si aa® = a*a = Id. Si (a;);es est une famille de variables aléatoires de I’espace de probabilité
(A, 7) alors on appelle distribution des variables (a;);cs 1'espace de probabilités non-commutatif
formé des polynémes non-commutatifs & I variables C(X;);cs, muni de la trace 77 donnée par
1(P(Xi,i € 1)) = 7(P(ai,t € I)).

Exemple 1.3.16. S7 u est une variable aléatoire non-commutative unitaire, alors il existe une
unique mesure de probabilité p, sur U telle que la distribution de u coincide avec l'intégration
des polynomes contre fi,.

On dit que deux familles de variables aléatoires (a;)icr et (b)) e d'un espace non-commutatif
(A, 7) sont libres si les deux sous-algebres de A engendrées respectivement par {a;,i € I}
et {bj,j € J} sont libres. On dit qu'une suite de familles de variables aléatoires (al¥)icr >0
converge en distribution si la suite de traces associée sur C(X;);er converge simplement. Si
(MZ-N )ier est une suite aléatoire de matrices, on dira que sa distribution converge presque-
stirement si la suite de traces aléatoires sur C(X;);cs, associée a la trace usuelle normalisée,
converge presque-siirement. Si (afv )ier est une suite de variables aléatoires d’espaces de pro-
babilités étoilés, alors on peut munir espace limite ((a;)ier,7r) dune étoile. Soit (G );>¢ un
mouvement sur un groupe appartenant a I’'une des trois séries de groupes considérées ci-dessus,
réalisé sur un espace de probabilité (2, B,P). Le théoréeme montre par exemple que pour
tout ¢ > 0, la variable aléatoire G de I’espace (L°°(Q,P) ® End(Vy), E o tr) converge en distri-

bution. Le théoreme suivant permet d’énoncer un résultat plus général.

Théoréme 1.3.17. Soient (AN);cs et (BjN)jEJ deux familles indépendantes de matrices aléa-
toires de My (C) telles que pour tout matrice unitaire U € U(N), (UB;U™1))ies a méme loi
que (Bj)icy et telle que chacune des deux suites de distributions aléatoires converge presque-
sirement. Alors la distribution non-commutative jointe de (AN);cr et (B]N)jej converge vers
celle de deux distributions libres.

Définition 1.3.18. Une famille (ut)t>0 de variables aléatoires unitaires d’un méme espace de
probabilité non-commutatif étoilé est appellé mouvement brownien unitaire libre si pour tout
0 < s <t,uiur a la méme distribution que p—s et si pour tout 0 < t1 < tg < --- < ty, les
variables aléatoires non-commutatives ug, , uy Usy, - . ., uy _ U, sont libres.

—1 tn
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Soit (G¥)¢>0 un mouvement sur un groupe appartenant & I'une des trois séries considérées
réalisé sur un espace de probabilité (€2, B,P). Une version analogue du théoréme |1.3.17| pour les
groupes orthogonaux et symplectiques permet de montrer a partir de le résultat suivant.

Théoréme 1.3.19 ([5, 56, 35]). La famille (GY)i>0 de variables aléatoires sur l’espace de
probabilité non-commutatif (L*(2,P) ® End(Vy),*,E o tr) converge en distribution vers un
mouvement brownien libre.

Pour donner un cadre commun aux résultats de fluctuations analogues a ceux de la sec-
tion [I.3:2] la notion d’espace de probabilité non-commutatif a été généralisée par J. Mingo,
R.Speicher, Nica, B.Collins et P.Sniady dans une série d’articles [45] 144} [TT].

Définition 1.3.20. Un espace de probabilité non-commutatif étoilé d’ordre supérieur est la
donnée d’une algébre unitaire A (pourvue d’une involution) et d’une suite (pn)n>1 de formes
multilinéaires symétriques @, : A x --- x A — C qui sont traciales en chaque variable, telle
que pour tout x € A, pi(x*z) >0, p1(Id) =1 et pour n > 2, p,(Id, ag,...,a,) = 0, pour tout
as,...,ay € A.

Exemple 1.3.21. Si (Q,B,P) est un espace de probabilités et k,, désigne les cumulants clas-
siques, alors 'espace de probabilité non-commutatif étoilé (L (2, P) ® End(Vy), *,tr) complété
par les applications @p : (My, ..., My,) — dim(Vy)2 =Dk, (tr(My), ..., tr(M,)) forme un espace
de probabilité non-commutatif d’ordre supérieur.

De méme que pour un espace de probabilité non-commutatif, on définit la notion de distribu-
tion non-commutative d’ordre supérieur et celle de convergence en distribution d’ordre supérieur.
Le théorémepeut étre reformulé ainsi. La famille de variables aléatoires (Z}");>o de I’espace
(L>®(Q,P) ® End(VN), *, (¢n)n>1) converge en distribution non-commutative d’ordre supérieur.
Dans [11] et [48] est également définie une notion de liberté d’ordre supérieure telle qu'un ana-
logue du théoréme [I.3.17] soit satisfait. Bien que cela ne soit pas développé dans ce mémoire,
mentionnons que 'on peut également définir un mouvement brownien unitaire libre d’ordre su-
périeur en calquant la définition [I.3.18] Le théoréme [I.3.8] complété par ’analogue du théoréme
montre Pexistence d’un tel processus.

1.3.4 Champ maitre, champs maitres gaussiens, champs maitres a tout ordre

Au vu des deux sections précédentes, des observables adaptées a la limite dim(G) — oo sont
les boucles de Wilson renormalisées : c’est-a-dire les fonctions h € M(P(R?)) ~ tr(h;), avec
I € L(R?). Soit (Gn)n>0 l'une des trois séries de groupes compacts orthogonale, symplectique
ou unitaire. On peut en effet montrer les résultats suivants.

Théoréme 1.3.22 ([35]). Sous YMYN | le vecteur aléatoire (tr(H)))ier(r2) converge en probabi-
lité vers un vecteur déterministe (9(1))er,g2), avec ® : L(R?) — [=1,1] continue en 1-variation
pour les lacets a base fixée.

Une question naturelle est alors de déterminer les fluctuations autour de cette convergence.
Pour montrer un tel résultat, on montre que ’on peut généraliser les techniques utilisées dans [35]
pour montrer la convergence des cumulants des boucles de Wilson convenablement normalisées.
Il s’avere que les résultats obtenus pour un mouvement brownien se généralisent pour des mots
en plusieurs mouvements browniens indépendants. Ceux-ci peuvent alors étre interprétés a ’aide
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de la mesure de Yang-Mills. On montre dans les chapitre 3 et 4 qu’ils permettent d’obtenir les
informations asymptotiques suivantes sur les boucles de Wilson de tous les lacets de longueur
finie.

Théoréme 1.3.23. Sous YMYWN) | le vecteur aléatoire (Tr(H1))er(r2) converge en probabilité
vers un vecteur gaussien (¢p)cr(r2), tel que si une suite de lacets I, € L(R?) converge en 1-
variation vers | € L, (R?), alors ¢y, converge en loi vers ¢;. Il existe une fonction m : L(R?) — R
continue en 1-variation pour les lacets a base fixée, telle que sous YMOW) ¢t respectivement sous
YMSPCN) e vecteur aléatoire (Tr(H;))ier,(r2y converge en probabilité vers les vecteurs gaussiens

(m(l) + %(ﬁbl + ¢1-1))ienwe) et (—m(l) + %(ﬁbl + ¢1-1))ieL®?)-

On montre ce théoreme dans les chapitre 3 et 4, en étudiant le comportement des cumulants
des boucles de Wilson.

Théoréme 1.3.24. Pour tout ensemble de lacets S = {l,...,l,}, la suite de cumulants N2(n—1)
k:}:MU(N) (tr(Hy,),...,tr(H;,)) converge quand N — oo vers ®(S) € R et la fonction (11, ...,1,) €
L. (R%H™ s T ({l1,...,1,}) est continue en 1-variation, en chaque variable. Les suites de cu-

mulants N2n=DEYMON (¢ (B Y tr(HY)) et (2N)2-DRYMEEN (b te(H,)) ont
pour limite commune, quand N — 00,

oS = S (I, L)

ee{-1,1}n"1

La fonction ® : L(R?) — [~1,1] porte le nom de champ maitre planaire, on appelle le
vecteur gaussien (é;)ier,r2) champ maitre gaussien et les fonctions @, &% : ||, L(R?)" — R
champ maitre orienté et non-orienté. Le champ maitre planaire a été introduit dans la littérature
physique [32), 33| 25 24], 26] suite au travaux de t’Hooft sur le modele standard [53]. Le texte
mathématique de I. Singer [52] énonce de facon informelle un résultat analogue au théoreme
[[.3:22] et formule de nombreuses conjectures. Il a également été étudié par M. Anshelevich et
A.N. Sengupta dans [2] en utilisant la construction d’ A.N. Sengupta de la mesure de Yang-Mills.

Une propriété remarquable du champ maitre planaire orienté est qu’il garde une trace de
la mesure de Yang-Mills avec pour groupe de structure U(1). Ceci nous permet en particulier
de montrer dans la section [3.3.7] du chapitre 3 que lorsque @ — 0, le changement d’échelle du
champ maitre gaussien (%gbal)leL(R?) converge en loi vers i(W(n;))cr,(r2), ot W désigne un

bruit blanc sur R?, muni de la mesure de Lebesgue et n; est la fonction indice du lacet [.

Une autre propriété remarquable du champ maitre planaire orienté est qu’il peut étre calculé
récursivement sur les lacets ayant un nombre fini d’intersections simples grace aux équations
différentielles suivantes appelées équations de Makeenko-Migdal. Si | € L(R?) est tracé dans
un graphe plongé G, considérons ®(/) comme une fonction des aires des faces de G. Soient
Py, Fy, F3, Fy quatre faces de G qui s’intersectent en un point d’intersection x de [ et cycliquement
ordonnées, telles que I est bordée par les deux arétes sortantes de x, et [, et I; les deux lacets
que I'on obtient en changeant de direction au temps de retour en z lors du parcours de [. Alors

(d d d d

dF] AR AR dyF4|) (1) = (ly) (1), (MM)



46

N R

S

FIGURE 1.4 — Exemple d’une relation MM,

ou, lorsque I'une des faces est la face infinie, on remplace la dérivation correspondante par 0.
Les deux physiciens éponymes de ces équations les ont introduites dans [41], en utilisant une
formule d’intégration par partie en dérivant la densité de la mesure de Yang-Mills par rapport
4 une mesure formelle invariante par translations sur les connexions du fibré p : R? x G — R?,
analogue a la mesure de Haar. Une telle mesure n’existant pas, leur argument appelle une
preuve rigoureuse. T. Lévy donne une preuve et une généralisation de , en effectuant des
intégrations par parties successives, en dérivant la densité de la mesure de Yang-Mills discrete
YME par rapport & la mesure de Haar sur M(P(G),G). On donne au chapitre 2 une preuve
différente de cette égalité pour le groupe unitaire en exploitant une décomposition adaptée de [
en lassos.

On montre en outre que cette relation se généralise au champ maitre d’ordre supérieur. Si

la,...,l, € L(R?) sont des lacets qui ne s’intersectent qu’un nombre fini de fois entre eux et avec
[, alors
d d d d
— — O, 1a,...,1l,) = D(S,)P(S, MM
(751~ 7 *+ 7 — ) Pl = L B(S,)0(80). (MM,11.1)
ou la somme a lieu sur les partitions de {l4,14,0,...,l,} en deux blocs S, et Sy, I'un contenant

lg, I'autre lg, la méme convention que pour étant adoptée lorsqu’une face est infinie. En
outre, des relations d’un deucieme type sont vérifiées. Si les bords de Fi, Fb, F3, Fy s’intersectent
en un point d’intersection x des lacets l; et l2. Soit [ le lacet obtenu en changeant de brin au
point d’intersection z lors du parcours de ly. Alors

(d d d d

- n - (1, oy ) = B3, ..., 1) MM,
dF| ~ dF] T dR) d\F4|> Gleyo ) = 213y ) (MM-n)

On montre en outre, en généralisant un résultat de [35], que pour tout n > 0, il existe une
unique application ® : | |; <<, L(R?)* — R telle que

1. ® est continue pour la topologie de la 1-variation, pour des familles de lacets basés en un
méme point.

2. ® est invariante par les difféomorphismes qui préservent l’aire.

3. ®(cst) =1 et pour tout lacet Iy, ..., Ik, P(cst,la, ..., lx) =0.
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4. Si §; et Sy sont deux enchevétrements avec |Si| + |S2| < n, séparés par une courbe de
Jordan, alors ®(S; USs2) = 0.

5. Pour toute famille S de moins de n lacets tracés dans un graphe plongé G, si F' est une
face bornée, bordée par un élément de S et voisine de la face infinie, alors

d 1
T e = —32(S)

6. ® vérifie les équations (MMjy) et (MMj},) pour tout k < n.

Pour conclure cette introduction, mentionnons un résultat dtt & T. Lévy (voir Lemme 5.20
de [35]) et quelques questions qu'il souleve. Sily, ..., I, € L(R?) sont équivalents pour la relation
de réduction ~ (définie & la section all,..., U, alors pour tout groupe de Lie compact G,
sous YMY, (Hi,)1<i<n @ méme loi que (Hy)i<i<n. On en déduit que pour deux telles familles
de lacets, ®({l1,...,l,}) = 2({l},. .., Z;L}).ZLe champ maitre planaire orienté donne a lalgebre
C[RLo(RR?)] munie de I'involution antilinéaire * telle que *(I) = [~!, une structure d’espace de
probabilité d’ordre supérieur. Beaucoup de questions se posent des lors que 'on veut classifier
de telles structures. L’application ® est-elle extrémale parmi les états sur C[RLo(R?)] ? Peut-on
classifier les états invariants par difféomorphismes préservant 'aire 7 Quelle classe de processus

de Lévy unitaires libres peut fournir des exemples d’états extrémaux de C[RL(IR?)]?
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Chapitre 2

Integration formulas for Brownian
motion on classical compact Lie
groups

Combinatorial formulas for the moments of the Brownian motion on classical compact Lie
groups are obtained. These expressions are deformations of formulas of B.Collins and P.Sniady
for moments of the Haar measure.

2.1 Introduction

Let G be a compact group that belongs to one of the classical series U(N), O(N) and Sp(V).
For any of these groups, let us denote by V their fundamental representation, that is CV for
U(N) and O(N), and C?V for Sp(N). In the following, we are concerned in finding an explicit
expression for

/ f(g)n(dg) (2.1)
G

where f is the composition of a polynomial function on End(V') with the fundamental repre-
sentation and p is the measure associated to the law of a Brownian motion that we shall define
in Section When p is the Haar measure, such quantities have been studied by B. Collins
in [I0] and later with P. Sniady in [I4], see also [I3] and [57] for a recent point of view. The
subject of this article is to give formulas for that are deformations of the ones obtained in
[14]. Besides, our work completes the article [34] of T. Lévy who computes such integrals but
for a smaller class of polynomials.

Our computations are motivated by the fact that the law of the Brownian motion is invariant
by conjugation so that integrating with respect to it defines invariant quantities for the group
G. For any space F on which G acts, we will denote by EC the set of points in F fixed by the
action of G. If W is a representation of G, we denote by Endg (W) the space of endomorphisms
commuting with G. We will consider here the representations W = V& ® V*®™  For such
representations, W is described by the first theorem of invariant theory and Endg (W) by the
Schur-Weyl duality (see [23]). For instance, for G = U(N), Endg(V®") is the image of C[S&,,] by
the classical representation on V®" given by permutation of the tensors. These two equivalent
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facts are the main tool used in [14], [57] and [13]. The proof we give here is purely combinatorial
and do not rely on it.

We shall give an expression in terms of a commutative family of elements of C[S,,] called the
Jucys-Murphy elements, whose joint spectrum is explicitly known (see [47]). We will compare
this expression with the one obtained in [57] for the Haar measure on U(N) and O(N).

In the first section of this article, we introduce the Brownian motion on the groups considered
and state informally our result. In the second Section, we shall give a proof of an integration
formula for the Haar measure on the symplectic group relying on the first fondamental theorem
of invariants and recall the formulas for the orthogonal and the unitary groups. In the third
Section, we reformulate these expressions in the algebras Endg(V®"), state the formulas we want
to prove for the Brownian motion in Theorem [2.4.7] and show they are indeed a deformation of
the formulas for the Haar measure. In the last Section, we give a proof of Theorem

2.2 Brownian motion on classical compact Lie groups

For any positive integer N, let us denote by V the vector space CV, endowed with its
canonical hermitian product denoted by (-,-). Let 5 be the canonical C-bilinear form on V/
and if N is even let us denote by w the skew-symmetric bilinear form on V' whose matrix in

0 Iy
—Iy O
the unitary group U(N) = {U € My(C) : U*U = Id}, the orthogonal group O(N) = {O €
My (R) : *OO = 1d} and the unitary symplectic group Sp(N) = {S € U(2N) : 1SJS = J}. We
shall denote their Lie algebra by small gothic letters : u(N) = {X € My(C) : X + X* = 0},
o(N) ={X € My(R) : !X + X = 0} and sp(N) = {X € u(2N) : *XJ + JX = 0}. For any
z,y € u(N), let us define

the canonical basis is J = . We shall consider the following groups of matrices :

(x,y) = —dim(V) Try (zy).

The restriction of the real bilinear form (-,-) defines an invariant scalar product on the three
series of Lie algebras we are considering. Let G be one of the above mentioned compact Lie group
with Lie algebra g. Let us denote by (K)¢>0 the classical Brownian motion on the Euclidean
space (g, (-,-)) that is the unique Gaussian process with covariance given for all z,y € g and
t,s >0, by

E[(z, Ki)(y, Ks)] = min(t, s)(z, y).

The quadratic variation (dKy.dKy)) is equal to Mdt, where M is a constant matrix. Furthermore,
M is invariant by conjugation by G and is therefore proportional to the identity. We denote by
Cy the constant such that (dK;.dKy)) = Cydt. Let S be an element of the group G and define
(Gt)e>0 as the stochastic process solution of the following stochastic differential equation

dGy = Gyd Ky + %tht, Gp=S.

For any bilinear form v preserved by G, almost surely, for all ¢ > 0, v is preserved by G;. Indeed,
for any u,v € V, using It6 formula,
dp(Gyu, Giv) = Y(dKu, v) + Y (u, dKw) + Cgp(u, v)dt + (Y (dKu, dKw)))
= ((dKdKy)u,v) + Cytp(u, v)dt = 0.
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The group G is characterized by the invariance of some bilinear forms, hence, almost surely,
the process (Gt)i>0 belongs to G. This Markovian process is called the Brownian motion on G
issued from S. Let us describe its generator. For any « € g, let £, be the left-invariant first
order differential operator defined by setting for any differentiable function f and any g € G,

Laf(9) = 5 Flgexp(tn)) o

Let U(g) be the real envelopping algebra of g. The application £ extends to an isomorphism of
associative algebra between U(g) and the algebra of left-invariant differential operators on G.
Note that for any smooth function F' on My (C), and any = € g, M € G,

Lo Ly(F) (M) =dyF(Mz?)+ d3,F(Mz, Mz). (2.2)

For any orthonormal basis (z;)1<i<q4 of g with respect to the scalar product (-,-), let ¢; =
>4 22 € U(g). The element ¢, does not depend on the orthonormal basis (2;)1<j<q and is
called the Casimir element. The image of the Casimir element ¢y is called the Laplacian and is
denoted by Ag :

d
Ag=1Ley=) Lg,0La,.
=1

Note that the image of ¢; by the classical representation on V' is Cy. The It6 formula combined
with the equation implies that the Brownian motion on G is the diffusion process with
generator %Ag.

Let (G¢)i>0 be a Brownian motion issued from Id and H a random variable distributed
according to the Haar measure on G. Our main result is a combinatorial formula for the mo-
ments of the entries of the matrix G¢. The Theorem gives, for any i1,...,i, € {1,..., N},
an expression for E[(Gy)i, j, - -+ (Gt)in,j,) that is a deformation of the expression of [14] for
E[H;, j, - - - Hi, j,]. In order to use the multiplicative nature of Brownian motion, we get a joint
expression for the moments of a same order as a morphism E[G"] € End(V®").

2.3 Integration formulas for the Haar measure

We give here a proof of the integration formula with respect to the Haar measure on the
symplectic group Sp(N) and recall the formulas for U(/N) and O(N) (a proof for the compact
symplectic group is also given in [I2]). Let us denote by dO,dU and dS the Haar measure on
the groups U(N),O(N) and Sp(N). In the following we shall compute the following integral :

/Sp(2N) Sil,jl Si27j2 T Sin:jnds' (2'3)

Observe that for any S € Sp(N), S = —JSJ, therefore we can deduce from our computation
formulas for integrals of polynomials in entries of S and S. Besides, since the Haar measure is
invariant by multiplication by —Id, this integral is zero for odd n. We shall therefore assume here
that n is an even integer 2p. Let us define a hermitian scalar product (-,-) on V®" extending
the termwise product of the canonical hermitian scalar product on V. The computation of
relies on the following fact. Let us denote by ® the morphism

P = S®%dS € End(VE?).
Sp(N)
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Using invariance of the Haar measure, it is easily seen that ® is an orthogonal projection onto
the vector space (V®2P)SP(N). If (e;)1<i<on denotes the classical basis of C2N | then computing

(2.3) amounts to computing

<ei1 ® T ei2p7 ¢(ej1 ® e 6j2p)>'

Let (w;)ier be any generating family of (V®2p)Sp(N), Gr = ((wj,wj))ijer, its Gram matrix
and Gr a matrix satisfying GrGrGr = Gr. The orthogonal projection onto (V®2p)Sp(N) can be
reformulated as

® =) Grij{wj, Jwi. (2.4)
1,jEL
For any pair of operators f and f such that fff = f and fff = f, f is called a pseudo-inverse
of f. As soon as f is self-adjoint for a fixed hermitian product, it admits a unique self-adjoint
pseudo-inverse. E|

What is more, the theory of invariants gives an explicit generating family of (V©?P) SN et
M(2p) be the set of pair partitions of {1,...,2p}. Let us denote by mg € M(2p) the partition

{{1,2},{3,4},...,{2p— 1,2p}} and

P
Wro = Z H i2k—1,12k ezl Qeip @+ Q€ig,_1 @ Cigp-
1<1,i2,..,02p <N k=1

The element wy, is fixed by the action of Sp(N). Let us denote by € : &3, — {—1,1} the
signature homomorphism and p. : &2, — GL(V®?) the homomorphism defined by setting for
any 0 € Gy, and v1,...,vg, €V,

pg(U)- (Ul R U2p) = 5(0’)1)0_1(1) R R Vg—1(2p)-

The stabilizer of my under the natural action of &g, on M(2p) is called the hyperoctahedral
group, we denote it by H,. The group H, stabilizes the element w,, under the action of &y,
through p., therefore for any = € M(2p) and o € Sg, such that omg = 7, the vector

W = pa(a)-wwo

is well defined. Furthermore, the action of Sp(N) on V®? commutes with the one of Ggp,
therefore for any 7 € M(2p), wy € (VE)SP(N) The first geometric Theorem of invariant
theory claims that all invariants are linear combinations of these ones.

Theorem 2.3.1 ([23], Thm. 5.2.2 ). The family (wx)zepm(2p) generates (V®2p)Sp(N),

For any pair of partitions 7, n of {1,...,2p}, let us denote by V7 the finest partition coarser
than 7 and 7. Let #7 the number of blocks of 7 and for any ¢,j € {1,...,n}, let us write i ~ j
if i and j belong to the same block of 7. For any permutation o € &2, and any list of 2p integers
I =(i1,... i), let us set

inve(o, 1) = #{k € {1,...,p} t ig(n) < io2k—1)}-

1. Note that without the hermitian condition and if f is not invertible, it admits several pseudo-inverse.
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Lemma 2.3.2. i) For any m,n € M(2p),
(wr, wy) = (=1)P(=2N)#™0.

it) Let m be an element of M(2p), o0 € Ggp, such omg =7 and 1 < iy,...,i9p < N. If i =i, + N
mod (2N), for all I,k such that |l ~, k, then

(wm €i, R--® 6i2p> — 8(0.)(_1)2'711;2(0,[)’
otherwise this term vanishes.

Proof. i) For any permutations « and /8 such that a(mg) = 7 and S(m) = 7, the above scalar
product equals

p
Z H Ji2k—l:i2k‘]j2k717j2k <eia71(l) ®-® eia71(2p)7ej571(1> R ® ejﬁ,l(%))g(aﬁ)

11,...,02p k=1
Jla“'u]?p

p
-1
= 8(0[ 5) Z H JiQk—lviQk Jiaflﬁ(gkfl)yiaflﬁ(Qk) :
1<in .. yizg<2N k=1

Let us now choose specific permutations o and (. Let {4, B} be the unique partition of
{1,...,2p} into two sets such that its blocks do not contain any block of 7 and 7. Let us choose
a pair of permutations a and 8 such that a({1,3,...,2p — 1}) = A = B({1,3,...,2p — 1})
and a(2k — 1) = B(2k — 1), for any k& € {1,...,p}. Then the product in the right-hand side
of the last equality writes down [[7_; Jighyion Jige—1,i 155y, LHiS term is equal to 1 whene-
Ver in-15(2k) = f2k, for any k € {1,...,p} and vanishes otherwise. Observe further that the
number of cycles of a_lﬁ|{274w,2p} is #m V 7. Therefore the sum is equal to (2N)#™" and
5(04_15) — (_1)n+#7rvn.

ii) This second scalar product is equal to e(o) [Th_, Ji(2k—1)sio(er) - Lhis equality implies the
second assertion. O

For any z € C and any m,n € M(2p), we set
Grry(2) = ZHmVn),

Thanks to Lemma the matrix Gr(—2N) is the Gram matrix we were looking for. This
matrix is real and symmetric, we denote its pseudo-inverse by W (—2N). We shall showE| later
in Lemma that for any z € C, the matrix Gr(z) has a pseudo-inverse that we shall de-
note by W (z). Equation and Lemma yield the following : for I = (iy,...,42),J =
(Giy -+, d2p) € {1,...,2N}?P,

/ Sit 1 Singa Si2p7j2pd5 = (—1) Z (wr, wn)Wa y(—2N) (2.5)
Sp(2N) mnEM(2p)
_ Z 8(O_ﬂo_n)(71)inv2(cr,r,I)—&-invz(on,J)-l-pI/V#m(72]\[) (26)
m,neM(2p)

2. We shall see an expression of the matrix Gr(z) in terms of Jucys-Murphys elements, which shows that Gr(z)
is diagonalizable so that Gr(z) always has a pseudo-inverse. What is more, as pointed out in [57], this expression
implies that the family of matrices {Gr(z), z € C} is commutative.
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where the sum is over all the partitions 7, n such that iy =i, + N mod (2N) (resp. jr = ji+ N
mod (2N)) as soon as k ~ [ (resp. k ~y, 1) and o and o,, are permutations such that o (m) =7
and o, (m) = 1.

Let us recall the two formulas for integrals on the compact orthogonal group and the unitary
group (see [14] for a proof). Let us define M(p,p) = {m € M(2p) : Vi,j € {1,...,p},i x5}
We shall see in section that for any z € C, (Grr;(2))rnem(pp) has a pseudo-inverse that
we shall denote Wg(z). For any I = (i1, ..., i), J = (j1,...,79) € {1,..., N}?P,

/ Oi17j1 Oi27j2 T Oi2p,j2pd0 = Z Wﬁm(N), (2-7)
OW) 7 nEM(2p)

where the sum is over all the partitions 7,7 such that ix = 4; (resp. jr = i) as soon as k ~ [
(resp. k ~y 1) and

/ Uihjl Ui27j2 T Uip,jp U’ip+1,jp+1 Uip+27jp+2 T Ui2p7j2de - Z ngn(N), (2-8)
U mnEM(p,p)

where the sum is over all the partitions 7, € M(p, p) such that ix = i; (resp. jr = j;) as soon
as k ~rq I (vesp. k ~y 1).

2.4 Reformulation in the Brauer algebra.

For any measure £ that is invariant by adjunction, the endomorphism [ g®"u(dg) of V"
commutes with the action of G. We shall specify the element of Endg(V®") when p is the
Haar measure or the law of the Brownian motion. To begin with, let us describe the algebra
Endg(V®™) as G belongs to one of the classical series of compact Lie groups.

2.4.1 Brauer algebra

Let us write I,, for the vector space with a basis indexed by M (2n). We give I, the structure
of an algebra as follows. For any m € M(2n), let us define two partitions of {1,2,...,3n} by
setting 7t = {{1},...,{n}}U(r+n) and 7~ = 7U{{2n+1},...,{3n}}. For any 7, n, we denote
by b(m,n) the number of blocks of 74 V n_ included in {n+1,...,2n} and mon € M(2n) the
partition obtained from 7 Vn_N({1,...,n} U{2n +1,...,3n}) by shifting by {2n+1,...,3n}
to{n+1,...,2n}. We define

T = 2N o 7.

Lemma 2.4.1. [23][Thm 4.4] For any z € C, the bilinear map (7,n) € I? — m.n endows I,
with a structure of an associative unitary algebra. We denote this algebra B (z).

For any m € M(2n), we shall represent the element © € B,(z) as a diagram with points
of {1,...,2n} set on two lines as in the figure so that multiplication in B,(z) amounts to
concatenation of diagrams weighted by z powered to the number of inside loops. For any integers
1<a<b<n,set

Tap = {{a, b}, {a +n, 0+ n}} U{{k,k +n},k # a,b}
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and
Sap = {{a,b+n}, {b,a+n}}U{{k,k+n},k+#a,b}.

These two kinds of partitions generates B, (z) as an algebra.

Lemma 2.4.2 ([I6] § 7). The algebra B,(z) is isomorphic to the quotient of the free unital
associative algebra on {Tap,Sap 1 1 < a < b < n} by the two-sided ideal generated by the
following relations : for distincts integers a,b, c,d between 1 and n,

(i) Ty = 2Tabs (i) 52, =1, (14 )80 bTab = Tabs

(iv) ?a,b?c,d = ?c,d?a,by (U) ga,bgc,d = gc,dgob,ba (Ul) ga,b?c,cl = 7c,dgob,ba

(’U’L"[) Sa,bTh,cSab = Ta,cs (UZZ’L) g(JL,bgb,cga,b = gb,cga,bgb,c» (’L.’L‘) ?a,b?b,c = Sa,cTh,c-

D (]
D (]

J
m =ZZU&JLJ
~ Salan

@

|

FIGURE 2.1 — Multiplication 7.5 with = = {{1,2}, {3,4},{5,14},{6,7},{8,9}, {10, 11}, {12,13}}
and n = {{1,3},{25},{4,6},{7,12},{8,11},{9,10}, {13, 14} }.

U
_ (N

a b a b

FIGURE 2.2 — The two elements 7, et s, of By, (2).

Let us describe the standard representations of B, (N) and B, (—2N). For any m € M(2n),
let us define the element of End(V®")
po(ﬂ') = Z Ein+17'i1 ®-Q® EiQn,inv

the sum being over all i1,...,42, € {1,..., N} such that i;, = i; for any k,[ satisfying k ~ [.
For any 1 <a < b <n, let us denote by (a b) = po(74) and (a b) = po(sap)-

Lemma 2.4.3. The application po extends linearly to an algebra homomorphism from By, (N)
to End(V®").
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For any 1 <a < b <n,let

(a b), = > TiwsivTiaimsinen JAZ M @ By, @IS @ By, @ 1490,

lgiayiu+n7ib’ib+n§2N
ps(sap) = —(ab) € End(V®") and ps(7) = —(a b)e,.

Lemma 2.4.4. The application ps extends to an algebra homomorphism from B,(—2N) to
End(VE™).

Proof. One checks that the nine relations given in Lemma are satisfied. O

2.4.2 Expectation of tensors as elements of the Brauer algebra.

We will give here an expression for the orthogonal projection ® of V2?7 onto (V®2p )Sp(2N) as
the representation of an element of the Brauer algebra Ba,(—2N). Let (0x)rea(2p) be a family
of permutations such that o (mp) = 7, and for any z € C, set

G(z)= Y Ao e C[6y).
TEM(2p)

Recall that H,, is the subgroup of &y, fixing 7, and let Py, denote the idempotent 2%:0! > heH, h
Lemma 2.4.5. i) For any z € C,

P, G(2) = G(2)Py,.

P
i) Let Ray(z) : lop — Iop, 0.m0 — 0G(2)m0. The endomorphism Rg,(,) is well defined, does not

depend on the choice of (0 )repm(2p) and its matriz in the canonical basis of Iy is (Gry,,(2)) yve m(2p)-

Proof. i) Indeed, the element G(2)Py, = 2pp, > oes, Z#a(m0)Vmo o s invariant by multiplication
on the left and on the right by #,.

ii) Thanks to the identity of point i), the homomorphism Rg,(,) is well define. Besides, it
does not depend on the family (o) e rm(2p)- For any 0, u € M(2p), there is a unique 7 € M(2p)
with o,0.m9 = p, what is more vV = o, (7o V 1) and #(7w V mp) = #(p V v). Hence

0y G(2)mo = Z AV 0Ty = Z Gr(2) -
TEM(2p) HEM(2p)

For any integer ¢ > 2, we let
Xi=Q)+2)+---+@G—11)

be the i-th Jucys-Murphy element. We set X1 = 0. Let us point out the following fact proved in
[57].

Proposition 2.4.1. [57, Proposition 3] There exists a family of permutations (0x)repm(2p) Such
that o (7o) = 7w for any © € M(2p) and

p
H z+ Xok—1)
k=1
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The Jucys-Murphy elements are jointly diagonalizable (see [47]) so that for any z € C, the
element G(z) has a pseudo-inverse W(z) that is a polynomial of G(z). Thus, the element W(z)
satisfies W (2)Py, = Py, W(z) and it defines an endomorphism Ry () which is a pseudo-inverse
of Rgy(z). We shall denote by W (2) its matrix in the canonical basis of I,,. Besides, observe that
for any z, 2" € C, the element G(2)G(2') = G(2')G(z) induces the endomorphism Rgy(.)Re(.)-
Hence, the family of matrices {G(z) : z € C} is commutative.

We can now give another formulation of the results of the last section. For any r,s,n € N
such that » < s <n and s —r is odd, let us set 7, ) = [11<9i41<5—r Tr+2ir+2i+1 € Bn(2).

Proposition 2.4.2. Let Zy,(z) = 2%10! Y oG, oW (2)71,9p0 1,

/ SE2AS = pg(Top(—2N))
Sp(2N)

and
O%?PdO = po(Zap(N)).
O(N)

Proof. Let us prove the first formula for the symplectic group. Let us recall that for any = €
M(2p), wr = ps(0x)wx, and note that the following equality holds in End(V®?P)

(wy, Ywr = (1) ps(owTp1,29)07 -
What is more, Lemma [2.3.2] implies
(Wr,wy) = (—=1)PGry(—2N).

By definition of the matrix W(z), W (z) is a pseudo-inverse of G(z) so that, thanks to formula
(2.5), the left-hand-side of the formula of the Proposition equals to

Z (=1)PWa y(=2N)(wy, Jwr = (=1)P Z (wy, ) pe (0 W (=2N))wx,
m,nEM(2p) nEM(2p)

= > ps(oyW(=2N)71 950, ).
neM(2p)

Recall that for any 2 € C, W(2)Py, = Px,W(z) and note that Pz, 71 2,)Pr, = T1,2p]> SO
that the right-hand side of the last equation equals the right-hand side of the equation of the
Proposition. O

2.4.3 Statement of the Theorem for orthogonal and symplectic matrices

We shall now state our main result which extends Proposition [2.4.2] when the integration is
not with respect to the Haar measure but with respect to the law of a Brownian motion at a
fixed time. We shall denote (O¢)>0 (resp. (St)e>0 and (Ut)t>0) the Brownian motion issued from
the identity on O(N) (resp. on Sp(/N) and on U(XNNV)). Observe that almost surely the orthogonal
Brownian motion takes its value in the connected component of the identity that is the special
orthogonal group SO(N) = {O € O(N) : det(O) = 1}.
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For any C' C {1,...,n} and z € C, let us define

Zo(z) = w + 27t Z Sa,p € Bn(2)

2 a<b: a,beC

and for 1 <i <n,
Zi=Zpn,. 1 (2)

Let us set Zp = 0. For t € R and an integer k > 2, let s¢(z1,. .., zx) be the symmetric function
defined by :
zllc 2 llc 3. 1 e—tzl
k-2 k-3 —tzo
N 2y 2y 1 e
Se(21y. 00y 2k) = H (zj — z;) "' det . , (2.9)
1<i<j<k : :
zllj_z 2115_3 1 et

For any integers r and k, let us denote by

hgk)(zl, cey2E) = Z zil . z,lf,

I, >0
bt +lp=r

the complete symmetric polynomial of degree r. Let us recall the following classical fact that

complete polynomials agree with Schur functions of the partitions (r,0).

Lemma 2.4.6. i) For any integers r and k,

z 2] 2]
r+k—1 k—2 k—3
z z
1 2 2 2
hr(zl,...,zk) = H (Zj—Zi) det .
1<i<j<k 1 k' ) b3
r+k— — —
2, 2y 2y 1
it) For any t € R,
r+k
sletseenszinn) = CUF S o)
(r —|— E)!
r>0
ii1) For any pairwise distinct non-zero complex numbers z1, ..., 2y,
k 2 k 3 -1 —tz
21 21 e bz (1 e )
Z§ 2 k 3

1 211 —et%2)
si(z1y. .., 28,0) = H (25 —zi)_l det )
1<i<j<k

lez—2 z,’j_?’ 1 zk_l(l—e_tzk)

Proof. i) A proof lies in [40].

ii) Decompose the exponential into its power series. Note that the first £k — 1 terms of this

sum vanish.
iii) The third point is left to the Reader.

O
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As a corollary, observe that the fonction s; is well defined on C* and holomorphic. For any
integers n and k, such that 0 < 2k < n, let

1 _
Iﬁ’t(z) = m Z O'St(anka Zn72k+27 s Zn)T[ankJrl,n]U !
‘T oeG,

and T, 4(2) = Yo<op<n Zh ;(2). Our main result is the following pair of formulas.

Theorem 2.4.7. For anyt € Ry and n € N,

E[OF™] = po(Znt(N))

)

and
E[S7"] = ps(Znt(—2N)).

2.4.4 Walled Brauer algebra

For two integers n and m, let M(n,m) be the set of pair partitions of {1,2...,2(n 4+ m)},
which does not connect {1,...,n} with {2n+m +1,...,2(n+m)}, {n+1,...,n 4+ m} with
{n+m+1,...,2n + m}, nor any of the four blocks {1,...,n},{n+1,...,n+m},{n+m+
1,....2n+m+ 1} and {2n+m + 1,...,2(n + m)} with itself. Let us denote by By, n(z) the
vector space spanned by M(n, m). Observe that B, (%) is a subalgebra of B4 ().

n 'n+1

FIGURE 2.3 — An element of B;, ,(2).

Let us denote by 79 € M(n,n) the partition {{1,n+1},...,{n,2n}}. For any # € M(n,n),
let 6, € &, be the permutation such that 6, (7) = 7. For any permutation o € &, let us write
#o for the number of cycles of o and set

Q(z) = Z 75 € C[G,).

0GR
For any 7,7 € M(n,n), let us observe that #o; 1o, = #(0; oy, x Id,, (7o) V7o) = #m V7, hence
Gr(=)ny = Q=) (07 0). (2.10)

The following formula was first proved in [31].

Proposition 2.4.3. [57, Prop. 1] For any z € C,

n

Q(z) = [[(z + X).

=1
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From this expression, it follows that for any z € C, (z) has a pseudo-inverse Wg(z) in C[&,,]
that is a polynomial of Q(z). For any 7,1 € M(n,n), let Wg(2)r, = Wg(o;10,). The equation

(2.10) implies that the matrix (Wg(2)rn)rnetm(n,n) 15 @ pseudo-inverse of (Gr(2)xn)rneMmn,n)-
For r,s,n,m € N, such that 1 <r < s <n <m, let

Trs) = [ Thbtn-

r<k<s
We can now give another formulation of expression ({2.8)).

Proposition 2.4.4. Let 7, ,(2) = % Y re®, X6, oWg(z)ﬁLn]a_l € Byn(z),

[ U eT U = po(Tun(V).
U(N)

2.4.5 Statement of the Theorem for unitary matrices

We shall state the counterpart of Proposition for the Brownian motion. Let n,m be
two integers such that n < m. Let us denote by p" the projection from By (2) to By m(2)
such that p*(m) = 0 for any # € M(2(n + m)) \ M(n,m). Set for any C C {1,...,n+ m},
Yo =p*(Zc) + % € By,m(z) and for any 1 <i <n,

Yi =Y, ounet,..myi}-

Let Yy be the element Y, 1 ) if n < m, and zero if n = m. For any integer k such that
0<k<n,let

1
k _ ~ -1
In,m,t(z) - zk(n — k:)‘(m — k‘)' JGGZXG Ust(Yn—k, Yn—k—i—h ey Yn)T[n—k+1,n]U

and L jn 1 (2) = Y p—o L ;n.+(2). The formula of Proposition has the following deformation.

Theorem 2.4.8. For any nonnegative integers n < m and t > 0,

EUE" @ U, ™| = po(Zmi(N)).

2.4.6 Limit as time goes to infinity

For any compact connected Lie group, the law at a time ¢ of the Brownian motion issued
from the identity converges to the Haar measure as t goes to infinity. In this section, we shall
deduce formulas of integration against the Haar measure from formulas for the Brownian motion
obtained in Theorem Note that O(N) is not connected and that the law of a Brownian
motion at time ¢ issued from the identity converges to the Haar measure on SO(NN) as t goes
to infinity. If A is any matrix of O(N) \ SO(N), let (g¢)¢>0 a Brownian motion on O(NN) whose
initial condition gg is equal to A or Id with probability % The law of g; converges to the Haar
measure as ¢ — co. Using the formulas of B. Collins and P. Sniady as quoted in Propositions
2.4.2|and the convergence of the law of Brownian motion towards the Haar measure yields
the first assertion of the following lemma.
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Lemma 2.4.9. i) Let n,m and N be fized integers with n < m. Let us set Z,(z) = 0 if n is odd
and I m(z) =0 if n <m. Let A € SO(N) such that det(A) = —1. As t goes to infinity,

5P0(Tus(N)(1 + A5 —5 po(T,(N)),

2
p5(Znt(—2N)) — ps(Zn(—2N))

and
pO(Zn,m,t(N)> — pO(In,m(N))'

it) If n — N is a non-negative even integer, let

1

— ) anH,n}sNZNH(N)—l oo Zno(N) L Z(N) Lot
(2N) =

I;z(N) = N]V'2
M UEGn

Otherwise, set I (N) = 0. For any integers n and N, as t — oo,
p0(Znt(N)) = po (Z.(N) +I,,(N)) .

We shall give here a direct proof of that lemma without using the Propositions and
and thus get another proof of the formulas for the Haar measure. Besides, this Lemma yields an
expression for integration over special orthogonal group. For any vector space E that is acted
on by O(N) and that is endowed with an invariant scalar product, let us denote by ESOIN)£ the
orthogonal complement of EON) in FSOV) The Lemma implies that the orthogonal projection
on (V®”)SO(N) (resp. (V®”)O(N)) is po(Zn(N)+Z,,(N)) (resp. po(Zn(N))), hence the orthogonal

SO(N),e

projection on (V®") is po(Z}). Furthermore,

/ 0%"d0 — / 0" (1 + det(0))dO
SO(N) O(N)

(V@n)SO(N)vs

and the orthogonal projection on is therefore

/ 0" det(0)dO = po(T,(N)). (2.11)
O(N)

Sketch of a proof of Lemma : Let us first give a sketch of a proof for the ortho-
gonal group O(N), as N is large and n is an even integer 2p. In that case, the elements
Zi(N) — Z;(N), for 1 < i < j < 2p have inverses in the group algebra C[Gy,] and for any
i € {1,...,2p}, the spectrum of po(Z;(N)) is positive. Therefore, as ¢ goes to infinity , for
any i € {1,...,2p}, po(e *%{(N)) — 0. Recall the definition of s; given in , for any
k € {1, - ,p}, po(St(sz(N>, Z2k+2(N), ey ZQP(N))) — 0 and po(st(o, Loy Zgye ey ng)) —
po(Za(N)"1Z4(N)~1 - Z9,(N)~1). Using theorem we get the following asymptotic for-
mula : as t goes to infinity,

1 _ _ _ _ _
p0(Tapi(N) = 55 > po (FNTPZa(N) " Za(N) ™"+ Zp(N) 1 590" -
0'662;7

We shall prove that this formula agrees with Proposition Let Py, denote the sum
% > he.. h, this relation follows from the following equality
p: 2p



62

PPy, N PZy (N)Z (N - - 22;}(N)7>H2p = Gr(N) Py, . (2.12)

For N large enough, for any i € {1,...,p}, N 4+ X9;_1 have an inverse in C[Sgp] and using the
factorization formula of Proposition this equality can be proved inductively (see Lemma

2.4.14| below). O

Let us now consider the formulas of Theorem for all N. We shall use the decomposition
of the &,,-module V®" into irreducible components and the explicit knowledge of the spectrum
of Jucys-Murphy elements. Let us recall some classical notations. A partition of an integer n is
a non-increasing sequence of integers A = (A1, Ag, . ..) such that A\ + Xy +- -+ = n. We shall write
A n. If X is a partition, we denote the number of its non-zero terms by [(A). The integer [()\) is
called the length of the partition A. Recall that irreducible representations of &,, are indexed by
partitions of the integer n, whereas finite dimensional irreducible representations of GLx (C) are
indexed by partition of length less than N. For any partition A such that A - n (resp. [(A) < N),
let (p*, V*) (resp. (px, Vi) denote the irreducible representation of &,, (GLy(C)) indexed by
A. We need the following Theorem due to Hermann Weyl :

Theorem 2.4.10. [23, Thm 9.1.2] The GLy(C) x &,,-module V®" is multiplicity-free and is

isomorphic to
b nevh
AFnl(N) <N

Let us now describe the spectrum of Jucys-Murphy elements. For any partition A, let Dy =
{(i,7) € N*2 : j < \;}. The subset Dy is called the diagram of . For any (i,5) € Dy, the
integer ¢((7,7)) = j — i is called the content of (i, 7). A tableau of a partition A F n is a bijection
T : Dy —{1,...,n} such that T is increasing in each variable. For any partition A, let us write
7> the set of tableaux of the partition A, Tn = Uy, Th and To,n = Unenaoy<n Ta-

Theorem 2.4.11 ([47]). i) For any partmon A b n, there exists a basis (er)reT, of V* that dia-
gonalizes the famzly (p>‘( 1), PN X2), ..., pMN(Xy)) such that for any tableau T, er has eigenvalue
-1

(e(T71(1)),e(T7H2)),- ., e(T7H(n)).

For any partition A F n, let (Pr)re7, denote the elements of the group algebraﬁ C[&
whose image via the canonical isomorphism C[S,,] = @,.,, End(V}) is the family of prOJectlons
corresponding to the basis (er)re7,. Let us denote by Py = > rcr, Pr the projection on the
isotypic component A. Let A’ be the partition such that Dy = {(i,) € N*2: (4,4) € Dy} and for
any tableau T € T, let 7" € T, be the tableau symmetric to T'. For any integer [, let us denote
by &; € C[&;] the signature of &;. The isotypic projection Pty is equal to Tl!sl. For any 0 € 6,
let 0° denote the element of the group algebra e(o)o € C[S,,] and extend linearly this definition
to C[&,,]. Note that for any i € {1,...,n}, X; = —X; and that for any A F- n, P§ = Py. Observe
further that for any permutation o, ps(o) = po(c®). We can now describe the spectrum of the
elements contributing to the formula of Theorem For any self-adjoint operators L and J,
let us write L > J whenever the eigenvalues of L — J are non-negative.

Lemma 2.4.12. Let N be an integer greater than 1. For any i € {1,...,n}, po(Yi(N)) > 1d
and ps(Zi(—2N)) > Id. For any i € {1,...,n} \ {N}, po(Zi(N)) > ]\2[]:,1 For any n > N,
po (Zn(N)) > po(1 — 37en), whereas enZy(N) = 0.

3. Besides, it is also proved in [47] that Pr is a polynomial in X1, X2, ..., X,. We shall not use this fact.
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Proof. For any complex z, let us write

and

m—n-+1 P .

—z_:( —i—Xk) kz::l (2+Xk)a ,
where « is a permutation of {1, ..., m+n} such that for any k& < m, a(k) = k+n. Observe that
the two terms of the right-hand side of the last equality commute and can be jointly diagonalized
in a basis indexed by pairs of tableaux of partitions of length less than N. For any i € {1,...,n},
let d,r (resp. r/,d") be two integers such that r < 2N and ¢ = 2Nd + r (resp. ' < N and
i = Nd' +1"). The smallest eigenvalue of pg(Z;(—2N)) (resp po(Z (N))) is the one indexed by
the tableaux T' € Ty an (resp. T, n) such that T71({1,...,i}) = D(anya,ry (vesp. Dy 1)) that
d(d+1) + (2N-+2+2d—r)r ( d'(d'—1) + (2d’+N—r’)r’)

2 iN 2 2N

resp. . Note that all these eigenvalues are larger
than 1 (resp. 3 — k), except the one of po(Zy(N)), which is zero. The second eigenvalue of
po(Zn(N)) is indexed by the tableaux T € T, y such that 7-*({1,...,N}) = Dy 1n-1y and
equals 1. To conclude the proof for the orthogonal group, recall the following fact proved in
[47] : for any N < n, if & is canonically embedded into &, for any u - N,

TET: T~ ({1,..,.N})=D,,

The above analysis of the spectrum of po(Zy(N)) and equality yield the assertion. Let
us check the unitary case. For any 7 € {1,...,n}, let d,r,d’,r’, the integers such that r,7’ < N,
i=dN +r and i + m —n = Nd + r'. The smallest eigenvalue of Y;(N) is indexed by pairs of
tableaux (T1,T2) € Tan X TN, such that 71 ({1,...,i}) = D (N and Ty {1,...,4}) =
D(Nd/,r’)’ that is (dzzda) + r(2d+N_r+1);}n\;(zdurN_rlH). For any i € {1,...,n}, the spectrum of
po(Y;(N)) satisfies the above inequality. O

To complete the proof of Lemma [2.4.9) u we shall check that for any z € R%", s;(x) — 0 and
gi(z) — TI", ;. Let us denote D = {z E C:Re(z) >0} and P =Uj<icjc,{z € C" 1 2 = 25}
Note that s4(2) — 0 and g;(z) — [[%; z; ! uniformly on any compact subset of D"\ P. For any
z € D" N P with z; = z;, using Cauchy formula in an affine plane including z and tranverse to
P, implies that the convergence still holds for z. Let us give another proof. To that purpose, we
shall decompose s; as a sum of symmetric polynomials as in Lemma [2.4.6

Lemma 2.4.13. Let z1,...,2, € C and{y1,...,Yk+p} be a multiset whose elements are z1, . .., 2y,
such that for 1 <1 <k, z; has multiplicity s;.
i) For any z € C¥,

(k+p) - 19! 1
h P (Y1, g2, e = 27 (21,29, ., 2).
T (3/1 Y2 yker) g ((Sz — 1)| 62?—1 7 ) ( 15 %2 k)

i) For any z € C** with pairwise distinct entries, sgkﬂ))(yl, Y2, - - Yk+p) 15 equal to
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Z/f—Q lei‘—3 1 =z pe—tzl
k sl—l 881 215_2 25_3 e ]_ Z;pe_tz2
s;i—1 . N1 det
H N o 5—1%i H (zj — 2i) e : :
i=1 i 1<i<j<k : :
Z/]z—? Zl]z—?) 1 Zk—pe—tzk
(k+p+1)
and s, (Y1,92 -+, Yktp, 0) equals
k—2 k-3 —p—1 —t
z}C z}C R 1(1—6 A1)
k _ -2 -3 —p— —t
sl gsi— si—1 ~14 <2 29 o ozt (1—et®)
H )W ozt Zl H (2 —2) ™" det : : :
=1 z 1<i<j<k . . . ) .
k—2 k-3 —p— _t
2 2 e 1ozt (1— e
iii) For any x € REF, ast — oo,
st(x1,...,25) = 0
and
k
—1
si(z1,...,2x,0) = sz .
i=1

Proof. i) Indeed,

l; + s; —
hq(nker)(yhyQ s Yktp) = Z H < >zilzé2 : "ngk

l1,l2,..,lxz>0 =1
li+lo++lg=r

s;—1
1 o szfl

_H< — 1)1 9z ! Z )hfﬂk)(m,@,---,zk).

ii) The decomposition of s; as a sum of complete symmetric polynomials given in ii) of

Lemma and the identity for h, proved in i) implie that s( stk 1)(y1, Y2, ., Yktp) is equal
to

k+p . r+k+p 1k 1 gsi—1 .
227 (21, .., 2
Z r+l<:+p )El (5i - Dlgzr 1 (1 2

r>0
zf 2 zlf_?’ e 1 le—p
k i—1 asi—1 k-2 k-3 I—p
(—t)" o 1 I T
= > I 11 (si — 1) g5 17 [T (=2 det : : Do
I>k+p—1 = i=1 ¢ $ 0% 1<i<j<k : : : :
zll:—2 2115—3 1 Zli—p

Note that the terms in the above summand are zero for p <1 < k + p — 2. We claim that
they are also zero for 0 <[ < p — 1, so that the formula follows. Indeed, for 0 <1 < p — 1, the
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function derived in the summand is equal to 2\ P15 Prs2 .. z,l;p“’“s((p_l_l)kq’o) (2155 2K),
where s(jx-10)(21, ..., 2) is the Schur function associated to the diagram (%71,0). Recall that
(120!
S(ik— = — H forl<p-1
(% 1’0)(21) 7Zk) ' Z ' PR ence, 1or L < p ,
lgllg...gljgk 1 J
R WY A I—p+
— S — S — S
H Py 2y Py P PR s (i1 yh-10) (215 - 28) (2.14)
i=1 9%
k —1 s1—1 sp—1
asz z 1 ez
= Z <H 5 Si_1> ; ~ kE__ —o. (2.15)
1<i1 <Ky <k \i=1 9% R
The same expansion yields the second formula.
iii) Thanks to the assertion ii), s¢(x1,...,2%) and s;(z1,...,2x,0) — [[F, z; ! are rational
functions in (z,t) multiplied by a polynomial in (e~ ... e7!*) of valuation greater than 1.
This fact yields the two claims. O

Let us make a slight abuse of notation by denoting for any integer i, by Z; 1(z), the element
of C[&,] that is the pseudo-inverse of Z;(z), such that for any partition A F n, p*(Z;(2)7!) is
diagonal in the basis (er)reT; . Let us set for any even integer n,

To(2) = (22)72 > ot Ze(2)  Za(2) ™+ Zn(2) to ! (2.16)
oeG,

and Z,(z) = 0, for any odd n. Set, as well, for any integers n,m,

In,m =z " Z PO (U%[l,m]}/l(z)ilyé(z)il e Ym(z)ilo-il) ) (217)
€6, X6

if n = m, and 0 otherwise. Lemma combined with the Lemma yields, as t — o0,
ps(Znp(=2N)) = ps(Za(—2N)) (2.18)

and

pO(In,m,t(N)) - pO(In,m(N))' (2'19)

Let us now consider the element associated to the Brownian motion on SO(N). We shall
draw our attention to the non-invertible element po(Zx(NN)). Note that whenever k < N — 2 is
such that n — k is even, Tjg41,,€n = 0. Therefore, the Lemmas [2.4.12] and [2.4.6 yield that for

any p # ”_QN, with 2p < n, po(Z}, ,(N)) — 0, and if n = 2p,

POTLN) = (2N) 3= po (o701 = rem) 22N Zu(N) o Zy(N) o) (220)
c€6, ’

Besides, if n — N = 2p, then N?N!po(Z}, ;(N)) equals to

1 1 _
o (St(O, ZNt2y- -+ ZN+2p)ﬁ5N + 8t(ZNy ZN425 -+ IN42p) (1 — N,€N)) TINFLN4+250 -
ceG, ’ :
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Hence, using the notation of Lemma [2.4.9] as ¢ goes to infinity,
po(Tnt(N)) = po (Zn(N) + T4 (N)). (2.21)

Let A € O(N)\ SO(N), note that A®"po(Z,(N)) = po(Z,(N)) and A®"po (T (N)) =
—po(Z],(N)). Therefore, as t goes to infinity,

%(1 + A% po(Znt(N)) = po(Tn(N)). (2.22)

To complete the proof of the formulas, we shall now show that relation (2.12)) holds true
for all integers IV, as well as its analog for the elements Yi(N),...,Y;(IN). We shall prove that
T, (2) = Ip(z) and Zy, 1 (2) = I, m(2), for any z € C. For any finite group K, let us write Pg =
ﬁ > rex k € C[K]. For any partition A = (A1, Az, .. .), let 2\ denote the partition (21,2, . .).
Recall the fact proved in [57] that for any partition p = 2p with one odd component P, Py, = 0.

In the following lemma, we denote by D(&;) the subgroup of Gg; formed by {0 x 0 € G9; : 0 €
S}

Lemma 2.4.14. i) For any integer i > 1,
(X1 4+ Xo+ -+ X9i) Py, = Prinii(1 + Xoi—1) Py,
and
> (a b)Pps;) = Pp(e:)iXiPps:)-

1<a<b<i
or i<a<b<2i

it) Let us assume that G(z) and Zy(2), Za(2), ..., Zap(2) have inverses in C[Syp|. Then

PG(2) Pruay = P!Pray 2o 2y o Ly ()P
Besides, if Q(z) and Y1(2), Ya(2),...,Yp(2) have inverses in C[S,]?, then

PUz) " Pos,) =P Pos,)Yi Yy Y, (2)Pps,)-
iii) For any A+ p, set Ry = [T yea(z +3 =)', Rax = [l jyer(z + 25 — 1),
W(z) =Y Ry, Pax
AFp

and

Wg(z) = Z R/(lPA.
A=p

The rational fonctions W (z)Py, and Wg(z) are respectively pseudo-inverses of G(z)Py, and
Q(z) and

P(=2N)ps (Prs, 25 (—2N) 2 (=2N) -+ Z3, (—2N)Payy, ) = ps(W(=2N)Py,,)

p!N"Ppo (Yfl(N)Yg’l(N) e Yp_l(N)Pp(Gp)) = Po (Wg(N)PD(Gm)
and
PIN"Ppo (PHsz2_1(N)Z4_1(N) s Zg_pl(N)PHzp) = Po(W(N)Py,,).
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Proof. i) Let us write the left-hand side of the first formula as <, p<9;(a b)Py,,. Observe that
the transpositions (2k—1 2k) for 1 < k < i belong to He; and that the other transpositions with
support in {1,...,2i} are conjugated to (2i —2 2i— 1) by an element of Ho;. As Xq+-- -+ Xg; =
Y i<ach<oi(@ ) is in the center of Gy;, we get the first equality conjugating by elements of Ho;
on both sides of the equation. A similar proof with D(&;) in place of Ho; yields the second
formula.

ii) Let us prove this assertion inductively on p. For p = 1, the assertion is equivalent to
27Z9(2)Py, = 2Py,. Recall that 2Z2 = z — 1 + (1 2), so assertion holds true for p = 1. Assume
that it is true for p > 1. Note that as G(z) is invertible in C[&apy2], for any i € {1,...,p + 2},
z + X2;—1 has an inverse. Using that Zsp is in the center of C[Ggp;2], the assumption yields

p
(p + 1)!27p71,PH2p+2Z2_124_1 T Z2_pl+27)7'l2p+2 = (p + 1)PH2p+2 H(Z + XQi—l)ilzile_p1+2,PH2p+2
=1

= PHzp-‘-zG(z)ilp(Z + X2p+1)27122_p1+27)7'l2p+2’
Recall that 2Zs,12(2) = (z = 1)(p+ 1) + X1 + -+ + Xop12. The point i) implies the relation
(P + )Py, (2 + Xop11)Pry, oy = 222p42(2) Py, What is more, thanks to Lemma
Piioy s G(2) 7t = G(2) " Py, .- These two facts yield the formula for p+1. Using that Y, and

Q(z) commute with D(&,), the same proof holds for the second formula.
iii) For any A - p, point ii) implies the following equality of C[Sgp]-valued rational functions

G(2) " PoaPry, = D'z PPy, Zy ' (2) 2, 1 (2) -+ Zap) (2)PoaPryy,

and

Q(2)"'"PaPp(s,) = Pz "Pps,)Y: (2)Y5 H(2) - Y, (2) PaPps,)-

Recall that P, is a projector whose image is included in the kernel of the restriction of po (resp.
ps) to C[Gyp] as I(A) > N (resp., because ps(Pr) = po(Px), L(N) > 2N). Thanks to Lemma
2.4.12| these equalities of rational functions can be evaluated to yield the formulas of point iii).
O

2.5 Expectation of tensors with respect to Brownian motion’s
law

The rest of the paper is devoted to the proof of our main result Theorem

2.5.1 The Casimir element and its representations

Let (G¢)i>0 be a Brownian motion issued from Id on a compact Lie group G that belongs
to one of the classical series O(N),U(N) or Sp(N). For any finite dimensional representation
(V,,p) and any t > 0,

1

LE[p(G1)] = El58a(0)(C0)] = B[ pleg)o(G)] € Bnd(V;)

and
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Ep(Gy)] = exp(5 pleq). (2:23)

Let us recall that the element ¢y is invariant by adjunction, hence p(cy) € Endg(V),). Our aim
here is to give an explicit expression for exp(%cg) as an element of Endg(V,) when (V,, p) is a
tensor power of the fundamental representation. All the following formulas but the last one are
proved in Proposition 2.6 and 2.8 of [34].

Lemma 2.5.1. For any integers n and m, let us write

1— —1
g () =022 S s € Bal2)
2
1<a<b<n
and ot m
A8, (2) = 1" (A8, (2)) — "0 € By (2).

The Casimir elements of the classical groups have the following tensor representations :
pven(can)) = 2p0(AB, (N)),

Py en (Csp(N)) = QPS(ABn(_QN))
and
Py en & Pyom (Cu(N)) = 2PO(ABn,m(N))-

Proof. Let us prove the third equality. Let us choose the orthonormal basis {ﬁ (Ery—Eng), ﬁ (Er+
Er):1<k<l<N}of (u(N),(,-)) and compute the Casimir as an element of the real algebra
U(gln(C)) :

Y (1+i®i)Ey @By + (i®i—1)Ey © By € U(gly(C)).
1<k <N

N | =

Ncu(N) =

Considering pyen ® pyem as a representation of the real envelopping algebra U (gl (C)) implies
that

va®n X pyem (Cu(N)) = (TL + m)NIdV®n+m + 2 Z <CL b) -2 Z (a b)

1<a<n<b<n+m 1<a<b<n+m
a,b<n or a,b>n

1<a<b<n+m

= po ((n + m)N1d3n+m(N) + 2pw( Z Ta,b — Sa,b)) .

Dividing by N yields the result.
Let us check the formula for the symplectic group. Let us define ¢ : My(C) x My (C) —

A -B
Msn(C): (A, B) — B I
B}. Let us choose the basis of sp(/N) formed by the union of the following families :

and recall that sp(N) = {¢(4,B) : A€ u(N),B € Myx(C),'B =

1
2v' N

{L(Ea,b — Eb,av O), L(O, Ea,b - Eb,a)a L(i(Emb + Ebﬂ), 0), L(O, Z'(Ea’b + Eb,a)) 1<a<b< N}
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and

1
V2N

Using this orthogonal basis, the Casimir element of sp(V), viewed as an element of the complex
envelopping algebra U(gly(C)), has the following expression :

{t(iEq,4,0),1(0, Eqq),t(0,iE,4) : 1 <a < N}.

_2Ncsp(N) = — Z Ja,ch7dEa7b ® Ec,d + Z Ea,b @ Eb,a € Z/{(g[N(C))
1<a,b,c,d<2N 1<a,b<2N

Considering pyen as a representation of the algebra U(gly(C)) yields

—2Npyen(Agpn)) =2@N +1Dn+2 > (a b)—(a b,

1<a<b<n
=25 | N +1)n+ > 7ap—Sap | -
1<a<b<n
Dividing by —2N gives the announced formula. O

In the following section, we shall give a reduction of the morphism of multiplication by
Ag,(z) (resp. Ag, ,.(2)) in the algebra B, (z) (resp. By m(2)).

2.5.2 A decomposition of the Brauer algebra

For any subset A of {1,...,n}, let us denote by M 4 the set of partition in M(2n) such that
n+ A is the maximal subset of {n+1...,2n} not connected to {1,...,n}. For any integer p less
than n, let M), be the vector space spanned by Uac(1,....n}:|a|=2pMa and define (P, )o<2p<n the
family of projectors induced by the decomposition B, (z) = @o<ap<n Mp-

Lemma 2.5.2. Let n < m be two integers. Let A C {1,...,n} andm € Ma. For anya #0b ¢ A,
Sab™ € My and 7,pm € Mayfapy- What is more,

(1-z""(n—14)
2

Ag, (2)m = (— + 271 Z Tab — sa,b) T

a<b:a,bg A
and if m € M(n,m),

n+m-—|A _ w
AR, (2)T = <—<2H) +2 Y P (Tep - Sa,b)> .

a<b:a,bgA

Proof. We shall prove the two formulas and leave the first point to the reader. For any k €
{1,...,n},set k' = k+n and let m(k’) € {1,...,2n} denote the two integers such that {¥', = (k")}
is a block of m. For any 1 < k # [ <n, let us compute 73 ;7 taking into account whether kE orl'
are in A and whether they are in the same block of 7 (see figure :

a) If k/, U g A, TJT € MAu{k,l}a
b) if k', I" € Aand I' # w(K'), Toa™ = Spr(1)—nT,
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g

FIGURE 2.4 — Left multiplication of an element of M4 by 7.

c) if ;' ¢ Aand ' = w(K'), T ym = zspm = zm,
d) if € Aand I' € A, Tp T = Sx(jr)y—n T

This relations yield the following identity
z—1)|A
( Z Thl = ST = (2”’ + Z Tab — Z Sap | ™€ Bn(z).
1<k<iI<n 1<a<b<n:a,bgA 1<a<b<n:a,bg¢A

Note that if 7 € M(n,m), transpositions "crossing the wall" appearing in ¢) do not occur if we
consider just elements in B, ,,(z) and

z|A
PO D Thy — sk)T = |2| + > Tab — > Sap | T € Bum(2)-
1<k<i<n 1<a<b<n:a,bgA—n 1<a<b<n:a,bgA—n

The result follows from these two formulas. O

The former decomposition of the Brauer algebras yields explicit formulas for the power of
the elements Ag, (2) and Ag, ., (2) through the following lemma.

Lemma 2.5.3. i) For any r <k, Py, A = Py, A ~=0.
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it) Forr >k, if 2p < n,

(-1 ;
2 Py, Ap, = % — 2%)! > 0l i (Zn—2ks Zn—2k125 - - -+ Zn) Tin—2k 1,00
ce6,
and if k <n orn <m,
ZkPM A% = (_1)T_k Z O—hrfk(ynfky ey Yn—la Yn)’f'[ —k+1 ]J_l.
FoPnme (= k) (m — k)! neEmhn
UGGnXGm
iii) Forr > p, if n = 2p,
D r (_1)7"—}7 -1
z PMpABn = T 0626: Uhr_p(ZQ, Z4, ey Zn)T[l,n]J

and if n =m

P, A, = (1) Y ohe (Y1, Yo, Yo ) T
UEGnXGn

Proof. The first assertion of Lemma implies that for any r > 0, Agn () € Do<r<r My and
the point i) follows. We shall prove points ii) and iii) only for Ag, (z), the same proof applies to
the computation of powers of Ag, . (2). For g1 < q2,...,q2x—1 < g2 distinct non-zero integers
smaller than n, note B = {1,...,n}\{q1, g2, ..., qx} and for r > k, let F.(q1,q2, - .., q2r—-1,92k) €
B, (z) be the element

l() ll . lk—l lk
Z ZBTQLqQZBU{ql,qQ}qum Z{l,,,,,n}\{q2k717q2k}TQZk71:(I2kZ{L,,,J),}’
o)1,k >0
lo+...+lp=r—k

if B # (), and

I b= Ly
Z quvq2Z{q17q2}TQ3,q4 Z{l,...,n}\{qgk_l,qQk}TQQk—la(IQkZ{l,...,n}’
l1,e,l >0
l1+...+lk:T‘fk

otherwise. For r > k, Lemma yields

PPy AR (2) = (1) 7F > (a1, q2,- - -, qor—1, 42k)- (2.24)
91<92,--,92k—1<92k
#{q1,....q21 } =2k

For r > k and 2k < n,

l l lk—1 l
Frp= Z 2 opTn—2k+1,n—2k+22p ok 10 Tn—2k+3.n—2k+4 " Ly Tn—1nZy € M,
lo,l1,-- x>0
lo-‘r...-i-lk:?“—k:
if n = 2k, let
l lk—1 l
F.p= Z T1,229' T34 Ly o Tn—1,n2y -
Iyl >0

ll+...+lk:r—k
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Using these notations, the formula (2.24) implies that

(-1
P T =y F
My =B, = 2k 2k ( n—2k 0626: oErke

Using the fact that if 1 <1 < j < n, 741 commutes with Z; and that the elements (Z;)i1<s<n
commute with each other, allows to reorder the product occuring in the expression of F},,. For
2k < n, it yields

Frk = Tn—okt1n—2k+2 " Tn1,nPr—k(Zn—2k, Zn—2k+2+ - - - » Zn)

and if n = 2k,
F. = T1,2 " 'Tn—l,nhr—k(z% Zyy .., Zn)

)

O]

Proof of Theorem[2.4.7 : Expanding the exponential into power series and using the assertion
ii) of Lemma combined with Lemma imply that for 2k < n,

Puyy, expltAp, (2)] = I7 4(2)
and for k <nor k=nand n < m,
PMk exp[tABn,m (Z)] ZT];: m, t( )

Using iii) of Lemma implies that if n = 2p,

1 _
P]\/[p eXp[tABn(z)] = Y 08¢(0, Za, Zy, . . ., ZQP)T[LQP}U
UEGzp
and for any integer n,
1 . _
P, expltAg, ()] = = Z 051(0,Y1, Y2, ..., Yo )1 0
< UEGnX@n

We can now conclude the proof using formula (2.23) and Lemma [2.5.1] O]



Chapitre 3

Gaussian Master Field on the plane

The purpose of this text is to prove a fluctuation result for the convergence of the unitary
Yang-Mills measure towards the master field on the plane proved in [35]. The limiting object
is a Gaussian field indexed by rectifiable paths on the plane. During the proof, we get that the
Yang-Mills measure converges to all orders in the sense of higher order free probability. These
limits define invariants for k—tuples of loops of finite length that match at the first order the
U(1)-Yang-Mills as the area goes to zero. We give a combinatorial proof of traces fluctuations for
the Brownian motion and a simple expression for the generating function of their covariances.
We give also a combinatorial proof of the Makeenko-Midgal equations for the unitary group.

3.1 Unitary Brownian motion and its large N limits

In this section, we shall lay the corner stone to prove our theorem. We will first study traces
of powers of one single unitary Brownian motion. We will present the results obtained in [5]
and [36] about convergence and fluctuations of these functions as N — oo. We give a different
proof of the fluctuations : we shall prove that the unitary Brownian motion converges to all
orders which implies the Gaussian fluctuations of traces of polynomials in the unitary Brownian
motion. Though, we do not prove the fluctuation for Lipschitz functions proved in [36] but
focus on polynomials. What is more, we give a simple expression for the generating series of
the covariances. One application of this formula is to give easily the behavior of covariances as
t — o0.

3.1.1 Definition and time scale of unitary Brownian motion

For any integer N, we shall write U(N) for the group of unitary matrices of My (C) and
u(N) for its Lie algebra, that is, the set of skew-hermitian matrices. We define a scalar product
(+,+) on u(N) by setting for any X,Y € u(N),

(X,Y) = —NTr(XY).

Let us write (K;);>0 the Brownian motion on the Euclidean space (u(N), (-,,-)), that is, the
Gaussian process such that for any X, Y € u(N),t,s > 0,

E[(X, K;)(Y, K,)] = (X,Y) min(t, 5).

73
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Let us define (Uy)i>0 as the My (C)-valued solution of the following stochastic differential equa-
tion :

1
AUy = UydIsy — Uyt (*)
Uy = 1d.

Recall that ((-)) denotes the matrix of termwise quadratic variations, so that (dK;.dK;) = —dtld
and [t6’s formula yields

d(UU}) = Uy(dK, + dKUF + Up((dKdK]) — dild)U; = 0.

Therefore, the process (Ut)i>o is U(N)-valued. It is called the unitary Brownian motion. For
N =1, this process has the same law as (eiBf)tZO, where (B;)¢>0 is the standard real Brownian
motion. Let us make few remarks on the scaling. Let us write d the metric on U(N) that is
induced by the scalar product (-, ) on u(N). On the one hand, this choice of metric yields that
the diameter of U(N) is d(Id, —Id) = [ ||%/|dt, where v : t € [0,1] + exp(tinldy), that is,
|imId|| = N7. On the other hand, the law of large numbers implies that dim(u(N))~!|K||? =
N~2||K;||? converges, as N — oo, towards ¢. Heuristically, we may infer that, as N — oo, for any
t >0, d(Id, U;) behaves like || K; || and 13-, — C; € (0, 00). With this scaling, the Brownian
motion "has the time to visit'ﬂ U(N) . Besides, the stochastic differential equation does not
depend on N and such an equation makes sense in the context of free stochastic differential
equations (see [5]). What is more, the U(1)-Brownian motion appears with the same scaling in
all U(N)-Brownian motions.

Lemma 3.1.1. For any N € N*, let (U n)¢>0 be a U(N)-Brownian motion. Then, (det(U n))e>0
has the same distribution as (U 1)e>0.

Proof. Observe that for any N € N*, (¢Tr(K}));>0 has the same law as a standard Brownian
motion. It6’s formula yields that

det(Ut)

d (det(Uy)) = det(U,)dTr(K;) — gdet(Ut)dt + (Do (det)1q(dEy, dK)).

What is more,

(Do(detya(dE d)) = 30 (dKe)ss, (4K2),5) — (@A), 0 (K, )) = — oDy
1<i<j<N
Hence,
d (det(U)) = det(U)d (Tr(Ky)) — %det(Ut)dt
and det(Up) = 1. O

1. Note that a good scaling to study the convergence of the distance in total variation dryv between the law
of Brownian motion and the Haar measure, is faster than ours. Let U be a Haar distributed random variable on
U(N). It has been shown in [42] that the function ¢ — drv (Uiiog(n), U) admits a cut-off around the value ¢ = 2.
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3.1.2 All orders limit distribution of the unitary Brownian motion

We will now address the issue of the behavior of traces tr(U}) = N~1Tr(U?) of a U(N)-
valued Brownian motion. Let us denote by ()" )t>0 the family of random measures given by
the empirical law of eigenvalues of U; : if A1,..., Ay € U are the eigenvalues of Uy, u¥ =
% (63, + -+ + 6x ). For any polynomial function P € C[X], note that tr(P(Uy)) = [y P(2) e (dz).

First order limit

The following theorem has been proved in [5] using harmonic analysis on the unitary group.

Theorem 3.1.2. The sequence or random measures (M{V)NZO converges weakly in probability
towards a deterministic measure puy on U, whose moments are given as follows :

n 7"—tn_1 (_t)k k—1 n
”t’”:/ruz pe(dz) = ez Y pmnt T )

k=0

This result has been proved in another way in [34]. We shall follow this approach in our
study. Let us recall the arguments of this proof. For any permutation ¢ € &,,, denote by #o
the number of cycles of 0. Define a D(0, 1)-valued function f, on U(N) by setting

fo(U) = N~#Tr (sU®") , U € U(N),
and for any ¢ > 0, set
@1 (@) = Elfo(Un)]-
This family of functions satisfies the following differential system (see [34] or Lemma [3.1.4)).

Lemma 3.1.3. For any permutation o € &,

d mn (i §)—Ho— ..
—o(0) = =5 (o) = > NFUEDH1oN(6(i ),
dt 2 oy

1<i<j<n

@0 (0) = 1.

Therefore, the solution of this differential system is a power series in % and converges, as

N — oo, to a function ;. It is easy to check that the function ¢y is central and multiplicative,
that is, for any o € G,,, with a; cycles of length £k,

n
pi(0) = T wel(1--- k).
k=1
One may further show using Lemma that for any n € N*, there exists a constant C,, > 0,
such that

2
IE [(/Uz”dufv(dz) —E[/Uzndut(dz)]> ] = eN((1n) x (1--n)) — oM ((1---n))?| < %

2. We mean here that for any continuous function f, the sequence of random variables ( f fdud ) N>1 converges
in probability to the constant f fdus.



76

In the same way, using Lemmabelow, one may prove the same bound for var( f; 2"dud (dz)).
Let us set it = ¢((1---n)). It follows that the sequence of random variables ([ 2"dul’ (2))n>0
converges towards the deterministic sequence (p¢n)n>0. The sequence (put)n>0 is therefore the
sequence of moments of a measure p; on the unit circle and the measure ¥ converges weakly
in probability, as N — oo, towards p;. Let us explicit this one parameter family of measures.
Applying the previous lemma for a one-cycle yields the following differential system :

d

n—1
n n
- - _ _ = E . 3.1
dtlut,n 2Mt,n 9 Z Mt kMt n—k ( )

Let us rewrite these relations in terms of a generating function. Set
nt
Li(z) = Z et n2".
n>1

The equation (3.1)) implies that (L:(z)):>0 satisfies the partial differential equation

8,5[/,5(2’) = —th(z)ath(z), (32)

with initial condition Lo(z) = 1% . Note that for any ¢t > 0, L; admits an inverse under compo-

sition on a neighbourhood of zero. Denote this family of functions by (fi(z))¢>0. It satisfies the
ordinary differential equation

A fi(z) = 2fi(2), (3.3)
with initial condition fy(2) = 5. Hence,
_ < tz
filz) = 142

The coefficient of the power series L;(z) can now be obtained using Lagrange inversion formula :

tn 1 -1 -n 1 -1 1 n_ —ntz
Mo = = [ fule) 7 =~ e
so that we get the expression given in Theorem The starting point of our approach was
the differential equation of Lemma [3.1.3] Let us give a slight generalization of this Lemma.
We will use a larger class of functions. We shall indeed consider not only traces of unitary
Brownian motions but also any products of their entries and their complex conjugate. We need to
introduce the operators that play the role of permutations on the right-hand-side of Lemma [3.1.3]
together with operators that appear whenever we consider functions on My (C) that are neither
holomorphic nor antiholomorphic. For any integer n, we consider the action of the symmetric
group &, on (CV)®" given by permutation of tensors. For any pair of distinct integers i,j €
{1,...,n}, we denote by (i j) the endomorphism of (CV)®" which acts like the endomorphism
>1<rs<N Ers @ Ey s on the ith and jth tensors and trivially on the others.

Lemma 3.1.4. Let U; be a Brownian motion on U(N). For any positive integers a,b, which
add up to n, the following differential equation holds :

d — 4 0 =ab [n 1 . 1 .
SEUP 0T = -EU U (5+5 > ()-5 X )

dt i<j<a or a<i<j 1<a<j
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For any permutation o € &, ¢;(0) = N~#7Tr(¢E[U"]) and the Lemma, reduces to
this more general one.
Proof. We shall use the stochastic differential equation @ and apply It6 formula. First, writing
the u(N)-valued Brownian motion (K3);>¢ as a sum of independent real standard Brownian
motions yields that

1 1
(dK; @ dK) = —— Y Eps® Egpdt = —(12)dt € End((CY)®?)
7 7 N
1<r,s<N
and

__ 1 1
(K @dK) = — Y. Eps® By, = (12t

1<r,s<N
We can now use the Itd formula to get that the variational-bounded part of the variation
of the semi-martingales Ugm and U; ® U; are respectively Uy ® Up.(—dt + (dK; ® dK))) =
—UP?(1+ (1 2))dt and Uy @ Uy (—dt+ (dK:@dK+)) = —Up@Uy(1— 4 (1 2))dt. The same analysis

yields that the variational-bounded part of the variation of the semi-martingale U®* ® Ufg v s

UP%U?"(—Z—}V > <z‘j>+]1VZ<M>>dt~

1<j<a, or a<i<j i<a<j

All orders limits and fluctuations around the first order limit

The convergence of the above paragraph can be considered as a law of large numbers for
the eigenvalues of a unitary Brownian motion. We want now to investigate an analog of the
central limit theorem. Nonetheless, in view oflﬂ the bounds var(f;; 2") = O(N~?), a good scaling
to study the fluctuation of the convergence of the last paragraph is not v N (uY — pt). We shall
instead study the random signed measure

¢iv =N (/‘i\fn - Nt,n) .

To that purpose, we will follow the same strategy as above and consider the random variables
Te(U") — N [ 2" ui(dz). We will see in the following that the use of cumulants naturally fits to
the approach we have followed in the first paragraph. We shall indeed extend the function on
a set of permutations paired with partitions and show that it satisfies a differential equation
analog to the one of Lemma Let us denote by P, the set of partition of {1,...,n} and
by < the order on P, induced by inclusion. The maximal (resp. minimal) element of P, is
{{1,...,n}} (resp. {{1},{2},...,{n}}) and is denoted by 1,, (resp. 0,). If = and p belong to P,
we denote the smallest (resp. greatest) partition greater (resp. smaller) than 7 and p by V (resp.
A). For any subset B C {1,...,n}, we denote the smallest partition including B by 15. For any
partition 7, if 7 < 1p, we denote by 7 the partition of B induced by 7. For any permutation
o, let m, € P, be the partition whose elements are orbits of the action of o on {1,...,n}.

3. Due to the repulsion between eigenvalues and to the rigidity of their configuration, one may prove for the
Gaussian Unitary Ensemble (see [54] [21]) that the normalization is not the one of a usual central limit theorem
for random i.i.d random sequences but the one that we will use here. To observe convergence of the empirical
measure of eigenvalues and the fluctuations about its limit, the scaling is the same for the unitary Brownian
motion (U;)¢>o or for its driving noise (K¢)¢>o0.
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Definition 3.1.5. For any partition © of {1,...,n} and any permutation o € &, the couple
(o,m) is called a partial permutation of {1,...,n} if 7, < w. We denote the set of partial
permutations of {1,...,n} by P&,

Let us endow C[P&,,] with a structure of an algebra by setting for any (o, 7), (8,v) € P&y,
(0, m).(8,) = (8,7 V v)

and extending this multiplication of monoid bilinearly. Let us extend the function ¢; to PS.
Recall that for any probability space (€2, B, P), the sequence of cumulant functions is the unique
sequence (ky,)p>1 of symmetric functions on L (2, B, P) satisfying for any partition V € P, and
any complex-valued bounded random variables X1,..., X,,

I EXiXy---Xil= > ][ k#s(XiicB).
{il,...,ik}ev W<V Bew

For example, k2(X1, X2) = E[X1X3] — E[X;]|E[X3] and

k3(X1, Xo, X3) =E[X1 X2 X3] — E[X1 Xo]E[X3] — E[XoX3]E[X1]

For any partition V € Py, set

Ey[X1--- X, = [ E[]] Xi]

BeYy ieB

and
ky(X1,...,Xn) = ] k8(Xs.i € B).
Bey
We will also need to use relative cumulants. The relative cumulant functions (kyw)y<y is the
unique sequence of functions on L (€2, B, P) indexed by ordered pair of partitions satisfying for
any pair of partitions V < U of {1,...,n},

Eu[X1---Xol= > ][ *vpas(Xisi € B).
V<W<U Bew

For any pair of partitions ¥V < W, let Wy, be the partition of V induced by W. Then,

kV,W(Xb .. .,Xn) = kWV(H XZ',B S V)
i€EB
For example,
k:l{m},ls(Xl,Xg, X3) = E[ X1 X0 X3] — E[X; Xh]E[X3].

Note that cumulants and relative cumulants functions are multilinear and we will use the same
notations for End((C™)®")-valued random variables. For example, if A, B are two random ma-
trices,

ky(A® B) = E[A® B] — E[A] @ E[B].
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Lemma 3.1.6. If Ay,..., A, aren random matrices in My (C), then for any partial permutation
(0,V) € PGS, and W >V,

TI‘(UkZV,W(Al QAR ® An)) = H k#V‘B(Tr(U|C ®Az), C e V\B)
Bew ieC

Proof. Fix a partial permutation (o,V) € PS,,. For any W >V, denote by W' the partition Wy.
The mapping W +— W' defines a bijection between partition larger than V and partitions of V.
For any partition u of V, denotes by fi the partition of P, such that i’ = u. For any partition
wof V, set

ky = Tr(oka(A1 ® -+ Ay)).

Then, k, = [Ipes Tr <J|Bk#3(®i63 AZ)) and for any partition v of V,
E,[Tr(o5 ® Ai),Ben]=E;[Tr(cA1 ® - ® Ay)]
i€eB

= Z Tr(O'kw(Al(X)"'@An)):Z]%u'

V<w<v u<lv

For any partial permutation (o, 7) € P&, set
goiv(o, m) = NZ(#ﬂil)k#ﬂ(ffﬂBv Bem)= N2y (Ukmln(Utéan)) )

For example, for any permutation o € &,,,

#i (0,1n) = o1 (o)

and if o has m cycles of length I1,..., 1,

or (0,7m5) = NV (fi, (Uh), - fi, (Ur))-

The choice of normalization is hintedlﬂ by the case of partial permutations with at most two
blocks, in which the normalization matches the scaling of the first order and of the fluctuations.
It is also motivated by the two following lemmas. For any w € P,, let us denote by ~, the
equivalence relation on {1,...,n} induced by .

Lemma 3.1.7. For any partial permutation (o,m) € PS,, and any partition W € P,, such that
T<W,

n (=)™ . .
e2tkﬂ,W(Ui§n) = Z N Z (Zl ]1)”'(Zm ]m)'
’I’LZD : i1<j17---,im<jm
Ly g3V Viin, gny VA=W

What is more,

d n n n 1 . n
—hew(UF") = =Shew(UP") = = 30 (i keva, y w(UE").
1<i<j<n
i~y

ke w(US™) = 0pwld.

4. The same quantity are introduced in [I1] to study fluctuations of traces for Wigner and Wishart matrices.
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Proof. Let us denote by Sy, (7, W) the element of C[&,,] appearing in the right-hand-side of the
first formula, that is,

11 <J1yeeeytm <Jm
1{i1¢j1}vm\/1{in,jn}\/ﬂ—zw

If the sequence i1 < ji,...,%m < jm contributes to the above sum, then for any k, iy and ji
belong to the same block of W. Therefore, if W = {Bjy, ..., By} and my, ..., m; € N*, the family
{Sm,(mB;, 1B,),7 € {1...,k}} is commutative and Sy, (7, W) satisfies

m
Sy (m, W) = > ( ) 11 Smi (75, 18,)- (3.4)
mi,...,mp >0 my ma - =1
mi+...+mr=m

The use of Lemma [3.1.4] yields that for any partitions m,V € P, such that 7 <V,

U = espl—t(5 + > ()]

1<i<j<n
i"‘vj
_nt
2 Z mm' Z S (T, W).
m>0 T<WLY

The factorization equation (3.4) implies that

U®n _ Z H ( \B\t Z ](V_i’)r:llsm(’]qB,lB))

T<WV BeWw m2>0

and the first equation of the Lemma follows. The relations

Sm+1(7raW) = Z (2 ])Sm(ﬂ— \ {i,j},W),

ironj
for any m > 1, yields the announced differential equation. O

Let us give to this another form to Lemma which is an analog of Proposition 2.4. of
[34]. Let (0t)¢>0 be the simple random walk on the Cayley graph of the symmetric group &,
spanned by all transpositions, with right multiplication occuring at a time of a Poisson process
of r