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Resune

Les conceptionsécentes de turbomachines ont tendaaésoluer vers des liaisons
entreétages de plus en plus souples et des niveaux d’amortissement faibles, donnant lieu
a des configurationsuoles modes sont susceptibles déganter des niveaux de cou-
plages inteetages forts. Enéyeéral, les ensembles disques aubes na@tliges n’ont au-
cune propte de syrétrie cycligue d’ensemble et I'analyse doit porter sur un éed
de la structure compte donnant liea des calculs &s cditeux. Pour palier ce prodine,
une nethode ecente appék synétrie cyclique multietages peldtre utilie pour eduire
le cait des calculs des rotors compsde plusieurétages, rame lorsque leétages ont
un nombre diférent de secteurs. Cette approche profite de l&sy@arcyclique inerentea
chaqueetage et utilise une hypatke spcifique qui abouti& des sous-probines écoupés
pour chaque ordre de Fourier spatial. Lathodologie propd=e visea étudier I'effet des
incertitudes sur le comportement dynamique des rotors en utilisant I'approche égisym
cycligue multi€tages et I'expansion en Chaos Polynomial. Les incertitudes pela@mnilér
de l'usure des aubes, des changements deé@matpe ou des télances de fabrication.
En premere approche, seules les incertitudes provenant de l'usure uniforme de I'en-
semble des aubes soatudies. Celles-ci peuverdtre mo@lisees en consi&rant une
variation globale des progtes du magriau de 'ensemble des aubes detage particu-
lier. Lapproche de systrie cyclique multietages peut alomstre utilie car I'hypotiese
de secteurs identiques est respect_a positivie des matrices @htoires conceges est
assuee par l'utilisation d’'une loi gammaés adapea la physique du probme impli-
guant le choix des polygmes de Laguerre comme base pour le chaos polynomial. Dans
un premier temps des exemples rariques reg@sentatifs de diéfrents types de turbo-
machines sont introduits dans le buédaluer la robustesse de l&ethode de sygtrie
cyclique multiétages. Ensuite, leésultats de I'analyse modaletatoire et de lagponse
aleatoire obtenus par le chaos polynomial sont esidar comparaison avec des simula-
tions de Monte-Carlo. En plus dessultats classiquement renc@sipour les quences
et reponses forees, les incertitudes congi@es mettent egvidence des variations sur
les ceformees modales quévoluent entre difrentes familles de modes dans les zones
de forte densé modale. Ces variations erimant des modifications sensibles sur la dy-
namique globale de la structure an&gset doivengtre consiérees dans le cadre des
conceptions robustes.
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Abstract

Recent designs in turbomachinery tend to have more flexible inter-stage rims and to
be more lightly damped, resulting in configurations where modes might not be confined
to only one stage. In general, multi-stage rotors have no particular axial symmetry pro-
perty and the computationally costly analysis of the whole structure becomes mandatory.
However, a multi-stage cyclic symmetry approach can be used for reducing the cost of
modeling rotors composed of several stages even when the stages have different numbers
of sectors. This approach takes advantage of the inherent cyclic symmetry of each stage
and uses a specific assumption that results in decoupled subproblems for each spatial
Fourier harmonic. The methodology proposed in this work allows including uncertainties
in the analysis of multi-stage rotors using the multi-stage cyclic symmetry approach and
the Polynomial Chaos Expansion. Uncertainties in rotors may arise from in-use wear of
blades, temperature changes or manufacturing tolerances. As a first approach, only uncer-
tainties arising from uniform in-use wear of the set of blades are included. These may be
modeled by considering a global variation of the material properties of the set of blades of
a particular stage. The multi-stage cyclic symmetry approach can then be used since the
underlying assumption of identical sectors is respected. The positiveness of the random
matrices involved is reached by using gamma-distributed random variables which imply
the use of Laguerre’s polynomials as basis for the polynomial chaos. Numerical examples
representative of various types of turbomachinery are introduced in order to assess the ro-
bustness of the method of multi-stage cyclic symmetry. Uncertainties results for the free
and forced response analyses obtained by the polynomial chaos are validated by compari-
son with Monte Carlo simulations. The considered uncertainties induce variations on the
mode shapes that evolve between different families of modes in areas of high modal den-
sity. These variations result in significant changes in the global dynamics of the structure
and must be considered in the context of robust designs.

KEYWORDS: bladed disc dynamics, multi-stage cyclic symmetry, stochastic modal
analysis, polynomial chaos expansion
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Introduction

0.1 Contexte gneral

Les travaux pesenés concernent la métisation du comportement dynamique des
rotors typiquement rencoi@s dans les turbomachines avec prise en compte et analyse
de I'effet des incertitudes. Ces rotors, aussi bien dans les turbines que dans les compres-
seurs, sont compés d’'un ensemble dtages mors sur un arbre commun foa®s par
des aubages mobiles et inteksmbvec des aubages fixdésslau stator. Les roues aubag
mobiles d’'unétage sont consti@es d’aubes moaes sur un disque ou sontégralement
usirées dans la masse sur certaines configuratésentes.

La dynamique de ces structures est habituellereemtéea partir de deux approches
découpékes : I'approche en dynamique des rotors et I'approche en dynamique des en-
sembles auks. La dynamique des rotors sénésse au comportement de I'arbre et utilise
des masses et des inerties ponctuelles pourelisad les disques. Les analyses de type
disques aués quant elles s’inéressena la flexibilite des aubages mais supposent que
I'arbre reste rigide.

L'approche en dynamique des rotors rabse gréeralement I'arbrea l'aide de la
théorie des poutres et condaitdes modles compacts bien adégt la prise en compte
de supports asyatriques et des effets de rotation [1]. Une description axéyique
avec une expansion de Fourier depthcement circogfentiel du rotor permet une
mocklisation plus fine [2]. Cependant, cette approche ne donneedeliats intressants
gue pour les castole nombre d’aubes est important et ésele Elicate de mise en
oeuvre.

Les disques awés ont un comportement dynamiquesiriche dont la maglisation
fait 'objet de nombreusestudes [3, 4]. Chaque disque est souvent @liegl comme un
systme isok. Cette simplification permet la mise en place de techniquesdietion ef-
ficaces qui rendent possible I'utilisation de neteséléments finis 3D fins. En particulier,

Cette these est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0057 /these.pdf
© [B. Segui Vasquez], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



Introduction

I étage isa@ peutétre vu commeetant compaos d’'un ensemble de secteurs identiques.
Cette caradristique, appé&le synétrie cyclique, permet la pdiction du comportement
de I'etagea partir de la disd@tisation d’'un seul secteur eecbmposant le@placement
circonferentiel sur une base de Fourier deter[5, 6].

Ces approchesttoupées ont un champ d’application large mais il est claire que leurs
hypotheses de base imposent des limites. En particulier les approebespkes ne per-
mettent pas de m@liser de margire satisfaisante les interactions dynamiques possibles
entre I'arbre et les roues ou entre les &liéintsetages de disques aas

Sur un autre plan, la prise en compte des incertitudes est reconnue aujourd’hui
comme urélement important dans le processus de conception densgstgécaniques.

Les incertitudes dans les rotors de turbomachines peuvent provenir desésgsotle
mocklisation ou d’une raconnaissance de certains pagtmes du modle.

Dans les ensembles disque-aubes chaque aube est se@ios identique. En
realite il existe des variations dans les caeagistiques structurales qui sont lesultat
des tokrances de fabrication, de I'usure ou d’autres facteurs. Ces variationséeppel
désaccordage, sontéwitables et ref@sentent une des sources d’incertitude dont I'effet
peutétre important [7].

0.1.1 Reduction des moeles

Les probématiques envis@gs sont complexes et les nédes €lements finis
nécessaires sontgeralement fins, ce qui a particetement motieé le ceveloppement
de technigues detduction. Les preneres néthodologies prop@es ontete bages sur
la syntlese modal (CMS) de type Craig et Chang [8] en camrsidt le disque et chaque
aube comme sous structure [9, 10]. Destimodologies CMS hybrides ont ensuéte
dévelopgees, soit en combinant les modes d’aube eneastia base et lesédormees
de l'aube induites par la vibration du disque [11-13], soit en supposant un mouve-
ment de corps rigide l'interface disque-aubes [14]. Dans le but de mieux @lisdr
la cinematique aux interfaces disque-aubes, Bladh et al. [15, 16] proposent d'utiliser une
méthode de CMS de type Craig-Bampton [17] asseai une une condensation modale
a posteriori des degs de liber (ddl) aux interfaces. Tran et al [18] et Moyroud et al.
[19] utilisent comme composants de base lesediffits secteurs (I'aube plus la partie de
disque correspondant).

Yang et Griffin [20] montrent que les modes du g&yse accoréd forment une s
bonne base pour regsenter les modesgdaccorés et proposent d’utiliser uneéthode
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base sur uneaduction modal classique. Avec cettétimodologie, appékSubset of No-
minal ModegSNM), le cesaccordage est introduit par I'integdiaire des caragtistiques
des matrices des aubes ensuite pegsten base modale. Feiner et Griffin [21] pro-
posent une simplification de la SNM adaptau cas @tude d’une seule famille de modes
d’aubes.

Une approche bae sur la relation entreeponse accoék et @saccorée est pro-
pofe par Petrov et al. [22] qui introduisent lesd&ccordagea I'aide de masses, ressorts
et amortisseurs ponctuels attésh quelques ddl des aubes. Lim et al. [23] proposent une
méthodologie qui utilise uneeduction similairea la SNM et moélise le &saccordaga
I'aide des modes de I'aube enc&sta la base. Dans cetteéatihodologie, appéke Com-
ponent Mode Synthegi€EMM), le desaccordage est pragesur le modle eduita I'aide
de facteurs de participation qui relient les modes des aubes aux modes eluesysi-
corce. Cette marire de prise en compte déshccordage est une extension de &thode
dévelopgee par Bladh el al. [13].

Les nmethodologies deaduction de mogles disque-aubegceents permettent d’obte-
nir de manere efficace des regsentations compactes qui conservent une gragwsion
par rapport aux magles initiaux. Ceci ouvre la possibéitd’effectuer de€tudes pro-
babilistes efficaces. En revanche, I'hypedk détages dynamiquement iggllimite les
capaciés d’analyse de sy@mnes eels. D’'autre pnonenes ne sont classiquement pas
pris en compte dans les approches classiques comme le coupglagyrsamique, les
non-linéari€s structurales et les effets de rotation.

0.1.2 Mocklisation de rotors multi-etages

Le couplage entre les vibrations de I'arbre et desedéhtétages auls est mainte-
nant bien mis erévidence dans la liérature, en particulier le couplage entre la torsion
de I'arbre et la flexion des aubes [24-28]. Ces travaux illustrent la richesse du comporte-
ment dynamique d’ensembdepartir dequations de mouveme@tablies analytiquement.
Pour les pedictions de &ponse de structuregelles il convient d'utiliser des metes
elements finis permettant de prendre en compte tous les couplages possibles entre les
differents composants. Linfluence de la flexilglide I'arbre sur la dynamique global
de la structure arbre-disques @stest monée par Jacquet-Richardet et al. [29]aide
d’une discétisationélements finis 3D de I'ensemble. Ce#itude suppose une sg@tnie
cycligue d’ensemble et prend en compte tous les effets de rotation. Chatelet et al. [30] uti-
lisent cette nethodologie pouetudier la dynamique d’'une structure en rotation corepos
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de plusieurgetages auds monés sur un arbre flexible dans un cas particuliecchaque
étage a le rame nombre d'aubes. Le recalage de elegour un arbre avec un disque
auke mocklisé en synétrie cyclique est propée par Irwanto et al. [31].

Le couplage dynamique entre degbtages auks adjacents estudé par Bladh et al.
[32] a I'aide de modlesélements finis san€duction. lls confirment que lesédictions
de eponses obtenues pour les ensembles ratdties peuverdétre tes differentes des
prédictions obtenues sur lésages isds. lIs montrenégalement que I'analyse d’un seul
étage avec des conditions limites supmmEs repgsentatives I'interface interétages ne
permet @réralement pas de méliser correctement la dynamique de I'ensemble. Rzad-
kowski et Sokolowski [33] utilisent un madke élements finis san€duction avec prise en
compte des effets de rotation paetudier le couplage entre I'arbre et deetages aubs.
lls montrent que la prise en compte de la flexibilite I'arbre peut modifier significati-
vement les fequences doraes par les analyses detages is@s. Une ndthodologie per-
mettant le couplage d’un arbre n&$e par de€lements 1D et des metks disque-aubes
3D réduits par CMS est propes dans [34, 35]. Cette@thodologie permet de mettre en
evidence les couplages entre I'arbre et les disques mais estdipdr I'hypotese de
couplage rigide.

De manere ¢grérale, les conceptiongcentes de turbomachines ont tendaaedier
vers des liaisons intégtages plus flexibles entreant I'apparition de modes globaux qui
ne sont pas confasa un seuletage. Les interactions entre modes de plusiétages
et leurs effets sur laéponse restent encore mal iniaés. Les modlisations globales
présentent plusieurs challenges. D’une part,deqalicitt spatiale est brie dans le cas
multi-etages car enagéral le nombre d’aubes est difent sur chaquetage. Le prol@me
ne peut plusetre cecoupé comme dans le cas de s§tnie cyclique classique et les
mockles de la structure congik s'imposent thoriguement. Ceci implique des efforts
de calculs souvent prohibitifs. D’autre part, I'integpation et le classement des modes
sont plus difficilesa partir de calculs effecés sur la structure conige.

Plusieurs éries de travaux écents ont eu pour objectif leédeloppement de
méthodologies permettant la melisation Ealiste et efficace des structures melges.
Parmi ceux-ci certains utilisent comme point dgdrt des rethodologies freedemment
dévelopgees pour les sysimes disque-aubes. Bladh et al. [36] ont addptnethode
présenge dans [15] pour obtenir explicitement les ddl aux interfaces &ttages permet-
tant ainsi de coupler les mekks Eduits de plusieurstages. Deéquations ciamatiques
(MPC) permettent d’assurer la compatil@lde mouvemer# l'interface interétages dans
le cas de maillagesléements finis non dacidents. lls obtiennent une bonn&gision par
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rapport aux moéles initiaux mais laé@duction est pnali€e par le nombrélewe de ddla
retenir aux interfaces.

Song et al. [37] proposent une CMS de type Craig-Bampton dont les composants sont
lesétages. Les ddl aux interfaces infdages apparaissent explicitement dans la formula-
tion et le couplage destages est simplemer#ali€ par assemblage des composants. lls
proposent de projeter le mouvemaeritinterface entre deug&tages sur une base commune
définie a I'aide d’'une &rie de Fourier troncge. Le nombre de termes de Fourier est Emit
par le nombre d&léments pesentsa I'interface dans la direction circaerfentielle. Cette
méthodologie est utilise par les rames auteurs pour le pr@ohe inverse d’identification
de paramatres [38] et pour la&ection des éfauts [39].

Une approche qui est en rupture par rapport ag@thmdologies de synéise modale
classique est introduite par Laxalde et al. [40, 41]. Il s’agit d’'une extension dettzoate
de synetrie cyclique classiquement utidie dans le cas dé&tages is@s. En effet, dans
le cas multietages la eriodicite spatiale est brée du fait que chaguetage a un nombre
different de secteurs erghant ainsi le @icouplage du probme par ordres de Fourier. La
méthode propdse, appde syngétrie cycligue multietages, consiste mockliser un sec-
teur parétage avec des conditions aux limites cycliques @nserver seulement certains
couplages entre les ordres de Fourier desdifitsétages. Ceci introduit une approxi-
mation car I'influence des autres couplages ésflipée. Neanmoins, cette athodologie
présente plusieurs iatets pratiques ass@s au @couplage du probme en ordres de
Fourier et permet d’obtenir une bonneepision par rapport aux calculs complets avec
des Eductions tés importantes en ébde calcul. Sterndlss et al. [42, 43] irigrent les
modes calcus en syratrie cyclique multietages dans une approche de CMS qui utilise
les secteurs de chagétage comme composants. Ills proposentéthiire le prokdme
dans une base modale fagmpar : a.- un ensemble de modes issus du calcul eatggm
cycligue multiétages, b.-un ensemble de modes propres des seatatesfaces fixes.
Un processus é@ratif de type Gram-Schmidt dditre utili$e pour obtenir une base ortho-
norméea partir de ces ensembles des modes.

Une reduction modale du sy&ine multiétages est introduite par Sinha [44] pour des
syskmes masse-ressort et Bhartiya et Sinha [45] pour dele®elements finis. lls
proposent de projeter les matrices du éyst complet dans une base modale corepos
de : a.-un ensemble de modes de chagiage avec interface intétages libre, b.-un
ensemble de modes de chadage avec interface intétages encagte. Les modes qui
composent la base peuveite obtenus par des calculs en &frie cyclique pour chaque
étage. En revanche, les manipulations des matrices assesrie la structure congté
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peuvent s’agrer encombrantes pour les nébeseélements finis de taille importante.

Certainesetudes prennent en compte les effets égatcordage dans les ®yses
mutli-étagesa I'aide de simulations de type Monte-Carlo (MC). Laxalde et Pierre [46] in-
troduisent uneéduction multi-niveau b&e sur la syratrie cyclique multietages. lls pro-
posent la projection des diffents sous-probimes assoes aux ordres de Fourier multi-
étages dans leur base modale propre. Les pnoés$ eduits en coordor@es modales sont
rassemliéts dans le but de pouvoir introduire dasaiccordage par lagthode de projec-
tion CMM. D’'Souza et Epureanu [47] adaptent |&timode @velopge par Song et al.
[37] pour introduire du @saccordagégalement par CMM. Bhartiya et Sinha [44] ont
etude le cesaccordage&pnetrique en combinant I'analyse par domaine modal medifi
(MMDA) [48] et la reduction modal multetages introduite dans [44]. La MMDA est
une nethodologie de synétse modale qui utilise les modes du sysé accord avec des
variations appligées sur les caraatistiques gonetriques des aubes consiées impor-
tantesa partir d’'une analyse pparatoire. Rzadkowski et Drewczynski [49] comsiht
un mockle élements finis de 8tages disque-aubes et montreavblution des fequences
entre le cas accoedet cesaccoré.

Des extensionsécentes aux Bthodes multétages onéte propoges permettant la
mocklisation des effets de rotation [50], les norélmies dues au contact frottant [51]
ou la pésence d’'un aubage fiseyb2] ainsi que les effets diedalignement des disques
[53].

0.1.3 Methodes probabilistes en dynamique des structures

La prise en compte de mame quantitative des incertitudes sur les chargements ou
sur les caraétristiques structurales devient de plus en plus importante pour les ana-
lyses dynamiques. Le but principal de cetteide est d’analyser les effets des incerti-
tudes de caraetistiques des aubes sur la dynamique globale des ensemble&tagés.

Les incertitudes auxquelles on s@émesse sont ma@lisees par des variations sur les ca-
racéristiques matriaux de I'ensemble des aubes de chagage. Une usure uniforme
de I'ensemble des aubes ou des camastiques du mogle mal matrisees (amortisse-
ment @&rodynamique, effets thermiques, etc ) peurega 'origine de ses incertitudes.

Il s’agit de trouver des &thodologies efficaces permettant la prise en compte de I'effet
des incertitudes sur leséfquences et modes propres ainsi que suggamse dynamique.

En gereral, pour les rathodes existantes, la taille du prefle éterministe assogiet

le nombre de paraétres incertains congtes ont une influence majeure sur lditdu
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calcul et conditionnent directement leur applicabiliMéme pour des sysies lirgaires
la réponse sera&berement ou magleément non-ligaire par rappo l'incertitude sur les
parangtres structuraux. Ceci implique des restrictiémglentes aux @thodes ba&es sur
des approximations leaires de variation.

Les nethodes discées ici sont les @thodes de Monte-Carlo, lesathodes de per-
turbation, les rathodes spectrales et I'approche par matricestalres.

Les nethodes de Monte-Carlo (MC) [54, 55] sont souvent @és en ingnierie
car elle permettent une analyse renque directe sans complexification par rapport
au probéme cterministe. De plus la taille du praishe augmente beaucoup moins
avec le nombre de variableséatoires qu’avec les @hodes analytiques et les non-
linéari€és structurales peuveatre consiérées directement. Dans un cadre probabiliste
les methodes de MC permettent I&mgration deschantillonsa partir d’'une distribu-
tion probabiliste et la propagation se fait via le reteldans le but d’obtenir la variabi-
lité de la eponse par estimations de ses moments statistiques (typiquement la moyenne
et I'écart-type). Les incertitudes doive@tre repesenées par des variableséaltoires
et deséchantillons inépendants sont obtenus facilemaritaide de g@rérateurs de va-
riables agatoires disponibles. Pour chageehantillon le sygtme dynamique ass@cest
compktement étermiré et la néthode consiste tout simplementie ©soudre pour un
nombre important @&chantillons. Des calculs purement &bgiques sur I'ensemble des
réalisations, pour laéponse ou toute autre sortie, permettent d’obtenir les statistiques
assockesa leur variabilie. En revanche, des moments statistiques exacts sont obtenus
seulement pour un nombre infini déalisations. Une des caradstiques communa
toutes les rathodes de Monte-Carlo est qu’elles demandent un nondseénportant de
réealisations et ont un taux de convergence faible. Desepitres de type expansion de
Neumann [56] ont pour but déduire le cat de calcul en profitant du fait que les so-
lutions akatoires ne sont pasegéloigrées de la solutioné&terministe. La teorie des
valeurs extémes ate utilisee par Castanier et Pierre [12] poéduire significativement
le nombre deé&alisations de MC &cessaires pour estimer la distribution du maximum de
reponse d’'un systme disque aubes.

Les nethodes de perturbationes €pandues pour les analysedatministes, onkte
utilisées tés Bt dans le éveloppement desléments finis stochastiques [57, 58]. Elles
sont bages sur un @veloppement enésie de Taylor des quardis akatoires sur une
base de variables&dtoires de moyenne nulle. Pougtlide de la variabile en analyse
modale des sy8mes lirgaires, les matrices structurales aussi bien que éepiénces et
les modes sont repsengs par un @veloppement enésie de Taylor. Le calcul des mo-
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ments statistiques assésiaux @veloppements de premier ordrecessite Bvaluation

des cerivees partielles des valeurs propres et des vecteurs propres. Des techniques on
ete propoges pour permettredbaluation efficace desedvées partielles des vecteurs
propresa partir d’'une base modale trorpiet pour a@liorer I'efficaci€ globale et la
précision des rathodes de perturbation [59, 60]eAhmoins, les calculs des termes de
perturbation au daldu premier ordre restenes caiteux ce qui limite I'application de

ces nethodes aux cas deg#rfaibles niveaux d’incertitudes. Sinha et Chen [61] ont &tilis

un developpement eresie de Taylor pour calculer le maximum dgonse d’un ensemble
disque aubes. Lalanne [62] introduit unétimodologie de perturbation pour les struc-
turesa synetrie cycliqgue qui permet le calcul des facteurs d’amplification dépemnse

en pesence d’incertitudes. Des expressions analytiques de la @elesfirobabilé de
I'amplitude de eponse pour un sy&ie disque aubesdaccoré ontéte propoges par
Mignolet et al. [63] se basant sur une technique de perturbation et des techniques d’opti-
misation [64, 65]. Une extension des techniques introduites dans [64, 65] egeupdar
etudier la eponse d’un systme multietages compa@sde deux disques aéb [66].

Les nethodes spectrales sont degthodes numriques qui utilisent la @thode de
Galerkin pour esoudre num@riquement degquations aux&rivées partielles. La solution
de I'equation scrit comme une somme de fonctions de base dont les coefficients sont
détermirés de facora obtenir la meilleure repsentation possible. Pour régenter des
processus stochastiques avec des variabéstaites on peut utiliser leédeloppement
de Karhunen-Leve (K-L)[67, 68] qui consiste en laédomposition du processus sur
la base de fonctions orthogonalestelministes de coefficients des variablesasdires
de moyenne nulle. Dans le cas des variabléstaires qui suivent une distribution nor-
male, I'expansion de K-L permet la regggentation la plus efficace d’un processus gaus-
sien et est capable deectire ses deux premiers moments statistigues. Cependant, son
implémentation demande la connaissance de la fonction de covariance du processus
repesengé. Pour un sysime dynamique elle peétre bien adage car les variabikds
des caradristiques structurales peuvegire facilement écrites. Les &ponses en re-
vanche, pour lesquelles la covariance n’est pas connue, dd@wentrepesenées par
un developpement alternatif apjgekexpansion en chaos polynomial (PCE) [68—70]. Il
s’agit d’'un ceveloppement sur une base de fonctioatires connues avec des coef-
ficients deterministes qui doiverétre rechercbs de margrea minimiser 'erreur intro-
duite par I'approximation avec un nombre fini de termes. Les fonctionsadsisont
des polyrdmes orthogonauxépendent des variablesaloires. La dtermination des co-
efficients @terministes implique soit le&ésolution d’'un systme déquations augmeat
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[70, 71] soit I'utilisation d’'une rethode déchantillonnage [72]. Dans sa forme origi-

nale la nethode PCE consiste en une expansion, de convergence en moyenne quadra-
tique,a partir de polybmes d’Hermite multidimensionnels de variables gaussiennes [68].
Sinha [73] utilise la PCE pour les calculs de maxima @ponse d’'un sysime disque

aubes ésaccord. Recemment, la @thode PCE &té appliqee au proldme modal pour
repesenter la statistiqueela fois des fequences et degtbrmées modales [74-78]. Des
extensions de la éthode de PCE des repsentations qui utilisent des pofmes ortho-
gonaux autres que les polymes d’Hermite ont ausste cevelopgees [79-81].

Une nethodologie base sur la tkorie des matrices @toires permettant la prise
en compte des incertitudes dans les peolds structuraux ate developge par Soize
[82—-85]. Cette rathodologie, appék approche non-par&tnique, permet de prendre en
compte des incertitudes sur la n@idation en plus des incertitudes sur les dea® Le
principe de maximum d’entropie est utgislans un espace modabuit pour calculer un
seul pararatre de dispersion permettant decdre la variabilie de chaque matrice struc-
turale. L'approche non-paratrique aéte utilisee par Capiez-Lernout et. al [86] pour
la mocklisation du @saccordage dans les structures disque aubes et poéfiréioin
des tokrances de fabrication pour les aubes [87]. Avalos et Mignolet [88] utilisent I'ap-
proche non-paraétrique pourétudier le @saccordage induit par des incertitudes sur la
mockelisation de I'interface entre les aubes et le disque.

0.2 Positionnement de Etude

Avec les neéthodologies deéduction de moeles adaptes aux sysimes multietages
et bages sur la syn#tse modale, la pcision des calculségpend des bases modales
utilisées. Ainsi, des plages deefjuences d'ir@rét doiventétre kfinies et cibkes. Des
stragégies de @duction multi-niveau @duction modale a posteriori) soegalement pro-
pos€es mais leur mise en oeuvre reste assez congaidia néthodologie de sy#étrie cy-
clique multi€tages [40, 41], qui n’est pas l@@ssur la synthse modale, sera utiéie dans
ce travail. Elle pesente plusieurs iatets pratiques. En termes deduction, le prol@me
est transforré en plusieurs probmes @finis sur un secteur de chaqatage en utili-
sant une hypotbse d’ordres de Fourieedoupés. En terme de calcul, l&€douplage des
ordres de Fourier permet d'@tiorer les prob#mes de convergence as&sa la forte
densié modale du proleime complet. De plus, I'utilisation de cette hypeglk permet di-
rectement de classer les modes par @#es nodaux comme dans le cas de laé&yi@
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Introduction

cycligue classique. L'inter@tation des interactions entre modes damsipar le disque et
modes d’aubes est ainsi facié.

Des approximations sont introduites dans les calcul eresyacyclique multietages
qui négligent l'influence de certains couplages entre ordres de Fourier. Une investigation
plus pousse que celles pul@ies sur la robustesse de l&timode a&te jugee recessaire
avant de pouvoir I'utiliser pour la prise en compte des incertitudes.

Dans les structures disque aubestude des @formées modales est aussi importante
gue l'étude des frquences propres pour la timse des reBcanismes deeponse. Ceci a
motivé le choix d’'un néthode permettant @tudier les variabilés non seulement sur les
frequences et legponses, classiquement rencéel, mais aussi sur legfdrmees mo-
dales. Des @veloppements de lagthode PCE [77, 78] permettent de traiter le peoté
modal en pesence d’incertitudes. Le a@bde la néthode PCE n’est pas exorbitant car
le nombre de variablesé&toires utiliges pour la prise en compte des variations sur les
matriaux des ensembles d’aubes rests faible.

Suivant les donees accessibles assees aux moments statistiques de la loi pour les
variables aatoires, celle-ci seraéfinie via le principe de maximum d’entropie. Dans le
cas des incertitudes n@taux, la loi Gamma de support positif egtdrclairement adape
[89].

0.3 Plan du manuscrit

Dans le chapitre 1 la athodologie classique de calculs dynamiques eresyency-
clique est tout d’'abord gisenke. Ceci permet @tablir les bases &oriques Bcessaires
aussi bien pour les discussions sur desmamenes vibratoires dans les sistes disque-
aubes que pour I'introduction de lagtihodologie de calculs en sytnie cyclique multi-
etages. Ensuite, les caradstiques vibratoires propres aux sysies multietages sont
illustréesa l'aide d'un moele de deux roues aébs adjacents. Du fait du nombre de
secteurs diffrents pour chaquetage, I'ensemble n’est plus sginque. La pertinence
des calculs prenant en compte le couplage entre plusétages est mise eevidence
par comparaison avec lessultats de calculs qui congient lesetages 8paément. La
méthodologie de calculs en sytnie cyclique multietages est ensuitegeenge. Les cou-
plages entre les ordres de Fourier é¢sges adjacents, du fait du couplage i@ge,
sont mis erevidence ainsi que les gains importants a@sgpar I'hypotlese qui consiste
a régliger certains couplages.
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Plan du manuscrit

Dans le chapitre 2 la robustesse de lathode de sy#trie cycligue multietages
estétablie enévaluant sa capaéita repesenter correctement la dynamique de roues de
differents types. Des analyses permettant de mieux comprendréeftesiges modales
des systmes multietages sont introduites et diseas. Levaluation de la robustesse de
la méthode consista comparer les @dictions issues des calculs en §frie cyclique et
les pédictions issues des calculs sur la structure ceteples diférents types de calculs
utilises dans cette partie songtdilles et les @sultats sont @senés pour les diffrents
mockles consiérés.

Le chapitre 3 a pour but dtudier les effets de la prise en compte des incertituées li
au maériau des aubes sur la dynamique globale degsyesst multietages. La rathode du
Chaos Polynomial peuttre introduite dans la @thodologie de sy#étrie cyclique multi-
etages. Les@veloppements du Chaos Polynomial sor@senés pour une loi de proba-
bilité Gamma adapta la physique du probme. Par corexjuent, la base polynomiale
du chaos est construite avec des poélyres de Laguerre. Degdeloppements permettant
d’étudier les fequences et modes propresatbires sont dor@s.

11
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Chapitre 1

Dynamigue globale des rotors
multi- etages
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1. Dynamique globale des rotors mudtiages

1.1 Modélisation des structures en syratrie cyclique

Une structuré synetrie cycliqgue est compés de secteurs identiques dispeautour
d’'un axe de syratrie et les de manire identique entre eux. Une telle structure se referme
sur elle-néme et pesente une griodicitt spatiale qui permet I'analyse de la structure
compktea partir de la dis@tisation d’'un seul secteur conéid de Eference.

1.1.1 Transformée de Fourier spatiale

Le vecteur des &blacements (ou tout autre quadtiphysique) d'une structure
a synetrie cycligue compd=e deN secteurs pelétre partition@ comme suit :

T Nxm
u:{ul Up -+ Up --- uN} , ueR (1.2)

ou up € RM décrit les @placements doeme secteur disetise avean degés de liberd.

La péeriodicitt geonetrique permet d'utiliser la transfoée de Fourier diséte pour
exprimer le vecteur dessglacements physiquesen coordonaes cycligues complexes
T

a:{go Gy - O - ﬁN-l}

1 N—-1

el Nk-D)gy, (1.2)
N o

Up =

ou la quantié gereralieli, est appaede composante cyclique d’ordke Par convention
on choisi de notetig la premere composante cyclique &t les ceplacements physiques
du premier secteur.

Les composantes cycliquég permettent la re@sentation des quarég physiques et
de la propagation d’'onde asseej avec la partie complexe qui correspond au type d’onde
se propageant dans la structure. Elles séfihées par rapport aux quarits physiques en
utilisant I'inverse de la transforee de Fourier diséte :

(i L % g INKn-1), (1.3)
k = — n .
VN &
Une transformatiorequivalente permettant déctire les composantes physiques en

fonction des composantes cycliqueéeltes peutgalement €crire a I'aide des &ries
trigononétriques, comme rappgebans ’Annexe A.
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Modélisation des structures en sgtrie cyclique

1.1.1.1 Notation matricielle et champs discrets

Soit le vecteur suivant compeslestlements de la transformation de Fourier :

éi':\/_lﬁ{ 1 Tk T2 ... Gl ZKN-1) }T (1.4)

La transformation complexeédrite dans Bquation (1.2) peut &trire pour I'en-
T
semble des secteuns:{ up Uz .-+ UN } de manére compacte :

N—-1
u= zeh@rjk, & eCN g eCm (1.5)
k=0

ou @ repesente le produit de Kroneckegctit dans I’Annexe B.

A I'aide de la matrice de Fouridfy dont les colonnes sont les vecteurs de Fourier de
I’ équation (1.4) :

En=|e) e - em—l], En € CNN (1.6)

on peutéecrire la transformation dedguation (1.5) comme un changement entre une base
physique et une base cyclique complexe, pour 'ensemble des settetipsur tous les
ordres de Fouriek a la fois :

U= (Enelm)l (1.7)

ou | m, est la matrice ident de la taille des vecteuii ou up.

La matriceEy est orthogonaleE(Nl = E{| ) et la transformation inverse deetjuation
(1.7) devient simplement :
U= (Efelmu (1.8)

ou [«] dénote la matrice transpes conjugée.

1.1.2 Ecriture énergetique du probleme en synétrie cyclique

Dans le cas o les secteurs ne seraient pas céspéntre eux, les matrices =
{M,K,C} (masse, raideur et amortissement) de la structure @mpht la forme sui-
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1. Dynamique globale des rotors mudtiages

vante . ~ _
Z1 0 - 0
0 :
Z=| : Zn po|,  Z e RNxmNxm (1.9)
: 0
| 0 - -+ 0 Zn |

ou Z, € R™™M repesente leéme secteur disetise avecm deges de libergs et apparte-
nanta une structur@ synetrie cyclique compd= deN secteurs. Dans le repe cylin-
drique lié a I'axe de syrgtrie, les matriceZ, sont identiques pour tous les secteurs et
on peut exprimer les matrices de la structure catgén fonction des matrices d’un seul
secteur de base :

Z=IN®Z1 (1.10)

La projection des matrices de la structure costg? = |y ©Z1 dans la base cyclique
complexe @finie par lequation (1.7) donne :

Z=(Eyelm) (INoZ1) (Enelm) = (In©Z1) (1.11)

ou la transformationE; @ Im) (INn®Z1) (EN®lm) donne exactement la@me matrice
(INn®Z1). Ceci est facilement&montrable en constatant qEQEn = | et en appliquant
les proprétes du produit de Kroneckegdrit dans I’Annexe B.

L’ équation (1.11) montre que les matrices structurZlexprimées dans la base cy-
cligue complexe sont forées par des sous-blocéabupés. Les diferents sous-blocs
sont identiques dans la mesuigles secteurs ne sont pas cagéntre eux. Banmoins,
dans une structur@ synetrie cyclique, un secteur pegtre coupd a n'importe quel autre
secteura condition que ces couplages soieatipdiques. Le cas le plus courant consiste
en des secteurs co@sl seulement aux secteurs adjacents avec lesquels ils partagent une
interface commune.

En partant d’'une formulation qui congick les secteurs non coéplon doit rajouter
des conditions aux limites inter-secteurs pour obtenir le comportement de la structure
compkte assemBke.

1.1.2.1 Conditions aux limites inter-secteur

Le couplage des diffrents secteurs s’obtient en rajoutant des conditions aux limites
qui expriment simplement la contingides @placements sur la froetie entre secteurs

16
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Modélisation des structures en sgtrie cyclique

FiIG. 1.1: Sckema des fronéres inter-secteurs pour une structargynetrie cyclique.

adjacents :

b a

ud = ug b

et up=uj,,, n=1...N-1 (1.12)

ou les indicesa et b indiquent les restrictions des quaasitaux frontres inter-secteurs
comme mon& HG.1.1. Le vecteur deséplacements physiques e@me secteur a la
forme suivante : .

Un:{ ud ul ul } (1.13)

Il est envident que les ddl aux froates inter-secteuset b sont redondants et I'as-
semblage ne peut se faire qu'eliiminant de la formulation les uns en fonction des autres
a l'aide d’'une matrice de passaBejui regroupe les conditions aux limites deduation
(1.12) pour I'ensemble des secteurs :

u=Pu, ueRNMD (1.14)

T
ouu= { Up Uz -~ Up --- UN } est le vecteur desaplacements assengisldont
la frontiereb a éte eliminée de la formulation. Le vecteur d@me secteur a alors la forme
suivante : .

%z{uﬁuh}, up € RT (1.15)

Le secteur de base typique d’'une structure disque-aubes esterdant la K5.1.2 pour
illustrer les partitions dans les cas des secteurs non &s@plcours.

Les matrices structurales du prebie avec les secteurs cogplen coordorges phy-
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1. Dynamique globale des rotors mudtiages

s

||

@ (b)

FIG. 1.2: Secteur de base d’'une structaresynetrie cyclique, (a) secteur non coép(b)
secteur cou@ avec des conditions aux limites inter-secteur

siguesZ s’obtiennent I'aide de la matrice de passagele I'équation (1.14) :

Z=P'(IN®Z1)P,  ZeRNXmNxm (1.16)

La périodicite dessquations de continutinter-secteurs regroaps dan®, permet de
montrer queZ = PT (Iy®Z1) P a une structure particéie dite circulante par blocs :

I Z0 z1 0 - 0o z1T
71" z0 z1 © 0
Z=P'(IneZ1)P= | (1.17)
o -~ 0 z1" z0 z1
z1 0 --- 0 Zz1" Zz0

ou les blocsZ0,Z1 € R™™ repieésentent respectivement la partieeiméur de chaque sec-
teur et l'interaction avec les secteurs adjacents. Ainsi, I'application des conditions aux
limites inter-secteur conduét des matrices forges par des sous-blocs coepentre eux.

L'int érét du passage en coord@srycliques est qu’il permet, compte tenu de la struc-
ture particulere deZ et des relations d’orthogonaites fonctions exponentielles, d’ob-
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Modélisation des structures en sgtrie cyclique

tenir des matrices forées par des sous-blocsabupés :

Zo 0 - . 0
0 :
Z=(Eyelm)Z(Enelm) = | ¢ Z | = Docdiag (2 (118)
0
L 0 0 Zyn.g |

ou le sous-blocZy est assoé@ a I'ordre de Fouriekk donc au type d’onde se propa-
geant dans la structure. Les relations d’orthogoaalés fonctions exponentielles et les
développements permettant d’arriver @sultat de equation (1.18) sontaVelopges dans
I’Annexe C.

Leséquations (1.17) et (1.18) montrent que I'application d’une contra&riegique,
comme celle dfinie par les conditions aux limites inter-secteur, ne couple pas les
ordres de Fourier. 8Banmoins, l'application d’'une contrainte plugngrale non-
périodique donne liea des couplages entre les ordres de Fourier.éGeltat a des
implications importantes pour I'extension desvdloppements en syatrie cyclique
a plusieurstages.

L’ équation de mouvement de la structargynetrie cyclique, en base physique et avec
la continui inter-secteur prise en compte, a la forme suivante :

M (t) + i (t) + Ku(t) = £t (1.19)

ou M, C etK sont les matrices de masse, amortissement et raideur respectiverhent, et
u sont les vecteurs d’excitation et deglacement.

Les ceveloppements preédents montrent queéquation (1.19) peugtre expringée
dans une base cyclique complex¢aide de la transformation (1.7). Les matrices dans
cette base cycliquetant fornges par des sous-bloceambupés, chaque ordre de Fourier
k peutétre analys de margre incependante :

k() 4 Celik () + Ky iy (1) = (1) (1.20)

=<

ol le vecteur de forcefg s'obtienne aussi par application de la transformation (1.7).
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1. Dynamique globale des rotors mudtiages

1.1.2.2 Analyse modale

L'analyse modale du sy&sine non-amorti implique la solution du prebie aux va-
leurs propres vecteurs propres suivant :

(K-w’M)U=0 (1.21)
Soit dans la base cyclique pour chaque ordre de Fokirier
(K= M) G =0 (1.22)

Les matricesZ, = {M,,K,} sont complexes hermitienneg (= Zy ) pour tous
les ordres de Fourier salkf= 0 etk = % (qui n'existe que pouiN pair) pour les-
quels les matriceg, sont éelles. Par une prog@te fondamentale des matrices hermi-
tiennes, lequation (1.22) donne exclusivement des valeurs propedes, avec des vec-
teurs propres enégeral complexes. Les matricczz?s< apparaissent en paires transpes
conjugLées(Zk = Z*N,k) donnant lieua des prol#mes qui partagent lesémes valeurs
propres et des vecteurs propres complexes coggidde ce fait, pour obtenir legsultats
de 'analyse modale sur la structure costplil suffit de consiérer les ordres de Fourier
k=0,...,| 5], avec:

si N est pair,
(1.23)

,_
N Z
| I

I
Z N2

~1  siN estimpair.

I\J‘

Les valeur propres obtenues pour chaque ordre de Fducemrespondera des va-
leurs propres de la structure coraf@ en base physique. En revanche, les qunéh
coordoniees cyclique{Jk doiventétre transforrées en quanés en coordorges phy-
siques de la structure con@péa I'aide de leéquation (1.5).

Les solutions pouk = 0 etk = % correspondent respectivement aux modesons
les secteurs seeforment en phase et modasles secteurs adjacents sfarment en op-
position de phase. Pour les autres ordres de Fourier les solutions sont doubles e¢associ
a des paires de vecteurs propres complexes coegudLes combinaisons Baires de
ces paires de vecteurs sont aussi des vecteurs propreseasstacheme feéquence car
ces modes ont une igtermination en amplitude magégalement en phase. En termes de
propagation d’onde, les paires des vecteurs complexessemient deux ondes se propa-
geant en sens inverse et les modes stationnaires s’obtiennent par la superposition de ses
ondes. Ainsi, on peut obtenir une paire de modesds orthogonaua partir des paires
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Modélisation des structures en sgtrie cyclique

A @ A (b)
N N
= =
zZ zZ
x x
=} =}
T T
e) e)
o o
c [
(%] (%]
g (N+1)2 g N
g (N=1)2 g 2
i 8
@) a
N .
% v % N T
Ordre de Fourier k 2 Ordre de Fourier k z

FiG. 1.3: Diagramme en zig-zag qui montre les dietnes nodaux potentiellement as-
socésa un ordre de Fouridt. (a) Cas o N est impair, (b) caswN est pair

complexes en prenanégaément les partieelles et imaginaires comme mantians
I’Annexe D. Les paires de modes orthogonaux peuvent se combiner pour former un mode
avec n’importe quel positionnement circénéntiel sur la structure.

Les ceformées modales sur la structure coetpl sont gréeralement constiges de
modesa dianetres nodaux directement asgsa I'ordre de Fouriek utilisé pour les
obtenir. Meme si les ordres de Fouriarconsi@rer sonk =0, ..., L%J la théorie rend
compte de tous les diagtres nodaux physiquement possibles. Chaque ordre de Fourier
permet d’obtenir 'ensemble des diatres nodaux suivant NR) = [k, N+ k 2N +k,...]
correspondant aux repliement du spectre deel&esde Fourier diséte comme illus&
dans la FG.1.3. En pratique les modesplus deN diametres nodaux arrivent seulement
a haute fequence.

1.1.2.3 FReponse for€e

Avec I'hypothese de mouvement harmoniqué) = Uel“t, |a partie spatiale peut
étreetudiée de marire incependante de la partie temporelle. Le péobé dynamique de
I’ équation (1.19) €crit alors pour chaque pulsation fondamentale de I'excitation

(—w’M + wjC+K)U =f (1.24)
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1. Dynamique globale des rotors mudtiages

Dans ce travail on conside seulement I'amortissement structur@fiti comme suit :

c="1k (1.25)

el

dontn est le facteur d’amortissement.

Comme pour les@veloppements poedents, le prol@me peugtre expring en com-
posantes cycliques et donne liaudes sous-probines @coupés pour chaque ordre de
Fourierk :

(—™My+ (jn +1DKy) Gy = fi (1.26)

Les principales sources d’excitations harmoniques séeslau champ de pression
non uniforme @réré par le flux amont. La rotation de la structure dans ce champ de pres-
sion provoque des forces alternatidedes fequences multiples de la vitesse de rotation.
En geréeral ces forces sont appliges seulement sur les aubes et non sur les disques ou
autres parties du rotor.

Un champ de pression d’'une compl@drbitraire peut@rérer des forces excitant plu-
sieurs harmoniques spatiaisla fois. Pour les structurés synetrie cyclique, ces forces
arbitraires sont @compoges dans la base cycligael'aide de Iequation (1.8). Les ma-
trices structurellegtant &ecoupkes, le proldme dynamique pedtre €solu de marmire
independante pour chaque ordre de Fourier et la solution s’obtient par superposition.

Excitations de type ordre moteur

Un type d’excitation appél ordre moteur consiste utiliser une harmonique simple
pour cecrire les variations d’amplitude entre les vecteurs de forces d’excitation des
differents secteurs. Ainsi, le vecteur aséaciune force d’ordre moteut s’écrit pour

le neme secteur de position angulafie= w :

. .y 21(n—
f = [f1]@Mh = |fy] @ % (1.27)

ou |f1| est le vecteur d’amplitude des forces sur le secteueféeence. Tentant compte la

rotation de la structure :
2mn(n—1)

fn(t) = |f|eH TR ot (1.28)

ou w = H - Q est la pulsation de I'excitation €2 la vitesse de rotation.
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Modélisation des structures en sgtrie cyclique

Le vecteur des forces d’excitation sur la structure catgpést alors dor@npar :

{ (t) f2t) ... In(D) }T (1.29)

. T
Hﬂé“{l eH & “.@H%WA>}

Pour I'analyse en syatrie cyclique le vecteur des forces d’excitation est péojitns
la base cycliqud(t) = ( N @lm)f(t) donnant lieua une repesentation en termes des
ordres de Fourier :

fa%:{faw () ~-IM40)}T (1.30)

Compte tenu des relations d’orthogonalites fonctions exponentielles distas, une
excitation d’ordre moteut exprimée en base cyclique donne liaules excitations nulles
pour les ordres de Fouri&r# H :

~ 0 pourk # H,
=13\ . (1.31)
oy fle“" pourk=H.

En congquence, une excitation d’ordre motétiprojege dans la base cyclique sera
non nulle seulement pour I'ordre de Fourier H et ne pourra exciter que les modes de
typeH diametres nodaux. Dans ce cas, les ordres de Foétéet &coupés, la solution
du sous-prol@me assoéia I'ordre k = H suffit pour obtenir la&ponse sur la structure
compkte.

D’autre part, une excitation d’ordre moteNr— H est la conjugée de I'excitation
d’ordreH, i.e.equivalente I'excitation d’ordreH quand la rotation de la structure se fait
dans le sens inverse.

Excitations de forme arbitrairement complexe

Si un champ de pression d’'une compléxdrbitraire doitétre consiére, ceci en-
trainera des forces avec un contenu harmonique spatial plus riche. Dans ce cas la
décomposition du vecteur de forces dans la base cyciiilie= (Ej «1m)f(t) donnera
comme ésultat des excitations non nulles pour plusieurs harmoniques spatials, voir tous.
Les sous-prol@mes sontésolus pour chaque ordre de Fouriepaément et la solution
finale est obtenue par superpositifiaide de Iequation (1.5).
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1. Dynamique globale des rotors mudtiages

1.2 Phenoménologie vibratoire dans les sygtmes multi-
étages

Dans le but de mettre ezvidence les pdnonenes vibratoires propres aux sstes
multi-etages, on utilise un metk eélement finis complet (360 de deux disques aéb
liés. Les pBnonenes obsels permettent de justifier I'iatét des calculs multetages
gui donnent desésultats sensiblement diffents de ceux fournis pa€tude degtages
isoles.

Le mockle utili$e est une structure acamiquea geonetrie simple mais dont les ca-
racéristiques sont proches de celles des ensembles disque-aalsedl offre la possibi-
lité de mettre e@vidence des familles de modes doé&srpar le disque et de familles de
modes domias par les aubes.

La structure est disétisse avec deglements finis solides huit nceuds et trois
déeges de libe (ddl) par nceud. Le AB.1.1 €sume les principales caradstiques
géonetriques du moele et la FG.1.4 montre la forme de la structure et le maillage
eléments finis retenus.

Les maillagesa linterface entre les deugtages ne sont pas iogidents. En
congqguence, degquations de liaison camatique sont utilses pour assurer la conti-
nuite. Ceséquations expriment des relationséaires entre les degg de liber a I'in-
terface utilisant les fonctions d’interpolatio@dis auwéléments et peuverdtre gréerees
automatiqguement par les codgdéments finis commerciaux.

Caracéristiques Etage 1 Etage 2
Nombre de secteurs 15 23
Longueur des aubes [mm] 66 60
Epaisseur du disque [mm] 15 15
Diametre du disque [mm] 150/250 150/250
Diametre de I'anneau intégtage [mm] 200/215 -
Séparation inteétage [mm] 30 -
Longueur total de I'arbre [mm] 220 -
Module d’Young [GPa] 210 -
Masse volumique [Kg/fj 7820 -

TAB. 1.1: Principales caraétistiques du magle complet (369).

Lesétages sont tout d’abord congids £paément. La syratrie cyclique de chaque
étage est expldaie et les fequences obtenues sonégenées en fonction de I'ordre de
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Phenonenologie vibratoire dans les sgates multietages
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FiG. 1.4: Maillages €lements finis : (a) magle complet compds de deuxétagesa
symetrie cyclique ; (b)etage 1, comp@sde 15 secteurs; (€tage 2, comp@sde 23 sec-
teurs;

Fourier. Des conditions aux limites d’encastrement sont ireeea l'interface inter-
etages, commun aux dewtages. Les familles de modes sont ideggi§i en calculant
pour chaque mode |&partition dénergie assoee aux diferents composants : aubes,
disque et bout d’arbre.

La FIG.1.5 montre lesésultats correspondaat|'étage 1. Dans de nombreux tra-
vaux, les fequences ass@as aux diferents diaratres sont reéies par ordre d’apparition,
comme mont dans la K5.1.5(a). Lidentification des modes permet de faire des associa-
tions plus pertinentes en reliant leéduences des modes apparte@ane niéme famille,
comme moni FHG.1.5(b). Cette re@sentation permet de mettre @idence des croise-
ments entre familles et de€fjuences proches appartenades familles diffrentes. Les
résultats pour Btage 2 sont @senés HG.1.6.

Typiquement, on observe des zones d’accumulation (lignes horizontales) correspon-
danta des modes avec participationedominante des aubes. Ce sont des familles
de modes d’aubes dont lefluences augmentengsr faiblement avec le nombre de
diametres nodaux et convergent vers laguence de I'aube encasta la base. On ob-
serve diferents groupes deéquences assa@gs aux modes deetbrmation d’aube :
Flexion (1F, 2F), Torsion (1T), Flexion dans le plan inertiel secondaire (1S), et des com-
binaisons (1T1S).
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1. Dynamique globale des rotors mudtiages

On observe aussi des modes qugentent une participation importante du disque. On
peut cefinir des familles de modes de disque reliant les modes selon le nombre de cercle
nodaux D(0C), D(1C). Les modes du disque augmentent significativemeréarefrce
avec le nombre de diagtres nodaux et forment des lignes montantes. L'accroissement ra-
pide en fequence pour les modes de disque est du au raidissement du discREuenTe
de 'augmentation du nombre de diatres nodaux qui le traversent.

Les lignes montantes des familles de disque peuvent croiser les lignes quasi hori-
zontales des familles d’aubes. Les croisements des familles peuvent donngrdigsu
modes pesentant un couplage entre le disque et les aubes. On observe avesrdess
mot anglais utili& pour ésigner lévolution d’'une famille de modes vers une autre fa-
mille différente. Les modes co@d ou ceux des zones deeringsont particulerement
sensibles aux @accordages (peuvent devenastiocali€s et avoir une amplification
importante de laéponse par rapport au cas ac&rdon montrera que l'identification
des modes coups disque-aube s’ave importante pour comprendre la dynamique multi-
etages car ces modes peuvent donnerdiemn couplage inertiel entre les disques et les
aubes de diffrentsetages.

L'analyse modale de la structure compespar les deuktages, assenég a l'aide
des contraintes ceamatiques, est congtte ensuite. La structur@sultante n’a plus la
propriéte de synétrie cyclique car les deugtages qui la composent ne partagent pas le
méme nombre de secteurs. L&tiode classique de sytnie cyclique ne peut plustre
utilisée et une analyse modale de la structure cete’impose.

Les frequences issues du calcul complet pour la structure @taltjes sont pisenées
en ordre croissantiBE.1.7. Les lignes horizontales indiquent legduences des zones
d’accumulation correspondant aétages is@s pour les familles de modes d’aubes. Les
modes proches de ce€filuences sont des modes dont &hodmation est confige aux
aubes d’'un seudtage.

1.2.1 Dedoublement des fequences propres inBrent aux sysemes
multi- etages

Les calculs en syatrie cyclique, pour chaquetage, donnent commeésultats des
paires de fequences doubles pour tous les ordres de Fourier sauf les ordré}s(@iel
est pair). Dans le cas muléitages, le couplage de plusiegtages comp@s de diferents
nombres de secteurs implique que la structure globale n’est plustsguoe. Cette dis-
synétrie peutétre vue comme une forme déshccordage du disque contrastant avec
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Phenonenologie vibratoire dans les sgates multietages

9000 RO
I )
: fo!
7000t o -9 D(0C)]
- o
—6000 © 1
-0
E. ..... o ..... O . O
L 500Qb o o O HoxE o 2F |
2 o
=400 o
gHo% g gBoogoogo8 1T
w4 o -0 1T1S
3000p .
2000 i
100Q o o o ¢ o ©) o 1F |
O 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Ordre de Fourier
(a)
9000 o
8000k O ) P © D(1C),
e o
7000f e -2 D(0C),
- Pes
6000 - C P 1
.E. b — — 99— - o — — [S) o
850009—6—"9/9//0 o——o— 9 2F |
5 Lo N
S | - veering i
g% —g—o g o o9 17
L e -9 1T1S
3000F ~ .
couplage disque-aubes
2000 i
1000g S o & o S o o 1F |
O 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Ordre de Fourier
(b)

FIG. 1.5: Frequences pourétage 1, comp@sde 15 secteurs, (a) r&gsentation typique
montrant les fequences differents diaratres nodaux redes par ordre d’apparition ; (b)
repesentation reliant leséguences des modes apparteamhe néme famille
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1. Dynamique globale des rotors mudtiages
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FIG. 1.6: Frequences pourétage 2, comp@sde 23 secteurs, (a) r&sentation typique
montrant les fequences differents diaratres nodaux redies par ordre d’apparition ; (b)
representation reliant leséguences des modes apparteramhe niéme famille
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Phenonenologie vibratoire dans les sgates multietages
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F1G. 1.7: Frequences propres de la structure méttges issues du calcul complet (360

le desaccordage des aubes, plus couramment caasidinsi, le calcul complet multi-
etages donne liea des pseudo-paires dé&fluences coigjuence du &doublement des
paires de fequences propres.

Pour le moéle multi-étagesetudi, le cedoublement des paires de&duences est
observable mais restees faible, en dessous de 0.0015% eqtrence. Uné&tude de
convergence du maillage est conduite en faisant varier le nomblEntEntsa I'interface
inter-etages. Lesasultats sont @senés HG.1.8 pour deux quences qui correspondent
respectivemena un mode de disque muktages et un mode d’aubes coifl’ étage
1. Pour les deux modes, laéfjuence et le @loublement respectifs convergent quand
le nombre délements finisa I'interface est augme@t Neanmoins, le pourcentage ca-
racéristique du édoublement assdciau mode du disque mukitages (F5.1.8(a)) est
un ordre plus grand que celui assmau mode confima unétage. Le ddoublement pour
ce mode est da lI'asynmeétrie du systme global et non au maillagdgeéments finis. En
géneral on constaste que ledbublement des paires déduences resteets faible pour
les modes confissa un seuktage.
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1. Dynamique globale des rotors mudtiages
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Phenonenologie vibratoire dans les sgates multietages
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FiG. 1.9: Participation au mouvement reladifthaqueétage pour les 160 premiers modes

1.2.2 Deformées modales multietages

Pour chague mode orétermine la participation relative au mouvement de chaque
étage. SoilJ; le i-eme mode en coordoéas physiques issu du calcul sur la structure
compkte. Ce vecteur peudtre partition@ pour obtenir explicitement les composantes
correspondard chaquestage :

ui={ur u?z}T (1.32)

La norme du éplacement est ensuite utéis pour @terminer la participation relative
au mouvement de chagééageR™ etR :

v v
R =T (1.33)

Les participations sont moigtes FG.1.9 pour les 160 premiers modes. On observe
gue beaucoup de modes sont coadian un seuletage, Banmoins pour certains modes
le deplacement est reparti sur les déiages. Les modes d’aube restent partcainent
confinés sur un des delgtages.

Le dédoublement des paires déduences multétages constain’entrane pas de lo-
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1. Dynamique globale des rotors mudtiages

calisation. LEnergie pour les modes muéitages reste bien repartie circerdntiellement
sur la structure. De ce fait, la réggentation par nombre de diatres nodaux appdta
adapée au cas multetages.

Une analyse prenant en compte &partition de la dformation relative sur chaque
etage et le nombre de changements de signe en cm@mmifel peut permettre de
déterminer le diaratre nodal dominant des modes. Cependant, une telle analyse reste
difficile a appliquer et sera peu exploitable pour les modes denetgie de éformation
est repartie sur plusieuétages.

Une alternative pour&erminer le nombre de digtres nodaux des modes issus d’un
calcul complet consista determiner la composante cycliqueegdominante. Dans ce but,
les ceplacements de chaqléatiﬁgeuiSl et Ui32 sont partition@s d’avantage pour obtenir
explicitement les @placements des secteurs composarétiages :

Sj Sj Sj Sj Sj T
UH=:{Uﬁi g U u&J} (1.34)
avecj =1,2.

Linverse de la transforé de Fourier dis@te, équation (1.3), permet d’obtenir les
composantes cycliquefiijj | assoaees aux ordrek; =0, ..., L%J.

Le nombre de diagtres nodaux assigra chaque mode corresponda l'ordre de
Fourier de la composante cycliqueedominante quand ils sont normalsstels que :

m?); maxN
si=1, i
! kj=0....[ F |

UMJ( —1 (1.35)

La FIG.1.10 montre les &quences multétages superpéss aux&sultats correspon-
dants awetages isd@s. Les fequences multétages sont gsengées en fonction de I'ordre
de Fourier pedominant. La proximé& en féquence avec certaines familles de modes
mono-€tages appaiiet suggre I'existence des familles de modes d’aubes peu sensibles
aux couplages mulétages. On constaégalement que leséguences ass@as aux fa-
milles de disques muliétages son&lgerement plus faibles que legffuences de disque
mono€tages. Ceci est du aux conditions aux limites choisies pour les calculs mono-
etages (encastremeatl’interface interétages). On constate encore que |égjfiences
multi-etages proches des lignes montantes, qui correspondent aux familles de disque, sont
leégerement plus faibles que legefluences de disque moatages. Les modes de disque
sont plus sensibles aux effets mudtages et I'anneau int&@tages rajoute de la flexibit
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Phenonenologie vibratoire dans les sgates multietages
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FiG. 1.10: Superposition des éiguences multétages et quences correspondant aux
étages isd@s.

au syséme par rapport audtages is@s.

L'information concernant le pourcentage de participation rekatihaquestage est
donrée FG.1.11. Comme attendu les modes co@dia I'étage 1 (15 secteurs) vont jus-
gu’a 7 dianetres nodaux, tandis que les modes c@¥n I'étage 2 (23 secteurs) vont
jusqu’au 11. Les seuls modashaut diarmgtres nodaux sont des modes d’aube apparte-
nant aux accumulations deeffuences qui restent coréigs sur un sedtage. Des modes
dont la ceformée est eépartie sur les deustages sont obsers pour les bas diagtres.

La FIG.1.12 montre les &quences multétages pour les 5 premiers diatres nodaux
dans la plage de &quences [2800,5000] Hz. Par inspection defednees modales et
I'aide de I'indicateur de participation relatif au mouvement, des familles de modes multi-
étages sont identées. Pour les modes dont le mouvement eéstd¢onfie a un seuktage,
des familles de modes d’aubes en premitorsion (1T) ou en combinaison de torsion et
flexion dans le plan secondaire (1T1S) sont ideggifPour les autres modes, on observe
que l'interaction inertielle entre les disques des detages est I'origine de deux familles
distinctes domiges par les disques : une famille dont les deux disquegfeendent en
phase et I'autre dont les disques &éatment en opposition de phase. Finalement, certains
modes multietages ne sont assit@d ni aux familles de disque ni aux familles d’aube.
Il s’agit de modes de @&ormation globale de I'arbre pour lesquels Efarmation reste
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Fic. 1.11: Frequences multetages avec participation relative de chagtage (blanc :
étage 1, noir étage 2)

répartie sur les deuatages.

1.2.3 Reponse forée multi-etages

Concernant lagponse foree, les excitations congdbes sont de type ordre moteur
(EO). Un facteur d’amortissement structural de 0.5% est atdisla force est applige
au bout des aubes dans les directions tangentielle et axiale, par rapport au disque. La
guantié choisie pour re@senter lesésultats est 'amplitude duéglacement, calcae
comme la norme euclidienne despllacements pour un noeud au bout des aubes, pour
chaque fequence.

En c¢eréral, les modles moncetages sont peu fides pour reproduire les ca-
raceristiques de lagponse multétages, comme le montrent lessFL.13 et FG.1.14.

La FIG.1.13 compare lagponse une excitation d’ordrel = 3 appliqlee sur letage 1
du mockle multi€tages et lagponse du magle monoétage. On trouve des difences
importantes entre les deux. Dans le raedmonoétage, seul le mode d’aube (1T1S)
qui correspond 3 dianetres epond de maseire significative. En effet, le fort couplage
entre le mode de torsion (1T) et le mode de disque limit&ftense du mode (1T) (voir
diametre 3, FG.1.5(b)). Ce couplage est modifpar la flexibilie ajoute par la prise en
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FiIG. 1.12: Familles de modes mulétages identiies dans la plage deefjuence 2800-
5000 Hz.
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FiIG. 1.13:Réponse&x une excitation d’ordre motetit = 3 appliqee sur letage 1 : (—)
calcul multi€etages; (- - -) calcudtage 1 seul.
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1. Dynamique globale des rotors mudtiages
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FIG. 1.14:Réponse& une excitation d’ordre motettt = 3 appliqlee sur letage 2 : (—)
calcul multietages;; (- - -) calcudtage 2 seul.

compte de ketage adjacent dans le neadd muli-€tage. En particulier, le couplage entre le
mode (E1 :1T) et le mode (D(0C) opposition), est moins fort du fait que ces deux modes
sont plustloigrés en fequence (voir K5.1.12). Par corequence le mode (E1 :1T) a une
reponse d’amplitude plus importante dans le eledmulti-€tages. On observe que les
frequences des modes con@svarient significativement entre le cas matage et le
cas multiétages.

La FIG.1.14 compare laéponsea une excitation d’ordred = 3 appliqee sur
I étage 2 : calcul monétage et calcul multetages. Legcarts entre les deux calculs sont
moins importants que dans le caggdent @ I'excitation est appligée sur letage 1.
Le mode de disque du calcul moltage donne liea deux modes (D(0C) opposition)
et (D(0C) en phase) en mukitages. L'amplitude de l&ponse pour ces deux modes de
disque est iréirieurea la iEponse du mode de disque magtage. Par contre, ladfquence
des modes (1T) et (1T1S) changedpeu entre le cas moibage et le cas mulétages.
La réponse de ces modes est augs proche dans les deux cas, 'amplitude défonse
etant egerement inérieure dans le cas multtages probablemeatcause de la flexibi-
lité rajouee par 'anneau intastages. Les modes (1T) et (1T1S) sont peu sensibles aux
variations induites par la prise en compte detdge adjacent car il ne sont pas cé@spl
disque-aube comme le montrent lasA..6(b) et FG.1.12.
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FIG. 1.15: Réponse de tous les secteurs dedfe 1a une excitation d’ordre moteur
H = 3 appliqe sur I'etage 1

Pour les calculs monétages, la sy#gtrie cyclique de la structure implique que I'am-
plitude de la eponse est la 8me pour tous les secteurs avec @pliasage quiépend
de I'ordre moteur de laéponse. Dans le cas muittages, la structure congpé n’est plus
symetrique et en thorie les eponses des défents secteurs d’'ustagea une excitation
ordre moteur, ne sont pas identiques. En pratique, on constate dare.1alb que la
reponse est bien identiqgue en amplitude sur le€udiffts secteurs deetage 1. L'excita-
tion utilisee est d’ordréd = 3 appliguee sur letage 1. En revanche, lad=1.16 montre
la reponse des diffrents secteurs dectage 2a I'excitation d’ordreH = 3 appliqiee sur
I’ étage 1. Un &s Egerécart est observable entre 'amplitude des sectewsarsi logi-
guement I'amplitude de la&éponse est ici d'un ordre de magnitudecinéure.

Une force d’excitation pluséaliste se doit d’agir simult@&ment sur les deugtages :
excitation d'un ordre moteur défent sur chaquétage, 'ordreétant étermire par le
champ de pressionegeré par le flux en amont de chagétage. La F5.1.17 montre la
reponse des diffrents secteurs dettage 1a une force excitant simultément les deux
étages. L'excitation est d'ordre motedr= 3 sur I'etage 1 eH = 4 sur I'etage 2. Le
contenu fequentiel de la@ponse est plus riche et des lignes verticales noires et bleues
sont utilisees pour indiquer leséguences des modas3 et 4 diargtres respectivement.
Comme attendu, les pics d’amplitude plus importantes correspondent aux modes d’aube
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FIG. 1.16: Réponse de tous les secteurs dedfe 2a une excitation d’ordre moteur
H = 3 appliqe sur l'etage 1

(E1:1T1S) et (E1 :1Ta 3 dianetres. Lamplitude de le&ponse n’est pas identique sur les
differents secteurs d’'uetage car elle pewtre vu comme la superposition de &ponse

a deux excitations d’ordre moteur difent, néme si elle est calceé de margre directe.
Desécarts d’amplitude sont obsé@w entre les diéfrents secteurs, cependant éearts
restent faibles et confas aux anti€€sonances.

1.3 Meéthode de synétrie cyclique multi-etages

Un ensemble compésie plusieurétages comportant un nombre édifént de secteurs
n’est plus cycligue. Dans ce cas la projection de ch&fage dans sa propre base cyclique
ne permet pas d'obtenir des prebies écoupés car chaque ordre de Fourier detage
peut tleoriquement se couplarn’importe quel ordre de Fourier des aute¢sges.

La méthodologie de sy#trie cycligue multietages retenue consisée mockliser
chaqueétage dans sa propre base cyclique ettiliser une hypotbse sur le couplage
des ordres de Fourier des @ifentsetages permettant d’obtenir des perbkes écoupés
en fonction des ordres de Fourieeme si 'ensemble n’est pas cyclique.
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Méthode de sy#trie cyclique multietages

E1:1T1S :
E1:1T : E1pF

3

=
9
(2]

Amplitude de gponse forée [m]

7 I I I I I I I N ! !
10 2800 3000 3200 3400 3600 3800 4000 4200 4400 4600 4800 5000

Frequence [Hz]

FIG. 1.17:Réponse des secteurs detdge 1a une excitation d’ordre motett = 3 sur
I'étage 1 eH = 4 sur I'étage 2

1.3.1 Couplage des ordres de Fourier dans les calculs multiages

Dans ce paragraphe, on montre que les ordres de Fourier dediffetages sont
coupEs entre eux du fait du couplage inétgges.

Les deuxétages sont tout d’abord congiéls comme rétant pas coupk, i.e. chaque
étage comporte I'ensemble des ddh frontiere interétages. Cette frordre interetages
est cefinie sur un plan perpendiculaidd’axe de syrdtrie. Les deuxetages adjacents par-
tagent la frontere interétages car dans wtage elle corresporalla frontere en aval et
dans l'autrea la frontere en amont de la machine. Ainsi, les matrices des étages
adjacentZS = {MS KS CS} et le vecteur des@placements ass@ui® ont la forme sui-

vante :
751 S
zs— €7 0, sy (1.36)
0 Z*= U2

ou les indicess; ets, indiquent que les quanéis appartiennent awetages 1 et 2 respec-
tivement.

La transformation qui &fini le changement entre la base physique et la base cyclique
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1. Dynamique globale des rotors mudtiages

complexe pour I'ensembleégrit :

LEISl} — [(EN1®ILY11) 0 ] {l—JSl} (1.37)
Vi 0 (EN2®IH‘2) u

et la projection des matrices structurales de I'ensemble dans cette base cyclique donne
simplement :

ZS: [( §1®|m1) 0 ] [Zsl O] [(EN1®I_m1) 0 ] (1.38)
0 (’ﬁz@lﬂh) 0 z*= 0 (Eny®lmy)

Comme le montre Equation (1.18), les ordres de Fourier de chagtage ne sont pas
coupks par le changement en base cycliquegsfuation (1.38) €crit :

blocdiag (Z) 0
ZS: ki={0,...N1 —1} _ -, (1.39)
0 blocdiag (Zy;)
ko=1{0,....N,—1}

Les matrices des dewatages restent encoréabupés mais il est envident que des
conditions aux limites integtages doivenétre rajoués pour obtenir les matrices as-
sembées multietages. Il convient de rajouter ces conditions avant le changement en base
cycligue complexe. Dans ce but, on revient sur les matrices en base physicemguadion
(1.36) pour introduire les partitions suivantes sur les vecteur&giecements :

; T y T
931:{ usee ysul gs@d } , 932:{ u2c y2i l_JsQ,d } (1.40)

ou les indicex etd indiquent les restrictions aux frogties interetages en amont et en
aval, illustiées pour un secteur de chadaiage sur la 5.1.18.

Les conditions recherées expriment la contin@tdes @placements la frontere
partage par les deugtages :

u2C®=Dlud D e RNxC2Nixch (1.41)

ou la matriceD permet d’assurer la compatibéitles dis@tisationsa 'interface. Dans le
cas a les maillages sont @acidentsN; x d; = Ny x ¢, et D est une matrice boeenne
qui permet d’associer directement la dittsationa l'interface entre les dewatages. Au-
trementD est cerivee de€quations de compatibiéitcinematique (multi point contraints)
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p-’Sl

F1G. 1.18:Paire détages adjacents;, S|, repsengs par leur secteur déference

appliquees sur l'interface integtages.
L'assemblage consisteéliminer de la formulation les ddI redondast$'aide d’'une

matrice de passag®p, :

. _ _
$,C
l_J I ( uslac )
uS]_,iI I =
= ySLii
s Jud | N S
W=q---p= ud b =[Pp)lu (1.42)
us:t D L= - -
- .. u527"
ys2:! | -
- d \LlsQ:d )
us I
- Vs L .

oU on choisi décrire la frontereu®:€ en fonction deust-4.
Les matrices assendéss multietagesZ® en base physique s'obtiennéntaide de la
matrice de passag®p, :

dont les sous-blocs extra-diagonaux comportent les termes @ssani couplages entre

les deuxétages.
Puisque lesttages ne partagent pas l€me nombre de secteurs, léquations
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1. Dynamique globale des rotors mudtiages

de continuié interétages qui permettent I'assemblage ne sont gaggiques. Par
congquence, la projection des matricg3dans la base cyclique de I'ensemble €iniga
le couplage entre les ordres de Fourier @dge 1 et les ordres de Fourier detdige 2 :

ss_ [Eelm) 0 | [2% z%2| [(Enolm) O
N 0 (BN, @lm) | |2 2% 0 (En, @ lm,)
blocdiag (Z}}) (ER, 1 my)Z92(Eny © | my) (1.44)
_ ki={0,..Ni—1} = - -
(B, @ mp) Z%24(Eny @1 my) blocdiag (£2)
L ko={0,...,Np—1}

ou les sous-blocs extra-diagonaux sont non nuls.

1.3.2 Hypothese sur le @couplage des ordres de Fourier

Dans le cas de dewbtages adjacents comgasdeN; < N, secteurs respectivement, il
suffit de consiérer les ordres de Fouriky =0, ... ., L%j etk =0,..., L%J et I'équation
(1.44) montre qu’un ordre de Fouriker peutétre coupk a n'importe quelle ordre de Fou-
rier ko donnant lieua des prol#mes coug@s qui n’'induisent pas déduction. Dans le but
d’obtenir des sous-probines écoupés, la nethode choisie propose de retenir seulement
les couplages entre les ordres de Fourier degmdifftsétages qui sont suppes directe-
ment compatibles faisant I'hnypatke que les autres couplages ont un efégligeable.

Les ordres de Fourier des difentsétages qui correspondent aeme ordre sont
naturellement suppés compatibles. Pour les ordres de Fourier qui n’ont pas de corres-
pondant direct on utilise unégle qui consista les replier selon le repliement détage
avec le plus petit nombre de secteurs. Les ordres de Fourieesgmiur urétage par-
ticulier sont regrou@s pourétre consiérés dans le lame sous-probme que les ordres
directement compatibles des autétages.

Prenant par exemple le cas de détxges comp@s deN; < N, secteurs respective-
ment. Pour les ordres de Fourierjusﬁqy%J le choix naturel est de supposer dye= k»
sont compatibles, comme le montre lesFL.19(a). Chaque ordre de Fourler> L%j,
n'ayant pas un correspondant direct dans I'ensemblédgdpessibles, doiétre coupd a
unk; de rang inérieur. Ceci est accompli en supposant un repliement dans I'ensemble des
Ko qui est similaire au repliement de large de Fourier de &tage 1, comme mor&rsur
les HG.1.19(b) et 1.19(c). Les ordres de Foutkgrcompatibles avec I'ordre de Fourier
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Méthode de sy#trie cyclique multietages

A @) N A b A 0O
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e] =] ©
3 4 4
S g T
(@] @] (@)
0 - > 0 > 0 —>
0 ) VT 0 7
Ordres de Fouriek; Ordres de Fouriek; Ordres de Fouriek;

FiIG. 1.19: Diagramme des ordres de Fourigr(—) vs. ordres de Fourige,; (- - -). (a)

Pourky > L%j il N’y a pas de correspondant direct dans I'ensemblekgg®ssibles, (b)

ordres de Fourier suppes compatibles poux; impair, (c) ordres de Fourier supp@ss
compatibles pouN; pair.

ki = psontdonc:

Np — siNg—p< | Y,
o(p) = (PN P SN =P [ (1.45)
p autrement

Les ordres de Fourier degfage avec le plus petit nombre de secteétemninent le
nombre de sous-pralinesa resoudre et pour cela sont appebrdres de Fourier multi-
etages fondamentalkx =0, ..., L%j, pourN; < No.

1.3.3 Formulation relative aux ordres de Fourier de chaquestage

Pour chaque ordre fondamental, ici ki = p, on retient les sous-blocs @S qui
correspondent aux ordres suppsgsompatibles pour chagatage :

~ ' ~S1
Zg_p' O 0 Ska=p
5SS _|T T TS T T T Ty T s _ ) o,
= — S
Zii=p 0 ' Zigp ~sgo , Uk—p a2, (1.46)
0+ 0 Zigenyp G% Ni—p
—K2=N1—

ou le sous-bloc et le terme assesa I'ordre N; — p n’existent que sN; — p < L%J, le.
dans le caswdeux ordres de Fourier deéetage 2 sont consétes simultaément du fait
du repliement.

Les conditions de contindtinterétages sont reform@és en fonction des ordres de
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1. Dynamique globale des rotors mudtiages

Fourier de chaquétagea I'aide de Iequation (1.5) :

Np— Np—1 g
Z g el =[D] 5 eloly (1.47)
= =

et tenant en compte I'hypodse de ordres de Fourieeacbupés, pour I'ordre de Fourier

fondamentak; = p:
- d
3 (el = DI el (1.48)
2=1M,N1—

L'assemblage se fad I'aide d’'une matrice de passage pour chaque ordre de Fourier

fondamentaks, ici ki = p:

¢ ~S1,C ) r | |
usl? ii ! | | ( ~S1,C
i | | =1
l—Jp g l [ [ Up B
~S1, | | ~Sq,ii
I E—"El ] l ! | Up
~c | | 5 21 ~s1,d
g Top | | | Up |
~S _ ~Sp il - ~Sp il o ~S
Ug=p =19 Up . = | | | Up ) [P (0)]Ti =p
~S2, ~S2,
A N LR I
~S.C 2,1 | | ~Sp i
l—JNlrp '@Nrp,p ! ! l—'INrp
~S2,ll ‘ ‘ | 0527d
Uny-p | | Uny—p/
\Gﬁ’i [ [ |
=Ni—p/ = ‘ \ -
(1.49)
avec
k2 kl (ekz @lc,)*[D ]( ®Id1) (1.50)

et les sous-blocs et les termes asasail’'ordreN; — p n’existent que sN; — p < L%j :

Les matrices assen##s s'obtiennerd I'aide de la matrice de passagg p)

Zp_p= [Pkf(D)]*[ZEf:p] [P (D)) (1.51)
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Méthode de sy#trie cyclique multietages

Si tous les ordres de Fouriarconsi@rer dans un sous-prabhe utilisent des trans;
formations eelles k1 = 0 ouk; = % en neéme temps qu& = 0 ouky; = &) on
obtient des matrice€elles qui donnent liea des fequences simples. Inversement,
si tous les ordres de Fouriarconsi@rer dans un sous-prahe utilisent des trans;
formations complexes on obtient des matrices complexes eté&tpseinces doubles,
Dans le cas @ on doit consiérer dans le lme sous-probme des transformations
reelles et des transformations complexes, il convientegau®r les partie€elles et
imaginaires avant de faire le couplage intéages. Ceci permet d’obtenir directement
des fequences simples et degduences doubles et garantit que le nombre total de
frequences en sy&trie cyclique multietages correspond au nombre degfrences
du calcul complet.

\*2)

1.3.3.1 Analyse modale

L’hypothéese de syr@trie cyclique multietages permet d’obtenir l@ponse modale du
systme non-amorth partir de la solution des prashes é@coupés pour chaque ordre de
Fourier fondamentat; =0, ..., | % |

[

(K§, — w’Mg)0R =0 (1.52)

¢ M
Les quantiés en coordorées cycliquesu;kf sont transforras en coordorées phy-
siques de la structure congka I'aide la transforrae inverse de Fourier. Prenant I'ordre
fondamentaks = pavecN; — p < L%J, la transformation qui permet d’obtenir les quan-

tités sur la structure congtea la forme suivante :

(eftel) 0 0

0 (ef?al) (e_pel) ;
:N]_—p

US= =09 _ (1.53)

ou les ordres de Fourier duémeétage cougds du fait du repliement (i, = { p, N1 — p})
sont superpass.

Comme dans le cas de sgtnie cyclique classique, les matrices complexes donnent
lieu a des fequences doubles asseesa des paires de vecteurs propres complexes
conjugtes. On peut obtenir une paire de modesisa partir des paires de modes com-
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1. Dynamique globale des rotors mudtiages

plexes en prenanépaément les partie€elles et imaginaires ags la transformation sur
la structure comggite.

Le dianetre nodal assoela chaque mode correspoatiordre de Fourier de la compo-
sante @réralisee pedominante dans le mouvemengtermiree par la norme euclidienne
des @placements.

1.3.3.2 FReponse for€e

Avec la supposition de mouvement harmonique et un amortissement structural, I'hy-
pothese de syr@trie cyclique multietages permet deedomposer le probme sur la struc-
ture compéte :
(WM +(jn+1K)U =f (1.54)
en des prol@mes écoupés pour les ordres de Fourier fondamentlux O, . . ., L%j :
(wzﬂkf + (J n-+ l)&kf )gkf = ikf (1-55)

ou w est la pulsation de I'excitation et le facteur d’amortissement.

Le vecteur des forces éxieures est transfo@ndans la base cyclique de 'ensemble
multi-eétages I'aide de leéquation (1.37). Pour chaque ordre de Fourier fondamkntal
p, le vecteur d’excitatiorikf s’obtient par assemblage des ordres de Fourier séspos
compatiblesa l'aide de lequation (1.49).

Comme dans le cas de sginie cyclique simple, une excitation d’ordre moteur ne
pourra exciter que les modésdianetres nodaux qui correspondemnt’ordre de I'ex-
citation. Dans le cas mulitages une excitation d’ordre moteur diffnt peuitre ap-
pliquée sur chaquétage. Les sous-prairhes assoés aux ordres fondamentalx qui
comprennent les ordres des excitations sesblus épaément. La éponse pour chaque
ordrek; est transforrae en coordorées physiques de la structure m@tages comgite
a l'aide de lequation (1.53). La solution finale s’obtient par superposition depganse
en coordonaes physiques pour les difients ordres fondamentakix

Les hypotlgses utili¢es par la rathode de calcul psenge sont a priori fortes et la
litterature ne donne que pele#ments de validation. En cagguence, afin de conforter
sont utilisation, le chapitre suivant s’attachtester de maare approfondie sa robustesse.

46

Cette these est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0057 /these.pdf
© [B. Segui Vasquez], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre 2

Robustesse de la sy#gtrie cyclique
multi- etages
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2. Robustesse de la sytnie cyclique multiétages

La technique de syétrie cyclique multietages apparigperformante, alors Bme que
des hypothses importantes sont faites au niveau des ordres de Fourier daerdif
étages qui peuvergtre coupks. En particulier, I'hypotbse retenue implique que la plu-
part des ordres de Fourier restebtdupés et que seuls les composantes de Fourier as-
sociees aux ordres suppEs compatibles restent coépl Les ordres compatibles sont
issus du repliemera partir de I'ordre de Fourier maximal deetage avec le plus petit
nombre de secteurs.

Dans les travaux de Laxalde et al. [40, 41] un seul cas test esepi pour valider
la méthode, aussi bien dans les publications que dan€taaite de thse [90] (une ap-
plication industrielle est aussigsenkée mais elle n’est pas vaéda partir des @sultats
d’un calcul complet). Le cas test congid comporte deurtages de 24 et 45 secteurs.
Il présente une syatrie cyclique d’ensemble puisqu’il peétre consiéré commeétant
formé par 3 secteurs regroupant 8 aubes dtage et 15 de l'autre. En ce sens, il peut
présenter une particulagita priori favorable pour la &gthode é@velopge alors qu’'un
cas plus éfavorable serait constitude deuxétages avec un nombre de secteurs pre-
miers entre eux. Autrélementa consi@rer, les validations psenées portent sur les
frequences propres et 'amplitude deéponse foree mais ne s’occupent pas de valider
les ceformees modales pourtant importantes dans lesanismes deeponse.

L’hypothese de syi@trie cyclique multietages est utilese par Sterndlss et al [42, 43]
pour construire une base modale permettant I'obtention paréasatinodale d’'un made
reduit du systme multietages. Pour la construction de cette base modale seuls les ordres
de Fourier inérieurs pour lesquelles il n'y a pas de repliement sont aslis$’etude ne
présente pas de validation des calculs enétyim cyclique multietages par rapport au
calcul complet, et se concentre g@tsur la performance du mektk ©duit.

Une nethodologie deé&duction du moéle qui utilise les calculs en syatrie cyclique
multi-etages est propée par Laxalde et Pierre [46]. Il s'agit d'unéduction multi-
niveaux qui implique la projection des diffents sous-probimes assoes aux ordres de
Fourier multiétages dans leurs bases modales propres. Leseprebléduits en coor-
donrees modales sont rassegddans le but de pouvoir introduire dasaccordage. lls
présentent une validation du meld eduit dcesaccord par rapport au made complet.
Néanmoins, deux points soatrelever sur cette validation. Le premier est que I'exemple
utilisé est compasde dewetagesa 36 et 60 secteurs quigsente ici aussi une syatrie
cycliqgue d’ensemble (12 secteurs regroupant 3 aubesé&tame et 5 aubes de l'autre).
Le deuxeme constat est que la bandéduentielle choisie pour la validation comporte
seulement une famille de modes d’aubes c@sfisur uretage. Donc, cette validation n'a
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Analyse taillée de la nature des modes des&yss multietages.

pas pour vocation de montrer la capadike la néthodea reproduire des modes dont le
mouvement serait reparti sur plusie@tsges, ni des modesgsentant un couplage fort
entre le disque et les aubes.

Le travail péseng ici propose de tester la robustesse de édhwde de sygtrie cy-
cligue multi€tages paevaluation de sa performance sur des@ysts dont la configu-
ration pardt a priori cefavorable pour I'hypotbse retenue. Les configuratioggidées
se basent sur un mek élements finis paraéire de 2 roues aubags. Des changements
sur les paramtres @omnetriques permettent de trouver des configuratiogsgmtant un
nombre de secteurs premiers entre eux et des modes globaux élmsysin modle de
deux roues aub&gs avec nageoires inter-aubes aussi qu’'unemeocomposg de deux
disques de typanpeller sontégalemenétudés.

2.1 Analyse ctaillée de la nature des modes des sgshes
multi- étages.

Il s’agit ici de ptéciser certain concepts concernant les modes desnsgstmulti-
etages afin de pouvoir mieux cerner les cagadtiques qui peuvent potentiellement in-
fluencer la performance de laétiode. Seront con®es, la marére de @finir les modes
multi-etages, leurs contenus harmoniques et &nphene sgcifique de repliemena(ia-
sing).

Le mockle multietages introduit dans le chapitreepedent (FG.1.4) est repris ici.

On rappelle que cette structure consiste en @ggages mom/@s sur une portion d’arbre cy-
lindrique creux, chaquetageétant constité une roue awde. La structure comgle n’est

pas synétrique car le premiggtage comporte 15 aubes et le démée 23, Banmoins, la
méthode de sy#trie cycligue multietages est potentiellement applicable puisque chaque
etage consigle £paément est une structueesynetrie cyclique. La F.2.1 montre la
disciétisationélements finis des secteurs @darence des dewdtages. Chaque secteur de
reference est compési’une aube et des portions correspondantes du disque et de I'arbre.

Les conditions aux limites retenues imposent @pldcement nul dans les directions
radiale et tangentielle asséeis au sysime de coordorées cylindriques. Elles sont ap-
pliguées au sysime assemblmulti-etages sur les noeuds appartenant aux fogdien
extremites amont et aval.

Les frequences propres sont dé@s en fonction de 'ordre de Fourier sur lasFL.12
du chapitre 1 et repages ici de nouveau sur lad-2.2. Les ésultats sont @senés sur
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2. Robustesse de la sytnie cyclique multiétages

FiG. 2.1: Discrétisationélements finis des secteurs @déarence des deudtages.
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Fic. 2.2: Familles de modes mulétages identifis dans la plage deéquence 2800-
5000 Hz.
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Analyse taillée de la nature des modes des&yss multietages.

la plage de fequence [2800,5000] Hz pour des ditnes nodaux allant de®5, ce qui
correspondx une zone de haute dergsihodale. Les &formées modales oréte clasges,
a l'aide de la epartition de Ienergie de éformation, en familles de modesgoiominants
disque et modes pdominants aubes. Des modes correspondant @foxrdations glo-
bales de I'arbre sont aussi obsesvLes familles sont identifes en fonction du compo-
sant pedominant selon :

— lere torsion des aubes détage 1 (E1 :1T);
torsion-flexion des aubes dans le plan secondairectiegé 1 (E1 :1T1S);
lere torsion des aubes détage 2 (E2 :1T);
torsion-flexion des aubes dans le plan secondairectiegeé 2 (E2 :1T1S);
disques en opposition de phase, 0 cercle nodaux (D(0C));
— disques en phase, 0 cercle nodaux (D(0C) :Phase)

2.1.1 Repliement le au nombre de secteurs paétage

L' évaluation de linfluence du nombre de secteurs éeges sur la performance
de I'hypottese de symtrie cyclique multietages se base sur des raled avec des ca-
raceristigues communes (longueur des aulegsisseur d’anneau intétages, distance
entre lestages) mais avec un nombre de secteurs variables.

On rappelle ici lequation (1.50) quiéfinit un facteur de couplage [90] entre les ordres
de Fourielk; etk, de deuxetages :

D = (6 21c,) DI(E 0 1ay) (2.1)

Ce facteur de couplage pettre illusté nuneriguement I'aide de la regFsentation ma-
tricielle suivante :

k1=0,...,N, k2=0,...N, (2.2

I(ko.k) = | (1) DI e 1a,)|

ou ||| indique la norme matricielle € la matrice indentg.
Trois configurations sorétudiées :
— N; = 16 etN, = 24 : Dans ce cas il existe une sgtrie cyclique d’ensemble avec
8 secteurs qui regroupent 2 aubes @tdge 1 et 3 aubes detage 2 (PGCD 8 et
PPCM 48).
— N; = 15 etNp, = 24 : Ici aussi il existe une sy@trie cyclique d’ensemble avec 3
secteurs qui regroupent 5 aubes ddyge 1 et 8 aubes deetage 2 (PGCD 3 et
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FIG. 2.3: Repesentation matricielle du facteur de couplagéo, ki) entre les ordres de
Fourier des deux bases cycliques.Kg)= 16 etN, = 24, (b)N; = 15 etNo, = 24 et (¢)
N; = 15 etN, = 23.

PPCM 120).
— N; = 15 etN, = 23 : Dans ce cas il n’existe pas de stme cyclique d’ensemble,
les nombres sont premiers entre eux (PGCD 1 et PPCM 345).

Les facteurs de couplagé(k, ki) calcuks selon Equation (2.2) pour ces trois cas
sont donis FHG.2.3. Dans le casuoil existe un PGCD plus grand que l'ua@ientre le
nombre de secteurs des dediages, seulement certains terme$dk,, ki) sont non nuls.
Dans le cas 0 les nombres de secteurs sont premiers entre eux, la matrice est pleine.

L’hypothese de symtrie cycligue multietages implique que seulement certains cou-
plages entre ordres de Fourier deséalifntsétages sont retenus. Les ordres de Fourier
a coupler sont éfinis a I'aide de léquation (1.45). De magie @geréerale les ordres de
Fourierk; =0, ..., L%J etk =0,..., L%J doiventétre retenus. Les ordres de Fouider
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Analyse taillée de la nature des modes des&yss multietages.

consicerer simulta@ment sont dorés dans le Tableau 2.1 pour les trois cas. On constate
gue certains ordres de Fourier detdge 2 sont consites simulta@ment du fait du re-
pliement.

(a) (b) (c)
ki ko ki ko ki ko
0 o0 0 o0 0 0
11 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2
3 3 3 {3122 3 3
4 {4120 4 {411 4 {411
5 {511} 5 {5100 5 {510
6 {6100 6 {69 6 {69
7 {79 7 {78 7 {78
8 8

TAB. 2.1: Ordres de Fourier cou@d entre legtages selon I'hypo#ise de syr@trie cy-
cligue multietages. (aN; = 16 etN, = 24, (b)N; = 15 etN, = 24 et (c)N; = 15 et
N, = 23.

La FIG.2.3 montre que plus le PPCM entre le nombre de secteurs estimportant, plus le
nombre de couplages est grand. Cela suppose qu’'un nombre de couplages plus important
est reglige avec des nombres de secteurs premiers entre eux.

En comparant les erreurs erefjuence entre les calculs en stne cyclique multi-
etages et les calculs complets, on ne constate pas @eetliffes significatives entre les
configurations. Il n'appafadonc pas de relatioavidente entre le nombre de secteurs
dans lesttages et la performance de la&timode pour les castudies. La configuration
compoge de 15 et 23 secteurs sera retenue pour la suite.

L’hypothése de symtrie cyclique suppose le calcul simuléades ordres fondamen-
taux et des ordres repb. Les fequences calceks en consitant seulement les ordres
de Fourier qui ont un correspondant direct entre les deux bases soréestilmur
evaluer I'influence des ordres regsi. Le TAB.2.2 compare les &équences calcéés pour
I'ordre de Fourier fondamental mulétages; = 4, avec et sans l'ordre repliavec les
frequences issues du calcul complet. Il est clair que dans lelc#ierdre de Fourier
replié n'est pas pris en compte certainesgiuences ne sont pas obtenues, mais il ap-
pardt également les modes peuvent a@sse affecés par I'oubli de la contribution de cet
I'ordre. Les cagtudés ne pesentent pas de modes multi-harmoniques et les modes ob-
senées ont soit une contributiongominante de I'ordre igfieur, soit une contribution
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2. Robustesse de la sytnie cyclique multiétages

num calcul complet [Hz]  sy#itrie cycligue multietages [Hz]
(ki=4ky=4) (k=4k ={4,11})

1 823,948 823,87 823,87
2 823,948 823,87 823,87
3 991,049 991,05 991,05
4 991,05 991,05 991,05
5 1000,27 - 1000,46
6 1000,27 - 1000,46
7 3615,05 3613,92 3613,92
8 3615,06 3613,92 3613,92
9 3825,74 3825,53 3825,53
10 3825,74 3825,53 3825,53
11 4058,51 4058,56 4058,56
12 4058,51 4058,56 4058,56
13 4165,24 - 4165,72
14 4165,24 — 4165,72
15 4331,39 4331,41 4331,41
16 4331,39 4331,41 4331,41

TAB. 2.2: Frequences issues des calculs complets et eresigrcycligue multietages
(ordre de Fouriek; = p seul ou ordrek; = p ou ko = {p,N; — p} consicerés simul-
tanément.

prédominante de I'ordre re@i Dans le castoc’est I'ordre inErieur domine, la éformee
modale peuétre €partie sur les deugtages ou confére sur létage 1. En revanche, les
modes dont la contribution pdominante est celle de I'ordre renlsont configsa I'étage
2. Cette analyse ser&tillee dans la section 2.1.2.

2.1.2 Contenu harmonique des modes. Modes multi-harmoniques

Les nethodes de @&omposition des modes en harmoniques spatiales permettent de
guantifier la participation relative de chaque harmonique. Danséaditire, ces gthodes
sont utilies pour dterminer la composante harmoniquégmwminante des modes issus
de moeles eduits (Song et al. [38]w Sterncliss et al. [43]). On propose de les utili-
ser ici pour explorer les contenus harmoniques des modes @tagfes issus des calculs
complets, information importante pour continuer @eifier la pertinence de I'hypolise
de base de la éthode.
Chaque mode sera cl&sselon lagpartition denergie de éformation totale asscee
a chaqueetage. Pour leéme mode, éfini par le vecteur desaghlacements sur la structure
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Analyse taillée de la nature des modes des&yss multietages.

compkteU;, les contributionsx I'énergie de éformation pour chaquietageRz’li et RZi
ont les formes suivantes : _
R-4 R- 4 (2.3)
x| é‘i ? A éal '
ou éaisj est la partie de €nergie de dformation correspondaatl’étagej et & I' énergie
de ceformation totale :
&7 = U1 KEUE, &= UTIK]U (2.4)
ol Ui* et Ui sont les parties du vecteur demlacement de la structure comfgU; qui
corresponderd chaquestage.
Les manipulations des matricksetM assoceesa la structure compte sont difficiles
du fait de leur tailles importantes. Il est donc propo&approximer la matrice de raideur
K de la structure compte parK = blocdiag K*,K*=) en faisant I'hypotkse que les
termes les auxélements inteétages ont une influencegligeable pour le calcul des
energies de &formation. Cette hypo#se se justifie par le fait que pour la plupart des
modes, le dplacement est conceatsur les aubes et le disque et non pas sur l'interface
inter-etages.
En profitant de la sy#&trie cyclique de chaquetage isad, les matriceXSi peuvent
étre expringes en coordor@es cycliques comme le montré&djuation (1.18). A partir
des vecteuri;J;Sj on peut @terminer les composantes cycliquﬂisii?’i assocgees aux ordres

ki=0,..., L%j. L’ énergie de éformation de chaquetage peut alors &trire :

z U k,, Z ku (2.5)

ou £k' est la fraction dénergie dieme mode qui corresporedl’ordre de Fouriek; de
I"étages;. Les matrlcest( o .S 'obtiennent partir de la matrice de raideur d’'un secteur de
base en coordom@es phyS|ques.

. . Si O . . . s .
Les fractions denergie gkj‘.i sont utilies pour @terminer l'ordre de Fourier
prédominant, agrs normalisation selon :

Sj

max (@%) 1, j=172 (2.6)
kj:0,...,L7JJ

Pour obtenir I'ordre de Fourier @dominant sur le mode complet, lesergies sont
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FIG. 2.4: Contenu harmonique des modes de la plage équignce [2800-5000] Hz.

Répartition dénergie relativea chaquettage et ordres de Fourier normabsrelatifsa

chaqueétage, (a) modes issus du calcul complet; (b) modes issus du calcul étrisym
cyclique multiétages

normalifes de la magie suivante :

Sj

max max a0 =1 2.7
=12 kj=o,...,L“§J( k”l) &1

La FIG.2.4 montre le contenu harmonique des modes de la plagégiesince [2800-
5000] Hz. La FG.2.4(a) pesente lesasultats pour les modes issues du calcul complet
tandis que la F.2.4(b) pesente lesasultats pour les modes caleslavec la rathode
de synetrie cyclique multietages. Pour chaqustagej = 1,2, les fractions dnergie
correspondant aux ordres de Fourkgr= 0, ..., L%j ont étt normaliges relativement
aux maximums dnergie propr@ chaquetage.
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FiG. 2.5: Contenu harmonique des modes de la plage éguignce [2800-5000] Hz.
Ordres de Fourier normaés relatifsa la structure compte, (a) modes issus du calcul
complet; (b) modes issues du calcul en gyme cycligue multietages

La normalisation assoega chaquetage implique que certains modegggntent une
participation de plusieurs ordres de Fourier pouétage alors que cétage ne participe
gue tes faiblement I'énergie totale. Pour cela, I’indicatel':tg?i est dong en parakle
afin de pouvoir juger de la participation de chadgiagea I"ehergie totale. Ce type de
normalisation est jugreanmoins irgressant car elle permet de bien mettré@dence la
différence entre les deux m@dations. Conforiementa I’hypothese, les modes cal@d
en synetrie cycligue multietages pesentent seulement une participation des ordres de
Fourier qui corresponderi I'ordre fondamental avec lequel ils oe€ obtenus. Pour
certains modes, de&carts entre les deux calculs existent dans le contenu harmonique de
I’ étage qui contribueas faiblemend I'é€nergie totale et I'hypottse de syr@trie cyclique
multi-étages appaitaalors pertinente au regard désultats issus du calcul complet.

On \erifie que les modes viennent eérgral par paires sauf les modes qui corres-
pondenta I'ordre Z£ro. Les modes qui partagengétiergie entre les dewgtages sont des
modes de disque et des modes du cylindre iatages qui correspondent aux ordres de
Fourier (dianeétres nodaux) entreero et quatre. Cependant, la plupart des modes restent
confireesa un seuktage et correspondent aux familles de modes d’aube.
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2. Robustesse de la sytnie cyclique multiétages

Dans la FG.2.5, le contenu harmonique des modes est dopar les fractions
d’énergie correspondant aux ordres de Fouwjet 0, ..., L%j qui ontétés normaligées
relativementa la structure complte selon lequation (2.7). Cette normalisation permet
d’avoir un indicateur qui inclut la prise en compte de la participation&eadea I'énergie
totale. La comparaison entre les de@sultats montre uneés bonne correspondance
entre les esultats en sy#trie cyclique multietages et lesésultats du calcul complet.
Tous les modes dontédhergie estépartie sur les deu&tages partagent le@me ordre
de Fourier d’'unétagea I'autre. D’apes le Esultat des calculs sur la structure coetel
FIG.2.5(a), il n"appard pas de modes multi-harmoniques faisant intervenir plusieurs
ordres de Fourier dans la plage deduence d'irégirét. Ceci confirme encore la pertinence
de 'hypottresea la base de la éthode de sy#trie cyclique multietages.

2.1.3 Modes multietages

Dans le cadre de ceté&tude, on dfinit un mode cou@ comme un mode qui sente
une interactiorenergetique entreetages adjacents.énergie de dformation epartie sur
I'ensemble de la structure est une conditi@cessaire mais pas suffisante, car il existe
des modes dealormation globaux de I'arbre. Pour ces modénérgie de éformation
est bien epartie mais ne concerne pas les disques ou les aubes, et gaquemntne rentre
pas dans la&finition retenue.

Dans la FG.2.6 on identifie les modes d’arbre selon la classificati@s@née dans
[91]. Ceux sont des modes défdrmation du cylindre assa@sa l'arbre eta I'anneau
inter-etages.

Pour cfinir les modes du sy&sine, D’Souza et Epureanu [47] proposent é&dminer
dans quelle mesure unéfdrmée modale est modée par la prise en compte du couplage
inter-etages, en comparant les modes de la structure edenglec les modes issus des
calculs sur legtages isd@s. Avec l'information sur lagpartition patages de énergie
de ceformation, ils classent les modes en modes nftages (confidsa un seuktage)
et modes multétages (dont Energie estapartie sur deugtages). Cette athodologie
permet d’identifier les modes quigdbignent des modes moraages mais ne donne pas
d’'information certaine sur I'interactioanergetique entre legtages.

Afin de conduire des analyses les plus fines possibles, il est ainsi profasi-
ser la Epartition de [énergie de @éformation pagtage et par composant dans é&ages
pour cefinir les familles de modes. Les composants cagglsont : les aubes, le disque,
I'arbre (au cylindre) et la partie de I'arbre entre letages. Pour l&eme mode éfini sur
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(d)

FIG. 2.6: Modes de cylindre avecaflormation globale de la structure muttiages
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FIG. 2.7: Mode a 3 diangtres dans la famille d'aubetage 1 E1 :1T1S : (a)éformee
modale ; (b) pourcentageé&hergie par composant.

I eétagej, le vecteur de ialplacemenUisj est exprin@ en composantes cycliqu@%’i as-
socies aux ordrek; =0, ..., L%j. L’ énergie assoéea chaque composante est cabaul
a l'aide de Iéquation (2.5) en ne conservant que lépldcements des ddl assegiaux
noeuds appartenant au composant. Les Figures 2.7 et 2.8 montégpdiation dénergie

par composant pour deux modes qui correspondam mode d’aubes et un mode de
disques en opposition de phase.

2.2 Outils utilises pour I'analyse de performance de la
symetrie cyclique multi-etages

Diff erentes analyses sont conduites pour comparerdsgltats sur la structure
compkte aux esultats issus de la syatmie cyclique multietages. Les outils utiles pour
ces analyses sont les suivants.

2.2.1 Ecarts en frequences propres
Les erreurs en équences sont cal@#s selon :

Weyc — Wref y
Wref

Aw = 100 (2.8)
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FIG. 2.8: Mode a 3 dianetres disques en opposition de phase D(0C) : g¢&rdee mo-
dale; (b) pourcentage &hergie par composant.

oU wxyc est une fequence issue du calcul en sgtme cycligue multiétages etuer la
frequence correspondante issue du calcul complet.

La comparaison desé&qguences propres obtenues par un calcul complet et par la
méthode de sy#trie cyclique multiétages est psené HG.2.9. Lesecarts obsels sont
inférieursa 0.6% pour les 250 pregries fequences, qui vont jusca’9000 Hz pour
I'exemple traié.

Les frequences assa@as aux familles de modes d’aubes varient peu en fonction des
ordres de Fourier. Par caaguence elles forment des lignes horizontales dans les dia-
grammes en fonction de I'ordre de Fourier. De ce fait, elles constituent des zones de
grande densi modale a plusieurs modea differents ordres de Fourier sorgdrproches
en frequence.

Si on veut comparer lesé@qguences issues du calcul complet avec celles issues du
calcul en symtrie cyclique multietages, on doit d’abord rassembler et ordonner les
frequences calcées pour les difirents ordres de Fourier muéitages. Dans la mesure
ou il peut exister dedgeres erreurs endrguence et du fait de I'importante degsiho-
dale autour des é&guences d’'aube, la proxiraien féquence entre les deux calculs ne
suffit pas car on doit s’assurer gu'il s’agit degmes modes qui sont compar Ainsi, les

comparaisons endguence doiverégtre compktees avec les comparaisons @ifatnmées
modales.
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FiG. 2.9: Ecart des fequences propres entre le calcul complet etéshmde de sygtrie
cycligue multietages.

2.2.2 Comparaison des dformees modales

Les modes du calcul en sytrie cyclique multietages sont recomt@s pour obtenir
des modesé&els sur la structure congie comme écrit dans I'annexe D. Ces modes sont
compaés aux modes deeference dones par le calcul sur la structure corafd. Les
comparaisons font appel au etié de cobrence modal de MAC.

Pour les structurea synetrie cyclique la plupart des modes existent en paires or-
thogonales assames aux fequences doubles. Ces paires de modes doubles ont deux
indeterminations : 'amplitude et la phase qui fixe la position ciréoaftielle du mode
sur la structure. lls doivent dorétre normaligs en phase de lagme fagon dans les deux
calculs pour pouvoir les comparer. Si une paire de modes doubles n’est pas regrealis
phase avec la paire correspondante, les comparaisons parue detMAC ne seront pas

satisfaisantes car elles diagnostiqueront de grandegetiifes sur des modes &alite
identiques.

La FIG.2.10(a) montre la matrice MAC obtenue en comparant directement les modes
issus du calcul en sy@trie cycligue multiétages avec les modes du calcul @erence.

Les paires de modes doubles qui ne sont pas noresadis phase entre les deux calculs
donnent quatre valeurs autour de la diagonale.
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Outils utilisés pour I'analyse de performance de la éyie cyclique multietages

Les paires de modes orthogonaux asseaiune féquence doublealinissent un es-
pace infini de solutions permettant d’obtenir urefatmée €elle avec n'importe quel
positionnement circoifentiel sur la structure. De ce fait la position circanehtielle
des modes doubles est &tdrmirée. Pour pouvoir comparer les modes en &yia cy-
cligue avec les modes provenant du calcul @@nence, chaque mode en stme cy-
cligue doitétre aligre en position circorérentiel avec le mode dé&férence correspon-
dant. En pratique oné&lermine I'angle qui corresporall’€cart relatif entre les positions
circonferentielles des deux modasomparer. Cet angle est utdipour @finir une com-
binaison lireaire qui permet de changer la position cir@ehtielle des paires de modes
en synétrie cyclique pour la faire d¢ocider avec la position circo@fentielle de la paire
de reférence

Soit U1 cye, U2 ¢y Une paire de modes doubles[®l ret, Uz ret] la paire correspon-
dante dans le calcul déference. L'information pour&erminer la combinaison lgaire
qui doit étre appligée peutétre obtenuex partir des valeurs du ceite MAC qui est
constitle d’'un produit scalaire entre deux vecteurs :

‘ <l_Ji,cyc79j,ref> |2
<9i,cyc;9i,cyc> <ij,ref;l_Jj,ref>

MAG | = (2.9)
ou Uj ¢yc est lei-eme mode du calcul en sytrie cyclique el ref le j-eme mode du
calcul de eférence.

A l'aide de la cifinition du produit scalairéa, b) = ||a|| ||b||cog a) on peut &crire le

MAC comme : , ,
Uiyl [|Yj et | “cog(ai )

AG.
! |Uiye]* Y et

permettant de montrer que celui ci est fonction uniquement de I'anglentre les vec-
teurs compars MAG j = cog(q; j). Dans le cas 0 Uj ¢yc et Uj ref cOrrespondent au
méme mode doubley; j est dans le plan perpendicula&idaxe de syrétrie et repesente
la difference en position circoafentielle sur la structure entre les deux modes.

(2.10)

L'angle ay1 = cos 1+, /MAC; 1 trouvé apes le calcul duMAC, ; est utili$ pour
construire la combinaison l@aire suivante :

Ul eye cosayil —sinayil| | Uieye

= (2.11)
: sinay1l  cosagpal | |U
~2.cyc 1,1 11 Y2.cyc
~ . . ~ - / / Y A
ou | estla matrice iden&tde la taille d&J; cyc. Les modesU; . U . ] sonta la néme
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2. Robustesse de la sytnie cyclique multiétages

position circonérentielle sur la structure que la paire é&renceU ret, Uz ref]. Il faut
tenir compte du fait que 1 repesente deux angles diffentsa cause de la racine cae.
Pour une rotation comme cell@fihie dans Equation (2.11), le premier angle permet
d’aligner les deux paires de modes tandis que le @en&icorrespond une rotation dans
le sens contraire.

Le processus de normalisation est apgiguehaque paire de modes. La matrice MAC
calcukea nouveau a@s cette normalisation est mos¢rHG.2.10(b).

Les valeurs sur la diagonale de la matrice de MACGeaprormalisation des paires de
modes sont @senées FG.2.11. Ces valeurs permettent de quantifier laétehce entre
les ceformees modales des deux calculs et I'influence de I'approximation introduite avec
I'nypothese de sym@trie cycligue multietages.

2.2.3 Ecarts sur la réponse forée

Les Eponses obtenues par le calcul complet et pardthote de sy#trie cyclique
multi-etages sonkgalement compaes. La F.2.12 montre la@ponsea une excitation
d’ordre moteur 31 = 3) appliglee sur letage 1 et la K.2.13 la Eponse une excitation
H = 3 sur l'etage 1 eH = 4 sur I'etage 2. Dans les deux cas, on observe weelionne
cortélation entre les@ponses obtenues, I'erreur en amplit@dent inerieurea 0.5% au
niveau des pics degsonances.

2.3 Analyse de diferentes configurations

Des moeles repesentatifs de diffrents types de configurations sont introduits et les
analyses écrites dans la section 2.2 sont appéqs.

Les critres utili€s pour @finir les differents types d’aubages sont les suivants :

— Etudier l'influence de la raideur relative des aubes par rapport au disque sur la

précision des mogles en syratrie cyclique multiétages.

— Etudier 'influence de la raideur de la liaison par nageoires entre les aubes sur la

précision des mogles en syratrie cyclique multietages.

Ces deux critres visent évaluer la capadtde la syratrie cycligue multietagesa
repesenter correctement le comportement de roues dereliffs types. Enéyéral les
turbines pour la production électricié psentent une flexibikt relative des aubes par
rapport au disque qui estes importante du fait d’aubedan@&es tandis que dans les
turbines &ronautiques la flexibikt des aubes peétre comparabla celle du disque. De
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50 TTTT
-
45 H- 0.9
(]
(]
g 40 0.8
3
S 35 0.7
S
S 30 0.6
=y
S 25 0.5
Q
E L 104
8 20
7
o 15 - 103
(]
g - {0.2
2 10 -
5 10.1
|
H 1o
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Modes calcul complet
(@)
0.9
]
]
=2 0.8
3
= 0.7
S
g 0.6
=y
= 0.5
Q
= 10.4
s
)
n 10.3
(]
S {0.2
£ )
10.1
! 0
5 10 15 20 25 30 35 40 4550

Modes calcul complet

(b)

FIG. 2.10: Matrice de MAC entre les modes obtenus par un calcul complet et par la
méthode de sygtrie cyclique multietages : (a) sans normalisation en phase; (b) avec
normalisation en phase.
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2. Robustesse de la sytnie cyclique multiétages
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F1G. 2.13:Cortélation en éponse, excitation d’ordre moteidr= 3 sur I'étage 1 eH = 4
sur I'etage 2. Amplitude du secteur 13 detéige 1.

méme, dans tout compresseur ou turbine axiale la fleX8biitative des aubes par rapport

au disque est plusleee pour legtages basse pression et diminue pouétages haute
pression. Dans certaines configurations, les aubes gestdintre elles autrement que par

le disque, au moyen de@nanismes raidisseurs/amortisseuicgmuement évelopges

qui ont une influence importante sur le comportement dynamique. Finalement, dans les
compresseurs centrifuges par exemple, les aubes font paéiigante du disque et de ce

fait les deuxéléments sont &s fortement Bs.

L'aspect gréral des six moéles retenus est mobtrHG.2.14. Sur les six, trois
mockles sont assinésa des turbines pour la productionétBctricié pour lesquels les
aubes sont &s élan@&es. Parmi eux, un premiersente des liaisons fortes aux ni-
veaux des nageoires (m&ld A-F), un deuwéme des liaisons faibles (melé A-M) et un
troisieme ne pesente pas de nageoires (ratedA-N). La seule diftrence entre le mede
avec des liaisons fortes et faibles est la raideur des nageoires :@damnattili€ pour les
nageoires dans le cas de liaison forte estéema que le mériau des aubes, tandis que le
matriau des nageoires dans le cas de liaison faible est dix fois plus flexible.

Les deux modles suivants vise@dtrepésenter des turbineémnautiques. Un premier
présente une forte liaison au niveau des nageoires ¢ladgF) tandis que le deuxine
ne pesente pas de nageoires (rateiB-N).
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2. Robustesse de la sytnie cyclique multiétages

Le dernier moéle choisi est ref@sentatif des compresseurs centrifuges, en particulier
de deux roues centrifuges arr@eg dos dos (moéle C).

Les moetles utili€s sont des mades acaédmiques avec desegnetries tes sim-
plifiées eteloigrees des gonetries eelles. lls permettentéganmoins d’obtenir des ca-
raceristiques vibratoires proches de celles de struct@eles. Les maillageslements
finis n'ont paséte raffines, ce qui n’'invalide pas legsultats car les comparaisons se font
entre le modle en syratrie cyclique multietages et le made complet qui est I'origine
des secteurs de base ufilsspour la syratrie cyclique.

2.3.1 Mockles de type A

Dans le cas du made qui ne possde pas de nageoires (n&del A-N), on obtient
dans la plage de équences 0-4500 Hz des familles de modes d’aubes qui vont jusqu’au
troisieme mode de flexion 3F, au deawrie de torsion 2T et au de@xne mode de flexion
dans le plan secondaire 2S¢=2.15).

Les frequences des modes qui appartienaeamie néme famille d’aubes augmentent
legerement avec le nombre de diatres nodaux du fait que les aubes sodedi seule-
ment par le disque. Sur le diagrammeduences vs. dia@tres nodaux, les modes d’'une
méme famillea differents diaratres nodaux se psentent par lignes horizontales qui
convergent vers la équence du mode de I'aube en condition enéasém pied d’aube.
Sontégalement identiées :

— Deux familles de modes de disque, les deux disqueg&ferdant en phase ou en

opposition de phase

— Des modes deéalormation globales du cylindre

— Des modes particuliers gsentant uneé&formationa la fois des aubes dettage 1

et du disque de étage 2.

En revanche, peu d’interaction est obsgsrentre les familles de modes d’aubes et
les modes de disques. La flexibditelative des aubes par rapport aux disques permet des
croisements de familles de modes de disque avec des modes d’aubes seulement pour les
modes d’aubes en 3F, 2S, 2Téthange d&nergie entre ces derniers modes d’'aube et les
disques est moinavident que pour les modes d’aube en 1F, 2F et 1T doréftarahation
est plus compatibla celle des disquas0 cercle nodal.

Les esultats des validations obtenus montrent que :

— Lesécarts en fquences sontds faibles. lls sont idrieursa 0.1% pour les 250

premeres féquences de la plage 0-4500 Hz.

68

Cette these est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0057 /these.pdf
© [B. Segui Vasquez], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



Analyse de diférentes configurations

(a) mockle A-N (b) mockles A-F et A-M
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(c) moctle B-N (d) mockle B-F

(e) mockle C

FIG. 2.14:Modeles utili€s pour tester la athode de sy#gtrie cycligue multietages. (a)
mockle A-N, (b) moeles A-F et A-M, (c) modle B-N, (d) moeéle B-F et (e) moéle C
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FiG. 2.15: Modele A-N. Fequences multetages avec participation relative de chaque
etage (blanc étage 1, noir étage 2)

— Les comparaisons degfdrmées modales montrent unesrbonne correspondance

des valeurs de MAC qui sont seipeuresa 0.998 sur la plage 0-4500 Hz.

— Les modes ont une contribution d’'une seule harmonique spatiale. Il n’existe donc

pas de modes dont la contribution de plusieurs harmoniques soit significative.

— La comparaison de l&ponse avec legsultats des calculs complets montre une

tres bonne correspondance.

Pour les deux magles qui comportent des nageoires (A-F et A-M), la dynamique
est tes differente. Les modes de flexion dans le plan sont assada ceformation cir-
conferentielle des nageoires. Du fait que les nageoires forment une bande@iertiefle
d’apparence continue, le€fijuences des modes des aubes en 1S augmepterdjide-
ment avec le nombre de digtnes nodaux comme le montre le&cF2.16. De néme, les
modes d’'aubes en flexion sont as&s@ la ceformation axiale (dans le plan perpen-
diculaire & I'axe de rotation) des nageoirdsgalement, 'augmentation du nombre de
diametres nodaux qui traversent les nageoires impose un couplage entre les modes de
flexion et de torsion d’aubes.

En particulier, des modes d’aubes de type 2F (a@fordhation axiale des nageoires)

a dianmetres nodaux su@rieursa L%J sont obser@s dans chaguetage. Ceux-ci se replient
selon le repliement du spectre de &is de Fourier diséte assoéea chaquetage. La
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FiIG. 2.16: Modele A-M. Frequences multetages avec participation relative de chaque
étage (blanc étage 1, noir étage 2)

méthode se montre capable de rendre corapéefois des modes de disque et des modes
d’aube 2Fa haut diametre nodal obtenues avec un petit ordre de Fourier.

Les esultats des validations obtenus sont similaires aésegents

— Lesécarts en fquence sont és faibles. lls sont irieursa 0.1% pour les 250

premeres féquences (0-4000 Hz).

— Les ckformées modales sont enes bonne correspondance (MAC éupur a

0.999).

— N’est cetecée que la contribution d’'une seule harmonique spatiale.
— Les esultats enéponse montrent unees bonne correspondance avec les calculs

complets.

Le diagramme deséquences pour le mete A-F n’est pas @sené car il est similaire

en forme @rérale au diagramme pour le madd A-M (FIG.2.16).

2.3.2 Mockles de type B

La dynamique globale des mél@s avec des aubes plus courtes estuifite de celle
donree par les magles avec des aubétan@&es. Notamment, des interactions entre les
familles de modes d’aubes plésergtiques (prengres torsion et flexion dans le plan
secondaire 1T et 1S) et des modes de disque apparaissent.
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FIG. 2.17: Modele B-F. FEquences multetages avec participation relative de chaque
etage (blanc étage 1, noir étage 2)

Les esultats du mogles B-N (sans nageoires) oa€ piesenés dans le chapitre
précdent pour introduire la éthode de sy#trie cyclique multiétages.

La dynamique du magle qui pésente des nageoires (B-F) est encoretrfite.
Comme pour le mogle A-F, les fequences des modes de flexion des aubes augmentent
avec le nombre de diagtres nodaux et des modaslianetres nodaux sugsieursa L%j
apparaissent pour chagééage. Des modes de disque et des modes d’auba K&yt
diametre nodal mais obtenues avec un petit ordre de Fourier.2F7), sont obtenus
sans difficulé par la néthode.

Ici encore les@&sultats des validations sont similaires avecakzsts tés faibles.

— 0.7% pour les fequences.
MAC toujours suprieura 0.96.
Pas de modes dont la contribution de plusieurs harmoniques soit significative.

Tres bonne coélation également pour laéponsea une excitation ordre moteur
H = 3 qui permet d’exciter des modessgjifiques dans la plage d&fuences 2800-
5000 Hz (FG.2.18).
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FiIG. 2.18: Modele B-F. Corélation en eponse, excitation d’ordre motettr = 3 ap-
pliquée sur letage 1. Amplitude du secteur 1 déethge 1.

2.3.3 Mockle de type C

Pour le moeéle de type C, re@sentatif de roues de compresseurs centrifuges par
exemple, les aubes sont fortemegek entre elles du fait gu’elles font partieégtante
du disque. Ainsi, les &quences d’aubes augmentent avec le nombre deetiesmodaux
(F1G.2.19). D’autre part, la @netrie des aubes permet principalement édodmation
en flexion vers le bord e&tieur. Les modes obsé&ys dans la plage 0-4000 Hz sont des
modes de flexion 1F jusgai4F. Comme pour les metks de roues aéles, les modes dont
la deformation est repartie sur les de@tages sont confas sur les premiers diastres
nodaux.

Les ©sultats montrent encore unedrbonne correspondance entre les calculs com-
plets et la syratrie cycligue multietages

— Ecarts en fequences irdfrieursa 0.05%.

— MAC suggrieursa 0.9996.

— Pas de modes avec une contribution de plusieurs harmoniques significative.

Aucune des configuratioreigudées ne met eavidence des faiblesses de la technique
de calcul en syi@trie cyclique multietages. Elle constitue donc leéthode deé&férence
utilisée dans le chapitre suivant pour I'analyse de l'influence des incertitudes.
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FIG. 2.19:Modele C. FEquences multétages avec participation relative de chagiage

(blanc :étage 1, noir étage 2)
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Chapitre 3

Prise en compte de 'effet des
Incertitudes sur les vibrations du
syseme
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3. Prise en compte de I'effet des incertitudes sur les vibrations dersgst

Dans ce chapitre on cherclaeprendre en compte les effets des incertitudes sur la
dynamique globale des sgshes multietages, et on s’iBresse en particulier au sgste
a deux roues aubégs des chapitresguedents. De nombreuses incertitudes touchent la
connaissance des caradstiques des aubes. Ceétide ne concerne pas legrtonene
de cesaccordage, toutes les variablesatbires sont donc identiques éme loi, néme
echantillon.

Pour respecter la pro@te de positivie des matrices ahtoires, due au carace
physique des progtes des mariaux sur lesquelles portera I'incertitude, les variables
aléatoires suivent une loi gamma. Levetloppement du Chaos Polynomial est aélaptx
calculs en syratrie cyclique multietages [92, 93], la base polynomiale du chaos, ortho-
gonale a la loi de probabiét est donc construite avec des pdlgres de Laguerre.

Les esultats sont valigs par des calculs issus de simulations de Monte-Carlo.

3.1 Modele akatoire en dynamique des structures

3.1.1 Mockle genréral

On chercheé résoudre un proBme dynamique dont certains pakgtnes d’entee sont
incertains. Classiquement, cela pétite le cas pour la masse, la raideur et 'amortisse-
ment, les forces excitatrices. Le préebie dynamique diseti®e enéléments finis peut
alors sécrire :

(—w?M (1) + joC (1) + K (1))0(T) = F(1) (3.1)

ol les matrices de masd(1), raideurK (1) et amortissemer@ (1), le vecteur des forces
excitatricesF (1) sont aéatoires. Le vecteur champ desptacementsi(t) est donc lui
aussi akatoire. Largument et le symbole dénotent le caraete abatoire des quanés.

3.1.2 Choix de la loi de probabilie

Dans ce travail, seules sont coresieks les incertitudes sur les pragieis makriaux
des aubes, les variationstatoires concernent donc le module d’Young des aubes qui
est suppas akatoire. Pour construire la loi de probal@ldasso@e,a partir du maximum
d’entropie, il faut tenir compte des informations accessibles [89] qui sont :

— un support positif,

— moyenne egcart type dones,
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Modele akatoire en dynamique des structures

— la quantié akatoire et son inverse r&genkes par des variablescatoires du se-
cond ordre.

3.1.3 Developpement en chaos polynomial (PCE)

La variation agatoire sur le module d’Young de l'aubestit :

E(1) =ng&(1)(E(T)) (3.2)

ou la notation(e) dénote I'es@rance mathmatique. La variable @atoireé (1) suit une
loi gamma de paragtre a et de support positifns est une constante de normalisation
(Annexe E). En fixant de facon aduate le paragtrea, la distribution gamma tend vers
une loi synétrique par rappow la moyenne, ce qui est r&sentatif de la variatioreelle
du module d’Young.

Le module d’Young intervient dans les termes ass®aux aubes dans la matrice de
raideurK (1) :

K(1) = ng&(1)(K(1)) (3.3)

ol K repiesente la moyenne d€(). L’ équation dynamique (3.1), avec comme seuls
termes aatoires ceux de rigiditde la structure, devient :

(—w?M + jwC+K(1))0(1) =F (3.4)

La réponse au probme dynamique est &itoire et doit don@&tre molisee en
tant que telle. Dans ce cas une possibilite repesentation repose sur I'utilisation
du developpement du chaos polynomial [68-70]. Catampose alors le champ des
déplacementsi(1) sur une base de polgmes connus de variablesatoires et ortho-
gonauxa la densi de probabilié de ces variables, tel que :

o(r) = 5 (o' 39

ot ul) sont les vecteurs coefficient&t@rministesa determiner pour reconstruire la
réponse d@atoirel(7) via sa moyenne, sa variance et sa fonction de deastproba-
bilité. Les polyd@mesy; (1) sont orthogonaua la loi gamma et sont donc les pobmes
de Laguerre d’ordre[89] explicites en Annexe(F).

En pratique, le nombre de polmes dans lesaeloppements en PCE dédjuation
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3. Prise en compte de I'effet des incertitudes sur les vibrations dersgst

(3.5) sont trongés tel que :
p .
mw;;MMW> (3.6)

ou p est I'ordre de éveloppement du chaos [68].

3.2 Modele incertain du syseme multi-etages

D’apres les esultats des chapitresguedents, I'hypotbse de syrétrie cyclique multi-
étages pelétre utilie pour @composer le probme aterministe multietages dfini sur
la structure comgite en plusieurs probines @coupés pour chaque ordre de Fourier fon-
damental. Ainsi, lagponse modale du syshe non-amorti s’obtierdt partir de la solution

des probdmes @coupés pour chaque ordre de Fourier fondamekgat O, .. ., L%J ;

(Ki — w?My )0y, =0 (3.7)

ou gkf est le vecteur deségplacements en coordodes cycliques el; le nombre de
secteurs de étage avec le plus petit nombre de secteurs.
La réponse foree du systme multietages s’obtient par l@solution des probmes

découpés pour les ordres de Fourier fondamentlaux 0,. . ., L%J :

—Q2My, + jQCx, + Ky, | Uk, = F, (3.8)

ou Q est la pulsation de I'excitation.

3.2.1 Quantites incertaines du probéme

Les incertitudes sur les n&ataux des aubes sont n&idees comme variations du mo-
dule d’Young assoéi aux matrices de raideirkf. Ces matrices restent proportionnelles
au module d’Younds, car seulement des emtions lireaires interviennent pour les ob-
tenira partir de la matrice de raideur de la structure cataplll est propasici d'utiliser
une variable aatoire identique pour chaque aube qui suit une loi gamma @elapa
variation eelle du module d’Young (syetrique) (voir Annexe E). liggrant I'expression
aleatoire du module d’Young doge par lequation (3.3), la matrice de raideueatoire
gkf s'écrit :

~

« (1) = Kig (B(T)) = ng € (T)Kk, ((B)) = ng& (1) (K, (E)) (3.9)

o
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Modele incertain du syéme multietages

Pour consi@rer des incertitudes seulement sur les aubes, la matrice de raideur
déterministe esté@écrite comme la somme des deux matrices suivantes :

[=v

o = Riobe Rese (3.10)

ou seule celle correspondant aux aubes est céregdabatoire et éfinie par :

o
o

be__ ~ aub
1Pe=ng & (KR (3.11)

3.2.2 Analyse modale @atoire du syseme
3.2.2.1 [&finition du probleme

La structure est faiblement amortie. L'analyse modale est alors effeatpartir des
modes propreseels du systme non amorti. D’agrs I'equation (3.7), le sous-praithe
déterministe assogia chaque harmonique mulitages fondamentalg pour leléme
couple mode—fquence propres«(,Q) a la forme suivante :

K 01 = oM, G, (3.12)

avec la condition de normalisation :

O My, Uy =1 (3.13)

|

Le probEme aux valeurs proprestaltoires £crit [68] :

) = @My Ui(t)  avec U] (1)My,Uy(1) =1 (3.14)

'_'?1)
=
Ico
-

ou (Q,Q) est leleme couple fquence—-mode @htoire et la matrice de masse est
déeterministe. Les solutiond) et U; du probEme sont dcompoges en polydmes de
Laguerre, fonctions de variable€atoires de loi gamma :

o= _ijiaf”, G = _Z)wig.“) (3.15)
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3. Prise en compte de I'effet des incertitudes sur les vibrations dersgst

avec les coefficientsaderministes assagsa chaque ordredu ceveloppement en chaos
polynomial,a determiner sous forme scalamfé et vectorleIIeU( )

a'er, 0 ers (3.16)

s dénote la taille du proeime multietages assoeia I'harmonique fondament#k. Les
coefficientsaf” correspondena la normalisation par rappadtla valeur éterministec,

et permettent une convergence rarique plus robuste dans les calculs. En pratique, la
base orthogonale des pofmes de Laguerre est trora p+ 1 termes :

@ = iw-a.(” 0 = i‘l"o(i) (3.17)
2 ia’, Y 2 iY, .

En remplacant les expressions paimretg (équation (3.17)), ainsi que I'expression
de la matrice de raideuréﬂtoire&kf(E) (équation (3.9)) dans le prabhe aux valeurs
propres aatoire €quation (3.14)) il vient :

Tt (
¥ neék wl)) =@

©
©

i=0j=

p R
S wiviwa a0 +r - (3.18)
k=0

et:

%Z)wlw, T, O =14+ w (3.19)

ou le vecteur esiduelr et le siduelw proviennent de I'approximation d’ordre fini sur les
modes et fequences propres [78]. La solution du pehe modal aatoire pour ldeme
couple mode—fquence propre consiste en Etefmination des coefficients :

& . . a? 00 . 0P} (3.20)

qui sont des quanét ceterministes et qui@trivent compmtement le comportement sto-
chastique déy (&) etU, (£). Le résiduel dans &quation (3.18) est minimésen projetant
I’ équation sur I'espace des pofmes de Laguerrgy, [78] :

p P P P

Zo<wm'f¢’|>nf|<kf =W Z)Z)%<wmewJWk>a| a1 Mkf (i) (3.21)

pourm=0,...,p. De manereéquivalente, le&@siduelw est minimi€ en projetant cette

80

Cette these est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0057 /these.pdf
© [B. Segui Vasquez], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



Modele incertain du syéme multietages

fois-ci I'’équation (3.19)

©

p L
Z)<L/me.w,>uI " 0 = 8w, m=0,...,p (3.22)
i=0]j
ou:
1 sim=0,
oo = (3.23)
0 sim#0.

Les esprances de produits de pobymes{ ymiy;) et (Ymii ;i ), ainsi que des pro-
duits de poly@mes et variables @htoires ymé Yi), sont explicies dans I’Annexe F.

3.2.2.2 Resolution du probleme par une nethode iterative

Leséquations (3.21) et (3.22), pour=0, ..., p, forment un sysime dgs+1)(p+1)
équations non ligaires éterministes permettant de calculer [sst+ 1)(p+ 1) coeffi-
cientsai(o), . ,a,<p>,g|<°), - ,g,(m. Ce systme déquations non ligaires est@solu par une
méthode iérative : la néthode de Newton-Raphson. Pour utiliser lethode de Newton-
Raphsona partir desquations (3.21) et (3.22), ofihit deux quantés :

Em—%(dlmfw.Wkaf | _2;%2<wmwiwjwk>a.(k)eq“ﬁkfg.<” (3.24)
= 0

et:

Gm = i i<'~pm4’i ;) OV, OV — 8o (3.25)
0=

Ces quantés peuvenétre regroupes sous la forme d’'une seule. Lensemble de ses
equations, poum=0,..., p, peut alors €crire sous la forme :

F={Fo ... Fm ... Fp} (3.26)

ou:

E
Fm:{ m}, Em€RS, GmeR (3.27)
Gm
Le syseéme déquationsa resoudre de maeie ierative sécrit finalement :

F(v)=0 (3.28)
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3. Prise en compte de I'effet des incertitudes sur les vibrations dersgst

ou v est le vecteur qui contient les coefficieatseterminer :

v={a|(0) Lo,aP o gor ,pr”} (3.29)

9 p—d

La méthode de Newton-Raphson consistetiliser le &dveloppement dE(v) en €rie de
Taylor au premier ordre
F(v) = F(vo) +J(vo) (3.30)

ou Vg est le jeu initial et)(v) la matrice jacobienneélinie ci-apés. Ce éveloppement
permet d’obtenir une estimation finale de la solution via la relatioreimentale :

Vni1=Vn—[J(Vn)]"F(Vn) (3.31)

En pratique, I'inverse dé(v) n’est pas calc@. Pour chaqueétation le systme lireaire
suivant est@solu :
[I(vn)] AV = —F(vn) (3.32)

ou:
AV = (Vo1 — Vi) (3.33)

La matrice jacobienne s’exprime par :

3= %], (3.34)

en posant la notation suivante de Erigée partielle d’'un vectewr = {z,2,...z,} '
par rapporta un autre vectewr = {y1,y,...ym} ' :

9z o1
ayl “ee aym
% = & (3.35)
Y low  om
ay1 0Ym
Explicitement, les termes de la matrice jacobienne sont :
e PourEp, :
—dEJS = iiwmwi giw)a M, 0" mk=0,...,p (3.36)
(731 i=0j=
82

Cette these est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0057 /these.pdf
© [B. Segui Vasquez], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



Modele incertain du syéme multietages

et:
I T L R DX R
T L,UEL‘U nﬁk - L.UQUQUWk Mkmvizov"wp
02'(.) i;m ARELS & ol Mm% a|a1 f
(3.37)
e PourGy, :
di(lf)‘:o, mk=0,....p (3.38)
03,
et: o
0Gn ~ () .
oM =25 (Yntiy) M O mi=o0,....p (3.39)
QFI) JZO< m¥i J> =]

A chaque iération de Newton-RaphsoRi(v,) etJ(v,) sontévallés nunériquement
et le syséme lireaire de lequation (3.32) esésolu. Le processus esfete jusqua ce
qu’un critere d’aret soit satisfait. Ici, deux ceéres d’arét sont utili€s :||F(v)|| < & et
|Av| < &.

3.2.2.3 Choix du jeu initial des doniees

Le jeu initial des don@es pour le vectewr est esting@ par une rathode non intrusive
de simulation. Dans cette@thode, les @veloppements en PCE dédjuation (3.17) sont
proje€s sur I'espace de polgmesy; tel que :

p .
() = EOW#PJ)au(')a UILIJJ

P ~
Z) )0y (3.40)

et compte tenu de I'orthogonaides polydmes, il vient :

(3.41)

Les esﬁrances<wj2> sont évallees de magire exacte car des expressions analytiques
peuventetre obtenues pour chaque ordre O,..., p. Le nunérateur des expressions de
I’ équation (3.41) en revanche, déire estind par des simulations de Monte-Carlo. Le
processus consiste en largration déchantillons in@pendants des variablegatoires
suivant la distribution correspondante. Pour chaggleantillon le prol#me de lequation
(3.14) est comgtement étermire et peutétre €solu de la magre usuelle pour un
nombre important dchantillons. Finalement,a ;) et (Q Yj) sont estinds par la
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3. Prise en compte de I'effet des incertitudes sur les vibrations dersgst

moyenne arithratiqgue de 'ensemble déxhantillons consketés ce qui permet d’estimer
a etQl.

Cette nethode demande un nombre important @alisations pour converger. Ainsi,

elle est utili€e avec un nombre limite déalisations dans le seul but de trouver un jeu
des valeurs initiales pour laéthode de Newton-Raphson.

3.2.3 Reéponse for&e akatoire du syseme

Le calcul de lagéponse foree du systme multiétages est &s important pour visua-
liser 'impact des incertitudes sur les nivaux vibratoires. Ici, oespnte le calcul de la

réeponse @atoire induite par la variation du module d’Youngecdte au paragraphe 3.2.1.

L’ équation (3.8) du probme en e&ponse foree deterministe est aussi valable pour
des grandeurs @atoires. Pour chaqueefijuence d’excitatiof, on a :

_Qzﬂkf + jQQkf +&kfi| 2'(]‘ = Ekf

(3.42)
ol X est le vecteur deséplacements ahtoires. La force applige, la matrice de masse
et d’amortissement sont conéides @terministes. L'amortissement structural estii
a partir de la moyenne de la matrice de rig’éditkf (1) par:

Qkf = %<£kf)

(3.43)
ou n est le facteur d’amortissement&duation (3.42) €crit alors :

—Q%My, + N (Ky,) +ka}

ka - Ekf

(3.44)
La reponseks est eveloppee via le Chaos Polynomial et troréepa 'ordrep :

p .
=3 g, (3.45)

En utilisant les expressions ie(f etX; deséquations (3.9) et (3.45), le préihe abatoire
donre par I'équation (3.44) devient :

[Paed]

~ . 2 B P
~QMx, + i (Riy) +ng & (Ki) |

I
[T
z

(3.46)
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Modele incertain du syéme multietages

Pour ceterminer les vecteurs de coefficients du c@(,Bs I'équation (3.46) est proje¢
dans I'espace de polgmes orthogonausy; :

ot + inRi)] S 02 8,80 (R S (wiEun g0 = (i) (347
-0+ inKe)] Y (WF) 8% neRi) 3 (w2 = (i) (347

pourj=0,...,p. Ceci angnea réesoudre un sy8tme deg p+ 1) x séquations lieaires, et
ce pour chaque équence d’excitation.

3.2.4 Grandeurs caracéristigues akatoires

Les solutions du proBme vibratoire (fequences propreséfbrmees modales et
reponses forees) sont caragtisees par leur moyenne, leur variance et leur densé
probabilie (PDF).

Les moments statistiques asssa laleme féquence propre sont calésla partir
des coefficients du chaos et les PDF sont obteraugartir des tirages statistiques faits
sur ces coefficients. L'effet @htoire sur les &@ormées modales est lui quanéfen les
décomposant sur la base des modetedninistes [78].

3.2.4.1 Moments statistiques des &quences propres et de lagponse forée

Les moments statistiqgues as%sz laleme feéquence propre sont calésh partir des
coefficients du chaosako), .. ,a1(p)). La moyenne de la pulsation propréafoire(a ) est
donrée par :

(@) =g, (3.48)

Sa variances?[@) | est calcuke par :
p
0?[aa] = @f _;(af”)z (w?) (3.49)

De méme, pour chaque éguence d’excitatior?, les moments statistiques de
la réponse foree sont calcd@s & partir des coefficientsX?(Q),...,%?(Q)) du
développement du chaos polynomial deduation (3.5) : D’'une part, la moyenne :

(

7(Q) (3.50)

[Pagd]

Q) =

I>X}2
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3. Prise en compte de I'effet des incertitudes sur les vibrations dersgst

D’autre part, la variance :

P
o?%1(Q)] = 2 (& (Q))% (W) (3.51)

Le détail des calculs pour obtenir I&gjuations (3.48) et (3.49) sont explastdans
I'’Annexe G.

3.2.4.2 Quantification des variations &@atoires sur les @formées modales

On cherche caractriser I'effet des incertitudes du module d’Young sur leidmées
modales. Un moyen est deecbmposer ces modeséatoires sur la base des modes
déterministes [76, 78] : chagueme dé&formée modale aﬁatoireg est exprinée comme
une combinaison ligaire des modesaterministed); :

b1 =3 dml (352)

ou € (1) est un coefficient &atoire, repesentatif de I'effet @atoire sur chaquetformee

|. Une base modaleétierministe trongele peutétre utiliee en supposant que les
déeformees modales ahtoires ne sont pases differentes desaformées @terministes,
ce qui cepend du prol@me étudi. Ici on choisit de retenir cette hypete. Soit la
décomposition en chaos d;z(r) donree par lequation (3.17) :

O(1) = 3 ei(r)i¥ (3.53)
= k; @ .

Un développement similaira celui de lequation (3.52) permet deedomposer chaque
coefficient éterministe assoeia I'ordrek du developpement du chaos polynomial pour
la deformée modalegl(k) de I'équation (3.53), dans la base de modé!sedninistesgi :

n
0/ = _ZC!"‘Q (3.54)

ou c:’k sont des coefficientsaderministesa trouver. Ainsi, pour chaque ordre du chaos

k de chaque &formee modald, le syseme déquations suivant permet de trouver les
coefficientsc®, composantes du vectedir :

®odk =" (3.55)
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Application nun&rique

ou ® est la base modaleaterministe forree des modes’eﬂierministesgi. A partir des
équations (3.53) et (3.54) on obtient :

S P n ~
Ui(1) = ()6 G (3.56)
k;i; =
Finalement, en comparant leguations (3.56) et (3.52) il vient :
R P Ik
d(r) =S () (3.57)
k=0

Les contributions @atoires des@formées modales a@atoires peuvent aloédre quan-
tifiees en fonction des quatit ceterministes par :
— la moyenne del”

Al P I k D Ik _ 10
(d0) = 3 w(d*) =5 wd*=d (3.58)
K=0 K=0
qui correspona la contribution dieme mode @terministe aléme mode &atoire
assoct a I'ordre 0 du @veloppement du chaos polynomial.
— la variance d@{,“qui est utili€e pour quantifier I'interaction, au sens statistique,
entre les modes @htoires et les mode&terministes :

o) = ((d-(4))") - 5 whr ey 359

3.3 Application numérique

Dans cette section, la@thodologie écrite pecddemment est appligea un systme
multi-etages consistant en deux roues aéeagles effets des incertitudes sur le module
d’Young des aubes sont anagset la nethodologie est valige en comparant legsultats
de I'analyse modale et de laponse forée avec desessultats obtenus par simulations de
Monte-Carlo.

3.3.1 Description du systme multi-etages

Le mockle multi€tages introduit dans le chapitre 1 est wilisi. La HG.3.1 rappelle
le maillageélements finis de la structure corapt. La neéthode de sy#trie cyclique
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FiG. 3.1: Maillage élements finis du magle multi€tages compésde deuxetagesa 15
et 23 secteurs

multi-étages est utilee pour calculer les@quences propregterministes. Celles ci sont
montiees en fonction de I'ordre de Fourier dans & R.2 du chapitre 2, @senge ici
de nouveau F5.3.2. Les ésultats concernent la plage déduence [2800,5000] Hz pour
des diangétres nodaux allant de & 5, ce qui correspond une zone de haute demsit
modale. Les dformees modales orite clasgesa I'aide de la epartition de lenergie de
déformation, en familles de modesgoiominant disque et modespiominant aubes. Des
modes correspondant augfdrmations globales de I'arbre sont aussi obsgrv

La FiG.3.2 particularise les six modestrois diangtres qui seront analgs. A titre
d’illustration, la FG.3.3 montre deux &ormees de familles difrentes de modes de
disque se dformant en phase ou en opposition de phase.

La reponse éterministea une force exdrieure de type ordre moteur 3 est méetr
dans la FG.3.4. A contrario du chapitre 2, le facteur d’amortissement structurel est pris
a 2% pour arrivea une convergence plus rapide davedloppement du chaos polynomial
[94] (voir Annexe H).

La force d’excitation est appligae sur Ieétage 1 sur les noeuds en bout d’aubes dans
les directions tangentielle et axiale par rapport au disque.

Puisque I'hypotbkse de syr@trie cyclique multietages implique que I'amplitude de
la réponse est la éme pour tous les secteurs d’'étage, les @placements du secteur
de éference seront utiless. Comme f@vu, les deux pics d’amplitude les plus importants
apparaissent auxéguences appartenant aux familles de modéggminant aubes de
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Application nun&rique

(0C) :Phase
O

0 1 2 3 2 5
Diametre nodaux (ordre de Fourier muétfage)

FIG. 3.2: Frequences propres vs. diatres nodaux. Familles de modes : 1/ E2 :1T1S :

torsion—flexion aubes dans le plan second&itage 2 ; 2/ E2 :1Tdre torsion aubegtage

2; 3/ E1:1T : Ere torsion aubestage 1; 4/ E1 :1T1S : torsion—flexion aubes dans le

plan secondairegtage 1; 5/ D(0C) : disque en opposition de phase, 0 cercle nodaux;

D(0C) :Phase : disque en phase, 0 cercle nodaux

(@) (b)

FiG. 3.3: Déformées modales (a) mode 1, D(0C)Pha$88.4 [Hz] pedominant disque
se ceformant en phase ; (b) mode 2, E1 :1Tdl$670 [Hz] torsion—flexion aubes détage
1 dans le plan secondaire.
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3. Prise en compte de I'effet des incertitudes sur les vibrations dersgst
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E1:1T1S

D(0C) :Phase

Amplitude des @placements [m]
S
(o2}

E2:1T1S

—7 I I I I I I I L L L
10 2800 3000 3200 3400 3600 3800 4000 4200 4400 4600 4800 5000

Fréequence [Hz]

FIG. 3.4: Réponse dterministea une force exrieureH = 3 pour un amortissement
structurelegalea 2%. Norme de @placement pour un noeud en bout d’aube émbfe 1.

I etage 1.

3.3.2 Calcul des fEquences propres a@atoires

On rappelle que la Bme variation c’es&-dire la néme variable &@atoire suivant une
loi gamma est prise pour chaque aube de chajage. Un coefficient de variation de
2.5% est utili€ pour ecrire les variations du module d'Yourt((3.2)) des aubes. La
Fonction de Densitde Probabilé (PDF) du module Young @toireE qui en Esulte est
montée HG. 3.5.

Les effets des incertitudes neatau sur les fquences etaformees modales sont
etudis en ealisant les calculs avec udwkloppement du chaos polynomial d’ordre 2. Le
jeu de solutions initial (équation (3.29)) est estipar I'approche &crite pecedemment
dans le paragraphe 3.2.2.3 avec 188lisations.

Les resultats du PCE sont vaéd par comparaison avec des simulations de Monte-
Carlo avec 5000&alisations pour les six modes indegusur la k. 3.2. Le TaB.3.1
montre une &s bonne correspondance eeduence, pour la moyenr®), I' écart type
Oy et le coefficient de variatiod,, ce qui valide I'approche par leédeloppement du
chaos polynomial. Les modésudis, qui correspondent aux familles d’aubegsentent
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FiG. 3.5: Fonction de Densitde Probabilé du module d’Young &atoireE.

desécarts types importants, ce qui est logique puisque les incertitudes sont introduites sur
les aubes. Parallement, le€cart-types correspondant aux familles de modes de disque,
les modes 1 et 4, sont faibles. ce qui stigggun faible couplage entre les vibrations des

aubes et des disques.

On remarque que les fonctions de dessside probabilé, pour les fequences propres
etudiees et monées FG.3.6, ont une forme similaira celle du Module d’Young, ce qui
montre la nature li@aire du prol@me.

TAB. 3.1: Moments statistiques desfjuences propreséatoires : moyenn&cart-type
et coefficient de variation. Comparaison avec des simulations de Monte-Carlo.

Mode PCE Monte-Carlo
(W) [Hz] 0w [Hz] 6w [%] (&) [Hz] 0w [HZ] &0 [%]
1 3488.36 5.66 0.16 3488.36 5.63 0.16
2 3669.02 33.61 0.92 3668.99 33.41 0.91
3 3882.75 40.91 1.05 3882.72 40.67 1.05
4 4025.99 4.14 0.10 4025.99 4.10 0.10
5 4206.87 43.26 1.03 4206.83 43.01 1.02
6 4480.33 44.77 1.00 4480.30 4451 0.99

Cette these est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0057 /these.pdf
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(a) (b) (©)
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400 400 400
L
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FIG. 3.6: PDF des fequences propreséatoires. (a) Mode 1. D(0C)Phase, (b) Mode 2.
E1:1T1S, (c) Mode 3. E1 :1T, (d) Mode 4. D(0C), (e) Mode 5. E2 :1T and (f) Mode 6.
E2:1T1S.
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@ (b)

g 6 2 6 4x10°°
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FiGg. 3.7: Contributions, au sens statistique, des modesatalres aux modes

déterministes. (a) Moyenne, (b) Moyenneariance . Les modeséterministes sont :

Mode 1. D(OC)Phase, Mode 2. E1 :1T1S, Mode 3. E1 :1T, Mode 4. D(0C), Mode 5.
E2:1T et Mode 6. E2 :1T1S.

3.3.3 Calcul des @éformées modales &atoires

La FIG.3.7 illustre les contributions, au sens statistique, des mo@sasoales aux
modes @terministes. D’ars cette re@sentation, on voit qu’en moyenne les modes
aléatoires correspondent aux modégadministes. Manmoins, les incertitudes introduites
sur les aubes font appéire des modes ahtoires inégrant des contributions de plusieurs
modes @terministes. Par exemple, lad=3.7(a) montre que le modeéaltoire 1 est en
moyenne le mode &terministe 1 alors que lai&.3.7(b) indique qu’il peuggalement
avoir une contribution du mode 2. Ceci est coréqrar la FG.3.8 qui pesente la distribu-
tion desénergies de @&ormation des diffrents composants du nmad multi-€tages pour
le mode 1. La K5.3.8(a) caradrise la distribution degnergies du mode léterministe.
On voit clairement gu'’il s’agit d’'un mode pdominant disque. La1B.3.8(b) donne la
distribution dénergie d’urechantillon @ a une variation du module d’Young des aubes
de E = 0.925x (E). Ici, on voit que le mode change de natureeedlue vers un mode
disque aube, notamment suetiage 1. Ceci s’explique par la formegpdominant aube
du mode 2 éterministe moné&re HG.3.8(c). Ce changement est asgariune faible va-
riation en fequence (c.f. AB.3.1,d,, = 0.16%). Il appar@t donc indispensable de bien
considerer les changement de modes émmtemps que la variation erefiuence.

3.3.4 Calcul de la eponse for&e akatoire

La reponse foree du systme adatoirea une excitation eterministe de typél = 3
est pésenée pour un @veloppement du chaos polynomial d’ordre 2. La quantiilisee
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FiG. 3.8: Distribution de Ienergie de dformatlona travers les dlﬁrents composants.

Comparaison entre (a) mode &tdrministe et (b) mode 1&atoire pouE = 0.925x (E) ;

(c) mode 2 éterministe. Les composants sont : les aubes, disques, arbre et anneau inter-
étage ; pour Btage 1 ou 2.

pour repesenter la&ponse reste la norme despthcements d’'un noeud en bout d’aube
dans letage 1.

Les FG.3.9 et 3.10 montrent le€sultats issus duédeloppement du chaos polyno-
mial pour la moyenne etécart type respectivement, vadglavec dessultats des simula-
tions de Monte-Carloaalisses avec 5000 tirages. Lesultats du PCE et des simulations
de Monte-Carlo sont identiques, quelques fail@earts sont cependant obses\vautour
des Esonances. De @me, la FG.3.11 montre une &s bonne correspondance entre les
enveloppes deéponse obtenue par PCE et des simulations le Monte-Carlo. Ces enve-
loppes correspondent aux maxima et minima d’amplitude pour toutegdésations de
Monte-Carloa chaque fquence. Pour&erminer I'enveloppe avec le PCE, on recons-
truit la réeponsea partir des coefficients du chaos pour 10000 tiragesJeahkiations des
polyndbmes de Laguerretant tes peu cateuses.

Les Esultats en aponse sont ca@rents avec lesésultats en modes propres. Par
exemple, sur les 1E6.3.9 et 3.10 on observe que le pic correspondant au mode 1 au-
tour de 3488 Hz a une variab#itfaible en fequence mais importante en amplitude. Le
mode 1 est un mode de disque dans la configurateerchiniste mais peuvoluer vers
un mélange disque—aube pour certaines configuratiorest@les. Ce changement de la
nature du mode estl'origine de la variabilié de I'amplitude et doiétre prise en compte
si des incertitudes sont introduites.

Finalement, la rathode du chaos polynomial appl&giici et valicte par la rethode de
reference de Monte-Carlo sur un siste multiétage mocklise parfaitement les variations
des modes du sy&te en fequence et enadormee ainsi que laagponse foree. De plus,
cette néthode met eBvidence la pFsence de variations dans la nature du comportement
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FIG. 3.9: Moyenne de I'amplitude deeponse de étage 1. Comparaison entre les simu-
lations Monte-Carlo (—) et le PCE d’ordre 2 (- - -).

Ecart type d’amplitude [m]

10°°
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1(T2800 3000 3200 3400 3608800 4000 4200 4400 4600 4800 5000
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FiG. 3.10: Ecart type de I'amplitude deeponse de étage 1. Comparaison entre les
simulations Monte-Carlo (—) et le PCE d’ordre 2 (- - -).
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FiG. 3.11:Enveloppes d’amplitude déponse de étage 1. Comparaison entre les simu-
lations Monte-Carlo (—) et le PCE d’ordre 2 (- - -).

vibratoire du systme pour de petites variations des pagtnes matriaux en enge et non
visibles en conduisant uregude modale simplemengfjuentielle.
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Conclusion

Dans le chapitre 1, la méfisation des structures synetrie cycliquea I'aide d’'une
décomposition ené&rie de Fourier du &lacement circogfentiel est tout d’abord rap-
pele. La transforriee de Fourier complexe en notation matricielle des champs discrets
est choisie et legsultat classique deedouplage des ordres de Fourier ass®aiux quan-
tités cycliques est retro@vEnsuite, les@&formees modales et les@nanismes deeponse
des systmes multietages sonetudiésa I'aide de calculs complets saréluction sur une
structure compd=e de deuxtages avec un nombre d@fent de secteurs. La dissgtrie
propre de la structure mulétages introduit un faibleé&saccordage qui esatl'origine
de tes kBgers édoublements dedguences obse®g pour certainesédguences doubles.
Ce esaccordage eggalement responsable de peétarts d’amplitude sur l&&ponse
entre les diférents secteurs d'ugtage. Il est obsedegalement que beaucoup de modes
multi-etages ressemblent aux modes cé@suydour legtages seuls ou sont uaeolution
de ceux-ci. Les modes mulétages peuveritre clasés en familles de modes d’'aube et
de modes de disque comme dans le casatiages isd@s. Les disques de de@ages
peuvent se gformer en phase ou en opposition de phase donnard lilwx familles de
modes distincts. Concernant keponse de I'ensemble muBtiages, elle peldtre sensi-
blement diferente de lagéponse calcéle sur le€tages seuls pour certains ordre d’excita-
tion par ordre moteur. Pour les sgstes multietages, les ordres de Fourier asgs@ux
bases cycliques des diffentsetages sont normalement coepkentre eux. L'hypotise de
déecouplage des ordres de Fourier est @éien insistant sur le regroupement des ordres
de Fourier repbs.

Le chapitre 2 est consara I'eétude de la robustesse de |&thmode de sy#trie cy-
cligue multi€tages. On montre que pour les configuratiehglées, le nombre de sec-
teurs entre deu&tages adjacents a un effégtigeable sur la performance de l&tmode.

Le contenu harmonique spatial des modes provenant d’un calcul @adfes montre qu'il
n’existe par de modes multi-harmoniques pour les configuraéituges. Une &s bonne
correspondance est obtenue entre le contenu harmonique des modé&saaiayratrie
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Conclusion

cycligue multietages et les modes deference issus du calcul complet. Une normali-
sation en position circobfentielle est prop@e pour les paires de modes doubles. Ceci
permet d'utiliser un crére de corence modal pour quantifier Iégarts entre modes.
Lesécarts en fequence, la cdirence desaformées modales et l&arts d’amplitude de

la reponse sont utilss pourévaluer la performance de laéthode en sy#trie cyclique
multi-etages appliceea des modles acadmiques re@sentatifs de roues de difents
types. Les@sultats obtenus confirment que la §trie cyclique mutlietages permet d’ob-
tenir des esultats tes proches de€sultats issues des calculs sagduction aussi bien
pour I'analyse modale que pour leponse foree.

Une nethodologie pour la prise en compte des incertitudes sur les paesrstruc-
turaux dans les sy&tnes multietages est gsenée dans le chapitre 3. Le prehe
déterministe est transfo@nen plusieurs sous-pra@vhesa l'aide de la réthode de
symetrie cycligue multietages. La rethode de Chaos Polynomial est ensuite @is
pour repésenter les quanéis gererali€s assoées aux diférents ordres de Fourier multi-
etages. Des variableséaltoires suivant une loi de support positif @t utilistes pour
mockliser les incertitudes sur le Module d’Young des aubes. &ssltats obtenus pour
la variabilitt des fequences propres et des amplitudes de&pmnse onéte valides par
rapporta des simulations de Monte-Carlo. Il est méngu’une repesentation avec des
polyndmes allant jusq& I'ordre 2 donne dessultats avec uneds bonne gacision. La
variabilité des @formées modales eétudiee par @compositiora la fois dans la base du
chaos polynomial et dans la base des mod¢srdhinistes. Une zoneiglusieurs familles
de modes sont proches eiduences ate consi@ree. Les esultats montrent queéme
pour de faibles incertitudes, entnant seulement une faible variation eaduence, cer-
taines @formées modales peuventgsenter une variabiétimportante. De plus, la varia-
bilité des @éformees modales pe@étre assoé&ea des variations importantes d’amplitude
de la éponse. Des changements dans la nature d’un mode,&égEspar un&volution
vers une famille autre que celle du modgeatministe, expliquent les variations @ponse
et doiventétre consiérés dans le cadre de conceptions robustes.

Les ceveloppements psenés doiventtreétendus pour permettreetude de I'effet
d’incertitudes plus grerales que celles unifo@ment et identiquement reparties sur les
aubes du sysime.
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Annexe A

Transformee de Fourier en notation
reelle

Une transformationé&elle équivalente permettant deeckire les composantes phy-
siques en fonction des composantes cycliq@ssles peut €crire a l'aide des éries
trigononetriques :

B . (_J_)n—il.~
Un = Tu w/ 2 O ¢ COS( k(N — 1)) + T sSin (2Tk(n — 1))}+Wu%
(A.1)
ou
N . .
> si N est pair,
K={2 P (A.2)
N>L siN estimpair.
Le vecteur des coordoges cycliqguesaelles a la forme suivante :
. . . . . - T
u:{ Up Upc Ups Opc --- u%} (A.3)

Les composantes harmoniquéglies sont dfinies par la transformation inverse qui
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A. Transfornee de Fourier en notatiogelle

donne lieu aux relations suivantes :

.1 X
Ug=—= u
N2
2 N
Oce =\ Y uncos(§fk(n—1))
2”;1 » (A.4)
uKS:\/N Z upsin(gk(n—1))
n=1
1 N
iy =--5 ()" u
VPR

Les derniers termes dan&tjuations (A.1), (A.3) et (A.4) existent seulementsést
pair.

Il est aussi possible deefinir une matrice de FourieeelleFy dite quasiequivalente
a la matriceEy :

Fn = [ fo f17c fl,s fk,c fk,s f% ] -
1 2 5 _
0 Vi J2 S
N \/%cos(%"k) \/%sin(%"k) o
— \% \/%cos(zw’TKZ) \/%Sin(ZW’TkZ) \/AN
i ﬁ \/%cos(%"k(N—l)) \/%sin(zw’Tk(N_l)) _\/AN

(A.5)

La transformation &elle cecrite dans Bquation (1.7) peut &trire également pour
I'ensemble des secteurs et pour toutes les harmoniques en utilisant la matrice de Fourier
reelleFy :

u=(Fnel)l (A.6)

La matriceFy étant orthogonaleFQ1 = F{ ), la transformation inverse detjuation
est:

0= (Fliel)u (A7)
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Annexe B

Produit de Kronecker

Le produit de Kronecker entre deux matridegt B est ckfini comme :

_allB a;pB - alNB_
ax1B  axB :

AsB = 2_1 2 _ _ (B.1)
aniB aneB - annB|

La propriete suivante ralange des aspectéé au produit matriciel usuel et au produit
de Kronecker :
(AeB)(CeD)=AC«BD (B.2)

La matrice(A ¢ B) est inversible si et seulementsiet B sont inversibles, auquel cas :
(AeB) 1=A"1eB? (B.3)
Finalement, I'o@ration de transposition est distributive sur le produit de Kronecker :

(A=B)T =AT BT (B.4)
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B. Produit de Kronecker
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Annexe C

Ordres de Fourier decoupks en
symetrie cyclique

Les matrices assend®s d’'une structura synetrie cyclique, fornde parN secteurs

identiques de taillen, ont la forme suivante :

[ 20 z1 0 0o z17
z1" z0 z1 O 0
Z= (C.1)
o - 0 z1" z0 z1
z1 0 -~ 0 Zz1" Zz0

ou les blocsZ0,Z1 repéesentent la partie iatieure de chaque secteur et I'interaction avec

les secteurs adjacents respectivement.
La passage de ces matrices en base cyclique complexdt s’

Z=(Exelm)Z (Enelm) (C.2)
En faisant les multiplications matricielles correspondantes on obtient :
Zo,o %O,l %O,N—l
7= (Ejolm)Z (Enelm) = Z11 o Zl":“‘l (C.3)
sym ZN—LN—l
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C. Ordres de Fourieratoupés en syratrie cyclique

ou les blocs ont la forme suivante :

N-1 N-1 N-1
Zim=Y 1 206 i5migifinm,. 3 1 e ifmlgidininm, 3 11T ifmigifrn-om
7 n=0 N n=0 N n=0 N

(C.4)
Compte tenu de la relation d’orthogonaldes fonctions exponentielles distas :

Nieij"n(mD: 0 simzl, (C.5)
n= N sim=I.

les blocs d& sont nulsa I'exception des blocs sur la diagonale qui ont la forme suivante :

2y =20+ 216 WK 4 Z1Te 1K (C.6)
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Annexe D

Modes doubles en syratrie cyclique

. i2 P2 . . .

Du fait queeJWn" — e JW(N=K) |es vecteurs de Fourier existent en paires complexes

. P . —k N L.
conjugLeeseK, = Q pour tous les ordres sakif= 0 etk = . Pour un calcul en syaétrie
cyclique qui utilise ces transfor@es de Fourier on obtient des matrices complexes. Ces
matrices existent aussi en paires complexes coéje@k = Zf{,_k qui donnent liewa des
problemes de valeurs propres augduences identiqgues et modes complexes coggigu
Qk — Un_k. Une paire de modes en quaéstphysiques sur la structure cogtelU, U
s’obtient comme suit :

U=e{al, Qzeﬁ‘k@@gm_k:%@@( (D.1)

En €parant les partiegelles et imaginaires dans les expressiogsgulentes on ob-
tient :

= [Re(e)) + j Im(ef)] [Re(Ty) + jIm(Ty )],

- - (D.2)
[Re(efy) — jIm(el)] s[Re(Uy) — jIm(Ty )]

U
u

et en @éveloppant les produits :

U.U = [Re(ef)) o Re(Uy) — Im (&) « Im (U )] + j[Im(efy) = Re(U, ) + Re(efy) @ Im (0, )]
(D.3)

Toute combinaison ligaire la paireL_J,LJ_ repesente aussi un mode pour I&me
frequence et on peut obtenir une paire de modek¥1,V, en prenant&paément les
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D. Modes doubles en syatrie cyclique

parties eelles et imaginaires dé :

(D.4)
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Annhexe E

Loi de Probabilite Gamma

L' équation qui éfinit la fonction de dengit de probabilé d’'une variable &atoire
gamma ) est:
£ ¢
MNoa+1)
ol M(a+1) = [ t%'dt est la fonction gamma et est un paramtre de forme. Le
TAB.E.1 pésente les principales caradstiques de la loi Gamma de paratme de forme
a.

(& a)= (E.1)

Ici, le module d’Young aatoire est écrita I'aide de sa moyenng), de sa variance
02[E] et de la variable &atoireé suivant une loi gamma. Le coefficient de variation du
module d’Young, dont la valeur est dagmpar les incertitudes physiques de la structure,
s’écrit : )

o
O = —— (E.2)
(E)

ou o[E| = /0?|E]| est l'écart-type. D’apes I'équation (3.2), la variance du module

TAB. E.1: Caracéristiques de loi Gamma

Parangtre de forme a > —1

Support [0, 4-00]
Moyenne oa+1
Variance a+1
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E. Loi de Probabilé Gamma

d’Young peut s&crire :
0°[E] = 0%[ng& (E)] = ng (E)*0°[¢] (E-3)
En prenant la moyenne deetjuation (3.2) on obtient :
ng(§) =1 (E.4)

et en utilisant I'expressio€) = (a +1) du TAB.E.1:

(E.5)

L’ équation (E.5) et I'expressioa?[é] = (a + 1) du TaB.E.1 sont introduites dans
I’ équation (E.3) pour obtenir :
2
o“<[E] 1
= E.6
€2 (@1 (0
Finalement, le paraaire de formex de la distribution gamma est dompar le coef-

ficient de variation du module d’Young :

a=<_1q (E.7)

&%
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Annexe F

Polynomes de Laguerre

Forme des polyromes de Laguerre

Les polyromes de Laguerreggéralis sont une suite de polgmes orthogonaux par
rapporta la distribution gamma de paraine de formex. Les 3 premiers polydmes de
Laguerre @rerali®s sont

2
W) =1 w)=-Erarl g@)= (@2 T gy

et la relation de@&currence suivant permet de trouver les polyes pour > 2

=@ -Tra-§u - (-1 a2 F2)

Esperance des produits des polyomes de Laguerre

Pour la Esolution du proleime agatoire on utilise de magie €current les valeurs
de I'esgerance des produits de deux et trois pélyres de Laguerre. Des expressions
analytiques pour ces produits sorévelopgesa l'aide de la @éfinition de I'esg@rance
mathematique d’une fonction arbitraiggx), de variable @atoirex, par rapport la fonc-
tion de dens#é de probabili pd f(x) de suppork € Q

(90)) = [ gbx)pd f(x)ax (F3)

Consicerant les 2 premiers ordres du chaos polynonya(0 to 2), ont utilise les
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F. Polyromes de Laguerre

esferances suivantes :

— d’un polyrome

—¢

00 a—¢& o0 a
Wo) = [ o W@ =1 Wi = [ o= un(@)de <o

00 an—¢
<QU2>=/O r(a—i_l)lllz(f)df=0

— du produit de 2 polydmes

(W}) = /ro,+1 2(&)dE = a+1,
aa—<
<4’14’2>:/0 m(ﬂl(f)lﬂz(f)df =0,
o[ &%t ., 3 .15
<4’2>—/0 m#’z(f)df—lJrEaJrEa
— du produit de 3 polydmes

co a ff
W)= [ g Wi@dE = —2-2a.

o) a —E
Wiwe) = || Frg WO W(§)0E =243 +a?
0 a ,E
(yay3) = | r(a—il)wf)w%(é)df — 4 60202,
o oa—E
<QU§’> :/o r(a—eJrl)wS(E)dE =10+ 17a +8a%+a®

— du produit de 2 polydimes et de la variable&atoireé

00 a —E
We) = || pro gy ¥bEoE=a+1
o aeff
(Won8) = | Fra g Younbde = a1
o ae—E
(QUOQU25>=/O mlﬂolﬂzfdf =0,

o a 7{
<wfs>=/o r(a—il)wfsdf:a2+4a+s,

(F.4)

(F.5)

(F.6)

(F.7)
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(Yryré) / r a+1 L,Ull.llzfdf =—a?-3a -2

17
(w3¢) / - a+1 lﬂzfdf——+4a + s
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F. Polyromes de Laguerre
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Annexe G

Moments statistiques en PCE

Les expressions pour les moments statistiques d'ordre 1 et 2 @gsefices sont
dévelopges sur le chaos polynomial :
— Moment d’ordre 1 ou moyenne

(@) = <cq iwiaf”> _ iafi) (W) = wa (G.1)

— Moment d’ordre 2 ou variance

@] = (@~ (@)7) = (@ -ad”)) - (o ~2mg” + o)

p . 2
- < (m _;wiaf”) > ~2(@)wy” + wfy”?

p . p .
=of 3 ' (u?) - P = of 5 8 (y?)
= - (G.2)

113

Cette these est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0057 /these.pdf
© [B. Segui Vasquez], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



G. Moments statistiques en PCE
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Annexe H

Réeponse atatoire pour un
amortissement de 0,5%

On piésente ici lesésultats de lagponse @atoire pour des amortissementsad®5%
et 2%, calcudes avec desadeloppements d’ordre 2 et 3. On note quedgaloppement
du chaos polynomial doétre important en ordre pour &drer les pics deasonance. Pour
le cas tes faiblement amorti (amortissemé&gala 0.5%) il est clair qu’il faudrait encore
rajouter des termes dans lev&loppement pour obtenir uggsultat totalement satisfaisant
de lamoyenne de l&ponse. En revanche, l&sultats pour les variances et les enveloppes
sont tes proches degferences de Monte-Carlo.
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H. Réponse d@atoire pour un amortissement de 0,5%

Moyenne d’amplitude [m]
[EE
C?

7 I I I I I I I I I I
10_2800 3000 3200 3400 3600 3800 4000 420400 4600 4800 5000
Frequence [Hz]

FiG. H.1: Moyenne ordres 2 et 3. Amortissement 2%
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=
T

[N
9
[ee]

Ecart type d’amplitude [m]

10°°

—10 I I I I I I I I I I
1 2800 3000 3200 3400 3600 3800 4000 4200 44600 4800 5000
Frequence [Hz]

FIG. H.2: Ecart type ordres 2 et 3. Amortissement 2%
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10_5 T T T T T T T T T T

Enveloppes d’amplitude [m]

—7 ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
10 2800 3000 3200 3400 3600 3800 4000 4200 4400 4600 48000
Fréequence [Hz]

FiG. H.3: Enveloppes ordre 3. Amortissement 2%

'_\
9

51 b §

Moyenne d’amplitude [m]
[EEY
o
|

7 ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
l(rZSOO 3000 3200 3400 3600 3800 40@Q00 4400 4600 4800 5000
Frequence [HZ]

FiG. H.4: Moyenne ordres 2 et 3. Amortissement 0,5%
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H. Réponse d@atoire pour un amortissement de 0,5%

[EEN
q
S

=

9
[EN
N
T

Variance d’amplitude [m]

107181 1

— 20 ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
10 2800 30003200 3400 3600 3800 4000 4200 4400 4600 4800 5000

Frequence [HZ]

Fic. H.5: Variance ordres 2 et 3. Amortissement 0,5%
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B 1
% |
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© I \
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& 2y < /] /
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2800 3000 3200 3400 3600 3800 4000 4200 4400 4600 4800 5000
Fréequence [Hz]

FiG. H.6: Enveloppes ordre 3. Amortissement 0,5%
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