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Résuḿe

Les conceptions récentes de turbomachines ont tendanceà évoluer vers des liaisons

entreétages de plus en plus souples et des niveaux d’amortissement faibles, donnant lieu

à des configurations où les modes sont susceptibles de présenter des niveaux de cou-

plages inter-́etages forts. En ǵeńeral, les ensembles disques aubes multi-étaǵes n’ont au-

cune propríet́e de syḿetrie cyclique d’ensemble et l’analyse doit porter sur un modèle

de la structure complète donnant lieùa des calculs très côuteux. Pour palier ce problème,

une ḿethode ŕecente appelée syḿetrie cyclique multi-́etages peut̂etre utiliśee pour ŕeduire

le côut des calculs des rotors composés de plusieurśetages, m̂eme lorsque leśetages ont

un nombre diff́erent de secteurs. Cette approche profite de la symétrie cyclique inh́erentèa

chaquéetage et utilise une hypothèse sṕecifique qui aboutit̀a des sous-problèmes d́ecoupĺes

pour chaque ordre de Fourier spatial. La méthodologie propośee viseà étudier l’effet des

incertitudes sur le comportement dynamique des rotors en utilisant l’approche de symétrie

cyclique multi-́etages et l’expansion en Chaos Polynomial. Les incertitudes peuvent découler

de l’usure des aubes, des changements de température ou des tolérances de fabrication.

En premìere approche, seules les incertitudes provenant de l’usure uniforme de l’en-

semble des aubes sontétudíees. Celles-ci peuventêtre mod́elisées en consid́erant une

variation globale des propriét́es du mat́eriau de l’ensemble des aubes d’unétage particu-

lier. L’approche de syḿetrie cyclique multi-́etages peut alorŝetre utiliśee car l’hypoth̀ese

de secteurs identiques est respectée. La positivit́e des matrices aléatoires concerńees est

assuŕee par l’utilisation d’une loi gamma très adapt́eeà la physique du problème impli-

quant le choix des polyn̂omes de Laguerre comme base pour le chaos polynomial. Dans

un premier temps des exemples numériques repŕesentatifs de diff́erents types de turbo-

machines sont introduits dans le but d’évaluer la robustesse de la méthode de syḿetrie

cyclique multi-́etages. Ensuite, les résultats de l’analyse modale aléatoire et de la réponse

aléatoire obtenus par le chaos polynomial sont validés par comparaison avec des simula-

tions de Monte-Carlo. En plus des résultats classiquement rencontrés pour les fŕequences

et ŕeponses forćees, les incertitudes considéŕees mettent eńevidence des variations sur

les d́eformées modales quíevoluent entre diff́erentes familles de modes dans les zones

de forte densit́e modale. Ces variations entraı̂nent des modifications sensibles sur la dy-

namique globale de la structure analysée et doivent̂etre consid́eŕees dans le cadre des

conceptions robustes.
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modale aĺeatoire, expansion en chaos polynomial

6

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0057/these.pdf 

© [B. Segui Vasquez], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



Abstract

Recent designs in turbomachinery tend to have more flexible inter-stage rims and to

be more lightly damped, resulting in configurations where modes might not be confined

to only one stage. In general, multi-stage rotors have no particular axial symmetry pro-

perty and the computationally costly analysis of the whole structure becomes mandatory.

However, a multi-stage cyclic symmetry approach can be used for reducing the cost of

modeling rotors composed of several stages even when the stages have different numbers

of sectors. This approach takes advantage of the inherent cyclic symmetry of each stage

and uses a specific assumption that results in decoupled subproblems for each spatial

Fourier harmonic. The methodology proposed in this work allows including uncertainties

in the analysis of multi-stage rotors using the multi-stage cyclic symmetry approach and

the Polynomial Chaos Expansion. Uncertainties in rotors may arise from in-use wear of

blades, temperature changes or manufacturing tolerances. As a first approach, only uncer-

tainties arising from uniform in-use wear of the set of blades are included. These may be

modeled by considering a global variation of the material properties of the set of blades of

a particular stage. The multi-stage cyclic symmetry approach can then be used since the

underlying assumption of identical sectors is respected. The positiveness of the random

matrices involved is reached by using gamma-distributed random variables which imply

the use of Laguerre’s polynomials as basis for the polynomial chaos. Numerical examples

representative of various types of turbomachinery are introduced in order to assess the ro-

bustness of the method of multi-stage cyclic symmetry. Uncertainties results for the free

and forced response analyses obtained by the polynomial chaos are validated by compari-

son with Monte Carlo simulations. The considered uncertainties induce variations on the

mode shapes that evolve between different families of modes in areas of high modal den-

sity. These variations result in significant changes in the global dynamics of the structure

and must be considered in the context of robust designs.

K EYWORDS: bladed disc dynamics, multi-stage cyclic symmetry, stochastic modal

analysis, polynomial chaos expansion
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3.4 Ŕeponse d́eterministeà une force ext́erieureH = 3 pour un amortisse-

ment structureĺegaleà 2%. Norme de d́eplacement pour un noeud en

bout d’aube de l’́etage 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
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Introduction

0.1 Contexte ǵenéral

Les travaux pŕesent́es concernent la modélisation du comportement dynamique des

rotors typiquement rencontrés dans les turbomachines avec prise en compte et analyse

de l’effet des incertitudes. Ces rotors, aussi bien dans les turbines que dans les compres-

seurs, sont composés d’un ensemble d’étages montés sur un arbre commun formés par

des aubages mobiles et intercalés avec des aubages fixes liés au stator. Les roues aubagées

mobiles d’unétage sont constituées d’aubes montées sur un disque ou sont intégralement

usińees dans la masse sur certaines configurations récentes.

La dynamique de ces structures est habituellementétudíeeà partir de deux approches

découpĺees : l’approche en dynamique des rotors et l’approche en dynamique des en-

sembles aub́es. La dynamique des rotors s’intéresse au comportement de l’arbre et utilise

des masses et des inerties ponctuelles pour modéliser les disques. Les analyses de type

disques aub́es quant̀a elles s’int́eressent̀a la flexibilité des aubages mais supposent que

l’arbre reste rigide.

L’approche en dynamique des rotors modélise ǵeńeralement l’arbrèa l’aide de la

théorie des poutres et conduità des mod̀eles compacts bien adaptésà la prise en compte

de supports asyḿetriques et des effets de rotation [1]. Une description axisymétrique

avec une expansion de Fourier du déplacement circonférentiel du rotor permet une

mod́elisation plus fine [2]. Cependant, cette approche ne donne des résultats int́eressants

que pour les cas où le nombre d’aubes est important et se révèle d́elicate de mise en

oeuvre.

Les disques aub́es ont un comportement dynamique très riche dont la mod́elisation

fait l’objet de nombreuseśetudes [3, 4]. Chaque disque est souvent modélisé comme un

syst̀eme isoĺe. Cette simplification permet la mise en place de techniques de réduction ef-

ficaces qui rendent possible l’utilisation de modèleséléments finis 3D fins. En particulier,

1
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l’ étage isoĺe peutêtre vu comméetant compośe d’un ensemble de secteurs identiques.

Cette caract́eristique, appelée syḿetrie cyclique, permet la prédiction du comportement

de l’étageà partir de la discŕetisation d’un seul secteur en décomposant le d́eplacement

circonf́erentiel sur une base de Fourier discrète [5, 6].

Ces approches découpĺees ont un champ d’application large mais il est claire que leurs

hypoth̀eses de base imposent des limites. En particulier les approches découpĺees ne per-

mettent pas de modéliser de manìere satisfaisante les interactions dynamiques possibles

entre l’arbre et les roues ou entre les différentśetages de disques aubés.

Sur un autre plan, la prise en compte des incertitudes est reconnue aujourd’hui

comme uńelément important dans le processus de conception des systèmes ḿecaniques.

Les incertitudes dans les rotors de turbomachines peuvent provenir des hypothèses de

mod́elisation ou d’une ḿeconnaissance de certains paramètres du mod̀ele.

Dans les ensembles disque-aubes chaque aube est supposée être identique. En

réalit́e il existe des variations dans les caractéristiques structurales qui sont le résultat

des toĺerances de fabrication, de l’usure ou d’autres facteurs. Ces variations, appelées

désaccordage, sont inévitables et représentent une des sources d’incertitude dont l’effet

peutêtre important [7].

0.1.1 Ŕeduction des mod̀eles

Les probĺematiques envisagées sont complexes et les modèles éléments finis

nécessaires sont géńeralement fins, ce qui a particulièrement motiv́e le d́eveloppement

de techniques de réduction. Les premières ḿethodologies proposées ont́et́e baśees sur

la synth̀ese modal (CMS) de type Craig et Chang [8] en considérant le disque et chaque

aube comme sous structure [9, 10]. Des méthodologies CMS hybrides ont ensuiteét́e

dévelopṕees, soit en combinant les modes d’aube encastrée à la base et les déformées

de l’aube induites par la vibration du disque [11–13], soit en supposant un mouve-

ment de corps rigidèa l’interface disque-aubes [14]. Dans le but de mieux modéliser

la cinématique aux interfaces disque-aubes, Bladh et al. [15, 16] proposent d’utiliser une

méthode de CMS de type Craig-Bampton [17] associéeà une une condensation modale

à posteriori des degrés de libert́e (ddl) aux interfaces. Tran et al [18] et Moyroud et al.

[19] utilisent comme composants de base les différents secteurs (l’aube plus la partie de

disque correspondant).

Yang et Griffin [20] montrent que les modes du système accord́e forment une tr̀es

bonne base pour représenter les modes désaccord́es et proposent d’utiliser une méthode

2
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baśee sur une ŕeduction modal classique. Avec cette méthodologie, appeléeSubset of No-

minal Modes(SNM), le d́esaccordage est introduit par l’intermédiaire des caractéristiques

des matrices des aubes ensuite projetées en base modale. Feiner et Griffin [21] pro-

posent une simplification de la SNM adaptée au cas d’étude d’une seule famille de modes

d’aubes.

Une approche basée sur la relation entre réponse accord́ee et d́esaccord́ee est pro-

pośee par Petrov et al. [22] qui introduisent le désaccordagèa l’aide de masses, ressorts

et amortisseurs ponctuels attachésà quelques ddl des aubes. Lim et al. [23] proposent une

méthodologie qui utilise une réduction similairèa la SNM et mod́elise le d́esaccordagèa

l’aide des modes de l’aube encastréeà la base. Dans cette méthodologie, appeléeCom-

ponent Mode Synthesis(CMM), le désaccordage est projeté sur le mod̀ele ŕeduit à l’aide

de facteurs de participation qui relient les modes des aubes aux modes du système ac-

cord́e. Cette manière de prise en compte du désaccordage est une extension de la méthode

dévelopṕee par Bladh el al. [13].

Les ḿethodologies de réduction de mod̀eles disque-aubes récents permettent d’obte-

nir de manìere efficace des représentations compactes qui conservent une grand précision

par rapport aux mod̀eles initiaux. Ceci ouvre la possibilité d’effectuer deśetudes pro-

babilistes efficaces. En revanche, l’hypothèse d’́etages dynamiquement isolés limite les

capacit́es d’analyse de systèmes ŕeels. D’autre ph́enom̀enes ne sont classiquement pas

pris en compte dans les approches classiques comme le couplage aérodynamique, les

non-linéarit́es structurales et les effets de rotation.

0.1.2 Mod́elisation de rotors multi-étages

Le couplage entre les vibrations de l’arbre et des différentétages aub́es est mainte-

nant bien mis eńevidence dans la littérature, en particulier le couplage entre la torsion

de l’arbre et la flexion des aubes [24–28]. Ces travaux illustrent la richesse du comporte-

ment dynamique d’ensembleà partir d’́equations de mouvementétablies analytiquement.

Pour les pŕedictions de ŕeponse de structures réelles il convient d’utiliser des modèles

éléments finis permettant de prendre en compte tous les couplages possibles entre les

diff érents composants. L’influence de la flexibilité de l’arbre sur la dynamique global

de la structure arbre-disques aubés est montŕee par Jacquet-Richardet et al. [29]à l’aide

d’une discŕetisationéléments finis 3D de l’ensemble. Cetteétude suppose une symétrie

cyclique d’ensemble et prend en compte tous les effets de rotation. Chatelet et al. [30] uti-

lisent cette ḿethodologie pouŕetudier la dynamique d’une structure en rotation composée

3
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de plusieurśetages aub́es mont́es sur un arbre flexible dans un cas particulier où chaque

étage a le m̂eme nombre d’aubes. Le recalage de modèle pour un arbre avec un disque

aub́e mod́elisé en syḿetrie cyclique est proposée par Irwanto et al. [31].

Le couplage dynamique entre deuxétages aub́es adjacents estétudíe par Bladh et al.

[32] à l’aide de mod̀eleséléments finis sans réduction. Ils confirment que les prédictions

de ŕeponses obtenues pour les ensembles multi-étages peuvent̂etre tr̀es diff́erentes des

prédictions obtenues sur lesétages isoĺes. Ils montrent́egalement que l’analyse d’un seul

étage avec des conditions limites supposées repŕesentatives̀a l’interface inter-́etages ne

permet ǵeńeralement pas de modéliser correctement la dynamique de l’ensemble. Rzad-

kowski et Sokolowski [33] utilisent un modèleéléments finis sans réduction avec prise en

compte des effets de rotation pourétudier le couplage entre l’arbre et deuxétages aub́es.

Ils montrent que la prise en compte de la flexibilité de l’arbre peut modifier significati-

vement les fŕequences données par les analyses desétages isoĺes. Une ḿethodologie per-

mettant le couplage d’un arbre modélisé par deśeléments 1D et des modèles disque-aubes

3D réduits par CMS est proposée dans [34, 35]. Cette ḿethodologie permet de mettre en

évidence les couplages entre l’arbre et les disques mais est limitée par l’hypoth̀ese de

couplage rigide.

De manìere ǵeńerale, les conceptions récentes de turbomachines ont tendanceà aller

vers des liaisons inter-étages plus flexibles entraı̂nant l’apparition de modes globaux qui

ne sont pas confińes à un seulétage. Les interactions entre modes de plusieursétages

et leurs effets sur la réponse restent encore mal maı̂trisés. Les mod́elisations globales

présentent plusieurs challenges. D’une part, la périodicit́e spatiale est brisée dans le cas

multi-étages car en géńeral le nombre d’aubes est différent sur chaquéetage. Le problème

ne peut plusêtre d́ecoupĺe comme dans le cas de symétrie cyclique classique et les

mod̀eles de la structure complète s’imposent th́eoriquement. Ceci implique des efforts

de calculs souvent prohibitifs. D’autre part, l’interprétation et le classement des modes

sont plus difficiles̀a partir de calculs effectués sur la structure complète.

Plusieurs śeries de travaux récents ont eu pour objectif le développement de

méthodologies permettant la modélisation ŕealiste et efficace des structures multi-étages.

Parmi ceux-ci certains utilisent comme point de départ des ḿethodologies pŕećedemment

dévelopṕees pour les systèmes disque-aubes. Bladh et al. [36] ont adapté la ḿethode

présent́ee dans [15] pour obtenir explicitement les ddl aux interfaces inter-étages permet-

tant ainsi de coupler les modèles ŕeduits de plusieurśetages. Deśequations cińematiques

(MPC) permettent d’assurer la compatibilité de mouvement̀a l’interface inter-́etages dans

le cas de maillageśeléments finis non coı̈ncidents. Ils obtiennent une bonne précision par

4
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rapport aux mod̀eles initiaux mais la ŕeduction est ṕenaliśee par le nombréelev́e de ddlà

retenir aux interfaces.

Song et al. [37] proposent une CMS de type Craig-Bampton dont les composants sont

lesétages. Les ddl aux interfaces inter-étages apparaissent explicitement dans la formula-

tion et le couplage deśetages est simplement réaliśe par assemblage des composants. Ils

proposent de projeter le mouvementà l’interface entre deux́etages sur une base commune

définie a l’aide d’une śerie de Fourier tronqúee. Le nombre de termes de Fourier est limité

par le nombre d’́eléments pŕesents̀a l’interface dans la direction circonférentielle. Cette

méthodologie est utiliśee par les m̂emes auteurs pour le problème inverse d’identification

de param̀etres [38] et pour la d́etection des d́efauts [39].

Une approche qui est en rupture par rapport aux méthodologies de synthèse modale

classique est introduite par Laxalde et al. [40, 41]. Il s’agit d’une extension de la méthode

de syḿetrie cyclique classiquement utilisée dans le cas desétages isoĺes. En effet, dans

le cas multi-́etages la ṕeriodicit́e spatiale est brisée du fait que chaquéetage a un nombre

diff érent de secteurs empêchant ainsi le d́ecouplage du problème par ordres de Fourier. La

méthode propośee, appeĺee syḿetrie cyclique multi-́etages, consistèa mod́eliser un sec-

teur parétage avec des conditions aux limites cycliques età conserver seulement certains

couplages entre les ordres de Fourier des différentsétages. Ceci introduit une approxi-

mation car l’influence des autres couplages est négligée. Ńeanmoins, cette ḿethodologie

présente plusieurs intér̂ets pratiques associés au d́ecouplage du problème en ordres de

Fourier et permet d’obtenir une bonne précision par rapport aux calculs complets avec

des ŕeductions tr̀es importantes en coût de calcul. Sterncḧuss et al. [42, 43] int̀egrent les

modes calcuĺes en syḿetrie cyclique multi-́etages dans une approche de CMS qui utilise

les secteurs de chaqueétage comme composants. Ils proposent de réduire le probl̀eme

dans une base modale formée par : a.- un ensemble de modes issus du calcul en symétrie

cyclique multi-́etages, b.-un ensemble de modes propres des secteursà interfaces fixes.

Un processus itératif de type Gram-Schmidt doitêtre utiliśe pour obtenir une base ortho-

norméeà partir de ces ensembles des modes.

Une ŕeduction modale du système multi-́etages est introduite par Sinha [44] pour des

syst̀emes masse-ressort et Bhartiya et Sinha [45] pour des modèleséléments finis. Ils

proposent de projeter les matrices du système complet dans une base modale composée

de : a.-un ensemble de modes de chaqueétage avec interface inter-étages libre, b.-un

ensemble de modes de chaqueétage avec interface inter-étages encastrée. Les modes qui

composent la base peuventêtre obtenus par des calculs en symétrie cyclique pour chaque

étage. En revanche, les manipulations des matrices assemblées de la structure complète

5

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0057/these.pdf 

© [B. Segui Vasquez], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



Introduction

peuvent s’av́erer encombrantes pour les modèleséléments finis de taille importante.

Certainesétudes prennent en compte les effets du désaccordage dans les systèmes

mutli-étages̀a l’aide de simulations de type Monte-Carlo (MC). Laxalde et Pierre [46] in-

troduisent une ŕeduction multi-niveau basée sur la syḿetrie cyclique multi-́etages. Ils pro-

posent la projection des différents sous-problèmes associés aux ordres de Fourier multi-

étages dans leur base modale propre. Les problèmes ŕeduits en coordonńees modales sont

rassembĺes dans le but de pouvoir introduire du désaccordage par la méthode de projec-

tion CMM. D’Souza et Epureanu [47] adaptent la méthode d́evelopṕee par Song et al.

[37] pour introduire du d́esaccordagéegalement par CMM. Bhartiya et Sinha [44] ont

étudíe le d́esaccordage géoḿetrique en combinant l’analyse par domaine modal modifié

(MMDA) [48] et la réduction modal multi-́etages introduite dans [44]. La MMDA est

une ḿethodologie de synth̀ese modale qui utilise les modes du système accord́e avec des

variations appliqúees sur les caractéristiques ǵeoḿetriques des aubes considéŕees impor-

tantesà partir d’une analyse préparatoire. Rzadkowski et Drewczynski [49] considèrent

un mod̀eleéléments finis de 8́etages disque-aubes et montrent l’évolution des fŕequences

entre le cas accordé et d́esaccord́e.

Des extensions récentes aux ḿethodes multi-́etages ont́et́e propośees permettant la

mod́elisation des effets de rotation [50], les non-linéarit́es dues au contact frottant [51]

ou la pŕesence d’un aubage fissuré [52] ainsi que les effets du désalignement des disques

[53].

0.1.3 Méthodes probabilistes en dynamique des structures

La prise en compte de manière quantitative des incertitudes sur les chargements ou

sur les caractéristiques structurales devient de plus en plus importante pour les ana-

lyses dynamiques. Le but principal de cetteétude est d’analyser les effets des incerti-

tudes de caractéristiques des aubes sur la dynamique globale des ensembles multi-étages.

Les incertitudes auxquelles on s’intéresse sont modélisées par des variations sur les ca-

ract́eristiques mat́eriaux de l’ensemble des aubes de chaqueétage. Une usure uniforme

de l’ensemble des aubes ou des caractéristiques du mod̀ele mal mâıtrisées (amortisse-

ment áerodynamique, effets thermiques, etc ) peuventêtreà l’origine de ses incertitudes.

Il s’agit de trouver des ḿethodologies efficaces permettant la prise en compte de l’effet

des incertitudes sur les fréquences et modes propres ainsi que sur la réponse dynamique.

En ǵeńeral, pour les ḿethodes existantes, la taille du problème d́eterministe associé et

le nombre de param̀etres incertains considéŕes ont une influence majeure sur le coût du
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calcul et conditionnent directement leur applicabilité. Même pour des systèmes lińeaires

la réponse sera lég̀erement ou mod́eŕement non-lińeaire par rapport̀a l’incertitude sur les

param̀etres structuraux. Ceci implique des restrictionsévidentes aux ḿethodes baśees sur

des approximations lińeaires de variation.

Les ḿethodes discutées ici sont les ḿethodes de Monte-Carlo, les méthodes de per-

turbation, les ḿethodes spectrales et l’approche par matrices aléatoires.

Les ḿethodes de Monte-Carlo (MC) [54, 55] sont souvent utilisées en inǵenierie

car elle permettent une analyse numérique directe sans complexification par rapport

au probl̀eme d́eterministe. De plus la taille du problème augmente beaucoup moins

avec le nombre de variables aléatoires qu’avec les ḿethodes analytiques et les non-

linéarit́es structurales peuventêtre consid́eŕees directement. Dans un cadre probabiliste

les ḿethodes de MC permettent la géńeration deśechantillonsà partir d’une distribu-

tion probabiliste et la propagation se fait via le modèle dans le but d’obtenir la variabi-

lit é de la ŕeponse par estimations de ses moments statistiques (typiquement la moyenne

et l’écart-type). Les incertitudes doiventêtre repŕesent́ees par des variables aléatoires

et deséchantillons ind́ependants sont obtenus facilementà l’aide de ǵeńerateurs de va-

riables aĺeatoires disponibles. Pour chaqueéchantillon le syst̀eme dynamique associé est

compl̀etement d́etermińe et la ḿethode consiste tout simplementà le ŕesoudre pour un

nombre important d’́echantillons. Des calculs purement algébriques sur l’ensemble des

réalisations, pour la réponse ou toute autre sortie, permettent d’obtenir les statistiques

assocíeesà leur variabilit́e. En revanche, des moments statistiques exacts sont obtenus

seulement pour un nombre infini de réalisations. Une des caractéristiques communèa

toutes les ḿethodes de Monte-Carlo est qu’elles demandent un nombre très important de

réalisations et ont un taux de convergence faible. Des procédures de type expansion de

Neumann [56] ont pour but de réduire le côut de calcul en profitant du fait que les so-

lutions aĺeatoires ne sont pas très éloigńees de la solution d́eterministe. La th́eorie des

valeurs extr̂emes áet́e utilisée par Castanier et Pierre [12] pour réduire significativement

le nombre de ŕealisations de MC ńecessaires pour estimer la distribution du maximum de

réponse d’un système disque aubes.

Les ḿethodes de perturbation, très ŕepandues pour les analyses déterministes, ont́et́e

utilisées tr̀es t̂ot dans le d́eveloppement deśeléments finis stochastiques [57, 58]. Elles

sont baśees sur un d́eveloppement en série de Taylor des quantités aĺeatoires sur une

base de variables aléatoires de moyenne nulle. Pour l’étude de la variabilit́e en analyse

modale des systèmes lińeaires, les matrices structurales aussi bien que les fréquences et

les modes sont représent́es par un d́eveloppement en série de Taylor. Le calcul des mo-
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ments statistiques associés aux d́eveloppements de premier ordre nécessite l’́evaluation

des d́erivées partielles des valeurs propres et des vecteurs propres. Des techniques on

ét́e propośees pour permettre l’évaluation efficace des dérivées partielles des vecteurs

propresà partir d’une base modale tronquée et pour aḿeliorer l’efficacit́e globale et la

précision des ḿethodes de perturbation [59, 60]. Néanmoins, les calculs des termes de

perturbation au delà du premier ordre restent très côuteux ce qui limite l’application de

ces ḿethodes aux cas des très faibles niveaux d’incertitudes. Sinha et Chen [61] ont utilisé

un d́eveloppement en série de Taylor pour calculer le maximum de réponse d’un ensemble

disque aubes. Lalanne [62] introduit une méthodologie de perturbation pour les struc-

turesà syḿetrie cyclique qui permet le calcul des facteurs d’amplification de la réponse

en pŕesence d’incertitudes. Des expressions analytiques de la densité de probabilit́e de

l’amplitude de ŕeponse pour un système disque aubes désaccord́e ontét́e propośees par

Mignolet et al. [63] se basant sur une technique de perturbation et des techniques d’opti-

misation [64, 65]. Une extension des techniques introduites dans [64, 65] est utilisée pour

étudier la ŕeponse d’un système multi-́etages composé de deux disques aubés [66].

Les ḿethodes spectrales sont des méthodes nuḿeriques qui utilisent la ḿethode de

Galerkin pour ŕesoudre nuḿeriquement deśequations aux d́erivées partielles. La solution

de l’équation s’́ecrit comme une somme de fonctions de base dont les coefficients sont

détermińes de façoǹa obtenir la meilleure représentation possible. Pour représenter des

processus stochastiques avec des variables aléatoires on peut utiliser le développement

de Karhunen-Lòeve (K-L)[67, 68] qui consiste en la décomposition du processus sur

la base de fonctions orthogonales déterministes de coefficients des variables aléatoires

de moyenne nulle. Dans le cas des variables aléatoires qui suivent une distribution nor-

male, l’expansion de K-L permet la représentation la plus efficace d’un processus gaus-

sien et est capable de décrire ses deux premiers moments statistiques. Cependant, son

implémentation demande la connaissance de la fonction de covariance du processus

repŕesent́e. Pour un système dynamique elle peutêtre bien adaptée car les variabilit́es

des caract́eristiques structurales peuventêtre facilement d́ecrites. Les ŕeponses en re-

vanche, pour lesquelles la covariance n’est pas connue, doiventêtre repŕesent́ees par

un d́eveloppement alternatif appelé expansion en chaos polynomial (PCE) [68–70]. Il

s’agit d’un d́eveloppement sur une base de fonctions aléatoires connues avec des coef-

ficients d́eterministes qui doivent̂etre recherch́es de manìereà minimiser l’erreur intro-

duite par l’approximation avec un nombre fini de termes. Les fonctions utilisées sont

des polyn̂omes orthogonaux dépendent des variables aléatoires. La d́etermination des co-

efficients d́eterministes implique soit la résolution d’un syst̀eme d’́equations augmenté
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[70, 71] soit l’utilisation d’une ḿethode d’́echantillonnage [72]. Dans sa forme origi-

nale la ḿethode PCE consiste en une expansion, de convergence en moyenne quadra-

tique,à partir de polyn̂omes d’Hermite multidimensionnels de variables gaussiennes [68].

Sinha [73] utilise la PCE pour les calculs de maxima de réponse d’un système disque

aubes d́esaccord́e. Ŕecemment, la ḿethode PCE áet́e appliqúee au probl̀eme modal pour

repŕesenter la statistiquèa la fois des fŕequences et des déformées modales [74–78]. Des

extensions de la ḿethode de PCÈa des repŕesentations qui utilisent des polynômes ortho-

gonaux autres que les polynômes d’Hermite ont aussiét́e d́evelopṕees [79–81].

Une ḿethodologie baśee sur la th́eorie des matrices aléatoires permettant la prise

en compte des incertitudes dans les problèmes structuraux áet́e d́evelopṕee par Soize

[82–85]. Cette ḿethodologie, appelée approche non-paramétrique, permet de prendre en

compte des incertitudes sur la modélisation en plus des incertitudes sur les données. Le

principe de maximum d’entropie est utilisé dans un espace modal réduit pour calculer un

seul param̀etre de dispersion permettant de décrire la variabilit́e de chaque matrice struc-

turale. L’approche non-paramétrique aét́e utilisée par Capiez-Lernout et. al [86] pour

la mod́elisation du d́esaccordage dans les structures disque aubes et pour la définition

des toĺerances de fabrication pour les aubes [87]. Avalos et Mignolet [88] utilisent l’ap-

proche non-paraḿetrique pouŕetudier le d́esaccordage induit par des incertitudes sur la

mod́elisation de l’interface entre les aubes et le disque.

0.2 Positionnement de l’́etude

Avec les ḿethodologies de réduction de mod̀eles adapt́ees aux systèmes multi-́etages

et baśees sur la synth̀ese modale, la précision des calculs dépend des bases modales

utilisées. Ainsi, des plages de fréquences d’int́er̂et doiventêtre d́efinies et cibĺees. Des

strat́egies de ŕeduction multi-niveau (ŕeduction modale a posteriori) sontégalement pro-

pośees mais leur mise en oeuvre reste assez compliquée. La ḿethodologie de syḿetrie cy-

clique multi-́etages [40, 41], qui n’est pas basée sur la synth̀ese modale, sera utilisée dans

ce travail. Elle pŕesente plusieurs intér̂ets pratiques. En termes de réduction, le probl̀eme

est transforḿe en plusieurs problèmes d́efinis sur un secteur de chaqueétage en utili-

sant une hypoth̀ese d’ordres de Fourier découpĺes. En terme de calcul, le découplage des

ordres de Fourier permet d’améliorer les probl̀emes de convergence associés à la forte

densit́e modale du problème complet. De plus, l’utilisation de cette hypothèse permet di-

rectement de classer les modes par diamètres nodaux comme dans le cas de la symétrie

9

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0057/these.pdf 

© [B. Segui Vasquez], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



Introduction

cyclique classique. L’interprétation des interactions entre modes dominés par le disque et

modes d’aubes est ainsi facilitée.

Des approximations sont introduites dans les calcul en symétrie cyclique multi-́etages

qui négligent l’influence de certains couplages entre ordres de Fourier. Une investigation

plus pousśee que celles publiées sur la robustesse de la méthode áet́e juǵee ńecessaire

avant de pouvoir l’utiliser pour la prise en compte des incertitudes.

Dans les structures disque aubes, l’étude des d́eformées modales est aussi importante

que l’étude des fŕequences propres pour la maı̂trise des ḿecanismes de réponse. Ceci a

motivé le choix d’un ḿethode permettant d’étudier les variabilit́es non seulement sur les

fréquences et les réponses, classiquement rencontrées, mais aussi sur les déformées mo-

dales. Des d́eveloppements de la ḿethode PCE [77, 78] permettent de traiter le problème

modal en pŕesence d’incertitudes. Le coût de la ḿethode PCE n’est pas exorbitant car

le nombre de variables aléatoires utiliśees pour la prise en compte des variations sur les

mat́eriaux des ensembles d’aubes reste très faible.

Suivant les donńees accessibles associées aux moments statistiques de la loi pour les

variables aĺeatoires, celle-ci sera définie via le principe de maximum d’entropie. Dans le

cas des incertitudes matériaux, la loi Gamma de support positif est très clairement adaptée

[89].

0.3 Plan du manuscrit

Dans le chapitre 1 la ḿethodologie classique de calculs dynamiques en symétrie cy-

clique est tout d’abord présent́ee. Ceci permet d’établir les bases théoriques ńecessaires

aussi bien pour les discussions sur des phénom̀enes vibratoires dans les systèmes disque-

aubes que pour l’introduction de la méthodologie de calculs en symétrie cyclique multi-

étages. Ensuite, les caractéristiques vibratoires propres aux systèmes multi-́etages sont

illustréesà l’aide d’un mod̀ele de deux roues aubées adjacents. Du fait du nombre de

secteurs diff́erents pour chaquéetage, l’ensemble n’est plus symétrique. La pertinence

des calculs prenant en compte le couplage entre plusieursétages est mise eńevidence

par comparaison avec les résultats de calculs qui considèrent lesétages śepaŕement. La

méthodologie de calculs en symétrie cyclique multi-́etages est ensuite présent́ee. Les cou-

plages entre les ordres de Fourier desétages adjacents, du fait du couplage inter-étage,

sont mis eńevidence ainsi que les gains importants amenés par l’hypoth̀ese qui consiste

à ńegliger certains couplages.

10

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0057/these.pdf 

© [B. Segui Vasquez], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



Plan du manuscrit

Dans le chapitre 2 la robustesse de la méthode de syḿetrie cyclique multi-́etages

estétablie enévaluant sa capacité à repŕesenter correctement la dynamique de roues de

diff érents types. Des analyses permettant de mieux comprendre les déformées modales

des syst̀emes multi-́etages sont introduites et discutées. L’́evaluation de la robustesse de

la méthode consistèa comparer les prédictions issues des calculs en symétrie cyclique et

les pŕedictions issues des calculs sur la structure complète. Les diff́erents types de calculs

utilisés dans cette partie sont détaillés et les ŕesultats sont présent́es pour les diff́erents

mod̀eles consid́eŕes.

Le chapitre 3 a pour but d’étudier les effets de la prise en compte des incertitudes liées

au mat́eriau des aubes sur la dynamique globale des systèmes multi-́etages. La ḿethode du

Chaos Polynomial peut̂etre introduite dans la ḿethodologie de syḿetrie cyclique multi-

étages. Les d́eveloppements du Chaos Polynomial sont présent́es pour une loi de proba-

bilit é Gamma adaptéeà la physique du problème. Par conśequent, la base polynomiale

du chaos est construite avec des polynômes de Laguerre. Des développements permettant

d’étudier les fŕequences et modes propres aléatoires sont donnés.
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Chapitre 1

Dynamique globale des rotors

multi- étages
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1. Dynamique globale des rotors multi-étages

1.1 Modélisation des structures en syḿetrie cyclique

Une structurèa syḿetrie cyclique est composée de secteurs identiques disposés autour

d’un axe de syḿetrie et líes de manìere identique entre eux. Une telle structure se referme

sur elle-m̂eme et pŕesente une ṕeriodicit́e spatiale qui permet l’analyse de la structure

compl̀eteà partir de la discŕetisation d’un seul secteur considéŕe de ŕeférence.

1.1.1 Transformée de Fourier spatiale

Le vecteur des d́eplacements (ou tout autre quantité physique) d’une structure

à syḿetrie cyclique compośee deN secteurs peut̂etre partitionńe comme suit :

u =
{

u1 u2 · · · un · · · uN

}T
, u ∈ R

N×m (1.1)

où un ∈ R
m décrit les d́eplacements dunème secteur discrétiśe avecmdegŕes de libert́e.

La périodicit́e ǵeoḿetrique permet d’utiliser la transforḿee de Fourier discrète pour

exprimer le vecteur des déplacements physiquesu en coordonńees cycliques complexes

ũ =
{

ũ0 ũ1 · · · ũk · · · ũN−1

}T
:

un =
1√
N

N−1

∑
k=0

ej 2π
N k(n−1)ũk (1.2)

où la quantit́e ǵeńeraliśeeũk est appeĺee composante cyclique d’ordrek . Par convention

on choisi de noter̃u0 la premìere composante cyclique etu1 les d́eplacements physiques

du premier secteur.

Les composantes cycliquesũk permettent la représentation des quantités physiques et

de la propagation d’onde associée, avec la partie complexe qui correspond au type d’onde

se propageant dans la structure. Elles sont définies par rapport aux quantités physiques en

utilisant l’inverse de la transforḿee de Fourier discrète :

ũk =
1√
N

N

∑
n=1

e− j 2π
N k(n−1)un (1.3)

Une transformatiońequivalente permettant de décrire les composantes physiques en

fonction des composantes cycliques réelles peut́egalement s’́ecrire à l’aide des śeries

trigonoḿetriques, comme rappelé dans l’Annexe A.
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Modélisation des structures en symétrie cyclique

1.1.1.1 Notation matricielle et champs discrets

Soit le vecteur suivant composé deśeléments de la transformation de Fourier :

ek
N =

1√
N

{

1 ej 2π
N k ej 2π

N k(2) · · · ej 2π
N k(N−1)

}T
(1.4)

La transformation complexe décrite dans l’́equation (1.2) peut s’écrire pour l’en-

semble des secteursu =
{

u1 u2 · · · uN

}T
de manìere compacte :

u =
N−1

∑
k=0

ek
N ⊗ ũk, ek

N ∈ C
N
, ũk ∈ C

m (1.5)

où ⊗ repŕesente le produit de Kronecker décrit dans l’Annexe B.

À l’aide de la matrice de FourierEN dont les colonnes sont les vecteurs de Fourier de

l’ équation (1.4) :

EN =
[

e0
N e1

N · · · eN−1
N

]

, EN ∈ C
N,N (1.6)

on peut́ecrire la transformation de l’équation (1.5) comme un changement entre une base

physique et une base cyclique complexe, pour l’ensemble des secteursn et pour tous les

ordres de Fourierk à la fois :

u = (EN ⊗ Im) ũ (1.7)

où Im est la matrice identité de la taille des vecteursũk ouun.

La matriceEN est orthogonale (E−1
N = E∗

N ) et la transformation inverse de l’équation

(1.7) devient simplement :

ũ = (E∗
N ⊗ Im)u (1.8)

où [∗] dénote la matrice transposée conjugúee.

1.1.2 Ecriture énerǵetique du problème en syḿetrie cyclique

Dans le cas òu les secteurs ne seraient pas couplés entre eux, les matricesZ =

{M ,K ,C} (masse, raideur et amortissement) de la structure complète ont la forme sui-

15

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0057/these.pdf 

© [B. Segui Vasquez], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



1. Dynamique globale des rotors multi-étages

vante :

Z =



















Z1 0 · · · · · · 0

0
...

...
... Zn

...
...

. .. 0

0 · · · · · · 0 ZN



















, Z ∈ R
N×m,N×m (1.9)

où Zn ∈ R
m,m repŕesente lenème secteur discrétiśe avecm degŕes de libert́es et apparte-

nantà une structurèa syḿetrie cyclique compośee deN secteurs. Dans le repère cylin-

drique líe à l’axe de syḿetrie, les matricesZn sont identiques pour tous les secteurs et

on peut exprimer les matrices de la structure complète en fonction des matrices d’un seul

secteur de base :

Z = IN ⊗Z1 (1.10)

La projection des matrices de la structure complèteZ = IN ⊗Z1 dans la base cyclique

complexe d́efinie par l’́equation (1.7) donne :

Z̃ = (E∗
N ⊗ Im)(IN ⊗Z1)(EN ⊗ Im) = (IN ⊗Z1) (1.11)

où la transformation(E∗
N ⊗ Im)(IN ⊗Z1)(EN ⊗ Im) donne exactement la m̂eme matrice

(IN ⊗Z1). Ceci est facilement d́emontrable en constatant queE∗
NEN = I et en appliquant

les propríet́es du produit de Kronecker décrit dans l’Annexe B.

L’ équation (1.11) montre que les matrices structuralesZ̃ exprimées dans la base cy-

clique complexe sont forḿees par des sous-blocs découpĺes. Les diff́erents sous-blocs

sont identiques dans la mesure où les secteurs ne sont pas couplés entre eux. Ńeanmoins,

dans une structurèa syḿetrie cyclique, un secteur peutêtre coupĺe à n’importe quel autre

secteur̀a condition que ces couplages soient périodiques. Le cas le plus courant consiste

en des secteurs couplés seulement aux secteurs adjacents avec lesquels ils partagent une

interface commune.

En partant d’une formulation qui considère les secteurs non couplés on doit rajouter

des conditions aux limites inter-secteurs pour obtenir le comportement de la structure

compl̀ete assemblée.

1.1.2.1 Conditions aux limites inter-secteur

Le couplage des différents secteurs s’obtient en rajoutant des conditions aux limites

qui expriment simplement la continuité des d́eplacements sur la frontière entre secteurs
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Modélisation des structures en symétrie cyclique
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FIG . 1.1:Sch́ema des frontìeres inter-secteurs pour une structureà syḿetrie cyclique.

adjacents :

ub
N = ua

1 et ub
n = ua

n+1, n = 1, . . . ,N−1 (1.12)

où les indicesa et b indiquent les restrictions des quantités aux frontìeres inter-secteurs

comme montŕe FIG.1.1. Le vecteur des déplacements physiques dunème secteur a la

forme suivante :

un =
{

ua
n ui

n ub
n

}T
(1.13)

Il est envident que les ddl aux frontières inter-secteursa et b sont redondants et l’as-

semblage ne peut se faire qu’enéliminant de la formulation les uns en fonction des autres

à l’aide d’une matrice de passageP qui regroupe les conditions aux limites de l’équation

(1.12) pour l’ensemble des secteurs :

u = Pu, u ∈ R
N×m (1.14)

où u =
{

u1 u2 · · · un · · · uN

}T
est le vecteur des déplacements assemblés dont

la frontièreb aét́e éliminée de la formulation. Le vecteur dunème secteur a alors la forme

suivante :

un =
{

ua
n ui

n

}T
, un ∈ R

m (1.15)

Le secteur de base typique d’une structure disque-aubes est montré dans la FIG.1.2 pour

illustrer les partitions dans les cas des secteurs non couplés et coupĺes.

Les matrices structurales du problème avec les secteurs couplés en coordonńees phy-
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1. Dynamique globale des rotors multi-étages
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FIG . 1.2:Secteur de base d’une structureà syḿetrie cyclique, (a) secteur non couplé, (b)
secteur couplé avec des conditions aux limites inter-secteur

siquesZ s’obtiennent̀a l’aide de la matrice de passageP de l’équation (1.14) :

Z = PT (IN ⊗Z1)P, Z ∈ R
N×m,N×m (1.16)

La périodicit́e deśequations de continuité inter-secteurs regroupées dansP, permet de

montrer queZ = PT (IN ⊗Z1)P a une structure particulière dite circulante par blocs :

Z = PT (IN ⊗Z1)P =

























Z0 Z1 0 · · · 0 Z1T

Z1T Z0 Z1 0 · · · 0
... ... .. .

. . . . . . . . .

0 · · · 0 Z1T Z0 Z1

Z1 0 · · · 0 Z1T Z0

























(1.17)

où les blocsZ0,Z1 ∈ R
m,m repŕesentent respectivement la partie intérieur de chaque sec-

teur et l’interaction avec les secteurs adjacents. Ainsi, l’application des conditions aux

limites inter-secteur conduità des matrices forḿees par des sous-blocs couplés entre eux.

L’int ér̂et du passage en coordonnés cycliques est qu’il permet, compte tenu de la struc-

ture particulìere deZ et des relations d’orthogonalité des fonctions exponentielles, d’ob-
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Modélisation des structures en symétrie cyclique

tenir des matrices forḿees par des sous-blocs découpĺes :

Z̃ =
(

E∗
N ⊗ Im

)

Z
(

EN ⊗ Im
)

=



















Z̃0 0 · · · · · · 0

0
...

...
... Z̃k

...
...

. . . 0

0 · · · · · · 0 Z̃N−1



















= blocdiag
k={0,...,N−1}

(Z̃k) (1.18)

où le sous-blocZk est associé à l’ordre de Fourierk donc au type d’onde se propa-

geant dans la structure. Les relations d’orthogonalité des fonctions exponentielles et les

développements permettant d’arriver au résultat de l’́equation (1.18) sont dévelopṕes dans

l’Annexe C.

Leséquations (1.17) et (1.18) montrent que l’application d’une contrainte périodique,

comme celle d́efinie par les conditions aux limites inter-secteur, ne couple pas les

ordres de Fourier. Ńeanmoins, l’application d’une contrainte plus géńerale non-

périodique donne lieùa des couplages entre les ordres de Fourier. Ce résultat a des

implications importantes pour l’extension des développements en symétrie cyclique

à plusieurśetages.

L’ équation de mouvement de la structureà syḿetrie cyclique, en base physique et avec

la continuit́e inter-secteur prise en compte, a la forme suivante :

Mük(t)+Cu̇k(t)+Ku(t) = f(t) (1.19)

où M , C etK sont les matrices de masse, amortissement et raideur respectivement, etf et

u sont les vecteurs d’excitation et de déplacement.

Les d́eveloppements préćedents montrent que l’équation (1.19) peut̂etre expriḿee

dans une base cyclique complexeà l’aide de la transformation (1.7). Les matrices dans

cette base cycliquéetant forḿees par des sous-blocs découpĺes, chaque ordre de Fourier

k peutêtre analyśe de manìere ind́ependante :

M̃k
¨̃uk(t)+ C̃k

˙̃uk(t)+ K̃kũk(t) = f̃k(t) (1.20)

où le vecteur de forces̃fk s’obtienne aussi par application de la transformation (1.7).
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1. Dynamique globale des rotors multi-étages

1.1.2.2 Analyse modale

L’analyse modale du système non-amorti implique la solution du problème aux va-

leurs propres vecteurs propres suivant :

(

K −ω2M
)

U = 0 (1.21)

Soit dans la base cyclique pour chaque ordre de Fourierk :

(

K̃k−ω2M̃k

)

Ũk = 0 (1.22)

Les matricesZ̃k = {M̃k, K̃k} sont complexes hermitiennes (Z̃k = Z̃∗
k ) pour tous

les ordres de Fourier saufk = 0 et k = N
2 (qui n’existe que pourN pair) pour les-

quels les matrices̃Zk sont ŕeelles. Par une propriét́e fondamentale des matrices hermi-

tiennes, l’́equation (1.22) donne exclusivement des valeurs propres réelles, avec des vec-

teurs propres en géńeral complexes. Les matricesZ̃k apparaissent en paires transposées

conjugúees(Z̃k = Z̃∗
N−k) donnant lieùa des probl̀emes qui partagent les mêmes valeurs

propres et des vecteurs propres complexes conjugués. De ce fait, pour obtenir les résultats

de l’analyse modale sur la structure complète il suffit de consid́erer les ordres de Fourier

k = 0, . . . ,
⌊

N
2

⌋

, avec :
⌊N

2

⌋

=







N
2 si N est pair,

N−1
2 si N est impair.

(1.23)

Les valeur propres obtenues pour chaque ordre de Fourierk correspondent̀a des va-

leurs propres de la structure complète en base physique. En revanche, les quantités en

coordonńees cycliques̃Uk doivent être transforḿees en quantités en coordonńees phy-

siques de la structure complèteà l’aide de l’́equation (1.5).

Les solutions pourk = 0 etk = N
2 correspondent respectivement aux modes où tous

les secteurs se déforment en phase et modes où les secteurs adjacents se déforment en op-

position de phase. Pour les autres ordres de Fourier les solutions sont doubles et associées

à des paires de vecteurs propres complexes conjugués. Les combinaisons linéaires de

ces paires de vecteurs sont aussi des vecteurs propres associésà la m̂eme fŕequence car

ces modes ont une indétermination en amplitude maiségalement en phase. En termes de

propagation d’onde, les paires des vecteurs complexes représentent deux ondes se propa-

geant en sens inverse et les modes stationnaires s’obtiennent par la superposition de ses

ondes. Ainsi, on peut obtenir une paire de modes réels orthogonaux̀a partir des paires
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Modélisation des structures en symétrie cyclique
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FIG . 1.3: Diagramme en zig-zag qui montre les diamètres nodaux potentiellement as-
socíesà un ordre de Fourierk. (a) Cas òu N est impair, (b) cas òu N est pair

complexes en prenant sépaŕement les parties réelles et imaginaires comme montré dans

l’Annexe D. Les paires de modes orthogonaux peuvent se combiner pour former un mode

avec n’importe quel positionnement circonférentiel sur la structure.

Les d́eformées modales sur la structure complète sont ǵeńeralement constitúees de

modesà diam̀etres nodaux directement associés à l’ordre de Fourierk utilisé pour les

obtenir. M̂eme si les ordres de Fourierà consid́erer sontk = 0, . . . ,
⌊

N
2

⌋

, la th́eorie rend

compte de tous les diam̀etres nodaux physiquement possibles. Chaque ordre de Fourierk

permet d’obtenir l’ensemble des diamètres nodaux suivant ND(k) = [k,N±k,2N±k, . . . ]

correspondant aux repliement du spectre de la série de Fourier discrète comme illustŕe

dans la FIG.1.3. En pratique les modesà plus deN diamètres nodaux arrivent seulement

à haute fŕequence.

1.1.2.3 Ŕeponse forćee

Avec l’hypoth̀ese de mouvement harmoniqueu(t) = Uejωt , la partie spatiale peut

êtreétudíee de manìere ind́ependante de la partie temporelle. Le problème dynamique de

l’ équation (1.19) s’écrit alors pour chaque pulsation fondamentale de l’excitationω :

(

−ω2M +ω jC+K
)

U = f (1.24)
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1. Dynamique globale des rotors multi-étages

Dans ce travail on considère seulement l’amortissement structural défini comme suit :

C =
η
ω

K (1.25)

dontη est le facteur d’amortissement.

Comme pour les d́eveloppements préćedents, le problème peut̂etre expriḿe en com-

posantes cycliques et donne lieuà des sous-problèmes d́ecoupĺes pour chaque ordre de

Fourierk :
(

−ω2M̃k +( jη +1)K̃k

)

Ũk = f̃k (1.26)

Les principales sources d’excitations harmoniques sont liées au champ de pression

non uniforme ǵeńeŕe par le flux amont. La rotation de la structure dans ce champ de pres-

sion provoque des forces alternativesà des fŕequences multiples de la vitesse de rotation.

En ǵeńeral ces forces sont appliquées seulement sur les aubes et non sur les disques ou

autres parties du rotor.

Un champ de pression d’une complexité arbitraire peut ǵeńerer des forces excitant plu-

sieurs harmoniques spatialsà la fois. Pour les structuresà syḿetrie cyclique, ces forces

arbitraires sont d́ecompośees dans la base cycliqueà l’aide de l’́equation (1.8). Les ma-

trices structurelleśetant d́ecoupĺees, le probl̀eme dynamique peutêtre ŕesolu de manière

indépendante pour chaque ordre de Fourier et la solution s’obtient par superposition.

Excitations de type ordre moteur

Un type d’excitation appelé ordre moteur consistèa utiliser une harmonique simple

pour d́ecrire les variations d’amplitude entre les vecteurs de forces d’excitation des

diff érents secteurs. Ainsi, le vecteur associé à une force d’ordre moteurH s’écrit pour

le nème secteur de position angulaireθn = 2π(n−1)
N :

fn = |f1|ejHθn = |f1|ejH 2π(n−1)
N (1.27)

où |f1| est le vecteur d’amplitude des forces sur le secteur de référence. Tentant compte la

rotation de la structure :

fn(t) = |f1|ejH 2π(n−1)
N ejωt (1.28)

où ω = H ·Ω est la pulsation de l’excitation etΩ la vitesse de rotation.
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Modélisation des structures en symétrie cyclique

Le vecteur des forces d’excitation sur la structure complète est alors donné par :

f(t) =
{

f1(t) f2(t) . . . fN(t)
}T

= |f1|ejωt
{

1 ejH 2π
N . . . ejH 2π

N (N−1)
}T (1.29)

Pour l’analyse en syḿetrie cyclique le vecteur des forces d’excitation est projeté dans

la base cycliquẽf(t) = (E∗
N ⊗ Im) f(t) donnant lieuà une repŕesentation en termes des

ordres de Fourier :

f̃(t) =
{

f̃0(t) . . . fk(t) . . . fN−1(t)
}T

(1.30)

Compte tenu des relations d’orthogonalité des fonctions exponentielles discrètes, une

excitation d’ordre moteurH exprimée en base cyclique donne lieuà des excitations nulles

pour les ordres de Fourierk 6= H :

f̃k(t) =







0 pourk 6= H,

N√
N
|f|ejωt pourk = H.

(1.31)

En conśequence, une excitation d’ordre moteurH projet́ee dans la base cyclique sera

non nulle seulement pour l’ordre de Fourierk = H et ne pourra exciter que les modes de

typeH diamètres nodaux. Dans ce cas, les ordres de Fourierétant d́ecoupĺes, la solution

du sous-probl̀eme associé à l’ordre k = H suffit pour obtenir la ŕeponse sur la structure

compl̀ete.

D’autre part, une excitation d’ordre moteurN−H est la conjugúee de l’excitation

d’ordreH, i.e.équivalentèa l’excitation d’ordreH quand la rotation de la structure se fait

dans le sens inverse.

Excitations de forme arbitrairement complexe

Si un champ de pression d’une complexité arbitraire doitêtre consid́eŕe, ceci en-

trâınera des forces avec un contenu harmonique spatial plus riche. Dans ce cas la

décomposition du vecteur de forces dans la base cycliquef̃(t) =
(

E∗
N ⊗ Im

)

f(t) donnera

comme ŕesultat des excitations non nulles pour plusieurs harmoniques spatials, voir tous.

Les sous-problèmes sont ŕesolus pour chaque ordre de Fourier sépaŕement et la solution

finale est obtenue par superpositionà l’aide de l’́equation (1.5).
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1. Dynamique globale des rotors multi-étages

1.2 Ph́enoménologie vibratoire dans les syst̀emes multi-

étages

Dans le but de mettre eńevidence les ph́enom̀enes vibratoires propres aux systèmes

multi-étages, on utilise un modèle élément finis complet (360o) de deux disques aubés

li és. Les ph́enom̀enes observ́es permettent de justifier l’intér̂et des calculs multi-étages

qui donnent des résultats sensiblement différents de ceux fournis par l’étude deśetages

isolés.

Le mod̀ele utiliśe est une structure académiqueà ǵeoḿetrie simple mais dont les ca-

ract́eristiques sont proches de celles des ensembles disque-aubes réels. Il offre la possibi-

lit é de mettre eńevidence des familles de modes dominés par le disque et de familles de

modes domińes par les aubes.

La structure est discrétiśee avec deśeléments finis solides̀a huit nœuds et trois

dégŕes de libert́e (ddl) par nœud. Le TAB .1.1 ŕesume les principales caractéristiques

géoḿetriques du mod̀ele et la FIG.1.4 montre la forme de la structure et le maillage

éléments finis retenus.

Les maillagesà l’interface entre les deux́etages ne sont pas coı̈ncidents. En

conśequence, deśequations de liaison cinématique sont utiliśees pour assurer la conti-

nuité. Ceséquations expriment des relations linéaires entre les degrés de libert́e à l’in-

terface utilisant les fonctions d’interpolation liées aux́eléments et peuventêtre ǵeńeŕees

automatiquement par les codeséléments finis commerciaux.

Caract́eristiques Étage 1 Étage 2
Nombre de secteurs 15 23

Longueur des aubes [mm] 66 60
Épaisseur du disque [mm] 15 15
Diamètre du disque [mm] 150/250 150/250

Diamètre de l’anneau inteŕetage [mm] 200/215 –
Séparation inteŕetage [mm] 30 –

Longueur total de l’arbre [mm] 220 –
Module d’Young [GPa] 210 –

Masse volumique [Kg/m3] 7820 –

TAB . 1.1:Principales caractéristiques du mod̀ele complet (360o).

Les étages sont tout d’abord considéŕes śepaŕement. La syḿetrie cyclique de chaque

étage est exploitée et les fŕequences obtenues sont présent́ees en fonction de l’ordre de
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Ph́enoḿenologie vibratoire dans les systèmes multi-́etages

(a) (b) (c)

FIG . 1.4: Maillages éléments finis : (a) mod̀ele complet composé de deuxétagesà
symétrie cyclique ; (b)́etage 1, composé de 15 secteurs ; (c)étage 2, composé de 23 sec-

teurs ;

Fourier. Des conditions aux limites d’encastrement sont imposéesà l’interface inter-

étages, commun aux deuxétages. Les familles de modes sont identifiées en calculant

pour chaque mode la répartition d’́energie associée aux diff́erents composants : aubes,

disque et bout d’arbre.

La FIG.1.5 montre les ŕesultats correspondantà l’étage 1. Dans de nombreux tra-

vaux, les fŕequences associées aux diff́erents diam̀etres sont relíees par ordre d’apparition,

comme montŕe dans la FIG.1.5(a). L’identification des modes permet de faire des associa-

tions plus pertinentes en reliant les fréquences des modes appartenantà une m̂eme famille,

comme montŕe FIG.1.5(b). Cette représentation permet de mettre enévidence des croise-

ments entre familles et des fréquences proches appartenantà des familles diff́erentes. Les

résultats pour l’́etage 2 sont présent́es FIG.1.6.

Typiquement, on observe des zones d’accumulation (lignes horizontales) correspon-

dant à des modes avec participation prédominante des aubes. Ce sont des familles

de modes d’aubes dont les fréquences augmentent très faiblement avec le nombre de

diamètres nodaux et convergent vers la fréquence de l’aube encastréeà la base. On ob-

serve diff́erents groupes de fréquences associées aux modes de déformation d’aube :

Flexion (1F, 2F), Torsion (1T), Flexion dans le plan inertiel secondaire (1S), et des com-

binaisons (1T1S).
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1. Dynamique globale des rotors multi-étages

On observe aussi des modes qui présentent une participation importante du disque. On

peut d́efinir des familles de modes de disque reliant les modes selon le nombre de cercle

nodaux D(0C), D(1C). Les modes du disque augmentent significativement en fréquence

avec le nombre de diam̀etres nodaux et forment des lignes montantes. L’accroissement ra-

pide en fŕequence pour les modes de disque est du au raidissement du disque conséquence

de l’augmentation du nombre de diamètres nodaux qui le traversent.

Les lignes montantes des familles de disque peuvent croiser les lignes quasi hori-

zontales des familles d’aubes. Les croisements des familles peuvent donner lieuà des

modes pŕesentant un couplage entre le disque et les aubes. On observe aussi desveerings,

mot anglais utiliśe pour d́esigner l’́evolution d’une famille de modes vers une autre fa-

mille diff érente. Les modes couplés ou ceux des zones deveeringsont particulìerement

sensibles aux d́esaccordages (peuvent devenir très localiśes et avoir une amplification

importante de la ŕeponse par rapport au cas accordé). On montrera que l’identification

des modes couplés disque-aube s’avère importante pour comprendre la dynamique multi-

étages car ces modes peuvent donner lieuà un couplage inertiel entre les disques et les

aubes de diff́erentśetages.

L’analyse modale de la structure composée par les deux́etages, assemblés à l’aide

des contraintes cińematiques, est considéŕee ensuite. La structure résultante n’a plus la

propríet́e de syḿetrie cyclique car les deux́etages qui la composent ne partagent pas le

même nombre de secteurs. La méthode classique de symétrie cyclique ne peut pluŝetre

utilisée et une analyse modale de la structure complète s’impose.

Les fŕequences issues du calcul complet pour la structure multi-étages sont présent́ees

en ordre croissant FIG.1.7. Les lignes horizontales indiquent les fréquences des zones

d’accumulation correspondant auxétages isoĺes pour les familles de modes d’aubes. Les

modes proches de ces fréquences sont des modes dont la déformation est confińee aux

aubes d’un seuĺetage.

1.2.1 D́edoublement des fŕequences propres inh́erent aux syst̀emes

multi- étages

Les calculs en syḿetrie cyclique, pour chaquéetage, donnent comme résultats des

paires de fŕequences doubles pour tous les ordres de Fourier sauf les ordres 0 etN
2 (si N

est pair). Dans le cas multi-étages, le couplage de plusieursétages composés de diff́erents

nombres de secteurs implique que la structure globale n’est plus symétrique. Cette dis-

symétrie peutêtre vue comme une forme de désaccordage du disque contrastant avec
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FIG . 1.5: Fréquences pour l’étage 1, composé de 15 secteurs, (a) représentation typique
montrant les fŕequences̀a différents diam̀etres nodaux reliées par ordre d’apparition ; (b)

repŕesentation reliant les fréquences des modes appartenantà une m̂eme famille
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1. Dynamique globale des rotors multi-étages
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FIG . 1.6: Fréquences pour l’étage 2, composé de 23 secteurs, (a) représentation typique
montrant les fŕequences̀a différents diam̀etres nodaux reliées par ordre d’apparition ; (b)

repŕesentation reliant les fréquences des modes appartenantà une m̂eme famille
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FIG . 1.7:Fréquences propres de la structure multi-étages issues du calcul complet (360o)

le désaccordage des aubes, plus couramment considéŕe. Ainsi, le calcul complet multi-

étages donne lieùa des pseudo-paires de fréquences conséquence du d́edoublement des

paires de fŕequences propres.

Pour le mod̀ele multi-́etagesétudíe, le d́edoublement des paires de fréquences est

observable mais reste très faible, en dessous de 0.0015% en fréquence. Unéetude de

convergence du maillage est conduite en faisant varier le nombre d’éléments̀a l’interface

inter-́etages. Les résultats sont présent́es FIG.1.8 pour deux fŕequences qui correspondent

respectivement̀a un mode de disque multi-étages et un mode d’aubes confiné à l’étage

1. Pour les deux modes, la fréquence et le d́edoublement respectifs convergent quand

le nombre d’́eléments finisà l’interface est augmenté. Néanmoins, le pourcentage ca-

ract́eristique du d́edoublement associé au mode du disque multi-étages (FIG.1.8(a)) est

un ordre plus grand que celui associé au mode confińe à unétage. Le d́edoublement pour

ce mode est dùa l’asyḿetrie du syst̀eme global et non au maillagéeléments finis. En

géneral on constaste que le dédoublement des paires de fréquences reste très faible pour

les modes confińesà un seuĺetage.
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1. Dynamique globale des rotors multi-étages

F
ré
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FIG . 1.8: Fréquence et d́edoublement en fonction du nombre d’élémentsà l’interface
inter-́etages, (a) mode de disque multi-étages ; (b) mode d’aube confiné à l’étage 1
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FIG . 1.9:Participation au mouvement relatifà chaquéetage pour les 160 premiers modes

1.2.2 D́eformées modales multi-́etages

Pour chaque mode on détermine la participation relative au mouvement de chaque

étage. SoitUi le i-éme mode en coordonnées physiques issu du calcul sur la structure

compl̀ete. Ce vecteur peut̂etre partitionńe pour obtenir explicitement les composantes

correspondant̀a chaquéetage :

Ui =
{

Us1
i Us2

i

}T
(1.32)

La norme du d́eplacement est ensuite utilisée pour d́eterminer la participation relative

au mouvement de chaqueétageRs1
i etRs2

i :

Rs1
i =

∥

∥Us1
i

∥

∥

‖Ui‖
, Rs2

i =

∥

∥Us2
i

∥

∥

‖Ui‖
(1.33)

Les participations sont montrées FIG.1.9 pour les 160 premiers modes. On observe

que beaucoup de modes sont confinés à un seuĺetage, ńeanmoins pour certains modes

le déplacement est reparti sur les deuxétages. Les modes d’aube restent particulièrement

confińes sur un des deux́etages.

Le dédoublement des paires de fréquences multi-étages constaté n’entrâıne pas de lo-
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1. Dynamique globale des rotors multi-étages

calisation. L’́energie pour les modes multi-étages reste bien repartie circonférentiellement

sur la structure. De ce fait, la représentation par nombre de diamètres nodaux apparaı̂t

adapt́ee au cas multi-́etages.

Une analyse prenant en compte la répartition de la d́eformation relative sur chaque

étage et le nombre de changements de signe en circonférentiel peut permettre de

déterminer le diam̀etre nodal dominant des modes. Cependant, une telle analyse reste

difficile à appliquer et sera peu exploitable pour les modes dont l’énergie de d́eformation

est repartie sur plusieursétages.

Une alternative pour d́eterminer le nombre de diamètres nodaux des modes issus d’un

calcul complet consistèa d́eterminer la composante cyclique prédominante. Dans ce but,

les d́eplacements de chaqueétageUs1
i et Us2

i sont partitionńes d’avantage pour obtenir

explicitement les d́eplacements des secteurs composant lesétages :

U
sj
i =

{

U
sj
1,i U

sj
2,i · · · U

sj
n j ,i

· · · u
sj
Nj ,i

}T
(1.34)

avec j = 1,2.

L’inverse de la transforḿe de Fourier discrète, équation (1.3), permet d’obtenir les

composantes cycliques̃U
sj
k j ,i

assocíees aux ordresk j = 0, . . . ,⌊Nj
2 ⌋.

Le nombre de diam̀etres nodaux assigné à chaque modei correspond̀a l’ordre de

Fourier de la composante cyclique prédominante quand ils sont normalisés tels que :

max
sj=1,2



 max
k j=0,...,⌊Nj

2 ⌋

∥

∥

∥Ũ
sj
k j ,i

∥

∥

∥



= 1 (1.35)

La FIG.1.10 montre les fŕequences multi-étages superposées aux ŕesultats correspon-

dants aux́etages isoĺes. Les fŕequences multi-étages sont présent́ees en fonction de l’ordre

de Fourier pŕedominant. La proximit́e en fŕequence avec certaines familles de modes

mono-́etages apparaı̂t et sugg̀ere l’existence des familles de modes d’aubes peu sensibles

aux couplages multi-étages. On constatéegalement que les fréquences associées aux fa-

milles de disques multi-étages sont lég̀erement plus faibles que les fréquences de disque

mono-́etages. Ceci est du aux conditions aux limites choisies pour les calculs mono-

étages (encastrementà l’interface inter-́etages). On constate encore que les fréquences

multi-étages proches des lignes montantes, qui correspondent aux familles de disque, sont

lég̀erement plus faibles que les fréquences de disque mono-étages. Les modes de disque

sont plus sensibles aux effets multi-étages et l’anneau inter-étages rajoute de la flexibilité
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Ph́enoḿenologie vibratoire dans les systèmes multi-́etages
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FIG . 1.10: Superposition des fréquences multi-étages et fŕequences correspondant aux
étages isoĺes.

au syst̀eme par rapport aux́etages isoĺes.

L’information concernant le pourcentage de participation relatifà chaquéetage est

donńee FIG.1.11. Comme attendu les modes confinésà l’étage 1 (15 secteurs) vont jus-

qu’à 7 diam̀etres nodaux, tandis que les modes confinés à l’étage 2 (23 secteurs) vont

jusqu’au 11. Les seuls modesà haut diam̀etres nodaux sont des modes d’aube apparte-

nant aux accumulations de fréquences qui restent confinées sur un seulétage. Des modes

dont la d́eformée est ŕepartie sur les deux́etages sont observés pour les bas diam̀etres.

La FIG.1.12 montre les fŕequences multi-étages pour les 5 premiers diamètres nodaux

dans la plage de fréquences [2800,5000] Hz. Par inspection des déformées modales et̀a

l’aide de l’indicateur de participation relatif au mouvement, des familles de modes multi-

étages sont identifíees. Pour les modes dont le mouvement est très confińeà un seuĺetage,

des familles de modes d’aubes en première torsion (1T) ou en combinaison de torsion et

flexion dans le plan secondaire (1T1S) sont identifiés. Pour les autres modes, on observe

que l’interaction inertielle entre les disques des deuxétages est̀a l’origine de deux familles

distinctes domińees par les disques : une famille dont les deux disques se déforment en

phase et l’autre dont les disques se déforment en opposition de phase. Finalement, certains

modes multi-́etages ne sont assimilés ni aux familles de disque ni aux familles d’aube.

Il s’agit de modes de d́eformation globale de l’arbre pour lesquels la déformation reste
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1. Dynamique globale des rotors multi-étages
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FIG . 1.11: Fréquences multi-étages avec participation relative de chaqueétage (blanc :
étage 1, noir :́etage 2)

répartie sur les deux́etages.

1.2.3 Ŕeponse forćee multi-étages

Concernant la ŕeponse forćee, les excitations considéŕees sont de type ordre moteur

(EO). Un facteur d’amortissement structural de 0.5% est utilisé et la force est appliquée

au bout des aubes dans les directions tangentielle et axiale, par rapport au disque. La

quantit́e choisie pour représenter les ŕesultats est l’amplitude du déplacement, calculée

comme la norme euclidienne des déplacements pour un noeud au bout des aubes, pour

chaque fŕequence.

En ǵeńeral, les mod̀eles mono-́etages sont peu fidèles pour reproduire les ca-

ract́eristiques de la réponse multi-́etages, comme le montrent les FIG.1.13 et FIG.1.14.

La FIG.1.13 compare la réponsèa une excitation d’ordreH = 3 appliqúee sur l’́etage 1

du mod̀ele multi-́etages et la réponse du mod̀ele mono-́etage. On trouve des différences

importantes entre les deux. Dans le modèle mono-́etage, seul le mode d’aube (1T1S)

qui correspond̀a 3 diam̀etres ŕepond de manière significative. En effet, le fort couplage

entre le mode de torsion (1T) et le mode de disque limite la réponse du mode (1T) (voir

diamètre 3, FIG.1.5(b)). Ce couplage est modifié par la flexibilit́e ajout́ee par la prise en
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F
ré
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FIG . 1.12:Familles de modes multi-étages identifíees dans la plage de fréquence 2800-
5000 Hz.
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FIG . 1.13:Réponsèa une excitation d’ordre moteurH = 3 appliqúee sur l’́etage 1 : (—)
calcul multi-́etages ; (- - -) calcuĺetage 1 seul.
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1. Dynamique globale des rotors multi-étages
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FIG . 1.14:Réponsèa une excitation d’ordre moteurH = 3 appliqúee sur l’́etage 2 : (—)
calcul multi-́etages ; (- - -) calcuĺetage 2 seul.

compte de l’́etage adjacent dans le modèle muli-́etage. En particulier, le couplage entre le

mode (E1 :1T) et le mode (D(0C) opposition), est moins fort du fait que ces deux modes

sont pluśeloigńes en fŕequence (voir FIG.1.12). Par conśequence le mode (E1 :1T) a une

réponse d’amplitude plus importante dans le modèle multi-́etages. On observe que les

fréquences des modes concernés varient significativement entre le cas mono-étage et le

cas multi-́etages.

La FIG.1.14 compare la réponseà une excitation d’ordreH = 3 appliqúee sur

l’ étage 2 : calcul mono-étage et calcul multi-étages. Leśecarts entre les deux calculs sont

moins importants que dans le cas préćedent òu l’excitation est appliqúee sur l’́etage 1.

Le mode de disque du calcul mono-étage donne lieùa deux modes (D(0C) opposition)

et (D(0C) en phase) en multi-étages. L’amplitude de la réponse pour ces deux modes de

disque est inf́erieureà la ŕeponse du mode de disque mono-étage. Par contre, la fréquence

des modes (1T) et (1T1S) change très peu entre le cas mono-étage et le cas multi-étages.

La réponse de ces modes est aussi très proche dans les deux cas, l’amplitude de la réponse

étant ĺeg̀erement inf́erieure dans le cas multi-étages probablementà cause de la flexibi-

lit é rajout́ee par l’anneau inter-étages. Les modes (1T) et (1T1S) sont peu sensibles aux

variations induites par la prise en compte de l’étage adjacent car il ne sont pas couplés

disque-aube comme le montrent les FIG.1.6(b) et FIG.1.12.
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FIG . 1.15: Réponse de tous les secteurs de l’étage 1à une excitation d’ordre moteur
H = 3 appliqúe sur l’́etage 1

Pour les calculs mono-étages, la syḿetrie cyclique de la structure implique que l’am-

plitude de la ŕeponse est la m̂eme pour tous les secteurs avec un déphasage qui d́epend

de l’ordre moteur de la réponse. Dans le cas multi-étages, la structure complète n’est plus

symétrique et en th́eorie les ŕeponses des différents secteurs d’uńetage,̀a une excitation

ordre moteur, ne sont pas identiques. En pratique, on constate dans la FIG.1.15 que la

réponse est bien identique en amplitude sur les différents secteurs de l’étage 1. L’excita-

tion utilisée est d’ordreH = 3 appliqúee sur l’́etage 1. En revanche, la FIG.1.16 montre

la réponse des différents secteurs de l’étage 2̀a l’excitation d’ordreH = 3 appliqúee sur

l’ étage 1. Un tr̀es ĺegerécart est observable entre l’amplitude des secteurs, même si logi-

quement l’amplitude de la réponse est ici d’un ordre de magnitude inférieure.

Une force d’excitation plus réaliste se doit d’agir simultanément sur les deux́etages :

excitation d’un ordre moteur différent sur chaquéetage, l’ordreétant d́etermińe par le

champ de pression géńeŕe par le flux en amont de chaqueétage. La FIG.1.17 montre la

réponse des différents secteurs de l’étage 1̀a une force excitant simultanément les deux

étages. L’excitation est d’ordre moteurH = 3 sur l’étage 1 etH = 4 sur l’étage 2. Le

contenu fŕequentiel de la ŕeponse est plus riche et des lignes verticales noires et bleues

sont utiliśees pour indiquer les fréquences des modesà 3 et 4 diam̀etres respectivement.

Comme attendu, les pics d’amplitude plus importantes correspondent aux modes d’aube

37

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0057/these.pdf 

© [B. Segui Vasquez], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



1. Dynamique globale des rotors multi-étages
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FIG . 1.16: Réponse de tous les secteurs de l’étage 2à une excitation d’ordre moteur
H = 3 appliqúe sur l’́etage 1

(E1 :1T1S) et (E1 :1T)̀a 3 diam̀etres. L’amplitude de la réponse n’est pas identique sur les

diff érents secteurs d’uńetage car elle peut̂etre vu comme la superposition de la réponse

à deux excitations d’ordre moteur différent, m̂eme si elle est calculée de manìere directe.

Desécarts d’amplitude sont observés entre les diff́erents secteurs, cependant cesécarts

restent faibles et confinés aux anti-ŕesonances.

1.3 Méthode de syḿetrie cyclique multi-étages

Un ensemble composé de plusieurśetages comportant un nombre différent de secteurs

n’est plus cyclique. Dans ce cas la projection de chaqueétage dans sa propre base cyclique

ne permet pas d’obtenir des problèmes d́ecoupĺes car chaque ordre de Fourier d’unétage

peut th́eoriquement se couplerà n’importe quel ordre de Fourier des autresétages.

La méthodologie de syḿetrie cyclique multi-́etages retenue consisteà mod́eliser

chaqueétage dans sa propre base cyclique età utiliser une hypoth̀ese sur le couplage

des ordres de Fourier des différentśetages permettant d’obtenir des problèmes d́ecoupĺes

en fonction des ordres de Fourier même si l’ensemble n’est pas cyclique.
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Méthode de syḿetrie cyclique multi-́etages
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FIG . 1.17:Réponse des secteurs de l’étage 1̀a une excitation d’ordre moteurH = 3 sur
l’ étage 1 etH = 4 sur l’étage 2

1.3.1 Couplage des ordres de Fourier dans les calculs multi-étages

Dans ce paragraphe, on montre que les ordres de Fourier des différentsétages sont

coupĺes entre eux du fait du couplage inter-étages.

Les deuxétages sont tout d’abord considéŕes comme n’́etant pas couplés, i.e. chaque

étage comporte l’ensemble des ddlà la frontìere inter-́etages. Cette frontière inter-́etages

est d́efinie sur un plan perpendiculaireà l’axe de syḿetrie. Les deux́etages adjacents par-

tagent la frontìere inter-́etages car dans uńetage elle correspond̀a la frontìere en aval et

dans l’autreà la frontìere en amont de la machine. Ainsi, les matrices des deuxétages

adjacentsZS = {MS,KS,CS} et le vecteur des d́eplacements associé uS ont la forme sui-

vante :

ZS =

[

Zs1 0

0 Zs2

]

, uS =

{

us1

us2

}

(1.36)

où les indicess1 et s2 indiquent que les quantités appartiennent aux́etages 1 et 2 respec-

tivement.

La transformation qui d́efini le changement entre la base physique et la base cyclique
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1. Dynamique globale des rotors multi-étages

complexe pour l’ensemble s’écrit :

ũS =

{

ũs1

ũs2

}

=

[

(EN1 ⊗ Im1) 0

0 (EN2 ⊗ Im2)

]{

us1

us2

}

(1.37)

et la projection des matrices structurales de l’ensemble dans cette base cyclique donne

simplement :

Z̃S
=

[

(E∗
N1

⊗ Im1) 0

0 (E∗
N2

⊗ Im2)

][

Zs1 0

0 Zs2

][

(EN1 ⊗ Im1) 0

0 (EN2 ⊗ Im2)

]

(1.38)

Comme le montre l’́equation (1.18), les ordres de Fourier de chaqueétage ne sont pas

coupĺes par le changement en base cyclique et l’équation (1.38) s’écrit :

Z̃S
=







blocdiag
k1={0,...,N1−1}

(Z̃s1
k1

) 0

0 blocdiag
k2={0,...,N2−1}

(Z̃s2
k2

)






(1.39)

Les matrices des deux́etages restent encore découpĺes mais il est envident que des

conditions aux limites inter-étages doivent̂etre rajout́es pour obtenir les matrices as-

sembĺees multi-́etages. Il convient de rajouter ces conditions avant le changement en base

cyclique complexe. Dans ce but, on revient sur les matrices en base physique de l’équation

(1.36) pour introduire les partitions suivantes sur les vecteurs de déplacements :

us1 =
{

us1,c us1,ii us1,d
}T

, us2 =
{

us2,c us2,ii us2,d
}T

(1.40)

où les indicesc et d indiquent les restrictions aux frontières inter-́etages en amont et en

aval, illustŕees pour un secteur de chaqueétage sur la FIG.1.18.

Les conditions recherchées expriment la continuité des d́eplacements̀a la frontìere

partaǵee par les deux́etages :

us2,c = [D]us1,d, D ∈ R
N2×c2,N1×d1 (1.41)

où la matriceD permet d’assurer la compatibilité des discŕetisations̀a l’interface. Dans le

cas òu les maillages sont coı̈ncidentsN1×d1 = N2× c2 et D est une matrice booléenne

qui permet d’associer directement la discrétisationà l’interface entre les deux́etages. Au-

trement,D est d́erivée deśequations de compatibilité cińematique (multi point contraints)
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us1,c
1

us1,d
1

us2,c
1

us2,d
1

us1,ii
1

us2,ii
1

s1

s2

FIG . 1.18:Paire d’́etages adjacents[s1,s2], repŕesent́es par leur secteur de référence

appliqúees sur l’interface inter-étages.

L’assemblage consistèa éliminer de la formulation les ddl redondantsà l’aide d’une

matrice de passageP(D) :

uS =











































us1,c

us1,ii

us1,d

us2,c

us2,ii

us2,d











































=























I

I

I

D

I

I





















































us1,c

us1,ii

us1,d

us2,ii

us2,d































= [P(D)]u
S (1.42)

où on choisi d’́ecrire la frontìereus2,c en fonction deus1,d.

Les matrices assemblées multi-́etagesZS en base physique s’obtiennentà l’aide de la

matrice de passageP(D) :

ZS = [P(D)]
TZS[P(D)] =

[

Zs1 Zs12

Zs21 Zs2

]

(1.43)

dont les sous-blocs extra-diagonaux comportent les termes associés aux couplages entre

les deux́etages.

Puisque leśetages ne partagent pas le même nombre de secteurs, leséquations
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1. Dynamique globale des rotors multi-étages

de continuit́e inter-́etages qui permettent l’assemblage ne sont pas périodiques. Par

conśequence, la projection des matricesZS dans la base cyclique de l’ensemble entraı̂ne

le couplage entre les ordres de Fourier de l’étage 1 et les ordres de Fourier de l’étage 2 :

Z̃S =

[

(E∗
N1

⊗ Im1) 0

0 (E∗
N2

⊗ Im2)

][

Zs1 Zs12

Zs21 Zs2

][

(EN1 ⊗ Im1) 0

0 (EN2 ⊗ Im2)

]

=







blocdiag
k1={0,...,N1−1}

(Z̃s1
k1

) (E∗
N1

⊗ Im1)Z
s12(EN2 ⊗ Im2)

(E∗
N2

⊗ Im2)Z
s21(EN1 ⊗ Im1) blocdiag

k2={0,...,N2−1}
(Z̃s2

k2
)







(1.44)

où les sous-blocs extra-diagonaux sont non nuls.

1.3.2 Hypoth̀ese sur le d́ecouplage des ordres de Fourier

Dans le cas de deux́etages adjacents composés deN1 < N2 secteurs respectivement, il

suffit de consid́erer les ordres de Fourierk1 = 0, . . . ,⌊N1
2 ⌋ etk2 = 0, . . . ,⌊N2

2 ⌋ et l’équation

(1.44) montre qu’un ordre de Fourierk1 peutêtre coupĺe à n’importe quelle ordre de Fou-

rier k2 donnant lieùa des probl̀emes coupĺes qui n’induisent pas de réduction. Dans le but

d’obtenir des sous-problèmes d́ecoupĺes, la ḿethode choisie propose de retenir seulement

les couplages entre les ordres de Fourier des différentsétages qui sont supposés directe-

ment compatibles faisant l’hypothèse que les autres couplages ont un effet négligeable.

Les ordres de Fourier des différentsétages qui correspondent au même ordre sont

naturellement supposés compatibles. Pour les ordres de Fourier qui n’ont pas de corres-

pondant direct on utilise une règle qui consistèa les replier selon le repliement de l’étage

avec le plus petit nombre de secteurs. Les ordres de Fourier repliés pour uńetage par-

ticulier sont regrouṕes pourêtre consid́eŕes dans le m̂eme sous-problème que les ordres

directement compatibles des autresétages.

Prenant par exemple le cas de deuxétages composés deN1 < N2 secteurs respective-

ment. Pour les ordres de Fourier jusqu’à⌊N1
2 ⌋ le choix naturel est de supposer quek1 = k2

sont compatibles, comme le montre la FIG.1.19(a). Chaque ordre de Fourierk2 > ⌊N1
2 ⌋,

n’ayant pas un correspondant direct dans l’ensemble desk1 possibles, doit̂etre coupĺe à

unk1 de rang inf́erieur. Ceci est accompli en supposant un repliement dans l’ensemble des

k2 qui est similaire au repliement de la série de Fourier de l’́etage 1, comme montré sur

les FIG.1.19(b) et 1.19(c). Les ordres de Fourierk2 compatibles avec l’ordre de Fourier
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FIG . 1.19:Diagramme des ordres de Fourierk1 (—) vs. ordres de Fourierk2 (- - -). (a)
Pourk2 > ⌊N1

2 ⌋ il n’y a pas de correspondant direct dans l’ensemble desk1 possibles, (b)
ordres de Fourier supposés compatibles pourN1 impair, (c) ordres de Fourier supposés

compatibles pourN1 pair.

k1 = p sont donc :

k2(p) =







{p,N1− p} si N1− p≤ ⌊N2
2 ⌋,

p autrement.
(1.45)

Les ordres de Fourier de l’étage avec le plus petit nombre de secteurs déterminent le

nombre de sous-problèmesà ŕesoudre et pour cela sont appelés ordres de Fourier multi-

étages fondamentauxkf = 0, . . . ,⌊N1
2 ⌋, pourN1 < N2.

1.3.3 Formulation relative aux ordres de Fourier de chaquéetage

Pour chaque ordre fondamentalkf , ici kf = p, on retient les sous-blocs dẽZS
qui

correspondent aux ordres supposés compatibles pour chaqueétage :

Z̃S
kf =p =







Z̃s1
k1=p 0 0

0 Z̃s2
k2=p 0

0 0 Z̃s2
k2=N1−p






, ũS

kf =p =



















ũs1
k1=p

ũs2
k2=p

ũs2
k2=N1−p



















(1.46)

où le sous-bloc et le terme associésà l’ordreN1− p n’existent que siN1− p≤ ⌊N2
2 ⌋, i.e.

dans le cas òu deux ordres de Fourier de l’étage 2 sont considéŕes simultańement du fait

du repliement.

Les conditions de continuité inter-́etages sont reformulées en fonction des ordres de
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1. Dynamique globale des rotors multi-étages

Fourier de chaquéetagèa l’aide de l’́equation (1.5) :

N2−1

∑
k2=0

eN2
k2

⊗ ũs2,c
k2

= [D]
N1−1

∑
k1=0

eN1
k1

⊗ ũs1,d
k1

(1.47)

et tenant en compte l’hypothèse de ordres de Fourier découpĺes, pour l’ordre de Fourier

fondamentalkf = p :

∑
k2={p,N1−p}

(eN2
k2

⊗ Ic2)ũ
s2,c
k2

= [D](eN1
k1=p⊗ Id1)ũ

s1,d
k1=p (1.48)

L’assemblage se fait̀a l’aide d’une matrice de passage pour chaque ordre de Fourier

fondamentalkf , ici kf = p :

ũS
kf =p =







































































ũs1,c
p

ũs1,ii
p

ũs1,d
p

ũs2,c
p

ũs2,ii
p

ũs2,d
p

ũs2,c
N1−p

ũs2,ii
N1−p

ũs2,d
N1−p







































































=





































I

I

I

D
2,1
p,p

I

I

D
2,1
N1−p,p

I

I























































































ũs1,c
p

ũs1,ii
p

ũs1,d
p

ũs2,ii
p

ũs2,d
p

ũs2,ii
N1−p

ũs2,d
N1−p



















































= [Pkf (D)]ũ
S
kf =p

(1.49)

avec

D
2,1
k2,k1

= (eN2
k2

⊗ Ic2)
∗[D](eN1

k1
⊗ Id1) (1.50)

et les sous-blocs et les termes associésà l’ordreN1− p n’existent que siN1− p≤ ⌊N2
2 ⌋.

Les matrices assemblées s’obtiennent̀a l’aide de la matrice de passagePkf (D) :

Z̃S
kf =p = [Pkf (D)]

∗[Z̃S
kf =p][Pkf (D)] (1.51)
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Méthode de syḿetrie cyclique multi-́etages

Si tous les ordres de Fourierà consid́erer dans un sous-problème utilisent des trans-

formations ŕeelles (k1 = 0 ou k1 = N1
2 en m̂eme temps quek2 = 0 ou k2 = N2

2 ) on

obtient des matrices réelles qui donnent lieùa des fŕequences simples. Inversement,

si tous les ordres de Fourierà consid́erer dans un sous-problème utilisent des trans-

formations complexes on obtient des matrices complexes et des fréquences doubles.

Dans le cas òu on doit consid́erer dans le m̂eme sous-problème des transformations

réelles et des transformations complexes, il convient de séparer les parties réelles et

imaginaires avant de faire le couplage inter-étages. Ceci permet d’obtenir directement

des fŕequences simples et des fréquences doubles et garantit que le nombre total de

fréquences en syḿetrie cyclique multi-́etages correspond au nombre de fréquences

du calcul complet.

1.3.3.1 Analyse modale

L’hypothèse de syḿetrie cyclique multi-́etages permet d’obtenir la réponse modale du

syst̀eme non-amortìa partir de la solution des problèmes d́ecoupĺes pour chaque ordre de

Fourier fondamentalkf = 0, . . . ,⌊N1
2 ⌋

(K̃S
kf
−ω2M̃S

kf
)ŨS

kf
= 0 (1.52)

Les quantit́es en coordonńees cycliques̃Ukf sont transforḿes en coordonńees phy-

siques de la structure complèteà l’aide la transforḿee inverse de Fourier. Prenant l’ordre

fondamentalkf = p avecN1− p≤ ⌊N1
2 ⌋, la transformation qui permet d’obtenir les quan-

tités sur la structure complèteà la forme suivante :

US =

[

(eN1
p ⊗ I) 0 0

0 (eN2
p ⊗ I) (eN2

N1−p⊗ I)

]











Ũs1
p

Ũs2
p

Ũs2
N1−p











= ŨS
kf =p (1.53)

où les ordres de Fourier du mêmeétage coupĺes du fait du repliement (icik2 = {p,N1−p})

sont superpośes.

Comme dans le cas de symétrie cyclique classique, les matrices complexes donnent

lieu à des fŕequences doubles associées à des paires de vecteurs propres complexes

conjugúes. On peut obtenir une paire de modes réelsà partir des paires de modes com-
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1. Dynamique globale des rotors multi-étages

plexes en prenant sépaŕement les parties réelles et imaginaires après la transformation sur

la structure complète.

Le diam̀etre nodal associéà chaque mode correspondà l’ordre de Fourier de la compo-

sante ǵeńeraliśee pŕedominante dans le mouvement, détermińee par la norme euclidienne

des d́eplacements.

1.3.3.2 Ŕeponse forćee

Avec la supposition de mouvement harmonique et un amortissement structural, l’hy-

poth̀ese de syḿetrie cyclique multi-́etages permet de décomposer le problème sur la struc-

ture compl̀ete :

(ω2M +( jη +1)K)U = f (1.54)

en des probl̀emes d́ecoupĺes pour les ordres de Fourier fondamentauxkf = 0, . . . ,⌊N1
2 ⌋ :

(ω2M̃kf +( jη +1)K̃kf )Ũkf = f̃kf (1.55)

où ω est la pulsation de l’excitation etη le facteur d’amortissement.

Le vecteur des forces extérieures est transforḿe dans la base cyclique de l’ensemble

multi-étages̀a l’aide de l’́equation (1.37). Pour chaque ordre de Fourier fondamentalkf =

p, le vecteur d’excitatioñfkf s’obtient par assemblage des ordres de Fourier supposés

compatibles̀a l’aide de l’́equation (1.49).

Comme dans le cas de symétrie cyclique simple, une excitation d’ordre moteur ne

pourra exciter que les modesà diam̀etres nodaux qui correspondentà l’ordre de l’ex-

citation. Dans le cas multi-étages une excitation d’ordre moteur différent peut̂etre ap-

pliquée sur chaquéetage. Les sous-problèmes associés aux ordres fondamentauxkf qui

comprennent les ordres des excitations sont résolus śepaŕement. La ŕeponse pour chaque

ordrekf est transforḿee en coordonńees physiques de la structure multi-étages complète

à l’aide de l’́equation (1.53). La solution finale s’obtient par superposition de la réponse

en coordonńees physiques pour les différents ordres fondamentauxkf .

Les hypoth̀eses utiliśees par la ḿethode de calcul présent́ee sont a priori fortes et la

litt érature ne donne que peu d’éléments de validation. En conséquence, afin de conforter

sont utilisation, le chapitre suivant s’attacheà tester de manière approfondie sa robustesse.
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Chapitre 2

Robustesse de la syḿetrie cyclique

multi- étages
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2. Robustesse de la symétrie cyclique multi-́etages

La technique de syḿetrie cyclique multi-́etages apparaı̂t performante, alors m̂eme que

des hypoth̀eses importantes sont faites au niveau des ordres de Fourier des différents

étages qui peuventêtre coupĺes. En particulier, l’hypoth̀ese retenue implique que la plu-

part des ordres de Fourier restent découpĺes et que seuls les composantes de Fourier as-

socíees aux ordres supposés compatibles restent couplés. Les ordres compatibles sont

issus du repliement̀a partir de l’ordre de Fourier maximal de l’étage avec le plus petit

nombre de secteurs.

Dans les travaux de Laxalde et al. [40, 41] un seul cas test est présent́e pour valider

la méthode, aussi bien dans les publications que dans le mémoire de th̀ese [90] (une ap-

plication industrielle est aussi présent́ee mais elle n’est pas validéeà partir des ŕesultats

d’un calcul complet). Le cas test considéŕe comporte deux́etages de 24 et 45 secteurs.

Il présente une syḿetrie cyclique d’ensemble puisqu’il peutêtre consid́eŕe comméetant

formé par 3 secteurs regroupant 8 aubes d’unétage et 15 de l’autre. En ce sens, il peut

présenter une particularité à priori favorable pour la ḿethode d́evelopṕee alors qu’un

cas plus d́efavorable serait constitué de deuxétages avec un nombre de secteurs pre-

miers entre eux. Autréelémentà consid́erer, les validations présent́ees portent sur les

fréquences propres et l’amplitude de la réponse forćee mais ne s’occupent pas de valider

les d́eformées modales pourtant importantes dans les mécanismes de réponse.

L’hypothèse de syḿetrie cyclique multi-́etages est utiliśee par Sterncḧuss et al [42, 43]

pour construire une base modale permettant l’obtention par synthèse modale d’un modèle

réduit du syst̀eme multi-́etages. Pour la construction de cette base modale seuls les ordres

de Fourier inf́erieurs pour lesquelles il n’y a pas de repliement sont utilisés. L’étude ne

présente pas de validation des calculs en symétrie cyclique multi-́etages par rapport au

calcul complet, et se concentre plutôt sur la performance du modèle ŕeduit.

Une ḿethodologie de ŕeduction du mod̀ele qui utilise les calculs en symétrie cyclique

multi-étages est proposée par Laxalde et Pierre [46]. Il s’agit d’une réduction multi-

niveaux qui implique la projection des différents sous-problèmes associés aux ordres de

Fourier multi-́etages dans leurs bases modales propres. Les problèmes ŕeduits en coor-

donńees modales sont rassemblés dans le but de pouvoir introduire du désaccordage. Ils

présentent une validation du modèle ŕeduit d́esaccord́e par rapport au modèle complet.

Néanmoins, deux points sontà relever sur cette validation. Le premier est que l’exemple

utilisé est compośe de deux́etages̀a 36 et 60 secteurs qui présente ici aussi une symétrie

cyclique d’ensemble (12 secteurs regroupant 3 aubes d’unétage et 5 aubes de l’autre).

Le deuxìeme constat est que la bande fréquentielle choisie pour la validation comporte

seulement une famille de modes d’aubes confinés sur uńetage. Donc, cette validation n’a
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Analyse d́etaillée de la nature des modes des systèmes multi-́etaǵes.

pas pour vocation de montrer la capacité de la ḿethodeà reproduire des modes dont le

mouvement serait reparti sur plusieursétages, ni des modes présentant un couplage fort

entre le disque et les aubes.

Le travail pŕesent́e ici propose de tester la robustesse de la méthode de syḿetrie cy-

clique multi-́etages paŕevaluation de sa performance sur des systèmes dont la configu-

ration parâıt à priori d́efavorable pour l’hypoth̀ese retenue. Les configurationsétudíees

se basent sur un modèleéléments finis paraḿetŕe de 2 roues aubagées. Des changements

sur les param̀etres ǵeoḿetriques permettent de trouver des configurations présentant un

nombre de secteurs premiers entre eux et des modes globaux du système. Un mod̀ele de

deux roues aubagées avec nageoires inter-aubes aussi qu’un modèle compośe de deux

disques de typeimpellersontégalement́etudíes.

2.1 Analyse d́etaillée de la nature des modes des systèmes

multi- étaǵes.

Il s’agit ici de pŕeciser certain concepts concernant les modes des systèmes multi-

étaǵes afin de pouvoir mieux cerner les caractéristiques qui peuvent potentiellement in-

fluencer la performance de la méthode. Seront considéŕes, la manìere de d́efinir les modes

multi-étages, leurs contenus harmoniques et le phénom̀ene sṕecifique de repliement (alia-

sing).

Le mod̀ele multi-́etages introduit dans le chapitre préćedent (FIG.1.4) est repris ici.

On rappelle que cette structure consiste en deuxétages montés sur une portion d’arbre cy-

lindrique creux, chaquéetagéetant constitúe une roue aub́ee. La structure complète n’est

pas syḿetrique car le premieŕetage comporte 15 aubes et le deuxième 23, ńeanmoins, la

méthode de syḿetrie cyclique multi-́etages est potentiellement applicable puisque chaque

étage consid́eŕe śepaŕement est une structurèa syḿetrie cyclique. La FIG.2.1 montre la

discŕetisationéléments finis des secteurs de référence des deux́etages. Chaque secteur de

référence est composé d’une aube et des portions correspondantes du disque et de l’arbre.

Les conditions aux limites retenues imposent un déplacement nul dans les directions

radiale et tangentielle associées au système de coordonńees cylindriques. Elles sont ap-

pliquées au système assemblé multi-́etages sur les noeuds appartenant aux frontières en

extŕemit́es amont et aval.

Les fŕequences propres sont données en fonction de l’ordre de Fourier sur la FIG.1.12

du chapitre 1 et reportées ici de nouveau sur la FIG.2.2. Les ŕesultats sont présent́es sur
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2. Robustesse de la symétrie cyclique multi-́etages

FIG . 2.1:Discŕetisationéléments finis des secteurs de référence des deux́etages.
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FIG . 2.2: Familles de modes multi-étages identifíes dans la plage de fréquence 2800-
5000 Hz.
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Analyse d́etaillée de la nature des modes des systèmes multi-́etaǵes.

la plage de fŕequence [2800,5000] Hz pour des diamètres nodaux allant de 0̀a 5, ce qui

correspond̀a une zone de haute densité modale. Les d́eformées modales ontét́e clasśees,

à l’aide de la ŕepartition de l’́energie de d́eformation, en familles de modes prédominants

disque et modes prédominants aubes. Des modes correspondant aux déformations glo-

bales de l’arbre sont aussi observés. Les familles sont identifiées en fonction du compo-

sant pŕedominant selon :

– 1ère torsion des aubes de l’étage 1 (E1 :1T) ;

– torsion-flexion des aubes dans le plan secondaire de l’étage 1 (E1 :1T1S) ;

– 1ère torsion des aubes de l’étage 2 (E2 :1T) ;

– torsion-flexion des aubes dans le plan secondaire de l’étage 2 (E2 :1T1S) ;

– disques en opposition de phase, 0 cercle nodaux (D(0C)) ;

– disques en phase, 0 cercle nodaux (D(0C) :Phase)

2.1.1 Repliement líe au nombre de secteurs paŕetage

L’ évaluation de l’influence du nombre de secteurs desétages sur la performance

de l’hypoth̀ese de syḿetrie cyclique multi-́etages se base sur des modèles avec des ca-

ract́eristiques communes (longueur des aubes,épaisseur d’anneau inter-étages, distance

entre leśetages) mais avec un nombre de secteurs variables.

On rappelle ici l’́equation (1.50) qui d́efinit un facteur de couplage [90] entre les ordres

de Fourierk1 etk2 de deux́etages :

D
2,1
k2,k1

= (eN2
k2

⊗ Ic2)
∗[D](eN1

k1
⊗ Id1) (2.1)

Ce facteur de couplage peutêtre illustŕe nuḿeriquement̀a l’aide de la repŕesentation ma-

tricielle suivante :

D(k2,k1) =
∥

∥

∥
(eN2

k2
⊗ Ic2)

∗[D](eN1
k1

⊗ Id1)
∥

∥

∥
, k1 = 0, . . . ,N1, k2 = 0, . . . ,N2 (2.2)

où ‖•‖ indique la norme matricielle etD la matrice indentit́e.

Trois configurations sont́etudíees :

– N1 = 16 etN2 = 24 : Dans ce cas il existe une symétrie cyclique d’ensemble avec

8 secteurs qui regroupent 2 aubes de l’étage 1 et 3 aubes de l’étage 2 (PGCD 8 et

PPCM 48).

– N1 = 15 etN2 = 24 : Ici aussi il existe une syḿetrie cyclique d’ensemble avec 3

secteurs qui regroupent 5 aubes de l’étage 1 et 8 aubes de l’étage 2 (PGCD 3 et
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FIG . 2.3: Repŕesentation matricielle du facteur de couplageD(k2,k1) entre les ordres de
Fourier des deux bases cycliques. (a)N1 = 16 etN2 = 24, (b)N1 = 15 etN2 = 24 et (c)

N1 = 15 etN2 = 23.

PPCM 120).

– N1 = 15 etN2 = 23 : Dans ce cas il n’existe pas de symétrie cyclique d’ensemble,

les nombres sont premiers entre eux (PGCD 1 et PPCM 345).

Les facteurs de couplageD(k2,k1) calcuĺes selon l’́equation (2.2) pour ces trois cas

sont donńes FIG.2.3. Dans le cas òu il existe un PGCD plus grand que l’unité entre le

nombre de secteurs des deuxétages, seulement certains termes deD(k2,k1) sont non nuls.

Dans le cas òu les nombres de secteurs sont premiers entre eux, la matrice est pleine.

L’hypothèse de syḿetrie cyclique multi-́etages implique que seulement certains cou-

plages entre ordres de Fourier des différentsétages sont retenus. Les ordres de Fourier

à coupler sont d́efinis à l’aide de l’́equation (1.45). De manière ǵeńerale les ordres de

Fourierk1 = 0, . . . ,⌊N1
2 ⌋ et k2 = 0, . . . ,⌊N2

2 ⌋ doiventêtre retenus. Les ordres de Fourierà
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Analyse d́etaillée de la nature des modes des systèmes multi-́etaǵes.

consid́erer simultańement sont donńes dans le Tableau 2.1 pour les trois cas. On constate

que certains ordres de Fourier de l’étage 2 sont considéŕes simultańement du fait du re-

pliement.

(a)

k1 k2

0 0
1 1
2 2
3 3
4 {4,12}
5 {5,11}
6 {6,10}
7 {7,9}
8 8

(b)

k1 k2

0 0
1 1
2 2
3 {3,12}
4 {4,11}
5 {5,10}
6 {6,9}
7 {7,8}

(c)

k1 k2

0 0
1 1
2 2
3 3
4 {4,11}
5 {5,10}
6 {6,9}
7 {7,8}

TAB . 2.1: Ordres de Fourier couplés entre leśetages selon l’hypoth̀ese de syḿetrie cy-
clique multi-́etages. (a)N1 = 16 etN2 = 24, (b) N1 = 15 etN2 = 24 et (c)N1 = 15 et

N2 = 23.

La FIG.2.3 montre que plus le PPCM entre le nombre de secteurs est important, plus le

nombre de couplages est grand. Cela suppose qu’un nombre de couplages plus important

est ńegligé avec des nombres de secteurs premiers entre eux.

En comparant les erreurs en fréquence entre les calculs en symétrie cyclique multi-

étages et les calculs complets, on ne constate pas de différences significatives entre les

configurations. Il n’apparaı̂t donc pas de relatiońevidente entre le nombre de secteurs

dans leśetages et la performance de la méthode pour les caśetudíes. La configuration

compośee de 15 et 23 secteurs sera retenue pour la suite.

L’hypothèse de syḿetrie cyclique suppose le calcul simultané des ordres fondamen-

taux et des ordres repliés. Les fŕequences calculées en consid́erant seulement les ordres

de Fourier qui ont un correspondant direct entre les deux bases sont utilisées pour

évaluer l’influence des ordres repliés. Le TAB .2.2 compare les fréquences calculées pour

l’ordre de Fourier fondamental multi-étageskf = 4, avec et sans l’ordre replié, avec les

fréquences issues du calcul complet. Il est clair que dans le cas où l’ordre de Fourier

replié n’est pas pris en compte certaines fréquences ne sont pas obtenues, mais il ap-

parâıt également les modes peuvent aussiêtre affect́es par l’oubli de la contribution de cet

l’ordre. Les caśetudíes ne pŕesentent pas de modes multi-harmoniques et les modes ob-

serv́ees ont soit une contribution prédominante de l’ordre inférieur, soit une contribution

53

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0057/these.pdf 

© [B. Segui Vasquez], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



2. Robustesse de la symétrie cyclique multi-́etages

num calcul complet [Hz] syḿetrie cyclique multi-́etages [Hz]
(k1 = 4,k2 = 4) (k1 = 4,k2 = {4,11})

1 823,948 823,87 823,87
2 823,948 823,87 823,87
3 991,049 991,05 991,05
4 991,05 991,05 991,05
5 1000,27 – 1000,46
6 1000,27 – 1000,46
7 3615,05 3613,92 3613,92
8 3615,06 3613,92 3613,92
9 3825,74 3825,53 3825,53
10 3825,74 3825,53 3825,53
11 4058,51 4058,56 4058,56
12 4058,51 4058,56 4058,56
13 4165,24 – 4165,72
14 4165,24 – 4165,72
15 4331,39 4331,41 4331,41
16 4331,39 4331,41 4331,41

TAB . 2.2: Fréquences issues des calculs complets et en symétrie cyclique multi-́etages
(ordre de Fourierk1 = p seul ou ordresk2 = p où k2 = {p,N1− p} consid́eŕes simul-

tańement.

prédominante de l’ordre replié. Dans le cas òu c’est l’ordre inf́erieur domine, la d́eformée

modale peut̂etre ŕepartie sur les deux́etages ou confińee sur l’́etage 1. En revanche, les

modes dont la contribution prédominante est celle de l’ordre replié, sont confińesà l’étage

2. Cette analyse sera détaillée dans la section 2.1.2.

2.1.2 Contenu harmonique des modes. Modes multi-harmoniques

Les ḿethodes de d́ecomposition des modes en harmoniques spatiales permettent de

quantifier la participation relative de chaque harmonique. Dans la littérature, ces ḿethodes

sont utiliśees pour d́eterminer la composante harmonique prédominante des modes issus

de mod̀eles ŕeduits (Song et al. [38] òu Sterncḧuss et al. [43]). On propose de les utili-

ser ici pour explorer les contenus harmoniques des modes multi-étages issus des calculs

complets, information importante pour continuer de vérifier la pertinence de l’hypothèse

de base de la ḿethode.

Chaque mode sera classé selon la ŕepartition d’́energie de d́eformation totale associée

à chaquéetage. Pour leiéme mode, d́efini par le vecteur des déplacements sur la structure
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Analyse d́etaillée de la nature des modes des systèmes multi-́etaǵes.

compl̀eteUi, les contributions̀a l’énergie de d́eformation pour chaquéetageRs1
e,i et Rs2

e,i

ont les formes suivantes :

R
sj
e,i =

E
sj
i

Ei
, Rs2

e,i =
E

s2
i

Ei
(2.3)

où E
sj
i est la partie de l’́energie de d́eformation correspondantà l’étagej et Ei l’ énergie

de d́eformation totale :

E
sj
i = U

sj
i

T
[Ks1]Us1

i , Ei = Ui
T [K ]Ui (2.4)

où Us1
i et Us2

i sont les parties du vecteur de déplacement de la structure complèteUi qui

correspondent̀a chaquéetage.

Les manipulations des matricesK etM assocíees̀a la structure complète sont difficiles

du fait de leur tailles importantes. Il est donc proposé d’approximer la matrice de raideur

K de la structure complète parK ≈ blocdiag(Ks1,Ks2) en faisant l’hypoth̀ese que les

termes líes auxéléments inter-́etages ont une influence négligeable pour le calcul des

énergies de d́eformation. Cette hypothèse se justifie par le fait que pour la plupart des

modes, le d́eplacement est concentré sur les aubes et le disque et non pas sur l’interface

inter-́etages.

En profitant de la syḿetrie cyclique de chaquéetage isoĺe, les matricesKsj peuvent

être expriḿees en coordonnées cycliques comme le montre l’équation (1.18). A partir

des vecteursU
sj
i on peut d́eterminer les composantes cycliquesŨ

sj
k j ,i

assocíees aux ordres

k j = 0, . . . ,⌊Nj
2 ⌋. L’ énergie de d́eformation de chaquéetage peut alors s’écrire :

E
sj
i =

⌊Nj
2 ⌋

∑
k j=0

Ũ
sj
k j ,i

T
[K̃

sj
k j

]Ũ
sj
k j ,i

=
⌊Nj

2 ⌋

∑
k j=0

E
sj
k j ,i

(2.5)

où E
sj
k j ,i

est la fraction d’́energie duième mode qui correspondà l’ordre de Fourierk j de

l’ étagesj . Les matrices̃K
sj
k j

s’obtiennent̀a partir de la matrice de raideur d’un secteur de

base en coordonnées physiques.

Les fractions d’́energie E
sj
k j ,i

sont utiliśees pour d́eterminer l’ordre de Fourier

prédominant, apr̀es normalisation selon :

max
k j=0,...,⌊Nj

2 ⌋

(

E
sj
k j ,i

)

= 1, j = 1,2 (2.6)

Pour obtenir l’ordre de Fourier prédominant sur le mode complet, lesénergies sont
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FIG . 2.4: Contenu harmonique des modes de la plage de fréquence [2800-5000] Hz.
Répartition d’́energie relativèa chaquéetage et ordres de Fourier normalisés relatifsà
chaquéetage, (a) modes issus du calcul complet ; (b) modes issus du calcul en symétrie

cyclique multi-́etages

normaliśees de la manière suivante :

max
j=1,2



 max
k j=0,...,⌊Nj

2 ⌋

(

E
sj
k j ,i

)



= 1 (2.7)

La FIG.2.4 montre le contenu harmonique des modes de la plage de fréquence [2800-

5000] Hz. La FIG.2.4(a) pŕesente les ŕesultats pour les modes issues du calcul complet

tandis que la FIG.2.4(b) pŕesente les ŕesultats pour les modes calculés avec la ḿethode

de syḿetrie cyclique multi-́etages. Pour chaquéetage j = 1,2, les fractions d’́energie

correspondant aux ordres de Fourierk j = 0, . . . ,⌊Nj
2 ⌋ ont ét́e normaliśees relativement

aux maximums d’́energie proprèa chaquéetage.
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FIG . 2.5: Contenu harmonique des modes de la plage de fréquence [2800-5000] Hz.
Ordres de Fourier normalisés relatifsà la structure complète, (a) modes issus du calcul

complet ; (b) modes issues du calcul en symétrie cyclique multi-́etages

La normalisation associéeà chaquéetage implique que certains modes présentent une

participation de plusieurs ordres de Fourier pour unétage alors que cetétage ne participe

que tr̀es faiblement̀a l’énergie totale. Pour cela, l’indicateurRs1
e,i est donńe en parall̀ele

afin de pouvoir juger de la participation de chaqueétageà l’énergie totale. Ce type de

normalisation est juǵe ńeanmoins int́eressant car elle permet de bien mettre enévidence la

diff érence entre les deux modélisations. Conforḿement̀a l’hypoth̀ese, les modes calculés

en syḿetrie cyclique multi-́etages pŕesentent seulement une participation des ordres de

Fourier qui correspondent̀a l’ordre fondamental avec lequel ils ontét́e obtenus. Pour

certains modes, desécarts entre les deux calculs existent dans le contenu harmonique de

l’ étage qui contribue très faiblement̀a l’énergie totale et l’hypoth̀ese de syḿetrie cyclique

multi-étages apparaı̂t alors pertinente au regard des résultats issus du calcul complet.

On vérifie que les modes viennent en géńeral par paires sauf les modes qui corres-

pondent̀a l’ordre źero. Les modes qui partagent l’énergie entre les deux́etages sont des

modes de disque et des modes du cylindre inter-étages qui correspondent aux ordres de

Fourier (diam̀etres nodaux) entre zéro et quatre. Cependant, la plupart des modes restent

confińeesà un seuĺetage et correspondent aux familles de modes d’aube.
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2. Robustesse de la symétrie cyclique multi-́etages

Dans la FIG.2.5, le contenu harmonique des modes est donné par les fractions

d’énergie correspondant aux ordres de Fourierk j = 0, . . . ,⌊Nj
2 ⌋ qui ont ét́es normaliśees

relativementà la structure complète selon l’́equation (2.7). Cette normalisation permet

d’avoir un indicateur qui inclut la prise en compte de la participation de l’étagèa l’énergie

totale. La comparaison entre les deux résultats montre une très bonne correspondance

entre les ŕesultats en syḿetrie cyclique multi-́etages et les résultats du calcul complet.

Tous les modes dont l’énergie est ŕepartie sur les deux́etages partagent le même ordre

de Fourier d’unétageà l’autre. D’apr̀es le ŕesultat des calculs sur la structure complète

FIG.2.5(a), il n’apparâıt pas de modes multi-harmoniques faisant intervenir plusieurs

ordres de Fourier dans la plage de fréquence d’int́er̂et. Ceci confirme encore la pertinence

de l’hypoth̀eseà la base de la ḿethode de syḿetrie cyclique multi-́etages.

2.1.3 Modes multi-́etages

Dans le cadre de cetteétude, on d́efinit un mode couplé comme un mode qui présente

une interactiońenerǵetique entréetages adjacents. L’énergie de d́eformation ŕepartie sur

l’ensemble de la structure est une condition nécessaire mais pas suffisante, car il existe

des modes de déformation globaux de l’arbre. Pour ces modes l’énergie de d́eformation

est bien ŕepartie mais ne concerne pas les disques ou les aubes, et par conséquent ne rentre

pas dans la d́efinition retenue.

Dans la FIG.2.6 on identifie les modes d’arbre selon la classification présent́ee dans

[91]. Ceux sont des modes de déformation du cylindre associés à l’arbre età l’anneau

inter-́etages.

Pour d́efinir les modes du système, D’Souza et Epureanu [47] proposent de déterminer

dans quelle mesure une déformée modale est modifiée par la prise en compte du couplage

inter-́etages, en comparant les modes de la structure complète avec les modes issus des

calculs sur leśetages isoĺes. Avec l’information sur la ŕepartition paŕetages de l’́energie

de d́eformation, ils classent les modes en modes mono-étages (confińesà un seuĺetage)

et modes multi-́etages (dont l’́energie est ŕepartie sur deux́etages). Cette ḿethodologie

permet d’identifier les modes qui s’éloignent des modes mono-étages mais ne donne pas

d’information certaine sur l’interactiońenerǵetique entre leśetages.

Afin de conduire des analyses les plus fines possibles, il est ainsi proposé d’utili-

ser la ŕepartition de l’́energie de d́eformation paŕetage et par composant dans lesétages

pour d́efinir les familles de modes. Les composants considéŕes sont : les aubes, le disque,

l’arbre (òu cylindre) et la partie de l’arbre entre lesétages. Pour leiéme mode d́efini sur
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Analyse d́etaillée de la nature des modes des systèmes multi-́etaǵes.

(a)

(b)

(c)

(d)

FIG . 2.6:Modes de cylindre avec déformation globale de la structure multi-étages
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2. Robustesse de la symétrie cyclique multi-́etages
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FIG . 2.7: Mode à 3 diam̀etres dans la famille d’aubéetage 1 E1 :1T1S : (a) déformée
modale ; (b) pourcentage d’énergie par composant.

l’ étagej, le vecteur de d́eplacementU
sj
i est expriḿe en composantes cycliquesŨ

sj
k j ,i

as-

socíees aux ordresk j = 0, . . . ,⌊Nj
2 ⌋. L’ énergie associéeà chaque composante est calculée

à l’aide de l’́equation (2.5) en ne conservant que les déplacements des ddl associés aux

noeuds appartenant au composant. Les Figures 2.7 et 2.8 montrent la répartition d’́energie

par composant pour deux modes qui correspondentà un mode d’aubes et un mode de

disques en opposition de phase.

2.2 Outils utilisés pour l’analyse de performance de la

symétrie cyclique multi-étages

Diff érentes analyses sont conduites pour comparer les résultats sur la structure

compl̀ete aux ŕesultats issus de la symétrie cyclique multi-́etages. Les outils utiliśes pour

ces analyses sont les suivants.

2.2.1 Écarts en fréquences propres

Les erreurs en fréquences sont calculées selon :

∆ω =
ωcyc−ωre f

ωre f
×100 (2.8)
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Outils utilisés pour l’analyse de performance de la symétrie cyclique multi-́etages
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FIG . 2.8: Modeà 3 diam̀etres disques en opposition de phase D(0C) : (a) déformée mo-
dale ; (b) pourcentage d’énergie par composant.

où ωcyc est une fŕequence issue du calcul en symétrie cyclique multi-́etages etωre f la

fréquence correspondante issue du calcul complet.

La comparaison des fréquences propres obtenues par un calcul complet et par la

méthode de syḿetrie cyclique multi-́etages est présent́e FIG.2.9. Lesécarts observ́es sont

inférieursà 0.6% pour les 250 premières fŕequences, qui vont jusqu’à 9000 Hz pour

l’exemple trait́e.

Les fŕequences associées aux familles de modes d’aubes varient peu en fonction des

ordres de Fourier. Par conséquence elles forment des lignes horizontales dans les dia-

grammes en fonction de l’ordre de Fourier. De ce fait, elles constituent des zones de

grande densité modale òu plusieurs modes̀a différents ordres de Fourier sont très proches

en fŕequence.

Si on veut comparer les fréquences issues du calcul complet avec celles issues du

calcul en syḿetrie cyclique multi-́etages, on doit d’abord rassembler et ordonner les

fréquences calculées pour les diff́erents ordres de Fourier multi-étages. Dans la mesure

où il peut exister de ĺeg̀eres erreurs en fréquence et du fait de l’importante densité mo-

dale autour des fréquences d’aube, la proximité en fŕequence entre les deux calculs ne

suffit pas car on doit s’assurer qu’il s’agit des mêmes modes qui sont comparés. Ainsi, les

comparaisons en fréquence doivent̂etre compĺet́ees avec les comparaisons en déformées

modales.
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2. Robustesse de la symétrie cyclique multi-́etages
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FIG . 2.9: Écart des fŕequences propres entre le calcul complet et la méthode de syḿetrie
cyclique multi-́etages.

2.2.2 Comparaison des d́eformées modales

Les modes du calcul en symétrie cyclique multi-́etages sont recombinés pour obtenir

des modes ŕeels sur la structure complète comme d́ecrit dans l’annexe D. Ces modes sont

compaŕes aux modes de référence donńes par le calcul sur la structure complète. Les

comparaisons font appel au critère de coh́erence modal de MAC.

Pour les structures̀a syḿetrie cyclique la plupart des modes existent en paires or-

thogonales associées aux fŕequences doubles. Ces paires de modes doubles ont deux

indéterminations : l’amplitude et la phase qui fixe la position circonférentielle du mode

sur la structure. Ils doivent doncêtre normaliśes en phase de la même façon dans les deux

calculs pour pouvoir les comparer. Si une paire de modes doubles n’est pas normalisée en

phase avec la paire correspondante, les comparaisons par un critère de MAC ne seront pas

satisfaisantes car elles diagnostiqueront de grandes différences sur des modes en réalit́e

identiques.

La FIG.2.10(a) montre la matrice MAC obtenue en comparant directement les modes

issus du calcul en syḿetrie cyclique multi-́etages avec les modes du calcul de référence.

Les paires de modes doubles qui ne sont pas normalisés en phase entre les deux calculs

donnent quatre valeurs autour de la diagonale.
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Outils utilisés pour l’analyse de performance de la symétrie cyclique multi-́etages

Les paires de modes orthogonaux associésà une fŕequence double définissent un es-

pace infini de solutions permettant d’obtenir une déformée ŕeelle avec n’importe quel

positionnement circonférentiel sur la structure. De ce fait la position circonférentielle

des modes doubles est indétermińee. Pour pouvoir comparer les modes en symétrie cy-

clique avec les modes provenant du calcul de référence, chaque mode en symétrie cy-

clique doit être aligńe en position circonf́erentiel avec le mode de référence correspon-

dant. En pratique on détermine l’angle qui correspond̀a l’écart relatif entre les positions

circonf́erentielles des deux modesà comparer. Cet angle est utilisé pour d́efinir une com-

binaison lińeaire qui permet de changer la position circonférentielle des paires de modes

en syḿetrie cyclique pour la faire coı̈ncider avec la position circonférentielle de la paire

de ŕeférence

Soit [U1,cyc,U2,cyc] une paire de modes doubles et[U1,re f ,U2,re f ] la paire correspon-

dante dans le calcul de référence. L’information pour d́eterminer la combinaison linéaire

qui doit être appliqúee peutêtre obtenuèa partir des valeurs du critère MAC qui est

constitúe d’un produit scalaire entre deux vecteurs :

MACi, j =
|〈Ui,cyc,U j,re f〉|2

〈Ui,cyc,Ui,cyc〉〈U j,re f ,U j,re f〉
(2.9)

où Ui,cyc est lei-éme mode du calcul en symétrie cyclique etU j,re f le j-éme mode du

calcul de ŕeférence.

À l’aide de la d́efinition du produit scalaire〈a,b〉 = ‖a‖‖b‖cos(α ) on peut ŕecrire le

MAC comme :

MACi, j =

∥

∥Ui,cyc
∥

∥

2∥
∥U j,re f

∥

∥

2
cos2(α i, j)

∥

∥Ui,cyc
∥

∥

2∥
∥U j,re f

∥

∥

2 (2.10)

permettant de montrer que celui ci est fonction uniquement de l’angleα i, j entre les vec-

teurs compaŕes MACi, j = cos2(α i, j). Dans le cas òu Ui,cyc et U j,re f correspondent au

même mode double,α i, j est dans le plan perpendiculaireà l’axe de syḿetrie et repŕesente

la différence en position circonférentielle sur la structure entre les deux modes.

L’angle α1,1 = cos−1±
√

MAC1,1 trouvé apr̀es le calcul duMAC1,1 est utiliśe pour

construire la combinaison linéaire suivante :
{

U′
1,cyc

U′
2,cyc

}

=

[

cosα1,1I −sinα1,1I

sinα1,1I cosα1,1I

]{

U1,cyc

U2,cyc

}

(2.11)

où I est la matrice identité de la taille deU1,cyc. Les modes[U′
1,cyc,U

′
2,cyc] sontà la m̂eme
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2. Robustesse de la symétrie cyclique multi-́etages

position circonf́erentielle sur la structure que la paire de référence[U1,re f ,U2,re f ]. Il faut

tenir compte du fait queα1,1 repŕesente deux angles différents̀a cause de la racine carrée.

Pour une rotation comme celle définie dans l’́equation (2.11), le premier angle permet

d’aligner les deux paires de modes tandis que le deuxième correspond̀a une rotation dans

le sens contraire.

Le processus de normalisation est appliqué à chaque paire de modes. La matrice MAC

calcuĺeeà nouveau après cette normalisation est montrée FIG.2.10(b).

Les valeurs sur la diagonale de la matrice de MAC après normalisation des paires de

modes sont pŕesent́ees FIG.2.11. Ces valeurs permettent de quantifier la cohérence entre

les d́eformées modales des deux calculs et l’influence de l’approximation introduite avec

l’hypothèse de syḿetrie cyclique multi-́etages.

2.2.3 Écarts sur la réponse forćee

Les ŕeponses obtenues par le calcul complet et par la méthode de syḿetrie cyclique

multi-étages sont́egalement comparées. La FIG.2.12 montre la ŕeponsèa une excitation

d’ordre moteur 3 (H = 3) appliqúee sur l’́etage 1 et la FIG.2.13 la ŕeponsèa une excitation

H = 3 sur l’étage 1 etH = 4 sur l’étage 2. Dans les deux cas, on observe une très bonne

corŕelation entre les réponses obtenues, l’erreur en amplitudeétant inf́erieureà 0.5% au

niveau des pics des résonances.

2.3 Analyse de diff́erentes configurations

Des mod̀eles repŕesentatifs de diff́erents types de configurations sont introduits et les

analyses d́ecrites dans la section 2.2 sont appliquées.

Les crit̀eres utiliśes pour d́efinir les diff́erents types d’aubages sont les suivants :

– Étudier l’influence de la raideur relative des aubes par rapport au disque sur la

précision des mod̀eles en syḿetrie cyclique multi-́etages.

– Étudier l’influence de la raideur de la liaison par nageoires entre les aubes sur la

précision des mod̀eles en syḿetrie cyclique multi-́etages.

Ces deux crit̀eres visent̀a évaluer la capacité de la syḿetrie cyclique multi-́etages̀a

repŕesenter correctement le comportement de roues de différents types. En géńeral les

turbines pour la production d’électricit́e pŕesentent une flexibilité relative des aubes par

rapport au disque qui est très importante du fait d’aubeśelanćees tandis que dans les

turbines áeronautiques la flexibilit́e des aubes peutêtre comparablèa celle du disque. De
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Analyse de diff́erentes configurations
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FIG . 2.10: Matrice de MAC entre les modes obtenus par un calcul complet et par la
méthode de syḿetrie cyclique multi-́etages : (a) sans normalisation en phase ; (b) avec

normalisation en phase.
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2. Robustesse de la symétrie cyclique multi-́etages
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FIG . 2.11:Valeurs sur la diagonale de la matrice de MAC après normalisation en phase.
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FIG . 2.12:Corŕelation en ŕeponse, excitation d’ordre moteurH = 3 appliqúee sur l’́etage
1. Amplitude du secteur 1 de l’étage 1.

66

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0057/these.pdf 

© [B. Segui Vasquez], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



Analyse de diff́erentes configurations
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ŕep
on

se
fo

rće
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FIG . 2.13:Corŕelation en ŕeponse, excitation d’ordre moteurH = 3 sur l’étage 1 etH = 4
sur l’étage 2. Amplitude du secteur 13 de l’étage 1.

même, dans tout compresseur ou turbine axiale la flexibilité relative des aubes par rapport

au disque est pluśelev́ee pour leśetages basse pression et diminue pour lesétages haute

pression. Dans certaines configurations, les aubes sont liées entre elles autrement que par

le disque, au moyen de ḿecanismes raidisseurs/amortisseurs spécifiquement d́evelopṕes

qui ont une influence importante sur le comportement dynamique. Finalement, dans les

compresseurs centrifuges par exemple, les aubes font partie intégrante du disque et de ce

fait les deux́eléments sont tr̀es fortement líes.

L’aspect ǵeńeral des six mod̀eles retenus est montré FIG.2.14. Sur les six, trois

mod̀eles sont assimilés à des turbines pour la production d’électricit́e pour lesquels les

aubes sont tr̀es élanćees. Parmi eux, un premier présente des liaisons fortes aux ni-

veaux des nageoires (modèle A-F), un deuxìeme des liaisons faibles (modèle A-M) et un

troisième ne pŕesente pas de nageoires (modèle A-N). La seule diff́erence entre le modèle

avec des liaisons fortes et faibles est la raideur des nageoires : le matériau utiliśe pour les

nageoires dans le cas de liaison forte est le même que le matériau des aubes, tandis que le

mat́eriau des nageoires dans le cas de liaison faible est dix fois plus flexible.

Les deux mod̀eles suivants visentà repŕesenter des turbines aéronautiques. Un premier

présente une forte liaison au niveau des nageoires (modèle B-F) tandis que le deuxième

ne pŕesente pas de nageoires (modèle B-N).
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2. Robustesse de la symétrie cyclique multi-́etages

Le dernier mod̀ele choisi est représentatif des compresseurs centrifuges, en particulier

de deux roues centrifuges arrangées dos̀a dos (mod̀ele C).

Les mod̀eles utiliśes sont des modèles acad́emiques avec des géoḿetries tr̀es sim-

plifi ées et́eloigńees des ǵeoḿetries ŕeelles. Ils permettent néanmoins d’obtenir des ca-

ract́eristiques vibratoires proches de celles de structures réelles. Les maillageśeléments

finis n’ont paśet́e raffińes, ce qui n’invalide pas les résultats car les comparaisons se font

entre le mod̀ele en syḿetrie cyclique multi-́etages et le mod̀ele complet qui est̀a l’origine

des secteurs de base utilisés pour la syḿetrie cyclique.

2.3.1 Mod̀eles de type A

Dans le cas du modèle qui ne poss̀ede pas de nageoires (modèle A-N), on obtient

dans la plage de fréquences 0-4500 Hz des familles de modes d’aubes qui vont jusqu’au

troisième mode de flexion 3F, au deuxième de torsion 2T et au deuxième mode de flexion

dans le plan secondaire 2S (FIG.2.15).

Les fŕequences des modes qui appartiennentà une m̂eme famille d’aubes augmentent

lég̀erement avec le nombre de diamètres nodaux du fait que les aubes sont liées seule-

ment par le disque. Sur le diagramme fréquences vs. diam̀etres nodaux, les modes d’une

même familleà différents diam̀etres nodaux se présentent par lignes horizontales qui

convergent vers la fréquence du mode de l’aube en condition encastrée en pied d’aube.

Sontégalement identifíees :

– Deux familles de modes de disque, les deux disques se déformant en phase ou en

opposition de phase

– Des modes de déformation globales du cylindre

– Des modes particuliers présentant une d́eformationà la fois des aubes de l’étage 1

et du disque de l’́etage 2.

En revanche, peu d’interaction est observée entre les familles de modes d’aubes et

les modes de disques. La flexibilité relative des aubes par rapport aux disques permet des

croisements de familles de modes de disque avec des modes d’aubes seulement pour les

modes d’aubes en 3F, 2S, 2T. L’échange d’́energie entre ces derniers modes d’aube et les

disques est moinśevident que pour les modes d’aube en 1F, 2F et 1T dont la déformation

est plus compatiblèa celle des disques̀a 0 cercle nodal.

Les ŕesultats des validations obtenus montrent que :

– Lesécarts en fŕequences sont très faibles. Ils sont inférieursà 0.1% pour les 250

premìeres fŕequences de la plage 0-4500 Hz.
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Analyse de diff́erentes configurations

(a) mod̀ele A-N (b) mod̀eles A-F et A-M

(c) mod̀ele B-N (d) mod̀ele B-F

(e) mod̀ele C

FIG . 2.14:Modèles utiliśes pour tester la ḿethode de syḿetrie cyclique multi-́etages. (a)
mod̀ele A-N, (b) mod̀eles A-F et A-M, (c) mod̀ele B-N, (d) mod̀ele B-F et (e) mod̀ele C
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FIG . 2.15: Modèle A-N. Fŕequences multi-étages avec participation relative de chaque
étage (blanc :́etage 1, noir :́etage 2)

– Les comparaisons des déformées modales montrent une très bonne correspondance

des valeurs de MAC qui sont supérieures̀a 0.998 sur la plage 0-4500 Hz.

– Les modes ont une contribution d’une seule harmonique spatiale. Il n’existe donc

pas de modes dont la contribution de plusieurs harmoniques soit significative.

– La comparaison de la réponse avec les résultats des calculs complets montre une

très bonne correspondance.

Pour les deux mod̀eles qui comportent des nageoires (A-F et A-M), la dynamique

est tr̀es diff́erente. Les modes de flexion dans le plan sont associésà la d́eformation cir-

conf́erentielle des nageoires. Du fait que les nageoires forment une bande circonférentielle

d’apparence continue, les fréquences des modes des aubes en 1S augmentent très rapide-

ment avec le nombre de diamètres nodaux comme le montre la FIG.2.16. De m̂eme, les

modes d’aubes en flexion sont associés à la d́eformation axiale (dans le plan perpen-

diculaire à l’axe de rotation) des nageoires.Également, l’augmentation du nombre de

diamètres nodaux qui traversent les nageoires impose un couplage entre les modes de

flexion et de torsion d’aubes.

En particulier, des modes d’aubes de type 2F (avec déformation axiale des nageoires)

à diam̀etres nodaux supérieursà⌊N
2 ⌋ sont observ́es dans chaquéetage. Ceux-ci se replient

selon le repliement du spectre de la série de Fourier discrète associéeà chaquéetage. La
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FIG . 2.16: Modèle A-M. Fŕequences multi-étages avec participation relative de chaque
étage (blanc :́etage 1, noir :́etage 2)

méthode se montre capable de rendre compteà la fois des modes de disque et des modes

d’aube 2Fà haut diam̀etre nodal obtenues avec un petit ordre de Fourier.

Les ŕesultats des validations obtenus sont similaires aux préćedents

– Les écarts en fŕequence sont très faibles. Ils sont inférieursà 0.1% pour les 250

premìeres fŕequences (0-4000 Hz).

– Les d́eformées modales sont en très bonne correspondance (MAC supérieur à

0.999).

– N’est d́etect́ee que la contribution d’une seule harmonique spatiale.

– Les ŕesultats en ŕeponse montrent une très bonne correspondance avec les calculs

complets.

Le diagramme des fréquences pour le modèle A-F n’est pas présent́e car il est similaire

en forme ǵeńerale au diagramme pour le modèle A-M (FIG.2.16).

2.3.2 Mod̀eles de type B

La dynamique globale des modèles avec des aubes plus courtes est différente de celle

donńee par les mod̀eles avec des aubesélanćees. Notamment, des interactions entre les

familles de modes d’aubes plusénerǵetiques (premìeres torsion et flexion dans le plan

secondaire 1T et 1S) et des modes de disque apparaissent.
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FIG . 2.17: Modèle B-F. Fŕequences multi-étages avec participation relative de chaque
étage (blanc :́etage 1, noir :́etage 2)

Les ŕesultats du mod̀eles B-N (sans nageoires) ontét́e pŕesent́es dans le chapitre

préc̀edent pour introduire la ḿethode de syḿetrie cyclique multi-́etages.

La dynamique du mod̀ele qui pŕesente des nageoires (B-F) est encore différente.

Comme pour le mod̀ele A-F, les fŕequences des modes de flexion des aubes augmentent

avec le nombre de diam̀etres nodaux et des modesà diam̀etres nodaux supérieursà ⌊N
2 ⌋

apparaissent pour chaqueétage. Des modes de disque et des modes d’aube 1F,à haut

diamètre nodal mais obtenues avec un petit ordre de Fourier (FIG.2.17), sont obtenus

sans difficult́e par la ḿethode.

Ici encore les ŕesultats des validations sont similaires avec desécarts tr̀es faibles.

– 0.7% pour les fŕequences.

– MAC toujours suṕerieurà 0.96.

– Pas de modes dont la contribution de plusieurs harmoniques soit significative.

– Très bonne corrélation également pour la réponseà une excitation ordre moteur

H = 3 qui permet d’exciter des modes spécifiques dans la plage de fréquences 2800-

5000 Hz (FIG.2.18).
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FIG . 2.18: Modèle B-F. Corŕelation en ŕeponse, excitation d’ordre moteurH = 3 ap-
pliquée sur l’́etage 1. Amplitude du secteur 1 de l’étage 1.

2.3.3 Mod̀ele de type C

Pour le mod̀ele de type C, représentatif de roues de compresseurs centrifuges par

exemple, les aubes sont fortement liées entre elles du fait qu’elles font partie intégrante

du disque. Ainsi, les fŕequences d’aubes augmentent avec le nombre de diamètres nodaux

(FIG.2.19). D’autre part, la ǵeoḿetrie des aubes permet principalement la déformation

en flexion vers le bord extérieur. Les modes observés dans la plage 0-4000 Hz sont des

modes de flexion 1F jusqu’à 4F. Comme pour les modèles de roues aubées, les modes dont

la déformation est repartie sur les deuxétages sont confinés sur les premiers diamètres

nodaux.

Les ŕesultats montrent encore une très bonne correspondance entre les calculs com-

plets et la syḿetrie cyclique multi-́etages

– Ecarts en fŕequences inf́erieursà 0.05%.

– MAC suṕerieursà 0.9996.

– Pas de modes avec une contribution de plusieurs harmoniques significative.

Aucune des configurationsétudíees ne met eńevidence des faiblesses de la technique

de calcul en syḿetrie cyclique multi-́etages. Elle constitue donc la méthode de ŕeférence

utilisée dans le chapitre suivant pour l’analyse de l’influence des incertitudes.
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FIG . 2.19:Modèle C. Fŕequences multi-étages avec participation relative de chaqueétage
(blanc :étage 1, noir :́etage 2)
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3. Prise en compte de l’effet des incertitudes sur les vibrations du système

Dans ce chapitre on chercheà prendre en compte les effets des incertitudes sur la

dynamique globale des systèmes multi-́etages, et on s’intéresse en particulier au système

à deux roues aubagées des chapitres préćedents. De nombreuses incertitudes touchent la

connaissance des caractéristiques des aubes. Cetteétude ne concerne pas le phénom̀ene

de d́esaccordage, toutes les variables aléatoires sont donc identiques : même loi, m̂eme

échantillon.

Pour respecter la propriét́e de positivit́e des matrices aléatoires, due au caractère

physique des propriét́es des matériaux sur lesquelles portera l’incertitude, les variables

aléatoires suivent une loi gamma. Le développement du Chaos Polynomial est adapté aux

calculs en syḿetrie cyclique multi-́etages [92, 93], la base polynomiale du chaos, ortho-

gonale a la loi de probabilité, est donc construite avec des polynômes de Laguerre.

Les ŕesultats sont valid́es par des calculs issus de simulations de Monte-Carlo.

3.1 Modèle aĺeatoire en dynamique des structures

3.1.1 Mod̀ele ǵenéral

On cherchèa ŕesoudre un problème dynamique dont certains paramètres d’entŕee sont

incertains. Classiquement, cela peutêtre le cas pour la masse, la raideur et l’amortisse-

ment, les forces excitatrices. Le problème dynamique discrétiśe enéléments finis peut

alors s’́ecrire :

(−ω2M̂(τ )+ jωĈ(τ )+ K̂(τ ))û(τ ) = F̂(τ ) (3.1)

où les matrices de massêM(τ ), raideurK̂(τ ) et amortissement̂C(τ ), le vecteur des forces

excitatricesF̂(τ ) sont aĺeatoires. Le vecteur champ des déplacementŝu(τ ) est donc lui

aussi aĺeatoire. L’argumentτ et le symbole ˆ• dénotent le caractère aĺeatoire des quantités.

3.1.2 Choix de la loi de probabilit́e

Dans ce travail, seules sont considéŕees les incertitudes sur les propriét́es mat́eriaux

des aubes, les variations aléatoires concernent donc le module d’Young des aubes qui

est suppośe aĺeatoire. Pour construire la loi de probabilité assocíee,à partir du maximum

d’entropie, il faut tenir compte des informations accessibles [89] qui sont :

– un support positif,

– moyenne et́ecart type donńes,
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Modèle aĺeatoire en dynamique des structures

– la quantit́e aĺeatoire et son inverse représent́ees par des variables aléatoires du se-

cond ordre.

3.1.3 D́eveloppement en chaos polynomial (PCE)

La variation aĺeatoire sur le module d’Young de l’aube s’écrit :

Ê(τ ) = nξ ξ (τ )〈Ê(τ )〉 (3.2)

où la notation〈•〉 dénote l’esṕerance math́ematique. La variable aléatoireξ (τ ) suit une

loi gamma de param̀etreα et de support positif ;nξ est une constante de normalisation

(Annexe E). En fixant de façon adéquate le param̀etreα , la distribution gamma tend vers

une loi syḿetrique par rapport̀a la moyenne, ce qui est représentatif de la variation réelle

du module d’Young.

Le module d’Young intervient dans les termes associés aux aubes dans la matrice de

raideurK̂(τ ) :

K̂(τ ) = nξ ξ (τ )〈K̂(τ )〉 (3.3)

où K repŕesente la moyenne dêK(τ ). L’ équation dynamique (3.1), avec comme seuls

termes aĺeatoires ceux de rigidité de la structure, devient :

(−ω2M + jωC+ K̂(τ ))û(τ ) = F (3.4)

La réponse au problème dynamique est aléatoire et doit donĉetre mod́elisée en

tant que telle. Dans ce cas une possibilité de repŕesentation repose sur l’utilisation

du d́eveloppement du chaos polynomial [68–70]. On décompose alors le champ des

déplacementŝu(τ ) sur une base de polynômes connus de variables aléatoires et ortho-

gonauxà la densit́e de probabilit́e de ces variables, tel que :

û(τ ) =
∞

∑
i=0

ψi(τ )u(i) (3.5)

où u(i) sont les vecteurs coefficients déterministesà d́eterminer pour reconstruire la

réponse aĺeatoireû(τ ) via sa moyenne, sa variance et sa fonction de densité de proba-

bilit é. Les polyn̂omesψi(τ ) sont orthogonaux̀a la loi gamma et sont donc les polynômes

de Laguerre d’ordrei [89] explicités en Annexe(F).

En pratique, le nombre de polynômes dans les développements en PCE de l’équation
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3. Prise en compte de l’effet des incertitudes sur les vibrations du système

(3.5) sont tronqúes tel que :

û(τ ) =
p

∑
i=0

ψi(τ )u(i) (3.6)

où p est l’ordre de d́eveloppement du chaos [68].

3.2 Modèle incertain du syst̀eme multi-étages

D’après les ŕesultats des chapitres préćedents, l’hypoth̀ese de syḿetrie cyclique multi-

étages peut̂etre utiliśee pour d́ecomposer le problème d́eterministe multi-́etages d́efini sur

la structure complète en plusieurs problèmes d́ecoupĺes pour chaque ordre de Fourier fon-

damental. Ainsi, la ŕeponse modale du système non-amorti s’obtientà partir de la solution

des probl̀emes d́ecoupĺes pour chaque ordre de Fourier fondamentalkf = 0, . . . ,⌊N1
2 ⌋ :

(K̃kf −ω2M̃kf )Ũkf = 0 (3.7)

où Ũkf est le vecteur des déplacements en coordonnées cycliques etN1 le nombre de

secteurs de l’́etage avec le plus petit nombre de secteurs.

La réponse forćee du syst̀eme multi-́etages s’obtient par la résolution des problèmes

découpĺes pour les ordres de Fourier fondamentauxkf = 0, . . . ,⌊N1
2 ⌋ :

[

−Ω2M̃kf + jΩC̃kf + K̃kf

]

Ũkf = F̃kf (3.8)

où Ω est la pulsation de l’excitation.

3.2.1 Quantit́es incertaines du probl̀eme

Les incertitudes sur les matériaux des aubes sont modélisées comme variations du mo-

dule d’Young associé aux matrices de raideurK̃kf . Ces matrices restent proportionnelles

au module d’YoungE, car seulement des opérations lińeaires interviennent pour les ob-

tenir à partir de la matrice de raideur de la structure complète. Il est propośe ici d’utiliser

une variable aĺeatoire identique pour chaque aube qui suit une loi gamma adaptée à la

variation ŕeelle du module d’Young (syḿetrique) (voir Annexe E). Intégrant l’expression

aléatoire du module d’Young donnée par l’́equation (3.3), la matrice de raideur aléatoire
ˆ̃Kkf s’écrit :

ˆ̃Kkf (τ ) = ˆ̃Kkf (Ê(τ )) = nξ ξ (τ ) ˆ̃Kkf (〈Ê〉) = nξ ξ (τ )〈 ˆ̃Kkf (Ê)〉 (3.9)
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Modèle incertain du système multi-́etages

Pour consid́erer des incertitudes seulement sur les aubes, la matrice de raideur

déterministe est ŕeécrite comme la somme des deux matrices suivantes :

ˆ̃Kkf = ˆ̃Kaube
kf

+ K̃ reste
kf

(3.10)

où seule celle correspondant aux aubes est considéŕee aĺeatoire et d́efinie par :

ˆ̃Kaube
kf

= nξ ξ 〈 ˆ̃Kaube
kf

〉 (3.11)

3.2.2 Analyse modale aĺeatoire du syst̀eme

3.2.2.1 D́efinition du probl ème

La structure est faiblement amortie. L’analyse modale est alors effectuéeà partir des

modes propres réels du syst̀eme non amorti. D’après l’équation (3.7), le sous-problème

déterministe associé à chaque harmonique multi-étages fondamentalekf pour le l ème

couple mode–fŕequence propres (ωl , Ũl ) a la forme suivante :

K̃kf Ũl = ω2
l M̃kf Ũl (3.12)

avec la condition de normalisation :

ŨT
l M̃kf Ũl = 1 (3.13)

Le probl̀eme aux valeurs propres aléatoires s’́ecrit [68] :

ˆ̃Kkf (τ ) ˆ̃Ul (τ ) = ω̂2
l M̃kf

ˆ̃Ul (τ ) avec ˆ̃UT
l (τ )M̃kf

ˆ̃Ul (τ ) = 1 (3.14)

où (ω̂l ,
ˆ̃Ul ) est le l ème couple fŕequence–mode aléatoire et la matrice de masse est

déterministe. Les solutionŝωl et ˆ̃Ul du probl̀eme sont d́ecompośees en polyn̂omes de

Laguerre, fonctions de variables aléatoires de loi gamma :

ω̂l = ωl

∞

∑
i=0

ψia
(i)
l ,

ˆ̃Ul =
∞

∑
i=0

ψiŨ
(i)
l (3.15)
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3. Prise en compte de l’effet des incertitudes sur les vibrations du système

avec les coefficients déterministes associésà chaque ordrei du d́eveloppement en chaos

polynomial,à d́eterminer sous forme scalairea(i)
l et vectorielleŨ(i)

l :

a(i)
l ∈ R, Ũ(i)

l ∈ R
s (3.16)

s dénote la taille du problème multi-́etages associé à l’harmonique fondamentalkf . Les

coefficientsa(i)
l correspondent̀a la normalisation par rapportà la valeur d́eterministeωl

et permettent une convergence numérique plus robuste dans les calculs. En pratique, la

base orthogonale des polynômes de Laguerre est tronqué à p+1 termes :

ω̂l = ωl

p

∑
i=0

ψia
(i)
l ,

ˆ̃Ul =
p

∑
i=0

ψiŨ
(i)
l (3.17)

En remplaçant les expressions pourω̂l et ˆ̃Ul (équation (3.17)), ainsi que l’expression

de la matrice de raideur aléatoire ˆ̃Kkf (ξ ) (équation (3.9)) dans le problème aux valeurs

propres aĺeatoire (́equation (3.14)) il vient :

p

∑
i=0

nξ ξ K̃kf ψiŨ
(i)
l = ω2

p

∑
i=0

p

∑
j=0

p

∑
k=0

ψiψ jψka
(k)
l a( j)

l M̃kf Ũ
(i)
l + r (3.18)

et :
p

∑
i=0

p

∑
j=0

ψiψ jŨ
(i)T
l M̃kf Ũ

( j)
l = 1+w (3.19)

où le vecteur ŕesiduelr et le ŕesiduelw proviennent de l’approximation d’ordre fini sur les

modes et fŕequences propres [78]. La solution du problème modal aĺeatoire pour lel ème

couple mode–fŕequence propre consiste en la détermination des coefficients :

{

a(0)
l , . . . , a(p)

l , Ũ(0)
l , . . . , Ũ(p)

l

}

(3.20)

qui sont des quantités d́eterministes et qui d́ecrivent compl̀etement le comportement sto-

chastique dêωl (ξ ) et ˆ̃Ul (ξ ). Le résiduel dans l’́equation (3.18) est minimisé en projetant

l’ équation sur l’espace des polynômes de Laguerreψm [78] :

p

∑
i=0

〈ψmξψi〉nξ K̃kf Ũ
(i)
l = ω2

p

∑
i=0

p

∑
j=0

p

∑
k=0

〈

ψmψiψ jψk
〉

a(k)
l a( j)

l M̃kf Ũ
(i)
l (3.21)

pourm= 0, . . . , p. De manìereéquivalente, le ŕesiduelw est minimiśe en projetant cette
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Modèle incertain du système multi-́etages

fois-ci l’ équation (3.19)

p

∑
i=0

p

∑
j=0

〈

ψmψiψ j
〉

Ũ(i)T
l M̃kf Ũ

( j)
l = δm0, m= 0, . . . , p (3.22)

où :

δm0 =







1 sim= 0 ,

0 sim 6= 0 .

(3.23)

Les esṕerances de produits de polynômes
〈

ψmψiψ j
〉

et
〈

ψmψiψ jψk
〉

, ainsi que des pro-

duits de polyn̂omes et variables aléatoires〈ψmξψi〉, sont explicit́es dans l’Annexe F.

3.2.2.2 Ŕesolution du problème par une ḿethode it́erative

Leséquations (3.21) et (3.22), pourm= 0, . . . , p, forment un syst̀eme de(s+1)(p+1)

équations non lińeaires d́eterministes permettant de calculer les(s+ 1)(p+ 1) coeffi-

cientsa(0)
l , . . . ,a(p)

l , Ũ(0)
l , . . . , Ũ(p)

l . Ce syst̀eme d’́equations non lińeaires est ŕesolu par une

méthode it́erative : la ḿethode de Newton-Raphson. Pour utiliser la méthode de Newton-

Raphson,̀a partir deśequations (3.21) et (3.22), on définit deux quantit́es :

Em =
p

∑
i=0

〈ψmξψi〉nξ K̃kf Ũ
(i)
l −ω2

p

∑
i=0

p

∑
j=0

p

∑
k=0

〈

ψmψiψ jψk
〉

a(k)
l a( j)

l M̃kf Ũ
(i)
l (3.24)

et :

Gm =
p

∑
i=0

p

∑
j=0

〈

ψmψiψ j
〉

Ũ(i)T
l M̃kf Ũ

( j)
l −δm0 (3.25)

Ces quantit́es peuvent̂etre regrouṕees sous la forme d’une seule. L’ensemble de ses

équations, pourm= 0, . . . , p, peut alors s’́ecrire sous la forme :

F =
{

F0 . . . Fm . . . Fp

}T
(3.26)

où :

Fm =

{

Em

Gm

}

, Em ∈ R
s
, Gm ∈ R (3.27)

Le syst̀eme d’́equations̀a ŕesoudre de manière it́erative s’́ecrit finalement :

F(v) = 0 (3.28)
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3. Prise en compte de l’effet des incertitudes sur les vibrations du système

où v est le vecteur qui contient les coefficientsà d́eterminer :

v =
{

a(0)
l , . . . , a(p)

l , Ũ(0)T
l , . . . , Ũ(p)T

l

}

(3.29)

La méthode de Newton-Raphson consisteà utiliser le d́eveloppement deF(v) en śerie de

Taylor au premier ordre

F(v) = F(v0)+J(v0) (3.30)

où v0 est le jeu initial etJ(v) la matrice jacobienne définie ci-apr̀es. Ce d́eveloppement

permet d’obtenir une estimation finale de la solution via la relation incrémentale :

vn+1 = vn− [J(vn)]
−1F(vn) (3.31)

En pratique, l’inverse deJ(v) n’est pas calculé. Pour chaque itération le syst̀eme lińeaire

suivant est ŕesolu :

[J(vn)]∆v = −F(vn) (3.32)

où :

∆v = (vn+1−vn) (3.33)

La matrice jacobienne s’exprime par :

J =
[

∂F
∂v

]

, (3.34)

en posant la notation suivante de la dérivée partielle d’un vecteurz = {z1,z2, ...zn}T

par rapport̀a un autre vecteury = {y1,y2, ...ym}T :

∂z
∂y

=









∂z1
∂y1

. . .
∂z1
∂ym

...
.. .

...
∂zn
∂y1

∂zn
∂ym









(3.35)

Explicitement, les termes de la matrice jacobienne sont :

• PourEm :

∂Em

∂a(k)
l

= ω2
p

∑
i=0

p

∑
j=0

〈

ψmψiψ jψk
〉

a( j)
l M̃kf Ũ

(i)
l m,k = 0, . . . , p (3.36)
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Modèle incertain du système multi-́etages

et :

∂Em

∂ Ũ(i)
l

=
p

∑
i=0

〈ψmξψi〉nξ K̃kf −ω2
p

∑
i=0

p

∑
j=0

p

∑
k=0

〈

ψmψiψ jψk
〉

a(k)
l a( j)

l M̃kf m, i = 0, . . . , p

(3.37)

• PourGm :
∂Gm

∂a(k)
l

= 0, m,k = 0, . . . , p (3.38)

et :
∂Gm

∂ Ũ(i)
l

= 2
p

∑
j=0

〈

ψmψiψ j
〉

M̃kf Ũ
( j)
l m, i = 0, . . . , p (3.39)

À chaque it́eration de Newton-Raphson,F(vn) et J(vn) sontévalúes nuḿeriquement

et le syst̀eme lińeaire de l’́equation (3.32) est résolu. Le processus est réṕet́e jusqu’̀a ce

qu’un crit̀ere d’arr̂et soit satisfait. Ici, deux critères d’arr̂et sont utiliśes :‖F(v)‖ ≤ ε1 et

|∆v| ≤ ε2.

3.2.2.3 Choix du jeu initial des donńees

Le jeu initial des donńees pour le vecteurv est estiḿe par une ḿethode non intrusive

de simulation. Dans cette ḿethode, les d́eveloppements en PCE de l’équation (3.17) sont

projet́es sur l’espace de polynômesψ j tel que :

〈ω̂l ψ j〉 = ωl

p

∑
i=0

〈ψiψ j〉a(i)
l , 〈 ˆ̃Ul ψ j〉 =

p

∑
i=0

〈ψiψ j〉Ũ(i)
l (3.40)

et compte tenu de l’orthogonalité des polyn̂omes, il vient :

a(i)
l =

〈ω̂l ψ j〉
ωl 〈ψ2

j 〉
, Ũ(i)

l =
〈 ˆ̃Ul ψ j〉
〈ψ2

j 〉
(3.41)

Les esṕerances〈ψ2
j 〉 sont évalúees de manière exacte car des expressions analytiques

peuvent̂etre obtenues pour chaque ordrej = 0, . . . , p. Le nuḿerateur des expressions de

l’ équation (3.41) en revanche, doitêtre estiḿe par des simulations de Monte-Carlo. Le

processus consiste en la géńeration d’́echantillons ind́ependants des variables aléatoires

suivant la distribution correspondante. Pour chaqueéchantillon le probl̀eme de l’́equation

(3.14) est complètement d́etermińe et peutêtre ŕesolu de la manière usuelle pour un

nombre important d’́echantillons. Finalement,〈ω̂l ψ j〉 et 〈 ˆ̃Ul ψ j〉 sont estiḿes par la
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3. Prise en compte de l’effet des incertitudes sur les vibrations du système

moyenne arithḿetique de l’ensemble deséchantillons consid́eŕes ce qui permet d’estimer

a(i)
l et Ũ(i)

l .

Cette ḿethode demande un nombre important de réalisations pour converger. Ainsi,

elle est utiliśee avec un nombre limite de réalisations dans le seul but de trouver un jeu

des valeurs initiales pour la ḿethode de Newton-Raphson.

3.2.3 Ŕeponse forćee aĺeatoire du syst̀eme

Le calcul de la ŕeponse forćee du syst̀eme multi-́etages est très important pour visua-

liser l’impact des incertitudes sur les nivaux vibratoires. Ici, on présente le calcul de la

réponse aĺeatoire induite par la variation du module d’Young décrite au paragraphe 3.2.1.

L’ équation (3.8) du problème en ŕeponse forćee d́eterministe est aussi valable pour

des grandeurs aléatoires. Pour chaque fréquence d’excitationΩ, on a :

[

−Ω2M̃kf + jΩC̃kf + ˆ̃Kkf

]

ˆ̃xkf = F̃kf (3.42)

où ˆ̃x f est le vecteur des déplacements aléatoires. La force appliquée, la matrice de masse

et d’amortissement sont considéŕees d́eterministes. L’amortissement structural est défini

à partir de la moyenne de la matrice de rigidité ˆ̃Kkf (τ ) par :

C̃kf =
η
Ω
〈 ˆ̃Kkf 〉 (3.43)

où η est le facteur d’amortissement. L’équation (3.42) s’écrit alors :

[

−Ω2M̃kf + jη 〈 ˆ̃Kkf 〉+ ˆ̃Kkf

]

ˆ̃xkf = F̃kf (3.44)

La réponsễx f est d́evelopṕee via le Chaos Polynomial et tronquéeà l’ordre p :

ˆ̃x f =
p

∑
i=0

ψi x̃
(i)
kf

(3.45)

En utilisant les expressions deˆ̃Kkf et ˆ̃x f deséquations (3.9) et (3.45), le problème aĺeatoire

donńe par l’́equation (3.44) devient :

[

−Ω2M̃kf + jη 〈 ˆ̃Kkf 〉+nξ ξ 〈 ˆ̃Kkf 〉
] p

∑
i=0

ψi x̃
(i)
f = F̃kf (3.46)
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Modèle incertain du système multi-́etages

Pour d́eterminer les vecteurs de coefficients du chaosx̃(i)
f , l’ équation (3.46) est projetée

dans l’espace de polynômes orthogonauxψ j :

[

−Ω2M̃kf + jη 〈 ˆ̃Kkf 〉
] p

∑
i=0

〈

ψ2
j

〉

δi j x̃
(i)
f +nξ 〈 ˆ̃Kkf 〉

p

∑
i=0

〈

ψ jξψi
〉

x̃(i)
f =

〈

ψ j F̃kf

〉

(3.47)

pour j = 0, . . . , p. Ceci am̀eneà ŕesoudre un système de(p+1)×s équations lińeaires, et

ce pour chaque fréquence d’excitation.

3.2.4 Grandeurs caract́eristiques aĺeatoires

Les solutions du problème vibratoire (fŕequences propres, déformées modales et

réponses forćees) sont caractériśees par leur moyenne, leur variance et leur densité de

probabilit́e (PDF).

Les moments statistiques associés à la l ème fŕequence propre sont calculés à partir

des coefficients du chaos et les PDF sont obtenuesà partir des tirages statistiques faits

sur ces coefficients. L’effet aléatoire sur les d́eformées modales est lui quantifié en les

décomposant sur la base des modes déterministes [78].

3.2.4.1 Moments statistiques des fréquences propres et de la ŕeponse forćee

Les moments statistiques associésà lal ème fŕequence propre sont calculésà partir des

coefficients du chaos (a(0)
l , . . . ,a(p)

l ). La moyenne de la pulsation propre aléatoire〈ω̂l 〉 est

donńee par :

〈ω̂l 〉 = ωl a
(0)
l , (3.48)

Sa varianceσ2[ω̂l ] est calcuĺee par :

σ2[ω̂l ] = ω2
l

p

∑
i=1

(a(i)
l )2〈ψ2

i

〉

(3.49)

De même, pour chaque fréquence d’excitationΩ, les moments statistiques de

la réponse forćee sont calculés à partir des coefficients(x̃0
f (Ω), . . . , x̃p

f (Ω)) du

développement du chaos polynomial de l’équation (3.5) : D’une part, la moyenne :

〈

ˆ̃x f (Ω)
〉

= x̃0
f (Ω) (3.50)
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3. Prise en compte de l’effet des incertitudes sur les vibrations du système

D’autre part, la variance :

σ2[ ˆ̃x f (Ω)] =
p

∑
i=1

(x̃i
f (Ω))2〈ψ2

i

〉

(3.51)

Le détail des calculs pour obtenir leséquations (3.48) et (3.49) sont explicités dans

l’Annexe G.

3.2.4.2 Quantification des variations aĺeatoires sur les d́eformées modales

On cherchèa caract́eriser l’effet des incertitudes du module d’Young sur les déformées

modales. Un moyen est de décomposer ces modes aléatoires sur la base des modes

déterministes [76, 78] : chaquel ème d́eformée modale aléatoire ˆ̃Ul est expriḿee comme

une combinaison lińeaire des modes déterministes̃Ui :

ˆ̃Ul (τ ) =
n

∑
i=1

êl
i (τ )Ũi (3.52)

où êl
i (τ ) est un coefficient aléatoire, repŕesentatif de l’effet aĺeatoire sur chaque déformée

l . Une base modale déterministe tronqúee peutêtre utiliśee en supposant que les

déformées modales aléatoires ne sont pas très diff́erentes des d́eformées d́eterministes,

ce qui d́epend du problème étudíe. Ici on choisit de retenir cette hypothèse. Soit la

décomposition en chaos dẽ̂Ul (τ ) donńee par l’́equation (3.17) :

ˆ̃Ul (τ ) =
p

∑
k=0

ψk(τ )Ũ(k)
l (3.53)

Un développement similairèa celui de l’́equation (3.52) permet de décomposer chaque

coefficient d́eterministe associé à l’ordrek du d́eveloppement du chaos polynomial pour

la déformée modale,̃U(k)
l de l’équation (3.53), dans la base de modes déterministes̃Ui :

Ũ(k)
l =

n

∑
i=1

cl ,k
i Ũi (3.54)

où cl ,k
i sont des coefficients déterministes̀a trouver. Ainsi, pour chaque ordre du chaos

k de chaque d́eformée modalel , le syst̀eme d’́equations suivant permet de trouver les

coefficientscl ,k
i , composantes du vecteurcl ,k :

ΦΦΦcl ,k = Ũ(k)
l (3.55)
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Application nuḿerique

où ΦΦΦ est la base modale déterministe forḿee des modes déterministesŨi. À partir des

équations (3.53) et (3.54) on obtient :

ˆ̃Ul (τ ) =
p

∑
k=0

n

∑
i=1

ψk(τ )cl ,k
i Ũi (3.56)

Finalement, en comparant leséquations (3.56) et (3.52) il vient :

êl
i (τ ) =

p

∑
k=0

ψk(τ )cl ,k
i (3.57)

Les contributions aléatoires des d́eformées modales aléatoires peuvent alorsêtre quan-

tifi ées en fonction des quantités d́eterministes par :

– la moyenne de ˆel
i :

〈

êl
i (τ )

〉

=

〈

p

∑
k=0

ψk(τ )cl ,k
i

〉

=
p

∑
k=0

〈ψk〉cl ,k
i = cl ,0

i (3.58)

qui correspond̀a la contribution duième mode d́eterministe aul ème mode aléatoire

assocíe à l’ordre 0 du d́eveloppement du chaos polynomial.

– la variance de ˆel
i , qui est utiliśee pour quantifier l’interaction, au sens statistique,

entre les modes aléatoires et les modes déterministes :

σ2[êl
i ] =

〈

(

êl
i −
〈

êl
i

〉)2
〉

=
p

∑
k=1

〈

ψ2
k

〉

(cl ,k
i )2 (3.59)

3.3 Application numérique

Dans cette section, la ḿethodologie d́ecrite pŕećedemment est appliquéeà un syst̀eme

multi-étages consistant en deux roues aubagées. Les effets des incertitudes sur le module

d’Young des aubes sont analysés et la ḿethodologie est valid́ee en comparant les résultats

de l’analyse modale et de la réponse forćee avec des résultats obtenus par simulations de

Monte-Carlo.

3.3.1 Description du syst̀eme multi-étages

Le mod̀ele multi-́etages introduit dans le chapitre 1 est utilisé ici. La FIG.3.1 rappelle

le maillageéléments finis de la structure complète. La ḿethode de syḿetrie cyclique
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3. Prise en compte de l’effet des incertitudes sur les vibrations du système

FIG . 3.1: Maillage éléments finis du mod̀ele multi-́etages composé de deux́etages̀a 15
et 23 secteurs

multi-étages est utiliśee pour calculer les fréquences propres déterministes. Celles ci sont

montŕees en fonction de l’ordre de Fourier dans la FIG.2.2 du chapitre 2, présent́ee ici

de nouveau FIG.3.2. Les ŕesultats concernent la plage de fréquence [2800,5000] Hz pour

des diam̀etres nodaux allant de 0̀a 5, ce qui correspond̀a une zone de haute densité

modale. Les d́eformées modales ontét́e clasśees,̀a l’aide de la ŕepartition de l’́energie de

déformation, en familles de modes prédominant disque et modes prédominant aubes. Des

modes correspondant aux déformations globales de l’arbre sont aussi observés.

La FIG.3.2 particularise les six modesà trois diam̀etres qui seront analysés.À titre

d’illustration, la FIG.3.3 montre deux d́eformées de familles diff́erentes de modes de

disque se d́eformant en phase ou en opposition de phase.

La réponse d́eterministeà une force ext́erieure de type ordre moteur 3 est montrée

dans la FIG.3.4. A contrario du chapitre 2, le facteur d’amortissement structurel est pris

à 2% pour arriver̀a une convergence plus rapide du développement du chaos polynomial

[94] (voir Annexe H).

La force d’excitation est appliquée sur l’́etage 1 sur les noeuds en bout d’aubes dans

les directions tangentielle et axiale par rapport au disque.

Puisque l’hypoth̀ese de syḿetrie cyclique multi-́etages implique que l’amplitude de

la réponse est la m̂eme pour tous les secteurs d’unétage, les d́eplacements du secteur

de ŕeférence seront utiliśes. Comme pŕevu, les deux pics d’amplitude les plus importants

apparaissent aux fréquences appartenant aux familles de modes prédominant aubes de
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Application nuḿerique

Diamètre nodaux (ordre de Fourier multi-étage)
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D(0C) :Phase

E1 :1T1S

E1 :1T

E2 :1T

E2 :1T1S

1
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D(0C)

0 1 2 3 4 5
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FIG . 3.2: Fréquences propres vs. diamètres nodaux. Familles de modes : 1/ E2 :1T1S :
torsion–flexion aubes dans le plan secondaire,étage 2 ; 2/ E2 :1T 1̀ere torsion aubes,étage
2 ; 3/ E1 :1T : 1̀ere torsion aubes,́etage 1 ; 4/ E1 :1T1S : torsion–flexion aubes dans le
plan secondaire,́etage 1 ; 5/ D(0C) : disque en opposition de phase, 0 cercle nodaux ;

D(0C) :Phase : disque en phase, 0 cercle nodaux

(a) (b)

FIG . 3.3:Déformées modales (a) mode 1, D(0C)Phaseà 3488.4 [Hz] pŕedominant disque
se d́eformant en phase ; (b) mode 2, E1 :1T1Sà 3670 [Hz] torsion–flexion aubes de l’étage

1 dans le plan secondaire.
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3. Prise en compte de l’effet des incertitudes sur les vibrations du système
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FIG . 3.4: Réponse d́eterministeà une force ext́erieureH = 3 pour un amortissement
structureĺegaleà 2%. Norme de d́eplacement pour un noeud en bout d’aube de l’étage 1.

l’ étage 1.

3.3.2 Calcul des fŕequences propres aĺeatoires

On rappelle que la m̂eme variation c’est-à-dire la m̂eme variable aléatoire suivant une

loi gamma est prise pour chaque aube de chaqueétage. Un coefficient de variation de

2.5% est utiliśe pour d́ecrire les variations du module d’YounĝE ((3.2)) des aubes. La

Fonction de Densité de Probabilit́e (PDF) du module Young aléatoireÊ qui en ŕesulte est

montŕee FIG. 3.5.

Les effets des incertitudes matériau sur les fŕequences et d́eformées modales sont

étudíes en ŕealisant les calculs avec un développement du chaos polynomial d’ordre 2. Le

jeu de solutionsv initial (équation (3.29)) est estiḿe par l’approche d́ecrite pŕećedemment

dans le paragraphe 3.2.2.3 avec 100 réalisations.

Les ŕesultats du PCE sont validés par comparaison avec des simulations de Monte-

Carlo avec 5000 réalisations pour les six modes indiqués sur la FIG. 3.2. Le TAB .3.1

montre une tr̀es bonne correspondance en fréquence, pour la moyenne〈ω̂〉, l’ écart type

σω et le coefficient de variationδω, ce qui valide l’approche par le développement du

chaos polynomial. Les modesétudíes, qui correspondent aux familles d’aubes, présentent
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FIG . 3.5:Fonction de Densité de Probabilit́e du module d’Young aléatoireÊ.

desécarts types importants, ce qui est logique puisque les incertitudes sont introduites sur

les aubes. Parallèlement, leśecart-types correspondant aux familles de modes de disque,

les modes 1 et 4, sont faibles. ce qui suggère un faible couplage entre les vibrations des

aubes et des disques.

On remarque que les fonctions de densités de probabilit́e, pour les fŕequences propres

étudíees et montŕees FIG.3.6, ont une forme similairèa celle du Module d’Young, ce qui

montre la nature lińeaire du probl̀eme.

TAB . 3.1: Moments statistiques des fréquences propres aléatoires : moyenne,écart-type
et coefficient de variation. Comparaison avec des simulations de Monte-Carlo.

Mode PCE Monte-Carlo
〈ω̂〉 [Hz] σω [Hz] δω [%] 〈ω̂〉 [Hz] σω [Hz] δω [%]

1 3488.36 5.66 0.16 3488.36 5.63 0.16
2 3669.02 33.61 0.92 3668.99 33.41 0.91
3 3882.75 40.91 1.05 3882.72 40.67 1.05
4 4025.99 4.14 0.10 4025.99 4.10 0.10
5 4206.87 43.26 1.03 4206.83 43.01 1.02
6 4480.33 44.77 1.00 4480.30 44.51 0.99
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3. Prise en compte de l’effet des incertitudes sur les vibrations du système
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FIG . 3.6: PDF des fŕequences propres aléatoires. (a) Mode 1. D(0C)Phase, (b) Mode 2.
E1 :1T1S, (c) Mode 3. E1 :1T, (d) Mode 4. D(0C), (e) Mode 5. E2 :1T and (f) Mode 6.

E2 :1T1S.
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Application nuḿerique
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FI G. 3.7: Contributions, au sens statistique, des modes aléatoires aux modes
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Mode 1. D(0C)Phase, Mode 2. E1 :1T1S, Mode 3. E1 :1T, Mode 4. D(0C), Mode 5.

E2 :1T et Mode 6. E2 :1T1S.

3.3.3 Calcul des d́eformées modales aléatoires

La FIG.3.7 illustre les contributions, au sens statistique, des modes aléatoires aux

modes d́eterministes. D’apr̀es cette représentation, on voit qu’en moyenne les modes

aléatoires correspondent aux modes déterministes. Ńeanmoins, les incertitudes introduites

sur les aubes font apparaı̂tre des modes aléatoires int́egrant des contributions de plusieurs

modes d́eterministes. Par exemple, la FIG.3.7(a) montre que le mode aléatoire 1 est en

moyenne le mode d́eterministe 1 alors que la FIG.3.7(b) indique qu’il peut́egalement

avoir une contribution du mode 2. Ceci est conforté par la FIG.3.8 qui pŕesente la distribu-

tion desénergies de d́eformation des diff́erents composants du modèle multi-́etages pour

le mode 1. La FIG.3.8(a) caract́erise la distribution deśenergies du mode 1 déterministe.

On voit clairement qu’il s’agit d’un mode prédominant disque. La FIG.3.8(b) donne la

distribution d’́energie d’uńechantillon d̂u à une variation du module d’Young des aubes

de Ê = 0.925×〈Ê〉. Ici, on voit que le mode change de nature etévolue vers un mode

disque aube, notamment sur l’étage 1. Ceci s’explique par la forme prédominant aube

du mode 2 d́eterministe montŕee FIG.3.8(c). Ce changement est associé à une faible va-

riation en fŕequence (c.f. TAB .3.1,δω = 0.16%). Il apparâıt donc indispensable de bien

considerer les changement de modes en même temps que la variation en fréquence.

3.3.4 Calcul de la ŕeponse forćee aĺeatoire

La réponse forćee du syst̀eme aĺeatoireà une excitation d́eterministe de typeH = 3

est pŕesent́ee pour un d́eveloppement du chaos polynomial d’ordre 2. La quantité utilisée
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3. Prise en compte de l’effet des incertitudes sur les vibrations du système
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FIG . 3.8: Distribution de l’́energie de d́eformationà travers les diff́erents composants.
Comparaison entre (a) mode 1 déterministe et (b) mode 1 aléatoire pourÊ = 0.925×〈Ê〉 ;
(c) mode 2 d́eterministe. Les composants sont : les aubes, disques, arbre et anneau inter-

étage ; pour l’́etage 1 ou 2.

pour repŕesenter la ŕeponse reste la norme des déplacements d’un noeud en bout d’aube

dans l’́etage 1.

Les FIG.3.9 et 3.10 montrent les résultats issus du développement du chaos polyno-

mial pour la moyenne et l’écart type respectivement, validés avec des résultats des simula-

tions de Monte-Carlo réaliśees avec 5000 tirages. Les résultats du PCE et des simulations

de Monte-Carlo sont identiques, quelques faiblesécarts sont cependant observés autour

des ŕesonances. De m̂eme, la FIG.3.11 montre une très bonne correspondance entre les

enveloppes de réponse obtenue par PCE et des simulations le Monte-Carlo. Ces enve-

loppes correspondent aux maxima et minima d’amplitude pour toutes les réalisations de

Monte-Carloà chaque fŕequence. Pour déterminer l’enveloppe avec le PCE, on recons-

truit la réponsèa partir des coefficients du chaos pour 10000 tirages, lesévaluations des

polynômes de Laguerréetant tr̀es peu côuteuses.

Les ŕesultats en ŕeponse sont cohérents avec les résultats en modes propres. Par

exemple, sur les FIG.3.9 et 3.10 on observe que le pic correspondant au mode 1 au-

tour de 3488 Hz a une variabilité faible en fŕequence mais importante en amplitude. Le

mode 1 est un mode de disque dans la configuration déterministe mais peut́evoluer vers

un mélange disque–aube pour certaines configurations aléatoires. Ce changement de la

nature du mode està l’origine de la variabilit́e de l’amplitude et doit̂etre prise en compte

si des incertitudes sont introduites.

Finalement, la ḿethode du chaos polynomial appliquée ici et valid́ee par la ḿethode de

référence de Monte-Carlo sur un système multi-́etaǵe mod́elise parfaitement les variations

des modes du système en fŕequence et en déformée ainsi que la réponse forćee. De plus,

cette ḿethode met eńevidence la pŕesence de variations dans la nature du comportement
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FIG . 3.9: Moyenne de l’amplitude de réponse de l’́etage 1. Comparaison entre les simu-
lations Monte-Carlo (—) et le PCE d’ordre 2 (- - -).
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FIG . 3.10: Écart type de l’amplitude de réponse de l’́etage 1. Comparaison entre les
simulations Monte-Carlo (—) et le PCE d’ordre 2 (- - -).
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3. Prise en compte de l’effet des incertitudes sur les vibrations du système
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FIG . 3.11:Enveloppes d’amplitude de réponse de l’́etage 1. Comparaison entre les simu-
lations Monte-Carlo (—) et le PCE d’ordre 2 (- - -).

vibratoire du syst̀eme pour de petites variations des paramètres mat́eriaux en entŕee et non

visibles en conduisant uneétude modale simplement fréquentielle.
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Conclusion

Dans le chapitre 1, la modélisation des structures̀a syḿetrie cycliqueà l’aide d’une

décomposition en śerie de Fourier du d́eplacement circonférentiel est tout d’abord rap-

peĺee. La transforḿee de Fourier complexe en notation matricielle des champs discrets

est choisie et le ŕesultat classique de découplage des ordres de Fourier associés aux quan-

tités cycliques est retrouvé. Ensuite, les d́eformées modales et les mécanismes de réponse

des syst̀emes multi-́etaǵes sont́etudíesà l’aide de calculs complets sans réduction sur une

structure compośee de deux́etages avec un nombre différent de secteurs. La dissymétrie

propre de la structure multi-étages introduit un faible désaccordage qui està l’origine

de tr̀es ĺegers d́edoublements de fréquences observés pour certaines fréquences doubles.

Ce d́esaccordage estégalement responsable de petitsécarts d’amplitude sur la réponse

entre les diff́erents secteurs d’uńetage. Il est observé également que beaucoup de modes

multi-étages ressemblent aux modes calculés pour leśetages seuls ou sont uneévolution

de ceux-ci. Les modes multi-étages peuvent̂etre clasśes en familles de modes d’aube et

de modes de disque comme dans le cas desétages isoĺes. Les disques de deuxétages

peuvent se d́eformer en phase ou en opposition de phase donnant lieuà deux familles de

modes distincts. Concernant la réponse de l’ensemble multi-étages, elle peut̂etre sensi-

blement diff́erente de la ŕeponse calculée sur leśetages seuls pour certains ordre d’excita-

tion par ordre moteur. Pour les systèmes multi-́etages, les ordres de Fourier associés aux

bases cycliques des différentśetages sont normalement couplés entre eux. L’hypoth̀ese de

découplage des ordres de Fourier est utilisée en insistant sur le regroupement des ordres

de Fourier replíes.

Le chapitre 2 est consacré à l’étude de la robustesse de la méthode de syḿetrie cy-

clique multi-́etages. On montre que pour les configurationsétudíees, le nombre de sec-

teurs entre deux́etages adjacents a un effet négligeable sur la performance de la méthode.

Le contenu harmonique spatial des modes provenant d’un calcul multi-étages montre qu’il

n’existe par de modes multi-harmoniques pour les configurationsétudíees. Une tr̀es bonne

correspondance est obtenue entre le contenu harmonique des modes calculés en syḿetrie
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Conclusion

cyclique multi-́etages et les modes de référence issus du calcul complet. Une normali-

sation en position circonférentielle est proposée pour les paires de modes doubles. Ceci

permet d’utiliser un crit̀ere de coh́erence modal pour quantifier lesécarts entre modes.

Lesécarts en fŕequence, la coh́erence des d́eformées modales et lesécarts d’amplitude de

la réponse sont utiliśes pourévaluer la performance de la méthode en syḿetrie cyclique

multi-étages appliqúeeà des mod̀eles acad́emiques repŕesentatifs de roues de différents

types. Les ŕesultats obtenus confirment que la symétrie cyclique mutli-́etages permet d’ob-

tenir des ŕesultats tr̀es proches des résultats issues des calculs sans réduction aussi bien

pour l’analyse modale que pour la réponse forćee.

Une ḿethodologie pour la prise en compte des incertitudes sur les paramètres struc-

turaux dans les systèmes multi-́etages est présent́ee dans le chapitre 3. Le problème

déterministe est transforḿe en plusieurs sous-problèmesà l’aide de la ḿethode de

symétrie cyclique multi-́etages. La ḿethode de Chaos Polynomial est ensuite utilisée

pour repŕesenter les quantités ǵeńeraliśes associées aux diff́erents ordres de Fourier multi-

étages. Des variables aléatoires suivant une loi de support positif ontét́e utilisées pour

mod́eliser les incertitudes sur le Module d’Young des aubes. Les résultats obtenus pour

la variabilit́e des fŕequences propres et des amplitudes de la réponse ont́et́e valid́es par

rapportà des simulations de Monte-Carlo. Il est montré qu’une repŕesentation avec des

polynômes allant jusqu’à l’ordre 2 donne des résultats avec une très bonne pŕecision. La

variabilité des d́eformées modales estétudíee par d́ecompositioǹa la fois dans la base du

chaos polynomial et dans la base des modes déterministes. Une zone où plusieurs familles

de modes sont proches en fréquences áet́e consid́eŕee. Les ŕesultats montrent que m̂eme

pour de faibles incertitudes, entraı̂nant seulement une faible variation en fréquence, cer-

taines d́eformées modales peuvent présenter une variabilité importante. De plus, la varia-

bilit é des d́eformées modales peutêtre associéeà des variations importantes d’amplitude

de la ŕeponse. Des changements dans la nature d’un mode, caractériśes par unéevolution

vers une famille autre que celle du mode déterministe, expliquent les variations en réponse

et doiventêtre consid́eŕes dans le cadre de conceptions robustes.

Les d́eveloppements présent́es doivent̂etreétendus pour permettre l’étude de l’effet

d’incertitudes plus ǵeńerales que celles uniforḿement et identiquement reparties sur les

aubes du système.
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Annexe A

Transformée de Fourier en notation

r éelle

Une transformation réelle équivalente permettant de décrire les composantes phy-

siques en fonction des composantes cycliques réelles peut s’́ecrire à l’aide des śeries

trigonoḿetriques :

un =
1√
N

ũ0 +

√

2
N

K

∑
k=1

[

ũk,ccos
(2π

N k(n−1)
)

+ ũk,ssin
(2π

N k(n−1)
)]

+
(−1)n−1
√

N
ũN

2

(A.1)

où

K =







N
2 si N est pair,

N−1
2 si N est impair.

(A.2)

Le vecteur des coordonnées cycliques ŕeelles a la forme suivante :

ũ =
{

ũ0 ũ1,c ũ1,s ũ2,c · · · ũN
2

}T
(A.3)

Les composantes harmoniques réelles sont d́efinies par la transformation inverse qui
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A. Transforḿee de Fourier en notation réelle

donne lieu aux relations suivantes :

ũ0 =
1√
N

N

∑
n=1

un

ũk,c =

√

2
N

N

∑
n=1

uncos
(2π

N k(n−1)
)

ũk,s =

√

2
N

N

∑
n=1

unsin
(2π

N k(n−1)
)

ũN
2

=
1√
N

N

∑
k=1

(−1)n−1un

(A.4)

Les derniers termes dans l’équations (A.1), (A.3) et (A.4) existent seulement siN est

pair.

Il est aussi possible de définir une matrice de Fourier réelleFN dite quasi-́equivalente

à la matriceEN :

FN =
[

f0 f1,c f1,s · · · fk,c fk,s · · · f N
2

]

= . . .

. . . =























1√
N

· · ·
√

2
N

√

2
N · · · 1√

N
1√
N

· · ·
√

2
N cos

(2π
N k
)

√

2
N sin

(2π
N k
)

· · · − 1√
N

1√
N

· · ·
√

2
N cos

(2π
N k2

)

√

2
N sin

(2π
N k2

)

· · · 1√
N

...
...

...
...

1√
N

· · ·
√

2
N cos

(2π
N k(N−1)

)

√

2
N sin

(2π
N k(N−1)

)

· · · − 1√
N























(A.5)

La transformation ŕeelle d́ecrite dans l’́equation (1.7) peut s’écrire également pour

l’ensemble des secteurs et pour toutes les harmoniques en utilisant la matrice de Fourier

réelleFN :

u = (FN ⊗ I) ũ (A.6)

La matriceFN étant orthogonale (F−1
N = FT

N ), la transformation inverse de l’équation

est :

ũ =
(

FT
N ⊗ I

)

u (A.7)
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Annexe B

Produit de Kronecker

Le produit de Kronecker entre deux matricesA etB est d́efini comme :

A ⊗B =















a11B a12B · · · a1NB

a21B a22B
...

...
. ..

...

aN1B aN2B · · · aNNB















(B.1)

La propríet́e suivante ḿelange des aspects liés au produit matriciel usuel et au produit

de Kronecker :

(A ⊗B)(C⊗D) = AC ⊗BD (B.2)

La matrice(A ⊗B) est inversible si et seulement siA etB sont inversibles, auquel cas :

(A ⊗B)−1 = A−1⊗B−1 (B.3)

Finalement, l’oṕeration de transposition est distributive sur le produit de Kronecker :

(A ⊗B)T = AT ⊗BT (B.4)
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B. Produit de Kronecker
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Annexe C

Ordres de Fourier découpĺes en

symétrie cyclique

Les matrices assemblées d’une structurèa syḿetrie cyclique, forḿee parN secteurs

identiques de taillem, ont la forme suivante :

Z =

























Z0 Z1 0 · · · 0 Z1T

Z1T Z0 Z1 0 · · · 0
... ... ...

. .. . .. . ..

0 · · · 0 Z1T Z0 Z1

Z1 0 · · · 0 Z1T Z0

























(C.1)

où les blocsZ0,Z1 repŕesentent la partie intérieure de chaque secteur et l’interaction avec

les secteurs adjacents respectivement.

La passage de ces matrices en base cyclique complexe s’écrit :

Z̃ =
(

E∗
N ⊗ Im

)

Z
(

EN ⊗ Im
)

(C.2)

En faisant les multiplications matricielles correspondantes on obtient :

Z̃ =
(

E∗
N ⊗ Im

)

Z
(

EN ⊗ Im
)

=













Z̃0,0 Z̃0,1 . . . Z̃0,N−1

Z̃1,1 . . . Z̃1,N−1
.. .

...

sym Z̃N−1,N−1













(C.3)
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C. Ordres de Fourier découpĺes en syḿetrie cyclique

où les blocs ont la forme suivante :

Z̃ l ,m=
N−1

∑
n=0

1
N

Z0e− j 2π
N nlej 2π

N nm+
N−1

∑
n=0

1
N

Z1e− j 2π
N nlej 2π

N (n+1)m+
N−1

∑
n=0

1
N

Z1Te− j 2π
N nlej 2π

N (n−1)m

(C.4)

Compte tenu de la relation d’orthogonalité des fonctions exponentielles discrètes :

N−1

∑
n=0

ej 2π
N n(m−l) =







0 sim 6= l ,

N si m= l .

(C.5)

les blocs dẽZ sont nuls̀a l’exception des blocs sur la diagonale qui ont la forme suivante :

Z̃k,k = Z0+Z1ej 2π
N k +Z1Te− j 2π

N k (C.6)
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Annexe D

Modes doubles en syḿetrie cyclique

Du fait queej 2π
N k = e− j 2π

N (N−k), les vecteurs de Fourier existent en paires complexes

conjugúeesek
N = ēN−k

N pour tous les ordres saufk= 0 etk= N
2 . Pour un calcul en syḿetrie

cyclique qui utilise ces transforḿees de Fourier on obtient des matrices complexes. Ces

matrices existent aussi en paires complexes conjuguéesZ̃k = Z̃∗
N−k qui donnent lieùa des

probl̀emes de valeurs propres aux fréquences identiques et modes complexes conjugués

Ũk = ¯̃UN−k. Une paire de modes en quantités physiques sur la structure complèteU, Ū

s’obtient comme suit :

U = ek
N ⊗ Ũk, Ū = eN−k

N ⊗ ŨN−k = ēk
N ⊗ ¯̃Uk (D.1)

En śeparant les parties réelles et imaginaires dans les expressions préćedentes on ob-

tient :

U = [Re(ek
N)+ j Im(ek

N)]⊗[Re(Ũk)+ j Im(Ũk)],

Ū = [Re(ek
N)− j Im(ek

N)]⊗[Re(Ũk)− j Im(Ũk)]
(D.2)

et en d́eveloppant les produits :

U, Ū = [Re(ek
N)⊗Re(Ũk)− Im(ek

N)⊗ Im(Ũk)]± j[Im(ek
N)⊗Re(Ũk)+Re(ek

N)⊗ Im(Ũk)]

(D.3)

Toute combinaison lińeaire la paireU, Ū repŕesente aussi un mode pour la même

fréquence et on peut obtenir une paire de modes réelsV1,V2 en prenant śepaŕement les
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D. Modes doubles en syḿetrie cyclique

parties ŕeelles et imaginaires deU :

V1 = [Re(ek
N)⊗Re(Ũk)− Im(ek

N)⊗ Im(Ũk)],

V2 = [Im(ek
N)⊗Re(Ũk)+Re(ek

N)⊗ Im(Ũk)]
(D.4)
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Annexe E

Loi de Probabilit é Gamma

L’ équation qui d́efinit la fonction de densité de probabilit́e d’une variable aléatoire

gamma (ξ ) est :

f (ξ ,α ) =
ξ α e−ξ

Γ(α +1)
(E.1)

où Γ(α + 1) =
∫ ∞

0 tα e−tdt est la fonction gamma etα est un param̀etre de forme. Le

TAB .E.1 pŕesente les principales caractéristiques de la loi Gamma de paramètre de forme

α .

Ici, le module d’Young aĺeatoire est d́ecrit à l’aide de sa moyenne〈Ê〉, de sa variance

σ2[E] et de la variable aléatoireξ suivant une loi gamma. Le coefficient de variation du

module d’Young, dont la valeur est donnée par les incertitudes physiques de la structure,

s’écrit :

δE =
σ [E]

〈E〉 (E.2)

où σ [E] =
√

σ2[E] est l’écart-type. D’apr̀es l’équation (3.2), la variance du module

TAB . E.1: Caract́eristiques de loi Gammaα

Param̀etre de forme α > −1
Support [0,+∞[
Moyenne α +1
Variance α +1
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E. Loi de Probabilit́e Gamma

d’Young peut s’́ecrire :

σ2[E] = σ2[nξ ξ 〈E〉] = n2
ξ 〈E〉2σ2[ξ ] (E.3)

En prenant la moyenne de l’équation (3.2) on obtient :

nξ 〈ξ 〉 = 1 (E.4)

et en utilisant l’expression〈ξ 〉 = (α +1) du TAB .E.1 :

nξ =
1

(α +1)
(E.5)

L’ équation (E.5) et l’expressionσ2[ξ ] = (α + 1) du TAB .E.1 sont introduites dans

l’ équation (E.3) pour obtenir :
σ2[E]

〈E〉2 =
1

(α +1)
(E.6)

Finalement, le param̀etre de formeα de la distribution gamma est donné par le coef-

ficient de variation du module d’Young :

α =
1

δ2
E

−1 (E.7)
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Annexe F

Polynômes de Laguerre

Forme des polyn̂omes de Laguerre

Les polyn̂omes de Laguerre géńeraliśes sont une suite de polynômes orthogonaux par

rapportà la distribution gamma de paramètre de formeα . Les 3 premiers polyn̂omes de

Laguerre ǵeńeraliśes sont

ψ0(ξ ) = 1, ψ1(ξ ) = −ξ +α +1, ψ2(ξ ) =
ξ 2

2
− (α +2)ξ +

(α +2)(α +1)

2
(F.1)

et la relation de ŕecurrence suivant permet de trouver les polynômes pouri ≥ 2

ψi =
1
i
(2i−1+α − ξ )ψi−1−

1
i
(i−1+α )ψi−2 (F.2)

Espérance des produits des polyn̂omes de Laguerre

Pour la ŕesolution du probl̀eme aĺeatoire on utilise de manière ŕecurrent les valeurs

de l’esṕerance des produits de deux et trois polynômes de Laguerre. Des expressions

analytiques pour ces produits sont dévelopṕeesà l’aide de la d́efinition de l’esṕerance

math́ematique d’une fonction arbitraireg(x), de variable aĺeatoirex, par rapport̀a la fonc-

tion de densit́e de probabilit́e pd f(x) de supportx∈ Ω

〈g(x)〉 =
∫

Ω
g(x)pd f(x)dx (F.3)

Consid́erant les 2 premiers ordres du chaos polynomial (p = 0 to 2), ont utilise les
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F. Polyn̂omes de Laguerre

esṕerances suivantes :

– d’un polyn̂ome

〈ψ0〉 =
∫ ∞

0

ξ α e−ξ

Γ(α +1)
ψ0(ξ )dξ = 1, 〈ψ1〉 =

∫ ∞

0

ξ α e−ξ

Γ(α +1)
ψ1(ξ )dξ = 0,

〈ψ2〉 =
∫ ∞

0

ξ α e−ξ

Γ(α +1)
ψ2(ξ )dξ = 0 ;

(F.4)

– du produit de 2 polyn̂omes

〈

ψ2
1

〉

=
∫ ∞

0

ξ α e−ξ

Γ(α +1)
ψ2

1(ξ )dξ = α +1,

〈ψ1ψ2〉 =
∫ ∞

0

ξ α e−ξ

Γ(α +1)
ψ1(ξ )ψ2(ξ )dξ = 0,

〈

ψ2
2

〉

=
∫ ∞

0

ξ α e−ξ

Γ(α +1)
ψ2

2(ξ )dξ = 1+
3
2

α +
1
2

α 2 ;

(F.5)

– du produit de 3 polyn̂omes

〈

ψ3
1

〉

=
∫ ∞

0

ξ α e−ξ

Γ(α +1)
ψ3

1(ξ )dξ = −2−2α ,

〈

ψ2
1ψ2

〉

=
∫ ∞

0

ξ α e−ξ

Γ(α +1)
ψ2

1(ξ )ψ2(ξ )dξ = 2+3α +α 2
,

〈

ψ1ψ2
2

〉

=
∫ ∞

0

ξ α e−ξ

Γ(α +1)
ψ1(ξ )ψ2

2(ξ )dξ = −4−6α −2α 2
,

〈

ψ3
2

〉

=
∫ ∞

0

ξ α e−ξ

Γ(α +1)
ψ3

2(ξ )dξ = 10+17α +8α 2 +α 3 ;

(F.6)

– du produit de 2 polyn̂omes et de la variable aléatoireξ

〈

ψ2
0ξ
〉

=
∫ ∞

0

ξ α e−ξ

Γ(α +1)
ψ2

0ξ dξ = α +1,

〈ψ0ψ1ξ 〉 =
∫ ∞

0

ξ α e−ξ

Γ(α +1)
ψ0ψ1ξ dξ = −α −1,

〈ψ0ψ2ξ 〉 =
∫ ∞

0

ξ α e−ξ

Γ(α +1)
ψ0ψ2ξ dξ = 0, (F.7)

〈

ψ2
1ξ
〉

=
∫ ∞

0

ξ α e−ξ

Γ(α +1)
ψ2

1ξ dξ = α 2 +4α +3,

110

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2013ISAL0057/these.pdf 

© [B. Segui Vasquez], [2013], INSA de Lyon, tous droits réservés



〈ψ1ψ2ξ 〉 =
∫ ∞

0

ξ α e−ξ

Γ(α +1)
ψ1ψ2ξ dξ = −α 2−3α −2,

〈

ψ2
2ξ
〉

=
∫ ∞

0

ξ α e−ξ

Γ(α +1)
ψ2

2ξ dξ =
α 3

2
+4α 2 +

17
2

α +5 .
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F. Polyn̂omes de Laguerre
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Annexe G

Moments statistiques en PCE

Les expressions pour les moments statistiques d’ordre 1 et 2 des fréquences sont

dévelopṕes sur le chaos polynomial :

– Moment d’ordre 1 ou moyenne

〈ω̂l 〉 =

〈

ωl

p

∑
i=0

ψia
(i)
l

〉

= ωl

p

∑
i=0

a(i)
l 〈ψi〉 = ωl a

(0)
l (G.1)

– Moment d’ordre 2 ou variance

σ2[ω̂l ] =
〈

(ω̂l −〈ω̂l 〉)2〉=

〈

(

ω̂l −ωl a
(0)
l

)2
〉

=
〈

ω̂2
l −2ω̂l ωl a

(0)
l +ω2

l a(0)2
l

〉

=

〈(

ωl

p

∑
i=0

ψia
(i)
l

)2〉

−2〈ω̂l 〉ωl a
(0)
l +ω2

l a(0)2
l

=ω2
l

p

∑
i=0

a(i)2
l

〈

ψ2
i

〉

−ω2
l a(0)2

l = ω2
l

p

∑
i=1

a(i)2
l

〈

ψ2
i

〉

(G.2)
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G. Moments statistiques en PCE
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Annexe H

Réponse aĺeatoire pour un

amortissement de 0,5%

On pŕesente ici les ŕesultats de la ŕeponse aĺeatoire pour des amortissements deà 0.5%

et 2%, calcuĺees avec des développements d’ordre 2 et 3. On note que le développement

du chaos polynomial doit̂etre important en ordre pour intégrer les pics de résonance. Pour

le cas tr̀es faiblement amorti (amortissementégalà 0.5%) il est clair qu’il faudrait encore

rajouter des termes dans le développement pour obtenir un résultat totalement satisfaisant

de la moyenne de la réponse. En revanche, les résultats pour les variances et les enveloppes

sont tr̀es proches des références de Monte-Carlo.
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H. Réponse aĺeatoire pour un amortissement de 0,5%
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FIG . H.1: Moyenne ordres 2 et 3. Amortissement 2%
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FIG . H.2: Écart type ordres 2 et 3. Amortissement 2%
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FIG . H.3: Enveloppes ordre 3. Amortissement 2%
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FIG . H.4: Moyenne ordres 2 et 3. Amortissement 0,5%
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H. Réponse aĺeatoire pour un amortissement de 0,5%
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FIG . H.5: Variance ordres 2 et 3. Amortissement 0,5%
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FIG . H.6: Enveloppes ordre 3. Amortissement 0,5%
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[80] O. Le Mâıtre, H. Najm, R. Ghanem, and O. Knio. Multi-resolution analysis of

wiener-type uncertainty propagation schemes.Journal of Computational Physics,

197(2) :502–531, 2004.
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MOTS-CLÉS : dynamique disque aubes, symétrie cyclique multi-́etages, analyse modal aléatoire, expansion en chaos polynomial
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