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Résumé

Un groupe est dit co-hopfien si tout endomorphisme injectif de ce groupe est un au-
tomorphisme. En utilisant la théorie de Bass-Serre, nous montrons sous quelles condi-
tions certains graphes de groupes, ayant leurs groupes d’arétes finis, ont des groupes
fondamentaux co-hopfiens. Nous donnons tout d’abord, dans le cas de certains graphes
de groupes ayant tous leurs groupes d’arétes de méme cardinal, une caractérisation
géométrique vue dans 'arbre de Bass-Serre T : il s’agit de la finitude du diameétre des
sous-arbres de T fixés point par point par chaque groupe d’arétes du graphe de groupes.
On généralise ensuite ce résultat & certains graphes de groupes I' ayant leurs groupes
d’arétes finis. On note alors I',, le graphe obtenu aprés écrasement des arétes pour
lesquelles le cardinal du groupe d’arétes est strictement supérieur a n et 7, 'arbre
de Bass-Serre correspondant & ce graphe écrasé. Nous donnons alors la caractérisation
suivante :

Théoréme 0.0.1. Soit I' un graphe de groupes fini et réduit avec tous ses groupes
d’arétes finis et de groupe fondamental G. Posons nr le cardinal mazimum des groupes
d’arétes de I'. Supposons de plus que chaque groupe de sommets soit co-hopfien et au
plus & un bout. Alors on a :

G est co-hopfien si et seulement si ¥n < np, Ye € E(T) tel que |Ge| = n, alors
diam(Fiz,(Ge)) fini.

Ce résultat donne en particulier une caractérisation des groupes virtuellements libres
co-hopfiens. On donnera aussi une équivalence algébrique a ce résultat avec des condi-
tions sur les normalisateurs des groupes d’arétes. Ces conditions pourront alors se rendre
complétement algorithmiques dans la classe des groupes hyperboliques. On étudiera par
conséquent la propriété co-hopf dans le cas des groupes hyperboliques & un bout, afin
d’utiliser le théoréme précédent et de pouvoir caractériser les groupes hyperboliques co-
hopfiens. On généralisera alors le résultat de Z.Sela dans le cas sans torsion, des groupes
hyperboliques non élémentaires librement indécomposables, au cas avec torsion. On uti-
lisera pour cela les scindements JSJ de B. Bowditch des groupes hyperboliques & un
bout au-dessus de groupes virtuellement cycliques. Nous montrons ainsi que tout groupe
hyperbolique & un bout est co-hopfien.

Nous terminons avec un algorithme général décidant, étant donné un groupe hyperbo-
lique, si ce groupe est co-hopfien ou non.
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1 Introduction

Propriété co-Hopf

Un groupe G est dit co-hopfien si tout endomorphisme injectif ¢ : G — G est un
automorphisme. Les groupes finis sont ainsi co-hopfiens et les groupes cycliques infinis ne
le sont pas. On a aussi le résultat suivant : un produit libre de groupes non triviaux n’est
jamais co-hopfien. En effet si G = A B, prenons ¢ = byag avec ag € A\ {1} et by € B\ {1}.
Posons 'endomorphisme injectif

v: GG — G
acA — a
be B +— c¢bc!

[’application ¢ est alors non surjective car aucun élément non trivial de B admet un anté-
cédent par .

En particulier les groupes libres ne sont pas co-hopfiens. Cependant dans le cas des groupes
virtuellement libres, la question reste plus subtile. Il existe en effet des produits amalgamés
qui sont co-hopfiens.

Exemple 1.0.2. Prenons le groupe G = A x B un amalgame réduit, ou A et B sont des

groupes finis avec C' sous-groupe propre de A et B et tel que le normalisateur Ng(C) de C
dans G soit égal a C. Soit ¢ un endomorphisme injectif de G, son image ©(G) agit sur l’arbre
de Bass-Serre T correspondant au produit amalgamé de G. La lecteur pourra se reporter a
la section 2.1. Les groupes A et B étant finis, les images p(A) et p(B) fizent au moins un
sommet de Uarbre T d’apreés le lemme de Serre. Le sous-groupe C étant propre dans A et
B, les groupes p(A) et o(B) fizent alors respectivement un unique sommet de T'. Ces deuz
sommets sont de plus distincts par injectivité de ¢. L’image p(C) fize alors le chemin de
T reliant ces deur sommets. Cependant la condition Ng(C') = C impose que le chemin fixé
par o(C) soit de longueur au plus un. Quitte a un prendre une puissance de p, p(A) est
un sous-groupe d’un conjugué de A, donc p(A) = gAg™' avec g € G car A est fini. De
méme on a o(B) = gBg~' pour le méme conjuguant g car o(C) ne fize qu’une seule aréte.
L’application ¢ composée par l'automorphisme intérieur de la conjugaison par g envoie A
sur A et B sur B. Cette application est donc un automorphisme de G, donc ¢ également.
Un tel groupe est donc co-hopfien.

Un groupe qui illustre notre premier exemple est le groupe S3 X Sz ou Sz est le groupe

2

des permutations de {1,2,3}. Nous donnerons dans l'exemple 3.4.5 des critéres pratiques
permettant de construire "a la main" des groupes co-hopfiens.

Un des objectifs de cette thése est donc de caractériser les groupes virtuellements libres co-
hopfiens. Cela permettra une généralisation aux groupes fondamentaux de certains graphes
de groupes ayant leurs groupes d’arétes finis.

Soit I' un graphe de groupes fini et réduit ayant tous ses groupes d’arétes finis. Si 1" est
I'arbre de Bass-Serre correspondant a I' et e une aréte de I', on note Fizr(G.) le sous-arbre
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de T fixé point par point par le stabilisateur d’un choix de relevé de I'aréte e dans 7. On
notera diam(Fizy(G.)) le diamétre de ce sous-arbre. Si v est un sommet de T', le groupe de
sommet G, sera dit I'-monomorphiquement elliptique si pour tout endomorphisme injectif
v : G — G, alors ¢(G,) fixe un sommet de 7. On donne alors la caractérisation suivante,
dans le cas particulier o tous les groupes d’arétes sont de méme cardinal, reliant la propriété
co-Hopf avec une condition géométrique dans 'arbre 7.

Théoréme 1.0.3. Soit I' un graphe de groupes réduit et fini, dont tous les groupes d’arétes
sont finis et de méme cardinal, et G son groupe fondamental.

Supposons que Yv € V(I'), G, co-hopfien et I'-monomorphiquement elliptique.

Alors : G est co-hopfien si et seulement si Ve € E(L'), diam(Fizr(G.)) est fini.

Contrairement a nos premiéres convictions, ’équivalence donnée au théoréme 1.0.3 est
fausse dans le cas d’un graphe de groupes ayant tous ses groupes d’arétes finis, mais pas
forcément de méme cardinal. En effet le groupe 53;5 Sy X Sy, ol les groupes symétriques S

2 3

et S3 sont plongés canoniquement, est co-hopfien avec pourtant diam(Fizr(S2)) infini.
[’idée est alors de procéder a des écrasements successifs du graphe de groupes, sans en
changer son groupe fondamental. On notera ainsi I',, le graphe obtenu a partir de I' aprés
écrasement de ses arétes pour lesquelles le cardinal du groupe d’aréte est strictement su-
périeur a n. On notera T,, I'arbre de Bass-Serre correspondant au graphe écrasé I',. Nous
donnons alors le théoreme de caractérisation globale suivant, généralisant ainsi le théoréme
1.0.3.

Théoréme 1.0.4. Soit I' un graphe de groupes fini et réduit avec tous ses groupes d’arétes
finis et de groupe fondamental G. Posons nr le cardinal mazimum des groupes d’arétes de
I. Supposons que Vv € V(I'), on a : G, co-hopfien et au plus & un bout.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. G est co-hopfien.
2. ¥n < nr, Ve € E(T) tel que |Ge| = n, alors diam(Fizr, (G.)) fini.

Ce résultat donne en particulier une caractérisation des groupes virtuellement libres co-

hopfiens. En effet P. Scott et T. Wall montrent dans [SW79| que les groupes virtuellement
libres sont des groupes fondamentaux de graphes de groupes dont les groupes de sommets
sont tous finis, vérifiant ainsi les hypothéses du théoréme 1.0.4.
Cependant si I'on veut rendre la chose algorithmique, vérifier ’assertion 2 de ce théoréme
n’est pas chose aisée. Si on note I', le graphe obtenu aprés écrasement de toutes les arétes de
[' différentes de 'aréte e, . et iz les plongements du groupe d’aréte G. dans les groupes de
sommets adjacents, on montre I’équivalence du théoréme 1.0.4 avec la condition algébrique
suivante :

Théoréme 1.0.5. Soit ' un graphe de groupes fini et réduit avec tous ses groupes d’arétes
finis et de groupe fondamental G. Posons nr le cardinal maximum des groupes d’arétes de
L. Supposons que Vv € V(I'), on a : G, co-hopfien et au plus a un bout.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :



1. G est co-hopfien.

2. Ve € BE(D),
e 5i I, est I'amalgame AG* B alors : N(iz(G.)) = is(Ge) ou Np(i(Ge)) = i(Ge).
) eti

o SiI'. est l'extension HNN A b alors : 1(Ge
Na(te(Ge)) = ic(Ge) ou Nai (Ge)) = 1a(Ge).

e(Ge) sont non conjugués dans A et

[’avantage de cette assertion 2 est qu’elle raméne 1’étude de la condition co-Hopf a

un calcul des normalisateurs de groupes finis. La chose peut se rendre alors complétement
algorithmique dans certaines classes de groupes, en particulier dans celle des groupes hyper-
boliques.
Z. Sela et E. Rips donnent dans [RS94| un des premiers résultats sur la condition co-Hopf
dans la classe des groupes hyperboliques. Ils montrent que tout groupe hyperbolique rigide,
c’est a dire n’admettant aucun scindement au-dessus de groupes virtuellement cycliques, est
co-hopfien. Puis Sela généralise ce résultat dans [Sel97|, en montrant le théoréme suivant :

Théoréme 1.0.6 (Z. Sela). Soit G un groupe hyperbolique non élémentaire et sans torsion.
Alors G est co-hopfien si et seulement si G est librement indécomposable.

Afin de pouvoir utiliser le théoréme 1.0.5, il nous faut généraliser ce théoréme de Sela
dans le cas avec torsion. On montre alors le résultat suivant :

Théoréme 1.0.7. Tout groupe hyperbolique a un bout est co-hopfien.

Nous terminons alors cette thése avec le théoréme général suivant dans la classe des
groupes hyperboliques.

Théoréme 1.0.8. Il existe un algorithme qui, étant donné un groupe hyperbolique, décide si
ce groupe est co-hopfien ou non.

Il existe une notion duale & celle de groupe co-hopfien que nous n’aborderons pas ici, celle
de groupe hopfien. Un groupe est dit hopfien si tout endomorphisme surjectif de ce groupe
est un automorphisme. Un résultat connu de Malcev est que tout groupe de type fini et
résiduellement fini est un groupe hopfien. Il montre en particulier que tout sous-groupe de
type fini du groupe linéaire est hopfien. Les groupes libres sont alors hopfiens, contrairement
a la condition co-Hopf. Dans la classe des groupes hyperboliques, Sela montre dans [Sel99]
qu’en absence de torsion, ces groupes sont hopfiens. Il est actuellement difficile de trouver un
exemple de groupe hyperbolique non résiduellement fini. Il serait donc intéressant de savoir
si tous les groupes hyperboliques sont hopfiens.

Géométrie des groupes

Faisons maintenant quelques rappels des théories utilisées ainsi qu’un tour d’horizon du
contexte historique dans lesquelles elles se situent. Au début du vingtiéme siécle, H. Poin-
caré développe un nouvel outil : le groupe fondamental. Ainsi de nombreux problémes de
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topologie peuvent se traduire sous forme de problémes de théorie des groupes. A I'inverse, les
groupes de type fini ont connu un réel essor a partir du moment ot on a cessé de les consi-
dérer uniquement comme des objets algébriques. Une nouvelle vision possible de ces groupes
est topologique et géométrique a travers les graphes de Cayley. C’est certainement avec les
méthodes données par Max Dehn pour résoudre le probléme du mot, reliant combinatoire
des groupes et géométrie hyperbolique, que se développa une nouvelle branche mathématique
qui se révelera extrémement féconde : la géométrie des groupes.

Si G est un groupe de type fini et S un ensemble fini de générateurs de G alors on peut
définir le graphe de Cayley de G associé a S, noté Cayg(.S), de la maniére suivante : c’est
un complexe simplicial de dimension 1 dont les sommets sont les éléments de G, et tel que
deux sommets x et y sont reliés par une aréte s’il existe un élément s de S tel que y = xs.
On peut alors définir une métrique sur les sommets du graphe comme étant le plus court
chemin dans le graphe les reliant. Cela correspond au nombre minimum d’éléments de S qui
multiplié & un sommet de Cays(S) correspond & Pautre sommet en tant qu’élément de G.
Cette métrique est définie comme la métrique du mot sur G associée au systéme de géné-
rateurs S. On peut étendre cette métrique a tout le graphe en considérant chaque aréte de
Cays(S) comme isométrique a un intervalle fermé de longueur 1.

Le graphe de Cayley de G devient ainsi un espace métrique géodésique propre dans lequel le
groupe G est plongé isométriquement. De plus G agit a gauche par isométries sur Cayq(S).
Maintenant que I'on peut étudier un groupe de type fini en tant qu’espace métrique géodé-
sique a travers son graphe de Cayley, de nombreux résultats géométriques sont utilisables,
notamment dans une classe d’espaces métriques géodésiques capitale en mathématiques :
celle des espaces hyperboliques. Il s’agit d’espaces métriques dans lesquels tout triangle géo-
désique est d-fin, dans un sens que 'on précisera a la définition 4.1.1, pour une constante
0= 0.

Un défaut reste cependant, le graphe de Cayley d’un groupe ainsi que la métrique du mot
associée dépend du choix d’un systéme de générateurs du groupe. A chaque systéme fini de
générateurs d’'un groupe correspond donc une forme différente au niveau du graphe de Cay-
ley, mais cette forme n’est pas si différente "vue de loin". La notion qui permet de capturer
des propriétés a grande distance et qui permettra de considérer deux graphes de Cayley d’un
groupe associés a deux systémes de générateurs différents comme étant équivalents est la
quasi-isométrie.

Définition 1.0.9. Soient (X,d) et (X', d') deux espaces métriques.
Une application f : (X,d) — (X', d) est une quasi-isométrie s’il existe A > 0, >0 et C >0
tels que :

Yoy € X, ydle,y) = e <df(), f1) S M(wy) + o

et siVy € X',3x € X tel que d'(y, f(x)) < C.

Les espaces X et X' sont dits alors quasi-isométriques.

La quasi-isométrie est en fait une relation d’équivalence entre les espaces métriques.
Deux espaces métriques bornés sont donc par exemples quasi-isométriques, ce qui a pour
conséquence que tous les groupes finis sont quasi-isométriques entre eux. Il existe un autre
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invariant par quasi-isométrie qui est capital en géométrie des groupes : la notion de bouts d’un
groupe. Le nombre de bouts d’un groupe de type fini est défini comme la borne supérieure
du nombre de composantes connexes non bornées du complémentaire de tout compact d’un
graphe de Cayley du groupe. Un groupe de type fini posséde en fait 0, 1, 2 ou une infinité de
bouts. Le premier cas correspond aux groupes finis et le troisiéme aux groupes virtuellement
cycliques. Le théoréme de Stallings montre qu’un groupe posséde une infinité de bouts si et
seulement s’il se scinde au-dessus d’un sous-groupe fini dont I'indice dans 'un des facteurs
est au moins trois. Beaucoup d’autres propriétés algébriques ou géométriques des groupes de
type fini comme étre de présentation finie, étre virtuellement abélien sont aussi invariantes
par quasi-isométrie, ce qui en fait un invariant plus souple que l'isomorphisme.

Le théoréme suivant est un résultat de Swarc qui fut redécouvert par J. Milnor plus tard. Il
permet de relier action de groupe et quasi-isométrie :

Théoréme 1.0.10 (Swarc-Milnor). Soit G un groupe agissant proprement discontiniment,
de maniére cocompacte et par isométries sur un espace métrique géodésique propre (X, d).
Alors G est de type fini. De plus G, muni de la métrique du mot associé a un quelconque
systeme fini de générateurs, et X sont des espaces quasi-isométriques.

Il existe un autre invariant par quasi-isomeétrie qui réunit beaucoup de propriétés et qui
est d’une grande richesse : il s’agit de I’hyperbolicité d’un groupe, notion développée par M.
Gromov dans l'article novateur [Gro87|.

Groupes hyperboliques

Un groupe de type fini G est dit hyperbolique au sens de Gromov, s’il existe 0 > 0 et
un systéme fini de générateurs S de G tel que son graphe de Cayley associé Cayq(S) soit
d-hyperbolique (voir définition 4.1.1) en tant qu’espace métrique géodésique pour la métrique
du mot associée a S. En fait on montre qu’étre hyperbolique pour un groupe ne dépend en
aucun cas du choix d’'un systéme fini de générateurs. En effet '’hyperbolicité d’un espace
métrique géodésique est aussi un invariant par quasi-isométrie. Ainsi si S et S’ sont deux
systémes finis de générateurs d’un groupe G et qu’il existe § > 0 tel que Cays(S) soit o-
hyperbolique alors il existe ' > 0 tel que le graphe de Cayley Cayg(S’) soit §’-hyperbolique.
Les premiers exemples de groupes hyperboliques sont les groupes finis car leurs graphes de
Cayley sont des espaces bornés, ainsi que les groupes libres car leurs graphes de Cayley sont
des arbres et donc des espaces 0-hyperboliques. La principale source d’exemples de groupes
hyperboliques est donnée a ’aide du théoréeme 1.0.10. En effet, tout groupe agissant pro-
prement discontintiment, de maniére cocompacte et par isométries sur un espace métrique
hyperbolique propre est par conséquent un groupe hyperbolique. L’espace hyperbolique de
prédilection sur lequel on regarde des actions de groupes est le demi-plan de Poincaré, ce
qui nous donne le résultat suivant : le groupe fondamental d’une surface compacte de genre
au moins deux est un groupe hyperbolique. Résultat que I'on peut généraliser aux groupes
fondamentaux de variétés riemanniennes compactes a courbure négative dont le revétement
universel est 1’espace hyperbolique de dimension n, noté H". On obtient aussi comme consé-
quence du théoréme 1.0.10 que tout sous-groupe d’indice fini ainsi que toute extension finie
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d’un groupe hyperbolique est aussi hyperbolique. Il en résulte par exemple que les groupes
virtuellement cycliques et les groupes virtuellement libres sont aussi des groupes hyperbo-
liques.

Scindements JSJ

Pour pouvoir maintenant déterminer parmi les groupes hyperboliques ceux qui sont co-
hopfiens, nous utiliserons la théorie des scindements JSJ d’un groupe car elle permet de
mieux comprendre les scindements d’un groupe au-dessus d’une classe de sous-groupes don-
née. La théorie des scindements JSJ fut initié par Jaco-Shalen et Johannson dans le cadre
des variétés fermées de dimension 3. Ces idées furent ensuite appliquées dans le cas des
groupes de présentation finie par Kropholler pour les groupes a dualité de Poincaré et par
Sela pour les groupes hyperboliques sans torsion.

Pour cela, on définit une relation d’ordre partiel sur les arbres simpliciaux munis d’une ac-
tion minimale d’un méme groupe G. Cette relation est la domination, au sens ot un arbre
T domine un arbre 7" §’il existe une application G-équivariante f : T — T, ou de maniére
équivalente si tout sous-groupe de G elliptique dans T et aussi elliptique dans 7”.

On se fixe alors une classe A de sous-groupes de G stable par passage au sous-groupe et par
conjugaison et on ne considére que des scindements de GG dont les groupes d’arétes sont dans
A. On parle alors de scindement au-dessus de A et 'arbre de Bass-Serre correspondant est
un A-arbre. En utilisant les définitions de V. Guirardel et G. Levitt dans |[GL09|, on peut
donner une définition générale d’un scindement JS.J par une propriété universelle :

Définition 1.0.11. Un scindement JSJ de G au-dessus de A est un A-arbre T tel que :

o 1" est universellement elliptique, au sens ou ses stabilisateurs d’arétes sont elliptiques dans
tout A-arbre.

o T domine tout A-arbre universellement elliptique.

Ce scindement n’est en général pas unique. Lorsqu’il en existe un, I’ensemble des scinde-
ments J.SJ forme alors un objet, appelé espace de déformation JS.J.
Cet espace de déformation peut étre aussi relié & un complexe simplicial, généralisant ainsi
I'outre espace de Culler-Vogtmann pour les groupes libres. Guirardel et Levitt ont montré
dans |GLO7b| qu'un espace de déformation est contractile. De plus le groupe des automor-
phismes extérieurs Out(G) agit sur cet espace, ce qui permet d’obtenir des informations
de nature cohomologique sur Out(G). On pourra pour cela consulter [GLO7Tb|. L’espace de
déformation JSJ peut ne pas exister. Son existence pour une certaine classe de groupes est

une conséquence du théoréme d’accessibilité de Dunwoody, elle est montrée par Guirardel et
Levitt dans [GL09|.

Théoréme 1.0.12 (Guirardel-Levitt). Soit G un groupe de présentation finie et A une
classe de sous-groupes de G stable par passage au sous-groupe et par conjugaison.
Alors Uespace de déformation JSJ de G au-dessus de A existe.

Il existe des situations particuliéres ot I’on peut construire un arbre canonique de 1’espace
de déformation JSJ de G. Cet arbre est alors un point fixe de I'action de Out(G) sur I'espace
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de déformation. C’est le cas des scindements des groupes hyperboliques & un bout au-dessus
des groupes virtuellement cycliques de B.H. Bowditch. Dans [Bow98], Bowditch construit
un scindement JSJ a partir de la topologie du bord du groupe. Il obtient alors le résultat
suivant.

Théoréme 1.0.13 (B.H. Bowditch). Soit G un groupe hyperbolique a un bout et A la classe
des sous-groupes virtuellement cycliques de G.

1l existe un arbre JSJ, noté S, de G au-dessus de A.

De plus les sommets de S sont de trois types selon leurs stabilisateurs :

e [e type élémentaire, dont le stabilisateur est un groupe virtuellement cyclique maximal.
Ce sommet est de valence finie dans S.

e le type surface, dont le stabilisateur est isomorphe a un groupe fuchsien convexe cocom-
pact, induisant une bijection entre les stabilisateurs des arétes adjacentes a ce sommet et les
stabilisateurs des composantes de bord du coeur conveze du groupe fuchsien.(La définition de
groupe fuchsien utilisée par Bowditch est non standard, voir définition 4.2.2).

e e type rigide, dont le stabilisateur est un groupe non élémentaire universellement ellip-
tique.

Les sommets adjacents de S ne sont jamais du méme type. Si un sommet de S est de valence
2, alors ses deux sommets adjacents sont de type rigide.

S1 S est réduit a un sommet alors G est un groupe fuchsien cocompact ou un groupe rigide
au sens ot il n’‘admet aucun scindement au-dessus de groupes virtuellement cycliques.
Enfin cette décomposition est canonique au sens ot : Vo € Aut(G),3h, : S — S automor-
phisme tel que Vg € G,Vx € S, on a : ho(gz) = a(g)ha(z).

L’arbre S est alors invariant par tout automorphisme de G.

Sela montre dans [Sel97| existence d’un scindement JS.J au-dessus de groupes cycliques
des groupes hyperboliques librement indécomposables sans torsion. Il utilise ensuite ce scin-
dement afin de montrer le théoréme 1.0.6. Dans le cas avec torsion, la bonne généralisation
du scindement JSJ de Sela est alors celui de Bowditch avec le théoréme 1.0.13. Nous utili-
serons donc fortement ce théoréme, tout en s’inspirant des idées de Sela, afin de montrer le
théoréme 1.0.7.

Les scindements J.S.J ont permis aussi de mieux comprendre le groupe d’automorphismes
d’un groupe hyperbolique. Dans le cas des groupes hyperboliques a un bout, si G se scinde
au-dessus d’un sous-groupe virtuellement cyclique de centre infini et maximal pour I'inclusion
alors les facteurs (ou le facteur dans le cas d'une H N N) du scindement ne sont pas du type
élémentaire d’apreés le théoréme 1.0.13. Le centre de ces groupes est alors fini, résultat que
I’on montrera a la proposition 4.1.14. Ceci permet alors de construire un twist de Dehn
de G d’ordre infini, garantissant ainsi que le groupe Out(G) est infini. F. Dahmani et V.
Guirardel montrent dans [DG11| avec leur critére de rigidité que la réciproque reste vraie
pour les groupes hyperboliques & un bout. Le cas sans torsion était déja connu en utilisant
un argument de Bestvina-Paulin ainsi que la théorie de Rips.

Si le groupe G posséde une infinité de bouts, alors le cas sans torsion implique que Out(G)
est infini. Mais en présence de torsion, les choses sont plus difficiles. On pourra consulter M.
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R. Pettet dans [Pet97] pour une caractérisation de la finitude du groupe des automorphismes
extérieurs dans la classe des groupes virtuellement libres.

Enfin Guirardel et Levitt donnent dans [GL12| une caractérisation pour tous les groupes
hyperboliques. En utilisant le JS.J de Bowditch, ils notent un sous-groupe Z,,., comme
étant un sous-groupe virtuellement cyclique de centre infini et maximal pour I'inclusion. Ils
montrent alors, généralisant ainsi le critére de rigidité de Dahmani-Guirardel, le résultat
suivant :

Théoréme 1.0.14 (V. Guirardel et G. Levitt). Soit G un groupe hyperbolique, alors Out(G)
est infini si et seulement s’il existe un scindement non trivial de G au-dessus d’un sous-groupe
Zmax .

Problémes algorithmiques

D’apres Stallings, si un groupe posséde au moins deux bouts alors il se scinde au-dessus
d’un groupe fini. On peut ainsi vouloir faire un scindement maximal des groupes hyperbo-
liques au-dessus de groupes finis jusqu’a l'obtention de facteurs indécomposables, et au plus
a un bout d’aprés Stallings. Se pose alors le probléme de savoir si cette décomposition se ter-
mine en un nombre fini d’étapes. Il s’agit de la notion d’accessibilité d’un groupe, probléme
soulevé en premier par C.T.C. Wall. Dans [SW79], P.Scott et Wall montrent en utilisant le
théoréme de Stallings, qu'un groupe est accessible §’il est le groupe fondamental d’un graphe
de groupes fini avec tous ses groupes d’arétes finis et ses groupes de sommets au plus & un
bout.

Ils énoncent alors la conjecture suivante : tout groupe de type fini est accessible.

Le cas sans torsion est montré avec le théoréme de Grushko, et Scott et Wall montrent que
cela reste vrai dans le cas de groupes virtuellement libres. P.A. Linnell montre dans [Lin83]
que si un groupe de type fini a tous ses sous-groupes finis d’ordre borné alors il est accessible.
M.J. Dunwoody donne aussi dans [Dun85| une réponse affirmative dans la classe de groupes
suivante :

Théoréme 1.0.15 (M.J. Dunwoody). Tout groupe de présentation finie est accessible.

Dunwoody montre cependant que la conjecture énoncée est fausse en donnant dans
[Dun93| un exemple de groupe de type fini non accessible.
Puisque les groupes hyperboliques ont un nombre fini de classes de conjugaison de sous-
groupes finis et sont par ailleurs de présentation finie, ils vérifient les conditions de Linnell
et Dunwooody. Ces groupes sont par conséquent, accessibles.
Ainsi étant donné un scindement d’un groupe hyperbolique au-dessus de sous-groupes finis
ayant tous ses facteurs au plus & un bout, on peut, suite au théoréme 1.0.7, déterminer si ce
groupe est co-hopfien en utilisant le théoréme de caractérisation globale 1.0.5.
Les problémes sont les suivants : comment peut-on obtenir un tel scindement effectif d’un
groupe hyperbolique? Sommes nous en mesure de calculer les normalisateurs des groupes
d’arétes de ce scindement ? Ces questions sont difficiles en général, mais heureusement les
réponses sont positives dans la classe des groupes hyperboliques. En fait ces solutions sont
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algorithmiques.

Il existe un algorithme qui, étant donné un groupe hyperbolique, permet d’obtenir un graphe
de groupes fini avec ses groupes d’arétes finis et ses groupes de sommets au plus & un bout.
Un tel graphe de groupes est appelé graphe de Stallings-Dunwoody. C’est V. Gerasimov qui
donna, dans les années 90, les idées permettant d’obtenir un tel graphe, notamment en don-
nant un algorithme permettant de calculer le nombre de bouts d’un groupe hyperbolique.
Malheureusement, ses idées ne furent jamais publiées. F. Dahmani et D. Groves ont alors
utilisé ses idées pour les généraliser aux groupes relativement hyperboliques. On trouve ainsi
dans [DGO8b], un algorithme qui, étant donné une présentation finie d'un groupe hyperbo-
lique, permet d’obtenir un graphe de groupes de Stallings-Dunwoody de ce groupe.

Il existe aussi un algorithme qui calcule un ensemble de générateurs du centralisateur et du
normalisateur d’un sous-groupe fini d'un groupe hyperbolique. La chose est rendue possible
grace a la géométrie du groupe et au fait que le probléme du mot et celui de la conjugai-
son sont résolubles dans la classe des groupes hyperboliques. Les problémes algorithmiques
posés par M. Dehn en 1912 sont en effet a 'origine d’avancées trés fructueuses. Il s’agit
du probléme du mot, du probléme de conjugaison et enfin du probléme d’isomorphie. Ces
problémes demandent respectivement une méthode pour savoir en un nombre fini d’étapes,
si un élément donné comme produit de générateurs est I’élément neutre, si deux éléments
donnés sont conjugués entre eux et enfin si deux groupes donnés sont isomorphes.

Dehn résoud le proléme du mot pour les groupes fondamentaux de surfaces fermées orien-
tables. I’algorithme de résolution qu’il décrit sera ensuite réutilisé par M. Gromov. Ce dernier
montre alors que les groupes hyperboliques sont précisément les groupes de présentation finie
pour lesquels il existe une présentation dans laquelle I’algorithme de Dehn résoud le probléme
du mot.

En 1950, Boone et Novikov montrent 1'existence d’un groupe de présentation finie pour le-
quel le probléme du mot n’est pas résoluble. Ce genre d’exemple fait office de groupe trés
sophistiqué car en réalité le probléme du mot et de conjugaison sont résolubles dans beau-
coup de classes de groupes. Par contre le probléme d’isomorphie est non résoluble dans des
classes de groupes beaucoup plus naturelles. Z. Sela apporta une avancée trés importante
sur cette question, en montrant que le probléme d’isomorphie est résoluble dans la classe
des groupes hyperboliques rigides sans torsion. Il le généralisa ensuite aux groupes hyper-
boliques sans torsion. F. Dahmani et D. Groves se sont ensuite inspirés de ses travaux en
simplifiant 'argument pour I'adapter aux groupes hyperboliques sans torsion ainsi qu’aux
groupes relativement hyperboliques toriques dans [DG08a|. Enfin F. Dahmani et V. Guirar-
del donnent dans [DG11| une solution générale au probléme d’isomorphie dans la classe des
groupes hyperboliques.

Plan de la thése

e Dans le deuxiéme chapitre, nous faisons des rappels sur la théorie de Bass-Serre.
Nous définissons alors ce qu’est un graphe de groupes, qui est ’objet central de notre étude.
Nous rappelons les différentes définitions équivalentes du groupe fondamental d’un graphe de
groupes. Puis nous donnons le théoréme de structure de Serre qui décrit 'action du groupe
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fondamental d’un graphe de groupes sur un arbre 7' représentant le revétement universel
de ce graphe. Nous donnons aussi comme exemples, les deux cas de graphe de groupes a
une aréte, représentant les deux scindements élémentaires possibles d’un groupe a savoir le
produit amalgamé et 'extension HNN.

Dans une autre section de ce chapitre, nous rappelons les deux types d’isométries d’un arbre,
qui sont les isométries elliptiques et hyperboliques. Nous rappelons aussi sous quelles hypo-
théses un groupe agissant sur un arbre est elliptique au sens ot il fixe au moins un sommet
de 'arbre.

Enfin nous donnons les principales notations utilisées dans ce texte.

e Dans le troisiéme chapitre, nous analysons la propriété co-Hopf pour des graphes de
groupes dont les groupes d’arétes sont finis.
Dans une premiére section, nous définissons un objet géométrique qui sera la clé dans la
caractérisation co-Hopf, & savoir le sous-arbre connexe de I'arbre 1" fixé point par point par
un groupe d’aréte. Nous donnerons alors plusieurs conditions équivalentes pour que ce sous-
arbre soit de diamétre infini. Dans le cas particulier des produits amalgamés et des extensions
HNN, on précisera que ce diameétre est infini si et seulement si certaines conditions sur les
normalisateurs du groupe d’aréte sont vérifiées.
Dans une deuxiéme section, en utilisant la notion de mot réduit dans le cas des amalgames et
des extensions HNN, on montre un premier résultat de caractérisation, a savoir une condition
nécessaire pour que le groupe fondamental d’un graphe de groupe avec groupes d’arétes finis
soit co-hopfien :

Théoréme 1.0.16. Soit I' un graphe de groupes fini et réduit avec ses groupes d’arétes de
cardinal fini. Supposons qu’il existe une aréte e du graphe I' telle que son groupe G. soit de
cardinal mazimum parmi les groupes d’arétes, avec la condition diam(Fixr(G.)) = +00.
Alors le groupe fondamental de I' est non co-hopfien.

Dans la troisiéme section, nous limitons notre étude au cas des graphes de groupes avec
les groupes d’arétes finis et tous de méme cardinal, pour donner une condition suffisante
suite au résultat précédent. Ainsi, avec davantage d’hypothéses sur les groupes de sommets
du graphe de groupes, nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 1.0.17. Soit I un graphe de groupes réduit et fini, dont tous les groupes d’arétes
sont finis et de méme cardinal, et G son groupe fondamental.

Supposons que Yv € V(I'), on a : G, co-hopfien et I'-monomorphiquement elliptique.
Supposons que Ve € E(T), on a : Fixr(G.) de diamétre fini.

Alors G est co-hopfien.

On donne alors dans la quatriéme section, en utilisant les théorémes 1.0.16 et 1.0.17,
I’equivalence du théoréme 1.0.3. On pourra ainsi donner des exemples simples de groupes
co-hopfiens se scindant au-dessus de groupes finis.

Enfin dans la derniére section du chapitre 3, on se replace dans le cas général ou le graphe
de groupes a tous ses groupes d’arétes finis, pour démontrer le théoréme de caractérisation
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globale réunissant les théorémes 1.0.4 et 1.0.5.

e Le quatrieme chapitre a pour objectif de caractériser complétement les groupes hyper-
boliques co-hopfiens.
Dans une premiére section, on fera des rappels sur la théorie des groupes hyperboliques. On
y donnera notamment quelques propriétés des groupes virtuellement cycliques.
Dans la deuxiéme section, on étudie les groupes fuchsiens au sens de Bowditch. Il s’agit de
groupes non élémentaires agissant proprement discontiniment par isométries sur 1’espace
hyperbolique de dimension 2. On montre alors le résultat suivant :

Théoréme 1.0.18. Tout groupe fuchsien cocompact est co-hopfien.

Dans la troisiéme section, on introduit le vocabulaire ainsi que les principaux résultats
concernant les décompositions JSJ d’'un groupe. On y définit aussi la notion d’espace de
déformation JSJ. On s’intéressera tout particuliérement au scindement .JSJ de Bowditch
des groupes hyperboliques a un bout.

Le but de la quatriéme section est d’utiliser le JS.J de Bowditch afin d’étudier le groupe
d’automorphismes d’un groupe hyperbolique & un bout. On montrera en particulier que le
groupe modulaire de G défini en 4.4.6 est d’indice fini dans Aut(G), généralisant ainsi un
résultat de Sela au cas avec torsion.

On utilisera, dans la cinquiéme section, le JSJ de Bowditch ainsi que le résultat précédent
afin d’adapter les idées de Sela de [Sel97]| pour pouvoir démontrer le théoréme 1.0.7.

Enfin, dans la derniére section, on abordera la notion de groupe accessible. On utilisera aussi
des algorithmes connus dans le cas des groupes hyperboliques afin de montrer le théoréme
1.0.8.
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2 Préliminaires

2.1 Théorie de Bass-Serre

Nous allons commencer par faire quelques rappels sur les graphes.
Pour cela donnons nous un graphe orienté X qui consiste en la donnée de V(X)) 'ensemble
de ses sommets et F(X) l'ensemble de ses arétes orientées.
On notera Ve € E(X), o(e) l'origine de l'aréte e, t(e) sa terminaison et € son aréte opposée
telles que : e £ €, € = e, o(e) = t(e).
On peut définir un chemin dans le graphe X comme étant une suite d’arétes eq,...,e, de X
telle que t(e;) = o(e;11) pour 1 < i < n — 1. Soit ¢ un tel chemin alors on pose o(c) = o(e;)
et t(c) = t(e,). Le chemin ¢ est dit de longueur n. Un chemin peut étre aussi réduit a un
sommet de X. Dans ce cas, ce chemin est dit de longueur nulle.
Un chemin ¢ est dit réduit si e; # €7 pour 1 < ¢ < n — 1. Il est dit fermé si de plus on a
o(c) = t(e).
Un graphe X est dit connexe si pour tout z,y € V(X), il existe un chemin ¢ de X tel que
o(c) =z et t(c) = v.
Un graphe connexe est un arbre s’il n’admet aucun chemin fermé réduit de longueur stricte-
ment positive.
Soit X un graphe connexe et 7 un sous-graphe de X. On définit 7 comme un arbre maximal
de X si 7 est un arbre contenant tous les sommets de X.
Soit p: X — Y ou X et Y sont des graphes connexes. On a un morphisme de graphes si on

a: p(V(X)) CV(Y) et p(E(X)) C E(Y) avec p(o(e)) = o(p(e)), p(t(e)) = t(p(e)),

p(e) = p(e), Ve € E(X).

Si p est bijectif alors p est un isomorphisme de graphes. Un isomorphisme p qui de plus est
un endomorphisme est alors un automorphisme de graphes.

Si T est un arbre et p un automorphisme de 7" alors p est une inversion s’il existe une aréte

e de T telle que p(e) = e.

Définition 2.1.1. Un graphe de groupes (G, X) est la donnée d’un graphe conneze non vide
X avec :

e pour tout v € V(X), d’un groupe G, dit groupe de sommets.

e pour tout e € E(X), d’un groupe G. dit groupe d’arétes tel que G, = Gs.

o pour tout e € E(X), d’un morphisme injectif i. : Ge = Gye).

Définition 2.1.2. Soit (G, X) un graphe de groupes. Si pour chaque sommet v de X, le
groupe de sommets G, de (G, X) a pour présentation <Sv/Rv>, ou S, est un ensemble de

générateurs et R, de relations, on peut alors définir le groupe de Bass B(G, X) du graphe de
groupes (G, X) de la maniére suivante :

o - -1 — o 1
B(Q,X)—<UE‘L/_J(X)SvUE(X)/ve‘gJ(X)Rv,e—e viz(g) = eic(g)e ,‘v’gEGe,VeEE(X)>

On simplifiera cette présentation avec la notation suivante :

B(G. X) = <v€y(x) G, U E(X) / g=e 1 ic(g) = eic(g)e ", Vg € G, Ve € E(X)>
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Définition 2.1.3. Soit ¢ un chemin de X d’origine vy.

Notons ey, ..., e, les arétes de c et posons v; = t(e;) = o(e;41) pour 1 <i<n—1.

On appelle mot de type ¢ dans B(G, X) tout couple (c,p) ot = (ro,...,7m,) avec r; € G,
pour 0 <7 < n.

Lélément |c, u| = roeiries ... epry, de B(G, X) est dit associé au mot (c, ).

Définition 2.1.4. On peut définir le groupe fondamental d’un graphe de groupes (G, X) de
deux maniéres :

1) Soit vy un sommet de X.

On définit (G, X, v0) = {|c, u| € B(G, X)/o(c) = t(c) = vo}.

C’est le groupe fondamental de (G, X)) en vy.

2) Soit T un arbre mazimal de X.

On définit (G, X,7) = B(G,X),/ «ccn(r)y> 04 < e € E(T) > est le sous-groupe distingué
engendré par les éléments e de E(T).

Soit g. limage de l’élément e du groupe de Bass B(G, X) dans le quotient.

Alors d’aprés la notation de la définition 2.1.2, on a :

_ S R S N -1
(@ X) = (( Y 0 _ U (e} [ oo =0t ielo) = geiclo)ac " Vo € G, Ve € BO\E())

C’est le groupe fondamental de (G, X) en 7.

En fait ces deux définitions du groupe fondamental d’un graphe de groupes sont équiva-
lentes a isomorphisme prés comme le montre J.P. Serre dans [Ser77] :

Proposition 2.1.5. Soient (G, X) un graphe de groupes, vo un sommet de X et T un arbre
mazximal de X.
Alors on a :

m(G, X, v) ~m(G, X, T)

En particulier ces groupes sont indépendants du choizx de vy et de T.

Définition 2.1.6. Soient ¢ un chemin de X d’origine vy et (c, ) un mot de type c.

On dit que (¢, ) est réduit si :

en=0, rg# L.

en =1, r; ¢i.,(Ge,) pour tout indice i tel que e;11 = €.

En particulier, tout mot dont le type est un chemin réduit de longueur strictement positive
est réduit.

On trouve alors dans [Ser77] le résultat suivant :

Théoréme 2.1.7. Soient (G, X) un graphe de groupes et T un arbre mazimal de X .

Si (¢, 1) est un mot réduit alors l’élément |c, p| de B(G,X) est non trivial.

En particulier si (c, ) est un mot réduit avec ¢ un chemin fermé alors l'image de |c, u| dans
(G, X, T) est non trivial.

De méme tout élément non trivial de m (G, X, T) est représenté par un lacet réduit de X .

21



Remarque 2.1.8. On peut définir une longueur d’un mot réduit, notée l, sur les éléments
du groupe de Bass ayant pour type des chemins tous de la méme origine.

Si vy est un sommet fixé de X et (c,p) est un mot réduit avec ¢ d’origine vy alors on
définit la longueur de l’élément associé |c, pu| comme la longueur du chemin ¢ dans X. Ainsi
l(|e, p|) = U(c). De plus cette longueur ne dépend pas du choix du mot réduit.

Définition 2.1.9. Soient T un arbre, X un graphe connexe, p : T — X un morphisme de
graphes et 7 un arbre maximal de X.

(X,7) est un relevement de (X,7) si :

1) X et 7 sont des sous-arbres de T avec 7 C X.

2) chaque aréte de X \ 7 a une extrémité dans V(7). _

3) p induit un isomorphisme de T dans T et une bijection de E(X)\ E(T) dans E(X)\ E(7).

Le théoréme suivant est fondamental car il permet de définir le revétement universel d’un
graphe de groupes ainsi que 'action du groupe fondamental de ce graphe de groupes sur ce
revétement.

Théoréme 2.1.10. Soient (G, X) un graphe de groupes, T un arbre mazimal de X et

G =m (G, X, 1) le groupe fondamental de ce graphe de groupes.

Alors il existe un arbre T munit d’une action sans inversion de G et un morphismep : T — X
qui passe au quotient en un isomorphisme de T'/G vers X . De plus les stabilisateurs des som-
mets et des arétes de T dans G sont les conjugués des groupes de sommets G, v € V(X) et
des groupes d’arétes plongés i.(G.),e € E(X), respectivement, du graphe de groupes (G, X).
De plus il eziste un relevement (X, 7) de (X,7) tel que :

1) siveV(r) et v e V(T) tels que p(v) = v, alors Stabg(v) = G,.

2) sie € BE(X), €€ E(X) tels que t(€) € V(7) et p(¢) = e, alors Stabg(?) = i.(G.).

3) siec E(X), e E(X) tels que t(€) € V(X)\ V(7) et p(é) = e, alors Stabg(€) = iz(G.).
De plus dans les cas 2) et 3), Uélément ¢S, avec € € {1,—1}, envoie lextrémité de € n’ap-
partenant pas a V(T) sur un sommet de T.

Pour plus de détails, le lecteur intéressé pourra consulter la monographie de Serre [Ser77].

Regardons maintenant 3 cas particuliers de graphes de groupes :

Exemple 2.1.11. Supposons que (G, X) est un graphe de groupes trivial, c’est-a-dire que
G, = {1} pour tout v € V(X).

Le groupe de Bass de (G, X) est alors : B(G,X) = <E(X) / e=e ! Vee E(X)>

Ainsi B(G, X)) est isomorphe a un groupe libre de rang |E(A)|, ot A est le graphe corres-
pondant a une orientation du graphe X.
Soit T un arbre mazimal de X, alors d’aprés la définition 2.1.4, on a :

(@ X7)=( _, U, e} [ 9= Ve € BX)\ B()

ec E(X)\E(r

Ainsi m (G, X, T) correspond au groupe fondamental au sens usuel du graphe X. Dans ce cas,
m(G, X, T) est le groupe libre qui admet pour famille génératrice {g./ e € A\ E(7)}.
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Exemple 2.1.12. Supposons que (G, X) est un graphe de groupes a une aréte e avec
v =o(e) # t(e) = w. Ce graphe de groupes admet pour groupe de Bass :

B(G, X) = <GU,Gw,e / ie(g) = eic(g)e ', Vg € Ge>.

X est un arbre mazimal de X, donc d’apres la définition 2.1.4, on a :

(G, X, X) = <GU,Gw / ie(g) = ic(g), Vg € Ge>

Le groupe fondamental m(G, X, X) correspond alors au produit amalgamé de G, et G, au
dessus de G.,.
On a ainsi m (G, X, X) = G, by Goy.

Exemple 2.1.13. Supposons que (G, X) est un graphe de groupes a une aréte e avec
v =o(e) =t(e). Le groupe de Bass de ce graphe de groupes est alors :

B(G,X) = (Gu.e [ izlg) = einlg)e ™ Vg € Ge).
{v} est un arbre mazimal de X, ainsi d’aprés la définition 2.1.4, le groupe fondamental de
(G, X) en {v} est isomorphe & son groupe de Bass. On a donc :

m(G. X, {v}) = (Guvg. [ izlg) = geiclg)g" Vg € G

m(G, X, {v}) correspond alors a lextension HNN de G, au dessus de G. ayant pour lettre
stable ’élément g..
On a ainsi m (G, X, {v}) = Gvcﬂ; :

Enfin il nous reste a définir une notion importante pour la suite, celle de graphe de
groupes réduit.

Définition 2.1.14. Soit (G, X) un graphe de groupes. Ce graphe est dit réduit si pour toute
aréte e de X telle que o(e) # t(e), on a :i.(Ge) & Gyey et ic(Ge) & Goe)-

2.2 TIsométries d’un arbre

On identifiera dans la suite un arbre avec sa réalisation géométrique. Chaque aréte de
larbre est ainsi isométrique & l'intervalle [0, 1]. Si ¢ est un chemin réduit de T, la longueur
de c est alors le nombre d’arétes contenues dans ¢. On peut ainsi définir une métrique d pour
Parbre T'. Si = et y sont deux sommets de 7', on définit alors d(z;y) comme étant la longueur
de la géodésique [z;y] de T. (T; d) est alors un espace métrique. Par commodité de notation,
on notera encore 1T’ cet espace.

Soit g : T'— T un automorphisme de 7', alors g induit une bijection sur les sommets et les
arétes de T'. Si x,y € V(T), alors d(g(x); 9(y)) = d([g(2); 9(y)]) = d(g([z;9])) = d([z;y]) =
d(z;y). Ainsi g est une isométrie de 1" pour cette métrique.

Dorénavant on nommera une isométrie d'un arbre comme un automorphisme de cet arbre.
On dira aussi qu’'un groupe G agit par isométries sur un arbre 7' si chaque élément g de G
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induit une application g : 7" — T étant une isométrie.

On supposera que toutes les actions de groupes sont sans inversion. On peut en effet toujours
se ramener a une action sans inversion, quitte a rajouter les milieux des arétes comme
nouveaux sommets de 'arbre.

Ainsi on ne considérera jamais les inversions d’un arbre en tant qu’isomeétries de cet arbre.
La proposition suivante montre qu’il existe en fait que deux types d’isométries d’'un arbre :

Proposition 2.2.1. Soient T" un arbre et g : T" — T une isométrie de T'.

Posons l(g) = vei‘l/l(fT)d(g(v);v) le déplacement minimal de g et Fixz(g) ’ensemble de ses

points fixes.

Alors nous obtenons l'un des cas suivants :

1) l(g) = 0. Alors Fix(g) est un sous-arbre non vide de T.

g est alors une isométrie elliptique.

2) l(g) > 0. Alors Fixz(g) = 0 et il existe A, C T isoméltrique & une droite, g-invariant sur
lequel g agit par translation de longueur I(g). A, est unique et dit aze de g.

g est alors une isométrie hyperbolique.

Remarque 2.2.2. Soient v un sommet de T et g une isométrie de T'. Alors le milieu de la
géodésique [v; gv] de T est un point particulier. En effet si q est ce milieu alors q € Fiz(g)
st g est elliptique et ¢ € Ay st g est hyperbolique.

Proposition 2.2.3. Soient T un arbre et Ty, ..., T, sous-arbres de T tels que
Vi g, TyNT; #0, alors (N, T; # 0.

Démonstration. Montrons cette propriété par récurrence.

Soit P(n) la propriété : Ti,...,T, sous-arbres de T avec 1 < 4,5 < n, T, NT; # 0 alors
Niz Ti # 0.

e Montrons P(3).

Supposons 71 N1y, N Ty = (.

Par hypothése on a : 71 NTy # (0 et T3 # (), donc 17 NTh et Ty sont deux sous-arbres disjoints
fermés non vides. Ainsi il existe un unique sommet v de 77 N T et un unique sommet w de
Ty tel que la géodésique [v;w] soit le plus court chemin reliant les deux sous-arbres. Ainsi
Ve € Ty NTy et Vo' € T3, on a [v;w] C [x;2']. On a aussi T3 N T3 # ) par hypothése. Soit
y € Ty N T3, alors [v; w] C [v;y]. Or [v;y] est contenue dans T}, ainsi la géodésique [v; w] est
aussi contenue dans T;. De méme TN T3 # () implique que [v; w] est contenue dans T5. Donc
on a [v;w] C Ty N Ty, contradiction. On a donc bien Ty N Ty N T3 # (.

e Soit n > 3, montrons P(n) = P(n + 1).

Soit T, ..., T,11 sous-arbres de T avec 1 < 4,7 <n+1, T,NT; # 0.

Supposons (1, T; = 0.

Par hypotheése de récurrence on a (;_, 7; # (). Posons 7" = (", T;-

On a donc aussi deux sommets uniques v et w avec v # w, v € V(T"), w € V(T,41) tels que
[v; w] réalise la distance la plus courte entre les sous-arbres 7" et T,,;;. Avec un raisonnement
analogue au point précédent, 'hypothése 1 < i < n, T; N T, 41 # 0 implique que [v;w] C T”,
contradiction. Alors la propriété P(n + 1) est vraie. O
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Proposition 2.2.4 (Lemme de Serre). Soient T un arbre et ¢, ..., g, des isométries de cet
arbre tels que pour 1 <1i,j < n, g; et g;g; sont elliptiques. Alors (\;_, Fixz(g;) # 0.

Démonstration. Supposons i # j tels que Fix(g;) N Fix(g;) = 0.

Il existe alors v € Fiz(g;) et w € Fiz(g;) sommets uniques de 7" tels que [v;w] réalise la
distance la plus courte entre les sous-arbres Fixz(g;) et Fiz(g;). On a g;(g;v) = g;v donc
[v; gj(giv)] = [v; g;v]. Soit g le milieu de la géodésique [v; g;v], alors d’aprés la remarque 2.2.2
on a q € Fix(g;) N Fixz(gjg;). Ainsi ¢ = g;q = g;9:q et donc g;q¢ = ¢ par injectivité de g;.
Donc g € Fixz(g;) N Fiz(g;), contradiction.

Alors Vi # j, Fiz(g;) N Fiz(g;) # 0. D’aprés la proposition 2.2.3, on a (\;_, Fiz(g;) # 0. O

Corollaire 2.2.5. Soit G un groupe fini agissant par isométries sur un arbre T. Alors G
fize au moins un sommet de T.

Démonstration. Supposons G fini, alors GG ne contient aucune isométrie hyperbolique car
ces éléments sont d’ordre infini. Par conséquent, tous les éléments de GG sont des isométries

elliptiques de T'. Alors d’aprés la proposition 2.2.4, on a () Fiz(g) # 0. Le groupe G fixe
geG
alors dans T cette intersection non vide. ]

En fait ce corollaire découle de la propriété plus générale suivante :

Proposition 2.2.6. Soit G un groupe agissant par isométries sur un arbre T. Si G posséde
une orbite bornée dans T alors G fize au moins un sommet de T.

Démonstration. Supposons qu’il existe v sommet de 1" tel que son orbite Gv soit bornée dans
T. Alors G ne posséde que des isométries elliptiques car s’il existe une isométrie hyperbolique
g de G alors {¢g"v/n € Z} serait non borné dans 7.

Soit K I’enveloppe convexe dans T' des sommets de I'orbite Gv. Puisque Gv est bornée dans
T alors K est un sous-arbre de diamétre fini de T

Soient a,b deux sommets extrémités de K réalisant la plus grande géodésique [a;b] de K.
Posons {([a; b]) = diam(K) =n > 0. Soit g le milieu de la géodésique [a; b].

Supposons qu’il existe g € G tel que gq = ¢’ # q. Les sommets a et b sont dans l'orbite de
v, il en est donc de méme pour les images ga = a’ et gb = b'. Ainsi a’ et I’ sont des sommets
de K et donc g([a;b]) = [a/; 1] est contenu dans K par convexité de K. Les milieux ¢ et ¢/,
qui sont les milieux respectifs de [a; b] et [a; b'] sont aussi dans K.

D’aprés la remarque 2.2.2, si x est le milieu de [g; ¢'] alors x € Fiz(g) car g est nécessairement
elliptique. De plus ¢, ¢ € K implique [¢;¢'] C K et x € K.

On peut supposer que z ¢ [a; g, quitte & remplacer a par b. Le segment [a; x| N Fiz(g) est
non vide car z appartient a ce segment. Soit 2’ le sommet de [a;z] N Fiz(g) le plus proche
du point ¢, alors g envoie la géodésique [a;q] U [¢; 2] contenue dans K sur la géodésique
[a';¢'] U [¢'; 2] contenue elle aussi dans K. Ces deux géodésiques sont bien distinctes car
q # ¢ par hypothése. Nous obtenons alors la géodésique [a; '] = [a; ¢|U][g; 2']U[2"; ¢'|U[¢; d']
contenue dans K avec [([a;a']) = n + ([¢; ¢']) > n. Contradiction avec diam(K) = n.

Alors tous les éléments de G fixent le point gq. Ce qui termine la démonstration. ]
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Cette propriété n’est pas seulement vraie dans les arbres mais sur des espaces plus géné-
raux, notamment dans les espaces C'AT(0). Pour plus de détails on pourra consulter le livre
de Bridson-Haefliger [BH99].

Définition 2.2.7. Soient T un arbre, ey et es deux arétes orientées de T avec ey # €7.

Les arétes ey et ex sont dites orientées dans le méme sens si on a d(o(eq); 0(ez)) = d(t(e1);t(eq)).
Autrement dit, ces arétes sont orientées dans le méme sens si elles ont la méme orientation
dans la géodésique de T les reliant.

Proposition 2.2.8. Soient G un groupe agissant par isométries sur un arbre T et e, e
deux arétes orientées distinctes de cet arbre.

Si ces arétes sont orientées dans le méme sens alors tout élément de G envoyant ey sur e;
est hyperbolique. De plus ey et es sont contenues dans 'aze de cette isométrie.

Démonstration. Soit g € G tel que ge; = es.

Supposons g elliptique, alors Fixz(g) # (). On a e; # e, donc ey, e5 ¢ Fiz(g) car G agit sans
inversion. Posons v = o(e1) et w = o(ey), alors gv = w. De plus le milieu = de la géodésique
[v;w] est tel que x € Fix(g). Ainsi I'image de la géodésique [v;x] par g est la géodésique
[w; z]. Alors les arétes e; et e; ne sont pas orientées dans le méme sens dans la géodésique
[v; 2] U [x; w] ou é U [v; 2] U [z;w] U ey suivant I'orientation des arétes, ce qui est contraire a
I'hypothése. Ainsi g est une isométrie hyperbolique. Soit A, la géodésique de T" isométrique
a une droite sur laquelle g agit par translation. Si e; ¢ A, alors e; non plus et elles ne sont
pas alors orientées dans le méme sens. Par conséquent e; € Ay, ainsi que ey en tant que
translaté de e;. ]

2.3 Notations

Pour simplifier les notations nous noterons dorénavant un graphe de groupes (G, X) par
[' que 'on identifiera aussi avec le graphe sous-jacent X.
On notera G le groupe fondamental de I" et I" 'arbre de Bass-Serre donné au théoréme 2.1.10
sur lequel agit G avec T/G =T.
On fera aussi I’abus de notation de noter les stabilisateurs de sommets v et d’arétes e de T’
dans G par G, et G, respectivement. Ces groupes correspondent bien au groupes de sommets
et d’arétes de I' si v et e appartiennent au relevé dans T" du choix d’un arbre maximal de
['. Sinon ils représentent un groupe conjugué de respectivement un groupe de sommets et
d’arétes de I'.
Etant donné un groupe A et un sous-groupe B, on notera Z(A) le centre de A, Z4(B) le
centralisateur de B dans A, et Ns(B) le normalisateur de B dans A.
On notera aussi, pour un élément g de G donné, I'automorphisme intérieur i, de G défini
par : i,(x) = grg~', Vo € G. On notera un groupe conjugué A9 pour i,(A) = gAg™".
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3 Graphes de groupes avec groupes d’arétes finis

3.1 Premiéres propriétés

Considérons un groupe de type fini G qui se scinde sur des groupes finis.
On rappelle qu'un scindement d'un groupe G est un isomorphisme entre G et le groupe
fondamental d’un graphe de groupes I'. On peut ainsi voir un scindement de G comme une
action de G sur I'arbre de Bass-Serre 1" du graphe de groupes.
On supposera ainsi dans cette partie que G est le groupe fondamental d’un graphe de groupes
fini et réduit I' et tel que ses groupes d’arétes soient tous finis.

L’objectif de cette partie est de déterminer une équivalence entre le fait que G soit co-
hopfien et une condition géométrique sur I' vue dans I'arbre de Bass-Serre T' sur lequel agit
G. Pour cela il nous faut utiliser certaines techniques de Guirardel-Levitt, a savoir I'arbre
des cylindres |GL11].

Etant donné un arbre 7' fixé, I'idée est de décomposer cet arbre en sous-arbres, appelés cy-
lindres, correspondant a une certaine relation d’équivalence entre les arétes de 7.

Il faut pour cela se fixer une classe £ de sous-groupes de G qui est la classe des groupes
d’arétes autorisés. On demande que &£ soit invariant par conjugaison.

La classe £ que nous utilisons ici est celle des groupes finis de cardinal fixé.

On peut alors définir une relation d’équivalence ~ sur 'ensemble des arétes de T par e ~ ¢
si et seulement si G, = G.

On appelle alors cylindre de T" une classe d’équivalence pour cette relation.

Chaque cylindre est un sous-arbre de T" et deux cylindres s’intersectent en au plus un sommet
de T.

Nous pouvons alors maintenant donner une définition plus générale, qui rejoindra la no-
tion de cylindre dans le cas ou le graphe de groupes a tous ses groupes d’arétes finis et de
méme cardinal.

Définition 3.1.1. Soient I' un graphe de groupes fini, 7 un sous-arbre mazimal, T" I'arbre
de Bass-Serre sur lequel agit le groupe fondamental de T et (I',T) le choiz d’un relévement
de (I',7) dans T.

Si e est une aréte de I' et G, son groupe d’aréte associé, on définit Fizr(G.) comme le
sous-arbre de T fixé point par point par le stabilisateur de l’aréte e relevée de e dans I.

Remarque 3.1.2. Fizp(G.) est un sous-arbre non vide de T' car il contient au moins ['aréte
relevée €. De plus Fixp(G.) est connexe dans T car si Ge fize deur sommets de T alors il
fixe la géodésique point par point les reliant.

Aussi st deux stabilisateurs d’arétes de T' sont conjugués par un élément g € G alors, par
son action sur T, g envoie le sous-arbre fizé par un stabilisateur d’aréte sur le sous-arbre
fixé par Uautre stabilisateur. Ainsi si e, €’ sont deux arétes de T telles que Ge = G avec
g € G alors on a : g.Fizr(G.) = Fixp(Ge).
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Comme nous allons le voir plus tard, le fait que le groupe fondamental d’un graphe de
groupes soit co-hopfien est fortement lié a une condition géométrique sur ces sous-arbres de
T fixés par un stabilisateur d’aréte. Cette condition est la finitude ou non du diamétre de
ces sous-arbres. Nous allons alors énoncer un certain nombre de lemmes utiles pour savoir
sous quelles conditions ces sous-arbres sont de diameétres infinis.

Lemme 3.1.3. Soit I' un graphe de groupes fini avec ses groupes d’arétes finis et de groupe
fondamental G. Soit e € E(I') tel que G. soit de cardinal mazimum parmi les groupes
d’arétes.

Soient ey et ey deux arétes de Fixy(Ge) dans la méme G-orbite et g € G tel que ge; = eq,
alors g € Ng(G). En particulier g préserve Fixy(G.).

Démonstration. Soient e; et ey deux arétes de Fixp(G,) dans la méme orbite et g € G tel
que ge; = eq. Le stabilisateur G, fixe e; et eq, ainsi on a Ge < G, et G, < G,. Or G, est
de cardinal maximum dans I donc on a G, = G, = Ge, = Gye, = gGe g7t = gGeg™!. Ainsi
gc NG(Ge)' [

Lemme 3.1.4. Soit I' un graphe de groupes fini dont tous les groupes d’arétes sont finis,
soit n le nombre d’arétes de I', T son arbre de Bass-Serre et G son groupe fondamental. Si
¢ est une aréte de I', on note T, Uarbre obtenu apres écrasement de toutes les arétes de T
n’appartenant pas a la G-orbite d’un choiz de relevé de l'aréte €.

Soit e € E(I") tel que G, soit de cardinal mazimum parmi les groupes d’arétes.

Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

1. diam(Fizr(G.)) = +o0.

diam(Fixzp(Ge)) = 2n + 1.

Fizyp(G,.) posséde deuzx arétes dans la méme orbite et orientées dans le méme sens.
Fixp(Ge) contient laxe d’une isométrie hyperbolique.

Fizy(G.) posséde une aréte d’orbite non bornée sous laction de Ng(G.).

Il existe ¢’ € E(I') avec Go = G, tel que diam(Fizy,(G.)) = +00.

S S A Lo ke

Démonstration. 1) = 2) Immeédiat.

2) = 3) Si diam(Fixzp(G.)) = 2n + 1 alors il existe un segment [ C Fizr(G.) tel que
[(I) =2n+ 1. Ainsi [ posséde au moins 3 arétes dans la méme orbite. De plus si I'on fait le
choix d’une orientation de I' alors on obtient une orientation équivariante de T". Ainsi deux
des trois arétes dans la méme orbite de I sont alors orientées dans le méme sens.

3) = 4) Supposons que Fizrp(G.) posséde deux arétes e; et ey dans la méme orbite et
orientées dans le méme sens. Soit g € G tel que ge; = ey. D’aprés le lemme 3.1.3, on a
g € Ng(G.), de plus d’aprés la proposition 2.2.8, g est une isométrie hyperbolique car e; et
eo sont orientées dans le méme sens. Les arétes e;, eo appartiennent aussi a I'axe A, de cette
isométrie. Fizr(G,) est un sous-arbre de T, il est donc connexe. Ainsi si e, es € Fixg(G.)
alors la géodésique de l'axe A, les reliant est aussi contenue dans Fizy(G.). L'orbite de

cette géodésique par les itérées de g est alors aussi dans Fizr(G,.) car g € Ng(G.). Ainsi
Ag C Fil’T(Ge).
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4) = 5) Immédiat d’aprés le lemme 3.1.3.

5) = 1) Immeédiat.

3) = 6) Soient e; et e; deux arétes de Fizp(G.) dans la méme orbite et orientées dans le
méme sens. Soit g € Ng(G.) tel que ge; = es. D’apreés la proposition 2.2.8, g est une isométrie
hyperbolique. Ecrasons toutes les arétes de 'arbre T" autre que celles de la G-orbite de e;.
Nous obtenons ainsi I'arbre T¢, avec une G-action a une seule orbite d’aréte. Fizrr, (G.)
contient 'axe de g, il est donc de diamétre infini dans l'arbre T, .

6) = 1) Immeédiat. O

Remarque 3.1.5. En particulier, sous les mémes hypothéses, Fixp(G.) est de diamétre
infini si et seulement si Ng(G.) contient un élément hyperbolique. Ainsi Fixr(Ge) est de
diametre fini si et seulement si Ng(G.) ne contient que des éléments elliptiques.

Lemme 3.1.6. Soit I' un graphe de groupes fini avec ses groupes d’arétes finis.

Soit e € E(T') tel que o(e) = t(e) = v € V(I') avec G, de cardinal maximum, ainsi que i.(G.)
et iz(Ge) conjugués dans le groupe de sommet G,,.

Alors Fizp(G.) est de diamétre infini.

‘z\&

F

L/

FIGURE 1 — Relevé de 'aréte e de I dans ’arbre T’

Démonstration. Soit e € E(I") tel que i.(Ge) et iz(G.) sont conjugués dans G,.

Ainsi il existe a € G, tel que aiz(G.)a™" = i:(G.)* = i.(G.).

Soit 7 un arbre maximal de I et (I', 7) un relévement de (I, 7), avec ¢ relevé de e, ¥ relevé
de v dans 7 C T tel que o(e) = v (voir figure 1). D’aprés les points 1) et 2) du théoréme
2.1.10, on a G5 = G, et Gz = iz(G.). Soit g, le générateur de G = m(I") associé a l'aréte e
de T'. On rappelle que I'on a la relation dans G : Vg € G, i:(9) = geic(g)g. "

Soit e, I'aréte de T tel que g.e; = e. L’ élément g, agit comme une isométrie hyperbolique

sur T', ainsi e; et € sont orientées dans le méme sens avec ej,e € A, et t(e;) = v. De plus

on a Ge, = i.(Ge).
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Soit es 'aréte de T tel que ae = ey. a agit comme une isométrie elliptique sur 7" et fixe le
sommet v. Ainsi o(e3) = .

Alors agee; = ey, et donc Ge, = Guge; = G2 =i(Ge)™ =1iz(G.)" = i.(Ge) = G,

Ainsi Fizp(Ge,) posséde deux arétes e; et es dans la méme orbite et orientées dans le méme
sens. D’apreés le lemme 3.1.4, on a Fizp(G,,) de diamétre infini. Les groupes G. et G, sont
conjugués, donc d’aprés la remarque 3.1.2, Fixzp(G.) est aussi de diamétre infini. O

Lemme 3.1.7. Soit I un graphe de groupes réduit et fini, dont tous les groupes d’arétes sont
finis et de méme cardinal et soit G son groupe fondamental.

Alors on obtient ['un des deux cas suivants :

e Les stabilisateurs de sommets de I’ contiennent tous strictement les stabilisateurs des arétes
qui sont adjacentes.

eVd e E(I'), on a Fizr(Gy) de diameétre infini.

Démonstration. Supposons que le premier point ne soit pas vérifié.

Alors il existe vy sommet de 7" et € aréte adjacente avec t(€) = vy tels que Gy = Gz 1l
existe donc au quotient, vg € V(I') et e € E(T) tels que i.(G.) = G,,. I' étant un graphe
de groupes réduit, par définition on a o(e) = t(e) = vg. Il en est de méme pour toute aréte
adjacente au sommet vy puisque tous les groupes d’arétes ont le méme cardinal. Le graphe
I' est alors un bouquet de cercles de sommet vyg.

On a i.(G.) = G,, = 12(G.), donc i.(Ge) et iz(Ge) sont conjugués dans G,,. D’aprés le
lemme 3.1.6, on a Fizr(G.) de diamétre infini. Les groupes d’arétes de I' étant tous de
méme cardinal, on a aussi 14(G4) = i3(G4) pour toute aréte d de I'. Ce qui donne le second
point. ]

Remarque 3.1.8. Soit I' un graphe de groupes réduit et fini, avec tous ses groupes d’arétes
finis et de méme cardinal. Supposons qu’il existe e € E(I") avec Fixy(G.) de diamétre fini.
Alors, d’aprés le lemme 3.1.7, pour tous sommets distincts v,w de T, on a : G, € Gy, et
Gw € Gy. On peut donc en déduire que les stabilisateurs des sommets v et w sont différents.

Tout groupe fondamental d’un graphe de groupes peut s’écrire comme une succession de
produits amalgamés et d’extensions HNN des groupes de sommets au dessus de ses groupes
d’arétes. Regardons alors le cas particulier d’un graphe de groupes a une aréte.

Proposition 3.1.9. Soit I' un graphe de groupes a une aréte e tel que son groupe d’aréte
G, soit fina.
Nous avons alors les deux cas suivants :

1. Si G est un produit amalgamé G = A & B alors on a :
diam(Fizr(Ge)) = 400 si et seulement si14(G.) S Na(ia(G.)) etip(Ge) S Np(ip(Ge))
2. Si G est une extension HNN G = AG* alors on a :

diam(Fizp(G.)) = +00 si et seulement si (i.(Ge) S Na(ie(Ge)) etic(Ge) S Na(ie(Ge)))
ou (i.(G.) et iz(G.) sont conjugués dans A).
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Démonstration. 1) Supposons que G est un produit amalgamé G = A & B alors

G = (A, B /ialg) =ig(g),Vg € G.) avec iy : Go — A et ig : G, — B, les morphismes
injectifs associés a ’aréte e.

Posons € le relevé de e dans T avec o(€) = v, t(€) = w, v # w.

On a de plus, d’apres le théoréme 2.1.10, G, = A, G, = B et Gz = ia(Ge) = ip(GL).

FIGURE 2 — Relevé de 'aréte e de 'amalgame I' dans 1’arbre T’

= Supposons que diam(Fizp(G.)) = +o0.
Alors par définition de Fizr(G.), on a Fixp(Gz) de diamétre infini.
Ainsi d’aprés le lemme 3.1.4, il existe une droite D de T contenue dans Fizy(G).
On peut de plus supposer que cette droite D contient l'aréte €.
En effet si € et D sont disjointes dans Fizr(G,.) alors comme toutes les arétes de T' sont
dans la méme orbite, si € est une aréte de D, il existe g € G tel que ge’ = e. D’aprés le
lemme 3.1.3, g préserve Fixy(Ge). De plus g agit par isométrie sur Fizp(G.), ainsi I'image
de D par g est encore une droite contenue dans Fizr(G.) et contenant I'aréte €.
Soient e; et es deux arétes de D, adjacentes a € tel que o(e;) = v et t(ez) = w (voir figure
2). Chaque stabilisateur de sommet de 7" a une action transitive sur ses arétes adjacentes,
ainsi il existe b € GG, = B tel que be = e5. De méme il existe a € G, = A tel que ae = e;.
ey et eg sont dans Fizy(G,), alors d’aprés le lemme 3.1.3, on a b € Np(Gz) et a € N4(Ge).
De plus b ¢ G5 car be = eg avec € # e. On a vu que Gz = ig(G.), ainsi on a
be Np(ig(Ge)) \ ip(G.) et donc ig(Ge) S Np(ip(G.)).
De méme on a a ¢ Gz car ae = e; avec € # e;. On a vu aussi que Gz = i4(G.), ainsi on a
a <€ NA(iA(Ge)) \iA(Ge) et donc iA(Ge) é NA(iA(Ge)).
En conclusion on obtient bien i4(Ge) S Na(ia(G.)) et ip(Ge) S Np(ig(G.)).

= Supposons que ZA(GP) § NA(ZA(GP)) et iB(Ge) é NB(ZB(GP))

Soit a € Na(ia(Ge)) \ia(Ge) et b € Np(ip(G.)) \ ip(Ge) avec is(Ge) =ip(G.) = Gs.
Posons €' = bae (voir figure 2). Alors G = Gz = G2 = b(aGza " )b™! = bGzb™! = G
Ainsi €’ est une aréte de Fixy(Gz). De plus €’ est une aréte orientée dans le méme sens que
¢ dans Parbre T. Alors Fizr(Gz) posséde deux arétes dans la méme orbite et orientée dans
le méme sens, d’aprés le lemme 3.1.4, on a Fixp(Gz), soit Fizr(G,.), de diamétre infini.
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2) Supposons que G est une extension HNN G = A x alors

Ge
G = (At [ is(g) = tic(g)t ™", Vg € G¢) o t = ge.
Posons ¢ le relevé de e dans T avec o(€) = v et t(€) = w.
D’aprés le théoréme 2.1.10, on a G, = A et Gz = is(G.) = i.(G.)".

= Supposons que diam(Fizy(G.)) = +oo.

Alors d’apreés le lemme 3.1.4, il existe une droite D de T' contenue dans Fizy(G,). On peut,
comme au cas 1), supposer que cette droite D contient I'aréte €.

Nous obtenons alors deux cas :

i) Supposons que D contienne deux arétes adjacentes et orientées dans le méme sens pour
une orientation équivariante des arétes.

Notons e; et ey ces deux arétes avec t(eq) = o(eq) (voir figure 3).

FIGURE 3 — Relevé de aréte e de Pextension HNN I' dans l'arbre T

Il existe une seule orbite d’aréte dans T, ainsi il existe g € G tel que ges = €.
On a e, ey € D C Fizyp(G,) done d’aprés le lemme 3.1.3, g € Ng(G3).
Soit ¢” 'image de e; par g (voir figure 3). Alors ¢” est une aréte adjacente a € telle que
t(e") = o(€) = v. De plus €” est une aréte de Fixy(G,.) car g € Ng(Gz).
Soit €’ Iaréte de T" ayant pour image € par 'élément ¢. Alors on a G = i.(G,).
Le stabilisateur du sommet v de T" a une action transitive sur toutes les arétes de terminaison
v. On a t(e”) = t(e') = v, ainsi il existe a € G, = A tel que ae’ = ¢€”.
Donc i:(G.) = Geg = G = Goer = G% = 1.(G.)*. Ainsi i.(G.) et i;(G.) sont conjugués dans
A.

ii) Supposons qu’aucune paire d’arétes adjacentes dans D ne soit orientée dans le méme
sens (cas analogue de la figure 2).

Soient e; et ey les deux arétes adjacentes dans D a I'aréte e, orientées selon I'orientation
équivariante. Alors on a o(e1) = o(€) = v et t(ey) = t(€) = w = tw.
Le stabilisateur (G, a une action transitive sur toutes les arétes d’origine v. De méme G, a
une action transitive sur toutes les arétes de terminaison w.
Ainsi il existe a € G, = A tel que a€ = e; et il existe x € G, = Gy, = GL = A tel que

TE = ég.
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De plus on a a,z € Ng(G3) \ Gz par le lemme 3.1.3 et car eq, € et es sont distinctes dans 7.
On a Gz =i:(G.) et a € A donc a € Na(iz(G.)) \ ic(Ge).

Aussi € A ainsi il existe b € A tel que x = tbht L.

On rappelle que x € Ng(Gz) avec Gz = i5(Ge) = i.(Ge)".

Alors on a Gz = 2Gzr~' = tht'Gstb~ 1t 1.

Donc t'Gst = bt 'Gstb™!, ainsi i.(G.) = bi.(Ge)b™! et donc b € Na(io(G.)).

De plus b ¢ i.(G.) car sinon z€ = tbt~'¢ = €, contradiction avec = ¢ G.

En résumé il existe a € Ny (iz(Ge)) \ i2(Ge) et b € Na(ie(G.)) \ ie(Ge).

Ainsi on a bien i.(G.) S Na(ie(Ge)) et ic(Ge) S Na(ie(Ge)).

< Supposons que (i.(Ge) S Na(i.(Ge)) et iz(G.) S Na(iz(Ge))) ou (i.(Ge) et iz(Ge)
sont conjugués dans A).

e Sii.(G.) et iz(G.) sont conjugués dans A, alors d’aprés le lemme 3.1.6, on a bien Fizy(Gl)
de diameétre infini.

® Siie(Ge) S Nalic(Ge)) et ic(Ge) S Na(ie(Ge)).
Soit a € Na(ie(Ge)) \ ie(Ge) et b € Na(ia(Ge)) \ iz(Ge) avec iz(G.) = i.(G)' = Gz.

Posons ¢’ = a€ ou a = btat™! (voir figure 4).

FIGURE 4 — Relevé de aréte e de Pextension HNN I' dans 'arbre T

Alorson a: Gy = Gig—15 = bta(t 1Get)a 171071 = bt(ai(Ge)a )t 107! = b(ti (Gt~ )bt
= big(G.)b™ ! = is(G.) = Gz. Ainsi €' est une aréte de Fizr(Gz).
De plus €’ est une aréte orientée dans le méme sens que € dans arbre T'. Alors Fizr(Gy)
posséde deux arétes dans la méme orbite et orientée dans le méme sens, d’apres le lemme
3.14, on a Fizr(Gz), soit Fixzy(G,.), de diamétre infini.
O

Remarque 3.1.10. Cette proposition nous permet de donner une caractérisation algébrique
d’une propriété géométrique des cylindres de T.

La difficulté se raméne alors, dans le cas d’un graphe de groupes a une aréte, auz calculs des
normalisateurs du groupe d’aréte.
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3.2 Condition nécessaire
Le but de cette partie est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1. Soit I' un graphe de groupes fini et réduit avec ses groupes d’arétes de
cardinal fini.

Supposons qu’il existe une aréte e du graphe I tel que son groupe G, soit de cardinal mazimum
parmi les groupes d’arétes, avec la condition diam(Fixr(G.)) = +oo.

Alors le groupe fondamental de I' est non co-hopfien.

Pour cela nous avons besoin de la notion de mot réduit dans le cas particulier d’un produit
amalgamé et d'une extension HNN.
En utilisant, dans les rappels de théorie de Bass-Serre, la définition 2.1.6, nous obtenons les
deux lemmes suivants :

Lemme 3.2.2. Soit G un produit amalgamé G = A * B.

e

Tout élément g # 1 de G peut s’écrire sous la forme :

e g =aqg avec ag € A\ {1}.

g est alors un mot réduit de longueur nulle.

e g =aby...apbrag1 avec k > 1, ay,...,ax11 € A et by,... by € B tels que a; ¢ G, si
2<i<ketb; ¢G,sil<i<k.

g est alors un mot réduit de longueur 2k.

L’écriture d’un tel élément est dite sous forme réduite.

Réciproqguement, tout élément de G s’écrivant sous forme réduite est non trivial.

La définition d’écriture réduite utilisée ici dans le cas d’un produit amalgamé A & B

correspond au choix d’un point base vy dans I'arbre de Bass-Serre fixé par le groupe A.
Ainsi & chaque élément de B\ G, apparaissant dans ’écriture réduite correspond un aller-
retour en vy du chemin associé au graphe quotient. La longueur du mot réduit, correspondant
au nombre d’arétes traversées, est bien égale au double du nombre d’apparitions d’éléments
de B\ G. dans l'écriture réduite.

Lemme 3.2.3. Soit G une extension HNN G = Aék = (At / iz(g) = ti.(g)t 7', Vg € G.).

Tout élément g # 1 de G peut s’écrire sous la forme :

e g=ag avec ap € A\ {1}.

g est alors un mot réduit de longueur nulle.

e g =aqapt"ay...ar_1t"ay avec k > 1, ag,...,ar € A, ny,...,n. € Z* et tels que si k > 2
alors a; & i.(Ge) sin; > 0 et niy < 0 ainsi que a; & iz(Ge) si n; < 0 et ngy > 0 pour
1<i<k—1.

g est alors un mot réduit de longueur |ni| + ...+ |ngl.

L’écriture d’un tel élément est dite sous forme réduite.

Réciproquement, tout élément de G s’écrivant sous forme réduite est non trivial.

Remarque 3.2.4. Etant donné un sommet vy de l’arbre de Bass-Serre'l’ et g un mot réduit,
la longueur de la géodésique [vy; gvo| dans T correspond a la longueur du mot réduit g définie a
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la remarque 2.1.8. Ainsi, quitte a remplacer dans [’écriture de g tous les éléments appartenant
aux groupes de sommets par des éléments appartenant a la méme classe a gauche du groupe
d’aréte incidente du chemin dans le groupe de sommets correspondant, ’écriture sous forme
réduite d’un élément n’est pas unique, contrairement a sa longueur.

Proposition 3.2.5. Soit I' un graphe de groupes a une aréte, réduit tel que son groupe
d’aréte G soit fini. Supposons de plus que diam(Fizyp(G.)) = 4+00.
Alors le groupe fondamental de I' est non co-hopfien.

Démonstration. I' posséde une seule aréte, alors son groupe fondamental G se distingue
suivant I'un des deux cas suivants :

1. G est un produit amalgamé G = Aék B ={(A,B /ialg) =ip(g),Yg € G,).

Fixp(Ge) est de diamétre infini par hypothése, alors d’aprés la proposition 3.1.9, on
a:ia(Ge) S Na(ia(Ge)) et ip(Ge) S Np(ip(Ge)).
Ainsi Jag € Na(ia(Ge))\ia(Ge) et by € Np(ip(Ge))\in(Ge).
Posons 3 = byag alors G? = bo(aoGeagl)bal = (. Alors 'automorphisme intérieur ig
préserve G,. Le groupe G, est fini, ainsi il existe n > 1 tel que en restriction a G., on
a i = ign = idg,. Posons " =+, alors Vg € G, on a : ygy ! =g.
Nous allons alors construire un "twist de Dehn" injectif et non surjectif de G dans G,
ce qui montrera que G est non co-hopfien. Définissons 'application ¢ de G dans G par
I'identité sur A et par la conjugaison par ’élément ~ sur B.
Ainsi on a :
Y G — G
a€EA a
beB +— by !

e Montrons que ¢ s’étend bien en un morphisme de groupes.

Soit g € G, alors i4(g) = ip(g) dans G. Ainsi ¢(ia(g)) = ia(g) et p(is(g)) =
vig(g)y~! = ig(g) par définition de v. Donc on a ©(is(g)) = ¢(ig(g)) dans G, Vg € G..
Ainsi ¢ définit bien un morphisme de GG dans G.

e Montrons que ¢ est injectif.

Soit g #£ 1, alors d’aprés le lemme 3.2.2, g peut s’écrire sous forme réduite dans G.
Ainsi on a :

e g=u1xgavec xg € A\ {1}.

Donc ¢(g) = xo # 1.

e g=aib...aqpbpar1 avec k =1, aq,...,a541 € A et by,..., by € B tels que a; ¢ G,
si2<i<keth ¢ G.sil<i<k Ainsip(g) = ayvbiy tagyboy™ ... apybry a1,
Les écritures agby et bgag sont bien réduites par définition des éléments ag et by. De
plus, on a :

1 <i < k,ybyy™t = boag . . . boaghsay 'by ' . . ag by
2 <i< kv lagy =agthy ... agtbytaiboay - . . boag sous forme réduite car a; & ia(G.).
Ainsi 'écriture de p(g) est bien sous forme réduite dans G, alors ¢(g) est un élément

! sous forme réduite car b; ¢ ip(G.).
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non trivial de G d’apreés le lemme 3.2.2.

e Montrons que ¢ n’est pas surjectif.

Supposons que g soit 'antécédent par ¢ de 1’élément by, alors g # 1.

Alors d’apreés le lemme 3.2.2; g peut s’écrire sous forme réduite. On a [(g) > 0 car sinon
I'image de g par ¢ est un élément non trivial de A, ce qui est en contradiction avec
bp € B \ iB(Ge).

Ainsi I(g) > 2 et donc Iécriture sous forme réduite de g contient au moins un élément
x € B\ ip(Ge) d’aprés le lemme 3.2.2. De plus image de Pécriture réduite de x par
¢ reste une écriture sous forme réduite. Aussi, le mot ¢(g) écrit comme produit des
images des éléments composant g par le morphisme ¢ est encore sous forme réduite
d’aprés le point précédent. L’élément p(z) correspond alors a un sous-mot de ¢(g). La
longueur du mot réduit ne dépendant pas de I’écriture sous forme réduite d’aprés la
remarque 3.2.4, on a donc :

[(bo) = U(p(g)) = l(e(z)) =l(yzy™') =4n+2 > 4+ 2 = 6, ce qui est en contradiction
avec [(by) = 2. Donc by n’admet aucun antécédent par .

. G est une extension HNN G = AG* = (At / ti.(g)t ™' = iz(g), Vg € G).

Fizr(G,) est de diamétre infini par hypothése, alors d’aprés la proposition 3.1.9, on a
deux cas : i.(Ge) S Na(ie(Ge)) et ic(G.) S Na(ie(G.)) ou bien i.(G.) et is(G.) sont
conjugués dans A.

i) Supposons que i.(G.) et iz(Ge) soient conjugués dans A.

Ainsi Ja € A tel que ai.(Ge)a™ = iz(G.). De plus on a dans G la relation Vg € G.,
tic(g)t ™t =ig(g). Posons B = ta™t alors ig(Ge)? = t(a tie(Go)a)t ™! = is(G.).
Ainsi la restriction de I'automorphisme intérieur de G donne I’application suivante :
ig 1 ie(Ge) = ie(Ge) avec ig(Ge) fini. Donc In > 1 tel que iy = ign = id;,(g,). Posons
p" =, alors Vg € G, on a : viz(g)y ' = is(g).
Nous allons construire un "twist de Dehn" injectif et non surjectif de G dans G, ce
qui montrera que GG est non co-hopfien. Définissons I'application ¢ de G dans G par
I'identité sur A et tel que 'image de t soit vt.
Ainsi on a :
v: G — G
a€A — a
t — 7t

e Montrons que ¢ s’étend bien en un morphisme de groupes.

Soit g € G., alors ti.(g)t™ = iz(g) dans G. Ainsi p(iz(g)) = iz(g) car iz(g) € A et
o(tic(g)t™) = ytic(g)t 1yt = is(g) par définition de 7.

Donc ¢(iz(g)) = ¢(ti.(g)t™") dans G et ¢ définit bien un morphisme de G dans G.
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e Montrons que ¢ est injectif.

Soit g #£ 1, alors d’aprés le lemme 3.2.3, g peut s’écrire sous forme réduite dans G.
Ainsi on a :

® g =aqg avec ap € A\ {1}.

Alors ¢(g) = ag # 1.

e g = apt"ay...a_1t"ag avec k > 1, ag,...,ar € A, ny,...,n, € Z* et tels que si
k > 2 alors a; ¢ i.(Ge) sin; >0 et n;q < 0 ainsi que a; € i:(Ge) sin; <0 et ngq >0
pour 1 <i< k—1.

Ainsi ¢(g) = ao(vt)" a1 (7)™ . .. ap—1(7t)"  ar.

Si k=1 alors on a ¢(g) = ag(yt)" a.

Siny > 0 alors p(g) = agVt...ytay = agta™ta™ .. . talt.. . ta lta™t .. ta" tay qui
est bien sous forme réduite car les exposants de ¢ sont tous de méme signe.

Il en est de méme si ny < 0.
Sik>2alorspour 1 <i<k—1,0na:

Sing >0>ngq, (Y)Ma(yt)h i+t =yt .. ytagd T Ty
a; ¢ i.(G.) par définition de g réduit.

Sing <0<mnipy, () a;(yt)"+ =t 1yt 7y gyt ..yt sous forme réduite car
Yoy =at ™t Lot lagat L taT et a; € ia(G).

Ainsi I’écriture de ¢(g) est bien sous forme réduite dans G, alors ¢(g) est un élément
non trivial de GG d’apreés le lemme 3.2.3.

I sous forme réduite car

e Montrons que ¢ n’est pas surjectif.

Supposons que ¢ soit 'antécédent de t par ¢, alors on a g # 1.

D’aprés le lemme 3.2.3, g peut s’écrire sous forme réduite. De plus on a I(g) > 0 car
sinon g € A et son image par ¢ est un élément non trivial de A, ce qui est en contra-
diction avec t ¢ A.

Ainsi I(g) > 1 et donc I'écriture sous forme réduite de g contient au moins une puis-
sance non triviale n; du générateur ¢ d’aprés le lemme 3.2.3. De plus 'image de t™* par
¢ reste une écriture sous forme réduite. Aussi, le mot ¢(g) écrit comme produit des
images des éléments composant g par le morphisme ¢ est encore sous forme réduite
d’aprés le point précédent. L’élément ¢(t"') correspond alors a un sous-mot de ¢(g).
La longueur du mot réduit ne dépendant pas de I’écriture sous forme réduite d’aprés
la remarque 3.2.4, on a donc :

() = Up(9)) > Up(t™)) = U(v)™) = [mli(7) + [ma] = [l + ] > 14+ 1=2,

ce qui est en contradiction avec [(t) = 1.

Donc ¢t n’admet aucun antécédent par .

ii) Supposons que i.(Ge) S Na(ie(G.)) et ic(Ge) S Na(ie(Ge)).
Ainsi 3z € Na(ie(Ge))\ie(Ge) et Fy € Na(ic(Ge))\ie(Ge). Posons 8 = tat™'y alors

ié(Ge),B = twt_lyié(Ge)y_ltx_lt_l = ié(Ge)'
Ainsi la restriction de I'automorphisme intérieur de G donne I'application suivante :
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ig 1 ie(Ge) = ie(Ge) avec ig(Ge) fini. Donc In > 1 tel que i = ign = id;,(g,). Posons
p" =, alors Vg € G, on a : vie(g)y ! = is(g).
Nous allons construire un "twist de Dehn" injectif et non surjectif de G dans G, ce
qui montrera que G est non co-hopfien. Définissons ’application ¢ de G dans G par
I'identité sur A et tel que I'image de t soit vt.
Ainsi on a :
v: G — G
a€A — a
t =t

e Montrons que ¢ s’étend bien en un morphisme de groupes.

Soit g € G, alors ti.(g)t™! = iz(g) dans G. Ainsi ¢(is(g)) = iz(g) car iz(g) € A et
o(tic(g)t™) = ytic(g)t 1yt = is(g) par définition de 7.

Donc ¢(iz(g)) = ¢(ti.(g)t™1) dans G et ¢ définit bien un morphisme de G dans G.

e Montrons que ¢ est injectif.

Soit g # 1, alors d’aprés le lemme 3.2.3, g peut s’écrire sous forme réduite dans G.
Ainsi on a :

e g=oagavecag € A\ {1}.

Alors p(g) = ag # 1.

e g = apt"™ay...ap_1t"ay avec k = 1, ag,...,ap € A, ny,...,np € Z* et tels que si
k> 2 alors a; ¢ i.(Ge) sin; > 0 et n;yq < 0 ainsi que a; ¢ iz(Ge) sin; <0 et niq >0
pour 1 <i<k—1.

Ainsi ¢(g) = ap(yt)™ ar (V)™ . . . ag_1(Yt)™* ay.

Si k=1 alors on a ¢(g) = ag(yt)"a.

Si ny > 0 alors p(g) = agt...ytay = agtot‘ytat~ly. . tat~lyt. . txt~yta; qui est
bien sous forme réduite car on a par définition = ¢ i.(G.) et y & i:(Ge).

Il en est de méme si ny < 0.

Sik>2 alorspour 1 <i<k—1,0na:

Sing >0>n,y, (v0)Ma;(yt) i+ =yt.. . ytagt y7t oty
a; ¢ i.(G.) par définition de g réduit.

Sing <0< mnipr, (Y)Mai(yt)"+ =ty 7y lagyt ..yt sous forme réduite car
Y ragy =y ity e  ragtat Ty Lty et ag € ie(GL).

L’écriture de ¢(g) est bien sous forme réduite dans G, alors ¢(g) est un élément non
trivial de G d’aprés le lemme 3.2.3.

—1 sous forme réduite car

e Montrons que ¢ n’est pas surjectif.

Supposons que g soit 'antécédent de ¢ par ¢, alors on a g # 1.

D’aprés le lemme 3.2.3, g peut s’écrire sous forme réduite. De plus on a I(g) > 0 car
sinon g € A et son image par ¢ est un élément non trivial de A, ce qui est en contra-
diction avec t ¢ A.

Ainsi I(g) > 1 et donc 'écriture sous forme réduite de g contient au moins une puis-
sance non triviale n; du générateur ¢ d’aprés le lemme 3.2.3. De plus I'image de t"* par
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¢ reste une écriture sous forme réduite. Aussi, le mot ¢(g) écrit comme produit des
images des éléments composant g par le morphisme ¢ est encore sous forme réduite
d’aprés le point précédent. L’élément (") correspond alors a un sous-mot de ¢(g).
La longueur du mot réduit ne dépendant pas de I’écriture sous forme réduite d’apres
la remarque 3.2.4, on a donc :

1(t) = Ulp(g)) = Ue(™)) = U((1)™) = [nall(y) + [na| = 2lmln + |m[ > 241 =3,

ce qui est en contradiction avec [(t) = 1.

Donc t n’admet aucun antécédent par ¢.

Nous sommes en mesure maintenant de démontrer le théoréme 3.2.1 :

Démonstration. Supposons qu’il existe une aréte e du graphe I' tel que son groupe G, soit
de cardinal maximum parmi les groupes d’arétes et tel que Fizr(G.) soit de diamétre infini.
Alors d’aprés le lemme 3.1.4, il existe une aréte ¢’ de I' avec G, = G, telle que I'arbre écrasé
T, de T, a une seule G-orbite d’aréte, a pour sous-arbre Fizr,(G.) de diamétre infini. Le
quotient de T, par G est un graphe de groupes a une aréte, noté I'... ', est le graphe
écrasé de I' ayant pour unique aréte e’. Ce graphe est par conséquent aussi réduit. Nous
pouvons alors appliquer la proposition 3.2.5 précédente a ce graphe de groupes. Le groupe
fondamental de I'./, ¢’est & dire GG, est donc non co-hopfien.

]

3.3 Condition suffisante

Pour la condition nécéssaire, a la section précédente, nous avions besoin que de trés peu
d’hypothéses sur le graphe de groupes I'. Pour la condition suffisante, par contre, nous allons
avoir besoin de conditions plus rigides, notamment sur les groupes de sommets.

Définition 3.3.1. Soit v € V(I'), G, est dit I'-monomorphiquement elliptique si pour tout
endomorphisme injectif ¢ : G — G, alors ¢(G,) fire au moins un sommet de ’arbre de
Bass-Serre T correspondant.

Nous allons dans cette partie montrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.2. Soit I' un graphe de groupes réduit et fini, dont tous les groupes d’arétes
sont finis et de méme cardinal, et G son groupe fondamental. Supposons que :

o Vv € V(I'), G, co-hopfien et I'-monomorphiquement elliptique.

e Ve € E(I"), Fixp(G.) de diamétre fini.

Alors G est co-hopfien.

Lemme 3.3.3. Soit I' un graphe de groupes réduit et fini, dont tous les groupes d’arétes
sont finis et de méme cardinal. Supposons que Yv € V(I'), G, est I'-monomorphiquement
elliptique et Ve € E(I'), Fixr(Ge) est de diamétre fini.

Soit p : G — G un endomorphisme injectif, alors Vv € V(T), ¢(G,) fixe un unique sommet
de T'. On peut ainsi définir une application ©* : V(1) — V(T') ot ¢*(v) est le sommet de T’
fizé par o(G,), Vv € V(T).

40



Démonstration. Soit v € V(T'). Par hypothése, tous les groupes d’arétes de I' sont finis et
de méme cardinal. Posons Ve € E(T), |G.| = n.

e Supposons |G,| > n, alors p(G,) ne fixe pas d’aréte de T car sinon il existe une aréte d
de T tel que p(G,) < G4. Les stabilisateurs d’arétes de T' sont des conjugués des groupes
d’arétes de I', ils ont donc tous pour cardinal n. Ainsi |¢(G,)| = |Gy| < n, contradiction.
G, est [-monomorphiquement elliptique ainsi ¢(G,) fixe au moins un sommet de 7. Par
conséquent, ¢(G,) fixe un unique sommet de 7.

e Supposons |G,| = n, alors G, est le stabilisateur des arétes adjacentes a v dans T, et
d’aprés le lemme 3.1.7, on a Fizr(G,) de diamétre infini, Ve € E(I'). Ce qui est contraire
aux hypothéses. Par conséquent ce second point est impossible et donc du premier point
découle que ¢(G,) ne fixe qu’un unique sommet de 7.

]

Lemme 3.3.4. Soit I un graphe de groupes réduit et fini, dont tous les groupes d’arétes sont
finis et de méme cardinal. Soit G son groupe fondamental. Supposons que :

o Vv € V(I'), G, co-hopfien et I'-monomorphiquement elliptique.

e Ve € E(TI), Fixyp(G.) de diamétre fini.

Soit ¢ : G — G un endomorphisme injectif et p* : V(T) — V(T) dont lexistence est assurée
par le lemme 3.5.3.

Soit Y un sous-arbre de T tel que 'ensemble de ses sommets V() soit stable par ¢*.
Supposons qu’il existe U sous-groupe de G qui préserve ) et tel que p(U) = U.

Si Y,/ U est un graphe fini, alors il existe ¢ > 1 tel que Vv € V/(Y), Jg, € U, ¢9(G,) = G%.

Démonstration. Posons la relation suivante : v ~ w pour v,w € V()) si et seulement si
dg € U tel que v = gw.

Montrons alors que I'application ¢* passe au quotient.

Soient v, w € V() tel que v ~ w, montrons que ¢*(v) ~ ©*(w).

Si v~ w, alors G, = Gy, = GY, avec g € U. Ainsi p(G,) = p(GY9) = ¢(G,,)¥9.

De plus ¢(U) = U par hypothese, donc ¢(G,) et ¢(G,,) sont conjugués par un élément de
U. Ainsi ¢*(v) et ¢*(w) sont dans la méme orbite sous I'action de U et donc ¢*(v) ~ ¢*(w).
L’application ¢* peut donc passer au quotient avec le diagramme commutatif suivant :

vlw ’ vlw
V)/U—=V) /U

Soit m(v), noté [v], un sommet fixé de V() U. Regardons alors l'orbite de [v] dans
V(Y),/U par les itérées de ..
Y,/ U est un graphe fini, ainsi il existe des entiers k, ! minimaux avec k > [ et [v] € V/(Y) /U
tels que : i ([v]) = ¢, ([v]) = [7].
Posons p =k — 1> 0, alors on a : p2([v]) = ¢y~ (¢, ([v])) = PE([v]) = [0]-
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FIGURE 5 — Orbite de [v] dans V() /U par les itérées de ¢,
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Montrons que [v] = [0].
Supposons que [v] # [0]. Alors ¢l 1([v]) et ©?~!([7]) ont la méme image [v] par ¢, (voir
figure 5). Par définition de ., on a : "' ([v]) = [p*' 7 (v)] et @271 ([7]) = [¢*P~1(D)]. Ainsi
©* (0" (V) ~ T et p*(pP71(D)) ~ . Alors par définition de ¢*, il existe z,y € U tel que
(G rim1(y)) < GE et ©(Gun1(m)) < GY. On a aussi p"(Gy) < Glpenry avec u € U,
On a alors la suite d’inclusions :
P (Gy) = @(@p_l(GTz)) < 90<GZ;*1771(75)) = 90<Gso*p_1(ﬁ))¢(u) < Gg(U)y'
Or G5 est co-hopfien par hypothése et ¢ est injective. Ainsi ¢,-1,(,)-1 © gofG -Gy = G5 est
un automorphisme. La suite d’inclusions precedentes est donc en fait une suite d’ egahtes
En particulier, on a ¢(Gyuep-13))? plu) — G“" , ce qui implique que gp(G 1(y)) = Gy
On a x,y € U et p(U) = U, ainsi il existe a, b € U tel que ¢(a) = 27t et go( ) .On a
donc go(G Y ) < G5 et go(G - 1(5)) = G5.
Par m1n1mahte de I, on a ¢*~ 1( ) = P71 (@) (voir figure 5), donc ap* ! (v) = bp*P7 (7).
Alors d’apres la remarque 3.1.8, le stabilisateur G, vi-1(,) n’est pas contenu dans Gyger-1(),
ce qui contredit l'injectivité de . On a donc bien [v] = [v].
On obtient alors le fait suivant : V[v] € V(Y), /U, il existe p, > 0 tel que ¢ ([v]) = [v].
Alors I'application ¢, : V() /U — V() /U est surjective, donc bijective car V()) /U est
fini. Il existe donc ¢ > 1 tel que ¢ = idy(y) v.
Soit v € V())), alors il existe dg, € U tel que ¢*?(v) = g,v. Par définition de ¢*, on a donc
©1(G,) < Gy,o = G9. G, est supposé co-hopfien, donc p4(G,) = G9. O

Lemme 3.3.5. Soit [ un graphe de groupes réduit et fini, dont tous les groupes d’arétes sont
finis et de méme cardinal. Alors Fizr(G.),/Na(G.) est un graphe fini.

Démonstration. On rappelle que Ng(G.) préserve le sous-arbre Fizr(Gl).
On a alors le diagramme commutatif suivant :

Fizp(G) — zl’
Fizr(Ge)/Ne(Ge) —=T/G

Montrons que l’application f est injective sur les arétes de Fizg(G.), Ng(G.).
Soit e, ey deux arétes de Fizp(G,) tel que f(m(e1)) = f(m(es)), alors poi(e;) = poi(es).
Ainsi il existe g € G tel que ge; = ey. D’apreés le lemme 3.1.3, g € Ng(G.). Donc w(e) = w(€’).
En fait f induit une bijection sur les arétes entre Fizy(G.),/ Na(G,) et Fizy(G,),/G contenu
dans T". Fizp(G.),/G a un nombre fini d’arétes car I' est un graphe fini. Il en est donc
de méme pour Firr(G.),/Na(G.) par bijection de f. Fizr(G,) est un sous-arbre de T
donc Fizyp(G.),/Ng(G.) est un graphe connexe avec un nombre fini d’arétes d’aprés ce qui
précéde. Alors Fizp(Ge),/Ng(G.) est un graphe fini. O

Définition 3.3.6. Soient H un sous-groupe de G, ¢ : G — G un endomorphisme injectif.
Notons Io(p) = [ Ime™.

n=0

H est dit p-stable si 3g € I(¢), Tk =1 tel que iy0 *(H) = H.
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Lemme 3.3.7. Soient H un sous-groupe de G, ¢ : G — G un endomorphisme injectif.
St H est p-stable alors H est ©P-stable, Vp > 1.

Démonstration. Soit p > 1.
Par définition de H ¢-stable, Jg € I.(p), Ik > 1 tel que i, 0 p"(H) = H.
Ainsi (ig 0 @")P(H) = H or (ig 0 @")P =i, i(g) k-1 (g) © ¢
Posons § = gp*(g) ... ¥~V (g), on a bien § € I,(p) avec iz 0 (¢P)*(H) = H.
Donc H est @P-stable.
O]

Remarque 3.3.8. En particulier si H est p-stable alors H C 1.(p) puisque g € I ().

Lemme 3.3.9. Soient ¢ : G — G un endomorphisme injectif et H un sous-groupe de G.
Posons ¥ =i, 0 ¢P avecp > 1 et a € I(y).
Alors on a 1o(¢Y) = I(p) et si H est 1-stable alors H est p-stable.

Démonstration. Soit g € I.(¢) et n > 1. 1l existe x € G tel que ¥"(z) = g. Alors (i, o
Q) (%) = Gapn(a)... ot () © PP () = g. De plus ap?(a) . .. PN (a) € Io(p) car a € Io(p),
ainsi il existe a € G tel que pP"(a) = apP(a)... "™ Y (a). Donc ¢"(z) = iym@g) o " (z) =
PP (ia(x)) = (" o ig(x)) = g € Img™. Alors g € Io(p) et donc Io(1h) C Lo (g).

De ¢™ = ¢P" oiig, on a aussi ImeP™ C Imy™, Vn > 1. La suite (Imp?),=o étant décroissante,
onaly(p) C () Imp? C Imy™, ¥n > 1. Alors on a I (@) C I(1), ce qui montre I’égalité.

g=>np

Supposons H t-stable, alors 3g € I.(¢), 3k > 1 tel que iy o ¥ (H) = H.

De plus ¢ = i, 0 P donc Y* = (i, 0 pP)* = Tagr(a)...oPk— 1 (a) © ©P*. Alors on a iy 0 *(H) =
bpags (@i 0 P (H) = H. De Lo() = Le(0), on a g € () et ag?(a) ... "4 ~(a) €
Io(p) car a € I(yp). Par conséquent H est p-stable. O

Proposition 3.3.10. Soit I un graphe de groupes réduit et fini, dont tous les groupes d’arétes
sont finis et de méme cardinal. Supposons que :

e Vv e V(I'), G, co-hopfien et I'-monomorphiquement elliptique.

o Ve e E(I'), Fizr(Ge) de diamétre fini.

Soit ¢ : G — G un endomorphisme injectif, vy et wy deur sommets adjacents de T'.

Si Gy, est p-stable alors G, est p-stable.

Démonstration. Soit e € E(T') tel que o(e) = vy et t(e) = wy.

Par hypothése G, est p-stable, ainsi 3g € I(¢), Ik = 1 tel que iy 0 P*(Gy) = Gy
Posons ¢; : G — G I'endomorphisme injectif tel que p; =i, 0 " et ©1(G,,) = G-
D’aprés le lemme 3.3.9, il nous suffit de montrer que G, est ¢;-stable.

e Posons S = {G, /d € E(T),o(d) = vy}

Soit Gy € S alors montrons que p1(G,) fixe une aréte d’origine vy.

Posons t(d) = w. Le groupe ¢1(Gy) fixe le sommet vy car p1(Gy,) = Gy -

Supposons que ¢1(Gy) ne fixe que le sommet vy, G, est '-monomorphiquement elliptique
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donc ¢ (Gy,) fixe aussi le sommet vg. Ainsi p1(Gy) < Gy, avec ©1(G,,) = Gy,, ce qui contre-
dit Pinjectivité de ¢y car w # vy et Gy, € G, d’aprés la remarque 3.1.8.
Ainsi ¢ (Gy) fixe un autre sommet w que vy et donc ¢1(G,) fixe le chemin [vg; w] dans T et

©1(Gq) fixe alors I'aréte de ce chemin d’origine vg. Notons d cette aréte, alors ¢1(Gq) < Gy
Les groupes d’arétes sont tous de méme cardinal par hypotheése, donc par injectivité de ¢,
et finitude des groupes d’arétes, on a : ¢1(Gq) = Gjavec Gy € S. L’ensemble S est donc
bien stable par ¢;.

Aussi on a une action de G,,, sur S par conjugaison.

Soient G, Gy, € S tels qu'il existe © € G, vérifiant G, = G, alors ¢1(G,) = p1(GY) =
©1(G)91 @), Or 1(Gyy) = Gy, done 1 (x) € Gy,.

L’application ¢; peut donc passer au quotient avec le diagramme commutatif suivant :

j w j
S/ G 57 S/ G

Montrons que I'application ¢. : S/q, — S/q,, est injective.
Soient G, Gy, € S tels que v, (m(G,)) = p.(m(Gp)) alors on a 7(¢1(G,)) = 7(v1(Gy))
donc 3z € G, tel que p1(Gy) = v1(Gp)* or 1(Gy,) = Gy, done Jy € G, tel que ¢y (y) = x,
ainsi on a : 1(G,) = ©1(Gy)?*W = ¢ (GY). Par injectivité de p; on a G, = G} et donc
m(G,) = 7(Gy). L'application ¢, : S/, — S/ q,, est donc bien injective.

De plus I'ensemble S/, ~est fini car la valence des sommets de I' est fini et donc en
particulier au sommet vg. Donc ¢, est une permutation de S/, . Ainsi Im > 1 tel que
P = z'dg/GUO. En particulier on a G, € S, donc Ve, Ge — Gg‘l ol a € Gy,.

Ainsi, en posant ¢ = 7,09 : G — G, on a ¢ injective, avec ¥(G.) C G.. Le groupe G, étant
fini, ¥|g, est un automorphisme de G.. De plus a € G, et p1(Gy,) = Gy, donc a € I(p1).
D’apreés le lemme 3.3.9, il nous suffit de montrer que G, est i-stable.

e On a donc défini au point précédent une application injective ¢ : G — G telle que ¢,
est un automorphisme de G.. Fizr(G.) est, par hypothése, un sous-arbre de T' de diamétre
fini et de plus on a une action de Ng(G.) sur ce sous-arbre. Pour simplifier les notations,
posons Y = Fizp(G.) et U = Ng(G,). Soit v un sommet de ). D’aprés le lemme 3.3.3, avec
les conditions sur le graphe de groupes I' et ¢ étant un morphisme injectif, ¥(G,) ne fixe
qu'un unique sommet de 7', noté ¢*(v). Ainsi ¢ induit une application ¥* : V(T') — V(7).
De plus on a : ¥*(v) € Fixp(¥(G,)) = Firr(G.). Par conséquent oo V() — V(),
que I’on note encore 1*. Le sous-groupe U préserve le sous-arbre ) de diamétre fini, ainsi les
orbites des sommets de ) sous U sont toutes bornées dans )). Alors d’aprés la proposition
2.2.6, U fixe au moins un sommet de ). Nous distinguons alors deux cas :

i) U fixe au moins deux sommets de ).

Ainsi U fixe au moins une aréte de ) et donc U < G, = U = G,.. On peut alors ap-
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FIGURE 6 — Fizr(G,.) dans 'arbre T'

pliquer le lemme 3.3.4. En effet, le groupe G, agit trivialement sur le sous-arbre ). On a vu
de plus que V() est stable par 1" et que v, est un automorphisme de G.. Enfin le lemme
3.3.5 nous donne que YV /¢, , isométrique & ), est un graphe fini. Ainsi il existe ¢ > 1 tel que
Yo € V(Fizr(G.)), g, € Ge tel que ¥9(G,) = G¥ = G, car G, < G,. En particulier, on a
wo € V(Fizr(Ge)). Ainsi 99(Gy,) = Gy, et donc Gy, est i-stable.

ii) U ne fixe qu’un seul sommet de ).

Notons s ce sommet de ). Alors on a : U < Gy et donc U = Ng,(Ge). De plus Yv €
V(Y),v # s, on a Ng, (Ge) qui fixe & la fois le sommet v et le sommet s, donc il fixe une
aréte de ) et alors Ng, (G.) = G.. Regardons I'image de G, par 1. On a défini au-dessus
* V(YY) = V(Y), regardons alors 'image ¢*(s).

Supposons que ¥*(s) = v avec v # s, alors (G) < Gy. Ainsi (Ng, (Ge)) = Ny, (¥ (Ge)) =
Nw(Gs)(Ge) < NGU(Ge) = Ge- De plus Ge = d}(Ge) < 1/}(NGS(G6)) = Q/J(NGs(GC)) = GC’ ce
qui contredit 'injectivité de . En effet, ¢ : G. — G, est un automorphisme et G, S Ng, (G.)
car sinon Ng,(G.) = U fixe tous les sommets de Y, ce qui contredit ii).

Ainsi 9(s) = s et donc ¥(Gs) < Gs. Le groupe G étant co-hopfien, on a ¢(Gs) = G. Donc
w(NGs(Ge)) = Nw(Gs)(¢(Ge)) = NGs (Ge)' L’application 1/}|NGS(G6) : NGS (Ge) ? NGs (Ge) est
ainsi un automorphisme. On peut alors appliquer le lemme 3.3.4. En effet, on a V()) stable
par ©*, U = Ng,(G.) préserve le sous-arbre Y et ¢(U) = U. Le lemme 3.3.5 nous donne
de plus que YV U est un graphe fini. Ainsi d’aprés le lemme 3.3.4, il existe ¢ > 1 tel que
Vo € V(Fizr(Ge)), 39, € Ng,(G.) tel que 94(G,) = G9».

En particulier, wy € V(Fizp(G.)), donc il existe g,, € Ng,(G.) tel que 99(Gy,) = Gu.
Y|Ng, (Ge) est un automorphisme de Ng, (G.), donc gy, € Is(¥). g1 © Y9(Goyy) = Gy im-
plique bien que G,,, est y-stable. [
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme central de cette partie, a
savoir le théoréme 3.3.2.

Démonstration. Soit I' un graphe de groupes réduit et fini, dont tous les groupes d’arétes
sont finis et de méme cardinal. Supposons que Vv € V(I'), on a G, co-hopfien et I'-
monomorphiquement elliptique et que Ve € E(T'), on a Fizy(G,) de diamétre fini. Montrons
que G est co-hopfien.

Soit ¥ : G — G un endomorphisme injectif et v un sommet de 7. D’aprés le lemme 3.3.3,
¥(G,) fixe un unique sommet de 7' ce qui nous permet de définir 'application * : V(T') —
V(T).

Regardons l'orbite de v dans T par les itérées de 1*. I' est un graphe fini, ainsi il n’existe
qu'un nombre fini de G-orbites de sommets. Donc dans l'orbite de v par les itérées de v*,
il existe un sommet de 7" dont I'image par une certaine puissance de * est un sommet
conjugué dans GG. Notons vy ce sommet, ainsi il existe g € G et k > 0 tel que w*k(vo) = gug.
Alors YF(Gy,) < Ggoy = GY. Ainsi ig1 0% 1 G,y = Gy, est injectif et Gy, est co-hopfien
par hypothése, donc iy-1 0 V*(Gy,) = Gyy. Posons ¢ = i,—1 0 pF alors p(Gyy) = Gy, et Gy,
est donc p-stable. De plus ¢ : G — G est injectif car ¢ lest.

Si nous montrons que ¢ est surjectif, alors ¢ est un automorphisme de G ainsi que *.
Par conséquent v est un automorphisme de G, ce qui montre bien que G est un groupe
co-hopfien. Montrons alors que ’application ¢ est bien surjective.

L’idée générale est de montrer que les groupes de sommets de I' ainsi que certains éléments
associés aux arétes de I', qui engendrent le groupe fondamental m (I') = G, sont dans I'image
de ¢. Faisons alors quelques rappels de notations :

Soit 7 un arbre maximal de I'. D’aprés les rappels 2.1 de théorie de Bass-Serre, on a :
G =m(I) = B(T')/ «ecr(r)s o B(I') est le groupe de Bass de I' défini par :

B(I) = < U G U E(D) /g = e in(g) = eig)e Vg € G, Ve € E(F)> ot < e €
Ve
E(7) > est le sous-groupe distingué engendré par les éléments e de E(7).

Si on note g. 'image du générateur e dans le quotient, on a donc :

o s _ . —1
m(0) = (( UG U, (9 ) 0= 0. ielg) = geic()g, ' Vg € Gu Ve € ED\E(7))

De plus d’apres le théoréme 2.1.10, il existe un relévement (I',7) de (I',7) dans T tel que :
1)siveV(r)etv=pt(v) € V(T) alors Gz = G,.

2 sieec B(I) et €=pL(e) € BI) tels que £(2) € V(7) alors Gz = io(GL).

3)siec E(I) et €=p(e) € B(I) tels que t(€) € V(I') \ V(7) alors Gz = i=(G.).

4)sie e B(T) et € = pl(e) € B\ E(7) alors 'élément ¢, avec ¢ € {1,—1}, envoie
I'extrémité de € n’appartenant pas a V(7) sur un sommet de 7.

On peut choisir le relévement (I, 7) de (I', 7) dans T tel que vy € V(7).

D’aprés la présentation de G = 71 (') donnée ci-dessus, il nous faut montrer que les groupes
de sommets de I' ainsi que les éléments g. pour e ¢ F(7) sont dans 'image de .
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On a vu précedemment qu’il existe vy € V(7) tel que G,, est p-stable. D’aprés la propriété
3.3.10, les stabilisateurs de sommets adjacents a v sont aussi p-stables. Ainsi en faisant un
raisonnement de proche en proche, on montre que pour tout v € V(I'), on a G, @-stable. Les
stabilisateurs de sommets de 7 sont bien en I'occurrence les groupes de sommets de 7 donc de
I' car 7 est maximal. Alors d’aprés la remarque 3.3.8, on a G, C Io(¢) C Imgp, Yv € V(I').
Les groupes de sommets de ' sont bien dans I'image de .

Soit g, un générateur de G pour e ¢ E(7). Soit ¢ le relevé de e dans I'\ 7 et soient a, b
ses extrémités avec a ¢ V(T) et b € V(7). D’aprés le théoréme 2.1.10, il existe w € V(T) tel
que gta = w avec € € {1,—1}. De plus les groupes G, et G,, sont @-stables. Ainsi il existe
z,y € Lo(p) et ki, ko = 1 tel que i, 0 9" (G,) = G, et iy 0 p*2(G,,) = G,.

On a (iz0@" )" =i, iy () hrta-1(m) 0" R, Posons n = kiky > Tet g1 = wpM (z) ... M 27D (z)
alors on a ©"(G,) = GY%. De plus ¥ € I.(p) ainsi 2" (x) ... M *2=Y(z) € I,(¢) et donc g,
aussi. De méme (i, 0 )% =i iy () okate-1(y 0™ Posons gt = yoP (y) ... "D (y)
alors on a ¢"(G,) = G9%. De plus y € I(¢), donc g, aussi. On a aussi Gy, = Gyeq = G
car gSa = w. Ainsi p"(Gy) = ¢"(GF) = ©"(G,)?" ) = G£" 99 ot L(G,,) = GIv = GI*9%*
Donc on obtient G£ 9% = GI°%  Par conséquent g5 0"(g2)ga € Na(Ga).

De plus Ng(G,) = G,. En effet soit g € Ng(G,) tel que ga = a dans T.

Supposons que a # a, alors d’aprés la remarque 3.1.8, ona G, # G3. Or Gz = G4, = GI = G,
car g € Ng(G,), contradiction. Par conséquent on a a = a. Ainsi ga = a et donc g € G,. En
conclusion on a : g °g,'¢"(g5)ga € Ga. On a : G, p-stable, donc G, C Io(p) C Imgp. De
plus ¢"(g5) € Imyp et ga, guw € Iso(p) C Imep. Donc g. € Imp.

Ainsi les générateurs g. de G pour e ¢ E(7) sont dans I'image de . Ce qui montre bien que
I’endomorphisme ¢ est surjectif. O

3.4 Condition nécessaire et suffisante

Nous pouvons maintenant énoncer le corollaire suivant en combinant le théoréme 3.3.2 et
le théoréme 3.2.1 dans le cas d’un graphe de groupes ou tous les groupes d’arétes sont finis
et de méme cardinal.

Corollaire 3.4.1. Soit I' un graphe de groupes réduit et fini, dont tous les groupes d’arétes
sont finis et de méme cardinal, et G son groupe fondamental.

Supposons que Vv € V(T'), G, co-hopfien et T-monomorphiquement elliptique.

Alors : G est co-hopfien si et seulement si Ve € E(T'), diam(Fizr(G.)) est fini.

Dans le cas particulier d’un graphe de groupes a une aréte, nous avons une caractérisation
simple pour que son groupe fondamental soit co-hopfien en nous servant de la proposition
3.1.9.

Proposition 3.4.2. Soit I' un graphe de groupes réduit a une aréte e tel que son groupe
d’aréte G, soit fini et les groupes de sommet A et B soient co-hopfiens et I'-monomorphiquement
elliptiques. Soit G son groupe fondamental.

Nous avons alors les deux résultats suivants :
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1. Si G est un produit amalgamé G = A & B alors les assertions suivantes sont équiva-

lentes :
o (G est co-hopfien.
e is(G.) = Na(ia(G.)) ou ip(G.) = Np(ip(G.)).
o diam(Fixzr(G.)) fini.
2. 81t G est une extension HNN G = A x alors les assertions suivantes sont équivalentes :

e

o (7 est co-hopfien.

e (i.(Ge) = Na(ie(G.)) ou i:(Ge) = Na(iz(G.))) et (i.(G.) et is(Ge) sont non conju-
gués dans A).

o diam(Fizr(G,)) fini.

Remarque 3.4.3. Cette proposition nous permet de donner une caractérisation algébrique
et géométrique des groupes co-hopfiens se scindant au-dessus de groupes finis sous les bonnes
hypotheses. On peut alors donner des exemples simples de groupes co-hopfiens, notamment
en calculant les normalisateurs de groupes d’arétes.

Exemple 3.4.4. Soit G = S5 x Ss avec S3 groupe des permutations, alors le groupe G est
2

co-hopfien.

En effet, soit Zy = (c) ou c est la transposition (1 2). Calculons Ng,(Zs).

V7 €8s, on aTert = (7(1) 7(2)). Ainsi T € Ns,(Zs) si (7(1) 7(2)) € {id; c}.

On a (1(1) 7(2)) # id par injectivité de T donc (7(1) 7(2)) = c= (1 2).

SiT(1) =1 alors 7(2) =2 et donc T =id. Si 7(1) =2 alors 7(2) =1 et donc T = c.

Ainsi on a Ng,(Zy) = {id; c} = (c) = Zs.

G est un produit amalgamé ou les groupes de sommet sont finis donc co-hopfiens et T'-
monomorphiquement elliptiques. Alors d’aprés la proposition 3.4.2, le groupe G est bien
co-hopfien.

Exemple 3.4.5. Plus généralement, si G = S, 1 x Sm avecn =2, m=>=n+1 etS, plongé

canoniquement, alors G est co-hopfien.

Soit n > 2, S,y1 est le groupe des permutations de l'ensemble {1,2,...,n + 1}, donc le
stabilisateur Stabg, ., (n+1) de I’élément n+1 est S,,. De plus T € Ng, ,,(S,) si et seulement
si on a : 7S, = 7Stabg,,,(n+ 1)1 = Stabs,,, (t(n+ 1)) = S,. Ce qui est équivalent a
T(n+1) =n+1, et donc 7 € S,. Ainsi on a Ng,,(Sn) = Sp. Alors d’aprés la proposition
3.4.2, le groupe G est co-hopfien.

En particulier pour n =2 et m = 3, on a Sy = Zs, et l'on retrouve l’exemple précédent.

Par contre ce résultat est faux pour n = 1, car sinon G est le produit libre Sy x S, qui est

non co-hopfien.

Exemple 3.4.6. Soit G =74 X Ze = SLy(7), le groupe modulaire.
2

Alors le groupe G n’est pas co-hopfien.

En effet on a Ny,(Zs) = 74 et Ny (Zso) = Zg car Zy et Zg sont abéliens.

Ainsi on a la condition Zy S Nz, (Zs) et Zo S Nyy(Zs), ce qui implique d’apres la proposition
3.4.2, que le groupe modulaire n’est pas co-hopfien.
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3.5 Caractérisation globale

Au vu de la section précédente, on aimerait généraliser le corollaire 3.4.1 dans le cas d’un
graphe de groupes ou les groupes d’arétes sont finis, mais pas de méme cardinal, et avoir le
résultat suivant :

Enoncé 3.5.1. Soit I un graphe de groupes réduit et fini.

Supposons que Yv € V(I'), on a : G, co-hopfien et I'-monomorphiquement elliptique.
Supposons que Ve € E(I'), on a : G, fini .

Alors : G est co-hopfien <= Ve € E(I'), diam(Fizr(G.)) fini.

Cependant cet énoncé est faux. Nous donnons le contre-exemple suivant :

Exemple 3.5.2. Soit G = Sgék 5455 ot Sa, S3 sont plongés canoniquement et Sy isomorphe
2 3

a Sy. Alors diam(Fixy(Ss)) = +0o avec pourtant G co-hopfien.

On a montré dans 'exemple 3.4.5, pour tout n > 2, que le groupe S, S* Sy avec

n

m > n + 1 est co-hopfien. En particulier, on a donc S4;< Sy co-hopfien.
3

Soit, T le graphe de groupes obtenu aprés écrasement de l'aréte e; de I' de groupe S3. Soit
T I’arbre de Bass-Serre correspondant au nouveau graphe de groupes I'. T" est alors I'arbre
obtenu aprés écrasement de la G-orbite de I'aréte ey dans T'.
Montrons que Sy X Sy est -monomorphiquement elliptique.

3

Les deux groupes de sommets S, et S, sont finis, alors leurs images par tout endomorphisme
injectif ¢ de G fixent des sommets de 7T'. Le cardinal des stabilisateurs d’arétes de 7" étant
inférieur ou égal a 6, les images (S,) et (S;) fixent respectivement un unique sommet de
T. Ces deux sommets sont de plus distincts par injectivité de ¢. Le chemin dans T reliant
ces deux sommets ne passe alors que par des arétes dont le stabilisateur est de cardinal
|S3| =6 > |S3] = 2. Les arétes de ce chemin dans 7" sont donc dans la G-orbite de Uaréte e.
En passant a I'arbre écrasé T ces sommets sont donc identifiés. Cela montre que le groupe
de sommet Sy S* Sy de T est bien I- monomorphiquement elliptique.

Le groupe de sommet S3 étant fini, son image par tout endomorphisme injectif de G est

elliptique dans T'. Ainsi S3 est ['-monomorphiquement elliptique. -

Le groupe G = S; X (S4 X S4) est donc un produit amalgamé de facteurs Sj et 54; Sy
2 3 3

co-hopfiens et f—monomorphiquement elliptiques. On a montré de plus a 'exemple 3.4.4 que
Ng,(S3) = S5. Alors d’aprés la proposition 3.4.2, G est bien un groupe co-hopfien.

Montrons cependant que Fizr(S3) est de diamétre infini dans 'arbre initial 7.
On a Sy & Ng,(Ss) car (3 4) € Ng,(S2) et (3 4) ¢ So. Le groupe d’aréte S, se plonge aussi
dans I'autre copie Sy de Sy du groupe G. Notons (3 4) I'élément de Ng-(S2) \ Sa. Alors les
éléments (3 4) et (3 4) fixent deux sommets consécutifs de 7', sans fixer d’aréte. L’élément
(3 4)(3 4) de Ng(Ss) est alors hyperbolique. Le sous-arbre Fizr(Sy) contient alors 'axe de
cet élément, et donc diam(Fixzy(S;)) = 400. Ce qui conclut ce contre-exemple.
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Il nous faut alors définir des notions plus fines dans le graphe de groupes I' pour avoir
I’équivalence recherchée.

Définition 3.5.3. Soit I' un graphe de groupes fini et réduit ot les groupes d’arétes sont
finis. Soient n > 0 et e une aréte de I'.

e On définit le graphe I',, comme celui obtenu a partir de I' aprés écrasement de ses arétes
pour lesquelles le cardinal du groupe d’aréte est strictement supérieur a n.

On note alors T, l’arbre de Bass-Serre correspondant a ce scindement.

o On définit le graphe I', comme celui obtenu a partir de I' aprés écrasement de ses arétes
différentes de e. T, est donc le graphe écrasé de I a une aréte, d’aréte e.

On note alors T, 'arbre de Bass-Serre correspondant a ce scindement.

Nous pouvons alors énoncer le théoréme de caractérisation globale suivant :

Théoréme 3.5.4. Soit ' un graphe de groupes fini et réduit avec tous ses groupes d’arétes

finis et de groupe fondamental G. Posons nr le cardinal maximum des groupes d’arétes de
r

Supposons que Vv € V(I'), on a : G, co-hopfien et au plus & un bout.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. G est co-hopfien.
2. ¥n < nr, Ve € E(T) tel que |G| = n, alors diam(Fizr,(G.)) fini.
3. Ve € E(I"), alors diam(Fixr,(G.)) fini.
4. Ve e E(),
e S5i [, est l'amalgame A X B alors :
Na(ie(Ge)) = 1e(Ge) ou Np(ie(Ge)) = ie(Ge)-
e 5i I', est l'extension HNN Aék alors :
ie(Ge) et iz(G.) sont non conjugués dans A et No(i.(G.)) = i.(Ge) ou
Na(ie(Ge)) = ie(Ge).

Démonstration. 1) = 2) Par contraposée, supposons In < nr et de € E(I') avec |G| =n
tel que diam(Fixy, (Ge)) est infini.

G, est de cardinal maximum dans I',, par définition. De plus I' étant réduit, son écrasé I,
I’est aussi. Ainsi, d’apreés le théoréme 3.2.1, le groupe fondamental de I',,, soit G, n’est pas
co-hopfien.

2) = 1) Supposons que : Vn < nr, Ve € E(T) tel que |G.| = n, alors diam(Fizr,(G.))
fini.
Raisonnons par récurrence décroissante sur le cardinal des groupes d’arétes de T'.
Soit & > 0 et posons P(k) 'hypothése de récurrence suivante : tous les groupes de sommets
de I'j, sont co-hopfiens et ne se scindent pas au-dessus d’un groupe de cardinal inférieur ou
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égal a k. L’assertion 1) sera alors montrée si P(0) est vérifiée car I'y est un graphe réduit a
un seul sommet dont le groupe est co-hopfien.

[' est un graphe fini avec ses groupes d’arétes de cardinal inférieur ou égal a nr, alors on
a:I'=T,.. Par hypothése, I' a ses groupes de sommets co-hopfiens et au plus & un bout,
ainsi ils ne se scindent sur aucun groupe fini d’aprés le théoréme de Stallings, donc P(nr)
est vérifiée.

Soit 1 < k < nr tel que P(k) soit vraie. Montrons alors que P(k — 1) est vraie.

e Si [y ne posséde aucune aréte de cardinal k, alors I'y = I'y_1.

Donc P(k — 1) est vraie par hypothése de récurrence.

e Si [';, posséde au moins une aréte de cardinal k.

Le passage de ['y a I'y_; s’effectue en écrasant les arétes dont le groupe est de cardinal k.
Ainsi il existe un nombre fini de sous-graphes connexes maximaux disjoints de I'y de groupes
d’arétes de cardinal k. Soit IV I'un de ces sous-graphes. Le groupe fondamental de I sera
alors un nouveau groupe de sommet dans le graphe écrasé I'y_;.

Montrons alors que 71 (I'") est un groupe co-hopfien.

Nous allons pour cela montrer que I'V posséde les bonnes hypothéses pour appliquer le théo-
réme 3.3.2. I est un sous-graphe connexe du graphe fini et réduit I'y, IV est donc aussi fini
et réduit. De plus tous les groupes d’arétes de I'" sont de méme cardinal k. Ce cardinal est
maximal dans I';. Soit €' une aréte de IV, si T” est 'arbre de Bass-Serre correspondant au
graphe I alors Fizp/(Ge) C Fixg, (Ge). D'aprés 2), I' vérifie la condition : Ve € E(I') tel
que |G.| = k, diam(Fizg, (G.)) est fini. Ainsi Fizy/(G.) est aussi de diamétre fini.

Par hypothése de récurrence, les groupes de sommets de I sont co-hopfiens et ne se scindent
sur aucun groupe de cardinal inférieur ou égal & k. Ainsi ces groupes de sommets sont el-
liptiques dans tout arbre ayant des stabilisateurs d’arétes de cardinal inférieur ou égal & k.
Les groupes de sommets de I sont donc aussi IV-monomorphiquement elliptiques. On peut
alors appliquer le théoréme 3.3.2 pour le graphe I, et donc 71 (I') est un groupe co-hopfien.
Montrons aussi que 71 (I") ne se scinde sur aucun groupe de cardinal inférieur ou égal a k— 1.
Les groupes de sommets de IV ne se scindent sur aucun groupe de cardinal inférieur ou égal
a k par hypothése de récurrence, ils sont alors elliptiques pour toute action sur un arbre S
a stabilisateurs d’arétes de cardinal inférieur ou égal a k — 1. Les groupes d’arétes de IV ne
peuvent fixer des arétes de S car de cardinal supérieur, ainsi chaque groupe de sommets de
[ fixe le méme sommet de S. m1(I") est alors bien elliptique dans son action sur S. Il ne se
scinde donc sur aucun groupe de cardinal inférieur ou égal a k — 1.

Nous avons alors montré que le groupe fondamental de chaque nouveau groupe de sommet
du graphe écrasé I';,_; est co-hopfien et ne se scinde sur aucun groupe de cardinal inférieur ou
égal a k — 1. Les autres groupes de sommets de I'; ayant des groupes d’arétes adjacentes de
cardinal inférieur ou égal a k — 1 sont inchangés aprés écrasement du graphe 'y pour donner
le graphe I'y_;. Ces sommets sont donc co-hopfiens et ne se scindent sur aucun groupe de
cardinal inférieur ou égal & k par hypothése de récurrence. En particulier, ils ne se scindent
sur aucun groupe de cardinal inférieur ou égal a k — 1.
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On a donc montré que P(k — 1) est vraie.

Ainsi par récurrence, on a P(k) vraie, pour tout 0 < k < nr.
En particulier, on a P(0) qui est vérifiée. I'g est un graphe réduit & un seul sommet. Alors
son groupe fondamental 71(I'g) = 71 (I") = G est bien co-hopfien.

2) = 3) Soit e une aréte de I'.
Si le groupe d’aréte G, est de cardinal n, alors Fizy, (G.) est de diamétre fini par hypothése.
G, est de cardinal maximum parmi les groupes d’arétes du graphe écrasé I',.
Alors d’apreés le lemme 3.1.4, pour l'arbre écrasé T,, on a Fizy, (G.) de diamétre fini.

3) = 2) Soit n < nr et e une aréte de I' telle que |G.| = n.
Par hypothese, tous les écrasés T de T & une G-orbite d’aréte sont tels que Fizz(G.) est de
diametre fini. En particulier, Ve’ € E(I') tel que Go = G, on a donc Fizr,(G.) de diamétre
fini. Ces écrasés T, sont aussi les écrasés de 'arbre T,, par définition. n est le cardinal maxi-
mum des groupes d’arétes de I',,, alors d’aprés le lemme 3.1.4, Fizr, (G.) est de diamétre fini.

3) < 4) Soit e une aréte de T', alors T, est le graphe écrasé de T & une aréte, d’aréte e.
Alors d’apres la proposition 3.1.9, on a I’équivalence recherchée. O]

Etant donné un graphe de groupes vérifiant les hypothéses du théoréme précédent, on
utilisera alors ’assertion 4 pour déterminer si le groupe fondamental du graphe de groupes est
co-hopfien. En effet, cela revient a calculer les normalisateurs de groupes finis par hypothése.
Plusieurs algorithmes existent pour déterminer un ensemble de générateurs du normalisateur
d’un sous-groupe fini dans certaines classes de groupes, en particulier dans celle des groupes
hyperboliques.

93






4 Application aux groupes hyperboliques

4.1 Préliminaires sur les groupes hyperboliques

Rappelons quelques définitions utiles.

Définition 4.1.1. Soient (X, d) un espace métrique géodésique et § > 0.

Un triangle géodésique ABC' de X est dit 0-fin si pour tout point P du coté AB, il existe un
point Q de AC ou BC' tel que d(P,Q) < 6.

L’espace (X, d) est dit de plus d-hyperbolique si tout triangle géodésique de X est O-fin.

Nous pouvons donner maintenant la définition de groupe hyperbolique.

Définition 4.1.2. Soit G un groupe de type fini.
G est dit hyperbolique s’il existe 0 > 0 et un systeme fini de générateurs S de G tel que le
graphe de Cayley, Cays(G), de G relativement a S soit 6-hyperbolique.

En fait la notion de groupe hyperbolique ne dépend pas du systéme fini de générateurs
du groupe. En effet si 'on considére un autre systéme de générateurs fini S” du groupe G
alors on montre que le graphe de Cayley Cays (G) est §’-hyperbolique avec 6’ > 0.
L’hyperbolicié d’un groupe est un invariant géométrique au sens ot il est préservé par quasi-
isométrie. Pour plus de détails on pourra consulter [GdIH90].

Rappelons maintenant la notion de bord d'un groupe hyperbolique qui peut étre généra-
lisée a tout espace métrique hyperbolique dans [BH99].

Définition 4.1.3. Soient G un groupe hyperbolique et S un systéme fini de générateurs de
G.

Soient R et R’ deux rayons géodésiques du graphe de Cayley Cays(G).

Posons la relation d’équivalence suivante : R ~ R’ s’ils sont a distance de Hausdor[f finie
c’est a dire qu’il existe H > 0 tel que R et R' sont contenus chacun dans le H-voisinage de
lautre.

On définit alors le bord de G, noté OG, comme l’ensemble des classes d’equivalences des
rayons géodésiques de Cays(G).

De plus l'action de G par isométries sur son graphe de Cayley induit une action de G
sur les rayons géodésiques qui préserve la relation d’équivalence de la définition précédente.
Ainsi on a une action de G sur son bord dG par homéomorphisme.

Définition 4.1.4. Soient G un groupe hyperbolique, S un systéme fini de générateurs de G
et H un sous-groupe de G. Soit x un point du graphe de Cayley Cays(G).

L’ensemble des points de OG qui sont limites de points de 'orbite Hx ne dépend pas du choix
de z. C’est l’ensemble limite de H, noté A(H).

En particulier, on a A(G) = 0G.
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Si GG est un groupe hyperbolique alors son action par isométries sur son graphe de Cayley
permet de classer ses éléments en deux catégories : elliptique et hyperbolique.
Ils peuvent étre caractérisés de la maniére suivante :
e g € G est dit elliptique si et seulement si A((g)) est vide.
Les éléments elliptiques de GG sont donc ceux qui sont d’ordre fini.
e g € G est dit hyperbolique si et seulement si A({g)) contient deux éléments.
Ces deux éléments de 'ensemble limite sont en fait les points du bord de ’axe de g. Ce sont
aussi les deux points fixes de g.

Il existe une classe particuliére de groupes hyperboliques qui permettra d’obtenir de nou-
veaux résultats a partir de scindements de groupes au-dessus de cette classe de groupes.
Il s’agit des groupes virtuellement cycliques. Ils seront fortement utilisés par la suite, notam-
ment lors de la décomposition JSJ de Bowditch [Bow98|.

Définition 4.1.5. Un groupe est dit virtuellement cyclique s’il admet un sous-groupe cyclique
infini d’indice fini. De maniére équivalente, c’est aussi un groupe & deux bouts.

Remarque 4.1.6. Il existe deux types de groupes G virtuellement cycliques :

e ceur qui admettent pour suite exacte 1 - F — G — Z — 1 avec F fini.

o ceux qui admettent la suite 1 - F — G — Do — 1 avec F' fini et ot Do, est le groupe
diédral infini.

Iis se différencient par leur centre Z(G), qui est infini dans le premier cas et fini dans le
second.

[’ensemble limite d’'un sous-groupe d’un groupe hyperbolique étant bien défini d’aprés
la définition 4.1.4, on donne la proposition suivante qui trouve une formulation équivalente
dans [GdIH90] :

Proposition 4.1.7. Soient G un groupe hyperbolique et H un sous-groupe de (5.

i) H est fini si et seulement si son ensemble limite est vide.

ii) H est virtuellement cyclique si et seulement si son ensemble limite a précisément deux
éléments.

iii) Dans les autres cas, A(H) comporte au moins trois éléments et dans ce cas l’ensemble
limite est infini non dénombrable.

Dans les cas i) et ii), on dit que le sous-groupe H est élémentaire.

Remarque 4.1.8. Si un sous-groupe d’un groupe hyperbolique est non élémentaire alors il
contient un sous-groupe libre a deux générateurs par application du lemme du ping-pong.

On peut alors énoncer le corollaire suivant :

Corollaire 4.1.9. Soient G un groupe hyperbolique et H un sous-groupe de G.
Si1 H fize globalement deuz points distincts du bord de G, alors H est fini ou virtuellement
cyclique.
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Démonstration. Soient S un systéme fini de générateurs de G et H, sous-groupe de G, tel
que H fixe globalement deux points distincts {£7; T} C OG. D’aprés la finesse des triangles,
il existe des géodésiques reliant les points du bord £~ et £7. On pourra consulter [BH99].

Soient K la réunion des géodésiques du graphe de Cayley de G relativement & S, d’extrémités
£ et £ et 2 un sommet de K. Par définition de K, K est stable par 'action du groupe H.
L’ensemble limite ne dépendant pas du sommet choisi, on a A(H) = Hr N IG C {£7;61).

Puisque |A(H)| < 2, d’apreés la proposition 4.1.7, on a H fini ou virtuellement cyclique. [

Nous donnons quelques lemmes qui seront utiles pour la suite :

Lemme 4.1.10. Soit G un groupe virtuellement cyclique.
Si H est un sous-groupe de G, alors H est fini ou bien virtuellement cyclique d’indice fini
dans G.

Démonstration. Si G est un groupe virtuellement cyclique alors il posséde un sous-groupe
normal cyclique d’indice fini, noté Gy. Soit H un sous-groupe de G.
e Si HN Gy = {1} alors H se plonge dans le quotient G/Gy. Le groupe G/Gy est fini par
définition de Gy, donc H aussi.
e Si HN Gy # {1} alors H N Gy est un sous-groupe cyclique infini de Gy. Alors H N Gy est
d’indice fini dans Gy, donc aussi dans . Des inclusions H NGy C H C G, on obtient bien
H virtuellement cyclique et d’indice fini dans G.

]

Lemme 4.1.11. Soit U un sous-groupe virtuellement cyclique d’un groupe hyperbolique G.
Alors le normalisateur Ng(U) de U dans G est virtuellement cyclique.
De plus U est un sous-groupe d’indice fini dans Ng(U).

Démonstration. Si U est virtuellement cyclique dans G, alors son ensemble limite A(U)
posséde exactement deux éléments £ et £, d’aprés la proposition 4.1.7. Alors Ng(U) fixe
globalement {£7,&7}. D’aprés le corollaire 4.1.9, Ng(U) est fini ou virtuellement cyclique.
N¢(U) est infini car il contient U, ainsi Ng(U) est virtuellement cyclique. Le lemme 4.1.10
donne U d’indice fini dans Ng(U). O

Lemme 4.1.12. Soit G un groupe hyperbolique, alors tout sous-groupe virtuellement cyclique
de G est contenu dans un unique groupe virtuellement cyclique mazimal de G.

Démonstration. Soit H virtuellement cyclique dans G. D’aprés la proposition 4.1.7, son
ensemble limite A(H) posséde exactement deux éléments £~ et £T. Soit E le sous-groupe
de G fixant globalement {{7;¢1}. D’aprés le corollaire 4.1.9, E est fini ou virtuellement
cyclique. H étant contenu dans FE et infini, F est donc virtuellement cyclique.

Montrons que E contient tout groupe virtuellement cyclique contenant H.

Si H est contenu dans un groupe U virtuellement cyclique, alors d’aprés le lemme 4.1.10,
H est d’indice fini dans U et donc A(H) = A(U) = {¢7;£T}. Le sous-groupe U est alors
contenu dans F. ]

Dans [GAIH90|, on a aussi le résultat suivant :
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Proposition 4.1.13. Soit H un sous-groupe d’un groupe hyperbolique.
Si tous les éléments de H sont d’ordre fini, alors H est fini.

On peut alors montrer le résulat suivant qui sera utile dans le cas des décompositions
JSJ avec le théoréme 4.5.3.

Proposition 4.1.14. Soient G un groupe hyperbolique et U un sous-groupe non élémentaire
de G. Alors le centralisateur Zg(U) de U dans G est fini.

Démonstration. Si U est un sous-groupe non élémentaire de G alors U est infini. D’aprés la
proposition 4.1.13, U posséde un élément d’ordre infini . Cet élément est donc hyperbolique
de points fixes {y7;7"} C dG. Si U fixe globalement {7y~ ;~y"}, alors d’aprés le corollaire
4.1.9, U est élémentaire. Il existe donc p € U envoyant v~ ou 4" sur un élément £~ distinct
de v~ et 4T, L'élément & = pyp~! de U fixe alors le point €. Il est de plus hyperbolique car
conjugué & 7. Notons £ Pautre point du bord fixé par £. On remarque que £ peut étre le
point v~ ou vT. Soit g un élément du centralisateur de U dans G, alors g commute avec -y
et . Ainsi g préserve globalement A(y) = {v7;~"}, ainsi que A(§) = {{7;¢T}

Soit Stabg(A(7y)) ensemble des éléments de G qui préserve globalement {y~;y"}. D’apreés
ce qui précéde, on a Zg(U) C Stabg(A(y)) N Staba(A(E))-

Supposons Stabg(A(7y)) N Stabg(A(€)) infini, alors d’aprés la proposition 4.1.13, il contient
un élément v d’ordre infini. L’élément «, restreint a A(v) et A(£), agit comme l'identité ou
une transposition, ainsi o fixe les points v,77, &1 et €= du bord dont au moins trois sont
distincts. I y a alors contradiction car 1'élément hyperbolique o ne peut fixer trois points
distincts du bord de G. Ainsi Stabg(A(y)) N Stabe(A(€)) est un sous-groupe fini de G et par
conséquent Zg(U) aussi. O

On termine cette partie avec la notion de sous-groupe quasi-convexe qui donne une sta-
bilité de I’hyperbolicité par passage aux sous-groupes. On pourra consulter [CDP90] pour
plus de détails.

Définition 4.1.15. Soit G un groupe de type fini et S un systéme fini de générateurs.

Un sous-groupe H de G est dit quasi-convexe s’il existe C' > 0 tel que toute géodésique
du graphe de Cayley de G, reliant deuxr sommets appartenant o H, est contenue dans le
C-voisinage de H.

[CDP90| montre en fait que cette définition ne dépend pas du systéme de générateurs
du groupe. On trouve alors la proposition de stabilité suivante dans la classe des groupes
hyperboliques :

Proposition 4.1.16. Tout sous-groupe quasi-convexe d’un groupe hyperbolique est hyperbo-
lique.

B. Bowditch donne dans [Bow98| le résultat suivant :

Proposition 4.1.17. Si un groupe hyperbolique est le groupe fondamental d’un graphe de
groupes fini avec ses groupes d’arétes quasi-convexes, alors les groupes de sommets sont
quasi-converes.
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Remarque 4.1.18. Ce résultat nous permet donc d’affirmer que si un groupe hyperbo-
lique est le groupe fondamental d’un graphe de groupes fini avec ses groupes d’arétes quasi-
convexes, alors les groupes de sommets sont aussi hyperboliques d’aprés 4.1.16. En particu-
lier, les deur scindements d’un groupe hyperbolique que l'on utilisera sont, d’une part ceux
au-dessus de groupes finis et d’autre part ceux au-dessus de groupes virtuellement cycliques.
Dans les deux cas, ces groupes sont quasi-convexes. On obtient bien alors la conclusion pré-
cédente.

4.2 Groupes fuchsiens cocompacts

Le but de cette partie est de montrer le théoréme suivant :
Théoréme 4.2.1. Tout groupe fuchsien cocompact est co-hopfien.

Rappelons la notion d’action proprement discontinue d’'un groupe sur le demi-plan de
Poincaré H, ainsi que celle de domaine fondamental d’un groupe dans H.
On dit qu’'un groupe G opére proprement discontiniiment sur H si pour tout compact K de
H, 'ensemble {g € G/gK N K # 0} est fini.
De maniére générale, si G est un sous-groupe discret de PSLy(R), D C H est dit domaine
fondamental de G, si D est un fermé connexe non vide de H tel que |J gD =Het DNgD = ()

geG
pour tout g # 1. Dans la pratique, nous choisirons comme domaine fondamental de G un

domaine, dit de Dirichlet, convexe et ayant pour cotés des géodésiques de H. On pourra
consulter [Kat92| pour sa construction.

La définition que nous allons donner maintenant de groupe fuchsien n’est pas la définition
standard. En effet, nous ne définissons pas un groupe fuchsien comme un sous-groupe discret
du groupe des isométries positives de H (voir [Kat92]). Nous choisissons plutot la définition
utilisée par Bowditch dans [Bow98].

Définition 4.2.2. Un groupe G est dit fuchsien s’il est non élémentaire et qu’il agit propre-
ment discontindment par isométries sur H.
G est dit de plus cocompact si I'espace topologique quotient H/G est compact.

Remarque 4.2.3. L’action des groupes fuchsiens sur H n’est pas supposée fidéle. Alors le
noyau de l’action est un groupe fini car le groupe agit proprement discontiniment.

Un groupe fuchsien G admet donc la suite exacte suivante :

1= F—=G—0—=1o0uF et O sont déterminés de la maniére suivante :

I est l'unique sous-groupe normal fini mazimal de G et O est le groupe fondamental d’un
orbifold hyperbolique de dimension 2 agissant fidélement sur H.

Remarque 4.2.4. Un groupe est dit élémentaire s’il rejoint les deux premiéres conditions
de la proposition 4.1.7, a savoir s’il est fini ou virtuellement cyclique.

Ainsi un groupe fuchsien G est infini, ainsi que son ensemble limite. De plus l’action étant
supposée proprement discontinue, les orbites Gx pour x € H sont discrétes dans H.
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Alors l’ensemble limite A(G), représentant ’ensemble des points d’accumulation de Gz, est
contenu dans OH = R U {oo}.

Si de plus G est cocompact alors G est un groupe hyperbolique.

Son ensemble limite dans OH s’identifie alors avec son bord.

Nous allons a présent, nous intéresser a la condition co-Hopf sur les groupes fuchsiens
cocompacts afin de montrer le théoréeme 4.2.1.
En fait I'étude peut se ramener au quotient d’un groupe fuchsien cocompact par le noyau de
son action sur H comme le montre la proposition suivante :

Proposition 4.2.5. Soit G un groupe fuchsien cocompact admettant la suite exacte suivante :
1= F—=G— O —1avecF fini et O groupe fuchsien agissant fidelement sur H. Supposons
O co-hopfien alors G l’est aussi.

Démonstration. Soit ¢ : G — G endomorphisme injectif.

e Montrons que ¢(F) C F.

Notons H image de H C G dans le groupe quotient G/ F isomorphe & O. On a F distingué
dans G donc ¢(F) < (G), alors Ny (p(F)) = ¢(G). o(F) est un sous-groupe fini de G,

ainsi ¢(F) est elliptique dans H. Regardons alors son nombre de points fixes. o
i) Si ¢(F) fixe un unique point de H alors No(p(F')) fixe aussi cet unique point. No(p(F'))
est alors fini car 'action est supposée proprement discontinue. De plus on a Ng(o(F)) C
No(p(F)), ainsi Ng(o(F)) est aussi fini. F' étant un groupe fini, on a aussi Ng(¢(F)) fini.
Alors Ny)(¢(F)) est aussi fini car contenu dans Ng(¢(F)). Or Ny (¢(F)) = ¢(G), iso-
morphe & G, fini est en contradiction avec GG non élémentaire.
ii) Si ¢(F) fixe deux points de H alors No(¢(F)) fixe la géodésique de H passant par ces
deux points. Ainsi Np(p(F')) fixe globalement deux points du bord. D’aprés le corollaire
4.1.9, No(p(F)) est alors un groupe fini ou virtuellement cyclique. Comme pour le point
précédent, cela implique que Ny (¢(F)) = ¢(G), isomorphe a G, est aussi fini ou virtuel-
lement cyclique. Ce qui est en contradiction avec GG non élémentaire.
iii) Enfin si p(F) fixe trois points non alignés de H alors ¢(F') fixe tous les points de H et
donc ¢(F) =1 dans O. On a donc ¢(F) C F.

e  est injective et d’aprés ce qui précede o(F') C F avec F fini alors o(F) = F.
L’application ¢ peut donc passer au quotient avec le diagramme commutatif suivant :

G—2-G

1
O —— O
@
L’application © définie dans le diagramme est de plus injective.

En effet, soient z,y € G tels que @(7(x)) = @(m(y)). Alors on a w(p(z)) = m(p(y)) et donc
o(x)tp(y) = p(z7ly) € F = p(F). Ainsi par injectivité de ¢, on a x 7'y € F et donc

m(x) = m(y).
Ainsi on a p : O — O injective avec O supposé co-hopfien, donc @ est bijective. Alors
0(GQ) = 171 (@(7(G))) = G et donc ¢ est aussi surjective. G est alors co-hopfien. O
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Pour montrer le théoréme 4.2.1, il nous reste alors a montrer que tout groupe fondamental
d’un orbifold hyperbolique compact de dimension deux est un groupe co-hopfien.
Pour faciliter cette étude, nous allons nous ramener & un sous-groupe distingué d’indice
fini et sans torsion. Cela nous rameénera alors au cas du groupe fondamental d’une surface
hyperbolique compacte et orientable.
Pour faire ce passage a un sous-groupe d’indice fini sans torsion, on utilise le lemme de

Selberg :

Lemme 4.2.6. [Selberg] Soient K un corps de caractéristique 0 et n > 2.
Tout sous-groupe de type fini de GL,(K) admet un sous-groupe d’indice fini et sans torsion.

Remarque 4.2.7. Dans le lemme de Selberg, on peut supposer que le sous-groupe d’indice
fini sans torsion est de plus normal.

En effet, si H est un sous-groupe d’indice fini sans torsion d’un groupe G, alors on consideére
Paction de G sur l’ensemble fini G/H des classes a gauches modulo H par translation. Cette
action n’est pas fidéle en général.

Posons p : G — S(G/H) le morphisme associé a l'action, avec S(G/H) groupe des permu-
tations de G/H.

Alors on a : kerp= (\gHg™!
geG
Ainsi kerp est normal dans G, avec kerp C H donc sans torsion.

De plus G/kerp est isomorphe a un sous-groupe du groupe fini des permutations d’un en-
semble fini. Le noyau kerp est donc encore d’indice fini dans G.

On peut alors maintenant considérer le cas du groupe fondamental d’une surface hyper-
bolique fermée, au sens ou elle est compacte sans bord .
On montre alors le résultat suivant :

Proposition 4.2.8. Soit S une surface hyperbolique fermée et orientable.
Alors son groupe fondamental est un groupe co-hopfien.

Démonstration. Soit G le groupe fondamental de S et ¢ : G — G un endomorphisme injec-
tif. S est une surface fermée orientable, elle est donc caractérisée a homéomorphisme prés
par son genre g. De plus S est hyperbolique, donc g > 2. Soit H = go(G) sous-groupe de G

1s0m0rphe a G. D’apres la théorie des revétements, il existe une surface S et un revétement
: S — S tel que p,(m(S)) = H.

e Supposons que p soit un revétement fini de degré n.
La caractéristique d’Euler de S est x(S) = 2 — 2¢. La caractéristique d’Euler est multiplica-
tive par un revétement fini, ainsi on a : X(S) = 2n — 2ng. De plus on a S et S asphériques
car Hl est contractile et m;(5) = m1(S) car H et G sont isomorphes, alors S et S sont équiva-
lents homotopes. Ainsi S et S ont la méme caractéristique d’Euler. Donc X(S) X(S) avec
X(S) # 0 car g > 2. Par conséquent n = 1, et donc p est un homéomorphisme. Ainsi p, est

un isomorphisme et donc o(G) = H = p,(m,(S)) = m(5) = G.
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Alors ¢ est bien surjectif et donc G est co-hopfien.

e Supposons que p ne soit pas de degré fini. B
Alors H est un sous-groupe de GG d’indice infini avec S de volume infini. H est isomorphe
a G, donc H est hyperbolique. H est donc un sous-groupe discret de PSLo(R) de type fini.
D’aprés [Kat92], H est donc géométriquement fini. Il existe alors un domaine de Dirichlet
F de H dans H ayant un nombre fini de cotés, dont I'un d’eux soit un segment de I'axe
réel. Soit F' le plus petit convexe fermé non vide de F' invariant par H, nommé le coeur
convexe de H. Alors le quotient de F' par H est une surface compacte a bord de méme
groupe fondamental que S. Toute surface compacte & bord a pour groupe fondamental un
groupe libre. H est donc un groupe libre. Ainsi H posséde une infinité de bouts. D’apreés le
lemme de Swarc-Milnor 1.0.10, GG est quasi-isométrique au revétement universel de .S qui est
le demi-plan de Poincaré H car S est hyperbolique. H est un espace & un bout donc G aussi,

ce qui est en contradiction avec H isomorphe & G.
O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 4.2.1 :

Démonstration. Soit G un groupe fuchsien cocompact. D’aprés la remarque 4.2.3, G admet
la suite exacte suivante : 1 - FF' — G — O — 1 avec F fini et O groupe fondamental d’un
2-orbifold hyperbolique compact agissant de maniére non triviale sur H. D’aprés la proposi-
tion 4.2.5, si O est co-hopfien, alors G 'est aussi. Montrons donc que O est co-hopfien.
Soit ¢ : O < O un endomorphisme injectif.
Posons SLi(R) = {A € GL2(R)/det(A) € {1, —1}} sous-groupe de GLso(R).
Soit p : SL;(R) - PSL3(R) = SL;(R)/{Id, —Id} la surjection canonique.
En fait PSL;(R) est le groupe des isométries de Hl, ainsi O est un sous-groupe de type
fini de PSL3(R). Posons O = p~+(O), alors O est aussi un sous-groupe de type fini de
SL5(R) donc de GLy(R). D’aprés le lemme de Selberg et la remarque 4.2.7, il existe H
sous-groupe distingué de (5, d’indice fini et sans torsion. Posons H = p(ﬁ), H est alors un
sous-groupe distingué¢ de O. De plus —Id est un élément de torsion de SL}(R) car d’ordre
2, ainsi —Id ¢ H. Les sous-groupes H et H sont_donc isomorphes, ce qui implique que H
est aussi sans torsion. On a aussi (O : H] < [O : H], donc H est d’indice fini dans O.
Supposons que [O : H] =n > 1. Posons alors S = [ U.

(0512
L’ensemble I = {U <1 O/ [O : U] < n} correspond & I'ensemble des noyaux des morphismes
de O dans un groupe de cardinal au plus n. Fixons un groupe N fini de cardinal n. O est de
type fini, donc a chaque choix de correspondance des générateurs de O dans N correspond
au plus un morphisme de O dans F' et donc au plus un noyau de ’ensemble I. Ainsi si O
admet k générateurs alors le nombre de morphisme de O dans F est majoré par n*, donc
fini. 1l existe de plus un nombre fini de groupes de cardinal n, ainsi le nombre de morphismes
de O dans un groupe de cardinal n est bien fini. En réitérant I’argument précédent pour des
groupes de cardinal fixé inférieur a n, on montre bien que I est un ensemble fini. S est alors
une intersection finie.
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Soit U un élément de I et p : O — O/U la surjection canonique. Alors p o ¢ est aussi un
morphisme de O dans O/U avec |O/U| < n. Son noyau est donc un élément de I.
On a: ker(poy) = (poy) {1} = ¢ 1 (p~{1}) = ¢ 1(U), donc ¢ '(U) € I. Ainsi

e 1(S) = (NU)= N¢ ' (U)DS.DeS C p(S) on a alors p(S) C p(¢~'(9)) C S
Uer Uer
et donc S est stable par .

S est un sous-groupe de H, S est donc aussi sans torsion. Il est aussi d’indice fini dans O
car ¢’est une intersection finie de sous-groupes d’indice fini dans O. De plus S est distingué
dans O car chaque sous-groupe U de [ lest.

S est alors le groupe fondamental d’'une surface hyperbolique compacte. Cette surface est
de plus orientable car S est contenue dans les sous-groupes de O d’indice au plus 2 qui
préservent Porientation. Alors d’aprés la proposition 4.2.8, S est co-hopfien. Ainsi ¢(S) C S
implique ¢(S) = S.

L’application ¢ peut donc passer au quotient avec le diagramme commutatif suivant :

0O—--0
0/S—=0/S

L’application @ définie dans le diagramme est de plus injective.
En effet, soient z,y € O tels que @(7(z)) = @(m(y)). Alors on a 7(p(x)) = 7(¢(y)) et donc
o) to(y) = plx ty) € S = ¢(S). Ainsi par injectivité de o, on a 27y € S et donc
m(x) =m(y). Alorson a g : O/S — O/S injective.
De plus S <O et d’indice fini, donc O/S est un groupe fini. P est alors aussi bijective. Ainsi
0(0) = 7 1(B(m(0))) = O et donc ¢ est aussi surjective. O est alors co-hopfien.
[

4.3 Scindements JSJ

Fixons nous un groupe G agissant par isométries, de maniére minimale sur des arbres,
tous considérés simpliciaux.
Une action de G sur un arbre T' est dite minimale si 7" n’admet aucun sous-arbre propre
G-invariant.
Un sous-groupe de G est dit elliptique dans 7' s’il fixe au moins un point de 7'.
Toutes les définitions et résultats que nous utilisons ici sont issues de 'article de Guirardel-
Levitt [GL11].

Définition 4.3.1. Soient T et T deuzx arbres munis d’une action minimale d’un groupe G.
On dit que Uarbre T domine 1" s’il existe une application G-équivariante f : T — T', soit
Vge G, Vx eT, f(gr) = gf(x).

De maniére équivalente, T domine T" si tout sous-groupe de G elliptique dans T est aussi
elliptique dans T".
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Fixons nous un ensemble A de sous-groupes de G stable par passage aux sous-groupes
et par conjugaison.
On ne considére alors que des scindements de G dont les groupes d’arétes sont dans A.
Un scindement de la sorte est dit au-dessus de A et son arbre de Bass-Serre correspondant
est un A-arbre.

Définition 4.3.2. Soient H un sous-groupe de G et T un A-arbre.
H est dit universellement elliptique s’il est elliptique dans tout A-arbre.
T est dit universellement elliptique si ses stabilisateurs d’arétes le sont.

Un exemple d’arbre universellement elliptique est ’arbre de Bass-Serre correspondant a
une décomposition en produit libre du groupe G.
Par contre si G est le groupe fondamental d’une surface fermée possédant deux courbes
fermées simples dont le nombre d’intersection est non nul, alors les arbres duaux a ces deux
courbes ne sont pas universellement elliptiques. En effet, ’élément de G correspondant a
I'une de ces courbes est hyperbolique dans 1’autre scindement.

Définition 4.3.3. Une décomposition JSJ (ou arbre JSJ) de G au-dessus de A est un
A-arbre T tel que :

o T' est universellement elliptique.

o T domine tout A-arbre universellement elliptique.

Le deuxiéme point de cette définition est une condition de maximalité.
Ainsi tout stabilisateur de sommet d’un arbre JSJ de G au-dessus de A est elliptique dans
tout A-arbre universellement elliptique.
Cependant un arbre JSJ d’un groupe G au-dessus de A n’est pas unique.
Il existe un objet canonique associé a un scindement de GG au-dessus de A, celui d’espace de
déformation, qui fut défini par Forester de la maniére suivante :

Définition 4.3.4. Soit T un A-arbre.

L’espace de déformation de T au-dessus de A est l’ensemble des A-arbres T' tels que T et
T se dominent ['un ’autre.

De maniere équivalente, c’est I’ensemble des A-arbres T' ayant les mémes sous-groupes el-
liptiques que T'.

En particulier tout arbre JSJ de G au-dessus de A domine tout autre arbre JS.J de G
d’aprés la définition 4.3.3.
On peut alors définir I'espace de déformation JSJ de G au-dessus de A :

Définition 4.3.5. S’il est non vide, ’espace de déformation JSJ d’un groupe G au-dessus
de A est I’ensemble des arbres JSJ de G au-dessus de A. On le note Djgy.

L’espace de déformation JSJ n’est pas défini s’il n’y a pas d’arbre JSJ.
Son existence pour une certaine classe de groupes est une conséquence du théoréme d’acces-
sibilité de Dunwoody. Elle est montrée par Guirardel et Levitt dans [GL09] :
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Théoréme 4.3.6 (Guirardel-Levitt). Soient G un groupe de présentation finie et A un
ensemble de sous-groupes de G stable par passage auxr sous-groupes et par conjugaison.
Alors Uespace de déformation JSJ de G au-dessus de A existe.

Guirardel et Levitt montrent méme, dans [GL11], qu’un espace de déformation peut étre
identifié a un complexe simplicial, de maniére analogue a 'outre espace de Culler-Vogtmann.
L’espace de déformation posséde alors une topologie naturelle le rendant contractile. Il est
alors intéressant de faire agir un groupe sur ce complexe pour en recueillir de nouvelles
informations, notamment le groupe des automorphismes extérieurs Out(G).

Dans le cas des scindements des groupes hyperboliques a un bout au-dessus de groupes
virtuellement cycliques, B.H. Bowditch montre que I'on peut construire un arbre canonique
de lespace de déformation JS.J de G. Cet arbre est alors un point fixe de I'action de Out(G)
sur DJSJ.

Bowditch donne dans [Bow98|, le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.7 (B.H. Bowditch). Soit G un groupe hyperbolique & un bout et A la classe
des sous-groupes virtuellement cycliques de G.

1l existe un arbre JSJ, noté S, de G au-dessus de A.

De plus les sommets de S sont de trois types selon leurs stabilisateurs :

e [e type élémentaire, dont le stabilisateur est un groupe virtuellement cyclique maximal.
Ce sommet est de valence finie dans S.

e le type surface, dont le stabilisateur est isomorphe a un groupe fuchsien convexe cocom-
pact, induisant une bijection entre les stabilisateurs des arétes adjacentes a ce sommet et les
stabilisateurs des composantes de bord du coeur convere du groupe fuchsien.

e e type rigide, dont le stabilisateur est un groupe non élémentaire universellement ellip-
tique.

Les sommets adjacents de S ne sont jamais du méme type. Si un sommet de S est de valence
2, alors ses deux sommets adjacents sont de type rigide.

Si S est réduit a un sommet alors G est un groupe fuchsien cocompact ou un groupe rigide
au sens ot il n’admet aucun scindement au-dessus de groupes virtuellement cycliques.
Enfin cette décomposition est canonique au sens ot : VYo € Aut(G),3h, : S — S automor-
phisme tel que Vg € G,Nx € S, on a : ho(gz) = a(g)ha(z).

L’arbre S est alors invariant par tout automorphisme de G.

Remarque 4.3.8. Par définition d’'un arbre JSJ d’un groupe, l’arbre S est universellement
elliptique. Ainsi les stabilisateurs d’arétes de S sont elliptiques dans tout arbre correspondant
a un scindement de G au-dessus de groupes virtuellement cycliques. Les stabilisateurs de som-
met de type élémentaire sont eur aussi universellement elliptiques. En effet, ils contiennent
un stabilisateur d’aréte d’indice fini. On peut donc utiliser la proposition 2.2.6.

Remarque 4.3.9. Il y a dans la littérature de nombreuses définitions de la rigidité. Pour
nous, le type rigide est défini par le troisieme point du théoréme 4.3.7.

Remarque 4.3.10. Le stabilisateur d’un sommet de S de type surface est isomorphe a un
groupe fuchsien convexre cocompact. Il s’identifie donc a un groupe fuchsien au sens de la
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définition 4.2.2 et le quotient de son coeur convexe est un orbifold compact avec bord. Par
définition, le coeur convexe d’un groupe fuchsien est le plus petit convexre fermé non vide
invariant de H.

Guirardel et Levitt donnent dans [GL09|, la proposition 7.6.(2), que 'on formule de la
maniére suivante :

Proposition 4.3.11. Soient G un groupe hyperbolique a un bout, v un sommet de type
surface de Uarbre JSJ S de G. On suppose le stabilisateur G, non universellement elliptique.
Si H est un sous-groupe infini de G, alors H fize une aréte de S incidente sur v ou alors
il existe un scindement de G dans lequel H n’est pas elliptique.

Remarque 4.3.12. Le stabilisateur d’un sommet v de S de type surface peut étre univer-
sellement elliptique. En effet, si G, est isomorphe au groupe fondamental d’une surface dite
"pantalon”, alors toute courbe fermée simple de cette surface est homotope a l'une de ses
trois composantes de bord. D’apres la proposition 7.6.(1) de |GLO09|, cela implique que G, est
universellement elliptique.

4.4 Automorphismes des groupes hyperboliques & un bout

On se fixe dans cette partie un groupe G hyperbolique & un bout.
Nous allons utiliser le scindement J.SJ de Bowditch du théoréme 4.3.7 afin de mieux com-
prendre la structure du groupe des automorphismes de G. Le but de cette partie est de
montrer que le groupe modulaire de G défini en 4.4.6 est d’indice fini dans Aut(G), généra-
lisant ainsi un résultat de Sela au cas avec torsion.
On note I' le graphe de groupes correspondant au scindement J.S.J de GG. Nous utilisons dans
la suite les notations et résultats de G. Levitt de Particle [Lev05].
Nous commengons notre étude par la définition du groupe Outy(G). Nous construirons en-
suite le morphisme p de Outy(G) dans [[ Out(G,) dont on étudiera le noyau puis I'image.

veV(T)

Soit S le scindement JSJ de Bowditch du groupe hyperbolique a un bout G et T' le
graphe de groupes correspondant.
Soit Autr(G) I'ensemble des automorphismes de G préservant 1’arbre S au sens suivant :
a € Autr(G) si et seulement s’il existe un automorphisme a-équivariant h, : S — S tel
que Vg € G,Vz € S, on a : hy(gz) = a(g)hs(x). Montrons que, étant donné a € Autr(G),
I'automorphisme h,, est unique.
Soit h,, un autre automorphisme a-équivariant. L’automorphisme h = B;l o h, est alors une
isométrie G-équivariante de S. I’isométrie h ne peut étre du type hyperbolique car sinon
I’axe de h est G-invariant, ce qui contredit I'action minimale du groupe G sur I'arbre S
non isométrique a une droite. L’isométrie h est alors elliptique. Si ¢ € G agit de maniére
hyperbolique sur S, alors h préserve 'axe A, de g et en préserve 'orientation. Comme h
est elliptique, h est l'identité sur A,. L'action de G étant minimale, S est I'union des axes
des éléments hyperboliques de G. L’isométrie h est donc I'identité de S, ce qui termine la
démonstration.
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L’application o +— h, est alors un morphisme de Autr(G) dans Aut(S), définissant ainsi une
action du groupe Autr(G) sur S. De plus, si a € Autr(G), Vautomorphisme h,, induit un
automorphisme de I', que 'on note encore h,, et donc une action de Autr(G) sur I'.
D’aprés le théoréme 4.3.7, on a Autr(G) = Aut(G). On définit alors Autg(G) comme étant
le sous-groupe d’indice fini de Aut(G) agissant trivialement sur I'.

Soit f : Aut(G) — Aut(I') le morphisme de groupes. Le groupe Int(G) des automorphismes
intérieurs de G est un sous-groupe normal de Aut(G) et si o =i, avec g € G alors Vz € 5,
ho(x) = gz. Soient g € G, x € S et [z] sa classe dans I, alors f(i,)([z]) = [gz] = [2], ainsi
Int(G) est contenu dans kerf. Le morphisme f passe alors au quotient, donnant ainsi un
morphisme de Out(G) dans Aut(T") et donc une action de Out(G) sur I'. On note Outy(G)
I'image de Auty(G) dans Out(G).

Soit v € V(T') et a € Auto(G). On choisit un relevé du sommet v dans I’arbre S, que
I'on note encore v. Ainsi il existe m € G tel que ho(v) = mv. Alors on a a(G,) = Gh, ) =
Gmp = GI" = i, (Gy) et donc ip,-1 0 a(G,) = Gy. Ainsi i,,-1 0 € Aut(G,). De plus un autre
choix que I’élément m différe de m par un élément de G,, la classe de i,,-1 o o dans Out(G,)
ne dépend donc pas du choix de m.

On peut alors définir p! : Auto(G) — Out(G,) par pl(a) = [ipm-1 o o] dans Out(G,). On
vérifie que p! est bien un morphisme de groupes. De plus Int(G) est contenu dans kerp),
I'application p/ passe donc au quotient en un morphisme p,, : Outy(G) — Out(G,).

On définit alors : p =[] po: Outo(G) = [] Out(G,).
veV(T) veV(T)
Montrons que le noyau de ce morphisme est engendré par les twists. Ils sont définis de la
maniére suivante :

Définition 4.4.1. Soit v un sommet de I', e une aréte de I' adjacente a v et z € Zg,(Ge).
Le twist de Dehn, noté D,, autour de [’aréte e du coté de v, est l’automorphisme extérieur
de G défini de la maniére suivante :

Si e est une aréte séparante correspondant a un amalgame G = A C>X; B, alors D, restreint a

A est lidentité et D, restreint a B est la conjugaison par Pélément 2.
Si e est non séparante correspondant a une extension HNN G = Aék = (At / ti.(g)t™! =

i(g9),Yg € G.), alors D, restreint a A est l'identité et D,(t) = zt.
On note alors T le sous-groupe de Outy(G) engendré par tous les twists de Dehn.

Proposition 4.4.2. On a kerp="T.

Démonstration. D’aprés la proposition 2.2 de [Lev05|, on a kerp = BT(I') ou BT(I") est le
sous-groupe de Out(G) engendré par les bitwists autour des arétes de T'.

Le bitwist D, .  autour d'une aréte e de I' d’extrémités v et w est 'automorphisme exté-
rieur de G défini par deux éléments z, € Ng,(G) et z, € Ng,(Ge) tels que z, et z, aient
la méme action par conjugaison sur GG.. Avec les notations de la définition 4.4.1, si e est une
aréte séparante, alors D, . restreint a A > 2, est la conjugaison par z, et D, . restreint
a B > z, est la conjugaison par z,. Si e est non séparante, D, , est alors I'identité sur A
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et envoie la lettre stable ¢ sur z,tz,'.

OnaT C BT(T) car si z € Zg,(G,.) alors D, = D, dans Out(G).

Réciproquement, si toute aréte e de I' a une extrémité v telle que Ng, (G.) = G, alors le
bitwist D, ., coincide dans Out(G) avec le bitwist D; -1, ~qui est un twist. Dans ce cas on
a BT(I') C T, ce qui donne I'égalité voulue.

Montrons que cette condition sur les normalisateurs des groupes d’arétes est bien vérifiée
dans le graphe I'.

Notons Vi, V5, V3 les sommets de I' correspondant respectivement aux sommets de type élé-
mentaire, surface et rigide, d’aprés le théoréme 4.3.7.

Si une aréte e de I' est adjacente a un sommet v de V; alors l'autre extrémité de e est
un sommet w € V5 U V3 car des sommets adjacents de I' ne sont jamais du méme type.
De plus, d’aprés 4.3.7, GG, est élémentaire maximal. D’aprés le lemme 4.1.11, Ng, (G.) est
virtuellement cyclique et contient G.. Or d’aprés le lemme 4.1.12, G, est contenu dans
un unique sous-groupe virtuellement cyclique maximal de G qui n’est autre que G,. Ainsi
Ne¢,, (G.) C G,. Le groupe Ng, (G.) stabilise alors I'aréte e et donc Ng,, (Ge) = G..

Enfin supposons que e est une aréte de I' reliant un sommet v de type surface avec un
sommet w de type rigide. D’aprés le théoréme 4.3.7, on peut identifier G, avec un groupe
fuchsien convexe cocompact. En particulier, G, s’identifie avec le stabilisateur d’une com-
posante de bord ¢ du coeur convexe de G,. Puisque la géodésique c est 'unique géodésique
Ge-invariante, le groupe Ng, (G.) préserve globalement c. Ainsi Ng, (Ge) C G.. On a bien
Ng, (G.) = G, ce qui termine la démonstration. O

G. Levitt étudie davantage le groupe 7 des twists dans la section 3 de [Lev05] en donnant
la suite exacte suivante :

1= 2(G) = [] 2G) x[[2Ge) = ][] Zo.,(Ge) =T =1

veV(T) €€ ecB(T)

telle que : Z(G,) est plongé diagonalement dans le produit [] Zg,(Ge) pour v € V(T') et
ecEy
L, ensemble des arétes d’origine v

Z(G,) est plongé diagonalement dans Zg, (G.) X Zg,, (G.) si 'aréte e a pour terminaisons v
et w, ou & est 'ensemble des arétes non orientées de I'.

Définition 4.4.3. Soit v un sommet de I' de valence k et d’arétes incidentes ey, . .., eg.
Pour 1 <@ < k, on identifie les groupes d’arétes G., avec leurs images dans G, par les mor-
phismes d’arétes correspondants. On définit H, = {Ge,,...,G.. } comme étant la structure
périphérique du groupe de sommet G,,.

Définition 4.4.4. Soient v un sommet de I' et H, = {G,,...,Ge,} la structure périphé-
rique du groupe de sommet G,,.

Soit Auty, (G,) = {a € Aut(G,)/Vi € {1,...,k},3a; € G, tel que a(g) = a;ga; *,Vg € G.,}.
Auty, (G,) est le groupe des automorphismes de G, qui restreint a chaque groupe de la struc-
ture périphérique est un automorphisme intérieur de G, .

Soit Aut(Gy; Hy) = {a € Aut(G,)/Vi € {1,...,k},3a; € G, tel que a(G,,) = G }.
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Aut(Gy; H,) est le groupe des automorphismes de G, envoyant chaque groupe d’aréte de la
structure périphérique sur un conjugué de lui méme.

On vérifie que Auty, (G,) et Aut(G,; H,) sont bien des groupes ot Auty, (Gy) < Aut(Gy; Hy).
On note respectivement Outy, (G,) et Out(G,;H,) les images de Auty, (G,) et Aut(G; H,)
dans Out(G,).

Proposition 4.4.5. On a [[ Outy,(G,) <Imp < [] Out(G,;H,).
veV(T) veV(T)
Ces deux inclusions sont de plus d’indice fini.

Démonstration. Ces inclusions sont données par la section 2.3 de [Lev05]. De plus d’aprés
la démonstration de la proposition 2.3 de [Lev05], si Out(G.) est fini Ye € E(I'), alors
Outy, (Gy) est d’indice fini dans Out(G,; H,,) pour tout sommet v de I'. Ceci s’applique bien
dans notre cas puisque tous les groupes d’arétes de I' sont virtuellement cycliques. Donc
Out(G,) est fini, Ve € E(T). O

Ce résultat est donné aussi par V. Guirardel et G. Levitt dans [GL12] au lemme 2.10.

Définition 4.4.6. On définit le groupe modulaire Mod(G) comme le sous-groupe des au-
tomorphismes de G agissant trivialement sur le graphe T', et dont la restriction a chaque
groupe de sommet de type élémentaire ou rigide coincide avec un automorphisme intérieur

de G.

Remarque 4.4.7. Le groupe modulaire, tel qu’il est défini, dépend du scindement JSJ du
groupe G. Cependant dans le cas des groupes hyperboliques & un bout, le groupe modulaire
ne dépend pas du scindement JSJ d’aprés le théoréme 4.5.7.

On peut, a présent, montrer le résultat suivant généralisant un résultat de Sela au cas
avec torsion :

Proposition 4.4.8. Soit G un groupe hyperbolique a un bout et I' le graphe de groupes
correspondant au scindement JSJ de G. Le groupe modulaire Mod(G) est alors un sous-
groupe d’indice fini de Aut(G).

Démonstration. On a défini précédemment I'application p : Outo(G) — [] Out(G,) qui
veV (T

d’aprés les propositions 4.4.2 et 4.4.5, vérifie : "

kerp = T et [] Outy,(Gy) < Imp < [] Out(G,;H,) ou les inclusions sont d’indice

veV(T) veV(T)

fini.

Soient Vi, Vs, V3 les sommets de I' correspondant respectivement aux sommets de type élé-

mentaire, surface et rigide du théoréme 4.3.7. Le groupe des automorphismes extérieurs d’un

groupe virtuellement cyclique est un groupe fini, ainsi Vv € Vi, Outy, (G,) est un groupe fini

en tant que sous-groupe de Out(G,). D’aprés [Lev05], on a aussi Outy, (G,) fini si v € V3,

en utilisant Bestvina-Paulin et la théorie de Rips.

Le groupe H = [ {1} x [] Outs,(G,) est donc d’indice fini dans I'mp. 11 est de plus

veViUVs veVy
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normal dans I'mp car Outy, (G,) est un sous-groupe normal de Out(G,; H,), Vv € V(I').

Posons Out,(G) = p~'(H), alors Out;(G) est un sous-groupe normal d’indice fini de Outy(G).
Outo(G) étant lui méme d’indice fini dans Out(G), on a Out;(G) d’indice fini dans Out(G).
Le groupe modulaire Mod(G) est alors la préimage du groupe Outi(G) par la surjection
canonique de Aut(G) dans Out(G). Ce groupe est bien d’indice fini dans Aut(G). O

4.5 Groupes hyperboliques & un bout

Le but de cette partie est de généraliser les travaux de Sela aux groupes hyperboliques a
un bout en présence de torsion. Nous allons pour cela utiliser le JSJ de Bowditch, afin de
montrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.5.1. Tout groupe hyperbolique a un bout est co-hopfien.

Sela utilise dans [Sel97], le fait que tout groupe hyperbolique sans torsion, non cyclique et
librement indécomposable ne contient qu’un nombre fini de classes de conjugaison de sous-
groupes qui lui sont isomorphes.

Pour utiliser les idées de Sela, nous avons donc besoin d’un résultat similaire en présence de
torsion. Ce résultat est un corollaire du théoréme de T. Delzant dans [Del95] :

Théoréme 4.5.2. [T.Delzant] Soit G un groupe hyperbolique. Si G ne se scinde pas sur un
groupe fini alors il ne contient qu’un nombre fini de classes de conjugaison de sous-groupes
isomorphes a G.

En s’inspirant des idées de la partie 4 de [Sel97|, nous allons aussi procéder en deux étapes
suivant si le scindement JSJ de Bowditch du théoréme 4.3.7 d’un groupe hyperbolique & un
bout posséde un sommet de type rigide ou non.

Théoréme 4.5.3. Soit G un groupe hyperbolique a un bout. Supposons que son scindement
JSJ posséde un sommet de type rigide, alors G est co-hopfien.

Démonstration. Soit ¢ : G — G un endomorphisme injectif de G.

Supposons ¢ non surjectif. Alors ¥n > 0 on a "™ (G) ¢ ¢©"(G).

G est par hypothése un groupe & un bout donc il ne se scinde pas sur un groupe fini. Ainsi
d’aprés le théoréme de Delzant 4.5.2, il existe un nombre fini de classes de conjugaisons de
sous-groupes de GG isomorphes a G. Or Vn > 0, ¢"(G) est un sous-groupe de G isomorphe a
G, ainsi Jkg, |y avec ly > kg et dg € G tel que

PO(G) = g P (G)g (%)

Soient S I'arbre JSJ de G et k > 0. Notons Sy, I'arbre JSJ de ©*(G).

Les groupes G et ©*(G) étant isomorphes, on a un isomorphisme *-équivariant iy, : S — Sy,
tel que Vg € G,Vx € S, ir(gr) = ¢©"(g)ir(z). Notons Gy, le stabilisateur dans ©*(G) d’un
sommet v de Sy. Ainsi Vo € V(S), on vérifie que ¢*(G,) = G\ (v)-

Montrons que 7; envoie les sommets de type rigide de 'arbre JSJ S sur les sommets de
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types rigides de I’arbre S.

Soit U le stabilisateur d’un sommet v de S de type rigide. Par définition U est non élémen-
taire, alors ©"(U) = Gj,(v) est aussi non élémentaire. Ainsi i;(v) n’est pas un sommet de
type élémentaire de 'arbre Si. U est de plus universellement elliptique, donc U est elliptique
dans tout arbre correspondant & un scindement élémentaire du groupe G. Donc, par isomor-
phisme, ¢*(U) est elliptique dans tout arbre correspondant a un scindement élémentaire de
©*(G). D’aprés la proposition 4.3.11, ©*(U) ne peut étre le stabilisateur d’un sommet de
type surface non universellement elliptique de Si. Le sommet ix(v) de Sy est donc de type
rigide.

D’aprés la remarque 4.3.12, ©*(U) peut étre le stabilisateur d'un sommet de type surface
pantalon. Dans ce cas, ¢*(U) est universellement elliptique. On a bien considéré ces sommets
comme étant de type rigide.

Soit I > 0, alors ¢*™!(G) agit aussi sur I'arbre S, en tant que sous-groupe de ¢*(G). U est de
nouveau le stabilisateur d'un sommet v de S de type rigide et dans la suite le restera. ¢*+(U)
étant elliptique dans tout arbre correspondant & un scindement élémentaire de ©**(G), on
a *(U) elliptique dans Sy. Etant non élémentaire, il ne stabilise aucune aréte de Sy,. Par
conséquent, VI > 0, o+ (U) fixe un sommet de type rigide de S, et ne fixe que ce sommet.

Prenons maintenant k = ko défini en (x). On peut regarder la dynamique des sommets
de Sy, fixés par les itérées de ¢ en partant du sommet vy fixé par ¢*(U). L'image de
©*(U) par les itérées de p' ne fixe que des sommets de type rigide de Sy,. Vp > 0, notons
v, l'unique sommet fixé par @**P(U) dans Sy,. Le graphe quotient S,/G ne comporte
qu'un nombre fini de sommets de type rigide, il en est donc de méme pour S,/ ¢* (G) qui
lui est isomorphe. Ainsi Im; < my tel que v,,, et v, soient dans la méme @* (G)-orbite.
Posons alors m = my —my > 0. On a @ T™0(U) < Gy, ., et @oTm2l(U) < Gy,
Donc ¢ (Grovm, ) < Ghom, €A Gy, est le stabilisateur d'un sommet de type rigide de
Sy, ainsi son image par ™0 fixe un unique sommet de type rigide de S,. De plus on a
Growmy = N Gy, b avec h € ¢™(G) car vy, et vy, sont dans la méme ™ (G)-orbite.
Ainsi on a ™ (Gy ., ) < B Grow,,, b avee b € o*(G). S et Sk, sont isomorphes par iy, et
Groom, = @kO(Gi,gl(vm )) avec Gi1(y,,) Stabilisateur de sommet de type rigide dans .5, que
I’on note de nouveau U par commodité de notation. Ainsi il existe U stabilisateur de sommet
de type rigide dans la décomposition JSJ de G tel que :

" (Glgomy) = 90 (" (U) = @Mt (U) < k™" (U)h avee h € 0 (G) (+x).

Uml ’Um2 .

Umg

D’aprés (x) on a : " T0(G) = g7lph (G)g. Ainsi a =i, 0 0 1 " (G) — " (G) est un
automorphisme de o (G). D’aprés la proposition 4.4.8, on a Mod(p*(G)) d’indice fini dans
Aut(p*(G)), ainsi In > 1, multiple de m, tel que o™ € Mod(p™(G)) et donc par définition
de Mod(¢™(@G)), Jy € ¢™(G) tel que a” '

leto ) = T ko
Ona:a" = (iyjopl)" = Lglo(g)...on=Dlo (g) © oo,

Posons z = @ (g) ... p" D (g) € o(G) & " (G) car ly > ky, alors on a :

Vu € U, (¢ (u)) = y~'¢" (u)y = ig. (o™ (u)) ainsi "0 (u) = 271 g™y~ ok (u)ygz.

Prenons | = nly, alors Yu € U, ¢ (u) = 271g~ly~ 1M (u)ygz avec y, 2 € ™ (G).

71



De plus d’aprés (xx), on a @*H(U) < h=tp*(U)h avec h € o (G).
Donc Yu € U, 3u € U tel que ¢**(u ) h=toko(w)h avec h € ™ (G).
Ainsi Vu e U

P w) = PN (™ (w)h )¢ (h)
= O'(h (" ( )@ ()
= (W) gy e (@)ygze (h)
= ()" gy ™ (w)h Ty gz (h)
De plus @' (" (u)) = ¢z 'g7 y~ " (u )yQZ) Pl(z"tg™! y- )90”’“0(U)s0’(y92)-
Ainsi on a : s@(h‘ )Z‘lg‘ly‘lhw’”“( )h ygw( ) Pz g Y e R (u) e (yg2).
Donc ¢! (ygzh™")z~ g - ‘1h90’“°“( Vhtygzot(hz"tg y ™) = ¢!t (u), Yu e U.
Alors z = ! (ygzh Y z"tg ly=th € Zg("t*0(U)). Posons a = ¢! (ygzh™1)z71 € ¢*(Q) et
b=y 'h € ¢*(G). Alors on a . = ag~'b € Zg(p 0 (U)) (* * *).

U est le stabilisateur d’'un sommet de type rigide de S, il est donc non élémentaire.
Par conséquent, Yn > 0, ¢"(U) est aussi non élémentaire. D’aprés la proposition 4.1.14,
Za(™(U)) est alors fini, Vn > 0. 1l existe donc p > 0 tel que z? = 1.

D’aprés (*), on a gok(’”o (G) = g ~Loko (@) g. Or par hypothése on a gokOHO (G) C goko (G) donc
O (G) C g™ (G)gt. Ona g™ = a tzb~! donc ™ (G) C g™ (G)g™t = bx~tapt (G)atab™t.
Donc " (G) C 271" (G)x car a,b € p*(G). Alors Vn > 1, on a ¢*(G) C 27 "o" (G)a".

En particulier, pour n = p, on a ¢ (G) C x7Pp*(G)xP = gpkO(G), Contradlctlon.
[’endomorphisme ¢ est donc surjectif et GG est alors co-hopfien. O

Théoréme 4.5.4. Soit G un groupe hyperbolique a un bout. Supposons que son scindement
JSJ ne posséde aucun sommet de type rigide, alors G est co-hopfien.

Démonstration. Soit G un groupe hyperbolique & un bout, S son arbre JS.J sur lequel agit
G et I' le graphe quotient.

[' posséde forcément un sommet de type surface ou rigide car sinon I' n’est réduit qu’a un
sommet de type élémentaire car les sommets adjacents de I' ne sont pas du méme type et
donc G serait virtuellement cyclique soit & 2 bouts, contradiction.

De plus I' ne posséde aucun sommet de type rigide par hypothése, alors I' posséde au moins
un sommet de type surface. Nous avons alors deux cas : I' est réduit & un point et donc G
est un groupe fuchsien cocompact ou I' ne posséde que des arétes adjacentes & un sommet
de type surface et de type élémentaire.

e Supposons que G soit un groupe fuchsien cocompact.

Alors d’apres le théoréme 4.2.1, G est co-hopfien.

e Supposons que I' ne posséde que des arétes adjacentes a un sommet de type surface et de
type élémentaire.
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On reprend ci-dessous la méme stratégie que pour le théoréme 4.5.3 en prenant un som-
met de type élémentaire au lieu d’'un sommet rigide.

Soit ¢ : G — G un endomorphisme injectif de G.

Supposons ¢ non surjectif. Alors Vn > 0 on a "™ (G) ¢ ©"(G).

G est par hypothése un groupe a un bout donc il ne se scinde pas sur un groupe fini. Ainsi
d’aprés le théoréme de Delzant 4.5.2, il existe un nombre fini de classes de conjugaisons de
sous-groupes de G isomorphes a G. Or Vn > 0, ¢"(G) est un sous-groupe de G isomorphe a
G, ainsi dky, ly avec Iy > ko et dg € G tel que

POT(G) = g (G)g (%)

Soient S I'arbre JSJ de G, k > 0. Notons Sy l'arbre JSJ de ©*(G).

Les groupes G et gpk(G) étant isomorphes, on a une isométrie équivariante par ¥, notée i,
entre S et Si. Ainsi Vz € S et Vg € G, on a ix(gz) = ©*(g)ir(x). Notons Gy, le stabilisateur
d’un sommet v de Sy dans ¢*(G). Alors Vo € V(95), on a ¢*(Gy) = Gy w)-

Montrons que i envoie les sommets de S d’un type donné (élémentaire ou surface) sur un
sommet de S, de méme type.

Soit H le stabilisateur d’'un sommet de S de type surface. Par définition ce groupe est non
élémentaire. Son image ¢*(H) est donc non élémentaire aussi. Le sommet de S, stabilisé par
©*(H) est donc aussi de type surface. Soit U le stabilisateur d'un sommet de S qui n’est pas
de type surface. Il est donc élémentaire.

Le méme argument pour (cpk)_l montre que seul un sommet de type surface peut étre envoyé
sur un sommet de type surface par i;. Par bijectivité, I'isométrie 7, envoie un sommet de
type élémentaire sur un sommet de type élémentaire.

Soit U un des groupes de sommets élémentaires de la décomposition JSJ de G.

Soit [ > 1, d’aprés ce qui précéde **(U) fixe un sommet de type élémentaire dans Sy
Par ailleurs, montrons que ©*(U), en tant que sous-groupe de (), est elliptique dans Si.
O (@) agit aussi sur I'arbre Sj, en tant que sous-groupe de ¢*(G). Or d’aprés la remarque
4.3.8, G' n’admet aucun scindement élémentaire dans lequel U est non elliptique. Ainsi, par
isomorphisme, ¢*(G) n’admet aussi aucun scindement élémentaire dans lequel ' (U) est
non elliptique. Alors en regardant action de *™(G) sur S, on a @ (U) elliptique dans
Sy.. Par conséquent ¢+ (U) fixe un sommet v de Sj.

Si v est un sommet de type surface, alors d’aprés la proposition 4.3.11, **(U) fixe une aréte
de S, incidente sur v. **(U) fixe alors un sommet adjacent a v, qui est du type élémentaire
d’aprés le scindement JSJ de Bowditch.

Par conséquent, VI > 0, " (U) fixe au moins un sommet de type élémentaire de Sy. Ob-
servons que @ T (U) ne fixe qu'un unique sommet de type élémentaire de S;. En effet, le
stabilisateur d’une aréte adjacente a un sommet de type surface est son propre normalisateur
d’aprés le lemme 4.1.12 dans ce stabilisateur, et le stabilisateur d’une composante de bord
du coeur convexe associé a la surface n’en fixe qu’une.

Prenons k = kg, on peut alors regarder la dynamique des sommets de type élémentaire de
Sy, fixés par les itérées de ¢ en partant du sommet vy fixé par ™ (U). L’'image de ¢*(U)
par les itérées de o fixe des sommets élémentaires de Sy, .
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Vp > 0, notons v, un sommet élémentaire fixé par 70 (U) dans Sy,.

Le graphe quotient S G ne comporte qu’'un nombre fini de sommets de type élémentaire,
il en est donc de méme pour Sy, /™ (G) qui lui est isomorphe, ainsi Im; < my tel que v,
et v, soient dans la méme " (G)-orbite. Posons m = my —my > 0.

Alors on a Q" ™M) < Gy, et @0T™20(U) < Gy o, -

Donc ™0 (G, vmy) < Grom, €Ar Grgo,  est le stabilisateur d'un sommet de type élémen-
taire de Sy, ainsi son 1mage par gpmlo fixe un unique sommet de type élémentaire de Sy, .

De plus on a G, ., = b7 Gy, h avec h € ©*(Q) car v, et v, sont dans la méme orbite.
Ainsi on a @™ (Gry,,, ) < h™ 1Gk0,vm1h avec h € cpkO(G)
S et Sy, sont isométriques par iy, et Gy, = (G —1 1)) avec G- “1(u,,,) BrOupe de type

élémentaire dans S. Notons de nouveau U ce groupe de type elementalre 'dans S par com-
modité de notation, alors il existe U groupe de type élémentaire dans la décomposition JS.J
de G tel que :

@ (Groom, ) = @™ (U)) = PFotmo(U) < b1k (U)h avec b € @F(G) (++).

D’aprés (x) on a : @ ™(G) = g 1M (G)g. Ainsi a = iy 0 0 M (G) — P (G)
est un automorphisme. D’aprés la proposition 4.4.8, on a Mod( k(@) d'indice fini dans
Aut(o* (@), ainsi In > 1 multiple de m, tel que a™ € Mod(¢*(G)) et donc par définition
de Mod(o*(G)), Jy € ¢* (G’) tel que o, ko(U) Wt oo

On a:a" = (iyjoplo)" = g0 (g)...onDio(g) © P
Posons z = ¢(g) ... M Do (g) € o1(Q) ¢ cpkO(G) car [y > ko, alors on a :
VueU, a"(p*(u)) =y 190"0( )y = gz ("0 (w))

ainsi @Fot™o(u) = 271y~ 1ok (u)ygz.

Ainsi, prenons [ = nlo, on a

Vu e U, ohtl(u) = 27 gy ok (w)ygz avec y, z € oF(G).

De plus d’aprés (%), on a @ (U) < h=1p"(U)h avec h € o (G).
Donc Vu € U, 3u € U tel que p*ot(u) = h=tp* (u)h avec h € ©*(G).
Ainsi Vu € U

Pt ) = (W (h™ M (w)h ™)' (h) (5)
= (") (" ( ) () (6)
= ()l 190’“0( Jygz¢' (h) (7)
= P )z gy ™ (u)h gz (h) (8)

De plus ' ("t (u)) = o' (z7g ly Lok (u)ygz) = (27 Lg Ly~ R (u) ol (yg2).
Ainsi on a : ¢ (h ),z g Lyttt (u)htygzet(h) = 90 (Z gy
Donc ¢! (ygzh™")z~ g~y hPo (w)h~ ygae! (he g™y ™h) = hHho(
Alors z = ! (ygzh 1) z"tg ly=th € Zg(ptro(U)).

Posons a = ¢! (ygzh™1)271 € p*(G) et b=y~ th € p*(G).

Alors on a = = ag™b € Zg(ko(U)) (* * *).

)" ()¢ (yg2).
u), Yu e U.
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Regardons maintenant 'action de ¢*o*!(U) sur I'arbre JSJ S de G. On a vu que @ +(U)
est elliptique dans S et fixe un sommet de type élémentaire. Notons w ce sommet de S, alors
on a P (U) < G,,. L'image ¢**(U) est un sous-groupe infini de G,, car U l'est, et donc
d’aprés le lemme 4.1.10, " (U) est d’indice fini dans G,,. De plus Ng(o**(U)) est aussi
virtuellement cyclique d’aprés 4.1.11. D’aprés le théoréme 4.3.7 et le lemme 4.1.12, G, est
'unique sous-groupe élémentaire maximal de G' contenant @*0+(U), ainsi Ng (bt (U)) est
un sous-groupe de G,. Par conséquent on a Zg (" (U)) < G.

Ainsi " H(U) N Zg(e* T (U)) est un sous-groupe d’indice fini de Zg (" (U)).

D’aprés (x x ), x € Zg(pkTH(U)); alors il existe p > 0 tel que :

a? € M) C Rt (G) C o (G).

D’aprés (), on a "t (G) = g71pk(G)g. Or par hypothése on a "+ (G) C " (G) donc
O™ (G) € gt (G)g™t. Ona g™t = a tzb~! donc " (G) C gk (G)g~! = brtap (G)a txbL.
Donc o™ (G) C 271" (G)z car a,b € " (G). Alors Vn > 1, on a ™ (G) C 27" (G)a".
Ainsi pour n = p, on a " (G) C 2Pk (G)aP = pF(G), contradiction.

Donc ¢ est surjective et par conséquent G est co-hopfien. ]

4.6 Accessibilité et détermination algorithmique

Prenons la définition utilisée par P. Scott et T. Wall dans [SWT9] :

Définition 4.6.1. Soit G un groupe de type fini.

G est dit 0-accessible s’il est au plus a un bout.

G est dit n-accessible, pour n > 1, si G admet un scindement au-dessus de sous-groupes finis
tel que chaque facteur du scindement soit (n — 1)-accessible.

G est dit alors accessible s’il existe un entier n tel que G soit n-accessible.

D’aprés un théoréme de Stallings, un groupe est au plus & un bout si et seulement s’il ne
se scinde pas au-dessus d’un groupe fini. Cela justifie le fait que les facteurs d’un scindement
maximal au-dessus de sous-groupes finis d’un groupe accessible sont bien au plus & un bout.
On trouve alors assez naturellement dans [SW79], la proposition suivante :

Proposition 4.6.2. Soit G un groupe de type fini.
G est accessible si et seulement si G est le groupe fondamental d’un graphe de groupes fini
avec ses groupes d’arétes finis et ses groupes de sommets au plus a un bout.

Définition 4.6.3. Soit ' un graphe de groupes fini.
[’ est dit graphe de Stallings-Dunwoody si ses groupes d’arétes sont finis et ses groupes de
sommets sont au plus a un bout.

Remarque 4.6.4. Les graphes de Stallings-Dunwoody ne sont pas tous réduits et il n’y a
pas une maniére canonique de le rendre de la sorte. Par contre, on ne change pas l’espace
de déformation d’un graphe en le rendant réduit. En effet, écraser certaines arétes de termi-
naisons différentes du graphe dont le morphisme d’aréte est surjectif sur l'un des groupes de
sommets, ne change pas l’espace de déformation du graphe car ce procédé ne fait apparaitre
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aucun sous-groupe elliptique nouveau dans les arbres correspondants. On dit que ces écrase-
ments sont admissibles.

Etant donné un graphe de Stallings-Dunwoody, on peut alors rendre ce graphe réduit et de
maniere algorithmique. En effet, les groupes d’arétes du graphe étant tous finis et en nombre
fini, on peut lister tous les éléments des groupes d’arétes de terminaisons différentes dans
chacun des groupes de sommets correspondants. Il suffit alors de comparer les générateurs de
ces groupes de sommets avec les éléments du groupe d’aréte incidente. Cette comparaison des
éléments se fera a l'aide du probleme du mot qui, dans notre cas, est bien résoluble dans les
groupes de sommets du graphe. En effet, d’apres la remarque 4.1.18, les groupes de sommets
des graphes de Stallings-Dunwoody que nous utilisons sont hyperboliques.

Deux résultats bien connus sur les groupes accessibles sont donnés par P.A. Linnell et M.
J. Dunwoody. Linnell montre dans [Lin83] le théoréme suivant :

Théoréme 4.6.5 (P.A. Linnell). Soit G un groupe de type fini.
S’il existe un entier N tel que tous les sous-groupes finis de G sont d’ordre au plus N, alors
le groupe G est accessible.

Dunwoody le montre, dans [Dun85]|, pour la classe de groupes suivante :
Théoréme 4.6.6 (M.J. Dunwoody). Tout groupe de présentation finie est accessible.

En particulier, les groupes hyperboliques ont un nombre fini de classes de conjugaison de
sous-groupes finis et sont des groupes de présentation finie.
Ils vérifient les conditions de Linnell et Dunwooody, on obtient alors le corollaire suivant :

Corollaire 4.6.7. Tout groupe hyperbolique est accessible.

Alors d’aprés la proposition 4.6.2, tout groupe hyperbolique est le groupe fondamental
d’un graphe de groupes fini avec ses groupes d’arétes finis et ses groupes de sommets au
plus & un bout. La question qui se pose est : existe-t-il un algorithme qui, étant donné un
groupe hyperbolique, permet d’obtenir un graphe de groupes de ce type? C’est V. Gerasi-
mov qui donna, dans les années 90, une réponse a cette question en donnant un algorithme
permettant de calculer le nombre de bouts d'un groupe hyperbolique. F. Dahmani et D.
Groves ont ensuite utilisé ses idées pour les généraliser aux groupes relativement hyperbo-
liques dans [DGO8b|. En se restreignant au cas hyperbolique, on trouve dans [DGO8b| le
théoréme suivant :

Théoréme 4.6.8. [F. Dahmani et D. Groves| Il existe un algorithme qui, étant donné
une présentation finie d’un groupe hyperbolique, permet d’obtenir un graphe de groupes de
Stallings-Dunwoody de ce groupe.

Une fois obtenu un graphe de Stallings-Dunwoody I' d’un groupe hyperbolique, il nous
faut un algorithme permettant de calculer les graphes écrasés I'. pour toute aréte e de I,
afin de pouvoir utiliser le théoréme de caractérisation globale 3.5.4.
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Remarque 4.6.9. Soit e une aréte du graphe de groupes I'. Etant donnée une présentation
du graphe T' comme présentation de ses groupes de sommets et d’arétes ainsi que de ses
morphismes d’attachements, on peut donner une présentation du graphe écrasé I',.

e Si e est une aréte séparante de I' d’extrémités v et w, alors I'\ e est composé de deuz
sous-graphes connexes disjoints. Notons les I'y et I's. Aprés avoir fait le choix d’un sous-
arbre mazimal de I'y et I's, notés respectivement 11 et To, on donne une présentation des
groupes fondamentaux de 'y et I'y comme le quotient des groupes de Bass par les sous-
groupes distingués engendrés par les arétes de 11 et 7o (voir définition 2.1.4).

Le groupe d’aréte G, de l'aréte e est plongé par les morphismes d’attachements i, et iz dans
les groupes de sommets G, et G, en tant que sous-groupes des groupes fondamentauz de T'y
et I's.

L. correspond alors a 'amalgame m1(T'1) by m1(T2).

e Sie est une aréte non séparante de I' d’extrémités v et w, alors I'\ e est encore un graphe

conneze. Notons le I''. Aprés avoir fait le choiz d’un sous-arbre mazimal T de IV, on donne

une présentation du groupe fondamental de I comme le quotient du groupe de Bass de 1"

par le sous-groupe distingué engendré par les arétes de T (voir définition 2.1.4).

Le groupe d’aréte G, de laréte e est plongé par les morphismes d’attachements i, et iz dans

les groupes de sommets G, et G, en tant que sous-groupes du groupe fondamental de T".

L. correspond alors a lextension HNN 7T1(IV)(;|< .
Dans toute la suite, les algorithmes utilisés prennent en entrée une présentation finie du

groupe considéré. Dans [DG11|, on peut trouver le lemme suivant :

Lemme 4.6.10. Il existe un algorithme qui calcule un ensemble de générateurs du centrali-
sateur et du normalisateur d’un sous-groupe fini d’un groupe hyperbolique.

Proposition 4.6.11. Soient G un groupe hyperbolique et H un sous-groupe fini.
Il existe un algorithme qui décide si le normalisateur No(H) et H sont égaux.

Démonstration. D’aprés le lemme 4.6.10, il existe un algorithme calculant un ensemble de
générateurs de Ng(H).

H étant fini, on peut lister tous les éléments de H. On teste ensuite si chaque générateur
de Ng(H) est un élément de H par le probléme du mot. Si un générateur n’est pas dans la
liste, alors N¢(H) contient strictement H. Sinon on a bien égalité. O

Proposition 4.6.12. Soient G un groupe hyperbolique, A et B deux sous-groupes finis iso-
morphes de G.
1l existe un algorithme qui décide si A et B sont conjugués dans G.

Démonstration. A et B étant deux sous-groupes finis isomorphes de G, ils ont méme cardinal.
On peut alors lister toutes les bijections de A dans B.

Soit o : A — B T'une de ces bijections. On utilise alors le probléme de conjugaison simultanée
dans G au sens ot I'on se demande si, pour tout élément a de A, les éléments a et o(a) sont
conjugués par un méme élément de G. Si tel est le cas alors A et B sont conjugués par cet
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élément. Sinon on réitére le probléme pour une autre bijection. Si le probléme de conjugaison
simultanée n’est vérifié pour aucune bijection de A dans B, alors ces sous-groupes ne sont
pas conjugués dans G. ]

Théoréme 4.6.13. I existe un algorithme qui, étant donné un groupe hyperbolique, décide
st ce groupe est co-hopfien ou non.

Démonstration. Soit G un groupe hyperbolique donné, ainsi que sa présentation. Le théoréme
4.6.8 nous donne un algorithme permettant d’obtenir un graphe de groupes I' de Stallings-
Dunwoody. Les groupes de sommets de I' sont au plus a un bout, hyperboliques d’aprés la
remarque 4.1.18 et co-hopfiens d’apreés le théoréme 4.5.1. De plus les groupes d’arétes sont
finis par définition d’un graphe de groupes de Stallings-Dunwoody. On peut aussi rendre ce
graphe de groupes réduit de maniére algorithmique, d’aprés la remarque 4.6.4, sans changer
son groupe fondamental. On peut alors maintenant utiliser le théoréme de caractérisation
globale 3.5.4.

Pour toute aréte e de I', on peut calculer le graphe écrasé I'. d’aprés la remarque 4.6.9.

Si I'. est un amalgame A X B, alors on utilise I'algorithme de la proposition 4.6.11 appliqué

au sous-groupe fini i;(G,.) dans A, ainsi qu’a i.(G.) dans B. Si le normalisateur de i:(G.)
dans A contient strictement iz(G,) et si le normalisateur de i.(G.) dans B contient stricte-
ment i.(G.), alors 1'algorithme s’arréte et G est non co-hopfien. Sinon on passe a une autre
aréete de I

Si I'. est une extension HNN AC#; , alors on utilise ’algorithme de la proposition 4.6.11 appli-

qué au sous-groupe fini iz(G.) dans A, ainsi qu’a i.(G.) dans A. On utilise aussi I’algorithme
de la proposition 4.6.12 appliqué aux sous-groupes finis i.(G.) et iz(G.) dans A. Si le nor-
malisateur de i.(G.) dans A contient strictement i.(G.) et si le normalisateur de i;(G.) dans
A contient strictement iz(G.), alors 'algorithme s’arréte et G est non co-hopfien. Si iz(G)
et i.(G.) sont conjugués dans A, Palgorithme s’arréte aussi et G est non co-hopfien. Sinon
on passe a une autre aréte de I'.

Si I'algorithme ne s’est arrété pour aucune aréte de I, il certifie alors, en un temps fini pour
chaque aréte, que I’on a bien 'assertion 4 du théoréme 3.5.4. D’aprés ce théoréme, le groupe
G est alors co-hopfien. ]
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