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Résumé introductif

Ce mémoire se place dans le contexte général des opérateurs aléatoires discrets. Il est subdivise
en trois chapitres.

Le premier chapitre situe le sujet dans son cadre général et naturel (partie A), puis s’interesse
plus particulierement (partie B), au cas des opérateurs de Schrédinger discrets unidimensionnels,
dont il évoque les principales propriétés spectrales, décrit les méthodes les plus fréquemment em-
ployées puis considére différentes familles de potentiels rencontrés dans la littérature.

Dans la partie A, la démonstration du résultat concernant I'égalité des spectres de presque tous les
opérateurs nous permet de dégager une caractérisation des éléments du systéme dynamique corre-
spondant aux opérateurs de méme spectre. Nous démontrons ici que sous 'hypothése d’ergodicite
du systéme, deux points & la fois génériques et essentiels conduisent a 1'égalité spectrale des
opérateurs qui leur sont associés.

D’autre part, 'étude menée dans le cadre général sur la mesure de densité d’états nous conduit,
dans la partie B, & décrire explicitement cette mesure dans le cas d’un opérateur de Schrédinger &
potentiel périodique. En fait, la duplication de la période induit naturellement - via une formule
trace — une transformation sur chaque intervalle fondamental du spectre, conjuguée topologique de
la transformation logistique © — 4x(1 - z) de l'intervalle [0, 1] et qui laisse invariante la mesure de
densité d’états. Ce résultat est illustré par quelques exemples pour lesquels nous avons détermine
I'expression de la fonction de répartition #o(t) de cette mesure correspondant au point eg (oil
(en)nez est la base orthonormale canonique de ¢*(7Z)). En particulier, lorsque le potentiel est
constant égal & v, la fonction xg(t) est donnée par:

0 sit€]—o0,v-2]
ko(t) = ¢ ++ Larcsin((32) sit€v-2,0+2
1 sitefv+2,+00] ,

lintervalle [v — 2, v + 2] étant le spectre de tous les opérateurs.
Lorsque le potentiel vaut V(n) = (-1)",0n a

sit €] - o0, =53]
- 7= aresin( ‘2;3) site[-V5 -1]
site{-1,1]
+ %arcsin('—:-;—a) sit €[1,V5]
sit € [vV5,+o0f,

f:o(t) =

e L] et =]

le spectre de tous les opérateurs étant [-v5,-1]u{1,V5].

Le deuxi®me chapitre traite de cas particuliers d’opérateurs de Schrodinger & potentiel discret
de type Gordon, que nous nommons potentiel odométrique. L'introduction de ces potentiels est
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originale puisqu’ils sont issus de systemes dynamiques appelés odometres. Nous établissons leur
existence i partir des fonctions caractéristiques d’une suite de cylindres deux i deux disjoints
(Am)men = (C(Am,Pm)men de Zo (I’ensemble des entiers dyadiques), ot (¢m)men €t (Pm)men
sont deux suites d’entiers naturels vérifiant certaines conditions. Ce potentiel d’un nouveau type
est alors défini par
VREZ, V() =+ ) anla(k),
n20

oi 3 est un nombre réel et a = (0 )nem une suite bornée de nombre réels. De type limite
périodique, ce potentiel se rattache en outre a la classe des potentiels hiérarchiques. De nouvelles
propriétés spectrales de l'opérateur de Schrédinger associé sont alors dégagées, en particulier une
approximation de la mesure de Lebesgue du spectre de tous ces opérateurs en fonction de la suite
«. Pour illustrer ceci, considérons le cas ol pour tout m > 1, pn = 4m + 1, am = 2°™71 et
am = 279™¢ avec £ > 1. On obtient

42> me(Z) = m(Zqc) 2 4(1 - 21-3)'

Nous sommes ainsi en mesure de construire des opérateurs de Schrédinger discrets dont la mesure
de Lebesgue du spectre est arbitrairement proche de 4.

Dans la continuité du chapitre 1, le troisitme et dernier chapitre, publié dans la revue Re-
views in Mathematical Physics, étudie une famille d’opérateurs alcatoires discrets unidimensionnels
que nous avons baptisés opérateurs creux (sparse operators) en raison de leur forme particuliére
proche de celle des opérateurs de Schrédinger classiques: H?P = §7 + 8§77 +V (o S désigne le
décalage dans ¢*(Z), p un entier naturel non nul et V est un potentiel). Pour les flots minimaux
ergodiques, la décomposition dynamique de Gottschalk, Hedlund et Kamae nous permet d’aboutir
5 des résultats concernant le spectre et les composantes spectrales de presque tous les opérateurs.
Des conséquences de cette décomposition sont présentées, incluant certaines classes de potentiels
substitutifs, les potentiels périodiques, ainsi que des potentiels du modéle d’Anderson.

Par exemple nous démontrons dans ce chapitre que si le potentiel est issu de la suite substitutive de
Thue-Morse et pour p = 2™ (ol m € IN7), le spectre de presque tous les opérateurs correspondants
est un ensemble de Cantor de mesure de Lebesgue nulle et qu’il est purement singulier continu.
Lorsque le potentiel est N-périodique et quel que soit l’entier p, nous sommes parvenus au méme
résultat que dans le cas classique d'un opérateur de Schrédinger, & savoir que le spectre est purement
absolument continu formé d’au plus N bandes.

Enfin il apparait que le spectre d’un opérateur creux dont la suite de potentiels est formée par des
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, est celui de 'opérateur de Schrodinger
ayant ce méme potentiel.



Chapitre 1

Opérateurs aléatoires discrets
unidimensionnels ergodiques

- Opérateurs de Schrodinger -

La notion d’opérateurs aléatoires constitue un cadre trés abstrait puisque trés théorique, mais
toutefois trés riche puisqu’elle englobe toute la théorie des opérateurs de Schrédinger: les matrices
de Jacobi (H = £*(Z)), les opérateurs hamiltoniens (H = L*(IR}), ainsi que leurs généralisations
au cas multidimensionnel. Elle est traitée dans un cadre général par Figotin et Pastur dans [Fi;Pa),
ainsi que dans le cas hamiltonien par Carmona et Lacroix dans [Car;L].

La partie A de ce chapitre est un rappel sur les opérateurs aléatoires discrets unidimensionnels:
nous en donnons la définition, puis nous nous intéressons a la relation entre l'ergodicité du systéeme
dynamique et certaines propriétés spectrales de l'opérateur aléatoire, ce qui nous permet de dégager
des éléments remarquables du systéme dynamique.

La partie B est consacrée aux opérateurs de Schrédinger aléatoires unidimensionnels et discrets.
Les premitres propriétés spectrales sont déduites de la partie précédente. Dans ce cadre plus
restreint, nous nous intéressons aux moyens d’évaluation des propriétés spectrales (composition,
nature et localisation du spectre, probléme des trous). Pour cela, 'exposant de Lyapunov, la
densité d’états, sa fonction d’étiquetage associée sont introduits. Nous avons porté notre attention
sur la densité d’états en mettant en évidence diverses propriétés asymptotiques, notamment pour
certains opérateurs aléatoires définis sur €2(Z). Leurs introductions se justifiera par ’'usage qui en
sera fait dans les chapitres suivants.

Devant la grande diversité des résultats rencontrés dans la littérature, un récapitulatif des différents
types de potentiels est donné avec I'idée d’établir un lien entre les études des diverses grandes classes
d’opérateurs.

Le cas des opérateurs & potentiel périodique est le premier traité. Aprés avoir exposé les propriétés
générales, nous étudions Iéquation associée de Hill qui donne la localisation du spectre, ainsi que
I’existence de trous. L’exposant de Lyapunov est utilisé pour démontrer la continuité absolue du
spectre et les trous sont distingués par la mesure d’étiquetage. Pour terminer, nous metions en
ceuvre cette théorie générale classique pour construire sur le spectre une dynamique naturelle qui
laisse invariante la densité d'états et conduit A la détermination explicite de cette mesure. Clest le
premier temps fort de ce travail. Quelques exemples illustrent les résultats obtenus.
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Le chapitre se poursuit par un catalogue de résultats classiques les plus significatifs et qu’il nous a
semblé utile de faire figurer dans cette these.

Nous commencons par les opérateurs du type d’Anderson. Il est a 'opposé du précedent puisque
le potentiel est donné par une suite de varibles aléatoires indépendantes identiquement distribuées.
Le spectre de tels opérateurs est purement singulier. Dans certains cas particuliers, il est possible
de le localiser.

Entre ces deux grandes familles, deux classes différentes sont décrites, qui ne sont pas sans liens
entre elles: les opérateurs & potentiels presque périodiques et les opérateurs a potentiels substitutifs.
Dans chacun de ces cas, le systéme dynamique associé sera donné. Les résultats énoncés concernent
les propriétés spectrales, l’exposant de Lyapunov et la mesure d’étiquetage. Nous décrivons en outre
une palette d’exemples traités dans la littérature.

Pour conclure cette présentation du premier chapitre, signalons que pour un expert dans ce do-
maine, le matériel présenté est connu,  l'exception sans doute de la description compléte de la
mesure d’étiquetage dans le cas périodique (partie B, paragraphe 2), et dans une moindre mesure,
le théoreme 2.4 (partie A) qui décrit avec précision I’'obtention des éléments caractéristiques du
systéme dynamique aux vues des opérateurs aléatoires et le théoréme 4.3 de perturbation des ap-
proximations matricielles des opérateurs aléatoires sur ¢2(7Z) lorsque leurs coefficients non nuls
restent cantonnés autour de la diagonale.



PARTIE A - Opérateurs aléatoires discrets

Comme il a été précisé précédemment, de tels opérateurs ont été étudiés en détail dans [Fi;Pal.
Le paragraphe 1 est consacré aux différentes définitions et au vocabulaire utilisé, le tout illustré
par des exemples. Les conséquences du lien dynamique qui unit les représentations de I'opérateur
aléatoire sont examinées: sous la condition d’ergodicité du systéme dynamique, presque tous les
opérateurs A, ont le méme spectre et les mémes composantes spectrales. Plus précisément, nous
explicitons l'ensemble des z pour lesquels les opérateurs correspondant A ont le méme spectre
"générique”. L'étude détaillée de la densité d’états termine cette partie.

1. Définitions et exemples

1.1. Opérateurs aléatoires

Soit (X, 5, ) un espace de probabilité. Une variable aléatoire réelle est une fonction définie sur X
i valeurs réelles, B-mesurable et admettant des valeurs finies sur un sous-ensemble X' de mesure
1 dans X. Une fonction f définie sur X & valeurs dans un ensemble est dite constante s'il existe
un sous-ensemble X € B tel que p{X) = 1 et sur lequel f est constante.

Un automorphisme T de (X, B, 1) (ou simplement de X) est une application T : X — X inversible
(éventuellement inversible seulement sur un ensemble de mesure pleine), bimesurable et préservant
la mesure g, i.e., g = poT~'. L'espace (X, B, u) sera supposé séparable, hypothese qui se traduit,
par exemple, par la séparabilité de l'espace L*(X,p). Soit T un groupe d’automorphismes de X,
muni de la topologie faible de Halmos. Cette topologie est métrisable et par définition, une suite
(Tw)nen d'automorphismes de X converge (faiblement) vers un automorphisme T si

VY € B, lim p(T,YATY)=0, (L.1)
A—+0a

ot A désigne la différence symétrique entre deux ensembles.

On dit que 7 est ergodique (ou métriguement transitif dans la terminologie de [Fi;Pa]), si tout
ensemble B-mesurable Y, T-invariant (c’est-a-dire tel que TY =Y quel que soit T € 7), est de
mesure 0 ou 1.

Soit ‘H un espace de Hilbert séparable et D un sous-espace vectoriel dense dans H. Un opérateur
aléatoire A sur espace de probabilité (X, B, ) de domaine D est une application 4 : z — 4
définie sur X & valeurs dans l'ensemble des opérateurs linéaires sur M (définis sur un sous-espace
de H et & valeurs dans H), telle que le domaine de définition D de A; contienne D p-presque
siirement et telle que pour tout u € D et v € H, I'application z — (A;u,v) (ol z € X), est
une variable aléatoire. Rema.quons que cette notion de mesurabilité (faible) est équivalente a
la mesurabilité forte qui signifie que pour tout v € D P'application £ — A;u de X dans H est
mesurable (la o-algébre des parties boréliennes de H étant engendrée par la topologie faible). Si,
de plus, (Au,v) = (u, Av) quels que soient les éléments u et v du domaine D, alors l'opérateur
aléatoire A est dit symétrique. Si D = H, la symétrie de A signifie que pu-presque tous les opérateurs
A sont auto-adjoints.

Lorsque l'opérateur A, est borné, il se prolonge par continuité a tout H. Si c’est le cas pour
pu-presque tout z, l'opérateur aléatoire A est dit borné. Dans ces conditions, on peut choisir
D = H. Un opérateur aléatoire A est ergodique s'il existe un homomorphisme T +— Ut d’un
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groupe ergodique 7 d’automorphismes de (X, 5,u) sur un groupe d’opérateurs unitaires de H
noté U = {Ur , T € T}, tel que, pour p-presque tout , on ait

Are = UTrlrU{—'l . (1.2)

Si de plus A est symétrique, alors son domaine D est supposé invariant sous U, c’est-a-dire que
UD C D, quel que soit U € U.

L’opérateur aléatoire A est dit discret lorsque le groupe 7 des automorphismes de X associe a A
est de la forme 7 = {Ty ; k€ Z}ouT = {Tx; k€ 7Z%}. L'opérateur aléatoire est dit alors d-
dimensionnel. Dans cette situation l'espace H est le plus souvent £*(Z) ou ¢*(Z*) et U correspond
au groupe des opérateurs de décalage Sm, m € 7Z2 qui, & tout £ = (T,)neze associe Sm(z) défini
par (Sm(z))n = Tnem. On parlera alors d’opérateur aléatoire d-dimensionnel canonique.
Remarque 1.1. Pour plus de détails sur les opérateurs aléatoires, nous renvoyons au livre de
Figotin et Pastur [Fi;Pal. o

1.2. Exemples

Tout au long de ce travail, les opérateurs aléatoires bornés ergodiques unidimensionnels canoniques
sont les opérateurs qui retiennent essentiellement notre attention. Toutefois, pour avoir une vision
un peu plus large des choses, nous décrivons ici une palette d’exemples d'opérateurs aléatoires
discrets.

1.2.a. Opérateurs matriciels
Cette notion, traitée dans le cadre général par Figotin et Pastur, a également été développée dans
un contexte un peu plus particulier par Kunz et Souillard (¢f [Ku;Sou]). Nous limitons notre étude
a la dimension 1.
Soit donc H = ¢2(Z) (de norme notée || - |1). Le sous-espace D est celui des suites & support fini
dans ¢2(Z). En accord avec Figotin et Pastur, on considére une famille de variables aléatoires a
valeurs complexes ou réelles (@n m)n,mez vérifiant les propriétés suivantes:

(i) Gnm = @m,a, pour tousn,m € 7L, (ot 7 désigne le conjugué de z € C);

(ii) Pour tout m € Z, ¢z |anm|* < +00 presque sirement.
Alors l'opérateur aléatoire M défini pourn € ZZ et u € ¢*(Z) par:

(Mzu)(n) = Y, anm(z)u(m), (1.3)
mEZ
est symétrique, & valeurs dans ¢*(ZZ). En effet, la symétrie est immédiate et I'inégalité de Schwarz
donne:
Mu@F el Y lanml)
m,u{m)#0
et donc

Wl < el S0 Y laam®M (1.4)

m,u{m)#0 neZk

Il est naturel de chercher des conditions pour que M puisse se prolonger a *(ZZ). La majoration
(1.4) conduit tout naturellement a prendre 'hypotheése 3, m)ez? |an,m|* < +00, mais celle-ci est
peu satisfaisante. En effet, pour I'opérateur identité par exemple, qui entre bien dans ce cadre avec
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@n,mégaledlsin=met0 sinon, le second membre de (1.4) vaut +o0 si le support de u n'est pas
fini. 1l en va de méme pour toute une large classe d’opérateurs importants, comme les opérateurs
de Jacobi examinés plus bas.

Avant de donner une condition plus naturelle pour le prolongement de M & ¢*(ZZ), examinons ce
qu'implique la relation de commutation (1.2) lorsque Uz désigne l'opérateur de décalage S = 51
sur £2(Z). Un calcul simple donne pour n € Z et u € C(Z):

SMo§7tu(n) = Y w(m)antt,me1(x)
med

de sorte que Mpz = SM 5! se traduit par la condition de stationarité diagonale:
(i) ¥ (n,m) € Z*, an m(TZ) = tnt1,m+1(T)-
1l est alors plus intéressant d’essayer de remplacer la condition (if) par:

(i) YmeZ, ¥ ez [xlanm(@)Pu(dr) < +oo.
Or par la propriété (iii) nous obtenons

S [ lenmlts= ¥ [ lenimalde= 3 [ Vonmld
ned X 05 X

neZZ neZZ

qui permet de nous ramener a

(ii") ez Jx |anol’dn < +oo.
En introduisant la suite & = (20)nez, la propriété (iii) donne
(iv) « est une variable aléatoire sur X a valeurs dans €*(ZZ) telle que

[ Jla@)IIPa(dz) < o0
X

et a(n,m)=aln - m,0) o T™ .

Sous ces hypothéses, on obtient facilement
S [ b)) < 1l [ tlds

Considérons un sous-espace £ dense dans ¢*(Z) et engendré par une partie dénombrable. Alors M
est presque sirement un opérateur symétrique sur E 3 valeurs dans £2(Z). Reste cependant que
dans le cas aussi simple d’un opérateur diagonal (anm =0 si n # m), (iv) n'implique pas que M
soit borné pour presque tout z; en fait dans ce cas, si agp n’est pas bornée, comme T est supposée
ergodique, il est facile de voir que pour p-presque tout 7 € X, supy, fjupp=1 | Mz(w)l] = +oo. Une
hypothése raisonnable (parni d’autres) est de supposer:

(v) l'application z — ||a(z)]| est bornée.

Cette condition est satisfaite dans de nombreux cas et donne
M ()| £ |ful] sup {la(z)I].
reX

Ainsi M devient un opérateur aléatoire borné de domaine (Z2).



1.2.b. Matrices de Jacobi

L'espace de Hilbert considéré ici est toujours £*(7Z2). Le sous-espace D est formé des suites a
support fini.

On définit 7 = {T" ; n € Z }, ot T est un automorphisme de X préservant la mesure p et
ergodique. On se place dans le cas canonique. Ainsi, pour tout entier n, Uz» = S, 00 § = 5) est
I'opérateur de décalage de 1 sur €*(Z). On a donc U = {S™ ; n € Z}.

Soient a et b deux variables aléatoires réelles définies sur X et soient (@n)nez €t (ba)nez les suites
de variables aléatoires stationnaires définies par a, = a0 T™ et b, = bo T". L'opérateur de Jacobi
J défini pour tout n € Z et u € £*(Z) par

(Jzu)(n) = —aq()u{n — 1) = @npr(z)u{n + 1) + ba(z)u(n), (1.5)

est un opérateur aléatoire symétrique ergodique de domaine D. Le groupe des automorphismes
qui lui est associé est 7', le groupe des opérateurs unitaires sur C(ZZ) est U.

Supposons maintenant a et b dans L*(X,u) et notons || - I|l2 la norme de cet espace. Alors, en
procédant comme dans 1.2.a,

]\_ 3 ou(n)Pu(de) < 3(2lallz + 11D u]l.

-t neld

Ainsi, pour p-presque tout x € .X, l'opérateur J. est linéaire dans £2(ZZ) et pour tout sous-espace
dense Dy de ¢*(7Z) engendré par une partie dénombrable, D(J:) contient presque sirement Do.
En particulier, on peut choisir pour Dy 'espace des suites 3 support fini. Mais J n'est pas pour
autant borné si a et b ne le sont pas.

Remarque 1.2. Les matrices de Jacobi sont des cas particuliers des opérateurs matriciels définis
ci-dessus. On peut en effet écrire Ju sous la forme (Ju)(n) = 2 ez j(n,m)u(m), avec

—-tn sim=n-—1;
. —ap+1 Sim=n+1;
n,m) = .
j(n,m) bn sim=n;
0 sinon, i.e. si |R—m|> L.

Les coefficients j(n,m) sont des variables aléatoires réelles vérifiant pour tous entiers n et m,
I'égalité j(n,m) = j(m,n) et pour tout entier m, 3 ez |i(n,m)|> < 4+oc0 avec une probabilité L.
Ainsi J est symétrique. o

Faisons une remarque supplémentaire sur la définition d’opérateur matriciel donnée dans [Fi;Pa]
(page 34). Avec les notations ci-dessus, les auteurs supposent que la suite de variables aléatoires
(@n,m)(n,m)ez? st ergodique sur 72%. 1l est bien évident que cette condition, qui implique entre
autre que les a, » solent de méme loi, est trop restrictive. Les opérateurs de Jacobi n’entrent pas
dans ce cas de figure (puisque ag2 = 0!). D’autre part, l'action de 72* peut é&tre ergodique, sans
que l'action correspondant & la diagonale le soit.

Remargue 1.9. L'opérateur J peut évidemment étre défini avec des suites (@n)nez €t (bn)nez
de nombres réels. Supposons ces suites bornées, il est alors naturel d’introduire le sous-espace
K(a,b) de (IR*)Z (muni de la topologie produit) obtenu par fermeture de l'orbite de la suite
(@,b) = (@n, bn)nez Sous l'action de l'opérateur de décalage T

I{(aab) = {(unavn)nez; 3k e z! Yne E: (un-a Un) = (an-i-kybn-i-k)}-
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D’aprés le théoréme de Tychonov, K'(a,b) est compact. De plus, la restriction de T & A'(a,b)
est un homéomorphisme. Alors pour m : A(a,b) — IR (resp. w2 : K(a,b) — IR) défini par
m(u,v) = ug (resp. ma(u,v) = vp), on obtient @, = 71 (T™(a,b)) et by, = ma(T"(a,b)). Avec
une mesure borélienne x, T-invariante, ergodique sur A (a,b), on obtient un opérateur aléatoire
ergodique de Jacobi au sens précédent; Popérateur de départ se retrouve comme étant l'opérateur
J(ap)- Le choix de p est relativement arbitraire: il existe toujours une mesure sur K(a, b} ergodique
et T-invariante (théoréme de Krylov-Bogoliubov [Bo;Kr]) mais en général elle n’est pas unique. Il
peut cependant exister un choix pertinent pour p en fonction de la suite (a,b). C’est le cas lorsque
qu’il existe une mesure ergodique T-invariante pour laquelle la suite (a, b) est T-générique, i.e. telle
que pour toute fonction continue f: K{a,b) — IR, la suite des moyennes N~! z;:‘:ol f(T(a,b))
converge vers [ fdu. o

1.2.c. Opérateurs de Schradinger discrets unidimensionnels

Reprenons M, D, U et T comme dans I'exemple 1.2.b. L’opérateur de Schrodinger unidimenstonnel
discret est un cas particulier des matrices de Jacobi. Il est donné par l’équation :

YreZ ,Yue &(Z), (Hu)(n) =u(n -1} +uln+1)+ V{n)u(n), (1.6)

ot (V(n)),ezz est une suite aléatoire stationnaire a valeurs réelles appelée potentiel. C'est un
opérateur aléatoire symétrique ergodique. De meéme que précédemment, si ||V(0)||ee) < +00, un
tel opérateur se prolonge presque sirement a ¢3(ZZ). Cest la raison pour laquelle cet opérateur sera
par la suite directement défini sur (*(ZZ). Notons que la partie B de ce chapitre est entierement
consacrée A l'étude de ce type d’opérateur. Dans le cas ol V(n) est une suite bornée de nombres
réels, la construction effectuée dans la remarque 1.3 se simplifie en remplagant la suite (=1, Va)nez
par (Va)nez. Dans de nombreux cas (voir plus loin), cette suite donne naissance & un systeme
dynamique (T, £(—1,V)) n’admettant qu'une seule mesure invariante.

1.2.d. Opérateurs creux de Schrodinger

D’autres cas particuliers d’opérateurs matriciels unidimensionnels canoniques, appelés opérateurs
creur de Schrédinger, ont été introduits dans [GB]. Leur étude fera l'objet du troisieme chapitre
de cette these.

Dans ce cas H = 2(Z), D est le sous-espace des suites a support fini et (V(n))nez est une suite
de variables aléatoires stationnaires 4 valeurs réelles. Etant donné un entier naturel strictement
positif p, 'opérateur H? est défini pour tout élément u de £%(Z) et tout entier » par

(HPu)(r) = u(n - p) + u(n +p) + V(n)u(n) . (L.7)

Cet opérateur peut également se mettre sous la forme d'une matrice de Jacobi au sens élargi: quel
p R 8
que soit u € £*(Z) et quel que soit n € Z,

(HPu)(n) = Y a(n,m)u(m),
mel

V(n) sim=mn;

a(n,m):{l sim=n—poum=n+p,ie si|n-m|=p;
0 sinon.

Il est facile de voir que les variables aléatoires réelles a(n, m) vérifient a(n,m) = a(m,n) et sont

telles que ),z la(n,m)|> < +oo avec une probabilité 1. En tant qu'opérateur matriciel, un

tel opérateur est symétrique. Si ||V(0)||e est fini, l'opérateur HP se prolonge presque sirement a

*(7Z) tout entier; il est appelé opérateur aléatoire de Schrédinger unidimensionnel discret et creuz.



2. Spectre et ergodicité

Notre étude est restreinte aux opérateurs aléatoires discrets symétriques bornés ergodiques et
unidimensionnels sur un espace de Hilbert . Le groupe des automorphismes de X est donc donné
par:

T={T"; neZ}, (2.1)

ot le systéme dynamique 7 = (T, X, B, ) est ergodique. Le groupe des opérateurs unitaires est
de la forme:

U={U"; neZ}. (2.2)

Le générateur de / est appelé opérateur unitaire de conjugaison (de 4). Le domaine D est égal
4 M. Dans le cadre qui nous intéresse, les opérateurs aléatoires se prolongent en effet sur X tout
entier.

2.1. Presque tous les opérateurs ont le méme spectre

Soit donc A un opérateur aléatoire discret symétrique borneé et ergodique de domaine H, de groupes
associés T et U respectivement donnés par les relations (2.1) et (2.2). Pour tout élément z de X,
on notera o{A;) le spectre de l'opérateur Az. Les différentes définitions de parties spectrales sont
rappelées dans 'appendice A. Le résultat suivant est classique.

PROPOSITION 2.1. Sous les conditions énoncées ci-dessus, pour p-presque tout ¢ € X, o(A;) est
un ensemble non vide compact de IR.

L'ergodicité intervient dans la relation qui s’établit entre les spectres des opérateurs A;. Clest ce
qui fait I'objet du théoréme 2.2.

THEOREME 2.2. Soit A un opérateur aléatoire discret symétrique borné ergodique, défini sur M,
de groupes associés T et U respectivement donnés par les relations (2.1} et (2.2).

Il existe un sous-ensemble compact non vide de IR, noté I, tel que pour u-presque tout élément x
de X,

L =ca(A:). (2.3)

Remargue 2.1. Un tel résultat est donné dans [Fi;Pa], dans [C;F;Ki;Si] ainsi que dans [Car;L).
Nous allons toutefois le redémontrer pour avoir une meilleure compréhension des meécanismes er-
godiques qui interviennent, ce qui nous permettra de les exploiter dans le prochain paragraphe.
o

Démonstration. Soit 1a famille ( fr.¢)(n.oen-xz 4’2pplications continues définies sur IR par:
WEln ) e

0 if]t]2 2
nt+2 i<t

vR21, faolt) =< | '1f|1-1tt|<l '
—nt+2 ifl<t<s,

et pour tout 7 > 1 et tout £ € Z, fne(t) = fap(t) + L. La figure ci-dessous donne l'allure générale
des graphes de ces fonctions.
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Figure 1. Graphes de f, o et de fo,.

Nous allons utiliser cette famille pour sépaser les points de R. Pour cela, on considére le support
Kae=[£2, 2] de la fonction fa.. Il est de plus évident que p-presque tous les opérateurs As
sont simultanément bornés, auto-adjoints et vérifient la relation (1.2): App = UA U~ Notons X'
le sous-ensemble formé par les éléments = de X correspondant a de tels opérateurs. Par hypothese

1(X") = L. Soit maintenant

The={zeX'; fneAL)#0}.

et remarquons que fn¢(Az) # 0 entraine Ane N o(Az) # 0. Pour tout élément = dans X', A
vérifie I'égalité (1.2), ce qui implique que pour toute application continue f définie sur IR & valeurs
complexes, f(Arz) = Uf(A:)U™". En particulier

vz e X' ) fn,!(ATI) = Ufn.ft-‘lz)U-l '

d’ou I'égalité T~ (Tpn¢) =Cne L'ergodicité de 7 implique alors #(Fpe)=00ul
Puisque o(A;), pour z € X', est un ensemble compact de IR, il est clair que pour £ assez grand,
KaeNo(Az) =0, de sorte que u(Cre) = 0. Le spectre de A, étant non vide, on a pour tout » > 1,

X'= | Tae-

el

Ceci prouve l'existence d’au moins un ¢ pour lequel p(T,.0) #0, donc p(Ln,e) = 1.
Posons alors

Y=(]( N Pw)cr

a2l & u(lae)=1
Sn = U Ifn.g
¢, lu(rn.t)=1

T=[]SCR.

n>l

Nous allons montrer que quel que soit = appartenant 3 ¥, & = o(dz). Soit d’abord t € L. Alors
pour tout n > 1 ,t € 5, , Le il existe £, € 7ZZ tel que t € R, ¢, et #(The.) = 1. Soit aussi
z € Y, alors pour tout n > 1, on sait que = € Ne, w(ru =1 T,¢, donc en particulier z € [n,.
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Dans ce cas, on a: far,(Az) #0. Finalement, on a montré que pour tout n > 1, il existe ¢, tel
que Ko, No(Az) #0, avec Ky, intervalle fermé de IR. Lorsque l'on fait tendre n vers +o0, on

s'apercoit que t € o(A;) = o(Az). On a bien
VeV , ECo(dz).

Soit maintenant z € Y, et soit t € o(A;). Alors, pour tout » 2 1, il existe au moins un entier
k pour lequel f,(t) = 1. Dans ce cas, t est intérieur i Kni et fax(Ag)#0, ce qui implique
quez € [py. Orz €Y, donc p(Cak) = 1lett € S, pour tout n 2> 1. Finalement ¢ € ¥, puis

o(Az) C B
La démonstration se termine en remarquant que Y est de mesure égale a 1 (par définition, Y est
une intersection dénombrable d’ensembles mesurables de mesures égales & 1). 000

2.2. Eléments remarquables de X par rapport au spectre de A

Dans la continuité du théoreme 2.2, il est légitime de s'interroger sur les éléments z de X pour
lesquels le spectre de A, est exactement X. Pour cela, nous considérons le cas d’un sytéme dy-
namique (T, X, 8,p) o X est un espace compact métrique, de distance notée 6, et T : X — X
un homéomorphisme de X. La o-algébre B est alors celle des boréliens de X. Pour mettre en
évidence ces hypothéses, nous parlerons de systeme dynamique topologigue. L'opérateur aléatoire
A est alors défini sur tout X, a valeurs dans 'espace vectoriel Lp4(H) des opérateurs linéaires
bornés auto-adjoints de H. On suppose en outre que I'hypothése de continuité (C) suivante est
satisfaite:

HYPOTHESE (C): (i) A, défini sur X et & valeurs dans L 45(H), est (fortement) continu, c’est-
a-dire: pour tout u € M, 'application v Az(u) de X dans H est continue;
(ii) la relation (1.2) est vérifiée par tous les Az, c’est-a-dire:

VIE X, Apng = UrA U™ . (2.4)

Rappelons qu'un point z € X est dit générique pour T et u si et seulement si toute fonction f
continue sur X et & valeurs réelles (ou complexes) vérifie:

N
1 .
/.\ fdp = NE.TOQ]V;:; T z) . (2.5)

D’aprés le théoréme de Birkhoff et par ergodicité de T', presque tout point de X est générique.
Introduisons maintenant la notion de point essentiel pour p: ¢ € X est dit p-essentiel si pour tout
nombre réel p > 0, il existe une boule ouverte de rayon p, contenant z et de mesure strictement
positive. Par définition, I’ensemble de tous les points p-essentiels correspond exactement au support
de la mesure iz, Puisque u(X) = 1, il est clair que g-presque tout point de X est un point y-essentiel.
On a donc:

PROPOSITION 2.3. Soit (T,X,B,p) un systéme dynamique topologique ergodique. Alors p-
presque tout élément r de X est un point générique et p-essentiel.

Pour les résultats de base de théorie ergodique, nous renvoyons au livre de P. Walters [W]. Le
théoréme suivant justifie l'introduction des points u-essentiels.
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THEOREME 2.4. Soit (T,.X,B,p) un systéme dynamique topologique ergodique. Soit A un
opérateur aléatoire discret de X, de groupes associés T et U, vérifiant I’hypothése (C). Soient aussi
z et y deux points a la fois génériques et essentiels de X pour T et p. Alors:

o(Az) = a(4dy) - (2.6)

Remarque 2.2. Dans la littérature, on se contente habituellement d'établir I'existence d'un
compact K tel que I'’ensemble X' = {z € X; 0(A;) = I} soit de mesure 1, sans autre information
sur X', Le théoréme 2.4 apporte donc un renseignement supplémentaire: X' contient les points
essentiels génériques.  ©

Avant de faire la démonstration de ce théoréme, deux lemmes sont nécessaires.

LEMME 2.5. Soit = un point générique pour T et p. Soit B une boule ouverte de X de mesure
strictement positive. Alors, T"xz appartient & B pour une infinité d’entiers n > 1.

Démonstration. La compacité de X entraine que pour tout réel ¢ > 0, il existe toujours une boule
ouverte de rayon ¢ et de mesure non nulle. On note a le centre de la boule B et p son rayon:
B = B(a,p). Soient aussi les boules fermées B, ainsi que pour tout n 2> 1, B, =B(a,p- -};’-) avec
p—+>0.

Il est clair que B = Unzl;pﬂ/n_ﬁ. Or u(B) > 0, de sorte qu'il existe au moins un indice n; pour
lequel p(B,,) > 0. Considérons alors la fonction continue positive f; définie sur X par:

fi(z) = max{0,1 — né(z, Bn,})}

ot 6(z, E) désigne la distance de z au sous-ensemble E de X. L'application f; vérifie 0 < f; <1,
elle vaut 1 sur By, et 0 sur le complémentaire de B. Alors,

finz [ fdu= [ tdw=p(Br)>0.
X B..

8.,

En outre, la généricité de = implique [y fidy = limy—too 7{72?:1 fi(T™z). Par hypothese, f;
est positive, d’oll I’existence d’une infinité d'entiers n tels que fi(T"z) > 0. 000

LEMME 2.6. Pour tout point essentiel y de X , et pour tout point générique = de X pour T et
i, il existe une suite strictement croissante d’entiers (ny)k>) telle que la suite (T™ x)r>1 converge
vers y dans X. On dit que y est un point limite de l'orbite de z.

Démonstration. Pour tout entier £ > 1, on note B une boule ouverte de rayon 51;-, contenant ¥
et de mesure strictement positive. Une telle boule existe par définition de y. Pour tout £ > L, la
généricité de z implique, d’aprés le lemme 2.5, I'existence d’une infinité d'indices n pour lesquels
Trz € Bi. Choisissons-en un, et notons-le ng : T™*z € Bi. La suite (nk)x peut étre choisie
strictement croissante.

On vient de construire une suite (7™ z),»; vérifiant, pour tout &, §(T™z,y) < T}Tr Ceci implique
la convergence de cette suite dans X vers y. 000

Venons & la démonstration du théoréme 2.4.

Par hypothése, z et y sont deux points génériques et essentiels de X. En appliquant le lemme 2.6 2
I'élément générique z et & I’élément essentiel y, on aboutit au fait que y est point limite de l'orbite
de z. La continuité de A implique que la suite des opérateurs Agn. converge fortement vers A,.
On en déduit classiquement que a(Ay) C Uk 10(ATnz) = o(A;). Léchange entre z et y aboutit
a 'inclusion inverse. 000
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COROLLAIRE 2.7. Soit (T,X,B,u) un systéme dynamique uniquement ergodique (c'est-a-dire
que g est ['unique mesure de probabilité T-invariante). On suppose également que tout ouvert non
vide de X est de mesure strictement positive.
Soit A un opérateur aléatoire défini comme dans le théoreme 2.4. Alors tous les opérateurs Az ont
le méme spectre:

Yre X, T = o(Az). (2.7)

Démonstration. Puisque la mesure g charge les ouverts de .X, il est clair que tout point de X est
un point essentiel. L'unique ergodicité de T implique que tout point de X est un point générique.
Finalement, soient z et y deux points quelconques de X. Ils sont simultanément essentiels et
génériques, et par application du théoréme 2.4, on aboutit au résultat désiré. 000

Il apparait clairement que la mesure sur X ne joue pas un role essentiel. En fait, la démontration
précédente s'adapte aisément pour donner le résultat suivant.

THEOREME 2.8. Soit T est un homéomorphisme d'un espace métrisable compact X et soit
A: X — Lag(H) satistait & ’hypothése (C) pour un opérateur unitaire U de H. Alors si T est
minimal, pour tout = et y dans X les spectres o{Az) et a( A,) sont égaux.

Démonstration. Dire que le systéme dynamique est minimal signifie que les seuls ensembles fermés
K de X vérifiant TR = A sont X lui-méme et §. Ceci implique que tout point = de X est point
limite de tout autre point ¥ de X. Par l'argument de passage a la limite en fin de démonstration
du théoréme 2.4, on obtient 1'égalité des spectres de A, et Ay 000

3. Composantes spectrales

Dans cette section, nous passons rapidement en revue les éléments spectraux associés a un opérateur
aléatoire. Bien que la théorie soit développée dans un cadre trés général (cf. [Fi;Pa]), on se limi-
tera volontairement aux opérateurs aléatoires bornés symétriques A de domaine H. Sur 'opérateur
unitaire de conjugaison U, nous ferons une hypothese supplémentaire:

il n'existe pas de sous-espace propre de dimension finie de H qui soit invariant (3.1)
sous action de U

Remarque 3.1. L'opérateur de décalage S5 sur ¢*(7Z) en particulier vérifie cette propriété. o

Remarque 3.2. L’hypothése (3.1) a pour effet d’obtenir des informations sur le rang de certains
projecteurs associés i l’opérateur aléatoire. Par exemple, sous certaines conditions de separabilité
de A, la dimension du sous-espace (aléatoire) orthogonal a l'union les espaces (A — ¢I)D, ¢ €C,
Sm(¢) # 0, est soit 0 soit infini presque sirement. A ce suje, si cette dimension est nulle presque
siirement, l'opérateur aléatoire symétrique A est dit essentiellement symétrique. C'est en parti-ulier
le cas lorsque presque tous les opérateurs Az sont bornés. o

3.1. Résolution de [’identité

Sous les conditions précédentes, A est un opérateur linéaire continu et auto-adjoint sur H pour
tout £ € X', avec X' partie mesurable de X de mesure (XY =1 Il n'ya, en général, pas
d’inconvénient a supposer X' = X. Comme p-presque tous les opérateurs A, sont auto-adjoints,
on peut, si c’est le cas, associer & A; une unique mesure spectrale E., définie sur la o-algebre

.

des parties boréliennes de IR et & valeurs dans I'ensemble des projecteurs orthogonaux de H.
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De manitre équivalente, E, est donnée par la famille spectrale de projecteurs (orthogonaux)
{Ez()-00,Al); A € R}. Pour simplifier, le projecteur £;(] ~ 00, A] sera noté Ez(}). Par ce choix,
E<(}) est une résolution spectrale de l'identité continue & droite associée a A, c’est-a-dire une
famille croissante de projecteurs orthogonaux, fortement continue & droite (i.e., pour tout u € H,
lim?:; E:(\)u = Eg(t)u) telle que Ayeg E2(3) = {0}, Ve £2(2) = H. D’autre part, pour
toute application continue v : R —C,

(Az) = / GONE(dN) et [lo(As)ll = sup lo(d)]. (3.2)
B teo{As)

1l est également possible de choisir la famille des projecteurs EZ () = E(] = 00, A]) qui forme une
résolution spectrale de l'unité associée & A, mais cette fois-ci continue & gauche. On a

E.(M) = EF (MY + Ez({A})

et
lim E,(A) = £5(2).

At

Pour tout nombre réel A, l'application E()) est définie pour p-presque tout z dans X par E(A)(z) =
Ez()). La question importante qui se pose est alors de savoir dans quelle condition £()) détermine
un opérateur aléatoire, appelé alors opérateur ou famille spectrale aléatoire de 'opérateur aléatoire
A. Le point essentiel est en fait d’avoir la mesurabilité faible des applications = — E(\) (définies
p-presque partout pour tout A). Une condition naturelle est de supposer A presque sirement
déterminé par sa restriction & un sous-espace fixe Do dense dans D (voir [Fi;Pa] ou [Sk]). Clest
notamment le cas lorsque les opérateurs A, sont presque sirement symétriques bornés sur H (et
H séparable).

PROPOSITION 3.1. Soit A un opérateur aléatoire symétrique borné ergodique, défini sur H et
vérifiant (3.1). Si {E()) ; A € R} est sa famille spectrale aléatoire, elle posséde les propriétés
spécifiques suivantes:

(i) Pour tout rombre réel A, E()) est une projection aléatoire, i.e. E()) est un opérateur
aléatoire défini (presque sirement) sur X a valeurs dans le sous-espace des projections orthogonales
sur H, tel que pour deux éléments quelconques u et v de H, I'application définie sur X par
(u, E-(\)v) est B-mesurable .

(ii) Pour tout nombre réel A, E(}) est ergodique. Le groupe des automorphismes de X qui lui
est associé est T, celui des opérateurs unitaires de H est U.

(iii) Pour tout nombre réel A, le rang de la projection aleatoire E(}) est une fonction constante
sur X. Sa valeur est:

_ ] soit0 pour p-presque tout z;
rg(E=(2) = { soit + 00 pour p-presque tout T.

Démonstration. Pour une démonstration (dans un cadre un peu plus général), voir par exemple
[Fi;Pa]. Ces questions sont également traitées dans le livre de Cycon, Froese, Kirsch et Simon
[C;F;K;Si] mais dans le cadre strict des opérateurs de Schrddinger discrets. 000

Notons que la méme proposition peut éire énoncée pour la famille spectrale £~ () déterminée par
les résolutions spectrales £7(A). En particulier
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COROLLAIRE 3.2. L’application t — E:(J) (définie pour p-presque tout z ) est une projection
aléatoire, ergodique pour I'automorphisme T, d’opérateur unitaire associé U.

La fonction caractéristique 1; de J peut étre remplacée par une fonction continue bornée sur IR;
plus précisément:

PROPOSITION 3.3. Sous les hypothéses de la proposition 3.1, pour toute fonction continue bornée
¢ : R — R, l'application z — o(A;) définit un opérateur aléatoire symétrique borné, ergodique
(associé 4 T et U) de domaine H.

Démonstration. On peut se restreindre 4 ¢ > 0. L’opérateur o(A;) est borné (dés que la famille
spectrale E; est définie) et pour tout entier n > 1, il est facile de construire une partition au plus
dénombrable de IR en intervalles an] et des nombres réels aEn) > 0 tels que pour f, = > ; &ily,,
on asupyer | fn(t)=(t)] < L. Alors, || fa(Az) - (Al € L. D’autre part, fo(Az) = ¥ e B i)
est mesurable en z d’aprés le corollaire 3.2. Comme p(Az) est limite en norme, uniformément en
z, de la suite fa(Az), il en résulte la mesurabilité de z — (Az). 000

Lorsque X est un espace compact et I'application z — A, définie sur tout X, est fortement
continue, alors pour tout u € H , il existe une constante finie C, > 0 telle que || A ul| € C,. D'apres
le principe de la majoration uniforme (Théoréme de Banach-Steinhaus), la famille {4, = € X}
est uniformément bornée i.e.,

sup{||A:||; £ € X} = C < +o0.
Il en résulte une premiére localisation du spectre:
Yz e X, o(d,)c[-C,ClL (3.3)

Donnons une autre conséquence:

PROPOSITION 3.4. Sous I'iypothése de continuité forte de T — Az (X compact), pour toute
application continue ¢ : IR — R, I'opérateur aléatoire z — @(A;) est symétrique, continu, borne,
ergodique de domaine H.

Démonstration. La seule partie intéressante a montrer est la continuité forte. Observons tout
d’abord que si z +— B; est une autre application fortement continue de X dans l'algébre des
opérateurs bornés de H, alors la somme z — Ag + By et le produit z — A;B; sont aussi des
applications fortement continues. Il en résulte que la proposition est vérifiée si ¢ est un polynome,
Supposons maintenant ¢ continue. Utilisons (3.3); pour tout & > 0 il existe un polynéme p : R-C
tel que supj<c lw(t) — Pl S & Par suite, A étant symétrique et o{A;) C (-C,C),on 2

Neo(Az)u - p(Az)ull < l|ull sup lo(t) — p(2)] < elfull.
teo(A:)

On en déduit aisément que I'application z — @{Az)u est continue pour tout u € H. 000
P P

La question se pose maintenant de la régularité de la famille spectrale. Soit A € R fixé et fan
la fonction continue, affine par morceaux, égale a 1 sur ] — 0o, ) et 0 sur A+ L, +o00[. Alors,
la continuité forte a droite de E.()) entraine que la suite n — fan{Az) converge fortement vers

E(N) = 1]-00,.\](1‘1:), d’ott le complément suivant a la proposition 3.1:
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PROPOSITION 3.5. Sous I'hypothése de continuité forte de r — A; (X compact), pour tout tout
A e IR et tout u € H, le vecteur aléatoire  — E(X)u est borélien.

3c
les projections orthogonales associées a 'opérateur A sur les sous-espaces Ho(Az), Hae(Az) et
pro) g p plAz)s acl Ax

H,e(Az). Définissons alors IL, Il. ainsi que II,. par :

En accord avec les notations de l'a endice A, nous désignons respectivement par 77 ST o
p P pr "ac

vz e X, lI(z) = 77, pour £ = p,ac, sc .

PROPOSITION 3.6. Sous les hypothéses de la proposition 3.1, les applications II,, M, et II, sont
des projections aléatoires ergodiques sur H, de groupes associés T et U.

Démonstration. Le fait que I, soit un opérateur aléatoire provient du caractére aléatoire de la
mesure spectrale. De plus, A est ergodique, de groupes associés 7 et U et la relation (1.2) résulte
de la définition des IL,. 000

3.2. La décomposition spectrale est constante
Les résultats prédédents nous conduisent au théoréme général suivant (voir [Fi;Pa] et [C;F:Ki;Si).

THEOREME 3.7. Soit A un opérateur aléatoire symétrique, borné, ergodique, de domaine H.
(i) I existe un sous-ensemble compact de R, noté T tel que pour p-presque tout T & X,

= O'(rlr) .
(ii) 1 existe quatre sous-ensembles de T, notés respectivement E, Tac, Tse et Tpp, tels que
T =0dAz), p—p-p-

pour € = ¢, s¢, ac, pp.

(iii) Pour p-presque tout z € X, lopérateur A; n'a pas de valeur propre isolée de multiplicité
finie, c’est-a-dire qu’avec une probabilité égale & I, o(A;) est purement essentiel.

(iv) Si A est un nombre réel, u({z € X ; A€ 04is(A2)}) = 0.

(v) Si A est un intervalle de IR, alors le nombre de valeurs propres de Az qui appartiennent
a A est soit nul pour pu-presque tout z, soit infini pour p-presque tout z, selon que 'opérateur
[ 1,0 E(A)dp est nul ou non.

Remarque 8.3. L'assertion (i) du théoréme précédent constitue le résultat du théoreme 2.4,
dans un cadre un peu plus "aléatoire” o

Remarque 3.4. L'assertion (iii) est équivalente 2 la propriété suivante: soit A un intervalle
quelconque de IR, on note int(A) Vintérieur de A. Alors le cardinal de I’ensemble & N int(A) est
soit 0 avec une probabilité 1, soit +co avec une probabilité 1, selon que 'opérateur [ E(A)du est
nul ou non. o

Démonstration. Les assertions (i) et (ii} découlent des propositions 3.1 et 3.2, et de la définition
méme des projections spectrales. Les assertions (iii),(iv) et (v) sont obtenues & partir de la tran-
sitivité métrique de la résolution de I'identité de A. Nous nous référons de nouveau a [Fi;Pa) pour
une démonstration compléte. 000

Remarque 3.5. Meéme sous I'hypothese plus forte de stricte ergodicité du systdéme dynamique,
nous ne pouvons pas conclure & I’égalité partout des spectres purement ponctuels (respectivement
absolument continus, singuliers continus). ~ ©



4. Mesures de densité d’états

4.1. Construction

Soit (T, X,B,u) un systeme dynamique ergodique, H un espace de Hilbert séparable et U un
opérateur unitaire de H, U = {U"; n € 7Z}. On note A un opérateur aléatoire symétrique sur X
et ergodique avec T et U comme opérateurs associés. Pour simplifier, nous supposerons toujours
que A est borné de domaine H et T désignera le compact défini au théoreme 3.7. Pour toute
fonction continue ¢ : & — IR, 'opérateur ¢ Az) est presque sirement défini, borné, et pour tout
u, v dans H, 'application z — (@¢(Az)u,v) (= J5 (M) Ex(dA)u,v)) est mesurable. Elle est méme,
on l'a vu, continue si A est fortement continue. D'aprés le théoréme ergodique individuel,

lim —
L—oo 2L 41

> (plAgec)u,v) = /Y(<9(A:)u,v)#(dt) p=p-p- (4.1)

[klsL

L'application @ — f‘\.(cp(.;ll)u,v)u(dt) est une forme lindaire sur ’espace C,:{T); elle est bornée
car

lﬂwwmmmmsﬁwmmmwm

< [ Ut tull- 1o
< Nelloollell - fvll (4.2)
et détermine donc une mesure complexe borélienne sur I, appelée mesure de densité d’élats et

notée v, ,. Le cas ol u = v correspond 4 une mesure positive, notée simplement v, telle que
g
vu(Z) = el

PROPOSITION 4.1. L'application (u,v) — vu ., de H? dans Pespace M(Z) des mesures boréliennes
sur Y munj de la norme de la variation totale (i.e., M(Z) est le dual fort de Cr(X)), est hermitienne,
continue et pour toute partie borélienne B de L, vérifie

[V, u(B)* € vu(B)vu(B) (4.3)

Démonstration. La sesqui-linéarité vient directement des définitions. La continuité est une consé-
quence de la majoration (4.2). Pour ¢ € Cr(Z), l'inégalité de Schwarz appliquée 4 la forme
hermitienne positive (u,v) — [5 |@ldvy,, donne

|/w%msjmmjwww
= b b

Cette inégalité se prolonge immédiatement aux fonctions boréliennes bornées, en particulier aux
fonctions caractéristiques des ensembles boréliens, ce qui donne (4.3). 000

Dans (4.1), il est possible remplacer © par 1j-co 3| et le second membre peut étre précisé:
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PROPOSITION 4.2. Pour tout A € R,

lim

Aim s Z (Eqsz(A)u,v) = [Y{Eg[A]u,v)p(dt) (=p.p-

[kl L

et

/V(Ez(A)u,v)p(dz) = vu (]~ 00, A]). (4.4)

Démonstration. La premiere partie de la proposition releve du théoréme ergodique, l’application
t — (EM)u,v) étant mesurable, presque surement bornée. Pour la seconde, il suffit de montrer
(4.3) pour u = v, le cas général s’en déduisant par polarisation. Reprenons la suite des fonctions
continues fyn définies au paragraphe 3.1. Alors, par le théoreme de la convergence dominée de
Lebesgue, [¢ faadvy (= f‘,((f,\.n{A,)u,u]p(da:]] converge vers vy(] - 0o, A]). D’autre part, pour j-
presque tout z € X, fan(Az) converge fortement vers E.(X) - le résultat est classique — d’ol, encore
par le théoréme de la convergence dominée, limn—co Je(FrnlAz)u, v)p(de) = [ (Ex(X)u, v)p(dz)
et V'égalité (4.!) est démontrée. 000

On peut remplacer, dans la proposition précédente, E£,(A) par EZ(X); la démonstration est ana-
logue. En rassemblant les deux résultats, on obtient le suivant:

THEOREME 4.3. Pour tout intervalle J de IR, on a

lim L

fim s Y (Brauo) = [ (B () wmp.

k<L

‘/\’(E;'(J)U,U)p(dm) = Vu,u(J). (441)

En remplagant dans (4.1) z par T"z, la limite reste inchangée si elle existe et en utilisant la relation
o(Arnz)) = Ur@(A)U™", on obtient

]Y(Q(At)u,v)p(dt) = /v(tp(Ag)U"“u, U~"v)u(dt).
En d’autres termes
Ym € 7, Y(u,v) € H?, Vuy = VU U™y- (4.5)

Cette propriété sera utilisée dans la section suivante.

4.2. Cas on I’opérateur unitaire U est irréductible

Revenons sur hypothése (3.1). Le résultat précédent suggere de s'intéresser plus particulierement
au cas ok 'opérateur unitaire U est irréductible, c’est-a-dire tel que pour tout vecteur non nul k
de H, le sous-espace engendré par la famille des vecteurs Umh, m € Z est dense dans M.
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THEOREME 4.4. Supposons U irréductible. Pour tous u et v non nuls dans H, les mesures de
densité d’états v, et v, sont équivalentes et ont pour support X.

Démonstration. Notons tout d’abord que pour tout u € H et tout A€C,ona
vae = A v,

Avec (4.3) on déduit alors, par un calcul simple, que pour toute combinaison linéaire finie u =
S ohey Metx dans H,

vy & (Z l’\klz)(z Vui )
k=1 k=1

En prenant les u, parmi les vecteurs U™h, (4.5) donne v, < (Xt |Akl*)v. Ainsi, pour un sous-
espace dense £ de M, les mesures v,, € € E, sont absolument continues par rapport i vy. Mais la
proposition 4.1 entraine que u — vy est continue de sorte que pour tout vecteur v adhérent a £,
la mesure v, est aussi absolument continue par rapport & v. Par réciprocité, si v # 0, v4 est aussi
absolument continue par rapport a v,. Montrons que supp(vs) = . Si  est une fonction réelle,
continue sur IR, de support compact disjoint de I, alors (A;) = 0 pour p-presque tout z. D’ott
supp(vr) C T. Supposons cette inclusion stricte et soit £ € T\supp(vy). Il existe alors un intervalle
ouvert J contenant { et disjoint de supp(vs). D'aprés (4.47), vn(J) = [y (Ez(J)h, h)p(dz) = 0.
Ainsi ||Ez(J)R|| = 0 presque sirement. Toute les mesures vy (h € H, h # 0) étant équivalente,
elles ont le méme support. L’argument précédent montre donc qu'il est possible de construire un
ensemble dénombrable E dense dans M, tel que, presque siirement, £2(J)e = 0 pour tout e € E.
Puisque pour p-presque tout z, ||Ez(J)|| = 1, on en déduit l'existence d’un ensemble X' C X de
p-mesure 1, tel que

Vee X', VueH, E.(Nu=0.

En d’autres termes, E;(J) = 0 presque siirement, ce qui signifie que J N ¥ = §, en contradiction
avec I’hypothése sur ¢t. En conclusion, I est le support commun aux mesures non nulles v,. coo

4.3. Cas ou U est une translation bilatérale

Pour finir, considérons le cas particulier ot U est une translation bilatérale de multiplicité 1, c’est-
a-dire qu'il existe un sous-espace de dimension 1, noté Mg = C-eo, |leo|| = 1, tel que pour tout
n € Z\ {0}, eg est orthogonal & e, = U™eq et H se décompose en la somme hilbertienne

+c0
H =P U Ho. (4.6)

-0
C'est typiquement le cas de l’opérateur de décalage sur H = £*(7Z). On sait que pour toute
autre décomposition hilbertienne de la forme (4.6), 'espace Ho est de dimension 1 et que U est

irréductible. I est donc naturel de faire jouer un role privilégié  la mesure de densité d’états ve,
qui est alors appelée mesure d'étiquetage. Sa fonction de répartition o : IR — IR définie par

Ko(t) = Veo(] = 00,1]) (4.7)
est appelée fonction de densité intégrée d’états ou encore fonction d’étiquetage.
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Pour tous m, n dans Z tels que m < n, notons Tm 5 le projecteur orthogonal de H sur le sous-
espace Hpn = @Dram U¥Ho. Supposons 4 borné, de spectre ¥ et soit ¢ € Cr(Z). L'opérateur
Tm.n@(Az) est de rang fini, il admet une trace qui est donnée par

tr(7m,n(Az)) = Z(ﬂ'm.nﬁ:’(-‘l:)ekvek) = Z ((Az)(er) ex)-

k m<k<n

En particulier, compte tenu de (1.2),

1 1
Tl Y (9(Azez)eo e0) = mtf(ﬂ-L.Lsﬂ(ﬂz))
jkl<L
et par suite (4.1) devient
. i
Jim i te(rorae(an) = [ o(Oveld) nope. (43)
Un calcul analogue donne
. 1
ko(t) = [}memtr(fr_L'LEr(t)) p=p.p. (4.9)

et plus généralement, & partir du théoreme 4.3:

THEOREME 4.5. Pour tout intervalle J,

1
J)=li tr{m_p L E —p-p-
Ce résultat entraine une conséquence intéressante:

COROLLAIRE 4.6. Une condition suffisante pour que {a fonction de densité intégrée d'états ko
soit continue en t est que le projecteur E-({t}) soit de rang fini presque sirement.

Démonstration. Supposons E-({t}) de rang rz, fini presque sirement. De

ve{t) = Jim e —t(r- Ea({1)))

(théoréme 4.3) et tr(7_r L E-({t})) < tr( Ex{{t})) = 7z, résultent ve,({t} = 0. o000

Pour A, borné et L entier > 1, introduisons 'opérateur A(z[‘) = m_p,LAzT_L,L- L’application
2 — AW est un opérateur aléatoire auto-adjoint. On peut lui associer la mesure v((,L) sur IR,
définie pour toute application continue bornée f : IR — IR par

/ F A (dt) = ] (f(AL) Yeq, e0)p(dz). (4.10)
R X

On note nf][‘) sa fonction de répartition. Comme dans le cas de la formule (4.4) pour la mesure
Ve,, ON Obtient par la méme méthode

1

ALYy = (L) | (L _
jmis

ot EM) désigne la mesure spectrale associée & A%
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THEOREME 4.7. Les mesures de probabilité u((,[‘) sont & support dans [—c, +¢] ot ¢ = sup x5

et la suite L — v((,L) converge faiblement vers v,,. De plus, la suite des fonctions de répartition

L~ ng“ converge faiblement vers ko, i.e., pour tout point t de continuité de k, on a

ko(t) = Ll]_’n;o RE,L)(t).

Démonstration. 1l est clair que pour u-presque tout z, IIAE;L)H < ||Az|| = ¢. Le support de u((,L)
est donc dans [—c,+c]. D’autre part, de maniére évidente, la suite des opérateurs L = w_p
converge fortement vers 'unité. Il en résulte que L — AY converge fortement vers A;. Alors, par
une argumentation déja développée précédemment, pour toute application continue ¢ : R — IR,
la suite des opérateurs L — ga(A(IL)) converge fortement vers ©(A:). Ceci entraine la convergence
faible des mesures vS") vers v. La convergence faible de la suite des fonctions de répartition
correspondantes vers g est alors un résultat classique en théorie des probabilités. 000

Dans la partie suivante nous considérons le cas des opérateurs de Schrddinger bornés pour lesquels,
toutes les hypothéses que nous avons faites ici sont vérifiées. Les cas qui vont nous intéresser
satisfont en outre a I'hypothese

(D) IR>0,Y(n,m)€ Z?, [n-m| >R = (Azén,em) =0 p — p.p.

Dans le travail [Fi;Pa 2] sur la densité intégée d'états pour certains opérateurs aléatoires ergodiques,
I'un des passages clés consiste a montrer (en se limitant volontairement au cas unidimensionnel)
que si A satisfait & Uhypothese (D) et s'il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout n € Z
on ait |(Az(en),€n)] € C presque sirement, alors

. 1
ko) = lim 27T
en tout point de continuité de sp. L'étude des opérateurs de Schrédinger discret nous a conduit a
sensiblement généraliser ce résultat. Introduisons tout d’abord la notion de matrice d’angle d’ordre
N de taille R comme étant une matrice carrée M = (Mi;)i1<ijsn d’ordre NV a coefficients réels
ou complexes tels que M;; = 0si R <7< N~ Rou R<j <N-—R. Onpose |[[Mllo =
suplS;'jSNIM;,jl. Alors

tr( EL7(2))

THEOREME 4.8. Soient R un entier > 0 et C une constante numérique positive. Soit une suite
(z — JVL(.,L))L21 de matrices carrées aléatoires d’ordre 2L + 1 (indexées sur {—L,...,L}), & coef-
ficients réels ou complexes ij‘)(z) (v.a. définies sur X). On suppose que les ML) sont des

matrices d’angle, auto-adjointes, de taille < R, et telle que sup;, ||4!‘v1',(ugr‘)||cm < C presque siirement.
Supposons que A vérifie 'hypotheése (D) avec SUp(,, n)ez |(Az{em),en)| < C presque sirement.

(L)
T

Alors, si Esz")z désigne la mesure spectrale de l'opérateur auto-adjoint A(;L) +M;",ona

T 1 (L)
Ko(t) = lim Z7— Tt Earz(t) £ —pop-

en tout point de continuité de ro.
Démonstration. Commencons par montrer que pour tout entier p 2> 1,
er((AL) + MED)P) = u((AL)P) + O(1)
= tr(m_r, L AR) + O(1).
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En effet, la condition (D) entraine (APen,eq) = ((Ag‘) + M.(-,-L))")n,n = ((A(,,-L))P)n,n lorsque n €
|-L+(p+1)R, L-(p+ 1)R[. Pour les autres indices, on a la majoration grossiere (mais suffisante)
[(B?)n.n| € CP(2pR + 1)*?si B= AP ou B = A, (en posant Bij = (Agei,e;)) et

(Bl € S 1BriiBivia - Bipynl S 2CY ((20R + 1 + R%)?

{1,000 ip=1

pour B = AL 4+ MED.
On obtient alors, par passage a la limite et compte tenu de (4.8)

tr((AL) + MLFP) = / tPy,, (dt)
R

L}meo 2L+ 1
pour u-presque tout z. D’autre part, pour la norme des opérateurs sur ¢*(ZZ) ou €*Et! (muni du
produit scalaire standard), on a facilement ||ALEY] < Al € C(2R+1) et ||M(2|| < 2CR. Posons
Cy = C(2R + 1). Par définition

Ch
tr((AL) + MLD)P) = ] P N (dt)

2L 41

ol Nﬁ,")x(dt) est la mesure (discréte) de densité d’états de AL 4+ ML) de support dans {—C1,C1l,

dont la fonction de répartition ¢ — Nl(\,f")r(t) est donnée par
(L 1 (L)
N,w,)z(t) . am“(E.w,:(t))
Ainsi,

Jim [ eV = [ vetan

pour tout entier p et les supports des mesures NJ(J,“):(dt) restent dans un compact fixé. En

conséquence, la suite des mesures N‘(‘?L(dt) converge faiblement vers ve, ainsi que la suite des
fonctions de répartition correspondantes. 000

Remarque 4.1. Avec les hypothéses du théoréme 4.8, on ne peut pas conclure 4 la continuité
de Ko, comme le montre I'exemple suivant: A; = H pour tout T avec
0 sine€?2Z,
(Hem,en)::{l sintle2@etm=nt2,
0 sintle2Zletm#Ent?2

de sorte que H s'identifie & la somme directe de opérateur nul sur Hpair = Drez UnHy et de
la restriction de As = U~% 4 U? sur l'orthogonal de Hpair- Pour H, le point {0} est une valeur
propre de sous espace-propre Hpair- C’est la seule valeur propre, le reste du spectre provient de
I'opérateur A, qui est continue et o(H) = [2,2]. La fonction de densité intégrée d’état fait un saut
de 1 en 0 et plus précisément, en utilisant le théoreme 2.6 de la partie B qui suit, on peut obtenir
la forme explicite suivante:

¢ 0 sit< =2,
1t ,_,Lﬂ_ arcsin(t/2) si —2<t<0,
Ko(t) = % sit =0,
% + gl—x arcsin(t/2) si0<t<2,

L1 si2<t.
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Remarque 4.2. Dans les résul
[-L,L] est une question de goit ou d’
celles, par exemple, sur les intervalles [1, L], le

tats précédents, le choix des moyennes sur les intervalles d’entiers
esthétique. Il est possible de remplacer ces moyennes par
projecteur 7.z s étant alors remplacé par le pro-

jecteur my L. o
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PARTIE B - Opérateurs de Schrodinger aléatoires
unidimensionnels discrets

La classe des opérateurs de Schrédinger unidimensionnels discrets, bien qu’elle constitue un cas
particulier d’opérateurs aléatoires, est trés vaste et a été largement explorée. L’objectif de cette
partie est de donner un apergu global des différentes formes de potentiels qui ont été étudiés
dans le cadre d’opérateurs associés & des systemes dynamiques ergodiques, ainsi que leurs diverses
propriétés spectrales.

Le paragraphe 1 est d’abord consacré aux premiéres propriétés d’un tel opérateur, puis ’exposant
de Lyapunov est introduit et le lien qui le relie a la composante absolument continue du spectre
est mis en lumiére. Nous terminons par un rappel sur la densité intégrée d’états, qui est un bon
indicateur de trous spectraux.

Le reste de ce chapitre consiste en une évocation des différents types de potentiels étudiés et
donne leurs principales propriétés. In premier lieu, il existe quatre grandes classes d’opérateurs de
Schrodinger: les opérateurs & potentiels périodiques, les opérateurs 4 potentiels presque périodiques
(uniforme, Bésicovitch,. .. ), les opérateurs a potentiels substitutifs, ainsi que les opérateurs associés
3 des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées.

Le diagramme ci-dessous indique sommairement les relations d’inclusion-exclusion entre ces classes.

Opérateurs de Schridinger aléatoires
unidimensionnels discrets

:potelnt’iells 7/

substitutifs

:_potcﬁtiéls aléatoires

potentiels Besicovitch

presque périodiques __/
potentiels périodiques potentiels
— g presque périodiques
potentiels quasi-périodiques uniformes

Différentes classes d’opérateurs de Schrodinger

Le paragraphe 2 est plus particulitrement consacré au cas des opérateurs a potentiels périodiques,

qui est le plus évocateur. Les systémes dynamiques qui leurs sont associés sont finis et strictement
ergodiques.
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Aprés avoir donné les propriétés immédiates et remarqué ’égalité de tous les spectres, nous nous
intéressons au spectre de cet opérateur. Celui-ci est relié¢ a Péquation discréte de Hill (sous-
paragraphe 2.2), qui nous améne, grace au théoreme de Flocquet, & une localisation du spectre:
il est formé d’un nombre fini de bandes (intervalles fermés de IR). Plus précisément, si N e IN"
désigne la période du potentiel, le spectre est constitué de N bandes (non forcément disjointes)
et il existe au plus N — 1 trous spectraux, qui sont les intervalles bornés ouverts de IR délimités
par les bandes. La nullité de I'exposant de Lyapunov sur tout le spectre implique que celui-ci
est purement absolument continu. Nous terminons en donnant une forme explicite de la mesure
de densité intégrée d’états qui est une conséquence de l’existence d’une dynamique logistique sur
le spectre. Elle correspond au systéme dynamique de l’application trace trd — tr(A?%) sur les
matrices d’ordre 2 de déterminant 1. Une technique analogue mais plus complexe, faisant intervenir
la dynamique d'une application trace associée a la substitution de Thue-Morse, a déja été utilisée
par T. Axel et J. Peyriére ([Ax;P]).

La suite constitue un survol des principaux résultats connus pour divers types de potentiels. Le
paragraphe 3 est consacré au modele d’Anderson: le potentiel est une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées (le cas ol le potentiel est presque siirement constant
étant exclu, de principe). Ici, le spectre de presque tous les opérateurs est purement singulier.

Le quatridme paragraphe s’intéresse aux opérateurs a potentiels presque périodiques. Deux notions
distinctes de suites presque périodiques sont données. Elles nous permettent un essai de clarification
des différentes types d'opérateurs a potentiels presque périodiques. Le cas presque périodique
uniforme est tout d’abord abordé: le systéme dynamique associé est donné. Il est uniquement
ergodique. Deux grandes familles d’exemples sont évoquées: les opérateurs a potentiel limite
périodique et ceux a potentiel quasi-périodique. Leurs propriétés spectrales particuliéeres sont
donnédes. Le cas des opérateurs 3 potentiel 1-Besicovitch presque périodique est traité dans le
sous-paragraphe 4.2 & travers les suites dites circulaires, riches en résultats.

Enfin, dans le paragraphe 5, nous considérons les potentiels dits substitutifs. Le systéeme dynamique
induit est strictement ergodique et la partie absolument continue de presque tous les opérateurs
est vide. Une tentative de récapitulation des divers exemples rencontrés dans la littérature termine
cette partie

1. Généralités
1.1. Définition et propriétés générales

Dans toute cette partie, (T, X, B, ) désigne un systéme dynamique ergodique qui sera éventuel-
lement explicité et f : X ~ IR est une application mesurable bornée. A [ est associé le potentiel
aléatoire V sur X tel que pour tout z € X,

Vn e Z, Vo(n) = f(T"z) . (1.1)

Ainsi, la suite des variables aléatoires z — Vz(n), n € Z, est stationnaire. L’opérateur aléatoire
z — H, associé a V défini sur X par

VneZ, Vue 3(Z), (Hou)n) =u(n+ 1) + u(n — 1) + Vzo(n)u(n) (1.2)
est appelé opérateur de Schrédinger (unidimensionnel) de potentiel discret V. L'opérateur aléatoire

correspondant est noté H. Le résultat suivant est classique et de démonstration immaédiate.
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PROPOSITION 1.1. L'opérateur aléatoire H est ergodique sur *(Z), de groupes associés T =
{(T" , neZ}etUU ={5",n€ 7}, ott S est I'opérateur décalage sur £(Z). De plus, H est
borné, symétrique.

Les propriétés spectrales générales des opérateurs aléatoires de Schrédinger reléevent des théoremes
généraux des parties A.2, A3 et Ad. La famille spectrale associée & H, sera notée E (A) et
E.(V,A) si la référence a V est utile. 000

Le fait que le V soit uniformément borné (par || f||), implique un localisation grossiére du spectre.
Plus précisément:

PROPOSITION 1.2. Pour tout £ € X, o(Hz) C[ = 2= | V lleo, 24 || V |lso] -

1.2. Exposant de Lyapunov et spectre absolument continu

Dans ce qui suit, nous mettons en place les principales notations utiles pour la suite et rappelons
la défnition des exposants de Lyapunov ainsi que leurs propriétés usuelles.
On considére, pour tout réel E fixé dans IR et appelé (niveau d’) énergie, I'équation spectrale:

H.ou = Eu (1.3)

pour u € €*(Z). Toute solution de I’équation (1.3) est clairement déterminée de maniére unique
par ses valeurs en deux coordonnées successives. Pour tout u € £*(7Z2), on introduit la fonction u
4 valeurs dans IR?, donnée pour n € ZZ par

u(n) = (“(;‘(;’)1)) . (1.4)

Pour = > 0, 'équation (1.3) peut s’écrire
u(n +1) = (E - Ve(n))u(n) — u(n - 1),

de sorte que si I’on considére la matrice An(z; E), définie par

ap = (77 ) (15)

le vecteur u(n), pour n > 0, vérifie I'égalité
u(n) = Aq(z; E)u(n-1). (1.6)

De méme u vérifie I'égalité u(n —1) = (E - Vi(n))u(n) — u(n+1), de sorte que l'on peut considérer
pour tout entier n < 0 la matrice Ba(a; E):

0 1
Bn(z; E) = (_1 E—Vr(n)) . (L.7)
L'égalité vérifiée par le vecteur u(n), pour n < 0 est
u(n) = Bpsr(z; EJu(n + 1) . (1.8)
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Les matrices An(E;z) et B,(z; E) sont appelées matrices de transfert. Elles sont de déterminant
égal & 1. De plus, Bn(z; EY™' = Aa(z; E), quel que soit » € Z. On obtient de cette fagon une
relation de récurrence entre les composantes du vecteur u, qui est:

An(E;z)An1(E;2) ... A1(E;7)u(0) sin >0
u(n) = (1.9)
Anpr (B 2) Y Apga(Ez)7t . Ag(E;z)"'uf0) sin<0 .
On pose pour 7 > 0,
8,(E;z) = An(E;7)An—1(Ei2). .. AL(E;T)
et ®o( E,z) = Ig2. De méme pour n < 0, on note
b, (E;z) = Any1(E;2) " Apga( Erx)™! .. Ag(E;z) 7N
L’équation (1.3) est finalement équivalente a
Ynel, u(n) = .(E;z)u(0). (1.10)
Définissons, lorsqu’elles existent, les quantités -J:t(E; ) et 05(E;z) par:
—+ . 1
9 (E;z) = limsup —= log || @~ (E;z) ||,
N—too 1 N |
1
E ¥R S . .
9%(E;z) = lim inf TV log || ~(E;2) I,
olt || . || est la norme des opérateurs linéaires sur R? (muni de la norme euclidienne standard || -}).

Ces quantités mesurent la croissance de la norme de la matrice ®,(E;z). Puisque A;(E;7) a un
déterminant égal & 1, il en est de méme pour &,(E; ) ce qui implique || ®,(E£;z) || 1. T est alors
clair que, pour tout n #0, log || ®,(E;2) |12 0, d’ou -Ji(E;::) > 0 et 9%(E;z) > 0. Finalement,
les quantités -1'9-*(5'; z) et 9(E;z) vérifient les inégalités suivantes:

7 (E;z)
¥ (E;z).

¢t (E;z)

0<4¢ <
0 < 97(Ez) £

Le théoreme suivant affirme ’existence des exposants de Lyapunov.

THEOREME DE FURSTENBERG ET KESTEN. Soit E un nombre réel donné. Pour u-presque
tout z € X,
9 (E;z) = T (Ejz) et 97 (Esz) = 9 (Eiz),

de sorte que les quantités

1
/P, = 1 .
I=(E;z) = Nhniloo TV log || @~ (E;2) || (1.11)
existent et sont indépendantes de z. En outre
IF(E) = 97(F). (1.12)
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Le nombre 9+(E) = 9~(E) = #(E) est appelé ezposant de Lyapunov de E associé a H.
Démonstration. La démonstration de ce théoréme repose sur le fait que la suite des variables
aléatoires Fy(z) = log || @v(E;z) || vérifie

Frnypar(z) £ Fu(TVz) + Fy(z)

et sur le théoréme ergodique sous-additif de Kingman (cf. [Kr]) qui permet de conclure & la
convergence p-presque sire de yFiv(z) vers la constante I(F) = inf{& [(Fx)dp ; N > 0}
(> —o0). 000
Remarque 1.1. Sur ’espace vectoriel My (IR) des matrices carées d’ordre 2, & coefficients réels,
toutes les normes sont équivalentes. La valeur, ainsi que l'existence, de ’exposant de Lyapunov ne
dépendent donc pas de la norme choisie sur Ma(IR). °

Le théoréme suivant, di & Osseledecs, donne des renseignements complémentaires sur les exposants
de Lyapounov. Nous I’énongons sous la forme qui nous intéresse.

THEOREME MULTIPLICATIF ERGODIQUE D’OSSELEDECS. Soit (An)nen une suite de matrices
dans Ma(IR) qui satisfont aux conditions suivantes:

N 1
(i) Jim —~log |l A |l #0
(i) YnelN, detd,=1.

Sid = HT %l-log | An... A ||> 0, alors il existe un sous-espace de dimension 1 de IR*, noté V™,
n—t0oo

tel que:

.1 -9 Vv eV~ tel que v #0
- iy = 1.
Jim Slog |l An .- Avv | { 9 Vugv-. (113)
Pour une version plus générale, ainsi qu’une démonstration du théoréme de Furstenberg-Kesten,
nous renvoyons & [Krj.

Revenons & 1'exposant de Lyapunov, et supposons 9+(E) > 0. Par le théoréme d'Osseledecs, il
existe un sous-espace vectoriel V de IR*, de dimension 1, tel que

o1 . _[=9F(E) siveVetv#0
ylim 5 log | @n(Esev |l = {1?"‘(5) SV, (1.14)

Si u est solution de 1’équation (1.3), Cest-a-dire u(n) = &,(E; z)u(0) pour tout entier relatif n, ol
u(0) est un élément de R*, on a

\ 1
lim = log | u(n) |

im_ L log(lum) I+ utn+ D F)

. 1
nETm ;!.- log ” (I’n(E1 .L)ll(O) "

Jlim_ ~log(| u(n)[) .

Deux cas se présentent: u(0) appartient ou n'appartient pas au sous-espace V. Dans le premier
cas Llog(|u(n)]) ~4eo —U(E), ce qui signifie que |u(n)| décroit exponentiellement. Dans le second
cas, |u(n)| croit exponentiellement.

27



Finalement, si 0+(E) > 0, il existe p-presque sirement des solutions croissant exponentiellement
vite ainsi qu'une solution décroissant exponentiellement vite lorsque n — 400 de I’équation (1.3).
La solution tendant vers 0 exponentiellement vite ne se produit que pour une condition initiale
particuliére, qui est notée uy. De méme, pour J9=(E) > 0, lorsque n — —o0, avec une contition
initiale u_.

Remarque 1.2. Toutes ces considérations sont justifiées lorsque E est fixé, mais si £ varie dans
un ensemble non dénombrable, il peut se trouver que I’élément z pour lequel IE(E;z) #9(E) > 0,
appartient a un ensemble de mesure non nulle. °

Remarque 1.3. On ne peut pas non plus conclure que pour u-presque tout z, toute solution de
I’équation (1.3) est soit exponentiellement décroissante, soit exponentiellement croissante.  ©

Remargue 1.4. Puisque pour p-presque tout I, 9T (E) = 97 (E) = 9(E), il peut se trouver
que l'unique solution décroissant exponentiellement 3 droite (c’est-a-dire correspondant & uy ), soit
aussi celle qui décroit exponentiellement & gauche (i.e. celle correspondant & u_). On parle alors
d'état exponentiellement localisé. Autrement, pour une énergie E considérée, si toutes les solutions
croissent exponentiellement dans au moins I'une des deux directions, on parle d’énergie interdite,
et on dit que la solution est physiquement impossible (car il n'existe pas d'état électronique a
I"intérieur d’un solide lui correspondant). o
Notons m; la mesure de Lebesgue sur IR. Soit v une mesure sur IR, et soit V4. sa partie absolument
continue par rapport & m,. Un ensemble A de IR est un support essentiel de v, si:

(1) il existe un ensemble B de mesure de Lebesgue nulle tel que »(IR\ (AU B)} =0;

(2) pour tout borélien C tel que v(C) = 0, la mesure de Lebesgue me(ANC) est nulle.
La fermeture essentielle de ’ensemble A est définie par:

A = DeR; Ve>0, me(AnjA—c, A +e[) >0} . (1.15)
L'exposant de Lyapunov est relié  la partie absolument continue du spectre par le Théoréme de
Ishii-Kotani-Pastur (voir [C;F;K;Si] et (Si;2]).

THEOREME 1.3 { THEOREME DE IsHll, KOTANI, PASTUR). Soit H un opérateur aléatoire
de Schrodinger de potentiel discret V borné. Si Da. désigne la partie absolument continue des
spectres de p-presque tous les opérateurs Hy, alors:

Tee = (EEI(E) =0} . (1.16)

De plus, I’ensemble £ = {E € R;¥(E) = 0} est le support essentiel de la partie absolument
continue de la mesure spectrale E-(-).

En particulier, ce théoréme implique que I’ensemble £ est contenu dans Zgc, a un ensemble de
mesure nulle prés. Dot le

COROLLAIRE 1.4. Sous les hypothéses et notations du théoréme 1.3,

mg(SM) 2 mg(E) . (117)

Remarque 1.5. Dans [La;2], Y. Last relie £ aux spectres des approximants périodiques canon-
iques des opérateurs de Schrédinger. Pour tout z € X et tout entier m > 1, il considére les

28



potentiels périodiques V™ définis par: V*(n) = Vz(n) pour 1 < n < m et VI (n +m) = V(n)
pour tout n € Z. Les opérateurs de Schrédinger associés A ces potentiels sont notés H]' et sont
appelés approzimants périodiques canoniques de H:. Y. Last démontre, sous les hypothéses du
théoréme 1.3, I'inégalité suivante pour g-presque tout z € X:

me(limsupo(HJ)\ &) =0, (1.18)

M =400
ol limsup o 0(H) = N2 Um>i a(H™). En particulier, il aboutit &

limsupme(c(HI)) < me(E), (1.19)

m =+ 00
pour u-presque tout r € X. o
De plus, Y. Last (voir [La;1]) a récemment démontré le résultat suivant:

THEOREME 1.5. Soit £ 'ensemble des énergies en lesquelles 'exposant de Lyapunov s’annule; on
a
ml T\ E) +meG) 2w, (1.20)

ott w = sup_ .77 Vz(n) —inf .7 Vi(n) pour p-presque tout ¢ € X et G = [min £, max ]\ B
désigne I’ensemble des trous du spectre.
Comme on a toujours

maxy —minX <4+ w, (1.21)
le résultat suivant de Deift et Simon (voir [Dei;Si]) résulte du théoréme 1.5:

THEOREME 1.6. Sous les hypothéses du théoréme 1.3,
me(€) <4, (1.22)
et il y a égalité si et seulement si le potentiel est constant.

Nous terminons ce tour d’horizon par le résultat de Kotani (voir (Ko]}:

TaEOREME 1.7. Si la suite de variables aléatoires z — Vi (n) ne prend qu’un nombre fini de
valeurs sans étre périodique, alors la partie absolument continue du spectre de p-presque tous les
opérateurs H est vide:

Tio=0. (1.23)

1.3. Densités intégrées d’érats et étiquetage des trous

L'opérateur de Schrédinger H entre dans le cas décrit dans la partie A, section 4.3. avec Ho = C-ep
et eo = (8o x )k O &; ; est le symbole de Kronecker habituel. De plus, H satisfait a 'hypothese (D)
du théoréme 3.15 section 4.2, partie A, et de maniére évidente, I'équation Hzu = tu (t€R)n’a
au plus que deux solutions u linéairement indépendantes, de sorte que

tr( E5({t})) < 2.

L’hypothése du corollaire 4.6 (partie A) est donc vérifiée. Faisons un résumé des conséquences qui
s'en déduisent:
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THEOREME 1.8. Soit v,, la mesure de densité d’états en e et Ko : t — v.,(] — 0, t]) sa fonction
de densité intégrée d’états. Alors:

(i) par définition [g @(t)ve,(dt) = [((w(Hz)eo, eo)p(dz) pour toute fonction continue bornée
w:IR— R et

. 1
| vty = Jim min(rp s () pepp; (124

(ii) ve, est de support ¥ et pour tout vecteur non nul h € €3(7Z2), la mesure de densité d’état
vy en h est équivalente a v, ; de plus v, = v, pour e, = UTeq;

(iii) ko est continue et pour tous nombres réels a, b tels que a < b et |a,b[NT = @, on 2
s(a) = x(b);

(iv) pour p-presque tout z, la suite des fonctions de répartition (en escalier)

HBL] =

1
tr{m—p L Ez(t
converge en tout point vers kg et x})”{t) =0 ou 1 suivant que t <infX ou t > supL;

(v) si ELY) est la mesure spectrale de 'opérateur HLY obtenu par restriction & 'espace
@L_Lﬁi-ek de P'opérateur m_p  H.m_1 1 alors, pour p-presque tout z, la suite des densités
intégrées d'états { — 2L1+ltr(EiL)[t}) converge vers xg. De plus fcf,f")(t) = 0 ou 1 suivant que
t < =2=|[fllec ottt 22+ || flico-

La propriété (iii) se traduit par

L=R\ U{]a,b[;ﬁ.o constante sur |a,b[}. (1.25)

Remarque 1.6. Dans (v), la quantité Nz (t) = tr(Eg,L)(t)) représente le nombre de valeurs

propres de ) (comptées avec leurs ordres de multiplicité) inférieures ou égales a ¢. Ainsi %";‘f)-

est la fonction de répartition des valeurs propres de H 0 La propriété (v) exprime entre autres
que cette suite de distributions, & support dans un intervalle compact fixé, admet une distribution
limite (au sens de la convergence faible) quand L tend vers +o0. o

2. Opérateurs de Schrédinger a potentiels périodiques

2.1. Introduction

Le cas d’un potentiel périodique de période p correspond au systéme dynamique (X,B,u) avec
X=%/pZ et Tz ==z +1mod(p)

La o-algébre B est I'ensemble des parties de X, la mesure p est I'équidistribution sur X. T est
immédiat que ce systéme est ergodique. Le potentiel V est alors donné par une application f de
72/pZZ dans IR de sorte que Vz(n) = f(n + z).

La théorie des opérateurs de Schrédinger & potentiel périodique (discret) est bien connue, mais on
trouve peu d’ouvrages modernes qui traitent du sujet de maniére compléte.
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Dans ce qui suit, nous développerons cette théorie de maniére succinte mais autonome. Cela nous
permettra de mettre en pratique les diverses notions rencontrées précédemment.

Dans la suite, H désignera un opérateur de Schrédinger de potentiel périodique V de période p.
Puisqu'ici, tous les opérateurs H sont conjugués entre eux, il suffit de ne considérer que Hp. Il
sera noté H pour simplifier. Nous commencerons par déterminer ’exposant de Lyapunev #(E)
pour toute énergie E. Cette étude conduira i deux résultats classiques importants. Le premier
donne le spectre de H sous la forme

T = {E; ¥E) =0}. (2.1)

Cette égalité est la traduction spectrale du théoréme suivant dd & Flocquet et que nous redémon-
trerons car sa preuve mettra en place des éléments essentiels & notre étude:

THEOREME 2.1. (THEOREME DE FLOCQUET). Soit H l'opérateur de Schrédinger dont le
potentiel V est de période p €t soit ¥ son spectre. Un nombre réel E appartient & T si et seulement
si I'équation de Hill

u(n +1) = (E - V(n))u(n) - z(n - 1) (2.2)

admet une solution u dans ¢°(ZZ) qui soit vecteur propre de I'opérateur de décalage § (vu sur
£=(Z)), i.e., il existe un nombre complexe ¢ (nécessairement de module 1), tel que

SP(u) = Cu. (2.3)

En d’autres termes, les solutions communes des équations aux valeurs propres Ho(u) = Eu et
§Py = (u dans €°°(ZZ) existent si, et seulement si, £ € ©. En fait, les valeurs propres E et (
sont étroitement lides et cette liaison permet de décrire le spectre de H comme la réunion de p
intervalles fermés /; dont les intérieurs sont non vides et deux-i-deux disjoints. Nous verrons cela
plus en détail.

Si le potentiel est de période p, il est aussi de période 2p ! L’analyse du passage au doublement
de période, conduira & mettre en évidence une dynamique sur chaque intervalle [;, dynamique qui
est conjuguée (par une application polynomiale explicite} & la transformation logistique classique
L sur [0,1] définie par

L(z) = 4dz(1 — z).

Ceci permettra de montrer que la mesure de densité d’états v est absolument continue par rapport
3 la mesure de Lebesgue et fournira également une expression explicite de sa densité :—:ﬂ" Celle-ci
est non bornée aux bords des intervalles, traduisant une accumulation vers les bords des valeurs
propres de la suite des matrices H introduites dans la partie A, section 4.3.

2.2. Exposant de Lyapunov et équation discréte de Hill

Reprenons les notations de la section 1.2 en les simplifiant (z = 0):
E-V -1

0
Puisque V est périodique de période p, on a &pn = (®,)". Dans lalgtbre M,(TC) des matrices
carrées d’ordre 2 sur @, le résultat suivant est élémentaire: pour toute matrice A € My(C) et toute
norme sur M y(C),

) et @n(E) = An(E)An..l(E) e Al(E) .

lim [|A™|* = p(4) ,
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ol p(A) désigne le rayon spectral de A (maximum des modules des valeurs propres de A). D'autre
part, pour tout n, soit 7 = pgn + Ta la division euclidienne de n par p, alors en choisissant une
norme sous-multiplicative (une norme d’opérateur associée 3 une norme sur IR? par exemple), on
obtient

1800+ 1Bl € (r, <5<l A (EMDN2A(E)| < (il A1 (ENDII 2 pgn (B,

ce qui implique I'existence du coefficient de Lyapunov J(E) et plus précisément
.1 1
NE) = lim ~log||®~(E)ll = ;lﬂg p(®p(E)) - (2.4)

Notons que pour tout n > 1, det(®,(E)) = 1 et

_{ pulE)  a(B)
a(E) = (pn_l(s) qn-lw)) !

avec les relations de récurrence:

prrt(E) = po( EXE = Vap1) = Pa—1(E), ta4r(E) = Ia(EXE = Vag1) — tn1(E)

E-v; -1

1 0
de degré n (resp. n — 1, pour n 2 1), de coefficient dominant égal a 1 (resp. —1). Comme
det(®,(E)) = 1, ®,(E) est solution de ’équation

et la condition initiale ¢, = . 1l en résulte que p, (resp. g.) est un polyndme

X2 - tr(®,(ENX +1=0, (2.5)

ol tr(®,) est un polyndme, noté F par la suite, de degré p et de coefficient dominant 1.
Distinguons maintenant deux cas.

Cas (i): 9(E) = 0. Les racines de (2.5) sont de module < 1 et donc de la forme e**, (8 € (0, 27(),
ce qui est caractérisé par I’équation
F(E) =2cosb ,

avec e valeurs propres (éventuellement unique mais double) de &,(E). Un vecteur propre (non
nul) associé & une de ces valeurs propres, notée , fournit alors les valeurs initiales (u(0),u(1))
d’une solution de I’équation de Hill. A priori, cette solution n’est pas nécessairement bornée, mais
de par la définition de &, elle vérifie u(n +p) = Cu(n) pour tout n. Elle est donc bornée et solution
de I’équation (2.3). Réciproquement, si u est une solution commune dans £°(Z) de (2.2) (pour
une énergie E) et de (2.3), alors nécessairement |¢] =1 car S est une isométrie sur £=(Z2). Enfin,
(2.2) et (2.3) entrainent que le vecteur dans €2, de composantes (u(0), u(1)) est un vecteur propre
de ®,(E) ce qui a pour conséquence F(E) = (¢ + () et donc (E) = 0.

Notons que le cas particulier ou { = *£1 correspond & une solution u périodique, de période p si
¢ =1, de période 2p si { = —1. De méme, la solution est périodique si et seulement si ¢ est une
racine de I'unité.

Cas (ii): ®(E) > 0. Cette fois-ci, les racines de (2.5) sont réelles, distinctes, de la forme et?

(8 €]0,00[), ce qui est caractérisé par I'équation
F(E)=2ch6, (8> 0).
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En procédant comme dans le cas (i), tout vecteur propre (non nul) associé 2 une des valeurs propres
A = e** est prolongé par la relation de récurrence (2.2) en une suite u qui vérifie u(n 4+ p) = Au(n)
pour tout n. Cette relation montre que u n’est pas bornée (du c6té de o0 si A > 1 et du cdté —oo
si A < 1 et de maniére plus précise [u(n)] € O(A*"), le signe étant fixé et les deux cas existent. On
notera ut (resp. u~) celle qui correspond au signe — (resp. +) avec A > 1.

Pour compléter le théoréme de Flocquet, il reste & établir (2.1).

Revenons au cas (i). Supposons 9(E) = 0. Pour vérifier que E est dans le spectre de H, il suffit
de montrer que E est une quasi-valeur propre puisque H est auto-adjoint. Soit u la solution dans
¢°°(7Z) de 1'équation de Hill (et de (2.3)) et posons ) = 7_; ru la suite coincidant avec u sur
Iintervalle {-L,...,L} et nulle ailleurs. Pour L > p, on a nécessairement u(X} # 0 et par la
relation (2.3), il existe deux constantes a >0 et C' >0 telles que al < ||u(P|} < CL. La relation
(2.2) montre que (HulD) - Eull) e,) = 0 sauf éventuellement pourn € {-L-1,-L,L, L + 1} et
dans ce cas, ces valeurs sont, en module, majorées par une constante indépendante de L. On peut
donc affirmer l’existence d'une constante b > 0 telle que

IHu — BB < 2] (a2 p)

Par conséquent, F € T.

Supposons maintenant ¥(E) > 0. Les solutions u*, u~ de (2.2) construites dans (ii) sont évidem-
ment linéairement indépendantes. Considérons l'opérateur B = H — E-I d et montrons qu’il est
inversible. Tout d’abord, B est injectif. En effet, tout élément u € £*(ZZ) du noyau de B est solution
de (2.2); elle s’écrit donc sous la forme d’une combinaison linéaire © = au™ + fu~. Les conditions
de croissance  l'infini de u* et 4~ montrent que la seule possibilité est d’avoir a = 8 = 0. D'ott
l'injectivité de B. Il suffit maintenant, par le théoreme de l'application ouverte, de montrer que B
est surjectif. En fait, il est possible de calculer directement l'inverse de B et de montrer qu'il est
borné. Montrons que eo a une image réciproque 7o par B telle que

|(17018n)l € o(’\—lnl) 1 (2-6)

ot A est la valeur propre > 1 de ®,(E). Pour les autres vecteurs en, le résultat est analogue
et on notera 7, la suite telle que B(na) = en. Introduisons le projecteur w4 qui & toute suite
u € €2 associe la suite ' telle que u), = u, sin > letu, =0sin <0 Soitw_ =1-m4
le projecteur supplémentaire. Par construction 74(u*) et m_(u~) sont dans £2(Z). Un calcul
élémentaire montre que les vecteurs B(r4(u*)) et B(r.(u~)) appartiennent 3 'espace C-eq @T-e;.
L’injectivité de B prouve que ces vecteurs sont linéairement indépendants. Il existe donc une
combinaison linéaire 7o de 74 (ut) et 7—(u~) telle que B(7o) = eo. De plus 7o satisfait bien 4 (2.6)
par construction. Finalement, grice & la périodicité du potentiel, la construction de fm et Tm+p
releve des mémes équations, ce qui donne %m4yp = S¥0m, d’ot Dexistence d'une constante ¢ > 0
telle que uniformément

[y ea)] < A b 27)

Définissons maintenant Uopérateur C : £2(z) — CZ par

Clu)n = Z gk = Z(Z UkNk,m )Em
k

keZ m
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ott x = (Mk.m)m. Les majorations successives

SO luememl)? € 62 (D fusl*a3ImH)
m k m k

9 9 = WATHL
<ES QoA < Ilujl®,
k m

A-1

montre que C est & valeurs dans £2(ZZ) et détermine un opérateur borné de norme au plus ¢, it
Par construction BC = Id, d’ol B surjective et C inverse continu de B. En conclusion E ¢ X, ce
qui termine la démonstration du théoréme de Flocquet. 000

2.3. Dynamique sur le spectre

D’aprés ce qui précéde, une énergie E est dans ¥ si et seulement si les trois équations
Hu=Eu, SPu=éefu, tr(®,(E))=2cosh, (2.8)

admettent une solution (u,8) (avec u € £=°(Z) et § € IR). Ce fait se regroupe en un seul, & savoir:

THEOREME 2.2. E € ¥ si, et seulement si, il existe § € IR tel que E soit valeur propre de la
matrice

V(1) 1 e~
1 V(2 1
A(8) = T O . (2.9)
.. 1
et 1 V(p)
De plus
det(E — A(8)) = tr(®,(E)) — 2cos . (2.10)

Démonstration. La premiére partie du théoréme est la conséquence de la caractérisation de E€ £
par D'existence d’une solution commune (u,6) de Hu = Eu et 5Pu = e'?u. La seconde partie
résulte alors de ce que les deux polynémes en E dans chaque membre de 1’équation (2.10) sont de
méme degré, de méme coefficient dominant et pour chaque # € IR, ont les mémes racines. ¢00

Une des premiéres conséquences du théoréme 2.2 est que toutes les racines de I’équation
tr(®,(E)) =¢, t€[-2,+2]

sont réelles, 1 y en a p, comptées avec leur multiplicité. Mais pour -2 < t < 2, elles sont

nécessairement toutes distinctes, sans quoi la dérivée de tr(®,(E)) s’annule en un point z tel que

-2 < tr(®,(z)) < 2 et au moins pour une valeur ¢ €] — 2,+2[ proche de tr(®,(z)), I’équation
tr(®,(£)) = t a un nombre de solutions strictement inférieur & p. Il en résulte la
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PROPOSITION 2.3. L'image réciproque tr(®,)~1([~2,+2]) est formée de p intervalles fermés I;
(1 < j < p) dont les intérieurs sont disjoints et les extrémités sont les racines des équations

tr(B,(E)) = £2.
De plus

PROPOQSITION 2.4.

Démonstration. En effet, tout £ € T donne par le théoréme de Floquet une valeur tr(®,(F)) dans
[-2,+2]. Réciproquement, tout E dans un intervalle I , donnant une valeur tr{®,(E) qui entraine
l'existence d’une solution du systéme (2.8) et donc E € . 000

Les propositions 2.3 et 2.4 déterminent un découpage de T en intervalles I; (1 < j < p), appelé
découpage fondamental de période p et noté Pp. Ce qui précéde montre que:

PROPOSITION 2.5. La restriction Fj de tr(®,(-)) & I; est strictement monotone, de dérivée non
nulle & Vintérieur de I;.

Fxaminons maintenant ce qui se passe lorsque la période est dupliquée. F = tr(®,) devient
FQ) = tr(®a,) = tr({®,)*). Le spectre restant inchangé, chaque intervalle I; = [a;,b;] est dupliqué
en deux intervalles I = [aj,c;] et I} =[ej,b5] ot c; est précisément la racine de I’équation

F(z)=10

qui se trouve dans Ij. Cela provient de la relation classique tr(M?) = (tr(M))* — 2 lorsque
det(M) = 1. Introduisons I’application

T [_2$ +2] - ["2:"!'2]? 7(‘1:) =z -2 (211)

de sorte que F(1) = yo F. 1l est naturel d’associer  toute énergie E € I;, l'unique énergie £ € I;
telle que tr(®,(E")) = tr(®2p(E))- L'unicité de E' est garantie par la stricte monotonie de Fj.
Cette transformation est donnée par ’application

w; I = I, @i=Flo Fl‘;’.
ot l'introduction de v donne la relation de conjugaison
tpszj"lo—yoF_,-. (2.12)
Par construction ¢;(IF) = I;.
Itérons la duplication & fois, alors F° (k) = tr(Dpsp) = tr((cbp)zk) = «* o F et plus généralement

Flk+m) = 4 o F(¥) pour k, n, entiers > 0. Cela montre que pour tout intervalle I§ du découpage
fondamental Px de période 2€p contenu dans [;, on a

() U5 = Fy 'y Fy(I5)
= F; FR(I5)
= Fj_l([—2,+2]) = Ij .
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De plus, la restriction de (¢; ¥ a If est strictement monotone. Ainsi, le découpage fondamental Py
de période 2*p induit sur J; un découpage Pk,; qui est le k-ieme découpage induit par le systeme
dynamique (@;, ;) et le découpage Py,; de I; en les intervalles I et I}", ie.,

k
Pei= \V ¢ Pri-

m=0

Nous sommes maintenant préts a démontrer le théoréme fondamental suivant, qui explicite la
mesure de densité d’état:

THEOREME 2.6. Soit H un opérateur de Schrédinger & potentiel périodique, de période p et de
mesure de densité d’état ve,. Soit Po := {f1,...,Ip} le découpage fondamental (de période p) du
spectre T, Fj la restriction 4 I; de F = tr(®;) et @; = FJ-_1 oy o Fj. Alors:

(i) pour tout j € {1,...,p}, Ve (f;) = %;

(ii) soit p; la mesure de probabilité borélienne induite par v., sur I; et soit B; la o-algébre des
parties boréliennes de I;. Le systéme dynamique T; = (v, Ij, Bj, ;) est conjugué par Fj : Ij —
[-2,+2] au systéme (7,[-2,+2],7) o T est la mesure de probabilité sur [-2,+2], absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue, et de densité

dt
dt) = —. 2.13
r(dt) TVd - t? (213)
En particulier, T; est isomorphe & un systeme de Bernoulli;
(iii) ve, est de densité
Fit
ve, (dt) = —l—(l—lg(t)dt , (2.14)

pry/4 — F3(1)
ot F(t) = tr(®p(t)).
Démonstration. Avec les notations précédentes, chaque racine de I’équation F(M(E) = 0 est point

intérieur d’un intervalle et d’un seul appartenant au découpage fondamental de période 2*p. Soit
maintenant J un intervalle du découpage fondamental de période 2%p et montrons que

Veo(J) = 1—,;7- (2.15)

D'aprés la partie A, théoréme 4.8 et remarque 4.2, ainsi que le repérage des intervalles du découpage
fondamental Pp4i par les zéros du polynéme F (n+5) on obtient

card{K € Pass; K C J}

Veo(J) = kli-ncto p2n+k
1
p2"

puisque par duplications successives, J est réunion de 2* intervalles appartenant & Ppyx. Dol (i)
et un peu plus.

1l est facile de vérifier que I’application v est conjuguée (au sens topologique) a la transformation
logistique L : = = 4z(1 — z), = € [0,1] par 'application h:ye[-2,+2] — 3 € [0,1]. Utilisons
maintenant le fait que L est conjuguée  la transformation “chapean” A : [0,1] — [0, 1] définie par
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A() = 1 - |2t — 1]. Explicitement, o L = Ao avec #(t) = L arccos(1 ~ 2z). 1l en résulte que
'application G; : I; — [0,1] définie par

G;(t) =voho Fj(t) = —‘_1Fa.rccos (FjQ(t)) ,

détermine une conjugaison entre @; et A, i.e., Gj o 9; = Ao G;. Notons que G est dérivable (et
méme analytique réelle) dans l'intérieur de I;.

Le découpage de I; induit par le découpage fondamental de période p2" correspond alors par G;
au découpage de [0,1] en les intervalles dyadiques [3%, 55| (0 < r < n — 1), dont la mesure de
Lebesgue est 5x. Puisque v,, (qui est continue) est caractérisée par ses valeurs sur les intervalles
des découpages fondamentaux successifs, il en résulte que p; est image par G; de la mesure de
Lebesgue sur {0,1]. Ainsi p;(dt) = G)(t)dt, ce qui démontre (iii). Comme conséquence directe, la
mesure p; est invariante par ¢; et le systéme dynamique (;,1;,B;,p;) est conjugué par G; au
syteme de Bernoulli (A, [0, 1], m¢). La propriété (ii) est la conséquence de la conjugaison par poh
de (7,[—2,4+2],7) avec (A, [0, 1], me). 000

Par intégration, on obtient

COROLLAIRE 2.7. Effectuons l'indexation des intervalles I; (1 < j < p) du découpage fondamental
suivant l'ordre naturel induit par celui de IR. Alors

‘ _j=1 1¢&; . F(t) 1 )
Vitel; no(t)——p +1-D-(_fra.rcsm(——2 )+§), (2.16)

oit €; = £(—1) est du signe de la dérivée de F sur [;. Enfin, pourt g I, ko(t) = % si l'intervalle
] — o0, 1] contient k intervalles du découpage fondamental.

2.4. Exemples

2.4.a. Opérateurs 1-périodiques

On considére le potentiel constant égal & v € R. Alors X = Z/1Z = {0}. 1l est immédiat que le
spectre T de H est contenu dans [~2—v,2+v]. On a

@1(E)= (EI’U —0].) )
Alors tr(®4(2)) = F(t) =t - v,
Y =F(-2,+2)) =[v—2,v+ 2] (2.17)

et ko(t) = L + Laresin 52 pourv-2<t<v+2.

Figure 3. Spectre d’un opérateur 1-périodique.
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2.4.b. Opérateurs 2-périodiques

Ici, X = Z/2Z. Soit V le potentiel 2-périodique tel que V() = aet V(1) = b, ot aet b
sont deux réels distincts, par exemple a < b. Soit H l'opérateur aléatoire de Schrodinger de
potentiel V. Les spectres T des deux opérateurs Ho et H; sont identiques, inclus dans l'intervalle
[-2 - sup(a,b), 2 + sup(a,b)]. Pour tout nombre réel A, la matrice ®2( E) est donnée par

B, (E) = ((E—a}:(i;b)— 1 a.:lE) .

Alors F(t) = (t—a)(t —b)—2et F(1)? -4 = (t ~ a)(t — B)(t —a){t — b), ot @ = (@ +b-

J16+(a-b)2)/2<aetf=(a+b+ /16 + (a — b)*)/2 > b. On en déduit
‘.,_[a+b-\/16+(a—b)2 ]U[ba-l-b-i-\/lﬁ-i-(a-b)?]
L= 5 ,a , 3 .

(2.18)

Le spectre est donc constitué de deux intervalles disjoints de IR et sa mesure de Lebesgue est

me(T) =a-b+ /16 + (a - b)*.

----- —a---- --- -

Figure {. Spectre d’un opérateur 2-périodique.

D’autre part, nous pouvons expliciter la fonction d’étiquetage:

0 si t €] — 00, al
b arcin (L=8058) s e fooa
Ko = 3 sit € [a, b]
. t— -bh .
3 + g-arcsin (L—“—)g{-t—l) sit€ (2, 8]
1 si t € [, +o0]
Remargue 2.1. A une translation prés, on peut se ramemer au cas particulier a = —bet b > 0.

Le spectre, ainsi que la fonction de densité d’états, sont alors symétriques par rapport a lorigine:

T = [-Va 02, -bju [b, V4 + %] et

£ — b
no(t):i—%mcsin( 3 -1) si ~V4+b <t<-b

D'autre part, sp(t) est nul pourt < —v4 + b2, vaut % sur l'intervalle [—b,b] et dans tous les cas,
Ro(—t) =1~ Ko(t). o4

2.4.c. Un exemple d’opérateur 3-périodique

On se donne le potentiel V{(n) = cos(2nw/3), pour tout entier n. L’opérateur de Schrodinger de
potentiel V est 3-périodique. Le spectre T commun aux trois opérateurs Hy, H) et H. est contenu
dans l'intervalle [-3,3]. Pour tout nombre réel E, la matrice $3( E) est donnée par

C((E-1(E+1/2F —2E+1/2 (1-E)E+1/2)+1
‘I’G(E)"( ((E+1/2)2—1 / ~E-1/2 )
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Alors F(t) = (t — 1)(t + 1/2)* = 3t, et le discriminant A(t) = F*(t) — 4 admet six racines réelles
disctinctes, qui sont : a = —(1 + V57)/4, -3/2, B=(3 - V33)/4, 1/2, a = (-1 +V37)/4, b=
(3 + V/33)/4. Ainsi le découpage fondamental est formé de trois intervalles disjoints:

2=h¢%um;uhﬂ. (2.19)

Figure 5. Spectre de l'opérateur 3-périodique.

2.4.d. Un exemple d’opérateur 4-périodique

Soit le potentiel V(n) = cos(nm/2), pour tout entier n. L’opérateur de Schrédinger de potentiel
V est 4-périodique. Le spectre T commun aux quatre opérateurs Ho, Hy, H> et Hj est contenu
dans lintervalle [-3,3]. La trace de la matrice &3(E) est donnée par le polynome de degré 4 :
F(t) = t* = 5 + 2. Le discriminant F? — 4 posséde 6 racines simples -3, ,-2, -1, 1,2, V5
et une racine double 0. On a donc le découpage fondamental

= [-v5,-2]u [-1,0]u[0,1] U [2,v5] . (2.20)

Les deux intervalles du centre étant contigus.

2.5. Compléments

Il est possible de donner une minoration de la mesure de Lebesgue du spectre, ainsi que de chacune
des bandes. Ce résultat est dii & Last (voir [La;2]).

THEORBME 2.8. Soit H un opérateur aléatoire périodique de période p 2 2, T son spectre
et G l'ensemble des trous du spectre: G = [min I, maxZ]\ E. Posons w = suPogncp Vin) -
infos,,(p V(n), alors

me(Z) > et my(G) 2 w .

4
(2 + w)r-t
En outre, si B désigne une bande du spectre, on a
4
me(B) > P CEE =
Remargue 2.2. Pour plus de détails concernant les opérateurs périodiques, nous renvoyons au
livre de Toda ([To}), ainsi qu’aux articles de Last {[La;1] et [La;2]). o

Remargue 2.7. Les trous du spectre L sont étiquetés par les valeurs que prend ko(t) en les
trous, y compris les trous “vides” entre deux intervalles contigus du découpage fondamental. Les
étiquettes sont donc de la forme )
1 j21ej<p-1.
P
o

D'aprés le théoréme 1.3 (Ishii-I(otani-Pastur) et I’identification de & comme union finie d'intervalles
et identique & {E;¥(£) = 0}, on en déduit:
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PROPOSITION 2.9. Dans le cas périodique,

2r.u:=C"uc:(-lr-r)-'={)\; 19(1\):0}:0(}'1’):2,

et le spectre est purement absolument continu.

3. Modéle d’Anderson

Soit (Y, By ) un espace de probabilité. On note (X, B) l'espace produit (®F2 Y, B) et T I'opérateur
de décalage sur X donné par (T'z)x = Tk-1, pour tout entier k et tout élément z de X. Soit y une
mesure de probabilité sur X, qui soit T-invariante et ergodique.

Un opérateur de Schrédinger aléatoire discret unidimensionnel est dit du modéle d’Anderson si le
potentiel qui lui est associé est un variable aléatoire v : X — IR telle que

YneZ, Vue (X)), (Heu)n)=u(n-1)+u(n+1)+ Ve(n)u(n) ,

avec Vi(n) = v(T™z) pour tout entier n et tout élément z de X.

L’exemple le plus important est le modéle d’Anderson, qui correspond & une variable aléatoire v
de la forme v = f o m ou mp est la projection z +— zo et 1 = Biezpo- Les v.a. v, sont donc
indépendantes, identiquement distribuées de loi zg. Dans ce cas, le systéme dynamique (T,X,B,n)
est ergodique, c’est un shift de Bernoulli.

Le modéle d’Anderson détermine un opérateur de Schrédinger aléatoire ergodique pour lequel il
existe un ensemble & compact non vide de IR qui est le spectre de p-presque tous les opérateurs
H.. De plus, il existe trois sous-ensembles de IR notés T, T, et T, tels que

L. =o(H), ¢ —p-p-- (3.1)

Ce résultat est la conséquence d’un théoréme donné par Kunz et Souillard dans [Ku;Sou] et prolongé
par Kirsch et Martinelli dans [Ki;Mar]. En outre

To=0, (3.2)

c'est-3-dire que le spectre de p-presque tous les opérateurs H_ est purement singulier.

Démonstration. Ceci provient du fait que l'exposant de Lyapunov P(E) est stictement positif
pour Lebesgue-presque tout £ € IR (résultat de Kotani). Pour plus de détails, nous reavoyons &
[Ku;Sou], [Si;2], [Fi;Pa] ou [C;F;K3;Si], [B;L] et [CarL]. 000

Sous certaines hypothéses sur la loi commune des variables aléatoires (V(n))n, nous pouvons lo-
caliser le spectre. Enongons par exemple le résultat de Kunz et Souillard [IKu;Soul:
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THEOREME 3.1. Soit H un opérateur aléatoire du modéle d’Anderson. On suppose que la loi
commune des variables aléatoires (V(n))a, admette une densité r(-) pour laquelle il existe un
nombre réel 0 < n < 1 vérifiant

sup r(8)(1 + |t)'+" < 400 . (3.3)
teR.
Alors le spectre de p-presque tous les opérateurs H, est purement ponctuel et égal a
T =[-2,2] 4+ supp(r) , (3.4)

ol Supp(r) désigne le support de {a fonction r. De plus, tous les vecteurs propres sont exponen-
tiellement localisés.

Dans le cas encore plus particulier oll la densité commune 7(-) est continue et a support compact,

PROPOSITION 3.2. Soit H un opérateur de Schrédinger aléatoire du modéle d’Anderson et 7(-)
la densité commune des variables aléatoires (V(n))a. On suppose les deux conditions suivantes:
(a) () est une fonction continue sur IR;

(b) supp(r) compact.
Alors le spectre de p-presque tous les opérateurs H. est purement ponctuel et égal &

L=[a-2,0+2]. (3.5)

De plus, tous les vecteurs propres sont exponentiellement localisés.

Lorsque les variables aléatoires (V(n))n sont distribuées selon une loi de Bernoulli, on a par exemple
le théoreme de Carmona, Klein et Martinelli (cf. [Fi;Pal):

THEOREME 3.3. Soit H un opérateur de Schrdinger aléatoire du modéle d’Anderson tel que
P{V(0) =0} =pet P{V(0)=a}=1-pavec 0< p<leta#0. Alors le spectre de p-presque
tous les opérateurs H est purement ponctuel et égal &

T=[-22U[a-2,a+2]. (3.6)

De plus, tous les vecteurs propres sont exponentiellement localisés.

4. Potentiels presque périodiques

Les potentiels presque périodiques sont en un certain sens des intermédiaires entre les potentiels
périodiques et les potentiels aléatoires. Une vaste littérature leur est consacrée. Dans cette section
nous faisons une synthése des principaux résultats obtenus sur ce théme. Il est utile de remar-
quer que ces définitions conduisent & des suites radicalement différentes et 2 des opérateurs de
Schrodinger ayant des propriétés tres varides. Le diagramme ci-dessous présente les divers types
d’opérateurs rencontrés, ainsi que des exemples.
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Opérateurs de Schrodinger A potentiels presque périodiques

PN

Potenticls Besicoviteh presque périodiques Potentiels presque périodiques uniforme
Potentiels circulaires Potentiels quasi-périodiques Potenticls limite-périodiques
Potentiels sturmiens Potentielr de presque-Mathieu Potentiels odomédtriques Potentiels hidrarchiques

Différents types d’opérateurs de Schridinger ¢ potentiel presque périodique

Les opérateurs & potentiels presque périodiques uniformes font 'objet du premier sous-paragraphe.
Le systéme dynamique induit est donné et les propriétés spectrales de ces opérateurs sont évoquées
en accord avec [Si;1], [Av;Si;1] et [C;F;Ki;Si]. La notion de module de fréquence est par ailleurs
introduite. Elle sert de révélateur d’un spectre de Cantor, c'est-a-dire un ensemble ferme, sans
point isolé, de complémentaire dense dans IR. Nous nous intéressons en particulier & deux types
d’opérateurs & potentiels presque périodiques uniformes: les opérateurs 3 potentiel limite périodique
et les opérateurs & potentiel quasi-périodique. Apres les avoir définis, les résultats généraux sont
donnés et les principaux exemples présentés.

Le deuxidme sous-paragraphe est consacré aux opérateurs aléatoires & potentiels 1-Besicovitch
presque périodiques. Ils sont studiés A travers le cas particulier des opérateurs a potentiels circu-
laires.

4.1. Potentiels presque périodiques uniformes

Rappelons, qu’une suite réelle w = (wa),e7z bornée est dite presque périodique uniforme si et
seulement si 'ensemble de ses décalées admet une fermeture compacte (appelée I'enveloppe), dans
¢(ZZ) muni de la norme uniforme. On note X lenveloppe de w et T la restriction & X de
'opérateur de décalage:

Yee K Yne Z, (TCL’)n = Tn4l (4.1)

Les suites périodiques sont caractérisées parmi les suites presque périodiques par le résultat suivant:

42



THEOREME 4.1. Soit w est une suite presque périodique ne prenant qu’un nombre fini de valeurs,
alors w est périodique.

Démonstration. Notons X 'enveloppe de w et soit v un élément de X. Par définition, il existe une
suite de points (55 w); Iy convergeant uniformément vers v. Soit 0 < £ < 1 et soit o un entier
tel que si i > Io, alors || §%w — v ||< &. Puisque w ne prend qu'un nombre fini de valeurs, on peut
choisir ¢ de maniére A séparer ces valeurs; ceci signifie que pour tout i > o, on 2 Skw = v. D'ou
la périodicité de v. 000

4.1.a. Systéeme dynamique induit par une suite presque périodigue uniforme

Rappelons que X peut étre muni d’une unique structure de groupe de loi notée @, déterminée par
T (w)® T™(w) = T (w), (4.2)

qui identifie X avec un groupe métrisable compact abélien et T avec une translation sur le groupe
muni de sa mesure de Haar notée px ou plus simplement p.
L'orbite de w est dense dans X d'ol, classiquement,

PROPOSITION 4.2. Le systéme (T, X, p) est minimal, uniquement ergodique.

Remarque 4.1. Réciproquement, pour toute translation ergodique (7,G,pug) sur un groupe
compact (alors abélien) G et toute application continue f: X — IR, la suite ( f(T™z))n est presque
périodique uniforme et cela pour tout 7. ©

Le groupe X étant monogéne, un caractére y sur X est déterminé par sa valeur sur w (suite qui
a servi pour construire X). La correspondance x — x(w) est un isomorphisme de groupe entre le
dual X et d’un sous-groupe D (dénombrable par la compacité de X) du cercle unité. Il est clair
que tout { € D est valeur propre pour l'opérateur unitaire Ur : f — foT sur L*(X,px), de
fonction propre égale au charactere dont elle est issue. L’ensemble des a € IR tel que e?"® € D est
un 7ZZ-module appelé module des fréquences de X (ou de w). Iln’y a pas d’inconvénient a identifier
ce Z-module (modulo 1) avec D, ni D avec X. C’est ce que nous ferons.

Ces notations sont conservées dans toute la suite.

4.1.b. Opérateurs de Schrodinger a potentiels presque périodiques uniformes

Soit V une suite bornée presque périodique uniforme Pour tout élément z de I’ensemble X, on note
H., Vopérateur défini pour tout élément u € ¢ (ZZ) par

Heou=Su+ S lu+Veu, (4.3)

ol pour tout entier n, (Vzu)(n) = F(Tz)u(n) avec f, fonction continue définie sur X a valeurs
réelles. L'opérateur H défini sur X par ’équation (4.3) est un opérateur aléatoire de Schrodinger
associé au systéme dynamique (T, X ,B,p). 1l est appelé opérateur (aléatoire) de Schrédinger d
potentiel presque périodique (uniforme).

Dans la pratique, f est la projection sur la premiére coordonnée: mo = I =+ z(0).

Remarque 4.2. Dans le Chapitre 2, on étudiera des suites presque périodiques particulieres dont
le systéme dynamique induit est un odométre. Elles seront appelées suites odométriques. o

Le théoréme suivant rappelle les propriétés spectrales des opérateurs de Schrodinger discrets uni-
dimensionnels a potentiel presque périodique uniforme.
Tout d’abord, comme simple corollaire du théoréme 2.4, partie A, on a
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THEOREME 4.3. Soit H un opérateur aléatoire de Schrédinger & potentiel presque périodique
uniforme. Alors
(i) I existe un compact £ de IR tel que

Vze X o(Hz)=Z (4.4)

(ii) Le spectre est un ensemble parfait. En particulier, il ne posséde pas de valeur propre
isolée de multiplicité finie.

(iii) Si E € R, alors u({z € X ; E est valeur propre de H:}) =0.

(iv) 1l existe trois ensembles Tsc, Dsc, Lpp de IR tels que pour p-presque tout z € X,ona:

Zpp = opp(Hz)
Eac = Crac(H::)
By = U:c(Hz)

(v) Le spectre ponctuel générique est localement indénombrable:

A€ Ly = Ve>0, Sypn|A—¢g,A+e] n'est pas dénombrable.

Démonstration. La proposition (iii) est die i Pastur [Pa;l], (iv) & Kirsch et Martinelli [Ki;Mar]
ainsi qu'a Kunz et Souillard [Ku;Sou], enfin (v) est un résulat de Avron et Simon (voir [Si]). 000

Remargue 4.3. Dans la littérature classique, les exemples de potentiels les plus étudiés sont du
type Vo(n) = Ag(na) olt g est une fonction continue sur R, périodique de période 1 a valeurs
réelles, et & € IR \ Q. Les opérateurs de Schrédinger correspondants ont “tendance” i avoir un
spectre de Cantor. Mais tout type de spectre reste possible : spectre purement ponctuel, purement

absolument continu, purement singulier continu, efc ... . o

4.1.c. mesure de densité d’états et exposant de Lyapunov

Puisque le systéme dynamique induit est ergodique, la mesure de densité d’états encore appelée
mesure d’étiquetage, existe. Ses propriétés sont résumées dans la proposition suivante

PROPOSITION 4.4. Sous les hypothéses du théoréme 4.3, la densité intégrée d’états x est:

(i) indépendante du choix de z dans X;

(ii) continue sur IR;

(iii) constante en chaque trou et admet des valeurs différentes en des trous distincts.
Bellissard, Lima et Testard (voir [Be;Lim;Te] ou aussi [Si;1]}, ont établi un lien entre le module de
fréquence X et la mesure d'étiquetage. Celui-ci est mis en évidence dans le théoréme suivant:

THEOREME 4.5 (ETIQUETAGE DES TROUS). Soit H un opérateur aléatoire de Schrédinger &
potentiel presque périodique uniforme associé au systéme dynamique (T, X, B, p). On suppose qu'il
existe a € X tel que

Xc {1110:-{-712 , 1,2 € Z}
Alors la valeur de  en chaque trou appartient i ce méme ensemble {n1a +ny , n1,n2 € Z}.

Le théoreme d’étiquetage des trous est un révélateur d’un spectre de Cantor.
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COROLLAIRE 4.6. Si & tout élément & du module de fréquences X tel que 0 < & < 1 correspond
un trou du spectre sur lequel k vaut £, alors le spectre est un ensemble de Cantor.

La formule de Thouless relie enfin la mesure d’étiquetage a l'exposant de Lyapunov.

THEOREME 4.7 (FORMULE DE THOULESS). Soit V un potentiel presque périodique uniforme.
On munit X ® R de la mesure produit g X me, ol m¢ est la mesure de Lebesgue. Alors pour
(1 ® m¢)-presque tout couple (z, E) appartenant & X x IR, I'exposant de Lyapunov ¥( E) existe et
vérifie 'égalité:

NE) = f log | £~ E' | dk(E) . (4.5)
Démonstration. Voir [Si;1] et [C,F,Ki,Si] par exemple. 000

4.1.d. Les opérateurs a potentiels limite périodiques

Rappelons qu’un élément w appartenant a £°° (ZZ) est limite périodique lorsqu’il est limite uniforme
au sens de la norme || . [joo d’une suite d’éléments w*) de £*°(Z) qui sont périodiques:

lim sup |w(n) - w¥(a) =0.
k—co nem

En général, les périodes sont supposées croissantes lorsque & augmente. De plus, une suite limite
périodique est presque périodique uniforme et son module de fréquences X a la propriété du
diviseur.

Avron et Simon, ainsi que Chulaevsky et Moser ont donné une approche générique des spectres des
opérateurs de Schrédinger & potentiels limites périodiques (pour plus de détails se référer a [Si;1)
et [C;F;Ki;5i)).

THROREME 4.8. L’ensemble des potentiels limite périodiques est un espace métrique complet.
De plus,

(i) il existe un ensemble G5 dense de potentiels limite périodiques conduisant & des opérateurs
de Schrédinger aléatoires dont le spectre est un ensemble de Cantor;

(i) il existe un ensemble dense de potentiels limite périodiques conduisant & des opérateurs
de Schrédinger aléatoires dont le spectre est un ensemble de Cantor purement absolument continu.

Ce théoréme signifie que les opérateurs & potentiels limite périodiques ont tendance & avoir un
spectre de Cantor. De plus, Bellissard (voir [Be;2]) a déterminé les valeurs possibles de la densité
intégrée d’états sur les trous spectraux. Ce résultat est un peu plus précis que le théoréme 4.5.

THEOREME 4.9. Soit V un potentiel limite périodique (uniforme). Alors la densité intégrée
d’états sur les trous spectraux prend ses valeurs dans le module de fréquences de l’enveloppe de V.

Enfin, Last (voir [La;1]) a établi un théoréme concernant la mesure de Lebesgue du spectre et de
I’ensemble des trous spectraux.
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THEOREME 4.10. Soit V un potentiel limite périodique (uniforme), limite d’une suite de potentiels
périodiques Vi, de période pm, 0l pm — +oo lorsque m — +co. Soient C et a deux constantes
strictement positives.
Soit H 'opérateur de Schrodinger aléatoire de potentiel V', de spectre TetG=[minZ, max ]\ L
l'ensemble des trous spectraux.
On considére enfin la quantité vy = sup,ezg Vz(n) — infrez Ve(n) pour p-presque tout z.

(i) Si pour tout entier m, | V = Vi || < Cpt*®) | alors my(G) 2 vg et me(E) < 4.

(il) Si pour tout entier m, || V = Vi [lc$ Cm™Pm+1, alors me(E) > 0.
Pour illustrer le cas des opérateurs & potentiel limite périodique, nous évoquons deux exemples: les
opérateurs A potentiel hiérarchique introduits et étudiés par Kunz, Livi et Siito (voir [Ku;Li;Su]),
ainsi que les opérateurs & potentiel odométriques. Ces derniers sont définis et développés dans le
deuxizme chapitre de cette thése. Par conséquent, cette nouvelle notion ne sera pas abordée dans
cette partie.

Ezemple . Le potentiel hiérarchique.
En accord avec [Ku;Li;Su], on considére la suite définie pour tout # € 7 par

V(n) = Af( ord(n)) , (4.6)

ot A € R, ord(n) = max{k € IN ; 2* divise n} et f est une fonction reelle d’une variable réelle

donnée pour tout m € IN par
m-1

f(m) = fa(m)=Y_ R*, (4.7)
k=0

avec 0 < R < 1. Notons que V(0) = Aimpy— 4o f(m) = A/(1 - R).

Remarque 4.5. Il est évident que si R > 1, la suite (V(n)), .77 est non bornée. Nous ne nous
intéressons donc pas a ce cas de figure. o

On obtient les résultats suivants (pour plus de détails, voir [Ku;Li;Su], [Ku] et [Su;4]).

PROPOSITION 4.11. La suite (V(n)), 7z définie par (4.6} sous les hypothéses précédentes, est
une suite limite périodique. Son enveloppe X s’identifie au groupe des entiers dyadiques Z,.

Le systéme dynamique associé & V est donc le 2-odométre et pour tout z € Zs et tout n € Z,
Ve(n) = V(z + n). Un tel potentiel est dit hiérarchique et I'opérateur de Schrédinger aléatoire
associé est également appelé hamiltonien hiérarchique. En tant qu'opérateur aléatoire & potentiel
limite périodique, ’hamiltonien hiérarchique vérifie les théorémes et propositions 4.3 — 4.7, ainsi
que 4.9 ~ 4.10. Mais nous avons quelques bonus:

THEOREME 4.12. Soit H l'opérateur de Schrédinger & potentiel hiérarchique (4.6) associé a la
fonction fr, ot 0 < R < 1. Alors

(i) le spectre T commun aux opérateurs H est un ensemble de Cantor de mesure de Lebesgue
strictement positive;

(ii) si0 < R < 1/2, alors

et si G désigne l'ensemble des trous, m¢(G) >| A |.

Démonstration. Par [Ku;Li;Su], on sait que le spectre de Hj est un ensemble de Cantor de mesure
de Lebesgue strictement positive, d’ou (7).
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Pour tout entier N > 1, nous notons V¥ la suite périodique de période 2N définie par VN(n) =
V{(n) lorsque 1 < n < 2V, Alors V est la limite uniforme de la suite (VN)n»1. Plus précisément,

on a RN
|V =V llo= sup | Af(r) = Af(N) =1 A | — -
n>N 1-R

Lorsque 0 < R < 1/2, il existe o > 0 tel que R < 1/2'*e. En posant C =| A | /(1 - R) > 0, on
obtient pour tout N > 1 l'inégalité :

[V =V lleg C2Y)~0*Y)

et (4.8) est obtenue en appliquant le théoréme 4.10. On a également me(G) > vy , 0l vg =
sup,ez V(n) — infrez V(n) par stricte ergodicité de I'odométre. Alors

Al
vg = sup Af(m) — inf A =—.
5 = sup fm) — inf Af(m) = 71
La stricte positivité de R termine la démonstration. c00

4.1.e. Les opérateurs a potentiel quasi-périodique

Rappelons qu'une suite presque périodique uniforme w est dite quasi-périodique lorsque son module
de fréquences est finiment engendré. Les potentiels quasi-périodiques rencontrés dans la littérature
sont de la forme

VneZ, ¢ (n) = glan), (4.9)
oll g est une fonction continue réelle périodique de période 1 & valeurs réelles, et o € IR.

Remarque 4.6. Si a € @, alors ¢!*) est une suite périodique. L’opérateur de Schrédinger
aléatoire associé est alors périodique. ¢

Nous supposons désormais a € IR\ ). L’enveloppe de la suite g'®) est alors ’ensemble
{g =", 0€(0,1]},

ol g(*®(n) = g(an+0). Finalement, l'opérateur de Schrodinger aléatoire associé & une telle suite
est donné par

Vue ((Z), Vne€Z, (Hapnt)n)=un-1)+u(n+1)+ Van(n)un),

oit pour tout n € Z, Via,g(n) = g'=®)(n) et 8 € [0,1]. Le systéme dynamique induit est noté
(T,X,B,p), od X =[0,1], g est la restriction de la mesure de Lebesgue sur [0,1[, B est la tribu
des boréliens et T est la translation de a.

En tant qu’opérateur & potentiel presque périodique uniforme, Hq gy vérifie les théorémes et propo-
sitions 4.3 - 4.7.

Nous nous intéressons alors & un exemple particulier de suites quasi-périodiques : les suites de
presque-Mathieu. Les opérateurs de Schrédinger associés a de telles suites ont été largement
étudiés, notamment par Aubry, Avron, Last, Simon, Bellissard... (voir [C;F;Ki;Si], [Av;vM;Si],
[La;2], [La;3], [Si;1], [Av;Si;2], [Be;Si]). Is illustrent un certain nombre de comportements spectraux
différents. Nous nous contentons ici de dresser la liste des principales propriétés.
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Ezemple . L'opérateur de Schrédinger aléatoire d potentiel de presque-Mathieu.
Dans ce cas,
Van€Z, Vias(n) = Acos(2ran +6), (4.10)

ofl A et a sont des nombres réels, « € R\ @ et 6 € [0, 27[.
Ici, on peut considérer X = [0,2x[; p est la restriction de la mesure de Lebesgue sur [0,27[ et T
est la translation de 2ma mod 2.
Par le théoréme 4.3, tous les opérateurs Hj ¢ lorsque 8 € [0, 2, ont le méme spectre T(A, ), et
pour u-presque tout 8 € [0, 27,

Et(’\a a)= UE(HA,Q,B) ’

ot £ € { ac, sc, pp }. De plus, d’aprés Bellissard et Simon, les opérateurs de Schrédinger
aléatoires a potentiels de presque-Mathieu ont “tendance” a avoir un spectre de Cantor. Clest ce
qui fait ’objet du Théoréme 4.13 (pour plus de détails voir [C;F;Ki;Si5]).

THEOREME 4.13 (BELLISSARD, SIMON). L’ensemble des couples (A,a) € IR? pour lesquels
(), a) est un ensemble de Cantor, est un ensemble Gs dense dans IR®.
D'aprés le théoréme 4.7, ’exposant de Lyapunov 9 o(E) existe pour tout A € IR et tout o € R\Q.
Notons

a={EeR; ra(B)=0}.
Nous savons qu'il existe une relation entre £, o et Tec(), ). Last approfondit cette relation dans
[La;2] :

THEOREME 4.14 (LAST). Soient o € R\Q et A € R. Alors
me(Tac(My @) > melErs) 24— (24 %)A . (4.11)

Suivant les propriétés de o et les valeurs de A, il existe différents résultats concernant les com-
posantes spectrales ainsi que la mesure de Lebesgue du spectre.
On dit que o est un nombre de Liouville si pour tout n € IN il existe (pn,qn) € Z X IN" tels que
PnyGn — 00 et vérifiant
| o — Pn |S n=In
n

On dit que a vérifie la condition (CI) si pour tout n € IN il existe (pn,¢:) € Z X IN* tels que
lim 2 |a-22|=0.
N=—+CO n

Remargue 4.7. Notons en outre que l'ensemble des nombres réels vérifiant la condition (C1) est
de mesure de Lebesgue égalea 1. o

On dit que o vérifie la condition (C2) s'il existe une constante C' > 0 et si pour tout n € IN il
existe (Pn,qn) € Z X IN™ oli ¢, = 400, tels que

qi|a—z—ﬂ|<0.

n

Remarque 4.8. 1l est clair que si a vérifie la condition (C2), alors a vérifie la condition (C1).
De plus, I’ensemble des nombres réels vérifiant la condition (C2) est de mesure de Lebesgue nulle.
o

On connait alors les résultats suivants :
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THEOREME 4.15. Soient a € R\Q et X € IR.
(i) Si « vérifie la condition (C1), alors

YaelR ,mg(z(z\,a)) = |4 - 2‘1\“ . (4.12)
(ii) Si a vérifie la condition (C1)etsi0 < A <2, alors
mg(Z(/\,a)) = mg(Eac()\,a)) = mg(EA,a) =4 -2\, (4.13)

(iii) Si « vérifie la condition (C1) et si A = 2, alors (2, ) est un ensemble de Cantor de
mesure de Lebesgue nulle,
Si, en outre a vérifie la condition (C2), alors la dimension de Hausdorfl de (2, a) est inférieure
ou égale a4 1/2.

(iv) Si o est un nombre de Liouville et si| A |> 2, alors %(A, @) est purement singulier continu.

Démonstration. (i) est un résultat récent de Last (voir [La;3]) sur une conjecture d’Aubry et André
qui portait sur tous les irrationnels a. De plus, (iii) est un corollaire de (i) (voir [La;3]). Pour
(i) nous nous référons & [La;2]. Enfin (iv) est abordé dans [C;F;Ki;Si] (voir également [Av;Si;2] et
[Si;1]). 000
Remargue 4.9. Certains résultats (en particulier (iv)) se basent sur la dualité d’Aubry, résultat
qui concerne la densité intégrée d’états : soient @ € IR \Q et A € R, la densité intégrée d’états
ko existe et ne dépend pas de 8; elle vérifie Pégalité

VEER, krolE) = k%'a(%) . (4.14)
Pour plus de détails, voir par exemple [Si;1]. o

4.2. Potentiels 1-Besicovitch presque périodiques

Nous rappelons qu’une suite bornée w est 1-Besicovitch presque périodique s’il existe une suite de
polyndmes trigonométriques P, tels que

S fue = Pa(k)l) = 0.

k=-m

lim (limsup !
n=—oo * moee 2Mm+1

Le principal exemple de potentiel 1-Besicovitch presque périodique rencontré dans la littérature
est le cas des potentiels circulaires :

Yn € Z, Vaea(n) = Alg_an)(T"2) , (4.15)
ot A € R, a € [0,1] est un nombre irrationel, = € [0,1[ (identifié au tore), et Tz = z + a mod 1.

Lorsque A = 1, on parle de potentiel sturmien.

Remanrque 4.10. Le potentiel circulaire n’est pas une suite presque périodique uniforme, sinon,
ne prenant qu’un nombre fini de valeurs, il serait périodique. o

Remarque 4.11. Plus généralement, un potentiel sturmien est de la forme Vaz(n) = 1;(T"z)
pour tout n € 7, ol a € [0,1[\Q et T € {]0,2],[0,a[,[1 — o,1[,]1 - a,1u{0}}. o

Les propriétés spectrales de l'opérateur aléatoire de Schrédinger associé a un potentiel circulaire
sont résumées dans le théoreme 4.16 (pour plus de détails, nous nous référons & [Be;lo;Sco;Tes)).
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THEOREME 4.16. Soit Hy . I’opérateur de Schrédinger aléatoire & potentiel circulaire donné par
fa relation (4.15), ot A€ IR et @ € [0,1]\ Q.
(i) Le systétme dynamique associé est strictement ergodique. Il est aussi minimal. En
conséquence, il existe un ensemble compact non vide B(A, «) tel que
Yz €[0,1[, B(Ma) =0(Hrae) -
(i) Il existe trois sous-ensembles de IR notés Tac(A, @), Top(A, 0) et Tyo(A o) qui vérifient
pour presque tout z € [0,1[:
26()\1&) = 55(H.\.a,::) ]
avec ¢ € {ac,sc,pp}.
(iii) Pour presque tout z € [0,1[, on a 0uc(Hra,c) = @,
(iv) L’exposant de Lyapunov 9, o( E) existe et
LA, a)={E € R; 9,(F)=0}.
(v) £(\,a) est un ensemble de Cantor de mesure de Lebesgue nulle.
Démonstration. L'unique ergodicité du systéme dynamique associé est classique, elle implique (i)
et (ii). La propriété (iii) est le théoréme de Kotani car le potentiel Vj o, décrit un ensemble fini
de valeurs. (iv) est un résultat de [Be;lo;Sco;Tes], et (v) en est un corollaire. 000

Un cas particulier d’opérateur de Schrédinger 2 potentiel circulaire est I’hamiltonien de Fibonacci,
défini pour tout z € [0,1[ et tout n € Z par
Ve(n) = Aljj_aa(< na+ 2 >), (4.16)

ot a = (V5 — 1)/2 est le nombre d’or, A est un nombre réel non nul que ’on peut choisir positif
et < > désigne la partie fractionnaire. Cet opérateur a particuliérement été étudié par Siito (voir
[Su;1],[Su;2],{Su;4]). Celui-ci a montré que Vz peut se mettre sous la forme suivante :

Vo € Z; Ve(n) = M[(n + D + 2] - [na + 2]}, (4.17)
ofl [ ] désigne la partie entiére.
Remarque 4.11. En fait, la propriété est bien connue et elle vaut pour tous les potentiels

sturmiens. D’autre part, si dans la définition de suite sturmienne on choisit I’intervalle fermé ou

ouvert, le systéme dynamique associé n’est plus minimal, bien qu’il reste uniquement ergodique.
°

En tant qu'opérateur a potentiel circulaire, ’hamiltonien de Fibonacci vérifie le théoréme 4.16. En
particulier, en ce qui concerne I'opérateur Hp associé au potentiel Vp, on a :

PROPOSITION 4.17. Le spectre de I’hamiltonien de Fibonacci est un ensemble de Cantor purement
singulier continu.

Démonstration. Voir [Su;d]. 000

5. Potentiels substitutifs

Dans un premier temps, nous nous intéressons au systéme dynamique associé a des potentiels
substitutifs.

Remargue 5.1. Une suite substitutive non périodique n’est pas une suite presque périodique
uniforme car elle est a valeurs dans un ensemble fini. o
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5.1. Systéeme dynamique d’une substitution

Soit £ une substitution sur l'alphabet A, ’espace produit AZ sera muni de la topologie produit
usuelle. Soit 7' 'opérateur de décalage (vers la droite) sur AZ. Si ¢ est un élément de A%, on
appelle orbite de z sous l'action de T’ 'ensemble:

Orb(z;T) = Orb(z) = {T*z,k € Z} . (5.1)

La fermeture de I'orbite est un compact T-invariant, c’est-a-dire T'( Orb(z) ) = Orb(z).

On considére maintenant un couple cyclique ab pour £, correspondant a une suite w*® minimale.
Si £ est une substitution primitive, on pose X(£) = Orb(w=*). On notera encore T la restriction
de T & X(€). La topologie induite sur X(&) fait de X(£) un espace métrique compact.

PROPOSITION 5.1. Le systéme dynamique topologique (encore appelé flot) (X(€),T') est minimal.

On dit que (X (€),T) est engendré par £ (et ab). On parle aussi de flot de substitution.

Remargue 5.2. Sila suite engendrée w?® est périodique, alors le flot X (£) est fini. Dans ce cas,
on parle de substitution périodique. ©

PROPOSITION 5.2. Si € est une substitution primitive, alors tous les couples cycliques engendrant
une suite presque périodique, engendrent le méme flot minimal. De plus, pour toutn > 1, on a

X (&) =X(£") . (5.2)

Démonstration. Confére le travail de M. Dekking [Dek]. 000

Enfin, toujours sous la condition de primitivité, le flot (X(£),T) admet une unique mesure de
probabilité p borélienne et T-invariante. Soit B la o-algébre des boréliens de X (€); le triplet
(X(€),T,B, 1) est appelé systéme dynamique substitutif. Il est uniquement ergodique et minimal.

Remargue 5.3. Signalons que le systéme dynamique ainsi obtenu n'est pas le méme objet que
le systéme dynamique introduit dans le paragraphe B.4.1, sauf si la suite w est périodique. o

5.2. Opérateurs de Schridinger a potentiel substitutif

On considére désormais une substitution primitive £ sur 'alphabet A = {0,...,5 -1}, ainsi qu’une
suite substitutive w = w*® € A% associée. Soit X = X(&) l'orbite fermée de w suivant T. On
note T = (X, T,B,u) le systéme dynamique induit. A partir d’une telle suite, il est possible de
construire différents opérateurs aléatoires de Schrédinger. En effet, soit v : X — IR, une
application mesurable bornée non constante. Pour tout élément z de X, on définit une suite
(Ve(n)), c72+ 2PPElée potentiel substitutif, par:

Ve, Ven)=v(T"z) . (5.3)

L'application v sera choisie de telle maniére que la suite des valeurs du potentiel V; soit apériodique.
Dans la littérature classique on suppose Vz(n) = v(z,), olt z, est la n-ieme lettre de la suite z, et
v est une application bornée sur A i valeurs réelles, supposée non constante.

Remarque 5.4. Pour certains auteurs, le potentiel est construit & partir du point fixe unilatéral
de la substitution: si @ € AN est ce point fixe, on pose Vg(—n — 1) = Vg(n), pour tout n € IN, et

51



l'enveloppe d’une telle suite est dans une majorité des cas un compact de IR. Or cette “majorité
de cas” correspond aux exemples de substitutions dont un couple cyclique minimal est de la forme
w?® pour un certain a € A. Dans ces conditions, le systeme dynamique induit est strictement
ergodique. Le cadre théorique que nous nous sommes donné est donc bien adapté. o

Un opérateur de Schridinger aléatoire d potentiel substitutif est défini pour tout élément = de X
par
VYneZ,Vue G(Z), (Hyu)(n) =u(n - 1) +u(n+ 1)+ Ve(n)u(n) , (5.4)

olt (Ve(n))nez est un potentiel substitutif défini par (5.3).
En accord avec les théorémes 1.2 et 1.3, nous pouvons énoncer le

THEOREME 5.3. Soit H un opérateur de Schrédinger aléatoire & potentiel substitutif.
(i) Il existe un compact non vide de IR, noté T, qui est le spectre de tous les opérateurs H
(z e X).
(ii) il existe trois sous-ensembles de R, notés Zqc, Lasc et Lipp tels que pour p-presque tout
ze X,
= ae(H.r) )

avec ¢ € {ac, sc,pp}.
(iii) Pour p-presque tout = € X, la partie absolument continue du spectre de H: est vide,
¢'est-a-dire
Tac = .

(iv) La mesure de Lebesgue de T est nulle.

Remargue 5.5. D’aprés Bellisssard, Bovier et Ghez, il existe une autre caractérisation de I'éti-
quetage des trous. Celui-ci s'effectue & l'aide de la fonction trace définie sur le Ko groupe associé,
et dépendant de la mesure u. Ils ont en outre caractérisé ’ensemble des valeurs possibles de k,
ce qui fait l'objet de la proposition 5.3. Pour plus de détails, nous nous référons & [Be;Bo;Gh;l],
[Be;Bo;Gh;2] et [Be;2]. o

PROPOSITION 5.4 (BELLISSARD, BOVIER, GHEZ). Les valeurs possibles de k dans les trous
sont les combinaisons linéaires & coefficients entiers des nombres d’occurence de tout mot fini de
lettres de A apparaissant dans ¢ € X.

Remarque 5.6. Certaines étiquettes correspondent & des trous fermés (qui n’apparaissent donc
pas dans le spectre). o

5.3. Tentative de description systématique des différents exemples ren-
contrés

Le but de ce sous-paragraphe est d’établir pour chaque exemple proposé une fiche descriptive
des différentes propriétés de l'opérateur de Schrodinger aléatoire associé 4 la suite substitutive.
Les définitions ainsi que les propriétés caractéristiques de ces substitutions sont données dans
’Appendice C. La substitution est notée &, le systéme dynamique (X(€),T, B, u) et la suite substi-
tutive w. Le tableau ci-dessous dresse une liste des potentiels étudiés, puis les propriétés spectrales
ainsi que divers résultats (en particulier sur I’étiquetage des trous spectraux) sont évoqués dans
les sous-paragraphes suivants.
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Nom de la Substituticn Suite substitutivs Potenticl Références bibliographiques
substitution Erap
Fibonacci £:0—>01  -primitive 00 W0)= V etwirj=- V. [1Be2]: [BeiBoGhil] :[Be:BaGhi2] 5
el s ] I—> 0 - longueur non constante L/ avec V0. BB
[Que:2)
[Ax;P];
[Be;1]; [Be;2) : [Be:Bo:Gh;l] ; [Be,BoiGh,
P0—>0f - primitive [Bo;Gh3)
i ; | —=> 10 - longueur constante w00 v est quelconque [Lul;
[Que;2];
[Su:d]
[Be;2) : [Be;Bo;Gh;1) ; [Be;Bo,Gh2)
- primiti Bo;Gh;1] ; [Bo;Ghi3] ;
. E:0—>0l primitive =V avl)=-V, I .
Période doublante I—>00 - longucur constante w00 avec V>0, EEl:l]c'-] H
[Su;d]
PR 0> 0f - primitive 00 wWol= Vervl)=-V, T e
Non-Pisot binaire § 1 —= 000 - longueur non constante W avee V0. [Be:Bo:Gh;2] ; [Bo,Ghil)
: " . : Q> 0f...] - Drimitive vi0)= Vetvl)=-V, .
Fibonucei génératiséel & © 0> 0%t TRl ronconstanie]  w% o {Bo;Gh:1]
s0—> 2 - nrimiti
Non-Pisot ternaire : l—> 0 R fg::;':::: non constante wd v est quelconque | {Be;Bo;Gh;2] ; (Bo;Ghil)
2 —> 10!
§:0—> 02
Rudin-Shapiro 1—> 32 - primitive Point fixe vi0)=v(2)=1 {g;jgl{,:[!?F‘Bo'Gh'Z]  [BoiGhil] ; [Bo.Gh
p j J 1 - longueur constante unilatéral vi)=wij=-I Li et
3—> 31 fLu)
. Lo [80=> 202 hhmi Point fi
Circulaire substitutive ; _: (?[2;(?22 . f;::;:l é:: non constante u:;;:l i é::;‘l: vestquelconque  |[De;Bo:Gh;2] ; [Bo;Gh;l)

Différents potentiels substitutifs - Références

5.3.a. Le potentiel de Fibonacci
Le potentiel de Fibonacci est défini pour tout = € X (£) et tout entier n par Vz(n) = v(T"x), ou

o(2) = {

Vv
-V

sizg=0
sizg=1

avec V > 0. Le théoréme 5.3 s’applique donc. De plus, la proposition 5.4 induit le résultat suivant:

COROLLAIRE 5.5. La fonction d’étiquetage prend ses valeurs dans I'ensemble

{p+%; (ra)eZ’}, (5.5)
ott @ = (1 4+ +/5)/2 est le nombre d’or.
Démonstration. Pour plus de détails voir {Be;2] ainsi que [Be;Bo;Gh;2]. 000

Remarque 5.7. Par contre, nous ne savons pas si & chaque étiquette correspond effectivement
un trou spectral. o

Par ailleurs, la nature du spectre de I'opérateur auto-adjoint H,,, ol w est la suite de Fibonacci
bi-infinie, est connue.
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PROPOSITION 5.6. Le spectre de H,, est purement singulier continu : o(Hy) = 05.(Hy).

Démonstration. Elle se fait a ’aide de la fonction trace (voir [Bo;Gh;1] et [Que;2]). 000

5.3.b. Le potentiel de Thue-Morse

Le potentiel de Thue-Morse est défini pour tout z € X(£) et tout entier n par V(n) = v(z,), ol
v: A — IR. Le théoréme 5.3 s’applique donc. Plus exactement, on a

PROPOSITION 5.7. Le spectre ¥ est un ensemble de Cantor de mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration. Voir [Be;2]. 000

De plus, la Proposition 5.4 induit le résultat suivant:

COROLLAIRE 5.8. La fonction d’étiquetage prend ses valeurs dans 'ensemble

{ 3_—2,,, s () eIN* ). (5.6)

De plus, les trous correspondant aux valeurs p = 35 4+ 1 ou p = 35 + 2 sont eflectivement ouverts,
alors que les autres sont fermés. 000

Par ailleurs, la nature du spectre de l'opérateur H,, ot w est la suite de Thue-Morse est connue,
PROPOSITION 5.9. Le spectre de I, est purement singulier continu : o(Hy) = a,.({ ).
Démonstration. Elle se fait a 'aide de la fonction trace (voir [Bo;Gh;l], [Ax;P] et [Que;2]). oo00

Remarque 5.8. Luck (voir [Lu]) s’intéresse & la localisation des trous spectraux de 'opérateur
H,, dont le potentiel est associé a ’application v telle que »(0) = 1 et v(1) = —1. Dans ce cas,
o(H ) est symétrique par rapport 3 0. o

5.3.c. Le potentiel a période doublante

Le potentiel a période doublante est défini comme le potentiel de IFibonacci. Le théoreme 5.3
s’applique donc et de plus

PROPOSITION 5.9. Le spectre & est un ensemble de Cantor de mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration. Voir [Be;Bo;Gh;l]. 000

La proposition 5.4 induit le résultat suivant:

COROLLAIRE 5.10. La fonction d’étiquetage prend ses valeurs dans I'ensemble

{ 3% i () eIN?}, (5.7)

et chaque étiquette correspond & un trou spectral ouvert.

Démonstration. Pour plus de détails voir [Be;2] et [Be;Bo;Gh;l1). 000

Par ailleurs, la nature du spectre de I'opérateur H,, ol w est la suvite & période doublante est
connue.
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PROPOSITION 5.11. Le spectre de H,, est purement singulier continu : o(Hy) = 05:(Hy).
Démonstration. Elle se fait 4 1’ajde de la fonction trace (voir [Bo;Gh;1] et [Que;2]). 000

Remargue 5.9. Luck (voir [Lu]) s'intéresse i la localisation des trous spectraux de l'opérateur
H., dont le potentiel est associé a I'application v telle que ¥V = 1. o

5.3.d. Le potentiel de non-Pisot binaire

Le potentiel de non-Pisot binaire est défini comme le potentiel de Fibonacci. Le théoreme 5.3
s’applique encore. De plus, la proposition 5.4 induit le résultat suivant:

COROLLAIRE 5.12. La fonction d’étiquetage prend ses valeurs dans ’ensemble

i
{Ha+r0); (por)eZ’}, (5.8)
ol 8 = (1 +/13)/2.
Démonstration. Voir [Be;Bo;Gh;2]. 000

Remargue 5.10. On ne sait pas si les étiquettes correspondent a des trous spectraux ouverts.
o

Par ailleurs, la nature du spectre de ’opérateur auto-adjoint H,,, ot w est la suite de non-Pisol
binaire est connue.

PROPOSITION 5.13. Le spectre de H,, est singulier & support sur un ensemble de mesure de
Lebesgue nulle.

Démonstration. Elle se fait i 1’aide de la fonction trace (voir [Bo;Gh;1]). 000

5.3.e. Le potentiel de non-Pisot ternaire

Le potentiel de non-Pisot ternaire est défini a partir d’une application v quelconque. Le théoréme
5.3 s’applique. De plus, la proposition 5.4 induit le résultat suivant:

COROLLAIRE 5.14. La fonction d’étiquetage prend ses valeurs dans 'ensemble

1 , ,
{5(a+r0+s6%); (pams)€ '}, (5.9)

ott @ est I'unique racine réelle de 8> — 6 — 2 = 0.
Démonstration. Pour plus de détails voir [Be;Bo;Gh;2). 000

Remarque 5.11. On ne sait pas si les étiquettes correspondent a des trous spectraux ouverts.
o

Par ailleurs, la nature du spectre de l'opérateur H,,, oll w est la suite de non-Pisot ternaire est
connue,
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PROPOSITION 5.15. Le spectre de H,, est purement singulier continu.

Démonstration. Elle se fait 4 1’aide de la fonction trace (voir [Bo;Gh;l1]). 000

5.3.f. Le potentiel de Rudin-Shapiro

Le potentiel de Rudin-Shapiro est défini & partir de 'application v vérifiant »(0) = v(2) = 1 et
»(1) = v(3) = —1. Le théoréme 5.3 s’applique et la proposition 5.4 induit le résultat suivant:

COROLLAIRE 5.14. La fonction d’étiquetage prend ses valeurs dans I'ensemble
p . 2
{ 5 1 (p$Q) €N } . (510)

Démonstration. Pour plus de détails voir [Be;Bo;Gh;2] ou [Be;2]. 000

Remarque 5.12. On ne sait pas si les étiquettes correspondent a des trous spectraux ouverts.
o

5.3.g. Le potentiel circulaire substitutif

Le potentiel circulaire substitutif est défini & partir d’une application v quelconque. Le théoreme
5.3 s’applique et la proposition 5.4 induit le résultat suivant:

COROLLAIRE 6.15. La fonction d’étiquetage prend ses valeurs dans 'ensemble

p+aqf 2
{555 ez}, (5.11)
ol § = 2 + /5.
Démonstration. Voir [Be;Bo;Gh;2). 000

Remargue 5.13. On ne sait pas si les étiquettes correspondent & des trous spectraux ouverts.
o

Par ailleurs, la nature du spectre de l'opérateur auto-adjoint i, ol w est la suite circulaire
substitutive est connue.

PROPOSITION 5.16. Le spectre de H,, est singulier continu.

Démonstration. Elle se fait & ’aide de la fonction trace (voir [Bo;Gh;1]). 000



Chapitre 2

Opérateur a potentiel odométrique :
exemples d’opérateurs de Schrodinger

a potentiel de Gordon fort

Nous introduisons ce chapitre en rappelant la notion de suites ¢ comportement de Gordon ainsi
que les propriétés spectrales particulieres d’un opérateur de Schrédinger ayant un tel potentiel.
Nous définissons alors un type de suites plus particulier: les suites ¢ comportement fortement de
Gordon. Le premier but de ce chapitre est de montrer I’existence de telles suites. Pour cela, nous
nous plagons dans le cadre des odométres dont nous rappelons les principales propriétés. Nous
construisons dans Z, une suite d’ouverts/fermés deux & deux disjoints. Ce procédé est relative-
ment explicite et permet de construire toute une famille de suites réelles bornées & comportement
fortement de Gordon et qui sont presque périodiques. Finalement, en mettant en pratique ’arsenal
des connaissances sur les opérateurs de Schrodinger 4 potentiels presque périodiques, nous constru-
isons de tels potentiels pour lesquels le spectre ¥ est de mesure de Lebesgue strictement positive
égale a celle de sa composante absolument continue,

1. Rappels sur les suites a comportement de Gordon

Une application ¥V bornée, définie sur ZZ 4 valeurs dans IR a un comportement de Gordon si et
seulement s’il existe une suite d’applications (Vi ),>1 définies sur 7 4 valeurs réelles et bornées
vérifiant les quatre conditions suivantes: -

(G1) Pour tout entier m > 1, V,, est T, -périodique;

(G2) limpeqoo Tin = +00;

(G'?) Supm?_l Supkez | Vm(k) |< +o0;

(G4) 1l existe une constante C > 0, telle que pour tout entier m > 1 :

sup | V(k) = Vp(k) |€ Cm~Tm | (L.1)
=27 $h<2T

Remarque 1.1. Les conditions (GI)-(G4) expriment une trés bonne approximation de V' par
des suites périodiques. Toutefois, il est & noter qu’une suite ayant un comportement de Gordon
n'est pas obligatoirement une suite limite périodique qui, rappelons-le, est la limite uniforme d’une
suite d’applications périodiques définies sur 7 & valeurs réelles. Réciproquement, une suite limite
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périodique n’a pas en général un comportement de Gordon. En effet, la condition (G4) indique sur
la fenétre {k € Z ; —2T, < k < 2Ty}, (et uniquement sur elle), une trés bonne approximation
de V par V5. °

Un opérateur de Schrédinger unidimensionnel discret est & potentiel de Gordon lorsque le potentiel
auquel il est associé est une suite ayant un comportement de Gordon. Le théoréme de Gordon (voir
[Gor] ou [Si;1]), ainsi que son corollaire (voir [C;F;Ki;Si] p. 201), sont rappelés dans le théoréme
1.1 que nous redémontrons.

THEOREME 1.1. Soit H un opérateur de Schrédinger unidimensionnel discret & potentiel de

Gordon V. Alors toute solution non nulle v = (u(n))nez de Péquation Hv = Ewv, vérifie 'inégalité

suivante: ., ,
. 1) -
lim sup G ,,) as u(?)
Inl—too  #(1)* + u(0)?

> % . (1.2)

En particulier, Popérateur H n’admet pas de fonction propre dans (*(ZZ), c’est-a-dire que son
spectre discret est vide : oqis(H) = 0.

Démonstration. Cette démonstration est basée sur un résultat général que nous énongons et
démontrons dans une premiére étape.

Etape 1 : On se donne une matrice carrée M inversible d’ordre 2. Soit z un vecteur unitaire de
IR%. Nous allons montrer que

- - 9 1
max(|| M™%z ||| M7 ||, || Mz ||| Mz ) 2 5, (1.3)

ott || . || est la norme quadratique des matrices carrées d’ordre deux. Puisque M est une matrice
inversible, elle vérifie ’équation M? — (¢rM )M + (detM)I, = 0, soit

ﬂ.1M2 +asM +azlh=0,

avec a; = 1 pour un indice ¢ € {1,2,3}, et | a; |< 1si j#¢ et j € {1,2,3}. Supposons par
exemple a; = let | a; |, | @3 |[€ 1. L'équation devient ay M* + M + aglo = 0, c’est-a-dire
aM+Lh+a3M™! =0. Alors ¢ = —a Mz ~ asM -1z, et puisque z est de norme 1, on a
1<|| Mz || + || M~z ||. On en déduit que || Mz ||> 1/2 ou que || M~z ||> 1/2. On obtient
ainsi le résultat. Dans les deux autres cas ¢; = 1 et a3 = 1, la démonstration est semblable et I'on
aboutit a Pinégalité (1.3). Si enfin z est un vecteur quelconque de IR, alors

-2 - 2 1
max(l| M=%z ||, | M7 e ||, || Mz |l ]| M3z )2 5 ll=l- (1.4)

Etape 2 : On note H,, I'opérateur de Schrédinger uni-dimensionnel discret de potentiel périodique
V,y.. Soit E un réel. Soit u une solution de Hv = Ev, dont les conditions initiales sont #(0) et u(1),
deux réels non nuls. Soit u,, une solution non nulle de H,,v = Ev, dont les conditions initiales
sont données par 1, (0) = u(0) et v, (1) = u(1). On définit ensuite

o= (M0ED) et gutm= (DY)

Um(n)

Alors ¢(0) = ¢, (0). Dans cette deuxiéme étape nous cherchons une majoration de || #(n)— . (n) ||
lorsque | n |< 2Ty,. Définissons les matrices A(n) et Ay (n) vérifiant A(0) = Apn(0) = 1> par

VneZ A(n)=(E‘1V(“) '01) ,Am(n)=(E_Ym(n) "01)
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Lorsque n > 0, on obtient les égalités :

$(n) = A(n)$(n — 1) = A(n)... A)$(0) et dm(n) = Am(n)... An(1)bm(0) -

Par hypothése sur les conditions initiales de u et u,, on déduit que

sup | (1) = dm(m) lI=_sup | (A(m).... AD)A() = Ain(m) .- An(DAn () $0) I -

0<ng2Tm <n<2Tm
Or A(0) = Ap(0) = I et nous introduisons pour tout n > 0, la notation suivante :
N(n) =|| (A(n) ... A(1)A(0) = Am(n)... An(1)An(0)) 6(0) || -
1] est clair alors que
N@) < || A(n) [N (n=1) + || A(r) = Am(n) | || Am(n—1) || ... [| AQO) [ I ¢(O) I -
L’hypothése (G3) implique ’existence d’un réel Ky > 0 tel que || A (k) ||< K1 quels que soient

m > 1 et k € ZZ. De plus la suite V étant bornée, on note Kz le réel strictement positif tel que
|| A(n)||< K2, pour tout n € ZZ. Enfin la condition (G4) indique que

Il A(r) = Am(n) lI=] V() = Vin(n) < Cm~T
pour tout 0 < n € 2T),. On obtient ainsi
Vre{l,...,2T.}, N(n) € KaN(n - 1)+ KFCm™ T || ¢(0) || -
Par récurrence sur n > 0, cette inégalité conduit a
N(n) < KPN(0) 4+ Cm ™ Im (K} + KP7 VKo + ...+ K K771 || 6(0) )] -
Notons que A(0) = 0. Par suite,

=T, & 1- (I{Q/I\'.l )n

< K7 .
Vn € {L...,2Tn}, M) € KGCm~T 22220 1 4(0)]

On peut montrer que les conditions (G4) et (G2} impliquent Ks < Ky, d'olt

== _ 1
Yne {1,...,2Tm}, N('ﬂ) < IiICm T ” ¢)(0) " 1_—w'[;rl*

La matrice A,, est de déterminant égal a 1, d’olt 'y > 1 ainsi que

1

sup [l 4(n) = dmin) = | sup  N(n) < K{™ |90 || O~ g - (19)

0<n<2Tm
Lorsque n < 0, notons que

A(n)~! = (_01 p —IV(n)) de méme que A,(n)~! = (_01 E— Ilfm(-n)) 5
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et par suite ¢(n) = A(n + 1)71¢(n + 1) = A(n + 1)71... A(0)"1$(0) de méme que ¢n(n) =
Ap(n + 171 AR(0)7'¢(0). Par un démonstration identique a la précédente, on obtient la
deuxieme inégalité:

sup || ¢(n) = dm(n) 1< K2 || 4(0) || C~Tm ——

Tk 1.6
~2Tn <ng0 — Ko/ K, 4,

FEtape 3 : D’aprés les majorations (1.5) et (1.6), || ¢(aTm) = ¢m(aTm) || € KFTC'm=Tm || ¢(0) ||,
on C' = ﬁm, pour ¢ € {—2,-1,1,2}. Par la deuxiéme inégalité triangulaire, || ¢m(al}) ||

—KlzT"' C'm~Im || ¢(0) || < || ¢(aTom ||, de sorte que :

I ¢laTm) |2 | max || ¢m(aTm) | K} C'm™

=555 ,1,2
La périodicité de Vi, implique celle de Ay, @ Ap(n + Tin) = Am(n) quel que soit n € ZZ. Alors
m(2Tm) = (dm(Tm))?s ¢m(—=Tm) = (¢m(Tm)) ! et ¢m(—2T0n) = (¢n(Tm)) 2. Linégalité (1.4)

conduit alors a

| fm(@Tm) = _max || (n(T))* 2 5 | Sm(O) | -

P e 2,-1,1,2
En remarquant que ¢,,(0) = ¢(0), 'inégalité devient

| $(aTm) || 1

max I’OTMC'
a==2,-1,1,2 || ¢(0) | 23

De plus la limite lorsque n — 400 de la quantité KET"‘ C'm~Tm est nulle, d’oit

LA 3 i sup Mammtrae | 66T) | L

limsup +——— = 1.7

oY e S P o) R £
La démonstration se termine en notant que || ¢(n) ||= u(n)® + u(n + 1)*. 000
Remarque 1.3. La condition (G4) peut étre affajblie sensiblement; explicitons ce fait: ¢

THEOREME 1.2. Soit H un opérateur de Schrédinger (uni-dimensionnel discret) de potentiel V.
On suppose que V vérifie les conditions (G1), (G2} et (G3), ainsi que la condition

(G’4) H existe une constante C > 0, une fonction 8 : IN* — IR vérifiant 0 < 8(m) < T, pour
tout m € IN*, ainsi qu'une application £ : IN* — IR vérifiant limp_ 4o €(m) = 400, telles que
pour tout entierm > 1 :

sup | V(k) = Vi (k) |[< CH™e(m)~Tm . (1.8)
2T €k<2Tm

Alors toute solution non nulle u = (u(n)), o7z de équation Hv = Ev, vérifie I'inégalité suivante :

. u(n+1)* +u(n)® _ 1
lim su . —— > -. 1.9
et "W (0P 2 )

En particulier, Popérateur H n’admet pas de fonction propre dans {*(Z), c’est-a-dire que son
spectre est purement essentiel.

60



Démonstration. En reprenant la démonstration du théoréme 1.1, nous obtenons une majoration de
la quantité A'(n):

. m - 1
Vo€ {l=2Tn,...,2Tn}, N(n) < KT CH™e(m)~T= || 4(0) || o5

oi 'on a toujours K> < K. Il reste alors a remarquer que

I{'IBTmCG(m)E(m)-Tm < eTm('.!ln I£14In C=In e(m})

pour terminer la démonstration. 000

2. Suites a comportement fortement de Gordon

Une application V bornée, définie sur 7 & valeurs dans IR sera dite avoir un comportement forte-
ment de Gordon si et seulement s’il existe une suite d’applications (Vi )mp1 bornées, définies sur
72, & valeurs réelles et vérifiant :

(GF1) Pour tout entier m 2> 1, V;, est Tp-périodique;

(GF2) limpm—too T = +00;

(GF3) supmgyisuPiez | Vm(K) [< 4005

(GF4) Pour tout entier m > 1 et tout k € Z tel que | k |< 2Ty, on a V(&) = Vi (k).
Une suite & comportement fortement de Gordon a, a fortiori, un comportement de Gordon. D’oll
le corollaire immédiat:

COROLLAIRE 2.1. Soit H un opérateur de Schrédinger dont le potentiel a un comportement
fortement de Gordon. Alors la partie discréte du spectre de H est vide.

2.1. Quelques rappels sur le 2-odomeétre

2.1.a. L’anneau des entiers dyadiques

Soit %Z» ’anneau des entiers 2-adiques. Classiquement, Z- est la limite projective (algébrique et
topologique) de la suite des groupes cycliques 7Z/2"Z munis de leurs topologies discrétes et reliés
entre eux par les morphismes hy, m : Z/2"7 — Z[2™7 définis pour m < n par hym(a +2"Z) =
a + 2™ 7. Tout élément w de 7, s’écrit selon la notation de Hensel

w=Y w2¥ , ohwe{0,1}. (2.1)
k>0

Cette écriture est alors unique et la série est convergente dans Zz. A tout élément de Z» est aussi
naturellement associée une suite infinie de symboles:

w= Zkak ey, — iwpwa... € {0,1}IN . (22)
£>0

Cette correspondance est bijective, et 'on note §(w) la suite de symboles associée a ’élément w et
on identifiera dans la pratique w et S{(w).
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Remarque 2.1. Tout entier naturel peut s’écrire comme une combinaison linéaire finie unique
de puissances de 2, ce qui permet d'identifier les entiers naturels a des éléments de 7Z,. D’autre
part, si e est ’élément de Zy vérifiant e; = 1 pour tout & > 0, alors le calcul dans Z, donne

e+1=0

de sorte que e peut &tre identifié a l’entier relatif (—1). De méme, si dans la représentation
de w il n’existe qu'un nombre fini de 0, c’est-a-dire si S(w) = wow; ... wx-1111..., alors w =
Tocrcr wk2¥ +2Ke, ce qui identifie w avec 'entier = = P ope fe @i2*~2%. Comme 2K <w<0,
z est négatif. On identifie ainsi ZZ & un sous-ensemble de Z; et cette identification préserve les lois
d’addition et de multiplication. De fait, 'arithmétique sur 7ZZ; est obtenue par extension de celle
de ZZ. o

2.1.b. Le 2-odométre, distance et topologie

’anneau 7, est muni d’une distance d donnée pour deux entiers dyadiques w et ' par :

Ko = {0l s o gel) oy o

st w=w'.
PROPOSITION 2.2. La distance d définie sur Z» par la relation (2.3) est ultramétrique:
V(w,w',w) € (Zs2)?, d(w,w) < max{dw,w),d(w,w")} , (24)

et il y a égalité lorsque d(w,w) # d{wy,w').

Une base d’ouverts pour la topologie associée a cette distance est donnée par les cylindres (ou
boules ouvertes):

C(w,yn) = Cuguyooony = {0 €y wh=wp, Wi =wy,...,wy_y =Wn_1}. (2.5)

Remarquons que w est un élément de 2"7Z, si et seulement si S(w) = 00...0w,Wytq .. ., de sorte
que 2%, = C(0,n). De méme le cylindre C(w, n) de Z peut s’écrire w + 2"Z,. Nous rappelons
dans la proposition 2.3 les propriétés typiques des espaces espaces ultramétriques.
PROPOSITION 2.3.

(i) Toute boule ouverte (respectivement fermée) est fermée (respectivement ouverte) : les
cylindres sont des ouverts/fermés qui admettent une frontiére vide.

(ii) Tout point d’une boule est centre de cette boule:

Vw € o etVn € IN* | ' € C(w,n) <= C(v',n)=C(w,n).

(iii) Si deux boules fermées (ou ouvertes) ne sont pas disjointes alors I'une est incluse dans
Pautre.

(iv) Tout ouvert non fermé A de ZZ, est une réunion dénombrable de cylindres disjoints deux
a deux:

A= U (am +2P"Z,), avec @m, pm € IN. (2.6)
m2>0

(v) Pourtoutn >0, 0naZs = Uycpcany C(k,n).
(vi) Pour tout w € Zs, et pour tout k € {0,...,2" — 1}, ’ensemble

Clh,n)N{w,w+1,...,w+2" -1}
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est un singleton.
(vii) Les cylindres sont disconnexes : C(w,n) = C{w,n + 1)U C(w +2",n + 1).

La topologie sur Z; déterminée par la distance d est celle de la limite projective; elle fait de Z
un groupe topologique métrisable et compact. Soit alors B la o-algébre des boréliens de Z,. On
notera par 7 ’application “addition de 1”:

Vzels,m(z)=2z+1.

En tant que groupe topologique compact, Zs admet une unique mesure de probabilité borélienne
invariante par les translations (et en particulier par 7); ¢’est sa mesure de Haar, notée h.

PROPOSITION 2.4. Le quadruplet (7,72, B, h) est un systéme dynamique minimal et uniquement
ergodique appelé le 2-odométre.

Remarque 2.2. On définierait de la méme fagon le g-odométre, oit g est un nombre premier
strictement supérieur a 2, en remplagant 2 par q. 3

2.1.c. Construction d’ouverts a partir d’une suite de cylindres

On se donne deux suites d’entiers (P )m>0 €t (@m)m>0, en supposant que (P )mpo est strictement
croissante. On considére la famille de cylindres de 7, :

Vm20, An = am + 2" = C(ﬂm,Pm)a (2'7)

ainsi que le sous-ensemble A de Zs, réunion des Ay,:

A= An. (2.8)

m2>0

Les A,, étant ouverts, I’ensemble A aussi est ouvert. Il est intéressant de visualiser les éléments
du cylindre A,,. Notons N, ’entier naturel non nul vérifiant :

Np=inf{n>0;Vizn S(anm)i=0}. (2.9)
11 est alors possible d’écrire S(am) =ses...000... de sorte que

soe...0 On, ...0, 1 wp, Wp 41.-- Sipm > Npy
WEAp < S(w)=( o000 Wy, WN, +1--- si pm = Ny,
see.. .0 Wy Wy 41-.. 81 pm < N,

Remargue 2.3. Lorsque p,, < N.,, seules les p,,, premiéres coordonnées de S(a.,) interviennent
dans la définition de A.,. Il nous suffit donc de choisir a,, tel que Ny, < pr, c'est-a-dire :

0<am <20 . (2.10)

Désormais on suppose l'inégalité (2.10) vérifiée par a,,, quel que soit m > 0. ¢
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PROPOSITION 2.5. Soit (Am)m>o la suite de cylindres définis par (2.7), avec la suite (¢m)m>0
vérifiant (2.10). Alors P'entier dyadique w est un élément de A, si et seulement siw + 27" € Ap.

Démonstration. Cette démonstration peut s’illustrer par les deux additions de la Figure 2.1.

S{w) = S e *Wpyene S(w) = * et
] |
* [ * !
pm pm -l
Sz ) = 0..0 Il 0... §2 ) = 0...01| 0 ...
= | = |
P " pm.d !
S(w+2 ) = * et Oppenn S( w+2 ) = *t#8,,

Figure 2.1, Addition de w et 27,

En effet, w € A, si et seulement s’il existe w' € %y tel que w = ap, + 2Pme’. Alors w + 2P =
am + 2P (W' +1) = am + 2P~ 7(w'), ce qui est équivalent & w + 2P € A,,. Par contre, w +2Pm-1 =
(am + 2P~ ~1) + 277w, de sorte que w + 2P~ ! n’appartient pas & An. 000

Le corollaire suivant sera utilisé ultérieurement.

COROLLAIRE 2.6. La fonction caractéristique 14, de An est une fonction continue sur Z», &
valeurs réelles, 2P» -périodique. Sa restriction & 7ZZ, également notée 14, , est 2P™-périodique sur
7.

Démonstration. La premiére partie découle immédiatement de la proposition 2.5. Les cylindres
A, sont ouverts et fermés dans Z,, d’oit la continuité de 1,4, sur Zo. 000

Remarque 2.4. Puisque la suite (pm)m>o0 a été choisie strictement croissante, si w € A, alors
quel quesoit 0 < n<m,w+ 2 g A, o

Remarque 2.5. Les cylindres A,, ne sont pas forcément disjoints. Ultérieurement, nous serons
amenés 3 étudier, sous des hypothéses plus restrictives sur les suites (@m)m>0 €t (Pm)m>o, les
conditions nécessaires conduisant & des ensembles deux & deux disjoints. ¢

2.2. Construction de suites a comportement fortement de Gordon

Soit (pn)nyo une suite d’entiers naturels strictement croissante. On suppose po #0. Soit (@n)a>0
une suite d’entiers naturels vérifiant l'inégalité (2.10). On considére (An)n>0 la suite des boules
ouvertes/fermées données par la relation (2.7). On suppose également que ces cylindres sont deux &
deux disjoints. Soit enfin A le sous-ensemble ouvert de ZZ, donné par la relation (2.8). Définissons
d’abord, pour tout m > 1, la suite (Vin(k)), 5. Par :

VEeZ, Vauk)= 1U05n<mfln(k)° (2.11)

Alors Vi (k) = Y ocnem La, (k) < 400 , et Vi, € €2°(Z). Nous considérons également sur 7
’application V suivante :

VeeZ V(k)=1a(k). (2.12)

Remarque 2.6. Par construction, sup,,5; supgez |[Vin(F)| = 1, de sorte que 'hypothese (GF3)

est vérifiée par la suite (Vin)m>1- ¢
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PROPOSITION 2.7. Pour tout m > 1, la suite V,, est périodique de période 2P=-1,

Démonstration. Le corollaire 2.5 implique que pour tout n, 1 4, est 2P~-périodique. La suite (py)n>0
étant strictement croissante, pour 0 < n < m, 2P» divise 2P=-1, de sorte que V,, est périodique de
période exactement 2P™-1, 000

Remarque 2.7. D'aprés la proposition 2.6, la suite d’applications bornées (Viz)mp1 vérifie la
condition (GF1) et la croissance stricte de la suite (pn)np0 entraine la condition (GF2). Reste &
satisfaire & ’hypothése (GF4). o

Pour cela, nous avons & étudier les conditions sous lesquelles V(k) = V,, (k) lorsque | & |< 2.2Pm-1,

Fixons m > 1 et —2.2Pm-1 < | < 2.2Pm-1, Puisque les ensembles A, sont deux a deux disjoints,
onaV(k)=3 5514, (k)et

V(k)=1 < TIng 20; k€ Ay,
Vm(k)=1 < 3ng, 0<ng<m; k€ Ay,,.

De plus A, C A pour tout n > 0, donc si k£ € Ay, avec 0 < ng < m, alors V(k) = V() = 1.
De méme, si k ¢ A, alors V(k) = Viu(k) = 0. En conclusion, la condition (GF{) ne pourra pas
atre vérifiée s'il existe un entier & de valeur absolue inférieure & 2.2P=-1, qui appartient & A sans
appartenir & [Jycnem An-

LEMME 2.8. Pour qu’aucun entier positif inférieur ou égal i 2.2Pm-1 n’appartienne & |J,>, 4n;
il faut et il suffit que B
Ya>m, Nu>pm-1+2. (2.12)

Démonstration. Soit n > m. Nous cherchons l’existence d’un entier k£ > 0, tel que £ < 2.2P=-1 et
k € Up>mAn, donc tel que k € Ap, et ng > m. Par hypothése sur &, S(k)i = 0 pour i > p—1+1,
de sorte que la figure 2.2 illustre S(k) :

Pt 42

1
1
Sk) =+...0...0...

Figure 2.2. L’entier dyadique k.

Or un entier dyadique w appartient & A, si et seulement s'il est de la forme illustrée par la figure
2.3 lorsque S{a,) =ee...000... ¢t S(a,)n, -1 #0:

N,

=

|
S(@) =°*...v0...0 @p ...

Figure 2.3. Un élément de A,.
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Si I'on supppose Nn > pm-1 + 2, et si k appartient & An, alors S(k)i = S(an)i pour 0 €1 < N,
En particulier, §(k)n,-1 est non nul, ce qui contredit I'’hypothése & < gpm-1tl ¢ oNa-1 7]
n’existe donc pas de naturel positif &k < 2.2 tel que k € A et k € UpgcncmAn. D’autre part, si
Np € pm—1 + 2, alors a, < 2P»-1%!, donc k = a, est un élément de 4 et k ¢ UpcncmAn ce qui
termine la démonstration. 600
Le lemme 2.8 implique en particulier que Ny > pm—1 + 2, c'est-d-dire que INm=1 % 99Pm-1,
Puisque N, a été défini tel que ¢, > 9Nw =1 alors il faut que ap, > 2.2°==1. De plus, e, a été
choisi strictement inférieur & 27=. On obtient I’encadrement suivant:

2.21’”;—1 < 2m < 2Pm , (2‘13)
qui implique une nouvelle condition sur pm :
Pm-1+1<pm . (2.14)

De plus 'hypothése (GF4) doit étre vérifiée pour tout m > 1, de sorte que les conditions (2.13) et
(2.14) doivent &tre vérifiées pour tout m > 1.

LEMME 2.9. Supposons les conditions (2.13) et (2.14) vérifides pour tout m > 1. Pour qu’aucun
entier négatif supérieur ou égal & —2.2P~—% n’appartienne 4 UnpmAna, il suffit que

Yoom, N,<p.. (2.13)

Démonstration. Si (2.13) et (2.14) sont vérifides pour tout m > 1, soit un entier k tel que
—2.9Pm-1 < k < 0, Alors, S(k); = 1 pour tout i > pm-1 + 1. La Figure 2.4 est une représentation
de l'entier k.

Pm.t 1

|
t
Stk) =<+...1...1...

Figure 2.4. L’entier dyadique négatif k.
Supposons que N, < p, pour n > m. Puisquew € 4, si et seulement si w; = 0, pour ¥, <1 < pg,
il apparait que k ¢ A,, quel que soit » > m, ce qui termine la démonstration. 000

Le lemme 2.9 ainsi que la définition de !V, aménent & une nouvelle condition sur an. En effet,
nous savons que a, < 2M < 27+~1 de sorte que pour n 2 m, on a @, < 2p»=1_ Or I’hypothése
(GF4) doit étre vérifiée pour tout m > 1. Alors, en accord avec la relation (2.13), on obtient
I’encadrement suivant:

Ym>1, 227 < g < 27271, (2.16)

La condition (2.16) implique en particulier pm—1 +1 < pm — 1, c’est-a-dire
Y,m>1pn1+2<pm- (2.17

Remarquons que la relation (2.17) implique la relation (2.14). On peut alors énoncer le théoréme
suivant:
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THEOREME 2.10. Soit (pm)m>o une suite d’entiers positifs vérifiant la relation (2.17). Soit
(@m)m>o0 une suite d’entiers positifs vérifiant la relation (2.16). On suppose les ouverts A, =
am + 2Pm 7 disjoints deux & deux. Soient V et V,,, m > 1, les potentiels respectivement définis
par (2.11) et (2.10). Alors la condition (GF{) est vérifide.

Démonstration. Fixons m > 1. Soit —2.2Pm-1 < | < 2.2Pm=1, §i | > 0 et d’aprés la relation (2.15),
k¢ Un>mAn. Sik <0, alors I'hypothése (2.15) implique que Ny, < py, pour tout m > 0, de sorte
que k ¢ Un>mAn. On en déduit que V (k) = Viu (k). 000

Remarque 2.8. Le théoréme 2.10 a été établi sous I’hypothése que les cylindres A,, sont deux
3 deux disjoints. Pour terminer cette partie, nous allons chercher sous quelle(s) condition(s) cette
hypothése est vérifiée. C’est I’objet du théoréme suivant. o

THEOREME 2.11. On considére deux suites d’entiers (pp)n>0 €t {(@n)np0, vérifiant respectivement
les relations (2.16) et (2.17). Pour que A, N A, = 0, il faut et il suffit que a,, ¢ A,. Ceci est
équivalent 4 la condition

a,m — @y, n'est pas divisible par 2P= . (2.18)

Démonstration. Les suites (pp)n>o et (@n)npo sont, sous ces hypotheses, strictement croissantes.
En particulier pour tout n > 0, on a

ap <2771 €297 <any, (2.19)

qui implique également
Nn < pn < Nn+1 < pn+1 . (2.20)
Soit n un entier positif quelconque. Nous étudions A,,NAq4y. Orw € A, N Ap4q si et seulement si

S(ant1)i = S(an)i pour i =0,...,N, — 1, et §(an41)i =0 pour i = Ny, ...,p, — 1, ce qu'illustre
la figure 2.5.

n pn N n+i P n+!

N
O naa O 0...0(1)pn vor ONner .. Wpnsr...
#..##...# 0..0wpn...

sw) = { #..8

Figure 2.5. Représentation d’un élément de A,, N A, 4;.

Par conséquent, A, et A, 1 ont des éléments communs si et seulement si apy1 = 4n + 277, ot
o € 7Z;, c’est-a-dire si et seulement si ¢,41 € A,.

Soient plus généralement n et m deux entiers distincts, par exemple n < m. Pour que A,NA,, =0,
il faut et il suffit que a., ¢ An, ce qui est équivalent a la condition e, — a, n’est pas divisible par
2P . Dot le théoréme. 600

Finalement:
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THEOREME 2.12. Soit (Pm)m>0 une suite d’entiers positifs vérifiant la relation (2.17) :
Ym2>1, pnar+2 < pm .
Soit (am)m>o0 une suite d’entiers positifs tels que :
Ym>1, 22P271 < g, < 2Pm 1

et
V(n,m)eIN?, n#Em = a, ¢ A,.
Alors la suite V définie pour tout entier k par V (k) = 14(k), a un comportement fort de Gordon.

L’ensemble A défini par la relation (2.7) & partir de suites d’entiers (pm)m>0 et (@m)m>o vérifiant
les hypothéses du théoréme 2.12, est appelé un ouvert de Gordon.

Remarque 2.9. Un ouvert de Gordon n’est jamais fermé dans ZZz, sinon la réunion des A,
serait finie. o

Ezemple: On considére py41 = pm + 3, pour m > 0, et pop = 1. Alors ppg = 3m + 4 et
oPma1 = 2. 8™+l Qoit g, = 3.2P» 1. L’ensemble A est un ouvert de Gordon et V est une suite a
comportement fortement de Gordon.

A partir d’un ouvert de Gordon A, il est en fait possible de construire une infinité de potentiels de
Gordon forts. C’est ce qui est énoncé dans le théoréme 2.13.

THEOREME 2.18. Pour tout réel 3 et toute suite réelle bornée o = {ay )30, la suite définie pour
tout k € ZZ par

Vas(k) =B+ anla,(k), (2.20)
n2>0

est une suite & comportement fortement de Gordon.
Démonstration. Soit # et (@n)n>0 donnés. Soit V, g la suite définie par la relation (2.20). Pour

tout entier m > 1, on considére la suite V,,, donnée par

VEEZ, Va(k)=B+ D anla,(k). (2.21)

0g<n<m

Alors V,,, est périodique de période 2P=-!, et puisque la suite (an)n>0 est bornée, on a

sup sup | Viu(k)

<I B | +sup | an |< 400
m>1 k77, n>0

Enfin, il est clair que la suite (Vin)mp1 vérifie la condition (GF4), d’ot le résultat. 000

3. Suite odométrique et systéme dynamique associé

Nous avons exhibé dans la section 2 une famille de suites & comportement fortement de Gordon
associées A des ouverts non fermés particuliers de Z, appelés ouverts de Gordon. dans cette section,
nous exploitons le fait que tout ouvert est une union dénombrable de cylindres a,, + 277, deux
a deux disjoints, pour construire une large famille de potentiels limite périodiques.
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3.1. Définition

Soit (pm)m>0 une suite strictement croissante d’entiers positifs, (@m)m>o0 une suite d’entiers et
Am = @y + 2PmZy. On suppose les ouverts A, disjoints deux & deux et on pose A = [J,,5q An-
On se donne également un nombre réel quelconque A ainsi qu’une suite réelle bornée a = (an)n>0-
On note || « ||+= sup,so | @n |- Soit F = Fy g I'application définie sur Z, par

Fw)=8+) anls,(@). (3.1)

n>0

Cette application est bornée a valeurs réelles, et

| Fog lleo= sup | Fw)I<IB1 +ll e - (32

3.1.a. Condition de continuité de F, g

THEOREME 3.1. La fonction F, g définie par I'égalité (3.1) (avec les Ay, disjoints) est continue
sur Z, si et seulement si la suite réelle & = (@, )nx0 converge vers zéro,

Démonstration. La démonstration de ce théoréme s’effectue en plusieurs étapes.
Ftape 1 : On suppose la suite a convergente vers zéro. Soit Fy, pour tout entier N 2> 1,
I’application définie en tout w € Z par

Fnw)=8+ Y anla,(w). (3.3)

0<n<N

C’est une application continue sur Z; car une somme finie d’applications continues sur Za (cf.
le Corollaire 2.2). De plus, |F(w) - Fn(w)|l € X, snlanl | 14,(w) | < sup,pn|on| du fait
que les A, sont deux & deux disjoints. Par hypothése, la suite o converge vers zéro, de sorte
que limpy— +e0(Sup,s v [@nl) = 0. On en déduit la convergence uniforme de la suite de fonctions
(Fn)nzo vers la fonction F. Ainsi, F est continue sur Z,.

Etape 2: Supposons F continue. Par hypothése, la suite a est bornée. Elle admet alors des valeurs
d’adhérence. Nous cherchons 4 montrer que ces valeurs d’adhérences sont toutes égales a zéro.
Notons £ 1'une d’entre elles. Alors il existe une suite strictement croissante d’entiers naturels
(ni)io telle que la suite extraite (an;)ip0 de @ converge vers £.

Remarquons également que F(a,) = a, + 3, quel que soit n € IN. Alors F(a,,) = a,, + 8. De
plus, par compacité de Z» la suite (a,,);>0 admet des valeurs d’adhérence. Soit z 'une d’entre
elles. Il existe donc une suite strictement croissante d’entiers naturels (n;;);>0 telle que la suite
extraite (an_.j )j>o0 converge vers T. Dans ce cas, la suite (a"‘:‘ )j>o0 converge encore vers £, et la
continuité de I entraine 1’égalité :

FPz)=£¢4+5.
Etape 3 : Soit € > 0. On note I, le voisinage de £ + 3 dans IR défini par :

L=]+B8) - (E+8) +¢].

Puisque F(z) = £+ 3, on a = € F~!(I.). La fonction F étant continue, F'=1(I) est un ouvert de
7Z,. Par conséquent, il existe une boule ouverte de centre = contenue dans F~!(I.). Notons-la U..
On définit alors deux sous-ensembles de IN :

Ne={nelN;a, €U}
N={neN;a,¢U}
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Le fait que z soit valeur d’adhérence de la suite (a,)n>0 implique que I'ensemble N est infini. De
plus, N, UN! = IN.

Montrons que A, C U, dés que n € A,. Soit maintenant n et m deux entiers distincts dans Ne.
Comme a,, € A, on en déduit que U, ¢ A,. D’aprés la propriété (vi) des boules ouvertes de Z»
(voir paragraphe 2.1.c), on obtient

YneN, Ap CU,.

De ceci, on déduit [J,cp, An € Ue. Cette inclusion est stricte. En effet, U, étant également une
boule fermée, c’est un ensemble compact de Za, et (A, )nen, est une suite d’ouverts deux a deux
disjoints, tous contenus dans U.. Leur réunion ne peut donc pas recouvrir U.. Il existe ainsi un
élément w, € U tel que we ¢ U, e, An-

Montrons que A, N U, = @ dés que n € A : soit un entier n tel que e, ¢ U,. Alors 4, g Ue.
D’autre part, s'il existe ng € N/ et tel que U, C A,,, d’aprés ce qui précéde, on obtient A, C Ay,
pour tout n € N, (rappelons que N, est infini), ce qui contredit I’hypothése selon laquelle les A,
sont deux a deux disjoints.

Ainsi w, n’appartient pas & A, (Vn € IN) et donc F(w,) = 8. Or F(w,) € I, cest-a-dire § € I..
Etape 4 : Nous venons de montrer que § appartient & lintervalle J(€ + 8) — ¢, (£ + 8) + €[ quel que
soit € > 0. Si £ est non nul, alors en choisissant ¢ < %l, on aboutit & une contradiction. On en
conclut € = 0. Ainsi a admet une unique valeur d’adhérence qui est zéro. 000

En particulier, si la suite o est & support fini, alors F est continue et périodique. Plus précisément,
si ay = 0 pour tout k£ > K, alors F = Fy; est continue et 2P*-1-périodique.

3.1.b. Définition d’une suite odomeétrique

Soit F' 'application définie sur 72, par la relation (3.1). On suppose les ouverts A, disjoints deux
3 deux et I” continue. Définissons alors sur 7 le potentiel V par :

VkeZ, V(k)=F(k). (3.4)
Par définition de I', V est bornée, et

IV llo<IBl+alls

THEOREME 3.2. Sous I'hypothése de continuité de la fonction F, la suite V' est limite périodique,
c’est-a-dire qu’elle est limite uniforme d’une suite d’éléments périodiques.

La suite V définie par la relation (3.4) & partir d’une application Fy g de la forme (3.1) (avec les
A, disjoints deux & deux) continue est appelée une suite odométrique. Une suite odométrique est
donc une suite réelle bornée limite périodique. Elle sera dite de type Gordon (fort) si la réunion
des boules A,, est un ouvert de Gordon.

Démonstration. Définissons pour tout entier m > 0, la suite Vi, par (2.21):

VEEZ, Valk)=p+ ), anla,(k).
o<ngm

Une telle suite peut aussi étre définie pour tout entier k, par Vi (k) = Fn(k), ot I}, est donnée
par la relation (3.3). Puisque cette appplication est bornée, Vi, est un élément de £°(Z). De plus,
| V = Vi lloo= supiez | Xy @614, (n)] £ 5UP,5p |2n| (puisque les cylindres sont deux & deux
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disjoints). Par hypothése I’ est continue, ce qui est équivalent a la convergence de la suite « vers
zéro. Cette convergence implique alors

lim (sup |e,|)=0.

mM—0C 1’121‘11
Ainsi (Viz)m>o converge uniformément vers V' dans £°°(72). Nous terminons cette démonstration
en remarquant que chaque Vi, est une suite périodique de période 2P=-1 (voir la démonstration du
théoréme 2.12). La suite V est donc limite périodique. 000

3.2. Systéme dynamique associé a une suite odométrique

Nous avons vu (dans le chap. 1-B, section 4), qu’a une suite presque périodique, et en particulier
limite périodique, est associé un systéme dynamique qui est issu de l'enveloppe de la suite. Soit V
une suite odométrique. On pose pour tous entiers relatifs i et k, VU)(k) = V(k + 7). Alors

VO flo< 1B+ N ells -

L’enveloppe de V est la fermeture de I'ensemble { V() | i € ZZ } dans £°(Z). On la note I'. C’est
un sous-ensemble fermé et borné de £°°(72) contenu dans la boule fermée de centre 0 et de rayon
181+ 1 all+.

Remarque 38.1. Si la suite a est & support fini, alors V' est un potentiel périodique et récipro-
quement. Nous supposons donc désormais que la suite o n’est pas a support fini, le cas d’un
potentiel périodique ayant déja été traité (chapitre 1-B, section 2). ¢

PROPOSITION 8.3. L’enveloppe I' d’une suite odométrique V est compacte dans £2°(ZZ).

Démonstration. Cette proposition est un corollaire immédiat du théoréme 3.2 et de la définition
d'une suite presque périodique, sachant que toute suite limite périodique est a fortiori unec suite
presque périodique. 6006
On considére également, pour tout entier dyadique w, la suite définie par

VheZ, V() =V(w+k). (3.5)
Comme précédemment, || V() ||| 8| + || e [|4-
PROPOSITION 3.4. L’enveloppe ' de la suite odométrique V est exactement { V(¥ , w € Z, }.

Démonstration. Notons @ = {V(¥) | w € Z,}. La fonction I étant bornée sur Z,, Q est bien
un sous-ensemble de £°°(7). En raison de Vinclusion Z C %3, on a {V), i € Z} C 9, donc
T c ©. 1l nous reste & démontrer que & C I'. Soit donc w un entier dyadique quelconque. Par
densité de 7Z dans Z, il existe une suite d’entiers (i;);>0 qui converge vers w, c’est-a-dire telle
que lim;_ 4o d(w,i;) = 0. Etudions || V() — VU || o= sup, .oy | F(w + &) — F(i; + k) |- Soit
¢ > 0. Par continuité uniforme de F, il existe un réel n > 0 tel que quels que soient les entiers
dyadiques w; et wa, si d(wy,ws) < 7, alors | F(wy) — F(w2) |< €. Or il existe un indice J € IN tel
que si j > J alors d(w,i;) < 7. Soit 7 > J. Alors d(w + k,7; + k) = d(w,4;) < 7, ce qui implique
| F(w + k) — F(ij + k) |< e. Ceci étant vrai quel que soit k € ZZ, on a:
lim V) =yl

jmtoo
Ainsi w € T', et la proposition est démontrée. ©00

Remarque 3.2. Pour plus de précision concernant les suites presque périodiques, nous nous
référons a [Si;1] par exemple. ©
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PROPOSITION 3.5. L'ensemble T est un groupe topologique métrisable compact isomorphe & ZZs.
Démonstration. On définit sur {V{9 | i € Z} 'addition @ par
Y(i,j) € 77,2 , v g v = G+ |

Tl est facile de voir que cette addition est uniformément continue sur Z (muni de la distance
ultramétrique d). Par densité de cet ensemble dans I', l'opération @ se prolonge sur I'. 1l est
banal de vérifier que @ fait de I un groupe commutatif dont 1’élément neutre est V (©) = V. Par
définition, T est fermé dans {*°(ZZ). La topologie induite sur T par celle de ¢°°(Z) fait de I' un
groupe topologique métrisable compact. Définissons alors sur Z» I'application ® a valeurs dans I’
suivante :

Vwe Zy, ®w)=V®. (3.6)

Soient w et w' deux entiers dyadiques quelconques, alors ®(w + w') = V() = B(w) @ $(w'); de
plus ®(0) = V{® = V. Ainsi, ® est un homomorphisme de groupe.
La surjectivité de & provient de la proposition 3.4 (2(Z2) = T'). Soit w un entier dyadique tel
que ®(w) = VO, Ceci signifie que VW(k) = V(k), C'est-d-dire F(w + k) = F(k), quel que
soit £ € 7. Soit o' un entier dyadique quelconque. Par densité de Z dans 7., il existe une
suite d’entiers relatifs (k:)i»o qui converge vers w’. Par continuité de I, lim;— oo F(ki) = F(w') et
lim;— 400 F(w+k;) = F(w+w'). Or, par hypothése sur w, quel que soit ¢ > 0, 0n a F(w+k;) = P(w).
On en déduit que

Vo' €Wy, Flw+w')=F(w).
Puisque F est non constante (le cas périodique étant exclu), on a w = 0. On en déduit l'injectivité
de ®.
Montrons enfin que ® est continue. Soient w € 72 et (wi);cN une suite d’entiers dyadiques
convergeant vers w. Soit ¢ un réel quelconque strictement positif. La continuité uniforme de F
entraine l'existence d’un réel 5 > 0 tel que si d(w,w;) < 5 alors |Fw) — F(w;)] < e. Or il existe un
indice I € IN tels que i > I = d(w,w;) < et d(w +k,w; + k) < pdonc | F(w+ k) — Flwi+ k) |< €
quel que soit & € ZZ. Dol la convergence de (V)5 vers V{¢) dans T,
Ainsi $ est continue, et par compacité de Z,, ® est méme bicontinue. En conclusion, ® est un
isomorphisme de groupes topologiques. 000

Notons T I'addition de 1 définie sur T, par
T(V) = ywtD) (3.7)

PROPOSITION 3.6. L'application T : T — T définie par (3.7) est continue. Elle vérifie en outre
la relation

Dor=Tod. (3.8)

Démonstration. La continuité de T est immédiate, grice & celle de F'. De plus, on vérifie aisément
que le diagramme suivant est commutatif :

T —2 . T

Zy — T
L

D’oil la relation (3.8). 000

On note B’ la o-algébre des boréliens sur I'. Puisque (T',®) est un groupe topologique métrisable
compact, il admet une unique mesure de probabilité borélienne p, invariante sous T'.
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PROPOSITION 8.7. Le systéme dynamique (T,T,B',pt) est isomorphe au systéme dynamique
(r,Za,B,h). 1l est strictement ergodique.

Démonstration. C’est une conséquence du fait que (T, T', B', p) et (7, Zs, B, h) sont topologiquement
conjugués. 000

Désormais, nous confondons les deux systémes dynamiques (T,T', B', u) et (r,Z,, B, h).

4. Opérateurs de Schrodinger aléatoires a potentiel odométrique

4.1. Définition et premiéres propriétés spectrales

Considérons V la suite définie par la relation (3.4), la fonction F' étant continue. Pour tout w € ZZ,,
on note V{«} la suite réelle bornée définie par (3.5). Soit T le systéme dynamique (1,7, B, h).
On définit, pour tout entier dyadique w, I'opérateur H,, sur £*(Z) par

H,=S5+8"14+V,, (4.1)

ol § est l'opérateur décalage sur £*(Z) et V,, : {3(Z) — €*(Z) est défini, pour tout élément
u € £*(Z) et tout entier n, par (V,u)(n) = V(@) (n)u(n). Alors H, est un opérateur borné auto-
adjoint sur £2(Z). Soit H : Zy — Lpa(€*(Z)), qui & tout entier dyadique w associe ’opérateur
H,, avec V{*) = &(w), I'application & étant donnée par la relation (3.6). Remarquons que, si w
est un entier dyadique quelconque, 'application V,, vérifie I’égalité suivante :

Vie=8V, 8. (4.3)

Résumeons:

ProPoSITION 4.1. L'opérateur H : w — H, (w € ZL;) est un opérateur aléatoire symétrique
et ergodique sur (*(ZL). Le groupe des opérateurs unitaires sur €*(ZZ) associé au groupe des
automorphismes {t* ; k € 7} est exactement {S* ; k € 7Z}. Cet opérateur H est appelé
opérateur de Schrédinger aléatoire a potentiel odométrique. 000

En appliquant les théorémes généraux de la partie B, chapitre 1, on peut énoncer:
THEOREME 4.2. Soit H défini par (4.1). Alors
(i) il existe un sous-ensemble compact non vide de IR, noté I, tel que

VYw € Zn, O‘(Hw)=2; (4.4)

en outre & C [-2 - |B] = |le|l+,2 + |8] + [le|+);
(i) il existe trois sous-ensembles fermés de IR, notés respectivement Sp,, Ta. et Ty, tels
que pour h-presque tout w € Zn, on a

Tpp =0pp(Hy) (4.5)
Eyae =0ac(Hu) ) (4'6)
DS =03c(Hw) ) (4'7)

(iii) quel que soit w € Z,, le spectre de H,, est purement essentiel :
odis(H,) = 0; (4.8)
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(iv) quel que soit le nombre réel A, 'ensemble {w € ZZy ; X est valeur propre de multiplicité
finie de H,} est de mesure nulle;

(v) pour h-presque tout w € Z,, si opp(H,) est non vide alors il est localement indénom-
brable.

Remarque 4.1. Lorsque la suite @ est nulle & partir d’un certain rang, alors le potentiel est
périodique. Plus exactement, si o = 0 pour & > K, alors V, est une suite 2P¥-1-périodique, et le
spectre de 'opérateur de Schrédinger H,, est purement absolument continu formé de 2P%=1 bandes.
o

4.2. Propriétés du spectre

Poursuivons ’énoncé de propriétés qui se déduisent des résultats exposés antérieurement.

4.2.a. Exposant de Lyapunov et partie absolument continue
Le théoréme de Furstenberg et Kesten, ainsi que le théoréme de Ishii, Pastur, Kotani, donnent
comme premier résultat:

THEOREME 4.3. L’exposant de Lyapunov 9,(F) existe quel que soit E € R, et il est constant
(égal & 9(E)) pour presque tout w € Zs. Soit alors E = {E € R ; J(E)=0},0n 2

—it33

Yac=& (4.9)
D’autre part,

PROPOSITION 4.4. Sous I’hypothése de continuité de F, la mesure de Lebesgue de & vérilie
linégalité
| E1<4, (4.10)

qui devient une égalité si et seulement si le potentiel est constant.
Démonstration. Ce résultat est dii & Deift et Simon (voir [Dei;Si]). 000
Notons, pour tout w € Zo,

vy, = sup V,(n) — inf Vi(n). (4.11)

ne’ neZ

PROPOSITION 4.5. Sous ’hypothése de continuité de I,

VweZy, v,=v= sup Flw)— inf F(w). (4.12)
wea wEZg
Démonstration. Le résultat est immédiat par densité de Z dans ZZ, et continuité de F. 000

COROLLAIRE 4.6. Sous I’hypothése de continuité de la fonction F,

=— = f n- 1.1
v ilg;an rllléoa (4.13)

Démonstration. Puisque les ensembles A, sont deux & deux disjoints, sup ez, 2,50 @nla.(w) =
SUP,>p @n. Om en déduit le résultat. 000

On note G 'ensemble constitué de la réunion des trous du spectre ¥ :
G =[minE,max ]\ T .

D’aprés les résultats de Last ([La;1],théoréme 1 p. 348), on obtient les renseignements suivants,
résumés dans le théoréme suivant:
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THEOREME 4.7. Sous I’hypothése de continuité de F :
me(E\ &) + me(G) 2 supa, — inf a,
n>0 n20

max X —min¥ < 4 + supa, — inf a, .
nz0 n20

4.2.b. Nouvelles propriétés

Nous utiliserons le résultat secondaire suivant:

LEMME 4.8. Soit H un espace de Hilbert et soit (A,), une suite d’opérateurs bornés sur 'H
auto-adjoints qui converge en norme vers un opérateur {auto-adjoint) A. Alors

a(A) = n U o(Ag).

m k2m

Démonstration. La suite (4,), converge fortement vers A d’oll, classiquement, o(A) C ,, Am
avec Ky, = Uk>m o(Ag). Posons K = nm K,,. Puisque sup, ||A:]| = C < +0c0, les ensembles
K sont des compacts inclus dans [~C, C] et forment une suite décroissante pour I'inclusion. 1l
en résulte, par compacité, que pour tout ¢ > 0, il existe un entier M, tel que K,, C W, (X)
(= Uyeklt — €,t + €[) pour tout m > M,. Tixons t € K’; d’apres ce qui précéde, il existe {m € K
pour un entier m > M, tel que |[{ — {,;| < €. Utilisons le fait que #,, soit une quasi-valeur propre
de A,,. Il existe un vecteur unitaire e,, € H tel que ||Hpem — tmen|| < €. Alors, par linégalité
du triangle,

[Aem - tem|l < || = M| + 26

Mais m peut étre choisi tel que || — A || < €. Ainsi ||Ae,, — ten|] < 3¢, ce qui montre que t est
une quasi-valeur propre de 4, d’oli t € o(A). 000

Soit (ay )y une suite de nombres réels et soit 'application F : ZZ; — IR définie par
PP p

Flwy=$+ onla, (@),

n>0

avec A, = @, + 2P 7ZLs, les ouverts A,, étant supposés disjoints deux 4 deux et la suite des entiers
Pm strictement croissante. Rappelons que F est continue si et seulement si la suite (a,), converge
vers 0. On choisit 1 < a,, £ 27, et on ne fait pour I'instant pas d’autres hypothéses. Comme
précédemment, H désigne l'opérateur (aléatoire} de Schrédinger sur la dynamique (7,72, h) de
potentiel V,, = Fo 1",

THEOREME 4.9. Supposons F continue et notons H(™) I'opérateur de Schrédinger de potentiel
périodique F(™(n) = 8 + 2ognem @nla,(n) (de période 2P-1). Alors pour tout w € Za,

o(H,)=Z=[) ] a(H#®) .

m k>2m

Démonstration. Le potentiel V étant presque périodique uniforme, tous les spectres o(H,,) sont
identiques et égaux & o(Hg). Au vu du lemme 4.8, il suffit de montrer que la suite (J1(™)),,5¢
converge en norme vers Hg. Cela résulte immédiatement de la majoration facile ||H - H(™)|| <
|F = F™)||oo = SUPk>m |k et de la continuité de F' (théoréme 3.1). 000

Pour obtenir des information plus intéressantes, nous allons introduire des hypothéses supplémen-
taires. Celles-ci vont nous permettre d’utiliser un théoréme de perturbation de Lidskii [Lid} que
nous énoncons sous la forme suivante:
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THEOREME (V. B. LiDSKI). Soit A, B des matrices réelles ou complexes d’ordre N, auto-
adjointes. Posons C = B — A et notons par ordre croissant, les valeurs propres de A , B, C
respectivement par an, by, ¢, (comptées avec leurs multiplicités). Alors

N N
Z lbn —ay| £ Z len]-
n=1l

n=1

Introduisons ’espace métrique (K(IR),§), ott (IR) désigne ’ensemble des parties compactes de IR
et 6 la distance de Hausdorff. Rappelons & ce sujet que pour deux parties compactes K et A de
R,

§(K,K")=inf{n>0,K'c Wy(K) & K CWy(L')}

ot, pour toute partie A de R, W,(4) = {z € IR,3y € A,|z — y| < n}. Il est bien connu que
I'espace métrique (K(IR), §) est complet. De plus, toute suite décroissante (pour I'inclusion C) de
compact K, converge, au sens de la distance de Hausdorff, vers I'intersection N, A'y.

Renfor¢ons maintenant ’hypothése limy, .o &y = 0:

THEOREME 4.10. Supposons la série T 5, |an| convergente, alors o( H(™)) converge vers o(II)
au sens de la distance § de Hausdorff sur les compacts de IR.

Démonstration. Comme précédemment, on n’étudie que le spectre de Hy. Pour tout f:7Z — IR
et tout # € IR, posons

fQ1 1 e tf
((1) f(2) 1 \

Ap(f,0) = !

'.- '.. 1
\ et 12/

La matrice A, (F(™t1},0) — 4, (F(™),8) a tous ses coefficients nuls sauf celui qui est sur la
diagonale d’indice (@m,@m) et vaut ay,. Il résulte donc du théoréme de Lidskii que

§(0(Apn (F™HD,0),0(Ap,, (F™,0))) < laml-

D’aprés 1'étude faite pour les potentiels périodiques (théoréme 2.2, Chapitre 1-A), en faisant varier
8, on parcourt simultanément tout le spectre de H (m+1) o de H(™) au moyen des valeurs propres
des matrices A, (F(™+V) g)et A, (F(™, ), ces valeurs propres étant associées a distance au plus
|as|- D'olt le passage aux spectres des opérateurs /i (m+1) ot frim).

8o (™), a(H™)) < Jan. (4.14)

Alors, pour tous p, ¢ entiers, §(c(H®, H(®) < zm>inf{p,q} |@m|- La suite des spectres o(H™)
est donc une suite de Cauchy dans I’espace des parties compactes de IR muni de la distance de
Hausdorff. Cet espace est complet d’oll la convergence des spectres vers un compact K. Mais clas-
siquement, cette limite est précisément (5.0 Uys s (H ¥)) cest-a-dire o H) d’aprés le lemme 4.8.
co0o
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THEOREME 4.11. Supposons la série 3, 2P |an| convergente et 2Pm-! < ap, < 2P~ pour tout
m > 0. Alors -

Jim_ me(a(H™)Ag(H)) =0 (4.15)
et me(oqc(H)) = me(o(H)).

Démonstration. En associant par paire les intervalles des découpages fondamentaux de période 27=
des spectres des opérateurs H(™ et H(™+1) 1'inégalité (4.14) montre que

me(a( H™)Ag(HM ) < 214Pm g | (4.16)

Introduisons Ry = Ups,, o(H™), puis K, = R et soit Hy,,) l'opérateur de Schrédinger de
potentiel périodique, de période s, définie par V(k) = F(k)si 1 <k < set V(k+s) = V(k). Les
hypothéses faites sur les entiers a,, impliquent Hm) = H{1 p,._,)- De maniere évidente,

lim sup o( H(™) C lim sup o( H; ) -
m ]

La majoration (4.16) montre que

me(Rm) < me(a(H™)) +2 3" 2™ oy
k>m
D’autre part, o( H™) C R, C Vs, (o(H (™)) avec m = ¥ 4o li], dol
me(o(H™)AKy,) < 24Pm-1q9,, < 3 2%+ |ay|.
k>2m

Mais B, (= K,) converge en décroissant vers o(H) d’aprés la démonstration précédente, d’ou
la premiére partie du théoréme car my(a(H)Ac(H(™) < my(o(H)AKR) + me( K Ac(H™). 11
s’en suit également que

me(o(H)) = li,;n me(Ky) = limm o(H™) < limsup me(o(H1,5))) -

Utilisons maintenant les résultats de Last (cf. chap. 1-B, section (1.2)), qui donnent
lim sup me(o(H1,5)) < me(E),
-]
pour conclure a
me(o(H)) < me(€) < me(dac(H)) < me(o(H)),
d’ol me(oac(H)) = me(o(H)). 000

Remarque 4.2. En choisissant dans le théoréme 4.11 un potentiel de type Gordon, on obtient
en outre un spectre purement essentiel. ©

COROLLAIRE 4.12. Sous les hypothéses du théoréme 4.11,
my(G) 2 supa, —inf a, . (4.17)
n n

Notons pour terminer que l’on peut choisir la suite a de sorte que me(a(H)) > 0.
La majoration (4.16) donne me(a(H®)Ag(H*+1)) < 2 2?:0 2P |a;|, d’otl par passage i la limite

me(o(HO)Ac(H)) < 2 i 2Pi|a | .
j=0

Remarquons maintenant que H(® est 1-périodique, donc my(a(H)) = 4.
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THEOREME 4.18. Sous les hypothéses du théoréme 4.11, on a

o0
me(o(H)) > 2(2 = ) 2% |aj]). (4.18)
=0
Egzemple: Considérons pour tout m > 0, les suites p, = 4m + 1, @ = 2™ et apy = 27577¢
avec ¢ > 1. Nous sommes alors dans les conditions du théoréme 4.11. Nous obtenons un en-
cadrement de la mesure de Lebesgue du spectre X:

*

4(1=2"7) S me(E) = me(Tac) < 4,
ainsi que celle de I’ensemble G des trous du spectre:

me(G) > 27¢ .



Chapitre 3

Opérateurs creux

L’objet de ce chapitre est 1’étude d’opérateurs aléatoires unidimensionnels discrets de forme plus
générale que celle des opérateurs aléatoires de Schrodinger "classiques”, mals conservant toute-
fois un potentiel. Il correspond & l'article Sparse Schrédinger Operators, paru dans Reviews in
Mathematical Physics, Vol 9-3 (1997), pages 315-341.

Comme il a été remarqué au chapitre 1, la théorie des opérateurs de Schrodinger fait partie du
domaine beaucoup plus vaste des opérateurs aléatoires, les résultats généraux concernant les pro-
priétés spectrales de tels opérateurs étant données dans [Fi;Pa] ainsi que [Car;La.

Nous nous proposons ici d’étudier des opérateurs aléatoires de domaine (*(Z) associés a des
systémes dynamiques et définis comme suit: si 7 = (T, X,B,p) est un systeme dynamique et
si p est un entier naturel non nul, on considére pour tout élément z de X ’opérateur noté HY tel
que

YuelZ),VneZ, (Hiu)(n)=u(n-p)+u(n+ p)+ Vo(n)u(n) ,

ol Vg(n) = f(I'™z) et f est une fonction mesurable bornée définie sur . & valeurs réelles.

Le cas p = 1 correspond bien évidemment aux opérateurs de Schrédinger discrets unidimensionnels.
En outre, cette généralisation peut étre considérée comme la plus immédiate dans le cadre discret
unidimensionnel.

Dans un premier temps (section 2), et en accord avec les résultats de la partie A du chapitre
1, nous nous attachons aux propriétés spectrales générales de tels opérateurs. En particulier la
condition d’ergodicité du systéme dynamique implique I'invariance u-presque partout du spectre
et des composantes spectrales de tels opérateurs, ainsi que I’absence de partie discréte p-presque
siirement.

Dans la section 3, la forme trés particuliére de ces opérateurs nous conduit a une décomposition
naturelle de £2(Z) en une somme directe de sous-espaces orthogonaux qui restent stables sous
laction de chaque opérateur :a,uto-a.djoint H? (ot z € X). En effet, si (em),,c7 désigne la base
orthonormale canonique de ¢*(ZZ), et si, pour tout ¢ € {0,...,p — 1}, on note K; le sous-espace
vectoriel de £(ZZ) engendré par les vecteurs de la forme emp4.i, ot m € Z, on a

A(z) = P Ki;
0<i<p
Vi,j € {0, p— 1}, i#§ = KilK; ;
Vee X ,Vie{0,...,p—1}, HYAK;))CK;.
De plus, I’étude spectrale de la restriction de chaque opérateur HE au sous-espace K; (pour ¢ €

{0,...,p— 1}), revient & celle d’un nouvel opérateur de Schrédinger discret unidimensionnel noté
HE# défini pour tout u € £2(Z) par

VaneZ, (Hu)(n) = w(n—1)+u(n + 1) + VP(n)u(n),
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ou pour tout n € ZZ,
V24(n) = Vo(np +1).

Finalement, 1’étude spectrale de chaque opérateur H? sur £2(ZZ) se décompose en I’étude de p
opérateurs de Schrodinger unidimensionnels discrets, avec

o(HD) = |J o(fb?),

0<igp

ainsi que pour ¢ € {ac, se, pp},

o.(HE) = U oc(HEY) .
gLi<p

Les p familles d’opérateurs de Schrédinger (H 24):ex, 0 < i < p, ainsi obtenues sont alors associées
au systéeme dynamique 77 = (T?, X, B, ). Les HP*,0 < i < p, sont des opérateurs de Schrodinger
aléatoires discrets unidimensionnels.

1l faut remarquer que 1’étude des opérateurs aléatoires HP¥ 0 < i < p, est liée & Dergodicité du
systéme dynamique 7P. La section 4 est donc consacrée aux propriétés ergodiques de 77, ainsi
que leurs conséquences sur le comportement spectral des opérateurs aléatoires.

En fait W.H. Gottschalk et G.A. Hedlund (voir [G;H]), ont établi le résultat suivant: lorsque
le systéme dynamique T est ergodique et minimal, il existe une partition de X en m sous-
espaces fermés, invariants sous TP, deux & deux disjoints, notés Xo,...,X;n—1. Nous établissons
que sous cette condition, il suffit de restreindre notre attention au systéme dynamique 7y =
(Tl’f,l.u,Xo,B|xo,,Lco), ol po(A) = p(A N Xo)/p(Xo) pour tout borélien A de X, qui peut étre er-
godique suivant les valeurs de m. Il s’ensuit une discussion sur les propriétés spectrales de chaque
famille d’opérateurs associés en fonction de m.

Le reste de ce chapitre traite trois classes d’exemples: les opérateurs a potentiel périodique, les
opérateurs a potentiel aléatoire, et enfin les opérateurs & potentiel substitutif. Le cas périodique
est étudié dans la section 5. On démontre que si le potentiel est une suite N-périodique (ot N est
un entier naturel non nul), alors le spectre &” de tous les opérateurs H2 (oit # € X = ZZ/NZL), est
purement absolument continu , formé de N bandes non nécessairement disjointes. Ce résultat est
le méme que pour un opérateur de Schrédinger aléatoire unidimensionnel discret "classique”. En
outre nous pouvons décrire explicitement X7, qui dépend uniquement de p modulo V. On a:

VP eN*, TP =%F mod (N) _ EN—(p mod (N)) )

Ainsi, en fonction des valeurs de p, il existe exactement [%] + 1 spectres possibles , qui sont
El,...,El%l et BN,

La section 6 concerne le cas ofl les (Vi(n)),ez sont des variables aléatoires indépendantes iden-
tiquement distribuées. Nous montrons qu’alors les résultats généraux établis dans le chapitre 1
dans le cas "classique” des opérateurs de Schrodinger discrets unidimensionnels s’étendent aux
opérateurs creux. En particulier, nous avons une extension du théoréme de Kotani et Simon, a
savoir: la partie absolument continue du spectre de u-presque tous les opérateurs HE est vide. De
plus, lorsque la fonction densité est continue sur IR et & support compact [a, 8], le spectre TP de
j-presque tous les opérateurs est purement ponctuel et on a

SP=%p =la-2,8+2].
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De méme, nous établissons un analogue au théoréme de Kunz et Souillard, 4 savoir: lorsque la suite
(V(n))aen admet une distribution de Bernoulli (Vz(n) = 0 avec une probabilité p et Vo(n) = a
avec une probabilité 1 — p, @ € IR, a 3 0), alors le spectre est p-presque siirement purement
ponctuel et

=3 =[-2,2lua-2,a+2].

En conclusion, dans le cadre du modéle d’Anderson, la nature du spectre ne change pas lorsque p
varie; elle est la méme que pour un opérateur de Schrédinger ”classique”.

Enfin dans la section 7, nous considérons le cas des potentiels substitutifs définis comme dans le
chapitre 1 (partie B, paragraphe 5). Le systéme dynamique associé & une suite de substitution
sur un alphabet fini (la substitution £ étant primitive) est strictement ergodique, de sorte qu’il est
possible d’appliquer les résultats de la section 4. Nous montrons que lorsque m = 1 ou m = p, la
partie absolument continue du spectre est pu-presque sirement vide. De plus, lorsque m = 1 ou
p et que la substitution £ est & longueur constante £, les opérateurs associés sont des opérateurs
de Schrédinger "classiques” & potentiels substitutifs, et si p = €™ pour n > 1, la substitution
correspondant & ces potentiels est encore £. Sous ces hypothéses, tous les spectres £, pour n > 1,
ont méme nature que le spectre de 'opérateur aléatoire "classique” ayant le méme potentiel.
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Sparse Schrodinger Operators

Claire GUILLE-BIEL

Université de Provence
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Abstract. We study spectral properties of a family (H?)zex, indexed by a non-negative integer
p, of one dimensional discrete operators associated to an ergodic dynamical system (T, X,B,u)
and defined for u in ¢*(Z) and n in Z by (H2u)(n) = u(n — p) + u(n + p) + Vo(n)u(n), where
Vie(n) = f(T"z) and f is a real-valued measurable bounded map on X. In some particular cases,
we prove that the nature of the spectrum does not change with p. Applications include some
classes of random and quasi-periodic substitutional potentials.

1. Introduction

The one dimensional discrete Schrodinger operator H, sometimes called the Jacobi matrix, is
defined on £*(Z) (the Hilbert space of square summable sequences), and for any integer n by

(Hu)(n)=u(n-D+u(rn+ 1)+ V(n)u(n), VReZ, (1.1)

where (V(n)), .z, is a bounded real polential. There has been a lot of interest for Schrodinger
operators to be associated with a dynamical system T = (T, X, B, 1) as follows. For all 2 in X, let
H; be defined by

(Hzu)(n)=w(n =D +u(n+ 1)+ Ve(n)u(n), YneZ and Yue *(Z), (1.2)

where V;(n) = f(T™z) and f is a real-valued bounded measurable function on X. Under the
ergodicity of 7, the invariance of the spectral properties of such operators is true for p-almost
every operator ;, which means that g-almost all operators have the same spectrum and spectral
components (see [B, L], [Be, Bo, Gl], [Bo, Gh], [C, T, Ki, Si], [Car, L], [Fi, Pa], [Ko], [Ku, Sou]
and [Su] for more details).

In this paper, we introduce more general operators defined on £?(Z), associated with the dynamical
system 7 and indexed by a non-negative integer p. More precisely, we put for all z in X,

(H2u)(n) = w(n — p)+ u(n + p) + Vo(n)u(n), ¥YneZ and VYue *(Z) (1.3)

where the potential ¥, is defined as previously by a bounded mesurable map f from X to IR.
Each HE operator will be called a p-sparse Schrodinger operator associated with the dynamical
system 7 and with the potential V.. Our purpose is to study spectral properties of such operators,
according to the values of p.

In Section 2, we first set up notations and terminologies of dynamical systems, spectral theory and
random operators. We can also see that the notion of sparse Schrédinger operators is included in the
more general theory of random ergodic operators described in details by A. Figotin and L. Pastur
in [Fi, Pa]. According to [Fi, Pa] and under the ergodicity of 7, immediate spectral properties like
invariance p-almost everywhere of the spectrum and the spectral components, or absence g-almost
surely of the discrete component, can be deduced for sparse Schrédinger operators.
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The specific form of p-sparse Schrédinger operators allows a more accurate understanding of their
spectra and spectral components. In Part 3, the natural decomposition of £*(Z) in a direct sum
of orthogonal subspaces, which are stable under each HZ, permits the study of p classical discrete
one-dimensional Schrédinger operators associated to HZ, instead of studying HYE itself. We thus
obtain p families of associated operators, each of them being defined for any z in X. In this case,
we prove that each family is associated with the dynamical system 77 = (7%, X, B, u1). Let us note
that 7P is not necessarily ergodic.

When the dynamical system 7 is ergodic and minimal, we can cut X into m disjoint T?-invariant
closed subspaces, denoted by Xp,...,Xm-1, where m is a non-negative integer depending on p
and less than or equal to p. This result is due to W.H. Gottschalk and G.A. Hedlund (see [G,
H]), and T. Kamae ([Ka]) for substitutional dynamical systems. We also refer the reader to [Dek].
Section 4 of this article states this theorem and discusses the spectral properties of each family of
associated operators, according to the value of m. We prove in particular it suffices to restrict our
attention to elements of Xp.

The forthcoming three sections concern special cases of potentials. In Part 5, we deal with the peri-
odic case: X = 7ZZf/N7ZZ, where N is a non-negative integer. For any z belonging to X, the sequences
(Ve(n)), ¢z are N-periodic. We prove that the spectrum L7 of any operator H? is purely abso-
lutely continuous and composed of N not necessarily disjoint bands (closed intervals of IR). This is
exactly the same result as in the classical case of discrete unidimensional N-periodic Schrédinger
operators, which can be found in [To], chapter 4. Moreover, we show that L? can be explicitly
described and depends only on p modulo N. More precisely, £7 = £ med (V) = pN-(pmed (N)),
for all p € IN", and there exist exactly [%] + 1 possible spectra, which are !, 2, ..., ¥ and
DAL

Section 6 treats the random case: we suppose that the (Vz(n)), 7z are independent identically
distributed random variables. We prove that the general results stated for discrete one-dimensional
Schrodinger operators with such potentials, can be extended to sparse Schrodinger operators.
More precisely, we prove an analogue of the Kotani and Simon theorem: the absolutely component
of p-almost all operators is empty (see [Ko] and [Si], or [B, L], for more details). Moreover, when
the density function is continuous on IR and compactly supported, the spectrum Z? of p-almost
all operators HP is pure point and equal to [@ — 2,8 + 2}, if [a, ] is the support of the density
function. This is an analogue of the Kunz and Souillard theorem.

In the same way we state an analogue of the Carmona, Klein and Martinelli theorem (random
variables admitting a Bernoulli distribution). In these two extremal cases, we show that the
nature of the spectrum does not change with p.

We analyze in Section 7 the case of substitutional potentials: the dynamical system 7 is generated
by a primitive substitution £ on a finite alphabet A4 = {0,...,r — 1}. It is strictly ergodic, and
we can apply the main theorem of Section 4. In the cases m = 1 or m = p, we state that the
spectrum P of any operator H? is the union of the spectra of any associated operator on Xo and
there is no absolutely continuous part almost everywhere. Moreover, when £ has a constant length
¢ and m = 1 or p, the associated operators are classical Schrédinger operators with substitutional
potentials. Finally, if p = £* for n > 1, then this new substitution is again £ and the spectra of
almost all associated operators have same nature which is the same for all DA

2. Definitions and first properties

2.1. Dynamical systems and random operators

Let 7 = (T, X, B, ) be a (topological) dynamical system: X is an non-empty, compact metrizable
space, B denotes the o—algebra of Borel sets of X, g is a Borel probability measure on X and
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T: X — X is a homeomorphism of X, preserving the measure p (that is to say for any A € B,
p(T~1A) = p(A)). The dynamical system 7 is said to be ergodic if each Borel subset A of X
such that T-'4 = A has a p-measure equal to 0 or 1. It is called uniquely ergodic if there
exists a unique T-invariant probability measure on X which turns out to be ergodic. If X has no
closed T-invariant subspace other than @ and X itself, then 7 is said to be a minimal (topological)
dynamical system. When 7 is uniquely ergodic and minimal it is called strictly ergodic. In this
paper, we will always suppose that 7 is ergodic.

Let us denote by (.,.) the inner product of £2(Z) and by || . ||2 its associated norm. Moreover, 5
denotes the shift operator on £2(7). We recall that a (real) random variable on the probability
space (X, B, 4t) is a real-valued B-measurable function on X eventually taking infinite values on a
set p-measure 0.

A random operator A on the probability space (X, B, ) of domain ¢*(ZZ) is a map defined on X
into the set of linear operators on £*(Z2) by

A x— A, (2.1)

where A, is for p-almost every z in X a bounded linear operator on £*(Z), and such that for all
v and v in £3(ZZ), the map (Au,v) : = € X — (Azu,v) € IR is a random variable. If, in addition,
j-almost all operators A are self-adjoint, A is said to be symmetric.

Moreover, if 7 is ergodic, and if there exists a homomorphism from the group {T" ; n € Z } onto
a group {U, ;n € Z} of unitary operators on £2(Z} such that, for p-almost all z in X,

AT“I = UnA;rUn_l 4 Vn E E (2.2)

then A is called ergodic or metrically transitive. One of the best general reference for random
operators theory is [Fi, Pa).

2.2. Spectral theory

We recall that the spectrum o(H) of a self-adjoint continuous linear operator H is defined as the
complement in € of the set of values A for which (H — AId)~! exists and is a bounded linear
operator on £3(Z). By self-adjointness and continuity of H, the set o(H) is a non-empty compact
subset of IR. A real number X for which there exists u € £2(Z), u # 0, verifying Hu = Au is called
an eigenvalue of H. The set of all eigenvalues of H is called the point spectrum o,(H ). The pure
point spectrum, denoted by gpp(H), is defined by

opp(H) = 0y(H) ,

where o,( H) denotes the closure of o,(H) in IR. The set o(H)\ o,(H) is the continuous spectrum.
It can be cut into two parts, according to the Lebesgue decomposition of the spectral measure: the
absolutely continuous spectrum oqc(H), and the singular continuous spectrum s (H). We thus

have
o(H) = opp(H) | J oaclH)| Josc(H) (2.3)
and these sets are not necessarily disjoint. For more details, we refer the reader to Berthier ([Ber])
and Dunford and Schwarz ([Dun, Sch]).
2.3. Definition and immediate properties of sparse Schrodinger operators

Let (HE)zex be a family of p-sparse Schrédinger operators defined by Equation (1.3) and associated
with the ergodic dynamical system 7. We firstly note that each operator H? can be written under
the following form:

HE=§P 4577+ V, (2.4)
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where (Veu)(n) = Vz(n)u(n), for all v in £*(Z) and all # in ZZ. Secondly, we remark that every
operator HP is a linear continuous self-adjoint operator from €*(ZZ) to itself. Its norm satisfies
| H2 I< 2 + sup, 7z | Va(n) < 24 || f lleo-

By measurability of f, for given u and v in €2(Z), the map (H?u, ) defined on X by (H?u,v)(z) =
(HPu,v) is a random variable. Hence H? is a symmetric random operator on (X, B,¢) in (7).
Moreover for all z € X, HZ salisfies

HE_ = SHPS™'. (2.5)

This leads to the following proposition.

PROPOSITION 2.1. The operator H? : z — HP for all z in X, is a symmetric ergodic random
operator on (X, 3, 1) in £*(ZZ). The group of unitary operators on {*(7Z) associated with the group
of automorphisms {T" ;n € 2L} is exactly {§" ;n € Z}.

Proof. We have already seen that H? is a symmetric random operator. By Relation (2.5) and by
induction, we deduce Equation (2.2} with U, = S" for all n. The ergodicity of the dynamical
system 7 implies the metric transitivity of HP. 000

It is now possible to have information about the spectra and their components of operators Hf. Let
us denote by o(HZ?) (respectively a,,(HE), 0o.(HE) and o,.(HE)), the spectrum (resp. the pure
point, absolutely continuous, and singular continuous parts of the spectrum), of each operator H7.
According to the previous part, we can remark that each o(H?) is a non-empty compact subset of
IR, included in the interval [~2 — sup 77 | Va(n) [,2 + sup .77 | Va(n) IF

Moreover, by Figotin and Pastur (see [Ii, Pa]), we obtain directly some properties of the spectrum
of symmetric ergodic random operators.

THEOREM 2.2. Let H? be as in Proposition 2.1, then
(i) there exist a non-empty compact set of IR, denoted by TP, such that

YP =o(HP)  for p-almost allz € X ; (2.6)

(ii) there exist three closed subsets of R, denoted respectively by £5,, Tf. and Xf,, such
that for u-almost all z in X,

=P, =app(HE) , (2.7)
Ehe =0ac(HZ) 5 (2.8)
T =0s(H2) 5 (2.9)

(iii) for p-almost = in X, the spectrum of H? admits no isolated eigenvalues of finite multi-
plicity, that is to say it is purely essential yt-almost everywhere:

o4is(H2) =0 p— ae; (2.10)

(iv) for any given X in R, u({z € X ; X is a eigenvalue of finite multiplicity of HP}) = 0;
(v} for p-almost all = in X and if a,,(H?) is not empty then it is locally uncountable.

Proof. See Theorems 2.10, 2.11, 2.12 and 2.16 of [Ii, Pa]. 000
Remark 2.1. When the dynamical system 7 is ergodic and minimal, it can be shown that

5P =o(H?), VzeX. (2.11)
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For details we again refer the reader to [I'i, Pa]. o

Thanks to random operator theory, we have obtained interesting results about non randomness of
the spectrum and its components. But we do not know exactly neither their form nor the nature
of the spectrum. It is the object of the next part of this article.

Remark 2.2. The random real-valued map V(n) defined on X by V(n)(z) = Ve(n), forallz € X
where n is fixed, can be viewed as random variable on the probability space (X,B,x). Thus
(V(n)), 7z is a sequence of random variables. Consequently p-sparse Schrodinger operators are
special cases of random finite difference operators introduced by H. Kunz and B. Souillard in [Ku,
Sou]. o

3. Decomposition of the operator H?

Let us denote by (e}, 7 the canonical orthonormal basis of £2(Z): em(n) = ép,m for all n and
m in Z, where § is the Kronecker symbol. For i € {0,...,p — 1}, we consider the linear subspace
of £>(Z2) spanned by all vectors of the form ey py.i, with m € ZZ. We denote it by K? or K; when
there is no ambiguity. Thus

K:? = A:,- = vect {emp-l-i , ME E} . (31)

It is clear that every element v of K; looks like (...0...0v;_p 0...02;0...0v;4,0...0 vi42p . vl
Moreover, the A; are mutually orthogonal, and ¢*(ZZ) is their orthogonal direct sum:

-1
()= EPK: with KiLK; for i#j. (3.2)

i=0
Let us now consider the behavior of operators H? on each subspace K;.

LEMMA 8.1. For 0 <i < p, il K; is given by (3.1) then K; is stable under HY.
This lemma together with (3.2) implies Proposition 3.2.

PROPOSITION 8.2. For any = in X, the spectrum of HE as well as its spectral components can
be cut into p parts as follows:

r—1

o(H2) = o(HE,) (33)
i=0
p—1

o.(HE) = U Ue(Hi]m,) (34)
=0
with £ € {pp, ac, sc}.

Instead of studying H? on £2(Z), we will do the study on each subspace K;. Before this, we have
to look a little bit more at these subspaces.

3.1. Study of subspaces X;

First of all notice that every subspace K; is isometrically isomorphic to (*(Z2). Indeed let us
consider for each 0 < i < p, the map ¢ = ¢; : K; — *(Z) defined for all v € K; and all » by

(¢i(v))(n) = v(np + 1) .
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Conversely, the map ¥? = ¥; : £2(Z) — K, given for any u € £*(Z) and all m, by

otherwise,
is such that ¢; = (¢:)~!.

0v,; 0 .0 v”, 0w 0...0v,,0...0v,,0.

\\ i

c VeV Vi VipVieze -+ -

Figure 1. The ¢} function.

Moreover, ¢; and v;, for 0 < i < p, are linear isometries. Thus each K; is isometrically isomorphic to
¢2(72). This also implies that every subspace K; is isometrically isomorphic to any K; (0<i,75<p)

and in particular the following lemma can be deduced.

LEMMA 3.8. For any i € {0,...,p— 1}, if S denotes the shift operator on {*(ZL), then

SKo = Kpa1
SK;=Kio, for 1£i<p.

For 0 < i < p, let us denote by S|x; the restriction of 5 to the subspace K;. Then

S!KO :K:g — K,p..}
S Ky — K1, for 1<i<p.

Similarly, if (S')jx; is the restriction of §=! on the subspace K, we have

($ Vi, 1 Ki — Kiga, for 0<i<p-1
(S_I)IIC,_l :K:p_l —_— K.-.u .

Finally it can be shown that

(E"|E|:n)_l =(S_1)|k:p_1
(Sic) ' =5 M, ofor 1<i<p.

Relations (3.5) to (3.8) lead to a dependence of the ¢; functions.
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PRrROPOSITION 8.4. For any i € {0,...,p — 2}, we have

$i 0 Siiyy = Pit1 - (3.9)

Moreoverifi=p-1,
¢’p—l a] SlﬁCg =50 qbo . (3.10)
The proof is left to the reader. 000

Remark 3.1. This proposition implies that, for any i in {0,...,p—2} (and respectively for i = p—1),
the following diagrams commute:

S 5
Kipn —25 K Ko —== Kp
dig1 l l bi %l l Pp=1

PROPOSITION 3.5. For 0 < i < p, the subspace K; is stable under S?, and if (§*)x, denotes the
restriction of 57 to K;, then

SO¢;=¢,;O(SP)|£' . (311)

This signifies that the following diagram commutes:

Ki h Ki
ez —— ¢Z)
The proof is left to the reader. 000

3.2. Associated operators
We have already noticed that we had to study each operator H;:th‘..-’ for 0 < i < p. Because each

subspace K; is isometrically isomorphic to £*(7), we will lift this study from K; to (*(ZZ) by putting
for all i € {0,...,p— 1} and all z € X:

H2Y = gio HI o (#1)7" . (3.12)
The HP+* are continuous linear self-adjoint operators on *(7ZZ). They are the HP associated

operators. Ilach operator H?P4 being unitarly equivalent to i PI ic;+ the following proposition can be
deduced.

PROPOSITION 3.6. Foralli€ {0,...,p—1} and allz € X,

a(H2) = o(H]),) (3.13)
o (HE) = 0 (HY, ), with ¢ € {pp,ac,sc}. (3.14)

Consequently we can conclude by Theorem 3.7 concerning the spectrum of HE.
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THEOREM 3.7. Under the ergodicity of the dynamical system T, and with notations of Theorem
2.2, we have

p~1

= = | o(H2) (3.15)
i=0
-1

2?2 = | oe(H2") (3.16)
i=0

for € € {pp,ac,sc} and p-almost all z in X

Proof. It is an immediate consequence of Theorem 2.2, together with Propositions 3.2 and 3.6. oo

Remark 3.2. Tt is a interesting fact that the HP*# spectra are “globally” invariants, that is to say
their union is invariant g-almost everywhere. But we do not know anything about the behavior of
each one of these operators. ¢

Remark 3.3. If moreover the dynamical system 7 is minimal, then ¥? is equal to the union of the
spectra of HP* forany zin X. o

3.3. Immediate properties of associated operators

In this section, we see the strong links between the operators HP¥. We begin by a new character-
ization of them.

PROPOSITION 38.8. For 0 <i < p and all z € X, 2+ is the operator defined on ¢*(Z) by

HPi=§ 487 4 VP4 (3.17)
where VP*(n)=Vi(np+i), VneZ. (3.18)
Proof. The result directly follows from the definition of H i, 000

This proposition means that the sequence of potentials ffxp"' is a subsequence of V.

PROPOSITION 3.9. For0 < i < p and all z € X, we have the following relations:
ARP-l = §APOg-I (3.19)
AR = Fpitt, (3.20)

Proof. By definition of operators HP¥, and according to Propositions 3.4 and 3.5, we complete the
proof. 000

COROLLARY 3.10. Ifi € {0,...,p—1}, and il j is a non-negative integer such that i+j = np+m
where 0 < m < p and n € IN, then

Ay = srapmsT . (3.21)
Proof. The tesult follows inductively from the previous proposition. 000
Remark 3.4. In particular, for all z € X and all 7 € {0,...,p— 1}, we deduce that i = ?g,',o. o
Remark 3.5. Corollary 3.10 implies for example that A ;; and 2#+! are unitarly equivalent. They

also have same spectra and same spectral components. ¢
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COROLLARY 8.11. Let i be given in {0,...,p—1}. Forallz € X, P verifies
e = SHaRi S, (3.22)

Proof. Since 0 < i < p, Corollary 3.11 can be applied with n = 1 and m = i. Thus the proof is
complete. 000
To end this part, we put ¢; = fo T%, for 0 < i < p. Then g; is a bounded measurable function
from X to IR, and o

VPin) = g:((TP)"z), VneZ, VzeX. (3.23)

This permits us to conclude with a theorem.

THEOREM 3.12. Let i be given in {0,...,p—1}. Then (fﬁ,"")ze_\— is a family of discrete unidi-
mensional Schrédinger operators associated with the dynamical system (T%, X, B, j1).

Proof. According to Propositions 3.8 and 3.11 with Relation (3.23), we complete the prool. ¢oo

Remark 3.6. We can also say that A7 is a symmetric random operator on the probability space
(X, B, 1) of domain ¢*(Z). But we do not know if it is ergodic or not: in the general case, the
dynamical system (T?,X,B,p) is not supposed to be ergodic! This is the object of the next
section. o

4. The decomposition of a dynamical system and applications

Let 7 be an ergodic dynamical system. If p is a non-negative integer, we denote by 77 the
new dynamical system (T?, X, 5, z). In this section, we are concerning into the ergodicity of the
dynamical system 77. In general case, we are not able to give any answer. When 7 is ergodic and
minimal, the following theorem, given in [Dek] (see also [Ka] and [G, H]), is a useful tool.

THEOREM 4.1 (GOTTSOHALK, HEDLUND, KAMAE). Let T = (T, X, B,p) be a minimal and
ergodic dynamical system. Let p be a non-negative integer. Then there exists a finite partition of
X, denoted by {Xo,...,Xm-1}, such that

G) Ul Xe=Xand Xk 0 X =0 ifk # ¢

(ii) each Xy is a closed non-empty subset of X;

(iii) each X is TP-invariant: TP X} = Xi;

(iv) X does not admit any closed T?-invariant proper subspace;

(v) the partition is cyclic: TXg = X1,...,TXpm-2 = X1, TXm—1 = Xo.
This partition is unique up to a cyclic permutation of its terms.
We illustrate this result by figure 2.
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Remark 4.1. Under the notations of Theorem 4.1, each dynamical system (Tl’j‘.k,Xk,Bmk,pk) is
minimal, where px(A) = p(A N X)/u(X) for any Borel subset A of X. The partition is also said
to be minimal. Moreover, u(Xx)}=1/m. o

Remark 4.2. The non-negative integer m defined in Theorem 4.1 depends on p and is less than or
equal to it. From now on will we denote m = §(p) and é(.) is called the decomposition function
of powers of T. It is linked to p by é(p) | p. ©

In all this section, we will suppose 7 ergodic and minimal. We also state some corollaries, which
can be found in [Dek].

COROLLARY 4.2. Assume that the dynamical system T is strictly ergodic. Then, under notations
of Theorem 4.1, each dynamical system (T]';(.’:),Xk,Bwk,pk) is uniquely ergodic.

Moreover, Remark 4.1 and Corollary 4.2 imply the following result.

COROLLARY 4.3. Assume that the dynamical system T is strictly ergodic. If, moreover, é(p) = p,
then each dynamical system (Tl’;“ s Xk, Bix, , 1) is strictly ergodic.

The following theorem yields information about spectral behavior of the associated operators.

PROPOSITION 4.4. If P is the spectrum of HE for all z in X, then
-1
W= U G'(Hg") , VYo eXy. (4.1)
i=0
Moreover, il £8,, £2_ and T3, are the spectral components of the spectrum of p-almost all H?,
p—1
£ = | oe(H2Y) (4.2)
i=0
for € € {pp,ac, sc} and for pg-almost all z in Xo.
Remark 4.8. In our study, we have to consider each associated operator HP% on the dynamical
system 7. Theorem 4.1 allows us to restrict our attention to #2** on each “sub”-dynamical system
= (Tl"’\-k , Xk, B|x,,1k). Now Proposition 4.4 permits us to study the associated operators only
on the dynamical system 77 = (TﬁvonO’Bl-\'o’l‘O)- o

Proof. Let i be given in {0,...,p— 1} and k be in {0,...,8(p) — 1}. By minimality and ergodicity
of T, we know that EP is the spectrum of any operator HE, and (4.1) is deduced.

By Theorem 4.1, X = T"‘Xo and if y is given in X}, then there exists z € X such that y = Tke.
This implies fI;"i = HYy . i+ k=mnp+m where n > 0 and 0 < m < p, then by Corollary 3.10,
fIg'i = §7HPpm8-" and for ¢ € {pp,ac,sc},

p—-1 _ p=1
|J o) = U o.(E2™) .
i=0 m=0

This last equality is verified for any y € Xi.
If there exist Ag C Xo of po-measure 1 on which the spectral component X7 is not equal to the
union of o (A2*), then for any 1 < &k < &(p), Ar = T¥Ap C X has the same property that Ag.

We put A = Ui.(;’(),—lAk C X. The set A verifies p(A) = 1 and has the same property that Ao.
This is in contradiction with Theorem 2.2 and the proof is complete. 000

Remark 4.4. We have an analogous of Proposition 4.4 in replacing 77 by any T'. o

As a direct consequence of Remark 3.4 and Proposition 4.4, we get:
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COROLLARY 4.5.
p=1
TP = U (H;',x) , YzeXo (4.3)
i=0
p—1
= U UE(H;}OI) , Ye€{ppac,sc} and po - a.e. (4.4)
i=0

Let us now consider associated operators AP on the dynamical system 77. For any i belonging
to {0,...,p -1}, (H ”")xe X, is a family of Schrédinger operators associated with 7. But we do
not know whether 7 is ergodic in general case: in fact, when 7 is strictly ergodic, it depends on
the values taking by 5(p).

PROPOS]TION 4.6. Let T be strictly ergodic dynamical system and p a non-negative integer such
that é(p) = i
(i) There exist p non-empty compact subsets of IR, denoted by BP0 L, 2P verifying

p=1
r=| & (4.5)
i=0
Each £7# corresponds to the spectrum of AP (Y2 € Xo).

(ii)) Fore € {pp, ac, sc} there exists a compact subset 324 of R such that o ([Pd) = TP
for pg-almost all z in Xo. Moreover

=1
zp=| o0, (4.6)
=0
Proof. By Corollary 4.3, Proposition 4.4, Theorem 2.2 and Corollary 2.3. 000

{i_’en:mrk 4.5. Under notations of Proposition 4.6, Remark 3.4 implies that the spectrum P of any
HP# on X is also the spectrum of HP?, for any y € X;. o
Now we describe explicit cases in the next section.

5. The periodic case

Let us consider X = 7ZZ/NZ, where N € IN*. We denote by B the o-algebra of Borel subsets ol'
X and by p the counting probability measure on X (defined for all 0 < j < N by u({7hH =

The transformation T: = — z 4+ 1 is an invertible measure-preserving transformation of X. The
dynamical system T = (T, X, B, u) is strictly ergodic. If f is a measurable bounded map from X
to IR, we define the potential for all 2 € X by

Ve(n) = f(T"z), VneZ. (5.1)

In addition, we suppose f such that the sequence (Vz(n)), is exactly N-periodic. Let p be given
in IN*. In this section, we study p-sparse Schrédinger operators associated with the dynamical
system 7 and with the potential (5.1). For general results on discrete one-dimensional periodic
Schrddinger operators, we refer the reader to Toda ([To]).

5.1. First properties of the associated operators

We now can introduce the associated operators AP defined by Bqua,tlons (3.12) and (3.17)-(3.18).
For alli € {0,...,p—1} and all z € X, AP is given by Hpi = § 4§71 4 VP*, where

V2i(n) = Valnp+i) = fa +np +3) VnEZ. (52
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PROPOSITION 5.1. Let i be given in {0,...,p— 1} and z € X. Then HP¥ is a discrete one
dimensional periodic Schridinger operator, where the period N,, does not depend on 1 and is given

by

= N
N,= —— . 5.3
P gl ) (5:3)

Proof. It is easy to see that P4 is a periodic Schrédinger operator. Tor the calculation of its
period, which clearly does not depend on i, we consider two cases: p = aN or not.
First, if p = aN , a > 1, VP¥(n) = f(z + i) is constant for all n. Thus N, = 1. Remark that

gcd(N,p) = N. Suppose now p# aN. If 1 < p < N, the period N is such that N, x p is the
lowest multiple of NV, which is of course a multiple of p. Therefore

A= lem(N, p) .
P

If p > N, let us consider the Euclidian division of pby N: p = gN +r, where0 <7 < N (p # alN).
It appears that VP#(n) = f(z + nr + i) so that N, = lem(N, r)/r.
Moreover for all @ and b non-negative integers, ab = lem(a,b) x ged(a,b). Thus

lem{a,b) a
b ged(ad)

Finally, notice that for all a > 1, ged(a,b) = ged((a + ab),b), and ged(N,r) = gcd(N,p). This
concludes the proof. 000
Recall that the spectrum of a discrete one-dimensional P-periodic Schrédinger operator is well
known. Namely it is purely absolutely continuous and composed of P bands, which are closed
intervals of IR. These bands are not necessarily disjoint. For a treatment of this case, we refer the

reader to [To], chapter 4. We can now formulate a similar result for periodic sparse Schrodinger
operators.

THEOREM 5.2. For all z € X, ©” is absolutely continuous and defined by

p—-1

w7 = | Jo(HEY). (5.4)

i=0

There are at most pN,, bands in the spectrum.

Proof. By minimality and ergodicity of T, the spectrum is the same for all z (Corollary 2. 3). From
the previous proposntmn, the associated operators are N,, -periodic. Thus, the spectrum of each

associated operator A2 is purely absolutely continuous and composed of N,, bands. Theorem 3.7
completes the proof. 000

5.2. Decomposition function and consequences on the spectrum

By the strict ergodicity of the dynamical system 7, we can apply Theorem 4.1. Let 4(p) be the
decomposition function corresponding to p. Thanks to the peculiar form of X and to the definition
of T, we have information about §(p).

94



THEOREM 5.3, If X = Z/N7 and Tz = = + 1 on X, then the decomposition function is given
for any non-negative integer p, by

6(p) = ged(p, N) . (5.5)

Moreover, each dynamical system (Tlxk X, Bix,, 1) is strictly ergodic.
Proof It is clear that &(p) is linked with the period of T?. By Relation (5.3), T? is N peI‘lOdlC with
N, = N/ged(N,p). This means that each T?-invariant subset of X admits e:-;actly N, clements.

By definition of the decomposition function, there are 6(p) such subsets. Thus §(p) X N, = N,and
we deduce the expression of 6(p). The second statement is clear. 000

Remark 5.1. This theorem implies that 1 < §(p) < min(p, N). ©

Remark 5.2. When p and N are relatively prime we know immediately that 6(p) = 1. Moreover

§(p)=p<=> N=ap where o221,
6(p)=N < p=pN where 2>1.

Remark 5.3. We suppose Xp to be the subset of the partition {Xo, ..., Xs(p)-1} containing 0. o
This theorem allows us to an analogue of Proposition 4.6, whatever the value of é(p).

THEOREM 5.4. Let p be a non-negative integer, and (HE)zex be a family of p-sparse N-periodic
Schrédinger operators. Then
é(p)=1

v = U ML (5.6)

=0
where £7 is the spectrum of every operator HEd when z € Xo. In the same way, for € €
{pp, ac, sc}, the e-spectral component of the spectrum XP is given by

5(py-1

= |J =, (5.7)

i=0
with o (AP*) = £ for po-almost all © in Xo.

Proof. Thanks to strict ergodicity given by Theorem 5.3, and as in the proof of Proposition 4.6,
we see that

p—-1 -1
W—Uvadw—Uv'
i=0 i=0

But the main property of 6(p) is 6(p) | p. Let us consider a the non-negative integer verifying
p = ab(p). Thus

a=1 é(p)-1
TP — U( U )jp.i+i6(p))
j=0 i=0

For any j € {0,...,a—1} and i € {0,...,6(p)—1} we know that Pi = g(HP7) for all z € Xp. By
Proposition 3.9 and for any z in Xp, we see that fpitiEe) - Hpjf,(,)),x and 7%z ¢ Xy, Thus

e = oA T.s(p)).,,) = $ri+36(p) and Relation (5.6) is proved. For (5.7) equalities hold jo-almost
everywhere. 000
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COROLLARY 5.5. When p = AN where 8 > 1, then we know exactly I7P.

N-1
= JU@-256)+2). (5.8)

i=0

Proof. By Remark 5.2 6(p) = N. Thus Xo = {0} and Theorem 5.4 implies for € € {pp, ac, sc} that

N=1 L N=-1 o
5* = |J o(@p*) and 2= | oe(dP).
i=0 i=0

But, as we have already noticed in the proof of Proposition 5.1, 170"'i is a constant sequence equal

to f(i). In this case, we know (cf [To]), that o(HP') = [f(i) = 2, f(i) + 2]. This concludes the
proof. 000

The following corollary is another direct consequence of Proposition 5.4.

COROLLARY 5.6. If p is a non-negative integer and if ¢ = aN + p when a > 1, then

%P =7 (5.9)

Proof. By Theorem 5.4, P (respectively £7) depends on the sets £ . EP8P)I-1 (respectively
on the sets £9°,...,5859)=1) which are the spectra of ﬁg’o,...,ﬁﬂ'ﬁ(”)_l on X} (respectively
of fIy'?'o,.. . ,f{g'“‘*"“ on XJ). But, as we have already noticed in the proof of Proposition 3.1,
6(q) = 6(aN + p) = é§(p) and therefore N, = N,.

Moreover X7 (respectively X{), contains 0 and is exactly equal to the set {0,T"0,... , TWe=1irp)
(respectively X = {O,T"O,...,T(ﬁv"”‘m} ). For 0 € n < Ny, ngmod (N) = np mod (N) and
then 7790 = T™0. This implies that X§ = Xg.

Let us now compare L™ and L% for i = 0,...,6(p) — 1. For all » and all = € Xo, let us note that
¢+ ng+imod (N) =z +np+imod (N) and Vi(n) = VPi(n). Thus HI* = HP* and the prool
is complete. 000

Remark 5.4. This corollary means that the spectrum does not change if p is replaced by p+ aN,
with @ > 1. Thus the spectrum of H? with p = aN is exactly £V and we find again the result of
Corollary 5.5. o

Remark 5.5. Now, XF admits a most 6(p)ﬁp bands, that is to say at most N bands. ¢
PROPOSITION 5.7. Let p be given in {1,...,N — 1}, We put ¢ = N — p. Then

P =359, (5.10)

Proof. When N is even and p = N/2 the result is evident. We suppose now 1 < ¢ <p < N. Tt
is easy to prove that 8(p) = 6(q). Consequently N, = Ng. Thus the associated operators Hp?
and HZ' are periodic Schrodinger operators with same periods, and according to Theorem 5.4
their spectra are decomposed into the same number of parts: £F = Ufg:,) “lg(HPH) for all x in
X7, and £° = U™ o(#2) for all = in X§. But X§ = {0,770,...,TN>=020} and X =
{0,T9,...,T¢N>=190}. For 1 < n < Ny, it is clear that (Np — n)p mod (N) = N(p/ ged(N,p)) -
np mod (N) = n(N — p) mod (N), and T(Np—n)pg = T4, Hence X = X{.
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Moreover for 0 < i < §(p), all z in Xo and all n, 4+ n(N —q)+i mod (N)=z+(-n)g+i mod (N)
and VP#(n) = V3*(—n). We use the Floquet theorem which characterizes elements of the spectrum

of a P-periodic one-dimensional discrete Schrédinger operator H as follows (for more details see
[To)).

oo Hu=Au
A € o(H) += 3u € (™(Z) such that { w(n+ P)=pu(n)¥n ,wherepeCand|p|=1
For any u € £°(Z), we put @(n) = u(—n). Then @ € {*(Z).
Let us consider A € U(HT” ') and u like in the Floquet theorem. Then HPiy = du = A0 = A,
and for all n, u(n + Np) = pu(n) = @(n + N,) = (1/p)a(n) with | 1/p |—| pl=1(N, = N,). We
thus get o(AP") C o(H3*). In the same manner, we establish the equality of the spectra and the
proof is complete. 000

We formulate our main results in a theorem.

THEOREM b5.8. Let p be a non-negative integer, and H? a p-sparse N-periodic Schrédinger
operator. Then

(i) oc(HE)y=YX? forallz € X;

(i) If p=0mod (N), then £7 = U f(3) - 2, f(?) + 2);

(i) Ifp# 0 mod (N), then BF = Lrmed (V) = gV~ ~(p mod (N)}

(iv) P is purely absolutely continuous and it is composed of N bands.
The nature of the spectrum of a family of p-sparse N-periodic Schrédinger operators does not
change with p. It is always purely absolutely continuous and always composed of N bands. More-
over, the spectrum itself can change according to the values of p. Notice that ZP is exactly the
spectrum of the classical N-periodic Schrodinger operator when p = 1 mod (V).

5.3. Examples

Example 5.3.1 . The case of p-sparse 1-periodic Schrodinger operators
Let us consider X = Z/1Z (i.e. X = {0}), and Vp(n) = o for all n. Then L7 is absolutely
continuous and composed of a unique band for any non-negative integer p.

YP=la-2,a+2].

Example 5.3.2. The case of p-sparse 2-periodic Schrodinger operators
Let us consider X = 7ZZ/27.. The potential takes two values a and 3. We suppose a < . Then

$P = ! ifpiseven
T e ifpis odd.

We know exactly the form of these spectra.

1_(etB-ib+(a—B) c+B+/161(a-B)
= 5 ,al U[ﬂ, 5 ]

2= [a-2,0+2]| JB-2.6+2].

Thus, there exist exactly two disjoint bands in the spectrum when p is odd, but in the case where
p is even, one or two bands can appear.
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In particular when o = —8, with 8 > 0, we always have exactly two bands in the spectrum.

£ = [-va+ 8, -] | (8. V4 + 7]
2= [-p-2,-0+2Jis-26+2].
In this case, notice that the spectrum is symmetric with respect to the origin.

Example 5.3.3 . The case of p-sparse 3-periodic Schrodinger operators
Let us consider X = ZZ/3Z. Then

5P = ! ifp=1or2mod(3)
T 12 ifp=0mod (3).

We know the form of these spectra:

Sl A eR /[ [(A— FO)N = FIA = F(2)) = (A= F(0) = (A= F(1) - (A= F2))] < 4}
22 = [£(0) - 2, £(0) + 2 () - 2, F(1) + A JUS(2) - 2, £(2) + 2]

and there exist at most three bands. Notice that the three values of f play the same role in X7.
If we suppose f(0) = 0, f(1) = a and f(2) = —a with a > 0, then we immediately have

2 =[-a~-2,-e+2J-220Jla-2,0+2].

Moreover, £! = {A e R / [A> = (3+ 2®)A +2][A3 - (3 4+ a?)A — 2] £ 0}, and we can show there
exist three positive reals Ay < As < A3, such that

= = (=g, = A | Jl=21, M] e, Aa] -

Thus ¥! is always composed of 3 disjoint bands whereas X°* can have 1 or 3 bands according to
a is strictly greater than 4 or not. Anyway, the spectrum is again symmetric with respect to the
origin.

6. The random case

Let us consider X = SZ, where S is a compact subset of IR, B the o-algebra generated by
the cylinder sets, i.e. by sets of the form {z / z,, € A1, ... ,2n, € Ag} for ny,...,n, € Z and
A1,...,A, Borel sets in IR. We consider a sequence (V(n)),, .7, of random variables. The sequence
of potentials is given by Vo(n) = V(n)(z) for all = in X (we say V; is a realization).

In all this part , we will suppose the V(n) are independent identically distributed random variables
of product distribution g and of same law r(.). Remark that the dynamical system 7 = (T, X, B, n),
where T is the shift operator on X, is ergodic. The discrete one-dimensional Schrédinger operator
H_ associated with the sequence of potentials (Vy(n)), o7, is referred to as the Anderson model
(see [C, F, Ki, Si], chapter 9, or [Fi, Pa]). According to this, the p-sparse Schrédinger operator Hf
is called a p-sparse Anderson model.

PROPOSITION 6.1. Let (HP)zex be a p-sparse Anderson model. Then, (ﬁg'i)me,\-, for all i €
{0,...,p— 1}, is an Anderson model.

Proof. Each VP is a realization of a sequence of the random variables (V(np + 1)), o7z This
sequence is also an independent identically distributed random variables sequence, whose common
product distribution is again g and law is 7(.). 000

This proposition directly leads to a more precise result as Theorem 3.7.
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COROLLARY 6.2. Under the assumptions of Proposition 6.1, the spectrum IP of p-almost all
operators HE is the union of p compact subsets of IR. More precisely

p—1
¥P = U SPiwhere TP = g(HPY) p—pp. (6.1)
i=0

Moreover, if € € {pp,ac,sc}, and if TE (respectively £24) is the e-component of p-almost all
operators HP (resp. HE"), then

p—1
£r= o2t (6.2)

i=0

Proof. It is a consequence of a theorem given by Kunz and Souillard in [Ku, Sou] and extended by
Kirsch and Martinelli in [Ki, Mar]. By Proposition 6.1, i being fixed in {0,...,p — 1}, (H2)rex
is an Anderson model. Thus p-almost all operators HP* have the same spectrum and spectral
components. Theorem 3.7 concludes the proof. 000

Moreover, an analogue of the Kotani-Simon theorem can be stated.

THEOREM 6.3. Let (HE)zex be a p-sparse Anderson model. Then a,.(H}) = @ for p-almost all
.

Proof. By Proposition 6.1, (Ii'g"'),e_,\- is an Anderson model. The theorem of Kotani-Simon estab-
lishes that for p-almost all z, g,.(H2*) = @ (for more details, we refer the reader to [Ko] and [Si]).
Corollary 6.2 concludes the proof. 000

According to some peculiar properties of the common density function 7(.), several results can be
deduced. Firstly we can state an analogue of the Kunz and Souillard theorem (see for instance
[Ku, Sou], [Fi, Pa] or [C, F, Ki, Si], [B, L] and [Car, L]).

THEOREM 6.4. Let (HP)zex be a p-sparse Anderson model. We suppose that the common
density function of (V(n)), is a non-negative function such that there exist a real 0 < A < 1 with

sup | r(O(1+ £ )1 1< +oo (6.3)
e

Then, with probability 1, the spectrum is pure point and equal to
T? = [-2,2] + Supp(r) . (6.4)
Moreover all eigenvectors are exponentially localized.

Remark 6.1. Supp(r) denotes the support of the function r. If A and B are two subsets of IR, then
A+B={a+b;ae A andbeB}. o
Remark 6.2. According to Property (6.3), r is a bounded function. o

Proof. By Proposition 6.1, we can apply the Kunz and Souillard theorem, given in [Ku, Sou],
to each family (H2%)zex. For p-almost all z, the spectrum of HP' is pure point and equal to
[~2,2] + Supp(r). Applying Corollary 6.2 completes the proof. 000

In the particular case where the common density function r(.) is continuous with compact support,
we get Corollary 6.5.
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COROLLARY 6.5. Let (HE)zex be a p-sparse Anderson model. We suppose that the common
density function of (V(n)), verifies the following conditions:

(a) r is a continuous function on IR;

(b) v(t)=0+=>1t¢]a,fICR.

Then the spectrum is p-almost surely pure point and equal to
P=la-2,+2]. (6.5)

Moreover, all eigenvectors are exponentially localized.

Proof. Support of #(.) is [, 8] and r verifies Relation (6.3) for any A in ]0,1[. Proof is complete in
applying Theorem 6.4. 000
On another hand, if the random variables V(n) are Bernoulli distributed, an analogue of the
Carmona, Klein and Martinelli theorem is verified (see [Fi, Pa] for instance).

THEOREM 6.6. Let (HP);cx be a p-sparse Anderson model. We suppose that the sequence
(V(n)), ez, admits a Bernoulli distribution, that is to say:

_ {0 with probability p
V(n)(=) = {a with probability 1 — p, and « real.

Then the spectrum is p-almost surely pure point and equal to
2 =[-2,2Jle -2, +2]. (6.6)

Moreover, all eigenvectors are exponentially localized.

Proof. Using the same arguments as in the proof of Theorem 6.4 and according to the Carmona,
Klein and Martinelli theorem given in [Fi, Pa], we obtain the proof. 000

Remark 6.3. Let us mention that in the special cases corresponding to Theorems 6.4 and 6.6, and
to Corollary 6.5, neither the spectrum nor its nature changes with p. ©

7. Sparse Schrodinger operators with substitutional potentials

The class of almost periodic potentials lies between periodic and random cases. We study here
the subclass of substitutional potentials. In the first part, we recall some elementary results in
substitutional sequences. For more details, we refer the reader to [Que].

7.1. Substitutional dynamical systems

Let us consider a finite set A = {0,...,7 — 1} called an alphabet. We denote by AZ e set of
all bi-infinite sequences of letters from A. A word is a finite sequence of letters. We consider a
substitution & which associates to any letter a in A, a word £(a). Moreover £ will be supposed
primitive, which means that there exist a non-negative integer k such that for all pairs of letters a
and b in A, the word £¥(e) contains the letter b. We also assume that there exists a letter ¢ such
that c is the first letter of £(c).

Under the primitivity condition, £ admits fixed-points, that is to say there exist bilateral sequences
w=... W_y We Wy ... iN AZ such that £(w) = w (see [Dek] and [Que]). Such a fixed-point w
is called a substitutional sequence. It is a minimal sequence, which means that every word of w
occurs in w with bounded gaps (the bound depending on the word).
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We denote by T the shift operator on AL A topological dynamical system can be assigned in a
natural way to the substitutional sequence w. Precisely

X(6)={Tw; ke 7}, (7.1)

where the closure is according to the usual product topology on AL x (€) is a compact metrizable
set. The restriction of T to X (&) is again denoted by T. The pair (X (£),T) is a topological
dynamical system. Moreover it is minimal. Notice that under the primitivity condition on &, any
fixed-point w of £ generates the same dynamical system. From now on, a fixed-point w is given.
Let B be the o-algebra of Borel subsets of X(§). Under primitivity of £, there exists a unique
T-invariant probability measure g on X(£), which turns out to be ergodic (for more details see
[Que]). Thus T = (T, X (£), B, ) is a strictly ergodic dynamical system. 7 is called the dynamical
system generated by substitution £. Apply Theorem 4.1 for a given non-negative integer p, we find
a partition of X(£) into 8(p) parts. We always choose X to be the member of the partition
containing w. When §(p) = p, we deduce immediately from Corollary 4.3, the strict ergodicity of
7= (TII:‘.O,XO,BHO,;LU ).

PROPOSITION 7.1. If p is a non-negative integer such that §(p) = 1, then TP = (T?,X(£),B, 1)
is a minimal ergodic dynamical system.

Proof. According to [Dek], T? is minimal if and only if it is ergodic. 000

Now, if B = bg...b;j—1 is a word of letters from A, then j is called the length of B and is denoted
by |B|. When for any letter a of A4, the length of £(a) is equal to ¢, where £ is a non negative
integer, the substitution £ is said to have constant length or uniform length. Otherwise, it has non
constant length. In the case where £ is a substitution with constant length, we can say more about
the dynamical system 77 (we refer the reader to [Dek]).

PROPOSITION 7.2. Let us consider a substitution & with a constant length £, and a non-negative
integer p.

(i) If 6(p) = 1, then there exist a finite alphabet A and a primitive substitution n with
constant length equal to { on A, such that the dynamical system generated by the substitution n
is isomorphic to T?.

(i) I 6(p) = p, then there exist a finite alphabet A and a primitive substitution 5 with
constant length equal to £ on A, such that the dynamical system generated by the substitution n
is isomorphic to T¢.

(iti) In particular when p = £™, with m > 1, we know §({™) = £™. Moreover A=A, n=§,
thus TF is isomorphic to T .

Remark 7.1. The alphabet A and the substitution 7, just as the isomorphism between TP (re-
spectively 7) and the dynamical system generated by 7, are explicitly constructed in the proof

of M.F. Dekking (see [Dek]). o
7.2. Properties of the sparse Schrédinger operators
We only suppose that £ is a primitive substitution. Let us consider the potential (V,(n)), o7z given
by
Va(n) = f(T"s), Y n € Z (7.2)
where f is a real-valued bounded measurable application on X(£). Then [? is called a p-sparse

Schrédinger operator with substitutional potential. In the theory of Schrédinger operators we
usually consider f verifying

f(z) = v(z0) , (7.3)
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where v is a finite real-valued map from A and o is the first component of z. Moreover v is chosen
so that the resulting sequence of potential values V,, = (v(wn)), 7 is aperiodic.

According to Proposition 4.6, we know that if §(p) = p, then IF and its components are the unions
of p compact sets, which are respectively the spectra and the spectral components of the associated
operators on the dynamical system 7. In other words,

p=1 _ p—-1
P = | )& and £2=|JER,
i=0 i=0

where € € {pp, ac,sc}, EP* = o(HP*) for any z € Xo, and 5P = g (T2 for po-almost every x
in Xg. By Proposition 7.1, we find a similar result when é(p) equals 1.

PROPOSITION 7.8. If p is a non-negative integer such that §(p) = 1, then
(i) there exists a non-empty compact set of IR, denoted by £29 which is the spectrum of
H2O for any z € X(£), and such that
¥P = £po 4 (7"1)

(ii) for € € {pp,ac,sc} and if TP denotes the e-component of the spectrum of 2P for
p-almost all z in X(£), we see that

TP = 3P0 (7.5)

Proof. According to (4.3), (4.4) and Proposition 7.1, and since Xo = X(§), the proof is complete.
000

This proposition means that in the case where 6(p) is equal to 1, £¥ is exactly the spectrum of a
certain family of Schrédinger operators (H2°),¢ x(¢y whose potentials are given for any z in X&)
by

VPO(n) = Vi(np) = v(znp) , VR €. (7.6)

In the case where 6(p) equals p, we have to study the p families of the associated operators
(HE*)zex,, With 0 < i < p, whose potentials are given for any « in Xo and for 0 <t < p, by

V2i(n) = Valnp +14) = o(znpti) , V0 € T - (7.1

We are now able to state, in the extremal cases §(p) = 1 and 6(p) = p, a theorem concerning the
absolutely continuous component of LP.

THEOREM 7.4. Let £ be a primitive substitution on the alphabet A and p a non-negative integer.
If p is such that 6(p) = 1 (respectively, 6(p) = p), then there is no absolutely continuous spectrum
p-almost surely (respectively, po-almost surely).

Proof. We first consider the case 6(p) = 1. By (7.6) and Proposition 7.3, we have to study a new
family of Schrédinger operators (H?9).¢ x(¢), associated with the strictly p-ergodic dynamical
system 7P. But aperiodicity of V,, means that the topological support of g is not a finite set.
Thus V20 is not periodic, and we can apply the Kotani theorem to the family (T2°) e xce) (see
for instance [Ko]): for p-almost every  in X(£), PO does not admit any absolutely continuous
part in its spectrum.

For the second case 6(p) = p, we use (7.7) and the fact that the topological support of pyg is finite
if and only if it is the same for the topological support of , in view to apply the Kotani theorem
to the p families (H2"%) ex, with 0 < i < p. Proposition 4.6 completes the proof. 000
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When the substitution & is primitive and has constant length, Proposition 7.2 can be applied, and
means, under the condition §(p) = 1 or p, that each operator HP¥ is a Schrédinger operator with
substitutional potential. Moreover, when p = £™, the corresponding substitution is again &, and
the nature of the spectrum of these £™-sparse Schrédinger operators is the same as in the classical
case of one-dimensional discrete Schrodinger operators with the same substitutional potential. We
can say more: the nature of the spectrum ¢ does not change with m > 1.

We will illustrate these results by examples.

7.3. Examples

Example 7.3.1. The period-doubling substitution
We consider the alphabet A = {0,1}. The period doubling substitution is defined by

£E: 0 —01
1 —00.

It is a primitive substitution with constant length equal to 2. We can choose the fixed-point
w = lim £2*(0)lim £2™(0), i.e.

w=...010001001000100010001010100 ...

where the overline corresponds to the component wy. By primitivity of £, X (£) is generated by
any fixed-point, and the dynamical system generated by £ is strictly ergodic.

Moreover, the decomposition function can be calculated (for more details see [Dek]):

§(2")=2" Vn2>1
§my=1, ifm isodd
6(2"m)=2", ¥n21, VYmodd.

According to Theorem 7.4, the following proposition is deduced.

PROPOSITION 7.5. Let us consider the period doubling substitution on A = {0,1}. Then

(i) for any (non-negative) odd integer p, £ is the spectrum of a Schrédinger operator with
substitutional potential A2, for any z € X(£), and £2, = §;

(i) for any non-negative integer n, ¥2" is a Cantor set of zero Lebesgue measure, and for
p-almost all = in X, it is purely singular continuous.

Proof. (i) is a direct consequence of Theorem 7.4. For (i), we remark that each H24 is a Schrodinger
operator with substitutional potential generated by the period doubling substitution. But we
know, according to [Be, Bo, Gh] (see also [Bo, Gh], [P], [su]), that the spectrum of every associated
operator on Xp is a Cantor set of zero Lebesgue measure, and it is for po-almost z in Xo purely
singular continuous. So is £*". 000

Example 7.3.2. The Thue-Morse substitution
We consider the alphabet A = {0,1}. The Thue-Morse substitution is defined by

£E: 0 — 01
1 —10.

It is a primitive substitution with constant length equal to 2. We can choose the fixed-point
w = lim £2(0)lim £°7(0), i.e.

w=...011001101001 ...
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By primitivity the dynamical system generated by £ is strictly ergodic. Moreover, the decomposi-
tion function is known:

§(2M) =27, VYa>1
fm)=1, idm isodd
6(2"m)=2", ¥Yn>1, Vmodd.
According to Theorem 7.4, we find an analogue of Proposition 7.5

PROPOSITION 7.6. Let us consider the Thue-Morse substitution on A = {0,1}. Then

(i) for any (non-negative) odd integer p, £ is the spectrum of a Schrédinger operator with
substitutional potential H2®, for any z € X(£), and T8, = §;
(ii) for any non-negative integer m, 2" s a Cantor set of zero Lebesgue measure, and for

p-almost all  in X, it is purely singular continuous.

8. Conclusion

We can now compare the three special cases of p-sparse Schrodinger operators treated in this paper.
When the potential is a sequence of independent identically distributed random variables, neither
the nature of the spectrum nor its location change with p: the spectrum of H? is exactly the one
of the corresponding Schrédinger operator H = H 1

On the other side, if the potential is N-periodic, then the nature of the spectrum does not change
with p, just as the number of its bands (there are always N bands). But I? (the spectrum of HP),
is the same as the spectrum of the classical N-periodic Schrédinger operator only in the case of
p=1mod (N)or p= N - 1mod (N).

The case of the substitutional potentials, which lies between the two others, is more complicated
because linked with the decomposition function 6(p). In fact we only know that there exists no
absolutely continuous part in the spectrum of H? if §(p} = 1 or p. Moreover, if the primitive
substitution has a constant length £ and if p = £", then the nature of 7 is the one of the spectrum
of the corresponding substitutional Schrédinger operator H.

Finally, in these cases (random, periodic and substitutional), the spectral behavior of p-sparse
Schrédinger operators is similar to the one of the corresponding Schrédinger operators for all p
when the potential is random or periodic, and for §(p) = 1 or p when it is substitutional. We could
conjecture similar results for sparse Schrédinger operators with limit periodic or quasi-periodic
potentials. Such a study will surely leads us to a more accurate understanding of these random
operators.
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APPENDICE A

Décomposition du spectre

Soit # un espace de Milbert séparable. On considére A un opérateur linéaire borné auto-adjoint de H dans
lui-méme. On note {E(}) ; A € IR} sa famille spectrale. Nous donnons ici quelques définitions et rappelons
a cette occasion quelques faits utiles. Cet appendice sert aussi a fixer les notations en usage dans la theése
Pour plus de détails, nous renvoyons a [Dun,Sch},[Ber],[Fi;Pa},[ile] et [Kato].

A.1. Spectre d’un opérateur borné auto-adjoint

Le spectre o(A) d’un opérateur linéaire borné A est I'ensemble des valeurs A pour lesquelles 'opérateur
(Md — A) n’admet pas d'opérateur inverse borné défini sur H. Le spectre de A est un ensemble compact
non vide de ©. Lorsque A est auto-adjoint, o(A) est un sous-ensemble de IR, contenu dans Vintervalle

=AalnAl

Nous supposerons désormais que A est un opérateur (linéaire) auto-adjoint. Il lui est associé une mesure
spectrale F(-). Le spectre de I'opérateur A peut aussi étre caractérisé comme étant l'ensemble (fermé) des
points de croissance de la famille spectrale (E(A)) - Plus exactement,

o(d) = (M € R/Ve>0, EA+e)—E(r—¢) # 0}.

A.2. Spectre ponctuel et spectre continu

Le nombre réel A est une valeur propre de A s'il existe un vecteur non nul A € H tel que Ah = Ab. Le
spectre ponciuel de A, noté o,(A), est 'ensemble de toutes les valeurs propres de 4. C'est un ensemble au
plus dénombrable, caractérisé par

Aeay(4) = E({AD#0.

Dans tout ce travail, nous utilisons la notation ap;(A) pour désigner la fermeture du spectre pontuel. On
parle alors de spectre purement ponciuel. Notons Hp(A) = Hy le sous-espace vectoriel fermé de H, engendré
par tous les vecteurs propres de A, ainsi que 1r;,“ (= mp) la projection orthogonale sur #,. Alors m, =
Zi.AiEa’(A)E({,\.'}). Puisque toutes les projections orthogonales E({};}) commutent avec A, il en est de
méme pour Tp. On considére I'opérateur 4, = Ao 75(A), appelé partie ponctuelle de 'opérateur A. Alors
A, = mp 0 Aomp, et surtout

a(Ap) = 0p(A) = opp(4) .

De plus, si Hc(A) = H. désigne le complémentaire orthogonal de H, dans H, on peut définir la projection

orthogonale sur H. notée = 7. Alors 7, = Id = mp, m. commute avec Aet Aow, = w0 Aorm..
Posons A, = Aem,. Lespecire de ce nouvel opérateur A, est fermé dans IR et n'admet pas de valeurs

propres: c’est le spectre continu de A. On dit alors que A est la pertie continue de opérateur A, et on a
o.(A) =c(Ac).

Lorsque H, = H, alors ¢(A) = op(A). On dit que A a un spectre purement ponciuel. Le spectre de A est
alors formé par les valeurs propres de A, ainsi que par les valeurs d’adhérence de op(A). Par conlre lorsque
H, = 0, i.e. Ho=H, on parle de spectre purement confinu et o(A) = o.(A).

Les sous-espaces M, et M. peuvent aussi étre définis 2 partir des mesures boréliennes s (myp(A) =
(f, B(A)f) pour tout borélien A de IR et tout vecteur f de H. Alors M, (respectivement H.), est formé par
les vecteurs f pour lesquels la mesure m; est atomique (respectivement continue).
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En résumé,

o(4) = 55 (A) Uoo(A)
H = Hp(A) & He(A),

mais o.{A) et o,(A) ne sont pas toujours des ensembles disjoints.

A.3. Spectre singulier et spectre absolument continu

1l est possible d’appliquer le théoréme de décomposition de Lebesgue aux mesures my. On obtient alors une
unique décomposition de m; en la somme d'une mesure my,q. absolument continue (par rapport a la mesure
de Lebesgue), et d'une mesure my , singuliére par rapport 4 cette meéme mesure.

De par sa définition, la mesure m; dépend de la famille spectrale associée &8 A. On dit alors que f est
absolument continu (respectivement singulier) par rapport & A simy = my g, (respectivement si my = my,).
Le sous-espace vectoriel de #, engendré par les vecteurs absolument continus par rapport a A est noté
Hac(A) = Hae. Clest le sous-espace de continuité absolue de A. De meme, le sous-espace engendré par les
vecteurs singuliers par rapport & A, noté H,(A4) = H,, est le sous-espace des singularités de A. Ces deux
sous-espaces sont fermés et vérifient H = H,.(A) & H,{A). Remarquons que les projections orthogonales
Tac(A) = 7qe et m,(A) = 7, sur ces deux sous-espaces respectifs, commutent avec A.

Le spectre absolument continu de A, noté cac(A4), est le spectre de V'opérateur A oy, = g 0 A 0 Tge VU
comme un opérateur de Hg.. Le spectre singulier de A, o,(A) est de la méme facon, celui de Vopérateur
Aom, = m,0Aom, sur H,. Ces deux sous-ensembles de IR sont fermés et c(A) = o,(A)Uoa.(4).

A.4. Spectre singulier continu

11 existe en [ait des liens trés forts entre les spectres ponctuel et continu, et les spectres absolument continu
et singulier. Tout d’abord H, C H, et donc op(A) € o,(A). De plus, HE =Ha C 'H;," = H., de sorte que
cac(A) € oc(A). Il est alors possible de décomposer H, en une somme directe orthogonale H, = Hae & H,e,
olt H,. est le complémentaire de M. dans .. L'espace H,. correspond par ailleurs a ’ensemnble des vecteurs
f de H pour lesquels la mesure m; est singulitre continue par rapport & la mesure de Lebesgue. On obtient
la somme orthogonale

H= 'Hac(A) & ?‘t"(A) @ HP(A) .

Si m,c(A) = m,. désigne la projection orthogonale sur H,., le spectre de I'opérateur Ao 7, sur H,. est alors
appelé le spectre singulier continu de A et noté o,.. Une décomposition du spectre est donnée par:

0(A) = op(AYUoec(A)Ua,(A),

et ces ensembles ne sont pas forcément disjoints.

A.5. Spectre discret et spectre essentiel

1l existe une derniére décomposition du spectre. Le spectre discrel est 'ensemble de toutes les valeurs propres
isolées dans o(A), de multiplicité finie. On le note 64;,(A4). On a

A €04is(A) < ) point isolé de o(A) et 0 < dim(E({A\})H) < +e0.
Le spectre essentiel de A est 0¢.5(A) = 0(A) \ 4i5(A). Clest un ensemble fermé caractérisé par
AE T, (A) <= Ye> 0, dimB((A—¢€, A+ elyH =co.
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Le spectre essentiel est donc constitué par
¢ le spectre continu;
o les valeurs propres isolées de multiplicité infinie (ce qui ne se produit pas dans le cadre d’opérateurs
définis sur £2(Z2));
o les points d’accumulation du spectre ponctuel.
Lorsque le spectre ne posséde pas de valeur propre isolée, on parle d’ensemble parfail.

Une quasi-valeur propre de A ou weleur propre généralisée est un réel A pour lequel il existe une suite
(hn)peN d’éléments de norme 1 de H, telle que limn ||Ahn — Ahy|| = 0. Pour un opérateur auto-adjoint, A
appartient au spectre si et seulement si A est une quasi-valeur propre. On parle de valexr propre approzimce
pour une quasi-valeur propre lorsque la suite (), de la définition converge faiblement vers 0.

La caractérisation de Weyl du spectre essentiel est donnée par I’équivalence suivante:

A € 0eys(A) <> A est une valeur propre approximée .

On obtient ainsi la décomposition ¢(A) = 64i,(A) U 6,,(A) avec o4i,(A) N o...(A) = §. Lorsque
o(A) = 0.,,(A), on parle de spectre purement essentiel.
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APPENDICE B

Suites presque périodiques

Dans cet appendice, deux définitions différentes de suites presque périodiques sont énoncées, en accord
avec celles de J.L. Mauclaire (voir [M]). Dans la littérature se rapportant aux opérateurs de Schrodinger
aléatoires, la distinction entre ces deux notions n'est jamais parfaitement claire, alors qu’elle induit des
résultats différents. On parle de potentiels presques périodiques, qu'il s’agisse de suites de presque-Mathieu
(quasi-périodiques uniformes), de potentiels hiérarchiques (limite périodiques uniformes) ou de suites stur-
miennes (1-Besicovitch presque périodiques).

Nous terminons cet appendice avec un tableau récapitulatil des divers types de suites presque périodiques
rencontrés.

Dans V'espace vectoriel £2°(ZZ) des suites réelles bornées, on se donne un élément w = (wp)nez. On note 8
'opérateur décalage bilatéral.

B.1. Presque périodicité uniforme, limite périodicité, quasi-périodicité
L’ensemble des décalés de v dans £%(Z) est, par définition,
={Sw; keZ}. (B.1)

On dit que v est presque périodique uniforme (ou encore presque penod:qnc au sens de Dohr), si et seulement
si ’ensemble I' admet une fermeture compacte dans £~(ZZ) muni de la norme uniforme. Le fermé X = T
est appelé I'enveloppe, ou aussi 'orbite, de la suite w. Alors = est un élément de X si et seulement s’il est
limite uniforme d’une suite (5% w);en.

PROPOSITION B.1. Soit w une suite presque périodique uniforme. Alors son enveloppe X est un groupe
topologique compact.

Pour plus de détails, nous nous référons & [M], [Ped] et [Car;L].

On remarque également que l'application qui & tout entier k associe $*w est un morphisme continu de
groupes. Par dualité, il est alors possible de considérer le morphisme de X 4 valeurs dans 7. L’ensemble X
est le module de fréquence associé & la suite presque périodique w. Par le théoréme de Peter-Weyl sur X, w
est limite uniforme d’une combinaison linéaire de la forme e*7°* ol a € X et k € Z.

Un élément w de £°(Z) est dit limile-périodique (uniforme) lorsqu’il est la limite uniforme d’une suite
(¥™")nen d’éléments périodiques de (> (7Z):

lim sup |vf = we| =0. B2
n_mkegzlk k| (B.2)

On a alors la

PROPOSITION B.2. Si w est limite-périodique (uniforme), alors w est presque périodique uniforme.

On en déduit que si w est limite-périodique, il admet un module de fréquence X. De plus, les éléments de
son module de fréquence sont rationnels: on dit que X a la propriéié du diviseur, & savoir

Vi,jeX,deX; ef.%e?z. (B.3)

SRR T

Remarque B.1. Une telle caractérisation est donnée par exemple par Avron et Simon (voir [Av;Si;1]).
o
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Soit enfin w une suite presque périodique de module de fréquence X. On dit que w est quasi-périodique si
et seulement si X est finiment engendré.

Eremple 1. Soit g une fonction définie sur IR & valeurs réelles, continue et périodique de période 1. Soit
également o un nombre irrationnel. On définit la suite w(®) comme suit:

YneZ, w(")(n) = g(na) .
La suite w(®) est presque périodique uniforme, et son enveloppe est X = {w(“"’) ; = € [0,1{}. Plus
précisément, si g est telle que {k € Z ; §(k) #0} engendre Z (ol §(k) sont les coefficients de Fourier de 9),
alors la suite w(®) est quasi-périodique.

Ezemple 2. En particulier si g(.) = Acos(.) oit A € IR, la suite w(®) est quasi-périodique. Llle est appelée
suile de presque Mathicu,

B.2. Presque périodicité au sens de Besicovitch

Dans ¢*°(Z), on peut également définir

. 1 i
Yu, v € £2(Z) , di(u,v) = hrr‘rls;p 1 z Jup — vl (B.4)

k=-n
Notons que d; n'est pas une distance. Un élément w de £°(ZZ) est dit I-Besicovitch presque périodique s'il
existe une suite de polyndmes trigonométriques (Pﬂ)neIN' telle que

“llrrgo dy(Pn,w) =0, (B.5)
avec P, (k) = Z'.'Ql aﬂljez"“!“. Ainsi, w est une suite 1-Besicovitch presque périodique lorsque w est limite,
au sens de d), d’une suite d’éléments presque périodiques uniformes.

Ezemple 3. La suite w définie par
VieZ, we = Axs(ka(modl)) , (B.6)

oti A € IR, a est un irrationnel tel que 0 < @ < 1 et 1 la fonction caractéristique d’un intervalle I de [0, 1],
est 1-Besicovitch presque périodique. Elle est appelée suite circulaire.

Remarque B.4. Une suite circulaire n’est pas une suite presque périodique uniforme. o

Remargue B.5. En particulier, les suites circulaires qui apparaissent dans la théorie des opérateurs
aléatoires de Schrodinger sont de 1'une des formes suivantes:

1wy = Allo‘al(fca(mod n),
wg = Aljg q)(kamod 1)),
wy = /\lll_mll(kﬂ’(mod 1)) .
ouneZ, deRetac[0,I\D. o

Remarque B.6. Par ailleurs, si w est une suite circulaire de I'une des trois formes précédentes et 51 A = 1,
on parle de suites sturmiennes.  ©

Remarque B.7. Sienfin w est une suite circulaire de I'une des trois formes de la remarque F.5 ct si
o = (v/5 — 1)/2, on parle de la suite de Fibonacci. o

Ezemple {. Plus généralement, soit f une fonction réelle d’une variable réelle, périodique de période 1 et
Riemann-intégrable. Soit & € IR\D. Alors la suite w définie par

VEEZ, w = f(ka), (B.7)
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est 1-Besicovitch presque périodique.
De méme que dans le cadre uniforme, il est possible de définir une suite 1-Besicovitch limite-périodique
comme limite, au sens de d;, d’une suite d’éléments périodiques.

B.3. Tableau récapitulatif

Suites presque périodigues

N

Sultes presque périodiques uniforme Suites 1-Besicovitch presque périodique
dfiev) = supgl ug vyl HEC el
X grovpe topologique compact dyfm vl = limsup, 20 DX g Vvl
Suites quasi-périodigues Suites limite périodiques uniformes Suites §-Besicovitch limite périodiques
Q  finiment engendré Lata propridié do divireur
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APPENDICE C

Suites substitutives

Dans cet appendice, nous redonnons les définitions de base, nécessaires a la bonne compréhension des
opérateurs de Schrédinger & potentiels substitutifs, et nous dressons une liste non exhaustive des différentes
suites de substitution rencontrées dans la littérature. Rien n’est évidemment démontré. Pour plus de détails,
nous renvoyons i [Que;1] et [Dek;1] en particulier.

C.1. Lettres, mots, suites, espace topologique

Soit .4 un alphabet fini formé de s lettres, avec s > 2; explicitement, posons A = {0,...,s —1}. On note
AF Pensemble des mots formés de k lettres de A. L’ensemble de tous les mots finis est A® = Uy, AL, Si
&= ag...a—y est un élément de A*, alors n est la longueur de ce mot, et on écrit |&| = n. Le nombre de fois
ot la lettre a apparait dans le mot & est noté N,(w). Les éléments de AZ sont les suiles bi-infinies de lettres

de A. Ils sont notés sous la forme z = ...zo1ZpZ1Z2..., 00 2, € A pour tout n. Siz = ... 2_120T; ... est
une suite, alors (], pour k < n, représente le mot zxTeqr ... 2n- Si (Ax)rez est une suite bi-infinie de
mots (finis), on peut alors former un élément de AZ par concaténation: z = o A_jAgAy ..., 00 Ao signifie
que Z[g,)al-1] = Ao

On peut munir AZ de la métrique d définie par: d(z,y) = ¥ ez EI!FI'I"": — | La base de la topologie induite
sur AZ par d est formée par les cylindres ainsi que leurs décalés: ceci correspond A la topologie produit. Un
cylindre [a], ol o est un mot fini, est exactement {z € AZ 29 a]-1] = @} Le décalage sur A% est notée
T. il est défini par (T2)n = Tn41, pour tout n et tout z € A%,

C.2. Substitution

Une substitution est une application £ : A — A°. La matrice associée & la substitution est notée A/(¢), elle
est définie par M(€)i; = Ni(€(j)), pour 0 € i,j < s = 1. La j-éme colonne représente la composition du
mot £(j) et |€(H)] = E.’;g M(€);; = Ij. La longueur de la substitution £ est le vecteur (lp, ..., l;-1). Si tous
les {; sont égaux, on dit que la substitution est ¢ longucur constante. Dans le cas contraire, on dit qu’elle
est & lengueur non conslante.

L’application £ se prolonge par concaténation a A", puis & AZ. On définit en effet:

£(a)=£(au?...f(an) sioa=ap...oqn € A
E(z) =...8(x_1)E(z0)é(z1)... siz=...zo1ToTy... € A%

La substitution £ est dite irréductible si elle vérifie la condition suivante:
Ya,be A, Ik €IN* tel que £*(a) contient b .

Si k peut étre choisi indépendamment de a et de b, on parle de substitution primitive. La primitivité de §
signifie qu'il existe un entier non nul k pour lequel chaque £*(a) contient tous les éléments de A.

Remarque C.1. Il est également possible de considérer la substitution £, définie par £*(a) = E(€""'a),
pour tout entier n > 1. On peut vérifier que la matrice correspondant & £", est exactement M(E)". La
primitivité de £ est alors équivalente & Vexistence d’un entier k > 1 tel que M(€)* > 0, soit M(E*);; 21
pour toutes les lettres i et j de A. De plus £ est primitive si et seulement si €% est primitive. 3
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Lorsque £ est primitive, le théoréme de Perron-Frobénius assure l'existence d’une valeur propre dominante
positive 0 de M(£) qui soit telle que toute autre valeur propre soit de module inférieur ou égal a 0. Par
ailleurs, il existe un vecteur propre associé a f dont les composantes (dy,...,d,) sont positives et vérifient
S 1<ics di = 1. Enfin, pour : € {1,...,s} et pour tout @ € A,

= lim M)
N O

Remarque C.2. Si € est une substitution primitive et A longueur constante, alors la valeur propre de
Perron-Frobénius de M (£) est exactement cette longueur. ¢

C.3. Suites substitutives

Pour toute substitution £, on peut trouver deux lettres a et b de A, ainsi qu’un entier n > 1, tels que la

derniére lettre de £7(a) est égale a a, et que la premiere lettre de £7(b) est exactement b. On dit alors que
ab est un couple cycligue pour £. Tout couple cyclique ab engendre une suite w?® de la maniére suivante:

Yk _>_ 0, wf-b]E""(a)I.[E""(b)I-ll = E"‘L'(G)Eﬂk(b) .

De plus, parmi les couples cycliques pour €, il en existe toujours au moins un pour lequel la suite w"® est
minimale (dite encore presque périodigue), c'est-a-dire que toute apparition d’un mot fini dans w® ne se
produit qu’avec des lacunes bornées. On parle alors de suite substitutive.

Remarque C.3. Pour plus de détails sur les couples cycliques, nous nous réfererons a Dekking [Dek:1].
Des exemples de tels couples sont donnés dans le paragraphe suivant. ¢

C.4. Une liste non exhaustive de suites substitutives

La suite de Fibonacci
La substitution de Fibonacci est définie sur 'alphabet A = {0, 1} par:

l —— 0

Sa matrice M(€) est alors (i (1)) Cette substitution est & longueur non constante (2, 1), mais primitive
(M(€)? > 0). La valeur propre de Perron-Frobénius est le nombre d'or # = (1 + v/5)/2, et le vecteur propre
normalisé associé a pour coordonnées ( 11//3'-’)'

De plus, £2(0) = 010, donc 00 est un couple cyclique possible. w" est exactement la suite de Fibonacet
bi-infinie. C'est une suite minimale.

La suite & période doublante

La substitution & période doublante est définie sur I'alphabet A = {0,1} par:

E:0m— 01
1 — 00

Sa matrice M(£) est alors (i g) C’est une substitution 2 longueur constante égale i 2 et primitive

(M(€)° > 0). La valeur propre de Perron-Frobénius est # = 2, et le vecteur propre normalisé associ¢ a pour
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2/

coordonnées (l/g) . De plus, £2(0) = 0100, donc 00 est un couple cyclique possible. w™ est exactement la

suile & période doublante bi-infinic. C'est une suite minimale.

La suite de Thue-Morse
La substitution de Thue-Morse est définie sur V’alphabet A = {0,1} par:

£:0 — 01
1 +— 10

Sa matrice M(£) est alors (i i) C'est une substitution & longueur constante égale & 2 et primitive
(M(£) > 0). La valeur propre de Perron-Frobénius est 0 = 2, et le vecteur propre normalisé associé a pour
coordonnées 1/2

De plus, £2(0) = 0110, donc 00 est un couple cyclique possible. w est exactement la suite de Thue-Morse
bi-infinie. C'est une suite minimale.

La suite de Rudin-Shapiro
La substitution de Rudin-Shapiro est définie sur I'alphabet A = {0,1,2,3} par:

£:0 — 02
1 +— 32
2 — 0}
33— 1
1 010
Sa matrice M(£) est alors (1] ? (1) (l) . C'est une substitution & longueur constante égale & 2 et primitive
0101

(M{£)® > 0). La valeur propre de Perron-Frobénius est 0 = 2, et le vecteur propre normalisé associé a toutes
ses coordonnées égales (& 1/4). De plus, £2(1) = 3101 et £2(0) = 0201, donc 10 est un couple cyclique
possible.

La suite de pliage de papier
La substitution de pliage de papier est définie sur I'alphabet A = {0, 1,2, 3} par:

€ :0+— 01
1 — 13
2 — 02
3 — 23
1 0190
Sa matrice M () est alors (1) (1) (1) ? . C’est une substitution & longueur constante égale a 2, et primitive
0101

{M(£)® > 0). La valeur propre de Perron-Frobénius est § = 2.
De plus, £(3) = 23 et £(0) = 01, donc 10 est un couple cycligue possible. C’est une suite minimale.
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La suite de non-Pisot binaire
La substitution de non-Pisot binaire est définie sur I'alphabet A = {0, 1} par:

£:0— 01
1 — 000

Sa matrice M (&) est alors (i g) £ est une substitution & longueur non constante (2,3), mais primitive

(M{€)? > 0). La valeur propre de Perron-Frobénius est 8 = (1 + v/13)/2, et le vecteur propre normalisé
associé a pour coordonnées 3 : g)

De plus, £2(0) = 0000, donc 00 est un couple cyclique possible.w®® est exactement la suite de non-Pisol
binaire. C'est une suite minimale.

La suite de non-Pisot ternaire
La substitution de non-Pisot ternaire est définie sur V’alphabet A = {0, 1,2} par:
£:0+— 2

1+— 0

2 — 101

01
Sa matrice M(£) est alors | 0 0 £ est une substitution & longueur non constante (1,1,3), mais
1 0

1

2

0
primitive (M (£)* > 0). De plus, £3(0) = 020, donc 00 est un couple cyclique possible.w® est exactement la
suite de non-Pisof ternaire, C'est une suite minimale.

La suite circulaire
La substitution circulaire est définie sur ’alphabet .4 = {0, 1,2} par:

£:0 +— 202
1 — 02202
2 — 01202
1 2 2
Sa matrice M(€) est alors [ 0 0 1]. £ est une substitution 3 longueur non constante (3,5,5), mais
2 3 2
primitive (M(£)* > 0). La valeur propre de Perron-Frobénius est § = 2+ /5, et le vecteur propre normalisé
5-10
associé a pour coordonnées (1/2) (0 - 4) . De plus, 20 est un couple cyclique possible.
1

C’est une suite minimale.

La suite de Thue-Morse généralisée
La substitution de Thue-Morse généralisée est définie sur I’alphabet A=1{0,1,2,3} par:
£:0 — 013
1 — 102
2 — 231
3 — 320
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1 101
Sa matrice M(£) est alors (l) i i (1] et £ est une substitution a longueur constante égale & 3; elle est
1011

primitive (M(£)? > 0). La valeur propre de Perron-Frobénius est ¢ = 3; le vecteur propre normalisé associé

a pour coordonnées i;g . De plus, £2(0) = 013102320, donc 00 est un couple cyclique possible. w?® est

1/4
exactemnent la suite de Thue-Morse généralisée. C'est une suite minimale.

La suite de Fibonacci généralisée

La substitution de Fibonacci généralisée est définie sur I’alphabet A = {0,1} par:

n s 0 — 01...1=01"

1 — 0 '

ol n est un entier naturel non nul (pour n = 1, on retrouve la substitution de Fibonacci classique). Sa

matrice M(£,) est alors ( i 3

(M(£n)? > 0). La valeur propre de Perron-Frobénius est 8, = (14++/An + 1)/2, et le vecteur propre normalisé

) . €n est une substitution a longueur non constante (n+1,1), mais primitive

o . 1/0,
associé a pour coordonnées (n 102 ) .

De plus, £2(0) = 01"0"~'0, donc 00 est un couple cyclique possible. w% est exactement la suite de Fibonacct
généralisée. C'est une suite minimale.
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