N
N

N

HAL

open science

Modélisation et simulation des connexions intra et inter
systémes électroniques

Nadia Iassamen

» To cite this version:

Nadia lassamen. Modélisation et simulation des connexions intra et inter systémes électroniques.
Autre. Université de Bretagne occidentale - Brest, 2013. Francais. NNT: 2013BRES0030 .

00965131

HAL Id: tel-00965131
https://theses.hal.science/tel-00965131

Submitted on 24 Mar 2014

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

tel-


https://theses.hal.science/tel-00965131
https://hal.archives-ouvertes.fr

W30

université de bretagne
occidentale

THESE / UNIVERSITE DE BRETAGNE OCCIDENTALE  Présentée par

sous le sceau de I'Université européenne de Bretagne N ad | a | AS S AM E N

pour obtenir le titre de

DOCTEUR DE L’UNIVERSITE DE BRETAGNE OCCIDENTALE
Mention : STIC CNRS Lab-STICC

Ecole Doctorale SICMA

Modélisation et simulation
des connexions intra et
inter systémes
électroniques

Préparée au Laboratoire

Thése soutenue le 3 décembre 2013
devant le jury composeé de :

M. CASTANIE Francis

Professeur des Universités, Institut National
Polytechnique, TOULOUSE / Rapporteur

Mme CLOASTRE Pascale

Maitre de Conférences, Université de Bretagne
Occidentale, BREST / Co-encadrante

M. FLECHET Bernard

Professeur des Universités, Université de Savoie,
LE BOURGET DU LAC / Président du jury

M. MALTI Rachid

Maitre de Conférences, HDR, Université de
Bordeaux 1, TALENCE / Rapporteur

M. TANGUY Noél

Professeur des Universités, Université de Bretagne
Occidentale, BREST / Directeur de these

M. TELESCU Mihai

Maitre de Conférences, Université de Bretagne
Occidentale, BREST / Invité












Remerciements

Ce travail a été réalisé au laboratoire des sciences techniquesmfibenhation, de la
communication et de la connaissance (lBEC UMR CNRS) a [’'Université de
Bretagne Occidentale (UBO).

Tout d’abord j’adresse mes plus vifs remerciements et ma profonde reconnaissance a
mon directeur de these monsieur Noél TANGUY, Professeur a I’Université de Bretagne
Occidentale (UBO) a BREST qui m’a offert [’opportunité de faire cette these, pour son
encadrement, ses conseils, son soutien et sa patience.

Je remercie bien chaleureusement madame Pascale Cloastre ndaitcesférences a
[’UBO d’avoir co-encadré ce travail de these, pour ses conseils avisés qui m’ont permis
de réaliser ce travail dans les meilleures conditions.

Je remercie égalementfihai TELESCU maitre de conférences a I’'UBO pour S€s
connaissances en théorie des circuits m’ont été d’un réel soutien.

J’adresse mes sinceres remerciements a monsieur Bernard FLECHET, professeur a
['université de Savoie, qui m’a fait ’honneur d’accepter la présidence du jury de these.

Je voudrais encore remercier monsieur Francis CASTANIE, professeunigdessités,

a l'institut national polytechnique de TOULOUSE, et monsieur Rachid MALTI maitre

de conférences, HDR, a université de Bordeaux 1, TALENCE pour I'honneur qu'ils
m'ont fait en acceptant d’étre rapporteurs de ce travail de these. Leurs suggestions

m’ont été tres utiles pour améliorer la qualité de mon mémoire de these.

Je ne saurais oublier les autres membres du laboratoire, enseignantétases,
techniciens doctorants et ex-doctorants qui, a divers titres et dans diveonstances
m'ont apporté leur aide et leur soutien, et grace auxquels I'ambiance a toéj@urs
amicale et agréable.

Je remercie la région de Bretagi avoir financée ma thése. Sans ce financement ces
travaux n’auraient pas pu se réaliser.

Mes pensées iront surtout vers mes parents qui m’ont permis de poursuivre mes études
Jjusqu’a aujourd’hui. Merci a toute ma famille, et ma belle-famille, qui ont toujours eu
confiance en moi et m’ont soutenu pendant toutes ces années.

Jeremerciedu fond du ceeur mon mari Omar qui m’a supporté et soutenu pendant la
these et particulierement la rédaction Je dédie finalememnagait a mes files Sarah
et Inés nées durant ces années de these.






Sommaire

8T 0 111 1T T 5
Liste des FIQUIeS.......uuuueueeiiiiiiiiiiii i 8
Liste des TableauX .........ccoiiiieeiiiiiiimii i e 11
L] [0 ToT =T T 12
Introduction géneérale............ooiiiiiiiieee e ——————— 15

Chapitre | : Interconnexions intra et inter systémes électroniques :

problématique et modélisation ...........ccooor i —————— 19

0 O 0 o o 18 o [ o 1RO RRRPP 21
l.2. Evolution technologique des circuits intégrés : contexte général, évolution et
101 00 F= T g 0TS U TUPPPRPPT 21
I.3 Problématique des réseauX d’ INteTCONMNEXIONS ..uuvvruureeerineererieeeetieeeeiaeeeeneeeerneeeeeneaeens 23
[.3.1 Evolition technologique des réseaux d’iNtercONNEXioNS ........euueeeeeeeeeeeeereeeeee. 23
1.3.2. Les problémes électriques liés aux interconNexions ...............cceeeeeeeeeeeeeeennnn. 24
l.4. Objectif des travaux de reCherChe ... 26
1.5. Modélisation des iNtErCONNEXIONS........cciiiiiiiiiiiiiriiii ittt e e e e e e e e e e e e e e e s s 28
1.5.1. Les équations de MaXWeIl.........cooouuiiiiiiiiiiiiiie et 28
1.5.2. Equations des tel&graphiStes ...........cuuuiuiiiiiiiiiie e 29
1.5.3. Modélisation 3D (extraction de paramétres RLCG) ........cccccceevviiiiiiieeeennnee. 35
1.5.4. Modélisation PEEC...........ooo i 35
1.5.5. Bilan sur les modgles classiques d’interconneXion .............eeereeeeeeeeeereeeeennnnns 36
1.6. Réduction d’ordre des modéles d’iNtercONNEXION ......ccuuveuniiiueiiieeeiieeeie e e e eaeeeanns 36
1.6.1. Méthodes utilisant des représentations d’€tat .............cooovvvviiiiiiiiiiiiiinineeeeeeen, 37
e Modele de ligne d’interconnexion RLC ............ovviiiiiiiiiiiiiin 38
e Reéduction par projection sur un sous-espace de Krylov ...........cccceevvvvvvivivnnnnnnn 39
o  AULES tECHNIQUES ....oooiiiiieiie e 41
1.6.2. Méthode utilisant des mesures en frEQUENCE.............eeeciiieeiiiieeeeeeeeeeeeeeeiiiiaeas 41
1.7. Travaux antérieurs menés au Lab-STICC...........uuuiiiiiiiiiiiiiieeceeee e 42
1.8. Méthode développée durant ce travail de theSe ..............vvviiiiiiiiiiiieecee, 43
S T o) o 11153 ) o PSR 44

Chapitre Il : Approximation rationnelle a I’aide de fonctions orthogonales ....45

0 O 1 o Yo 18 o 1o ] o PP PPPPUPPPPP PP 47

[1.2. Définition des fonctions de MUNZ-LagUEITE.............uvvuuuiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeve e 48
[1.2.1. Cas particulier : les fonctions de LAgQUEITE ..........coevvvvivueiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeiianens 50

[1.3. Définition des fONCIONS de KAULZ ..........eeeviiiiiiiiiiieieieee e 50

R o o] o 1= (1 PSPPSR 51
I1.4.2. Représentations temporelle et fréquentielle des fonctions de Kautz ............ 53

II.5. Représentation sur la base des fonctions de MUntz-Laguerre ..........cccceeeeeevvevvevevnnnnnnns 55
[1.5.1. Détermination des spectres de MUntz-Laguerre ...........cccccovvviiieeeeenniiiinennn. 56

I1.6. Représentation sur la base des fonctions de Kautz .............ccccoeevvivviiiiiiiiiiiiiie e 59



11.6.1. Détermination des spectres de KaUtZ...........ooocuveiiiieiiiiiiiieiee e 59

[1.7. Exemples de MOAElISALION ..........cccoiiiiiiiiieee e e e e e e e e e e e e e e eeaannnnes 60
[1.7.1. Exemple d'un cable SoUS-Marin ... 60
[1.7.2. Exemple d'un circuit 2 ligne RC ........cccooiiiiiiiiieeeeecee e 62
I1.7.3. Exemple d’une ligne de transSmiSSion ...........coeeeeeeeiiiiieiiiriiiiiiiassse e e e 64

1S T @] o o4 [ 13 o o [ PP TTTRRPPP 66

Chapitre Ill : Réduction d’ordre des modeéles.........ccccccoimmiiemciiiirieenccen e 67

00 [ Yo 18 o 1o ] o [P PUPPPPPPPPR 69

II1.2. Méthodes de réduction d’Ordre..........cceuuiiiiiiiii e e e e e e e eeas 70
[11.2.1. Formulation du probléme de réduction ............cccceevvieiieeeiiiiiicicee 70
[11.2.2. MEthOAES ANtEIIBUIES.......ccce e e e e e 70
[11.2.3. Méthode de réduction développée durant la these ..........cccceeeveeiiiiieeinnnnnne, 74

l11.3. Méthode de réduction utilisant les fonctions de Mintz-Laguerre (MLOR) ............... 74

111.3.1. Construction d’un ensemble de fonctions relatives & f(S) ...coovvrereereeeanene 75

[11.3.2. Construction du modele rédUit ...........coooeuuiiiiiiiiiiie e, 77
[11.3.3. Optimisation des COEffICIENTR, ........uuvvrrmmmmiiiiiiiiiiieeeee e 78

111.3.4. Calcul du spectre des fONCHOMES) ... ..vvrveeereeriieaieiere e 79

[Il.4. Méthode de réduction utilisant les fonctions de Kautz (KOR) ..........cccceevvvviiiviieennn. 82
l11.4.1. Construction d'un ensemble de fonctions relativé&h.......................... 82
[11.4.2. Construction du Modeéle reduit ..............oooouiiiiieeiiiiiiiiieee e 83
111.4.3. Optimisation des coeffiCient, ..........cccccvveiiiiiiiiii 84

111.4.4. Calcul du spectre des fONCHOHE(S) ....oovveerrreeiieeiirieeiiieecee e eee e 85

I11.5. Quelques exemples académiques d’application de la méthode de réduction.............. 86
H1.5.1. EXEMPIE € LUCAS ....uoeiieiiiie et e e e e 86
[11.5.2. Exemple d'un cable SOUS-Marin.........cccooiiiiiiiiiiiiieeeeee e 92
[1.5.3. EXemPIle de LEPSCNY ...ovvuiiiiiieiie e 96
[1.5.4. EXEMPIE A€ SPANOS ....evviiiiiiiiiiiiiiieaee et e e e e e e e e e 98
H1.5.5. Exemple de HYland ...........coooiiiiiii e 100
[11.5.6. Bilan et COMPAraiSON ..........cceviiiiiiiiiiiie e ee e e e e e e e e e e e eeeees 102
[11.5.7. Préservation de la stabilité..............ooooiiiiiiiiiiee e 103

[11.6. Extension de la méthode de réduction aux systemes MIMO ..............ccovvvvviieiinennnn. 105

A o o 11 11 o PR 106

Chapitre IV : Mise en ceuvre et application ... 109
Y8 a1 o To 18 Tox £ o PSR PPTUPPPPRRTPR 111
IV.1. Exemple d’une ligne de tranSmiSSION ........cvevuuivverunneeiiinneeeineeeeineeeenneeennnnns 111
IV.2. Exemple de 5 ligNes COUPIEES .......cccoiiiiiiiiieiiiiiiiieee et 117
IV.3. Exemple d’un réseau RLC en arbre .........cooovvvviiiiiiiiiiiiiinccin e 121
IV.4. Exemple d’un boitier StratEde ...........uuuiiiiiiiiiiiiiiiiie e 124
NV T o] o o] [ 11 o] IO PPPPPPPPPPRRPRP 126
Conclusion et Perspectives........ccccciiiiiiieiciiiiirc s e 129

Production scientifique ........c..ooiiiiimncii e 135

Références bibliographiques ... e e 137



ANNEXES ....eiiiiieeiii i ra e r et rnn e e rnnnn 145
Annexe A  Conservation des R premiers coeffidgn.............ccceeeevvviiiiiiiicicieeee e, 147
Annexe B Calcul du spectre des fONCHOBIS(S)  vvrvvreereeereremerernirinirieieiseseseseneens 148

Annexe C  UtIlISatioN de ELSID ...



Liste des Figures

Figure 1.1 : Assemblage de puces pour une intégration 3D [FOUQ6]....................... 22
Figure 1.2 : Effets des interconnexions sur un signal propageé.............ccceeeeeevevvnnnn.. 24
Figure 1.3: lllustration du couplage diaphonique entre 2 interconmexioisines. La ligne

au repos (en bas) est parasitée par la ligne active (8n.hau...............ccccoeeeeeeeiinnnnnn 25
Figure 1.4 : Lignes d’interconnexions a différents niveaux .............ccoeveviiiiiiiiniiiinnennnnnn. 26
Figure 1.5 : Démarche de modélisation des interconnNexions.............cccceeevvviieeeeeenns 27
Figure 1.6 : Modg¢le é€lectrique équivalent d’un trongon de ligne de transmission .............. 30
Figure 1.7 : Modele éledtfue de deux lignes d’interconnexions couplées....................... 31
Figure 1.8 : Systéme de N lignes d’interconnexions COUPlEEs ...........coeuurriieriieiernnneeennnn. 32
Figure 1.9 : Une ligne modélisée par des cellules RLC............ooovviiiiiiiiiiiiiiiiinneenn. 38.
Figure 1.10 : Schéma des étapes de modélisation et réduction d'ordre..................43
Figure 1.1 : Filtre associé aux fonctions de MUNtz-LagRIELr.............ceeveeeeeeiinenneeennn. 49
Figure 11.2 : Filtre associé aux fonctions de Kautz aRes) = $° + oS+ Ty evereeverernenes 51
Figures I1.3 et 1.4 : Module et phase dgs) & ¢,(s) pour é@ ={1;2}......cccceeervrrrrernne. 52
Figures 1.5 et 11.6 : Module et phase @és) & ¢,(s) pour @ ={1+5i } ....cocccvrrerernnne. 52
Figures 11.7 et 11.8 3, (t) poura={%2} (m=1, 30u5etm=2, 4 0U.6).......c.c0ervrr.... 53
Figures 11.9 et 11.10 i ,(t) pour g = {1+ 5i } (M=1, 30u5etm=2, 40U 6)................ 53
Figures 11.11 et 11.12 : Module et phase @is) & y,4(s) poura ={1,2}.....ccccceevrvvenenen. 54
Figures 11.13 et 11.14: Module et phase glgs) & 174(s) pour G = {1£5i |......ccccerrrurnne. 54
Figure 11.15 : Module dej,(s) pour différents jeux de péles réels ou complexes conjugués
............................................................................................................................ 5h.........
Figure 11.16 : Module dey,(s) pour différents jeux de poles réels ou complexes conjugués
............................................................................................................................ 5h.........
Figures Il. 17 et 11.18 : Réponses fréquentielles (module et pHask() et de son modéle

08 MUNTZ-LAQUEITE ...ttt e e e et e e e e e e ebt e e e e e e esananns 61......
Figures 11.19 et 11.20 : Réponses fréquentielles (module et pHasé(s) et de son modéle

(0 L= - LU | 2P PUPPPPPRN 61........
Figure 11.21 : Réponse impulsionnelldt) et son modéle de Kautz approa(é) .......... 62
Figure 11.22 : Schéma d’un circuit RC diStriDUE. ...........ccoooviiiiiiiiiiiis 62..
Figures 11.23 et 11.24 : Réponses fréquentielles (modules et hdsef(s) et de son
MOAEIE B KAULZ........coeiiiiiiiiiii e 63......
Figures 11.25 et 11.26 : Réponses fréquentielles (module et pHasé(s) et de son modéle

(o[ [0 ] | v = To 18 =] = PP 63......
Figure I1.27 : Ligne d’interconnexion avec une charge capacitive .............ccevvevernneennnn. 64
Figures 11.28 et I1.29 : Réponses fréquentielles (modules etegphate f(s) et de son
MOAEIE dE KAULZ.......cco i 65......
Figures 11.30 et 11.31 : Réponses fréquentielles (module et ptiaséjs) et de son modéle

08 MUNTZLAQUEITE. ... ettt e e e et e e e e e ebt e e e e e eeeaennns 65......
Figure III.1 : Principe de construction de I’ensemble Qg. .........oovvviiiiiiiiiiiiiiiiiieiiieees 73

Figure II1.2 : Schéma complet de 1’algorithme mis en ceuvre montrant le principe d’itération
de 18 METNOUE.....cei i 81.......
Figure II1.3 : Réponses fréquentielles du systeme original et du modéle MLOR d’ordre 4 .87
Figure I11.4 : Réponses fréquentielles du systéme original et du modéle KOR d’ordre 4....88

8


../../../../../../../../AppData/Local/Temp/Rar$DI20.672/Thèse%20complète%20-%20V2%20-20%20Sep%202013_2%20corrections.doc#_Toc367455612

Figure IIL.5 : Courbe de I’erreur via KOR avec R=4, sur 10 itérations......................... 89

Figure 111.6 : Courbe des 10 premiers coeffiCientS..........ccovvvvviiiiiiiiiiiiiiiiieinnn 9l1.
Figure 111.7 : Réponses fréquentielles du systenignal et du modéle MLOR d’ordre 6 .93
Figure 111.8 : Réponse impulsionnellit) et son modéle KOR approclyg) ................ 93

Figure I11.9 : Réponses fréquentielles du systéme original et du modele KOR d’ordre 6....94
Figure 111.10 : Réponses fréquentielles du systeme original et dulenbd€®R d’ordre 4

Figure III.11 : Réponses fréquentielles du systéme original et du modele KOR a I’ordre 4 97
Figure 111.12 : Répons fréquentielles du systéme original et du modele MLOR a 1’ordre 2

............................................................................................................................ Q.........
Figure II1.13 : Réponses fréquentielles du systéme original et du modele KOR a I’ordre 2
.......................................................................................................................... 100.......
Figure II1.15 : Réponses fréquentielles du systéme original et du modele KOR a I’ordre 2
.......................................................................................................................... 102.......
Figure 111.16 : Les différents parametres de réduction pooréithode MLOR............. 104
Figure 111.17 : Péles des modeles réduits sur 1000 tests matlzode MLOR............. 104
Figure 111.18 : Systeme de N lignes COUPLEES.........coceevvviiiiiiii i 105
Figure IV.1 : Ligne d’interconnexion avec une charge capacitive..............cceeeevvvnnneeennnn. 111
Figure 1V.2 : Module et phase du systeme original et de son modélaute pourN =50
.......................................................................................................................... 112.......
Figure V.4 : Module et phase du systeme original et de son mod&lautie pourN =30C
.......................................................................................................................... 113.......
Figure IV.5 : Module et phase du systeme original et de son modg&lautie pour N = 60C
.......................................................................................................................... 113.......
Figure 1V.6 : Réponse fréquentielle du systeme original et du moekhlé pourl = 05mr
.......................................................................................................................... 114.......
Figure IV.7 : Réponse fréquentielle du systéme original et du mogéldlgt pourl =Immr
.......................................................................................................................... 114.......
Figure 1V.8 : Réponse fréquentielle du systéme original et du lmoéiéuit pourl = 15mn
.......................................................................................................................... 115.......
Figure IV.9 : Réponse fréquentielle du systeme original et du moéiélét pourl =2mmn
.......................................................................................................................... 115.......
Figure IV.10 : Réponses impulsionnelles du systéme original et du nrédeig | = 2mn
.......................................................................................................................... 116.......
Figure 1V.11 : Réponses fréquentielles du systéme original et duen@édlitl = 2mm 117
Figure IV.12 : Systeme de 5 lignes COUPIEES........coovviiiiiiiiicieiie e, 117
Figure IV.13.a : Comparaison entre le module et la phase de I’élément Y;; du systeme de
cing lignes couplées et ceux de son modele réduit équivalent..................cc..oee. 119
Figure IV.13.b : Comparaison entre le module et la phase de I’élément Y,; du systeme de
cing lignes couplées et ceux de son modeéle réduit équivalent................ccccceeeunn... 119
Figure IV.13.c : Comparaison entre le module et la phase de I’élément Y;, du systeme de
cing lignes couplées et ceux de son modele réduit équivalent............................. 120
Figure IV.13.d : Comparaison entre le module et la phase de I’élément Y530 du systeme de
cing lignes couplées et ceux de son modeéle réduit équivalent................cc.cccee..... 120
Figure IV.14 : Réseau d’interconnexions €n arbre ............cceeviviiriiiiiiiiiieiiiineeenieeenne 121
Figure IV.15.a : Comparaison entre le module et la phase de I’élément Y;; du réseau
d’interconnexions en arbre et ceux de son modele réduit équivalent......................... 122



Figure IV.15.b : Comparaison entre le module et la phase de 1’élément Yg; du réseau
d’interconnexions en arbre et ceux de son modele réduit équivalent............................ 122
Figure IV.15.c : Comparaison entre le module et la phase de 1’élément Y,, du réseau
d’interconnexions en arbre et ceux de son modele réduit équivalent. ..............cccooeeeenennn. 123
Figure IV.15.d : Comparaison entre le module et la phase de I’élément Ysz du réseau
d’interconnexions en arbre et ceux de son modele réduit équivalent. ..............ccoeeeeennnnen. 123
Figure 1V.16 : Boitier StratEdge...........o i 124..
Figure 1V.17 : Dimensions du boitier StratEdge.............cocoovieiiiiiiiiiiiiiiiiie e 124
Figure IV.18.a : Comparaison entre le module et la phase de I’élément S, du boitier
StratEdge et ceux de son modele réduit équivalent.............ccooeveeeiiiiiiiinieeeieeiinnnn. 125
Figure 1V.18.b : Canparaison entre le module et la phase de I’élément S;, du boitier
StratEdge et ceux de son modele réduit equivalent.............cccooeeeiviiiiiiinieeeieeiinnnn. 125
Figure 1IV. 18.c : Comparaison entre le module epHase de I’élément S,; du boitier
StratEdge et ceux de son modele réduit équivalent.............cccoeeeeeviiiiiiinieeeieeninnnn. 126
Figure IV. 18.d : Comparaison entre deodule et la phase de 1’élément Sz du boitier
StratEdge et ceux de son modele réduit équivalent.............ccccooeeiveiiiiiiiinenieeiinnnn. 126

10



Liste des Tableaux

Tableau 1.1: Prévisions technologiques sur 1’évolution des parameétres importants des circuits

INEGIéS [ITRSOL]-[ITRSOT7]..ceie ittt e e e e e e e e e e 22......
Tableau 1.2 : Evolution technologique des principaux paramétres d’interconnexion [ITRSO01]-

LI 35T PR U RS 23.........
Tableau Il.1 : Erreurs quadratiques relatives estismpour différentes valeur de N............ 64
Tableau I1.2 : Erreurs quadratiques relatives estispour différentes valeur de.N............ 66
Tableau 1ll.1 : Erreurs quadratiques relatives obés pour les modeles MLOR et KOR sur 10
(12T = 1[0 13O PPPRPRRPPPPR 89.........
Tableau Ill.2. Convergence des péles pour différgnix de parameétre via KQR............... Q0
Tableau II1.3 : Convergence de I’erreur pour différents jeux de paramétres via KOR............... 90
Tableau l11.4 : Valeurs des 10 premiers coeffigatht modéle de Kautz...............ccceeeennnn. 92
Tableau IIL.5 : Erreurs quadratiques relatives obés pour différents modéles réduits d'ordre 6
..................................................................................................................................... %...........
Tableau III.6 : Convergence des pdles au bout itler&ions pour différents jeux de parametres
..................................................................................................................................... 95
Tableau 111.7 : Convergence des pbéles au bout dai 3} itérations pour différents jeux de
(02T = L 4[]0 (=T TP 96.........
Tableau 111.8 : Erreurs quadratiques relatives olés pour les modeles MLOR et KOR sur 10
12T = Lo 1S PP EEEERRRRRRR 98.........
Tableau I11.9 : Erreurs quadratiques relatives delées obtenus par différentes techniqtés .
Tableau IV.1 : Erreurs quadratiques relatives aldsrpour différentes valeur de.N......... 113

Tableau V.2 : Erreurs quadratiques relatives alerpour différentes longueurs de la ligaé
Tableau V.3 : Erreurs quadratiques relatives almsrpour différents ordre R=2mrr...... 116

11



Glossaire

Afin de faciliter la lecture de ce mémoire, nous donnons dans ce igtoddféérentes
abréviations et notations utilisées tout au long du rapport.

ITRS
e
LEST
MIMO
MOR
RLGC
PCB
PEEC
RLC
SPICE
SISO
VLSI

Notations

f(t)

f(s)
(f.9)
L*([0,0))
(s)
continu
(s)
4(s)

continu

International Technologie Roadmap for Semiconductors
Input/Output

Laboratoire d’Electronique et Systémes de Télécommunications
Multi-Input-Multi-Output

Model Order Reduction
Resistor-inductor-conductor-capacitor network

Printed Circuit Board

Partial Element Equivalent Circuit
Resistor-inductor-capacitor network

Simulation Program with Integrated Circuit Emphasis
Single-Input- Single-Output

Very Large Scale Integration

Fonction a temps continu
Transformée de Laplace d’une fonction a temps continu
Produit scalaire de fonctions & temps continu

Espace de fonctions complexes d’énergie finie sur I’intervalle [0, o]

Transformée de Laplace des fonctions de Kautz multipbles a temps

Transformée de Laplace des fonctions de Laguerre a temps continu

Transformée de Laplace des fonctions de Muntz-Laguerre a temps

Paramétre des fonctions de Laguerre a temps continu

Paametres des fonctions de Muntz-Laguerre a temps continu
Paramétres des fonctions de Kautz multipbles a temps continu

Parameétres des fonctions de Kautz multip@gs- o, ; + a,, et

7Z-n = a2n—l'a2n
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C, Coefficients d’un spectre (de Laguerre, de Kautz, etc.)
k, I, m,n,u Indices entiers

N Nombre total de coefficients d’un spectre
M Nombre de coefficients d’indice pair ou d’indice impair total pour Kautz
N =2M

A, Operateur de réduction

H(s) Transformée de Laplace de la fonction du modele réduit a temps continu
H(s) Numérateur du modele réduit

Q(s) Dénominateur du modéle réduit

R Ordre du modele réduR = 2r

r Matrice de Gram

i Eléments de la matrice de Gram

Q Ensemble de fonctions

T Transposé

Eq Erreur quadratique

Eqr Erreur quadratique relative
i Unité imaginairej® =—1

n Facteur d'échelle de normalisation de la fréquence

Parametres électriques

[Y] Matrice admittance d’un circuit électrique
[z] Matrice impédance d’un circuit électrique
[S] Matrice des parametres S

i Courant électrique
Tersion
Résistance linéique du cable (€2/m)

Conductance linéique (S/m)

Capacité linéique du cable (F/m)

\Y

R

G

L Inductance linéique du cable (H/m)

C

Y Contribution paralléle des paramétres linéiqyesCs+ G
Z

Contribution série des parametres linéigdes Ls+ R
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Introduction générale

Téléphones portables, tablettes,... les appareils électroniques tésnnet
communicants envahissent notre quotidien. Le marché des systéniemigjees a connu un
essor technologique et commercial fulgurant ces derniéres années. Eregifet, thvention
du transistor, le secteur des technologies est engagé dans une caarper@rimance
composants et systemes plus rapides, plus petits, moins énergivores,chesns.. Ces
performances accrues sont nécessaires afin de répondre aux attentes olesnatnss
toujours plus exigeants en terme de fonctionnalkém d’affronter une concurrence toujours
plus féroce, les constructeurs sont contraints notamment de réduire pssderonception
pour étre les premiers a proposer de nouveaux produits sur le marché.

Le nombre de composants par circuit est passé, de maniere tres regidiareelques
composants a la fin des années 50 a plusieurs millions aujouidwilution technologique

vise toujours augmenter la densité d’intégration et réduire les dimensions des transistors en
utilisant de nouveaux concepts architecturaux : system on chip (SoCn sysfeckage
(SiP). On parle notamment d’intégration hétérogéne dont un procédé majeur consiste a
empiler des puces de différentes naturdsgejue circuits numériques, circuits analogiques,
circuits de puissance, capteurs, composants RF, diodes, etc. en utlesaocburtes
interconnexions verticaledJne des conséquences de cette évolution est la complexité
toujours croissante des circuits fabriqués. Le nombre de composants dans anguseul
augmente de journjour. Cette augmentation est déterminée conformément a la loi de Moore
(doublement de transistors dans les circuits intégrés tous les dedepains trente ans). Dans

le méme temps, la densité des connexions reliant transistors, compatiaptssitifs
augmente également proportionnellement.

Les technologies numériques fonctionnemniourd’hui a des fréquences de l'ordre du
gigahertz GH2). Cela induit des effets parasites non négligeables liés aux intexcomne
retards, problemes de synchronisation, couplage et problémes dintégritéaupsigvant
étre critiques pour les performances des systemes. En conséquenceuitiélectronique
peut ne pas répondre aux exigences nécessaires ou méme ne pas fonctiomaetr.gB8ac
I’amélioration de produits dans la phase de conception est colteuse, la prédictiondexacte
ces effets est une nécessité pour les conceptions en hautes frégiiendésportance pour

les concepteurs de pouvoir simuler le systeme en tenant compteniEremarécise des
interconnexions.

Pour étre en mesure d'effectuer des simulations précises et a moindrel ceitient
nécessaire d’approcher chaque interconnexion ou réseau d'interconnexions, par un modéle de
faible complexité mais ayant un comportement similaire. Laotérisation des réseaux
d'interconnexions fournit généralement des modeles électriques d'ugeatrés complexité.
Une illustration en est donnée avec la modélisation PEHE&ti&l Element Equivalent
Circuit) qui consiste a représenter chaque troncon de ligne de longueur éiémgataun
circuit équivalent (résistance, self, capacité, conductance) c¢omplexité du modele
électrique complet croit alors trés rapidement avec la longueua tigne modélisée. La
simulation temporelle de tels modéles électriques est tres godenga temps de calcul, ce
qui impacte la durée globale de conception. Le remplacement deodetes électriques par
des modeles plus simpla%vere alors nécessaire. Les outils employés sont des outils de
réduction d’ordre des mod¢les. La réduction d'ordre d’un modele consiste a remplacer un
modéle initial par un autre plus simple mais décrivant assez prigis&ertains aspects
importants du modele original : sa dynamique, les retards, les tempsonteée et de
descente,... Il doit conserver également certaines propriétés intrinségse systémes
d'interconnexions comme la stabilité ou la passiVitéatérét d’un modéle compact et réduit

est de permettre au concepteur de faire des simulations tempaoegldes pour vérifier
l'intégrité des signaux.
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Au cours des derniéres années, beaucoup de recherches ont été rHaitesddenaine de la
réduction dordre des modeles. Une grande variété de méthodes est donc déja disponible
Certaines d'entre elles sont adaptées a des applications spécifitpgtres sont plus
générales. Leur principe consiste toujours a remplacer un systeme de agranpdiexité par
un autre nettement plus simple ayant les mémes caractéssfig¢geentielles et les mémes
réponses temporelles pour des stimuli donnés. Au travers de ce trathdsde on désire
mettre au point une méthode suffisamment générale, précise et sauppdod’pour étre
capable de traiter des systemes (les réseaux d'interconnexions) répreserdes matrices
impédance, admittance ou de paramétres S et caractérisékes paesures fréquentielles ou
des fonctions de transfert (modéles circuits ou équation généralgries) liNotre stratégie a
généralement été de traiter le systéme d’origine comme une boite noire et de chercher un
modele équivalent, rationnel’ordre faible.

Dans ce mémoire, nous présentons un nouvel outil mathématique de réduction de modele basé
sur l'utilisation de deux types de fonctions orthogonales : les fonctiokiikz-Laguerre et
les fonctions deKautz. Cet outil réalise un compromis avantageux des méthodes qui sont
exposées dans le premier chapitre de ce manuscrit et représenteanoéeawnportante
répondant a des problémes spécifiques tels que la modélisation des systeémes d’ordre élevé ou
irrationnels pouvant posséder de fortes résonances.

Le manuscrit est structuré en quatre chapitres.

Le chapitre 1 vise a situer le sujet de recherche. Tout d’abord nous montrons 1’importance de

la modélisation des interconnexions en illustrant les effets indé&srghe la présence des
lignes d’interconnexion peut avoir sur le fonctionnement des circuits électroniques. Certaines
notions de la théorie des lignes, indispensables pour notre étude, sont saffmida suite
nous listons brievement les principaux travaux connus dans le domaiaeréuttion de
modéle.

Le chapitre 2 est consacré a la modélisation des systenagdeadée fonctions orthogonales.
Tout d’abord une présentation synthétique des fonctions de Miintz-Laguerre et de Kautz est
faite. Ensui, il est rappelé comment approcher un systéme original d’ordre élevé par un
modele construit a 1’aide de ces fonctions orthogonales. Une procédure efficace de calcul des
spectres de Muntkzaguerre et de Kautz est mise en ceuvre. Elle permet la modélisation
précise de systemes définis par des fonctions de transfert ou dessmiegjurentielles. Nous
terminons ce chapitre par des exemples pour évaluer la qualité tie noéthode
d'approximation.

Le chapitre 3 présente la partie principale de la thése. Nous exmosdesail le principe de
la méthode de réduction des modeles élaborée au cours de ce travaknBifExemples
académiques simples sont traités, les résultats obtenus sont évalugsaeésa@nteux donnés
par des approches déja connues.

Le chapitre 4 est dédié a I’application de la méthode. Il contient plusieurs exemples de
systemes multi-entrées, multi-sorties. Les performances deedit@que sont évaluées dans
le cas de la modélisation des réseaux d’interconnexion a partir des mod¢les issus de
simulations électromagnétiques.

Enfin nous tirons les conclusions sur les travaux menés durant ceite etheénvisageons
guelques perspectives pour de futurs travaux. A la fin du document, des annexes @snnent |
détails de certaines démonstrations.

Ce travail de these a été financeé par la région Bretagne dans le cadre du p&iEt MO
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Chapitre I. Interconnexions intra et inter systénfesténiques : problématique et modélisation

I.1. Introduction

L’objectif de la premiére partie de ce chapitre est de présenter succincteni&olution
technologique de la microélectronique, elle nous permet de situer tayméméent les
objectifs de nos travaux.

L’évolution technologique des circuits intégrés se caractérise notamment par une diminution

de la taille des transistors (technologie submicronique) et par une densité d’intégration

toujours plus importante (nombre de composants sur une méme puce). Pour présenter ces
évolutions, nous nous basons principalement sur 1’évolution des réseaux d’interconnexions

dans les circuits intégrés. Nous décrivons ensuite les principaux proligcheslogiques

liés a I’intégration et leurs répercussions sur les performances électriques hautes fréquences

des interconnexions.

Nous illustrons dans la deuxieme partie du présent chapittportance de la modélisation

des interconnexions. Une modélisatipar une «ligne de transmission», permet de décrire le
comportement électriqgu&une interconnexion. Nous rappelons certaines notions de base de
la théorie des lignes, indispensables pour nos développements ultérieurs.

Dans la troisieme partie, notisisons un état de 1’art du domaine de la réduction de mode¢le
qui permet d'obtenir des modeles de faible complexité structurelle et pnspame
classification des outils existants.

I.2. Evolution technologique des circuits intégrés : contexte
général, évolution et tendances

Depuis la découverte du premier transistor en 1947 par les Américainsedans |
laboratoires de Bell Labs [Bel51], les industriels de la micré@eicjue ont toujours eu en
main la clé de la réussite : miniaturiser les transistors tolesgproduisant massivement et a
moindre colt. Ceci constitue un véritable challenge qui permet d’accroitre la croissance
technique et économique de I’industrie de la microélectronique.

La microélectronique a réellement débuté en 1958, avec la réalisiatigmemier circuit
intégré dans les laboratoires de Texas Instruments [ZhaO1]. Tres rapidéameombre de
transistors par puce a augmenté. Huit ans plus tard (en 1966), I’accroissement s’est fait de
facon exponentielle, par un doublement tous les 18 mois. Ce rythme avaihétgué par G.
Moore, un des fondateurs de Intet, prédisait que cette tendance continuerait pendant au
moins 10 ans (d’ou le nom de loi de Moore) [Moo065]. Cette loi de Moore, bien que purement
empirique s’est révélée étonnamment trés proche de la réalit¢ puisque le nombre de
transistors par microprocesseurs a effectivement doublé tous les 18 mois.

Depuis 1997, la loi de Moore est complétée par une « feuille de rdatedtionale », qui
prévoit 1’évolution technologique. Ces prévisions, connues sous le nom d’ITRS (International
Technologie Roadmap for Semiconducto)nt acceptées comme une référence par les
concepteurs. Le tableau 1.1 regroupe ces prévisions concernant un certain nembre d
parametres importants des circuits intégrés et nous donne un apercu quantitatif dessenda
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Année d’introduction 2004 2007 2010 | 2013 | 2016 2019
Technologie (nm) 90 65 45 32 22 16
Fréquence d’horloge (GHz) 42 9,3 15 23 40 62

Densité de transistors deg 77 154 309 617 | 1235 | 2469
blocs logiques (million/cn?)

Codt par transistor (ucent) 62 22 7,8 2,8 0,97 0,34
Surface de la puce (mr) 140 140 140 | 140 | 140 140
Tension d’alimentation (V) 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,5

Tableau l1: Prévisions technologiques sur I’évolution des paramétres importants des circuits intégrés
[[TRSA]-[ITRSO7]

Le tableau 1.1 montre bien I’augmentation de la fréquence d’horloge et de la densité des
transistors tandis que la surface des puces reste constante eta@jtediesdransistors et leur
tension d’alimentation ne cessent de diminuer.

Du fait de I’augmentation de la densité d’intégration et de la réduction des dimensions des
transistors, on parle de plus en plus de technologie submicronique. A titrenplexées
circuits de type SoC (System on Chip), contiennent des centaimaglidas de transistors
pour des fréquences de fonctionnement de 1’ordre du GHz. Les circuits SoC ont la capacité
d'intégrer un tres grand nombre d'unités de calcul et de mémoires swseuwirepuce.
Néanmoins, ces architectures posent de nouveauxabéftcernant les interconnexions entre
les unités de calcul car, pour les futures générations technologiquessdaa I'échelle
impactera lourdement les performances des interconnexions globales es derrdébit,
latence et consommation.

Pour éviter de concevoir une trés grande puce 2D intégrant toutes les fonétiessairesua
circuit, trés difficile et colteuse a réalisiess fabricants de circuit ont développé ces derniéeres
annéesune nouvelle méthode tridimensionnelle d’intégration appelée « intégration 3D ». Le
principe de I’intégration 3D des systémes se base sur un assemblage direct et dans la
verticalité de puces pouvant étre parfois trés hétérogénes, exploitdinteasion verticale

pour la connectivite de ces circuits, tel quésenté sur la figure I-1.

Approche 2D classique m Intégration 3D
MEMS
Analogique
Mémoire
Processeur

Figure 1.1 : Assemblage de puces pour une intégnadD [Fou06]
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Les éléments d’une puce sont reliés par des interconnexions traversant le silicium (intra-
puces), ces derniéresont I’¢lément stratégique de l'intégration 3D et permettront la
connexion électrique d'une puce vers les autres et vers l'extérieur (inter-puces).

Parmi les avantages majeurs apportés par l'intégration 3D, on peut citer:
- Une réduction globale des longueurs d'interconnexions (les chemins pour connecter les
différentes fonctions sur une puce peuvent étre plus directs et évitenlemenent
lié & la conception 2D)
- L'opportunité d'assembler des puces réalisées séparément et fortement hétérogenes
- Un gain en termes de co(t de fabrication et de rendement (un défaute grande
puce 2D la condamne au rebut).

A terme, cette approche permet donc une augmentation globale dedtiot&égle la fiabilité

(grace a lutilisation de puces réalisées avec des technologieges), de meilleures
performances électriques, une baisse de la consommation, un encombresesntaits de
fabrication réduits.

Cependant, derriere cette évolution spectaculaire se cache une oévtdatinologique. La
réduction des tailles de circuits intégrés entraine 1’apparition de phénomenes liés aux
interconnexions et particulierement difficiles a ignorer.

1.3 Problématique des réseaux d’interconnexions

1.3.1 Evolution technologique des réseaux d’interconnexions

On définit les interconnexions comme un ensemble de composants passifs permettant de reli
entre eux des composants plus au moins €loignés au sein de sydaainesigues ou de
relier les systémes eurémes La miniaturisation des transistors impose aux réseaux
d’interconnexions une adaptation perpétuelle afin de permettre un bon fonctionnement des
puces électroniques. Méme si la taille des puces tend a peu \@arferte croissance de
densité des transistors nécessite un réseau d’interconnexions de plus en plus complexe : plus

de connexions, des lignes plus longues ainsi qu’un nombre de niveaux de métallisation qui
augmente. Le tableau 1.2ésume [I’évolution de certains paramétres du réseau
d’interconnexions pour différentes générations technologiques.

Année 2004 | 2007 | 2010 | 2013 2016 2019
Technologie (nm) 90 65 45 32 22 16
Nombre de niveaux de métal 10 11 12 13 13 14
Longueur totale d’une ligne (m/cm2) 688 1439 | 2222 | 3125 4545 6250
Pas d’une ligne niveau locale (nm) 214 136 90 64 44 32
Pas d’une ligne niveau intermédiaire (nm) | 275 140 90 64 44 32
Pas d’une ligne niveau globale (nm) 410 210 135 96 66 48

Tableau 12 : Evolutiontechnologique des principaux paramétres d’interconnexion [ITRS0I]-
[ITRSO7]
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Aprés avoir présenté les réseaux d’interconnexions dans les circuits intégrés, nous allons
présenter les effets indésirables engendrés par ces interconnexions.

1.3.2. Les problémes électriques liés aux interconnexions

Les progres constaiten miniaturisation degransistors et 1’augmentation des
performances sont les tendangesicipales dans 1’évolution des circuits électroniques. Cela
va entrainer une augmentation des effets indésirables et nuisibles &oniomment des
circuits intégrés et avoir des conséquences directes sur 1’intégrité des signaux [Deu97].

Signal d’entrée
12 & &

—] Atténuation
Tension(v) Dépassements
0,9 ] /\

s | LA \/\

Retard

Déformation
0,3 —

0,0 >

| | | | | | | | | | | | | | |
( 10 20 30 40 50 Temps (s)

Figure 1.2 : Effets des interconnexions sur un aigiropagé

Les dégradations du signal dans les interconnexions électriques soded'uprincipaux
facteurs limitant la performance des systemes électroniques a giteste. La figure 1.1
illustre de maniere graphique certains de ces effets perturbateurs.cea phénomenes on
peut citer :

e L’atténuation

L’atténuation est une manifestation générée par les phénomeénes de propagation
¢lectromagnétique. L’atténuation se manifeste par une diminution de 1I’amplitude du signal de
sortie par rappora celle du signal d’entrée. Elle augmente en fonction de la fréquence, ce
genre de phénomene est trés pénalisant pour les circuits digitwxles signaux au spectre
fréquentiel tres élevé.

e Le retard de propagation

Le retard de propagation (ou le délai de transmi¥sitroduit par la présence d’une ligne
d’interconnexion est un parametre trés important pour les concepteurs. Il constitue un des
effets les plus génants des interconnexions. Il s’agit du temps que met le signal pour se
propager d’une porte logique a une autrée temps de propagation d’un signal dépend de
chaque partie du réseau de transmisdi@apdrte logique, les interconnexions de la puce, le
buffer de sortie, le packaging et les interconnexions entre les diff@rackages). Chaque
constituant d’un tel réseau crée un retard supplémentaire dans la transmission du signal.
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e La diaphonie

La diaphonie traduit le couplage électromagnétique provoqué par une ligne active sur une
ligne inactive. A cause de la diaphonie, une interconnexion activéenpsignal (appelée
agresseurpeut venir perturber 1’interconnexion voisine au repos logique (appelée victime)
[Tar99]. Les couplages diaphoniques se traduisent par I'apparition de terss@sitep sur la

ligne agressée et peuvent entrainer par exemple des erreurs dpgejuelonc un
dysfonctionnement du systeme comme nous l'illustfienuse 1.3.

Entrée 1. Sortie
1 Agresseur 0
of
| Couplage Tension
» _nf_/parasne
0 _ [— ) ———{ >
Victime

Figure 1.3 : lllustration du couplage diaphonique entre 2 interconnexions voisinemnd.alig
repos (en bas) est parasitée par la ligne active (en haut)

e Les dépassements

Les dépassements sont plus importants sur les lignes a fort caratactif et faible
caractére resistif. lls entrainent une modification de la pente des fduntsignal et
potentiellement du retard.

e La déformation

La déformationdu signal (a part celle due a la diaphonie) fait que ce dernier n’a pas le temps
d’atteindre son niveau maximal. Elle est due au caractere résistif et capacitif de la ligne, les
lignes longues entrainant, en général, les déformations les plus importastesncepteurs
doivent prendre en compte ces effets des les premiéres phases deiaopoeptassurer le
bon fonctionnement de leur circuit.

Les interconnexions intra et inter systemes électroniques ne p@lyerictuellement
étre considérées comme neutres dans un systeme. Elles peuventeegiss niveaux variés
de la hiérarchie de conception de circuits, comme suggéré payule 1.4. Elles sont
présentes sur les puces, les modules muttices MCM (Multi Chip Module), les circuits
imprimés PCB (Printed Board Circuit), les systémes sur puces SO@r(Sgst Chip), les
systemes en boitier SIP (System in Packagge),..
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Figure 1.4 Lignes d’interconnexions a différents niveaux

L’ensemble de ces évolutions rend la conception des cartes électroniques de plus en plus
complexe, et provoque une apparition croissante des problémes d’intégrité de signal. Il est
donc nécessaire, pour limiter les colts de production, de mettre en place des métisadiwlogie
travail et d’intégrer 1’utilisation d’outils de simulation de fagon systématique au cours de la
conception.

Afin de diminuer les temps de simulation temporelle permettant de vérifiggrité des
signaux il est nécessaire de développer un outil permettant I’identification et la modélisation
d’ordre réduit des lignes d'interconnexion.

l.4. Objectif des travaux de recherche

La modélisation des lignes d’interconnexions présente un grand intérét pour les indudsiet
nécessite de toute évidence une double approche sous ’angle des hyperfréquences et sous
I’angle de la théorie des circuits et de la microélectronique classique.

La figure 1.5 présente de maniére schématique les étapes a pataosria modélisation des
interconnexions.
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A

( )
Caractérisation des interconnexions

L (Mesures ou Simulations 3D fréquentiellej

-

Extraction d’un modéle complexe
- Modéle électrique
- Modéle mathématique
- Modéle physique

- J
~ ~ Amplitude dB
[ \Y )
2 |=[Y6)) 2
I Vs,
Tmm———— Modéle mathématiaue . _
Modeéle électriaue Modele phvsiaue
4 N\
Réduction d’ordre de modéle Simulation temporelle lente

(Elaboration de nouveaux modéles
J

!

( N\
Simulation temporelle plus rapide

- J/

Figure 1.5: Démarche de modélisation des interconnexions

Un réseau de connexions est un systéme complexe dont les fonctions fiet tcams le
domainede Laplace sont d’ordre infini ou trés élevé pour caractériser précisément les
phénomeénes décrits au paragraph.2 (diaphonie, retard, atténuation, dépassement,
déformation). La simulation temporelle précise des phénomenes induits par le
interconnexions peut alors s'avérer difficile. Afin de pouvoir étudier ce gienséructures de
connexions complexes, nous avons défini deux phases de traitement a effectuer :

Phase 1- la caractérisationes lignes d’interconnexions. Elle peut étre obtenue soit par :
e une modélisation déduiteeth résolution des équations des télégraphistes ;
e une modélisation a l'aide de mesures fréquentielles directes ouefoyrar des
simulations électromagnétiques en 3D ;
e une modélisation PEEC qui consiste a découper virtuellement uneeligpkisieurs
troncons et a modéliser chaque tronconuparcellule d’éléments passifs.
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Ces méthodes de modélisation nous permettent d’obtenir des modéles, pouvant se présenter
sous trois aspects : €électriques, mathématiques ou échantillongjeenfré obtenus par des
mesures. Ces modeéles peuvent alors &peesentés par des fonctions de transfert dans le
domaine de Laplace. Souvedtordre élevé, ces modeles (ou les fonctions de transfert
associées) engendrent des simulations temporelles lentes.

Phase 2- Réduction d’ordre de modele. Cette étape consiste a élaborer de nouveaux modéles
comportementaux, précis, efficaces et d’ordre réduit en utilisant des techniques
mathématiques de réduction.

Ces 2 étapes nous pettent 1’obtention d’un modéle simplifié conduisant a des simulations
temporelles plus rapides.

Une phase supplémentaire de représentation électrique équivalente odeesmpeut
permettre d'insérer les modeles réduits au sein des simulateparéds classiques (de type
SPICE par exemple).

Les méthodes de modélisation citées ci-dessus seront abordées éle mplaisi détaillée dans
la suite de ce chapitre.

.5. Modélisation des interconnexions

La modélisation repose sur la résolution des équations de Maxwell quituemsune
extension ou généralisation des lois de 1’¢lectrostatique (loi de Faraday ou Lenz ou Laplace

ou Lorentz) et de la magnétostatique (théoréme d’Ampeére), a I’ensemble des problémes
faisant intervenir des champs électrique et magnétique. La théorie de la propagatimedes
électromagnétiques est a la base de la modélisation des intedicosnen circuits intégrés
dans le sens ou elle méne au formalisme couramment utilisé, & saganodélisation des
lignes sous la forme de paramétres R, L, C et G. Au cours de ce ehapiis décrivons
comment, a partir des équations électromagnétiques, il est posEblmodéliser le
comportement électriqgue des interconnexions.

1.5.1. Les équations de Maxwell

Les équations de Maxwell, telles que nous les connaissamtsnées il y a déja plus
d'un siecle. Les télécommunications utilisent ces équationsneotvase en vue de la
modélisation.

Les équations de Maxwell, régissant les phénomenes électromagnésioueaussi
essentielles pour I'analyse des phénomenes propres aux circuits intégresioire étude,
nous nous intéressons plus particulierement a la facon dont ces lois pdétesappliqguées
aux interconnexions dans les circuits VLSI.

Nous les rappelons ici sous leur forme différentielle.

Théoréme de Gauss div(D) = p, (1.1)

Loi de conservation du flux de B div(B) =0
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Equation de Maxwell-Faraday rot(E) = 3—8
. N 1 = 6[_5
Equation de Maxwell-Ampére rot(H) = j o

E dénote le champ électriquB, le champ magnétiqud) le vecteur excitation électrique,
H le vecteur excitation magnétique, la distribution de charge ef le vecteur distribution

de densité de courant.

Afin de déterminer le comportement électromagnétique des structures d’interconnexions et de
mettre en évidence tous les phénomeénes spécifiques au domaingedsyences, nous
pouvons faire appel a des logiciels de «calcul 3D» utilisant diremit les équations de
Maxwell. Ces outils sont basés en général sur une méthode de différamess dii
d’éléments finis qui permet 1’obtention de solutions locales pour les équations de Maxwell
dans un domaine limité par des frontiéres artificiell@approche conduit a des résultats de
grande précision mais son application est limitée par un temealé extrémement élevé. Il
n’est donc pas envisageable de simuler de cette maniére le comportement de tout un réseau
d’interconnexions. Elle constitue plutdét un point de départ et en méme temps une référence
permettant de valider les modéles plus simples.

L’approche la plus répandue pour la description d’une ligne d’interconnexion est la ligne de
transmission reposant sur la propagation d’une onde TEM. Lorsque la fréquence des signaux
se propageant sur une ligne augmente, il devient nécessaire de prenchenpe les
phénomenes de propagation.

Quand il existe une direction privilegiée de propagation, les équatienMaxwell se
ramenent aux équations du télégraphiste, ou équations des lignes de transmission.

1.5.2. Equations des télégraphistes

L’intérét se porte essentiellement sur la fagon dont les ondes électromagnétiques se
propagent dans un milieu représentatif (conducteurs-diélectrique). On peut @NgicEles
interconnexions se comportent comme des guides d'onde attribuant unerdpeciégiée a
celles-ci. On distingue alors quatre modes de propagation possibles :

e ModeTE (transverse électrique) : la composante longitudinale du champ électrique est
considérée comme nulle;

e Mode TM (transverse magnétique) : la composante longitudinale dmpcha
magnétique est considérée comme nulle;

e Mode TEM (transverse électromagnétique) : les deux composantesidiimgies sont
nulles.
C'est ce dernier mode de propagation qui est traditionnellemenidé&enspour la
modélisation des interconnexions car il s'applique aux guides d'ondes gidansedes milieux
homogéenesL’hypothése TEM méne a un modele de ligne sans pertes. Ce modele tres simple
n’est malheureusement pas applicable dans le cas des lignes d’interconnexions VLSI [Que06].

e Mode quasi-TEM- transverse électromagnétique
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Pour des lignes situées au méme niveau de métallisation, pethéses «quasi-TEM» sont
souvent pertinentes.’approche quasi-TEM/TEM reste toujours viable pour décrire une ligne
d’interconnexion comme une ligne de transmission [Que06].

1.5.2.1. Modeéle électrique équivalent aux interconnexions

Grace aux formulations des équations de Maxwell, on peut extraire les pagdetigne a
partir de ce que l'on appelle I'équivalence ligne de transmissiof4C[&Vil97]. Celle-ci
n'est valable que dans le cas ou l'on se trouve dans le mode dessamsfEM ou quasi
TEM.

On parvient a décrire une ligne de transmission via un modeleiciec Les composants
linéiques étant exprimés par unité de longueur, utiliser le modetérigle revient a
considérer une ligne de longueur élémentaire dx. Le modele ne doit famemtaue des
tensions et des courants. Pour cela on utilise le modéle distribudigleelale transmission.
Les tensions et courants traversant la ligne sont dépendants gds temais aussi du
positionnement considéré sur la ligne. On cherche alors a déterminer 1’évolution du courant et
de la tension entre le début de la ligne (x) et la fin du troncon élémentairaaléxligix).

a. Modeéle électrique d’une interconnexion isolée

La ligne de transmission est composée de deux conducteurs entourés pdeatnqdi
homogéne. Le modéle d’un segment de longueur €lémentaire dxl’une ligne isolée entre les
distances x et x+dx est représenté figure 1.5.

. Rdx Ldx
i (x) i (x+dx)
v(x) | Cdx —— Gdx |v(x+dx)
X=0 X=d

Figure 1.6: Modéle électrique équivalent d 'un trongon de ligne de transmission

Les grandeurs R, L, C, G sont les parameétres primaires de la ligne de transmission

* R : la résistance linéiqu&(m) qui représente les pertes ohmiques dans le conducteur,
» G : la conductance linéiqu&gm qui représente les pertes diélectriques dans 1’isolant entre
deux lignes,

« C : la capacité linéiqud-(m) qui existe entre la ligne et son plan de masse,

* L : I’inductance linéique (H/m) de la ligne.

Une ligne de transmission peut étre vue comme un quadripble. En appliepdois de
Kirchhoff, on détermine les expressions du courargt de la tensiorv respectivement
suivant t et x, on établit alors le systéme d’équations suivant :
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ov(xt) . _, di(x.t)

pva Ri(x,t)—L praat (1.2)
oi(x,t) B B ov(x,t)
7 = GV(X,t) C—a'[ .

C’est la forme classique des équations du télégraphiste @ldcrivent aussi en régime
harmonique sous la forme :

W:-(m iLo)l(x o), (1.3)
%: G+ [CaN(xa).

b. Modéle électrique de deux interconnexions couplées

Considérons maintenant deux lignes couplées. Le phénoméne que nous cherchaoesea mett
évidence est la diaphonie. La présence d’une inductance mutuelle L, et d’une capacité de

couplageC,, traduit ce phénoméne au niveau du schéma électrique, comme on yaut le

figure I.7.
i1 (x) Rus L is (x+dx)
’——’\A/\/—W
vi(x) ‘ / Ciy — G ‘vw(x+dx)
Jf L1z
= cu

i () oz e i2 (x+lx)
vz(x)‘ Co T Gy ‘Vz(x*‘dx)

T T T

X=0 X X=d

Figure 1.7 : Modgele électrique de deux lignes d’interconnexions couplées

Une structure a deux lignes couplées peut supporter deux modes de propdgaflofzains
fréquence de coupure). Dans ce cas, en présence de pertes ce modeléshaip quasi-
TEM.

Les équations du télégraphiste en régime harmonique s’écrivent

w:_(&fr j L)l (%, @) = Lo (X, )
wz—j Lo 11 (%, ) — (Ryp + | Lyg) 1, (X, @) (1.4)
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% = —(Gll+ j Clla))Vl(x, w)— | CpoV, (X, @)
W =— j C21C()V1(X, a)) — (G22 4 ] C220))V2 (X, a))

Comme les pertes dues aux effets de proximité et aux pertes diekstegire les deux
lignes sont généralement trés faibles et négligeables, lessatencouplage correspondant
R, et G, ne figurent pas dankes equations (1.4).

c. Modéle électrique de plusieurs interconnexions couplées

Généralisons maintenant ces expressions pour un systéhkgmes couplées (indicées de 1

a N) et d’un conducteur de référence (indice 0). Dans le cas général, pour N conducteurs
uniformes selon la direction de propagation x, I'un d’entre eux est considéré comme le
conducteur de référence pour les tensions, N-1 modes quasi-TEM peuvenpageprba
figure 1.8 présente une structure de N interconnexions couplées.

i1 (X) — — iy(x+dx)

+d
= TCH 1 Va xrdx)
L3

iz (X) ——» e iy (x+dX)

vy (x+dx)

]
1l
o
(¢] @
N
halil 1|
1l
i
O
N

iz (X) ——» > i5 (x+dx)

+d
T = Css Vs (x+x)
Cin

in (X) —»

—> in (x+dx)

Wn (X) 1 TCNN IVN (x+dx)

Figure 1.8 Systeme de N lignes d’interconnexions couplées

Les équations des télégraphistes pour deux lignes couplées sont donnék&d)paral
analogie, les tensions et courants sur N lignes couplées comnuntiee fa figurel.8 sont
régis par les équations

W = _(R11+ lelw)Il(X1 ®) — L0l 5 (X, @) —...— Lyl § (X @)
8V2é;<, 2 —JL oyl (X, @) = (Rop + JLpo@)l o (X, @) — ... — JLon @l (X, @)
oV (.X, )

o =— L@l (X, @) = JL 0l 5 (X, ) _"-_(RNN + jLNNa’)l N (X @) (1.5)
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et
% = _(Gll + jCllw)\/l(Xi @) — JC,0V, (X, ) —...— JCyaVy (X, @)
W =—JCyoV; (X @) — (Gzz + jsza))\/z (X, @) —...— JConaVy (X, @)
AnCD) e N6 @) = JC gV (%, @) ...~ (Grgy + IC @ Ny (%, )

OX

Les parameétres électriques des interconnexions couplées ainsi deasiess et courants
s’écrivent sous forme matricielle pour rendre compte des effets de couplage

électromagnétiques entre elles.

PourN lignes couplées, les parametres primaires se présentent sous la forme de mairices R,
C, G de dimensiolN x N, pour lesquelles les élémenpp correspondent aux effets propres

des lignes (lignep) et les élémentpq les effets couplés entre la ligne et une ligne proche
voisine g parmi les N-1 autres lignes.

Les courants et tensiony, v, sont reunis dans des vecteliret V contenant les courants
et tensions des N lignes. Les équationd.@@ ¢eront alors utilisées sous la forme matricielle

Vi R, 0 .. O ] Iy L, L - LiN_ Iy

A P R P o ] I Y
oX| : : : .. : : : : . : :
Vy 0 0o ... RNN_ Iy Lya Lnz oo LNN_ I'n
Iy G, 0 .. O ] Vi Ci G, .. QLN_ Vi
a | 2 _ 0 Gzz oo 0 V2 . Czl C22 oo C2N V2
-— . =] . . . . . |H o . . . . .
ox| : : : .. : : : : .. : :

La capacité de couplagé,, entre la lignep et une autre ligne est égale a la capacité d
couplageC,, (il s’agit de la méme capacité d’un point de vue modélisation). De méme, les

inductances mutuelles, et L, sont égales.

Posons a présens= jo dans [6) afin de se ramener au domaine de Laplace, avec

Z=R+sL et Y=G+sC, nous pouvons alors résumer les équatidrty €ous la forme
suivante

oV -

=L =7 1.7
- (1.7)
ad __w

OX
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Aprés une deuxieme dérivation par rapport & x nous obtenons

o -

—— =ZW 1.8

" (1.8)
o

a—'z =Yz

oX

L’expression (1.8) permet la détermination par intégration de la relation liantdesants et
les tensions de sortie aux courants et tensions d’entrée :

/ J 0O -zd
Vo | _ glaal Vo avec[A]= ax=d.

Cette derniere écriture donne directement les éléments de ttwemehaine définie par

{\ﬁ} = [T}l: Vli} et ayant la forme

Id 0

[T} _| coshgdYd)*? —sinh@Zd Yd)"?(zd Yd)/2Yd ™ 1.9)
~Yd (ZdYd)"? sinh@zdYd)*'? YdcoshgdYd)2vd™ B

De la matrice chaine, on peut déduire les expressions de touteatleses permettant de
caractériser le quadripdle. En particulier la matrice admittance s’écrit sous la forme

Y

[Y} _ {(Zde)”Z[Zd.sinthYd) V211 coshgdYd)Y? - (zdYd)Y?[zd.sinh@d Yd)Y?] }

avec

—(zdYd)Y?[zd.sinh@d Yd)¥?] (zdYd)Y?[zd.sinh@d Yd)¥?]  coshzd Yd)V'?
(1.10)

En hyperfréquence, on préféere bien souvent caractériser le quadripdle wiatrgze de
répartition [S], ce qui permet, par analogie avec les lignes dentissign, de définir un
guadripdle en termes de transmission et réflexion. Les parameétreat®ii8g parameters ou
parametres de diffusion) sont des grandeurs complexes, sans dimension, quiceamgéant
des différents processus de transmission et de réflexion mis en jeu au niventréks et des
sorties d’un multipdle. Pour un quadripdle ils sont au nombre de quadig S,, S,; et S,,

Su S
Sl= . .11
-3 3 oas

Ces parametres S suffisent donc pour caractériser le comportement d’un réseau linéaire.
Comme les paramétres S d’un dispositif hyperfréquence varient avec la fréquence, il est
nécessaire de connaitre ces parametres S a chaque fréquence d’intérét.

Pour décrire les lignes] kst également possible d’exprimer les matrices impédances ou
hybrides, mais durant ce travail de thése nous avons surtout latiisgtrice admittance et la
matrice des parametres S.

Notons la présence des fonctiosigh et cosh dans 1’expression (1.9) et (.10) ; les éléments
des deux matrices sont irrationnels et par conséquent 1’ordre du systeme est infini. La

34



Chapitre I. Interconnexions intra et inter systénfesténiques : problématique et modélisation

résolution des équations des télégraphistes nous donne donc des modeédesatitates
complexes difficiles a simuler dans le domaine temporel.

1.5.3. Modélisation 3D (extraction de paramétres RLCG)

A partir d’un réseau d’interconnexions, il est possible d’extraire les parameétres [R],
[L], [C] et [G] de chaque ligne ainsi que les couplages capacitifglaettifs existant entre les
lignes de facon a effectuer des simulations temporelles a l'addélsd'de type SPICE
(simulateurs de circuits analogiques). Plusieurs techniques sont proposéks |it@Emature
pour extraire les parameétres caractéristiques des lignes (voir [QeeB86F références). Une
simulation électromagnétique de la structure a 1’aide de logiciels en trois dimensiontels que
HFSS est souvent effectuée afin de déterminer de maniére tcésefdes parametres chaines
[T] ou de répartition [S]les parametres RLCG sont extraits par la suite en fonction de ces

derniers.

Dans [Que06], YQuéré a développé une approche d’extraction dite « pleine-onde » qui est
une approche fréquentielle et & éléments finis. Les parametres Rit@Gbtenus a partir des
mesures des matricds répartition « S » évoluant en fonction de la fréquence via I’utilisation
de HFSS résolvant les équations de Maxwell par la méthode des éléments finis.

1.5.4. Modélisation PEEC

La modélisation PEEC (Partial Element Equivalent Circuit)éadéveloppée pour la
représentation des interconnexions, elle consiste a découper virtuellembéghe (ou
I’ensemble de lignes couplées) en plusieurs tron¢ons de longueur élémentdire

Le principe est de modéliser chaque troncon de la ligne de trarsmissi des cellules RLC
ou RLCG,telles que représentées figuré (ou figurel.7 pour deux lignes coupléefigure
1.8 pour plusieurs lignes couplées), formant alors un circuit équivalent comjgb&éents
partiels. La qualité de la modélisation dépend du nombre de cedalesdérées pour
approcher la ligne.

Elle reste encore a ce jour une technique extrémement utilisée pour lasaboléides lignes
de transmission et pour traiter les problemes de circuits électnétiuges dans les
domaines temporels et fréquentiels. Les termes des matrices chaidmittance du sy&ine
qui en résultet sont des polyndbmes dans le domaine de Lapldoedre du systéme est donc
fini, mais souvent tres élevé pour une bonne approximation.

Les modéles électriques a éléments localisés (modéles PEE@)|Igdmeit employés ne sont

de bonne qualité qu'au prix d'un découpage virtuel des interconnexions en trdecons
longueurs trés inférieures a la longueur des ondes propagées. La quantiténienpibeta
troncons d'interconnexions a prendre en compte lors des simulations temporelles d'une
fonction élémentaire d'un circuit conduit alors a des temps de simulation tres longs.
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1.5.5. Bilan sur les modeéles classiques d’interconnexion

Si les interconnexions ont été longtemps négligées, elles sont@hji au centre de
nombreuses études. Nousas constaté qu’aux vues des rapides évolutions technologiques,
le délai de propagation, le bruit induit par couplage diaphonique vont dewsnfacteurs
prédominants dans le bon fonctionnement des circuits intégrés. Il paraihéloessaire de
mettre en place des méthodologies de modélisation, extractionwatdn de circuits autour
des interconnexions pour s'assurer de la fiabilité des systémes.

Nous avons abordé dans ce chapitre les méthodes de modélisation rdesrnetéons. La
simulation er3D est actuellement 1’outil le plus précis qui permet pour une structure donnée

la résolution numérique des équations de Maxwell. Aprés une extraction deepasamn
modele en accord avec les équatiors télégraphistes peut étre construit sous une forme
analytique irrationnelle comme on a pu le voir dans le paragraphe |.4.2rosuiie & une
discrétisation sous la forme d’un modele PEEC généralement de dimension importantea L
modélisation de systémes complexes tout en étant précise, doit datio@ielimité afin de

ne pas augmenter les temps de calcul des simulateurs tempaoisds.fusage direct de ces
méthodes de modélisation peut nécessiter un grand nombre d’équations, entrainant un volume

de calcul important lors de la simulation et pouvant engendrer des difficultés numériques.

Les simulations efficaces des structures de lignes d’interconnexion dans un circuit ou dans un
systemenécessitent des représentations plus simples. L’obtention d’une telle représentation
génére une étape supplémentaire dans le processus de modélisatiatuction d’ordre des
modeles.

L’¢tude qui fait objet de ce mémoire consiste a mettre en place un outl permettant
I’identification et la modélisation d’ordre réduit de différents types de systémes électriques
linéaires afin d’en diminuer les temps de simulation. Dans la section suivante, les différentes
approches sont présentées et nous citerons un certain nombre de méthedestam de
modele qui trouvent leur application dans le domaine des interconnexions.

.6. Réduction d’ordre des modéles d’interconnexion

Il existe plusieurs définitions de la réduction de l'ordre du modéle, t@endédu
contexte et du modeéle a réduire. A l'origiiea algorithmes de réduction d’ordre de modéles
ont été développés dans le domaine des systemes et de la thézmerdle, dans le but de
réduire leur complexité tout en préservant, dans la mesure du possitd@rigpriétés entrée-
sortie.

La réductiond’ordre de modéle essaye de préserver les caractéristiques H#esediime
structure. Cela signifie ga un stade précoce du processus, les propriétés les plus
fondamentales du modéle original doivent déja étre présentes. A Wufiprocessus de
réduction toutes les propriétés nécessaires du modéle original doivent étre esptueé une
précision suffisante, tout cela devant étre fait automatiquement

Aujourd'hui, la réduction d'ordre de modéle est un domaérecherche florissant, tant dans
I’étude des systémes, dans la théorie du contrdle que dans l'analyse numéepuis. fbus
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d’une vingtaine d’années, de nombreuses méthodes sont apparues. Le choix de 1’'une d’entre

elles se fait en fonction de la description du mod¢le original (représentation dans 1’espace
d’états, fonction de transfert, poles/résidus,...), de sa nature (linéaire ou non-linéaire, stable ou
instable, temps continu ou temps discret,...) et de la précision souhaitée.

Nous pouvons trouver un grand nombre de méthodes de réduction, et beaucoup d’approches
possibles dans la littérature. Plusieurs classifications de étsdes sont proposées telles
gue dans [SimO05], [Ben05] suivant les principes mathématiques utilisésupartptie ces
méthodes proposées sont numériques et reposent sur un ensemble de prod¢édures e
d’algorithmes de minimisation. Nous proposons une classification simplifiée, orientée plus
vers I’application. En fonction du point de départ de la méthode, des données nécessaires pour
son initialisation, nous distinguons deux classes principales :
- les méthodes utilisant des repndtations d’état (I'ordre du systéme original est
obligatoirement fini)
- les méthodes utilisant des mesures en fréquence ou des fonctions det transfer
irrationnelles Kordre du systéme original peut étre infini).

1.6.1. Méthodes utilisant des représentations d’état

Cette premiére catégorie est la plus répandue dans la littéfaliera comme point de départ
un modele ¢lectrique du systéme. Dans le cadre des lignes d’interconnexion, le modele
¢lectrique d’origine est basé sur I’approche PEEC et des équations d’état décrivant le systéme
(modéle circuit rationnel souvent d’ordre élevé). Parmi ces méthodes, nous trouvons celles
utilisantla projection sur un sous-espace de Krylov parmi les plus connues (Padé, Atnoldi
PRIMA).

Dans ce qui suit, nous présentons dans un premier tem@guations d’état. Ensuite, nous
présentons, viliexemple d’une ligne d’interconnexion, le principe des méthodes de réduction
lesplus courantes.

e Lareprésentation d’état
La représentation d’état permet de décrire un circuit. Il existe plusieurs manicres d’écrire les
¢quations d’état mais la forme généralement utilisée pour représenter lestsigtactriques

est la forme MNA (Modified Nodal Analysis).

Cette représentation est caractérisée par les équations d’état :
dxt
M %:—Nx(m Pu(t) (1.12)
y(t)=Q"x(t) (1.13)
avec: x(t): vecteur d’état, réunit les variables du circuit (tensions ou courants)
u(t): vecteur d’entrée, réunit les entrées (sources de courant ou de tension)
y(t): vecteur de sortie, réunés sorties (tensions ou courants observés)
La matrice M représente la contribution des éléments capagitiisductifs du circuit,d

matrice N la contribution des éléments résistifs et conductifeatace P la contribution des
sources indépendas La matrice Q permet de sélectionresdorties du circuit.
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La transformée de Laplace des équations d’état est donnée par

sMX(s) = — Ns)+ P(s) (1.14)
%s)=Q"X(s) (1.15)

Nous pouvons obtenir la matrice de fonctions de transfert dans le domaine de Laplace

H(s)=ﬁ=QT(Ms+ N)*'P (1.16)

Remarque
On peut également avoir

%s)=Q" X(s)+ Ti(s) ou Y(s)=Q" X(s)+(T +Ts(s)
et doncH(s)=Q"(Ms+ N)"P+T ou H(s)=Q"(Ms+N)"P+T+T's
ou T + Ts est une contribution directe qui peut apparaitre Iorsql(e) représente des

matrices admittances ou impédances. Dans les outils développés;ardtibution directe
irréductible est généralement extraite avant la réduction d’ordre.

e Modeéle de ligne d’interconnexion RLC

Dans cet exemple, nous modélisons la ligne de transmission p#lulascRLC identiques
(figurel.9).

Re

Figure 1.9 : Une ligne modélisée par des cellulé<R

Nous considérons comme variables d’état, les tensions aux bornes des capacités, ainsi que les
courants qui traversent les inductances, le vecteur d’état x(t) est donc de la forme

X:[Vl o Vn o e 'n]T’
)'(:[\'/1 \'/n Il In]T'
Sila sortie que nous désirons obsem&iV,,, nous obtenons alors

Q=0 - 010 - 0.
Les matrices d’état N, P, Q et M sont données par
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[ -1 1 1
(0] (0]
: 1 :
1 -1 0 c 7
N=l RS 1
1 ' (Re+ R) P= Q=|-
1 R Vo wm- ¢
— . - L
] -1 1 R lo] lojg L L]

Les éléments des matrices sont par défaut égaux a O.
La taille des matrices esiN:2nx & P:2nxp, Q:2nxg, M:2nx2n ou p et q sont

respectivement le nombre d’entrées et le nombre de sorties (pour l'exemple présenté
p=g=1). L’ordre du systéme est 2n pour I’exemple choisi. L’objectif de la réduction de

modéle est de trouver un systéme d’ordre q<n approchant les caractéristiques du systéme
d’origine. Plusieurs techniques possibles sont présentées par la suite.

e Réduction par projection sur un sous-espace de Krylov

Une grande partie des méthodes de réduction actuelles utilise ecomincipe la
conservation des moments temporels par projection sur un sous-espace de Krylov.

a- Principe de la réduction par projection

La technique consiste a choisir une matrice U de tallleq, puis a opérele changement de
variable x=UX dans [[14) et (.15). Les expressions suivantes en découlent

MUX =—NUX + Pu (1.17)

y =Q'UX
Il résulte de ce changement de variable unemititin du nombre de variables d’état, mais il

reste encore un grand nombre d’équations. Le systeme sera donc multiplié a gauche par la
matrice V de tailleN x q afin de réduire le nombre d’équations, ce qui correspond a

VTMUX =-VTNUX +VTPu (1.18)
y=Q"UX.
En effectuant les substitutionsN=VTNU, M =V'MU, P=VTP, Q" =Q'U les
expressionsl(17) se récrivent sous la forme

olM,
b- Le sous-espace de Krylov

Différentes méthodes existent pour construire un espace de Krylov e¢mgesematrices U
et V pour que, lors de la projection les premiers moments définis par

39



Chapitre I. Interconnexions intra et inter systénfesténiques : problématique et modélisation

m=Q'r
m=Q'T'r
avecr=N"P, T=-N"'M, soient conservés.

Deux sousespaces de Krylov d’ordre g peuvent étre par la suite construits sous la forme
K4(Uy, P) engendrépar {Ul,Pul, . .,Pq‘lul}

Kq V1, PT) engendrépar{\/l, P'V,..., (PT )q_l\/l}
avecY=retV,=Q.
Il suffit, pour créer les souspaces de Krylov d’initialiser U; et V; et par une relation de
récurrence de calculer les vecteurs suivants et ensuite dehlegamraliser. Pour calculer les
matrices réduites, il faut alopsojeter les matrices d’état du systéme original sur les espaces
de Krylov

N=V'NU P=V'P
M=V'MU Q" =Q'U
Les matrices ont les taisuivanteN :qxq, P:gx1, M:gxg, Q:gxl.

(1.19)

c- Procédures de réduction

Il existe une multitude de procédures pour construire les matrice¥ Uest principales sont
Padé via Lanczos (PVL), Arnoldi et PRIMA.

Méthode de Padé Via Lanczos (PVL)

Le principe de la méthode de Padé Via Lanczos (PVL) [Fel95] est de calculer I’approximation
de Padé¢ de la fonction de transfert du systéme d’origine, par I’intermédiaire d’une projection
sur les deux sousspaces de Krylov, générés par 1’algorithme de Lanczos.

Méthode d’Arnoldi

L’idée de la méthode d’Arnoldi, est de ne construire qu’un sous-espace de Krylov, via
I’algorithme de Arnoldi [Arn51], et d’effectuer une transformation congruente sur le systeme
d’origine afin d’obtenir le systéme réduit. Cette transformation permet de conserver certaines
caractéristiqgues des matrices du systéme original.

Méthode PRIMA

La trés populaire méthode PRIMA [Oda98] est similaire a celle d'drnal différence entre
les deux méthodes étant liee a la normalisation des vecteursndatriae U. Grace a la
transformation congruente, PRIMA et Arnoldi préservent la stabilité et la gashivsysteme
d’origine.

Méthode de SVD Laguerre

La méthode de SVD Laguerre [Kno0O0], [Kno06] utilise également une projection sur un sous-
espace de Krylov. Sa particularité d&xploiter dans la construction de ce dernier certaines
propriétés des fonctions de Laguerre. Elle préserve la stabilité petstavité du systeme
d’origine.
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e Autres techniques

D’autres approches possilek sont I’estimation asymptotique de la fonction AWRsymptotic
Waveform Estimatiorgt les méthodes basées sur une troncature dans la base d’équilibre.

La méthode AWE vise a conserver Bggpremiers moments temporels du systéme d’origine
(ou g est ’ordre du systéme réduit). L’idée principale de cette méthode est de développer la
fonction de transfert dans le domaine de Laplace en une série deaMiat fhour calculer les
moments puis, en utilisant une approximation de Padé, de calculéonatien de transfert
réduite, sous forme de fraction rationnelle. La méthode est rarement @iitsédement car
elle souffre de probleme de robustesse numérique et de plus, elleramditgpas la
conservation de la stabilité ni de la passivité du systéme.

Une autre technique repose sur un changement de hasgstdme d’origine est converti
dans la base d’équilibre [M0081] et pr la suite une troncature a I’ordre q est effectuée sur ce
systeme.

Certaines méthodes de réduction utilisant ce type de représentatiorvenhdes propriétés
importantes du systéme d’origine, notamment la passivité. La principale contrainte est liée a
la manipulation de matrices de taille tres importante. feslémes liés a 1’inversion des
matrices peuvent aussi se poser.

1.6.2. Méthode utilisant des mesures en fréquence

La méthode du Vector Fitting est largement acceptée comme umpeurtiettant le traitement
des systemes partir des mesures en fréquence de leur matrice admitt[aﬂc«au de

dispersion [S]. Cette méthodascite depuis quelques années 1’intérét du monde académique
et du monde industriel. Nous présentons ici son principe général [Gus99].

Cette méthodeffectue I’ajustement (fitting) de données avec des fonctions rationnelles en
évitant les optimisations non linéaires. Elle utilise un procégétif nécessitant donc une
initialisation. Elle est disponible tant dans le domaine temporel que fréquentiel

Soit f(s) la fonction que nous cherchons a approcher par une fraction ratioﬁme)leiont
le dénominateur est d’ordre r. Afin de se placer dans le cas des admittances des circuits
électriques passif$,ordre du numérateur de ?‘(s) est suppose inférieur ou égat &1. Nous

sommes confrontés a un probléme non linéaire et comfak est connu par des mesures en

fréquences, il est plutot difficile de faire appel a une représentatioareblesd’état. La
subtilité de la méthode du Vector fittimgnsiste a introduire une fonction auxiliaire inconnue

notées(s) qui admet une approximation rationneti¢s) de la forme

r-1

~ q

5(9= —n—+1. (1.20)
n=OS_ Pn

PosonsF(s) =o(9 ?‘(s) et considéronsfl(s) une approximation rationnelle d?ﬁs) ayant les
mémes pdles que celle i¢s) ,
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ﬁ 2 +d+esavecdeciR. (1.21)
5S— Py
Notons que
1(96(9) = h(9) + 4(9) (1.22)

ou £(s) estun terme d’erreur.
Si nous intégrond.QO0) et {(. 21) a (.22), nous obtenons

f(s)[Z Gn +1J Z & +d+es+g(s) Vs (1.23)

= n n—0S—

Ensuite nous imposons un jeu de polesn=212..r —1 choisis dans un premier temps de

maniere arbitraire. Si nous connaissofs) en un nombre de points=s , k=12,..N,
N >2r +2 le problemel(23) est linéaire et nous pouvons le résoudre au sens des raoindre

carrés afin de déterminer leg,a,,d,e qui minimisent||g||2. Suite a la résolution de.23)

nous disposons dé(s) et de g(s). Nous pouvons donc obtenir une approximationf¢s
sous la forme

te) = h(S)

59 (1.24)

En pratique, la méthode est itérative. Les pbles du modele otft(ss)uemplacent les pbles

p, précédemment choisis arbitrairement. Ris) est instable, une correction est effectuée

par simple changement de signe de la partie réelle des paies ditns le demi-plan droit du
domaine de Laplace.

|.7. Travaux antérieurs menés au Lab-STICC

Le LabSTICC bénéficie d’une expérience ¢tendue sur 1’étude la transformée de Laguerre en
temps continu [Mor00], et en temps discret [Tan94], ainsi que sur la transfornkéautte
[Mor00]. Ce savoir-faire ainsi que des études sur le calcul des gramoménmrmis le
développement et le perfectionnement de plusieurs méthodes de rédiictidre des
modeles de type sous-optimales [Bre93] ou optimales [Nou93], [Vil99]. Le prigéipéral
des méthodes développées au Lab-STICC est la construction d'un enskenfoinctions
ayant des propriétés dérivant du systeme original. Un modéle d'ordre estudiors
déterminé a partir du grammien associé a cet ensemble de fonctinitisatibn de fonctions
orthogonales permet de faciliter le calcul des grammiens et la constructicoddle méduit.
Les bases de la premieére méthode sous-optimale développée &II'lCAD-dite «des
dérivées/intégrales» ont été mises au point au début des années 90 [Sev93]. Le cceur de cette
méthode est la construction d’une matrice de Gram relative a un ensemble de fonctions
obtenues par dérivations et intégrations successives des réponses du systéahe origi

La méthode de «Laguerre-Gram a 1 pdle» [Amg05], [TletOrstitue un progres significatif

car les opérations de dérivation/intégration sont remplacées par ’application répétée d’un
simple opérateur linéaire lié aux fonctions de Laguerre. Cette technapiecomme la
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précédente, préserve la stabilité du modéle original mais pernuettrenune réduction plus
rapide et robuste.

La méthode de «Kautz-Gram a 2 péles» reprend les mémes principes méehdale de
«Laguerregram a 1 pole», mais est cette fois basée sur 1’utilisation d’un couple d’opérateurs
linéaires simples. La méthode est comme une alternative int@essaelle de «Laguerre-
Gram a 1 podle» dans le cas de systemes particuliers possédantponse réemporelle
caractérisée par des oscillations lentement amorties [TelO8]. ni&thodes ne sont pas
itératives et le choix initial, qui se limite au seul pdéle fiestions de Laguerre ou aux deux
poles des fonctions de Kautz, est primordial pour une modélisation de qualité.

Le principe général de ces méthodes sera présenté plus en détail dans leXhapitre

1.8. Méthode développée durant ce travail de thése

La méthode élaborée et étudiée durant ce travail de thése utiseouvelle approche qui
s’inscrit dans la continuité des méthodes présentées au paragidphene premiere
modélisation du systéme original est effectuée a 1’aide des bases de fonctions orthogonales de
Kautz a plusieurs pbles. Par la suite, le probléeme non-linéairecaggburné parla
construction d’un ensemble de fonctions linéairement indépendantes qui permet la
détermination du modéle réduit.

Approximation Réduction d'ordrg
par des fonctions du modéle Simulateur
orthogonales approché temporel
l —¥ Passivation
Modele
Modele Modele électrique
rationnel rationnel ordre
d’ordre élevé réduit

Figure 1.10: Schéma des étapes de modélisation et réductiodrd'or

La figurel.10 présente de maniere schématique la démarche proposée dans ae eicle®mi
étapes a valider, pour passer du modéle complexe difficile a sieulerodele rationnel
réduit prét a étre intégré dans un simulateur temporel.

Un réseau de connexions caractérisé par un schéma électrique équimalentdele
mathématique ou une réponse temporelle est un systéme complexe gtrepautémme un
multipdle dont les fonctions de transfert dans le domairieplace sont d’ordre infini ou trés
élevé. Afin de pouvoir étudier ce genre de structaresractériser leur modélisation d’ordre
réduit, nous avons défini deux phases de traitement complémentaires a effectuer.
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1. Premiere étape : modélisation des réseaux de connexions

Notre algorithme de réduction de modéle suppose une premiére étape deatmmuélis
du systéme originalonsidéré a I’aide des bases de fonctions orthogonales de Miintz-Laguerre
et'ou de Kautz a R pdles multiples. Les caractéristiques princigaless fonctions a temps
continu sont présentées dans le deuxieme chapitre. Le princigéagsocher le modéle
original d’ordre infini ou élevé par un autre modeétenstruit a 1’aide de ces fonctions
orthogonales. Cette premiére étape est une préparation pour la secpadeagtie nouveau
modele ainsi obtenu, pour étre précis, est souvent d'un ordre encore tropCélanédele
sera considéré comme le modéle de référence pour la seconde phaseidraalehapitre de
cerapport est consacré a cette phase d'approximation a l'aide des fonctiogsrates de
Mintz -Laguerre et/ou de Kautz.

2. Deuxieme étape réduction d’ordre du modéle

Cette étape du traitement fHibbjet du troisieme chapitree modéle approché par les
fonctions de Kautz a R pdles multiples et/ou de Mintz-Laguerre subit ures gnasduction
d’ordre. La méthode de réduction utilisée est basée sur un outil maihéenatriginal
développé dans le cadre de cette these.

Ces deux étapes nous permettent 1’obtention d’un mod¢ele simple, réel rationnel et d’ordre
réduit assurant des simulations temporelles plus rapides. Une étayssidatiman a posteriori
est souvent nécessaire avant la phase de simulation. Un citcdit passif si aucun de ses
éléments ne génere de l'énergéa d’autres termes des sources internes au systéme «
artificielle »n’apparaissent ppd.es modeles non passifs représentant un systeme passif sont
indésirables en simulation temporelle. La passivité est importdates la simulation
numérique afin d’éviter que des erreurs liées a la précision des calculateurs ou liées a des
troncatures employées dans des algorithmes fassent apparaitre de 1’énergie dans des éléments
passifs [Des04], [Ste04], [SteOT)urant ce travail de thése, nous n’avons que trés peu étudié

la passiité et nous né’avons pas abordé dans ce manustmais des techniques existent pour
tester les modeéles et corriger a posteriori, si nécessaireptidan afin de les rendre passifs
[Des04], [Ste04], [Ste07].

1.8. Conclusion

Ce premier chapitre a permis de présenter le contexte général dudeatvetise. Nous
avons illustrées effets indésirables que la présence des lignes d’interconnexion peut avoir sur
le fonctionnement des circuits intégrés. Nous avons présénisrtance de la modélisation
des interconnexions et donné un rappel de certaistasis de base de 1’électromagnétisme.
Enfin, nous avondéfini la réduction d’ordre des modéles, et faitun état de I’art des méthodes
existantes.
Le chapitre suivant est consacréaanlodélisation d’un systéme de connexions basée sur
I’emploi des fonctions orthogonales. Nous introduisons les fonctions de Muntz-Laguerre et de
Kautz a R péles multiples a temps continu, en présentant leursecatapies temporelles et
fréquentielles. Une attention particuliere est ensuite accordédcal d@s coefficients avec
la présentation dhe nouvelle méthode de calcul efficace des coefficients mise en ceuvre
durant cette these.
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I1.1. Introduction

La modélisation, art d’¢élaborer un modele, se trouve au coeur de plusieurs disciplines
scientifiques. L’utilisation des fonctions orthogonales dans la représentation ou
I’approximation des systémes est une approche communément utilisée en traitement du
signal, en automatique et d’une maniere générale, dans toutes les sciences appliquées.

La diversité des bases de fonctions orthogonales et leurs propriétés/agifant de ce type
de fonctions des outils mathématiques quasi incontournables. Unetuigégbondante
témoigne de I’intérét du sujet.

L'histoire des fonctions orthogonales est ancienne, elle date*8tsik&le. Parmi les bases de

filtres orthogonaux a fonction de transfert rationnelle, les bases ms file Laguerre et de

Kautz, sont particulierement adaptées a la modélisation dergsfghysiques. Les fonctions

de Laguerre permettant de générer les filtres du méme nom sont isspedymmes
introduits par E. Laguerre (1834-1886). Ces fonctions connaissent depuis des années un net
intérét dans divers domaines d'application, on peut citer les sei@tckingénierie du
nucléaire, les communications, le traitement du signal etttagd numérique, le traitement
d'image, la conception de circuits électroniques assistée paaterinl'automatique pour la
régulation et le contrdle de systeme,

Constituant une orthogonalisation des fonctiotle ® (n>0), et offrant des allures

temporelles amorties Iégerement oscillantes, elles sont pateuiknt adaptées a la
modélisation de systemes physiques et a I'étude de phénomeénewmiteandtlles sont

caractérisées par un pble réel d'ordre multiple. Elles ont une strsituypée ce qui leur

confere de nombreuses propriétés élémentaires. Elles sont adaptéewd@géligation des

systemes dont la dynamique dominante est du premier ordre. De nombreusediampli
pratiques en dérivent.

Néanmoins, pour l'analyse de signaux transitoires plus fortement mtscitla de systémes
dont les péles ont une plus grande dispersion dans le demi-plan gauche cpheslexe
fonctions de Laguerre s'averent moins efficaces. La quéte de la perforocamgt a
employer de nouvelles fonctions plus adaptées a ce type de signauxt@mesysLes
fonctions de Kautz a deux pbles multiples, réels ou complexes conjugupartcadiers des
fonctions introduites par W.H. Kautz, peuvent répondre a cette attente. Bien qu’elles soient
connues du monde scientifique depuis les années 50 [Kau52] [Kau54], elles n’ont été
vraiment étudiées qu’a partir des années 1990, et ce n’est que depuis 1’é¢tude de Wahlberg B.

et Mikilda M. [Wah96] qu’elles peuvent étre efficacement appliquées a la modélisation de
systemes. Elles sont fortement indiquées pour la représentation éenesysayant une
dynamique dominante du second exdr

Ces fonctions de Kautz a deux parametres sont, comparativement aux foncliagsieiee,
moins bien connues et moins bien exploitées. Cela est en partie exppeadeur plus
grande complexité d’emploi, voire a une méconnaissance de leurs propriétés. Néanmoins,
nous trouvons dans la littérature certains travaux récents [Kno06], [LipO6fait§jasur la
modélisation des systémes et la réduction d’ordre a I’aide des fonctions de Kautz a deux poles
multiples réels ou complexes conjugués. Les fonctions de Kautz oetréegdl été étudiées
dans le contexte de la modélisation des lignes d’interconnexions de type VLSI possédant une
géomeétrie simple [Tel07], [Tel07a], [Tel07b].
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Lorsque les systemetgls que par exemple des réseaux d’interconnexions, font apparaitre
plusieurs constantes de temps ou plusieurs modes résonants, 1’emploi de ces fonctions est

limité et ne permet plus d’atteindre une qualité de modélisation suffisante avec un nombre

réduit de fonctions. Un réseau de connexions peut avoir une structure d'une grande complexité
géométriquec’est un multiport dont le nombre d’entrées et de sorties peut étre important et

pour lequel les diversdsnctions de transfert sont d’ordre élevé ou irrationnelles. Dans le but

de modéliser ce type de systemes, plusieurs généralisations desHiiaggonales a fonction

de transfert rationnelle, appelées GOBF (Generalized Orthogonal Basisofshoont été
introduites [Van95][Chu05] [Jal07].... Les fonctions de Kautz (& p6les multiples) ainsi que

les fonctions de Mintz-Laguerre en font partie.

Les fonctions de Kautz, sont des fonctions réelles, causales et orthogonales dans I’espace des
fonctions réelles.?([0,o0[, R ). Ces fonctions & pdles multiples et les filtres associés peuvent

représenter assez adéquatement les systemes vibrants. Eké otilisées principalement
dans des applications en acoustique et alidan03, en contrble adaptatif de systemes
instables [Orq97] et en identification de vibrations [Dia98].

En ce qui concerne les fonctions de Muintz-Laguerre, elles ont égalamenforme
rationnelle, elles sont causales et d’énergie finie, et forment une base orthonormale dans

I’espace des fonctions complexed[0,0[,C). Les bases des fonctions de Miintz-Laguerre et

celles de Kautz [Kau54] sont obtenues parthonormalisation de Gram-Schmidt d'un
ensemble de fonctions exponentielles.

Les fonctions de Mintz-Laguerre, dans leur version classique, sont, congraeativaux
fonctions de Kautz moins bien connues et tres peu utili€&esont des fonctions complexes,
pas forcement utiles pour représenter des systemes réels maisorlaine structure
mathématique assez simple (des modules passe-tout d'ordre dppetrenitent a celles de
Kautz (des modules passe-tout d'ordre 2). Les fonctions de Mintz-Laguernepgésentées
dans ce manuscrit, mais serviront principalement a expliquer la procéeluréddction
d'ordre développée.

Au cours de ce chapitre nous définissons les bases des fonattbngonales de Mintz-
Laguerre et de Kautz. Nous allons rappeler leurs propriétés élérasnghirdonar leur
représentation temporelle et fréquentielle. Nous procédons par la$aiteodélisation par
projection sur les bases de Mintz-Laguerre et de Kautz puis présértgnsssion des
coefficients de ces projections. Le principe é&sipprocher le modele original d’ordre infini

ou élevé par un autre modelenstruit a I’aide de ces fonctions orthogonales. Pour évaluer la
gualité de cette approximation, des exemples sont proptsdisn du chapitre.

I1.2. Définition des fonctions de Muntz-Laguerre

Les fonctions de Muintz-Laguerre noté@it) sont des fonctions complexes définies dans le
domaine de Laplace par

VZER{O’ }H(S “kJ h=12... (1.1)

S+ay

Qn k=1
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ou lesa,, désignent des parametres réels ou complexes véntiefat, | > 0.
Les fonctions de Miintz-Laguerre forment une base orthonormée dans l'e3fjaee],C),
seulement lorsque la condition de Miintz-Szasz [Kno01] est remplie

iM—w. (11.2)

=R

ot L?([0,0[,C) est I'espace des fonctions complexes dont le carré du module esthiletég

Ce dernier est un espace de Hilbert muni du produit scaéirg)= | f(t)g (t)dt et de la

O3

norme| f[ = (f,f).

Il convient de noter par une inspectidal'expression (Il.}, que tous les filtres associés aux
fonctions de Muntz-Laguerre of# méme structure (figur#.1), c'est-a-dire un filtre mono-
pole, multiplié par un produit de filtres passe-tout.

S+ay S+a, S+ ag
A 4 A 4

A 4
V2] V2Rl NN J2%a,}

\4
\ 4

l l | l
o o e e

Figurell.1: Filtre associé aux fonctions de Muntz-Laguerre

Remargue importante :

- Les fonctions que nous utiliserons sont construites a [’aide d'un jeu de R poles
a= {al,...,aR} réels ou complexes conjugués, le jeu de R podles se répétantimegtjn
c'est-a-direa,, g = o .

- Comme les fonctions sont définies a [’aide de R poles se répétant périodiquement a
[’infini nous pouvons écrire :

frn(8)=4n(5) [B(s)) (1-3)

R
avec A= 012... etn=123...R, sachant queB(s)=] |
k=1 S+,

- Il en découle également que la condition de Mlntz-SHa&yqera toujours vérifiée.

*
S—ay
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1.2.1. Cas particulier : les fonctions de Laguerre
Les fonctions de Laguerre & temps contipy(t,e) sont des fonctions réelles causales
définies & partir des polynémes de Lagueryét)

Pnal(t.a)=V2a €L, (2at)
ol « désigne un parametre réel positif. Les polyndmes de Laguerre réefegié
n= 012..., sont donné't € [0,0[ par

t 4N n ]
e d } n\(-t)
L, ()2 =——(t"e™ )= N
Les fonctions de Laguerre & temps continu, forment une base orthonormalé (@any , )
verifiant <¢)n,(pm> = d,m-Elles ont pour transformée de Laplace
. Voo (s—e\™
¢n(s): ( j N
St+a\s+a

Les fonctions de Laguerre sont donc un cas particulier des fonctions de-Mguorre pour
lesquellesay, =a € R* VKk.

=12,... (11.4)

Dans la littérature de nombreuses études ont été déja faitesnsodddisation des systemes,
et la réduction d’ordre, a 1’aide des fonctions de Laguerre. Lorsque la complexité des
systemes s'accroit et fait apparaitre des phénomeénes oscillants ou rétalaantds peuvent
par exemple apparaitre dans certains réseaux d’interconnexions, I’emploi des fonctions de
Laguerre, en nombre limitég permet plus d’atteindre facilement une qualité de modélisation
suffisante. Des fonctions possédant des poles variés doivent alors étresutilisée

11.3. Définition des fonctions de Kautz

Les fonctions de Kautz notées,(t) sont des fonctions réelles et causales qui ne sont

pas issues de polyndmes. Elles sont définies a partir de leufertnadess de Laplace données
par des fonctions d’indice pair n=2m ou impairn=2m-1, par

- \/2(a2m + aZm—l) Clom@om 1 T (S— a;k_1XS— a;k)

Vo 1(S)= (11.5)
zmd (S+ Olszl)(SJr a2m) k=1 (S+ a2k71XS+ a2k)

_ \/2(052m + ymq)S T (S_ a;k—lxs_ a;k)

- (5+ a2wl)(s+ a2m) k=1 (S+ a2k—1)(s+ a2k)

‘/}Zm (S)

pour m=123... Les (— ak) désignent les péles des fonctions de Kautz, potrd2,... Les
couples (a, , @, ) sont des paramétres réels ou complexes coéfug®n note

Oy = Uy 1 + Oy €L 7T = a1 Oy, A€Signant les parametres réels posiifsz, € R*, on

a alors
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N 20 T T—[l(sz - oS+ ﬂ'k] )

$* + 0, S+ 7

V}Zm—l(s): 2
S™+ O'mS+ T k=1

[ m-1 2
~ (S) _ 2o-m S H S —GkS+ 7Z'k
‘//2m 2 2 '
S +0,S+ 7Ty k=1\ S + 0O S+ 7
pour m=123,...

Lorsque la condition de Miintz-Szasz (I1.2) est remplie, les fonctio&adez forment une
base orthonormée dans I'espalc[0,oc[,%R), ou L*([0,00[,]) est l'espace des fonctions
réelles de carré intégrable. Cet espace est un espace de Hilbertumproduit scalaire

<f,g>:j f(tlo(t)dt et de la norméf|=/(f,f).

0
Les fonctions de Kautz (I1.5) peuvent étre implémentées sous difféstnietires de filtres
dont la forme donnée figure Il.Eette structure est constituée d’une cascade de filtres passe-
tout d’ordre 2 associée a des filtréssortie également d’ordre 2.

1 - Dy(-5) D,(-s) Ds(-s) D,(-s)
»  Di(s) D, (s) Ds(s)

v

\ 4

A 4
O
N
—_
n
~—

A 4

V2o, | [\]20,S V20,75 | |4/ 20,S 20373 | | 4/205S N20 47 4| |\ 20,4S

D:(s) || D, () D,(s) || D,(s) Ds(s) || Ds(9) D4(s) | | D4(s)
Voo |
ACERAC v}is) :ﬁ{(s) wls(s) tﬁi(S) wly (s) rﬁt(s)

Figure .2 : Filtre associé aux fonctions de Kautz allgds)= s + oS+ 7,

Remarques:
- Les fonctions que nous utiliserons sont des fonctions de Ka®z ar parametres

(a2k_1,a2k) multiples réels ou complexes conjugués se répétant indéfininlestgae
Oopr =0 €L Oy 1 r =y - A Noter que dans cette configuration, la condition de

Mintz-SzaszlI(2) est toujours vérifiee.- Le cas des fonctions de Kautz a deux péles
multiples (R=2) est un cas particulier qui a également été exploité dans le coutexte
lignes d’interconnexions de type VLSI [Tel07a].

I.4. Propriétés
Il.4.1. Représentation fréquentielle des fonctions de MLaguerre A partir des
transformées de Laplace des fonctions de MUntz-Lagué,((e) (I.1), nous pouvons

exprimer dans le domaine fréquentiel knnodule et phase. Un exemple de la représentation
fréquentielle des quatre premieres fonctions de Mintz-Laguerre Reu2 pbéles choisis

purement réelsdy = {1;2}) est tracé sur les figures lie3ll.4.
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Comme nous pouvons le remarquer sur la figure 1.3, avec des poéles réels, lessniegul
fonctions d’indice pair sont tous identiques, les modules des fonctions d’indice impair
également. lls ont tous un comportement fréquentiel de type passe-bagueuwsait leur
ordre. Sur la figurdl. 4 les phases sont différentes pour chaque fonction.

15 T E E 4 t 3 E
n impair
1
o =
ke =]
g IS
(0] =
E 2
s g
£ o
<
0.5
0% 3 o i 2 ) 1 0 1 2
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
Pulsation (rad/sec) Pulsation (rad/sec)

Figuresli.3 etll.4 : Module et phase dg(s) & ¢,(s) pour & = {1;2}

Les figures Il.5et 1.6 donnent les représentations fréquentielles des quatre premieres
fonctions de Mintz-Laguerre aveR=2 pbles complexes conjugué§={1i5i } Les
modules des$onctions d’indice pair (ou impair) sont identiques et présentent une fréquence de
résonance positive (ou négative).

15 3 £ £ 2 £
f
| T
a
/) - or
] \ n pair
| \ K
1+ | H .
8 u g 20
Z | ‘ g
Q =
: g3
= g
05 n impair
5r
6k
1r
0% ) o o 2 8 1
10 10 10 10 10 10 10
Pulsation (rad/sec) Pulsation (rad/sec)

Figuresll.5 etll.6 : Module et phase dg (S) & 4,(s) pour @ = {1+5i }
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11.4.2. Représentations temporelle et fréquentielle des fonctions de Kautz

Une connaissance de ’allure de Kautz dans le domaine temporel ou fréquentiel nous permet
de mieux identifier les différents systémes qui pourront étre représentés a pagtir de
fonctions.

Il. 4.2.1. Représentation temporelle

L'allure temporelle des fonctions de Kautz dépend fortement des parafpétes)choisis.

Les pbéles multiples peuvent en effet étre choisis purement réels ou complexesé&nnjug
Nous avons tracé sur les figuks et 1.8, les six premiéres fonctionss((t) a w,(t)) avec
R=2 poles réelsa ={1;2} et sur les figuredl.9 et 11.10, les mémes fonctions avec des
pbles complexes conjugué;%:{li 5i } Nous constatons que quels que soient les pbles
multiples choisis, réels ou complexes conjugligssfonctions d’indice pair sont toutes nulles

a I’instant t=0, tandis que les fonctions d’indice impair valent \/2 *(am + Ay q) @ Uinstant t=0.

1 T T T T T 5 T 5 T

Fonction dindice pair

2 3 3 3 3 3 3 3 3 3

Fonction dindice pair

6 7 8 9 10

1 2 3 4 5 6 71 8 9 1

Figuresll.9 etll.10: w,(t) pour @ = {1+ 5i } (M=1, 3 ou 5 et m=2, 4 ou 6)
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11.4.2.2. Représentation fréquentielle

A partir des transformées de Laplace I1.5, nous pouvons exprimer dans ieaéguentiel
leur module en dB et leur phase en radian. Sur les figures I.11 etbd® représentons les
courbes fréquentielles relatives aux 4 premiéres fonctions de Kautz pourndsfgnex de
pbles réels ou complexes conjugués. Les figures ktlll.12 représentent les réponses
fréquentielles des quatre premiéres fonctiaird) & ,(s)) avec des poles réeis={1;2}.

1.6 n impair
1.4
1.2

1

0.8

Amplitude (dB)
Phase (rad)

0.6

0.4

0.2

e P U
10 10" 10° 10" 10° 10° 10" 10° 10" 10°
Pulsation (rad/sec) Pulsation (rad/sec)

Figuresll.11 etll.12 : Module et phase dg;(s) & y,(s) poura ={12}

Les figures 11.13 et 11.14 donnent les représentations fréquentielles des quatre premieres
fonctions de Kautz pour des pdles complexes conjugﬂé:{lt 5i }

1 4 13 E 3 2 E E 3
1.2 b 0
1 [ -
~ -2 [
) ~
E o8- 1 B
o <
E impai 3 4
= n impair | 8
g o
-6
0.4 b
0.2 ] 85
0 -2 -1 =0 - 1 2 -10 -2 =-1 =0 - 1 2
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
Pulsation (rad/sec) Pulsation (rad/sec)

Figuresll.13 etll.14: Module et phase dg;(s) & y7,(s) pour @ ={1+5i }
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Il'y apparait un comportement fréquentiel de type passe-bas pour tautiemdéons de
Kautz d’indice impair, et un comportement fréquenticl de type passe-bande pour toutes les
fonctions de Kautz d’indice pair, vérifi¢ aussi pour d’autres jeux de podles (figure 11.15). Nous
constatons également que les modules des fonctions sont identiques cpaat telren et
ne dépendent que de la parité des indices.

2 E E E

. ——a={1 2

5 15- a=34
S o = {145 15}
8 —— o = {243 2:3}
2 1F 1
a
&

051 1

0 E

10° 10
Pulsation (rad/sec)

Figurell.15 : Module dey,(s) pour différents jeux de poles réels ou complexegugués

1 E E E =

—a={12} ,
=04 1

a = {1+5i 1-5} /

—— o = {2+3i 2-3i}

o
o
I

Amplitude (db)
o o
~ o
T 7

0.2

10° 10
Pulsation (rad/sec)

Figurell.16 : Module dey,(s) pour différents jeux de poles réels ou complexegugués

I.5. Représentation sur la base des fonctions de Muintz-Laguerre

Les fonctions de Muntz-Laguerre sont adaptées a la modélisatiopstimeas présentant des
réponses transitoires amorties. Nous présentons par la suite la projection sur la bas-de M
Laguerre et I’expression des coefficients de cette projection. Toute fonction complexe

f € L?([0,00], C) admet une représentation de Miintz-Laguerre sous la forme
(1) =Y cun(t).
Cette expregzslion correspond dans le domaine de Laplace a
f(s) = ilcn;zn(s) . (11.6)
e

Les coefficientsc,,, portent le nom de coefficients de Muntz-Laguerre et forment ce que nous
appellerons un spectre de Mintz-Laguerre. lls sont donnés par le produit scalaire

¢, =(f.4,). (I1.7)

Ces coefficients ont dans le cas général des valeurs complexes.
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Pour des raisons pratiques évidentes, la représentit®)rnegt souvent tronquéd’ardre N,
un nombre fini de coefficients, ce qui se traduit par le modele apprib@)épour ?(s)

N A ~
a(s) =D catn(9) ~ (9). (1.8)
n=1

Le criteére d’évaluation de nos mod¢les est le critere d’erreur quadratique. Il se préte trés bien
aux calculs que nous effectuons. L’erreur entre la fonction originale et la fonction obtenue
suite a la troncature définie par

Eq=|f g (11.9)

est minimale si les coefficients du développementsontdonnés parll. 7). L’erreur peut

o0
.. 2 . . .,
alors s’écrire EQ= Z|cn| , cette expression nous fournit une mesure de la qualité de
n=N+1
I’approximation 11.8.

On définit égalemeriterreur quadratique relative Eqr =| f — g||2 / |f ||2 .

Il est & noter que l'erreur quadratique Eq dépend également du chqgpardesetres des
fonctions de Muntz-Laguerre. Ce choix a un impact dautant plus importaré goembre N

de fonctions utilisé pour le modele est faible. Cette remarque estaligaide a la

modélisation utilisant les bases de fonctions orthogonales gén&a(G&BF) a temps
discret ou continu. L'obtention des paramétres optimaux pour ces bases dedorietibpas
un probleme trivial, solvable simplement [Ma]9Bvial99], [Heu0].

11.5.1. Détermination des spectres de Muntz-Laguerre

Lorsqu'une fonction est connue par sa représentation temporelle, I'expressiaefieients

de son spectre est donnée gai7). En pratique, ces produits scalaires pourront toujours étre
évalués avec la précision souhaitée au besoin par une approximation nunuEgjue
intégrales. Lorsqu'une fonction est définie par sa transformée de dapdhcplus
particuliéerement si celle-ci est irrationnelle, la détertidma de son spectre peut étre
laborieuse.

On cherche a calculer les coefficients de Mintz-Laguerre qui penmnegemodéliser le
systeme et déterminer le modele rationnel approché. Les fonctions de-DNMignierre sont
construites a partir d’un jeu de R p6les choisis de maniére arbitraire. Dans le cas général, une
méthode numérique est nécessaire pour 1’estimation des coefficients du spectre de Muntz-
Laguerre. La méthode présentée s’inspire des travaux de A. Soumelidis et J. Bokor [Sou97],
[Sou02], [Sou03] sur l'estimation des coefficients d'un développement sur ladbase
Takenaka-Malmquist. Les fonctions de Takenaka-Malmquist sont une varsarps discret

des fonctions de Muntz-Laguerre. L'algorithme proposé par A. SoumelidiBekar. utilise

la FFT.Nous I’avons étudié et adapté pour permettre le calcul des spectres du développement
sur la base des fonctions a temps continu de Mintz-Laguerre.

On cherche a calculer les coefficiemtstels que
1(s)= 2 Cutn(9)
n=1
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Comme lesc, sont donnés par les produits scalaiog&(f,%), on peut écrire dans le
domaine de Laplace

T@? (s) (- s)ds (11.10)

—joo

oL
n 272]
Pour s= jw, I’expression devient
177, =y
co === [f(i®)d(jo)dw (1.11)
2r =,
ou la barre supérieure indique le conjugué (*) du terme. Les fonctions de Miintz-Laguerre

dn(s)= /2 ﬁs_a; n=12,... (1.12)

S+a, g Stay

sont définiesa 1’aide de R pdles a = {al;...;aR} se répétant périodiquement a I’infini. On
peut alors écrire

Friem(S) = dn(s) [BS) (11.13)

avec 1=012...,n=12....R et
R S—O(* R

B(s)=H( "j=HBak(s) (11.14)
k=

k=1\ S+ Q@ 1

. S—ay
ol B, (s)= s+ak :
k

%

S—a
S+o

Etude du passe-touB,,(s)=

Module
Pour s= jw, on vérifie que I’on a effectivement

B, (jo) =PL=%|=1 (11.15)
Phase
L’expression de B,(S) peut étre décomposée en parties réelle et imaginairepose

jo+a

a = pue’ :,u(COS}/+ jSiny): X+ ] Y. Les poles des fonctions de Miintz-Laguerre sont daders-
plan gauche complexe, cela implique que I’ensemble des parameétresr appartiennent au demi-plan droit

complexe et donc on autéa>0 et >0 avecy € {%,%} .On en déduit que

Arg(B, (j0))= Arg(jo—a’ )- Arg(jo +a)

11.16
:7z—2Arctar(a)Jr yj ( )
X
On pourra donc écrire
B, (jo)=1e/% (11.17)

avec
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7, (w)= Arg(B,(jo)) = n—ZArctar(w;yj (11.18)

Aprés étude, on constate qug(a)) est une fonction réelle décroissante et bijective de
|- oo+ vers[0,2z]. En remplagantli(17) dans (11.14) aves = jw, on obtient

)= e
W)= e Tol@ ’
k=1
donc B(jw) peut s’écrire sous la forme

Seg (o)
Bjo)=e = = =R (11.19)

ou I’on a posé
1R
r(a)):EkZ:‘,lfak (a))
Le terme 7(w) est également une fonction réelle décroissante bijectivg-aerod| vers
[0,27].

De 1’étude précédente, on peut déduire en utilisant 11.11, 11.13 et 11.19 que

+00

Crinn =5 | f(i0)dr(io)Bio) do
- (11.20)
:i fA(Ja)) (Ja)k ]Rra)/lda)
2r

—00

Commer(w) est une bijection, on peut faire le changement de var@ble(w). C’est-a-dire

w=1"0) et do=p(0)dd avec p(6)= t 1 L’expression des coefficients du

T' (z’ - (9)) (o)

spectre est alors donnéarp
2

A% T
Cosun :ij(p 10)) g (i (0))e R* p(6)do. (11.21)
0
En posant

F(0)=—f (i7 X0 (i= 4(6)).0(0

les coefficients sont donnés par
2
Crrn =2 | Fal0)e R d0 (11.22)
2

Cette intégrale s’apparente a une intégrale de Fourier. Une évaluation numérique de celle-
pourra donc étre faite en utilisant un algorithme de calcul de type Efeffet, on peut
discrétiser I’intégrale en posant

i=2I2—:—127Z' aveci=0 a 1-1 et AQZ%Zﬂ'.

Le calcul approché de I’intégrale devient
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AO S i
Crin = O Fa(6 )6 (1.23)
27
Donc, en remplacard, et A@ par leurs expressions, on obtient
2i+1
—-jRA—=2x
Criin = Z Fo( 2 (1.24)

Ce qui peut s’écrire aussi

- jRﬂ —JR/l 2

Cosun ~_ | z (11.25)

On remarque bien Ia S|m|I|tude avec la transformée de Fourier discigde,les ci, .,

peuvent étre facilement calculés a I’aide d’un algorithme rapide (FFT). En réalité on aura R
FFT a calculer correspondant aux différentes valewsl,.. ., R.

11.6. Représentation sur la base des fonctions de Kautz

La modélisation d’une fonction f(t) connue par sa transformée de Lapldds), a I’aide des
fonctions:,&Zm(s) et v, 4(s) est donnée par

zcnl//n ZCZm 1V/2m 1 )+ iCZmWZm(S) (”-26)

m=1 m=1
Les coeff|C|ents de la projectior),, portent le nom de coefficients de Kautz et forment ce que

nous appelonte spectre de Kautz. Les fonctions de Kautz sont réelles, le spedtautie
aura des valeurs réelles.

L’ensemble des fonctions de Kautz formant une base orthonormée, les coefficients sont
donnés par

Com = <f !l//2m> etCmy = < f !l//2m—1> . (1.27)
Une approximation a I’ordre N=2M de f(s) est donnée par

oM oM .
S) = Zczm‘ﬁ 2m(5)+ ZCZm—ll/; 2m—l(s) ~ f(S) ,
m=1

m=1

ou les coefficientsc, sont optimaux au sens de la minimisation de 1’erreur quadratique
2
Ea=[f -g|".

11.6.1. Détermination des spectres de Kautz

La détermination des spectres de Kautz suit la méme logique lipidespectres de Muntz-
Laguerre. Dans ce paragraphe nous nous contentons donc d’énoncer les relations
mathématiques spécifiques a la base des fonctions de Kautz sans relaret@marche de
calcul.

On cherche a calculer les tels que
S)=>.Cat/n(S) (11.28)
n=1
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Les fonctions de Kautg,,(s) s’écrivent sous la forme

N2o, mm T S?—o st
~ k k
Voma(S)=— [T 5 , m=123,.. (1.29)
S+ 0,5+ Ty, k| S”+ 0 S+ 7y
\20., S s? G s+rx
n k k
Vom(s) =— [T = , m=123,..
S° + 0 S+ Ty K\ S° + 0 S+ 71

Lorsque I’on choisit un jeu de R pblesa = {al;...; aR} se répétant a 1’infini pour définir les
fonctions de Kautz, on peut écrire

Vrzin(S) = (S) [BS) (1130)
R _ *
avec B(s)zl—[S % 1=012...etn=123.... Notons que dans ce cB®st pair.
k=1 S+

On remarque que les relations (11.30) et (11.13) sont similaires, tellcdés coefficients du
spectre de Kautz pourra donc se faire en suivant la méme procédure quéliséiéepour le
calcul du spectre de Mintz-Laguerre. On peut effectivement écrire

2
Crisn =% [Fa(0)e " do. (11.31)
0

avec cette fois
Fn(¢9 —f(Jr )yijr ’
L'apprOX|mat|on des coefficients est donnée par
RZLZH
cR/M——e T ZF S (1.32)

u o —%LZ eti=0 a |-1, etpeut également étre facilement calculée a I’aide d’un

algorithme rapide (FFT).
I.7. Exemples de modélisation

Afin d’illustrer I’emploi des fonctions de Mintz-Laguerre et de Kautz en modélisation et de
valider le bon comportement numérique de la méthode, nous allons considérer quelques
exemples extraits de la littérature pour lesquels les fonctions somtues par leur

transformée de Laplacé(s) et pour lesquels nous cherchons un modéle approché temporel
et/ou fréquentiel. L’implémentation des outils a été réaligdaide du logiciel Matlab.

11.7.1. Exemple d'un cable sous-marin

Nous considérons la fonction de transfert approchée d’un céable de transmission sous-marin
donnée dans le domaine de la transformée de Laplace par l'expression [Hsu90]

?(s) — gk
Cette expression fait notamment apparaitre les effets de peau pobieleSa@ns perte de
généralité, nous prendroks=1.
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Nous pouvons déterminer les spectres de Mintz-Laguerre et de dalitipproximation
g(t)= f(t) a ’aide de N =20 coefficients et pout =1024 points de calcul pour la FFT. Les
poles des fonctions de Muntz-Laguerre et de Kautz sont choisis de enarigraire, réels et

sont donnés paﬁ={102,101,1,10,102,103}. Nous tracons figures I1.1& 11.20, les

réponses fréquentielles du systeme origifh(aet) et les réponses des modeles approaj](é)s
réalisés a I’aide des fonctions de Miintz-Laguerre et de Kautz.

1 T T 0

0.9~ Original |
Modeéle de Muntz-Laguerre

08

0.7+ Original

Modele de Muntz-Laguerre

o
o
T

10

phase (rad)

Amplitude [f(jw)|
o o
~ o
T 7

12+

o
w
T

14 F

o
)
T

.16 L

o
HiN
U

o

r r -18 r r
10° 10° 10° 10 10° 10° 10°
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)

=
ou

Figuresll. 17 etll.18 : Réponses fréquentielles (module et phasei (@ et de son modéle déiintz-

Laguerre
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Figuresll.19 etll.20 : Réponses fréquentielles (module et phasef@ et de son modéle de Kautz

Les figuresll.17 a 11.20 permettent une comparaison de réponses fréquentielles des modeles
de Mintz-Laguerre et Kautz. Les premiers résultats nous permetteanskater une quasi-
superposition des réponses fréquentielles pour seuleien0 coefficients. On mesure

Perreur quadratique relative définie parEqr =||f —g||2/||f||2, elle vaut pour le modéleed
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Kautz Egr=2,01.10%, et pour celui de Miintz-LaguerrEqgr = 2,01.10“, confirmant la
qualité de ces modeles.

La modélisation def (t) par les fonctions de Miintz-Laguerre ou de Kautz permet également
un calcul approché de la réponse impulsionrilie 1’expression littérale est connue [Hsu90]

3
1 (K)2 -X
f(t) = — | e ourt>0.
® zw;m P

La figure 11.21, représente la réponse impulsionngit@élisée par les fonctions de Kautz
g(t). Elle est comparée a la réponse impulsionnelle originale du ¢4le

Réponse temporelle
1.2 13 13 T

1k i

0.8

0.6

0.4

0.2

0

'0.2 r r r
0
Temps(s)

Figurell.21 : Réponse impulsionnellé(t) et son modéle de Kautz approch)

11.7.2. Exemple d'un circuit a ligne RC

Le second exemple choisi pour illustrer la méthode est un classique de la littérature, il s’agit
d’un circuit RC distribué (figure 11.22)systeme irrationnel proposé par Johnson et Huelsman
[Joh70] pour lequel R=RR,, C=C;, RC=1etK=1.

VN K - .
E(t) I R R, S“J

C._

Figurell.22 : Schéma d’un circuit RC distribué

La fonction de transfert irrationnelle s’écrit sous la forme
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1

fo)= 14 sind\/R_Cs’ '
JRCs

Nous calculons les modéles de Mintz-Laguerre et de Kautz du systémeane troncature
des bases & =50. Le jeu de pdles réels utilisé pour les fonctions de Mintz-Laguerre et de
Kautzesti={ 1;3;4;5;7;8}.

Les figures 11.23a 11.26 donnent la représentation de la réponse frequentielle du systeme
original et les réponses des modeéles approchés de Miintz-Laguerre et Kautz.
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Figuresll.23 etll.24 : Réponses fréquentielles (modules et phase§)(9)eet de son modéle de

Kautz
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Figuresll.25 etll.26 : Réponses fréquentielles (module et phasef(d;)a et de son modeéle de Mintz-
Laguerre

On constate une trés bonne qualité de la modélisation, les réponsestisdigs sont quasi-
superposées et ceci sur une large gamme de fréquieaeeur quadratique relative vaut
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Eqr=2,02.10* pour le modéle de Kautet Eqr=2,02.10“ pour le modéle de Mintz-
Laguerre.

Coefficients | N =20 N =50 N=80 | N=100| N=200 | N=400
Eqr
viaKautz | 410103 | 2,02.10* | 553.10°| 1,03.10°| 3.39.107 | 5,01.10%

Eqr

viaMintz- | 410.10°% | 2,02.10% | 553.10° | 1,03.10° | 3.39.107 | 5,01.10%°
Laguerre

Tableau Il.1 : Erreurs quadratiques relatives esi#n pour différentes valeur de N

Dans le tableau sont données les erreurs de troncature pour différeatesdeaN, obtenu
avec les deux modeles avec le méme vecteur de parametiasxin@in voit bien lorsque le
nombre de fonctiondl augmente 1’erreur est plus faible. Et on peut obtenir des modeles de
départ de bonne qualité qui vont nous servir pour la ghaéductiond’ordre.

11.7.3. Exemple d’une ligne de transmission

Pour la modélisation ’dne ligne d’interconnexion, nous choisissons 1’exemple de Chen et
Friedman [Che05], correspondant a la structure de la figure 11.27.
Ryq ligneR L C

— W

VeCD Vs L,

Figurell.27 : Ligne d’interconnexion avec une charge capacitive

La fonction de transfert de ce circuit est
%(S) _ Vs(s) B 1
Vo(s) @+RyGs)coshd+(R,/Z,+Z.Gs)sinhd

avec 6=I1,/(R+sDsC et Z.=,(R+sbh/sC. R=8829Q/m, L=1538H/m et

C=180pF/m désignent les paramétres linéiqués; 2 mm représente la longueur de la
ligne, Ry =30 Q la résistance du générateurGet=50 fF la capacité de charge.

Sur les figures 11.28 a 11.31, nous comparons les réponses fréquentiellexidie roriginal de
la ligne et celles des modéles de Muintz-Laguerre et de Kauenusst avecN =60
coefficients et le jeu de pbles

07={0,69J_ri 053;063+i1,74;072+1 32;111+i 5,86;126ii1],3}.
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Pour cet exemple, un facteur d'échelle ge-10"" a été utilisé pour normaliser les

fréquences. Ce facteur d'échelle permet d'éviter des problemes numikésdgedes valeurs
de poles tres grandes ou tres petites.

La méthode de calcul des spectres de Mintz-Laguerre et de Kautz noorsa robustesse
numeérique puisque avec 10 podles différents bien choisis, nous obtenons une tres bonne

modélisation def(s).

2.5 € € v 5
- 0
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Modele de Kautz
Original
_ S Modeéle de Kautz
T 15 =
s 5
© 2
° o -10
E [=%
z 1
15+
0.5F
20+
0 : : : 25 : : :
10’ 10° 10° 10" 10" 10’ 10° 10° 10° 10"

Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)

Figuresll.28 etll.29 : Réponses fréquentielles (module et phasef (8 et de son modeéle de Kautz
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Figuresll.30 etll.31 : Réponses fréquentielles (module et phasef € et de son modéle de Miintz-
Laguerre

Nous pouvons observer figures 11.2811.31 que les réponses fréquentielles de Muntz-
Laguerre et de Kautz suivent fidelement les pics des fréquencesahamée de?(s) sur

toute la plage de fréquencklerreur quadratique relative vaut Eqr=6,20.107 pour le
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modéle de Miintz-Laguerret Eqr=6,20.10° pour le modéle de Kautz. Ces résultats

montrent que les fonctions de Mintz-Laguerre et de Kautz sont aussi apmsopoiér
modéliser des systemes fortement oscillants.

Nous nous intéressons au travers de cet exemple aux effets de la trodeatssries a
différents ordre N. La tableaul. 1 fournit les résults d’erreurs quadratiques relatives, (Eqr)
obtenues entre les modéles de Mintz-Laguerre et Kautz et le nuvidghal tronquées a
N =40, N =100, N =200.

Coefficients N =40 N =100 N =200

L’erreur

qu\?iirz;/ltifue 120.10" 4,30.10 2,17.10°?

L’erreur

quadratique 1,20.10% 4,30.102 2,17.10°?
via Kautz

Tableau I1.2 : Erreurs quadratiques relatives eg#n pour différentes valeur de N

Nous constatons que plus grand est le nombre de coefficients, plus fstildferreur
d’approximation. Conformément a la théorie, la modélisation s'améliore quand le nombre de
coefficients augmente.

I1.8. Conclusion

Dans ce second chapitre, nous avons présenté les fonctions de Mintz-Lagderkautz et
fait un rappel de quelques-unes de leurs propriétés élémentaires. dimeden originale
robuste et précise permettant le calcul efficace des spdetfdsintz-Laguerre et de Kaudz
été développeée.

A T’aide de quelques exemples, nous avons illustré I’approximation d’un systeme original
d’ordre infini ou élevé par un modeleonstruit a 1’aide de ces fonctions orthogonales. Les
résultats obtenus sont tres satisfaisants, ils montrent queapptteche conduit a une bonne
modélisation des réponses impulsionnelle et fréquentielle des systaanmgthode permet,
si besoin, le calcul d'un grand nombre de coefficients du spectre pour attairgralité
d'approximation désirée.

La modélisation est une étape de préparation pour la réduction de madele roadeles de
Kautz et de Mintz-Laguerre ainsi obtenus, sont soudant ordre encordrop €levé. Le
choix des paramétres définissant les fonctions de base est crucial paour dédemodéles
d'ordre faible Le chapitre suivant sera consacré a la réduction d’ordre des modéles.
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Chapitrelll . Réduction d’ordre des modéles

l11.1. Introduction

En raison des progres rapides des technologies de la complexitbsgaate des
systémes..., 1’électronicien est de plus en plus amené a traiter des systetmes de grandes
dimensions. Les méthodes utilisées pour étudier de tels systecessitent la détermination
de modeles plus simples, approchant le comportement des systemess dgrande
complexité. Cette simplification est appelée la réduction d’ordre de modéles.

Les outils de réduction d'ordre de modéles sont d'un grand intérét lorsquéadtcheca
obtenir des mdeles rationnels d'une grande compacité. En particulier on attend d’un tel
modele qu’il refléte les principales propriétés du systéme initial comme par exemple la
stabilité ou la passivité. Enfin on espére avoir un comportemeneestdrée aussi fidele que
possible, pour une classe d’entrées assez large.

Notre groupe de recherche a mené de nombreuses études sur le sujetleppdé@lusieurs
méthodes de réduction d'ordre de modéles, basées principalement sur des fonctions
orthogonales, telles la méthode de « Laguerre-Gram a 1 parametre» [AmgQ0&E#idde de

« Kautz-Gram a 2 parametres » [Tel07]. Ces méthodes souffrent parfois tun die
précision lorsque les systemes considérés font apparaitre de nombonssastes de temps

ou fréquences de résonances. Pour ces raisons, elles sont égalemeradaymiéss a la
modélisation de systemes comportant de nombreuses entrées-sorties.

Un réseau de connexions peut avoir une structure a géomeétrie complexen @astipole

dont le nombre d’entrées et de sorties peut étre important, et pour lequel les fonctions de
transfert sont généralemediiordre treés €levé ou irrationnelles. L'utilisation de fonctions de
Kautz ou de fonctions de Muintz-Laguerre devrait permettre de mieux nej@res®s
multipbles. Afin de traiter ce type de systemes, de nouvelles tee®doivent donc étre
¢laborées, c’est I’objectif de cette thése.

Dans ce chapitre, nous présentons un nouvel outil mathématique deorédigctinodeles,
développé durant cette these. Il réalise un compromis avantageux des méthodes éapssées
le premier chapitre et représente une avancée qui répond a des praipéafegues tels que

la modélisation des systemes de grandes dimensions avec de famesicés. Au cours de

ce chapitre, nous décrivons le principe général de cette techniquantitdisux bases de
fonctions orthogonales. La premiere approci@ose sur 1’utilisation des fonctions
orthogonales complexes de Mdintz-Laguerre qui servent surtout a présentemiéee ma
générale (et plus abdable) I’algorithme développé. Hélas, cette technique fournit un modéle
a coefficients complexes peu pratique pour les applications visaedeuxieme approche
certes plus délicate a présenter, permet de corriger cela en fournissartdéle réduit a
coefficients réels. Elle est basée sur 1’utilisation des fonctions orthogonales réelles de Kautz.

Des exemples sont présentés dans la deuxieme partie de ce cliapiteedégager les enjeux
de cette approche. Plusieurs critéres sont utilisés pour mesuyealité des modeéles réduits.
Enfin, nous donnons un bref apercu de la procédure a suivre pour adapter les méthodes aux
systemes MIMO.
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I1l.2. Méthodes de réduction d’ordre

Lorsque les systemes a modéliser sont de grandes dimensions,clds palvent étre
délicats. L'utilisation de modeles intermédiaires, tels que teelas de Miuntz-Laguerre ou
de Kautz, peut permettre de contourner ces problemes. Les études efféahslescadre de
cette thése nous ont permis de développer une nouvelle approche de réduckien Céite
approche a fait I'objet de différentes communications [las09], [las10] et [Lor10].

lll.2.1. Formulation du probléme de réduction

Considéronsf‘(s), la transformée de Lapladéune fonctionf (t), pouvant correspondre par
exemple a la réponse impulsionnelle ou indicielle d'un systéme .
L’objectif final est de chercher a approcher la fonction de transfert %(S) par un modele

rationnel h(s) d’ordre réduit

g = 20 .1
h(s) ) (1n.1)

tel que I'énergie de I'erre%ff(s)—ﬁ

Q(s)

2
soit minimale.

La recherche d’une fonction rationnelle ﬁ(s) d’ordre faible, et telle que ?‘(s) ~ F(S), est un
probléme non linéaire vis-a-vis des coefficients du dénomina@ésy. Il ne peut pas étre

résolu simplement.
2

a résoudre est transformé selon Kalman en un

. N P s
Le probléme non linéairg f(s)—ﬂ
probléme linéaire sous la forme

Q(s)

Jel* = | A9 F(s)- As) (I11.2)
avecQ(s) et F(s) des polyndémes ou des fractions rationnelles de la vasable

Il existe différentes méthodes basées sur cette linéarisation. Rear rsbtre travail, dans
cette section nous présentons un rappel de trois méthodes de réduction des mode
développées au laboratoire et basées sur cette linéarisation.

I1.2.2. Méthodes antérieures

111.2.2.1. Méthode des dérivées successives

La premiere méthode de réduction dite «des dérivees» a été dévelgppégielques années
au sein du laboratoire [Sev93]. Elle fournit un modeéle réduit d'dRdB&on principe est basé
sur l'utilisation de l'opérateur de dérivation. A partir dgt), on construit un ensemble de

fonctions constitué de’ dérivées successives ddt) :
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o= 10)
() = ki(t) k=1.. (11.3)

e . . .. d ,. R
Une propriété intéressante de 1’opérateur de dérivation p est qu'il conserve les poles de la

fonction de transfert associée f{t). Pour le démontrer, il suffit de traduire les relations
temporelles précédentes dans le domaine de Laplace

fo(s) = (9)
fo(s)=sf,_4(s)- 10, k=1...,R (11.4)
avec f,_;(0) = Ilim sfk_l(s).

Si f(s) est une fraction rationnelle, alors de proche en proche on déduit que toutes les
fonctions f, (s) ont le méme dénominateur qués).

D'aprés (|1 .4), la combinaison linéaire d€B+1 fonctions de I'ensemb Qg = {fo, fl,...,fR}
peut se mettre sous la forme

qu 9 f(s)- M(s) (Ill .5)

avec Q( S)=0, + qS+ §S* +...+ s" et A(s) un polyndme de degr—1 dépendant des
2
par rapport aux coefficients,

R
g et desf, (0). La minimisation de I'énergi%qufk(s*

(en ayant posé), =1) permet alors de déduire un modéle réduit d'oRide f(s) sous la
P(s)
Q(s)
Il a été montré [Sev93] que les modéles réduits obtenus par cette mgbdmbdgables par
construction. Il est a noter également que le modele rétas)tpermet de conserver la valeur
initiale et lesR—1 premieres dérivées de(t) at =0,

d“ht)| _ d“f (1)

dt | dt* |

forme R(s) =

, pourk=0,...,R-1. (1.6)
t=0

t=0

11.2.2.2. Méthode des intégrales successives

Une extension de la méthode précédente, basdéuslisation des intégrales, dite «méthode
des intégrales» a été également mise au point au début des 806r{&ev93]. Elle fournit un
modele réduit d'ordrB. A partir de f (t), on construit un ensemble de fonctions constitué des

R intégrales successives dét) :

fo)= (1),

fk(t):—Tfk_l(f)dr, k=1...,R. (11.7)
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L'opérateur d’intégration j posséde aussi la propriété de conserver les p()lefs(sje Pour

le démontrer, il suffit de traduire les relations temporelles précé&deates le domaine de
Laplace, cela correspond aux opérations de division par s

fo(s)= f(s)
f(s) = —fk 1(s>——fk 40), k=1...,R. (I11.8)
avec f,_,(0) = I|mO fo_1(5).

Si f(s) est une fraction rationnelle, alors de proche en proche on déduit que toutes les

e fr)

fonctions f,(s) ont le méme dénominateur qués).

—_——
—
o
—h

D'apres (11.8), la combinaison linéaire dd3+1 fonctions de I'ensemblQ =
peut également se mettre sous la forme

qu 9)f(s)- F(s),
G.%, &

avec cette foisQ(s)=q, + &

st et P(s) un polyndéme enl de degréR
S

2

A R ~
dépendant des|, et desf, (0). La minimisation de I'énergikzqufk(s% par rapport aux

k=0
coefficients g, (avec gz =1) permet alors de déduire un modele réduit rationnel, d'étdre
P(s)
Q(s)
Il a été montré aussi que les modeles réduits obtenus par cette endésoohtégrales sont
stables par construction [Sev93]. Le modéle réﬁ(u'i) conserve la valeur ddg premieres
intégrales successives ddt),

de f(s) sous la formef(s) =

[-] hdt.dt=[..[ f()dt.dt pourk=1..,R. (I11.9)
t t t t
k fois k fois

A noter qu'ilest également possible de combiner I’utilisation des deux opérateurs dérivéet
intégrale pour constituer I'ensem|Q, = {fo,..., | fR}.

L’opérateur est défini par
fr(9) = 1(9)
f () =s f 4(9)- £, 40) K=m+1..
fi(s) = fk+1(s) fk+1(0) k=m-1...0 (111.10)

ol m peut etre choisi teI quO0<m<R (figure lll.1). Cette méthode permet également
d'obtenirun modéle réduit d’ordre R, garanti stable par construction [Sev93].
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Figurelll .1 : Principede construction de l’ensemble Qpg.

La difficulté de la méthode, particulierement Iorsqﬁ@s) est irrationnelle, peut résider dans
le calcul des produits scalairesy, , =< f,, f, > nécessaires a la construction du modele
réduit, y,, €léments de la matrice de Gram que nous allons aborder dans ldesgite
document. Dans [Tan05] un algorithme intéressant, a été développé.isteansalculer une

premiére approximation rationnelle dE(s) via les fonctions de Laguerre. Une alternative
utilisant les fonctions de Kautz a également été proposée dans [Tel07b].

11.2.2.3. Méthode de Laguerre-Gram

Cette méthode [AmgO05], est basée sur un opérateur adapté aux fonctions deelLague
opérateur noté\ , est défini par

fo(s)= f(s).

F(s)= A, fy(9)= i—Z{fk 52 fk_l(a)} K=1..R. (11.11)

Si ?(s) est une fraction rationnelle, alors de proche en proche on peut aisémiget gée
toutes les fonctiond, (s) ont le méme dénominateur qis).

En utilisant la représentation dis) sur la base des fonctions de Laguerre

i @ . (S_ajnl

stasl "\s+a

n=1

les fonctions f,(s) peuvent alors sexprimer a partr def(s) par

fk(s)z(smﬂ ?(s)—gcngbn(s)} k=1...,R (I11.12)

A

S—a

D'aprés (3.12), la combinaison linéaire des1 fonctions de I'ensemb Qg = {fo, fl,...,fR}
peut se mettre sous la forme

qu 9)f(s)- F(s).

L'expressmn deQ( ) est alors donnée par
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2 R
s+“+q2(s+“j +...+qR(S+“j (11l .13)
S—«

S—a S—a

Q)=+

et P(s) est une fraction rationnelle en s dépendant gie=t des premiers coefficients,
constituant le spectre de Laguerre E(es). L'approximation au sens des moindres carrés de la

~

fonction f(s) & l'aide du sous-ensemtQ, ; = {fo, fAl,...,fRfl} se résout par la minimisation
R 2
ZCIk fk(s%
k=0
P(s)

modele réduit d'ordrR de f(s) sous la formeh(s) = @

Les modeles réduits obtenus par cette méthode sont, comme les précstdbies par
construction [Amg05]Le modéle réduiiﬁ(s) conserve la valeur déspremiers coefficients

de I'énergie par rapport aux coefficientg, (avec gg =1). On déduit alors un

C, du spectre de Laguerre di—:(s). De plus le calcul des produits scalaires nécessaires a la
détermination du modéle réduit s'effectue trés aisément a l'aidmelfisients du spectre de
Laguerre def(s).

111.2.3. Méthode de réduction développée durant la thése

Apres avoir testé I’efficacité de la méthode de Laguerre-Gram, nous cherchons a réaliser des
outils de réduction de modele similaires, basés cette fois slisditin des fonctions de
Mintz-Laguerre ou de Kautz, et plus appropriés dans le cas de lasatdéldes systemes
résonants et de plus grande dimension. Nous dénoterons respectivementtilsesle
réduction MLOR (Muntz-Laguerre based Order ReductienKOR (Kautz based Order
Reduction).

Nous décrivons dans la section 1ll.3, le principe général de la techiéqrédluction d'ordre
de modele développée durant la thése. L'outil utilisant les fonctions antdleg de Mintz-
Laguerre fournit un modele réduit a coefficients complexes mais pesor&iut une
présentation claire et donc plus abordable de la méthode.

Pour garantir des modeles réduits a coefficients réels, une adaptatianntghlode est
nécessaire. La méthode exploitant la représentation en série de Kautzettant une
représentation réelle directement, est ainsi présentée dans la sedtion .

11.3. Méthode de réduction utilisant les fonctions de Miuntz-
Laguerre (MLOR)

Nous nous intéressons au début de cette partie a la construction d’un ensemble de
fonctions linéairement indépendantes en se servant de la repiéseagatliintz-Laguerre de
la fonction de transfert du systeme original. Dans un second temps, nous @asengent le
probléme de la réduction de modéle comme une minimisation de ’erreur quadratique et
mettons en place une méthode de calcul des produits scalaires pounidaipin des
parametres du modéle réduit. Ce probléme est ensuite résolu et le modeéle réduit enfin dédui
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l11.3.1. Construction d’un ensemble de fonctions relatives a f(s)

Dans ce paragraphe nous établissons des relations permettant de canstewisemble de
fonctions Qf = {fo, fl,..., fk,... fR} obtenu a partir de I’application d’un opérateur linéaire
Aaka la fonction originalef(s). Pour que le probleme de réduction d'ordre posséde une

solution unique il faut que cet ensemlQy soit un ensemble de fonctions linéairement
indépendantes.
Le premier pas de la démarche consiste a définir un opérateureliné@kir, relatif aux

fonctions de MUntz-Laguerrén(s) utilisées. Le choix de I'opérateu«rak est essentiel. On

montre que 1’opérateur choisi (111.15) permet de préserver la position des p6éles ce qui, comme
nous I’avons vu précédemment, s’avere €tre une propriété intéressante pour la procédure de
réduction de modéles.

Nous rappelons les fonctions de MUntz-Lagueﬁ,q(it), définies par leurs transformées de
Laplace dans le chapitre précédent

¢<>WH(] =12,

S+ o, =1 S+Ol|

ou lese, représentent les paramétres des fonctions de Muntz-Laguerre.

Nous rappelons également le développementf‘(:iﬁ sur la base des fonctions de Mintz
Laguerre

H9)=3cd(s). (11.14)

Un des points-clés de la procédure de réduction d'ordre réside dans la définition d'
opérateur permettant la construction d'un ensemble de fonctions rekativiés). Nous
définissons cet opérateur nmséak par

*

f(s)=A, fa(s)="T%F (9)- 2% £ () pourk=1,...R. (Ill .15)
K S—O{k S_ak
A partir defy(s)= f(s), la construction de I’ensemble Q,, se fait alors de la maniére suivante

1?k (S) = Aak fkfl(s) = Aak Aak_l - 'Aak fO(S) :

Remarque Nous pouvons veérifier de proche en proche que les fonciﬁ@mﬁ ont toutes les

mémes poles, en remarquant que f(s) et os), avec
As)=A, f(s)= :ja f(s)- Zj;ﬁ (), ont le méme dénominateur.

= R

En effet, si?(s)zﬁ, eten remplagantf(s) par son expression dany(s), nous obtenons

As)
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o) = (S+a)B(S)—(a+a*)f(a*)A(s)
N L

Pour s=a" avec f(a*):%a—:g , nous déduisons+a)B(s)—(a+a" )f(a")As)=0
(24

Alors g@):ﬁ. Donc, le dénominateur d§(s) est identique & celui di(s).

As)

Pour construire un modele réduit dés), il est nécessaire d’exprimer chaque fonction fk(s)

directement & partir dEfO(S): ;‘(S) L’opérateur défini par la relation (111.15) peut se mettre
sous la forme

f(s)= Ag, fia (s)=2z(s) fia (s)-Yi(s),

avec
S+a
z(s) = :
S—a
et
o +0(* o *
Yie(s)=—*—=K fk_l(ak). (111.16)
S—a

Par récurrence on déduit la relation suivante pogd,...,R
fil(s) = Zi(s) fols)-Wils), (.17)
ou

k
Z(s)=]z(s)et

=1

M@=iw@ﬁ4ﬂ

I=n+1

Pourk =0 on aZ,(s)=1 et W(s)=0.

Dans la construction des fonctiorf§(s) via (Il1.15), il est également nécessaire de connaitre
la valeur def, , (o) pourk=1...,R. Considérons la quantig@iie, | f ,(a;) . celleci
peut étre vue comme le produit scalaire d ,(t) et de la fonction exponentielle
()= \/m exp(—a,t) . Dans le domaine de Laplace ce produit scalaire peut s’écrire

+joo

\/Zmiak} fk—l(a;):< fk1’§k>:2—:7lzj J‘fk—l(s)éc;(_ S)ds (11.18)

7]'00

A g ~ A
avec £, (s)= i{;k . En utilisant (11.17) pour exprimerf, ,(s) a 1’aide de f,(s) on
k
obtient
A T o IR k-1 k-1 .
o fodei)- ot || i@ a0 S [ae fil-ses
“joo = n= =N+
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Les poles des différents termes(s), z(s) (111.16) et £,(~s) appartiennent tous au demi-

plan droit complexe. Bpres le théoréme des résidus, la deuxiéme partie de I’intégrale est
donc nulle. La relation se simplifie alaspeuts’écrire

R . 1 +]joo R k-1 R
2Ry fk—1(ak):2_ﬂj j fo(S)Ha(S)Jk(—SdS

—jOO

Or, en remarquant qug, (s) = >« =(z(~9))", on déduit que
s-a,
. . 1 +]oo k-1
2R fk—l(ak):% I ()gk( )H( ( )) ds (1n.19)
oo -1

ou I’on retrouve les fonctions de Miintz-Laguerre de transformées de Laplace

| GO

-1 S+ =1

Cela |mpI|que que

+]oo

V2] faloi)= 5 | flHi-slds={fo.h).

oo
De (lI.14) on déduit que les quantités (111.18) a calculer sont simplement dopaédes
coefficients du spectre de Miintz-Laguerre fjés) = f(s), & savoir

V2R } fk—l(al:): Cx - (111.20)
111.3.2. Construction du modéle réduit

L'approximation au sens des moindres carrés de la fonéfj(s) a l'aide du sous-ensemble

Qg Se résout par la minimisation de I'énergig ol

R ~
el = a fi(s)
k=0

D'apres (I11.17), cela revient a minimiser
”‘9”2 Z Ok Z(S) Z O Wi (s)

ou I'on a posé&(s) quzk et P(s)=2qk W (s)
k1

2
avecqg =1. (n.21)

H QA9 f(9) - A (I11.22)

En supposant que Ie vecteqr=[qo,ql,...,qk,...,qFH]T soit solution de la minimisation de
I'énergie de lerreuré(s) et si cette énergie est suffisamment faible, c'est-a-dire

H Q F’(sj‘ ~ 0, on peut déduire le modéle réduit dont lI'expression est donnée par

77



Chapitrelll . Réduction d’ordre des modéles

) k Wi (5)
Hs)= As)_ szl ’ - (11.23)
A 42,09

Comme ls fonctions Z,(s) et W,(s) sont des fractions rationnelles possédant des

dénominateurs identiques, le modékgs) obtenu est dordre R. Les coefficients du
dénominateur sont complétement définis a partdde

Remarqus:

- Nous rappelons que la difficulté principale dans tout probleme d’approximation rationnelle
est la détermination du dénominateur. Le numérateur obtenu déin23) bien que
généralement de bonne qualité, peut toujours étre optimisé a posteriori.

- Le modéle réduit (111.23) conserve les R premiers coefficienspelctre de Miuntz-Laguerre
de f(s) c’est-a-dire ﬁ(az): f(a;) pour A=12---,R. La démonstration est établie en

anrexeA. Cela impligue notamment que le modéle réduit tend obligatoiremenitoregmal
lorsque R tend vers l'infini.

111.3.3. Optimisation des coefficients ¢,

Pour construire un modéle réduit dés), nous considéns I’approximation de la derniére
fonction f.(s) par les autres fonctions Q. , = {fo, flo, fAFH}. L’approximation au sens des
moindres carrés de la fonctid?r;(s) se résout par la minimisation de la relation (l1).21
Les coefficientsg, minimisant le critére d’erreur (I11.21) sont alors solutions d’un systéme
d’équations que I'on peut mettre sous la forme matricielle suivante

rg=-¢ (Il .24)
ol T' est une matrice de Gram, composée des produits scajgitegu,k = 01,...,R-1)

définis  par y,y 2< fy, fr>, G=[0p, G-+ G- Ora] OV

—

S :[7R,O’7R,1"--!7/RR—1]T avecygy =< fg, fy >.

Si les fonctionsf, (s) sont représentées a ’aide des fonctions de Miintz-Laguerre, sous la

T est le transposé et

o0
forme f(s)=>" dy 4,(s), alors les produits scalaireg, pourront étre facilement calculés
n=1

\ . K .
a I’aide des spectres d,, par I’expression

Yok = id.‘i(dﬁ)* : (Ill .25)
n=1
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I11.3.4. Calcul du spectre des fonctions f,(s)

Afin de déterminer aisément les divers produits scal%ifg,sfk% nous cherchons a exprimer

les spectres de Muntz-Laguedes différentes fonctions de I’ensemble Q.
Considérons dans un premier temps

fea(9)= D dE%,(9) (I1.26)
n=1

avecdf™ =( f,;,4, ) les coefficients de Miintz-Laguerre de la fonctign,(s) (pour k=1
on ad®=c, (lll.14)). L’application de 1’opérateur A, @ fk_l(s) conduit a appliquer cet
opérateurAak aux fonctions de Miuntz-Laguerre

f(8)= Ay, fia(8)=d (A, 4 () (I1.27)
n=1 !
relation que I’on cherche a mettre sous la forme
fi (8)=>" df dn(s)- (I11.28)
m=1

Les fonctions de Miintz-Laguerre étant orthonormées,d#pa{ fi s >:< Ay fa s O >

En utilisant (l11.26), nous pouvons déduire la relation entre les coefﬁscidht et les
coefficientsd/™*

45 =D A5 Ay gt ).
n=1

On notet'r(Lm =<A,, & ¢n >, onaalors, d’aprés la définition de I’opérateur (11.12)

e L j[ én<s>—L“{¢zn(ak*)j 7i(-9)ds

274 3 (s—a s—a
. “ “ (111.29)
1 OOS+0£k ~ ~ ok
=— < S) ¢ ,\—S)ds
R el ) § (=)

En utilisant la définition des fonctions de Mintz-Laguerre (11.1) puisimplifiant les zéros
et les péles identiques, a l'aide du théoréme des résidus on déduit que

-pourm>n t¥ =0,
a,—a
-pourm=n tf =K |,
a, +0£k
(ak +a&)\/0{n +a, \/am L= AR
(e + etk + ) il O +
A noter que ey, g =a, et o €@ =1{a,...,ag}, on a alorsts, =0 pour n>m+R. On
obtient alors la relation

k
-pourm<n tg, =

m+R
di=dtten+ D dit s (111.30)
n=m+1
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Puisquea,, g = & On aura égalemeny, . .o =t .

Lesrelations entre les coefficients du spectrefdg(s) et ceux du spectre df (s) peuvent

se mettre sousorme matricielle. Nous présentons 1’exemple d’une matrice quadri-bandes
(c.a.d.R+1 bandes) obtenue avBe3

_d1k | t:llfl t;,l t;l til O O o0 -. _d1k—1‘
d; 0 t ;2 t '3(,2 tiz t ‘5<’2 0 0 -|lgk?
dy 0 0 thy thy thy thy O [l gkt
dk[={0 0 0 tfy th t§ i ||dk? (111.31)
k| |0 0 0 0ttty ||a?
dk| |0 0 0 0 0 tg tip; ||gkt
'] |o o o o o o tf BN

Les développements mathématiques que nous avons effectués ontdeed@ierminer les
matrices de passages pour le calcul de proche en proche des spedtiasiz-Laguerre de
toutes les fonctionge I’ensembleQy et ainsid’effectuer le calcul des produits scalaires

nécessaires a la résolution du probleme (l11.24).

111.3.5. Itération de la méthode

La méthode de réduction d’ordre mise en ceuvre peut étre rendue itérative pour améliorer la
qualité du modéle réduit. En effet, le dénominateur obt@fs) permet de générer un

nouveau jeu de péles, paramétres des fonctions de Miintz-Laguerié&tpeition suivante.

Sur le schéma de la figure 11l.2 nous pouvons suivre facilement |ésedifés étapes de la
méthode de réduction que nous venons de décrire.
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(arbitraires)

Poles initiaux

v Ol:{a,,Oq,,OlR}
» Fonctions de Mlntz-Laguerre

Itération

Modélisation rationnelle %(S): zdnén(s)
l n=1
Réduction d’Ordre du Modéle Qr Ig=-¢

Ordre Réduit

Nouveaux poles
ceux de r(s)
l Oui

Fin

Figurelll .2 : Schéma complet de I’algorithme mis en ceuvre montrant le principe d’itération de la
méthode

Soit f(s) la transformée de Laplace &). On cherche a déterminer un modéle ré h(s)

sous la formeh(s)= % La premicre étape de 1’algorithme est la modélisation rationnelle.
S

On cherche a calculer le spectre de Mintz-Laguerre qui permettra diseroéésysteme et

déterminer le modele rationnel approché. Les fonctions de Miintz-Laguerreosstiuites a

partir d’un vecteur de parametres se répétant a 1’infini.

La dewiéme étape de I’algorithme est la réduction d’ordre du modele. On construit Qg, un

ensemble de fonctions linéairement indépendantes et on calculetrlaentle Gram des
produits scalaires dont on déduit enfin le modele rédsit

De maniére générale, le critere de qualité du modéle réduiinesbonne estimation de
I’erreur d'approximation. L’erreur normalisée entre le modéle réduit et le modele original, est
définie par

Ear =] /|1 .32)

On reitéere la méthode jusqu'a atteindre la qualité désirée ou pouertain cnombre
d'itérations fixé a priori. A chaque itération, les pdles associégdémominateur obtenu
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définissent les paramétres de Muntz-Laguerre pour l'itération suivatdeglité désirée ne
peut pas étre atteinte, cela peut signifier que I'ordre R de réduction est trop faible.

lll.4. Méthode de réduction utilisant les fonctions de Kautz (KOR)

Nous présentons dans ce paragraphe la méthode de réduction basée sur les fonctions de Kautz.
Elle reprend les étapes de la méthode de Miintz-Laguerre, tout en exploit@ardresges des
fonctions de Kautz.

lll.4.1. Construction d'un ensemble de fonctions relatives a f(s)

Nous rappelons quéobjectif final est le méme que pour le développement précédent avec les

fonctions de Muntz-Laguerre, on cherche a approcher une fonction de traf(s)elpar un

modéle rationneIF(s):% d’ordre faible. On suppose que la fonction originale est a
)

parametres réels (ex. systeme a réponse impulsionnelle réelle)ctifolfg alors de
déterminer un modéle rationnel d'ordre réduit, également a parametres réels.

La résolution du probleme de minimisation précédent (I1l.21) est &itiar la construction
d’un ensemble de fonctions linéairement indépendallis De maniéere identique a la
meéthode utilisant les fonctions de Mintz-Laguerre, on peut construire un easdebl

fonctionsIly = {fo, fl,..., fR} obtenu par application de I’opérateur A, )

. . S+ay ; Yo, ;[
f(s)=A,, fk71(5)=s—jifk,1(s)—0;k aafk fk,l(ak) pour k=1,...R.
- &k — Ok

A partir de f,(s)= f(s), la construction de I’ensemble Iy se fait de la maniére suivante:

fR(S) = AaR fR—l(S) = AaRAaR,l " 'Aal fO (S) '

L’utilisation des fonctions de Mintz-Laguerre conduit généralement a atbdas réduits a
paramétres complexes. Afin d'obtenir un modele a parametres purement ilréeds
nécessaire, pour son obtention de construire un ensemble de fonctions a paréelétres
Dans ce but, les paramétres={oy,ay, -, dy 1,0, - Ap 1, 0r} Utilisés pour définir

Qr :{fo, fl,...,fR} sont couplés par paires réelles ou complexes conjuguées. Il en découle

gue les fonctions d'indice pair sont a coefficientésrpar construction. Mais, méme ainsi, des
lors que des paires complexes conjuguées sont utilisées, les fonctipuweiesd’indice
impair sont complexes. Aussi pour atteindre notre objectif, nous avonsnémagie
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combinaison différente des opérateurs et considéré le nouvel ensemble tiengonc
My ={00,0,....0r} cONstruit & partir d@,(s)= f(s) etainsi défini

ng—l(S) = (Aa2k + Aa2k,1 )QZK—Z(S) = (AaZk + AaZk,l )AaZk,z AaZk,3 . "Aal QO(S)

ng (S) = Aa2k Ade—l ng—Z(S) = Aa2k Aa2k71 . ‘Aal QO(S) (I Il 33)

pour k=1,...,R/2. Les premiéres fonctions sont données par

Pour nos développements mathématiques, nous utiliserons la forme suivafdactiess
{QZk_l(S) = Ao () Gac_o(S) —Boc 1 () (111.34)
G21(S) = Aoi(S) G2—2(S) —Bac (9)

avec A, 4(s) et A, (s) fractions rationnelles, définies pokie=1,...,R/2 par

S+a S+
Ay a(s)= =2 4 =22
5—052k S—ay1
A2|<(5): * *
S—ay S—Qy4
et
2 +052k - ( ) Olop_1+ 0 1 A (* )
Bok- 1( ) — OQok2\p )&+ — " Ox2\@x
S3—052|< S— 1
0‘2k+0‘2k 1 052k+052k - ( ) Ol + 0 Qg+ Ay q ( * )
sz( ) Qok—2\do )+ —% P * Ook—o\@ok 1
aZk a2k 4 S— aZk Op g — Qo  S—Qy_q

Sachant que les parametres sont couplés par paires réel@snplexes conjuguées, on
vérifie assez aisément que ces termes sont des fonctions réelles de la variable

Les diverses fonctiong, (s) s'expriment & partir dé,(s), par

k k k
{H A <s>} 353 B (9) T Anl9
=1 u=1 I=u+1 (”I'?’S)
@2k+1(3) = A2k+1(5) Gk (S) —Byia (S)
111.4.2. Construction du modéle réduit
L’identification des coefficients du numérateur et du dénominateur du modéle réduit est

L . 'z 2 s . g
obtenue par la minimisation de IenerM a présent définie par
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2

R/2-1
||<9|| = Z Qo ng Z Ook+1 ng+1(S) avecqg =1 (R pa). (11.36)
Dans Iexpressmn (111.35), on pose
k
aZk(s)=H Ay (S)
pourk=1,...,R/2 (11.37)

=1 ) ) pourk=1..,R/2-1 (111.38)
bzk+1(5)= Bok+1 (5)+ A21+1(5)Z By (S) H Ay (5)
u=1

I=u+1

Les fonctionsy, (S), ay.(s), by (s) et by, .,(S) représentent des fractions rationnelles.
En supposant, comme auparavant, que le vect‘qaut[qo,ql,...,qul]T est la solution

correspondant a la minimisation de I'énergie de I'ev]kfﬂlzjrdéfinie en (l11.36), et que cella-

est suffisamment faible, on obtient I’approximation de f(s) suivante
R/2

) Z AN Z Ok 11 Box 2 (S)

Hs)=+4 nr? R/2 1 (111.39)
Z Ok 3 (S) + z Ok 11 Bokc,1(S)
k=0 k=0

Remarqus:

- La maniére dont nous construisons [’ensemble Tl nous oblige a choisir un ordre de

réduction R pair mais pour les applications visées cet aspect n’est pas trés contraignant car
les modeles d’origine sont d’habitude d’ordre trés élevé voire d’ordre infini.

111.4.3. Optimisation des coefficients g,

Les coefficientsg, minimisant le critére d’erreur (111.36) sont alors solutions d’un systéme
d’équations mis sous la forme matricielle suivante

rg=-¢.

De maniére similaire a celle effectuée pour Mlntz-Laguétregprésente la matrice de Gram
des produits scalaireg,, =< g,,9, > pour (uk=021...,R-1) et & le vecteur des produits

. T
scalalres[yR,oJ/R,l,--.,7RR71] -
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111.4.4. Calcul du spectre des fonctions g,(s)

Nous cherchons a exprimer les spectres de Kautz des différenterfende
I’ensemble TTg ={G,,0,.....0x} afin pouvoir déterminer aisément les divers produits scalaires

<gk, g|>. Les fonctionsg,(s) sont obtenues récursivement par I'application de combinaisons
des opérateurd,, (I11.33). Pour déterminer les spectres de Kautz de ces fonafigiss | il
est nécessaire de connaitre I'impact de ['application des ep&rat, sur les fonctions de

base. Le détail des calculs relatifs a cette partie est doreménere B, seules les principales
explications apparaissent dans ce paragraphe.
Dans un premier temps nous considérons une fonction quelconque d'énergie finie

s)= 2 dni7n(s) (111.40)
n=1
avec d,=(g,y, ) les coefficients de Kautz de la fonctiof(s). L’application de
opérateur A, a g(s) conduit a appliquer cet opératenyr, aux fonctions de Kautz,

A, d9)=>di[A, vn(s)] (111.41)

n=1 !

relation que 1’on cherche a mettre sous la forme
Ay, Ys)=2, diy Ym(9)-
m=1

Les fonctions de Kautz étant orthonormées, en utilisant (lll.41), nous pouvdosedia
relation entre les coefficientd, et les coefficients

diy = DA (A ¥ W) - (111.42)

n=1
On notet'r‘,,m =<A, ¥n¥m>. Ona alors, d’apres la définition des fonctions de Kautz et
apres simplification,
1 Wsta, .
= [ % ,(s) vm(-5)ds (111.43)
27 i ST

Pour le calcul de‘sﬁ’m, il est nécessaire de distinguer les indices pairs et imghagr$onctions

de Kautz. Les différentes expressions obtenues pour les coeﬁimﬁg,nsont données en

annexe B.
L'application d'un opérateuk, conduit en définitive a une transformation des spectres qui

peut s'exprimer soua forme matricielle suivanteexemple d’une matrice (R+2)-bandes pour
R=2).
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_dl' | t:llfl tg,l tI3(,1 tlé(l,l 0 0 O _dl |
d; 0 t3, ty, ti, t5, 0 O d,
d; 0 O tI3(,3 tlé(l,3 tI5(,3 tlé,s 0 d,
d, |=|{0 0 O tlé(l,4 tI5(,4 tg,4 tI7(,4 d,
d. 0 0 0 0 t& tgs the ds
d; 0 0 0 0 0 t§ ti d
] |0 0O O O O O t BN

Ces matrices permettront de déterminer récursivement lesespdes différentes fonctions
de l'ensemblIT, = {§,d;.....0r} €t ainsi de calculer aisément les produits scalaires entre

ces fonctions.

Une procédure efficacée réduction de modéle a été présentée, elle s’applique aux
fonctions de transfert de dimension finie ou infinie et se base principalement sur laidescript
de Muntz-Laguerre et Kautz de la fonction de transfert originale. Un opétatéaire été
utilisé pour construire une base d’approximation. La réduction s'effectue en respectant la
minimisation d'urcritére d’erreur quadratique. Maintenant que notre méthode de réduction est
entierement définiealseconde partie de ce chapitre concerne la validation et la perf@manc
de notre approch@ar des exemples extraits de la littérature. Le chapitrarsuge placera
plus dans la sphere de la recherche appliquée etallsgiprocédures que nous avons mises
en place pour une modélisation compacte et pratigulignes d’interconnexion.

lI.5. Quelques exemples académiques d’application de la méthode
de réduction

Les systemes que nous proposons d'étydietiennent tous d’articles traitant de la
réduction de modele. Les modeéles réduits fournis par les auteurs nous peweattenparer
les performances de notre méthode a celles des différentes technigiégsatien existantes.
Nous avons choisi de ne pas présenter les détails de programmatis hoiribreux tests
effectués sur les diverses procédures, mais nous nous intéressons sealemeésultats
obtenus.

Par la suite, nous dressons un bilan comparatif de la méthode étalbigraide cette these,
nous montrons également son potentiel dans le cadre de la réduction de. Dade la
section suivante, nous nous focaliserons sur son extension aux systévit@sldsl exemples
afférents étant présentés dans le chapitre

111.5.1. Exemple de Lucas

Il s’agit d’un systéme dont la fonction de transfert est [LUc85]
(s s° +1014s* +691405° +1406%° + 69140s” +140100s+100000

—h>

 $5 422255 +14545* + 2484202 + 145410082 + 222000Gs+100000C
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C’est une fonction de transfert d'ordre 6, caractérisée par trois poles douedigtincts, a
savoir -1, -10, et -100.

En utilisant la méthode développée, on détermine le mot@&le- f(s). Nous considérons
tout d'abord un modéle de Miintz-Laguerre t(s) & I’aide de N =50 coefficients du spectre
de Mintz-Laguerre et pour=1024 points de calcul pour la FFT. Ce modele sert de point de
départ pour constituer un ensemblg = {7, f,,..., fx | ave f,(s)= f(s) et pourR=4.

Les parameétres des fonctions de Muintz-Laguerre de départ ont étés alwishaniere
arbitraire, et sont donnés pér={90 ; 0,7 ; 5; 16}. Un modéle réduit d’ordre 4 est obtenu a
’aide de la méthode présentée. A 1a°2%itération, le modéle réduit obtenu est donné par

(o (9941074141102 j)s° +(1010-011]) 52 +(5530-191) s+ (10110* + 236 )
s*+(2147-2,5.102 ) )s° + (12710 —097 ) s? +(13910° — 2845 ] ) s+ 1L0110° + 3949j

Remarque 1:
On vérifie bien quel’une maniére générale, la méthode basée sur les fonctions de

Mintz-Laguerre fournit un modéle réduit & coefficients complexes mésnedof(s)
est a coefficients reels.

Le module et la phase du modele original et ceux du modéle réduit obtandbtOR sont
traces sur la figure (111)3

0.2 e ey R T e L O

0.15 Original
"""" Modeéle de Muntz-Laguerre

Amplitude [f(w)]
o
P

0.05—~

10 10 10 10° 10" 10 10 10
Fréquence (Hz)

1 3 3 3 3 3 3

Original
"""" Modéle de Muntz-Laguerre

phase (rad)
R

3 r rrrrerrf r rorrreecf r rrrreeeef r r oerreecf r r orrreerf r e rrreerf

-2 -1 0 1 2 3 4

10 10 10 10 10 10 10 10
Fréquence (Hz)

Figurelll .3 : Réponses fréquentielles du systéme origindili ehodele/LOR d ordre 4
Pour mesurer la qualit¢ du modele réduit, nous calculons I’erreur quadratique relative
Eqr=|f - h||2/||f||2 engendrée par la réduction. Elle vaut a°(% Rération Eqr = 4,07.10°,

ce qui montre que le modele réduit est de tres bonne qualité.

Nous sommes pourtant confrontés a un probleme : si les fonctions de Nigurie sont
complexes, le modele réduit sera également a coefficients exasplor, dans la pratique,
nous travaillons avec des systemes réels.
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Afin de mieux modélisr ce type de systémes, I’utilisation des fonctions de Kautz peut
s’avérer plus pratique pour I’inversion de la transformée de Laplace et la réduction d’ordre
des modeles. En partant d'un modéle de Kautz de cette fonfﬁix)n(N =50 coefficients
calculés pourl =1024 points pour la FFT avee?={90 ; 07;5; 16} initialement), nous
cherchons a déterminer un modéle réduit également d'&¢dré.

En utilisant la méthode KOR, on vérifie que les coefficients du nuewéragt du

dénominateur du modeéle réduit ont des valeurs réelles. Le modwdepbase du modele
original et ceux du modéle réduit obtenus par KOR sont tracés sur la figure Il1.4.

0.2 e e e S

Original
015~ Modeéle de Kautz | |

0.05

Amplitude [fGw)|
o
=

10 10 10 10° 10" 10 10 10
Fréquence (Hz)

Original
""" Modéle de Kautz

phase (rad)
AN
T

10 107 10" 10° 10" 10 10° 10
Fréquence (Hz)

Figurelll .4: Réponses fréquentielles du systeme original etatieleKORd 'ordre 4

La fonction de transfert réduite a l'ordfe=4 via KOR (Kautz based Order Reduction),
obtenue apres | itération est

o) 0,995’ +1009s” +5501s+1,08.10
s* +2144° +127.10* s? +1,39.10° s+10°

L’erreur quadratique relative est tres faible, & la 2™jtération elle vautEqr = 4,01.10°. Nous

représentons sur la figure Illl& courbede I’erreur quadratique obtenue utilisant la méthode
KOR en fonction du nombre d’itérations.
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x 10*

(EQn)

itération

Figurelll .5 : Courbe de I’erreur via KORavec R=4, sur 10 itérations

Le tableau IIl.1 nous donne un récapitulatif des erreurs engendrées.

[tération 1° 2°me 3°me 5eme 10°me
Modele
ML OR 2,88.10* | 4,07.10° 4,01.10° 399.10° 399.10°
Modele
KOR 1,13.10° | 4,01.10° 4,00.10° 4,00.10° 4,00.10°

Tableaulll .1 : Erreurs quadratiques relatives obtenues poumexiéles MDR et KOR sur 10
itérations

On peut voir figures Ill.2t 111.4 que les réponses fréquentielles des modeles réduits obtenus
par les méthodes de MLO& de KOR sont graphiquement superposées a celles du systeme
original. On peut voir aussi d'apres le tablead djue pour les deux modeles, les valeurs de
’erreur associée sont quasiment identiques et restent presque inchangées a partir de la 2°™¢
itération.

lll.5.1.a. Choix du jeu de paramétres initiaux

Comme on a pu le voir précédemment, I’algorithme nécessite le choix d’un jeu de parametres
de départ pour définir les fonctions de base. Au cours des différenteffestsiés, on a
essaye de voir quel type de jeu de parametres initial pouvait donrmeilleur modele réduit.
Pour cela, les différents tests nous ont amenés a choisir trois camndigsi@différentes pour
ce jeu de parametres initial : des parametres réels, des paracmimpiexes ou une
combinaison de paramétres complexes et réels.

Sur cet exemp, les trois configurations conduisent a des solutions presque identiques. Nous

avons reporté dans le tableau lle2 valeurs des p6les des modéles réduits associés a chaque
jeu de parametres initial, et cela au bout de 3 itérations a chaque fois.

89



Chapitrelll .

Réduction d’ordre des modéles

Jeu initial de
parameétres g itérations P, P, P P,
1Z:eitér _24710"-173j | —247101+173) | 918101 -031j| —-918101+031]
{1,2;34} géme::g ~846 10" ~11810% ~130 10" _77110"
-896 10" -11010% -129 107 ~-7,7610"
Loiter | 91410 -10810” 12910 ~77610"
f1;10;100;1000 géme:g ~896 10" ~110 107 ~130 10?2 ~77610
~896 10" -110 10" ~1,30 1072 ~ 77610
17 iter -91710% ~108 102 ~1,2810%2 ~78510"
{100+5j;33;01) | 2, Mer | gq5 g ~11110% ~13010" ~77610""
3 iter N ) N
—896 10" -11010% —-1,30 10" —-7,7610
1Z:ei.téf -82910"-46j | —82910 +46j | —743-902j —7,43+9,02]
{0,2 + 20] 55+ 10] géme::g: _ 9,14 10+1 _1,08 1o+2 _l27 10+2 _ 9,32 10—1
~896 10" ~11110% -1,3010% ~-77610"

Tableaulll .2. Convergence des pbles pour différents jeuxadanpétre viaBKOR

Donc, on voit bien pour cet exemple, que tpgefjue soient la configuration et les valeurs du
jeu de parametres de départ, les poles du modele réduit convengenheanéme solution,

apres seulement 3 itérations. Le tablead Hontre la convergence des valeurs de 1’erreur

quadratique vers le méme résultat tpgehue soient la configuration et les valeurs du jeu de

parametres de départ.

Jeu initial de erreur

parametres g itérations | quadratique

1°' jtér 11510°"

(1;2;34) 2::2 itér 75910

3itér 4,0010°

1% itér 42210°

;10,1000 | 2™ itér 40010°

3itér 4,00 10°°

1° jtér 4,6110°

100+ 5j;33;01} 2:2: itér 4,00 10°°

3itér 4,0010°

1€ itér 6,04 1073

{024 20};55+10j } 22:2 itér 517 10°°

37iteér 4,0010°

Tableaulll .3 : Convergence de l’erreur pour différents jeux de paramétres via KOR

D'une maniére générale nous avons constaté que bien souvent le fiésljtapres quelques
itérations, est peu sensible au choix du jeu initial de parami&asmoins comme le montre
le tableau 111.3, une assez large dispersion initiale des polesupélibrer la convergence de

la méthode.
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111.5.1.b. Identification d’un systéme

Nous avons voulu vérifier que les méthodes permettaient de retrouver rlasepas
(numérateur, dénominateur) d'un systeme original Nous avons considéré ceteegem
Lucas (ordre 6) et choisit le jeu initial de six parameétres identi@ea{, 5;5;5 ;5;5;5}.

En employant la méthode KORgus constatons qu’apres seulement 2 itérations le modele
original de Lucas est identifié

o) s° +1014s® +691405° +1406%° + 69140s” +140100s+100000
s® +222s° +145415* + 248420 +1454100s” + 2220006 +100000C

Nous retrouvons tres précisément les mémes poéles, a savoir troisipdbdss -1, -10, et -
100.

Les résultats obtenus montrent que cette méthode identifie biparkesétres du systeme.
D'une maniére générale, on peut donc dire que 1’approche proposée permet une bonne
identification des systemes linéaires.

lll.5.1.c. Conservation des R premiers coefficients

Afin de vérifier que la méthode de réduction conservérlpsemiers coefficients du modéle
de Kautz, nous calculons ceux-ci paue{ 1;2; 3;4} etR= 4.

Nous tracons la courbe des 30 premiers coefficients obtenus®% itération et observons
que la courbe des coefficients du modele réduit suit celle de 1’original

03 T T T T T

0.25~ —t— Spectre du modéle originl J
—FH— Spectre du modéle réduit

0.2

0.15

0.1

les coefficient

0.05

0 5 10 15 20 25 30

Figurelll .6 : Courbe des 30 premiers coefficients
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Le Tableau lll.4 contient les valeurs de ces coefficients.

Coefficient | Modéle Original de Kautz Modele réduit de Kautz
G 257107 257 1072
G 12410" 12410
Cs -85310° -85310°
Cs 22410" 22410"
Cs 1961073 1451073
Cs 15310* 15210*
(o 1,03107? 1,051072
Cs 20910* 20710"
Co 321107 3271073
C1o 11510* 11410*

Tableaulll .4 : Valeurs des 10 premiers coefficients du modél&autz

L’analyse du tableau Ill.4 permet de constater que comme prélapproche proposée permet
de conserver leR=4 premiers coefficients du spectre de Kautz.

111.5.2. Exemple d'un cable sous-marin

Nous reprenons lI'exemple de la fonction de transfert d'un cable de tramsramss-marin
[Hsu90], introduit dans le chapitre précédent et donné par
f(s) —e V% avecK =1.

La réponse impulsionnelle du cable sous-marin est connue et a pour expression
3

= K
f(t)= ZKi/;($j2e_4t pourt > 0.
On détermine un premier modéle ddt) a I’aide de N =50 coefficients du spectre de
Mintz-Laguerre et de Kautz et polir=1024 points de calcul pour la FFT. Les pdles des
fonctions de Mintz-Laguerre et de Kautz ont été choisis de maniemaiagbitéels et sont

donnés paw = {102 :10° :1;10 ;101;104}.

La fonction de transfert du modéle réduit MLOR d’ordre 6, obtenu a la 3éme itération est
donnée par

. (252107 +956.10° j)s°+(964+ 211 j) s* —(1396+ 2195 j ) s°
®+(1279+12,11] )s° +(5652+ 587,4j )s* + (887.10° +1,01.10%| Js

+ (817.10" +9545 )5 + (106.10° +107.10° | )s+(106.10° +891] )
+ (27010°+296.10"] )s? +(1,59.10° +156.10% j )s+115.10" +9603]
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Le module et la phase du modele original et ceux du modele réduiusbtma la méthode
MLOR sont tracés sur la figure 111.7. Les courbes du module et de & ghamodéle réduit

F(S) a I’ordre 6 se confondent de manicre quasi parfaite avec celles du mode¢le original %(S)

L’erreur quadratique relative est trés faible, a la 3°™jtération elle vauEqr = 3,76.10.

1

T T T T T

§ Original
2 — Modeéle de Mintz-Laguerre
8 05
=2
=
£
<
0 -1 = 0 o 1 2
10 10 10 10
fréquence Hz
0
5 2 1
g
é’ 4 Original -
8 — Modele de Mintz-Laguerre
S 6
8 e P e P e
10" 10° 10! 10°

fréquence Hz

Figurelll.7 : Réponses fréquentielles du systeme origindlienhodéle MLOR ‘drdre 6

La réduction de modeéle de la fonction du cable via la methode KORaeh&enteffectuee.
La fonction de transfert du modéle réduit a l'or@rest donnée aprés |8 Sitération par

)= 572.10°s* + 5455 -1073s® + 715.10" s* + 7,02.10" s+ 4675
s°+12285° +4963s* +7,6810" s* + 2,09.10° s* + 9,88.10" s+ 4987

La figure IIl.8 donne la représentation de la réponse impulsionnelle du nmédiie de
Kautz g(t) ainsi obtenue, elle est comparée a la réponse impulsionnelle dxardble sous-
marin f(t).

Réponse temporelle
1.2¢ :

0.8 f(t) N
\ a(t)
0.6 |- g

0.4 - E

0.2~ E

0.5 1 1.5 2
Temps(s)

Figure 111.8 : Réponse impulsionnelle(t) et son modéle KOR approclggt)
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Nous tracons sur la figure 1.9 les réponses fréquentielles du systégirmbrf‘(s) et du
modéele réduit KOR.

L’erreur quadratique relative est tres faible, a la

1¢ z £

% xwx Original
§ 0.5 - \ I Modéle de Kautz i
=
E \
< 0 E . - P . - A s mme ;1_1%
10" 10° 10" 10°
fréquence Hz
0 E = 7 E E
6 —\\
S
§ di Original \\,\if
= — Modéle de Kautz
_]-0:—l - - - -----FO - - - -----Fl ---2
10 10 10 10

fréquence Hz

Figurelll .9: Réponses fréquentielles du systeme original etalleleKORd 'ordre 6

3%Mejtération elle vautEqr = 2,36.10%. Nous

pouvons comparer les erreurs quadratiques relatives pour les différents modéles suivants :

1.

Modéle réduit d'ordreR=6 obtenu dans [Tan(5en utilisant la méthode combinant
les dérivées et intégrales dét) (décrite sections 1.2.1. et 1.2.2)

Modéle réduit d'ordreR=6 proposé dans [AmgO05], en utilisant la méthode Laguerre-
Gram (décrite section 1.2.3.) appliqguée au modéle de Laguerre d'didr&00
calculé pour le paramétre de Laguetre- J6=245

Modele d'ordreR = 6 proposé dans [Hsu90]

Modéle réduit d'ordreR=6 construit en utilisant la méthode développée via les
fonctions de Kautz, avec N=50 coefficients, et calculé pour
a=[102;10° ;1 ;10 ;10" ;10

Modele optimal d'ordreR = 6 obtenu par un algorithme itératif de Gauss-Newton

[Der94]. Il est & noter que cet algorithme d'optimisation nécessite urmbdale
réduit de départ.

Les erreurs quadratiques obtenues pour ces difféerents modeles sont données tableau IlI.5.

1 2 3 4 5
Dérivées/Intégralegs Laguere-Gram [Hsu90] KOR Optimal
Eqr 9,81.10% 4,54.10 1,69.10° 236.10* | 145.10*

Tableaulll .5 : Erreurs quadratiques relatives obtenues pouédénts modeéles réduits d'ordre 6
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La valeir de I’erreur quadratique obtenue a l'aide la méthode KOR est plus faible que celles
obtenues par les méthodes antérieures et par [Hsu90] et s'approche de la valeur optimale.

Nous avons calculé plusieurs modéles réduits d'ordre 6 a partir de jeux dernitidex
différents. Comme pour I'exemple de Lucas (paragraphe 1V.1) nous pouvons observer dans le
tableau 111.6 I'évolution des podles lors des trois premieres itérations.

Jeu initial de _ S
parameétres; | itération |  {107;10%1:10; {5+1:5-5i2+1; | {90;2;55:7;107 5
10%;10° } 2-j113:2 |
P1 17 iter -200 ~93610" —68410"
2 e lter -248 ~296 ~290
Freitér ’ ’
—286 -286 -286
P2 ]fre itér -290 10—1 -312 -285 10+1
2°meitér 1
Femeirar —-43710" -69910 -61210™
~60110™" -60210" -6,0110*
Ps 17 itér -24110° ~16910*" ~721107
géme:g 56610 ~61510" ~30510"
-28110" -28110" ~279 10"
Py 17 iter -91810™ ~114 10" -641107
2°"Citér .
meitar -7,7110" - 7,56 10 ~7.25107
-7,2410" ~-7,25107 ~7.24107
Ps 1Z:ei_tér ~12510"-16810"] |-23910™"-515 j —49310" - 25610 |
géme ::g: ~29010" 12710 | ~39210"-20310"j | —40010™ -17910% |
-39510"-19210" j | —39510"-19210"j | —~39410™ -19510™
Ps 1Citer | -12510"+16810"] | -23910" +515 | ~49310" +25610'
géme :g ~29010" +12710%] | —-39210"+20310" ] | —4,0010" +1,7910" |
-39510™" +1,9210™ j -39510™"+19210™"j | —39410™ +19510™ j

Tableaulll .6 : Convergence des péles au bout de 3 itératians différents jeux de paramétres

Sur cet exemple, les trois configurations conduisent a des résultats quasi-identidm&?mﬁés
itération. laméthode est peu sensible au choix du jeu initial de parametetsne nécessite
pas un critere particulier pour choisir la configuration la ptagtée a I’exemple.

Nous avons reporté dans le tableau Is7valeurs de I’erreur quadratique associées a chaque

jeu initial de paramétres. Nous constatons quedesirs de 1’erreur quadratique convergent

vers le méme résultat qled que soient la configuration et les valeurs du jeu de paramétres de
départ. On constate également que cette convergence est inles(iras a quatre itérations
suffisent ici) mais qu’elle peut évidemment dépendre du jeu de pdles initial.
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Jeu de parametres initial Itération Erreur quadratique
{ } lére itér 2021073
102;10%1;10;10*;10* 2éme itér .
3eme itér 49210
4éme itér 23610*
18210
( \ lére itér 6,07 10
5+);5-];2+];2-j;13;2 2éme itér ”
3eme itér 33310
18110*
{ } lere itér 23510%
90;2;55;7;10%;5 2éme itér "
3eme itér L7710
18110"

Tableaulll .7 : Convergence des péles au bout de 3 ou 4 itdrapour différents jeux de parametres

111.5.3. Exemple de Lepschy

Considérons le systéme d’ordre 7, présenté dans I’article de Lepschy [Lep91l]. Le but est de
déterminemn mode¢le réduit d’ordre 4 approchant le mieux possible le module et la phase du
modéle original. La transformée de Laplace a modéliser est donnée par

2s® +1158° +57.755* +1786256° + 345552 + 3236255+ 94.5
s’ +10s° + 46s° +130s* + 239> + 2805 +194s+ 60

f(s) =

En utilisant la méthode développée avec les deux bases de fonctiometermine les

modéles f(s)~ H(s). Nous considérons un modéle de Miintz-Laguerref(® a I’aide de

| =1024 points de calcul pour la FF& N =10 coefficients seulement. Les parameétres
initiaux des fonctions de Mintz-Laguerre ont été choisis réels de mani@taire, et sont
donnés pard={1, 20,5, 7}. Ce modéle sert de point de départ pour constituer un

ensembIeQR:{fo, fl,... fR} avec fy(s)~ f(s) et R=4. La résolution de la matrice de

Gram avec I’opérateur de réduction nous fournit le modéle réduit a ’ordre R=4. La fonction
de transfert réduite est donnée par

)= (1,96-6,0210° ) °+(2,10+38510? j)s? +(27.87-9,36.10? | ) s+ (1357+118] )
" +(498-322102 j)s* + 1251+ 2,24.10" j)* +(1598- 21410 j ) s+ 861+ 642107 |

Le module et la phase du modéle original, et ceux du modéle rédGiR\dont tracés sur la

figure I11.10. Nous constatons que ce modele réduit est de tres bonne ghalite.
aboutissons a une erreur quadratique relative valant®@3aéation Eqr=1,32.10*.
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Figurelll .10 : Réponses fiéquentielles du systéme original et du modéle MLOR d’ordre 4

Pour la réduction via la méthode KOR, les troncatures des bases deoKihéte egalement
effectuées pour N =10 coefficients et les paramétres initiaux sont également
a=1{1, 20,5, 7}. Un modéle réduit d’ordre 4 est obtenu. La fonction de transfert réduite a
l'ordre R=4 a la £™itération est donnée par

H(s) 1,97 s® + 2,08s” + 285+1306
s*+502s°+12435% +1593s+834

La réduction de la fonction de transfef(s) conduit a des résultafert satisfaisants. Le
module et la phase du modele original et ceux du modéle KOR sont traceés sur la figlre Ill.

3 T T T T
z
2 2 Original 5
% Modele de Kautz
E1r .
o
€
< 0
r r r r
10° 10’ 10° 10"
fréquence (Hz)
1 T T T T
0 _ Original i
< N B Modéle de Kautz
° -1 /\\& J
% |
<
S L i
3 r-z r0 r2 r4
10 10 10 10

fréquence (Hz)

Figurelll .11 : Réponses fréquentielles du systéme origindil enodeldKORa I’ordre 4
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Nous observons sur la figurg.12 que le modele réduit obtenu suit fidelement le modéle de
référence, les courbes du module et de la phase de notre modéle réduit a I’ordre 4 et de celui

de référence sont quasiment superposE&sreur quadratique relative commise lors de la
réduction, vaut & 1a®3%itération Eqr = 6,93.10 °.

Nous constatons que cette approche donne des résultats trés précimm@necle nombre

de coefficients pris en compte est trés fiblotons que,N =10 est un nombre assez faible
tant que les parameétres ne sont pas bien choisis.

Nous regroupons les erreurs engendrées dans le tahigau

Itération 1ére 2éme 3éme 4éme 5éme 1Oéme
Modele
MLOR 153.102 | 391.10°| 132.10% | 682.10°| 6,68.10° | 6,78.10°

Modeéle
KOR 149.102 | 2,50.102| 6,93.10°| 6,73.10° | 6,73.10° | 6,73.10°

Tableaulll .8 : Erreurs quadratiques relatives obtenues p@srihodéles MLOR et KOR sur 10
itérations

Dans le tableau 1ll.8 sont données les erreurs quadratiques relabtesues pour les
modeles MLOR et KOR sur 10 itérations. Nous catost que 1’algorithme converge deés la
4eme itération, I’erreur est quasiment la méme pour les itérations suivantes, ce qui justifie
gue 4 itérations de la méthode suffisent & obtenir un modéle réduit de tres bortge quali

111.5.4. Exemple de Spanos

Un autre exemple intéressant est extrait de 1’article de Spanos [Spa92]. La fonction de
transfert étudiée est d’ordre 4, elle se présente sous la forme

s? +15s+ 50

f(s) =
() s* +55% + 335 + 795+ 50

Nous considérons un modele de MUntz-Lagué’l@) a l’aide de N =50 coefficients et pour

un calcul de FFT a =1024 points. Les parametres des fonctions de Milntz-Laguerre de
départ ont été choisis réels de maniére arbitraire, et sont donnés=a0, 0.7 }. La figure
[11.12 représente les modules et les phases des modéles original ei iaadit 2.
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15 3 3 3 3 3 3 3

Original -
Modele de Miintz-Laguerre

Amplitude [f(jw)]

10° 10" 10° 10" 10° 10° 10
fréquence (Hz)

o - _ . -
Original
5 2k N Modele de Mintz-Laguerre | |
©
8
= ~
Q4 . m
o
e
[=3
-6 -
gt-crroeock r rorrreef r rorreeeck r rrrreecf r rrrreef r ororerrerf r rorrreecf

107 10" 10° 10" 10° 10° 10
fréquence (Hz)

Figurelll .12 : Réponses fréquentielles du systéme original etatlele MLOR: [’ordre 2

Nous constatons que le modele réduit auquel nous aboutissons, correspond a une erreur
quadratique relative faible, elle vaut alors a 18°®&ération Eqr=6,52102. La fonction de
transfert réduite a l'ordr&= 2 donnée par la méthode MLOR est

(o) —(37.102+ 46510%j) s+ (5,58-353.10% ] )
~ &+(628-42107 j)s+(604-372102))

Pour la réduction via la méthode KOR, les troncatures des bases deHKiétz effectuées a
seulement N =10 coefficients et les paramétres de départ sont également donnés par
@ =1{10, 07}. La fonction de transfert réduite & I'ordRe= 2, obtenue & la®3®itération est
donnée par

F(s): -0,30 s+4,99
s® + 59665+ 530
Le modéle réduit auquel nous aboutissons correspond a une erreur quadratiqudaiblative
elle vaut alors a la®3¢itération (Eqr=6,06.10%). Les modules et les phases des modéles
original et réduit sont tracés sur la figure 111.13 et confirment la qualité du medklie. r
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Figurelll .13 : Réponses fréquentielles du systeme origindli enodel&KORa I ’ordre 2

111.5.5. Exemple de Hyland

Les exemples traités jusqu’a présent étaient tous donnés sous forme de fonction de transfert.
L’article de D. C. Hyland et D. S. Bernstein [Hyl85], aborde la réduction de systéme d’état.
Le systéme est présenté sous la forme d’un systéme d’état

X= Ax+Bu
y=Cx+Du

ou les matrices A, B et C sont données par

0 0 0 -150 4
1 0 0 -245 1

A= ,B=|"|,c=[0 0 0 1].
010 -113 0
001 -19 0

Le systeme est d’ordre 4, et sa fonction de transferi(s) peut étre déduite. Nous considérons

un modele de Miintz-Laguerre d%(s) al’aide de N =20 coefficients et pour un calcul de
FFTa | =1024 . Les paramétres des fonctions de Mintz-Laguerre de départ ont été choisis
de maniére arbitraire, complexes et conjugués, et sont donnés=pi@+ 0,01 j }.

Le modele réduit a ’ordre 2 est obtenu, les modules et les phases des modéles original et
réduit sont tracés sur les figures I11.14.
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Figurelll .14 : Réponses fréquentielles du systéme original et du modéle MLOR a [’ordre 2

Le modele réduit auguel nous aboutissons, correspond a une erreur quadratigeetnedat

faible, elle vaut & la®® itération Eqr=145.10°. La fonction de transfert réduite a l'ordre
R=2 donnée par la méthode MLOR est

o) —(339.10%-117.10* j) s+(7,43102-8,28.10* j |
~ $?+(368-453.102 j)s+(280-299.102))

Un modele réduit est également déterminé en utilisant taarlé KOR. Nous considérons
initialement un modéle de Kautz di(s) a I'aide de N =20 coefficients pour un calcul de
FFTa | =1024 et des paramétres de départ donnésipaf2+0,01] }.

La réduction de la fonction de transfe?(s) par la méthode KOR donne des résultats fort

satisfaisants. Les modules et les phases des modeles origidliesont tracés sur la figure
[1.15.
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Figurelll .15 : Réponses fréquentielles du systéme origindll enodel&KORa /’ordre 2

L’erreur quadratique relative est trés faible, a la 1% itération, elle vautEqr=155.10°. La
fonction de transfert réduite a I'ordR=2 donnée par la méthode KOR est

H(s) ~3,29.10° s+7,3310°?
$+3,61 s+277

111.5.6. Bilan et comparaison

Au cours de ce chapitre, nous avons appliqué notre méthode de réduction stantigsse
académiques relativement simples. Les exemples de Lepsci8pates et de Hyland ont
déjaété traités dans I’article de Wei-Yong Yan et James Lam [Wei99]. Les auteurs ont testé et
comparé sur ces exemples trois méthodes différentes de réduction de modéle, parmi elles

OP : "Oblique Projection method"” une méthode de projection non orthogonale proposée
dans [Hyl85], tres largement employée pour les problémes linéaires.

BT : "Balanced Truncation method", méthode de réduction de modéle misean par
Moore [Moo81l], basée sur une troncature des gramiens d'observabilité et de
commandabilité de la réalisation équilibrée du systeme,

GF: "Gradient Flow method" développée dans [Wei99], méthode de projection ou la
matrice de projection est optimisée afin de minimiser lerreur qlioEa
d'approximation. Cette méthode est initialisée avec une troncature laldresse
d'équilibre et un algorithme du gradient est employé pour détermimeattice de
projection optimale. La méthode fournit un modéle stable par construction.

Nous reprenons le tableau de comparaison présenté dans [Wei99], contenantutss erre
guadratiques des exemples de Lepschy, de Spanos et de Hyland obtenlgs différentes
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méthodes GF, ORt BT, et intégrons dans ce tableau les résultats d’erreur quadratique
obtenus avec notre méthode KQRnsemble est présenté dans le tableau I11.9.

Erreur quadratique relative Eqr= ||f — h||2/||f||2
Modele _
Ordre modele] Ordre KOR GF OP BT
original Réduit Optimale
Lepschy 7 4 6,73.10° | 6,7210° | 6,7210° | 6,76.10°
Spanos 4 2 6,01102 | 596,102 | Divergent| 11110
Hyland 4 2 155.10°% | 1,54.10° | 154102 | 155.10°

Tableaulll .9 : Erreurs quadratiques relatives de modéles obsguar différentes techniques

Le tableau I11.10 permet la comparaison des différents résultats obtiendautz avec les
résultats obtenus par les autres techniques. Nous observons que les istieltaus par notre
méthode KOR sont du point de vue de la précision meilleurs que ceux opmies
méthodes OP ("Orthogonal Projection methaat de BT ("Balanced Truncation methoet)
tout a fait comparables a ceux obtenus par la méthode optimale G&dignt Flow
method").

Méme si les résultats trouvés par la méthode de GF optimal aasitiérés comme de b®on
résultats I’algorithme converge trés lentement (car algorithme du gradient), il nécessite en
général de nombreuses itérations et donc un codt en calcul tres impgatamton 50
itérations pour I'exemple de Spanos). Le net avantage de la méthédesbaButilisation des
fonctions de Kautz par rapport a cette méthode, réside dans le temalsudeqai est tres
court, les solutions étant obtenues apres seulement Rématons. En outre, notre méthode a
aussi la capacité de traiter des systemes irrationnels.

I1.5.7. Préservation de la stabilité

La stabilité est une caractéristique importante des systéques'on souhaite généralement
conserver aprés une opératianrélduction d’ordre. Le mod¢le réduit doit étre stable, c’est-a-
dire que tous les pbles du modéle réduit doivent étre situés dansnieplde gauche
complexe Une étude statistique faite sur un trés grand nombre d’exemples, nous laisse penser
gue notre mgode conserve la stabilité, méme si a ce jour la démonstration théorique n’a pas
abouti.

Nous avons effectué une étude statistique de la stabilité desesmadduits fournis par la
méthode MLOR. Les parametres initiaux (dont le nombre est compris2eetr22) ainsi que
les coefficients du spectre de Miintz-Laguerre sont choisis de maiéatoire. La répartition
du nombre de parametres et du nombre de coefficients pour cette étudeéesstr la figure
[11.16. Nous constatons sur la figure 111.16 une répartition de mille poistglésignent les
combinaisons possibles de jeux de paramétres et le nombre de coefficients N.
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Differents paramétres de réduction
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Figurelll .16 : Les différents paramétres de réduction pauméthode MLOR

A partir de la on construit un modele réduit et on vérifie I'appartenancedtiEes au demi-
plan gauche complexe. Mille tests sont effectués et tous les saile®nsuite tracés sur la
figure 111.17.

poles des dénominateurs reduits

Im
N
I

-10

I
y

_12 r r L

Figurelll .17 : Péles des modéles réduits sur 1000 testmwiaéthode MLOR

En examinant les résultats obtenus, nous constatons que tous les péaiesiéles réduits se
situenta I’intérieur du demi-plan complexe gauche, et aucun péle ne figure dans le demi plan
droit, nous pouvons donc supposer que cette méthode fournit des modéles réduits stables.
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La section suivante est dédiée a I’extension de notre méthode aux systemes MIMO, pour
lesquels les exemples seront donnés dans le chapitre 4.

lll.6. Extension de la méthode de réduction aux systemes MIMO

Apres avoir mis au point et testé la méthode de réduction que nouspageastée dans ce
manuscrit nous nous sommes intéressés a la possibilité d’étendre cette technique aux
systemes multi-entrées multi-sorties. Dans le cas de systene-entrée, mono-sortie, le

systeme étudié est présenté par sa fonction de transfert,f(ls)tée
Systeme de N lignes couplées

I sortie

W

I entrée

»
»

[

»

Ventrée \

) sortie

LignesRLCG

77777 17777

Figurelll .18 : Systéme de N lignes couplées

Un systeme de N lignes couplées tel que celui représenté figur® dst assimilé a un
multipble, il est décrit par une matrice de fonctions de transfertldad@maine de Laplace.

La matrice admittance se présente sous la forme suivante :

Yu(s) Yia(s) .. Yip(9)
fv(s)]= Y,51(8) Yo,(9) ... (11.44)
Yin1(S) o Y p(9)

oum représente le nombre d’entrées et p celui des sorties.
Chaque élément de la matridg, (s) est une transformée de Laplad?@“‘)(s). La matrice

F(s), se présente sous la forme suivante :

f(LZ)(S) f(LD)(S)
) e - 12 (.45

fimi(g) Fm2(g) ... Fme))
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Chaque élément de la matricE(s) est une fonction f(s) que nous modélisons

simultanément en utilisant les fonctions de Kautz, en suivanh@ames étapes que pour les
systemes SISO.

Le modéle réduit que nous cherchons & obtelii) est :

A(s) AGD(s) .. A®P)s)

. "(21)(q) R(22)

bl " T g .40
Am(s) ... .. hmP)(s)

H(s) est une matrice de transfert rationnelle d’ordre réduit. Pour limiter la complexité du

modele réduit, le dénominateur ou bien I’ensemble des pdles selon la représentation choisie
doivent étre communs a tous les termes de la matrice (ou des awicessi le nombre
d'entrées-sorties définissant le systéme est trés grand), c'est a dire

Ana)(s) = P(s)

Qs)
pour toutes les valeurs destq.
Les parametresj du dénominateur sont alors obtenus par la résolution d'un systeme
d'équations similaire a (111.24)

(11.47)

Iqg=-¢
ou I'on a a présent
= ZF(H,Q)
n.g
et
é= ZE(H,Q)
nqg

Ces sommes expriment la contribution cumulée des différentes fonctiongstéme a
modéliser.

Notre dgorithme de réduction d’ordre a été implémenté dans une interface graphique intitulée
ELSID (Annexe C). @dernier travail rd pas été réalisé dans le cadre de cette théese.

l1l.7. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode de réduction de nfibckte, et
permettanide traiter différentes types de problémes en un temps assez réduit. Elle s’appuie
essentiellement sur 1’utilisation d’un opérateur linéaire adapté appliqué a une représentation
de Mintz-Laguerre ou de Kautz pour générerbase d’approximation.

Les performances de cette méthode de réduction ont été évaluéesmbreeux exemples

simples, extraits de la littérature, ont été traités. Durantntalation nous observons une
excellente conservation des parametres essentiels comme lesnRrpreoefficients du
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systéme d’origine. Plusieurs criteres ont été utilisés pour évaluer la qualité des esodeél
réduits tels que la convergence des paled;erreur et la conservation de la stabilité. Nous
avons comparé les résultats obtenus par notre nouvel algorithme déorédumtux obtenus

par des méthodes connues. La comparaison favorable nous permet de valider notre approche.

La méthode a été étendue aux systemes MIMO. La prochaine é&taqee tchvail est donc

d’appliquer cette méthode a des exemples de systemes plus sophistiqués de lignes
d'interconnexions multi-entrées, multi-sorties.
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IV. Introduction

L’objectif du travail présenté dans ce chapitre consiste a mettre en application les
méthodes de modélisation développées durant cette. thass un premier temps, nous
présentons un exemple d’une seule ligne d’interconnexion ou les effets de la troncature du
spectresont mis en évidence dans le cas d’un systéme résonant. Par la suite, nous proposons
divers exemples de dispositifs multiports, pbstuels nous examinons 1’extension de cette
méthode et montrons son potentiel dans le cadre de la théorieirdeiss cet de la
modélisation de lignes.

IV.1. Exemple d’une ligne de transmission

L’exemple simple choisi pour illustrer la méthode est celui d’une ligne d’interconnexion a
charge capacitive, correspondant a la structure de la figute

Ry

ligneR L C

Figure V.1 : Ligne d’interconnexion avec une charge capacitive

Il s’agit d’une ligne dont les parametrdsLCG sont tirés de Chen et Friedma@hgd5]. Elle
est caractérisée pades parameétres linéiquesR=8829 Q/m, L=1538 4/H/m,

C =180 pF/m etG = 0. La fonction de transfert de ce circuit est

e - 5(s) _ 1 | (IV.1)
V.(s) (@+R,C/s)cosh+(Ry/Z, +Z.C,s)sinhg

avec 0=I1,/(R+sDsC et Z_. =,/ (R+sL)/sC, | représente la longueur de la ligne, la
résistance du générateur vaRit=30 Q et la capacité de chargg =50 fF .

Nous procédons a une modélisation via les fonctions de Kautz. Nous effectuqmernigze
modélisation de la ligne a l'aide de 100 fonctions de Kautz ayatdstlmurs paramétres
initiaux égaux a lles coefficients sont aisément calculés selon la méthode décrite
chapitrell (paragraphes 11.5.1 et 11.6.1). Nous avons intégréatameétre facteur d’échelle
dans I’algorithme, il permet de normaliser les fréquences et ainsi d'éviter des problémes
numeriques liés a des valeurs de péles trés grandes ou tres petitese$simulations, nous
travaillons avec 20 parameétres initiaux unitaiegsin facteur d’échelle de 7=10"". La
longueur de la ligne utilisée elst 2 mi.

Nous nous intéressons dans un premier temps aux effets de la troncaséneeded un ordre
N. Les figures IV.2 a IV.5 permettent de comparer la réponse frégieerdiacte aux
représentations de Kautz tronquéel & 50, N =150, N =300, N =600. Nous constatons
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déja visuellement’effet de la troncature : la bande de fréquence sur laquelle il y a une
concordance jugée acceptable augmente naturellement avec la valeur de
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FigureIV.2: Module et phase du systeoriginal et de son modéle de Kautz pdur=50
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FigurelV.3 : Module et phase du systeme original et de soahehe de Kautz pouN =15C
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FigureIV.5: Module et phase du systéme original et de son raateKautz poulN = 60C

La tableauV .1 fournit lesrésultats d’erreurs quadratiques relativesyr = || f — g||2/|| i ||2 ,

obtenues entre le modéle de Kaulks) et le modéle originalf(s). Nous observons
naturellement que l'errediminue avec ’augmentation de |'ordig d'approximation.

Troncature
Eqr

N =50 N =120 N =300 N =600
116.10° 1,96.10° 340.10° 1,69.10*
TableaulV.1 : Erreurs quadratiques relatives obtenues patfétentes valeur de N
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Nous procédons maintenant a la réduction d’ordre via la méthode KOR utilisant les fonctions
de Kautz. Les troncatures des bases sont effectudes-H20 coefficients. Ensuite, nous
nous intéressons aux effets de la longueur de la ligne. Les figures IV.8 permettent de
comparer la réponse fréquentielle exacte a celle obtenue par lesesnoéidlitsKOR a
I’ordre R=20 pour des longueurs allant d85mm a 2mm. Nous constatons déja

visuellement 1’effet de la longueur de la

ligne : le nombre d’oscillations et la largeur de la

bande de fréequence en haute fréquence augmenteriadwegueur de la ligne.
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Figure IV.6 : Réponse fréquentielle du systéme original et duateagéduit pourd = 05 mm
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Figure V.8 : Réponse fréquentielle du systéme originalenddeéle réduit pouk =15 mrr
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Figure V.9 : Réponse fréquentielle du systéme original et dusteagtduit pourd = 2 mm

Le tableauV .2 regroupe les erreurs quadratiques relatives obtenue&"Sikéi@tion pour les
différentes longueurs de la ligne.

Longueur de la ligne

| =2mm

| =15mmr

[=1mm

| =05mm

Eqr

202.10?

170.10*

117.10*°

7.86.10°

TableaulV.2 : Erreurs quadratiques relatives obtenues patfécentes longueurs de la ligne
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Nous observons que les erreurs quadratiques relatives obtenues semblent élevées par rapport a
la qualité observée sur une large bande de fréquence, visualisées sur lesccoledRs.

Lorsque nous augmentons la longueur de la ligne, I’erreur croit. Cela peut paraitre surprenant

mais I’explication réside en partie dafi&ccumulation d’erreurs numériques dans le calcul

des spectres des fonctions successives (e Cela est d0 aussi aux phénoménes

caractéristiques des lignes de transmission comme les résonantetesnou commees
retards de propagation qui ont un impact plus fort lorsque les lignes s'allongent.

Nous proposons égalemepbur le méme exemple, 1’obtention de modéles réduit d’ordre
inférieur & 30. Nous effectuons une réduction via la méthode de Kautzoheattires des
bases de Kautz sont effectuée®Na-120 coefficients et la longueur de la ligne utilisée est
| =2mm.

Le tableau IV.3 montre legaleurs de ’erreur quadratique obtenues a 1a®3°itération pour
différents ordres de réductiofNous observons que 1’augmentation de 1’ordre se traduit
naturellement par une diminution de I’erreur quadratique, la méthode conduit au meilleur
résultat a I’ordre R=30. Ce tableau montre aussi que les lignes de transmissions sorlesliffici
a modéliser avec des ordres faibles, en raison des nombreux phénomégesndaces
gu'elles font apparaitre.

Ordre R=14 R=18 R=24 R=30
Eqr 28310% | 20510' | 196.10° 184.10*

TableaulV.3: Erreurs quadratiques relatives obtenues poufédénts ordre Rl = 2 mm

IV.1.1. Réponses temporelles

Nous procédons a une réduction via KOR. Les troncatures des bases dsokaeffectuées
a N =50 coefficients. Les parameétres choisis sBrt 30 parametres initiaux avec un facteur

d’échelle 7 =10"". Cela conduit & un modeéle réduit dont la réponse impulsionnelle est tracée
figure IV.10. Les modules des réponses fréquentielles sont donnésl¥iglte
X 1011
25r

— Original
"""""""" ~ Modele réduit

=
o
T

Réponse impulsionnelle

v

'
[REN

Temps s 1 0-10

Figure1V.10: Réponses impulsionnelles du systéme original etatigle rédujtl =2 mm
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FigurelV.11: Réponses fréquentielles du systéme original etatieta réduit| =2 mm

Nous observons que I’allure du signal en temps est bien conservée et qu’en fréquence la
caractéristique du modele réduit suit celle de 1’original. L’erreur quadratique relative est de

Eqr=156.10".

IV.2. Exemple de 5 lignes couplées

On considere un systeme de 5 lignes couplées toutes de longueur égale a un millimetre.

| entree L —

2 I sortie

_—»

i ES
-b
|
|

Ventree D ——
\ A 4

Lignes R,L,C
77777 7777

>
—

V

sortie

FigurelV.12 : Systéme de 5 lignes couplées

La résistance de ligne est de 69mm et la conductance est nulle. Les capacitances et
inductances (respectivement en pF/mm et nH/mm) sont
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163 052 0036 0016 001 747 522 407 336 284
052 134 051 0032 0016 522 7,26 511 4,03 336
[c]=|0036 051 127 051 0036 [L]=|407 511 721 511 407
0016 0032 051 134 052 336 4,03 511 7,26 522
001 0016 0036 052 163 284 336 4,07 522 747

La matrice admittance [Y] du systéme est composée de 100 fonctatiannelles, c'est-a-
dire ayant une infinité de poles, pour lesquelles on cherche une approximatidomiine
fréquentiel d'étude est compris entre 10 MHz et 40 GHz et comprend 3008 point
logarithmiquement espacés en fréquence.

L’approche proposée dans cet exemple consiste a calculer un modele réduit de Kautz
directement a partir des valeurs en fréquence des matricess is&uesimulations
¢lectromagnétiques. Pour ce genre d’exemple, nous avons la potentialit¢ d’utiliser ELSID,
progiciel spécifique développé par notre équipe, basé sur la méthodeppéecidans ce
manuscritet présenté en annexe C.

IV.2.1. Fonction poids

Nous introduisons une fonction poids dans 1’algorithme de réduction implanté dans ELSID,
dans la définition des produits scalair@les s’avérent extrémement utiles lorsque nous
utilisons comme point de départ des mesures en fréqueneecoihaissant alors le
comportement du systeme que dans une certaine bande de fréquence ,dia pomtsi réduit
l'impact des contributions en dehors de la bande de mesure.

L’algorithme génére un modele réduit a 60 pdles d’une grande précision, Sachant que
I’ensemble des 60 pbles sont communs aux 100 fonctions de la matrice [Y]. La méthode est
réitérée jusqu'a I’obtention de la qualité désirée. Sur cet exemple, la méthode est itérée 10
fois, a chaque itération, les pbles associés au dénominateur obteinonservdéfinir les
parametres de Kautz de l'itération suivante.

Les tracés des figures suivantes (Figuhsl3.a alV.13.d) comparent les modules et les

phases de quel@guns des cent éléments matriciels pour les systémes d’origine et réduit. Le
systéme étant symétrique, 1’élément matriciel Y mn équivaut a 1I’élément Y .
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Module Y11
-30 e R T =
o Original
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(]
3
o -40 .
=
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Frégquence (Hz)
2.4 < T R
260 Original -

Modele réduit

Phase (rad)
N
[o0)

10’ 10° 10° 10
Fréquence (Hz)

FigureV.13.a: Comparaison entre le module et la phase de I'élément Y;; du systeme de cing lignes
couplées et ceux de son modéle réduit équivalent.

Module Y27
-40 £ i TR g S
o 45 -
% Original
% 50}~ Modele réduit A
°
s}
= 55+ -
-607 r r rrrrrrFs r r rrrrrng r r rrrrrrFlo r
10 10 10 10

Fréquence (Hz)

0 3
8 5- Original
0 Modeéle réduit
2 10k
o

_15 r r P r rrrrk r r r r rrref r r r r rrerrf r
7 8 9 10
10 10 10 10

Fréquence (Hz)

FigureIV.13.b: Comparaison entre le module et la phase de 1’élément Yo7 du systéme de cing lignes
couplées et ceux de son modele réduit équivalent.
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Module (dB)

Phase (rad)

FigureIV.13.c: Comparaison entre le module et la phase de ’élément Y, du systéeme de cing lignes
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couplées et ceux de son modéle réduit équivalent.
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FigureV.13.d: Comparaison entre le module et la phase de [’élément Ys5;, du systeme de cing lignes
couplées et ceux de son modele réduit équivalent.

Sur les figuredV.13.a alV.13.d, nous observons les courbes de nos modeles réduits et celles
de référence sur une gamme de fréquences assez large. Nous constatons aussi I’allure des
réponses fréquentielles du systeme a 5 lignes faisant apparaitre de uxompiocse de
résonance, tres difficiles a approchBtautre part 1’allure des modeles réduits obtenus est
quasiment superposée lariginal, I’allure générale des réponses est bien respectée, les
réflexions sont reproduites fidelement.
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IV.3. Exemple d’un réseau RLC en arbre

La structure proposée est un réseau d’interconnexions en arbre (Figure 1V.14) repris aussi de
[CheD5]. Les différentes lignes, Iconstituant le réseau sont segmentées en 20 cellules
élémentaires. Les parametres linéiquésL,C sont respectivementR=39Q/mm,

L=043nH/mm et C=036pF/mm. Les longueurs des lignes sont telles que

b T Vous s Cui=40fF

= — l
_4:,_”_", V.45 Cpp = 10fF
R, =100 Iy l;
- P Iy _.:)—|H|, V.43 C g = 4OfF
— 1 b
V., _'!___]_‘HL Voua » Cq = 100fF
L I Iy

1 HH Vous Cis= 200

Figure V.14 : Réseau d’interconnexions en arbre

La matrice admittance [Y] du systeme est composée de 36 fonctimmedies (la matrice
est de dimension 6x6 car le systeme est défini par une entrée et cinq sorties)

Yia(S) Yio(s) ... Yie(9)
Y,.(89) Yo(8) ... ...

vel=| T T (v
Yea(S) ... ... Yee(9)

Dans un premier temps, le systéme est décrit sous le logécigimulation électrique ADS
duquel est exporté un fichier contenant 1000 points de mesures en fréquence poutdehacun
36 éléments de [Y]. Les simulations du systeme sous ADS sontuéiscpour une gamme
de fréquence allant de 100MHz a 50GHz, avec des points en fréquenoésdspsirement

de 25MHz.Une fois le fichier chargé dans ELSID, le réseau d’interconnexions est modélisé

en considérant un nombre de fonctions orthogondaes100 et un facteur d’échelle
n=1107.

La méthode de réduction est appliquée en considérant un nombre de pbles arbitraidé.eégal a
Aprés 2 itérations|’algorithme génére un modele réduit de bonne qualité, les figures
suivantes (Figure$V.15.a alV.15.d) sont des comparaisons de modules et de phases de
quelques ¢léments de la matrice admittance Y des systemes d’origine et réduit, démontrant
encore que cette méthode est capable de g&twreiodeles d’une grande précision.
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FigureV.15.a: Comparaison entre le module et la phase de [’élément Y;; du réseau
d’interconnexions en arbre et ceux de son modeéle réduit équivalent.
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FigurelV.15.b : Comparaison entre le mad et la phase de [’élément Yg; du réseau
d’interconnexions en arbre et ceux de son modéle réduit équivalent.
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FigureIV.15.c: Comparaison entre le module et la phase de [’élément Y,, du réseau
d’interconnexions en arbre et ceux de son modeéle réduit équivalent.
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Figure IV.15.d: Comparaison entre le module et la phase de I’élément Ysg du réseau
d’interconnexions en arbre et ceux de son modéle réduit équivalent.

L’analyse de ces courbes, montre encore I’efficacité de la procédure décrite et utilisée pour la
réduction des modéles résecaux d’interconnexions.

On voit que malgré la complexité des exemples traités, faisant &mpdemnombreux pics de
résonance, nous obtenons des modeles rationnels trés précis.
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IV.4. Exemple d’un boitier StratEdge

La structure de cet exemple est un boitier StratEdge représentdtdities hyperfréquences
fonctionnant jusqu’a une fréquence de 10 GHz (figure 1V.16). Celui-ci est composé de 5
broches acties et de deux broches inactives de part et d’autre. Le boitier est en « Or » posé
sur un substrat FR4_epoxyR = 44,tg(5)= 002, Hsub=254,m, Wsub= 2997 mm). Ses

dimensions sont quant a elles données figurga.

Le boitier est dessiné sous le simulateur électromagnétique HFSS puisdznmailé domaine
fréequentiel 1 GHz- 25 GHz. Est alors exporté, le fichier touchstone correspondant. I
contient, pour I’ensemble des points en fréquence, les module et phase de chacun des
éléments de la matrice de répartition S décrivant le boitier dendiome10x10 (5 entrées et 5
sorties).

Figure V.16 : Boitier StratEdge

ee=1.016 mm
—

Boitier Or

Trou diélectrigue
2=5.1:

iametre D=1.016 mm
L=4.26 mm

2mm
1167 mm
1.74 am

1 mm

_ZB4 m
254 ym

Figure V.17 : Dimensions du boitier StratEdge

Le facteur d’échelle choisi est égal & =1.10"°. La méthode de réduction est définie en

considérant un nombre de 30 podles choisis arbitrairement. Nous tracons le etddybhase
des éléments matriciels S des systéemes (figWtels8.a alVV.18.d), on constate que le modele
réduit est asseprécis. Le systéme étant symétrique, 1’élément matriciel S, équivaut a

I’élément S,,,.
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Figure IV.18.a : Comparaison entre le module et la phase de [’élément S, du boitier StratEdge et
ceux de son modele réduit équivalent.

Module S14
-20 T
g
E -30
'§ 40 Original Model
= Reduced Model
-50 r - - r - r e r F
10° 10"
Frequency H (Hertz)
5 Phase S14

Phase (rad)
n

— Original Model
-10- Reduced Model
-15 -t
10° 10"

Frequency H (Hertz)

FigureV.18.b: Comparaison entre le module et la phase de [’élément S;, du boitier StratEdge et
ceux de son modele réduit équivalent.
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Figure V. 18.c : Comparaison entre le module et la phase de I’élément S5 du boitier StratEdge et
ceux de son modeéle réduit équivalent.
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FigurelV. 18.d : Comparaison entre le module et la phase de I’élément Sgg du boitier StratEdge et
ceux de son modéle réduit équivalent.

IV.5. Conclusion

Dans ce chapitreesexemples traités sont difficiles car itmt apparaitre de nombreux pics
de résonance. En premier lieu, nous avons examiné les performances de nothe ajgprec
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le cas d’une seule ligne d’interconnexion, ou les effets de la troncature sont mis en évidence
sur différentes longueurs de la ligne. Ensuite, la procédure esteutilise efficacité pour
effectuerla réduction des mode¢les de réseaux d’interconnexions. Un autre aspect important de
notre algorithme est abordé, a savoir la possibilité de modéliseystémss directement a
partir des paramétres en fréquence issus d’une simulation électromagnétique.

Le point fort de notre approche est son aptitude a réduire les modéleseteesyrésonants
car malgré la difficulté des systemes traiglke conduit a des modéles réduitaine qualité
remarquable’inscrivant bien dans nos objectifs pratiques.
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Les interconnexions apparaissent a différents niveaux de la hiérarshgysiémes
électroniques, tels que dans les circuits enidyo{(SiP), les cartes de circuits imprimés
(PCB),... N'é¢tant pas parfaites, elles dégradent les signaux propagés et sont, de nos jours, l'un
des principaux facteurs limitargdperformances des systemes a grande vitesse. Leur prise en
compte, dés les premiéres phases de conception, est une nécessisdyreutdafiabilité de
fonctionnement des systemes. Pour répondre aux exigences des conceptens]édies
simples mais précis doivent étre employés afin de ne pas alourtdimps de calcul lors des
simulations temporelles.

L’objectif principal de cette these était de proposer un outil permettant la mod¢lisation et la
réduction d’ordre des fonctions de transfert des réseaux de connexions intra et inter systemes
électroniques. Nous avons présenté au premier chapitre la problématiquiegnedss
d’interconnexions dans les circuits intégrés en détaillant les effets parasites non négligeables
provenant des interconnexions tels que le retard, la diaphonie, l'atb@nuatious avons
également rappelé certaines notions de la théorie des lignesttpatnue caractériser les
interconnexions et mis en évidence le besoin d'utiliser un outil detigdaordre afin de
réduire la complexité des modeles. Nous avons enséditenté un état de I’art des différentes
méthodes de réduction d’ordre des modeles.

L’outil de réduction de modéle développé comporte deux étapes complémentaires. La
premiére étape, consiste ennl@délisation du systéme considéré a I’aide des fonctions de
Mintz-Laguerre ou de Kautz. Le chapitre 2 est dédié a cette étape. Ces fonctiormsaléisog
rationnelles possedent des paramétres libres (des poles réels ou ce)mgtigpauvent étre
utilisées de maniere efficace pour modéliser les fonctions de tradsfesgstemes stables
Dans ce chapitre 2, les caractéristiques principales de ces fonotibé$é discutées. Les
principes de I'approximation a l'aide de ces bases de fonctions orthogomtadgmlemenété
rappelés. Un algorithme permettant un calcul précis et robuste desieo&sfidu spectre de
Muntz-Laguerre ou de Kautz a ensuite été présenté. Pour terminer ctéenuas avons
vérifié, sur des exemples élémentaires, la qualité des procédures déesatiodémises en
auvre.

La deuxieme étape de notre outil est la réduction d’ordre des modéeles. Le chapitre 3 est
consacré a cette étape. Le modeéle approché, obtenu par la méthode@résattapitre 2,
doit subir une phase de réduction d’ordre. Le principe de la technique est présenté en utilisant
deux bases de fonctions orthogonales. Dans cette thése, les fonctMiiatdd aguerre ont
éte utilisées principalement pour mieux détailler I'approche que nous avons développée. Ce
sont des fonctions a parameétres complexes, qui ont été choisies paupliaité de leur
implémentation mathématiquBans ce chapitre 3, d’abord, un premier algorithme (MLOR)
utilisant ces fonctions de Mintz-Laguerre est décrit de faconlléétall repose sur la
construction d’un ensemble de fonctions linéairement indépendantes et sur la minimisation
d'un critere d'erreur quadratique. Cette approche s’avere tres efficace, robuste et précise, mais
fournit des modeles rationnels généralement a paramétres complexes, mg doneapas
étre utilisés pour la modélisation de systemes réels. Nous avons ensuite préseppéaaie

de réduction d'ordre basée sur I'approximation par les fonctions réelles dg{gotithme
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KOR). Elle utilise les mémes opérateurs de base que l'algorithib@R mais combinés
differemment pour générer des fonctions de transfert rationnelles a pasanéels. Dans ce
chapitre les méthodes ont été évaluées et de nombreux exemnpidsssont été traités.
L’impact du nombre de coefficients du spectre et du choix des paramétres initiaux des
fonctions de Mlntz-Laguerre et de Kautz ont également été évalués. Nous avats cpmest
leur choix influe essentiellement sur la rapidité de convergencegleitame mais trés peu
sur la qualité du modéle réduit obtenu. Nous avons par ailleurs compagéukats obtenus
par notre nouvel algorithme de réduction a ceux obtenus par des méthodes.cbasues
modeles obtenus par notre méthode présentent des erreurs quadratiques trés pretthes de

obtenues par des méthodes optimales, nous permettant ainsi de valider notre approche.

Le chapitre 4 a ¢été consacré a [’application de l'outil développé a des réseaux
d'interconnexions, de nombreux exemples ont ainsi été traités. La method®ppée
s’applique avec succés a de nombreux problémes pratiques, dans le domaine des systemes
multi-entrées, multsorties. Le probléme de la modélisation d’un systéme dont le
comportement est uniquement connu en certains points en fréquence etaprode
simulations électromagnétiques a été aussi considéré dansapgrechEnfin, pour de
nombreuses applications, la solution obtenue est suffisamment préciséthadenconverge
rapidement vers la solution. Vu les résultats encourageants obtenus, nauss gpres des
recherches pourraient étre poursuiviessdatte direction avec d’intéressantes perspectives.

Perspectives

L'objectif initial de notre travail a été atteint : partant de rfesdphysiques et de descriptions
électromagnétiques, notre méthode conduit a des modeéles réduits dmrtnes qualité.
Divers points mériteraient d'étre approfondis ou améliorés

- Une étude statistique justifiant la stabilité des modeles réobignus par la méthode
MLOR a été effectuée durant la these, néanmoins il serait isdéitede pouvoir le
démontrer analytiquement.

- Concernant lanéthode de réduction présentée dans ce document, nous n’avons pas
cherché a mettre en place une procédure automatique pour fixer lesntiiffére
parametres de réglages (choix des parametres initiaux, de l'ordre deoréetictu
facteur d'échelle). Il serait possible de mettre en place untgitrade choix
automatique pour régler ces parametres.

- Pour la modélisation des systémes de trés grandes dimensions (beaucoup
d'entrées/sorties), des procédures classiques existent. Elleserangisubdiviser le
systeme en sous-systemes de dimensions raisonnables.cCsant alors modélisés
séparément. Des stratégies pourraient alors étre développées paubdigsion
optimale [Gri06].

132



Conclusion et perspectives

A partir de nos modéles réduits nous avons la possibilité de généreiragss c
équivalents de faible complexité. Pour générer un circuit équivalemstiltres
important que le modele soit passif. Cela nécessite donc une veéficddi la
passivité du modeéle réduit. La passivité est une caractérisimpertante des
systémes et il est souvent souhaitable de la conserver suite apémation de
réduction d’ordre. Plusieurs méthodes de passivation sont actuellement disponibles. La
solution proposée par [Coe04] garantit la passivité du modéle dans tout lendomai
fréquentiel. D’autres travaux, [Gus01] [Gus07] propose une approche moins coiiteuse
en temps de calcul mais qui n’assure la passivité qu’en certains points en fréquence,
alors que d’autres [Gri04] s’orientent vers une passivation sur tout un intervalle de
fréquences. Une fois le systéme rendu passif, il peut étre repr@senté circuit
RLCG physiquement réalisable et intégrable dans les simulateursjeésssi

Les futures interconnexions (nanofils, nanotubes, optique,...), pourraient apporter une
solution aux problémes des parasites, en évitant au maximum lenmExons
dissipatives. Il serait donc intéressant de développer de nouveauxadaptes, qui
nécessiteront de nouvelles avancées dans la modélisation esdaeprcompte des
parametres physiques (dimension, température, ...).

Enfin, ces points résolus et complétés, le modéle réduit obtenu, devrait alors natotelleme
trouver sa place dans un flot de conception industriel.
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Annexe A Conservation des R premiers coefficients

Pour montrer qudA{s), obtenu par la procédure de réduction d'ordre présentée dans la sectio
I11.3 aveca = {ay;...;ar}, conserve les R premiers coefficients du spectre de Muntz-Laguerre

de f(s) (également calculé pou = {o;;...;ag}), nous cherchons a exprimer I’égalité entre
ﬁ(a;) et f(ai)
Nous avons montré dans (111.20) qy@Rio, fk_l(a;): cy . Nous rappelons I’expression de
y.(s) donnée dans (111.16), & savoir
Yi(s)= %t ok fia (a&) -
S—ay
En remplacant (111.20) par son expression dans (l11.16) nous retrouvons

- AP g VPl sro oy (9a9e

—ak S+a, S-— ak
Cela implique que

Ha = Cotn(9) ﬁa H

l=n+1 1=1
On obtient alors la relation

z 3n) 1209 2erhls)2.() A

I=n+1

Tenant compte de (A.1)ekpression du modele réduitl{l. 24) peut alors seécrire

Y Az
|'(S)= n=1 - k=n (A.Z)
kz_: Ak Zk(s)

Multiplions par Z3'(s) numérateur et dénominateur

DY) WEAT
f‘(S)Z n=1 k=n

ZRr (5)
R (A3)
z Ok Z(s) Z&(s)

R .
Sachant quezg'(s)=[]z*(s) et z'(s)= S~%  on déduit que poul> j+1 et j<A
) S+a,

R
nous avons] | z(l(aﬂ) =0 et donc
I= k+1

Z Ok HZ| (05,1) Z Ok Hzfl(ai)-

k=0 I=k+1 k=1 I=k+1
De plus sin> 4, on acn¢n(a,1):0.

L'expression deh(a;) s'écrit alors
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C Sedl)Y o TTa)
h(a}) nl k=2 Icked (A.4)
Lo o)

Apres simplification, nous obtenons la relatidégdlité entre ﬁ(a;) et f(a;).

A
h(a,l)zz% ¢n(05/1)= f(az)
n=1
En conséquencie modeéle réduit a les mémes R premiers coefficients du spectréintz-M
Laguerre que la fonction de transfert d’origine %(S) (on suppose que le modele réduit et le

spectre de Mintz-Laguerre sont calculés avec le méme jeu deapdles...,ar}).

Annexe B Calcul du spectre des fonctions g, (s)

Nous cherchons a exprimer les spectres de Kautz des différentesrforet I’ensemble
g = {00, G;..-.Gr) afin de déterminer aisément les divers produits scaldgesy, ). Les
fonctions gk(s) sont obtenues récursivement par l'application de combinaisons des
opérateursA,, (111.33). Pour déterminer les spectres de Kautz de ces fonciplss , il est

nécessaire de connaitre I'impact de l'applications des opératgussir les fonctions de base.
Considérons dans un premier temps une fonction quelconque d'énergie finie

:idnl/}n(s) (B.1)
n=1

avec d,=(g,y, ) les coefficients de Kautz de la fonctiof(s). L’application de
I"opérateur A, a g(s) conduit a appliquer cet opératedl, aux fonctions de Kautz,

Ay 88)=Ddn[As1n(s | (82)
n=1
relation que 1’on cherche a mettre sous la forme
Ay, 8s)=2 diy vn(9). (B3)
m=1

Les fonctions de Kautz étant orthonormées, (1:1{g1<31:<A0,k g, l//m>- En utilisant (B.1), nous

pouvons déduire la relation entre les coefficiatffset les coefficientsl

= idn@\akwn, l//m> : (B.4)

n=1

On note'['r(Lm =<A, ¥n:¥m >, onaalors, d’aprés la définition de I’opérateur (11.15)
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1 F(s+a . a+ay . +\] .
tkn,m = _[ (—klﬂn(s)_k—*k Wn(ak)] l//m(_ S) ds

_2_721'_.Oo s—a* S—a
" “ “ (B.5)
1 Fs+a, . .

=— S —s)ds

o | o a(8) nl-9

Pour le calcul des'r‘m, il est nécessaire de distinguer les indices pairs et impairs

k _ ~ N
t 2n-1,2m-1 =< Aak Yon-1:¥om-1~>
t* =<A_y J o >

2n-1.2m =< g, Von-1:¥om
t* =<A,_ Yo,/ >

2n,2m-1 =< g, ¥Yon:¥Vom-1

k _ A A
t 2n,2m =< Aak Yoni¥Wom >

D'apres la définition des fonctions de Kautzs) ou I'on pose

D, (S)=8"+ 0,5+, = (S+ s 1 NS+ay,),
puis en simplifiant les zéros et les poles identiques, a l'aideédvéime des résidus on déduit
que :

K K K K
-pourm>n t5 1om 1=t 1om=tmom1=tmom=0

- pour m=n
tk _ O_n —akak —Olkﬂn _ _1+ 27Z'n
2n-1,2m-1 — D ( *) - D *
n\%x n(ak)
£ _—(O‘kJFO‘k)\/Un_ £
2n-1,2m — * — ~t2n,2m-1
Dn(ak)
£ _ (ak T N On
2n,2m-1 — *
Dn Ok
£ _Oh oty Dn(_ ak)+ 27,
2n,2m — * - B
Dn(ak) Dn(ak)
- pourm<n

_(ak +05;)\/26m7zm\/20-n7z” M D, (_ai)

tX =
2n-1,2m-1 —

Dm(“;)Dn(“;) =mi1 D) (aE)

5 2m1 = _(ak +a;)a;* Zamirm\/a ﬁ & (_Of;)z i 01 2ma
: Dm(ak)Dn(ak) lema D, (ak) \/7” 1
o _owaibi oo b O] ai
1 Dml@k Pa ) e D) e
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£ (ak+aank) \/E\/? s DI( ak) (a;)z £
aem D (ak)Dn(aE) Im+1 D, (Ofk) \/m enhem

On obtient alors les relations entre les spectres de Kautz

m+R/
doma =domg t2m—L2m—1 +dy, t2m 2ma Tt Z:[ don_ 1t n-12m1t d2nt2n 2m—l]
n=m+1
mR/ "
!
dom =dm t2m—L2m +dyp, t2m om T ZT don 1t2n 12m T d2nt2n,2m] (B.6)
n=m+1

A noter que pour n>m+R/2 les tﬁ,m sont  également  nuls,

k k k k
t2n7L2m71 :tznilzm :t 2n,2m-1 :t 2n,2m = O. En Effet pOUfO{k S {a ,...,aR}, D| (—OCk)=O
m-R/2
pour k=21 ou k=2 -1, onadonc remplacéo par m+R/2 dans les sommesz de
n=1
(B.7).
L'application de l'opérateun, conduit a la transformation des spectres donnée par les

relations (B.6), relations qui peuvent s'exprimer dadsrme matricielle suivante (exemple
d’une matrice (R+2)-bandes pouR=2).

] [t ot oty o0 0 0 [d ]
d; 0 tg,z tI3(,2 tlz(t,z tls(,z 0 O d,
ds 0 0 t3y; tiz tss tgs O dy
d, || 0 0 0 ty, tss tga t74 d,
d; 0 0 0 0 t& tgs the ds
d; 0 0 0 0 0 t§ ti ds
¢ ] |0 0 0 0 0 0 tj; |} |

Chaque application d'un opératestr, conduit a une transformation du spectre de Kautz

définie les relations B.6. Il sera alors aisé de calculer récursitees spectres des
différentes fonctions de I'ensemkIT, ={§,,0;.....6r} et de calculer ensuite les produits

scalaires entre ces fonctions. .

Annexe C Utilisation de ELSID

Un progiciel avec interface graphique, baptisé ELSID, acronyme pougcifidal System
Identification», a été développé sous Matlab par notre équipe de teelard.ab-STICC.
ELSID est un outil d’identification et de modélisatiadiordre réduit des systemes électriques
linéaires.

La finalité du progiciel consiste en la génération de circuits fgagsjuivalents RLCG
pouvant étre intégrés dans différents logiciels de design et deasonulde circuits
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électroniques, comme cadence, afin de diminuer les temps de simdetEmant de plus en
plus importants avec 1’évolution technologique.

Ce progiciel est actuellement a usage interne mais sera pracient mis en ligne et
accessible gratuitement a n’importe quel utilisateur.

Le progiciel est articulé autour de plusieurs points importants qui sont lestsuiva

- L’utilisateur aprés chargement du fichier contenant la description du systéme configure

avant lancement du progicieklparamétres pour les processus d’identification et de réduction

d’ordre du systéme ou opte pour un réglage automatique de ces parameétraspdisaibilité

de sauvegarder puis de charger une configuration de simulation.

- Une fois les étapes d’identification et de réduction terminées, nous pouvons tracer les
réponses fréquentielles (modules et phases) de chaque élément niksicgstémes réduits

afin de les comparer a celles d’origine. Les résultats trouvés a chacune des étapes peuvent étre
sauvegardés dans un fichier.

Les systemes, identifiés par ELSID a partir d’éléments matriciels H, G, S et Y, peuvent étre
issus de transformées de Laplace. Toutefois, 1’utilisateur peut ne connaitre leur comportement
qu’a certaines fréquences. ELSID est donc capable d’identifier un systéme a partir de données
fréquentielles (parties réelles et imaginaires, modules et phasssdonnées en fréquence
peuvent provenir de plusieurs types de fichiers : fichier txt, touchstone (posysiémes
décrits sous des logiciels de simulation électrique (ADS) ou électromagnétioa8)jHF

Pour finir, la complexité des modeles obtenus dépend du degré de précision soahaité
I’utilisateur. Pour faciliter I’utilisation du logiciel, il a été décidé que les parametres
intervenant dans les étapes d’identification et de réduction seraient paramétrables
manuellement ou automatiquement.

151



152



Annexes

153



Nadia IASSAMEN

Modélisation et Simulation des connexions intra et inter systémes éemiques
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Résumé:

Les progrés constants enniaturisation des transistors et I'augmentation des fréquences des signaux utilisés

sont les principales tendancdms 1’évolution des circuits électroniques. Avec ces évolutions apparaissent de
nombreux effets indésirables qui perturbent le comportemes systémes électroniques et sont soupgonnés
d’étre responsables de la majorité des dégradations de signaux dans les systémes en haute fréquence. Des retards

de propagation indésirables sont ainsi introduits par l&pcésdes interconnexions, et la diaphonie, phénomene
dl aux couplages entre lignes d’interconnexions, peut éventuellement provoquer des commutations non désirées

des transistors. La prise en compte des interconnexiéades premieres phases de conception d'un systéme, est
par conséquentlevenue une nécessité ces derniéres années. Mais la simulation temporelle d’un réseau
d’interconnexions est trés gourmande en temps de calcul, ce qui impacte la durée globale de conception. Le
remplacement des modeéles électriques, décrivant précisdaseinterconnexions, par des modéles plus simples
est primordial pour limiter les colts de calcul. Une mééhde réduction d'ordre des modéles peut alors étre
employée pour effectuer cette opération efficacemeniaeéele final doit en effet décrire assez précisément
certains aspects importants du modéle original et consele& propriétés importantes du réseau
d'interconnexions. Cette démarche permettra aux concepteurs d’effectuer des simulations temporelles rapides et
d’étudier les paramétres d’intégrité du signal tel que le retard, le temps de mariggédépassement.

L'objectif de cette thése est d’établir un nouvel outil de réduction de complexité des modeles de réseaux
d'interconnexions. Différentes descriptions initiales desgyss d'interconnexions sont envisagées : modeéles
circuits (fonctions de transfert) ou mesures fréquentielles. L’approche développée repose sur 1'utilisation des
fonctions orthogonales de Miintz-Laguerre et de Kautedeidécrire mathématiquement, de maniere précise, le
systéme d'origine. Un opérateur linéaire, lié a ces ifometde base, est ensuite appliqué pour déterminer un
modele rationnel de moindre complexité. La technique propesée&omparée a d'autres méthodes de la
littérature d’abord sur des exemples académiques. Tout le potentiel de la méthode est ensuite illustré parmisa

en ceuvre sur des réseaux d'interconnexions.

Mots clés:

Réduction d’ordre des modeles, Modélisation comportementale, interconnexions, Fonctions orthogonales

rationnelles.

Summary:

The ongoing progress in transistor miniaturization andrdinuous frequency increase are the main trends in the
present day evolution of electronic circuits. A numbeuwodesired effects are intrinsic to these developsnent
and are suspected to be responsible for most ofdhed signals present in high frequency systems. Parasitic
delays are thus introduced by the presence of intercotinest and crosstalk due to coupling may lead to
undesired switching events in transistor circuits. Acdognfor the presence of interconnect lines, at a very
early stage in the design flow has become unavoidabtecient years. However, time domain simulations of
massively coupled interconnect networks may be computédiicc@stly and have a tremendous impact on the
overall duration of the design process. Replacing cexphigh order circuit models by more compact
surrogates is thus necessary. Model order reduction idfectiee way to derive such surrogates. The final
model must mimic certain aspects of the original modeh witfficient accuracy and preserve the interconnect
network’s most important properties. This approach enables designers to account for the undesired effects of
interconnect lines such as, delays, rise-times andslwets while maintaining the overall duration of time-
domain simulations within acceptable limits.

The aim of this thesis is to create a new model oetiuration tool applicable to complex interconnect networks.
Different initial representations were consideredtircuit models (transfer functions) or frequency domain
measurements. The proposed approach uses orthogonafupesisns such as Mintz-Laguerre and Kautz to
build an accurate mathematical representation of thginati system .A linear operator, related to these
functions, is subsequently used to derive a simplified modheltdchnique is first compared to other approaches
using examples available in literature, its full poterigihg demonstrated on coupled interconnect models.

Keywords:
Model Order ReductigrBehavioral Modeling, Interconnec¢i®rthogonal Rational Functions.



