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et Thao. Merci également aux autres membres du LaBRI. Dans le désordre, merci à Ni-
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Résumé

Cette thèse porte sur l’étude de la complexité de l’exploration de graphes dynamiques

par agent mobile. Une entité mobile (appelée agent) se déplaçant dans un graphe dy-

namique doit traverser/visiter au moins une fois chacun de ses sommets. (Le temps

de traversée d’une arête est unitaire.) Ce problème fondamental en algorithmique par

agents mobiles a été très étudié dans les graphes statiques depuis l’article originel de

Claude Shannon. Concernant les graphes dynamiques, seul le cas des graphes dyna-

miques périodiques a été étudié. Nous étudions ce problème dans deux familles de

graphes dynamiques, les graphes dynamiques périodiquement variables (PV-graphes)

et les graphes dynamiques T-intervalle-connexes. Les résultats obtenus dans cette thèse

améliorent des résultats existants et donnent des bornes optimales sur le problème

étudié.

Un PV-graphe est défini par un ensemble de transporteurs suivant infiniment leur

route respective le long des stations du réseau. En 2013, Flocchini, Mans et Santoro ont

étudié le problème de l’exploration des PV-graphes en considérant que l’agent doit tou-

jours rester sur les transporteurs. Cette thèse montre l’impact de la capacité d’attendre

sur les stations. Nous prouvons que l’attente sur les stations permet à l’agent d’atteindre

de meilleures complexités en pire cas : le nombre de mouvements est réduit d’un fac-

teur multiplicatif d’au moins Θ(p), et la complexité en temps passe de Θ(kp2) à Θ(np),
où n est le nombre de stations, k le nombre de transporteurs, et p la période maximale

(n ≤ kp dans tout PV-graphe connexe). Par ailleurs, l’algorithme que nous proposons

pour prouver les bornes supérieures permet de réaliser la cartographie du PV-graphe, en

plus de l’explorer.

Dans la deuxième partie de cette thèse, nous considérons le même problème (l’ex-

ploration) dans les graphes dynamiques T-intervalle-connexes. Un graphe dynamique

est T -intervalle-connexe (T ≥ 1) si pour chaque fenêtre de T unités de temps, il existe

un sous-graphe couvrant connexe stable. Nous considérons dans un premier temps les

graphes dynamiques T-intervalle-connexes qui ont un anneau de taille n comme graphe

sous-jacent et nous montrons que la complexité en temps en pire cas de leurs explora-

tion est de 2n − T − Θ(1) unités de temps si l’agent connâıt la dynamique du graphe,

et n + n
max{1,T−1}(δ − 1) ± Θ(δ) unités de temps sinon, où δ est le temps maximum

entre deux apparitions successives d’une arête. Nous généralisons ensuite ces résultats

en considérant une autre famille de graphes sous-jacents, les cactus à n sommets. Un

cactus est un graphe connexe dans lequel deux cycles ont au plus un sommet en com-

mun. Nous donnons un algorithme qui permet d’explorer ces graphes dynamiques en

au plus 2O(
√
logn)n unités de temps, et nous montrons que la borne inférieure de notre

algorithme est 2Ω(
√
logn)n.

Mots-clés : graphe dynamique, exploration, agent mobile, T-intervalle-connexité, PV-

graphe





Abstract

In this thesis, we study the complexity of the problem of exploration by a mobile

agent in dynamic graphs. A mobile entity (called agent) moving in a dynamic graph has

to traverse/visit each of its vertices at least once. This fundamental problem in compu-

tating by mobile agents has been well-studied in static graphs since the original paper of

Claude Shannon. However, for highly dynamic graphs, only the case of periodic dyna-

mic graphs has been studied. We study this problem in two families of dynamic graphs,

periodically-varying graphs (PV-graphs) and T-interval-connected dynamic graphs. The

obtained results improve the existing results and give optimal bounds on the studied

problems.

A PV-graph is defined by a set of carriers infinitely following their prescribed route

along the network stations. In 2013, Flocchini, Mans and Santoro studied the problem

in the case when the agent must always travel on the carriers and thus cannot wait at

a station. Our work investigates the ability of an agent that can wait at the stations.

We exhibit necessary and sufficient conditions for the problem to be solvable in this

context, and we prove that waiting at the stations allows the agent to reduce the worst-

case optimal number of moves by a multiplicative factor of at least Θ(p), while the time

complexity is reduced to Θ(n · p), where n, k, and p denote respectively the number of

sites, the number of carriers, and the maximal period. (In any connected PV-graph, we

have n ≤ k · p.) We also show some complementary optimal results in specific cases

(same period for all carriers, highly connected PV-graphs). Finally this ability allows the

agent to produce a complete map of the PV-graph, in addition to just explore it.

In the second part of the thesis, we considered the same problem (exploration) in

T-interval-connected dynamic graphs. A dynamic graph is T-interval-connected (T ≥ 1)

if for every consecutive T rounds, there exists a stable connected spanning subgraph.

We considered T-interval-connected dynamic graphs such that the underlying graph is a

ring of size n. We show that in the worst case the complexity is 2n−T −Θ(1) time units

if the agent knows the dynamic of the graph, and n+ n
max{1,T−1}(δ−1)±Θ(δ) time units

if the agent does not know the dynamics of the graph, where δ is the maximum time bet-

ween two successive appearances of an edge. Furthermore, we generalize these results

by considering another family of underlying graphs, cactus graphs. A cactus graph is a

connected graph in which any two simple cycles have at most one vertex in common.

We propose an algorithm that allows the agent to explore these dynamic graphs in at

most 2O(
√
logn)n time units. We show that the lower bound of our algorithm is 2Ω(

√
logn)n

time units.

Keywords : Exploration, Dynamic graphs, Mobile agent, T-interval-connected, PV-graphs
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1.3.1.6 Restrictions sur le modèle . . . . . . . . . . . . . 43

1.3.2 Exploration de graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

11



12 TABLE DES MATIÈRES
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4.3.2 Les cactus-étoiles complets équilibrés . . . . . . . . . . . . 97

4.4 Le graphe sous-jacent est un cactus . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
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Introduction

Dans cette thèse, nous étudions la complexité en temps et en nombre de
mouvements de l’exploration des graphes dynamiques par un agent mobile, en
considérant le modèle des graphes évolutifs. Le problème de l’exploration de
graphes consiste, pour une entité mobile (aussi appelée agent), à explorer tous
les sommets (ou toutes les arrêtes) d’un graphe a priori inconnu. Ce problème
étant l’un des plus classiques dans le cadre du calcul par agent mobile, il a
reçu beaucoup d’intérêt jusqu’ici. La complexité en temps, en espace, ou l’impact
d’une connaissance a priori ont été largement étudiés au cours des 40 dernières
années (voir par exemple, [DP04, PP99, Rei05]). Cependant, la grande majorité
de ces travaux concerne les graphes statiques. Concernant les graphes fortement
dynamiques, seul le cas des graphes dynamiques périodiquement variables (voir
Section 1.2) a été étudié [FMS13].

Graphes dynamiques

Entre autres dû à la très forte augmentation du nombre d’objets communi-
cants que l’on observe aujourd’hui, les systèmes de calcul distribué deviennent
de plus en plus dynamiques. Les modèles de calcul pour les réseaux statiques ne
suffisent clairement plus à capturer le fonctionnement de ces nouveaux réseaux
de communication. En fait, même les modèles de calcul prenant en compte une
certaine tolérance aux fautes deviennent insuffisants pour certains réseaux très
dynamiques. En effet, les modèles classiques de tolérance aux fautes supposent
soit que la fréquence des fautes est faible, ce qui donne le temps à l’algorithme
de s’adapter aux changements, soit que le système se stabilise au bout d’un cer-
tain temps (comme dans les systèmes auto-stabilisants par exemple). De ce fait,
depuis une décennie environ, ont été développés de nombreux modèles plus
ou moins équivalents qui prennent en compte l’extrême dynamisme de certains
réseaux de communication. Le lecteur intéressé trouvera dans [CFQS12] un sur-
vol très complet des différents modèles et études de graphes dynamiques (voir
aussi [KO11]).
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20 INTRODUCTION

L’un des premiers modèles développés, et aussi l’un des plus classiques, est le
modèle des graphes évolutifs [Fer02]. Pour simplifier, étant donné un graphe sta-
tique G, appelé graphe sous-jacent, un graphe évolutif basé sur G est une suite
(potentiellement infinie) de sous-graphes (couvrants mais non nécessairement
connexes) de G (voir Section 1.2 pour les définitions précises). Ce modèle est
particulièrement adapté pour modéliser les réseaux dynamiques synchrones.

Restrictions sur la dynamique

Dans toute sa généralité, le modèle des graphes évolutifs permet de considérer
un ensemble extrêmement riche de réseaux dynamiques. Par conséquent, pour
obtenir des résultats intéressants, il est quasiment toujours nécessaire de for-
muler des hypothèses permettant de réduire les possibilités de graphes dyna-
miques engendrés par le modèle. Citons par exemple l’hypothèse de périodicité
des arêtes (graphes dynamiques arête-périodiques), où l’on suppose que chaque
arête du graphe sous-agent apparâıt et disparâıt de façon périodique, l’hypothèse
de connexité au cours du temps, qui stipule qu’il existe un chemin temporel
de tout sommet vers tout autre sommet, et l’hypothèse de constante connexité,
pour laquelle le graphe doit être connexe à chaque instant. Cette dernière hy-
pothèse, très classique, a été généralisée dans un récent article de Kuhn, Lynch et
Oshman [KLO10] par la notion de T -intervalle-connexité. Grossièrement, étant
donné un entier T ≥ 1, un graphe dynamique est T -intervalle-connexe si, pour
toute fenêtre de T unités de temps, il existe un sous-graphe connexe couvrant
stable pendant toute la période. (La notion de constante connexité est donc
équivalente à la notion de 1-intervalle-connexité.) Cette nouvelle notion, qui
capture la stabilité de connexion au cours du temps, permet de dériver des
résultats intéressants : la T -intervalle connexité permet une économie d’un fac-
teur additif d’environ Θ(T ) sur le nombre de messages nécessaire et suffisant
pour réaliser un échange d’information entre tous les sommets [DPRS11, KLO10].

Contributions de la thèse et structure du document

Nous poursuivons l’étude de l’exploration des graphes dynamiques par un
agent mobile, en considérant deux familles de graphes dynamiques, la famille
des graphes dynamiques périodiquement variables introduite par Flocchini, Mans
et Santoro [FMS13], qui est un cas particulier dérivé des graphes dynamiques
arête-périodiques, et la famille des graphes dynamiques T-intervalle-connexes,
définie par Kuhn, Lynch et Oshman [KLO10]. Une entité mobile (appelée agent),
se déplaçant dans un graphe dynamique, doit traverser/visiter au moins une
fois chacun de ses sommets. (Le temps de traversée d’une arête est unitaire.)
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Ce problème fondamental en calcul par agent mobile a été très étudié dans les
graphes statiques depuis l’article originel de Claude Shannon [Sha51]. Concer-
nant les graphes fortement dynamiques, seul le cas des graphes dynamiques
périodiquement variables a été étudié [FMS13].

Dans cette thèse, nous donnons des bornes sur la complexité en temps et en
nombre de mouvement de l’exploration de ces deux familles de graphes dyna-
miques. C’est-à-dire le nombre de mouvements et d’unités de temps (en pire cas)
utilisé par un agent mobile pour explorer les graphes dynamiques appartenant à
ces deux familles de graphes dynamiques. Le problème de l’exploration, outre ses
intérêts théoriques, peut être appliqué pour la maintenance de réseaux (virtuels
ou réels) par exemple, où un agent mobile doit contrôler le bon fonctionnement
de chacun des sommets du graphe.

Le présent document est composé de cinq chapitres. Ci-après nous donnons
la résumé de chaque chapitre.

Chapitre 1 : Préliminaires

Dans ce chapitre, nous commençons par donner en détail les sujets qui mo-
tivent ce travail, à savoir l’exploration des graphes dynamiques et l’utilisation
des agents mobiles pour effectuer cette tâche. Dans la deuxième partie de ce
chapitre, nous donnons les définitions générales et les modèles de graphes dy-
namiques et d’agent mobile que nous utilisons dans ce document. La troisième
et dernière partie du chapitre donne un état de l’art détaillé sur les modèles de
graphes dynamiques que l’on trouve dans la littérature et sur l’exploration des
graphes en général.

Chapitre 2 : Les graphes dynamiques périodiquement variables

Ici, nous étudions le problème de l’exploration, par une entité mobile, d’une
classe de graphes dynamiques appelés graphes périodiquement variables (PV-
graphes). Ils sont définis par un ensemble de transporteurs suivant infiniment
leur route respective le long des stations du réseau, et modélisent donc naturel-
lement les réseaux de transport public.

Flocchini, Mans et Santoro [FMS13] ont étudié ce problème dans le cas où
l’agent doit toujours rester sur les transporteurs. Dans ce chapitre, nous étudions
l’impact de la capacité d’attendre sur les stations. Nous prouvons que l’attente sur
les stations permet à l’agent d’atteindre de meilleures complexités en pire cas : le
nombre de mouvements est réduit d’un facteur multiplicatif d’au moins Θ(p), et
la complexité en temps passe de Θ(kp2) à Θ(np), où n est le nombre de stations,
k le nombre de transporteurs, et p la période maximale (n ≤ kp dans tout PV-
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graphe connexe). Par ailleurs, l’algorithme que nous proposons pour prouver les
bornes supérieures permet de réaliser la cartographie du PV-graphe, en plus de
l’explorer. Les résultats obtenus dans ce chapitre ont fait l’objet d’une publication
à OPODIS’11 [IW11] et à ALGOTEL’12 [IW12].

Chapitre 3 : Exploration des graphes dynamiques T-intervalle-connexes

basés sur l’anneau

Dans ce chapitre, nous étudions les graphes dynamiques T -intervalle-connexes
du point de vue du temps nécessaire à leur exploration par une entité mobile
(agent). Un graphe dynamique est T -intervalle-connexe (T ≥ 1) si pour chaque
fenêtre de T unités de temps, il existe un sous-graphe couvrant connexe stable.
Cette propriété de stabilité de connexion au cours du temps a été introduite par
Kuhn, Lynch et Oshman [KLO10] (STOC 2010). Nous nous concentrons sur le
cas où le graphe sous-jacent est un anneau de taille n et nous montrons que la
complexité en temps en pire cas est de 2n − T − Θ(1) unités de temps si l’agent
connâıt la dynamique du graphe, et n+ n

max{1,T−1}(δ− 1)±Θ(δ) unités de temps

sinon, où δ est le temps maximum entre deux apparitions successives d’une arête.
Les résultats obtenus dans ce chapitre ont fait l’objet d’une publication à ALGO-
TEL’13 [IW13a] et à SIROCCO’13 [IW13b].

Chapitre 4 : Exploration des graphes dynamiques T-intervalle-connexes

basés sur les cactus

Dans ce chapitre, nous considérons la famille des graphes dynamiques 1-
intervalle-connexes basés sur les cactus à n sommets et nous étudions la com-
plexité en temps de leur exploration en supposant que l’agent connâıt la dyna-
mique du graphe. Après l’étude des graphes dynamiques T -intervalle-connexes
basés sur l’anneau à n sommets (cf. Chapitre 3), nous nous sommes posés la
question suivante. Existe-il un agent, connaissant la dynamique du graphe, ca-
pable d’explorer tous les graphes dynamiques T -intervalle-connexes en un temps
plus petit que la borne triviale O(n2) obtenue du fait que le diamètre temporel
de ces graphes est n − 1 ? La réponse à cette question étant très difficile, nous
avons décidé d’utiliser les connaissances acquises et d’y aller étape par étape
pour répondre à la question.

Dans le chapitre 3, nous avons montré que 2n− 3 unités de temps sont suffi-
santes pour explorer n’importe quel graphe dynamique 1-intervalle-connexe basé
sur l’anneau An (graphe acyclique). Dans ce chapitre, nous considérons un en-
semble plus large de graphes dynamiques, les graphes dynamiques 1-intervalle-
connexes basés sur les cactus à n sommets. Un cactus est un graphe connexe
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dans lequel deux cycles ont au plus un sommet en commun.
Dans un premier temps, nous considérons deux cas particuliers de cactus,

les cactus-chemins (cactus réduit à un chemin d’anneaux) et les cactus-étoiles
(cactus réduit à une étoile d’anneaux) (voir Section 4.1 pour les définitions
exactes). Dans un deuxième temps, nous donnons deux méthodes d’explora-
tion des graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur les cactus dans le
cas général. Dans la dernière partie de ce chapitre, nous combinons les deux
méthodes, et nous montrons qu’un agent exécutant l’algorithme qui combine les
deux méthodes paie au plus 2 ·22

√
logn ·n unités de temps pour explorer n’importe

quel graphe dynamique 1-intervalle-connexe basé sur un cactus à n sommets.
Pour finir, nous montrons que la combinaison des deux méthodes ne permet pas
d’explorer les graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur les cactus en
un temps plus petit que 1/2 · 2

√
logn · n unités de temps.

Chapitre 5 : Conclusion et perspectives

Ce chapitre donne la conclusion de la thèse et quelques perspectives de re-
cherche.
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Dans ce chapitre, nous donnons les motivations de la thèse, les définitions
et les modèles de graphes que nous considérons, et enfin un état de l’art du
domaine. Dans la section 1.1, nous donnons les principaux sujets qui motivent
ce travail, à savoir les agents mobiles et l’exploration des graphes dynamiques.
Dans la deuxième section de ce chapitre, nous donnons les définitions et les deux
modèles de graphes dynamiques que nous utilisons dans ce document. Nous
terminons ce chapitre en donnant un état de l’art détaillé sur les modèles de
graphes dynamiques qui existe dans la littérature et sur l’exploration de graphes
en général.

1.1 Motivations

Dans la première partie de cette section, nous donnons une large définition
du terme agent mobile, les types d’agents mobiles que nous considérons et leur
domaine d’application. Dans la deuxième partie, nous donnons les raisons pour
lesquelles nous modélisons l’environnement des agents mobiles par des graphes
dynamiques.

25
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1.1.1 Les agents mobiles

Grâce à ses nombreuses propriétés, la technologie d’agents mobiles a connu
une forte croissance au cours de ces dernières années. Plusieurs développements
de systèmes d’agents mobiles sont en cours aussi bien dans le domaine de la
robotique que dans les réseaux informatiques.

Dans cette section, nous donnons dans un premier lieu une large définition
du terme agent mobile, puis définir deux types d’agents mobiles qui existent dans
la littérature, à savoir les agents logiciels et les robots mobiles, et enfin donner
leur technologie et quelques exemples d’applications.

1.1.1.1 Définition d’un agent mobile

Le terme agent est très répandu en informatique. La notion d’agent a donné
lieu à de très nombreuses définitions. L’ une des raisons est que diverses commu-
nautés revendiquent ce terme avec des problématiques parfois assez différentes
au départ. Jean-Pierre Briot et Yves Demazeau définissent dans leur ouvrage
[BD01] un agent comme suit.

Définition 1 (Agent mobile)

Un agent est une entité logicielle ou physique à qui est attribuée une certaine

mission qu’elle est capable d’accomplir de manière autonome et en coopération avec

d’autres agents.

Cette définition du terme agent, qui est assez générale, insiste sur deux ca-
ractéristiques de la notion d’agent qui sont importantes.

1. L’agent est une entité qui agit par délégation, il est pourvu d’un programme
qui lui dicte la tâche à accomplir. Donc l’agent doit respecter la stratégie du
client vis-à-vis des choix qu’il est amené à faire.

2. L’agent est une entité autonome qui dispose de son propre environnement,
c’est-à-dire que l’agent n’est pas lié constamment au client qui le délègue.
Une fois dans son environnement, l’agent prend des décisions provenant
du programme embarqué et non d’ordres donnés par le client.

On trouve cette notion d’agent dans divers domaines de l’informatique :

– Les systèmes multi-agents provenant des domaines de la robotique et de
l’intelligence artificielle qui proposent de structurer une application en plu-
sieurs fonctions représentées chacune par un agent. Les différents agents
coopèrent pour la résolution des problèmes de l’application [Sho92].
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– Les agents d’interface provenant des domaines de l’intelligence artificielle
et de l’interface homme/machine qui essayent de simplifier la vie de l’utili-
sateur en automatisant des tâches réalisées couramment par l’observation
des comportements répétitifs ou en surveillant des ressources comme le
courrier électronique etc. [Coe94].

– Les agents mobiles provenant du domaine des réseaux réels ou virtuels
dont l’objectif est la réalisation de tâches réparties sur un ensemble de ma-
chines interconnectées pour le compte d’un utilisateur ou d’une applica-
tion [Per97], d’explorer ou de faire la cartographie d’un ensemble de sites
interconnectés.

Dans la suite, nous nous intéresserons aux agents mobiles se déplaçant dans
des réseaux pouvant être virtuels (réseaux informatiques par exemple) ou réels
(galeries souterraines, réseaux de tuyauterie, etc.) Dans le premier cas, un agent
mobile est un agent logiciel pouvant s’exécuter sur la machine sur laquelle il se
situe. Dans le second cas, l’agent mobile est un robot réel/physique.

1.1.1.2 Agents logiciels

Sur un réseau, il existe plusieurs applications qui nécessitent l’interaction
entre différentes entités à travers le réseau, afin d’échanger des données et de
répartir des tâches. Un agent mobile (logiciel) est un processus incluant du code
et des données, pouvant se déplacer de machine en machine afin de réaliser une
tâche bien définie.

Technologie des agents logiciels

Le modèle client/serveur est très utilisé dans le monde des réseaux infor-
matiques [HI00]. Ce modèle présente l’inconvénient d’augmenter le trafic sur le
réseau et nécessite une connexion permanente entre le client et le serveur. Dans
ce modèle, on assiste souvent à des pertes de données, suite à l’interruption de
la connexion. L’utilisation des agents mobiles permet de réduire significative-
ment, voir supprimer, les communications distantes entre les clients et les ser-
veurs [Fal06]. L’agent se déplace et interagit localement avec le serveur, (respec-
tivement le client), pour récupérer, (respectivement transmettre), les résultats
des données inclues (figure 1.1).

Ce déplacement a plusieurs avantages [Cub05]

– diminution de la consommation de bande passante : des études [GCK+02,
SM98], montrent que la mise en place des agents mobiles permet d’obtenir
une réduction significative de la charge réseau en terme du nombre total de
données transférées. La présence de l’agent sur le serveur permet de faire
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Envoi code

Code Ressources

Client Serveur

Retour code avec résultat(s)

FIGURE 1.1: Migration de code

les interactions localement. Ce qui diminue les échanges entre le client et
le serveur.

– diminution du temps de latence [Joh98] : dans les réseaux à grande échelle,
il arrive souvent que le temps d’acheminement d’une requête soit plus long
que le temps de son traitement. Dans ce cas, si on rapproche le client et le
serveur (en envoyant l’agent), ceci va diminuer considérablement le temps
de latence.

– tolérance aux fautes [DD97] : dans une situation de perte de connexion
ou dysfonctionnement du serveur pendant une requête, il est difficile pour
le client de retrouver la situation initiale afin de se synchroniser de nou-
veau avec le serveur. Les agents mobiles n’ont pas besoin de maintenir des
connexions permanentes, étant donné que leurs états d’exécution sont cen-
tralisés à l’intérieur d’eux.

Domaines d’application des agents logiciels

Les domaines d’application des agents mobiles logiciels sont multiples. Tout
ce qui est fait en mode client/serveur pourra être fait avec des agents mo-
biles [ZEMB08]. Plusieurs domaines tels que le e-commerce, la recherche d’in-
formation, le calcul parallèle et les télécommunications se révèleront plus ef-
ficaces en utilisant la technologie d’agents mobiles. Avec l’agrandissement des
réseaux d’entreprise, depuis quelques années, la communauté d’administration
de systèmes et de réseaux a reconnu le fort potentiel qu’offrent les systèmes basés
sur des agents mobiles pour effectuer des tâches d’administration [BPW98] :
décentralisation du contrôle, répartition des tâches de calculs liées à l’adminis-
tration, autonomie, possibilité de gain en bande passante, etc. Plusieurs plates-
formes à base d’agents mobiles ont été développées dans le cadre de l’adminis-
tration système et réseau [Emm04].
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1.1.1.3 Les robots mobiles

Définition

De manière générale, on regroupe sous l’appellation robots mobiles l’en-
semble des robots à base mobile, par opposition notamment aux robots manipu-
lateurs. Il existe diverses définitions du terme robot, mais elles tournent toutes en
général autour de celle-ci [SM98] : un robot est une machine équipée de capa-
cités de perception, de décision et d’action qui lui permettent d’agir de manière
autonome dans son environnement en fonction de la perception qu’il en a.

Cette définition de robot insiste sur les termes perception/décision/action qui
révèle l’autonomie du robot sur son environnement. La manière dont le robot
gère ces différents éléments est définie par son architecture de contrôle, un pro-
gramme embarqué qui lui dicte les tâches à accomplir.

Exemples d’applications

Grâce à de nouveaux concepts modulaires ainsi qu’à une standardisation
en progression, les robots mobiles disposent d’un large domaine d’application
flexible. Les applications des robots peuvent se trouver dans de nombreuses
activités ”ennuyeuses, salissantes ou dangereuses” (3 D’s en anglais pour Dull,
Dirty, Dangerous) [Bra04], mais également pour des activités ludiques ou de ser-
vices. Par exemple on peut trouver des robots mobiles dans le domaine industriel
ou agricole (entrepôts, récolte de productions agricoles, etc) ou dans des envi-
ronnements dangereux (spatial, industriel, militaire). Dans la suite, nous nous
intéresserons à l’exploration et à la cartographie des environnements intercon-
nectés par un robot mobile.

1.1.2 Exploration de graphes dynamiques

L’exploration de graphes est un problème classique très étudié depuis sa
formulation initiale en 1951 par Shannon [Sha51]. Explorer un graphe est le
fait qu’un agent mobile (physique ou logiciel), commençant par un sommet
du graphe, visite tous les sommets au moins une fois et quitte le système en
un temps fini. Dans la pratique, beaucoup de systèmes concrets peuvent être
modélisés par des graphes. C’est ce qui fait sa diversité d’utilisation.

1.1.2.1 Modélisation de l’environnement des agents mobiles par des

graphes

Malgré la différence de leur technologie et de leur environnement d’exécution,
les agents mobiles (logiciels ou physiques) ont en commun le mécanisme d’ex-
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ploration. Ils se déplacent tous dans des environnements généralement inconnus
à l’avance pour les découvrir avec le temps.

Cependant, un des principaux problèmes de la robotique est la localisation.
Dans un environnement inconnu pouvant contenir des obstacles, le robot doté
d’un peu de mémoire doit pouvoir se localiser pour accomplir la tâche qui lui a
été confiée. Pour cela, beaucoup d’études ont été faites pour résoudre ce problème.
Deux principales techniques, bien détaillées dans [Ilc06], sont utilisées pour
contourner ce problème à savoir l’odométrie et le repérage. Cependant, la méthode
d’odométrie fonctionne mal lorsque la surface n’est pas plate.

En considérant les erreurs d’odométrie arbitrairement grandes et la présence
d’obstacles, Rekleitis, Dudek et Milios dans [RDM00] modélisent l’environne-
ment des robots mobiles par des graphes pour concevoir des algorithmes d’ex-
ploration et de cartographie.

Pour ce qui est des agents logiciels, leurs environnements (ensemble d’ordi-
nateurs interconnectés) sont classiquement modélisés par des graphes.

L’environnement de l’agent a été depuis longtemps modélisé par des graphes
statiques. Dans la majorité des travaux existant sur l’exploration de graphes par
agent mobile, les auteurs modélisent l’environnement de l’agent par un graphe
statique (exemple [DP04, PP99, Rei05]). Cependant, les nouvelles générations
d’environnements interconnectées sont extrêmement dynamiques et évoluent
dans le temps. Les caractéristiques extrêmement dynamiques de ces réseaux ne
peuvent pas être captées par des graphes statiques. Pour cela, depuis environ une
décennie, de nombreux modèles qui prennent en compte l’extrême dynamisme
de certains réseaux de communication ont été développés. Dans ce document,
nous considérons cette nouvelle façon de modéliser l’environnement de l’agent,
et nous étudions la complexité en temps et en nombre de déplacements de l’ex-
ploration de ces réseaux dynamiques.

1.2 Définitions et modèles

Dans cette section, nous donnons les définitions et les modèles de graphes
que nous utilisons tout au long de ce document. Nous utilisons le modèle des
graphes évolutifs, un modèle défini par Ferreira [Fer02] et qui est utilisé dans
plusieurs travaux récents comme [IYK12, KLO10]. Certaines définitions sont si-
milaires voire identiques aux définitions présentes dans [KLO10].

Définition 2 (Graphe dynamique)

Un graphe dynamique est une paire G = (V, E), où V est un ensemble de n
sommets statiques, et E est une fonction qui associe à tout entier i ≥ 1 un ensemble

d’arêtes non orientées E(i) dont les extrémités appartiennent à V .
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FIGURE 1.2: Exemple de graphe dynamique

Cette définition correspond a une suite de graphes statiques où chaque graphe
représente l’état du réseau à un instant donné. Chaque graphe statique est com-
posé de n sommets et d’un nombre quelconque d’arêtes. Nous supposons que le
temps de vie du système appartient à l’ensemble des nombres naturels. Dans la
figure 1.2, nous donnons un exemple qui représente les quatre premières étapes
de l’évolution d’un graphe dynamique.

Définition 3 (Graphe sous-jacent)

Étant donné un graphe dynamique G = (V, E), le graphe statique G = (V,
⋃∞

i=0 E(i)) est appelé graphe sous-jacent de G. Inversement, le graphe dynamique G
est dit basé sur le graphe statique G.

Le graphe sous-jacent représente l’ensemble des n sommets et toutes les
arêtes ayant existé, à un moment ou à un autre, durant le temps de vie du
système. On peut remarquer que le fait que le graphe sous-jacent soit connexe
n’implique pas forcément que le graphe dynamique est connexe à chaque instant.
La figure 1.3 représente le graphe sous-jacent du graphe dynamique G donné
dans la figure 1.2.

a

b

d

c

G

FIGURE 1.3: Graphe sous-jacent du graphe dynamique représenté dans la figure
1.2
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Dans le chapitre 3, respectivement chapitre 4, nous considérons les graphes
dynamiques qui ont un anneau, respectivement un cactus comme graphe sous-
jacent.

Définition 4 (Chemin temporel ou trajet)

Soit G = (V, E) un graphe dynamique, soit P = (e1, e2, · · · , ek) un chemin dans

le graphe sous-jacent G. P est un trajet s’il existe une suite de dates croissantes

t1, t2, · · · , tk tel que ej ∈ E(tj)), ∀1 ≤ j ≤ k.
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FIGURE 1.4: Exemple de trajet du sommet c vers le sommet b

Notons que la notion de trajet n’est pas symétrique. L’existence d’un trajet
d’un sommet a vers un sommet b n’implique pas l’existence d’un trajet du sommet
b vers a. Dans la figure 1.4, nous donnons un exemple de graphe dynamique avec
un trajet du sommet c vers le sommet b.

Définition 5 (Graphe dynamique anonyme)

Un graphe dynamique est anonyme si les sommets ne portent aucune marque

distinctive, c’est-à-dire aucun identifiant ni aucune étiquette.

Définition 6 (Graphe dynamique étiqueté)

Contrairement aux graphes dynamiques anonymes, un graphe dynamique est

étiqueté (ou avec identifiants) si les sommets du graphe sont munis d’́etiquettes

distinctes.

Ces étiquettes peuvent être des lettres, des mots, des nombres. Par exemple
ils peuvent être les nombres de 1 à n, où n est le nombre de sommets du graphe.

Agent explorant

Une entité mobile, appelée agent, opère sur ces graphes dynamiques. L’agent
peut, en une unité de temps, traverser au plus une arête. Il peut s’arrêter sur un
sommet le temps qu’il voudra et pas sur une arête. Nous supposons aussi que
l’agent a une mémoire infinie, c’est-à-dire qu’il peut mémoriser tout ce qui est
possible et imaginable. Le but de l’agent est d’explorer complètement le système
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avec arrêt en un temps fini, c’est-à-dire visiter chaque site au moins une fois
et terminer en sortant du système en un temps fini (sans tenir compte de la
position de départ). Pour cela, les actions de l’agent sont commanditées par ce
qu’on appelle ici un protocole d’exploration.

Définition 7 (Protocole d’exploration)

Un protocole d’exploration est un algorithme qui spécifie les actions de l’agent

explorant en lui permettant de traverser le graphe dynamique.

Le coût de l’algorithme sera déterminé par la complexité en temps et en
nombre de mouvements.

Définition 8 (Complexité en mouvement d’un algorithme)

Pour un graphe dynamique et un algorithme donné, la complexité en mouve-
ment de l’algorithme sur le graphe dynamique est le nombre de traversées d’arête

qu’agent exécutant l’algorithme doit effectuer pour visiter l’ensemble des sommets

du graphe dynamique.

Définition 9 (Complexité en temps d’un algorithme)

De même que la complexité en mouvement, la complexité en temps d’un al-

gorithme sur un graphe est le temps (en unités de temps) qu’un agent exécutant

l’algorithme doit utiliser pour visiter l’ensemble des sommets du graphe dynamique.

Nous supposons qu’une traversée d’arête se fait en une unité de temps, donc
nous pouvons remarquer que dans certain cas, la complexité en mouvement est
la même que la complexité en temps.

1.2.1 Graphe dynamique périodiquement variable

Les graphes dynamiques périodiquement variables (PV-graphes) sont une fa-
mille de graphes dynamiques qui permet de modéliser les réseaux dont la dyna-
mique est causée par des objets qui circulent de façon périodique entre les som-
mets, par exemple les réseaux de transport en commun. Ce modèle de graphe
dynamique a été utilisé dans des travaux récents, comme [FKMS12, FMS13],
dont nos premières définitions sont issues. Dans cette section, nous donnons une
définition formelle d’un PV-graphe, à travers les éléments qui le composent. Ces
éléments sont 1) l’ensemble S des sommets (ou sites), 2) l’ensemble C des trans-
porteurs (ou bus), 3) une fonction R qui associe à chaque transporteur c ∈ C une
route R(c) de sites de S et 4) la fonction Id, qui associe à chaque transporteur
un identifiant unique.
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Définition 10 (Transporteur, site)

Un transporteur c est une entité mobile qui bouge de façon périodique parmi

une séquence ordonnée de sites (ou sommets). L’ensemble des transporteurs sera

usuellement dénoté par C, et l’ensemble des sites par S.

Définition 11 (Route, période)

Une route est une séquence ordonnée de sites (si1 , · · · , sip(c)) parcourus de façon

périodique par un transporteur c. Elle est notée par R(c), où c est le transporteur

qui parcourt la route, p(c) est appelée la période du transporteur c.

Plus précisément, le transporteur c commence au site si1 au temps 0 et à
chaque unité de temps, il passe d’un site à son suivant de manière cyclique
(quand c est au site sip , il revient au site si1).

Définition 12 (PV-graphe)

Un PV-graphe est défini par le quadruplet (S,C,R, Id), où S est l’ensemble des

sites, C l’ensemble des transporteurs, R une fonction qui associe à chaque transpor-

teur c ∈ C une route R(c) de sites de S et Id une fonction qui associe à chaque

transporteur c un identifiant unique Id(c).

Nous notons par n, k et p, respectivement, le nombre de sites, le nombre
de transporteurs et le maximum sur les périodes des transporteurs. En absence
d’ambigüıté, R pourra également désigner l’ensemble des routes du PV-graphe.

Dans la figure 1.7, nous donnons un exemple de PV-graphe composé de deux
routes. Dans cet exemple, la période du PV-graphe est p = 9, le nombre de
transporteurs est k = 2 et le nombre de sites est n = 11.
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FIGURE 1.5: PV-graphe

Pour tout PV-graphe G, nous définissons deux graphes (classiques) H1(G) et
H2(G) comme suit. Les deux graphes ont l’ensemble des transporteurs comme
ensemble de sommets. Il existe une arête entre deux transporteurs c et c′ dans
H1(G) si et seulement si il existe un site qui apparâıt à la fois dans les routes de
c et de c′. Il existe une arête entre deux transporteurs c et c′ dans H2(G) si et
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seulement si il existe un site s et un temps t ≥ 0 tel que c et c′ se rencontrent sur
s au temps t.

Définition 13 (PV-graphe connexe)

Un PV-graphe G est dit connexe si et seulement si H1(G) est connexe.
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FIGURE 1.6: PV-graphe

Définition 14 (PV-graphe hautement connexe)

Un PV-graphe G est dit hautement connexe si et seulement si H2(G) est connexe.
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FIGURE 1.7: PV-graphe hautement connexe

Dans cette thèse, nous considérons les PV-graphes qui sont au moins connexes
(les PV-graphes non connexes ne peuvent évidemment pas être explorés).

Définition 15 (PV-graphe simple)

Une route est dite simple si elle ne contient pas de boucle et que chaque arc de

la route apparâıt une seule fois par période. Un PV-graphe est dit simple si chacune

de ses routes est simple.

Dans la figure 1.8, nous donnons un exemple de PV-graphe simple. Ce PV-
graphe est composé d’une seule route parcourue par un transporteur et sa période
est égale à 9.
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p=9

k=1

n=7

c

FIGURE 1.8: Exemple de PV-graphe simple

Définition 16 (PV-graphe circulaire)

Une route est circulaire si chaque sommet de la route apparâıt une seule fois par

période. Un PV-graphe est dit circulaire si chacune des routes qui le composent est

circulaire.

p=6

k=1

n=6

c

FIGURE 1.9: Exemple de PV-graphe circulaire

Par définition, toute route circulaire est simple, donc tout PV-graphe circulaire
est simple. Dans la figure 1.9, nous donnons un exemple de PV-graphe circulaire
composé d’une seule route et d’un transporteur.

Si nous ne faisons pas de restriction sur la nature des routes, nous parlons de
PV-graphes arbitraires.

Définition 17 (PV-graphe homogène)

Un PV-graphe G est dit homogène si toutes ses routes ont la même période.

Agent explorant
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Une entité externe a, appelée agent, est injectée sur le site de départ d’un
transporteur au temps t = 0. Cette entité peut aller avec un transporteur, chan-
ger de transporteur, descendre d’un transporteur pour en attendre un autre ou
remonter sur le transporteur descendu. L’agent a ne connâıt pas nécessairement
n, k, ni G. Par contre, quand il est sur un site s ∈ S au temps t, a peut déterminer
l’identificateur Id(c) de chaque transporteur c étant sur le site s au temps t. Si
a est sur un transporteur c qui rencontre un autre transporteur c′ sur un site
s, a peut quitter le transporteur c pour aller avec c′. Si a voit un transporteur
alors qu’il est descendu sur un site s, alors a pourra aller s’il le souhaite avec ce
transporteur.

1.2.2 Graphe dynamique T-intervalle-connexe

La T -intervalle-connexité est une propriété définie par Kuhn, Lynch et Osh-
man [KLO10]. Cette propriété de stabilité de graphes dynamiques généralise
de la constante connexité. Dans cette section, nous donnons la définition de
graphe dynamique T-intervalle-connexe et nous donnons un exemple de graphe
2-intervalle-connexe (cf. figure 1.10).

Définition 18 (Graphe dynamique T-intervalle-connexe)

Un graphe dynamique G = (V, E) est T-intervalle-connexe, pour un entier T ≥
1, si pour tout entier i, le graphe statique G[i,i+T [ = (V,

⋂i+T−1
j=i E(j)) est connexe.
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FIGURE 1.10: Graphe dynamique 2-intervalle-connexe

Définition 19 (Graphe dynamique δ-récurrent)

Un graphe dynamique est δ-récurrent si chaque arête du graphe sous-jacent

apparâıt au moins une fois toutes les δ unités de temps.

Cette propriété permet de borner les temps de disparition des arêtes du
graphe sous-jacent.
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1.2.2.1 Les différents types d’exploration

Dans cette section, nous donnons les définitions des différents types d’explo-
ration de graphes par un agent mobile qui existe, à savoir l’exploration avec arrêt,
l’exploration perpétuelle, l’exploration avec retour et l’exploration périodique.
Les définitions sont similaires voir identiques à celles données dans [Ilc06].

Définition 20 (Exploration perpétuelle)

L’agent doit visiter chaque sommet du graphe au moins une fois. Il n’a pas à

s’arrêter après la visite de tous les sommets du graphe (il peut ne pas le savoir si le

graphe est anonyme). Le temps d’exploration est le nombre d’́etapes entre le début

de l’exploration et le premier instant où tous les sommets ont été visités.

Définition 21 (Exploration périodique)

Dans une exploration périodique, l’agent doit visiter l’ensemble des sommets

du graphe de façon périodique. Dans ce type d’exploration aussi, l’agent n’a pas

à s’arrêter après la visite de tous les sommets du graphe.

Ce qui peut être intéressant à étudier dans ce type d’exploration est la période
que va faire l’agent entre deux visites successives d’un sommet.

Définition 22 (Exploration avec arrêt)

Dans ce type d’exploration, l’agent doit visiter chaque sommet du graphe au

moins une fois. Il doit ensuite s’arrêter une fois qu’il a terminé de visiter l’ensemble

des sommets (pas nécessairement immédiatement après que le dernier sommet in-

connu ait été visité).

Dans ce document nous étudions la complexité en temps et en nombre de mou-
vement de l’exploration avec arrêt de quelques familles de graphes dynamiques
par un agent mobile.

Définition 23 (Exploration avec retour)

L’exploration avec retour est une exploration avec arrêt avec une contrainte

supplémentaire : l’entité mobile doit s’arrêter à sa position de départ.

1.3 Etat de l’art

Dans cette section, nous présentons un état de l’art du domaine. Nous don-
nons en premier lieu les modèles de graphes dynamiques les plus utilisés dans
la littérature, puis nous présentons les restrictions qui sont souvent faites sur
les modèles de graphes dynamiques. Enfin nous terminons par donner quelques
résultats sur l’exploration de ces graphes dynamiques.
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1.3.1 Quelques modèles de graphes dynamiques

Les graphes dynamiques permettent de modéliser un ensemble très vaste et
varié de réseaux dynamiques. Allant de la biologie aux réseaux de transport en
passant par l’informatique, ces réseaux sont dits dynamiques dans la littérature
car ayant une structure qui varie au cours du temps. Un graphe est dit dynamique
si une de ses entités change au cours du temps. Dans l’un des premiers articles
sur les graphes dynamiques [HG97], Harary et Gupta étudient les modèles de
graphes dynamiques qui peuvent exister suivant l’entité qui change au cours du
temps. Dans l’article, les auteurs donnent les quatre classes de graphes dyna-
miques suivantes.

– Graphes sommets-dynamiques : un graphe est dynamique suivant les som-
mets, s’il existe des sommets qui apparaissent et disparaissent au cours du
temps. Remarquons que si un sommet disparâıt, les arcs incidents dispa-
raissent aussi.

– Graphes arêtes-dynamiques (ou arcs-dynamiques) : un graphe est dit dy-
namique suivant les arêtes (arcs), si les arêtes (arcs) du graphe varient au
cours du temps, c’est-à-dire s’il peut y avoir ajout et suppression d’arête
(d’arc).

– Graphe poids-sommets-dynamiques ou poids-arêtes-dynamiques : ces deux
dernières classes concernent le cas où le poids des arêtes et/ou des som-
mets varie dans le temps. Notons que dans ce cas la structure du graphe
reste inchangée. Seul le poids des sommets et/ou des arêtes change, donc
le graphe n’est pas très dynamique.

Dans cette section, nous classons les modèles de graphes dynamiques suivant
les définitions données dans la littérature. La dynamique est dite faible quand
seuls les poids des arêtes et/ou des sommets changent au cours du temps. In-
versement, la dynamique est dite forte quand toutes les combinaisons d’ajouts,
de suppressions, de modifications d’arêtes et de sommets sont prises en compte.
Suivant cette notion de dynamique, nous classons les modèles existant dans la
littérature suivant cinq classes de graphes dynamiques. Dans [CFQS12, KO11],
on trouve un survol très complet des différents modèles et études sur les graphes
dynamiques.

1.3.1.1 Graphes évolutifs

Ce modèle est le plus utilisé dans la littérature pour modéliser un graphe
dynamique. Dans ce modèle, la dynamique est totale, toutes les combinaisons
d’ajouts, de suppressions, de modifications d’arêtes et de sommets sont envisa-
geables. Harary et Gupta [HG97], dans un travail où ils classent les graphes
dynamiques suivant les sommets, les arêtes et les poids, mentionnent comme
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perspective le fait de pouvoir modéliser un graphe dynamique par une suite de
graphes statiques. Ceci a été réalisé dans un travail de Ferreira [Fer02] où il
propose un nouveau modèle qui prend en compte les différents événements mo-
difiant un graphe au cours de son évolution. Le résultat est un graphe statique
contenant toutes les arêtes et tous les sommets ayant existé durant le temps de
vie du graphe. Les arêtes sont étiquetées par une union des intervalles de temps
où l’arête est présente. Rappelons que dans ce modèle, supprimer un sommet
revient à supprimer les arêtes incidentes au sommet.

Ce modèle a été considéré dans plusieurs études dans la littérature. Dans
[BFJ03], les auteurs étudient les trajets optimaux dans un graphe dynamique
(l’équivalent des plus courts chemins dans les graphes statiques) en utilisant ce
modèle. Pour cela, ils définissent un temps de trajet sur chaque arête du graphe
évolutif. Ce temps correspond au temps nécessaire pour traverser une arête. On
retrouve cette proposition aussi dans la thèse d’Arnaud Casteigts [Cas07]. Puis
les auteurs [BFJ03] calculent les trajets les plus courts (nombre de sauts), les tra-
jets au plus tôt (la date d’arrivée) et les trajets les plus rapides (le temps de par-
cours) depuis un sommet donné vers tous les autres. Dans [BF04] puis [CCF09],
les auteurs définissent la fermeture transitive des trajets. En gros il s’agit d’un
graphe statique et dirigé qui représente les possibilités de trajets dans un graphe
dynamique donné. Un arc dans le graphe statique correspond ainsi à l’existence
d’un trajet dans le graphe dynamique. Cette propriété est très intéressante dans
la mesure où elle permet de savoir qui peut joindre qui dans le graphe dy-
namique. Un algorithme de maintenance de forêt d’arbres couvrants dans les
réseaux dynamiques est donné par Casteigts et ses collègues dans [CCGP13].
Izumi et al. [IYK12] étudient le problème de rendez-vous dans un graphe dyna-
mique en prenant ce modèle.

1.3.1.2 Time-varying graphs

Dans [CFQS12], Arnaud Casteigts et ses collègues intègrent une vaste col-
lection de concepts, de formalismes et de résultats trouvés dans la littérature
concernant les graphes dynamiques dans un cadre unifié. Pour cela, ils définissent
un modèle de graphe dynamique, qu’ils nomment Time-varying graph, qui en-
gendre tous les modèles de graphes dynamiques allant de la dynamique faible
aux graphes hautement dynamiques. Dans l’article, les auteurs définissent un
Time-varying graph par l’ensemble G = (V,E, T , ρ, ζ), où V est un ensemble d’en-
tités (sommets), E ⊆ V × V × L l’ensemble des relations entre entités (arêtes),
chaque relation étant étiquetée par un élément de l’alphabet L, T le temps de
vie du système, ρ une fonction de présence et ζ une fonction de latence. L’al-
phabet est spécifique au domaine, il correspond aux propriétés que peut avoir la
relation.
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L’ensemble E permet de multiples relations entre une paire d’entités, tant
que ces relations ont des propriétés différentes, c’est-à-dire, il peut exister e1 =
(x, y, γ1) ∈ E et e2 = (x, y, γ2) ∈ E, avec γ1 6= γ2. Le temps de vie du système
est inclut ou égal à T (T ⊆ T), avec T = N pour les systèmes avec des temps
discrets et T = R

+ pour les systèmes à temps continus. La fonction de présence
ρ : E × T → {0, 1}, indique si une arête donnée est présente à un temps donné.
Elle renvoie la valeur 1 si elle est présente et 0 sinon. La fonction de latence
ζ : E × T → T, indique le temps qu’il faut mettre pour visiter une arête donnée
en partant à une date donnée. On peut aussi ajouter une fonction de présence
de sommets, qui renvoie une valeur si un sommet donné est présent.

Ce modèle de graphe dynamique a été utilisé dans [FMS13] pour calculer
la calculabilité et la complexité de l’exploration des graphes dynamiques par
un agent mobile. Il a été aussi utilisé dans un travail de Flocchini, Kellett, Ma-
son et Santoro [FKMS12] où les auteurs cherchent à faire la cartographie d’un
réseau dynamique avec des trous noirs. Pour cela, ils modélisent un réseau de
métro où il existe de mauvaises stations par un Time-varying graph avec des
trous noirs. Puis ils considèrent qu’il existe un nombre fini d’agents mobiles
qui veulent faire la cartographie du réseau en supposant que si un agent des-
cend sur une mauvaise station, celui-ci est perdu. Le but est de faire la carte du
réseau en perdant le minimum d’agents possible. L’importance de l’attente sur
les sommets à été étudiée dans le cadre de l’exploration [IW11] (cf. Chapitre 2).
Dans [CFG+13], les auteurs considèrent un Time-Varying Graph comme un au-
tomate et ils s’intéressent à la compréhension de sa puissance d’expression en
caractérisant les langages qu’il peut reconnaitre. Ils montrent que ces langages
sont très différents selon que les sommets ont la possibilité ou non d’attendre
avant de faire une transition. La fermeture transitive des trajets qui a été définie
par Bhadra et Ferreira [BF04] a été généralisée par Whitbeck et al. [WDCG12]
où ils définissent la notion de graphe d’accessibilité. Le graphe d’accessibilité est
une fermeture transitive depuis une date de départ donnée jusqu’à un délai total
maximal. Elle permet de savoir qui peut joindre qui dans le graphe dynamique
en un temps donné à partir d’une date donnée.

1.3.1.3 Graphes aléatoires dynamiques

Un graphe aléatoire dynamique est un graphe typiquement markovien et
souvent synchrone. Dans ce modèle, le graphe dynamique au rang r + 1 est
choisi à partir de Gr avec une certaine probabilité. Dans [CF03], Cooper et
Frieze étudient le temps de couverture minimal par une marche aléatoire (le
temps qu’il faut pour visiter l’ensemble des sommets) d’un graphe qui évolue au
cours du temps . Pour cela, ils ont considéré un modèle particulier de graphes
du web et montrent que si après chaque nombre constant de pas de la marche
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un nouveau sommet apparâıt et est raccordé au graphe, une marche aléatoire
probabiliste sur le graphe manque de visiter une fraction constante de sommets.
Avin, Koucky et Lotker [AKL08] s’intéressent au même problème en considérant
les graphes aléatoires dynamiques où le nombre de sommets ne change pas
(graphe évolutif markovien). Soit G = {G1, G2, G3, · · · } un ensemble infini de
graphes sur un même ensemble de sommets V . Soit P une matrice de tran-
sition probabiliste sur G. Un graphe évolutif markovien M = (G, G, P ) est le
graphe évolutif M1,M2,M3, · · · obtenu avec la chaine markovienne donnée
par P avec l’état initial G ∈ G. Avin, Koucky et Lotker montrent que le temps
de couverture minimal d’un graphe évolutif markovien par une marche aléatoire
simple est exponentiel. Dans le même papier, ils montrent qu’en utilisant la
marche aléatoire paresseuse ”lazy random walk”, ce temps de couverture mini-
mal devient polynomial. Un modèle spécial de graphe markovien a été considéré
dans [BCF09, CCD+13, CMM+08]. Dans ce modèle, les auteurs considèrent qu’à
partir d’une distribution aléatoire des arêtes suivant une probabilité donnée sur
un nombre fixe de sommets, à chaque unité de temps, chaque arête (existante ou
non) change d’état suivant deux processus d’état markovien avec les probabilités
p d’apparaitre (birth-rate) et q de disparaitre (death-rate). Si une arête existe au
temps t, elle meurt avec une probabilité q au temps t+ 1. De même si une arête
n’existe pas au temps t, elle apparâıt avec une probabilité p au temps t+ 1.

1.3.1.4 Space-Time Networks

Ce modèle ne permet aucune évolution topologique, les sommets et les arêtes
sont les mêmes du début à la fin de l’évolution. Seuls les poids des arêtes (temps
de traversée d’arête) changent au cour du temps. La majorité des études qui
s’intéresse à ce modèle de graphes dynamiques concerne les plus courts che-
mins dynamiques [APS03, LC90, PS97]. Étant donné deux sommets (un sommet
source et un sommet destination) du graphe et un temps de départ t, un plus
court chemin dynamique du sommet source au sommet destination est la durée
minimale du trajet sommet source-destination en partant au temps t. Remar-
quons cette notion de plus court chemin dynamique est connue sous le nom de
trajet le plus tôt dans les graphes évolutifs. Dans [KS93], Kaufmann et Smith
montrent que ce problème est résoluble en temps polynomial si le réseau répond
à la propriété FIFO décrite ci-après.

Soient (i, j) un arc du graphe et di,j(t) le temps de traversée de l’arc (i, j) à
partir de l’instant t, c’est-à-dire le temps qu’il faut pour traverser l’arc (i, j) si on
commence la traversée au temps t. Donc en partant du sommet i au temps t, on
arrive au sommet j au temps t + di,j(t). L’arc (i, j) vérifie la propriété FIFO si
pour tout t, t′ tel que t < t′, on a t + di,j(t) ≤ t′ + di,j(t

′). Ce qui veut dire que si
on part du sommet i au temps t, on arrive au sommet j plus tôt que si on part à
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un temps postérieur t′. Donc la propriété FIFO implique qu’attendre au sommet
ne permet pas d’arriver plus tôt, mais il peut permettre de faire moins de temps
de traversée c’est à dire on peut avoir di,j(t

′) ≤ di,j(t). Un réseau est dit FIFO
si l’ensemble de ses arcs sont FIFO [AOPS03]. Orda et Rom [OR90] montrent
que déterminer un plus court chemin dynamique est NP -difficile si le graphe ne
répond pas à la propriété FIFO.

1.3.1.5 Les arbres dynamiques

Des problèmes tels que trouver l’ancêtre au rang i d’un sommet s, le plus
petit ancêtre commun entre deux sommets, ont été étudiés dans les arbres dyna-
miques [AH00, Die91, ST81] . Un arbre est dit dynamique si on autorise les
opérations telles que l’ajout d’un sommet ou d’un sous arbre, la suppression
d’un sommet ou d’un sous arbre et/ou le changement de la racine de l’arbre.
Dans [ST81], Sleator et Tarjan donnent un algorithme permettant de mainte-
nir une forêt d’arbres dans laquelle les opérations d’insertion et de suppression
d’arêtes sont permises. Notons que l’insertion, respectivement la suppression,
d’une arête permet d’ajouter, respectivement de supprimer, un sommet ou un
sous arbre. Dans l’article, les auteurs abordent le problème de trouver le plus
petit ancêtre commun entre deux sommets d’un arbre dynamique. Ce problème
a été résolu dans l’article [Die91]. Dans [AH00], Alstrup et Holm étudient les
problèmes tels que trouver l’ancêtre au rang i d’un sommet de l’arbre, maintenir
une forêt d’arbres. Dans l’article, ils donnent des bornes qui améliorent celles
trouvées dans les articles cités précédemment.

1.3.1.6 Restrictions sur le modèle

Dans la plupart des études sur les réseaux dynamiques, on note une restric-
tion faite sur le modèle de graphes dynamiques utilisé. La définition de base de
l’un des premiers modèles de graphes dynamiques développés et aussi l’un des
plus classiques, les graphes évolutifs, engendre un grand nombre de réseaux dy-
namiques. Mais pour obtenir des résultats intéressants, il est quasiment toujours
nécessaire de formuler des hypothèses permettant de réduire les possibilités de
graphes dynamiques engendrés par le modèle. Dans [CFQS12] Arnaud Casteigts
et ses collègues classent les possibilités de graphes dynamiques que l’on peut
obtenir en faisant certaines restrictions sur le modèle. Dans cette section, je vais
juste en citer quelques unes qui ont rapport avec ma thèse.

La constante connexité
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Dans cette classe, on suppose que le graphe dynamique Gi au temps i est
connexe, pour tout i ∈ T . O’Dell et Wattenhofer [OW05] ont montré que le
diamètre temporel est borné par le nombre de sommets n (le temps qu’il faut
pour envoyer une information depuis un sommet vers n’importe quel autre som-
met du graphe). La preuve est très simple. Supposons que si un sommet reçoit
une information, il la diffuse à tous ses voisins (présents). Comme le graphe est
connexe à chaque unité de temps, donc au moins un nouveau sommet est in-
formé à chaque unité de temps. Donc après n unités de temps, tous les sommets
du graphe reçoivent l’information. D’où la preuve que le diamètre temporel est
borné par le nombre de sommets. Dans [DPRV13], les auteurs s’intéressent au
problème de diffusion de k jetons dans le graphe. Pour cela, ils considèrent que
le graphe est connexe à chaque unité de temps et résolvent un problème ouvert
dans [KLO10].

T-intervalle connexité

Cette classe est une généralisation de la classe précédente. Un graphe dy-
namique est T-intervalle-connexe (T ≥ 1) si pour chaque fenêtre de T unités de
temps, il existe un sous-graphe couvrant connexe stable (cf. Définition 18). Cette
propriété de stabilité de connexion au cours du temps a été introduite par Kuhn,
Lynch et Oshman [KLO10]. Dans ce papier, les auteurs étudient les problèmes
tels que le comptage, la diffusion de jeton, et le calcul des fonctions dont l’entrée
est répartie sur tous les nœuds. Ils montrent que la T-intervalle-connexité permet
une économie d’un facteur environ Θ(T ) sur le nombre de messages nécessaires
et suffisants pour réaliser un échange d’information entre tous les sommets du
graphe dynamique par rapport à la constante connexité.

Arêtes-périodiques

Cette propriété est utilisée dans les classes de graphes où dans la pratique il
existe une entité qui se déplace de façon périodique entre les stations (sommets),
par exemple dans les transports en commun (bus, tram, train, ...), qui circulent
de façon périodique entre les stations. Cette classe de graphe a été utilisée dans
le routage [KO09, LW09]. Flocchini, Mans et Santoro définissent une sous-classe
de cette classe de graphe qu’ils nomment graphe périodiquement variables (PV-
graphes) et étudient l’exploration de ses graphes par une entité mobile [FMS13].
Nous utilisons ces PV-graphes pour montrer l’importance d’attente aux stations
si nous voulons explorer ces réseaux [IW11] (cf. Chapitre 2). Les PV-graphes ont
également été utilisés dans le cadre de la recherche de trou noir [FKMS12].
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Arêtes-récurrentes-bornées

Cette classe est un cas particulier de la classe des graphes dynamiques arêtes
récurrentes. Un graphe dynamique est arêtes-récurrentes si pour toute arête du
graphe, si l’arête apparâıt une fois, elle apparaitra infiniment souvent. Dans
la classe de graphes dynamiques arêtes-récurrentes-bornées, si une arête ap-
parâıt une fois, elle apparaitra au moins une fois tous les δ unités de temps
(δ est un entier fixe). Dans [CFMS10], Casteigts, Flocchini, Mans et Santoro
étudient le problème de la radiodiffusion avec détection de terminaison dans
ces deux classes de graphes dynamiques. Nous utilisons cette restriction (arêtes
récurrentes bornées) sur la famille des graphes dynamiques T-intervalle-connexes
pour étudier la complexité en temps de leur exploration (cf. Chapitre 3 et 4).

1.3.2 Exploration de graphes

L’exploration de graphes est un problème classique très étudié depuis sa
formulation initiale en 1951 par Shannon [Sha51]. Explorer un graphe est le
fait qu’un agent mobile (physique ou logiciel), commençant par un sommet
du graphe, visite tous les sommets au moins une fois et quitte le système en
un temps fini. Dans la pratique, beaucoup de systèmes concrets peuvent être
modélisés par des graphes. C’est ce qui fait sa diversité d’utilisation. Par exemple
les graphes peuvent être utilisés pour modéliser les réseaux de tuyauterie, les
galeries souterraines, les réseaux routiers, etc. Dans ce cas, l’exploration est ef-
fectuée par un robot mobile qui n’a aucune connaissance a priori du milieu.
Les graphes peuvent aussi être utilisés pour modéliser des environnements plus
abstraits comme les réseaux informatiques. Dans ce cas, les entités mobiles uti-
lisées pour explorer ces environnements sont des agents logiciels, c’est-à-dire un
programme qui s’exécute dans l’environnement. Dans cette section, nous citons
quelques travaux marquant l’exploration de graphe en général parmi une quan-
tité importante de travaux existant dans la littérature.

1.3.2.1 Apprentissage de milieux inconnus

Beaucoup de chercheurs ont étudié le problème d’apprentissage d’un envi-
ronnement inconnu et de la planification de mouvements de robots. Papadi-
mitriou et Yanakakis [PY91] ont développé l’un des premiers modèles formels
pour explorer des environnements inconnus. Ils montrent comment trouver un
plus court chemin dans un environnement non orienté et inconnu (un graphe
non orienté). Rivest et Schapire [RS93] modélisent l’environnement inconnu
du robot par un automate fini déterministe. Ils décrivent des algorithmes qui
déduisent efficacement la structure de l’automate par expérimentation. Klein-
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berg [Kle94], Romanik, Schuierer [RS96], et Betke, Gurvits [BG94], adressent
le problème de localisation d’un robot mobile dans son environnement. Blum et
Chalasani [BC93] considèrent le problème de trouver le plus court chemin dans
un environnement. Rivest et al. [ABRS99] étudient l’apprentissage petit à petit
d’un graphe non orienté par un robot.

Pièce bidimensionnelle

En 1998, Deng, Kameda et Papadimitriou [DKP98] montrent comment ap-
prendre l’intérieur d’une pièce bidimensionnelle. Blum, Raghavan et Schieber
[BRS97] considèrent un robot naviguant dans un terrain géométrique bidimen-
sionnel inconnu avec des obstacles convexes. Dans ce papier les auteurs montrent
des terrains où l’utilisation d’algorithmes probabilistes est meilleure que celle
d’algorithmes déterministes. En 1994, Bar-Eli, Berman, Fiat et Yan [BBFY94]
donnent un algorithme déterministe efficace qui emprunte un chemin de lon-
gueur O(n lnn) pour atteindre le centre d’une pièce bidimensionnelle de taille
n × n avec des obstacles rectangulaire orientés, commençant par un coin quel-
conque de la pièce. Dans ce même papier, ils prouvent que n’importe quel algo-
rithme déterministe traverse une distance de Ω(n lnn) même s’il a des informa-
tions sur le milieu.

Graphes orientés

En 1988, Kutten [Kut88] introduit la notion de déficience d’un graphe orienté.
Il dit que la déficience d’un graphe orienté est le nombre minimal d’arcs à ra-
jouter pour rendre le graphe eulérien. En 1990, Deng et Papadimitriou [DP90]
montrent que si le graphe est eulérien, le robot n’a besoin de traverser au plus
que 4m arêtes pour explorer le graphe, avec m le nombre d’arêtes du graphe.
Dans ce papier ils font une liaison entre la déficience d’un graphe et le nombre
d’arêtes à traverser pour explorer le graphe. Pour cela ils démontrent que le robot
doit traverser au minimum Ω(d2m) arêtes et donnent un algorithme où le robot
traverse au plus O(dO(d)m) arêtes pour explorer le graphe, avec d la déficience et
m le nombre d’arêtes du graphe. Cette borne supérieure est améliorée en 1992 à
O(dn2m) , où n est le nombre de sommet du graphe, par Betke [Bet92]. En 1997,
Albers et Henzinger [SAH97] donnent un meilleur algorithme qui diminue cette
borne supérieure en O(dO(log(d))m). Et enfin en 2005, Fleischer et Trippen [FT05]
donnent une borne supérieure de O(dn8).

Graphes arbitraires

En 1967, Rabin [Rab67] a proposé la conjecture suivante : aucun automate
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fini équipé d’un nombre fini de cailloux ne peut explorer tous les graphes (un
caillou est un marqueur qui peut être déposé et retiré sur les sommets du graphe).
La première étape vers une preuve formelle de la conjecture de Rabin est at-
tribuée à Budach [Bud77], qui considère un robot sans caillou et montre qu’au-
cun automate fini ne peut explorer tous les graphes. En 1978, Blum et Ko-
zen [BK78] améliorent le résultat de Budach en prouvant qu’un robot avec trois
cailloux ne peut pas effectuer l’exploration de tous les graphes. Ce résultat a été
amélioré en 1979 par Kozen [Koz79] qui prouve qu’un robot avec quatre cailloux
ne peut pas explorer tous les graphes. Enfin, Rollik [Rol80] a donné une preuve
complète de la conjecture de Rabin, montrant qu’un robot doté d’un nombre fini
de cailloux ne peut pas explorer tous les graphes.

Connaissance d’une borne supérieure

En 1994, Bender et Slonim [BS94] démontrent qu’un robot avec un nombre
fini de cailloux ne peut pas (efficacement) apprendre des graphes arbitraires
orientés sans connaissance d’une borne supérieure sur le nombre de sommets.
Ils donnent la conjecture que ce résultat tient même si on connait le nombre de
sommets n. Dans le même papier, ils prouvent que deux robots sont plus efficaces
qu’un robot avec O(1) cailloux et montrent comment deux robots coopérant
peuvent apprendre un graphe anonyme orienté. En 2002, Bender et al. [BFR+02]
donnent deux algorithmes d’apprentissage d’un environnement inconnu en uti-
lisant des cailloux. Le premier algorithme donne un résultat qui réfute la conjec-
ture de Bender et Slonim. Ils montrent que si le robot connait une borne supérieure
sur le nombre de sommets, alors il a besoin d’un caillou pour apprendre le milieu,
sinon n cailloux sont nécessaires avec n le nombre de sommets.

1.3.2.2 Exploration avec arrêt

Il est connu qu’aucun automate fini muni d’un nombre fini de cailloux ne
peut explorer tous les graphes [Rol80]. Cependant Dudek et al. [DJMW91]
démontrent en 1991 qu’un robot de mémoire non bornée peut explorer tous les
graphes avec arrêt, en utilisant un caillou. En 2006, Fraigniaud et ses collègues
[FIP06] donnent des bornes sur la taille de mémoire nécessaire et suffisante. Ils
montrent d’une part que pour explorer un graphe de n sommets avec arrêt, un
automate muni d’un caillou a besoin au moins de Ω(D log d) bits de mémoire.
D’autre part, ils décrivent un algorithme d’exploration avec arrêt utilisant un ro-
bot de O(D log d) bits de mémoire pour tous les graphes de diamètre au plus D
et de degré maximum au plus d.
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1.3.2.3 Exploration de graphes dynamiques

Ces dernières années, un travail de recherche important a été fait dans les
graphes dynamiques. Cependant, peu de travaux s’intéresse au problème d’ex-
ploration de ces environnements dynamiques. A notre connaissance, il n’existe
qu’une dizaine de papiers dans la littérature. Motivés par l’exploration robotisée
du Web, Cooper et Frieze [CF03] ont étudié en 2003 la question du temps de cou-
verture minimal d’un graphe qui évolue au cours du temps. Ils ont considéré un
modèle particulier de graphes du web et montrent que si après chaque nombre
constant de pas de la marche un nouveau sommet apparâıt et est raccordé au
graphe, une marche aléatoire probabiliste sur le graphe manque de visiter une
fraction constante de sommets. Avin, Koucky et Lotker [AKL08] s’intéressent au
même problème en considérant les graphes aléatoires dynamiques où le nombre
de sommets ne change pas (graphe évolutif markovien). Flocchini et al. [FMS13]
considèrent une famille de graphes variables, les graphes périodiquement va-
riables, et montrent que la connaissance d’une borne supérieure sur la plus
grande période ou du nombre n de sommets du graphe est nécessaire pour qu’un
agent puisse explorer le graphe.

Dans cette thèse, nous poursuivons l’étude de l’exploration de graphes dyna-
miques par un agent mobile. Dans le chapitre 2, nous donnons la complexité en
temps et en nombre de mouvements de d’exploration des graphes dynamiques
périodiquement variables et dans les chapitres 3 et 4, nous considérons la famille
des graphes dynamiques T -intervalle-connexes et nous donnons la complexité en
temps de leur exploration.



Exploration des graphes
dynamiques périodiquement

variables
2

Sommaire
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2.4.3 Déterminer la période des routes d’un PV-graphe . . . . 69

2.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

Dans ce chapitre, nous étudions le problème de l’exploration de graphes
dans un modèle de réseaux dynamiques, à savoir le modèle des graphes dyna-
miques périodiquement variables ou PV-graphes. Grossièrement, un PV-graphe
consiste en un ensemble de transporteurs suivant périodiquement leur route res-
pective parmi les sites (sommets) du système (cf. Définition 12 page 34). Les
PV-graphes modélisent en particulier divers types de systèmes de transport pu-
blic, par exemple les systèmes de bus ou de métro. Ils modélisent également les
systèmes de satellites en orbite autour de la Terre, ou les systèmes de sécurité
composés d’agents de sécurité faisant la ronde. Explorer ces environnements
permet par exemple d’effectuer une opération de maintenance etc. En effet, un
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PÉRIODIQUEMENT VARIABLES

agent peut vérifier si tout est en ordre au cours de l’exploration. Cet agent peut
être un logiciel, un robot ou un être humain.

Le problème de l’exploration de PV-graphes a déjà été étudié par Flocchini,
Mans et Santoro [FMS13]. Ils ont considéré que l’agent ne peut pas quitter un
transporteur pour rester sur un site. Ne pas être capable de rester sur un site
est particulièrement légitime dans les systèmes de satellites en orbite autour
de la Terre par exemple, où les sites ne correspondent à aucune station phy-
sique. Cependant, dans la plupart des systèmes de transport public, il est possible
pour l’agent (humain ou non) de rester sur un site afin d’attendre un transpor-
teur (éventuellement différent). Dans ce chapitre, nous considérons le même
problème mais dans le cas où l’agent peut quitter les transporteurs pour attendre
sur un site. Nous étudions l’impact de cette nouvelle capacité sur la complexité
(temps et nombre de mouvements) du problème de l’exploration de PV-graphes.

Précédents résultats. En 2013, Flocchini, Mans et Santoro [FMS13] intro-
duisent un nouveau modèle de graphes dynamiques, le modèle des PV-graphes.
Les auteurs montrent que si les sites du PV-graphe sont étiquetés, la connais-
sance du nombre de sites ou d’une borne supérieure sur la plus grande période
est nécessaire et suffisante pour qu’un agent puisse explorer le PV-graphe. Si les
sites du PV-graphe sont anonymes, la connaissance d’une borne supérieure sur la
plus grande période est nécessaire et suffisante. Dans les deux cas, ils prouvent
que la complexité (en pire cas) en temps et en mouvements de l’agent est Θ(kp2),
où k est le nombre de transporteurs et p la période maximale des transporteurs.

Nos contributions. Nous étendons le travail sur les PV-graphes de Flocchini,
Mans et Santoro [FMS13] dans le cas où l’agent peut descendre d’un trans-
porteur et rester sur un site. Cette nouvelle capacité permet à l’agent d’explorer
des PV-graphes pas hautement connexes (des définitions formelles sont données
dans la Section 1.2). Nous prouvons qu’une connaissance est nécessaire pour
explorer les PV-graphes et nous donnons à l’agent une borne supérieure sur la
plus grande période. Nous prouvons que, dans le cas général (donc même en
considérant les PV-graphes qui ne sont pas hautement connexes), la complexité
en mouvements est réduite à Θ(min{kp, np, n2}), et la complexité en temps à
Θ(np). (Notons que dans les PV-graphes connexes, nous avons n ≤ kp). Nous
prouvons également que les complexités en mouvements et en temps dans le cas
des PV-graphes hautement connexes restent les mêmes que dans le cas général.
Dans le tableau (Table 2.1), nous donnons les résultats obtenus sur l’exploration
des PV-graphes. En bleu nous avons les bornes dans le cas où l’agent ne peut
pas descendre d’un transporteur pour attendre sur un site [FMS13], et en rouge
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nous avons les bornes dans le cas où l’agent peut descendre d’un transporteur
pour attendre un éventuel transporteur (nos résultats).

Connexe Hautement connexe

Cas général

Impossible Θ(kp2) mouvements et unités de
temps

Θ(min{kp, np, n2}) Θ(min{kp, np, n2}) mouvements
mouvements
Θ(np) unités de temps Θ(np) unités de temps

Cas homogène

Impossible Θ(kp) mouvements et unités de
temps

Θ(min{kp, np, n2}) Θ(min{kp, np, n2}) mouvements
mouvements
Θ(np) unités de temps O(np) unités de temps

TABLE 2.1: Tableau de comparaison des résultats

Dans la dernière section de ce chapitre, nous supposons que l’agent n’a au-
cune connaissance sur les PV-graphes et qu’il dispose d’un ensemble fini de
cailloux. Nous étudions le nombre de cailloux nécessaires et suffisants pour
déterminer la période des routes des PV-graphes simples ou circulaires.

2.1 Solvabilité

De même que dans le cas où l’agent ne peut pas attendre, un agent sans
information sur les PV-graphes à explorer ne peut pas explorer tous les PV-
graphes (même si on se limite aux PV-graphes étiquetés homogènes et haute-
ment connexes).

Théorème 1 Il existe une famille de PV-graphes étiquetés homogènes et hautement

connexes tel qu’aucun agent ne peut explorer l’ensemble des graphes de la famille

s’il n’a pas d’information sur les PV-graphes qu’il explore.

Éléments de preuve. Intuitivement, la famille consiste en un petit PV-graphe
G0 et une infinité de PV-graphes ”ressemblant” pendant un temps arbitrairement
grand à G0. L’agent doit entrer dans un état terminal en un temps fini t après
avoir réalisé l’exploration de G0. Il est possible de prouver qu’il existe un PV-
graphe de la famille ne pouvant être différencié de G0 par l’agent jusqu’au temps
t+1 mais comportant un site de plus, qui ne sera donc jamais exploré par l’agent.
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Preuve. Soit S = {s1, s2, s3} un ensemble de trois sites avec des identifiants dis-
tincts (Id(si) = i). Pour l > 0, notons par Gl le PV-graphe sur l’ensemble des sites
de S avec un seul transporteur. La route du transporteur est (s1, s2, . . . , s1, s2, s3),
où (s1, s2) est répété exactement l fois. Soit G0 le PV-graphe sur les sites {s1, s2}
composé d’un seul transporteur, dont la route est (s1, s2). Soit G la famille des
PV-graphes {G0, G1, . . .}.

2m+2

1 s 2

1, 3, 5, ..., 2m−1

2, 4, 6, ..., 2m

2m+1

s

1

2

s 1 s 2

s 3

FIGURE 2.1: Les PV-graphes G0 et G2m

Supposons qu’il existe un algorithme qui permet d’explorer l’ensemble des
PV-graphes de G, sans que l’agent A exécutant cet algorithme ne reçoive aucune
information supplémentaire sur les graphes. En particulier, A explore G0. Intro-
duisons A dans G0 et notons par m le nombre de mouvements effectués par A sur
G0. Maintenant introduisons A sur Gm. Pour les m premiers mouvements dans
Gm, l’agent ne peut pas faire la différence entre G0 et Gm et va s’arrêter au bout
de m mouvements (donc avant de visiter s3). En effet A ne connâıt ni le nombre
de site, ni une borne supérieure sur la période du système. Cette contradiction
conclut la preuve. �

2.2 Cas général

Dans cette section, nous ne faisons aucune hypothèse sur les PV-graphes (sauf
l’hypothèse de connexité). Nous montrons que le fait de descendre permet à
l’agent d’explorer l’ensemble des PV-graphes (et pas seulement les PV-graphes
hautement connexes). La possibilité de descendre permet aussi une diminution
de la borne inférieure sur le nombre de mouvements d’au moins un facteur
Θ(p) : la complexité en mouvement, dans le cas général, passe de Θ(k.p2) à
Θ(min{kp, np, n2}). En outre, la complexité en temps passe de Θ(k.p2) à Θ(k.n).
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2.2.1 Borne inférieure sur le nombre de mouvements

Flocchini, Mans et Santoro [FMS13] ont prouvé une borne inférieure sur le
nombre de mouvements de Ω(kp) pour explorer les PV-graphes avec k transpor-
teurs et une période maximum p (même si le PV-graphe est homogène, étiqueté
et hautement connexe). Cette borne inférieure ne s’applique pas directement
dans notre cadre, car l’agent, ayant la possibilité d’attendre, pourrait être en me-
sure d’explorer en faisant moins de déplacements. Nous démontrons que c’est ef-
fectivement le cas. La complexité en mouvement de notre algorithme est bornée
par O(min{kp, np, n2}). Nous prouvons ici que cette complexité est optimale.

Théorème 2 Pour tout n ≥ 8, k ≥ 8 et p ≥ ⌊n−1
k
⌋ + 1, (nécessaire pour que le PV-

graphe soit connexe), il existe un PV-graphe Gn,k,p étiqueté, homogène et hautement

connexe de n sites, k transporteurs et de période p tel que tout agent (c’est-à-dire

tout algorithme) a besoin d’au moins min{k ·p−1, ⌊n/8⌋ ·p−1, 7n/8 · (⌊n/8⌋−1)},
c’est-à-dire Ω(min{kp, np, n2}), mouvements pour l’explorer.

Ce résultat reste vrai même si l’agent connâıt Gn,k,p et a une mémoire illimitée.

Éléments de preuve. Le principe général de la preuve est de construire une
famille de PV-graphes dans lesquels la construction des routes oblige l’agent
à visiter de nombreuses fois certains sites pour explorer les autres sites. Trois
constructions différentes sont utilisées (suivant les valeurs relatives des différents
paramètres) qui correspondent aux trois arguments du minimum.

Preuve. Soit n ≥ 8, k ≥ 8, and p tel que p ≥ ⌊n−1
k
⌋+ 1.

Premièrement supposons que k ≤ n/8.

– Sous cas 1 : p ≤ n2

4k
− k.

Soit q = ⌊n/2k⌋. Notons que q ≥ 4 et p ≥ q. Notons par r l’entier positif
⌈p/q⌉q − p. Soit S = {s1, s2, . . . , sn} un ensemble de n sites. Partitionnons
l’ensemble S en S0 et Si,j, avec 1 ≤ i ≤ k et 1 ≤ j ≤ q, tel que :
– S0 = {s1, s2, . . . , s⌈p/q⌉−1} et S1,1 = {s⌈p/q⌉} ;
– pour tout 1 ≤ i ≤ k et 1 ≤ j ≤ q, nous avons Si,j 6= ∅ ;
– pour tout 2 ≤ i ≤ k, nous avons |Si,1| ≤ ⌈p/q⌉ − 1 ;
– pour tout 1 ≤ i ≤ k et 2 ≤ j ≤ q − r, nous avons |Si,j| ≤ ⌈p/q⌉ ;
– pour tout 1 ≤ i ≤ k et q − r < j ≤ q, nous avons |Si,j| ≤ ⌊p/q⌋ ;
Notons que cette partition est toujours possible quand p satisfait ⌊n−1

k
⌋+1 ≤

p ≤ n2

4k
− k.

Le PV-graphe Gn,k,p est désormais défini comme suit. Soit S l’ensemble des
sites et C = {c1, c2, . . . , ck} l’ensemble des transporteurs. Pour tout 1 ≤ i ≤
k, la route R(ci) est définie comme suit. La route démarre sur s1 au temps
0 et passe par s2, s3, · · · , sl, avec l = ⌈p/q⌉ − |Si,1|, suivit de chaque site de
l’ensemble Si,1. La route continue en passant, pour les valeurs successives
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de j de 2 à q, sur les sites s1, s2, · · · , sl, avec l = ⌈p/q⌉ − |Si,j| (avec l =
⌊p/q⌋−|Si,j| si j > q−r), suivit de chaque site de l’ensemble Si,j. Notons que
Gn,k,p est homogène (de période p) et hautement connexe. (cf. Figure2.2).
Le PV-graphe Gn,k,p est construit de sorte que l’agent doit visiter la route
entière de chaque transporteur pour visiter l’ensemble des sites.
Plus précisément, pour visiter tous les sites de chaque ensemble Si,j, l’agent
doit faire ⌈p/q⌉ mouvements (⌊p/q⌋ if j > q− r). D’où le nombre minimum
de mouvements que l’agent doit faire pour explorer Gn,k,p est k · p− 1.

– Sous cas 2 : p > n2

4k
− k.

Supposons que k = ⌊n/8⌋. Le PV-graphe Gn,k,p est défini, dans ce cas,
comme suit. Soit S = {s1, s2, . . . , sn} l’ensemble des sites du système et
C = {c1, c2, . . . , ck} l’ensemble des transporteurs. Pour tout 1 ≤ i ≤ ⌊n/8⌋,
la route R(ci) est l’ensemble des routes de période p passant par (et seule-
ment par) les sites s1, s2, . . . , sn−⌊n/8⌋ et sn−i+1, tel que ci visite une fois par
période le site sn−i+1, juste après sn−⌊n/8⌋, et juste avant s1. Par ailleurs, si
ci est sur un site sj, 2 ≤ j ≤ n−⌊n/8⌋− 1, au temps t, alors au temps t+1,
le transporteur ci peut seulement être sur sj−1, sj, ou sj+1. Nous supposons
de même que tous les transporteurs sont sur s1 au temps 0. Si k est plus
petit que ⌊n/8⌋, donc chaque transporteur doit passer par plusieurs sites
comme sn−i+1, avec 1 ≤ i ≤ ⌊n/8⌋. Ceci est toujours possible grâce à notre
hypothèse sur p. Notons que Gn,k,p est homogène et hautement connexe
(cf. Figure2.3).
Par construction, tous les sites sn−i+1, avec 1 ≤ i ≤ ⌊n/8⌋, ne sont acces-
sibles qu’à travers sn−⌊n/8⌋ et l’agent ne peut les quitter qu’en allant sur s1
avec quelques transporteurs. De plus par construction, tout agent voulant
aller de s1 à sn−⌊n/8⌋ doit passer par tous les sites s1, s2, . . . , sn−⌊n/8⌋. Par
conséquent, pour tout i, j tel que 1 ≤ i 6= j ≤ ⌊n/8⌋, pour passer du site
sn−i+1 au site sn−j+1, tout agent doit faire au moins n − ⌊n/8⌋ + 1 mouve-
ments. Comme tout agent effectuant l’exploration du PV-graphe doit visiter
tous ses sites, tout agent aura besoin d’au moins (n−⌊n/8⌋+1)(⌊n/8⌋− 1)
mouvements pour explorer Gn,k,p.

Maintenant supposons que k > n/8. Dans ce cas, nous utilisons simplement
la même construction pour ⌊n/8⌋ transporteurs. Tous les transporteurs ci, avec
i > ⌊n/8⌋ ont la même route que c1 par exemple (cf. Figure2.3). Ce qui nous
donne la borne inférieure ⌊n/8⌋ · p − 1 pour p ≤ n2

4⌊n/8⌋ − ⌊n/8⌋ et la borne

inférieure 7n/8 · (⌊n/8⌋ − 1) pour p > n2

4⌊n/8⌋ − ⌊n/8⌋. �
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FIGURE 2.2: Graphe difficile si le min{kp, np, n2} = kp

2.2.2 Bornes inférieures sur le temps

Le fait de donner à l’agent la possibilité de descendre sur un site et d’attendre
un transporteur va influer sur le temps qu’il doit mettre pour explorer le PV-
graphe. Dans le cas où l’agent ne pouvait pas descendre, le temps (en unités de
temps) qu’il mettait pour explorer le PV-graphe était égal au nombre de mouve-
ments. Ce qui fait que l’on ne faisait pas la différence entre le nombre de mouve-
ments et le temps mis par l’agent pour explorer un PV-graphe. Nous montrons ici
une nouvelle borne inférieure sur la complexité en temps en Ω(np), également
valable pour le cas restreint aux PV-graphes hautement connexes. Notons que le
gain en complexité obtenu par rapport à la borne Θ(kp2) lorsque l’agent ne peut
pas attendre sur un site est d’autant plus important que la ”densité” du PV-graphe
est grande (un site est utilisé plusieurs fois dans une route et/ou par plusieurs
transporteurs).

Théorème 3 Pour tout n, k, p avec n ≥ 6, 2 ≤ k ≤ n−1
3

, p ≥ ⌊n−1
k
⌋ + 1, il

existe une famille de PV-graphes homogènes Gn,p,k tel que chaque PV-graphe G de
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FIGURE 2.3: Graphe difficile si le min{kp, np, n2} = npoun2

la famille est fait avec n sites, k transporteurs et une période p. Pour tout agent

(i.e. tout algorithme), il existe un PV-graphe de la famille où il utilisera au moins

(k − 1)(p⌊n−1
k
⌋ − 1) + ⌊n−1

k
⌋ − 1, c’est-à-dire Ω(np) unités de temps pour l’explorer.

Ce résultat reste vrai même si l’agent connâıt Gn,p,k et a une mémoire illimitée.

Éléments de preuve. Les PV-graphes utilisés pour prouver ce théorème sont
construits de la manière suivante. Les transporteurs sont numérotés de 1 à k. Les
transporteurs de numéro impair, respectivement pair, sont de période p, respecti-
vement p−1. Un transporteur i n’a de sites en commun qu’avec les transporteurs
i − 1 et i + 1. (L’alternance des périodes assure donc la haute connexité.) Plus
précisément, le transporteur i passe une et une seule fois par un unique site visité
par le transporteur i− 1.

La preuve est ensuite basée sur le fait que l’agent ne sait pas précisément
dans quel PV-graphe il se trouve. En particulier, l’agent ne sait pas sur quel site
du transporteur i− 1 ni à quel temps passera le transporteur suivant (numéro i).
Il est possible de prouver, grossièrement, que l’agent doit attendre au moins p−1
unités de temps sur chaque site pour être sûr de trouver le transporteur suivant,
d’où la borne obtenue.

Preuve. Soit n, k et p tel que n ≥ 6, 2 ≤ k ≤ n−1
3

, p ≥ ⌊n−1
k
⌋+1. Soit j1, j2, . . . , jk−1

et t2, t3, . . . , tk tel que, pour tout 1 ≤ i ≤ k − 1, nous avons ((i − 1)⌊n
k
⌋ + 2) ≤
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ji ≤ (i · ⌊n
k
⌋) + 1 et 1 ≤ ti+1 ≤ p. Le PV-graphe G((j1, t2), (j2, t3), . . . , (jk−1, tk)) est

défini comme suit.

Soit S = {s1, s2, ..., sn} l’ensemble des sites et C = {c1, c2, ..., ck} l’ensemble
des transporteurs. Partitionnons l’ensemble S en k sous-ensembles S1, S2, ..., Sk

tel que S0 = s1, Si = {s(i−1)⌊n−1
k

⌋+2, . . . , s(i)⌊n−1
k

⌋+1}, pour 1 ≤ i ≤ k − 1, et Sk

contient le reste des éléments.

Posons j0 = 1 et t1 = 1. Pour tout i, 1 ≤ i ≤ k, la route R(ci) est de période
p traversant l’ensemble des sites Si ∪ {sji−1

} et respectant les deux conditions
suivantes : Premièrement, ci visite sji−1

une fois par période, à tous les temps
congru à ti modulo p. Deuxièmement, la route R(ci) ne dépend pas des valeurs
jl et tl+1, pour l ≤ i.

La famille Gn,p,k est définie par l’ensemble des PV-graphes G((j1, t2), (j2, t3), . . . ,
(jk−1, tk)) avec, pour tout 1 ≤ i ≤ k − 1, ((i− 1)⌊n−1

k
⌋ + 2) ≤ ji ≤ (i · ⌊n−1

k
⌋ + 1)

et 1 ≤ ti+1 ≤ p. Tous les PV-graphes de la famille Gn,p,k sont homogènes étiquetés
composés de n sites et de k routes de période p.

Soit A un agent d’exploration quelconque (i.e. exécutant un algorithme d’ex-
ploration quelconque). Pour 1 ≤ i ≤ k et G un PV-graphe de Gn,p,k, notons par
Ti(G) le temps que met l’agent sur G commençant en s1 au temps 0 pour voir ci
pour la premier fois. Pour tout q, 1 ≤ q ≤ k, et j1, j2, . . . , jq−1 et t2, t3, . . . , tq dans
l’ordre usuel, définissons Gn,p,k((j1, t2), (j2, t3), . . . , (jq−1, tq)) comme l’ensemble
des PV-graphes G((j1, t2), (j2, t3), . . . , (jk−1, tk)) avec, pour tout q ≤ i ≤ k − 1,
((i− 1)⌊n−1

k
⌋+ 2) ≤ ji ≤ (i · ⌊n−1

k
⌋+ 1) et 1 ≤ ti+1 ≤ p.

Lemme 1 Pour tout q, 0 ≤ q ≤ k, et pour tout i, 1 ≤ i ≤ q−1, il existe ji et ti+1 avec

((i− 1)⌊n−1
k
⌋+2) ≤ ji ≤ (i · ⌊n−1

k
⌋+1) et 1 ≤ ti+1 ≤ p tel que pour tout PV-graphe

G ∈ Gn,p,k((j1, t2), (j2, t3), . . . , (jq−1, tq)), nous avons Tq(G) ≥ (q− 1) · (p⌊n−1
k
⌋− 1).

Preuve du lemme.

Démontrons le lemme par récurrence sur q. Par construction de la famille
Gn,p,k, ∀G ∈ Gn,p,k c1 est au site s1 au temps t=0, donc ∀G ∈ Gn,p,k T1(G) ≥ 0.
Donc le cas de base q = 1 est triviale. Fixons tout q tel que 1 ≤ q ≤ k − 1, et
supposons, par définition de l’hypothèse, que le lemme reste vrai pour la valeur
de q.

Soit Gq la famille Gn,p,k((j1, t2), (j2, t3), . . . , (jq−1, tq)) dont l’existence est ga-
rantie par l’hypothèse d’induction. Notons que tous les PV-graphes de la famille
Gq ont exactement les mêmes routes R(ci), pour 1 ≤ i ≤ q. On peut donc définir
Hq le PV-graphe avec uniquement les transporteurs c1 à cq pour tout PV-graphes
dans Gq. Considérons maintenant que l’agent A débute son exploration au site
s1 au temps 0 dans Hq. Par définition de l’hypothèse, et par construction de Hq,
l’agent A voit cq pour la première fois au temps t avec t ≥ (q − 1) · (p⌊n−1

k
⌋ − 1)

unités de temps. Donc il existe jq et tq+1 avec ((i−1)⌊n−1
k
⌋+2) ≤ jq ≤ (i·⌊n−1

k
⌋+1)
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et 1 ≤ tq+1 ≤ p tel que pour un temps inférieur à t + p⌊n−1
k
⌋ − 1, A n’a jamais

été sur sjq au temps congru à tq+1 modulo p. Considérons maintenant l’agent
A débutant son exploration au site s1 au temps 0 dans tous les PV-graphes G
dans Gn,p,k((j1, t2), (j2, t3), . . . , (jq−1, tq), (jq, tq+1)). Avant un temps q(p⌊n−1

k
⌋ − 1),

l’agent se comporte de la même manière que sur les graphes de Hq et donc ne
voit pas cq+1. D’où la preuve du lemme. ♦

D’après le lemme 1 pour q = k − 1, il existe un ensemble de PV-graphes Gk−1

tel que pour tout G ∈ Gk−1, l’agent restera au moins (k − 1) · (p⌊n−1
k
⌋ − 1) unités

de temps sur les k − 1 premières routes du graphe pour voir le transporteur ck
pour la première fois. Pour visiter l’ensemble des sites de la route Rk, l’agent a
besoin de faire au moins ⌊n−1

k
⌋ − 1 unités de temps. Car Rk est composée d’au

moins ⌊n−1
k
⌋ sites.

Ce qui prouve que dans la famille Gn,p,k, il existe au moins un PV-graphe sur
lequel l’agent fera au moins (k − 1) · (p⌊n−1

k
⌋ − 1) + ⌊n−1

k
⌋ − 1 unités de temps

pour l’explorer. �

2.2.3 L’algorithme EXPLORE-AVEC-ARRÊT

Dans la première partie de ce chapitre, nous avons fourni et prouvé des
bornes inférieures sur la complexité en mouvements et en temps. Nous prouvons
maintenant que tous ces résultats sont optimaux en décrivant et en prouvant
un algorithme d’exploration de PV-graphes dont les performances correspondent
aux bornes inférieures sur la complexité en mouvements et en temps, à condition
que l’agent connaisse une borne supérieure, notée B, sur la période maximale p
du PV-graphe. De ce fait, nous montrons que la possibilité d’attendre permet de
diminuer à la fois la complexité en mouvements et en temps, la première par un
facteur multiplicatif d’au moins Θ(p).

2.2.3.1 Principe et performance de l’algorithme

Comme précisé précédemment, notre algorithme utilise une borne supérieure
B sur la période maximale p du PV-graphe (cf. Théorème 1). L’idée principale de
l’algorithme consiste à descendre sur chaque site et, pendant O(B) unités de
temps, à noter tous les temps de passages des transporteurs sur ce site. Correc-
tement gérées, ces informations permettent de cartographier le PV-graphe (liste
des routes et des horaires de passage de tous les transporteurs).

Plusieurs précautions doivent être prises pour ne manquer aucun site et pour
optimiser le nombre de mouvements. Par exemple, après chaque étude d’un site
(pendant O(B) unités de temps), l’algorithme calcule la plus petite période pos-
sible de chaque transporteur connu étant donné les informations déjà récoltées.
Ceci permet de connâıtre tous les temps de passage futurs sur les sites étudiés.
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Afin d’éviter des déplacements inutiles, l’algorithme utilise la notion de trans-
porteur courant. L’agent étudie tous les sites du transporteur courant avant de
passer au suivant. Les identifiants des transporteurs rencontrés sont stockés sous
la forme d’un arbre, un transporteur c′ étant un fils d’un transporteur c si c′ est
découvert lorsque c est le transporteur courant. Les transporteurs sont traités en
profondeur d’abord pour des raisons de performance.

2.2.3.2 Description de l’algorithme

Algorithme EXPLORE-AVEC-ARRÊT – Notre algorithme d’exploration de PV-
graphes

1: bF ini← faux

2: numeroCourant← 1
3: transporteurCourant← 1
4: arbre← arbre réduit à un unique sommet (la racine) correspondant au trans-

porteur 1
5: tant que (bF ini = faux) faire

6: etudierSiteCourant()
7: miseAuPropre()
8: si aucune valeur 0 dans aucun tableau route[.] alors

9: bF ini← vrai

10: sinon

11: trouverEtAtteidreProchainSite()
12: fin si

13: fin tant que

14: Terminer en fournissant la carte du PV-graphe (variables route[.], position[.]
et éventuellement numeroV ersID si le PV-graphe est étiqueté)

Outre la borne supérieure B sur la plus grande période p du PV-graphe ex-
ploré, notre algorithme utilise les variables décrites ci-après.

L’algorithme utilise une numérotation propre pour identifier les sites, afin de
pouvoir fonctionner même si le PV-graphe est anonyme.

– numeroCourant : numéro du site actuellement étudié.
Si le PV-graphe est étiqueté, l’agent maintient un tableau de correspondance

entre les numéros donnés par l’agent et les identifiants réels des sites.
– numeroV ersID : numeroV ersID[j] est l’identifiant du site numéro j.
L’agent maintient un arbre enraciné dont les différents sommets correspon-

dant aux différents transporteurs rencontrés. Un ordre sur les fils est aussi main-
tenu.

– arbre : l’arbre des transporteurs.



60

CHAPITRE 2. EXPLORATION DES GRAPHES DYNAMIQUES
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Procédure etudierSiteCourant() – collecte toute les informations possibles sur le
site courant

1: Rester sur le site courant pendant 2B unités de temps
2: pour chaque unité de temps faire

3: pour chaque transporteur i présent sur le site courant à l’instant courant
faire

4: si i absent dans arbre alors

5: Ajouter i comme dernier fils de transporteurCourant dans arbre
6: route[i]← tableau de longueur 3B rempli de 0
7: position[i]← 0
8: fin si

9: route[i]
[

position[i]
]

← numeroCourant
10: fin pour

11: fin pour

Procédure miseAuPropre() – utilise les connaissances acquises pour mettre à
jour les variables

1: pour chaque transporteur i présent dans arbre faire

2: periode[i] ← période minimale de route[i] entre position[i] − 2B + 1 et
position[i]

3: Rendre tout le tableau route[i] périodique de période periode[i] à partir des
valeurs de route[i] entre position[i]− 2B + 1 et position[i]

4: position[i]← position[i] mod periode[i]
5: fin pour

– transporteurCourant : identifiant du transporteur actuellement étudié.

Pour chaque transporteur d’identifiant i présent dans arbre :

– route[i] est un tableau de longueur 3B (indexé de 0 à 3B − 1) ; il sert à
mémoriser la suite des sites visités par le transporteur i.

– position[i] est un entier compris entre 0 et 3B − 1 (inclus) ; il indique la
position courante du transporteur i vis-à-vis de route[i].

– periode[i] est un entier compris entre 1 et B (inclus) ; il indique la période
minimale du transporteur i étant donné les connaissances actuelles.

Notons que les compteurs position[i] sont incrémenté de 1 à chaque unité de
temps. Ceci n’est pas indiqué dans le pseudocode afin de ne pas trop l’alourdir.
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Procédure trouverEtAtteindreProchainSite() – déterminer le prochain site à
étudier et s’y rendre

1: transporteurCourant← identifiant i du premier transporteur suivant l’ordre
DFS dans arbre tel que la valeur 0 apparâıt dans route[i]

2: Calculer à partir des tables route[.] le trajet minimum, en nombre de mouve-
ments puis en unité de temps, entre le site courant et un site marqué 0 dans
route[transporteurCourant]

3: Suivre ce trajet
4: numeroCourant← numeroCourant+ 1
5: numeroV ersID[numeroCourant]← identifiant du site courant

Après chaque mouvement de l’agent le long du trajet :

1: pour chaque transporteur i présent dans arbre faire

2: position[i]← position[i] mod periode[i]
3: fin pour

2.2.3.3 Borne supérieure sur le nombre de mouvement

Théorème 4 Un agent exécutant l’algorithme EXPLORE-AVEC-ARRET utilise au plus

O(min{kp, np, n2}) mouvements pour explorer n’importe quel PV-graphe, où n est

le nombre de sites, k le nombre de transporteurs et B une borne supérieure donnée

à l’algorithme sur la plus grande période p.

Preuve.

Avec l’algorithme EXPLORE-AVEC-ARRÊT, l’agent se déplace avec un trans-
porteur qu’après chaque étude d’un site. C’est-à-dire, à chaque fois qu’il finit
d’exécuter la procédure etudierSiteCourant() et qu’il voit un 0 sur le tableau
du transporteur le plus proche dans l’arbre route[.]. Un zéro sur un tableau si-
gnifie qu’il reste au moins un site non encore visité sur la route du transporteur
correspondant. Suivant les valeurs de k, p et n, tout agent exécutant l’algorithme
va faire au plus O(min{kp, np, n2}) mouvements.

Prouvons en premier que la complexité en nombre de déplacements de l’al-
gorithme EXPLORE-AVEC-ARRÊT est O(n2). Avec l’algorithme, l’agent se déplace
avec un transporteur que quand il existe un site qu’il n’a pas encore visité et qui
est présent sur la route du transporteur ou d’un transporteur voisin. Comme le
nombre de sites est borné par n, donc l’agent va se déplacer au plus n fois. L’al-
gorithme est fait de sorte qu’après la visite d’un site u, si l’agent veut visiter un
site v, il va visiter au plus une fois tous les sites qui sont entre u et v. Ceci est pos-
sible car l’agent a la possibilité de rester sur les sites pour prendre les meilleurs
transporteurs pour arriver sur v. Comme le nombre de sites entre tout paire de
sites est borné par n, donc le nombre de déplacement est borné par n2.
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Maintenant prouvons que la complexité est O(kp). Pour passer du site cou-
rant au prochain site non encore visité, l’agent peut emprunter plusieurs trans-
porteurs. Toutefois, il visite les transporteurs en faisant un DFS sur l’arbre des
transporteurs. Donc au total, l’agent utilise au plus 2k transporteurs. En utilisant
un transporteur, l’agent fait au plus p mouvements avec lui. Donc le nombre de
mouvements est borné par 2kp.

Enfin prouvons que la complexité est O(np). Cette preuve découle de l’ar-
gument utilisé précédemment. Un transporteur est toujours ajouté comme une
feuille à l’arbre des transporteurs. De plus, un transporteur est utilisé seulement
si l’agent veut visiter un site présent sur la route du transporteur et qu’il n’a pas
encore visité. Comme l’agent doit visiter au plus n sites, alors au plus n transpor-
teurs de l’arbre sont utilisés. Donc le nombre de mouvement est borné par 2np.
�

2.2.3.4 Borne supérieure sur le temps

Théorème 5 L’algorithme EXPLORE-AVEC-ARRET permet d’explorer n’importe quel

graphe en O(nB) unités de temps, où n est le nombre de sommets du système et B
une borne supérieure sur p.

Preuve.

A chaque fois que l’agent trouve un nouveau site (un site non encore visité),
il descend sur ce site et y reste pendant O(B) unités de temps. Pendant tout ce
temps, l’agent va noter toutes les informations recueillies. Ces informations sont :
les transporteurs qui passent par le site descendu et leurs temps de passage.
Comme il y a n sites à visiter, l’agent fera au plus O(nB) unités de temps pour
noter toutes les informations de chaque site. Il s’avère que cette complexité est
le coût principal de l’algorithme en termes de complexité de temps. En effet,
comme remarqué dans la preuve 2.2.3.3, l’agent utilise au plus 2 × min{n, k}
transporteurs lors de son exploration. Sur chaque transporteur, l’agent fait non
seulement au plus p mouvements, mais aussi au plus p unités de temps. Donc la
complexité en temps de l’algorithme est au plus O(nB)+2×min{n, k}×p unités
de temps, ce qui prouve le théorème. �

Comme remarqué précédemment, nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 1 Étant donné la connaissance a priori d’une borne supérieure B =
O(p) sur la plus grande période p, l’algorithme EXPLORE-AVEC-ARRET est, dans le

cas général, asymptotiquement optimal avec à la fois la complexité en mouvement

et en temps. La complexité optimale en mouvement est Θ(min{kp, np, n2}) et la

complexité optimale en temps est Θ(n.p).
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2.3 Cas particuliers

Nous avons montré dans la section précédente que la complexité en mouve-
ment et en temps du problème d’exploration est optimale dans le cas général.
Dans cette section, nous nous intéressons seulement aux PV-graphes homogènes
ou hautement connexes. Dans les deux cas, nous montrons que les complexités
en mouvements et en temps restent les mêmes que dans le cas général. Toute-
fois, notons que dans le cas où le PV-graphe est homogène et hautement connexe,
nous savons d’après [FMS13] que la complexité optimale en temps est au plus
O(k.p), même quand n est grand.

2.3.1 Le cas homogène

Si on considère les PV-graphes homogènes (mais pas forcement hautement
connexes), les complexités en mouvements et en temps restent les mêmes que
dans le cas général.

Théorème 6 Étant donné la connaissance a priori d’une borne supérieure B =
O(p) sur la plus grande période p, l’algorithme EXPLORE-AVEC-ARRET est, dans le cas

des PV-graphes homogènes, asymptotiquement optimal avec à la fois la complexité

en mouvement et en temps. La complexité optimale en mouvement est Θ(min{kp, np,
n2}) et la complexité optimale en temps est Θ(np).

Preuve. Le résultat découle directement du Théoreme 2 et du Corollaire 1. �

2.3.2 Le cas hautement connexe

Si on considère les PV-graphes hautement connexes (mais pas forcement ho-
mogènes), les complexités en mouvements et en temps restent les mêmes que
dans le cas général.

Théorème 7 Pour tout n, k et p avec n ≥ 6, 2 ≤ k ≤ n−1
3

, p ≥ ⌈n−1
k
⌉ + 2, il existe

une famille de PV-graphes hautement connexes Gn,p,k tel que chaque PV-graphe G

de la famille, est hautement connexe et est fait de n sites, k transporteurs et d’une

période p. Pour tout agent, il existe un PV-graphe de la famille où l’agent fera au

moins ⌈k−1
2
⌉(p⌊n−1

k
⌋ − 1) + ⌊k−1

2
⌋((p− 1)⌊n−1

k
⌋ − 1) + ⌊n−1

k
⌋ − 1, c’est-à-dire Ω(np)

unités de temps pour l’explorer.

Ce résultat reste vrai même si l’agent connâıt Gn,p,k et a une mémoire illimitée.

Preuve.

Soit n, k et p tel que n ≥ 6, 2 ≤ k ≤ n−1
3

, p ≥ ⌊n
k
⌋ + 2. Soit j1, j2, . . . , jk−1 et

t2, t3, . . . , tk tel que, pour tout 1 ≤ i ≤ k− 1, nous avons ((i− 1)⌊n−1
k
⌋+2) ≤ ji ≤
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(i · ⌊n−1
k
⌋) + 1 et 1 ≤ ti+1 ≤ p, si i est impaire, et 1 ≤ ti+1 ≤ (p− 1), si i est paire.

Le PV-graphe G((j1, t2), (j2, t3), . . . , (jk−1, tk)) est défini comme suit.

Soit S = {s1, s2, ..., sn} l’ensemble des sites et C = {c1, c2, ..., ck} l’ensemble
des transporteurs. Partitionnons l’ensemble S en k+1 sous-ensembles S0, S1, ..., Sk

tel que S0 = s1, Si = {s(i−1)⌊n−1
k

⌋+2, . . . , s(i)⌊n−1
k

⌋+1}, pour 1 ≤ i ≤ k − 1, et Sk

contient le reste des éléments.

Posons j0 = 1 et t1 = 1. Pour tout i, 1 ≤ i ≤ k, la route R(ci) traverse
l’ensemble des sites Si ∪ {sji−1

} en respectant les trois conditions suivantes.
Premièrement, ci a une période p − 1 si i est impaire, et une période p si i est
paire. Deuxièmement, ci visite sji−1

une fois par période, à tous les temps congru
à ti modulo sa période. Troisièmement, la route R(ci) ne dépend pas des valeurs
jl et tl+1, pour l ≤ i.

La famille G ′n,p,k est définie par l’ensemble des PV-graphes G((j1, t2), (j2, t3), . . . ,
(jk−1, tk)) avec, pour tout 1 ≤ i ≤ k− 1, ((i− 1)⌊n−1

k
⌋+2) ≤ ji ≤ (i · ⌊n−1

k
⌋+1) et

1 ≤ ti+1 ≤ p, si i est impaire, 1 ≤ ti+1 ≤ p− 1, si i est paire. Tous les PV-graphes
de la famille Gn,p,k sont étiquetés et hautement connexes composés de n sites et
de k routes de période p. (En effet, notons que, pour tout 1 ≤ i ≤ k − 1, les
transporteurs ci et ci+1 se rencontrent sur sji au plus toutes les p(p−1) étapes.)

Soit A un agent d’exploration quelconque (i.e. exécutant un algorithme d’ex-
ploration quelconque). Pour 1 ≤ i ≤ k et G un PV-graphe de G ′n,p,k, notons par
Ti(G) le temps que met l’agent sur G commençant en s1 au temps 0 pour voir ci
pour la première fois. Pour tout q, 1 ≤ q ≤ k, et j1, j2, · · · , jq−1 et t2, t3, . . . , tq dans
l’ordre usuel, définissons G ′n,p,k((j1, t2), (j2, t3), · · · , (jq−1, tq)) comme l’ensemble
des PV-graphes G((j1, t2), (j2, t3), . . . , (jk−1, tk)) avec, pour tout q ≤ i ≤ k − 1,
((i − 1)⌊n−1

k
⌋ + 2) ≤ ji ≤ (i · ⌊n−1

k
⌋ + 1) et 1 ≤ ti+1 ≤ p, si i est impaire,

1 ≤ ti+1 ≤ p− 1, si i est paire.

Lemme 2 Pour tout q, 1 ≤ q ≤ k, et pour tout i, 1 ≤ i ≤ q − 1, il existe

ji et ti+1 avec ((i − 1)⌊n−1
k
⌋ + 2) ≤ ji ≤ (i · ⌊n−1

k
⌋ + 1) et 1 ≤ ti+1 ≤ p, si

i est impaire ( 1 ≤ ti+1 ≤ p − 1, si i est paire), tel que pour tout PV-graphe

G ∈ G ′n,p,k((j1, t2), (j2, t3), . . . , (jq−1, tq)), nous avons Tq(G) ≥ ⌈ q−1
2
⌉(p⌊n−1

k
⌋− 1) +

⌊ q−1
2
⌋((p− 1)⌊n−1

k
⌋ − 1)

Preuve du lemme. Démontrons le lemme 2 par récurrence sur q. Par construc-
tion de la famille G ′n,p,k, ∀G ∈ G

′
n,p,k c1 est au site s1 au temps t=0, donc

∀G ∈ G ′n,p,k T1(G) ≥ 0. Donc le cas de base q = 1 est triviale. Fixons tout q
tel que 1 ≤ q ≤ k − 1, et supposons, par définition de l’hypothèse, que le lemme
reste vrai pour la valeur de q.

Soit G ′q la famille Gn,p,k((j1, t2), (j2, t3), . . . , (jq−1, tq)) dont l’existence est ga-
rantie par l’hypothèse d’induction. Notons que tous les PV-graphes de la fa-
mille G ′q ont exactement les mêmes routes R(ci), pour 1 ≤ i ≤ q. On peut
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donc définir H ′
q le PV-graphe avec uniquement les transporteurs c1 à cq pour

tout PV-graphe dans G ′q. Considérons maintenant que l’agent A débute son ex-
ploration au site s1 au temps 0 dans H ′

q. Par définition de l’hypothèse, et par
construction de H ′

q, l’agent A voit cq pour la première fois au temps t avec

t ≥ ⌈ q−1
2
⌉(p⌊n−1

k
⌋− 1)+ ⌊ q−1

2
⌋((p− 1)⌊n−1

k
⌋− 1) unités de temps. Donc il existe jq

et tq+1 avec ((i−1)⌊n−1
k
⌋+2) ≤ jq ≤ (i · ⌊n−1

k
⌋+1) et 1 ≤ ti+1 ≤ p, si i est impaire

( 1 ≤ ti+1 ≤ p− 1, si i est paire) tel que pour un temps inférieur à t+ p′⌊n−1
k
⌋− 1,

A n’a jamais été sur sjq au temps congru à tq+1 modulo la période p′ de cq+1.
Considérons maintenant l’agent A débutant son exploration au site s1 au

temps 0 dans tous les PV-graphes G dans Gn,p,k((j1, t2), (j2, t3), . . . , (jq−1, tq), (jq, tq+1)).
Avant un temps ⌈ q2⌉(p⌊

n−1
k ⌋−1)+⌊

q
2⌋((p−1)⌊

n−1
k ⌋−1) , l’agent se comporte de la même

manière que sur les graphes de H ′
q et donc ne voit pas cq+1. D’où la preuve du lemme. ♦

D’après le lemme 2, pour q = k− 1, il existe un ensemble de PV-graphes Gk−1 tel que

pour tout G ∈ Gk−1, l’agent restera au moins ⌈ q2⌉(p⌊
n−1
k ⌋ − 1) + ⌊ q2⌋((p − 1)⌊n−1

k ⌋ − 1)
unités de temps sur les k − 1 premières routes du graphe pour voir le transporteur ck
pour la première fois. Pour visiter l’ensemble des sites de la route Rk, l’agent a besoin de

faire au moins ⌊n−1
k ⌋ − 1 unités de temps. Car Rk est composée d’au moins ⌊n−1

k ⌋ sites.

Ce qui prouve que dans la famille Gn,p,k, il existe au moins un PV-graphe sur lequel

l’agent fera au moins ⌈ q2⌉(p⌊
n−1
k ⌋ − 1) + ⌊ q2⌋((p − 1)⌊n−1

k ⌋ − 1) + ⌊n−1
k ⌋ − 1 unités de

temps pour l’explorer.

�

De la même manière, d’après le théorème précédant et en utilisant le corol-
laire 1, et en considérant le comportement asymptotique, on obtient le théorème
suivant.

Théorème 8 Étant donné la connaissance a priori d’une borne supérieure B =
O(p) sur la plus grande période p, l’algorithme EXPLORE-AVEC-ARRET est, dans le

cas des PV-graphes hautement connexes, asymptotiquement optimal avec à la fois

la complexité en mouvement et en temps. La complexité optimale en mouvement est

Θ(min{kp, np, n2}) et la complexité optimale en temps est Θ(n.p).

2.4 Période exacte des routes d’un PV-graphe

Dans les parties précédentes de ce chapitre, nous avons étudié l’exploration
des PV-graphes dans le cas où l’agent peut descendre d’un transporteur et res-
ter sur un site, en ne faisant aucune hypothèse sur la nature des routes qui
composent le PV-graphe. Nous avons montré que la connaissance d’une borne
supérieure sur la plus grande période est suffisante pour explorer l’ensemble
des PV-graphes. Dans cette section, nous considérons que l’agent ne peut pas
descendre d’un transporteur pour attendre sur un site, et nous supposons que
l’agent dispose d’un nombre fini de cailloux anonymes (marqueur que l’agent



66

CHAPITRE 2. EXPLORATION DES GRAPHES DYNAMIQUES
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peut déposer sur les sommets et retirer à sa guise) et qu’il n’a aucune connais-
sance sur les PV-graphes dans lesquels il opère (il ne connâıt donc même pas
de borne supérieure sur la plus grande période p). Le but est de déterminer le
nombre de cailloux nécessaire et suffisant pour déterminer la période exacte des
routes des PV-graphes anonymes et hautement connexes (impossible si le PV-
graphe n’est pas hautement connexe, cf. Table 2.1).

Nous montrons que sans cailloux et sans information, aucun agent ne peut
déterminer la période de tous les PV-graphes. Nous montrons aussi que quelle
que soit la nature des routes d’un PV-graphe, pour déterminer la période de ses
routes, un caillou est nécessaire, un caillou est suffisant si les routes du PV-graphe
sont circulaires et 2 cailloux sont suffisants si elles sont simples.

Avoir un algorithme qui permet de déterminer la période exacte des transpor-
teurs va nous permettre de donner à l’agent non pas une borne supérieure sur la
plus grande période, mais la période exacte de chaque route, ce qui va faciliter
l’exploration et la cartographie des PV-graphes.

2.4.1 Borne inférieure

Dans cette section, nous montrons qu’au moins un caillou est nécessaire pour
déterminer la période de tous les PV-graphes composés de n’importe quel type
de routes.

Théorème 9 Un agent sans information et sans caillou ne peut pas déterminer la

période des routes de tous les PV-graphes anonymes et faisables, même si les PV-

graphes sont réduits à un seul transporteur et une seule route circulaire.

Preuve.

Même preuve que pour montrer qu’un agent ne peut pas explorer tous les
anneaux anonymes statiques (folklore). �

2.4.2 Déterminer la période d’une route

Dans cette section, suivant la nature d’une route, nous donnons un algo-
rithme qui permet de déterminer sa période.

Route circulaire

Un agent a besoin d’au plus un caillou pour déterminer la période d’une
route circulaire. Ci-après, nous donnons un algorithme dans lequel n’importe
quel agent utilise un caillou pour déterminer la période de n’importe quelle route
circulaire.
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Explication de l’algorithme

Une fois sur le transporteur, l’agent va déposer le caillou et commence à
compter le nombre de mouvements qu’il fera avec le transporteur avant de re-
trouver le caillou. Ce nombre sera la période de la route.

l’algorithme DETERMINE-PERIODE

Algorithme 1 DETERMINE-PERIODE (c)

1: Déposer le caillou
2: Rester avec le transporteur jusqu’à retrouver le caillou
3: p := le nombre de mouvements fait avec le transporteur
4: return p

Route simple

Ci-après, nous donnons un algorithme dans lequel un agent utilise 2 cailloux
pour déterminer la période de n’importe quelle route simple.

Explication de l’algorithme

L’agent va monter avec le transporteur et poser le premier caillou, il avance
un pas et dépose le deuxième caillou. Il reste sur le transporteur et compte le
nombre de mouvements qu’il fait avant de retrouver les deux cailloux successi-
vement. Il note cette valeur sur une variable v1 puis il reste sur le transporteur
et continue de compter le nombre de mouvements jusqu’à retrouver à nouveau
les deux cailloux successivement. Il note cette nouvelle valeur sur v2. Si v1 6= v2
alors la période est égale à la somme de v1 et v2. Sinon il déplace les cailloux
d’un mouvement et refait la même chose et note le nombre de mouvements res-
pectivement sur v3 et v4. Si v1 = v2 = v3 = v4 = 1 alors la période est égale à 2.
Sinon si v1 6= v3 et que v3 = v4 alors la période est égale à v3, sinon elle est égale
à la somme de v3 et v4.

L’algorithme DETERMINE-PERIODE

L’algorithme marche car, dans une route simple, chaque arc de la route est
traversé au plus une fois par période. Ce qui veut dire que chaque arête de la
route est traversée au plus deux fois par période. De ce fait, si l’agent retrouve
les deux cailloux successivement pour la première fois, comme il ne peut pas



68

CHAPITRE 2. EXPLORATION DES GRAPHES DYNAMIQUES
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Algorithme 2 DETERMINE-PERIODE (c)

1: Poser les deux cailloux successivement (poser l’un, faire un mouvement et
poser l’autre)

2: v1 := le nombre de mouvements fait avec le transporteur avant de retrouver
les deux cailloux successivement pour la première fois (retrouver l’un, faire
un mouvement retrouver l’autre)

3: v2 := le nombre de mouvements fait avec le transporteur avant de retrouver
les deux cailloux successivement pour la deuxième fois

4: si v2 6= 2× v1 alors

5: p := v2
6: sinon

7: Déplacer les deux cailloux d’un mouvement (les cailloux sont à un mouve-
ment de leur position précédente)

8: Réinitialiser le nombre de mouvements fait avec le transporteur à 0
9: v3 := le nombre de mouvements fait avec le transporteur avant de retrou-

ver les deux cailloux successivement pour la première fois
10: v4 := le nombre de mouvements fait avec le transporteur avant de retrou-

ver les deux cailloux successivement pour la deuxième fois
11: si v4 6= 2× v3 alors

12: p := v4
13: sinon

14: si v3 = 1 alors

15: p = 2
16: sinon

17: p := v3
18: fin si

19: fin si

20: fin si

21: return p
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les distinguer, il ne saura pas s’il retraverse le même arc. C’est pourquoi nous
avons demandé à l’agent de rester sur le transporteur jusqu’à ce qu’il retrouve
une deuxième fois les deux cailloux successivement. De ce fait, nous sommes
sûrs qu’il a traversé l’arête deux fois. Si les deux valeurs v1 et v2 sont différentes,
cela signifie que chaque arc de l’arête est traversé une seule fois donc la période
est la somme. Si les deux valeurs sont égales, nous ne pouvons pas conclure que
l’agent a traversé le même arc deux fois, car les deux cailloux peuvent être bel
et bien entre deux portions de route de longueur égale. Ce qui nous amène à
déplacer les deux cailloux d’un mouvement et de refaire la même chose. Nous
notons les valeurs trouvées dans v3 et v4. Si v1 = v2 = v3 = v4 = 1, cela veut
dire qu’on se trouve dans une route composée de deux sites et que déplacer les
deux cailloux d’un mouvement revient à échanger la position des deux cailloux,
donc la période est égale à 2. Sinon si v3 6= v4, alors cela veut dire que les
deux cailloux se trouvaient entre deux portions de route égales et après les avoir
déplacer d’un mouvement, l’égalité n’est plus vérifiée. Comme chaque arc de
l’arête qui se trouve entre les deux cailloux est visité une fois, alors la période
est égale à la somme de v3 et v4. L’unique cas qui reste est le cas où v3 = v4 et
v3 6= 1. Dans ce cas, on est sûr que les deux cailloux ne se trouvent pas entre
deux portions de routes égales, donc l’agent a traversé le même arc deux fois
d’où la période est égale à v3.

2.4.3 Déterminer la période des routes d’un PV-graphe

Un PV-graphe est composé d’un ensemble de routes. Ici nous considérons les
PV-graphes hautement connexes, cf. Définition 14 . Pour déterminer la période
de toutes les routes, l’agent va utiliser l’algorithme DÉTERMINE-PÉRIODE décrit
si dessus pour déterminer la période de la route du transporteur courant avant
de passer au suivant, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’il détermine la période de
toutes les routes du PV-graphe.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le problème de l’exploration des PV-
graphes en donnant à l’agent la possibilité d’attendre sur un site. Nous avons
prouvé que cette possibilité permet à l’agent de réduire la complexité en mouve-
ments et en temps de l’exploration.

Notons que les algorithmes proposés dans [FMS13] ne sont optimaux en
temps (et donc en mouvements) que si la borne supérieure sur p qu’ils utilisent
est linéaire en p. Dans notre cas, d’après les théorèmes 2 et 3, notre algorithme
est de la même façon optimal en temps seulement si la borne supérieure B est
linéaire en p, mais il est par contre toujours optimal en nombre de mouvements,
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aussi mauvaise que soit la borne B. Notre algorithme n’utilise pas les identifiants
des sites, tandis que nos bornes inférieures restent vraies dans le cas où l’agent a
accès à des identifiants de sites uniques.

L’algorithme proposé dans la dernière section de ce chapitre fait aussi de l’ex-
ploration tout en déterminant la période des routes d’un PV-graphe. Donc c’est
une autre façon de montrer que si l’agent ne connâıt pas une borne supérieure
sur la plus grande période, un caillou est suffisant pour explorer l’ensemble des
PV-graphes hautement connexes avec des routes circulaires, et 2 cailloux sont
suffisants si les routes sont simples.

Si les routes du PV-graphe sont arbitraires, nous ne connaissons pas le nombre
de cailloux suffisants pour déterminer la période des routes. Il serait intéressant
de déterminer le nombre de cailloux nécessaire et suffisant pour déterminer la
période dans ce cas.

Dans le cas des PV-graphes avec des routes circulaires, nous avons prouvé
qu’un caillou est nécessaire et que deux sont suffisants. Il serait intéressent de
montrer soit que deux cailloux sont nécessaires ou bien un caillou est suffisant.
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Dans ce chapitre, nous étudions les graphes dynamiques T -intervalle-connexes
en considérant le problème de l’exploration. Une entité mobile (appelée agent)
se déplaçant dans un graphe dynamique doit traverser/visiter au moins une fois
chacun de ses sommets. Nous nous intéressons ici à la complexité en temps (en
pire cas) de ce problème, à savoir le nombre d’unités de temps utilisées par
l’agent pour résoudre le problème.

Nous considérons le problème dans deux scénarios. Dans le premier, l’agent
connâıt entièrement et exactement le graphe dynamique à explorer, c’est-à-dire
que l’agent connâıt les temps d’apparition et de disparition des arêtes du graphe.
Cette situation correspond aux réseaux dynamiques prévisibles, tels que les réseaux
de transport en commun par exemple, où l’agent peut calculer la suite de ses
mouvements à l’avance. Dans le second scénario, l’agent ne connâıt pas la dyna-
mique du graphe. Ce cas correspond typiquement aux réseaux dont les chan-
gements sont liés à des pannes fréquentes et imprévisibles. Dans ce second
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scénario, Kuhn, Lynch et Oshman [KLO10] ont noté que le problème de l’explora-
tion est impossible à résoudre sous la seule hypothèse de 1-intervalle-connexité.
En fait, il est assez facile de se convaincre qu’en rajoutant l’hypothèse que chaque
arête du graphe sous-jacent apparâıt infiniment souvent, le problème de l’explo-
ration devient possible mais la complexité en temps est non bornée. Dans ce
chapitre, et seulement pour le second scénario, nous rajoutons donc l’hypothèse
de δ-récurrence : chaque arête du graphe sous-jacent apparâıt au moins une fois
toutes les δ unités de temps.

Il s’avère que le problème de l’exploration est beaucoup plus complexe dans
les graphes dynamiques que dans les graphes statiques. En effet, considérons
par exemple le premier scénario (graphe connu). Le temps d’exploration des
graphes statiques à n sommets est clairement en Θ(n) (pire cas 2n−3). Par contre
la complexité en temps en pire cas de l’exploration des graphes dynamiques
(1-intervalle-connexes) à n sommets reste largement inconnue. Aucune borne
inférieure meilleure que la borne statique n’est connue, tandis que la meilleure
borne supérieure connue est quadratique, et découle directement du fait que le
diamètre temporel de tels graphes est borné par n. De ce fait, nous nous concen-
trons dans ce chapitre sur l’étude des graphes dynamiques T -intervalle-connexes
dont le graphe sous-jacent est un anneau. (Le cas des cactus sera étudié dans le
chapitre suivant.) Notons que, dans le cas particulier, la propriété de T -intervalle-
connectivité, pour T ≥ 1, implique qu’au plus une arête peut être absente à une
unité de temps donnée.

Nos résultats. Nous déterminons dans ce chapitre la complexité exacte en
temps de l’exploration des graphes dynamiques T -intervalle-connexes à n som-
mets basés sur l’anneau lorsque l’agent connâıt la dynamique du graphe. Celle-ci
est essentiellement de 2n−T − 1 unités de temps, deux paliers étant atteints en-
dessous de 2 et au-dessus de n+1

2
(voir Figure 3.1 pour les détails). Dans le cas

où l’agent ne connâıt pas la dynamique du graphe, nous rajoutons l’hypothèse
de δ-récurrence, et nous montrons que la complexité augmente pour atteindre
n+ n

max{1,T−1}(δ − 1)±Θ(δ) unités de temps (cf. Section 3.2).

3.1 L’agent connaît la dynamique du graphe

Dans cette section, nous supposons que l’agent connâıt parfaitement le graphe
à explorer.



3.1. L’AGENT CONNAÎT LA DYNAMIQUE DU GRAPHE 73

3.1.1 Borne supérieure

Nous montrons par le théorème 10 que le temps d’exploration est faible,
borné par 2n, lorsque le graphe sous-jacent est un anneau. De plus, nous mon-
trons que l’agent peut profiter de la T -intervalle-connexité pour gagner un fac-
teur additif T . Notons que notre borne supérieure est constructive.

1 2

2n− 3

⌊

3(n− 1)

2

⌋

T
⌊

n+ 1

2

⌋

Temps d’exploration

FIGURE 3.1: Temps d’exploration des graphes dynamiques T -intervalle-connexes
basés sur An en fonction de T

Avant de donner le théorème formel et sa preuve, nous décrivons de manière
informelle les principaux ingrédients de la preuve dans le cas général.

Notons tout d’abord que, le graphe dynamique étant au moins 1-intervalle-
connexe, au plus une arête est absente à chaque unité de temps. Considérons
deux algorithmes (agents), l’un allant dans le sens horaire et l’autre dans le sens
trigonométrique, chacun des deux progressant dès que le graphe dynamique le
permet. Dans un premier temps, au moins l’un des deux agents est capable de
progresser à chaque unité de temps. Durant cette phase, la vitesse moyenne des
deux agents est donc de 1/2 (traversées d’arêtes par unité de temps). Cependant,
au moment où les agents allaient se rejoindre pour la première fois (donc après
un temps au plus n), leur progression peut être interrompue par l’absence d’une
même arête e.

Si cette arête e est absente pendant au moins n − 1 unités de temps, l’un
quelconque des agents peut faire demi-tour et explorer tous les sommets de l’an-
neau pendant que seule l’arête e est absente, et donc terminer l’exploration en
2n unités de temps.

Si l’arête e ne reste pas absente suffisamment longtemps et réapparâıt au
temps t, nous modifions les deux algorithmes de la façon suivante. L’agent pro-
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gressant précédemment dans le sens horaire, respectivement trigonométrique,
commence maintenant l’exploration de l’anneau dans le sens trigonométrique,
respectivement horaire, et fait demi-tour le plus tard possible de façon à pou-
voir atteindre l’arête e au plus tard au temps t. Au temps t, les deux algorithmes
modifiés se croisent et continuent à progresser dans leur direction habituelle jus-
qu’à ce que l’un d’eux termine son exploration. Notons qu’après le croisement des
agents, nous avons de nouveau la propriété qu’au moins l’un des deux progresse
à chaque unité de temps.

Globalement, la vitesse (en traversées d’arête par unité de temps) de l’un
des deux agents est donc d’au moins 1/2 en moyenne en-dehors de la période
d’absence de e. Par ailleurs, la modification des algorithmes permet à chacun
des agents d’explorer une partie d’anneau supplémentaire. Malheureusement,
cette portion d’anneau est parcourue deux fois au lieu d’une. Cependant, in-
tuitivement, la vitesse des deux agents modifiés passe à 1 en l’absence de e et
permet de compenser la perte de temps liée à l’aller-retour. Dans l’ensemble, la
vitesse moyenne des agents est globalement d’au moins 1/2, ce qui implique
qu’au moins l’un des deux agents modifiés effectue l’exploration en 2n unités de
temps.

Lorsque le graphe dynamique est T-intervalle-connexe, toutes les arêtes doivent
être présentes pendant T −1 unités de temps entre la suppression de deux arêtes
différentes. Ce fait est utilisé pour gagner un terme additif de T − 1 sur le temps
de l’exploration, ce qui donne un temps d’environ 2n−T . Une analyse beaucoup
plus précise des algorithmes modifiés permet d’obtenir les bornes annoncées
dans le théorème 10. Dans la suite, nous appelons l’algorithme qui explore l’an-
neau le premier par EXPLORER-ANNEAU (An), avec An le graphe sous-jacent du
graphe dynamique à explorer.

Théorème 10 Pour tout entier n ≥ 3 et T ≥ 1, et pour tout graphe à la dynamique

connue T -intervalle-connexe basé sur An, il existe un agent (algorithme) capable

d’explorer ce graphe dynamique en un temps au plus











2n− 3 si T = 1

2n− T − 1 si 2 ≤ T < (n+ 1)/2
⌊3(n−1)

2

⌋

si T ≥ (n+ 1)/2

Preuve.

Soit n ≥ 3 et un graphe dynamique arbitraire basé sur l’anneau An. Soit
v0, v1, · · · , vn−1 les sommets de An dans le sens horaire. Supposons que l’agent
commence l’exploration depuis le sommet v0 au temps 0. Pour prouver le théorème
10, nous décrivons plusieurs algorithmes, et nous montrons qu’au moins un des
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algorithmes va permettre à l’agent d’explorer le graphe dynamique en respectant
la borne donnée dans le théorème 10. Soit T cette borne.

Supposons en premier lieu qu’au plus une arête e est absente durant l’in-
tervalle de temps [0, T ). Dans ce cas, un agent qui va jusqu’au sommet le plus
proche de e et qui change de direction explorera tous les sommets de l’anneau en
au plus 3(n−1)/2 ≤ T unités de temps. Maintenant supposons qu’au moins deux
arêtes différentes sont absentes au moins une fois chacune durant l’intervalle de
temps [0, T ).

Avant de procéder avec le reste de la preuve, nous introduisons les notations
suivantes. Pour un intervalle de temps donné et deux algorithmes A et B, soit
dIA le nombre de traversées d’arêtes effectué par l’agent A durant l’intervalle de
temps I, soit αI

A, respectivement αI
A,B, le nombre d’unités de temps dans I durant

lesquels l’agent A respectivement les deux agents A et B, ne se déplacent pas.
Notons que quand toutes les arêtes incidentes au sommet sont présentes, le fait
d’attendre sur le sommet n’aide pas. Par conséquent, sans perte de généralité, un
agent reste toujours sur un sommet en raison de l’absence d’une arête incidente.
Pour finir, soit βI le nombre d’unités de temps dans I durant lequel aucune arête
n’est absente.

Considérons maintenant deux algorithmes simples. L, respectivement R, est
l’algorithme allant dans le sens horaire, respectivement trigonométrique, et tra-
versant une arête dès que le graphe dynamique le permet. Maintenant considérons
la somme des nombres d’arêtes traversées par chaque algorithme jusqu’à un
temps t. Étant donné qu’une seule arête peut être absente à une unité de temps
donné, cette somme augmente d’au moins de un (et évidemment d’au plus de
deux) à chaque unité de temps, jusqu’à ce qu’elle est supérieure ou égale à n−1.
Soit e l’unique arête non explorée quand la somme arrive à n − 1. Si la somme
passe directement de n − 2 à n, alors e est l’une des deux dernières arêtes inex-
plorées. Dans les deux cas, soit t1 la première fois où l’un des deux agents arrive
à l’extrémité de l’arête e. Nous considérons les deux cas suivants.

Cas 1. L’arête e est absente durant tout l’intervalle de temps [t1, t1 + n− 1).
Dans ce cas, le premier agent qui arrive à l’extrémité de e, au temps t1,
change de direction et explore l’anneau en n − 1 nouvelles étapes. Ce qui
donne un temps d’exploration d’au plus t1 + n − 1 unités de temps. Soit
I1 = [0, t1). Nous avons

t1 =

{

dI1L + αI1
L (1)

dI1R + αI1
R (2)

et, puisque L et R essayent de traverser toujours une nouvelle arête durant
I1 et au plus une arête peut être supprimée à chaque unité de temps, nous
avons aussi
αI1
L + αI1

R + βI1 ≤ t1 (3)
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En outre, nous avons dI1L + dI1R ≤ n− 1 (4)

et comme il y a au moins deux arêtes différentes supprimées pendant toute
l’intervalle [0, t1 + n− 1), nous avons
βI1 ≥ T − 1 (5)
(1)+(2)+(3)+(4)+(5)→ t1 + n− 1 ≤ 2n− T − 1.

Pour T = 1, cette borne est plus grande à une unité de temps à la borne
donnée dans le théorème 10. Si l’inégalité (4) est stricte, la vraie borne est
obtenue. Autrement, cela signifie qu’au temps t1−1, les deux agents étaient
libres de se déplacer. Cela implique que soit βI1 ≥ 1 ou que l’inégalité (3)
est stricte. Dans les deux cas, cela donne aussi la bonne borne.

Cas 2. L’arête e n’est pas absente durant toute l’intervalle de temps [t1, t1+n−1).
Alors, soit t2 le plus petit temps t ≥ t1 tel que l’arête e est présente au
temps t. Nous définissons deux nouveaux algorithmes, dont l’un explorera
le graphe dynamique en T unités de temps.

Soit L′ l’algorithme qui fait la même chose que L jusqu’à un temps t, où
il fait demi-tour pour aller dans l’autre direction. Plus précisément, L′ est
l’algorithme pour lequel, t est la plus grande valeur possible pour que L′

arrive à l’extrémité de l’arête e au plus au temps t2. De la même manière,
soit R′ l’algorithme qui fait la même chose que R jusqu’à un temps t, où
il fait demi-tour pour aller dans l’autre direction. Plus précisément, R′ est
l’algorithme pour lequel, t est la plus grande valeur possible pour que L′

arrive à l’extrémité de l’arête e au plus au temps t2. Soit Texp le temps
d’exploration du premier des deux algorithmes L′ et G′ qui arrive à explorer
le graphe dynamique.

Afin d’analyser les algorithmes L′ et R′, nous introduisons deux autres algo-
rithmes. Soit L′′, respectivement R′′ l’algorithme défini de la même manière
que L′, respectivement R′, mais qui fait demi-tour une unité de temps après
L′, respectivement R′.

Soit I1 = [0, t1), I2 = [t1, t2), I1,2 = [0, t2), I3 = [t2, Texp), et I = [0, Texp).
Sur I1, nous avons
t1 ≥ αI1

L′′ + αI1
R′′ − αI1

L′′,R′′ + βI1 (1)

t1 ≥ αI1
L + αI1

R + αI1
L′′,R′′ + βI1 (2)

Comme dans le premier cas, nous avons

t1 =

{

dI1L + αI1
L (3)

dI1R + αI1
R (4)

(1)+(2)+(3)+(4)→ αI1
L′′ + αI1

R′′ + 2βI1 ≤ dI1L + dI1R (5)
Sur I1,2, nous avons
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t1 + t2 =

{

d
I1,2
L′′ + α

I1,2
L′′ (6)

d
I1,2
R′′ + α

I1,2
R′′ (7)

Notons que, par définition de L′′ et R′′

d
I1,2
L′′ ≤ d

I1,2
L′ + 1 (8)

d
I1,2
R′′ ≤ d

I1,2
R′ + 1 (9)

(6)+(7)+(8)+(9)→ 2(t1 + t2) ≤ d
I1,2
L′ + d

I1,2
R′ + α

I1,2
L′ + α

I1,2
R′ + 2 (10)

Notons que sur I2 L′′ et R′′ ne sont pas bloqués parce que l’arête e est ab-
sente durant cette intervalle. Par conséquent
α
I1,2
L′′ = αI1

L′′ (11)

α
I1,2
R′′ = αI1

R′′ (12)

(5)+(10)+(11)+(12)→ 2(t1 + t2) + 2βI1 ≤ dI1L + dI1R + d
I1,2
L + d

I1,2
R +2 (13)

Sur I3, nous avons
Texp − (t1 + t2) ≥ αI3

L′ + αI3
R′ + βI3 (14)

et
Texp − (t1 + t2) = dI3L′ + αI3

L′ (15)
Texp − (t1 + t2) = dI3R′ + αI3

R′ (16)
(14)+(15)+(16)→ Texp − (t1 + t2) + βI3 ≤ dI3L′ + dI3R′ (17)

(17)+1
2
(13)→ Texp + βI1 + βI3 ≤ 1

2
(dI1L + dI1R + d

I1,2
L′ + d

I1,2
R′ ) + dI3L′ + dI3R′ + 1

(18)
Notons que βI1 + βI3 = βI

Soit x, respectivement y, le nombre d’arêtes traversées par L′, respective-
ment R′, avant de faire demi-tour. Alors
d
I1,2
R′ = 2x+ dI1L (19)

d
I1,2
L′ = 2y + dI1R (20)

dI3R′ = dI1L − x (21)
dI3L′ = dI1R − x (22)
dI1L + dI1R ≤ n− 1 (23)
et comme il y a au moins deux arêtes différentes supprimées pendant l’in-
tervalle βI ≥ T − 1 (24)
Finalement, nous obtenons le résultat recherché
(18)+(19)+(20)+(21)+(22)+(23)+(24)→ Texp ≤ 2n− T − 1.

Nous pouvons encore argumenter de la même manière que dans le premier
cas pour gagner une unité de temps dans le cas T = 1, ce qui conclut la
preuve. �

3.1.2 Borne inférieure

Dans cette section, nous prouvons que les bornes précises obtenues dans la
section 3.1.1 sont en réalité les complexités exactes du problème de l’exploration
dans le pire cas.
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Théorème 11 Pour tout n ≥ 3 et T ≥ 1, il existe un graphe à la dynamique connue

T -intervalle-connexe basé sur An tel que tout agent doit faire au moins











2n− 3 if T = 1

2n− T − 1 if 2 ≤ T < (n+ 1)/2
⌊

3(n−1)
2

⌋

if T ≥ (n+ 1)/2

unités de temps pour l’explorer.

Preuve. Pour tout entier n ≥ 3, et 2 ≤ T ≤ ⌈(n + 1)/2⌉, nous définissons un
graphe dynamique T -intervalle-connexe Gn,T basé sur An. Soit v0, v1, · · · , vn−1

les sommets de An dans le sens horaire. Supposons que l’exploration commence
depuis le sommet v0 au temps 0. Le graphe dynamique Gn,T est construit de la
manière suivante. L’arête {v0, v1}, respectivement {vT−1, vT}, est absente durant
l’intervalle de temps [0, n−2T+1), respectivement [n−T, 2n). Les autres arêtes du
graphe dynamique sont toujours présentes. Notons que Gn,T est bien T -intervalle-
connexe (voir Figure 3.2).

(absente)

1

v
0

v
T

v
T−1

v

Position initiale de l’agent

[n−T, 2n[ (absente)

[0, n−2T+1[

FIGURE 3.2: Graphe dynamique difficile basé sur l’anneau

Considérons n’importe quel agent (algorithme). Prouvons maintenant que le
temps qu’utilise l’agent pour explorer Gn,T est au moins 2n − T − 1 unités de
temps. Pour explorer le graphe dynamique, l’agent doit visiter l’ensemble des
sommets de Gn,T notamment les sommets vT−1 et vT . Nous considérons les deux
cas suivants.

Cas 1. Le sommet vT−1 est exploré avant vT .
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Pour visiter vT−1 sans passer par le sommet vT , l’agent doit forcement
passer par l’arête {v0, v1}. Par construction, l’arête {v0, v1} n’est présente
qu’après n− 2T +1 unités de temps. De plus, la longueur du chemin allant
de v0 à vT−1 sans passer par vT est T − 1. Donc l’agent va payer au moins
n − T unités de temps pour visiter vT−1 pour la première fois sans passer
par le sommet vT . Comme l’arête {vT−1, vT} est absente durant l’intervalle
de temps [n−T, 2n), le meilleur moyen d’atteindre vT est de traverser l’an-
neau entier en passant par v0, ce qui ajoute n − 1 autres unités de temps.
Donc dans ce premier cas, l’agent a besoin au moins de 2n − T − 1 unités
de temps pour explorer Gn,T .

Cas 2. Le sommet vT est exploré avant vT−1.

Pour visiter vT sans passer par le sommet vT−1, l’agent doit forcement pas-
ser par le chemin v0, vn−1, jusqu’à vT . Ce chemin est de longueur n − T .
Donc l’agent doit payer au moins n−T unités de temps pour visiter le som-
met vT pour la première fois sans passer par le sommet vT−1. Comme l’arête
{vT−1, vT} est absente durant l’intervalle de temps [n − T, 2n), le meilleur
moyen d’atteindre vT−1 est de traverser l’anneau entier en passant par v0,
ce qui ajoute n−1 autres unités de temps. Ce qui fait que dans ce cas aussi,
l’agent a besoin au moins de 2n−T −1 unités de temps pour explorer Gn,T .

Ceci prouve le théorème pour les valeurs de T comprises entre 2 et ⌈(n +
1)/2⌉. En fait, ceci prouve aussi le théorème pour T = 1 parce que Gn,2 est
évidemment aussi 1-intervalle-connexe, et la borne annoncée est la même pour
T = 1 et T = 2. En outre, notons qu’une seule arête est toujours retirée dans
Gn,⌈(n+1)/2⌉. Ce graphe dynamique est donc T -intervalle-connexe pour tout T , et
donc le théorème est également prouvé pour des valeurs de T supérieures ou
égales à (n+ 1)/2. �

3.2 L’agent ne connaît pas la dynamique du graphe

Dans cette section, nous supposons que l’agent ne connâıt pas la dynamique
du graphe, c’est-à-dire ne connâıt pas les temps d’apparition et de disparition des
arêtes. Pour que le problème ait une solution, nous rajoutons l’hypothèse que les
graphes dynamiques à explorer sont δ-récurrents, pour un certain entier δ ≥ 1.

3.2.1 Borne supérieure

Dans cette section, nous prouvons qu’il existe un algorithme extrêmement
simple qui permet d’explorer tous les graphes dynamiques T -intervalle-connexes
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δ-récurrents basés sur l’anneau. Cet algorithme consiste à se déplacer autant et
dès que possible dans un sens arbitraire fixé (cf. Algorithm 3).

Algorithme 3 TRAVERSÉE-TÊTUE(dir)

Require: une direction dir

1: pour chaque unité de temps faire

2: si l’arête en direction de dir est présente alors

3: la prendre
4: sinon

5: attendre
6: fin si

7: fin pour

Théorème 12 Pour tout entier n ≥ 3, T ≥ 1 et δ ≥ 1, et pour toute direction dir,

l’algorithme TRAVERSÉE-TÊTUE permet d’explorer tous les graphes à la dynamique

inconnue T -intervalle-connexes δ-récurrents qui ont An comme graphe sous-jacent

en au plus

n− 1 +

⌈

n− 1

max{1, T − 1}

⌉

(δ − 1).

unités de temps.

Preuve. Fixons une direction arbitraire dir et analysons l’algorithme TRAVERSÉE-
TÊTUE. Notons tout d’abord que pour explorer le graphe dynamique, l’algorithme
doit traverser exactement n− 1 arêtes. Donc borner son temps d’exploration re-
vient à borner le nombre d’unités de temps où l’agent ne se déplace pas.

Comme le graphe dynamique est δ-récurrent, donc une arête ne peut pas
être absente pendant plus de δ − 1 unités de temps consécutives. De plus, le
graphe dynamique est T -intervalle-connexe donc, les arêtes doivent toutes être
présentes pendant au moins T − 1 unités de temps entre la suppression de deux
arêtes différentes. Par conséquent, l’agent peut traverser au moins max{1, T −
1} arêtes entre deux blocages consécutifs sur deux sommets différents. Pour

résumer, l’agent peut être bloqué au plus
⌈

n−1
max{1,T−1}

⌉

fois, et chaque blocage

dure au plus δ − 1 unités de temps.

Donc pour explorer n’importe quel graphe dynamique T-intervalle-connexe δ-
récurrent basé sur An, l’agent payera au plus n−1 unités de temps pour traverser

toutes les arêtes et attendra au plus
⌈

n−1
max{1,T−1}

⌉

(δ − 1) unités de temps, ce qui

donne la borne annoncée. �
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3.2.2 Borne inférieure

Il s’avère que l’algorithme 3 si simple et naturel, décrit et analysé dans la
Section 3.2.1, est quasiment optimal, jusqu’à un terme additif proportionnel à δ.

Théorème 13 Pour tout entier n ≥ 3, T ≥ 1, et δ ≥ 1, et pour tout agent (al-

gorithme), il existe un graphe à la dynamique inconnue T -intervalle-connexe et

δ-récurrent basé sur An tel que tout agent a besoin d’au mois de

n− 1 +

⌊

n− 3

max{1, T − 1}

⌋

(δ − 1)

unités de temps pour l’explorer

Ce résultat reste vrai même si l’agent connâıt n, T et δ.

Preuve.

Soit n ≥ 3, T ≥ 1 et δ ≥ 1. Fixons un agent (algorithme) arbitraire A.
Construisons le graphe dynamique T -intervalle-connexe et δ-récurrent Gn,T,δ(A)
basé sur An que cet agent ne parviendra pas à explorer en moins d’unités de
temps que la borne annoncée comme suit.

Soit v0, v1, · · · , vn−1 les sommets de An dans le sens horaire. Sans perte de
généralité, supposons que l’agent commence l’exploration depuis le sommet v0
au temps 0. Pour tout entier 1 ≤ i ≤ n− 1, si le sommet vi est exploré en partant
de v0 dans le sens trigonométrique, alors le sommet vi est noté vi−n. Pour finir,
soit T̃ = max{1, T − 1}.

Dans le graphe dynamique Gn,T,δ(A), seules les arêtes {vT̃+1, vT̃+2}, {v2T̃+1,
v2T̃+2}, et ainsi de suite, et {v0, v−1}, {v−T̃ , v−T̃−1}, {v−2T̃ , v−2T̃−1}, et ainsi de
suite, peuvent être absentes. Les temps d’apparition et de disparition de ces
arêtes dépendent de l’algorithme A. Pour tout entier i ≥ 0, à chaque fois que
l’agent arrive sur le sommet v−iT̃ dans le sens trigonométrique, l’arête {v−iT̃ ,
v−iT̃−1} est déconnectée jusqu’à ce que la δ-récurrence force l’arête à réapparaitre
ou bien l’agent quitte le sommet v−iT̃ pour aller au sommet v−iT̃+1. De la même
manière, pour tout entier i ≥ 1, à chaque fois que l’agent arrive au sommet
viT̃+1 dans le sens horaire, l’arête {viT̃+1, viT̃+2} est déconnectée jusqu’à ce que la
δ-récurrence force l’arête à réapparaitre ou bien l’agent quitte le sommet viT̃+1

pour aller au sommet viT̃ . Notons que toutes les arêtes sont présentes pendant au
moins T − 1 unités de temps, entre la suppression de deux arêtes différentes. On
peut bien voir qu’avec cette construction, le graphe dynamique est T -intervalle-
connexe et δ-récurrent.

D’après la définition de la dynamique du graphe, l’agent va attendre δ − 1
unités de temps pour passer du sommet v−iT̃ au sommet v−iT̃−1, pour i ≥ 0, ou
pour passer du sommet viT̃+1 au sommet viT̃+2, pour i ≥ 1. Pour explorer tous les
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sommets du graphe dynamique, l’agent sera bloqué au moins
⌊

n−3
max{1,T−1}

⌋

fois.

Donc le temps d’attente est au moins de
⌊

n−3
max{1,T−1}

⌋

(δ−1). L’agent a également

besoin au moins de n − 1 unités de temps pour traverser suffisamment d’arêtes
et explorer les sommets du graphe dynamique, ce qui donne la borne annoncée.
�

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le problème de l’exploration des graphes
dynamiques T -intervalle-connexes qui ont comme graphe sous-jacent un anneau
de taille n, en considérant le cas où l’agent connâıt la dynamique du graphe
et le cas où il ne le connâıt pas. La suite de ces travaux serait de continuer
l’étude des graphes dynamiques T -intervalle-connexes en étendant les graphes
sous-jacents considérés à une famille plus large que la famille des anneaux. Le
chapitre suivant présente cependant des résultats préliminaires sur ce sujet.
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Dans ce chapitre, nous supposons que l’agent connâıt la dynamique du graphe
et nous donnons une borne supérieure sur le temps d’exploration des graphes dy-
namiques 1-intervalle-connexes basés sur les cactus à n sommets. Un cactus est
un graphe connexe dans lequel deux cycles ont au plus un sommet en commun
(voir Section 4.1). Dans le chapitre 3, nous avons donné la complexité en temps
de l’exploration des graphes dynamiques basés sur l’anneau An, et la question
naturelle que nous nous sommes posés est : existe-il un agent (algorithme) ca-
pable d’explorer l’ensemble des graphes dynamiques T -intervalle-connexes en un
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temps plus petit que la borne triviale n2 (obtenue du fait que le diamètre tempo-
rel de tout graphe dynamique T -intervalle-connexe de n sommets est au plus n
[KLO10]). La réponse naturelle est d’y aller étape par étape. Vu que les graphes
dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur les arbres (graphes sans cycles) à n
sommets sont statiques, donc leurs temps d’exploration est 2n− 3 (DFS), et que
la complexité en temps de l’exploration des graphes dynamiques 1-intervalle-
connexes basés sur les anneaux à n sommets est 2n− 3, il est intéressant de voir
si la combinaison de ces deux connaissances nous permet de donner une borne
supérieure sur l’exploration des graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés
sur les cactus à n sommets. Plus précisément, existe-il un algorithme capable
d’explorer l’ensemble des graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur
les cactus à n sommets en O(n) unités de temps. Pour répondre à la question,
nous considérons dans un premier temps deux cas particuliers de graphes dy-
namiques. Les graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur les cactus-
chemins et les graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur les cactus-
étoiles (voir Section 4.1 pour les définitions). Nous terminons le chapitre en don-
nant une borne supérieure sur l’exploration des graphes dynamiques 1-intervalle-
connexes basés sur les cactus.

Nos résultats. Dans un premier temps, nous montrons que pour explorer les
graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur le cactus-chemin Ch2,n, 5

2
n−

Θ(1) unités de temps sont nécessaires et suffisantes. La borne supérieure est
généralisée sur tous les cactus chemins de taille k. Nous montrons que pour tout
graphe dynamique 1-intervalle-connexe de taille n basé sur un cactus-chemin,
4n − max{n1, nk} − 3k − 3 unités de temps sont suffisantes pour explorer le
graphe, avec k la longueur du chemin, n =

∑k
i=1 ni − k + 1 la taille du graphe

dynamique et ni la taille de l’anneau qui est à la position i en partant de la
gauche vers la droite. Dans un deuxième temps, nous considérons les graphes
dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur les cactus-étoile et nous montrons
que 6n − Θ(1) unités de temps sont suffisantes pour les explorer. Nous termi-
nons ce chapitre en donnant un algorithme qui permet d’explorer l’ensemble des
graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur les cactus à n sommets en
2O(

√
logn)n unités de temps et nous montrons en fin que la borne inférieure de

l’algorithme est 2Ω(
√
logn)n.

4.1 Définitions

Cette section fournit les définitions précises des concepts et modèles évoqués
de façon informelle précédemment.

Définition 24 (Cactus)
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Un cactus est un graphe G = (V,E) connexe dans lequel deux cycles ont au plus

un sommet en commun (voir Figure 4.1).

FIGURE 4.1: Exemple de cactus

Pour donner une analyse simple de nos algorithmes, nous considérons la
représentation arborescente des cactus donnée dans [BK98].

Pour tout cactus donné, l’ensemble des sommets V est partitionné en trois
sous-ensembles de sommets. Appelons C-sommets les sommets de degré 2 qui
appartiennent à un et un seul cycle, G-sommets les sommets qui n’appartiennent
à aucun cycle, et H-sommets les autres sommets (qui appartiennent au moins
à un cycle et qui ont un degré ≥ 3) que nous appelons également sommets de
rattachement.

Un sous-arbre est un ensemble connexe composé de H-sommets et de G-
sommets. Un sous-arbre est dit maximal si l’ensemble des H-sommets et des
G-sommets qui le composent ne peut pas être étendu. Une greffe est un sous-
arbre maximal qui ne contient pas deux H-sommets qui appartiennent au même
cycle. Enfin, un bloc est une greffe ou un cycle.

Il n’est pas difficile de voir qu’un cactus est formé par un ensemble de blocs
rattachés par des H-sommets (cf. Figure 4.2).

Si nous rajoutons une arête entre les blocs et les H-sommets, nous obte-
nons l’arbre TG = (VG, EG) tel que chaque élément de VG est un bloc ou un
H-sommet. La figure 4.3 donne la représentation arborescente du cactus donné
à la figure 4.2. Nous disons qu’un cactus est enraciné si l’arbre qui le représente
est enraciné.
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FIGURE 4.2: Représentation d’un cactus en blocs
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FIGURE 4.3: Arbre correspondant au cactus donné dans la figure 4.2

Vu que les graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur les arbres (ou
greffes) sont statiques, alors dans ce chapitre, nous considérons les cactus com-
posés uniquement de cycles et de H-sommets. Dans la suite, nous allons supposer
que le cactus est enraciné sur le bloc où l’agent commence son exploration. Si
l’agent débute sur un H-sommet, un des blocs rattachés au H-sommet sera le
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bloc de départ.

Définition 25 (Degré d’un bloc)

Le degré d’un bloc est le nombre de H-sommets qui sont rattachés au bloc.

Définition 26 (Feuille)

Une feuille est un bloc de degré au plus 1.

Définition 27 (Cactus-chemin)

Un cactus-chemin est un cactus tel que sa représentation arborescente est un

chemin.

La longueur du chemin est le nombre de blocs qui compose le cactus-chemin.
Dans la suite, nous le dénotons par k. Dans la figure 4.4, nous donnons un
exemple de cactus-chemin de longueur 4 et son arbre de correspondance en-
raciné sur un bloc.
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C
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C
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FIGURE 4.4: Exemple de cactus-chemin et son arbre de correspondance

Définition 28 (Cactus-étoile)

Un cactus-étoile est un cactus tel que tous les blocs sauf un sont de degré 1.

La figure 4.5, donne un exemple de cactus-étoile et son arbre de correspon-
dance.
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FIGURE 4.5: Exemple de cactus-étoile et son arbre de correspondance

Définition 29 (Cactus-étoile complet)

Un cactus-étoile est dit complet si l’anneau central a un degré égal au nombre de

ses sommets. C’est-à-dire tous les sommets de l’anneau central sont des H-sommets.

Si en l’ensemble des feuilles du cactus-étoile ont la même taille, nous parle-
rons de cactus-étoile complet équilibré.

Définition 30 (Profondeur d’un bloc)

La profondeur d’un bloc dans l’arbre enraciné d’un cactus est le nombre de bloc

qu’il faut traverser pour aller de la racine à ce bloc.

Définition 31 (Hauteur d’un cactus)

La hauteur d’un cactus est le maximum des profondeurs de ses blocs.

4.2 Le graphe sous-jacent est un cactus-chemin

Dans cette section, nous considérons les graphes dynamiques 1-intervalle-
connexes basés sur les cactus-chemins à N sommets. Nous nous intéressons à la
complexité en temps de leur exploration. Pour cela, nous supposons que l’agent
connâıt la dynamique du graphe. Nous donnons dans un premier temps la com-
plexité en temps de l’exploration des graphes dynamiques 1-intervalle-connexes
basés sur le cactus-chemin Ch2,n, de longueur 2 tel que chacun des deux cycles a
n sommets, et nous terminons cette section en donnant une borne supérieure sur
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l’exploration des graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur l’ensemble
des cactus-chemins à N sommets.

4.2.1 Cas particulier

Dans le chapitre 3, nous avons donné la complexité en temps de l’exploration
des graphes dynamiques basés sur un anneau de taille N . Ici, nous poursuivons
cette étude en considérant les graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés
sur le cactus-chemin Ch2,n composé de deux anneaux de même taille n, et nous
donnons la complexité en temps de leur exploration. La figure 4.6 donne l’arbre
de correspondance de Ch2,n.

CC
21

H
1

FIGURE 4.6: L’arbre de correspondance de Ch2,n

4.2.1.1 Borne supérieure

Nous commençons par donner une borne supérieure sur l’exploration des
graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur Ch2,n. L’algorithme que nous
utilisons ici est très simple. Si l’agent débute son exploration sur un H-sommet,
alors il explore l’anneau le plus à gauche en premier puis il passe au suivant. Si-
non il explore l’anneau de départ, puis il passe sur l’anneau suivant et l’explore.
L’algorithme d’exploration d’anneau que nous utilisons est celui décrit dans la
section 3.1.

Algorithme 4 EXPLORER-CACTUS-CHEMIN()

1: si le H-sommet est le sommet de départ alors

2: passer sur l’anneau qui est à gauche
3: fin si

4: EXPLORER-ANNEAU (anneau courant)
5: passer au sommet de rattachement (le H-sommet)
6: EXPLORER-ANNEAU (anneau suivant)

Théorème 14 Pour tout entier n ≥ 3, et pour tout graphe à la dynamique connue

1-intervalle-connexe basé sur Ch2,n, il existe un agent (algorithme) capable d’explo-

rer ce graphe dynamique en un temps au plus 5n−7 unités de temps, avec n la taille

de chaque anneau.
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Preuve.

La complexité de l’algorithme est 5n−7 car, pour explorer l’anneau de départ,
l’agent paie au plus 2n−3 unités de temps (temps d’exploration d’un anneau à n
sommets cf. Théorème 10). Passer au sommet de rattachement lui coûte au plus
n−1 unités de temps car le diamètre temporel du graphe dynamique restreint au
premier anneau est n− 1, donc en n− 1 unités de temps, l’agent peut passer de
n’importe quel sommet à n’importe quel autre sommet de l’anneau. Une fois sur
le sommet de rattachement, il ne lui reste qu’à explorer le deuxième anneau, ce
qui lui coûte au plus 2n−3 autres unités de temps. Donc en tout, l’agent va payer
au plus 5n − 7 unités de temps pour explorer n’importe quel graphe dynamique
1-intervalle-connexe basé sur Ch2,n. �

4.2.1.2 Borne inférieure

Dans cette section, nous montrons que l’algorithme simple décrit dans la sec-
tion 4.2.1.1 est quasi optimal. Nous avons le théorème suivant qui le prouve.

Théorème 15 Pour tout n ≥ 3, il existe un graphe à la dynamique connue 1-

intervalle-connexe basé sur Ch2,n tel que tout agent doit faire au moins 5n − 8
unités de temps pour l’explorer, avec n la taille de chaque anneau.

Preuve.

Pour tout entier n ≥ 3, nous définissons un graphe dynamique 1-intervalle-
connexe G basé sur Ch2,n. Soit An et A′

n les deux anneaux qui composent Ch2,n.
Soit v0, v1, · · · , vn−1, respectivement u0, u1, · · · , un−1, les sommets de An, respec-
tivement A′

n, dans le sens horaire. Supposons que l’exploration commence depuis
le sommet v0 au temps 0. Les deux anneaux sont reliés comme suit pour former
Ch2,n. Le sommet u0 est rattaché au sommet v3. Dans la suite, nous supposons
que les deux sommets forment un seul, et si on se trouve sur l’anneau An, il
se nomme v3, sinon son nom est u0. Le graphe dynamique G est construit de la
manière suivante (voir Figure 4.7) :

– L’arête {v0, v1} est absente durant l’intervalle de temps [0, n− 2).
– L’arête {v1, v2} est absente durant l’intervalle de temps [n− 1, 2n− 2).
– L’arête {v2, v3} est absente durant l’intervalle de temps [2n− 2, 5n).
– L’arête {u0, u1} est absente durant l’intervalle de temps [0, 2n − 5) ∪ [3n −
6, 4n− 7).

– L’arête {u1, v2} est absente durant l’intervalle de temps [2n − 5, 3n − 6) ∪
[4n− 7, 5n).

Notons que G est connexe à chaque unité de temps, donc il est 1-intervalle-
connexe. Notons que v3 et u0 est le même sommet.

Considérons n’importe quel agent (algorithme). Nous prouvons maintenant
que le temps qu’utilise l’agent pour explorer G est au moins 5n − 8 unités de
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FIGURE 4.7: Graphe dynamique difficile pour k = 2 et les anneaux ont la même
taille

temps. Pour explorer le graphe dynamique, l’agent doit visiter l’ensemble des
sommets de G notamment les sommets v1, v2, u1 et u2. Nous considérons les cas
suivants.

Cas 1. Le sommet v1 est exploré avant v2, u1 et u2.

Suivant l’ordre de visite des sommets v2, u1 et u2, nous avons les bornes
suivantes.

– Si l’agent visite v1, v2, u1 puis u2 dans cet ordre.
Pour visiter v1 sans passer par le sommet v2, l’agent doit forcément pas-
ser par l’arête {v0, v1}. Par construction, l’arête {v0, v1} n’est présente
qu’après n − 2 unités de temps. Donc l’agent va payer au moins n − 1
unités de temps pour visiter v1 pour la première fois. De plus, l’arête
{v1, v2} est absente durant l’intervalle de temps [n − 1, 2n − 2). Donc
pour visiter v2 après avoir visité v1, le plus rapide est de faire le tour de
l’anneau An et de payer au moins n − 1 autres unités de temps. Donc
pour visiter v2 pour la première fois, l’agent doit payer au moins 2n − 2
unités de temps. Une fois les sommets v1 et v2 visités, l’agent va visiter
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les sommets u1 et u2. Vu que les sommets u1 et u2 se trouvent sur l’an-
neau A′

n, l’agent doit se rendre sur le point de rattachement v3, pour
pouvoir passer dans cette partie du graphe dynamique. L’arête {v2, v3}
étant déconnectée durant l’intervalle de temps [2n− 2, 5n), donc l’agent
va payer au moins 3n− 3 unités de temps pour arriver sur v3 après avoir
visité v1 et v2. Une fois sur le sommet v3 (u0), pour visiter u1 sans pas-
ser par u2, l’agent doit passer par l’arête {u0, u1}, qui est absente durant
l’intervalle de temps [3n − 6, 4n − 7). Donc l’agent va payer au moins
4n− 6 unités de temps pour visiter u1 pour la première fois. Pour visiter
u2 après avoir visité u1, le meilleur moyen est de faire le tour de l’anneau
A′

n en payant n−1 autres unités de temps, car l’arête {u1, u2} est absente
durant l’intervalle de temps [4n − 7, 5n). Ce qui fait que l’agent visitera
le sommet v2 pour la première fois en payant 5n− 7 unités de temps.

– Si l’agent visite v1, v2, u2 puis u1 dans cet ordre.
Dans le paragraphe précédent, nous avons montré que l’agent paie au
moins 3n − 3 unités de temps pour arriver sur v3 après avoir visité v1
et v2 pour la première fois. Une fois sur v3 (u0), pour visiter u2 avant
de visiter u1, l’agent paie au moins n − 2 autres unités de temps car le
chemin u0, un−1, · · · , u2 est de longueur n− 2. Donc pour visiter u2 pour
la première fois sans passer par u1, l’agent paie au moins 4n − 5 unités
de temps. Pour visiter u1 après avoir visité u2, le plus rapide est de faire
le tour de l’anneau en passant par u0 et en payant n − 1 autres unités
de temps, car l’arête {u1, u2} est absente durant l’intervalle de temps
[4n − 6, 5n). Donc pour visiter u1 pour la première fois l’agent paie au
moins 5n− 6 unités de temps.

– Si l’agent visite v1, u1, v2 puis u2 dans cet ordre.
Dans le premier paragraphe, nous avons prouvé que l’agent paie au
moins n − 1 unités de temps pour visiter v1 pour la première fois sans
passer par v2. Après avoir visité v1, pour visiter u1 avant v2, l’agent doit
se rendre sur v3 sans passer par v2 ce qui lui coûte n− 2 autres unités de
temps. Donc l’agent paie au moins 2n − 3 unités de temps pour arriver
sur v3 après avoir visité v1. Une fois sur u0, l’arête {u0, u1} est présente
donc il paie une unité de temps de plus pour visiter u1. Donc l’agent paie
2n−2 unités de temps pour visiter u1 après v1. Pour visiter v2 après avoir
visité v1 et u1 et avant de visiter u2, l’agent doit se rendre sur u0 sans pas-
ser par u2 ce qui lui coûte une unité de temps. Donc l’agent sera sur u0 au
plutôt après 2n− 1 unités de temps. Une fois sur u0, le plus rapide pour
visiter v2 est de payer n− 1 unités de temps en passant par v0 car l’arête
{v3, v2} est absente durant l’intervalle de temps [2n−2, 5n). Donc l’agent
paie au moins 3n − 2 unités de temps pour visiter v2 pour la première
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fois. Maintenant il lui reste que u2 à visiter. Pour visiter u2, l’agent doit
se rendre sur v3, comme l’arête {v3, v2} est absente durant l’intervalle de
temps [2n − 1, 5n), alors le plus rapide est de payer n − 1 autres unités
de temps en passant par v0. Donc l’agent paie au moins 4n − 3 unités
de temps pour arriver sur v3 après avoir visité v2 pour la première fois.
L’arête {u1, u2} est absente durant l’intervalle de temps [4n−7, 5n). Donc
une fois sur u0, le plus rapide pour visiter u2 est de ne pas passer par u1

et de payer n − 2 autres unités de temps. Donc pour visiter u2 pour la
première fois, l’agent paie au moins 5n− 5 unités de temps.

– Si l’agent visite v1, u1, u2 puis v2 dans cet ordre.
Le paragraphe précédent montre que pour visiter u1 pour la première
fois après avoir visité v1, l’agent paie au moins 2n − 2 unités de temps.
Pour visiter u2 pour la première fois après avoir visité u1, l’agent paie au
moins 3n − 5 unités de temps. Pour visiter v2 après avoir visité u2 pour
la première fois, l’agent doit se rendre sur le sommet u0. Comme l’arête
{u0, u1} est absente durant l’intervalle de temps [3n− 6, 4n− 7), alors le
plus rapide est de faire le tour de l’anneau en payant n− 2 autres unités
de temps. Donc l’agent paie au moins 4n−7 unités de temps pour arriver
sur u0 après avoir visité u2 pour la première fois. Une fois sur u0, pour
visiter v2, le plus rapide est de payer n− 1 unités de temps en traversant
tout l’anneau car l’arête {v2, v3} est absente durant l’intervalle de temps
[2n − 2, 5n). Donc l’agent paie au moins 5n − 8 unités de temps pour
visiter v2 pour la première fois.

– Si l’agent visite v1, u2, u1 puis v2 dans cet ordre.
Nous avons montré que pour visiter v1 et se rendre sur le sommet v3,
l’agent paie au moins 2n−3 unités de temps. Une fois sur v3, pour visiter
u2 sans passer par u1, l’agent paie au moins n− 2 autres unités de temps.
Donc pour visiter u2 pour la première fois, l’agent paie au moins 3n − 5
unités de temps. Pour visiter u1 après avoir visité u2, l’agent paie au plus
3n − 4 unités de temps car l’arête {u1, u2} est présente. Pour visiter v2
après avoir visité u1, l’agent paie au moins 4n − 5 unités de temps pour
se rendre sur u0. Une fois sur u0, pour visiter v2, le plus rapide est de
faire le tour de l’anneau en passant par v0 car l’arête {v3, v2} est absente
durant l’intervalle de temps [2n−2, 5n). Donc l’agent paie au moins 5n−6
unités de temps pour visiter v2 pour la première fois.

– Si l’agent visite v1, u2, v2 puis u1 dans cet ordre.
Le paragraphe précédent montre que pour visiter u2 après avoir visité v1,
l’agent paie au mois 3n − 5 unités de temps. Pour visiter v2 après avoir
visité u2 et avant de visiter u1, l’agent doit se rendre sur le sommet u0

sans passer par u1. Ce qui lui coûte au moins n−2 unités de temps. Donc
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pour se rendre sur u0 après avoir visité u2 pour la première fois, l’agent
paie au moins 4n−7 unités de temps. Une fois sur u0, pour visiter v2 pour
la première fois l’agent paie au moins 5n − 8 unités de temps car l’arête
{v2, v3} est absente durant l’intervalle de temps [2n− 2, 5n). Pour visiter
u1 après avoir visité v2, l’agent doit se rendre sur le sommet v3. L’arête
{v2, v3} est absente durant l’intervalle de temps [2n− 1, 5n) donc l’agent
paie au moins 5n+1 unités de temps pour arriver sur v3 après avoir visité
v2. Une fois sur v3, il lui faut une unités de temps de plus pour visiter u1

pour la première fois. Donc l’agent paie 5n + 2 pour visiter u1 pour la
première fois.

Nous faisons des analyses similaires au cas 1 pour prouver les autres cas,
et nous obtenons la borne 5n− 8 énoncée dans le théorème.

�

4.2.2 Cas général

Nous montrons ici que l’algorithme donné dans la section 4.2.1.1 peut être
généralisé en considérant les graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés
sur les cactus-chemins de longueur k ≥ 1 composés de k anneaux de tailles
quelconques. Décrivons l’algorithme que nous utilisons avant de donner sa com-
plexité.

L’algorithme est très simple. Depuis le bloc de départ, l’agent se rend sur le
bloc feuille de plus petite taille avant de commencer l’exploration. Une fois sur
la feuille, il l’explore puis il passe sur le sommet de rattachement du bloc suivant
non encore exploré, ainsi de suite jusqu’à ce qu’il explore tout le graphe.

Algorithme 5 EXPLORER-CACTUS-CHEMIN()

– Notre algorithme d’exploration de cactus-chemin

1: si le bloc de départ a un degré 2 alors

2: ALLER-SUR-UNE-FEUILLE()
3: fin si

4: pour 1 ≤ i ≤ k − 1 faire

5: EXPLORER-ANNEAU (anneau courant)
6: PASSER-AU-SOMMET-DE-RATTACHEMENT ()
7: fin pour

8: EXPLORER-ANNEAU (anneau courant)

La procédure ALLER-SUR-UNE-FEUILLE () permet à l’agent d’aller sur le bloc
feuille de plus petite taille.
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Théorème 16 Pour tout entier N ≥ 3, k ≥ 1 et pour tout graphe à la dynamique

connue 1-intervalle-connexe basé sur un cactus-chemin composé de k anneaux, l’al-

gorithme EXPLORER-CACTUS-CHEMIN(k) permet d’explorer ce graphe dynamique

en un temps au plus 4N −max{n1, nk} − k− 3 unités de temps, avec k la longueur

du chemin, N =
∑k

i=1 ni − k + 1 la taille du graphe dynamique et ni la taille de

l’anneau qui est à la position i en partant de la gauche vers la droite.

Preuve.

Soit N ≥ 3, k ≥ 1, G un cactus-chemin composé de k cycles, et G un graphe
dynamique 1-intervalle connexe basé sur G. Soit ni la taille de l’anneau qui est
à la position i en partant de la gauche vers la droite et N =

∑k
i=1 ni − k + 1

le nombre de sommets du graphe dynamique. Soit A un agent exécutant l’algo-
rithme EXPLORER-CACTUS-CHEMIN.

D’après la définition 27, G est composé de deux blocs feuilles et des blocs
intermédiaires. Pour se rendre sur le bloc feuille de plus petite taille , l’agent
paie au plus N − 1 unités de temps

Pour explorer un bloc et passer au bloc suivant, l’agent exécute les procédures
EXPLORER-ANNEAU (anneau courant) et PASSER-AU-SOMMET-DE-RATTACHEMENT

() et paie au plus trois fois la taille de l’anneau courant moins quatre unités de
temps (cf. Théorème 14). Ces deux procédures sont exécutées k − 1 fois. Donc
suivant la feuille de départ, l’agent va payer au plus

∑k
i=2(3ni−4) ou

∑k−1
i=1 (3ni−

4) unités de temps pour explorer les k − 1 premiers blocs et se rendre sur le
sommet de rattachement du dernier bloc. Pour explorer ce dernier bloc, deux
fois sa taille moins trois unités de temps sont suffisantes. Donc pour explorer
le graphe dynamique, l’agent paie au plus min{

∑k−1
i=1 (3ni − 4) + 2nk − 3 + N −

1,
∑k

i=2(3ni − 4) + 2n1 − 3 + N − 1} unités de temps. Ce qui est égale à 4N −
max{n1, nk} − 3k − 3. �

4.3 Le graphe sous-jacent est un cactus-étoile

Dans cette section, nous donnons des bornes supérieures sur l’exploration
des graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur les cactus-étoiles. Pour
cela, dans un premier temps nous ne faisons aucune hypothèse sur la nature des
anneaux qui composent le cactus-étoile, et nous terminons cette section en don-
nant une borne supérieure sur l’exploration des graphes dynamiques 1-intervalle-
connexes basés sur les cactus-étoiles complets équilibrés (cf. Page 88).

4.3.1 Le cas général

Nous donnons ici une borne supérieure sur le temps d’exploration des graphes
dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur les cactus-étoiles à N sommets. Avant
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de donner le théorème et sa preuve, décrivons d’abord l’algorithme que nous uti-
lisons.

L’algorithme est similaire à celui donné dans la section 3.1. Sans perte de
généralité, nous supposons que l’agent commence l’exploration à partir d’un
sommet de l’anneau central. Depuis le point de départ, nous considérons deux
agents (algorithmes), l’un allant dans le sens horaire et l’autre dans le sens tri-
gonométrique, chacun des deux progressant dès que la dynamique du graphe
le permet. La seule différence avec l’algorithme décrit dans la section 3.1 est
qu’à chaque fois qu’un agent arrive sur un sommet où est accroché un anneau, il
explore l’anneau (en utilisant l’algorithme EXPLORER-ANNEAU décrit dans la sec-
tion 3.1), puis il retourne au point de rattachement et continue son exploration.

Rappelons qu’explorer une feuille (un anneau accroché) puis retourner au
sommet de rattachement prend au plus 3ni − 4 unités de temps, avec ni la
taille de la feuille. Car pour explorer une feuille, nous avons montré qu’un agent
exécutant l’algorithme décrit dans la section 3.1 paie au plus 2ni − 3 unités de
temps, et pour revenir sur le point de rattachement, au plus ni − 1 unités de
temps sont suffisantes, car le diamètre temporel de la feuille est proportionnel à
sa taille. Donc pour tout graphe dynamique GN 1-intervalle-connexe basé sur un
cactus-étoile EN , il existe un graphe dynamique GN ′ 1-intervalle-connexe basé
sur AN ′ tel que, explorer le graphe GN en utilisant l’algorithme décrit ci-dessus,
revient à explorer GN ′ en utilisant l’algorithme EXPLORER-ANNEAU décrit dans la
section 3.1. Le graphe dynamique GN ′ est construit comme suit. Nous conser-
vons l’anneau central de EN et la dynamique du graphe GN basé sur cette partie.
Nous remplaçons chaque H-sommet de EN en 2 C-sommets en ajoutant un che-
min statique de longueur 3ni − 4, avec ni la taille de la feuille accrochée sur
le H-sommet. Ainsi, nous obtenons un graphe dynamique 1-intervalle-connexe
basé sur un anneau de taille N ′, avec N ′ < 3N (voir Figure 4.8). Le graphe dy-
namique GN ′ est 1-intervalle-connexe car nous avons conservé la dynamique du
graphe GN basé sur l’anneau central de EN qui respecte la 1-intervalle-connexité.

Théorème 17 Pour tout entier N ≥ 3, et pour tout graphe à la dynamique connue

1-intervalle-connexe basé sur un cactus étoile EN , il existe un agent (algorithme)

capable d’explorer ce graphe dynamique en un temps au plus 6N − Θ(1) unités de

temps, avec N le nombre de sommets du cactus-étoile.

Preuve.

Soit N ≥ 3 et un graphe dynamique GN 1-intervalle-connexe arbitraire basé
sur le cactus-étoile EN . Supposons que l’agent commence l’exploration depuis
le sommet de l’anneau central au temps 0. Il existe un graphe dynamique GN ′ 1-
intervalle-connexe basé sur un anneau AN ′ tel que, le temps d’exploration de GN ′

est supérieur ou égal au temps d’exploration de GN cf. Figure 4.8. Le théorème 10
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FIGURE 4.8: Correspondance entre un graphe dynamique basé sur EN et un
graphe dynamique basé sur AN ′

montre que, pour tout graphe dynamique basé sur un anneau, au plus deux fois
la taille de l’anneau moins trois unités de temps sont suffisants pour explorer
le graphe dynamique. Donc pour explorer GN ′ , un agent exécutant l’algorithme
EXPLORER-ANNEAU paie au plus 2N ′ − 3 unités de temps. Comme N ′ < 3N donc
le temps d’exploration de GN est borné par 2(3N)−Θ(1), ce qui conclut la preuve.
�

4.3.2 Les cactus-étoiles complets équilibrés

Nous supposons ici que toutes les feuilles du cactus-étoile ont la même taille
et que l’anneau central est composé que de H-sommets. Le théorème 18 montre
que pour explorer les graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur les
cactus-étoiles complets équilibrés à N sommets, l’agent gagne un facteur multi-
plicatif de 2 sur le temps d’exploration par rapport à l’exploration des graphes
dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur les cactus-étoiles de taille N dans
le cas général. Dans la suite, nous montrons l’importance de ce gain. Décrivons
l’algorithme utilisé avant de donner sa complexité.

L’algorithme utilisé est très simple. L’agent va se rendre tout d’abord sur une
certaine feuille et attendre le temps m− 1, où m est la taille de l’anneau central.
Puis il explore la feuille (en utilisant l’algorithme EXPLORER-ANNEAU décrit dans
la section 3.1), puis revenir sur le sommet de rattachement et y rester pendant un
temps bien déterminé avant d’aller au sommet suivant sur l’anneau central dans
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le sens horaire (si la dynamique du graphe le permet), et ainsi de suite jusqu’à
ce qu’il visite l’ensemble des sommets. Si nous notons par t1 le temps que l’agent
va mettre pour explorer la feuille et revenir sur le sommet de rattachement, et
t2 le temps que l’agent va attendre sur le sommet de rattachement, alors t2 est
l’entier tel que t1 + t2 = 3n− 4, avec n la taille de la feuille.

Le choix de la feuille de départ est effectué en fonction de la dynamique
de l’anneau central. L’agent choisit la feuille telle qu’il ne sera jamais bloqué
pas l’absence d’une arête de l’anneau central. L’existence d’une telle feuille est
prouvée dans la preuve du théorème suivant.

Théorème 18 Pour tout entier N ≥ 3, et pour tout graphe à la dynamique connue

1-intervalle-connexe basé sur un cactus-étoile complet équilibré EN , il existe un

agent (algorithme) capable d’explorer ce graphe dynamique en un temps au plus

3N − 3m + 1 unités de temps, avec N = m × n le nombre de sommet du graphe

dynamique, m la taille de l’anneau central, et n la taille de chaque feuille (anneau

accroché).

Preuve.

Soit N ≥ 3 et GN un graphe dynamique 1-intervalle-connexe basé sur EN .

Pour connâıtre la meilleure position de départ de l’agent, nous supposons
qu’il existe un agent sur chaque sommet de l’anneau central. Les agents exécutent
le même algorithme et la position de départ du premier agent qui va arriver à
explorer le graphe sera la position de départ de notre agent. Pour se rendre sur
ce sommet avant de commencer l’exploration, l’agent paie au plus m − 1 unités
de temps (car le diamètre temporel de l’anneau central est m− 1).

Pour prouver le théorème, nous montrons que le temps d’exploration du pre-
mier agent qui arrive à explorer le graphe dynamique va respecter la borne
énoncée par le théorème. Donc si nous supposons que notre agent va commencer
son exploration sur le même sommet et exécute le même algorithme, alors il va
mettre le même temps que l’agent le plus rapide pour explorer le graphe.

Pour déterminer le temps d’exploration de l’agent le plus rapide, nous suppo-
sons qu’il existe un agent sur chaque sommet de l’anneau central et qu’il com-
mence tous l’exploration en même temps après m − 1 unités de temps. Soit Et
l’ensemble des agents qui n’ont jamais été bloqués sur l’anneau central depuis
le début de l’exploration jusqu’au temps t. Donc, |E0| = m car nous avons m
agents qui n’ont jamais été bloqués au début de l’exploration. Remarquons que
les agents exécutent le même algorithme, et chacun est sur un sommet (distinct
des autres) de l’anneau central. Après chaque 3n− 4 unités de temps, les agents
qui n’ont jamais été bloqués terminent de visiter une nouvelle feuille et sont tous
sur un sommet de l’anneau central (on ne peut pas avoir deux agents jamais
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bloqués sur un même sommet). Comme le graphe dynamique est 1-intervalle-
connexe, donc après chaque 3n − 4 unités de temps, au plus un agent peut être
bloqué pour la première fois, car au plus une arête peut être absente sur l’an-
neau central par unité de temps et que les agents jamais bloqués se déplacent en
même temps sur l’anneau central, donc |Ei| ≥ m − i. Si un agent arrive à tra-
verser m − 1 arêtes sur l’anneau central, alors il va réussir à explorer le graphe.
Remarquons que |Em−1| ≥ 1, ce qui signifie qu’il existe au moins un agent qui
va réussir à explorer le graphe dynamique sans jamais être bloqué sur l’anneau
central. De plus cet agent paie 3n − 4 unités de temps pour explorer chaque
feuille. Ce qui prouve qu’il existe au moins un agent qui va réussir à explorer le
graphe dynamique en 3N − 4m unités de temps. Pour se rendre sur la position
de cet agent, m − 1 unités de temps sont suffisantes. Donc un agent exécutant
l’algorithme décrit ci-dessus, va payer au plus 3N − 3m− 1 unités de temps pour
explorer le graphe dynamique.

�

4.4 Le graphe sous-jacent est un cactus

Dans cette section, nous donnons une borne supérieure sur l’exploration
des graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur les cactus (dans le cas
général). Ici nous ne faisons aucune hypothèse sur la taille ou la nature des an-
neaux qui composent le cactus. Pour tout graphe dynamique basé sur un cactus
CN de taille N , nous donnons deux méthodes d’exploration (étoile et châıne) du
graphe dynamique. Pour chaque méthode, nous donnons une borne supérieure
sur l’exploration du graphe dynamique. Dans la dernière partie de cette section,
nous montrons que la combinaison des deux méthodes que nous donnons ici, ne
permet pas d’explorer les graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur
CN en O(N) unités de temps.

4.4.1 Méthode chaîne

Dans la section 4.2, nous avons prouvé que le temps d’exploration des graphes
dynamiques 1-intervalle-connexes à N sommets basés sur les cactus-chemins de
longueur k est au plus 4N −max{n1, nk}− k− 3 unités de temps. Dans cette sec-
tion nous généralisons la technique utilisée dans l’algorithme donné à la page 94
pour explorer l’ensemble des graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés
sur les cactus à N sommets (sans faire de supposition sur la topologie du cactus
et la taille des anneaux qui le composent). Nous supposons que le cactus est en-
raciné sur le bloc où l’agent débute son exploration. Nous utilisons le formalisme
classique des arbres pour définir les blocs pères, fils et feuilles. Les blocs feuilles,
sont les blocs de degré 1. Un bloc A est le père d’un bloc B, si A est voisin de B
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et est plus proche de la racine que B. Inversement, nous disons que B est le fils
de A. La racine est le bloc de départ de l’agent et il n’a pas de père.

Le principe de l’algorithme est simple. Si un agent arrive sur un anneau
qu’il n’a pas encore visité, il le visite (en utilisant l’algorithme d’exploration de
graphes dynamiques basés sur l’anneau donné dans la section 3.1) puis il passe
au point de rattachement de son fils le plus proche non encore exploré et l’ex-
plore récursivement. Si tous ses fils ont déjà été explorés et qu’il reste un anneau
non encore exploré, alors il passe à son père.

Algorithme 6 MÉTHODE-CHAINE()

1: tant que tous les sommets ne sont pas visités faire

2: si l’anneau courant n’est pas encore exploré alors

3: EXPLORER-ANNEAU (anneau courant)
4: fin si

5: si il existe un fils non encore exploré alors

6: PASSER-AU-SOMMET-DE-RATTACHEMENT (avec ce fils)
7: sinon

8: PASSER-AU-SOMMET-DE-RATTACHEMENT (avec le père)
9: fin si

10: fin tant que

Théorème 19 Pour tout entier N ≥ 3, et pour tout graphe à la dynamique connue

1-intervalle-connexe basé sur un cactus à N sommets, il existe un agent, exécutant

l’algorithme MÉTHODE-CHAINE, capable d’explorer ce graphe dynamique en un

temps au plus
∑k

i=1((2 + di)ni − (di + 3)) unités de temps, avec ni la taille de

l’anneau i, di son degré, et k le nombre d’anneau du cactus.

Preuve.

Un agent exécutant l’algorithme MÉTHODE-CHAINE paie, sur chaque anneau
Ani

du cactus, au plus 2ni − 3 unités de temps pour explorer l’anneau ( cf.
Théorème 10). Pour passer sur le point de rattachement d’un fils ou du père
(s’il en possède), ni − 1 unités de temps sont suffisantes. Comme le degré d’un
bloc est égal au nombre de ses arêtes incidentes, alors sur chaque anneau Ani

du cactus, l’agent paie au plus (2 + di)ni − (di + 3) unités de temps. Le cactus
est composé de k anneaux, alors l’agent paie au plus

∑k
i=1((2 + di)ni − (di + 3))

unités de temps pour explorer le graphe dynamique (cf. Figure4.9). �

Remarquons que si le degré de chaque anneau est une constante, alors le
temps d’exploration du graphe dynamique est en O(N) unités de temps, avec N
la taille du cactus.
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FIGURE 4.9: Graphe difficile pour la méthode-chaine

4.4.2 Méthode étoile

De même que dans la section 4.4.1, nous donnons ici une technique d’explo-
ration des graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur les cactus. Cette
technique est une généralisation de celle utilisée dans la section 4.3. L’algorithme
que nous utilisons ici est le même que celui donné à la section 4.3.1. Nous ver-
rons si l’algorithme reste efficace si nous considérons n’importe quel cactus à N
sommets comme graphe sous-jacent du graphe dynamique.

Pour tout graphe dynamique GN 1-intervalle-connexe basé sur un cactus CN

donné, il existe un graphe dynamique GN ′ 1-intervalle-connexe basé sur AN ′ tel
que, explorer le graphe GN en utilisant l’algorithme, revient à explorer GN ′ en uti-
lisant l’algorithme décrit dans la section 3.1. La construction de GN ′ est la même
que celle donnée à la page 96. Nous conservons la racine de CN et la dynamique
de GN sur cette partie. Tous les H-sommets de la racine seront transformés en
2 C-sommets et un chemin de longueur égal au coût récursif d’exploration du
sous-arbre sera ajouté entre les 2 C-sommets pour former un anneau à la fin.

Théorème 20 Pour tout entier N ≥ 3, et pour tout graphe à la dynamique connue

1-intervalle-connexe basé sur un cactus CN , il existe un agent (algorithme) capable

d’explorer ce graphe dynamique en un temps au plus 3(
∑k

i=1 2
pini) − 4k unités de

temps, avec ni la taille de l’anneau i dans l’arbre enraciné, k le nombre d’anneau

du cactus, et N =
∑k

i=1 ni − k + 1 le nombre de sommets du cactus.
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Preuve. Soit N ≥ 3, CN un cactus à N sommets, et GN un graphe dynamique 1-
intervalle-connexe basé sur CN . Pour prouver le théorème, déterminons d’abord
la taille du graphe dynamique GN ′ basé sur AN ′ tel que explorer GN en utilisant
l’algorithme décrit à la page 95 revient à explorer GN ′ en utilisant l’algorithme
d’exploration des graphes dynamiques basés sur les anneaux.

Pour déterminer la taille de GN ′ , supposons que l’arbre de CN est enraciné sur
le bloc de départ et qu’il est numéroté de haut en bas et de gauche à droite. Par
construction, la taille de GN ′ est la somme de la taille de l’anneau racine plus la
somme des coûts de l’exploration des sous-arbres qui sont rattachés en utilisant
l’algorithme décrit à la page 95. Notons par fe(T ) le coût d’exploration de l’arbre
T du cactus CN .

Si T est réduit à un cycle de taille n, alors fe(T ) = 3n− 4, avec n la taille de
l’anneau. Car pour explorer un anneau et retourner sur le sommet de départ, un
agent exécutant l’algorithme EXPLORER-ANNEAU à besoin d’au plus 3n− 4 unités
de temps, avec n la taille de l’anneau.

Sinon soit n la taille de l’anneau racine, et soit T1, T2, · · · , Tl les sous arbres
rattachés à la racine, nous avons fe(T ) = 2(n+

∑l
i=1 fe(Ti))− 3 + n− 1.

Si nous développons cette récurrence, nous obtenons la borne annoncée dans
le théorème. �

1
n

2
n

3
n

kn
k−1

n

FIGURE 4.10: Graphe difficile pour la méthode-étoile

Si la hauteur de l’arbre enraciné du cactus est une constante, alors le temps
d’exploration du graphe dynamique est en O(N) unités de temps, avec N la taille
du cactus.

4.4.3 Combinaison des deux méthodes

Remarquons que si l’agent est sur un bloc qui a un sous-arbre qui lui est rat-
taché, le sur-coût de l’exploration du bloc plus le sous-arbre est égal à la taille du
bloc moins un si l’agent utilise la méthode châıne, et il est égal au coût d’explo-
ration du sous-arbre si l’agent utilise la méthode étoile. Vu qu’aucune des deux
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méthodes présentées précédemment ne nous permet seule d’avoir une borne en
O(N) sans supposition supplémentaire, dans cette section nous faisons la com-
binaison des deux méthodes, c’est-à-dire sur certains blocs, l’agent va utiliser
la méthode étoile pour les explorer, et sur les blocs qui restent, il va utiliser la
méthode châıne. L’utilisation des deux méthodes se fait comme suit. Si l’agent est
sur un bloc qui n’a pas de fils, alors il utilise l’algorithme d’exploration d’anneau.
Sinon, sur un bloc et un sous-arbre donné, pour choisir sa méthode d’exploration,
l’agent va comparer le coût d’exploration du sous-arbre avec la taille du bloc. Si
la taille du bloc est supérieure au coût d’exploration du sous-arbre alors l’agent
utilise la méthode étoile pour explorer le bloc et le sous arbre, sinon il utilise la
méthode châıne pour les explorer. Dans la suite nous appelons cet algorithme
d’exploration par MÉTHODE-MIXTE.

4.4.3.1 Borne supérieure de l’algorithme MÉTHODE-MIXTE

Dans cette section, nous donnons la complexité de l’algorithme MÉTHODE-
MIXTE

Théorème 21 Un agent exécutant l’algorithme MÉTHODE-MIXTE a besoin d’au

plus 2 · 22
√
logN ·N unités de temps pour explorer n’importe quel graphe à la dyna-

mique connue 1-intervalle-connexe basé sur un cactus à N sommets.

Preuve. Fixons un graphe dynamique 1-intervalle-connexe quelconque basé sur
un cactus CN à N sommets. Pour étudier le temps d’exploration utilisé par la
méthode mixte, nous allons étudier un autre algorithme, noté EXPLORE-CACTUS,
moins performant mais plus facile à analyser. La borne supérieure obtenue sur
cet algorithme moins performant nous donnera une borne supérieure également
valable pour la méthode mixte. Étant donné un anneau père An dans le cac-
tus, soient T1, · · · , Tl ses sous-cactus fils. La méthode mixte choisit, pour cha-
cun de ces fils, la meilleure des deux méthodes étoile et châıne en fonction du
temps d’exploration du sous-cactus et de la taille du père. L’algorithme EXPLORE-
CACTUS choisit quant à lui la méthode à utiliser suivant le critère ci-après. Sup-
posons sans perte de généralité que les sous-cactus T1, · · · , Tl sont classés par
ordre décroissant de leur nombre de sommets. L’algorithme EXPLORE-CACTUS

choisit la méthode châıne pour les sous-cactus T1, · · · , TC−1, et la méthode étoile
pour les sous-cactus TC , · · · , Tl, avec C = 2

√
logN . D’après la propriété d’ordre sur

les sous-cactus, le nombre de sommets de chacun des sous-cactus TC , · · · , Tl ne
peut pas dépasser une fraction 1/C du nombre total de sommets du cactus en-
raciné au père An. Par conséquent, un anneau ne peut pas avoir plus de logC N
ancêtres (lui-même éventuellement inclus) pour lesquels la méthode étoile a été
choisie. En résumé, le temps total utilisé par l’algorithme EXPLORE-CACTUS sur
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le graphe dynamique basé sur CN est au plus 2logC N(C − 1 + 3)N ≤ 2 · 22
√
logNN

par définition de C. Ceci conclut la preuve du théorème. �

4.4.3.2 Borne inférieure de l’algorithme MÉTHODE-MIXTE

Il s’avère que l’algorithme MÉTHODE-MIXTE, ne permet pas d’explorer l’en-
semble des graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur les cactus de
taille Nen O(N) unités de temps. Nous avons le théorème suivant qui le prouve.

Théorème 22 Il existe un graphe à la dynamique connue 1-intervalle-connexe basé

sur un cactus à N sommets tel que le temps d’exploration du graphe dynamique par

un agent exécutant l’algorithme MÉTHODE-MIXTE est au moins 1/2 · 2
√
logN · N

unités de temps.

Preuve.

Soit h un entier pair quelconque. Soit d = 2h+1. On considère un cactus basé
sur un arbre enraciné d-aire complet de hauteur h, c’est-à-dire dont tous les
sommets internes ont exactement d fils et dont toutes les feuilles sont à distance
h de la racine (i.e. à profondeur h). Pour p compris entre 0 et h, posons fh(p) =
d(2d+3)h−p−

∑h−p−1
i=0 (2d+3)i. Tout sommet interne de profondeur p est un cycle

de taille fh(p+ 1) + 1. Les feuilles sont des cycles de taille d+4
3

(qui est un entier
par définition de h). Pour tout cycle, les points communs avec le cycle père et
avec chacun des d cycles fils, s’ils existent, sont tous différents (cf. Figure4.11).
Soit th(p) le temps qu’utilise l’algorithme MÉTHODE-MIXTE sur un sous-cactus
enraciné en un cycle de profondeur p ≤ h. Nous prouvons maintenant que pour
tout p ≤ h, nous avons th(p) = fh(p). La preuve est par récurrence sur (h − p).
D’après les résultats du chapitre précédent, pour p = h, nous avons th(h) =
3d+4

3
− 4 = d = fh(h). Fixons p tel que 1 ≤ p ≤ h quelconque et supposons par

hypothèse de récurrence que th(p) = fh(p). Au niveau d’un cycle à profondeur p−
1, pour chacun de ses fils, les deux méthodes sont équivalentes. Le temps utilisé
par l’algorithme MÉTHODE-MIXTE sera donc th(p− 1) = 2 (fh(p) + 1 + d · th(p))−
3 + fh(p) + 1− 1. Après simplification, et en utilisant l’hypothèse de récurrence,
nous obtenons th(p− 1) = (2d+3)fh(p)− 1, qui est égal à fh(p− 1). Ceci conclut
la preuve par récurrence. Le temps total d’exploration du cactus par l’algorithme
MÉTHODE-MIXTE est donc fh(0). Calculons une borne inférieure sur fh(0). Nous
avons
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fh(0) = d(2d+ 3)h −
h−1
∑

i=0

(2d+ 3)i

= d(2d+ 3)h − (
(2d+ 3)h − 1

2d+ 2
)

≥ (
d− 1

2d+ 2
) · (2d+ 3)h

≥ 2d2 · (2d+ 3)h−1

≥ 2h · dh+1

≥ (
d

2
) · dh+1

Calculons maintenant le nombre total N de sommets du cactus. D’après la
définition du cactus, nous avons N =

∑h−1
p=0 (d

p · fh(p+ 1)) + dh · d+4
3

+ 1. Donc

N ≤
h−1
∑

p=0

(

dp · d(2d+ 3)h−p−1
)

+ dh+1/3

≤ d(2d+ 3)h−1

h−1
∑

p=0

(d/(2d+ 3))p + dh+1/3

≤ 2d(2d+ 3)h−1 + dh+1/3

≤ (2d)h(1 + 3/(2d))h−1 + dh+1/3

≤ dh+1/2 · 4/3 + dh+1/3

≤ dh+1.

On en déduit que d ≥ 2
√
logN . Combinant toutes ces bornes, nous obtenons

fh(0) ≥ 1/2 · 2
√
logN ·N , ce qui conclut la preuve. �

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré dans un premier lieu que le temps d’ex-
ploration des graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur les cactus est
linéaire au nombre de sommets du cactus si les degrés des sommets de l’arbre du
cactus sont constants ou si la hauteur de l’arbre est constante. Dans la deuxième
partie du chapitre, nous avons donné un algorithme d’exploration de graphes
dynamiques que nous avons appelé MÉTHODE-MIXTE et nous avons montré que
pour explorer l’ensemble des graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés
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FIGURE 4.11: Borne inférieure méthode-mixte

sur les cactus à N sommets avec cet algorithme, 2Θ(
√
logN) · N unités de temps

sont nécessaires et suffisantes.
Pour terminer, remarquons que si l’arbre du cactus est complet et équilibré,

alors l’algorithme utilisé dans la page 97 permet d’explorer le graphe en O(N)
unités de temps, avec N la taille du graphe dynamique.



Conclusion et perspectives 5
Ce chapitre donne le récapitulatif des contributions de la thèse et quelques

perspectives liées à celle-ci.

5.1 Conclusion

Les contributions de cette thèse relèvent du domaine de la complexité, de l’al-
gorithmique distribuée et de l’exploration de graphes dynamiques. Les résultats
présentés dans cette thèse donnent des bornes sur la complexité en temps et
en nombre de mouvements de l’exploration de deux familles de graphes dyna-
miques par une entité mobile.

Autour des PV-graphes

Dans le chapitre 2 de la thèse, nous avons montré l’importance de l’attente
aux stations pour explorer les graphes dynamiques périodiquement variables.
Nous avons montré que cette attente permet à l’agent d’explorer les PV-graphes
plus rapidement et en faisant moins de déplacements que dans le cas où il n’a
pas cette possibilité. La meilleure borne connue dans le cas où l’agent n’a pas
la possibilité d’attendre sur les stations au pire cas est de Θ(kp2) mouvements
et unités de temps ([FMS13]), avec k le nombre de transporteurs du système
et p la période de la plus grande route. Dans cette thèse, nous avons prouvé
que ces bornes pouvaient être améliorées si nous donnons à l’agent la possibilité
d’attendre sur les stations durant son exploration. Si nous donnons à l’agent la
possibilité d’attendre sur les stations, la complexité en mouvement, respective-
ment en temps, passe de Θ(kp2) à Θ(min{kp, np, n2}), respectivement Θ(kp2) à
Θ(np) au pire cas, avec n le nombre de sites, k le nombre de transporteurs du
système, et p la période de la plus grande route. Cette possibilité permet à l’agent
d’explorer les PV-graphes qui ne sont pas hautement connexes, ce qui est impos-
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sible dans le cas où l’agent n’a pas la possibilité de descendre d’un transporteur
et rester sur un site. Par ailleurs, l’algorithme que nous proposons pour prouver
les bornes supérieures permet aussi de réaliser la cartographie du PV-graphe, en
plus de l’explorer.

Autour des graphes dynamiques T -intervalle-connexes

Dans les chapitres 3 et 4) de la thèse, nous avons étudié la complexité en
temps de l’exploration d’une autre famille de graphes dynamiques, les graphes
dynamiques T -intervalle-connexes. Nous avons considéré le problème dans deux
scénarios. Dans un premier temps nous avons supposé que l’agent connâıt la
dynamique du graphe, et dans un deuxième temps, nous avons supposé que
l’agent ne connâıt pas la dynamique du graphe.

Il s’avère que le problème de l’exploration est beaucoup plus complexe dans
les graphes dynamiques que dans les graphes statiques. En effet, considérons
par exemple le premier scénario (graphe connu). Le temps d’exploration des
graphes statiques à n sommets est clairement en Θ(n) (pire cas 2n−3). Par contre
la complexité en temps en pire cas de l’exploration des graphes dynamiques
(1-intervalle-connexes) à n sommets reste largement inconnue. Aucune borne
inférieure meilleure que la borne statique n’est connue, tandis que la meilleure
borne supérieure connue est quadratique, et découle directement du fait que le
diamètre temporel de tels graphes est borné par n.

Dans cette thèse, nous avons donné les premiers résultats qui améliorent la
borne supérieure triviale sur le temps d’exploration des graphes dynamiques 1-
intervalle-connexes dans le cas où l’agent connâıt la dynamique du graphe.

Dans le chapitre 3, nous avons considéré le cas où le graphe sous-jacent du
graphe dynamique est un anneau An (graphe acyclique) de taille n et nous avons
montré que 2n − 3 unités de temps sont nécessaires et suffisantes pour explorer
n’importe quel graphe dynamique 1-intervalle-connexe basé sur An.

Nous avons également déterminé la complexité en temps exacte de l’explora-
tion des graphes dynamiques T -intervalle-connexes basés sur l’anneau pour tout
entier T .

Pour étendre le résultat sur un ensemble plus vaste de graphes dynamiques
1-intervalle-connexes, dans le chapitre 4 nous avons considéré une famille de
graphes sous-jacents plus large que la famille des anneaux, les cactus (graphe
connexe tel que deux cycles ont au plus un sommet en commun). Les cactus
ont une structure d’arbre telle que les sommets de l’arbre sont des anneaux et
que deux anneaux ont au plus un sommet en commun. Pour tout graphe dyna-
mique basé sur un cactus, nous avons donné deux techniques pour l’explorer. La
première technique que l’on a appelée méthode châıne consiste à explorer l’an-
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neau père avant de passer à ses fils, et la deuxième dénommée méthode étoile

où lors de l’exploration du père, si l’agent arrive sur un fils il l’explore avant de
continuer l’exploration du père. Nous avons montré que pour tout graphe dyna-
mique 1-intervalle-connexe basé sur un cactus à n sommets, l’agent utilisant la
technique méthode châıne paie au plus

∑k
i=1((2+di)ni−(di+3)) unités de temps,

et si l’agent utilise l’autre technique, il paie 3(
∑k

i=1 2
pini) − 4k unités de temps,

avec avec ni la taille de l’anneau i, di son degré, pi sa profondeur dans l’arbre,
k le nombre d’anneau du cactus et N =

∑k
i=1 ni − k + 1. La méthode châıne

donne une borne en O(N) si le degré de chaque anneau est une constante, et
la méthode étoile donne une borne en O(N) si la hauteur du graphe est une
constante. Comme aucune des deux méthodes ne nous a permis d’avoir une
borne supérieure en O(N) sans supposition supplémentaire, nous avons combiné
les deux méthodes méthode mixte et nous avons montré que pour tout graphe
dynamique 1-intervalle-connexe basé sur un cactus, 2Θ(

√
logN)N unités de temps

sont nécessaires et suffisantes pour l’explorer avec cette méthode.

5.2 Directions de recherches

Le travail que nous avons réalisé est évolutif et de nouvelles perspectives sont
envisageables.

Dans le chapitre 2 de la thèse, nous avons étudié la complexité en temps et
en nombre de mouvements de l’exploration des PV-graphes. Dans la première
partie du chapitre, nous avons montré qu’une connaissance est nécessaire pour
explorer les PV-graphes si l’agent a la possibilité d’attendre sur les stations et
nous avons donné à l’agent une borne supérieure sur la plus grande période.
Dans la deuxième partie du chapitre, nous avons considéré que l’agent n’avait à
sa disposition qu’un sac de cailloux et nous avons étudié le nombre de cailloux
nécessaires et suffisants pour déterminer la période des routes d’un PV-graphe
tout en l’explorant. Nous avons déterminé qu’un caillou est nécessaire pour
déterminer les périodes des routes d’un PV-graphe simple ou circulaire et qu’un
caillou est suffisant si le PV-graphe est circulaire et deux si le PV-graphe est
simple. Trouver le nombre de cailloux nécessaires et suffisants pour déterminer
les périodes des routes d’un PV-graphe arbitraire est un problème ouvert.

Dans le chapitre 4, nous avons étudié la complexité en temps de l’explo-
ration des graphes dynamiques 1-intervalle-connexes basés sur les cactus en
considérant que l’agent connâıt la dynamique du graphe. Cette étude ouvre plu-
sieurs perspectives.

A court terme, nous souhaitons dans un premier temps trouver une autre
façon de mixer les deux méthodes d’exploration présentées dans le chapitre 4,
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ou une nouvelle méthode, pour obtenir une meilleure borne supérieure sur le
temps d’exploration des graphes dynamiques basés sur les cactus.

Nous voulons dans un deuxième temps voir si la T -intervalle-connexité (pour
T > 1) permet de gagner un facteur significatif sur le temps d’exploration des
cactus.

Nous souhaitons aussi étendre la famille des graphes sous-jacents. Pour cela,
nous souhaitons considérer les graphes connexes tel que deux cycles ont au plus
une arête en commun. La difficulté d’exploration des graphes dynamiques 1-
intervalle-connexes basés sur cette famille de graphes par rapport à la faille de
graphes dynamiques considérée dans le chapitre 4 est que sur ces graphes, sur
un cycles deux arêtes peuvent être déconnectées au même moment et que le
graphe reste connexe (voir Figure 5.1).

Absente

Absente

FIGURE 5.1: Exemple de graphe avec deux cycles qui ont une arête en commun

Notre but dans un premier temps est de trouver, s’il existe, un agent qui
connâıt la dynamique du graphe et qui est capable d’explorer l’ensemble des
graphes dynamiques T -intervalle-connexes à n sommets en un temps asympto-
tiquement plus petit que la borne triviale n2, ou dans le cas contraire trouver
une borne inférieure en Ω(n2). Pour cela, nous comptons y aller étape par étape
en considérant dans un premier temps les graphes dynamiques basés sur des
familles de graphes proches de l’anneau.

A long terme, nous pouvons supposer que l’agent ne connâıt pas la dyna-
mique du graphe et étudier la complexité en temps de l’exploration des graphes
dynamiques basés sur les cactus. De même que dans le cas où l’agent connâıt
la dynamique du graphe, nous pouvons aussi considérer la famille des graphes
dynamiques basés sur les graphes connexes tels que deux cycles ont au plus une
arête en commun.

Nous pouvons aussi considérer un nombre d’agents supérieur à un et ensuite
étudier le problème de rendez-vous dans les PV-graphes comme dans les graphes
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dynamiques T -intervalle-connexes, en donnant des techniques simples pour que
les agents puissent communiquer pour explorer l’environnement ensemble.

Un modèle un peu similaire à celui étudié dans le chapitre 2 à été introduit
par Brejova et al. [BDKV11] où les auteurs supposent que les transporteurs se
déplacent sur le graphe de façon aléatoire en suivant une loi de probabilité et que
l’agent choisit le transporteur avec qui monter de façon aléatoire. Dans l’article,
les auteurs étudient le problème de router une information d’un transporteur à
un autre en par l’agent. Il serait intéressant d’étendre ce travail en considérant
le problème de l’exploration.
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Hermès Lavoisier, 2001.
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thesis, Université Paris XI, 2006.

[IW11] D. Ilcinkas and A. Wade. On the power of waiting when exploring
public transportation systems. Proceedings of the 15th International

Conference on Principles of Distributed Systems (OPODIS), pages 451–
464, 2011.

[IW12] D. Ilcinkas and A. Wade. Puissance de l’attente aux stations pour
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