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♣❛$%- ❞❡❝♦♠♣$❡--❡❞ ❛% ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧- ♦❢ ❞❡%❛✐❧✳ ❊①♣❡$✐♠❡♥%❛❧ $❡-✉❧%- ❞❡♠♦♥-%$❛%❡ %❤❡ ❝♦♠♣$❡--✐♦♥ ❛♥❞

❛❞❛♣%❛%✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❜♦%❤ ❛♣♣$♦❛❝❤❡-✳

✐✐✐



❘!"✉♠!

▲❡" ♠♦❞&❧❡" ✸❉ ✈✐,-✉❡❧" "♦♥- ❛✉❥♦✉,❞✬❤✉✐ ❝♦✉,❛♠♠❡♥- ✉-✐❧✐"5" ❞❛♥" ❞❡ ♥♦♠❜,❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡" ❞✬❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥

-❡❧" 9✉❡ ❧❛ "✐♠✉❧❛-✐♦♥ ♥✉♠5,✐9✉❡✱ ❧✬✐♠❛❣❡,✐❡ ♠5❞✐❝❛❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣-✐♦♥ ❛""✐"-5❡ ♣❛, ♦,❞✐♥❛-❡✉,✱ ❧✬✐♥❞✉"-,✐❡ ❞✉

❞✐✈❡,-✐""❡♠❡♥-✱ ❧❛ "❛✉✈❡❣❛,❞❡ ♥✉♠5,✐9✉❡ ❞✉ ♣❛-,✐♠♦✐♥❡ ❛✐♥"✐ 9✉❡ ❧❡ ❝♦♠♠❡,❝❡ 5❧❡❝-,♦♥✐9✉❡✳ ▲❡" ♠❛✐❧❧❛❣❡"

"♦♥- "♦✉✈❡♥- ✉-✐❧✐"5" ♣♦✉, ,❡♣,5"❡♥-❡, ❞❡" ♦❜❥❡-" ✸❉ ✈✐,-✉❡❧"✳ ❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ "✉,❢❛❝✐9✉❡ ✭♦✉ ✈♦❧✉♠✐9✉❡✮ ❡"- ✉♥

❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦❧②❣♦♥❡" ✭♦✉ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡"✮ 5❧5♠❡♥-❛✐,❡" ❛❞❥❛❝❡♥-" 9✉✐✱ ❡♥"❡♠❜❧❡✱ ❝♦♥"-✐-✉❡♥- ✉♥❡ ❛♣♣,♦①✐♠❛-✐♦♥

♣❛, ♣❛,-✐❡ ❞❡ ❧❛ "✉,❢❛❝❡ ✭♦✉ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✮ ,❡♣,5"❡♥-5❡✳ ▲❡" ♠❛✐❧❧❛❣❡" "♦♥- ❛✉❥♦✉,❞✬❤✉✐ ♦♠♥✐♣,5"❡♥-" ❞❛♥"

-♦✉-❡" ❧❡" ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥" 9✉✐ ♥5❝❡""✐-❡♥- ❧❡ ,❡♥❞✉ ❞✬♦❜❥❡-" ✸❉✳ ❉❡" ❝♦♠♣♦"❛♥-" 5❧❡❝-,♦♥✐9✉❡" ❞5❞✐5" ❛✉ ,❡♥❞✉

❞✬✐♠❛❣❡" B ♣❛,-✐, ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡" "♦♥- ✐♥-5❣,5" ❞❛♥" ❞❡ ♥♦♠❜,❡✉① -❡,♠✐♥❛✉①✱ ❞❡ ❧✬♦,❞✐♣❤♦♥❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧❛-❡✉,

❤❛✉-❡ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡✳

❉❛♥" -♦✉- ❧❡" ❞♦♠❛✐♥❡" ❞✬❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥" 9✉✐ ✉-✐❧✐"❡♥- ❞❡" ♠❛✐❧❧❛❣❡"✱ ❧❡" ❜❡"♦✐♥" ❞❡ ♣,5❝✐"✐♦♥ ♥❡ ❝❡""❡♥-

❞✬❛✉❣♠❡♥-❡,✳ ❈❡❧❛ ❡♥❣❡♥❞,❡ ❧❛ ❣5♥5,❛-✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞&❧❡" ❞❡ ♣❧✉" ❡♥ ♣❧✉" ✐♠♣♦,-❛♥-"✳ D❛, ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉❥♦✉,❞✬❤✉✐✱

❞❡" ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥" ❞❡ "✐♠✉❧❛-✐♦♥ ♥✉♠5,✐9✉❡ ♣❡✉✈❡♥- ✉-✐❧✐"❡, ❞❡" ♠❛✐❧❧❛❣❡" 9✉✐ ❝♦♥-✐❡♥♥❡♥- ♣❧✉"✐❡✉," ♠✐❧❧✐❛,❞"

❞❡ ♠❛✐❧❧❡"✳ ❖, ❧❡ "-♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❣,♦" ♠♦❞&❧❡" ❝♦♥"♦♠♠❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡"♣❛❝❡ ❞✐"9✉❡✳ ▲❡✉, -,❛♥"♠✐""✐♦♥ "✉, ✉♥

,5"❡❛✉ B ❢❛✐❜❧❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛""❛♥-❡ ♣❡✉- ♣,❡♥❞,❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ -❡♠♣"✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ ❧❛ ✈✐"✉❛❧✐"❛-✐♦♥ ✐♥-❡,❛❝-✐✈❡ ❡- ♣❧✉"

❣5♥5,❛❧❡♠❡♥- ❧❡ -,❛✐-❡♠❡♥- ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡" ❞❡ ❣,❛♥❞❡ -❛✐❧❧❡ "♦♥- ♣,♦❜❧5♠❛-✐9✉❡" ❝❛, ✐❧" ,❡9✉✐&,❡♥- ❜❡❛✉❝♦✉♣

❞❡ -❡♠♣" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡- ❞❡ ♠5♠♦✐,❡✳ ❉❡" "-,❛-5❣✐❡" ❞✬❛❞❛♣-❛-✐♦♥ ✸❉ "♦♥- ❞♦♥❝ ♥5❝❡""❛✐,❡" ♣♦✉, ❛❝❝5❞❡, B ✉♥

✐♠♣♦,-❛♥- ♠❛✐❧❧❛❣❡ B ♣❛,-✐, ❞✬✉♥ ♣5,✐♣❤5,✐9✉❡ B ❢❛✐❜❧❡ ,❡""♦✉,❝❡"✳

▲❛ -❤&"❡ ♣,5"❡♥-5❡ ❞❛♥" ❝❡ ♠❛♥✉"❝,✐- ✈♦✐- ❧❛ ❝♦♠♣,❡""✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡" ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠5-❤♦❞❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉,

❧✬❛❞❛♣-❛-✐♦♥ ❞❡" ❞♦♥♥5❡" ✸❉✳ ▲❡ ♣,❡♠✐❡, ❜✉- ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣,❡""✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡" ❡"- ❡♥ ❡✛❡- ❞❡ ,5❞✉✐,❡ ❧❛ -❛✐❧❧❡

❞❡" ❞♦♥♥5❡" ❞✉ ♠♦❞&❧❡ ❞✬❡♥-,5❡✳ ▲❡" ❞♦♥♥5❡" ♣❡✉✈❡♥- ❛✐♥"✐ I-,❡ "-♦❝❦5❡" ❡- -,❛♥"♠✐"❡" ♣❧✉" ❛✐"5♠❡♥-✳ ▲❡" ❛❧✲

❣♦,✐-❤♠❡" ❞❡ ❝♦♠♣,❡""✐♦♥ B "✐♠♣❧❡ -❛✉① ,❡"-❛✉,❡♥- ✉♥✐9✉❡♠❡♥-✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥- ❞❡ ❧❛ ❞5❝♦♠♣,❡""✐♦♥✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡

✐♥✐-✐❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥- ❞✬❛✉-,❡" -②♣❡" ❞✬❛❧❣♦,✐-❤♠❡" ♣❡,♠❡--❡♥- ❞❡ ❞5❝♦♠♣,❡""❡, ♣❧✉"✐❡✉," ✈❡,"✐♦♥" ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡

✐♥✐-✐❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛,-✐❡ ❞❡" ❞♦♥♥5❡" 9✉✐ ❡"- ❞5❝♦❞5❡✳

❆✐♥"✐✱ ❧❡" ❛❧❣♦,✐-❤♠❡" ❞❡ ❝♦♠♣,❡""✐♦♥ ♣,♦❣,❡""✐✈❡ ❡♠❜❛,9✉❡♥- ❞❛♥" ❧❡" ❞♦♥♥5❡" ❝♦♠♣,❡""5❡" ✉♥❡ "-,✉❝-✉,❡

❞❡ ❞♦♥♥5❡ ♠✉❧-✐,5"♦❧✉-✐♦♥✳ ❉✉,❛♥- ❧❛ ❞5❝♦♠♣,❡""✐♦♥✱ ✉♥❡ ✈❡,"✐♦♥ ❣,♦""✐&,❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐-✐❛❧ ❡"- ♣,♦❣,❡"✲

"✐✈❡♠❡♥- ,❛✣♥5❡ ❛✉ ❢✉, ❡- B ♠❡"✉,❡ 9✉❡ ❞❡" ❞♦♥♥5❡" "✉♣♣❧5♠❡♥-❛✐,❡" "♦♥- ❞5❝♦♠♣,❡""5❡"✳

▲❡" -❡❝❤♥✐9✉❡" ❞❡ ❝♦♠♣,❡""✐♦♥ ❛✈❡❝ ❛❝❝&" ❛❧5❛-♦✐,❡ ♣❡,♠❡--❡♥- ❞❡ ❞5❝♦♠♣,❡""❡, ❥✉"-❡ ❧❡" ♣❛,-✐❡" ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡

,❡9✉✐"❡" ♣❛, ❧✬✉-✐❧✐"❛-❡✉,✳

❊♥✜♥✱ ❧❡" -❡❝❤♥✐9✉❡" ❞❡ ❝♦♠♣,❡""✐♦♥ ♣,♦❣,❡""✐✈❡ ❛✈❡❝ ❛❝❝&" ❛❧5❛-♦✐,❡ ♣❡,♠❡--❡♥- ❞❡ ❞5❝♦♠♣,❡""❡, ❞✐✛5,❡♥-❡"

♣❛,-✐❡" ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ B ❞✐✛5,❡♥-" ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞5-❛✐❧✳

▲❛ ❝♦♠♣,❡""✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡" ♣❡,♠❡- ❞♦♥❝✱ ❣,N❝❡ B ❝❡" ❞✐✛5,❡♥-" -②♣❡" ❞✬❛❧❣♦,✐-❤♠❡"✱ ❞✬❛❞❛♣-❡, ❧❡" ♠❛✐❧✲

❧❛❣❡" ✸❉ ♣♦✉, 5❝♦♥♦♠✐"❡, ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛""❛♥-❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠5♠♦✐,❡ ❡- ❞✉ -❡♠♣" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊❧❧❡ ♣❡,♠❡- ❛✉""✐

❞✬❛✉❣♠❡♥-❡, ❧❛ ❝❛♣❛❝✐-5 ❞❡ ❧✬✉-✐❧✐"❛-❡✉, ❞✬✐♥-❡,❛❣✐, ❛✈❡❝ ❧❡" ❞♦♥♥5❡"✳

▲❡" -,❛✈❛✉① ❞❡ ❧✬5-❛- ❞❡ ❧✬❛,- ❡♥ ❝♦♠♣,❡""✐♦♥ ♣,♦❣,❡""✐✈❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡" "❡ "♦♥- ❝♦♥❝❡♥-,5" "✉, ❧❡" ♠❛✐❧❧❛❣❡"

-,✐❛♥❣✉❧❛✐,❡"✳ ▼❛✐" ❧❡" ♠❛✐❧❧❛❣❡" ❝♦♥-❡♥❛♥- ❞✬❛✉-,❡" -②♣❡" ❞❡ ❢❛❝❡" "♦♥- ❛✉""✐ ❝♦✉,❛♠♠❡♥- ✉-✐❧✐"5"✳ D❛,

❝♦♥"59✉❡♥-✱ ♥♦✉" ♣,♦♣♦"♦♥" ❡♥ ♣,❡♠✐❡, ❧✐❡✉ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠5-❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣,❡""✐♦♥ ♣,♦❣,❡""✐✈❡ 9✉✐ ♣❡✉- ❡✣✲

❝❛❝❡♠❡♥- ❡♥❝♦❞❡, ❞❡" ♠❛✐❧❧❛❣❡" ❛✈❡❝ ❞❡" ❢❛❝❡" ❞❡ ❞❡❣,5" ❛,❜✐-,❛✐,❡"✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦,✐-❤♠❡ ❛--❡✐♥- ✉♥ ♥✐✈❡❛✉

❞❡ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛,❛❜❧❡ ❛✉① ❛❧❣♦,✐-❤♠❡" ♣,♦❣,❡""✐❢" ❞5❞✐5" B ❧❛ ❝♦♠♣,❡""✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡" -,✐❛♥❣✉❧❛✐,❡"✳

▲❛ ❝♦♠♣,❡""✐♦♥ ♣,♦❣,❡""✐✈❡ ❡"- ❧✐5❡ B ❧❛ ❞5❝✐♠❛-✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡" ❝❛, ❝❡" ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥" ❣5♥&,❡♥- ❞❡"

♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞5-❛✐❧✳ D❛, ❝♦♥"59✉❡♥-✱ ♥♦✉" ♣,♦♣♦"♦♥" ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠5-,✐9✉❡ ✈♦❧✉♠✐9✉❡ "✐♠♣❧❡ ♣♦✉, ❣✉✐❞❡,
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✺✳✶ ❉❡❝✐♠❛/✐♦♥ ♦♣❡%❛/♦%4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

①✈✐✐✐



✺✳✷ ❉❡❝✐♠❛)✐♦♥ ♦♣❡-❛)♦-.✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✺✳✸ ❯♣❞❛)❡ ♦❢ )❤❡ ♦♣❡-❛)✐♦♥ ❝♦.).✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✺✳✹ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡)-✐❝✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✺ :♦❧②❣♦♥❛❧ ❞❡❝✐♠❛)✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡. ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✺✳✻ ❘❛)❡✲❞✐.)♦-)✐♦♥ ❝✉-✈❡. ❢♦- )❤❡ ❝♦♠♣-❡..✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❘❛❜❜✐) ❛♥❞ ❋❡-)✐❧✐)② ♠♦❞❡❧. ✇✐)❤ ✶✷ ❜✐).

E✉❛♥)✐③❛)✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✻✳✶ :-♦❣-❡..✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣-❡..✐♦♥ ♦❢ )❤❡  ❛❞✐❛$♦ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✻✳✷ ❈♦♠♣✉)❛)✐♦♥ ♦❢ ♠❡)-✐❝ FED✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✻✳✸ ❚❤❡ ❛❞❛♣)❛)✐♦♥ ❛❧❣♦-✐)❤♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✻✳✹ ❋♦-♠❛) ♦❢ )❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ .)-❡❛♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✻✳✺ ■♥)❡❣-❛)✐♦♥ ♦❢ ♦✉- ♣-♦❣-❡..✐✈❡ ❝♦♠♣-❡..❡❞ -❡♠♦)❡ ♠❡.❤ -❡♣-❡.❡♥)❛)✐♦♥ ✐♥ ❳✸❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✻✳✻ ❖✉- .)-❡❛♠✐♥❣ ❛-❝❤✐)❡❝)✉-❡ ❢♦- ♣-♦❣-❡..✐✈❡ ✸❉ ♠❡.❤❡.✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✻✳✼ ❖✉- ❝♦-♣✉. ♦❢ ✸❉ ♠♦❞❡❧. ♦❢ .❝✐❡♥)✐✜❝ ❞❛)❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✻✳✽ :-♦❣-❡..✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣-❡..✐♦♥ ♦❢ )❤❡  ❛❞✐❛$♦ ❴■(♦ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✻✳✾ ❙♥❛♣-❤♦/- /❛❦❡♥ ❞✉2✐♥❣ ♦✉2 /❡-/ ♦❢ ♣2♦❣2❡--✐✈❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❛♥❞ 2❡♥❞❡2✐♥❣ ♦❢ ♦✉2 ♠♦❞❡❧ ✇✐/❤

❞✐✛❡2❡♥/ ✈✐❡✇♣♦✐♥/-✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✻✳✶✵ ❙♥❛♣-❤♦/ ♦❢ /❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥/ ✉-❡❞ ❞✉2✐♥❣ ♦✉2 /❡-/ ♦❢ ♣2♦❣2❡--✐✈❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❛♥❞ 2❡♥❞❡2✐♥❣ ♦❢ ♦✉2

♠♦❞❡❧ ✇✐/❤ ❞✐✛❡2❡♥/ -❝2❡❡♥ 2❡-♦❧✉/✐♦♥-✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✼✳✶ ❈❧✉-/❡2✲❜❛-❡❞ 2❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡--✐❜❧❡ ♠❡-❤ ❝♦♠♣2❡--✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✼✳✷ ❘❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡--✐❜❧❡ ❤✐❡2❛2❝❤✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣2❡--✐♦♥ ♦❢ ❛ /2✐❛♥❣❧❡ ♠❡-❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✽✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✈✐❡✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥/ ❞❡❝♦♠♣2❡--✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❢❛♥❞✐-❦ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✽✳✷ ❱✐-✉❛❧✐③❛/✐♦♥ ✈✐❡✇♣♦✐♥/ ♦❢ /❤❡ 2❛❞✐❛/♦2 ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✽✳✸ ❖✈❡2✈✐❡✇ ♦❢ ♦✉2 ♣2♦❣2❡--✐✈❡ ❛♥❞ 2❛♥❞♦♠❧② ❛❝❝❡--✐❜❧❡ ❝♦♠♣2❡--✐♦♥ -❝❤❡♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✽✳✹ ❙♠♦♦/❤✐♥❣ /❤❡ ❜♦2❞❡2 ❜❡/✇❡❡♥ /✇♦ ❝❤❛2/-✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✽✳✺ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣2♦❜❧❡♠- ❣❡♥❡2❛/❡❞ ❜② /❤❡ -❡❣♠❡♥/❛/✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦✇ /♦ ✜① /❤❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✽✳✻ ❙❡❣♠❡♥/❛/✐♦♥- ♦❜/❛✐♥❡❞ ✇✐/❤ /❤❡ ✈❛2✐❛/✐♦♥❛❧ -❤❛♣❡ ❛♣♣2♦①✐♠❛/✐♦♥ ♠❡/❤♦❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✽✳✼ ▼❡2❣✐♥❣ ❢❛❝❡- ❢♦2 /❤❡ ❞❡❝✐♠❛/✐♦♥✲❜❛-❡❞ -❡❣♠❡♥/❛/✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✽✳✽ ❲✐2❡✲♥❡/ ♠❡-❤ ❛♥❞ -❡❣♠❡♥/❛/✐♦♥- ♦❜/❛✐♥❡❞ ✇✐/❤ /❤❡ ✐♥❝2❡♠❡♥/❛❧ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❞❡❝✐♠❛/✐♦♥ ♠❡/❤♦❞✳✶✵✻

✽✳✾ ❲✐2❡ ❝♦♠♣2❡--✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✽✳✶✵ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ❝❤❛2/ ❜♦2❞❡2 ✈❡2/✐❝❡-✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✽✳✶✶ ❚②♣✐❝❛❧ ❞✐-/2✐❜✉/✐♦♥- ♦❢ sc✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✽✳✶✷ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ /❤❡ ❞❡❝♦♠♣2❡--✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡/❛✐❧ ✭l✮ ❢♦2 ❡❛❝❤ ❝❤❛2/✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✽✳✶✸ ●❡♦♠❡/2② ❝♦♥-/2❛✐♥/ ❢♦2 /❤❡ ❞❡❝✐♠❛/✐♦♥ ♦❢ ❜♦2❞❡2 ✈❡2/✐❝❡-✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✽✳✶✹ R❛2/✐❛❧ ❞❡❝♦♠♣2❡--✐♦♥ ♦❜/❛✐♥❡❞ ✇✐/❤ R❘❆▼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✾✳✶ ❙❡❧❡❝/✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣2❡--✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ♦2✐❣✐♥❛❧ 2❛♣/♦2 ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✾✳✷ R❛/❝❤❡- ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣-❡ ❛♥❞ ✈❡2/❡① -♣❧✐/ ♦♣❡2❛/✐♦♥-✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✾✳✸ ❊①❛♠♣❧❡- ♦❢ ❧❡✈❡❧- ♦❢ ❞❡/❛✐❧ ❣❡♥❡2❛/❡❞ ❜② ♦✉2 ❞❡❝✐♠❛/✐♦♥ ❛❧❣♦2✐/❤♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

①✐①



✾✳✹ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ♣+♦❝❡-- ♦❢ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡2❛✐❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✾✳✺ ▲♦❝❛❧ ❋+❡-♥❡2 ❢+❛♠❡ (t1, t2,n) ✉-❡❞ 2♦ ❡♥❝♦❞❡ 2❤❡ ❣❡♦♠❡2+② +❡-✐❞✉❛❧ r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✾✳✻ ❊♥❝♦❞✐♥❣ 2+❛✈❡+-❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵
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♦❢ (②♥%❤❡%✐❝ ❛♥❞ '❡❝♦♥(%'✉❝%❡❞ ✸❉ ♠❡(❤❡(✳

❚❤❡ ✸❉ (✉'❢❛❝❡ ♠❡(❤ '❡♣'❡(❡♥%❛%✐♦♥ ❜❡❝❛♠❡ ♣♦♣✉❧❛' ❜❡❝❛✉(❡ ✐% ✇❛( (✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❡❛(✐❧② ❜❡ ♣'♦❝❡((❡❞

❜② ❝♦♠♣✉%❡'(✳ ❊❧❡❝%'♦♥✐❝ ❝❤✐♣( ❞❡❞✐❝❛%❡❞ %♦ %❤❡ '❡♥❞❡'✐♥❣ ♦❢ ✐♠❛❣❡( ❢'♦♠ ✸❉ ♠❡(❤❡( ✇❡'❡ ❞❡(✐❣♥❡❞✳ ❚❤❡②

❛'❡ %♦❞❛② ❝❛❧❧❡❞ ●'❛♣❤✐❝❛❧ Q'♦❝❡((✐♥❣ ❯♥✐%( ✭●Q❯(✮ ❛♥❞ ❛'❡ ♣'❡(❡♥% ✐♥ ♠♦(% ♣❡'(♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉%❡'( ❛♥❞ (♠❛'%✲

♣❤♦♥❡(✳ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ Q'♦❣'❛♠♠✐♥❣ ■♥%❡'❢❛❝❡( ✭❆Q■(✮ (✉❝❤ ❛( ❖♣❡♥●▲

✶

❛♥❞ ▼✐❝'♦(♦❢% ❉✐'❡❝%✸❉

✷

❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ %♦ ❛❧❧♦✇ (♦❢%✇❛'❡ %♦ ✉(❡ %❤❡ ●Q❯ %♦ '❡♥❞❡' ✸❉ ❞❛%❛✳

❉✉'✐♥❣ %❤❡ (❛♠❡ %✐♠❡✱ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧ (✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥( ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ %❤❡ ✉(❛❣❡ ♦❢ ♠❛((✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡

♠❡(❤❡(✳ ❱♦❧✉♠❡ ♠❡(❤❡( ❝♦♥(✐(% ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝%✐♦♥ ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥% ❡❧❡♠❡♥%❛'② ♣♦❧②❤❡❞'♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ❝❡❧❧( %❤❛% %♦❣❡%❤❡'

❝♦♥(%✐%✉%❡ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐(❡ ❛♣♣'♦①✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ '❡♣'❡(❡♥%❡❞ ✈♦❧✉♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ (✐♠✉❧❛%✐♥❣ ♣❤②(✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠✲

❡♥❛✱ (♦♠❡ ❡C✉❛%✐♦♥( ❝❛♥♥♦% ❜❡ (♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②%✐❝❛❧❧②✳ ❚♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♣♣'♦①✐♠❛%✐✈❡ (♦❧✉%✐♦♥✱ ♦♥❡ ♠✉(% '❡(♦'% %♦

❞✐(❝'❡%✐③❛%✐♦♥ %❤'♦✉❣❤ ♠❡(❤❡(✳ ❚❤❡ ❡C✉❛%✐♦♥( ❛'❡ %❤❡♥ ♥✉♠❡'✐❝❛❧❧② (♦❧✈❡❞ ♦♥ %❤❡ ❡❧❡♠❡♥%❛'② ❝❡❧❧( ✉♥%✐❧ %❤❡

❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ✐( ♦❜%❛✐♥❡❞✳ ■❢ %❤❡ (%✉❞✐❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤❛( ❛ ✸❉ ♥❛%✉'❡✱ ♦♥❡ ♠✉(% '❡(♦'% %♦ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡(❤❡(✳

✶

❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳❦❤(♦♥♦+✳♦(❣✴♦♣❡♥❣❧

✷

❤!!♣✿✴✴♠+❞♥✳♠✐❝(♦+♦❢!✳❝♦♠

✶



a.

b.

•



✈✐"#✉❛❧ ✇♦"❧❞✳ ❙♦♠❡ ✐♥/#❛❧❧❛#✐♦♥/ ❤❛✈❡ ❡✈❡♥ ❜❡❡♥ ❡2✉✐♣♣❡❞ ✇✐#❤ ❛ /#❡"❡♦ ✈✐/✐♦♥ /②/#❡♠✱ #❤✉/ ♣"♦✈✐❞✐♥❣

#♦ #❤❡ ✉/❡" #❤❡ ❢❡❡❧✐♥❣ #❤❛# #❤❡ ✈✐"#✉❛❧ /❝❡♥❡ ❤❛/ ❛ ❞❡♣#❤✳ ❚❤❡/❡ /②/#❡♠/ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❛❞✈❛♥#❛❣❡/ ✐♥ #❤❡

❝♦♥#❡①# ♦❢ ♣"♦❞✉❝# ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥#✳ ❋♦" ✐♥/#❛♥❝❡✱ #❤❡② ❛❧❧♦✇ #♦ ♣❛"#✐❛❧❧② #❡/# ❛ ❝❛" ✇✐#❤♦✉# ❛♥② ❝♦/#❧②

♣❤②/✐❝❛❧ ♣"♦#♦#②♣✐♥❣✳

• ❙♦♠❡ ✸❉ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡#❤♦❞/ ❛❧❧♦✇ #♦ ❜✉✐❧❞ ✸❉ ♠❡/❤ "❡♣"❡/❡♥#❛#✐♦♥/ ♦❢ #❤❡ ♦"❣❛♥/ ♦❢ ❛ ♣❛#✐❡♥#

#♦ ❡❛/❡ #❤❡ ❞✐❛❣♥♦/✐/✳ ❚❤❡② ❛❧/♦ ❡♥❛❜❧❡ #❤❡ /✐♠✉❧❛#✐♦♥ ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ ❡①❛♠✐♥❛#✐♦♥/ ♦" /✉"❣✐❝❛❧ ❣❡/#✉"❡/✳ ❋♦"

❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬❑@❤♥❛♣❢❡❧ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✱ #❤❡ ❛✉#❤♦"/ ♣"❡/❡♥# ❛ ✈✐"#✉❛❧ "❡❛❧✐#② #"❛✐♥✐♥❣ /②/#❡♠ ❢♦" ❡♥❞♦/❝♦♣✐❝

/✉"❣❡"②✳

• ❚❤❡ ❞✐❣✐+❛❧ ❝❛♣+✉.❡ ♦❢ ❤❡.✐+❛❣❡ ❡♥❛❜❧❡/ #❤❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥# ❛❝❝❡// #♦ ❛"#✇♦"❦ ❢"♦♠ ❛♥②✇❤❡"❡ ❛# ❛♥②#✐♠❡✳

■# ✐/ #❤❡"❡❢♦"❡ ❛❧/♦ ❡❛/✐❡" #♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡// #♦ ❣"❡❛# ♣✐❡❝❡/ ♦❢ ❤✐/#♦"② ❛♥❞ #♦ ❝♦♥❞✉❝# "❡/❡❛"❝❤ ♦♥ ✐#✳ ❑♦❧❧❡"

❡# ❛❧✳ ❡①❤✐❜✐# #❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡/ ❜❡❤✐♥❞ #❤❡ ❝"❡❛#✐♦♥ ♦❢ ❞✐❣✐#❛❧ ❛"❝❤✐✈❡/ ♦❢ ✸❉ ❝✉❧#✉"❛❧ ❤❡"✐#❛❣❡ ♠♦❞❡❧/

❬❑♦❧❧❡" ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳

• ❊✲❝♦♠♠❡.❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥/ ❤❛✈❡ ❛❧/♦ ❢♦✉♥❞ ❜❡♥❡✜#/ ✐♥ ♦✛❡"✐♥❣ #♦ ❝✉/#♦♠❡"/ ✐♥#❡"❛❝#✐✈❡ ✈✐"#✉❛❧ "❡♣❧✐❝❛/

♦❢ /♦❧❞ ♣"♦❞✉❝#/✳ ❈♦♠♣❛♥✐❡/ /✉❝❤ ❛/ J❛❝❦/❤♦#❈"❡❛#♦"

✹

❛❧"❡❛❞② ♣"♦♣♦/❡ ❛✉#♦♠❛#✐❝ /②/#❡♠/ #❤❛# ❝❛♥

#❛❦❡ ♣✐❝#✉"❡/ ♦❢ ♣"♦❞✉❝# ❢"♦♠ ❞✐✛❡"❡♥# ✈✐❡✇♣♦✐♥#/✳ ❖♥ #❤❡ ♣"♦❞✉❝# ✇❡❜ ♣❛❣❡✱ #❤❡ ❝✉/#♦♠❡" ❝❛♥ #❤❡♥

✐♥#❡"❛❝#✐✈❡❧② ❝❤❛♥❣❡ #❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥#/ ♦❢ #❤❡ ❞✐/♣❧❛②❡❞ ✐♠❛❣❡ #♦ ✇❛#❝❤ #❤❡ ♣"♦❞✉❝# ❢"♦♠ ❞✐✛❡"❡♥# ✈✐❡✇

♣♦✐♥#/✳

❲✐#❤ #❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥# ♦❢ #❤❡ ❲❡❜●▲ #❡❝❤♥♦❧♦❣②

✺

✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡/ #❤❡ ✐♥❝❧✉/✐♦♥ ♦❢ ✐♥#❡"❛❝#✐✈❡ ✸❉ ❝♦♥#❡♥#

✐♥/✐❞❡ ✇❡❜ ♣❛❣❡/✱ ❢✉#✉"❡ ❡✲❝♦♠♠❡"❝❡ ✇❡❜ /✐#❡/ ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❡/❤ "❡♣"❡/❡♥#❛#✐♦♥/ ♦❢ #❤❡✐" ♣"♦❞✉❝#/✳

❚❤❡② ✐♥❞❡❡❞ ♦✛❡" ♠♦"❡ ✈❛"✐❡❞ "❡♥❞❡"✐♥❣ ❢❡❛#✉"❡/ ❛♥❞ ✉/❡" ✐♥#❡"❛❝#✐♦♥/✳

❙♦♠❡ ❛✉❣♠❡♥#❡❞ "❡❛❧✐#② ❢"❛♠❡✇♦"❦/ ❤❛✈❡ ❛❧/♦ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ #♦ ❛❧❧♦✇ ❝✉/#♦♠❡"/ #♦ ✈✐"#✉❛❧❧② #"②

❝❧♦#❤❡/ ❬❍✐❧/♠❛♥♥ ❛♥❞ ❊✐/❡"#✱ ✷✵✵✾❪ ♦" /❤♦❡/ ❬❊✐/❡"# ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤❡/❡ /②/#❡♠/ ❝❛♥ ❞✐/♣❧❛② #❤❡ ✸❉

♠♦❞❡❧ ♦❢ #❤❡ #❡/#❡❞ ♣"♦❞✉❝# ♦♥ #❤❡ ❝❛♣#✉"❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ #❤❡ ❝✉/#♦♠❡"✳

• ❚❤❡ ❡♥+❡.+❛✐♥♠❡♥+ ✐♥❞✉4+.② ✐/ ❛❧/♦ ❛ ❜✐❣ ✸❉ ♠❡/❤ ♣"♦❞✉❝❡"✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠❡/❤❡/ ❛"❡ ✉/❡❞ #♦ "❡♣"❡/❡♥#

#❤❡ ❡♥✈✐"♦♥♠❡♥#/ ❛♥❞ #❤❡ ❝❤❛"❛❝#❡"/ ✐♥ ✸❉ ✈✐❞❡♦ ❣❛♠❡/ ❛♥❞ ❛♥✐♠❛#✐♦♥ ♠♦✈✐❡/ ✭/❡❡ ❋✐❣✉"❡ ✸✮✳ ■♥

#❤✐/ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛ ❧♦# ♦❢ "❡/❡❛"❝❤ ✐/ ❝♦♥❞✉❝#❡❞ #♦ ❛♥/✇❡" #♦ #❤❡ ❝♦♠♠❡"❝✐❛❧ ♥❡❡❞ #♦ ❣❡♥❡"❛#❡ ❣❛♠❡/ ❛♥❞

❛♥✐♠❛#✐♦♥ ♠♦✈✐❡/ ❛/ ♣❤②/✐❝❛❧❧② "❡❛❧✐/#✐❝ ❛/ ♣♦//✐❜❧❡✳

❋✐❣✉"❡ ✸✿ ❆ ❢"❛♠❡ ♦❢ #❤❡ ❇✐❣ ❇✉❝❦ ❇✉♥♥② ❛♥✐♠❛#✐♦♥ ♠♦✈✐❡ ✲ ❇❧❡♥❞❡" ❋♦✉♥❞❛#✐♦♥ ⑤ ✇✇✇✳❜❧❡♥❞❡"✳♦"❣✳ ❚❤❡

❝❤❛"❛❝#❡"/ ♦❢ #❤❡ ♠♦✈✐❡ ✇❡"❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐#❤ ✸❉ ♠❡/❤❡/✳

• ❘❡❣❛"❞✐♥❣ ❝♦♠♣✉+❛+✐♦♥❛❧ 4✐♠✉❧❛+✐♦♥✱ #❤❡ "❡/✉❧#/ ♦❢ #❤❡ ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥/ ❛"❡ ♦❢#❡♥ ✈✐/✉❛❧✐③❡❞ ✉♥❞❡" #❤❡

❢♦"♠ ♦❢ /✉"❢❛❝❡ ♠❡/❤❡/ ✇✐#❤✱ ❢♦" ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦❧♦"/ ❛# ♥♦❞❡/ ♦" ❝❡❧❧/ #❤❛# "❡♣"❡/❡♥# #❤❡ ❝♦♠♣✉#❡❞ ✈❛❧✉❡/✳

✹

❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳♣❛❝❦*❤♦!✲❝-❡❛!♦-✳❝♦♠✴

✺

❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳❦❤-♦♥♦*✳♦-❣✴✇❡❜❣❧✴

✸
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a. Single-rate decompression

b. Progressive decompression

c. Random-accessible decompression

d. Progressive random-accessible decompression
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%✐❛❧ $❡❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✐♥♣✉% ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ♥❛♠❡❞ ✐%  ❘❆▼ ✭8#♦❣#❡$$✐✈❡ ❘❛♥❞♦♠ ❆❝❝❡$$✐❜❧❡ ▼❡$❤✮✳ ❚❤❡

❣❡♥❡#❛%❡❞ ❝❧✉$%❡#$ ❛#❡ ❝♦♠♣#❡$$❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥%❧② ❜② ❛ ♣#♦❣#❡$$✐✈❡ ❛❧❣♦#✐%❤♠✳ ❲✐%❤ ❛♥ ❛♣♣#♦♣#✐❛%❡ $❡❣♠❡♥✲

%❛%✐♦♥✱ %❤✐$ ❛♣♣#♦❛❝❤ ✐$ $✉✐%❡❞ %♦ ✈✐❡✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥% ❞❡❝♦♠♣#❡$$✐♦♥ ❜✉% ✐% ❝❛♥♥♦% ❝♦♠❜✐♥❡ ❛ ❤✐❣❤ ❣#❛♥✉❧❛#✐%②

#❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡$$ ✇✐%❤ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣#❡$$✐♦♥ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝❧♦$✐♥❣ ♦❢ ❤♦❧❡$ ❜❡%✇❡❡♥ ♣❛#%✐❛❧❧② ❞❡❝♦♠♣#❡$$❡❞

❝❧✉$%❡#$ #❡♠❛✐♥$ ❛❧$♦ ♣#♦❜❧❡♠❛%✐❝✳

❲❡ %❤❡#❡❢♦#❡ ❞❡$✐❣♥❡❞ ❛ $❡❝♦♥❞ ♣#♦❣#❡$$✐✈❡ #❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡$$✐❜❧❡ %#✐❛♥❣✉❧❛# ♠❡$❤ ❝♦♠♣#❡$$✐♦♥ $❝❤❡♠❡ ♥❛♠❡❞

 ❖▼❆❘ ✭8#♦❣#❡$$✐✈❡ ❖#✐❡♥%❡❞ ▼❡$❤ ❆❝❝❡$$✐❜❧❡ ❘❛♥❞♦♠❧②✮✳ ■% ❛❧❧♦✇$ ❛ ♠✉❝❤ ✜♥❡# #❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡$$ ❣#❛♥✲

✉❧❛#✐%②✳ ❲✐%❤ %❤✐$ ❛♣♣#♦❛❝❤✱ ♥♦ ✐♥✐%✐❛❧ $❡❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ✐$ ♣❡#❢♦#♠❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣#❡$$✐♦♥ ❛❧❣♦#✐%❤♠ ❣❡♥❡#❛%❡$

♦♥❡ ♣✐❡❝❡ ❞❡❝♦♠♣#❡$$❡❞ ♠♦❞❡❧$ ✇✐%❤ ❛ $♠♦♦%❤ %#❛♥$✐%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ #❡❣✐♦♥$ ❞❡❝♦♠♣#❡$$❡❞ ❛% ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇

❧❡✈❡❧$ ♦❢ ❞❡%❛✐❧✳ ❆❧❧ %❤❡ ❞❡❝♦♠♣#❡$$❡❞ %#✐❛♥❣❧❡$ ❝♦♠❡ ❞✐#❡❝%❧② ❢#♦♠ %❤❡ ❞❡❝✐♠❛%✐♦♥ ❛♥❞ %❤❡#❡❢♦#❡ #❡$♣❡❝% ✐%$

♠❡%#✐❝✳

❖✈❡#✈✐❡✇

■♥ %❤❡ ✜#$% %✇♦ ❝❤❛♣%❡#$✱ ✇❡ #❡❝❛❧❧ $♦♠❡ ♣#❡❧✐♠✐♥❛#② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ♣#❡✈✐♦✉$ ✇♦#❦ ❛❜♦✉% ♠❡$❤❡$ ❛♥❞ $✐♥❣❧❡✲

#❛%❡ ♠❡$❤ ❝♦♠♣#❡$$✐♦♥✳

• ❚❤❡ ❈❤❛♣%❡# ✶ ✐♥%#♦❞✉❝❡$ ♣#❡❧✐♠✐♥❛#② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉% ✸❉ ♠❡$❤❡$ ❛♥❞ ❞❛%❛ ❝♦♠♣#❡$$✐♦♥✳ ■% ❞❡✜♥❡$ ❛
♠❡$❤ ❛♥❞ ✇❤❛% ❛#❡ ✐%$ ❡❧❡♠❡♥%$ ❛♥❞ ♣#♦♣❡#%✐❡$✳ ❆❢%❡# ❛ ❞❡$❝#✐♣%✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡#❛❧ ❞❛%❛ $%#✉❝%✉#❡$ %♦ $%♦#❡

♠❡$❤❡$✱ ✐% ♣#♦✈✐❞❡$ %❤❡ ❣❡♥❡#❛❧ ♣#✐♥❝✐♣❧❡$ ♦❢ ❞❛%❛ ❝♦♠♣#❡$$✐♦♥✳

• ❚❤❡ ❈❤❛♣%❡# ✷ ✐$ ❛ $%❛%❡✲♦❢✲%❤❡✲❛#% ❛❜♦✉% $✐♥❣❧❡ #❛%❡ ♠❡$❤ ❝♦♠♣#❡$$✐♦♥✳ ❙%❛#%✐♥❣ ❢#♦♠ %❤❡ ♣✐♦♥❡❡#✐♥❣
✇♦#❦✱ ✇❡ #❡✈✐❡✇ ❛❧❧ #❡❧❡✈❛♥% ❛♣♣#♦❛❝❤❡$ ♣#♦♣♦$❡❞ ❢♦# %❤❡ ❝♦♠♣#❡$$✐♦♥ ♦❢ $%❛%✐❝ ♠❡$❤❡$✳

❚❤❡ ♥❡①% ❢♦✉# ❝❤❛♣%❡#$ ❛#❡ ❞❡❞✐❝❛%❡❞ %♦ ♣#❡✈✐♦✉$ ✇♦#❦ ❛♥❞ ♦✉# ❝♦♥%#✐❜✉%✐♦♥ ❛❜♦✉% ♣#♦❣#❡$$✐✈❡ ♠❡$❤

❝♦♠♣#❡$$✐♦♥✱ ♠❡$❤ ❞❡❝✐♠❛%✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡$❤ ❛❞❛♣%❛%✐♦♥✳

• ❚❤❡ ❈❤❛♣%❡# ✸ ✐$ ❛ $%❛%❡✲♦❢✲%❤❡✲❛#% ❛❜♦✉% ♣#♦❣#❡$$✐✈❡ ♠❡$❤ ❝♦♠♣#❡$$✐♦♥✳

• ❚❤❡ ❈❤❛♣%❡# ✹ ❞❡$❝#✐❜❡$ 88▼❈✱ ♦✉# ♣♦❧②❣♦♥ ♣#♦❣#❡$$✐✈❡ ♠❡$❤ ❝♦♠♣#❡$$✐♦♥ ❛❧❣♦#✐%❤♠✳ ❊①♣❡#✐♠❡♥%❛❧
#❡$✉❧%$ ❛#❡ ♣#♦✈✐❞❡❞ %♦ ❞❡♠♦♥$%#❛%❡ %❤❡ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ❛♣♣#♦❛❝❤✳

• ❚❤❡ ❈❤❛♣%❡# ✺ ✐$ ❛❜♦✉% ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡$❤ $✐♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥✳ ■% ♣#❡$❡♥%$ ♦✉# ♥❡✇ $✐♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡%#✐❝ %❤❛%
❝❛♥ ❞#✐✈❡ %❤❡ ❞❡❝✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡$❤❡$✳ ■% ❛❧$♦ $❤♦✇ ❤♦✇ %❤✐$ ♠❡%#✐❝ ❝❛♥ ✐♥ $♦♠❡ ❝❛$❡$ ✐♠♣#♦✈❡

%❤❡ #❛%❡✲❞✐$%♦#%✐♦♥ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡ ♦❢ 88▼❈✳

• ❚❤❡ ❈❤❛♣%❡# ✻ ❞❡♠♦♥$%#❛%❡$ %❤❡ ✉%✐❧✐%② ♦❢ ♣#♦❣#❡$$✐✈❡ ♠❡$❤ ❝♦♠♣#❡$$✐♦♥ ❛❧❣♦#✐%❤♠$ ✐♥ ❛ ❝♦♥%❡①% ♦❢
#❡♠♦%❡ $❝✐❡♥%✐✜❝ ✈✐$✉❛❧✐③❛%✐♦♥✳ ■% ❞❡$❝#✐❜❡$ ❛ ♥❡✇ $✐♠♣❧❡ ❛❞❛♣%❛%✐♦♥ ❢#❛♠❡✇♦#❦ %❤❛% ♠❛♥❛❣❡$ %❤❡

♠✉❧%✐♣❧❡ ❝♦♥$%#❛✐♥%$ ♦❢ %❤✐$ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥✳

❚❤❡ ❧❛$% %❤#❡❡ ❝❤❛♣%❡#$ ❞❡❛❧ ✇✐%❤ ♣#❡✈✐♦✉$ ✇♦#❦ ❛♥❞ ♦✉# ❝♦♥%#✐❜✉%✐♦♥ ❛❜♦✉% ♣#♦❣#❡$$✐✈❡ #❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡$$✐❜❧❡

♠❡$❤ ❝♦♠♣#❡$$✐♦♥✳

• ❚❤❡ ❈❤❛♣%❡# ✼ ✐$ ❛ $%❛%❡✲♦❢✲%❤❡ ❛#% ❛❜♦✉% #❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡$$✐❜❧❡ ❛♥❞ ♣#♦❣#❡$$✐✈❡ #❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡$$✐❜❧❡ ♠❡$❤
❝♦♠♣#❡$$✐♦♥✳

• ❚❤❡ ❈❤❛♣%❡# ✽ ❞❡$❝#✐❜❡$ 8❘❆▼✱ ♦✉# ✜#$% ♣#♦❣#❡$$✐✈❡ #❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡$$✐❜❧❡ ♠❡$❤ ❝♦♠♣#❡$$✐♦♥ ❛❧❣♦#✐%❤♠
❜❛$❡❞ ♦♥ %❤❡ $❡❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✐♥♣✉% ♠❡$❤✳ ❊①♣❡#✐♠❡♥%❛❧ #❡$✉❧%$ ❞❡♠♦♥$%#❛%❡ %❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ %❤❡

❛♣♣#♦❛❝❤✳

• ❚❤❡ ❈❤❛♣%❡# ✾ ❞❡❛❧$ ✇✐%❤ 8❖▼❆❘✱ ♦✉# $❡❝♦♥❞ ♣#♦❣#❡$$✐✈❡ #❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡$$✐❜❧❡ ♠❡$❤ ❝♦♠♣#❡$$✐♦♥ ❛❧❣♦✲
#✐%❤♠✳ ❊①♣❡#✐♠❡♥%❛❧ #❡$✉❧%$ ❛#❡ ❛❧$♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ %❤✐$ ❝❤❛♣%❡#✳

❋✐♥❛❧❧②✱ %❤✐$ %❤❡$✐$ ❡♥❞$ ❜② ❛ ❣❡♥❡#❛❧ ❝♦♥❝❧✉$✐♦♥ %❤❛% ♦✉%❧✐♥❡$ ❣❡♥❡#❛❧ ♣❡#$♣❡❝%✐✈❡$ ❢♦# ❢✉%✉#❡ ✇♦#❦✳

✽



❈❤❛♣$❡& ✶

 !❡❧✐♠✐♥❛!✐❡( ♦♥ ♠❡(❤❡( ❛♥❞ ❝♦♠♣!❡((✐♦♥

✶✳✶ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ❛✐♠# ❛' ♣)♦✈✐❞✐♥❣ ♣)❡❧✐♠✐♥❛)② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ '♦ ✉♥❞❡)#'❛♥❞ '❤❡ )❡#' ♦❢ '❤✐# '❤❡#✐#✳ ❚❤✐# ♠❛♥✉#❝)✐♣'

✐# ❛❜♦✉' ♠❡#❤ ❝♦♠♣)❡##✐♦♥✳ ❙♦ '❤❡ ❙❡❝'✐♦♥ ✶✳✷ ❞❡#❝)✐❜❡# ✇❤❛' ✐# ❛ ♠❡#❤ ✐♥ ❛ ♣)❛❝'✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛ ❢♦)♠❛❧ ✇❛②

❛♥❞ ✇❤❛' ❛)❡ ✐'# ♣)♦♣❡)'✐❡#✳ ❚❤❡ ❙❡❝'✐♦♥ ✶✳✸ '❤❡♥ ❛❞❞)❡##❡# '❤❡ ♠❡#❤ #'♦)❛❣❡ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉'❡) ♠❡♠♦)② ')♦✉❣❤

#♣❡❝✐✜❝ ❞❛'❛ #')✉❝'✉)❡#✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ '❤❡ ❙❡❝'✐♦♥ ✶✳✹ ✐♥')♦❞✉❝❡# #♦♠❡ ❣❡♥❡)❛❧ ♥♦'✐♦♥# ❛❜♦✉' ❞❛'❛ ❝♦♠♣)❡##✐♦♥✳

✶✳✷ ❉❡✜♥✐$✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡2❤

✶✳✷✳✶ #$❛❝'✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐'✐♦♥

❆ ✸❉ ♠❡#❤ ✐# ❛ ❞✐#❝)❡'❡ )❡♣)❡#❡♥'❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ #✉)❢❛❝❡ ♦) '❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ ✸❉ ♦❜❥❡❝'✳ ■' ❝❛♥ ❜❡ #❡❡♥ ❛#

❛♥ ✉♥#')✉❝'✉)❡❞ ❣)✐❞ ♦) ❛ ❣)❛♣❤ ✇✐'❤ ❣❡♦♠❡')✐❝ ♣)♦♣❡)'✐❡#✳ ❆ ♠❡#❤ ✐# ❛❝'✉❛❧❧② ❛ ❤✐❡)❛)❝❤✐❝❛❧ ❛##❡♠❜❧② ♦❢

❞✐✛❡)❡♥' ❡❧❡♠❡♥'# )❡♣)❡#❡♥'❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉)❡ ✶✳✶✳

a. b. c. d.

❋✐❣✉)❡ ✶✳✶✿ ❊❧❡♠❡♥'# ♦❢ ❛ ♠❡#❤✳ ❛✳ ❆ #❡' ♦❢ ✈❡)'✐❝❡#✳ ❜✳ ❱❡)'✐❝❡# ❛)❡ ❝♦♥♥❡❝'❡❞ '✇♦ ❜② '✇♦ '❤)♦✉❣❤ ❡❞❣❡#✳

❝✳ ❈❧♦#❡❞ ♣❛'❤# ♦❢ ❡❞❣❡# ❝♦♥#'✐'✉'❡ ❢❛❝❡#✳ ❞✳ ❚❤❡ ✐♥'❡)✐♦) ♦❢ '❤❡ #✉)❢❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❢❛❝❡# ❢♦)♠# ❛ ❝❡❧❧✳

• ❱❡"#✐❝❡& ❛)❡ '❤❡ ❜❛#❡ ❡❧❡♠❡♥'# ♦❢ '❤❡ ♠❡#❤✳ ❚❤❡② ❞❡✜♥❡ ❛ ♣♦#✐'✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✸❉ ❈❛)'❡#✐❛♥ #♣❛❝❡✳

• ❊❞❣❡& ❛)❡ #❡❣♠❡♥'# '❤❛' ❝♦♥♥❡❝' '✇♦ ✈❡)'✐❝❡# ♦❢ '❤❡ ♠❡#❤✳

• ❋❛❝❡& ❛)❡ ♣♦❧②❣♦♥# ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❝❧♦#❡❞ ♣❛'❤ ♦❢ ❡❞❣❡#✳

• ❈❡❧❧& ❛)❡ ♣♦❧②❤❡❞)♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❝❧♦#❡❞ #✉)❢❛❝❡ ♦❢ ❢❛❝❡#✳

❚❤❡ ✐♥❢♦)♠❛'✐♦♥ ❝♦♥'❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♠❡#❤ ✐# ♦❢'❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥'♦ '❤)❡❡ ❝❛'❡❣♦)✐❡#✳

✾



•

•

•

a. b. c.



a.

b.



a.
c.

b.

❋✐❣✉$❡ ✶✳✻✿ ❘❡❣✉❧❛$✱ .❡♠✐✲$❡❣✉❧❛$ ❛♥❞ ✐$$❡❣✉❧❛$ ♠❡.❤❡.✳ ❛✳ ❆ $❡❣✉❧❛$ 5$✐❛♥❣❧❡ ♠❡.❤✳ ❚❤❡ ❞❡❣$❡❡ ♦❢ ❡❛❝❤

✐♥♥❡$ ✈❡$5❡① ✐. ❛❧✇❛②. ✻✳ ❜✳ ❆ .❡♠✐✲$❡❣✉❧❛$ ♠❡.❤✳ ❚❤❡ $❡❞ ✈❡$5✐❝❡. ❤❛. ❛ ✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ✺ ✇❤✐❧❡ 5❤❡ ♦5❤❡$ ✐♥♥❡$

✈❡$5✐❝❡. ❤❛✈❡ ❛❧❧ ❛ ✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ✻✳ ❜✳ ❆♥ ✐$$❡❣✉❧❛$ 5$✐❛♥❣❧❡ ♠❡.❤✳ ❚❤❡ ❞❡❣$❡❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡$5❡① ✐. ✉♥❞❡✜♥❡❞✳

✶✳✷✳✸ ❋♦&♠❛❧ ❞❡✜♥✐/✐♦♥

❚❤❡ ♣$❡✈✐♦✉. .❡❝5✐♦♥ ♣$♦✈✐❞❡. ❛ ♣$❛❝5✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐5✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡.❤✳ ❋♦$ ♠♦.5 ❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥.✱ 5❤✐. ❞❡✜♥✐5✐♦♥ ✐.

.✉✣❝✐❡♥5 5♦ ❜❡ ❛❜❧❡ 5❤❡♠✳ ◆❡✈❡$5❤❡❧❡..✱ ✇❤❡♥ .♦♠❡ 5♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣$♦♣❡$5✐❡. ♦❢ ❛ ♠❡.❤ ♥❡❡❞ 5♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱

❝❤❡❝❦❡❞ ♦$ ♠❛♥✐♣✉❧❛5❡❞✱ ❛ ❢♦$♠❛❧ ❞❡✜♥✐5✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡. ♠❛♥❞❛5♦$②✳ ■♥ 5❤✐. .✉❜.❡❝5✐♦♥✱ ✇❡ ♦✉5❧✐♥❡ .❡✈❡$❛❧ ✇❛②.

♦❢ ❢♦$♠❛❧❧② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♠❡.❤✳

■♥ 5❤❡ ❧✐5❡$❛5✉$❡✱ ✸❉ ♠❡.❤❡. ❤❛✈❡ ♦❢5❡♥ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛. ♣♦❧②'♦♣❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡, ♦$ ,✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡,

❬❊❞❡❧.❜$✉♥♥❡$✱ ✷✵✵✶✱ ❊❞❡❧.❜$✉♥♥❡$ ❛♥❞ ❍❛$❡$✱ ✷✵✶✵❪ 5❤$♦✉❣❤ ❛❧❣❡❜$❛✐❝ 5♦♣♦❧♦❣②✳

❆ ♣♦❧②%♦♣❡ ✐♥ 5❤❡ ▼❛5❤❡♠❛5✐❝. ❧✐5❡$❛5✉$❡✱ ❝❛♥ $❡❢❡$❡♥❝❡ .❡✈❡$❛❧ ♦❜❥❡❝5. 5❤❛5 ❛$❡ ♥♦5 ❡P✉✐✈❛❧❡♥5✳ ❚❤❡

♠❛5❤❡♠❛5✐❝✐❛♥ ▲✉❞✇✐❣ ❙❝❤❧S✢✐ ❬❙❝❤❧S✢✐✱ ✶✾✵✶❪ ♦$✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✜♥❡. ✐5 ❜② ✜$.5 .5❛5✐♥❣ 5❤❛5 ❛ ✵✲❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧

♣♦❧②5♦♣❡ ✐. ❛ ✈❡$5❡①✳ ❆ ✶✲❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ♣♦❧②5♦♣❡ ✐. ❛♥ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞. 5✇♦ ✵✲❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ♣♦❧②5♦♣❡.✳ ❆

✷✲❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ♣♦❧②5♦♣❡ ✐. ❛ ♣♦❧②❣♦♥ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞. n ✶✲❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ♣♦❧②5♦♣❡.✳ ❆ ✸✲❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ♣♦❧②5♦♣❡

✐. ❛ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞. m ✷✲❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ♣♦❧②5♦♣❡.✱ ❛♥❞ .♦ ❢♦$5❤✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ❛ ♠❡.❤ ✐. ❛ ♣♦❧②'♦♣❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✱

❛♥ ❛..❡♠❜❧② ♦❢ ♣♦❧②5♦♣❡.✳

❆ ❙✐♠♣❧❡① ♦$ ❦✲,✐♠♣❧❡① $❡❢❡$. 5♦ ❛ ♣♦❧②5♦♣❡ 5❤❛5 ✐. 5❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ✐5. k−1 ❡❧❡♠❡♥5.✳ ❚❤✉.✱ ❛ ✵✲.✐♠♣❧❡①
✐. ❛ ✈❡$5❡①✳ ❆ ✶✲.✐♠♣❧❡① ✐. ❛♥ ❡❞❣❡✳ ❆ ✷✲.✐♠♣❧❡① ✐. ❛ 5$✐❛♥❣❧❡✳ ❆♥❞ ❛ ✸✲.✐♠♣❧❡① ✐. ❛ 5❡5$❛❤❡❞$♦♥✳ ❆

,✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐. ❜✉✐❧5 ❜② ❣❧✉✐♥❣ 5♦❣❡5❤❡$ .✐♠♣❧✐❝❡.✳ ❲❤❛5 ✐. ❝❛❧❧❡❞ ❛ 5$✐❛♥❣✉❧❛$ ♠❡.❤ ✐. ♦❢5❡♥ ❛

,✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① 5❤❛5 ❤❛. ❛❞❞✐5✐♦♥❛❧ 5♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣$♦♣❡$5✐❡.✳

❚❤❡ ✇♦$❦ ♦❢ ▲❡❞♦✉① ❛♥❞ ❙❤❡♣❤❡$❞ ❞❡.❝$✐❜❡❞ ✐♥ ❬▲❡❞♦✉① ❛♥❞ ❙❤❡♣❤❡$❞✱ ✷✵✶✵❪ ❢♦❝✉.❡. ♦♥ ❤❡①❛❤❡❞$❛❧

♠❡.❤❡.✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ✐5 .5❛$5. ✇✐5❤ ❣❡♥❡$❛❧ ❞❡✜♥✐5✐♦♥. ❢♦$ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❡.❤❡.✳ ❚❤❡✐$ ❞❡✜♥✐5✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡.❤ ✐.

♥♦5 ❜❛.❡❞ ♦♥ ♣♦❧②5♦♣❡. ❜✉5 ♦♥ ✇❤❛5 5❤❡② ❝❛❧❧ ✐✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧,✳ ❈❡❧❧,✱ ❧✐❦❡ ♣♦❧②5♦♣❡.✱ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐♠❡♥.✐♦♥✿ ❛

✈❡$5❡① ✐. ❛ ✶✲❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧✱ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐. ❛ ✷✲❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧ ❛♥❞ .♦ ♦♥✳ ❚❤❡② ❞❡✜♥❡ ❢♦$♠❛❧❧② ❝❡❧❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡

❛♥❞ ❛❞❥❛❝❡♥❝② $❡❧❛5✐♦♥. 5♦ ✜♥❛❧❧② ♣$♦♣♦.❡ 5❤❡✐$ ❞❡✜♥✐5✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ '♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡,❤ ♦$ ♥✲♠❡,❤✱

✇❤❡$❡ n ✐. 5❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ ♠❡.❤ ❝❡❧❧.✳

✶✳✷✳✹ ▼❛♥✐❢♦❧❞ ♣&♦♣❡&/②

❆ .✉$❢❛❝❡ ♠❡.❤ ✐. ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐❢ ❛❧❧ ✐5. ✈❡$5✐❝❡. ❤❛✈❡ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦$❤♦♦❞ ❤♦♠♦♠♦$♣❤✐❝ 5♦ ❛ ❝❧♦.❡❞ ♦$ ♦♣❡♥ ❢❛♥✱ ❛.

.❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉$❡ ✶✳✼✳ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦$❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ✈❡$5❡① ✐. ❤♦♠♦♠♦$♣❤✐❝ 5♦ ❛♥ ♦♣❡♥ ❢❛♥ ✐❢ ✐5. ❝♦♥5❛✐♥. ❜♦✉♥❞❛$✐❡.✳

❚❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣$♦♣❡$5② ♦❢ ❛ ♠❡.❤ ✐. ✐♠♣♦$5❛♥5 ❛. ❛ ❧♦5 ♦❢ ❛❧❣♦$✐5❤♠. ❛♥❞ ❞❛5❛ .5$✉❝5✉$❡. ❛$❡ ♦♥❧② ❝♦♠♣❛5✐❜❧❡

✇✐5❤ ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ♠❡.❤❡.✳

❚❤❡ ❢♦$♠❛❧ ❞❡✜♥✐5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣$♦♣❡$5② ♦❢ ▲❡❞♦✉① ❛♥❞ ❙❤❡♣❤❡$❞ ❬▲❡❞♦✉① ❛♥❞ ❙❤❡♣❤❡$❞✱ ✷✵✶✵❪

.5❛5❡. 5❤❛5 ❛ ♥✲♠❡.❤ ✐. ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐❢ 5❤❡$❡ ❡①✐.5.✱ ❢♦$ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐5. ❝❡❧❧.✱ ❛ n✲5♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❧❧ .✉$$♦✉♥❞✐♥❣ ✐5 ✐♥.✐❞❡
5❤❡ ♠❡.❤✳ ❋♦$ X♦♣♦✈✐➣ ❛♥❞ ❍♦♣♣❡ ❬X♦♣♦✈✐➣ ❛♥❞ ❍♦♣♣❡✱ ✶✾✾✼❪✱ ❛ ♠❡.❤ ✐. ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐❢ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐5. ✈❡$5❡① ❤❛.

✶✷



a. b. c. d.

❋✐❣✉$❡ ✶✳✼✿ ▼❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ✈❡$4✐❝❡6✳ ❛✳ ❚❤❡ $❡❞ ✈❡$4❡① ✐6 ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❜❡❝❛✉6❡ ✐46 ♥❡✐❣❤❜♦$❤♦♦❞ ✐6

❡;✉✐✈❛❧❡♥4 4♦ ❛ ❝❧♦6❡❞ ❢❛♥✳ ❜✳ ❚❤❡ $❡❞ ✈❡$4❡① ✐6 ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❜❡❝❛✉6❡ ✐46 ♥❡✐❣❤❜♦$❤♦♦❞ ✐6 ❡;✉✐✈❛❧❡♥4 4♦ ❛♥ ♦♣❡♥

❢❛♥✳ ❝✳ ✫ ❞✳ ❚❤❡ $❡❞ ✈❡$4❡① ✐6 ♥♦♥✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ❜❡❝❛✉6❡ ✐46 ♥❡✐❣❤❜♦$❤♦♦❞ ✐6 ♥♦4 ❡;✉✐✈❛❧❡♥4 4♦ ❛♥ ♦♣❡♥ ♦$ ❝❧♦6❡❞

❢❛♥✳

❛ ♥❡✐❣❤❜♦$❤♦♦❞ ❤♦♠♦♠♦$♣❤✐❝ 4♦ R
2
♦$ R

2
+ ✇❤❡$❡ R

2
+ = {x ∈ R

2 : x1 ≥ 0}✱ ✇❤✐❝❤ 6❡❡♠6 ❡;✉✐✈❛❧❡♥4 4♦ 4❤❡
♣$❡✈✐♦✉6 ❞❡✜♥✐4✐♦♥✳

■4 ✐6 ♣♦66✐❜❧❡ 4♦ ❛66♦❝✐❛4❡ ❛♥ ♦&✐❡♥*❛*✐♦♥ 4♦ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞ 6✉$❢❛❝❡ ♠❡6❤✳ ❚❤✐6 ♦$✐❡♥4❛4✐♦♥ ♦❢ ❛

❢❛❝❡ ❝♦$$❡6♣♦♥❞6 4♦ ❛ ❝❤♦6❡♥ ❝②❝❧✐❝ ♦$❞❡$ ♦❢ ✐46 ✈❡$4✐❝❡6✳ ❚❤❡ ♦$✐❡♥4❛4✐♦♥6 ♦❢ 4✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥4 ❢❛❝❡6 ❛$❡ ❝♦♠♣❛*✐❜❧❡

✐❢ 4❤❡② ❛$❡ ♦♣♣♦6✐4❡✳ ❆ ♠❡6❤ ✐6 6❛✐❞ 4♦ ❜❡ ♦&✐❡♥*❛❜❧❡ ✐❢ ❛❧❧ 4❤❡ ♦$✐❡♥4❛4✐♦♥6 ♦❢ ✐46 ❢❛❝❡6 ❛$❡ ❝♦♠♣❛4✐❜❧❡ ✭6❡❡

❋✐❣✉$❡ ✶✳✽ ❛✮✳ ■♥ 4❤❡ ♦4❤❡$ ❝❛6❡✱ ✐4 ✐6 6❛✐❞ 4♦ ❜❡ ♥♦♥✲♦&✐❡♥*❛❜❧❡ ✭6❡❡ ❋✐❣✉$❡ ✶✳✽ ❜✮✳

a. b.

❋✐❣✉$❡ ✶✳✽✿ ▼❡6❤ ♦$✐❡♥4❛4✐♦♥✳ ❛✳ ❆♥ ♦$✐❡♥4❛❜❧❡ ♠❡6❤✿ ❡✈❡$② ❢❛❝❡6 ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛4✐❜❧❡ ♦$✐❡♥4❛4✐♦♥✳ ❜✳ ❆

♥♦♥✲♦$✐❡♥4❛❜❧❡ ♠❡6❤✿ ❛ 6✐♠♣❧❡ ✈❡$6✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ▼I❜✐✉6 64$✐♣✳

✶✳✷✳✺ ❊✉❧❡( ❝❤❛(❛❝,❡(✐.,✐❝

❚❤❡ ❊✉❧❡$ ❝❤❛$❛❝4❡$✐64✐❝ χ ♦❢ ❛♥ ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦$✐❡♥4❛❜❧❡ ♠❡6❤ ❞❡✜♥❡6 ✐46 4♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ 4②♣❡✳ ■4 ✐6 ❡;✉❛❧ 4♦✿

χ = v − e+ f,

✇❤❡$❡ v✱ e ❛♥❞ f ❛$❡ $❡6♣❡❝4✐✈❡❧② 4❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✈❡$4✐❝❡6✱ ❡❞❣❡6 ❛♥❞ ❢❛❝❡6 ♦❢ 4❤❡ ♠❡6❤✳ ❆ ♠❡6❤ ✐6 6❛✐❞ 4♦ ❤❛✈❡

❣❡♥✉6 g ✐❢ ✐4 ❝❛♥ ❜❡ ❝✉4 ❛❧♦♥❣ 2g ❝❧♦6❡❞ ❧♦♦♣6 ✇✐4❤♦✉4 ❞✐6❝♦♥♥❡❝4✐♥❣ ✐4✳ ■♥4✉✐4✐✈❡❧②✱ 4❤❡ ❣❡♥✉6 ✐6 4❤❡ ♥✉♠❜❡$
♦❢ ❤❛♥❞❧❡6 ♦❢ 4❤❡ ♠❡6❤ ❛6 ✐❧❧✉64$❛4❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉$❡ ✶✳✾✳

■4 ❝❛♥ ❜❡ ♣$♦✈❡♥ 4❤❛4 4❤❡ ❊✉❧❡$ ❝❤❛$❛❝4❡$✐64✐❝ ✐6 ❛❧6♦ ❡;✉❛❧ 4♦✿

χ = 2(s− g)− b,

✇❤❡$❡ s ✐6 4❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝4❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥46 ♦❢ 4❤❡ ♠❡6❤ ❛♥❞ b ✐6 ✐46 ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛$② ❧♦♦♣6✳ ❈♦♥✲
6❡;✉❡♥4❧②✱ 4❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡;✉❛4✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇$✐44❡♥ ❢♦$ ❛♥ ♦$✐❡♥4❛❜❧❡ ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ♠❡6❤ ✇✐4❤ ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝4❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥4 ❛♥❞ ♥♦ ❜♦✉♥❞❛$②✿

v − e+ f = 2− 2g. ✭✶✳✶✮

✶✸



a.

b.

3f = 2e.

v =
4− 4g + f

2
,

e = 3(v − 2 + 2g).

f ≈ 2v.

AverageDegree = 2e/v

AverageDegree = 6(v − 2 + 2g)/v
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❆ ❧♦# ♦❢ ♠❡'❤ ✜❧❡ ❢♦*♠❛#' ✭❖❋❋✱ 0▲❨✱ ❖❇❏✱ ❱❘▼▲✱ ❳✸❉✮ ❛*❡ ❜❛'❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥❞❡①❡❞ ❞❛#❛ '#*✉❝#✉*❡✳ ❚❤❡

✜*'# ♣❛*# ♦❢ ❛♥ ✐♥❞❡①❡❞ ❞❛#❛ '#*✉❝#✉*❡ ✐' ❝♦♠♣♦'❡❞ ♦❢ #❤❡ ❧✐'# ♦❢ ❛❧❧ #❤❡ ✈❡*#❡① ❝♦♦*❞✐♥❛#❡'✳ ❚❤✐' ❧✐'# '#♦*❡'

#❤❡ ♠❡'❤ ❣❡♦♠❡#*② ❜✉# ❛❧'♦ ✐♥#*♦❞✉❝❡' ❛♥ ♦*❞❡*✐♥❣ ♦❢ #❤❡ ♠❡'❤ ✈❡*#✐❝❡'✳ ❱❡*#✐❝❡' ❣❡# #❤❡✐* ♥✉♠❜❡* ✐❞❡♥#✐✜❡*

❢*♦♠ #❤❡✐* ♣♦'✐#✐♦♥ ✐♥ #❤❡ ❧✐'#✳ ❚❤❡ '❡❝♦♥❞ ♣❛*# ♦❢ #❤❡ ❞❛#❛ '#*✉❝#✉*❡ ❞❡'❝*✐❜❡' #❤❡ ❝♦♥♥❡❝#✐✈✐#② ♦❢ #❤❡ ♠❡'❤✳

❊❛❝❤ ❧✐♥❡ ✐' *❡❧❛#❡❞ #♦ ♦♥❡ ❢❛❝❡ ❛♥❞ ❧✐'#' ❛❧❧ ✐#' ✈❡*#✐❝❡' ✐♥ ❛ ❝②❝❧✐❝ ♦*❞❡*✳ ❋♦* ✈♦❧✉♠❡ ♠❡'❤❡'✱ #❤❡ ❢❛❝❡' ♦❢

❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❝❛♥ ❛❧'♦ ❜❡ '#♦*❡❞ ✐♥ #❤❡ '❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉*❡ ✶✳✶✵ '❤♦✇' ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞❡①❡❞ ❞❛#❛ '#*✉❝#✉*❡

#❤❛# '#♦*❡' ❛ '✉*❢❛❝❡ ♠❡'❤✳

v1

v2v3

v4 v5

v6

# vertices

# faces

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

x4 y4 z4

x5 y5 z5

x6 y6 z6

3 - 1 2 3

4 - 3 2 5 4

3 - 4 5 6

Geometry

ConnectivityFace degrees

Vertex indexes

❋✐❣✉*❡ ✶✳✶✵✿ ■♥❞❡①❡❞ ♠❡'❤ ❞❛#❛ '#*✉❝#✉*❡✳

❚❤✐' ❞❛#❛ '#*✉❝#✉*❡ ❤❛' #❤❡ ❛❞✈❛♥#❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ '✐♠♣❧❡✳ ■# ❝❛♥ ❛❧'♦ '#♦*❡ ❛♥② #②♣❡ ♦❢ ♠❡'❤✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ✐#

❞♦❡' ♥♦# ❛❧❧♦✇ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ P✉❡*✐❡' ❢*♦♠ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥# ♦❢ ❛ ♠❡'❤✳

✶✳✸✳✷ ❲✐♥❣❡❞✲❡❞❣❡ ❞❛,❛ -,.✉❝,✉.❡

❚❤❡ ✇✐♥❣❡❞✲❡❞❣❡ ❞❛#❛ '#*✉❝#✉*❡ ❬❇❛✉♠❣❛*#✱ ✶✾✼✺❪ ❝❛♥ ♦♥❧② '#♦*❡ ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦*✐❡♥#❛❜❧❡ ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡'❤❡'✳ ■#'

*❡❢❡*❡♥❝❡ ❡❧❡♠❡♥# ✐' #❤❡ ❡❞❣❡✳ ❊❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ #❤❡ ♠❡'❤ ✐' '#♦*❡❞ ✐♥ ❛ #❛❜❧❡ ✭#❤❡ ❡❞❣❡ #❛❜❧❡✮ ✇✐#❤✿

• ✐#' '#❛*# ❛♥❞ ❡♥❞ ✈❡*#✐❝❡' #❤❛# ❞❡✜♥❡ #❤❡ ♦*✐❡♥#❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❡❞❣❡✱

• ✐#' ❧❡❢# ❛♥❞ *✐❣❤# ❢❛❝❡✱

• ✐#' ♣*❡✈✐♦✉' ❛♥❞ ♥❡①# ❛❞❥❛❝❡♥# ❡❞❣❡' ♦♥ ✐#' ❧❡❢# ❢❛❝❡✱

• ✐#' ♣*❡✈✐♦✉' ❛♥❞ ♥❡①# ❛❞❥❛❝❡♥# ❡❞❣❡' ♦♥ ✐#' *✐❣❤# ❢❛❝❡✳

❆ '❡♣❛*❛#❡ #❛❜❧❡ ✭#❤❡ ✈❡*#❡① #❛❜❧❡✮ '#♦*❡' ❡❛❝❤ ✈❡*#❡① ✇✐#❤ ♦♥❡ ♦❢ ✐#' ✐♥❝✐❞❡♥# ❡❞❣❡ ❛♥❞ ✐#' ♣♦'✐#✐♦♥ ✐♥ #❤❡

'♣❛❝❡✳ ❆# ❧❛'#✱ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ✐' '#♦*❡❞ ✐♥ #❤❡ ❢❛❝❡ #❛❜❧❡ ✇✐#❤ ♦♥❡ ♦❢ ✐#' ✐♥❝✐❞❡♥# ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉*❡ ✶✳✶✶ ❞❡♣✐❝#' ❛

✇✐♥❣❡❞✲❡❞❣❡ ❞❛#❛ '#*✉❝#✉*❡✳

❚❤✐' ❞❛#❛ '#*✉❝#✉*❡ ❛❧❧♦✇' #♦ ♣❡*❢♦*♠ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ P✉❡*✐❡' ❢*♦♠ ❛ '♣❡❝✐✜❡❞ ✈❡*#❡①✱ ❡❞❣❡ ♦* ❢❛❝❡✳ ❋♦* ❡①❛♠♣❧❡✱

✐# ✐' ♣♦''✐❜❧❡ #♦ *❡#*✐❡✈❡ ❛❧❧ #❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦* ✈❡*#✐❝❡' ♦❢ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✈❡*#❡① ✇✐#❤♦✉# ❣♦✐♥❣ ♦✈❡* #❤❡ ✇❤♦❧❡ #❛❜❧❡' ♦❢

❡❧❡♠❡♥#'✳ ◆❡✈❡*#❤❡❧❡''✱ ✐# ✐' ♥♦# ✈❡*② ❡✣❝✐❡♥# ✐♥ #❡*♠ ♦❢ '#♦*❛❣❡ '✐③❡✳

✶✺



v1

v2v3

v4 v5

v6

e1e2

e4e3

e5 e6

e7

e8

f1

f2

f3

Edge    Vertices     Faces    Left traverse  Right traverse

name  start end  left right  prev    next      prev    next

   7         2     3      2     1       4          3          1          2

Vertex name   Incident edge    Position

          2                     7             x2 y2 z2

Face name   Incident edge

        2                     7

a.

b.

c.

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✶✿ ❲✐♥❣❡❞✲❡❞❣❡ ♠❡.❤ ❞❛1❛ .1$✉❝1✉$❡✳ ❛✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ 1❛❜❧❡ ✇✐1❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❡♥1$②✳ ❜✳ ❚❤❡ ✈❡$1❡①

1❛❜❧❡ ✇✐1❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❡♥1$②✳ ❝✳ ❚❤❡ ❢❛❝❡ 1❛❜❧❡ ✇✐1❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❡♥1$②✳

✶✳✸✳✸ ❍❛❧❢❡❞❣❡ ❞❛*❛ +*,✉❝*✉,❡

❚❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❞❛*❛ +*,✉❝*✉,❡ ♦$ ❞♦✉❜❧② ❝♦♥♥❡❝*❡❞ ❡❞❣❡ ❧✐+* ❬▼✉❧❧❡$ ❛♥❞ ?$❡♣❛$❛1❛✱ ✶✾✼✽❪ ❝❛♥ ❛❧.♦ ♦♥❧② .1♦$❡

✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦$✐❡♥1❛❜❧❡ ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡.❤❡.✳ ■1 ✐. ❛ .✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡$.✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ ✇✐♥❣❡❞✲❡❞❣❡ ❞❛1❛ .1$✉❝1✉$❡ 1❤❛1 ♦✛❡$.

1❤❡ .❛♠❡ ❢✉♥❝1✐♦♥❛❧✐1✐❡.✳ ■1. ❜❛.❡ ❡❧❡♠❡♥1 ✐. 1❤❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡✿ ♦♥❡ ♦$✐❡♥1❡❞ .✐❞❡ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡✳ ❆ 1❛❜❧❡ .1♦$❡. ❢♦$
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❞❛1❛ ❝♦♠♣$❡..✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛$❡ 1❤❡ ❜❛.✐. ♦❢ 1❤❡ ❛❧❣♦$✐1❤♠. ♣$❡.❡♥1❡❞ ✐♥ 1❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣1❡$.✳
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♦$✐❣✐♥❛❧ ❞❛1❛ ✇✐1❤♦✉1 ❛♥② ❛❧1❡$❛1✐♦♥ ❛❢1❡$ 1❤❡ ❞❡❝♦♠♣$❡..✐♦♥✳ ▲♦..② ❝♦♠♣$❡..✐♦♥ $❡1$✐❡✈❡. ❛♥ ❛❧1❡$❡❞ ✈❡$.✐♦♥

♦❢ 1❤❡ ✐♥❢♦$♠❛1✐♦♥✳ ❉✐.1♦$1✐♦♥ ❤❛. ❜❡❡♥ ✐♥1$♦❞✉❝❡❞ 1♦ ❢✉$1❤❡$ $❡❞✉❝❡ 1❤❡ .✐③❡ ♦❢ 1❤❡ ❞❛1❛✳ ❉❛1❛ ❝♦♠♣$❡..✐♦♥

✐. ✉.❡❞ 1♦ $❡❞✉❝❡ 1❤❡ ❞❛1❛ .1♦$❛❣❡ ❛♥❞ 1$❛♥.♠✐..✐♦♥ ❝♦.1.✳ ■1 ❛❧.♦ .♦♠❡1✐♠❡. $❛✐.❡. 1❤❡ ❝♦♠❢♦$1 ♦❢ 1❤❡ ✉.❡$

❜② .❤♦$1❡♥✐♥❣ 1❤❡ ♣$♦❝❡..✐♥❣ 1✐♠❡.✳
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v1

v2v3

v4 v5

v6

f1

f2

f3

h1

h2

h3 h4

h5

h6

h7 h8

h9

h10 h11

h12

h13

h14h15

h16

Halfedge   Next halfedge   Vertex   Face   Opposite halfedge

      1                  16                3          1                   2

Vertex id   Incident halfedge    Position

       5                     5                x5 y5 z5

Face id   Incident halfedge

     2                    2

a.

b.

c.

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✷✿ ❍❛❧❢❡❞❣❡ ♠❡0❤ ❞❛2❛ 02$✉❝2✉$❡✳ ❛✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡ 2❛❜❧❡ ✇✐2❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❡♥2$②✳ ❜✳ ❚❤❡ ✈❡$2❡①

2❛❜❧❡ ✇✐2❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❡♥2$②✳ ❝✳ ❚❤❡ ❢❛❝❡ 2❛❜❧❡ ✇✐2❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❡♥2$②✳

✶✳✹✳✶ ❙❤❛♥♥♦♥ ❡♥)*♦♣②

❚❤❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❡♥)*♦♣② ❬❙❤❛♥♥♦♥✱ ✶✾✹✽❪ ♦❢ ❛ 0✐❣♥❛❧ ❝❤❛$❛❝2❡$✐③❡0 ✐20 ❛✈❡$❛❣❡ ✉♥♣$❡❞✐❝2❛❜✐❧✐2② ♦$ ✐20 ✐♥❢♦$♠❛2✐♦♥

❝♦♥2❡♥2✳ ❚❤❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❡♥2$♦♣② ♦❢ ❛ 0✐❣♥❛❧ X ✇✐2❤ n 0②♠❜♦❧0 {xi : i = 1, ..., n} ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣$❡00❡❞ ✐♥ ❜✐20 ❛0✿

H(X) = −
n∑

i=1

pxi
log2(pxi

),

✇❤❡$❡ pxi
✐0 2❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐2② ♦❢ ❛♣♣❡❛$❛♥❝❡ ✐♥ 2❤❡ 0✐❣♥❛❧ ♦❢ 2❤❡ 0②♠❜♦❧ xi✳ ❚❤❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❡♥2$♦♣② ♦❢ ❛ 0✐❣♥❛❧

02❛♥❞0 ❢♦$ 2❤❡ 2❤❡♦$❡2✐❝❛❧ ❧✐♠✐2 ♦❢ 2❤❡ ❝♦♠♣$❡00✐♦♥ $❛2❡ ❛ ❧♦00❧❡00 ❡♥❝♦❞❡$ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✸✿ ❈✉$✈❡ ♦❢ 2❤❡ ❢✉♥❝2✐♦♥ f(x) = −xlog2(x)✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝2✐♦♥ ❡①2❡♥❞❡❞ 2♦ ✵ ✐0 ❡H✉❛❧ 2♦ ✵✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛2 2❤❡ 0❤❛♣❡ ♦❢ 2❤❡ ❢✉♥❝2✐♦♥ f(x) = −xlog2(x) ✭❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✸✮✱ ✐2 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ 2❤❛2 2❤❡

❙❤❛♥♥♦♥ ❡♥2$♦♣② ♦❢ ❛ 0✐❣♥❛❧ ✐0 ❧♦✇ ✇❤❡♥ 2❤✐0 0✐❣♥❛❧ ❤❛0 ❛ 0♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡$ 0②♠❜♦❧0 ✇✐2❤ ❛ ❜✐❛0❡❞ ❞✐02$✐❜✉2✐♦♥

♦❢ ♣$♦❜❛❜✐❧✐2✐❡0✳ ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ 2❤❡ ❡♥2$♦♣②✱ 0②♠❜♦❧0 ♠✉02 ❜❡ ✈❡$② ❢$❡H✉❡♥2 ✭❤✐❣❤ ♣$♦❜❛❜✐❧✐2②✮ ♦$ ✈❡$② ❧✐22❧❡

❢$❡H✉❡♥2 ✭❧♦✇ ♣$♦❜❛❜✐❧✐2②✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡2❤♦❞ 2♦ 2$❛♥0❢♦$♠ ❛ 0✐❣♥❛❧ ✐♥2♦ ❛♥ ♦2❤❡$ ♦♥❡ 2❤❛2 ❤❛0 ❛ 0♠❛❧❧❡$

❡♥2$♦♣② ✐0 2♦ ✉0❡ ♣*❡❞✐❝)✐♦♥/✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞❡$ ♠❛❦❡0 ❛♥ ❛00✉♠♣2✐♦♥ ♦♥ 2❤❡ ♥❡①2 ✈❛❧✉❡ 2♦ ❡♥❝♦❞❡ ✐♥ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢

♣$❡✈✐♦✉0 ✈❛❧✉❡0 ❛❧$❡❛❞② ❡♥❝♦❞❡❞✳ ■2 2❤❡♥ ❡♥❝♦❞❡0 2❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥ ❛♥❞ 2❤❡ ❛❝2✉❛❧ ✈❛❧✉❡✳
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■❢ "❤❡ ♣&❡❞✐❝"✐♦♥ ❢✉♥❝"✐♦♥ ✐- ✇❡❧❧ ❝❤♦-❡♥✱ "❤❡ ❞✐-"&✐❜✉"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ &❡-✐❞✉❛❧- ✐- ❝♦♥❝❡♥"&❛"❡❞ ❛&♦✉♥❞ ✵ ❛♥❞ ❤❛-

❛ -♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❞✐✛❡&❡♥" ✈❛❧✉❡-✳ ❚❤✐- ❛❧❧♦✇- ❛♥ ❡♥"&♦♣② ❝♦❞❡& "♦ ❝♦♠♣&❡-- ❡✣❝✐❡♥"❧②✳

✶✳✹✳✷ ❊♥&'♦♣② ❡♥❝♦❞✐♥❣

❊♥"#♦♣② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐- ❛ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❧❡♥❣"❤ ❡♥❝♦❞✐♥❣ "❡❝❤♥✐<✉❡ "❤❛" ❡①♣❧♦✐"- "❤❡ ❡♥"&♦♣② ♦❢ ❛ -✐❣♥❛❧ "♦ &❡♣&❡-❡♥"

✐" ✇✐"❤ ❢❡✇❡& ❜✐"- "❤❛♥ ✐"- ♦&✐❣✐♥❛❧ &❡♣&❡-❡♥"❛"✐♦♥✳ ❲❡ ♣&❡-❡♥" ✐♥ "❤✐- -❡❝"✐♦♥ -♦♠❡ ♣♦♣✉❧❛& -❝❤❡♠❡-✳

❍✉✛♠❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❬❍✉✛♠❛♥✱ ✶✾✺✷❪ ✐- ♦♥❡ ♦❢ "❤❡ ♠♦-" ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡♥"&♦♣② ❡♥❝♦❞✐♥❣ "❡❝❤♥✐<✉❡✳ ■" ❤❛- ❜❡❡♥

✇✐❞❡❧② ✉-❡❞ ❢♦& -♦✉♥❞✱ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✈✐❞❡♦ ❝♦♠♣&❡--✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞❡& ❛--✐❣♥- "♦ ❡❛❝❤ -②♠❜♦❧ ❛ -❡<✉❡♥❝❡

♦❢ ❜✐"-✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡♥❣"❤ ❞❡♣❡♥❞- ♦♥ "❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② ♦❢ "❤❡ -②♠❜♦❧✳ ❙②♠❜♦❧ ✇✐"❤ ❛ ❤✐❣❤ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② ❛&❡

❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐"❤ ❧❡-- ❜✐"- "❤❛♥ -②♠❜♦❧- ✇✐"❤ ❛ ❧♦✇ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"②✳ ❙❡<✉❡♥❝❡- ♦❢ ❜✐"- ❛&❡ ❝❤♦-❡♥ "♦ ❜❡ ♣#❡✜①✲

❢#❡❡✿ "❤✐- ♠❡❛♥- "❤❛" ❛ -❡<✉❡♥❝❡ ❝❛♥♥♦" ❜❡ "❤❡ ♣&❡✜① ♦❢ ❛♥ ♦"❤❡& ♦♥❡✳ ❚❤✐- ❛❧❧♦✇- "❤❡ ❞❡❝♦❞❡& "♦

❦♥♦✇ "❤❡ -✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ -❡<✉❡♥❝❡ ❞✉&✐♥❣ "❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤✐- "❡❝❤♥✐<✉❡ ❤❛- "❤❡ ❛❞✈❛♥"❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡❛-✐❧②

✐♠♣❧❡♠❡♥"❛❜❧❡✳ ❋✉&"❤❡&♠♦&❡✱ "❤❡ ❝♦♠♣&❡--✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣&❡--✐♦♥ ❛❧❣♦&✐"❤♠- ❛&❡ ✉-✉❛❧❧② ✈❡&② ❢❛-"✳

◆❡✈❡&"❤❡❧❡--✱ ❛- ❛ -②♠❜♦❧ ✐- ❛❧✇❛②- ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐"❤ ❛♥ ✐♥"❡❣❡& ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❜✐"-✱ "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧ ❧✐♠✐" ♦❢ "❤❡

❝♦♠♣&❡--✐♦♥ &❛"❡ ❝❛♥♥♦" ❜❡ ❛❧✇❛②- &❡❛❝❤❡❞✳

❆-✐.❤♠❡.✐❝ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❬❘✐--❛♥❡♥✱ ✶✾✼✻✱ ❘✐--❛♥❡♥ ❛♥❞ ▲❛♥❣❞♦♥✱ ✶✾✼✾✱ ❲✐""❡♥ ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✽✼❪ ❞♦❡- ♥♦" ❝♦❞❡ ❛

-②♠❜♦❧ ✇✐"❤ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❜✐"-✳ ❚❤❡ ♣&✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ "❤✐- "❡❝❤♥✐<✉❡ ✐- "♦ ❝♦❞❡ ❛ -✐❣♥❛❧ ✇✐"❤ ❛ &❡❛❧

♥✉♠❜❡& ❢&♦♠ "❤❡ ✐♥"❡&✈❛❧ [0, 1[✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣&❡--✐♦♥ -"❛&"- ❜② -✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣ "❤❡ ✐♥"❡&✈❛❧ [0, 1[ ✐♥ ♦♥❡ ✐♥"❡&✈❛❧

♣❡& -②♠❜♦❧✳ ❚❤❡ ✇✐❞"❤ ♦❢ "❤❡-❡ ✐♥"❡&✈❛❧- ❞❡♣❡♥❞- ♦♥ "❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② ♦❢ "❤❡✐& ❝♦&&❡-♣♦♥❞✐♥❣ -②♠❜♦❧-✳

❚❤❡ ✐♥"❡&✈❛❧ ♦❢ "❤❡ ❝✉&&❡♥" -②♠❜♦❧ "♦ ❡♥❝♦❞❡ ✐- -❡❧❡❝"❡❞ "♦ ❜❡ -✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ❛- ♣&❡✈✐♦✉-❧② ❞❡-❝&✐❜❡❞ ❢♦& "❤❡

❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ "❤❡ ♥❡①" -②♠❜♦❧✳ ❆" "❤❡ ❡♥❞ ♦❢ "❤✐- ♣&♦❣&❡--✐✈❡ -✉❜❞✐✈✐-✐♦♥ ♣&♦❝❡--✱ ✇❤❡♥ "❤❡&❡ ✐- ♥♦ ♠♦&❡

-②♠❜♦❧ "♦ ❡♥❝♦❞❡✱ ❛ &❡❛❧ ♥✉♠❜❡& ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ "♦ "❤✐- ✐♥"❡&✈❛❧ &❡♣&❡-❡♥"- "❤❡ ✇❤♦❧❡ -✐❣♥❛❧✳ ❆&✐"❤♠❡"✐❝

❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐- ❣❡♥❡&❛❧❧② -❧♦✇❡& "❤❛♥ ❍✉✛♠❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ❜✉" ❜② ♥♦" ❜❡✐♥❣ ❧✐♠✐"❡❞ "♦ ✐♥"❡❣❡& -❡<✉❡♥❝❡ ♦❢

❜✐"-✱ ✐" ❛❧❧♦✇- "♦ ❣❡" ❝❧♦-❡ "♦ "❤❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❡♥"&♦♣②✱ "❤❡ "❤❡♦&❡"✐❝❛❧ ❧✐♠✐" ♦❢ "❤❡ ❝♦♠♣&❡--✐♦♥ &❛"❡✳

❘❛♥❣❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❬▼❛&"✐♥✱ ✶✾✼✾❪ ✐- ✈❡&② -✐♠✐❧❛& "♦ ❛&✐"❤♠❡"✐❝ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ✐- "❤❛" "❤❡ ✐♥"❡&✈❛❧

[0, 1[ ✐- ❝❤❛♥❣❡❞ "♦ ❛♥ ✐♥"❡❣❡& ✐♥"❡&✈❛❧ [0, nn[✳ ■"- ✐♥"❡&❡-" ✐- "❤❛" ✐"- ✐♠♣❧❡♠❡♥"❛"✐♦♥ ✐- ♦❢"❡♥ ❢❛-"❡& "❤❛♥

❛&✐"❤♠❡"✐❝ ❝♦❞✐♥❣✳ ❇❡-✐❞❡-✱ ✐" ✐- ❝❧❛✐♠❡❞ ❛- ❜❡✐♥❣ ♣❛"❡♥" ❢&❡❡✳ ❚❤✐- ♠❡❛♥- "❤❛" &❛♥❣❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡

✉-❡❞ ✐♥ ❛ -②-"❡♠ ✇✐"❤♦✉" ❤❛✈✐♥❣ "♦ ♣❛② ❛♥② ❧✐❝❡♥-❡ ❢❡❡✳ ■" ✐- ♦❢"❡♥✱ ❤♦✇❡✈❡&✱ -❧✐❣❤"❧② ❧❡-- ❡✣❝✐❡♥" "❤❛♥

❛&✐"❤♠❡"✐❝ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳

❚❤❡ ❡♥"&♦♣② ❝♦❞❡&- ♥❡❡❞ ❛ -②♠❜♦❧ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② "❛❜❧❡ "♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛ -✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡&❡ ✐- ❢♦✉& ❞✐✛❡&❡♥" "②♣❡- ♦❢

♠♦❞❡❧- ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ "♦ ❜✉✐❧❞ "❤❡-❡ "❛❜❧❡-✿

• ❙.❛.✐❝ ♠♦❞❡❧3 ❤❛&❞❝♦❞❡ "❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② "❛❜❧❡ ✐♥-✐❞❡ "❤❡ ❡♥❝♦❞❡& ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡&✳

• ❙❡♠✐ 3.❛.✐❝ ♠♦❞❡❧3 ❣❡" "❤❡ -②♠❜♦❧ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"✐❡- ✇✐"❤ ❛ ✜&-" ♣❛-- ♦♥ "❤❡ -✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡♥ ❛ -❡❝♦♥❞ ♣❛--

❡♥❝♦❞❡- "❤❡ -②♠❜♦❧- ✇✐"❤ "❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"✐❡- ♦❜"❛✐♥❡❞ ✇✐"❤ "❤❡ ✜&-" ♣❛--✳ ❚❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"② "❛❜❧❡ ♠✉-"

"❤❡♥ ❜❡ ♣&♦✈✐❞❡❞ ✇✐"❤ "❤❡ ❝♦♠♣&❡--❡❞ ❞❛"❛✳

• ❆❞❛♣.✐✈❡ ♠♦❞❡❧3 ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ♠♦❞✐❢② "❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"✐❡- "❛❜❧❡- ❡❛❝❤ "✐♠❡ ❛ -②♠❜♦❧ ✐- ❡♥❝♦❞❡❞✳ ■❢ "❤❡

❡♥❝♦❞❡& ❛♥❞ "❤❡ ❞❡❝♦❞❡& -"❛&"- ✇✐"❤ ❛♥ ❡<✉✐♣&♦❜❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ❥✉-" "❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❞✐✛❡&❡♥" -②♠❜♦❧- ❤❛- "♦

❜❡ "&❛♥-♠✐""❡❞ ✇✐"❤ "❤❡ ❝♦♠♣&❡--❡❞ ❞❛"❛✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ "❤❡ ❝♦♠♣&❡--✐♦♥ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ✜&-" -②♠❜♦❧-

✐- &❡❞✉❝❡❞✳

• ◗✉❛3✐ 3.❛.✐❝ ♠♦❞❡❧3 ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ♠♦❞✐❢② "❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐"✐❡- "❛❜❧❡- ❡❛❝❤ "✐♠❡ ❑ -②♠❜♦❧- ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❡♥❝♦❞❡❞✳ ❚❤❡ ♣&✐♥❝✐♣❧❡ ✐- ♦"❤❡&✇✐-❡ "❤❡ -❛♠❡ ❛- ✇✐"❤ ❛❞❛♣"✐✈❡ ♠♦❞❡❧-✳

✶✽
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❛+ ❛ ❣'✐❞ ♦❢ ♣✐①❡❧+✳ ■♠❛❣❡ ❝♦♠♣'❡++✐♦♥ ❝♦♥+✐+)+ ✐♥ ❝♦♠♣'❡++✐♥❣ )❤❡ )❤'❡❡ ❝♦❧♦' ❝♦♠♣♦♥❡♥)+ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳

❚❤❡ )'❛✈❡'+✐♥❣ ♦'❞❡' ✐+ ✜①❡❞ ✐♥+✐❞❡ )❤❡ ❡♥❝♦❞❡' ❛♥❞ )❤❡ ❞❡❝♦❞❡'✳ ❙♦♠❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣'❡++✐♦♥ +❝❤❡♠❡+ ✉+❡

)❤❡  ❝❛♥❧✐♥❡ ♦'❞❡'✱ ✇❤✐❝❤ )'❛✈❡'+❡+ )❤❡ ♣✐①❡❧ '♦✇+ ❢'♦♠ )❤❡ ❧❡❢) )♦ )❤❡ '✐❣❤)✱ +)❛')✐♥❣ ❢'♦♠ )❤❡ )♦♣ '♦✇ )♦

)❤❡ ❜♦))♦♠ ♦♥❡✳ ❆ ♠❡+❤ ✐+✱ ❤♦✇❡✈❡'✱ ♥♦) ♥❡❝❡++❛'✐❧② '❡❣✉❧❛'❧② +)'✉❝)✉'❡❞✳ ■)+ ❝♦♥♥❡❝)✐✈✐)② ✐+ ❝♦♠♣❧❡)❡❧②

✉♥❦♥♦✇♥ )♦ )❤❡ ❡♥❝♦❞❡' ❜❡❢♦'❡ )❤❡ ❝♦♠♣'❡++✐♦♥✳ ❙♦✱ ❜❡+✐❞❡+ ❤❛✈✐♥❣ )♦ ❝♦❞❡ )❤❡ ✈❡')❡① ♣♦+✐)✐♦♥+✱ ❛+ )❤❡ ♣✐①❡❧

❝♦❧♦'+ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦❞❡❞ ❢♦' ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ❛ ♠❡+❤ ❡♥❝♦❞❡' ♠✉+) ❡♥❝♦❞❡ )❤❡ +)'✉❝)✉'❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐+ )❤❡ ❝♦♥♥❡❝)✐✈✐)②✳

❙✐♥❝❡ )❤❡ ❡♥❞ ♦❢ )❤❡ ✶✾✾✵✬+✱ ♠❡+❤ ❝♦♠♣'❡++✐♦♥ ❤❛+ ❜❡❡♥ ❛♥ ❛❝)✐✈❡ '❡+❡❛'❝❤ )♦♣✐❝✱ ♣✉+❤❡❞ ❜② )❤❡

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥) ♦❢ )❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥+ '❡❧❛)❡❞ )♦ ✸❉✳ ❱❡'② ❣♦♦❞ '❡✈✐❡✇+ ❛❜♦✉) ♠❡+❤ ❝♦♠♣'❡++✐♦♥✱ ❞❡+❝'✐❜✐♥❣
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♣+❡!❡+✈❡ ,❤❡ ,+✐❛♥❣❧❡ !,+✐♣ !,+✉❝,✉+❡✱ ❛ ❞✉♠♠② ,+✐❛♥❣❧❡ ✐! ❛❞❞❡❞ ✇❤❡♥ ,❤❡ !,❛♥❞❛+❞ ♦+❞❡+ ✐! ♥♦, ♣+❡!❡+✈❡❞

❛! !❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉+❡ ✷✳✶ ❝✳ ❚❤✐! ❞✉♠♠② ,+✐❛♥❣❧❡ ✐! ✢❛,✱ ,❤❡+❡❢♦+❡ ♥♦, +❡♥❞❡+❡❞✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✐, ❝♦!,! ♦♥❡ ✈❡+,❡①✱

✐, ✐! ❝❤❡❛♣❡+ ,❤❛♥ ,❤❡ !,❛+, ♦❢ ❛ ♥❡✇ !,+✐♣ ,❤❛, ❝♦!,! ,✇♦ ✈❡+,✐❝❡!✳ ■❢ ,❤❡ ❣❡♥❡+❛❧✐③❡❞ ,+✐❛♥❣❧❡ !,+✐♣ ✐! ❧♦♥❣

❡♥♦✉❣❤✱ ,❤❡ +❛,✐♦ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ,+✐❛♥❣❧❡! ❛♥❞ ,❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ✈❡+,✐❝❡! ✐! ❝❧♦!❡ ,♦ ✶✳

❖♣,✐♠❛❧ ❣❡♥❡+❛,✐♦♥ ♦❢ ,+✐❛♥❣❧❡ !,+✐♣! ♦♥ ❛ ♠❡!❤ ✇❛! ❞❡♠♦♥!,+❛,❡❞ ❛! ❜❡✐♥❣ ❛♥ ◆L✲❝♦♠♣❧❡,❡ ♣+♦❜✲

❧❡♠ ❬❊✈❛♥! ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❛❪✳ ❈♦♥!❡$✉❡♥,❧②✱ !,+❛,❡❣✐❡! ✇✐,❤ ❤❡✉+✐!,✐❝! ♠✉!, ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❬❊✈❛♥! ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❜✱

❳✐❛♥❣ ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳ ❨❡,✱ ,❤❡!❡ ♠❡,❤♦❞! ❛+❡ !,✐❧❧ ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧❧② ✐♥,❡♥!✐✈❡✳ ❙♦✱ ✐, ♠❛② ❜❡ ✐♥,❡+❡!,✐♥❣ ,♦ !,♦+❡

❛ ♠❡!❤ ✇✐,❤ ✐,! !,+✐♣✐✜❝❛,✐♦♥ ✐♥❢♦+♠❛,✐♦♥✳

❖♥❡ ♦❢ ,❤❡ ✜+!, ✇♦+❦ ✐♥ ♠❡!❤ ❝♦♠♣+❡!!✐♦♥ ✐! ,❤❡ ❣❡♥❡+❛❧✐③❡❞ ,+✐❛♥❣❧❡ ♠❡!❤ ❢♦+♠❛, ♦❢ ❉❡❡+✐♥❣

❬❉❡❡+✐♥❣✱ ✶✾✾✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐! ❜❛!❡❞ ♦♥ ❣❡♥❡+❛❧✐③❡❞ ,+✐❛♥❣❧❡ !,+✐♣!✳ ❉❡❡+✐♥❣ ♥♦,❡❞ ,❤❛,✱ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡+❛❧✐③❡❞

,+✐❛♥❣❧❡ !,+✐♣✱ ♠❛♥② ♦❢ ,❤❡ ✐♥,❡+✐♦+ ✈❡+,✐❝❡! ❛+❡ +❡♣❡❛,❡❞ ,✇✐❝❡✳ ❙♦✱ ✐♥!,❡❛❞ ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ,✇✐❝❡ ,❤❡✐+ ♣♦!✐,✐♦♥!

,+❛✈❡+!✐♥❣ ,❤❡ ♠❡!❤✱ ❤❡ ♣+♦♣♦!❡❞ ,♦ ♣✉!❤ ,❤❡♠ ✐♥ ❛ ✶✻ ♣♦!✐,✐♦♥! $✉❡✉❡ ❛♥❞ +❡❢❡+ ,♦ ,❤❡♠ ❜② ,❤❡✐+ ❧♦❝❛,✐♦♥

✐♥ ,❤❡ $✉❡✉❡ ✇❤❡♥ ♥❡❡❞❡❞✳

❈❤♦✇ ❬❈❤♦✇✱ ✶✾✾✼❪ ❞❡!✐❣♥❡❞ ❛♥ ❛❧,❡+♥❛,✐✈❡ ♠❡,❤♦❞ ❜❛!❡❞ ♦♥ ❣❡♥❡+❛❧✐③❡❞ ,+✐❛♥❣❧❡ ♠❡!❤❡!✳ ❍✐! ❛♣♣+♦❛❝❤

❛❧❧♦✇! ,♦ +❡✉!❡ ♠♦+❡ ✈❡+,✐❝❡! ,❤❛♥ ,❤❡ ♦+✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣+♦❛❝❤ ♦❢ ❉❡❡+✐♥❣ ❬❉❡❡+✐♥❣✱ ✶✾✾✺❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦+✐,❤♠ !,❛+,!

❢+♦♠ ❛ ♠❡!❤ ❜♦✉♥❞❛+② ❛♥❞ ❝+❡❛,❡! ,❤❡ ✜+!, !,+✐♣ ✇✐,❤ ,❤❡ ,+✐❛♥❣❧❡! ✐♥❝✐❞❡♥, ,♦ ,❤✐! ❜♦✉♥❞❛+②✳ ■, ,❤❡♥ +❡♠♦✈❡!

,❤❡!❡ ,+✐❛♥❣❧❡! ❛♥❞ !,❛+,! ,❤❡ !❡❝♦♥❞ ✐,❡+❛,✐♦♥ ✇✐,❤ ,❤❡ ♥❡✇ ❜♦✉♥❞❛+②✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦+✐,❤♠ ❦♥♦✇! ❛ !✐❣♥✐✜❝❛♥,

♣❛+, ♦❢ ,❤❡ ♥❡✇ !,+✐♣ ✈❡+,✐❝❡! ❜❡❝❛✉!❡ ,❤❡ ♥❡✇ !,+✐♣ ✐! ✐♥❝✐❞❡♥, ,♦ ,❤❡ ❜♦✉♥❞❛+② ❡♥❝♦❞❡❞ ❛, ,❤❡ ♣+❡✈✐♦✉!

✐,❡+❛,✐♦♥✳

❇❛❥❛❥ ❡, ❛❧✳ ❬❇❛❥❛❥ ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ ♣+♦♣♦!❡❞ ,♦ ❝♦♠♣+❡!! ,+✐❛♥❣✉❧❛+ ♠❡!❤❡! ✇✐,❤ ❛ ❧❛②❡+❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦!✐,✐♦♥✳

❱❡+,❡① ❧❛②❡+! ❛+❡ ✈❡+,❡① !,+✐♥❣! ,❤❛, ❝❛♥♥♦, ✐♥,❡+!❡❝, ❡❛❝❤ ♦,❤❡+!✳ ■♥ ♠♦!, ❝❛!❡!✱ ,❤❡② ❛+❡ !❡♣❛+❛,❡❞ ❜② ❛

❞✐!,❛♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ❡❞❣❡ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡♠✱ ❢♦+♠✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥,+✐❝ ❝✐+❝❧❡!✳ ❚❤❡ ,+✐❛♥❣❧❡! ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ ✈❡+,❡① !,+✐♥❣!

❢♦+♠ ,❤❡ ,+✐❛♥❣❧❡ ❧❛②❡+!✳ ❚+✐❛♥❣❧❡ ❧❛②❡+! ❝♦♥,❛✐♥ ,+✐❛♥❣❧❡ !,+✐♣! ❛♥❞ ❢❛♥!✱ ✉!❡❢✉❧ ❢♦+ ,❤❡ +❡♥❞❡+✐♥❣✳ ■♥ ,❤✐!

!❝❤❡♠❡✱ ,❤❡ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,② ❞❛,❛ ✐! ❝♦♠♣♦!❡❞ ♦❢ ,❤❡ ❧❛②♦✉, ♦❢ ,❤❡ ✈❡+,❡① ❧❛②❡+! ❛♥❞ ,❤❡✐+ ,+✐❛♥❣❧❡ !,+✐♣! ❛♥❞

❢❛♥!✳ ❚❤✐! ♠❡,❤♦❞ ❝♦♠♣+❡!!❡! ,❤❡ ♠❡!❤ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,② ❛, ❛❜♦✉, ✶✳✺ ,♦ ✻ ❜✐,! ♣❡+ ✈❡+,❡①✳ ❇❡!✐❞❡!✱ ✐, ❝❛♥ ♣+♦❝❡!!

♥♦♥✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ♠❡!❤❡!✳

✷✳✷✳✷ ❙♣❛♥♥✐♥❣ ()❡❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛♥❛) ❣)❛♣❤1

❆! !,❛,❡❞ ✐♥ ❙❡❝,✐♦♥ ✶✳✷✳✶✱ ,❤❡ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,② ♦❢ ❛ ♠❡!❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛! ❛ ❣+❛♣❤✳ ❋♦+ !✉+❢❛❝❡ ♠❡!❤❡!✱ ,❤❡

✈❡+,✐❝❡! ❛+❡ ,❤❡ ♥♦❞❡! ♦❢ ,❤❡ ❣+❛♣❤ ,❤❛, ❛+❡ ❧✐♥❦❡❞ ,❤+♦✉❣❤ ❡❞❣❡! ,♦ ❢♦+♠ ❢❛❝❡!✳ ❚❤✐! ❛♥❛❧♦❣② ❜❡,✇❡❡♥ ♠❡!❤❡!

❛♥❞ ❣+❛♣❤! ❡①♣❧❛✐♥! ✇❤② !♦♠❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ +❡!✉❧,! ❢+♦♠ ,❤❡ ❣+❛♣❤ ,❤❡♦+② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ,♦ ,❤❡ ❝♦♠♣+❡!!✐♦♥

♦❢ ♠❡!❤ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,②✳

❚✉,,❡ ✜+!, ♣+♦♣♦!❡❞ ❢♦+♠✉❧❛ ,❤❛, ❡♥✉♠❡+❛,❡ ♣❧❛♥❛+ ,+✐❛♥❣✉❧❛,✐♦♥! ❬❚✉,,❡✱ ✶✾✻✷❪ ❛♥❞ ♣❧❛♥❛+ ♠❛♣!

❬❚✉,,❡✱ ✶✾✻✸❪✳ ❍❡ ❛♥!✇❡+❡❞ ,♦ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $✉❡!,✐♦♥✳ ❍♦✇ ♠❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛,♦+✐❛❧❧② ❞✐!,✐♥❝, +♦♦,❡❞ ♣❧❛♥❛+

♠❛♣! ✭✇✐,❤ ❛ !❡, ❢❛❝❡ ♦+✐❡♥,❛,✐♦♥✮ ❛+❡ ,❤❡+❡ ✇✐,❤ n ❡❞❣❡! ♦+ ✇✐,❤ k ✈❡+,✐❝❡! ♦+ ✇✐,❤ l ❢❛❝❡!❄ ❚✉,,❡✬!

❡♥✉♠❡+❛,✐♦♥! ♦❢ ♣❧❛♥❛+ ,+✐❛♥❣✉❧❛,✐♦♥! ❬❚✉,,❡✱ ✶✾✻✷❪ ❛♥❞ ♣❧❛♥❛+ ♠❛♣! ❬❚✉,,❡✱ ✶✾✻✸❪ ❛❧❧♦✇ ,♦ ❝❛❧❝✉❧❛,❡ ✇❤❛,

✇❛! ❧❛,❡+ ❝❛❧❧❡❞ ,❤❡ ❚✉,,❡✬! ❡♥,+♦♣②✳ ❚❤✐! ❡♥,+♦♣②✱ ❛♣♣+♦①✐♠❛,❡❧② ❡$✉❛❧ ,♦ ✸✳✷✺ ❜✐,! ♣❡+ ✈❡+,❡①✱ !,❛♥❞!

❢♦+ ❛♥ ✉♣♣❡+ ❜♦✉♥❞ ♦❢ ,❤❡ ❡♥,+♦♣② ♦❢ ❛♥② ❛+❜✐,+❛+② !✉+❢❛❝❡ ,+✐❛♥❣✉❧❛+ ♠❡!❤ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,②✳ ❚❤✐! +❡!✉❧, ✐!✱

❤♦✇❡✈❡+✱ ♦♥❧② ,❤❡♦+❡,✐❝❛❧✳ ❚✉,,❡ ❞✐❞ ♥♦, ♣+♦♣♦!❡ ❛♥② ❝♦♠♣+❡!!✐♦♥ !❝❤❡♠❡ ❛❜❧❡ ,♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛♥ ❛+❜✐,+❛+② ♣❧❛♥❛+

,+✐❛♥❣✉❧❛,✐♦♥ ❛, ❛ ❝♦♠♣+❡!!✐♦♥ +❛,❡ ❡$✉❛❧ ,♦ ,❤✐! ❡♥,+♦♣②✳ ◆❡✈❡+,❤❡❧❡!!✱ ❚✉,,❡✬! ❡♥,+♦♣② ✈❛❧✉❡ ❤❛! ❜❡❡♥ ❧❛,❡+

✉!❡❞ ,♦ ♣+♦✈❡ ,❤❡ ♦♣,✐♠❛❧✐,② ♦❢ !❡✈❡+❛❧ ♠❡!❤ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,② ❡♥❝♦❞✐♥❣ !❝❤❡♠❡! ❬❆❧❧✐❡③ ❛♥❞ ❉❡!❜+✉♥✱ ✷✵✵✶❜❪✳
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2"❛✈❡".❛❧ ♦❢ 2❤❡ .♣❛♥♥✐♥❣ 2"❡❡ ✐. ♣❡"❢♦"♠❡❞ 2♦ ❝♦♥.2"✉❝2 ❛ ❝②❝❧✐❝ .❡D✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡"2✐❝❡. ✭❋✐❣✉"❡ ✷✳✷ ❛✮✳ ❚❤❡

❡❞❣❡. ♦❢ 2❤❡ ❣"❛♣❤ ♥♦2 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ 2♦ 2❤❡ ♣"❡✈✐♦✉. .♣❛♥♥✐♥❣ 2"❡❡ ❛"❡ ❧✐.2❡❞ ✭❋✐❣✉"❡ ✷✳✷ ❜✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡"❛2✐♦♥ ♦❢

2❤❡ .②♠❜♦❧ ❧✐.2 2"❛♥.❢♦"♠. 2❤❡ ❝②❝❧✐❝ .❡D✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡"2✐❝❡. ♣"❡✈✐♦✉.❧② ♦❜2❛✐♥❡❞ ✭✭.❡❡ ❋✐❣✉"❡ ✷✳✷ ❝✮ ❜②✿

• ♣✉22✐♥❣ ❛ ❵✰❵ .②♠❜♦❧ ✇❤❡♥ 2❤❡ ❝✉""❡♥2 ✈❡"2❡① ❞✐"❡❝2. ❛✇❛② 2❤❡ "♦♦2 ♥♦❞❡ ♦❢ 2❤❡ .♣❛♥♥✐♥❣ 2"❡❡✱

• ♣✉22✐♥❣ ❛ ❵✲❵ .②♠❜♦❧ ✇❤❡♥ 2❤❡ ❝✉""❡♥2 ✈❡"2❡① ❞✐"❡❝2. 2♦✇❛"❞. 2❤❡ "♦♦2 ♥♦❞❡✱

• ♣✉22✐♥❣ ❛ ❵✭❵ .②♠❜♦❧ ✐❢ 2❤❡ ♥❡①2 ✈❡"2❡① ✐. 2❤❡ ✜".2 ✈❡"2❡① ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ♥♦2 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ 2♦ 2❤❡ .♣❛♥♥✐♥❣ 2"❡❡✱

• ♣✉22✐♥❣ ❛ ❵✮❵ .②♠❜♦❧ ✐❢ 2❤❡ ♥❡①2 ✈❡"2❡① ✐. 2❤❡ .❡❝♦♥❞ ✈❡"2❡① ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ♥♦2 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ 2♦ 2❤❡ .♣❛♥♥✐♥❣
2"❡❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ♣"❡✈✐♦✉.❧② ❞❡.❝"✐❜❡❞ .②♠❜♦❧ ✐. "❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✐2. ❝♦""❡.♣♦♥❞✐♥❣ ✷ ❜✐2 ❝♦❞❡ 2♦ ♦❜2❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝2

"❡♣"❡.❡♥2❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❣"❛♣❤✳ ❚❤✐. ❝♦♥♥❡❝2✐✈✐2② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❡2❤♦❞. "❡D✉✐"❡. ❛2 ♠❛①✐♠✉♠ ✶✷ ❜✐2. ♣❡" ✈❡"2❡①✳

1

2

3 4

5

6

a. 1 - 2 - 3 - 2 - 4 - 2 - 1 - 5 - 6

b. (3 - 4)    (2 - 5)

    (5 - 4)    (4 - 6)

c. - + ( + ( - ) ( + - - ) ) + ) +

❋✐❣✉"❡ ✷✳✷✿ ❚✉"#♥✬. .✉❝❝✐♥❝2 "❡♣"❡.❡♥2❛2✐♦♥ ♦❢ ❣"❛♣❤.✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡. ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ 2♦ 2❤❡ .♣❛♥♥✐♥❣ 2"❡❡ ❛"❡ ✐♥ ❣"❡❡♥

✇❤✐❧❡ 2❤❡ ♦2❤❡". ❛"❡ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❚❤❡ "♦♦2 ♥♦❞❡ ✐. 2❤❡ ♥♦❞❡ ♥✉♠❜❡" ✶✳ ❛✳ ❚❤❡ ❝②❝❧✐❝ .❡D✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡"2✐❝❡.

♦❜2❛✐♥❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 2❤❡ "❡❞ ❛""♦✇.✳ ❜✳ ❚❤❡ ❧✐.2 ♦❢ ❡❞❣❡. ♥♦2 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ 2♦ 2❤❡ .♣❛♥♥✐♥❣ 2"❡❡✳ ❝✳ ❚❤❡

❣❡♥❡"❛2❡❞ .②♠❜♦❧ ❧✐.2✳

❚❤❡ ❛❧❣♦"✐2❤♠ ♦❢ ❑❡❡❧❡" ❛♥❞ ❲❡.2❜"♦♦❦ ❬❑❡❡❧❡" ❛♥❞ ❲❡.2❜"♦♦❦✱ ✶✾✾✺❪ ✐. ❛❧.♦ ❜❛.❡❞ ♦♥ 2❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢

❛ .♣❛♥♥✐♥❣ 2"❡❡ ✇✐2❤ ❛❞❞✐2✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦"♠❛2✐♦♥ ❢♦" 2❤❡ ❡❞❣❡. ♥♦2 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ 2♦ 2❤❡ .♣❛♥♥✐♥❣ 2"❡❡✳ ❚❤❡ ❛✉2❤♦".

.2❛2❡ 2❤❛2 2❤❡✐" ♠❡2❤♦❞ ❝❛♥ ❡♥❝♦❞❡ ❛♥ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ♣❧❛♥❛" 2"✐❛♥❣✉❧❛2✐♦♥. ✐♥ ❛❜♦✉2 ✹✱✻ ❜✐2. ♣❡" ✈❡"2❡① ✇✐2❤ 2❤❡✐"

.❝❤❡♠❡✳ ❈❤✉❛♥❣ ❡2 ❛❧✳ ❬❈❤✉❛♥❣ ❡2 ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ❧❛2❡" ♣"♦♣♦.❡❞ ❛ ♠♦"❡ ❡✣❝✐❡♥2 .❝❤❡♠❡ ❜❛.❡❞ ♦♥ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧

♦"❞❡"✐♥❣ ♦❢ 2❤❡ ❣"❛♣❤ ✈❡"2✐❝❡. ✐♥ 2❤❡ .♣❛♥♥✐♥❣ 2"❡❡ ❛♥❞ ♠✉❧2✐♣❧❡ 2②♣❡. ♦❢ ♣❛"❡♥2❤❡.✐.✳

✷✳✷✳✸ ❙♣❛♥♥✐♥❣ )*❡❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ♠❡1❤❡1

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ 2❤❡ ♣"❡✈✐♦✉.❧② ❞❡.❝"✐❜❡❞ ♣❧❛♥❛" ❣"❛♣❤ ❡♥❝♦❞✐♥❣ 2❡❝❤♥✐D✉❡. ❝❛♥ ❜❡ ❢❡❧2 ♦♥ .♦♠❡ ♦❢ 2❤❡ ✜".2

✸❉ ♠❡.❤ ❡♥❝♦❞✐♥❣ 2❡❝❤♥✐D✉❡.✳ ❋♦" ✐♥.2❛♥❝❡✱ 2❤❡ $♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ *✉,❣❡,② ❛❧❣♦"✐2❤♠ ♦❢ ❚❛✉❜✐♥ ❛♥❞ ❘♦..✐❣♥❛❝

❬❚❛✉❜✐♥ ❛♥❞ ❘♦..✐❣♥❛❝✱ ✶✾✾✽❪ ❡♥❝♦❞❡. ❛ 2"✐❛♥❣✉❧❛" ♠❡.❤ ✇✐2❤ 2✇♦ .♣❛♥♥✐♥❣ 2"❡❡.✳

❆ ✈❡,$❡① *♣❛♥♥✐♥❣ $,❡❡ ✐. ✜".2 ❣❡♥❡"❛2❡❞ ♦♥ 2❤❡ ♠❡.❤ ✭❋✐❣✉"❡ ✷✳✸ ❛✮✳ ❚❤❡ .❡❝2✐♦♥. ♦❢ 2❤❡ .♣❛♥♥✐♥❣ 2"❡❡

2❤❛2 ♦♥❧② ❝♦♥2❛✐♥ ✈❡"2✐❝❡. ❝♦♥♥❡❝2❡❞ 2♦ 2✇♦ ♦2❤❡" ✈❡"2✐❝❡. ♦❢ 2❤❡ 2"❡❡ ❛"❡ ❝❛❧❧❡❞ ✈❡,$❡① ,✉♥*✳ ■♥ 2❤❡ ❛"2✐❝❧❡✱

.♦♠❡ ❛♣♣"♦❛❝❤❡. ❛"❡ ♣"♦♣♦.❡❞ 2♦ ♠❛①✐♠✐③❡ 2❤❡ ❧❡♥❣2❤ ♦❢ ✈❡"2❡① "✉♥.✳ ❚❤❡ ✈❡"2❡① .♣❛♥♥✐♥❣ 2"❡❡ ✐. ❡♥❝♦❞❡❞ ❜②

❛ ❞❡♣2❤ ✜".2 ❛❧❣♦"✐2❤♠✳ ❙2❛"2✐♥❣ ❢"♦♠ ❛ "♦♦2 ❧❡❛❢ ✈❡"2❡①✱ ✐2 ❡♥❝♦❞❡. ❢♦" ❡❛❝❤ "✉♥✱ ✐2. ❧❡♥❣2❤✱ ❛ ❜✐2 ✐♥❞✐❝❛2✐♥❣

✇❤❡2❤❡" 2❤❡ "✉♥ ❤❛. "✐❣❤2 .✐❜❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❜✐2 ✐♥❞✐❝❛2✐♥❣ ✇❤❡2❤❡" 2❤❡ "✉♥ ❡♥❞. ✇✐2❤ ❛ ❧❡❛❢ ✈❡"2❡①✳ ❚❤❡ ✈❡"2❡①

.♣❛♥♥✐♥❣ 2"❡❡ ✐. ❛❧.♦ ✉.❡❞ 2♦ ❡♥❝♦❞❡ 2❤❡ ♣♦.✐2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♠❡.❤ ✈❡"2✐❝❡. ❛. ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝2✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳

✷✷



❆! ✇✐$❤ $❤❡ ♣❧❛♥❛+ ❣+❛♣❤ ❡♥❝♦❞✐♥❣ $❡❝❤♥✐0✉❡!✱ $❤❡ ❡❞❣❡! ♥♦$ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ $♦ $❤❡ ✈❡+$❡① !♣❛♥♥✐♥❣ $+❡❡ ♥❡❡❞

❛❧!♦ $♦ ❜❡ !$♦+❡❞✳ ❚❤❛$ ✐! ✇❤② ❛ $♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ !✉+❣❡+② ✐! ♣❡+❢♦+♠❡❞ ♦♥ $❤❡ ♠❡!❤✳ ❚❤❡ ♠❡!❤ ✐! ❝✉$ ❛❧♦♥❣ $❤❡

❡❞❣❡! ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ $♦ $❤❡ ✈❡+$❡① !♣❛♥♥✐♥❣ $+❡❡✳ ❚❤✐! ❣❡♥❡+❛$❡! ❛ ❞❡❝♦♠♣♦!✐$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠❡!❤ ✐♥ $+✐❛♥❣❧❡ !$+✐♣!

✭❋✐❣✉+❡ ✷✳✸ ❜✮✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ❣+❛♣❤ ♦❢ $❤❡ ❝✉$ ♠❡!❤ ✐! $❤❡ !"✐❛♥❣❧❡ )♣❛♥♥✐♥❣ !"❡❡✳ ■$ ✐! ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ $❤❡ !❛♠❡ ✇❛②

❛! $❤❡ ✈❡+$❡① !♣❛♥♥✐♥❣ $+❡❡✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣$❤ ♦❢ ✐$! +✉♥! ❛♥❞ ♦♥❡ ❜✐$ ♣❡+ +✉♥ $❡❧❧✐♥❣ ✐❢ $❤❡ +✉♥ ❡♥❞! ✇✐$❤ ❛ ❧❡❛❢

$+✐❛♥❣❧❡ ❛+❡ !$♦+❡❞✳

❚❤❡ $♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ !✉+❣❡+② ❛❧❣♦+✐$❤♠ ❛❧❧♦✇! $♦ ❝♦♠♣+❡!! $❤❡ ❝♦♥♥❡❝$✐✈✐$② ♦❢ ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ $+✐❛♥❣❧❡ ♠❡!❤ ✇✐$❤

❛❜♦✉$ ✷✳✺ $♦ ✼ ❜✐$! ♣❡+ ✈❡+$❡①✳
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a. b.

❋✐❣✉+❡ ✷✳✸✿ ●❡♦♠❡$+✐❝ ❝♦♠♣+❡!!✐♦♥ $❤+♦✉❣❤ $♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ !✉+❣❡+②✳ ❛✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉$ ♠❡!❤✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦+❡❞ ❡❞❣❡!

+❡♣+❡!❡♥$ $❤❡ +✉♥! ♦❢ $❤❡ ✈❡+$❡① !♣❛♥♥✐♥❣ $+❡❡✳ ❜✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉$ ♠❡!❤ ✐! ✢❛$$❡♥❡❞ ❛❢$❡+ ❜❡✐♥❣ ❝✉$ ❛❧♦♥❣ $❤❡

❡❞❣❡! ♦❢ $❤❡ ✈❡+$❡① !♣❛♥♥✐♥❣ $+❡❡✳ ❚❤❡ $+✐❛♥❣❧❡ !♣❛♥♥✐♥❣ $+❡❡ ✐! !❤♦✇♥ ✐♥ +❡❞✳

❉✐❛③✲●✉$✐❡++❡③ ❡$ ❛❧✳ ❬❉✐❛③✲●✉$✐❡++❡③ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ♣+♦♣♦!❡❞ ❛♥ ♦+✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣+♦❛❝❤ $❤❛$ ❡♥❝♦❞❡! ❛ ❣❡♥✉!✲✵

♠❡!❤ ✇✐$❤ $✇♦ ✈❡+$❡① !♣❛♥♥✐♥❣ $+❡❡!✱ ❛❧✇❛②! ❞✐!$❛♥$ ♦❢ ♦♥❡ ❡❞❣❡✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐$✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦+♠❛$✐♦♥ $♦ ❞❡✜♥❡ $❤❡

$+✐❛♥❣❧❡! ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ $✇♦ $+❡❡!✳ ❖♥❡ ❛❞✈❛♥$❛❣❡ ♦❢ $❤✐! +❡♣+❡!❡♥$❛$✐♦♥ ✐! $❤❛$ ✐$ ❡♠❜❡❞! ❛ ❤✐❡+❛+❝❤②❧❡!!

♠✉❧$✐+❡!♦❧✉$✐♦♥ !$+✉❝$✉+❡ ✭$❤+♦✉❣❤ $❤❡ $✇♦ $+❡❡! ❝♦❧❧❛♣!✐❜❧❡ ❡❞❣❡!✮ ❛♥❞ ❛ !$+✐♣✐✜❝❛$✐♦♥✳ ❊①♣❡+✐♠❡♥$❛❧ +❡!✉❧$!

+❡♣♦+$ ❝♦♥♥❡❝$✐✈✐$② ❝♦♠♣+❡!!✐♦♥ +❛$❡! ♦❢ ❛❜♦✉$ ✶✳✺ ❜✐$! ♣❡+ ✈❡+$❡① ♦♥ ❛✈❡+❛❣❡✳

❚❤❡ ❛❧❣♦+✐$❤♠ ♦❢ ▲✐ ❛♥❞ ❑✉♦ ❬▲✐ ❛♥❞ ❑✉♦✱ ✶✾✾✽❛❪ ❡♥❝♦❞❡! $❤❡ ❝♦♥♥❡❝$✐✈✐$② ♦❢ ❛ $+✐❛♥❣❧❡ ♠❡!❤ ✇✐$❤ ✐$!

❞✉❛❧ ❣+❛♣❤✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ $❤❡ ❞✉❛❧ ❣+❛♣❤ ✐! ✐♥❝✐❞❡♥$ $♦ $❤+❡❡ ❡❞❣❡!✳ ❙♦✱ $❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ $+❛✈❡+!❛❧ ❤❛! ❥✉!$ $♦

♣❡+❢♦+♠ ❛ ❜+❡❛❞$❤✲✜+!$ $+❛✈❡+!❛❧ ♦❢ $❤❡ ♠❡!❤ ❞✉❛❧ ❣+❛♣❤ ❛♥❞ ♦✉$♣✉$! ♦♥❡ ❜✐♥❛+② !②♠❜♦❧ ♣❡+ ❡❞❣❡ $❡❧❧✐♥❣ ✐❢

$❤✐! ❡❞❣❡ ✐! ❝♦♥♥❡❝$❡❞ $♦ ❛♥ ❛❧+❡❛❞② ✈✐!✐$❡❞ ♥♦❞❡ ♦+ ♥♦$✳

✷✳✷✳✹ ❚$✐❛♥❣❧❡ +$❛✈❡$-❛❧ ❡♥❝♦❞✐♥❣

❱❡+$❡① !♣❛♥♥✐♥❣ $+❡❡! ❞♦ ♥♦$ ❝♦♥$❛✐♥ ❛❧❧ $❤❡ ♠❡!❤ ❡❞❣❡!✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦$ +❡♣+❡!❡♥$ $❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡!❤ ❝♦♥♥❡❝$✐✈✐$②✳

❚❤❛$ ✐! ✇❤②✱ ✐♥ $❤❡ ♣+❡✈✐♦✉!❧② ❞❡!❝+✐❜❡❞ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❡$❤♦❞!✱ ❡❞❣❡! $❤❛$ ❞♦ ♥♦$ ❜❡❧♦♥❣ $♦ $❤❡ ✈❡+$❡① !♣❛♥♥✐♥❣

$+❡❡ ❛+❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛ !❡♣❛+❛$❡ !$❡♣✳ ❆ $+✐❛♥❣❧❡ !♣❛♥♥✐♥❣ $+❡❡ ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡+✱ ❝❛♣$✉+❡ ❛❧❧ $❤❡ ♠❡!❤ ❢❛❝❡! ❛♥❞

$❤❡+❡❢♦+❡ +❡♣+❡!❡♥$ $❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥♥❡❝$✐✈✐$②✳ ❚❤❛$ ✐! ✇❤② !♦♠❡ ❛❧❣♦+✐$❤♠! ✇❡+❡ ♣+♦♣♦!❡❞ $♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛ ♠❡!❤ ✇✐$❤

❛ +❡❣✐♦♥ ❣+♦✇✐♥❣ ❛♣♣+♦❛❝❤ ❜② ❣❡♥❡+❛$✐♥❣ ❛ $+✐❛♥❣❧❡ !♣❛♥♥✐♥❣ $+❡❡✳ ❚♦ ❣❡♥❡+❛$❡ !✉❝❤ $+❡❡!✱ $❤❡ ❛❧❣♦+✐$❤♠

✐$❡+❛$✐✈❡❧② ♣+♦❝❡!!❡! $❤❡ ♠❡!❤ $+✐❛♥❣❧❡! ✇✐$❤ ❛ ❜+❡❛❞$❤ ✜+!$ $+❛✈❡+!❛❧✳ ❚❤✐! ♠❡❛♥! $❤❛$ $❤❡ ♥❡①$ $+✐❛♥❣❧❡!

$♦ ♣+♦❝❡!! ❛+❡ ❛❧✇❛②! ❛❞❥❛❝❡♥$ $♦ ❛❧+❡❛❞② ♣+♦❝❡!!❡❞ $+✐❛♥❣❧❡! ❛♥❞ $❤❡ ✜+!$ $+✐❛♥❣❧❡! $❤❛$ ✇❡+❡ ❛❞❞❡❞ $♦ $❤❡

♥❡✐❣❤❜♦+ $+✐❛♥❣❧❡ ❧✐!$ ❛+❡ ♣+♦❝❡!!❡❞ ✜+!$✳ ❆! !❤♦✇♥ ♦♥ $❤❡ ❋✐❣✉+❡ ✷✳✹✱ ❛$ ❡❛❝❤ !$❡♣ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣+❡!!✐♦♥✱ !♦♠❡

❢❛❝❡! ❤❛✈❡ ❛❧+❡❛❞② ❜❡❡♥ $+❛✈❡+!❡❞ ❛♥❞ ♦$❤❡+ ♥♦$✳ ❚❤❡+❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♦+ !❡✈❡+❛❧ ❝❧♦!❡❞ ❡❞❣❡ ❜♦+❞❡+! ❜❡$✇❡❡♥

$❤❡!❡ $✇♦ $②♣❡! ♦❢ ❢❛❝❡!✳

❚❤❡ ❈✉$✲❇♦+❞❡+ ♠❛❝❤✐♥❡ ❬●✉♠❤♦❧❞ ❛♥❞ ❙$+❛Z❡+✱ ✶✾✾✽❪ ❢♦❧❧♦✇! $❤✐! ❢❛❝❡ $+❛✈❡+!❛❧ !$+❛$❡❣②✳ ■$ ❡①$❡♥❞! $❤❡

❜♦+❞❡+ ❢♦+♠❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✐$✐❛❧ $+✐❛♥❣❧❡ ❜② ✐$❡+❛$✐✈❡❧② $+❛✈❡+!✐♥❣ ❛❞❥❛❝❡♥$ $+✐❛♥❣❧❡!✳ ✼ ❞✐✛❡+❡♥$ !②♠❜♦❧! ❝♦❞❡
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❢❛❝❡ 4♦ ♣$♦❝❡11 ✐1 ✐♥ ❜❧✉❡✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ ❜♦$❞❡$ ❜❡4✇❡❡♥ ♣$♦❝❡11❡❞ ❛♥❞ ♥♦4 ♣$♦❝❡11❡❞ ❢❛❝❡1 ✐1 ✐♥ $❡❞✳

✇❤❡4❤❡$ 4❤❡ ❡①4❡♥1✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ❜♦$❞❡$ ♦♥ ❛ ♥❡✇ 4$✐❛♥❣❧❡ ✇❛1 ❞♦♥❡ ❜② ✐♥1❡$4✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ✈❡$4❡① ♦$ ♥♦4✳ ■❢ ♥♦

✈❡$4❡① ✐♥1❡$4✐♦♥ ✐1 ♣❡$❢♦$♠❡❞✱ 4❤❡ 1②♠❜♦❧ ❞❡1❝$✐❜❡1 ❤♦✇ 4❤❡ ♥❡✇ ❛❞❥❛❝❡♥4 4$✐❛♥❣❧❡ ✐1 ❝♦♥♥❡❝4❡❞ 4♦ 4❤❡ ❜♦$❞❡$✳

❚❤❡1❡ 1②♠❜♦❧1 ❛❧1♦ ❝♦❞❡ 4❤❡ ❝❧♦1✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜♦$❞❡$✱ ✐41 1♣❧✐4 ♦$ 4❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ 4✇♦ ❞✐14✐♥❝4 ❜♦$❞❡$1✳ ❚❤❡ 1❝❤❡♠❡

❝❛♥ ❝♦♠♣$❡11 ✷✲♠❛♥✐❢♦❧❞ 4$✐❛♥❣❧❡ ♠❡1❤❡1✳ ❊①♣❡$✐♠❡♥4❛❧ $❡1✉❧41 $❡♣♦$41 ❝♦♥♥❡❝4✐✈✐4② ❝♦♠♣$❡11✐♦♥ $❛4❡1 ♦❢

❛❜♦✉4 ✹ ❜✐41 ♣❡$ ✈❡$4❡①✳

❚❤❡ ❊❞❣❡❜$❡❛❦❡$ ❛❧❣♦$✐4❤♠ ♦❢ ❘♦11✐❣♥❛❝ ❬❘♦11✐❣♥❛❝✱ ✶✾✾✾❪ ❡♥❝♦❞❡1 4❤❡ ❝♦♥♥❡❝4✐✈✐4② ♦❢ 4$✐❛♥❣✉❧❛$ ♠❡1❤❡1

❜② ✐4❡$❛4✐✈❡❧② ♥✐❜❜❧✐♥❣ 4❤❡ ❢❛❝❡1✳ ■4 4$❛✈❡$1❡1 4❤❡ ♠❡1❤ ❢❛❝❡1 ❜② ❡♥4❡$✐♥❣ 4❤$♦✉❣❤ ♦♥❡ ♦❢ 4❤❡✐$ ❡❞❣❡1 ❝❛❧❧❡❞

4❤❡ ❣❛4❡✳ ❚❤❡ ♠❡1❤ ❝♦♥♥❡❝4✐✈✐4② ✐1 ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦❞❡ 4❤❛4 ❞❡1❝$✐❜❡1 4❤❡ ♣❛4❝❤ ❝♦♥✜❣✉$❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ✈❡$4❡①

v ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ 4♦ 4❤❡ ❝✉$$❡♥4 4$✐❛♥❣❧❡ X ✐♥ ❢$♦♥4 ♦❢ 4❤❡ ❛❝4✐✈❡ ❣❛4❡✳ ❚❤❡ ♣❛4❝❤ ♦❢ v ✐1 4❤❡ 1❡4 ♦❢ ❢❛❝❡1 ❛❞❥❛❝❡♥4
4♦ v✳ ❚❤❡$❡ ❛$❡ ✜✈❡ ❞✐✛❡$❡♥4 ❝♦♥✜❣✉$❛4✐♦♥1 ❛1 1❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✺✳ X ✐1 4❤❡♥ $❡♠♦✈❡❞ ❢$♦♠ 4❤❡ ♠❡1❤✳ ❚❤❡

♥❡①4 ❣❛4❡ ♣♦✐♥41 4♦ 4❤❡ 4$✐❛♥❣❧❡ ❛❞❥❛❝❡♥4 4♦ X 4❤❛4 ✐1 ♦♥ 4❤❡ $✐❣❤4 ♦❢ 4❤❡ ❛❝4✐✈❡ ❣❛4❡✳ ■❢ 4❤❡$❡ ✐1 ♥♦ 1✉❝❤

4$✐❛♥❣❧❡✱ 4❤❡ ♥❡①4 ❣❛4❡ ✐1 ♣♦♣♣❡❞ ♦✉4 ❢$♦♠ ❛ 14❛❝❦✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ 4$❛✈❡$1❛❧ ✐1 1❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✳✻✳

❆♥ ❡①4❡♥1✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ❛❧❣♦$✐4❤♠ ✐1 ♣$♦♣♦1❡❞ 4♦ ❤❛♥❞❧❡ ♥♦♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♠❡1❤❡1 ❛♥❞ ♠❡1❤❡1 ✇✐4❤ ❛ ❣❡♥✉1 1✉♣❡$✐♦$

4♦ ✵✳ ❊①♣❡$✐♠❡♥4❛❧ $❡1✉❧41 $❡♣♦$4 ❝♦♥♥❡❝4✐✈✐4② ❝♦♠♣$❡11✐♦♥ $❛4❡1 ♦❢ ❛❜♦✉4 ✹ ❜✐41 ♣❡$ ✈❡$4❡①✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✺✿ ❚❤❡ ✜✈❡ ♣❛4❝❤ ❝♦♥✜❣✉$❛4✐♦♥1 ♦❢ 4❤❡ ❊❞❣❡❜$❡❛❦❡$ ❛❧❣♦$✐4❤♠✳ v ✐1 4❤❡ ♣❛4❝❤ ❝❡♥4❡$ ✈❡$4❡① ❛♥❞ X
✐1 4❤❡ ❝✉$$❡♥4 4$✐❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ❛❝4✐✈❡ ❣❛4❡ ✐1 4❤❡ ❜❧✉❡ ❡❞❣❡✳ ❈✿ 4❤❡$❡ ✐1 ❛ ❝♦♠♣❧❡4❡ 4$✐❛♥❣❧❡ ❢❛♥ ❛$♦✉♥❞ v✳ ▲✿
4❤❡$❡ ❛$❡ ♠✐11✐♥❣ 4$✐❛♥❣❧❡1 ❛4 4❤❡ ❧❡❢4 ♦❢ 4❤❡ ❛❝4✐✈❡ ❣❛4❡✳ ❘✿ 4❤❡$❡ ❛$❡ ♠✐11✐♥❣ 4$✐❛♥❣❧❡1 ❛4 4❤❡ $✐❣❤4 ♦❢ 4❤❡

❛❝4✐✈❡ ❣❛4❡✳ ❊✿ v ✐1 ♦♥❧② ❛❞❥❛❝❡♥4 4♦ X✳ ❙✿ 4❤❡$❡ ❛$❡ ♠✐11✐♥❣ 4$✐❛♥❣❧❡1 ❡❧1❡✇❤❡$❡ 4❤❛♥ 4❤❡ ❧❡❢4 ♦$ 4❤❡ $✐❣❤4 ♦❢
4❤❡ ❛❝4✐✈❡ ❣❛4❡✳

❙♦♠❡ ❊❞❣❡❜$❡❛❦❡$ ❞❡$✐✈❡❞ 1❝❤❡♠❡1 ✇❡$❡ ♣$♦♣♦1❡❞ 4♦ ❣✉❛$❛♥4❡❡ ❛ ✇♦$14✲❝❛1❡ ❝♦❞✐♥❣ ❝♦14 ♦❢ ✸✳✻✼

❜✐41 ♣❡$ ✈❡$4❡① ❬❑✐♥❣ ❛♥❞ ❘♦11✐❣♥❛❝✱ ✶✾✾✾❛❪ ❛♥❞ 4❤❡♥ ✸✳✺✺ ❜✐41 ♣❡$ ✈❡$4❡① ❬●✉♠❤♦❧❞✱ ✷✵✵✵❪✳ ❉❡❝♦❞✲
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❞✐"#♦)#✐♦♥ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡ #❤❛♥ "❝❛❧❛) C✉❛♥#✐③❛#✐♦♥ #❡❝❤♥✐C✉❡ ❬▲❡❡ ❛♥❞ ❑♦✱ ✷✵✵✵✱ ❈❤♦✉ ❛♥❞ ▼❡♥❣✱ ✷✵✵✷✱

❇❛②❛③✐# ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ❈❤❡♥ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ▼❡♥❣ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ #❤❡ ❞❡#❡)♠✐♥❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ C✉❛♥#✐✲

③❛#✐♦♥ ❝❡❧❧" ❝❛♥ ❧❡❛❞ #♦ ✐♥#❡♥"✐✈❡ ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥"✳ ❆❧❧ ♦❢ #❤❡"❡ "❝❤❡♠❡"✱ ❡①❝❡♣# ❬▲❡❡ ❛♥❞ ❑♦✱ ✷✵✵✵❪✱ ✉"❡

✈❡❝#♦) C✉❛♥#✐③❛#✐♦♥ ✇✐#❤ ♣❛)❛❧❧❡❧♦❣)❛♠ ♣)❡❞✐❝#✐♦♥ ✭"❡❡ ❙❡❝#✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮✳ ❙♦♠❡ ❛♣♣)♦❛❝❤❡" ❬▲✐ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱

▲✉ ❛♥❞ ▲✐✱ ✷✵✵✽❪ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❜✉✐❧❞ ❝♦❞❡❜♦♦❦" ❢♦) ❞✐✛❡)❡♥# C✉❛❧✐#✐❡" ❜② ❥✉"# ✈❛)②✐♥❣ ❛ ♣❛)❛♠❡#❡)✳

✷✳✸✳✷ #$❡❞✐❝)✐♦♥

❚❤❡ ✜)"# ♠❡"❤ ❝♦♠♣)❡""✐♦♥ ❛♣♣)♦❛❝❤❡" ❬❉❡❡)✐♥❣✱ ✶✾✾✺✱ ❈❤♦✇✱ ✶✾✾✼❪ ♦♥❧② ✉"❡❞ ❞❡❧)❛ ♣+❡❞✐❝)✐♦♥✳ ❚❤✐" ♠❡#❤♦❞

❛""✉♠❡" #❤❛# #✇♦ ✈❡)#✐❝❡" ❝❧♦"❡ ✐♥ #❤❡ ♠❡"❤ ❝♦♥♥❡❝#✐✈✐#② ❣)❛♣❤ ❛)❡ ❝❧♦"❡ ✐♥ #❤❡ ✸❉ "♣❛❝❡✳ ❙♦✱ #❤❡ ♣♦"✐#✐♦♥

♦❢ #❤❡ ♥❡①# ✈❡)#❡① #♦ ❡♥❝♦❞❡ ✐" ♣)❡❞✐❝#❡❞ #♦ ❜❡ #❤❡ ♣♦"✐#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♣)❡✈✐♦✉" ✈❡)#❡①✳ ❚❤❡ ❞❡❧#❛✱ #❤❡ ✈❡❝#♦)

❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ #✇♦ ♣♦"✐#✐♦♥"✱ ✐" #❤❡♥ ❡♥❝♦❞❡❞✳ ❇❛❥❛❥ ❡# ❛❧✳ ❬❇❛❥❛❥ ❡# ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ ✉"❡" ❛ .❡❝♦♥❞ ♦+❞❡+ ♣+❡❞✐❝)♦+

#❤❛# ❡♥❝♦❞❡" #❤❡ ❞✐✛❡)❡♥❝❡" ❜❡#✇❡❡♥ ❝♦♥"❡❝✉#✐✈❡ ❞❡❧#❛ ♣)❡❞✐❝#✐♦♥"✳

✸✵



❚❤❡ #♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ +✉-❣❡-② ❛❧❣♦-✐#❤♠ ❬❚❛✉❜✐♥ ❛♥❞ ❘♦++✐❣♥❛❝✱ ✶✾✾✽❪ ✉+❡+ ❧✐♥❡❛% ♣%❡❞✐❝)✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦+✐#✐♦♥ ♦❢

#❤❡ ♥❡①# ✈❡-#❡① #♦ ❡♥❝♦❞❡ ✐+ ♣-❡❞✐❝#❡❞ #♦ ❜❡ ❛ ❧✐♥❡❛- ❝♦♠❜✐♥❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ K ♣-❡✈✐♦✉+ ✈❡-#✐❝❡+ ✐♥ #❤❡ ✈❡-#❡①

+♣❛♥♥✐♥❣ #-❡❡✳ ❚❤❡ K ♣❛-❛♠❡#❡-+ ♦❢ #❤❡ ❧✐♥❡❛- ❢✉♥❝#✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❡ #❤❡ ♠❡❛♥ +?✉❛-❡ ♣-❡❞✐❝#✐♦♥ ❡--♦- ♦✈❡- #❤❡

♠❡+❤✳ ❚❤❡✐- ✈❛❧✉❡+ ❛-❡ +#♦-❡❞ ✐♥ #❤❡ ❝♦♠♣-❡++❡❞ ✜❧❡ #♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ #♦ #❤❡ ❞❡❝♦❞❡-✳

❇❡+✐❞❡+ ✈❛❧❡♥❝❡✲❞-✐✈❡♥ ❝♦♥♥❡❝#✐✈✐#② ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ❚♦✉♠❛ ❛♥❞ ●♦#+♠❛♥ ❛❧+♦ ✐♥#-♦❞✉❝❡❞ ♣❛%❛❧❧❡❧♦❣%❛♠ ♣%❡❞✐❝✲

)✐♦♥ ❬❚♦✉♠❛ ❛♥❞ ●♦#+♠❛♥✱ ✶✾✾✽❪✳ ▲✐❦❡ ✈❛❧❡♥❝❡✲❞-✐✈❡♥ ❝♦♥♥❡❝#✐✈✐#② ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ♣❛-❛❧❧❡❧♦❣-❛♠ ♣-❡❞✐❝#✐♦♥ ✐+ ❛

❢♦✉♥❞✐♥❣ ✐❞❡❛ #❤❛# ❤❛+ ✐♥+♣✐-❡❞ ♠❛♥② ❧❛#❡- +❝❤❡♠❡+✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣-❡++✐♦♥ ❛❧❣♦-✐#❤♠ ✐♥#-♦❞✉❝❡+ ❛ ♥❡✇ ✈❡-#❡①

✇✐#❤ ❛ #-✐❛♥❣❧❡ ❢-♦♠ ♦♥❡ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ✈❡-#❡① ♣-❡❞✐❝#❡❞ ♣♦+✐#✐♦♥ ❢♦-♠+ ❛ ♣❛-❛❧❧❡❧♦❣-❛♠ ✇✐#❤ #❤❡ #✇♦ ❡❞❣❡

✈❡-#✐❝❡+ ❛♥❞ #❤❡ #❤✐-❞ ✈❡-#❡① ♦❢ #❤❡ ♦♣♣♦+✐#❡ #-✐❛♥❣❧❡ ✭❋✐❣✉-❡ ✷✳✶✵ ❛✮✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ #❤✐+ ♣-❡❞✐❝#✐♦♥ ❛++✉♠❡+

✐♥❝♦--❡❝#❧② #❤❛# #❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡+❤ ✐+ ♣❧❛♥❛-✳ ❆ ❜❡##❡- ♣-❡❞✐❝#✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜#❛✐♥❡❞ ❜② #❛❦✐♥❣ ✐♥#♦ ❛❝❝♦✉♥#

#❤❡ ❝-❡❛+❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ #✇♦ #-✐❛♥❣❧❡+✳ ❙♦ #❤❡ ❛✉#❤♦-+ ♣-♦♣♦+❡❞ #♦ ❡+#✐♠❛#❡ #❤✐+ ❛♥❣❧❡ ✇✐#❤ #❤❡ ❝-❡❛+❡

❛♥❣❧❡+ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ -❡❢❡-❡♥❝❡ #-✐❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ✐#+ ❛❞❥❛❝❡♥# #-✐❛♥❣❧❡+ ❛❧-❡❛❞② ❡♥❝♦❞❡❞✳ ❊①♣❡-✐♠❡♥#❛❧ -❡+✉❧#+ +❤♦✇

#❤❛# #-✐❛♥❣❧❡ ♠❡+❤ ❣❡♦♠❡#-② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣-❡++❡❞ ❛# ❛❜♦✉# ✽✳✺ ❜✐#+ ♣❡- ✈❡-#❡① ✇✐#❤ ❛ ✽ ❜✐# ?✉❛♥#✐③❛#✐♦♥✳

❚❤❡ ❞✉❛❧ ♣❛%❛❧❧❡❧♦❣%❛♠ ♣%❡❞✐❝)✐♦♥ ❬❙✐♠ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ✉+❡+ #❤❡ ❛✈❡-❛❣❡ ♣♦+✐#✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② #✇♦ ♣❛-❛❧❧❡❧♦❣-❛♠

♣-❡❞✐❝#✐♦♥+ ✇❤❡♥❡✈❡- ✐# ✐+ ♣♦++✐❜❧❡ ✭❋✐❣✉-❡ ✷✳✶✵ ❜✮✳ ❉✉❛❧ ♣❛-❛❧❧❡❧♦❣-❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉+❡❞ ✐♥ ❛❜♦✉# ✼✺ ♣❡-❝❡♥# ♦❢

#❤❡ ❝❛+❡+✳ ■# -❡+✉❧#+ #♦ +❧✐❣❤# ✐♠♣-♦✈❡♠❡♥#+ ♦✈❡- ♣❛%❛❧❧❡❧♦❣%❛♠ ♣%❡❞✐❝)✐♦♥✳

a. b. c.

❋✐❣✉-❡ ✷✳✶✵✿ W❛-❛❧❧❡❧♦❣-❛♠ ♣-❡❞✐❝#✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❧-❡❛❞② ❡♥❝♦❞❡❞ ♣❛-# ✐+ ✐♥ ❣-❛②✳ ❛✳ ❙✐♠♣❧❡ ♣❛-❛❧❧❡❧♦❣-❛♠

♣-❡❞✐❝#✐♦♥✳ ❜✳ ❉✉❛❧ ♣❛-❛❧❧❡❧♦❣-❛♠ ♣-❡❞✐❝#✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣-❡❞✐❝#❡❞ ♣♦+✐#✐♦♥ ✐+ #❤❡ ❛✈❡-❛❣❡ ♦❢ #❤❡ #✇♦ ♣❛-❛❧❧❡❧♦✲

❣-❛♠ ♣-❡❞✐❝#✐♦♥✳ ❝✳ ❋-❡❡❧❡♥❝❡ ♣-❡❞✐❝#✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣-❡❞✐❝#❡❞ ♣♦+✐#✐♦♥ ✐+ #❤❡ ❛✈❡-❛❣❡ ♦❢ #❤❡ #❤-❡❡ ♣❛-❛❧❧❡❧♦❣-❛♠

♣-❡❞✐❝#✐♦♥✳

■+❡♥❜✉-❣ ❛♥❞ ❆❧❧✐❡③ ❬■+❡♥❜✉-❣ ❛♥❞ ❆❧❧✐❡③✱ ✷✵✵✷❜❪ +❤♦✇❡❞ #❤❛# ♣❛-❛❧❧❡❧♦❣-❛♠ ♣-❡❞✐❝#✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧+♦ ❜❡ ✉+❡❞

❢♦- #❤❡ ❣❡♦♠❡#-② ❝♦♠♣-❡++✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡+❤❡+ ✇✐#❤ ❛-❜✐#-❛-② ❢❛❝❡ ❞❡❣-❡❡+✳ ❆+ ♣♦❧②❣♦♥+ ❛-❡ ✐♥ ♠♦+# ❝❛+❡+

❢❛✐-❧② ♣❧❛♥❛- ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✱ #❤❡② ♥♦#✐❝❡❞ #❤❛# ♣-❡❞✐❝#✐♦♥+ ✇✐#❤✐♥ ♣♦❧②❣♦♥+ ✭❋✐❣✉-❡ ✷✳✶✶ ❜✮ ❛-❡ ♠♦-❡ ❛❝❝✉-❛#❡

#❤❛♥ ♣-❡❞✐❝#✐♦♥+ ❛❝-♦++ ♣♦❧②❣♦♥+ ✭❋✐❣✉-❡ ✷✳✶✶ ❛✮✳ ❇② ♣❡-❢♦-♠✐♥❣ ❛+ ♠❛♥② ❛+ ♣♦++✐❜❧❡ ✐♥♥❡- ♣-❡❞✐❝#✐♦♥+✱ #❤✐+

♠❡#❤♦❞ ❝❛♥ -❡❞✉❝❡ #❤❡ ❝♦♠♣-❡++✐♦♥ -❛#❡ ❜② ✶✵ #♦ ✹✵ ♣❡-❝❡♥#✳ ■+❡♥❜✉-❣ ❡# ❛❧✳ ❬■+❡♥❜✉-❣ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❛❪ ❧❛#❡-

♣-❡+❡♥#❡❞ ❛ ❣❡♥❡-❛❧✐③❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♣❛-❛❧❧❡❧♦❣-❛♠ ♣-❡❞✐❝#✐♦♥ ❢♦- ❛-❜✐#-❛-② ♣♦❧②❣♦♥+✳ ▼✐++✐♥❣ ✈❡-#❡① ♣♦+✐#✐♦♥+

♦❢ ❛ ♣♦❧②❣♦♥ ❛-❡ ♣-❡❞✐❝#❡❞ ✇✐#❤ ✇❡✐❣❤#+ ❝♦♠♣✉#❡❞ ❢♦- ♣♦❧②❣♦♥+ ♦❢ ❞✐✛❡-❡♥# ❞❡❣-❡❡+ ✇✐#❤ ❞✐✛❡-❡♥# ❦♥♦✇♥

✈❡-#✐❝❡+✳ ❚❤❡+❡ ✇❡✐❣❤#+ ❝♦♠❡ ❢-♦♠ ❛ ❋♦✉-✐❡- ❞❡❝♦♠♣♦+✐#✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥+ ✇❤❡-❡ #❤❡ ❤✐❣❤❡+# ❢-❡?✉❡♥❝✐❡+ ❛-❡

+❡# #♦ ✵ #♦ ❡♥+✉-❡ #❤❛# #❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ❛-❡ ♥✐❝❡❧② +❤❛♣❡❞✳

❚❤❡ ❋-❡❡❧❡♥❝❡ ❝♦❞❡- ❬❑\❧❜❡-❡- ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✉+❡+ #❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛#✐♦♥ ♦❢ #❤-❡❡ ♣❛-❛❧❧❡❧♦❣-❛♠ ♣-❡❞✐❝#✐♦♥+ #♦

❡♥❝♦❞❡ #❤❡ ❣❡♦♠❡#-② ♦❢ #-✐❛♥❣✉❧❛- ♠❡+❤❡+✿ #✇♦ +#❛♥❞❛-❞ ♦♥❡+✱ ❛+ ✇✐#❤ ❞✉❛❧ ♣❛-❛❧❧❡❧♦❣-❛♠ ♣-❡❞✐❝#✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛

♥❡✇ ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❝-♦++ ❛ ✈✐-#✉❛❧ ❡❞❣❡ ❥♦✐♥✐♥❣ #❤❡ #✇♦ ♦✉#❡- ✈❡-#✐❝❡+ ✭❋✐❣✉-❡ ✷✳✶✵ ❝✮✳

❈♦❤❡♥✲♦- ❡# ❛❧✳ ✐♥#-♦❞✉❝❡❞ ♠✉❧)✐✇❛② ♣%❡❞✐❝)✐♦♥ ❬❈♦❤❡♥✲❖- ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ❚❤❡ ♣-✐♥❝✐♣❧❡ ✐+ #♦ ♣-❡❞✐❝#

#❤❡ ♣♦+✐#✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ✈❡-#✐❝❡+ ✇✐#❤ ❛+ ♠❛♥② ❛+ ♣♦++✐❜❧❡ ♣❛-❛❧❧❡❧♦❣-❛♠ ♣-❡❞✐❝#✐♦♥+ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❛❧-❡❛❞② ❡♥❝♦❞❡❞

✈❡-#✐❝❡+ ✭+❡❡ ❋✐❣✉-❡ ✷✳✶✷✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ #♦ ❝♦♠♣-❡++ ✐+ ✜-+# +❡❣♠❡♥#❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦+✐#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❜♦✉♥❞❛-② ✈❡-#✐❝❡+

❛-❡ ❡①♣❧✐❝✐#❧② ❡♥❝♦❞❡❞✳ ❚❤❡♥ #❤❡ ❛❧❣♦-✐#❤♠ ❜✉✐❧❞+ ❛ -♦✉❣❤ ❛♣♣-♦①✐♠❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♠❡+❤✳ ■# +#❛-#+ ❢-♦♠

❜♦✉♥❞❛-② ✈❡-#✐❝❡+ ❛♥❞ ✐#❡-❛#✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉#❡+ #❤❡ ♠✉❧#✐✇❛② ♣-❡❞✐❝#✐♦♥ ♦❢ ✐♥♥❡- ✈❡-#✐❝❡+✳ ❆ -❡❧❛①❛#✐♦♥ ❛♣♣-♦❛❝❤

#-✐❡+ #♦ ❦❡❡♣ #❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣#❤+ ✉♥✐❢♦-♠✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛ +♠♦♦#❤✐♥❣ ♦♣❡-❛#✐♦♥ ✐+ ❛♣♣❧✐❡❞ #♦ ✈❡-#❡① ♣♦+✐#✐♦♥+✳ ❚❤❡

❞✐✛❡-❡♥❝❡ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ❝✉--❡♥# ♣♦+✐#✐♦♥+ ♦❢ ✈❡-#✐❝❡+ ❛♥❞ #❤❡✐- -❡❛❧ ♣♦+✐#✐♦♥ ✐+ ❝♦♠♣-❡++❡❞✳ ■♥ ❛ +✐♠✐❧❛- ✇❛②✱

#❤❡ ❣❡♦♠❡#-② ♣-❡❞✐❝#♦- ♦❢ ●✉♠❤♦❧❞ ❛♥❞ ❆♠❥♦✉♥ ❬●✉♠❤♦❧❞ ❛♥❞ ❆♠❥♦✉♥✱ ✷✵✵✸❪ ♣❡-❢♦-♠+ ❛+ ♠❛♥② ❛+ ♣♦++✐❜❧❡
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a. b.

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✶✿ *❛$❛❧❧❡❧♦❣$❛♠ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥ ❢♦$ 5✉❛❞$❛♥❣❧❡6✳ ❛✳ ❆❝$♦66 5✉❛❞$❛♥❣❧❡6✳ ❜✳ ❲✐2❤✐♥ 5✉❛❞$❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡

❡♥❝♦❞❡❞ $❡❣✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♠❡6❤ ✐6 ✐♥ ❧✐❣❤2 ❣$❛②✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇♥ ✈❡$2✐❝❡6 ❛$❡ ✜❧❧❡❞ ✐♥ ❜❛❝❦✳ ❚❤❡ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥ ❡$$♦$ ✐6

$❡♣$❡6❡♥2❡❞ ❜② 2❤❡ ❜❧✉❡ 6❡❣♠❡♥2✳

♣❛$❛❧❧❡❧♦❣$❛♠ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥6 2♦ ❞❡2❡$♠✐♥❡ 2❤❡ 2❛♥❣❡♥2✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥26 ♦❢ 2❤❡ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ 2♦ ❡62✐♠❛2❡

2❤❡ ♥♦$♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥2✱ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛ ❞✐❤❡❞$❛❧ ❛♥❣❧❡✱ 2❤❡ ❡♥❝♦❞❡$ ✜26 ❛ ❤✐❣❤ ♦$❞❡$ 6✉$❢❛❝❡ 2♦ 2❤❡ ❛❧$❡❛❞②

❡♥❝♦❞❡❞ ♣❛$2 ♦❢ 2❤❡ ❣❡♦♠❡2$②✳ ❚❤❡ ♣$❡❞✐❝2❡❞ ♣♦6✐2✐♦♥ ✐6 2❤❡$❡❢♦$❡ ❛2 2❤❡ ✐♥2❡$6❡❝2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❤✐❣❤❡$ ♦$❞❡$

6✉$❢❛❝❡ ✇✐2❤ 2❤❡ ❝✐$❝❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② 2❤❡ 2❛♥❣❡♥2✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥26✳ ❆❤♥ ❡2 ❛❧✳ ❬❆❤♥ ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❛❧6♦ ✉6❡ ❛6 ♠❛♥②

❛6 ♣♦66✐❜❧❡ ♣❛$❛❧❧❡❧♦❣$❛♠ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥6✳ ❚❤❡② ❛❧6♦ ❛❞❞❡❞ 2❤❡✐$ ♦✇♥ ❞✐❤❡❞$❛❧ ❛♥❣❧❡ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥ 6❝❤❡♠❡ 2❤❛2

❛✈❡$❛❣❡6 ❛❧❧ 2❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦$✐♥❣ ❞✐❤❡❞$❛❧ ❛♥❣❧❡6✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✷✿ ▼✉❧2✐✇❛② ♣$❡❞✐❝2✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ♣❛$26 ♦❢ 2❤❡ ♠❡6❤ ❛$❡ ✐♥ ❣$❛②✳ ❚❤❡ ♣$❡❞✐❝2❡❞ ♣♦6✐2✐♦♥ ✐6 2❤❡

❛✈❡$❛❣❡ ♦❢ 2❤❡ ❢♦✉$ ♣❛$❛❧❧❡❧♦❣$❛♠ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥✳

❘❡❝❡♥2❧②✱ ❱J➨❛ ❛♥❞ ❇$✉♥❡22 ❬❱J➨❛ ❛♥❞ ❇$✉♥♥❡22✱ ✷✵✶✸❪ ♣$♦♣♦6❡❞ ✇❡✐❣❤2❡❞ ♣❛$❛❧❧❡❧♦❣$❛♠ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥ ♠❡2❤✲

♦❞6✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡✐❣❤26 ❛$❡ ❝❛❧❝✉❧❛2❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ✈❡$2❡① ✈❛❧❡♥❝❡6✳ ❚❤❡ 2❤$❡❡ ♣$♦♣♦6❡❞ ✇❡✐❣❤2 ❝❛❧❝✉❧❛2✐♦♥

♠❡2❤♦❞6 ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝$❡❛6✐♥❣ ❝♦♠♣✉2❛2✐♦♥❛❧ ❝♦62✳ ❊①♣❡$✐♠❡♥2❛❧ $❡6✉❧26 $❡♣♦$2 2❤❛2 $❡6✐❞✉❛❧6 ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣✉2❡❞

❙❤❛♥♥♦♥ ❡♥2$♦♣② ✉♣ 2♦ ✷✵ ❧♦✇❡$ 2❤❛♥ ✇✐2❤ 62❛♥❞❛$❞ ♣❛$❛❧❧❡❧♦❣$❛♠ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥✳

❈♦✉$❜❡2 ❛♥❞ ❍✉❞❡❧♦2 ❬❈♦✉$❜❡2 ❛♥❞ ❍✉❞❡❧♦2✱ ✷✵✶✶❪ ✉6❡❞ ❛ ❚❛②❧♦$ ❡①♣❛♥6✐♦♥ 2♦ ❞❡2❡$♠✐♥❡ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥

✇❡✐❣❤26 ❢♦$ ✈❛$✐♦✉6 ♣$❡❞✐❝2✐♦♥ 62❡♥❝✐❧6✳ ❚❤✐6 ♠❡2❤♦❞ ❛❧❧♦✇6 2♦ 2❤❡♦$❡2✐❝❛❧❧② ❞❡2❡$♠✐♥❡ 2❤❡ ❜❡62 ✇❡✐❣❤26

❢♦$ 2❤❡ ♣❛$❛❧❧❡❧♦❣$❛♠ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥ ❬❚♦✉♠❛ ❛♥❞ ●♦26♠❛♥✱ ✶✾✾✽❪✳ ■2 ♣$♦✈❡6 2❤❛2 2❤❡ ❋$❡❡❧❡♥❝❡ ✇❡✐❣❤26

❬❑X❧❜❡$❡$ ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✇♦$❦ ❜❡22❡$ 2❤❛♥ 2❤❡ ❞✉❛❧ ♣❛$❛❧❧❡❧♦❣$❛♠ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥ ✇❡✐❣❤26 ❬❙✐♠ ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❛♥❞

❞❡2❡$♠✐♥❡6 ❜❡22❡$ ✇❡✐❣❤26 ❢♦$ 2❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥ ❬■6❡♥❜✉$❣ ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❛❪✳

❘❡❣❛$❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡6❤❡6✱ ●✉♠❤♦❧❞ ❡2 ❛❧✳ ❬●✉♠❤♦❧❞ ❡2 ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ $❡6♦$2❡❞ 2♦ ❞❡❧2❛ ❝♦❞✐♥❣ 2♦ ❡♥❝♦❞❡ 2❤❡

❣❡♦♠❡2$② ♦❢ 2❡2$❛❤❡❞$❛❧ ♠❡6❤❡6✳ ■6❡♥❜✉$❣ ❛♥❞ ❆❧❧✐❡③ ❬■6❡♥❜✉$❣ ❛♥❞ ❆❧❧✐❡③✱ ✷✵✵✷❛❪ ❝♦♠♣$❡66❡❞ 2❤❡ ❣❡♦♠❡2$②

♦❢ ❤❡①❛❤❡❞$❛❧ ♠❡6❤❡6 ✇✐2❤ ✐♥2$❛ ❛♥❞ ✐♥2❡$ ❤❡①❛❤❡❞$♦♥ ♣❛$❛❧❧❡❧♦❣$❛♠ ♣$❡❞✐❝2✐♦♥6✳
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✷✳✸✳✸ ●❡♦♠❡'(②✲❞(✐✈❡♥ ❝♦♠♣(❡11✐♦♥

❋♦" ❛ ❝♦♠♣"❡((❡❞ ♠❡(❤✱ ,❤❡ (✐③❡ ♦❢ ,❤❡ ❣❡♦♠❡,"② ✐♥❢♦"♠❛,✐♦♥ ✐( ♦❢,❡♥ (✉♣❡"✐♦" ,♦ ,❤❡ (✐③❡ ♦❢ ,❤❡ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,②✳

◆❡✈❡",❤❡❧❡(( ❢♦" ♠♦(, ❛❧❣♦"✐,❤♠(✱ ,❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐( ❞"✐✈❡♥ ❜② ,❤❡ ♠❡(❤ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,②✳ ❙♦✱ ,❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❢♦❝✉(✐♥❣

♦♥ ❣❡♦♠❡,"② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❜❡❢♦"❡ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,② ❤❛( ❡♠❡"❣❡❞ ✐♥ ,❤❡ ♠❡(❤ ❝♦♠♣"❡((✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐,②✳

❑"♦♥"♦❞ ❛♥❞ ●♦,(♠❛♥ ❬❑"♦♥"♦❞ ❛♥❞ ●♦,(♠❛♥✱ ✷✵✵✷❪ ❞❡(✐❣♥❡❞ ❛ ❝♦♠♣"❡((✐♦♥ (❝❤❡♠❡ ✇❤❡"❡ ,❤❡ ♠❡(❤

❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐( ❞"✐✈❡♥ ❜② ,❤❡ ❣❡♦♠❡,"②✳ ❚❤✐( ❛♣♣"♦❛❝❤ ❜✉✐❧❞( ❛ ♠❡(❤ ❝♦✈❡" ,"❡❡ ,❤❛, ❝♦♥,❛✐♥( ❛❧❧ ,❤❡ ♠❡(❤

✈❡",✐❝❡(✳ ❚❤✐( ,"❡❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡( ❛ ♣❛",✐❝✉❧❛" ,"❛✈❡"(❛❧ ♦❢ ,❤❡ ♠❡(❤ ✈❡",✐❝❡(✱ ✐( ❣❡♥❡"❛,❡❞ ,♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ,❤❡
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✐♥"♣✐$❡❞ ❛♣♣$♦❛❝❤❡" ❜❛"❡❞ ♦♥ ,❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ✈❡$,❡① "♣❛♥♥✐♥❣ ,$❡❡"✳ ❇❡,,❡$ ❝♦♠♣$❡""✐♦♥ $❛,❡" ✇❡$❡ ♦❜,❛✐♥❡❞

❜② ❝♦♠♣$❡""✐♥❣ ❢❛❝❡ "♣❛♥♥✐♥❣ ,$❡❡" $❛,❤❡$ ,❤❛♥ ✈❡$,❡① "♣❛♥♥✐♥❣ ,$❡❡"✳ ❚❤❡ ❜❡", ❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡"

✇❡$❡ ♦❜,❛✐♥❡❞ ❜② ✈❛❧❡♥❝❡✲❞$✐✈❡♥ "❝❤❡♠❡"✱ ✇❤✐❝❤ ♦♣,✐♠❛❧✐,② ✇❛" ♣$♦✈❡♥✳ ❙❡❡✐♥❣ ,❤❛, ,❤❡ "✐③❡ ♦❢ ,❤❡ ❣❡♦♠❡,$② ✐"

♦❢,❡♥ ♠✉❝❤ ♠♦$❡ "✐❣♥✐✜❝❛♥, ,❤❛♥ ,❤❡ "✐③❡ ♦❢ ,❤❡ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,②✱ ,❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐,② ",❛$,❡❞ ❣❡,,✐♥❣ ♠♦$❡ ✐♥,❡$❡",❡❞

✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥, ❣❡♦♠❡,$② ♣$❡❞✐❝,♦$" ❛♥❞ ?✉❛♥,✐③❛,✐♦♥ ♠❡,❤♦❞"✳ ❲❡ "✉♠♠❛$✐③❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✇❤❛,

✇❡ ❥✉❞❣❡❞ ❛" ,❤❡ ♠❛✐♥ "✐♥❣❧❡✲$❛,❡ ♠❡"❤ ❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ❛♣♣$♦❛❝❤❡"✳

❆❧❣♦$✐,❤♠

❈♦♥♥❡❝,✳ ❈♦♠♣$❡"" ❊♠❜❡❞

❘❡♠❛$❦"❝♦♠♣✳ ♣♦❧②❣♦♥ ",$✐♣"

$❛,❡" ✭❜♣✈✮ ♠❡"❤❡"

❉❡❡$✐♥❣

✶✶ ♥♦ ②❡"

❬❉❡❡$✐♥❣✱ ✶✾✾✺❪

❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ "✉$❣❡$②

✷✳✺ ,♦ ✼ ♥♦ ♥♦

❬❚❛✉❜✐♥ ❛♥❞ ❘♦""✐❣♥❛❝✱ ✶✾✾✽❪

❈✉, ❜♦$❞❡$ ♠❛❝❤✐♥❡ ✹✳✹

♥♦ ♥♦

❬●✉♠❤♦❧❞ ❛♥❞ ❙,$❛T❡$✱ ✶✾✾✽❪ ♦♥ ❛✈❣✳

❊❞❣❡❜$❡❛❦❡$

✸✳✺✺ ♠❛①✳ ♥♦ ②❡"❬❘♦""✐❣♥❛❝✱ ✶✾✾✾❪

❬●✉♠❤♦❧❞✱ ✷✵✵✵❪

❚♦✉♠❛ ✫ ●♦,"♠❛♠ ✷✳✸

♥♦ ♥♦

■♥,$♦❞✉❝❡❞ ♣❛$❛❧❧❡❧♦❣$❛♠

❬❚♦✉♠❛ ❛♥❞ ●♦,"♠❛♥✱ ✶✾✾✽❪ ♦♥ ❛✈❣✳ ♣$❡❞✐❝,✐♦♥ ❢♦$ ❣❡♦♠✳ ❝♦❞✐♥❣

❱❛❧❡♥❝❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ✶✳✽

②❡" ♥♦

Z$♦✈❡♥ ♥❡❛$✲♦♣,✐♠❛❧✐,②

❬❑❤♦❞❛❦♦✈"❦② ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ♦♥ ❛✈❣✳ ❢♦$ ♦❢ ,❤❡ ❝♦♥♥❡❝,✳ ❝♦❞✐♥❣

❬■"❡♥❜✉$❣✱ ✷✵✵✷❪ ♣♦❧②✳ ♠❡"❤❡"

❱❛❧❡♥❝❡ ❝♦❞❡$ ✷✳✶

♥♦ ♥♦

Z$♦✈❡♥ ♦♣,✐♠❛❧✐,②

❬❆❧❧✐❡③ ❛♥❞ ❉❡"❜$✉♥✱ ✷✵✵✶❛❪ ♦♥ ❛✈❣✳ ♦❢ ,❤❡ ❝♦♥♥❡❝,✳ ❝♦❞✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❙✉♠♠❛$② ♦❢ ,❤❡ ♠❛✐♥ "✐♥❣❧❡✲$❛,❡ ❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ❛❧❣♦$✐,❤♠" ❛♣♣$♦①✐♠❛,❡❧② $❛♥❦❡❞ ❜② ,❤❡✐$ ❝♦♥♥❡❝✲

,✐✈✐,② ❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛, ,❤❡ ❡♥,$✐❡" ♦❢ ,❤❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ❛♥❞ ♠♦$❡ ❣❡♥❡$❛❧❧② ,❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡" ♦❢ ,❤✐" ❝❤❛♣,❡$✱ ,❤❡ ♣❡$✐♦❞ ✶✾✾✽✲

✷✵✵✸ "❡❡♠" ,♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ,❤❡ ❣♦❧❞❡♥ ❛❣❡ ♦❢ ♠❡"❤ ❝♦♠♣$❡""✐♦♥✳ ■, ✐" ❞✉$✐♥❣ ,❤✐" ♣❡$✐♦❞ ,❤❛♥ ♠♦", ♦❢ ,❤❡ ♠❛✐♥

❛♣♣$♦❛❝❤❡" ✇❡$❡ ♣$♦♣♦"❡❞✳ ❆♠♦♥❣ ,❤❡♠✱ ,❤❡ ❚♦✉♠❛✲●♦,"♠❛♥ ❛❧❣♦$✐,❤♠ ❬❚♦✉♠❛ ❛♥❞ ●♦,"♠❛♥✱ ✶✾✾✽❪ ❤❛"

❧❡❢, ✐," ",$♦♥❣ ♠❛$❦ ❛" ✐, ✐♥,$♦❞✉❝❡❞ ,✇♦ ♠❛❥♦$ ❝♦♥❝❡♣,"✿ ✈❛❧❡♥❝❡✲❞$✐✈❡♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢♦$ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,② ❡♥❝♦❞✐♥❣

❛♥❞ ♣❛$❛❧❧❡❧♦❣$❛♠ ♣$❡❞✐❝,✐♦♥ ❢♦$ ❣❡♦♠❡,$② ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ■, ✐" ",✐❧❧ "❡❡♥ ,♦❞❛② ❛" ♦♥❡ ♦❢ ,❤❡ ♠♦", ❡✣❝✐❡♥, ♠❡,❤♦❞✳

❲❡ "❡❡ ,❤❡ ❢✉,✉$❡ ♦❢ "✐♥❣❧❡✲$❛,❡ ♠❡"❤ ❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ❞✐$❡❝,❡❞ ❜② ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥,"✳

●❡♦♠❡$%② ❝♦♠♣%❡))✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ♥♦ ♠❛❥♦$ ♣$♦❣$❡"" "❡❡♠" ,♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❧❛,❡❧② ♦♥ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,② ❡♥❝♦❞✐♥❣

❜❡❝❛✉"❡ ,❤❡ ♦♣,✐♠❛❧✐,② ♦❢ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇❛" ♣$♦✈❡♥✱ ✇❡ ,❤✐♥❦ ,❤❛, ,❤❡$❡ ✐" ",✐❧❧ "♦♠❡ ♣❡$"♣❡❝,✐✈❡"

❢♦$ ,❤❡ ❣❡♦♠❡,$② ❝♦♠♣$❡""✐♦♥✳ ❊✣❝✐❡♥, ♠❡"❤ ❣❡♦♠❡,$② ❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ✐" ❛♥ ✐♠♣♦$,❛♥, ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛" ✐,

♦❢,❡♥ ❝♦♥",✐,✉,❡" ,❤❡ ❜✐❣❣❡$ ♣❛$, ♦❢ ,❤❡ ❝♦♠♣$❡""❡❞ ❞❛,❛✳

●❡♥❡%✐❝✐$②✳ ❙♦♠❡ ♦❢ ,❤❡ ❛❧$❡❛❞② ♣$♦♣♦"❡❞ ❛♣♣$♦❛❝❤❡" ❝❛♥ ❛❧$❡❛❞② ❝♦♠♣$❡"" ♠❡"❤❡" ✇✐,❤ "♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥♥❡❝✲

,✐✈✐,✐❡" ❜✉, ✇❡ ,❤✐♥❦ ,❤❛, ❛♥ ❛❧❣♦$✐,❤♠ ,❤❛, ❝❛♥ ♣$♦❝❡"" ♠❡"❤❡" ♦❢ ❛$❜✐,$❛$② ,♦♣♦❧♦❣② ✭❛$❜✐,$❛$② ❣❡♥✉"✱

"✉$❢❛❝❡ ♦$ ✈♦❧✉♠❡✱ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦$ ♥♦,✱ ✇✐,❤ ❜♦$❞❡$" ♦$ ♥♦,✳✳✳✮ ❛, ❛ ❧♦✇ ❝♦", ♠❛② ❜❡ ♦❢ ❣$❡❛, ✐♥,❡$❡", ❢♦$

,❤❡ ✐♥❞✉",$②✳ ❚❤❡ ♣$♦♣♦"❛❧ ♦❢ "✉❝❤ ❛❧❣♦$✐,❤♠ ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ,❤❡ ♣$♦❝❡"" ♦❢ ",❛♥❞❛$❞✐③❛,✐♦♥ ❛❧$❡❛❞② ❜❡❣✉♥

✐♥ ,❤❡ ▼Z❊● ♦$ ❳✸❉ ❝♦♠♠✉♥✐,✐❡"✳

-❛%❛❧❧❡❧✐)♠✳ ❆" ,❤❡ ❛$❝❤✐,❡❝,✉$❡ ♦❢ ♠♦❞❡$♥ ❝♦♠♣✉,❡$" ✐" ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❢$♦♠ ♦♥❡ ❝♦$❡ ,♦♦ ♠❛♥② ❝♦$❡"✱ ,❤❡ ❞❡"✐❣♥

♦❢ ♣❛$❛❧❧❡❧ ♠❡"❤ ❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ❛❧❣♦$✐,❤♠" ♠❛② ❜❡ ,❤❡ ❢✉,✉$❡ ,$❡♥❞ ,♦ ❝♦♣❡ ✇✐,❤ ,❤❡ ♥♦♥✲",♦♣♣✐♥❣ ✐♥✲

❝$❡❛"❡ ♦❢ ❞❛,❛ "✐③❡✳ ❚❤✐" ✇♦$❦ ❤❛" ❛❝,✉❛❧❧② ❛❧$❡❛❞② ❜❡❣✉♥✳ ❆ ",$❛✐❣❤,❢♦$✇❛$❞ ✇❛② ,♦ ♣❛$❛❧❧❡❧✐③❡ ❛ ♠❡"❤

❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ❛❧❣♦$✐,❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ,♦ "❡❣♠❡♥, ,❤❡ ✐♥♣✉, ♠❡"❤ ❛♥❞ ❛""✐❣♥ ♦♥❡ ,❤$❡❛❞ ,♦ ♦♥❡ ❝❧✉",❡$✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲

♣$❡""✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ❛$❡ ,❤❡♥ $✉♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥,❧② ♦♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛$,✳ ❩❤❛♦ ❡, ❛❧✳ ❬❩❤❛♦ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪

❢♦❧❧♦✇❡❞ ,❤✐" ❛♣♣$♦❛❝❤ ✐♥ ,❤❡✐$ ❡♥❝♦❞❡$ ❜❛"❡❞ ♦♥ ,❤❡ ❊❞❣❡❜$❡❛❦❡$ "❝❤❡♠❡ ❬❘♦""✐❣♥❛❝✱ ✶✾✾✾❪✳ ❘❡❝❡♥,❧②
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❈❤❛♣$❡& ✸

❙!❛!❡ ♦❢ !❤❡ ❛'! ♦♥ ♣'♦❣'❡++✐✈❡ ♠❡+❤

❝♦♠♣'❡++✐♦♥

✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❈♦♠♣$❡&&✐♦♥ ✐& ❛ ❡✣❝✐❡♥, ,♦♦❧ ❢♦$ ♠❡&❤ &,♦$❛❣❡ ❛♥❞ ,$❛♥&♠✐&&✐♦♥ ❜❡❝❛✉&❡ ✐,& ❛✐♠ ✐& ,♦ $❡❞✉❝❡ ,❤❡ ❞❛,❛ &✐③❡✳

❚♦ ❛❝❝❡&& ,♦ ❛ ❝♦♠♣$❡&&❡❞ ♠♦❞❡❧✱ &✐♥❣❧❡✲$❛,❡ ❛❧❣♦$✐,❤♠& ♣$❡&❡♥,❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❈❤❛♣,❡$ ✷ $❡:✉✐$❡ ,❤❡ ❢✉❧❧ ❞❛,❛ ,♦

❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ✭✐♥ ❛ ,$❛♥&♠✐&&✐♦♥ ❝♦♥,❡①,✮ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣$❡&&❡❞✳ ■❢ ,❤❡ ✐♥♣✉, ♠♦❞❡❧ ✐& ❧❛$❣❡✱ ,❤❡&❡ ♦♣❡$❛,✐♦♥&

❝❛♥ ,❛❦❡ ❛ &✐❣♥✐✜❝❛♥, ,✐♠❡✳ ▼♦$❡ ✐♥,❡$❛❝,✐✈✐,② ❝❛♥ ❜❡ ♣$♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ,❤❡ ✉&❡$ ,♦ ✜$&, ❛❝❝❡&& ,♦ ❛ ❝♦❛$&❡

✈❡$&✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❝♦♠♣$❡&&❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❝❛❧❧❡❞ ,❤❡ ❜❛&❡ ♠❡&❤✳ ❚❤❡♥✱ ❛& ♠♦$❡ ❞❛,❛ ✐& $❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣$❡&&❡❞✱ ,❤❡

❜❛&❡ ♠❡&❤ ✐& ♣$♦❣$❡&&✐✈❡❧② $❡✜♥❡❞ ✉♥,✐❧ ,❤❡ ✐♥♣✉, ♠♦❞❡❧ ✐& $❡&,♦$❡❞✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡$❛,❡❞ ♠✉❧,✐$❡&♦❧✉,✐♦♥ &,$✉❝,✉$❡

✐& ❛❧&♦ ✉&❡❢✉❧ ,♦ ❛❞❛♣, ,❤❡ ♠❡&❤ $❡&♦❧✉,✐♦♥ ,♦ ,❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐,✐❡&✳ ❋♦$ ✐♥&,❛♥❝❡✱ ❛ ❤✐❣❤ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡

❣$❛♣❤✐❝ &,❛,✐♦♥ ♠❛② ♥♦, $❡♥❞❡$ ,❤❡ &❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡,❛✐❧ ❛& ❛ &♠❛$,♣❤♦♥❡✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉& ♦❢ ♣$♦❣$❡&&✐✈❡ ♠❡&❤ ❝♦♠♣$❡&&✐♦♥ &❝❤❡♠❡& ❤❛& ❛❧✇❛②& ❜❡❡♥ ,♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ,❤❡ ❜❡&, $❛,❡✲

❞✐&,♦$,✐♦♥ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡$❛,❡❞ ❧❡✈❡❧& ♦❢ ❞❡,❛✐❧ ♠✉&, ❜❡ ❛& ❝❧♦&❡ ❛& ♣♦&&✐❜❧❡ ,♦ ,❤❡ ✐♥♣✉, ♠♦❞❡❧

✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦❞❡❞ ✇✐,❤ ,❤❡ ❧♦✇❡&, ♣♦&&✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❜✐,&✳ ❈♦♥&❡:✉❡♥,❧②✱ ,❤❡ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣$♦❣$❡&&✐✈❡

♠❡&❤ ❝♦♠♣$❡&&✐♦♥ ❛❧❣♦$✐,❤♠& ✐& ♥♦, ♦♥❧② ♠❡❛&✉$❡❞ ✇✐,❤ ✜♥❛❧ ❝♦♠♣$❡&&✐♦♥ $❛,❡& ❜✉, ❛❧&♦ ✇✐,❤ $❛,❡✲❞✐&,♦$,✐♦♥

❝✉$✈❡&✳ ■♥ ,❤❡ ❧✐,❡$❛,✉$❡✱ ,❤❡ ❍❛✉#❞♦&✛ ❞✐&,❛♥❝❡ ♦$ ,❤❡ ❘♦♦) ▼❡❛♥ ❙.✉❛&❡ ✭❘▼❙✮ ❞✐&,❛♥❝❡ ❤❛✈❡ ♦❢,❡♥

❜❡❡♥ ❝❤♦&❡♥ ❛& ❞✐&,♦$,✐♦♥ ♠❡❛&✉$❡&✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ,❤❡② ✇❡$❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥,❡❞ ✐♥ ,❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ▼❊❚❘❖ ,♦♦❧

❬❈✐❣♥♦♥✐ ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳

▼♦&, ♦❢ ,❤❡ ♣$♦❣$❡&&✐✈❡ ♠❡&❤ ❝♦♠♣$❡&&✐♦♥ ❛❧❣♦$✐,❤♠& ❣❡♥❡$❛,❡ ❧❡✈❡❧& ♦❢ ❞❡,❛✐❧ ,❤❛♥❦& ,♦ ❞❡❝✐♠❛,✐♦♥

♦♣❡$❛,♦$&✳ ❚❤❡&❡ ♦♣❡$❛,♦$& ✐,❡$❛,✐✈❡❧② &✐♠♣❧✐❢② ,❤❡ ✐♥♣✉, ♠♦❞❡❧ ❜② $❡♠♦✈✐♥❣ ✈❡$,✐❝❡&✱ ❢❛❝❡& ❛♥❞ ❡❞❣❡& ❛♥❞

❧♦❝❛❧❧② $❡♠❡&❤✐♥❣ ,❤❡ &✉$❢❛❝❡✳ O$♦❣$❡&&✐✈❡ ♠❡&❤ ❝♦♠♣$❡&&✐♦♥ ✐& ,❤❡$❡❢♦$❡ ❤✐❣❤❧② $❡❧❛,❡❞ ,♦ ♠❡&❤ &✐♠♣❧✐✜❝❛,✐♦♥✳

▼❡,$✐❝& ❛❞❛♣,❡❞ ,♦ ,❤❡ ❞❡❝✐♠❛,✐♦♥ ♦♣❡$❛,♦$& ❤❛✈❡ ❛❧&♦ ❜❡❡♥ ♣$♦♣♦&❡❞ ,♦ ❞$✐✈❡ ,❤❡ ♠❡&❤ &✐♠♣❧✐✜❝❛,✐♦♥ ♦$ ,♦

❢♦$❜✐❞ ,❤❡ $❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ✐♠♣♦$,❛♥, ✈❡$,✐❝❡& ❞✉$✐♥❣ ,❤❡ ♣$♦❣$❡&&✐✈❡ ❝♦♠♣$❡&&✐♦♥✳

❚❤✐& ❝❤❛♣,❡$ ✐& ❛ $❡✈✐❡✇ ♦♥ ♣$♦❣$❡&&✐✈❡ ♠❡&❤ ❝♦♠♣$❡&&✐♦♥ ❛❧❣♦$✐,❤♠&✳ ❲❡ ❝❧❛&&✐✜❡❞ ,❤❡ ♣$♦❣$❡&&✐✈❡ ♠❡&❤

❝♦♠♣$❡&&✐♦♥ ❛❧❣♦$✐,❤♠& ✐♥,♦ ,✇♦ ❝❛,❡❣♦$✐❡&✳

❈♦♥♥❡❝%✐✈✐%②✲♣+❡,❡+✈✐♥❣ ,❝❤❡♠❡, $❡&,♦$❡ ❞✉$✐♥❣ ,❤❡ ❞❡❝♦♠♣$❡&&✐♦♥ ,❤❡ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,② ♦❢ ,❤❡ ✐♥♣✉, ♠♦❞❡❧✳

❲❡ ❧✐&,❡❞ ,❤❡♠ ✐♥ ,❤❡ ❙❡❝,✐♦♥ ✸✳✷✳

❈♦♥♥❡❝%✐✈✐%②✲♦❜❧✐✈✐♦✉, ,❝❤❡♠❡, $❡&♦$, ,♦ $❡♠❡&❤✐♥❣ ,♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛♥ ✐♥♣✉, ♠♦❞❡❧ ✇✐,❤ ❛ ❤✐❣❤❡$ ❝♦♠♣$❡&&✐♦♥

♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡✳ ❲❡ ❧✐&,❡❞ ,❤❡♠ ✐♥ ,❤❡ ❙❡❝,✐♦♥ ✸✳✸✳

❚❤❡ ❝❤❛♣,❡$ ❡♥❞& ✇✐,❤ ❛ ❝♦♥❝❧✉&✐♦♥ ,❤❛, ♣$♦♣♦&❡& ♣❡$&♣❡❝,✐✈❡& ❢♦$ ❢✉,✉$❡ ✇♦$❦ ✐♥ ,❤✐& $❡&❡❛$❝❤ ✜❡❧❞✳

✸✼



✸✳✷ ❈♦♥♥❡❝(✐✈✐(②✲♣.❡/❡.✈✐♥❣ /❝❤❡♠❡/

❚❤❡ ❝♦♠♣'❡((✐♦♥ (❝❤❡♠❡( ❞❡(❝'✐❜❡❞ ✐♥ -❤✐( (❡❝-✐♦♥ '❡(-♦'❡ -❤❡ ❝♦♠♣'❡((❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐-❤ ♥♦ ❝♦♥♥❡❝-✐✈✐-② ♠♦❞✲

✐✜❝❛-✐♦♥ ✇❤❡♥ -❤❡ ❢✉❧❧ ❞❛-❛ ✐( ❞❡❝♦♠♣'❡((❡❞✳

✸✳✷✳✶ ❊❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣-❡ ❛♥❞ ✈❡01❡① -♣❧✐1

❍♦♣♣❡ ✜'(- ✐♥-'♦❞✉❝❡❞ -❤❡ ❝♦♥❝❡♣- ♦❢ ♣!♦❣!❡%%✐✈❡ ♠❡%❤❡% ✭:▼✮ ❬❍♦♣♣❡✱ ✶✾✾✻❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐( -♦ ✐♥❝'❡♠❡♥-❛❧❧②

❞❡❝✐♠❛-❡ ❛ ♠❡(❤ ✉(✐♥❣ -❤❡ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣(❡ ♦♣❡'❛-♦' ✭(❡❡ ❋✐❣✉'❡ ✸✳✶✮ ❞'✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ ♣'♦❝❡❞✉'❡ -❤❛-

♠✐♥✐♠✐③❡( ❛♥ ❡♥❡'❣② ❢✉♥❝-✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥❡'❣② ❢✉♥❝-✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡( ❛ -❡'♠ -❤❛- ❛✐♠( ❛- ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ -❤❡ (G✉❛'❡❞

❞✐(-❛♥❝❡ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ (✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ✐♥♣✉- ♠❡(❤❡(✳ ❆ (❡❝♦♥❞ -❡'♠ ❛✐♠( ❛- '❡❣✉❧❛'✐③✐♥❣ -❤❡ ♠❡(❤ ❢❛❝❡(✳

❚❤❡ -❤✐'❞ ❛♥❞ ❢♦✉'-❤ -❡'♠( ♣'❡(❡'✈❡ -❤❡ (❝❛❧❛' ❛♥❞ ❞✐(❝♦♥-✐♥✉♦✉( ❛--'✐❜✉-❡( ♦❢ -❤❡ ♦'✐❣✐♥❛❧ ♠❡(❤✳ ❚❤❡

❝♦♠♣'❡((❡❞ '❡♣'❡(❡♥-❛-✐♦♥ ❝♦♥(✐(-( ♦❢ -❤❡ ❜❛(❡ ♠❡(❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛❧❧ ♣❛'❛♠❡-❡'( '❡G✉✐'❡❞ ❢♦' -❤❡ ✐♥❝'❡♠❡♥-❛❧

'❡✈❡'(❡ ♦♣❡'❛-✐♦♥(✱ ❝❛❧❧❡❞ ✈❡!*❡① %♣❧✐*%✳ ❍♦♣♣❡ ❡♥❝♦❞❡❞ -❤❡ ❝♦♥♥❡❝-✐✈✐-② ♦❢ ❛ ✈❡'-❡① (♣❧✐- ❜② (-♦'✐♥❣ -❤❡ ✐♥❞❡①

♦❢ -❤❡ ✈❡'-❡① vs ❛♥❞ ❛♣♣'♦①✐♠❛-❡❧② ✜✈❡ ❜✐-( -♦ (❡❧❡❝- -❤❡ ✈❡'-✐❝❡( vl ❛♥❞ vr ❛♠♦♥❣ -❤❡ ✈❡'-✐❝❡( ❛❞❥❛❝❡♥- -♦ vs
✭(❡❡ ❋✐❣✉'❡ ✸✳✶✮✳ ❋♦' -❤❡ ❣❡♦♠❡-'② ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ -❤❡ ✈❡'-❡① ♣♦(✐-✐♦♥( ❛'❡ ❣❧♦❜❛❧❧② G✉❛♥-✐③❡❞ ❛♥❞ ❡♥❝♦❞❡❞ -❤'♦✉❣❤

❞❡❧-❛ ♣'❡❞✐❝-✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥-❛❣❡ ♦❢ -❤✐( (❝❤❡♠❡ ✐( ✐-( ❤✐❣❤ ♠✉❧-✐✲'❡(♦❧✉-✐♦♥ ❣'❛♥✉❧❛'✐-②✱ -♦❣❡-❤❡' ✇✐-❤

-❤❡ ♣♦((✐❜✐❧✐-② -♦ ♣❡'❢♦'♠ (❡❧❡❝-✐✈❡ '❡✜♥❡♠❡♥- ❞✉'✐♥❣ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ❙✉❝❤ ❣'❛♥✉❧❛'✐-② ✐( ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛- -❤❡ ❝♦(- ♦❢

❧♦✇ ❝♦♠♣'❡((✐♦♥ '❛-❡(✿ ✐♥ -❤❡ ♦'❞❡' ♦❢ ✸✼ ❜✐-( ♣❡' ✈❡'-❡① ✭❜♣✈✮ ✇✐-❤ ✶✵ ❜✐-( G✉❛♥-✐③❛-✐♦♥✳

:♦♣♦✈✐➣ ❛♥❞ ❍♦♣♣❡ ✐♥ ❬:♦♣♦✈✐➣ ❛♥❞ ❍♦♣♣❡✱ ✶✾✾✼❪ ❣❡♥❡'❛❧✐③❡❞ -❤❡ :▼ '❡♣'❡(❡♥-❛-✐♦♥ -♦ ❛'❜✐-'❛'② (✐♠♣❧✐✲

❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡(✳ ❚❤❡② ✐♥-'♦❞✉❝❡❞ -❤❡ ❣❡♥❡!❛❧✐③❡❞ ✈❡!*❡① %♣❧✐* ❛♥❞ ✐-( ✐♥✈❡'(❡✱ -❤❡ ✈❡!*❡① ✉♥✐✜❝❛*✐♦♥ ♦♣❡'❛-✐♦♥(

❢♦' (✐♠♣❧✐❝❡( ♦❢ ❛♥② ❞✐♠❡♥(✐♦♥ ✭(❡❡ ❙❡❝-✐♦♥ ✶✳✷✳✸✮✳ ❲✐-❤ -❤✐( '❡♣'❡(❡♥-❛-✐♦♥✱ ❛♥ ❛'❜✐-'❛'② -'✐❛♥❣✉❧❛-✐♦♥ '❡✲

G✉✐'❡( ❛❜♦✉- ✺✵ ❜♣✈ ✇✐-❤ ❛ ✶✵ ❜✐- G✉❛♥-✐③❛-✐♦♥✳

vs

vt

vl
vr vl

vr

vs

Edge collapse

Vertex split

❋✐❣✉'❡ ✸✳✶✿ ❊❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣(❡ ❛♥❞ ✈❡'-❡① (♣❧✐- ♦♣❡'❛-✐♦♥(✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣(❡ ♠❡'❣❡( -❤❡ ✈❡'-❡① vt ✇✐-❤ -❤❡ ✈❡'-❡①
vs✳ ❚❤❡ ✈❡'-❡① (♣❧✐- ✐♥(❡'-( -❤❡ ✈❡'-❡① vt ❛♥❞ -❤❡ -✇♦ -'✐❛♥❣❧❡( ✇✐-❤ -❤❡ '❡❞ ❡❞❣❡(✳

■♥ ♦'❞❡' -♦ ❝♦♠❡ ❝❧♦(❡' -♦ ❝♦♠♣'❡((✐♦♥ '❛-❡( ♦❢ (✐♥❣❧❡✲'❛-❡ ♠❡-❤♦❞(✱ (♦♠❡ ♠❡-❤♦❞( ✇❡'❡ ♣'♦♣♦(❡❞ -♦

❡♥❝♦❞❡ -❤❡ ✈❡'-❡① (♣❧✐- ♦♣❡'❛-✐♦♥( ✐♥ ❜❛-❝❤❡(✳ ❚❛✉❜✐♥ ❡- ❛❧✳ ❬❚❛✉❜✐♥ ❡- ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ❜✉✐❧❞ ❛ ♣'♦❣'❡((✐✈❡ ♠❡(❤

❝♦♠♣'❡((✐♦♥ (❝❤❡♠❡ ✐♥(♣✐'❡❞ ❜② -❤❡ (✐♥❣❧❡✲'❛-❡ *♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ %✉!❣❡!② ❛❧❣♦'✐-❤♠ ❬❚❛✉❜✐♥ ❛♥❞ ❘♦((✐❣♥❛❝✱ ✶✾✾✽❪

✭(❡❡ ❙❡❝-✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳ ❚❤❡✐' ♣!♦❣!❡%%✐✈❡ ❢♦!❡%* %♣❧✐* '❡♣'❡(❡♥-❛-✐♦♥ ❡♥❝♦❞❡( ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ -'✐❛♥❣✉❧❛' ♠❡(❤ ✇✐-❤ ❛

❜❛(❡ ♠❡(❤ ❛♥❞ ❛ (❡G✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦!❡%* %♣❧✐* ♦♣❡'❛-✐♦♥(✳ ❚❤❡ ❢♦'❡(- (♣❧✐- ♦♣❡'❛-✐♦♥✱ ❞✉'✐♥❣ -❤❡ ❞❡❝♦♠♣'❡((✐♦♥✱

❝♦♥(✐(-( ✐♥ ❝✉--✐♥❣ -❤❡ ♠❡(❤ -❤'♦✉❣❤ (❡✈❡'❛❧ (❡-( ♦❢ ❝♦♥♥❡❝-❡❞ ❡❞❣❡( ✭-❤❡ -'❡❡(✮✱ ✜❧❧✐♥❣ -❤❡ ❣❡♥❡'❛-❡❞ ❤♦❧❡(

✇✐-❤ -'✐❛♥❣❧❡( ❛♥❞ '❡❧♦❝❛-✐♥❣ -❤❡ ✈❡'-✐❝❡(✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝-✐✈✐-② ✐( ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ♠❛'❦✐♥❣ -❤❡ ❝✉- ❡❞❣❡( ❛♥❞ -❤❡

✇❛② -❤❡ ❤♦❧❡( ❛'❡ '❡-'✐❛♥❣✉❧❛-❡❞✳ ❆❢-❡' ❛ -'❡❡ (♣❧✐- ❤❛( ❜❡❡♥ ♣❡'❢♦'♠❡❞✱ -❤❡ ✈❡'-❡① ♣♦(✐-✐♦♥ ❛'❡ (♠♦♦-❤❡❞

❛♥❞ -❤❡♥ '❡(-♦'❡❞ -♦ -❤❡✐' ♦'✐❣✐♥❛❧ ♣♦(✐-✐♦♥ -❤❛♥❦( -♦ ❛♥ ❡♥❝♦❞❡❞ ❣❡♦♠❡-'② ❝♦''❡❝-✐♦♥✳

:❛❥❛'♦❧❛ ❛♥❞ ❘♦((✐❣♥❛❝ ❬:❛❥❛'♦❧❛ ❛♥❞ ❘♦((✐❣♥❛❝✱ ✷✵✵✵❪ ♣'♦♣♦(❡❞ -♦ ♣❡'❢♦'♠ ❛( ♠❛♥② ❛( ♣♦((✐❜❧❡ ❡❞❣❡

❝♦❧❧❛♣(❡ ♦♣❡'❛-✐♦♥( -♦ ❣❡♥❡'❛-❡ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡-❛✐❧(✳ ❱❡'-❡① (♣❧✐-( ❛'❡ -❤❡♥ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛

✈❡'-❡① (♣❛♥♥✐♥❣ -'❡❡ ♦♥ -❤❡ ♠❡(❤ ❛♥❞ ♠❛'❦✐♥❣ ❡❛❝❤ (♣❧✐- ✈❡'-❡①✳ ❚❤❡ ❝✉- ❡❞❣❡( ♦❢ -❤❡ ✈❡'-❡① (♣❧✐-( ❛'❡

❡♥❝♦❞❡❞ ❜② -❤❡✐' ✐♥❞✐❝❡( ✐♥ -❤❡ (♦'-❡❞ ❧✐(- ♦❢ -❤❡ ❡❞❣❡( ✐♥❝✐❞❡♥- -♦ -❤❡ (♣❧✐- ✈❡'-❡①✳ ❚❤✐( ❧✐(- (-❛'-( ❢'♦♠

-❤❡ ❡❞❣❡ -❤❛- ❧✐♥❦( -❤❡ (♣❧✐- ✈❡'-❡① -♦ ✐-( ♣❛'❡♥- ✐♥ -❤❡ (♣❛♥♥✐♥❣ -'❡❡ ❛♥❞ ❝♦♥-❛✐♥( -❤❡ ♦-❤❡' ❛❞❥❛❝❡♥-

✸✽



a. b. c.

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✿ *$♦❣$❡,,✐✈❡ ❢♦$❡,/ ,♣❧✐/✳ ❛✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉/ ♠❡,❤✳ ❜✳ ❈✉/ ❛❧♦♥❣ /❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ /❤❡ /$❡❡ ✐♥ $❡❞✳ ❝✳ ❆ ✜♥❡$

❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡/❛✐❧ ✐, ♦❜/❛✐♥❡❞ ❛❢/❡$ /❤❡ $❡/$✐❛♥❣✉❧❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❤♦❧❡,✳

❡❞❣❡, ❛❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ❝❧♦❝❦✇✐,❡ ♦$❞❡$ ❛, ,❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ❛✳ ❚❤❡ ❞✐,/♦$/✐♦♥ ✐♥/$♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣,❡

✐, ♠❡❛,✉$❡❞ ✇✐/❤ ❛ ✈❛$✐❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ◗✉❛❞'✐❝ ❊''♦' ▼❡-'✐❝ ❬●❛$❧❛♥❞ ❛♥❞ ❍❡❝❦❜❡$/✱ ✶✾✾✼❪✳ ❚♦ ✐♠♣$♦✈❡ /❤❡

❣❡♦♠❡/$② ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ /❤❡② ❞❡,✐❣♥❡❞ ❛ ♥❡✇ ♣$❡❞✐❝/✐♦♥ ,❝❤❡♠❡ ✐♥,♣✐$❡❞ ❜② /❤❡ ❇✉//❡$✢② ,✉❜❞✐✈✐,✐♦♥ ,❝❤❡♠❡

❬❩♦$✐♥ ❡/ ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪✳ ■♥ ❬*❛❥❛$♦❧❛ ❛♥❞ ❘♦,,✐❣♥❛❝✱ ✷✵✵✵❪✱ /❤❡ ✈❡$/❡① ♣♦,✐/✐♦♥, ❛$❡ ✉♥✐❢♦$♠❧② Q✉❛♥/✐③❡❞ ❜✉/ ▲✐

❡/ ❛❧✳ ❬▲✐ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❧❛/❡$ ❞❡♠♦♥,/$❛/❡❞ /❤❛/ /❤❡ ✉,❡ ♦❢ ✈❡❝/♦$ Q✉❛♥/✐③❛/✐♦♥ ✭,❡❡ ❙❡❝/✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮ ✐♠♣$♦✈❡,

/❤❡ $❛/❡✲❞✐,/♦$/✐♦♥ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ♦❢ /❤❡ ❛❧❣♦$✐/❤♠✳

1
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Cut edges
encoding

{1,4}

{0,3}

{2,4}

Split vertex

a. b.

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✿ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣$❡,,❡❞ ♣$♦❣$❡,,✐✈❡ ♠❡,❤❡,✳ ❛✳ ❚❤❡ ✈❡$/❡① ,♣❛♥♥✐♥❣ /$❡❡ ✐, $❡♣$❡,❡♥/❡❞ ❜② /❤❡

$❡❞ ❡❞❣❡,✳ ❚❤❡ ❞♦/❡❞ ❡❞❣❡, $❡♣$❡,❡♥/ /❤❡ ❝✉/ ❡❞❣❡,✳ ❜✳ ▲❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡/❛✐❧ ♦❜/❛✐♥❡❞ ❛❢/❡$ /❤❡ ✈❡$/✐❝❡, ✇❡$❡ ,♣❧✐/✳

❚❤❡ $❡❞ ❢❛❝❡, ✇❡$❡ ❛❞❞❡❞ ❜② /❤❡ ,♣❧✐/ ♦♣❡$❛/✐♦♥,✳

❑❛$♥✐ ❡/ ❛❧✳ ❬❑❛$♥✐ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ❛❞❛♣/❡❞ /❤❡ *❛❥❛$♦❧❛ ❛♥❞ ❘♦,,✐❣♥❛❝ ,❝❤❡♠❡ ❬*❛❥❛$♦❧❛ ❛♥❞ ❘♦,,✐❣♥❛❝✱ ✷✵✵✵❪

/♦ ❞❡,✐❣♥ ❛ ♣$♦❣$❡,,✐✈❡ ❝♦♠♣$❡,,✐♦♥ ,❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡, /❤❡ ❢❛,/ $❡♥❞❡$✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ /❤❡ ▲❖❉, ✇✐/❤ ✈❡$/❡①

❜✉✛❡$,✳ ❱❡$/❡① ❜✉✛❡$, ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥/$♦❞✉❝❡❞ ❜② /❤❡ ❣$❛♣❤✐❝ ❤❛$❞✇❛$❡ ♠❛♥✉❢❛❝/✉$❡$, /♦ ❛❝❝❡❧❡$❛/❡ $❡♥❞❡$✐♥❣

✇✐/❤ /❤❡ $❡✉,❡ ♦❢ ✈❡$/❡① ❞❛/❛ /❤$♦✉❣❤ ❣❡♥❡$❛❧✐③❡❞ /$✐❛♥❣❧❡ ,/$✐♣, ✭,❡❡ ❙❡❝/✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ✜$,/ ,/❡♣ ♦❢ /❤❡

♣$♦♣♦,❡❞ ❛❧❣♦$✐/❤♠ ✐, /♦ ❝$❡❛/❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥/ ✈❡$/❡① $❡♥❞❡$✐♥❣ ,❡Q✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣♦,❡❞ ♦❢ ,❡$✐❡, ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥/ ✈❡$/✐❝❡,✳

❚❤❡ ♠❡,❤ ✐, /❤❡♥ ❞❡❝✐♠❛/❡❞ ❜② ❝♦❧❧❛♣,✐♥❣ ❡❞❣❡, ❛❧♦♥❣ /❤✐, ,❡Q✉❡♥❝❡✳

❇❡//❡$ ❝♦♠♣$❡,,✐♦♥ $❛/✐♦, ❛$❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐/❤ /❤❡,❡ ❛♣♣$♦❛❝❤❡, ✭❛❜♦✉/ ✸✵ ❜♣✈ ❬❚❛✉❜✐♥ ❡/ ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ❛♥❞ ✷✷

❜♣✈ ❬*❛❥❛$♦❧❛ ❛♥❞ ❘♦,,✐❣♥❛❝✱ ✷✵✵✵❪ ❢♦$ ✶✵ ❜✐/, Q✉❛♥/✐③❛/✐♦♥✮✳ ◆❡✈❡$/❤❡❧❡,, /❤❡ ♠✉❧/✐$❡,♦❧✉/✐♦♥ ❣$❛♥✉❧❛$✐/② ✐,

✐♠♣❛❝/❡❞ ❝♦♠♣❛$❡❞ /♦ /❤❡ *▼ $❡♣$❡,❡♥/❛/✐♦♥✳

▼♦$❡ $❡❝❡♥/❧② ❈❡❧❧✐❡$ ❡/ ❛❧✳ ❬❈❡❧❧✐❡$ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❞❡,❝$✐❜❡❞ ❛ ♣❛$❛❧❧❡❧ ,✐♠♣❧✐✜❝❛/✐♦♥ ❛❧❣♦$✐/❤♠ ❜❛,❡❞ ♦♥

❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣,❡✳ ■/ ❝♦♥,✐,/, ✐♥ ,❡❛$❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡$❢♦$♠✐♥❣ ✐♥ ♣❛$❛❧❧❡❧✱ ❢♦$ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥/ ♦❢ /❤❡ ♠❡,❤✱ /❤❡ ❝♦❧❧❛♣,❡ /❤❛/

❤❛, /❤❡ ❧♦✇❡,/ ❝♦,/ ✐♥ ✐/, ✷✲$✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦$❤♦♦❞✳ ❚❤❡ $❡✜♥❡♠❡♥/ ❛♣♣$♦❛❝❤ ✐, ,✉✐/❛❜❧❡ ❢♦$ ♠❡,❤ ❝♦♠♣$❡,,✐♦♥

❛♥❞ ,/$❡❛♠✐♥❣✳ ❱❡$/❡① ,♣❧✐/, ♦♣❡$❛/✐♦♥, ❛$❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❜❛/❝❤❡, ✐♥ ♦$❞❡$ /♦ ❞♦✉❜❧❡ /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✈❡$/✐❝❡, ♣❡$

❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡/❛✐❧✳ ❚❤❡② ❛$❡ ❞❡,❝$✐❜❡❞ ❜② /❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛/ ✇❤✐❝❤ /❤❡ /✇♦ ✐♥,❡$/❡❞ ✈❡$/✐❝❡, ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❝❛♥❞✐❞❛/❡,

✸✾



❢♦" ❛ $♣❧✐(✱ (❤❡ ✐♥❞✐❝❡$ ♦❢ (❤❡ $♣❧✐( ❡❞❣❡$ ❛♥❞ ♦♥❡ ❜✐( $♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❤♦✇ (❤❡ ♥❡✇ ✈❡"(✐❝❡$ ❛"❡ ❝♦♥♥❡❝(❡❞ (♦ (❤❡

❣❡♥❡"❛(❡❞ ("✐❛♥❣❧❡$✳ ❚❤❡ ❛✉(❤♦"$ "❡♣♦"( ❝♦♥♥❡❝(✐✈✐(② ❝♦♠♣"❡$$✐♦♥ "❛(❡$ ♦❢ ❛❜♦✉( ✶✺ ❜✐($ ♣❡" ✈❡"(❡①✳

✸✳✷✳✷ ❱❡%&❡① %❡♠♦✈❛❧-

❖(❤❡" ♣"♦❣"❡$$✐✈❡ ❝♦♠♣"❡$$✐♦♥ $❝❤❡♠❡$ ✉$❡ ✈❡"(❡① "❡♠♦✈❛❧$ ✐♥$(❡❛❞ ♦❢ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣$❡$✳ ▲✐ ❛♥❞ ❑✉♦

❬▲✐ ❛♥❞ ❑✉♦✱ ✶✾✾✽❜❪ ♣✐♦♥❡❡"❡❞ ❛ ♠❡(❤♦❞ ❜❛$❡❞ ♦♥ ✈❡"(❡① "❡♠♦✈❛❧ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧ ♣❛(❝❤ "❡("✐❛♥❣✉❧❛(✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝(✐✈✐(② ✐$ ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐(❤ ❛ ❧♦❝❛❧ ✐♥❞❡① ✇❤✐❝❤ $♣❡❝✐✜❡$ (❤❡ ♣❛(❝❤ ♣❛((❡"♥ ❛♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❞❡① ✇❤✐❝❤

❧♦❝❛(❡$ (❤✐$ ♣❛((❡"♥ ✐♥ (❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡$❤✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡("② ❞❛(❛ ✐$ ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐(❤ ❛ ❜❛"②❝❡♥("✐❝ ❡""♦" ♣"❡❞✐❝(✐♦♥✳

❚❤❡ ❛✉(❤♦"$ ❛❧$♦ ♣✐♦♥❡❡"❡❞ (❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛❞❛♣(✐♥❣ (❤❡ ✈❡"(❡① C✉❛♥(✐③❛(✐♦♥ ❛❧♦♥❣ (❤❡ ("❛♥$♠✐$$✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ▲❖❉✳

❈♦❤❡♥✲❖" ❡( ❛❧✳ ❬❈♦❤❡♥✲❖" ❡( ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ ✉$❡❞ (❤❡ $❛♠❡ ❞❡❝✐♠❛(✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐$♠✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ (❤❡② ❣"♦✉♣❡❞

(❤❡ ✈❡"(❡① "❡♠♦✈❛❧ ✐♥(♦ ❜❛(❝❤❡$ (♦ ❣❡♥❡"❛(❡ ❞✐$❝"❡(❡ ❧❡✈❡❧$ ♦❢ ❞❡(❛✐❧✳ ❋♦" (❤❡ ❣❡♥❡"❛(✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧✱ ❛❧❧

(❤❡ ♣❛(❝❤❡$ ♦❢ (❤❡ "❡♠♦✈❡❞ ✈❡"(✐❝❡$ ♠✉$( ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥(✳ ❚❤❡ ♣❛(❝❤❡$ ❛"❡ (❤❡♥ ✐❞❡♥(✐✜❡❞ ❜② ❛$$✐❣♥✐♥❣ (❤❡

$❛♠❡ ❝♦❧♦" (♦ ("✐❛♥❣❧❡$ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ (♦ (❤❡ $❛♠❡ ♣❛(❝❤✳ ❚✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥( ♣❛(❝❤❡$ ♠✉$( ♦❢ ❝♦✉"$❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡"❡♥(

❛$$✐❣♥❡❞ ❝♦❧♦" ❛♥❞ (❤❡ ("✐❛♥❣❧❡$ (❤❛( ❞♦ ♥♦( ❜❡❧♦♥❣ (♦ ❛ ♣❛(❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ♥✉❧❧ ❝♦❧♦" ❛$$✐❣♥❡❞✳ ❚❤❡ ❛✉(❤♦"$

"❡♠❛"❦❡❞ (❤❛(✱ ✐♥ ♠♦$( ❝❛$❡$✱ ✸ ❝♦❧♦"$ ❛"❡ ❡♥♦✉❣❤ (❤❛( ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❞❡❞ ✇✐(❤ ✷ ❜✐($ ♣❡" ("✐❛♥❣❧❡ ✭$❡❡ ❋✐❣✉"❡ ✸✳✹✮✳

❆ ❞❡(❡"♠✐♥✐$(✐❝ ❩✲"#✐❛♥❣✉❧❛"✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♣❛(❝❤❡$ ✐$ ❛❧$♦ ♣"♦♣♦$❡❞ (♦ ❡♥❝♦❞❡ (❤❡ ♣❛(❝❤ ♣❛((❡"♥ ✇✐(❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❜✐(

♣❡" ("✐❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ("✐❛♥❣❧❡$ ✐♥$✐❞❡ (❤❡ ❩ ❤❛✈❡ (❤❡ ✶ ❜✐( ❛$$✐❣♥❡❞ ✇❤✐❧❡ (❤❡ ♦(❤❡"$ ❤❛✈❡ (❤❡ ✵ ❜✐(✳ ❈♦♠♣"❡$$✐♦♥

"❛(❡$ ❝♦♠♣❡(✐(✐✈❡ ✇✐(❤ $✐♥❣❧❡ "❛(❡ (❡❝❤♥✐C✉❡$ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐(❤ (❤✐$ ♠❡(❤♦❞ ✭❛❜♦✉( ✷✸❜♣✈ ✇✐(❤ ✶✷ ❜✐($

C✉❛♥(✐③❛(✐♦♥✮✳

a. b.

❋✐❣✉"❡ ✸✳✹✿ V"♦❣"❡$$✐✈❡ ❝♦♠♣"❡$$✐♦♥ ✇✐(❤ ❝♦❧♦"❡❞ ♣❛(❝❤❡$✳ ❛✳ ❚❤❡ "❡❞ ✈❡"(✐❝❡$ ❛"❡ $❡❧❡❝(❡❞ (♦ ❜❡ "❡♠♦✈❡❞✳

❜✳ ❚❤❡ "❡❞ ✈❡"(✐❝❡$ ✇❡"❡ "❡♠♦✈❡❞✳ V❛(❝❤❡$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ "❡♠❡$❤❡❞ ❛♥❞ ❛$$✐❣♥❡❞ ❛ ❝♦❧♦" ❛♠♦♥❣ (❤"❡❡✳

❆❧❧✐❡③ ❛♥❞ ❉❡$❜"✉♥ ❬❆❧❧✐❡③ ❛♥❞ ❉❡$❜"✉♥✱ ✷✵✵✶❛❪ ♣"♦♣♦$❡❞ ✇❤❛( ❝♦✉❧❞ ❜❡ $❡❡♥ ❛$ ❛ ♣"♦❣"❡$$✐✈❡ ✈❡"$✐♦♥

♦❢ (❤❡ ❚♦✉♠❛✲●♦($♠❛♥ $✐♥❣❧❡✲"❛(❡ ❡♥❝♦❞❡" ❬❚♦✉♠❛ ❛♥❞ ●♦($♠❛♥✱ ✶✾✾✽❪✳ ❆( ❡❛❝❤ ✐(❡"❛(✐♦♥✱ (❤❡ ♠❡$❤ ✐$

❞❡❝✐♠❛(❡❞ ❜② (✇♦ ❞❡(❡"♠✐♥✐$(✐❝ ♠❡$❤ ("❛✈❡"$❛❧$✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐♠❛"✐♥❣ ❝♦♥1✉❡2" "❡♠♦✈❡$ ✈❡"(✐❝❡$ ✇✐(❤ ❛ ✈❛❧❡♥❝❡

✐♥❢❡"✐♦" ♦" ❡C✉❛❧ (♦ ✻✳ ❈♦♥$✐❞❡"✐♥❣ (❤❡ ❜♦"❞❡" ✈❡"(✐❝❡$✱ ♦♥❧② ✈❡"(✐❝❡$ ✇✐(❤ ❛ ✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ✸ ♦" ✹ ❛"❡ "❡♠♦✈❡❞✳ ❆

❞❡(❡"♠✐♥✐$(✐❝ "❡("✐❛♥❣✉❧❛(✐♦♥ $("❛(❡❣② ✜❧❧$ (❤❡ ❝"❡❛(❡❞ ❤♦❧❡$✳ ❚❤❡ ❝❧❡❛♥2✐♥❣ ❝♦♥1✉❡2" "❡♠♦✈❡$ ♦♥❧② ✈❛❧❡♥❝❡ ✸

✈❡"(✐❝❡$✳ ❚❤❡ ♠❡$❤ ❝♦♥♥❡❝(✐✈✐(② ✐$ ❡♥❝♦❞❡❞ (❤"♦✉❣❤ (❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ (❤❡ "❡♠♦✈❡❞ ✈❡"(✐❝❡$ ♣❧✉$ ♦♥❡ ♥✉❧❧ ♣❛(❝❤

❝♦❞❡ (♦ ❡♥❝♦❞❡ ("✐❛♥❣❧❡$ ♥♦( ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ (♦ ♣❛(❝❤❡$✳ ❇♦"❞❡" ✈❡"(✐❝❡$ ❛"❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐(❤ $♣❡❝✐✜❝ $②♠❜♦❧$ (❤❛(

❛"❡ ❞✐✛❡"❡♥( ❢"♦♠ ✈❛❧❡♥❝❡ ✸ ❛♥❞ ✹ ✐♥♥❡" ✈❡"(✐❝❡$✳ ❆$ (❤❡ ♣❛(❝❤❡$ ❛"❡ "❡("✐❛♥❣✉❧❛(❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡(❡"♠✐♥✐$(✐❝ ✇❛②

$❡( ❜② (❤❡ ♠❡$❤ ("❛✈❡"$❛❧✱ (❤❡ ❞❡❝♦♠♣"❡$$✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡"❢♦"♠$ (❤❡ $❛♠❡ ("❛✈❡"$❛❧✱ ❝❛♥ "❡$(♦"❡ (❤❡ ✐♥✐(✐❛❧

❝♦♥♥❡❝(✐✈✐(② ✇✐(❤ ♦♥❧② (❤❡$❡ ✐♥(❡❣❡" ❝♦❞❡$✳ ❆$ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛♣♣"♦❛❝❤❡$ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥$("❛(❡❞ (❤❡✐" ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝② (♦

❝♦♠♣"❡$$ $✐♥❣❧❡✲"❛(❡ ♠❡$❤❡$ ✭$❡❡ ❙❡❝(✐♦♥ ✷✳✷✳✺✮✱ (❤✐$ (❡❝❤♥✐C✉❡ ✐♠♣"♦✈❡$ $✐❣♥✐✜❝❛♥(❧② ♣"♦❣"❡$$✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝(✐✈✐(②

❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛"❡❞ (♦ ♣"❡✈✐♦✉$ ❛♣♣"♦❛❝❤❡$✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡("② ✐$ ❡♥❝♦❞❡❞ (❤"♦✉❣❤ (❤❡ ♣❛(❝❤ ❜❛"②❝❡♥("✐❝ ❡""♦"

♣"❡❞✐❝(✐♦♥ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❋"❡♥❡( ❢"❛♠❡✳ ❚♦ ♣"❡✈❡♥( (❤❡ ❞❡❝✐♠❛(✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣♦"(❛♥( ✈❡"(✐❝❡$✱ (❤❡ ❛✉(❤♦" ♣"♦♣♦$❡❞

✹✵



❛ ♠❡#$✐❝ ❜❛(❡❞ ♦♥ #❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ #❤❡ ♣❛#❝❤ #♦ ❞❡❝✐♠❛#❡✳ ❚❤❡ ♦❜#❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣$❡((✐♦♥ $❛#❡( ❛$❡ ❛❜♦✉# ✷✶ ❜♣✈

✇✐#❤ ✶✷ ❜✐# 7✉❛♥#✐③❛#✐♦♥✳

a. b. c.

❋✐❣✉$❡ ✸✳✺✿ ❉❡❝✐♠❛#✐♦♥ ♦❢ ❛ $❡❣✉❧❛$ ♠❡(❤ ❜② #❤❡ ❆❧❧✐❡③✲❉❡(❜$✉♥ ♣$♦❣$❡((✐✈❡ ❡♥❝♦❞❡$✳ ❛✳ ❚❤❡ $❡❞ ✈❡$#✐❝❡(

❛♥❞ #❤❡ $❡❞ ❡❞❣❡( ♦❢ #❤❡ ✐♥♣✉# ♠❡(❤ ✇✐❧❧ ❜❡ $❡♠♦✈❡❞ ❜② #❤❡ ❞❡❝✐♠❛#✐♥❣ ❝♦♥7✉❡(#✳ ❜✳ ❚❤❡ ❞❡#❡$♠✐♥✐(#✐❝

#$✐❛♥❣✉❧❛#✐♦♥ ✜❧❧( #❤❡ ❤♦❧❡( ✇✐#❤ #❤❡ ❣$❡❡♥ ❡❞❣❡(✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ✈❡$#✐❝❡( ✇✐❧❧ ❜❡ $❡♠♦✈❡❞ ❜② #❤❡ ❝❧❡❛♥(✐♥❣ ❝♦♥7✉❡(#✳

❝✳ ❚❤❡ ♦❜#❛✐♥❡❞ ❞❡❝✐♠❛#❡❞ ♠❡(❤✳

❙✐♥❝❡ ✈❛❧❡♥❝❡✲❞$✐✈❡♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ #❤❡ ♠❡(❤ ❝♦♥♥❡❝#✐✈✐#② ❤❛( ❞❡♠♦♥(#$❛#❡❞ ✐#( ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦$ (✐♥❣❧❡✲$❛#❡ ❛♥❞

♣$♦❣$❡((✐✈❡ ♠❡(❤ ❝♦♠♣$❡((✐♦♥✱ #❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ ❆❧❧✐❡③✲❉❡(❜$✉♥ ❤❛( ✐♥(♣✐$❡❞ ❛ ❧♦# ♦❢ ♥✉♠❡$♦✉( ❞❡$✐✈❡❞ (❝❤❡♠❡(

#❤❛# ❤❛✈❡ ✐♠♣$♦✈❡❞ ✐#( $❛#❡✲❞✐(#♦$#✐♦♥ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡✳

❋♦$ ✐♥(#❛♥❝❡✱ ❈❤❡♥❣ ❡# ❛❧✳ ❬❈❤❡♥❣ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ●❛♥❣ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❢♦$❜✐❞ ❞✉$✐♥❣ #❤❡ ❞❡❝✐♠❛#✐♦♥ ❝♦♥7✉❡(#(

#❤❡ $❡♠♦✈❛❧ ♦❢ (♦♠❡ ✈❡$#✐❝❡( ❝❛❧❧❡❞ ❛♥❝❤♦%&✱ ❞❡#❡❝#❡❞ ❜② #❤❡✐$ ♣$✐♥❝✐♣❧❡ ❝✉$✈❛#✉$❡(✳ ❊①♣❡$✐♠❡♥#( (❤♦✇ #❤❛#

❦❡❡♣✐♥❣ #❤❡(❡ ✈❡$#✐❝❡( ✐♥ ❛❧❧ ❧❡✈❡❧( ♦❢ ❞❡#❛✐❧ ❛❧❧♦✇( #♦ ✐♠♣$♦✈❡ #❤❡ $❛#❡✲❞✐(#♦$#✐♦♥ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡✳

▲❡❡ ❡# ❛❧✳ ❬▲❡❡ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❞❡♠♦♥(#$❛#❡❞ #❤❛# #❤❡ $❛#❡✲❞✐(#♦$#✐♦♥ #$❛❞❡✲♦✛ ♦❢ #❤❡ ❆❧❧✐❡③✲❉❡(❜$✉♥ ❝♦❞❡$

✐( ✐♠♣$♦✈❡❞ ❜② ✉(✐♥❣ ❛♥ ❛❞❛♣#✐✈❡ 7✉❛♥#✐③❛#✐♦♥ ♠❡#❤♦❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❝♦♥(✐(#( ✐♥ ✐♥#❡$❧❡❛✈✐♥❣ ❞❡❝✐♠❛#✐♦♥ ♦♣✲

❡$❛#✐♦♥( ✇✐#❤ ❣❧♦❜❛❧ 7✉❛♥#✐③❛#✐♦♥ ♦♣❡$❛#✐♦♥(✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐♠❛#✐♦♥ ♦♣❡$❛#✐♦♥( ❛$❡ #❤❡ ❝❧❛((✐❝ ❆❧❧✐❡③✲❉❡(❜$✉♥

❞❡❝✐♠❛#✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❡❛♥(✐♥❣ ❝♦♥7✉❡(#( ✇❤✐❧❡ #❤❡ 7✉❛♥#✐③❛#✐♦♥ ♦♣❡$❛#✐♦♥( ❛$❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐#❤ Q❡♥❣ ❛♥❞ ❑✉♦ ❛♣✲

♣$♦❛❝❤ ❬Q❡♥❣ ❛♥❞ ❑✉♦✱ ✷✵✵✺❪ ✭(❡❡ (❡❝#✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐(✐♦♥ ♦❢ ♣❡$❢♦$♠✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐♠❛#✐♦♥ ♦$ ❛ 7✉❛♥#✐③❛#✐♦♥

♦♣❡$❛#✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐#❤ ❛ ❝♦(#❧② ♦♣#✐♠❛❧ ❛♣♣$♦❛❝❤ #❤❛# ❝♦♠♣✉#❡( ❜♦#❤ ♠❡(❤❡( ❛♥❞ ❝❤♦♦(❡( #❤❡ ♦♥❡

✇✐#❤ #❤❡ (♠❛❧❧❡(# ❞✐(#♦$#✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✉#❤♦$( ❛❧(♦ (❤♦✇ #❤❛# #❤✐( ♦♣#✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦$ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛#❡❞ ✇✐#❤

❛ ♣❛$❛♠❡#❡$✐③❡❞ ❢♦$♠✉❧❛✳ ❚❤❡② ♦❜#❛✐♥ ❜♦#❤ ❜❡##❡$ ❘✲❉ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡( ❛♥❞ ❝♦♠♣$❡((✐♦♥ $❛#❡( ✭❛❜♦✉# ✶❜♣✈

✐♠♣$♦✈❡♠❡♥# ✇✐#❤ ❛ ✶✷ ❜✐# 7✉❛♥#✐③❛#✐♦♥✮✳

❆❤♥ ❡# ❛❧✳ ❬❆❤♥ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ♣$♦♣♦(❡❞ ❛♥♦#❤❡$ ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥# ♦❢ #❤❡ ❆❧❧✐❡③✲❉❡(❜$✉♥ ❝♦❞❡$ #❤$♦✉❣❤ ❛♥

♦♣#✐♠✐③❡❞ ♠❡(❤ #$❛✈❡$(❛❧ #♦ ♠❛①✐♠✐③❡ #❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ $❡♠♦✈❡❞ ✈❡$#✐❝❡( ♣❡$ ❞❡❝✐♠❛#✐♦♥ (#❡♣✳ ❆ ❝✉$✈❛#✉$❡

♣$❡❞✐❝#✐♦♥ ✐( ❛❧(♦ ✉(❡❞ ❢♦$ ❡♥❝♦❞✐♥❣ #❤❡ ❣❡♦♠❡#$②✳ ❚❤❡ ❧❛##❡$ (❤❛$❡( #❤❡ ❣❡♥❡$❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ (♣❡❝#$❛❧ ♠❡#❤♦❞(

✭(❡❡✳ ❙❡❝#✐♦♥ ✸✳✷✳✻✮ ❜❡❝❛✉(❡ ❛ #♦♣♦❧♦❣②✲❜❛(❡❞ ❑❛%❤✉♥❡♥✲▲♦,✈❡ .%❛♥&❢♦%♠ ❝♦♥❝❡♥#$❛#❡( #❤❡ ❞✐(#$✐❜✉#✐♦♥ ♦❢

❣❡♦♠❡#$② $❡(✐❞✉❛❧(✳ ❚❤❡ $❡(✐❞✉❛❧( ❛$❡ ❡♥#$♦♣② ❝♦❞❡❞ ✇✐#❤ ❛ ❜✐# ♣❧❛♥❡ ❝♦❞❡$✳ ❉❡❝✐♠❛#✐♦♥ ❝♦♥7✉❡(#( ❛$❡

✐♥#❡$❧❡❛✈❡❞ ✇✐#❤ #❤❡ #$❛♥(♠✐((✐♦♥ ♦❢ ❜✐# ♣❧❛♥❡( #♦ ✐♠♣$♦✈❡ #❤❡ ❘✲❉ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡② (✐❣♥✐✜❝❛♥#❧② ✐♠♣$♦✈❡

#❤❡ ❝♦♠♣$❡((✐♦♥ $❛#❡( ♦❢ #❤❡ ❆❧❧✐❡③✲❉❡(❜$✉♥ ❝♦❞❡$ ✭❛❜♦✉# ✹ ❜♣✈ $❡❞✉❝#✐♦♥ ✇✐#❤ ❛ ✶✷ ❜✐# 7✉❛♥#✐③❛#✐♦♥✮✳

▲❡❡ ❡# ❛❧✳ ❬▲❡❡ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ (✐❣♥✐✜❝❛♥#❧② ✐♠♣$♦✈❡❞ #❤❡ ❣❡♦♠❡#$② ❝♦♠♣$❡((✐♦♥ ✭✉♣ #♦ ✻✵✪✮ ❜② ✐♥#$♦❞✉❝✐♥❣

#✇♦ ♥❡✇ ♣$❡❞✐❝#✐♦♥ ♠❡#❤♦❞(✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ %✐♥❣ ♣$❡❞✐❝#✐♦♥ ❛✐♠( ❛# ❤❛✈✐♥❣ #❤❡ (❛♠❡ ❜❛$②❝❡♥#$✐❝ ♣$❡❞✐❝#✐♦♥ ❢♦$

♦♥❡ ✈❡$#❡① ❛♥❞ ✐#( ♦♥❡✲$✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦$ ✈❡$#✐❝❡(✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ &5✉❛%❡ ❡%%♦% ♣$❡❞✐❝#✐♦♥ ❝♦♥(#$✉❝#( ❛ ❧✐♥❡❛$

♣$❡❞✐❝#♦$ ❜❛(❡❞ ♦♥ ✈❡$#✐❝❡( ❤❛✈✐♥❣ ❛ #♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐(#❛♥❝❡ ♦❢ ✶ ♦$ ✷ ✇✐#❤ #❤❡ ♣$❡❞✐❝#❡❞ ✈❡$#❡①✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦$✐#❤♠

✜$(# (❡❣♠❡♥#( #❤❡ ✐♥♣✉# ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡#❛✐❧( ❜② ❛♥ ❛❧❣♦$✐#❤♠ ❜❛(❡❞ ♦♥ #❤❡ ♠❡(❤ ❝♦♥♥❡❝#✐✈✐#②✳ ❚❤❡♥✱ #❤❡ ♠♦(#

❡✣❝✐❡♥# ♠❡#❤♦❞ ✐( ❝❤♦(❡♥ #♦ ❡♥❝♦❞❡ ❡❛❝❤ ❝❧✉(#❡$✳

❚♦ ✐♠♣$♦✈❡ #❤❡ ❝♦♥♥❡❝#✐✈✐#② ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ❑✐♠ ❡# ❛❧✳ ❬❑✐♠ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ♣$♦♣♦(❡❞ #♦ ♣$❡❞✐❝# #❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡

❝✉$$❡♥# ♣❛#❝❤ ✐♥(❡$#❡❞ ✈❡$#❡① ❞✉$✐♥❣ #❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ❲✐#❤ #❤❡ ❣❡♦♠❡#$② ✐♥❢♦$♠❛#✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♣❛#❝❤ ♣♦((✐❜✐❧✐#②

❝♦$$❡(♣♦♥❞✐♥❣ #♦ ♦♥❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐( #$✐❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦(✐#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ✐♥(❡$#❡❞ ✈❡$#❡① ✐( ♣$♦✈✐❞❡❞ ❜② #❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞

❣❡♦♠❡#$② ✐♥❢♦$♠❛#✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ❛❧❧ #❤❡ ♣♦((✐❜✐❧✐#✐❡( ❛$❡ $❛♥❦❡❞ ❜② ♠❡❛(✉$✐♥❣ #❤❡ $❡❣✉❧❛$✐#② ♦❢ #❤❡ ❣❡♥❡$❛#❡❞

✹✶
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'❛✐❧♦4❡❞ '♦ ✐44❡❣✉❧❛4 ♠❡1❤❡1✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝'✐✈✐'② ❞❛'❛ ✐1 ❝♦♠♣♦1❡❞ ♦❢ ❛❧❧ ❢❛❝❡ 1✉❜❞✐✈✐1✐♦♥ ♦♣❡4❛'✐♦♥1✳ ❆

'4✐❛♥❣❧❡ ❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ 1✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥'♦ ✹✱ ✸✱ ✷ ❢❛❝❡1 ♦4 ❜❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝'✐✈✐'② ✐1 ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐'❤ '❤4❡❡ '②♣❡1 ♦❢ ❞❛'❛✳ ❖♥❡ ❜✐' ♣❡4 ❡❞❣❡ ✐1 ❡♥❝♦❞❡❞ '♦ '❡❧❧ ✐❢ ❛ ♥❡✇ ✈❡4'❡①

✐1 ✐♥1❡4'❡❞ '♦ 1♣❧✐' ❛♥ ❡❞❣❡ ✭1❡❡ ❋✐❣✉4❡ ✸✳✼ ❛✮✳ ■♥ '❤❡ ❝❛1❡ ✇❤❡4❡ ❛ ❢❛❝❡ ✐1 1✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥'♦ ✸ ❢❛❝❡1✱ ✶ ❜✐'

✐1 4❡@✉✐4❡❞ '♦ ✐♥❞✐❝❛'❡ '❤❡ ♦4✐❡♥'❛'✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡4❛'❡1 ❢❛❝❡1 ✭1❡❡ ❋✐❣✉4❡ ✸✳✼ ❜✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛1 1♦♠❡ ❝♦♥♥❡❝'✐✈✐'②

❝♦♥✜❣✉4❛'✐♦♥1 ❞♦ ♥♦' ❛❧❧♦✇ '♦ ♠❡4❣❡ ❢❛❝❡1 ✇✐'❤ '❤❡ ♣4♦♣♦1❡❞ 1✉❜❞✐✈✐1✐♦♥ 1❝❤❡♠❡1✱ '❤❡ ❡♥❝♦❞❡4 ♣❡4❢♦4♠1

1♦♠❡ ❡❞❣❡ ✢✐♣1✳ ❚❤❡4❡❢♦4❡ ✶ ♦4 ✷ 1✉♣♣❧❡♠❡♥'❛4② ❜✐'1 ❛4❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ '❤❡ ❝❛1❡ ❛ ❢❛❝❡ ✐1 1✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥'♦ '✇♦

1♦ ❛1 '♦ ❡♥❝♦❞❡ ❡❞❣❡ ✢✐♣1 ✭1❡❡ ❋✐❣✉4❡ ✸✳✼ ❝✮✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡'4② ✐1 ❡♥❝♦❞❡❞ '❤4♦✉❣❤ ❛ ✇❛✈❡❧❡' ❧✐❢'✐♥❣ 1❝❤❡♠❡✳

❚❤❡ ♣♦1✐'✐♦♥1 ♦❢ '❤❡ ✐♥1❡4'❡❞ ✈❡4'✐❝❡1 ❛4❡ ♣4❡❞✐❝'❡❞ ❛1 ❜❡✐♥❣ ❛' '❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ '❤❡✐4 ♣❛4❡♥' ❡❞❣❡1✳ ❆ ✇❛✈❡❧❡'

❣❡♦♠❡'4✐❝❛❧ ❝4✐'❡4✐♦♥ ✇❛1 ♣4♦♣♦1❡❞ '♦ ❝♦♥'4♦❧ '❤❡ 4❡♠♦✈❛❧ ♦❢ 1❤❛4♣ ✈❡4'✐❝❡1✳

❚❤❡ ♦❜'❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣4❡11✐♦♥ 4❛'❡1 ❛4❡ 1❧✐❣❤'❧② ❜❡''❡4 '❤❛♥ '❤♦1❡ ❢4♦♠ ❬❆❧❧✐❡③ ❛♥❞ ❉❡1❜4✉♥✱ ✷✵✵✶❛❪

✭❛❜♦✉' ✶✾❜♣✈ ✇✐'❤ ✶✷ ❜✐'1 @✉❛♥'✐③❛'✐♦♥✮✳ ◆❡✈❡4'❤❡❧❡11✱ ❛1 '❤❡ ❲❛✈❡♠❡1❤ ❞❡❝✐♠❛'✐♦♥ 1❝❤❡♠❡ 4❡✲

♠♦✈❡1 ✼✺✪ ♦❢ '❤❡ ♠❡1❤ ✈❡4'✐❝❡1 ❛' ❡❛❝❤ ❞❡❝✐♠❛'✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ '❤❡ ❆❧❧✐❡③ ❛♥❞ ❉❡1❜4✉♥ ❞❡❝✐♠❛'✐♦♥ 1❝❤❡♠❡

❬❆❧❧✐❡③ ❛♥❞ ❉❡1❜4✉♥✱ ✷✵✵✶❛❪ 4❡♠♦✈❡1 ♦♥❧② ✸✸✪ ♦❢ '❤❡ ✈❡4'✐❝❡1✱ '❤❡ ❲❛✈❡♠❡1❤ 4❡♣4❡1❡♥'❛'✐♦♥ ❣❡♥❡4❛'❡1 ❧❡11

❧❡✈❡❧1 ♦❢ ❞❡'❛✐❧✳

▲❡❡ ❡' ❛❧✳ ❬▲❡❡ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ✐♠♣4♦✈❡❞ '❤❡ ❝♦♠♣4❡11✐♦♥ ♣❡4❢♦4♠❛♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ♦4✐❣✐♥❛❧ ❲❛✈❡♠❡1❤ 1❝❤❡♠❡

❜② ✶✻✳✾✪ ♦♥ ❛✈❡4❛❣❡✳ ❚♦ ✐♠♣4♦✈❡ '❤❡ ❝♦♥♥❡❝'✐✈✐'② ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ '❤❡② ♣4♦♣♦1❡❞ ♠❡'❤♦❞1 ❜❛1❡❞ ♦♥ ♠✐①'✉4❡ ♦❢

●❛✉11✐❛♥ ♣4♦❜❛❜✐❧✐'② ♠♦❞❡❧1 '♦ ♣4❡❞✐❝' '❤❡ ✐♥1❡4'❡❞ ✈❡4'✐❝❡1✱ '❤❡ ❢❛❝❡ ❞✐4❡❝'✐♦♥1 ❛♥❞ '❤❡ ❡❞❣❡ ✢✐♣1 ❢4♦♠ '❤❡

❣❡♦♠❡'4②✳ ❋♦4 '❤❡ ❣❡♦♠❡'4② ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ '❤❡② ❞✐✈✐❞❡ '❤❡ ♥❡✇ ✈❡4'✐❝❡1 ♦❢ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡'❛✐❧ ✐♥'♦ '❤4❡❡ ❣4♦✉♣1✳ ❚♦

❡♥❝♦❞❡ '❤❡ ✈❡4'❡① ♣♦1✐'✐♦♥1 ♦❢ ❛ ❧❛'❡4 ❣4♦✉♣✱ '❤❡ ❡♥❝♦❞❡4 ✉1❡1 '❤❡ ♣♦1✐'✐♦♥1 ♦❢ '❤❡ ❛❧4❡❛❞② ❡♥❝♦❞❡❞ ❣4♦✉♣✭1✮✳

❱❡4'❡① ♣♦1✐'✐♦♥1 ❛4❡ ♣4❡❞✐❝'❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ❞✉❛❧✲4✐♥❣ ♣4❡❞✐❝'✐♦♥ 1❝❤❡♠❡ ❢4♦♠ ❬▲❡❡ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳ ❚❤❡ 4❡1✐❞✉❛❧1

❛4❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦4❞✐♥❛'❡ ❢4❛♠❡ ❧✐❦❡ ✐♥ ❬❆❧❧✐❡③ ❛♥❞ ❉❡1❜4✉♥✱ ✷✵✵✶❛❪ ✇✐'❤ ❛ ❜✐' ♣❧❛♥❡ ❝♦❞❡4✳

✸✳✷✳✺ 4,♦❣,❡11✐✈❡ ❝♦♠♣,❡11✐♦♥ )❤,♦✉❣❤ ,❡❝♦♥1),✉❝)✐♦♥

❱❛❧❡''❡ ❡' ❛❧✳ ❬❱❛❧❡''❡ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❝❛1' '❤❡ ♣4♦❣4❡11✐✈❡ ♠❡1❤ ❝♦♠♣4❡11✐♦♥ ♣4♦❜❧❡♠ ❛1 ❛ ♠❡1❤ ❣❡♥❡4❛'✐♦♥

♣4♦❜❧❡♠ ✐♥ '❤❡✐4 ✐♥❝4❡♠❡♥'❛❧ ♣❛4❛♠❡'4✐❝ 4❡✜♥❡♠❡♥' ❢4❛♠❡✇♦4❦✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞❡4 1'❛4'1 ❢4♦♠ ❛ ❝♦❛41❡ ✈❡41✐♦♥ ♦❢

'❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ ♠❡1❤ ❣❡♥❡4❛'❡❞ ❜② '❤❡ 1✐♠♣❧✐✜❝❛'✐♦♥ 1❝❤❡♠❡ ❢4♦♠ ❬●❛4❧❛♥❞ ❛♥❞ ❍❡❝❦❜❡4'✱ ✶✾✾✼❪✳ ❚❤❡ ❜❛1❡ ♠❡1❤

✐1 ✐♥❝4❡♠❡♥'❛❧❧② 4❡✜♥❡❞ ❜② 1♣❧✐''✐♥❣ '❤❡ ❧♦♥❣❡1' ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ♣♦1✐'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✐♥1❡4'❡❞ ✈❡4'❡① ❝♦44❡1♣♦♥❞1 '♦ '❤❡

♣♦1✐'✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ✈❡4'❡① ♦❢ '❤❡ ♦4✐❣✐♥❛❧ ♠❡1❤✳ N♦1✐'✐♦♥1 ❛4❡ ❛❞❛♣'✐✈❡❧② @✉❛♥'✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡4 ♦❢ @✉❛♥'✐③❛'✐♦♥

❜✐'1 ❞❡♣❡♥❞1 ♦♥ '❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ 4❡✜♥❡♠❡♥'✳ ❆' ❡❛❝❤ 4❡✜♥❡♠❡♥' 1'❡♣✱ '❤❡ '4✐❛♥❣✉❧❛'✐♦♥ ✐1 ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ♠❡❛♥1 ♦❢

❡❞❣❡ ✢✐♣1 '♦ 1❛'✐1❢② ❛ ❧♦❝❛❧ ❉❡❧❛✉♥❛② ♣4♦♣❡4'② ♦4 '♦ ✜① ❝♦♥♥❡❝'✐✈✐'② ❞4✐❢'1✳ ❚❤✐1 ♣4♦❝❡11 ✐1 1✉♠♠❛4✐③❡❞ ♦♥

✹✸



1-to-4 1-to-3 1-to-2 unchanged
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a.

b.

c.
0

1

0

1

❋✐❣✉$❡ ✸✳✼✿ ❈♦♥♥❡❝.✐✈✐.② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇✐.❤ .❤❡ ❲❛✈❡♠❡7❤ 7❝❤❡♠❡ ❬❱❛❧❡..❡ ❛♥❞ ;$♦7.✱ ✷✵✵✹❜❪✳ ❛✳ ❚❤❡ ❢♦✉$ .②♣❡7

♦❢ ❢❛❝❡ 7✉❜❞✐✈✐7✐♦♥7✳ ❘❡❞ ✈❡$.✐❝❡7 ❛$❡ ❛❞❞❡❞ .♦ 7♣❧✐. .❤❡ ❡❞❣❡7✳ ❜✳ ■♥ .❤❡ ❝❛7❡ ❛ ❢❛❝❡ ✐7 7✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥.♦ ✸

❢❛❝❡7✱ ♦♥❡ ❜✐. ❡♥❝♦❞❡7 .❤❡ ❞✐$❡❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❢❛❝❡7✳ ❝✳ ■♥ .❤❡ ❝❛7❡ ❛ ❢❛❝❡ ✐7 7✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥.♦ ✷✱ .♦ $❡7.♦$❡ ❛♥

✐♥✐.✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝.✐✈✐.② ♠♦❞✐✜❡❞ .♦ ♠❡$❣❡ ❢❛❝❡7✱ ♦♥❡ ❜✐. ❡♥❝♦❞❡7 ✐❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ♥❡❡❞7 .♦ ❜❡ ✢✐♣♣❡❞✳ ■❢ ②❡7✱ ❛♥ ♦.❤❡$

❜✐. ❝♦❞❡7 ✇❤✐❝❤ ❡❞❣❡ ❤❛7 .♦ ❜❡ ✢✐♣♣❡❞✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✽✳ ❲❤❡♥ ❛❧❧ ✈❡$.✐❝❡7 ♦❢ .❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ ♠❡7❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥7❡$.❡❞✱ .❤❡ ✐♥✐.✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝.✐✈✐.② ✐7 $❡7.♦$❡❞ ❜②

✢✐♣♣✐♥❣ ❡❞❣❡7 ❣✉✐❞❡❞ ❜② ❛ ✢✐♣ ❞✐7.❛♥❝❡ ❤❡✉$✐7.✐❝✳ ❆ ❜✐. ♣❡$ ❡❞❣❡ ✐7 ❡♥❝♦❞❡❞ .♦ .❡❧❧ ✐❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ♠✉7. ❜❡ ✢✐♣♣❡❞✳

❚❤✐7 ❛❧❣♦$✐.❤♠ ✐7 ❦♥♦✇♥ .♦ ❝♦♠♣$❡77 ❡✣❝✐❡♥.❧② ✭❛❜♦✉. ✶✺❜♣✈ ✇✐.❤ ✶✷ ❜✐.7 P✉❛♥.✐③❛.✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡7 ❣♦♦❞

$❛.❡✲❞✐7.♦$.✐♦♥ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡7✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡.❡ ❝♦♥♥❡❝.✐✈✐.② $❡7.♦$❛.✐♦♥ ♣$♦❝❡77 ✐7✱ ❤♦✇❡✈❡$✱ ♥♦. ❣✉❛$❛♥.❡❡❞ .♦

7✉❝❝❡❡❞✳

a. b. c.

❋✐❣✉$❡ ✸✳✽✿ ■♥❝$❡♠❡♥.❛❧ ♣❛$❛♠❡.$✐❝ $❡✜♥❡♠❡♥. ❬❱❛❧❡..❡ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❛✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣❡7. ♠❡7❤ ❡❞❣❡ ✐♥ $❡❞ ✐7

7❡❧❡❝.❡❞ ❢♦$ $❡✜♥❡♠❡♥.✳ ❛✳ ❚❤❡ $❡❞ ❡❞❣❡ ✐7 7♣❧✐. ✐♥.♦ .✇♦✳ ❜✳ ❚❤❡ .✇♦ ❜❧✉❡ ❡❞❣❡7 ❛$❡ ✢✐♣♣❡❞ .♦ 7❛.✐7❢② ❛ ❧♦❝❛❧

❉❡❧❛✉♥❛② ♣$♦♣❡$.②✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♠♣✉.✐♥❣ .❤❡ ❜❡7. ❞❡❝✐♠❛.❡❞ ✈❡$7✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✐.✐❛❧ ♠❡7❤ ❤❛7 ❜❡❡♥ $❡❝❡♥.❧② ❢✉$.❤❡$ ✐♥✈❡7.✐❣❛.❡❞

❬;❡♥❣ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦$✐.❤♠ 7.❛$.7 ❢$♦♠ .❤❡ ✐♥✐.✐❛❧ ♠❡7❤ ✈❡$.❡① 7❡. ❛♥❞ $❡❝✉$7✐✈❡❧② 7♣❧✐.7 ✐. ✐♥.♦ 7❡✈❡$❛❧

❝❤✐❧❞ 7✉❜7❡.7 ✉7✐♥❣ ❣❡♥❡$❛❧✐③❡❞ ▲❧♦②❞ ❛❧❣♦$✐.❤♠ ❬▲❧♦②❞✱ ✶✾✽✷❪✳ ❊❛❝❤ .✐♠❡ ❛ ♥❡✇ ✈❡$.❡① 7✉❜7❡. ✐7 ❣❡♥❡$❛.❡❞✱

❛ $❡♣$❡7❡♥.❛.✐✈❡ ✈❡$.❡① ♦❢ .❤✐7 7❡. ✐7 7❡❧❡❝.❡❞ .♦ ❜❡ ❝❧♦7❡ .♦ .❤❡ ❣❡♦♠❡.$✐❝ ❝❡♥.❡$ ♦❢ .❤❡ 7❡. ❛♥❞ .♦ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤

❝✉$✈❛.✉$❡✳ ■♥ .❤✐7 ❤✐❡$❛$❝❤②✱ .❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❝❤✐❧❞$❡♥ ♦❢ ❛ 7❡. ✐7 ❡♥❝♦❞❡❞✳ ❚❤❡ ♦✛7❡.7 ❜❡.✇❡❡♥ ❛ $❡♣$❡7❡♥.❛.✐✈❡

❛♥❞ ✐.7 ♣❛$❡♥. $❡♣$❡7❡♥.❛.✐✈❡ ❛$❡ ♣$❡❞✐❝.❡❞ ✐♥ ❛ ❝②❧✐♥❞$✐❝ ❢$❛♠❡ ❛♥❞ ❛❞❛♣.✐✈❡❧② P✉❛♥.✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝.✐✈✐.②

✐7 ❡♥❝♦❞❡❞ .❤$♦✉❣❤ ✈❡$.❡① 7♣❧✐.7 ✇✐.❤ ♣$❡❞✐❝.✐♦♥ ♦❢ ♣✐✈♦. ✈❡$.✐❝❡7✳ ❚❤✐7 ❛❧❣♦$✐.❤♠ ②✐❡❧❞7 ❝♦♠♣$❡77✐♦♥ $❛.❡7

❛. ❛❜♦✉. ✶✻ ❜♣✈ ✇✐.❤ ❛ ✶✷ ❜✐. P✉❛♥.✐③❛.✐♦♥✳

✹✹



✸✳✷✳✻ ●❡♦♠❡()② ❝♦♠♣)❡--✐♦♥ ✇✐(❤ (❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡)❛(♦)

❋♦✉#✐❡# ❛♥❛❧②*✐* ❤❛* ❜❡❡♥ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉*❡❞ ❢♦# *♦✉♥❞ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣#❡**✐♦♥✳ 4#♦❥❡❝6✐♥❣ 6❤❡ ❞❛6❛ ✐♥6♦ 6❤❡

❢#❡7✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❡♥❝♦❞✐♥❣ 6❤❡ ❧♦✇ ❢#❡7✉❡♥❝✐❡* ♦❢6❡♥ ❛❧❧♦✇* 6♦ #❡6#✐❡✈❡ ❞✉#✐♥❣ 6❤❡ ❞❡❝♦♠♣#❡**✐♦♥ ❛

7✉❛❧✐6② ❛♣♣#♦①✐♠❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ♦#✐❣✐♥❛❧ *✐❣♥❛❧ ✇✐6❤ ❢❡✇ ❞❛6❛✳ ❑❛#♥✐ ❛♥❞ ●♦6*♠❛♥ ❬❑❛#♥✐ ❛♥❞ ●♦6*♠❛♥✱ ✷✵✵✵❪

♣#♦♣♦*❡❞ 6♦ ❛♣♣❧② 6❤✐* 6❡❝❤♥✐7✉❡ 6♦ ❝♦♠♣#❡** ♠❡*❤ ✈❡#6❡① ♣♦*✐6✐♦♥*✳ ❚♦ ♣#♦❥❡❝6 6❤❡ ❝♦♦#❞✐♥❛6❡* ❢#♦♠ 6❤❡

*♣❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ 6♦ 6❤❡ ❢#❡7✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ 6❤❡ ❡♥❝♦❞❡# ✉*❡* 6❤❡ ♠❡*❤ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡)❛*♦)✳ ❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛6#✐①

L ♦❢ ❛ ♠❡*❤ ✇✐6❤ n ✈❡#6✐❝❡* ✐* ❛ n× n ♠❛6#✐① ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Li,j =







1 ✐❢ i = j
−1/degree(vi) ✐❢ vi ❛♥❞ vj ❛#❡ ❛❞❥❛❝❡♥6
0 else

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝6♦#* ♦❢ L ❢♦#♠ ❛♥ ♦#6❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛*✐* ♦❢ R
n
❛♥❞ 6❤❡✐# ❛**♦❝✐❛6❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡* ❛#❡ ❝♦♥*✐❞❡#❡❞

❛* ❢#❡7✉❡♥❝✐❡*✳ ❚❤❡ ♣#♦❥❡❝6✐♦♥* ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♦#❞✐♥❛6❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥6 ✈❡❝6♦#* ♦♥ 6❤❡ ❜❛*✐* ✈❡❝6♦# ❛#❡ 6❤❡ ♠❡*❤

*♣❡❝6#✉♠✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡#❧✐♥✐♥❣ ♣#✐♥❝✐♣❧❡ ✐* 6❤❛6 ✐❢ 6❤❡ ❣❡♦♠❡6#② ✐* *♠♦♦6❤ ❡♥♦✉❣❤✱ ✐6* *♣❡❝6#✉♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✲

❝❡♥6#❛6❡❞ ❛#♦✉♥❞ ❧♦✇ ❢#❡7✉❡♥❝✐❡*✳ ❙♦ 6❤❡ *♣❡❝6#❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥6* ♦❢ ❧♦✇ ❢#❡7✉❡♥❝✐❡*✱ ❛❢6❡# ❜❡✐♥❣ 7✉❛♥6✐③❡❞

❛♥❞ ❡♥6#♦♣② ❝♦❞❡❞✱ ❛#❡ *✉✣❝✐❡♥6 6♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣#♦①✐♠❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ✐♥✐6✐❛❧ ♠❡*❤✳ ■♥ ♣#❛❝6✐❝❡✱ *♣❡❝✲

6#❛❧ ❝♦♠♣#❡**✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡* ❡①❝❡❧❧❡♥6 ❘✲❉ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡ ✇✐6❤ ❢❡✇ ❝♦❡✣❝✐❡♥6*✳ ■♥❝✐❞❡♥6❛❧❧②✱ ❇❡♥✲❈❤❡♥ ❛♥❞

●♦6*♠❛♥ ❬❇❡♥✲❈❤❡♥ ❛♥❞ ●♦6*♠❛♥✱ ✷✵✵✺❪ ♣#♦✈❡❞ 6❤❛6 *♣❡❝6#❛❧ ❝♦♠♣#❡**✐♦♥ ✐* ♦♣6✐♠❛❧ ❢♦# ❝❡#6❛✐♥ ❝❧❛**❡* ♦❢

❣❡♦♠❡6#✐❝ ♠❡*❤ ♠♦❞❡❧* ❛* ✐6 ✐* ❡7✉✐✈❛❧❡♥6 6♦ ♣#✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥6 ❛♥❛❧②*✐* ♦♥ 6❤❡*❡ ❝❧❛**❡*✳ ▼❛❤❛❞❡✈❛♥

❬▼❛❤❛❞❡✈❛♥✱ ✷✵✵✼❪ #❡♣❧❛❝❡❞ 6❤❡ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ❜❛*❡* ❜② ❞✐✛✉*✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡6 ❜❛*❡* ❛♥❞ *❤♦✇❡❞ 6❤❡✐# ❛❜✐❧✐6② 6♦ ❜❡66❡#

#❡♣#❡*❡♥6* ❛♥ ✐♥♣✉6 ♠❡*❤ ✇✐6❤ 6❤❡ *❛♠❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❜❛*✐* ❢✉♥❝6✐♦♥*✳

❆* ❡✐❣❡♥✈❡❝6♦# ❞❡❝♦♠♣♦*✐6✐♦♥ ✐* ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐6② ♦♣❡#❛6✐♦♥ ✭O(n3)✮✱ 6❤❡ ♠❡*❤ ♠✉*6 ❜❡ *❡❣♠❡♥6❡❞

✐♥ #❡❣✐♦♥* ♦❢ ❛❜♦✉6 ✺✵✵ ✈❡#6✐❝❡* ✐♥ ❬❑❛#♥✐ ❛♥❞ ●♦6*♠❛♥✱ ✷✵✵✵❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉6❛6✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡* #❡❛❧✐*6 ❜✉6

✐* *6✐❧❧ ✈❡#② ❤❡❛✈②✳ ❆ ❧❛6❡# ❛♣♣#♦❛❝❤ ❬❑❛#♥✐ ❛♥❞ ●♦6*♠❛♥✱ ✷✵✵✶❪ ♣#♦♣♦*❡❞ 6♦ ✉*❡ ❛ ✜①❡❞ ❜❛*✐* ❞❡#✐✈❡❞

❢#♦♠ ❛ #❡❣✉❧❛# ❝♦♥♥❡❝6✐✈✐6② ♠❛♣♣❡❞ 6♦ 6❤❡ ✐##❡❣✉❧❛# ❝♦♥♥❡❝6✐✈✐6② ♦❢ 6❤❡ ♠❡*❤✳ ❚❤❡ ❤♦♣❡ ✐* 6❤❛6 6❤❡ ❛✈✲

❡#❛❣❡ ❡♥❡#❣② ✇✐❧❧ *6✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥❝❡♥6#❛6❡❞ ♦♥ ❧♦✇ ❢#❡7✉❡♥❝✐❡*✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣#❡**✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡* ❧❡** ❡✣❝✐❡♥6 ❜✉6

6❤❡ ❞❡❝♦♠♣#❡**✐♦♥ ✐* ❛❝❝❡❧❡#❛6❡❞ *✐♥❝❡ 6❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝6♦# ❞❡❝♦♠♣♦*✐6✐♦♥ ✐* ♥♦6 ❛♥②♠♦#❡ ❝♦♠♣✉6❡❞✳ ❇❛②❛③✐6

❡6 ❛❧✳ ❬❇❛②❛③✐6 ❡6 ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ #❡❞✉❝❡❞ 6❤❡ ❝♦♠♣✉6❛6✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐6② ♦❢ 6❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♠❡6❤♦❞✳ ❚❤❡② ❛❧*♦

✉*❡❞ ❛ ❜✐6 ♣❧❛♥❡ ❡♥❝♦❞❡# ❢♦# 6❤❡ *♣❡❝6#❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥6* ❛* ❛❧*♦ ♣#❡*❡♥6❡❞ ✐♥ ❬❑♦♥✉# ❡6 ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❈❛②#❡ ❡6

❛❧✳ ❬❈❛②#❡ ❡6 ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ ❘♦♥❞❛♦✲❆❧❢❛❝❡ ❡6 ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ *❤♦✇❡❞ 6❤❛6 #❛6❡✲❞✐*6♦#6✐♦♥ ❣❛✐♥* ❝❛♥ ❜❡ ♦❜6❛✐♥❡❞ ❜②

✐♥6#♦❞✉❝✐♥❣ ♦✈❡#❧❛♣ ❜❡6✇❡❡♥ 6❤❡ *❡❣♠❡♥6❡❞ #❡❣✐♦♥*✳

▼❛♠♦✉ ❡6 ❛❧✳ ❬▼❛♠♦✉ ❡6 ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❞❡✈✐*❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦#✐6❤♠ 6❤❛6 ❝♦♠♣✉6❡* 6❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛6#✐① ♦❢ ❛ ♠❡*❤✳

❚❤❡ ♠❡*❤ ✐* 6❤❡♥ ❛♣♣#♦①✐♠❛6❡❞ ❜② *♦❧✈✐♥❣ ❛ ❤❡❛6 ❡7✉❛6✐♦♥ ✇✐6❤ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ *❡6 ♦❢ ❝♦♥6#♦❧ ♣♦✐♥6*✳ ❚❤❡ ✈❡#6❡①

❧♦❝❛6✐♦♥* ❛#❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛* #❡*✐❞✉❛❧* ❢#♦♠ 6❤❡ ❛♣♣#♦①✐♠❛6✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② 6❤❡ ❤❡❛6 ❡7✉❛6✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝6✐✈✐6② ✐*
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❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥6 ❝♦♠♣#❡**✐♦♥ #❛6✐♦ ✭❛❜♦✉6 ✶✵ ❜♣✈ ✇✐6❤ ❛ ✶✷ ❜✐6 7✉❛♥6✐③❛6✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ✐6* ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐6② ❞✉❡
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♦'❤❡$ ❦✐♥❞ ♦❢ ❣❡♦♠❡'$② $❡♣$❡7❡♥'❛'✐♦♥✳ ❚❤✐7 7❡❝'✐♦♥ ❜$✐❡✢② ❡♥✉♠❡$❛'❡7 ❛♣♣$♦❛❝❤❡7 ❡①♣❧♦✐'✐♥❣ '❤✐7 ✐❞❡❛✳

✸✳✸✳✶ ❲❛✈❡❧❡4 ❢♦/ *❡♠✐✲/❡❣✉❧❛/ ♠❡*❤❡*

❆7 ❢♦$ 7✐♥❣❧❡✲$❛'❡ ♠❡7❤ ❝♦♠♣$❡77✐♦♥ ✭7❡❡ ❙❡❝'✐♦♥ ✷✳✺✮✱ ✇❤❡♥ '❤❡ $❡7'♦$❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ ♠❡7❤ ❝♦♥♥❡❝'✐✈✐'② ✐7

♥♦' ❝$✉❝✐❛❧✱ $❡7♦$'✐♥❣ '♦ $❡♠❡7❤✐♥❣ ❝❛♥ ❢✉$'❤❡$ $❡❞✉❝❡ '❤❡ ❝♦♠♣$❡77✐♦♥ $❛'❡7✳ ■♥ '❤❡ ❣❡♥❡$❛❧ ❝❛7❡✱ ♣$♦❣$❡77✐✈❡

♠❡7❤ ❝♦♠♣$❡77✐♦♥ 7❝❤❡♠❡7 ❜❛7❡❞ ♦♥ ✇❛✈❡❧❡' 7'❛$' ❢$♦♠ ❛ ❝♦❛$7❡ ✐$$❡❣✉❧❛$ ✈❡$7✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✐♥♣✉' ♠❡7❤ ❛♥❞

♣$♦❣$❡77✐✈❡❧② $❡✜♥❡7 ✐' ✇✐'❤ ❛ 7✉❜❞✐✈✐7✐♦♥ 7❝❤❡♠❡ '❤❛' ♣$♦❞✉❝❡7 7❡♠✐✲$❡❣✉❧❛$ ♠❡7❤❡7✳ ❆❢'❡$ ❡❛❝❤ 7✉❜❞✐✈✐7✐♦♥✱

'❤❡ ✈❡$'✐❝❡7 ❛$❡ ♠♦✈❡❞ '♦ $❡❞✉❝❡ ❛7 ♠✉❝❤ ❛7 ♣♦77✐❜❧❡ '❤❡ ❞✐7'♦$'✐♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ 7✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

'❤❡ ✐♥♣✉' ♠❡7❤✳ ❚❤❡7❡ ❞❡❧'❛ ❞✐7♣❧❛❝❡♠❡♥'7✱ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ '❤❡ ✇❛✈❡❧❡' ❝♦❡✣❝✐❡♥'7✱ ❛$❡ '❤❡♥ ❡♥❝♦❞❡❞✳ ▲♦♦♣✬7

7✉❜❞✐✈✐7✐♦♥ ❬▲♦♦♣✱ ✶✾✽✼❪ ♦$ '❤❡ ❜✉''❡$✢② ❬❉②♥ ❡' ❛❧✳✱ ✶✾✾✵❪ 7✉❜❞✐✈✐7✐♦♥ ❛$❡ ♦❢'❡♥ ✉7❡❞ ❢♦$ '❤✐7 ♣✉$♣♦7❡✳ ❚❤❡

❋✐❣✉$❡ ✸✳✾ ✐❧❧✉7'$❛'❡7 '❤❡ 7✉❜❞✐✈✐7✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡7❤ ✇✐'❤ 7✉❝❤ 7❝❤❡♠❡7✳

■♥ ✐♠❛❣❡ ❝♦❞✐♥❣✱ ✇❛✈❡❧❡' $❡♣$❡7❡♥'❛'✐♦♥ ❛$❡ ❦♥♦✇♥ '♦ ❞❡❝♦$$❡❧❛'❡ ❡✣❝✐❡♥'❧② '❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ ❞❛'❛✳ ❆7 ❛ ❝♦♥✲

7❡V✉❡♥❝❡✱ ❑❤♦❞❛❦♦✈7❦② ❡' ❛❧✳ ❬❑❤♦❞❛❦♦✈7❦② ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ♣$♦♣♦7❡❞ '♦ ❛❧7♦ ✉7❡ ✇❛✈❡❧❡' ❢♦$ '❤❡ ❝♦♠♣$❡77✐♦♥

♦❢ 7✉$❢❛❝❡7 ♦❢ ❛$❜✐'$❛$② '♦♣♦❧♦❣②✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ '❤✐7 ❝♦♠♣$❡77✐♦♥ 7❝❤❡♠❡ ❝❛♥♥♦' ❡♥❝♦❞❡ ❛♥② ❝♦♥♥❡❝'✐✈✐'✐❡7✳ ❆

$❡♠❡7❤✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ✐♥♣✉' ♠♦❞❡❧ ✐7 ♣❡$❢♦$♠❡❞ ❜② '❤❡ ▼❆+❙ ❛❧❣♦$✐'❤♠ ❬▲❡❡ ❡' ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡' '$❛♥7✲

❢♦$♠✱ ❜❛7❡❞ ♦♥ ▲♦♦♣✬7 7✉❜❞✐✈✐7✐♦♥ ❬▲♦♦♣✱ ✶✾✽✼❪✱ $❡♣❧❛❝❡7 '❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ ♠❡7❤ ✇✐'❤ ❛ ❝♦❛$7❡7' ✐$$❡❣✉❧❛$ ♠❡7❤

✹✻



a. b. c.

❋✐❣✉$❡ ✸✳✾✿ ❇✉++❡$✢② ♦$ ▲♦♦♣✬2 2✉❜❞✐✈✐2✐♦♥✳ ❛✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉+ ♠❡2❤ ❜✳ ◆❡✇ ✈❡$+✐❝❡2 2♣❧✐+ ❛❧❧ ♠❡2❤ ❡❞❣❡2✳ ❚❤❡✐$

♣♦2✐+✐♦♥2 ❛$❡ ❝♦♠♣✉+❡❞ ✇✐+❤ ❛ ❢♦$♠✉❧❛ ❣✐✈❡♥ ❜② +❤❡ 2✉❜❞✐✈✐2✐♦♥ 2❝❤❡♠❡ ❝✳ ❊❞❣❡2 +♦ ❧✐♥❦ +❤❡ ❛❞❞❡❞ ✈❡$+✐❝❡2

❛$❡ ✐♥2❡$+❡❞ +♦ ❢♦$♠ +❤❡ ♥❡✇ ❢❛❝❡2✳ ❖❧❞ ♠❡2❤ ✈❡$+✐❝❡2 ♠❛② ❜❡ ♠♦✈❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ +❤❡ 2✉❜❞✐✈✐2✐♦♥ 2❝❤❡♠❡✳

❛♥❞ ❛ 2❡C✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡+ ❝♦❡✣❝✐❡♥+2 ❡①♣$❡22✐♥❣ +❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡+✇❡❡♥ 2✉❝❝❡22✐✈❡ 2❡♠✐✲$❡❣✉❧❛$ ❧❡✈❡❧2 ♦❢

❞❡+❛✐❧✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡+ ❝♦❡✣❝✐❡♥+2 ❛$❡ $❡♣$❡2❡♥+❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❢$❛♠❡ ❛♥❞ ❧❛+❡$ ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐+❤ ❛ ③❡$♦✲+$❡❡ ❝♦❞❡$✳

❚❤✐2 2❝❤❡♠❡ ✇❛2 ❧❛+❡$ ✐♠♣$♦✈❡❞ ❬❑❤♦❞❛❦♦✈'❦② ❛♥❞ ●✉'❦♦✈✱ ✷✵✵✸❪ 1❤❛♥❦' 1♦ 1❤❡ ♥♦3♠❛❧ ♠❡'❤ 3❡♣3❡'❡♥1❛1✐♦♥

❬●✉'❦♦✈ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ◆♦3♠❛❧ ♠❡'❤ ✐' ❛ ✇❛✈❡❧❡1 ❞❡❝♦♠♣♦'✐1✐♦♥ ✇❤❡3❡ 1❤❡ ❞❡1❛✐❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥1' ❝♦♥1❛✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡

♥♦3♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥1 ✇❤❡3❡✈❡3 ✐1 ✐' ♣♦''✐❜❧❡ ✭❛❜♦✈❡ ✾✵✪ ♦❢ 1❤❡ ❝❛'❡'✮ ✐♥'1❡❛❞ ♦❢ 1❤3❡❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥1' ❢♦3 '1❛♥❞❛3❞

'✉❜❞✐✈✐'✐♦♥✳ ❆' 1❤❡3❡ ✐' ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❛✈❡❧❡1 ❝♦❡✣❝✐❡♥1' 1♦ ❡♥❝♦❞❡ ✐♥'1❡❛❞ ♦❢ 1❤3❡❡✱ ♥♦3♠❛❧ ♠❡'❤ ❝♦♠♣3❡''✐♦♥

②✐❡❧❞' '✐❣♥✐✜❝❛♥1❧② ❜❡11❡3 ❝♦♠♣3❡''✐♦♥ 3❛1✐♦'✳

G❛②❛♥ ❛♥❞ ❆♥1♦♥✐♥✐ ❬G❛②❛♥ ❛♥❞ ❆♥1♦♥✐♥✐✱ ✷✵✵✷✱ G❛②❛♥ ❛♥❞ ❆♥1♦♥✐♥✐✱ ✷✵✵✺✱ G❛②❛♥ ❛♥❞ ❆♥1♦♥✐♥✐✱ ✷✵✵✻❪

❛❧❧♦❝❛1❡ 1❤❡ ❜✐1' ❛❝3♦'' 1❤❡ ✇❛✈❡❧❡1 '✉❜✲❜❛♥❞' ❢♦3 1❤❡ '1❛♥❞❛3❞ ❛♥❞ ♥♦3♠❛❧ ♠❡'❤ 3❡♣3❡'❡♥1❛1✐♦♥' ✐♥ ♦3❞❡3 1♦

✐♠♣3♦✈❡ 1❤❡ 3❛1❡ ❞✐'1♦31✐♦♥ ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣3♦♣♦'❡❞ ♦♣1✐♠✐③❛1✐♦♥ ❢3❛♠❡✇♦3❦ ✈❛3✐❡' 1❤❡ M✉❛♥1✐③❛1✐♦♥ ♦❢

1❤❡ ✇❛✈❡❧❡1 ❝♦❡✣❝✐❡♥1' 1♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ 1❤❡ ❣❧♦❜❛❧ 3❡❝♦♥'13✉❝1✐♦♥ ❡33♦3✳ ❚♦ ✐♠♣3♦✈❡ 1❤❡ ❝♦♠♣3❡''✐♦♥ ♦❢ ♥♦3♠❛❧

♠❡'❤❡'✱ ▲❛✈✉ ❡1 ❛❧✳ ❬▲❛✈✉ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ♦♣1✐♠✐③❡ ❧♦❝❛❧❧② 1❤❡ M✉❛♥1✐③❛1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ ♥♦3♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥1 ❜❛'❡❞ ♦♥

✈❛❧✉❡' ♣3❡✈✐♦✉'❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ 1❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦3❤♦♦❞✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞❡3 ♦❢ ❙✐♠ ❡1 ❛❧✳ ❬❙✐♠ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ❛❧❧♦❝❛1❡' ❜✐1'

1♦ ❡❛❝❤ ❝❧✉'1❡3 ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ 1❤❡ ♥♦3♠❛❧ ♠❡'❤ 3❡♣3❡'❡♥1❛1✐♦♥ ❬●✉'❦♦✈ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ✐♥ ♦3❞❡3 1♦ ❛❝❤✐❡✈❡ 1❤❡ ❜❡'1

3❛1❡✲❞✐'1♦31✐♦♥ ♣❡3❢♦3♠❛♥❝❡✳ ■1 ❛❧'♦ ❛❧❧♦✇' 1♦ ❛❧❧♦❝❛1❡ ♠♦3❡ ❜✐1' 1♦ 3❡❣✐♦♥' ❞❡✜♥❡❞ ❛' ✐♠♣♦31❛♥1✳ ■♥ ❛ '✐♠✐❧❛3

✐❞❡❛✱ ❩❤❡♥❣ ❡1 ❛❧✳ ❬❩❤❡♥❣ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ♣3♦♣♦'❡❞ ❛ '❝❤❡♠❡ 1❤❛1 ❢♦❝✉'❡' ♦♥ 1❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ 3❡❣✐♦♥' ♦❢ ✐♥1❡3❡'1✳

❑❛♠♠♦✉♥ ❡1 ❛❧✳ ❬❑❛♠♠♦✉♥ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✱ ❑❛♠♠♦✉♥ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ♣3♦♣♦'❡❞ 1♦ ♦♣1✐♠✐③❡ 1❤❡ ♣3❡❞✐❝1✐♦♥

'❝❤❡♠❡ ♦❢ ❧✐❢1✐♥❣✲❜❛'❡❞ ✇❛✈❡❧❡1 13❛♥'❢♦3♠' ✭❇✉11❡3✢② ❛♥❞ ▲♦♦♣✮✳ ❋♦3 ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡1❛✐❧✱ 1❤❡ ❜❡'1 ♣❛3❛♠❡1❡3'

♦❢ 1❤❡ ♣3❡❞✐❝1♦3 ❛3❡ ❝♦♠♣✉1❡❞ 1♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ 1❤❡ '❡1 ♦❢ ❞❡1❛✐❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥1'✳ ❊①♣❡3✐♠❡♥1❛❧ 3❡'✉❧1' '❤♦✇ 1❤❛1✱

❝♦♠♣❛3❡❞ 1♦ ❝❧❛''✐❝ ✇❛✈❡❧❡1 ❞❡❝♦♠♣♦'✐1✐♦♥✱ 1❤❡ 3♦♦1 ♠❡❛♥ 'M✉❛3❡ ❞✐'1♦31✐♦♥ ✐' '❧✐❣❤1❧② 3❡❞✉❝❡❞ ✭❛❜♦✉1 ✷✪✮

❛1 '✐♠✐❧❛3 3❛1❡✳ ❈❤♦✉3♦✉ ❡1 ❛❧✳ ❬❈❤♦✉3♦✉ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ 3❡'♦31❡❞ 1♦ ♠❡'❤ '❡❣♠❡♥1❛1✐♦♥ ✐♥ ♦3❞❡3 1♦ ♦♣1✐♠✐③❡

1❤❡ ✇❛✈❡❧❡1 ♦♣❡3❛1♦3' ❢♦3 ❡❛❝❤ ♦❢ 1❤❡ ❣❡♥❡3❛1❡❞ ❝❧✉'1❡3'✳ ❚❤❡ ♣❛3❛♠❡1❡3' ♦❢ ❧✐❢1✐♥❣ '❝❤❡♠❡ ♣3❡❞✐❝1✐♦♥ '1❡♣

❛3❡ ❝❤♦'❡♥ 1♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ 1❤❡ ✈❛3✐❛♥❝❡ ♦❢ 1❤❡ ❞❡1❛✐❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥1'✳ ❩❤❛♦ ❡1 ❛❧✳ ❬❩❤❛♦ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ❜❛'❡❞ 1❤❡✐3

❝♦♠♣3❡''✐♦♥ '❝❤❡♠❡ ♦♥ ♠❛13✐①✲✈❛❧✉❡❞ ▲♦♦♣✬' '✉❜❞✐✈✐'✐♦♥ ❢♦3 ❜❡11❡3 '❤❛♣❡ ❝♦♥13♦❧✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞❡3 ♦❢ ❉❡♥✐' ❡1

❛❧✳ ❬❉❡♥✐' ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❡①♣❧♦✐1' 1❤❡ '1❛1✐'1✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡' ❜❡1✇❡❡♥ 1❤❡ ✐♥13❛❜❛♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦'✐1❡ ✇❛✈❡❧❡1

❝♦❡✣❝✐❡♥1' 1♦ ❞❡1❡3♠✐♥❡ 1❤❡ ❜❡'1 M✉❛♥1✐③❡3'✳

❈❤❡♥ ❡1 ❛❧✳ ❬❈❤❡♥ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♣3♦♣♦'❡❞ 1♦ ❝♦♠♣3❡'' ❛♥ ✐♥♣✉1 '✉3❢❛❝❡ ❜② 3❡❣✉❧❛3❧② 3❡♠❡'❤✐♥❣ ✐1 ✇✐1❤

M✉❛❞'✳ ❚❤❡ M✉❛❞3✐❧❛1❡3❛❧ '✉❜❞✐✈✐'✐♦♥ '♣❧✐1' ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ✐♥1♦ ✹ ♥❡✇ ❢❛❝❡' ❜② ✐♥'❡31✐♥❣ ♦♥❡ ✈❡31❡①✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡1

❞❡❝♦♠♣♦'✐1✐♦♥ ✐' ❢♦3♠✉❧❛1❡❞ 1❤3♦✉❣❤ ❛ ❧✐❢1✐♥❣ '❝❤❡♠❡✳ ❩❡3♦✲13❡❡ ❝♦❞✐♥❣ ✐' ❛❧'♦ ✉'❡❞ 1♦ ❡♥❝♦❞❡ 1❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥1'✳

▲✐ ❡1 ❋❛♥ ❬▲✐ ❛♥❞ ❋❛♥✱ ✷✵✶✵❪ ❝❧❛✐♠❡❞ 1❤❛1 '✉3❢❛❝❡❧❡1 13❛♥'❢♦3♠ ✭✸❉ ✇❛✈❡❧❡1 13❛♥'❢♦3♠✮ ❜❡11❡3 ❝❛♣1✉3❡'

1❤❡ ❢❡❛1✉3❡' ♦❢ ✸❉ ♠♦❞❡❧'✳ ❚❤❡② ❝♦♠♣❛3❡❞ 1❤❡ ❞✐'1♦31✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ 3❡❝♦♥'13✉❝1❡❞ ♠♦❞❡❧'✳ ❍♦✇❡✈❡3✱ 1❤❡② ❞✐❞

♥♦1 ♣3♦✈✐❞❡ ❛♥② ❡①♣❡3✐♠❡♥1❛❧ ❝♦♠♣3❡''✐♦♥ 3❛1❡'✳

❖1❤❡3 ♠❡'❤ ♠❡1❤♦❞' ✉'✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡1 13❛♥'❢♦3♠' ❢♦❝✉' ♦♥ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡❝♦♠♣3❡''✐♦♥ ❬▼❛ ❡1 ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❛♥❞ 1❤❡

'✉♣♣♦31 ♦❢ ❧♦''② 13❛♥'♠✐''✐♦♥ ❬▲✉♦ ❛♥❞ ❩❤❡♥❣✱ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛' ❜❡❤✐♥❞ ❛3❡ 1♦ 3❡❞✉❝❡ 1❤❡ ♥✉♠❜❡3 ♦❢ ❝♦♠✲

♣✉1❛1✐♦♥' ♥❡❡❞❡❞ ❢♦3 1❤❡ ❞❡❝♦♠♣3❡''✐♦♥ ❛♥❞ 1♦ ✉'❡ ❡33♦3 ♣3♦1❡❝1✐♦♥ 1❡❝❤♥✐M✉❡' 1♦ ✜1 ♠♦❜✐❧❡ ❝♦♠♣✉1❛1✐♦♥❛❧

❝❛♣❛❜✐❧✐1✐❡' ❛♥❞ ❧♦''② ♥❡1✇♦3❦'✳

❆' ✇❛✈❡❧❡1✲❜❛'❡❞ ❝♦♠♣3❡''✐♦♥ '❝❤❡♠❡' 3❡'♦31 1♦ 3❡♠❡'❤✐♥❣✱ ✐1 ✐' ♥♦1 3❡❛❧❧② ♣♦''✐❜❧❡ 1♦ ❣✐✈❡ ❛❜'♦❧✉1❡

❝♦♠♣3❡''✐♦♥ 3❛1❡' ❢♦3 ❝♦♠♣3❡''❡❞ ♠♦❞❡❧'✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♥❡✐1❤❡3 1❤❡ ❣❡♦♠❡13② ✭❡✈❡♥ ✇✐1❤ ❛ '❡1 M✉❛♥1✐③❛1✐♦♥✮ ♦3

✹✼



 ❤❡ ❝♦♥♥❡❝ ✐✈✐ ② ❛*❡ *❡+ ♦*❡❞ ❞✉*✐♥❣  ❤❡ ❞❡❝♦♠♣*❡++✐♦♥✳ ◆❡✈❡* ❤❡❧❡++ ✐♥ ❣❡♥❡*❛❧✱ ✇❛✈❡❧❡ ✲❜❛+❡❞ ❛❧❣♦*✐ ❤♠+

♣*♦✈✐❞❡ ❛ +✐❣♥✐✜❝❛♥ ❧② ❜❡  ❡* *❛ ❡✲❞✐+ ♦* ✐♦♥ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛*❡❞  ♦  ❤❡✐* ❧♦++❧❡++ ❝♦✉♥ ❡*♣❛* +✳

✸✳✸✳✷ ●❡♦♠❡'(② ✐♠❛❣❡

●❡♦♠❡ *② ✐♠❛❣❡ ❬●✉ ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ✐+ ❛♥ ♦*✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣*♦❛❝❤  ❤❛ ❝♦♠♣*❡++❡+ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♠❡+❤❡+ ✇✐ ❤ ❛ ✇❛✈❡❧❡ 

✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣*❡++✐♦♥ +❝❤❡♠❡✳ ❚♦ *❡+❛♠♣❧❡  ❤❡ ✐♥♣✉ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡* ❛ *❡❣✉❧❛* ✷❉ ❣*✐❞✱  ❤❡ ♠❡+❤ ✐+ ✜*+ ❝✉ ✐♥ ♦*❞❡*

 ♦ ❜❡ ❤♦♠❡♦♠♦*♣❤✐❝  ♦ ❛ ❞✐+❝✳ ❚❤❡♥ ❛ ♣❛*❛♠❡ *✐③❛ ✐♦♥ ❢✉♥❝ ✐♦♥  ❤❛ ♠❛♣+  ❤❡ ♣♦✐♥ + ♦❢  ❤❡ ❝✉ ♠❡+❤  ♦  ❤❡

♣♦✐♥ + ♦❢ ❛♥ ✉♥✐ +B✉❛*❡ ❛❧❧♦✇+  ♦ ❝♦♠♣✉ ❡ ① ② ③ ✈❛❧✉❡+ ❢♦* ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢  ❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❉✉*✐♥❣  ❤❡ ❞❡❝♦♠♣*❡++✐♦♥✱

 ❤❡ ❣❡♦♠❡ *② ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧+ ❛*❡ ✉+❡❞  ♦ ❜✉✐❧❞ ❛  *✐❛♥❣❧❡ ♠❡+❤ ❛♣♣*♦①✐♠❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ♦*✐❣✐♥❛❧ ♠❡+❤✳ ❍♦✇❡✈❡*✱

 ❤❡ ❧♦++② ❝♦♠♣*❡++✐♦♥ ❧❡❛❞+  ♦ ✬❝*❛❝❦+✬ ❛❧♦♥❣  ❤❡ +✉*❢❛❝❡ ❝✉ +✳ ❍♦♣♣❡ ❛♥❞ G*❛✉♠ ❬❍♦♣♣❡ ❛♥❞ G*❛✉♥✱ ✷✵✵✺❪

❧❛ ❡* ♣*♦♣♦+❡❞  ♦ ❝♦♥+ *✉❝  ❤❡ ❣❡♦♠❡ *② ✐♠❛❣❡ ✉+✐♥❣ ❛ +♣❤❡*✐❝❛❧ *❡♠❡+❤✐♥❣ ❛♣♣*♦❛❝❤✳ ❚♦ ✉♥❢♦❧❞  ❤❡ +♣❤❡*❡

♦♥  ♦ ❣❡♦♠❡ *② ✐♠❛❣❡✱  ❤❡② ♣*♦♣♦+❡❞ ❛ +❝❤❡♠❡ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❛ *❡❣✉❧❛* ♦❝ ❛❤❡❞*♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❛♥ ♦ ❤❡* +❝❤❡♠❡

❜❛+❡❞ ♦♥ ✢❛  ❡♥❡❞ ♦❝ ❛❤❡❞*♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡ *② ♦❢  ❤❡+❡ ❞♦♠❛✐♥ ✜ + ♥✐❝❡❧② ✇✐ ❤  ❤❡ ✉+❡ ♦❢ +♣❤❡*✐❝❛❧

✇❛✈❡❧❡ ✱  ❤✉+ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛*② *❡❝♦♥+ *✉❝ ✐♦♥ ✐++✉❡+✳

❙❤✐ ❡ ❛❧✳ ❬❙❤✐ ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ✐♠♣*♦✈❡❞  ❤❡ ❝♦♠♣*❡++✐♦♥ ♦❢ ♥♦*♠❛❧✲♠❛♣ ✐♠❛❣❡+ +✐♥❝❡  ❤❡② ❛*❡ ❣❡♥❡*❛❧❧②

♠♦*❡ ❞✐✣❝✉❧  ♦ ❝♦♠♣*❡++ ❞✉❡  ♦  ❤❡✐* ❤✐❣❤ ✈❛*✐❛ ✐♦♥+✳ ❚❤❡✐* ❢*❛♠❡✇♦*❦ ❡①♣❧♦✐ +  ❤❡ ❝♦**❡❧❛ ✐♦♥ ❜❡ ✇❡❡♥

 ❤❡ ♥♦*♠❛❧✲♠❛♣ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞  ❤❡ ❣❡♦♠❡ *② ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡  ❤*❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ + ♦❢  ❤❡ ♥♦*♠❛❧✲♠❛♣

✐♠❛❣❡✳ ❙❛♥❞❡* ❡ ❛❧✳ ❬❙❛♥❞❡* ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ♠❛♣♣❡❞  ❤❡ +✉*❢❛❝❡ ♣✐❡❝❡✇✐+❡ ♦♥ +❡✈❡*❛❧ ❝❤❛* + +♦ ❛+  ♦ *❡❞✉❝❡

 ❤❡ ❞✐+ ♦* ✐♦♥✳ G❡②*N ❛♥❞ ▼❛❧❧❛ ❬G❡②*N ❛♥❞ ▼❛❧❧❛ ✱ ✷✵✵✺❪ ✐♥✈❡+ ✐❣❛ ❡❞  ❤❡ ❝♦♠♣*❡++✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡ *② ✐♠❛❣❡+

✇✐ ❤ ❜❛♥❞❡❧❡ +✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢  ❤❡ ❜❛♥❞❡❧❡ ✐③❛ ✐♦♥ ✐+  ♦ *❡♠♦✈❡  ❤❡ ❝♦**❡❧❛ ✐♦♥ ❜❡ ✇❡❡♥ ❤✐❣❤ ❛♠♣❧✐ ✉❞❡ ✇❛✈❡❧❡ 

❝♦❡✣❝✐❡♥ +✳ ❊①♣❡*✐♠❡♥ ❛❧ *❡+✉❧ + +❤♦✇  ❤❛  ❤❡ ❞✐+ ♦* ✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ *❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛❜♦✉ ✶✱✺ ❞❜ ❝♦♠♣❛*❡❞  ♦

❝❧❛++✐❝❛❧ ✇❛✈❡❧❡ ❝♦♠♣*❡++✐♦♥ ❛ +✐♠✐❧❛* *❛ ❡+✳

▼❛♠♦✉ ❡ ❛❧✳ ♣*♦♣♦+❡❞ ❛ ♣*♦❣*❡++✐✈❡ ♠❡+❤ ❝♦♠♣*❡++✐♦♥ ♠❡ ❤♦❞ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❜✲+♣❧✐♥❡+ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡ *② ✐♠❛❣❡+✳

❆❢ ❡* ❛ +❡❣♠❡♥ ❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ✐♥♣✉ ♠❡+❤✱ ❡❛❝❤ ♣❛ ❝❤ ❛*❡ ♣❛*❛♠❡ ❡*✐③❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣*♦❛❝❤❡❞ ❜② ❛ ❜✲+♣❧✐♥❡ +✉*❢❛❝❡✳

❚❤❡ ❇✲❙♣❧✐♥❡ ❝♦♥ *♦❧ ♣♦✐♥ + ❛*❡ B✉❛♥ ✐③❡❞ ❛♥❞ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ♦  ❤*❡❡ ❣*❛②✲+❝❛❧❡+ ❣❡♦♠❡ *② ✐♠❛❣❡+ ✭♦♥❡ ♣❡* ❛①✐+✮

✇✐ ❤  ❤❡ ♣*♦❣*❡++✐✈❡ ❏G❊● ✷✵✵✵ ❡♥❝♦❞❡*✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝ ✐✈✐ ② ♦❢  ❤❡ ♣❛ ❝❤❡+ ✐+ ❧♦++❧❡++ ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐ ❤  ❤❡ ❚♦✉♠❛

❛♥❞ ●♦ +♠❛♥ ❛❧❣♦*✐ ❤♠ ❬❚♦✉♠❛ ❛♥❞ ●♦ +♠❛♥✱ ✶✾✾✽❪✳ ❆❞❞✐ ✐♦♥❛❧ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥❢♦*♠❛ ✐♦♥ ❛❧❧♦✇  ♦ *❡❝♦✈❡*  ❤❡

♣❛ ❝❤ ❛❞❥❛❝❡♥❝② *❡❧❛ ✐♦♥+✳

❖❝❤♦  ❛ ❛♥❞ ❙❛✉♣❡ ❬❖❝❤♦  ❛ ❛♥❞ ❙❛✉♣❡✱ ✷✵✵✽❪ ♣*♦♣♦+❡❞ ❛♥ ❛❧ ❡*♥❛ ✐✈❡ ✐♠❛❣❡✲❜❛+❡❞ +✉*❢❛❝❡ ❝♦♠♣*❡++✐♦♥

♠❡ ❤♦❞✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉ ♠❡+❤ ✐+ ✜*+ ♣❛* ✐ ✐♦♥❡❞✳ ❊❛❝❤ *❡❣✐♦♥ ✐+  ❤❡♥ ♣*♦❥❡❝ ❡❞ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ *❡+✉❧ ✐♥❣ ❤❡✐❣❤ 

✜❡❧❞+ ❛*❡  *❛♥+❢♦*♠❡❞ ✐♥ ♦ ✐♠❛❣❡+ ❛♥❞ ❝♦♠♣*❡++❡❞ ✇✐ ❤ ❛♥ ❛❞❛♣ ✐✈❡ ✇❛✈❡❧❡ ❝♦❞❡*✳ ❆❢ ❡*  ❤❡ ❞❡❝♦♠♣*❡++✐♦♥✱

 ❤❡ ♣❛* ✐ ✐♦♥ ❛*❡ + ✐ ❝❤❡❞ ✐♥ ♦*❞❡*  ♦ ❣❡♥❡*❛ ❡ ❛ ❝❧♦+❡ ♠❡+❤✳ ❚❤❡ ♦❜ ❛✐♥❡❞ ❡①♣❡*✐♠❡♥ ❛❧ *❡+✉❧ + ❛*❡ +✐♠✐❧❛*

 ♦  ❤❡ *❡+✉❧ + ♦❢  ❤❡ ♥♦*♠❛❧ ♠❡+❤ ❛♣♣*♦❛❝❤ ❬●✉+❦♦✈ ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳

✸✳✸✳✸ ▼❡.❤●(✐❞

❙❛❧♦♠✐❡ ❡ ❛❧✳ ♣*♦♣♦+❡❞ ❛ ♥❡✇ +✉*❢❛❝❡ *❡♣*❡+❡♥ ❛ ✐♦♥✱ ♥❛♠❡❞ ▼❡+❤●*✐❞ ❬❙❛❧♦♠✐❡ ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✱ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❛ ✸❉

❝♦♥♥❡❝ ✐✈✐ ② ✇✐*❡❢*❛♠❡ ❛♥❞ ❛ *❡❢❡*❡♥❝❡ ❣*✐❞ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥  ❤❡ ✸❉ +♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❣*✐❞ ✈❡* ✐❝❡+ ❛*❡ ♥♦ ♥❡❝❡++❛*✐❧②

*❡❣✉❧❛*❧② +♣❛❝❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝ ✐✈✐ ② ✇✐*❡❢*❛♠❡ ❞❡+❝*✐❜❡+ ❤♦✇  ❤❡ ✐♥♣✉ +✉*❢❛❝❡ ❣♦❡+  ❤*♦✉❣❤  ❤❡ ✸❉ ❣*✐❞✳

❖♥❡ ✇✐*❡❢*❛♠❡ ♣❡* ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡ ❛✐❧ ✐+ ❡♥❝♦❞❡❞✳ ❚❤❡ ✸❉ ❣*✐❞ ✐+ ❝♦♠♣*❡++❡❞ ✇✐ ❤ ❛ ✸❉ ✇❛✈❡❧❡ ❝♦❞❡*✳ ▼✉♥ ❡❛♥✉

❡ ❛❧✳ ❬▼✉♥ ❡❛♥✉ ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❧❛ ❡* ❡①♣❡*✐♠❡♥ ❛❧❧② +❤♦✇❡❞  ❤❛ ❧♦❝❛❧ ❡**♦* ❝♦♥ *♦❧ ♦❢  ❤❡ ❣*✐❞ ✈❡* ❡① ♣♦+✐✲

 ✐♦♥+ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❛♥ ▲✲✐♥✜♥✐ ❡ ❞✐+ ♦* ✐♦♥ ♠❡ *✐❝ ❝❛♥ ✐♠♣*♦✈❡  ❤❡ *❛ ❡✲❞✐+ ♦* ✐♦♥ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡ ♦❢  ❤❡ ▼❡+❤●*✐❞

*❡♣*❡+❡♥ ❛ ✐♦♥✳

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❲❡ +✉♠♠❛*✐③❡❞ ✐♥  ❤❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✇❤❛ ✇❡ ❥✉❞❣❡❞ ❛+  ❤❡ ♠❛✐♥ ♣*♦❣*❡++✐✈❡ ❝♦♠♣*❡++✐♦♥ ❛♣♣*♦❛❝❤❡+✳ ❲❡  ❤✐♥❦

 ❤❛ +❡✈❡*❛❧ ♣♦✐♥ + ❢*♦♠  ❤✐+ *❡✈✐❡✇ +❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤ ❡❞✳

✹✽



•  !♦❣!❡%%✐✈❡ ❛❧❣♦!✐*❤♠% *❤❛* ❞♦ ♥♦* !❡%*♦!❡ *❤❡ ✐♥✐*✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝*✐✈✐*② ✭✇❛✈❡❧❡*✲❜❛%❡❞ ❛♣♣!♦❛❝❤❡%✱ ❣❡♦♠❡*!②
✐♠❛❣❡%✳✳✳✮ ❧❡❛❞ *♦ ❛ ♠✉❝❤ ❜❡**❡! !❛*❡✲❞✐%*♦!*✐♦♥ ♣❡!❢♦!♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛!❡❞ ✇✐*❤ *❤❡ ❧♦%%❧❡%% ❛❧❣♦!✐*❤♠%✳

❚❤✐% ❢❛❝* %❡❡♠% ✐♥*✉✐*✐✈❡ ❛%✱ ✐❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦* ❝❛!❡ ❛❜♦✉* *❤❡ ❝♦♥♥❡❝*✐✈✐*②✱ *❤✐% ❧❡❛✈❡% ❛ ❧❛!❣❡! ♠❛!❣✐♥ *♦

❢♦❝✉% ♦♥ *❤❡ ❣❡♦♠❡*!② ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❈♦♥%❡=✉❡♥*❧②✱ ✇❤❡♥ *❤❡ ❝♦♥♥❡❝*✐✈✐*② !❡%*♦!❛*✐♦♥ ✐% ♥♦* ❝!✉❝✐❛❧✱ %✉❝❤

%❝❤❡♠❡% %❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣!❡❢❡!!❡❞✳

• ❆♠♦♥❣ ❧♦%%❧❡%% ♣!♦❣!❡%%✐✈❡ ❛❧❣♦!✐*❤♠✱ *❤❡ ❣❡♦♠❡*!②✲❞!✐✈❡♥ ❛♣♣!♦❛❝❤❡% ❜❛%❡❞ ♦♥ %♣❛❝❡ %✉❜❞✐✈✐%✐♦♥

♣!♦✈✐❞❡ ✈❡!② ❣♦♦❞ ✜♥❛❧ ❝♦♠♣!❡%%✐♦♥ ♣❡!❢♦!♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡!✱ *❤❡ !❛*❡✲❞✐%*♦!*✐♦♥ ♣❡!❢♦!♠❛♥❝❡ %✉✛❡!% ❛*

❧♦✇ !❛*❡% ❞✉❡ *♦ *❤❡ ❧♦✇ =✉❛♥*✐③❛*✐♦♥✳

• ❆❧❣♦!✐*❤♠% ❜❛%❡❞ ♦♥ !❡❝♦♥%*!✉❝*✐♦♥ ♠❡*❤♦❞% ②✐❡❧❞ ✈❡!② ❣♦♦❞ !❛*❡✲❞✐%*♦!*✐♦♥ ♣❡!❢♦!♠❛♥❝❡✳

❘❡❝❡♥*❧②✱ ❇❡!❥F♥ ❡* ❛❧✳ ❬❇❡!❥F♥ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ !❡✈✐❡✇❡❞ *❤❡ ❞✐✛❡!❡♥* ❣❡♦♠❡*!② ♠❡*!✐❝% *♦ ❝♦♠♣❛!❡ %*❛*✐❝

♠❡%❤ ❝♦♠♣!❡%%✐♦♥ ❛❧❣♦!✐*❤♠%✳ ❚❤❡✐! ❝♦♥❝❧✉%✐♦♥ ✐% *❤❛* *❤❡!❡ ✐% %*✐❧❧ ❛ ♥❡❡❞ ❢♦! ❢♦!♠❛❧ ♠❡*❤♦❞♦❧♦❣✐❡% ❛% ✐♥

*❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣!♦❝❡%%✐♥❣ ✜❡❧❞✳ ▼❡*!✐❝% *❤❛* ✇❡❧❧ !❡♣!❡%❡♥* *❤❡ ❤✉♠❛♥ ♣❡!❝❡♣*✐♦♥ %❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣!❡❢❡!!❡❞ *♦ *❤❡

*!❛❞✐*✐♦♥❛❧ ❘▼❙ ♦! ❍❛✉%❞♦!✛ ❞✐%*❛♥❝❡% ❜❡❝❛✉%❡ *❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡%*✐♥❛*✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣!❡%%❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐% ♦❢*❡♥ *♦ ❜❡

%❤♦✇♥ *♦ ❛♥ ❤✉♠❛♥✳ ❈♦!%✐♥✐ ❡* ❛❧✳ ❬❈♦!%✐♥✐ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❤❛✈❡ ✇!✐**❡♥ ❛ ✈❡!② ❝♦♠♣❧❡*❡ !❡✈✐❡✇ ♦♥ ♣❡!❝❡♣*✉❛❧

♠❡*!✐❝% ❢♦! ✸❉ ♠❡%❤❡%✳

▲❛✈♦✉Q ❬▲❛✈♦✉Q✱ ✷✵✶✶❪ ❤❛% ♣!♦♣♦%❡❞ ❛ ♠✉❧*✐%❝❛❧❡ ♣❡!%♣❡❝*✐✈❡ ♠❡*!✐❝ ✭▼❙❉▼✷✮ ❜❛%❡❞ ♦♥ ●❛✉%%✐❛♥✲

✇❡✐❣❤*❡❞ ❝✉!✈❛*✉!❡✳ ❙✉❜❥❡❝*✐✈❡ ❡①♣❡!✐♠❡♥*% ✇✐*❤ ❤✉♠❛♥ ♦❜%❡!✈❡!% ❞❡♠♦♥%*!❛*❡❞ *❤❛* *❤✐% ♠❡*!✐❝ ❝❛♥ ❜❡**❡!

❝❛♣*✉!❡ ❛ ✈♦❧✉♥*❛!② ✐♥*!♦❞✉❝❡❞ ❞✐%*♦!*✐♦♥ *❤❛♥ *❤❡ ❘▼❙ ♦! ❍❛✉%❞♦!✛ ❞✐%*❛♥❝❡%✳ ❈♦♠♣❛!✐♥❣ *❤❡ !❛*❡✲

❞✐%*♦!*✐♦♥ ❝✉!✈❡% ♦❢ ♣!♦❣!❡%%✐✈❡ ♠❡%❤ ❝♦♠♣!❡%%✐♦♥ ❛❧❣♦!✐*❤♠ ❞!❛✇♥ ✇✐*❤ *❤✐% ♠❡*!✐❝ ②✐❡❧❞% ❞✐✛❡!❡♥* !❡%✉❧*%✳

❚❤✐% ❢❛❝* ✐% ✐♥*❡!❡%*✐♥❣ ❛%✱ ❜❡❢♦!❡ *❤✐% ✇♦!❦✱ ♣!♦❣!❡%%✐✈❡ ♠❡%❤ ❝♦♠♣!❡%%✐♦♥ ❛❧❣♦!✐*❤♠% ✇❡!❡ ♥❡✈❡! ❡✈❛❧✉❛*❡❞

✇✐*❤ %✉❝❤ ♠❡*!✐❝%✳ ❈♦♥%❡=✉❡♥*❧②✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡*❡ %*✉❞② ♠✐❣❤* ❝❤❛♥❣❡ ❞❡❡♣❧② *❤❡ ❝✉!!❡♥*❧② ❛❞♠✐**❡❞ !❛♥❦✐♥❣ ♦❢

❛❧❣♦!✐*❤♠%✳

❆% ❢♦! %✐♥❣❧❡✲!❛*❡ ♠❡%❤ ❝♦♠♣!❡%%✐♦♥ ✭%❡❡ ❙❡❝*✐♦♥ ✷✳✻✮✱ ✇❡ %❡❡ *❤❡ ❢✉*✉!❡ ♦❢ *❤❡ !❡%❡❛!❝❤ ✐♥ ♣!♦❣!❡%%✐✈❡

♠❡%❤ ❝♦♠♣!❡%%✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡#✐❝✐&② ❛♥❞ ♣❛#❛❧❧❡❧✐+♠✳

●❡♥❡#✐❝✐&② ❚❤❡ ♣!♦❝❡%%✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲♠❛♥✐❢♦❧❞ *!✐❛♥❣❧❡ ♠❡%❤❡% ❤❛% ❛❧!❡❛❞② ❜❡❡♥ %*✉❞✐❡❞ ✇✐*❤ ❣❡♦♠❡*!②✲❞!✐✈❡♥

❛♣♣!♦❛❝❤❡%✳ ❆ %♦❧✉*✐♦♥ ✇❛% ❛❧%♦ ♣!♦♣♦%❡❞ ❢♦! *❤❡ ♣!♦❣!❡%%✐✈❡ ❝♦♠♣!❡%%✐♦♥ ♦❢ *❡*!❛❤❡❞!❛❧ ♠❡%❤❡%✳ ❇✉*

❛% ❢❛! ❛% ✇❡ ❦♥♦✇✱ ♥♦ %❝❤❡♠❡ ✇❛% ♣!♦♣♦%❡❞ ❢♦! *❤❡ ♣!♦❝❡%%✐♥❣ ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥ %✉!❢❛❝❡ ♠❡%❤❡%✳ ■* ✇❛% ♥❡✈❡!

%*✉❞✐❡❞ ❛% ❛ %*❛♥❞❛❧♦♥❡ ♣!♦❜❧❡♠✳ ❖♥❧② ❡①*❡♥%✐♦♥% ♦❢ %❝❤❡♠❡% *❛!❣❡*❡❞ *♦ *❤❡ ♣!♦❣!❡%%✐✈❡ ❝♦♠♣!❡%%✐♦♥
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✐♥❝$❡❛&✐♥❣ *❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♠♣$❡&&✐♦♥ $❛*✐♦✳

• ❲❡ ❛❧&♦ ✐♥❝❧✉❞❡ *❤❡ ❛❞❛♣&✐✈❡ 8✉❛♥&✐③❛&✐♦♥ ❛❧❣♦$✐*❤♠ ❢$♦♠ ❬▲❡❡ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ *❤❛* ✐♥*❡$❧❡❛✈❡& ❞❡❝✐♠❛✲

*✐♦♥ *$❛✈❡$&❛❧& ✇✐*❤ ❣❧♦❜❛❧ Z✉❛♥*✐③❛*✐♦♥ ♦♣❡$❛*✐♦♥✳ ❚❤✐& ♠❡*❤♦❞ ❢✉$*❤❡$ ✐♠♣$♦✈❡& *❤❡ $❛*❡✲❞✐&*♦$*✐♦♥

♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❜✉* ✐♥❝$❡❛&❡& *❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♠♣$❡&&✐♦♥ $❛*❡✳

• ❲❡ ❞❡♠♦♥&*$❛*❡ *❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ *❤❡ ♣$♦♣♦&❡❞ *❡❝❤♥✐Z✉❡& ❜② ♣$❡&❡♥*✐♥❣ ❡①♣❡#✐♠❡♥&❛❧ #❡-✉❧&-✳

✹✳✷ ❇❛%❡ ❛❧❣♦*✐,❤♠

✹✳✷✳✶ ❈♦♠♣(❡**✐♦♥

❚❤❡ ♣$♦♣♦&❡❞ ❛❧❣♦$✐*❤♠ ✐& ❜❛&❡❞ ♦♥ ♠❡&❤ ❞❡❝✐♠❛*✐♦♥✳ ■* ✐& ❝♦♠♣♦&❡❞ ♦❢ ❢♦✉$ ♠❛✐♥ &*❡♣& *❤❛* ❛$❡ &✉❝❝❡&&✐✈❡❧②

$❡♣❡❛*❡❞ ✉♥*✐❧ *❤❡ ✐♥✐*✐❛❧ ♠❡&❤ Mn
❝❛♥♥♦* ❜❡ ❢✉$*❤❡$ &✐♠♣❧✐✜❡❞ ✭&❡❡ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✮✳

Decimation 
Patch

encoding

Edge

encoding
M

l 
M

l-1

Connectivity symbols

Sfi

Geometry symbols

rfi

Connectivity symbols

Sek

Entropy

coding
Compr. data

of Ml-1 

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✿ ❚❤❡ ❢♦✉$ ❝♦♠♣$❡&&✐♦♥ &*❡♣& ♦❢ *❤❡ QQ▼❈ ❛❧❣♦$✐*❤♠✳

• ❚❤❡ ❞❡❝✐♠❛&✐♦♥ &*❡♣ ❝♦♥&✐&*& ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❞❡❝✐♠❛*✐♦♥ ♦♣❡$❛*♦$ ❢♦$ ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡&❤❡&✱ *❤❡ ♣❛&❝❤

❞❡❝✐♠❛&✐♦♥ ♦♣❡$❛*♦$✱ *♦ ❣❡♥❡$❛*❡ *❤❡ ♠❡&❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡*❛✐❧ M l−1
❢$♦♠ M l

✳ ❚❤✐& ♦♣❡$❛*♦$ $❡♠♦✈❡&

✈❡$*✐❝❡& ❛♥❞ ❛❞❞& ♥❡✇ ❡❞❣❡& *♦ *❤❡ ♠❡&❤✳

✺✷



• ❚❤❡ ♣❛"❝❤ ❡♥❝♦❞✐♥❣ #$❡♣ ❜✉✐❧❞# $❤❡ ❢❛❝❡ #②♠❜♦❧ ❧✐#$ Sf ❛♥❞ $❤❡ ❣❡♦♠❡$3② 3❡#✐❞✉❛❧ ❧✐#$ Sr✳ ❆ ❞❡$❡3♠✐♥✐#$✐❝

❢❛❝❡ $3❛✈❡3#❛❧ ♦❢ $❤❡ ♠❡#❤ ❡♥❝♦❞❡# $❤❡ ❢❛❝❡# ✇✐$❤ ❛ 3❡♠♦✈❡❞ ❝❡♥$❡3 ✈❡3$❡① ❛♥❞ $❤❡ ♣♦#✐$✐♦♥ ♦❢ $❤❡

3❡♠♦✈❡❞ ✈❡3$✐❝❡#✳

• ❚❤❡ ❡❞❣❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ #$❡♣ ❜✉✐❧❞# $❤❡ ❡❞❣❡ #②♠❜♦❧ ❧✐#$ Se ❢3♦♠ $❤❡ ❡❞❣❡ ✢❛❣#✳ ❆ ❞❡$❡3♠✐♥✐#$✐❝ ❡❞❣❡

$3❛✈❡3#❛❧ ❡♥❝♦❞❡# ✇❤✐❝❤ ❡❞❣❡# ❤❛✈❡ ♦3 ❤❛✈❡ ♥♦$ ❜❡❡♥ ✐♥#❡3$❡❞✳

• ❚❤❡ ❡♥"+♦♣② ❝♦❞✐♥❣ #$❡♣ ❝♦♠♣3❡##❡# $❤❡ Sf ✱ Sr ❛♥❞ Se #②♠❜♦❧ ❧✐#$#✳

■♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢ $❤❡ #❡❝$✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡$❛✐❧ $❤❡ ❢♦✉3 #$❡♣#✳

❉❡❝✐♠❛&✐♦♥ )&❡♣

❚❤❡ ❞❡❝✐♠❛$✐♦♥ #$❡♣ $3✐❡# $♦ #✐♠♣❧✐❢② ❛# ♠✉❝❤ ❛# ♣♦##✐❜❧❡ ❛ ♠❡#❤ ▲❖❉ M l
$♦ ❣❡♥❡3❛$❡ M l−1

✉#✐♥❣ $❤❡ ♣❛$❝❤

❞❡❝✐♠❛$✐♦♥ ♦♣❡3❛$♦3✳ ❚❤✐# ♥❡✇ ♦♣❡3❛$♦3 ❝♦♠❜✐♥❡# $❤❡ 3❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ♦♥❡ ✈❡3$❡① ❛♥❞ $❤❡ ✐♥#❡3$✐♦♥ ♦❢ ❡❞❣❡#✳ ■$

❝❛♥ ❞❡❝✐♠❛$❡ ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡#❤❡# ✇✐$❤ ❛3❜✐$3❛3② ❢❛❝❡ ❞❡❣3❡❡#✳

❆ ♣❛"❝❤ ✐# ❛ #❡$ ♦❢ ❢❛❝❡# ✇✐$❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝❡♥$❡3 ✈❡3$❡①✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐♠❛$✐♦♥ ❛❧❣♦3✐$❤♠ #$❛3$# ❜② 3❛♥❞♦♠❧②

#❡❧❡❝$✐♥❣ ❛ ♣❛$❝❤ ♦♥ $❤❡ ❝✉33❡♥$ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡$❛✐❧✳ ❚❤❡ ❞❡❣3❡❡ ♦❢ ✐$# ❝❡♥$❡3 ✈❡3$❡① vj ♠✉#$ ❜❡ ❣3❡❛$❡3 $❤❛♥ $✇♦
✭#❡❡ ❋✐❣✉3❡ ✹✳✸✭❛✮✮✳ ■$ $❤❡♥ ❝3❡❛$❡# ❛ ♣♦❧②❣♦♥ fi ❛3♦✉♥❞ vj ✳ ❚♦ ❞♦ #♦✱ ✐$ #♣❧✐$# ❡✈❡3② ❢❛❝❡# ❛3♦✉♥❞ vj $❤❛$
✐# ♥♦$ ❛ $3✐❛♥❣❧❡ ❜② ✐♥#❡3$✐♥❣ ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ $✇♦ ✈❡3$✐❝❡# ♦❢ $❤✐# ❢❛❝❡ $❤❛$ ❛3❡ ❛❞❥❛❝❡♥$ $♦ vj ✳ ❲❡ ❝❛❧❧
$❤✐# ❧♦❝❛❧ 3❡♠❡#❤✐♥❣ ♦♣❡3❛$✐♦♥ +❡✲❡❞❣✐♥❣ ✭#❡❡ ❋✐❣✉3❡ ✹✳✸✭❜✮✮✳ ❚❤✐# ♦♣❡3❛$✐♦♥ ❛✐♠# ❛$ ❣❡♥❡3❛$✐♥❣ ❢❛❝❡# ✇✐$❤

❧♦✇ ❞❡❣3❡❡ ❜❡❝❛✉#❡ $❤❡② ❤❛✈❡ ♠♦3❡ ❝❤❛♥❝❡ $♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡①✳ ❚❤❡ ✐♥#❡3$❡❞ ❡❞❣❡#✱ ❛3❡ ♠❛3❦❡❞✳ vj ✐# 3❡♠♦✈❡❞ ✭#❡❡
❋✐❣✉3❡ ✹✳✸✭❝✮✮ ❛♥❞ $❤❡ 3❡#✐❞✉❛❧

rfi = pvj
− bfi , ✭✹✳✶✮

✇❤❡3❡ pvj ✐# $❤❡ ♣♦#✐$✐♦♥ ♦❢ vj ❛♥❞ bfi ✐# $❤❡ ❜❛3②❝❡♥$❡3 ♦❢ fi ✈❡3$✐❝❡#✱ ✐# #$♦3❡❞✳ ❚❤❡ ❜❛3②❝❡♥$❡3 ♦❢ $❤❡
✈❡3$✐❝❡# ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ fi ✐# #✐♠♣❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛#✿

bfi =
1

|Vfi |

∑

vk∈Vfi

pvk
,

✇❤❡3❡ Vfi ✐# $❤❡ #❡$ ♦❢ $❤❡ fi ✈❡3$✐❝❡#✳ rfi 3❡♣3❡#❡♥$# $❤❡ ❣❡♦♠❡$3② ❞❛$❛✳ fi ❜❡❝♦♠❡# ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ $❤❡ ♠❡#❤✳ ■$
✐# ♠❛3❦❡❞ ❛# ❤❛✈✐♥❣ ❛ 3❡♠♦✈❡❞ ❝❡♥$❡3 ✈❡3$❡① ❛♥❞ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡3 ❜❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛$❝❤ ❞❡❝✐♠❛$✐♦♥ ♦♣❡3❛$✐♦♥

✐♥ $❤❡ ❝✉33❡♥$ ❞❡❝✐♠❛$✐♦♥ #$❡♣✳

■❢ vj ✐# ❛ ❜♦3❞❡3 ✈❡3$❡①✱ $❤❡ 3❡✲❡❞❣✐♥❣ ♦♣❡3❛$✐♦♥ ❛❧#♦ ❝3❡❛$❡# ❛ ❢❛❝❡ ✇✐$❤ $❤❡ $❤3❡❡ ❜♦3❞❡3 ✈❡3$✐❝❡# ♦❢
$❤❡ ♣❛$❝❤✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ ✐♥#❡3$❡❞ $♦ ❝3❡❛$❡ $❤✐# ❢❛❝❡ ✐# ❛❧#♦ ♠❛3❦❡❞ ❛# ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ #$♦3❡❞ 3❡#✐❞✉❛❧ ❜❡❝♦♠❡#

$❤❡ ❞✐✛❡3❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ♣♦#✐$✐♦♥ ♦❢ vj ❛♥❞ $❤❡ ♣♦#✐$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝❡♥$❡3 ♦❢ $❤✐# ❡❞❣❡✳ ❲❤❡♥ $❤❡ ❛❧❣♦3✐$❤♠
❞❡❝✐♠❛$❡# ❛ ♠❡#❤ ✇✐$❤ ❜♦✉♥❞❛3✐❡#✱ ✐$ ❝♦♥#✐❞❡3# $❤❛$ $❤❡3❡ ✐# ❛ ❢❛❦❡ ❢❛❝❡ ❛$ $❤❡ ♦✉$❡3 #✐❞❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛3②

❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ❢❛❦❡ ❢❛❝❡ fi ❛$ $❤❡ ♦✉$❡3 #✐❞❡ ♦❢ $❤❡ ✐♥#❡3$❡❞ ❜♦✉♥❞❛3② ❡❞❣❡ ✐# ♠❛3❦❡❞ ❛# ❤❛✈✐♥❣ ❛ 3❡♠♦✈❡❞ ❝❡♥$❡3
✈❡3$❡①✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐♠❛$✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜♦3❞❡3 ♣❛$❝❤ ✐# ✐❧❧✉#$3❛$❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉3❡ ✹✳✹✳

❇② ❞❡✜♥✐$✐♦♥✱ $❤❡ ♣❛$❝❤ ❞❡❝✐♠❛$✐♦♥ ♦♣❡3❛$✐♦♥ ❛❧✇❛②# 3❡♠♦✈❡# ♦♥❡ ✈❡3$❡① vj ❢3♦♠ $❤❡ ♠❡#❤✳ ■❢ vj ❤❛#
t ✐♥❝✐❞❡♥$ $3✐❛♥❣❧❡#✱ $❤❡ ✈❛3✐❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♥✉♠❜❡3 ♦❢ ❢❛❝❡# ✐♥ $❤❡ ♠❡#❤ ❝❛✉#❡❞ ❜② $❤❡ ♦♣❡3❛$✐♦♥ ✐# ❡M✉❛❧ $♦
1− t✳ ❚❤✐# ♠❡❛♥# $❤❛$✱ ✐❢ vj ✐# ♦♥❧② ✐♥❝✐❞❡♥$ $♦ ♥♦♥✲$3✐❛♥❣❧❡ ❢❛❝❡#✱ t = 0✳ ❖♥❡ ❢❛❝❡ ✐# ✐♥#❡3$❡❞ $♦ $❤❡ ♣❛$❝❤
❜✉$ $❤❡ ❞❡❣3❡❡ ♦❢ $❤❡ ♦$❤❡3 ♣❛$❝❤ ❢❛❝❡# ✐# ❞❡❝3❡♠❡♥$❡❞ ❜② ♦♥❡ ✭#❡❡ ❋✐❣✉3❡ ✹✳✸✮✳ ❖$❤❡3 ♣❛$❝❤ ❞❡❝✐♠❛$✐♦♥# ♦♥

♥❡✐❣❤❜♦3 ✈❡3$✐❝❡# ♠❛② ♠❛❦❡ $❤❡#❡ ❢❛❝❡# ♣3♦❣3❡##✐✈❡❧② ❞✐#❛♣♣❡❛3✳ ■❢ vj ✐# ♦♥❧② ✐♥❝✐❞❡♥$ $♦ $3✐❛♥❣❧❡ ❢❛❝❡#✱ $❤❡♥
♥♦ 3❡✲❡❞❣✐♥❣ ✐# ♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞ $❤❡ ♥✉♠❜❡3 ♦❢ ❢❛❝❡# ✐♥ $❤❡ ♠❡#❤ ❞❡❝3❡❛#❡# ✭#❡❡ ❋✐❣✉3❡ ✹✳✺✮✳
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g1 g2

g3

g4

g5

g6 g7

g8

g9

g11
g12g13

FIFO: g1

Sf: -
FIFO: g2, g3, g4

Sf: true
FIFO: g3, g4, g5, g6, g7
Sf: true, false

g10
g14

g15g16

g17

FIFO: g4, g5, g6, g7, g8, g9, g10,
g11

Sf: true, false, true

FIFO: g5, g6, g7, g8, g9, g10,
g11, g12, g13, g14
Sf: true, false, true, false

FIFO: g6, g7, g8, g9, g10, g11,
g12, g13, g14 ...
Sf: ..., true, false, false
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e1
e2

e3

e4

e5

e6

e7
e8

e9 e10

e12

e11

e13e14

FIFO: e1

Se: false

FIFO: e2, e3, e4, e5

Se: false, false

FIFO:  e3, e4, e5, e6, e7, e8

Se: false, false, false

FIFO: e4, e5, e6, e7, e8, e9, e10

Se: false, false, false, true

FIFO: e5, e6, e7, e8, e9, e10, e11,

e12

Se: ..., false, true, true

FIFO: e6, e7, e8, e9, e10, e11, e12,

e13, e14

Se: ..., true, true, true
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♦❢ ❢❛❝❡$ ✇✐,❤♦✉, ❛ )❡♠♦✈❡❞ ❝❡♥,❡) ✈❡),❡①✱ ,❤❡♥ ✐, ✐$ ♣)❡❞✐❝,❡❞ ❛$ ❤❛✈✐♥❣ ❛ )❡♠♦✈❡❞ ❝❡♥,❡) ✈❡),❡①✳ ❊❧$❡✱ ✐, ✐$
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,❤❡♥ ,❤❡ ✐♥$❡),❡❞ ❡❞❣❡$ ❛)❡ ✐♥ ❣❡♥❡)❛❧ ❧♦♥❣❡) ,❤❛♥ ,❤❡ ♦)✐❣✐♥❛❧ ❡❞❣❡$ ❞✉❡ ,♦ ,❤❡ )❡✲❡❞❣✐♥❣ ♣)♦❝❡$$✳

❚♦ ♣)❡❞✐❝, ,❤❡ ❣)♦✉♣ ❛ ❢❛❝❡ ♦) ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡❧♦♥❣$ ,♦✱ ✇❡ ✉$❡ ❛✈❡)❛❣❡ ✈❛❧✉❡$ ♦❢ ❢❛❝❡ ❛)❡❛$ ❛♥❞ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣,❤$

❝♦♠♣✉,❡❞ ♦♥ ,❤❡ ♣❛), ♦❢ ,❤❡ ♠❡$❤ ❛❧)❡❛❞② ,)❛✈❡)$❡❞✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ,❤❡ ❛$$✉♠♣,✐♦♥ ,❤❛, ,❤❡ ♠❡$❤ ✐$ ✉♥✐❢♦)♠❧②

$❛♠♣❧❡❞✳ ❲❤❡♥ ,❤❡ ❝✉))❡♥, ▲❖❉ )❡❣✉❧❛)✐,② ✐$ ❜❛❞ ♦) ,❤❡ ❧❛$, ❞❡❝✐♠❛,✐♦♥ $,❡♣ )❡♠♦✈❡❞ ❢❡✇ ✈❡),✐❝❡$✱ ,❤❡

$✐♠♣❧❡ ❝♦❞✐♥❣ $❝❤❡♠❡ ✐$ ♠♦)❡ ❡✛❡❝,✐✈❡✳ ❚❤❡)❡❢♦)❡✱ ❛, ,❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,② ❡♥,)♦♣② ❡♥❝♦❞✐♥❣

$,❡♣✱ ❛ ❜✐, ✐$ ✇)✐,,❡♥ ,♦ ✐♥❞✐❝❛,❡ ✐❢ ,❤❡ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,② ♣)❡❞✐❝,✐♦♥ ❛❧❣♦)✐,❤♠ ✐$ ✉$❡❞ ♦) ♥♦,✳

✹✳✸✳✷ ❈✉)✈❛1✉)❡ ♣)❡❞✐❝1✐♦♥ ❢♦) ❣❡♦♠❡1)② ❡♥❝♦❞✐♥❣

❆$ ❞❡$❝)✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝,✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ,❤❡ ❣❡♦♠❡,)② ❞❛,❛ ✐$ ❝♦♠♣♦$❡❞ ♦❢ ,❤❡ )❡♠♦✈❡❞ ✈❡),❡① )❡$✐❞✉❛❧$ rfi ✳ ❚♦ ✐♠♣)♦✈❡

,❤❡ ❣❡♦♠❡,)② ❞❛,❛ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ✇❡ ✉$❡ ❛ ❝✉)✈❛,✉)❡ ♣)❡❞✐❝,✐♦♥ ♠❡,❤♦❞✳ ■♥$,❡❛❞ ♦❢ ❞✐)❡❝,❧② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ,❤❡ )❡$✐❞✉❛❧

rfi ✱ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡✿

gfi = rfi − αlfi , ✭✹✳✷✮

✇❤❡)❡ lfi ✐$ ,❤❡ ❛✈❡)❛❣❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ ,❤❡ $❡, Vfi ♦❢ ,❤❡ ✈❡),✐❝❡$ ♦❢ fi✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ,❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ ❛ ✈❡),❡① vj
❛$✿
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Cl−1 = Al.Cl, ✭✹✳✸✮

Dl−1 = Bl.Cl. ✭✹✳✹✮

Cl−1
✐& +❤❡ m × 3 ❣❧♦❜❛❧ ♠❛+(✐① ♦❢ +❤❡ ❝♦❛(&❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+&✱ +❤❡ m ✈❡(+❡① ❝♦♦(❞✐♥❛+❡& ♦❢ M l−1

✳ Dl−1
✐& +❤❡

p× 3 ❣❧♦❜❛❧ ♠❛+(✐① ♦❢ +❤❡ ❞❡+❛✐❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥+&✱ +❤❡ p ❧♦❝❛❧ rfi ✈❛❧✉❡& +❤❛+ ❛(❡ ❡♥❝♦❞❡❞✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②&✐& ✜❧+❡(& A
l

❛♥❞ Bl
❛(❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② +❤❡ ❞❡❝✐♠❛+✐♦♥ ♦♣❡(❛+✐♦♥& ❝♦♠♣❧❡+❡❞ +♦ ❣❡♥❡(❛+❡ M l−1

✳ Al
✐& +❤❡ ♠❛+(✐① +❤❛+ ❡①+(❛❝+&

+❤❡ ✈❡(+❡① ♣♦&✐+✐♦♥& ♦❢ M l−1
❢(♦♠ +❤❡ ✈❡(+❡① ♣♦&✐+✐♦♥& ♦❢ M l

✳ Bl
✐& +❤❡ ♠❛+(✐① +❤❛+ ❝♦♠♣✉+❡& ❛❧❧ +❤❡ ❞❡+❛✐❧

❝♦❡✣❝✐❡♥+&✱ ❛& ❧♦❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✮ ✭&❡❡ ❋✐❣✉(❡ ✹✳✶✺ ❛✮✳
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❋✐❣✉(❡ ✹✳✶✺✿ ❚(❛♥&✈❡(&❛❧ ✈✐❡✇& ♦❢ ❛ ♠❡&❤ ❞✉(✐♥❣ +❤❡ ❝♦♠♣(❡&&✐♦♥ ✇✐+❤ +❤❡ ❧✐❢+✐♥❣ &❝❤❡♠❡ ❡♥❛❜❧❡❞✳ ❛✳ ❚❤❡

♠❡&❤ ❜❡❢♦(❡ ❞❡❝✐♠❛+✐♦♥ ✐& ❞❡♣✐❝+❡❞ ✐♥ ❣(❡❡♥✳ ❚❤❡ ♠❡&❤ ❛❢+❡( ❞❡❝✐♠❛+✐♦♥ ✐& ❞❡♣✐❝+❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❚❤❡ ❞❡+❛✐❧

❝♦❡✣❝✐❡♥+& rfi ❛(❡ +❤❡ ✈❡❝+♦(& ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ❜❛(②❝❡♥+❡( ♦❢ +❤❡ ❢❛❝❡ ✈❡(+✐❝❡& ✭bf1 ✱ bf2 ❛♥❞ bf3✮ ❛♥❞ +❤❡ (❡♠♦✈❡❞
✈❡(+✐❝❡& ✭v3✱ v4 ❛♥❞ v5✮✳ ❜✳ ❚❤❡ ♠❡&❤ ❜❡❢♦(❡ +❤❡ ❧✐❢+✐♥❣ &+❡♣ ✐& ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❚❤❡ ♠❡&❤ ❛❢+❡( ✐& ✐♥ ❜❧✉❡✳ ❚❤❡

❧✐❢+✐♥❣ &+❡♣ ♠♦✈❡& +❤❡ ♣♦&✐+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ (❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❡(+✐❝❡& v1 ❛♥❞ v2 ❛❝❝♦(❞✐♥❣ +♦ +❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦( ❢❛❝❡ rfi ✈❛❧✉❡&
+♦ ✐♠♣(♦✈❡ +❤❡ (❛+❡✲❞✐&+♦(+✐♦♥ ❞✐&+♦(+✐♦♥ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡✳

❉✉(✐♥❣ +❤❡ ❞❡❝♦♠♣(❡&&✐♦♥✱ ♦♥❝❡ +❤❡ ❝♦♥♥❡❝+✐✈✐+② ❤❛& ❜❡❡♥ ❞❡❝♦❞❡❞✱ +❤❡ ❝♦❛(&❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+& Cl
❝❛♥ ❜❡

♦❜+❛✐♥❡❞ ❢(♦♠ +❤❡ ❝♦❛(&❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+& Cl−1
❜❡❝❛✉&❡ +❤❡ ✈❡(+✐❝❡& ♦❢ M l−1

❛(❡ ❛ &✉❜&❡+ ♦❢ +❤❡ ✈❡(+✐❝❡& ♦❢ M l
✳

❚❤❡ ❞❡+❛✐❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥+& Dl−1
❛(❡ ❞❡❝♦❞❡❞ ❢(♦♠ +❤❡ ❝♦♠♣(❡&&❡❞ ❞❛+❛✳ ❋(♦♠ ✭✹✳✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

pvj
= rfi + bfi .

✻✶



❙♦✱ #❤❛♥❦( #♦ #❤✐( ❧♦❝❛❧ ❢♦-♠✉❧❛✱ ✐# ✐( ♣♦((✐❜❧❡ #♦ -❡❝♦✈❡- Cl
❢-♦♠ Cl−1

❛♥❞ Dl−1
✳ ❚❤✐( ♣-♦❝❡(( ❝❛♥ ❜❡ ✇-✐##❡♥

✉♥❞❡- #❤❡ ❢♦-♠ ♦❢ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡9✉❛#✐♦♥✿

Cl = P l.Cl−1 +Ql.Dl−1,

✇❤❡-❡ P l
❛♥❞ Ql

❛-❡ #❤❡ (②♥#❤❡(✐( ✜❧#❡-( ❞❡#❡-♠✐♥❡❞ ❜② #❤❡ ♣-❡✈✐♦✉(❧② ❞❡(❝-✐❜❡❞ ♣-♦❝❡((✳

❚❤✐( (❝❤❡♠❡ ❝♦--❡(♣♦♥❞( #♦ #❤❡ ❧❛③② ✇❛✈❡❧❡# #-❛♥(❢♦-♠✳ ■# ❥✉(# (❡♣❛-❛#❡( #❤❡ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❢-❡9✉❡♥❝②

#❡-♠( ❞✉-✐♥❣ #❤❡ ❝♦♠♣-❡((✐♦♥ ❛♥❞ ♣✉# #❤❡♠ #♦❣❡#❤❡- ❞✉-✐♥❣ #❤❡ ❞❡❝♦♠♣-❡((✐♦♥✳

▲✐❢#✐♥❣ &#❡♣

❚♦ ✐♠♣-♦✈❡ #❤❡ -❛#❡✲❞✐(#♦-#✐♦♥ ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉- ❝♦❞❡-✱ ❛❢#❡- ❛ ❞❡❝✐♠❛#✐♦♥ (#❡♣ #❤❡ ♣♦(✐#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♠❡(❤

-❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❡-#✐❝❡( ✭Cl−1
✮ ❛-❡ ♠♦✈❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♣♦(✐#✐♦♥( ♦❢ #❤❡ -❡♠♦✈❡❞ ✈❡-#✐❝❡( ✭(❡❡ ❋✐❣✉-❡ ✹✳✶✺ ❜✮✳

❊❛❝❤ ✈❡-#❡① ♣♦(✐#✐♦♥ pvj ✐( ❧♦❝❛❧❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❛( ❢♦❧❧♦✇(✿

pvj = pvj
+ γ

1

|Fvj
|

∑

fi∈Fvj

rfi ,

✇❤❡#❡ Fvj ✐% &❤❡ %❡& ♦❢ &❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦# ❢❛❝❡% ♦❢ vj ✳ ■❢ ❛ ❢❛❝❡ fi ❞♦❡% ♥♦& ❤❛✈❡ ❛ #❡♠♦✈❡❞ ✈❡#&❡①✱ &❤❡♥ rfi = 0✳
■♥ ♦✉# ❡①♣❡#✐♠❡♥&%✱ ✇❡ %❡& γ = 0.5 ❜❡❝❛✉%❡ ✐& ♣#♦✈✐❞❡❞ &❤❡ ❜❡%& #❡%✉❧&% ✇✐&❤ ♦✉# ❞❛&❛%❡&%✳

❚❤✐% ❧♦❝❛❧ ♣#♦❝❡%% ❝❛♥ ❜❡ ❢♦#♠✉❧❛&❡❞ ❛% ❛ ❧✐❢&✐♥❣ %&❡♣ ✐♥ ♦✉# ❣❧♦❜❛❧ ✇❛✈❡❧❡& ❢♦#♠✉❧❛&✐♦♥✳ ❙♦✱ ✭✹✳✸✮ ❛♥❞

✭✹✳✹✮ ❜❡❝♦♠❡✿

Cl−1 = Al.Cl + γLl.Bl.Cl,

Dl−1 = Bl.Cl,

✇❤❡#❡ Ll
✐% &❤❡ ♠❛&#✐① &❤❛& ❝♦♠♣✉&❡% &❤❡ ❛✈❡#❛❣❡ #❡%✐❞✉❛❧ ♦❢ &❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦# ❢❛❝❡% ✭%❡❝♦♥❞ &❡#♠ ♦❢ &❤❡ ❢♦#♠✉❧❛

✹✳✹✳✶✮✳ ❉✉#✐♥❣ &❤❡ ❞❡❝♦♠♣#❡%%✐♦♥ ✐& ✐% ♣♦%%✐❜❧❡ &♦ #❡❜✉✐❧❞ &❤❡ ♠❛&#✐① Ll
❛♥❞ &❤❡♥ &♦ #❡%&♦#❡ &❤❡ ✈❡#&❡①

♣♦%✐&✐♦♥% ✇✐&❤ &❤❡ ❞❡❝♦❞❡❞ #❡%✐❞✉❛❧% ✉%✐♥❣ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦#♠✉❧❛✿

Cl = P l.(Cl−1 − γLl.Dl−1) +Ql.Dl−1.

❈✉"✈❛%✉"❡ ♣"❡❞✐❝%✐♦♥ ❛♥❞ "❡-✐❞✉❛❧ ♣"♦❥❡❝%✐♦♥

❆% ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✸✳✷✱ &❤❡ ❡♥&#♦♣② ❝♦❞❡# ❞♦❡% ♥♦& ❞✐#❡❝&❧② ❡♥❝♦❞❡ &❤❡ #❡%✐❞✉❛❧% "fi ❜✉& ✐♥%&❡❛❞ ❡♥❝♦❞❡%

&❤❡ ❣fi
✈❛❧✉❡% ♣#♦❥❡❝&❡❞ ✐♥ &❤❡ ❧♦❝❛❧ ❋#❡♥❡& ❢#❛♠❡%✳ ●✐✈❡♥ ✭✹✳✷✮✱ &❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛&#✐① ♦❢ &❤❡ %②♠❜♦❧% ✈❛❧✉❡%

Sl−1
✐% ❞❡&❡#♠✐♥❡❞ ❜② &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡G✉❛&✐♦♥✿

Sl−1 = U l−1.(Dl−1 − αGl−1.Cl−1),

✇❤❡#❡ Gl−1
✐% &❤❡ ♠❛&#✐① ✉%❡❞ &♦ ❝♦♠♣✉&❡ &❤❡ lfi ✈❛❧✉❡% ❛♥❞ U l−1

✐% &❤❡ ♠❛&#✐① ✉%❡❞ &♦ ♣❡#❢♦#♠ &❤❡ ❧♦❝❛❧

♣#♦❥❡❝&✐♦♥%✳ ❉✉#✐♥❣ &❤❡ ❞❡❝♦♠♣#❡%%✐♦♥✱ &❤❡ ✇❛✈❡❧❡& ❝♦❡✣❝✐❡♥&% ♠❛&#✐① ❝❛♥ ❜❡ #❡%&♦#❡❞ ✇✐&❤

Dl−1 = V l−1.(Sl−1 + αGl−1.Cl−1),

✇❤❡#❡ V l−1
✐% &❤❡ ♠❛&#✐① &❤❛& ♣❡#❢♦#♠% &❤❡ #❡✈❡#%❡ ❧♦❝❛❧ ♣#♦❥❡❝&✐♦♥%✱ ❜❡❢♦#❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ &❤❡ #❡%& ♦❢ &❤❡ ❧✐❢&✐♥❣

%❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣#♦❝❡%% ✐% %✉♠♠❛#✐③❡❞ ❜② ❋✐❣✉#❡ ✹✳✶✻✳

✹✳✹✳✷ ❆❞❛♣'✐✈❡ +✉❛♥'✐③❛'✐♦♥

❚♦ ❣❡& &❤❡ ❜❡%& #❛&❡✲❞✐%&♦#&✐♦♥ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣#❡%%✐♥❣ ❛ ♠❡%❤✱ &✇♦ ✈❛#✐❛❜❧❡% ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛②❡❞ ✇✐&❤✿ &❤❡

♥✉♠❜❡# ♦❢ ✈❡#&✐❝❡% V ❛♥❞ &❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❣❡♦♠❡&#② G✉❛♥&✐③❛&✐♦♥ ❜✐&% B✳ ❋♦# &❤❡ %✐♥❣❧❡ #❛&❡ ❝♦♠♣#❡%%✐♦♥ ♦❢
&#✐❛♥❣❧❡ ♠❡%❤✱ ❑✐♥❣ ❛♥❞ ❘♦%%✐❣♥❛❝ ♣#♦♣♦%❡❞ ✐♥ ❬❑✐♥❣ ❛♥❞ ❘♦%%✐❣♥❛❝✱ ✶✾✾✾❜❪ ♠❡&❤♦❞% &♦ ♦♣&✐♠✐③❡ &❤❡ ❝❤♦✐❝❡

♦❢ V ❛♥❞ B &♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❡✐&❤❡# &❤❡ ❛♣♣#♦①✐♠❛&✐♦♥ ❡##♦# ♦# &❤❡ ✜❧❡ %✐③❡✳ ❋♦# &❤❡ ♣#♦❣#❡%%✐✈❡ ❝♦♠♣#❡%%✐♦♥ ♦❢

✻✷
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µ β
qG(KG)

qG(KG) = round(µ ∗ log(KG)− β)

round() Kg

KG =
volume of bounding box

area× number of vertices
.

µ = −1.248 β = −0.954

qG(KG)
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a.

b.

c.

d.

e.

f.

g.

h.

i.

j.

k.

l. m.

n. o.

q.

p.

k.

r.
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❖✉/ 0❝❤❡♠❡

▲❡❡ ✷✵✶✷ ■0❡♥✳ ✷✵✵✷

❈✳ ●✳ ❚♦-✳

❇❡❡-❤♦✈❡♥ ✷✽✶✷ ✶✵ ✺✳✼ ✶✻✳✼ ✷✷✳✹ ✷✻✳✵ ✶✻✳✻

❇✉♥♥② ✽✽✶✹ ✶✵ ✸✳✽ ✶✶✳✽ ✶✺✳✻ ✷✵✳✸ ✶✷✳✷

❊❧❡♣❤❛♥- ✶✵✽✾✺ ✶✷ ✸✳✹ ✶✷✳✸ ✶✺✳✽ ✷✺✳✹ ✶✶✳✽

❙❤❛/❦ ✷✺✻✷ ✶✵ ✺✳✶ ✶✶✳✹ ✶✻✳✺ ✷✶✳✵ ✽✳✶

❚❡❛♣♦- ✶✷✾✵ ✶✵ ✹✳✼ ✶✸✳✾ ✶✽✳✻ ✷✺✳✺ ✶✷✳✷

❚/✐❝❡/❛-♦♣0 ✷✽✸✹ ✶✵ ✺✳✹ ✶✷✳✻ ✶✽✳✵ ✷✷✳✶ ✶✶✳✾

◆❡♣-✉♥❡ ✶✶✷✻✺✽ ✶✷ ✶✳✺ ✻✳✼ ✽✳✶ ✶✼✳✽ ✺✳✻

❈❤✐♥❡0❡ ❧✐♦♥ ✶✷✽✸✸✾ ✶✷ ✶✳✹ ✽✳✵ ✾✳✹ ✶✾✳✻ ✻✳✾
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♠❡"❤♦❞ ❜❛(❡❞ ♦♥ "❤❡✐+ Lp✲❈❡♥"+♦✐❞❛❧ ❱♦+♦♥♦✐ ❚❡((❡❧❧❛"✐♦♥ ❢+❛♠❡✇♦+❦ ❬▲6✈② ❛♥❞ ▲✐✉✱ ✷✵✶✵❪✳ @❡❧❧❡♥❛+❞ ❡"

❛❧✳ ✐♥ ❬@❡❧❧❡♥❛+❞ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ♣+♦♣♦(❡❞ ❛♥ ❡①"❡♥(✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❱❛+✐❛"✐♦♥❛❧ ❙❤❛♣❡ ❆♣♣+♦①✐♠❛"✐♦♥ ❢+❛♠❡✇♦+❦ "♦

❣❡♥❡+❛"❡ +❡❝"❛♥❣❧❡✲(❤❛♣❡❞ ♣♦❧②❣♦♥(✳

❆( ❢❛+ ❛( ✇❡ ❦♥♦✇✱ ♥♦ ✐♥❝+❡♠❡♥"❛❧ ❞❡❝✐♠❛"✐♦♥ ❛♣♣+♦❛❝❤❡( ✇✐"❤ ❛ ❝♦++❡(♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡"+✐❝ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣+♦♣♦(❡❞

❢♦+ ❣❡♥❡+❛❧ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♠❡(❤ (✐♠♣❧✐✜❝❛"✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ✐♥❝+❡♠❡♥"❛❧ ❛❧❣♦+✐"❤♠( ✇❡+❡ ♣+♦♣♦(❡❞ ❢♦+ I✉❛❞ ♠❡(❤❡(

(✐♠♣❧✐✜❝❛"✐♦♥ ❬❚❛+✐♥✐ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❉❛♥✐❡❧( ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ "❤❡ (✐♠♣❧✐✜❝❛"✐♦♥ ♦❢ ♠❡(❤❡( ✇✐"❤ ❢❛❝❡( ♦❢

❛+❜✐"+❛+② ❞❡❣+❡❡( (❡❡♠( "♦ ❤❛✈❡ ♥♦" ②❡" ❜❡❡♥ ("✉❞✐❡❞✳

❚❤❡ ❝♦♥"❡♥" ♦❢ "❤✐( ❝❤❛♣"❡+ ❝❛♥ ❜❡ (✉♠♠❛+✐③❡❞ ❛( ❢♦❧❧♦✇(✳

• ❲❡ ✜+(" ❞❡(❝+✐❜❡ ❛ ✈❡+②  ✐♠♣❧❡ ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡ ❤ ❞❡❝✐♠❛.✐♦♥ ❛❧❣♦+✐"❤♠ ❛♥❞ ✐"( ❝♦++❡(♣♦♥❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡

♠❡.1✐❝✳ ❯(❡❞ "♦❣❡"❤❡+✱ "❤❡② ❣❡♥❡+❛"❡ ❞❡❝✐♠❛"❡❞ ♠❡(❤❡( ✇✐"❤ ❛♥✐(♦"+♦♣✐❝ ❢❛❝❡( ♦❢ ❛+❜✐"+❛+② ❞❡❣+❡❡(✳

• ❲❡ "❤❡♥ ❛♣♣❧② "❤❡ ♣+❡(❡♥"❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡"+✐❝ "♦ "❤❡  ❡❧❡❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♣❛.❝❤❡ "♦ ❞❡❝✐♠❛"❡ ❢♦+ 33▼❈✱

"❤❡ ♣+♦❣+❡((✐✈❡ ❛❧❣♦+✐"❤♠ ♣+❡(❡♥"❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣"❡+ ✹✳

• ❲❡ ❞❡♠♦♥("+❛"❡ "❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ "❤❡ ❜♦"❤ "❡❝❤♥✐I✉❡( ❜② ♣+❡(❡♥"✐♥❣ ❡①♣❡1✐♠❡♥.❛❧ 1❡ ✉❧. ✳

✺✳✷ #♦❧②❣♦♥ ♠❡+❤ ❞❡❝✐♠❛1✐♦♥

❲❡ ♣+❡(❡♥" ✐♥ "❤✐( (❡❝"✐♦♥ ❛♥ ✐♥❝+❡♠❡♥"❛❧ ❞❡❝✐♠❛"✐♦♥ ❛❧❣♦+✐"❤♠ "❤❛" ❣❡♥❡+❛"❡ ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡(❤❡(✳ ❆" ❡❛❝❤ ("❡♣✱

✐" ♣❡+❢♦+♠( "❤❡ (✐♠♣❧✐✜❝❛"✐♦♥ ♦♣❡+❛"✐♦♥ "❤❛" ❤❛( "❤❡ ❧♦✇❡(" ❝♦(" ✉♥"✐❧ ❛ ("♦♣♣✐♥❣ ❝+✐"❡+✐♦♥ ✐( ♠❡"✳

✺✳✷✳✶ $%✐♥❝✐♣❧❡

❚✇♦ ❜❛(✐❝ ♦♣❡+❛"♦+( ❛+❡ ✉(❡❞ ❢♦+ "❤❡ ❞❡❝✐♠❛"✐♦♥✿ "❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣*❡ ❛♥❞ "❤❡ ❡❞❣❡ +❡♠♦✈❛❧✳ ❆♥ ❤❛❧❢❡❞❣❡

❝♦❧❧❛♣(❡ ♦♣❡+❛"✐♦♥ ❝♦♥(✐("( ✐♥ ♠❡+❣✐♥❣ ❛ ✈❡+"❡① ✇✐"❤ ♦♥❡ ♦❢ ✐"( ♥❡✐❣❤❜♦+( ❛♥❞ +❡♠♦✈✐♥❣ "❤❡ ❞❡❣❡♥❡+❛"❡❞ ❢❛❝❡(

✐❢ ♥❡❡❞❡❞✳ ■" ✐( ❞❡♣✐❝"❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉+❡ ✺✳✷ ❛✳ ❆♥ ❡❞❣❡ +❡♠♦✈❛❧ ♦♣❡+❛"✐♦♥ ♠❡+❣❡( "✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥" ❢❛❝❡( ❜② +❡♠♦✈✐♥❣

"❤❡✐+ ❝♦♠♠♦♥ ❡❞❣❡✳ ■" ✐( ❞❡♣✐❝"❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉+❡ ✺✳✷ ❜✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ♣❛/❝❤✱ ❛ (❡" ♦❢ ❢❛❝❡( "❤❛" ❛+❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❛

❞❡❝✐♠❛"✐♦♥ ♦♣❡+❛"✐♦♥✳ ❚♦ ♣+❡(❡+✈❡ "❤❡ I✉❛❧✐"② ♦❢ "❤❡ ♠❡(❤✱ "❤❡ ❛❧❣♦+✐"❤♠ ❞♦❡( ♥♦" ♣❡+❢♦+♠ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♦♣❡+❛"✐♦♥(✿

• ❚❤❡ ♦♣❡+❛"✐♦♥( "❤❛" ❣❡♥❡+❛"❡ ♥♦♥✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ❝♦♥♥❡❝.✐✈✐.✐❡ ✳

• ❚❤❡ ♦♣❡+❛"✐♦♥( "❤❛" ❣❡♥❡+❛"❡ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢❛❝❡ ✳ ❚♦ ❞❡"❡+♠✐♥❡ ✐❢ ❛ ♥♦♥✲♣❧❛♥❛+ ♣♦❧②❣♦♥ ✐( ❝♦♥❝❛✈❡✱ ✇❡

✜+(" ❝♦♠♣✉"❡ ✐"( ♥♦+♠❛❧ ✇✐"❤ ◆❡✇❡❧❧✬( ♠❡"❤♦❞ ❬❚❛♠♣✐❡+✐✱ ✶✾✾✷❪✳ ❚❤❡♥✱ "❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ✐( (❛✐❞ ❝♦♥❝❛✈❡ ✐❢

✐"( ❡❞❣❡(✱ ♣+♦❥❡❝"❡❞ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❞✐+❡❝"❡❞ ❜② ✐"( ♥♦+♠❛❧✱ ❢♦+♠ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ♣♦❧②❣♦♥✳

• ❚❤❡ ♦♣❡+❛"✐♦♥( "❤❛" ❣❡♥❡+❛"❡ ♥♦1♠❛❧ ✢✐♣ ✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦+✐"❤♠ ❝❤❡❝❦( ❢♦+ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❛♥ ❤❛❧❢❡❞❣❡

❝♦❧❧❛♣(❡ "❤❛" ✐"( ♥♦+♠❛❧ ❜❡❢♦+❡ ❛♥❞ ❛❢"❡+ "❤❡ ❝♦❧❧❛♣(❡ ❛+❡ ♥♦" ♦♣♣♦(✐"❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ (✐♠✐❧❛+ ✐❞❡❛✱ "✇♦

❢❛❝❡( "❤❛" ❤❛✈❡ ❛♥ ♦♣♣♦(✐"❡ ♥♦+♠❛❧ ❝❛♥♥♦" ❜❡ ♠❡+❣❡❞ ❜② ❛♥ ❡❞❣❡ +❡♠♦✈❛❧✳

❆❧❧ "❤❡ ❛✉"❤♦+✐③❡❞ ♦♣❡+❛"✐♦♥( ❛+❡ +❛♥❦❡❞ ❛❝❝♦+❞✐♥❣ "♦ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡"+✐❝ ❞❡"❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝"✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳ ❚❤❡

♦♣❡+❛"✐♦♥ "❤❛" ❤❛( "❤❡ ❧♦✇❡(" ❝♦("✱ ✐✳❡ "❤❛" ♠♦❞✐❢② "❤❡ ❧❡❛(" "❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ "❤❡ ♠❡(❤✱ ✐( ♣❡+❢♦+♠❡❞ ✜+("✳ ■❢

❛ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣(❡ ♦♣❡+❛"✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡❞❣❡ +❡♠♦✈❛❧ ♦♣❡+❛"✐♦♥ ❤❛✈❡ "❤❡ (❛♠❡ ❧♦✇❡(" ❝♦("✱ "❤❡ ❡❞❣❡ +❡♠♦✈❛❧ ✐(

♣+✐✈✐❧❡❣❡❞✳

❲❤❡♥ ❛♥ ♦♣❡+❛"✐♦♥ ❤❛( ❜❡❡♥ ♣❡+❢♦+♠❡❞✱ "❤❡ ♦♣❡+❛"✐♦♥( +❡❧❛"❡❞ "♦ "❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢❛❝❡( ♥❡❡❞ "♦ ❜❡ +❡❝❤❡❝❦❡❞

❛♥❞ "❤❡✐+ ❝♦(" ✉♣❞❛"❡❞✳ ❚❤✉(✱ ❛❢"❡+ ❛♥ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣(❡✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ❛♥❞ ✉♣❞❛"❡ ❛❧❧ "❤❡ ❝♦❧❧❛♣(❡ ❝♦("( ♦❢ "❤❡

❤❛❧❢❡❞❣❡( ♦❢ "❤❡ ❢❛❝❡( ❛❞❥❛❝❡♥" "♦ "❤❡ ✈❡+"❡① "♦ (♣❧✐"✳ ❲❡ ❛❧(♦ ✉♣❞❛"❡ "❤❡ +❡♠♦✈❛❧ ❝♦("( ♦❢ "❤❡ ❡❞❣❡( ♦❢ "❤❡(❡

❢❛❝❡(✳ ❚❤✐( ♣+♦❝❡(( ✐( ✐❧❧✉("+❛"❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉+❡ ✺✳✸ ❛✳ ❆❢"❡+ ❛♥ ❡❞❣❡ +❡♠♦✈❛❧✱ ❢♦+ ❡❛❝❤ ✈❡+"❡① ♦❢ "❤❡ ❢❛❝❡ "❤❛"

✐( ❧❡❢"✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ❛♥❞ ✉♣❞❛"❡ "❤❡ ❝♦❧❧❛♣(❡ ❝♦(" ♦❢ ✐"( ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉"❣♦✐♥❣ ❤❛❧❢❡❞❣❡(✳ ❲❡ ❛❧(♦ ✉♣❞❛"❡ "❤❡

+❡♠♦✈❛❧ ❝♦(" ♦❢ ❛❧❧ "❤❡ ❡❞❣❡( ✐♥❝✐❞❡♥" "♦ "❤❡(❡ ✈❡+"✐❝❡(✳ ❚❤✐( ♣+♦❝❡(( ✐( ✐❧❧✉("+❛"❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉+❡ ✺✳✸ ❜✳

❚❤❡ ❞❡❝✐♠❛"✐♦♥ ❡♥❞( ✇❤❡♥ ❛ ("♦♣♣✐♥❣ ❝+✐"❡+✐♦♥ ✐( ♠❡"✳ ❚❤✐( ❝❛♥ ❡✐"❤❡+ ❜❡ "❤❛" "❤❡ "❛+❣❡"❡❞ ♥✉♠❜❡+ ♦❢

✈❡+"✐❝❡( ♦+ ❢❛❝❡( ❤❛( ❜❡❡♥ +❡❛❝❤❡❞ ♦+ "❤❛" "❤❡ ♥❡①" ♦♣❡+❛"✐♦♥ ❤❛( ❛ ❝♦(" (✉♣❡+✐♦+ "♦ ❛ (❡" "❤+❡(❤♦❧❞✳
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b.

❋✐❣✉$❡ ✺✳✷✿ ❉❡❝✐♠❛.✐♦♥ ♦♣❡$❛.♦$2✳ ❛✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣2❡✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ✐♥ $❡❞ ✐2 ❝♦❧❧❛♣2❡❞✳ ❜✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡

$❡♠♦✈❛❧✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ ✐♥ $❡❞ ✐♥ $❡♠♦✈❡❞✳

a.

b.

❋✐❣✉$❡ ✺✳✸✿ ❯♣❞❛.❡ ♦❢ .❤❡ ♦♣❡$❛.✐♦♥ ❝♦2.2✳ ■♥ .❤❡ 2❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥✱ .❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡2 ✇❤✐❝❤ ❝♦❧❧❛♣2❡ ❝♦2.2 ❛$❡

$❡❝♦♠♣✉.❡❞ ❛$❡ ✐♥ ❜❧✉❡✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡2 ✇❤✐❝❤ $❡♠♦✈❛❧ ❝♦2.2 ❛$❡ $❡❝♦♠♣✉.❡❞ ❛$❡ ❛❧2♦ ✐♥ ❜❧✉❡✳ ❛✳ ❆❢.❡$ ❛♥

❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣2❡✳ ❜✳ ❆❢.❡$ ❛♥ ❡❞❣❡ $❡♠♦✈❛❧✳

✺✳✷✳✷ ❚❤❡ &✐♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡./✐❝

❚❤❡ 2✐♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡.$✐❝ ✇❡ ✉2❡❞ ♠❡❛2✉$❡2 .❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❣❡♥❡$❛.❡❞ ❜② ❛ ❞❡❝✐♠❛.✐♦♥ ♦♣❡$❛.✐♦♥✳

❚❤✐2 ✈♦❧✉♠❡ ✐2 ❛ ♣♦❧②❤❡❞$♦♥ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② .❤❡ ❧♦❝❛❧ 2✉$❢❛❝❡ ❜❡❢♦$❡ .❤❡ ♦♣❡$❛.✐♦♥ ❛♥❞ .❤❡ ❧♦❝❛❧ 2✉$❢❛❝❡ ❛❢.❡$

.❤❡ ♦♣❡$❛.✐♦♥✳ ■. ✐2 ✐❧❧✉2.$❛.❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉$❡ ✺✳✹✳

❲❡ ✉2❡ .❤❡ ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡ .❤❡♦$❡♠ .♦ ❝♦♠♣✉.❡ .❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ .❤✐2 ♣♦❧②❤❡❞$♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥2✐❞❡$ ❛ ♣♦❧②❤❡❞$♦♥

.❤❛. ❜♦✉♥❞2 ❛ ✈♦❧✉♠❡ Ω ✇✐.❤ ❛ 2✉$❢❛❝❡ S✱ ❛ ♥♦$♠❛❧ n ❞❡✜♥❡❞ ❛. ❛❧❧ .❤❡ ♣♦✐♥. ♦❢ S ❛♥❞ ❛ ✈❡❝.♦$ ✜❡❧❞ F✳ ❚❤❡

❞✐✈❡$❣❡♥❝❡ .❤❡♦$❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣$❡22❡❞ ✇✐.❤ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦$♠✉❧❛✿

˚

Ω

(∇ · F) dΩ =

‹

S

(F · n) dS

✼✸



a. b. c.

❋✐❣✉$❡ ✺✳✹✿ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡0$✐❝✳ ❛✳ ❚❤❡ ♠❡2❤ ❜❡❢♦$❡ 0❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣2❡ 2❤♦✇♥ ✐♥ $❡❞✳ ❜✳ ❚❤❡ ♠❡2❤ ❛❢0❡$

0❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣2❡✳ ❝✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 0❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡0$✐❝ ✐2 ❡:✉❛❧ 0♦ 0❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ 0❤❡ $❡❞ ♣♦❧②❤❡❞$♦♥ 0❤❛0

$❡♣$❡2❡♥0 0❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ 0❤❡ ♠❡2❤ ❜❡❢♦$❡ ❛♥❞ ❛❢0❡$ 0❤❡ ❝♦❧❧❛♣2❡✳

■0 ✇❡ ❝♦♥2✐❞❡$ 0❤❡ ✈❡❝0♦$ ✜❡❧❞ F(x) = 1

3
x✱ ✐02 ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡ ∇ · F ✐2 ❡:✉❛❧ 0♦ 1✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ 0❤❡ ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡

0❤❡♦$❡♠ ❜❡❝♦♠❡2✿

V olume(Ω) =

‹

S

(F · n) dS

❲❡ ♥❡❡❞ 0♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥❛❧②0✐❝❛❧❧② 0❤❡ 2✉$❢❛❝❡ ❣❡♥❡$❛0❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♥♦♥✲♣❧❛♥❛$ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❢❛❝❡ 0♦ ❝♦♠♣✉0❡ 0❤✐2

✐♥0❡❣$❛❧✳ ❚❤✐2 :✉❡20✐♦♥ ✐2 ♥♦0 0$✐✈✐❛❧✳ ■0 ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❛♥2✇❡$2 ❜✉0 ✇❡ ❝❤♦2❡ ❛ ✈❡$② 2✐♠♣❧❡ 2♦❧✉0✐♦♥ 0❤❛0

♣$♦✈❡❞ 0♦ ❜❡ 2✉✣❝✐❡♥0 ✐♥ ♦✉$ ❡①♣❡$✐♠❡♥02✳ ❊❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢ 0❤❡ ♣♦❧②❤❡❞$♦♥ ✐2 0$✐❛♥❣✉❧❛0❡❞ ❜② ✐♥0$♦❞✉❝✐♥❣ ❛

✈❡$0❡① ❛0 ✐02 ❜❛$②❝❡♥0❡$ ❛♥❞ ❝$❡❛0✐♥❣ ❛ 0$✐❛♥❣❧❡ ❢❛♥ ❛$♦✉♥❞ ✐0 ✇✐0❤ 0❤❡ ♦0❤❡$ ❢❛❝❡ ✈❡$0✐❝❡2✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ 0❤❡

❢♦$♠✉❧❛ 2✐♠♣❧✐✜❡2 0♦✿

V olume(Ω) =
1

3

∑

fi

xi · ni Ai,

✇❤❡$❡ xi ✐2 0❤❡ ♣♦2✐0✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣♦✐♥0 ♦❢ 0❤❡ ❢❛❝❡ fi✱ ni ✐2 0❤❡ ♥♦$♠❛❧ ♦❢ fi ❛♥❞ Ai ✐2 0❤❡ ❛$❡❛ ♦❢ fi✳ ❆2 fi
✐2 ❛ 0$✐❛♥❣❧❡✱ Ai ❛♥❞ ni ❛$❡ ❡❛2② 0♦ ❝♦♠♣✉0❡✳

✺✳✷✳✸ ❘❡&✉❧)&

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥0❡❞ 0❤✐2 2✐♠♣❧❡ ❞❡❝✐♠❛0✐♦♥ ❛❧❣♦$✐0❤♠ ✐♥ ❈✰✰ ✉2✐♥❣ 0❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❞❛0❛ 20$✉❝0✉$❡ ❢$♦♠ ❖♣❡♥▼❡2❤

❬❇♦02❝❤ ❡0 ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦$✐0❤♠ 2✐♠♣❧✐✜❡2 ❛ ♠❡2❤ ❛0 ❛❜♦✉0 ✷✵✵✵ ✈❡$0✐❝❡2 ♣❡$ 2❡❝♦♥❞ ♦♥ ❛ ❞❡2❦0♦♣

❝♦♠♣✉0❡$ ✇✐0❤ ❛♥ ■♥0❡❧ ❈♦$❡ ✐✼ ♣$♦❝❡22♦$ ❛0 ✷✳✽✵ ●❍③✳

❚❤❡ ❋✐❣✉$❡ ✺✳✺ 2❤♦✇2 2♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡2 ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ 2✐♠♣❧✐✜❝❛0✐♦♥2✳ ❆♥✐2♦0$♦♣✐❝ ♣♦❧②❣♦♥2 ❛$❡ ♥❛0✉$❛❧❧②

♣$♦❞✉❝❡❞ ❜② 0❤❡ ♠❡0❤♦❞✳ ❚❤❡ 2❤❛♣❡ ♦❢ 0❤❡ ✐♥♣✉0 ♠♦❞❡❧ ✐2 ✇❡❧❧ ♣$❡2❡$✈❡❞✳ ❈♦♠♣❛$✐♥❣ 0♦ ♣$❡✈✐♦✉2 0❡❝❤♥✐:✉❡2

❬❆❧❧✐❡③ ❡0 ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ ❈♦❤❡♥✲❙0❡✐♥❡$ ❡0 ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ W❡❧❧❡♥❛$❞ ❡0 ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✱ 0❤❡ 2❤❛♣❡ $❡❣✉❧❛$✐0② ♦❢ 0❤❡ ❣❡♥❡$❛0❡❞

♣♦❧②❣♦♥2 2❡❡♠2 ✐♥❢❡$✐♦$✳ ❲❡ 0❤✐♥❦ 0❤❛0 ♦✉$ ❞❡❝✐♠❛0✐♦♥ ♠❡0❤♦❞ ❤❛2✱ ❤♦✇❡✈❡$✱ 2♦♠❡ ❛❞✈❛♥0❛❣❡2 ♦✈❡$ ♣$❡✈✐♦✉2

✇♦$❦✳

• ■0 ❝❛♥ 2✐♠♣❧✐❢② ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡(❤ ❛2 ✐♥♣✉0✳

• ■0 ✐2 ✐♥❝,❡♠❡♥-❛❧✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐♠❛0✐♦♥ ❛❧❣♦$✐0❤♠ ♦✉0♣✉02 ❛ ✈❛❧✐❞ ♠❡2❤ ❛0 ❛♥② 20❡♣✳ ■0 ❝❛♥ 20♦♣ ✇❤❡♥ 0❤❡

0❛$❣❡0❡❞ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❢❛❝❡2 ♦$ ✈❡$0✐❝❡2 ✐2 $❡❛❝❤❡❞ ♦$ ✇❤❡♥ 0❤❡ ♠❡0$✐❝ ✈❛❧✉❡ ❡①❝❡❡❞2 ❛ 0❤$❡2❤♦❧❞✳

• ■02 ✐♠♣❧❡♠❡♥0❛0✐♦♥ ✐2 (✐♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♠❡0❤♦❞ ✐2 ❜❛2❡❞ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥0❛$② ❞❡❝✐♠❛0✐♦♥ ♦♣❡$❛0♦$2 ❛♥❞ ❛ 2✐♠♣❧❡

✈♦❧✉♠❡ ♠❡0$✐❝✳ ❆♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥0❛0✐♦♥ ❜❛2❡❞ ♦♥ ❛ ❧✐❜$❛$② ✐♥0❡❣$❛0✐♥❣ ❛♥ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❞❛0❛ 20$✉❝0✉$❡ ✐2 ❡❛2②

0♦ ❜✉✐❧0✳

✼✹



❖♥❡ ✇❛② &♦ ✐♠♣+♦✈❡ &❤❡ ❞❡❝✐♠❛&✐♦♥ 0✉❛❧✐&② ❝♦✉❧❞ ❜❡ &♦ +❡❧♦❝❛&❡ &❤❡ ✈❡+&❡① &♦ 5♣❧✐& ❛❢&❡+ ❛♥ ❤❛❧❢❡❞❣❡

❝♦❧❧❛♣5❡ &♦ ♣+♦❞✉❝❡ ♥✐❝❡❧② 5❤❛♣❡❞ ♣♦❧②❣♦♥5✳ ❱❡+&❡① +❡❧♦❝❛&✐♦♥ ❛❢&❡+ ❛♥ ❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣5❡ ❤❛5 ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉5❡❞

❢♦+ ♣+♦❣+❡55✐✈❡ &+✐❛♥❣❧❡ ♠❡5❤❡5 ❬❍♦♣♣❡✱ ✶✾✾✻✱ ●❛+❧❛♥❞ ❛♥❞ ❍❡❝❦❜❡+&✱ ✶✾✾✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ ❛5 ❢❛+ ❛5 ✇❡ ❦♥♦✇✱ &❤❡

❝❛5❡ ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧5 ❤❛5 ♥❡✈❡+ ❜❡❡♥ 5&✉❞✐❡❞✳

✺✳✸ #$♦❣$❡((✐✈❡ ❝♦♠♣$❡((✐♦♥ ❣✉✐❞❡❞ ❜② 3❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡3$✐❝

❲❡ ♣+❡5❡♥&❡❞ ✐♥ &❤❡ ❈❤❛♣&❡+ ✹ GG▼❈✱ ❛ ♣+♦❣+❡55✐✈❡ ♠❡5❤ ❝♦♠♣+❡55✐♦♥ ❛❧❣♦+✐&❤♠ &❤❛& ❝❛♥ ❝♦♠♣+❡55 ♣♦❧②❣♦♥

♠❡5❤❡5✳ ❆5 ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ ❧♦❝❛❧ ♣❛&❝❤ ❞❡❝✐♠❛&✐♦♥ ♦♣❡+❛&✐♦♥5 ❛+❡ ❛♣♣❧✐❡❞ &♦ ❣❡♥❡+❛&❡ &❤❡ 5✉❝❝❡5✲

5✐✈❡ ❧❡✈❡❧5 ♦❢ ❞❡&❛✐❧5✳ ❚❤❡ ♦+❞❡+ ♦❢ &❤❡ ♦♣❡+❛&✐♦♥5 ✐5 ♥♦& ❝♦♥5&+❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡+❡❢♦+❡ ✐& ✐5 ♣♦55✐❜❧❡ &♦ ♣+✐♦+✐&✐③❡ &❤❡

♦♣❡+❛&✐♦♥5 &❤❛& ♠♦❞✐❢② &❤❡ ❧❡❛5& &❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ &❤❡ ♠❡5❤✳

❚❤❡ ❞❡❝✐♠❛&✐♦♥ ❛❧❣♦+✐&❤♠ ♦❢ GG▼❈ ❞❡5❝+✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✷✳✶ 5&❛+&5 ❢+♦♠ ❛ +❛♥❞♦♠ 5❡❡❞ ✈❡+&❡① ❛♥❞

♣+♦❣+❡55✐✈❡❧② ❝♦♥0✉❡+5 &❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡5❤ ❜② &+②✐♥❣ &♦ ❣❡♥❡+❛&❡ ♥❡✇ ♣❛&❝❤❡5 ✇✐&❤ ❛❞❥❛❝❡♥& ✈❡+&✐❝❡5 &❤❛& ❞♦ ♥♦&

❜❡❧♦♥❣ &♦ ❛❧+❡❛❞② ♠❛+❦❡❞ ❢❛❝❡5✳ ❲❡ ♣+♦♣♦5❡ ❤❡+❡ ❛ ❞✐✛❡+❡♥& 5&+❛&❡❣②✳ ❚♦ ❣❡♥❡+❛&❡ ❛ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡&❛✐❧✱

❛❧❧ &❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❞❡❝✐♠❛&✐♦♥ ♦♣❡+❛&✐♦♥ ❝♦5&5 ❛+❡ ❝♦♠♣✉&❡❞✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡&+✐❝ ❞❡5❝+✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✺✳✷✳✷

❝♦♠♣✉&❡5 &❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② &❤❡ ❧♦❝❛❧ 5✉+❢❛❝❡ ❜❡❢♦+❡ &❤❡ ♣❛&❝❤ ❞❡❝✐♠❛&✐♦♥ ❛♥❞ &❤❡ ❧♦❝❛❧ 5✉+❢❛❝❡ ❛❢&❡+

&❤❡ ♣❛&❝❤ ❞❡❝✐♠❛&✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ❛& ❡❛❝❤ 5&❡♣✱ &❤❡ ❛❧❣♦+✐&❤♠ ♣❡+❢♦+♠5 &❤❡ ♦♣❡+❛&✐♦♥ &❤❛& ❤❛5 &❤❡ ❧♦✇❡5& ❝♦5&✳

❆❢&❡+ ❛ ❞❡❝✐♠❛&✐♦♥✱ 5♦♠❡ ♥❡✐❣❤❜♦+ ♦♣❡+❛&✐♦♥5 ❜❡❝♦♠❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡+ ♣♦55✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉5❡ &❤❡② ✇♦✉❧❞ ♠♦❞✐❢② &❤❡

❥✉5& ❞❡❝✐♠❛&❡❞ ♣❛&❝❤✳ ❚❤❡ ❝♦5& ♦❢ ♦&❤❡+ ♥❡✐❣❤❜♦+ ♦♣❡+❛&✐♦♥5 ❤❛5 ❛❧5♦ &♦ ❜❡ +❡❝♦♠♣✉&❡❞ ❜❡❝❛✉5❡ ♦❢ &❤❡ ❧❛5&

+❡✲❡❞❣✐♥❣ ♦♣❡+❛&✐♦♥✳

❚❤✐5 ♥❡✇ ❞❡❝✐♠❛&✐♦♥ &❡❝❤♥✐0✉❡5 ✉5❡❞ &♦❣❡&❤❡+ ✇✐&❤ &❤❡ ❧✐❢&✐♥❣ 5❝❤❡♠❡ ♣+♦♣♦5❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✹✳✶ ❜❡♥❡✜&5

&♦ &❤❡ +❛&❡✲❞✐5&♦+&✐♦♥ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ ❛& ❧♦✇ +❛&❡5 ❢♦+ &❤❡ ❝♦♠♣+❡55✐♦♥ ♦❢ ✐++❡❣✉❧❛+ ♠❡5❤❡5✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ ❛5 &❤✐5

❞❡❝✐♠❛&✐♦♥ ♠❡&❤♦❞ &❡♥❞5 &♦ +❡♠♦✈❡ ❧❡55 ✈❡+&✐❝❡5 ♣❡+ 5&❡♣✱ &❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♠♣+❡55✐♦♥ +❛&❡ ✐5 ✐♥❝+❡❛5❡❞✳ ❚❤✐5 ✐5 ❛❧5♦

✇❤② &❤✐5 ♠❡&❤♦❞ ❞♦❡5 ♥♦& ✐♠♣+♦✈❡ &❤❡ +❛&❡✲❞✐5&♦+&✐♦♥ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ ❢♦+ &❤❡ ❝♦♠♣+❡55✐♦♥ ♦❢ +❡❣✉❧❛+ ♠❡5❤❡5✳

❚❤❡ ❋✐❣✉+❡ ✺✳✻ ❝♦♠♣❛+❡5 &❤❡ +❛&❡ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ ♦❢ &❤✐5 ♥❡✇ ❞❡❝✐♠❛&✐♦♥ ♠❡&❤♦❞✱ &❤❡ 5✐♠♣❧❡ ❧✐❢&✐♥❣ 5❝❤❡♠❡ ❛♥❞

&❤❡ ❛❞❛♣&✐✈❡ 0✉❛♥&✐③❛&✐♦♥ ♠❡&❤♦❞ ❢♦+ &❤❡ ❝♦♠♣+❡55✐♦♥ ♦❢ ✐++❡❣✉❧❛+ ♠♦❞❡❧5✳

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥

❲❡ 5❤♦✇❡❞ ✐♥ &❤✐5 ❝❤❛♣&❡+ &❤❛& ❛ 5✐♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡&+✐❝ ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥&❧② ❞+✐✈❡ &❤❡ 5✐♠♣❧✐✜❝❛&✐♦♥ ♦❢ ♠❡5❤❡5 ✇✐&❤

❛+❜✐&+❛+② ❢❛❝❡ ❞❡❣+❡❡5✳ ❲❡ ✜+5& ❞❡5❝+✐❜❡❞ ❛ ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡5❤ ❞❡❝✐♠❛&✐♦♥ ❛❧❣♦+✐&❤♠ ❜❛5❡❞ ♦♥ &✇♦ ♦♣❡+❛&♦+5✿ &❤❡

❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣5❡ ❛♥❞ &❤❡ ❡❞❣❡ +❡♠♦✈❛❧✳ ❲❡ &❤❡♥ ♣+❡5❡♥&❡❞ ❛ ❞❡❝✐♠❛&✐♦♥ 5&+❛&❡❣② ❢♦+ &❤❡ GG▼❈ ❛❧❣♦+✐&❤♠

✭5❡❡ ❈❤❛♣&❡+ ✹✮ &❤❛& ♣❡+❢♦+♠5 ✜+5& &❤❡ ❞❡❝✐♠❛&✐♦♥ ♦♣❡+❛&✐♦♥5 &❤❛& ♠♦❞✐❢② &❤❡ ❧❡❛5& &❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ &❤❡ ♠❡5❤✳

❚❤✐5 ♥❡✇ ♠❡&❤♦❞ ✐♠♣+♦✈❡5 &❤❡  ❛"❡✲❞✐'"♦ "✐♦♥ ♣❡ ❢♦ ♠❛♥❝❡ ❛& ❧♦✇ +❛&❡5 ❢♦+ &❤❡ ♣+♦❣+❡55✐✈❡ ❝♦♠♣+❡55✐♦♥

♦❢ ✐++❡❣✉❧❛+ ♠❡5❤❡5✳

❘❡❣❛+❞✐♥❣ &❤❡ 5✐♠♣❧✐✜❝❛&✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥✱ ✇❡ &❤✐♥❦ &❤❛& &❤❡+❡ ✐5 ♠✉❝❤ 5♣❛❝❡ &♦ ✐♠♣+♦✈❡ &❤❡ 0✉❛❧✐&② ♦❢

&❤❡ ❞❡❝✐♠❛&❡❞ ♠♦❞❡❧ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡+&❡① +❡❧♦❝❛&✐♦♥ ❛❢&❡+ ❛♥ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣5❡✳ ❆ ❢❛5& ✈❡+&❡① +❡❧♦❝❛&✐♦♥

5❝❤❡♠❡ &❤❛& ♣+♦❞✉❝❡5 ✇❡❧❧ 5❤❛♣❡❞ ♣♦❧②❣♦♥ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡5 &❤❡ ❞✐5&♦+&✐♦♥✱ 5✉❝❤ ❛5 &❤❡ ❛♣♣+♦❛❝❤ ♦❢ ●❛+❧❛♥❞

❬●❛+❧❛♥❞ ❛♥❞ ❍❡❝❦❜❡+&✱ ✶✾✾✼❪ ❢♦+ &+✐❛♥❣❧❡ ♠❡5❤❡5✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ 5✐❣♥✐✜❝❛♥& ❝♦♥&+✐❜✉&✐♦♥✳

❚❤❡ ♥❡①& ❝❤❛♣&❡+ 5❤♦✇5 ❤♦✇ ❛♥ ❛❞❛♣"❛"✐♦♥ ❢+❛♠❡✇♦+❦ ❝❛♥ &❛❦❡ ❜❡♥❡✜& ♦❢ &❤❡ ♠✉❧&✐+❡5♦❧✉&✐♦♥ 5&+✉❝&✉+❡

♣+♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ♣+♦❣+❡55✐✈❡ ♠❡5❤ ❝♦♠♣+❡55✐♦♥ ❛❧❣♦+✐&❤♠ &♦ ❡♥❛❜❧❡ &❤❡ ❡✣❝✐❡♥& +❡♠♦&❡ ✈✐5✉❛❧✐③❛&✐♦♥ ♦❢ 5❝✐❡♥&✐✜❝

✈✐5✉❛❧✐③❛&✐♦♥ ♠❡5❤❡5✳
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a. b. c.

d.

a. c.

d. e.

f. h.f. h.

g.
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❈❤❛♣$❡& ✻

❘❡♠♦$❡ ✈✐'✉❛❧✐③❛$✐♦♥ ♦❢ ♣/♦❣/❡''✐✈❡

▼❡'❤❡'

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✿ *$♦❣$❡,,✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣$❡,,✐♦♥ ♦❢ 4❤❡  ❛❞✐❛$♦ ♠♦❞❡❧✳ ■4, ♦$✐❣✐♥❛❧ ❳✸❉ ,✐③❡ ✐, ✾✺✸ ❑❇ ✭✶✻✵✵✷ ✈❡$4✐❝❡,✮✳

✻✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

■♥ 4❤❡ ❈❤❛♣4❡$ ✸✱ ✇❡ ♣$❡,❡♥4❡❞ ❛ ,4❛4❡✲♦❢✲4❤❡✲❛$4 ♦♥ ♣$♦❣$❡,,✐✈❡ ♠❡,❤ ❝♦♠♣$❡,,✐♦♥✳ ■♥ 4❤❡ ❈❤❛♣4❡$ ✹✱ ✇❡

❞❡,❝$✐❜❡❞ ❛ ♥❡✇ ♣$♦❣$❡,,✐✈❡ ♠❡,❤ ❝♦♠♣$❡,,✐♦♥ ❛❧❣♦$✐4❤♠ 4❤❛4 ❝❛♥ ❝♦♠♣$❡,, ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡,❤❡,✳ ■♥

4❤❡,❡ ♣$❡✈✐♦✉, ❝❤❛♣4❡$,✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠❡❞ 4❤❛4 4❤❡ ♠✉❧4✐$❡,♦❧✉4✐♦♥ ,4$✉❝4✉$❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❞❛4❛ ❝♦♠♣$❡,,❡❞ ✇✐4❤

♣$♦❣$❡,,✐✈❡ ❛❧❣♦$✐4❤♠, ✐, ✉,❡❢✉❧ 4♦♦❧ ❢♦$ ✸❉ ❞❛4❛ ❛❞❛♣#❛#✐♦♥✳ ■♥ 4❤✐, ❝❤❛♣4❡$✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥,4$❛4❡ ❤♦✇ 4♦

❡①♣❧♦✐4 4❤✐, ❢❡❛4✉$❡ ✐♥ 4❤❡ ❝♦♥4❡①4 ♦❢ $❡♠♦4❡ ✈✐,✉❛❧✐③❛4✐♦♥ ♦❢ ,❝✐❡♥4✐✜❝ ❞❛4❛✳ ❚❤✐, ✉,❡ ❝❛,❡ ❝♦♠❡, ❢$♦♠ 4❤❡

❈♦❧❧❛✈✐③ ♣$♦❥❡❝4 ❬❉✉♣♦♥4 ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠❡❞ ❛4 ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ $❡♠♦4❡ ❝♦❧❧❛❜♦$❛4✐✈❡ ♣❧❛4❢♦$♠ ❢♦$ ,✐♠✉❧❛4✐♦♥

❛♣♣❧✐❝❛4✐♦♥,✳

❆, ✇✐4❤ ♦4❤❡$ ❛♣♣❧✐❝❛4✐♦♥ ✜❡❧❞, ✉,✐♥❣ ♠❡,❤❡,✱ ✐♥❝$❡❛,✐♥❣ ♥❡❡❞, ❢♦$ ♣$❡❝✐,✐♦♥ ❛♥❞ S✉❛❧✐4② ✐♥ ,❝✐❡♥4✐✜❝

,✐♠✉❧❛4✐♦♥ ❧❡❛❞ 4♦ ❛♥ ✐♠♣♦$4❛♥4 ✐♥❝$❡❛,❡ ✐♥ 4❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐4② ♦❢ ✸❉ ❞❛4❛ ,❡4,✳ ❋♦$ ✐♥,4❛♥❝❡✱ 4❤❡ ♥✉♠❜❡$

♦❢ ♠❡,❤ ❡❧❡♠❡♥4, ✉,❡❞ ✐♥ ✜♥✐4❡ ❡❧❡♠❡♥4 $❡,♦❧✉4✐♦♥ ♠❡4❤♦❞, ❝❛♥ ♥♦✇ $❡❛❝❤ ❛❜♦✉4 ♦♥❡ ❜✐❧❧✐♦♥✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱

4❤❡,❡ ❞❛4❛ ✐, ♥♦✇❛❞❛②, ♣$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉4✐♥❣ ❝❡♥4❡$, ❛♥❞ ❤❛✈❡ 4♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② 4❡❛♠,

♦❢ ,❝✐❡♥4✐,4, ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡$, ✇❤♦ ❛$❡ ♠♦$❡ ❛♥❞ ♠♦$❡ ♦❢4❡♥ ❣❡♦❣$❛♣❤✐❝❛❧❧② ❞✐,4❛♥4✳ ◆❡✈❡$4❤❡❧❡,,✱ ❡✈❡♥ ✇✐4❤

4❤❡ ✐♥❝$❡❛,❡ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥❡4✇♦$❦ ❜❛♥❞✇✐❞4❤ 4♦❣❡4❤❡$ ✇✐4❤ 4❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉4❛4✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡$ $❡,♦✉$❝❡,✱

$❡♠♦4❡ ✈✐,✉❛❧✐③❛4✐♦♥ ♦❢ ❧❛$❣❡ ✸❉ ,❝✐❡♥4✐✜❝ ❞❛4❛,❡4, ,4✐❧❧ ,✉✛❡$, ❢$♦♠ ,❡✈❡$❛❧ ,❤♦$4❝♦♠✐♥❣, ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ 4❤❡

❞♦✇♥❧♦❛❞✐♥❣ 4✐♠❡✱ 4❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥4❡$❛❝4✐✈✐4② ❛♥❞ 4❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥4 ♦❢ ❞✐✛❡$❡♥4 4$❛♥,♠✐,,✐♦♥✱ ✈✐,✉❛❧✐③❛4✐♦♥ ❛♥❞

✉,❡$ ❝♦♥,4$❛✐♥4,✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ 4❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♣$♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥4 ❛♥❞ ❢❛,4 $❡♠♦4❡ ❛❝❝❡,, 4♦ ❧❛$❣❡ ✸❉ ,❝✐❡♥4✐✜❝ ❞❛4❛

✼✾
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✐% ❛❝❤✐❡✈❡" ❛ ❣♦♦❞ *❛%❡✲❞✐"%♦*%✐♦♥ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛*❡❞ ✇✐%❤ ❡@✉✐✈❛❧❡♥% "❝❤❡♠❡"✳ ❲❡ ❝❤♦"❡ %♦ ✉"❡ %❤✐"

"❝❤❡♠❡ *❛%❤❡* %❤❛♥ %❤❡ ♣*♦❣*❡""✐✈❡ RR▼❈ ❛♣♣*♦❛❝❤ ❞❡"❝*✐❜❡❞ ✐♥ %❤❡ ❈❤❛♣%❡* ✹ ❢♦* %✇♦ *❡❛"♦♥"✳ ❚❤❡ ✜*"%
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✭"❡❡ ❙❡❝%✐♦♥ ✸✳✷✳✾✮ ✇❤✐❧❡ ♦✉* ❝✉**❡♥% ✐♠♣❧❡♠❡♥%❛%✐♦♥ ♦❢ RR▼❈ ❝❛♥♥♦% ❤❛♥❞❧❡ %❤❡♠✳

❚❤❡ ❝♦♥%❡♥% ♦❢ %❤✐" ❝❤❛♣%❡* ❝❛♥ ❜❡ "✉♠♠❛*✐③❡❞ ❛" ❢♦❧❧♦✇"✳

• ❋✐*"%✱ ✇❡ ❞❡"❝*✐❜❡ ♣*❡✈✐♦✉" ✇♦*❦ ♦♥ ✸❉ "%*❡❛♠✐♥❣ ❛♥❞ ❛❞❛♣%❛%✐♦♥✱ ♣❛*%✐❝✉❧❛*❧② ✐♥ %❤❡ ❝♦♥%❡①% ♦❢ %❤❡

❳✸❉ ✜❧❡ ❢♦*♠❛%✳

• ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣*❡"❡♥% %❤❡ ♣*♦♣♦"❡❞  !"❡❛♠✐♥❣ ❛♥❞ ❛❞❛♣!❛!✐♦♥ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ❛♥❞ ✐%" ✐♥%❡❣*❛%✐♦♥ %♦ %❤❡

❳✸❉ ❢♦*♠❛%✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ %❤❡ ✉%✐❧✐%② ♦❢ %❤❡ ❛♣♣*♦❛❝❤ ✐" ✐❧❧✉"%*❛%❡❞ ❜② "♦♠❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥!❛❧ "❡ ✉❧! ♦❢ %❤❡ ❝♦♠♣*❡""✐♦♥

"❝❤❡♠❡ ❛♥❞ %❤❡ ❢✉❧❧ ❢*❛♠❡✇♦*❦✳

✻✳✷ #$❡✈✐♦✉* ✇♦$❦ ♦♥ ✸❉ ❞❛2❛ *2$❡❛♠✐♥❣ ❛♥❞ ❛❞❛♣2❛2✐♦♥

✸❉ ❞❛%❛ "%*❡❛♠✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛" %❤❡ ❝♦♥%✐♥✉♦✉" ❛♥❞ *❡❛❧✲%✐♠❡ ❞❡❧✐✈❡*② ♦❢ ✸❉ ❝♦♥%❡♥% ♦✈❡* ♥❡%✇♦*❦

❝♦♥♥❡❝%✐♦♥" ✐♥ ♦*❞❡* %♦✿

• ❡♥❛❜❧❡ ✉"❡* ✐♥%❡*❛❝%✐♦♥" ✇✐%❤♦✉% ❛ ❢✉❧❧ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ♦❢ %❤❡ ❞❛%❛✱

• ♣*♦✈✐❞❡ ❛ ✈✐"✉❛❧ @✉❛❧✐%② ❛" ✐❢ %❤❡ ❞❛%❛ ✇❡*❡ "%♦*❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✳

✸❉ ❞❛%❛ ❝❛♥ ❜❡ "%*❡❛♠❡❞ ♦✈❡* ❧♦""❧❡"" ♦* ❧♦""② ♥❡%✇♦*❦✳ ■♥ %❤❡ ❝❛"❡ ♦❢ ❛ ❧♦""② ♥❡%✇♦*❦✱ ✈❛*✐♦✉" ❛♣♣*♦❛❝❤❡"

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣*♦♣♦"❡❞ %♦ ❤❛♥❞❧❡ ❞❛%❛ ❧♦"" ❞✉*✐♥❣ %❤❡ %*❛♥"♠✐""✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ♠❡"❤ ❬❇✐"❝❤♦✛ ❛♥❞ ❑♦❜❜❡❧%✱ ✷✵✵✷✱

❈❤❡♥ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✱ ❈❤❡♥❣ ❛♥❞ ❇❛"✉✱ ✷✵✵✼❪✳ ❉❛%❛ *❡❞✉♥❞❛♥❝② %❡❝❤♥✐@✉❡" ❛♥❞ %❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛❝❦❡% ❧♦""

♦✈❡* %❤❡ *❡❝♦♥"%*✉❝%❡❞ ❞❛%❛ ✇❡*❡ "%✉❞✐❡❞ ❢♦* %❤❡ ❞✐✛❡*❡♥% "❝❤❡♠❡"✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ♦❢ *❡♠♦%❡ "❝✐❡♥%✐✜❝

✈✐"✉❛❧✐③❛%✐♦♥ ❞♦ ♥♦% %♦❧❡*❛%❡ ❞❛%❛ ❧♦""✳ ❚❤❡*❡❢♦*❡✱ ✐♥ %❤❡ ❝❛"❡ ♦❢ ❛ ❧♦""② ♥❡%✇♦*❦✱ ❡**♦* ❝♦**❡❝%✐♦♥ "❝❤❡♠❡"
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 ❛❦❡♥ ✐♥ ♦ ❛❝❝♦✉♥ ✐♥  ❤❡ ♠❡ +✐❝ ❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡+✱  ❤✐2 ✐2 ❞♦♥❡ ❛  ❤❡ ❡①♣❡♥2❡ ♦❢  ❤❡ ❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥

 ✐♠❡✳

❆2  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 2❡❝ ✐♦♥ ❞❡2❝+✐❜❡2 ✐ ✱ ✇❡ ❜❡♥❡✜ ❢+♦♠  ❤❡ ✐♥❛❝ ✐✈✐ ② ♦❢  ❤❡ ❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥❛❧ +❡2♦✉+❝❡2✱ ✇❤❡♥

 ❤❡ ✉2❡+ ❤❛2 ❢♦✉♥❞  ❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥ ❤❡ ✐2 ✐♥ ❡+❡2 ❡❞ ✐♥✱  ♦ ❝♦♠♣✉ ❡  ❤✐2 ♠❡ +✐❝ ❛♥❞ ❛2❦✱ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✱ ❢♦+ +❡✜♥❡♠❡♥ 2✳

■♥ ♦✉+ ❝✉++❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥ ❛ ✐♦♥✱ ✇❡ ❡① +❛❝ ✶✵✪ ♦❢  ❤❡  +✐❛♥❣❧❡2  ♦ ❝♦♠♣✉ ❡ FED✳ ❋♦+  ❤❡ ❤✐❣❤❡2 ❧❡✈❡❧2✱  ❤❡

❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥  ✐♠❡ ✐2 ❛♣♣+♦①✐♠❛ ❡❧② ❤❛❧❢ ♦❢  ❤❡ +❡♥❞❡+✐♥❣  ✐♠❡✳
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❖✉+ ❛❞❛♣ ❛ ✐♦♥ ❛❧❣♦+✐ ❤♠ ✐2  +✐❣❣❡+❡❞ ❜② ❡✈❡♥ 2✳ ❆♥ ❡✈❡♥ ❝❛♥ ❜❡✿ ❛♥ ❛❞❞✐ ✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♠❡2❤ ✐♥ ♦  ❤❡ 2❝❡♥❡✱

❛ ✜+2 +❡♥❞❡+✐♥❣ ❛❢ ❡+ ❛ ♠❡2❤ +❡✜♥❡♠❡♥ ✱ ❛ ✜+2 +❡♥❞❡+✐♥❣ ❛❢ ❡+ ❛ ♠❡2❤ ❝♦❛+2❡♥✐♥❣✱ ❛ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✈✐2✐❜✐❧✐ ② ♦❢

♦♥❡ ♦❜❥❡❝ ♦+ ❛ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✈✐❡✇✲♣♦✐♥ ✳ ◆♦ ❡  ❤❛  ❤❡ ❛❞❛♣ ❛ ✐♦♥ ❛❧❣♦+✐ ❤♠ ✐2 +✉♥ ✇❤❡♥  ❤❡ ✉2❡+ ❤❛2 ❢♦✉♥❞

❤✐2 ✐♥ ❡+❡2 ✈✐❡✇✲♣♦✐♥ ❛♥❞ ❞♦❡2 ♥♦ ♠♦✈❡ ❛♥②♠♦+❡✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣ ❛ ✐♦♥ ❛❧❣♦+✐ ❤♠ ❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥  ✐♠❡ ❞♦❡2 ♥♦ 

✐♠♣❛❝  ❤❡ ❢+❛♠❡ +❛ ❡ ❞✉+✐♥❣  +❛♥2✐❡♥ ♠♦✈❡2✳

L ✐2  ❤❡ 2❡ ♦❢  ❤❡ ♠❡2❤❡2 ❢+♦♠  ❤❡ 2❝❡♥❡  ❤❛  ❤❡ ✉2❡+ ❤❛2 2❡❧❡❝ ❡❞  ♦ ❜❡ ✈✐2✐❜❧❡✳ ❆❢ ❡+ ❡❛❝❤ ❡✈❡♥  ❤❡

❛❞❛♣ ❛ ✐♦♥ ❛❧❣♦+✐ ❤♠ ✐2 2 ❛+ ❡❞✳ ❇❛2✐❝❛❧❧② ✐ ❝❤♦♦2❡2 ❛♠♦♥❣  ❤❡2❡  ❤+❡❡ ❝❤♦✐❝❡2✿

• ❞♦ ♥♦ ❤✐♥❣✱

• ✐❢ Tr > Trmax ∗ (1 + r)✱ ❝♦❛#$❡  ❤❡ ♠❡2❤ M ♦❢ L ✇✐ ❤  ❤❡ ❤✐❣❤❡2 FED(Mi, R, P )✱

• ✐❢ Tr < Trmax✱ #❡✜♥❡ ❛ ♠❡2❤ M ♦❢ L ❣✐✈❡♥ ❜②  ❤❡ ✜♥❞▼❡2❤✭✮ ❢✉♥❝ ✐♦♥✳

❆♥ ❤②2 ❡+❡2✐2  ❤+❡2❤♦❧❞✐♥❣ ✭✐♥ +♦❞✉❝❡❞ ❜②  ❤❡ r ♣❛+❛♠❡ ❡+ ❡①♣❡+✐♠❡♥ ❛❧❧② 2❡ ✮ ❛✈♦✐❞2 ❥✉♠♣2 ❜❡ ✇❡❡♥

❧❡✈❡❧2 ❜❡❝❛✉2❡ ♦❢ Tr ✈❛+②✐♥❣ ❛+♦✉♥❞ Trmax✳ ■ ❛❧❧♦✇2 Tr  ♦ ♦✈❡+ ❛❦❡ Trmax ✇✐ ❤♦✉ 2♣❛✇♥✐♥❣ ❞❡ ❛✐❧ +❡❞✉❝ ✐♦♥✳

❚❤❡ ✜♥❞▼❡2❤✭✮ ❢✉♥❝ ✐♦♥ +❡ ✉+♥2  ❤❡ ♠❡2❤ ✇✐ ❤  ❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ FED(Mi, R, P ) ✇❤✐❝❤ 2❛ ✐2✜❡2 ❛❧❧  ❤❡ ❢♦❧✲

❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥2 +❛✐♥ 2✿

• Q < Qmax✱

• Tdl(M) < Tdlmax✱

• ❛♥❞ FED(Mi, R, P ) < FEDmax✳

❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❞❛♣ ❛ ✐♦♥ ❛❧❣♦+✐ ❤♠ ✐2 ✇+✐  ❡♥ ✐♥ ♣2❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ✐♥ ❋✐❣✉+❡ ✻✳✸✳

✐❢ Tr < Trmax *❤❡♥

▼ ❂ ✜♥❞▼❡2❤✭✮

✐❢ M ❡①✐2 2 *❤❡♥

✐❢ Mi+1 ✐2 ♥♦ ✐♥ ♠❡♠♦+② *❤❡♥

2 ❛+ ❞♦✇♥❧♦❛❞✐♥❣ Mi+1 ❛♥❞ 2 ♦+❡ ✐ ✐♥ ♠❡♠♦+②

❡♥❞ ✐❢

+❡♣❧❛❝❡ Mi ❜② Mi+1

❡♥❞ ✐❢

❡❧$❡ ✐❢ Tr > Trmax ∗ (1 + r) *❤❡♥

2❡❧❡❝  ❤❡ ✈✐2✐❜❧❡ ♠❡2❤ M ✇✐ ❤  ❤❡ ❤✐❣❤❡2 FED(Mi, R, P )
+❡♣❧❛❝❡ Mi ❜② Mi−1

❡♥❞ ✐❢

❋✐❣✉+❡ ✻✳✸✿ ❚❤❡ ❛❞❛♣ ❛ ✐♦♥ ❛❧❣♦+✐ ❤♠✳ ❚❤❡ ✜+2 +❡♥❞❡+✐♥❣ ❛❢ ❡+ ❛ ♠❡2❤ +❡✜♥✐♥❣ ♦+ ❝♦❛+2❡♥✐♥❣  +✐❣❣❡+2 ❛ ♥❡✇

+✉♥ ♦❢  ❤❡ ❛❞❛♣ ❛ ✐♦♥ ♣+♦❝❡❞✉+❡✳

❆2  ❤❡ ✉2❡+ ♠❛② ❜❡ ✐♥ ❡+❡2 ❡❞ ✐♥ ✈✐2✉❛❧✐③✐♥❣  ❤❡ ❤✐❣❤❡2 ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡ ❛✐❧ ♦❢ ❛ ❝❡+ ❛✐♥ ♠❡2❤ M ♦❢  ❤❡ 2❝❡♥❡✱

❤❡ ❝❛♥ ❢♦+❝❡  ❤❡ +❡♥❞❡+✐♥❣ ♦❢ ✐ 2 ❤✐❣❤❡2 ❧❡✈❡❧ Mn ❡✈❡♥ ✐❢ ✐ ❝❛♥ ♥♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛ ❛♥ ✐♥ ❡+❛❝ ✐✈❡ ❢+❛♠❡ +❛ ❡✳

✽✸



■♥ "❤✐% ❝❛%❡✱ ❛❧❧ "❤❡ ❧❡✈❡❧% ❛,❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞ Mn ✐% ,❡♥❞❡,❡❞ ✇✐"❤♦✉" "❛❦✐♥❣ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" "❤❡ ,❡%✉❧"% ♦❢ "❤❡

♣,❡✈✐♦✉% ❛❞❛♣"❛"✐♦♥ ❛❧❣♦,✐"❤♠✳

✻✳✸✳✸ ❙$%❡❛♠✐♥❣ ❧❡✈❡❧. ♦❢ ❞❡$❛✐❧ ✇✐$❤ ❳✸❉

❆" "❤❡ ❝❧✐❡♥" %✐❞❡✱ "❤❡ ,❡%♦✉,❝❡% ✐♥ "❡,♠% ♦❢ ♥❡"✇♦,❦ ❜❛♥❞✇✐❞"❤✱ ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐"✐❡% ✭❈;❯✱ ❘❆▼✱ ❣,❛♣❤✐❝

❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡,✱ ❡"❝✳✮ ❛,❡ ❧✐♠✐"❡❞ ✇❤✐❧❡ "❤❡ ,❡%♦✉,❝❡% ❛" "❤❡ %❡,✈❡, %✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥❛❣❡❞✳ ❚❤❡,❡❢♦,❡✱

✇❡ ✉%❡ ❛ ❝❧✐❡♥"✲%❡,✈❡, ❛,❝❤✐"❡❝"✉,❡ "♦ %",❡❛♠ "❤❡ ♣,♦❣,❡%%✐✈❡ ♠❡%❤❡%✳

❚❤❡ ❋✐❣✉,❡ ✻✳✹ ♣,❡%❡♥"% "❤❡ ❝♦♠♣,❡%%❡❞ %",❡❛♠ ♣,♦✈✐❞❡❞ ❜② "❤❡ ▲❡❡ ❡" ❛❧✳ ❛❧❣♦,✐"❤♠ ❬▲❡❡ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳

❚❤✐% %",❡❛♠ ✐% ♥❛"✉,❛❧❧② ❞❡❝♦♠♣♦%❡❞ ✐♥"♦ %❡✈❡,❛❧ ♣❛,"%✱ ❡❛❝❤ %"❛♥❞✐♥❣ ❢♦, ❛ ❝❡,"❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡"❛✐❧ ❛♥❞ ❡❛❝❤

❝♦♥"❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝"✐✈✐"② ✭❈✮✱ ❣❡♦♠❡",② ✭●✮ ❛♥❞ ❝♦❧♦, ✭❈❧✮ ✐♥❢♦,♠❛"✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜,%" ♣❛," ✐% "❤❡ ❜❛%❡ ♠❡%❤ ✭✉%✉❛❧❧②

%❡✈❡,❛❧ ❞♦③❡♥% ♦❢ ✈❡,"✐❝❡%✮ ✇❤✐❝❤ ✐% ❡♥❝♦❞❡❞ ✉%✐♥❣ ❛ %"❛♥❞❛,❞ ♠♦♥♦✲,❡%♦❧✉"✐♦♥ ❝♦♠♣,❡%%✐♦♥ "❡❝❤♥✐O✉❡❀ "❤❡♥

❡❛❝❤ ♣❛," ♦❢ "❤❡ %",❡❛♠✱ "♦❣❡"❤❡, ✇✐"❤ "❤❡ ❛❧,❡❛❞② ❞❡❝♦♠♣,❡%%❡❞ ❧❡✈❡❧✱ ❛❧❧♦✇% "♦ ❜✉✐❧❞ "❤❡ ♥❡①" ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡"❛✐❧✳

❆" "❤❡ ❡♥❞ ♦❢ "❤❡ %",❡❛♠ ❞❡❝♦❞✐♥❣ "❤❡ ♦,✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝" ✐% ,❡",✐❡✈❡❞✳

❋✐❣✉,❡ ✻✳✹✿ ❋♦,♠❛" ♦❢ "❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ %",❡❛♠✳ ❊❛❝❤ ♣❛," ♦❢ "❤❡ %",❡❛♠ ❝♦♥"❛✐♥% ❣❡♦♠❡",② ✭●✮✱ ❝♦♥♥❡❝"✐✈✐"② ✭❈✮

❛♥❞ ❝♦❧♦, ✭❈❧✮ ❞❛"❛ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦, ♠❡%❤ ,❡✜♥❡♠❡♥"✳

❲❡ ✐♥"❡❣,❛"❡ ♦✉, ❢,❛♠❡✇♦,❦ "♦ "❤❡ ❳✸❉ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐"❤ "❤❡ %❛♠❡ ❛♣♣,♦❛❝❤ ❛% ✐♥ ❬❋♦❣❡❧ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳

❚❤❡ ✸❉ %❝❡♥❡ ✐% ❞❡%❝,✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ❳✸❉ ✜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥"❛✐♥% ❛ ProgrTriSet ♥♦❞❡ ❢♦, ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝"✳ ProgrLOD
♥♦❞❡% ,❡❝❡✐✈❡ "❤❡ ❯❘▲ ✐♥❞✐❝❛"✐♥❣ ✇❤❡,❡ "♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ "❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡"❛✐❧ ❞❛"❛ ✭%❡❡ ❋✐❣✉,❡ ✻✳✺✮✳ ❲❤❡♥ ❛

❝❧✐❡♥" ,❡O✉❡%"% ❛ ♠❡%❤✱ ✐" ,❡❝❡✐✈❡% "❤✐% ❳✸❉ ✜❧❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐" ❝❛♥ %"❛," ❞♦✇♥❧♦❛❞✐♥❣ "❤❡ ❧❡✈❡❧% ❛❝❝♦,❞✐♥❣ "♦ "❤❡

♣,❡✈✐♦✉%❧② ❞❡%❝,✐❜❡❞ ❛❞❛♣"❛"✐♦♥ %",❛"❡❣②✳

❁!"♦❣"❚"✐❙❡)❃

❁!"♦❣"▲❖❉ ❧ ❡ ✈ ❡ ❧❂✧✵✧ ✉ " ❧❂✧ ❤) )♣ ✿ ✴✴ ❝ ♦ ❧ ❧ ❛ ✈ ✐ ③ ✳ ♦"❣ ✴ ❧♦❞✵ ✳ ♣=✧ ✴❃

❁!"♦❣"▲❖❉ ❧ ❡ ✈ ❡ ❧❂✧✶✧ ✉ " ❧❂✧ ❤) )♣ ✿ ✴✴ ❝ ♦ ❧ ❧ ❛ ✈ ✐ ③ ✳ ♦"❣ ✴ ❧♦❞✶ ✳ ♣=✧ ✴❃

❁!"♦❣"▲❖❉ ❧ ❡ ✈ ❡ ❧❂✧✷✧ ✉ " ❧❂✧ ❤) )♣ ✿ ✴✴ ❝ ♦ ❧ ❧ ❛ ✈ ✐ ③ ✳ ♦"❣ ✴ ❧♦❞✷ ✳ ♣=✧ ✴❃

❁!"♦❣"▲❖❉ ❧ ❡ ✈ ❡ ❧❂✧✸✧ ✉ " ❧❂✧ ❤) )♣ ✿ ✴✴ ❝ ♦ ❧ ❧ ❛ ✈ ✐ ③ ✳ ♦"❣ ✴ ❧♦❞✸ ✳ ♣=✧ ✴❃

✳ ✳ ✳

❁✴!"♦❣"❚"✐❙❡)❃

❋✐❣✉,❡ ✻✳✺✿ ■♥"❡❣,❛"✐♦♥ ♦❢ ♦✉, ♣,♦❣,❡%%✐✈❡ ❝♦♠♣,❡%%❡❞ ,❡♠♦"❡ ♠❡%❤ ,❡♣,❡%❡♥"❛"✐♦♥ ✐♥ ❳✸❉✳ ✬✳♣%✬ ✜❧❡% ❝♦,,❡✲

%♣♦♥❞ "♦ "❤❡ ❜✐♥❛,② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡"❛✐❧ ❞❛"❛ ❣❡♥❡,❛"❡❞ ❜② ♦✉, ♣,♦❣,❡%%✐✈❡ ♠❡%❤ ❡♥❝♦❞✐♥❣ %❝❤❡♠❡✳

❖✉, ❝❧✐❡♥" ❛%❦% ❢♦, ♥❡✇ ❧❡✈❡❧% ♦❢ ❞❡"❛✐❧ ✉%✐♥❣ ❍❚❚; ,❡O✉❡%"%✳ ❚❤❡ %❡,✈❡, ,❡%♣♦♥❞% ❜② ❞❡❧✐✈❡,✐♥❣ "❤❡ ♠❡%❤

❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡"❛✐❧ ❞❛"❛ "❤❛" ❤❛% ❜❡❡♥ ❛❧,❡❛❞② ❝♦♠♣✉"❡❞ ♦✛✲❧✐♥❡ ❜② ♦✉, ♣,♦❣,❡%%✐✈❡ ❝♦♠♣,❡%%✐♦♥ %❝❤❡♠❡✳ ❖♥❝❡ "❤❡

❝❧✐❡♥" ❤❛% ,❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧✱ ✐" ,❡%"❛,"% "❤❡ ❛❞❛♣"❛"✐♦♥ ♣,♦❝❡❞✉,❡ ✐♥ ♦,❞❡, "♦ ♠❛①✐♠✐③❡ "❤❡ ✉%❡, ❡①♣❡,✐❡♥❝❡

❛♥❞ ♠❛✐♥"❛✐♥ "❤❡ ♠❡",✐❝% ❜❡❧♦✇ "❤❡✐, "❤,❡%❤♦❧❞%✳ ❯%✐♥❣ "❤❡ ❍❚❚;✭❙✮ ♣,♦"♦❝♦❧ ✇✐"❤ ✐"% %"❛♥❞❛,❞ ❚❈;✴■;

♣♦,"✱ "❤❡ ♣,♦♣♦%❡❞ ",❛✣❝ ❝❛♥ ♣❛%% "❤,♦✉❣❤ ♠♦%" ♦❢ "❤❡ ✜,❡✇❛❧❧% ❛♥❞ ♣,♦①② %❡,✈❡,% ❞❡♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛♥✐❡%

❢♦, "❤❡✐, ❝♦♥♥❡❝"✐♦♥ "♦ "❤❡ ■♥"❡,♥❡"✳

✻✳✹ ❊①♣❡'✐♠❡♥+,

❲❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ♦✉, ❡①♣❡,✐♠❡♥"% ✐♥ "✇♦ ♣❛,"%✳ ❚❤❡ ✜,%" ♣❛," ,❡♣♦,"% ❝♦♠♣,❡%%✐♦♥ ,❡%✉❧"% ♦❜"❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣,❡%%✐♥❣

%❝✐❡♥"✐✜❝ ✈✐%✉❛❧✐③❛"✐♦♥ ♠❡%❤❡% ✇✐"❤ "❤❡ ♣,♦❣,❡%%✐✈❡ ❝♦❞❡, ❡♠❜❡❞❡❞ ✐♥ ♦✉, ❢,❛♠❡✇♦,❦ ❬▲❡❡ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳ ❚❤❡

%❡❝♦♥❞ ♣❛," ,❡❧❛"❡% ❡①♣❡,✐♠❡♥"% ♦❜"❛✐♥❡❞ ✇✐"❤ "❤❡ ❝♦♠♣❧❡"❡ %",❡❛♠✐♥❣ ❛♥❞ ❛❞❛♣"❛"✐♦♥ ❢,❛♠❡✇♦,❦✳ ❚❤❡

❡①♣❡,✐♠❡♥"% ,❛♥ ♦♥ ❛ %"❛"✐♦♥ ✇✐"❤ ✷✱✽ ●❤③ ♣,♦❝❡%%♦, ❛♥❞ ❛ ◆❱■❉■❆ ◗✉❛❞,♦ ❋❳ ✺✽✵✳

✽✹



�������
��	
�	

�����

��������
�
	�
�
��
�

�	
��

��
��

	

�	

���������

����������
��
��



❧✐❦❡ ●❩■' ♣)♦✈✐❞❡- ❝♦♠♣)❡--✐♦♥ )❛2✐♦- ❜❡2✇❡❡♥ ✶✺✪ ❛♥❞ ✷✵✪✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡❝♦♠♣)❡--✐♦♥ 2✐♠❡- ✭❛❧❧ ❧❡✈❡❧-✮

❛)❡ ❜❡2✇❡❡♥ ✵✳✶✹ ❛♥❞ ✻✱✵✶✺ -❡❝♦♥❞-✱ )❡-♣❡❝2✐✈❡❧② ❢♦) ✈✐"#❝✉&❜ ✭✹✳✸❑✈❡)2✐❝❡-✮ ❛♥❞ #❛♥❦ ✭✶✷✸❑✈❡)2✐❝❡-✮ ♦♥ ❛

✷●❤③ ♣)♦❝❡--♦)✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❧❡✈❡❧- ✐- ❛✉2♦♠❛2✐❝❛❧❧② ❞❡2❡)♠✐♥❡❞ -♦ ❛- 2♦ ♦❜2❛✐♥ ❛ ❜❛-❡ ♠❡-❤ ♦❢ ❛)♦✉♥❞ ❛

❤✉♥❞)❡❞ ✈❡)2✐❝❡-✳ ■2 ❣♦❡- ❢)♦♠ ✶✵ ✭✈✐"#❝✉&❜✮ 2♦ ✷✻ ✭#❛♥❦✮✳ ❚❤✐- ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❧❡✈❡❧- ❞❡♣❡♥❞- ♦♥ ❜♦2❤ 2❤❡ ♥✉♠❜❡)

♦❢ ✈❡)2✐❝❡- ❛♥❞ 2❤❡ -❤❛♣❡ ❝♦♠♣❧❡①✐2② ♦❢ 2❤❡ ♠♦❞❡❧✳

◆❛♠❡ ❖)✐❣✐♥❛❧ ✭❑❇✮ ❈♦♠♣)❡--❡❞ ✭❑❇✮ ❘❛2✐♦

✈❡❧♦❝✐2②❴❈' ✼✼✸✾ ✷✷✼✳✾ ✷✳✾✹✪

✈❡❧♦❝✐2② ✷✾✼✾ ✽✸✳✹ ✷✳✽✵✪

)❛❞✐❛2♦) ✾✺✸ ✷✼✳✵ ✷✳✽✸✪

)❛❞✐❛2♦)❴■-♦ ✼✶✸ ✶✾✳✻ ✷✳✼✺✪

✈✐-2❝✉)❜❴❈' ✸✺✹ ✶✻✳✵ ✹✳✺✶✪

2❛♥❦ ✶✵✵✻✺ ✷✻✻✳✵ ✷✳✻✹✪

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ▲♦--❧❡-- ❝♦♠♣)❡--✐♦♥ )❡-✉❧2- ❢♦) -❡✈❡)❛❧ ♦❜❥❡❝2- ❢)♦♠ -❝✐❡♥2✐✜❝ -✐♠✉❧❛2✐♦♥- ✇✐2❤ 2❤❡ ❛❧❣♦)✐2❤♠ ❢)♦♠

❬▲❡❡ ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳

❚❤❡ ❋✐❣✉)❡ ✻✳✶ ✐❧❧✉-2)❛2❡- -❡✈❡)❛❧ ❧❡✈❡❧- ♦❢ ❞❡2❛✐❧ ❢)♦♠ 2❤❡ ♣)♦❣)❡--✐✈❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ 2❤❡ &❛❞✐❛#♦& ♠♦❞❡❧❀

❡✈❡♥ ❛❢2❡) ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ✈❡)② -♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥2 ♦❢ ❞❛2❛ ✭❡❣✳ ✹✳✸ ❑❇✱ ❝♦))❡-♣♦♥❞✐♥❣ 2♦ ❛ ❞❡❝♦♠♣)❡--✐♦♥ 2✐♠❡

♦❢ ✸✵ ♠-✮ 2❤❡ )❡-✉❧2✐♥❣ ♠♦❞❡❧- ❛)❡ ♥❡✈❡)2❤❡❧❡-- ✈✐-✉❛❧❧② ❝♦))❡❝2 ❛❧❧♦✇✐♥❣ 2❤❡ ❝❧✐❡♥2 2♦ ❜❡ ❛❜❧❡ 2♦ ✈✐-✉❛❧✐③❡ ❛

♥✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ❡✈❡♥ 2❤)♦✉❣❤ ❛ ✈❡)② ❧♦✇ ❜❛♥❞✇✐❞2❤ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❚❤❡-❡ ❧❡✈❡❧- ♦❢ ❞❡2❛✐❧ ❛❧-♦ ❛❧❧♦✇ 2♦ ❛❞❛♣2 2❤❡ )❡-♦❧✉2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ -❝❡♥❡ 2♦ 2❤❡ ♣)♦❝❡--✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐2② ♦❢ 2❤❡

❞✐-♣❧❛② ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉)❡ ✻✳✽ ✐❧❧✉-2)❛2❡- -❡✈❡)❛❧ ❧❡✈❡❧- ♦❢ ❞❡2❛✐❧ ♦❢ 2❤❡ &❛❞✐❛#♦&❴■"♦ ♠♦❞❡❧✳ ■❢ ♦♥❧② ❛ -♠❛❧❧

♣❛)2 ♦❢ 2❤❡ -2)❡❛♠ ✐- ❞❡❝♦❞❡❞ 2❤❡♥ 2❤❡ )❡-✉❧2✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦✇♥- ♦♥❧② ❛ -♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡) ♦❢ 2)✐❛♥❣❧❡- ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥

❡✣❝✐❡♥2 )❡♥❞❡)✐♥❣ ❡✈❡♥ ♦♥ ❧♦✇ ❝❛♣❛❝✐2② ❞❡✈✐❝❡-✳ ❆- ✐2 ✐- -❤♦✇♥ ✐♥ 2❤❡ ♥❡①2 ❡①♣❡)✐♠❡♥2-✱ 2❤❡-❡ ♣)♦♣❡)2✐❡-

❝♦♠❜✐♥❡❞ 2♦ ♦✉) ❛❞❛♣2❛2✐♦♥ ❛❧❣♦)✐2❤♠ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❛ ✈❡)② ❡✣❝✐❡♥2 -2)❡❛♠✐♥❣ ❢)❛♠❡✇♦)❦✳

❋✐❣✉)❡ ✻✳✽✿ ')♦❣)❡--✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣)❡--✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ &❛❞✐❛#♦&❴■"♦ ♠♦❞❡❧✳

✻✳✹✳✷ ❈♦♠♣❧❡*❡ +*,❡❛♠✐♥❣ ❛♥❞ ❛❞❛♣*❛*✐♦♥ ❢,❛♠❡✇♦,❦

❲❡ ❤❛✈❡ 2❡-2❡❞ ♦✉) ✇❤♦❧❡ ❢)❛♠❡✇♦)❦ ❜② -✐♠✉❧❛2✐♥❣ ❛ )❡♠♦2❡ -❝✐❡♥2✐✜❝ ✈✐-✉❛❧✐③❛2✐♦♥ -❡--✐♦♥ ✇✐2❤ ❛ ♠❡-❤

❝♦♠✐♥❣ ❢)♦♠ ❛ )❡❛❧ -2✉❞② ❝❛-❡ ❬❘✉♣♣ ■✳✱ ✷✵✵✽❪ ♦❢ ✹✻✵✶✾✷ ❢❛❝❡2-✳ ❆❧❧ 2❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡2❛✐❧ ❞❛2❛ ✇❡)❡ -2♦)❡❞

♦♥ ❛♥ ❍❚❚' -❡)✈❡)✳ ❖✉) ❛❞❛♣2❛2✐♦♥ ❢)❛♠❡✇♦)❦ -✉❝❝❡--✐✈❡❧② ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞ )❡♥❞❡)❡❞ 2❤❡♠✳ ❲❡ ❞✐❞ 2✇♦

❡①♣❡)✐♠❡♥2- ✇❤✐❝❤ ❛)❡ ❞❡-❝)✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❱✐❡✇♣♦✐♥' ❛❞❛♣'❛'✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜)-2 ❡①♣❡)✐♠❡♥2 ❝♦♥-✐-2❡❞ ✐♥ -2✉❞②✐♥❣ 2❤❡ ❡✛❡❝2- ♦❢ ♦✉) ❛❞❛♣2❛2✐♦♥ ❢)❛♠❡✇♦)❦

✇❤❡♥ 2❤❡ ✉-❡) ❝❤❛♥❣❡- 2❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥2✳ ❆❢2❡) ❡❛❝❤ ♠♦✈❡✱ ✇❡ ✇❛✐2❡❞ ❢♦) 2❤❡ ❞❛2❛ )❡`✉❡-2❡❞ ❜② ♦✉)

❛❞❛♣2❛2✐♦♥ ❛❧❣♦)✐2❤♠ 2♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡2❡❧② ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❜❡❢♦)❡ 2❛❦✐♥❣ -♥❛♣-❤♦2- ♦❢ 2❤❡ ♥❡✇ )❡♥❞❡)✐♥❣✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛)❡❞ 2❤❡-❡ -♥❛♣-❤♦2- ✇✐2❤ 2❤❡✐) ❡`✉✐✈❛❧❡♥2 2❛❦❡♥ ✇✐2❤ 2❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ❜② ❝♦♠♣✉2✐♥❣ 2❤❡

'❙◆❘✳ ❚❤❡ )❡-✉❧2- ♦❢ 2❤✐- ❡①♣❡)✐♠❡♥2 ❛)❡ ♣)❡-❡♥2❡❞ ✐♥ 2❤❡ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷✳ ❙♥❛♣-❤♦2- ♦❢ 2❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥2- ✉-❡❞

✽✻



a.

b.

c.

❋✐❣✉$❡ ✻✳✾✿ ❙♥❛♣.❤♦1. 1❛❦❡♥ ❞✉$✐♥❣ ♦✉$ 1❡.1 ♦❢ ♣$♦❣$❡..✐✈❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❛♥❞ $❡♥❞❡$✐♥❣ ♦❢ ♦✉$ ♠♦❞❡❧ ✇✐1❤ ❞✐✛❡$❡♥1

✈✐❡✇♣♦✐♥1.✳

✽✼



❞✉"✐♥❣ &❤❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥& ❝❛♥ ❜❡ /❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉"❡ ✻✳✾✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉&❡❞ &❤❡ FED ♠❡&"✐❝/ ❜② ❡①&"❛❝&✐♥❣ ✶✵✪

♦❢ &❤❡ &"✐❛♥❣❧❡/ ❢♦" ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✳ ■& &♦♦❦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ &✐♠❡ ♦❢ ✶✶✵ ♠/ ❢♦" &❤❡ ✜♥❡/& ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡&❛✐❧✳

❘❡/✉❧&/ ❞❡♠♦♥/&"❛&❡ &❤❛& ♦✉" ❢"❛♠❡✇♦"❦ ♣❡"♠✐&/ &♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ✈✐/✉❛❧✐③❛&✐♦♥ C✉❛❧✐&② ❛♥❞ ✐♥&❡"❛❝&✐✈❡

❢"❛♠❡ "❛&❡/ ❢♦" ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥& ❜② ❞♦✇♥❧♦❛❞✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ❛♠♦✉♥& ♦❢ ❞❛&❛ ✭/❡❡ ❋✐❣✉"❡ ✻✳✾ ❛✮✳ ■♥❞❡❡❞✱

❢♦" &❤✐/ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡&❛✐❧✱ ♦♥❧② ✷✼✪ ♦❢ &❤❡ ❞❛&❛ ♥❡❡❞ &♦ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② ✺✵✵✵✵ ✈❡"&✐❝❡/ ❤❛✈❡ &♦ ❜❡

❞✐/♣❧❛②❡❞✳ ❚❤❡♥ ✇❤❡♥ &❤❡ ✉/❡" ③♦♦♠/ ♦♥ ❛ /♣❡❝✐✜❝ ♣❛"& ♦❢ &❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♠♦"❡ ❞❛&❛ ✐/ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞

&❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡&❛✐❧ ✐♥❝"❡❛/❡/✳

K♦✐♥& ♦❢ ✈✐❡✇ ✭❋✐❣✉"❡ ✻✳✾✮ ❛✳ ❜✳ ❝✳

▲❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡&❛✐❧ ✷✾✴✸✹ ✸✷✴✸✹ ✸✹✴✸✹

◆❜ ♦❢ &"✐❛♥❣❧❡/ ✺✵✹✶✷ ✶✺✵✻✺✵ ✹✻✵✶✾✷

✪ ♦❢ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❞❛&❛ ✷✻✳✻ ✺✷✳✶ ✶✵✵

Tr ✭♠/✮ ✹✺ ✷✸✵ ✷✻✻

K❙◆❘ ✭❞❇✮ ✸✺✳✽✸ ✸✼✳✽✵ ✲

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❘❡/✉❧&/ ♦❢ ♦✉" &❡/& ♦❢ ♣"♦❣"❡//✐✈❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❛♥❞ "❡♥❞❡"✐♥❣ ♦❢ ♦✉" ♠♦❞❡❧ ✇✐&❤ ❞✐✛❡"❡♥& ✈✐❡✇♣♦✐♥&/✳

❲❡ /❡& FEDmax = 1.8✱ Trmax = 200 ❛♥❞ r = 0, 5✳

❘❡"♦❧✉&✐♦♥ ❛❞❛♣&❛&✐♦♥✳ ❚❤❡ /❡❝♦♥❞ ❡①♣❡"✐♠❡♥& ❝♦♥/✐/&❡❞ ✐♥ /&✉❞②✐♥❣ &❤❡ ❡✛❡❝&/ ♦❢ ♦✉" ❛❞❛♣&❛&✐♦♥ ❢"❛♠❡✲

✇♦"❦ ✇❤❡♥ ❝♦♥/✐❞❡"✐♥❣ ❛ /✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥& ✭/❡❡ ❋✐❣✉"❡ ✻✳✶✵✮ ❜✉& ✉/✐♥❣ &❤"❡❡ ❞✐✛❡"❡♥& /❝"❡❡♥ "❡/♦❧✉&✐♦♥/✿

♦♥❡ ♦❢ ❛ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡✈✐❝❡ ✭✻✹✵①✹✽✵✮✱ ♦♥❡ ♦❢ ❛ /&❛♥❞❛"❞ ♥♦&❡❜♦♦❦ ❝♦♠♣✉&❡" ✭✶✷✽✵①✽✵✵✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ✭✶✽✽✷①✾✸✷✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ "❡❛❝❤❡❞ ♦♥ ❛ ♣♦✇❡"❢✉❧ ❣"❛♣❤✐❝ /&❛&✐♦♥ ✇✐&❤ ❛ ✷✹ ✐♥❝❤❡/ ♠♦♥✐&♦"✳ ❋♦" ❡❛❝❤ /❝"❡❡♥ "❡/♦✲

❧✉&✐♦♥✱ ♦✉" ❛❧❣♦"✐&❤♠ ❛✉&♦♠❛&✐❝❛❧❧② ❛❞❛♣&❡❞ &❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡&❛✐❧ ♦❢ &❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧✳ ▲✐❦❡ ✐♥ &❤❡ ♣"❡✈✐♦✉/

❡①♣❡"✐♠❡♥& ✇❡ ❝♦♠♣❛"❡❞✱ ✉/✐♥❣ &❤❡ K❙◆❘✱ &❤❡ /♥❛♣/❤♦&/ ♦❜&❛✐♥❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡&❛✐❧ /❡❧❡❝&❡❞ ❜②

&❤❡ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ✇✐&❤ &❤❡ /♥❛♣/❤♦&/ &❛❦❡♥ ✇✐&❤ &❤❡ ❢✉❧❧ ♠❡/❤❀ &❤❡ "❡/✉❧&/ ❛"❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ &❤❡ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ❛♥❞

❛&&❡/& &❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉" ❛❞❛♣&❛&✐♦♥ ❛❧❣♦"✐&❤♠ /✐♥❝❡ &❤❡ K❙◆❘ ✈❛❧✉❡/ "❡♠❛✐♥ C✉✐&❡ ❤✐❣❤✳

❘❡/♦❧✉&✐♦♥ ✻✹✵①✹✽✵ ✶✷✽✵①✽✵✵ ✶✽✽✷①✾✸✷

▲❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡&❛✐❧ ✸✵✴✸✹ ✸✷✴✸✹ ✸✸✴✸✹

◆❜ ♦❢ &"✐❛♥❣❧❡/ ✼✵✽✻✷ ✶✺✵✻✺✵ ✷✸✽✼✷✵

✪ ♦❢ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❞❛&❛ ✸✶✳✺ ✺✷✳✶ ✼✵✳✶

K❙◆❘ ✭❞❇✮ ✸✺✳✻✶ ✹✵✳✻✹ ✹✹✳✶✸

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ❘❡/✉❧&/ ♦❢ ♦✉" &❡/& ♦❢ ♣"♦❣"❡//✐✈❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❛♥❞ "❡♥❞❡"✐♥❣ ♦❢ ♦✉" ♠♦❞❡❧ ✇✐&❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈✐❡✇♣♦✐♥&

❛♥❞ ❞✐✛❡"❡♥& /❝"❡❡♥ "❡/♦❧✉&✐♦♥/✳ ❲❡ /❡& FEDmax = 1.8✱ Trmax = 200 ❛♥❞ r = 0, 5✳

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

■♥ &❤✐/ ❝❤❛♣&❡"✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣"♦♣♦/❡❞ ❛♥ ❛❞❛♣&✐✈❡ ❛♥❞ ♣"♦❣"❡//✐✈❡ /&"❡❛♠✐♥❣ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ❞❡❞✐❝❛&❡❞ &♦ "❡♠♦&❡

/❝✐❡♥&✐✜❝ ✈✐/✉❛❧✐③❛&✐♦♥✳ ❚❛"❣❡&❡❞ ❞❛&❛ ✐/ /✉"❢❛❝✐❝ "❡♣"❡/❡♥&❛&✐♦♥/ ♦❢ ✸❉ ♠❡/❤❡/ ❝♦♠♣✉&❡❞ ✇✐&❤ ✜♥✐&❡ ❡❧❡✲

♠❡♥&/ ♠❡&❤♦❞/✳ ❉✉❡ &♦ &❤❡ ✐♠♣♦"&❛♥❝❡ ♦❢ &❤❡ /❝❛❧❛" ✜❡❧❞/ ❧✐♥❦❡❞ &♦ &❤❡ ✈❡"&✐❝❡/ ♦❢ &❤❡ ♠❡/❤❡/ ❢♦" &❤❡

✈✐/✉❛❧✐③❛&✐♦♥ ❛♥❞ &❤❡ ❛♥❛❧②/✐/✱ ♦✉" ❢"❛♠❡✇♦"❦ ✐♥&❡❣"❛&❡/ ❛ ♣"♦❣"❡//✐✈❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠❡&❤♦❞ &❤❛& ❤❛♥❞❧❡/ ❝♦❧♦"/

❬▲❡❡ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳ ❊✣❝✐❡♥& ❛❞❛♣&❛&✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐/♠/ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣"♦♣♦/❡❞ &♦ &❛❝❦❧❡ ❞✐✛❡"❡♥& ❝♦♥/&"❛✐♥&/✿ ♥❡&✲

✇♦"❦ ❜❛♥❞✇✐❞&❤✱ ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐&② ❛♥❞ ✉/❡" ♣"❡❢❡"❡♥❝❡/✳ ❇❛/❡❞ ♦♥ ♣"❡✈✐♦✉/ ✇♦"❦/ ♦♥ ❳✸❉✱ &❤❡ ♣"♦♣♦/❡❞

❢"❛♠❡✇♦"❦ ✐/ ❛❧/♦ ❳✸❉✲❝♦♠♣❧✐❛♥&✳ ❖✉" ✜"/& "❡/✉❧&/ ♦♥ ✸❉ /❝✐❡♥&✐✜❝ ♠♦❞❡❧/ /❤♦✇ &❤❡ "❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ &❤❡ ❛♣✲

♣"♦❛❝❤✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥/&"❛&❡❞ ❤♦✇ &♦ &❛❦❡ ❜❡♥❡✜& ❢"♦♠ &❤❡ ♠✉❧&✐"❡/♦❧✉&✐♦♥ /&"✉❝&✉"❡ ♦✛❡"❡❞ ❜② ♣"♦❣"❡//✐✈❡

♠❡/❤ ❝♦♠♣"❡//✐♦♥ ❛❧❣♦"✐&❤♠/ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛&✐✈❡ ❝♦♥&❡①& ♦❢ "❡♠♦&❡ ✈✐/✉❛❧✐③❛&✐♦♥✳ ❲❡ &❤❡"❡❢♦"❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥&❛❧❧②

♣"♦✈❡ &❤❛& ♣"♦❣"❡//✐✈❡ ♠❡/❤ ❝♦♠♣"❡//✐♦♥ ✐/ ❛ ♣♦✇❡"❢✉❧ &♦♦❧ ❢♦" ✸❉ ❞❛&❛ ❛❞❛♣&❛&✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♥&❡①& ♦❢ "❡♠♦&❡

✈✐/✉❛❧✐③❛&✐♦♥✳
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✵✿ ❙♥❛♣/❤♦2 ♦❢ 2❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥2 ✉/❡❞ ❞✉$✐♥❣ ♦✉$ 2❡/2 ♦❢ ♣$♦❣$❡//✐✈❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❛♥❞ $❡♥❞❡$✐♥❣ ♦❢ ♦✉$

♠♦❞❡❧ ✇✐2❤ ❞✐✛❡$❡♥2 /❝$❡❡♥ $❡/♦❧✉2✐♦♥/✳

◆❡✈❡$2❤❡❧❡//✱ 2❤❡ ❝♦♥/2$❛✐♥2 ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛/ ✇❡❧❧ ❛/ 2❤❡ ❛❞❛♣2❛2✐♦♥ ❛❧❣♦$✐2❤♠ ❛$❡ ❜❛/✐❝✳ ❚❤✉/✱ ♦✉$ ❡❧❡♠❡♥2

❞✐/2✐♥❝2✐♦♥ ♠❡2$✐❝ FED  ❡❧✐❡$ ♦♥ ❛ $✐♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡♣+✳ ■+$ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥+❛❣❡ ✐$ +❤❛+ ✐+ ❝❛♥ ❜❡ 3✉✐❝❦❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥+❡❞

✇✐+❤ ❖♣❡♥●▲✳ ❨❡+✱ ❛$ ✐+ ✐$ ❜❛$❡❞ ♦♥ +❤❡ ❞❡+❡ ♠✐♥❛+✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✈❡ ❛❣❡ ♥✉♠❜❡ ♦❢ ♣✐①❡❧$ ♣❡  ❡♥❞❡ ❡❞ + ✐❛♥❣❧❡✱

✐❢ +❤❡ + ✐❛♥❣❧❡$ ♦❢ +❤❡ ❝✉  ❡♥+ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡+❛✐❧ ❞♦ ♥♦+ ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♥✐❢♦ ♠ $✐③❡✱ +❤✐$ ♠❡+ ✐❝ ♠✐❣❤+ ❧❡❛❞ +♦ ✇ ♦♥❣

❛❞❛♣+❛+✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡$✳ ❋✉ +❤❡ ♠♦ ❡ +❤✐$ ♠❡+ ✐❝  ❡3✉✐ ❡$ ✐♥+❡♥$❡ ❝♦♠♣✉+❛+✐♦♥$✿ +❤❡ ●B❯ ❤❛$ +♦ ♣❡ ❢♦ ♠ +❤❡

+✇♦  ❡♥❞❡ ✐♥❣ ♦♥❧② ✉$❡❢✉❧ ❢♦ +❤❡ ♠❡+ ✐❝✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡ ❛+❡❞ ✐♠❛❣❡$ ❤❛✈❡ +♦ ❜❡ + ❛♥$❢❡ ❡❞ +♦ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦ ② ✐♥

♦ ❞❡ +♦ ❝♦✉♥+ +❤❡ ♣✐①❡❧$ ✇✐+❤ +❤❡ ❈B❯✳ ❇❡++❡ ♣❡ ❢♦ ♠❛♥❝❡ ♠❛② ❜❡ ♦❜+❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉+✐♥❣ ❞✐ ❡❝+❧② +❤❡

♠❡+ ✐❝ ♦♥ +❤ ●B❯✳

❚❤❡ ❧❛$+ ❧✐♠✐+❛+✐♦♥ ♦❢ +❤✐$ ❛♣♣ ♦❛❝❤ ❝♦♠❡$ ❢ ♦♠ +❤❡ ♥❛+✉ ❡ ♦❢ ♣ ♦❣ ❡$$✐✈❡ ♠❡$❤ ❝♦♠♣ ❡$$✐♦♥ ❛❧❣♦ ✐+❤♠$✳

■❢ +❤❡ ✉$❡ ✐$ ✐♥+❡ ❡$+❡❞ ✐♥ ❛ ♣ ❡❝✐$❡  ❡❣✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♠❡$❤ ❛+ +❤❡ ❤✐❣❤❡$+ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡+❛✐❧ ❛$ ✐♥ ❋✐❣✉ ❡ ✻✳✾ ❝✱ ❛❧❧ +❤❡

❧❡✈❡❧$ ♦❢ ❞❡+❛✐❧ ❛♥❞ +❤❡ ❡❢♦ ❡ +❤❡ ❢✉❧❧ ♦❜❥❡❝+ ♠✉$+ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣ ❡$$❡❞✳ B ♦❣ ❡$$✐✈❡ ❝♦♠♣ ❡$$✐♦♥

❛❧❣♦ ✐+❤♠$ ❛ ❡ ♥♦+ ✈❡ ② ❡✣❝✐❡♥+ ✐♥ +❤✐$ ❝❛$❡ $✐♥❝❡ +❤❡ ♠❛❥♦ ✐+② ♦❢ +❤❡ ♣ ♦❝❡$$❡❞ ❞❛+❛ ✐$ ✉$❡❧❡$$✳ ❘❛♥❞♦♠✲

❛❝❝❡$$✐❜❧❡ ♠❡$❤ ❝♦♠♣ ❡$$✐♦♥ ❛♣♣ ♦❛❝❤❡$ ❛ ❡ ❛ $♦❧✉+✐♦♥ +♦ +❤✐$ ✐$$✉❡✿ +❤❡② ❛❧❧♦✇ +♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ +♦ ❞❡❝♦♠♣ ❡$$

♦♥❧② +❤❡  ❡3✉❡$+❡❞  ❡❣✐♦♥$ ♦❢ ❛ ♠❡$❤✳ ■♥ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢ +❤✐$ +❤❡$✐$✱ +❤❡ ❈❤❛♣+❡ ✼  ❡✈✐❡✇ ❡①✐$+✐♥❣ ✇♦ ❦

♦♥  ❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡$$✐❜❧❡ ♠❡$❤ ❝♦♠♣ ❡$$✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈❤❛♣+❡ $ ✽ ❛♥❞ ✾ ♣ ♦♣♦$❡ +✇♦ ♥❡✇  ❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡$$✐❜❧❡ ❛♥❞

♣ ♦❣ ❡$$✐✈❡ ♠❡$❤ ❝♦♠♣ ❡$$✐♦♥ ❛❧❣♦ ✐+❤♠$✱ ✇❤✐❝❤ ❛ ❡ ❛❧$♦ $✉✐+❡❞ +♦ ✸❉ ♠❡$❤ ❛❞❛♣+❛+✐♦♥✳
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❈❤❛♣$❡& ✼

❙!❛!❡ ♦❢ !❤❡ ❛'! ♦♥ '❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡,,✐❜❧❡

♠❡,❤ ❝♦♠♣'❡,,✐♦♥

✼✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ,❤✐- ,❤❡-✐- ✐- ,❤❛, ♠❡-❤ ❝♦♠♣/❡--✐♦♥ ✐- ❛♥ ❡✣❝✐❡♥, ❛❞❛♣#❛#✐♦♥ ,♦♦❧ ❢♦/ ,❤❡

-,♦/❛❣❡✱ ,❤❡ ,/❛♥-♠✐--✐♦♥ ❛♥❞ ,❤❡ ✈✐-✉❛❧✐③❛,✐♦♥ ♦❢ ♠❡-❤❡-✳ ■♥ ,❤❡ ❈❤❛♣,❡/ ✻✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥-,/❛,❡❞ ❤♦✇ ,❤❡

♠✉❧,✐/❡-♦❧✉,✐♦♥ ♥❛,✉/❡ ♦❢ ❞❛,❛ ❣❡♥❡/❛,❡❞ ❜② ♣/♦❣/❡--✐✈❡ ♠❡-❤ ❝♦♠♣/❡--✐♦♥ ❛❧❣♦/✐,❤♠- ✐- ✐♥,❡/❡-,✐♥❣ ❢♦/ ❛❞❛♣✲

,❛,✐♦♥ ♣✉/♣♦-❡-✳ ❚❤❡② ❛❧❧♦✇ ,♦ ❞✐-♣❧❛② ♣/♦❣/❡--✐✈❡❧② /❡✜♥❡❞ ♠♦❞❡❧- ❛- ♠♦/❡ ❞❛,❛ ✐- ❞❡❝♦❞❡❞ ❛♥❞ ,♦ ❝❤♦♦-❡

,❤❡ ❜❡-, ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡,❛✐❧ ✐♥ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥, ♦/ ,❤❡ ✈✐-✉❛❧✐③❛,✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐,✐❡-✳

?/♦❣/❡--✐✈❡ ♠❡-❤ ❝♦♠♣/❡--✐♦♥ ,❡❝❤♥✐@✉❡- ❤❛✈❡✱ ❤♦✇❡✈❡/✱ ❛♥ ✐♠♣♦/,❛♥, ❧✐♠✐,❛,✐♦♥✳ ■❢ ,❤❡ ✉-❡/ ✇❛♥,- ♦♥❧②

,♦ ✈✐-✉❛❧✐③❡ ❛ ♣❛/,✐❝✉❧❛/  ❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥'❡ ❡(' ♦❢ ,❤❡ ♠❡-❤ ❛, ,❤❡ ❤✐❣❤❡-, ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡,❛✐❧✱ ,❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ♠✉-, ❜❡

❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣/❡--❡❞✳ ❚❤✐- ❝❛♥ /❡♣/❡-❡♥, ❛ -✐❣♥✐✜❝❛♥, ✇❛-,❡ ♦❢ ♥❡,✇♦/❦ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉,✐♥❣ /❡-♦✉/❝❡-✳

▼♦/❡♦✈❡/✱ ✐❢ ,❤❡ ❝♦♠♣/❡--❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐- ,♦♦ ❧❛/❣❡✱ ✐, ♠❛② ❡✈❡♥ ♥♦, ❜❡ ♣♦--✐❜❧❡ ,♦ ❞❡❝♦♠♣/❡-- ❛♥❞ ✈✐-✉❛❧✐③❡ ✐,

✐♥ ❧♦✇ /❡-♦✉/❝❡ ❝♦♥❞✐,✐♦♥-✳

❘❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡++✐❜❧❡ ♠❡-❤ ❝♦♠♣/❡--✐♦♥ ,❡❝❤♥✐@✉❡- ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ,♦ ❛❞❞/❡-- ,❤✐- ✐--✉❡✳ ❉✉/✐♥❣ ,❤❡

❞❡❝♦♠♣/❡--✐♦♥ ,❤❡ ✉-❡/ ❝❛♥ ✐♥,❡/❛❝,✐✈❡❧② -❡❧❡❝, ✇❤✐❝❤ ♣❛/, ♦❢ ,❤❡ ♠❡-❤ ❤❡ ✐- ✐♥,❡/❡-,❡❞ ✐♥ ❛♥❞ ,❤❡

❛❧❣♦/✐,❤♠ ,❤❡♥ ❞❡❝♦♠♣/❡--❡- ❥✉-, ,❤✐- /❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥,❡/❡-,✳ ❨❡,✱ ,❤❡ ✉-❡/ ✇✐❧❧ ♥♦, ❤❛✈❡ ❛♥② ♦✈❡/✈✐❡✇ ♦❢

,❤❡ ♦,❤❡/ /❡❣✐♦♥- ♦❢ ,❤❡ ♠❡-❤✳ ❍❡ ✇✐❧❧ ♥♦, ❜❡ ❛❜❧❡ ,♦ ❡❛-✐❧② ❧♦❝❛,❡ ❛♥ ♦,❤❡/ /❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥,❡/❡-,✳

./♦❣/❡++✐✈❡ /❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡++✐❜❧❡ ♠❡-❤ ❝♦♠♣/❡--✐♦♥ ❛❧❣♦/✐,❤♠- ❛❧❧♦✇ ,♦ ❞❡❝♦♠♣/❡-- ❛♥② ♣❛/, ♦❢ ,❤❡ ✐♥♣✉,

♠❡-❤ ❛, ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡,❛✐❧✳ ❚❤❡ ✉-❡/ ❝❛♥ ,❤❡/❡❢♦/❡ /❡✜♥❡ ♠♦/❡ ,❤❡ /❡❣✐♦♥- ❤❡ ✇❛♥,- ,♦ ✈✐-✉❛❧✐③❡ ✇❤✐❧❡

-❡❡✐♥❣ ✇❤❛, ,❤❡ ♦,❤❡/ ♣❛/,- ♦❢ ,❤❡ ♠❡-❤ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡✳

❚❤✐- ❝❤❛♣,❡/ ♣/❡-❡♥,- ❛ -,❛,❡ ♦❢ ,❤❡ ❛/, ♦♥ /❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡--✐❜❧❡ ♠❡-❤ ❝♦♠♣/❡--✐♦♥ ❛♥❞ ♣/♦❣/❡--✐✈❡ /❛♥❞♦♠✲

❛❝❝❡--✐❜❧❡ ♠❡-❤ ❝♦♠♣/❡--✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✉❧,✐♣❧❡ ♠♦❞❛❧✐,✐❡- ,❤❡② ♦✛❡/ ❞✉/✐♥❣ ,❤❡ ❞❡❝♦♠♣/❡--✐♦♥ ❛❧❧♦✇ ,❤❡ ❛❞❛♣✲

,❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ✸❉ ❞❛,❛ ,♦ ✐,- ❡✣❝✐❡♥, ,/❛♥-♠✐--✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐-✉❛❧✐③❛,✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❧♦✇ /❡-♦✉/❝❡ ❝♦♥❞✐,✐♦♥-✳

✼✳✷ ❘❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡11✐❜❧❡ ❝♦♠♣&❡11✐♦♥

❆- -❡❡♥ ✐♥ ,❤❡ ❈❤❛♣,❡/ ✷✱ -✐♥❣❧❡✲/❛,❡ ♠❡-❤ ❝♦♠♣/❡--✐♦♥ ❛❧❣♦/✐,❤♠- ♠❛✐♥❧② ,❛/❣❡, ,❤❡ /❡❞✉❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♠❡-❤

-,♦/❛❣❡ -✐③❡✳ ❚❤✐- ✐- ♦❢,❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛, ,❤❡ ❝♦-, ♦❢ ✐♥-❡/,✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡- ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ ♠❡-❤ ❡❧❡♠❡♥,-✳ ❈♦♥✲

-❡@✉❡♥,❧②✱ ✐❢ ,❤❡ ✉-❡/ ✇❛♥,- ,♦ ❛❝❝❡-- ,♦ ❛ -♣❡❝✐✜❝ ♣❛/, ♦❢ ❛ ♠❡-❤✱ ❤❡ ♠✉-, ✇❛✐, ❢♦/ ,❤❡ ❞❡❝♦♠♣/❡--✐♦♥ ♦❢ ,❤❡

✇❤♦❧❡ ♠❡-❤✳ ❲❤❡♥ ,❤❡ ♠❡-❤ ✐- ❜✐❣✱ ,❤❡ ❝♦♠♣/❡--✐♦♥ ❛♥❞ ,❤❡ ❞❡❝♦♠♣/❡--✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ,✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦/② ❝♦♥✲

-✉♠✐♥❣✳ ❙♦♠❡ ♦✉,✲♦❢✲❝♦/❡ ❛♣♣/♦❛❝❤❡- -✉❝❤ ❛- -,/❡❛♠✐♥❣ ♠❡-❤ ❝♦♠♣/❡--✐♦♥ ❬■-❡♥❜✉/❣ ❛♥❞ ▲✐♥❞-,/♦♠✱ ✷✵✵✺✱

✾✶



00011010...

00011010...

00011010...

Random accessible
decompression

Wire-net mesh

Wires

Charts

Encoded wire-net mesh

Compressed wires

Compressed charts

Input mesh Segmented mesh



❬❑✐♠ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ■♥ %❤✐1 ❤✐❡2❛2❝❤②✱ ❛ ♣❛2❡♥% ❜♦✉♥❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ✐1 1♣❧✐% ✐♥%♦ %✇♦ ❝❤✐❧❞2❡♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣2❡11✐♦♥

❛✐♠1 ❛% ♣2❡1❡2✈✐♥❣ %❤❡ ❝❛❝❤❡ ❝♦❤❡2❡♥❝② ♦❢ %❤❡ ❣❡♥❡2❛%❡❞ ❤✐❡2❛2❝❤②✳ ❆ 1❡% ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❝❧✉1%❡21 %❤❛%

❝♦♥%❛✐♥1 ❛❜♦✉% ❢♦✉2 %❤♦✉1❛♥❞ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡1 ❛2❡ ❣❡♥❡2❛%❡❞✳ ❚❤❡1❡ ❝❧✉1%❡21 ❛2❡ %❤❡♥ ❝♦♠♣2❡11❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥%❧② %♦ ❡♥❛❜❧❡ %❤❡ 2❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡11✳ ❚❤❡ ✈❡2%❡① ✐♥❞✐❝❡1 ♦❢ %❤❡ %2✐❛♥❣❧❡1 ❛2❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❢♦2 ❡❛❝❤ ❧❡❛❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣

✈♦❧✉♠❡ %♦ ❡♥❛❜❧❡ %❤❡ ❣❡♦♠❡%2② 2❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡11 %♦ %❤❡ ♠❡1❤ 1✉2❢❛❝❡✳

❍✐❡#❛#❝❤✐❝❛❧ #❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡,,✐❜❧❡ ❝♦♠♣#❡,,✐♦♥

❈♦✉2❜❡% ❛♥❞ ❍✉❞❡❧♦% ♣2♦♣♦1❡❞ ✐♥ ❬❈♦✉2❜❡% ❛♥❞ ❍✉❞❡❧♦%✱ ✷✵✵✾❪ ❛ ❛❧%❡2♥❛%✐✈❡ ❤✐❡2❛2❝❤✐❝❛❧ 2❡♣2❡1❡♥%❛%✐♦♥

❜❛1❡❞ ♦♥ 1❡E✉❡♥❝❡1 ♦❢ ✈❡2%✐❝❡1 ❛❧1♦ ❝❛❧❧❡❞ ✇✐2❡1✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉% ♠❡1❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥%❛✐♥1 ❛♥ ❛❧2❡❛❞② ❡♥❝♦❞❡❞ ❡①%❡2✐♦2

❜♦✉♥❞❛2②✱ ✐1 1♣❧✐% ✐♥%♦ %✇♦ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ♣❛2%✐%✐♦♥1✳ ❚❤❡ 1%❛2% ❛♥❞ ❡♥❞ ✈❡2%✐❝❡1 ♦❢ %❤❡ ❜♦2❞❡2 ✇✐2❡ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ %✇♦

❝❧✉1%❡21 ❛1 ✇❡❧❧ ❛1 ✐%1 1✐③❡ ❛2❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛♥❞ ❢♦2♠ %❤❡ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ✐♥❢♦2♠❛%✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇✐2❡ ❣❡♦♠❡%2② ✐1 ❡♥❝♦❞❡❞

✇✐%❤ %❤❡ 1❛♠❡ ❧✐♥❡❛2 ♣2❡❞✐❝%♦2 ❛1 ✐♥ ❬❈❤♦❡ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❇♦%❤ ♣❛2%✐%✐♦♥1 ❛2❡ %❤❡♥ 2❡❝✉21✐✈❡❧② 1♣❧✐% ✐♥ %❤❡ 1❛♠❡

✇❛② ✉♥%✐❧ ❡❛❝❤ ♣❛2%✐%✐♦♥ ❝♦♥%❛✐♥1 ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦❧②❣♦♥✳ ❚❤✐1 %2❡❡ 1%2✉❝%✉2❡ ❛❧❧♦✇1 %❤❡ ❞❡❝♦♠♣2❡11✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧②

♦♥❡ ♦❢ ✐%1 ♣❛%❤1✳ ❚❤❡2❡❢♦2❡✱ %❤❡ 2❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡11✐❜✐❧✐%② ❣2❛♥✉❧❛2✐%② ✐1 ❤✐❣❤ ✭1❡❡ ❋✐❣✉2❡ ✼✳✷✮✳ ❇❡1✐❞❡1✱ ♣♦❧②❣♦♥

♠❡1❤❡1 ❝❛♥ ❜❡ ❞✐2❡❝%❧② ❝♦♠♣2❡11❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡2✱ %❤❡ ❝♦♠♣2❡11✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦2 %2✐❛♥❣❧❡ ♠❡1❤❡1 ✐1 ✐♥❢❡2✐♦2 %♦ %❤❡

%✇♦ ♣2❡✈✐♦✉1 ❛♣♣2♦❛❝❤❡1✳

1. 2. 3.

4. 5. 6.

❋✐❣✉2❡ ✼✳✷✿ ❘❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡11✐❜❧❡ ❤✐❡2❛2❝❤✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣2❡11✐♦♥ ♦❢ ❛ %2✐❛♥❣❧❡ ♠❡1❤✳ ❚❤✐1 ✜❣✉2❡ ✐❧❧✉1%2❛%❡1 %❤❡

❛♣♣2♦❛❝❤ ♦❢ ❈♦✉2❜❡% ❛♥❞ ❍✉❞❡❧♦% ❬❈♦✉2❜❡% ❛♥❞ ❍✉❞❡❧♦%✱ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ %❛2❣❡% ♣♦✐♥%1 %❤❡ 2❡E✉❡1%❡❞ ♣❛2% ♦❢ %❤❡

♠❡1❤✳ ❋♦2 ❡❛❝❤ 1%❡♣✱ %❤❡ ❝✉22❡♥% ❞❡❝♦♠♣2❡11❡❞ ✇✐2❡ ✐1 ✐♥ ❜❧✉❡✳ ■% ❢♦2♠1 ✇✐%❤ %❤❡ 2❡❞ ✇✐2❡✱ %❤❡ ❝❧✉1%❡2 %❤❛%

✐1 1♣❧✐% ✐♥ %❤❡ ♥❡①% 1%❡♣✳

✼✳✸ #$♦❣$❡((✐✈❡ ❛♥❞ $❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡((✐❜❧❡ ❝♦♠♣$❡((✐♦♥

❆1 ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ %❤❡ ♣2❡✈✐♦✉1 1❡❝%✐♦♥✱ 2❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡11✐❜❧❡ ♠❡1❤ ❝♦♠♣2❡11✐♦♥ 1❝❤❡♠❡1 ❛❧❧♦✇ %❤❡ ❞❡❝♦♠♣2❡11✐♦♥

♦❢ ♦♥❧② %❤❡ 2❡E✉✐2❡❞ ♣❛2% ♦❢ %❤❡ ♠❡1❤ ❜✉% ❞♦ ♥♦% ♣2♦✈✐❞❡ ❛♥② ♦✈❡2✈✐❡✇ ♦❢ %❤❡ ♦%❤❡2 ♣❛2%1✳ P2♦❣2❡11✐✈❡ 1❝❤❡♠❡1

❛❧❧♦✇ %♦ ❡①%2❛❝% ❧❡✈❡❧1 ♦❢ ❞❡%❛✐❧ ❞✉2✐♥❣ %❤❡ ❞❡❝♦♠♣2❡11✐♦♥ ❜✉% %❤❡ ❢✉❧❧ ♠❡1❤ ♠✉1% ❜❡ ❞❡❝♦♠♣2❡11❡❞ ❡✈❡♥ ✐❢

♦♥❧② ❛ 1♣❡❝✐✜❝ 2❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥%❡2❡1% ✐1 2❡E✉✐2❡❞ ❛% %❤❡ ✜♥❡1% ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡%❛✐❧✳ ❚❤❡1❡ ❞2❛✇❜❛❝❦1 ❛2❡ ❛❞❞2❡11❡❞ ❜②

♣2♦❣2❡11✐✈❡ ❛♥❞ 2❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡11✐❜❧❡ 1❝❤❡♠❡1✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ %❤❡ ❞❡❝♦♠♣2❡11✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡2❡♥% ♣❛2%1 ♦❢ ❛ ♠❡1❤ ❛%

❞✐✛❡2❡♥% ❧❡✈❡❧1 ♦❢ ❞❡%❛✐❧1✳ ❚❤❡2❡❢♦2❡✱ %❤❡② ❡♠❜❡❞ ❛ ♠✉❧%✐2❡1♦❧✉%✐♦♥ 2❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡11✐❜❧❡ ❞❛%❛ 1%2✉❝%✉2❡✳

■♥ %❤✐1 1❡❝%✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜21%❧② %❛❧❦ ❛❜♦✉% %❤❡ ♣2♦❣2❡11✐✈❡ 2❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡11✐❜❧❡ ❝♦♠♣2❡11✐♦♥ ❛♣♣2♦❛❝❤❡1 %❤❛%

2❡1%♦2❡ %❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ❛❢%❡2 %❤❡ ❞❡❝♦♠♣2❡11✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣2❡1❡♥% 1♦♠❡ 1❝❤❡♠❡1 %❤❛% 2❡1♦2% %♦

1❡♠✐✲2❡❣✉❧❛2 2❡♠❡1❤✐♥❣✳

✾✸



✼✳✸✳✶ ❈♦♥♥❡❝)✐✈✐)②✲♣/❡0❡/✈✐♥❣ 0❝❤❡♠❡0

❲❡ ❞✐$%✐♥❣✉✐$❤❡❞ %✇♦ %②♣❡$ ♦❢ ♣/♦❣/❡$$✐✈❡ /❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡$$✐❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%②✲♣/❡$❡/✈✐♥❣ ❝♦♠♣/❡$$✐♦♥ $❝❤❡♠❡$✳

❈♦♥♥❡❝%✐✈✐%②✲❜❛,❡❞ ❛❧❣♦0✐%❤♠,

❑✐♠ ❡% ❛❧✳ ❬❑✐♠ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❜❛$❡❞ %❤❡✐/ ♠✉❧%✐/❡$♦❧✉%✐♦♥ /❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡$$✐❜❧❡ ♠❡$❤ ❝♦♠♣/❡$$✐♦♥ ❛❧❣♦/✐%❤♠ ♦♥

%❤❡✐/ ♣/❡✈✐♦✉$ ♠❡$❤ /❡✜♥❡♠❡♥% ❢/❛♠❡✇♦/❦ ❬❑✐♠ ❛♥❞ ▲❡❡✱ ✷✵✵✶❪✳ ❉✉/✐♥❣ %❤❡ ❞❡❝♦♠♣/❡$$✐♦♥✱ ❛ ✈❡/%❡① ❝❛♥ ❜❡

$♣❧✐% ❡✈❡♥ ✐❢ ✐%$ ♥❡✐❣❤❜♦/$ ❛/❡ ♥♦% %❤❡ $❛♠❡ %❤❛♥ ❞✉/✐♥❣ %❤❡ ❞❡❝✐♠❛%✐♦♥✳ ❚❤✐$ ❜/❡❛❦$ %❤❡ $②♠♠❡%/② ♦❢ %❤❡

♦♣❡/❛%✐♦♥$ ♦❢ $%❛♥❞❛/❞ ♣/♦❣/❡$$✐✈❡ ♠❡$❤ /❡♣/❡$❡♥%❛%✐♦♥ ❬❍♦♣♣❡✱ ✶✾✾✻❪✳ ❚❤✉$✱ ♦♥ %❤❡ ❞❡❝♦♠♣/❡$$❡❞ ♠♦❞❡❧

✜♥❡❧② /❡✜♥❡❞ /❡❣✐♦♥$ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥❛❝❡♥% %♦ ❝♦❛/$❡ /❡❣✐♦♥$✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ❛♥❞ %❤❡ ❣❡♦♠❡%/② ❛/❡ ❝♦♠♣/❡$$❡❞

%❤/♦✉❣❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥% ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ✈❡/%❡① $♣❧✐% ❤✐❡/❛/❝❤②✳ ❚❤✐$ ❛♣♣/♦❛❝❤ ✐$ %❤❡/❡❢♦/❡ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%②✲❜❛$❡❞✳ ■%

♦✛❡/$ ❛ ✜♥❡✲❣/❛✐♥❡❞ ♠✉❧%✐/❡$♦❧✉%✐♦♥ /❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡$$ ❜✉% %❤❡ ❝♦♠♣/❡$$✐♦♥ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡ ✐$ ❧✐♠✐%❡❞ ✭✶✶ ❜✐%$ ♣❡/

✈❡/%❡① ❢♦/ %❤❡ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ❛♥❞ ✷✵ ❜✐%$ ♣❡/ ✈❡/%❡① ❢♦/ %❤❡ ❣❡♦♠❡%/② ✇✐%❤ ❛ ✶✷✲❜✐% M✉❛♥%✐③❛%✐♦♥✮✳

❈❤❡♥❣ ❡% ❛❧✳ ❬❈❤❡♥❣ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❜❪ ❞❡$❝/✐❜❡❞ ❛ ♣/♦❣/❡$$✐✈❡ /❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡$$✐❜❧❡ ♠❡$❤ ❝♦♠♣/❡$$✐♦♥ ❛❧❣♦/✐%❤♠

❜❛$❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥✐%✐❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ $❡❣♠❡♥%❛%✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❧✉$%❡/✐♥❣ ✐$ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❜② ❝✉%%✐♥❣ %❤❡ ♠❡$❤ ✐♥%♦ ♣❛/%$ ❛❧♦♥❣

❝♦♥❝❛✈❡ ❢❡❛%✉/❡ ❝♦♥%♦✉/$✳ ❊❛❝❤ ♣❛/% ♦❢ %❤❡ ♠❡$❤ ✐$ %❤❡♥ ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐%❤ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡/$✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣/♦❣/❡$$✐✈❡

❡♥❝♦❞❡/ ❢/♦♠ ❬❆❧❧✐❡③ ❛♥❞ ❉❡$❜/✉♥✱ ✷✵✵✶❛❪ ✭$❡❡ ❙❡❝%✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ♣♦$✐%✐♦♥$ ♦❢ ✐♥$❡/%❡❞ ✈❡/%✐❝❡$ ❛/❡ ❡♥❝♦❞❡❞

✇✐%❤ ♣♦❧❛/ ❝♦♦/❞✐♥❛%❡$ ❛♥❞ ❞✐✛❡/❡♥% M✉❛♥%✐③❛%✐♦♥$ ❢♦/ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥%✳ ◆♦ ❛%%❡♥%✐♦♥ ✐$✱ ❤♦✇❡✈❡/✱ ♣/♦✈✐❞❡❞

%♦ %❤❡ ♣❛/% ❜♦✉♥❞❛/✐❡$✳ ❚❤❡ ❛/%✐❝❧❡ ❞♦❡$ ♥♦% %❡❧❧ ✐❢ %❤❡ ❜♦/❞❡/ ✈❡/%❡① ✐♥❢♦/♠❛%✐♦♥ ✐$ ❞✉♣❧✐❝❛%❡❞✳ ■% ❞♦❡$ ♥♦%

♥❡✐%❤❡/ ❞❡$❝/✐❜❡ ❤♦✇ %❤❡ ❤♦❧❡$ ❜❡%✇❡❡♥ ♣❛/%$ ❞❡❝♦♠♣/❡$$❡❞ ❛% ❞✐✛❡/❡♥% ❧❡✈❡❧$ ♦❢ ❞❡%❛✐❧ ❛/❡ ❤❛♥❞❧❡❞ %♦ ♦✉%♣✉%

❝❧♦$❡❞ ♠❡$❤❡$✳

●❡♦♠❡%0②✲❜❛,❡❞ ❛❧❣♦0✐%❤♠,

❇❡%%❡/ ❝♦♠♣/❡$$✐♦♥ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡$ ✇❡/❡ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❜② ❣❡♦♠❡%/②✲❜❛$❡❞ ❡♥❝♦❞❡/$✳ ❏❛♠✐♥ ❡% ❛❧✳ ❬❏❛♠✐♥ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪

❛♥❞ ❉✉ ❡% ❛❧✳ ❬❉✉ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ♣/♦♣♦$❡❞ ❜♦%❤ %♦ ❛❞❞ /❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡$$ $✉♣♣♦/% %♦ %❤❡ ♦/✐❣✐♥❛❧ ●❛♥❞♦✐♥ ❛♥❞

❉❡✈✐❧❧✐❡/$ ♣/♦❣/❡$$✐✈❡ ❛❧❣♦/✐%❤♠ ❬●❛♥❞♦✐♥ ❛♥❞ ❉❡✈✐❧❧❡/$✱ ✷✵✵✷❪ ✭$❡❡ ❙❡❝%✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✳ ❇♦%❤ ❛❧❣♦/✐%❤♠$ ❛/❡

♦✉%✲♦❢✲❝♦/❡ ✭$❡❡ ❙❡❝%✐♦♥ ✷✳✹✮✳ ❉✉/✐♥❣ %❤❡ ❞❡❝♦♠♣/❡$$✐♦♥✱ ❞✐✛❡/❡♥% ❧❡✈❡❧$ ♦❢ ❞❡%❛✐❧ ❝❛♥ ❜❡ $❡❧❡❝%❡❞ ❢♦/ %❤❡

❞✐✛❡/❡♥% ❝❡❧❧$ ♦❢ %❤❡ ❦❞✲%/❡❡✳ ❍♦✇❡✈❡/✱ ❛ ♣♦$%✲♣/♦❝❡$$✐♥❣ $%❡♣ ♠✉$% ❤❛♥❞❧❡ %❤❡ ❜♦✉♥❞❛/✐❡$ ❜❡%✇❡❡♥ ❝❡❧❧$

❞❡❝♦♠♣/❡$$❡❞ ❛% ❞✐✛❡/❡♥% ❧❡✈❡❧$ ♦❢ ❞❡%❛✐❧✳

❚❤❡ ❈❍✉▼■ ✈✐❡✇❡/ ❢/♦♠ ❏❛♠✐♥ ❡% ❛❧✳ ❬❏❛♠✐♥ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ♣❛/%✐%✐♦♥$ %❤❡ ♠❡$❤ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ✐♥%♦ ❛

❤✐❡/❛/❝❤✐❝❛❧ $%/✉❝%✉/❡ ❝❛❧❧❡❞ ♥❙*✲,-❡❡✳ ❚❤✐$ $%/✉❝%✉/❡ ✐$ ❝♦♠♣♦$❡❞ ♦❢ ❙*✲❝❡❧❧/ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥%❧②✳ ❆

❙\✲❝❡❧❧$ ♠✉$% ❝♦♥%❛✐♥ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ %/✐❛♥❣❧❡$ %♦ ❜❡ $♣❧✐% ✐♥%♦ ❝❤✐❧❞ ❝❡❧❧$✳ ❚❤❡ ✈❡/%✐❝❡$ %❤❛% ❜❡❧♦♥❣

%♦ $❡✈❡/❛❧ ❙\✲❝❡❧❧$ ❛/❡ ❞✉♣❧✐❝❛%❡❞ %♦ ❛❧❧♦✇ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✳ ❊❛❝❤ ❙\✲❝❡❧❧ ✐$ $✉❜❥❡❝% %♦

❛ ●❛♥❞♦✐♥ ❛♥❞ ❉❡✈✐❧❧✐❡/$ ❦❞✲%/❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦$✐%✐♦♥ ❬●❛♥❞♦✐♥ ❛♥❞ ❉❡✈✐❧❧❡/$✱ ✷✵✵✷❪✳ ❚❤✐$ ❞❡❝♦♠♣♦$✐%✐♦♥ $%♦♣$

✇❤❡♥ %❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣/❡❝✐$✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝✉//❡♥% ❙\✲❝❡❧❧ ✐$ /❡❛❝❤❡❞✳ ■% ❡♥❝♦❞❡$ %❤❡ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ❛♥❞ ❣❡♦♠❡%/②

✐♥❢♦/♠❛%✐♦♥ ❛$ ✐♥ %❤❡ ♦/✐❣✐♥❛❧ ♣/♦❣/❡$$✐✈❡ ❛❧❣♦/✐%❤♠✳ ❚❤❡ ❛✉%❤♦/$ ❛❧$♦ ❜/✐♥❣ ❛ $♦❧✉%✐♦♥ %♦ %❤❡ ♣/♦❜❧❡♠ ♦❢

❜❧♦❝❦② ❡✛❡❝% ❛% ❧♦✇ /❛%❡$ ❞✉❡ %♦ %❤❡ ❧♦✇ M✉❛♥%✐③❛%✐♦♥✳ ❚❤❡✐/ $❝❤❡♠❡ ❡♥❝♦❞❡$ $♦♠❡ ❣❡♦♠❡%/② ❜✐%$ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱

✐♥ /❡❧❛%✐♦♥ %♦ %❤❡ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%②✳

❚❤❡ ❛♣♣/♦❛❝❤ ♦❢ ❉✉ ❡% ❛❧✳ ❬❉✉ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❞❡❝♦♠♣♦$❡$ %❤❡ ❦❞✲%/❡❡ ♦❢ %❤❡ ♦/✐❣✐♥❛❧ ●❛♥❞♦✐♥ ❛♥❞ ❉❡✈✲

✐❧❧✐❡/$ ❛❧❣♦/✐%❤♠ ❬●❛♥❞♦✐♥ ❛♥❞ ❉❡✈✐❧❧❡/$✱ ✷✵✵✷❪ ✐♥%♦ %✇♦ ❧❛②❡/$✳ ❚❤❡ %♦♣ %/❡❡ ✐$ %❤❡ ✜/$% ❧❛②❡/ ✇❤✐❧❡ %❤❡ $❡%

♦❢ ✐%$ ❝❤✐❧❞ $✉❜%/❡❡$ ❛/❡ ✐♥ %❤❡ $❡❝♦♥❞ ❧❛②❡/✳ ❚❤❡ %♦♣ %/❡❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ %❤❡ ❝❤✐❧❞ $✉❜✲%/❡❡$ ❛/❡ ❝♦♠♣/❡$$❡❞

$❡♣❛/❛%❡❧② %♦ ❡♥❛❜❧❡ %❤❡ /❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡$$✳ ❉✉/✐♥❣ %❤❡ ❞❡❝♦♠♣/❡$$✐♦♥✱ %❤❡ ❜♦/❞❡/ ✈❡/%✐❝❡$ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣/❡$$❡❞

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥%❧② ❢/♦♠ %❤❡ ✐♥%❡/♥❛❧ ✈❡/%✐❝❡$✳ ❚❤✐$ ❢❡❛%✉/❡ ✐$ ✉$❡❢✉❧ $✐♥❝❡ %❤❡/❡ ✐$ ❛ ♣-❡✜① ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② /❡❧❛%✐♦♥$❤✐♣

❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ $✉❜%/❡❡$✳ ❚❤❡② ♠✉$% ❜❡ ❝♦♠♣/❡$$❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣/❡$$❡❞ ✐♥ ❛ ♣/❡❞❡✜♥❡❞ ♦/❞❡/✳ ❚❤✉$✱ %♦ ❢✉❧❧②

❞❡❝♦♠♣/❡$$ ❛ $✉❜%/❡❡✱ %❤❡ ❜♦/❞❡/ ✈❡/%✐❝❡$ ♦❢ %❤❡ ♣/❡✈✐♦✉$ $✉❜%/❡❡$ ✐♥ %❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❧✐$% ♠✉$% ❜❡ ❞❡❝♦♠✲

♣/❡$$❡❞✳ ❚❤❡$❡ ✈❡/%✐❝❡$ ❝❛♥ ❜❡ ❧❛%❡/ ❝♦❧❧❛♣$❡❞ ✐❢ %❤❡② ❛/❡ ♥♦% ✐♥%❡/❡$%✐♥❣ %♦ %❤❡ ✉$❡/✳ ❆$ %❤✐$ $❝❤❡♠❡ ❞♦ ♥♦%

❞✉♣❧✐❝❛%❡ %❤❡ ❜♦/❞❡/ ✈❡/%✐❝❡$✱ %❤❡ ❝♦♠♣/❡$$✐♦♥ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡ $❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❡/ ❝♦♠♣❛/❡❞ %♦ %❤❡ ❈❍✉▼■ ✈✐❡✇❡/

❬❏❛♠✐♥ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❨❡%✱ %❤❡ ♣/❡✜① ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐♠♣❧✐❡$ %❤❛% ♥♦% ❞❡$✐/❡❞ ❞❛%❛ ✐$ ❞❡❝♦♠♣/❡$$❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐$ ♥♦%

%❤❡ ❝❛$❡ ✇✐%❤ %❤❡ ❈❍✉▼■ ✈✐❡✇❡/✳

✾✹



✼✳✸✳✷ ❈♦♥♥❡❝)✐✈✐)②✲♦❜❧✐✈✐♦✉1 1❝❤❡♠❡1

❆! ❢♦$ !✐♥❣❧❡✲$❛,❡ ❛♥❞ ♣$♦❣$❡!!✐✈❡ ♠❡!❤ ❝♦♠♣$❡!!✐♦♥ ❛❧❣♦$✐,❤♠!✱ $❡!♦$,✐♥❣ ,♦ $❡♠❡!❤✐♥❣ ❢♦$ ♣$♦❣$❡!!✐✈❡ ❛♥❞

$❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡!!✐❜❧❡ ❝♦♠♣$❡!!✐♦♥ ♦✛❡$! ❛ ♥❡✇ ❞❡❣$❡❡ ♦❢ ❢$❡❡❞♦♠ ,❤❛, ❛❧❧♦✇! ,♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡,,❡$ ❝♦♠♣$❡!!✐♦♥

$❛,❡!✳ ❚❤❡!❡ !❝❤❡♠❡! ❛$❡ ♦❢,❡♥ ❜❛!❡❞ ♦♥ ✇❛✈❡❧❡, ❞❡❝♦♠♣♦!✐,✐♦♥ ❢$❛♠❡✇♦$❦ ❢♦$ !❡♠✐✲$❡❣✉❧❛$ ♠❡!❤❡! ❛! ,❤❡✐$

♣$♦❣$❡!!✐✈❡ ❝♦✉♥,❡$♣❛$,! ✭!❡❡ ❙❡❝,✐♦♥ ✸✳✸✳✶✮✳

■♥ ,❤❡ ❛❧❣♦$✐,❤♠ ♦❢ ▲✐✉ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ❬▲✐✉ ❛♥❞ ❜✐♥ ❩❤❛♥❣✱ ✷✵✵✹❪✱ ❡❛❝❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥,❧② ❝♦♠♣$❡!!❡❞ ❝❧✉!,❡$

❝♦$$❡!♣♦♥❞! ,♦ ❛ ,$✐❛♥❣❧❡ ♦❢ ,❤❡ ❜❛!❡ ♠❡!❤✳ ✸ ③❡$♦✲,$❡❡!✱ ♦♥❡ ❢♦$ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡✱ ❛$❡ ❛!!♦❝✐❛,❡❞ ,♦ ,❤✐! ❜❛!❡

♠❡!❤ ,$✐❛♥❣❧❡✳ ❙✐♠ ❡, ❛❧✳ ❬❙✐♠ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✉!❡❞ ,❤❡ ♥♦$♠❛❧ ♠❡!❤ $❡♣$❡!❡♥,❛,✐♦♥ ❬●✉!❦♦✈ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ❚❤❡②

❞❡!❝$✐❜❡ ,❤❡✐$ ♦✇♥ !❝❤❡♠❡ ,❤❛, ❛!!✐❣♥! ♥❡✇ ❡❞❣❡! ,♦ ❝❧✉!,❡$! ❛❢,❡$ ,❤❡ ❜✉,,❡$✢② !✉❜❞✐✈✐!✐♦♥✳ ❚❤✐! ❢$❛♠❡✇♦$❦

❛❧!♦ ✐♥❝❧✉❞❡! ❛ ❞✐!,♦$,✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ✈✐!✐❜✐❧✐,② ,❡!, ♠❡,❤♦❞ ❛♥❞ ❛ ✈✐!✐❜✐❧✐,② ♣$✐♦$✐,② ♠❡,❤♦❞ ,♦ ✈✐❡✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥,❧②

❞❡❝♦♠♣$❡!! ,❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❬❘♦✉❞❡,✱ ✷✵✶✵❪✱ ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ,❤❡ ✇❛✈❡❧❡, ❞❡❝♦♠♣♦!✐,✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉, !❡♠✐✲$❡❣✉❧❛$

♠❡!❤ ✐! ✉!❡❞ ,♦ !❡❣♠❡♥, ,❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥,♦ $❡❣✐♦♥! ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉! ❝♦❡✣❝✐❡♥, ♠❛❣♥✐,✉❞❡!✳ ❊❛❝❤ ♦❢ ,❤❡!❡ $❡❣✐♦♥!

❛$❡ ❧❛,❡$ ♣$♦❥❡❝,❡❞ ♦♥ ,❤❡ ✐♥♣✉, !❡♠✐✲$❡❣✉❧❛$ ♠♦❞❡❧ ,♦ ❜❡ ❧❛,❡$ ❡♥❝♦❞❡❞ !❡♣❛$❛,❡❧②✳ ❚❤❡ ❢$❛♠❡✇♦$❦ ♣$❡!❡♥,❡❞

❜② ●✐♦✐❛ ❡, ❛❧✳ ❬●✐♦✐❛ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❛❧❧♦✇! ,♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❞❞ ❛♥❞ $❡♠♦✈❡ ✇❛✈❡❧❡, ❝♦❡✣❝✐❡♥,! ,♦ $❡✜♥❡ ♦$

❝♦❛$!❡ ,❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐,❤♦✉, ❤❛✈✐♥❣ ,♦ ❞❡❝♦❞❡ ,❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦!✐,✐♦♥✳

❲❛✈❡❧❡, !❝❤❡♠❡! ❤❛✈❡ ❛ ❦❡② ❛❞✈❛♥,❛❣❡ ❢♦$ ♣$♦❣$❡!!✐✈❡ $❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡!!✐❜❧❡ ♠❡!❤ ❝♦♠♣$❡!!✐♦♥✳ ◆♦ ❝♦♠♣❧❡①

❛❧❣♦$✐,❤♠! ❤❛✈❡ ,♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ,♦ ❛❝❝❡!! $❛♥❞♦♠❧② ,❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,② ❣$❛♣❤✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧,② ❝♦♠❡!

✐♥❞❡❡❞ ❢$♦♠ ,❤❡ ❢❛❝, ,❤❛, ,❤❡ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,② ♠✉!, ❜❡ ❝♦♠♣$❡!!❡❞ ✐♥,♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥, ❝❧✉!,❡$!✳ ❋♦$ ✇❛✈❡❧❡,

!❝❤❡♠❡!✱ ,❤❡ ♦♥❧② $❡V✉✐$❡♠❡♥, ✐! ,❤❛, ,❤❡ ✇❛✈❡❧❡, ❞❡❝♦♠♣♦!✐,✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❝❧✉!,❡$ ♠✉!, ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ,❤❡

✈❡$,✐❝❡! ♦❢ ,❤✐! ❝❧✉!,❡$✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,② ✐! ♦♥❧② !❡, ❜② ,❤❡ ❜❛!❡ ♠❡!❤ ❛♥❞ ,❤❡ !✉❜❞✐✈✐!✐♦♥ !❝❤❡♠❡✳ ■, ❤❛!

♥♦, ,♦ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡,❛✐❧✳

✼✳✸✳✸ ❉❛)❛ 1)6✉❝)✉6❡1 ❢♦6 ✈✐❡✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥) ✈✐1✉❛❧✐③❛)✐♦♥

❚❤❡ ,✇♦ ♣$❡✈✐♦✉! !❡❝,✐♦♥! ❞❡!❝$✐❜❡ ♣$♦❣$❡!!✐✈❡ $❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡!!✐❜❧❡ ♠❡!❤ ❝♦♠♣$❡!!✐♦♥ ❛❧❣♦$✐,❤♠!✳ ❇✉, ♣$♦❣$❡!✲

!✐✈❡ ❛♥❞ $❛♥❞♦♠❧② ❛❝❝❡!!✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝, ♠❡!❤ ❞❛,❛ !,$✉❝,✉$❡! ✇❡$❡ ❛❧!♦ !,✉❞✐❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❝♦♥,❡①, ♦❢ ✈✐!✉❛❧✐③❛,✐♦♥✳

▼♦!, ♦❢ ,❤❡!❡ !,$✉❝,✉$❡! ❛$❡ ♥♦, ❝♦♠♣$❡!!❡❞ ❜✉, ,❤❡② ❛❧❧♦✇✱ ❧✐❦❡ ♣$♦❣$❡!!✐✈❡ $❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡!!✐❜❧❡ ♠❡!❤ ❝♦♠✲

♣$❡!!✐♦♥ !❝❤❡♠❡!✱ ,❤❡ $❡♥❞❡$✐♥❣ ♦❢ ❤✉❣❡ ♠❡!❤❡! ❜② ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝♦❛$!❡♥✐♥❣ ❛♥❞ $❡✜♥✐♥❣ ,❤❡ ♠❡!❤ $❡❣✐♦♥!

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ,❤❡ ✈✐!✉❛❧✐③❛,✐♦♥ ✈✐❡✇ ♣♦✐♥,✳ ❚❤✐! !❡❝,✐♦♥ ♦✉,❧✐♥❡! ,❤❡ ✈❛$✐♦✉! ♣$♦♣♦!✐,✐♦♥! ,❤❛, ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

❇❛!❡❞ ♦♥ ♣$♦❣$❡!!✐✈❡ ♠❡!❤ ❬❍♦♣♣❡✱ ✶✾✾✻❪✱ ,❤❡ ❱❉^▼ ❞❛,❛ !,$✉❝,✉$❡ ❬❍♦♣♣❡✱ ✶✾✾✼❪ ❛❧❧♦✇! ❧♦❝❛❧ $❡✜♥❡✲

♠❡♥,! ❜② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ,❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡,✇❡❡♥ ✈❡$,❡① !♣❧✐,!✳ ❆♥ ❡①,❡♥!✐♦♥ ❢♦$ ❤✉❣❡ ,❡$$❛✐♥ ❣$✐❞ $❡♥❞❡$✐♥❣ ,❤❛,

❛❧❧♦✇! ♦✉,✲♦❢✲❝♦$❡ ♣$♦❝❡!!✐♥❣ ❛♥❞ ❣❡♦♠♦$♣❤ ,$❛♥!✐,✐♦♥! ✇❛! ,❤❡♥ ♣$♦♣♦!❡❞ ✐♥ ❬❍♦♣♣❡✱ ✶✾✾✽❪✳ ^❛❥❛$♦❧❛ ❧❛,❡$

❞❡!❝$✐❜❡❞ ,❤❡ ❋❛!,▼❡!❤ ❞❛,❛ !,$✉❝,✉$❡ ❬^❛❥❛$♦❧❛✱ ✷✵✵✶✱ ^❛❥❛$♦❧❛ ❛♥❞ ❉❡❈♦$♦✱ ✷✵✵✹❪ ,❤❛, $❡V✉✐$❡! ❧❡!! ♠❡♠✲

♦$② ,❤❛♥ ❱❉^▼✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ✐, ✐! $❡!,$✐❝,❡❞ ,♦ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♠❡!❤❡! ❛! ✐, ✐! ❜❛!❡❞ ♦♥ ❛♥ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❞❛,❛ !,$✉❝,✉$❡✳

❚❤❡ ♠❡,❤♦❞ ♣$♦♣♦!❡❞ ❜② ❨♦♦♥ ❡, ❛❧✳ ❬❨♦♦♥ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ✜$!, ❝❧✉!,❡$! ,❤❡ ✐♥♣✉, ♠❡!❤ ❛♥❞ ,❤❡♥ ❜✉✐❧❞! ❛

♣$♦❣$❡!!✐✈❡ ♠❡!❤ $❡♣$❡!❡♥,❛,✐♦♥ ❢♦$ ❡❛❝❤ ❝❧✉!,❡$✳ ●✉,❤❡ ❡, ❛❧✳ ❬●✉,❤❡ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ✉!❡❞ ❛ ❣❡♦♠❡,$② ♦❝,$❡❡

,♦ ♣❛$,✐,✐♦♥ ,❤❡ ♠❡!❤✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ ,❤❡ ♦❝,$❡❡ ✐! !✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇✐,❤ ❛ ❜♦,,♦♠✲✉♣ ❛♣♣$♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❛♣♣$♦❛❝❤

♦❢ ❙❤❛✛❡$ ❛♥❞ ●❛$❧❛♥❞ ❬❙❤❛✛❡$ ❛♥❞ ●❛$❧❛♥❞✱ ✷✵✵✺❪ ❛❧!♦ ❞❡❝♦♠♣♦!❡! ,❤❡ ♠❡!❤ ✇✐,❤ ❛♥ ♦❝,$❡❡✳ ■, ,❤❡♥ ❛!✲

!✐❣♥! ,♦ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❛ $❡♣$❡!❡♥,❛,✐✈❡ ✈❡$,❡① ❝♦♠♣✉,❡❞ ,♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ,❤❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛,✐♦♥ ❡$$♦$✳ ❈✐❣♥♦♥✐ ❡, ❛❧✳

❬❈✐❣♥♦♥✐ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ♣$♦♣♦!❡❞ ,♦ ❞❡❝♦♠♣♦!❡ ,❤❡ ♠❡!❤ ✇✐,❤ ❛ ,❡,$❛❤❡❞$❛❧ !,$✉❝,✉$❡✳ ❖,❤❡$ ♠❡,❤♦❞! ✇❡$❡ ❛❧!♦

♣$♦♣♦!❡❞ ,♦ ❜✉✐❧❞ ♣❛$❛❧❧❡❧ ✈✐❡✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥, ♣$♦❣$❡!!✐✈❡ ♠❡!❤❡! ❬❍✉ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ❉❡$③❛♣❢ ❛♥❞ ●✉,❤❡✱ ✷✵✶✷❪✳

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❘❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡!!✐❜❧❡ ♠❡!❤ ❝♦♠♣$❡!!✐♦♥ ❛❧❣♦$✐,❤♠! ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥,❧② ❛❞❛♣# ✸❉ ❞❛,❛ ,♦ ,$❛♥!♠✐!!✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐!✉❛❧✲
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Side faces

Front face

•
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•
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00011010...

00011010...

00011010...

View-dependent
decompression

Wire-net mesh

Wires

Charts

Encoded wire-net mesh

Compressed wires

Compressed charts

Input mesh Segmented mesh

f c

F (f ; c) =

(
#fc
#favg

)

︸ ︷︷ ︸

1

(λ− (Nc ·Nf ))
︸ ︷︷ ︸

2

(|Pf − Pn|)
︸ ︷︷ ︸

3

,

#fc c #favg
Nc · Nf c f |Pf − Pn|

f n
f c F

λ
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❚❤❡ #❡❝♦♥❞ #❡❣♠❡♥*❛*✐♦♥ ♠❡*❤♦❞ ✇❡ ♣/♦♣♦#❡ ✐♥ *❤✐# #❡❝*✐♦♥ ✐# ❜❛#❡❞ ♦♥ *❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡#❤ #✐♠♣❧✐✜❝❛*✐♦♥

❛❧❣♦/✐*❤♠ ❞❡#❝/✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣*❡/ ✺✳ ❚❤✐# ❛❧❣♦/✐*❤♠ ✐# ❜❛#❡❞ ♦♥ *✇♦ ✐♥❝/❡♠❡♥*❛❧ ❞❡❝✐♠❛*✐♦♥ ♦♣❡/❛*♦/#✿ *❤❡

❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣#❡ ❛♥❞ *❤❡ ❡❞❣❡ /❡♠♦✈❛❧✳

✽✳✸✳✶ ●❡&&✐♥❣ &❤❡ +❡❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❢0♦♠ &❤❡ ❞❡❝✐♠❛&✐♦♥

a.

b.
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1

3
2

2
2

1

❋✐❣✉/❡ ✽✳✼✿ ▼❡/❣✐♥❣ ❢❛❝❡# ❢♦/ *❤❡ ❞❡❝✐♠❛*✐♦♥✲❜❛#❡❞ #❡❣♠❡♥*❛*✐♦♥✳ ❛✳ ❆❢*❡/ ❛♥ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣#❡✳ ❜✳ ❆❢*❡/ ❛♥

❡❞❣❡ /❡♠♦✈❛❧✳ ❚❤❡ ❡♥❝✐/❝❧❡❞ ♥✉♠❜❡/# /❡♣/❡#❡♥* *❤❡ ✐❞# ♦❢ *❤❡ ❢❛❝❡# #*♦/❡❞ ✐♥#✐❞❡ *❤❡ ❧✐#* ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡✳

❆* *❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ *❤❡ ❞❡❝✐♠❛*✐♦♥✱ *❤❡ ❛❧❣♦/✐*❤♠ ❛##✐❣♥# *♦ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ❛♥ ✐❞✳ ❉✉/✐♥❣ *❤❡ ❞❡❝✐♠❛*✐♦♥✱ *❤❡

✐♥♣✉* ♠❡#❤ ❢❛❝❡# ♣/♦❣/❡##✐✈❡❧② ♠❡/❣❡ ✐♥*♦ ❛❞❥❛❝❡♥* ❢❛❝❡# *❤❛♥❦# *♦ *❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣#❡ ❛♥❞ ❡❞❣❡ /❡♠♦✈❛❧

♦♣❡/❛*✐♦♥#✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦/✐*❤♠ ❦❡❡♣# ✐♥ ♠❡♠♦/②✱ ❢♦/ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡✱ ❛ ❧✐#* ❝♦♥*❛✐♥✐♥❣ ✐*# ✐❞ ❛♥❞ ❛❧❧ *❤❡ ✐❞# ♦❢ *❤❡ ❢❛❝❡#

*❤❛* ❛/❡ ♠❡/❣❡❞ ✐♥*♦ ✐*✳

• ❲❤❡♥ ❛♥ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣#❡#✱ *❤❡ */✐❛♥❣❧❡ ❢❛❝❡# ❛❞❥❛❝❡♥* *♦ ❝♦❧❧❛♣#❡❞ ❡❞❣❡ ✈❛♥✐#❤✳ ❚❤❡ ✐❞ ❧✐#* ♦❢ *❤❡#❡
❢❛❝❡# ❛/❡ */❛♥#❢❡//❡❞ *♦ *❤❡ ✐❞ ❧✐#* ♦❢ *❤❡✐/ ❛❞❥❛❝❡♥* ❢❛❝❡# ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ *♦ *❤❡ ♣❛*❝❤✳ ❚❤✐# ♣/♦❝❡## ✐#

❞❡♣✐❝*❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉/❡ ✽✳✼ ❛✳

• ❲❤❡♥ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐# /❡♠♦✈❡❞✱ *❤❡ ✐❞ ❧✐#* ♦❢ *❤❡ ❞✐#❛♣♣❡❛/✐♥❣ ❢❛❝❡ ✐# */❛♥#❢❡/❡❞ *♦ *❤❡ ✐❞ ❧✐#* ♦❢ *❤❡ /❡♠❛✐♥✐♥❣
❢❛❝❡ ♦❢ *❤❡ ♣❛*❝❤ ❛# ❞❡♣✐❝*❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉/❡ ✽✳✼ ❜✳

❆* *❤❡ ❡♥❞ ♦❢ *❤❡ ❞❡❝✐♠❛*✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢ *❤❡ ✐♥♣✉* ♠♦❞❡❧ ❤❛# *❤❡/❡❢♦/❡ ❛ ❝♦//❡#♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❝❡ ✐♥ *❤❡ ❞❡❝✐✲

♠❛*❡❞ ♠❡#❤✳ ❚❤❡ #❡❣♠❡♥*❛*✐♦♥ ✐# ♦❜*❛✐♥❡❞ ❜② ❝/❡❛*✐♥❣ ❝❤❛/*# ✇✐*❤ ❢❛❝❡# *❤❛* ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦//❡#♣♦♥❞✐♥❣

❢❛❝❡ ✐♥ *❤❡ ❞❡❝✐♠❛*❡❞ ♠♦❞❡❧✳

■* ✐# #*✐❧❧ ♣♦##✐❜❧❡ *❤❛* *❤❡ ❣❡♥❡/❛*❡❞ #❡❣♠❡♥*❛*✐♦♥ ❝♦♥*❛✐♥# *❤❡ #❛♠❡ *♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣/♦❜❧❡♠# ❛# ❞❡#❝/✐❜❡❞

✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✽✳✷✳✷✳ ■♥ ♣/❛❝*✐❝❡ *❤✐# ❤❛♣♣❡♥# ♠✉❝❤ ♠♦/❡ /❛/❡❧② *❤❛♥ ✇✐*❤ *❤❡ ✈❛/✐❛*✐♦♥❛❧ #❡❣♠❡♥*❛*✐♦♥ ♠❡*❤♦❞✳

■♥❞❡❡❞✱ *❤❡ ❝♦♥#*/❛✐♥* ♦❢ ❣❡♥❡/❛*✐♥❣ ♦♥❧② ❝♦♥✈❡① ❢❛❝❡# ❝❛♥ ♣/❡✈❡♥* *❤❡ ❢♦/♠❛*✐♦♥ ♦❢ ❞♦♥✉*✲#❤❛♣❡❞ ❝❤❛/*# ♦/

*✇♦ ❝❤❛/*# #❤❛/✐♥❣ *✇♦ ❞✐#*✐♥❝* ❜♦✉♥❞❛/✐❡#✳

✽✳✸✳✷ ❘❡+✉❧&+

❖♥ "❤❡ ❋✐❣✉)❡ ✽✳✽✱ -♦♠❡ ❞❡❝✐♠❛"✐♦♥- ❛♥❞ ❝♦))❡-♣♦♥❞✐♥❣ -❡❣♠❡♥"❛"✐♦♥ )❡-✉❧"- ❛)❡ -❤♦✇♥✳ ❚❤❡ 7✉❛❧✐"② ♦❢ "❤❡

♦❜"❛✐♥❡❞ -❡❣♠❡♥"❛"✐♦♥ ✐- ✐♥❢❡)✐♦) "♦ "❤❡ )❡-✉❧"- ♦❢ "❤❡ ✈❛)✐❛"✐♦♥❛❧ ♠❡"❤♦❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❢❛❝❡- ♣❡) ❝❤❛)"

✐- ♥♦" ❝♦♥-"❛♥" ❛- "❤❡ ♠❡"❤♦❞ ✐- ♥♦" ❞❡-✐❣♥❡❞ "♦ )❡-♣❡❝" "❤✐- ❝♦♥-")❛✐♥"✳ ❈❤❛)"- ❛)❡ ❛❧-♦ ❧❡-- ❝♦♠♣❛❝" ❛♥❞

♣❧❛♥❛)✳ ❆- )❡♣♦)"❡❞ ✐♥ ❙❡❝"✐♦♥ ✽✳✹✳✹✱ "❤✐- ❧❡❛❞- "♦ ✐♥❢❡)✐♦) ❝♦♠♣)❡--✐♦♥ )❛"❡-✳ ◆❡✈❡)"❤❡❧❡--✱ ♦♥❡ ❛❞✈❛♥"❛❣❡

♦❢ "❤✐- ♠❡"❤♦❞ ♦✈❡) "❤❡ ♣)❡✈✐♦✉- ♦♥❡ ✐- "❤❛" ✐" ♣)♦❞✉❝❡- ❧❡-- "♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣)♦❜❧❡♠-✳
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PredPos(i) = 2× Pos(i− 1)− Pos(i− 2).

Prediction

Vertex to encode

Prediction error

vb sc



❙❡❝#✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ *❘❆▼ #❤❡/❡❢♦/❡ ❜❡♥❡✜#3 ❢/♦♠ #❤❡ ❣♦♦❞ /❛#❡✲❞✐3#♦/#✐♦♥ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡ ♦❢ #❤✐3 ❛❧❣♦/✐#❤♠✳ ❲❡

♠♦❞✐✜❡❞ #❤❡ ❝♦♠♣/❡33♦/ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣/❡33♦/ #♦ ✐♥#❡❣/❛#❡ ✐# ✐♥ ♦✉/ /❛♥❞♦♠❧②✲❛❝❝❡33✐❜❧❡ ❢/❛♠❡✇♦/❦✳

• ❲❡ ♣/❡✈❡♥# ✇✐/❡✲♥❡# ♠❡3 ✈❡/#✐❝❡3 ❢/♦♠ ❜❡✐♥❣ /❡♠♦✈❡❞ ❞✉/✐♥❣ #❤❡ ❞❡❝✐♠❛#✐♦♥ ♣❛33❡3 ✐♥ ♦/❞❡/ #♦ ❛##/✐❜✉#❡

❡❛3✐❧② ✇✐/❡3 #♦ ❝❤❛/# ❜♦✉♥❞❛/✐❡3 ❛❢#❡/ #❤❡ ❞❡❝♦♠♣/❡33✐♦♥✳

• ❚❤❡ ❞❡❝✐♠❛#✐♦♥ ❝♦♥B✉❡3# ♦❢ #❤❡ ❛❧❣♦/✐#❤♠ ♦❢ ▲❡❡ ❡# ❛❧✳ ❬▲❡❡ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ♦♥❧② /❡♠♦✈❡3 ✈❛❧❡♥❝❡ ✸ ❛♥❞

✹ ❜♦/❞❡/ ✈❡/#✐❝❡3✳ ■♥ ♦/❞❡/ #♦ ♥♦# ❞✉♣❧✐❝❛#❡ #❤❡ ❜♦/❞❡/ ✈❡/#✐❝❡3 ❣❡♦♠❡#/② ❞❛#❛ ❢♦/ ❛❞❥❛❝❡♥# ❝❤❛/#3✱

✇❡ ❝/❡❛#❡❞ #✇♦ ♥❡✇ ❝♦♥♥❡❝#✐✈✐#② 3②♠❜♦❧3 #♦ ❡♥❝♦❞❡ #❤❡ ❜♦/❞❡/ ✈❡/#✐❝❡3 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ #♦ ❛ ✇✐/❡✿ ♦♥❡ ❢♦/

❜♦/❞❡/ ✈❛❧❡♥❝❡ ✸ ✈❡/#✐❝❡3 ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦/ ✈❛❧❡♥❝❡ ✹ ✈❡/#✐❝❡3✳ ❚❤❡3❡ 3②♠❜♦❧3 ❛/❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥♦#❤❡/ 3②♠❜♦❧

#❤❛# ❛❧❧♦✇3 #♦ ✜♥❞ #❤❡ ✐♥❞❡① ir ♦❢ vr ✐♥ #❤❡ ✇✐/❡✳ ❚❤✐3 3②♠❜♦❧ ✐3 ❞❡#❡/♠✐♥❡❞ ❜② ✜/3# ❝♦♠♣✉#✐♥❣ #❤❡

❝✉//❡♥# ♣❛#❝❤ ❜❛/②❝❡♥#❡/ vb✳ ❚❤❡♥✱ #❤❡ ✐♥❞❡① in ♦❢ #❤❡ ✈❡/#❡① ✐♥ #❤❡ ✇✐/❡ #❤❛# ✐3 #❤❡ ❝❧♦3❡3# ❢/♦♠ vb
✐3 ❝♦♠♣✉#❡❞✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ 3②♠❜♦❧ sc✱ ❝♦//❡3♣♦♥❞3 #♦ ir − in ✭3❡❡ ❋✐❣✉/❡ ✽✳✶✵✮✳ ❆3 ✐# ❝❛♥ ❜❡ 3❡❡♥ ♦♥

❋✐❣✉/❡ ✽✳✶✶✱ ❢♦/ ♠♦3# ❝❛3❡3 sc ✐3 ♥✉❧❧✳ ❚❤❡/❡❢♦/❡✱ ✐# ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥#❧② ❡♥#/♦♣② ❡♥❝♦❞❡❞✳ ❚❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞

❣❛✐♥3 ♦❢ #❤❡ ❝♦♠♣/❡33✐♦♥ ♦❢ ❜♦/❞❡/ ✈❡/#✐❝❡3 ✐♥ ✇✐/❡3 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ #❤❡ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶ ✭♥♦/♠❛❧ ✈3 ♥♦ ✇✐/❡

❝♦❧✉♠♥3✮✳

❋✐❣✉/❡ ✽✳✶✶✿ ❚②♣✐❝❛❧ ❞✐3#/✐❜✉#✐♦♥3 ♦❢ sc✳

✽✳✹✳✹ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ ❝♦♠♣'❡00✐♦♥ '❡0✉❧+0

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥#❡❞ *❘❆▼ ✉3✐♥❣ #❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❞❛#❛ 3#/✉❝#✉/❡3 ❢/♦♠ ❖♣❡♥▼❡3❤ ❬❇♦#3❝❤ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ❛♥❞ ❈●❆▲

❬❋❧❛#♦ ❡# ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳ ❚❤❡ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶ ❛♥❞ ✽✳✷ /❡♣♦/# ❡①♣❡/✐♠❡♥#❛❧ ❝♦♠♣/❡33✐♦♥ /❡3✉❧#3 ♦❜#❛✐♥❡❞ ✇✐#❤ ❜♦#❤ 3❡❣✲
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◆❡✈❡)+❤❡❧❡--✱ +❤❡ )❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡--✐❜✐❧✐+② ♦✛❡)❡❞ ❜② +❤✐- ❛♣♣)♦❛❝❤ ✐- ❧✐♠✐+❡❞ ❛- ❝❤❛)+- ♠✉-+ ❜❡ ❝♦♠♣♦-❡❞ ♦❢

❛ -✐❣♥✐✜❝❛♥+ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❢❛❝❡- +♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥+❧② ❝♦♠♣)❡--❡❞✳ ❇❡-✐❞❡-✱ +❤❡ ♣)♦♣♦-❡❞ ❝❤❛)+ -+✐+❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦)✐+❤♠

-♦♠❡+✐♠❡- ❢❛✐❧- +♦ )❡♠♦✈❡ ❛❧❧ +❤❡ ❛)+✐❢❛❝+-✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♣)♦❣)❡--✐✈❡ ❛♥❞ )❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡--✐❜❧❡ ❝♦♠♣)❡--✐♦♥ -❝❤❡♠❡

❞❡-❝)✐❜❡❞ ✐♥ +❤❡ ❈❤❛♣+❡) ✾ ❞♦❡- ♥♦+ ❤❛✈❡ +❤❡-❡ ✐--✉❡- ❛- ✐+ ✐- ❞♦❡- ♥♦+ )❡❧② ♦♥ ❛♥ ✐♥✐+✐❛❧ -❡❣♠❡♥+❛+✐♦♥ ♦❢

+❤❡ ✐♥♣✉+ ♠❡-❤✳ ■+ ♦✛❡)- ❛ ✜♥❡ )❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡-- ❣)❛♥✉❧❛)✐+②✳ ❲✐+❤♦✉+ ❛♥② ♣♦-+✲♣)♦❝❡--✐♥❣ -+❡♣✱ ✐+ ❣❡♥❡)❛+❡- ❛

❝❧♦-❡❞ ❞❡❝♦♠♣)❡--❡❞ ♠❡-❤ ✇✐+❤ -♠♦♦+❤ +)❛♥-✐+✐♦♥- ❜❡+✇❡❡♥ ❝♦❛)-❡ ❛♥❞ )❡✜♥❡❞ )❡❣✐♦♥- ♦❢ +❤❡ ♠❡-❤✳

✶✶✶





❖✉" #❝❤❡♠❡ ❬▲❡❡ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪

❈♦#*

▼♦❞❡❧ ★ ✈❡"*✐❝❡# ★ ❝❤❛"*#

❈♦♠♣✳ "❛*✐♦ ✭❜♣✈✮ ❚✐♠❡# ✭#✮ ❈♦♠♣✳ "❛*✐♦ ❚✐♠❡# ✭#✮

◆♦"♠❛❧ ◆♦ ✇✐"❡ ❈♦♥#*"❛✐♥❡❞ ❈♦♠♣✳ ❉❡❝♦♠♣✳ ✭❜♣✈✮ ❈♦♠♣✳ ❉❡❝♦♠♣✳

❘❛♠❡##❡# ✽✷✻✱✷✻✻

✸✸✸ ✶✺✳✺ ✶✻✳✺ ✶✻✳✼

✷✹ ✸ ✶✷✳✹ ✸✻ ✷✺

✷✺✳✸✪

✶✻✻ ✶✹✳✸ ✶✺✳✵ ✶✺✳✷ ✶✺✳✺✪

✽✹ ✶✸✳✺ ✶✹✳✶ ✶✹✳✸ ✾✳✻✪

✸✼ ✶✸✳✵ ✶✸✳✹ ✶✸✳✺ ✺✳✸✪

✷✶ ✶✷✳✻ ✶✷✳✾ ✶✸✳✵ ✷✳✶✪

◆❡♣*✉♥❡ ✷✱✵✵✸✱✾✸✷ ✷✵✹ ✶✵✳✹ ✶✶✳✵ ✶✶✳✺ ✺✾ ✶✵ ✾ ✼✸ ✻✶ ✶✹✳✼ ✪

❉"❛❣♦♥ ✸✱✻✵✾✱✻✵✵ ✸✻✷ ✾✳✹ ✶✵✳✵ ✶✵✳✹ ✶✶✼ ✶✼ ✲ ✲ ✲ ✲

❙*❛*✉❡**❡ ✹✱✾✾✾✱✾✾✻ ✺✷✻ ✶✶✳✸ ✶✶✳✽ ✶✷✳✺ ✶✼✾ ✷✺ ✲ ✲ ✲ ✲

❚❛♥❦ ✭❝♦❧♦"❡❞✮ ✷✸✵✱✵✻✽ ✶✶✹ ✶✾✳✽ ✷✷✳✺ ✷✹✳✺ ✶✽ ✷ ✷✵✳✹ ✼ ✼ ✲✷✳✽✪

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ ❊①♣❡"✐♠❡♥*❛❧ ❝♦♠♣"❡##✐♦♥ "❡#✉❧*# ♦❢ T❘❆▼ ✇✐*❤ ❛ ✶✷ ❜✐* V✉❛♥*✐③❛*✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛#* ❝♦❧✉♠♥ ❣✐✈❡# *❤❡ ❝♦#* ♦❢ *❤❡ ♥♦"♠❛❧ ❝♦♠♣"❡##✐♦♥ ✇✐*❤ ♦✉"

#❝❤❡♠❡ ❝♦♠♣❛"❡❞ *♦ ❬▲❡❡ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳

▼♦❞❡❧ ★ ✈❡"*✐❝❡#

❱❛"✐❛*✐♦♥❛❧ #❡❣✳ ❉❡❝✐♠❛*✐♦♥ #❡❣✳

★ ❝❤❛"*# ❈♦♠♣✳ "❛*✐♦ ✭❜♣✈✮ ★ ❝❤❛"*# ❈♦♠♣✳ "❛*✐♦ ✭❜♣✈✮

❘❛♠❡##❡# ✽✷✻✱✷✻✻ ✶✻✻ ✶✺✳✷ ✶✻✽ ✶✼✳✺

◆❡♣*✉♥❡ ✷✱✵✵✸✱✾✸✷ ✷✵✹ ✶✶✱✺ ✷✵✹ ✶✷✳✷

❉"❛❣♦♥ ✸✱✻✵✾✱✻✵✵ ✸✻✷ ✶✵✳✹ ✸✻✷ ✶✶✳✶

❚❤❛✐ ❙*❛*✉❡ ✹✱✾✾✾✱✾✾✻ ✺✷✻ ✶✷✳✺ ✺✷✻ ✶✺✳✺

❚❛❜❧❡ ✽✳✷✿ ❈♦♠♣❛"✐#♦♥ ♦❢ *❤❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥*❛❧ ❝♦♠♣"❡##✐♦♥ "❛*❡# ♦❢ T❘❆▼ ♦❜*❛✐♥❡❞ ✇✐*❤ *❤❡ *✇♦ #❡❣♠❡♥*❛*✐♦♥ ♠❡*❤♦❞#✱ ✶✷ ❜✐* V✉❛♥*✐③❛*✐♦♥ ❛♥❞

❝♦♥#*"❛✐♥❡❞ ❝❤❛"* ❞❡❝✐♠❛*✐♦♥✳

✶
✶
✸



✶✶✹



•



• ❚❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜❧❧✐♥❣ .❤❡ ❤♦❧❡/ ❜❡.✇❡❡♥ ❝❧✉/.❡$/ ♥♦. .♦.❛❧❧② ❞❡❝♦♠♣$❡//❡❞ ✐/ ❞✐✣❝✉❧. .♦ /♦❧✈❡ ♣❡$❢❡❝.❧②✳

❊✈❡♥ ❛❢.❡$ ❛ ♣♦/.✲♣$♦❝❡//✐♥❣ /.✐.❝❤✐♥❣✱ .❤❡$❡ ✐/ ♦❢.❡♥ $❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛$.❡❢❛❝./ ❛♣♣❡❛$✐♥❣ ✐♥ .❤❡ ❞❡❝♦♠♣$❡//❡❞

♠♦❞❡❧/✳

■♥ .❤✐/ ❝❤❛♣.❡$✱ ✇❡ ❞❡/❝$✐❜❡ ❛ ♥❡✇ ♣$♦❣$❡//✐✈❡ $❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡//✐❜❧❡ ❛❧❣♦$✐.❤♠✱ ❝❛❧❧❡❞  ❖▼❆❘ ❢♦$ =$♦✲

❣$❡//✐✈❡ ❖$✐❡♥.❡❞ ▼❡/❤ ❆❝❝❡//✐❜❧❡ ❘❛♥❞♦♠❧②✳ ■. ❝❛♥ ❝♦♠♣$❡// ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦$✐❡♥.❡❞ .$✐❛♥❣❧❡ ♠❡/❤❡/✳ ❉✉$✐♥❣

.❤❡ ❞❡❝♦♠♣$❡//✐♦♥✱ ❡❛❝❤ $❡❣✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♠❡/❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣$❡//❡❞ ❛. .❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡.❛✐❧ $❡C✉❡/.❡❞ ❜② .❤❡ ✉/❡$✳

❚❤❡ $❡/.$✐❝.✐♦♥ ✐/ .❤❛. .✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥. $❡❣✐♦♥/ ♠✉/. ❤❛✈❡ ❛. ♠♦/. ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡.❛✐❧ ♦❢ ❞✐✛❡$❡♥❝❡✳

=❖▼❆❘ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❞❡/✐❣♥❡❞ ❢♦$ ❡✣❝✐❡♥. ♠❡/❤ /.♦$❛❣❡ ❛♥❞ .$❛♥/♠✐//✐♦♥ ❜✉. ✐. ❛❧/♦ ♦✛❡$/ ✐♥.❡$❡/.✐♥❣

❢❡❛.✉$❡/ ❢♦$ ✐♥.❡$❛❝.✐✈❡ ✈✐/✉❛❧✐③❛.✐♦♥✳ ■. ❣❡♥❡$❛.❡/ ❞❡❝♦♠♣$❡//❡❞ ♠♦❞❡❧/ ✇✐.❤ ✈✐/✉❛❧❧② ❣♦♦❞ .$✐❛♥❣❧❡/ ❛♥❞

♥♦ ❛$.❡❢❛❝./✳ ❯♥❧✐❦❡ =❘❆▼ ✭/❡❡ ❈❤❛♣.❡$ ✽✮ ♦$ .❤❡ ❈❍✉▼■ ✈✐❡✇❡$ ❬❏❛♠✐♥ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ♥♦ ♣♦/.✲♣$♦❝❡//✐♥❣

♦♣❡$❛.✐♦♥/ ❤❛✈❡ .♦ ❜❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ♦♥ .❤❡ ❜♦✉♥❞❛$✐❡/ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ $❡❣✐♦♥/ ❞❡❝♦♠♣$❡//❡❞ ❛. ❞✐✛❡$❡♥. ❧❡✈❡❧/ ♦❢

❞❡.❛✐❧✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣$❡//✐♦♥ ❛❧❣♦$✐.❤♠ $❡C✉✐$❡/ ❛ ❧♦✇ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ♣$♦❞✉❝❡/ /♠♦♦.❤ .$❛♥/✐.✐♦♥/ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ✜♥❡

❛♥❞ ❝♦❛$/❡ $❡❣✐♦♥/ ♦❢ .❤❡ ♠❡/❤✳

❚❤❡ ❝♦♥.❡♥. ♦❢ .❤✐/ ❝❤❛♣.❡$ ❝❛♥ ❜❡ /✉♠♠❛$✐③❡❞ ❛/ ❢♦❧❧♦✇/✿

• ❲❡ ✜$/. ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡(✈✐❡✇ ♦❢ .❤❡ ❛❧❣♦$✐.❤♠✳

• ❚❤❡ ❞❡❝✐♠❛/✐♦♥ 1/❡♣ ✐/ .❤❡♥ ❞❡/❝$✐❜❡❞✳ ■. ❣❡♥❡$❛.❡/ ❞✐/❝$❡.❡ ❧❡✈❡❧/ ♦❢ ❞❡.❛✐❧ ✇✐.❤ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣/❡
♦♣❡$❛.✐♦♥/✳ ❚❤❡ ❤✐❡$❛$❝❤② ♦❢ ❝♦❧❧❛♣/❡ ♦♣❡$❛.✐♦♥/ ❛❧❧♦✇/ .❤❡♥ .♦ ❞❡✜♥❡ .❤❡ $❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡//✐❜❧❡ ❝❧✉/.❡$/✳

• ❚❤❡ ❝♦♠♣(❡11✐♦♥ ❛♥❞ .❤❡ ❞❡❝♦♠♣(❡11✐♦♥ ❜♦.❤ $❡❝♦♥/.$✉❝. .❤❡ /✉❝❝❡//✐✈❡ ❧❡✈❡❧/ ♦❢ ❞❡.❛✐❧ ❜② ♣❡$❢♦$♠✲
✐♥❣ .❤❡ $❡✈❡$/❡ ♦♣❡$❛.✐♦♥/ ♦❢ .❤❡ ❞❡❝✐♠❛.✐♦♥✱ .❤❡ ✈❡$.❡① /♣❧✐./✳ ❉✉$✐♥❣ .❤❡ ❝♦♠♣$❡//✐♦♥✱ ✈❡$.❡① /♣❧✐./

❛$❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐.❤ ❢♦✉$ ❝♦♥♥❡❝.✐✈✐.② /②♠❜♦❧/ ❛♥❞ ❛ ❜❛$②❝❡♥.$✐❝ ❡$$♦$ ♣$❡❞✐❝.✐♦♥ ❢♦$ .❤❡ ❣❡♦♠❡.$②✳ ❚❤❡

❝♦❛$/❡ ❧❡✈❡❧/ ♦❢ ❞❡.❛✐❧ ❛$❡ ❝♦♠♣$❡//❡❞ ❣❧♦❜❛❧❧② ❛/ ✇✐.❤ ❛ /.❛♥❞❛$❞ ♣$♦❣$❡//✐✈❡ ❝♦♠♣$❡//✐♦♥ ❛❧❣♦$✐.❤♠✳

❍♦✇❡✈❡$✱ .❤❡ ✜♥❡/. ❧❡✈❡❧/ ♦❢ ❞❡.❛✐❧ ❛$❡ ❝♦♠♣$❡//❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥.❧② ❢♦$ ❡❛❝❤ $❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡//✐❜❧❡ ❝❧✉/.❡$✳

• ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ .❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ❝❧✉1/❡(1 ❢♦$ .❤❡ $❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡// ❣$❛♥✉❧❛$✐.② ✐/ .❤❡♥ /.✉❞✐❡❞✳

• ❲❡ ❛❧/♦ ♣$♦✈✐❞❡ ❡①♣❡(✐♠❡♥/❛❧ (❡1✉❧/1 ❛♥❞ ❝♦♠♣❛$❡ =❖▼❆❘ ✇✐.❤ =❘❆▼ ❛♥❞ ♦.❤❡$ ♣$❡✈✐♦✉/

/❝❤❡♠❡/✳

✾✳✷ ❖✈❡&✈✐❡✇

❚❤❡ =❖▼❆❘ ❝♦♠♣$❡//✐♦♥ ❛❧❣♦$✐.❤♠ ♣❡$❢♦$♠/ .❤$❡❡ ♠❛✐♥ .❛/❦/✳

▼❡1❤ ❞❡❝✐♠❛/✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉. ♠♦❞❡❧ ✐/ ✜$/. /✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇✐.❤ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣*❡* .♦ ❣❡♥❡$❛.❡ ❞✐/❝$❡.❡ ❧❡✈❡❧/

♦❢ ❞❡.❛✐❧✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐♠❛.✐♦♥ /.♦♣/ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦❛$/❡ ✈❡$/✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ✐♥♣✉. ♠♦❞❡❧✱ ❝❛❧❧❡❞ .❤❡ ❜❛*❡ ♠❡*❤✱ ✐/

♦❜.❛✐♥❡❞✳ ❆❧❧ .❤❡ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ♦♣❡$❛.✐♦♥/ ❛$❡ ❦❡♣. ✐♥ ♠❡♠♦$② .♦ ❛❧❧♦✇ .❤❡ ❧❛.❡$ ♠❡/❤ $❡❝♦♥/.$✉❝.✐♦♥ ❜②

.❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ /.❡♣/✳

●❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡/❛✐❧ ❝♦♠♣(❡11✐♦♥✳ ❙.❛$.✐♥❣ ❢$♦♠ .❤❡ ❜❛/❡ ♠❡/❤✱ .❤❡ /✉❝❝❡//✐✈❡ ❧❡✈❡❧/ ♦❢ ❞❡.❛✐❧ ❣❡♥❡$❛.❡❞

❜② .❤❡ ❞❡❝✐♠❛.✐♦♥ ❛$❡ $❡❝♦♥/.$✉❝.❡❞ ❜② ♣❡$❢♦$♠✐♥❣ .❤❡ $❡✈❡$/❡ ♦♣❡$❛.✐♦♥/ ♦❢ .❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣/❡/✱

.❤❡ ✈❡./❡① *♣❧✐/*✳ ❚❤❡ /②♠❜♦❧/ ♥❡❡❞❡❞ .♦ $❡❜✉✐❧❞ .❤❡ ❧❡✈❡❧/ ❛$❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❢♦$ .❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡/❤✱ ✐♥ .❤❡

/❛♠❡ ✇❛② ❛/ ❛ ♣$♦❣$❡//✐✈❡ ❝♦♠♣$❡//✐♦♥ ❛❧❣♦$✐.❤♠✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❝❧✉*/❡. ❛ /❡. ♦❢ ✈❡$.✐❝❡/ ♦❢ .❤❡ ✐♥♣✉. ♠❡/❤

.❤❛. ❤✐❡$❛$❝❤✐❝❛❧❧② ❝♦❧❧❛♣/❡❞ ✐♥.♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❡$.❡① ❞✉$✐♥❣ .❤❡ ❞❡❝✐♠❛.✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡.❛✐❧

❝♦♠♣$❡//✐♦♥ /.♦♣/ ✇❤❡♥✱ ✐♥ .❤❡ ❝✉$$❡♥. ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡.❛✐❧✱ .❤❡$❡ ❛$❡ ❛/ ♠❛♥② ✈❡$.✐❝❡/ ❛/ ❞❡/✐$❡❞ $❛♥❞♦♠

❛❝❝❡//✐❜❧❡ ❝❧✉/.❡$/✳ ❚❤✐/ ❧❡✈❡❧ ✐/ ❝❛❧❧❡❞ .❤❡ ❜❛*❡ ❝❧✉*/❡.❡❞ ♠❡*❤✳

❈❧✉1/❡(❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡/❛✐❧ ❝♦♠♣(❡11✐♦♥✳ ❙.❛$.✐♥❣ ❢$♦♠ .❤❡ ❜❛/❡ ❝❧✉/.❡$❡❞ ♠❡/❤✱ .❤❡ ❧❡✈❡❧/ ♦❢ ❞❡.❛✐❧ $❡✲

❝♦♥/.$✉❝.✐♦♥ ❛//✐❣♥/ ✐♥/❡$.❡❞ ✈❡$.✐❝❡/ .♦ ❝❧✉/.❡$/ ✐♥ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ✈❡$.❡① /♣❧✐./ ❤✐❡$❛$❝❤②✳ ❊❛❝❤ ✈❡$.❡①

♦❢ .❤❡ ❜❛/❡ ❝❧✉/.❡$❡❞ ♠❡/❤ ❤❛/ ❛ ❝♦$$❡/♣♦♥❞✐♥❣ $❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡//✐❜❧❡ ❝❧✉/.❡$✳ ❚❤❡ ✈❡$.✐❝❡/ .❤❛. ❝♦❧❧❛♣/❡❞

✐♥.♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❡$.❡① vc ♦❢ .❤❡ ❜❛/❡ ❝❧✉/.❡$❡❞ ♠❡/❤ ❜❡❧♦♥❣ .♦ .❤❡ ❝❧✉/.❡$ ♦❢ vc✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥.
❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ .❤❡ ✈❡$.❡① /♣❧✐./ ❢♦$ ❡❛❝❤ ❝❧✉/.❡$ ❡♥❛❜❧❡/ .❤❡ $❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡//✐❜❧❡ ❞❡❝♦♠♣$❡//✐♦♥✳
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❚❤❡ ♠❡$❤ ❞❡❝♦♠♣)❡$$✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥$ ✐♥ -❤❡ $❛♠❡ ♦)❞❡) ❛$ -❤❡ -✇♦ ❝♦♠♣)❡$$✐♦♥ $-❡♣$✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ ♦♥❧② -❤❡

❞❡$✐)❡❞ )❡❣✐♦♥$ ♦❢ -❤❡ ♠❡$❤ ❛)❡ ❞❡❝♦❞❡❞ ❛♥❞ )❡❝♦♥$-)✉❝-❡❞ ✇✐-❤ -❤❡ ❝♦♥$-)❛✐♥- -❤❛- -❤❡)❡ ♠✉$- ❜❡ ❛- ♠❛①✐♠✉♠

♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡-❛✐❧ ♦❢ ❞✐✛❡)❡♥❝❡ ❜❡-✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥- ❝❧✉$-❡)$✳

✾✳✸ ❉❡❝✐♠❛)✐♦♥

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ -❤❡ ❞❡❝✐♠❛-✐♦♥ $-❡♣ ✐$ -♦ ❣❡♥❡)❛-❡ ❞✐$❝)❡-❡ ❧❡✈❡❧$ ♦❢ ❞❡-❛✐❧✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐♠❛-✐♦♥ ♦♣❡)❛-♦) ✉$❡❞ ✐$ -❤❡

❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣$❡✳ ■- ❝♦♥$✐$-$ ♦❢ ♠❡)❣✐♥❣ ❛ ✈❡)-❡① ✇✐-❤ ♦♥❡ ♦❢ ✐-$ ♥❡✐❣❤❜♦)$ ❛♥❞ )❡♠♦✈✐♥❣ -❤❡ ❞❡❣❡♥❡)❛-❡❞

❢❛❝❡$✳ ❆ ♣❛-❝❤ ✐$ -❤❡ $❡- ♦❢ ❢❛❝❡$ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❛♥ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣$❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ vfrom -❤❡ ✈❡)-❡① -❤❛- ✐$ ❣♦✐♥❣

-♦ ♠❡)❣❡ ✇✐-❤ -❤❡ ✈❡)-❡① vto✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡$ ♥♦- ♠♦✈❡✳ ❆❢-❡) -❤❡ ❝♦❧❧❛♣$❡✱ vref ✐$ -❤❡ ✈❡)-❡① ♦❢ -❤❡ ♣❛-❝❤ -❤❛-
♠❛❦❡$ ✇✐-❤ vto -❤❡ ❧♦♥❣❡$- ❡❞❣❡ ❣❡♥❡)❛-❡❞ ❜② -❤❡ ❝♦❧❧❛♣$❡✳ ❆❢-❡) -❤❡ ❝♦❧❧❛♣$❡ ♦❢ ❛ ❜♦)❞❡) ✈❡)-❡①✱ vref ✐$ -❤❡
♦-❤❡) ❜♦)❞❡) ✈❡)-❡① ♦❢ -❤❡ ♣❛-❝❤ -❤❛- ❜❡❝♦♠❡$ ❝♦♥♥❡❝-❡❞ -♦ vto✳

vl ❛♥❞ vr ❛)❡ -❤❡ -✇♦ ✈❡)-✐❝❡$ -❤❛- ❛)❡ ❝♦♥♥❡❝-❡❞ -♦ vfrom ❛♥❞ vto ❜❡❢♦)❡ -❤❡ ❝♦❧❧❛♣$❡✳ vl ✐$ ♦♥ -❤❡ ❧❡❢- ♦❢
-❤❡ ❝♦❧❧❛♣$❡❞ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❛♥❞ vr ♦♥ -❤❡ )✐❣❤-✳ ❆❧❧ -❤❡$❡ ✈❡)-✐❝❡$ ❛)❡ )❡♣)❡$❡♥-❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉)❡ ✾✳✷✳

vfrom

vto

vl

vr

vref

Halfedge collapse

Vertex split

vto

vl

vr

vref

vfrom

vto

vl

vref

Halfedge collapse

Vertex split

vto

vl

vref

❋✐❣✉)❡ ✾✳✷✿ E❛-❝❤❡$ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣$❡ ❛♥❞ ✈❡)-❡① $♣❧✐- ♦♣❡)❛-✐♦♥$✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❛♣$❡❞ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ✐$ ✐♥

)❡❞✳ ❚❤❡ -♦♣ ❝❛$❡ ✐❧❧✉$-)❛-❡$ -❤❡ ❝♦❧❧❛♣$❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥♥❡) ✈❡)-❡①✳ ❚❤❡ ❜♦--♦♠ ❝❛$❡ ✐❧❧✉$-)❛-❡$ -❤❡ ❝♦❧❧❛♣$❡ ♦❢ ❛

❜♦)❞❡) ✈❡)-❡①✳

❚♦ ❣❡♥❡)❛-❡ ❛ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡-❛✐❧ l✱ ❛❧❧ -❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡$ -❤❛- ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧❧❛♣$❡❞ ✇✐-❤♦✉- ✈✐♦❧❛-✐♥❣ -❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞
♣)♦♣❡)-② ♦❢ -❤❡ ♠❡$❤ ❛)❡ )❛♥❦❡❞ ❛❝❝♦)❞✐♥❣ -♦ ❛♥ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣-❤ ♠❡-)✐❝✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ -❤✐$ ♠❡-)✐❝ ❝♦))❡$♣♦♥❞$ -♦

-❤❡ ❧❡♥❣-❤ ♦❢ -❤❡ ❡❞❣❡ vto vref ✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡$ ✇✐-❤ -❤❡ $♠❛❧❧❡$- ♠❡-)✐❝ ✈❛❧✉❡$ ❛)❡ ❝♦❧❧❛♣$❡❞ ✜)$-✳ ❆♥ ❤❛❧❢❡❞❣❡
❝❛♥♥♦- ❜❡ ❝♦❧❧❛♣$❡❞ ✐❢ ✐-$ ❝♦❧❧❛♣$❡ ✇♦✉❧❞ ❣❡♥❡)❛-❡ ❢❛❝❡ ♥♦)♠❛❧ ✢✐♣$✳ ❲❡ ❡♥$✉)❡ -❤❛- -❤❡ ♥♦)♠❛❧$ ❛)❡ ♥♦-

❛❧-❡)❡❞ ❜❡②♦♥❞ ❛ ❝❡)-❛✐♥ -❤)❡$❤♦❧❞✳ ❲❡ ✈❡)✐❢② ❢♦) ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢ -❤❡ ♣❛-❝❤ -❤❛- -❤❡ ❝♦$✐♥❡ ♦❢ -❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡-✇❡❡♥

-❤❡ ♥♦)♠❛❧ ❜❡❢♦)❡ ❛♥❞ ❛❢-❡) -❤❡ ❝♦❧❧❛♣$❡ ❞♦❡$ ♥♦- ❡①❝❡❡❞ ❛ -❤)❡$❤♦❧❞ ✭$❡- -♦ ✵✳✼ ✐♥ ♦✉) ❡①♣❡)✐♠❡♥-$✮✳ ❆❢-❡) ❛

❝♦❧❧❛♣$❡✱ ♥♦ ♠♦)❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡$ -❤❛- ✇♦✉❧❞ ♠♦❞✐❢② -❤❡ ♣❛-❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧❧❛♣$❡❞ ❢♦) ❣❡♥❡)❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❝✉))❡♥- ❧❡✈❡❧

♦❢ ❞❡-❛✐❧✳ ❙♦ -❤❡$❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡$ ❛)❡ ♠❛)❦❡❞ ✇✐-❤ ❛ ✢❛❣✳

❚❤❡ ❣❡♥❡)❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡-❛✐❧ l ✐$ ✜♥✐$❤❡❞ ✇❤❡♥ -❤❡)❡ ❛)❡ ♥♦ ♠♦)❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝❛♥❞✐❞❛-❡$ -♦ ❜❡
❝♦❧❧❛♣$❡❞✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡)❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❧❡✈❡❧ l− 1 -❤❡♥ ❜❡❣✐♥$ ❛❢-❡) ❤❛✈✐♥❣ )❡$❡- ❛❧❧ -❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ✢❛❣$✳ ■♥ -❤✐$ ✇❛②✱
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l = 0

l = 0 l

vto



✾✳✹✳✶ ●❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧+ ♦❢ ❞❡.❛✐❧ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ 3❡❝♦♥+.3✉❝.✐♦♥

Level l 
Select an

unvisited vertex

from the FIFO 

Encode

vertex

splits 

Add neighbour

unvisisted vertices

to the FIFO 

Perform

vertex

splits 

Level l+1 

Entropy

coding 

Compr. data

of level l+1 

Connectivity symbols

Sv, Se, Sl, Sr

Geometry symbols

r

1 2 3
4

5

❋✐❣✉$❡ ✾✳✹✿ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ♣$♦❝❡00 ♦❢ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡5❛✐❧✳

❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣$♦❝❡00 ♦❢ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡5❛✐❧ ✐0 ✐❧❧✉05$❛5❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉$❡ ✾✳✹✳ ❋♦$ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡5❛✐❧✱ ✈❡$5❡① 0♣❧✐50

❛$❡ ✜$05 ❡♥❝♦❞❡❞ ❜❡❢♦$❡ ❜❡✐♥❣ ♣❡$❢♦$♠❡❞✳ ❚✇♦ 5②♣❡0 ♦❢ ✐♥❢♦$♠❛5✐♦♥ ♥❡❡❞ 5♦ ❜❡ ❝♦♠♣$❡00❡❞ 5♦ ♣❡$❢♦$♠ 5❤❡

0❛♠❡ ♦♣❡$❛5✐♦♥ ❞✉$✐♥❣ 5❤❡ ❞❡❝♦♠♣$❡00✐♦♥✿ 5❤❡ ❝♦♥♥❡❝5✐✈✐5② ❛♥❞ 5❤❡ ❣❡♦♠❡5$②✳

❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝$✐✈✐$② ✐♥❢♦$♠❛5✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡$5❡① 0♣❧✐5 ♦♣❡$❛5✐♦♥ ♦♥ ❛ 5$✐❛♥❣❧❡ ♠❡0❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② 5❤$❡❡

✈❡$5✐❝❡0✿ vto✱ vl ❛♥❞ vr✳ ❲❡ ♠❛❞❡ 5❤❡ ❝❤♦✐❝❡ 5♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛ ✈❡$5❡① 0♣❧✐5 ✇✐5❤ ♦♥❡ ❛❞❞✐5✐♦♥❛❧ ✈❡$5❡①✿ vref ✳ ❚❤❡
$❡❛0♦♥ ✐0 5❤❛5 vref ❝❛♥ ❜❡ ❡❛0✐❧② ♣$❡❞✐❝5❡❞ ✇✐5❤ 5❤❡ ❧❡♥❣5❤ ♦❢ 5❤❡ ❡❞❣❡ vto vref ✳ ❲❤❡♥ vref ✐0 ❦♥♦✇♥✱ vl ❛♥❞
vr ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥5❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐5❤ ♦✛0❡50✳

❆ ❞❡5❡$♠✐♥✐05✐❝ 5$❛✈❡$0❛❧ ♦❢ 5❤❡ ♠❡0❤ ✈❡$5✐❝❡0 ✐0 ♣❡$❢♦$♠❡❞✳ ■5 ❝♦♥0✐050 ♦❢ ❛ ❜$❡❛❞5❤✲✜$05 5$❛✈❡$0❛❧ ❛❧0♦

❝❛$$✐❡❞ ♦✉5 ❜② 5❤❡ ❞❡❝♦❞❡$ ✐♥ 5❤❡ 0❛♠❡ ♦$❞❡$✳ ■♥ 5❤❡ ❜❛0❡ ♠❡0❤✱ 5❤❡ ✜$05 ❤❛❧❢❡❞❣❡ ♦❢ 5❤❡ ✜$05 ❢❛❝❡ ✐0 ♣✉0❤❡❞

✐♥5♦ ❛ ❋■❋❖ G✉❡✉❡✳ ❚❤✐0 ❤❛❧❢❡❞❣❡ ✐0 0❡❧❡❝5❡❞ 0✐♥❝❡ ✐5 ❝❛♥ ❜❡ $❡5$✐❡✈❡❞ ❜② 5❤❡ ❞❡❝♦❞❡$ ✇✐5❤ 5❤❡ ❜❛0❡ ♠❡0❤

❞❛5❛✳ ■5 ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②0 ❜❡ 5❤❡ ✜$05 ♣$♦❝❡00❡❞ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❢♦$ ❛❧❧ 5❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧0 ♦❢ ❞❡5❛✐❧✳ ❚♦ ♣$♦❝❡00 ❛ ♥❡✇

✈❡$5❡①✱ ❛♥ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ✐0 ♣♦♣♣❡❞ ♦✉5 5❤❡ ❋■❋❖ G✉❡✉❡ ✭❋✐❣✉$❡ ✾✳✹✱ 05❡♣ ✶✮✳ ❚❤❡ ❞❛5❛ ♦❢ 5❤❡ ✈❡$5❡① ✐5 ♣♦✐♥50 5♦

✐0 ❡♥❝♦❞❡❞ ✐❢ 5❤✐0 ✈❡$5❡① ❤❛0 ♥♦5 ❛❧$❡❛❞② ❜❡❡♥ ✈✐0✐5❡❞ ✭❋✐❣✉$❡ ✾✳✹✱ 05❡♣ ✷✮✳ ❚❤❡♥✱ ❛❧❧ 5❤❡ ♦✉5❣♦✐♥❣ ❤❛❧❢❡❞❣❡0

♦❢ 5❤❡ ❝✉$$❡♥5 ✈❡$5❡① ❛$❡ ❛❞❞❡❞ 5♦ 5❤❡ ❋■❋❖ G✉❡✉❡ ✐♥ ❝❧♦❝❦✇✐0❡ ♦$❞❡$ ✭❋✐❣✉$❡ ✾✳✹✱ 05❡♣ ✸✮✳ ❚❤❡ 5$❛✈❡$0❛❧ ✐0

❝♦♥5✐♥✉❡❞ ❜② ♣♦♣♣✐♥❣ ♦✉5 ❛♥♦5❤❡$ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❢$♦♠ 5❤❡ ❋■❋❖ G✉❡✉❡✳

❋♦$ ❡❛❝❤ ✈❡$5❡①✱ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ ✐50 ♥✉♠❜❡$ ♦❢ 0♣❧✐50✱ 5❤❡ sv 0②♠❜♦❧0✳ ❚❤✉0✱ 5❤❡ vto ✈❡$5✐❝❡0 ✇✐❧❧ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❜②
5❤❡ ❞❡❝♦❞❡$✳ ■❢ 5❤❡ ❝✉$$❡♥5 ✈❡$5❡① ❤❛0 ❛ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ 0♣❧✐50 ❞✐✛❡$❡♥5 ❢$♦♠ ③❡$♦✱ 5❤❡♥ 5❤❡ ❝♦$$❡0♣♦♥❞✐♥❣ 0♣❧✐5✭0✮

♠✉05 ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞✳ ❚❤❡ 0✉$$♦✉♥❞✐♥❣ ❡❞❣❡0 ♦❢ vto ❛$❡ $❛♥❦❡❞ ❢$♦♠ 5❤❡ ❧♦♥❣❡05 5♦ 5❤❡ 0❤♦$5❡05✳ ❚❤❡ 0❡❝♦♥❞

✈❡$5❡① ♦❢ 5❤❡0❡ ❡❞❣❡0 ❛$❡ 5❤❡ ♣♦00✐❜❧❡ vref ✈❡$5✐❝❡0✳ ❚❤✐0 $❛♥❦✐♥❣ ❢♦$♠0 ❛ 05❛❝❦✱ 5❤❡ ❧♦♥❣❡05 ❡❞❣❡ ❜❡✐♥❣ ♦♥
5❤❡ 5♦♣ ♦❢ 5❤❡ 05❛❝❦✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦$✐5❤♠ ❝♦✉♥50 5❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❡❞❣❡0 ✐5 ❤❛0 5♦ ✉♥05❛❝❦ ❜❡❢♦$❡ ❣❡55✐♥❣ 5❤❡ ❝♦$$❡❝5

vref ✳ ❚❤✐0 ❝♦✉♥5 ✐0 5❤❡ se 0②♠❜♦❧ ❛♥❞ 5❤✉0 ❡♥❝♦❞❡0 vref ✳

❚♦ ❡♥❝♦❞❡ 5❤❡ vl ✈❡$5❡①✱ 5❤❡ ❛❧❣♦$✐5❤♠ 0✐♠♣❧② ❝♦✉♥50 5❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✈❡$5✐❝❡0 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ 5♦ 5❤❡ ♣❛5❝❤

❜❡5✇❡❡♥ vref ❛♥❞ vl ❛♥❞ 0♦ ♦❜5❛✐♥0 5❤❡ sl 0②♠❜♦❧0✳ ❚❤❡ vr ✈❡$5❡① ✐0 ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ 5❤❡ 0❛♠❡ ✇❛② ✇✐5❤ 5❤❡ sr
0②♠❜♦❧✳ ❋♦$ ✈❡$5✐❝❡0 ✐♥0❡$5❡❞ ♦♥ 5❤❡ ❜♦✉♥❞❛$②✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ 5❤❡0❡ 5✇♦ 0②♠❜♦❧0 ❛$❡ ♥❡❡❞❡❞✳

❚❤❡ ❣❡♦♠❡$*② ✐♥❢♦$♠❛5✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡$5❡① 0♣❧✐5 ✐0 5❤❡ ♣♦0✐5✐♦♥ ♦❢ vfrom✳ ■5 ✐0 ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐5❤ 5❤❡ $❡0✐❞✉❛❧ ✈❡❝5♦$
r ❜❡5✇❡❡♥ 5❤❡ ❜❛$②❝❡♥5❡$ ♦❢ 5❤❡ ♣❛5❝❤ b ❛♥❞ 5❤❡ ♣♦0✐5✐♦♥ ♦❢ vfrom✳ ❚❤✐0 $❡0✐❞✉❛❧ ✐0 ♣$♦❥❡❝5❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❋$❡♥❡5
❢$❛♠❡✳ ❚❤✐0 ❢$❛♠❡ ✐0 ❝♦♥05$✉❝5❡❞ ✇✐5❤ 5❤❡ ❞✐$❡❝5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ ❡❞❣❡ vto vref ❛♥❞ 5❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♥♦$♠❛❧ ♦❢ 5❤❡ 5✇♦
❢❛❝❡0 ❛❞❥❛❝❡♥5 5♦ 5❤❡ 0❛♠❡ ❡❞❣❡ ❛0 ✐❧❧✉05$❛5❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✾✳✺✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ♣♦05✲G✉❛♥5✐③❛5✐♦♥ 05❡♣ ❛♥❞ 0❧✐❣❤5❧②

$❡❞✉❝❡ 5❤❡ ❡♥5$♦♣②✱ ✇❡ ✉0❡ 5❤❡ ❜✐❥❡❝5✐♦♥ ♣$♦♣♦0❡❞ ✐♥ ❬▲❡❡ ❡5 ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ 5♦ ♣$♦❥❡❝5 r ❢$♦♠ 5❤❡ ❣❧♦❜❛❧ (x,y, z)
❢$❛♠❡ 5♦ 5❤❡ ❧♦❝❛❧ ❋$❡♥❡5 ❢$❛♠❡ (t1, t2,n)✳

❖♥❝❡ ❛❧❧ 5❤❡ 0♣❧✐5 ♦♣❡$❛5✐♦♥0 ♦❢ 5❤❡ ❝✉$$❡♥5 ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡5❛✐❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♥❝♦❞❡❞✱ 5❤❡0❡ ♦♣❡$❛5✐♦♥0 ❛$❡

♣❡$❢♦$♠❡❞ ✭❋✐❣✉$❡ ✾✳✹✱ 05❡♣ ✹✮✳ ❙♦✱ 5❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡5❛✐❧ l ✐0 ♦❜5❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ 5❤❡♥ 5❤❡ $❡❝♦♥05$✉❝5✐♦♥
♦❢ 5❤❡ ♥❡①5 ❧❡✈❡❧ l + 1 ✐0 ♣❡$❢♦$♠❡❞ ✐♥ 5❤❡ 0❛♠❡ ♠❛♥♥❡$✳ ❆♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ 5$❛✈❡$0❛❧ ✐0 ✐❧❧✉05$❛5❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉$❡ ✾✳✻✳

✾✳✹✳✷ ❈❧✉+.❡3❡❞ ❧❡✈❡❧+ ♦❢ ❞❡.❛✐❧ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ 3❡❝♦♥+.3✉❝.✐♦♥

❚❤❡ ❜❛0❡ ❝❧✉05❡$❡❞ ♠❡0❤ ✐0 ♦❜5❛✐♥❡❞ ♦♥❝❡ 5❤❡ ♠❡0❤ ❝♦♥5❛✐♥0 5❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❞❡0✐$❡❞ ❝❧✉05❡$0 ❢♦$ 5❤❡ $❛♥❞♦♠

❛❝❝❡00✐❜✐❧✐5②✳ ❚❤✐0 ❝♦$$❡0♣♦♥❞0 5♦ 5❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡5❛✐❧ lc✳ ■♥ 5❤❡ ❜❛0❡ ❝❧✉05❡$❡❞ ♠❡0❤✱ ❡❛❝❤ ✈❡$5❡① ✐0 5❤❡ ♣❛$❡♥5
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❋✐❣✉$❡ ✾✳✺✿ ▲♦❝❛❧ ❋$❡/♥❡1 ❢$❛♠❡ (t1, t2,n) ✉/❡❞ 1♦ ❡♥❝♦❞❡ 1❤❡ ❣❡♦♠❡1$② $❡/✐❞✉❛❧ r✳
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vref
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vrefvr

vref
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vr

vto

vto
vto

11

vfrom

vfrom

vfrom

vfrom

sv: 1   

se: 3  

sl: 1

sr: 0

sv: 1, 0 

se: 3

sl: 1

sr: 0

sv: 1, 0, 1 

se: 3, 0

sl: 1, 0

sr: 0, 1

sv: ... 0, 0, 0, 0, 0, 0 

se: 3, 0

sl: 1, 0

sr: 0, 1

sv: ... 0, 0, 0, 2

se: 3, 0, 1

sl: 1, 0, 0

sr: 0, 1, 0

sv: ... 0, 0, 0, 2

se: 3, 0, 1, 2

sl: 1, 0, 0, 1

sr: 0, 1, 0, 0
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45
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5
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sv: ... 0, 0, 0, 0 

se: 3, 0, 1, 2 

sl: 1, 0, 0, 1 

sr: 0, 1, 0, 0 
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❋✐❣✉$❡ ✾✳✻✿ ❊♥❝♦❞✐♥❣ 1$❛✈❡$/❛❧✳ ❚❤❡ ✈❡$1✐❝❡/ ❛$❡ ✐1❡$❛1✐✈❡❧② ♣$♦❝❡//❡❞ ❜② ❛ ❞❡1❡$♠✐♥✐/1✐❝ 1$❛✈❡$/❛❧✳ ❚❤❡
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❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣(❡""✐♦♥ "'❛('" ❜② (❡❝♦♥"'(✉❝'✐♥❣ '❤❡ ❜❛"❡ ♠❡"❤✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧" ♦❢ ❞❡'❛✐❧ ❛(❡ '❤❡♥ ❞❡❝♦♠♣(❡""❡❞

✉♥'✐❧ '❤❡ ❜❛"❡ ❝❧✉"'❡(❡❞ ♠❡"❤ ✐" ♦❜'❛✐♥❡❞✳ ❆ ♠❛♣ ♦❢ '❤❡ (❡J✉✐(❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡'❛✐❧ M ❢♦( ❡❛❝❤ ❝❧✉"'❡( Ck ♠✉"'

'❤❡♥ ❜❡ ❣❡♥❡(❛'❡❞✳ ❚❤❡ ✉"❡( "❡❧❡❝'" '❤❡ "❡' Rc ♦❢ ❝❧✉"'❡(" ❤❡ ✐" ✐♥'❡(❡"'❡❞ ✐♥ ❜② ♣✐❝❦✐♥❣ '❤❡✐( ❝♦((❡"♣♦♥❞✐♥❣

✈❡('❡① ✐♥ '❤❡ ❜❛"❡ ❝❧✉"'❡(❡❞ ♠❡"❤✳ ❍❡ '❤❡♥ ❝❤♦♦"❡" ❛' ✇❤✐❝❤ ❝❧✉"'❡(❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡'❛✐❧ lk ❤❡ ✇❛♥'" '♦ ❞❡❝♦♠♣(❡""

'❤❡ "❡❧❡❝'❡❞ ❝❧✉"'❡("✿

∀Ck ∈ Rc,M(Ck) = lk.

❚❤✐" ♠❛♣ ♠✉"' ❜❡ ❝♦♠♣❧❡'❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥"'(❛✐♥'✿ '❤❡(❡ ♠✉"' ❜❡ ❛' ♠❛①✐♠✉♠ ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡'❛✐❧

♦❢ ❞✐✛❡(❡♥❝❡ ❜❡'✇❡❡♥ ❛ ❝❧✉"'❡( ❛♥❞ ✐'" ♥❡✐❣❤❜♦("✳ ❚❤✐" ❝♦♠♣❧❡'✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣(❡""❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ❢♦(♠✉❧❛✿

M(Ck) = max(

{

max
∀Cl∈Rc

(M(Cl)− dt(Ck, Cl)), 0

}

)

✶✷✶
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❋✐❣✉$❡ ✾✳✼✿ ❙+$✉❝+✉$❡ ♦❢ ❝♦♠♣$❡11❡❞ ✜❧❡1 ❣❡♥❡$❛+❡❞ ❜② 9❖▼❆❘✳

✇❤❡$❡ dt(Ck, Cl) ✐1 +❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ +♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐1+❛♥❝❡ ✐♥ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❡❞❣❡1 ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ♣❛$❡♥+ ✈❡$+❡① ♦❢

+❤❡ ❝❧✉1+❡$ Ck ❛♥❞ +❤❡ ♣❛$❡♥+ ✈❡$+❡① ♦❢ +❤❡ ❝❧✉1+❡$ Cl ✐♥ +❤❡ ❜❛1❡ ❝❧✉1+❡$❡❞ ♠❡1❤✳ ■♥ ♣$❛❝+✐❝❡✱ +❤✐1 ♠❛♣ ✐1

❣❡♥❡$❛+❡❞ ✇✐+❤ ❛♥ ❛❧❣♦$✐+❤♠ +❤❛+✱ 1+❛$+✐♥❣ ❢$♦♠ +❤❡ ♣❛$❡♥+ ✈❡$+❡① ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉1+❡$ ♦❢ Rc✱ +$❛✈❡$1❡1 ❛❧❧ +❤❡

❜❛1❡ ❝❧✉1+❡$❡❞ ♠❡1❤ ✈❡$+✐❝❡1 ❛♥❞ ❛11✐❣♥1 +❤❡♠ ❛ $❡D✉✐$❡❞ ❧❡✈❡❧✳ ❋✐❣✉$❡ ✾✳✽ 1❤♦✇1 ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ $❡D✉✐$❡❞

❧❡✈❡❧1 ♦❢ ❞❡+❛✐❧ ♠❛♣ ❛♥❞ +❤❡ ♦❜+❛✐♥❡❞ ❞❡❝♦♠♣$❡11❡❞ ♠❡1❤✳

❖♥❝❡ +❤❡ ♠❛♣ M ✐1 ❝♦♠♣❧❡+❡✱ +❤❡ ❞❡❝♦♠♣$❡11✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❝❧✉1+❡$❡❞ ❧❡✈❡❧1 ♦❢ ❞❡+❛✐❧ ❜❡❣✐♥1✳ ❚❤❡ $❛♥❞♦♠

❛❝❝❡11 +♦ ❡❛❝❤ ❝❧✉1+❡$ ❞❛+❛ ❜❧♦❝❦ ✐♥ +❤❡ ❝♦♠♣$❡11❡❞ ✜❧❡ ✐1 ♣❡$♠✐++❡❞ +❤❛♥❦1 +♦ +❤❡ ❧♦❝❛+✐♦♥ +❛❜❧❡ ❣❡♥❡$❛+❡❞

✇✐+❤ +❤❡ 1+♦$❡❞ 1✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉1+❡$ ❞❛+❛ ❜❧♦❝❦✳ ❲❤❡♥ +❤❡ $❡D✉✐$❡❞ ❝❧✉1+❡$❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡+❛✐❧ ♦❢ ♦♥❡ ❝❧✉1+❡$ ✐1

♥✉❧❧✱ +❤❡♥ ✐+1 ❞❛+❛ ❜❧♦❝❦ ✐1 ❝♦♠♣❧❡+❡❧② ♦♠✐++❡❞✳

❋♦$ ❡❛❝❤ ❝❧✉1+❡$❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡+❛✐❧✱ ♦♥❧② +❤❡ $❡D✉✐$❡❞ ❧❡✈❡❧1 ❢♦$ ❛❧❧ +❤❡ $❡✜♥❡❞ ❝❧✉1+❡$1 ❛$❡ ❞❡❝♦♠♣$❡11❡❞✳

❚❤❡ ❧❡✈❡❧1 ❛$❡ +❤❡♥ $❡❝♦♥1+$✉❝+❡❞ ❛1 ❞✉$✐♥❣ +❤❡ ❝♦♠♣$❡11✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ✐1 +❤❛+ ♦♥❧② +❤❡ ❞❡❝♦♠♣$❡11❡❞

♣❛$+1 ♦❢ +❤❡ ♠❡1❤ ❛$❡ $❡✜♥❡❞✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥+ ♦❢ +❤❡ 9❖▼❆❘ ❞❡❝♦♠♣$❡11✐♦♥ ✐1 +❤❛+ ✐+ ✐1 ♣♦11✐❜❧❡ +♦ ❤❛✈❡ ✉♣ +♦ ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡+❛✐❧ ♦❢

❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡+✇❡❡♥ ♦♥❡ ❝❧✉1+❡$ ❛♥❞ ✐+1 ♥❡✐❣❤❜♦$1✳ ❙♦✱ +❤❡ ❞❡❝♦♠♣$❡11✐♦♥ ❝❛♥ ❣❡♥❡$❛+❡ ❛ 1♠♦♦+❤ +$❛♥1✐+✐♦♥

❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ❝❧✉1+❡$1 +❤❛+ +❤❡ ✉1❡$ ✇❛♥+1 +♦ 1❡❡ ❛+ +❤❡ ❤✐❣❤❡1+ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡+❛✐❧ ❛♥❞ +❤❡ ❝❧✉1+❡$1 ♥♦+ ♦❢ ✐♥+❡$❡1+✳

❚❤❡ 1❤❛♣❡ ♦❢ +❤❡ +$✐❛♥❣❧❡1 ✐♥ +❤❡ ♣❛$+✐❛❧❧② ❞❡❝♦♠♣$❡11❡❞ ♠❡1❤❡1 ✐1 ❣♦♦❞ ❛1 1❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✾✳✾ ❜❡❝❛✉1❡ +❤❡②

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡$❛+❡❞ ❜② +❤❡ ❞❡❝✐♠❛+✐♦♥ 1+❡♣ ❣✉✐❞❡❞ ❜② +❤❡ ♠❡+$✐❝✳

✾✳✻ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ *❤❡ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ❝❧✉1*❡/1

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ +❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❝❧✉1+❡$1 ✐1 ✐♠♣♦$+❛♥+ ❛1 ✐+ ❞✐$❡❝+❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡1 +❤❡ $❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡11✐❜✐❧✐+②✱ +❤❡

❧♦❝❛❧✐+② ♦❢ +❤❡ $❡✜♥❡♠❡♥+1 ❛♥❞ +❤❡ ❝♦♠♣$❡11✐♦♥ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ❛❧❣♦$✐+❤♠✳ ❚❤❡ ✉1❡$ ❝❤♦♦1❡1 +❤❡ ♥✉♠❜❡$

♦❢ ❝❧✉1+❡$1 ❜② 1❡++✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡$❛+❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡+❛✐❧ lc ✇✐❧❧ ❝♦$$❡1♣♦♥❞ +♦ +❤❡ ❜❛1❡ ❝❧✉1+❡$❡❞ ♠❡1❤✳ ❚❤❡ ❜❛1❡
❝❧✉1+❡$❡❞ ♠❡1❤ ✐1 +❤❡ ❝♦❛$1❡1+ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡+❛✐❧ +❤❡ ✉1❡$ ❤❛1 ❛❝❝❡11 ❜❡❢♦$❡ 1❡❧❡❝+✐♥❣ +❤❡ ❝❧✉1+❡$1 +♦ $❡✜♥❡ ♠♦$❡✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ 1+✉❞② +❤❡ ✐♠♣❛❝+ ♦❢ +❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ lc ♦♥ +❤❡ $❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡11✐❜✐❧✐+② ✇✐+❤ +✇♦ ❡①❛♠♣❧❡1✳ ❲❤❛+❡✈❡$

+❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ lc ✐1✱ +❤❡ +♦+❛❧ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❧❡✈❡❧1 ♦❢ ❞❡+❛✐❧ ✐1 ❛❧✇❛②1 ❝♦♥1+❛♥+✳

❆ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ lc ♠❡❛♥1 ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❝❧✉1+❡$1✳ ❚❤❡$❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❝❧✉1+❡$❡❞ ❧❡✈❡❧1 ♦❢

❞❡+❛✐❧✱ ❜✉+ ❞✉$✐♥❣ +❤❡ ❞❡❝♦♠♣$❡11✐♦♥ +❤❡$❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡+❛✐❧ ♦❢ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡+✇❡❡♥ +✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦$

✶✷✷
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❣✐✈❡♥ ❜② '❤❡ ❛♣♣+♦❛❝❤ ♦❢ ❑✐♠ ❡' ❛❧ ❬❑✐♠ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❛♥❞ :❘❆▼ ✭?❡❡ ❈❤❛♣'❡+ ✽✮ ❞♦❡? ♥♦' ?✉♣♣♦+' '❤❡ ❤✐❣❤

❣+❛♥✉❧❛+✐'② +❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡?? ♦❢ ♦✉+ ❡①♣❡+✐♠❡♥'?✳

❘❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡))✐❜✐❧✐-② ❣0❛♥✉❧❛0✐-②

❲✐'❤ :❖▼❆❘✱ '♦ ❞❡❝♦♠♣+❡?? ❛ ❝❧✉?'❡+ ❛' ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡'❛✐❧ l✱ '❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧? ♦❢ ❞❡'❛✐❧ ♠✉?' ❜❡

❢✉❧❧② ❞❡❝♦♠♣+❡??❡❞ ❛♥❞ '❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦+ ❝❧✉?'❡+? ♠✉?' ❜❡ ❞❡❝♦♠♣+❡??❡❞ ❛' '❤❡ ❧❡✈❡❧ l − 1✳ ❚❤✐? ❝♦♥?'+❛✐♥'

?♣+❡❛❞✐♥❣ ♦♥ '❤❡ ♠❡?❤ ❛✛❡❝'? '❤❡ ❧♦❝❛❧✐'② ♦❢ '❤❡ +❡✜♥❡♠❡♥'? ❛♥❞ '❤❡ +❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡??✳ ❚♦ ❞❡❝♦♠♣+❡?? ❛

❝❡❧❧ ✇✐'❤ '❤❡ ❛♣♣+♦❛❝❤ ♦❢ ❉✉ ❡' ❛❧✳ ❬❉✉ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ '❤❡ '♦♣ '+❡❡ ❛♥❞ ❛❧❧ '❤❡ ❜♦+❞❡+ ✈❡+'✐❝❡? ♦❢ ♣+❡✈✐♦✉?

❝❡❧❧? ✐♥ '❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❧✐?' ♠✉?' ❜❡ ❞❡❝♦❞❡❞✳ ❈♦♥?❡N✉❡♥'❧②✱ ✐❢ '❤❡ +❡N✉❡?'❡❞ ❝❡❧❧ ✐? ❛' '❤❡ ❡♥❞ ♦❢ '❤❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❧✐?'✱ ❛ ?✐❣♥✐✜❝❛♥' ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❜♦+❞❡+ ✈❡+'✐❝❡? ♠✉?' ❜❡ ❞❡❝♦♠♣+❡??❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦+✐'❤♠ ♦❢ ❑✐♠ ❡' ❛❧✳

❬❑✐♠ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❛❧❧♦✇? '♦ ?♣❧✐' ❛ ✈❡+'❡① ✇✐'❤ ♥♦ ♥❡✐❣❤❜♦+❤♦♦❞ +❡?'+✐❝'✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ '❤❡ ❤✐❡+❛+❝❤② ❛❧❧♦✇✐♥❣

?❡❧❡❝'✐✈❡ +❡✜♥❡♠❡♥'? ✐? ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥'♦ ❞❛'❛ ❜❧♦❝❦?✱ ✇❤✐❝❤ ❛+❡ '❤❡ ❛'♦♠✐❝ ✉♥✐' ❢♦+ '❤❡ +❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡??✐❜✐❧✐'②✳

❈♦♥?❡N✉❡♥'❧②✱ ?♦♠❡ ✈❡+'✐❝❡? ♠✉?' ❜❡ ❞❡❝♦♠♣+❡??❡❞ ❡✈❡♥ ✐❢ '❤❡② ❛+❡ ♥♦' ✐♥?❡+'❡❞ '♦ '❤❡ ❞❡❝♦♠♣+❡??❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❈❍✉▼■ ✈✐❡✇❡+ ❬❏❛♠✐♥ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣+❡?? ❛ ♥❙:✲❝❡❧❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥'❧② ♦❢ ✐'? ♥❡✐❣❤❜♦+? ✐❢ ✐'? ♣❛+❡♥'

❝❡❧❧? ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❝♦❞❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤❛+'? ♦❢ :❘❆▼ ✭?❡❡ ❈❤❛♣'❡+ ✽✮ ❝❛♥ ❛❧?♦ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣+❡??❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥'❧② ❛❢'❡+

'❤❡✐+ ❜♦+❞❡+ ✈❡+'✐❝❡? ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❝♦❞❡❞✳

▼❡)❤ 4✉❛❧✐-②

:❖▼❆❘ ❤❛? '❤❡ ❛❞✈❛♥'❛❣❡ ♦❢ +❡❝♦♥?'+✉❝'✐♥❣ ✇✐'❤♦✉' ❛♥② ♣♦?'✲♣+♦❝❡??✐♥❣ ♦♥❡ ♣✐❡❝❡ ❞❡❝♦♠♣+❡??❡❞ ♠♦❞❡❧?

✇✐'❤ ❣♦♦❞ '+✐❛♥❣❧❡ ?❤❛♣❡?✳ ❆❧❧ '❤❡ ❞❡❝♦♠♣+❡??❡❞ '+✐❛♥❣❧❡? ❝♦♠❡ ❞✐+❡❝'❧② ❢+♦♠ '❤❡ ❞❡❝✐♠❛'✐♦♥ ❛♥❞ '❤❡+❡❢♦+❡

+❡?♣❡❝' ✐'? ♠❡'+✐❝✳ ❚❤❡ ❈❍✉▼■ ✈✐❡✇❡+ ❬❏❛♠✐♥ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❛♥❞ :❘❆▼ ✭?❡❡ ❈❤❛♣'❡+ ✽✮✱ ❤♦✇❡✈❡+✱ +❡N✉✐+❡ ❛

♣♦?'✲♣+♦❝❡??✐♥❣ ❛❧❣♦+✐'❤♠ '♦ ?'✐'❝❤ ❛❞❥❛❝❡♥' ♥❙:✲❝❡❧❧? ❛♥❞ ❝❧✉?'❡+? '♦❣❡'❤❡+✳ ❆? ❢♦+ ❜♦'❤ ❛♣♣+♦❛❝❤❡? '❤❡+❡

✐? ♥♦ ?'+♦♥❣ ❝♦♥?'+❛✐♥' ♦♥ '❤❡ ❜♦✉♥❞❛+✐❡?✱ '❤✐? ?'❡♣ ♠❛② ♣+♦❞✉❝❡ ❛♥✐?♦'+♦♣✐❝ '+✐❛♥❣❧❡? ❛♥❞ ❛+'❡❢❛❝'?✳ ❚❤❡

❛♣♣+♦❛❝❤ ♦❢ ❉✉ ❡' ❛❧✳ ❬❉✉ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❞♦❡? ♥♦' ♥❡❡❞ ❛♥② ♣♦?'✲♣+♦❝❡??✐♥❣ ?'❡♣ '♦ ?'✐'❝❤ ❛❞❥❛❝❡♥' ❝❡❧❧? ❜✉'

✐❢ '❤❡② ❛+❡ ❞❡❝♦♠♣+❡??❡❞ ❛' ❞✐✛❡+❡♥' ❧❡✈❡❧? ♦❢ ❞❡'❛✐❧✱ ❛♥✐?♦'+♦♣✐❝ '+❛♥?✐'✐♦♥ '+✐❛♥❣❧❡? ❛+❡ ❣❡♥❡+❛'❡❞ ❜② '❤❡

❞❡❝♦♠♣+❡??✐♦♥✳

:+♦❣+❡??✐✈❡ ❝♦♠♣+❡??✐♦♥ ❛❧❣♦+✐'❤♠? ❜❛?❡❞ ♦♥ ?♣❛❝❡ ?✉❜❞✐✈✐?✐♦♥ ❛+❡ ❦♥♦✇♥ '♦ ❣❡♥❡+❛'❡ ❞❡❝♦♠♣+❡??❡❞

♠♦❞❡❧? '❤❛' ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❞✐?'♦+'✐♦♥ ❛' ❧♦✇ +❛'❡? ❜❡❝❛✉?❡ ♦❢ '❤❡ ❧♦✇ N✉❛♥'✐③❛'✐♦♥✳ ❚❤✐? ❢❛❝' ✐? ✐❧❧✉?'+❛'❡❞ ❜②

'❤❡ +❛'❡✲❞✐?'♦+'✐♦♥ ❝✉+✈❡ ♦❢ '❤❡ ♦❝'+❡❡ ❝♦❞❡+ ♦♥ ❋✐❣✉+❡ ✾✳✶✷✳ ❚♦ +❡♠♦✈❡ '❤✐? ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❜❧♦❝❦ ❡✛❡❝'✱ ❏❛♠✐♥

❡' ❛❧✳ ❬❏❛♠✐♥ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ♣+♦♣♦?❡❞ ❢♦+ '❤❡ ❈❍✉▼■ ✈✐❡✇❡+ '♦ ❡♥❝♦❞❡ ?♦♠❡ ❝♦♥♥❡❝'✐✈✐'② ✐♥❢♦+♠❛'✐♦♥ ❜❡❢♦+❡

'❤❡ ❣❡♦♠❡'+②✱ '❤✉? ✐♥❝+❡❛?✐♥❣ '❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐'② ♦❢ '❤❡ ❝♦♠♣+❡??✐♦♥ ❛❧❣♦+✐'❤♠✳ ❉✉ ❡' ❛❧✳ ❬❉✉ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❞✐❞

♥♦' ❛❞❞+❡?? '❤✐? ✐??✉❡✳

❈♦♠♣0❡))✐♦♥ -✐♠❡)

❚❤❡ :❖▼❆❘ ❞❡❝✐♠❛'✐♦♥ ❛❧❣♦+✐'❤♠ ✐? ❜❛?❡❞ ♦♥ ❛ +❛♥❦✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝❛♥❞✐❞❛'❡? '♦ ❜❡ ❝♦❧❧❛♣?❡❞✳ ❚❤❡

♠❡?❤ ?✐♠♣❧✐✜❝❛'✐♦♥ ♥❡❡❞? ♠♦+❡ '✐♠❡ '❤❛♥ '❤❡ ❈❍✉▼■ ❡♥❝♦❞❡+ '❤❛' ✉?❡? ❛ ?♣❛'✐❛❧ ❦❞✲'+❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦?✐'✐♦♥ '♦

?✐♠♣❧✐❢② '❤❡ ♠❡?❤✳ ❆? ❡①♣❡❝'❡❞✱ '❤❡ ❛♣♣+♦❛❝❤ ♦❢ ❉✉ ❡' ❛❧✳ ❬❉✉ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ✐? +❡♣♦+'❡❞ ❛? ❤❛✈✐♥❣ ?✐♠✐❧❛+

❝♦♠♣+❡??✐♦♥ '✐♠❡? '❤❛♥ '❤❡ ❈❍✉▼■ ❡♥❝♦❞❡+✳

❉❡❝♦♠♣0❡))✐♦♥ -✐♠❡)

■♥ ♦✉+ ❡①♣❡+✐♠❡♥'?✱ '❤❡ ❞❡❝♦♠♣+❡??✐♦♥ '❛❦❡? ❛♣♣+♦①✐♠❛'❡❧② ✹ µ? ♣❡+ ✈❡+'❡①✳ ❖✉+ ?❡❧❡❝'✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣+❡??✐♦♥

❡①♣❡+✐♠❡♥'? ?❤♦✇ '❤❛' '❤❡ ❞❡❝♦♠♣+❡??✐♦♥ ✐? ❢❛?' ❡♥♦✉❣❤ '♦ ❛❧❧♦✇ ✐♥'❡+❛❝'✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣+❡??✐♦♥ ❧✐❦❡ '❤❡ ❈❍✉▼■

✈✐❡✇❡+ ❬❏❛♠✐♥ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❛♥❞ :❘❆▼ ✭?❡❡ ❙❡❝'✐♦♥ ✽✳✺✮✳ ❚❤❡ ?❝❤❡♠❡? ♦❢ ❉✉ ❡' ❛❧✳ ❬❉✉ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❑✐♠

❡' ❛❧✳ ❬❑✐♠ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ❤♦✇❡✈❡+✱ ❞✐❞ ♥♦' ❞❡♠♦♥?'+❛'❡ '❤❡✐+ ❛❜✐❧✐'② '♦ ♣❡+❢♦+♠ ✐♥'❡+❛❝'✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣+❡??✐♦♥✳

✶✷✼





✾✳✽✳✷ $%♦❣%❡))✐✈❡ ❝♦♠♣%❡))✐♦♥
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✾✳✽✳✸ ❈♦♠♣%❡))✐♥❣ ❧❛%❣❡ ♠❡)❤❡)

❚❤❡ ❛♣♣*♦❛❝❤❡! ❞❡!❝*✐❜❡❞ ✐♥ ❬❏❛♠✐♥ ❡6 ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ❉✉ ❡6 ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❝❛♥ ❝♦♠♣*❡!! ❧❛*❣❡ ♠❡!❤❡! 6❤❛6 ❞♦ ♥♦6 ✜6
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❊①♣❡)✐♠❡♥&❛❧ )❡#✉❧&# #❤♦✇ &❤❛& =❖▼❆❘ ❝♦♠♣❛)❡# ❢❛✈♦✉)❛❜❧② ✇✐&❤ ♣)❡✈✐♦✉# ♣)♦❣)❡##✐✈❡ ❛♥❞ )❛♥❞♦♠

❛❝❝❡##✐❜❧❡ ❛♣♣)♦❛❝❤❡# ✐♥ &❡)♠# ♦❢ ❝♦♠♣)❡##✐♦♥ )❛&❡# ✇✐&❤ #✐♠✐❧❛) )❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡##✳ ■&# ❢❛.# ❞❡❝♦♠♣+❡..✐♦♥

❛❧❣♦)✐&❤♠ ✐# #✉✐&❛❜❧❡ ❢♦) ✐&❡)❛&✐✈❡ #❡❧❡❝&✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣)❡##✐♦♥✳ ❯#❡❞ ❛# ❛ #&❛♥❞❛)❞ ♣)♦❣)❡##✐✈❡ ❛❧❣♦)✐&❤♠✱ ✐&

❛❝❤✐❡✈❡# ❣♦♦❞ )❛&❡✲❞✐#&♦)&✐♦♥ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡ ❛& ❧♦✇ )❛&❡#✳

=❖▼❆❘ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣)♦✈❡❞ ✐♥ #❡✈❡)❛❧ ✇❛②#✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡)❛❧✐#❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❛❧❣♦)✐&❤♠ &♦ ♥♦♥✲♠❛♥✐❢♦❧❞ ♠❡#❤❡#

❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜② )❡♣❧❛❝✐♥❣ &❤❡ ✈❡)&❡① #♣❧✐& ♦♣❡)❛&♦) ❜② ❣❡♥❡)❛❧✐③❡❞ ✈❡)&❡① #♣❧✐&#✳ ❆ ❞❡❝✐♠❛&✐♦♥ ❛❧❣♦)✐&❤♠

&❤❛& ❜❡&&❡) ♣)❡#❡)✈❡# &❤❡ ♠❡#❤ #❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐&# ❛❞❛♣&❡❞ ❝♦♠♣)❡##✐♦♥ ❛❧❣♦)✐&❤♠ ❝♦✉❧❞ ❛❧#♦ ❜❡ ✐♥✈❡#&✐❣❛&❡❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧#♦ ✇✐#❤ &♦ ✇♦)❦ ♦♥ ❛ ♠✐①❡❞ ❈=❯✴●=❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ ♦✉) ❢)❛♠❡✇♦)❦ &♦ ❡♥❛❜❧❡ ❛✉&♦♠❛&✐❝

)❡✜♥❡♠❡♥& ❛♥❞ ❝♦❛)#❡♥✐♥❣ ♦❢ &❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦) ✐♥&❡)❛❝&✐✈❡ ✈✐#✉❛❧✐③❛&✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣)❡##✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❞❛&❛ ✇♦✉❧❞

❜❡ ♣❡)❢♦)♠❡❞ ❜② &❤❡ ❈=❯✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝& )❡♣)❡#❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ )❡✜♥❡♠❡♥& ❞❛&❛ ✇♦✉❧❞ &❤❡♥ ❜❡ &)❛♥#❢❡))❡❞

&♦ ●=❯ ❢♦) &❤❡ )❡♥❞❡)✐♥❣✳

❲❡ ❛❧#♦ ❜❡❧✐❡✈❡ &❤❛& &❤❡ ❝♦♥#&)❛✐♥& ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐✛❡)❡♥❝❡ ❜❡&✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥& ❝❧✉#&❡)# &♦ ❛❧❧♦✇

&❤❡ )❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡## ✐# ❛ #&)♦♥❣ ✐❞❡❛✳ ■& ❝❛♥ #&✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧♦✐&❡❞ &♦ ❜✉✐❧❞ ♥❡✇ #❝❤❡♠❡# ✇✐&❤ ❜❡&&❡) ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡✳

❚❤✉#✱ ♣)♦♣♦#✐♥❣ ❛♥ ❛❧&❡)♥❛&✐✈❡ ❞❡❝✐♠❛&✐♦♥ ❛❧❣♦)✐&❤♠ &❤❛& ✐# ❛❜❧❡ &♦ )❡♠♦✈❡ ♠♦)❡ ✈❡)&✐❝❡# ♣❡) ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡&❛✐❧

&❤❛♥ &❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣#❡ ♦♣❡)❛&♦) ❝♦✉❧❞ ✐♥❝)❡❛#❡ &❤❡ ❧♦❝❛❧✐&② ♦❢ &❤❡ )❡✜♥❡♠❡♥&#✳ ❲❡ &❤✐♥❦ &❤❛& &❤❡ ✇❛✈❡❧❡&

❢♦)♠✉❧❛&✐♦♥ ❢♦) ✐))❡❣✉❧❛) ♠❡#❤❡# ♦❢ ❱❛❧❡&&❡ ❛♥❞ =)♦#& ❬❱❛❧❡&&❡ ❛♥❞ =)♦#&✱ ✷✵✵✹❛❪ ✭#❡❡ ❙❡❝&✐♦♥ ✸✳✷✳✹✮ #❤♦✉❧❞

❜❡ ✐♥✈❡#&✐❣❛&❡❞ ❢♦) &❤✐# ♣✉)♣♦#❡✳
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❚❤❡ ❝♦♥&'✐❜✉&✐♦♥+ ♣'❡+❡♥&❡❞ ✐♥ &❤✐+ ♠❛♥✉+❝'✐♣& ❝❛♥ ❜❡ +✉♠♠❛'✐③❡❞ ❛+ ❢♦❧❧♦✇+✿

✶✳ ❲❡ ♣'♦♣♦+❡❞ ❛ ♥❡✇  !❛!❡✲♦❢✲!❤❡✲❛(! ♦♥ ♠❡+❤ ❝♦♠♣'❡++✐♦♥✳ ■♥ ♣❛'&✐❝✉❧❛'✱ ✇❡ ✐❞❡♥&✐✜❡❞ ❢♦✉' &②♣❡+

♦❢ ♠❡+❤ ❝♦♠♣'❡++✐♦♥ ❛❧❣♦'✐&❤♠+✿ +✐♥❣❧❡✲'❛&❡✱ ♣'♦❣'❡++✐✈❡✱ '❛♥❞♦♠✲❛❝❝❡++✐❜❧❡ ❛♥❞ ♣'♦❣'❡++✐✈❡ '❛♥❞♦♠✲
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&❡' ✹✱ ??▼❈✱ ❛ ♥❡✇ ♣(♦❣(❡  ✐✈❡ ♠❡ ❤ ❝♦♠♣(❡  ✐♦♥ ❛❧❣♦(✐!❤♠ ❢♦( ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡ ❤❡ ✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉(

)✉*❢❛❝❡ ✐) ❞❡❝✐♠❛(❡❞ ❜② )❡✈❡*❛❧ (*❛✈❡*)❛❧) (❤❛( ❣❡♥❡*❛(❡ )✉❝❝❡))✐✈❡ ❧❡✈❡❧) ♦❢ ❞❡(❛✐❧ (❤*♦✉❣❤ ❛ )♣❡❝✐✜❝

♣❛(❝❤ ❞❡❝✐♠❛(✐♦♥ ♦♣❡*❛(♦* ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡) ✈❡*(❡① *❡♠♦✈❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ *❡♠❡)❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❡)❤ ❝♦♥♥❡❝(✐✈✐(②

✐) ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② (✇♦ ❧✐)() ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ )②♠❜♦❧)✿ ♦♥❡ ❢♦* (❤❡ ✐♥)❡*(❡❞ ❡❞❣❡) ❛♥❞ (❤❡ ♦(❤❡* ❢♦* (❤❡ ❢❛❝❡) ✇✐(❤ ❛

*❡♠♦✈❡❞ ❝❡♥(❡* ✈❡*(❡①✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝(✐✈✐(② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡ ✐) ✐♠♣*♦✈❡❞ ✇✐(❤ ♣*❡❞✐❝(✐♦♥) ❜❛)❡❞ ♦♥

(❤❡ ♠❡)❤ ❣❡♦♠❡(*②✳ ❚❤❡ ♠❡)❤ ❣❡♦♠❡(*② ✐) ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐(❤ ❛ ❜❛*②❝❡♥(*✐❝ ❡**♦* ♣*❡❞✐❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ *❡♠♦✈❡❞

✈❡*(❡① ❝♦♦*❞✐♥❛(❡) ❛♥❞ ✐) ✐♠♣*♦✈❡❞ ❜② ✐♥(❡❣*❛(✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝✉*✈❛(✉*❡ ♣*❡❞✐❝(✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧)♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ (✇♦

♠❡(❤♦❞) (❤❛( ✐♠♣*♦✈❡ (❤❡ *❛(❡✲❞✐)(♦*(✐♦♥ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡✿ ❛ ✇❛✈❡❧❡( ❢♦*♠✉❧❛(✐♦♥ ✇✐(❤ ❛ ❧✐❢(✐♥❣ )❝❤❡♠❡

❛♥❞ ❛♥ ❛❞❛♣(✐✈❡ =✉❛♥(✐③❛(✐♦♥ (❡❝❤♥✐=✉❡✳ ❊①♣❡*✐♠❡♥(❛❧ *❡)✉❧() ❞❡♠♦♥)(*❛(❡ (❤❡ ❡✛❡❝(✐✈❡♥❡)) ♦❢ ♦✉*

❛♣♣*♦❛❝❤ ✐♥ (❡*♠) ♦❢ ❝♦♠♣*❡))✐♦♥ *❛(❡) ❛♥❞ *❛(❡✲❞✐)(♦*(✐♦♥ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡✱ ❡✈❡♥ ❢♦* (❤❡ ❝♦♠♣*❡))✐♦♥ ♦❢

(*✐❛♥❣❧❡ ♠❡)❤❡)✳

✸✳ C*♦❣*❡))✐✈❡ ♠❡)❤ ❝♦♠♣*❡))✐♦♥ ✐) ❧✐♥❦❡❞ (♦ ♠❡)❤ )✐♠♣❧✐✜❝❛(✐♦♥ ❛) ❜♦(❤ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥) *❡=✉✐*❡ (❤❡ ❣❡♥✲

❡*❛(✐♦♥ ♦❢ ❧❡✈❡❧) ♦❢ ❞❡(❛✐❧✳ ❙♦✱ ✐♥ (❤❡ ❈❤❛♣(❡* ✺✱ ✇❡ ♣*♦♣♦)❡❞ ❛  ✐♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡)*✐❝ )♦ ❞*✐✈❡

)❤❡  ✐♠♣❧✐✜❝❛)✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡ ❤❡ ✳ ❚♦ ❞❡♠♦♥)(*❛(❡ (❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ (❤✐) ♠❡(*✐❝✱ ✇❡ ♣*♦♣♦)❡❞

❛ )✐♠♣❧❡ ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡)❤ ❞❡❝✐♠❛(✐♦♥ ❛❧❣♦*✐(❤♠ ❜❛)❡❞ ♦♥ (✇♦ ♦♣❡*❛(♦*)✿ (❤❡ ❤❛❧❢❡❞❣❡ ❝♦❧❧❛♣)❡ ❛♥❞ (❤❡

❡❞❣❡ *❡♠♦✈❛❧✳ ❆( ❡❛❝❤ ✐(❡*❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❛❧❣♦*✐(❤♠✱ (❤❡ ♦♣❡*❛(✐♦♥ (❤❛( ❤❛) (❤❡ ❧♦✇❡)( ♠❡(*✐❝ ✈❛❧✉❡

✐) ♣❡*❢♦*♠❡❞✳ ❊①♣❡*✐♠❡♥(❛❧ *❡)✉❧() )❤♦✇ (❤❛( (❤✐) )❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡*❛(❡ ❝♦❛*)❡ ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡)❤❡) ✇✐(❤

❛♥✐)♦(*♦♣✐❝ ♣♦❧②❣♦♥ ❢❛❝❡)✳ ❲❡ ❛❧)♦ ✉)❡❞ (❤✐) ♠❡(*✐❝ (♦ ♣*♦♣♦)❡ ❛♥ ♦(❤❡* ❞❡❝✐♠❛(✐♦♥ )(*❛(❡❣② ❢♦* CC▼❈✱
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>❝✐❡♥?✐✜D✉❡ ❡>? ✐❧❧✉>?$@ >✉$ ❧❛ ❋✐❣✉$❡ ✹✳

▲❡ ?$❛✈❛✐❧ ♣$@>❡♥?@ ❞❛♥> ❝❡??❡ ?❤/>❡ ❢b? ♠❡♥@ ❞❛♥> ❧❡ ❝♦♥?❡①?❡ ❞✉ ♣$♦❥❡? ❈♦❧❧❛✈✐③ ❬❉✉♣♦♥? ❡? ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ▲❡

❜✉? ❞❡ ❝❡ ♣$♦❥❡? @?❛✐? ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐$ ✉♥❡ ♣❧❛?❡✲❢♦$♠❡ ❝♦❧❧❛❜♦$❛?✐✈❡ ♣♦✉$ ❧❛ ✈✐>✉❛❧✐>❛?✐♦♥ >❝✐❡♥?✐✜D✉❡ ❞✐>?❛♥?❡✳

❈❡??❡ ♣❧❛?❡✲❢♦$♠❡ ❞❡✈❛✐? ♣❡$♠❡??$❡ B ❞❡> >❝✐❡♥?✐✜D✉❡> ?$❛✈❛✐❧❧❛♥? >✉$ ❞❡> >✐?❡> ❞✐>?❛♥?> ❞❡ ♣❛$?❛❣❡$✱ ❞✐>❝✉?❡$

❡? ✐♥?❡$❛❣✐$ ❛✈❡❝ ❧❡✉$> $@>✉❧?❛?> ❞❡ >✐♠✉❧❛?✐♦♥> ❡✛❡❝?✉@❡> >✉$ ✉♥ ❣$❛♣♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ B ❤❛✉?❡ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡✳ ▲❡>

$@>✉❧?❛?> @?❛✐❡♥? >❛✉✈❡❣❛$❞@> >✉$ ✉♥ >❡$✈❡✉$ ❝❡♥?$❛❧ ❝♦♠♠✉♥ ♣✉✐> ❝❤❛❝✉♥ ❞❡> ♠❡♠❜$❡> ❞❡ ❧❛ >❡>>✐♦♥ ❞❡ ✈✐✲

>✉❛❧✐>❛?✐♦♥ ♣♦✉✈❛✐❡♥? ❞❡♠❛♥❞❡$ B ❝❡ D✉✬✉♥❡ ♦♣@$❛?✐♦♥ ❞❡ ♣♦>?✲?$❛✐?❡♠❡♥? ♣$♦❞✉✐>❛♥? ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ >✉$❢❛❝✐D✉❡

>♦✐? ❡✛❡❝?✉@❡✳ ❈❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ @?❛✐? ❛❧♦$> ?$❛♥>♠✐> B ❝❤❛❝✉♥ ❞❡> ❝❧✐❡♥?> ❛✜♥ D✉✬✐❧> ♣✉✐>>❡♥? ❧❡ ✈✐>✉❛❧✐>❡$✳ ▲❡>

✉?✐❧✐>❛?❡✉$> ♣♦✉✈❛✐❡♥? ❝♦❧❧❛❜♦$❡$ ❡♥ ♣❛$?❛❣❡❛♥? ❞❡> ❛♥♥♦?❛?✐♦♥> >✉$ ❧❡> ♠♦❞/❧❡> ✸❉ ♦✉ ❞❡> ♣♦✐♥?> ❞❡ ✈✉❡ ❝♦♠✲

♠✉♥>✳ ■❧> ♣♦✉✈❛✐❡♥? ❛✉>>✐ @❝❤❛♥❣❡$ B ?$❛✈❡$> ✉♥❡ ♠❡>>❛❣❡$✐❡ ✐♥>?❛♥?❛♥@❡✳ ▲❡ ♣$♦❥❡? ❈♦❧❧❛✈✐③ @?❛✐? ❞@❝♦♠♣♦>@

✹
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✺
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 ♦♥# ❛✉❥♦✉'❞✬❤✉✐  ✐ ❣'♦ -✉❡ ❧❡✉'  #♦❝❦❛❣❡ ❡# ❧❡✉' #'❛♥ ♠✐  ✐♦♥ '❡♣'4 ❡♥#❡♥# ✉♥ ❝♦5# ♥♦♥ ♥4❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ▲❛

❝♦♠♣'❡  ✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉# ❛✐❞❡' 9 '4❞✉✐'❡ ❝❡ ❝♦5# ✳

▲❛ ❞✐✈❡' ✐#4 ❞❡ ♣4'✐♣❤4'✐-✉❡ ✉#✐❧✐ 4 ♣♦✉' ✈✐ ✉❛❧✐ ❡'✱ ♦✉ ♣❧✉ ❣4♥4'❛❧❡♠❡♥# #'❛✐#❡' ❞✬✐♠♣♦'#❛♥# ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✱

❡ # ❛✉  ✐ ♣'♦❜❧4♠❛#✐-✉❡✳ ❯♥ ❣'♦ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ✈✐ ✉❛❧✐ ❛#✐♦♥  ❝✐❡♥#✐✜-✉❡ -✉✐ ♥4❝❡  ✐#❡ ❧✬✉#✐❧✐ ❛#✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣'❛♣♣❡

❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❣'❛♣❤✐-✉❡ ♣♦✉' >#'❡ '❡♥❞✉ ♥❡ ♣❡✉# >#'❡ ❞✐'❡❝#❡♠❡♥# ✈✐ ✉❛❧✐ 4  ✉' ✉♥  ♠❛'#♣❤♦♥❡✳ ❊♥#'❡ ❝❡ 

❞❡✉①  ② #B♠❡ ✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ 4♥♦'♠❡ ❞✐✛4'❡♥❝❡ ❞❡  #♦❝❦❛❣❡✱ ❞❡ ♠4♠♦✐'❡ ❝❡♥#'❛❧❡✱ ❞❡ '❡  ♦✉'❝❡ ❈E❯ ❡# ●E❯

❞✐ ♣♦♥✐❜❧❡ ✳ ▲❡ ♠>♠❡ ♣'♦❜❧B♠❡  ❡ ♣♦ ❡ ❛✉  ✐ ❛✈❡❝ ❧❡ '4 ❡❛✉✳ ▲❛ -✉❛♥#✐#4 ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛  ❛♥#❡ ❞✐ ♣♦♥✐❜❧❡  ✉'

✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ 9 ✜❜'❡ ♦♣#✐-✉❡ ❡# ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❆❉❙▲ ♥❡  ♦♥# ♣❛ ❞✉ ♠>♠❡ ♦'❞'❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥#✱ ❧✬✉#✐❧✐ ❛#❡✉'

✈❡✉# ♣♦✉✈♦✐' ❛❝❝4❞❡' 9  ❡ ❞♦♥♥4❡ ❞❛♥ ❝❡ ❞✐✛4'❡♥#❡ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ✳ E♦✉' ♣❡'♠❡##'❡ ❧✬❛❝❝B ✉♥✐✈❡' ❡❧✱ ✐❧ ❡ #

♥4❝❡  ❛✐'❡ ❞❡ '❡❝♦✉'✐' 9 ❞❡ ❧✬❛❞❛♣#❛#✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥4❡ ✳

▲✬❛❞❛♣#❛#✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥4❡ ✸❉ ❝♦♥ ✐ #❡ 9 #'❛♥ ❢♦'♠❡' ✉♥ ❡♥ ❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡# ✸❉ ❡♥ ❡♥#'4❡ ❡♥ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐#4 

❛❧#❡'♥❛#✐✈❡ ❛✜♥ ❞✬♦✛'✐' 9 ❧✬✉#✐❧✐ ❛#❡✉' ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉'❡ ❡①♣4'✐❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐ ✉❛❧✐ ❛#✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ ❝❛'❛❝#4'✐ #✐-✉❡ 

❞✉ '4 ❡❛✉✱ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐#4 ❞❡  ♦♥ #❡'♠✐♥❛❧ ❛✐♥ ✐ -✉❡  ❡ ♣'4❢4'❡♥❝❡ ✳ ▲❡ ♠4❝❛♥✐ ♠❡ ❞✬❛❞❛♣#❛#✐♦♥ ♣❡'♠❡##❡♥#

❞❡ #'❛♥ ♠❡##'❡ ❞❡ ♠❛♥✐B'❡ ♦♣#✐♠❛❧❡ ❧❛  ❝B♥❡ ✸❉✳ ❉❛♥ ❧❛  ❡❝#✐♦♥  ✉✐✈❛♥#❡✱ ♥♦✉ ❡①♣❧✐-✉♦♥ ♣♦✉'-✉♦✐ ♥♦✉ 

♣❡♥ ♦♥ -✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣'❡  ✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉# >#'❡ ✉♥❡  ♦❧✉#✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉' ❧✬❛❞❛♣#❛#✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥4❡ ✸❉✳

▲❛ ❝♦♠♣&❡((✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡(

▲❛ ❝♦♠♣'❡  ✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✸❉ ❛ ♣♦✉' ❜✉# ❞✬❡♥❝♦❞❡' ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✬❡♥#'4❡ ❛✈❡❝ ♠♦✐♥ ❞✬♦❝#❡# -✉❡  ❛

'❡♣'4 ❡♥#❛#✐♦♥ ✐♥✐#✐❛❧❡✳ ▲✬♦♣4'❛#✐♦♥ ❞❡ ❞4❝♦♠♣'❡  ✐♦♥ ❝♦♠♣❧B#❡ '❡ #❛✉'❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐❞❡♥#✐-✉❡ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡

❞✬❡♥#'4❡ ✭❝♦♠♣'❡  ✐♦♥  ❛♥ ♣❡'#❡✮ ♦✉ ♣'♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✭❝♦♠♣'❡  ✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣❡'#❡ ✮✳ ❊♥ '4❞✉✐ ❛♥# ❧❡✉' #❛✐❧❧❡✱ ❧❛

❝♦♠♣'❡  ✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡'♠❡# ❞❡  #♦❝❦❡' ♣❧✉ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥# ❡# #'❛♥ ♠❡##'❡ ♣❧✉ '❛♣✐❞❡♠❡♥# ❧❡ ❞♦♥♥4❡ ✳ ❊❧❧❡

♣❡✉# ❞♦♥❝  ✬❛✈4'❡' ✉#✐❧❡ ❞❛♥ ❞❡ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ '❡  ♦✉'❝❡ ✳ ▲❛ ❝♦♠♣'❡  ✐♦♥ ❛❞❛♣#❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 

✸❉ ❛✉① ❝♦♥#'❛✐♥#❡ ❞❡  #♦❝❦❛❣❡ ❡# ❞❡ #'❛♥ ♠✐  ✐♦♥✳ ❈❡'#❛✐♥ #②♣❡ ❞✬❛❧❣♦'✐#❤♠❡ ♣❡'♠❡##❡♥# ❞✬❛❝❝4❞❡'

❞✉'❛♥# ❧❛ ❞4❝♦♠♣'❡  ✐♦♥ 9 ❞✐✛4'❡♥#❡ ✈❡' ✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡ ✈❡' ✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥# >#'❡  ♦✐# ❞✐✛4'❡♥# ♥✐✈❡❛✉①

❞❡ ❞4#❛✐❧✱  ♦✐# ❞✐✛4'❡♥#❡ ♣❛'#✐❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✬❡♥#'4❡✳ ❈❡❧❧❡ ✲❝✐ ❝♦♥#✐❡♥♥❡♥# ♠♦✐♥ ❞❡ ♣♦❧②❣♦♥❡ -✉❡ ❧❡ ♠♦❞B❧❡

❞✬❡♥#'4❡ ❡# ♣❡✉✈❡♥# >#'❡ ♣❧✉ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥# ✈✐ ✉❛❧✐ 4❡  ✉' ❞❡ ♣4'✐♣❤4'✐-✉❡ 9 ❢❛✐❜❧❡ '❡  ♦✉'❝❡ ✳ ❉❛♥ ❝❡ ❝❛ ✱

❧❛ ❝♦♠♣'❡  ✐♦♥ ❛❞❛♣#❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✸❉ ❛✉① ❝♦♥#'❛✐♥#❡ ❞❡ ✈✐ ✉❛❧✐ ❛#✐♦♥✳ ◆4❛♥♠♦✐♥ ✱ ❧❛ ❝♦♠♣'❡  ✐♦♥ ❞♦✐#

>#'❡ ✉#✐❧✐ 4❡ ❡♥ ❣❛'❞❛♥# 9 ❧✬❡ ♣'✐# -✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣'❡  ✐♦♥ ❡# ❧❛ ❞4❝♦♠♣'❡  ✐♦♥  ♦♥# ❞❡ ♦♣4'❛#✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ -✉✐

❝♦♥ ♦♠♠❡♥# ❞✉ #❡♠♣ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ E❛'❢♦✐ ✱ ❧❡ ❡✛❡# ♣♦ ✐#✐❢ ♣'♦❞✉✐# ♣❛' ❧❛ '4❞✉❝#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #❛✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥4❡ 

♣❡✉✈❡♥# ❛✈♦✐' ❞❡ ❝♦♥ 4-✉❡♥❝❡ ♥4❣❛#✐✈❡ ❡♥ #❡'♠❡ ❞❡ #❡♠♣ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

◆♦✉ ❝❧❛  ♦♥ ❧❡ ❛❧❣♦'✐#❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣'❡  ✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡  ❡❧♦♥ ❧❡ ❝❛'❛❝#4'✐ #✐-✉❡ -✉✬✐❧ ♦✛'❡♥# ❞✉'❛♥#

❧❛ ❞4❝♦♠♣'❡  ✐♦♥✳ ◆♦✉ ❞✐ #✐♥❣✉♦♥ -✉❛#'❡ #②♣❡ ✳
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a. Décompression à taux unique

b. Décompression progressive

c. Décompression avec accès aléatoire

d. Décompression progressive avec accès aléatoire
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❧❡% ❛❧❣♦+✐(❤♠❡% ❞❡ ❝♦♠♣+❡%%✐♦♥ ❡( ❞❡ ❞/❝♦♠♣+❡%%✐♦♥ ❞❡✈+❛✐❡♥( F(+❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝(✉❡+ ❛✉(❛♥( ❞✬/(❛♣❡%

❞❡ ❝❛❧❝✉❧ @✉❡ ♣♦%%✐❜❧❡ ❡♥ ♣❛+❛❧❧;❧❡✳

❋❛❝✐❧❡ ? ✐♠♣❧(♠❡♥)❡,✳ ❯♥❡ ✐♠♣❧/♠❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡% ❛❧❣♦+✐(❤♠❡% ♣+♦♣♦%/% %❡ +❡♣♦%❛♥( %✉+ ❞❡ ❝/❧;❜+❡% ❜✐❜❧✐♦✲

(❤;@✉❡% (✐❡+❝❡% ❞❡✈+❛✐( F(+❡ ❛✉%%✐ %✐♠♣❧❡ @✉❡ ♣♦%%✐❜❧❡✳
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◆'❛♥♠♦✐♥"✱ ❛✈❡❝ ❧❡" ❛❧❣♦$✐+❤♠❡" ❞❡ ❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ♣$♦❣$❡""✐✈❡✱ ♣♦✉$ ❛❝❝'❞❡$ D ✉♥❡ ♣❛$+✐❡ "♣'❝✐✜6✉❡ ❞✉

♠❛✐❧❧❛❣❡ D ❧❛ $'"♦❧✉+✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞L❧❡ ❡♥+✐❡$ ❞♦✐+ H+$❡ +'❧'❝❤❛$❣' ❡+ ❞'❝♦♠♣$❡""'✳ ❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉$❡
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❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡$ ✉♥❡ ❢♦$+❡ ❣$❛♥✉❧❛$✐+' ❞✬❛❝❝L" ❛❧'❛+♦✐$❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦$+❡ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣$❡""✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ ❧❡

$❡♠♣❧✐""❛❣❡ ❞❡" +$♦✉" ❡♥+$❡ ❞❡" ❣$♦✉♣❡" ♣❛$+✐❡❧❧❡♠❡♥+ ❞'❝♦♠♣$❡""'" $❡"+❡ ❛✉""✐ ♣$♦❜❧'♠❛+✐6✉❡✳

◆♦✉" ❛✈♦♥" ♣❛$ ❝♦♥"'6✉❡♥+ ❝♦♥2✉ ✉♥ "❡❝♦♥❞ ❛❧❣♦$✐+❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ♣$♦❣$❡""✐✈❡ ❛✈❡❝ ❛❝❝L" ❛❧'❛+♦✐$❡

❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡" +$✐❛♥❣✉❧❛✐$❡" ♥♦♠♠'  ❖▼❆❘ ✭>$♦❣$❡""✐✈❡ ❖$✐❡♥+❡❞ ▼❡"❤ ❆❝❝❡""✐❜❧❡ ❘❛♥❞♦♠❧②✮✳ ❈❡ ❞❡$♥✐❡$

♣❡$♠❡+ ✉♥ ❛❝❝L" ❛❧'❛+♦✐$❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉" ✜♥✳ ❆✈❡❝ ❝❡++❡ ❛♣♣$♦❝❤❡✱ ❛✉❝✉♥❡ "❡❣♠❡♥+❛+✐♦♥ ✐♥✐+✐❛❧❡ ♥✬❡"+ $❡6✉✐"❡✳

▲✬❛❧❣♦$✐+❤♠❡ ❞❡ ❞'❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ❣'♥L$❡ ✉♥ ♠♦❞L❧❡ ❞'❝♦♠♣$❡""' ❛✈❡❝ ❞❡" +$❛♥"✐+✐♦♥" ❧✐""❡" ❡♥+$❡ ❧❡" $'❣✐♦♥"

❞'❝♦♠♣$❡""'" D ✉♥ ❤❛✉+ ❡+ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞'+❛✐❧✳ ❚♦✉+ ❧❡" +$✐❛♥❣❧❡" ❞'❝♦♠♣$❡""'" ♣$♦✈✐❡♥♥❡♥+ ❞✐$❡❝+❡♠❡♥+

❞❡ ❧✬'+❛♣❡ ❞❡ ❞'❝✐♠❛+✐♦♥ ❡+ ♣❛$ ❝♦♥"'6✉❡♥+ $❡"♣❡❝+❡♥+ "❛ ♠'+$✐6✉❡✳

❈♦♥#❡♥✉ ❞❡ ❧❛ #❤*+❡

❉❛♥" ❧❡" ❞❡✉① ♣$❡♠✐❡$" ❝❤❛♣✐+$❡"✱ ♥♦✉" $❛♣♣❡❧♦♥" ❧❡" ♣$'❧✐♠✐♥❛✐$❡" ❡+ ❧❡" +$❛✈❛✉① ♣$'❝'❞❡♥+" "✉$ ❧❡" ♠❛✐❧❧❛❣❡"

❡+ ❧❡" ❛❧❣♦$✐+❤♠❡" ❞❡ ❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡" D +❛✉① ✉♥✐6✉❡✳

• ▲❡ ❝❤❛♣✐+$❡ ✶ $❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡" ❝♦♥♥❛✐""❛♥❝❡" ♣$'❧✐♠✐♥❛✐$❡" $❡❧❛+✐✈❡" ❛✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡" ✸❉ ❡+ D ❧❛ ❝♦♠♣$❡""✐♦♥

❞❡ ❞♦♥♥'❡"✳ ■❧ ❞'✜♥✐+ ❧❡" ♠❛✐❧❧❛❣❡" ❡+ ❧❡✉$" ♣$♦♣$✐'+'"✳ ❆♣$L" ✉♥❡ ❞❡"❝$✐♣+✐♦♥ ❣'♥'$❛❧❡ ❞❡" "+$✉❝+✉$❡"

❞❡ ❞♦♥♥'❡" 6✉✐ ♣❡$♠❡++❡♥+ ❞❡ ❧❡" "+♦❝❦❡$✱ ✐❧ ❞'❝$✐+ ❧❡" ♣$✐♥❝✐♣❡" ❣'♥'$❛✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥'❡"✳

• ▲❡ ❝❤❛♣✐+$❡ ✷ ❡"+ ✉♥ '+❛+ ❞❡ ❧✬❛$+ "✉$ ❧❛ ❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡" D +❛✉① ✉♥✐6✉❡✳ ❊♥ ♣❛$+❛♥+ ❞❡" +$❛✈❛✉①

♣✐♦♥♥✐❡$"✱ ♥♦✉" '✈♦6✉♦♥" +♦✉+❡" ❧❡" ❛♣♣$♦❝❤❡" ♣❡$+✐♥❡♥+❡" ♣$♦♣♦"'❡" ♣♦✉$ ❧❛ ❝♦♠♣$❡""✐♦♥ ❞❡" ♠❛✐❧❧❛❣❡"

"+❛+✐6✉❡"✳

✶✹✷



▲❡" #✉❛&'❡ ❝❤❛♣✐&'❡" "✉✐✈❛♥&" "♦♥& ❞0❞✐0" ❛✉① &'❛✈❛✉① ♣'0❝0❞❡♥&" ❡& 2 ♥♦" ❝♦♥&'✐❜✉&✐♦♥" "✉' ❧❛ ❝♦♠♣'❡""✐♦♥

♣'♦❣'❡""✐✈❡✱ ❧❛ ❞0❝✐♠❛&✐♦♥ ❡& ❧✬❛❞❛♣&❛&✐♦♥ ❞❡" ♠❛✐❧❧❛❣❡" ✸❉✳

• ▲❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ✸ ❡"& ✉♥ 0&❛& ❞❡ ❧✬❛'& "✉' ❧❛ ❝♦♠♣'❡""✐♦♥ ♣'♦❣'❡""✐✈❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡"✳

• ▲❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ✹ ❞0❝'✐& ==▼❈✱ ♥♦&'❡ ❛❧❣♦'✐&❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣'❡""✐♦♥ ♣'♦❣'❡""✐✈❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡"✳ ❉❡" '0"✉❧&❛&"

❡①♣0'✐♠❡♥&❛✉① ✐❧❧✉"&'❡♥& ❧❛ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣'♦❝❤❡✳

• ▲❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ✺ &'❛✐&❡ ❞❡ ❧❛ "✐♠♣❧✐✜❝❛&✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡" ♣♦❧②❣♦♥❛✉①✳ ■❧ ♣'0"❡♥&❡ ♥♦&'❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠0&'✐#✉❡

"✐♠♣❧❡ #✉✐ ♣❡✉& ❝♦♥&'E❧❡' ❧❛ ❞0❝✐♠❛&✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡" ♣♦❧②❣♦♥❛✉①✳ ■❧ ♠♦♥&'❡ ❛✉""✐ ❝♦♠♠❡♥& ❝❡&&❡

♠0&'✐#✉❡ ♣❡✉& ❞❛♥" ❝❡'&❛✐♥" ❝❛" ❛♠0❧✐♦'❡' ❧❡ ❝♦♠♣'♦♠✐" ❞0❜✐&✲❞✐"&♦'"✐♦♥ ❞❡ ==▼❈✳

• ▲❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ✻ ❞0♠♦♥&'❡ ❧✬✉&✐❧✐&0 ❞❡" ❛❧❣♦'✐&❤♠❡" ❞❡ ❝♦♠♣'❡""✐♦♥ ♣'♦❣'❡""✐✈❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡" ❞❛♥" ✉♥

❝♦♥&❡①&❡ ❞❡ ✈✐"✉❛❧✐"❛&✐♦♥ "❝✐❡♥&✐✜#✉❡ ❞✐"&❛♥&❡✳ ■❧ ❞0❝'✐& ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❞'❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐❢ "✐♠♣❧❡ #✉✐ ❣H'❡ ❧❡"

❝♦♥&'❛✐♥&❡" ♠✉❧&✐♣❧❡" ❞❡ ❝❡ ❝❛" ❞✬✉&✐❧✐"❛&✐♦♥✳

▲❡" &'♦✐" ❞❡'♥✐❡'" ❝❤❛♣✐&'❡" &'❛✐&❡♥& ❞❡" &'❛✈❛✉① ♣'0❝0❞❡♥&" ❡& ❞❡ ♥♦" ❝♦♥&'✐❜✉&✐♦♥" ❝♦♥❝❡'♥❛♥& ❧❛ ❝♦♠✲

♣'❡""✐♦♥ ♣'♦❣'❡""✐✈❡ ❡& ❛✈❡❝ ❛❝❝H" ❛❧0❛&♦✐'❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡"✳

• ▲❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ✼ ❡"& ✉♥ 0&❛& ❞❡ ❧✬❛'& "✉' ❧❛ ❝♦♠♣'❡""✐♦♥ ♣'♦❣'❡""✐✈❡ ❡& ❛✈❡❝ ❛❝❝H" ❛❧0❛&♦✐'❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡"✳

• ▲❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ✽ ❞0❝'✐& =❘❆▼✱ ♥♦&'❡ ♣'❡♠✐❡' ❛❧❣♦'✐&❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣'❡""✐♦♥ ♣'♦❣'❡""✐✈❡ ❛✈❡❝ ❛❝❝H" ❛❧0❛&♦✐'❡

❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡" ❜❛"0 "✉' ❧❛ "❡❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞H❧❡ ✐♥✐&✐❛❧✳ ❉❡" '0"✉❧&❛&" ❡①♣0'✐♠❡♥&❛✉① ✐❧❧✉"&'❡♥& ❧❛

♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣'♦❝❤❡✳

• ▲❡ ❝❤❛♣✐&'❡ ✾ ♣♦'&❡ "✉' =❖▼❆❘✱ ♥♦&'❡ "❡❝♦♥❞ ❛❧❣♦'✐&❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣'❡""✐♦♥ ♣'♦❣'❡""✐✈❡ ❛✈❡❝ ❛❝❝H" ❛❧0❛✲

&♦✐'❡✳ ❉❡" '0"✉❧&❛&" ❡①♣0'✐♠❡♥&❛✉① "♦♥& ❛✉""✐ ✐♥❝❧✉" ❞❛♥" ❝❡ ❝❤❛♣✐&'❡✳

❊♥✜♥✱ ❝❡&&❡ &❤H"❡ "❡ &❡'♠✐♥❡ ♣❛' ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉"✐♦♥ ❣0♥0'❛❧❡ #✉✐ ❡"#✉✐""❡ ❞❡" ♣❡'"♣❡❝&✐✈❡" ❣0♥0'❛❧❡" ♣♦✉' ❞❡

❢✉&✉'" &'❛✈❛✉①✳

✶✹✸



✶✹✹



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❬❆❤♥ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❆❤♥✱ ❏✳✲❍✳✱ ❑✐♠✱ ❈✳✲❙✳✱ ❛♥❞ ❍♦✱ ❨✳✲❙✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ;<❡❞✐❝%✐✈❡ ❝♦♠♣<❡@@✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡%<②✱ ❝♦❧♦<

❛♥❞ ♥♦<♠❛❧ ❞❛%❛ ♦❢ ✸✲❞ ♠❡@❤ ♠♦❞❡❧@✳ ■❊❊❊ ❚#❛♥&❛❝(✐♦♥& ♦♥ ❈✐#❝✉✐(& ❛♥❞ ❙②&(❡♠& ❢♦# ❱✐❞❡♦ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✱

✶✻✭✷✮✿✷✾✶✕✷✾✾✳

❬❆❤♥ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ❆❤♥✱ ❏✳✲❑✳✱ ▲❡❡✱ ❉✳✲❨✳✱ ❆❤♥✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❑✐♠✱ ❈✳✲❙✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❘✲❞ ♦♣%✐♠✐③❡❞ ♣<♦❣<❡@@✐✈❡

❝♦♠♣<❡@@✐♦♥ ♦❢ ✸❞ ♠❡@❤❡@ ✉@✐♥❣ ♣<✐♦<✐%✐③❡❞ ❣❛%❡ @❡❧❡❝%✐♦♥ ❛♥❞ ❝✉<✈❛%✉<❡ ♣<❡❞✐❝%✐♦♥✳ ❚❤❡ ❱✐&✉❛❧ ❈♦♠♣✉(❡#✱

✷✼✿✼✻✾✕✼✼✾✳

❬❆❧❧✐❡③ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❆❧❧✐❡③✱ ;✳✱ ❈♦❤❡♥✲❙%❡✐♥❡<✱ ❉✳✱ ❉❡✈✐❧❧❡<@✱ ❖✳✱ ▲Q✈②✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ❉❡@❜<✉♥✱ ▼✳ ✭✷✵✵✸✮✳

❆♥✐@♦%<♦♣✐❝ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ <❡♠❡@❤✐♥❣✳ ■♥ 8#♦❝❡❡❞✐♥❣& ♦❢ ❙■●●❘❆8❍✱ ♣❛❣❡@ ✹✽✺✕✹✾✸✳

❬❆❧❧✐❡③ ❛♥❞ ❉❡@❜<✉♥✱ ✷✵✵✶❛❪ ❆❧❧✐❡③✱ ;✳ ❛♥❞ ❉❡@❜<✉♥✱ ▼✳ ✭✷✵✵✶❛✮✳ ;<♦❣<❡@@✐✈❡ ❝♦♠♣<❡@@✐♦♥ ❢♦< ❧♦@@❧❡@@ %<❛♥@✲

♠✐@@✐♦♥ ♦❢ %<✐❛♥❣❧❡ ♠❡@❤❡@✳ ■♥ 8#♦❝❡❡❞✐♥❣& ♦❢ ❙■●●❘❆8❍✱ ♣❛❣❡@ ✶✾✺✕✷✵✷✳
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