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Notations principales

d diamètre des particules
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Σtr résistance en traction du matériau
Σc résistance en compression du matériau
δ déplacement des particules
K l matrice de rigidité locale
R matrice de rotation
Kg matrice de rigidité globale
Σmax contrainte maximale avant la rupture
σn contrainte normale moyenne
σt contrainte tangentielle moyenne
εnn déformation normale moyenne
εtt déformation tangentielle moyenne
σI , σII contraintes principales moyennes
εI , εII déformations principales moyennes
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Introduction

Cette thèse a été réalisée dans le groupe comportement des ouvrages sous sollicita-
tions complexe de l’équipe de Génie Civil du laboratoire ICube UMR 7357, à l’Institut
de Sciences Appliquées de Strasbourg, avec un financement de la Région Alsace, Com-
munauté Urbaine de Strasbourg.

Problématique

Divers matériaux peuvent être assimilés à des matériaux fragiles selon le type de
sollicitation auxquelles ils sont soumis ou la condition dans laquelle ils se présentent. Les
roches, les céramiques, les verres, les bétons (non armés), par exemple, présentent nor-
malement des niveaux de déformation très réduits avant leur rupture (perte de capacité
à transmettre des efforts), s’ils sont comparés à des matériaux comme l’acier et certains
polymères. On suppose usuellement qu’ils sont élastiques et linéaires jusqu’à un certain
niveau d’effort limite au-delà duquel on admet une chute brutale de la résistance. Cette
chute de résistance est souvent associée à l’apparition et à la propagation de fissures
au sein du matériau, qui peuvent compromettre la stabilité globale ou partielle d’une
structure.

Parmi les approches permettant de modéliser la propagation de fissures, la mécanique
linéaire de la rupture reste aujourd’hui la plus utilisée en pratique. Les méthodes numé-
riques en mécanique de la rupture se basent sur la comparaison de certaines grandeurs
(taux de restitution de l’énergie ou facteurs d’intensité de contraintes) évaluées pour
une géométrie et des sollicitations données, et comparées à des valeurs limites (énergie
de rupture GC ou ténacité du matériau KIC) propres à chaque matériau. Ce type de
comparaison est en particulier mis en œuvre de façon répétitive pour la simulation pas
à pas de la propagation d’une fissure pour une histoire de chargement donnée. Cette
comparaison nécessite une évaluation précise de l’énergie ou des facteurs d’intensité de
contrainte pour une configuration donnée.

À partir de ces critères, diverses méthodes numériques issues de la mécanique des
milieux continus ont été adaptées pour étudier le comportement à la rupture des maté-
riaux, comme par exemple, les méthodes des différences finies, des équations intégrales,
des éléments finis, des éléments finis étendus (XFEM)... Les schémas les plus utilisés
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se fondent sur la méthode des éléments finis (FEM). Son domaine d’application est le
plus large : statique, dynamique, thermodynamique,... Néanmoins, certaines difficultés
existent telles que la nécessité d’un raffinement important du maillage en fond de fissure
ou le remaillage progressif lors de l’avancement du front de fissure. La méthode des élé-
ments finis étendus (XFEM) simplifie considérablement ces aspects en particulier, par
contre des questions au niveau de la convergence restent d’actualité. Une autre difficulté
inhérente aux approches continues est l’intégration des critères de rupture macrosco-
piques (en l’absence de pré-fissuration) à la mécanique de la rupture classique.

En tenant compte des difficultés associées aux approches continues, on se propose
d’utiliser la méthode des éléments discrets (ou distincts) dans l’étude de la rupture des
matériaux fragiles. Dans cette approche, le matériau est décrit comme un ensemble de
particules en contact, ce qui rend la rupture du matériau et la propagation de fissures
assez intuitives. Les efforts dans le matériau sont transmis par des forces de contact. Un
désavantage des modèles discrets, est l’absence usuelle de rapport direct entre les proprié-
tés au niveau des contacts et les propriétés habituellement utilisées dans les approches
continues. Cette différence conceptuelle demande souvent des essais de calibration des
modèles discrets vis-à-vis des comportements attendus pour les matériaux.

Objectif et démarche adoptée

Le principal objectif de cette thèse est de proposer une approche discrète capable de
relier la rupture macroscopique (amorçage de fissures) à la propagation de fissures (mé-
canique de la rupture classique) du matériau fragile. Parallèlement ce modèle doit avoir
un caractère pratique, en étant totalement compatible avec les approches continues, et
ainsi, éviter des essais de calibration.

En adoptant donc un assemblage compact unique pour les particules (en deux dimen-
sions), le comportement élastique d’un assemblage dépend uniquement des modules de
raideur normale et tangentielle des contacts. Ces deux paramètres peuvent être directe-
ment définis en fonction des paramètres de l’élasticité linéaire isotrope, module d’Young
et coefficient de Poisson (sans calibration). La bonne représentation du comportement
élastique isotrope dans l’approche discrète est une base du comportement à la rupture
fragile.

L’étude du comportement à la rupture est divisée en deux parties. La première partie
concerne la propagation de fissures préexistantes, tandis que la deuxième partie traite
de la résistance des matériaux sains (en absence de fissures apparentes).

La propagation d’une fissure se caractérise par la perte des forces de contacts qui
assurent la cohésion du matériau. Dans l’approche discrète, on adopte le critère de la
contrainte maximale, classiquement utilisé dans les approches continues pour les pro-
blèmes de fissuration en mode mixte (traction et cisaillement). L’analyse des forces des
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deux contacts adjacents au voisinage d’une fissure permet l’obtention des expressions
des facteurs d’intensité de contraintes au niveau des contacts. Ceci rend possible l’intro-
duction directe de la ténacité comme paramètre du matériau. Si le facteur d’intensité
normal atteint la valeur de la ténacité du matériau, le contact le plus tendu est rompu.
La validation de la formulation est faite avec la comparaison des simulations numériques
à des solutions classiques pour le mode I (ouverture de la fissure), le mode II (cisaille-
ment) et le mode mixte.

Dans la deuxième partie, on commence par l’analyse de la cohérence du critère de
rupture pour un matériau sain soumis à des états de contraintes bi-axiales de traction et
compression homogènes. On identifie immédiatement le rapport direct entre la ténacité
et la taille des particules, et la résistance à la traction. Pour les contraintes de com-
pression, le critère discret admet des valeurs négatives pour les facteurs d’intensité de
contraintes. Cette apparente incohérence permet de dissocier clairement l’effet des efforts
de compression et l’effet des efforts de traction, à l’échelle des contacts. En imposant des
limites négatives pour ces facteurs de contraintes apparents négatifs, on devient capable
de contrôler directement la résistance à la compression.

Plan de la thèse

Ce mémoire s’articule en cinq chapitres. Le premier chapitre a pour but de présenter
les notions essentielles de la mécanique de la rupture. On présente les méthodes nu-
mériques les plus utilisées pour la modélisation des matériaux fragiles, ses avantages et
désavantages.

Dans le deuxième chapitre, on approfondit la discussion sur l’utilisation de la mé-
thode des éléments discrets (MED) à l’étude du comportement à la rupture. Des notions
fondamentales sur cet outil de modélisation sont présentées ainsi que les difficultés plus
couramment rencontrées.

Le troisième chapitre traite de l’approche discrète en mécanique de la rupture ini-
tialement étudiée. Globalement, l’analyse repose sur le rapport entre les paramètres du
modèle discret et ceux de la mécanique des milieux continus. À partir de cet aspect, on
propose un critère de rupture fragile en mode I basé sur l’étude des forces agissantes sur
deux contacts adjacents. À la fin, on discute le problème d’anisotropie observé dans ce
cas.

On généralise le critère de rupture au cas de sollicitations en mode mixte (mode I
et mode II) dans le chapitre quatre. La prise en compte additionnelle des déplacements
relatifs des particules au niveau des contacts permet le calcul des contraintes principales
(aussi bien que leurs orientations), en apportant ainsi une réponse à la question de l’ani-
sotropie rencontrée avec l’approche initiale (Chapitre 3).
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Au cinquième chapitre, on aborde l’extension du modèle de rupture discret à l’étude
du comportement des matériaux sains (non pré-fissurés) soumis à des états de contraintes
(traction et compression) bi-axiaux. On déduit ainsi leur enveloppe de rupture en pro-
posant un critère d’amorçage des fissures pertinent.

On termine la thèse en présentant les conclusions du travail et ses perspectives.



Première partie

État des connaissances
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Fissuration et rupture

Sommaire
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2 Historique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3 Notions fondamentales de la mécanique de la rupture . . . . 12

1.3.1 Les modes d’ouverture d’une fissure . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3.2 Analyse asymptotique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.3.2.1 Lien entre description énergétique et singularité . . . 15
1.4 Propagation de fissures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.4.1 Propagation de la fissure en mode I - ténacité du matériau . . 16
1.4.2 Propagation de fissures en mode mixte (2D) . . . . . . . . . . 17

1.4.2.1 Critère de la contrainte d’ouverture maximale . . . . 17
1.4.2.2 Critère de densité d’énergie minimale . . . . . . . . . 18

1.4.3 Critère de taux de restitution d’énergie maximale . . . . . . . . 19
1.4.4 Comparaison des différents critères . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.5 De l’apparition des fissures à la rupture du matériau . . . . . 20
1.6 Modélisation de la rupture fragile des matériaux . . . . . . . 23

1.6.1 Critère de Rankine ou de la contrainte normale maximale . . . 24
1.6.2 Critère de Mohr-Coulomb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.7 Méthodes expérimentales pour la caractérisation des maté-
riaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.7.1 Mesure de ténacité (KIC) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.7.2 Compression simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.7.3 Essai triaxial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.7.4 Compression diamétrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.8 Méthodes numériques pour la modélisation de la fissuration
et de la rupture des matériaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.8.1 Méthode des éléments finis (MEF) . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.8.2 Méthode des éléments finis étendus (X-FEM) . . . . . . . . . . 31
1.8.3 Méthode des éléments de frontières . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.8.4 Méthode sans maillage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31



10 Fissuration et rupture

1.8.5 Méthode des zones cohésives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.8.6 Méthode des éléments discrets (MED) . . . . . . . . . . . . . . 32

1.9 Conclusions partielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33



1.1 Introduction 11

1.1 Introduction

La rupture des matériaux est un problème important en science des matériaux et en
ingénierie. La capacité portante d’une structure et sa durée de vie y sont fortement liées.
Ce premier chapitre a pour but de présenter les notions essentielles de la rupture linéaire
et les critères de propagation de fissures adaptés aux matériaux fragiles. On y discute
certains points de la caractérisation expérimentale des matériaux ainsi que les méthodes
numériques le plus utilisées dans l’analyse de structures vis à vis de la rupture.

1.2 Historique

Durant la seconde moitié du 19ème siècle, l’usage de l’acier et d’autres alliages métal-
liques se développa considérablement. Avec cet essort se multiplièrent aussi les accidents
dus à l’utilisation inadéquate de ces matériaux, à des faiblesses de conception et di-
mensionnement. Certains de ces accidents, de part leur soudaineté et leur brutalité,
défrayèrent à raison la chronique.

L’un des premiers incidents enregistré sur une structure importante fut la rupture
d’une chaîne du pont suspendu Montrose en mars 1830 en Grande Bretagne. Depuis, il y
a eu un nombre important d’effondrements de ponts, dont le King’s Bridge à Melbourne
(1962) ou encore le Point Pleasant Bridge en Virginie (1967). Les accidents ferroviaires
dus à une rupture brutale des essieux, des roues ou encore des rails ont également été très
nombreux. Entre 1860 et 1870, le nombre de personnes victimes d’accidents de train en
Grande Bretagne s’élevait environ à 200 par an. De nombreux accidents intervinrent éga-
lement sur des pipelines, ou encore sur des avions. En janvier 1919, un énorme réservoir
de molasse, de 27 mètres de diamètre et 15 mètres de hauteur se déchira soudainement,
répandant 7, 5 millions de litres de molasse dans les rues de Boston (USA). Douze per-
sonnes trouvèrent la mort et une quarantaine furent blessées dans cet accident. Dans les
années 30 et 40, plusieurs ponts franchissant le canal Albert, en Belgique, furent victimes
de rupture. De nombreux autres accidents ont été rapportés, ce ne fut qu’au cours de la
seconde guerre mondiale que l’on commença à sérieusement considérer le problème de la
rupture.

Les débuts de l’étude de la rupture des matériaux fragiles (qui se déforment peu
avant de se rompre) remontent aux années 1920, avec les travaux précurseurs de Griffith
[42], ses études réalisées dans un milieu élastique fissuré, d’un point de vue énergétique.
Il a ainsi mis en évidence une variable (appelée plus tard taux de restitution d’énergie)
caractérisant la rupture, et dont la valeur critique est une caractéristique du matériau.
Mais ces travaux sont tombés dans un oubli relatif avant d’être exhumés dans les années
1950−1960, lorsque la discipline a réellement pris son essor (travaux d’Irwin et de Rice).
Ces études ont donné la définition des facteurs d’intensité de contraintes, caractérisant
l’état de sollicitation de la région dans laquelle la rupture se produit.
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Entre 1960 et 1980, la mécanique de la rupture connaît un grand succès scientifique,
avec notamment l’apparition de la mécanique non linéaire de la rupture qui a permis
de mieux prendre en compte le comportement plastique des matériaux. De nombreux
travaux sont publiés à cette période ; on peut citer par exemple Rice [84] et Bui [22]
qui introduisent la notion d’intégrales indépendantes du contour telles que l’intégrale
J, dont les propriétés ont permis de caractériser la ténacité d’un matériau lorsque la
plasticité n’est plus confinée à la pointe de fissure. Tous les développements théoriques
réalisés à cette époque ont permis de déterminer la forme exacte de la singularité, et des
champs asymptotiques en pointe de fissure nécessaires à l’analyse et à l’interprétation
des résultats expérimentaux. De plus, ils représentent une solution précise à de nom-
breux problèmes de géométries simples, et peuvent donc être utilisés comme solutions
approchées pour des problèmes plus complexes.

Le domaine d’application de cette théorie ne se limite pas aux structures métalliques.
Elle s’applique également aux roches, aux bétons, aux céramiques et aux polymères
(dans une certaine gamme de température). Les échelles d’application sont également
très diverses puisqu’elles vont des microsystèmes (Silicium) à la géomécanique de l’écorce
terrestre (création et propagation de failles). La Figure 1.1 présente la rupture fragile
d’une structure en maçonnerie.

Figure 1.1 – Rupture fragile d’une structure maçonnée.

1.3 Notions fondamentales de la mécanique de la rupture
La rupture des structures ou des composants de systèmes a, en effet, des conséquences

colossales en termes de coût. Tous les matériaux contiennent des défauts. Certains de ces
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défauts perturbent le champ des contraintes et créent des concentrations de contraintes
qui favorisent la formation des fissures. Les matériaux fragiles sont particulièrement sen-
sibles à la présence des défauts.

La mécanique de la rupture permet de prévoir les conditions de la rupture des maté-
riaux et des structures, lorsqu’ils contiennent une fissure. La mécanique de la rupture est
l’étude des fissures macroscopiques. Elle permet de déterminer les champs de contraintes
et de déformations et d’exprimer les conditions de propagation des fissures. Elle propose
des relations entre les contraintes et la longueur des fissures macroscopiques en fonction
des caractéristiques du matériau. La longueur et la position de la fissure au sein du solide
ou de la structure doivent être préalablement connues.

La mécanique linéaire de la rupture par fissuration est fondée sur une analyse élas-
tique du champ des contraintes en petites déformations. L’analyse des contraintes et des
déformations au voisinage des pointes ou fronts de fissures constitue une base nécessaire
pour étudier le comportement des fissures.

1.3.1 Les modes d’ouverture d’une fissure

La théorie de la fissuration décrit le comportement des solides ou structures pré-
sentant des discontinuités linéiques dans les milieux considérés comme bidimensionnels
(plaques, coques), discontinuités surfaciques dans les milieux tridimensionnels et permet
de prévoir son évolution jusqu’à la rupture complète de la structure.

Localement, la rupture est caractérisée par la séparation irréversible d’un milieu
continu (Ω) en deux parties distinctes. On définit alors une fissure comme étant la
surface géométrique (S) de séparation (Figure 1.2)

(S)

(Ω)

lèvres

pointe de la fissure

Figure 1.2 – Fissure dans un milieu continu.

La forme de la discontinuité du champ de déplacements à travers cette surface définit
alors trois modes de rupture (Figure 1.3) [48] :
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o

y

z

x

Figure 1.3 – Modes de sollicitations d’une fissure.

- Mode I : un déplacement unique suivant Oy correspond à un problème plan
particulier, désigné par le mode I. Ce mode est, le plus souvent, le plus dangereux. Il
s’apparente au déplacement produit par une dislocation rectiligne coin parallèle au front
de la fissure.

- Mode II : il est engendré par un cisaillement dans le plan de la fissure et parallèle
à l’axe Ox. Il s’apparente au déplacement produit par une dislocation rectiligne coin
parallèle au front de la fissure.

- Mode III : il est produit par un cisaillement antiplan, situé dans le plan de la fis-
sure Oxz parallèle à l’axe Oz. Il s’apparente au déplacement produit par une dislocation
vis parallèle au front de la fissure.

Ce dernière mode est résolu par une représentation 3D anti-plane, tandis que les
deux précédents sont résolus par une analyse 2D en contrainte ou en déformation plane.

1.3.2 Analyse asymptotique

On considère un matériau homogène et isotrope dont le comportement est élastique
linéaire. On note E son module d’Young et ν son coefficient de Poisson.

Conformément à la Figure 1.4, on se place dans le plan Oxy, plan de symétrie de
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la fissure. L’axe Ox est tangent au plan de la fissure et normal au front. L’axe Oy est
perpendiculaire au plan de la fissure. On définit également les coordonnées locales (r,θ).
Soit M un point de coordonnées (x,y) dans le plan Oxy, on a x = r cos θ et y = r sin θ.

O

y

x

z
x

y

o q

r
M

Figure 1.4 – Définition du repère local au voisinage de la pointe d’une fissure.

En élasticité plane, l’approche de Westergaard [101], reprise dans les ouvrages de
Bui [23] et Tada [94], permet d’obtenir, à l’aide des fonctions d’Airy, les déplacements
et les contraintes au voisinage de la pointe de la fissure.

Les déplacements s’écrivent (en coordonnées polaires) [59] :

 ur = KI
4µ

√
r

2π [(5 − 8ν) cos θ
2 − cos 3θ

2 ] + KII
4µ

√
r

2π [(−5 + 8ν) sin θ
2 + 3 sin 3θ

2 ],
uθ = KI

4µ

√
r

2π [(−7 + 8ν) sin θ
2 + sin 3θ

2 ] + KII
4µ

√
r

2π [(−7 + 8ν) cos θ
2 + 3 cos 3θ

2 ].
(1.1)

Pour les contraintes (en coordonnées polaires, Figure 1.5), on a :
σrr = KI√

2πr
cos θ

2

(
1 + sin2 θ

2

)
+ KII√

2πr

(
−5

4 sin θ
2 + 3

4 sin 3θ
2

)
,

σθθ = KI√
2πr

cos θ
2

(
1 − sin2 θ

2

)
+ KII√

2πr

(
−3

4 sin θ
2 − 3

4 sin 3θ
2

)
,

σrθ = KI√
2πr

sin θ
2 cos2 θ

2 + KII√
2πr

(
1
4 cos θ

2 + 3
4 cos 3θ

2

)
,

(1.2)

où KI et KII sont les facteurs d’intensité des contraintes en mode I (ouverture de la
fissure) et mode II (cisaillement pur) respectivement. Les termes dominants de l’Équa-
tion 1.2 sont proportionnels à 1/

√
r. Les contraintes sont théoriquement infinies en pointe

de fissure (r = 0). Les facteurs d’intensité de contrainte, fonctions à la fois du charge-
ment et de la géométrie, permettent de caractériser la sévérité des contraintes en pointe
de fissure.

1.3.2.1 Lien entre description énergétique et singularité

Dans la carde de l’élasticité linéaire quasi-statique et des petites perturbations, le
taux de restitution d’énergie (par unité de surface de propagation d’une fissure) G et
les facteurs d’intensité de contraintes associés à une pointe de fissure sont reliés par la
formule d’Irwin (en contrainte plane) :



16 Fissuration et rupture

sq
q

sq
q

srr

srr

srq srq

srq

srq

q

x

y

fissure

dV

Figure 1.5 – Champs de contraintes au voisinage d’une fissure.

G = (K2
I + K2

II)
E

. (1.3)

1.4 Propagation de fissures

On présente ici quelques critères classiques utilisés dans la détermination du niveau
de solicitation qui entraîne la propagation d’une fissure, ainsi que la direction que cette
propagation se donne.

1.4.1 Propagation de la fissure en mode I - ténacité du matériau

Le critère de propagation de fissure proposé par G.Irwin [48] porte sur les facteurs
d’intensité des contraintes, et plus précisément sur le mode I, qui est le mode d’ouverture,
caractérisé par le facteur d’intensité KI . Ce mode est intuitivement le plus dangereux.

Irwin postule qu’il existe une valeur critique de KI , appelée ténacité (et notée KIC),
en deçà de laquelle la fissure n’évolue pas. Une fois cette valeur critique atteinte, la fis-
sure avance. La ténacité KIC est une caractéristique du matériau, indépendante de la
géométrie ou du chargement de l’éprouvette. En résumé :

{
si KI < KIC aucune évolution de la fissure
si KI = KIC la fissure avance (1.4)

On trouvera dans le Tableau 1.1 des ordres de grandeur de la ténacité de quelques
matériaux courants [93].

Cette relation établit en particulier un lien entre la ténacité KIC associée à la propa-
gation en mode I (ouverture de la fissure) pur et le taux de restitution d’énergie critique
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Alliage d’aluminium KIC ≃ 30MPa
√

m
Alliage de titane KIC ≃ 100MPa

√
m

Acier trempé KIC ≃ 120MPa
√

m
Polymère KIC ≃ 3MPa

√
m

Bois KIC ≃ 2MPa
√

m
Béton KIC ≃ 1MPa

√
m

Table 1.1 – Exemple de valeurs de la ténacité des matériaux.

GC qui représente l’énergie nécessaire à la création d’une unité de nouvelles surfaces
libres en pointe de fissure (en contrainte plane) :

GC = K2
IC

E
. (1.5)

1.4.2 Propagation de fissures en mode mixte (2D)

Lorsqu’une fissure est soumise en même temps à plusieurs modes de chargement
(Figure 1.6), on cherche l’intensité de la sollicitation à laquelle la rupture se produit, et
la direction dans laquelle la fissure se propage. Pour cela, on doit faire appel à un critère
de rupture. On va détailler un critère qui dépend du champ de contrainte uniquement
et deux critères énergétiques. Ensuite on présente une comparaison des trois critères.

fissure

s

u

Figure 1.6 – Fissure sollicitée en mode mixte.

1.4.2.1 Critère de la contrainte d’ouverture maximale

Par analogie avec le critère de Irwin, Erdogan et Sih [37] ont proposé le critère sui-
vant :

"Au moment de la rupture, la propagation de la fissure se fera dans le plan passant
par le front de la fissure et au travers duquel la contrainte de tension est maximale et
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pour une valeur critique de cette contrainte".

Le critère peut s’écrire simplement :
∂σθθ
∂θ = 0,

∂2σθθ
∂θ2 ≤ 0.

(1.6)

La contrainte σθθ est maximale lorsque la contrainte de cisaillement s’annule, vu que
celle-là est une contrainte principale. En simplifiant σrθ = 0 (à partir de Équation 1.2)
on obtient :

KI sin θ + KII(3 cos θ − 1) = 0, (1.7)

dont la solution permet de calculer l’angle de propagation θ0 de la fissure. La formule
prévoit pour le mode I pur (KII = 0) θ0 = 0◦, tandis que pour le mode II pur (KI = 0),
θ0 = 70, 5◦.

Mandel, d’après [23] récrit les contraintes sous la forme :
σθθ(r, θ) = Kθθ(θ)√

2πr
,

σrθ(r, θ) = Krθ(θ)√
2πr

,
(1.8)

en définissant des facteurs d’intensité effectifs :
Kθθ(θ) = KI cos θ

2

(
1 − sin2 θ

2

)
+ KII

(
−3

4 sin θ
2 − 3

4 sin 3θ
2

)
;

Krθ(θ) = KI sin θ
2 cos2 θ

2 + KII

(
1
4 cos θ

2 + 3
4 cos 3θ

2

)
.

(1.9)

La fissure se propage donc selon la direction où la valeur Krθ(θ) est nulle, et lorsque
Kθθ(θ) atteint la valeur de la ténacité du matériau KIC (Krθ(θ0) = 0 et Kθθ(θ0) = KIC).

1.4.2.2 Critère de densité d’énergie minimale

Sih [91] a proposé le critère de la densité d’énergie minimale : "l’amorçage de la
propagation se produit dans la direction radiale le long de laquelle la densité d’énergie
de déformation est minimale et atteint sa valeur critique". Dans un élément de volume
dV (Figure 1.5) centré au point de coordonnées polaires (r, θ), l’énergie de déformation
dW peut s’écrire :

dW

dV
= S(θ)

r
, (1.10)

avec S(θ) la densité d’énergie de déformation s’écrivant :

S(θ) = 1
π

(a11K2
I + 2a12KIKII + a22K2

II),
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où 
a11 = 1

16µ [(1 + cos θ)(κ − cos θ)],

a12 = sin θ
16µ [2 cos θ − (κ − 1)],

a22 = 1
16µ [(κ + 1)(1 − cos θ) + (1 + cos θ)(3 cos θ − 1)],

et

 κ = 3 − 4ν, en déformation plane,

κ = 3−ν
1+ν , en contrainte plane.

Le critère de propagation s’écrit donc :
∂S
∂θ = 0,

∂2S
∂θ2 ≥ 0,

(1.11)

à θ=θ0.

La valeur critique de la densité d’énergie de déformation vaut

S(θ0) = Scr = (1 − 2ν)K2
IC

4πµ
. (1.12)

Ce critère prévoit pour le mode I pur θ0 = 0◦, tandis que pour le mode II pur il
prévoit θ0 = 79, 2◦.

1.4.3 Critère de taux de restitution d’énergie maximale

Dans son modèle original, Erdogan et Sih [37] ont considéré que :

Si nous acceptons la théorie de l’énergie de Griffith comme critère valable qui explique
la propagation d’une fissure, alors celle-ci devra se développer dans la direction le long
de laquelle le taux de restitution de l’énergie élastique engendrée par son extension sera
maximal. La fissure commence à se propager lorsque cette énergie G atteint une valeur
critique.

On suppose une fissure soumise à un chargement qui induit des facteurs d’intensité KI

et KII . Lors de la propagation de cette fissure, une bifurcation infinitésimale δ se produit
selon un angle θ (Figure 1.7). Hussain et al. [47] montrent que les nouvelles valeurs des
facteurs d’intensité de contrainte dépendent uniquement de θ (KI(θ) et KII(θ)) et des
facteurs d’intensité de la fissure d’origine [85] :(

KI(θ)
KII(θ)

)
= ( 4

3 + cos2 θ
)(

1 − θ
π

1 + θ
π

)
θ

2π

(
KI cos θ + 3

2KII sin θ
KII cos θ − 1

2KI sin θ

)
(1.13)
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Figure 1.7 – Fissure existante et bifurcation infinitésimale δ suivant un angle θ.

Le taux de restitution d’énergie vaut, selon la direction de propagation θ :

G(θ) = 1
E

(KI(θ)2 + KII(θ)2). (1.14)

L’angle de propagation de la fissure est celui pour lequel G(θ) est maximal
∂G(θ)

∂θ = 0,

∂2G(θ)
∂θ2 < 0.

(1.15)

La propagation de la fissure se produit lorsque G atteint une valeur critique (GC =
K2

IC/E). Pour le mode I pur, ce critère prédit θ0 = 0◦, tandis que pour le mode II pur,
θ0 = 75, 2◦.

1.4.4 Comparaison des différents critères

On présente sur la Figure 1.8 une comparaison des résultats des trois critères discutés
précédemment au niveau de l’angle de propagation θ0 et du rapport entre les facteurs
d’intensité KI et KII et la ténacité KIC lors de la fissuration. On y observe que les
prévisions pour la direction de propagation ne diffèrent pas substantiellement entre les
différents critères. Malgré certaines différences par rapport aux sollicitations capables
de déclencher la fissuration, les trois critères concordent bien pour des rapports KII/KI

relativement petits. En outre, sachant qu’une fissure tend à s’orienter selon la direc-
tion qui minimise KII/KI , dans les cas pratiques les différences observées peuvent être
négligées [85].

1.5 De l’apparition des fissures à la rupture du matériau
Un matériau (ou une structure) sans défauts ne peut pas être étudié dans le cadre de

la mécanique linéaire de la rupture, vu que celle-ci prévoit une résistance infinie, dans
ce cas, ce qui n’est pas réaliste. Par contre, tous les matériaux (et donc les structures)
présentent des défauts, même invisibles à l’œil (micro-fissures), et qui induisent des va-
leurs limites de résistance.

Bazant et al. [11, 12] ont étudié la concentration de contraintes causée par des micro-
fissures en proposant la notion de bande de fissures (de l’épaisseur h). Lorsque le gradient
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Figure 1.8 – (a) Angle de propagation d’une fissure en mode mixte, et (b) le rap-
port entre les facteurs d’intensité KI et KII et la ténacité KIC correspondants [85].
Comparaison des différents critères.

de contraintes est élevé (proche d’une fissure, par exemple) h tend à être petit, tandis
qu’en contrainte homogène, h comprend tout le matériau (Figure 1.9).



22 Fissuration et rupture

Lorsque h est petit, la mécanique de la rupture s’applique bien ; le comportement
du matériau dépend globalement de la ténacité. D’un autre côté, lorsque h est grand, la
prise en compte de micro-fissures individuellement n’est pas viable, et donc l’utilisation
des critères (phénoménologiques) de rupture des matériaux (Rankine, Mohr-Coulomb...)
est plus pratique. La difficulté réside normalement dans la description des situations
intermédiaires entre les deux approches (micro et macroscopique).

Figure 1.9 – Bande de fissure h selon le gradient de contraintes : (a) sous fort gradient,
proche d’une fissure, (b) sous faible gradient proche d’un défaut géométrique et (c) sous
absence de gradient, en contrainte uniforme, [63].

Certains auteurs proposent des critères permettant de traiter la rupture en trac-
tion [75, 60, 61, 63]. Novozhilov [75] propose un critère de rupture simple basé sur la
contrainte normale moyenne le long de la trajectoire prévue de la formation de fissures.
Ce critère est examiné par Seweryn [89] par des expérimentations effectuées sur des
échantillons à entaille en V (Figure 1.10).

Dans cette géométrie, la variation de l’angle β permet l’étude systématique de la
transition entre rupture par fissuration ou rupture du matériau, la rupture à la rupture
en contrainte homogène. Pour β = 0◦, on se trouve exactement dans le cadre de la méca-
nique de la rupture, tandis que pour β = 90◦, on est plutôt dans le cadre d’une rupture
en contrainte homogène.

En combinant le critère d’énergie de Griffith pour une fissure et un critère de résis-
tance en l’absence de défauts, Leguillon [60, 61] propose un critère similaire à celui de No-
vozhilov et qui montre une bonne cohérence avec des valeurs expérimentales. Par contre,
selon l’étude de Li [62], ces prévisions pour les défauts intermédiaires sous-estiment la
charge de rupture du matériau fragile.

En se basant sur les études précédentes, Zhang [63] présente une bonne cohérence avec
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Figure 1.10 – Exemple d’éprouvette entaillée en V , [63].

des résultats expérimentaux de traction d’éprouvettes entaillées en V avec un modèle
à trois paramètres. En plus de la résistance à traction et de la ténacité pour la carac-
térisation du matériau, le modèle nécessite une valeur de ténacité, dite sous contrainte
uniforme.

Tous ces critères représentent des avancées dans la caractérisation des matériaux et
la modélisation des défauts, par contre ceux-la restent associés uniquement aux cas de
rupture par traction. La rupture et la propagation des fissures induites par des contraintes
de compression constitue un problème encore plus complexe.

1.6 Modélisation de la rupture fragile des matériaux
En absence de fissures, la rupture des matériaux fragiles dépend surtout du champs

de contraintes. Durant la rupture, lorsque le matériau dépasse sa limite élastique, le
matériau tend à se déformer d’avantage. Diverses études [26, 38, 45, 58, 77, 102] uti-
lisent la théorie de la plasticité pour prédire la rupture d’un matériau fragile. Bien que
les déformations plastiques soient négligeables en rupture fragile, la théorie de la plasti-
cité peut être appliquée à partir du point de vue phénoménologique. Dans ce cadre, la
modélisation de la rupture fragile demande l’utilisation d’une approche en déformation
avec adoucissement, avec une chute brutale de la contrainte (à partir de sa valeur maxi-
male) [55, 56].

On discute dans la suite, les critères de rupture de Rankine et de Mohr-Coulomb
et leurs comportements sous contraintes bi-axiales, étant donnée leur simplicité. Bien
évidemment que d’autres critères méritent d’être mentionés pour leur intérêt pratique,
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comme Drucker-Prager (et ses dérivés), utilisé dans la modélisation du béton ; ou le
critère de Hoek-Brown en mécanique des roches, par exemple.

1.6.1 Critère de Rankine ou de la contrainte normale maximale

Selon le critère de Rankine [83], le solide reste dans le domaine élastique tant que la
contrainte principale maximale est inférieure à la résistance à la traction uniaxiale (Σtr),
ou à la résistance en compression (Σc) :

Σc < {σ1, σ2} < Σtr (1.16)

où σ1 et σ2 sont des contraintes principales (en 2D). L’enveloppe de rupture donnée par
la théorie de Rankine est présentée sur la Figure 1.11.

(a)
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(b)
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Figure 1.11 – (a) Contraintes principales et (b) l’enveloppe de rupture selon le critère
de Rankine.

La théorie de Rankine peut s’appliquer aux matériaux fragiles qui présentent une dé-
faillance en traction et en compression. Son principal point négatif est l’absence de prise
en compte de l’effet de la contrainte de cisaillement ou de la différence des contraintes
principales.

1.6.2 Critère de Mohr-Coulomb

Le critère de Mohr-Coulomb suggère que la défaillance d’un matériau fragile se pro-
duit lorsque le cercle de Mohr (associé à un état de contraintes) dépasse l’enveloppe créée
par deux autre cercles de Mohr : un pour la résistance à la traction uniaxiale (contrainte
de traction limite Σtr) et l’autre pour la résistance à la compression uniaxiale (contrainte
de compression limite Σc), comme indiqué sur la Figure 1.12. Le cercle de Mohr au milieu
(ligne pointillé) représente un état de contrainte critique, à la limite de l’enveloppe, on
a :
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Σc = 2c cos φ

1 − sin φ
(1.17)

Σtr = 2c cos φ

1 + sin φ
(1.18)

La constante c est la cohésion, correspondant à la contrainte de cisaillement qui peut
être supportée par le matériau. L’angle φ désigne le frottement interne du matériau.

traction uniaxiale

s

t

compression uniaxiale

StrSc

C

j

Figure 1.12 – Enveloppe de rupture du critère de Mohr-Coulomb dans le plan de Mohr.

Graphiquement, le critère de Mohr-Coulomb nécessite que les deux contraintes prin-
cipales se trouvent dans la zone décrite sur la Figure 1.13. Par rapport au critère de
Rankine, on observe que le critère de Mohr-Coulomb prend en compte la contrainte de
cisaillement.
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Figure 1.13 – Enveloppe de rupture pour les critères de Mohr-Coulomb et Rankine.
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1.7 Méthodes expérimentales pour la caractérisation des
matériaux

1.7.1 Mesure de ténacité (KIC)

La ténacité est une grandeur qui caractérise la résistance à la propagation brutale
d’une fissure dans un matériau. Elle est une propriété du matériau et on peut la dé-
terminer par des essais expérimentaux. De nombreux types d’éprouvettes furent essayés
durant les années 1960 avant que ne soient définies des éprouvettes normalisées, adoptées
d’abord par l’ASTM (American Society for Testing and Materials), et puis par l’AFNOR
(Association Française de Normalisation).

La nécessité de normalisation des éprouvettes provient de la variation de KI (facteur
d’intensité de contrainte en mode I) avec l’épaisseur de celles-ci. Les plus utilisées sont
l’éprouvette en flexion en trois points et l’éprouvette compacte en traction. Ses dimen-
sions générales sont indiqués sur les Figures 1.14 et 1.15.

W=2B

P

P/2P/2

2,1W2,1W

a

2S

B

Figure 1.14 – Éprouvette de flexion en trois points.

La charge maximale atteinte pour la rupture Pc permet la détermination de la téna-
cité du matériau selon les formules suivantes :

- Éprouvette de flexion en trois points, pour a/W ≤ 1 :

KIC = PcS

BW 3/2
3( a

W )1/2[1, 99 − ( a
W )(1 − a

W )(2, 15 − 3, 93 a
W + 2, 7 a2

W 2 )]
2(1 + 2 a

W )(1 − a
W )3/2 , (1.19)

avec 2S = 4W .

- Éprouvette compacte, pour 0, 2 ≤ a/W ≤ 1 :

KIC = Pc

BW 1/2
(2 + a

W )(0, 886 + 4, 64 a
W − 13, 32 a2

W 2 + 14, 72 a3

W 3 − 5, 64 a4

W 4 )
(1 − a

W )3/2 , (1.20)
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Figure 1.15 – Éprouvette compacte.

avec 2S = 4W .

1.7.2 Compression simple

L’essai de compression uniaxiale ou de compression simple consiste à comprimer un
échantillon entre deux plateaux parallèles d’une presse rigide. Au cours de l’essai, un
enregistreur permet de relever l’évolution de la contrainte axiale grâce à un capteur de
force ou de pression, ainsi que celle des déformations soit par des capteurs de dépla-
cement soit par des jauges de déformation. Cet enregistrement permet de déterminer
différentes caractéristiques mécaniques selon le besoin : la résistance à la compression
uniaxiale, la limite élastique, le module d’Young E et le coefficient de Poisson ν.

Dans cet essai, à la rupture, les fissures apparaissent dans la direction parallèle à la
charge de compression (Figure 1.16).

1.7.3 Essai triaxial

Semblable à l’essai de compression simple, l’essai triaxial permet une étude plus
détaillée de la résistance d’un matériau. L’application d’une pression de confinement
latérale rapproche l’échantillon de sa condition réelle de travail. Cela peut être utilisé
dans la détermination de la résistance à la compression ainsi que dans l’identification
d’autres états de contraintes limites (enveloppe de rupture). En 2D, cet essai devient un
essai bi-axial.
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(a) (b)

Figure 1.16 – Essai de compression simple : (a) éprouvette de roche avant l’essai et
(b) fissuration après l’essai.

1.7.4 Compression diamétrale

L’essai de traction directe est l’essai le plus approprié pour la détermination du
comportement en traction des matériaux. Cependant, cet essai reste techniquement très
difficile à réaliser pour des matériaux fragiles à cause de problèmes de fixation de l’échan-
tillon et le risque de ruptures locales qui faussent les résultats. Donc, un essai de traction
indirecte a été proposé dans les années 1950 (et standardisé vers la fin des années 1970)
pour déterminer la résistance en traction d’un matériau fragile, l’essai de compression
diamétrale ou essai brésilien.

Cet essai consiste à comprimer une éprouvette cylindrique le long de deux généra-
trices diamétralement opposées (Figure 1.17a). L’effort appliqué induit des contraintes
de traction et de compression au sein de l’éprouvette. La contrainte de traction maximale
est perpendiculaire au plan à la direction du chargement et se détermine à partir de la
charge appliquée.

En se basant sur la théorique de l’analyse des contraintes d’un disque soumis à deux
forces concentrées diamétrales [39, 97], l’état de contrainte dans tous les points du disque
peut s’écrire en 2D :

σx = 2P
πD − 2P

π { x2(R−y)
[x2+(R−y)2]2 + x2(R+y)

[x2+(R+y)2]2 },

σy = −2P
πD − 2P

π { (R−y)3

[x2+(R−y)2]2 + x2(R+y)3

[x2+(R+y)2]2 },

τxy = 2P
π { x(R−y)2

[x2+(R−y)2]2 − x(R+y)2

[x2+(R+y)2]2 }.

(1.21)

où P est la charge appliquée, D est le diamètre du disque testé, R est le rayon du disque,
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Figure 1.17 – (a) Schéma d’un essai de compression diamétral et les contraintes
développées. (b) Exemple d’une éprouvette après l’éssai, [2].

σx et σy sont des contraintes normales dans les directions perpendiculaires et parallèles
à la charge (respectivement) et τxy est la contrainte de cisaillement, comme l’indique la
Figure 1.17a.

Les équations ci-dessus montrent que dans la plan d’application de la charge (x = 0),
les contraintes normales (σx) sont constantes et en traction :

Σtr = 2P

πD
(1.22)

La contrainte σy est parallèle avec la charge en compression et vaut σy = −3σx au
centre du disque. La contrainte de cisaillement τxy est nulle le long du diamètre vertical
(x = 0).

Ainsi, pour déterminer la résistance à la traction par fendage d’un matériau à partir
de ces équations, il faut que les hypothèses d’un comportement élastique linéaire fragile
et d’un chargement uniforme appliqué sur la génératrice du cylindre soit respectées. La
résistance à la compression du matériau testé doit, par ailleurs, être au moins trois fois
supérieure à la résistance à la traction pour que la rupture s’initie par traction et non
pas par compression. Pour plus de détails sur le champs de contraintes pour l’essai de
compression diamétrale, voir l’Annexe A.

Cet essai présente l’avantage d’être simple à réaliser. D’ailleurs, l’équipement né-
cessaire pour la compression diamétrale est le même que celui utilisé dans l’essai de
compression simple si on ne s’intéresse qu’à la détermination de la résistance à la trac-
tion. Dans le cas où l’on souhaite déterminer, en plus, les modules de rigidité et d’autres
paramètres, des mesures supplémentaires des déplacements sont nécessaires [100].
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1.8 Méthodes numériques pour la modélisation de la fis-
suration et de la rupture des matériaux

Dans cette section, on présente les notions fondamentales des méthodes numériques
les plus utilisées en mécanique de la rupture en discutant brièvement de leurs avantages
et inconvénients.

1.8.1 Méthode des éléments finis (MEF)

La méthode des éléments finis est la principale méthode pour le calcul des structures
en mécanique. Elle a donc été naturellement adaptée pour résoudre des problèmes de
fissuration et rupture. Parmi les références les plus récentes on retrouve [18, 20, 40, 71],
qui étudient la propagation de fissures en 2D et des études en 3D comme [31, 87].

Le principal inconvénient de cette méthode est que la fissure doit être explicitement
décrite par le maillage. L’utilisation de la méthode des éléments finis (MEF) nécessite
souvent une préparation lourde des maillages, et la précision n’est pas toujours excel-
lente pour l’évaluation des facteurs d’intensité de contraintes. La Figure 1.18 présente
une plaque fissurée avec un maillage structuré autour des pointes de la fissure [18]. Ces
pointes sont entourées par un cercle d’éléments identiques qui se raccordent avec le
maillage externe.

Figure 1.18 – Plaque carrée pré-fissurée et le maillage associé pour le calcule des
facteurs d’intensité de contrainte, [18].

Dans le cas où la fissure est droite et sollicitée en mode I durant toute la propagation,
le trajet de la fissuration est connu à priori et on peut mettre en œuvre des méthodes
de déboutonnage [25], relâchant progressivement les nœuds se situant sur le trajet de
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fissure. La difficulté réside alors dans les oscillations numériques induites et dans la
pertinence des lois physiques de déboutonnage. Dans le cas de sollicitations en mode
mixte, le déboutonnage devient plus compliqué et il faut procéder parallèlement à des
étapes de remaillage avec toutes les difficultés que cela induit en terme de coûts de calcul
et de projections de champs.

1.8.2 Méthode des éléments finis étendus (X-FEM)

Plus connue sous le sigle XFEM (pour Extended Finite Element Method), elle est ap-
pliquée aux problèmes de mécanique de la rupture depuis 1999. Cette méthode consiste
à enrichir une approximation classique par la méthode des élément finis avec différentes
fonctions qui représentent bien la discontinuité et la singularité d’une fissure dans un
milieu matériel [8]. Le grand avantage de ce principe est l’absence de procédures de re-
maillage pour la description de la propagation des fissures.

Pourtant, les fonctions utilisées (non-polynominales) entraînent certaines difficultés
dans l’intégration élémentaire et dans l’adaptation des critère de rupture, ainsi que la
présence d’une zone de transition qui limite le taux de convergence en maillage. La mise
à jour de la géométrie de la fissure peut aussi être difficile lors de brusques changements
topologiques.

Comme référence des travaux sur la X-FEM : en 2D [1, 14, 54, 69], et en 3D [6, 41,
70, 92].

1.8.3 Méthode des éléments de frontières

Une alternative intéressante pour l’étude de la mécanique de la rupture est la mé-
thode des éléments de frontières qui présente pour principale caractéristique de ne de-
mander qu’une discrétisation de la frontière des domaines et donc le travail de remaillage
est beaucoup moins lourd et la présentation de la fissure est naturelle [3, 78, 88]. Les
quelques limitations sont des problèmes de conditionnement des matrices et le stockage
de données.

1.8.4 Méthode sans maillage

Appliquée aux problèmes de mécanique de la rupture depuis 1994, cette méthode est
plus proche de la méthode des éléments finis que la méthode des éléments de frontières.
Elle se base sur la résolution de la forme faible des équations aux dérivées partielles
par une méthode de Galerkin (comme pour la méthode des éléments finis), par contre
l’approximation du champ de déplacement qui est construite pour être introduite dans
la forme faible ne nécessite pas de maillage. Seul un ensemble de noeuds est réparti dans
le domaine et l’approximation du champ de déplacement en un point ne dépend que de
la distance de ce point par rapport aux noeuds qui l’entourent et non de l’appartenance
à un certain élément fini. En mécanique de la rupture, la fissure se propage parmi cet
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ensemble de noeuds et la présence d’une fissure est simplement prise en compte en dimi-
nuant le poids que possède un noeud sur l’approximation du déplacement en un certain
point si la ligne joignant ce noeud et ce point est coupée par la fissure [13, 15, 99]. L’in-
convénient de cette méthode est que les calculs mis en œuvre peuvent s’avérer lourds
(calcul des voisins) et il est parfois délicat de modéliser les conditions aux limites.

1.8.5 Méthode des zones cohésives

A la fin des années 1990, les modèles de zone cohésive étaient perçus comme une
alternative numérique efficace et simple à la mécanique de l’endommagement et de la
rupture [17, 19, 36, 52]. Les modèles de zones cohésives, basés sur la mécanique de
l’endommagement, permettent de modéliser l’amorçage et la propagation d’une fissure
grâce à des éléments d’interface insérés entre deux éléments solides classiques. Dans cette
méthode, l’évolution de la fissuration est décrite par l’intermédiaire de critères locaux,
le plus souvent énergétiques, et en termes de relation entre la contrainte appliquée sur
les lèvres de la fissure et la discontinuité de déplacement qui apparaît à l’interface. En
décrivant, au moyen d’une loi surfacique, l’effort de résistance à la séparation en fonction
de l’écartement de lèvres de fissures ou de cavités en train de se créer, ces modèles
apparaissaient particulièrement commodes pour rendre compte de certains mécanismes
d’endommagement et de fissuration pouvant aller de l’amorçage de microfissures à la
ruine du matériau. De nombreuses lois d’interface ont été proposées dans la littérature :
elles diffèrent selon la nature du matériau considéré (ductile, fragile, composite), du type
de chargement envisagé (monotone croissant ou cyclique)... L’avantage de cette méthode
est d’offrir la possibilité de suivre l’amorçage et la propagation de la fissure pour un coût
numérique réduit. De plus, il permet de prendre en compte les phénomènes physiques
mettant en jeu les lèvres de la fissure, tout en se libérant de la condition de bords
libres. La modification de certains coefficients du modèle ou l’introduction de paramètres
physiques supplémentaires dans le comportement cohésif rendent également possible le
suivi de l’évolution temporelle des trajets de fissuration. Le principal inconvénient de
cette méthode est la difficulté pour déterminer une longueur caractéristique qui permet
d’étudier la propagation de la fissure, puisque la notion de discontinuité du déplacement
en présentée de la fissure est remplacée par celle de déformation de la surface matérielle.

1.8.6 Méthode des éléments discrets (MED)

La méthode des éléments discrets (MED) à l’origine développée par Cundall et
Strack [29] est une méthode très utile pour la modélisation numérique du comporte-
ment des systèmes granulaires et des particules [24, 28, 50, 57, 68, 90]. Dans la MED,
les matériaux sont discrétisés par des éléments de formes simples qui intéragissent avec
les éléments voisins par contact, ce qui donne aux éléments discrets la capacité de fa-
cilement construire des milieux avec des vides, des imperfections et des hétérogénéités.
Des propriétés comme l’élasticité, la plasticité, la viscosité... sont directement liés aux
lois de contact entre les particules. En associant un comportement cohésif aux parti-
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cules, elle s’adapte bien à l’étude des matériaux comme le béton [33, 43, 67, 95] et les
roches [46, 80, 81].

En mécanique de la rupture, l’approche discrète s’est développée de plus en plus de-
puis quelques années [27, 34, 53, 80, 96]. Dans cette approche, la fissuration est étudiée
par l’analyse des forces de liaison entre des particules en contact. Donc, le problème de
singularité de contraintes n’existe pas. La propagation d’une fissure se produit par la
perte de la cohésion des contacts, ce qui évite aussi des procédures comme le remaillage
lorsqu’une fissure se propage, par exemple.

La quantité de fissures n’entraîne aucune difficulté supplémentaire, ce qui permet
l’utilisation de la MED dans les cas de multi-fissuration. La fermeture des fissures peut
être aisément modélisée, ce qui rend possible l’étude de géométries et chargements com-
plexes, même dans le cas de grandes déformations.

La Figure 1.19 présente un exemple de fissuration en compression uniaxiale d’une
roche, modélisée par la méthode des éléments discrets [27].

(a) (b) (c)

Figure 1.19 – (a) Fissuration d’une roche en compression. Comparaison d’une si-
mulation par la MED : (b) dilatation d’échantillon, et (c) la distribution des fissures,
[27].

Par contre, une difficulté importante de la méthode est le besoin d’une calibration des
paramètres du modèle discret (associés aux contacts) par rapport aux caractéristiques
du matériau (rigidité, ténacité, résistance...) à modéliser.

1.9 Conclusions partielles
Dans ce premier chapitre, on présente les aspects fondamentaux de la mécanique de

la rupture fragile, qui est bien adaptée pour l’analyse de structures pré-fissurés. On ob-
serve que, d’un autre côté, lorsque des défauts ne sont pas identifiables visuellement, on



34 Fissuration et rupture

dispose de divers critères phénoménologiques capables de prévoir le niveau des sollicita-
tions au moment de la rupture du matériau. En reliant ces deux points de vu, on discute
des critères capables de décrire, à la fois, l’amorçage des fissures et aussi leur propagation.

À partir de cette problématique à propos de la modélisation de la rupture à dif-
férentes échelles (matériaux et structure), on donne un aperçu rapide des méthodes
expérimentales pour la caractérisation des matériaux. Ensuite on discute les avantages
et désavantages des méthodes numériques les plus courantes.

L’identification d’une série d’avantages liés à la méthode des éléments discrets dans
la modélisation de la rupture fragile (notamment la possibilité de traiter des multiples
fissures sous des conditions de chargement et géométrie complexes) permet de justifier
le choix de cette méthode numérique pour la suite de l’étude.



Chapitre 2

Modélisation par la méthode des
éléments discrets (MED)

Sommaire
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.2 Description générale de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.3 Forme des particules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.4 Loi d’interaction des grains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.5 Force de contact entre les particules . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.5.1 Force normale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.5.2 Force tangentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.6 Dissipation visqueuse d’énergie . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.7 Algorithme de calcul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.8 L’utilisation de la méthode des éléments discrets dans l’étude

de la rupture des matériaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.8.1 Effet de la structure microscopique . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.8.2 Rupture des contacts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.8.3 Rupture et propagation des fissures . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.9 Synthèse de l’étude bibliographique . . . . . . . . . . . . . . . 44



36 Modélisation par la méthode des éléments discrets (MED)

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente les notions fondamentales de la méthode des éléments
discrets, ainsi que la modélisation du comportement des matériaux par cette méthode.
On discute aussi à propos des quelques travaux précédents de l’étude du comportement
à la rupture, des avancés et des limites.

2.2 Description générale de la méthode

Comme nous avons présenté dans le chapitre 1, la MED développée par Cundall et
Strack [29] est une méthode numérique adaptée initialement à l’étude du comportement
des systèmes granulaires. La prise en compte de la cohésion entre les particules a permis
la modélisation du comportement des matériaux tels que le béton [33, 43, 67, 95] et les
roches [46, 80, 81]. Dans les méthodes discrètes, des assemblages d’éléments (déformables
ou non) reliés par des lois de contact relativement simples permettent de représenter
le comportement d’un matériau. Ses propriétés mécaniques sont définies au niveau de
chaque contact ce qui permet de modéliser le comportement mécanique à une échelle
locale. Dans cette méthode, à chaque pas de temps, les positions et vitesses, ainsi que
les forces appliquées sur chaque particule sont calculées. Basée sur la méthode de la
dynamique moléculaire [4, 29, 98], la formulation qu’on adopte consiste à intégrer le
mouvement de chacune des particules par l’algorithme de prédiction-correction d’ordre
trois de Gear [4].

2.3 Forme des particules

Dans la MED, on utilise souvent des éléments de forme simple qui interagissent par
contact avec des éléments voisins. Malgré toutes les possibilités, les plus souvent utilisées
sont les formes circulaires (2D) et sphériques (3D). Cela se comprend par la simplicité
de programmation et, surtout, par la rapidité des calculs. Ces raisons justifient l’intérêt
porté par la communauté scientifique sur cette géométrie particulière d’éléments discrets
[27, 35, 80, 96] (Figure 2.1a). Certains travaux utilisent des éléments avec des formes plus
complexes comme des éléments elliptiques ou polyédriques [5, 7, 73, 74, 79] (Figure 2.1b).

a) b)

Figure 2.1 – (a) Particules de forme circulaire [96] et (b) polygonale, [30].
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2.4 Loi d’interaction des grains

L’interaction de deux éléments est définie lorsqu’ils sont séparés par une distance
inférieure à un rayon d’interaction rs (Figure 2.2).

Figure 2.2 – Les particules en interaction, [96]

Contrairement aux modèles continus qui imposent à chaque élément du matériau un
comportement macroscopique constant, les modèles discrets utilisent des lois d’interac-
tion locales à chaque contact des particules. Ces lois dépendent du rayon des éléments
en interaction et ses raideurs de rigidités.

Les lois d’interaction proposées par Cundall servent de point de départ [10, 29]. Elles
caractérisent la liaison entre grains par des ressorts linéaires fragiles, un ressort de raideur
kn est utilisé pour représenter la raideur normale et un ressort de raideur kt représente
la raideur tangentielle (Figure 2.3a). Le modèle choisi présenté ci-dessous est un modèle
relativement simple, qui compte un terme élastique linéaire et un terme de dissipation
visqueuse d’énergie. Les Figures 2.3b et 2.3c présentent l’exemple d’une poutre encastrée
modélisée par une approche continue et par une approche discrète.

2.5 Force de contact entre les particules

L’interaction des particules en contact se traduit par l’action des forces. Chaque force
se décompose selon les directions normale et tangentielle, respectivement appelées forces
normale et tangentielle. Dans la suite, on va décrire les forces entre deux grains i et j
en contact.



38 Modélisation par la méthode des éléments discrets (MED)
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Figure 2.3 – (a) Modèle d’interaction entre deux particules. Poutre encastrée modélisée
par des approches (b) continue et (c) discrète [96].

2.5.1 Force normale

Le grain j applique au grain i deux forces selon n⃗ij , le vecteur normal qui pointe du
centre de la particule i au centre de particule j (Figure 2.4a) :

- une force élastique linéaire N⃗ e
ij = knδnn⃗ij , où δn est le déplacement relatif normal,

et kn est le coefficient de raideur normale de la particule.

- une force visqueuse N⃗v
ij = cnδ̇nn⃗ij , où cn est le coefficient d’amortissement visqueux

normal, δ̇n est la dérivé du déplacement relatif normal selon le temps.

2.5.2 Force tangentielle

La force de contact tangentielle s’écrit à partir de deux contributions :

- une force élastique linéaire T⃗ e
ij = ktδtt⃗ij , où δt est le déplacement tangentiel relatif

entre deux particules et kt est le coefficient de raideur tangentielle (Figure 2.4b).

- une force visqueuse T⃗ v
ij = ctδ̇tt⃗ij , où ct est le coefficient d’amortissement visqueux

tangentiel, δ̇t est la dérivé du déplacement tangentiel relatif selon le temps.

La distribution des forces de contact est présentée dans la Figure 2.4c.
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Figure 2.4 – Déplacement normal (a), déplacement tangentiel (b) et les forces de
contact (c) entre particule i et j

2.6 Dissipation visqueuse d’énergie

Les matériaux peuvent dissiper de l’énergie cinétique quand ils sont déformés par
divers mécanismes : plasticité, frottement, viscosité... On s’intéresse particulièrement à
la dissipation visqueuse, qui collabore, en plus, à la stabilité de l’algorithme en évitant
la propagation d’erreurs intrinsèques à la procédure itérative.

2.7 Algorithme de calcul

Dans la MED, l’interaction des éléments est traitée par un algorithme qui alterne
entre l’application de la deuxième loi de Newton et l’évaluation d’une loi de déplacement-
force au niveau des contacts. Le principe fondamental de la dynamique donne l’accélé-
ration d’un élément résultant des forces qui agissent sur lui, y compris les forces de
gravitation, les forces extérieures prescrites par les conditions aux limites, et les forces
internes développées entre élément aux contacts. Les équations du mouvement des par-
ticules discrètes sont résolues par un algorithme prédicteur-correcteur d’ordre trois [4].

Les éléments fondamentaux pour le calcul sont les dimensions (le rayon pour des
disques ou des sphères) des particules, leurs positions spatiales et leurs propriétés (kn,
kt, cn et cn).

La MED (basée sur la dynamique moléculaire) utilise un algorithme assez simple et
intuitif. Elle consiste, à chaque itération et pour chaque particule, à :

- rechercher les particules qui interagissent avec elle ;

- traiter de façon binaire ces interactions de façon à calculer la force totale qu’elle
subit comme somme de leurs contributions respectives ;
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- intégrer les relations fondamentales de la dynamique afin d’obtenir les caracté-
ristiques de son mouvement, qui seront considérées uniformes jusqu’au pas de temps
suivant.

Pour réaliser ces opérations, l’algorithme que l’on utilise se présente de la manière
suivante (Figure 2.5) (voir l’annexe B) :

initilisation

prédictiton

détection des voisins

détection des contacts

calcul des forces

correction

terminer programme

correction

Figure 2.5 – Algorithme de calcul en MED.

2.8 L’utilisation de la méthode des éléments discrets dans
l’étude de la rupture des matériaux

Comme mentionné au premier chapitre, les approches discrètes présentent certains
avantages lors du traitement de milieux multifissurés, de la refermeture de fissures...
On discute ici quelques aspects importants de leur utilisation générale pour l’étude de la
rupture des matériaux comme l’effet de la structure microscopique, les différents modèles
de rupture des contacts et la propagation des fissures.

2.8.1 Effet de la structure microscopique

L’approche par éléments discrets permet, naturellement, de représenter des disconti-
nuités et hétérogénéités au sein d’un matériau. En effet, le comportement d’un domaine



2.8 L’utilisation de la méthode des éléments discrets dans l’étude de la
rupture des matériaux 41

discret à l’échelle de la structure est le résultat d’une multitude d’interactions élémen-
taires à l’échelle microscopique. Ainsi, les comportements macroscopiques ne sont que
difficilement prédictibles. En ce sens, il peuvent être qualifiés de propriétés émergentes
[72]. Il est donc nécessaire de calibrer les propriétés microscopiques (coefficient de raideur
kn, kt, forces de contact maximale...) de façon à obtenir les propriétés désirées à l’échelle
macroscopique (module d’Young E, coefficient de Poisson ν, résistance en traction, en
compression, ténacité...) [80]. Une distribution irrégulière des particules qui composent
le matériau génère un échantillon unique de comportement non homogène, ce qui pose
automatiquement des problèmes dans la modélisation de matériaux homogènes (Figure
2.6b). Dans le cas de domaines discrets ordonnés, une approche analytique peut résoudre
ce problème [49, 76].

(a) (b)

Figure 2.6 – Différentes structures microscopiques. (a) Distribution régulière et (b)
irrégulière, [96].

Tavarez [96] utilise la MED avec une distribution régulière de particules (Figure 2.6a).
Il démontre clairement la relation entre les paramètres microscopiques (kn, kt) et ma-
croscopiques (E, ν) en élasticité. Malgré une structure anisotrope (comme celle de la
Figure 2.6a) un comportement isotrope et indépendant de la taille de particules est ob-
servé.

L’utilisation de structures régulières permet aussi l’étude systématique de la conver-
gence du résultat des simulations. La diminution de la taille des particules entraîne des
effets maîtrisés sur le comportement des échantillons dans la plupart de cas.

2.8.2 Rupture des contacts

La plupart des travaux en MED limitent la force de traction pour caractériser la
rupture d’un contact [21, 32, 66, 86]. Autrement dit, si la force de traction d’un certain
contact dépasse une valeur limite, le contact va être rompu et il ne supportera plus de
forces de traction. Cette force limite est normalement déterminée par calibration des
résultats des simulations et des résultats expérimentaux (essais de traction, compres-
sion, cisaillement...). D’autres travaux ont imposé parallèlement des résistances limites
en traction et en cisaillement pour la rupture des contacts [65, 81].
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Potyondy et Cundall [80] proposent un modèle plus complexe. Dans ce modèle, la
roche se comporte comme un matériau granulaire cimenté, constitué par des grains et
du ciment. Le comportement en force-déplacement du système grain-ciment est présenté
dans la Figure 2.7. La rupture d’un contact dans ce modèle ne dépend pas uniquement des
relations entre les forces normale et tangentielle, mais aussi des moments calculés à partir
des déplacements angulaires relatifs entre les particules en contact. On dispose ainsi d’une
gamme de paramètres plus importante pour calibrer le comportement macroscopique du
matériau simulé.

Figure 2.7 – Loi de comportement du contact proposé par Potyondy et Cundall, [80].

2.8.3 Rupture et propagation des fissures

Dans les modèles discrets, la rupture du matériau et la propagation des fissures sont
naturellement couplées étant donné que les propriétés des matériaux sont définies au
niveau des contacts, ce qui diffère des approches continus, où les résistances en traction,
compression et cisaillement sont indépendantes de la ténacité.

En utilisant une structure régulière, Potyondy et Cundall [80] proposent un modèle
qui limite la force maximale supportée par les contacts avant la rupture (Figure 2.8).
Malgré la régularité de la structure discrète, la trajectoire rectiligne de propagation des
fissures en mode I n’est pas reproduite exactement, où des instabilités sont observés.
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En rupture pour des contraintes homogènes, cette étude montre une relation entre la
résistance en traction, la ténacité du matériau et la taille des particules.

Figure 2.8 – La distribution des forces et déplacements à la proximité d’une fissure,
[80].

Donzé et al. [35] présentent une modèle pour la fissuration de roches en compression
bi-axiale. Le matériau est constitué par des sphères en contact avec une distribution
régulière (Figure 2.9a). Les forces de contact peuvent être attractives ou répulsives,
selon la distance relative entre des particules en contact. Un contact est rompu si la
distance entre deux particules dépasse une distance critique. Dans ce cas, seulement les
interactions de répulsion sont possibles. La Figure 2.9 présente le résultat de la rupture
d’un échantillon initialement intact par compression bi-axiale. Selon les auteurs, l’angle
de rupture (visible sur les Figures 2.9b et c) était limité dans certains cas par l’orientation
des particules de la structure discrète, en indiquant un effet d’anisotropie.

(a) (b) (c)

Figure 2.9 – Simulation numérique en 2D d’un matériau intact sous compression
bi-axiale à (a) 3% , (b) 4% et (c) 8% de déformation, [35].
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2.9 Synthèse de l’étude bibliographique
La méthode des éléments discrets (MED) est particulièrement utile pour l’étude de

l’amorçage et de la propagation des fissures complexes (même en grand nombre) et sus-
ceptibles de se fermer dus à une évolution du chargement et/ou de la géométrie. Ces
situations de rupture sont courantes dans l’analyse de structures du génie civil (struc-
tures en maçonnerie, béton,...), mécanique des roches (zone de failles, massifs rocheux...),
par exemple.

La gestion simple et intuitive des multiples contacts, point fort de la MED, est ac-
compagnée, pourtant, un effort au niveau de la caractérisation des matériaux. Des vrais
expériences numériques sont parfois nécessaires pour ajuster un modèle discret aux pro-
priétés réelles des matériaux. Ces difficultés peuvent nuire à la capacité prédictive des
simulations discrètes vu que certains aspects simples des matériaux considérés homo-
gènes, tels que l’isotropie ne sont pas automatiques, par exemple.

La suite du travail consiste à essayer d’intégrer certains éléments plus usuellement
associés aux approches continues dans une approche discrète adaptée, en maximisant les
avantages du point de vu numérique. Pour pouvoir associer un comportement conver-
geant aux simulations, on adopte une structure discrète régulière en essayant de mini-
miser le comportement anisotrope souvent lié à ce type de structure. Finalement, en
incorporant la mécanique de la rupture linéaire à la base du comportement des contacts,
on se propose de rendre plus direct le lien entre les paramètres du modèle discret et
les propriétés des matériaux tels que : module d’Young, coefficient de Poisson, ténacité,
résistances en traction et compression, etc.
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3.1 Introduction

Ce chapitre a pour but de présenter une première approche en utilisant la MED en
mécanique de la rupture pour répondre aux questions soulevées à partir des travaux
précédents. Globalement, notre analyse repose sur le rapport entre les paramètres des
milieux discrets et leur rapport avec la mécanique des milieux continus (Figure 3.1).

Figure 3.1 – Transition entre échelle micro à l’échelle macro, [51].

La mécanique de la rupture des matériaux fragiles est basée sur le comportement
élastique à la proximité d’une pointe de fissure. C’est pour cela que le point initial de
notre approche est le travail de Tavarez [96], qui examine l’équivalence des approches
discrètes et continues en élasticité isotrope. En étudiant, ensuite, la région au voisinage
d’une fissure, on dérive une expression pour le facteur d’intensité de contraintes au niveau
des contacts, paramètre fondamental dans l’étude de la propagation des fissures au sein
d’un matériau fragile. On analyse ensuite la convergence des résultats en mode I, ainsi
que l’effet de l’anisotropie.

3.2 MED en élasticité

Pour les matériaux solides et continus, le comportement macroscopique élastique
en petites déformations peut être caractérisé par le module d’Young E et le coefficient
de Poisson ν (Figure 3.2a). Dans une modélisation discrète, le comportement élastique
équivalent dépend des coefficients de raideur normale kn et raideur tangentielle kt (Fi-
gure 3.2b).



50 Modélisation discrète en mécanique de la rupture - approche initiale

(a)

E,ν

(b)

k , kn t

Figure 3.2 – (a) Console composée par un matériau élastique continu et (b) et sa
modélisation discrète.

Pour pouvoir modéliser un matériau homogène, on choisit une distribution régulière
pour ces particules. La disposition compacte représentée sur la Figure 3.3a est adéquate
à la modélisation d’un matériau élastique isotrope et permet d’établir une relation di-
recte entre les paramètres du modèle discret et les paramètres élastiques continus du
matériau. En considérant la périodicité de la structure, on associe une cellule élémen-
taire représentative de tout le milieu discret, composée par des particules de rayon d
(Figure 3.3b).

(a) (b)

kn
ct

kt

d

cn

Figure 3.3 – (a) Disposition compacte périodique de particules pour un modèle discret
et (b) la cellule élémentaire associée.

La force de contact présente deux composantes : une normale et une tangentielle,
respectivement (N, T ) (Figure 3.4a). Ces composantes sont proportionnelles aux deux
composantes du déplacement relatif (δn, δt), respectivement normal et tangentiel (Fi-
gure 3.4b). Pour le paramètre visqueux cn, on adopte une fraction de

√
mkn (où m est

la masse d’une particule), qui induit, finalement, un effet inélastique négligeable.

3.2.1 Analyse de la cellule élémentaire périodique

L’étude du comportement bi-axial de la cellule élémentaire représenté sur la Fi-
gure 3.3 permet l’obtention des paramètres d’élasticité (module d’Young et coefficient
de Poisson). En intégrant analytiquement les termes élastiques de la loi de contact, afin
de décrire les interactions statiques entre les particules de la cellule périodique, on est
capable d’associer au système une matrice de rigidité globale, qui relie les forces aux
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(a)

N

N

TT

(b)

dn
dt

Figure 3.4 – (a) Force de contact et (b) déplacement associé.

déplacements. En effet, cette matrice n’est rien plus que le somme des matrices locales
(associées à chaque contact) dans un système de coordonnées unique.

2d

d3
1 2

34

5

6 7

Figure 3.5 – Cellule élémentaire périodique

L’application d’un système de forces convenable permet de reproduire l’effet des
contraintes sur le système. La prise en compte des conditions de symétrie permet, par la
suite, le calcul des déplacements relatifs des particules qui pourront être assimilés aux
déformations.

3.2.1.1 Matrice de rigidité de contact - Système de coordonnées locale

Dans le plan, chaque particule présente trois degrés de liberté : deux translations
(normale ui et tangentielle vi) et une rotation θi (Figure 3.6a). À chaque degré de li-
berté en déplacement, on peut associer un effort, résultat du transfert des forces de
contact vers le centre de chaque particule (Figure 3.6b). Les efforts Mi et Mj repré-
sentent donc les moments appliqués par les forces tangentielles aux particules.
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Figure 3.6 – (a) Déplacements relatifs des particules et (b) les efforts associés dans le
système de coordonnées local.

Les déplacements peuvent être organisés sous une forme vectorielle, où U l
ij = {ui, vi, θi,

uj , vj , θj} est le vecteur de déplacements local. Les efforts peuvent aussi être rassemblés
dans le vecteur des forces locales F l

ij = {Ni, Ti, Mi, Nj , Tj , Mj}. Ces deux vecteurs sont
reliés par le système linéaire K lU l

ij = F l
ij , où K l est la matrice de rigidité locale (fonction

des raideurs normale kn et tangentielle kt, et du diamètre des particules d) :

K l =



kn 0 0 −kn 0 0
0 kt ktd/2 0 −kt ktd/2
0 ktd/2 ktd

2/4 0 −ktd/2 ktd
2/4

−kn 0 0 kn 0 0
0 −kt −ktd/2 0 kt −ktd/2
0 ktd/2 ktd

2/4 0 −ktd/2 ktd
2/4

 . (3.1)

3.2.1.2 Matrice de rigidité de contact - Système de coordonnées globales

Afin de pouvoir traiter le système de particules, il est convenable d’exprimer les
grandeurs locales (associées à chaque paire de particules en contact) dans un seul repère
global. On a, dans ce cas, les vecteurs de déplacement U ij = {UXi, UY i, θi, UXj , UY j , θj}
et de forces F ij = {FXi, FY i, Mi, FXj , FY j , Mj} dans le système de coordonnées globale
(voir Figure 3.7). Chaque système local est incliné d’un angle αij par rapport au système
global.

Par conséquent, chaque pair de vecteur d’efforts F ij et de déplacements U ij est lié
par une matrice de rigidité dans le repaire global K

ij
= RT

ij
K lR

ij
, calculé en fonction

de la matrice de rigidité locale K l et de la matrice de passage R :
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Figure 3.7 – (a) Déplacements relatifs des particules et (b) les efforts associés dans le
système de coordonnées global.

R =



cos αij sin αij 0 0 0 0
− sin αij cos αij 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos αij sin αij 0
0 0 0 − sin αij cos αij 0
0 0 0 0 0 1


. (3.2)

3.2.1.3 Matrice de rigidité globale

La cellule élémentaire est composée par 7 particules (numérotées de 1 à 7) et contient
12 paires des particules en contact (ij : 12, 13, 14, 15, 16, 17, 23, 27, 34, 45, 56, 67)
(comme déjà indiqué sur la Figure 3.5). À chaque paire de particules en contact, on
associe donc une matrice de rigidité K

ij
, un vecteur de déplacement U

ij
et un vecteur

de forces F
ij

.

Tous les déplacements peuvent être rassemblés dans un vecteur unique Ug = {UX1,
UY 1, θ1, UX2, UY 2, θ2, UX3, UY 3, θ3, ..., UX7, UY 7, θ7}, appelé vecteur de déplacements glo-
bal. De même pour les forces, où F g = {FX1, FY 1, M1, FX2, FY 2, M2, FX3, FY 3, M3, ...,
FX7, FY 7, M7} devient le vecteur des forces globales. Les 12 matrices de rigidité (dans
le repaire global) sont ensuite assemblées pour composer une matrice de rigidité globale
unique Kg, qui relie toutes les forces et tous les déplacements sous la forme :

Kg Ug = F g. (3.3)

Kg est une matrice de dimension (21 × 21). Ses termes sont présentés précisément
dans l’Annexe C.
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3.2.2 Essai bi-axial

Pour un matériau isotrope, les paramètres d’élasticité (E, ν) peuvent être facile-
ment déterminés à partir de la mesure des déplacements (et puis des déformations)
durant un essai bi-axial (Figure 3.8a). Pour une distribution homogène des contraintes,
le comportement de la cellule élémentaire (Figure 3.8b) est entièrement représentatif du
comportement d’un échantillon quelconque. Une fois les forces (représentant l’état de
contraintes homogène) appliquées, les déplacements des particules peuvent être obtenus
à partir de l’Équation 3.3.

(a)

syy

syy

sxxsxx

matériau
isotrope
(E ),n

(b)

1 2

34

5

6 7

PyPy

Py Py

PxPx

Figure 3.8 – (a) État bi-axial de contraintes homogènes et (b) les forces correspondantes
appliquées sur la cellule élémentaire.

3.2.2.1 Vecteur de force globale

Les forces horizontales et verticales, respectivement, Px, Py, s’appliquent sur les parti-
cules 2, 3, 4, 5, 6 et 7 (comme indiqué sur la Figure 3.8b). Elles figurent donc dans le vec-
teur de forces globale F g = {0, 0, 0, Px, 0, 0, 0, Py, 0, 0, Py, 0, −Px, 0, 0, 0, −Py, 0, 0, −Py, 0}.
En considérant la contrainte horizontale σxx, la contrainte verticale σyy et les dimensions
de la cellule (voir Figure 3.5b), on a Px = σxx

√
3d et Py = σyyd.

3.2.2.2 Conditions de périodicité et de symétrie

Compte tenu de la symétrie du système et des conditions de périodicité des dépla-
cements, certaines considérations peuvent être faites afin de rendre le système (Équa-
tion 3.3) inversible. La première est de fixer la cellule dans l’espace imposant un dépla-
cement nul à la particule centrale (UX1 = 0 et UY 1 = 0).

Par rapport aux déplacements verticaux, par symétrie : les déplacements UY 2 et UY 5
s’annulent, UY 4 = UY 3 et UY 6 = UY 7. Tous les déplacements verticaux peuvent s’expri-
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mer comme fonction de UY 3 vu que par anti-symétrie, UY 7 = −UY 3.

Par rapport aux déplacements horizontaux, par symétrie : UX7 = UX3, UX6 = UX4,
UX5 = −UX2. Par anti-symétrie : UX4 = −UX3, UX6 = −UX7. Tous les déplacements
latéraux peuvent être décrits en fonction de UX2 une fois que UX3 = UX2/2.

Les particules n’étant pas soumises à des rotations (θi = 0), le système (Équation 3.3)
se réduit simplement à :(

4kn + 2knc2 + 2kts
2 4kncs − 4ktcs

4kncs − 4ktcs 8kns2 + 8ktc
2

)(
UX2
UY 3

)
=
(

2Px

4Py

)
, (3.4)

où s = sin(π/3) et c = cos(π/3).

3.2.2.3 Identification des paramètres discrets kn et kt

La solution du système d’équations 3.4 fournit les valeurs des déplacements UX2 et
UY 3. À partir de ces deux valeurs et en tenant compte des dimensions de la cellule (voir
Figure 3.5) les déformations horizontale εxx et verticale εyy s’écrivent simplement :


εxx = UX2

d
,

εyy = 2UY 3√
3d

.

(3.5)

Dans un milieu continu homogène et isotrope sous un état de contrainte uniforme,
les déformations sont fonctions de la contrainte, du module d’Young E et du coefficient
de Poisson ν :


εxx = σxx

E∗ − σyyν∗

E∗ ,

εyy = σyy

E∗ − σxxν∗

E∗ ,

(3.6)

où :

- E∗ = E et ν∗ = ν, en cas de contrainte plane ;

- E∗ = E
1−ν2 et ν∗ = ν

1−ν , en cas de déformation plane.

L’égalité entre les Équations 3.5 et 3.6 produit un système d’équations dont la solu-
tion est la relation entre les paramètres élastiques d’un milieu continu (E et ν) et ceux
d’un milieu discret (kn et kt) [96] :
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
kn = 1√

3(1−ν∗)E∗

kt = 1−3ν∗

1+ν∗ kn = 1−3ν∗
√

3(1−ν∗2)E∗
(3.7)

Finalement, pour le cas d’une distribution homogène des contraintes, les valeurs de
kn et kt s’écrivent uniquement en fonction du module d’Young E et du coefficient de
Poisson ν du matériau continu équivalent, sans dépendre du diamètre d des particules.

3.2.3 Comportement élastique au cisaillement

La vérification du comportement de la cellule élémentaire au cisaillement permet la
confirmation de comportement isotrope de la structure discrète, vu que dans le plan, tout
état de contraintes (ou déformations) peut être décrit comme la somme d’un chargement
bi-axial et d’un cisaillement. Pour un milieu isotrope, le module de cisaillement est relié
au module d’Young E et au coefficient de Poisson ν. Une déformation de cisaillement pure
εxy = u/d (Figure 3.9a) peut être imposée à la cellule élémentaire avec un vecteur de dé-
placement globale Ug = {0, 0, ω, 0, −u, ω, 0, −u/2, ω, 0, u/2, ω, 0, u, ω, 0, u/2, ω, 0, −u/2, ω},
où u est un déplacement unitaire et ω = −u/(2d) est la rotation des particules. Ensuite,
en utilisant l’Équation 3.3 (sans aucune simplification appliquée à la matrice de rigidité
Kg), on obtient les composantes tangentielles des forces aux limites de la cellule décrites
par Px = u

√
3(kn + kt)/4 et Py = 3u(kn + kt)/4 (Figure 3.9b).
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Figure 3.9 – (a) Déformation appliquée sur la cellule et contrainte de cisaillement
associée. (b) Composantes tangentielles des forces aux limites de la cellule.

La contrainte de cisaillement peut être évaluée comme étant τxy = Px/d = Py/(
√

3d) =√
3u(kn + kt)/(4d). En calculant le module de cisaillement résultant G = τxy/εxy =√
3(kn + kt)/4, on observe bien le rapport pour les matériaux isotropes G = E/(2 + 2ν).
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3.2.4 Vérification du comportement élastique - essai œdométrique

On effectue des simulations discrètes pour vérifier la formulation théorique discutée
dans la section précédente. Notre approche numérique est basée sur la formulation dis-
cutée au Chapitre 2.

La relation entre l’approche continue et l’approche discrète en élasticité (Équa-
tion 3.7) est définie en fonction des contraintes homogènes. La sensibilité de la formula-
tion à d’éventuels effets de bord peut être clairement observée avec l’étude d’un système
simple. On choisit pour cela, d’effectuer un essai œdométrique en élasticité. Le mouve-
ment vertical de la paroi supérieure est imposée (vitesse constante, v = 10−5 mm/s),
tandis que les parois latérales et le fond restent immobiles. Des échantillons carrés de
différentes dimensions L, composés par des particules de diamètre d = 5 mm ont été
testés (Figure 3.10). Le niveau de discrétisation est mesuré par le rapport L/d : 11, 22,
44 et 88. Le matériau continue de référence est décrit par son module d’élasticité E0 et
son coefficient de Poisson ν0 (E0 = 1, 48 GPa et ν0 = 0, 14). En appliquant l’Équation
3.7, on détermine les valeurs des paramètres constituant le modèle discret comme étant
kn = 1 GPa et kt = 0, 5 GPa.

(a)

(E ν )0 0,

L

L

matériau
isotrope

parois
immobiles

(b)

(k k )n t,

L

Figure 3.10 – Essai œdométrique du (a) milieu continu et (b) milieu discret

Basée sur la mesure des contraintes et des déformations aux parois, les paramètres
d’élasticité effectifs E, ν (associés aux systèmes discrets, voir Figure 3.10b) peuvent être
déterminés et comparés aux paramètres de référence, associés au milieu continu, E0 et
ν0 (voir Figure 3.11).

L’effet de la discrétisation sur les résultats en élasticité confirme l’influence des bords,
où l’hypothèse d’un comportement périodique est moins cohérente en raison de la rigidité
des parois. Cependant, cet effet s’affaiblit progressivement pour des valeurs croissantes
de L/d, ce qui indique, de manière générale, la convergence de la formulation pour des
discrétisations plus précises.

Dans les cas de gradients de contraintes et déformations (près d’une fissure, par
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exemple), les conditions de périodicité sont atteintes asymptotiquement pour des ni-
veaux de discrétisation croissants. Ce cas est abordé dans la section suivante.
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Figure 3.11 – Résultats théoriques et numériques pour (a) le module d’Young E et
pour (b) le coefficient de Poisson ν. La ligne continue représente la prédiction théorique,
tandis que les carrés sont les résultats des simulations.

3.3 MED en mécanique de la rupture fragile

La mécanique de la rupture des matériaux fragiles est fondée sur le comportement
élastique en pointe de fissure. On exploite l’équivalence entre les approches discrète et
continue en élasticité (démontrée dans la Section 3.2) afin d’obtenir une expression pour
le facteur d’intensité des contraintes dans l’approche discrète. Ensuite, on associe un
critère de propagation des fissures en mode I. Pour vérifier la cohérence de la formulation
proposée, on compare les résultats des simulations avec des exemples classiques de la
littérature. Pour finir, nous discutons l’effet de l’anisotropie observé avec ce critère de
rupture.

3.3.1 Champ de contrainte à la proximité d’une pointe de fissure en
mode I

Comme présenté au chapitre 1, pour une fissure plane ayant un front rectiligne (Fi-
gure 3.12a), on associe un repère et des coordonnées polaires (r, θ) avec l’origine en
pointe de fissure. En ce point, la contrainte est singulière, c’est-à-dire σij → ∞ lorsque
r → 0.

Les composantes du champ de contrainte au voisinage d’une fissure (considérant
uniquement le mode I), peuvent s’écrire simplement :
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

σrr = KI√
2πr

cos θ

2
(1 + sin2 θ

2
),

σθθ = KI√
2πr

cos θ

2
(1 − sin2 θ

2
),

σrθ = KI√
2πr

sin θ

2
cos2 θ

2
,

(3.8)

où KI est le facteur d’intensité des contraintes [48] associé au mode I (ouverture de la
fissure). En mode I, la fissure tend à se propager en ligne droite, pour θ = 0 (selon le
repère de la Figure 3.12). Dans ce cas, la contrainte tangentielle est nulle (σrθ = 0), et
σθθ est la contrainte à l’origine de la propagation de la fissure :

σθθ = KI√
2πr

. (3.9)

La propagation de la fissure se produit lorsque KI atteint la valeur de la ténacité du
matériau KIC , selon le critère de Irwin [48].

x

y

q
fissure

r

r

sij

Figure 3.12 – (a) Voisinage d’une fissure et (b) singularité de contraintes.

3.3.2 Propagation de la fissure en MED - calcul de KI

Pour un milieu discret, qui est formé de particules en contact, la propagation d’une
fissure se caractérise par la perte des forces de contacts qui assurent la cohésion du
matériau (forces de traction). La Figure 3.13 montre l’analogie directe entre l’approche
continue et l’approche discrète.

On observe sur la Figure 3.13, que la représentation d’un segment droit passe par,
au moins, deux contacts. Considérons un segment potentiel (composé par deux contacts
consécutifs : ik et jk) dans une direction θ = 0 à la proximité d’une fissure (Figure 3.14).
Prenant en compte les forces de contact agissant sur les particules i et j, la composante
de la force résultante orthogonale à la direction θ est égale à
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f
′
θ = N iksinα + T ikcosα + N jksinα − T jkcosα, (3.10)

où N et T sont les composantes normales et tangentielles des forces de contact exercées
sur la particule k par les particules i et j, et α = π/3.

(a)

a

(b)

a

Figure 3.13 – (a) Fissuration dans un milieu continu et (b) dans un milieu discret.

La force fθ traduit l’effet de σθθ (Équation 3.8) le long d’une distance en ligne droite
d, où d est le diamètre des particules (voir Figure 3.14) :

fθ =
∫ d

0
σθθ dr =

∫ d

0

KI√
2πr

dr =

√
2d

π
KI (3.11)

La force f
′
θ, converge vers fθ pour des valeurs de d suffisamment petites. La compa-

raison des Équations 3.10 et 3.11 conduit à une approximation du facteur d’intensité de
contrainte KI pour le mode I dans l’approche discrète en fonction des forces de contact :

KI ≈ [(N ik + N jk)
√

3
2

+ (T ik − T jk)1
2

]
√

π

2d
(3.12)

En pratique, toutes les paires de contacts consécutifs sont analysées, ce qui élimine
toute difficulté à localiser la pointe d’une fissure (ou de plusieurs). Dans les cas où KI

atteint la valeur de la ténacité KIC du matériau, le contact le plus tendu de la paire
associée est supprimé, donnant lieu à la propagation de la fissure voisine à ce contact.

3.3.3 Simulations numériques - rupture de plaques pré-fissurées en
mode I

La vérification de la formulation a été faite avec la comparaison des résultats numé-
riques et des solutions de la littérature. Une structure fragile pré-fissurée peut s’effondrer
lorsque la charge atteint une valeur maximale (critique). C’est le cas des échantillons pré-
sentés sur la Figure 3.15 ; la charge maximale étant dépendante de la longueur initiale
de la fissure, en cas de propagation, la résistance de l’élément diminue progressivement.
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(a)

fissure

(b)
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d
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fq’ (c)

i j

Nik Njk

Tik

Tjk

fq’

fq’

Figure 3.14 – (a) Fissure représentée dans l’approche discrète. (b) Détail des particules
en pointe de fissure qui composent un segment de propagation potentielle et (c) les forces
de contact correspondantes.

Nous présentons les résultats numériques pour deux configurations : fissure simple
(Figure 3.15a) et fissure double (Figure 3.15b). On impose le déplacement vertical de
manière à pouvoir mesurer la contrainte verticale moyenne. L’échantillon est libre de
se déformer latéralement. La longueur des échantillons est de trois fois la largeur pour
éviter des effets de bord. Quatre tailles de fissure initiale a/L ont été étudiées : 3/22,
4/22, 5/22, et 6/22. La comparaison des résultats pour différentes valeurs du rapport
L/d (11, 22, 44 et 88) permet l’évaluation de la convergence de l’approche.

3.3.3.1 Système d’unités et paramètres utilisés

Le système d’unités des simulations est défini par quelques paramètres de base. Le
diamètre d et la masse m des particules représentent les unités de longueur et de masse,
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(a)

2a

L

3
L 2a

S
0

S
0

S
0

S
0 (b)

L

3
L aa aa

S
0 S

0

S
0 S

0

Figure 3.15 – Essai de traction de plaques pré-fissurées : (a) fissure simple et (b)
fissure double.

respectivement. Par simplicité, en évitant toute différence avec la définition des unités
entre des systèmes 2D et 3D, on prend d comme étant l’épaisseur des éléments simu-
lés en 2D. Prenant KIC comme l’unité de ténacité des matériaux, on a par conséquent
T =

√
m/(KIC

√
d) comme unité de temps et KIC/

√
d comme unité de contrainte.

Comme rigidité normale, on utilise kn = 104KIC/
√

d, ce qui permet la modélisation des
petites déformations. Le rapport entre la rigidité tangentielle et normale kt/kn = 0, 2
implique la valeur ν = 0, 25 pour le coefficient de Poisson (sans effet fondamental sur
les résultats en rupture sous contrainte plane). Enfin, une petite valeur d’amortissement
visqueux cn = ct = 0, 65

√
mKIC

√
d est utilisée dans toutes les simulations.

3.3.3.2 Charge de rupture

Une analyse des contraintes permet l’identification de la valeur maximale du facteur
d’intensité des contraintes, proportionnelle à la charge si la structure est encore intacte
(domaine élastique). En considérant que le facteur d’intensité des contraintes est limité
par la ténacité du matériau KIC , la charge maximale peut être simplement obtenue par
une règle de trois. À partir de la mesure de la contrainte moyenne Σ0 aux extrémités de
l’échantillon, l’application de l’Équation 3.12 conduit à l’obtention de la valeur maximale
de KI , K0max

I parmi toutes les paires de contacts. La valeur maximale supportée par la
structure avant la rupture totale vaut finalement
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Σmax = KIC

K0max
I

Σ0 (3.13)

Les résultats numériques de Σmax (Équation 3.13) sont comparés sur la Figure 3.16
avec l’expression théorique [16] :

Σmax
0 = KIC√

πa

√
1 − 2a

L

1
ϕ

(3.14)

avec ϕ = [1 − 0, 5(2a/L) + 0, 370(2a/L)2 − 0, 044(2a/L)3] (fissure simple), ou ϕ =
[1, 122 − 0, 561(2a/L) − 0, 205(2a/L)2 + 0, 471(2a/L)3 − 0, 190(2a/L)4] (fissure double).
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Figure 3.16 – Contrainte maximale Σmax
√

L/KIC en fonction des longueurs ini-
tiales des fissures a/L pour les cas de (a) fissure simple et (b) fissure double. Les lignes
continues indiquent les expressions théoriques pour Σmax (Équation 3.14), tandis que
les symboles représentent les différents niveaux de discrétisation : (�) L/d = 11, (•)
L/d = 22, (N) L/d = 44, (H) L/d = 88.

Dans les deux configurations, les résultats sont convergents lorsque L/d (lié à la
qualité de la discrétisation) augmente. En outre, les lignes parallèles suggèrent que la
taille initiale de la fissure a/L a une influence réduite sur la qualité des résultats, au
moins pour les échantillons étudiés.

3.3.3.3 Effet de l’orientation angulaire de la structure de particules

La structure discrète présente une périodicité angulaire de π/3 radians comme l’in-
dique la Figure 3.17. Concernant le comportement élastique, aucun effet de l’orientation
angulaire de la structure n’est observé, car les relations entre milieu continu et milieu
discret (Équation 3.7) sont indépendantes de la direction des contraintes (ou des défor-
mations). Dans la Figure 3.18a, on décrit le comportement isotrope élastique du modèle
discret au moyen de comparaison entre le module d’Young et le coefficient de Poisson
obtenus par des essais œdométriques présentés dans la Section 3.2.4 et des paramètres
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continus (respectivement E/E0 et ν/ν0).

j=p/6 j=p/3

Figure 3.17 – Périodicité angulaire de la structure discrète.
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Figure 3.18 – Comportement du modèle discret en fonction de l’orientation angulaire
de la structure. (a) Comportement élastique (E/E0 et ν/ν0). (b) Comportement à la
rupture (Σmax/Σmax

0 ) pour (+) fissure simple et (N) fissure double.

L’effet de l’orientation de la structure en mécanique de la rupture est quantifié par
la comparaison de deux configurations différentes. Les résultats présentés dans la sec-
tion précédente correspondent à φ = 0, (voir la Figure 3.17). Des essais de traction
sur les mêmes échantillons avec φ = π/6 (moitié de la période angulaire) présentent
une légère différence pour la contrainte maximale Σmax, malgré une convergence simi-
laire des résultats. Le rapport entre les résultats numériques et la réponse théorique
valent Σmax/Σmax

0 ≈ 1, 13 pour l’échantillon à fissure simple, et Σmax/Σmax
0 ≈ 1, 16

pour l’échantillon à fissure double. En conséquence, basé sur la symétrie angulaire
du milieu discret, le rapport exact est de 1 ≤ Σmax/Σmax

0 ≤ 1, 13 (fissure simple) et
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1 ≤ Σmax/Σmax
0 ≤ 1, 16 (fissure double), comme on peut voir sur la Figure 3.18b.

3.3.3.4 Conclusions partielles

On propose dans cette première étude une approche discrète en mécanique de la
rupture des matériaux fragiles isotropes entièrement compatible avec la théorie classique
continue. Basée sur l’équivalence entre les approches discrètes et continues en élasticité,
on présente une expression pour le facteur d’intensité des contraintes KI comme étant
une fonction des forces de deux contacts voisins. Ceci permet l’introduction directe de la
ténacité KIC comme étant un paramètre du matériau, sans aucune calibration préalable
du modèle discret.

L’approche discrète est testée sur deux cas de traction de plaques pré-fissurées (mode
I). Les deux cas présente une convergence monotone vers les solutions théoriques pour
des niveaux de discrétisation croissants (évalué par le rapport L/d). Le modèle est par-
faitement isotrope en élasticité, mais il présente une anisotropie limitée en mécanique
de la rupture, caractérisée par une légère augmentation de la résistance des échantillons
pour des directions de la structure bien définies (13% pour l’échantillon avec une fissure
simple et 16% pour l’échantillon avec une fissure double).

Pour corriger ce comportement anisotrope en mécanique de la rupture et généraliser
le critère de propagation des fissures pour le mode mixte (mode I et mode II) on étudie
en détail les contraintes principales en pointe de fissure. Cette étude est présentée dans
le chapitre suivant.

Publication :

B. D. Le, G. Koval, C. Chazallon, (2013) "Discrete element approach in brittle frac-
ture mechanics", Engineering Computations, Vol. 30, 2, pp. 263-276.
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4.1 Introduction
Dans le chapitre précédent, nous avons proposé un critère de rupture fragile (en mode

I) basé sur l’étude des forces agissant sur deux contacts adjacents. Malgré une conver-
gence monotone des résultats en fonction du niveau de discrétisation, ce critère conduit
à un comportement non isotrope, étant donné l’effet de l’orientation de la structure du
milieu discret observé.

On discute, dans ce chapitre, la généralisation du critère de rupture au cas de sol-
licitations en mode mixte (mode I et mode II). La prise en compte des déplacements
des contacts (en plus des forces) permet de déterminer les contraintes principales (aussi
bien que leurs orientations) et d’apporter une réponse à la question de l’anisotropie. On
vérifie le critère en répétant les essais de traction déjà vus dans le chapitre précèdent,
pour ensuite passer aux simulations en mode mixte (fissure sous chargement bi-axial et
flexion 4 points d’une poutre pré-fissurée).

4.2 Propagation de fissures en mode mixte - critère de la
contrainte d’ouverture maximale

Dans la Section 1.4.2, on argumente que les différences entre les critères classiques de
la mécanique de la rupture ne sont pas très importantes. Par rapport aux critères ana-
lysés, le critère de la contrainte d’ouverture maximale proposé par Erdogan et Sih [37]
semble être le plus intuitif, la direction de propagation de fissure θ0 étant alors orthogo-
nale à la direction de la contrainte principale de traction (max σθθ = σθθ(θ0)). En outre,
écrit en fonction des facteurs d’intensités effectifs (Kθθ et Krθ), le critère semble être une
généralisation simple du critère pour le mode I, associé directement à la ténacité du ma-
tériau KIC . En rappelant la Section 1.4.2.1, pour le critère de la contrainte d’ouverture
maximale, la fissure se propage selon une direction θ0 lorsque :

Krθ(θ0) = 0 → Kθθ(θ0) = KIC . (4.1)

Dans le milieu discret, les efforts sont transmis par des forces de contact entre les
particules. La suite du travail commence avec l’écriture d’une équivalence entre les forces
de contact (milieu discret) et les contraintes principales (milieu continu). À partir des
valeurs des contraintes principales agissant à proximité d’une fissure, on termine la
construction du modèle avec la définition des facteurs d’intensité de contraintes pour
le milieu discret.

4.3 Contraintes principales agissant entre deux contacts

4.3.1 Rapport entre forces et contraintes moyennes

Pour établir la relation entre les forces de contact et les contraintes, nous considé-
rons un binôme de contacts constitué par trois particules (i, j et k) en contact : ik et
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jk (Figure 4.1a), à proximité d’une fissure dans un milieu discret sous un chargement
quelconque (Figure 4.1b).

(a)

p
/
3

i

jk

(b)

Figure 4.1 – (a) Contacts adjacents à une (b) fissure en milieu discret.

La distribution des forces pour le binôme de contacts est présentée sur la Figure 4.2a,
elle comporte des composantes normales (N) et des composantes tangentielles (T ). Les
forces résultantes de réaction fn et ft des efforts N , T (dans le repère (n, t)) s’écrivent
(Figure. 4.2b) :


fn = 1

2

(
Nik

√
3 + Tik + Njk

√
3 − Tjk

)
,

ft = 1
2

(
−Nik + Tik

√
3 + Njk + Tjk

√
3
)

.

(4.2)
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Figure 4.2 – Distribution des forces de contact dans le binôme considéré (a) et les
forces résultantes de réaction (b).

On peut associer les contraintes moyennes (selon une longueur d’un diamètre d) σn
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et σt à fn et fn : 
σn = fn/d,

σt = ft/d.
(4.3)

4.3.1.1 Rapport entre les déplacements et les déformations moyennes

Les déformations normales εnn et transversales εtt moyennes peuvent être détermi-
nées à partir des déplacements relatifs des particules i, j et k et des dimensions normales
d
√

3/2 et transversale d du motif (Figure 4.3a). En utilisant les notations de la Figure
4.3b pour les déplacements aux contacts, on a pour les déformations

εnn = 1
4

(
δnik

√
3 + δnjk

√
3 + δtik − δtjk

) 2
d
√

3
,

εtt = 1
4

(
δnik + δnjk − δtik

√
3 + δtjk

√
3
) 2

d
,

(4.4)

où δn et δt sont des déplacements normaux et tangentiels pour chaque contact.
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Figure 4.3 – (a) Dimensions pour le calcul des déformations moyennes. (b) Déplace-
ments des contacts et déformations moyennes normale εnn et transversale εtt.

4.3.2 Contraintes principales

Le rapport entre les forces et contraintes agissant sur le plan défini par deux contacts
rend plus simple l’équivalence entre un milieu discret et un milieu continu élastique
isotrope (avec un module d’Young E et un coefficient de Poisson ν), comme indiqué sur
la Figure 4.4. En appelant β l’angle entre le repère (n, t) et celui associé aux directions des
contraintes principales moyennes σI et σII du milieu continu équivalent (Figure 4.4b),
après la vérification de l’équilibre de forces dans le plan, on a :
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
σI = σn + σt tan(β),

σII = σn − σt/ tan(β).
(4.5)
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Figure 4.4 – (a) Contraintes moyennes σn et σt et (b) leur rapport avec le champ de
contraintes d’un milieu continu équivalent.

On observe facilement dans le plan de Mohr (Figure 4.5), le nombre infini de cercles
associés à une paire de valeurs de contraintes σn et σt. C’est pour cette raison qu’il
est impératif de connaître l’angle β pour la détermination des contraintes principales
moyennes σI et σII .

2bb

t

ssn

st

sIsII

Figure 4.5 – Cercles de Mohr associés à un état de contrainte σn et σt.
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4.3.3 Déformations principales

Le comportement d’un matériau élastique peut être écrit en fonction du module
d’Young E et du coefficient de Poisson ν :

ε = 1
E

[(1 + ν)σ − νtr(σ)I], (4.6)

où ε =
[
εI 0
0 εII

]
est le tenseur de déformations moyennes (en 2D), σ =

[
σI 0
0 σII

]
est le tenseur de contraintes moyennes (en 2D), εI et εII sont les déformations princi-
pales moyennes, σI et σII sont les contraintes principales moyennes, et I est la matrice
d’identité. On observe que εI et εII sont directement liées à σI et σII :[

εI 0
0 εII

]
= 1 + ν

E

[
σI 0
0 σII

]
− ν

E
(σI + σII)

[
1 0
0 1

]
. (4.7)

Aucune déformation de cisaillement n’est observée selon la direction associée aux contraintes
principales. Donc, β définit aussi la direction des déformations principales moyennes (Fi-
gure 4.6).
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enn

ett

(b)
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E,n
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enn

ett

eII

Figure 4.6 – (a) Déformations moyennes dans un milieu discret et (b) dans un milieu
continu.

Les vecteurs unitaires qui définissent le repère (n, t) par rapport au repère prin-
cipal (Figure 4.2a) peuvent s’écrire en fonction de β comme : n = (cos β, − sin β) et
t = (sin β, cos β). Les déformations moyennes εnn et εtt sont liées aux déformations
principales moyennes par les relations εnn = n · ε · n et εtt = t · ε · t, ce qui revient à dire

εnn = εI cos2 β + εII sin2 β,

εtt = εI sin2 β + εII cos2 β.

(4.8)

Comme pour les contraintes principales, la détermination de β est nécessaire à la
définition des déformations principales moyennes εI et εII à partir d’une paire de valeurs
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εnn et εtt de déformations agissant sur un binôme de contacts.

4.3.4 Calcul de β

On peut déterminer la valeur de β en associant les informations provenant des
contraintes et déformations moyennes au niveau d’une paire de contacts. D’après l’Équa-
tion 4.8, la somme εnn + εtt est égal à εI + εII (premier invariant du tenseur de défor-
mations). En utilisant l’Équation 4.7 (élasticité), on peut écrire la trace du tenseur de
déformations à partir de la trace du tenseur de contraintes :

εnn + εtt = 1 − ν

E
(σI + σII). (4.9)

Après avoir reporté les expressions des contraintes principales moyennes (Équa-
tion 4.5), l’Équation 4.9 s’écrit simplement :

εnn + εtt = 1 − ν

E
(σn + σt tan β + σn − σt/ tan β). (4.10)

On peut simplifier l’Équation 4.10 en isolant β :

tan β − 1
tan β

= − 2
tan(2β)

= A

σt
, (4.11)

où A = E

1 − ν
(εnn + εtt) − 2σn. Finalement, la valeur de β peut être obtenue par

β = −1
2

arctan
(2σt

A

)
. (4.12)

4.3.5 Évaluation des contraintes principales moyennes σI et σII

À partir des valeurs de σn et σt (Équation 4.3) et de β (Équation 4.12), la contrainte
σI peut être déterminé par l’application de l’Équation 4.5 (σI = σn + σt tan β).

On suggère, par contre, une équation plus robuste pour le calcul de σII , initialement
sensible à des petites valeurs de β. En introduisant les valeurs des déformations moyennes
εnn et εtt (Équation 4.4) et la valeur de σI dans l’Équation 4.9, on a pour σII :

σII = E

1 − ν
(εnn + εtt) − σI . (4.13)

4.3.6 Critère de rupture - Calcul du facteur d’intensité des contraintes
effectif Kθθ

Le facteur d’intensité des contraintes effectif Kθθ doit être déterminé pour la direction
θ0 orthogonale à la contrainte principale majeur. La contrainte d’ouverture maximale
σθθ(θ0) est donc définie par
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
σθθ(θ0) = σI , si |β| ≤ π/4,

σθθ(θ0) = σII , si |β| > π/4,
(4.14)

où σI et σII sont les contraintes principales (moyennes) agissantes sur deux contacts
adjacents (Figure 4.4b).

À partir de la valeur de la contrainte σθθ(r, θ0) à la proximité d’une fissure (Équa-
tion 1.8), sa moyenne selon une distance d s’écrit en fonction de Kθθ(θ0) comme

σθθ(θ0) = 1
d

∫ d

0
σθθ(r, θ0) dr = 1

d

∫ d

0

Kθθ(θ0)√
2πr

dr =
√

2
πd

Kθθ(θ0). (4.15)

En utilisant la valeur de σθθ(θ0) obtenue par l’étude des forces des deux contacts
(Équation 4.14), la valeur du facteur d’intensité des contraintes effectif Kθθ(θ0) se calcule
simplement (selon le résultat de l’Équation 4.15) comme

Kθθ(θ0) = σθθ(θ0)

√
πd

2
. (4.16)

En pratique, on calcule une valeur pour le facteur d’intensité de contraintes Kθθ(θ0) =
f(Nik, Tik, Njk, Tjk, d, δnik, δnjk, δtik, δtjk) à chaque pas de temps, pour chaque binôme de
contacts adjacents, en utilisant en séquence les Équations : 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.12, 4.13,
4.14 et 4.16. L’analyse de tous les binômes de contacts adjacents élimine toute difficulté
à localiser les pointes de fissure. Selon le critère de la contrainte d’ouverture maximale,
lorsque Kθθ(θ0) atteint la valeur de la ténacité KIC du matériau, la force de cohésion du
contact le plus tendu du binôme associé est supprimée, donnant lieu à la propagation de
la fissure voisine à ce contact.

4.4 Vérification numérique

Après avoir adapté le critère de rupture au mode mixte et proposé une solution
au comportement anisotrope discuté dans la Section 3.3.3.3, on compare les résultats
numériques à des solutions de la littérature. On commence en vérifiant la rupture en
mode I, notamment l’effet de l’orientation angulaire. Ensuite on analyse le branchement
d’une fissure en cisaillement pur (et sa propagation en mode mixte) pour un échantillon
sous chargement bi-axial. Comme dernier exemple, on étudie une poutre pré-fissuré en
flexion 4 points.

4.4.1 Rupture en mode I - Traction simple

Pour confirmer la cohérence des résultats du modèle en mode I, on refait les mêmes
essais discutés dans la Section 3.3.3. On analyse deux plaques pré-fissurées en traction
simple : fissure simple (Figure 3.15a) et fissure double (Figure 3.15b). Pour pouvoir
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visualiser l’effet de l’anisotropie du modèle, deux cas d’orientation de structure de par-
ticules sont comparés : φ = 0 et φ = π/6 radians (voir Figure 3.17). Les paramètres
numériques sont les mêmes que ceux utilisés dans le Chapitre 3.

Pour φ = 0 radians (Figure 4.7), on obtient exactement les mêmes résultats que ceux
précédemment observés (voir Figure 3.16). Les résultats sont convergents lorsque L/d
(lié à la qualité de la discrétisation) augmente. On observe une erreur de 10 − 15% pour
L/d = 11, qui diminue à moins de 5% pour L/d = 22, par exemple. Par contre, lorsque
φ = π/6 radians, on n’observe plus l’effet nuisible de la structure discrète (présenté pré-
cédemment sur la Figure 3.18), vu que les résultats convergent vers la solution théorique
(Figure 4.7).

Cette absence de l’effet de l’orientation de la structure pour deux cas extrêmes (φ = 0
et φ = π/6 radians) est un fort indicateur du comportement isotrope décrit par le critère
de rupture et ceci se confirme avec l’étude de la propagation des fissures en mode mixte
dans les sections suivantes.
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Figure 4.7 – Contrainte maximale Σmax
√

L/KIC en fonction des longueurs initiales
des fissures a/L pour les cas de (a) fissure simple et (b) fissure double pour différents
niveaux de discrétisation (�) L/d = 11, (◦) L/d = 22, (△) L/d = 44, (▽) L/d = 88,
et (H) L/d = 88 avec une rotation de la structure de particules d’un angle π/6 radians.
Les lignes continues indiquent les expressions théoriques pour Σmax correspondant à
l’Équation 3.14.

4.4.2 Fissure biaxiale

Dans la Section 1.4.2, on observe que les contraintes de cisaillement peuvent induire
le branchement de la fissure. Pour visualiser ce comportement, on utilise un échantillon
carré (de côté L) sous contrainte bi-axiale (latéralement Σx et verticalement Σy), avec
une fissure initiale inclinée d’un angle α et de longueur a (voir Figure 4.8a). Pour imposer
le mode II pur (KI = 0) en pointe de fissure, il suffit d’annuler la composante de la



76
Modélisation discrète en mécanique de la rupture - Approche isotrope en

mode mixte

contrainte selon la direction n, qui est égale à Σx sin2 α + Σy cos2 α. De cette façon,
on obtient un rapport Σy/Σx = − tan2 α, qui peut être obtenu avec une compression
horizontale associée à une traction verticale. On représente une fissure inclinée de α = 60◦

(par simplicité, lié à la structure discrète), avec a/L = 0, 41 et L/d = 176 (Figure 4.8b).
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Figure 4.8 – (a) Échantillon carré avec une fissure inclinée sous un chargement bi-
axial. Les lignes pointillées indiquent la trajectoire de la propagation de la fissure. (b)
Simulation de cette configuration et, en détail, (c) la prédiction théorique du branchement
de la fissure.

Selon le critère de contrainte d’ouverture maximale, pour un cisaillement pur (KI =
0), l’angle qui maximise σθθ est θ0 ≃ 70, 5◦ par rapport à la direction de la fissure avant
bifurcation α (Équation 1.7). L’angle de branchement de la fissure θ0 est seulement une
prédiction de la propagation de la fissure initiale. La tendance générale de la fissure est
de se propager horizontalement, orthogonalement à la contrainte de traction, en mode I.
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La propagation de la fissure à partir des simulations présente un chemin cohérent qui
tend effectivement à se propager selon une ligne droite horizontale (Figure 4.8b), après
un branchement initial qui suit bien la prédiction théorique (en détail sur la Figure 4.8c).

4.4.3 Fissuration de la poutre pré-fissurée - essai de flexion 4 points

La fissure sur la poutre asymétrique en flexion 4 points (Figure 4.9a) est sollicitée
en mode mixte. On a KI = 8, 76M

√
πa/L2 et KII = 1, 39V

√
πa/L [9] pour les facteurs

d’intensité de contrainte, où L est la longueur de la poutre, a = 0, 5L est la longueur de
la fissure initiale, M = 0, 1875LP et V = 0, 625P sont le moment de flexion et l’effort
tranchant respectifs. Les efforts M et V sont proportionnels à la force par unité de lon-
gueur P , appliquée sur toute l’épaisseur de la poutre. Selon le critère de la contrainte
d’ouverture maximale, la limite de Kθθ(θ) = KIC (Équation 1.9) impose une valeur
maximale de P , Pmax ≈ 0, 37KIC

√
L avant l’effondrement de la structure, montré sur la

Figure 4.9b pour une discrétisation grossière. La fissure se propage initialement selon un
angle θ0 ≈ 41, 4◦ (voir l’Annexe D), qui correspond approximativement à la trajectoire
de la pointe de la fissure jusqu’au point d’application de la force P .

On simule le comportement de la poutre pour trois discrétisations différentes L/d :
22, 44 et 88. La charge limite obtenue avec L/d = 22 (la plus grossière) est de 90%Pmax.
Avec les deux autres discrétisations, on retrouve respectivement 95% et 98% de Pmax,
ce qui indique une bonne convergence des résultats vers la valeur théorique.
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3P/8 P

Figure 4.9 – (a) Poutre asymétrique pré-fissurée en flexion 4 points et (b) sa configu-
ration finale de rupture pour L/d = 22.

4.5 Conclusions partielles

Dans ce chapitre, on présente l’extension du critère de rupture au mode mixte. On
montre que l’analyse des forces et des déplacements de deux contacts adjacents permet
la détermination des contraintes principales moyennes, ainsi que leurs directions. Selon
le critère de la contrainte d’ouverture maximale, la fissure se propage en suivant une
direction orthogonale à la direction de la plus grande contrainte de traction θ0, lorsque
Kθθ(θ0) atteint la valeur de la ténacité du matériau KIC .
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On vérifie le critère discret de rupture pour des essais de traction simple (mode
I), d’une plaque présentant une fissure inclinée sous chargement bi-axial (transition du
mode II vers le mode I) et d’une poutre asymétrique pré-fissure en flexion 4 points
(mode mixte). Les résultats obtenus sont cohérents au niveau des valeurs des charges de
rupture ainsi que pour les trajectoires de propagation des fissures.

On réévalue l’effet de l’orientation angulaire de la structure discrète sur le modèle
discret et on observe finalement un comportement isotrope. Ce résultat est essentiel pour
l’application du critère discret de rupture dans l’étude de la résistance des matériaux
comme discuté dans le chapitre suivant.
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5.1 Introduction

La mécanique de la rupture atteint ses limites lorsque les défauts dans une structure
deviennent trop petits, produisant des valeurs inconsistantes avec la réalité. Les inco-
hérences ne sont pas dues à la théorie obligatoirement, mais seraient plutôt liées à la
nécessité d’une représentation des défauts microscopiques de manière à bien caractériser
les limites de résistance des matériaux. En pratique, cette difficulté est partiellement sur-
montée, dans les approches continues, par l’utilisation des critères phénoménologiques,
capables d’indiquer les chargements limites avant la propagation de micro-fissures (Sec-
tions 1.5 et 1.6), sans pour autant décrire précisément le déclenchement des fissures.
Dans les approches discrètes, la modélisation qualitative de la fissuration n’est pas une
difficulté normalement, mais plutôt la maîtrise du niveau de charge correspondant ; la
résistance demeure une approximation obtenue par essai-erreur. Dans ce chapitre, on se
propose d’étendre le champ d’application du critère discret de rupture à la caractérisa-
tion précise de la résistance des matériaux fragiles en absence de fissures identifiables.
On s’intéresse ici, particulièrement, à la résistance à traction et à la résistance à la
compression.

5.2 Comportement uniaxial d’un matériau fragile

On prend comme principe que le matériau intact travaille en élasticité, comme indi-
qué sur le schéma du comportement contrainte-déformation de la Figure 5.1 pour le cas
uniaxial. Ce comportement élastique est limité supérieurement par la contrainte maxi-
male de traction Σtr et inférieurement par la contrainte maximale de compression Σc.
Lorsque le matériau atteint une de ces limites, des (micro) fissures peuvent se propager
et une rupture fragile peut avoir lieu, selon la configuration de la structure.

5.2.1 Forces de contact

On évalue la résistance uniaxiale théorique d’un matériau dans l’approche discrète
en appliquant un état de contraintes homogène. Compte tenu de la périodicité angulaire
de la structure, un éventuel effet de son orientation angulaire est évalué par l’étude de
deux directions de chargement (comme indiqué sur la Section 3.3.3.3) reproduit par le
système de forces (verticales et horizontales) décrit sur la Figure 5.2.

Vu la symétrie de la cellule et des chargements, on observe seulement deux types
de contacts différents, identifiés par les symboles • et ◦. Les composantes normale N et
tangentielle T , ainsi que les déplacements relatifs normal δn et tangentiel δt de chaque
contact sont présentées au Tableau 5.1 pour le chargement vertical et au Tableau 5.2
pour le chargement horizontal (voir Section 3.2.2 pour le calcul).

On identifie deux binômes de contacts différents possibles (• •) et (• ◦). Selon le char-
gement (Py ou Px), pour chaque binôme, des contraintes principales σI et σII peuvent y
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Figure 5.1 – Diagramme contrainte-déformation uniaxial de la rupture fragile.
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Figure 5.2 – Les deux types de contacts et les combinaisons résultantes pour (a) un
chargement vertical et (b) pour un chargement horizontal.

être identifiées par l’application des Équations : 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.12, 4.13, 4.14 et 4.16
en séquence (comme discuté dans le Chapitre 4).

Le résultat final de σI et σII , ainsi que des valeurs intermédiaires des contraintes
et des déformations moyennes, sont présentées sur le Tableau 5.3, pour le chargement
vertical, et sur le Tableau 5.4, pour le chargement horizontal.
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Contacts N T δn δt

•
√

3
6

2kn+kt
kn+kt

Py
1
2

kt
kn+kt

Py

√
3

6
2kn+kt

kn(kn+kt)Py
1
2

1
kn+kt

Py

◦ −
√

3
6

kn−kt
kn+kt

Py 0 −
√

3
6

kn−kt
kn(kn+kt)Py 0

Table 5.1 – Forces et déplacements relatifs des contacts sous un chargement uniaxial
vertical Py.

Contacts N T δn δt

• 1
6

kt
kn+kt

Px −
√

3
6

kt
kn+kt

Px
1
6

kt
kn(kn+kt)Px −

√
3

6
1

kn+kt
Px

◦ 1
6

3kn+kt
kn+kt

Px 0 1
6

3kn+kt
kn(kn+kt)Px 0

Table 5.2 – Forces et déplacements relatifs des contacts sous un chargement uniaxial
horizontal Px.

Binôme σn σt εnn εtt |β| σI σII

• • Py

d 0
√

3
6

3kn+kt
kn(kn+kt)dPy −

√
3

6
kn−kt

kn(kn+kt)dPy 0 σyy 0

• ◦ Py

4d

√
3Py

4d

√
3

6
kt

kn(kn+kt)dPy

√
3

6
2kn+kt

kn(kn+kt)dPy
π
6 0 σyy

Table 5.3 – Valeurs des contraintes moyennes σn et σt, déformations moyennes εnn et
εtt, |β|, des contraintes principales moyennes σI et σII pour chaque binôme de contacts
sous le chargement vertical uniaxial Py = σyyd.

Binôme σn σt εnn εtt |β| σI σII

• • 0 0 −1
6

kn−kt
kn(kn+kt)dPx

1
6

3kn+kt
kn(kn+kt)dPx 0 0 σxx

• ◦
√

3Px
4d

−Py

4d
1
6

2kn+kt
kn(kn+kt)dPx

1
6

kt
kn(kn+kt)dPx

π
6 σxx 0

Table 5.4 – Valeurs des contraintes moyennes σn et σt, déformations moyennes εnn et
εtt, β, et des contraintes principales moyennes σI et σII pour chaque binôme de contacts
sous le chargement horizontal uniaxial Px =

√
3σxxd.

5.2.2 Résistance à traction

Lorsque la contrainte de traction maximale supportée par le matériau Σtr est atteinte,
une rupture par fissuration se déclenche. Pour que cela arrive dans le critère discret de
rupture, le facteur d’intensité Kθθ(θ0) = σθθ(θ0)

√
πd/2 (Équation 4.16) doit atteindre
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la ténacité du matériau KIC simultanément.

Pour un chargement selon la direction verticale, la contrainte de traction maximale
supportée par le matériau (obtenu pour Kθθ(θ0) = KIC) vaut (à partir des résultats du
Tableau 5.3)

Σtr = KIC

√
2

πd
. (5.1)

On obtient exactement le même résultat pour la direction horizontale (selon les ré-
sultats du Tableau 5.4) ce qui indique une absence d’effet de l’orientation angulaire de
la structure discrète, essentiel à la modélisation des matériaux isotropes.

Pour le cas de la traction verticale (Figure 5.2a), selon le Tableau 5.3, les binômes
(• •) sont le seuls candidats à la rupture si Kθθ(θ0) = KIC . Les deux contacts sont
rompus simultanément vu que les forces normales de contact N sont identiques (Fi-
gure 5.3a). Dans le cas de traction horizontale (Figure 5.2b), ces sont plutôt les binômes
(• ◦) les candidats à la rupture si Kθθ(θ0) = KIC . Dans cette situation, les contacts
(◦) présentent des forces normales de contact N plus élevées (comme indiqué sur le Ta-
bleau 5.2) et donc, ce sont les contacts qui s’ouvrent (Figure 5.3b). On observe ainsi,
une fissuration orthogonale à la direction de traction maximale.

(a)

syy

syy

fissuration

(b)

sxx

fissuration

sxx

Figure 5.3 – Fissuration orthogonal à la direction de traction maximale pour les cas
(a) vertical et (b) horizontal.

5.2.3 Résistance à compression

En cas de compression, la tendance est à la fermeture de fissures orthogonales à la
contrainte de compression (Figure 5.4a), ce qui empêche normalement leur propagation.
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Par contre, des contraintes de traction peuvent être induites indirectement par compres-
sion de fissures suffisamment inclinées par rapport à la direction normale à la contrainte
de compression (Figure 5.4b).

(a) (b)

zone de traction

zone de traction

Figure 5.4 – (a) Fermeture et (b) ouverture de défauts elliptiques par compression.

Pour un matériau sain, lorsque la contrainte maximale de compression supportée par
le matériau Σc est atteinte, des (micro) fissures se propagent, donnant lieu à une rupture
par fissuration. Pour pouvoir caractériser les conditions de cette rupture par compression,
on propose le calcul d’un facteur d’intensité de contraintes apparent K∗

rr(θ0) :

K∗
rr(θ0) = σII

√
πd

2
. (5.2)

L’utilisation de la contrainte principale σII permet l’identification de l’état de contraintes
orthogonal à σI par définition. Sur les Tableaux 5.3 et 5.4, on observe que la valeur
maximale de |β| est π/6 en contrainte homogène. Cela veut dire que σI tend à mieux
caractériser l’état de contraintes transversal du binôme de contacts, tandis que σII est
plutôt liée à la contrainte qui suit la direction des deux contacts (voir Figure 4.4).
Seulement des valeurs négatives de σII (et par conséquent, de K∗

rr(θ0)) peuvent avoir
un intérêt dans le comportement d’ouverture des contacts d’un binôme par compression.
De ce fait, une limite inférieure de K∗

rr(θ0) (désormais K∗, appelée ici ténacité fictive)
permet d’imposer une limite à Σc, de façon similaire à la résistance à traction :

Σc = K∗
√

2
πd

. (5.3)

Il faut noter que K∗ prend un signe négatif et les mêmes unités que la ténacité KIC ,
sans pour autant être nécessairement corrélé à aucune grandeur physique. Inversement,
on définit K∗ de façon convenable comme une fonction de Σc et du diamètre d des
particules :
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K∗ = Σc

√
πd

2
, (5.4)

la ténacité fictive K∗ permet donc la maîtrise complète de la résistance à la compres-
sion du matériau (quelle que soit la valeur de la ténacité KIC ou la taille des particules d).

Pour le cas de la compression verticale (Figure 5.2a, en supposant Py < 0), selon le
Tableau 5.3, seuls les binômes (• ◦) sont concernés si K∗

rr(θ0) = K∗. En analysant les
forces normales de contact N (Tableau 5.1), quelle que soit la valeur des raideurs kn et
kt, les contacts (◦) sont soumis à des forces de traction plus élevées (ou de compression
moins élevées) et donc, sont les contacts qui doivent s’ouvrir (Figure 5.5a). Dans le cas
de compression horizontale (Figure 5.2b en supposant Px < 0), les binômes (• •) sont
les seuls candidats à la rupture, si K∗

rr(θ0) = K∗. Dans cette situation, les deux contacts
(•) s’ouvrent simultanément. On observe ainsi, une fissuration parallèle à la direction de
compression maximale, comparable à celle qui se produit durant un essai de compression
simple (Figure 1.16).

(a)

syy

syy

fissuration

(b)

fissuration

sxxsxx

Figure 5.5 – Fissuration parallèle à la direction de compression maximale pour les cas
(a) vertical et (b) horizontal.

5.2.4 Enveloppe de rupture

Les résultats des Tableaux 5.3 et 5.4 peuvent être superposés (Tableau 5.5) en cas
de chargement bi-axial (Figure 5.6a), vu que les valeurs de β sont les mêmes dans des
situations de chargement uniaxial vertical ou horizontal.

Dans ce cas, on observe que les valeurs des contraintes principales σI et σII dé-
pendent soit de σxx soit de σyy individuellement. En cas de traction, la rupture dépend
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Binôme σI σII

• • σyy σxx

• ◦ σxx σyy

Table 5.5 – Valeurs des contraintes principales moyennes σI et σII pour chaque binôme
de contacts sous un chargement bi-axial.

uniquement de σI , tandis qu’en cas de compression, la rupture dépend uniquement de
σII . En limitant σI par Σtr et σII par Σc on produit des limites de traction et com-
pression qui prennent la forme du critère de Rankine (Figure 1.11b), présente dans la
Section 1.6.1.

(a)

E,n sxxsxx

syy

syy (b)

sxx

syy

S
tr

S
tr

S
c

S
c

compression

traction

Figure 5.6 – (a) État de contrainte bi-axial et (b) l’enveloppe de la rupture correspon-
dant.

5.3 Vérification du critère de rupture sous un état de contrainte
homogène bi-axial

On compare les prévisions de la Section 5.2.4, par rapport à la résistance d’un ma-
tériau fragile sain par le modèle discret, avec des simulations de rupture bi-axiale (Fi-
gure 5.7a). Les essais sont effectués sur des échantillons carrés de dimension L, constitués
de particules de diamètre d, soumis à des déplacements horizontals et verticals sont im-
posés (Figure 5.7b). Trois tailles de particules sont étudiées, résultant dans les rapports
L/d : 44, 88 et 176.
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(a)

L

syy

syy

sxxsxx

(b)

Figure 5.7 – (a) Schéma d’un essai de rupture bi-axiale et (b) modèle discret utilisé.

Le système d’unités des simulations est le même que celui présenté dans la Sec-
tion 3.3.3.1, ou l’échelle de contraintes est définie par le rapport entre la ténacité et
le diamètre des particules KIC/

√
d. En utilisant une même ténacité KIC et différents

diamètres d, une valeur différente de résistance à la traction est donc associée à chaque
échantillon Σtr = KIC

√
2/(πd) (Équation 5.1). On choisit des valeurs différentes pour

la ténacité fictive K∗ : −5KIC et −10KIC , qui induisent deux rapports différents entre
la résistance à la compression et la résistance à la traction Σc/Σtr : −5 et −10, respec-
tivement.

Étant donné l’homogénéité de la structure et des contraintes, la rupture du matériau
est généralisée, avec un grand nombre de contacts s’ouvrant pour un même niveau de
charge. En appliquant diverses combinaisons des déplacements imposés aux bords (ho-
rizontalement et verticalement), on contrôle les valeurs des contraintes horizontale σ0

xx

et vertical σ0
yy (pour lesquelles on peut définir un rapport ϕ = σ0

yy/σ0
xx). Les facteurs

de contraintes maximaux dans l’échantillon K∗max
rr (θ0) et Kmax

θθ (θ0) sont proportionnels
au chargement (pour une même valeur de ϕ), vu que le matériau se comporte élas-
tiquement avant la rupture. Le fait que K∗max

rr (θ0) > K∗ (limite en compression) et
Kmax

θθ (θ0) < KIC (limite en traction) permet l’évaluation du chargement de rupture Σxx

et Σyy (où ϕ = σ0
yy/σ0

xx = Σyy/Σxx). Si K∗/K∗max
rr (θ0) > KIC/Kmax

θθ (θ0) l’échantillon
rompt d’avantage par traction et donc :

Σxx = KIC

Kmax
θθ (θ0)

σ0
xx,

Σyy = KIC

Kmax
θθ (θ0)

σ0
yy.

(5.5)

Dans le cas contraire, la rupture se donne par compression et on a :



88 Rupture des matériaux sains


Σxx = K∗

K∗max
rr (θ0)

σ0
xx,

Σyy = K∗

K∗max
rr (θ0)

σ0
yy.

(5.6)

En réalisant le calcul pour diverses états de contraintes bi-axiales, on peut identifier
l’enveloppe de la rupture du matériau fragile. La Figure 5.8 présente le résultat pour
Σc/Σtr = −10. On constate que l’enveloppe de la rupture obtenu a une forme carrée
correspondante au critère de Rankine, comme prévu dans la Section 5.2.4.

(a)
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Figure 5.8 – (a) Enveloppe de rupture fragile pour Σc/Σtr = −10 et (b) zoom sur le
comportement en traction pour divers échantillons : (�) L/d = 44, (N) L/d = 88, (•)
L/d = 176.

Sur la Figure 5.9, on compare les résultats des échantillons avec différents rapports
de résistance à la compression et à la traction (Σc/Σtr = −10 et Σc/Σtr = −5). On
analyse juste le comportement en traction vu que les contraintes sont normalisées par la
résistance à la compression Σc. Un léger effet de la discretisation est observé à cause des
effets des bords, qui tendent à s’affaiblir lorsque le rapport L/d devient plus important.
Les vérifications indiquent que le modèle permet effectivement la définition du niveau
de contraintes de rupture à traction Σtr et à compression Σc.

5.4 Rupture par flexion
Durant la flexion d’une poutre droite, un état de contraintes linéaires (selon la hau-

teur) se développe. Ceci permet, à la fois, l’étude de la rupture en traction et de la
rupture en compression. On s’intéresse spécialement aux contraintes normales (à l’axe
de la poutre).

Le premier système correspond à une poutre en flexion 3 points, constituée d’un
béton de module d’Young E = 30GPa, coefficient de Poisson ν = 0, 2, ténacité KIC =
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Figure 5.9 – Comportement en traction pour Σc/Σtr = −10 et Σc/Σtr = −5 pour
divers échantillons : (�) L/d = 44, (N) L/d = 88, (•) L/d = 176.

1MPa
√

m, résistance à traction Σtr = 8MPa, résistance à compression Σc = −80MPa
et masse volumique ρ = 2500kg/m3. Les poutre présente une longueur L = 200cm et
une hauteur h = 20cm (Figure 5.10).

200 cm

2
0

 c
m

e

Figure 5.10 – Configuration de la poutre en flexion 3 points.

A partir des propriétés mécaniques du béton, on a les paramètres numériques du mo-
dèle discret : les coefficients de raideur normale kn = 21, 65GPa et tangentielle kt = kn/3
(selon l’Équation 3.7) ; le diamètre de particules d = 1cm qui permet le rapport correct
entre la ténacité et la résistance à traction (voir l’Équation 5.1) ; et la ténacité fictive
K∗ = −10KIC , cohérente avec le rapport entre les résistances à compression et traction
Σc/Σtr = −10. Le déplacement imposé de l’appui central induit des contraintes normales
maximales au centre de la poutre (traction en bas et compression en haut). Étant donné
que la résistance en traction est dix fois plus faible que la résistance à la compression,
une fissure centrale de traction, orthogonale à l’axe de la poutre, se développe à partir du
point de traction maximale, en bas de la poutre. La propagation en ligne droite de cette
fissure unique est présentée sur la Figure 5.11 pour différentes valeurs du déplacement
de l’appui centrale e.
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(a)

e=0,086mm

(b)

e=0,090mm

(c)

e=0,11mm

(d)

e=0,12mm

Figure 5.11 – Propagation de la fissure durant l’essai en flexion 3 points de la poutre
en béton pour (a) e = 0, 086mm, (b) e = 0, 090mm, (c) e = 0, 11mm et (d) e = 0, 12mm.

Pour induire aussi une fissuration par compression, on renforce la partie inférieure
de la poutre initiale avec une plaque métallique d’une épaisseur de 1cm. Le module
d’Young et le coefficient de Poisson de cette plaque sont, respectivement, Em = 200GPa
et νm = 0, 3. On suppose (de façon réaliste) que la contrainte de traction sur la plaque
reste inférieure à sa résistance. On choisit de solliciter la structure par une charge q distri-
buée uniformément par unité de longueur, en évitant ainsi la concentration de contraintes
de compression transversales au point d’application de la charge (Figure 5.12).

La fissuration de la poutre renforcée est présentée sur la Figure 5.13. Initialement, on
observe une fissure centrale de traction comme pour la flexion 3 points, suivie par une fis-
sure à l’interface béton-acier. L’existence du renfort permet la transmission des effort de
traction à la base de la poutre même en cas de fissuration du béton, ce qui permet l’aug-
mentation de la charge au-delà de la limite élastique de la structure (avant fissuration).
L’augmentation de la charge engendre l’apparition d’autres fissures de traction (verti-
cales) et de cisaillement (inclinées), mais qui restent confinées à la partie inférieur de la
poutre, vu que sa partie supérieure reste en compression durant tout l’essai. Lorsque la
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Figure 5.12 – Configuration de la poutre renforcée par une plaque métallique.

contrainte de compression maximale atteint la résistance du béton, des fissures de com-
pression se développent en haut de la poutre (Figures 5.13a et 5.13b). En détail, sur la
Figure 5.13c, on constate que les fissures de compression se propagent horizontalement,
de façon réaliste, parallèle à la sollicitation de compression.

(a)

(b)

(c)

Figure 5.13 – Fissuration dans la poutre en béton renforcé par une plaque métallique
pour différents niveau de charge : (a) q=19,50KN/m, (b) q=19,56KN/m et (c) détail
sur la fissuration horizontale due à la compression.

5.5 Rupture par compression diamétrale
L’essai de compression diamétrale est très utilisé pour la détermination de la résis-

tance en traction des matériaux fragiles (voir Section 1.7.4). La compression diamétrale
d’un échantillon cylindrique (Figure 5.14) induit des contraintes de traction le long du
diamètre (voir Annexe A).
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P

P

D

Figure 5.14 – Configuration adopté pour l’essai de compression diamétrale.

De façon à vérifier la cohérence au niveau de la charge de rupture de l’échantillon,
ainsi qu’au niveau de l’amorçage et de la propagation de fissures, on simule un essai
sur une éprouvette d’une roche qui présente un module d’Young E = 60GPa, un co-
efficient de Poisson ν = 0, 23, une ténacité KIC = 1MPa

√
m, une masse volumique

ρ = 2500kg/m3 et un diamètre D = 66mm. A partir des propriétés mécaniques de la
roche, on détermine les paramètres du modèle discret, tels que les coefficients de raideur
normale kn = 44, 9GPa et tangentielle kt = 0, 25kn. On choisit un diamètre d = 1mm
pour les particules, ce qui produit une résistance en traction Σtr = 25, 2MPa. On adopte
une valeur K∗ = −50KIC pour la ténacité fictive, qui induit une résistance en compres-
sion Σc = −50Σtr.

La force P s’applique sur une distance d’un diamètre, ce qui est suffisant pour que
l’on évite une fissuration par compression aux points d’application de cette force. Dans
ces conditions, on observe l’apparition d’une fissure lorsque la contrainte maximale de
traction atteint la résistance en traction du matériau Σtr. Cette fissure se propage le
long du diamètre de l’éprouvette (Figure 5.15).

Pour que la fissure se propage diamétralement par traction, la résistance en compres-
sion du matériau ne doit pas être dépassée aux points d’application de la force P . On peut
visualiser, dans une nouvelle simulation, l’effet d’un amorçage de la fissuration par com-
pression en diminuant (numériquement) la valeur de Σc. On adopte, à titre d’exemple,
K∗ = −5KIC , qui produit une résistance en compression de seulement Σc = −5Σtr. Dans
ces nouvelles conditions, l’échantillon est initialement fissuré par compression au point
d’application de la force P (Figure 5.16a), ce qui induit une fissuration considérablement
différente du premier cas (Figures 5.16b, 5.16c, 5.16d, 5.16e et 5.16f). La valeur de la
charge de rupture est naturellement perturbée dans ce cas, et donc, la valeur apparente
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de la résistance en traction.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 5.15 – Fissuration par traction durant un essai de compression diamétrale.
Σc = −50Σtr.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 5.16 – Propagation de la fissure de l’essai diamétral avec Σc = −5Σtr.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on généralise le critère de rupture pour les matériaux sains, c’est-
à-dire, en absence de fissures préalablement définis. À partir du comportement uniaxial
d’un matériau fragile, les résistances en traction et compression sont clairement carac-
térisées dans le modèle discret. Ce qui permet, ensuite, l’identification de l’enveloppe de
rupture pour un état de contraintes bi-axial (sous la forme du critère de Rankine).



5.6 Conclusion 95

On observe que la détermination des contraintes principales et de ses directions rend
possible la définition précise des contacts susceptibles de se rompre de manière à pro-
duire une fissuration adéquate avec les observations expérimentales, selon le type de
sollicitation (traction ou compression).

Les prédictions théoriques sont finalement confirmées par des simulations de sys-
tèmes relativement simples. L’enveloppe de rupture est vérifiée pour des simulations de
divers échantillons carrés sous des états de contraintes bi-axiales multiples. L’amorçage
de fissures et leur propagation sont analysés via des essais de flexion et de compres-
sion diamétrale. Dans tous les cas, des résultats cohérents sont observés au niveau des
sollicitations et de la propagation de fissures.
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Conclusions et perspectives

Dans les approches discrètes, le matériau est décrit comme un ensemble de parti-
cules en contact, ce qui rend la rupture du matériau et la propagation de fissures assez
intuitifs. Les efforts sont transmis par des forces et le matériau est caractérisé au niveau
des contacts. La propagation d’une fissure se caractérise donc par la perte des forces
de contacts qui assurent la cohésion du matériau. La principale critique à ces méthodes
est l’absence (dans la plupart des cas) de rapport direct entre les propriétés à l’échelle
des contacts et les propriétés utilisées dans les approches continues, largement utilisées
historiquement.

L’intention de ce travail de thèse est d’associer certaines caractéristiques des ap-
proches continues (paramètres des matériaux, convergence des résultats...) à une ap-
proche basée sur la méthode des éléments discrets (MED). De ce fait, on simplifie des
difficultés, telle que l’intégration de critères d’amorçage de fissures (sur un matériau in-
tact) à leur propagation, inhérentes aux approches continues.

On adopte un empilement compact unique pour les particules (présentée au Cha-
pitre 3), pour lequel un rapport entre les modules de raideur (normale et tangentielle)
des contacts et les paramètres de l’élasticité linéaire (module d’Young et coefficient
de Poisson) sont déduits. Cette relation est indépendante de la taille des particules et
parfaitement isotrope, malgré une périodicité angulaire de 60◦ de la structure discrète
(Figure 3.17). On vérifie bien que l’équivalence entre l’approche discrète et continue est
convergente pour des états de contraintes et de déformations homogènes par le biais des
simulations d’essais œdométriques.

Un comportement élastique isotrope dans l’approche discrète est fondamental (mais
pas suffisant) pour envisager un comportement isotrope en rupture. Si on applique un
effort unidirectionnel sur la structure discrète, on remarque que les forces de contact
dépendent de l’orientation angulaire de la structure par rapport à cet effort (voir les
forces normales et tangentielles N et T au Tableaux 5.1 et 5.2). Dans ces conditions, un
critère de rupture basé sur l’analyse d’un seul contact pourrait difficilement présenter
un comportement isotrope. Dans le Chapitre 3, on essaie de résoudre ce problème par
l’analyse des forces des deux contacts adjacents au voisinage d’une fissure, ce qui per-
met d’abord l’obtention d’une expression pour le facteur d’intensité de contraintes au
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niveau des contacts (pour le mode I, d’ouverture). L’intérêt de la démarche est de rendre
possible l’introduction directe de la ténacité comme paramètre du matériau. On vérifie
cette première approche par des essais de traction simple sur des plaques pré fissurées
en deux configurations : fissure simple et fissure double. Une convergence monotone des
résultats vers les solutions théoriques pour des niveaux de discrétisation croissants est
observé selon une des directions. Par contre une légère augmentation de la résistance des
échantillons dépendante de l’orientation angulaire de la structure a été identifiée, pou-
vant aller jusqu’à 13% pour l’échantillon avec une fissure simple et 16% pour l’échantillon
avec une fissure double.

Dans le Chapitre 4, on généralise le critère de propagation des fissures au mode
mixte, en intégrant l’effet du mode II, de cisaillement, ce qui permet l’étude des fissures
plus complexes. Pour le faire, on adopte le critère de la contrainte d’ouverture maxi-
male, qui établit que la fissure se propage selon la direction pour laquelle la contrainte
de cisaillement s’annule. Or, cela correspond à identifier les contraintes principales et
ses directions correspondantes, obtenues en associant, en plus, les déplacements aux
forces de deux contacts adjacents. La nouvelle expression pour le facteur d’intensité de
contraintes est vérifiée en mode II par l’étude d’une plaque carrée soumise à un char-
gement bi-axial avec une pré-fissure inclinée, pour laquelle la propagation est comparée
avec une valeur théorique. En mode mixte, on utilise une poutre pré-fissurée en flexion
(quatre points) asymétrique qui présente une distribution des contraintes de traction et
de cisaillement en pointe de fissure. De la même manière, les calculs sont capables de
prédire la charge maximale supportée par la structure avant sa ruine (en vérifiant la
valeur analytique de référence) et l’angle de propagation de la fissure. Pour le mode I,
des essais de traction sont réalisés sur des éprouvettes pré-fissurées suivant les mêmes
configurations qu’au Chapitre 3. On observe une convergence monotone (en fonction de
la discrétisation) vers les solutions théoriques dans toutes les situations étudiées sans
aucun effet de l’orientation angulaire de la structure discrète.

Un comportement isotrope en fissuration est un élément primordial à l’étude de
l’amorçage de fissures sur des matériaux sains (non préalablement fissurés). Au Cha-
pitre 5, on s’intéresse à la rupture d’un matériau soumis à des états de contraintes
bi-axiales de traction et compression homogènes. On identifie immédiatement le rapport
direct entre la ténacité et la taille des particules, et la résistance à la traction. Le critère
de rupture prévoit naturellement des fissures orientées de manière orthogonale à la direc-
tion de la contrainte principale de traction maximale, ce qui est physiquement cohérent.
La rupture fragile par compression induit normalement des fissures parallèles à l’effort de
compression, direction associée à la deuxième contrainte principale. La résistance, ainsi
que l’amorçage de fissures en compression sont définis en limitant la borne inférieure de
cette contrainte.

Des essais bi-axiaux permettent la construction de l’enveloppe de rupture du maté-
riau modélisé, pour lequel on vérifie bien un comportement du type Rankine. Des essais
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supplémentaires de flexion d’une poutre et de compression diamétrale (essai brésilien)
permettent de confirmer les résultats au niveau de la résistance, de l’amorçage et de la
propagation des fissures.

L’originalité du travail réside dans le calcul du tenseur de contraintes (moyen) dans
l’approche discrète à partir des informations de seulement deux contacts adjacents. Ceci
permet la proposition d’un modèle discret de rupture parfaitement isotrope, où le lien
entre l’échelle de contacts et l’échelle du matériau est clair. Des paramètres élastiques tels
que le module de Young et le coefficient de Poisson, ainsi que la ténacité et les résistances
à la compression et à la traction sont introduits sans aucune calibration préalable. En
outre, on observe une convergence asymptotique des résultats selon le niveau de discré-
tisation (inversement proportionnel au diamètre des particules utilisées), ce qui permet
l’évaluation de la qualité des résultats.

∵

Le couplage entre la ténacité, la résistance à traction et la taille des particules peut
limiter l’étude de la convergence d’un modèle vu que le nombre des particules peut être
relié à la qualité de la discrétisation. Limiter le diamètre de particules de sorte à produire
un échantillon avec un certain rapport entre la ténacité et la résistance en traction peut
représenter une difficulté pratique selon l’échelle du problème. Un nombre de particules
trop élevé peut être prohibitif au niveau du temps de calcul, si on représente tout un
massif rocheux avec des particules millimétriques. Pourtant, le fait que le comporte-
ment élastique soit indépendant du diamètre des particules peut servir à relativiser ce
désavantage, comme présenté sur la Figure 5.17. Selon la valeur des contraintes (ou des
facteurs d’intensité), lorsqu’une région est susceptible de se rompre, les particules initiales
peuvent être remplacées durant le calcul par d’autres avec la taille correspondante aux
propriétés des matériaux à la rupture. L’interface entre les différents domaines mérite,
bien évidemment, un traitement adéquat de manière à ne pas perturber le résultat.

fissure

Figure 5.17 – Exemple de discrétisation variable pour optimiser le nombre de particules
d’un modèle discret.

L’applicabilité de l’approche discrète peut s’élargir facilement au-delà de la rupture
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fragile, si on associe un mécanisme simple de dissipation plastique, suggéré sur la Fi-
gure 5.18. Selon la valeur du paramètre γ, on peut avoir divers comportements de rupture
distincts. Une chute abrupte de la force de contact en cas de rupture correspond à un
comportement fragile et peut être obtenu avec des grandes valeurs de γ ; en diminuant la
valeur de γ jusqu’à zéro, on tend vers un comportement plastique parfait, tandis qu’une
plastification avec écrouissage correspond à γ < 0.

dn,dt

fn,ft

k ,n kt

g

d
max

d
0

f
max

Figure 5.18 – Comportement force-déplacement d’un contact élastoplastique.

Sur la Figure 5.19a, on présente le résultat du modèle pour une poutre bi-appuyée,
chargée uniformément, composée par un matériau élastoplastique parfait (γ ≈ 0). Les
contacts se plastifient de manière symétrique en compression (en haut) et en traction (en
bas) vu que les résistances en traction et compression sont identiques. Sur la Figure 5.19b,
on observe l’évolution approximative des efforts de flexion lors de la plastification des
régions plus sollicitées.

(a) 10L

L

q

(b)

Figure 5.19 – (a) Poutre bi-appuyée chargée uniformément et (b) les zones plastifiés
durant son chargement.

La proximité du modèle discret avec les approches continues en mécanique de la rup-
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ture rend simple l’adaptation de concepts théoriques existants. Un exemple est l’étude de
la fissuration par fatigue, ou la structure est soumise à un chargement cyclique (forces,
déplacements, température, ...). Selon l’intensité et le nombre de cycles de charge, la va-
leur de la ténacité est localement réduite (suivant des critères déjà utilisés en pratique)
de façon à reproduire l’affaiblissement du matériau dû à l’endommagement.

On s’est concentré dans ce travail de thèse sur la rupture quasi-statique, par contre,
la méthode des éléments discrets est, par construction, une méthode dynamique, où des
effets inertiels et visqueux s’introduisent automatiquement. L’introduction d’un para-
mètre supplémentaire de dissipation visqueuse en phase de rupture peut servir à adapter
le modèle proposé à la rupture dynamique associée, par exemple, à l’étude d’impacts.
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Annexe A

Compression diamétrale

En essai diamétral, la distribution des contraintes dans le disque (rayon R) peut
changer selon la distribution de la charge. Hondros [44] a développé une analyse théo-
rique des contraintes dans le cas d’une pression appliquée sur deux arcs diamétralement
opposés d’angle 2α (Figure A.1). Il a obtenu les contraintes le long de l’axe y :

σθy, σθx = ± P

απR
[

(1 − r2

R2 sin 2α)
1 ∓ 2 r2

R2 cos 2α
+ r4

R4

∓ tan−1{
1 ± r2

R2

1 ∓ r2

R2

tan α}], (A.1)

σry, σrx = ± P

απR
[

(1 − r2

R2 sin 2α)
1 ∓ 2 r2

R2 cos 2α
+ r4

R4

± tan−1{
1 ± r2

R2

1 ∓ r2

R2

tan α}]. (A.2)

x

y

P

2a

sr

sq

P

r

Figure A.1 – Géométrie et la notation de l’essai diamétral avec la charge répartie sur
un arc.
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Une inspection des équations ci-dessus montre que la contrainte de compression maxi-
male au point de la charge appliquée est fini, au lieu de l’infini si on utilise l’Équation 1.22.
Les Équations A.1 et A.2 donnent des contraintes identiques au centre du disque engen-
drées par des charges ponctuelles P appliquées aux extrémités du diamètre du disque
(Figure A.2).

Figure A.2 – Variation de la contrainte de traction le long l’axe y pour l’essai de
compression diamétrale sous la charge de répartition. Résultat pour l’équation de Hondros
(ligne continue) et élément finis (dot).

On déduit la valeur de la contrainte à la rupture par traction du matériau qui s’écrit :

Σtr = P

απR
(sin 2α − α) (A.3)

Dans le cas où α est petit, sin 2α ≃ 2α et l’Équation A.3 devient :

Σtr = P

πR
(A.4)

Selon les études de [64], avec α = 4, 5o, la résistance en traction obtenue converge
vers celle obtenue par des essais expérimentaux.

La solution proposée par Hondros considérant un chargement radial réparti sur un
arc, est difficilement exploitable compte tenu qu’il est expérimentalement difficile d’as-
surer un tel type de chargement. Ainsi Frydman (1964), cité par Ramanathan et Ra-
man [82], a proposé de prendre en considération lors de l’essai brésilien des charges
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réparties verticales appliquées sur une petite largeur (2a) bien qu’aucune expression
analytique en contraintes ne puisse être établie (Figure A.3).

x

y

P

sr

sq

P

2a

Figure A.3 – Essai diamétral avec un chargement réparti.

Hondros [44] a proposé une valeur de a/R < 0.1 pour que l’expression de la contrainte
de traction proposée par Hertz au centre de l’éprouvette (Équation 1.22) reste valable.
Frydman (1964) a constaté que sous la condition a/R < 0, 27, la contrainte au centre
n’est pas influencée par la nouvelle configuration de chargement et l’erreur induite par
rapport à la solution de Hertz sur la contrainte de traction est inférieure à 10%.

Pour cette dernière configuration, le chargement est réparti, mais sa résultante est
appliquée initialement au point de contact avec l’éprouvette. Ceci induit une concen-
tration de la contrainte de cisaillement au voisinage des baguettes de chargement. Par
conséquence, l’éprouvette se fissure au niveau des génératrices chargées et la rupture
peut ne pas avoir lieu par traction. Pour remédier à ce problème du cisaillement et pour
que les efforts soient répartis, Wang et al. [100] ont proposé d’apporter un aplatissement
de l’éprouvette elle-même (Figure A.4).

Pour cette configuration, les équations précédentes ne sont plus valables pour la
détermination du champ des contraintes au sein de l’éprouvette. Comme la valeur de la
contrainte recherchée par l’essai brésilien est celle correspondante à la traction au centre
de l’éprouvette, Wang et al. [100] ont proposé la formule suivante pour déterminer cette
valeur en introduisant un coefficient correctif à l’équation de Hertz :

Σtr = k
2P

πD
, (A.5)
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Figure A.4 – Essai diamétral avec une éprouvette applatie soumise à une charge
uniforme.

où :

k =
(2 cos3 α + cos α + sin α

α )2

8(cos α + sin α
α )

α

sin α
. (A.6)

Pour α tendant vers 0 (k tend vers 1) on retrouve l’Équation 1.22 proposée par Hertz.



Annexe B

Algorithme de calcul en DEM

Les éléments fondamentaux pour le calcul sont les dimensions (le diamètre pour des
disques ou des sphères) des particules, leurs positions spatiales et leurs propriétés (kn,
kt, cn et ct). À ses éléments s’ajoutent les conditions aux bords, sous la forme de forces
ou déplacements agissant sur certaines particules et des conditions initiales.

La dynamique moléculaire utilise un algorithme assez simple et intuitif. Elle consiste,
à chaque itération et pour chaque particule, à :

- rechercher les particules qui interagissent avec elle ;

- traiter de façon binaire ces interactions de façon à calculer la force totale qu’elle
subit comme somme de leurs contributions respectives ;

- intégrer les relations fondamentales de la dynamique afin d’obtenir les caracté-
ristiques de son mouvement, qui seront considérées uniformes jusqu’au pas de temps
suivant.

Pour réaliser ces opérations, l’algorithme que l’on utilise se divise en 5 parties :

1. Prédiction

2. Détection des voisins

3. Détection des contacts

4. Calcul des forces

5. Correction
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Prédiction

Pour un instant donné, on commence par prédire les positions et les vitesses des
particules en intégrant les équations de la dynamique à partir des positions, vitesses et
accélérations du pas de temps précèdent.

Détection des voisins

La détection des contacts est une opération normalement lourde car elle présente
comme une série de calculs répétitifs pour chaque particule. Pour accélérer la simulation,
la détection des voisins permet d’établir pour chaque particule une liste des particules
susceptibles d’entrer en contact avec elle sur des laps de temps plus longs qu’une unique
itération. On ne cherche alors les contacts que parmi cette liste et pas sur l’ensemble des
particules. Ceci représente un gain de temps considérable, une fois que cette procédure
n’est pas réalisée à chaque pas de temps.

Détection des contacts

À chaque pas de temps, pour chaque particule, on vérifie, dans sa liste de voisin,
celles qui sont en contact direct.

Détection des forces

Selon les caractéristiques des contacts entre les particules, on détermine l’intensité
et l’orientation des forces de contact agissantes.

Correction

La connaissance des forces de contact permet donc de corriger la valeur des accélé-
rations et vitesses utilisées dans la procedure de prédiction.



Annexe C

Matrice de rigidité globale du
milieu discret

Dans cette partie, on présente les termes de la matrice de rigidité globale en fonction
des coefficients de raideur normale kn et tangentielle kt et du rayon des particules R.
Kg est une matrice symétrique de dimension 21 × 21. Les termes de chaque ligne de la
matrice sont présentés ci-dessous (où c = cos(π/3) et s = sin(π/3)) :

Ligne 1 :

Kg(1, 1) = 2kn + 4c2kn + 4s2kt Kg(1, 4) = −kn

Kg(1, 7) = −c2kn − s2kt Kg(1, 8) = −cskn + cskt

Kg(1, 9) = −Rskt Kg(1, 10) = −c2kn − s2kt

Kg(1, 11) = cskn − cskt Kg(1, 12) = −Rskt

Kg(1, 13) = −kn Kg(1, 16) = −c2kn − s2kt

Kg(1, 17) = −cskn + cskt Kg(1, 18) = Rskt

Kg(1, 19) = −c2kn − s2kt Kg(1, 20) = cskn − cskt

Kg(1, 21) = Rskt
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Ligne 2 :

Kg(2, 2) = 2kt + 4s2kn + 4c2kt Kg(2, 5) = −kt

Kg(2, 7) = −cskn + cskt Kg(2, 8) = −s2kn − c2kt

Kg(2, 10) = cskn − cskt Kg(2, 11) = −s2kn − c2kt

Kg(2, 14) = −kt Kg(2, 16) = −cskn + cskt

Kg(2, 17) = −s2kn − c2kt Kg(2, 19) = cskn − cskt

Kg(2, 20) = −s2kn − c2kt

Ligne 3 :

Kg(3, 3) = 6R2kt Kg(3, 6) = R2kt

Kg(3, 7) = Rskt Kg(3, 9) = R2kt

Kg(3, 10) = Rskt Kg(3, 12) = R2kt

Kg(3, 15) = R2kt Kg(3, 16) = −Rskt

Kg(3, 18) = R2kt Kg(3, 19) = −Rskt

Kg(3, 21) = R2kt

Ligne 4 :

Kg(4, 4) = Kg
n + 2c2kn + 2s2kt Kg(4, 7) = −c2kn − s2kt

Kg(4, 8) = cskn − cskt Kg(4, 9) = −Rskt

Kg(4, 19) = −c2kn − s2kt Kg(4, 20) = −cskn + cskt

Kg(4, 21) = Rskt
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Ligne 5 :

Kg(5, 2) = −kt Kg(5, 5) = kt + 2s2kn + 2c2kt

Kg(5, 6) = −Rkt − 2Rckt Kg(5, 7) = cskn − cskt

Kg(5, 8) = −s2kn − c2kt Kg(5, 19) = −cskn + cskt

Kg(5, 20) = −s2kn − c2kt

Ligne 6 :

Kg(6, 3) = R2kt Kg(6, 5) = −Rkt − 2Rckt

Kg(6, 6) = 3R2kt Kg(6, 7) = Rskt

Kg(6, 9) = R2kt Kg(6, 19) = −Rskt

Kg(6, 21) = R2kt

Ligne 7 :

Kg(7, 1) = −c2kn − s2kt Kg(7, 2) = −cskn + cskt

Kg(7, 3) = Rskt Kg(7, 4) = −c2kn − s2kt

Kg(7, 5) = cskn − cskt Kg(7, 6) = Rskt

Kg(7, 7) = kn + 2c2kn + 2s2kt Kg(7, 9) = 2Rskt

Kg(7, 10) = −kn

Ligne 8 :

Kg(8, 1) = −cskn + cskt Kg(8, 2) = −s2kn − c2kt

Kg(8, 4) = cskn − cskt Kg(8, 5) = −s2kn − c2kt

Kg(8, 8) = kt + 2s2kn + 2c2kt Kg(8, 9) = −Rkt

Kg(8, 11) = −kt
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Ligne 9 :

Kg(9, 1) = −Rskt Kg(9, 3) = R2kt

Kg(9, 4) = −Rskt Kg(9, 6) = R2kt

Kg(9, 7) = 2Rskt Kg(9, 8) = −Rkt

Kg(9, 9) = 3R2kt Kg(9, 12) = R2kt

Ligne 10 :

Kg(10, 1) = −c2kn − s2kt Kg(10, 2) = cskn − cskt

Kg(10, 3) = Rskt Kg(10, 7) = −kn

Kg(10, 10) = kn + 2c2kn + 2s2kt Kg(10, 12) = 2Rskt

Kg(10, 13) = −c2kn − s2kt Kg(10, 14) = −cskn + cskt

Kg(10, 15) = Rskt

Ligne 11 :

Kg(11, 1) = cskn − cskt Kg(11, 2) = −s2kn − c2kt

Kg(11, 8) = −kt Kg(11, 11) = kt + 2s2kn + 2c2kt

Kg(11, 12) = Rkt Kg(11, 13) = −cskn + cskt

Kg(11, 14) = −s2kn − c2kt

Ligne 12 :

Kg(12, 1) = −Rskt Kg(12, 3) = R2kt

Kg(12, 9) = R2kt Kg(12, 10) = 2Rskt

Kg(12, 11) = Rkt Kg(12, 12) = 3R2kt

Kg(12, 13) = −Rskt Kg(12, 15) = R2kt
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Ligne 13 :

Kg(13, 1) = −kn Kg(13, 10) = −c2kn − s2kt

Kg(13, 11) = −cskn + cskt Kg(13, 12) = −Rskt

Kg(13, 13) = kn + 2c2kn + 2s2kt Kg(13, 16) = −c2kn − s2kt

Kg(13, 17) = cskn − cskt Kg(13, 18) = Rskt

Ligne 14 :

Kg(14, 2) = −kt Kg(14, 10) = −cskn + cskt

Kg(14, 11) = −s2kn − c2kt Kg(14, 14) = kt + 2s2kn + 2c2kt

Kg(14, 15) = 2Rckt + Rkt Kg(14, 16) = cskn − cskt

Kg(14, 17) = −s2kn − c2kt

Ligne 15 :

Kg(15, 3) = R2kt Kg(15, 10) = Rskt

Kg(15, 12) = R2kt Kg(15, 14) = 2Rckt + Rkt

Kg(15, 15) = 3R2kt Kg(15, 16) = −Rskt

Kg(15, 18) = R2kt

Ligne 16 :

Kg(16, 1) = −c2kn − s2kt Kg(16, 2) = −cskn + cskt

Kg(16, 3) = −Rskt Kg(16, 13) = −c2kn − s2kt

Kg(16, 14) = cskn − cskt Kg(16, 15) = −Rskt

Kg(16, 16) = kn + 2c2kn + 2s2kt Kg(16, 18) = −2Rskt

Kg(16, 19) = −kn
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Ligne 17 :

Kg(17, 1) = −cskn + cskt Kg(17, 2) = −s2kn − c2kt

Kg(17, 13) = cskn − cskt Kg(17, 14) = −s2kn − c2kt

Kg(17, 17) = kt + 2s2kn + 2c2kt Kg(17, 18) = Rkt

Kg(17, 20) = −kt

Ligne 18 :

Kg(18, 1) = Rskt Kg(18, 3) = R2kt

Kg(18, 13) = Rskt Kg(18, 15) = R2kt

Kg(18, 16) = −2Rskt Kg(18, 17) = Rkt

Kg(18, 18) = 3R2kt Kg(18, 21) = R2kt

Ligne 19 :

Kg(19, 1) = −c2kn − s2kt Kg(19, 2) = cskn − cskt

Kg(19, 3) = −Rskt Kg(19, 4) = −c2kn − s2kt

Kg(19, 5) = −cskn + cskt Kg(19, 6) = −Rskt

Kg(19, 16) = −kn Kg(19, 19) = kn + 2c2kn + 2s2kt

Kg(19, 21) = −2Rskt

Ligne 20 :

Kg(20, 1) = cskn − cskt Kg(20, 2) = −s2kn − c2kt

Kg(20, 4) = −cskn + cskt Kg(20, 5) = −s2kn − c2kt

Kg(20, 17) = −kt Kg(20, 20) = kt + 2s2kn + 2c2kt

Kg(20, 21) = −Rkt
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Ligne 21 :

Kg(21, 1) = Rskt Kg(21, 3) = R2kt

Kg(21, 4) = Rskt Kg(21, 6) = R2kt

Kg(21, 18) = R2kt Kg(21, 19) = −2Rskt

Kg(21, 20) = −Rkt Kg(21, 21) = 3R2kt

Les autres termes de la matrice sont nuls.
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Annexe D

Calcul de l’angle de branchement
en fonction de facteurs d’intensité
de contrainte par le critère de la
contrainte d’ouverture maximale

L’angle de branchement de la fissure θ0 peut être déterminé à partir des facteurs
d’intensité des contraintes KI et KII . En se basant sur l’Équation 1.9 et en considérant
le critère de la contrainte d’ouverture maximale (Krθ(θ0) = 0), on a :

KII

KI
=

− sin θ0
2 cos2 θ0

2
1
4 cos θ0

2 + 3
4 cos 3θ0

2
= sin θ0

1 − 3 cos θ0
, (D.1)

d’où :

KI sin θ0 + 3KII cos θ0 = KII . (D.2)

En divisant l’Équation D.2 par
√

K2
I + (3KII)2, on a alors :

sin (θ0 + ϕ) = sin θ0 cos ϕ + cos θ0 sin ϕ = KII√
K2

I + (3KII)2
, (D.3)

où cos ϕ = KI/
√

K2
I + (3KII)2 et sin ϕ = 3KII/

√
K2

I + (3KII)2.

Enfin, par inversion de l’Équation D.3, on obtient la valeur de θ0 :

θ0 = arcsin

 KII√
K2

I + (3KII)2

− ϕ, (D.4)

où ϕ = arccos
(
KI/

√
K2

I + (3KII)2
)

= arcsin
(
3KII/

√
K2

I + (3KII)2
)
.
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contrainte par le critère de la contrainte d’ouverture maximale
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Ba Danh LE 

Modélisation discrète en mécanique 
de la rupture des matériaux fragiles 

 

 

Résumé 

L’objectif de cette thèse est d’étudier le comportement à la rupture des matériaux fragiles avec une 
approche capable de relier l’amorçage de fissures à leurs propagations. On adopte la méthode des 
éléments discrets (DEM), en considérant le matériau composé d'un ensemble bidimensionnel 
régulier de particules en contact. Ceci qui nous permet de dériver une expression pour le facteur 
d'intensité de contraintes en fonction des forces et des déplacements relatifs des deux contacts 
adjacents à la pointe d’une fissure. Un critère de rupture classique, basé sur la ténacité du matériau, 
est ensuite adopté pour l'analyse de la propagation des fissures, représenté par la perte des  forces 
de contact entre les particules qui assurent la cohésion du matériau. La vérification de la formulation 
est faite par la comparaison des simulations numériques à des solutions classiques de la mécanique 
de la rupture en mode I, mode II et mode mixte. Ensuite, on étend l’application du critère discret au 
comportement d’un matériau sain (non pré-fissuré), soumis à des contraintes homogènes, pour 
lequel on retrouve un critère de rupture du type Rankine. Le résultat final est un modèle discret 
simple totalement compatible avec les approches continues usuelles, et qui ne demande pas 
d’essais de calibration, typiques des approches discrètes conventionnelles. 

Mots-clés : mécanique de la rupture, matériau fragile, approche discrète, résistance du matériau. 

 

Résumé en anglais 

The objective of this thesis is to study the fracture behavior of brittle materials by an approach which 
relates crack initiation to crack growth. We adopt the discrete element method (DEM) and we 
represent the material by a 2D regular set of particles in contact. This allows us to derive an 
expression for the stress intensity factor as a function of the forces and relative displacements of two 
adjacent contacts at the crack tip. A classical failure criterion, based on the material’s toughness, is 
then adopted for the analysis of crack propagation, represented by the loss of contacts forces 
between particles which ensure the cohesion of the material. The formulation is verified by the 
comparison of numerical simulations to classical solutions of fracture mechanics in mode I, mode II 
and mixed mode. Afterwards, we apply our discrete criterion to uncracked materials under 
homogenous stress conditions, obtaining a Rankine like behavior. The work results in a simple 
discrete model which is totally compatible to continuum mechanics, where no calibration tests are 
required, in contrast to most of discrete approaches. 

Keyword: fracture mechanics, brittle material, discrete approach, material strength. 

 


