N
N

N

HAL

open science

Identification a partir de mesures de champs:
application de I’erreur en relation de comportement

modifiée

Mouldi Ben Azzouna

» To cite this version:

Mouldi Ben Azzouna. Identification & partir de mesures de champs: application de I’erreur en relation
de comportement modifiée. Autre. Université de Technologie de Compiegne, 2013. Frangais. NNT:

2013COMP2127 . tel-00968138

HAL Id: tel-00968138
https://theses.hal.science/tel-00968138v1
Submitted on 31 Mar 2014

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00968138v1
https://hal.archives-ouvertes.fr

= UlC

Université de Technologie
Compiegne

Par Mouldi BEN AZZOUNA

ldentification a partir de mesures de champs:
application de l'erreur en relation de comportement
modifiee

These présentée
pour I'obtention du grade
de Docteur de 'UTC

Champ de déplacement mesuré
A —_— U= 1%

sanl Identification o~

P N N G
CTE 1 i

60 80 ' 100
Taille de la zone de mesure(%)

e

Soutenue le 12 juillet 2013
Spécialité : Mécanique avancée

D2127




THESE DE DOCTORAT
DE
’UNIVERSITE DE TECHNOLOGIE DE COMPIEGNE

Spécialité :
MECANIQUE - GENIE MECANIQUE - GENIE CIVIL

Présentée a I'Université de Technologie de Compiegne
par

Mouldi BEN AZZOUNA

pour obtenir le grade de
DOCTEUR DE LUNIVERSITE DE TECHNOLOGIE DE
COMPIEGNE

Sujet de la these :
Identification a partir de mesures de champs
Application de I'erreur en relation de comportement modifiée

Thése soutenue le 12 juillet 2013 devant le jury composeé de :

PAGANO STEPHANE Président

HILD FRANCOIS Rapporteur
AVRIL STEPHANE Rapporteur
ABOURA ZOHEIR Examinateur
FEISSEL PIERRE Examinateur
VILLON PIERRE Examinateur

Laboratoire Roberval de Mécanique
(UTC/CNRS-UMR 7337)
Centre de Recherches de Royallieu
CS 60319, 60203 Compiegne cedex (France)






[J La connaissance progresse
en intégrant en elle l'incertitude,
non en I'exorcisant.]
E. Morin






Comme il est coutume en préambule a un mémoire de these sjemamencer par
les traditionnels remerciements. lls vont tout naturedatraux personnes qui ont, d’'une
part, rendu cette thése réalisable et, d’autre part, fastoere qu’elle se déroule dans les
meilleures conditions possibles.

Tout d’abord, jadresse toute ma reconnaissance a mes deckedirs de thése pour
la confiance qu’ils m’ont accordée trois ans et demi durapbet leur soutien intégral
pendant les phases les plus critiques. Je les remerciegasrdualités humaines qui, en
période de thése en particulier, sont au moins aussi imegaue le savoir.

Je tiens a remercier Pierre Feissel pour la qualité de sadesment, sa patience et ses
corrections méticuleuses. Je ne le remercierai jamaig psse sa disponibilité et sa bien-
veillance.

Mes plus sincéres remerciements vont également a Piedon\gLi a encadré ces tra-
vaux et a fortement contribué a ma progression. Nos échanmj&gté aussi enrichissants
gu’'agréables.

Toutes mes gratitudes vont aux membres du jury. Merci a StépRagano de m’avoir
fait 'honneur de présider le jury de mathese. Un respedbpibva aux deux rapporteurs
qui ont accepté de lire et juger mon travail. Mes sincéregi@swont a Francois Hild,
avec qui les échanges ne datent pas d’hier.

J'adresse un grand merci & mes collegues et amis, avec geujan plaisir a tra-
vailler dans une ambiance tres décontractée, me faisasdiyereoublier Paris, ma ville
d’adoption, voire Tunis, ma ville natale. (Et mon vieux ré&enfant : devenir astronaute.
Quelle idée de vouloir faire plaisir a sa maman!)

Je remercie Ludovic, avec qui les sujets de discussion ngueahjamais, c’'est vous
dire si nous sommes complices. Fahmi, toujours la pour memémle moral. Dans le
désordre, Jérémie, Jérémy, Amine, Zied, Franck, Sami &l Luis, pour m’avoir sup-
porté et égayé mes journées. Jean-Seébastien et Gwladyke mdaindard téléphonique en
TP de RdM. Nos tres cheres administratives, sans qui la Vebawatoire n’aurait pas été
aussi facile : Valérie pour sa bonne humeur, Brigitte pounia/oir jamais mis a la porte
en dépit de mes intrusions incessantes dans son bureauéetofie, toujours pleine de
vie... Je n'oublierai pas tous les adeptes de la pause cdférgelevenue presque sacrée,
et autour de laquelle sciences, philosophie et politigeanent enrichir nos formations
avec beaucoup de jovialité, méme si on repart souvent avscdgl questions que de ré-
ponses.

Mes amis de longue date, Sala et Ahmed, avec qui les rensm@@reont raréfiées depuis
gue j’ai commencé ma these, mais sont restées toujourschasureuses. Rana, qui a
eu la lourde tache d’immortaliser les moments de ma soutenarec de beaux clichés.

Et pour finir, une petite dédicace a ma mere qui a toujours ieenfonoi. Une pensée
a Hsin, mon oncle, mais surtout mon ami. Son soutien étad fealte et je n'aurais pas
surmonté toutes les difficultés sans son aide. Enfin, je tienalbpas Soumaya.






Table des matiéres

Table des matieres

Introduction 1
1 Identification et fiabilité des mesures 5
1.1 Motivation et cadre général de I'étude . . . . . . ... 6
1.2 Identification a partir d’essais hétérogenes et manenamposnes ... 6
1.3 Aspects Mesuresde Champs2D . . . ... . ... ... ... ...... 7
1.3.1 Limites des mesures extensométriques . . . . . . ... .. .. 7
1.3.2 Lacorrélation d'images numériques . . . . . . . .. ... ... 7
1.4 Probléme des perturbations et fiabilité des mesures . ....... .. .. 10
1.4.1 Les erreurs entre chaine d’acquisition et corralationages . . 10
1.4.2 Identification et gestion des incertitudes . . . . . . ...... .. 12
1.5 Cadres d’identification et approchesinverses. . . . . ... .. ... 13
1.5.1 Quelques grandes familles de problémes inverses ........ . 13
1.5.1.1 Identification de propriétés matérielles . . . . . ... .14
1.5.1.2 Complétiondedonnéesaubord . . . .. .. ... ... 14
1.5.1.3 Détection de fissure ou d’inclusion . . . . ... .. .. 15
1.5.1.4 Recalage de modele de structure dans le domaine vi-
bratoire. . . . . .. ... 15
1.5.2 Nature mal posée des problemes directetinverse . ........ 16
1.5.3 Approches par champs auxiliaires . . . ... ... ... ... 17
1.5.3.1 Ecartalaréciprocité . . . . ... ... ... ...... 17
1.5.3.2 Méthodes des champsyvirtuels . . . ... ... ... .. 18
1.5.4 Approches par minimisation . . . . .. ... .. ... ...... 18
1.5.4.1 Méthodes de recalage de modeles par €léments finisl19 .
1.5.4.2 Méthode de I'écart al'équilibre . . . . . ... ... .. 20
1.5.5 VLerreur en relation de comportement modifiece . . . . ...... 21
1.6 Conclusion . . . . . . . . .. . 22
2 Filtrage des mesures pour l'identification 23
2.1 Introduction . . . . . . . . 25
2.2 Cadre d'identification et méthode defiltrage . . . . . . . ...... ... 26
2.2.1 Cadre de l'identification . . .. ... ... ............ 26
2.2.1.1 Problemedirectetmesures . .. ............ 26
2.2.1.2 Formulation éléments finis et construction des nessu 27
2.2.1.3 Probleme d’identification . . .. .. ... ... .... 28
2.2.2 La méthode de filtrage par approximation diffuse . . ...... . 29
2.2.3 Erreur d’'approximation et erreur aléatoire . . . . . ...... .. 31
2.3 FEtude théorique de I'erreur d'identification . . . . . . ... ... ... 32
2.3.1 Le probleme d’identification . . . . .. ... ... ........ 23
2.3.2 Analyseaupremierordre. . . . . . . . ... 33
2.3.3 Caractérisation de I'erreur d’identification - bieisvariance . . . 35

Thése de doctorat - M. Ben Azzouna - 2013 i



Table des matiéres

2.3.4 \Validation de I'analyse théorique . . . . . .. ... ... ... 37
2.4 Effet du filtrage sur les résultats d’identification . . . .. .. .. ... 38
2.4.1 Construction des mesures et cadre de l'identification. . . . . 38
2.4.2 Influence des différents parameétres du probléme . . . . .. 39
24.2.1 Effetdurayondefiltrage .. ... ... ... ..... 39
2.4.2.2 Effetde lataille des zones constantes . . . . . .. .. 0 4
2.4.2.3 Etude de 'amélioration de l'identification . . .. .. 41
2.4.3 Choix de la norme d’identification . . . . . ... ........ 43
2.4.4 DISCUSSION . . . . v v i e e e e 44
2.5 Conclusion . . . . . . 45
3 Stratégie d’identification par 'ERAC modifiée 47
3.1 Stratégie d'identification . . . . . . ... ... oL 48
3.1.1 Cadre général de I'identificationen2D . ... ... .. ... . 48
3.1.2 Formulation : résolution par minimisation séqudigtie . . . . . 49
3.1.2.1 Leproblemedebase. ... ... ... ... ...... 51
3.1.2.2 Le probleme d’identification . . ... ... ...... 51
3.1.3 Résolution du problemedebase . ... ... ... ........ 52
3.1.3.1 Choix d’'une formulation en déplacement . . . . . . .. 52
3.1.3.2 Discrétisation de type élémentsfinis . ... ... ... 54
3.1.3.3 Introduction d’'un Lagrangien . . . . . ... ... ... 56
3.1.3.4 Existence et unicité de lasolution . . . . .. ... ... 59
3.1.4 Algorithmederésolution . . . .. ... .. ... ......... 60
3.1.4.1 NoyauetdécompositionQR . . . ... ... ..... 60
3.1.4.2 Calcul explicitedugradient . . . . ... ........ 64
3.1.5 Prise en compte d’informations fiables surlebord . ...... . . 65
3.1.5.1 Formulation ERAC modifiee. . . ... ... ...... 66
3.2 Identification de propriétés isotropes homogénes. . . . . ... ... 68
3.2.1 Simulationd'unessaidetraction. . . . .. .. ... .. .... 69
3.2.1.1 Fonction colt et calcul du gradient . . . . .. .. ... 69
3.2.1.2 \Vers I'optimisation de I'hyper-parameétre . . . . . . . 72
3.2.2 Essaideflexiontroispoints . ... ... ... .......... 73
3.2.2.1 Constructiondesmesures . . . . ... ... ...... 73
3.2.2.2 Alluredelafonctioncodt . . ... ........... 74
3.2.2.3 Rajoutd’informationsfiables . . ... ... ... ... 75
3.3 Effetdelatailledelazonedemesure .. ... ............ 76
3.3.1 Identification avec de petites zonesdemesure . . . .. ... 76
3.3.2 Intérét du calcul surle domainetotal . . . . ... ... ..... 77
3.4 Conclusion . . . .. . ... 79
4 Comparaison avec les méthodes FEMU et contrdle optimal 81
4.1 Comparaison avec laméthode FEMU . . . . ... ... ... ..... 2 8
4.1.1 Premier cas d’étude : CL mixtesfiables . . .. ... .. ... 82
4.1.1.1 Reésolution avec la méthode FEMU : CL mixtes . ... 82
4.1.1.2 Résolution avec 'ERdC modifiée : CL de type Neumartnh 8
4113 Résultats . . ... ... ... . 85
4.1.2 Deuxieme cas d’étude : MdC cinématiques . . . .. .. ... 85
4.1.2.1 Méthode FEMU : CL de type Dirichlet . . . . . . . .. 85
4122 Reésultats . . ... ... ... ... ... .. ..., 86
4.1.3 Troisieme cas d’étude : information bord libre . . . . ... .. 87
4.1.3.1 Méthode FEMU : CL de type Dirichlet et bord libre . . 87

i Thése de doctorat - M. Ben Azzouna - 2013



Table des matiéres

4132 Résultats . . ... ... ... 87
4.1.3.3 Discussion des résultats obtenus avec la méthad&/FB8
4.2 Identification par approche basée sur le contréle optima . . . . . . . 90
4.2.1 Motivation . . . ... 90
4.2.2 Formulation du probleme d'identification . . . . . ... ... 90
4.2.3 Comparaison avec 'ERAC modifiée . . . . ... ... ... ... 91
4.3 Conclusion . . . . . . . e e 94
5 Application a des exemples orthotropes 95
5.1 \Vers l'identification de propriétés orthotropes hégémes . . . . . . . . . 96
5.1.1 Choixdelessai. . .. ... .. ... .. ... .. ... ..., 96
5.1.2 Analysedesensibilité¢ . ... ... ... ... ... ....... 97
5.1.2.1 Analyse avec lathéoriedespoutres . . . . .. ... .. 97
5.1.2.2 AnalysedetypeMMC. .. ... .. ... ....... 100
5.1.3 Identification de propriétés orthotropes homogénes . . . . . 103
5.1.3.1 Choix de l'algorithme de minimisation . . . . . .. .. 410
5.1.3.2 Cas d'un comportement homogéne . . . .. ... ... 105
5.1.4 Identification de propriétés orthotropes hétérogene. . . . . . 107
5.1.4.1 Configuration d’'un matériau stratifi¢ . . . . ... ... 810
5.1.4.2 Configuration d’'un matériau en échiquier . . . . . . . 101
5.1.4.3 Identification de propriétés hétérogenes . . . . . . 112
5.2 Identification a partir de données expérimentales . . . .. ... .. 114
5.2.1 Essaietmatériau . . .. . ... .. ... 114
5.2.2 Lesdifférentscasdétudes . . . .. ... ... ... ... ... 141
523 Reésultats . .. .. ... ... ... 116
5.3 Conclusion . . . . . ... 118
Conclusion 119

Thése de doctorat - M. Ben Azzouna - 2013 iii






Table des figures

2.1 Probleme de référence relatif au probléme d’'identibeat . . . . . . . .
2.2 Reconstruction a partir du voisinage de chaque point . . . . . . ..
2.3 Critére d’amélioration pour I'évaluation du filtrage .
2.4 Conditions aux limites et champs de déplacement pousmmalatlon de

traction parabolique . . . . . . . . .. ...

2.5 Ecart-type de l'identification en fonction du niveau @etprbation . . . .

2.6 Champs de contraintey et ayy relatifs a la simulation de traction . . . .

2.7 Cartes de biais pour trois rayons defiltrage . . . . . . . . ... . ..
2.8 Cartes d’écart-type pour trois rayons de filtrage

40
40

2.9 Cartes d’écart-type pour différentes tailles de zonastantes (sans filtrage) 41

2.10 Erreur d’identification locale en fonction du rayon diedfge . . . . . . .

2.11 Cartes d’amélioration pour différents rayons etdaitle zones . . . . . .
2.12 Erreur d’identification locale pour différentes nosge la fonction codt .

3.1 Probleme direct associé au probleme d’identification . .... . . . . ..
3.2 Probleme de référence lié au probleme d’identification ... . . . . . .
3.3 Probleme direct 2D associé au probleme d’identification . . . . . . .
3.4 Simulationd’'unessaidetraction . . . .. ... ... ... ... ...
3.5 Fonction codt et évaluation du gradient pour des niveleuperturbation

variantde 0% a5% . . . . . . .. e

3.6 Fonction colt de 'TERdC modifiée avec bord libre . . . . . ...... ..
3.7 Champs de déplacements relatifs a I'essai de tractioal&i . . . . . . .
3.8 Résultats d’identification avec bord libre . . . . . .
3.9 Comportement d&/maxg:) et degz/maxg,) €n fonctlon deB .......
3.10 Fonction codt et ses deux composantes paptimisé pU =5%) . . . .
3.11 Simulation d’'un essaide flexion3points . . . . . .. ... ... ..
3.12 Fonctioncoltetgradient . . . . ... ... .. ... .........
3.13 Effet du bruit sur la fonction co@t(“O) ..................
3.14 Conditions aux limites disponibles . . . . . . ..
3.15 Moyenne et écart-type @&y, en fonction du niveau de perturbatlon

3.16 Identification avec une zone de mesurerognée . . . . . . ... ..
3.17 Convergence des calculs pat@m)/2(Q)~80% . . ... ........
3.18 Conditions aux limites disponibles . . . . . . . e
3.19 Convergence des trois calculs en fonction du nombreai_:;es ......

4.1 CL disponibles pour le premier type de donn@sfiables) . . . . . . .
4.2 Comparaison entre les méthodes FEMU et ERAC pour des €esret

EXAaCIES . . . . . e e
4.3 Deuxiéme type de CL pour lesdeux méthodes . . . . . .. ... ...

4.4 Comparaison entre les méthodes FEMU et ERAC pour le élmaxiype

dedonnées . . . . . . ..

41

42
44

49
52
65
69

Thése de doctorat - M. Ben Azzouna - 2013



Table des figures

4.5 Troisieme type de CL pour les deux méthodes . . . . .. ... ... 87
4.6 Comparaison entre les méthodes FEMU et ERAC pour |leanogstype

dedonnées . . . . . . . ... 87
4.7 Comparaison des résultats d’'identification avec la augi~EMU pour

deuxtypesdedonnées . .. .. .. ... ... ... 88
4.8 Cartes des résidysy — UX) obtenues avec la méthode FEMU . . . . .. 89
4.9 Identification pour un méme tirage de bruit d’amplituée 5. . . . . . . 92
4.10 Comparaison des résultats d’identification issuesttatégies ERAC-A

etERAC-C . . . . . . 93
4.11 Ecart d’identification entre les formulations ERdCt&entrole optimal,

sans conditionsaux limites . . . . . . .. ... .. L oL 93
4.12 Moyennes de lidentification avec les formulations ERA&l et controle

optimal, (bordlibre) . . . . . . .. 94
5.1 Champs de contraintes d’un matériau orthotrope soumis @ssai de

flexiontroispoints . . . . . . ... 97
5.2 Systeme mécanique étudie . . . .. ... ... L . 7 9
5.3 Influence de I'élancement sur le mode de sollicitatioer{Bggagh, 2008] 98
5.4 Cartes des angles principa@xpour deux rapports/h(en®) . . . . . .. 99
5.5 Distribution des angles principapk6;) pour différents rapportsh . . . 99
5.6 FEtude de la convergence des sensibidtégoQ;; en fonction du padg;

(échellelog) . . . . . . o e 101
5.7 Norme des sensibilités des déformations pour troisorpip'h (échelle log) 102
5.8 Zones testées pour le moyennage des sensibilités . . ........ . .. 103
5.9 Courbes sensibilité-longueur pour les différent®oes d’équivalence de

Peffort . . . . . . . e 104
5.10 Champs de déformation pourunrappgit=7 . . . . . . . . . .. ... 105
5.11 Erreur d'identification en fonctiondu rappbfi . . . . . . . . ... .. 106
5.12 Evaluation de I'identification pour un matériau homogé . . . . . . . . 107
5.13 Configuration stratifié . . . . . ... ... ... ... ... ...... 108
5.14 Fonction codt de la configuration stratifié - un €@xkfourni . . . . . . 109
5.15 Fonction codt de la configuration stratifié - les d&@yyfournis . . . . . 110
5.16 Configurationen échiquier . . . . . . .. . .. . ... ... . ... 110
5.17 Fonction colt de la configuration échiquier - un €ggyfourni . . . . . 111
5.18 Fonction codt de la configuration échiquier - les d@yyfournis . . . . 112
5.19 Architecture du composite étudié . . . . . .. ... ... 113
5.20 Champs de contrainte et de déformation - matériaufgiravect/h =10 113
5.21 Reésultats d’identification pour deux niveaux de pédtions . . . . . . . 113
5.22 Essai de flexion trois points sur composite CMO cousu . . . . ... 114
5.23 Différentes tailles de zone de calcul et conditions lamites prises en

compte (champ de déplacement expérimdogal . . . . . . .. .. ... 115
5.24 Fonctions codts pour les différents cas d’étudkecy@le de I'essai . . . . 117
5.25 Fonctions codts pour la formulation FEMU - CL de Dirgthl . . . . . . 118

Vi

Thése de doctorat - M. Ben Azzouna - 2013



Liste des tableaux

2.1 Expressions du biais et de la covariance pour deux typdsuanées . . .

3.1 Quantités fiables et non fiables dans le cas élastique ........ . . . .
3.2 Redéfinition des quantités fiables et nonfiables . . . .. .. .. ..
3.3 Les deux approches d’'identification testées

37

50
65
72

4.1 Ecart-type des résultats d’identification pour une éombé de bruit de 3% 88
92

4.2 Les trois méthodes variationnelles évaluées . . . . . . . ... ...

5.1 Identification basée sur plusieurs algorithmes de déscst différents
rapportt/h - bruit de mesure de 5%Qyy fourni . . . . .. ... ... L.
5.2 Comparaison entre le recalage af@gget Qux pour un bruit de mesure de
5% L/h=T7) . .
5.3 Identification de propriétés orthotropes hétérogéaemlitude du bruit
de 5% -unsewWyfourni . . .. ... ..o
5.4 Identification de propriétés orthotropes hétérogéapmlitude du bruit
de 5% -unseuyfourni . . . . ... Lo Lo
5.5 Identification de propriétés orthotropes hétérogéasmlitude du bruit
de 5% -Qyy fourni pour les deux matériaux . . .. ... .. ... ...
5.6 Identification de propriétés orthotropes hétérogéaemlitude du bruit
de 5% -Qyx fourni pour les deux matériaux . . . .. .. .. ... ...
5.7 Identification de propriétés orthotropes hétérogéapmlitude du bruit
de 5% -unseWQyfourni . . .. ... ... oL
5.8 Identification de propriétés orthotropes hétérogéaemlitude du bruit
de 5% -unseWfourni . . . . .. ... Lo
5.9 Identification de propriétés orthotropes hétérogéaemlitude du bruit
de 5% -Qyy fourni pour les deux matériaux . . ... ... . ... ...
5.10 Identification de propriétés orthotropes hétérogeaemlitude du bruit
de 5% -Qyy fourni pour les deux matériaux . . . .. .. .. ... ...
5.11 Gyy identifie en fonction de la taille et de la formulation ERAC . . . .
5.12 Gyyidentifie avec laméthode FEMU . . . . . . ... ... .. .....

Thése de doctorat - M. Ben Azzouna - 2013

Vii






Introduction

Dans le domaine de la caractérisation des matériaux, lessesgpérimentaux sont
nécessaires pour la validation des modeéles de comportehemriques, ou encore pour
I'exploration de la réponse d’un matériau sous solliaiasi diverses ou dans des plages
de fonctionnement critiques. Dans la pratique, la plupastieces mécaniques travaillent
sous un régime hétérogéne, d’'une part a cause des sabicgatomplexes qu’elles su-
bissent, ou d’autre part du fait d’'une géométrie particaligécessaire pour I'assemblage
d’une structure, voire de la composition du matériau mémia ggece. Ainsi, les mate-
riaux hétérogenes, tels que les composites, entrent demplisis dans la composition des
pieces mécaniques, notamment en aéronautique, ou ilsgreane place grandissante
dans des parties de plus en plus cruciales des structudggent des mécanismes effi-
caces et effectifs de caractérisation. L'apport de tel€nmaix consiste en I'allégement
des structures tout en garantissant une bonne résistaarceoséquent, leur caracteri-
sation a pris une grande part d’intérét pour la communaut@améenne, grandissant au
fur et a mesure que la composition de ces derniers devierludep plus complexe. Les
chargements et les géométries complexes ne font qu'a@datbardiesse de la tache de
caractérisation, rien que dans le cas des sollicitati@igses, a cause des phénomenes
de concentration de contraintes par exemple, et de la cssaraie imparfaite de la distri-
bution des efforts sur la structure. Il est donc nécessammdliorer la connaissance de
ces matériaux, plus particlulierement dans I'état de araent de service.

Enfin, 'aspect hétérogene prononceé de certains matériaogreditions d’'usage, et a dif-

férentes échelles, nous conduit vers la volonté d’identifien plus des modules homo-
généisés, mais plutét des champs de propriétés qui trauduiaspect spatio-dépendant
de ces matériaux. L'hétérogénéité va dépendre de I'éctielleservation souhaitée et est
plus prononcée quand I'échelle diminue. L'accés a cesnmitions fines nécessite alors
I'utilisation de moyens de mesure adéquats et le développede techniques de caracté-
risation adaptées. C’est le cas des techniques de suivceatect, comme les techniques
d’'imagerie, qui ouvrent de nouvelles perspectives podeltitification de propriétés meé-

caniques.

Le fait de vouloir identifier des champs de propriétés en saftasur des essais hétéro-
genes n'autorise pas une approche directe standard, mges plutét vers des approches
inverses, basées sur le dialogue essai-calcul. Plusiettteones d’identification ont été
adaptées ou dédiées a l'utilisation des mesures de champglls simples d’entre elles
peuvent s’avérer suffisantes dans le cas d’essais homgogéfeplupart de ces méthodes
nécessitent une bonne connaissance des conditions adeslirGiette connaissance de-
vient plus cruciale quand on a a faire a des essais hétérmganelle impacte la qualité
des modules identifiés, plus difficiles d’acces quand hgémes. Toutefois, ces infor-
mations sont souvent méconnues ou peu fiables, principatesneause des problemes
inhérents aux essais expérimentaux, se traduisant paranhpgs ou moins important
entre certaines hypothéses théoriques et les vraies mmglide I'essai d’une part, et les
perturbations de mesures sur la chaine d’acquisition i@aart. Cela conduit a une alté-
ration des résultats d’identification si on utilise les déemexpérimentales sans prudence
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et sans traitement particulier. Des méthodes plus sopbhésts ont alors émérgé, et ont
été optimisées dans le but de traiter les incertitudes sunksures et les conditions aux
limites. La plupart d’entre elles passent par la mise engpieccriteres de construction et
d’identification basés sur la minimisation des effets duthou sa prise en compte dans
la phase d’identification.

Par ailleurs, la description du comportement des maténaorssite d’explorer expé-
rimentalement la mécanique et la physique de ces matérrase basant sur des modeles
théoriques. Plusieurs modeéles ont vu le jour et peuventcémsidérés comme relative-
ment fiables aujourd’hui. L'échelle de description du congment devant étre compa-
tible avec les moyens de calcul d’'une part, et les moyens demael’autre part. Récipro-
guement, I'expérimentateur se place a I'échelle d’obsemadéquate avec le modele.
Certains de ces modéles peuvent constituer un point detdsgpiaie pour des études vi-
sant a les améliorer. En particulier, des difficultés supglétaires sont rencontrées quand
le besoin d’identification s’oriente vers des champs de s, et I'extension des mo-
déles au comportement hétérogene est souvent sujette @wEegbements supplémen-
taires. Dans le contexte du dialogue essai-calcul, l'ifieation se trouve souvent biaisée
du fait de I'mpositiona priori d'un modéle imparfait au regard de la mesure ou des
phénomenes physiques qui sont en jeu.

En conclusion, l'identification des parametres matérisigencipalement sous la su-
jétion de deux problémes : le bruit de mesure, crucial a geuetout pour des niveaux de
sollicitation faibles ou le rapport signal a bruit est faipét I'erreur de modele induisant
une erreur systématique qui n’est pas souvent prise en ectapis le processus d’iden-
tification, d’ou la nécessité de choisir une approche diifieation robuste vis-a-vis des
perturbations de mesure et des erreurs faites sur le modéle.

En rajoutant les difficultés rencontrées lors du dépouiletides essais, liees a la non-
maitrise des conditions aux limites par exemple, la déngactidentification qu'on a
envie d’explorer met I'accent sur la prise en compte degiitodes et des erreurs de mo-
dele, afin de rechercher une méthode d’identification r@bu®ur cela, plusieurs ques-
tions ont étre soulevées :

— Quelle confiance faut-il accorder au modeéle de comporteete@ux mesures. Dans

ce contexte, quelle stratégie d’identification est-il plolesd’appliquer ?

— D’un point de vue pratique, quels essais doivent étreséslipour I'identification

d’'un maximum de propriétés ?

Le premier point mis en avant souligne I'importance du djal essai-calcul et sou-
leve la question de la prise en compte des données expéailmert du modéle de com-
portement dans la démarche. Ainsi, il faut s’interrogerlauronfiance a accorder aux
différentes quantités tant du point de vue théorique quéarpental, ainsi que sur la ma-
niere de traduire cette confiance au cours de I'identificatieest alors important d’avoir
a notre disposition une méthode permettant de traiter degsigmes ou l'incertitude sur
les données expérimentales et les conditions aux limitdsiexs prise en compte.
L'approche dite “d’erreur en relation de comportement rfiédf a pour principe de ré-
partir les grandeurs qui interviennent dans la mise en plagerobleme d’identification
suivant la degré de fiabilité qu’on peut leur accorder. Aguodie en dynamique transitoire,
entre autres, cette méthode a montré une grande robusdessauix perturbations de me-
sure. Le but de notre étude est d’étendre cette approchesa@ed@lasticité statique avec
des mesures de champs.

Pour aborder le deuxieme point, on s’est positionné du pentue de la compa-
tibilité entre I'essai mécanique et les parametres que sauhaite identifier en vue de
I'identification de I'ensemble des propriétés élastiques €ssai pour tout). La réponse
sera développée en détails dans la suite.
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Le travail se présente selon I'organisation suivante :

— Le premier chapitre présente le contexte général de Battidhet au centre la pro-
blématique d’incertitude dans les mesures. L'accent estsoni les approches in-
verses baseées sur I'exploitation des mesures de champspidsibilités qu’elles
offrent pour intégrer I'incertitude.

— Dans le second chapitre, la discussion s’ouvrant sur lal@moatique des incerti-
tudes de mesure, une premiere étape dans ce sens a consEt#er €ne stratégie
de filtrage des mesures en se basant sur les principes deob@mation diffuse.
Le but est d’étudier I'efficacité d’'un filtrage direct de messiperturbées sur les
résultats d’identification issus du recalage de modéleglganents finis. Dans ce
contexte, la caractérisation amont des incertitudes deme&vere indispensable.
L'étude a donc été menée sur des données synthétiques aveertiebations mai-
trisées. Il en ressort une amélioration relative de I'idettion, mais les gains ne
sont pas éleves.

— Linvestigation de cette premiére approche dans notreegted’identification élas-
tigue hétérogéne nous conduit, dans un troisieme chagifermuler le probleme
d’identification avec I'approche d’erreur en relation deangmrtement modifiée.
Celle-ci est testée sur des exemples numeériques et démordreobustesse pa-
tente vis-a-vis des incertitudes de mesure et de la mécssaraie des conditions
aux limites.

— Dans le quatrieme chapitre, la méthode proposée au aha@pétcédent est compa-
rée a la méthode de recalage par éléments finis (FEMU). lissoreque I'identifi-
cation avec I'erreur en relation de comportement modifiéglebalement amélio-
rée. Basée sur le principe des problemes de poursuite, uviadteade la méthode
a été également proposée, ayant comme caractéristiquensielécer le comporte-
ment comme fiable, et, a la différence des approches FEMWidedppel a I'état
adjoint.

— Dans le dernier chapitre, on s’intéresse a l'identificatie modules élastiques lo-
caux a partir d’'exemples numérigues hétérogenes, puisrtedds expérimentales,
en comparant entre elles différentes méthodes de réswolutio
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Chapitre 1

ldentification et fiabilité des mesures -
Etat de I'art

Ce premier chapitre présente le contexte général de I'étude,
a savoir l'identification des propriétés élastiques de matériaux
hétérogénes. Aprés une présentation du cadre général, le pro-
bléeme soulevé par les perturbations de mesure de champs
est d'abord introduit, pour passer ensuite a la présentation
de quelques approches inverses dédiées aux mesures de

champs.
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1. Identification et fiabilité des mesures

1.1 Motivation et cadre général de I'étude

v

Le cadre de I'étude concerne l'identification de propriésstiques a partir d’'es-
sais hétérogenes. Ces essais peuvent coupler a la foisfeissneétériau, chargements
complexes, géométrie, ou encore des effets structure.l@s t®nfigurations sont diffi-
cilement exploitables par le biais de jauges de déformatind’extensomeétres puisque
I'hnypothése d’homogénéité des déformations n’est pluabtal Le recours aux mesures
de champs cinématiques devient alors I'option la plus pentie, permettant un acces aux
champs cinématiques qui couvrent la surface de I'échantjlour une étude en deux
dimensions spatiales.

Dans le contexte de l'identification basée sur le dialogsaiesalcul, une modélisa-
tion de I'expérience est souvent requise et se doit d’étpdua représentative possible.
Ayant choisi les mesures de champs comme donnée d’entrggestion soulevée par la
connaissance imparfaite des conditions aux limites ep&asincertain des mesures en
général subsiste car elle conditionne la qualité du modéteenique et donc de l'identi-
fication.

Certaines stratégies se basent sur les mesures de chamg@éfiourles conditions aux
limites en s’appuyant sur les mesures de déplacement shotds, évitant ainsi d’ajou-
ter des hypothéeses supplémentaires et pas tres réalistasyment sur la répartition de
I'effort sur les bords, ou encore sur sa transmission sumolatiere de la zone de calcul
dans le cas ou celle-ci ne se superpose pas avec le vrai bdéthdantillon sollicité en
effort. De telles conditions aux limites sont souvent imrgesde maniere forte lors de
I'écriture du probleme d’identification. Hormis les condits sur la frontiére, ces pertur-
bations sont toutefois prises en compte dans la suite degsas par plusieurs stratégies
d’identification. Dans le cadre de notre étude, on propoapmbrter plus de robustesse
a l'identification de propriétés matérielles élastiques, fintroduction d’une stratégie
d’identification qui tient compte de I'aspect incertain aessures et des conditions aux
limites.

1.2 Identification a partir d'essais hétérogenes
et matériaux composites

En ingénierie mécanique, les essais expérimentaux coastitoutil clef permettant
d’obtenir des données qui relatent le comportement dedigpatte et qui permettent de
remonter a celui du matériau. Ces essais passent de la farpled simple, a savoir
une sollicitation simple et un matériau homogene, a la foan@us complexe qui peut
regrouper des aspects matériau hétérogene, chargemeplegenou encore essais sur
structures. Ces derniers, du fait de leur colt élevé, soptug souvent des essais de
validation, menés par de grandes industries. En plus dditiatian, ils peuvent servir a
obtenir des sollicitations pour mener des essais a une ptiis pchelle ou pour des simu-
lations numériques. Par rapport a I'essai réel, ces dalfions sont souvent confrontées
au probléme de la représentativité, et rejoignent la questbulevée par I'imperfection
des conditions aux limites.

Par ailleurs, I'aspect hétérogene pouvant étre prinaipaie lié & la composante matériau,
il convient de préter attention a une catégorie en pargculiallegement et I'optimisa-
tion des structures industrielles augmentent leur coniglex nécessitent des stratégies
de caractérisation de plus en plus fines. Un type de matépeaumi les plus utilisés de nos
jours est le matériau composite. La complexité de ce ded#ipend essentiellement de
son architecture et de sa composition, qui conditionnesuiémla complexité des modéles
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permettant de décrire son comportement avec fidélité. Gelsgpar les composites strati-
fiés, souvent étudiés avec I'’hypothese d’homogénéité desatotes et des déformations,
sous chargement simple, & des multi-matériaux soumis ah#egements complexes. A
I'échelle macroscopigue ou mésoscopique, des technighemdgénéisation sont sou-
vent utilisées afin d’'intégrer de maniere pertinente legrmftions élémentaires dans la
modélisation du matériau et le calcul de la structure [GAQ52. Les composites sont la
plupart du temps anisotropes et hétérogenes. On distirgguegtandes familles de com-
posites classées selon la performance : les compositetediggande diffusion”, orientés
vers une production de grande série et ayant des propriégmmaues faibles, et les com-
posites dits “haute performance”, présentant des coGtéskt employés principalement
dans I'aéronautique et le spatial.

L'exploitation d’essais mécaniques appliqués a certaamelsitectures complexes de ma-
tériaux composites fait souvent apparaitre des champsfdenttion hétérogenes. Dans
ce contexte, I'hypothése d’homogénéité des déformatimasspensable pour les mé-
thode de caractérisation classiques, devient aberrdidentification de propriétés hété-
rogénes devient nécessaire pour appréhender le compaoitloal du matériau.

Dans cette étude, on propose une méthode d’identificatigreqylus de son sens phy-
sique fort, permettra d’identifier des propriétés élagigja partir de données expérimen-
tales provenant d’essais hétérogénes sur des composatesrategie proposee présente
'avantage de tenir compte a la fois des erreurs de modélesetmleurs de mesure.

1.3 Aspects Mesures de Champs 2D

Classiquement, lorsqu’une étude est menée sur un mat@aawexemple pour dé-
terminer ses difféerents modules élastiques ou paramégadammagement, des jauges
extensométriques sont utilisées. Les mesures faites ia gartes jauges présentent cer-
taines limites qui peuvent, selon le cas étudié, les remdrdfisantes, voire inappropriées.

1.3.1 Limites des mesures extensomeétriques

L'utilisation des jauges s’avere insuffisante dans cestaas ou les champs de défor-
mations présentent de forts gradients induits par une geenparticuliere de I'éprou-
vette ou encore dans le cas d’une sollicitation complexeymawchique. Auquel cas, une
seule identification locale ne permet pas de rendre comptemiportement du matériau
et il devient nécessaire d’étudier les variations des [pétgs mécaniques pour le déve-
loppement du calcul des structures hétérogénes.

Les jauges de déformations ne permettent d’obtenir qu'nfeermation moyennée, typi-
quement sur une surface de quelquesrariemplacement ou elles sont situées. De plus,
les mesures par jauges ne sont valables que dans une cettajeede déformation. Les
composants servant a leurs fixations (colles, vernis. cgssitent de multiples opérations
manuelles de I'expérimentateur, ce qui augmente les risdiggreur de mesure, et sont
tres “opérateur-dépendant”.

1.3.2 La corrélation d'images numériques

Depuis plus d’'une vingtaine d’années, des méthodes aliezaebasées sur des ac-
quisitions optiques sans contact comme le suivi par cdio@élal’images ne cessent de
se développer. En paralléle, le développement rapide geseifs photos et des caméras
numériques (CCD,CMOS...) va de pair avec I'essor de cesadéthet leur fait gagner
du terrain dans le monde de la mécanique des solides, riarofant ainsi la besogne des
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mécaniciens et ouvrant de nouvelles perspectives dansdetédsation des matériaux en
mécanique des solides [Kobayashi, 1987]. Les principalgdsiiques sont la photoélasti-
cité, le moiré interférométrique, l'interférométrie hglaphique et de speckle, la méthode
de grille et la corrélation d'images numériques (CIN).

La CIN donne acceés, non plus a des valeurs scalaires con@apioa une information
locale, mais a des champs de mesure et donc a des informhgansoup plus riches
('équivalent de trés nombreux capteurs), typiquemend, gidles de données de taille
200x 200 pixels, capables de rendre compte du comportement dérimatplus parti-
culierement dans le cas d’essais hétérogénes. La gamnieetiéed’ observation est trés
large, allant de la microscopie optique via I'exploitati® techniqgues comme la micro-
scopie électronique a balayage (MEB) [Doumalin et Borri290, Suttoret al., 2006]
ou la microscopie a force atomique (AFM) [Chasiotis et Kra@2902, Haret al., 2010],
jusqu’aux images de satellite [Scamlsdsl., 1992, Leprincet al., 2007], et confere a cet
outil une grande polyvalence [Rastogi, 2000]. Un compraiois néanmoins étre trouve
entre la résolution de I'image (richesse de la mesure) éidalution spatiale. Se répan-
dant de plus en plus dans le milieu industriel, la CIN potarmettre d’accéder a des
mesures dans des gammes de vitesse de déformation ou les jaégenteraient des dif-
ficultés de mise en ceuvre (collage, dimension de la zone awapsetc.), par l'utilisation
de caméras rapides, voire ultrarapides, permettant décquusieurs millions d'images
par seconde. En particulier, la détection des hétéroggnéés matériaux composites est
devenue possible grace aux techniques de Mesures de Chisit} de déplacements
ou de déformation. De plus, les derniéres générations diagp numériques donnent ac-
ces a une grande quantité d’informations. En effet, chaguet gu capteur CCD apporte
une information codée sur un nombre de bits définis par lalsétesdu capteur (typi-
quement 8, 12 et 16 bits). Chaque image brute est stockédesimusne d’une matrice 2D
dont chaque case a une valeur que I'on appelle “niveau dé gris
La méthode de corrélation d'images numériques a été iratiédébut des années 1980
grace aux travaux de [Peter et Ranson, 1982] sur la détetionrdes déplacements plans
et des déformations d’un solide a partir d'images numésglieltrasons. Plusieurs ameé-
liorations ont été apportées dans les années suivanteg gui concerne notamment
I'algorithme de détection sub-pixel basé sur l'interpimiatdu déplacement [Suttaat al.,
1983]. Dans la suite, l'utilisation de la transformée rapak Fourier ourast Fourier
Transform(FFT) pour la détermination des déplacements s’est avépide et précise
pour les petites déformations planes [Cleeal., 1993]. Enfin, les travaux de [Hild, 2002],
présentent une évolution du traitement des images pariéabon pour des analyses en
tres grandes déformations, grace a une nouvelle approchiéchelle.

La CIN consiste a comparer deux images pour estimer les cplents des points d’'une
image déformée par rapport a une image de référence. Lestliges de corrélation
utilisent les images sous forme de matrices de niveaux decgmme données d’entrée.
Pour pouvoir appliquer cette méthode, il faut que la surfdoservée de I'échantillon testé
dispose d'un marquage. Selon le type de matériau, un mas@stsoit présent de ma-
niere naturelle soit déposé manuellement a I'aide de sprgethture noire sur la surface
peinte préalablement en blanc. L'opération de corrélatmrsiste alors a rechercher, dans
I'image de I'’échantillon déformé, le méme mouchetis quesdamage de référence. Un
point de coordonnéex,y) de I'image initiale de tailleQ est caractérisé par une valeur
f(x,y) qui représente son niveau de gris. Cette valeur est comgmise 0 et 256 (pour
un capteur 8 bits). Aprés déformation, le domairg) se trouve erfX,Y) tel que :

X = x4u(xy) (1.1)
Y = y+v(xy) (1.2)

avecu,Vv les composantes du déplacement recherché. Pour les déternpar analyse
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d’'images, on compare la fonctidrix, y) de I'image de référence avec la fonctigiX,Y)
de niveau de gris de I'image déformée. On montre alors quenietibn de corrélation
C(a,B) est maximale poun = uetf =v, avec:

C(G,B):/Qf(x,y).g(x—i—a,y—i-B) dx dy (1.3)

La recherche du maximum du coefficient de corrélation pedeadéterminer le dépla-
cement d’un pointx,y). Par ailleurs, la précision de la mesure est de |'ordreuhpixel
grace a l'utilisation d’algorithmes d’interpolation quegmettent d’évaluer les translations
locales.

Plusieurs logiciels commerciaux et universitaires dédiésvu le jour. La plupart de ces
codes utilisent des méthodes de corrélation dites “lotatps consistent a utiliser la
meéthode de la corrélation croisée, basée sur I'analyse daefdGasquet et Witom-
ski, 2000]. Celle-ci donne une réponse maximale quand fendéformée et I'image de
référence corrigée du déplacement recherché deviennpetpasables au mieux (1.3).
Cette opération est faite en pratique sur une série d’ineggui forment chaque région
d’intérét sélectionnée. Le champ cinématique rechercrd@l@s décomposé en une mul-
titude de transformations locales indépendantes définieles imagettes préalablement
choisies (comme un mouvement de corps rigide, ou une désaripnrichie). Ce type
de description appelle trois choix : I'ordre d’interpotatide la transformation, la taille
des imagettes omone of interesfZOl) et le pas d’échantillonnage de la région d’intérét.
Ces choix ne sont pas anodins et influencent la qualité du glcam@matique recherché,
ce qui souligne le caractére opérateur-dépendent de laBdhértet al., 2009, Bornet
etal, 2011].

Dans les méthodes de corrélation dites “globales”, la regimtérét n’est pas dé-
coupée en imagettes, mais traitée en une seule fois. Pasnodeiels de corrélation
globales, on peut citer 'outil CORRERf [Hild et Roux, 2006] qui a été développé au
LMT-CachanUne de ses spécificités est qu’il permet d’obtenir un chaenpéplacement
de type “élément fini”, de méme nature que les champs provelesrsimulations nume-
riques. Il est néanmoins possible d’utiliser d’autres syge champs, comme les champs
isogéométriques par exemple [Elguedjal, 2011]. Cet outil repose en particulier sur
I'hypothése de continuité du champ de déplacement mesaréomhtinuité du champ me-
suré permet d’évaluer 'erreur de corrélation en faisamtifi&rence brute entre I'image
de référence et I'image déformée corrigée du champ de d&pkat mesuré. Ce champ
d’erreur est un indicateur local de la qualité de la corréhat

L’approche multiéchelle La technique de corrélation de I'outil CORRE¥ est basée
sur une détermination multiéchelle robuste, ou le champéadadement est déterminé
une premiere fois sur une image de résolution grossiers,dauplus en plus fine via des
évaluations itératives. La fonctidr{x, y), représentant I'image de référence, est supposée
différentiable, puis la fonctiog(x,y) de 'image déformée est représentée par un déve-
loppement de Taylor au premier ordre. L'utilisation du déppement de Taylor repose
sur I'hypothese que les déplacements restent petits. Rautexture fine de I'image et
un déplacement initial important, cette condition n’esispdatisfaite. Pour pallier ce pro-
bléme, une étape dmarse-grainingest utilisée dans CORRE®4, et consiste a agréger
les pixels en “super-pixels” en moyennant les niveaux de @des pixels contenus dans
chaque "super-pixel”. Des images tletg sont générées pour des "super-pixels"” de taille
2 x 2 pixels, 4x 4 pixels, 8x 8 pixels et 16x 16 pixels. Le déplacement est ensuite cal-
culé en commencant par I'échelle la plus grossiére. Destitdérs s’en suivent en utilisant
une imagey corrigée a partir du déplacement précédent. Les itératiantent quand le
déplacement total ne varie plus au dela d’'une tolérancesfinéel.
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A linstar des calculs éléments finis classiques, les allgores de CIN contiennent
plusieurs parametres qui doivent étre ajustés car ils itepadirectement les champs ci-
nématiques obtenus. Cela constitue un changement imppaamapport a I'utilisation
des jauges préalablement étalonnées ou d’extensomeatigggssitent tout de méme le
choix de leur taille). C'est a l'utilisateur de faire les ‘fiwy choix en se basant sur le type
d’essai et les différents critéres d’'incertitudes dontspose.

Par ailleurs, il faut noter que I'évaluation des champs miattques ne constitue pas le
fond du probleme dans le domaine de l'identification, castcj@utot leur utilisation
pour appréhender les parametres intrinseques du maténawmf caractériser le com-
portement mécanique de ce dernier. Avant de passer a I'dtaemtification, il convient
d’aborder un probléeme amont qui est celui des incertitugesidsure. En effet, les me-
sures expérimentales sont toujours entachées d’erreuertigripations. Les sources des
perturbations sont multiples et vont des erreurs de magtijpnl aux incertitudes liées aux
moyens de mesure, notamment les erreurs de corrélationelaas particulier des me-
sures de champs.

Par ailleurs, certaines applications nécessitent legmétions. Elles peuvent étre quali-
tatives comme la détection des endommagements locaux oditgtises comme la mé-
thode des champs virtuels [Grédietcal., 2006], et il est possible d’estimer les champs
déeformations a partir des déplacements obtenus dans |l€pldi@, hormis les méthodes
permettant d’obtenir directement les champs de déformficanciset al., 2007, Badu-
lescu, 2010]. Cela demande d’en estimer numériquemengabiiegt, souvent a partir de
schémas de type différences finies, ce qui s'avére tresldersaix perturbations sur les
mesures. Des méthodes de filtrage peuvent étre utiliséesypoimiser cet effet sur les
champs de déformation [Avrdt al., 2008b], et certains filtres sont proposés dans quelques
outils de corrélation comme le logiciel VIC-2D [Correlatestblutions, 2013] utilisant une
approche de corrélation locale.

1.4 Probleme des perturbations et fiabilité des
mesures

En sciences expérimentales, il n’existe pas de mesuresesx#&elles-ci ne peuvent
étre qu’entachées d’erreur d’incertitudes liées au pod&oexpérimental utilisé, la qualité
des instruments de mesure ou le réle de I'opérateur.

1.4.1 Les erreurs entre chaine d’acquisition et corrélatio d'images

L'évaluation des sources d’erreurs sur la chaine d’adipisenveloppe les instru-
ments de mesure en se basant sur les données fournies pasteucteur telles que la
classe de I'appareil et le calibre. On parle d’erreurs syat@&ues quand il s’agit de ré-
glage du zéro des appareils, des erreurs de méthode ou elucarsllissement des com-
posants. Lors de prises de clichés avec un appareil photéfeanumérique, les erreurs
proviennent notamment de la synchronisation des prisesages avec la mesure de l'ef-
fort, de la manipulation du trépied et de la source lumineles erreurs dites aléatoires
sont principalement celles dues a I'appareil de mesuresocdeditions extérieures (tem-
pérature et dilatation, pression atmosphérique, humid)té
Les sources de perturbations en amont de I'étape de caoréla¢uvent étre classées
comme suit :

1. Erreurs systématiques de positionnement
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2. Qualité de la surface observée (erreur aléatoire)
La qualité des déplacements calculés par CIN est liee, autres, a la qualité de la
texture de 'image. L'opération de marquage de la surfaceiée doit donc étre
faite avec soin, de sorte que I'histogramme des niveaux idedgs clichés repreé-
sente une distribution avec toute la plage de valeurs (de3bp8ur des images
codées en 8 bits), en d’autres mots, I'image doit conterffissamment d’'informa-
tions pour mener une analyse correcte derriére.

3. Les bruits intrinséques (erreurs systématiques), [odar la chaine de détection
(le capteur CCD, les étages d’amplification, le numérideusruit d’obscurité (ou
thermique)...)

Les travaux de [Suttoet al, 1999] montrent que la précision des déplacements
obtenus par CIN dépend notamment du niveau de codage de &aa&€D. Plus

la numérisation de I'image se fait sur un nombre élevé de pits le nombre des
niveaux de gris présents dans l'image sera important. R@écent, la texture
bénéficie de plus de motifs et permet I'obtention de meidsyverformances. La
taille du capteur CCD définit le nombre de sous-échantibg®s de I'image lors
de la numérisation. Ceci signifie donc que 'augmentationa@ubre de pixels pour
I'enregistrement aboutit a une augmentation de la réswidpatiale des données
optiques et, potentiellement, des performances liéesiaHasse des mesures. Un
critere de sélection est fixé pour savoir si le nombre de nivele gris est suffisant
ou pas : si une photo est prise suits alors cette photo doit contenir au minimum
aux alentours de"hiveaux de gris, ce qui signifie que la dynamique de I'image es
utilisée de maniére optimale.

4. Le bruit de signal (photon), est relatif a I'émission déulaiére au cours de I'essai
[Holst, 1998] et proportionnel a la racine carrée du sighalsource lumineuse
utilisée, qui peut étre naturelle (la lumiére du jour) oufiaielle, peut selon le
cas, induire un bruit de photon et/ou un bruit thermique. leawement de corps
rigide pendant I'essai peut notamment changer I'éclaidg& zone observée en
la décalant. La maitrise de I'éclairage d’'une part, et lelaEpnent du systeme
d’observation d’autre part, peuvent combler cet artefais le centrage sur la
zone observée peut étre peu précis.

5. Le bruit de traitement numérique des images, qui est larsoquadratique du bruit
de signal et du bruit de lecture de la caméra, corrigé du tiofitset.

6. Le déplacement hors-plan qui provoque des erreurs sigtiviés dans la mesure
des déplacements plans. Afin de s’en affranchir, [Suébal., 1999] proposent
I'utilisation de lentilles & grande distance focale, ma#ie solution reste insuffi-
sante dans le cas de grands déplacements hors-plan. Uaesaluition consiste a
utiliser un objectif télécentrique [Sutt@b al., 2008] qui permet de ne capter que les
déplacements dans le plan d’observation, mais limite foes# la taille de la région
d’étude. Par ailleurs, dans le cadre de mesures de champa 8i@réo-corrélation
[Garcia, 2001, Orteu, 2002] permet d’éviter ce problemaquiielle tient compte,
justement, des déplacements hors-plan.

7. Enfin, l'utilisation de mesures en surface ne permet pasrm#re compte du com-
portement a I'intérieur de la matiére. Cela peut donc intiedun certain nombre
de biais. Dans ce sens, I'exploitation de mesures volursigtigeur confrontation
a des modeles 3D est plus rigoureuse.

En plus des erreurs de mesures, viennent s'ajouter legedealcul relatives a I'exploi-
tation des clichés par corrélation d’images. Quelquegielgi (ex : CORRELI) contiennent
des outils d’analyse de texture. Une analyse détaillée si@weurs est disponible dans
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[Bornertet al,, 2009], et montre qu’il existe différents régimes d’ersecontrolés par les
parametres de corrélation. Les principaux parametresgissent les erreurs de corréla-
tion sont :

1. Le choix du schéma d'interpolation des niveaux de grismpeéant la localisa-
tion sub-pixel, peut modifier sensiblement les résultat§éi2ntes interpolations
peuvent étre utilisées : de type polynomiale, B-spline atoende type transfor-
mée de Fourier ou transformée en ondelettes.

2. Le degré de la base de projection dans le cas de déplacetypateléments finis.
Dans ce cas, I'erreur est contrélée par I'écart entre lestimms de forme et le vrai
déplacement préalablement imposé.

3. Lataille des imagettes (ZOl), qui conditionne la résoluspatiale en déplacement.
Typiguement, une grande taille de ZOI permet de réduire ué puisque ce der-
nier est moyennée sur une plus grande zone. Cependantplatiés du champ
obtenu s’en trouve réduite. Un compromis doit donc étredatte les perturba-
tions de mesure et la résolution spatiale souhaitée. Ce gt dépendre de la
nature du phénomeéne a observer. Si I'étude concerne, pampéxele suivi d'un
front de fissure ou s’intéresse a la cinématique autour dsimgularité, une bonne
résolution spatiale des champs cinématiques est soulesdtfid de détecter ces in-
formations de maniére précise. A I'opposé, si I'on méne waielsomogéne, une
taille de ZOl plus grande permet de réduire le bruit sansfoent perdre les infor-
mations mécaniques requises. En résumé, une taille pestéldments permet de
mieux capter la cinématique sur la surface de I'éprouvettis mugmente l'incerti-
tude sur le champ de déplacement mesuré. Un compromis entreylennage des
perturbations de mesures et la résolution spatiale du cltamématique soit alors
étre trouvé, en fonction du niveau de bruit, de la texturegylttnomene a observer,
etc.

Les outils de corrélation qui calculent des champs globautinstar de COR-
RELI, présentent 'avantage de pouvoir calculer I'indedea priori, en calculant
moyenne et écart-type de I'erreur de corrélation. Celaa@tsti imposant un dépla-
cement artificiel et connu a I'image de référence et en le evam au résultat de
corrélation de I'image ainsi déformée, pour difféerenteldetmde ZOI. De la méme
maniere, la sensibilité de la corrélation vis-a-vis du bpg&ut étre évaluée par le
rajout d’un bruit connu niveaux de gris. Les études de [HilR@ux, 2006, Roux et
Hild, 2006] montrent que pour un bruit blanc gaussien, léat@n de I'écart-type
moyen de I'erreur déplacement, calculé pour différentdiesade ZOl, est linéaire
par rapport a 'amplitude du bruit et inversement propaontielle a la taille de la
ZOl.

4. Le décalage entre les zones d’étude consécutives, qui,une taille d'imagette
fixée, définit la résolution spatiale de corrélation. Ce peatae influence essentiel-
lement la qualité des champs de déformation obtenus pareiiffiation des champs
de déplacement. En général, il est pris inférieur ou égalalla de la zone d’étude.
En particulier, un décalage plus petit que la taille de la Z&traduit par une “cor-
rection” du champ calculé au niveau des zones de recouvitaiaenmagettes. Ce
point ne concerne que les approches locales de corrélation.

1.4.2 Identification et gestion des incertitudes

Le probleme des incertitudes de mesure est un problemetguénd on parle d’iden-
tification. Il est commun a I'ensemble des stratégies diifieation, en particulier dans
le domaine élastique ou le rapport signal / bruit est pegijui conduit a I'altération des
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résultats d’'identification. Cela devient encore plus péotdtique quand les déplacements
sont dérivés, dans le cas des méthodes nécessitant lesdééors, hormis le cas des
techniques qui procurent directement les dérivées deadg&plents comme, par exemple,
les méthodes de grille [Badulescu, 2010] et la techniquéndarsgraphie [Francet al.,
2007]. En effet, les petites erreurs de mesure peuventridei grandes erreurs dans le
calcul des dérivées a cause de la dérivation du bruit [Getexly 1996].

La question qu’on se pose est alors : comment gérer les patinins de mesure ?
Deux réponses ont été proposees dans la présente étude :

1. En amont, par le filtrage des mesures. Dans cette paitigdtt du filtrage sur
I'identification de paramétres matériels en élasticit&dine est étudié sous cer-
taines hypothéses, et est basé sur la mise en place d’'utien@atre perturbations
de mesure et résultats d’identification. Cette piste retjlaeconnaissanca priori
des perturbations, ce qui peut étre laborieux au vu despiagtsources d’erreur.

2. Dans la formulation du probléme inverse. Dans cette @sogipartie, les incerti-
tudes de mesure sont gérées pendant le processus d’iggittifien se placant dans
un cadre déterministe ou non déterministe.

La prochaine partie aborde la problématique d’'identifimagn mécanique, et quelques
stratégies d’identification seront présentées.

1.5 Cadres d’identification et approches inverses

Plusieurs méthodes d’identification ont été adaptées darentent dédiées a I'ex-
ploitation des mesures de champs dans le cadre de I'étaédir@aire afin de caractériser
les propriétés élastiqgues de matériaux hétérogénes. Gasefiyocédures nécessitent des
champs de déformation alors que d’autres requiérent lesghde déplacement.
Plusieurs de ces méthodes utilisent des techniques d'igatiion vis-a-vis du bruit. On
peut citer la méthode de I'écart a I'équilibre reconditiéanouReconditioned Equili-
brium Gap MethodEGM) [Roux et Hild, 2008] qui consiste a s’affranchir de lérid
vation des champs de déplacement perturbés, la méthodéaeps virtuels, owirtual
Field Method(VFM) [Grédiacet al., 2006], basée sur le principe du travail virtuel et
permettant de construire des champs virtuels optimau®wis- du bruit, la corrélation
d’'images numeériques intégrée, Imegrated Digital Image Correlatiod-DIC) [Réthoré
et al, 2009, Leclercet al., 2009] qui filtre le bruit pendant I'opération de corrélatio
d’'images en rajoutant des contraintes mécaniques basédgsinformationsa priori
sur les champs.

[Avril et al, 2008a, Grédiac et Hild, 2012] récapitulent plusieurstégi@s d’identifi-
cation dans le cadre de l'identification de paramétres &&ss@cdes modeles de com-
portement. Ces stratégies ont, d’'ores et déja, démontrefécacité a réduire I'effet du
bruit, mais souvent pour des niveaux assez bas ou des nuxtpea complexes. Quelques
grandes familles de problemes d’identification et de sgiagde résolution par approche
inverse sont succinctement présentées ci-apres.

1.5.1 Quelques grandes familles de problemes inverses

De maniére générale, pour un probleme direct donné, unérabinverse consiste
a déterminer une caractéristique de ce probleme a partirad@gurs associées aux so-
lutions du probléme direct. En pratique, il faut mesurergr@sdeurs. La caractéristique
recherchée peut étre de nature géométrique ou matériabecandition aux limites ou
un chargement, ou encore des conditions initiales danslde dynamique transitoire,
a partir de mesures pouvant étre de nature effort, déplattedéformation, accélération
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ou température. Pour ce faire, il faut un modeéle et un jeu mbtlyeses, un choix des
quantités mesurees, et une paramétrisation des quaettésrchées.

L'identification de parametres matériels se réfere souventprobléme inverse d’'iden-
tification [Bonnet et Constantinescu, 2005]. Plusieursrages offrent une présentation
assez compléte de ses caractéristiques et abordent ptuapgaroches de résolution [Ti-
khonov et Arsenin, 1977, Badeva et Morozov, 1991, Bui, 18@8\net et Constantinescu,
2005]. Dans ce qui suit, on va présenter quelques grandekefaae problemes inverses
qui seront illustrées avec des exemples concrets, tels qutérviennent dans les sciences
de l'ingénieur. Cette liste n'est pas exhaustive.

1.5.1.1 Identification de propriétés matérielles

Dans le cadre suivant, le but est de caractériser le compertedu matériau étudié.
Dans I'absolu, ce dernier peut étre homogéene ou hétérogpampe ou anisotrope, et on
cherche a identifier les propriétés matérielles qui parengesa loi de comportement.

Si on se place dans le cas d’'un matériau homogéne soumis gairhesnogéene (comme
la traction simple), les mesures sont généralement : tefflobal F et une mesure ci-
nématique (la déformationavec une jauge, ou l'allongemeditavec un extensometre).
Pour la résolution de ce type de probléme, certaines hypesh&ont nécessaires et dé-
pendent de la formulation utilisée. Ici, dans le cadre déseseperturbations (HPP), on
peut faire 'hypothése d’homogénéité du comportement stabatraintes dans la zone
utile de I'éprouvette étudiée. La contrainte se calculesstommeo = F/s, avecSla sec-
tion de I'éprouvette. Pour un matériau ductile, c’est latcainte vraie qui est en général
calculée, tenant compte de la variation de section au caufessai. Elle est égale a la
charge rapportée a la section instantanée. Lidentifinadiesp parametres matériels se
fait classiguement par la minimisation de I'écart entreniesures et la modélisation des
grandeurs associées.

D’autres types d’essais consistent a maitriser les héd@gges comme les essais sur un
matériau homogéne soumis & un chargement complexe, lés ggsatructure ou parties
de structure, ou encore des essais types comme la tractieamsiplaque trouée [Silva
et al,, 2007] et les essais de cisaillement losipescu [Arcan, 1 #84’hétérogénéité pro-
vient d’une singularité géométrique. L'hétérogénéitét@issi provenir de la texture du
matériau, auquel cas, I'association avec un essai sousitsbibn homogéne comme la
traction constitue un premier pas pour I'étudier de marsargle. L'utilisation des me-
sures de champs prend tout son intérét dans I'exploitatessdis hétérogenes, tous cas
de figure confondus.

1.5.1.2 Complétion de données au bord

Dans ce type de probleme, on considere un domaine d’éudgec un bordQ
se décomposant en trois partied; Q, 0,Q et Q. Des conditions aux limites mixtes
sont mesurées sur deux parties de la frontiére et sont deNgpmann sub:Q et de
type Dirichlet surd,Q. Ces deux parties de la frontiére se chevauchent de sortdegue
informations surabondantes sont disponibledgeR = 0,QNd:Q # 0. On chercheici a
déduire les conditions aux limites sur la padigQ, ou I'on ne dispose d’aucune donnée,
a partir des informations surabondantes sur le bord.

Une variante classique de ce type de probleme est rencamntriermique. Consideé-
rons un domain€ avec une conductivité thermigaehomogéne, et un bord de domaine
qui se divise en deux parti@g:Q etdzQ. Des donnés de températuiie£ Ty) et de flux
(g.n = dq4) sont disponibles sur le bod};Q, avecn la normale extérieure, alors que les
données sur le bord, Q sont & déterminer. Ainsi, les caractéristiques de ce pnobide
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thermique sont :

dansQ: AT =0
surdysQ: T =Ty

OT.n= —% (OF
surdzQ: on cherchd et® (probleme de Cauchy)

(1.4)

Le probléme inverse admet une solution si les données nautég  Q sont compatibles.
De plus, d’aprés le principe de Saint-Venant, la solutiopiibleme inverse analogue en
mécanique est, contraiement au probleme direct, trestdergix données.

1.5.1.3 Détection de fissure ou d'inclusion

Le troisieme type de probléme d’identification concerne dtedtion de fissure ou
d’inclusion. Cette problématique est notamment rencerdans le domaine meédical, ou
biomécanique, pour la détection de tumeurs du foie par ebeerep nucléaire pour la
détection de fissures dans le circuit primaire d’'une cemtnakléaire, ou encore pour la
recherche de gisements de pétrole en détectant les siigsildu sol en profondeur. Deux
types de sollicitations sont utilisés selon la nature dibj@me : une sollicitation statique
ou une sollicitation dynamique. Dans le dernier cas, lesrimétions sont relayées via la
propagation d’ondes et sont, par conséquent, plus riches.

1.5.1.4 Recalage de modéle de structure dans le domaine \aloire

On considere un cas simple d’'une masse attachée a un ressodreerche a identifier
la constante de raideltret la massen. La grandeur mesurée est le déplacenxérten
fonction du temps, proportionnel a la fréquence propre ditesgew. La modélisation
de l'essai se fait avec I'équation d’une oscillation libtedes conditions initiales, qui
permettent d’évaluer une fréquence propre “modelg; proportionnelle au rapport des
deux inconnuek etm, et de la comparer a la mesweL@quation du mouvement et les
conditions initiales s’écrivent :

mxX+kx=0
. ) 1.5
{mmzm . X(0) =% (1)
=
X(t)=Acogwmt+@) , Wpn=+Km (1.6)
Xo=Acosp , Xo=—AwnSing '

L'expressionw? = k/m est une équation avec deux inconnues. Il n’y a donc pas dténic
de solution pour le couplg, m).

En recalage de modele éléments finis, on peut considéremtipbe d’un pare-brise
excité par pot vibrant, avec des mesures d’accélératioanales en quelques points a
I'aide d’accélérométres ou d’un vibromeétre laser, desgjaelpeut déduire des fonctions
de réponse en fréquence (FRF). Une modélisation élémeistsiéifiessai permet d’avoir
une fréquence modéle qui sera comparée a la fréquence rebarés le méme contexte,
I'utilisation de l'interférométrie holographique, bassar I'interférence de deux images
de I'objet étudié a des instants différents, permet degéaties mesures de déformation
et de vibration et de définir une erreur sur la déformée mquiale chaque mode apparié,
a partir de données issues d’un calcul de structure élérfirist$Humbert, 1999]. Outre
les fréquences, le recalage peut étre fait sur d’autrestgipedonnées. Par exemple, la
thermoélasticimétrie peut étre une alternative expériaieret permet de donner acces
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aux champs de contraintes. Les grandeurs thermoélastigue®nt étre utilisées pour
évaluer et améliorer la prédictivité en contraintes des étexden les confrontant aux
grandeurs équivalentes calculées a partir d’'un modéleegltmniinis.

1.5.2 Nature mal posée des problemes direct et inverse

La résolution du probleme inverse passe en général par ape #titiale de modéli-
sation du phénomene, dite probléme direct, qui décrit combies parameétres du modéle
se traduisent en effets observables expérimentalement.

Jacques Hadamard a proposé une définition des problemest(dir inverse) bien po-
sés qui rassemble un certain nombre de conditions pour guedsolution soit robuste.
Ainsi, un probléme inverse est bien posé au sens d’Hadarhiadbmard, 1902] si :

(i) une solution au probléme existe ;
(ii) cette solution est unique ;
(i) la solution est continue par rapport aux données.

Si I'un de ces trois points n’est pas Vérifié, le probleme éshdl posé.
Les origines du caractére mal posé du probleme direct sokipies et peuvent affecter
une ou plusieurs conditions de la définition de Hadamardeuit 3’agir d’'un probleme
de conditions aux limites. Disposant de mesures dans leidergétudié, des données sur
le bord du domaine peuvent étre partiellement ou totalenmeligponibles. Cela a pour
conséguence d’altérer la condition d’existence.
Une autre source d’altération du caractére bien posé duepnabest l'incertitude des
mesures ayant pour conséquence l'existence de plusidutas ainsi qu’une possible
instabilité de la solution, selon la nature du problémestegedire qu’'une faible pertur-
bation des données peut conduire a une forte perturbatiden stdution. Cet aspect est
fortement liée a la sensibilité de la méthode d’identifimatiitilisée vis-a-vis des pertur-
bations, et est tres problématique dans la mesure ou il aé& plrs possible d’approcher
de facon satisfaisante la solution du probleme inversesDanas ou les conditions aux
limites ne sont pas directement mesurées (pas d’incezsStde mesures), les définir a
partir d’hypothéses, en s’appuyant sur la mesure d’'unedguaglobale et une hypothese
de répartition de cette grandeur sur une partie du bord dwohenétudié par exemple,
introduit une erreur de modélisation (en plus de celle duéteode comportement). La
richesse des mesures permet par ailleurs de mieux conuktidée probleme d’identifica-
tion. Cette richesse peut étre spatiale, comme le cas dagesede champ, temporelle
dans le cas des essais dynamiques, ou encore spatio-téimpore

Afin de résoudre un probléme inverse mal posé, il faut le foameer en un probleme
bien posé. Plusieurs pistes de régularisation sont pessibl

() Existence :
— élargir 'ensemble des parametres;
— reformuler le probléme en un probléme de minimisation e la réponse du
modéle colle au mieux aux mesures, selon un critere qui sedédinir.
(ii) Unicité :
si plusieurs solutions existent :
— mettre en place un critere de choix;
— reformuler le probleme pour favoriser certaines solipar rapport a d’'autres,
par I'ajout d’informations supplémentaires (informasa@priori) ;
— accepter I'existence de plusieurs solutions, par exepplaodélisant la solution
comme une densité de probabilités. Pour cela, on pourrafé@ré@ux travaux
menés en recalage par approches bayésiennes [Tarant@ba Z2@&ng, 2010] ;
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— repenser I'essai pour qu’il soit discriminant.

(iii) Continuité par rapport aux données :
— réduire la taille de I'espace des paramétres (troncature)
— régularisation : rajout d'un terme de minimisation d’'@perafin de discriminer
les oscillations, ou d’'un terme de distance par rapport avateur de référence
des quantités physiques recherchées.

De surcroit, le caractere mal posé du probléme inverse peuté a une pauvreté du
modele qui n’est pas capable de représenter les phénomgrsgues mis en jeu, en plus
de la perturbation des conditions aux limites mesurées @ate souvent des problémes
d’unicité et de continuité de la solution. Il est donc pasfoécessaire d'utiliser, en plus
de I'approche inverse, des techniques de régularisationgiabiliser la résolution.

Les approches de résolution dites directes le sont dans darmeu elles résolvent le
probleme inverse sans faire appel a la résolution du prabiinect associé ou de fagon
analytique. Par ailleurs, quand l'identification par aghminverse variationnelle directe
admet une solution, celle-ci n’est pas forcément unique etuks, elle peut correspondre a
un modele pas tres réaliste. Il peut donc étre intéressatiliser une méthode en mesure
de quantifier I'erreur qui est faite sur le modéle et d’ennteoimpte dans le processus
d’identification.

En mécanique, les approches de résolution inverses peseegrouper en deux grandes
familles : les approches par champs auxiliaires et les appsovariationnelles.

1.5.3 Approches par champs auxiliaires

La résolution par champs auxiliaires est une formulatiabléadu probléeme mé-
canique, potentiellement variationnelle, ou on choisg deamps test particuliers. Elle
consiste a utiliser la connaissance de I'opérateur quitdécphénoméne physique que
I'on emploie pour formuler le probleme inverse. De faconspbwécise, on construit une
forme linéaire qui, lorsqu’elle est appliquée a des changpsquliers, fournit des infor-
mations sur la quantité cherchée.

L'idée d'utiliser des champs auxiliaires pour obtenir def®imations sur la quantité re-
cherchée a donné lieu a plusieurs méthodes d’inversiorx Beuntre-elles seront présen-
tées ci-apres.

1.5.3.1 Ecart a la réciprocité

La méthode de I'écart a la réciprocité, introduite par lesdaux de [Bui, 1993] puis
utilisée dans [Andrieux et Abda, 1996], s’applique aux peoies d’identification pour
lesquels il y a redondance des variables primales et duatdsa $rontiere du domaine
d’étude. Chaque groupe de ces variables permet de forneufobleme direct associé
au probléme d’identification et d’en trouver une solutidreXiste une propriété dite de
réciprocité qui exprime que le travail correspondant augdgraent du premier couple
dans la réponse du second est équivalent au travail du chargessu du second couple
dans la réponse du premier. Cette propriété de réciprastit@s appliquée a lafois a un
solide réel contenant les éléments recherchés et un sehile ‘et fictif ne les contenant
pas, de sorte que la différence entre les champs ainsi abfmrmette d’accéder a des
informations sur les quantités recherchées, voire legiftarde maniére explicite.

Sil'on considére le probleme abstrait suivant :

On chercheai € w44 tel que
(1.7)

YW € Ugg, a(u,v)=L(V)
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oU U 4q est 'espace d’admissibilité des champs de déplaceraesgt bilinéaire, symé-
trique, continue sutiag X Uag €tL est linéaire continue su,q. En élasticité, le théo-
réme de Maxwell-Betti s’appuie sur la symétrie de la formméairea(u,v) et postule
que pour deux formes linéaires différentgset L, relatives a deux solutions du probleme
u; etup, ona:

Ll(UZ) = L2(U1) (1.8)

Par extension, tout opérateur possédant la propriété détsgnpermet d’appliquer la
stratégie d’écart a la réciprocité. La méthode est égaleataptable aux opérateurs non
symétriques en utilisant I'état adjoint.

Lorsque les champs auxiliairegpeuvent étre construits analytiquement, aucune résolu-
tion de probléme direct n’est nécessaire. Néanmoins, fesnmations abondantes sur la
totalité du bord du domaine ne sont pas accessibles pouryfmitie probléme d’identifi-
cation. Par ailleurs, la réciprocité s’applique uniquetrencas de lois de comportement
linéaires.

1.5.3.2 Meéthodes des champs virtuels

La méthode des champs virtuels Wuitual Fields Method(VFM) est une méthode
d’identification des propriétés mécaniques a partir de gisaomématiques de déforma-
tion issus des mesures [Grédiac, 1989], non itérative estiélg. Elle est basée sur I'uti-
lisation du principe des travaux virtuels. L'équation degliilibre global est alors écrite
pour tout champ virtual* cinématiquement admissible. Dans un deuxiéme tempsg-int
duction de la relation de comportement comportant les prtgs matérielles recherchées
conduit a I'écriture de I'équilibre avec autant de champtueis que de propriétés a iden-
tifier. Des champs virtuels dits “spéciaux” [Grédetal., 2006] présentent la particularité
d’annuler les coefficients de toutes les inconnues sauf cetlherchée, ce qui conduit a
I'identification immédiate de I'inconnue pré-choisie. @eétape est ensuite répétée pour
les autres inconnues. Enfin, les champs virtuels qualifigsi® “optimaux” sont choisis
parmi une multitude de champs spéciaux selon le critereaddité de la solution vis-a-
vis des erreurs de mesure [Gréd@al., 2001].

Une de ses spécificités est qu’elle ne nécessite pas laomréatin modeéle simulant I'essai
réalisé. Des travaux assez récents ont permis d’étendrétleone a des cas non linéaires,
comme l'identification de 'endommagement dans [Chatadl., 2006, Kimet al.,, 2007]

et de la plasticité dans [Grédiac et Pierron, 2006].

1.5.4 Approches par minimisation

Dans le cadre d’identification du comportement élastiquel®@lendommagement
par perte de rigidité, a partir de mesures cinématiqueseftodt (mesures de champs ou
mesures redondantes sur la frontiére), le probleme dioediste a chercher, pour un jeu
de parametrep fixé, les champs solution vérifiant : I'équation d’équilibre, la relation
de comportement et les conditions aux limites. Si il y a recement des conditions aux
limites mixtes mesurées sur la frontiere, si celles-ci gamtiellement connues ou si les
champs cinématiques mesurés sont bruités, alors ce preldé&ett est mal posé avec
toutes les équations, sauf dans le cas ou le jeu de paramétsése bon, que les mesures
ne sont pas perturbées et que les conditions aux limitesofaitement connues.

Le probléme inverse se formule comme suit : troyvéel que toutes les équations soient
vérifiées :

— exactement : pas possible a cause des perturbations deenst¢sies erreurs de

modéle.
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— au mieux : selon un critére qui reste a définir. En pratigeames équations seront
vérifiées de fagon exacte par imposition de contrainte sagde les autres seront
simplement vérifiées au mieux via la minimisation d’'un ¢gtde non vérification
de ces équations. Cela conduit a la reformulation du probléientification en
un probléme de minimisation sous contraintes.

Les méthodes qui seront présentées ci-apres differeng gaoix des équations a vérifier
exactement et au mieux, et par le critere choisi a minimiser.

1.5.4.1 Meéthodes de recalage de modeles par €léments finis

La méthode de recalage de modéles éléments finisrote Element Model Updating
(FEMU) est basée sur le concept de recalage itératif de isatlumodeéle élément fini par
la comparaison entre des grandeurs mesurées et calcul@esnggh et Clough, 1971,
Collinset al,, 1974, Cottiret al, 1984, Hemez et Farhat, 1993, Pagnaetal., 2005].
On se place dans le contexte d’identificationglpropriétés matérielle8. Les mesures
peuvent étre : la résultante d’effoftet des champs cinématiques qui peuvent étre des
déplacements ou des déformatiors Le principe de la méthode de recalage de modéles
eléments finis est de construire un probléme direct bien posge tenant pas compte
d’'un certain nombre de mesures. Le probleme direct conaistieercher, pour un jeu
de parametre8 fixé, les champs solutiod vérifiant : I'équation d’équilibre, la relation
de comportement et 'admissibilité cinématique. Avec lahode des éléments finis, le
probléme direct s’écrit :

KU=F (1.9)

avecK = K(8) la matrice globale de rigidité, F le vecteur des efforts nodqui tient
compte de la mesuré en utilisant une hypothése de répartition de I'effort sufrés-
tiere. Les déformations, qui dépendent des param@frasnt obtenues a partir du calcul

comme .
e=BU (1.10)

ou B est la matrice des dérivées des fonctions de forme et le cllend@formation est
estimé dans la zone de mesure. Le probleme inverse s’écrit :

Trouver 8 minimisant :

pour une formulation en déformation :

30)= 5 (BU®) 8 (BU®) - (1.11)
ou, pour une formulation en déplacement :
1 AT -
3®)=5(V®-U) (uE-0) (1.12)

dont la solution s’écrit :
6Pt = arg ngin](g) (1.13)

Remarque

La fonction colt peut étre pondérée. Une matrice des poidsabios étre
choisie. Ici, elle est égale a I'identité. D’autre part, reues formulations
FEMU en déplacement et en déformations, il existe des fatimis FEMU
en effort [Avril et al,, 2008a].

L'évaluation deJ(6) demande la résolution d’un probleme éléments finis. Cette fo
mulation permet de traiter tout type de probléme et tout tigpparameétres du modéle.
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La recherche du minimum dg quant a elle, se fait de différentes maniéres, et peut dé-
pendre de la dimension du probléme a résoudre. Une faconrdectmsiste a résoudre

le probleme associé a la stationnaritéJde’est-f‘:\-dire(;’—é]k =0, vk € [1, p|]. La deuxiéme
piste consiste a utiliser les algorithmes de minimisatiorezherche. Plusieurs types d’al-
gorithmes existent, dont les algorithmes d’exploratigpetgénétique [Richard, 2000] ou
colonies de fourmis, et algorithmes de descente, qui, @oplupart d’entre eux, néces-
sitent le calcul du gradient de la fonction colt (méthodeidykex, méthode de Newton,

méthode du gradient conjugué, méthode de I'état adjoint).

Tres souvent, I'essai mécanique étant piloté par des gatlans controlées, celles-ci
sont considérées comme fiables et vérifiées exactementnd@as) on a pu voir dans
I'exemple traité plus haut, dans le cas d’'un essai pilotéfentequ’une hypothése sur la
répartition de I'effort a été nécessaire pour construirgribleme direct. Les méthodes
FEMU demandent donc une attention particuliére en terme@tigmination des efforts,
étant donné que la mesure d’effort concerne souvent letagses des actions méca-
niques sur les frontieres. Quant aux mesures de déplacemeatd déformation, consi-
dérées comme moins fiables, elles sont vérifiées au mieuxhbix de la répartition
“sollicitation - mesure” dépend de la confiance que I'on adea chaque quantité.

Au dela de I'élasticité, les méthodes FEMU peuvent étreigppes dans le domaine non
linéaire, comme I'étude de 'endommagement, de I'élaststptité dans [Cooremaat al.,
2007] ou encore de la viscoélasticité dans [Le Magabal.,, 2002, Le Magorowet al,
2003].

1.5.4.2 Meéthode de I'écart a I'équilibre

La méthode de I'écart a I'equilibre dequilibrium Gap MethodEGM) permet, a par-
tir de mesures de champs de déplacement, d’identifier utrébdison de propriétés élas-
tigues et son évolution au cours de I'essai (endommagentgig)consiste a vérifier au
mieux I'équilibre interne au sein du matériau. Toutes lasaéigns de la mécanique sont
alors supposées fiables, les mesures incluses, et la métbosiste a trouver le champ
de propriétés élastiques qui, a mesures de déplacemerds,fp@&met de respecter au
mieux I'équilibre interne [Claireet al, 2002, Ben Azzounat al, 2011c]. La vérifica-
tion de I'équation d’équilibre consiste ici a minimiser keforts résiduels locaux sur les
nceuds éléments finis. L'effort résiduel en un naeedt la somme des efforts résiduels
venant de chaque élément de maillage Q4 I'entourant. Cett&gure s’applique partout
sur la zone d’étude.

Sans la prise en compte de I'information effort, c’est untaste de modules de rigidité
qui est recherché. Lutilisation de la méthode des élémiamits avec des déplacements
nodaux connus permet une écriture faible de I'équationudliége, qui est linéaire en
déplacements et en propriétés élastiques. Un recalag®deastes de rigidité identifiés
peut étre fait en confrontant un modele éléments finis badé suesure d’effort avec les
champs de déplacement mesurés. Quelques calculs ité@iifalors conduits jusqu’a la
bonne concordance des champs de déplacement [Crouze®, 200

Appliquée a l'identification de 'endommagement a partis dbamps de déplacements
mesurés dans [Roux et Hild, 2008], 'TEGM reconditionnéeafgpune robustesse vis-
a-vis des perturbations de mesure en ramenant la foncti@racon écart de champs de
déplacement ne faisant pas appliquer la matrice de rigifiiigale aux déplacements, de
fagon a éviter leur dérivation, et donc I'amplification dwibr Pour l'identification de
'endommagement, la version reconditionnée de 'EGM pedauconnaissanca priori

de la forme de loi d’évolution de 'endommagement et visesiainidentifier, non pas
des contrastes de rigidité endommageés, mais les coeffalent loi d’endommagement
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préalablement imposée.

L'EGM présente I'avantage d’étre directement applicaldsme un post-traitement
pour tout champ de déplacement mesuré. Elle a été surtoliag pour I'identification
de 'endommagement isotrope a partir de champs de propiigtéopes et orthotropes.
Une des spécificités de cette méthode réside dans la nécdssiésoudre le probleme
d’équilibre posé sur la zone de mesure. Ce procédé préseptari, deux limites : la
premiére concerne I'imposition des déplacements persilsbéa frontiére afin de générer
le probléme direct, et la seconde se traduit par la non priseoepte d’'informations
fiables susceptibles d’étre présentes sur le bord de I'éitlbhancomme les bords libres
ou la résultante d’effort mesurée, quand la zone de mesucewnege pas la frontiére de
I'échantillon étudié. Par ailleurs, les mesures sont \é&&fide maniere exacte.

1.5.5 Lerreur en relation de comportement modifiée

L'erreur en relation de comportement (ERdC), sous son aspet; a été d’abord in-
troduite comme un estimateur d’erreur dans les calculseéiénfinis dans les travaux de
[Ladeveze, 1983]. Son principe repose sur la détectiomalierde modéle au sein de la
structure. L'idée motrice de 'ERdC est de vérifier au mieauxdlation de comportement
via un écart quadratique entre les champs modele et les afamspnt intervenir les me-
sures cinématiques. La prise en compte des incertitudesvasp@’introduire la variante
“modifiée” de 'ERdC pour le recalage de modéles de strustere dynamique vibra-
toire, sur la base de I'analyse modale, avec des donnéesragpéales portant sur les
fréquences propres et les déplacements modaux dans [Rey@8€], puis adaptée aux
problémes de vibration forcée dans [Ladeveétral, 1994]. Dans [Deraemaeket al.,
2002], elle a été couplée a une méthode de réduction de meaegedans [Decouvreur,
2008] pour la caractérisation d’absorbeurs acoustiqwes, @e extension a un probléme
3D s’appuyant également sur une réduction de modele pdigrmalprobléme des degrés
de liberté élevé des structures industrielles. En n'impbphus les mesures de maniére
forte, cette variante a apporté des améliorations notanenatiere de robustesse vis-a-
vis des perturbations de mesure, en résolvant notammenvldeme d’'incompatibilité
des conditions aux limites duales qui découle de leur agmrtirbé, et en réalisant un
lissage implicite des données expérimentales perturligette approche a été adaptée
aux mesures de champs dans [Calletlal, 2002], et sous sa forme non modifiée dans
[Geymonatet al., 2002, Latourte, 2007, Florentin et Lubineau, 2010].

Une notion équivalente a celle de 'ERdC a été appliquée pmaentification de
la conductivité thermique a partir de mesures de tempéraude flux, par I'introduc-
tion de fonctionnelles énergétiques de Kohn-Vogelius d&a$in et Vogelius, 1984],
puis dans [Kohn et McKenney, 1990] pour I'identification decbnductivité électrique.
L'ERdC modifiée a été ensuite franchement appliquée a ltifieation de propriétés élas-
tiques a partir de conditions aux limites fortement perehdans les travaux de [Feissel,
2003, Feissel et Allix, 2007] en dynamique transitoire. @tkention particuliere a été
portée a la résolution du probléeme de base (3.1.2.1) qus ldacontexte dynamique tran-
sitoire, aboutit a un systéme d’équations aux dérivéeseflag en espace et en temps
possédant des conditions initiales et finales en temps drap€tutilisation directe de
méthodes de résolution incrémentales. Les résultats ebterontrent que la stratégie
d’identification proposée est robuste face aux perturbatie mesures. La question de
I'extension au cas non linéaire a été abordée dans les ka@a{Nguyenet al., 2008]
pour l'identification de paramétres viscoplastiques et ammetres de rupture de mate-
riaux composites. Et plus réecemment, en analyse dynamiggeédntielle pour l'identi-
fication de paramétres élastiques [Banegeal, 2012]. Outre son sens physique fort,
'ERAC permet la définition d’indicateurs d’erreur locaux.
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Dans la présente étude, on s’intéresse a l'identificatioprdpriétés matérielles élasto-
statiques a partir de mesures de champs perturbées, et dii@maux limites peu ou
pas connues. La stratégie d’identification par 'TERdC médih été retenue pour cette ap-
plication car elle permet de résoudre le probléme inverd&absence de conditions aux
limites, évitant ainsi d'introduire des erreurs de moa#ian supplémentaires ou d'im-
poser les mesures bruitées sur la frontiere de maniéresexaale tenir compte d’infor-
mations fiables sur le bord en résolvant le probléme inverskeslomaine entier, méme
pour des zones de mesure plus petites.

1.6 Conclusion

Cette premiéere partie a présenté différents contextesmtiiication et souligné I'uti-
lité des mesures de champs, notamment dans le cadre d’Bésaiegenes. La question
de gestion des perturbations de mesure et des conditiorisvates a été mise en avant.
Plusieurs procédures d’identification standards ont é&ggmtées. Néanmoins, la gestion
a la fois des perturbations de mesure et de conditions atteinmparfaites (incertaines,
absentes) n’est pas toujours abordée. La suite de I'étuetelnd a apporter des éléments
de réponse, tout d’abord via une étude de l'effet du filtragemtsures perturbées sur
les résultats d’identification, puis en proposant uneégiatd’identification basée sur les
principes de I'erreur en relation de comportement modiféesde cadre de l'identifica-
tion de propriétés élastiques hétérogenes.
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Chapitre 2

Filtrage des mesures de champ pour
I'identification de proprietes elastiques

Le but de ce chapitre est de présenter une approche de filtrage
de perturbations de mesure dédiée a I'exploitation des mesures
de champs et de discuter son impact sur les résultats d’identi-
fication de propriétés élastiques a partir d’essais hétérogénes,
en la couplant a une approche d’identification inverse. En gé-
néral, les erreurs de mesure limitent la précision des résultats
d’identification ainsi que leur résolution spatiale. La question
abordée par ce chapitre est alors la suivante : est-ce que fil-
trer les champs de déplacement permet d’améliorer I'identifica-
tion ? Cette étude est illustrée sur I'exemple numérique d’'une
structure élastique ou les paramétres élastiques hétérogénes
sont recherchés. Les champs de déplacement sont d’abord fil-
trés grace a un algorithme d’'approximation diffuse basé sur
une formulation locale des moindres carrés. Ensuite, I'identifi-
cation des paramétres élastiques est menée par une approche
inverse basée sur la minimisation d'une fonction co(t définie
comme un écart des moindres carrés entre les données expé-
rimentales et leur homologues calculées numériquement. Dans
ce contexte, une analyse au premier ordre est proposée afin de
caractériser les erreurs d’'identification. Les résultats obtenus
avec des mesures brutes et filtrées sont enfin comparés.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Dans le contexte de la caractérisation des matériaux paoideeation d’essais hétéro-
genes et l'utilisation de la corrélation d'images numéesyudes methodes d’identification
dédiées ont été développées (cf. 1.5.3 et 1.5.4). Le prabtEmtral étant la gestion des
perturbations de mesure, surtout dans le domaine élastigue ratio signal/bruit est
faible, plusieurs de ces méthodes tendent a lisser les dermgitées de différentes ma-
nieres, comme on a pu le voir dans le chapitre précédenti@estapproches nécessitent
les champs de déformation tandis que d’autres utilisertamps de déplacement. Les
erreurs de mesures ne pouvant étre ignorées puisqu’etieadint les résultats d’identi-
fication.

Parmi les différentes méthodes d’identification, le regalde modéle par éléments fi-
nis (FEMU) (cf. 1.5.4.1) est I'approche la plus intuitiveestt utilisée dans beaucoup de
domaines. En effet, étant basée sur la minimisation dertégedratique entre mesures
et données obtenus par un calcul éléments finis standardseaemoeuvre ne nécessite
aucun développement particulier. Néanmoins, une appreEMU standard ne propose
aucun traitement particulier pour les perturbations deumeedDans ce chapitre, 'amé-
lioration potentielle des résultats d’identification gapplication d’un filtre aux mesures
sera discutée. Une deuxieme question concerne le type ae€esn’entrée pour I'identi-
fication et le choix de la norme de la fonction co(t.

Pour répondre a la question centrale, on méne une étude sxeumple numérique ou
des données synthétiques sont créées a partir d’'un caleah 2B, en prenant en compte
une erreur de mesure aléatoire représentative d'un egs@iimental. Dans ce contexte,
on peut comparer la qualité de I'identification avec des messbrutes et filtrées pour
la caractérisation de propriétés élastiques hétérogenpsne cela a été fait dans [Ben
Azzounaet al,, 2010, Ben Azzounat al,, 2013a].

Le filtrage des mesures est fait en amont de I'étape d’ideatifin. Le choix qui est fait ici
est d'utiliser une approche locale basée sur une minirisgir moindres carrés pondé-
rés, utilisant une approximation diffuse polynomiale [Nagset al, 1991a, Avrilet al,,
2008b]. Lidentification est ensuite menée avec la méthdelB, conduisant a la mi-
nimisation d’une fonction co(t par rapport aux coefficiesdd_amé recherchés. Ensuite,
la relation entre erreurs d’identification et erreurs deunegst définie. Il est proposé de
I'établir a travers une analyse au premier ordre.

Pour des applications concrétes, la méthodologie propeseeétre appliquée comme
étude de pré-évaluation sur un modele numérique reprégatdad essai expérimental,
afin de déterminer si le filtrage est utile, et permet ainsiaitaacces a des connaissances
a priori sur la qualité de l'identification. De surcroit, cette métbgeut étre appliquée
aux données réelles a la fin de I'étape d’identification, adicaractériser les incertitudes
des propriétés identifiees. Par mesure de simplicité, otésdsse ici a des données syn-
thétiques créées par simulation EF.

Ce chapitre s’articule comme suit : le cadre d’'identificatad la formulation du pro-
bleme associé sont d’abord présentés, et les principaweptsde I'approche de filtrage
utilisée sont rappelés a partir de [Feissel, 2012]. Endaitelation entre erreur d’identifi-
cation et perturbations de mesures est établie via unesalypremier ordre, permettant
d’étudier l'influence du filtrage sur la qualité de l'identdition des coefficients de Lamé
hétérogenes. Enfin, le choix de la norme associée a la fonoiat est discuté.
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2. Filtrage des mesures pour l'identification

2.2 Cadre d’identification et méthode de filtrage

Cette partie présente le probléme inverse considéréalggte d’identification choisie
et la méthode de filtrage des perturbations de mesure etilisgcontexte est I'identifi-
cation de propriétés élastiques distribuées, basée spiditation de mesures de champs
cinématiques.

2.2.1 Cadre de l'identification

2.2.1.1 Probléme direct et mesures

On s’intéresse a une structure 2D avec des propriétésglastisotropes, considérées
comme hétérogenes. Comme illustré dan&itzure 2.1, la structure, définie dar3,
est soumise a un chargement mécanique et gouvernée paubdsoaq de la mécanique
des milieux continus dans le cadre de I'hypothese des dntdsaplanes et des petites
perturbations.

Q

o Points de mesure

FIGURE 2.1: Probléme de référence relatif au probléme d’identifica

Enl'absence de force de volume, le probléme de mécaniqgeesgerné par les équations
suivantes :

Equilibre mécanique : diva=0 dansQ (2.1a)
Compatibilité cinématique :g = é(zg—i—zTg) dansQ (2.1b)
Relation de comportement o = C(0) : & dansQ (2.1c)

avecu le vecteur des déplacementset € sont respectivement le tenseur de contraintes
de Cauchy et le tenseur symétrique des déformations irinides qui s’obtient & partir
des déplacements via I'équation (2.1b).C est un tenseur de rigidité isotrope, défini
constant par blocs dans le domaldet est paramétré par les coefficients de Lamg).
Pour chague sous-domaine n@g, k € [1,N], avecN; le nombre des sous-domaines
homogenes, le tenseur d’élasticité s’écrit avec I'hypsehdes contraintes planes :

A+ 21 Ag 0 E 1 w O
C=| A AN+2k 0 |=—"To|w 1 0 (2.2)
0 0 2w 1T7Vk|o 0 1-v

avec\* = 2Au/x+2p. Le module d’Young et le coefficient de Poisson se déduiseatiir
des coefficients de Lamé comme :
A (3N +2y)

AT Ty Y 23)
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2.2. Cadre d'identification et méthode de filtrage

Les coefficients de Lamé de I'ensemble des sous-domainésteakés dans un vecteur
0 de taillep= 2 x N¢. 8 sera I'inconnue du probleme d’identification.

Dans ce probleme d’identification, on dispose de conditaanslimites mixtes réparties
sur deux types de bord comme suit :

f dansdsQ (2.4a)

Ug dansd,Q (2.4b)

{ Conditions aux limites de Neumann :

a.n
Conditions aux limites de Dirichlet : u=

f  est I'effort réparti appliqué sur le bom@k Q, avecn la normale unitaire sortante, et
uy est le déplacement qui traduit la nature des liaisons suoré &Q. Le borddQ est
complétement connu et défini tel ga@ = 0,Q U0+ Q, avecd,QNo:Q = 0.
Les mesures de déplacement simuléeserit définies dans une zone de mesure non nulle
notéeQmn C Q:

u=10_0 dansQ (2.5)

Les mesures synthétiques sont obtenues via un calcul élgfires de référence et mixées
avec une erreur aléatoire comme détaillé dans la parti.2.2.

Dans le cadre d’'un probleme 2D, le vecteur discret des déplants mesurés est dé-
fini comme :U € R2*"mes avecnmesle nombre de points de données correspondant &
une grille de mesure réguliere. Les mesures de déplaceraenept étre vues comme la
somme d’'un terme de déplacement exagtc’est-a-dire sans erreurs, et d’'un terme de
perturbation®u, telles que :

(2.6)

I
[T
I

b+9d

2.2.1.2 Formulation éléments finis et construction des meses

Un terme de perturbations de mesodieest créé sur la grille de mesure et ajouté aux
déplacements exacts. On fait I'hnypothese que seuls leackpkents mesurés a l'intérieur
du domaine sont perturbés, tandis que les conditions autemixtes sont considérées
comme connues et exactes.

Pour I'implémentation numérique du probléme d’identificaf le probléme continu (2.1,
2.4) est discrétisé avec la méthode des éléments finis (FBEMAtf et al, 2012]. Le
déplacement est alors décrit via les fonctions de forme é&hésrfinis comme :

uXx) =®(x)U, vxeQ (2.7)

avecU le vecteur discret contenant les mesures de déplacemenétgnassociées a
et d(x) la matrice contenant les fonctions de forme, de tal}g| x 2 Nmes OU Nyq) est
le nombre des degrés de liberté (ddl) éléments finis. Ladlisation du probleme direct
conduit a un probleme linéaire qui s’exprime sous sa forreerdte comme :

KU=F (2.8)

avec[K] la matrice de rigidité globale, &t le vecteur des efforts nodaux qui inclut les
conditions aux limites de type Neumann (2.4a) supposéeasuesn Les conditions aux
limites en déplacement (2.4b) sont prises en compte darectewy .

Etant donné qué est constitué des coefficients de Lamé, la matrice de régédit linéaire
par rapport & et peut étre exprimée comme :

p
K=Y 8;K! (2.9)
> 8iK;

ou Kl est la matrice constan%
Dans la suite, les deplacements synthétiquyesont basés sur le modéle éléments finis
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2. Filtrage des mesures pour l'identification

précédemment défini, avec des propriétés élastiques deméé&notées,. Lindice o
dénote les quantités de références ou exaggesst decrit a travers le vecteur discret cor-
respondanttlp, de tailleNgg).

La grille de mesure devant étre représentative d’'une giél€IN (réguliere et typique-
ment avec une taille d’environ 200200), les mesures ne doivent pas étre définies sur
le maillage éléments finis. C’est pourquoi, une projectiengldu maillage vers la grille

de mesure est nécessaire. Elle est faite grace a un opédatetansferf1 baseé sur les
fonctions de forme éléments finis et fournissant les valéurshamp de déplacement élé-
ments finis aux points de mesure de la grille réguliere.

Au final, les mesures de déplacement synthétiques sonéstsdans le vectelrcomme :

U="NUp+3dU =Ugy+38U (2.10)

oudU est un vecteur relatif & I'erreur entre mesures et modéteeiés finis. En général,
il est constitué de trois parties :

(i) une erreur de mesure aléatoire qui se caracterise palticende covariance€.
Dans le cas de mesures réelles, cette matrice dépend dw&itlailge de CIN [Sutton
et al,, 2009] et peut étre déterminée expérimentalement. Plas lmie hypothése
raisonnable pour décrir@J consiste & considérer des perturbations aléatoires ba-
sées sur un bruit blanc gaussien, Ceest diagonale. Néanmoins, I'étude peut étre
menée pour tout type de matrice de covariance relative atude €IN. (Ex : pour
CORRELR?, la matrice de covariance est égale a I'inverse de la matga®rréla-
tion [Besnardet al., 2006].)

(ii) une erreur de mesure systématique, inhérente a la CBNI'atquisition d'images
[Bornertet al, 2009]. Ce type d’erreur n’est pas pris en compte dans leptés
étude.

(iii) une erreur de modéle, relative a un choix de modele élmfinis inadéquat dans
le cas d’essais expérimentaux. Le choix qui est fait ici agtler le méme modéle
éléments finis pour créer les mesures et pour mener I'idetiibin. Ainsi, I'erreur
de modéle n’est pas prise en compte.

Par conséquent, il est proposé d’étudier I'effet du filtrage les résultats d’'identifica-

tion en considérant une erreur aléatoire mais pas d’ergasiématique (ni des mesures
ni du modele). Une erreur systématique condaipriori, a un biais dans les résultats
d’identification, avec ou sans filtrage. Le filtrage jouerang@palement sur les erreurs
d’identification relatives a I'erreur de mesure aléatoire.

2.2.1.3 Probléme d’identification

Le probleme d’identification consiste a trouver les paraesamnatériel® en confron-
tant le probleme direct (2.1, 2.4) aux mesures (3.1d), eespond a un probléme inverse
[Bonnet et Constantinescu, 2005].

La stratégie d’'identification inverse adoptée dans cettdecest une formulation par
moindres carrés ou la soluti@d du probléme d’identification minimise I'écart entre
les données mesurées et simulées. S'appuyant sur des samsiléléments finis, une
telle approche se réfere souvent a un recalage de modélé&pserds finis. Ici, la fonc-

tion codt a minimiser est uniqguement basée sur les mesugpdigzcement. Le probleme
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2.2. Cadre d'identification et méthode de filtrage

d’identification peut étre présenté sous une forme mongqlithcomme :

Trouver (U, 6) minimisant :
1 AT ~
J(U,Q):§<I'IU—U D(I‘IU—U) (2.11a)
sous la contrainteK () U = F (2.11b)

dont la solution s’écrit :
6% = argminJ(U, )

avecJ la fonction colt exprimant I'écart des moindres carrésegatmesure et le modeéle,
et D est la matrice relative a la norme de la fonction codt.

La résolution du probléme (2.11) consiste, en général, anmserJ par rapport &, ou

U est estimé a travers (2.11b), et ne s’apparente pas a unmisation sous contraintes.
Néanmoins, on gardera ici la forme monolithique ci-avamntetie permet de développer
une analyse au premier ordre dans la partie 2.3.

2.2.2 La méthode de filtrage par approximation diffuse

L'étude de I'effet du filtrage des mesures sur les résultadstification est basée sur
I'outil d’approximation diffuse. Cette étude peut toutisfétre menée pour tout autre outil
de filtrage caractérisable en termes d’erreurs.

L'approximation diffuse a d’abord été développée pour $ohétion d’équations aux déri-
vées partielles [Nayrolest al., 1991b, Praxet al., 1996, Sadat et Prax, 1996], puis appli-
guée aux problemes d’optimisation [Nayroles, 1994, Bogiflet al., 2002] et au transfert
de champs [Villoret al,, 2002, Brancheriet al., 2006]. Elle a été appliquée récemment
au calcul de champs de déformation a partir de mesures depshdedéplacement dans
[Avril et al, 2008b]; d’abord pour des mesures en deux dimensions Emt@uis en
espace-temps dans [Feissehl., 2011].

L'approximation diffuse consiste a reconstruire un chamtiou a partir d’'un nuage de
points. Dans notre contexte, le point de départ est un chasepetide déplacement ob-
tenu par une technique de CIN en 2D, pendant un essai méeariigs déplacements
sont obtenus sur une grille de mesure réguligrest la position du¢ point de donnée
etU(x) est la donnée de déplacement correspondante,i &€k Nmead. G(X;) est décrit

a travers ses coordonnées cartésier{fiég), V(x)) associées aux directions de la grille
de mesure. Pour chaque coordonnés vV, un champ approximé est reconstruit comme
présenté ci-apres pour Ce champ approximé est natgp(x) et s’écrit comme le produit
d’'un vecteur de coefficientgx) et de fonctions de forme préalablement choisies, tel que :

Uap(X) = p(x) " a(x) (2.12)

ou a est a déterminer gi(Xx) est un vecteur contenant les fonctions de la base d’approxi-
mation. Dans cette étude, on choisit d’utiliser une basgrohiale de degré 2. Ce choix
apparait comme optimal dans [Avet al., 2008b] pour un cas d’étude similaire a celui
présenté dans la partie 2.4.1 :

N 2 V2
POT={1 x y T xy %} (2.13)
ou x ety sont, respectivement, les coordonnées cartésiennehtaie et verticale du
point considéré. Dans chaque point de reconstructja(x) est la solution d'une mi-
nimisation par moindres carrés locaux et pondérés défims da voisinage dg, noté
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2. Filtrage des mesures pour l'identification

V(x):

min> Y wiex) (pex-x) a9 - a(x))° (2.14)
) £, Vi

avecw(x, ;) une fonction poids avec un support local qui définik) de maniere impli-

cite : | | | |
X— X —y,
i) = wer (F20 ) wer (L21) (215)

Wret €St une spline d’ordre 3 qui approxime une fonction gaussi@vec un support local
dans|0, 1]. De plus,w,et et sa dérivée du premier ordre s'annulent en 1 et en 0, ce qui
assure la continuité de I'approximation diffuse et de sewéés premieres.

00000000
ol W I N N Nele)
ceeel@eo0oO
CeexXe®e®OO
ol N I N N Nele)
ol N I N N Nele)
O0000000O0
00000000

O Points de données
¥ Point de reconstructiox

FIGURE 2.2: Reconstruction a partir du voisinage de chaque point

Rx etRy sont les rayons dans les directionsty a chaque point de reconstructign
comme illustré dans lRIGURE 2.2. Dans la suite, on considéRg = R, = R constant sur
toute la grille de mesuré constitue un paramétre principal qui permet d’ajusterd’er
d’approximation et I'erreur aléatoire comme détaillé dengartie 2.2.3.

Sous sa forme discréte, I'équation (2.14) s’écrit, en xpgbmme :

main% [P a— UX} Tw [P a— UX] (2.16)

avecW une matrice diagonale constituée des fonctions de pornadiénatx,x;), P une
matrice constituée des lignes géx — x;), et Uy est le vecteur contenant les données
relatives aux points dans(x).

On peut alors déduire I'expression de la solutiaste I'équation (2.16), qui S’écrit :

-1 -
a— [PTW P] PTW{ (2.17)
Sile degré de la base de projection est égal a 1 ou plus, lerternnstruit et ses dérivées

“diffuses” premieres au points’obtiennent par les trois premiers composants du vecteur
a:

OUap OUap
1(X) = Uap(X) ; a2(X) 5x () 5 as(x) 3y () (2.18)
avecégf(p et 20 |os dérivées “diffuses’ premiéres qui correspondent a stimation des

LS oy ., e . , .
dérivées premieres exactes et sont utilisées pour meremrdastruction de la déformation

en chaque point de donnée du champ mesu#énsi, il faut résoudre le probleme (2.16)
en chaque point d’évaluation. La reconstruction est menéelps deux composantes de
0, et le champ reconstruit discretisé est stocké taps

Par ailleurs, soulignons le fait que I'approche d’appraadion utilisée est linéaire. En
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effet, le champJ,p s’obtient comme le produit d’'une matrice de reconstructiea dé-
placement$/, par un vecteur de mesure des déplacements ddhnés

Uap=M, U (2.19)

My est constituée des lignes de (2.17) qui correspondent amigareoefficienta; des
points de reconstruction sélectionnés. En considérapétateur de reconstruction glo-
bal, My est une matrice de taill nmesx 2 Nmeg). De surcroit, si les champs de déforma-
tion reconstruitg,p sont requis, ils peuvent étre déduits a partir des dérivideses du
premier ordre, conduisant a un opérateur de reconstrusitioifaire :

avecM; la matrice de reconstruction des déformations déduiteigesd de I'équation
(2.17) associéesap etas.

En conclusion, les parametres qui contrélent la reconstrude champs par approxima-
tion diffuse sont : le degré de la base de projection, choiségal a 2, et le rayon de
filtrage R des fonctions de pondération.

Dans la prochaine partie, les erreurs liées a la recongirudt champ de déplacement
seront définies.

2.2.3 Erreur d’approximation et erreur aléatoire

Considérant un déplacement décrit comme la somme d’unackiplkent exact et d’'une
erreur de mesure aléatoire (2.6), le champ de déplacenmntsteuitu,, s'écrit en tout
pointx, comme :

Uap(X) = Up(X;) + O (%) +  dup(X) (2.21)

erreur d'approximation erreur aléatoire

en considérant que :
— Ug est le champ exact;
— Ouy est I'erreur d’approximation et est relative a la recongtomn du champ exact.
Elle est associée a une perte d'informations mécaniques;

— du, est I'erreur aléatoire de reconstruction, caractérisédgpeeconstruction des

perturbations de mesure seules.

Lorsque le rayon de filtrage augmente, I'erreur aléatoire diminue mais I'erreur d’ap-
proximation augmente. Un compromis doit donc étre trouwd p®choix deR, visant a
réduire I'erreur aléatoire tout en maintenant un niveaepiable pour I'erreur d’approxi-
mation.

La reconstruction par approximation diffuse étant linédis deux types d’erreur peuvent
étre étudiees séparément. Dans les faits, une telle désitiopane peut étre effectuee
dans un cas d’étude réel car le champ exact demeure incogannibins, elle permet de
caractériser la reconstruction des déplacements d’urt geinue théorique.

L'erreur d’approximation est liée au reste d’ordre- 1 du développement de Taylor du
champ exact, pour une base de projection polynomiale de adgieissel, 2012]. Pour
une base de degré 1, le développement de Taylor du cham pséeit :

Up(X
Vi, wo(x) = pix—x%)" | 5 | +ra(%) (2.22)
(%)

Thése de doctorat - M. Ben Azzouna - 2013 31

R
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avecr; le reste du développement de Taylor. Par conséquent, &eliife entre le champ
approximé et le champ exact donne :

Vi, Uap(x) —Uo(x) = Px—%)T |20~ ()| —ra(x)  (2.23)
ag(x) — 52(%)

A partir de la décomposition (2.6) du champ de mesure, lamigation (2.14) se réécrit
pour des mesures exactes comme :

2

mm% > W) px—x)T 200~ %2(%)| —rax) (2.24)
XEVR) a(x) — G2(x)

ay(X) — Uo(x)

b , , . .
Le vecteur | ax(X) — %()_() constitue les erreurs d’approximation sur le champ exact

as(x) — 32(%)

et ses dérivées et est solution du probleme (2.24). Airidur d’approximation n’est
rien d’autre que la construction par approximation diffdes restes du développement
de Taylor. Construire un estimateur d’erreur pour le restdé@/eloppement de Taylor est
nécessaire pour caractériser I'erreur d’approximatiorsrdamande d’estimer des déri-
vées d’ordre supérieur. Sa construction n’a pas été faite ilmaste possible d’étudier le
comportement de 'outil de filtrage sur des champs numésigeigrésentatifs.

Par ailleurs, I'erreur aléatoire est directement liée aextysbations de mesure brutes,
notéesdU, via la matrice de reconstruction, :

U, = M, 30 (2.25)

D’un point de vue statistique, une caractérisation desugmations de mesure conduit a
celle de I'erreur aléatoire.

Comme mentionné dans la partie 2.2.1.1, I'erreur de medéagoire est souvent carac-
térisée par une matrice de covariazeCelle-ci s’écrit comme :

C=<d0">=0,°C (2.26)

ou le symbole< > correspond au calcul de I'espérancg,est I'écart-type qui définit
I'amplitude de I'erreur aléatoire, € est la matrice de corrélation spatiale. Cette infor-
mation peut étre obtenue & partir de I'algorithme de CIN sit{pi. ex. CORREL®* [Hild

et Roux, 2006]).

A partir de I'équation (2.26), la covariance 8é}, peut étre estimée comme :

Cov(dUp) = < (BUp— < 3Up >)? > = 0p? MyCoM, (2.27)

Dans la suite, la relation reliant ces erreurs a I'erreudatitification sera caractérisée
pour une approche FEMU telle que celle de 2.2.1.3, perntedtadiscuter la pertinence
du filtrage pour l'identification.

2.3 Etude théorique de I'erreur d’identification

2.3.1 Le probléme d'identification

Le but de I'étude est de caractériser I'effet du filtrage samEsultats d’identification.
Pour ce faire, on se propose de caractériser la relatioe enteur d’identification et
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perturbations de mesure de facon analytique, a partir daunadyse au premier ordre.
Une telle analyse peut étre effectuée de différentes nemiéme matrice de sensibilité
a été estimée analytiquement pour la méthode EGM dans [Aehiak, 2007], et pour
'approche FEMU dans [Grast al,, 2013]. Le choix qui est fait ici est de baser I'étude
sur une analyse de perturbation du probleme d’optimalgéasé a (2.11). Dans le cadre
des problémes adjoints, cette analyse reste générale tep@anettre d’étendre I'étude
aux problémes non linéaires.

Partons du probléme d’identification (2.11). Pour le réseuan introduit un Lagrangien :

L(UA8)=3(U,0)-A" (K@) U-F) (2.28)
Ensuite, I'étude de la stationnarité du Lagrangﬁ &% %—8) = (0,0,0) conduit au sys-

teme d’optimalité suivant par rapport aux variablegsA, 8) :

KU=F (2.29a)
KTA=n" (D (nu-0)) (2.29b)
ATKIU =0,V €[1,p] (2.29c)

Afin d’établir la relation entre erreur d’identification eggpurbations de mesure, on mene
une analyse au premier ordre de la perturbation de la soldgq2.29) par rapport & une
perturbation des mesures, comme détaillé dans la partiargsi

2.3.2 Analyse au premier ordre

Pour des mesures perturbées données, I'erreur d’idetitficanotéedd, est défi-
nie comme la différence entre lgspropriétés identifiées et lgs valeurs de référence
(exactes).

L'objectif est de rechercher la relation entre I'erreurdéintificationd® et les perturba-
tions de mesuréU, basée sur une approximation a I'ordre 1. Une matrice delsbtés
S est alors introduite comme suit :

30 =530 +0(3U) (2.30)

Afin de déterminer la matrice de sensibilité, on propose dmiestruire colonne par
colonne. Chaque colonne est déterminée a travers la rigsollit probleme (2.29) au
premier ordre, et ce en perturbant successivement chagugosante dél . On introduit
alors la perturbation scalaidi qui se définit comme :

80 = i@, Vi € [1,2 Nmed (2.31)

aveci l'indice du déplacement perturbéngesle nombre total des points de mesures en
X ety, etg est un vecteur unitaire défini comme(l) = §;, oud; est l'indice deKrone-
cker.

Pour la perturbation ainsi définie, le développement au j@reondre de I'erreur d’identi-
fication par rapport &l s’écrit :

30 = S} 30+ 0(30), Vi € [1,2 Nmed (2.32)

avecsﬁ = S g est un vecteup x 1 qui correspond & lée colonne de la matrice de
sensibilité recherché®.
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De la méme maniere, deux autres matrices de sensibilitérgorduites pour les variables
U etA, telles que :

U = Uo+ S 80+ o(30) (2.33a)
{ A= No+ S} 80+ 0o(30) (2.33b)

ouS etSfi\ ontNgg lignes correspondant au nombre total des ddl éléments finis.

A partir des équations (2.9, 2.32), le développement défdpar rapport &G de la
matrice de rigidité globale s’écrit :

K(8) = K(8y)+ i K} S &0+ o(3) (2.34)
—Ko 7

def

Procédons maintenant au développement a I'ordre 1 du sgsdéaptimalité (2.29).
Ce développement sera fait par rapport a la perturbatidaiseal et les équations seront
réparties en ordre 0 et 1. Les termes d’ordre supérieur salans négligés. A partir des
équations (2.33a, 2.34), (2.29a) s’écrit :

KoUp=F (2.35a)
p
KoSi+ Y K} SjUo=0 (2.35b)
=1

En utilisant les équations (2.33, 2.34), (2.29b) devient :

Kd Ag=NTD (rl uo—Uo> —0 (2.36a)
=0
p T
S+ (Y KIS) Ao=N"D (NS —a) (2.36b)

=

ol le champ exadlly est considéré égal a la projection du champ eaatur la grille de
mesure (2.10). De plus, la matrisg étant symétrique, onlég = Ko.
De la méme maniére, I'équation (2.29c) se répartit commte sui
A§ KiUp=0,vje[1,p] (2.37a)
' K U+ AJKFSI=0,Vj € [L,p) (2.37b)
Le regroupement des équations d’ordre 0 (2.35a, 2.36aaRc®nduit a :
{ Up=Ky1F (2.38a)
No=0 (2.38b)
Les termes d’ordre 0 correspondent au probléme d’optiénpbur des mesures exactes,
avec les parameétres de référeBce 6, conduisant a I'équation (2.38b).

Les équations du premier ordre (2.35b, 2.36b, 2.37b, 2 @&ment le systeme d’ordre 1
Suivant :

p
St=—K' Y KiUoS] (2.39a)
=1
S} =K,'N"D(NS! &) (2.39b)
S KMo =0,Vj € [1,p) (2.39¢)
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2.3. Etude théorique de I'erreur d’identification

En introduisant :

{ Ul =Ky 'K Ug (2.40a)
Un={UL,....U} (2.40Db)

(2.39a) peut étre exprimée comme :

Si=- %ujls?i =-UrS (2.41)
=1

On obtient ensuite le systéme linéaire suivant par rappS_?t:a

U nTonuisL—_ul NTDe,Viell2nme (2.42)
m m ~=i m

Par conséquent, la résolution du systéme (2.39) pous 30 g donne I'équation satis-
faite par lai® colonne de la matrice de sensibilité recherchée. En regrages équations
pour tous les indiceks la matriceS® s’obtient comme la solution du systéme suivant :

T T
Un ™ D nuy S =-up'n’ D (2.43)
PX2 Nmes 2 Nmesx 2 Nmesp NmesX P PX2 Nmes PX2 Nmes 2 Nmesx 2 Nmes

En inversant cette equation, on obtient :
-1
$=—(uz' nTonug) “uinTo (2.44)

En résumé, la matrice de sensibilité qui fournit la relatian premier ordre, entre
'erreur d’identification et les perturbations de mesurét@adéterminée.

2.3.3 Caractérisation de I'erreur d’identification - biais et variance

Le but de I'étude théorique proposée est de discuter et camfgaqualité des résul-
tats d’identification avec et sans filtrage, en se basantrs@xample numérique. Il est
donc nécessaire de définir un critére d’amélioration. Ceidesera basé sur le calcul du
biais et de la variance de 'erreur d’identification, avesaats filtrage.

Les expressions analytiques du biais et de la variance deuted’identificationdd se
déduisent a partir des développements précédents. A garkir relation (2.30), biais et
covariance s’expriment au premier ordre comme :

— Biais dedb :
<3®>= P < > (2.45)

— Covariance de0 :

Cov(30) = < (30— <30>)2>= L<auduT>"
=  Scovdu) P’ (2.46)
La qualité de l'identification sera évaluée en comparanmtdi@ d’identification en

termes de biais et d’écart-type, pour deux types de donmedémacement pour le pro-
bleme inverse.
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2. Filtrage des mesures pour l'identification

1. Champ brut (sans filtrage)
Comme décrit dans la partie 2.2.1.2, le champ de déplaceamesureé est construit
a partir d’'un calcul éléments finis de référence et bruit€ aes perturbations syn-
thétiques. Dans la suite, les erreurs de mesure seronsa@dgesetir d’'un bruit blanc
gaussien, caractérisé par une moyenne nulle et un écartioyméoy,. Ses caracté-
ristiques se résument comme suit :

U~ 2 (0,0p° 1d) (2.47)

ould est la matrice identité.

(a) Biais de I'erreur d’identificatior: 88 >yay :
Comme les perturbations de mesures sont centrées, la meogenberreur
d’identification sans filtrage est nulle :

(b) Covariance de I'erreur d’identification COM),,,,
A partir de I'équation (2.46), la covariance de I'erreurd@ntification s’écrit :

Cov(80),,, = <PUUTS >= Lo 21d P’
e (59 seT) (2.49)

2. Champ reconstrullyp (avec filtrage) :
Le deuxieme type de mesure testé est le champ approximésteaiv a partir du
champ brut par approximation diffuse. D’apres la partie®.2n récupére deux
types d’erreurs apres filtrage. Par conséquent, I'erréer diu champ reconstruit
est caractérisée par une moyenne, relative a I'erreur ddappationdUy, et une
covariance liée a I'erreur aléatoire (2.25) tenant comptbedreur mesurée (2.47) :

Map= W+ My~ (UGPMM])  (250)
~— ~—

erreur d'approximation erreur aléatoire

(a) Biais de I'erreur d'identificatior: 88 > ap :
a cause de I'erreur d’approximation, on récupere une mayeon nulle de
I'erreur d’identification :

<30 >pp =S Uy (2.51)

(b) Covariance de I'erreur d’identification CO)p, :
L'expression de la covariance apreés filtrage devient :

Cov(80)pp = P <dUpdUl>'
— o2 (se MyMT seT) (2.52)

Au final, I'analyse proposée conduit au calcul de la moyerirdeda covariance de
I'erreur d’identification, avec et sans filtrage. Ces caaant récapitulés dansTasLEAU

2.1
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2.3. Etude théorique de I'erreur d’identification

Sans filtrageg  Avec filtrage

< 80 > 0 S 3Uy

Cov(30) | o? (Se SGT) o2 (SBMUI MJSGT)

TABLEAU 2.1: Expressions du biais et de la covariance pour deux ty@esn-
nées

Afin de comparer les résultats d’'identification avec et sdimadie, un critere d’amé-
lioration est proposé pour chaque param#jtel_e filtrage améliore l'identification si la
barre d’erreur de I'identification apres filtrage est ineluans celle sans filtrage. Ceci
implique :

< 88j >ap +(0jj)AD — (T )raw < O (2.53a)
et
< 661 >AD —(O'jj )AD+ (0“ )raw >0 (253b)

avecajj = ,/Cov(30);;.
Le critere d’amélioration est illustré dansfasure 2.3.

(60) ap + 04D —

(00) ap — 0D +

FIGURE 2.3: Critére d’'amélioration pour I'évaluation du filtrage

2.3.4 Validation de I'analyse théorique

Afin de valider I'analyse au premier ordre proposée, elleaestparée a une approche
Monte-Carlo ou 1000 identifications ont été menées a partir@DO tirages aléatoires de
bruit blanc gaussien rajoutés aux mesures exactes.

Le cas test correspondant est une plaque carrée homogendes/appuis simples sur
son c6té gauche, dans la direction de I'effort appliqué,ret waction de distribution
parabolique sur le c6té opposé. Les champs de déplacemesntéaesont représentés
dans laFIGURE 2.4.

Par mesure de simplicité, seul le coefficient de Lamé hommygest recherché, tandis
gue A est considéré connu. Une grille de mesure de taillexXd@00 est construite et
I'identification est menée avec I'approche FEMU telle queadiée dans la partie 2.2.1.
Le probléme inverse ainsi établi, avec des conditions awixds mixtes et exactes (fiables)
et ou un seul module élastique est recherché, est trés eoligsa-vis des perturbations
de mesure, et ce grace au moyennage des perturbations samé&ne total pendant le
processus d’identification. En général, la moyenne du lmwilverge comme l'inverse
de la racine carrée du nombre de points de mesure. Dans lg¢uchs, €ette moyenne
n’atteint que 102 du niveau de perturbation appliqué. Ainsi, afin de pertuidemesures
de maniére significative, le niveau de perturbation applafteint ici 500% de la moyenne
des déplacements.
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2. Filtrage des mesures pour l'identification

U,
| - 14 0
§1> y . 1
v T—z — 0.6 o
> — 0.2 —0.4

FIGURE 2.4: Conditions aux limites et champs de déplacement pogirsimu-
lation de traction parabolique

3.5r

-o-1st order analysis|
3r -+-Monte Carlo
,”’—
2.5F
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0.5
z L L L L ]
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3u (%)

FIGURE 2.5: Ecart-type de l'identification en fonction du niveaupgeturbation

La FIGURE 2.5 représente I'écart-type de I'erreur d’identificatianden fonction de
I'amplitude des perturbations rajoutées au déplacement, les deux approches analy-
tique et statistique. On remarque gue les résultats cainthden, ce qui valide I'approche
proposée. Par ailleurs, dans I'exemple traité, les étgoess de l'identification avec les
deux types de champs de déplacement (brut et filtré) sont-mleagiques, ce qui traduit
un effet non significatif du filtrage pour ce type de problémerse.

Il devient donc possible de passer a I'étude de I'effet dwatie par approximation diffuse
et du choix d’une norme adéquate pour les moindres carrdesugsultats d’identifica-
tion.

2.4 Effet du filtrage sur les résultats d’identifi-
cation

Dans cette partie, I'analyse au premier ordre proposée ldgrartie 2.3.2 est appli-
quée a lidentification de propriétés élastiques a partidalenées synthétiques, en cou-
plant la méthode FEMU (partie 2.2.1.3) avec le filtrage paraximation diffuse (partie
2.2.2). L'exemple numérique correspondant comporte dampk de déformation non
uniformes dans la région d’étude, ou des propriétés hééemsont recherchées.

2.4.1 Construction des mesures et cadre de I'identification

L'application consiste en une plaque carrée avec une ilciusentrée, soumise a
une force de traction uniaxiale uniformément réparti sardétés gauche et droit. Les
mesures de déplacement sont créées a partir d’'un calculatenrée, utilisant la méthode
des éléments finis sous I'hypothése des contraintes plandss €léments du maillage
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2.4. Effet du filtrage sur les résultats d’identification

sont des triangles T3 avec des fonctions de forme linédiseplaque est composée de
deux matériaux homogenes, élastiques et isotropes (I8iah et son extérieur) avec une
rigidité plus élevée pour linclusion (facteur 10 sur le méld’Young). Le tenseur de
rigidité est défini en fonction des coefficients de Lake L.

x107 Oyy %107

O-II
——
15 - . =5
10 4 =0
T i
5 —5
—10

FIGURE 2.6: Champs de contraintgy et oyy relatifs a la simulation de traction

La grille de mesure a une taille de 1Q0L00 points de mesure, et un bruit blanc
gaussien d'écart-type 5% est ajouté afin de représenterrom@r ele mesure aléatoire
réaliste. LaFiGURE 2.6 affiche les cartes des contraintgg et oyy generees, illustrant le
fort gradient des contraintes proche de l'inclusion.

En ce qui concerne les parametres recherchés, le choix gfaiesst de se limiter
a identifier le parameétrp dans la région extérieure a l'inclusion. Ainsi, le paramatr
a I'extérieur de I'inclusion et la rigidité de l'inclusioroat supposés connus. Une telle
hypothése demeure valable en vue du but comparatif de Eétua région est ensuite
considérée constante par morceaux.

Le vecteur de parametres recheréhéontient alors les coefficieniscorrespondant aux
différentes zones constantes et a une taille égale au notkebrenes constantes dans
la plaque hors inclusion. Ce nombre est un paramétre duémrabinverse. Plus il est
élevé, plus le caractere mal posé du probléme inverse esbipeé, du point de vue de
'augmentation du nombre de parametres a identifier.

Comme présenté dans la partie 2.2.1.3, l'identificationneshée avec I'approche
FEMU qui consiste a minimiser I'écart quadratique entredéplacements mesurés et
calculés. Cela impligque le choix d’une norme associée anation codt en définissant
la matrice des poid® dans (2.11a). Ce choix a un impact sur I'erreur d’identifarat
(TABLEAU 2.1) a travers la matrice de sensibilité (2.44), ce qui eruiaideuxieme para-
metre du probleme inverse devant étre étudié. Dans un préenigs,D est prise égale a
la matrice identité. L'équation (2.11a) s’écrit alors :

~

J(U,Q):%(I'IU—U)T(I'IU—U) (2.54)

Les résultats sont comparés a partir du biais et de I'égpe-tle I'erreur d’identification
pour les mesures brutes et filtrées. Ensuite, le critere éiamation développé dans la
partie 2.3.3 est étudié. Le choix qui est fait étant d’idigrtides modules hétérogénes,
toutes ces quantités seront calculées dans chaque zonardens

2.4.2 Influence des différents paramétres du probleme

2.4.2.1 Effet du rayon de filtrage

L'effet du filtrage est étudié sur la base de 'outil de fillegmar approximation diffuse
présenté dans la partie 2.2.2. Le degré de la base de poojeeti’approximation diffuse
est fixé a 2. Ce choix provient des travaux de [Aetibl., 2008b] et est basé sur un critére
défini comme I'écart quadratique entre un champ reconstuin champ exact pour le
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2. Filtrage des mesures pour l'identification

cas test d'une plaque trouée. Le parametre principal gitilesfiltrage est alors le rayon
R qui définit la taille physique du voisinage de chaque pointed®nstruction (2.15) et
est choisi constant dans toute la zone de mesure.

log (<dp> DA/uo) log (<dp> DA/HO)

(@) R=3 (b) R=6 () R=10

FIGURE 2.7: Cartes de biais pour trois rayons de filtrage

La Ficure 2.7 affiche, a I'échelle logarithmique, trois cartes de idé I'erreur
d’identification obtenues aprés I'opération de filtragernmées par le module de réfé-
rence<d>an/y,, et ce pour trois rayons de filtrage différents. Comme attetel biais
augmente quand le rayon de filtrage est de plus en plus grand,&ecause de l'erreur
d’approximation qui en découle (2.51).

l0g (0, log (0, /1) log (0, /1)

; 2
‘l' 10
-2

(@) R=3 (b) R=6 (c) R=10

FIGURE 2.8: Cartes d’écart-type pour trois rayons de filtrage

La Ficure 2.8 affiche, a I'’échelle logarithmique, trois cartes d'édgpe obtenues
pour trois rayons de filtrage différents, et montre que lzavere diminue lorsque le rayon
de filtrage augmente, grace au moyennage de I'erreur aléami une plus grande zone
(un plus voisinage). Par ailleurs, I'écart-type est plevélsur les bords de la plaque, a
cause d’'une augmentation de I'erreur de reconstructiorapproximation diffuse dans
une zone qui contient un voisinage de points réduit [Fei28d12].

On peut également noter que les zones avec un biais impaaaspondent aux
zones proches de l'inclusion, dans lesquelles un fort gradies déformations conduit
a des erreurs d’approximation importantes. L'effet d'uaelleterreur sur le champ de
déplacement conduit a une erreur sur les propriétés idsagifjui reste locale. Au final,
un rayon de filtrage adéquat doit refléter un compromis ereis ét écart-type de I'erreur
d’identification.

2.4.2.2 Effetde lataille des zones constantes

La taille des zones constantes est un parametre importgnbdléme inverse. Lorsque
la taille des zones constantes diminue, le nombre des paesriaconnus augmente,
conduisant a une identification de plus en plus difficile. aenetrgid’'une zone constante
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2.4. Effet du filtrage sur les résultats d’identification

log (o/h,)

(a) Grande taille (b) Taille moyenne (c) Petite taille

FIGURE 2.9: Cartes d'écart-type pour différentes tailles de zormsstantes
(sans filtrage)

donnée impacte le champ de déplacement dans le voisinagezbmé considérée. La
taille de ce dernier diminuant avec la taille de la zone, a¢dajuaugmentede factol’ef-

fet des perturbations de mesure. Il y a donc une limite a laluéen spatiale qui peut
étre espérée. Ceci se confirme par I'approche proposée quirengue les niveaux du
biais et de I'écart-type de I'erreur d’identification augmtent lorsque la taille des zones
constantes diminue. LAIGURE 2.9 montre I'écart-type de I'erreur d’identification pour
trois tailles de zone différentes dans le cas de mesuressbrut

2.4.2.3 Etude de I'amélioration de I'identification

> - graw . 40 graw
i40 _______________________ g » L <o >PA Q “““ m
< Mo =10 _____,—“' m _ = [ e 0
Q,/T 20// <op >DbA S N grew ;*A 20
2| g0 Ho N 5 . Mo A _DA
v = . L = <0 Op >
H 20 n . _graw \7 0 v 1o
L) M I
Ho o | BfeezzmmmtTT — e raw
— 17 N SR —0
3 4 5 GR 7 8 9 10 _103 4 5 GR 7 8 9 10 '403 4 5 6 R 7 8 9 10 Ho
(a) zone sur le bord (b) zone proche de l'inclusion(c) zone entre le bord et I'inclusion

FIGURE 2.10: Erreur d'identification locale en fonction du rayonfitteage

Dans cette partie, I'effet du filtrage sur les résultats ehiification est discuté plus
en détail. Comme mentionné précédemment, il y a un comprann@uver entre biais et
écart-type afin de sélectionner le rayrte plus pertinent. Ce compromis va dépendre,
au moins, de la taille des zones constantes, de I'amplitedepdrturbations et du gra-
dient local des déformations. Le niveau de perturbatioffibesa 5% de la moyenne des
déplacements, ce qui est assez représentatif d’'une etéaoiee expérimentale dans le
domaine élastique. L'effet des gradients locaux des dé&itiams est illustré dans la-
GURE 2.10, ou l'erreur d’identification est tracée en termes @eésket d’écart-type dans
trois zones constantes différentes : une zone sur le bora pladue, une zone proche de
l'inclusion et une zone intermédiaire (entre les deux piléoées), et ce pour une identi-
fication avec une taille de zone “moyenne”. Dans chaque fidesedeux lignes horizon-
tales définissent la barre d’erreur de l'identification stilirege, égale a I'écart-type de
I'erreur d’identification (le biais étant nul). La ligne dimue au milieu représente le biais
de l'erreur d’'identification avec filtrage, tandis que legks discontinues représentent
la barre d’erreur autour du biais avec filtrage. Toutes cestiggés sont normées par la
valeur de référence du coefficient de Lapgé
Dans le cas deBicurE 2.10(a) etFicure 2.10(b), le biais est prédominant pour toutes
les valeurs d®, ce qui implique que le filtrage n'améliore pas l'identificat LaFIGURE
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2. Filtrage des mesures pour l'identification

2.10(c) indique une amélioration de l'identification avedilirage lorsqud&k augmente.

A partir de ces résultats locaux, il est possible d’applideeritére (2.53) pour chaque
zone constante, ce qui conduit a des cartes d’amélioratan glifférents rayons de fil-
trage et différentes tailles de zones constantes (celfesakedans l&iGure 2.9), comme
illustré dans leFIGURE 2.11.
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FIGURE 2.11: Cartes d’amélioration pour différents rayons eldaitle zones

La légende des couleurs est définie par un dégradé linéairg pgur couleur de dé-
part une couleur sombre d’indicel, relative a une non-amélioration de l'identification,
et comme couleur d’arrivée une couleur claire d’indice Iatiee a une amélioration de
I'identification. Ainsi, les indices de couleur dans I'intalle [—1, 0] correspondent & une
non-amélioration tandis que l'intervall@, 1] correspond & une amélioration de I'identi-
fication. Dans I'exemple proposé, la tendance suivantegiezibbserveée :

Le filtrage améliore les résultats d’identification surtousque la taille des zones constantes
est petite. Pour des zones plus grandes, le filtrage n’esiqeassaire. Par ailleurs, I'iden-
tification ne se trouve pas améliorée par le filtrage a praéiohe I'inclusion, a cause des
forts gradients des déformations dans cette région. LebBemnei résultats peuvent étre
observésicure 2.11(c), correspondant a un rayon de filtr&e 4.

Toutefois, au vu du niveau de I'erreur moyenne avec et sanagid FIcure 2.10), et
malgré une amélioration évidente des résultats d’ideatitia, on peut noter que l'iden-
tification est, a la base, de mauvaise qualité et que la lidaite résolution spatiale abor-
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2.4. Effet du filtrage sur les résultats d’identification

dable a été atteinte.
Remarque

L'hypothése d’'un bruit de mesure blanc dans (2.47) peufipparsmappro-
priée dans le cadre de mesures de champs obtenus par CINnBégaent,
I'étude a été menée avec un bruit coloré, et donc une mateiocewhriance
Co # Id, obtenue avec I'outil CORRERF. Les cartes d’amélioration pour
les deux types de bruit sont sensiblement les mémes.

2.4.3 Choix de la norme d’identification

Dans cette partie, 'impact du choix de la norme associéé&xdraulation des moindres
carrés (2.11) sur les résultats d’identification est étud@nme mentionné dans la partie
2.4.1, les résultats précédents correspondent au choibagke dune matrice des poids
identité pour la fonction codt. Pour les données filtrées;hmax conduit & un biais non
nul de I'erreur d’identification.

Pour s’affranchir de ce biais tout en maintenant I'étapeltiadie, il est proposé de I'in-
clure dans I'étape d’identification en jouant sur la matdes poid®. Dans ce sens, deux
normes supplémentaires sont alors testées.

(i) Norme en déplacements filtrés
En filtrant les déplacements aussi bien mesurés que cglauéscupére la méme
erreur d’approximation pour les deux champs reconstruiésart entre les deux
champs s’en trouve alors libre d’erreur d’approximatiorc@iduit a un biais nul
d’'apres I'expression du biais de I'erreur d’identificatiard® > 5p (2.51). La fonc-
tion codt (2.11a) devient :

JU,8) == (MU -0)"MIM, (MU -0) (2.55)

NI

avecD = MM,

La matrice de sensibilité (2.44) correspondante s’écrit :
1T T (T 1\ L 1T Ty T
sez(um nT MIM,M um) UL nTMI My (2.56)

(i) Norme en déformations filtrées
Alternativement, la fonction colt peut étre basée sur lesngs de déformation,
en vue d’'une plus grande sensibilité de ces derniers vis-des propriétés maté-
rielles, et malgré une inévitable grande sensibilité auxupeations de mesure. La
seule modification de I'approche consiste a remplacer fateér des déplacements
My par I'opérateur des déformatiok. La fonction codt, portant sur un écart des
déformations, devient :

JU,8) == (MU -0)"M{M: (NU-U) (2.57)

NI =

avecD = MJ{ M,

La matrice de sensibilité associée s'écrit :

1
S (Ur}f N7 MM, M ur},) Ul nT MM, (2.58)

Thése de doctorat - M. Ben Azzouna - 2013 43



2. Filtrage des mesures pour l'identification

La FIGURE 2.12 présente I'évolution locale du biais et de I'écartetyge I'erreur
d’identification en fonction du rayon de filtrage dans une ra&one constante donnée (de
taille petite). Pour chague norme étudiée, les deux lignegdntales délimitent la barre
d’erreur de référence sans filtrage, avec une matrice de poidid. La ligne continue du
milieu représente le biais de I'erreur d’identification @épfiltrage, tandis que les lignes

discontinues représentent la barre d’erreur de I'ideatificn aprés filtrage. Ces quantités
sont adimensionnées paj.

40 e
& = m a0 o S grav
3| 3|2 Ho 3| 20 oo
S >N ‘ A 511>
C\ - < §pu >bA /,\ - Of bA =| =0 =
Sl <op>"" Fg0 B 1o
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(@)D =Id (b) D = MM, (c) D= MTM;

FIGURE 2.12: Erreur d’identification locale pour différentes nesrde la fonc-
tion colt

Malgré un biais nul, il apparait que les deux nouvelles nsrmaméliorent pas les
résultats d’identification puisque I'écart-type s’en welwugmenté. Une augmentation du
rayon de filtrage accentue ce phénomene. Cela est dU a deSssoaunssi bien mesurées
que calculées, de plus en plus floutées a cause du filtragduisant a une perte des
informations mécaniques et une diminution de la sensébii#s champs cinématiques
vis-a-vis des propriétés matérielles. Par conséquentiile Ig¢ a I'annulation du biais
est compensé par une perte liée a 'augmentation de I'égaet-Les normes alternatives

sontdonc inappropriées dans le cas étudié. Par ailledts teadance est observée partout
dans la région d’étude.

Remarque

Parmi les choix de norme possibles, et pour des mesures dgshsasues
de la CIN, l'inverse de la matrice de covariance peut étrehaixcoptimal
pour la matrice des poids (car le bruit est coloré).

2.4.4 Discussion

L'évaluation de la contribution du filtrage par approxinsatdiffuse a été faite en com-
parant I'erreur d’identification avec et sans filtrage, waaiitere d’amélioration illustré
dans laFicure 2.11, qui constitue un indicateur afin de choisir les paragsaiptimaux
du filtrage. Plusieurs configurations du probleme inveradiétont été testées en jouant
sur I'échelle d’hétérogénéité souhaitée.

Quand couplé a l'identification par la méthode FEMU, le fggales mesures de champ
s’avere utile dans certaines configurations ou, hormis temnsones de fort gradient de
déformation, l'identification a été améliorée. Toutefdimtérét est limité dans le cas
étudié parce que le niveau d’erreur correspondant aux eaoafigns ou il y a une ameé-
lioration (résolution spatiale assez petite) est treséldiune part, et le filtrage apporte
peu d’amélioration pour les tailles de zone les plus grardiastre part.

Remarque
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2.5. Conclusion

Le probléme d’identification a été formulé avec I'’hypothégseconditions
aux limites exactes (2.4), c’est-a-dire que seuls les palatmesures inté-
rieurs sont perturbés. Il s’agit d'une hypothese forte guisl’algorithme de
CIN ne voit aucune différence entre les points de mesurenesset ceux du
bord, d’'une part, et que les mesures sur le bord, issues dwdest globales
de CIN par exemple, contiennent davantage de perturbatemslles sont
basées sur un plus petit nombre de pixels [Hild et Roux, 2@1&ke hypo-
these est néanmoins acceptable dans le cadre d’une cosgredairésultats
basés sur des mesures (brutes et filtrées) construitesaare@mhe formula-
tion FEMU.

Il reste possible de tenir compte de perturbations sur ld,lsmit en consi-
dérant une formulation FEMU avec des conditions aux limpersurbées de
type Dirichlet, soit en perturbant les contraintes du peote d’identification
sur les conditions aux limites. La deuxieme possibiliténpesrd’utiliser les
mémes equations déja définies et consiste a extrapolertieweles pertur-
bations (2.31) au bord du domaine, de sorte qu’il contiemeeperturbation
scalaire de déplacement et une d’effort.

2.5 Conclusion

Ce chapitre a abordé I'étude de I'effet du filtrage par appnaxion diffuse sur les ré-
sultats d’identification en élasticité linéaire basée @pdroche de recalage de modéles
par éléments finis. L'objet de I'étude était de discuteffidaicité d’'un filtre “non mécani-
gue” en présence de mesures perturbées. Pour ce faireatiametntre perturbations de
mesures et erreur d’identification a di étre caractériséavars une analyse au premier
ordre.

La méthodologie a ensuite été appliquée a un exemple nunecoiq des propriétés
élastiques hétérogénes étaient recherchées. En congueaais mesures brutes, l'identi-
fication avec des données filtrées a été satisfaisante daas &udié. Plus précisément,
il a été montré que le filtrage est plus efficace lorsque leszoonstantes sont de plus en
plus petites. Par ailleurs, il a été observé que le filtragéraée les résultats d’'identifica-
tion dans les régions a fort gradient de déformation.

En outre, I'étude du choix de la norme associée a la fonctidim du probléme d’identifi-
cation a conclu que l'utilisation des déplacements plut@ des déformations était plus
appropriée et que le filtrage des données simulées n'aragdas les résultats d’identifi-
cation.

La méthodologie proposée peut étre appliquée comme une gtéliminaire a I'iden-
tification expérimentale des parameétres matériels : enidérant la modélisation numé-
rique de I'essai et en prenant en compte une erreur aléatmieste, I'ajustement du
filtrage peut étre étudié en amont afin d’évaluer 'amélioratttendue et la résolution
spatiale des résultats d’identification. Par ailleurs nayadisposition I'erreur aléatoire
et les parameétres de filtrage choisis, le filtrage peut emétiie utilisé en aval de I'iden-
tification expérimentale comme outil d’estimation des ititgdes relatives a la solution
identifiée. Lexemple étudié a montré que les erreurs sastipiportantes sur les bords de
I'échantillon ainsi que dans les régions a fort gradientéfewation. De ce fait, le rayon
R peut étre adapté spatialement afin de mieux controler learsrlocales d’identification.

Ce chapitre a permis d’évaluer I'apport du filtrage de mespesturbées sur les résul-
tats d’identification obtenus par des approches de recaagééments finis. Cette étude
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peut par ailleurs étre mise en place pour d’autres stratébjigentification. Malgré une

amélioration de I'identification pour les résolutions splas les plus fines, le filtrage ne
s’avere pas nécessaire pour I'identification de parambte®génes.

Dans le prochain chapitre, nous abordons le probleme difd=tion de propriétés mate-
rielles élastiques, homogenes et hétérogenes, en praposaméthode qui tient compte
du caractere incertain aussi bien des mesures que du madétergportement.
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Chapitre 3

Stratégie d’identification par I'Erreur
en Relation de Comportement modifiée

Ce chapitre présente la stratégie d’'identification basée sur I'er-
reur en relation de comportement modifiée, développée dans
le cas général de I'élasticité statique, isotrope ou orthotrope,
homogéne ou hétérogéne, et s’appuyant sur les mesures de
champs. Aprés la définition du cadre d’identification, le pro-
bléeme d'identification est formulé en prenant en compte les in-
certitudes sur les mesures, d’abord en I'absence de conditions
aux limites, puis en tenant compte d’informations fiables sur le
bord du domaine. La méthode est ensuite étudiée dans le cas
d’exemples numériques de sollicitations statiques, ou la robus-
tesse vis-a-vis des perturbations sur les mesures est étudiée.
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3. Stratégie d’identification par 'TERAC modifiée

3.1 Stratégie d’'identification

La problématique centrale évoquée dans cette étude esstiargees perturbations
expéerimentales et de I'erreur de modeéle en identification.

Plusieurs techniques de filtrage existent pour essayemgigaréser ces problemes. Ily a
I'approche qui consiste a agir directement sur les mesareamont de I'étape d’identi-
fication, comme la technique de filtrage par approximatidfusi évoquée au chapitre 2.
Un autre type de filtrage, “mécanique”, est celui de la cati@h d'images numériques
intégrée ountegrated digital image correlatiofi-DIC) [Roux et Hild, 2006], qui consiste
a intégrer, des I'étape de calcul des déplacements, desissances priori relatives a
la physique des phénoménes mis en jeu, et donc aux champriqérsa Dans ce cas de
figure, le déplacement est recherché sur une base de sslgtioisie dans I'algorithme
de corrélation, et non plus arbitrairement. Ensuite, lesrghs de déplacement ainsi opti-
misés sont utilisés comme entrée pour une méthode d’id&tidn au choix, comme le
recalage par éléments finis.

Afin que les améliorations apportées aux mesures soient dieuneccord avec le
probléme a traiter, plusieurs stratégies cherchent arlisseperturbations au cours de
I'identification. Quelques unes limitent I'impact du brueh évitant par exemple de déri-
ver les mesures et d’amplifier le bruit ce faisant [Roux etdHA008]. D’autres utilisent
des critéres de choix de champs optimaux vis-a-vis du beuindsure [Grédiaet al.,
2001]. Trois remarques peuvent étre faites a ce niveau :

1. Plusieurs méthodes nécessitent les conditions auxebmsiir toute la frontiere du
domaine étudié ('EGM et la VFM peuvent faire sans). Quelsditions aux limites
doit-on prendre ? Sont-elles connues et fiables ?

2. Sur guel domaine l'identification doit-elle étre menéesdme la zone de mesure
ne couvre pas la taille du domaine entier (taille réelle deHantillon étudié) ? La
plupart des méthodes se limitent souvent a la zone de mesure.

3. Comment gérer l'incertitude de modéle. Serait-il intéent de la quantifier afin
d’en tenir compte dans le processus d’identification ?

Dans ce chapitre, on propose de définir le probléme d’ideatifin en tenant compte
du caractére perturbé, non seulement des mesures, maidaossdele de comportement
Impose, et ce grace au concept d’erreur en relation de caerpent modifiée. Une de ses
spécificités est de séparer I'ensemble des grandeurs plegsigises en jeu en quantités
fiables et peu fiables.

3.1.1 Cadre général de l'identification en 2D

Dans cette partie, on définit le probléme de référence quiraate base pour la mise
en ceuvre de la stratégie d’identification [Ben Azzoahal,, 2011a, Ben Azzounet al.,
2011b].
Considérons une structufesoumise a un chargement statique et gouvernée par les équa-
tions de la mécanique. On s'intéresse ici a l'identificatittnses propriétés élastiques.
Dans laFicureE 3.1, le sous-domain@,, correspond a une zone de mesure non nulle, et
les mesures de champs cinématiques sont représentées grampu’c R>" pour un
probleme 2D, oun représente le nombre de points de mesures.
Remarque

En pratique, les vraies données en déplacement sont disckat leur ri-
chesse, on s’autorise ici a présenter le probleme en coratvae des me-
sures continues.
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FIGURE 3.1: Probléme direct associé au probléme d’identification

Le probléme direct est mal posé a cause de plusieurs factesasoir :
(i) des mesures perturbées;

(ii) des conditions aux limites partiellement ou totalerianonnues, si on choisit de ne

pas introduire d’hypothéses pour les modéliser;

(iif) la méconnaissance des propriétés matérielles qusttoient I'objectif de I'identifi-
cation.

Par soucis de simplicité, la résultante d’effort sur la frér@ ou un chargement est ap-

pliqué, mesurable lors d’essais expérimentaux en élgsstatique, ne sera pas prise en

compte ici. Cela introduit d’emblée un déséquilibre entiedonnées expérimentales ci-

nématiques et statiques.

En négligeant les forces de volume, les équations dont oskssont :

;

Equilibre mécanique : divo=0 dansQ (3.1a)
Compatibilité cinématique :g = E(zg—i—zTg) dansQ (3.1b)
Relation de comportement g = C(8) : & dansQ (3.1¢)
| Mesures : u=da dansQn, (3.1d)

avecC le tenseur de rigidité, paramétré par les propriétés nedtEsd comme dans la
partie 2.2.1.1 et pouvant étre homogene ou hétérogeneppsobu anisotropeay est le
vecteur des déplacements|e tenseur des contraintes&le tenseur des déformations.
Le probléme suivant est défini sans conditions aux limitesptobléme avec prise en
compte d’informations sur le bord sera traité dans la p&rfies.

Le vecteurucontient les mesures de déplacement obtenues par CIN, gifesttel que

0 e R¥,

Les mesures de champs obtenues par CIN étant perturbésgealivent étre vues comme
la somme d’un terme de mesures exactest d’un terme de perturbatiaii, tel que :

0= G+ 0 (3.2)

3.1.2 Formulation : résolution par minimisation séquentidie

La méconnaissance des conditions aux limites de la stei®ud’une part, et la dis-
ponibilité d’'un champ de déplacement bruité, d’autre parident le probleme direct de
la Ficure 3.1 mal pose, c’est-a-dire qu’en régle générale, il n’admastde solution. Pour
en admettre une, il faudrait que la loi de comportement soitfatible avec des condi-
tions aux limites et des mesures de champs donnés. Lidaiith va se baser sur une
quantification de cette non-compatibilité des parametiegawis du champ cinématique
bruité pour les identifier. Afin de pouvoir définir le probléme base nécessaire a I'ap-
proche inverse, il faut relacher un certain nombre d’éguatidu probleme de référence
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tel qu'il est posé au paragraphe 3.1.1.

Le parti pris de 'TERAC modifiée est de séparer les grandeucpiantités fiables et
quantités moins fiables. Dans notre cas, la séparation lesticerasLeau 3.1 :

Fiables Peu fiables
Equilibre : @/g =0 Relation de comportementg = C::
Compatibilité cinématique € = (vut+v'u)/2 | Mesures : u=_a

TABLEAU 3.1: Quantités fiables et non fiables dans le cas élastique

La premiére quantité considérée comme peu fiable est léometid comportement puisque
c’est justement le comportement qu’on cherche a caraetélia deuxiéme quantité peu
fiable est le champ mesuré car il est entaché de perturbat®msesure. Le caractere
“modifiée” de I'ERdC provient du classement des mesures cemuantité incertaine
dans la formulation.

La formulation du probléme d’identification consiste alarsonfronter 'ensemble des
données théoriques et expérimentales. Les équationssfiable vérifiees de maniere
exacte via la définition des espaces d’admissibilité ciriigma et statique, respectivement
Uad €t Sagd, qui vérifient les équations fiables de maniére forte :

Upd ={U€ H1(Q)}

(3.3)
Sad = {g € Haiv(Q)/div g = dansQ}
On dira ensuite queest CA, c’est-a-dire Cinématiquement Admissible, s’ildestsu ag,
et queo est SA, c’est-a-dire Statiguement Admissible, s'il estdgyy.
Dans un deuxiéme temps, les équations peu fiables serofiégg@u mieux par la mini-
misation d’une fonctionnelle comportant deux termes fglaiix deux équations consi-
dérées comme incertaines. Cette fonctionnelle s’écrit :

o8 = [ 5(a-cew):c?: (a-cew)do+a [ Jlu-aPdon @4
= Q2 \= = Qm 2
J est composée d’'une énergie et de I'intégrale 2D du carréeddistancea est un hyper-
paramétre qui peut jouer deux roles : un role d’adimensiomem des deux termes, et
un role de pondération entre les deux. Cet hyper-paramstreieconstruit a partir du
ratio entre une estimation de I'énergie élastique du problde référence et le carré des
mesures, et s’écrit comme :
a=yxp,avecpeR (3.5)

ouyestle le ratio énergie élastique/carré des mesuredeettio des poids affectéslaet
Ji. Dans la suite, I'identification sera menée avec un poidspgga les deux composantes
(p=1). Le termel; mesure I'écart en énergie entre un champ de contraintégustatent
admissibleo et un champ de contrainte évalué a partir du champ de dépéteméma-
tiquement admissible, les deux restant & définir. Ici, le tenseur de soupl€sseconfére
aJ; la dimension d’'une énergie.

Le probléme d’identification s’écrit donc :

Trouver(u, o, 8) qui minimisent : Ju, o, 6)
sous les contraintes(u,0) € Uag X Sad
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3.1. Stratégie d'identification

Le probléme est alors résolu dans sa globalité a travers immisation séquentielle, par
rapport aux champs admissibles puis aux parametres dégehdmatériau :

min J(u,0,8) <= minminJ(u, o, 6) (3.6)

En pratique, on fait le choix de séparer ce probleme en deaxprobléme de base qui
construit les champs de contraintes et de déplacementayptira parametres fixés, et

un probléme d’identification qui consiste a identifier lesgpaétres matériels en se basant
sur les champs précédemment définis, comme décrit ci-dessou

3.1.2.1 Le probleme de base

Le probléme de base s’écrit donc, pour un jeu de param@fies :

Trouver les champs U minimisant :
1 . -l . 1 112
g8 =3 [ (e-Ciew):C: (o c.g<g>)dg+a2/£2m||g 0l2dQm

N J/

-]l Jg
(3.7)
sous les contraintes :

UE Upg, O € Sad (3.8)

La solution est notéég(@),g(@)), et on montre dans la partie 3.1.3.4 qu’elle existe et

est unique.

La fonctionnelled exprime un écart au comportement a travers le tekne¢ une distance
guadratique aux mesures a travers le tedmeermettant une vérification au mieux des
éguations peu fiables.

Dans les applications numériques présentées dans la Budst divisé par le carré des
mesures, tandis qui est divisé par une estimation de I'énergie élastique dulgnob
de référence permettant de construire les mesures ati#oient. En pratique, dans un
vrai essai mécanique, on peut avoir une estimation de pimétastique grace a un calcul
éléments finis avec des propriétés élastiques approxiesatians le cas d’un matériau
homogene, ou des propriétés élastiqgues homogénéiséetedaassd’'un comportement
hétérogéne.

Par ailleurs, I'impact du choix d’'un poids différent pous ldeux composantes sur I'iden-
tification peut étre étudié afin de sélectionner un poidsnugiti par exemple au sens de
la régularisation de type L-curve [Calvetgaal., 2000]. La robustesse du terme d’erreur
de modele vis-a-vis des perturbations de mesure peut mativehoix de poids différent
pour les deux composantes de la fonctionnglle

3.1.2.2 Le probléme d’identification

La seconde étape est le probléme d’identification des gr@srmatérielles et consiste
alors & trouver les meilleurs parameét@98' du modéle en minimisant une fonction codt
G , définie & partir des champs solution construits dans kEpapcédente (3.7, 3.8), telle
que :

G (u(8),0(8)) = (mir)lJ(g,g,Q) (3.9)
= uo =
La fonction co(t associée au probleme d’identification iaJacméme expression que la
fonctionnelle du probleme de bademais est fonction des champs solutioet 0. Le
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probléme d’identification s’écrit :

Trouverles parametre® minimisant :
GO = J(u®),08) = I(u®),a(8)+ak(u®),a(8))

= G1(8) +ag28) (3.10)
La solution est alors :
6" = argming (6) (3.11)

ou I'estimation deg (8) implique la résolution du probléme de base pour le jeu de-para
metreso.

3.1.3 Reésolution du probléme de base
3.1.3.1 Choix d'une formulation en déplacement

Le choix qui est fait dans cette étude est de formuler le grobld’identification glo-
bal en déplacement [Ladevéeeal, 1994, Callochet al,, 2002] plutdt qu’en contrainte
[Latourte, 2007, Florentin et Lubineau, 2010]. Un tel chimiplique que I'admissibilité
statique des champs de contrainte ne sera pas satisfaitardérenexacte, mais plutét au
sens faible des éléments finis. Cependant, on peut montdesjerreurs de discrétisation
qui en découlent sont négligeables devant les erreurs délenod
Les champs CA et SA recherchés seront donc des champs deeatéplat. On peut mon-
trer facilement que le champ de contrainte rechercpéut s’exprimer en fonction d’'un
champ de déplacemenSA : B

v/ o(v) =C:g(v)

fa

<2

0,9

000000
000000
0ooo0po
0coo3 0o
000000
000000

o Points de mesure

FIGURE 3.2: Probléme de référence lié au probléme d’identification

Afin de démontrer cette équivalence, on partira d’'un cadigedtification ou I'on
dispose d’'une zone de mesudg, et de conditions aux limites mixtes s avec une
partition de la frontiere comme dansAeUrE 3.2. La partied Q contient des CL de type
Dirichlet et Q des CL de type Neumann, telles €2 N Q =0 etd, QU Q = 09Q.
Toutes les données de la frontiére seront considéréesnonedfiables.

Remarque

Ce cadre est un peu plus large que celui proposé plus haut.
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On dispose alors des équations suivantes :

diva =0 (3.12a)

dansQq g = %(gwgm) (3.12b)
g=C:¢ (3.12¢)
dansQm{ u=1 (3.13)
surd;Q{ on=f, (3.14)
surduQ { u=uy (3.15)

La relation de comportement et les mesures sont considéoéase non fiables, le pro-
bléeme d’identification consiste alors a trouver le couypler) minimisant la fonctionnelle
J(u,0,0) qui s’écrit :

=5 [ (e-cisw) et (g-Ciew)da+ [ u-Ufdon (316

sous les contraintes(83.12a) (3.14)et (3.15)

Le calcul des déformations se faisant via I'équation (3)12&lle-ci est vérifiée d'office
dans I'expression (3.16). On va montrer le théoréme suivant

Théoreme 1: a 'optimum deJ(u,g,8), g est compatible, c’est-a-dire :

JveHi(Q)/ ag=C:g(v)

Corollaire  On peut se restreindre a cherclagrarmi les champs compatibles, c’est-
a-dire de la form@(v) = C: g(v), ce qui implique les égalités suivantes :

0-Cigu) =C:g(v)-C:g(u) =C:g(v—u)
=0o(Vv

—u) (3.17)

~—~

Cela revient alors a chercher a minimiser la fonctionnelle :

uv8) =3 [ ov-u:Ctiov-udo+ S [ u-dPdon (319
o 5

:E Q:_

sous les contraintes :

divg(v) = 0dansQ (3.19a)
o(v).n=f_ surd;Q (3.19b)
U= Uy SuroyQ (3.19¢)
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Démonstration du théoréme On introduit le Lagrangien associé a la minimisation
de (3.16) sous les contraintes (3.12a), (3.14), (3.15).

L) =Iwo® - [udvode- [ A (on-f)ds- [ i (u-upds
= = Q = % = uQ
(3.20)
Les conditions d’optimalité duelordre s’écrivent :
0L
—_ = 21
v®,%wQD 0 (3.21a)
0L
Vg, (@,62)_0 (3.21b)
+ (3.12a) (3.14) (3.15)
L'explicitation de (3.21b) donnéjdg :
&:/(Q—C@@)(C160M2u/mv g)udQ— [ (3a.n)A*dS (3.22)
Q \& = 75 =
Or: — [odiv(dg) u"dQ = [580: g(U") dQ — [5q(d0.n) U* dS d'ou:
0= /ﬁ gu—u*)]: C': 80 dQ — /’ o.n) (U +A*)dS— [ (80.n)u* dS
01Q — 0w -
(3.23)

Ceci étant vraiy dg, on en déduit en particulier podo € » (Q), espace des fonctions
indéfiniment dérivables et nulles sur le bora -+ C : g(u— u*) = 0 presque partout dans
Q, ce qui s'écrit : B -

o=C:glu—u) (3.24)

Donc :3v e Hi(Q) tel que :
a(v) =C:g(v) (3.25)

ce qui démontre le théoréeme 1.
La fonctionnelle (3.16) s’écrit alors :

1

J(u,v,0) = >

[ ov-u):Cctiov-uda+ s [ lu-dPdon (326
o .

3.1.3.2 Discrétisation de type éléments finis

L'expression du probléme sous forme éléments finis conaigimjeter 'ensemble
des équations (3.1), avec absence de conditions aux limiesin espace éléments finis
ou les champs de déplacement sont donnés sous la forme :

ux)=d(x)U ; v(x)=>d(x)V (3.27)

oud(x) estla matrice des fonctions de formédJettV les vecteurs des inconnues nodales,
associes, respectivement, aux champsv. Les contraintes (3.14) et (3.15) ne sont plus
d’actualité dans cette formulatioRIGURE 3.1).

La fonctionnelle] s’écrit sous sa forme discréte comme :

J(U,V):%(U ~V)K (U —V)+%(I‘IU—U)T(I'IU—U) (3.28)

avecK la matrice de rigidité globalé) le vecteur colonne qui contient les déplacements
mesurés dan®n, et un opérateur d’extraction/projection du maillage éléradimtis

54 Thése de doctorat - M. Ben Azzouna - 2013



3.1. Stratégie d'identification

vers la grille réguliere des mesures. Dans le cadre des sgsupérimentales, la grille
de mesure et le maillage éléments finis peuvent étre diff@relopérateur de transfeirt
permet alors de projeter les champs mécaniques du maileagea/grille de mesure.
Son second r6le est I'extraction d’'un champ qui couvre ldegde mesure, a partir du
champ auquel il s’applique, qui est sur le maillage compdeRdet Q,, C Q

Il se définit donc comme suit :

nm: :Uu—nu

M U étant au final la restriction du champ solutidnau domaine de mesuftey,, et sa
projection sur les points de mesures a partir des nceuds dlageai

Avec I'hypothese d’absence de conditions aux limites,dtaghe choisie pour la résolu-
tion du probleme discret est de répartir les nceuds élémendsefn deux groupes : des
nceuds intérieurs d’indiderelatifs a I'intérieur du domaine, et des nceuds sur le Bexd
d’indice b. L'indice o fera alors référence a I'ensemble des nceuds.

Discrétisation de la contrainte du probléeme de base : On veut construire un champ
de contrainte SA avec divergence nulle. Une maniére derdézichamp est de le poser
comme un probléme de MMC (3.1a, 3.1c). Pour résoudre ceg@rabbn commence par
I'écrire en éléments finis comme :

“éil. Ei,ﬂ 8 [vﬁ, } = [ Fob } (3.29)

avechk, I'effort généralisé aux nceuds de bord.
Par ailleurs, la formulation faible de (3.1a) s’obtient eniv&nt son produit scalaire par
un champ virtuel arbitrairg®, tel que :

/d_iv
Q

Le champ test étant CA a zé(g* € Hf(Q)), alors la deuxieéme ligne du systéme matri-
ciel (3.29) n’intervient pas.

En d’autres termes, un champ a divergence nulle décrit gamolgiéme (3.29) peut étre
genéré par différentes conditions aux limites sur le boadirin probleme de type Neu-
mann, I'effort généralisé aux nceuds de bord est telgue Ky Vi + Kpp Vp.

Le probleme de type Dirichlet est analogue puisque I'on \@rawn champ de déplace-
mentUy imposé sur le bord du domaine tel dyge= Uq, qui va générer I'effort équivalent
F, du probléme de Neumann. Ce probléme s’écrit :

la

u* dQ (3.30)

Ki Kip O Vi 0
Koi Kpp Id| x| M | =] O (3.31)
O Id O r Ug

ourl est un multiplicateur de Lagrange. On en déduit alors que :
Fo =T = —(Kpi Vi + Kop Vb) (3.32)
Finalement, la contrainte discrete (3.1a) du probléme de ba&crit comme :

divo=0— K,V =0 (3.33)
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Elle n'impacte que les lignes de la matrice de rigidité glelia
Au final, le probleme de base discret s’écrit :

Trouverles champs WV tels que :
U(O)V(®) = minI(U.V) (3.34)

sous la contraint€3.33)

3.1.3.3 Introduction d’un Lagrangien

La premiere étape pour appliquer la stratégie d’identifica¢st donc d’exprimer le
probleme de base (3.7, 3.8) puis de le résoudre. Ce problemeun probleme quadra-
tigue sous contraintes linéaires, les conditions d’oplitdhau premier ordre sont donc
suffisantes. On introduit le Lagrangien suivant afin d’'ingrda contrainte (3.33) :

£(U,V,A) =J(U,V) AT (K, V) (3.35)

La différentielle du Lagrangien s’exprime :

((g—é,w)zéuT(K(U ~V)+a(NTNu-nNTu)) (3.36a)

dr (g—\L/,a\/)za\/T(Kg/\i—K(u ~V)) (3.36h)
0L N sAT i

\(a_/\i’{”\'>_5/\' Kio V (3.36¢)

Le systéme d’optimalité estég—ﬁ, o, g_/L\.> = (0,0,0), et I'étude de la stationnarité du
Lagrangien donne les équations suivantes :

(K+aNn™MmuU—-KV=anTu (3.37a)

dz=0 = { K(U-V)=KIA (3.37b)
Kio V=0 (3.37¢)
K(U-V)+an™nu=an™u (3.38a)

= {K(V-U)+KIA =0 (3.38b)
Kio V =0 (3.38¢)

On peut re-écrire I'équation (3.38b) comme :
K(V-U+A2)=0 (3.39)

avec/\; tel que(Az)i = A et (A2)p =0.

L'équation (3.39) correspond a un probleme de MMC avec deslitons aux limites
de Neumann de bord libre. Une structure a I'équilibre ne st aucun effort ne se
déforme pas, par conséquent, la solution de (3.39) est unenwent de corps rigider :

V-U+AN=CRr (3.40)
Une décomposition sur les nceuds intérieurs et ceux du banaedo

Vi—Ui+Ai =Cr (3.41a)
Vp —Up =CRr, (3.41b)
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Par ailleurs, si 'on décompose (3.38a) de la méme maniaréesunceuds et b, on
obtient :

{ Kii (Ui —Vi) +Kip (Up—Vp) +a (MTM)j Ui =a(N7), U (3.42a)
Kpb (Up —Vb) +Kpi (Ui —Vi) =0 (3.42b)
En injectant (3.38c) dans (3.42a) on obtient :
Kii Ui 4+ Kip Up+a (MM U =a (N7), U (3.43)
Et en injectant (3.41b) dans (3.42b)on a:
Kpi (Ui =Vi) — Kpp Cr,=0 (3.44)
En utilisant (3.38c) sous la formg = —K: 1 Kip Vb on a:
Kpi Ui — Kp; (—Kifl Kib) Vb — Kpb Cr,=0 (3.45)
et puisque I'on a I'équation (3.41b), on peut écrire :
Kpi Ui + Kp; Kirl Kib (Ub-i-CRb) —KppCr, =0 (3.46)
ou encore
Kpi Ui + Kpi Kji * Kip Up + (—Kpp + Ko Kii * Kip) Cr,=0 (3.47)

-~

()
Avec (x) = 0. En effet, on & Cr = 0 qui s’écrit sur les nceud®tb comme :

Kpi Cr + Kpp Cr, = 0 (3.48a)
{ Cr = —Ki ' Kip Cr, (3.48b)
dou:
Kpb Cr, — Kpi Kifl Kib Cr, =0 (3.49)
Ainsi :
Koi Ui + Kpi Kif * Kip Up = 0 (3.50)
Finalement, on obtient un systeme seulement en
Kii +a N i Kib U; an’ iolj
K(bi | KbiKii_lKiJ 8 [ Up } - [ ( 0) } (3:51)

On peut remarquer que la stratégie de résolution qui a étiesa permettre de résoudre
le probleme de base sur les nceuds de bord, et de réduireatasdles(partie 3.1.4).

Réciproque : Vérifions que sil'on a trouv® solution de (3.51) alors on peut résoudre
(3.38).

SoientU;, Uy, solution de (3.51). On posé = U, +Cr,, ouCr, est choisi arbitrairement.
On calculev; parV, = —Kii‘1 Kipb Vb- Dans ces conditions, (3.37a) et (3.37¢) sont vérifiées.
SiI'on poseA; = Cr +U; —V;, alors (3.37b) sera Vvérifiée aussi.

Résolution de(3.51):  On élimineU; par

Ui = (Kii +a(NTM)i) " {a (NM7)ic U — Kip Up} (3.52)
gu’on remplace dans la deuxiéme équation du systeme (®Blgbtient alors I'équation
suivante :

—Kpi [Ki = (Kii +a (MTM)i) ™Y Kip Up = aKpi (Kii +a(M7)i) * U (3.53)

(. J

v~

KN“ Rgi
ce que l'on notera : ~ .
Kpi Kii Kib Up = Kpi U (3.54)
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Discussion

Propriété 1: Kii est une matrice symeétrique, positive mais pas non définie !

Démonstration K étant symétrique, définie positive, on peut écrire :
Ki =K'= (Ki+aM™)) 1=K, 7?[ld—(ld+aS) YK, 2 (3.55)

avec

S=K; > (MM)io Ky = (MM)io K )T (NT)io K5 ) (3.56)

S est symétrique positive, mais possede la valeur propra 6ff&t : YW

|
— (
= [Kj " Wim=0
— Kl W =0 (3.57)
c'est-a-dire :
71 71
(K ' o Wi + [Kj ] Whi = 0 (3.58)

avec I'indicen, qui indique les composantes dadg et ;3 les composantes sur le reste du
domaineQ.
Réciproquement, 8V vérifie (3.58) etV # 0 alorsW € Ker S donc :

Ker S= {W € R" /(3.58) est Vérifiég (3.59)

ou n; indique le nombre des ddl correspondant aux nceuds intetndsrdaine. On en
déduit queSpeut s’écrire :

s=p|P+ QpT_pppr (3.60)
0 0
D. 0 o . g L
avecD = 0 0 etD, > 0 une matrice diagonale a termes positifs. Par conséquent, s

I'on injecte (3.60) dans (3.55) on obtient :
Ki = K" [ld—{P(Ild+aD)PT} YK, "
= K, ”?P[ld—(Id+aD) Y PT K, ¥?
— K, 7?p diag{l— #} PTK,

1+ aDj
= K, ?p diag{%} PT K, "
= K, 7P {E 8} PTK, (3.61)
avecD = diag{ 1%ck-} d'ou le fait queK; est symétrique positive.
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3.1.3.4 Existence et unicité de la solution

Propriété 2 : Le systeme (3.51) admet toujours une solution. Celle-esinpas
unique,a priori.

Démonstration Une condition suffisante pour assurer I'existence d’unetsmi est
de vérifier quevUn € R, 3V € R" tel que :

Ki V = (Kii +a (M7)i.) " Un (3.62)
Pour cela, on utilise les diagonalisations précédentégudtion (3.62) s’écrit encore :

1/2

K: 72 PnDPT K. 2V = K. 72 Ppy (I +a D) PT K: 2 U+ K 7 P PEK. 72 Un (3.63)

ou I'on a décomposk = [Pm Prﬁ}. Cette équation aura une solution si et seulement si :

1/2

K. 72 P PL K, ¥ U = 0, YU, (3.64)

Ceci est une conséquence de (3.58).
(3.63) se résume alors a :

1/2

K; "? PnD PT K, 2V =K, " P (1d +aD) BT K, ¥? Un, (3.65)

ce qui se ramene a : N
PnD P &=Pn(Id+aD)Pin (3.66)

en ayant posé = Kifl/zv etn = Kifl/z Un. L'équation (3.66) est linéaire, donc I'ensemble
des solutions s’écr = p + &g, O0U¢p est une solution particuliere & est une solution
guelconque du noyau.

Calcul deép :
PnD Pl & =0= &l PnDPl& = 0= PJ & =0, donc&p = Pm, y quelconque,
c'est-a-direfg € Ker S

Calcul deép :
D’apres ce qui précede, il suffit de chercligrcomme une combinaison linéaire de la

basePn, c’est-a-dire posef, = Pn {. Mais alors doit étre tel que :

PnD Pl Pn{=Pn(ld+aD)Pln (3.67)
donc unZ possible est = D1 (Id +a D) P! n, d'oti I'on peut prendre :
§&p=PnD1(ld+aD)PIn (3.68)
Finalement, toutes les solutions de (3.66) s’écrivent :
£ =PnD ! (Ild+aD) Pl n+Psy, ye R™ quelconque (3.69)
Sil'on revient aux variables de départ :
V = K’?PpD1(1d+aD) Pl K2 Un+K/?Pry
= Vm+Vo (3.70)
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Retour a I'équatiorn(3.54) :
Compte tenu de ce qui précede, I'équation (3.54) s’écrit :

Kpi Kii Kip Up = Kp;i V (3.71)

ouV est donné par (3.70).
Ce systéme admet toujours une solution car c’est le systeoptirdalité associé a la
fonction codt suivante :

1
J(Up) = 5[Kip Ub—V||% (3.72)

Cette fonction codt est convexe quadratique donc admet &sma minimum caracté-
risé par I'équation (3.71), d’'ou le résultat :

Propriéte 3 : Le systeme (3.54) admet une solution au moins.
Si I'on suppose, de plus, qugKjy) NKer K;j = {0}, et que la matric&, est injec-
tive, on aura unicité dgy, solution de (3.54).

3.1.4 Algorithme de résolution

Réécrivons (3.54) comme :
MUp=S (3.73)
avecM = Kp; fK\ﬁKib etS= IZE,U
Au final, on arrive a avoir une solution peu codteuse en tenagpsatcul, car elle fait
intervenir les nceuds du bord uniquement.

3.1.4.1 Noyau et décomposition QR

On vient de voir quéJy existe toujours, cependant la résolution de (3.73) néeessi
guelques précautions clat est positive, symétriqgue mais non définie.
On effectue une décomposition QR Kle ou R est une matrice triangulaire supérieure et
Q une matrice de changement de base orthonormée.

Ry Ri1 Ro
M=QR=|Q1 Q2| x =|Q1 Q2| x (3.74)
Ro 0 0

avecR, = 0 par construction €®; est la partie non nulle d&. On résout alors I'équation
(3.73) :

MUp=S=RU,=Q'S (3.75)
Ainsi
{ RiU,=Q] S (3.76a)
RoUpy=QJ S (3.76b)
On obtient au final :
{ Q; S=0 (3.77a)
Ri1Up +Ri2Up2 = Qf S=§ (3.77b)

Toute solution se décompose en une solution générale ebiutea particuliére :

Up =UP+Up, telle que :
Ri1US =S ety =0 (3.78a)
Ri1 UY +Ri2US =0 (3.78D)
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L'écriture (3.78) constitue la solution du systeme (3.78)asolutionU, se décompose
en une solution particuliere et un terme relatif au noyawnqhoisit nul. De pIuth?2
peut étre choisi comme on veut, et on peut ainsi en dé(ﬂlﬁ{eLa solution finale est
alors :

Up = R;iQ]S (3.79)
On verra dans la suite que le choix du représentant du noyag, dieRgz, n'affecte pas
la valeur de la fonctionnelld.

Réciproque : SoitU = U P+ U9 défini comme solution de (3.78), alors :
Mais, en généralQ; Q] S# S Cependant, icQ) S= 0, puisqueS< O(M) d’aprés la
propriété 2. DoncQ, Q) S= 0. On en déduit que :

MU=Q:Q{ S+Q,Q} S=IxS=S (3.81)
D’ou le fait queRi U =5 =MU =S

Conclusion
L'ensemble des solutions de (3.54) est donné par I'équéBiaib).

Solution générale(U,V) du systeme(3.38): SoitUy = U§+U§ une solution quel-
conque de (3.54))8 correspond a une solution de (3.54) allgc= 0. On calcule}JiO qui
correspond, par (3.51), a:
UP = —(Kii +a ) Kip U (3.82)

On obtient ainsi une solution du noyau du systéme (3.51).¢ lp vérifier :
La deuxieme équation du systéme s’écrit :

Kpi {—(Kii +0TT) " Kip } US"’ Kbi Kii_l Kib Ut? = Kpi Kii Kip Ut? =0 (3.83)
On calcule ensuite? parV2 = U2+ Cg,. On en déduiv® = —K; Ki, V0 d’aprés I'équa-
tion (3.38c).
On fait de méme aved?, ce qui nous fournit)’, ViP, Vi’ et on a ainsi :

K(UP-VP)faMNUP=aU

Kio VP =0 (3.84)
P__\/P p

Up =V +Ck

KU%-Vv% +anu®=0

KioV?=0 (3.85)

Ud =V +CR,
et aussi
KUP+U®—VP_VO) tan (UP+U%) =aU
Kio (VP+V9) =0 (3.86)
Up+Up =P+ + (CR +CR,)
Il reste a évaluer la fonction codt a I'optimum.

Propriété 4 :
1 - ~
J(U Pt voPh :§a(|'| U®—U)T (Mver—u) (3.87)
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Démonstration D’abord,

Mu-u)T(Mu-U) = U-U)'nMmuU-U)carnuU=U
= U-Vv)T(NU-U)+(v-U0)T (NU -U)
= U-V)T(Nu-U)+(v-U)TNn(Uu-U) (3.88)
On en déduit
J(UOPtyoPYy %(U—V)TK(U—V)—i—%(I'IU—G)T(I'IU—U)
— %(U—V)T{K(U—V)+G(I'IU—U)}+%(V—U)TI'I(U—U)
- o+%(U—U)Tn(V—U) d'apres (3.38a) (3.89)
Propriété 5:

JU,V) = %(u ~V)TK (U —V)-i—%(I'IU -U)"(nu -u)

sous la contrainte K,V =0

n‘admet qu’une seule valeur minimale.

Démonstration Cela résulte du fait que I'on minimise un critére convexe ur
sous-espace vectoriel.

Conséquence
Le corollaire de la propriété 5 est quélJo, Vo est solution de (3.84) :

JUPH+UO VP VO =J(UP VP (3.90)

En effet,(UP,VP) et (UP4+UOC, VP 1+VO) vérifient (3.85) et (3.86), ce qui correspond a
I'optimum deJ(U,V) dans les deux cas.

Propriété 6 : (U°, V%) = (0,0) est solution de (3.85) et
1 o oT
JUOVO)5_ o= é(UO—VO)T K (U°—-VvO) 4+ EUO nu=o
et
3(0,0)5_o =0

Donc si le couplgU?,Vv0) est solution de (3.85) alors :

uo nvO=o (3.91)

On est maintenant en mesure d’énoncer le résultat centrabspondant au théoreme 2,
dans le cas continu :

Théoreme 2: Le noyau de la forme quadratiqUesst réduit a
{(U,V)/Ki,U=0,MU =0et(U—-V)=Cgr}
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Démonstration Il faut et il suffit de montrer qu¢U,V) est solution de (3.85=

(U,V) = (0,0).
Soit (U,V) solution de (3.85), alors, d'aprés la propriété 6, al{ld,V);_, = 0, c’est-a-
dire :

0=U-V)TKU-V)+a(Nu)T(Nu) (3.92)
donc, par positivité (U —V)T K (U -V)=0etNU =0.
Puisque 0= U, alors (3.85) entraing (U —V) =0, c’est-a-dirdJ —V = Cg, Cr quel-
conque.
En conclusionl etV sont tels que :

Ki,U=0; Ki,V=0; MU=0; U-V=Cg (3.93)

Le choix deCr n’a pas d’'importance. En effet :

Propriété 7 :
J(U,V+CRr) =J(U,V),YCr (3.94)

Démonstration

1 ~
JUV+Cr) =3 ~V-Cr)TK (U —V—CR)+%(I'I u-u)T(nu-u)
1 1
:J(U,V)—ECFE K (U —V)+§Cg K Cr

1
JU,V)—(U-V)TKCr+ Ecg K Cr
J(U,V)+0+0 puisqueK Cr =0

(3.95)

Propriété 8 : Le choix du représentant dans le noyalP —V°) n'influence pas la
valeur de la fonctionnelle J.

Démonstration
1
JU+UO V4V = (U +U%-v-VvOTK U+U°—-Vv-VO
a
+5 (MU +N U—vm)T(MU +mu®—vy)
1

= SU-V)TKU-V)+U-V)TK U°-V)

1
—I-E(UO—VO)TK(UO—VO)-F%
puisquellU® =0 (théoréme 1)

= J(U,V) puisqueK(U°—V?) =0 (théoreme 1)  (3.96)

(MU —-U)T(MuU -U)

A ce stade, on conclut que le probléme de base défini par 'ERddifiée posséde une
solution unique, et que la fonctionnelleelative au probleme d’optimisation est convexe.

On reprend maintenant le systéme d’équations (3.51). Rasgite, on se permet de
noterl I'opérateur de transfert restreint aux nceuds intérieurs.
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En décomposant les équations du systeme a résoudre surdds mternes et les nceuds
de bord, et on obtient le systéme d’équations suivant :

( (Ki4+an™M)U;+KpU,=an’™ U (3.97a)
Kpi Ui + Kpp Up — Kpi Vi = Kpp Vb = 0 (3.97b)
Kii Ui + Kip Up = Kij A (3.97¢)
Kpi (Ui —Vi) + Kbb (Up —Vb) = Kpi A (3.97d)

\ Kii Vi + Kip V, =0 (3.97e)

La solution(U;,Up, Vi, V) découle ensuite de la résolution de I'équation (3.73) avec
M = Kp; [(Kii +al M) =KL Kip et S= Ky (Ki +anTm) "anT U

3.1.4.2 Calcul explicite du gradient

Un intérét de I'utilisation de la méme fonctionnelle poufidi le probléme de base
et le probleme d’identification est I'acces immédiat au gradde la fonction colt;
(3.10), ce qui permet de le fournir lors de la minimisationcéée derniere. D’'une ma-
niere classique, la méthode de I'état adjoint permet diibtme expression explicite du
gradient. Dans notre formulation, le probléme direct etrizbfme adjoint sont couplés
dés le départ et donc résolus en méme temps. La fonction teatdgrivée s’expriment
en fonction du Lagrangien comme sulit :

G0 = £(U(B),V(8),Ni(6),8) (3.98)
0g 0L 0L U 0L oV 0L ONA
> X% 7

Les dérivées partielles du Lagrangien par rapport aux ceanyg et au multiplicateur de
Lagrange/\; sont nulles car ces derniers sont solution du probléme de (3a34, 3.33),
et Bk est leke parametre matériel recherché. Ainsi, il suffit de calcudedérivée partielle
du Lagrangien par rapport aux parameétres dépendant duiangtsoit :

aL . 1 TaK TaKio
aek_Z(U V) aek(u VI=A 00y

Vv (3.100)

On obtient directement I'expression du multiplicateur dgtange a partir de I'équation
(3.97¢) :

Ni = U + K Kip Up (3.101)

I suffit ensuite de calculer la dérivée de la matrice de rigigar rapport aux parametres
matérielsg—gk. Cette tache sera facilitée par le choix d’exprimer la natde rigidité
linéairement en fonction des coefficients élastiques ded,aehque fait au chapitre 2, ou

en fonction des modules orthotropes.
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3.1.5 Prise en compte d’informations fiables sur le bord

9, Q)

0000 o
0coo03 00
000000

O0000O0
0O000O0O
0O000O0O

FIGURE 3.3: Probléme direct 2D associé au probléme d’identificatio

On considere le méme cadre d’identification défini au papge.1.1 avec, cette
fois, la prise en compte d’informations fiables de type éffsur une partie du bord du
domaine. La nouvelle répartition de la frontiére est celéaFicure 3.3 :

1. 91,Q sur lequel est mesurée la résultante d’effort :

/5le

2. 01,Q contenant des informations fiables d’effort réparti, ty@ment des bords
libres par exemple :

ndS=E (3.102)

la

surds,Q:g.n= fe (3.103)

3. 0Q\(01,QU0d,Q) considéré comme inconnu.

Dans la suite, seule la contrainte répartie fiable (3.108) pase en compte. Le bord,
d’indice “b” dans les notations précédentes, sera séparé en dewspasi{e = d¢,Q et
le restedQ\0¢,Q, respectivement d’indices” et “ f”, avec :

b=fuf et f:bord libre
f : bord sans informations

Les équations dont on dispose sont :

( Equilibre mécanique : divo=0 dansQ (3.104a)
Compatibilité cinématique :g = é(gg+ZTg) dansQ (3.104b)
Relation de comportement g = C(8) : & dansQ (3.104c)
Mesures : u=>a dansQn (3.1044d)

| Contrainte répartie fiable : g.n= i surosQ (3.104e)

La nouvelle répartition des informations fiables et moinbléa est celle d0OABLEAU
3.2:

Fiables Peu fiables

Equilibre : divo=0 Relation de comportemento=C : ¢
Compatibilité cinématique £ = (Yu+v"v/2 | Mesures : u=0d
Bords libres : on=0

TABLEAU 3.2: Redéfinition des gquantités fiables et non fiables
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L'espace d’admissibilité statiqugg S'écrit :
saa={0 € Han(Q)/divo = 0 dansQ, g.n=0surd;Q} (3.105)

L'espace d’admissibilité cinématique n’est pas influenaéljinformation de bord libre
portant uniqguement sur les contraintes.
La contrainte d’admissibilité statique s’écrit alors séarsne faible :

(3.106)

/gg(g*)szf fsurdQ vu'/ut|, ;=0
- 0iQ— f

Kio

_|F , PSR,
Kfo:| etF = {FJ, avecFs I'effort généralisé

En discret, on &¢, V = F avecKjs, = {
associé af~_S
3.1.5.1 Formulation ERAC modifiée

La fonctionnelleJ du probleme de base reste inchangée, seules les contrsamtes
modifi€es comme ci-dessus. Le probléeme de base s’écrit comme

: o1 T 1 ~T .

rLrJ17|\pJ(U,V) = r&l\pé(u -V)' KU _VZJFG é(l'l u-u)'(nu —UZ(B.lO?a)
3 %

sous la contrainte Kjs,V =F (3.107b)

De la méme fagon que dans la partie 3.1.3.3, on introduit gndragien tel que :

£(U,V,A)=J(U,V)+AT (Kito V) (3.108)
Sa stationnarité s’écritv. dU, dV, oA
(g—é,au) =0 = UTKU-V)+adU™NT"(NU-U)=0
(‘3—6,6\/):0 — —WVTKU-V)+&TKI A=0 (3.109)
0L B T B
(Gx 0N =0 = NA'Kit,V=F
d’ou le systeme :
KU=-V)+an™mu=an'u (3.110a)
KU-V)-Ki, A=0 (3.110b)
KifoV=F (3.110c)

(K+anTMmu—-KV=an'u
> { KU-KV-KI.A=0 (3.111a)
KitcV=F —Kj;V=0etK:, V =F¢

Ui
_ SV A N EAY _ Kifo
o= [ e i

Posong\,; = V\\} avec/Ar= 0, alorskK.!_ A = KA; et I'équation (3.111a) devient :
f

ifo
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KU -V —A2) =0, donc(U —V — Ay) est un mouvement de corps rigide choisi nul
comme dans la partie 3.1.3.3, et en particuller= V}-
En tenant compte dd;= V5, (3.111a) permet d’obtenir le systeme suivanfénv) :

(K+al™MuU—-KV=an'u (3.112a)
Kito V =F (3.112b)
Ur=Vr (3.112c)

A Ugdonné, (3.112b)+(3.112c) correspond & un systéme de ammsldux limites bien
posé.

AV donné, (3.112a) a un défaut de ran@. Il y a, au plus, un probléme de corps rigide.
Dans la présente formulation, on choisit d’écrire le protdeenU et A,. De maniere
généralel correspond au probléme direct, quakgcorrespond au probleme adjoint.
Plusieurs avantages en découlent, a savoir :

— aucune hypothése restrictive sur I'opératBun’est nécessaire. En particuliét,
peut intervenir sur la totalité des nceuds, bord inclus, cpeunet de pouvoir jouer
sur la taille de la zone de mesure, pour une taille de zoneldel ¢ixée.

— le probléme de base se résout, cette fois, sur I'ensemBlea@kids (3.117). La
taille du probléeme s’en trouve donc augmentée. Cependaptpbléme de noyau
rencontré pendant la résolution étant localisé sur les saedord, cela permet
d’éviter de résoudre le systéme uniqguement sur le bord duaohem

Le systeme s’écrit alors :

K(U=V—=A2)=0,Ar=0 (3.113a)
(K+anN™MmuU—-KV=anTu (3.113b)
KitoV =F (3.113c)
(3.113a) = U —V — A, =0 (corps rigide choisi nul) (3.114)

(3.113b) — KU -V)+an™nu=an’u
(3.113c) = Kito(U—-N2)=F

d’ou,
KA+aNMuU=an’u (3.115a)
KitoU —KitoA2 =F (3.115b)
Nr=0 (3.115¢)
avec :
Kifo A2 = Kifit A (3.116a)
K Ap = Keit A (3.116h)
On obtient finalement :
u an™m K }1 {anTU}
= X 3.117
{ A } { Kito  —Kifif F ( )
N s ~~ o N i
Y M> S

La mise en place de l'algorithme de résolution est analogce qui a été présenté au
paragraphe 3.1.4, et découle du systéme (3.117). Une désitiop QR de la matrice

Thése de doctorat - M. Ben Azzouna - 2013 67



3. Stratégie d’identification par 'TERAC modifiée

M. permet de s’affranchir du probleme de noyau dans le cas audssres ne couvrent
pas toute la zone de calcul. Ainsi :

Mz =QR=[Q1 Q] x [0 0

Les matrices); et Q2 ont le méme nombre de lignes que la mati@gemais le nombre

de colonnes d&), correspond a niveau de troncature que I'on noferaet qui reste

a définir. De la méme facoriR; est une matrice carrée ayant comme taille celle de la
matriceR moins le nombrd'r.

Lorsque le défaut de rangds est non nul, le niveau de troncature doit étre fixé. Deux
méthodes ont été testées a partir du calcul du défaut de ealagnaiatriceMy, en utilisant
I'outil Matlab:

() un niveau de troncature strictement égal au défaut dg eastimé paMatlab avec
une toléranceol = tu, * ||M2|| xeps outy, est la taille de la matrichl,, epsest la
tolérance par défaut ddatlab (égale & 10%5) et la norme déM, correspond a la
plus grande valeur singuliére 8& (obtenue par décompositi@V D).

(i) un niveau de troncature qui minimise I'amplitude dedadctionnellel.

La deuxieme méthode a été retenue puisqu’elle offre unéigoloptimale vis-a-vis de la
résolution du probléme de base, conduisant systématiquemen niveau de troncature
plus petit que le défaut de rang.

En utilisant (3.118), le probleme (3.117) admet une sotugparticuliére et une solution
relative au noyau dMl,. Ici, ce second membre est choisi nul puisque il n'impactelpa
fonctionnelled. Ensuite, apres I'étape de décomposition QR, les champs@o(U,A),
regroupés dans, s’obtiennent comme :

Y=R!Q|S (3.119)

Le champV se déduit ensuite a partir de I'équation (3.114). L'étapessiue est I'identi-
fication des paramétres matériélgia la minimisation de la fonction codt
G (8) = J(U(8),V(8),6) (3.10).

La présente résolution du probléme de base permet de prend@mpte des condi-
tions aux limites fiables sur le bord, mais aussi I'absenamdditions aux limites, et sera
donc retenue dans la suite. La comparaison des deux foiongatvec et sans conditions
aux limites fiables est illustrée a travers un exemple nugnérdans la prochaine partie.

Remarque

Aucune hypothese n’a été faite sur la nature de la distohutes parameétres
matériau dans la formulation du probléeme de base. Par coasédes cal-
culs peuvent étre menés aussi bien pour un ensemble disegiayr un
champ de propriétés. D’autre part, le fait de ne pas coraidénformation
statique n’a pas aboutit a des difficultés dans la formutedio probléme de
base, mais pourrait poser des problémes pour I'identifinati

(3.118)

3.2 Identification de propriétes isotropes homo-
genes

Dans le but d’évaluer la stratégie d’identification prééerdans la partie précédente,
on s’intéressera dans un premier temps a son applicatiadeatification des propriétés
homogéenes d’'un matériau isotrope. Pour ce faire, on s'appgur des simulations d’es-
sais mécaniques standard, tels que la traction et la flegmur, construire des données
synthétiques.
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3.2.1 Simulation d’'un essai de traction

Le premier cas test est une simulation de traction sur urguplaarrée qui repose
sur un appui simple d’'un coté, et est soumise a un chargeméotme sur le c6té op-
posé FiIGURE 3.4). La plaque est maillée avec des éléments T3 et a un coenpemt
élastigue homogene. Un premier calcul éléments finis deerété, avec I'hnypothése des
contraintes planes, nous fournit des mesures de déplatémenr la surface entiére de
I'éprouvette. Ces mesures sont construites avec des ptéprmatérielles de réeféerenkg
etp. Ces déplacements étant disponibles sur un maillage étérin@is, on construit une

Pttt

FIGURE 3.4: Simulation d'un essai de traction

grille de mesures réguliere de taille 530 afin d'y projeter les déplacements.

Les perturbations de mesurdd sont fabriquées a partir d’'un bruit blanc gaussien, et
rajoutées aux mesures. Ainsi, les déplacements mesucgvsié comme la somme des
déplacements de référence projetés sur la grille de mesirmdss perturbations :

U=nNUy+dU (3.120)

Ne disposant que de données en déplacement, la stratégéelpnément introduite méne
a l'identification de contrastes de rigidité, qui, pour &gealés, nécessitent la connais-
sance d’'une propriété matérielle, en I'absence d’inforonatde type effort.

Ayant choisi d’exprimer la matrice de comportement avecclesfficients de Lamé, on
s'intéressera ici a lI'identification de

3.2.1.1 Fonction codt et calcul du gradient

Afin d’évaluer la robustesse de la méthode, la sensibilit@ denction codt vis-a-vis
des perturbations de mesure est étudiée pour différenteltades dedU .

Dans laFicure 3.5 sont tracés la fonction codt et ses deux composantesidamiervalle
de valeurs centré sur la valeur de référepgeOn représente en abscisse le rrﬁioLa
FIGURE 3.5(a) représente I'évaluation du gradient par rapporizaarpétrqs en differents
points de la fonction colt. Les segments de droite ont ponteple gradient calculé en
chaque point d’évaluatior = %, et sont tracés dans un intervake= [x — A—ZX X + A—ZX]

sur I'axe des abscisses, av&cla distance entre deux points d’évaluatidix & %).
L'ordonnéey; associée aux segments de droite est calculée comme suit :
oG
Vi = G (K) + 5% (X=%) (3.121)
M
Les segments de droite correspondent parfaitement a | plenta fonction codt et
confirment la bonne estimation du gradient.
La Ficure 3.5(b) montre la forme de la fonction coéitainsi que ses deux composantes
G1 et G2, en ligne continue sans perturbations, et en pointillés pes niveaux de per-
turbation de 1%, 2%, 3%, 4% et 5% de la moyenne des déplacen@mpeut remarquer
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G 0.8/ g 0.08; g1 120; Go
0.12r :
\ 100¢
0.1t , 0.6¢ 0.06
; 80
0.08 | ,
! 0.4 0.041 60
006 | ' ,
1 .
0.04 / 401
\ ; 0.2 0.02-
002t v/ 20/
\ ’
O ‘ ‘ ““": ‘ ‘ O " ‘ 0 ' ‘ 0 e ‘
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(a) Fonction codt et son (b) Fonction colt; et ses deux termeg,; et g2 pour différents niveaux
gradient (sans bruit) de perturbation (formulation sans CL)

FIGURE 3.5: Fonction co(t et évaluation du gradient pour des nixe@upertur-
bation variant de 0% a 5%

que le minimum de la fonction coGt correspond a la valeur teéce, représentée par
la ligne verticale en pointillés, pour tous les niveaux deyrbation testés. Par ailleurs,
le termeg relatif & I'erreur de modéle est remarquablement inseasibk perturbations
dans cet exemple. Son amplitude ne varie pas et les six osdrg superposées. Cela
suggere de donner un poids plus important au terme d’egede modéle dans la fonc-
tion colt. A poids égaux, I'hyper-paramétre vaut dans cetrtea = 5.7 x 103, Vu
que la fonctiong2 a quatre ordres de grandeurs de plus gueen I'état, le termeg2
demeure prédominant dans la somme (3.10). Une piste d'mgatiion dea sera discuté
en3.2.1.2.

Dans le cas test étudié, le chargement est constant et gémehamp de déformation
homogeéne. En I'absence d’information d’effort, ce champléf®rmation s’obtient pour
tout champ de contrainte en adaptant le jeu de paramétresiemstici. C'est alors
I'information de bord libre qui permet d’ajuster I'identifition dans ce cas de figure.

On évalue ci-apres la fonction codt pour des niveaux de Ineéstélevés en utilisant la
formulation de 'TERdC modifiée avec I'information de bortri (©.n = 0 sur les cbtés
droit et gauche de la plaque). B

La FIGurE 3.6(a) montre l'allure de la fonction codt et de ses deux cusaptes pour

8 g 0.07 g:l 1000 G2 33 g 0.1 g1 5710 G2
0.06} : 32.9 :
: : 980 : : :
5.8 ' : 0.08f! : 5700f:
0.05r : 32.8 : : :
0.04 ¢ 960} 1 [ .
56 . ' : | : 27 0.06f * : 5690 |
: 0.03 : : ; Vool '
' : 940} i 32.6" :
54 ‘ Lo Lo - o ;
S 002 : ‘ s L0 004 N 5680
Wb Teon N LT e0r e o b
32.4; .
52 - 0 0.02 5670 ="
05 1 15 05 1 15 05 1 15 05 1 15 05 1 15 05 1 15
() U = 20% (b) 8U =50%

FIGURE 3.6: Fonction colt de 'TERdC modifiée avec bord libre

une amplitude de perturbations de 20%, ou I'on peut remaiquezle minimum des deux
termes est trés proche de la valeur de référencé€iduare 3.6(b) représente leurs allures
pour un niveau de perturbation de 50%, ou I'on peut noter gumihimum du terme
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d’écart quadratique aux mesures s’écarte un peu de la vdderéférence tandis que le
minimum du terme d’erreur de modele demeure tres proche ddar de référence. La
FIGURE 3.7 représente les champs de déplacetdgatUy sans perturbations et avec 50%

de bruit.
0
Uy
-1
-2
-3

N~ OO

UO

(a) Champs de déplacement pdur = 0%

(b) Champs de déplacement pdlr = 50%

FIGURE 3.7: Champs de déplacements relatifs a I'essai de tradtiomés

Une étude de Monte-Carlo a été menée pour caractérisentifidation dep avec 1000

tirages par niveau de bruit. Le paramétre matériel a étdifaepar évaluation de la fonc-
tion colt sur une grille fine de valeurs, avec une précisioh%de
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(b) Comparaison des approches ERAC-A et ERAC-B

FIGURE 3.8: Résultats d’identification avec bord libre
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La FiIcure 3.8(a) présente les résultats d’identification en termanalgenne et d’écart-
type pour la formulation avec bord libre, en fonction du awele perturbation allant
jusqu’a 50% de la moyenne des déplacementsuRe 3.7(b)). Les résultats confirment
la grande robustesse de la fonction codt. Par ailleurgyt&abe la fonction codt pour dif-
férents niveaux de bruit, particulierement celle du terreerdur de modele, porte a croire
que I'étape d'identification s’avérerait meilleure avetdiemeg1. Ainsi, on trace dansi-
GURE 3.8(b) les résultats d’identification, pour des données hweed libre, obtenus avec
deux approches de résolution : ERAC-A et ERJC-B récap#udéas lerasLEau 3.3. Les
deux ayant en commun la résolution du probléme de base a¥endaonnelleJ, mais
utilisent deux fonctions co(t différentes pour la résantilu probléme d’identification :

Méthode ERAC ERdJC-A ERdC-B
Fonctionnelle du probléme de base J J
Fonction colt d’identification G G1

TABLEAU 3.3: Les deux approches d'identification testées

Au vu des résultats de lRacure 3.8(b), I'identification avec I'approche de base (ERAC-A)
est plus robuste sur cet exemple, notamment en termes delhradles avantages de cette
approche est de fournir le gradient de la fonction coQt, wtés pour une identification
de plusieurs propriétés. L'exemple deFi@urEe 3.6(b) esta priori, peu représentatif.

3.2.1.2 Vers I'optimisation de I'hyper-parametre

Une facon d’optimiser le poidp associé a I'hyper-parametee(3.5) est d’étudier le
comportement des deux termeg (G») de la fonction codt par rapport & celui-ci. D’aprés
les travaux de régularisation de type L-curve [Calvettial, 2000], il est admis que
dans l'intersection des deux intervalles de variation adescdermes, ceux-ci ont la méme
influence. Une maniére de choisir le parametreonsiste a prendre la valeur milieu de
I'intervalle d’intersection. Les deux termes de la fonntan(t sont évalués a chaque fois
pour un jeu de paramétres et un niveau de perturbation ddsisént adimensionnés par
I'ordre de grandeur de leurs deux plateaux, respectivemarts1) et maxgz).

Afin de faciliter I'interprétation graphique, on exprimedeidsp commep = 10°. Ainsi,
I'hyper-parameétre s’écrit :

UTKU

oIl x 10P (3.122)

a=yx10P =

Dans I'exemple étudié, l'intervalle d’intersection desudecomposantes de la fonction
codt est3, 5], comme illustré~IcurRE 3.9, et ce pour les différents choix de parametres et
de niveaux de bruit.

Apres la sélection de I'exposant qui semble optimal vissades courbes de RIGURE

3.9, lidentification du coefficienft a été menée pour différents niveaux de perturbation
par évaluation de la fonction colt sur une grille fine de vaeGette derniére, ainsi que
ses deux composantes, sont tradéesrRe 3.10 pour un niveau de perturbation de 5%.
On constate alors que I'identification est incorrecte. Geltat a été confirmé sur d’autres
exemples numériques.

Au vu de ce résultat, nous garderons un poids égal pour lesadenposantes de la fonc-
tionnelleJ. A priori, on peut choisir ultérieurement de reformuler le probleraedtifi-
cation en affectant un poids nul & 'une des deux composalatés fonction coli;; et

G2, en se basant sur la robustesse de chacune vis-a-vis dparaxemple.
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3.2. Identification de propriétés isotropes homogenes
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3.2.2 Essai de flexion trois points

3.2.2.1 Construction des mesures

1.
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FIGURE 3.11: Simulation d'un essai de flexion 3 points
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3. Stratégie d’identification par 'TERAC modifiée

Le deuxiéme cas test est une plaque rectangulaire élagtapmise a un essai de
flexion trois points, ou I'on cherche a identifier le coeffitiedle Lamé homogene
Les mesures de déplacement sont créées grace a un prermigido@ct avec la méthode
des éléments finis, pour des propriétés de référéngcep) sous hypothése de contraintes
planes. La plague est maillée avec des éléments triangsil@B. Les conditions aux li-
mites appliquées au calcul éléments finis sont illustréas @EFicure 3.11(a) :

(i) le déplacement des nceuds correspondant aux deux appplssest bloqué suivant
I'axe y (symboleo), le déplacement suivant I'axeest bloqué pour un seul nceud de
I'appui simple situé a gauche afin de bloquer le mouvemenbesceigide (symbole

o).
(i) la résultante d’effort est répartie sur les nceuds apoadant a sa zone d’applica-
tion.

(iii) un bord libre est imposeé sur le reste de la frontiére.

Les champs de déplacement généres sont illustrés dansdre 3.11(b). Enfin, la taille
de la grille de mesure artificielle est de 800. Dans la suite, les formulations de 'ERdC
modifiée avec et sans bords libres sont testées.

3.2.2.2 Allure de la fonction co(t

NN N

/

F

NN

VARV
S
/
s

s

N
AN
AN

)}

(a) Fonction codt (b) Gradient 2D

FIGURE 3.12: Fonction codt et gradient

La Ficure 3.12(a) montre l'allure de la fonction cogt en fonction des deux coeffi-
cients de Lamé. On peut remarquer que son minimum correspone vallée. En I'ab-
sence de données de type effort, le probléme inverse estasélpour le coupléA, p).
Les modules identifiés correspondent alors a un contragtgideaé qui nécessite d’étre
recalé. Une fagon de faire consiste a fixer un parametre pouohercher que l'autre. La

Ficure 3.12(b) montre le calcul du gradient 2@%%”) a chaque point d’évaluation de la

fonction codt. La ligne médiane continue représente |laealle la fonction codt, ou I'on
remargue la bonne évaluation des gradients. Dans la setigdé en élasticité isotrope
portera sur l'identification du moduleseul.

La FiIcUurE 3.13 représente la fonction cogt en fonction du ratiot, évaluée dans un
intervalle de valeurs centré sur la valeur 1, pour diff&semnteaux lge perturbations. La
FiIcurRE 3.13(a) représente les segments de droite correspondaatcali du gradient en
1D présenté au paragraphe 3.2.1.1 et montre encore sa &irmat®n en chaque point
d’évaluation, tandis que lé8curE 3.13(b),FIcURE 3.13(c) efFicure 3.13(d) confirment
la convexité de la fonction colt pour différentes amplisde bruit allant de 5% a 20%,
ainsi que la bonne estimation du minimum pour des amplitdddsuit élevées.
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3.2. Identification de propriétés isotropes homogenes
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FIGURE 3.13: Effet du bruit sur la fonction co@(%)

3.2.2.3 Rajout d’'informations fiables

Afin de souligner l'intérét de rajouter des informations leetype bord libre, I'iden-
tification avec 'TERAC modifiée a été menée avec la méthode aadACarlo pour 1000
tirages de perturbations générés sur la grille de mesuge e\sans 'information de bord
libre. Les conditions aux limites relatives aux deux cagées sont illustrées dans fa
GURE 3.14.
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FIGURE 3.14: Conditions aux limites disponibles

Les résultats d’identification, obtenus par évaluationaléohction colt sur une grille
fine de valeurs, sont tracés en termes de b'(a% > et d’écart-typeo 1 dans laFIGURE

|J0
3.15. Les lignes noires représentent les résultats dentifitmtion sans conditions aux

Ll oo

—— avec bord libre
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FIGURE 3.15: Moyenne et écart-type @&y, en fonction du niveau de perturba-
tion

limites tandis que les lignes grises sont relatives a liifieation avec prise en compte
de I'information fiable sur les bords libres. Les lignes comés représentent le biais en
fonction du niveau de perturbation et les lignes discomtsmeprésentent la quantité
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3. Stratégie d’identification par 'TERAC modifiée

< &= > +0 u en fonction du niveau de perturbation.

Il en ressort gue les résultats d’identification ont été &més par le rajout d’informations
fiables sur le bord.

3.3 Effet de la taille de la zone de mesure

Il est fréquent que la zone de mesure ne couvre pas la talali@surface de I'éprou-
vette testée, et ce pour diverses raisons. En effet, ilaqiwe I'algorithme de CIN ne
converge pas a certains endroits de la zone photograplitsenment sur les bords, ou
que l'opérateur fasse le choix de se focaliser sur un engdréttis de I'éprouvette afin
d’avoir une image de plus grande résolution. Par conségeenplus des hypothéses
fortes sur les CL faites avec des stratégies qui néceskitemmnaissance des CL, d’autres
s’ajoutent afin de décrire la transmission des efforts stokel de la zone mesurée par
exemple. Certaines stratégies proposent alors de défs\Ciden déplacement, mesurées
par CIN, et définissent la zone de calcul comme strictemesieéygla taille de la zone
de mesure. C’est le cas par exemple avec la méthode FEMU couesavec la méthode
de I'écart a I'équilibre lorsque les bords libres ne sontqg@#enus dans la zone de me-
sure. Ainsi, ces informations sur les bords de I'éprouvegtesont pas prises en compte
de maniére systématique. Avec 'lERJC modifiée, on a la poi$side tester plusieurs
configurations de calcul, quand la taille de la zone de me=singlus petite que la surface
entiere de I'éprouvette. Ces configurations dépendent dix cle la taille de la zone de
calcul, sélectionnée en fonction des informations qu'ily @agner, et donc de la formu-
lation de 'ERAC modifiée choisie (avec ou sans bords librieaj ailleurs, des CL peu
fiables peuvent étre prises en compte dans la formulatiorfE(RbIC modifiée, comme
quantités a vérifier au mieux. Le calcul sur la taille réeld’dprouvette permet de s’af-
franchir d’une quelconque hypothése pour les décrire fidéte sur la vraie frontiére,
comme la résultante d’effort mesurée par exemple.

3.3.1 Identification avec de petites zones de mesure

On propose ici d’étudier 'effet de la taille de la zone de oreqquand la taille de la
zone de calcul sera prise égale a la surface entiere de U'e¢gite, dans le cas de I'essai
de flexion trois points présenté dans la partie 3.2.2, [BexoAraet al., 2012].
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FIGURE 3.16: Identification avec une zone de mesure rognée

Il s’agit d’'une configuration d’essai ou I'information derddibre couvre la quasi-totalité
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3.3. Effet de la taille de la zone de mesure

de la frontiére de I'éprouvette, excepté les deux appui®etioit ou la charge est ap-
pliquée. La formulation de 'TERdC modifiée utilisée dans ae de figure est donc celle
avec bords libres, puisque optimale comme vu dans le parlagi&2.2.3.

L'identification a été menée pour 1000 échantillons de Hmainc gaussiedU, d’ampli-
tude 1% et 5%. La grille de mesure choisie est de taille 30.

La FiIcure 3.16 montre la moyenne et I'écart-type de l'identificationfenction du
ratio des tailles2mw/o qui varie de 100% a moins de 50%. Au dessus de chaque résultat,
sont représentés les champs de déplacement par rappodiléelartiére de I'éprouvette,
qui correspond ici a la taille de la zone de calcul.

Il apparait que I'erreur d’identification augmente quanchlé 2 (Qm)/a(Q) diminue, avec

4 l'aire du domaine correspondant, mais reste raisonnahlelps tailles de mesure les
plus petites. Par ailleurs, bien que les informations febtt abondantes sur le bord de
la plaque, le calcul sans conditions aux limites est posgiblr les différentes tailles de
mesure. Le cas échéant, la zone de calcul peut couvrir stnka de mesure soit la taille
totale de I'éprouvette.

La FIcure 3.17 représente la valeur des moyennes et écarts-types@ifodu nombre
de tirages, et confirme la convergence des calculs pour 1@@@$ de bruit.
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FIGURE 3.17: Convergence des calculs pai®n)/a(Q) ~ 80%

3.3.2 Intérét du calcul sur le domaine total

On a vu que les résultats d’identification sont optimaux guartaille de la zone de
mesure colle a la taille totale de I'éprouvette. Cependartir acces a de telles mesures
est délicat. On se place ainsi dans le cas ou le rdf!a)/a(Q) < 1. Une des spécificités
de I'ERAC modifiée étant la construction des champs CA et SAasaone totale de
I'éprouvette, on propose de comparer les résultats difieation de ce cas de figure
avec celui ou la zone de calcul est égale a la zone de mesurreype taille de mesures
fixée. L'identification a été menée avec 1200 tirages de btaiic gaussien. LEIGURE
3.18(a) représente les résultats d’'identification en temeemoyenne et d’écart-type pour
trois configurations de calcul : un calcul sur le domaineezrdvec prise en compte de
l'information de bord libre (en trait plein), un calcul s iomaine entier également,
mais sans conditions aux limites (en trait pointillé) et ienfin calcul ou la résolution du
probléeme de base se fait sur la zone de mesure uniqguementsaas CL (en trait mixte).
Le ratio des tailles est représenté dansitaure 3.18(b) et correspond @/ = 73%.
Comme prévu, un calcul sur le domaine entier avec rajoufatimations fiables sur le
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3. Stratégie d’identification par 'TERAC modifiée

— . = taille des mesures / sans CL
1.2| — taille totale + bords libres
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(a) Résultats d'identification avec trois approches deutalc(b) Champ Uy avec
4(Qm)/a(Q) = 73%

FIGURE 3.18: Conditions aux limites disponibles

bord demeure le plus robuste vis-a-vis des perturbationsedeire. Par ailleurs, il s’avere
que, pour une méme formulation sans CL, le calcul sur le doenatier ne dégrade pas
la solution sur cet exemple.

La Ficure 3.19 affiche I'évolution des moyennes et écart-type en fonalu nombre
de tirages Ficure 3.19(a) pour le calcul sur le domaine entier avec bord liBreyre
3.19(b) pour le calcul sur le domaine entier avec bord libt&sicure 3.19(c) pour le
calcul sur la zone de mesure sans conditions aux limites)oeitne la convergence de
I'ensemble des calculs, d’ou la pertinence du nombre dgdfahoisi.
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FIGURE 3.19: Convergence des trois calculs en fonction du nombtizadges
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3.4. Conclusion

3.4 Conclusion

Ce chapitre a introduit la méthode développée dans ce ltrAyaés une présentation
théorique dans le cadre de I'élasticité statique, la méthoété appliqué au probléme
d’identification du coefficient de Lamgé d’un matériau isotrope homogeéne, sur la base
d’exemples numériques. L'identification a été menée, dparg pour différents types de
conditions aux limites, et d’autre part, pour des taillezdee de mesure variables tout
en maintenant la résolution du probléme de base sur le dendédtude entier. Un des
avantages est de pouvoir tenir compte d’'informations feable le bord, ce qui améliore
les résultats d’identification. L'étude de l'influence destprbations de mesure sur les
résultats d’identification a permis de mettre en avant laistdésse de la méthode. Cet
aspect est étudié davantage dans le prochain chapitre uanlareé d’'une comparaison
avec les approches de recalage de modéle par éléments finis.
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Chapitre 4

Comparaison avec la méthode FEMU et

I'approche par contréole optimal

Ce quatrieme chapitre est consacré a la comparaison de
'ERdC modifiée a deux stratégies d'identification, sur la base
de données numériques. La premiére partie de ce cha-
pitre concerne la confrontation des résultats d’identification de
I'ERAC modifiée a ceux de I'approche par recalage de modéle
éléments finis (FEMU), pour différents types de données ci-
nématiques. La seconde partie a été consacrée a l'investiga-
tion d’'une alternative a 'ERdC, basée sur les idées du controle
optimal. Les différentes comparaisons avec I'ERAC maodifiée
s’appuient sur des résultats d'identification par des approches
de Monte-Carlo, et concernent I'exemple numérique de flexion
trois points illustré dans la Ficure 3.11.
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4. Comparaison avec les méthodes FEMU et contrdle optimal

4.1 Comparaison avec la méthode FEMU

Dans la premiére partie, I'identification de propriétéstitpies homogenes est me-
née pour différents types de données cinématiques quigmoent de la simulation de
I'essai de flexion trois points de Ricure 3.11. Les méthodes d’ERAC modifiée et de
recalage par éléments finis sont déclinées selon le typerdeéds disponibles. Ces don-
nées consistent en un champ de déplacetdgmerturbé par un bruit blanc gaussid,
disponible sur la surface entiere de I'éprouvette, et desdlitions aux limites. La nature
des conditions aux limites disponibles, d’'une part, et {ofade les prendre en compte
dans les différentes formulations, d’autre part, difféfent les trois cas d’étude présen-
tés, [Ben Azzounat al,, 2013b, Ben Azzounet al,, 2012]. L'objectif est de comparer les
méthodes a partir d’informations similaires.

4.1.1 Premier cas d’étude : CL mixtes fiables

Le premier type de donnée se distingue par une connaissancenditions aux li-
mites mixtes parfaites (ou exactes), i.e. sans perturmatib s’agit d'un cas de figure
purement synthétique. En effet, hormis la résultante destef 'exactitude des CL de
type Dirichlet ou Neumann ne peut étre assurée dans un \gai, @spartir des mesures
et/ou d’hypothéses.

La FIGURE 4.1 représente les CL disponibles sur les nceuds du maillégests finis de
I'éprouvette, répartis en informations de type déplacareéde type effort. Ce type de

o : effort

FIGURE 4.1: CL disponibles pour le premier type de donngels fiables)

données constitue le cas idéal pour l'utilisation de I'agpe FEMU qui nécessite des
CL a imposer fortement pour définir le calcul éléments fins fdrmulation de 'ERdC
modifiée est adaptée pour tenir compte de I'aspect fiableatetitions aux limites.

4.1.1.1 Reésolution avec la méthode FEMU : CL mixtes

La formulation FEMU adéquate pour ce premier type de doneéeselle tenant
compte des conditions aux limites mixtes (correspondamtlascutilisées pour générer
les mesures).

Principe de la méthode de recalage par éléments finisComme présenté au chapitre 2,
le principe de la méthode de recalage par éléments finis esirdtruire, a parametrés
fixés, un champ de déplacemé&hCA admissible, i.e. solution d’un probleme direct bien
pose, construit a partir des données disponibles. En$eitmye d’identification consiste
a minimiser I'écart quadratique entre champ mesuré et léal€eci se schématise en
deux étapes:
(i) Définir un calcul éléments finis a partir des données difiles, a parametre$
fixés
K@®U=F=U(®)=K(®'F (4.1)
(i) Minimiser une fonction coliy basée sur une distance enttéd) et U, ici définie
sur la grille de mesure :

7(8)=(MU(©) -U)"(NU(e) -U) (4.2)
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4.1. Comparaison avec la méthode FEMU

oull a été introduit en partie 2.2.1.2.
Remarque

Cette formulation s’appuie sur des conditions aux limitegcées. Il n’est
donc pas nécessaire d’avoir une zone de mesure qui couvoeniaieQ en
entier.

4.1.1.2 Reésolution avec 'TERAC modifiée : CL de type Neumann

La stratégie d’identification par erreur en relation de cortgment modifiée étant
dédiée a des mesures perturbées et des conditions auwslimparfaites, une nouvelle
formulation doit étre déclinée a ce premier type de donnaés dispose d’'une connais-
sance totale et parfaite des conditions aux limites. Afinlgsideux méthodes soit compa-
rables, le traitement des données disponibles doit étrdddacon similaire a la méthode
FEMU. L'ERdC modifiée prend en compte, dans le présent casidie des données
fiables de type Neumann sur tout le bord du domaine.

Formulation Dans le méme esprit de 'TERAC modifiée, on cherche ici a coinsties
champsV et U, respectivement SA et CA, en minimisant la fonction cd(écrite en
déplacement, telle que :

HUV) = U -V)TK (U -V)+ 31U -0)T (MU -0) (4.3)
Ici, le champV est SA signifie qu'il correspond a un probleme direct avec @esle
Neumann partout sur le bord. La solution est donc définie & anvement de corps
rigide présV peut donc s’écrir&/ = \p+ 3, avecVp la solution etp le mouvement de
corps rigide KV =F).
LERdC modifiée étant indifférente au choix du mouvement digs rigide (3.94), on
peut écrire :

JU. Vo) =J(U,Vo+B); VB
Ainsi, la fonctionnelle n’est, en fait, que fonction Je:

JU) = %(u “Vo)TK (U —vo)+%(r| u-0)T(mu -0)

La différentielle deJ par rapport & donne :

(g—d,esu):esuTK(u —Vo)+8UTan™ (MU —-U) (4.4)

3J=0= (K+aNMuU =KVg+an'™u (4.5)

avec I'hypothése choisie dd = Qp,, utile pour avoir deux zones de calcul comparables
pour les deux méthodes testées. L'idée qui est suivie datesfoemulation de 'ERdC
modifiée est de voir si, au final, on se raméne a une formulatmanFEMU.

Partant de (4.5), on peut écrire :

(K+aNTMU =KVo+al® (U—TVo+M\Vo)
(K+aNTMU =KVo+aN™MVo—al’ NVo+aMlTu (4.6)
— U-Vo) =K+an™Tmtan™U-nv)
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4. Comparaison avec les méthodes FEMU et contrdle optimal

Repartant de (4.5),ona:

KU+al™(MU-U) =KV
— K (U—-Vo+Vo)+aNT (MU -U) =KV

En utilisant (4.6) :
alN" (MU—-U) =K ((K+an™mtan™ (U-nVp) (4.8)

4.7)

Or, le termeaNT nest pas inversible. Pour aller plus loin, une alternativasiste
a mener I'écart aux mesures sur le maillage éléments finisdtpdjue sur la grille de
mesures. Dans un premier temps, il faut projeter le chamurdesir le maillage élé-
ments finis. On notera le champ mesuré projg¢té Pour ce faire, on minimise I'ecart
quadratique entre le champ éléments finis prdjEtéet le champ mesurd sur la grille
de mesure : N N
min(M u*—U)T(nu*-0)
ainsi : N
ur=m'm-1tntu (4.9)
Dans ce cas, la fonctionnelle (4.3) se réécrit comme :
1 a
J(U. Vo) = 5(U ~V)TK U —V)+§(U—U*)T (U—-UY) (4.10)
De plus, dans ce cas particulier ou I'on mesure sur@et sur le maillage €léments finis,
on all = Id, I'équation (4.5) devient :
(K+ald)U =K Vo+aldU* (4.11)

On reprend la démarche menant a (4.8) dans ce cas. On patenainde (4.11) pour
écrire la premiére relation permettant d’exprinfer—\Vp) du premier terme de la fonc-

tionnelleJ :
(K+ald)U =KVo+ald (U—Vo+Vp)

— (U-Vo) =(K+ald) ™ aU*—V) (4.12)
Repartant de (4.11),on a:
(K+ald)U :K(V0+U:—U*)+cxldu** (4.13)
— (K+ald)U =K M-U*)+(K+ald)U
En utilisant (4.12) :
(U—-U") = (K+ald) IK (Vo—U*) (4.14)
En injectant (4.12) et (4.14) dans (4.10), on obtient :
J(U) :%(U*—VO)T[ZaId(K—i—ald)‘lK (K+old)?
+ak (K+a|d)*1(K+a|d)*1K] (U*—Vp)
1 (4.15)

= (U =Vp)T A(U* -V,
=5l 0)" A( 0)
1 * 2
= SIIU" = Voll3
La minimisation de la fonctionnelle (4.15) correspond a omeimisation par moindres
carrés avec la norm&. L'ERdC peut dans ce cas étre vue comme une approche FEMU

avec des CL de type Neumann et une norme particuliére.
On peut remarquer que, pour arpetit, cette norme devient :

Ag<t) =0a? (Id+K™1) (4.16)
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4.1. Comparaison avec la méthode FEMU

4.1.1.3 Résultats

Les deux méthodes d’identification s’appuient sur des desioé les conditions aux
limites sont exactes et ou les perturbations affectenessermt les mesures de déplace-
ment dan$),.

1.0005) __epee
10003 —™ e g
42 L e e
—It-DI 1.0001 i
1 :::‘““ ---- ﬂ >
N M Ho
jL| 3@\0‘99997 .........................................
V' 0.9997) e
0.9995 L : w L ‘
0 1 2 3 4 5

amplitude de 6U (%)

FIGURE 4.2: Comparaison entre les méthodes FEMU et ERAC pour des CL
mixtes et exactes

L'identification a été menée en élasticité isotrope homegamec les deux méthodes tes-
tées, sur 1000 tirages de bruit blanc gaussien pour chaqpigw@she donnée. L& GURE

4.2 montre les résultats d’identification du coefficipavec les deux méthodes, en termes
de moyenne et d’écart-type. Les lignes continues représelat moyenne de 'identifica-
tion, normée par la valeur de référengetandis que les lignes pointillées représentent la
barre d’erreux Wy, > 0y, -

On remarque que I'ordre de grandeur de I'écart-type espatspour les deux méthodes.
Par conséquent, les résultats d’identification sont qgulasitiques. La différence est de
I'ordre de 104,

Il en ressort que les conditions aux limites exactes sostfaéorables a l'identification.
Une formulation d’ERdAC modifiée dans ce cas de figure reviemtéhoix de norme par-
ticulier dans une approche FEMU, qui a peu d’'incidence surdsultats d’identification.

4.1.2 Deuxieme cas d’étude : MdC cinématiques

Le deuxiéme type de donnée consiste uniquement en des meRidEplacement
dansQ, = Q. Afin de comparer les deux méthodes, les CL seront de typeHetipour la
formulation FEMU §icure 4.3(a)), et totalement absentes pour la formulation dedER
modifiée FiIcure 4.3(b)).
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(a) FEMU : CL de type Dirichlet (b) ERdC : pas de CL

FIGURE 4.3: Deuxiéme type de CL pour les deux méthodes

4.1.2.1 Méthode FEMU : CL de type Dirichlet

Vu les données disponibles, les conditions aux limiteseprisn compte ici sont né-
cessairement de type déplacement. La couronne de déplaiceande bord du domaine
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est extraite des mesures et imposée de maniere forte. Lalfation se décline en deux
étapes :
(i) Lextraction des CL en déplacement a partir des mesures :

Il s’agit de projeter les CL en déplacement de la grille deunes vers le maillage
éléments finis. Une premiére projection globale du chamgraatique est effectuée
a l'aide de I'opérateurl introduit en 2.2.1.2. Le champ obtenu est ridté§(comme
vu en 4.1.1.2). Puis, on procede a I'extraction d'une coneotle déplacement sur
0Q.
NotonsUy les données de déplacement sur le bord du domaine, extlaitescteur
U*, avecb l'indice des nceuds de bordidtindice des noeuds internes.

(ii) La résolution avec la formulation FEMU :
Il s’agit de construire, & paramétr@dixés, le champ de déplaceméntd) tel que

U= “Ju solution du probléeme de Dirichlet défini a partir des CL exémdes

mesures. Le systéme éléments finis correspondant s’écrit :

PPAIEN o

avechy, les efforts inconnus associés aux CLUgt= Uy .
U; se déduit alors par approche de substitution comme :

Ui = —K; * (KipUp) (4.18)

La connaissance du charjgf) est ainsi compléte.
Enfin, l'identification des parametrésse fait via la minimisation de la fonction
codt :

7(8)=(NU(®) -U)"(NU(®)-U) (4.19)

La formulation du probléme d’identification avec 'ERdC nifige sans CL ayant fait
I'objet des sections 3.1.2 et 3.1.5.1, elle n'est pas raggoiel et on passe a la comparaison
des deux méthodes sur la base des résultats d’identification

4.1.2.2 Reésultats

L — EREC e
----- FEMU '-.""“
e e
5 e )
A 105 .............................. < % >
18 =
v 0.95 ...............
; 1 é . e 5 ......

amplitude de 6U (%)

FIGURE 4.4: Comparaison entre les méthodes FEMU et ERAC pour laé&taex
type de données

La FIGURE 4.4 présente les résultats d’identification du coeffici#mt menée pour
1000 tirages de Monte-Carlo, avec la formulation de 'ERd&Iifiee sans conditions aux
limites, et la méthode FEMU avec des conditions aux limitesléplacement. LERdC
modifiée s’avére plus robuste en termes de moyenne et dpartpour ce type de don-
nées.
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4.1. Comparaison avec la méthode FEMU

4.1.3 Troisieme cas d’étude : information bord libre

Le troisieme cas d’étude differe du second par le rajoutidéofmation fiable sur les
bords libres FIGURE 4.5).

AVAVAVAVAN
SAVAVAVAV:)

TaYav \Vav,

V4

<, PAVAY
VA NAVAV,

< »YAVAVAVA
AVAY.TATAVAV,Y

(a) Méthode FEMU (b) Méthode ERAC modifiée
o : bord libre

FIGURE 4.5: Troisiéme type de CL pour les deux méthodes

4.1.3.1 Méthode FEMU : CL de type Dirichlet et bord libre

Tenir compte des bords libres comme information fiable suroel étant meilleur
que d'imposer des déplacements bruites, on préfére enciemipte |a ou c’est possible.
Soit “f” I'indice des ddl du bord libre et f” I'indice des ddI surdQ\0:Q. Le rajout de
l'information de bord libre de maniere forte s’écrit :

KiU =0 (4.20)

Le vecteulU = contient les déplacements mesures sur la pa@igd;Q du bord, obtenus
apres extraction du champ mesuré projeté sur la grille éié&imis (4.9). En repartant
de la formulation écrite en partie 4.1.2.1, le systeme (Adgvient :

Kitit Kiff:| |:Uif:| {0}
X = 4.21
{Km Kee] = LYr] LFF @2
avecU;=UF, etFyles efforts inconnus associés aux conditions aux limidgsest alors

obtenu comme :
Uit = —Kigit (Kis 7UF) (4.22)

Ainsi, le champJ et la fonction codt (4.19) sont connus.

La formulation de 'TERdC modifiée utilisée pour ce type de mides est celle prenant
en compte I'information de bord libre, présentée au 3.1.5.

4.1.3.2 Reésultats

LD bric e
:L|O ---- FEMU___.oees™
3 L e
p 1.2
N E———— <t
jL| S | e Ko
v 08 T
0'6 ‘ ‘ [T ST, LTI
0 1 2 3 1 5

amplitude de 6U (%)

FIGURE 4.6: Comparaison entre les méthodes FEMU et ERAC pour &édme
type de données
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La FIGURE 4.6 montre les résultats d’identification en termes de mogea d’écart
type.
On remarque que I'ajout d’informations fiables amélioreréesiltats d’identification ob-
tenus avec 'ERJC modifiée, en comparaison avec le deuxiasd'étude. Néanmoins,
les résultats obtenus avec la méthode FEMU sont moins botesrares d’écart-type. Ce
dernier atteint un plafond pour les niveaux de bruit les glesés ou les valeurs identi-
fiees butent sur les bornes de l'intervalle de recherchiséifdour I'identification. Ceci
s’explique par le choix d’un niveau de bruit utilisé tropv@ear rapport a des cas réalistes
(cf remarque au paragraphe 4.1.3.3). D’autre part, l'ifieation avec 'ERJC modifiée
donne de meilleurs résultats avec les deux derniers typelomieées. Sont récapitulés
dans le tableau 4.1 les écarts-type d’identification pasitri@is types de données testés,
pour une amplitude de perturbations égale a 3% de la moyas@iplacements. Hormis
le cas des CL fiables, purement synthétique, l'identificat@vere sensiblement préfé-
rable avec I'ERAC modifiée pour des données perturbées tetma@ant I'intérét de tenir
compte de I'information disponible.

Etude
Méthode Casl| Cas?2| Cas3

FEMU 0.01% | 8.8% | 29%
ERdC modifiée 0.02% | 3.5% | 2.2%

TABLEAU 4.1: Ecart-type des résultats d'identification pour une ldoge de
bruit de 3%

4.1.3.3 Discussion des résultats obtenus avec la méthodeNrE

1.4
..... FEMU CL Dirichlet

i|o LT T

S

—H --------------------------- M

A IR <= >
2§ | e T 1

y 08
0'6 i ‘ : I I
0 - . 3 4

amplitude de 6U (%)

FIGURE 4.7: Comparaison des résultats d’identification avec la&nodd FEMU
pour deux types de données

Les résultats d’identification avec la méthode FEMU des cas2sont représentés
dans laFicure 4.7. Il en découle que la méthode FEMU avec prise en comptbates
libres améliore la moyenne mais détériore I'écart-typemmpmaraison avec la formulation
avec des conditions aux limites en déplacement. A premigee wn tel résultat semble
bizarre dans le sens ou I'ajout d’'informations fiables détérl’écart-type. L'origine de
cette détérioration provient du fait que, dans la formalatrEMU avec bords libres, ces
derniers sont abondants et imposés presque partout sumigefie de I'éprouvette, ex-
cepté aux noeuds des deux appuis et aux noeuds d'applicktibeffort, pour lesquels
des conditions aux limites de déplacement mesuré (dontéhsont imposéesd=(GURE
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4.1. Comparaison avec la méthode FEMU

4.5(a)). Ce faisant, un déséquilibre est causé par le geide trés peu de points (char-
gement et appuis), notamment sur le bord inférieur des depis. Ce bruit se trouve

equilibré lorsque le déplacement mesuré est imposé surlusgg@ande partie du bord.

Cette remarque se confirme par les cartes des réél'LUHsG) pour les deux formulations

FEMU représentées dansHasURE 4.8.

2 e

(a) CL de type Dirichlet (b) CL mixtes avec bords libres

FIGURE 4.8: Cartes des résidiisx — Uy) obtenues avec la méthode FEMU

En effet, la carte du résidu de la formulation avec des caditaux limites de type Di-
richlet (FiIcurE 4.8(a)) est aléatoire, tandis que le résidu avec les bdrdssliest plutdt
antisymétriqueKicure 4.8(b)). Le bruit est donc plus déterministe dans ce deoaig(il
introduit un biais).

En revanche, 'lERAC modifiée gére bien I'ajout de la totaliéé bords libres en amélio-
rant les résultats de l'identification.

Remarque

L'apparition d’un biais sur identification est dle a une stireation du bruit
de mesure introduit. Lamplitude de ce dernier atteint 5%adaoyenne des
déplacements tout au long de I'étude. Or, & méme niveau aendafion,
les déplacements provenant d’un essai de flexion trois geont plus im-
portants qu’en traction, du fait du fléchissement. Aussgheix de 5% du
déplacement moyen n’est pas forcément réaliste et suestimiveau du
bruit. Un allongemendl par rapport au déplacement caractéristique est alors
plus représentatif et peut étre calculé a partir de la d&dton moyenne
< |€] >=emcomme :

Ol =gmxL (4.23)

avecL la longueur caractéristique de I'éprouvette. Le bruit dsune s'ob-
tient ensuite comme :

U =pxdl (4.24)
ou p est I'amplitude du bruit appliqué.
Par ailleurs, pour des mesures de champs obtenues par ifepr de cor-
rélationdU se situe entré/i00et 1/10 de pixel. En se basant sur des données
expérimentales d’un essai de flexion trois points, on paimhesune ampli-
tudep représentative du bruit réel.
Soit U = 5/100px. D’aprés I'application expérimentale de la partie 5.2,
1px = 0.06mm Gréace aux équations (4.23, 4.24) appliquées aux données
expérimentalegy = 1.13% pour I'essai en question.
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4.2 l|dentification par approche basée sur le controle
optimal

4.2.1 Motivation

L'approche testée ici consiste a reformuler le problemdaetttification comme un
probleme de contréle optimal, ou de poursuite [Lions, 1B&8jrgeois, 1998], considé-
rant uniguement les mesures comme information non fiableeQintérét d’évaluer cette
approche, cette étude servira de comparaison avec |'dppabe I'ERJAC modifiée pour,
éeventuellement, mettre en évidence I'apport du terme elerde modele de cette der-
niere, aussi bien dans la résolution du probleme de baseamsd’dtape d’identification.
Il s’agit alors de formuler le probléeme d’identification aJe termel, pour le probléme
de base, et;> pour I'étape d’identification. Les équations associédsse retrouvent en
contrainte.

4.2.2 Formulation du probléme d’identification

Contrairement a la formulation de 'ERdC modifiée, la relatde comportement est
vérifiée de maniére forte et mise en contrainte lors de lamigation de la fonctionnelle
J. Cette derniere ne contient plus que le tedne
Reprenons le cadre d’'identification 3.1.5 du chapitre 3. davelle fonctionnelle est la
suivante :

1
W= [ 5llu-afde (4.25)
02
Le probléme d’identification correspondant s’écrit alors :
Trouver (u,8) surQ tel que :
ueHi(Q)
0 € Hyiv(Q)/ divg=0dansQ,
o.n=0surd:Q, (4.26)
o(u) = C(8) : g(u) dansQ
qui minimise :
J(u)

La présente formulation tient compte des conditions auitdrfiables de type bord libre,
si disponibles, mais gére également I'absence totale dditoams aux limites.

On discrétise par éléments finis le probléeme d’identificago utilisant les mémes
notations que dans le chapitre préecédent. En travaillat @méme répartition d’indices
sur le bord, ce dernier se décompose €héet “ f”, respectivement pour la partie ou I'on
dispose de la contrainte répartie fiable, a savoir le bord, |t la partie inconnue du bord,
telquefuf =h.

Sous forme discréte, le probleme de base s’écrit :

mind(U) = min (%(n U(e)—G)T(MU(e) _U)) (4.272)
sous la contrainte Kj;,U =0 (4.27b)

dont la solution est notéd:(8).
Dans un deuxiéme temps, le probléme d’identification saitt@ar la minimisation de la
fonction coltg par rapport &, telle que :

G =I(U () (4.28)
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Un Lagrangien est ensuite introduit pour imposer la conteailu probleme :
£(U,A)=J(U)+AT (Kifo U) (4.29)

Sa stationnarité par rapport aux deux inconridiet A donne :

(g—é,au):o — TN (MU-U)+K] A =0 4.30)
(g—/L\,él\):O — O\KifoU=F

d’ou le systeme :

NTNU+Ki, A=nTU (4.31a)
KifoU — F

avec(U,A) solution du systeme linéaire suivant :

NN K] [ U anT™u
% s [8]- [

Au final, la résolution de (4.32) permet de construire un ghdmdéplacement CA et SA,
solution de (4.27). La mise en place de l'algorithme de régwh est analogue a ce qui a
éte présenté dans la partie 3.1.5.1, notamment en ce querc@nkaffranchissement du
noyau en cas d’absence de conditions aux limites.

4.2.3 Comparaison avec 'lERdAC modifiée

Afin de comparer I'approche du contrdle optimal avec 'ERdGdifiée, on meéne
I'identification du coefficienfthomogéne en exploitant les champs cinématiques qui pro-
viennent de I'exemple numérique de flexion trois points@nésau 3.2.2. Dans RGURE
4.9, l'identification est menée pour un méme tirage de brainglitude 5%. Les diffée-
rentes fonctions codt sont tracées pour un rappgu dans un intervalle de recherche
centré sur la valeur de référence. Llesure 4.9(a) etFicure 4.9(b) concernent le cas
d’une identification avec une absence totale de conditiordimites, tandis que, dans
lesFicuRE 4.9(c) etFicurE 4.9(d), sont tracées les fonctions codt pour une identificat
avec l'information de bord libre, respectivement avecpiagerhe par contrble optimal et
'approche de 'TERdC modifiée.

Discussion Pour le tirage de bruit testé, I'identification avec les dewéthodes donne

le méme résultat, a savoir un rappgért: 1.19 dans le premier cas, %t =1.18 dans le
second.

Par ailleurs, on remarque que, pour la méthode de 'ERdCfigedie minimum du terme
G1 n'est pas dans l'intervalle de recherche, et ce pour les tamulations, sans CL et
avec bord libre, et est par ailleurs d’'une tres faible amgéten comparaison avec le
terme de distance aux mesumgs Le poids donné aux deux termes de la fonctionnelle
étant le méme, ce résultat peut étre di au déséquilibreleatiennées en déplacement et
en effort fournies a la méthode. IFacure 4.9(d) montre que I'identification avec le seul
terme g2 donne un résultat d’identification meilleur que I'ident#ion avecg et avec
I'approche par controle optimal( = 1.17). En d’autres termes, pour le tirage de bruit
testé, la formulation du probléme de base avec 'lERAC magdi§tune minimisation avec
le terme de distance aux mesutgs donne un résultat Iégérement meilleur. Les résultats
restent cependant tres proches, et comme le terrest négligeable, les deux méthodes
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G G
-3 G -8 1 2
1572810 32510 4.190
1.571. 3 4.19
1.571. 4.189
2.8
1.57 4.18
2.6
1.570 4.188!
2.4
1.570 4.18
2.2
1.570 4.187 " 1.19
~ 1.19
41875 OjSugs i< 154, = 1.570 05p,<H<15p 2 05u,<pu=15p, 4.187 05, <p< 150,
(a) Contrdle optimal - sans CL (b) ERAC modifiée - sans CL
G G G
3 G 8 1 2
1.6465° *° 10¥10 4.38
4.388!
9.5
1.646 4.38
9 4.387
1.6455 85 4.38
4.386!
1.645 8 4.38
7.5 4.385
1.6445 4.38
7
~ 1.18 4.384! ~ 117
4384 OjSpDS }‘15 1.5[l0 ‘ ‘ ‘ 1.644 0.5p sps 15y, 6.5 0.5p sp< 15y, 4.384 0.5u, Sp< 150,
(c) Contréle optimal - avec bord (d) ERdC modifiée - avec bord libre

libre

FIGURE 4.9: Identification pour un méme tirage de bruit d’'amplitédé

sont presque les mémes.

Les deux étapes qui définissent la méthode de 'ERJC modiéigegnt étre récapitulées

comme sulit :

(a) dans la premiére étape, pour des propriétés matéroslasées, des champs méca-
niques sont construits a travers la confrontation du moaeéde toutes les données
expérimentales et théoriques;

(b) dans la seconde étape, une fonction colt est définie & gartes champs méca-
nigues, et peut étre vue comme I'évaluation de la qualité ddéte. Sa minimisation
meéne a l'identification des propriétés matérielles rediées.

Enréalité, ces deux étapes sont relativement indépergdainiter’est donc pas obligatoire
d’utiliser la méme fonctionnelle pour les deux [FeisseD30La question qui peut donc
se poser est : quelle fonctionnelle introduire pour chadape? On peut récapituler les
trois méthodes d’identification selon la contrainte fadudgointe au principe variationnel,
comme dans |&@ABLEAU 4.2.

Méthode ERdAC ERAC-A ERdC-C Contrdle optimal
Fonctionnelle du probleme de base J J N}
Fonction colt d’identification G G2 G2

TABLEAU 4.2: Les trois méthodes variationnelles évaluées

Par ailleurs, le choix de&1 pour I'identification a été discuté au 3.2.1.1, dans le cas de
I'exemple de la traction simple. Selon le type d’essai, a@xcpeut étre trés judicieux.
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4.2. Identification par approche basée sur le contréle @btim

Comparaison des stratégies ERAC-A et ERAC-C Une premiére comparaison entre
les méthodes ERAC-A et ERAC-C est faite sur la base de lifttiton menée avec des
tirages de Monte-Carlo de la partie 4.1, pour deux types amées : des mesures de
déplacement sans conditions aux limites (schématiséexe 4.3(b)), et des mesures de
déplacement avec l'information de bord libre (schémasiségure 4.5(b)).

Dans laFicurRe 4.10, sont tracées les barres d’erreur des résultats tifidation obtenus

1.1
1.08-

2| 21.06-
o)
1.04-

_H

A 1.02-
=g
\/ 0.98-

0.96-

0.94-

0.920 1‘

2 3 4
amplitude de §U (%)

FIGURE 4.10: Comparaison des résultats d'identification issuessi@tégies
ERdC-A et ERAC-C

avec les deux stratégies, pour les données sans conditintigngtes.

Les résultats sont quasiment identiques, et cela est dilitagutala fonctiong; est de
faible amplitude par rapport@g». Ce résultat est également vrai pour les données de
déplacement avec I'information de bord libre sur le bord.

Comparaison des stratégies ERdAC et contréle optimal On s’intéresse ensuite a la
comparaison des résultats d’'identification obtenus a#RdC modifiée et I'approche du
contr6le optimal, pour deux types de données.

() Données en déplacement sans CL (schématizéewe 4.3(b))

1.15¢

—— ERdC modifiée

..... Contréle optimal
1.1¢

O -

b ---------------------
5 1 LessTIIIIANY

A 1 .. 5
<|g | —

v 0.95 L

090 1 2 3 i 5

amplitude de 6U (%)

FIGURE 4.11: Ecart d’identification entre les formulations ERd@#controle
optimal, sans conditions aux limites

La FIGUrRE 4.11 montre les résultats d’identification obtenues aveadieux ap-
proches en termes de moyenne et d’écart-type en fonctionvéawnde perturba-
tion, pour des données de déplacement sans conditionsmiigdi Les résultats,
bien que proches, montrent une meilleure gestion du brait BERdC modifiée, et
confirment I'intérét du terme d’erreur de modéle dans laltdégm du probleme de
base.
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4. Comparaison avec les méthodes FEMU et contrdle optimal

(i) Données en déplacement avec bord libre (schématiséese 4.5)

La deuxiéme comparaison concerne le cas d’étude ou I'omifollinformation de
bord libre. Les écarts-type de l'identification sont, dam@iésent cas, identiques.
Cependant, les moyennes sont differente®1@ comme précision d’identifica-
tion).

1.0025

Il ERJC modifiée

10027 Il Contrdle optimal
1.0015¢
1.001¢
1.0005 I
AN
SIS 1»I.l NN e W

3

V
0.9995¢

0.999-

PO e

amplitude de 6U (%)

FIGURE 4.12: Moyennes de lidentification avec les formulationsdERA et
contréle optimal, (bord libre)

LaFicurRe4.12 représente les moyennes d’identification obtenuedes@pproches
ERdC modifiée et contrdle optimal, normées par le module tieéce. On re-
marqgue une légere amélioration des résultats avec I'apprde 'ERJC modifiée.

4.3 Conclusion

La premiere partie de ce chapitre s’est intéressée a la gaimspa de la stratégie
développée dans ces travaux avec la méthode de recalagémanés finis, sur la base
d’exemples numériques pour l'identification d’un matéiisatrope homogene, pour trois
types de conditions aux limites. Cela a permis de mettre antd& robustesse de 'lERdC
modifiée. Dans la deuxieme partie, une méthode d’'identifioatiternative basée sur les
techniques de contrdle optimal a été développée et compdiERJC modifiée. De plus,
deux variantes de 'ERdC ont été investiguées afin de mieypptéhender. Il en ressort
que 'erreur de modéle n’a pas un intérét systématique, pgisétre pertinente suivant
le type d’essai. A titre d’exemple, I'application & des dées expérimentales dans le
prochain chapitre montre un comportement sain de ce terme.
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Chapitre 5

Application a des exemples orthotropes

On s'intéresse dans ce cinquiéme chapitre a l'identification
de propriétés élastiques orthotropes. La premiére partie est
consacrée a I'étude des parameétres d'essai optimaux en vue
de l'identification de I'ensemble des propriétés matérielles in-
connues. La deuxieme partie est consacré a I'application de
I'ERAC modifiée a des données expérimentales afin d’identifier
un module de cisaillement d’'un matériau composite CMO en
verre-polyester. Le résultat d’identification est ensuite confronté
a ceux obtenus par d'autres approches classigues.
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5. Application a des exemples orthotropes

5.1 Versl'identification de propriétés orthotropes
hétérogenes

Dans cette partie, I'identification de propriétés élastgjorthotropes est abordée.
Pour ce faire, on s’intéresse d’abord a la sélection dedias®canique qui peut per-
mettre de solliciter le plus grand nombre de propriétés m@oas. Ensuite, une opti-
misation géomeétrique de I'éprouvette est faite sur la bastadensibilité des champs
cinématiques mesures vis-a-vis de I'ensemble des prépratin matériau orthotrope,
afin d’équilibrer leur contribution dans la réponse. L'itiBoation de ces derniers est en-
fin menée sur quelques cas test.

5.1.1 Choix de l'essai

Outre le critere d'identifiabilité du nombre maximum de piéfes orthotropes, la
simplicité de la mise en place de I'essai, dépendant notarhche matériel disponible
dans le laboratoire, a constitué un critére de sélectiomiHas essais mécaniques clas-
siques, I'essai de flexion trois points apparait comme undbmix pour identifier des
propriétés mécaniques orthotropes. Avec des dimensidgrpuatkes, un tel essai fait tra-
vailler I'éprouvette en traction, en compression et enilkésaent.

Larelation de comportement d’un matériau orthotrope #'dans le repére d’orthotropie,
en fonction des modules d’Young, des coefficients de Poissolu module de cisaille-
ment, comme :

Ex VyxEx
Oxx 1-vxyVyx  1=VxyVyx Exx
Oyy — Vyx EX Ey 0 Syy (5 . 1)
1-vxyVyx  1—=VxyVyx
Oxy Yxy
0 0 Gy
Q

Ex et Ey étant les modules d’Young longitudinal et transversg etvyy les cocefficients
de Poisson dans le pldr,y), etGyy le module de cisaillement.
La matrice de rigidit&) peut s’écrire en fonction des modules orthotropes soustadgo

Qxx Qxy 0
Q - Qxy ny 0 (5-2)
0 0 Qss

Dans la suite, on cherchera a identifier la matrice de corapm@nt). Néanmoins, comme
on se place en élasticité, I'essai de flexion trois point @giriori, faiblement sensible
au module d'YoungEy, et donc au coefficien®yy. Ceci peut étre constaté a travers le
champ de contrainteyy de laFiIGurE 5.1(b). De surcroit, la zone d'identifiabilité dg

se situe juste en dessous du point d’application de I'efftqui, d’une part, limite la
taille des données relatives a ce module, et d’autre paricicte avec la zone de mattage
susceptible de survenir dans la zone d’application dedfgfet présentant des problémes
de modélisation supplémentaires.

La FIGURE 5.1 représente les champs de contrainte pour un rappa@tial a 7. L'op-
timisation des dimensions de I'éprouvette sera abordég ldasuite de cette partie.
Comme on travaille en 2D, on se place dans I'hypothése ddsaqaties planes. Un tel
essai se fait, néanmoins, sur des éprouvettes de sectiée car de section rectangulaire
avec un ratio hauteur/largebyb proche de 1. Une telle hypothése implique que le ma-
tériau a le méme comportement sur les deux fdgep enz=0 etz=Db, ouzest la
troisieme coordonnée du repére directy, z).
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5.1. Vers l'identification de propriétés orthotropes hégénes

Vv

h
AN I AN
(a) Eprouvette
O';chEf 107 (TnyGf 107% O—myref 107°
— ¥ s 1o . 15
1 2 0.5
. | e «a | B . \) |

(b) Champs de contrainte

FIGURE 5.1: Champs de contraintes d’'un matériau orthotrope soamisessai
de flexion trois points

5.1.2 Analyse de sensibilité

L'essai mécanique étant fixé, il convient de sélectionngmienensions de I'éprou-
vette qui optimisent l'identifiabilité des propriétés attopes recherchées. Par souci de
simplicité, la hauteur de I'éprouvette a été fixée. C’estadanongueur de I'éprouvette
qui est & optimiser, ou encore, le rapport longueur sur batte
L'influence de I'élancement de la poutre sur la nature detraiomes a été étudiée dans la
littérature [Lekhnitskii, 1963], principalement pour déniner la longueur optimale qui
permet d’avoir la plus grande sensibilité au cisaillem&ans notre étude, on cherche
a déterminer la longueur optimale qui fait travailler la relen mode mixte (flexion et
cisaillement), afin de pouvoir déterminer le maximum de pgeai@s élastique a partir d’'un
seul essai.

5.1.2.1 Analyse avec la théorie des poutres

P

—

JAY | AY
A

b | Moy

L/
FIGURE 5.2: Systeme mécanique étudié

Dans un premier temps, on étudie la solution analytique aljpoutre en flexion 3
points soumise a un chargeméhtGrace & la symétrie du chargement, on peut étudier
un systeme équivalent correspondant a la moitié de la psotimise a un chargement
F= ~P/2 a une de ses extrémités, et ayant un encastrement a I'attéenéé E1GURE
5.2).

Avec les hypothéses RdM, la contrairdg, est nulle. Il ne sera donc pas possible de
conclure sur l'identifiabilité du moduley. Cependant, la validite de cette hypothese pour
les structures élancées étaye la non identifiabilité de a@utaaans la configuration d’'un
essai de flexion trois points.
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5. Application a des exemples orthotropes

Par ailleurs, d’aprés la littérature [Lekhnitskii, 1963¢r&eggagh, 2008], une poutre

o L/h =14

flexion
mixte 3

estampage

T

FIGURE 5.3: Influence de I'élancement sur le mode de sollicitatiBenzeg-
gagh, 2008]

soumise a un essai de flexion trois points serait en cisaiipur pour un rappokth tel
que 2< L/h < 6, et en flexion simple pouyh > 14. En mode mixte, on s’attendrait donc
a un rapport/h compris entre 6 et 14~(cure 5.3). Le rapport/h< 2 a été naturellement
exclu de I'étude puisque il correspond a une opération afepaige.

La solution classique de la RdM en flexion nous donne la mantre les contraintes et
la sollicitation appliquéé :

F
Oxx = I_(L,_X>y (5.3)
F b?
Oxy = E(yz_zhl (5.4)
oy = 0 (5.5)
Le tenseur des contraintes solution s’écrit alors :
_ |Oxx Oxy
o= |92 %] 5.

On se propose de chercher les directions principales &ssomux contraintes principales,
en tout point de la poutre, dans le but d’étudier les anglexipaux pour différents
rapportd-/h. Ce résultat s’obtient par la diagonalisation de la matieg contraintes. Les
valeurs propres sont donc calculées :

Moo= XN GEXZMGXVZ (5.7)
N = 2Ty 0X2X2+40X"2 (5.8)

ou A; correspond a la contrainte principate On noteV; le vecteur propre correspondant
pouri=1:2, avec:

<Vi> = < Oxy > (5.9)
—Oyx + 1/ Oxx? + 40y
<Vo> = <Oy s ZXX Y (5.10)

On affiche ensuite les cartes des angles principaux desaautes en tout point de la
poutre, pour différentes longueurs Il s’agit des angles définissant les directions prin-
cipales par rapport au repére globale (akeLa longueur qui nous intéresse dans cette
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5.1. Vers l'identification de propriétés orthotropes hégénes

étude, correspondrait a celle qui permet de balayer le plrsdgnombre d’angles prin-
cipaux. L'expression d’un angle principal donné, correspau résultat précédent et dé-
coule directement de I'expression des vecteurs propresatelannées; ety; comme :

6 = arctar(%) (5.11)

La FicureE 5.4 affiche deux cartes d’angles principaux pour deux rappgrqui corres-
pondenta priori, a une configuration de cisaillement pour la premi¢ie re 5.4(a)),
et une configuration de flexion pour la secondie(Re 5.4(b)).

90 90
70 70
50 50
30 30

IIO Im
0 0

@Lh=2 (b) Lh=11

FIGURE 5.4: Cartes des angles principaxpour deux rapports/n (en °)

Dans le méme sens de comparaison, la distribution de latdaies angles principaux,
notéep(0), dans les deux éprouvettes, est schématisée d&nsuae 5.5. Elle illustre la
proportion des angles par tranche de valeurs.

——L/h=2

0.04 —Q—L/h:4
———L/h=6

—Q—L/h:8

0.031\

p(0)

0.02f

—a—L/h=10

0.01r

FIGURE 5.5: Distribution des angles principay{61) pour différents rapports

L/h

D’aprés I'expression du tenseur des contraintes étud@, (s angles principaux 0° et
90° correspondent a la contraintgy, tandis que I'angle 45° est relatif a la contrainte
de cisaillement. Il apparait donc qu’un petit rappgr, notamment compris entre 2 et
6, favorise le cisaillement, et qu'un rapport plus élevéofase la traction dans le sens
X. Néanmoins, il est difficile de conclure de maniére tranchéde rapport optimal. En
effet, il y a coexistence de deux contraintes principalesstidonc difficile de trouver un
critere relatif a leurs orientations.

Remarque

Si o) = oy et®=45° un état de cisaillement simple est obteay). Si
oy =0 et® = 0° un état de contrainte uniaxiaky est obtenu. Dans les
autres cas, il y a a la fois du cisaillement et de la tractiorsda seng, eto
n’est qu’un indicateur du mélange. Pour cette raison, omaéa un autre
critére basé sur un calcul éléments finis.
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5. Application a des exemples orthotropes

5.1.2.2 Analyse de type MMC

Dans cette partie, on effectue une analyse de sensibilg&lemps cinématiques
obtenus avec la méthode des éléments finis et une simuldtioredsai de flexion trois
points en 2D. L'équation d’équilibre mécanique s’écritisga forme discréte, comme :

K(QU =F (5.12)

avecK la matrice de rigidité globald) le champ de déplacement [Etle vecteur des
efforts nodaux. La loi de comportement d’'une plague mincéfiaat I’hypothese de
Love-Kirchhoff est donnée par la relation (5.2). L'objécte la démarche est de géné-
rer des champs de déplacement et de déformation pour difé&réongueurs de poutres
afin d’étudier leur sensibilité aux parametres matérietbeechés.

Le calcul de la sensibilité des champs de déformation paorapux coefficient€); est
fait via la méthode des différences finies. Dans un premiep#e la sensibilité du champ
de déplacement est approximé via un calcul de différence dilgiauche :

U U(Qj)—-U(Qj—AQj)
0Qjj AQyj
ouAQjj correspond a une petite variation d’'une propri@tgedonnée. Pour s’assurer que
le résultat du calcul de sensibilité est valable, il faut uperturbation soit sélectionnée
dans l'intervalle de convergence des différences finisr Betaire, des calculs de sensibi-
lité sont menés pour différents pégj , définis tels queAQ;; = ESQij x Qjj. Les résultats de
ces calculs sontillustrés dansH&URE 5.6, ou sont tracées les sensibilités des champs de
deplacement par rapport aux quatre propriétés orthoti@gesn fonction de la perturba-
tion dq, , et ce pour différents ratidgh. Il apparait qu’un padq; € [exp(—20), exp(—5)]
se situe dans la zone de convergence des différents cgdoulsdifférents rapports/n.
Un pas commuig,; = exp(—15) a donc été retenu pour I'ensemble des calculs.

(5.13)

L'acces a la sensibilité des déformations s’obtient ersuid la relation suivante :

og(V) ( ou )
=g — 5.14
0Qij 0Qj (.14)

On peut choisir de traiter la sensibilité des champs de d&fton par rapport aux mo-
dules orthotropeg)ij ou aux modules d’Young et de Poiss(y, Ey,vxy) auxquels on

peut remonter facilement. En effet, connaissant I'expoasde Qj; (5.1), on peut obtenir
la sensibilité par rapport;, par exemple, en calculant :

M _ 0U 9Qu, U 0Qy U 0Qy, A Gy

Les dérivées partielle%% s’obtiennent directement a partir des expressions des lemdu

Qij (5.1).

ijms cette étude, le calcul éléments finis est basé sur ulage)4 avec quatre points de
Gauss par €lément. Le gradient des déformations est caluMlquatre points de Gauss
de chaque élement. Les trois champs de déformatigieyy,exy) sont dériveés par rap-

port aux quatre propriétés élastiques, ce qui donne undetdl champs de sensibilite.
Afin de simplifier leur interprétation, il convient d’utis la norme euclidienne des gra-
dients calculés pour les trois composantes des défornsatitsia-vis de chaque propriété
matérielle, telle que :

(5.15)

Oe dexx>  Ogpy? Oy
~~ I = + + 5.16
HaQij | \/aQij 0Qj  0Q 519
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5.1. Vers l'identification de propriétés orthotropes hégénes

oUu
0Qyy
0.8

L/h =4
- = =L/h=8
----- L/h =12

0.6}
0.4\
0.2r Ik

______________________

FIGURE 5.6: Etude de la convergence des sensibiddgoQ;; en fonction du
pasdq,; (échelle log)

Il faut noter que les calculs éléments finis faits pour défées longueurs de poutres
ne peuvent étre comparables si on appliqgue un effort de métaasité. En effet, la
contrainte a l'intérieur de I'éprouvette est inversemewopprtionnelle a la surface, mais
la comparaison se doit d’étre pour un méme niveau de défamat d’énergie de deé-
formation générée dans la poutre. Il faut donc une démaréugigdalence quant varie
Plusieurs possibilités peuvent étre explorées :

— Les calculs de sensibilité peuvent étre normés par le rapptre le champ ciné-
matique et la propriété considéré#%j ’ ‘ / ’Qi” [Arafehet al., 1995].

— La mise en place d’un critére en contraintes afin de détemiigffort maximal a
appliguer a I'éprouvette pour une plus grande sensibiégahamps cinématiques
aux parametres dépendant du matériau recherchés.

Une autre fagon de faire peut consister a adapter l'intermstl’ effort appliqué~ pour
chaque longueur de poutre. L'équivalence des efforts qp@d aux éprouvettes de diffe-
rentes longueurs doivent &tre comparables selon un cétéédinir. C'est cette méthodo-
logie qui a été retenue dans la suite :

— Un premier critére basé sur la proportionnalité de la dérdénergie de défor-
mation est d’abord adopté, et permet d’ajuster le niveatfattgusqu’a obten-
tion d’une densité d’énergie de déformation équivalenteedas différents calculs.
La densité d’énergie de déformation élémentaire, netepour I'élémente, est
calculée sur I'ensemble des éléments du maillage Ra@ufl, ..., Ngj], avecNg le
nombre total d’éléments. La densité d’énergie de défoonmatioyenne, notée,,
est obtenue en moyennant les densités élémentaires sseridate, ou une partie,
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5. Application a des exemples orthotropes

des éléments du maillage :

ek) — %70(12 (:ks)(k) (5.17)
Nel
&n = SZﬂl (5.18)

avec4 (k) l'aire de I'élémenk et Sest la surface totale de I'éprouvette.

— Drautres critéres baseés sur les déformations ont égaleftetestés. Il s’agit de la
moyenne de la norme euclidienne des déformations, nisiég, et du maximum
de cette norme, notée||max tels que :

1 Nl
= 5.19
lellm = 55 3 Il (5.19)
||ellmax = mkaXIIS( K| (5.20)

avec .

le(R)I] = /&t Eyy” + Yy (5.21)

La Ficure 5.7 affiche les cartes de sensibilité des déformations egllédbg, pour trois
rapportst/h, associés, respectivement, a du cisaillement pur, au maxde,rmet a de la
flexion simple, d'aprés la littérature. Ces sensibilitéatsmalculées ici avec le critére
d’équivalence des densités d’énergie de déformation.

124 [y
- p— -6
i 1-—16 -1
125, 2|
[ = 3' 10 [ i ]-6
w— N5 B -1
(@) Yn=14
I35 O ) 25|
. 8Q7J1/ -_6
LL- 16 I_i__.ll—lll
152, 126
____?Q_wyr 10 0Cey w06
v [ " .—15 ._14
(b) Yn=29
125 )
Q.. o .
[_h-_—ﬁln_m u-14
125
2Q,
r ?Q*___‘"w ' e
P . W15 u-14

() Ln=14

FIGURE5.7: Norme des sensibilités des déformations pour troipadpl/n
(échelle log)

Afin de sélectionner le ratib/nh correspondant a la plus grande sensibilité par rapport
a I'ensemble des propriétés, il serait intéressant de nmareres sensibilité afin d’affi-
cher une courbe qui corréle la sensibilité a la longueur ddérpoPour éviter de biai-
ser les moyennes des sensibilités, les zones insensihles, plart, et de concentration
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5.1. Vers l'identification de propriétés orthotropes hégénes

de contrainte, d’autre part, seront exclues. Un choix deemogge plus judicieux peut
consister en la sélection de zones de moyennage propresjaecpheopriété matérielle,
dépendant de la zone de plus grande sollicitation de chacune

Les champs de sensibilité sont calculés aux points de GRassonséquent, un premier
moyennage est fait dans chaque élément Q4, et un secondt ssir fia zone choisie, tel
que :

0
<o :—zuaé: (5.22)

avecm le nombre de mailles dans la zone sélectionnée. Deux zonesgennage ont
été comparées : une partie du maillage qui ne tient pas codgstepoints d’'appui et
d’application de I'effort, et une deuxieme qui couvre laatdé de I'éprouvette. Ceci est
illustré FIGURE 5.8.

La Ficure 5.9(a) affiche les courbes de la sensibilité moyennée ertifondu ratio

JL [] zone de moyennage JL
[

(a) prise en compte de toutes les mesures  (b) zone de moyennage restreinte

FIGURE 5.8: Zones testées pour le moyennage des sensibilités

L/h sur la zone 5.8(b). Les courbes continues correspondenitaread’équivalence du
chargement basé sur la densité d’énergie de déformatisrgoerbes en pointillés au
critere sur la moyenne de la norme des déformations, etlebes en trait mixte au critére
du maximum de la norme des déformations. Les tendances fi@sudies courbes, par
propriété matérielle, sont compatibles avec les résudisis de la RAMRIGURE 5.3). Les
trois critéres convergent vers le méme intervalle optinoatespondant a un compromis
entre les sensibilitts maximales des quatre propriétéstoopes, & savoir/n € [8,10].
De méme, l&icure 5.9(b) montre que les deux zones de moyennage testéestaaese
zones de concentration de contrainte, donnent quasimerérige résultat. Par ailleurs, la
faible sensibilité des champs de déformation au coefficgpest observée sur les deux
figures, tous criteres confondus.

Au final, vu les résultats similaires obtenus avec les trateres d’équivalence ex-
plorés, un rappott/h € [8,10] semble pertinent vis-a-vis de I'identifiabilité d’'un norebr
maximum de modules orthotropes. Cette plage de valeursoestrétenue pour l'iden-
tification de modules orthotropes a partir d’'exemples nuopoés. Elle sera, par ailleurs,
confrontée a la qualité des résultats d’identification gbfiérents ratios/n.

5.1.3 lIdentification de propriétés orthotropes homogenes

Toujours dans le cadre d'un essai de flexion trois points,h@mrahe a identifier les
propriétés élastiques d’un matériau orthotrope. Lidaation de propriétés homogénes,
puis hétérogénes, sera menée avec la méthode d’erreuatonmele comportement modi-
fiée. Deux configurations de matériaux hétérogenes sonéésidun matériau sandwich
et une configuration de propriétés en forme d’échiquier.

L'éprouvette, dans le cadre d’'un essai de flexion trois goidispose d’informations de
bords libres abondantes. La formulation de 'ERdAC modifilesée ici tient compte de
l'information bord libre.
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(a) Résultat pour 'ensemble des critéres d’équia-Résultat pour deux zones de moyennage diffé-
lence testés rentes - criterey équivalente

FIGURE 5.9: Courbes sensibilité-longueur pour les différent®oes d'équiva-
lence de I'effort

5.1.3.1 Choix de 'algorithme de minimisation

Ayant pour objectif d’'identifier le maximum de propriétésmmtropes, on cherche ici a
évaluer quelgques algorithmes de descente afin de séleeti@plus pertinent. Le nombre
des propriétés identifiables s’éleve a 3 dans le cas d’'unrrmatéomogéne, puisque I'on
doit fournir une propriété pour recaler les autres en I'absede donnée d'effort, et a 7
s'il s'agit d’un bi-matériau.

Le choix de I'algorithme de minimisation sera basé sur lditpudes valeurs identifiées,
d’'une part, et le temps de calcul, d’autre part. Les algorih de minimisation testés
proviennent de la toolbokatlab et sont les suivants :

1. algorithme a région de confiance, noté TR pust region basé sur la méthode
de Newton. Cet algorithme consiste a calculer, a chaquetitvér, une solution ap-
prochée avec la méthode du gradient conjugué pré-condé@i@RACG). (fonction
Matlab : fmininc)

2. algorithme a région de confiance avec bornes, noté TR-Rtpgi region reflec-
tive, qui differe du précédent par I'utilisation de bornes dehezche. Ici, l'inter-
valle fourni est[0.7 x 8, 1.3 x Bp] avecBy le vecteur des propriétés matérielles de
référence. (fonctioMatlab : fmincon)

3. méthode BFGS [Bryson et Ho, 1975, Cailletaud et Pilvir4]9qui est un algo-
rithme a directions de descente de quasi-Newton utilisaribdmule “Broydon-
Fletcher-Goldfarb-Shanno” pour I'estimation de la matitessienne, au lieu de la
calculer explicitement. (fonctioMatlab : fmininc)

4. algorithme de Levenberg-Marquardt, noté L-M, qui réalia compromis entre I'al-
gorithme de Gauss-Newton et I'algorithme du gradient.

Ces algorithmes ont été appliqués afin d’identifier des jpt§s homogénes puis hété-
rogenes. Les champs de déplacement étant perturbésubéeal de chaque algorithme
consiste a vérifier si le minimum de la fonction co(t est bietnauvé, en le comparant
au vrai minimum de la fonction codt. Pour ce faire, la fonctem(t est évaluée dans un
intervalle de valeurs centré sur la valeur de référence, guacune des propriétés ortho-
tropes recherchées, en fixant les autres égales aux valemtsices. C’est donc I'écart
entre les deux minima qui fait foi de la pertinence de chadgerghme.

Dans chaque cas étudié, les fonctions co(t sont tracéeshaque propriété matérielle
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identifiée, et ce pour les différentes méthodes de descesttes. Les résultats d’identifi-
cation sont tous normeés par les valeurs des parametresemati référence.

Comme vu dans la partie 5.1.2, la propri€tg est la moins évidente a identifier a partir
d’un essai de flexion trois points, puisque le module d’'YolEpgst faiblement sollicite en
élasticité. Dans ce contexte, il peut paraitre raisonna@d@urnir une estimation d@yy
en vue d’'identifier le reste des propriétés. Deux cas sotégesin premier ou I'on four-
nit cette propriété pour un des deux matériaux présents) second cas ou I'on fournit
Qyy pour les deux matériaux. Ce dernier permettrait de voiidefitification s’en trouve
ameliorée en fournissant plus d’'une propriété de recalage.

Par ailleurs, il faut noter que la qualité des contrastesgldités va probablement dé-
pendre de la qualité de la propriété fournie, vis-a-vis dpiédle elles seront recalées.
En effet, les différentes propriét€}; ainsi recalées dépendent du rafp/Qyy, si I'on
fournit Qyy. Or, méme en presence de l'information effort de chargen@ptetant diffi-
cilement identifiable, le rappoi /Qyy serait,a priori, de mauvaise qualité. Dans ce cas
de figure, il peut étre intéressant de fournir comme inforomatine propriété autre que
Qyy, par exempleQyx. Pour les départager, il convient de comparer la qualitédées
proprietés orthotropes restantedy; et Gyy, selon que I'on fourniQyy ou Qyx.

Pour la partie identification, les premiéres valeurs rezpipour les différents algorithmes
de descente qui seront testés, sont toutes initialiséedaveéme coefficient par rapport
aux valeurs de référence. Ce coefficient est pris égal.a 0

5.1.3.2 Cas d’'un comportement homogéne

Dans le cas d’'un matériau homogéne, on cherche a identiisrgarmi les quatre
proprietés orthotropes, en fournissant une propriétecidage, par exempl@yy ou Qxx.
La géométrie de la poutre étudiée est un paramétre impgrtantl'identifiabilité des
propriétés orthotropes, en particulier, le rappgit D’aprés la littérature, et I'étude de
sensibilité menée en ce sens dans la partie 5.1.2.2, il @ippgrun rapport/nh compris
entre 8 et 10 permet de solliciter le matériau en mode mix$ai(ement et traction selon
X) de fagon optimale vis-a-vis de l'identification de I'enddendes propriétés élastiques
orthotropes. Dans cette étude, on se propose de comparésidsits d’'identification pour
plusieurs longueurs de poutre afin de faire la corrélati@t #¢tude de sensibilité, d’'une
part, et de sélectionner le rappéft optimal vis-a-vis de I'identification des propriétés
orthotropes recherchées en se basant sur la robustessigaiithrmes de minimisation
utilisés.
Les mesures sont construites artificiellement grace a wulcdléments finis. Une grille
de mesure de méme finesse (taille de<3M points de mesure) est construite et est fixée
pour I'ensemble des longueurs de poutre testées. Danslaee 5.10 sont affichés les
champs de déformation de référence pour un rappost 7.
Il a été d’abord vérifié qu’une identification menée avec desées en déplacement non

€xzref eygref YeyTef
1073 1073 1073
— LI L A pu fs
0 0 ‘ \ 0
- i . o - B > ([

FIGURE 5.10: Champs de déformation pour un rappgit= 7

bruitées donne les propriétés de référence comme valemsfides pour 'ensemble des
algorithmes testés. On se propose alors de mener l'idetiditavec des mesures brui-
tées uniquement. L'amplitude des perturbations est ahéigale a 5% de la moyenne du
champ de déplacement, et un seul tirage de bruit blanc gewssi utilisé. Seule I'ampli-

tude du bruit change, en fonction du champ de déplacemermspmndant a chaque cas
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étudié pour garantir une erreur relative constante.

" 0; identifié Qufct |/, | G, Temps (min)
TR | TR-R| BFGS| L-M
4 0.9708| 0.9741| 1.0230| 28 28 0.3 1.3
5 0.9814| 0.9778| 1.0525| 29 29 0.3 4
6 0.9525| 0.9704| 1.0179| 72 72 0.7 | 7.7
7
8
9

0.9744| 0.9873| 1.0404| 90 90 15 6.8
1.0123] 0.9952| 1.0678| 109 | 108.7| 1.35 | 16.5
0.9472| 0.9874| 1.0339| 132 | 132 | 12.9 | 143

10 0.9988| 1.0191| 1.0471| 180 | 179.7| 2.2 17
11 1.0471| 1.0587| 1.0614| 187.7| 196.6| 2.29 | 36
12 1.0872| 1.0248| 1.0711| 330 | 333.4| 3.27 | 109
13 0.9476| 1.0311| 1.0389| 355 | 360 3.8 | 138
14 1.0701| 1.0845| 1.1692| 375 | 380 41 | 113

TABLEAU 5.1: Identification basée sur plusieurs algorithmes deatidscet dif-
férents rapport/h - bruit de mesure de 5%Qyy fourni

Le tableau 5.1 regroupe les résultats d’identification dgs propriétés orthotrope3yy,

Qxy et Gxy pour des rapports'h allant de 4 a 14. Les valeurs en gras sont les plus proches
des valeurs de référence et indiquent ainsi le rapperte plus adéquat pour chacune
des trois propriétés. Ces résultats viennent confirmeud&&tde sensibilité, puisque les
modulesQyy et Qyy sont mieux identifiés pour un rappdyh égal a 8 et 10. Le module

de cisaillement est mieux identifié pour un rappgnt= 6, ce qui corrobore l'utilisation
d’'un tel rapport pour un essai de cisaillement pur. Ces t@susont récapitulés dans la
FiIcure 5.11 a travers les erreurs d’identification, normées pavaésurs de référence,

en fonction des rapportgh, telles quesy = 1} —Qijl/Q%. On remarque que les erreurs sont
faibles globalement.

0.181

0.16F e

L/h

FIGURE 5.11: Erreur d'identification en fonction du rappoft

Par ailleurs, les quatre algorithmes de descente convevgenles méme valeurs dans
le cas de l'identification homogéne, avec une valeur dafigation de 07 x 8,. Seul le
temps de calcul est différent. On remarque que, contraimegen algorithme a région
de confiance, les algorithmes BFGS et L-M sont les moins ca(ifgour des résultats
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d’identification identiques. En effet, une méthode de typasitNewton comme la mé-
thode BFGS converge de fagcon quadratique a proximité ddué@otandis que la mé-
thode a région de confiance converge lentement, ce qui dandaninombre important de
résolutions du probleme de base. Le colt de calcul deviecdmsequence trop important.
Le tableau 5.2 regroupe les résultats d’identification agesgroprieté®yy, et Gyy selon
que I'on fournit la propriétéyy ou Qyy, pour un rapport/h donné de 7. Il apparait que
les résultats sont identiques dans le cas homogéne. Le né&migat a été obtenu pour
d’autres rapports/n, en matiére d’équivalence entre ces deux cas de figure.

O identifiée
0 fournie Qu/Qy | GGy
Ocx 0.9873| 1.0404
Qy 0.9873 1.0404

TABLEAU 5.2: Comparaison entre le recalage a@gg et Qyx pour un bruit de
mesure de 5%-(h = 7)

Outre la qualité d’identification qui, dans le cas homogesejdentique pour 'ensemble
des algorithmes de minimisation, les minima obtenus sampewés au minimum réel de
la fonction codlt : on trace cette derniére pour chacune despropriétés recherchées, en
fixant les autres égales aux valeurs identifiées. On obtiesit @ois fonctions colt pour
chacun des quatre algorithmes testés, ainsi qu’'un tracéadliegt dans la direction du
parametre correspondant.
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FIGURE 5.12: Evaluation de I'identification pour un matériau horog

FIGURE 5.12 représente I'évaluation de la fonction colt du proleletiidentification,
pour 3 propriétés orthotropes, quand on fournit la propri@y,. Lintervalle d’evalua-
tion contient seulement 6 points centrés sur la valeur dergé€e. Le trait vertical en
pointillés rouges indique la valeur identifiée par I'algbme de descente représenté, qui
est a comparer au minimum observeé sur la fonction codt. Lesikaidentifiées semblent
correspondre a ce minimum a chaque fois. Par ailleurs, |ebeadu gradient calculé est
tracée a coté de chaque fonction codt et confirme sa bonneaéieal dans le cas d’'un
comportement orthotrope.

5.1.4 Identification de propriétés orthotropes hétérogene

Cette partie s'intéresse a l'identification des propridtagérielles d’une éprouvette
hétérogene sollicitée en flexion trois points. Le cadreadtiidfication est le méme que
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précédemment, les mesures sont les déplacements et lesliboed sont connus et pris
en compte.

On s'’intéresse donc a I'évaluation des algorithmes de désders de I'identification
d’'un comportement orthotrope hétérogéne et la robusteste fdrmulation par rapport
au bruit. L'éprouvette testée a un rappoft = 7. L'identification avec des mesures non
perturbées donne, pour tous les cas de figure testés, lesvdke référence. Par consé-
quent, les champs de déplacements des différents cas el’étud perturbés avec une
amplitude de bruit égale a 5% de la moyenne des déplacenstnis, méme tirage de
bruit blanc gaussien.

5.1.4.1 Configuration d’un matériau stratifié

L'éprouvette est maillée avec I'outbmsh[Geuzaine et Remacle, 2009] en utilisant
des éléments T3. Dans cette étude, I'interface entre lesmdateriaux n’est pas réguliere
(Ficure 5.13). L'affectation des deux matériaux est faite apregdration de maillage.
Le matériau au milieu du stratifié, noté ici matériau 2, a ugiglité deux fois plus petite
que celle du matériau 1 (factelie sur les modules d’Young et le module de cisaillement).

Ain . AT s, g 0 1 o 4% IO, (0, 4 i
;vﬁm’lﬂﬁiMmmﬁg’%'réfvq‘ﬁ»;‘hmﬁlgﬂQm%mm%ﬁﬁnﬂ%ﬂv‘.‘v‘f{@ﬂf&nﬁ'ﬁlﬂ%i:;ufbmff
ik T QIO A AR D A OOV O

g

FIGURE 5.13: Configuration stratifié

Les tableaux 5.3 et 5.4 récapitulent les résultats d’ifieation de sept propriétés hétéro-
genes, en fournissant une propriété d’'un seul des deuximatgrci matériau 1, respec-
tivementQyy et Qxx.

Qxx/ Q% ny/ Q?,y Qxy/ ng ny/ Ggy T (min)
matl | mat2 || mat2 || matl | mat2 || matl | mat?2
L-M 0.9199| 1.0018|| 0.9802|| 1.0022| 1.0203| 0.9085| 1.0519 9.37
TR 0.8260| 0.6174|| 0.3152|| 0.9794| 0.3237|| 0.7432| 1.1665| 134.9
BFGS| 0.8875| 0.9956| 0.7000( 0.9787| 0.8389| 0.8340| 1.2571 3.15
TR-R | 0.8875| 0.9956( 0.7000|| 0.9787| 0.8389| 0.8340| 1.2571 34.1

TABLEAU 5.3: ldentification de propriétés orthotropes hétérogéaewplitude
du bruit de 5% - un seudyy fourni

ny/ Q)%/ Qxx/ ng Qxy/ ng ny/ Ggy T (mln)
matl | mat2 || mat2 || matl | mat2 || matl | mat?2
L-M 1.0771| 0.9855|| 1.0100( 1.0953| 1.0012| 0.9987| 1.0707 9.2
TR 1.2098| 0.3823|| 0.7480| 1.1851| 0.3926| 0.9001| 1.4116 134
BFGS| 1.1369| 0.7000|| 1.0341| 1.1186| 0.8213| 0.9458| 1.3 2.8
TR-R | 1.1369| 0.7000( 1.0341|| 1.1186| 0.8213| 0.9458| 1.3000 34

TABLEAU 5.4: |dentification de propriétés orthotropes hétérogéaemplitude
du bruit de 5% - un seuy fourni

Les valeurs en gras sont les plus proches des valeurs derréééet pointent, dans les
deux cas, I'algorithme de Levenberg-Marquardt. Les tengpsadcul correspondants, de
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I'ordre de 9 minutes, semblent raisonnables.

Le résultat d’identification des propriet€y et Gxy dans les deux cas de figure n’est pas
concluant quant a la pertinence de la donnée de recala@g @u Q. C'est-a-dire qu'il
n'y a pas de tendance sur les résultats d’identification auorise le recalage avec un
module ou l'autre dans le cas étudié.

La Ficure 5.14 montre les fonctions colt de chacune des 7 propriétégifides, ainsi
gue la valeur identifiée par I'algorithme de Levenberg-Mirgit en pointillés rouges,
dans le cas o}, est fourni. Les fonctions co(t relatives au matériau 1 sentiglus
convexes que celles du matériau 2. Cela peut étre expliquégsamesures plus riches
pour le matériau 1 vu qu’il occupe une plus grande surface téprouvette. Les fonc-
tions codt, évaluées ici en seulement six points, et biendéaspect aplati, ont bien des
minima trés proches des valeurs de référence, ce qui mantoblistesse de la formula-
tion et de I'algorithme de L-M.
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FIGURE 5.14: Fonction co(t de la configuration stratifié - un s@ukfourni

Les tableaux 5.5 et 5.6 récapitulent les résultats d’ifieation de 6 propriétés hétéro-
genes, lorsque I'on fournit une méme propriété pour les deabériaux présents, respec-
tivementQyy et Qxx.

Qux/Q0, Quy/Q), Gry/GY, T (min)
matl | mat2 || matl | mat2 || matl | mat2
L-M 0.9229| 1.0001|| 1.0070| 1.0244| 0.9168| 1.0511 9.2
TR 0.9025| 1.2660| 0.9793| 1.2416|| 0.8551| 1.2832 117
BFGS | 0.9025| 1.2660| 0.9793| 1.2416|| 0.8551| 1.2832 5.4
TR-R | 0.9025| 1.2660(| 0.9793| 1.2416| 0.8551| 1.2832 29.6

TABLEAU 5.5: Identification de propriétés orthotropes hétérogéammplitude
du bruit de 5% -Qyy fourni pour les deux matériaux

La méthode de descente donnant les meilleurs résultat$atasisux cas est la méthode de
Levenberg-Marquardt. En comparaison avec la donnée deule propriété de recalage,
les résultats ne confirment pas une plus grande robustesse@wrx propriétés fournies.
La Ficure 5.15 montre que le minimum de la fonction codt est plut6t lwétecté par
l'algorithme L-M, et que le gradient est bien évalué pourdesx matériaux, et ce selon
que I'on fournit la propriét&yy ou Qyx.
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Qyy/Q9, Quy/QY Gry/G, T (min)
matl | mat2 || matl | mat2 || matl | mat?2
L-M 1.0771| 0.9864|| 1.0956| 0.9975|| 0.9973| 1.0703 9.1
TR 1.1873| 0.5184|| 1.1490| 0.6468| 0.9127| 1.4665 115
BFGS| 1.1343| 0.7000| 1.1177| 0.7990|| 0.9466| 1.3000 3.5
TR-R | 1.1343| 0.7000(| 1.1177| 0.7990| 0.9466| 1.3000|| 29.5

TABLEAU 5.6: ldentification de propriétés orthotropes hétérogéaewplitude
du bruit de 5% -Qy fourni pour les deux matériaux
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FIGURE 5.15: Fonction colt de la configuration stratifié - les d&yyfournis

5.1.4.2 Configuration d’un matériau en échiquier

La distribution du deuxiéme bi-matériau étudié est reprEsedans l&IGure 5.16,
ou le matériau noté 1 est coloré en noir. Le rapport de rigiglittre les deux matériau est
le méme que pour le stratifié, a savoir un facteur 2. L'affisamtades propriétés est faite
ici encore apres I'opération de maillage, d’ou l'irrégitéudes interfaces entre les deux

matériaux.
L'identification de sept propriétés orthotropes est menée &s quatre algorithmes de

T
m»wmmv‘m*‘ b

walir b i
4 Mﬁiﬁﬁwmmnm =
v Wl

FIGURE 5.16: Configuration en échiquier

descente, avec un recalage par rapport au md@@lpuisQ&x.

QXX/ Q)?x ny/ Q?/y Qxy/ ng ny/ G)?y T (mln)
matl | mat2 || mat2 || matl | mat2 || matl | mat?2
L-M 0.9727| 0.9947|| 1.0002| 0.9716| 1.0051| 1.0268| 1.0414 9.7
TR 1.0076| 1.0404| 1.0602| 0.9632| 1.0568( 1.0547| 1.1814 143
BFGS| 1.0077| 1.0408| 1.0608| 0.9633| 1.0575| 1.0549| 1.1815 2.3
TR-R | 1.0063| 1.0366| 1.0550|| 0.9631| 1.0511| 1.0531| 1.1803 36

TABLEAU 5.7: ldentification de propriétés orthotropes hétérogéaemplitude
du bruit de 5% - un seu®yy fourni
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Quy/Qs, Qu/Q0, Quy/Q), Gry/GY, T (min)
matl | mat2 || mat2 || matl | mat2 || matl | mat?2
L-M 0.9977| 1.0076| 0.9976(| 0.9847| 0.9971| 1.0544| 1.0830 9.7
TR 0.9915| 1.0537|| 1.0333(| 0.9552| 1.0503| 1.0470| 1.1723 143
BFGS| 0.9915| 1.0537| 1.0334| 0.9552| 1.0503| 1.0470| 1.1723 2
TR-R [ 0.9919| 1.0514| 1.0318|| 0.9557| 1.0477| 1.0467| 1.1724| 36.2

TABLEAU 5.8: ldentification de propriétés orthotropes hétérogéammplitude
du bruit de 5% - un seuy fourni

D’apres les tableaux 5.7 et 5.8, il apparait que, global¢rialyorithme de minimisation
de Levenberg-Marquardt est celui qui donne les meillewssltédts d’identification, pour
un temps de calcul inférieur a 10 minutes. Par ailleurs, Eitfudes valeurs identifiées
dans la configuration en échiquier se préte mieux a l'ideation d’une grande partie
des 7 propriétés orthotropes hétérogenes, en comparaisomeaconfiguration du strati-
fie. Les erreurs varient entre02% et 41% en fournissan@yy, et entre 0023% et 83%
en fournissanQyy, avec l'algorithme de Levenberg-Marquardt.

Comme précédemment, la qualité de la recherche du minimumégiée pour chaque
propriété identifiée. L& Gure 5.17 représente la fonction colt pour chacune des 3 pro-
priétés recherchées déi tnatériau, et des 4 propriétés dinzatériau, dans les cas ou I'on
fournit la propriétéQyy du matériau 1.

108

VoG 0(Qus) |
0 o \7777L

I I I I 1 ! )
0204 08 1 12 14 0204 08 1 12 14

10° 108

3 szrg - B 1\\\ g(me) g ‘ Vny‘g g(@yy) .
0204 08 1 1214 0204 08 1 12 14 0204 08 1 1214 0204 08 1 12 14
1105 P . g(Q ) 5105 T v \g T i
—] —5 L L L Il L L L I I
0204 08 1 1214 0204 08 1 12 14 0204 08 1 1214 0204 08 1 1214
1105 2104 T T
|ve., g N G(Cay) Ve, 0 &d
o e e ﬁa =

—2 I I I
0.2 04 08 1 12 14 0204 08 1 12 14 02 04 08 1 12 14 0.2 [)14 ().‘8 1 1}2 14‘
(a) Matériau 1 (b) Matériau 2

FIGURE 5.17: Fonction colt de la configuration échiquier - un €y fourni

Qxx/ ng Qxy/ ng ny/ Ggy T (mln)
matl | mat2 || matl | mat2 || matl | mat2
L-M 0.9726| 0.9948| 0.9714| 1.0051|| 1.0265| 1.0415 9.6
TR 0.9931| 0.9996|| 0.9629| 0.9943|| 1.0334| 1.1684 123
BFGS| 0.9931| 0.9996| 0.9629| 0.9943|| 1.0334| 1.1684 1.6
TR-R | 0.9931| 0.9996(| 0.9629| 0.9943| 1.0334| 1.1684|| 31.2

TABLEAU 5.9: Identification de propriétés orthotropes hétérogéammplitude
du bruit de 5% Qyy fourni pour les deux matériaux
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Quy/Q)y Quy/ QR Gry/G, T (min)

matl | mat2 || matl | mat2 || matl | mat?2
L-M 0.9980| 1.0081| 0.9841| 0.9994| 1.0542| 1.0879 9.4
TR 0.9981| 1.0129|| 0.9655| 0.9988|| 1.0414| 1.1723 123
BFGS| 0.9981| 1.0129|| 0.9655| 0.9988| 1.0414| 1.1723 1.4
TR-R [ 0.9981| 1.0129| 0.9655| 0.9988|| 1.0414| 1.1723| 31.2

TABLEAU 5.10: Identification de propriétés orthotropes hétérogeamplitude
du bruit de 5% Qyx fourni pour les deux matériaux

Les tableaux 5.9 et 5.10 récapitulent les résultats d’iiemtion quand on fournit la pro-
priéte Qyy ou Qxx pour les deux matériaux présents. Les erreurs d'identificates mo-
dulesQy et Gyy varient entre (% et 41% dans le 9 cas, et entre 06% et 54% dans le
2¢ cas. Les erreurs de ces deux modules, dans les deux configaraétérogenes (strati-
fie et échiquier), varient entre$%o et 41% quand une seule propriéfgy est fournie, et
entre 0029% et 83% quand une seule propriddgy est fournie. Le dernier cas s’est donc
amélioré alors que le premier, avec une seule prop@gjeest constant. Par ailleurs, le
recalage des rigiditéQyy est meilleur avec la proprié®yy fixée, alors que celui de la
rigidité de cisaillemenGyy est meilleur avec la donnée @gy.

DansFiGURE 5.18, sont tracées les fonctions codt pour les trois prigsiérthotropes
des deux matériaux, quar@|y est fournie. La détection du minimum par I'algorithme
de descente de Levenberg-Marquardt, ainsi que le gradiehtiggst fourni, s’averent de
bonne qualité.
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FIGURE 5.18: Fonction co(t de la configuration échiquier - les d@yyfournis

5.1.4.3 Identification de propriétés hétérogenes

Afin de caractériser l'identification de propriétés ortlopies hétérogenes en termes
de moyenne et d’écart-type, on choisit de mener une étudeateeMCarlo sur I'identifi-
cation des propriétés d’'un composite stratifié, avec 12@Qés de bruit blanc gaussien.
D’apres I'étude du cas homogene, le rappgitoptimal vis-a-vis de I'identification des
propriétés orthotrope est égal a 10. L'algorithme de misation donnant les meilleurs
résultats d’identification hétérogéne, aussi bien pourolafiguration en échiquier que
stratifié, est celui de Levenberg-Marquardt. Ce sont doacheix qui sont faits ici.

La FIcURE 5.19 représente I'architecture du composite testé, aedte fois, une interface
réguliere entre les strates lors du maillage fait avec daaémts T3. Le matériau noté 2
est celui affecté a la couche au milieu du stratifié. Les hastdes trois couches sont les

mémes.
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¢

™

1
2

FIGURE 5.19: Architecture du composite étudié

FiIcurRe 5.20 montre les champs de contrainte et de déformationigssince cas d’étude.
Les caractéristiques des deux matériaux présents pouicld da référence sont les sui-
vantes :

(i) matériau 1 Ef = 25000 MPa E; = 35000 MPa vy, = 0.22;Gy, = 5200 MPa
(i) matériau 2 :EZ = 18000 MPa £2 = 15000 MPa v, = 0.25;G, = 3500 MPa

€xzref eyyref Yayref
1|U 10 = iU 3 Jo.o1

——
e ¥ 1N | 1 AR -
(a) Champs de déformation

ogzref oyyref : ozyref
LY

— § 250 § 100 4 ]
0 —100
J— - §-200 . > 4 ‘ §-300 ‘! aw | \‘ Ifzo
(b) Champs de contrainte
FIGURE 5.20: Champs de contrainte et de déformation - matériatifitravec

L/h=10

Afin de recaler les contrastes de rigidité, en I'absencefa’mation de type effort, la
rigidité Q)l,y, relative ici au matériau 1, a éte fournie.

— Qe —Q., —G,
2 Qyy 2 2
— Qs Qyy —Giy
S 1.1
$1.05
_H
~
A 0.95
|
vV 0.90
0.85 ‘ ‘
5 ST (%) 5

FIGURE 5.21: Résultats d'identification pour deux niveaux de pestions

La FIGure 5.21 présente les résultats d’'identification des sept @i@srorthotropes res-
tantes du bi-matériau pour deux niveaux de perturbation €2%#6), normées par les
valeurs de références. Il s’agit de barres d’errear$/e, > +0gp,. L'erreur d'identifi-
cation est raisonnable pour I'ensemble des propriétésabes, méme si relativement
plus élevée pour le modul@yy.
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5.2 ldentification a partir de données expeéri-
mentales

5.2.1 Essai et matériau

On se place dans le cadre d’un essai de flexion trois points®uéprouvette droite en
composite a matrice organique (CMO). Les dimensions dediégette sont : 12dmx
20mmx 20mm L'essai a été mené avec plusieurs cycles de charge/déchsasqu’a
rupture [Zhang, 2012]. Des images aux pics des premiergs\smnt exploitées pour
construire un champ de déplacement par CIN.

Le matériau est un composite avec des fibres de verre et uneenatlyester. Il contient
également des coutures dans I'épaisseur qui ont pour butniterl le phénoméne de
délaminage dans la phase endommagement. Les images omiségqur la tranche de
I'éprouvette (planx,y)) de sorte que les coutures qui traversent le matériau appard
verticalement (selon I'axe y). Dans le cadre d’une étudelrof fait ici 'hypothése des
contraintes planes.

Le rapport-/n de I'éprouvette est égal 8% ce qui situe I'essai dans une configuration de
cisaillement quasi-pur. Le but est alors d'identifier le miectle cisaillemens,y, connais-
sant les autres modules qui sont : les modules d’Young lodial et transversal et les
coefficients de Poisson, dans le plan d’orthotrdpig/). Ces modules sont fournis avec
des incertitudes de 2% a 6%.

Enfin, le champ de déplacement a été obtenu avec I'outil déletion VIC-2D pour une
taille de ZOI de 16 pixels. La taille du pixel correspond iaige longueur physique de

60 pm.

5.2.2 Lesdifférents cas d’études

FIGURE 5.22: Essai de flexion trois points sur composite CMO cousu

Les images en notre possession ne couvrent pas la totaligpdeuvette, mais plutot
la région entre appuis, dans la direction longitudinaleasuii'axe x FIGURE 5.22). Dans
ce cas de figure, outre les deux variantes de I'ERAC modifis, conditions aux limites
et avec bords libres, une variante en fonction de la tailledene de calcul s’ajoute. On
s'intéressera donc a mener l'identification pour difféesrtones de calcul. Une premiére
zone égale a la zone photographiée, ou I'on ne pourra preju@rtes bords libres en haut
et en bas, et une deuxieme zone de calcul qui couvre I'éptieumetiere. Dans le premier
cas de figure, la zone de calcul n’est pas completement é¢mimae de mesure de taille
Ames VU que les mesures sont rognées a cause de problémes degeoiseedu calcul de
CIN sur les bords de I'image. On distinguera donc deux &ijleur le calcul : la taille
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5.2. Identification a partir de données expérimentales

de référenceros qui est la taille totale de I'éprouvette (schématisemure 5.23(c)), et
la taille de la zone photographiéry, (FIGURE 5.23(a) etFicurE 5.23(b)). On fait donc
jouer la taille de la zone de calcul qui sera tantot égale illa tle référence, tantét égale
a la taille de la zone photographiée.

Prendre une zone de calcul qui couvre la taille réelle dedépette (de taillez ¢ 1) devrait
étre bénéfique pour la formulation ERAC modifiée avec boligdia priori, puisque
on y gagne le rajout de I'information fiable sur les bordsd®a gauche et a droite de
I'éprouvette. Quant a la formulation sans conditions amités, il n'y a,a priori, pas
de gain en matiére d’informations. En I'absence de régd#on, agrandir la taille de la
zone de calcul ferait juste apparaitre des probléemes daurpmradant la résolution.

Dans ce qui suit, les résultats seront classés selon la Fatiomu de 'ERAC modifiée
adoptée d’'une part, et la taille de la zone de calcul d’audre p

(a) Avec bords libresgca = Apn (b) Sans CLA4cal = Aph

(c) Avec bords libresaca = Aret
o : Bords libresH : zone de référenc@ : zone de calcul

FIGURE 5.23: Différentes tailles de zone de calcul et conditions Bmites
prises en compte (champ de déplacement expérimggxal

Vu les différents parameétres mis en jeu, une attentionquaidre est portée au calcul
de I'hyper-paramétra. Celui-ci doit étre en accord avec les zones de calcul cmigel
que: A

ret . ore

_Jalg” (£7) d0 (5.23)

]2
avecQ. le domaine de calculJ le champ de déplacement mesurég®f et £ sont,
respectivement, le champ de contrainte et de déformatitmuléa pour un module de
cisaillement initial obtenu avec une approche d’identifaabasée sur la RdM. D’aprés
(5.23), les poids des deux termes de la fonctionnelle dedERodifiée sont, ici encore,
€gaux.
Lorsque la zone de calcul est égale a la zone de mesust ici estimé via un calcul
éléments finis avec des conditions aux limites en déplacemigtenues a partir du champ
de déplacement expérimental. Dans le cas ou la zone de ealtéhale a la zone de
référence, un calcul éléments finis avec des conditionsianibes mixtes est mené, grace
a la résultante d’effort mesurée, permettant ainsi d’estorsur la zone de référence.

Remarque

Il faut noter que I'utilisation de I'hypothese de contra@mpiane n’est pas tres
justifiee dans le présent cas d’étude, du fait de I'effet dpdisseur, égale
a la hauteur de I'éprouvette. L'exploitation d’un tel essécessite donc la
mise en ceuvre d’un modele 3D. Une autre fagon de le traitesist@nait a
effectuer des mesures de champs par stéréo-corrélatitassigux faces op-
posées de I'éprouvette afin de quantifier le déplacementdtansdes deux
c6tés, et remonter ainsi a une déformation moyenne hors(plgothése
d’homogénéité des contraintes dans I'épaisseur).
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5.2.3 Résultats

Comme on cherche ici un seul paramétre matériel, l'ideatific est menée via I'éva-
luation de la fonction colt sur une grille fine de valeursgiaélle de confiance), avec une
précision de (L%. Il est ainsi possible de tracer la fonction colt dans Usggde valeurs
pour déterminer son minimum. L'image exploitée pour canstrle champ de déplace-
ment a été prise au pic du deuxieme cycle de charge, pour suléangte d’effor = 8980
N.

Dans ce qui suit, on va afficher la fonction cafitainsi que ses deux composantes
G1 et g2, afin d’interpréter le comportement de chaque formulatehERJC modifiée,
suivant la taille de la zone de calcul et la nature des camditsur le bord. Ici, le ratio
entre la taille des mesures et la taille de la plus petite zienealcul considérée (la zone
photographiée) est égal a 91%, du fait de I'absence de dereréeéplacement sur le
bord. Quand la taille de la zone de calcul couvre la totalddadzone de référence, ce
ratio se réduit a 74%.

Les FIGURE 5.24(a) etricurE 5.24(b) représentent la fonction cagitet ses deux com-
posantes pour une taille de zone de calcul égale a la zoneghphiée, dans les cas
sans conditions aux limites et avec bord libre schématisésiaure 5.23(b) etFiGURE
5.23(a). D’apreés les résultats d’identification recagsudans [§asLEAu 5.11, on trouve
des résultats différents, tels que :

1. sans conditions aux limite€sy, = 4360 MPa et le terme d’erreur de modele donne
une valeur en dehors de I'intervalle de confiance.

2. avec bords libresGyy = 4780 MPa et le terme d’erreur de modele a été régularisé
avec I'ajout d’information sur une partie du bord.

La FIGURE 5.24(c) montre l'allure de la fonction colt pour une fornigda ERAC mo-
difiée avec bords libres, et pour une taille de zone de calgalleéa la taille réelle de
I'éprouvette. Le parti pris était qu’'un gain serait acquifcg a I'ajout d’'informations
fiables sur les nouveaux bords a droite et a gauche de I'épri@u\ENn contre partie, le
ratio Ames/ 4cal €St naturellement plus petit. Ne disposant pas réellememateur de
référence pour le module de cisaillement recherché, ongstimer que les résultats ob-
tenus avec une zone de calcul égale a la zone photographigée érmulation ERAC
modifiée avec toute I'information bord libre disponible pent étre considérés comme
des résultats de référence. On remarque que la valeur hemesit identifiée est un peu
différente :Gyy = 4730 MPa, et est notamment retrouvée avec la compoganego.
Cette formulation semble apporter un certain équilibreeclets deux composantes de la
fonction colt. La composanig@; demeure plus petite queg,, aveca = 0.57, mais il
ne parait pas nécessaire de jouer sur la pondération descdmposantes puisque on
retrouve la méme valeur dgy.

Enfin, la méthode FEMU a été appliquée avec des conditiondianites de type
Dirichlet, prises a partir du champ mesuré et imposées deameaforte aux bords du
domaine. La formualtion avec des CL mixtes n’est pas prégsgpmiisque les incertitudes
liées aux hypothéses de répartition de la résultante derffaie peuvent étre évitées.
La taille de la zone de calcul ne peut, ici, excéder la taile dhamps de déplacement
mesures et est donc égaleiges Les résultats de l'identification sont récapitulés dans le
tableau 5.12.

Au final, la formulation ERAC modifiée sans CL a donné le ménseltat que la for-
mulation FEMU avec CL de Dirichlet, a savdByy = 4360 MPa, ce qui reste coherent
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(c) Formulation avec bords libregcy = 4et

FIGURE 5.24: Fonctions co(ts pour les différents cas d’'étudey@e de I'essai

Formulation Acal = Aph || Acal = Aref
ERdC modifiée i 4360 -
Sans CL G1 - -
G2 4360 -
ERdC modifiée[[lgh] 4780 4730
Bords libres G1 4830 4730
G2 4780 4730

TABLEAU 5.11: Gyy identifié en fonction de la taille et de la formulation ERAC
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FIGURE 5.25: Fonctions codts pour la formulation FEMU - CL de Ditath

Formulation Acal = Ames
Méthode FEMU 4360

TABLEAU 5.12: Gyy identifié avec la méthode FEMU

puisque les deux méthodes disposent des mémes informafinmajoutant de plus en
plus d’informations fiables sur le bord, la valeur du modwdectbaillement change pour
se stabiliser a 4730 MPa. Une autre approche d’identificdimsée sur la théorie des
poutres avec I'exploitation de seulement quelques poiatsxdsures a partir du champ
de déplacement a fournit un module de cisaillement égal 8 §#a utilisé comme mo-
dule initial dans la présente étude. Cette approche n’érgias la richesse du champ de
déplacement disponible, et consiste a diviser le champ &epeones pour choisir celle
qui a une plus grande sensibilité au module recherché. Uyemne des déplacements
aux quelques points de mesures de la petite zone est enslistseypour I'identification
[Zhang, 2012].

5.3 Conclusion

On s’est intéressé dans ce dernier chapitre a I'identiinatiun comportement or-
thotrope. Dans le cadre d’'une identification homogene, &stion du choix d’un essai
optimal vis-a-vis de lidentification de I'ensemble des gmiétés orthotropes a été abor-
dée. Cela a permis d'identifier les dimensions optimaleséteduvette via une étude
de sensibilité des champs cinématiques par rapport auxi@rép orthotropes du maté-
riau. Enfin, I'identification de propriétés orthotropesédrégenes a été menée sur divers
exemples numériques, et a confirmé la robustesse de lagirai@lentification. Elle a
permis, en outre, d’étudier I'influence du choix de l'algbme de descente et du para-
meétre de recalage des contrastes de rigidité.

La méthode a enfin été appliquée a des données expérimesuales composite CMO
afin de déterminer son module de cisaillement, et comparée anéthode de recalage
par eléments finis.
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Conclusion

Ce travail s'inscrit dans le cadre de l'identification degraétres matériels élastiques
hétérogéenes a partir d’essais statiques inhomogenes eesigres de champs cinéma-
tiques, issues d’outils de corrélation d’images numésqae exemple. La problématique
centrale est la gestion des incertitudes tant sur les dsrex@erimentales que théoriques,
conduisant généralement a I'altération des résultatedtitication.

Une premiere approche du probléme a consisté au couplage sttatégie d’identi-
fication inverse, ne contenant pas de mécanisme particldigestion du bruit, avec une
technique de filtrage des perturbations dédiée aux mesarelsaimps. La question était
alors de savoir s'il est possible d’avoir une meilleure tiferation en appliquant un filtre
non meécanique aux données bruitées, en amont de I'étamntifidation.

Cette premiere étape s’est traduite par la mise en placed&lation analytique au pre-
mier ordre entre les perturbations de mesure et les erréidentification, afin d’éva-
luer ensuite la pertinence de I'approche de filtrage en teditemélioration des résultats
d’identification. L'étude a été illustrée sur 'exemple nénigue d’'une plaque contenant
une inclusion en traction uniaxiale. Cela a permis de répoada question posée et il
en est ressorti que le filtrage des mesures en amont de 'dtigleatification conduit a
des résultats d’identification plus robustes pour des &hdlhétérogénéités assez fines.
Cependant, la performance de cette technique au vu detifidation reste limitée, d’'une
part, parce que les niveaux d’erreurs relatifs au probléwerse, bien que diminués, de-
meurent assez éleves, et d’autre part, parce que I'amidtionr@est pas ressentie pour les
résolutions spatiales les plus grossieres dans le cagétudi

Ce résultat nous a conduit a repenser I'approche d’ideatific avec la volonté de
gérer les incertitudes au sein du processus d’identificaga reformulant le probleme
inverse.

Ce cadre a déja fait I'objet de plusieurs travaux, et bon rrerdb stratégies ont été adap-
tées ou dédiées a la résolution de ce type de probléme dfidatibn. Notre choix a été
de formuler le probléeme d’identification en s’appuyant g principes de 'erreur en
relation de comportement modifiée, fortement inspirée gatriavaux sur le recalage de
modéles en dynamique vibratoire et transitoire qui, baséges principes, ont abouti
a des approches tres robustes vis-a-vis des incertitudesedeare. La motivation de ce
choix découle également d'un manque a combler dans les @ms@xistantes : la plu-
part de ces approches nécessitent les conditions auxdisutela frontiere du domaine
étudié, et s’appuient, alors, soit sur des mesures bruitgessées de maniere forte, soit
sur des hypothéses de modélisation introduisant des srdeumodéle supplémentaires.
De plus, la résolution du probléme d’identification se faiigent sur la zone de mesure,
généralement plus petite que la taille réelle de I'échiantilce qui ne permet pas de ti-
rer profit d'informations fiables disponibles sur le bordfignl'idée de tenir compte de
I'erreur qui est faite sur le modéle de comportement paoaitt & fait Iégitime, car c’est
justement le comportement qui est recherché dans notrextenCes trois aspects sont
gérés par I'erreur en relation de comportement modifiée. édatde, développée en élas-
ticité linéaire pour des mesures de champs, consiste @rttaittes les données théoriques
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et expérimentales en un seul calcul et géere les mesures @nd#tions aux limites se-
lon leur caractere fiable ou peu fiable, ce qui lui confere uns gdysique fort. D’abord
formulée sans conditions aux limites, la stratégie a cdraldgies résultats d’identifica-
tion robustes vis-a-vis du bruit en élasticité homogen&amment en comparaison avec
I'approche FEMU formulée avec des conditions aux limitegyge Dirichlet. Bien que
satisfaisante en termes de résultats, I'approche ainsiuiée s’accompagne d’'un pro-
bleme de noyau pendant la résolution numérique, pour desstde mesures plus petites
que la taille totale de I'échantillon étudié. Ce problemégodntourné grace a une facto-
risation QR.

Dans un deuxieme temps, le rajout d'informations fiablesyge bord libre a accru la
robustesse de la méthode, méme pour des tailles de zonesdeerassez restreintes, et a
apporté une certaine régularité au probleme inverse au Vatténuation des problémes
de noyau.

Par ailleurs, afin de souligner l'intérét du terme d’errearrdodele dans le processus
d’identification, une approche de contrble optimal a éténfdée et comparée a l'erreur en
relation de comportement modifiée pour des données idestigur la base de données
synthétiques en élasticité homogene, I'approche d’eregurelation de comportement
était plus satisfaisante en termes de moyenne et d’éqaetde 'identification. Néan-
moins, le terme d’erreur de modéle demeure non maitriseabsdnce de conditions aux
limites pour certains cas test, probablement pour desraide déséquilibre entre les don-
nées en déplacement et en effort.

Enfin, I'extension a I'élasticité hétérogéne a été menée pdea exemples numériques
de matériaux composites, puis directement appliquée a dssres expérimentales d’'un
essai de flexion trois points sur un matériau composite. @Goégpaux approches FEMU,
ou aux résultats issus d’autres formulations, I'approcERdC modifiée semble bien
donner les résultats les plus satisfaisants.

La technique développée dans ce travail s’avére tres pteaset En I'état, elle peut
permettre d’'identifier des cartes d’endommagement, ou aerigtés endommagees, par
perte de rigidité, en exploitant des images dans des cyltéeg pisqu’a rupture. La meé-
thodologie peut également étre appliqguée aux échellesso@gigue et microscopique.
Enfin, I'exploration de la méthode continue actuellemesicda prise en compte de I'ef-
fort (résultante ou distribution) comme information fialole peu fiable [Huangt al.,
2013]. Une des perspectives de ce travail est de faire denlification multiéchelle.

Par ailleurs, I'extension a une identification en volumetpggalement étre une perspec-
tive intéressante, avec I'essor des techniques de tonluigrapde corrélation d'images
3D.
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Résumé

La caractérisation des propriétés matérielles basée dialtgue essai-calcul requiert
des précautions quant a la prise en compte des grandeuris|yég/snises en jeu, aussi
bien mesurées que calculées.

Les mesures de champs cinématiques délivrent des infamsatjui permettent de
rendre compte du comportement local du matériau et coaatitine entrée riche pour ce
type de dialogue axé sur la confrontation modéle - mesure.

L'objet de ce travail est de discuter I'identification de priétés élastiques homogenes
ou hétérogenes, basée sur I'exploitation de mesures depshgun souléve la probléma-
tique de la prise en compte de mesures perturbées et d’'ragestiiortes de modélisation.

Le but de cette étude est de discuter deux maniéeres difé&rgrutur aborder le pro-
bléeme. La premiéere consiste a traiter les mesures en amdatajee d’identification, afin
de filtrer les perturbations de mesures, et est basée stif timapproximation diffuse. La
seconde consiste a développer une méthode d’identifidatierse a partir d’essais quasi-
statiques cherchant a tenir compte du caractere incegimeésures, dés sa formulation,
en utilisant 'ensemble des informations théoriques eéerpentales disponibles, en par-
ticulier en 'absence d’informations sur les conditiong émites. Cette méthode est ba-
sée sur les principes de I'erreur en relation de comportemedifiée, amenant a résoudre
des probléemes éléments finis non standards, et a conduitieeteeuvre des méthodes
de résolution adaptées. L'étude a permis de souligner lsstebse de la méthode face aux
incertitudes de mesure, notamment en comparaison averdage par éléments finis.
Mots-clés :Identification inverse, mesures de champs, incertitudasekure, erreur de
modéele, élasticité hétérogéne

Abstract :

The identification of material properties based on the antétion between the ex-
perimental data and their numerical counterpart needs yospacial attention to their
reliability and then to take some precautions. Especialtyen dealing with full-field
measurements which provide rich kinematic informationbéng new possibilities for
the characterization of material constitutive parameters

The aim of this work is to discuss the identification of thes@aparameters, for
either homogeneous or heterogeneous materials, leadihg toaore general problem of
the taking into account of noisy experimental data and gtrondel hypotheses.

Two different approaches are addressed in this study. T$tefie consists in the pro-
cessing of the experimental data upstream of the identdicatage, by filtering them
through a diffuse approximation algorithm. The second epgin focuses on the develop-
ment of an inverse identification strategy from static t€Bliss method takes into account
the uncertainty of the measurements from the beginningeofahmulation and is based
on the modified constitutive relation error principles.rvalves the resolution of non
standard finite element problems using specific resolutiethods.

The study pointed out the robustness of the proposed metheatds measurement
errors, in particular when compared to the finite elementehoddating method.

Key words :Inverse identification, full-field measurements, meas@m@nerrors, consti-
tutive relation error, inhomogeneous tests
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