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Introduction générale

Les structures hélicoïdales sont utilisées dans divers domaines. Les exemples typiques

sont les ressorts hélicoïdaux, largement présents dans les industries aéronautique et au-

tomobile, et les câbles multi-brins du génie civil, utilisés dans les ouvrages d’art. Ces

structures sont généralement soumises à des sollicitations axiales importantes. Ceci peut

engendrer la dégradation du matériau et sa fissuration liées au développement de la cor-

rosion et de la fatigue mécanique. Ces dégradations menacent l’intégrité et la sécurité

des usagers. Il est donc primordial de disposer de méthodes de Contrôle Non Destructif

(CND) permettant l’auscultation de ces structures.

Une multitude de techniques de CND est utilisée pour détecter, localiser et dimen-

sionner les discontinuités mécaniques (fissures, corrosion, inclusions,...). Chacune de ces

méthodes présente son propre domaine d’utilisation. Néanmoins, la géométrie de la struc-

ture à évaluer peut limiter le choix de l’utilisation d’une technique par rapport à une

autre. Les problèmes d’accessibilité et de grandes dimensions des structures hélicoïdales

sont susceptibles de rendre certaines méthodes inadéquates au contrôle. Le contrôle par

ultrasons constitue l’une des techniques les plus répandues pour contrôler des composants

de grandes dimensions, comme les plaques et les tubes. Il consiste notamment à analyser

la propagation des ondes élastiques guidées. De plus cette technique permet l’inspection

des structures accessibles seulement aux extrémités. Les ondes guidées présentent l’avan-

tage de se propager sur des longues distances avec peu de perte d’énergie et un temps

d’inspection réduit. Par conséquent, le contrôle d’une grande partie de la pièce peut être

réalisé sans déplacer la source d’onde élastique. Néanmoins, les ondes guidées possèdent

un caractère multi-modal (plusieurs modes se propagent pour une même fréquence avec

des vitesses différentes) et un caractère dispersif (variation des paramètres modaux tels

que les vitesses de phase, de groupe et d’énergie en fonction de la fréquence). Ces deux

caractéristiques compliquent l’interprétation des signaux mesurés. Lors d’un essai de CND

par ondes guidées, la simulation est un outil susceptible de faciliter l’interprétation de ces

signaux, voire d’optimiser les configurations de contrôle.

L’élément de base constituant les câbles multi-brins est bien souvent un toron à sept

brins. Il est constitué d’un brin droit entouré d’une couche de six brins périphériques

hélicoïdaux. En raison de la complexité liée à la géométrie hélicoïdale, à la sollicitation



appliquée et au contact entre les brins, la compréhension de la propagation des ondes

élastiques dans de telles structures est difficile.

L’objectif de la présente thèse est de développer un modèle numérique permettant

l’analyse et la compréhension du phénomène de propagation des ondes élastiques dans des

guides hélicoïdaux mono-brins et multi-brins soumis à une sollicitation axiale. À l’excep-

tion des approches basées sur des analyses transitoires, très coûteuses en temps de calcul,

la majorité des modèles numériques est basée sur le principe de Floquet et la méthode

des éléments finis semi-analytique (SAFE en anglais). La méthode SAFE, permettant de

réduire le problème initial 3D en un problème 2D sur la section, est choisie dans ce travail

pour modéliser la propagation des ondes élastiques dans un guide hélicoïdal précontraint.

Le développement de ce modèle nécessite la connaissance de l’état précontraint (statique),

qui doit être supposé invariant par translation. Le second objectif de cette thèse est donc

de développer un modèle bidimensionnel réduit sur la section basée sur la théorie d’ho-

mogénéisation permettant de déterminer l’état statique précontraint local de structures

hélicoïdales mono-brins et multi-brins soumises à une sollicitation axiale.

Afin de pouvoir valider le modèle SAFE pour des guides hélicoïdaux mono-brins soumis

à une sollicitation axiale, nous avons également développé dans le cadre de cette thèse un

modèle de référence correspondant à la détermination des modes de propagation d’une

poutre hélicoïdale sous chargement axial.

Ce manuscrit est divisé en six chapitres dont les quatre premiers présentent la théorie

et les deux derniers illustrent les résultats obtenus.

Le premier chapitre décrit la formulation variationnelle tridimensionnelle de la dy-

namique des structures autour d’un état d’équilibre précontraint statique. Une analyse

non-linéaire basée sur une formulation Lagrangienne actualisée est utilisée afin de décrire

le comportement d’une telle structure en grands déplacements.

Le deuxième chapitre présente la formulation variationnelle de l’élastodynamique écrite

dans un système de coordonnées hélicoïdales. La notion d’invariance par translation est

introduite. Pour les structures mono-brins, elle est vérifiée dans les systèmes de coordon-

nées hélicoïdales et tournant. Pour les structures multi-brins, il faut se placer dans le

système tournant, qui permet de satisfaire à la fois l’invariance du brin central droit et

des brins périphériques hélicoïdaux.

Le troisième chapitre présente la théorie d’homogénéisation hélicoïdale permettant le

calcul de l’état précontraint local dans une structure hélicoïdale soumise à un charge-

ment axial. En partant du problème de l’élasticité 3D, en se basant sur la méthode des

développements asymptotiques et en exploitant la propriété d’invariance par translation,

cette technique permet de réduire le problème à un problème 2D sur la section.

Le quatrième chapitre décrit la méthode SAFE, permettant de déterminer les modes

de propagation dans les guides d’onde hélicoïdaux sous chargement. À partir de la formu-

lation variationnelle de l’élastodynamique écrite dans le système de coordonnées hélicoï-

2



dales, en exploitant la propriété d’invariance par translation et en supposant que l’onde se

propage selon une direction priviligiée, cette technique permet aussi de réduire le problème

à un problème 2D sur la section.

Le cinquième chapitre présente des résultats pour l’état précontraint des structures

hélicoïdales mono-brins et multi-brins soumises à un chargement axial en utilisant le mod-

èle de calcul statique éléments finis 2D, développé dans le chapitre 3. Pour les structures

mono-brins, la validation du modèle est faite par comparaison de la solution avec celle

d’un modèle analytique proposé dans littérature. L’hypothèse des petits déplacements est

brièvement étudiée. Pour les torons à sept brins, la validation est effectuée par comparai-

son de la solution avec celle d’un modèle éléments finis 3D issu de la littérature. Quelques

résultats sont présentés pour un toron de type T15.7 en contact linéïque entre le brin

central et les brins périphériques, puis avec une prise en compte simplifiée du contact sans

interpénétration.

Le dernier chapitre présente des résultats pour la propagation des ondes élastiques

dans un guide d’onde hélicoïdal mono-brin puis multi-brins soumis à une déformation

axiale en utilisant le modèle SAFE, développé dans le chapitre 4. Pour les guides mono-

brins, la validation de ce modèle est faite par comparaison des résultats avec ceux d’un

modèle basé sur l’approximation de poutre, décrit en Annexe B. Pour les guides multi-

brins (torons à sept brins), le phénomène de décalage de la bande de fréquence dite

"manquante" vers les hautes fréquences sous l’effet d’un chargement axial d’extension,

observé expérimentalement, est retrouvé numériquement par la modélisation SAFE en

tenant compte de la précontrainte, de la déformation de la géométrie et du contact sans

interpénétration.

3
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6 1 Généralités sur la dynamique des structures précontraintes

Introduction

Les câbles multi-brins sont largement utilisés en génie civil, plus précisément dans la

construction des ouvrages d’art et du béton précontraint. Ces structures sont généralement

soumises à des chargements importants et à des déformations de quelques pourcents au

maximum. Nous décomposons le problème en une étude statique, pour connaître le niveau

de précontrainte et la déformation de la géométrie, et un problème de dynamique autour

de cet état d’équilibre précontraint. Nous nous intéressons aux mouvements de petites

amplitudes autour de l’état précontraint et le problème dynamique est linéarisé.

Dans ce chapitre, nous présentons la formulation variationnelle de la dynamique des

structures autour d’un état d’équilibre précontraint statique. L’analyse linéaire ne permet

pas de refleter le comportement réel d’une telle structure. Il est nécessaire de passer

par une analyse non-linéaire. Nous supposons que la loi de comportement du matériau

reste linéaire élastique. Les non-linéarités matérielles ne sont pas considérées. Nous nous

intéressons seulement aux non-linéarités géométriques. On supposera que la structure

considérée est soumise à de grands déplacements et des déformations assez petites. Ce

type de problème peut être mis en équation en utilisant une formulation Lagrangienne

dite totale, dont le volume de contrôle est la géométrie non déformée de référence, ou bien

en utilisant une formulation Lagrangienne dite actualisée, dont le volume de contrôle est

la géométrie statique déformée.

Nous commençons par écrire les équations d’équilibre de l’état précontraint et per-

turbé respectivement dans les configurations précontrainte et perturbée en utilisant une

formulation Lagrangienne actualisée. Nous transformons l’équation d’équilibre perturbée

dans la configuration précontrainte. En retranchant les deux équations d’équilibre, nous

obtenons l’équation d’équilibre dynamique autour d’un état d’équilibre précontraint. Cette

équation est linéarisée par hypothèse des petites perturbations dynamiques.

Ce chapitre s’appuie principalement sur les ouvrages de Bathe [1996], Yang and Kuo

[1994] et Geradin and Rixen [1997], et a pour objectif d’introduir les notions utiles pour

la suite.

1.1 Description du mouvement

Considérons un repère orthonormé R(O, e1, e2, e3). La cinématique classique d’un mi-

lieu continu est construite à partir des notions :

– de temps, pouvant être représenté par une variable réelle t.

– d’espace physique, pouvant être représenté par un espace affine tridimensionnel.

Les points de cet espace sont appelés "points matériels".

A un instant t = 0, le point Mref a pour coordonnées xref1 , xref2 , xref3 qui définissent

la position du point matériel P dans la configuration de référence non précontrainte Cref
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(voir figure 1.1). Nous pourrons ainsi écrire xref =
−−→
OM ref = xref1e1 + xref2e2 + xref3e3 .

  

Fig. 1.1 – Mouvement d’un corps entre la configuration d’équilibre de référence Cref , la

configuration d’équilibre statique précontrainte C0 et la configuration perturbée C̃.

Sous l’action de sollicitations extérieures statiques, la structure se déforme vers la

configuration d’équilibre précontrainte C0. Ainsi il est nécessaire de définir les coordonnées

x01
, x02

et x03
du point M0 qui à l’instant t représente la position du point matériel P

appartenant à la configuration C0. Nous pourrons ainsi écrire x0 =
−−→
OM0 = x01

e1+x02
e2+

x03
e3. La position du point matériel M0 est une fonction de la position de Mref et du

temps (x0 = x0(xref , t)). La vibration autour de l’état d’équilibre précontraint donne

naissance à une configuration perturbée C̃. Le point matériel P occupe la position du

point M̃ de coordonnées x̃1, x̃2 et x̃3 dans la configuration C̃. Le vecteur position est

donné par x̃ =
−−→
OM̃ = x̃1e1 + x̃2e2 + x̃3e3.

Les quantités indicées par (·)ref , (·)0 et (̃·) désignent des quantités relatives à la confi-

guration Cref , C0 et C̃. Par exemple σref , σ0 et σ̃ désignent les tenseurs de contraintes de

Cauchy relatifs à Cref , C0 et C̃. Les opérateurs ∇ref , ∇0 et ∇̃ représentent les opérateurs

gradient calculés par rapport à xref , x0 et x̃. Les quantités ne possédant aucun indice

sont relatives à la dynamique autour de l’état précontraint. Par exemple u désigne le

déplacement de la perturbation autour de l’état précontraint.

Les grandeurs peuvent être écrites en fonction des variables xref , x0 ou x̃. Cependant,

la notation choisie ici sera la même selon les variables utilisées, ce qui est abusif mais

permet de ne pas surcharger les écritures par la suite. Par exemple pour u, on écrira

u = u(xref , t) pour Cref , u = u(x0, t) pour C0 et u = u(x̃, t) pour C̃. En effet, on aurait
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rigoureusement u = u(x̃, t) = u(x̃(xref , t), t) , u(xref , t) et u = u(x̃, t) = u(x̃(x0, t), t) ,

u(x0, t).

1.2 Tenseur gradient de déformation

Pour matérialiser la déformation, on étudie la transformation d’un vecteur matériel˝.

Toutefois on conçoit bien que l’état de déformation n’étant généralement pas homogène

dans la matière, il faille utiliser des points matériels infiniment voisins afin de bien carac-

tériser la déformation au voisinage d’un point matériel. Nous sommes ainsi amenés à con-

sidérer les transformations dxref −→ dx̃ et dx0 −→ dx̃. Ces relations nous permettent de

mettre en évidence les composantes des tenseurs F̃ref et F̃0, définies par dx̃i = F̃refijdxrefj

et dx̃i = F̃0ijdx0j , où F̃refij =
∂x̃i
∂x̃refj

et F̃0ij =
∂x̃i
∂x̃0j

. Sous forme condensée, on peut écrire :

dx̃ = F̃refdxref , dx̃ = F̃0dx0. (1.1)

Ces tenseurs sont appelés "tenseurs gradient de déformation". Ils permettent de ca-

ractériser les différentes transformations inter-configurations. Les composantes du tenseur

F̃0 peuvent être calculées à partir du champ de déplacement en différenciant le vecteur

déplacement donné par u =
−−→
OM̃ − −−−→OM0 = x̃ − x0. On a donc sous forme indicielle

F̃0ij =
∂(x0i + ui)
∂x0j

= δij+
∂ui
∂x0j

. Sous forme condensée, le tenseur gradient de déformation

s’écrit comme suit :

F̃0 = I +∇0u. (1.2)

J̃ref (respectivement J̃0) est défini comme le déterminant du tenseur gradient par rapport

à xref (respectivement x0), on peut écrire J̃ref = detF̃ref et J̃0 = detF̃0.

1.3 Équations d’équilibre

Dans ce paragraphe, on commence par écrire l’équation d’équilibre statique de l’état

précontraint dans la configuration C0. Puis on transforme l’équation d’équilibre de l’état

perturbé, écrite dans la configuration perturbée C̃, sur la configuration précontrainte

statique C0. Ceci permet de déduire l’équation d’équilibre dynamique autour de l’état

d’équilibre statique précontraint.

1.3.1 Équation d’équilibre de l’état précontraint

Hypothèse : Dans toute la suite, l’état précontraint correspond à un état statique.
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Soient σ0 le tenseur des contraintes de Cauchy et dt0 les efforts surfaciques élémentaires

relatifs à la géométrie précontrainte et définis sur la configuration C0. σ0 est défini par :

dt0 = σ0 · n0dS0, (1.3)

où dS0 est un élément de surface de la géométrie précontrainte et n0 est la normale sortante

à dS0.

Soit f0 le vecteur des efforts massiques extérieurs relatif à C0. σ0 et f0 satisfont l’équa-

tion d’équilibre statique, basée sur la conservation de la quantité de mouvement, suivante :

∇0 · σ0 + ρ0f0 = 0, (1.4)

où ρ0 et ∇0 · (·) représentent la masse volumique et l’opérateur divergence dans la confi-

guration C0.

1.3.2 Équation d’équilibre de l’état perturbé

Soient σ̃ le tenseur des contraintes de Cauchy et dt̃ les efforts surfaciques élémentaires

relatifs à la géométrie perturbée et définis sur la configuration C̃. σ̃ est défini par :

dt̃ = σ̃ · ñdS̃, (1.5)

où dS̃ est un élément de surface de la géométrie perturbée et ñ est la normale sortante à

dS̃.

Soit f̃ le vecteur des efforts massiques extérieurs relatif à la configuration C̃. σ̃ et f̃

satisfont l’équation d’équilibre dynamique suivante (l’état perturbé correspond en effet à

un état dynamique) :

∇̃ · σ̃ + ρ̃f̃ = ρ̃γ̃, (1.6)

où ρ̃ et γ̃ représentent respectivement la masse volumique du matériau dans la configura-

tion C̃ et l’accélération du mouvement entre la configuration C0 et C̃. ∇̃·(·) est l’opérateur

divergence relatif à la configuration C̃.

Pour se ramener à la configuration précontrainte statique, on considère Ṽ (respective-

ment V0) un volume de contrôle de la structure dans la configuration C̃ (respectivement

C0). D’une part, on effectue un changement de variables du volume Ṽ à V0, on obtient :
∫

Ṽ
∇̃ · σ̃ dṼ =

∫

V0

∇̃ · σ̃J̃0 dV0, (1.7)

d’autre part, on applique le théorème de la divergence, on obtient :
∫

Ṽ
∇̃ · σ̃ dṼ =

∫

S̃
σ̃ · ñdS̃. (1.8)

Soient le volume infinitésimal dṼ (respectivement dV0) dans la configuration C̃ (res-

pectivement C0). Ce volume correspond à un petit cube d’arêtes données par les trois
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vecteurs notés dx01
, dx02

, dx03
(respectivement dx̃1, dx̃2, dx̃3). Dans la configuration C0,

on a n0dS0 = dx01
∧dx02

et dans la configuration C̃, on a ñdS̃ = dx̃1∧dx̃2. En passant par

l’intermédiaire d’un élément de volume, on a de deux manières dṼ = (dx̃1 ∧ dx̃2) · dx̃3 =

ñdS̃ · (F̃0dx03
) = (F̃

T

0 ñdS̃)dx03
et dṼ = J̃0dV0 = J̃0(dx01

∧ dx02
) · dx03

= J̃0n0dS0 · dx03
.

Cette écriture de deux manières différentes nous permet d’obtenir :

ñdS̃ = J̃0F̃
−T

0 n0dS0. (1.9)

En utilisant l’équation (1.9), l’équation (1.8) devient :
∫

Ṽ
∇̃ · σ̃dṼ =

∫

S0

(J̃0σ̃F̃
−T

0 ) · n0dS0 =
∫

V0

∇0 · (J̃0σ̃F̃
−T

0 )dV0. (1.10)

D’après l’équation (1.10) et la relation dṼ = J̃0dV0, on peut conclure que :

∇̃ · σ̃ =
1

J̃0

∇0 · (J̃0σ̃F̃
−T

0 ). (1.11)

La substitution de l’équation (1.11) dans l’équation (1.6) nous permet d’écrire :

1

J̃0

∇0 · (J̃0σ̃F̃
−T

0 ) + ρ̃f̃ = ρ̃γ̃. (1.12)

La conservarion de la masse fournit par ailleurs :

ρ̃dṼ = ρ0dV0, (1.13)

et puisque dṼ = J̃0dV0, alors les masses volumiques des configurations C0 et C̃ sont liées

par l’équation suivante :

ρ̃ =
ρ0

J̃0

. (1.14)

À partir de l’équation (1.14) et après multiplication par J̃0, l’équation (1.12) devient

comme suit :

∇0 · (J̃0σ̃F̃
−T

0 ) + ρ0f̃ = ρ0γ̃. (1.15)

Cette équation peut être exprimée de façon différente en introduisant les contraintes

de Cauchy relatives à la configuration perturbée C̃, définies par l’équation (1.5), et les

contraintes de Piola-Kirchhoff de deuxième espèce actualisées S̃, définies par :

dt̃0 = S̃ · n0dS0, (1.16)

où dt̃0 désigne les efforts surfaciques élémentaires appliqués sur la géométrie perturbée

mais exprimé dans la configuration C0.

En reportant l’équation (1.9) dans (1.5), on obtient :

dt̃ = J̃0σ̃F̃
−T

0 · n0dS0. (1.17)



1.3 Équations d’équilibre 11

Puisque les efforts surfaciques de la géométrie perturbée définis sur les configurations

C̃ et C0 sont liés par :

dt̃0 = F̃
−1

0 dt̃, (1.18)

on peut écrire :

dt̃0 = J̃0F̃
−1

0 σ̃F̃
−T

0 · n0dS0. (1.19)

Par identification des termes de l’équation (1.19) et (1.16), les contraintes de Piola-

Kirchhoff de deuxième espèce actualisées S̃ sont liées à celles de Cauchy σ̃ dans la con-

figuration C̃ par (Yang and Kuo [1994] et Bathe [1996]) :

S̃ = J̃0F̃
−1

0 σ̃F̃
−T

0 . (1.20)

La substitution de l’équation (1.20) dans l’équation (1.15) nous permet d’écrire l’équa-

tion d’équilibre dynamique par rapport aux variables de la configuration C0 :

∇0 · (F̃0S̃) + ρ0f̃ = ρ0γ̃. (1.21)

1.3.3 Équation d’équilibre dynamique autour de l’état précon-

traint

L’équation d’équilibre statique, donnée par l’équation (1.4), et l’équation d’équilibre

dynamique, donnée par l’équation (1.21), sont écrites par rapport à la même configuration

C0. Donc par simple soustraction des deux équations, on obtient l’équation d’équilibre

dynamique autour de l’état précontraint. Ce qui donne :

∇0 · (F̃0S̃− σ0) + ρ0(̃f− f0) = ρ0γ̃. (1.22)

On définit alors les quantités relatives à la perturbation autour de l’état précontraint :

l’effort massique f = f̃ − f0 et l’accélération γ = γ̃ − γ0 = γ̃ car l’accélération de la

configuration d’équilibre statique C0 est nulle.

On définit le tenseur incrément de Piola-Kirchhoff actualisé noté S comme étant la

différence entre S̃, le tenseur des contraintes relatif à la configuration C̃ actualisé sur la

configuration C0 et σ0, le tenseur des contraintes de Cauchy défini sur la configuration

précontrainte C0 (voir Yang and Kuo [1994]). On a donc :

S̃ = σ0 + S. (1.23)

En utilisant les équations (1.2) et (1.23), on peut écrire :

F̃0S̃− σ0 = (I +∇0u)(σ0 + S)− σ0 = (I +∇0u)S +∇0u · σ0. (1.24)

En substituant l’équation (1.24) dans l’équation (1.22), on obtient :

∇0 · ((I +∇0u)S +∇0u · σ0) + ρ0f = ρ0
∂2u
∂t2
. (1.25)
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Pour étudier les vibrations de petites amplitudes autour de l’état précontraint sta-

tique, on travaille dans l’hypothèse des petites perturbations dynamiques, ce qui revient à

linéariser l’équation (1.25). Le premier terme de cette équation est linéarisé en négligeant

les termes du second ordre (c’est-à-dire ∇0u devant I). On obtient l’équation d’équilibre

dynamique linéarisée autour de l’état d’équilibre statique précontraint caractérisé nota-

mment par sa contrainte de Cauchy σ0. Cette équation est donnée par :

∇0 · (S +∇0u · σ0) + ρ0f = ρ0
∂2u
∂t2
. (1.26)

1.4 Loi de comportement

Le tenseur incrément des contraintes de Piola-Kirchhoff actualisé S est lié au tenseur

incrément des déformations de Green-Lagrange e par la relation suivante, voir Yang and

Kuo [1994] et Bathe [1996] :

S = C0 : e, (1.27)

où C0 est le tenseur constitutif incrémental relatif à la configuration C0.

Sous forme condensée, e s’écrit comme suit :

e = 1/2(∇0u +∇0uT +∇0u · ∇0uT ). (1.28)

D’après l’hypothèse des petites perturbations, le tenseur incrément des déformations

de Green e peut être linéarisé en négligeant les termes du second ordre (c’est-à-dire ∇0u ·
∇0uT ). L’équation (1.28) devient :

e ≃ 1/2(∇0u +∇0uT ) = ǫ, (1.29)

où ǫ est la partie linéaire du tenseur des déformations de Green-Lagrange. Après linéari-

sation du tenseur des déformations, l’équation (1.27) devient :

S = C0 : ǫ. (1.30)

Notons que jusqu’ici, aucune hypothèse sur la nature des déformations de l’état pré-

contraint n’a été faite. Tout ce qu’on a écrit reste valable aussi bien en petites déformations

qu’en grandes déformations.

En général, les caractéristiques matérielles sont spécifiques pour chaque configuration.

Dans le cadre des petites déformations, on peut supposer que les coefficients matériels du

tenseur C0 sont identiques pour toutes les configurations et restent constants lors d’une

analyse non-linéaire.

Dans le cadre de ce travail, C0 correspond à un comportement élastique linéaire (Bathe

[1996], Yang and Kuo [1994]).
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1.5 Formulation variationnelle

En vue de résoudre numériquement les problèmes de la dynamique des structures

précontraintes, on développe maintenant la formulation variationnelle de la dynamique

des structures autour d’un état d’équilibre statique précontraint.

1.5.1 Principe des travaux virtuels

On effectue un produit scalaire de l’équation d’équilibre dynamique autour de l’état

précontraint donnée par l’équation (1.26) avec un champ de déplacement virtuel δu et on

intègre le résultat sur le volume de contrôle V0, on obtient :
∫

V0

δu · (∇0 · S +∇0 · (∇0u · σ0))dV0 +
∫

V0

ρ0δu · fdV0 =
∫

V0

ρ0δu ·
∂2u
∂t2
dV0. (1.31)

En effectuant une intégration par parties sur le premier terme de gauche de l’équation

(1.31) et en appliquant le théorème de la divergence, on trouve :
∫

V0

δu · (∇0 · S +∇0 · (∇0u · σ0))dV0 =
∫

S0

(δu · (S +∇0u · σ0)) · n0dS0 −
∫

V0

(S +∇0u · σ0) : (∇0δu)dV0.
(1.32)

En substituant l’équation (1.32) dans l’équation (1.31), on aura :
∫

V0

∇0δu : SdV0 +
∫

V0

∇0δu : (∇0u · σ0)dV0 +
∫

V0

ρ0δu ·
∂2u
∂t2
dV0

=
∫

∂V0

δu · ((S +∇0u · σ0) · n0)dS0 +
∫

V0

ρ0δu · fdV0.
(1.33)

La quantité sous l’intégrale du premier terme de l’équation (1.33) peut s’écrire, par

symétrie de S, comme suit :

∇0δu : S =
1
2

(∇0δu : S +∇0δu : ST ). (1.34)

Le deuxième terme de droite de l’équation (1.34) s’écrit autrement par ∇0δu : ST =

∇0δuT : S. L’équation (1.34) devient :

∇0δu : S = δǫ : S, (1.35)

où δǫ = 1/2(∇0δu +∇0δu
T ). Par insertion de la loi de comportement (1.30) dans l’équa-

tion (1.35), on peut écrire :

∇0δu : S = δǫ : (C0 : ǫ). (1.36)

D’autre part, le second terme de gauche de l’équation (1.33) peut s’écrire en fonction

de la fonction trace afin de faire apparaître la symétrie. En tenant compte de la symétrie

du tenseur σ0, on peut montrer :

∇0δu : (∇0u · σ0) = tr(∇0δu · σ0 · ∇0uT ). (1.37)
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En substituant l’équation (1.36) et (1.37) dans l’équation (1.33), on aura :

∫

V0

δǫ : C0 : ǫdV0 +
∫

V0

tr(∇0δu · σ0 · ∇0uT )dV0 +
∫

V0

ρ0δu ·
∂2u
∂t2
dV0

=
∫

∂V0

δu · ((S +∇0u · σ0) · n0)dS0 +
∫

V0

ρ0δu · fdV0.
(1.38)

Sous cette forme, les deux premiers termes de l’équation (1.38) sont clairement symétriques.

1.5.2 Conditions aux limites

Sur la frontière du domaine, ∂V0 = ∂V u0
⋃
∂V T0 , on distingue deux types principaux

de conditions aux limites (Figure 1.2). Le premier type est appelé conditions aux limites

essentielles. Ces conditions, où les déplacements sont imposés sur tout le contour ∂V u0 ,

s’écrivent comme suit :

u(P ) = u(P ),∀P ∈ ∂V u0 . (1.39)

Ces conditions aux limites sont aussi dites de type Dirichlet. Le deuxième type, appelé

conditions aux limites naturelles, est issu de la formulation variationnelle. Elles représen-

tent les contributions du travail qui sont concentrées sur la frontière ∂V T0 . Le vecteur

traction imposé sur le contour ∂V T0 est donné par :

T(P ) = (S +∇0u · σ0) · n0 = T(P ),∀P ∈ ∂V T0 . (1.40)

Ces conditions aux limites sont aussi dites de type Neumann.

En introduisant les conditions aux limites, données par l’équation (1.39) et (1.40), la

formulation variationnelle, donnée par l’équation (1.38), devient :

∫

V0

δǫ : C0 : ǫ dV0 +
∫

V0

tr(∇0δu · σ0 · ∇0uT )dV0 +
∫

V0

ρ0δu ·
∂2u
∂t2
dV0

=
∫

∂V T
0

δu ·TdS0 +
∫

V0

ρ0δu · fdV0 ; ∀u/u |∂V u
0

= u, δu |∂V u
0

= 0.
(1.41)

On note que l’influence de l’état précontraint est présente dans la formulation varia-

tionnelle de deux manières :

– la précontrainte de Cauchy σ0 donnée par le deuxième terme de gauche de la for-

mulation variationnelle (1.41),

– la déformation de la géométrie puisque les intégrales de l’équation (1.41) sont cal-

culées par rapport à la géométrie déformée de volume V0.

L’équation (1.41) traduit le principe des travaux virtuels donné par :

δWint + δWi = δWext. (1.42)

Les quantités de l’équation (1.42) sont données par :
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Fig. 1.2 – Conditions aux limites appliquées sur la configuration C0

– δWint =
∫
V0
δǫ : C0 : ǫdV0 +

∫
V0

tr(∇0δu · σ0 · ∇0uT )dV0 désigne le travail virtuel

intérieur,

– δWi =
∫
V0
ρ0δu ·

∂2u
∂t2
dV0 est le travail virtuel d’inertie,

– δWext =
∫
∂V T

0

δu ·TdS0 +
∫
V0
ρ0δu · fdV0 est le travail virtuel des efforts extérieurs.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit la formulation variationnelle de la dynamique

des structures autour d’un état d’équilibre précontraint statique. Un chargement statique

appliqué sur une structure se traduit sur les équations d’équilibre dynamique par l’effet

d’un terme de précontrainte (de Cauchy) et par la déformation de la géométrie. Afin

de déterminer l’état statique et les modes de propagation d’une structure hélicoïdale

soumise à un chargement axial, on va développer dans le prochain chapitre la formulation

variationnelle dans un système de coordonnées hélicoïdal.
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Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons développé la formulation variationnelle de la

dynamique des structures autour d’un état d’équilibre précontraint statique. L’objet de

ce chapitre est d’écrire cette formulation variationnelle dans un système de coordonnées

hélicoïdales.

Dans la première section, nous commençons par paramétrer l’hélice et la base de

Serret-Frenet associée (voir Gray et al. [2006]). Un système de coordonnées hélicoïdales

est défini. Nous introduisons ensuite les bases covariante et contravariante ainsi que les

symboles de Christoffel. Pour une introduction à l’utilisation des systèmes de coordo-

nnées curvilignes, le lecteur peut se reférer par exemple aux ouvrages de Chapelle and

Bathe [2003], Gray et al. [2006], Synge and Schild [1978] et Wempner [1981]. Un bref

rappel est également donné en Annexe A. Dans la deuxième section, nous développons

les opérateurs différentiels utilisés dans la formulation variationnelle dans les bases co-

variante et contravariante. Par commodité, la formulation est finalement réecrite dans

la base, orthonormée, de Serret-Frenet. Dans la troisième et la quatrième sections, nous

introduisons la notion d’invariance par translation. Cette invariance par translation, re-

groupant l’invariance géométrique, matérielle et du système de coordonnées, est vérifiée

pour des guides hélicoïdaux. Cette condition d’invariance est fondamentale puisqu’elle

représente en quelque sorte une condition suffisante pour l’existence des ondes guidées

dans une structure. Un système de coordonnées tournant, cas particulier du système

hélicoïdal, est également défini. Ce système permettra l’étude des structures multi-brins

hélicoïdales.

Les développements effectués dans ce chapitre seront utilisés pour le calcul de l’état

statique et la détermination des modes de propagation d’une structure hélicoïdale dans

les chapitres 3 et 4.

2.1 Système de coordonnées curvilignes

2.1.1 Paramétrage d’une hélice

On considère une structure hélicoïdale dont la section est maintenue constante le long

de l’axe. R et L sont respectivement le rayon de l’hélice dans le plan cartésien (X, Y ) et

la longueur d’une spire de l’hélice le long de l’axe Z. L’axe de l’hélice peut être décrit par

le vecteur position suivant :

r(s) = Rcos(
2π
l
s+ θ)eX +Rsin(

2π
l
s+ θ)eY +

L

l
seZ , (2.1)

où l est la longueur curviligne d’un pas de l’hélice, donnée par l’équation suivante :

l =
√
L2 + 4π2R2, (2.2)
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et θ un angle de déphasage. Pour un toron à sept brins avec six brins hélicoïdaux, θ =

(N − 1)π/3 où N = 1, .., 6 et pour un brin hélicoïdal seul, θ = 0. (eX , eY , eZ) désigne la

base cartésienne. Le paramètre s, correspondant à la longueur de l’arc, varie entre 0 et l

(voir figure 2.1).

On désigne par κ et τ respectivement la courbure et la torsion. Ces paramètres, con-

stants pour une hélice, sont définis par :

κ =
4π2R

l2
, τ =

2πL
l2
. (2.3)

  

e
n

e
b

e
t

(x,y)

s

e
Z

e
X

e
Y

O

L

R

e
X

e
Y

S=0



S=0

S=l

Fig. 2.1 – Gauche : Pas d’hélice avec sa base de Serret-Frenet associée et le système de

coordonnées hélicoïdales (x, y, s). Droite : vue normale à l’axe Z. Le point s = 0 est dans

le plan (X, Y )

2.1.2 Base de Serret-Frenet

Soit (en, eb, et) la base de Serret-Frenet associée à l’hélice. Les vecteurs unitaires tan-

gent et, normal en et binormal eb à l’axe de l’hélice sont définis par :

et =
dr
ds
,
det
ds

= κen , eb = et ∧ en. (2.4)

Les formules de Serret-Frenet donnent :

den
ds

= τeb − κet ,
deb
ds

= −τen. (2.5)



20 2 Formulation dans un système de coordonnées hélicoïdales

Dans la base cartésienne (eX , eY , eZ), les vecteurs en, eb et et s’expriment ainsi :

en = − cos(
2π
l
s+ θ)eX − sin(

2π
l
s+ θ)eY ,

eb =
L

l
sin(

2π
l
s+ θ)eX −

L

l
cos(

2π
l
s+ θ)eY +

2π
l
ReZ ,

et = −2π
l
R sin(

2π
l
s+ θ)eX +

2π
l
R cos(

2π
l
s+ θ)eY +

L

l
eZ .

(2.6)

Avec cette convention de notation, le vecteur normal en est orienté vers l’intérieur de

l’hélice.

Maintenant un nouveau système de coordonnées (x, y, s) est construit depuis la base

orthonormée (en, eb, et), tel que tout vecteur position x peut être exprimé comme suit :

x(x, y, s) = r(s) + xen(s) + yeb(s). (2.7)

2.1.3 Bases covariante et contravariante

Dans la base orthonormée de Serret-Frenet (en, eb, et), un point de l’espace est défini

par le vecteur position x, donné par l’équation (2.7). Ce vecteur va servir pour définir les

bases covariante et contravariante, non nécessairement orthogonales, associées au système

de coordonnées curvilignes ainsi que leurs tenseurs métriques. Soit (g1,g2,g3) la base

covariante associée au système de coordonnées (x, y, s). Les vecteurs de la base covariante

g1, g2 et g3 sont définis par (voir annexe A) :

g1 =
∂x
∂x

= en(s) , g2 =
∂x
∂y

= eb(s) , g3 =
∂x
∂s

= −τyen(s) + τxeb(s) + (1− κx)et(s).
(2.8)

Les vecteurs de la base covariante gi (i = 1, 2, 3) peuvent être exprimés en fonction

des vecteurs de la base de Serret-Frenet eα (α = n, b, t) de la manière suivante :





g1

g2

g3





= [J ]T





en
eb
et




, (2.9)

où :

[J ]T =




1 0 0

0 1 0

−τy τx 1− κx


 . (2.10)

Notons que [J ] représente la matrice Jacobienne (voir Eq. (2.64)).

Les composantes du tenseur métrique covariant sont définies par le produit salaire des

vecteurs de la base covariante :

gmn = gm · gn, (2.11)
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ce qui nous donne, après calcul des différents coefficients, le tenseur métrique covariant

suivant :

g = [J ]T [J ] =




1 0 −τy
0 1 τx

−τy τx τ 2(x2 + y2) + (1− κx)2


 . (2.12)

On remarque que le tenseur métrique covariant ne dépend pas de la variable axiale s

puisque la courbure κ et la torsion τ sont constantes pour une hélice.

La base covariante (g1,g2,g3) donne naissance à une nouvelle base (g1,g2,g3), appelée

contravariante. Les vecteurs de la base contravariante sont définis à partir de la relation

suivante :

gi · gj = δji . (2.13)

L’indice de bas (resp. de haut) utilisé pour les vecteurs correspond à la base covariante

(resp. à la base contravariante). Les composantes d’un tenseur exprimé dans la base

covariante sont des composantes contravariantes indicées en haut et inversement.

À l’aide de l’équation (2.13), les vecteurs de la base contravariante s’écrivent :

g1 =
τy

1− κxet(s) + en(s) , g2 = − τx

1− κxet(s) + eb(s) , g3 =
1

1− κxet(s). (2.14)

Sous forme vectorielle, les vecteurs de l’équation (2.14) se réécrivent :




g1

g2

g3





= [J ]−1





en
eb
et




, (2.15)

où :

[J ]−1 =




1 0
τy

1− κx
0 1

−τx
1− κx

0 0
1

1− κx



. (2.16)

Les composantes covariantes et contravariantes écrites dans la base de Serret-Frenet,

qui est une base orthonormée, sont identiques. On note par la suite toute quantité écrite

dans la base de Serret-Frenet par des indices en bas.

Les coefficients du tenseur métrique contravariant sont définis par le produit scalaire

des vecteurs de la base contravariante comme suit :

gmn = gm · gn. (2.17)

On remarque que le tenseur métrique contravariant est égal à l’inverse du tenseur

métrique covariant, ce qui nous donne :

G = g−1 = [J ]−1[J ]−T =
1
g




g + (τy)2 −τ 2xy τy

−τ 2xy g + (τx)2 −τx
τy −τx 1


 , (2.18)

où g = (1− κx)2 est le déterminant du tenseur métrique covariant g.
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2.1.4 Symboles de Christoffel

Les symboles de Christoffel de second ordre Γ kij sont définis par l’équation suivante

(voir Annexe A) :

Γ kij = gi,j · gk. (2.19)

En utilisant les formules de Serret-Frenet, les quantités de l’équation (2.19) devien-

nent :

Γ k11 = Γ k12 = Γ k21 = Γ k22 = 0 , Γ 2
23 = Γ 2

32 = Γ 3
23 = Γ 3

32 = 0 , Γ 1
23 = Γ 1

32 = −τ ,

Γ 1
33 =
κ(τy)2

1− κx + κ(1− κx)− τ 2x , Γ 2
33 = − κτ

2xy

1− κx − τ
2y , Γ 3

33 =
κτy

1− κx ,

Γ 1
13 = Γ 1

31 = − κτy
1− κx , Γ

2
13 = Γ 2

31 =
κτx

1− κx + τ , Γ 3
13 = Γ 3

31 = − κ

1− κx.

(2.20)

On peut montrer que les symboles de Christoffel peuvent être écrits seulement en

fonction des coefficients du tenseur métrique de la manière suivante :

Γ kij =
1
2
gkl(gjl,i + gil,j + gij,l). (2.21)

Puisque le tenseur métrique, donné par l’équation (2.12), ne dépend pas de la variable

axiale s, on peut conclure que les symboles de Christoffel ne dépendent pas de s non plus.

C’est bien ce que l’on obtient dans l’équation (2.20).

2.2 Formulation variationnelle

On considère un matériau élastique linéaire avec une dépendance harmonique en e−iωt.

La formulation variationnelle tridimensionnelle donnée par l’équation (1.41) s’écrit de la

façon suivante :
∫

V0

δǫ : C0 : ǫ dV0 +
∫

V0

tr(∇0δu · σ0 · ∇0uT )dV0 − ω2
∫

V0

ρ0δu · udV0 = 0, (2.22)

où ǫ, C0, u et σ0 désignent respectivement le tenseur des déformations, le tenseur des

modules d’élasticité, le vecteur des déplacements et le tenseur des précontraintes. Les

opérateurs tr(·) et ∇0 représentent respectivement la trace et le gradient calculés par

rapport aux coordonnées de la configuration d’équilibre précontrainte. ρ0 et V0 désignent

respectivement la masse volumique et le volume de la configuration d’équilibre précon-

trainte.

Dans cette section, on commence par développer les différentes quantités de la formula-

tion variationnelle dans les bases covariante et contravariante. À l’aide des relations entre

ces bases et la base de Serret-Frenet, on pourra écrire sous forme vectorielle la formulation

variationnelle dans la base de Serret-Frenet, plus commode car orthonormée.
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2.2.1 Vecteur des déplacements

Les déplacements covariants n’ont pas nécessairement de sens physique puisqu’ils n’ont

pas nécessairement la dimension d’une longueur.

En utilisant les transformations de l’équation (2.15), le vecteur des déplacements s’écrit

comme suit :

u = uigi = ui(J−1)iαeα, (2.23)

où l’indice α = n, b, t représente les composantes respectives selon en,eb et et. (J)iα et

(J−1)iα désignent respectivement les composantes de la matrice [J ] et [J ]−1.

En s’appuyant sur l’équation (2.23), le vecteur des déplacements s’écrit dans la base

(en, eb, et) comme suit :

u = uαeα, (2.24)

où les composantes du vecteur des déplacements sont données par :

uα = ui(J−1)iα. (2.25)

L’équation (2.25) nous permet d’écrire la relation entre le vecteur des déplacements

covariants et de Serret-Frenet comme suit :

{ucov} = [J ]T{u}, (2.26)

où {ucov} =
[
u1 u2 u3

]T
et {u} =

[
un ub ut

]T
sont les vecteurs des déplacements

respectivement covariants et de Serret-Frenet.

2.2.2 Tenseur gradient de déplacement

Dans un système de coordonnées curvilignes, le tenseur gradient du vecteur des dé-

placements covariants est défini par (Annexe A) :

∇0u = γijgi ⊗ gj, (2.27)

où γij est donné par :

γij = ui,j − Γkijuk. (2.28)

On rappelle que les indices de bas (resp. de haut) dénotent les composantes covariantes

(resp. contravariantes) par rapport à la base contravariante (g1,g2,g3) (resp.(g1,g2,g3)).

La notation (·),i (i = 1, 2, 3) est utilisée pour la dérivation respectivement selon x, y et s.

Le développement des coefficients de l’équation (2.28) nous permet d’écrire le vecteur

des composantes covariantes du tenseur gradient de déplacement en fonction du vecteur
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des déplacements covariants :

{γcov} =




∂/∂x 0 0

∂/∂y 0 0
κτy

1− κx + ∂/∂s −(τ +
κτx

1− κx)
κ

1− κx
0 ∂/∂x 0

0 ∂/∂y 0

τ ∂/∂s 0
κτy

1− κx −(τ +
κτx

1− κx)
κ

1− κx + ∂/∂x

τ 0 ∂/∂y

τ 2x− κ(τy)
2

1− κx − κ(1− κx) τ 2y +
κτ 2xy

1− κx − κτy
1− κx + ∂/∂s




{ucov},

(2.29)

où {γcov} =
[
γ11 γ12 γ13 γ21 γ22 γ23 γ31 γ32 γ33

]T
est le vecteur des composantes

covariantes.

La substitution de l’équation (2.15) dans (2.27) nous permet d’écrire :

∇0u = γαβeα ⊗ eβ, (2.30)

où les coefficients γαβ sont donnés par :

γαβ = γij(J−1)iα(J−1)jβ. (2.31)

Afin de faciliter le passage de la base covariante à celle de Serret-Frenet, on introduit

la matrice [Q] qui lie le vecteur des composantes de Serret-Frenet du tenseur gradient de

déplacement au vecteur des composantes covariantes par la relation suivante :

{γ} = [Q]{γcov}, (2.32)

où {γ} =
[
γnn γnb γnt γbn γbb γbt γtn γtb γtt

]T
est le vecteur des composantes

de Serret-Frenet. On montre que la matrice [Q], définie par l’équation (2.32), est donnée
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par :

[Q] =




1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0
τy√
g

−τx√
g

1√
g

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0
τy√
g

−τx√
g

1√
g

0 0 0

τy√
g

0 0
−τx√
g

0 0
1√
g

0 0

0
τy√
g

0 0
−τx√
g

0 0
1√
g

0

τ 2y2

g
−τ

2xy

g

τy

g
−τ

2xy

g

τ 2x2

g
−τx
g

τy

g
−τx
g

1
g




. (2.33)

À partir de l’équation (2.26), (2.29), (2.32) et (2.33), le vecteur des composantes de

Serret-Frenet du tenseur gradient de déplacement peut être exprimé en fonction du vecteur

des déplacements de Serret-Frenet, ce qui nous donne finalement :

{γ} =




∂/∂x 0 0

∂/∂y 0 0

Λ +
1

1− κx∂/∂s − τ

1− κx
κ

1− κx
0 ∂/∂x 0

0 ∂/∂y 0
τ

1− κx Λ +
1

1− κx∂/∂s 0

0 0 ∂/∂x

0 0 ∂/∂y

− κ

1− κx 0 Λ +
1

1− κx∂/∂s




{u}, (2.34)

où Λ =
τ

1− κx(y∂/∂x− x∂/∂y).

2.2.3 Tenseur des déformations

Dans le système de coordonnées curvilignes, le tenseur des déformations s’écrit dans

la base contravariante comme suit :

ǫ = ǫijgi ⊗ gj. (2.35)

La relation déformation-déplacement s’écrit sous forme tensorielle comme suit :

ǫ =
1
2

(∇0u +∇0uT ). (2.36)
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À partir des composantes du tenseur gradient du vecteur des déplacements, données par

l’équation (2.28), les coefficients du tenseur des déformations s’écrivent dans la base con-

travariante sous la forme suivante :

ǫij =
1
2

(ui,j + uj,i)− Γ kijuk, (2.37)

où ǫij désignent les composantes covariantes du tenseur des déformations.

Le développement des quantités de l’équation (2.37) nous permet d’obtenir la relation

entre le vecteur des déformations covariantes et le vecteur des déplacements covariants,

donnée par l’équation suivante :

{ǫcov} =




∂/∂x 0 0

0 ∂/∂y 0

τ 2x− κ(τy)
2

1− κx − κ(1− κx) τ
2y +

κτ 2xy

1− κx −
κτy

1− κx + ∂/∂s

∂/∂y ∂/∂x 0
2κτy

1− κx + ∂/∂s −2τ − 2κτx
1− κx ∂/∂x+

2κ
1− κx

2τ ∂/∂s ∂/∂y




{ucov}.

(2.38)

où {ǫcov} =
[
ǫ11 ǫ22 ǫ33 2ǫ12 2ǫ13 2ǫ23

]T
est le vecteur des composantes cova-

riantes du tenseur des déformations.

La substitution de l’équation (2.15) dans l’équation (2.35) nous permet d’écrire le

tenseur des déformations dans la base de Serret-Frenet :

ǫ = ǫαβeα ⊗ eβ, (2.39)

où les composantes de Serret-Frenet du tenseur des déformations sont liés aux composantes

covariantes par :

ǫαβ = ǫij(J−1)iα(J−1)jβ. (2.40)

Le vecteur des déformations covariantes est lié au vecteur des déformations de Serret-

Frenet par l’équation suivante :

{ǫ} = [P ]{ǫcov}, (2.41)

où {ǫ} =
[
ǫnn ǫbb ǫtt 2ǫnb 2ǫnt 2ǫbt

]T
est le vecteur des déformations de Serret-
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Frenet. Tous calculs faits, la matrice [P ], définie par l’équation (2.41), s’exprime ainsi :

[P ] =




1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0
(
τy

1− κx

)2 (
τx

1− κx

)2 1
(1− κx)2

−τ 2xy

(1− κx)2

τy

(1− κx)2

−τx
(1− κx)2

0 0 0 1 0 0

2
τy

1− κx 0 0
−τx

1− κx
1

1− κx 0

0 −2
τx

1− κx 0
τy

1− κx 0
1

1− κx




.

(2.42)

À partir de l’équation (2.26), (2.38), (2.41) et (2.42), le vecteur des déformations de

Serret-Frenet s’écrit finalement en fonction du vecteur des déplacements de Serret-frenet

comme suit :

{ǫ} =




∂/∂x 0 0

0 ∂/∂y 0
−κ

1− κx 0 Λ +
1

1− κx∂/∂s
∂/∂y ∂/∂x 0

Λ +
1

1− κx∂/∂s
−τ

1− κx
κ

1− κx + ∂/∂x
τ

1− κx Λ +
1

1− κx∂/∂s ∂/∂y




{u}. (2.43)

2.2.4 Loi de comportement

Les composantes du tenseur des modules d’élasticité C0 peuvent être exprimées dans

la base covariante et pour un matériau isotrope par l’équation suivante (Chapelle and

Bathe [2003]) :

Cijkl0 =
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
gijgkl +

E

2(1 + ν)
(gikgjl + gilgjk), (2.44)

où E est le module d’Young et ν est le coefficient de Poisson.

Le tenseur des modules d’élasticité s’écrit dans la base covariante sous la forme sui-

vante :

C0 = Cijkl0 gi ⊗ gj ⊗ gk ⊗ gl. (2.45)

En utilisant les transformations de l’équation (2.9), le tenseur des modules d’élasticité

s’écrit dans la base (en, eb, et) comme suit :

C0 = C0αβδγeα ⊗ eβ ⊗ eδ ⊗ eγ, (2.46)

où les coefficients C0αβγδ sont donnés par :

C0αβδγ = Cijkl0 JαiJβjJδkJγl. (2.47)
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En se basant sur les équations (2.44) et (2.46), les composantes du tenseur des modules

d’élasticité dans la base (en, eb, et) sont données par l’équation suivante :

C0αβδγ =

[
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
gijgkl +

E

2(1 + ν)
(gikgjl + gilgjk)

]
JαiJβjJδkJγl. (2.48)

À partir de l’équation (2.18), les coefficients du tenseur métrique contravariant s’ex-

priment par :

gij = (J−1)iη(J−1)jη. (2.49)

Le développement des coefficients du tenseur métrique contravariant de l’équation

(2.48), nous permet d’écrire :

C0αβδγ =
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
(J−1)iη(J−1)jη(J−1)kζ(J−1)lζJαiJβjJδkJγl

+
E

2(1 + ν)

[
(J−1)iη(J−1)kη(J−1)jζ(J−1)lζ + (J−1)iη(J−1)lη(J−1)jζ(J−1)kζ

]
JαiJβjJδkJγl.

(2.50)

En regroupant deux à deux les termes du même indice latin, l’équation (2.50) devient :

C0αβδγ =
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
δαηδβηδδζδγζ +

E

2(1 + ν)
[δαηδδηδβζδγζ + δαηδγηδβζδδζ ] . (2.51)

En simplifiant les quantités de l’équation (2.51), on obtient :

C0αβδγ =
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
δαβδδγ +

E

2(1 + ν)
(δαδδβγ + δαγδβδ). (2.52)

Pour un matériau isotrope, les coefficients du tenseur des modules d’élasticité de

Serret-Frenet, exprimés par l’équation (2.52), sont bien identiques à ceux exprimés dans

une base cartésienne, car la base de Serret-Frenet (en, eb, et) est une base orthonormée.

Le vecteur des contraintes {σ} est lié au vecteur des déformations {ǫ} par l’intermédiaire

de la matrice [C0], ce qui permet ainsi d’écrire :

{σ} = [C0]{ǫ}, (2.53)

où {σ} =
[
σnn σbb σtt σnb σnt σbt

]T
et [C0] est définie par :

[C0] =
E

(1 + ν)(1− 2ν)




1− ν ν ν 0 0 0

ν 1− ν ν 0 0 0

ν ν 1− ν 0 0 0

0 0 0
1− 2ν

2
0 0

0 0 0 0
1− 2ν

2
0

0 0 0 0 0
1− 2ν

2




. (2.54)
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2.2.5 Tenseur des précontraintes

On suppose dans ce chapitre que l’état précontraint statique de la structure est connu

et donné dans la base de Serret-Frenet. La détermination de cet état précontraint sera

détaillée au chapitre 3. Le tenseur des précontraintes de Cauchy s’écrit dans la base

(en, eb, et) sous la forme :

σ0 = σ0αβeα ⊗ eβ. (2.55)

2.2.6 Formulation variationnelle dans la base de Serret-Frenet

Le premier terme de la formulation variationnelle, donnée par l’équation (2.22), s’écrit

en notation indicielle :

δǫ : C0 : ǫ = δǫαβC0αβδγǫδγ. (2.56)

Sous forme vectorielle, l’équation (2.56) devient :

δǫ : C0 : ǫ = {δǫ}T [C0]{ǫ}. (2.57)

Le deuxième terme de la formulation variationnelle s’écrit sous forme indicielle comme

suit :

tr(∇0δu · σ0 · ∇0uT ) = δγαβσ0βδγαδ. (2.58)

Sous forme vectorielle, l’équation (2.58) devient :

tr(∇0δu · σ0 · (∇0u)T ) = {δγ}T [σ0]{γ}, (2.59)

où la matrice des précontraintes [σ0] est définie comme suit :

[σ0] =




σ0nn σ0nb σ0nt 0 0 0 0 0 0

σ0bn σ0bb σ0bt 0 0 0 0 0 0

σ0tn σ0tb σ0tt 0 0 0 0 0 0

0 0 0 σ0nn σ0nb σ0nt 0 0 0

0 0 0 σ0bn σ0bb σ0bt 0 0 0

0 0 0 σ0tn σ0tb σ0tt 0 0 0

0 0 0 0 0 0 σ0nn σ0nb σ0nt

0 0 0 0 0 0 σ0bn σ0bb σ0bt

0 0 0 0 0 0 σ0tn σ0tb σ0tt




. (2.60)

Le troisième terme de la formulation variationnelle s’écrit en notation indicielle comme

suit :

δu · u = δuαuα. (2.61)

En notation vectorielle, l’équation (2.61) s’écrit sous cette forme :

δu · u = {δu}T{u}. (2.62)
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En substituant l’équation (2.57), (2.59) et (2.62) dans l’équation (2.22), la formulation

variationnelle tridimensionnelle de la dynamique des stuctures hélicoïdales autour d’un

état précontraint statique s’écrit de la façon suivante :
∫

V0

{δǫ}T [C0]{ǫ}
√
gdxdyds+

∫

V0

{δγ}T [σ0]{γ}
√
gdxdyds−

ω2
∫

V0

ρ0{δu}T{u}
√
gdxdyds = 0.

(2.63)

L’apparition de la constante
√
g dans le volume d’intégration de la formulation va-

riationnelle est due à l’écriture de l’élément de volume dans un système de coordonnées

curvilignes. Cet élément de volume est égal à :

dV0 = |g1 · (g2 ∧ g3)|dxdyds, (2.64)

où |g1 · (g2 ∧ g3)| =
√
g = det[J ] (voir Annexe A, Wempner [1981], Chapelle and Bathe

[2003]).

2.3 Invariance par translation

Considérons une structure tridimensionnelle élancée de section quelconque et d’axe

non nécessairement droit. Pour réduire la formulation tridimensionnelle à un problème

posé sur la section, le problème doit être invariant par translation dans le système de

coordonnées considéré. Pour cela, on doit satisfaire une invariance géométrique, matérielle

et du système de coordonnées, que l’on définit ci-dessous.

2.3.1 Invariance géométrique

Une structure élancée est dite invariante géométriquement si on retrouve la même

section normale à la direction d’élancement en se déplaçant le long de cette direction

dans un système de coordonnées approprié. Pour une structure hélicoïdale de section

circulaire et dans le système de coordonnées de Serret-Frenet, la section circulaire est

maintenue constante le long de l’hélice pour l’application étudiée dans ce travail. La

Figure.2.2 représente la section normale à l’axe hélicoïdal pour différentes positions le

long d’un pas d’hélice. On peut donc dire qu’un guide hélicoïdal de section circulaire est

invariant géométriquement dans son système de coordonnées hélicoïdales.

2.3.2 Invariance matérielle

Une structure élancée est dite invariante matériellement si on retrouve les mêmes

propriétés du matériau en se déplaçant le long de la direction d’élancement dans un

système de coordonnées approprié. Pour un matériau homogène et isotrope, les propriétés
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Fig. 2.2 – Sections circulaires d’un brin hélicoïdal le long d’un pas d’hélice

du matériau sont les mêmes en tout point de la structure et dans toutes les directions.

Donc, l’invariance matérielle est nécessairement vérifiée dans ce cas.

2.3.3 Invariance du système de coordonnées

La troisième condition d’invariance est liée au système de coordonnées. Pour satisfaire

l’invariance du système de coordonnées, il suffit de vérifier la non dépendance en s (variable

axiale) des coefficients des opérateurs différentiels mis en jeu dans les équations d’équilibre.

Cette condition est satisfaite si les symboles de Christoffel ne dépendent pas de s, puisque

les opérateurs différentiels s’écrivent en fonction des symboles de Christoffel. Or à partir

de l’équation (2.21), on a pu montrer que les symboles de Christoffel s’écrivent seulement

en fonction des coefficients du tenseur métrique. L’indépendance en s du tenseur métrique

g suffit donc pour satisfaire l’invariance du système de coordonnées. Cette indépendance

est bien vérifiée pour un système de coordonnées hélicoïdales (voir équations (2.12) et

(2.20)).

2.4 Système de coordonnées tournant

Dans les paragraphes précédents, les opérateurs différentiels ont été développés dans

le système de coordonnées hélicoïdales. Dans cette section, on définit un cas particulier

du système de coordonnées hélicoïdales ayant une courbure nulle (κ = 0).

En annulant la courbure dans l’équation (2.3) et à partir de la définition de la longueur
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curviligne, donnée par l’équation (2.2) on obtient :

R = 0, l = L. (2.65)

En remplaçant la longueur l par L dans la deuxième égalité de l’équation (2.3), la

torsion de la base tournante devient :

τ = 2π/L. (2.66)

Ce système de coordoonnées hélicoïdales de courbure nulle correspond à un système

de coordoonnées tournant autour de l’axe Z avec une périodicité axiale égale à L. Le

plan (x, y), tournant autour de l’axe Z, reste parallèle au plan (X, Y ). Dans un système

hélicoïdal, la variable axiale Z correspond à la projection de la variable curviligne s sur

l’axe Z. Dans la base tournante, les deux variables axiales Z et s deviennent identiques

(s ≡ Z).

On note par (ent, ebt, eZ) la base tournante. En remplaçant l par L, R par zéro et s

par Z dans l’équation (2.6), les vecteurs de la base tournante s’écrivent en fonction des

vecteurs de la base cartésienne eX , eY et eZ comme suit :





ent
ebt
eZ





=




− cos(2πZ/L+ θ) − sin(2πZ/L+ θ) 0

sin(2πZ/L+ θ) − cos(2πZ/L+ θ) 0

0 0 1








eX
eY
eZ




. (2.67)

2.4.1 Invariance pour un brin hélicoïdal seul

Soit un brin hélicoïdal seul d’angle d’hélice Φ, de rayon R et de pas L et constitué

d’un matériau homogène et isotrope. L’angle Φ, donné par rapport à l’axe Z, est calculé

à partir de l’équation suivante :

tanΦ =
2πR
L
. (2.68)

Dans la section 2.3, on a pu montrer l’invariance du système de coordonnées héli-

coïdales. Puisque la base tournante est un cas particulier de la base hélicoïdale, alors le

système de coordonnées tournant est forcément invariant. L’invariance matérielle est aussi

vérifiée puisque le matériau est supposé homogène et isotrope. Pour satisfaire complète-

ment l’invariance par translation dans le système de coordonnées tournant, il ne reste

qu’à vérifier l’invariance géométrique. Si on effectue deux coupes normales à l’axe Z d’un

brin hélicoïdal, de positions axiales respectives Z1 et Z2, on obtient la même section pour

les deux coupes à une rotation près de 2π(Z2−Z1)/L dans un plan cartésien. Or, le plan

(x, y) de la base tournante tourne d’une même rotation, si bien que la section reste fixe

dans ce plan. Un brin hélicoïdal seul est donc invariant par translation dans le système

de coordonnées tournant.
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La figure 2.3 représente la section normale à eZ de quatre brins hélicoïdaux de rayon

d’hélice R = 2a et d’angle Φ respectifs de 10◦, 30◦, 50◦ et 70◦, où R et a représentent

respectivement les rayons de l’hélice et du brin. Pour un angle Φ faible, la section est quasi-

circulaire puisque la structure se rapproche du cylindre (Fig.2.3 a). La section devient de

plus en plus éloignée d’une section circulaire au fur et à mesure que Φ augmente.
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Fig. 2.3 – Sections d’un brin hélicoïdal normale à l’axe eZ pour R = 2a et : (a) Φ = 10◦,

(b) Φ = 30◦, (c) Φ = 50◦, (d) Φ = 70◦

2.4.2 Invariance pour une structure multi-brins hélicoïdale

On désigne par structure multi-brins hélicoïdale toute structure constituée d’un em-

pilement de couches de brins hélicoïdaux, éventuellement enroulés autour d’un brin broit.

Un toron à sept brins est un cas particulier de structure multi-brins hélicoïdale, ayant une

couche de six brins hélicoïdaux enroulés autour d’un brin droit.

Soit un toron à sept brins constitué d’un matériau homogène et isotrope. Les inva-

riances matérielle et du système de coordonnées tournant étant vérifiées, il nous reste à

justifier l’invariance géométrique du toron dans ce système.

Dans la section 2.4.1, on a pu montrer l’invariance géométrique d’un brin seul hélicoïdal

dans le système de coordonnées tournant. Puisque un toron à sept brins est constitué d’une

couche de six brins hélicoïdaux de même angle et rayon d’hélice, alors l’ensemle de cette

couche est invariante géométriquement. Un brin circulaire droit d’axe Z est aussi invariant
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géométriquement dans le système de coordonnées tournant, puisque la section normale

à l’axe est circulaire et centrée à l’origine. Elle reste donc fixe dans le repère cartésien

comme dans le repère tournant. On peut conclure qu’un toron à sept brins est invariant

par translation dans le système de coordonnées tournant.

La figure 2.4 représente la section normale à l’axe Z d’un toron de rayon de brin central

a, de rayon d’hélice R = 1.967a et d’angle d’hélice Φ = 7.9◦. La section du brin central,

qui est un brin droit, est circulaire. Les sections des brins périphériques hélicoïdaux ne

sont pas circulaires puisque le plan de coupe n’est pas normal aux hélices de chaque brin

hélicoïdal. À l’oeil nu, ces sections semblent circulaires sur la figure car l’angle d’hélice est

faible et on se rapproche du cylindre.

Notons que le rayon des brins périphériques (a
′

= 0.967a) doit être légèrement in-

férieur au rayon du brin central afin de ne pas avoir d’interpénétration entre deux brins

périphériques adjacents. Ce rayon de brin périphérique doit diminuer avec l’augmentation

de l’angle d’hélice.

  

x
y

a

R

Fig. 2.4 – Section d’un toron à sept brins

2.4.3 Paramétrage de la section

Avec le système de coordonnées tournant, il faut veiller au bon paramétrage de l’en-

veloppe de la section, qui n’est pas circulaire pour un brin hélicoïdal (le plan de coupe

n’étant pas normal à l’axe du brin). Le but de ce paragraphe est de déterminer la section

de coupe d’un brin hélicoïdal dans le plan Z = 0.

En remplaçant les vecteurs de la base de Serret-Frenet, donnés par l’équation (2.6),



2.4 Système de coordonnées tournant 35

dans l’équation (2.7), on obtient :




X = (R− x) cos(
2π
l
s+ θ) + y

L

l
sin(

2π
l
s+ θ)

Y = (R− x) sin(
2π
l
s+ θ)− yL

l
cos(

2π
l
s+ θ)

Z =
L

l
s+ y

2πR
l

. (2.69)

Pour Z = 0, la troisième égalité de l’équation (2.69) devient :

s = −2πR
L
. (2.70)

Dans le système de coordonnées hélicoïdales, l’enveloppe de la section est circulaire de

rayon a et est donné par : 


x = a cos t

y = a sin t
, (2.71)

où t ∈ [0; 2π].

L’enveloppe de la section de l’hélice dans le plan Z = 0 est donc paramétrée par :




X(t) = (R− a cos t) cos(−4π2R

lL
a sin t+ θ) +

L

l
a sin t sin(−4π2R

lL
a sin t+ θ)

Y (t) = (R− a cos t) sin(−4π2R

lL
a sin t+ θ) +

L

l
a sin t cos(−4π2R

lL
a sin t+ θ)

.

(2.72)

Ce paramétrage est utilisé pour le tracé des sections sur les figures 2.3 et 2.4.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons reécrit la formulation variationnelle de l’élastodynamique

autour d’un état précontraint statique dans un système de coordonnées hélicoïdales. À

partir du paramétrage de l’hélice, nous avons défini la base de Serret-Frenet associée ainsi

que les bases covariante et contravariante. Nous avons commencé par développer toutes

les quantités de la formulation variationnelle dans les bases covariantes et contravariantes.

Puis nous avons exprimé la formulation variationnelle dans la base de Serret-Frenet.

Nous avons aussi introduit la notion d’invariance par translation, qui regroupe l’in-

variance géométrique, matérielle et du système de coordonnées. Nous avons montré que

cette invariance par translation existe pour le cas d’un brin hélicoïdal seul dans le système

de coordonnées hélicoïdales et dans le système tournant. Pour le toron à sept brins, l’in-

variance par translation n’existe que dans le système tournant, qui satisfait l’invariance à

la fois pour le brin central droit et les brins périphériques hélicoïdaux.
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Dans les chapitres 3 et 4, nous allons utiliser cette propriété d’invariance pour ramener

sur la section le calcul de l’état précontraint ainsi que celui des modes de propagation.



Chapitre 3

Calcul de l’état précontraint
(statique)
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Introduction

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes intéressés à la dynamique des struc-

tures hélicoïdales autour d’un état d’équilibre statique précontraint qui est supposé connu.

L’objet de ce chapitre est de présenter une méthode qui permet de calculer cet état pré-

contraint dans une structure hélicoïdale soumise à une déformation imposée grâce à la

résolution d’un problème 2D. Nous partons des équations d’élasticité 3D. Pour simplifier,

nous nous limiterons à l’hypothèse de petits déplacements. Les différents opérateurs util-

isés dans ces équations ont été écrits dans le système de coordonnées hélicoïdales dans

le chapitre 2. En se basant sur la méthode des développements asymptotiques et en ex-

ploitant la propriété d’invariance par translation dans le système de coordonnées tournant,

cette méthode appelée homogénéisation hélicoïdale permet de réduire le problème à un

problème 2D posé sur la section de la structure. Quelques repères bibliographiques sont

tout d’abord présentés.

3.1 Repères bibliographiques

Le comportement des structures hélicoïdales soumises à une déformation a été large-

ment étudié. On peut citer par exemple les travaux de Ancker and Goodier [1958] et

Wahl [1963] où un modèle analytique a été proposé en considérant le ressort comme

une poutre d’Euler-Bernoulli avec un facteur de correction de courbure. Afin d’étudier

les structures hélicoïdales de géométrie plus complexe, des modèles numériques ont été

développés. Un modèle éléments finis tridimensionnel linéaire a été développé en consi-

dérant une longueur finie de toron à sept brins pour calculer la réponse à une sollicitation

macroscopique donnée. Parmi ces travaux, on peut citer par exemple Ghoreishi et al.

[2007] où le comportement global d’un toron à sept brins soumis à une déformation axiale

(traction et torsion), en petites déformations et pour différents angles d’hélice de 2.5◦

à 35◦, a été étudié. Une approximation elliptique de la géométrie de la section des brins

périphériques a été utilisée. Dans cette référence il est montré que la modélisation de deux

pas de toron suffit pour rendre négligeables les effets de bords et obtenir le comportement

avec un modèle éléments finis linéaire qui reste valide pour des angles d’hélice inférieurs

à 20◦. La modélisation de deux pas d’un toron à sept brins nécessite cependant un temps

de calcul important. De plus, l’étape de génération de maillage est difficile à automatiser.

Afin de réduire le coût de calcul, un modèle éléments finis tridimensionnel linéaire a été

développé sur un pas du toron. Parmi ces travaux, on peut citer ceux de Cartraud and

Messager [2006] où la réduction du modèle sur un pas est réalisée en tenant compte des

propriétés de périodicité axiale en utilisant la théorie de l’homogénéisation périodique.

Cette méthode permet en effet de calculer le comportement global de la structure à partir

de la résolution de problèmes sur une période, qui correspond dans ce cas à la période ax-
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iale. L’approximation elliptique de la section des brins hélicoïdaux a été aussi considérée.

Le coût de calcul est divisé par deux par rapport à la méthode classique mais il reste im-

portant. Afin de réduire encore ce coût, des modèles éléments finis ont été développés sur

une tranche de la structure, avec des éléments volumiques. Dans ce cadre, on peut citer

Jiang and Henshall [2000] qui réduisent le modèle sur une tranche grâce à des conditions

aux limites obtenues par des considérations géométriques. Messager and Cartraud [2008]

ont aussi proposé un modèle éléments finis réduit sur une tranche à partir de la théorie

d’homogénéisation. L’approche est différente de celle de l’article de Jiang and Henshall

[2000] mais conduit aussi à des relations entre les déplacements des noeuds situés sur les

deux faces de la tranche, qui expriment dans ce cas la symétrie hélicoïdale. La réduction

de la modélisation sur une tranche permet de réduire énormément les calculs de l’état

statique d’une structure hélicoïdale.

Cependant, grâce à l’invariance par translation, on peut prendre en compte cette

symétrie de façon plus efficace et se ramener à l’étude d’un modèle 2D. Dans ce chapitre

nous présenterons une technique d’homogénéisation hélicoïdale qui permet de réduire le

modèle à un modèle en deux dimensions sur la section réelle de la structure hélicoïdale.

3.2 Homogénéisation hélicoïdale

La théorie de l’homogénéisation est une méthode puissante, puisqu’elle peut être app-

liquée pour des structures de géométrie générale et d’hétérogénéité arbitraire. Dans cette

section, nous nous intéressons à l’étude du comportement des structures hélicoïdales, d’où

l’appellation d’homogénéisation hélicoïdale. Cette méthode va permettre l’exploitation de

l’invariance par translation. Ceci a été prouvé, dans la section 2.3, pour un brin hélicoï-

dal seul dans les systèmes de coordonnées hélicoïdales et tournant. En revanche, cette

invariance n’est vérifiée que dans le système de coordonnées tournant pour les structures

multi-brins.

Par la suite, seul le système de coordonnées tournant sera considéré et l’homogénéi-

sation hélicoïdale sera définie dans ce système. Par commodité, nous pourrons conserver

toutefois les notations et expressions générales du chapitre précédent, obtenues dans le

système de coordonnées hélicoïdales. Dans toutes les expressions de ce chapitre, il faudra

donc considérer le cas échéant que :

s = Z, κ = 0, τ =
2π
L
, (.)t = (.)Z . (3.1)

En particulier, et = eZ (et on aura aussi en = ent et eb = ebt).

La méthode d’homogénéisation hélicoïdale est basée sur un développement asympto-

tique. Cette technique est appliquée pour le cas d’un brin hélicoïdal seul et d’un toron à

sept brins dans le système de coordonnées tournant. On désigne par structure hélicoïdale

toute structure hélicoïdale mono-brin et multi-brins.
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Nous présentons ci-après les étapes successives de la méthode d’homogénéisation héli-

coïdale.

3.2.1 Le problème d’élasticité 3D initial

Le point de départ de l’approche est le problème d’élasticité posé sur un domaine 3D.

On considère une structure hélicoïdale de longueur H et de section Sǫ dans le plan Z =

H. Pour des simplifications ultérieures, on néglige les forces volumiques et surfaciques sur

le contour latéral Γǫ et on suppose que le matériau est isotrope (cette propriété d’isotropie

assure l’invariance matérielle par translation). Cette structure occupe la configuration

Ωǫ = Sǫ × [0, H] dans le système de coordonnées tournant (voir Figs. 3.1 ou 3.2). Elle

possède un petit paramètre géométrique ǫ, défini par le rapport entre le diamètre de la

section Sǫ et la longueur de la structure H. Les limites de Ωǫ sont définies par ∂Ωǫ =

Γǫ
⋃

ΓǫZ=0

⋃
ΓǫZ=H , où ΓǫZ=0 = Sǫ×{0} et ΓǫZ=0 = Sǫ×{H} sont les sections extrémités de

la structure et Γǫ = ∂Sǫ×]0, H[ est la surface latérale. Cette surface latérale est supposée

libre d’efforts. Dans ce travail, l’état précontraint résulte de l’application de sollicitations

sur les sections extrêmes de la structure. On suppose que celles-ci sont caractérisées par

leur torseur résultant sur la section. On écrira donc les conditions aux limites sur ΓǫZ=0 et

ΓǫZ=H sous la forme : 


σ
ǫ · (−eZ) = t0 sur Γǫ0
σ
ǫ · eZ = tH sur ΓǫH

, (3.2)

avec t0 et tH qui ne sont pas définis dans le détail mais tels que la donnée du problème

est connue sous la forme des torseurs ({T}, {M}) en 0 et H avec :



{T}0 =

∫
S t0dS

{M}0 =
∫
SOP ∧ t0dS

, (3.3)

et 


{T}H =

∫
S tHdS

{M}H =
∫
SOP ∧ tHdS

, (3.4)

où OP est le vecteur position de la surface élémentaire dS.

Puisqu’aucune condition aux limites cinématique n’est appliquée à la structure, le

problème d’élasticité admet une solution à condition que l’équilibre global soit vérifié, ce

qui impose : 


{T}0 + {T}H = {0}
{M}0 + {M}H +H eZ ∧ {T}H = {0}

. (3.5)

On fait ici une présentation relativement générale mais on ne s’intéressera qu’à des solli-

citations axiales (chargement en traction-torsion) dans le cadre de ce chapitre.

Pour exprimer la dépendance du problème au petit paramètre ǫ, les différentes incon-

nues seront notées avec un exposant ǫ.
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Fig. 3.1 – Structure hélicoïdale de section circulaire

Pour une structure hélicoïdale mono-brins (figure 3.1), le problème d’élasticité linéaire

tridimensionnel consiste à déterminer σǫ, ǫǫ et uǫ, solution de :





∇ · σǫ = 0

σ
ǫ = Cǫ : ǫǫ(uǫ)

ǫ
ǫ(uǫ) = ∇s(uǫ)
σ
ǫ · n = 0 sur Γǫ

, (3.6)

où Cǫ correspond au tenseur des modules d’élasticité. Notons que l’hypothèse des petits

déplacements, utilisée dans ce chapitre, permet de confondre les configurations de référence

Cref et déformée C0 si bien que les indices (.)ref et (.)0 sont omis afin de ne pas surcharger

les notations. ∇s(·) et ∇ · (·) désignent respectivement la partie symétrique du tenseur

gradient (opérateur de déformation) et l’opérateur divergence.

Outre les équations données dans (3.6), σǫ, ǫǫ et uǫ doivent vérifier les conditions aux

limites sur les sections extrêmes, définies de façon globale par les équations (3.2), (3.3) et

(3.4).

Pour un toron à sept brins (figure 3.2), on a ces équations (3.6)1−4 sur chacun des sept

brins plus des équations exprimant le contact parfait entre les brins sur chaque ligne de

contact. En tout point de la ligne de contact hélicoïdale entre le brin central et les brins

périphériques, on impose la continuité du déplacement (uc = up) et la continuité de la

contrainte normale ((σ · n)+
c + (σ · n)−p = 0), où les indices c et p sont relatifs aux brin

central et aux brins périphériques. Cette hypothèse de contact parfait n’est pas restrictive

pour un chargement axial (traction et torsion). En effet, dans Ghoreishi et al. [2007],

il est montré que le comportement global d’un toron à sept brins est très peu sensible

aux hypothèses sur le contact. En revanche, les sollicitations de flexion ont tendance à

produire des mouvements relatifs dans le toron, et dans ce cas le contact parfait est une

hypothèse forte.
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Fig. 3.2 – Toron à sept brins

La solution de ce problème fournit l’état précontraint du système que nous cherchons

à déterminer. Comme indiqué auparavant, ce problème est coûteux à résoudre sous cette

forme, et la méthode d’homogénéisation vise à le simplifier.

3.2.2 Mise en oeuvre de la méthode des développements asymp-

totiques

Les principes de la méthode des développements asymptotiques sont présentés dans

l’ouvrage de Sanchez-Hubert and Sanchez-Palencia [1992]. L’exposé qui suit reprend la

démarche exposée dans Buannic and Cartraud [2000] pour des structures élancées in-

variantes axialement. Il faut noter cependant que les développements présentés dans ces

références doivent être repris pour les adapter au cas des structures à symétrie hélicoïdale.

La première étape consiste à définir le problème équivalent à (3.6), mais maintenant

posé sur un domaine fixe qui ne dépend pas du petit paramètre ǫ. On introduit par la suite

le changement de variables suivant pour tenir compte de l’élancement de la structure :

(x, y, z) = (x, y, ǫZ). (3.7)

z = ǫZ représente l’échelle lente ou macroscopique 1D du problème et x, y sont les

variables rapides ou microscopiques 2D. On rappelle que (x, y, Z) sont les coordonnées

associées au système tournant.

En introduisant le changement de variables de l’équation (3.7), les opérateurs ∇s et

∇· deviennent : 


∇s(.) = ∇s

⊥
(.) + ǫ∇sz(.)

∇ · (.) = ∇⊥ · (.) + ǫ∇z · (.)
, (3.8)

où ∇sz(.) et ∇sz · (.) correspondent aux opérateurs qui mettent en jeu une dérivation

partielle par rapport à la variable macroscopique z. ∇s
⊥

(.), ∇s
⊥
·(.) désignent les opérateurs



3.2 Homogénéisation hélicoïdale 43

complémentaires, incluant les dérivations par rapport aux variables microscopiques x et

y.

Les modules d’élasticité Cǫijkl sont supposés indépendants de ǫ, ceci permet d’écrire :

Cǫ = C. (3.9)

L’étape suivante consiste à supposer que la solution du problème s’écrit sous la forme

d’un développement asymptotique :

u(x) = u0(z) + ǫu1(x, y, z) + ǫ2u2(x, y, z) + ... (3.10)

où u0(z) = u0
X(z)eX + u0

Y (z)eY dans le repère cartésien. Transformée dans le repère

hélicoïdal, on montre que cette expression revêt la forme suivante : u0(z) = u0
n(z)en +

u0
b(z)eb.

Le terme d’ordre 0 du développement ne dépend pas des variables microscopiques

(x, y) – voir Sanchez-Hubert and Sanchez-Palencia [1992]. De plus, il ne comprend pas

de composante axiale. Celle-ci apparaît à l’ordre suivant ce qui traduit que la structure

à l’échelle macroscopique est plus souple en flexion qu’en traction-compression. Dans

le cadre de ce travail, on s’intéresse à des précontraintes issues d’un chargement axial

(traction-torsion), donc sans flexion globale. Ceci entraîne la nullité de ce terme d’ordre

0 : u0(z) = 0.

À partir des équations (3.7)-(3.10), en regroupant les termes selon la puissance de ǫ et

en traitant les coordonnées z et {x, y} comme des coordonnées indépendantes, on obtient

une série de problèmes microscopiques 2D posés sur la section S qui est la transformée

de Sǫ après changement de variables. Cette succession de problèmes sera notée Pm2D, où

l’indice m désigne l’ordre du problème récursif relatif à ǫ. Dans un deuxième temps, une

série de problèmes macroscopiques 1D sera également obtenue.

3.2.3 Les problèmes microscopiques

La formulation du problème Pm2D est obtenue pour un exposant m qui commence à

partir de 0 dans l’équation d’équilibre. Le premier problème P 0
2D est le suivant :





∇⊥ · σ0 = 0

σ
0 = C : ǫ0

ǫ
0 = ∇s

⊥
(u1)

σ
0 · n = 0 sur ∂S

. (3.11)

Le problème (3.11) est bien posé et admet une solution unique à un mouvement de

corps rigide près (Sanchez-Hubert and Sanchez-Palencia [1992], Buannic and Cartraud

[2000]). La solution unique est trivialement la solution nulle. Le mouvement de corps

rigide est caractérisé par la solution homogène ∇s
⊥

(u1) = 0, exprimée dans le repère
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cartésien sous la forme u1 = u1
Z(z)eZ + ϕ1(z)[XeY − Y eX ]. Dans le repère tournant, on

montre que cette expression devient :

u1 = u1
Z(z)eZ + ϕ1(z)[xeb − yen] (3.12)

soit une translation d’ensemble selon l’axe eZ et une rotation d’ensemble autour de ce

même axe.

La solution du problème (3.11) est donc donnée par u1 (cf. équation (3.12)) et ǫ0 =

σ
0 = 0.

À l’ordre suivant, le problème microscopique P 1
2D consiste à déterminer σ1, ǫ1 et u2

solution de : 



∇⊥ · σ1 = 0

σ
1 = C : ǫ1

ǫ
1 = ∇s

⊥
(u2) +∇sz(u1)

σ
1 · n = 0 sur ∂S

. (3.13)

La donnée de ce problème est fournie par le champ u1 obtenu auparavant, qui apparaît

à cet ordre sous la forme∇sz(u1). D’autre part, d’après (3.13)3, on est amené à décomposer

la déformation totale ǫ1, désormais notée ǫ, en une partie macroscopique correspondant à

la donnée précédente et une partie complémentaire microscopique associée au champ u2,

noté umicro par la suite. Ainsi (3.13)3 est réexprimée sous la forme suivante :

ǫ = ∇s
⊥

(umicro) +∇sz(u1) = ǫmicro + ǫmacro, (3.14)

où ǫmicro = ∇s
⊥

(umicro) et ǫmacro = ∇sz(u1).

Compte tenu de l’expression (3.12) de u1 et en passant aux notations vectorielles, le

vecteur des déformations macroscopiques s’écrit sous cette forme :

{ǫmacro} =





0

0

EE

0

−yET
xET





(3.15)

où EE et ET sont respectivement les composantes de la déformation macroscopique,

constituées de l’extension et de la torsion, définies par :




EE =
∂u1
Z

∂z

ET =
∂ϕ1

∂z

. (3.16)

La donnée du problème u1 se caractérise donc en réalité par la déformation macro-

scopique {ǫmacro}.
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Le vecteur des déformations microscopiques est lié au vecteur des déplacements mi-

croscopiques tous les deux écrits dans le système de coordonnées hélicoïdales grâce à

l’équation (2.43). Le vecteur des déformations noté {ǫmicro} s’écrit donc sous la forme :

{ǫmicro} = Lxy{umicro}. (3.17)

où d’après (3.14) l’opérateur Lxy, qui contient l’ensemble des termes sans dérivées par

rapport à s (s = Z ici), s’écrit comme suit dans la base hélicoïdale :

Lxy =




∂/∂x 0 0

0 ∂/∂y 0
−κ

1− κx 0
τ

1− κx(y
∂

∂x
− x ∂
∂y

)

∂/∂y ∂/∂x 0
τ

1− κx(y
∂

∂x
− x ∂
∂y

)
−τ

1− κx
κ

1− κx +
∂

∂x
τ

1− κx
τ

1− κx(y
∂

∂x
− x ∂
∂y

) ∂/∂y




. (3.18)

On rappelle qu’ici cette expression doit être considérée dans la base tournante, il suffit

alors d’annuler la courbure (κ = 0) dans l’expression ci-dessus.

Le problème microscopique consiste à déterminer le vecteur des déplacements micro-

scopiques {umicro} pour une déformation appliquée {ǫmacro}.
À partir des équations (3.14)-(3.18), le problème (3.13) devient :





∇⊥ · σ = 0

{σ} = [C]{ǫ}
{ǫ} = {ǫmacro}+ {ǫmicro}
{ǫmacro}T =

{
0 0 EE 0 −yET xET

}

{ǫmicro} = Lxy{umicro}
{σ · n} = 0 sur ∂S

. (3.19)

où [C] est la matrice des modules d’élasticité.

Par linéarité du problème en fonction de {ǫmacro}, la solution est définie à un mouve-

ment de corps rigide près de la forme (3.12) sous la forme suivante :




{umicro} = {χE}EE + {χT}ET
{σmicro} = {σEmicro}EE + {σTmicro}ET

, (3.20)

où les expressions de {σEmicro} et {σTmicro} sont obtenues à partir de {χE} et {χT} en

utilisant les équations (3.19)2−5. {umicro} représente le vecteur des déplacements locaux

3D de la section de la structure suite à une déformation imposée {ǫmacro}. Pour une

structure soumise à une extension, {umicro} correspond au vecteur de correction local 3D

qui tient compte de l’effet de Poisson.
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Après résolution du problème, le comportement macroscopique de la structure peut

être obtenu à partir du calcul des contraintes intégrées, qui sont définies par l’effort N et

le moment de torsion MZ :




N =
∫
S σZZdS

MZ =
∫
S(−yσnZ + xσbZ)dS

. (3.21)

Ce comportement global de poutre relie les contraintes intégrées aux déformations

macroscopiques. Il est défini ici avec comme choix d’axe de référence la ligne moyenne de

la structure hélicoïdale passant par le point : x = y = 0.

L’équation constitutive homogénéisée peut être mise sous cette forme :



N

MZ



 = [khom]




EE

ET



 , (3.22)

où [khom] est symétrique et peut être exprimée à l’aide des équations (3.20) et (3.21).

3.2.4 Le problème macroscopique

En effectuant une intégration sur la surface des équations du problème microscopique à

l’ordre 2, c’est-à-dire l’ordre suivant de (3.13), on obtient le système d’équations d’équilibre

macroscopique suivant : 



dN

dz
= 0

dMZ
dz

= 0

, (3.23)

À ce système d’équations, on ajoute la loi de comportement (3.22), la relation entre

les déformations macroscopiques et les déplacements (3.16), et les conditions aux limites

aux extrémités (3.3) et (3.4) afin de déterminer u1
Z et ϕ1.

3.2.5 Bilan

Le problème macroscopique (3.23) correspondant à un problème de poutre en traction-

torsion est bien posé.

En pratique, la mise en oeuvre de la méthode se décompose en différentes étapes.

Pour EE et ET donnés, on résout le problème 2D microscopique (3.19) afin de déterminer

{σEmicro} et {σTmicro}. En utilisant l’équation (3.21) permettant de déterminer l’effort N et

le moment MZ , on détermine le comportement global de la poutre ([khom]) à partir de

l’équation (3.22). Puis, on résout le problème macroscopique 1D (3.23) afin de déterminer

u1
Z et ϕ1.
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Finalement, compte tenu de la résolution des deux problèmes microscopiques, exposée

en section 3.2.3, et comme la solution à l’ordre 2 donnée en (3.20) est définie à un mou-

vement de corps rigide près, il s’avère qu’on peut réécrire le développement asymptotique

de la solution sous la forme :

u = 0

+ǫ(u1
Z(z)eZ + ϕ1(z)[xeb − yen])

+ǫ2(u2
Z(z)eZ + ϕ2(z)[xeb − yen] + χEEE + χTET ) + ...

(3.24)

Cette expression peut être exploitée pour obtenir une approximation de la solution 3D

du problème, au prix de la résolution d’un problème 2D et d’un problème 1D. Il apparaît

que la solution macroscopique au 1er ordre (caractérisée par u1
Z et ϕ1) est enrichie par la

solution microscopique (χE,χT ), qui représente la réponse locale de la section.

3.2.6 Cas d’une sollicitation macroscopique homogène

On se restreint à un état précontraint obtenu à partir d’une sollicitation axiale ho-

mogène (constante selon l’axe). Ceci est justifié de part l’utilisation classique des struc-

tures de type ressort ou toron.

Dans ces conditions, les conditions aux extrémités sont de la forme :

{
T
}H

=





0

0

T




,
{
M
}H

=





0

0

M




. (3.25)
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Fig. 3.3 – Chargements d’une poutre

D’après l’équation (3.5) et puisque OP ∧ tH = {0}, on obtient (voir figure 3.3) :



{T}0 = −{T}H
{M}0 = −{M}H

. (3.26)
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La résolution du problème macroscopique défini dans la section 3.2.4 est alors immé-

diate. Elle est de la forme : 


N = T

MZ =M
. (3.27)

Il en résulte un état macroscopique homogène uniforme, si bien que l’état local est

invariant par translation dans le système de coordonnées tournant.

Les déformations macroscopiques sont obtenues en inversant la loi de comportement

macroscopique (3.22). L’équation (3.22) se restreint à :



T

M



 = [khom]




EE

ET



 . (3.28)

Après inversion, et connaissant EE, ET , les contraintes locales peuvent être calculées

grâce à (3.20), ce qui se réduit à :

{σmicro} = {σEmicro}EE + {σTmicro}ET . (3.29)

3.3 Formulation variationnelle

L’objectif est de déterminer les déplacements locaux dans la section d’une structure

hélicoïdale invariante par translation suite à une déformation imposée.

À partir du problème d’élasticité 3D, l’homogénéisation hélicoïdale a été appliquée

afin de réduire le problème à un problème 2D posé sur la section, en l’occurrence le

problème (3.19). La formulation variationnelle d’un problème d’élasticité écrite dans le

système de coordonnées hélicoïdales est la suivante :
∫

S
{δǫ}T [C0]{ǫ}

√
gdxdy = 0, (3.30)

où S est le section de la structure initiale non déformée. {ǫ} est le vecteur des déformations

statique totale.

Puisque le vecteur des déformation macroscopique est constant, le vecteur {δǫ} s’écrit

à l’aide de l’équation (3.17) de la manière suivante :

{δǫ} = Lxy{δumicro}. (3.31)

La substitution des équations (3.17) et (3.31) dans la formulation variationnelle de

la statique des structures hélicoïdales, donnée par (3.30), nous permet d’écrire pour le

problème (3.19) :
∫

S
{δumicro}TLTxy[C0]Lxy{umicro}

√
gdxdy = −

∫

S
{δumicro}TLTxy[C0]{ǫmacro}

√
gdxdy.

(3.32)
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Cette équation traduit l’équilibre statique. Le terme de gauche représente une ma-

trice raideur multipliée par un vecteur des déplacements. Celui de droite représente le

vecteur des efforts extérieurs, sachant qu’ici le chargement correspond à une déformation

macroscopique {ǫmacro} donnée.

3.4 Discrétisation par éléments finis

3.4.1 Résolution du problème microscopique

Pour un élément donné, les composantes du déplacement microscopique peuvent être

approchées par :

{umicro} = [N e]{U emicro}, (3.33)

où [N e] est une matrice qui contient les fonctions d’interpolations et {U emicro} est le vecteur

des déplacements nodaux (3 degrés de liberté par noeud). La formulation variationnelle

décrite par l’équation (3.32) devient sous forme discrétisée :

[K1]{Umicro} = {F}, (3.34)

où la matrice élémentaire [K1]e est donnée par :

[K1]e =
∫

Se
[N e]TLTxy[C0]Lxy[N e]

√
gdxdy, (3.35)

et le vecteur élémentaire {F}e est égal à :

{F}e = −
∫

Se
[N e]TLTxy[C0]{ǫmacro}

√
gdxdy, (3.36)

Le vecteur des déplacements locaux {Umicro} est calculé par la résolution du système

linéaire (3.34) pour une déformation imposée.

3.4.2 Post-traitement : calcul des efforts et moments résultants

En pratique, la donnée qui caractérise l’état précontraint est une déformation macro-

scopique, à partir de laquelle on résout le problème microscopique. Une fois ce problème

résolu, on peut calculer la réponse locale de la structure et les efforts macroscopiques.

Grâce à ces derniers, on peut en particulier déterminer la raideur globale de la structure.

Si on applique une déformation macroscopique sur une structure élancée d’axe et, on

récupère un vecteur des efforts aux noeuds et un vecteur des moments aux noeuds notés

respectivement {T} et {M} de la façon suivante.
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Les vecteur {T} s’écrit en fonction du tenseur des contraintes à partir de l’expression

du travail virtuel comme suit :

{δU}T{T} =
∫

S
δu · (σ · et)dxdy, (3.37)

où et = eZ dans ce chapitre.

La discrétisation par éléments finis de la surface S nous permet d’écrire :

{δU}T{T} =
∑

e

{δU e}T{T e}, (3.38)

où :

{δU e}T{T e} =
∫

Se
δu · (σ · et)dxdy. (3.39)

La quantité σ · et s’écrit en fonction du vecteur des contraintes {σ}, défini par (2.53),

comme suit :

σ · et =




0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0


 {σ} = LTs {σ}(1− κx), (3.40)

où l’opérateur Ls s’exprime :

Ls =
1

1− κx




0 0 0

0 0 0

0 0 1

0 0 0

1 0 0

0 1 0




. (3.41)

On rappelle qu’il faut considérer que κ = 0 dans ce chapitre. Notons que l’opérateur Ls
est défini de cette manière car il sera utilisé dans le chapitre 4.

À partir des équations (3.19), le vecteur des contraintes devient :

{σ} = [C0](Lxy{umicro}+ {ǫmacro}). (3.42)

Finalement, on obtient le vecteur élémentaire de l’effort {T e} :

{T e} =
∫

Se
[N e]TLTs [C0]Lxy[N e]{U emicro}(1− κx)dxdy+

∫

Se
[N e]TLTs [C0]{ǫmacro}(1− κx)dxdy.

(3.43)

L’équation (3.43) peut s’écrire comme suit :

{T e} = [Ke2 ]T{U emicro}+ {T emacro}, (3.44)
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où

[Ke2 ] =
∫

Se
[N e]TLTxy[C0]Ls[N e](1− κx)dxdy. (3.45)

et

{T emacro} =
∫

Se
[N e]TLTs [C0]{ǫmacro}(1− κx)dxdy. (3.46)

Finalement, après assemblage :

{T} = [K2]T{Umicro}+ {Tmacro}, (3.47)

L’effort s’écrit sous cette forme :

{T} =
[
... T in T

i
b T

i
t ....

]T
, (3.48)

où n, b, t sont les composantes de Serret-Frenet de l’effort au noeud i. L’effort résultant

sur la section est défini par :

Tn,b,t =
∑

i

T in,b,t, (3.49)

Le moment résultant est défini par :

Mn,b,t =
∑

i

M in,b,t, (3.50)

où :

{M i} =





M in
M ib
M it





= OPi ∧





T in
T ib
T it




, (3.51)

et OPi est le vecteur position du noeud i.

Pour la base tournante, exclusivement utilisée dans ce chapitre, on rappelle que (.)t =

(.)Z . Par ailleurs, on ne s’intéresse qu’à des chargements en traction-torsion dans le cadre

de ce chapitre, si bien que seuls TZ etMZ sont exploités. En pratique, on observe queMn,

Mb, Tn et Tb sont négligeables numériquement.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons commencé par présenter l’état de l’art sur les modèles

éléments finis de calcul statique (ce qui correspond pour notre application à l’état pré-

contraint) des structures hélicoïdales soumises à un chargement axial. Nous partons de

la formulation d’élasticité tridimensionnelle écrite dans le système de coordonnées héli-

coïdales. En se basant sur la méthode des développements asymptotiques, la technique

d’homogénéisation hélicoïdale appliquée dans le système de coordonnées tournant permet

de calculer l’état précontraint sur la section de la structure hélicoïdale correspondant à un

état macroscopique simple. Un simple post-traitement permet aussi de calculer l’effort et

le moment résultants suite à une déformation imposée et donc d’obtenir le comportement

macroscopique de la structure.
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Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons la formulation variationnelle des éléments finis semi-

analytique (SAFE en anglais, pour Semi-Analytical Finite Element) d’une structure héli-

coïdale soumise à un chargement axial afin de déterminer ses modes de propagation. Nous

partons de la formulation variationnelle de la dynamique des structures autour d’un état

d’équilibre précontraint statique. Cette formulation a été écrite dans un système de co-

ordonnées hélicoïdales dans le chapitre 2. L’état précontraint, dont la méthode de calcul

a été présentée dans le chapitre 3, est supposé connu et invariant par translation. Nous

commençons par supposer que l’onde se propage selon une direction priviligiée, ce qui

revient à supposer une dépendance en ei(ks−ωt) pour les champs ondulatoires où k, s et

ω représentent respectivement le nombre d’onde axial, la variable axiale et la pulsation.

Cette dépendance en eiks nécessite la vérification de l’invariance par translation, ce qui a

été montré dans la section 2.3. Puis nous séparons la variale axiale des autres variables

dans les opérateurs de la formulation variationnelle. En remplaçant tout ∂/∂s par ik dans

cette formulation, nous obtenons la formulation SAFE qui nous permet de déterminer les

modes de propagation d’une structure hélicoïdale soumise à un chargement axial appliqué.

Quelques repères bibliographiques sont tout d’abord présentés.

4.1 Repères bibliographiques

En raison de leur caractère dispersif et multimodal, la propagation des ondes guidées

constitue un phénomène relativement complexe. Des études théoriques analytiques ont

été présentées depuis le 19ème siècle pour décrire ce phénomène dans les plaques et les

cylindres. Les ondes élastiques dans les plaques ont été décrites par Lamb [1917]. On peut

citer par exemple les ouvrages de Achenbach [1973], Rose [1999] et Royer and Dieulesaint

[2000], où une description détaillée des ondes de Lamb est présentée. De manière similaire,

la propagation des ondes élastiques dans les cylindres a aussi été largement étudiée depuis

les travaux de Pochhammer en 1876 et Chree en 1889. On peut citer par exemple les

travaux plus récents de Zemanek [1972], Achenbach [1973] et Thurston [1978].

Si certaines structures telles que les plaques et les cylindres possèdent une description

modale analytique, la connaissance des modes de propagation dans des géométries plus

complexes (section arbitraire, axe courbe,...) nécessite généralement des outils de simula-

tion adaptés. Nous limitons donc la suite de l’état de l’art aux méthodes numériques pour

décrire la propagation des ondes élastiques dans les structures de géométrie complexe.
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4.1.1 Méthodes numériques

Plusieurs modèles numériques de la propagation des ondes élastiques guidées dans des

structures complexes ont été proposés. Si l’on excepte les approches basées sur des analyses

éléments finis transitoires (Alleyne and Cawley [1992], Lowe and Diligent [2002], Ma et al.

[2006], Benmeddour et al. [2008]), très coûteuses sur le plan numérique, la majorité des

modèles est basée sur des techniques éléments finis utilisant le principe de Floquet ou des

techniques éléments finis dites semi-analytiques (SAFE).

La méthode de Floquet s’applique pour des structures périodiques. L’idée de base est

d’obtenir les modes de propagation d’une structure depuis les constantes de propagation

d’une cellule élémentaire. A titre indicatif, on peut citer les travaux précurseurs de Mead

[1973] pour les ondes élastiques ainsi qu’une revue sur le sujet du même auteur (Mead

[1999]). Couplée aux éléments finis, cette méthode utilise le calcul des matrices masse,

raideur et amortissement obtenues à l’aide de codes éléments finis standards. Le volume

de contrôle, tridimensionnel, est celui d’une cellule périodique. Pour les structures d’axe

droit, on peut citer par exemple les travaux de Ghoshal et al. [1996], Gry and Gontier

[1997], Mace et al. [2005], Duhamel et al. [2006] et Zhou et al. [2009].

La méthode des éléments finis dite semi-analytique (SAFE), moins générale que celle

basée sur le principe de Floquet, s’applique pour des structures invariantes par transla-

tion. Dans cette méthode, le déplacement est constitué d’un produit de deux termes. Le

premier terme représente le champ de déplacement sur la section et nécessite une discréti-

sation bidimensionnelle. Le deuxième terme correspond à une exponentielle introduisant

la propagation du champ dans la direction de l’axe du guide. Cette méthode présente a

priori un avantage en terme de temps et coût de calcul. Elle permet de réduire le pro-

blème d’une dimension par la dépendance en eiks. Pour une structure tridimensionnelle,

la modélisation se limite à la section du guide d’onde. A titre indicatif, on peut citer

les travaux précurseurs de Dong and Nelson [1972, 1973]. Cette technique a été utilisée

pour déterminer les modes de propagation dans des guides droits à la géomérie ou aux

propriétés matérielles complexes. En particulier, la méthode SAFE a permis d’étudier

les guides d’onde de section arbitraire. On peut citer par exemple les travaux de Gavric

[1995], Taweel et al. [2000], Damljanovic and Weaver [2004], Anthony and Peterson [2005],

Hayashi et al. [2006] et Jezzine [2006]. Cette méthode a également permis d’étudier des

structures possédant une complexité matérielle. On peut citer par exemple les travaux de

Zhuang et al. [1999], Bartoli et al. [2006] et Marzani et al. [2008]. Citons aussi les travaux

de Baronian [2009] et Baronian et al. [2010], qui ont proposé une méthode SAFE originale

basée sur une formulation mixte en déplacements et contraintes.
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4.1.2 Guides courbes

Contrairement à la propagation des ondes guidées dans les structures d’axe droit, les

structures courbes ont été peu étudiées. Des travaux basés sur la méthode SAFE ont été

développés pour étudier la propagation des ondes dans les structures courbes. Parmi ces

travaux, on peut citer ceux de Onipede and Dong [1996] pour les guides d’onde torsadés et

Demma et al. [2005] et Finnveden and Fraggstedt [2008] pour les guides d’onde toroïdaux.

D’autres études ont été développées afin d’expliquer le phénomène de propagation

d’onde dans les structures multi-brins. En raison de la complexité de la géométrie héli-

coïdale des brins périphériques, les effets de contacts interfilaires et la présence de pré-

contrainte, certains chercheurs ont commencé par modéliser l’élement de base constituant

le câble qu’est le brin hélicoïdal. On peut citer les travaux de Treyssède [2007, 2008]

sur l’étude de la propagation des ondes élastiques dans une structure hélicoïdale par les

méthodes de Floquet et SAFE.

Enfin, des modèles basés sur la méthode SAFE décrivant la propagation des ondes

élastiques dans un toron à sept brins ont été développés. On peut citer les travaux de

Bartoli et al. [2007] et Treyssède and Laguerre [2010]. Une comparaison avec l’expérience

des résultats numériques obtenus en vitesse d’énergie a été présentée dans les travaux de

Treyssède and Laguerre [2010]. Ces auteurs ont notamment pu retrouver numériquement

la présence d’une bande de fréquence où le premier mode de compression ne se propage

pas. Cette bande est située autour de 67kHz pour un toron de 15.7mm de diamètre. Cette

comparaison a permis de valider le modèle SAFE pour cette bande de fréquence et pour

ce type de modes.

Notons que la méthode SAFE a aussi été appliquée pour étudier la propagation des

ondes électromagnétiques dans des guides hélicoïdaux (Nicolet and Zolla [2004, 2007]).

On peut citer aussi à titre indicatif les quelques études analytiques basées sur la théorie

approchée des poutres, qui ne constituent qu’une approximation valide en basse fréquence.

Parmi les travaux appliqués aux poutres hélicoïdales, on trouve Wittrick [1966], Lee and

Thompson [2001] et Sorokin [2009].

4.1.3 Guides précontraints

L’effet de la précontrainte sur la propagation des ondes élastiques guidées est peu

étudié dans la littérature. Pour les structures d’axe droit, le modèle SAFE a été adapté

pour tenir compte de la précontrainte. Parmi ces travaux, on peut citer ceux de Chen and

Wilcox [2007], où l’état statique, calculé par un modèle éléments finis tridimensionnel,

a été introduit dans le modèle SAFE pour déterminer les modes de propagation d’une

structure précontrainte. Comme pour le cas des poutres, ils montrent que le chargement a

un effet considérable en basses fréquences sur les modes antisymétriques pour les plaques

et sur les modes de flexion pour les cylindres. La vitesse de phase de ces modes se décale
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vers les hautes fréquences sous l’effet d’un chargement de traction. On peut citer aussi les

travaux de Loveday [2009], où la précontrainte a été introduite analytiquement dans la

formulation SAFE afin de déterminer les modes d’un guide droit soumis à un chargement

axial. L’auteur constate la sensibilité des modes de flexion au chargement, ce qui se traduit

par une augmentation de la vitesse de phase et une diminution de la vitesse de groupe

des modes de flexion en basses fréquences pour un chargement en traction.

Pour les guides courbes, les travaux existants reposent sur des approximations basées

sur la théorie des poutres. On peut citer les travaux de Farshad [1980], qui a étudié l’effet

de la précontrainte sur la propagation des ondes élastiques dans des anneaux. Récemment

et dans le cadre de ces travaux de thèse, nous avons étudié cet effet de précontrainte dans

des poutres hélicoïdales (Frikha et al. [2011]–l’article figure en Annexe B). Une étude

paramétrique a été présentée pour mettre en évidence l’influence du chargement axial

suivant la courbure et la tortuosité de l’hélice. Comme pour les poutres droites, l’effet du

chargement sur une poutre hélicoïdale, composé de l’effet de la précontrainte (contrainte

de Cauchy) et de la pré-déformation de la géométrie, ne s’avère significatif qu’en basses

fréquences.

En revanche, il ne semble pas exister pour les guides courbes précontraints d’études

exploitant des modélisations 3D.

Dans ce travail, on se propose de développer un modèle général basé sur la méthode

SAFE.

Signalons que la propagation des ondes élastiques dans les torons précontraints a

été étudiée expérimentalement (Kwun et al. [1998] et Laguerre et al. [2002b]) et qu’il

n’existe pas de modèles dans la littérature qui permettent de retrouver ou d’expliquer

certains phénomènes observés et liés à la présence d’un chargement axial. Un autre objectif

important de cette thèse est donc d’expliquer ces phénomènes à partir d’un modèle SAFE

de toron précontraint.

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons la formulation SAFE d’une structure

hélicoïdale soumise à un chargement axial.

4.2 Approche semi-analytique

On part de la formulation variationnelle de la dynamique des structures autour d’un

état d’équilibre précontraint, écrite dans un système de coordonnées hélicoïdales. En sup-

posant une dépendance en e±i(ks−ωt) pour les champs ondulatoires et en remplaçant tout

∂/∂s par ±ik dans la formulation variationnelle, on obtient la formulation SAFE.
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4.2.1 Vecteurs des déformations et des composantes du tenseur

gradient de déplacement

Les vecteurs des composantes du tenseur gradient de déplacement {γ} et des déforma-

tions {ǫ} sont reliés au vecteur des déplacements {u} par les équations (2.34) et (2.43).

{ǫ} et {γ} peuvent s’écrire comme suit :

{γ} = (Gxy + Gs
∂

∂s
){u}, (4.1)

et

{ǫ} = (Lxy + Ls
∂

∂s
){u}, (4.2)

où les opérateurs Lxy et Ls sont donnés respectivement par les équations (3.18) et (3.41).

Les opérateurs Gxy et Gs sont exprimés par :

Gxy =




∂/∂x 0 0

∂/∂y 0 0
τ

1− κx(y∂/∂x− x∂/∂y) − τ

1− κx
κ

1− κx
0 ∂/∂x 0

0 ∂/∂y 0
τ

1− κx
τ

1− κx(y∂/∂x− x∂/∂y) 0

0 0 ∂/∂x

0 0 ∂/∂y

− κ

1− κx 0
τ

1− κx(y∂/∂x− x∂/∂y)




,

(4.3)

et

Gs =
1

1− κx




0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 0

0 0 1




. (4.4)

On note que l’invariance par translation du système de coordonnées est bien vérifiée,

comme le montre la non dépendance en s des opérateurs Lxy, Ls, Gxy et Gs.
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4.2.2 Formulation SAFE

La méthode des éléments finis semi-analytique est basée sur la décomposition du champ

de déplacement en onde plane dans la direction de propagation et un problème 2D résolu

par éléments finis dans la direction perpendiculaire à la propagation. Cette décomposition

nécessite la vérification de l’invariance par translation du problème dans le système de

coordonnées considéré. Ceci a été prouvé dans les sections 2.3 et 2.4 pour les structures

hélicoïdales dans les systèmes de coordonnées hélicoïdales et tournant. Pour les structures

précontraintes, on suppose en plus que l’état précontraint statique, calculé dans le chapitre

3, est connu et invariant par translation. Une transformée de Fourier spatiale selon l’axe

du guide peut avoir lieu. Le vecteur déplacement et son champ test peuvent se mettre

sous cette forme :

u = u(x, y)ei(ks−ωt) , δu = δu(x, y)e−i(ks−ωt). (4.5)

La dépendance en e±iks du champ de déplacement permet de remplacer ∂/∂s par ±ik,
où k est le nombre d’onde axial. Le problème est alors réduit du 3D au 2D sur la section.

En substituant les équations (4.2)-(4.5) dans la formulation variationnelle 3D, donnée par

l’équation (2.63), en remplaçant tout ∂/∂s par ±ik et en restreignant les intégrations à

la section, on obtient la formulation variationnelle semi-analytique :
∫

S0

{δu}T (LTxy[C0]Lxy + GTxy[σ0]Gxy){u}
√
gdxdy+

ik
∫

S0

{δu}T (LTxy[C0]Ls − LTs [C0]Lxy + GTxy[σ0]Gs −GTs [σ0]Gxy){u}
√
gdxdy+

k2
∫

S0

{δu}T (LTs [C0]Ls + GTs [σ0]Gs){u}
√
gdxdy − ω2

∫

S0

ρ0{δu}T{u}
√
gdxdy = 0,

(4.6)

où [C0] est la matrice qui relie les vecteurs des contraintes et des déformations, [σ0] est

donnée par l’équation (2.60).

Cette formulation peut être utilisée dans les systèmes de coordonnées hélicoïdales et

tournant pour déterminer les modes de propagation d’une structure hélicoïdale précon-

trainte.

4.3 Résolution par éléments finis

Pour un élément donné, les composantes du déplacement peuvent être approchées par :

{u} = [N e]{U e}, (4.7)

où [N e] est une matrice qui contient les fonctions d’interpolations et {U e} est le vecteur

qui contient les déplacements nodaux (3 degrés de liberté par noeud associés à un, ub, ut).

En pratique, le maillage de la section de la géométrie précontrainte S0 est obtenu de

la façon suivante : un premier maillage de la section dans la configuration de référence
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non précontrainte est réalisé. Le calcul de l’état précontraint est effectué sur ce maillage,

dont la position des noeuds est réactualisée pour fournir le maillage de S0.

La formulation variationnelle décrite par l’équation (4.6) devient sous forme discrétisée

comme suit :

{[K1σ]− ω2[M ] + ik([K2σ]− [K2σ]T ) + k2[K3σ]}{U} = 0, (4.8)

où la matrice de masse élémentaire [M e] est exprimée par :

[M e] =
∫

Se
0

ρ0[N e]T [N e]
√
gdxdy. (4.9)

Les matrices raideurs élémentaires [Ke1σ], [Ke2σ] et [Ke3σ] sont composées chacune d’une ma-

trice relative à la structure non précontrainte et d’une matrice additionnelle représentant

l’effet de la précontrainte. On a :

[Ke1σ] = [Ke1 ] +
∫

Se
0

[N e]TGTxy[σ0]Gxy[N e]
√
gdxdy,

[Ke2σ] = [Ke2 ] +
∫

Se
0

[N e]TGTxy[σ0]Gs[N e]
√
gdxdy,

[Ke3σ] = [Ke3 ] +
∫

Se
0

[N e]TGTs [σ0]Gs[N e]
√
gdxdy,

(4.10)

où les matrices [Ke1 ] et [Ke2 ] sont respectivement données par les équations (3.35) et (3.45)

(en remplaçant l’intégration sur la section par celle sur la géométrie déformée S0). [Ke3 ]

est donnée par :

[Ke3 ] =
∫

Se
0

[N e]TLTs [C0]Ls[N e]
√
gdxdy. (4.11)

À partir des expressions de la formulation SAFE et de ses matrices, données par les

équations (4.8)-(4.11), on vérifie la bonne dégénérescence de la formulation au cas non

précontraint (Treyssède [2008]).

La résolution du système aux valeurs propres, donné par l’équation (4.8), nous permet

de déterminer les modes de propagation. Pour toute valeur propre k du système (4.8),

−k est aussi une valeur propre. Ce problème aux valeurs propres possède deux types de

valeurs propres (ki, U+
i ) et (−ki, U−i ), où i = 1, ..., n. Ces 2n valeurs propres représentent

les n modes qui se propagent dans le sens positif et les n modes qui se propagent dans le

sens négatif.

En abscence d’atténuation matérielle, les nombres d’ondes purement réels représentent

les modes propagatifs et les nombres d’ondes purement imaginaires correspondent aux

modes évanescents. Les modes dont le nombre d’onde est complexe sont dits inhomogènes.

Ces modes ont un caractère oscillatoire qui s’atténue au bout de quelques oscillations. Les

solutions purement réelles et imaginaires apparaissent en paires de signes opposés, tandis

que les solutions complexes apparaissent en quadruples de signes opposés et complexes
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conjugués. Si k est une valeur propre, alors −k, k∗ et −k∗ sont aussi des valeurs propres,

où ∗ désigne le conjugué.

On résout le système aux valeurs propres (4.8) en fixant le nombre d’onde k et en

cherchant la fréquence ω ou inversement, en fixant ω et en cherchant k. Dans le cas où

on s’intéresse seulement aux modes propagatifs et en abscence d’atténuation matérielle,

le système aux valeurs propres (4.8) peut être résolu en fixant un nombre d’onde k réel

positif. Le système est alors linéaire pour la détermination de ω2.

Afin de déterminer les modes non propagatifs ou en présence d’atténuation matérielle,

les nombres d’onde k deviennent complexes et il est nécessaire de résoudre le problème

en fixant ω pour chercher le nombre d’onde k. Le système aux valeurs propres est alors

quadratique en k. Pour se ramener à un problème aux valeurs propres linéaire, on peut

doubler la dimension du système (voir Tisseur and Meerbergen [2001]). Pour cela, on

introduit une inconnue supplémentaire k{U}, ce qui permet de ré-écrire le problème sous

la forme suivante :



 0 I

−[K1σ] + ω2[M ] −i([K2σ]− [K2σ]T )


− k


 I 0

0 [K3σ]






 {U}
k{U}


 =


 0

0


 ,

(4.12)

où I et 0 sont respectivement la matrice identité et la matrice nulle.

En abscence d’atténuation matérielle, l’écriture ci-dessus permet d’obtenir une seconde

matrice hermitienne et définie positive, ce qui constitue une propriété intéressante lors de

l’utilisation de solveurs de problème aux valeurs propres standards (voir Baronian [2009]).

4.4 Calcul des paramètres modaux

4.4.1 Définition des vitesses

Dans cette section, les vitesses de phase et de groupe sont définies pour un nombre

d’onde k réel.

La vitesse de phase Vφ correspond à la vitesse de propagation d’un front d’onde

monochromatique émis à une fréquence donnée, et est définie de la manière suivante :

Vφ =
ω

k
. (4.13)

La vitesse de groupe représente la vitesse de propagation du paquet d’ondes de pulsa-

tion centrale ω. Elle est définie par :

Vg =
∂ω

∂k
. (4.14)

Dans le cas d’un matériau non dissipatif, la vitesse de groupe peut être calculée à partir

des matrices de la méthode SAFE en utilisant l’expression suivante (voir Finnveden [2003],
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Bartoli et al. [2006] et Loveday [2009]) :

Vg =
1

2ω
{U}T∗(i([K2σ]− [K2σ]T ) + 2k[K3σ]){U}

{U}T∗[M ]{U} . (4.15)

En abscence d’atténuation matérielle, la vitesse de groupe est identique à la vitesse

d’énergie. Pour les structures présentant de l’atténuation matérielle, c’est plutôt la vitesse

d’énergie qui reste un paramètre modal significatif et non plus la vitesse de groupe (voir

Bernard et al. [2001]).

La vitesse d’énergie est définie comme le rapport entre le flux d’énergie (la puissance

transmise ou active) et l’énergie totale stockée, moyennés dans le temps et sur la section

(voir Achenbach [1973], Ichchou et al. [2007], Maess et al. [2007], Treyssède [2008]). Cela

revient à écrire pour un guide :

Ve =
∫
S0

P · ndS0∫
S0

(Ec + Ep)dS0

. (4.16)

où la barre désigne la moyenne temporelle. S0 est la section de la structure dans l’état

précontraint. n est le vecteur unitaire normal à la section du guide précontraint (c’est-à-

dire selon l’axe de propagation). P, Ec et Ep, représentent respectivement le vecteur de

Poynting, l’énergie cinétique et potentielle. Nous allons maintenant définir Ec, Ep et P en

présence de précontrainte.

4.4.2 Expressions de Ec, Ep et P

Pour la détermination des énergies cinétique et potentielle et du vecteur de Poynting,

nous allons procéder par analogie avec la dynamique des structures non précontraintes.

L’équation d’équilibre d’une structure non précontrainte est de la forme suivante :

∇ · σ + ρf = ρ
∂2u
∂t2
, (4.17)

où σ est le tenseur des contraintes et ρ est la masse volumique.

On rappelle l’équation d’équilibre d’une structure précontrainte, donnée par l’équation

(1.26) :

∇0 · (S +∇0u · σ0) + ρ0f = ρ0
∂2u
∂t2
, (4.18)

où S est le tenseur incrément de Piola-Kirchhoff actualisé, σ0 est le tenseur des précon-

traintes et ρ0 est la masse volumique de la géométrie dans l’état précontraint.

En remplaçant σ par S+∇0u·σ0 et ρ par ρ0, on constate que la forme de l’équation est

la même que celle de l’équation (4.17). Pour déterminer l’énergie cinétique Ec, potentielle

Ep et le vecteur de Poynting P d’une structure précontrainte, on peut donc a priori

effectuer ce remplacement dans les expressions de Ec, Ep et P associées à l’équation

(4.17), qui sont bien connues.
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Ainsi, l’expression de l’énergie cinétique est la même que celle d’une structure non

précontrainte mais avec une masse volumique ρ0 correspondant à la configuration précon-

trainte C0. Elle est donnée par :

Ec =
1
2
ρ0u̇ · u̇, (4.19)

où u̇ désigne la dérivée de u par rapport au temps.

En revanche, l’expression du vecteur de Poynting P et de l’énergie potentielle Ep vont

dépendre de la précontrainte appliquée. Pour une structure non précontrainte, P est défini

par :

P = −σ · u̇. (4.20)

En remplaçant σ par S+∇0u ·σ0 dans l’équation (4.20), le vecteur de Poynting d’une

structure précontrainte devient comme suit :

P = −(S +∇0u · σ0) · u̇. (4.21)

Pour une structure non précontrainte l’énergie potentielle est définie par :

Ep =
1
2
∇0u : σ. (4.22)

Lorsque le tenseur σ est symétrique (c’est-à-dire en l’abscence de précontrainte),

l’équation (4.22) peut prendre la forme plus classique Ep =
1
2
ǫ : σ.

Néanmoins, cette forme est moins générale que la forme (4.22), cette dernière restant

valable pour des tenseurs σ non symétriques. Or, S + ∇0u · σ0 n’est pas symétrique.

Nous devons donc partir de l’équation (4.22). En remplaçant σ par S+∇0u ·σ0, l’énergie

potentielle d’une structure précontrainte devient donc :

Ep =
1
2
∇0u : (S +∇0u · σ0). (4.23)

En développant les quantités entre les parenthèses, en utilisant la symétrie de S, et en

utilisant les transformations (1.35) et (1.37), l’équation (4.23) devient :

Ep =
1
2
ǫ : S +

1
2

tr(∇0u · σ0 · ∇0uT ). (4.24)

4.4.3 Calcul de la vitesse d’énergie

À partir de l’équation (4.5), on peut remplacer ∂/∂t par −iω dans les équations (4.19)

et (4.21). Pour deux fonctions f et g harmoniques en temps, on rappelle que la moyenne

temporelle de fg est donnée par :

fg =
1
2
Re(fg), (4.25)
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L’énergie cinétique moyennée dans une structure précontrainte peut alors s’écrire sous

la forme suivante : ∫

S0

EcdS0 =
ω2

4
Re({U}T∗[M ]{U}). (4.26)

En utilisant les équations (2.57) et (2.59), l’équation (4.24) s’écrit sous cette forme :

Ep =
1
2
{ǫ}T [C0]{ǫ}+

1
2
{γ}T [σ0]{γ}. (4.27)

À partir des équations (4.1), (4.2) et (4.10), l’équation (4.27) peut s’écrire comme suit :

∫

S0

EpdS0 =
1
4
Re{{U}T∗([K1σ] + ik([K2σ]− [K2σ]T ) + k2[K3σ]){U}}. (4.28)

En remplaçant le vecteur normal à la section n par et et en moyennant le vecteur de

Poynting d’une structure précontrainte, on obtient la puissance transmise suivante :
∫

S0

P · ndS0 =
ω

2
Im{
∫

S0

u∗α(σαt + (∇0u · σ0)αt)dS0}. (4.29)

La quantité entre accolades de l’équation (4.29) s’écrit sous la forme vectorielle sui-

vante :

u∗α(σαt + (∇0u · σ0)αt)dS0 = {u}T∗(LTs [C0](Lxy + ikLs)+

GTs [σ0](Gxy + ikGs)){u}(1− κx)dS0.
(4.30)

À partir des équations (4.10) et (4.30), l’équation (4.29) s’exprime comme suit :
∫

S0

P · ndS0 =
ω

2
Im{{U}T∗([K2σ]T + ik[K3σ]){U}}. (4.31)

Grâce aux matrices SAFE, la substitution des équations (4.26), (4.28) et (4.31) dans

l’équation (4.16) nous permet de déterminer directement la vitesse d’énergie d’un mode

donné d’une structure précontrainte.

À partir des expressions (4.26), (4.28) et (4.31), on vérifie une bonne dégénérescence

au cas non précontraint (Treyssède [2008], Treyssède and Laguerre [2010]), pour lequel on

a [K1σ] = [K1], [K2σ] = [K2] et [K3σ] = [K3].

4.4.4 Egalité entre vitesses de groupe et d’énergie

On suppose que le matériau est non dissipatif. Dans ce paragraphe, nous allons montrer

que la vitesse d’énergie précédemment définie en présence de précontrainte est bien égale

à la vitesse de groupe, donnée par l’équation (4.15).

En multipliant l’équation (4.8) à gauche par {U}T∗, nous obtenons :

{U}T∗{[K1σ] + ik([K2σ]− [K2σ]T ) + k2[K3σ]}{U} = ω2{U}T∗[M ]{U}. (4.32)
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Cette équation traduit l’égalité entre l’énergie cinétique et potentielle, données par les

équations (4.26) et (4.28) :
∫

S0

EcdS0 =
∫

S0

EpdS0 =
ω2

4
Re({U}T∗[M ]{U}). (4.33)

À partir des équations (4.31) et (4.33), l’expression de la vitesse d’énergie devient :

Ve =
Im{{U}T∗([K2σ]T + ik[K3σ]){U}}

ωRe({U}T∗[M ]{U} . (4.34)

Pour un scalaire z, on a Im(z) =
1
2i

(z − z∗). Cela nous permet d’écrire :

Im{{U}T∗([K2σ]T + ik[K3σ]){U}} = {U}T∗ 1
2i

([K2σ]T + ik[K3σ]){U}−

{U}T∗ 1
2i

([K2σ]∗ − ik∗[K3σ]T∗){U}.
(4.35)

Puisque la matrice [K3σ] est symétrique ([K3σ] = [K3σ]T ) et les matrices [K2σ] et [K3σ]

sont réelles ([K2σ]∗ = [K2σ] et [K3σ]∗ = [K3σ]), l’équation (4.35) peut s’écrire la forme

suivante :

Im{{U}T∗([K2σ]T + ik[K3σ]){U}} =
1
2
{U}T∗(i([K2σ]− [K2σ]T ) + (k + k∗)[K3σ]){U}.

(4.36)

Pour un nombre d’onde k réel (k = k∗), l’équation (4.36) montre que la vitesse d’én-

ergie (4.34) obtenue en présence de précontrainte est égale à la vitesse de groupe, donnée

par l’équation (4.15) (sous l’hypothèse d’un matériau non dissipatif).

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons commencé par présenter brièvement l’état de l’art sur

les modèles numériques pour la propagation des ondes élastiques dans les guides d’axes

droits et courbes, sans et avec précontrainte. Nous sommes partis de la formulation varia-

tionnelle de la dynamique des structures autour d’un état d’équilibre précontraint, écrite

dans un système de coordonnées hélicoïdales et établie dans le chapitre 2. L’approche

semi-analytique est basée sur une séparation des variables de la section et de la variable

axiale. Elle permet de réduire le problème sur la section. Après discrétisation par éléments

finis, nous avons obtenu la formulation SAFE, de forme similaire à celle bien établie pour

les structures non précontraintes mais avec des matrices contenant des termes de précon-

trainte et associées à une géométrie d’intégration correspondant à l’état précontraint. Un

post-traitement simple nous permet de déterminer les vitesses de groupe et d’énergie.

Dans le chapitre 6, la formulation SAFE obtenue sera utilisée pour déterminer les

modes de propagation de structures hélicoïdales et multi-brins soumises à un chargement

axial.
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Introduction

L’objet de ce chapitre est de présenter des résultats du modèle éléments finis 2D

permettant de calculer l’état précontraint local d’une structure hélicoïdale mono-brins et

multi-brins soumise à une sollicitation axiale.

Nous commençons par présenter une validation du modèle éléments finis 2D pour les

structures hélicoïdales de type ressort avec le modèle analytique de Ancker et Goodier.

Puis nous proposons des résultats en déplacements locaux d’un ressort soumis à une

déformation axiale ǫ (c’est-à-dire avec une déformation de torsion ET = 0). Ensuite, par

simple comparaison des résultats du modèle éléments finis 2D avec ceux d’un modèle

non-linéaire de référence, nous étudions brièvement les limites de validité de l’hypothèse

des petits déplacements. Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous proposons une

validation du modèle éléments finis 2D pour des torons à sept brins avec un modèle

éléments finis 3D de référence. Nous présentons aussi des résultats obtenus sur un toron

T15.7 soumis à une déformation axiale et nous proposons une méthode simplifiée pour la

prise en compte du contact entre le brin central et les brins périphériques.

Dans tout ce chapitre, les structures sont soumises à une déformation axiale ǫ = EE

et une déformation de torsion nulle (ET = 0). Sauf mention contraire, le coefficient de

Poisson ν sera égal à 0.3.

5.1 Structures mono-brins

Dans ce chapitre nous commençons par l’étude des structures mono-brins. Nous nous

intéressons à des guides hélicoïdaux de section circulaire. R, α, n et a désignent respec-

tivement le rayon d’hélice, l’angle d’hélice défini par rapport à l’horizontale, le nombre de

spires et le rayon de la section circulaire. On peut distinguer deux types de structures.

Les hélicoïdes de type ressort, d’angle α = π/2−Φ faible et de rapport R/a important et

celles d’angle α important, constituant les câbles de génie civil, où L est la longueur d’un

pas d’hélice (n = 1). Le modèle éléments finis bidimensionnel développé dans le chapitre

3 est valable pour toute structure hélicoïdale. Dans la littérature, les structures de type

ressort possèdent des solutions analytiques de type RDM décrivant leur comportement

statique. Pour cette raison, on limite la validation à ce type de structures. La validité de

l’hypothèse des petites déformations et petits déplacements est brièvement discutée.

5.1.1 Modèles de référence

Le comportement statique des ressorts a été largement étudié dans la littérature. Dans

ce cadre, le modèle analytique de Ancker et Goodier considère la structure hélicoïdale

comme une poutre d’Euler-Bernoulli avec un facteur de correction de courbure. Ce facteur



5.1 Structures mono-brins 69

change en fonction des types de sollicitations et des conditions aux limites aux extrémités.

Ce modèle n’est valable que pour des angles α faibles (α ≤ 25◦) et des rapports R/a

importants (R/a ≥ 2.5).

On commence par présenter la solution analytique de Ancker et Goodier pour un

ressort soumis à un effort axial de traction à une extrémité et une rotation libre à l’autre

extrémité. Ensuite, on présente la solution pour un moment de torsion appliqué à une

extrémité tout en maintenant la longueur du ressort égale à sa longueur initiale. La com-

binaison de ces deux solutions nous permet de déterminer la solution pour différentes

sollicitations et conditions aux limites.

Soit un ressort soumis à un effort axial de traction T à une extrémité avec une rotation

libre à l’autre extrémité (moment de torsion M nul). Le déplacement axial δ s’exprime à

partir du modèle de Ancker and Goodier [1958] sous cette forme :

δ =
4TR3n

Ga4
Ψ1 (5.1)

où G est le module de cisaillement du matériau et Ψ1 est le coefficient de correction de

courbure pour une rotation libre à l’extrémité. Ψ1 est donné par :

Ψ1 = 1− 3
16

(
a

R
)2 +

1− ν
2(1 + ν)

tan2 α+ ..., (5.2)

où ν est le coefficient de Poisson. L’angle de rotation ϕ du ressort est alors donné par :

ϕ =
8νR2n tanα
Ea4

T. (5.3)

Notons que des modèles plus généraux que ceux des poutres ont été développés. Parmi

ces travaux, on peut citer le modèle éléments finis 3D de Jiang and Henshall [2000]. En

tenant compte de la symétrie hélicoïdale, leur modèle est réduit sur une tranche. Le ressort

est soumis à un chargement axial à une extrémité et une rotation libre à l’autre extrémité.

La figure 5.1 représente une superposition des solutions de ce modèle éléments finis 3D

(lignes interrompues) et du modèle analytique de Ancker et Goodier (lignes continues).

On remarque que la solution du modèle éléments finis 3D est en bon accord avec celle de

Ancker et Goodier pour α ≤ 15◦ et R/a ≥ 5, où l’écart entre les deux modèles ne dépasse

pas 1%. Par contre pour α > 15◦ et R/a < 5, il existe un écart non négligeable entre les

deux modèles, le coefficient de correction du modèle éléments finis 3D étant supérieur à

celui du modèle analytique. Cet écart est dû à la non validité du modèle analytique de

Ancker et Goodier pour R/a faible et α important. Cette limitation du modèle de Ancker

et Goodier est aussi mentionnée dans l’ouvrage de Wahl [1963].

Pour un moment de torsion M appliqué sur une extrémité et une longueur maintenue

à sa valeur initiale (δ = 0), la rotation ϕ s’écrit sous cette forme (Ancker and Goodier

[1958]) :

ϕ =
8MRn
Ea4

Ψ2, (5.4)
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Fig. 5.1 – Coefficient de correction Ψ1 en fonction a/R pour α = 0◦, 5◦, 10◦, 15◦, 20◦.

où E est le module d’Young du matériau et Ψ2 est le coefficient de correction de courbure

d’un ressort soumis à un moment de torsion avec un déplacement axial bloqué. Ψ2 est

donné par :

Ψ2 = 1 +
3− 7ν − 20ν2 − 8ν3

48(1 + ν)
(
a

R
)2 + (1 + ν) tan2 α+ ... . (5.5)

Par linéarité, les efforts et moments appliqués peuvent se superposer. L’angle de rota-

tion ϕ et la déflexion δ s’expriment donc en fonction de l’effort P et du moment M sous

cette forme : 


ϕ = a11M + a12T

δ = a21M + a22T
, (5.6)

où les coefficients a11, a12 = a21 et a22 sont aisément identifiés à partir des équations (5.1)-

(5.5). Le système d’équations (5.6) est valable pour tout type de chargement appliqué sur

un ressort hélicoïdal et pour tout type de conditions aux limites. Pour la validation de nos

travaux, on se limite au cas d’une déformation axiale appliquée avec une rotation bloquée

ϕ = 0. On récupère donc un effort et un moment résultants. Dans ce cas, le système (5.6)

devient : 



0 = a11M + a12T

δ = a21M + a22T
. (5.7)

Ce système d’équation peut s’écrire sous la forme suivante :





M = −a12

a11

T

δ = (a22 −
a221

a11

)T
. (5.8)
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En remplaçant les coefficients a11, a21 et a22 dans l’équation (5.8)2, on obtient :

δ =
4TR3n

Ga4
Ψ3, (5.9)

où Ψ3 est le coefficient de correction de courbure d’un ressort hélicoïdal soumis à un

chargement axial de traction à une extrémité et de rotation bloquée à l’autre extrémité.

On montre que Ψ3 selon le modèle analytique de Ancker and Goodier [1958] est donné

par :

Ψ3 = 1− 3
16

(
a

R
)2 +

tan2 α

1 + ν
(
1− ν

2
− ν2

1 +
3− 7ν − 20ν2 − 8ν3

48(1 + ν)
(
a

R
)2 + (1 + ν) tan2 α

) + ...

(5.10)

5.1.2 Validation

Soit une structure hélicoïdale soumise à une déformation axiale ǫ (ET = 0) . À partir

des équations (3.49) et (3.50) du modèle éléments finis 2D développé dans le chapitre 3,

on peut remonter aux effort et moment résultants.

Afin de réduire le nombre de paramètres, toutes les variables sont écrites sous forme

adimensionnelle. a est choisi comme longueur caractéristique et a/cs comme temps carac-

téristique, où cs =
√
G/ρ est la vitesse des ondes de cisaillement. L’indice (.)∗ sera utilisé

pour désigner les variables adimensionnelles.

À partir de l’équation (5.9) et en utilisant la relation L = 2πR tanα, le coefficient de

correction Ψ3 s’écrit sous la forme suivante :

Ψ3 =
π tanα

2T ∗(
R

a
)2

ǫ, (5.11)

où T ∗ = T/ρa2c2s est l’effort résultant adimensionnel.

Cette équation permet de déterminer le coefficient de correction de courbure pour un

ressort soumis à une déformation axiale avec rotation bloquée à partir de l’effort et du

moment résultants calculés à partir du modèle éléments finis, dit 2D, du chapitre 3.

Dans ce paragraphe, nous présentons une validation du modèle éléments finis 2D à

partir du calcul du coefficient de correction de courbure pour des ressorts d’angle α =

5◦, 10◦, 15◦, 20◦ et pour 0.05 ≤ a/R ≤ 0.35.

La figure 5.2 représente le maillage de la section normale à l’axe eZ de quatre ressorts

de section circulaire de rayon a, de rayon d’hélice R = 10 a et d’angle α de 5◦, 10◦, 15◦ et

20◦ respectivement. Pour un même rapport de rayon R/a, le maillage de la section doit être

plus fin lorsque l’on diminue l’angle d’hélice α, afin d’assurer une bonne convergence de

la solution et les résultats qui suivent correspondent à la solution convergée. Des éléments
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Fig. 5.2 – Maillages de la section pour des ressorts de paramètres R = 10 a et (a) Φ = 5◦,

(b) Φ = 10◦, (c) Φ = 15◦, (d) Φ = 20◦.

triangulaires avec une interpolation quadratique ont été utilisés pour générer ce maillage.

Pour un angle d’hélice α = 5◦ (figure 5.2(a)) on a utilisé un maillage comprenant 1982

éléments triangulaires et 4191 noeuds. Pour un angle d’hélice α = 20◦ (figure 5.2(d)) on

n’a utilisé que 506 éléments triangulaires et 1073 noeuds.

À partir de l’équation (3.12) du chapitre 3, les structures hélicoïdales possèdent un

mouvement de corps rigide à deux degrés de liberté dans le système de coordonnées

tournant, qui sont le déplacement axial uZ et la rotation autour de l’axe droit eZ . Pour

éliminer le mode de corps rigide de déplacement, il suffit de bloquer le déplacement axial

uZ en un noeud quelconque (par commodité, on choisit un noeud sur la ligne de symétrie

de la section (y = 0)). Pour éliminer le mode de corps rigide de rotation, il faut bloquer

le déplacement binormal ubt d’un noeud appartenant à la ligne de symétrie.

La figure 5.3 représente une superposition du coefficient Ψ3 calculé par le modèle

éléments finis 2D et le modèle analytique de Ancker et Goodier (équation (5.10)).

On remarque que l’écart entre les deux modèles est faible pour a/R ≤ 0.2 et augmente

avec a/R et α. L’écart atteint 0.7% pour α = 20◦ et a/R = 0.35 ce qui reste relativement

négligeable. On constate un écart plus important pour un angle α = 5◦ que pour des

angles supérieurs. Le même phénomène a été observé par Jiang and Henshall [2000] en

rotation libre. Cet écart, qui reste relativement négligeable, n’est pas en accord avec les
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Fig. 5.3 – Coefficient de correction Ψ3 en fonction de a/R pour α = 5◦, 10◦, 15◦, 20◦

conditions d’application des formules analytiques, où l’écart devrait être plus faible pour

un angle d’hélice α plus petit. Cependant, les résultats du modèle éléments finis 2D sont

en bon accord avec ceux du modèle analytique.

Par ailleurs, l’écart obtenu entre les deux solutions est conforme à celui obtenu par

Jiang and Henshall [2000] en rotation libre (voir Figure 5.1).

On rappelle que cet écart est dû à la non validité du modèle analytique pour des

angles α et des rapports de rayon a/R importants. Aucune hypothèse particulière n’étant

appliquée (à part celle des petits déplacements), les modèles éléments finis 2D et 3D

restent, quant à eux, valables quels que soient les paramètres de l’hélice.

Ces résultats constituent donc une première validation du modèle éléments finis 2D.

5.1.3 Limitation de l’hypothèse des petits déplacements

Dans cette section, l’hypothèse des petits déplacements est brièvement discutée. Pour

cela nous allons comparer les solutions obtenues par le modèle éléments finis 2D, qui est

linéaire, avec une solution analytique non-linéaire de la littérature.

On suit l’approche proposée dans le chapitre 20 de Wahl [1963]. Cette solution non-

linéaire, valable pour des déflexions importantes, se limite toutefois aux rapports de rayon

R/a importants (R/a ≥ 5) et aux angles d’hélice faible (α 6 25◦). Des nouvelles notations

sont utilisées. En abscence de sollicitation appliquée, l’angle et le rayon d’hélice sont notés

α0 et R0. Sous l’effet d’une déformation axiale ǫ, l’angle et le rayon d’hélice deviennent

respectivement α et R.

À l’aide d’une simple représentation géométrique de la structure hélicoïdale, la dé-

formation peut être exprimée sous la forme ǫ = (l sinα − l0 sinα0)/l0 sinα0, où l0 et l
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sont les longueurs curvilignes d’une spire dans les géométries non déformée et déformée

respectivement. On néglige l’élongation si bien que l ≃ l0 (Harings [1948] et Wahl [1963]).

Ceci nous permet de simplifier la déformation sous la forme ǫ ≃ sinα/ sinα0 − 1. L’angle

d’hélice déformé α s’obtient par :

α = arcsin((1 + ǫ) sinα0). (5.12)

Les moments de flexion et de torsion sont équilibrés par le produit entre le changement

de courbure et de torsion et les rigidités correspondantes :

TR sinα = −EIb△ κ, (5.13)

TR cosα = GIt△ τ, (5.14)

où ∆κ = cos2 α/R − cos2α0/R0 et ∆τ = sinα cosα/R − sinα0 cosα0/R0. Ib et It sont

les moments quadratiques respectivement selon les directions binormale et tangentielle

de Serret-Frenet. Pour des sections circulaires, Ib = It/2 = πa4/4. Les caractéristiques

matérielles sont définies par la densité ρ, le module d’Young E, le module de cisaillement

G = E/2(1 + ν) et le coefficient de Poisson ν.

En éliminant T des équations (5.13) et (5.14), on obtient le rayon d’hélice adimension-

nel R/a :

R/a =
(1 + ν) cos2 α+ sin2 α

(1 + ν) cos2 α0 + sinα0 cosα0 tanα
R0/a. (5.15)

  

Fig. 5.4 – Variation de R/a en fonction de la déformation ǫ pour R0 = 10a, α0 = 15◦.
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Fig. 5.5 – Variation de l’angle d’hélice α en fonction de la déformation appliquée ǫ pour

R0 = 10a, α0 = 15◦.

Afin d’évaluer les limites de validité du modèle éléments finis en petits déplacements,

une comparaison avec la solution non-linéaire de Wahl est effectuée. On limite cette com-

paraison pour le cas d’un ressort de rayon d’hélice initial R0 = 10a et d’angle d’hélice

initial α0 = 15◦. Ce cas test sera aussi considéré dans le chapitre 6 pour la validation du

modèle SAFE.

La figure 5.4 représente la superposition du rayon adimensionnel déformé R/a en

fonction de la déformation appliquée en utilisant le modèle éléments finis 2D et le modèle

non-linéaire de Wahl. À partir du modèle éléments finis 2D, le rayon déformé adimen-

sionnel R/a est calculé par la sommation du rayon initial adimensionnel R0/a avec le

déplacement normal adimensionnel du noeud central (R/a = R0/a+U cnt), où l’indice (.)c

est relatif au brin central. L’écart entre les deux modèles en terme de déplacement normal

(direction radiale) est important. Il dépasse 23% pour une déformation axiale de traction

de 40%. Néanmoins, l’écart relatif au rapport R/a entre les deux modèles est faible. Il

reste inférieur à 0.1% pour une déformation axiale de traction de 40%. Ceci nous permet

de dire que la géométrie déformée calculée à partir la solution linéaire du modèle éléments

finis est proche de celle calculée à partir du modèle non-linéaire.

La figure 5.5 représente la superposition des angles d’hélice déformée α en fonction de

la déformation appliquée calculés selon les deux modèles. L’écart entre les deux modèles

relatif à l’angle d’hélice n’est que de l’ordre de 3% pour une déformation axiale de traction

de 40%.

Si on compare les paramètres géométriques (R et α), on constate que l’écart entre les

deux modèles reste faible, même pour une élongation imposée importante de 40%.
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Fig. 5.6 – Variation de l’effort adimensionnel T ∗ en fonction de la déformation appliquée

ǫ pour R0 = 10a, α0 = 15◦.

La figure 5.6 représente la variation de l’effort résultant adimensionnel en fonction de

la déformation axiale. L’écart entre les efforts résultants, calculés d’une part à partir du

modèle éléments finis 2D qui est linéaire et d’autre part à partir du modèle non linéaire de

Wahl, reste relativement faible même pour une déformation axiale de traction importante

de 40% (inférieur à 6%).

En conclusion, la solution linéaire du modèle éléments finis 2D est relativement proche

de celle non-linéaire. En première approximation, elle pourra donc raisonnablement être

utilisée pour l’étude des guides d’onde dans le chapitre 6.

En ce qui concerne les structures d’angle α important et de rapport R/a faible (type

brin hélicoïdal de toron à sept brins), il n’existe pas de solution analytique non-linéaire

à notre connaissance dans la littérature. Toutefois, l’angle tendant vers π/2, les défor-

mations imposées sont en pratique faibles pour de telles structures (ǫ ∼ 1% au plus).

En première approximation, on peut supposer que les déplacements resteront petits et le

modèle éléments finis 2D sera utilisé.

Notons que les modèles analytiques, linéaires ou non-linéaires, du comportement sta-

tique des ressorts sont des modèles de poutre et la solution qu’ils donnent est celle de

l’axe neutre de la poutre. Un avantage des modèles éléments finis est qu’ils permettent de

donner l’état de déformation local sur la section de la structure.

À titre indicatif, les figures 5.7(a)-(c) représentent les déplacements locaux Unt, Ubt et

UZ sur la section obtenus pour le ressort de rayon initial R0 = 10a et d’angle d’hélice α0 =

15◦ soumis à une déformation axiale de traction de 40 %. Le champ de déplacement normal

Unt est symétrique par rapport à l’axe (y = 0). Par contre les champs de déplacement Ubt
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et UZ sont antisymétriques par rapport au même axe de symétrie. La figure 5.8 représente

la superposition de la géométrie initiale non déformée, en gris et de la géométrie déformée,

en noir après l’application d’une déformation axiale de 40%.

  

c)b)a)

x

y

Z

Fig. 5.7 – Déplacements locaux adimensionnels Unt, Ubt et UZ d’un ressort de rayon

R0 = 10a et d’angle α0 = 15◦ soumis à une déformation de 40%

  

Fig. 5.8 – Superposition des géométries initiale, en gris, et déformée, en noir d’un ressort

de rayon R0 = 10a et d’angle α0 = 15◦ soumis à une déformation de 40%

5.2 Structures multi-brins

Les structures multi-brins constituent une classe importante des composants du génie

civil. Parmi ces structures, on trouve les torons à sept brins qui sont constitués par une
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couche de brins hélicoïdaux enroulée autour d’un brin central droit. Ces torons représen-

tent l’élément de base le plus courant des câbles de génie civil. L’avantage majeur de cet

élément est sa capacité à supporter des chargements axiaux importants.

5.2.1 Modèles de référence

Le comportement statique des torons a été largement étudié dans la littérature. Pour

éviter les travaux expérimentaux spécifiques pour chaque toron, des modèles ont été

développés permettant de donner une estimation rapide de son comportement global.

Plusieurs modèles analytiques basés sur différentes hypothèses ont été développés et

présentés dans la littérature. Le modèle analytique de Costello [1977] est l’un des modèles

les plus connus pour la détermination du comportement global des torons. Un résumé des

différents modèles analytiques a été présenté dans l’article de Ghoreishi et al. [2007].

En complément des modèles analytiques, des modèles éléments finis tridimensionnels

linéaires ont été développés pour déterminer le comportement global des torons sous

l’effet d’une sollicitation donnée. Parmi ces travaux, on peut citer par exemple Ghoreishi

et al. [2007] où le comportement global d’un toron à sept brins soumis à une déformation

axiale (traction et torsion) a été étudié pour différents angles d’hélice Φ, variant de 2.5◦

à 35◦. Une approximation elliptique de la géométrie de la section des brins périphériques

a été utilisée. On suppose que le seul contact se produit entre le brin central et les brins

périphériques et qu’il n’y a pas de contact entre deux brins hélicoïdaux périphériques.

Cette hypothèse a été vérifiée dans les travaux de (Huang [1978]).

Dans le modèle 3D de Ghoreishi et al. [2007], le comportement global du toron ayant

une extrémité fixe est calculé de la manière suivante : un effort axial appliqué sur un toron

avec une rotation bloquée à l’autre extrémité permet de déterminer sa raideur axiale notée

kǫǫ par calcul de la déformation. Un moment de torsion appliqué en maintenant la longueur

initiale du toron permet de déterminer le raideur à la torsion notée kθθ par calcul de la

rotation. Un effort axial appliqué sur un toron avec une rotation libre à l’autre extrémité

permet de déterminer le premier terme de couplage, noté kθǫ par calcul de la rotation.

Finalement, le deuxième terme de couplage noté kǫθ est déterminé suite à un moment de

torsion appliqué sur un toron avec un déplacement axial libre de la deuxième extrémité,

par calcul du déplacement axial.

Pour des considérations générales, les raideurs axiale et de torsion ainsi que les termes

de couplages sont exprimés sous forme adimensionnelle, avec une barre (·), par :




kǫǫ = kǫǫ/(EπR2)

kθθ = kθθ/(EπR4)

kǫθ = kǫθ/(EπR3)

kθǫ = kθǫ/(EπR3)

, (5.16)

où R est le rayon d’hélice des brins périphériques.
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Dans la référence Ghoreishi et al. [2007], le modèle numérique a été comparé à plusieurs

modèles analytiques pour la raideur axiale kǫǫ, le terme de torsion kθθ et les termes de

couplages kǫθ et kθǫ. Puisque nous nous intéressons seulement aux déformations axiales

appliquées sur les torons, seule la raideur axiale kǫǫ et le terme de couplage kθǫ seront

présentés.

  

a)

  

b)

Fig. 5.9 – Variation de la raideur axiale et du terme de couplage adimensionnels en

fonction de l’angle d’hélice α pour R = 2a. Sur les courbes, l’angle d’hélice α utilisé dans

le papier de Ghoreishi et al. [2007] correspond à Φ dans cette étude.

La figure 5.9(a) représente la raideur axiale adimensionnelle kǫǫ obtenue à partir du

modèle éléments finis 3D et des modèles analytiques (Labrosse, Costello,...) pour différent

torons d’angle Φ variant de 2.5◦ à 35◦ et un rayon d’hélice R = 2a. Pour des angles

faibles (Φ ≤ 15◦), les résultats des différents modèles sont très proches. Les résultats du

modèle éléments finis 3D sont en bon accord avec ceux des modèles analytiques (l’er-

reur est généralement inférieur à 5%). Cet accord devient de moins bonne qualité avec

l’augmentation de l’angle.

L’évolution du terme de couplage en fonction de l’angle Φ a été présentée dans la figure

5.9(b). L’écart entre le modèle éléments finis et les modèles analytiques est faible pour

des torons d’angle faible (Φ ≤ 15◦). Au-delà de cette valeur, une différence significative

peut apparaître.

5.2.2 Validation

La détermination du comportement global des torons en utilisant le modèle éléments

finis 2D se fait de la manière suivante : on applique une déformation axiale ǫ (ET = 0). À

partir de la théorie d’homogénéisation hélicoïdale présentée dans le chapitre 3, le problème

3D se réduit à un problème 2D sur la section du toron.

Notons que la rotation est choisie bloquée (ϕ = ET = 0) et non pas libre parce que le
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système d’ancrage des structures hélicoïdales multi-brins est conçu de sorte que la rotation

à l’extrémité soit bloquée.
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y
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R

Fig. 5.10 – Maillage d’un toron à sept brins (R = 2a, Φ = 5◦)

Afin de déterminer l’effort et le moment résultants, on procède comme suit : on com-

mence par mailler la section du toron. Par exemple, pour un toron à sept brins de rayon

d’hélice R = 2a et d’angle Φ = 5◦, le maillage est présenté par la figure 5.10. On part d’un

maillage indépendant pour chaque brin du toron. On suppose un contact collant au points

de contact entre le brin central et les brins périphériques c’est-à-dire qu’il n’y a ni glisse-

ment, ni décollement, ni frottement. Des relations linéaires ont été imposées aux points

de contact entre brins central et périphérique. Ces relations expriment la continuité du

déplacement (uc = up). En pratique, ces conditions sont mises en oeuvre par condensation

des degrés de liberté. Ensuite on élimine les modes de corps rigide du toron correspondant

au déplacement axial UZ et à la rotation autour de eZ . Pour éliminer la rotation, il faut

bloquer le déplacement binormal Ubt d’un noeud appartenant à l’axe de symétrie de la

section (y = 0), mais pas au centre du toron. Puis, on applique la théorie d’homogénéisa-

tion hélicoïdale afin de déterminer les déplacements locaux en chaque noeud de la section.

Finalement on remonte à l’effort axial T et au moment de torsion M résultants suite à la

déformation axiale appliquée sur le toron à partir des équations (3.49) et (3.50).

Le comportement global d’un toron soumis à un déplacement axial à une extrémité

et encastré à l’autre extrémité s’écrit sous forme matricielle comme suit (voir équation

(3.28) et Ghoreishi et al. [2007]) :




T

M



 =


 kǫǫ kǫθ
kθǫ kθθ






ǫ

0



 . (5.17)
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Dans cette section nous présentons une comparaison du comportement global des

torons ayant différents angles en utilisant le modèle éléments finis 2D (du chapitre 3) avec

le modèle éléments finis 3D de Ghoreishi et al. [2007], présenté dans la section 5.2.1. Pour

avoir une comparaison directe des solutions, nous utilisons la même adimensionnalisation

que celle du modèle de référence. Les composantes adimensionnelles de la matrice raideur

sont données par l’équation (5.16). L’effort et le moment résultants s’écrivent sous forme

adimensionnelle comme suit :



T = T/(EπR2)

M =M/(EπR3)
. (5.18)

  

Fig. 5.11 – Raideur axiale adimensionnelle kǫǫ en fonction de l’angle d’hélice Φ

La figure 5.11 représente l’évolution de la raideur axiale des torons à sept brins kǫǫ
en fonction de l’angle d’hélice Φ allant de 2.5◦ à 35◦ avec un rayon d’hélice R = 2a. La

courbe interrompue représente la raideur axiale obtenue à partir du modèle éléments finis

3D de référence et la courbe continue représente la raideur axiale obtenue à partir du

modèle éléments finis 2D. Pour des angles d’hélice Φ inférieurs à 25◦, l’écart entre les

deux modèles reste limité (inférieur à 2%). Cet écart augmente avec l’augmentation de Φ

pour arriver jusqu’à 10% pour un toron d’angle d’hélice de 35◦.

L’évolution du terme de couplage kθǫ en fonction de l’angle d’hélice Φ allant de 2.5◦

à 35◦ avec un rayon d’hélice R = 2a a été présentée par la figure 5.12 (même légende que

la figure 5.11).

Pour des angles d’hélice Φ inférieurs à 8◦, les termes de couplage obtenus à partir

des deux modèles éléments finis 3D et 2D sont identiques. Pour des angles d’hélice plus

importants, l’écart entre les deux solutions est plus important mais il reste modéré et ne

dépasse pas 4%.
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Fig. 5.12 – Terme de couplage adimensionnel kθǫ en fonction de l’angle d’hélice Φ

L’écart observé entre les deux modèles sur les figure 5.11 et 5.12 peut s’expliquer par le

fait qu’on utilise un maillage difficile à comparer avec celui du modèle 3D. Pour un toron

d’angle Φ = 5◦, le modèle éléments finis 2D est composé de 1122 éléments triangulaires

et 2514 noeuds et le modèle de référence 3D est constitué de 72 éléments et 210 noeuds

sur la section avec des éléments quadratiques utilisés pour les deux modèles. L’écart peut

s’expliquer aussi par l’approximation elliptique de la section des brins périphériques qui

est considérée dans le modèle éléments finis 3D.

On peut conclure que le comportement global des torons décrit par le modèle éléments

finis 2D est en bon accord avec celui obtenu à partir du modèle éléments finis 3D de

référence. On a ainsi une deuxième validation du modèle éléments finis 2D.

5.2.3 Résultats pour un toron T15.7 (sept brins)

Le modèle éléments finis 2D de calcul statique a été validé pour des toron de rayon

d’hélice des brins périphériques égal à R = 2a. Cette structure n’est qu’une approximation

d’un vrai toron, où le rayon d’hélice des brins périphériques R doit être inférieur à 2a.

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à des torons de type T15.7.

Un toron à sept brins de type T15.7 est constitué d’un brin central droit de section

circulaire de rayon a = 2.7 mm entouré d’une couche de six brins hélicoïdaux de rayon

d’hélice R = 1.967 a et d’angle d’hélice Φ = 7.9◦. Les propriétés du matériau sont choisies

comme suit : E = 2.17e11Pa, ν = 0.28 et ρ = 7800kg/m3.

Pour le calcul de l’état statique local, nous utilisons le maillage présenté par la figure

5.13. Ce maillage est plus raffiné au niveau des points de contact que celui utilisé dans

la section 5.2.2 pour la validation statique. Notons que les seuls contacts entre les brins
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Fig. 5.13 – Maillage d’un toron T15.7 (R = 1.967a, Φ = 7.9◦).

se produisent entre le brin central et les brins périphériques et qu’il n’y a pas de contact

entre deux brins périphériques voisins.
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Fig. 5.14 – Déplacements locaux de la section du brin central d’un toron T15.7 soumis à

une déformation axiale de 0.6%

Soit un toron T15.7 soumis à une déformation axiale de traction de ǫ = 0.6% (ET = 0).

Après post-traitement selon les équations (3.49) et (3.50), on récupère un effort axial

résultant T = 193.2kN et un moment résultant M = 119.9N ·m. Le modèle éléments

finis permet de déterminer les déplacements locaux sur la section du toron. Les figures

5.14(a)-(c) représentent les déplacements normal Unt, binormal Ubt et tangentiel UZ du

brin central. Deux effets sont superposés sur ce brin droit : l’effet Poisson et l’effet des brins

périphériques s’aplatissant sur le brin central. L’effet Poisson se manifeste par la symétrie

du déplacement normal Unt par rapport à l’axe x = 0 (5.14(a)) et du déplacement binormal

Ubt par rapport à l’axe y = 0 (5.14(b)). L’effort appliqué par les brins phériphériques

hélicoïdaux se manifeste par la présence d’une petite variation de déplacements tangentiels

UZ aux points de contact (5.14(c)).

Les champs de déplacements normal Unt, présenté par la figure 5.14(a) et binormal

Ubt, présenté par la figure 5.14(b) du brin central sont antisymétriques par rapport à l’axe

x = 0 et y = 0 respectivement.
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Fig. 5.15 – Déplacements locaux de la section d’un brin périphérique hélicoïdal d’un toron

T15.7 soumis à une déformation axiale ǫ = 0.6%

À cause de la symétrie qui existe entre les six brins périphériques, la représentation des

déplacements des brins périphériques peut se limiter à un seul brin. La détermination des

déplacements des autres brins périphériques se fait par la symétrie de rotation qui existe

entre eux. Les figures 5.15(a)-(c) représentent les déplacements normal Unt, binormal Ubt
et tangentiel UZ d’un brin périphérique.

À partir des figures 5.15(b) et (c), on remarque que les champs de déplacement binor-

mal Ubt et tangentiel UZ du brin périphérique sont antisymétriques par rapport à l’axe de

symétrie (y = 0). Ceci est dû à la symétrie géométrique que possède ce brin périphérique

par rapport à cet axe.

La figure 5.16(a) représente le champ de déplacement sur la section du toron T15.7

soumis à une déformation axiale ǫ = 0.6%. Le caractère centripète des lignes de champ

de déplacement traduit l’effet Poisson.

  

a)

  

b)

Fig. 5.16 – Toron T15.7 soumis à une déformation axiale ǫ = 0.6%. (a) : champ de

déplacements. (b) : superposition des géométries initiale, en gris, et déformée, en noir

La figure 5.16(b) représente une superposition du maillage initial, en gris, et du mail-

lage actualisé de la section du toron après déformation, en noir. La géométrie actualisée
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est obtenue par déplacement des noeuds de la géométrie initiale des valeurs correspon-

dantes. On constate qu’il n’y a aucune différence entre les deux géométrie. Au plus fort

grossissement au niveau des points de contact entre le brin central et un brin périphérique

(5.17(a)), on constate qu’il y a interpénétration de noeuds entre le brin central et le brin

périphérique. Ce phénomène se produit parce qu’aucune relation n’a été imposée au voisi-

nage des points de contact initial. Par ailleurs, la figure 5.17(b) montre que sous l’effet

de la déformation axiale, la distance qui sépare deux brins périphériques voisins reste la

même et qu’il n’y a jamais de contact entre deux brins périphériques.

  

Paire de noeuds 
initialement en contact

Brin périphériqueBrin central

a)

  

b)

Fig. 5.17 – Superposition des géométries initiale, en gris, et déformée, en noir, d’un toron

T15.7 pour ǫ = 0.6% avec contact linéïque (interpénétration libre). (a) : grossissement au

point de contact, (b) : grossissement entre deux brins périphériques

Dans le paragraphe suivant, nous allons tenir compte du contact, de manière simplifiée,

de façon à ce qu’il n’y ait pas interpénétration.

5.2.4 Prise en compte simplifiée du contact

On a montré dans la section 5.2.2 que le modèle éléments finis est valide par rapport

à une référence où les mêmes hypothèses de contact sont faites (en l’occurrence contact

collant). Dans ce paragraphe, le contact est pris en compte dans le modèle afin de voir

son influence sur le comportement statique d’un toron.

La prise en compte du contact simplifié se fait de la manière suivante : on commence

par mailler la section du toron T15.7 (le même maillage que celui utilisé dans la section

5.2.3 - figure 5.13). On a au total six paires de noeuds en contact. Chaque paire est

composée d’un noeud du brin central et l’autre d’un brin périphérique. On impose les

continuités du déplacement entre les noeuds de chaque paire. La suite du raisonnement

sera faite pour une seule paire de noeuds en contact. On applique maintenant une partie

de la déformation totale à atteindre jusqu’à l’obtention du contact entre deux nouveaux

noeuds de part et d’autre de la paire de noeuds initialement en contact. On obtient au
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total 3 paires de noeuds en contact. Puis on actualise la géométrie par déplacement des

noeuds et on impose les continuités des déplacements sur ces trois paires de noeuds. On

obtient une nouvelle géométrie qui sera utilisée pour le calcul suivant. On applique de

nouveau une partie du reste de la déformation à atteindre jusqu’à l’obtention du contact

entre les deux paires de noeuds suivantes de part et d’autre des trois paires de noeuds déjà

en contact. Le nombre de paires de noeuds en contact s’élève alors à cinq. On réactualise la

géométrie et on impose la continuité du déplacement entre les nouveaux noeuds en contact.

On répète cette opération de façon incrémentale jusqu’à l’application de la totalité de la

déformation, où on obtient une géométrie déformée avec un ensemble de paires de noeuds

en contact entre le brin central et les brins périphériques.

  

Brin périphériqueBrin central

Paire de noeuds 
initialement en contact

a)

  

b)

Fig. 5.18 – Superposition des géométries initiale, en gris, et déformée, en noir, d’un toron

T15.7 pour ǫ = 0.6% en tenant compte du contact sans pénétration. (a) : grossissement

au point de contact, (b) : grossissement entre deux brins périphériques

Pour un toron T15.7 soumis à une déformation axiale de traction ǫ = 0.6%, la

géométrie déformée de la section du toron est semblable à la figure 5.16(b), pour laquelle

on ne peut pas différencier la géométrie initiale de celle déformée. Au plus fort grossisse-

ment au niveau des points de contact, présenté par la figure 5.18(a), on observe bien qu’il

n’y a plus d’interpénétration entre le brin central et les brins périphériques et qu’il existe

trois paires de noeuds en contact de part et d’autre de la paire de noeuds initialement en

contact. Ceci fait un total de sept paires en contact entre le brin central et chaque brin

périphérique.

En comparant les géométries déformées sans et avec prise en compte du contact sans

pénétration, présentés pas les figures 5.17(b) et 5.18(b), on remarque que la prise en

compte du contact n’a pas d’effet considérable sur la distance qui sépare deux brins

périphériques voisins.

Notons que pour une déformation axiale de traction ǫ = 0.6% appliquée sur un

toron T15.7, on récupère un effort résultant T = 192.7kN et un moment résultant

M = 119.3N ·m. Si on compare ces valeurs à celles calculées avec un contact linéïque, on
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constate que la prise en compte du contact n’a pas d’effet sur le comportement global du

toron T15.7. Ceci est conforme aux résultats obtenus dans Ghoreishi et al. [2007], où il

est montré que le comportement global d’un toron à sept brins est très peu sensible aux

hypothèses sur le contact. La conclusion serait différente si on s’intéressait aux contraintes

locales, qui sont extremales dans les zones de contact.

Nous verrons également que l’effet du contact sera considérable sur la propagation

des ondes, comme montré dans le chapitre 6. L’avantage de la méthode présentée ici est

qu’elle permet simplement de prendre en compte le contact entre le brin central et les

brins périphériques.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une validation du modèle éléments finis 2D,

développé au cours du chapitre 3, pour des structures hélicoïdales mono-brins (ressort) et

multi-brins (torons à sept brins). La limite de validité des petits déplacements a été briève-

ment étudiée pour les structures hélicoïdales mono-brins par comparaison de la solution

éléments finis avec celle d’un modèle non-linéaire. Des résultats ont été présentés pour le

cas d’un ressort et d’un toron. Dans le cas du toron T15.7, une prise en compte simplifiée

du contact entre le brin central et les brins périphériques a été faite afin d’éviter l’inter-

pénétration. Dans le prochain chapitre, nous présenterons les effets de précontrainte et de

déformation de la géométrie sur la propagation des ondes dans une structure hélicoïdale.
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Introduction

Dans le chapitre précédent et à partir d’un modèle éléments finis 2D, nous avons

déterminé les déplacements locaux et la géométrie déformée suite à un chargement axial

appliqué sur un guide d’onde hélicoïdal mono-brins et multi-brins. Ces résultats vont être

introduits dans le modèle SAFE (chapitre 4) en terme de précontrainte et de géométrie

déformée pour déterminer les modes de propagation sous l’effet de ce chargement.

Nous présentons dans ce chapitre une validation du modèle SAFE pour des guides

d’onde hélicoïdaux mono-brins (ressorts) et multi-brins (torons à sept brins) soumis à

une sollicitation axiale. La validation du guide mono-brin est faite par comparaison des

courbes de dispersion avec celles d’un modèle de référence basé sur la théorie des poutres,

décrit en Annexe B.

Concernant les torons à sept brins, des résultats expérimentaux issus de la littérature

ont montré l’existence d’une bande de fréquence où le mode ayant la vitesse la plus rapide

(de type compression) ne semble plus se propager. Cette bande de fréquence se décale vers

les hautes fréquences pour un toron soumis à une déformation axiale de traction. Dans les

simulations, nous supposons un contact collant entre les brins. Nous rappelons d’abord

des résultats obtenus par le modèle SAFE dans le cas des torons non-précontraints. Nous

présentons ensuite les résultats obtenus sous chargement axial, en tenant compte à la fois

des effets de précontrainte et de déformation de la géométrie. Ces résultats montrent que

l’hypothèse d’un contact linéïque entre le brin central et les brins périphériques ne permet

par de décrire correctement le comportement des ondes guidées dans un toron précon-

traint. Une prise en compte simplifiée du contact, sans interpénétration, permet d’obtenir

un décalage de la bande de fréquence "manquante" en adéquation aves les observations

expérimentales.

6.1 Guides mono-brins

Nous commençons par l’étude des guides d’onde mono-brins. Nous nous intéressons à

des guides hélicoïdaux de section circulaire de rayon a. R et α désignent respectivement

le rayon et l’angle d’hélice. La longueur du guide est supposée infinie. La propagation des

ondes élastiques dans un tel guide a été étudiée dans la littérature. Dans ce cadre, on

peut citer les travaux de Treyssède [2007, 2008] permettant de déterminer les modes de

propagation dans un guide hélicoïdal par les méthodes de Floquet et SAFE.

Ces guides d’onde sont généralement soumis à des sollicitations axiales. Dans ces

travaux de thèse, nous avons développé un modèle éléments finis 2D (SAFE) permet-

tant de déterminer les modes de propagation dans un guide d’onde hélicoïdal soumis à

une déformation axiale. À notre connaissance, il n’existe pas de modèle général dans la li-

ttérature permettant de déterminer les modes de propagation d’un guide d’onde hélicoïdal
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précontraint. Dans ces travaux de thèse, nous avons aussi étudié cet effet de précontrainte

sur la propagation d’onde dans des guides mono-brins modélisés par des poutres hélicoï-

dales (Frikha et al. [2011], voir article en Annexe B). Ces travaux seront considérés par

la suite comme modèle de référence pour la validation du modèle SAFE.

L’étude des modes de propagation d’un guide d’onde revient à déterminer ses courbes

de dispersion. Elles peuvent être présentées sous la forme de courbe de fréquence en fon-

ction du nombre d’onde, vitesse de phase en fonction de la fréquence, vitesse de groupe (ou

vitesse de l’énergie pour les matériaux possédant de l’atténuation matérielle) en fonction

de la fréquence.

Dans la suite de la section 6.1, les paramètres R et α seront donnés dans la configu-

ration de référence non-précontrainte.

6.1.1 Modulation du nombre d’onde

Pour un guide d’onde hélicoïdal mono-brin, les systèmes de coordonnées hélicoïdales et

tournant peuvent être utilisés pour déterminer ses courbes de dispersion. Afin de comparer

les courbes de dispersion obtenues dans ces deux systèmes, une transformation du nombre

d’onde et de la vitesse doit être effectuée pour les représenter dans un même repère. Par

exemple, pour comparer les courbes dans le repère hélicoïdal, on doit multiplier par L/l

le nombre d’onde calculé dans le système tournant (Treyssède and Laguerre [2010]), où L

et l désignent les longueurs droite et curviligne d’un pas d’hélice.

Dans ce paragraphe, on suppose que le guide hélicoïdal mono-brin n’est soumis à

aucune sollicitation statique. Dans ce cas, une validation du modèle SAFE a été faite

pour ces structures dans le papier de Treyssède [2008]. Cette validation est basée sur une

comparaison des courbes de dispersion calculées à partir du modèle SAFE avec celles

calculées à partir d’un modèle de poutre hélicoïdale (voir Annexe de Treyssède [2007]).

Notons que ce modèle de poutre est un cas particulier de celui développé dans Frikha

et al. [2011] car il ne tient pas compte des effets de précontrainte.

On commence par présenter les courbes de dispersion, fréquence adimensionnelle ωa/cs
en fonction du nombre d’onde adimensionnel ka, d’un guide d’onde hélicoïdal de paramètres

R = 10a et α = 15◦ calculées à partir du modèle SAFE (figure 6.1). Les courbes grises

représentent les courbes de dispersion déterminées dans le système de coordonnées tour-

nant. Les courbes noires représentent les courbes de dispersion déterminées dans le système

hélicoïdal.

Les figures 6.2(a)-(b) représentent les courbes de dispersion pour des bandes de fré-

quences adimensionnelles de [0; 0.25] et [0; 0.005] respectivement. Les courbes grises sont

déterminées après modulation des courbes calculées à partir du modèle SAFE dans le

système de coordonnées tournant (multiplication du nombre d’onde ka par L/l). Les

courbes noires sont déterminées à partir du modèle de poutre hélicoïdale dans le système de
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Fig. 6.1 – Courbes de dispersion pour ωa/cs ∈ [0; 0.25]. Guide d’onde hélicoïdal avec

R = 10a, α = 15◦, ǫ = 0. Courbes grises : système de coordonnées tournant. Courbes

noires : système de coordonnées hélicoïdales.

coordonnées hélicoïdales (cf. Annexe de Treyssède [2007]). On constate qu’il n’y a aucune

différence entre les deux calculs. Ceci prouve la bonne concordance des résultats obtenus

par le modèle SAFE et le modèle de poutre hélicoïdale dans le système de coordonnées

tournant.

En conclusion, une multiplication du nombre d’onde par L/l permet de transformer

les courbes de dispersion décrites initialement dans le système de coordonnées tournant

vers le système de coordonnées hélicoïdales. Inversement, une multiplication du nombe

d’onde par l/L permet de transformer les courbes de dispersion décrites initialement dans

le système de coordonnées hélicoïdales vers le système tournant.

Dans la suite de la section 6.1, les courbes de dispersion seront calculées à partir d’un

modèle SAFE dans le système tournant mais représentées dans le repère hélicoïdal.

6.1.2 Modèle de référence avec précontrainte

L’effet de la précontrainte sur la propagation des ondes élastiques dans les poutres

hélicoïdales a été étudié au cours de cette thèse. Le travail correspondant est détaillé dans

le papier de Frikha et al. [2011] (cf. Annexe B). Le modèle est basé sur les équations

de la dynamique des poutres hélicoïdales de Timoshenko de section circulaire soumises

à un chargement axial P (équations (1)-(12) du papier). Afin de réduire le nombre de

paramètres, ces équations sont écrites sous forme adimensionnelle avec a et a/cs comme

longueur et temps caractéristiques. L’application d’une transformée de Fourier spatiale

selon l’axe hélicoïdal permet de remplacer tout ∂/∂s par ik, où s et k désignent respec-
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a)

  

b)

Fig. 6.2 – Courbes de dispersion pour R = 10a, α = 15◦, ǫ = 0. Courbes noires : modèle

de poutre (système hélicoïdal). Courbes grises : modèle SAFE après modulation. (a) :

ωa/cs ∈ [0; 0.25]. (b) : ωa/cs ∈ [0; 0.005]

tivement la variable axiale et le nombre d’onde axial. Finalement on obtient un système

aux valeurs propres 6 × 6 qui relie le nombre d’onde adimensionnel ka à la fréquence

adimensionnelle ωa/cs.

Il est montré que la propagation des ondes élastiques dans une poutre hélicoïdale

soumise à un chargement axial ne dépend que de quatre paramètres adimensionnels,

donnés par l’angle d’hélice α, le rayon d’hélice R/a, le chargement P/πρa2c2s (ou la défor-

mation axiale ǫ) et le coefficient de Poisson ν.

Le système aux valeurs propres obtenu se résout soit en fixant la fréquence adimen-

sionnelle ωa/cs pour chercher le nombre d’onde adimensionnel ka ou inversement. Pour

ωa/cs donné, on obtient 12 nombres d’onde. Les nombres d’onde réels et imaginaires cor-

respondent respectivement à des modes propagatifs et évanescents qui apparaissent en

paires de signes opposés. Les nombres d’onde complexes correspondent à des modes inho-

mogènes qui apparaissent en quadruple de conjugués complexes de signes opposés. Si on

s’intéresse seulement aux modes propagatifs, on fixe le nombre d’onde ka pour chercher

la fréquence ωa/cs. Le problème aux valeurs propres est alors linéaire en (ωa/cs)2 et 6

fréquences propres positives ωa/cs sont obtenues pour chaque nombre d’onde ka.

Pour un chargement nul (P = 0), ce modèle dégénère bien en celui présenté dans

l’Annexe de Treyssède [2007] .

Notons que ces modèles de poutres hélicoïdales sont limités aux poutres de rayon de

courbure important comparé au rayon a (Wittrick [1966], Treyssède [2007], Frikha et al.

[2011]).

La détermination des modes de propagation se fait par rapport à la géométrie défor-

mée. Cet état statique déformé sous l’effet du chargement appliqué est calculé à partir du

modèle analytique non-linéaire de Wahl développé dans la sous section 5.1.3. Comme pré-
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cisé auparavant dans la section 5.1, ce modèle est valable pour les structures hélicoïdales

d’angle d’hélice faible α ≤ 25◦ et de rapport R/a ≥ 5 (type ressort).

  

a)

  

b)b)

Fig. 6.3 – Courbes de dispersion pour R = 10a, α = 15◦ obtenues à partir du modèle de

référence. Courbes grises : ǫ = 0. Courbes noires : ǫ = 40%. (a) : ωa/cs ∈ [0; 0.25]. (b) :

ωa/cs ∈ [0; 0.005].

Dans le papier de Frikha et al. [2011], l’effet d’un chargement axial sur la propagation

des ondes élastiques dans les poutres hélicoïdales a été étudié pour différentes bandes

de fréquences et pour différents paramètres d’hélice. Dans cette section, on se limite au

cas d’une déformation axiale appliquée ǫ = 40% sur un guide hélicoïdal de paramètres

R = 10a et α = 15◦. Les figures 6.3(a) et (b) superposent les courbes de dispersion

(fréquence ωa/cs en fonction du nombre d’onde ka) d’un guide non-précontraint (ǫ = 0),

en gris, et précontraint (ǫ = 40%), en noir. Comme précisé dans Frikha et al. [2011],

l’effet de la précontrainte est minime en hautes fréquences. Il n’est significatif que sur

les quatre premiers modes propagatifs situés en basses fréquences. Ceci peut être observé

sur la figure 6.3(a), où un faible écart est observé entre les courbes de dispersion sans et

avec précontrainte dans la bande de fréquence de [0; 0.25]. Cet écart est plus important

en très basses fréquences ([0; 0.005]) et peut être observé sur la figure 6.3(b). Le mode de

flexion qui oscille dans la direction normale (mode 2 dans le papier) est plus sensible au

chargement. Les courbes de dispersion de ce mode se décalent vers les hautes fréquences

sous l’effet d’un chargement de traction et vers les basses fréquence sous un chargement

de compression.

6.1.3 Validation avec précontrainte

Dans le chapitre 4, nous avons décrit le modèle SAFE permettant de déterminer les

modes de propagation d’une structure hélicoïdale soumise à une déformation axiale. À

partir du calcul statique présenté dans le chapitre 3, on détermine les déplacements locaux

ainsi que la géométrie déformée suite à une déformation imposée. Puis on remonte aux
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contraintes locales afin de calculer la matrice des contraintes [σ0] (voir équation (2.60)).

Cette matrice représente l’effet de la contrainte statique dans la formulation SAFE (4.6).

La prise en compte de la géométrie déformée se fait par l’intégration de la formulation

SAFE (4.6) sur la section de la géométrie déformée S0 obtenue après calcul statique.

Nous présentons ici une validation du modèle SAFE pour les guides hélicoïdaux mono-

brins de type ressort.

Soit un guide d’onde hélicoïdal de rayon d’hélice R = 10a et d’angle d’hélice α = 15◦

soumis à une déformation axiale de traction ǫ = 40%. Le maillage de la section normale à

l’axe eZ est présenté sur la figure 5.2(c). En abscence d’atténuation matérielle, les courbes

de dispersion (ωa/cs en fonction de ka) de ce guide d’onde sont illustrées par les figures

6.4(a) et (b). Les courbes grises et noires sont déterminées respectivement à partir du

modèle de référence de poutre hélicoïdale décrit dans la section 6.1.2 et du modèle SAFE.

On constate qu’il y a un très bon accord entre les deux modèles.

Pour ka ∈ [0.1; 0.15], on remarque l’existence d’un faible écart en basses fréquence

entre la solution du modèle SAFE et celle de référence (voir figure 6.4(b)). Cet écart

peut s’expliquer par le fait qu’on a une solution statique non-linéaire dans le modèle de

référence alors qu’elle est linéaire dans le modèle éléments finis (un écart entre les deux

solutions statiques linéaire et non-linéaire a bien été observé dans la section 5.1.3). Cet

écart peut s’expliquer aussi par le fait qu’on a des conditions aux limites à rotation libre

pour le calcul statique dans le modèle de référence (Wahl [1963]) alors que la rotation est

bloquée dans le modèle éléments finis.

Signalons que le cas particulier étudié ici correspond à une situation extrême, pour

laquelle un chargement important est appliqué sur une hélicoïde d’angle Φ important (type

ressort). Du point de vue de la validation du modèle numérique, le cas des hélicoïdes mises

en jeu dans les torons apparaît moins contraignant (chargement de quelques % au plus,

angles Φ faibles).

  

a)

  

b)

Fig. 6.4 – Courbes de dispersion pour R = 10a, α = 15◦, ǫ = 40%. Courbes grises : modèle

de référence. Courbes noires : modèle SAFE. (a) : ωa/cs ∈ [0; 0.25]. (b) : ωa/cs ∈ [0; 0.005].
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6.1.4 Effet de la réactualisation de la géométrie

Dans les résultats présentés dans la section 6.1.3, les effets de la précontrainte et de la

déformation de la géométrie ont été pris en compte. Dans cette section, nous nous intéres-

sons à évaluer l’influence de la précontrainte [σ0] par rapport à celle de la déformation de

la géométrie. Les figures 6.5(a) et (b) comparent les courbes de dispersion d’un guide de

géométrie déformée (ǫ = 40%) en tenant compte de la précontrainte (courbes noires) et

en la négligeant (courbes grises). On constate que la précontrainte a un effet qui ne peut

être négligé.

Pour une même déformation appliquée et pour un même rayon d’hélice, l’effet de la

précontrainte est plus important avec l’augmentation de l’angle d’hélice. Ce phénomène

peut être observé en comparant les figure 6.5(a) et (b) pour des angles de α = 15◦ et

α = 25◦ respectivement.

En conclusion, les effets de la précontrainte et de la déformation de la géométrie

doivent être tous les deux considérés pour représenter correctement la propagation des

ondes élastiques dans des guides hélicoïdaux soumis à un chargement axial.

  

a)

  

b)

Fig. 6.5 – Courbes de dispersion d’un guide hélicoïdal de géométrie déformée (R = 10a,

ǫ = 40%). Courbes noires : avec prise en compte de la précontrainte. Courbes grises : en

négligeant la précontrainte. (a) : α = 15◦, (b) : α = 25◦.

6.2 Guides multi-brins

Dans cette section, nous présentons des résultats concernant la propagation des ondes

élastiques dans des guides d’onde multi-brins. Nous nous intéressons aux torons à sept

brins T15.7, très répandus dans les câbles de génie civil.
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6.2.1 Repères bibliographiques

En raison de la complexité du phénomène de propagation des ondes élastiques dans

des guides multi-brins, le modèle du cylindre infini a été considéré en première approxima-

tion. Cependant, des résultats expérimentaux obtenus par Kwun et al. [1998], Laguerre

et al. [2002a] et Laguerre et al. [2002b] montrent que les courbes de dispersion obtenues

ne décrivent pas correctement la propagation des ondes dans les guides multi-brins. En

comparant la vitesse d’énergie du premier mode de compression dans un toron à sept brins

à celle d’un cylindre, ces auteurs constatent l’existence d’une bande de fréquence dans le

toron où le mode ne semble pas se propager. Ce phénomène ne se produit pas dans le cas

du cylindre. Cette bande "manquante", appelée aussi "notch frequency", varie en fonction

du diamètre du toron. Elle est située autour de 67kHz pour un toron de diamètre 15.7mm

(voir figure 6.6 - Laguerre et al. [2002a]). Afin de mieux comprendre ce phénomène, un

modèle numérique de propagation des ondes élastiques dans les torons, basé sur la méthode

SAFE, a été proposé par Treyssède and Laguerre [2010]. Une comparaison avec l’expé-

rience des résultats numériques obtenus en vitesse d’énergie a été présentée. Ces auteurs

ont notamment pu retrouver numériquement cette bande de fréquence qui est située au-

tour de 67kHz pour un toron de diamètre 15.7mm non-précontraint. Cette comparaison

a permis de valider le modèle SAFE pour les torons à sept brins non-précontraints pour

ce type de mode et dans la bande de fréquence considérée.

Les structures multi-brins sont conçues pour supporter des chargements importants.

Afin de voir l’effet de ce chargement sur la propagation des ondes élastiques dans un toron

à sept brins, des études expérimentales ont été menées. On peut citer par exemple les

travaux de Kwun et al. [1998] qui présentent l’effet de mise en tension d’un toron à sept

brins. Une comparaison des diagrammes temps-fréquence de l’ensemble du toron, d’un

brin central et d’un brin hélicoïdal a été faite. L’apparition d’une bande de fréquence où

le premier mode de compression ne se propage plus a été constatée pour différents niveaux

de chargement de traction. Il est montré que cette bande de fréquence varie linéairement

en fonction de Log(T ), où T est le chargement. Laguerre et al. [2002b] ont présenté une

étude expérimentale sur un toron à sept brins pour différents niveaux de chargements

axiaux appliqués, de 2%, 10% et 60% de la limite à la rupture. Les diagrammes temps-

fréquence sont présentés sur la figure 6.6 (Laguerre et al. [2002b]). On constate que la

bande de fréquence "manquante", qui est située autour d’une fréquence de 67kHz pour

un toron non précontraint de 15.7mm de diamètre, se décale vers les hautes fréquences

pour se situer autour de 88kHz sous un chargement axial correspondant à 60% de la

limite à la rupture.

Bien que la propagation des ondes dans les torons précontraints ait été étudiée ex-

périmentalement, il ne semble pas exister de modèles dans la littérature qui permettent

de retrouver et d’expliquer les effets d’un chargement axial. C’est l’objectif principal de
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Fig. 6.6 – Diagramme temps-fréquence d’un toron T15.7 soumis à des charges correspon-

dant à 2%, 10% et 60% de la charge à la rupture.

cette thèse.

6.2.2 Résultats préliminaires sans chargement

On commence par présenter des résultats pour un toron T15.7 non précontraint. Ce

travail a été présenté dans le papier de Treyssède and Laguerre [2010].

Un toron T15.7 est composé d’un brin central droit de rayon a = 2.7mm et d’une

couche de six brins périphériques hélicoïdaux de rayon d’hélice R = 1.967a et d’angle

d’hélice Φ = 7.9◦. La section du toron T15.7 est égale à 150mm2. Il est constitué d’acier

précontraint de module d’Young E = 2.17e11Pa, de coefficient de Poisson ν = 0.28, de

masse volumique ρ = 7800kg/m3 et de limite à la rupture Rr = 2060MPa.

Le système de coordonnées tournant adéquat est celui possèdant une courbure κa = 0

et une torsion τa = 0.0705. Le maillage du toron T15.7 dans le plan de coupe Z = 0 est

présenté par la figure 5.13. Afin d’avoir une bonne convergence des résultats numériques, le

maillage a été raffiné au niveau des points de contact, aboutissant à 9297 degrés de liberté

au total. On rappelle qu’il n’y a pas de contact entre les brins périphériques (voir chapitre

5). Les seuls contacts se produisent entre le brin central et les brins périphériques. Pour

simplifier notre étude, ce contact est supposé collant c’est-à-dire qu’il n’y a ni glissement,

ni décollement, ni frottement. Ceci est équivalent à supposer un frottement infini. On

suppose donc la continuité des déplacements dans toutes les directions entre les paires de

noeuds en contact.

On suppose l’abscence d’atténuation matérielle. Dans ce cas, on a pu montrer dans la

sous section 4.4.4 l’égalité entre les vitesses d’énergie et de groupe. On se limite dans la
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suite à présenter uniquement la vitesse d’énergie.

Les résultats sont déterminés pour un nombre d’onde ka réel fixé dans une bande

de fréquence adimensionnelle de [0; 2]. La figure 6.7 représente les courbes de dispersion,

fréquence en fonction du nombre d’onde, d’un toron T15.7 non précontraint (courbes

noires) et de son brin central (courbes grises). Le comportement d’un toron en propagation

des ondes élastiques est complexe comparé à celui d’un cylindre droit.

  

Fig. 6.7 – Courbes de dispersion, fréquence en fonction du nombre d’onde. Courbes grises :

brin central. Courbes noires : toron T15.7 non précontraint.

  

Fig. 6.8 – Vitesse d’énergie en fonction de la fréquence. Courbes grises : brin central.

Courbes noires : toron T15.7 non précontraint.
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La figure 6.8 illustre la superposition des courbes de dispersion, la vitesse d’énergie

Ve/cs en fonction de la fréquence ωa/cs, d’un toron T15.7 (courbes noires) et de son brin

central (courbes grises). Le toron a un comportement plus complexe en raison de l’intera-

ction entre les brins. On constate l’apparition d’une bande de fréquence "manquante" pour

le mode le plus rapide (mode de type compression L(0, 1)) située autour d’une fréquence

adimensionnelle de 0.35, correspondant à 68kHz, ce qui est en bon accord avec les résultats

expérimentaux (67kHz). Ce phénomène est dû à la variation rapide des branches autour

de 0.35 et peut être observé dans la fenêtre de bas à droite de la figure 6.7. En fait,

la courbe ayant la vitesse la plus élevée de la figure 6.8 est composée de deux branches

distinctes, décrivant le comportement de deux modes distincts.

Une inspection visuelle des déformées modales a été effectuée afin d’identifier l’évo-

lution des deux branches - voir figure 6.9 (Treyssède and Laguerre [2010]). La figure 6.9

(a) montre la variation de la fréquence en fonction du nombre d’onde des branches du

bas et du haut, notées respectivement par 1 et 2. La figure 6.9 (b) montre la variation de

la vitesse d’énergie en fonction de la fréquence de ces branches. Le mode le plus rapide

correspond à la branche 1 en basses fréquences et à la branche 2 en hautes fréquences.

Le comportement de la branche 1 en basses fréquences (la portion 1a) est semblable au

mode de compression L(0, 1) du cylindre (cf. courbes grises des figures 6.7 et 6.8). Sa

vitesse d’énergie chute autour de la fréquence de coupure de la branche 2, proche de 0.35.

La branche 1 tend vers le mode de flexion du cylindre F (1, 1) (portion 1c) alors que la

branche 2 devient le mode de compression du cylindre L(0, 1) (portion 2c).

  

a)

1c

2c

2b2a

1a

1b

  

2c
1a

2a

1b

1c

b)

2b

Fig. 6.9 – Identification des branches des modes de type compression d’un toron T15.7

non précontraint (noires : branche 1, gris : branche 2). (a) : fréquence en fonction du

nombre d’onde. (b) : vitesse d’énergie en fonction de la fréquence.

Notons qu’une autre chute de la vitesse de la branche 2 peut être observée autour

d’une fréquence de ωa/cs = 1.7.

D’une façon similaire, la même tendance a été observée dans les tubes par Lowe et al.
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[1998], où les modes L(0, 1) et L(0, 2) jouent le rôle des branches 1 et 2. Dans les tubes,

le mode L(0, 1) en basses fréquences est le mode de type extension (correspondant au

mode S0 dans les plaques) ; sa vitesse d’énergie chute autour de la fréquence de coupure

du mode L(0, 2). Le mode L(0, 1) tend ensuite vers le mode de type flexion (A0 pour les

plaques), alors que le mode L(0, 2) devient un mode de type extension.

  

a)

  

b)

  

c)

  

b)

  

2)

  

f)

Fig. 6.10 – Déformées modales de la branche 1 calculées aux points 1a : (a),(d), 1b :

(b),(e) et 1c : (c),(f). (a),(b),(c) : partie réelle, (d),(e),(f) : partie imaginaire. Le maillage

gris correspond à la section non déformée.

La figure 6.10 illustre l’évolution de la déformée modale de la branche 1 calculée

aux points 1a, 1b et 1c. Ces points correspondent aux solutions (ka, ωa/cs, Ve/cs) =

(0.1, 0.16, 1.57), (0.31, 0.35, 0.11) et (1.34, 1.00, 0.95) respectivement. Les modes sont nor-

malisés par rapport à la matrice masse M . Entre les points 1a et 1b, on constate que la

déformée modale subit des transformations significatives. Au point 1c, elle devient plus

complexe et exhibe une combinaison d’un mouvement de flexion et de torsion. La figure

6.11 représente l’évolution de la déformée modale de la branche 2, calculée aux points

2a, 2b et 2c. Ces points correspondent aux solutions (ka, ωa/cs, Ve/cs) = (0.1, 0.36, 0.00),

(0.2, 0.37, 0.45) et (0.63, 1.00, 1.55) respectivement. En comparant les déformées modales

des points 1a (figure 6.10(a)) et 2c (6.11(c)), on constate que les branches 1 et 2 ont

permuté leurs déformées. Leur mouvement axial global confirme qu’il s’agit des modes

de type compression. Ces modes ne sont pas exactement similaires parce que les parties

réelles de leur déplacement axial sont de signes opposés.

Notons que la bande de fréquence "manquante" obtenue expérimentalement par Kwun

et al. [1998] est située autour de 80kHz. Ceci provient du fait que ces auteurs étudient

un toron de diamètre nominal 12.7mm avec un pas d’hélice de 220mm. Ceci donne un
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a)

  

b)

  

c)

  

b)

  

2)

  

f)

Fig. 6.11 – Déformées modales de la branche 2 calculées aux points 2a : (a),(d), 2b :

(b),(e) et 2c : (c),(f). (a),(b),(c) : partie réelle, (d),(e),(f) : partie imaginaire. Le maillage

gris correspond à la section non déformée.

angle d’hélice Φ = 6.9◦, proche de celui du toron T15.7. Pour un rayon de brin central

a = 2.16mm et un module d’Young E = 2.1e11Pa, la fréquence adimensionnelle 0.35

correspond à 83kHz sous forme dimensionnelle.

6.2.3 Résultats avec précontrainte

6.2.3.a Cas d’un contact linéïque

Nous avons déterminé dans la sous section précédente les modes de propagation d’un

toron à sept brins non-précontraint. Maintenant, nous calculons les modes de propaga-

tion d’un toron à sept brins sous chargement axial. Ces résultats seront comparés avec

l’expérience.

En présence d’un chargement axial appliqué sur le toron T15.7, des études expé-

rimentales ont été menées pour voir l’influence de cette précontrainte sur la propagation

des ondes. Dans les travaux de Laguerre et al. [2002b], il est montré que sous l’effet

d’un chargement axial de traction correspondant à 60% de la limite à la rupture, la

bande de fréquence "manquante" se décale vers les hautes fréquences pour se situer au

alentour de 88kHz (figure 6.6). Ce phénomène se manifeste en hautes fréquences, tandis

que l’effet du chargement sur les guides hélicoïdaux mono-brins n’est considérable qu’en

basses fréquences (< 2kHz). À partir de l’analogie avec les guides mono-brins, on ne

peut pas prévoir ce décalage de bande de fréquence "manquante" en tenant compte de la

précontrainte et de la déformation de la géométrie, de la même manière qu’on a abordé
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le guide mono-brins.

À partir de la solution statique présentée dans la section 5.2.3, une déformation axiale

de traction de 0.6% appliquée sur un toron T15.7 (ET = 0) produit un effort axial

résultant T = 193.2kN et un moment résultant M = 119.9N ·m. Si on divise l’effort

résultant par la section du toron qui est égale à 150mm2, on obtient une contrainte de

1288MPa. Cette valeur, représentant 62% de la limite à la rupture, correspond bien à

celle appliquée dans Laguerre et al. [2002b]. Par la suite, une déformation axiale de 0.6%

sera utilisée pour comparer les résultats expérimentaux obtenus sur le toron T15.7.

Dans la sous section 5.2.3, nous avons déterminé les déplacements locaux ainsi que

la géométrie déformée suite à une déformation axiale appliquée sur un toron T15.7. Un

contact linéïque est supposé entre le brin central et les brins périphériques. Après calcul

statique, on obtient une géométrie déformée dont le maillage est présenté dans des figures

5.16 et 5.17. Au niveau des points de contact, on constate l’interpénétration entre les brins.

Ce maillage est utilisé pour déterminer les modes de propagation du toron précontraint.

  

Fig. 6.12 – Vitesse de l’énergie d’un toron T15.7 soumis à ǫ = 0.6% en contact linéïque.

La figure 6.12 montre les courbes de dispersion, la vitesse d’énergie en fonction de

la fréquence. Dans ces résultats, on a pris en compte la précontrainte et la déformation

de la géométrie en contact linéïque entre le brin central et les brins périphériques. En

comparant ces résultats à ceux de la figure 6.8, on ne constate aucune différence en

hautes fréquences. La bande de fréquence "manquante" reste située autour de la fréquence

adimensionnelle 0.35. La seule différence est localisée en basses fréquences, zone pour

laquelle aucun résultat expérimental de référence n’est disponible. On peut conclure que

l’approximation de contact linéïque entre le brin central et les brins périphériques ne

permet pas de reproduire les résultats expérimentaux sur la propagation des ondes dans
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un toron T15.7 soumis à une déformation axiale d’extension.

6.2.3.b Prise en compte simplifiée du contact

On a montré dans le paragraphe précédent que la prise en compte de la précontrainte

et de la déformation de la géométrie avec une approximation de contact linéïque entre

brins ne permet pas de décrire correctement le comportement des ondes dans un toron

à sept brins soumis à une sollicitation axiale d’extension. Sous l’effet d’une déformation

axiale ǫ = 0.6%, une prise en compte simplifiée du contact est considérée afin d’éviter

l’interpénétration entre le brin central et les brins périphériques. La démarche est détaillée

dans la sous section 5.2.4. Le maillage de la section du toron déformé est présenté dans la

figure 5.18. Comme précisé auparavant, la différence entre cette géométrie et celle utilisant

un contact linéïque est localisée au niveau des points de contact.

  

Fig. 6.13 – Courbes de dispersion, fréquence en fonction du nombre d’onde, d’un toron

T15.7 soumis à ǫ = 0.6% avec prise en compte du contact sans interpénétration

Les figures 6.13 et 6.14 illustrent les variations de la fréquence adimensionnelle ωa/cs
en fonction du nombre d’onde ka et de la vitesse d’énergie Ve/cs en fonction de ωa/cs.

On constate l’existence du même phénomène de bande de fréquence "manquante" pour la

vitesse d’énergie la plus élevée. Pour une extension de ǫ = 0.6%, cette bande de fréquence

"manquante" s’est décalée autour d’une fréquence adimensionnelle de 0.443.

Comme dans le cas non chargé, ce phénomène correspond à deux modes de type exten-

sionel intervertissant leur comportement. Ceci est illustré par les figures 6.15 et 6.16 mon-

trant les déformées modales aux points 1a et 2c (précisés sur la figure 6.14), correspondant

respectivement aux solutions (ka, ωa/cs, Ve/cs) = (0.1, 0.16, 1.58) et (0.60, 0.97, 1.57).
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1a 2c

Fig. 6.14 – Vitesse d’énergie d’un toron T15.7 soumis à ǫ = 0.6% avec prise en compte

du contact sans interpénétration.

  

a)

  

b)

Fig. 6.15 – Déformée modale de la branche 1 d’un toron soumis à une extension de 0.6%

calculée au points 1a. (a) : partie réelle,(b) : partie imaginaire. Le maillage gris correspond

à la section non déformée.

  

a)

  

b)

Fig. 6.16 – Déformée modale de la branche 2 d’un toron soumis à une extension de 0.6%

calculée au points 2c. (a) : partie réelle, (b) : partie imaginaire. Le maillage gris correspond

à la section non déformée.

Une fréquence adimensionnelle de 0.443 correspond à 86kHz pour un toron T15.7. Si

on compare cette valeur à celle d’environ 88kHz obtenue expérimentalement par Laguerre
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et al. [2002b], suite à l’application d’une précontrainte de 60% de la limite à la rupture

correspondant à 0.6% de déformation, on constate un bon accord.

Si l’on compare ces courbes de dispersion avec celles de la figure 6.12 obtenues en

contact linéïque, on peut conclure que le décalage de la bande de fréquence "manquante"

vers les hautes fréquences est essentiellement dû aux effets de contact.

Dans les travaux de Kwun et al. [1998], utilisant un toron d’angle d’hélice Φ = 6.9◦, de

rayon du brin central a = 2.16mm et un module d’Young E = 2.1e11Pa, il est montré que

la bande de fréquence "manquante" varie linéairement en fonction de Log(P ), où P est le

chargement exprimé en kg-force. Pour un chargement axial de traction de 13000 kg-force

appliqué sur ce toron et à partir de la figure 6 du papier Kwun et al. [1998], on obtient

une bande de fréquence "manquante" se situant au alentour de 108kHz. Un chargement

de 13000 kg-force correspond à une contrainte de 1316MPa, ce qui représente 61.3% de

la limite à la rupture (∼ 0.61% de déformation). Pour une déformation de 0.6%, la valeur

adimensionnelle de 0.443 correspond à une fréquence de 105kHz, ce qui concorde bien

avec celle trouvée expérimentalement par Kwun et al. [1998].

Notons que la validation du modèle de toron est limitée au phénomène de fréquence

"manquante" pour lequel des résultats expérimentaux sont disponibles.

Si on s’intéresse aux hautes fréquences et que l’on compare les courbes de dispersion

d’un toron non précontraint (figure 6.12) avec celles d’un toron soumis à une déformation

d’extension de 0.6% (figure 6.14), on constate un décalage des différentes branches des

courbes de dispersion vers les hautes fréquences sous l’effet d’un chargement axial de

traction. Pour les basses fréquences (< 0.1), il existe des différences significatives pour les

différentes branches. Le mode de torsion, ayant une vitesse adimensionnelle égale à 1 en

hautes fréquences, apparaît très sensible à l’effet du chargement. Cependant, ces résultats

nécessiteront d’être vérifiés expérimentalement.

La figure 6.17 illustre la variation de la fréquence centrale de la bande "manquante"

en fonction du chargement appliqué sur un toron de diamètre nominal égal à 12.7 mm.

Les valeurs expérimentales obtenues par Kwun et al. [1998] montrent que la fréquence

centrale de la bande "manquante" varie linéairement en fonction de Log(T ), où T est le

chargement axial appliqué. Pour des chargements respectifs de 1737, 2438, 8400 et 13000

kg-force, on obtient à partir du modèle SAFE une bande "manquante" située autour d’une

fréquence respective de 90.8, 93.8, 100.3 et 105 kHz. On constate un bon accord entre la

solution du modèle SAFE et les mesures expérimentales, avec un écart inférieur à 4%.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des résultats du modèle SAFE décrivant la

propagation des ondes élastiques dans des guides d’onde hélicoïdaux mono-brins (ressorts)
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Fig. 6.17 – Variation de la fréquence centrale de la bande "manquante" en fonction du

chargement appliqué sur un toron à sept brins de diamètre nominal égal à 12.7 mm

et multi-brins (torons à sept brins) soumis à une sollicitation axiale.

Une validation du modèle SAFE pour des guides d’onde mono-brins a été effectuée par

comparaison des courbes de dispersion avec celles du modèle de référence décrit en Annexe

B. Il est montré qu’une sollicitation axiale appliquée sur un guide d’onde hélicoïdal de type

ressort agit sur la propagation des ondes par l’effet de la précontrainte et la déformation

de la géométrie et qu’aucun des deux effets ne peut être négligé a priori. Il est aussi

montré que l’effet du chargement n’est significatif qu’en basses fréquences.

Pour la propagation des ondes élastiques dans un toron à sept brins, des résultats

expérimentaux de la littérature ont montré l’existence d’une bande de fréquence "man-

quante", où le mode ayant la vitesse la plus rapide (de type compression) ne semble plus

se propager. Cette bande de fréquence varie en fonction du chargement appliqué. En uti-

lisant un contact collant aux points de contact, on a pu retrouver à partir du modèle SAFE

cette bande de fréquence "manquante". En présence d’un chargement axial appliqué, il est

montré que l’hypothèse d’un contact linéïque ne permet pas de retrouver le phénomène

observé expérimentalement. Avec une prise en compte simplifiée du contact sans inter-

pénétration entre les brins, on a pu retrouver un décalage de la bande "manquante" vers

les hautes fréquences en adéquation avec les données expérimentales disponibles dans la

littérature.
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Synthèse et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons proposé un modèle numérique capable de décrire la

propagation des ondes élasiques dans un guide hélicoïdal mono-brin et multi-brins soumis

à un chargement axial. Aucune restriction n’a été considérée quand à la géométrie et la

nature du matériau constitutif de la structure. Par conséquent, la méthode s’applique à

des structures hélicoïdales invariantes par translation selon leur axe d’élancement.

Dans un premier temps, nous avons tout d’abord développé un modèle éléments finis

basé sur la théorie d’homogénéisation hélicoïdale permettant la réduction sur la section

(2D) du calcul de l’état précontraint. Ce modèle a été validé pour les structures hélicoïdales

mono-brins et multi-brins. Par simple comparaison des résultats du modèle du calcul

statique avec ceux d’un modèle analytique pour le cas des ressorts, on a pu montrer la

bonne concordance entre les deux solutions. Le modèle du calcul statique a aussi été validé

pour les torons à sept brins par comparaison des résultats avec ceux d’un modèle éléments

finis 3D de référence de la littérature.

Dans un second temps, nous avons développé la méthode des éléments finis semi-

analytique (SAFE) permettant d’étudier la propagation des ondes élastiques dans un

guide hélicoïdal précontraint.

De façon similaire au modèle de calcul de l’état précontraint statique, le modèle SAFE

a été validé pour des guides d’onde mono-brins et multi-brins. Un bon accord est obtenu

entre les courbes de dispersion d’un guide d’onde hélicoïdal de type ressort calculées à

partir du modèle SAFE avec celles du modèle de poutre de Timoshenko hélicoïdale. Il

est montré que l’effet d’un chargement axial n’est significatif qu’en basses fréquences,

où l’approximation de poutre de Timoshenko reste valide. Cet effet se manifeste par la

précontrainte et la déformation de la géométrie et aucun des deux phénomènes ne peut

être négligé en général.

Pour les torons à sept brins, il est montré expérimentalement l’existence d’une bande

de fréquences "manquante" ("notch frequency"). Cette bande se décale vers les hautes

fréquences sous un chargement axial de traction. En considérant un contact collant entre

le brin central et les brins périphériques, le modèle SAFE permet de reproduire quali-

tativement le phénomène de bande "manquante". Ce phénomène se traduit par la vari-

ation rapide de la vitesse d’énergie de deux modes de type compression autour de cette
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fréquence. Le même phénomène est observé pour différents chargements.

En tenant compte de la précontrainte, de la déformation de la géométrie et du contact

sans interpénétration entre le brin central et les brins périphériques, le modèle SAFE

permet aussi de reproduire quantitativement la variation de la fréquence centrale de la

bande "manquante" en fonction du chargement appliqué. Ce décalage est en très bon

accord avec les résultats expérimentaux.

En conclusion, un premier apport de ce travail a été le développement d’un modèle

de calcul statique réduit sur la section capable de déterminer l’état précontraint d’une

structure hélicoïdale soumise à un chargement axial. Une autre contribution de ce travail

a été le développement d’un modèle permettant de décrire la propagation des ondes dans

une poutre hélicoïdale sous chargement axial. Notre apport principal a été la mise en

oeuvre d’un outil numérique permettant d’évaluer l’effet d’un chargement axial sur un

guide d’onde hélicoïdal mono-brin et multi-brins. Ce modèle permet de reproduire qual-

itativement et quantitativement le phénomène de bande "manquante" pour des torons à

sept brins sous chargement axial.

Le bon accord sur la bande "manquante" obtenu entre modèle SAFE et l’expérience

constitue une première validation de ce modèle. Cette validation est limitée aux modes de

type compression ayant la vitesse d’énergie la plus élevée. Les résultats numériques font

apparaître d’autres phénomènes sous l’effet du chargement pour d’autres types de modes,

en particulier en basses fréquences. La démarche envisagée en premier lieu pour poursuivre

nos travaux est donc de compléter la validation expérimentale du modèle SAFE sans et

avec précontrainte pour d’autres types de modes et d’autres fréquences et d’extraire les

modes les plus sensibles au chargement. Ainsi, nous pourrons compléter la compréhension

et l’analyse de propagation des ondes élastiques dans un toron à sept brins.

Il est aussi possible d’étendre nos travaux pour d’autres géométries de câbles (torons

multi-couches, multi-torons,...). La même démarche que celle d’un toron à sept brins doit

être effectuée. En particulier, ceci nécessite la vérification de l’invariance par translation

du câble considéré dans le système de coordonnées tournant.

D’autre part, les câbles de génie civil sont souvent noyés dans un matériau enrobant

(coulis de ciment,...). Pour se rapprocher encore de cette réalité, il sera nécessaire d’intro-

duire l’effet de cet enrobé dans le modèle SAFE, notamment en vue d’obtenir l’atténuation

par fuite des modes au cours de la propagation. Le développement d’un tel modèle néces-

sitera aussi une validation expérimentale.

Enfin une autre perspective de ce travail de thèse pourra consister à l’analyse de

l’interaction onde-défaut dans un toron à sept brins endommagé (cas d’un brin rompu

par exemple). La connaissance de la propagation des ondes élastiques dans un toron à sept

brins sain offre la possibilité de comparer son comportement à celui d’un toron présentant

un défaut et de savoir si le défaut peut être d’une part détecté et d’autre part localisé.
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Annexe A
Coordonnées curvilignes

Base covariante

Dans une base orthonormée (ex, ey, ez), un point M de l’espace est défini par un

vecteur position x. Ce vecteur est présenté par x = xex + yey + zez.

On considère un nouveau système de coordonnées (ξ1, ξ2, ξ3) tel que x, y et z sont

donnés en fonction des ξi (i = 1, 2, 3) comme suit :





x = x(ξ1, ξ2, ξ3)

y = y(ξ1, ξ2, ξ3)

z = z(ξ1, ξ2, ξ3)

(6.1)

En effectuant un changement de variable, on peut définir une nouvelle base, en général

non orthonormée, associée au système de coordonnées (ξ1, ξ2, ξ3) comme suit :

gi =
∂x
∂ξi
. (6.2)

La base (g1,g2,g3) s’appelle la base covariante associé aux système de coordonnées

(ξ1, ξ2, ξ3). La relation entre les vecteurs gi (i = 1, 2, 3) et eα (α = x, y, z) est donnée par

l’équation suivante :





g1

g2

g3





= [J ]T





ex
ey
ez




, (6.3)

où :

[J ] =




∂x

∂ξ1
∂x

∂ξ2
∂x

∂ξ3
∂y

∂ξ1
∂y

∂ξ2
∂y

∂ξ3
∂z

∂ξ1
∂z

∂ξ2
∂z

∂ξ3



. (6.4)
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Base contravariante

La base covariante (g1,g2,g3) donne naissance à une nouvelle base (g1,g2,g3), appelée

contravariante. Les vecteurs de cette base sont définis par :

gi · gj = δji . (6.5)

L’indice de bas ( respectivement de haut ) est utilisé pour les vecteurs correspondant

à la base covariante ( respectivement à la base contravariante ). Les composantes d’un

tenseur exprimé dans la base covariante sont des composantes contravariantes indicés en

haut et inversement. La relation entre les vecteurs gi (i = 1, 2, 3) et eα (α = x, y, z) est

donnée par l’équation suivante :





g1

g2

g3





= [J ]−1





ex
ey
ez




. (6.6)

Les vecteurs covariants et contravariants de la base (ex, ey, ez) , qui est une base

orthonormée, sont identiques. Les composantes covariantes et contravariantes d’un tenseur

écrit dans cette base sont donc aussi identiques. Donc on peut noter toute composante

dans la base (ex, ey, ez) par des indices en bas.

Ecriture d’un tenseur dans les bases covariante et con-

travariante

Soit u un vecteur quelconque. Ce vecteur s’écrit dans les bases covariante et contravari-

ante comme suit :

u = uigi = ujgj = uαeα , (i = 1, 2, 3 , α = x, y, z). (6.7)

Un tenseur d’ordre deux T s’écrit dans les bases covariante et contravariante sous la

forme suivante :

T = T ijgi ⊗ gj = Tijgi ⊗ gj = Tαβeα ⊗ eβ. (6.8)

Produit tensoriel

Soient deux vecteurs u et v exprimés dans la base contravariante. Le produit de ces

deux vecteurs s’écrit comme suit :

u · v = (uigi) · (vjgj) = uivjgij, (6.9)
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ou :

u · v = uigi · (vjgj) = uivj. (6.10)

Soient T un tenseur d’ordre quatre et S un tenseur d’ordre deux. Le produit de ces

deux vecteurs donne :

T · S = (T ijklgi ⊗ gj ⊗ gk ⊗ gl) · (Smngm ⊗ gn) = T ijklSln(gi ⊗ gj ⊗ gk ⊗ gn). (6.11)

Le produit double contracté de T et S est égal à :

T : S = (T ijklgi ⊗ gj ⊗ gk ⊗ gl) : (Smngm ⊗ gn) = T ijklSkl(gi ⊗ gj). (6.12)

Element de volume

Le volume d’intégration dans un système de coordonnées curvilignes est égal à :

dV = |g1 · (g2 ∧ g3)|dξ1dξ2dξ3 , |g1 · (g2 ∧ g3)| = det[J ]. (6.13)

Tenseur métrique covariant et contravariant

On défini les tenseurs métriques covariant gij et contravariant gij par :

gij = gi · gj , gij = gi · gj. (6.14)

Soient g et G les matrices des tenseurs métriques covariant et contravariant. Elles sont

données par :

g = [J ]T [J ] , G = g−1 = [J ]−1[J ]−T . (6.15)

Symboles de Christoffel

Le vecteur
∂gi
∂ξj

peut être exprimé comme une combinaison linéaire des vecteurs de la

base covariante comme suit :

∂gi
∂ξj

= Γ 1
ijg1 + Γ 2

ijg2 + Γ 3
ijg3 = Γ kijgk, (6.16)

où les coefficients Γ kij sont appelés symboles de Christoffel de deuxième espèce. L’équation

(6.16) peut être transformée sous cette forme :

Γ kij =
∂gi
∂ξj
· gk. (6.17)
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On peut montrer que les symboles de Christoffel peuvent être écrits seulement en

fonction des coefficients du tenseur métrique, comme suit :

Γ kij =
1
2
gkl(gjl,i + gil,j + gij,l). (6.18)

Tenseur gradient d’un vecteur

Soit un vecteur u. Le tenseur gradient de u est donné par l’équation suivante :

∇u = (ui,j − Γ kijuk)gi ⊗ gj. (6.19)
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Abstract

Helical structures are designed to support heavy loads, which can significantly affect the dynamic be-
haviour. This paper proposes a physical analysis of the effect of axial load on the propagation of elastic waves
in helical beams. The model is based on the equations of motion of loaded helical Timoshenko beams. An
eigensystem is obtained through a Fourier transform along the axis. The equations are made dimensionless
for beams of circular cross-section and the number of parameters governing the problem is reduced to four
(helix angle, helix index, Poisson coefficient, and axial strain). A parametric study is conducted. The effect
of loading is quantified in high, medium and low frequency ranges. Noting that the effect is significant in
low frequencies, dispersion curves of stretched and compressed helical beams are presented for different helix
angles and radii. This effect is greater as the helix angle increases. Both the effects of stress and geometry
deformation are shown to be non-negligible on elastic wave propagation.

Key words: helical, beam, load, deformation, wave, propagation.

1. Introduction

Helical structures are used in many engineering applications. Typical examples are helical springs,
widely used in automotive and aeronautic industry, and steel multi-wire cables, largely encountered in civil
engineering. These structures are usually subjected to large loads.

For the design of helical springs, several studies have been conducted to understand the dynamic be-
haviour and calculate the first vibration modes. First without considering the effect of applied loads, the
computation of vibration modes of helical beams with circular cross-section has been performed based on
analytical but approximate solutions [1], the finite element methods [2] or the assumed mode method [3] for
instance. Another approach is the transfer matrix method, employed in [4, 5]. An efficient numerical method
for predicting the natural frequencies of helical springs has been developed in [6]. The dynamic stiffness
method has been used by Pearson and Wittrick [7] to find an exact solution for vibration of helical springs
with the Euler-Bernoulli model. Lee and Thompson [8] used the same method, but with the Timoshenko
beam model.

However, the first vibration modes of helical springs corresponds to low frequency motions, which are
strongly affected by the presence of applied axial loads. The vibration analyses of springs have hence been
extended to account for load effects on the natural frequencies thanks to the finite element method [9], the
dynamic stiffness matrix [8] or the transfer matrix method, used in [10, 11]. However, as noticed in [12, 17],
Pearson’s equations [10] do not reduce to equations for simpler rods when load terms are included. All these

∗Corresponding author
Email address: fabien.treyssede@lcpc.fr (Fabien Treyssède )
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studies show the importance of considering axial loads, compressive in the analyses, for the computation of
natural frequencies.

As far as elastic wave propagation is concerned, the literature on helical waveguides is rather scarce.
An analytical beam model [13] as well as more general numerical approaches [14, 15] have been recently
proposed. In [16], a semi-analytical finite element method has also been proposed for the analysis of guided
wave propagation inside multi-wire helical waveguides, typically encountered in civil engineering. However,
these studies neglect the presence of applied loads, whose effect remains unexplored on guided waves.

The aim of this paper is to investigate the effect of axial loads on the propagation of guided modes in
helical waveguides. For simplicity, multi-wire waveguides are not considered and the model is based on the
equations of motion of Timoshenko loaded helical beams. Such a model is not valid at high frequencies,
when high order modes become propagating, but constitutes a first step and can serve as a reference solution
before the development of fully three-dimensional models, as done in [14, 15, 16] without loads. A space
Fourier transform along the helical axis is performed, yielding a wave propagation eigensystem whose zero
determinant corresponds to the dispersion relationship. The equations are made dimensionless for beams
of circular cross-sections. The problem is then governed by four parameters, which are the helix angle, the
dimensionless radius (helix index), the dimensionless axial load (axial strain) and the Poisson coefficient.

The applied loads act on the dynamics through two effects : the deformation of the geometry and the
stress generated inside the structure. Both effects are included in the present analysis. The deformed helix
parameters are calculated using a non-linear model.

A parametric study is conducted in order to highlight the effect of axial loads, compressive or tensile, on
waves for various helix angles and radii. Three frequency ranges are distinguished. A branch identification
of dispersion curves is given for a better physical understanding of the different modes existing in helical
waveguides. The effects of stress and deformation are also compared.

2. Model

2.1. Equations of motion for dynamics

One considers a helical beam with a circular cross-section of radius r. The helix centreline is defined by
its pitch angle α0 and radius R0 in the unloaded state. In the loaded state, the spring is subjected to a
static axial force P and the pitch angle and radius become α and R respectively (see Fig.1). The curvature
κ and torsion τ are given by κ = cos2 α/R and τ = sin α cosα/R. The Serret-Frenet basis (en, eb, et)
associated with the helix is shown in Fig.1, where en, eb and et respectively denote the normal, binormal
and tangent unit vectors. In this coordinate system, the static force is written as [0, P cosα, P sin α] and
the static moment as [0,−PR sin α, PR cosα]. P is taken positive when tensile.

In the framework of Timoshenko beam theory, the general equations governing the small perturbations
of a helical beam subjected to a static axial load P are given by the following set of 12 equations which
relate the forces and moments to the displacements and rotations [11, 12, 17] :

dun

ds
= τub − κut + φb +

Qn

GAn

, (1)

dub

ds
= −τun − φn +

Qb

GAb

, (2)

dut

ds
= κun +

Qt

EAt

, (3)

dφn

ds
= τφb − κφt +

Mn

EIn

, (4)

dφb

ds
= −τφn +

Mb

EIb

, (5)

dφt

ds
= κφn +

Mt

GIt

, (6)
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Figure 1: Helical spring under axial load

dQn

ds
= −ρAtω

2un − P sinα(
dφb

ds
+

1

GAn

dQn

ds
+ τφn − τ

Qb

GAb

)

+P cosα(
dφt

ds
− κφn + κ

Qb

GAb

) + τQb − κQt,

(7)

dQb

ds
= −ρAtω

2ub + P sin α(
dφn

ds
−

1

GAb

dQb

ds
− τφb − τ

Qn

GAn

+ κφt) − τQn, (8)

dQt

ds
= −ρAtω

2ut − P cosα(
dφn

ds
−

1

GAb

dQb

ds
− τφb − τ

Qn

GAn

+ κφt) + κQn, (9)

dMn

ds
= −ρInω2φn + Qb − PR cosα(

dφb

ds
+

1

GAn

dQn

ds
+ τφn − τ

Qb

GAb

)

−PR sinα(
dφt

ds
− κφn + κ

Qb

GAb

) + τMb − κMt,

(10)

dMb

ds
= −ρIbω

2φb − Qn + PR cosα(
dφn

ds
−

1

GAb

dQb

ds
− τφb − τ

Qn

GAn

+ κφt) − τMn, (11)

and
dMt

ds
= −ρItω

2φt + PR sin α(
dφn

ds
−

1

GAb

dQb

ds
− τφb − τ

Qn

GAn

+ κφt) + κMn. (12)

where ω is the frequency, s is the curvilinear coordinate along the helix, [un, ub, ut] denotes the dynamic
displacement vector. [φn, φb, φt] is the rotation vector. [Qn, Qb, Qt] and [Mn, Mb, Mt] are respectively the
dynamic internal force and moment vectors. In, Ib and It define the second moments of area of the section
about the Serret-Frenet directions. For a circular cross-section, In = Ib = It/2 = πr4/4. An, Ab and At

represent cross-sections defined by : An = Ab = γAt = γπr2, where γ = 6(1+ν)/(7+6ν) is the Timoshenko
shear coefficient. The material characteristics are the material density ρ , the Young modulus E, the shear
modulus G = E/2(1 + ν) and the Poisson coefficient ν.

Without axial load (P = 0), the above equations becomes identical to the equations presented by Wittrick
[1]. As stated by this author, it is assumed that the condition κ2It/At << 1 is satisfied, or equivalently
(κr)2 << 1, which means that the beam radius r must be rather small compared to the helix radius of
curvature 1/κ. Such a condition is usually fulfilled for springs. Also, it generally applies to helical wires
constituting civil engineering cables because of their large pitch angle (often close to π/2).
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2.2. Wave propagation eigensystem

In order to reduce the number of parameters, the variables of Eqs. (1)–(12) are made dimensionless.
r is chosen as the characteristic length and r/cs as the characteristic time where cs is the shear bulk
velocity defined by c2

s = G/ρ. Stars will be used to denote dimensionless variables. The dimensional and
dimensionless variables are related by :

s∗ =
s

r
, u∗

j =
uj

r
, φ∗

j = φj , Q
∗

j =
Qj

πρr2c2
s

, M∗

j =
Mj

πρr3c2
s

, j = n, b, t. (13)

First, Eqs. (7)–(12) are used to replace the forces and moments in Eqs. (1) to (6). This enables to obtain
a system of six linear equations, written in terms of the displacements and rotations. Then, the equations are
made dimensionless thanks to Eq. (13). A Fourier transform along the s-axis allows to replace ∂/∂s∗ with
iK, where K = kr denotes the dimensionless wavenumber along the s-axis. Finally, one gets the following
6 × 6 matrix system:

(A1 − Ω2
A2 − iKB + K2

C)U = 0. (14)

where Ω = ωr/cs is the dimensionless frequency and the eigenvectors U =
{

u∗

n u∗

b u∗

t φ∗

n φ∗

b φ∗

t

}T

contains displacement and rotation components in the Serret-Frenet basis. The matrices A1, A2, B and C

are given by :

A2 = diag(1, 1, 1, 1/4, 1/4, 1/2), (15)

C =

















γ + σs 0 0 0 0 0
0 γ + σs 0 0 0 0
0 −σc 2(1 + ν) 0 0 0

σδc 0 0 (1 + ν)/2 0 0
0 σδc 0 0 (1 + ν)/2 0
0 σδs 0 0 0 1/2

















, (16)

A1 =
[

A11 A12

]

, (17)

B =
[

B1 B2

]

, (18)

with the following submatrices :

A11 =

















c2(γs2 + 2(1 + ν)c2 + σs)/δ2 0 0
0 s2c2(γ + σs)/δ2 −sc3(γ + σs)/δ2

0 −sc3(γ + σs)/δ2 c4(γ + σs)/δ2

γsc/δ 0 0
0 sc(γ + σsc2)/δ −c2(γ + σsc2)/δ
0 σs3c2/δ −σs2c3/δ

















, (19)

A12 =

















γsc/δ 0 0
0 γsc/δ σsc2/δ
0 −γc2/δ −σc3/δ

γ + c2(1 + νs2)/2δ2 0 0
0 γ + (1 + ν)s2c2/2δ2 −(1 + ν)sc3/2δ2 + σc3

0 −(1 + ν)sc3/2δ2 c2((1 + ν)c2/2δ2 + σs)

















, (20)
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B1 =

















0 −c(2γs + σ(1 + s2))/δ c2(γ + 2(1 + ν) + σs)/δ
2sc(γ + σs)/δ 0 0

−c2(γ + 2(1 + ν) + 2σs)/δ 0 0
0 −(γ + σsc2) σc3

γ + 2σsc2 0 0
2σs2c 0 0

















, (21)

B2 =

















0 −γ −σc
γ 0 0
0 0 0
0 −(1 + ν)sc/δ (2 + ν)c2/2δ + σδs

(1 + ν)sc/δ 0 0
−(2 + ν)c2/2δ 0 0

















, (22)

where the parameters s, c, δ and σ are given by :

s = sin α, c = cosα, δ =
R

r
, σ =

P

πρr2c2
s

. (23)

The solution of Eq. (14) yields the propagation modes. Eqs. (14)–(22) show that wave propagation in
axially loaded helical beams is governed by α (the helix angle), δ (dimensionless helix radius or helix index),
σ (dimensionless axial load) and ν (Poisson coefficient). Hence, dispersion curves (K, Ω) only depends on
theses 4 dimensionless parameters.

For a given Ω, the eigenproblem (14) is quadratic in K. This problem can be recast into a generalised
linear eigensystem written for [UT KUT ]T in order to be solved by standard numerical solvers (see Tisseur
et al [18] for instance). One gets 12 wavenumbers. Purely real and imaginary wavenumbers correspond-
ing respectively to propagating and evanescent modes, appear in pairs of opposite signs. Fully complex
wavenumbers corresponding to inhomogeneous modes, appear in quadruples of complex conjugates and op-
posite signs. If interest is restricted to propagating modes only, one can set K (as a real wavenumber) and
determine Ω. The eigenproblem (14) is then linear for finding Ω2 and 6 positive eigenfrequencies are found
for each real wavenumber K. As a side remark, note that the eigenvalue problem (14) degenerates to that
presented in [14] (Appendix) in the unloaded case (σ = 0).

2.3. Deformed helical geometry

The eigenvalue problem (14) is written in terms of α and δ, which are the helix pitch angle and index
in the loaded state. Both are unknown and should be calculated provided the load, the initial angle α0

and index δ0 in the unloaded state. One considers a helical waveguide subjected to a given axial strain,
denoted ǫ. One has ǫ = (l sin α − l0 sin α0)/l0 sin α0, where l0 and l are the curvilinear length of one helix
step along the s-axis in the unloaded state and loaded state respectively. We follow the same approach
as the one proposed in Chapter 20 of [19], which proposes a non-linear solution for large deflection under
simplifying assumptions limited to sufficiently large index δ0 (typically, δ0 ≥ 5) and small pitch angle (which
will be supposed for the results of this paper) 1. Shearing strains are neglected. The stretching of the helix
centreline is neglected so that l ≃ l0 [19, 20]. Therefore, ǫ ≃ sinα/ sin α0 − 1 and the angle α is simply
obtained from :

α = arcsin((1 + ǫ) sin α0). (24)

Then following [19], the bending and torsional moments are respectively balanced by the change in
curvature and torsion times the corresponding rigidities :

1Note that such a solution is well suited for springs but would not be applicable for helical wires constituting civil engineering
cables (usually of small index and large angle).
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PR sinα = −EIb △ κ, (25)

PR cosα = GIt △ τ (26)

where ∆κ = cos2 α/R − cos2α0/R0 and ∆τ = sin α cosα/R − sin α0 cosα0/R0.
Eliminating P from these two equations, one obtains the following dimensionless expressions for δ, written

in terms of α :

δ =
(1 + ν) cos2 α + sin2 α

(1 + ν) cos2 α0 + sin α0 cosα0 tanα
δ0. (27)

From Eq. (25), the dimensionless load σ is finally given by :

σ =
(1 + ν)

2δ sin α
(
cos2 α0

δ0

−
cos2 α

δ
). (28)

In this paper, note that the parametric study given in the next section is conducted in terms of ǫ instead
of σ.

As a side remark, the geometric parameters of the unloaded and loaded helical beam must satisfy the
geometric conditions πδ0 sin α0 > 1 and πδ sin α > 1, respectively (meaning that adjacent turns do not
overlap each other).

3. Results

In this section, the unloaded case is first considered in order to clearly identify branch modes inside a
typical spring. Three frequency ranges can be distinguished. Focusing on propagating modes, the effect of
load on the wave propagation is studied in each frequency range. The effect of the dimensionless radius δ0

and angle α0 on the wave propagation in a loaded helical spring is finally examined. Numerical results are
obtained with a Poisson coefficient ν of 0.3.

3.1. Branch identification

In this section, results are given for a helical beam with dimensionless radius δ0 of 10 and angle α0 of 15◦.
Fig.2(a),(c),(d) show the dispersion curves (ωr/cs vs. kr) of the unloaded helical beam for three frequency
ranges : [0; 2], [0; 0.25] and [0; 0.005]. These three ranges corresponds to three frequency regimes, typical
for helical beams, as already identified in [13]. The eigensystem (14) is solved by fixing the dimensionless
frequency in order to obtain propagating as well as non-propagating modes, making easier the branch
identification. At each frequency, there are six wavenumbers having a positive real part.

In order to determine their physical behaviour, a representation of modeshapes 1 and 2 is sketched in
Fig.2(b) for ωr/cs = 1. It comes that both modes 1 and 2 have a flexural wave behaviour. Mode 1 mainly
oscillates in the binormal direction while the motion of mode 2 is mainly in the normal direction. The modes
3 and 4 have not been sketched in the figure because their behaviour could be hardly identified with such
a representation, which can only show displacement components normal to the beam neutral axis. Instead,
the behaviour of these modes has been identified by inspecting the dominant component of eigenvectors.
The dominant component of modes 3 and 4 was found to be φ∗

t and u∗

t respectively, indicating that mode 3
has a torsional behaviour while mode 4 is of compressional type. Similarly to the cylinder dispersion curves,
modes 5 and 6 have a flexural wave behaviour of higher order (of no interest in this paper).

For a dimensionless frequency exceeding 1.88, all the six modes are propagating (see Fig.2a). Under
1.88, modes 5 and 6 become inhomogeneous (complex wavenumbers). As shown in Fig.2(c) and 2(d),
the compressional mode (mode 4) is cut-off for frequencies between 0.002 and 0.15 (Im(kr) > 0), while
the torsional mode (mode 3) is cut-off between 0.002 and 0.106. Note that between 0.002 and 0.08, the
wavenumbers of modes 3 and 4 are grouped together. Then below 0.002, modes 3 and 4 divide into two
propagating modes, for which it becomes difficult to distinguish compressional from torsional behaviour.
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This difficulty was also mentionned in [13, 14]. It can be noticed that one of these two modes has a curve
of negative slope, indicating a backward propagation (positive wavenumber with negative group velocity
Vg = ∂ω/∂k).
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Figure 2: Unloaded helical waveguide with δ0 = 10 and α0 = 15◦. (a), (c), (d): dispersion curves (grey lines: non-propagating
modes, black lines: propagating modes). (b): modeshapes of modes 1 and 2 at ωr/cs = 1 (grey lines: undeformed, black lines:
deformed helix centreline)

Now, a tensile deformation ǫ = 0.4 is applied. One focuses on propagating modes only (we set kr and
look for ωr/cs). Fig.3 shows the dispersion curves of propagating modes in the unloaded and loaded cases
for the first two frequency ranges. The effect of loading is negligible for high frequencies (above 0.25).
For medium frequencies (below 0.25), there is small differences (few percents) between the unloaded and
loaded curves. These differences are localised near the cut-off frequencies of the torsional and compressional
modes (modes 3 and 4 respectively), both increasing under tensile loads. Note that these cut-off frequencies
shift higher as the helix angle increases and would decrease under compressive loads (results not shown for
conciseness). Despite the significant value of the axial deformation on the helical beam, the effect of loading
becomes significant only in the low-frequency range, as shown in the next subsection.

3.2. Effect of loading in the low-frequency range

A parametric study is conducted in order to analyse the effect of loading for low frequencies (below
0.005). Fig.4 shows the superposition of dispersion curves of unstretched (ǫ = 0) and stretched helical
beams (ǫ = 0.4). The effect of loading has been studied for six different helical beams, having dimensionless
radii δ0 of 10, 15 and angles α0 of 5◦, 10◦, 15◦. The tensile load has an effect on the four propagating modes.
For clarity, Fig. 4(e) shows the mode labels as previously identified. The load effect is found to be the
most important for mode 2 (flexural mode oscillating in the normal direction), its dispersion curve shifting
to higher frequencies. The other flexural mode (mode 1) is less sensitive to the load, with a shift to lower
frequencies (except near the rigid body point, corresponding to a zero-frequency). As far as the longitudinal
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Figure 3: Dispersion curves of the unloaded (grey lines) and loaded ǫ = 0.4 (black lines) helical beam for δ0 = 10, α0 = 15◦.

and torsional modes are concerned (modes 3 and 4), their frequency slightly increase under tensile load. As
can be observed in Fig. 4, the applied load has a greater effect as the helix angle increases.

Fig. 5 shows the same results as Fig. 4 for the compressive case ǫ = −0.4. One observes the same trend
as before but in the opposite direction. For instance, modes 2, 3 and 4 shift to lower frequencies. When
the load is compressive, there exists an interval of wavenumbers corresponding to long waves for which
Re(ω) = 0. In this interval, the corresponding frequencies are not strictly zero but have a small imaginary
part. This indicates that compressed helical beams are incapable of transmitting these waves. Note that
the same phenomenon was found in compressed arches [21]. For helical beams, this interval is greater as the
helix angle or the load increase and as the index decreases.

In practice, it can be of interest to evaluate how significant are the stress levels inside the beam. Quan-
titatively, the maximum shearing stress at the surface of the beam can be approximated as 2PR/πr3 (see
Chapters 19 and 20 of Ref. [19]). From Eq. (23), this stress is equal to 2δσE/2(1 + nu), where δ and σ
are obtained from Eqs. (27)– (28). Let us choose E=2.0e11Pa (typical value for steel). Then in Figs. 4
and 5, applying |ǫ|=0.4 would yield a maximum shearing stress varying between 180MPa (corresponding to
the case δ0=15, α0=5◦) and 830MPa (for δ0=10, α0=15◦). Note that the stress inside the beam must not
exceed the elastic limit (which depends on the material considered), otherwise the theory used in this paper
would be no longer applicable.

3.3. Note on the effect of stress versus deformation

The theory presented in Sec. 2 shows that the axial load acts upon the dynamic equilibrium equations
through two combined effects: the deformation of the geometry (from (δ0, α0) to (δ, α)) and the generation
of stress (σ 6= 0). In Sec. 3.2, both effects were taken into account. In the present section, we are interested
in evaluating the influence of stress compared to the deformation. As an example, Fig. 6 compares the
loaded dispersion curves of Fig. 4 (e) with the curves obtained by neglecting stress, i.e. arbitrarily setting
σ to zero (the deformation of the geometry is still taken into account).

The stress σ has an effect that can not be neglected. Comparing Fig. 6 (a) with Fig. 4 (e), this effect
is opposed to, but lower than, the effect caused by the geometry deformation. With the same applied
deformation and dimensionless radius, the effect of stress is more important with the increase of the helix
angle. This phenomenon can be observed by comparing Fig. 6 (a) to (b).

It can be concluded that both effects of stress and geometry deformation should be considered to study
the effect of load on the propagation of elastic waves in helical beams.

4. Conclusions

Elastic wave propagation in a helical beam subjected to a compressive or tensile axial load has been
analysed. The deformation of the geometry under the applied axial load has been taken into account in

8



0   0.05 0.1 0.15
0

1

2

3

4

5
x 10

−3

kr

ω
r/

c
s

(a)

0   0.05 0.1 0.15
0

1

2

3

4

5
x 10

−3

kr

ω
r/

c
s

(b)

0   0.05 0.1 0.15
0

1

2

3

4

5
x 10

−3

kr

ω
r/

c
s

(c)

0   0.05 0.1 0.15
0

1

2

3

4

5
x 10

−3

kr

ω
r/

c
s

(d)

0   0.05 0.1 0.15
0

1

2

3

4

5
x 10

−3

kr

ω
r/

c
s

(f)

Figure 4: Dispersion curves of unloaded (grey lines) and loaded ǫ = 0.4 (black lines) helical beam in the low-frequency range
for : (a) δ0 = 10, α0 = 5◦, (b) δ0 = 15, α = 5◦, (c) δ0 = 10, α0 = 10◦, (d) δ0 = 15, α0 = 10◦, (e) δ0 = 10, α0 = 15◦, (f)
δ0 = 15, α0 = 15◦
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Figure 5: Dispersion curves of unloaded (grey lines) and loaded ǫ = −0.4 (black lines) helical beam in the low-frequency range
for : (a) δ0 = 10, α0 = 5◦, (b) δ0 = 15, α = 5◦, (c) δ0 = 10, α0 = 10◦, (d) δ0 = 15, α0 = 10◦, (e) δ0 = 10, α0 = 15◦, (f)
δ0 = 15, α0 = 15◦
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Figure 6: Dispersion curves of the deformed helical beam including the effect of stress (black) and without (gray) for ǫ=0.4,
δ0=10 and: (a) α0 = 15◦, (b) α0 = 25◦.

the calculation of wave propagation. The effect of load on wave propagation has been highlighted for high,
medium and low frequency ranges. A branch identification of dispersion curves has been performed for both
propagating and non-propagating modes. The effect of loading is significant on the four propagating modes
in a low frequency range. The dispersion curve of the flexural mode oscillating in the normal direction
shifts to higher frequencies under tensile loads and vice-versa for compressive loads. The loading effect is
less important for the three other propagating modes. The applied load has a greater effect as the helix
increases. Both the effects of stress and geometry deformation are found to be non-negligible and should be
considered in the analysis of elastic wave propagation in axially loaded helical beams.
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❘❡s✉♠é ✿

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s
♦♥❞❡s é❧❛st✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❤é❧✐❝♦ï❞❛❧ s♦✉♠✐s à ✉♥❡ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❛①✐❛❧❡✳ ▲❡ ❈♦♥trô❧❡
◆♦♥ ❉❡str✉❝t✐❢ ❞❡s r❡ss♦rts ❡t ❞❡s t♦r♦♥s ♠✉❧t✐✲❜r✐♥s ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
♣r♦♣♦sé✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❤é❧✐❝♦ï❞❛❧ s♦✉♠✐s à ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t
❛①✐❛❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬é❧❛st♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤é❧✐❝♦ï❞❛❧❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✭❙❆❋❊✮ ❡st ❡♥s✉✐t❡
❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ré❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
à ❧❛ s❡❝t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♦❜t❡♥✉ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥ ✜①❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬♦♥❞❡ ♦✉ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬ét❛t ♣ré❝♦♥tr❛✐♥t st❛t✐q✉❡ ❡st rés♦❧✉ ♣❛r ✉♥❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❤é❧✐❝♦ï❞❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ st❛t✐q✉❡ ❡st ✈❛❧✐❞é ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡ss♦rts
❡t ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✸❉ ♣♦✉r ❧❡s t♦r♦♥s✱ ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❆❋❊
❡st ✈❛❧✐❞é ♣♦✉r ❧❡s r❡ss♦rts ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦✉tr❡ ❤é❧✐❝♦ï❞❛❧❡ s♦✉s ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛①✐❛❧✳ ■❧ ❡st
♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛❣✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t ♥✬❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ q✉✬❡♥ ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s
é❧❛st✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ t♦r♦♥ à s❡♣t ❜r✐♥s s♦✉♠✐s à ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛①✐❛❧ ❡st ❛♥❛❧②sé❡✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ❯♥❡ ❜♦♥♥❡
❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡
❢réq✉❡♥❝❡ ✧♠❛♥q✉❛♥t❡✧ ❛ss♦❝✐é✳

▼♦ts ❝❧és ✿ ❖♥❞❡s ❣✉✐❞é❡s✱ ♣ré❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✱ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤é❧✐❝♦ï❞❛❧❡s✱ é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s✱ t♦r♦♥ à s❡♣t ❜r✐♥s✳

❚✐t❧❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡str❡ss❡❞ ♠✉❧t✐✲✇✐r❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳

❆❜str❛❝t ✿

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❤❡❧✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛①✐❛❧ ❧♦❛❞s✳ ◆♦♥ ❉❡str✉❝t✐✈❡ ❚❡st✐♥❣ ✭◆❉❚✮ ♦❢ s♣r✐♥❣s ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲✇✐r❡ str❛♥❞s
✐s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❧♦❛❞❡❞
❤❡❧✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢
♣r❡str❡ss❡❞ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❛ ❤❡❧✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞
✭❙❆❋❊✮ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✭✷❉✮✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥♣r♦❜❧❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✜①✐♥❣ t❤❡
✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ♦r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡str❡ss❡❞ st❛t✐❝ st❛t❡ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❛
❤❡❧✐❝❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t✐❝
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r
♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣r✐♥❣s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ✸❉ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ❢♦✉♥❞
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡✈❡♥✲✇✐r❡ str❛♥❞s ✐s s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳ ❚❤❡ ❙❆❋❊ ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ❤❡❧✐❝❛❧ ❜❡❛♠s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛①✐❛❧ ❧♦❛❞s✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❛✈❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛①✐❛❧ ❧♦❛❞s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡str❡ss ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t
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